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THEORIE ANALYTIQUE

DE LA

PROPAGATION DE LA CHALEUR

CHAPITRE PREMIER

HYPOTHESES DE FOURIER. — FLUX DE CHALEUR

1. La théorie de la chaleur de Fourier est un des pre-
miers exemples de l'application de l'analyse & la physique ;
en partant d'hypothéses simples qui ne sont autre chose que
des faits expérimentaux généralisés, Fourier en a déduit une
série de conséquences dont 'ensemble constitue une théorie
compléte et cohérente. Les résultats qu'il a obtenus sont
certes intéressants par eux-mémes, mais ce qui l'est plus
encore est la méthode qu’il a employée pour y parvenir et
qui servira toujours de modeéle a tous ceux qui voudront cul-
tiver une branche quelconque de la physique mathématique.

J'ajouterai que le livre de Fourier a une importance capi-
tale dans I'histoire des mathématiques et que I'analyse pure
lui doit peut-étre plus encore que 1'analyse appliquée.

Rappelons d'abord succinctement quel est le probléme que
PROPAGATION DE LA CHALEUR. i
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2 HYPOTHESES DE FOURIER

s'est proposé Fourier : il a voulu étudier la propagation de
la chaleur, mais il faut distinguer.
La chaleur peut, en effet, se propager de trois maniéres :

par rayonnement, par conductibilité et par convection.

®. Rayonnement. — Soient deux corps placés a une
certaine distance I'un de I'autre, tout se passe comme si le
plus chaud cédait & I'autre de la chaleur. On admet qu'un
corps qui se trouve dans un milieu transparent ou dans
I'éther émet des radiations qui se comportent comme les
radiations lumineuses ; plus sa température est élevée, plus
il émet de radiations.

Supposons un corps solide ¢ enfermé dans une enceinte
E dont il est séparé par un milieu transparent; le corps et
Tenceinte émettront des radiations. Soit V, la température
du corps C, V, la température de I'enceinte E.

Si:

Vo=V,
il y a équilibre de tempéréture.

Si :

V, <Y,

le corps est plus froid que I'enceinte, il émettra moins de
radiations, le corps va s'échauffer et I'enceinte va se refroidir.

Le contraire aurait lien si 1'on avait :
Vo>V,

L’équilibre de température par rayonnement ne peut done
s'établir que par une série de compensations dont l'étude

scrait fort intéressante, mais est étrangére & mon sujet.
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GONDUCTIBILITE 3

3. Loi de Newton, — On admet que les échanges de
chaleur sont régis par la loi de Newton:

La quauntité de chaleur perdue par le corps est propor-
tionnelle 2 Vy, — V,.

Cette loi n'est qu'approximative et ne peut étre consi-
dérée camme exacte que si V, — V, est petit.

De plus, on peut admettre que la quantiité de chaleur
rayonnée soit fonction seulement de la différence des tem-
pératures : elle doit dépendre aussi des températures absolues
des corps en présence.

Par exemple, dans le cas ou:

Vo =0 Vl =1
et dans le cas ou :

V, = 500 V, =501

la quantité de chaleur rayonnée ne sera pas la méme.

4. Conductibilite. Considérons un corps solide. Si
les différents points de ce corps ne sont pas a la méme tem-

pérature, ces températures tendent a s’égaliser.

A B c 8
C__ ]

Frie. 1.

Soit, par exemple une barre ABCD (fAg. 1).

Supposons que I'on chauffe AB. Dans ce mode de propa-
gation, AB ne peut pas céder directement de la chaleur a
CD. La partie CD ne pourra s'échauffer qu'aprés que la

partie BC se sera échauffée elle-méme. De sorte que l'on
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4 FLUX DE CHALEUR

peut se représenter les molécules du solide comme émettant
des radiations qui sont rapidement absorbées par les molé-

cules voisines.

5. Convection. — Quand les différents points d'un fluide
sont & des températures différentes, il se produit des mou-
vements intérieurs qui mélangent les parties inégalement
chaudes et égalisent rapidement les températures.

Ce phénomene porte le nom de convection. De ces trois
modes de propagation nous étudierons seulement le second,
cest-a-dire la propagation par conductibilité. Cest la, en

effet, 1'objet essentiel de la théorie de Fourier.,

FLLUX DE CHALEUR

6. Hypothése fondamentale de Fourier. — Soient
deux molécules mg, m,, d'un corps quelconque, soient V,, V,
leurs températures respectives, et soit p leur distance.

Fourier admet que pendant le temps dt la molécule m,

céde ala molécule m, une quantité de chaleur égale a:

dQ =g (p) (Vo — V,) dt

¢(p) étant une fonction de p, négligeable dés que p a une
valeur sensible.

Cette derniére hypothése n'est que la traduction du fait
que nous avons énoncé plus haut: iln’y a pas échange direct
de chaleur entre deux parties d'un corps éloignées l'une de
lautre.

L’'hypothése de Fourier est restrictive, car elle suppose que

la quantité de chaleur cédée par la molécule m, & la molé-
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CONSEQUENCES DE L’HYPOTHESE DE FOURIER B

cule m, ne dépend que de la différence des températures et
nullement de ces températures elles-mémes.
Fourier n'aurait pas fait de restriction si, au lieu de la

formule :
dQ =g (p)(Vo— V,) dt
il avait admis la suivante :
dQ =g (p, Vo) (Vo —V,) dt

En effet, la quantité de chaleur cédée ne dépend évidemment

que de p, ¥V, et V,; elle peut done se représenter par :

dQ = 3 (p, V4, V,) dt.
ce que l'on peut écrire :
dQ =g [p, Vo Vo + (V, — V)] a¢

ou, en développant suivant les puissances croissantes de
(Vo — V) qui est trés petit, puisque les molécules sont trés

voisines :

dQ =[g (2, Vor Vo) =¥ (p, Vo) (Vo — Vi) +.....] dt

Le premier terme ¢ (p, V,, V,) est évidemment nul et, en
négligeant les puissances de YV, — V, supérieures i la pre=
miére, on a :

dQ =4 (p, Vo) (Vo — V,) a¢

7. Conséquences de I'hypothése de Fourier. — En

admettant hypothése de Fourier :

dQ = ¢ (p) (Vo — V) dt
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6 FLUX DE CHALEUR

on voit que, si toutes les températures sont augmentées d'une
méme constante, la quantité de chaleur reste la méme.
Si elles sont multipliées par une méme constante, la quan-

tité de chaleur sera également multipliée par cette constante.

8. Flux de chaleur. — Nous avons dit que g (p) était
négligeable dés que p devient supérieur a4 une cerlaine
limnite, Soit & cette limite.

Considérons un élément de surface dw trés petit en valeur
ahsolue, mais infiniment grand par rapport a ¢ (Ay. 2).

Soient deux molécules m,, m, si-

o tuées de part et d’autre del'élément

dw dw; my céde a m, une certaine quan-
tité de chaleur ; considérons tous

les couples de molécules tels que

o (mym,) et faisons la somme des
Fro. 2. quantités de chaleur correspon-

dantes. Cette somme est, par définition, le fux de chaleur
qui traverse I'élément do.

D’aprés ce que nous avons dit plus haut, si toutes les
températures sont augmentées d’'une méme constante, le flux
de chaleur reste le méme ; si elles sont mullipliées par un

méme nombre, le flux de chaleur est multiplié par ce nombre.

9. Considérons un corps possédant un plan de symétrie P,
et supposons que la distribution des températures soit égale-
ment symétrique par rapport a ce plan P. Le flux de chaleur
relatif a un élément dw pris dans ce plan est évidemment nul.

I en sera encore de méme si, sans étre lui-méme symé-
trique, le corps est tel que la distribution des températures

le soit. Cela résulte de ce que les échanges de chaleur ne se
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FLUX DE CHALEUR 7

ont qu'entre des molécules trés voisines. On peut par con-
séquent, sans que le flux change, supprimer les portions du
corps qui ne sont pas contigués & I'élément Jw, et réduire
le corps &4 une petite sphérc ayant pour centre cet élément.
Cette sphére étant symétrique par rapport au plan P, nous
sommes ramenés au cas précédent.

Considérons maintenant un corps symétrique par rapport
a un point O, et supposons aussi la distribution des tempé-
ratures symétriques par rapport 4 ce point. Le flux de cha-
leur sera le méme en valeur absolue pour denx éléments dw
et dw’ symétriques par rapport au point O.

Il en scra encore de méme pour la méme raison que
plus haut, si la distribution des terﬁpératures seulement
est symétrique.

Si, enfin, la distribution des températures est tells que
deux points m et m' symétriqués par rapport au point O
aient des températures égales et de signes contraires, les
flux relatifs & deux éléments symétriques seront égaux en
valeur absolue. 1l en sera encore de méme si la somme des
températureé de deux points symétriques, au lieu d'étre nulle,

est égale a une constante quelconque H

10. Prosrime. — Soit un corps queleonque ; supposons

que la loi des températures soit la suivante
V=azr+}5

Soit un élément duw situé dans un plan parallele A Oz, La
distribution des températures est symétrique par rapport au
plan de cet élément ; donc le flux de chaleur qui le traverse

est nul. De méme, le flux de chaleur & travers la surface
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8 FLUX DE CHALEUR

latérale d'un cylindre paralléle & Oz est nul, puisque les
éléments de cefte surface latérale ontleur plan parallele a Oz.

Considérons maintenant deux éléments plans perpendicu-
laires 4 Oz, par exemple deux pelits carrés égaux ; soient e

et o' leurs centres. Joignons «a'; soit o, le milien (Ag. 3).

F1c. 3.

Soient z, et z; les ordonnées des deux éléments, et { celle

du point O,; on a:

r — Z, -;— z
La distribution des températures est telle que la somme

des températures de deux poinis symétriques par rapport a

O, est constante. En effet, on a:

Vo+ Vi =a(z 4 2,) 4 26
Vo+V,=2(al+5)

Done les deux flux 4 travers les éléments de et dw’ sont
é¢gaux ; par suite, le flux est constant & travers un élément de
surface quelconque paralléle & zOy.

Considérons un élément dw quelconque, fini ou non, dans

le plan des wy, ou dans un plan paralléle. Le flux de chaleur
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FLUX DE CHALEUR 9

a travers cet élément est proportionnel a dw; par suite, on

peut le représenter par :
Adwdt

A, étant indépendant de z, ne peut dépendre que de a et b.

Il ne dépend pas de b, puisqu'on peut faire varier & sans
changer le flux. Si on multiplie toutes les températures par
une méme constante, le flux est multiplié par ceite constante.
Donc A est proportionnel a a.

Par suite, le flux de chaleur peut s’écrire:
— Kadw dt

K est une constante qu’on appelle coefficient de conducti-
bilité.

11. Soit maintenant un élément dw d'o-
rientation quelconque, faisant un angle « a
avec le plan des zy. Considérons un plan
paralléle au plan des ay et infiniment voi-
sin -de cet élément, et considérons le cy-
lindre projetant I'élément dw sur ce plan

(fig. 4). La projection de cet élément est : Fio. 4.

dw’ = dw cos a.

Le volume du cylindre et, par suite, son poids P sont des
infiniment petits du troisi¢me ordre (en regardant comme
du premier ordre les dimensions Zinéaires de dw). La somme
algébrique des flux de chaleur & travers la surface totale du
cylindre doit étre du troisiéme ordre. En effet, le corps rece-

vant dans 'unité de temps une quantité de chaleur égale 4},
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10 FLUX DE CHALEUR

I'élévation de température serait :

_Q
cp
C étant la chaleur spécifique du corps.

Si Q était d'un ordre inférieur au troisiéme, cette élévation
de température serait infinie. Q est done du troisié¢me ordre
au moins et, par suite, négligeable en présence des infiniment
petits du deuxiéme ordre. ‘

Ecrivons done que le flux de chaleur  travers la surface
totale est nul.

Le flux de chaleur a4 travers la surface latérale est nul; il
est done le méme pour les deux éléments dw et dw',

Le flux de chaleur pour la section droite est :
— Ka cosa do dt

et c’est le méme pour l'élément do.

12. Supposons maintenant que nous ayons pour la loi des

températures :
=aw 4 by 4 cz+d

Un simple changement d'axes de coordonnées nous rameé-
nera au cas précédent.

Considérons le plan P dont ’équation est :

az - by -+ cz —o

Les angles de la normale avec les axes sont donnés par

les formules :

Cos a

I

VTR

COSy —

¢
R

=l

cosfp —
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CAS GENERAL 14

en posant :
R=Va? + 8 ¢

D’ou I'on tire :
V=R {xcosa -+ ycosB -+ zcosy]4 d

On obtient facilement le flux 4 travers un élément dw fai-
sant un angle ¢ avec le plan P. Prenons le plan P comme

plan 'Oy'. On aura :
2 =axcosu-} ycosf | 7cosy.
Et on a pour V I'expression :
V=Rz+4d
Le flux cherché est donc:

dQ = — KR cos ¢ do dt

Considérons en particulier des éléments paralléles aux
trois plans de coordonnées. 1ls font avec le plan P des angles
respectivement égaux a v, 8, vy. Par suite, les flux de chaleur

3 travers ces éléments seront respectivement :

— KR cosa do dt = — Ka dw dt
— KR cosB do dt = — Kb dov dt
— KR cosy do dt = — Ke do dt.

13. Cas général. — Supposons maintenant que la dis-
tribution des températures soit queleonque.

Soit V (x, ¥, ) la température en un point.

Soit dw un élément de surface; («q.¥012,), un point de cet

élément ; nous allons chercher le flux de chaleur a travers
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12 FLUX DE CHALEUR

I'élément dw. Ce flux de chaleur ne dépend que de la tempé-
ralure des points voisins de I'élément dw.

Soit (@, y, #) un tel point. Posons :

w:mo—}—i
Y=1Yo+m
z=2zy+7

La température au point (@, y, z) aura pour expression :

Viw,y,2) = V(@p,ya,50) - [(g)n : +(”;—;’)07, + <§§>oc] o

Les quantités §,%,¢, sont trés petites. On peut done négliger

leurs carrés, et l'on a :
(VY (A L (Y
V(z,y,2) =V, (dw>OE + (dy>o nt (d—;>n ¢

Appliquons les résultats établis dans le paragraphe précé-
dent. Les flux de chaleur a travers des ¢éléments perpendi-
culaires aux axes et passant par un point quelconque (z,y, z)

seront respectivement :
\
B SARCA AN
dx
— K v (r.y.2) dw di.
dy

_ K WW(wy2) (zf‘z de dt.

Pour évaluer le flux de chaleur a travers un élément d’orien-
tation quelconque, considérons un tétraédre infiniment petit
OABC ayant ses trois arétes OA, OB, OC respectivement

paralleles aux axes (fig. 3).
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AUTRE DEMONSTRATION 13

On démontrerait comme précédemment que la somme
algébrique des flux de chaleur a travers les quatre faces est
nulle aux infiniment petits
du troisieme ordre pres. *

Soient «, B, v les cosinus
direeteurs de la normale a
I'élément ABC, dont la sur- A
face est dw. Les aires des
trois autres faces seront

respectivement : Fio. 5.

a dw, B dw, Y dw.

Appelons dQ) le flux de chaleur a travers 1'élément dw. On

aura :

i aV | . dV , av
dQ = — K do dt(u T —f—-y'—>'

z

Pour préciser le signe du flux de chaleur, nous choisirons
sur la normale a I'élément dw un sens positif, et nous don-
nerons au flux le signe - ou le signe —, suivant que le
mouvement de la chaleur aura lien dans le sens positif ou
dans le sens négatif. On voit facilement avec ces conven-

tions que le flux de chaleur est :
av
d=—K an dw di

dv . i . .
=, dtant la dérivée suivant la normale, prise dans un sens

. eonvenable.

14. Autre démonstration, — Le raisonnement de Fou-
rier que nous venons de faire peut étre remplacé par un

calcul plus court.
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14 FLUX DE CHALEUR

Soit un élément dw; considérons deux points my, m, de

part et d’autre de I'élément dw. Soient :

Loy Yoy %oy les coardonnées de m,;
z, -+ &, Yo+ s 2z, + &, celles de m, ;
et: Voo Vo, les températures.

La quantité de chaleur cédée par my a4 m, est :

¢() (Vo —V,)at

Or,on a:

A av, \.
v, =V, 4—(dw bl g

m, De plus, on peut remplacer @, y,, 2,
aw dans les dérivées partielles par les coor-
données @, ¥, 2 du point G, centre de
e}
m, gravilé de dw (fig. 6).
Fic. 6. On a alors:

dVv av dV
V4*Vo:5%+ +§

et la quantité de chaleur cédée par m, a4 m, est, par suite:

o) [V D

Le flux total & travers dw est donc:

Q=—dt Y35 (F5; + % + i)
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AUTRE DEMONSTRATION 13

Posons :
Kdo = Y ¢(n)¢
Kdo =¥ ¢(p)n
K'do = Y ¢(p) 8
On aura: ’
dQ = — dt dw (K%+K'%+Kf"2—:>.

Si nous rejetions I'hypothése de Fourier, il faudrait dans
les équations ci-dessus fomplaccr ¢ (p) par g(p, V).

Alors K, K’, K” seraient des fonctions de la température.

Supposons 'élément dw perpendiculaire & 'axe Ox. Si le
corps est homogene, K, K’, K seront les mémes pour tout
¢lément perpendiculaire & Ox. Ce seront des constantes non
seulement par rapport & la température, mais encore par rap-
port ax, y, 5. Si, de plus, le corps est isotrope, I'expression
du flux de chaleur ne doit pas changer, quand on change
y en — y, car tout plan est alors un plan de syméirie pour
la constitution du corps. Donec K’ = 0. De méme K’ — o,
Et, si I'on change @ en — @, le flux changera de signe, ce
qu'on voit en effet sur la formule.

Le flux de chaleur a travers un élément dw perpendicu-

laire 4 Ox sera donc:

av
— K d_x dt dw.
En raison de l'isotropie du corps, le flux de chaleur a tra-

vers des éléments perpendiculaires 4 Oy et Oz sera res-
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16 FLUX DE CHALEUR
pectivement :
J
— K ﬂ dt dw
dy

dv
__K—d—zdtdw'

la constante K étant la méme.

Pour un élément dw quelconque on aura :

dv
dQ = — K = dt do.

Le signe se détermine aisément en prenant 'axe des «

paralléle 4 la normale a I'élément.
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CHAPITRE II

EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

15. Nous allons établir les équations du mouvement de

la chaleur dans un corps.
Considérons un parallélipipéde élémentaire ayant ses arétes

A ) A

Fi. 7.

paralléles aux axes et ayant pour dimensions dw, dy, dz
(Ag- D).
Nous allons évaluer de deux maniéres la quantité de cha-

leur qui entre dans ce parallélipipeéde.

Le flux de chaleur & travers ABCD, qui est perpendiculaire

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 2
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18  FQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

a Oz, est:

— K dydz dtﬂ

Le flux de chaleur a travers A'B’C'D’ est :
av d av
dydz dt [K o + o (K dx) d.ﬂ]
La somme de ces deux flux est done :
,
dedydz. dt. — <K A )
De méme, pour les deux autres couples de faces, on aura:
d dV
dx dydz dt d_y (K @)
d dV
do dy dzdla; (K oz

La quantité de chaleur qui entre dans le paraléllipipéde

est par suite:

d dV 24 dV dV
dodyaz.ar. | 2 (KG)+ 2 (kG + 2 (%) |
D’autre part, cette quantité de chaleur est égale a:

D.C. dxdy.dzdV

D étant la densité du corps, C sa chaleur spécifique.

En égalant ces deux expressions, on a:

an 4V _ d Al dVv dv
C.D. :l_t-—dm< dm)+dy< Jy>+dz( dz)
Si nous adoptons I'’hypothése de Fourier, K est une cons-

tante.
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TRANSFORMATION DE COORDONNEES 19

Si nous ne I'adoptons pas, K sera fonction de la tempéra-

ture, soit:
dK ,
av =K
On aura:
d dV\ o, /dV\? a*v
dw(Kdaa> K(dm) + da?
ete.

L’équation devient donc :

av dV\? =V
R (5) +K N

Dans les applications, nous nous bornerons toujours a
Yéquation de Fourier qui a une forme linéaire. Nous sup~

poserons donc K’ = o, et K constant, de sorte que I'équation

sera :

'A% K
2 =cndV

Nous négligerons les variations de C et D, et nous pose”

rons:

K
C—D':k.

L’équation du mouvement de la chaleur est donc:

av
Pl k AV
16. Transformation de coordonnées. — Nous allons

voir ce que devient cette équation dans un systéme de coor-

données quelconques.
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20 I:]QUATION DU MOUVEMENT DE LA

CHALEUR
Soit:
@ =g, mn, L)
y=29& 0
z =931,

et prenons %, 7, § pour coordonnées nouvelles.

Nous supposerons que nous avons un systéme triple or-

thogonal, ce qui est exprimé par les conditions :

do dx | dy dy dzd__
Bdn T ddn & dy - °

dw dx \ dy dy %E_
dndl " dndl Uy dg = °

dodu | dydy | dzds _
WA T HAET G O

Posons en outre :

(i—?)“ + (%%Y @) =

On a:

ds? = do? -~ dy? | da?
c'est-a-dire :

ds? — a2 d5? -} »2 d?]ﬂ + c? di3.

Considérons le solide (7. 8) limité par les 6 surfaces:

: =¥, (ABCD) E =%, + 4 (ABCD)
n = (AADD)  m= 1,4 dn BBCC)
{ = %, (AA'BB) ¢ =1, + d{ (CCDDY)
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TRANSFORMATION DE COORDONNEES 21

Le solide ainsi obtenu est assimilable a4 un petit parallé-
lipipéde rectangle en raison de Porthogonalité du systéme.
Calculons les arétes. Considérons
BB’ par exemple.

Les points B et B’ ont pour coor-

donndes:
(t-ov g - A, Co) (Eo+dia o+ dn, Co)

Donc la longueur de 'aréte BB’ est:

Fie. 8.

ds = adk.
On voit donc que les dimensions du parallélipipéde sont:

adt bd, cdyf.

Le flux & travers ABCD est:

— K dw dt d\'
et 'on a:
dow — bC(i‘q 714
dn — ad:.
Done le flux est:
be dV
—K o
Le flux a travers A’'B’C'D’ est :
be dV be dV
K. adE C, adi)’ Jd*qdﬁdl
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22 .éQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

- La somme algébrique de ces deux flux est:

( 4 (bedV
h'dE(a 7 ) 5 dn o .

On obtient des expressions analogues pour les deux autres
couples de faces,

En faisant la somme on obtient la quantité de chaleur qui

entre dans le parallélipipede :

d (beaV
K.dsdnd:dzzﬁ(fd—s :

D’autre part, cetle quantité de chaleur est:
CD. ade. @& dv dg dV.
En égalant ces deux expressions et posant :

K
cp = *#

on obtienl I'équation du mouvement dans le systéme de

coordonnées considéré :

cabedV  d fbedV d feadV d fabdV
Cxa=z (a ds) +an <b E) +dc(c oz
17. Coordonnées semi-polaires. — On a:
r —pCOSw
y—=—p¢ sin w
2=z

Par suite :
ds? = d? + p? du? - dz?.

D’oa I'on déduit:
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COORDONNEES SEMI-POLAIRES 23

- L'équation générale devient:

pdV d dv 1dV aVv
kdt — E(P du)+dw (p dm) (P 7)

ou:
12V _1dV &V 1 42V | gtV

kdt o dp dp? 2% dw? dz?

18. Coordonnées polaires.
& — r cos ¢ sinb
.y =r sing sin?d
z = r cosf.
On a:
ds? — dr? + r? sin?6 do? - r? d7?

a—=—1 b= rsinbd c=r.

Substituons dans 'équation (1) du § 16:

2 sin 6 dV L' A
— _.27 sin & i + r2 sin o
1 a2V a2y
sin® dg — + co%ﬁ + sin g — Py
ou
14V _2av BV &V colgndV | A&V
Rd —rdr T + r? 5in? 8 dyp? 3 do ' r? de?

19. Reprenons l'équation de la chaleur dans le cas des

coordonnées cartésiennes :

72%
- = EAV

Considérons un corps C 4 l'intérieur d’une enceinte rem-
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24  RQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

plied’un fluide ala température V. Le corps perdde la cha-
leur par sa surface de deux maniéres:

1° Par rayonnement; si I'on admet la loi de Newton, il perd
une quantité de chaleur proportionnelle 8 V. — V;

2¢ Par convection; on admet que la quantité de chaleur
perdue de cette maniére est aussi proportionnellea V — V.

De telle sorte que la quantité de chaleur perdue par un

élément dw de la surface est:
Hdo dt (V—V,)
H étant une constante déterminde pour chaque élément do.

s dw Z .,

//’j::];x

Fie. 9.

Considérons sur la surface un élément ad de surface dw
(fig. 9). Par chaque point de I'élément menons la normale a
la surface S vers l'intérieur du corps, et portons sur cha-
cune de ces normales une longueur constante e infiniment
petite.

On détermine ainsi un élément a'd’ égal et paralléle a ab.

Nous supposerons ¢ infiniment petit par rapport aux di-
mensionslinéaires de dw ; comme nous I'avons déja fait, éva-
Iuons de deux maniéres différentes la quantité de chaleur
gagnée par le petit cyclindre dans le temps dt.

La quantité de chaleur gagnée par ab est:
— Hdwdt (V—V)
La quantité de chaleur qui entre par '8’ est:

dVv
— % dw dt_%—
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La quantité de chaleur gagnée par la surface latérale,
étant du méme ordre de graudeur que cette surface elle-
méme, est négligeable par rapport aux quantités précédentes
& cause de la petitesse supposée de e. On adonc:

dV _ dV |

— Hdwdt (V—V,)— & do dtd—n = dtC.D.c. do

On voit que le second membre est infiniment petit par
rapport au premier.

On a donc en divisant par df dw:

en posant:

H peut ne pas étre une constante absolue; il peut dé-
pendre, par exemple, du degré de poli du corps. En tout cas
c’est une fonction des coordonnées du centre de gravité de
1'élément dw. V, peut aussi varier. Nous supposerons que V,
est aussi une fonction des coordonnées du centre de gravité
de do.

On peul se proposer deux problémes différents :

1° Probleme des températures variables;

2° Probléme des températures finales stationnaires.

20. Probléme des températures variables. — On se
donne la distribution des températures au temps ¢ = o,
et I'on se propose de trouver quelle est ia distribution au
bout d'un temps quelconque.

Il s’agit done de trouver une fonction V (7, @, ¥, 3) qui,
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26 I:JQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

pour tous les points intérieurs au corps et pour toutes les

valeurs positives du temps, satisfasse a I'équation :

dv ;
= =rav

telle que, pour tous les points de la surface du corps, on ait:

A
RV—V,+ Tn =0

et qui, pour ¢ = o, se réduise 4 une fonction donnée:

¢ (@, ¥, %)

h et Y, soni des fonctions données des coordonnées de

chaque point de la surface.

21. Probléme des températures stationnaires.

On admet qu’a un certain moment la température ne varie
plus, c’est-a-dire que I'équilibre calorifique est établi.

On se propose de chercher quelle est alors la distribution
des températures.

Dans ces conditions on aura:

dv

I/
V sera fonction seulement de z, ¥, 7, et I'équation générale
du mouvement se réduira a :

AV = o.

La condition a la surface sera lJa méme que précédemment

et l'on aura:

A
BV =V +2 =o.
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On peut supposer comme cas limite 2 = o.

On aura alors:

IR
3=

!
I

Dans ce cas, la surface du corps est imperméable a la cha-
leur.

Un autre cas limite est celul ot A est infini; on a alors a

la surface :
r ___ U
V=Y,
(Vest ce qui arrive i trés peu prés, par exemple, quand le

corps est plongé dans un liquide.

Si V, est constant, on peut supposer:
Vo =0
car le O des températures est arbitraire.

2%. Nous allons démontrer que chacun de ces deux pro-

blémes n'admet qu'une solution. Pour cela nous rappellerons
le théoréme de Green.

Soit une surface fermée 8 limitant un volume T ; soit dw
1'élément de surface, dr I'élément de volume. Si U et V sont
deux fonctions quelconques continues, ainsi que leurs déri-

vées du premier ordre 4 l'intérieur du volume, on a:

ff—dm fUAVdr—{—f]f et T ) s

etdansle casou V = U:

ff Do I[fVAVdr«}—/]ﬁ ) ]dr
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28 EI}QUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

Supposons que le probléme des temperatures variables ait
deux solutions V et V'.

On aura pour tous les points intérieurs :

av av’ .
P EAYV, s EAY
et 4 la surface:
ay av’
h(V_V())‘f‘%:O’ RV’ )+dn =

et, enfin, pour t = o :
V=Y =gzys.
Soit :
W=V —V.

On voit que I'on aura pour tous les points intérieurs :

-dW
o = AAW
a la surface :
W + —— —o0
et, pour t =—=o0:
w —z 0.

Il suffit de démontrer que W est nul, c'est-a-dire que, si
dans le probléme des températures variables les fonctions V,
et o sont nulles, la fonction YV elle-méme est constamment

nulle.
Soit V la solution du probleme dans ce cas. Considérons

1P

étendue a tout le corps. , K ,

la fonction J:
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On aura:

as_ (f{vav,
de — dac %
Or, comme l'on a :
av _ v
ar EAY

on peut écrire:

. f—ll;g:kfffVAVdT.

Et, en transformant par la formule de Green:

%: ffv%dm—kff 2(%’>2d7.

Or, on a 4 la surface:

dVv
an = — RV.

Substituons dans la formule précédente, elle devient:

= frvan—ef[f3 () -

Comme % et £ sont essentiellement positifs, on a:

d)
@) _-
dl'_o'

Et, comme on a pour ¢ = 0, Y == o, d'ou:

J=o0.
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30 EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

on voit que l'on a, pour des valeurs positives du temps:

J < o.
Or nous avons déja:

I >0
Donc on a:

J=o0
D’ou, par conséquent :

Y =o.

Le résultat subsiste méme dans le cas limite o, pour cer-
tains éléments de la surface, % est infini, car pour ces points

on aurail :

et l'inlégrale :

rosterait finie.

23. Considérons maintenant le probléme des températures
stationnaires, et supposons qu’il comporte deux solutions V
et V',

On aura pour tout point intérieur:

AV = o, AV =o
et & la surface:
dV , dav’
h(V—-VO)—*—%:O, h(V—V0)+—n:0
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ce qui donne, en posant :
W=V-—-V
AW —=o

Il

pour les points intérieurs, et:

hVV—{—il—\:y:O

a la surface.
[1 suffit donc de montrer que, si dans le probleme des

températures stationnaires Vg est nulle, la fonction V est

nulle.
Appliquons la formule de Green & la fonction V, en remar-

quant que l'on a:

AV = o, AN

On a nlors
‘iO%Wd“:Jy]ES<£52*'

Le premier membre est négatif ou nul.
Le second est positif ou nul. On doit done avoir:

V=o.
Si kest infini, on voit, comme précédemment, que les résul-

tats subsistent.
Si A est nul en tous les points de la surface, 1'équation ci-
dessus nous montre seulement que:
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Dot :

Y — const.

Alors le probléme n’est pas entiérement déterminé. Pour
trouver la constante, il faut se donner la quantité de chaleur
enfermée dans le corps dont la surface est imperméable,

Le cas ou & est infini revient au probléme de Dirichlet.

24. La solution du probléme des températures variables
dans le cas le plus général peut se ramener & deux pro-
blémes plus simples.

En eflet, il s’agit de trouver une fonction satisfaisant aux
conditions :

: dy

h(V—Vy) -+ % == 0 & la surface,
V=g« ¥y, 2) pour { = o0,

Cherchons d’abord une fonction V, (z, ¥, 2) telle que:

AV1 =0
et :
dV
k(V, ‘Vo)‘}“%i:c’

pour les points de la surface; c’est le probleme des tempé-
ratures stationnaires, et la fonction V, est, comme on I'a vu,
parfaitement déterminée,

Cherchons maintenant V, (¢, z, y, 2) telle que:

v,
dt

= RAV,

a4V,
h\', + Td\i == 0
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et:

V‘A(Ov Iy Yy z) = ?(w7 Y, z)'—'vl {.ws Y, z)

C’est le probleme des températures variables pour le cas
ou Y, est nal.
La solution du probléme général est, comme on le voit

facilement :

V=V, +V,

25. Cas ol le nombre des variables x, y, z, est réduit.
~- 1l peut arriver, dans certains cas, que la fonction V ne
dépende que de deux ou méme d'une seule des variables
@, Y, 2. ‘

Par exemble, supposons un cylindre indéfini parallélé 40z
et supposons la distribution initiale telle que la température
soit la méme le long d’une parallele & Oz. A l'origine des
temps, V sera done fonction de @ et y seulement; & un ins-
tant quelconque, V ne dépendra donc que de = et y.

Si le eylindre est limité par deux plans perpendiculaires
a Oz et que ses deux bases soient imperméables & la cha=
leur, tout se passe comme dans le cas précédent.

Sile solide se réduit 4 'espace compris entre deux plans
paralleles au plan des wy, et si la valeur initiale de V ne
dépend que de 2, V ne dépendra jamais que de x.

Supposons que le solide ait la forme d'un cylind‘re indéfini
parallele & Ox et dont la surface latérale soit imperméable a
la chaleur. .

Si V ne dépend que de 2 & l'instant ¢ = o, il en sera de

méme a un instant quelconque.

PROPAGATION DE LA CHALEUR, 3
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26. Cas d’un fil. — Considérons un fil de section cons-
tante et assez petite pour que la tempgrature soit uniforme
dans cette section (fg. 10).

Nous prendrons comme variable l'arc s df« fil compté a

partir d'une certaine origine.

[s] a’
L

b v

Fis. 10.

" Considérons deux sections droites ab et a’d’ prises a des
distances s et s 4 s de I'origine. Soit o l'aire de la section
droite, et 6 son périmetre.

Le volume de I'élément sera w ds ct sa surface latérale o ds.

La quantité de chaleur qui entre par ab est:

-—Kmdt%{:ly

celle qui entre par a'd’ est:
av | a2V
Ko dt [d + == Js2 S]

La chaleur gagnée par la surface latérale est:

— H(V—V,) s dsdt.
Si l'on suppose V, = o, cette quantité se réduit &:
— HVe ds dt.

On aura, comme dans les exemples précédents :

Ko dzdsﬂ_nvcd dt—‘dt—Y(‘Dmds
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SiI'on pose:

5= o - s
—C.D T CD.o
I'équation devient:
dav o>V .
W =k ‘d—sz— —aV.
Si le corps est imperméable & la chaleur, on a @ = o, et

I'équation se réduit a:

Le cas ol a n'est pas nul peut se ramener a celui-la en

posant :
V = Ue~=
car on a alors:
a2y U
dst — a ¢
av_ a0 _ . o
PR — ale—2¢,
et 'équation devient:
dU _, &U.
dt 7 ds?
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CHAPITRE 111
SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI

27. Le premier probléme traité par Fourier est celui des

températures finales stationnaires dans un solide rectangu-

laire indéfini que I'on suppose limité par les plans :

y=0 m:ig .’X):—}—;E
o] X D
A : B _
L oX 0 pd x
2 2
Fic. 11.

V ne dépendra que de x et de y; cette fonction devra done
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satisfaire & I'équation :

a2V d3V
dot T = O

et on devra avoir a la surface:

dV
BV =V 4+ 2 =0

Nous supposerons Z infini, ¢’est-4-dire que la conductibilité
extérieure est assez grande pour que la surface du corps
soit en équilibre de température avec le milieu ambiant.

On aura donc 4 la surface :

V=1V,

Supposons par exemple que 'on ait:

pour: v =— é—" V=o

T
pour: m:—{—é, V=o
pour: Y=o, Y=o
et pour: ¥y =0, V=r(x

7 () étant une fonction donnée.

Fourier recherche d’abord les cas ou la solution V se pré
sente sous la forme =
V=r= ey

On aura dans ce cas:

o =7 @) %)

%V, = 1) ¢ W)
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On doit done avoir :

(@) 9ly) + Fiw) ¢"(y) = o

ou bien :
e _ ¢
rl@) o (y)

et cette égalité ne peut avoir lieu que si chacun des deux
membres est égal & une constante A.
Supposons d’abord A > o, et posons: A = m?.
Ona:
¢" + mlo = o.
La forme générale de ¢ est donc:

¢ = a cosmy - b sinmy

a et b étant des constantes.

Mais, dans ces conditions, V ne s’annulerait pas pour
Y=o,

Cette solution ne convient done pas.

11 faut done poser: A = — m?.

On a dans ce cas:

:p” -— quz = 0.
D’oit:
9 = ae™ | be—mv,

Pour que cette expression s’annule & Uinfini, il faut que a
soit nul. Done :

QP — be—_’"-'/.
On a d’un autre c6té:

[+ mi=o.
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D’ou:

== u sin (m=z -} 0)

et cette fonction doit s’annuler pour z — ==

[

On doit done avoir:
—m3+0=kn m

%k et &' étant des nombres entiers.
Ceci montre que m doit lui-méme étre entier.
Si m est pair, on prendra § = o.
Si m est impair, on prendra 6 = %
Dans le premier cas f(x) est de la forme:
/(@) = « 8in 2mx

Dans le second cas on a la forme:

/(z) =ncos(@m — 1)z

Et I'on aura pour la fonction V dans ces deux cas @

1° V = Ae—3m¥ gin 2mz

90 V = Ae~@m-Yv cos(2m — 1) »

Ainsi donc le probléme est résolu quand f(x) a l'une des

deux formes:
sin 2mx ou cos(2m — 1) @
28. Supposons que /(@) soit une série de la forme:

7 (%) = a,cos & + @y cos 3w + aycosBy - ...
+ &, sin 2z 4 O;sindz + bgsin 6z 4 .....

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



40 SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI

Considérons la fonction:

Y —=a,e—¥ cosx + a,e -3 cosdx + a,e—5% cosbx -+ .....
4 3 L1
+ b,e—2 sin 2% | b,e~4Y sindx -+ .....

Chacun des termes u de cette série salisfait a I'équation:
Au — o.

De plus, chacun des termes s’annule pour z — ig de
méme que pour y = oo,

On voit immédiatement que, si f(2) posséde un nombre
fini de termes, il en sera de méme de V, et la fonction V est
la solation du probleme.

Dans le cas oule nombre des termes est illimité, on ne peut
pas affirmer a2 priori que le méme raisonnement est appli-
cable; il faudra préalablement étudier la série V comme

nous le ferons dans les exemples suivants.

29. Quoi qu'il en soit, le probléme de Fourier nous améne
a considérer le suivant :

Trouver une série (rigonométrique de la forme:

a, cosx + a, cos3x + ay cosbw 4~ ...
+ b, sin2x + &, sinkx + ...
représeniant une fonction [ (x, pour loules les valeurs de x
T T '
272
Ce probléme se raméne au suivant, traité également par

comprises entre —

.

Fourier :

Trouver une série de la forme:

a, + a, cosx + a, cos2x + .....
-8, sinx -+ b, sin20 + .....

qui représenle une fonclion f (x) entre — = et -+ m,
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Supposons que ce développement soit possible, nous allons
calculer les coeflicients.

Rappelons les formules suivantes:

w

fcosmwdm:o pour m # 0
—T
AT .
fsm mrdr — 0 quel que soit m
—T
T -
fcosm:c cosnxdr — o slm £ n
-7
7{- . .
fsm ma smnxde = o sim % n

-

)

9 1y
f0052 mac dx :‘/‘sin2 mxdex ==
-7

T
fcos ma sinnedy =0 quels que soient m et n

-7

Rappelons aussi la définition d'une série uniformément
convergente.

Soit une série:

Uy +w, g+, 4

dont les termes sont des fonctions de « ; 1a série est conver-
gente si le reste R, tend vers 0, quand le nombre = croit
indéfiniment. Si R, est constamment inféricur en valeur
absolue & un nombre ¢ dépendant de =, mais indépendant
“de @, et que ce nombre ¢ tende vers O quand #» croit indéfi-
niment, la série est dite uniformément convergente.

On sait que I'on peut intégrer terme a terme une série uni-
formément convergente. En outre, si une série est uniformé-
ment convergente et si chaque terme est une fonction conti-
nue de «, la somme de la série est elle-méme une fonction

conlinue de x.
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30. Supposons la fonction f(x) développable en une série

trigonométrique uniformément convergente.

[(x) = a, + a, cosz 4 ay cos2x + ...+ a, cosnx 4 ...
-+ &, sinw 4 b, sinx - ... -} b, sinnx 4~ ...

Calculons par exemple a,.

Multiplions les deux membres par cos nx dz et intégrons

de —wam,
On aura, d'aprés les égalités écrites plus haut:

™
f/‘(x) COSNX Ay — =a,
L 3

On voit de méme que ['on a:

11

ff(ac) sinnedxr — =b,
k9

et, enfin:

+7
ff(vc) de = 2ra,
a

On a donc, en admetiant la possibilité du développement:

1 (" ™
[(x) =g | fz) dz + % 2 cos nwff(z) cosnz dz

1 . T .
-+ - E smnmjlfﬂ(z) sinnz dz.

Considérons maintenant une fonction a représenter dans

I'intervalle — <§, g) au moyen d'une série de la forme:

[ (x) = a, cosxz 4 a, cos 3z + .....
+ b, sin 2z 4 b, sindx 4 .....
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Nous aurons résolu ce probléme, si nous trouvous une

fonction de # définie entre — = et 4~ =, qui dans Uintervalle
(— ga + g) se réduise & la précédente, et telle que la série

trigonométrique qui lui correspond soit de la forme ci-dessu =.
Si, dans cette série, on change # ennm—x ou en — 1—w,
la valeur de la série change de signe, et d’ailleurs toute série

jouissant de cette propriété a nécessairement la forme pré-

cédente.
. - s . kg
Si @ est compris entre o et g T & est compris entre 9
et w.
3 . 3 .
Si x est compris entre — 3 et o, — » — x esl compris

y 1
enire — = et — 5

Nous définirons done une fonction ¢ (x) de la facon sui-
vante :
Dans U'intervalle { — T F
aus lintervalle ( 9%
tion 7 (x). .

Dans kl’intervalle (— T, — g) on aura:

) elle aura les valeurs de la fonc-

¢ (@) =— f(—=—a)

et dans l'intervalle <gv 7r> on aura:

¢ (@) = — (= — =)
31. Supposons, par exemple, que l'on ait f(z) = 1 dans
. T
Fintervalle (— 3' §>
Nous aurons alors:

Entx‘e—-xet——%: ¢lo)=—1
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Entrc——get%: o) =1
Eniregetn: g (#) = — 1.

Pour cette hypothése particuliere, la fonction g (@) est paire,
et on voil aisément que tous les termes en sinus dispa-

raissent, et on aura pour m impair:
7ra,,,_f(p oosmxdm—QJ;P ) cos ma dz

A, == chosmm dae — chosmm dx

7
T
Ty — += — = d, = =
77

-
g~

On a done le développement : ,

T cos @ cos 3x cos S
P 3 5 T

et la solution V sera dans ce cas donnée par la formule :

;; V = cosxe¥ — ('0;3”0 -y cos 5 e~ — ..,

32. Ayant obtenu cette série, satisfait-elle a toutes les
conditions du probléme ?

Satisfait-elle 4 I'équation AV =o0?

Cherchons, d’abord, si elle admet des dérivées du second
ordre par rapport a x et y.

Si les séries formées avec les dérivées du second ordre de

ces termes sont uniformément convergentes, on est certain

que ces séries représentent les dérivées du second ordre de

.. T
la série i V.
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Différentions deux fois par rapport & @. On a la série:
— cosxe~¥ 4 3 cos 3we—3¥ — 5 cos Bae~ ¥ 4~ .....

Les termes de cette série sont plus petils en valeur absolue
que ceux de la série:
e~¥ + 3e~% 4 Je- 4 ...,
qui est uniformément convergente pour toutes les valeurs
positives de y, les scules que nous considérons. Les dérivées
sccondes existent donc et peuvent étre obtenues en différen-

tiant notre série terme a4 terme ; on en conclut aisément

qu'on a pour tous les points intérieurs au solide:
AV = o.

Voyons maintenant’ si V satisfait aux conditions a la sur-
face.

A-t-on:

V—=o

quand o === ga y étant positif 7

Cela a lieu sila série V est uniformément convergente.

19

Or, les termes de la série Z;V sont plus petits en valeur

absolue que ceux de la série:

qui est uniformément convergente, sauf pour y — o.
De méme, si y croit indéfiniment, V tend vers zéro.

Examinons ce qui se passe pour y = o. Nous obtenons
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w .
alors pour i V la série:

cos 3z cos Bx
COSw — ——5— -+ T e

\ L. w
Nous allons démontrer que la valcur de cette série est 1

et, dans ces conditions, on sait que V aura pour limile 1.

33. Considérons la somme :

o cos 3@ cos Zm — )
S,, —= cosx — 3 + ... — y—

Oll NOUS SUPPOSONS 7 Palr.

On a:

%’" = —sinx + sin3x — ..... 4 sin(2m — 1) =
7/ )

Multiplions par 2i.

Comme l'on a:

9 sinx — el __ g-ix

Il vient:
25 GL{]SQL — _ gix + ez _e!i[x_*__ . +e(2m—4)i.1:
@£
+ e-lx ___ e—si.r +eﬁ5ix s — e,(nm —A)ix

On a deux progressions géométriques limitées dont les

raisons sont — g2 gt — g—2iz

Donc on a:
97 dsm _gié\'_*_e/ﬂm{»l)ix e—-ia: — e—(ﬂm—\‘-i)f:
i e rEere— y
dx 1 o= 1 e-2iz
_e¥miz __ g-Imix  {gin Ima
T e d e T cosa
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On a done:

dS, __ sin2mz
dr =~ 2cosx

Nous allons démontrer que la série obienue en faisant

croitre m indéfiniment a une valeur constante, si # est compris

entre — % et 7—;

On a, en effet:

sin 2mae
S (@) — S (@) _fﬂcoqm

Intégrons par parties:
. — cos 2my Tl cos iz sin
S, () — S, (wy) = dx
m @) m (%) Aimcosa " mcostz

x, et @, sont compris entre — é et 27 donc cos x ne s'annule

pas dans lintervalle. Par suite, le premier terme du second
membre tend vers 0, quand = croit indéfiniment.
I en est de méme de I'intégrale.
Done, on a:
lim S,, (z,) — lim S, (2,)
S (@) =S ().

La fonction S («) représente donc une constante. Pour la

déterminer faisons @« = 0. On a :

S (o) =

Bl

. n T
Done, pour toute valeur de z comprise entre —g3 et g on a:

T cos 3z cos B
- == COS & — - nr
4 3 b}
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34. On peut donner de cette identité une autre démons-

tration.
Ona:
arc tgz = :d_z
gs = 1 + z?
0
1 zim
T | — 22 i__ .6 -2 ___
1+ 2? Sk A s 14 2
en supposant, par exemple, m impair.
En intégrant, on a: .
23 2% zdin—1
arc tgz = z —3 +§— +§ﬁ—1{’"'
R, — [ 2" 4z
fi T a
0
Posons:
z == pel®, ¢ <1

On a pour R, en intégrant le long de la droite oz :

4 o!m el (2m 4+ 1) i

Rn = %
o 142

Ona:
? 2mn
g™ dp
| R | < AB

A étant l'affixe du point — 1, B celle du point 22, AB repré-
sente le module de la quantité 1 4 2% (fg. 12).

Siw< 2: on a: 2w < %’ et, par suite, on voit que: AB > 1.
Siw > —a 200 > aetona

AB > | sin 2w |
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De toute maniére on a donec:

AB > g(u) > o

hg

z
W
w)

A 0
Fic. 12.
1 . .
M étant différent de zéro.
P N[ 2+ 4
2m (1 — A_E,___
| R | <M [ o dp = S By
M
B z
w
w
A [o]
Fic. 13.

49

Quand » croit indéfiniment Rm tend vers zéro, et ceci est

encore vrai pour p = 1, car il reste alors:

M
IRm|<=2—m—'+i'

PROPAGATION DE LA CHALEUR.
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Dans I'expression de arc tg z remplagons & par e'® et e=/®,

et ajoutons les deux développements :

arc tg e’ - arc tg e~ = % + A&mn.

Doncon a;
T 2 cos 3w 2 cos Sw
;2—%— kn = 2 cosw — 3 -+ 3

K est un nombre entier, que I'on détermine en faisant o = o.

On voit que K = o, done:

4 cos cos 3w cos Bw
- = O — 0 el
4 3 b]

85. Revenons au cas général.

Nous avons trouvé :
— \ — 1 — 1Y
V= am cOSmx e=my -} by sinmx e

les 2 étant & indices impairs, et les & & indices pairs.
Nous poserons:
7 == jg- ¥ TI%,
D'ou:

M —— qm e= my-}-mi.r_

La partie imaginaire de 2 est, suivant la valeur de m:

sit m = 4p + 1, =™y cos max
si: m = 4y -} 2, e~"¥ sin ma
si: m = 4u + 3, — =™ cosma
si: m == 4y, e~ ™4 sin ma.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI 51

Suivant ces différents cas, nous poserons:

si: m = 4u + 1, An = Qs
si: m = 4p -+ 2, An = — b,
si: - m = 4u + 8, Pp = — ay,
si: m = 4y, hon = bum.

'y

Et nous considérerons la fonction @

g (2) = E hm ™.

On voit que V est la partie imaginaire de ¢ (2).

Les coefficients de g (2) sont réels. Done, siz est réel, ona:

V=0
. . i3
zestréel six =+ 3 Donc V est nul pour ces valeurs.
Soit zy 'imaginaire conjuguée de z.

Ona:
r_9(2) — o (2),
V= T

Appliquons au cas particulier que nous avons déja étudié :

T cos 3z
ZV —=cosxe¥ — ——— ¢

—3y + T

La fonction ¢ () correspondante sera donnée par:

z? z5

P
&
It
Y
+
X
+
_+_
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82 SOLIDE RECTANGULAIRE INDéFINI
Ona:

D’ou:

T 7 . -
Q\ == arc tg iz, — arc lg iz

arc Lo 12, — iz ) iz, — 7)
= arelg —— - —arclg
o
1 4-iz,.iz 1 — zz,
2e~¥ cosx
= arc tg

O] —e-y

36. Fourier cherche a évaluer le flux de chaleur a travers
un plan quelconque parallele au plan y = o.

En appliquant la formule générale qui donne le flux on a:

™

2
av

2L

Dans le cas particulier que nous venons d’étudier :
il
2

dQ = % (cosxe—¥ — cos Jwe—3 | ..., ) da

s[4

kg
AKT . sin 3z 2
— 0 -y 22 a3y
- [smme 3¢ -+ m:lJ_f
2

8K [ e  e—by
:-_:[e v+ 3 + 5 + . ]

Si l'on veut avoir la dépense totale de la source de cha-

leur, il faut prendre le flux pour Ia base y = o,

Mais on voit que, dans ce cas, la série est divergente. Done
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SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI 53

la dépense totale de la source est infinie. Ceci tient & ce que
la base est maintenue & la tempcérature 1, tandis que les faces

latérales sont maintenues & la température zéro.

x!

e

B
~-T

2
Fic. 14.

Entre les points A, et A, infiniment voisins, mais pris I'un
sur la base, 'autre sur la face latérale, la différence de tem-

pérature est finie, et il y a ce que Fourier appelle une cata-
racte de chaleur,
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CHAPITRE 1V

SERIE DE FOURIER. — THEOREME DE DIRICHLET

3%7. Dans les considérations précédentes nous nous
sommes servis de fonctions supposées développables en série
de Fourier.

Nous allons indiquer maintenant des conditions trés géné-

rales sous lesquelles ce développement sera possible.

Condition de Dirichlet. — Nous dirons qu'une fonc-
tion 7(x) satisfait & la condition de Dirichlet, lorsqu’elle
peut étre regardée comme la différence de deux fonctions
dont chacune reste constamment finie, et n’est jamais crois-
sante.

Chacune de ces deux fonctions peut toujours étre sup-
posée positive. En effet, soient 7, et 7, ces deux fonctians,
et soit — « la plus petite valeur qu'elles peuvent prendre.

On prendra alors:

r@) = [fy (@) 4« — [/a (=) + o]
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Nous allons monirer qu’une fonction, qui n’a dans un
intervalle donné qu'un nombre fini de maxima et de minima,
satisfait 4la condition de Dirichlet. Supposons, par exemple,

que la fonetion présente un maximum et un minimum.

a TI: c d
Fic. 13.

Appelons B et C le maximum et le minimum, et soient &
et ¢ les valeurs de « correspondantes.

Soit « une constante.

Dans le premier intervalle (a, &) nous prendrons:

fi=o« fi=a—[
Dans le deuxiéme intervalle (5, ¢) nous prendrons :
fi—e-+r7r—B fa— e —B.
Enfin, dans le troisi¢me intervalle (¢, d):
fime4+C—B fi=2a+C—B—p

On voit que les fonctions £, et f, ainsi définies ne sont
jamais croissantes dans I'intervalle a, d, et, de plus,on pourra

prendre « assez grand pour qu’elles soient positives dans
cet intervalle.
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56 SERIE DE FOURIER. THEOREME DE DIRICHLET

Si deux fonctions satisfont 4 la condition de Dirichlet, il
en est de méme de leur somme ou leur produit.
Soit = A—B:

f':C.—D
On a:
f+f=A+C— B+ D)

et les fonctions (A - C) et (B -4 D) ne sont jamais crois-
santes.

De méme, on a:
r.r=1(AC 4+ BD) — (AD + BC)
On voit encore que les deux fonctions:
(AC 4- BD), (AD 4+ BC)

ne sont jamais croissantes.
Une fonction satisfaisanf & la condition de Dirichlet peut
étre discontinue.
Soit:
r=rf—rnrn
On a:

fi(x+ R <7 (2 si k>o

et £, (x | k) croit quand & décroit.

Donc £, (= 4 k) a une limite quand % tend vers zéro. De
méme, /, (# — k) a une certaine limite quand 4 tend vers
zéro.

La limite de f; (= - %) est inférieure ou égale & 7, (z),
celle de £, (x — F) est supérieure ou égale A £, (). -
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Si ces deux limites sont égales, elles sont égales a7, (),

et la fonction est continue pour la valeur z.

Ona:

flo+k=/file+h)—rfie+n
f(w—h)qu(m—kJ~fn(m—h)

Ce qui précéde montre que f (z + h) et f (x — h) tendent
vers des limites déterminées, quand A tend vers zéro; ces
limites peuvent étre différentes ; si elles sont égales entre

elles et égales & 7 (), la fonction £ (x) est continue pour la

valeur .

88. Tutoreme. — St une fonction [ (x) satisfait & la con-
dition de Dirichlet dans Uintervalle (— =, + =), elle pourra
étre représentée dans ce méme intervalle par une série de

Fourier, ¢'est-a-dire que 'on aura:

n [(x) =%f;‘(z)dz + E cosmxf}g(z) cosmz dz
-+ E sinmwf;‘r‘(z) sinmz dz

11 faut, d’abord, établir I'existence des intégrales qui expri-
ment les coefficients.

Nous allons, d’abord, montrer qu'une fonction qui n'est
jamalis croissante est intégrable.

Pour cela, reportons-nous & la définition de I'intégrale.

Considérons une fonction f(x) définie dans Tintervalle
deaa b.

On insére entre a et b des valeurs intermédiaires :

Ty Ly ..o Tp_y
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88 SERIE DE FOURIER. THEORREME DE DIRICHLET
et on pose:

Sy =x, —a

81 = Xy — .’E,’-4

8, = b — x,,

Soient M; et m; le maximum et le minimum de / (z) dans
l'intervalle §;.

On formeTes deux sommes :
5=M,35 4+ My3, ... M3, -} ... + M3,
s =m3d, +myd; + ...+ md; + ... Fmad,

On démontre que, lorsque les intervalles 3 tendent vers
zéro suivant une loi quelconque, S et s tendent vers des
limites fixes L et L.

~Pour que la fonction soit intégrable il faut qu'on ait:
IJ — l.

Supposons que, dans l'intervalle (2, ), / («) ne soit jamais
croissante.

On aura alors :

Done :
S —s= ¥ [fl@wi-) — F(z)] &

Comme la loi de formation des intervalles est quelconque,

prenons:

On a alors:
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Quand n croit indéfiniment :
lim (S — s) = o.

Dong, la fonction f{x) jamais croissante cst intégrable.

Si une fonction satisfait 4 la condition de Dirichlet, elle
est la différence de deux fonctions intégrables; donc elle est
elle-méme intégrable.

Les fonctions sin mz, cos mz satisfont &4 la condition de
Dirichlet.

Si done 7(z) satisfait 4 la condition de Dirichlet, il en sera

de méme des produitls:
7 (2) cos mz, f(z) sinmz.

L’existence des intégrales qui figurent dans la série est

donc démontrée.

39. Considérons:

S, :A/‘_;'(z] an Az

ou l'on a posé :

O — % +- cosx cosz 4 ..... -+ cos max cosmz
+ sinz sinz 4 ..... -+ sinma sinmz
d'ou:
Sm 2%-}—005(2——.'3)—{—0052(1——3:) ..... +cosm (z —a).
Posons:

z—ax=y.
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Multiplions les deux membres par 2 sin¥, on voit quel'on a:

2
. . 2 1
26m sm‘g = sin %‘ Yy
Posons alors:
1
mAg =g
6, — sin EZ'
2 sm§
D'ou:
m _ff( ﬂ——% dz
2 sin ~———— B)
a étant compris entre — = et 4~ =, partageons l'intervalle

d’intégration en deux parties :

™ x T
Jo=l
— T —T x
Transformons la premiére intégrale en posant:

33— —Y,

Elle devient:

T+ x
ff(w—«y) smpu/d fyffw Y blIlu/l/d
0

0 2 sm’é 2 sin ‘g Y

Pour la seconde intégrale posons:

z=a+y
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elle devient:

y/ @ + y) . singy g,

[:(w -+ %) sin vy 4 j

/o 251117 °’sm y

On a donc pour S,.:

T— 4
S, :f?/f(w + ¥) , sin H-?/ dy +j_f;(w__g) sio py a.
0 0

2 sing—é 2 sin y

Nous avons & chercher la limite de Swm lorsque = croit
indéfiniment.

40. Pour cela, nous allons, d’abord, étudier I'intégrale:

szep(yﬁl

4 (y) satisfaisant a la condition de Dirichlet.

Considérons l'intégrale définie :

jore]
/5

0

Nous allons d’ahord démontrer que H est finie

Iiemarquons que le numérateur sin py change de signe
pour les valeurs suivantes de y:

Divisons le champ d'intégration en intervalles partiels et
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posons :

| 2
i
_B. — [ Snvy dy
=
x
13

3n
"
sin wy
By=| —2d
y Y

Les quantités B sont ¢évidemment toutes positives; de
plus, elles vont en décroissant, comme on le voit aisément

en considérant la courbe représentée par 'équation :

sin vy
Y

Z =

De plus, B, tend vers zéro quand # croit indéfiniment.

el

e

i

=
2

Fie. 16. .

On voit donc que H peut se représenter par une série
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alternée :
H=B,—-B,+ B, —B, ... ~+ Bog—y — Bax 4 ...

Nous allons démontrer que les B et, par suite, H sont indé-
pendants de .

Considérons, en effet :

(1) 7
f L0 Wy dy
nx v
13
Posons :
py =z

L'intégrale devient :

(nt 4T
sin z
/ dz
z
Y nT

Elle est donc indépendante de p

De plus, si on pose: :

Ona:
Har < H < Hggy

Revenons al'intégrale J et supposons, d'abord, ¥ (¥) cons-
tamment décroissante et positive. La fonction & intégrer

chunge de signe pour les valeurs :
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) étant le nombre entier tel que:

A T
— < a< (A 1) —
: Sk

Posons, de méme que précédemment :

X
# sin

A, :f oly) 2 ay
o Yy

2n
=
A :] o(y) S gy
J. y
.

- -
sin
A= o) T”ydy
®

o=A, — A, A —
o = Ag

On voit aisément que les A sont positifs et décroissants,
et que l'on a:

-]ZA < J < Jary

Considérons 'une quelconque des quantités A, par exemple:

3n
sin
A= o) =
2n
*
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On a done:
31
p. -
As < q) 27—:)[ S—_ﬂl dy
P 2x y
w
3n
3« ® sin py
A; > ¢ —> dy.
E‘. . 27: y
%

ce qui peut s’écrire :
37:) 2%
ST\ By < Ay < —) B
¢ ( * a s 4 " 8
Si . croit igpdéfiniment, on aura & la limite, en appelant

¢ (¢) la limite de ¢ («), quand « tend vers zéro par ses valeurs

positives :
lim A; =3 (e) B,

et d'une fagon générale:
lim A, = ¢ (¢} B,
On en conclut :
lim Jyp_y = g (). Hags

p.:w

llm Jzk = Q(E) Hz[,

‘L:m
Je dis qu’on peut trouver w assez grand pour que l'on ait:

[J—Hg () | <m

7, étant aussi petit que 'on veut.

On a, en effet :

J—Hy (e) < Jak—y — Hyep {2)

PROPAGATION DE LA CHALEBUR.

5
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ce qui peut s'écrire :
J —Hy () < [Jar~1r — Har—s 3 (e)] + Bas (e).
On peut prendre & assez grand pour que By soit aussi
petit que I'on veut et, par conséquent, pour que I'on ait:

Barg () < %

et, £ étant ainsi déterminé, on pourra fondre w assez grand

pour que:
Jog—v — Hak—a g (e) < %

D'ou:
J—Hg (e) <y

On démontrera de méme que:
p (s) — 3 < 7
en remarquant que l'on a :
Hg () —J << Hyp s (e) — Jas.
Le raisonnement qui précéde montre que :

limJ =g () 11
Jim J = ¢ (¢)

Si la fonction ¢, sans étre décroissante, satisfait a la con-
dition de Dirichlet, il en sera encore de méme.

41. Revenons a la fonction S,, :

S, :f ( + y) sin uyd _ﬂu ) sin py dy.
0

‘2sm2 0‘251n— v
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Les fonctions : y @ +y) et Y z—y)

2sin'% QSiH%

restent finies et satisfont a la condition de Dirichlet.
Appliquons les résultats précédents :
Les valeurs limites des fonctions précédentes quand y tend

vers zéro sont respectivement :

@+ e

et:

ri@—e).

On a done:

lim Sp = H[f (= 45 + 7 (= — o).
Si la fonction est continue :

lim S, = 2117 (x)

H est une constante. Pour la déterminer, faisons f(x) = 1;

on a, en se reportant & la série de Fourier :

H=

o1

Done:
lim S, = [/ (@ +¢) + /(@ —¢)]
et, si la fonction est continue :
lim S, = = /().

42. Exemples divers. — Reprenons I'exemple que nous

avons considéré.
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Nous avons obtenu :

3
cosw—-coz x+c0555w__.=

jid
4
quand :

T kA
2 <7<y

La valeur de cette série est — 77; quand :

—7r<03‘<-——1;)‘

ou:

Tex
3 < w.

. . . T
Voyons ce qui se passe au voisinage de @ = 5

Si: m:’—;—s.
ona: f(m):}:
et si: a}:.’—;—*—a
on a: f(w):__’i.

Donge, d'aprés ce que l'on a vu précédemment, la valeur de
PR T o A . P . .
la série pour & = 3 doit étre zéro, ce que I'on vérifie immé-
diatement.

- Cherchons comme autre exemple le développement de la

fonction . C'est une fonction impaire, donc le développe-
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ment ne contiendra que des sinus et I'on aura:

+n
na, ffz sinnz dz.

—
l
z cosnzg |™ cosnz
Ay = — | ————— ——=dz
i ]i‘/ n O
-7

2

a, = (-—- 1)”" ;'

On a donc le développement:

. sin2r ., sin3z
= sinz — —5 —}——3—

o8

quand :
—_n 2 < %

Quand v augmente de 2r, la série ne change évidemment

pas de valeur; on a donc, en appelant y cetie série, pour:

pour:
an < ¢ < b=,

1] =£23—— 2x ... ete. ...

Nous allons étudier une série analogue & la précédente :

cosx cos 2x cos 3x
g T3

T —

et pour cela nous allons considérer d'abord la série ima-
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ginaire :

Cette série représente, comme on le sait, la fonetion :
L{1 + ei*)

pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas des multiples
impairs de =.

La partie réelle de cette fonction est :

Litl+e*|=L \’E—I—QCOszLQGOSg'

On a done, pour toutes les valeurs de « qui ne sont pas

des multiples impairs de = :

@ _cosx cos2x , cosdw
L 2cos

0= 1 T ¢ T 3 —

&

Dans la série qui donne le développement de 5

» changeons
@ en m-—— w; ON aura:

m—& sing  sin%e sindx

g — 1 T3 t g Tt

le développement étant valable entre O et 2x.

La série L 2cos ‘g devient, par le méme changement:

. & cosx  cos2x
L251r12_— . g

cette formule étant valable entre 0 et 2n. La convergence

ne peut pas étre uniforme au voisinage de x = 24n, car
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chaque terme est une fonction continue, et la série éprouve
en ces points une discontinuité ; mais on peut se demander
si la convergence est uniforme pour les valeurs autres que
ces valeurs singuliéres. Pour traiter cette question, rappe-

lons un théoréme d'Abel.
43, Théoréme d’Abel. — On considére une série :

o=ty -y Fuy + oo +u 4 ...

que l'on suppose convergente ou simplement oscillante.

Si la série est convergente : -
lim (0,4, — 8,) = 0,
quel que soit p, quand 7z croit indéfiniment ; on peut done
prendre n assez grand pour que:
| 6nsp — 06a | < pay

g étant une quantité aussi petite que 'on voudra.

Dans le cas d’une série oscillante, on peut écrire la méme
inégalité; mais p, ne représente plus une quantité infini-
ment petite ; mais c’est une quantité finie.

Considérons une suite de nombres positifs décroissants et

tendant vers zéro :
%y Xgy e ®p ene
je dis que la série:
- oy 4 oo - @atta 4 .o

est convergente.
Pour le démontrer, nous allons chercher une limite supé-

rieure du reste,
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Ona:

Sn+p_Sn:°‘u+|uﬂ*4+"' +¢n+p Un+p

le second membre peut s'écrire :

Rz 4 4 (0’11+|—'0’n)+.-. —-+—d."+p(d',,+p——o‘"+p_‘)

ou bien encore:

Xty (Gu+4 - ("n)+ [P [(Gnﬁ 7 — 511)_ (°'n+| - °'n>] '+‘ oen

e e (B — 0] — (o0 ey — 2]
ou :
(Gn [ —511) (1n+| —’ln+2) -+ (5n+2_‘5n) (“n+2_ d-n+3) +
et (Sntp—1 — ) (Bntp—y — @i p) + (Snip— 0a) Xy

Toutes les différences des = entre parenthéses sont posi-
tives,

Si on remarque que :
| Snsp — on | <pa

quel que soit p, on voit que la quantité précédente est infé-

rienre en valeur absolue a

pa ((@n+4 — @ntg) + (%n+g — dnsg) £ .o + tn4p]

done:
I Sn+p"“‘ sn I < Pn%n+g

Si n croit infiniment, S,,, — S, tend vers 0, donc la

série est convergente.

44. Applications du théoréme d’Abel. — Supposons
d’abord que l'on ait:

u, — enx,
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On aura dans ce cas:

Ontp— Gp — ghix [eix + gtlx + + epiz]

ix gix ___ e(p-H)tx
—_— e’L —_—

1 J—1
__ ppi
— e(u+l):'x L_e_pf.
1 -— e

On voit que le modulo de cette quantité est égal a celui de:

sin %w
. &
sin é
qui est inférieur au module de:
1
. .’D‘
sin 5
On peut donc prendre :
. 1
T an e
| 2|

Cette quantité sera finie pour toutes les valeurs de « qui
ne sont pas des multiples pairs de =.
Donc, en multipliant les termes par les quantités positives

et décroissantes :

Qyy Lg oee -

on obtient une série convergente, sauf pour les multiples
pairs de =.

On arrivera aux mémes conclusions avec les séries:
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qui sont respectivement les parties réelles et imaginaires
de la série:

E emi.z:

Si on prend deux quantités x, et @, comprises entre o et

2z et que 'on fasse varier @ de maniére que l'on ait :
o< x, <x < < 2n

on pourra trouver une quantité M indépendante de a telle

que 'on ait toujours entre ces limites:

On voit donc que la convergence sera uniforme entre «,

et z, ; le reste est donce inférieur a:

M(ln+‘.

1 . o
En supposant «, = S on obtient les séries que nous avons
déja étudides :

sin na
s, = 3, 2
n

. £OS N
=X
n

45. En faisant:

Hl»
(32

&y =
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on obtiendra de méme les séries :

S, et S; sont uniformément convergentes. En effet, les termes

sont respectivement inférieurs 4 ceux de la série :
1 1 1
1taat ot st

qui est absolument convergente et dont les termes ne dé-
pendent pas de =.
Done S, et SJ représentent des fonctions continues et pé-
riodiques.
Il en sera évidemment de méme des séries S,, 54, ete.
Cherchons la dérivée de Sq. On a:
dS, _ Yoz g,
dx n !
mais, pour que ceci soit légitime, il faut que la série obtenue
par la différentiation soit uniformément convergente ; c’est
ce qui a lieu pour la série S/, comme on I'a vu, sauf pour
les valeurs singuliéres @ = 2k=.

On aura, sans restriction:

a5y _

Te 3, ete....
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. s dzsS . .
mais la dérivée seconde d—m’n est discontinue pour # = 2Kmx.

Considérons maintenant une série de la forme:

S = E P, cosnz

dans laquelle P, représente un polynéme en % :

+n"+‘ + - +np+q

En conservant les notations ci-dessus, la valeur de la série

sera:
(1) S =28 + 2+:Sp+1+ - + 25145540

Prenons maintenant la série :

E a, COSnwm

dans laquelle a, est supposé développable suivant les puis-

i
sances de --
n

A Apiy
an=2e gl g he g ey
"Posons :

Py =22 4o g e

" T et

de telle sorte que I'on aura:

Ay — P" + Rﬂ
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et la série scra:
Z P, cosnz - 2 R, cosnx

l.a premiére de ces deux séries, en vertu de I'égalité (1), est
continue, ainsi que les dérivées jusqu'a I'ordre (p — 2) inclu-
sivement; la dérivée d'ordre (p — 1) est discontinue pour
@ == 2k=. On a:

k

I R" | < n7+i

k étant un nombre fixe. La série :

O &
Ln‘”‘ o8 nw

est uniformément convergente, ainsi que les séries auxquelles

conduisent les ¢ — 2 premieres différentiations.

Il en sera donc de méme de la série:

Z R, cosnz

de sorte que les dérivées de cetle série sont continues jus-
qu’'a I'ordre (g — 1).

Donc la série:
Z a, COS 17X

a ses dérivées continues jusqu’a 'ordre (p — 2) inclusive-

ment, et se comporte comme les séries:

S,. et Sy
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Supposons maintenant, :
@y = A, COS MY

X» ¢tant développable suivant les puissances de :—1-

On pourra considérer la série donnée comme la somme

des deux suivantes :

kﬂ )\71
Z—é—cosn (x — 9) —{—Z ) cosn (@ - g).
La premiére ne peut avoir de discontinuité que pour:

x=2kn + g,

et la seconde pour = 2kr — .

Mais cela n'aura liea que sile développement contient
1
un terme en --
n
De méme, si 'on a:
an = hy COSTQ - 1, sinng 4 X, cosng’ + w, sinng’ 4 ...,
il ne pourra y avoir de discontinuité que si I'on a:
w == 2kn £ g ou @ = 2kx = g'.....
46. Supposons maintenant que 'on ait :
Qn == aye— "
¢ étant un nombre positif, et «, étant tel que:

| an | < &
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La série:
2 @n €OS NI

est une fonction holomorphe de .

En effet, on peut I'écrire :

Al aﬁ -nt+nix Y a‘_" -nt—nix
e +X5e :

Ces deux séries sont des fonctions helomorphes de .
Done leur somme est aussi une fonction holomorphe de .

Considérons maintenant, d’une maniére plus générale, la
série :

Z @n (1) cos nx

en supposant o¢,(¢) développable suivant les puissances
croissantes de f.

Soit:
on (8) = a4 aht -2 ... + aft? -+ ...

Cette série est-elle une fonction holomorphe de t?
Cherchons, d’abord, si I'on peut grouper les termes qui
contiennent une méme puissance de t.

Cela pourra se faire si la série:

2 o= (%) cos nw

est absoclument convergente; ce qui aura lieu, par exemple,

ZZ | waPt? |

sl la série:

est convergente.
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Supposons en particulier:

P () =0 (%’ t)

el supposons que I'on ait :

gl = Ao+ 2423y

A, A, A, A, dtant des fonctions de ¢ développables
suivant les puissances croissantes de ¢.

Pour que le terme général tende vers zéro, il faut que I’on
ait :

Ay=o.
Nous supposerons, d'abord, que I'on a aussi:

A, =o.

On aura :
$n (8) = 22 81 (:_L)" ¢,

Supposons cetle série convergente pour:

S I

< <.

Alors la quantité:
Bary?

doit tendre vers zéro, donc on peut trouver un nombre M tel

que:

B lary? <M

M
|F33|<a,,—y,,'
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Donc, si la série:
A\ /t\9
PEIN(E) ()

est convergente, la série :

SN ;) @ cosns

sera absolument convergente.
Sommons la premiére de ces séries.

Effectuons d’ahord la sommation par rapport & ¢. On a:

¥ M (ﬁ)" [1+$+:—i+ .....

c¢'est-a-dire :

IXw () —

Sommons par rapport & p, on a:

=) (t-2)

Cette série est convergente, car elle est comparable a la
série:

1_*_%_'7_... +$_{_

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 6
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Ainsi donc, si @x () ne contient pas de terme en - la série:

Z 9n (¢) cosnx

est une fonction holomorphe de ¢.

. . 1
Supposons que ¢, (¢) contienne un terme en jyon posera:

#a =21 4 4o

et la série deviendra :

A, Z (Bsnﬂ- -+ 2 Y (t) cos nax.

On voit que la série est encore une fonction holomorphe

de ¢, puisqu’il en est ainsi de A, et de E Y. cos nx, et que,

cOS nxe

d’autre part, le cocfficient 2 est indépendant de ¢.
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CHAPITRE V

PROBLEME DE L'ARMILLE

47, On appelle armiile un fil de trés faible section, for-
mant un circuit fermé. On se donne la distribution initiale
de la température dans I'armille,et 'on demande quelle sera
cette distribution quand on aura laissé I'armille se refroidir
librement pendant un temps quelconque.

L'équation du mouvement de la chaleur dans un fil est,

comme on I'a vu :

dV a2V
() a taV=kga
a et k étant des constantes, et x représentant la longueurdu
fil comptée suivant son axe & partir d'une certaine origine.

On a vu qu'en posant :

V = Ue =
I'équation se réduit a :

dU _ , &0

dt ~  da?
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Choisissons 'unité de longueur de maniére que la lon-

gueur de I'armille soit 2z, et I'unité de temps de maniére

que £ = 1.
On aura alors :
. dU  d?U
2 dt — da?

U doit étre une fonction périodique de 2 et de période 2=.
L’équation différentielle doit étre satisfaite pour les valeurs

positives de ¢; ¢t pour ¢ = o on doit avoir :
U=r(a)

[ (z) étant une fonction donnée.
L’équation différenticlle (2) admet comme intégrales par-
ticuliéres :
u = cosnz e~

u — sinng e—"*,

En effet, on a pour ces deux cas:

du 2

—dt__—nu
d®u 2
T nu.

11 résulte de la quo:

U= E a, cosnz e~"'t | Z b, sinnw e "%t
sera aussi upe intégrale de Véquation (2).

La fonction f (&), qui a pour période 2=, peut se dévelop-

per par la séric de Fourier. Soit :

flx) = E (a, cos nx + b, sinnx).
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Considérons alors :

N ; 2
U= Z an cosnxe="" | 2 b sinnge "%,

En posant:

Up = @n COSNT -+ b, sinn;

U= E U=t

48. Nous allons vérifier que U satisfait aux conditions de

on a:

I’énoncé.
La série qui représenic /() est, par hypothése, conver-

gente. Donc:
| an cosnz -+ &, sinnx | < %,

% ¢tant une constante, et ceci a licu quel que soit z; en

. . : M 7r
particulier, en faisant successivement £ — o et =z — g’ Oon

voit que:
lay | <k | ba | < R

Nous allons démontrer que, pour ¢ >0, U est une fonction
holamorphe de = et de ¢.

Nous avons vu que les séries :

.
2_‘ o, COSRNL,
Z &n SIN 2.

représentent des fonctions holomorphes dex, siona:
' %sy ] < ke—‘»l’

¢t étant un nombre positif.
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Or, la série U se compose de deux autres satisfaisant évi-

demment a cette condition, car on a :
—n2 -
I ane n4t l < ke nt,
—n? —_
I b,,e nit ] < ke nt,
puisque l'on a:

|e. | < & [ b | < A.

Done la série U est une fonction holomorphe de .

Changcons ¢ en ¢ - A, on aura :
U= Z U e PEE N,

Supposons ¢ >> o, et prenons k assez petit pour que:
t—h > o.

U est alors développable suivant les puissances ecrois-

santes de . En effet, on a:

e—nt k) —— g—n2 Z (.'__n_%)f,
= X
D’ou:
2, (— N2R)P
U= 22 e — "t KTL
Nous avons ainsi U mis sous la forme d’une série a double
enlrée que 'on doit d’abord sommer parrapporta p, ct ensuite
par rapport a n.
Je me propose de montrer que U est une fonction holo-
morphe de %, et pour cela de développer U suivant les puis-

sances de %. Cela revient a changer I'ordre des termes de le
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série, en les ordounant par rapport aux puissances de %,
c'est-a-dire & sommer la série d'abord par rapport a n, et
ensutte par rapport a p.

Pour que T'on puisse ordonner la série suivant les puis-
sances croissantes de %, il suffit que la série soit absolument
convergente. Or, le terme général est moindre en valeur

absolue que celui de la série:

2y (RPA)P
B3, heore gy

qui est convergente; en effet, elle est égale 4 la série:

—n2(t—
Zke n¥(e—h)

et 'on a par hypothese:

t—h>o.

Dounc, d'aprés ce qui précéde, U est une fonction holo-

morphe de = et de ¢ pour toutes les valeurs positives de ¢.

49. Nous allons démontrer maintenant que U satisfait &
I'équation (2).
Ona:
d
ri—[tj = Z — nly, e—n%,

aU
— = E —_ nﬁu,,e'"'”.

dux?

Pour que ces séries représentent véritablement les dérivées
de U, il faut qu’elles soient uniformément convergentes.

Quel que soit ¢, nous pourrons prendre I, assez petit pour
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que l'on ait :

0 <ty <t

On voit alors que le terme général de la série précédente

est plus petit en valeur absolue que:
n'zke—nlto

qui est le terme général d'une séric convergente dont le
terme général ne dépend ni de = ni de .

2
Donc ﬂj Y

et — sont bien représentées par la série:
dat € dw? p P

3
2— n2y,e— ",

On en conclut aisément que la fonction U satisfait a
l'équation différentielle.

Reste & savoir si U] se réduit & £ (x) pour ¢ = o, c'est-a-
dire si, quand ¢ tend vers zéro, U tend vers £ (x). Ceci n'est
pas évident, puisque nous ne savons pas si U est holo-
morphe pour ¢ = 0.

Appliquons le théoréme d’Abel a la série/ (), enprenant:

— ,—nlt
o, — € y

Up = A, COSNT -+ b, sinnzx.

Le reste de la série ainsi formée, qui est précisément la

série U, sera tel que:
| Ra | < pae—tnt 1%
et comme on suppose { == o:
[ Ba | < pn

Or, la série Zu, étant convergente, on peut prendre n
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assez grande pour que p, qui, d'aillcurs, ne dépend pas de
t, soit aussi petit qu'on veut. Donc la série U est uniformé-
ment convergente par rapport a ¢; la somme de cette série
est donc une fonclion continue de ¢. Or, pour ¢t = o, elle se

réduita £ («). Done, quand ¢ tend vers zéro, U tend vers 7 (z).

50. En général, pour £ = o, la série ne sera fonction holo-
morphe ni de « ni de z. En effet, pour ¢ = o, on peut se donner
arbitrairement la fonction f (&) ; par conséquent, elle peut
étre discontinue, et U ne sera pas alors une fonction holo=
morphe de x.

Pour voir que U n’est pas, en général, fonction holomorphe

de ¢, choisissons 7 (x) de facon que I'on ait:
f@)=o0 pouro < z < =

[ (@) ayant des valeurs quelconques quand @ est compris
entre — = et 0.

Pour ¢ > o on ne pourra plus avoir une telle distribution,
c'est-i-dire qu'il ne pourra pas arriver que U soit constam-
ment nul dans un intervalle fini, car on a démontré que
U étail alors une fonction holomorphe de «, et onsait qu'une
fonction holomorphe ne peut étre nulle dans un intervalle
fini, si petit qu'il soit, sans éire identiquement nulle.

L’équation différentielle:

dU _ U
dt — da?

nous donne, par différentiations successives:

#2U U

At T da? di
$U U
de dx? d?-
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D’ou 'on tire :

U _ U
di? 7 det
et, d'une facon générale:
arly 4%,
dt? dz?P

Remplacons dans ces équations ¢ par o, et « par une
valeur comprise entre o et =. Les dérivées par rapport &
« seront nulles, puisque 7 (x) reste constamment nulle dans
cet intervalle ; il en résullera que les dérivées par rapport 4
t sont aussi nulles.

Si donc U était une fonction holomorphe de ¢ pourt = o,

elle serait développable au voisinage de ¢ — o, et on aurait:
. al d*U\ ¢
U0+ () o+ (), + -

Tous les coefficients étant nuls, U serait identiquement
nul, méme pour des valeurs positives de ¢, et nous avons vu
que ceci est impossible.

Donec, U n’est pas, en général, fonction holomorphe de

t pour £ — o.

51. On aurait puse poserle probléme delafagon suivante:

Quelle devait étre la température a un instant t,. pour que,
au temps ¢, > t;, la distribution des températures soit faite
suivant une loi donnée.

Mais un tel probléme n'a pas, en général, de solution.

En effet, prenons £, =— o, on a ¢, < 0. La solution, si elle
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existait, serait donnée par la séric :

U= Zu,,e—""o

qui n’est pas convergente en général dans ce cas.

52. Expression de U par une intégrale définie. —

Nous avons trouvé :

}r‘(z) dz
Gy = o
-7
T
a, — | [{3)cvsnz
T

-
9
5, :f/(z) sinnz dz.
9
¢ -z

'3

Remplacons dans la fonclion U ces coefficients par leurs

valeurs ; on aura:

»TC
U:j/—j%)jl—z@
T

-
en posant:

(3) e .—_‘1-*—22 Cosn(w_z) e—n”t

On reconnait ici la fonction ® de Jacobi, dont les pro-

priétés sont connues.

53. Nous allons transformer la fonction U en nous ser-
vant des propriétés de la fonction ®. Les fonctions © peuvent
se mettre sous une infinité de formes différentes. On passe

de l'une a l'autre en passant d'un systéme de périodes & un

autre équivalent.
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Par exemple, en permutant les périodes, on obtient des
formules de transformation dont nous allons faire usage.

Adoptons les notations d’Ilalphen.

Soient : » la variable indépendante, 2w et 20 les périodes.

On pose :
v u w’
= = T = —
2w w
q = gi'm 2z == eitv -
= , =
s
33 — E qni! 2211
— o0

=142 E g"* cos2n o

Pour passer de cette fonction & la fonetion ®, qui entre

dans la formule (3), il sulfit de poser:

g = e}, x— 2z = 27w

Halphen démontre I'identité suivante ":

; o2 _
3, (0] ) = \/’- e TT 3 (’—’ 1)
T T T

Posons maintenant :

On a alors :

v —1 Y ne an
'93 (? T ) = Z % a

(1) Fonctions elliptiques, tome 1, page 264.
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Pour revenir a la fonction ®, on a:

—t=1irnT

Visvi
o=yiNe

D'ou:

Donec:

A:_ivrv"_n’i':r s
i
Comme on a:
— t = inT, x — z = 2rv
ona:
2 (@ — 7z — 2nm)?
A:—“— v-—-n"‘:—
t ( ) 4
On a done:
+o0
_(x—z—2nn)?
¢ 0=\/TY =5
— a0

On voit done que la fonction ® qui figure dans U peut se
mettre sous la forme de deux séries différentes (3) et (4).
La premiére converge rapidement quand ¢ est trés grand,

et la seconde quand ¢ est trés petit.

54. Nous allons vérifier directement que la fonction U,
exprimée au moyen de la fonction @ prise sous la forme
(4), satisfait aux conditions du prebléme,

Pour voir que U satisfait a4 I'équation différentielle (2), il
suffit de voir que chacun des termes de ® satisfait a cette

équation.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



94 PROBLEMIE DE L ARMILLE

On voit facilement qu’il suffit de vérifier que la fonction:

-1 =
u:tﬂeil

satisfait a I’équation (2).

En effet, on a:

B 2 _*2
%:__tzeu_{_t%w_eu
dt 442

i §
dv_ _tFPe m
dx 2 te
2 _1 _x2 A o 28
U W S TIPS R T
dax? 2 442
Donc:
c&h_dzn
dt — dx?

et'on a, par suite:
du _ au
dt ~ dax?

Pour démontrer ce fait rigoureusement, il faudrait élablir
que la convergence des séries est uniforme et faire un rai-
sonnement analogue & celui que nous avons fait pour la pre-
miére forme de la fonction U.

Remarquons ensuite que ©, et par suite U, sont des fonc-
tions périodiques de z et de période 2x.

Reste & voir maintenant si, pour ¢ = o, U tend vers f(x).

Ona:

U :f?(z dz o

o

—T

Lorsque ¢ tend vers o,les exponentielles contenues dans 8

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EXPRESSION DE U PAR UNE INTEGRALE DEFINIE 93

tendent rapidement vers zéro, sauf celles pour lesquelles
(@ — z — 2n=) peut avoir des valeurs trés voisines de zéro;

ceci n’aura lien que pour le terme:

(z—32 "
e— &l T
&

Donc la série se réduit i :

r=x+y

En posant:

et, remarquant que I'intégrale ne sera différente de zéro que

pour des valeurs infiniment petites de y, on voit que l'on a:

[t T

Comme on n'envisage que les valeurs infiniment petites

de y, f(@ 4+ y) difféere trés peu de f(z). On peut donc rem-

2

placer /(= + y) par f(=) et faire sortir f(z) du signef

On a alors:
\/n' _@)f i dy

Comme ¢ tend vers zéro, on peut donner a I'intégrale des

limites quelconques, par exemple : — wet 4 o0, et on a:
()
\/z%:f e “dy—\/rf—22\/t

Donc U tend vers 7 (%) quand ¢ tend vers zéro.
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96 PROBLEME DE L’ARMILLE
55. Nous avons fait choix d’un systéme d’unités particu-
liéres. Nous pouvons maintenant rétablir 'homogénéité.

Soit 2/ la longueur de 'armille. Nous remplacerons partout:

x ar i
P 7
nz
z par —
l
et:
k3t

14 par 0

Dans les formules obtenues de cette facon, nous ferons
croitre  indéfiniment ; et, comme nous le démontrerons, nous

obtiendrons ainsi la solution pour le cas d'un fil indéfini.
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CHAPITRE VI
FIL INDEFINI. — INTEGRALE DE FOURIER

56. Nous avons obtenu pour le probléme de 'armille la

solution :

2r

-7

U:f;(z dz®
oul'on a:

«Q

=142 2 e—"% cosn(x — z)

1

+ P
\/; _fp—=—27)
% T
t
—

En faisant le changement d’unités dont nous avons parlé,

ou bien:

on obtient :

PROPAGATION DE LA CHALEUR. ) 1
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98 FIL INDEFINI
et I'on a dans ce cas:

_ kn?n?

@:1+226 # lcosnTt(x—z)

ou bien:
—(x—3—2nl)2
0 — l_ E e K :
Vint
Posons maintenant :
nn
9=
~ ™
o — z
On a alors:
1
[(z). Odqgdz
U :/ P2
—1
et :

08¢ =3¢ + 2 2 Sqe- 4’ cosq (v — z)

ou bien:

(r—3z--2nl)%

obg —\/Z Y

Si on suppose que  croisse indéfiniment, 8¢ tendra vers
zéro, et, comme on doit donner a ¢ toutes les valeurs mul-
tiples de 3¢, on voit qu'a la limite la somme qui figure dans
la premiére des expressions de ®3g devient une intégrale, et

l'on a, dans ces conditions :

+ oo
U:fmdz
27

—ao
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INTEGRALE DE FOURIER 99

et on a:
lim B3¢ :2/‘9—’“/9‘ cosg (@ — z) dg.
<

Dans les mémes conditions, la seconde forme de Q3¢

- _(z»—z)"z
lim B¢ = \/}% e S -

Tels sont les résultats obtenus quand la longueur de 'ar-

devient:

mille croit indéfiniment ; nous allons montrer que ces for-
mules donnent bien la solution du probléme dans le cas du
fil indéfini.

La premi¢re solution a ¢été donnée par Fourier, la seconde

par Laplace.

57. En identifiant les deux valeurs obtenues pour lim @3¢,

nous obtenons :
too n e
Qfe—"'l“ cos g {w — 3) dg — \/— e 4kt
o kt

.
ou, comme la fonction sous le signe‘/ est une fonction paire:

e 7 =
fe* k*t cos g (o — 2) dg = 7 € et -

—o0

Nous allons vérifier directement ce résultat. On sait que

Ton a:

Cette égalité est encore vraie si, au lieu d'intégrer le long

de ox, on intégre lelong d'une paralléle a cet axe.
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100 FIL. INDEFINI. INTEGRALE DE FOURIER
Posans done, dans la dernigre égalité :
z=uag +
x et B étant des quantités réelles,

On aura :

/'e-u‘-’fige—m'/?i e udy = V.

Egalons les parties réelles:

o0
¢ 2 |
j‘e*""‘i2 cos2xBy ¢ o dg = y=.

D'ou:
.oo‘ - e [52
‘/e 4% cos 2By . dg =y T .
e «
Posons :
a = \//17
_r=2=
2 \/E
on a:
o : r—a)?
fe—’“l'” cosq (@ — z) dy = \/ e AT
—w kt

C. Q. F. D.

58, Solution de Fourier, — Celte solution repose sur
une transformation de la série de Fourier.

On a vu qu'étant donnée une fonction f{x) définie entre

— n et = par la série:

[z :i 2]?,52) cosn(x — z) dz

on peut, par un changement d'unités, la représenter entre

— et 4 2.
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SOLUTION DE FOURIER 101

On trouve ainsi:

[ () :%Eff(z)eos?(w—z) dz

ou bien:

f(w):2<an COSnTTrw—}—b,, sin?m)

Jd
dn :jsz) cos 2Z » dz,
{ {
—1

1
bn :fﬂz} sin ZL—nzdz.
{ {
—1

Posons, comme nous I'avons déja fait :

avec:

nmw
=

et:
an = g (9) 3¢,
ba = 4(q) 89.
On aura :
riw) = ¥, [3(q) cos qw 4 4 (g) singx] 3¢

et T'on a pour ¢{g) et $(g) les expressions :

1
¢lg) = [ [lz)co OAE gz

4(q) = f [(z)singz
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102 FIL INDEFINI

On congoit done que, si ¢ croit, on aura & la limite la repré-
sentation de la fonction f(z) entre — oo et 4 oo, sous la

forme :

7@ Zfo[? (¢) cosqz + §(g) singa] dg,

avee:

k T
4 :ﬁm S04z g

Nous allons voir dans quelles conditions on peut étre

assuré de la possibilité d'une telle représentation.

59. Intégrale de Fourier. — Supposons qu'une fonc-
tion /() satisfasse a la condition de Dirichlet, c'est-a-dire
que l'on ait :

flz) = fi(x) — F{z),

[ el [, étant deux fonctions constamment finies ne croissant
jamais ; de plus, nous supposerons que, quand « tend vers
Z=oo, f, et [, tendent vers une méme limite finie et déter-

minée, de telle sorte que :
lim /() = o.

Considérons les intégrales ¢ (¢) et § (¢}, nous allons mon-
trer qu’elles sont finies et déterminées.

Prenons, par exemple :

7(2) singz dz.
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INTEGRALE DE FOURIER 103
Divisons le champ d’intégration en deux autres :

oC

JELST

o —oo
et occupons-nous sculement de I'intégrale :

]

f/'(z) sin ¢z dz

0

Nous voulons savoir si cette intégrale a un sens, ¢'est-a-
dire si:

i
I
ff(w) sinqz dz
0

tend vers une limite déterminée quand { croit indéfiniment.
Pour cela, supposons d’abord que f(z) soit positive, ne
croisse jamais et tende vers zéro, quand z croit indéfiniment.
Décomposons 'intervalle d'intégration en intervalles par-

tiels :
T om
O A 7
f:f+ + .
0 0 z
[

f(z) sin gz scra alternativement positive et négative dans
chacun de ces intervalles, et 'on voit, comme précédemment
pour la série de Fourier, que les intégrales vont en décrois-
sant. De plus, le terme général tend vers zéro. Ce terme
est, en effet :

n+ =
f/'(z) sin gz dz.

nT

q

Il tend vers zéro, car le champ d’intégration reste fini, et

la fonction f(z) tend vers zéro.
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104 FIL INDEFINI

Si nous revenons au cas général ol f(3) satisfait & la con-

dition de Dirichlet, on a:

f(@) =7 (@) — 1)
lim £, = lim £, — 3.
Do :
=0 —9) —(fi—9
(fi — @) et (f3 — 9) sont des fonclions posilives décroissantes
et tendant vers zéro.
Les résultats précédents sont applicables & ces deux fonc-
tions, et par suite a la fonction f{xz) qui est leur différence.

Les mémes considérations s’appliqueraient a l'intégrale :

)
ff (z) sin gz dz
et aussi & l'intégrale :

+ oo

/(%) cosqz dz.

60. Considérons d'une fagon générale :

f}c(z/) cos g (v — z) dz

et supposons d’ahord f(z) positive, décraissante et tendant
vers zéro; quand « crolt indéfiniment, cos g(x — z)s’annule
pour des valeurs de z en progression arithmétique :

i

2%
BaORT R 2E
q + q

Supposons que nous remplacions l'intégrale considérée
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INTEGRALE DE FOURIER 1053
par .
4
ff(z) cos g (@ — 2) dz
o

et cherchons une limite de I'erreur commise.

La valeur de cetie erreur est:

f?(z) cosq (w— z) dz.
Supposons :
h<l<h4 Zq‘--
On a:
s+ E

Sl

Nous avons une série alternée. Done, la valeur absolue du
premier terme est une limite supérieure de la valeur absolue
de la série; et la valeur absolue de la différence des deux
premicrs termes en est une limite inférieure.

Supposons, pour fixef les idées, le premier terme positif;
on a alors :

A+ Zf o R +7(';
[ <[ <
A v h R
! . .
Retranchons partoutf , i vient:
3

Ring kS
hy=— hy=
al g o q
i 1 Tl ]
b+

L

. . .

Retranchons du premier membre la quantltéf qui
]
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est positive, on aura :

an T
h+717 - A+ q
[ = <
3 14 {
h+ 7
Considérons maintcnant I'intégrale :

11
e
L+q

[(z)jcosq (z — x) dz.
L.e champ d'intégration est inférieur & ga etla fonction sous

le signef est inférieure a 7 (2). On a done :

PR

f qf(z)cosq(z-—m dz<gf'(l)
:

De méme, ona:

h+27"
S @ eesqz —ayas | < 570
r+T
! L}
On a donce :
‘fl?m cosq (@—2)ds | < =7 (1).

Supposons maintenant que f(z) satisfusse a la condition de
Dirichlet et tende vers zéro quand z croit indéfiniment.
En désignant par ¢ la limite commune de £, et /;, on pren-

dra comme précédemment :

r=—9¢ —{—9)-
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INTEGRALE DE FOURIKR 107

Si nous considérons U'intégrale :

J:}a(z) cosq (w — 3) da,
elle s'éerit:
J:EO/‘( — quosq (¢ — z) dz ~—P/;E;‘2 — 9) cosq {x — 3) dz.
On en conclut aisément :

<

. ‘jj}f(z) cosq (@ — 2) dz 7+ rn— 2g].

z
q

On trouverait de méme une limite supérieure de l'ints-

grale :
1
f/ (&) cosq (w — 2) da.
61. Soit maintenant :

F(g) = o (g) cos gz + ¢ () singw
(oe) \ z
:‘/f—@—i (cos ¢z cosqw -}~ singz singw)
kg

-—

ou, en posant:

F () ::f?]dz.

Nous avons été conduits a V'équation:

o= [ [*

oo

By cosglo— 2,
™
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ou bien:

r)=[¥ (a) ag.

Cest cette égalité qu'il s’agit maintenant de démontrer.

Les intégrales ¢ (¢) et ¢ (g) sont bien délermindes, comme
on I'a vu; par suite, la fonetion F(g) I'est également.

En réalité, nous voulons démontrer que f{x)est la limite

de l'intégrale double:
8 1
dg | Hdz
Joa S

VP AL)
™

ou:

cosq (x — z)

lorsque d’abord 7 et ensuite £ croissent indéfiniment.
Considérons cette intégrale double. On peut y intervertir

I'ordre des intégrations, puisque les limites sont finies: ce

qui nous donnera :
) ‘/‘_iilz j fldq

(2) S flag — £1)sinBlr —2)

kg x— =

Admettons pour le moment que I'intégrale :

fgqffluo)?z
0 Y-o»

est la limite de I'intégrale:

S f1az

quand 7 croit indéfiniment.
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Eun portant dans I'intégrale (1) la valeur de:
J'fla’q
o .

tirée de I'équation (2), et faisant ensuite croltre ¢ indéfini-

ment, on voit que l'intégrale double primitive se réduit a :

(3) f;jﬁ M dz

T X — 3
—o0

et dans cette intégrale nous devons faire croitre 8 indéfini-

ment.

On voit que nous rctombons sur Tintégrale de Dirichlet.

Divisons le champ d’intégration en deux:
Ja+ @ L/:T ‘/. @
— o —=V
Dans ]a premiére intégrale faisons :

F=w—y
¢t dans la seconde:
7= (z+yl.

L'intégrale devient :

f y)qmpyd f/o‘(agz/)smyﬁ‘/dy

Ce qui peut s’éerire :

” /ﬂx + ) 7: flw — ) sil; 5Y iy
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Or, on sait que, si 2 est une quantité positive finie ou

‘ . sin By
f&(z/) .

0

infinie :

a pour limite, quand 3 croit indéfiniment :
5 #(e)

En appliquant ce résultat a lintégrale précédente (4), on a :

€)

fofqu¢)cosq(x—z)dz:f(w+s>;—r(m

Et, dans le cas ol £ () est continue :

fzqffi—z)cosg(m-z)dz:f(x).

62. Toutefois, il reste & montrer que I'intégrale

fgquﬁdz
o Yoo

est égale a la limite de :

j;(%q./‘_ﬂldz

quand il croit indéfiniment, ce que nous avons provisoirement
admis.
Ceci ne présenterait pas de difficulte, si la limite inféricure,

au lieu d’étre zéro, était une quantité positive o.
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Considérons, en effet, 1a différence :

fdgflld.. —f dqudz—qufHdz +qu Ildz

Je dis qu’elle tend vers O quand ¢ croft indéfiniment.

On a vu que :

-
—

|f7 @ cosq o — =) dz | < TR @+ £ () —2

Soit :

ol =70 () +7 () —26.

On sait que o tend vers 0, quand ! eroit indéfiniment.

On conclut de I'inégalité précédente :

"/;ﬁa’:{

et, comme 'on a:

g>a

‘f:ﬁdz <%'

il en résultc :

On a done :

fflq fHdz‘

On aura un résultat analogue pour I'intégrale :
p 1
d I
Jaa [l

Donc, comme wtend vers zéro, on voit que la différence (3)

ﬁ——a

tend vers zéro quand ! augmente indéfiniment.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



112 FIL INDEFINI

On a done:

ngq Hdz—hm pourl~ocqufHdz

= lim‘/‘jz'/;ildq =f_?§ffndq.

Nous sommes donc amenés a considérer I'intégrale :

+ oo

dzf%dg

— o o
et, pour démontrer la formule de Fourier, il suffit d’établir
que cette intégrale tend vers f(«), quand « tend vers O et 8
vers l'infini.

En effectuant la premiére intégration on obtient :

f@%mﬁm——z!dz fﬁsmm(m—z)dz

xr— 3 X — i

Nous avons déja trouvé la valeur de la premiére intégrale,
et tout revient a démontrer que la seconde tend vers zéro en
méme temps que a.

En suivant la méme marche que précédemment, on trans-

forme la seconde intégrale en la suivante:

f?(w—l—.?/L-T{r- iz _)Sir;aydy. '

flet+y) +rlz—y

T

satisfait a la condition de Dirichlet. On peut done écrire :

Dot it lE =t — oy (s) — salo)
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sz, el g, étant deux fonctions positives décroissantes et ten-
dant vers zéro.

Montrons, par exemple, que:

o

’ Sirl 2y
f oy (¥) Y dy
, y

tend vers zéro avec «.

On a, en effet :
T
&

= sin ay ' sin xz
f‘h (y)*f;'/ dy <j ¢ (y) = dy
K . Y

1]

et en posant :
wy =u,

la derniere intégrale devient:

T .
%\ sinu
S ()ia

0

Quand o tend vers zéro, il en est de méme de ¢,. Donc

sina
f?. (v) =L ay
J, y

tend vers zéro. Le raisonnement serait le méme pour les

l'intégrale :

autres intégrales analogues que 'on a & envisager.

Par conséquent, l'intégrale :

f/Lz) gin “(& — z) dz
= x—z

—oz

tend vers zéro, en méme temps que . C.QF.D.

PROPAGATION DE LA CHALECR. 8
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63. Application. — Soit une fonction f(x) telle que :
rle) =e* siz > o0

f(x) =e* siz <o

/(=) est alors une fonction paire.

Donc :

Y{g) =o

¢ (q) = Qj‘;‘:(z) cos gz dz

0

atel
. e *cusqe dz
7

0

et:

On voit que ¢ (¢) est la partie réelle de:

9 [d_ _ 24 Fig
o T =1+ ¢?

0

La partie réelle est :

2 1
=14 ¢
On a done:
Sig~>o0: e—x /(,05 qm
Sia < o: Ter =
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CHAPITRE VII
PROPRIETES DE I'INTEGRALE DE FOURIER

64. Nous allons étudier les deux intégrales:

oo

fq' (q) cos gz dgq
0
fo? (¢) sin g dg

considérées comme fonctions de z.
Si I'on avait :
g (g) =o
lorsque l'on a:

g>a

la premiére intégrale, par exemple, se réduirait a :

Jn:; (q) cosgqx dx
0

et I'on voit que c’est une fonction holomorphe de z.

Pour étendre ce résultat, nous allons d'abord étudier l'in-
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tégrale :
F () = [ g (g) ev=dy.

prise le long d'une courbe quelconque de longueur finie
dans le plan de la variable ¢.

Nous allons démontrer que I (x) est une fonction holo-
morphe de .

Soit L la longueur du chemin d'intégration, et soit 5 le
rayon d’un cercle ayant pour eentre l'origine et eomprenant
la courbe & son intérieur.

Nous supposons ¢(g) quelconque, mais finie, c¢'est-a-dire
que Y'on a:

[e(e) | <M.
On a:

gL — (ZIQ)" 7
givs — E L,
On en déduit :

F(x) = 2 A, xm

lig)”
A, :fq,(q) . dg.
L

On voit immédiatement que:

en posant:

ML
| An | < '_Te—'
n.
Done les termes de la série I'(z) ont des modules infé-
rieurs aux termes de la série qui représente le développe-

ment de ;
MLer=.
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Donc la fonction F () est holomorphe dans tout le plan.

65. Counsidérons, en second lieu, I'intégrale :

Fyla) = % q) e-9= dg

dans laquelle nous supposerons x > 0.

Je dis que cette fonction F, («) sera holomorphe dans
une région comprenant la partie positive de ’axe des quan-
tités réelles.

Remplacons « par = -} k.

Ona:
e—9(x+h) — p—qx E {:_QM_
n!
Done:
F (x4 1))=Y AR
en posant:

n!

A, :fq; (q) e~9= (—a) dg.

Il s’agit de démontrer que la série XA k" est convergente
si h est ussez petit.
Comme on a supposé  positif, on peut trouver un

nombre positif y tel que:

] o<y <
Or,on a:
\' 2"Y"
ev = YT
d’olt I'on déduit, tous les termes de cefte série étant positifs:
n edy
9‘ <=
- ¥
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On a donc:
l An I <fMe‘q"“ 'ei:(lq
o Y
ou bien:
M 1
Sy e=a

On voit done que les coefficients des puissances de A dans

le développement de F,(x - %) ont des modules inférieurs

aux termes de la série :

M 1
D

Donc la série F, {# 4~ %) est convergente si l'on a:
TR <y

66. Nous allons appliquer les résultats précédents a
I'étude de lintégrale :

0
fﬂe (q) e'7* dg

0

en supposant 2 positif et en supposant aussi que ¢ (g) s'an-
nule lorsque ¢ croit indéfiniment, ¢’est-a-dire que l'on a,

lorsque ¢ est suffisamment grand:

La fonction ¢(g) pourra avoir 4 distance finie un certain
nombre de singularités. Soit L. un contour passant par I'ori-
gine, situé tout entier dans le premier quadrant et entourant

tous les points singuliers situés dans ce quadrant.
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Soit C un cercle ayant pour centre l'origine et contenant
Ie contour L & son intérieur.

Prenons l'intégrale:

‘/‘giqz ?(q) dq

le long du contour X, C, Y, L.

[o] —_— x

Fic. 17,

Cette intégrale est nulle, car le contour considéré ne con-

tient aucun point singulier 4 son intérieur. Donc ou a:

Sl r )=

Quand on fait croitre indéfiniment le rayon du cercle C,

ftend vers zéro,
c

Daus l’intégralef faisons:

g =1f
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on aura:
0 . . . -x .
S [ et iy = — i [ ) b

et, d’aprés ce que 'on a va plus haut, celte intégrale est

une fonction holomorphe de .
j;est égale & la somme des résidus (4 un facteur prés)
correspondant aux poles conienus dans le contour L.
Doncj; est une fonction holomorphe de .

11 résulte de cette analyse que:

est une fonction holomorphe de x, quand @ est positif.
La partie réelle et la partic imaginaire de cette fonction
sont dJonc des fonctions holomorphes; ces deux fonctions

sont .
_focp (g) cosgzdg

fo? (¢) singqudy.

Quand on change « en — @, ces fonctions conservent les
mémes valeurs absolues.

Ce soni donc encore des fonctlions holomorphes de .

C’est donc seulement pour @ =— o qu'elles cessent d'étre

holomorphes.

67. On peut donner de ce fait une autre démonstration

qui a l'avantage d’étre applicable & la série de Fourier.
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Considérons la série :

E ® (n) einz
oul'ona:
A A
(LY L B
o (n) = n + n? +
pour des valeurs suffisamment grandes de ». On sait que
cette série représente une fonction holomorphe de @, sauf

pour’:

x — 2kx.
I1 existe des quantités a ¢t M telles que:
| Ap | < Ma?

puisque ¢(x) est convergente; ct, dans ces conditions, elle

sera convergente pour :
n > a.
En supposant ¢ entier tel que :

g>a

on pourra écrire :

2 g (n) e =g (0) 4 ... + (g — 1) elr=tiz
F e () e + ..
Les q premiers termes du développement sont toujours

des fonctions holomorphes de «; il suffit done d'établir le

théoréme pour :

n—x

3 o ).

n=gq
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Ona:
fe‘ "Edr — !
o n
et en différentiant (p — 1) fois par rapport 4 =:

a0 - Al
fe””"' Pl dz = p 1
o n?

et:
A

— et o4
— P

3 (n)

:fe*’"' Y (2) dz
]
en posant:
&\ Ayt
Ve =Xy
et on a évidemment :
apzp—l

1¢(z)]<MEM=_\Iaeu.

Cherchons maintenant:

Z g (n) etn=,
q

Cette quantité est égale a:

f:; (2) da [+ | glor Dmstiz) o]
0

oo

' eq(—z+ix)
Y (Z) dz 1 — e—z+[.’r'
[\]

68. Pour morlrer directement que cette fonction est holo-

ou bien :
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morphe par rapport a @, nous considérerons d’'une facon
plus générale Vintégrale :

® (@) :foi? (s, @) do

I’ étant une fonction holomorphe par rapport & .
On aura:

O (x4 7) :_/’? (z, @ - &) dz

et:
(@ + By = A
I étant holomorphe en @, cetle série sera convergente pour :
PRl <.

Soit M le module maximum de F a l'intéricur du cercle de
rayon p.

Nous allons démontrer que si :

fi\o’ldz
o

a une valeur finie, ® est une fonction holomorphe de «.
En effet, on a:

M
[ AL < 3
e
et l'ona:
(@ 4= A) 2 B,A"
en posant :

B, =foj§"dz
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Done :

1 o0
B.| < = [Mds
Bl < )

el les termes de la série ® (@ 4 A) ont leurs modules infé

ricurs a ceux de la série :

¥ <§>"f0§1dz

qui est évidemment convergente si:

f Mdz
0
a une valeur finie.

69. Appliquons ces résultats & la fonction :

oo
E n\ giu.r
q

que nous avons mise sous Ia forme :

g'l(*nﬁ'lx)
4‘ 1_ e—stiz

Nous avons & examiner le terme :

e‘l’(‘:Tix)

1 — e—-z+i.z“
Changeons z en 22 + %, on a :

e—93 eiq{z—h‘
{1 —¢—3 gi(x+h)
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Si « est différent de 24=, on peut prendre A assez pelit
pour que le dénominateur ne s’annule pas.

Donec:
eia(xh

I ¢ zgiin | <H

Le maximum du module de la fonction a intégrer est done,

si|h] <p:
Maes e~ 75y

Tout revient & montrer que :
- .
fMae(“ ~N3 g
t]

a une valeur finie; cela résulte de ce que :
a < q.

70. Revenons a l'intégrale de Fourier et considérons ;

‘/;q, () cos gz dy

oit I'on suppose que, pour ¢ suffisamment grand, ¢ (9) est

développable suivant les puissances de 11; :
A A
ple)=" "+t

D’aprés ce qu'on vient de voir, l'intégrale sera une fonc-
tion continue de @, sauf pour z = o.

Que se passera-t-il pour # — o ? Nous allons démontrer
que si:
L2

2

fe(g) | <

<

I'intégrale est une fonction continue, méme pour z = o.
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Pour cela, nous allons faire voir que l'on peut prendre

une quantité » assez petite pour que:

| [7 (@) levsg (@ 4 1) — cosgal dg | < o

On peut décomposer I'intégrale en deux autres :

SEIRST

La premiére intégrale est une fonction holomorphe dans
tout le plan.

L’¢lément de la seconde intégrale est inférieur & :

ol

°° £y 9%
J, \<f?= =

»

Doncona:

et nous pourrons prendre p assez grand pour que l'on ait :

2k _«
7 <2

Cela fait, on pourra prendre % assez petit pour que la
£,

2

Supposons maintenant que la série conlienne un lerme

premicre intégrale soit aussi inférieure &

en - :
q

A A,
e(g) = 7 +(12+
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On a:

Y (g) s A, singwdg | (. [A,
fo?(q) sin g dg :‘/L‘%ﬂ—q‘{"\/smqm [q—;+ ] dq
0 0

La scconde intégrale du second membre est une fonction
continue, quel que soit .

La premiére est égale & :

A, pour a>o0

1S |

ou:

——-%A4 pour xz <o

et elle est discontinue pour & = o.

On verrait de méme que la fonction:

,cos e dq
vl - ¢?

0

devient infinie pour @ = o.
La condition nécessaire et suffisanle pour que la dérivée

soit également conlinue pour toute valeur de x est que le

développement de ©(g) commence par un terme en 1;

Si l'on avait:
o(g) = ) cos g9 —+ 1 singe + X cosgy' -+ ¢ singg’ - ...
il ne pourrait y avoir discontinuité que pour:
o =g, =9 ..

Tous ces théorémes sont analogues a ccux que nous avons

rencontrés dans I'étude de la série de Fourier.
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74. Nous avons vu que /(2) peut se représenter par l'inté-

grale de Fourier :

r@) = [Telq) eos g2 -+ (g) singa) dg

dans laquelle:

st oo
olg) = (z)cos gz dz
™
.+{m . )
o) = [Tz oy

Or, on a, en remplacant cos g par des exponentielles :
~ L ‘g 1= —iyx
JQWJ) cos gwdy :é_/:)?‘<Q) e'7* dyg +§f0?(f1) e~ dy

En changeant dans la seconde inlégrale « en — «, elle

devient:
0 .
S31a) ev=dq
et 'on voit alors que:
- 1 * igx
‘/0?((1) cos qudg = éj:?(q} e'?% g
On verra de méme que:

e . 1 .
‘/O;A (q) Sll’qudq = C;)—tf‘q;gq) el d{I

Si donc on pose:
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on aura .

r(@) = [blq) e dg

avec .

+ o
9{(q) :f,—éﬁ [cos gz — 7 singz| dz

= [12) oo as.

De cette maniére, la réciprocité des fonctions f et 8 appa-

rait nettement.

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 9
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CHAPITRE VIII

EQUATIONS LINEAIRES ANALOGUES A CELLES
DE LA CHALEUR

72. L.a méthode que nous avons cmployée pour intégrer
I’équation :
dU _ a*U
dt — dx?

peut étre étendue & d’'autres équations linéaires, telles que :
I'équation des cordes vibrantes :

U _ a7
di2 T dx?

et I'équation des télégraphistes:

BV | o dV _ &YV

dr T T de T da?
que Pon peut transformer en posant:

Y =Ue?
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on obtient alors:

a?U 42U
ar w7 U

On peut toujours considérer les équations ci-dessus sous
ces formes simples, en supposant qu'on ait fait disparaitre
les coefficients numériques par un changement d'unités.

Dans les trois problémes, nous nous donnons la valeur de
U en fonction de « pour t = o

Cette condition suffira pour la premiére équation, mais il

n'en sera pas de méme pour les deux autres; pour ces der-

niéres, il faudra se donner aussi la valeur de %J en fonction
de « pour ¢t = o.

[.a raison de cette différence est que les deux derniéres
équations sont du second ordre par rapport & ¢; nous revien-
drons, d'ailleurs, sur ce point dans la suite.

Nous allons appliquer une méthode uniforme pour l'inté-

gration des trois équations.
73. Equation du mouvement de la chaleur.

2U _ 2
dt ~ dx?

Nous allons chercher & satisfaire a cette équation par une

fonction de la forme :
U :ff‘a (g, t) 4= dg.

On aura, dans ces conditions :

LIE—— mif igx j
ar — ] a9
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et:
22U o,
dx? f gy € dy

U satisfera 4 'équation proposée, si lI'on a:

do a

a7
c'est-a-dire:

3 = . (’,“’1?‘

@ étant une certaine fonclion de g,

On obtient alors:

290
.
J— — gt
U _Ja:; <t giox dg.

Il faut que, pour ¢ — o, U se réduise a4 la valeur initiale
donnée. On peut supposer cette valcur iniliale mise sous
forme d’intégrale de Fourier :

oo
i

Juiq) eie= dg.

Donec U salisfera & toutes les conditions du probléme st

T'ona:

U= [0 g) e ee dg.

74, Equation des cordes vibrantes.

U @20

A2 T da?

Cherchons, comme précédemment, a satisfaire alI'équation

par une fonction de la forme:

U ::fq) (q, l) elnx dq
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On aura:
AU [
ar = | i o
Y — oo
et:

d*U :j';_wq2? e'ir dg,

doc?
I.a fonction U satisfera a 1'équation différenticlle, sil'on a:

d’g

L’intégrale de cette équation peut se mettre sous deux

formes différentes @

3y =acosqgl - P singt

qui donne:

+ oo
U :f(a. cos gt -+ B sin qt) €% dq

ou bien:
? — eiqt + ﬁe—l‘qt

qui nous donne:
-+ 00 0
IJ:iwaW+”dq4lme@-“dq
— o0 — oo
De cette maniére, on voit que Uintégrale est de la forme :

U=Flz o+ F(z—0

Il s'agit maintenant de déterminer U par les conditions
initiales.

Prenons la premiére forme trouvée pour U. Supposons

‘s dU . ,
que les valeurs initiales de U, ¢ bour ¢ = o, soient déve-
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loppées en intégrales de Fourier:

U, :f;ee"’l‘" dy
dU Y iqx
(7[)0 _‘/;0;‘37 d([

~ . . d
En faisant ¢t — o dans les expressions de U et de FIL‘J’ et en

identifiant avec les valeurs précédentes, on trouve:

”
I

W
Il
=R L @

La solution du probléme est done:

U :f[e (¢) cos gt 64(](9) sin th €7 dy.

75. Equation des télégraphistes. — Nous avons vu

que cette équation :

av _ v
dt ~ da?

arv
@ 1?2

peut se ramener par le changement :

V = Ue~*

2 la forme:
U _ U
di? T dx?

Comme précédemment, nous nous donnons les conditions
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initiales sous forme d’intégrales de Fourier :

Uy = f(z) = _/L ;(11) e'9% dg

dC @ .
(—Jt-)“ =7 (=) :.f_o; (q) e'e* dg.

Cherchons encore 4 satisfaire 4 'équation par une fonction

de la forme :

U :lf:? (q,t) "9 dg.

On a, comme précédemment :

2U (d
;u—z:f g ¢ a1

a?C ®
az = e i

Il vient, en identifiant:

2
gt-?+(q“—l)9:o.

D'ou:

q;:ycost\/q”—'i —{—Ssinl\/q”—i

v et 8 étant des fonctions de ¢ qu'il s'agit de déterminer.

Pour que U se réduise & U, pour ¢t = o, il faut que:
y—= 4.

Considérons 4U,

’ dr’

1 DY S A .
7 _—_f[—-y\/q“‘—ismi.\/q”—iﬁ—a\/q3—1 cos t\/q2—1] e dy.
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Pour que ceci se réduise a (%g) il faut que:
0

5\/9“;—1:0,. )
"Ainsi donc:
T —— 6, sineyg 1
U= I:Ocosl\/qz—i—f— sinlve — Je"'ﬂ dq
- Vgt —1

est la solution du probléme.

En remplagant les cosinus et sinus par des exponentielles,

on.a:
U :ffﬁiwqu:-n + pettaz-1¥ar—h] gg
en posant:
_5 B
=3ty Vo —1
d ]
B— s — e,
2 2i vqﬂ —1

Dans I'expression de la fonction U figurent les fonctions :

costyq? — 1
et:
sin ¢ \/qz _ 1.
g —1

On peut se demander si ce sont des fonctions uniformes
de ¢. Cela a lieu, en effet, car elles ne changent pas si on

change le signe du radical.

%6. Discussion. — Nous allons nous donner comme pre-

mier exemple les conditions initiales suivantes :
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f () et 1, () seront nulles pour:

x < b ou r>a

en supposant:

b < a.

Dans I'intervalle de & & a, nous supposerons que [ (x) et
[(x) sont égales, par exemple, 4 des polyndmes entiers en 2.

On a dans ces conditions :

(e
6_.[b 9 dz

2 —igz
9, :fm%— dz.
“ob

Cherchons I'intégrale :

a .
le’e*”iz dz.
h

Considérons pour cela:

a e—iqa_e-—iqb
fe*“?zdz:——.—'
5 g

Différentions p fois par rapport i q.
On obtient:

(— 1)nj;;l’e—iqz dz = e~i92pP G) + e—ietP, (é)

P (1) tP, <£> étant des polyndmes en L
q q 7

Par conséquent, 6 qui est une somme de termes semblables

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



138 }_:IQUATIONS ANALOGUES A CELLES DE LA CHALEUR
a celui que nous venons de considérer, aura la méme forme;
et il en sera de méme pour 6,.
7. En se reportant 4 la définition des fonctions o et B
trouvées plus haul, on aura:
o = a'e~7% - g e —19b
B = fe—te | et
’ ” ’ "ot . . . 1
«, o, 8, B” étant développables suivant les puissances de 7
On peut toujours écrire:
et Vi1 — ez’qt,+ (q, t)

o—it Vg2 —1 —e-itty, (q, 1)
On a, d’ailleurs :

"!’l (91 t) - q‘ ((]v - l)'

D’autre part:
1

1\2
q q 7?
et pour ¢ suffisamment grand, le second membre est déve-

loppable suivant les puissances de 1; il en sera donc de
méme de } (g, 2) et de ¢, (g, ¢).
[’intégrale U peut se décomposer en quatre autres de la

facon suivante :

v :f“"l’e”“’”'““’ dg +f<x"x'/e"v @=b1+0) gy
_*_fﬁqu gle (x—a—1t) dq +fp”+| gia (z—b—1t) dq.

Chacune de ces intégrales est du type de celles que nous

avons examinées 4 la fin du chapitre précédent.
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U est donc une fonction holomorphe de = et de ¢, sauf

pour les valeurs suivantes de @ :
b —t, a-—t, b+t a4t
Nous allons démontrer que pour:

x>a-)t ou < b—t
on a:
U=o.
Soit par exemple:
z>a-+t¢
Pour le point considéré, au temps ¢ = o on avait :
x> a

Donc on avait par hypothese:

dU

U:O, ‘-Et':

et ceci avait égalementlieu pour les points infiniment voisins.

On peut done différentier deux fois par rapport az, ce qui

donne :
22U
gt = °
aBU
dt. do*
Or,ona:
22U _ d?U
diE " da? +U
d’ou :

42y d3U
A8 T di. dat + dl
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dazU
di?’

U
5 sont nulles pour { = o; et on prouvera de méme que les

Done, d’aprés ce que 'on vient de voir, les dérivées

dérivées d’ordre supérieur s’annulent également pour ¢ = o.

Par conséquent, la fonction U, qui est holomorphe et qui
s’annule avec toutes ses dérivées pour ¢ = o, est identique-
ment nulle.

On voit ainsi que les quatre discontinuités se propagent
avec une vitesse constante,

On peut remarquer que les choses se passent tout autre-
ment que dans le cas de la propagation de la chaleur. On a
vu, en cffet, que dans ce cas la fonetion U est holomorphe en
a pour toutes les valeurs positives de ¢, et qu'elle cesse de

I'étre pour ¢ —= o.

78. Nous avons vu que la solution del'équation des cordes
vibrantes peut se mettre sous la forme :
U=F@+ -+ F@—
D'ou:

au ., Ny
e =Flo+ ) —Fi@—1

Donnons-nous les conditions initiales de la facon suivante:

Pour:
o> a ou x < b et t=o0
on aura :
dU
U= 0, gt‘ - =0

Dans ces conditions, nous allons montrer que pour:

x>a-t+t ou x < b—1
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on as

U=o

Fn effet, on a pour:

t—=—o0 et x> a
K (@) -}- ¥, (r) = 0
F'(#z)—F{(z) =0

En différentiant la premiére équation, on obtient :
F'(a) + Filw) = o0

On a donc:

et, par suite:

F{x) = C
F4 (.2’/') —_C pour >a

On verra de méme que l'on a:

¥ (x) =

S
Fie) = —c, {Pore < 0

On en conclut que:

U=o
pour :
x>a-+t
ou:
x < b —¢
Supposons:
‘> a :: b
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el considérons une valeur de @ telle que:

a—t<ax< bt

Dans ces conditions, on aura:

Ainsi, dés que l'on a:

1] cesse d’étre constante dans deux intervalles :

de 6+t a (a~+¢
et

de b—1¢ a j@a—1

79. Revenons au probléme des télégraphistes, en faisant
une hypothése particuliére.
Nous supposons qu'a l'instant initial on a, pour toutes les

valeurs de z :

[l@)=o
d’ot:
b —o0
ct:
fi{z]=o0
sauf pour:
— e < X< e

et qu’en outre on a pour ces valeurs:

fix) =

s
€
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On en déduit :

—igz sm g_e
0, = 2 =
3 ——zq

Nous supposerons, d'ailleurs, ¢ infiniment petit, de telle

sorte que I'on aura :

0, =1.
Cela étant, on aura:
U — sm\/t\z/ —— 7Y dg.
q
Ce qui peut s’écrire:
0 y +® S —
etigx rtVy?—1) ei(qz—th3—4)
U: —qu—/*'-Tczq
% gt —1 J 2V — 1
—ac — o0

Les fonctions placées sous le signefdans chacune de ces

deux intégrales ne sont pas uniformes.
Considérons la premiére de ces intégrales.

Pour éviter les deux points singuliers :

9=—1 g —+1

nous allons intégrer le long du chemin : ABCDE.
Pour évaluer ceclle intégrale, nous supposerons d'abord

x -4 > o, et nous intégrerons le long du contour f2rmé :

- ABCDEMA
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EMA étant une demi-circonférence de rayon trés grand et

~ ayant pour centre l'origine (/ig. 18).

Fie. 18.

Le contour en question ne comprend & son intéricur ancun
point singulier; done I'intégrale totale est nulle.
L’intégrale peut s’écrire :
elg(x+1t)
=) aya—it@ g
avee:

b (g, )= e V=D

D’aprés I'hypothése faite sur ( 4 ), on voit que l'inté-
grale I prise le long de la demi-circon{érence tend vers
zéro, quand le rayon croit indéfiniment. Donc I'intégrale

prisé le long de ABCDE est nulle.

80. Supposons maintenant:
x4+i<o

Nous considérons encore le chemin ABCDE, et nous y
adjoignons la demi-circonférence EM'A (/Ag. 19).

L’intégrale le long de cette demi-circonférence sera nulle
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comme précédemment, mais I'intégrale le long du contour

total sera égale a l'intégrale prise le long du contour

OABCDEO (fig. 20).

C
D -
Bl—f. - 1 o
- 0 +Ii
iy
— o
Fre. 19.
Ona
e T eVl — ) — plqz+tVi—g2,
J
E . A
o A
. ~_/ x
D C B
Fie. 20.
Posons alors:
q — Sin 3.
PROPAGATION DE LA GIALECR. 10
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L’intégrale I deviendra :

A 2T
o _é_fetx sing £ cosP d(?,

0

car on voit aisément que, lorsque ¢ suit le contour désigné,
¢ varie de 0 & 2.

Développons I'exponentielle en série :

ei:r:sin;p+tcos¢ — E (t COS? + 1w Sin ?)P

p!
Or, on a:
tcosg +ix sinq‘_—_{_— el°?+ L e-iz
On a donc:

giTEng [t E [(l + "L') e ;;’()t!— m) e"i?k’

L’'intégrale considérée se réduit, par suite, a:

dy
227 (2n)!

G (2 — o)
caron a:

aw
fe““? d? = 0
0

k+ o0

lorsque:

L’intégrale cherchée a done pour valeur:

I n). n
T E ’)2n \z
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81. On reconnait le développement de la fonction de Bessel :

1 x 1, (Va? =)

Donc, en résumé, si on a:

z4t> o0
ona:
IT=o
et si:
wH+t<<o
on a.

I=nJ, (Va? — )
De méme, Vintégrale:
2+

eilqz—t Vg1,

I, = ——— d
! 2iyg? — 1 7

ne différant de la précédente que par le changement de ¢ en

— ¢, on voit que si :

x—1I6t>o0
ona:

I, =o0
et si:

x—1t <o
ona:

Iy = =], (Va? — £)
Or, nous avons:

U=I—1I,
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Done nous avons, pour les différentes valeurs de a, les

valeurs suivantes de U :

Si:
22 > 2

ona:
U=o0

et si:
x? < 2

U =n=l, (Va? —¢2)

D’apres la définition de I, on voit que J; (iz}, ot l'on
snppose @ réel, croit avec la valeur absolue de .

Le maximum de :

£2)

Iy (Vo2

a done lieu pour = o, ¢’est-a-dire au milieu de la partie
ébranlée. Pour une valeur donnée de 2, J, va en augmentant
avec t.

On s’en étonnerait si l'on ne se rappelait que le potentiel

n'est pas égala U, mais a:
V =Ue—¢

Or, quand ¢ est trés grand, la valeur asymptotique de
Jo (it) est:
Ae!
Vi
A étant une certaine constante numérique.

Donc la valeur asymptotique de V est :

AeVE T

T
Ot'! - m‘z
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ou bien:
=A

Ve
82. Ainsi le potentiel diminue, bien que U croisse, et il

.. 1
diminue comme —-
[4

Supposons maintenant:

/=0
pour toutes les valeurs de .
Dou:
b =o0
et:
fi =0
pour:
x> a ou x < b,

[/ («) ayant des valeurs données dans l'intervalle de & & a.

On a dans ce cas:

Z sint Vg —1
U= [ o B e g,
- Vo1

0

u
U — M) elq (x~z) %M__i dg dz.
2% 4 7

V2

-On sait qu'on peut intervertir P'ordre des intégrations.

Posons alors :

K :fefq (2 —2) sin ti\/q” —1 dg
g Vg —1
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150 EQUATIONS ANALOGUES A CELLES DE LA CHALEUR

et I'on aura alors :

o ?(z)K
U__/——' o dr.

D’aprés ce que 1'on a vu tout a I'heure, si:

(0 — 22 > 12

ona:
K=o
et si:
(@ — 2%) < ¢2
ona:

K=nxJ, (\/(.’L‘ — ) — 2) ‘
Ainsi K est nul & moins que 1'on n’ait :
r—t <z <L

Dans l'intégrale U, on pourra donc prendre comme limite

supérieure la plus petite des deux quantités :

a et (-} 1)

et, comme limite inférieure, la plus grande des quantités :

b ooet (w4 o)
Supposons:
a—0b
t > 3
c'est-a~dire:
b4+t >a—1t

Il1'y aura cinq cas & considérer :
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1° Soit :
x> a4t
Ona:
C = o.
2° Soit :
bti<a<att
Ona:

0 [ 7421, (Vio =27t — ).

x—¢
3° Soit :
a—¢t<<ao<bdt
" Ona:
U= [ M9 e ) as.
4
4° Soit :
b—t<x la—-t.
Ona:

x4
U= [ 12, (Ve —ap —7) ax.

b

5° Enfin, soit:

On a:

Supposons maintenant :

D’ou:
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132 FEQUATIONS ANALOGUES A CELLES DE LA CHALEUR
On peut donc prendre 2 tel que:
b4t <a<<a—t.
Dans ce cas les limites d’intégration sont:

(—t) et {az 4= ¢)

.;1‘—(!)

P

U:./_Q— JO dz.
x—1

Les autres ecas se discutent comme pour:

et l'on a:

a—b
2

t >

83. Considérons maintenant le cas inverse du précédent.

Supposons :
fi=0o

pour toutes les valeurs de «, d’ou:

6, =0
Et:

f=o

lorsque l'on a:
x> a ou - x<b
On aura dans ce cas:
+w .
(1) U :f&. cos ¢ \/(12\_. 1eiz dy.

— o0

La solution dans le cas précédent était :

w Y
(2) U :‘/6‘ ﬂt_\/q—! eiqx dq_
Vg —1
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I.a solution du probléme qui nous occupe se déduit de
celle-ci, en différentiant la formule (2) par rapporta ¢ et en
remplacant 7, et 6, par /et 0.

Kt on aura, suivant les différents cas, en supposant comme

précédemment :
a— b
t > 3
{° Pour: x>a4t
U= 0}
2¢ Pour:

bt+t<ax<a |-t
7 dl, x—t)
0 (1 e o
xXr -1

¢n remarquant que :

Jo(0) —1
3¢ a—t<x<<b-ti
fdJ
U= thd
4o b—t<x<a—1
$+8]
fmd LR
1/
5° x << b—1t
U=o
Sinous supposions :
t<a:b

on aurait :
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On pourrait donc prendre:
bht<oz<a—t
et, dans ce cas, les limites d’intégration pour U seraient :
(. — ) et i@ - f).

En remarquant que ces deux limites sont fonctions de ¢,

ona:

Ty e — b fle )
U“fezcaod“‘ 5 T3

x+¢
et, lorsque ¢ tend vers zéro, on voit que 'on a:

Dans le cas plus général ou / et £, ont des valeurs quel-
conques dans Iintervalle (&, @), mais sont nulles au dehors
de eet intervalle, on obtient la solution générale en ajoutant

les deux solutions particulieres obtenues dans ce qui précede.

84. Représentation graphigue. -— On peut représenter

graphiquement les résultats des discussions qui précedent.

.

Y -
[V aulid

Fig. 21.

Nous représentons ’état initial de la perturbation en por-
tant les 2 en abcisses et les U en ordonnées, ce qui nous

donne la figure 21.
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Nous représentons de méme par une courbe I'état de lg

perturbation au temps £, ce qui nous donnera pour la propa-

gation de la chaleur, du son et de l'électricité les troig

figures 22, 23, 24.

Dans le cas de Uélectricité, I'existence du résidu a une

trés grande importance pratique, et peut troubler les résul-

)

e mm e —————

]
D e e ———— e ————

Fio. 24,

tats des mesures de la vilesse de propagation de I'électri-

cité.
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On peul remarquer que, si @ — & est trés petit, c’est-a-
dire si la perturbation est de courte durée, le champ d’inté-
gration du terme résiduel est petit et, par suite, cc terme est
négligeable.

(Cf. Les Oscillytions électrigues. Paris, Georges Carré,
1894, pages 179 et suiv.)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CIHAPITRE IX

METIHODE DE TAPLACE
FIL OU SOLIDE INDEFINI

85. Revenons a4 l'équation du mouvement de la chaleur

dans un fil :

dU _ d?U
) dr — dx?
Remarquons que :
(= -8)
U= i, e W
Vi

est une solution particuliére de 1'équation (1).

Si done on pose :
w - g
Y= ?—(?—) e Yt d:
J Ve

¢ étant une fonction arbitraire, V satisfera a4 I'équation {1).
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158 METHODE DE LAPLACE

11 faut que, pour ¢ = o, on ait:

V = 7rla)

Posons:

On a:

V:z»f:(m+2¢\/?)e—ﬂﬂda

et pour ¢ = o, ceci se réduit a:
V:?fﬁa(w) e do = 2 V= o ()

11 faut donc que 1'on ait:

ou s

Donc la solution du probléme est :

vef rezd

92
:f—f(@: e_ it dE
2 V=t

Si f reste finie pour § trés grand, l'intégrale est finie.
7 peut méme devenir infinie sans que lintégrale cesse

d'étre finie.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Soit, par exemple:

f=¢

@ —
Y .:fe'”“f“”/’ e~ dx
— 30

et celle intégrale a une valeur finie.

Si dans la solution générale nous faisons ¢ <C 0, on trouve
une fonction imaginaire.

La solution est purement illusoire.

On a vu, en effet, qu’il est, en général, impossible de
trouver unc distribution qui, au bout d'un temps donné,

reproduise une distribution de température donnée & 'avance.

86. Identité des deux solutions. — De la solution de
Laplace, nous nous proposons de déduire celle de Fourier.

Nous avons démontré la formule :

— (‘T_'E)lz ao
T T (et (% —
\/t e _j;ew cos g (x — E)dq

Or, nous avons trouvé :

- £ _(I*E)z
V= L(—,’):e A2
2Vt

En remplacant :

=
e 4t

par sa valeur, on obtient:

0t D
v :f f@ e~ cosqw — ¥ dgd
T
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En remarquant que la fonction & intégrer est une fonclion

paire de g, on peut éerire :

A% :qu]li@, e~ cosqlx — ) ot
ki
) Y

el si l'on pose:

el

t
F(p :fl’) cosq lo— &) df
T

V= [t Tig) dg

]

on a:

On aura aussi :

F(g) = ¢(g) cosq @ + ¢ (g) sinqu

en posant :

]m;
(8 y
vlg) — fT cos g% dz
—w
ﬁ»
(3} o
_ff smq, Z
87. Nombre des fonctions arbitraires. — Il y a un

point sur lequel Fourier revient a4 plusieurs reprises : il
s’'agit du nombre de fonctions arbitraires que comporie la
solution du probléeme.

Fourier se donne la fonction V () pour ¢ -— o, et la solu-
tion ne comporte qu'une seule fonction arbitraire.

Il n'en serait plus de méme si on se donnait pour = - - o

la fonction V (¢); il faudrait alors se donner, par exemple, en

ayv .
outre, la valeur de iy fonction de ¢ pour @ = o.
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Cela résulte de la théorie générale des eéquations diffé-

rentielles, car I'équation est de la forme:

ay _ a2y
dr = da?

On peut, d'ailleurs, s’en rendre compte de la maniére sui-

vante,
Soit :
V = Z A,,,,,, meen
On aura :
% = Y (m—+1) A(,n+;,,n {m zn
el:

dEVy \ o n
(Zv—i - 2 (n + 1‘l (n + -") Am(n+2) "

D’od, en identifiant :
{(m + J) A(m+|)yu == (n + 1) (n + 2) Ay

Formons le tableau des cocfficients :

Agp Apg Ay -oe
Agi A Ay o
Agg Aiy Agy o

On voit donc que la relation de récurrence permet de
calculer les coefficients de la (m < 1)=¢ colonne, connaissant
ceux de la m™, ou bien ceux de la (n 4 2)* ligne, connais-

?

sant ceux de la n™e,
PROPAGATION DE LA CHALEUR. 1
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On voit donc que, pour déterminer la fonction, il faudra se
donner ou bien les coefficients de la premictre colonne, ou
bien ceux des deux premiéres lignes, c¢’est-&-dire, dans le

premier cas, V () pour ¢ = o, et, dans le second cas, V et

-

dV .
— en fonet de ¢ 2 = o.
T € ction de ¢ pour @ = o

Onadonc, suivantle cas, une ou deux fonctions arbitraires.

88, Considérons t, @, V comme les coordonnées rectangu-
laires d'un point.

La fonction V sera représentée par une surface.

Si I'on se donne la valeur de V en fonction de @ pour { =o,
ou en fonction de ¢ pour @ = o, cela revient a faire passer
la surface par une courbe donnée: dans le premier cas, on a
une surface bien définie, et dans le second cas on obtient une
infinité de surfaces ; dans ce dernier cas, toutes les surfaces
obtenues coupent le plan t = o suivant certaines courbes
ce’e’ ... '

Ces courbes ne sont pas quelconques, car 'une d’entre
elles suffit pour définir la surface qui la contient.

Voyons quelle est la propriété commune & ces courbes.

Supposons que pour x = o on ait :

L’équation différentielle ne change pus si on change

Ven— Vet zen

x. Les équations aux limites ne
changent pas non plus; donc V est une fonction impaire de .

On devra done avoir:

7@ =)= o
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C'est-a-dire que les courbes ¢'¢”..... sont syméiriques par
rapport & 'origine.

Si on suppose g(t) quelconque, considérons deux surfaces
V, et V, de la famille, coupant le plan ¢ = o suivant les deux

courbes C; et C, dont les équations sont :

V. = fi(=)
Vy =/, )
Pour @ == 0, on a:
Vi=Va=v¢()

Considérons la fonetion V, — V,, elle satisfait 4 I'équation
différenticlle, s’annule pour x = o, et se réduit pour ¢ —=o
afy (@) — fa().

On a done :

@+ fi(—a) =@+ fa(— )

On voit donc que, si on se donne la valeur de la fonction
pour ¢ == 0, on ne pourra plus se la donner d'une maniére
quelconque pour £ == o.

Il résulte des considérations précédentes que la question
du nombre des fonctions arbitraires qui entrent dans la
solution d’une équation différentielle est dénuée de sens par

elle-méme.

89. Extension de la solution de Laplace au cas de
trois dimensions. — Considérons un solide indéfini a
trois dimensions.

L’équation du mouvement de la chaleur est, comme on I'a
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YU :
ay

E:k‘u\\’

ou, en choisissant convenablement les unités :

AR
" T =AV.

I faut que, pour ¢ = o, on ait:
V=7 (29, 2).
Pour résoudre le probléme, nous poserons :

[ =9
U4 :We it

¢ étant une constante arbitraire.

Nous avons démontré que I'on a dans ces conditions :

au, _ U,
di dx?

Nous poserons de méme :

_fy—m®
U=t
V¢
et:
_(z-2?
U;’:.%__e 4
Vi

De telle sorte que I'on aura :

dab, __ 2L,
dt ~ dy?
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et:
dUy _ Uy
di ~  dz?
Soit maintenant :
U ="0,0,0,
on aura:
du _ d_[:Ll 2 AUy
o U,U, —}— U,U, —|— 7 U,u,
&*U CLE.
T = U,U,
#U 2,
dy2 T dy? U,U,
d*U _ d*U,
dzt — da? U U,
Dot :
= LU U, + L5 U, + R U,
On a done:
au
= AU
avec:
1 (=82 +‘7/—"\2+(1—;KL
U = —= ¢ 4t
Vi

Posons alors:

V—ﬂyw,,Uﬁﬁﬁ

g étant une fonction arbitraire, et I'intégrale étant étendue

a I'espace tout entier,
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Cette fonction V satisfait évidemment & Véquation diffé-

d\r jj/? dtd;dndc
AV =fff?AUdEdnd?;.

Comment doit-on choisir ¢ pour que V se réduise a f{z,y,2),

rentielle, car :

et :

pour { = o?

Posons :
b= 22Vt
n=y + 25Vt
=z 4 2\t
On aura;
dt =2\ da
dn, = 2t d&
di =2 Vtdy
D'ou:
U= i_ e—(0®+ B2+ y®)
Ve
et:

Ve ([ loob-2ay, 2T 54 VT Tty

Faisons ¢ = o dans cette expression. Il faudra que l'on ait:

e,y 3)= Sfffg: (2, y, 2) e~ @2 +B2 7% da, dB. dy.
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L'intégrale peut s’écrire :

¢ (z, ¥, z)‘/‘_;“z dotj?;alz dﬁj._:‘Yg dy-

Ou sait que :

f:‘:*“z do = \/'.:r_.

On doit donc avoir :

[, y,z)_S\/'rra (@, ¥, 2)
ou:

[ (@, y, z)_

x, Y, 3) = —
¢ (@ ¥, 2) =

L’intégrale de Laplace devient alors :

C =8y M2+ (s —7)?
TC

ou bien, en revenant aux premiéres variables :

A =j]]f Ly 7338 Viz 20V e+ B dudBdy,

l'intégrale élant étendue & l’espace. tout entier.
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CHAPITRE X
REFROIDISSEMENT DE LA SPHERE

90. Nous allons maintenant aborder un autre probléme,
celui du mouvement de la chaleur dans une sphére.

Nous supposerons qu'a l'origine des temps la distribution
est telle que la température soit fonction seulement de la
distance au centre ; par raison de symétrie, il en sera de
méme & un instant quelconque.

Passons en coordonnées polaires : .

& =7 siny cosy
y=rsin0 sino

Z =17 cosH.

Nous avons établi, au début du cours, I'équation du mouve-

ment de la chaleur dans ce systéeme de coordonnées :

1dV _ @V , 24V 1 &V | cotgddV 1 av

1 24V 1 I A
E di ™~ dr? r dr r? d6? r: 48 + r? sin?) d¢?

Dans le cas qui nous occupe, cette équation se simplifie et
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devient :
LaV _ @V, 2av,
E dt T dr? r dr

Nous prendrons comme unité de longueur le rayon de la

sphére, et nous choisirons I'unité de temps, de maniere que:
E=1.

L’équation différentielle devient dans ces conditions :

av _ a*V , aV
de ~ dr? dr

[’équation a la surface :

ayv -

o + AV =0
devient ici:

av ,

=0

pour:
r=1
A étant un coefficient positif qui dépend du pouvoir émissit
de la sphére.
Pour achever de déterminer le probléme, il faut se donner,
pour ¢ — o, la valeur de la fonction V:
V= f{‘r)

91. Pour simplifier I'équation différentielle, posons :

U
V =- =
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Ona:
dvV 1dUC U

ar T rdr
SV _ AU 24U 2U,

I’équation devient alors:

dU  d2U

dt ~ dr?
Nous remarquons que c’est I'équation a4 laquelle on était
arrivé dans le cas du til ; mais les équalions aux limites ne
sont plus les mémes. '

La condition & la surface:

% + A2V =0
devient :
LdU_ U R _
r dr 3 r
pour 4
r—=1
ou bien :
(_Z?_E: ={1—n0U.

De plus, pour ¢ = o, on doit avoir-:
U= rf{r.

Remarquons que U doit s’annuler pour r = o, car on a:
U=Vr

et V reste finie.
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92. Nous allons appliquer la méthode générale de IFourier,
c’est-a-dire chercher un développement de U en une série
dont les termes sont des intégrales particulieres de 1'équa-
lion.

Cherchons, d'abord, & satisfaire i 1'équation diflérentielle

par une fonction de la forme :
U = u.e— 1,

% ne dépendant que de r.

En portant dans 1'équation différentielle :

dU a2U
T dr?
on a:
A2y

p -+ p?u =o.
Donc v est de la forme:
A cospr + B sinur.
Pour que U et, par suite, « s’annulent pour » = o, on doit
avair: -
A=o.
Dans ces conditions, nous pouvons supposer:
B=1
et nous aurons la solution particuliére :
U = e~¥ sinur.

Il reste 4 satisfaire 4 la condition limite :

dU
=1 —U
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r—=41.
Cette condition devient ici :

weosp = (I — 7) siny,

ly

ou, en posant:

1
I

tg‘\u.:Au..

A

93. Si p satisfait & cette équation transcendante, U sera
une intégrale particulicre.

Nous sommes done amends & discuter cette équation trans-
cendante.

Il est évident que ses racines sont deux & deux égules et
de signes contraires; il suffit donc de considérer les racines
positives.

Construisons les deux counrbes :

y=tgu

Il est, d’abord, évident que la droite :
y = Ap.

coupe chacune des branches de courbe en un point au
moins {fig. 25)

Cherchons si elle peut couper une des branches en plus
d’un point.

Laissons, d’aberd, de c6té la branche qui passe par I'ori-
t E&E‘

p.

gine; il faut voir si le rappor peut passer plusieurs fois
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. . . T o T

par la méme valeur quand @ varie de (2% — 1) 5 a (2% +1) 5
Si cela a lieu, la dérivée s’annulera au moins une fois dans

I'intervalle.

y

—

2 |
}
= s
| [
t

37 o
2

rofA
=

]
i
1
1
\
'
'
'
'
i
'
'
i
1
'
'
'
'
1
i
'
'
1
1
1
1
1

1
1
'
1
|
1
1
'
]
'
'
'
|
I
|
|
'
|

Fio. 25.
La dérivée logarithmique de ce rapport est:

coSs + sin
sinp ' cosu

1.
>
Pqur que cetie dérivée s'annule, il faudrait que I'on et :
sin 2p — 2p.
ce qui ne peut avoir lieu dans I'intervalle considéré.

Donc il y a une racine, et une seule, entre :

(2% — 1) ot (2415

01 3
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94, Reste a examiner l'intervalle de o a ;—r
La racine u = o est évidente.
11 faut suivre les variations du rapport == dans cet inter-
-
valle.
On a pour . = o:
tgp — 1

W~

et pour p = gle rapport est infini,

Or, il ne peut y avoir ni maximum ni minimum dans 'in-
tervalle; donc le rapport va sans cesse en croissant.

Sidonc on a:

A>1
il y a une racine dans l'intervalle (O' g) ;ebsi:

A<
il n'y en a pas.

95. Nous allons chercher si 'équation transcendante que
nous étudions posséde des racines imaginaires.

Nous distinguerons les racines complexes et les racines
purement imaginaires.

Nous allons démontrer, d'abord, qu'il n’y a pas de racines
complexes, et pour cela noas emploierons une formule qui
nous sera utile dans la suite du cours.

Cousidérons deux solutions [ et U, :

U, = e+ sin wr

U2 g e_/;-” Sl.Il wr
2 2
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et prenons l'intégrale:

4
/o adU, AU, G dl
f&U\ 5 — Us G ) [U R
0

Cette expression est nulle, car U, et U, s’annulent pour

dU, o, dU,
U =A o U,=A 777
Or, on peut écrire l'intégrale sous une autre forme, en

remarquant que :

22U
dr‘ZI = %ZU“
d?U,
dr; - };’Uz.

On voit qu'elle peut s'éerire :

2
2)£U4U2 dr.

Comme cette expression doit étre nulle on voit que si:
k. 2
pd £
1 2
on a:
i b
‘/.U4L2 dr = o.
0
Supposons que I'équation transcendante posséde une racine
imaginaire « - B¢; elle possede aussi la racine conjuguée

2z — 84, Les fonctions U, et U, correspondant & ces deux

racines seront des fonctions imaginaires conjuguées, et, par
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conséquent, leur produit est positif. En outre :

2

2 — w, = 4281,
4 2

quantité différente de zéro, puisque la racine est supposée

complexe. Or, Uintégrale :

4
f U,U, dr,
1]

dont I'élément est, dans ce cas, positif, ne peut étre nulle.
Done 'déguation ne peut pas avoir de racines de la forme

a 4 pi.
96. Peut-elle avoir des racines imaginaires pures de la
forme Bi.
Si cela a licu, elle admet aussi la racine — B¢; et, dans ces
s tgu . . .. . . .
conditions, B2 est réelle, car son imaginaire conjuguée lul

est égale.
Or:

. 1eB— ¢f
tgp T~ ieB -+ e

II faut voir comment varie le rapport g quand B croit
EL
de 0 a oo,

Pour f = o, una:

i

tgu
P.

Pour 3 == ,0n a:

tgp

b

= 0.

]I ne peut y avoir dans lintervalle un maximum ou un
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minimum que si l'on a dansYintervalle :
sin 21‘3 = 21:]3, '
ou bien:
et o—2B — 43,

ou, en développant les exponentielles :

o e

31 =9

ce qui n'est pas possible, tous les termes étant positifs.
Donc le rapport décroit constamment et va de 1 a 0.

Pour qu'il y ait des racines purement imaginaires, il fau-

drait que I'on eit:
0 < A < 1.

Or, A ne peut pas avoir une telle valeur, puisque l'on a :

et que A est positif.
De cette discussion il résulte donc que I'équation trans-
cendante :
lgy = Ay,

n’a jamais que des racines réelles.

97. Si Pon néglige la solution :
w=0
on voit que chaque solution de I’'équation :
tgw = Ay,

donne une intégrale particuliére du probléme.
PROPAGATION DE LA CHALEUR. 12
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Si donc on a réussi a développer 7/ (#) en une série de la

forme :

rf(r,=A, sin ur -+ A, sin wr + ..+ Ausinur 4 upluw
n

(Y e
P2 n

étant les racines positives de I’équation.

La solution du probléme sera :

2 : 2 .
U=Aje{tsinur <4 ...+ A tsingr + ...
1 4 n

Pour démontrer rigourensement que U est bien la solu-
tion, il faudrait faire une discussion analogue & celle qui a
été faite au sujet du probleme de I'armille, ce qui se ferait
tout & fait de la méme maniére. '

Ainsi le probléeme est ramené a celui-ci:

Développer la fonction 7/ (r) en une série procédant sui-

vant les fonctions :
sin pr, sinpr ... sinur ...
i a2
98. Si on suppose le développement possible, on pourra
en trouver les coefficients par une méthode analogue 4 celle

que l'on a employée pour la série de Fourier,

On a démontré 'identité :
' 1
- SU,U,dr =,
0 .
qui pour ¢ = o devient:

1
fsin wr sinur dr = o,
0o 1 2

sous la condition :
W
f

wE
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Si:
o=,
i 2
ona:
' sin2lu.‘|
sin?urdr—= |- — L
-/:, P‘- 2 A l
1
Considérons :

rf(r) = 2 A; sin wr -+ A, sin ey

i#n
multiplions les deux membres par sinur dr, et intégrons
"
entre o et 1.
On aura:

' i
fr/‘ (r) sinpr dir = A, [ sin® ur dr.
a n

) n

Do :
1 sin 25

An 9 4y

3
:fr-f(r} sinur dr.
0 n

Reste a démontrer la possibilité du développement que

Fourier admet sans démonstration.

La seule démonstration rigoureuse est celle de Cauchy,
qui se rattache 4 une méthode générale pour développer une

fonction en une série de forme déterminée.
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CHAPITRE XI

METHODE DE CAUCILY
VALEURS ASYMPTOTIQUES DES FONCTIONS

99. Nous allons exposer la méthode de Cauchy pour le
développement d'une fonction arbitraire en séric de forme
déterminée.

Cette méthode est fondée sur la théorie des résidus.

Nous commencerons par rappeler les principes élémen-
taires de la théorie des fouctions.

Une fonction entiére G(z) est une fonction qui est déve-
loppable suivant les puissances croissantes de z, de telle
sorte que la série soit convergente pour toutes les valeurs

" réelles ou imvaginaires de z. Telles sont, par exemple, les fonc-
tions ¢, e**, P (2),P (z, e*s, o), P représentant un poly-
néme.

Eu particulier, cos z et sin z sont de cette derniére forme.

Ces fonctions n'ont aucune espéee de points singuliers.

Nous avons démontré que, sif {x] est une fonction quel-
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conque, mais finie, l'intégrale:
f/‘(x) e %z da.,
L

L. étant un chemin de longueur finie, est une fonction ho-
lomorphe de z dans toute I'étendue du plan, c’est done une
fonction entigre.

Considérons maintenant le quotient de deux fonctions

entitres:

3(12)

Ce sera une fonction méromorphe de z; elle admet des
singularités qui sont des pdles.
Le théoréme des résidus de Cauchy est le suivant:

S7 on considére un contour fermé quelconque ¢., ona:

SRz de =2in 3 A

[¢]

Z A étant la somme des résidus relalifs aux poles contenus
a UVintérieur du contour C,
Considérons une série de cercles concentriques de rayons

croissants : C,, C,, ... C,, ... et prenons I'intégrale:

fR(z) dz

lc long de ces différents cercles.

Supposons que l'on ait démontré d'une maniére quel-
conque que, lorsque le rayon des cercles vaen croissant sui-
vant une certaine loi, 'intégrale tende vers une limite finie

et déterminde.
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Soit 2= cette limite.

On sait, d’aulre part, que:

JR(3) ds = 2m (A, + Ay + o + M)

C
p

AnA,, .. A, étant les résidus des pdles contenus alintéricur
du cercle C,.

Lorsque le rayon du ccrele croit indéfiniment, on obtient
& la limite :

A= Ay R Ay AL

Si R est une fonction dez et de «, R (2, %), les quantitési
et A, A,,...sont des fonctions dew, et la function A se trouve
développée en une série procédant suivant les fonctions A.

La question se raméne donc & trouver la limite vers
laquelle tend:

_fR(z) dz

quand le rayon du cercle d'intégration eroit indéfiniment.

100. Nous sommes donc amenés a éludier les valeurs
asymptotiques d'une fonction entiére ou méromorphe, quand

le module de la variable croit indéfiniment.

Nous allons prendre, tout d’abord, quelques exemples
simples.

Considérons la fonetion entiére:
flz) =e —e-*

Qu'entend-on par valeur asymptotique de f(2)? Cest une

fonction ¢ (3) telle que, lorsque le module de z croft indéfi-
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niment, on ait :

Iim —f—gﬂ =1
9 (2)

Dans I'exemple choisi, il est facile de voir que la valeur
asymptotique dépend de 'argument.

Posons, en effet:

Z2 = pei“
Supposons d’abord :
T T
T3S0 N3

La partie réelle de z est positive,

Done, lorsque ¢ croit indéfiniment, il en est de méme de e?
et, au contraire, e=* tend vers zéro : la valeur asymptotique
est done, dans ce cas, €.

Si, au contraire, on a:

o<
2SS “ g

Ia valeur asymptotique de la fonction sera — e—=.

. . . . T o,
Si l'argument est un multiple impair de 3 il n'y a pas de
limite déterminée.
On pourra dire:
Ces arguments correspondent a des azimuts singuliers.

Prenons comme second exemple la fonction :

e — e—=

17 = o=

D'aprés ce que l'on vient de voir pour exemple précé-
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dent, on reconnait que si:

z m
g << g

la valeur asymptotique est 1, et si:

= dn
2S¢y
cette valeur asymptotique est — 1.
On a, comme précédemment, des azimuts singuliers pour
les valeurs de » qui sont des multiples de 2.

Si on considére les fonctions:

ee —1 e ?
e 41+ e 2

la valeur asymptotique est 1, que la partie réelle de z soit
positive ou négative ; mais il y a encore des azimuts singa-~

liers pour les mémes valeurs de w que précédemment.

101. Considérons mainlenant un exemple un peu plus
général.
Soit :
F(2) = Aje™® + Ajei®@r L LA ei*®

a,, 2y, ..., %, 6tant des nombres récls rangés par ordre crais-
sant,

Posons:
5= iy = e

Si w est compris entre o et 7, vy tendra vers -} o, et, comme
Ton a:

[ eiaz l — e—2Y
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On voil que, si « est positif, celte expression tendra vers
z€ro.
Cela posé, nous allons démontrer que la valeur asympto-

tique de 7 (z) est dans ces conditions:
A4 ei* 2
En effet, on a:

AC I
A

. A, |
P(Xy— %)= +_L‘ i —a)E
‘A‘eialz e ! + e AI e

L]

11 s'agit de montrer que chacun des termes du second
membre tend vers zéro, et ceci résulte immédiatement de ce
que nous venons de dire plus haut.

Si, au contraire, on avait:
—n<w <o

v tendrait vers — oo, et 'on démontrerait quela valeur asymp-

totique est:

A 0i%3

Pour ® = o et © = = on a des azimuts singuliers.
Si I'on prend le secteur compris entre les deux azimuts
wy et v, choisis de maniere qu’ils ne comprennent aucun azi-

mut singulier, si I'on a par exemple :
0 < vy <<y <<m

non seulement I'expression:

s

AI eialz

Tend vers zéro, mais encore elle tend uniformément vers cette

limite.
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En effet, on a:

L 1| <

6“'(‘171"“X)Y
A ets

A,
A,

ST
1

el:

= sin o.
Or, on a 'une des deux inégalités :

Y>¢ sin wq
ou bien:

Y > psinwr

Donc on peut prendre ¢ assez grand pour que la diffé-

rence :

rlz

A‘ezalz

soit en valeur absolue inférieure a une quantité ¢, et cela

quel que soit .

102. Prenons maintenant le cas plus général oa l'on

aurait :

Fl2) = Agems 4= Ayeme .. Aot
%y, %, ..., 2, etant des quantités quelconques réelles ouima -
ginaires.

Nous représenterons ces quantités par des points dans un
plan.
Soit :
ap = Br - iyr
et soit :

Z :x+iy:p(COSUJ+iSinw).
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La valeur asymptotique sera fournie par l'exponentielle
dont le module serale plus grand.

Le module de e** est :

ep((ikco- O ypsin ]
La quantité :
Br cosw — y sine
est susceptible d’une interprétation géométrique trés simple.

Considérons le point conjugué de gz, c'est-a-dirc symé-

¥

Fra. 26. !

trique par rapport & I'axe of. Soit «’; ce point. Abaissons de
«'z une perpendiculaire o', sur oz (fig. 26).

On aura:

Z)T) = Bi coOs 0 — Yk sinam

comme il est aisé de le vérifier.

Supposons que z s’éloigne indéfiniment dans la dircc-
tion w; le point « qui fournit la valeur asymptotique sera
celui par lequel le segment oP compté en grandeur et en

ligne est maximum.
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Considérons alors le polygone convexe dont tous les som-
mels appartiennent 4 Uensemble des points «, et tel qu'aucun

de ces points ne soit situé a I'extérieur de ce polygone.

T 5!
T ;5
\\ ,
A r
Ay 4
\ S
B , S
[4] \\‘ /' ﬁ
\‘ ,’
. s
' .
oy Xy
Fie. 27.

(Considérons un sommet quelconque, «] par exemple, et
menons par «; extérieurement au polygone les perpendicu-
laires aux deux cotés qui y aboutissent ; soient «;S et «]T.

Menons par l'origine des paralleles OS’ et OT’ a ces deux

demi-droites.
Si la direction oz dans laquelle z s’éloigne indéfiniment

est comprise entre OS5’ et OT’, on voit que c’est le point «,

qui fournira le terme de module maximum, et la valeur
asymptotique de /(z) sera:

Aen=,

On pourra ainsi diviser le plan cn autant de secteurs qu'il

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



VALEURS ASYMPTOTIQUES DES FONCTIONS 189

y a de sommets au polygone, et pour chacun de ces sectcurs
il y aura une valeur asymptotique déterminée.

Quand zs'éloigneindéfiniment surune des demi-droites OS’,
OT', ...,il 0’y a pas de valeur asymptotique déterminée : ce

sont des azimuts singuliers.

103. Nous allons maintenant nous proposer de trouver la

valeur asymptotique de I'cxpression :
f (2‘.) — P‘Gi“l: + 1)2(3[12; + . P"eiznz

P,, Py, ... P, étant des polyndmes entiers en z de degrés
My Wy, iy Moge

Pour cela, considérons, d’abord, un polynéme entier en z :
\
P = Az -1 Z Bz, n < m.

La valeur asymptotique de P est:

Azn
el, de plus, le rapport:

b

Azm

tend uniformément vers l'unité quand z augmente indéfini-
ment.

Ou a, en effet :

p B 1
Aam 1 = Z Az m > 1.

L.e module de la somme est inférieur a la somme des
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modules, donc:

I

.e second membre est un polyndme entier en

m-—n

et s’'an-

nulant pour % = o.

On peut donc prendre le module de z assez grand pour

que:

Considérons, en second lieu, 'expression:
¥ b
z,ﬂelaz,

a étant une quantité positive.

Nous allons montrer que cette fonction tend vers zéro, quel
que s0it p, lorsque z croit indéfiniment, sa partie imaginaire
étant positive.

On a toujours :

7= - iy = pe™
et l'on suppose :

0y < 0 < T —

w, 6tant différent de zéro, mais aussi petit que I'on veut.

Le module de z7ei®= est:

Fpe—zzT — p”e"“? sin ey

Or,on a :
Psinm > psinw,

Donc le module est inférieur & :

p{le-—zp sinmo
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quantité qui tend vers zéro indépendamment de o; donc

I’expression proposée tend uniformément vers zéro.
104. Revenons & la fonction :
[(2) = Pef*i® - Poeita® ... + P,ei®az

ol les P sont des polynémes de degré m,, m,, ..., m,, et o
les = sont des quantités réelles rangées par ordre de gran-
deur croissante.

Je dis que, si z croit indéfiniment, sa partie imaginaire res-

tant positive, la valeur asymptotique de f(z) est :
A zMeitE
A,z™ étant la valeur asymptotique de P, et que le rapport:

r(2)

A4Zml€i“lz

tend uniformément vers ['unité.

En effet, on a:

f(z_)__ . PJ [)2 ei(aQ-—al)z +

Ajzme®s Az | Az

>
— __.I_I_ _pL . ll? z2/My—my llGy — & ):+
T Az Ayemy AT : 2

le premier terme tend uniformément vers I'unité. Il en est

P,

de méme du facteur —
A2Z’"2

dans le second terme. Quant au fac-

teur:

Z('";a_’"l) ei(“e—“x)"
il tend uniformément vers zéro, puisque I'on a :

%y > @y
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Done le second terme tend uniformément vers zéro, ainsi
que tous les suivants.
Donc le rapport :
A
A‘Z'"Ll ei.’z‘:
tend uniformément vers lunité.

On a done Végalité asymptotique : (*)
7z oo Ajz™ ef*2

Dans le cas ot z croil indéfiniment, sa pariie imaginaire

restant négative, on aurait de méme :
F(2) o A,z ef%s

Dans un cas, comme dans U'antre, Vexposant « qui donne
la valeur asymptotique sera appelé exposant caractdris-
tique. _

Supposans que 1'on considére deux fonctions £, (2] et £, (2)
de la forme de celles que nous venons d’étudier ; quelle sera
la valeur asymptotique de leur somme ?

Si la partie imaginaire v est positive, la valeur asympto-
tique correspond a la plus petite valeur de ’exposant carac-
téristique « dans les deux fonctions.

Le contraire a lieu si y est négatif.

(1) Nous employons le signe (o pour indiquer nne égalité asympto-
tique.

.
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VALEURS ASYMPTOTIQUES
DES INTEGRALES DEFINIES

105. Considérons maintenant :

o(s) = [ (o) o= dn

Nous supposons que f(x) est une fonction quelconque, mais
finie, et satisfaisant & la condition de Dirichlet; en outre, @

et & sont deux quantités réelles, et 'an a
a<b

¢ (#) sera, comme on 1'a vu, une fonction entiére; nous vou-
lons chercher la valeur asymptotique de celte fonclion.
Si, d’abord, F(x) est égale a unc constante A, on pourra

effectuer I'intégration, et on aura

A, i
9le) = 7 (e — =)

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 13
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Si la partie imaginaire y de z est positive, la valeur asymp-
totique scra:

— ei;a
(¥4

Si, au coniraire, y cst négalif, elle sera:

A

— eizb
1z

Dans le cas général, soit :
A :/(a + a)

[{a - ¢)étant la limite de f () lorsque « tend vers a par
valeurs supéricures & a.
Suppusons d’abord y > o.

Je dis que la valeur asymptotique de ¢ (2) sera :

~ f’(a—f—s) iaz
(f\")(\)_ iz e

En effet, nous pouvons poser:
f@) = A 31, (@)

[ (z) tendra vers zéro lorsque « tend vers a.

On peut choisir un nombre positif «, tel que, lorsque
I'ona:
a<lae<a+toa,

on ait, en méme temps:
[filz) | <p

w tendant vers zéro en méme temps que a.

De plus, comme la fonction .est finie, on aura pour les
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valeurs de o supérieures a (@ 4~ ) :

[7i(@)] <M

On aura d’ailleurs :

2] b
g (z) :fAe“” dw Jr—./;f, () &% du

Nous allons montrer que lerreur commise en négligeant
ce dernier terme tend vers zéra, quand z croit indéfiniment.
On a en effel :

b A 4 a 4
[i(w) e dx} < [peve de 4 [ Mo-ve do

a+a@
Comme, dans le second membre, les fonctions sous le signe

.
‘/ sont essentiellement positives, on peunt écrire:

f;:l () e dox ] <_/‘:3‘Y'” dx —{—f?\cle“ﬁ dw

wT X

Le second membre est ¢gal a:

* e—Ya + M e—Ylat+ta)
Y Y

Cette quantité-est donc une limite supéricure de la valeur

absolue de l'erreur commise.
L’erreur relative s'obtiendra en divisant cette quantité par

le module de la valeur asymptolique de la fonction :

A./‘Z"ff da

qui est:
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L’erreur relative est donc:

1

by Mo
Ay TR,

et, comme on a:

Y=—¢ sin w

cette erreur peut s’écrire :
” M '
- . -rE,

A sine + A sine ’
Si v est un angle tel que:

g < o < T — W

I'expression ci-dessus sera inférieure & :

w + N[e—pa sin g

A sinw,

expression indépendante de .
Je dis qu'elle tend vers zéro; en effet, on peut prendre

d’abord « assez petit pour que 'on ait :
et ensuite p assez grand pour que:

Me—s2 sin t < :;

La valeur asymptotique de ¢ (2) est donc:
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SiT'on avait en y < o, on aurait eu de ]a méme maniére:

ro—e i
¢ (2) o TR

106. On peut étendre ces résultats  une intégrale deméme

forme :
ff (z) €% duw,

I'intégrale étant prisc le long d’un chemin I. de longueur

finie ; 4 la condition que, en tous les points du chemin, onait:
I pizz } < l eiza '

« étant 'origine du chemin L.

On démontrera que la valeur asymptotique est encore dans

ce cas :

en supposant :

y > 0.

Pour cela, on décomposera le cliemin d’intégration en deux
auires, comme précédemment, en prenant un point (@ + «)
infiniment voisin du point 2, et en continuant les raisonne-

ments de la méme maniére,

107. Revenons a la fonetion :

o
9 (2) = [ f () = dw
ot @ et b sont réels, et supposons que dans le voisinage de :

r=aua
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la fonction f{x) soit développable suivant les puissances

de (@ — a :
fo)=A(x— a4 A, (x —a) + ..

le développement pouvant contenir des puissances négatives
ou fractionnaires.

On sait que 'on a :

=L
fcc”e—"' de =T (n+41)
¢
ou bien, en changeant « en zx:

fm"e—“" o = Ln+ )

_.,n+|

Posons :

i
a= ue 2

Cette formule deviendra :

e A

T
e_('H'“li‘/‘u"e”“ du = ~( Ji— 1)
0

ki3
on Al .
funeiu:, du — I /72 + 1 (”é 11 2

0 zr1+|

En remplacant maintenant « par (@ — a):

ffjv —-a)" e dy = L(n 1) e nig elas,

zu+4

Or,ona:
L=

La seconde intégrale sera négligeable devant la premiére
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quand z croitra indéfiniment, sa partie imaginaire restant

positive, car l'intégrale :

f(x — a)? ¢i*T dx
b

gits . ..
est de l'ordre de grandeur de —— tandis que la premiére
o
eiaz
sera de l'ordre de ——;-
zM +4
On aura donc:

’ ki

i+ 13iy

14 i ' (n 1 e”l 2 plaz

f(x — a>11 el r dm 12®) N_(._-}_—> 1
“ gnt

Nous allons appliquer ces résuliats a la fonction :
o (2) -_—_ff () eis dup.

La valeur asymptotique de () sera égale a la valeur
asymptotique du terme correspondanl a la plus petite puis-
sance de {(z — a).

On aura donc :

T
NN BT o~
\ AT i+ 1)e 2 gins
o (3 oo POy —

Ceci ne présente aucune difficulté si le développement
de f(x) est valable entre a et &; s'il n'en est pas ainsi, sup~-
posons que le développement soit valable seulementde a ac.

b
L’intégralef aura une valeur asymptotique qui contiendra
[ -

un facteur e¢* et, par suite, sera négligeable par rapport a
14

l’intégralef .
a

On peut ajouter que le théoreme serait encore vrai si 'in~
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tégrale, au lien d'étre prise sur un chemin réel, était prise

suivant un chemin imaginaire de longueur finie, pourvu que
I'on ait tout le long du chemin :

'eiz:t l < ] eizul

108. Application i la fonction J, de Bessel. —lLa

fonction J; peut éire exprimée par une intégrale définie :

14
. 1 eizz dl‘
WO =
L]

Nous allons, d’abord, chercher la valeur asymptotique de I
lorsque la partie imaginaire de # est positive.
On a ici :

a——1

Cherchons maintenant la valeur de A. On a:

i
Flo) =1 — 2?) 2

= (x + 1)"é A— o) 2

- |
Développons (1 — «) 2 suivant les puissances croissantes
de (xz + 1):
1
A—2) 2=A+Blz+1) + ...

et 'on aura, comme on le voit, en faisant # = — 1 dans
cette équation :
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On a d’ailleurs:

L’application de la formule générale, trouvée plus haut,

N .
(=) &
<2> gt g%

V2 V7

donne done ici :

Jo v

ou bien, en remarquant que:

Jo v

Pour avair la valeur asymplotique, lorsque y est négatil,
il suffit de remarquer que, J, étant une fonction réelle, le
changement de i en — i et dex en — @ n'altere pas la valeur
del'intégrale; ce changement permet dc ramener au cas pré-
cédent le cas ol y est négatif, et 'on voit immédiatement

que l'on a :

109. Si z est réel, il n’y a plus de valeur asymptotique
proprement dite; mais nous allons arriver dans ce cas a un
résultat nouveau et trés important.

Au lieu d’intégrer suivant 'axe réel de — 1 & 4 1, nous
intégrerons suivant une demi-circonférence, ayant pour
centre l'origine, et de rayon égul & 1, cetle demi-circonfé-

rence étant située au-dessus de I'axe réel.
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Prenons sur cette demi-circonférence un point quelconque a

et divisons l'intégrale en deux parties :

e a4
1 1
—q a

=H, + H,

a L

. du

- Fie. 28.

Tout le long de cette demi-circonférence, on a, eu suppo-
sant que z croisse par valeurs positives :
l eizx I < 1

car, en posant:

o= o g
on a:
' eisx ’ — e—zﬁ

et 23 est alors une quantité positive.
On voit done que, dans Vintégrale I, la valeur asympto-
tique sera fournie par la limite — 1, el dans H, par la

limite 1.
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On aura donc :

Faisons la somme de ces deux valeurs asymptotiques.
Soit :

On est conduit & dire que K est la valeur asymptotique
de J;, lorsque z croit indéliniment par valeurs réelles et
positives. Mais on ne veut pas dire par la que I'on a :

lim %(0 =1

En effet, K s’annule pour des valeurs différentes de celles
qui annulent J, ; le rapport passe done alternativement par
les valeurs 0 et .

Il faut, done ici donner une autre signification a la valeur
asymptotique.

En appelant K, et K, les valeurs asymptotiques de Il

et H,, ona:

1im&:lim 1—12:1

K, K,
Je dis que T'on a:

lim vz (Il, —K,] = o.
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En effet, on a:

- H e—"(z"'%)
z (L, —K,) = (,—'._ 1)—_-
\/ ( i 4) I\' \/271'
Le premier facteur tend vers zéro.

On a de méme:

lim vz (I, — K,) = o.
On a done:
limyz(J, —K)=o0

et c'est ce qu'il faut entendre ici, lorsque l'on dit que K est
la valeur asymptotique de J,.
Le méme raisonnement s'appliquerait au cas ou z croit
par valeurs négatives.
Il suffirait d'intégrer le long d'une demi-circonférence

située au-dessous de I'axe réel.

110. Limite supérieure dela fonction 3. — Nous avons
étudié, au point de vue des valeurs asymptotiques, la fonc-
tion :

h

oz} = [ /(@) ¢’ du.

voa

Nous allons maintenant nous préoccuper de clercher une
limite supérieure de cette fonction. f(z) est par hypothése
une fonction finie; on peut donc trouver un nombre M el

que:
| ) | < M.

Posons comme précédemment :
#=8+i

et considérons, d’abord, le cas ol y est posiiif.
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Comme on a:

] eize , = e~ Y7,
on aura:
1
| 4(2) | </'Me—vr d

« M.e—=Y

< [ Me= 77 dor == — .

J: :
Et comme:

| €% | = e—aY,

on peut écrire :
gias

le(z) ] <M

Nous distinguerons deux cas, suivant que la quantité posi-

tive y est supérieure ou inférieure a la valeur absolue de .

Supposons d'abord :

y> |8
' T , . k.S 3
c'est-h-dire que largument de z est compris entz‘elz et 7‘-
On voit alors facilement que, dans ces conditions, on a:

3

/

Vv

Yy >

19}

Doncona:
eiu:

e i< My2

Z |
111. Considérons maintenant le cas ou:

T<IBI.
Nous ne pouvons pas appliquer ici le méme raisonnement,

Ona:
5 .
¢ (2) :/‘f[w) e=1% ¢'BT d.
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Nous allons étudier l'intégrale:
fcf(w) sin B dux,
0

[ («) étant une fonction positive et décroissante, et ¢ étant
une quantité positive quelconque.
Si nous partageons l'intervalle d'intégration en intervalles

partiels par les valeurs :

on verra, comme pour l'intégrale de Dirichlet que l'on a
une serie alternée; par suite, la valeur de cette série est
inférieure au premier terme :

On a donc:

Jo<J= p e
Sil'on considére 'intégrale

‘/:f(m) cos fa dw

on emploiera le méme raisonnement ; mais, afin d'obtenir

des intervalles partiels égaux entre eux, on devra prendre

fc
T

13

Yintégrale :

et I'on supposera que f{x) est égale & 7(0) pour les valcurs

négatives de .
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Ceci revient & ajouter a l'intégrale la quantité :

On aura une série alternée comme précédemment, et on

peut, par suite, écrire :

2 3B

<5

Donc a fortiori:

On conclut de la:

St b oe| < 10

i

Prenons maintenant " (en supposant toujours / décrois-

sante):
hoo
ff(oc) e'Br dop
a
@ ct b étant deux quantités réelles, et telles que:

a < b.
Posons :

=y + a.
'intégrale deviendra:
| e (i 3
etde [ £y -1 a) e dy.
_fo Wt a) y ,
Done l'intégrale est plus petite en valeur absolue que:

2rf (a
FEL

~——
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112, Appliquons ces résultats ala fonction ¢ définie plus
haut. Cornme la fonction f(x), qui figure dans g, satisfait ala

condition de Dirichlet, on a :

r="r —/ra

f\ et f, étant décroissantes.
D'ou:

b b )
® :ff‘,e—‘rt e'B do ~—f/‘ze-Tx 832 d,
a a

En appliquant les résultats établis ci-dessus, on voit gqu'il
en resulte

2%

el <gg7lh @+ nl@] e

* Or, comme l'on a:

o<y <|B|
on en conclut :
Lz,
| g1 > Va
Donc on a:
2% \@ . :
lg (3) 1 < | 2 1 (@) + fu (@)] |-

En résumé, si l'on désigne par H la plus grande des denx
quantités :

C o My@

et:

% V3 (7, (a) + 7, ()]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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on aura, pour toutes les valeurs positives de
’ F {

‘ < | = eia:

| @
i -~

&

On verrait dec méme que, pour les valeurs négatives de vy,

ona:

Icplf\r

— pibs

Ho,o .
1

En elfet, 7, et 7, étant décroissantes, on aura :

£ (0) + f\z (6) < 7 (@) + 15 (a)

4
PROPAGATION DE LA CUALEUR 14
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CHAPITRE XIII

APPLICATION DE LA METHODE DE CAUCHY

113. Ces résultats préliminaires étant établis, nous allons
les appliquer au développement d’une fonction f{x), en sui-
vant la méthode de Cauchy que nous avons déja indiquée.

Posons :
1= [Fy) e dy
b
Lo=[ry) e dy

z étant une quantité comprise cntre a et b.
D'aprés ce que nous venons de démontrer, on aura, si y
est positif :
H .
— taz
(1< | B eee]

ol < \%ei:xl
et, si y est négatif:

II izx
”|<‘;e

Hl'bz.
<
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Considérons deux autres fonctions entiéres de z; soient

et y,, et formons la fonction :

R (Z) __ q‘:;_{__—j‘]! ie—lzx

R est une fonction méromorphe de z, 4 laquelle nous allons
appliquer le théoréme des résidus.

Mais, auparavant, nous avons besoin de connaitre la valeur
asymptotique de R, et pour cela celle des fonctions qui
entrent dans son expression.

Si yest positff, les valeurs asymptotiques de J et J, sont
respectivement :

f (a) eia:

iz

et:

_ rim)e=

iz
Si y est négatif, ces valeurs sont:

fla) e

Lz
et:
rie) e’
iz
D’aprés la définition que l'on a donnée pour I'exposant
caracléristique on voit que :
Si y> o, les exposants caractérisliques de J et J, sont a
et x.

Si y > o, ces exposants caractéristiques sont :

@ et b.
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Nous supposerons que les valeurs asymptotiques de ¢
et &, sont dela forme quia été considérée dans les deux cha-
pitres précédents.

Soient alors x et o, les expoéants caractéristiques de ¢
et ¢, pour y positif, et soient 8 et $, ces exposanis poury
négatif.

Nous supposerons pour fixer les idées :

e < B <ay<<B

~ 1

Les exposants caractéristiques des fonctions §,J et ¢J,

seront, suivant le cas :

Si Y>> 0!
L 2, - a
% P 1 -+ x.
Siy<o:
D770 P B, + =
S5 PR B+ b
Nous supposerons maintenant que 'on a
et <o+ a
et:
B+ <+ o
Dans ces conditions, la fonction:
W — ¢l
aura pour valeur asymplotique :
— L{,J(
quand :
v>o
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et:

$d
quand :

v < 0.
Quant a la fonction ¢ —+ ¢,, elle a pour valeur asympto-
tique ¢ ou ¢, suivant que y est positif ou négatif.

1414. Nous pouvons maintenant frouver la valeur asympto~
tique de R.

On aura, siy > o:
R (z) v — L*b%‘ {e i
he
R (z) v — 1, de—75=,

Or, on a dans ce cas:

Donec:

ke
/
R (2) o 1 domise o, 2]

En résumé, on voit que, quel que soit le signe de v, la

valeur asymptotique de R {2) est :

[ (=)
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115. Considérons alors une série discrete de circonfé-
rences €y, Cy, ..., C,, ayant pour centre l'origine et de

rayons croissants.
Nous allons démontrer que, si 'on peut choisir les circon-

férences de facon que sur chacune d'elles zR (2) reste finie,

I'intégrale :

fCR (z) da

aura pour limite :

quand le rayon croitra indéfiniment.
En effet, on pourra alors trouver une quantité H, telle que

sur les cercles considérés on ait :

| 2R (z) | < H.

Posons :

z —= L:el(u

L’intégrale devient :
. a7
i) z. R(z2)dw
Sz

Décomposons-la en quatre parties correspondant aux
quatre quadrants, el considérons, par exemple, celle qui est

relative au premier, ¢’est-a-dire :
T
n2
zsz (3) dw
0
Décomposons cette intégrale elle-méme en deux parties :

I
]

ij;mo—%—i

g
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. . ’ ki3 . . .
w, élant compris entre zéro et 3’ et aussi voisin de zéro que
I'on voudra.
La premiére intégrale aura un module moindre que Huw,.

Quant i la seconde, elle tend uniformément vers :

t(5— o) rle)

En effet, on peut supposer les rayons des cercles assez

grands pour que I'on ait constamment :
| 2R(z) — =) | <
On aura alors:

™

li;f/'(x)*i‘/;;l{(z)dm‘<%s+¢»0[ﬂ+]/“(m)|]

On prendra d'abord », assez petit pour que le second
terme soit inférieur a toute quantité donnée, et on prendra
ensuite le rayon du cercle assez grand pour que = soit aussi
plus petit que toute quantité donnée.

LLa méme démonstration s'appliquerait aux trais autres

qﬁadrants; il est donc bien démontré que:

j; R(z) dz
tend vers 2i=n /().
116. Il résulte de la que f(x) est égale a la somme des
résidus de R(z).
Cherchons donc les pdles de R et les résidus correspon-

dants.

Les poles de R sont les zéros du dénominateur ; si donec
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représente l'un quelconque d’entre eux, on aura :

Y0+ diw)=o
Pour calculer le résidu correspondant & ce pole, remar-
quons que I'on peut mettre R sous la forme :

(I 4 J4)

AN L Uje—izx . J {eg—~isx
Y+ ¥ ‘

Le second terme étant une fonction entiére, le résidu de R
sera égal au résidu du premier terme, c’est-a-dire 4 la quan-
tité :

"Pl (EL:‘ J(”‘) - ']_‘ (_lli fe—tux
Y () + 4 ()

On aura donc:

) ror= X e g S v ay

La fonction f(«) se trouve ainsi développée dans une série
procédant suivant les exponenticlles e~42 ; mais, pour que
le développement soit valable, il faut que toutes les inégali-
tés écrites plus haut se trouvent vérifiéces, et en sccond lieu

qu’on puisse trouver des cercles surlesquels zR (2 reste finie.

117. Application. — Nous allons donner un exemple

particulier. Nous prendrons :
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et, pour cela, nous poserons:
4 = Pe iz '
b= Qe,
P et Q étant des polyndmes entiers du méme degré en z.

Pour que les inégalités en question soient vérifiées, il faut,

et il suffit que :

— b < ax < 0.
On a:
UZI’:()J _(EZ J4
zR (2) = dze—#% :
%+ 621':[1

Si on suppose que la partie imaginaire v de z est posilive,
onvoit sous cette forme que le numérateur est limitd.

En effet, on a dans ce cas :

— —ibz
PONACUL

J o ) =
(¥4

En substituant ces valeurs dans I'expression de zR(z), et

remarquant que l'ona:

b— x> o0,

on en conclut que le numérateur a pour valeur asymptotique:

Qf(w}-

D’autre part, nous avons vu, aux § 111 et 112, que l'on
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peut trouver une limite supéricure du rapport d'une fonc-
tion entitre 4 sa valeur asymptotique.
Sila quantité y était négative, on aurait mis l'expression

zR(2) sous la forme :

Q J — J,e—2iz

l'ze—izx

8 + g 2=

et I'on arrive au méme résultat en remarquant que :
— b —w << o.

Ainsi done, 2R (2) ne peut devenir infini que pour les zéros
du dénominateur. Etudions donc ce qui se passe dans le
voisinage de ces zéros.

Pour des valeurs suffisamment grandes de z, la fraction

%diﬁ'ére peu d’une constante. Donc les zércs du dénomina-
teur seront sensiblement disposés sur une paralléle 4 ox et
équidistants les uns des autres.

Soit un cercle K ayant pour centre I'origine; nous pou-
vons prendre le rayon de ce cercle K assez grand pour qu'a
I'extérieur de ce cercle on ait :

o

C étant la limite constante vers laquelle tend le rapport %
quand z croit indéfiniment.
Les zéros du dénominateur différeront trés peu des

nombres :

7y -+ na,
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ol n est un entier quelconque et ot :
2 bz, — log C; bz, ==«

4
. ) 2,
Du point z, -} nz, comme centre, avec un rayon r << 5 on

peut décrire un petit cercle %,; le rayon » sera le méme pour
tous ces petits cercles, et fous ces petits cercles ne se coupe-
ront pas.

Soit n1le minimum du module de la fonction :

C + e_zi;b
sur la circonférence du cercle k,. Comme cette fonction est
périodique, v sera encore le minimum de son module sur la
circonférence d'un quelconque des cercles &,.
Dans la région du plan extérieure a la fois au cercle K et

a tous les cercles &,, on aura donc :

{ (_l — g—3%b

> ig‘—(“\——lc——e*z’:b]>n——e

Comme on peut prendre ¢ aussi petit qu’on veut, on pourra
supposer ¢ < v; de sorte que, dans cette région, on aura
une limite inférieure du module du dénominateur, et par con-
séquent une limite supéricure de | zR(z) | .

On concoit donc, sans qu’il soit besoin d'insister, que I'on
pourra s’arranger de facon que les cercles de rayons crois-
de

sorte que,le long de ces cerclesc,cq,...,le module de zIR (2)

sants ¢,,¢,,..., passent toujours entre deux des cercles %,
sera limité. )

Par conséquent, on pourra, dans ce cas, appliquer la mé-
thode générale et trouver le développement de f(z) duns
Vintervalle de — a & 4 «.
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118. On pourra, en parliculier, retrouver par cette mé-
thode le développement en série de Fourier. -

Pour cela, nous prendrons :

q, — __ p—Ii%

b, = e+,
i

Les valeurs de u scront données par I'équation :

eI e—l"um — 0
ou <

Sin uw = o.

(e seront done les nombres entiers positifs et négatils : ce
<ui donne bien la série de FFourier, en remplacant les expo-

aenticlles par les fonctions trigonométriques.

119. Application au refroidissement de la sphére.—
Nous avons vu que le probléeme du refroidissement de la
-sphére se trouvait ramené au suivant :

Développer la fonction « f(«) définie de 0 & 1 et s’annulant

pour x = o suivant les fonctions :

sinpz, sinpz, ... , sinum, ...
1 2 n
T By ) By e ¢tant les racines positives de l'équation
E: n
{ranscendante :
tgu — A:J..

Cette équation peut s’écrire :

sinu — Au cosu
ou bien:

ol — e—it — Allr.L (8"” + e-"i*).
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Nous poserons :

d{z) =(Aiz -1jets
Yy (3) == (Adz — 1) ez,

Les quantités u seront racines de I'équation :

v () 4 ¢4 () = o

D’aprés ce que nous venons de voir, une fonction quel-
conque définie entre — 1 et 1 sera développable suivant les-

exponentielles e/** et par suite suivant les fonctions :
COS uL et sin pz.

Pour appliquer ce résultat au probléeme qui nous occupe,.
nous définirons une fonction ¥ (=) de la maniére suivante :

On aura pour les valeurs de & comprises entre O et 1 :

i (2) = af (@)
et, pour @ compris entre — 1 et 0:
I'z) = — I'(— ).

F(x) sera donc une fonction impaire.
Nous allons montrer que, dans ces conditions, la formule

générale (1) nous donnera pour F{z)un développcment ne-

contenant que les fonctions :
sin per.

Considérons dans ce développement deux termes corres-

pondant 4 des valeurs de p égales et de signes contraires.
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Ces deux termes sonf :

_{’"_(i)__f}« ?/) eip(y — :c)dy

BESH®
- 4 )
e F ey

Nous allons montrer que, dans le cas qui nous occupe, les
coefficients des deux intégrales sont ¢gaux.

En effet, on voit immédiatement que l'on & :

$l) = — ¢ (—w)

et, par suite, en tenant compte de l'équation:

Y~ + ¢ (—w) =o,

on a:

et, de méme:
by () = ¢y (— w)-

D’autre part, on voit aisément que:

D’oq, en additionnant :

Y () 44 () = 24 [A cos g — b (u)].
Et, par suite :

V) bl ) = (= ) (e

Les deux coefficients sont donc égaux, et leur valeur com-

mune s'obtient facilement en tenant compte de I'équation :

tgp = Ap.
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Cette valeur est:

1
2i [A cos?u — 1]

Faisons la somme des deux termes considérés.

On obtient :

1 Lo .
- - n \ (L (y —X) p— Ty — )
2¢ [A cos?u — 1}.[_1: ) [e t-e 1dy

1 1
m!f*‘— 1]/:[‘ (y) cosw (y — &) dy.

L’intégrale définie peut alors s'écrire:

1 1
cos }meF: (y) cospy dy -} sin yﬁc./‘F4 (y) sin uy dy

F(y) étant une fonction impaire, on voit que la premicre
intégrale est nulle, ce qui montire que le développement de

f(x) ne contient ue des sinus.
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CHAPITRE X1V

REFROIDISSEMENT D'UN CORPS SOLIDE
QUELCONQUE

120. Fonctions harmoniques. Cas du parallélipipéde.
— Nous allons aborder maintenant le probléme général de
refroidissement d'un corps quelconque ; mais, ici, nous per-
drons en rigueur ce que nous gagnerons en généralité.

Le probléme se raméne ala détermination d'une fonction V
telle que T'on ait & l'intéricur du solide :

=T av
dt v
a la surface:
av .
% + ILV :; (8]

et qui, pour ¢ = o, se réduira a:

 (xyz).

Nous considérerons toujours A comme une constanie po-

sitive.
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La solution de cette question est intimement liée a celle du
probléme suivant :

Trouver unc fonction U (=, y, 2) telle que I'on ait a U'inté-~

rieur du corps:

AU + kU = o
et & la surface :

dau

dn +H#U =0

h étant la méme constante que dans le probléme précédent,
et %2 une nouvelle constante arbitraire.

Nous allons démontrer 'existence de fonctions satisfaisant
a ces conditions, et que l'on peut désigner sous le nom de
fonclions harmoniques.

121. Supposons, d'abord, qu’il existe deux fonctions U et
U’ satisfaisant aux conditions précédenles, mais correspon-
dant a des valeurs différentes % et £" de la constante k.

Appliquons le théoréme de Green 4 ces deux fonctions :

) /J U‘ﬂ—U"]U>dm:ff (UAU' — U'AU) de

les intégrales étant ¢tendues & la surface et au volume du
corps, et les dérivées étant prises suivant la normale exté-
ricure.

En tenant compte des relations auxquelles satisfont U et

U, Ia formule ci-dessus donne :

ff (B — &) UU’ dr =

et, comme % et &' sont supposés différents, on a :

(1) ff UU’ dr = o.

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 15
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996 REFROIDISSKMENT D'UN CORPS SOLIDE QUELCONQUE

Ceci nous montre que les constantes % sont nécessaire-
ment réelles.

En effet, si 2 pouvait étre imaginaire, soit U la fonction
correspondante, la fonction U’ imaginaire conjuguée de U
rcorrespondra a la valeur %* conjuguée de Z.

Or, l'égalité :
f _[ U0 dr =o

est ici impossible, puisque UU’ est une quantité essentielle-
ment positive.
Jedis,de plus, que & ne peut pas étre négatif. Pour le voir,

appliquons le théoréme de Green sous la forme suivante :

oo [

En remplacant g—g et AU par leurs valeurs, cette équation

devient :

_hfode:——kffoﬂdr—{—ffJTE(ig)gdr.

D’ou l'on tire la valeur de &:

"fo”“’TLJffE dU\2
[[fura

S'il existe une fonction U, on voit ainsi que la valeur de %

(2)

sera donnée par la formule (2).
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FONCTIONS HARMONIQUES 227
4122. Posons:

A:hfo2du,+fffE<%)jdr
B=[[[va:

U étant une fonction quelconque.

Considérouns le rapport é

B
Sa valeur ne change pas quand on multiplie U par une

constante ; on peut done toujours supposer que l'on a:

B:fff[:?drzi.

‘Nous avons donc & étudier I'expression A. Elle est essen-
tiellement posilive et ne pout s’annuler ; en effet, il faudrait
pour cela que chacune des intégrales dont elle est la somme
fat nulle.

On aurait done & la surface :

U=o
et a Vintérieur:
U _du_au_
de ~ dy ~ dz
D'ou:
1) = constante.
Par suite:

U=o
dans tout le corps.

Or, ceci est impossible, puisque l'on a :

I Urde =1.
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A, ne pouvani s’annuler, a un certain minimum, Soit U, la
fonction qui correspond a ce minimum. Puisque, parmi

toutes les fonctions U qui satisfont a I'équation :
B =1

la fonction U, est celle qui rend A minimum, il faut que,
quelle que soit la variation 83U de U,, pourvu qu'elle satis-
fasse a I'équation:

3B —=o

la variation 8A correspondante soit nulle. Done I'équation :
3A =o
doit étre une conséquence de:

3B = o.
On a:

aA:hfosUdm+‘/fijg-£ (U) d

Or, on a, par le théoréme de Green :

ffau du)_fffaUAUdr+j/ngg£_%Ua’r.

D'on:

1 A dU '
5 BA :ffou (hU —{—%)dm —ﬂ' 3U.AUdx

On a, d'autre part :

s ;ff UsU d-.

O |
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FONCTIONS HARMONIQUES 229
8A ne contient plus maintenant que la variation 3U.
D’aprés les principes du calcul des variations, si pour

U = U, I'équation :

o7
g
li
=]

est une conséquence de

3B

I
(=

on a nécessairement :
dU
}ZU = =0
4 + da:

a la surface, et:

2U, + AU, =o

4 Tintérieur, £, étant une certaine constante, qui, comme
nous allons le montrer, ost égale & la valeur de A corres-
pondant a U,.

En effet, reprenons la valeur de A:

s=nffor e [T+ (30 + (B |-

Appliquons le théoréme de Green a l'intégrale triple:

JIJE ) o [ oo = [ 0w

D'omu il vient pour A :

—jf - +hU)du>—ff U,AU,dx
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ou bien:

A=k4f‘/‘fU?dT:k4-

La constante %, est donc égale au minimum de A.
123. Considérons maintenant une fonction F satisfaisant

aux conditions suivantes :

B:fffF’dr:i
C=[[[FUd=0

Parmi toutes les fonctions F satisfaisant & ces conditions,

et

il en existe une qui rend minimum l'expression :

A:kffF“‘dm—}-fffZ(Si)zdr.

Soit U, cette fonction. De méme que précédemment, i

faudra que 'équation :

5A —o

soit une conséquence des deux équations:

[or)
&
I

[¢]

0.

o7
0
Il

On devra donc avoir identiquement :

SA — K, 3B 4 275C

k, et I étant des constantes, ¢’est-2-dire que l'on aura iden-
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tiquement :

ff U, +—2 BU,dm:fff(AU2+k2U,+lU,)dc

Ce qui exige que 'on ait a la surface:

au,
dn

+ RU; = o
et & I'intérieur:
AU, + %,U, + (U, = o.

Nous allons calculer les constantes %, et { et montrer, tout

d’abord, que l'on a :
{=o.

Pour cela, appliquons la formule de Green aux fonctions
U,etU,:

JU
ff -, %4) do = [[[U,aU, — U,AU,) s

Remplacons %:%, AU, et AU, parleurs valeurs; il vient:

[k,—k,)ff U,U,,dr-}—lffo"dr:o.

Or, comme l'on a:

[ffuU,ds=0
ffo%oh:i,_

I=o.

et:

on en conclut :
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Done U, satisfait 4 I'intérieur a la condition :
AU, + &,U, = 0.

On verra comme précédemment que k; est la valeur de

A correspondant a la fonetion U,

D’aprés tout ce qui précéde, on voit immédiatement que
Yon a:

ky < kye

124. On définira de méme la fonction U, qui sera assu-

jettie aux conditions:

B=[[[U1d:=1
c:fffuamd::o
D= [[[UU,dr=0.

Cette fonction U, satisfera aux deux équations :
dU
%3 + }LUa =0
AU3 -+ k3U3 =0

la premieére ¢quation ayant lieu & la surface, et la seconde &
Pintérieur. On poursuivra de cette maniére, et on définira

en général la fonction harmonique U, telle que:

[ upas=1
ffoAUpdf=o

fffuM U, dr = o.
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U, satisfera aux deux équations:

dU
Cp —
T AU, =0

AU, 4+ £,Up, == 0.

La démonstration que nous venons de donner de I'exis-
tence des fonctions U n’esl pas absolument rigoureuse.
Elle est sujette aux mémes objections que la démonstration
par laquelle Riemann a établi le principe de Dirichlet. Jai,
depuis la cloture de ce cours, donné une démonstration
plus satisfaisante dans nn mémoire intitulé : Sur les Equa-
tions de la Physique Malhémalique, et inséré au tome VIII

des Rendiconti del Circolo Matemalico di Palermo.

125. Parallélipipéde rectangle. — Nous allons déter-
miner les fonctions U dans le cas particulier du paralléli-

pipéde rectangle.

Soient :
zx==a
- b
z ===z

les six plans qui limitent le solide.

Je dis que I'on peut trouvér des fonctions U de la forme:

U = sin({@ 4 w) sin,y + o) sin (g + )

On a dans ces conditions:

d:U
g 230
da*u
dyr T MU
a@*U
az = MU
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Donc: :
AU + (3 + 3 +23) U=o.

Il s’agit de déterminer X, Ay Ags M4y M2y U3 de fagon &

satisfaire aux équations a la surface:

dU

E;_*—hU:O'

Pour & = a, on aura:
— = == ="TU.},. cotg(}a + ,)-

I1 faut donc que 'on ait :

(1) M oecotg(Ma +p) A =0
Pour # = — a, on a:
dU 718

an = dm = — Ui, cotg (— Ma + yy)
Dot la seconde conditi(.)n:
(2) Meotg hya — ) h=0
La comparaison des deux équations (1) et (2) montre que

¢, est un multiple de g; il suffit de lui donner les valeurs

™
oetg-

Dans le premier cas, la fonction : -

sin (3, 4 )
se réduit & sin},, et la canstante A, satisfait & I'équation:

(3) M+ Righa = o.
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[+

Dans le second cas, on a la fonction :
COS A&
A{ étant racine de I'équation:
(%) A —hcotgh{a = o.
On verrait de méme que les termes :

sin Ay + po)
Sin (47 + )

se réduisent respectivement & :

sin d,y ou cos Ajy
sink;z  ou cos Ajz

1

les X satisfaisant a des équations analogues aux équations
3) et (4).

On voit que les fonctions U ainsi définies seront de huit
formes différentes, selon qu’elles seront exprimées par un
produit de cosinus, par un produit de sinus ou par un pro-

duit de sinus et de cosinus.

126. On peut se demander sil'on a bien ainsi toutes les
solutions du probléme,

Pour le voir, nous allons démontrer qu'une fonction quel-
conque V de z, y, z,l définie & l'intéricur du parallélipipede,
peut se développer en une série procédant suivant les fonc-
tions U.

Considérons, d'abord, une fonction de la seule variable «
définie entre — a et 3~ a.

On peut la décomposer en une somme de deux fonctions,

dont I'une est paire et I'autre impaire.
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La fonction impaire pourra se développer. suivant les
fonctions sin A, et cela d'une seule mnaniére, comme on l'a
vu & propos du refroidissement de la sphére ; I'équation (3)
est, en effet, la méme que celle que l'on rencontre dans
I'étude du refroidissement de la sphére.

On verrail, par un procédé analogue, que la fonclion paire
peut se développer suivant les fonctions cos A{x et d'une
seule maniére ; en effet, I'équation (4) est d'une forme
analogue acelle de 1'équation (3) et rentre dans la catégorie
étudiée aux § 119 et suivants.

Appliquons ceci a la fonction V (x,y, 3}, en la considérant
d’abord comme fonction de . On pourra la développer, et
cela d'une seule maniére, en une série procédant suivant les
fonctions :

sin A, et cos Az

Les coefficients de ce développement seront des fonctions

de y et z définies dans le champ:

(— a4 et (—eca-+4e)

On considérerachacun de ces coelficients comme fonction

de y, ct on les développera suivant les fonctions:
sin A,y et coS hqy

On aura comme coefficients des fonctions de z définies de

— ¢ & + ¢, que l'on dévelupperasuivant les fonctions :
sin,z et COShi2

On voit que, dans le cas particulier du parallélipipede
rectangle, nous obtenons un développement bien défini de la

fonction arbitraire V suivant les fonctions harmoniques U.
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127. Je dis maintenant que le développement ainsi obtenu
est unigue. C’cst la une propriété qui n’est pas spéciale
au cas particulier du parall¢lipipéde, mais qui est encore

vraie dans le cas général.

Une fonction ne peut pas étre développée de plusieurs

maniéres en série de fonctions harmoniques.

En effet, il suffit de rappeler que nous avons démontré au

§ 121 que l'intégrale triple :

,/I/“U"quv

étendue 4 tout le corps solide, est nulle si U, n'est pas ider-
tique a U,.
Considérons alors le développement:
V=0oU, + 0, 4+ ... + U, 4 ...

Multiplions les deux membres par:
U,dx

et intégrons dans tout le volume.

D’apres ce qui précéde, ona:

-/‘f VU, dr:x,,ff U2 gd-.

Cette équation détermine complétement les coefficients «,,,

ce qui montre que le développement est unique.
C.Q. F.D.

128. Revenons maintenant au cas du parallélipipéde

rectangle, et supposons que V soit une fonction harmonique
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satisfaisant aux conditions:

av

n + AV =0
4 la surface, et:

AY + iV =0

a l'intérieur, % étant une certaine constante.
Je dis que cette fonction V doit étre identique & I'une des

fonctions :

U,, Uy, ... Ua

définies au § 1235.
D’aprés le théoréme du n° 126, V, comme d’aillcurs une
fonction queleonque, peut étre dévelappée en une série de la

forme:

a, Uy + Uy - .o
de sorte que l'on a:

V=1uoU, + «,U, + ...

Je dis que V doit étre identique & I'un des termes 2,U;
de ce développement, les autres termes étant nuls.

En effet, s'il n’en était pas ainsi nous aurions deux déve-
loppements différents d'une méme founction en série de fonc-
tions harmoniques, car V, par hypothése, de méme que

%, U,, 25, U, ... sont des fonctions harmoniques.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE XV

PROPRIETES DES FONCTIONS HARMONIQUES
SOLUTION DU PROBLEME
GENERAL DU REFROIDISSEMENT

129. La fonction U satisfait, comme on I'a vu, aux condi-
tions suivantes :

On a i I'intérieur :

AU+ EU=0o0
et a la surface :

dU

% + RU = o.

Supposons que I'on fasse varier A.
Lorsque 2 devient égal & ', & devient égal a &', et U

devient une certaine fonction U, telle que l'on ait:

AU+ AU =o
a 'intérieur, et :
4U + AU =0

dn
a la surface. i
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Appliquons le théoréme de Green aux fonctions U et U':

ff ‘i}i dU) do _ff (UAU" — U'AU) dx

ce qui donne :

() [[CU do = (2 -; k')ff Ul ds

Sik esttrés voisinde h, U’ est trés voisin de U, et on aura

dk foa do
dh ffj U ds

& . N
ah esi toujours positif.

3 la limite :

ce qm montre que —

Si done, parmi les fonctions U, on en counsidére une de
rang bien déterming, la valeur correspondante de % est une

fonction croissante de A.

130. Limites supériéures des quantités 2. — Nous

avons vu que £, est le minimum du rapport:

A

B

quand U varie de toutes les manicres possibles. Il en résulte

que, si on prend pour U une fonction quelconque, on aura :

e [y

Jf[uras
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Faisons par exemple:

U=1.

On aura:
RS
o< w

S représentant la surface du corps, et W son volume.

131. Nous allons maintenant chercher d’autres limites

pour les quantités :

I S S
Posons :
F =, + o+ . 4 aF,
F,, F,, ... F, étant des fonctions quelconques données a
Pintérieur du volume;x,, a5, ... %, des coefficients arbitraires.

Posons aussi :

A= f[F do +/ff2 <£>a v
B=[[[F a

A et B seront des formes quadratiques par rapport aux

quantités « ; elles seront, d’ailleurs, définies et positives.

Formons alors 'expression :
A—2B

2 étant une nouvelle indéterminée. Si j'écris que le discrimi-
nantde cette forme quadratique est nul, j'obtiendrai une équa-

tion algébrique en A de degré », qui admetlran racines :

)‘h )\29 XX} )\n-

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 16
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D'aprés la théorie des formes quadratiques, on voit que,
comme A et B sont des formes positives, I'équation en X a
ses raeines réelles et positives.

Nous allons montrer que, en supposant les racines 2,,

2g, ... Ay, rangées par ordre de grandeur croissante, on a :

ky <X
ko < Ay

En effet, on sait qu’il est toujours possible d’effectuer
une substitution telle que A et B prennent les formes sui-

vantes :

A= 53  0B3 e+ 082
B =)+ 83 ... +82

B8, Ba« ..., Bn étant des combinaisons linéaires et homogeénes
des x.

On aura dans ces conditions :

A 283 4083 4 0,8
BT prbpi gl

Les fonctions F,F,... F, étant donnces, si les coefficients

A

B

2 varienl de 1loules les manjéres possibles, le rapport
sera compris entre A, et },.

Or, le minimum absolu de ce rapport cst %, ; il en résulte
que l'ona: &, < 2,. )

En second lieu, remarquons que, le nombre des o étant «,

on peut introduire entre ces quantités (n — 1) relations
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linéaires ; nous prendrons, par exemple, les relations :

1) fffFU, dr = ... :fffFU,,_, dr=o

et;
(2) Bovi =Bpra—= ... =Ba—o0

On aura alors:

On voit que ce rapport est toujours inférieur & i,. Or, si

nous observons que la fonction I' est assujettie aux coumdli-

. A L
tions /1), nous verrons que le rapport f§ @ pour minimum k,
(Cf. n° 124); il en résulte done :

kp < dp

Nous avons donc trouvé ainsi des limites supérieures

pour ces quantités .

132. Nous allons montrer maintenant qu’on peut trouver
des limites inférieures pour ces quantités.

Considérons d’abord %4,. Ona:

K, = [[[2 () =+ ff01 o
o GE

On diminuera le second membre en remplagant:

V' (AU ; dUy\*
Z<4x> par (dw>
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et:
dw par duw. | coso |

g étant I'angle que fait avec ox la normale a I'élément dow.

On aura donc :

dU,\? ,
f/f(da;> dw dy dz 11 [ [U3 do | cosy |
k>
. ff U2 du dy d=

Nous décomposons le volume en cylindres paralléles a ox

x

Fi:. 29.

et de section infiniment petite. Celle section est d’ailleurs :

ld.’l)d‘yl:deCOScpl

On aura done:

[ fdy da f(‘%{)zm FA (U Uq"-’)]
> ="

ffd_z/ dzLdf dx

A,
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«’ et x” sont les abscisses des points ot le eylindre infini-
ment petit coupe la surface du corps ;

U{ et U sontles valeurs de U,, correspondant & ces deux
points.

Les intégrales doubles sont étendues & la partie du plan

des yz limitée par le contour apparent du corps.
A chaque point de eette aire correspond une certaine

valcur du rapport :

J("%)z di 4 T (ﬁ;n + Uy

./"L/.Mdy dz
ff‘Na’y dz

a une valeur comprise entre les valeurs extrémes du rap-

M
porl N

Par suite, si on peut trouver un minimum pour le rap-

et l'on voit que :

M L .
port 557 ce sera a fortiori un minimum pour A,.

N
Cherchons donc a déterminer la fonction U, telle que 'on
ait :

N = (U? do =1
x,

et qui rende minimum I'expression :

M ;tj

Z

YdUN? 0 L
(dw) dw 4 R(U2 4 U'2).

g

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



246 PROPRIETES DES FONCTIONS HARMONIQUES
Comme on I'a déja vu, il faudra écrire que :
M=o
est une conséquence de:

SN = o.
Ona:

1., [2U&U , ST 1
ézhl_/dw —— dw - b [USU’ 4 U780

L

et comime :

U a’oU dU
da: dx SU] /— 35U dx,

on voit que 1'équation :

M=o
g'éerit :

aU'[hU'~‘fE]+SU" [/L”—i—d[ J /dUade—o

Cetle équation doit étre une conséquence de :

[SSI

N:f’ﬁade = o.

On doit donc avoir:

3M — m28N

car, pour que la variation de ]\—I soit nulle, il faut que I'on ait:

N
M _ M _
INTN-°
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On aura donc pour U les conditions :

U, ey —
TR +m?U=o

our les valeurs de @ comprises entre &’ et z”.
P

dU ,
hU_dw_O pour & =
AU + Z—E‘J ~:0 pour z = x”

La fonction U sera dela forme:
cosm (@ — a).

On déterminera les denx constantes m ct a par les condi-
tions aux limites. 1l est inutile de faire ici le calcul; je

me bornerai a observer ue le minimum, que nous obtien-

. . M ' - ’
drons ainsi pour N’ est d'autant plus petit que 2" — " est
plus grand.

On voit donc qu'il est possible de déterminer un minimum

de la quantité &.

133. On peut de méme trouver une limite inférieure de
%,. En supposant, d’abord, ~ = o, on trouve par une mé-

thode fondée sur le méme principe que la précédente :

x~
e
v
> ‘R/
“le

\

« étant une certaine constante numérique; WV représentant
le volume du corps ;et 2, sa plus grande dimension, c'est-a-
dire la distance maxima de deux points du corps. (American
Journal of Math., tome XII.)
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248 PROPRIETES DES FONCTIONS HARMONIQUES

On trouverait égalcment :

16
k2>97\§

(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. VIII.)
Cette formule, démontrée pour A = o, sera vraie, a for-
tiort, pour & > o, puisque les quantités & croissent en méme

temps que A.

134. Nous allons montrer que, quelle que soit Jla valeur
de %, les quantités 2 croissent indéfiniment avee 1'indice n.

Posons :
F=oqU, 4 o,U, 4+ ... + @, U,

et considérons la forme quadratique :

A:fffg(%)zdr+hffF2dm

qui peut s’écrire en transformant par la formule de Green :

A:ffF (Z—S —+-hF)dm—fffFAF .

Et comme on a ici:

dF
E;;—{—hF:O

il vient :

A:—fffFAFd-r,
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c’est-a-dire:

A:iﬁffhﬂh+n"+mﬂﬂhjﬂh+“n+%hUJ&

En tenant compte des relations auxquelles satisfont les

fonctions U, ceci devient :
A=k} + kped+ ... + ka2,

On a de méme :
[ 4

B:fffW&.

D’ou:

On a donc:

A_ ked + And .. + Aau},
B™  afteft ... =+ ai

On en conclut que, quelles que soient les quantités «, on a

toujours:

A .
I§<k,,.

Nous allons maintenant chercher une limite inférieure du

rapport % Placons-nous d’abord dans le cas de 2 = o.

Divisons le solide donné en (n — 1) solides partiels ; nous
considérerons chacun d’eux comme un solide de méme con-
duectibilité que le solide total, et dont la surface est imper-
méable a la chaleur.

On aura pour chacun de ces solides :
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250 PROPRIETES DES FONCTIONS HARMONIQUES

et, par suite, la fonction U, correspondante sera une cons-
tante.

Désignons, d’'une maniére générale, par ky, Uy, les
valeurs particuli¢res des expressions k,, U,, relatives au
solide partiel de rang 7 ; et par A;, B,, les intégrales A et
B étendues seulement a ce solide partiel.

Les quantités « étant au nombre de n, on peutles assu-
jettiv & (n — 1) relations linéaires quelconques.

J'obtiendrai (n — 1) relations de cette sorte en écrivant

S

est nulle lorsqu'on l'étend a chacun des (n — 1) solides

que l'intégrale :

partiels.

La fonction F ainsi déterminée satisfera a Péquation :

fffFUq,-dr =

lintégrale étant étendue au solide partiel de rang ¢. Cela

(¢}

résulte de ce que U,; est une constante.
Or, on sait que, quand F est assujetiie a satisfaire & cette

A

B;

Si donc on appelle %} la plus petite des quantités %,;, on

condition, le minimum de 7 est alors £,,.

aura .

A r
B~ e

En comparant avec linégalité obtenue plus haut, on

trouve :
fy > k.
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On peut faire la décomposition en (n — 1) solides partiels

d’'une fagon arbitraire, el si n est assez grand, on peut opé-

rer de facon que la quantilé QL)\LSV croisse au-dela de toute

limite pour chacun des solides partiels.
[I en résulte que £, croit au-dela de toute limite dans le

cas de b — o, et, par suite, a fortiori dans le cas de 2 > o.

135. Solution du probléme du refroidissement d’un
corps. — Il nous reste & savoir comment on peut résoudre,
a I'aide des fonctions Uy, le probléeme de Fourier.

Il s’agit de trouver une fonction V satisfaisant aux condi-

tions :
JdV .
= AN
a l'intérieur :
ayv .
% + h\ _— 0

ala s.urface, et:
V=V,z vy 2)
pour { = o.
Supposons que l'on ait réussi 4 développer V, en série
procédant suivant les fonctions U,.

Soit :

Vo=AU + AU+ ...+ AU, + ...
Je dis que la solution du probléme sera:
YV=AUje** +AU;e "% ' 4+ .+ AU, eFnt 4 o

On vérifie, en effet, que cette fonction satisfait aux condi-
tions du probléme si, bien entengdu, on suppose remplies

toutes les conditions de convergence.
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Ainsi donc le probléme est ramené 4 développer une fonc-
tion donnée V, («, y, z) suivant les fonctions U.
Si le développement existe, on en pourra facilement trou-

ver les coefficients. Iin effet, soit :
\70 - /\4U4 + se + AuUn + vee

Multiplions par U,t, el inlégrons. On aura :

(1) A, = f f [V U

Mais la possibilité du développement n’est pas établie
d'une manicre rigoursuse. Pour qu'elle le fat, il faudrait

pouvoir démontrer que, si l'on pose :
@) V=AU et 4 ... + AU, e=5at - R

les coefficients A étant définis par I'équation (1), R tend
vers zéro lorsque n croit indéfiniment. Or, ce point n'est pas

démontré. Nous démontrerons seulement que :

fffde:

que l'on peut appeler la moyenne du carré de 'erreur com-

mise, tend vers zéro.

136. Comme V, ainsi que chacun des »n premiers termes

du second membre de I'équation (2), satisfait aux équations:

dy .
T AV
dV .
ZZ;’; + h\( =0
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on en conclut, d'apreés celle égalité (2}, que R y satisfait

également. On a donc :

dR
o= AR
a l'intérieur, et :
dlR

a la surface.

Je vais démontrer que I'on a:

ff RUd: = o

pour toules les valeurs de ¢ inférieures ou égales & n.
Iin effet, multiplions les deux membres de 'égalité (2) par

U; d=, et intégrons, il vient :

J :fJ"./'VU,- dr = e-Fit. A, +fffﬂU, d= -

ou, en remplacant A; par sa valeur:

J=ert [ [ [Vlias+ [ [ [RU; .

D’autre part, puisque l'on a:

J:fff\'u, dx

on cn conclut :

4 [ [55 ve=f f v
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Cette derniére expression, transformée par la formule de

Green, donne :

dJ o dv
Fl_1/<Ui%_V

L’intégrale double est nulle d'aprés les propriétés des

dU
dn

") do+ [ [ [Vauid=.

fonctions V et U;, il reste done :

B[ [ [Vav,as

ou:
;{Ti: —ki‘/‘ffVU,-dr:—/"tJ-

On arrive ainsi @ une équation différenticlle entre J et ¢,

d’ott on tire :

J--lje-®t = a*"'”j“/‘f\'um dr.

Reportons ces valeurs dans I'égalité (3), elle devient :

[ [ i,

ce qu'il fallait démantrer.

137. Cela posé, considérouns l'intégrale :

'B:fffﬂzd-r.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROBLREME DU REFROIDISSEMENT D UN CORPS 233

Dérivons par rapport a t. On a:

dB ) dR.
— =9 iy
a2 MR. a2 dr

=of [ [RAaR s

[ff N (G) « ot nf [fre d@]

A et B ont la méme signification que dans tous les développe-

— 2
JdB
o= 2

ments précédents. Or, on voit ici que = a pour minimum

B

ku+|-

~On a donc:

aB
'EE (\—Zk"+4B.

D’ou T'on conclut aisément :
B < BO e—2ky 1t

B3, représentant la valeur de B pour ¢ — o.

Or, pourt = o, ona:
Vo=AU, + ... 4+ A0, + R,
Elevons au carré et intégrons, il vient:
ffngdr:A?+A§ .. 4+ A2 + B,

On en conclut:

B, < [ [ [Vian
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D'on enfin:

S [ rds < ettare [ [V3an.

Or, on peut prendre n assez grand pour que X£a SOit

aussi grand que l'on veut. Done:

fffm de.

tend vers zéro.

138. Généralisaticn de la méthode de Cauchy. —
La possibilité du développement, suivant les fonctions U
d’une fonction arbitraire Vy définie & I'intérieur d'un solide,
n'est pas démontrée.

Nous allons donner un aper¢u d'une méthode que l'on
pourrait essayer d'employer pour établir ce point.

Admettons, d’abord, la possibilité de ce développement, et

soit :

Vo, =AU, 4 ... + AU, + .. =2 AU,

Cherchons une fonction S telle que I'on ait, £ étant une

consiante :

AS +ES =V,
a l'intérieur, et :

dS .

on + A5 =0

a la surface.

On aura:

S = ZB,,U,,.
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D'ou:

AS = — EBuann-

On devra donc avoir :

XB,, KE _— k,,) U" = EAHU"'

D'ou 'on déduit :

et, par suite :

Sil'on considére S comme fonction de £, et que I'on donne
a § des valeurs réelles ou imaginaires, S5 sera une fonction
méromorphe de &, et I'on aura :

r

3
E - kn

ES — E AnUn
Par suite, lorsque § croit indéfiniment :
lim (£S) = E AU, =V,.

Donc:

Su

JYY L<

439. Nous allons maintenant renverser 'ordre des consi-
dérations qui précédent; nous chercherons a démontrer

qu’il existe des fonctions S satisfaisant aux conditions :

AS 43S =V,

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 17
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& l'intérieur, et:

dS
an +AS =o
4 la surface.

Remarquons, d’abord, que, si & n’est pas égal 4 1'une des
quantités %,, il ne pourra y avoir qu'une solution.

En effet, s'il y avait deux solulions S et S 4 T, on aurait
AT +fT=o
% + AT =0

et il faudrait pour cela que§ fit égal 4 F'une des quantités &.

Silon a:

Ezkn,

je dis qu'en général il n’y a pas de solution. En effet,
appliquons le théoréme de Green aux deux fonctions S et U,.

Ona:

ff(s P _ v, g%) do = [ [ [(S5U, — U,8) a-.

En remplagant par leurs valeurs les fonctions :

Uy S

n dn ) AU" et AS,

on obtient la condition:

ffo,,V“ dz = 0,.

qui n'est évidemment pas remplie en général. Si elle se

trouve remplie, il y aura une infinité de selutions, car on
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pourra ajouter a la fonction trouvée la fonction U, multipliée
par une constante quelconque.

Le point important a établir serait de démontrer qu'il y a
une solution lorsque £ est différent de &..

Les démonstrations que l'on fonderait sur les maxima et °
minima des intégrales définies ne sonl pas rigoureuses. On
pourrait trouver une démonstration plus rigoureuse en
employant une méthode analogue a celle de M. Schwarz
pour 'équation de Laplace. Une fois I'existence de S établie,
on démontrerait que c’est une fonction méromorphe de §.

On cherchera la valeur asymptotique de S, et on verra que
c’est 1:”

g

140. Les points singuliers de S sont les points § = %, et

ce sont des péles simples. On en cherchera les rés'idus; pour

cela on posera :

T

S=ET7L

et la limite de T lorsque £ tend vers %, sera le résidu corres-
pondant.
On aura :
AT + T = — &) V,.
Par suite, a la limite :
AT -}- %, T = o,

ce qui montre que I'on a:

T= <7~11Uu

w, 6tant une certaine constante qu'il reste 4 déterminer.
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Pour cela servons-nous de la relation obtenue déja plus

haut par le théoréme de Green :

fff(SAU" — U,AS)dr =0

qui devient, en remplagant AU, et AS par leurs valeurs :

ffo,,s (¢ — k) de :ffo,,Vo d

c'est-a-dire:

S ura=[[[u.V,a

ou, lorsque £ tend vers £, :

wf [fUiar=/[[ [0V, a5
%y :./‘fo,,Vo dr.

Ceci posé, on formera l'intégrale :

ou, enfin:

1
55 Sd g
prise le long d'un cercle de rayon infiniment grand, elle

sera égale a V;, puisque la valeur asymptotique de S est

X:Q; d’autre part, cette intégrale est égale & la somme des

s

résidus de la fonction S; on en déduit le développement de
¥V, suivani les fonctions U. Tout cela n'est gu'un apergu
absolument dépourvu de rigueur. lci encore je renverrai au

mémoire cité du Circolo Matematico.
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141. Comparaison avec la méthode de Cauchy. —
Il y a une grande analogie entre cette méthode et la mé-
thode de Cauchy pour le développement des fonctions sui-
vant des exponentielles dont les exposants satisfont a une
certaine équation transcendante (chapitre xin).

Comparons, par exemple, les deux méthodes dans le cas
particulier du refroidissement de la sphére, lorsque latempé-
rature initiale ne dépend que de .

Les fonctions U sont, daus ce cas, de la forme :

sin p,
U, = ;PL_

u satisfaisant 4 ’équation:
tgp = Ap.

On voit que I'on a dans ce cas:
k= p3.

Par suite, si 'on a:

. ) = Z B, sinw,”

r

on aura:
snl 199
L
E—pl

Voyons maintenant ce [que devient ici la fonction R que
nous avous employée dans la méthode de Cauchy.
On connait les poles ¢ de la fonction R, et le résidu cor-

respondant a4 un podle p est précisément le terme en ef»”
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du développement de f () suivant les fonctions El%‘lﬂ‘ Or,

comme l'on a:

on en conclut:

ILn B,I e_”l‘nr
ZJ = E [‘217' z ?_ ]
2 ir g4y,

R{z) = E Br  zsinp, —iducosu,”

r 2t — P'n,z

On a par suite :

R{—2)= E By  — zsiny, — i, cosy,

r 2% —u,?

On a donce:

Rz) — R{— 2) E B, siny,
il S A— — i o ve S(zﬂ)

2z

rogt—u,?

On voit done que les deux fonctions R et S se rameénent

I'une i l'autre.
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CHAPITRE XVI

PROBLEME GENERAL DU REFROIDISSEMENT
DE LA SPHERE
FONCTIONS SPHERIQUES. — SERIE DE LAPLACE

142, Nous allons traiter le probléme du refroidisse-
ment d'une sphére de rayon 4, lorsque la température est
distribuée d'une maniére quelconque dans le corps,

La solution de ce probleme se rattache a I'étude des fonc-

tions sphériques.

143. Polynémessphériques. —Nous appellerons poly-
néme sphérique d’ordre » un polyndéme II, de degré n,

entier et homogéne par rapport 4 z, y, z, tel que l'on ait :
All, = o.

Un polynéme homogéne de degré » & trois variables con-

tient 2 1 2(n + 2 coefficients arbitraires.

ATl, qui est de degré (n — 2) contiendra _r_z_(nT—i_) coeffi-
cients.
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Si 11, estunpolyndme sphérique, le nombre des coefficients

arbitraires sera donce :

n+1) (n4 2) g(wgi):ﬂn—}—l

2 2

On voit done qu'il existera (2n 4 1) polynémes sphériques

de degré # linéairement indépendants.

144, Fonctions sphériques. — Passons maintenant aux

coordonnées polaires en posant :
@ —=7sinb cosg
= rsinf sing
zZ == i CcOS 0.
On aura:

1) ‘ I, = rX,

X, étant une certaine fonction de 6 et ¢ que nous appelle-
rons fonetion sphérique. :
On a lidentité :
dil,
(2) 77" = 717""'_| X”

- 8i, dans les équations (1) et (2), on faif, :

r—=1
elles deviennent :
11, == Xn
dau,

dn C e, . s
T étant la dérivée suivant la normale extérieure.
n .

Considérons maintenant deux polynémes sphériques
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d’ordres différents : IL. et I1,,, et appliquons-leur la formule

de Green:

Y dll, a
ﬂ (H,, S — 1, ) do = f f f (IL,ALL, — 11,,AlL,) d=

Le second membre est nul, et le premier se réduit a :

(m——7;) _/ [ XoXondo.

I en résulte que:

'/../‘ X"deo) — o0

145. Série de Laplace. — De méme que nous avons
démontré la possibilité du développement d'une fonction
arbitraire d'une variable en série de Fourier, nous allons
démontrer qu’une fonction arbitraire des deux angles 6 et ¢
peut étre représentée par une série procédantsuivantles fone-
tions sphériques.

Avant de donner une démonstration rigoureuse, nous
allons exposer la méthode par laquelle Laplace a été conduit
a cerésultat.

Considérons une sphére de rayon 1, et supposons qu'a sa
surface soit répandue, suivant une loi quelcongque, une matiére
attirante; soit V sa densité superficielle.

Considérons un point M non situé sur la surface. Soient
@, y, & ses coordonnées rectangulaires; r, g, 8, scs coordon-
nées polaires.

Soit M (&, ¥, 2) un point quelconque de la surface; ses
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coordonnées polaires sont :

) /\ L5
Si y représente l'angle MOM’ (fg. 30), on aura par la tri-
gonométrie sphérique :

cosy — cos b cos b’ -} sin0 sin ¢’ cos (e — %)

Fie. 30.
et, sip représente la distance MM, on aura :

P=(e—aP+y—yP+(z —2)
ou:
p2 =1 —2rcosy 4 %
Nous allons chercher le potentiel U de lacouche attractive

au point M.

En appelant dw 1'élément de surface, dont le centre est en

O — dem_
¢

M’, on aura :
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Supposons, d’abord, que M soit & I'intérieur de lasphére;

dans ce cas, I'expression:

L [1—2rcosy r2]

p

wi=

pourra se développer suivant les puissances croissantes de r,
puisque l'on-a :
r < 1.
Soit:

= ?P "
— i

-

ce développement. On aura:

(3) U= r [ [V.P.do,

P, est une fonction de y et, par conséquent, de 8, @, ¢, ¢".
Considérons I, comme fonction de 6 et ¢; nous allons dé-
montrer que c'est une fonction sphérigue.
On 3, en effet:

i

@ (g — YR A (s — =)

i
- |
» [
Comme l'on a:
oyt <@y s

on pourra développer suivant les puissances croissantes

de x, y, z.
Soit :

(&) s My I, 4 I, e A T, 4.

II, étant un polynéme homogéne de degré n en x, y, z.
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Je dis que 11, est un polynéme sphérique. En effet, on a :

>
O |

I

c

Done:

Ally + AT, 4 ... + AIl, +... =o.

Comme le premier membre est une suite de polyndémes de

degrés différents, on doit avoir séparément :
Ally = All; = ... = AIl, =... —o.

Pour passer de ce développement en 2, y, z au développe-
ment précédent, il suffira de transformer en coordonnées

polaires. On voit que :
I, = P~

Ce qui montre que P, est une fonction sphérique de 0 et 5.

On verrait de méme qu’'en posant :

X, :ffVPn do

X, sera également une fonction sphérique de 6 et de 3, et l'on

U :E rX,.

148. Si maintenant on suppose que le point M soit

aura -

exléricur ala sphére, on aura un résultat tout a fait analogue
, i . . . 1

en développant - suivant les puissances croissantes de -»
e r

ce qui donnera:

-t
i 2 177 2 P
- — g = = — 7
F_q [1 rcosT-{—ﬂ] _E o
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et:
=35

Si on considére la composante de l'attraction suivant le
p

rayon vecteur, on a pour le point intérieur :
dU
e — -4
(4) o = E ny Xa

et, pour le point extérieur:

dU Xa
(5) FE=— DSy

Soient, d'autre part, p et deux points situés, le premier

a l'intéricur, le second & l'extéricur de la surface attirante..
Soient « et o’ les valeurs de ‘Z—lg en ces deux points.

On sait que, si les deux points se rapprochent indéfiniment,
on a ala limite:

(6) n— o =— 4nV,

V étant la valeur de la densité au point de la surface qui est
la position limite de . et u'.

Faisons donc tendre r vers l'unité; l'équation (6) nous

donne ala limite :

MnXs — ¥ - - (n 1) X, = 4V

D'on:

9 1.,
V=E nzjx— Xae

Clest ainsi que Laplace a été conduit 4 cette série.
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147. Démonstration de Dirichlet. — La démonstration
que nous venons de donner n’est évidemment pas rigou-
reuse; Dirichlet a, le premier, donné une démonstration
satisfaisante. C'est, d'ailleurs, cette démonstration que nous
allons reproduire, mais en y introduisant d’assez profondes
modifications. Avant de l'aborder nous devons d’abord

résoudre le probléme suivant:

Fio. 31.

Trouver une fonction W de r, 8 et § qui se réduise a V a
la surface dela sphére, et qui & l'intérieur de la sphére satis-
fasse a l'équation AW = o. C’estle probléme de Dirichlet.

Considérons sur un rayon OP (fg. 31) deux points M et

M’ a des distances du centre » et 7', telles que l'on ait:
rr =1

Sofent : V, 1a valeur dela fonction donnée en P, U, le poten-
tiel en M; U’, le potentiel en M’, qui résulteraient d’'une ma-
ticre de densité, V répartie sur la surface.

Si on comnsidére les composantes de l'attraction dirigées

suivant le rayon vecteur, on a:

) (dU du’
Iim

(7) m —-——d?> = 4rV.
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On a:
U = 2 X,,T",

U = Z % = 2 X, et = U,

On en conclut :

@'___dU' 2
T dr
_afU_
o 720

Done I'égalité (7) devient:

lim du -+ r3 Qldg -+ 7‘2U] = 4=nV.

(8] dr

Considérons la fonction W définie par ’équation:
dU
AW = 2r e + U.

On sait qu’a l'intérieur de la sphére ona:

AU =o.

On en déduira aisément :
dU
A (r —dr) =0

et, par suite:
AW = o.

Ceci posé, I'équation (8) peut s’écrire :
. dU .
lim [47rW -|— 5 14 — 24U (r’ — 1)] — 4V

lorsque r tend vers 1.
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Par conséquent:

lim W =YV

W est done la solution da probléme de Dirichlet pour la

sphére.

148, On a posé :

AW = 2 ‘2—9+U

U= f\ dw
P

et comme on a:

on en conclut:

Dou:

D’autre part, on a, a I'intérieur:

U = E X, r®

et, par suite:
dU
—_— oL
= _S_ n X,rn.

Done:

- nt-1,
\V_Z e Xar.

Ce développement est valable & 'intéricur de la sphere
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g'il était valable sur la surface, on aurait:
27 4
V= Z 4n Xn

C’est ce qu'il s’agit de démontrer.

149. Nous allons considérer U et W comme des fonctions
de r, en regardant pour un instant § et ¢ comme des cons-
tantcs et en donnant a r» des valeurs réelles ou imaginaires.
" Lorsque » est réel et inférieur a 4, nous venons de voir
que ces fonctions sont développables en séries procédant
suivant les puissances croissantes de r ; le rayon de conver-
gence est donc au moins ¢égal 4 1.

Nous allons chercher si les développements sont encore
valables lorsque le module de r est égal a1.

Nous sommes donc conduits a nous poser la question sui-
vante :

Etant donnée une fonction W (r) holomorphe a I'intérieur
d’un cercle de rayon 1 et développable, par conséquent, sui-
vant les puissances croissantes de » pour | r| <1, quelle
est la condition pour que le développement soit encore va-

lable sur la circonférence de rayon 1 elle-méme, c'est-a-dire

pour:
r = ei‘l-‘
¥ étant réel ?
Soit donc :
n W= Z Ars

J'observe d'abord que, si sur la circonférence W est
PROPAGATION DE LA CHALEUR. 18
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développable par la série de Fourier, sous la forme :
(@) W = E B, en¥ 2 C, e in¥

les deux développements doivent étre identiques, c¢'est-a-

dire que I'on doit avoir :
B,.=A,, C,=o.

On a en effet :

f Wemmu_ Wdr

Qinyrn+4

f‘ W 81/1;‘ dy \V dy pr—1
n — = 0
0 } 2in

Les intégrales :

" War W dr -t
iyt 2

doivent étre prises lelong de la circonférence de rayon 1 ;

@)

elles sont donc égales par le théoréme de Cauchy a la somme

des résidus des fonctions:

W

7‘u+|’

VV pr—A

relatifs aux péles silués a l'intérieur du cercle de rayon 1.
La premiére n’a qu'un pole, » = o, avec le résidu A, ; la
seconde n'en a aucun.

Les égalités (3) sont done démontrées.

150. Nous sommes ainsi conduits & nous poser la ques-
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tion suivante. Quelles sont les conditions g :e doit remplir la
fonction W pour étre développable en série de Fourier
quand on fait r = e'd,

Je suppose que la fonction W reste finic et satisfasse aux
conditions de Dirichlet, sauf pour un nombre fini de valeurs
de { que j'appellerai points singuliers, En un point singu-
lier, W pourra cesser de satisfaire aux conditions de Diri-

chlet ou méme devenir infinie ; mais I'intégrale :

JIw ey

devra resler finie.

S'il en est ainsi, je dis que la fonclion W est développable
en série de Fourier. Pour montrer que la démonstration de
Fourier est encore applicable, il suffit évidemment de prou-

ver que I'intégrale de Dirichlet:

2n 1

T
J :/ W (. — -y
sin 3 (¢ — dq)

+

tend vers =W (},) quand » croit indéfiniment.

Je supposerai un seul point singulier ¢, (la démonstration
serait la méme dans le cas on il y en aurait plusieurs), et je
supposeral de plus pour fixer les idées ¢, > Yo-

Je partagerai l'intégrale ] en troisintégrales partielles :
I=J+ 1 +1,;
Y1 e P1+E 27
R
v 0 ’ I bi—e’ : Yite

Le théoréeme de Dirichlet (§ 41) nous apprend que, guel
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que soit ¢, Jy tend vers =W ($,), et J; vers 0 quand z croit
indéfiniment.

Nous supposerons que I'on prend toujours e < ¢, ¢, étant
une quantité fixe plus petite que ¢, — ¢,; on aura alors

entre les limites de I'intégrale I, :

.1 1
sin g (4= ) | >
M étant un nombre fixe, d'ou:
(1) |J4{<Mf'*‘+slwld+.
Yi—e

Daprés les hypoth2ses faites, le second membre de 1'iné-
galiteé (1), d’ailleurs indépendant de », tend vers 0 avec .
Voici done comment on pourra conduire la démonstration.
Je veux démontrer qu'on peut prendre n assez grand pour
que :
2) 1T == W) [ <
quel que pelit que soit .

Pour cela je prendrai d'abord e assez petit pour que:

b e B

M [[Wldy -5

, J‘Pl—ﬁ 3
d’ou:

Le nombre e étant désormais fixe, je prendrai » assez grand

pour que :
[ o — =W ) | <
3.1 <3

ce qui entrainera l'inégalité (2),
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151. 11 ne me reste donc plus qu'a étudier les singulari-
tés que peut présenter la fonction W, définie au § 147, pour
r = e*.

Les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction V
n’ont pas été deéfinies par Dirichlet avec la méme précision
que pour la série de Fourier ; nous supposerons dans ce qui
suil que I'on puisse diviser la surface de la sphére en ré-
gions R,, R,,..., R,, séparées les unes des autres par des
courbes formées d’un nombre fini d’arcs analytiques ; dans
chacune de ces régions la fonction V sera finie, continue, et
possédera des dérivées du premier ordre parrapportaf et ¢;
mais elle pourra éprouver des variations brusques quand on
passera d'une région al'autre.

Soit M un point intérieur 4 la sphére, & la distance » du
centre.

Prolongeons OM jusqu'au point de rencontre P avec la
sphére.

Nous prendrons, comme courbes de coordonnées sur la
sphére, des petits cercles de pole P et des grands cercles
passant parle point P et son antipode.

Un point M’ de la sphére sera défini par 'angle POM’ = Y
et par I'angle « du grand cercle PM’ avec un grand cercle
fixe pris pour origine et passant par P.

Dans ces conditions, 1'élément de surface de la sphére
sera :

do = siny dy da.
Reprenons la fonction U dont nous nous sommes déja ser-

vis précédemment :

U — f\’ siny dyda,
g
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il faudra intégrer par rapport a » de 0 & 2=, et par rapport &
¥ de > a =
Posons alors :
2%
F(y) = f V da.
Q

On aura :

’l7C .
Ui/wwmﬁ.
P
1]

152. La fonction F (y) est une intégrale prise le long
d'un petit cercle depdle P; ce petif cercle pourra: ou bien se

trouver tout entier a l'intérieur d'une scule région, comme

Fiu. 32.

dans la figure 32, ou bien étre composé de plusieurs arcs
situés dans des régions différentes.

Dans ce dernier cas, nous décomposerons Uintégrale IF (v)
en intégrales partielles relatives 4 ces différents ares.

Soit, par exemple :

Fi()=[ Vdu

ay

lintégrale relative & I'axe « 2, (£g. 33). On aura:

F) =D F v
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Dans le méme ordre d’idées, on décomposera U en un cer-

tain nombre d'intégrales partielles étendues chacune a4 une

Fic. 33.

certaine région; chacune de ces intégrales sera dela forme:

leF sin~ dy
b
Yo P

F, (y) étant une intégrale dont les limiles «, et «, varient

avec y.

153. Envisageons F comme fonction de y. Nous allons
étudier d’abord les singularités de la fonction F (y); ce sera,
en général, une fonction continue, car en général «, et a,
varieront d'une maniére continue. II y aura exception
lorsque, parmi les arcs qui limitent la région considérée,
figurera un arc de petit cercle ayant son pdle en P.

Il'y aura dans ce cas une variation brusque des limites de
Iintégrale.

Je dis qu’en général F (y) a une dérivée finie, méme pour

les valcurs imaginaires de r; on a cn effet:

., agd\v dz, <, o’ .
r (v):f G+ G =Ty,
Jay
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L’intégrale est toujours finie, car j'ai supposé qu'a l'inté-
rieur d'une méme région V avait des dérivées du premier
ordre finies.F'(y) ne peut done devenir infinie que si I'une des

de, do . X . . . . .
E—" d—: devient elle-méme infinie, ce qui arrive si
T

le petit cercle devient tangent au contour qui limite la région.

quantités
D’ailleurs, en ces points, F'(y) devient, si le contact est
du premier ordre, infini de l'ordre de:

1
\/Y — Yo

en appelant v, la valeur de v qui rend F’{y) infinie.
Si le contact du petit cercle avec le contour de la région

“est d'ordre n, F'(y) est infinie de l'ordre de:

(v — vo)' ™

En résumé, la fonction F (y) est finie et a une dérivée
finie, sauf pour certaines valeurs singuliéres en nombre fiui

que j'appellerai:
Tos Ty
Ayantune dérivée, elle satisfera aux conditions de Dirichlet.

154, Etudions maintenant la fonction U considérée comme

fonction de r = €’¢. Elle est définie par une intégrale :

ﬁ“(y‘ siny dy
P

]

la quantité sous le signef devient infinie pour p = 0, c'est-
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a-dire pour:

Y=Ly
Si y = == Kn (K entier), elle devient infinie d’ordre% ; sl
¢ = K, elle ne devient pas infinie, car le numérateur siny

s’annule pour y = == .

Dans un cas comme dans 'autre I'intégrale reste finie.

U est donc une fonction qui est toujours finie. Nous allons
voir maintenant que, saul en certains points singuliers, elle
a une dérivée finie et satisfait, par conséquent, aux condi-
tions de Dirichlet.

e . JdU
Considérons maintenant e

Soient vy, y4.-- les valeurs singuliéres de vy, c'est-a-dire
celles qui rendent infinie F’ (y).

Nous mettrons ces valeurs singuliéres en évidence en dé-
composant l'intégrale U en une somme d’intégralespartielles

admettant ces valeurs singuliéres pour limites, et telles que :
Tt sin
(9) Ty Sy dy
Yo °

A s
On en conclut que 2y Sera la somme des dérivées de

toutes ces intégrales. Or, lintégrale (9) peut se transformer

en remarquant que:

simy 1dp
p rdy
1 . Y ne
1 Fy) SNy g :f 1T17)€lgd7
p T dy
Yo Yo

— [F(Y) ejﬁ [T -—(Pi dy

»
Yo Yo
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Comme l'on a:

dp v —cosy

dr o
et, par suite:
e
i
dr — %

, . . dU
P étant un polynéme entier en 7, on voit que . Sera une

somme d'expressions, telles que:
‘ v SATRTT
10) En b [J _f rEwr,
T o TP

155, La premieére partie ne peut devenir infinie que si

p s’annule pour y = y, ou pour y == y,, ¢'est-a-dire si:

ou: N

L
et, dans cc cas, on aura un infini d’ordre Y

Quant a lintégrale, elle restera finie en général.

En effet, la quantité sous le signe‘f ne peut devenir in-
finie que dans deux cas:

1° Quand F’(y) devient infinie, c’est-a-dire pour y -= y,

ou pour y = Yy ;

2° Quand p s'annule, ¢'est-d-dire pour y = == 4.
Si J n’est pas égal 4 &= v, ou = v,, ces deux circonstances

ne se produiront pas 4 la fois; 1'élément correspondant &

s+ sl

. . A | , n
"t =% Ygy OU Y = 7;, sera infini d'ordre 3 (ou d'ordre |
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le contact du petit cercle avec le contour est d'ordre ».
Vide § 183, in fine); I'élément correspondant & y = == ¢ sera
R 1. .. . . .. dU

infini d'ordre ; ; l'intégrale restera donc finie. Alnsi T est

finie sauf pour un nombre fini de points singuliers :

=Fv Fye

156. Qu’arrive-t-il en ces points singulicrs ? Pour nous en
rendre compte, je me contenterai d’'un apercu; supposons

que 1 soit trés voisin de v, par exemple, et faisons:
b =10+ ¥ Y=Y+ &

notre intégrale prendra la forme:

‘/‘Yf—‘(o dx. (C]
% I
o Ty

© étant une fonction de « et % qui ne s’annule pas pour

w:y:o_

Posons alors:

il viendra :

y-_-lb-::‘—él-*-‘./' dz®
20T (z — Ay

ce qui nous montre que l'intégrale devient infinie d’ordre :

n 1 B
a1 ta— 1<
Dans le cas particulier ou = — 1, le calcul précédent
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serait en défaut; on verrait que lUintégrale admet un infini

logarithmique.

En résumé, =~ peut devenir infinie, mais d’ordre toujours
dar !

1 C
<1 (et méme < —). Il en résulte que les intégrales:

2
[I)(zl—[jld,p
JIw ey

et:

sont finies.
157. On peut se demander maintenant si pour les valeurs

. d .
non singulieres de , les fonctions d—? et, par conséquent, W

satisfont aux conditions de Dirichlet.

11 faut, d’abord, préciser ce que jentends par la quand il
s’'agit d'une fonction imaginaire ; je veux dire que la partie
réelle et la partie imaginaire y satisfont séparément.

Cela posé, considérons I'intégrale:

Si ¢ est compris entre y, et y,, je la partagerai en deux,

et je considéreral I'une des deux intégrales :

Lo S

par exeraple la premicre.

F’ (v) étant finie, sauf aux limites, sa partie réelle et sa par-
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tie imaginaire pourront, l'une et l'autre, étre regardées
comme la différence de deux fonctions positives de y.
D’autre part, la partie réelle et la partie imaginairede:

I)
qui sont des fonctions de y et de {, pourront étre l'une et
Vautre regardées comme la différence de deux fonctions

négatives et décroissantes, par rapport a 4, et qui sont finies

sauf pour y =-¢; si vy — ¢ est un inliniment petit du
premier ordre, elles sont infinies d'ordre %

Il en résulte que I sera une somme d'intégrales de la

forme suivante:
j = f ABdy

ou A est une fonction de y positive, et B une fonction de y et
de & négative et décroissante, une somme de pareilles inté-

grales, dis-je, affectées de l'un des facteurs:

+ 1, — 1 -+ ou —

L’intégrale j sera une fonction décroissante de ¥, que la
limite supérienre soit fixe ou qu'elle soit ¢gale a .

['intégrale J sera une somme de fonctions satisfaisant aux
conditions de Dirichlet.

Elle y satisfera donc¢ elle-méme, et il en sera de méme

d
par conséquent de {;g et de W.

C. Q. ¥.D.

158. En résumé, la fonction W est finie et satisfait aux

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



286 REFROIDISSEMENT DE LA SPHERE

conditions de Dirichlet, sauf en un nombre fini de points

singuliers ; de plus, I'intégrale :

J1wiay

Nous avons vu, au§ 41, que ces econditions suffisent pour que

est finie.

cetle fonetion soil développable en série de Fourier, laquelle
sérig, d'aprés le § 149, ne contient que des puissances posi-
tives de ey,

Ce développement est valable pour toutes les valeurs
réelles de ¢; en y faisant ¢ — o, on trouve, comme nous
Pavons dil au § 146, lc développement de Laplace dont la

légitimité est ainsi établie.
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CHAPITRE XVII

REFROIDISSEMENT DE LA SPHERE
ET DU CYLINDRE
FONCTIONS HARMONIQUES

159. Comme il n’y a que (2n 4 1) fonctions sphériques
indépendantes d’ordre %, nous pouvons supposer que l'on
ait choisi 2n 4 1 de ces fonctions que nous appellerons
fonetions sphériques fondamentales, et 1'on pourra énoncer
le théoréme du chapitre précédent dela facon suivante:

Une fonction quelconque de 6 et ¢« peut étre représentée
par une série dont les termes sont des multiples de fonetions
sphériques fondamentales.

Si on considére maintenant une fonction arbitraire de 7,

h et g, elle pourra étre mise sous la forme:

V=3¢ X

les X représentant des fonclions fondamentales,

460. Nous allons appliquer ces résultats au probléme du

refroidissement de la sphére de rayon 1.
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On sait que le probléme est ramené 4 la recherche de

fonctions U, telles que I'on ait & l'intérieur:

(1) AU 4 4U = o

ctpourr =1:

@) %—{—hU:o.

Supposons que U soit développée en une série de la

forme :
U=Y40r).X
les X représentant des fonctions sphériques fondamen-
tales.
Posons :
g(r)=r" g (r)
On aura:

U= Me¢0) I

les IT représentant des polyndémes sphériques fondamen-

taux.

161. Nous allons chercher les conditions auxquelles

doivent satisfaire les fonctions o.

Ona:
?U o [d?g d» dIl d?11
W_Z[Wu-*—%dmdm—}—?dxz]
Or:
dy _dew
de  drr
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Done on peut écrire :

d’U 2dy dII 421
ZJ de“’ “rar” + ? dwz]

et, en remarquant que, comme II est un polynéme homogéne

d’ordre 7, on a:

dlI d[I
+ dy a nll
il vient:
2 d
=Y [IIA? + ;ﬁnn + q)AH]
Or:
All = o
et, d’autre part:
d¥e  2d
S =gt

Donc:
_ d’y | 2(n +1)dy
AU = Z 1 I:a’r2 + r” dr]
Donc I'équation (1) devient:
R [ I n-{—ldq;+k ]_0'

Par suite, il faudra que chacune des fonctions ¢ satisfasse

a I'équation différentielle:
d’y n4-1dy _
@ G e

Voyons maintenant ce que devient la condition & lalimite :

dUC
Q —_—
(2) o -+ AU = 0.
PROPAGATION DE LA CHALEUR. 19
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On a: ‘

U:zq@‘)‘r"x
dU__ \1[9 . et
—%_LLC&T + no.r 'JX.

Done I'équation (2) donne:

pour r = 1.

162. 11 faut que, pour » — o, la fonction ¢ (r). II reste
finie. La théorie des équations linéaires nous apprend qu'une
équation du second ordre admet toujours une et, en général,
deux intégrales particulieres développables, suivant les puis-
sances croissantes (positives ou négatives, entiéres ou non
entiéres) de r,

Soit done:
p(r) = Aré - Arptd L Apep+2

En substituant dans 'équation différentielle, on a, en iden-

tifiant a zéro le premier terme :

plo— 1)+ (2t 2p=o0

C'est ce que l'on appelle I'équation déterminante, parce
qu'elle détermine l'exposant p du terme de degré le moins
glevé.

Les racines sont :
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Cette derniére racine rendrait ¢ (#). I infinie pour r'=o.
Soient: g, et 9, les solutions de I'équation différentielle
correspondant respeetivement aux deux racines de I'équa-

tion déterminante :
p =0, p=—12n41),
la solution générale sera :
? = Gy%y + a9
mais, pour qu'elle reste finie pour » = o, il faut que 'on ait ;
a, = o.

163. Les fonctions ¢ () qui figurent dans le développe-

ment de U sont des [onctions de » el de %; la condition :
zp’—*—(n—*—-}l)gzo

pour » = 4, donnera done¢ une relation entre n et £. A
chacune des fonctions U, que nous avons définies dans le
probléme du refroidissement d'un corps quelconque, cor-
respond une valeur bien déterminée de £ ; et, d’aprés ce qui
précéde, on ne pourra, en général, trouver qu'un nombre
fini de valeurs de n correspondant a cette valeur de % ; la
fonction U se réduira alors & un nombre fini de termes:
chacun de ces termes satisfera dailleurs aux conditions
imposées aux fonctions U. .En résumé, on voit que les fonc-
tions U relatives a4 la sphére sont des combinaisons de
termes de la forme ¢II.

Si, pour chaque valeur de =x, nous considérons 2n -+ 1
polynémes fondamentaux, si nous leur associons les fonc-

tions ¢ correspondant & cette valeur de n et & des valeurs
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convenables de % ;

que nous appellerons fonctions U fondamentales. Toutes les
autres fonctions U seront des combinaisons linéaircs de

celles-la.

164. 1l reste maintenant a résoudre la question suivante :
Etant donnéeune fonction arbitraire V de r, 0 et g, peut-on
la développer suivant les fonctions U relatives & la sphere?
Nous commencerons par développer V en série, procédant

suivant les polyndmes sphériques fondamentaux, soit :

V=) o(r).IL

Considérons 'un quelconque des termes de ce développe-

ment ;

0 (r).11

II est un polynéme fondamental.
Envisageons, parmi les fonctions U relatives & la sphére,
cclles qui contiennent en facteur le polyndme 11.

Soient:

ces fonctions.
Tout revient a démontrer que §(r) est développable Sli-

vant les fonctions ¢,, 95---

165. Remarquons, d’abord, que les fonctions ¢y, %a,.-:
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restent finies pour r = 0. On peut se demander §’il en est de
méme pour § (),
Nous allons faire voir qu’il en est bien ainsi, dans le cas
ot V est une fonction analytique au voisinage de l'origine.
En effet, on pourra considérer alors V comme représentée
par une série procédant suivant des polyndmes homogenes

d’ordres successifs :

Soit P, un de ces polyndmes.

Je dis qu'on peut le mettre sous la forme :

P" = II“ + TQH"__Q + 7"/‘1[”_‘ + .....
Moy Moy Moe g oo

étant des polynémes sphériques d'ordres :
7, (n — 2, (n — 4), ...

En effet, le nombre des cocfficients arbitraires de P, est:

Chaque polynéme sphérique d'ordre p est une fonction
linéaire et homogene de 2p -+ 1 polyndmes déterminés ;
donc le nombre de coeflicients arbitraires contenus dans

le second membre est :

@n 4 1) 4 (20 — 3) 4 (20 — T) 4 ... :(’l_*‘ﬂzf”ﬂ

Ce nombre est égal au précédent ; donc le développement

de P est possible.
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En portant ces expressions de P, dans V, cette fonction

se trouvera mise sous la forme:

V:Z 6.11,

les 6 restant finis pour » = o.

166.Refroidissement du cylindre.— Nous reviendrons
sur la question au chapitre suivant; mais, d’abord, nous
allons nous occuper du refroidisscment du cylindre, qui
conduit & des équations de méme forme que pour la sphére.
Considérons le cylindre de rayon 1 et limité par les deux

plans :

Nous nous servirons des coordonnées semi-polaires r, w
et 2.

Cherchons sl existe des fonctions U de la forme :
U=7ZW

Z étant fonction de z seulement, et W foaction de » et w.
L’équation: )
(1) AU+ RU =0

se transforme facilement en remarquant que I'on a:

AU = ZAW + WA

etl'on a:
ZAW + WAZ 4- 2ZW = o
ou blen :
AW AZ
Wz Tk
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Le premier membre ne dépend que de » et w; le second,

que de z; il fant done que I'on ait :

AW AL ,
—-w—:—z— +k:}£

ce qui donne, en posant :

E— K =Fk
les deux équations :
(3) AW + W —=o
(4) ALA-FT1 =0

Considérons maintenant 1'équation a la surface:
: dU
2 -0 ==
(2) -, TAU=0

Pour r =1, elle devient :

d .
(5) DV W =
-
Pour z = a:
d?, .
oz + k=0
Pour 2 = —a:
dZ.

16%7. On voit que la fonction Z estv assujettie aux
mémes conditions que celle que 'on a considérée dans le
parallélipipede rectangle.

On aura donc:

7 = sinpz
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w étant racine de I'équation transcendante:

tgpa = Au
ou bien:
7. = cospz

» étant racine de:
cotg ua = B
A et B étant certaines constantes.

168. Cherchons maintenant s'il existe des fonctions W
de la forme:
W =g (r). r* cosnw
ou:

W = ¢(r). » sinno.

Remarquons que #* cosnw et * sin nw sont des polynémes
sphériques d'ordre 7, car ce sont les parties réelle et ima~
ginaire de la fonction analytique (= - iy) .

On peut donc écrire :

W=y¢.1
Do 'on conclut, par un calenl qui a déja été fait préce-
demment :
2n do

Comme I'on a ici:
_ s 1dg
Ap = ar? + r dr
on en conclut:

2n +1do
r dr

d?.
AW =1I [d—?j +
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et, par suite, I'équation (3) nous donne:

9n + 1 d:o )
dr‘ —{— + Ky=o0
Voyons maintenant ce que nous donne l'équation a la
surface :
dW L EW =0
dr
pour r = 1.

Prenons, par exemple, pour fixer les idées :
W = ¢r” cosno
On aura:

dW  dp
d -
o = g T cosne + ng r*—1 cosnw

ce qui donne :

dy .
(7) Bt nme=o
pour » = 1.
On verrait comme précédemment que ¢ doit rester finie

pour r = o.

169. Ainsi, dans le cas du cylindre, il y a une infinité de

fonctions U qui sont des produits de trois facteurs :

Z
™ COS nw ou " sin 7w
et:
9 (r)
Il s’agit de savoir si I'on a bien ainsi toutes les fonctions

U nécessaires pour la solution du probléme.
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Pour le démonirer, il faut chercher & développer une fonc-
tion quelconque en série procédant suivant ces fonctions U.

Considérons done une fonction arbitraire :
Vv, r, 2

Regardons, d’abord, » et 2 comme constants; V pourra se

développer par la série de Fourier :

V = E A, cosnw 2 B, sinnw

Les A, et les B, sont des fonctions de r et z.

Regardons r comme constant, et faisons varier z de — a
aa.

On sait (cf. § 126) que, dans ces conditions, une fonction
quelconque de z peut étre développée en série suivant les
fonctions Z.

On aura donc:

A,.:Eﬂ,
Bu:Zﬁz

les « etles B étant fonctions de » seulement.
On pourra poser :
o = a'r"

.3 — ﬁ').n

et, sil'on peut développer 2’ et 8’ suivant les functions ¢ cor-
respondant a la valeur n, on aura effectué la décomposition

de V suivant les fonctions U.
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CHAPITRE XVIII

SPHERE ET CYLINDRE
POSSIBILITE DU DEVELOPPEMENT

170. En résumé, le probléme du refroidissement de la
sphére et celui du refroidissement du eylindre se raménent
tous deux au développement d'une fonction arbitraire de »
définie entre 0 et 1, en une série procédant suivant les
fonctions ¢ satisfaisant aux conditions que nous avons dé-
terminées pour chacun de ces deux problemes.

Elles doivent d'abord satisfaire a une équation différen-
ticlle qui a Ia méme forme dans les deux problémes.

Nous allons done faire I'étude de I'équation différentielle:

&)+ 2 ) 4 ve ) = 0.

T

En posant:
2

k=
et en prenant pour nouvelle variable :

@0 == ur.

y
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on est ramené & I'dtude de I'équation différentielle (1) :

d*s | 24 1dg

1) g T T ap T

qui ne renferme qu'un seul paramétre n, qui doit étre
entier dans le cas du cylindre et égal & la moitié d'un entier

impair dans le cas de la sphére.

171. Etude de l’4quation différentielle. — Cher-
chons d’abord s’il existe des séries procédant suivant
les puissances croissantes de x satisfaisant & cette équation.

On voit aisément que ces séries devront étre de la forme:

o = Z A{;m’ﬁ

et I'on trouve facilement la loi de réenrrence des quanti-

tés A :
Apy s (284+2) 2p-+ 1)+ Ag, (20 H1)(281-2) HAs=o.
D’ou l'on tire:

Ag 1 ]
2B +1)E+nt1)

AB—H -

Si o est la plus petite valeur de § dans le développement,

on devra avoir:
Ay =0, A, # o,
ce qui ne peut avoir lieu que pour les valeurs:

£E—=20o ou p=—~n.
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Prenons d’abord la solution qui correspond 4 :
p = 0.
On pourra prendre dans ce cas:

_ (— 18 .
M T Y

On aura ainsi la fonetion :

» = N O )

C'est unc fonction holomorphe dans tout le plan; ce sera

la fonction ¢ proprement dite.

172. L’équation, étant du second ordre, admet une autre
intégrale indépendante de celle-la. C'est celle qui correspond

en général au cas de:

p=— n.
On peut la mettre sous la forme:

(% 1)) <g>—2n+z)
‘P:Zr(—n+x+1)r(x+1)

X étant un entier prenant toutes les valeurs positives ; mais
cette série n'a de sens que dans le cas ou # n'est pas entier.

La fonction ¢ est, comme on le voit, le produit de
« -? par unc fonction entiére. Lorsque =» est entier, la
forme donnée ci-dessus pour & devient illusoire. Nous allons
chercler quelle est alors la forme de I'intégrale 1.

Considérons deux intégrales quelcongues g et ¢ de 1'é-
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quation (1} ; elles satisfont & une relation différentielle du

premier ordre; on a:

+_n—{—i ‘de=o

v+2 Ty by =

Multiplions la premiére équation par— 1, la seconde par g,

et ajoutons; il vient :

(e — ¢4) + 2 j Sy — g4 =o.

D’ou l'on déduit :
Yo — ¢y = Ca@nrh,

Nous supposerons que l'on choisit \p‘de telle sorte que C
soit égal & I'unité,
On aura done:

i 14 ’ 1
12) Yy ?'*P:m'znﬂ'

Remarquons que la solution générale de cette équation
sera:
b+ Ay

£ étant une constaunte arbitraire.
Divisons par 9? les dcux membres. On a, en intégrant :
»

dx
?szuf I

-6 e

¢ étant une fonction entiére qui ne s’annule pas pour « = o.
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On pourra développer la fonction sous le signefen série

de la forme :

| B
m—{— ..... +;+C-}—Dm+ .....

On voit qu'en intégrant on trouve :

v B logx 4+ o220 («).

e

Ainsi dong, l'intégrale & se met, dans le cas de n entier,

sous la forme :
g logz + G(x). 22,

G (n) étant une fonction entiére, et ¢ étant la premicre

intégrale de I'équation (1).

173. Remarquons Elue, d’aprés la définition de la fonction

J, de Bessel:
x\n+2p
=12 (3)

= R T T e T E D)

ole) = (0—;)_" I

174. Reprenons maintenant 'équation différentielle sous

on a:

la forme:
ag” 4= (2n 4+ 1) ¢’ + a9 = o,

et cherchons a lintégrer par la méthode de Laplace.

Posons pour cela:

% :j.ei“C Udz,
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U étant une fonction de z a déterminer ainsi que le chemin
d'intégration.

On aura:
(‘g’ :fl'ze"”U oz,
¢’ :f—— 2%ei=* dz;
I'équation différentielle donne donc:
fe"”U [ (1 — 22) + {2 +1)iz] dz = o.
Nous allons choisir U de telle sorte que l'on ait :
- 0 . d , .
e [z(1 — 2°) 4+ 20 + 1) iz] = Ja (ef==V),
V étant une certaine fonction de z. On aura:
il. gizx\f — eizx (V' > V
2 (@=V) = o= (V|- i),

En identifiant, on a:

Uil — zé) =1V,
U@n+41)iz = V.

Dot
V. _ @A)z
V4 — 22 ’
et en intégrant:
nor i
J == é 1 — zﬂ) 2,
7 .

A étant une constante arbitraire, et par suite :
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on a done:
i
§ = A‘/‘e“z ! ——22)71_2 dz.

Pour que ce soit une solution de I'équation différentielle,
il suffit de prendre le chemin d’intégration de telle sorte que
I'expression €3 V s'annule aux limiles.

Or, V s’annule pour — %1 et -~ 1. On pourra done prendre:
+1 1
o =A [ 2 (1 — 22 24z
9 f_4 ( .

Comme cette intégrale est une fonction entiére, elle coin~-
cide avec la fonclion 9, que nous avons deja définie plus
haut {qu facteur A prés). Pour que ces deux intégrales soient

identiques, il faut prendre:
S

1 1
"))

175. 11 s’agit maintenant d’avoir la seconde intégrale.

A=

Remarquons quel’exponentielle ¢/* s’annule pourz = -+ o,
lorsquelaparticimaginaire de « est positive, et pour z —=— o,
lorsque la partie imaginaire de « est négative.

On prendra donce dans le premier cas :
b =D [e** Udz
i
et, dans le second cas:
o
K!J =C /:’3”1 Udz

Nous appellerons §, la premicre intégrale, et ¢, la seconde.
PROPAGATION DE LA CHALEUR 20
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176. Valeurs asymptotiques. — Nous allons chercher
les valeurs asymptotiques des fonctions ¢, b, ¥;.
Occupons-nous d’abord de la fonction ¢.

C’est une fonetion de la forme :

./'eb"”” f(z)dz

[ (2) étant développable en série au voisinage des points
aetb.

Nous avons étudié des fonctions de cette forme dans la
théorie des valeurs asymptotiques, et nous avons vu qu’en
supposant, par exemple, la partic imaginaire de « positive, si

I'ona:

@) =Alz —a) + ..
la valeur asymptotique de 'intégrale scra:

G+
2el'az

AT (A +F1)e

oht !

Appliquons cette formule au cas présent; on a:

a——1

i
2

rla) = (1 — 22

et, par suite:
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La valeur asymptotique de ¢ («) est donc dans ce cas:

{ 1Y i}
S (o ) DT

=

—tr
1 -
r (n + §> \/7: xn‘%

) 2 u+1§a—iy
—\e) aym

rme (o)

en posant:

NG

On verrait de méme que, si la partie imaginaire de x est

négative, ¢ a pour valeur asymptotique:

<2>n+f—1 ef_l/
— =
&z PAVE

Dans lc cas ol @ cstréel, il n’y a pas de valeur asympto-
tique proprement dite; mais on verrait, en raisonnant comme

on l'a fait pour la fonction J; de Bessel (cl. § 109}, que:

lim <0£>"+f_‘) — (2>n+1’ A cos =0
2 cf @ \/7; Y -

et on peut dire, en étendant, comme nous 'avons déjafait, le

sens du mot valeur asymptotique, que l'on a:

i

2\"* g cos
v <_> 2COSY
Py \/7E

177. Occupons-nous maintenant des valeurs asympto-

tiques de , et ¢,.
Supposons la partie imaginaire de @ positive, et considé-
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rons alors ¢, ; d'aprés ce que I'on a vu dans la théorie des
valeurs asymptotiques, la valeur asymptotique de cette fonc-
tion sera de la forme:

kaP e’y

D’ou I'on ddéduit aisément quc I'on aura:
Y3 OO Ty
Comme I'on a d'ailleurs :
¥V —idp
on en déduit:
bap — P 00 2eds
Nous supposons d’ailleurs que la constante B qui figure
dans ¢, ait été choisie de telle sorte que I'on ait:
1

Yie — 9% =

On aura donc :
- 1 ~
Yy OO @t Yo

=

. T ;
— i\m e

¥a OO 1
(2x)+3a
On verrait de méme que, lorsque la partic imaginaire de =

est négative, on a:
i \/7: e~

4‘2 ~o 1
(2a)"+ 2

178, Possibilité du développement. — Soit mainte-

nant une fonction arbitraire V () définie entre 0 et 1, il
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s’agit de la développer en une série procédant snivant les

fonctions ¢ qui satisfont a I'équation différentielle :

(2n 1)

»

Tt Bty g o,

L'intégrale «ui convient an probléme est la fonction
¢ (ur) que nous avons définie précédemment:
D’apres la condition & la limite pour » =1, p devra étre

une racinede I'équation transcendante :

we' () + Ho (») =

en posant:

=n- A

Dans le cas du cylindre = est entier, et dans le cas de la
. 1 . .
sphére n est de la forme m — 5 m étant entier.
179, Pour effectuer le développement, nous allons, suivant

la méthode générale, chercher une fonction S satisfaisant &

I'équation différentielle :

. d?S | 2n
3) dir? + r{— - (ftj + 85 =

£ étant une certaine constante qui peut recevoir des valeurs
réelles ou imaginaires.
S devra satisfaire, en outre, a la condition a la limite:

@ ds

pour r — 1.

Pour intégrer 1'équation, employons la méthode dela varia-
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tion des constantes. L’inlégrale de I'équation sans second
membre est:

ag () + By (7).
Considérons maintenant « et B comme des fonctions de r;
elles devront satisfaire aux conditions :
«g+ Y=o
m-l‘o/ + p'kpl —

ave) <

D’oti I'on déduit, en tenant compte de I'équation (2):

0.’ —_ V"I" (TE) E'_’:L,rau+1
p/ — V:P (TE) E‘.’ur.ﬂu-i- 1.
On a done:
S =g ) [dC+ ¢ 5 [daB
en posant :

dB = Vg (rf) 122182 dr
dC = 'y (1F) ran+E2ndp,

180. Ilreste 4 déterminer les limites d’intégration, de facon

que S reste finie pourr = o, et que la condition (4) soit véri-
fige.

La fonction § (r£) devenant infinie pour r = o, il faudra
que l'intégrale:

de

La limite inféricure est donc nécessairement zéro,

s'annule pour » = o.
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On pourra dong écrire :

S:q:()fd(,—}—&b de++rE)

R étant une fonction de § indépendante de », qu'il s'agit de
déterminer de manicre & satisfaire & Péquation (4).
Ona:
1- r
S =& (7E) [ dC LB () [ dB -+ 5 (rB R
¢ 19 [9C 8y (9 B 5 (
dC . dB
— o ¥ (%) 4 Y (%),

Les deux derniers termes se détruisent, et pourr—1ona:

v @ [aB 4% @R
l.a condition (4) donne done, en posant:

g’ (5) - g () = ¢
B+ 1y () =

Re—}-O‘j;’(fiB:O.

On a done pour S I'expression définitive:

5) S =g (r de—FHbrEde——cp\rr —1de

181. Remarquons que I'équation (2) ne définissait pas com-
plétement ¢, mais la fonction S n’en est pas moins parfaite-
ment déterminée; car si, comme le permet I'équation (2), on
change Y en & + kg, on voit que 6, devient 8, -+ &6, et dC
devient dC -+ £dB; par suite S ne change pas.
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182. Il faut maintenant voir que S est une fonction méro-
morphe de &. Placons-nous d'abord dansle cas ot n n'est
pas entier. Je viens de dire que 'on peul, sans changer S ot
sans cesser de satisfaire a (2}, choisir d’'une infinité de ma-
ni¢res la fonction ¢. Mais, d’aprés ce que nous avons vu

nous pouvons choisir¢ de telle sorte que la fonction :

"P (7,.5) E:!u

soit une fonction entiére de §.

On en déduit aisément que les deux premiers termes de S
sont des fonctions entiéres. Quant au troisieme terme, il
devient infini pour les valeurs de § qui sont racines de 6,
¢’est-a-dire pour les quantités w: il est cependant une fone-
tion méromoarphe de, car le facteur & exposant fraction-
naire 27 entre au numérateur et an dénominateur, et dis-
parait.

Dans le cas o # est entier, on a :
Y (rf) = log ke (1) + 522 G

G étant une fonction entitre par rapport a £.

SiTon transporte cette valeur de ¢ dans I'expression de S,
on voit que les seules singularités provicnnent des termes
qui contiennent log &.

Calculons le coeflicient de log & dans S. Ce coeflicient est:

s

i
s [Tafv? (7E) E20 p2n+t gy
+ 4 (rg)fv? (#E) §2 p2n+d gy
0
3
— ¢ (1) f Vi (r5) £2 2044 gy
0

et on voit qu'il est nul.
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Donc la fonetion S n’a pas d’autres singularités que des

pdles.

183. Cherchons maintenant la valeur asymptotique de S,
quand & croit indéfiniment dans un azimut déterminé, en
laissant de c6té les arguments 0 et x.

Si I'on suppose la partie imaginaire de £ positive, on choi-
sira pour ¢, parmi toutes les fonctions qui satisfont a I'équa-
tion (2), I'expression que nous avons désignéde par Y, et on

aura d'aprés ce qu'on a vu :

En substituant les valeurs asymptotiques dans les trois
termes de S, on voit que les exposants caractéristiques sont
respectivement: 0, 0, 4 — 7.

Par suite, on pourranégliger le troisicme terme devant les
deux premiers.

Calculons alors la valeur asymptotique du premier terme;

elle est :

n+

= (2-5)" "2

3 Wr

9

Cette expression se réduit a:

>

On verrait de méme que la valeur asymptotique du
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second terme est :
v

m
i
k]

IR
w

Il en résulte que l'on a:

s Y

S o {2-
Lorsque la partie imaginaire de % est négative, en em-
ployaunt la fonction ¢, au lieu de §,, on trouve pour S la

méme valeur asymptotique.

184. Prenons maintenant 'intégrale:

fsz di

le long de cercles choisis de telle sorte qu’ils ne passent par
aucun des points w.

On aura & la limite :
fSE df —= 2inV.

Fn égalant cette expression au produit de 2z par la

somme des résidus, on obtient le développement :

. 6, (s) L )
Y = Z — ue {ru) 6" ((3/;\9 (rp) rErtiu®e g

V se trouve ainsi développé suivant les fonctions g.

La possibilité du développement était le seul point qu'il
nous restat a établir pour achever la solution de la question
qui nous oceupe.

Les deux problémes du refroidissement de la sphére et du
cylindre peuvent donc étre regardés comme entidrement

résolus.
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