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EXERCICES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR
LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX ET LES AXES PRINCIPAUX

DES

SURFACES DU SECOND DEGRE.

Parmi les méthodes employées par les géometres pour discuter les
surfaces représentées par des équations du second degré, I'une des
plus simples est celle qui consiste a couper ces surfaces par des droites
paralleles. En suivant cette méthode, on peut facilement déterminer la
nature des surfaces dont il s’agit, leurs centres, s’il en existe, leurs
axes principaux, etc.; et I’on reconnait, en particulier, que, pour fixer
la direction de ces axes, il suffit de résoudre une équation du troi-
sieme degré. Cette équation, qui se représente dans diverses questions
de Géométrie ou de Mécanique, et, en particulier, dans la théorie des
moments d’inertie, a cela de remarquable que ses trois racines sont
toujours réelles. Mais jusqu’a présent on n’avait prouvé cette réalité
qu'a I'aide de moyens indirects, par exemple, en ayant recours a la
transformation des coordonnées, ou en faisant voir que I'on parvien-
drait & des conclusions absurdes, si I'on supposait deux racines ima-
ginaires. Je me propose, dans cet article : 1° de montrer combien il est
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10 SUR LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX

facile de fixer, par la méthode ci-dessus mentionnée, la position du
centre, des plans principaux et des axes principaux d’une surface du
second degré, lorsque, pour simplifier les calculs et les rendre plus
symétriques, on écrit les équations de chaque droite sous la forme in-
diquée dans les Lecons sur les Applications du Calcul infinitésimal a la
Géometrie; 2° d’établir directement la réalité des trois racines de I’équa-
tion qui sert & la détermination des axes principaux.

Soient «, y, s les coordonnées d’un point, rapportées a trois axes
rectangulaires. L’équation générale du second degré en x, y, 5 sera de
la forme

(1) Ax*+-By?+ Cs*+2Dys+4-2Esx + 2Fay 4+ 26z + 2Hy + 215 =K;
et les équations d’une droite menée par le point (€, v, {), de maniere

qu’elle fasse, avec les demi-axcs des coordonnées positives, les angles
«, B, ¥, seront comprises dans la formule

) ‘ “—5_.)’—71_5—5,
coso ~ cosP T cosy

De plus, si P'on fait, pour abréger,

(3) r=y(@—E8+ (y —a)+ (s —-§)*,

c’est-a-dire si Pon désigne par r la distance des deux points (&, v, {),
(2, y, 5), on tirera de la formule (2)

cosa cos3 cosy |

?

le double signe devant étre réduit au signe -+ ou au sig.ne —, suivant
que les angles «, {3, v se rapporteront & la longueur r comptée & partir
du point (&, v, {), ou & partir du point (x, y, ). On aura donc, dans
le premier cas,

(3) Z=F+rcosa, ¥y =mn-+rcosB, 5=+ rcosy,
et, dans le second,

(6) Z=f—~rcosa, y=mn-—rcosB, s={—rcosy.
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ET LES AXES PRINCIPAUX, ETC. B 8

Concevons & prééent que la droite, étant prolongée a partir du point
& v, ), de maniere a former avec les demi-axes des coordonnées
positives les angles o, B, v, rencontre précisément la surface (1) au

point (x, ¥, z). Les valeurs de «, y, z, données par les équations (5)
verlﬁeront la formule (1). Done, si P'on pose

‘ s == A cos’a + B cos?3 + C cos?y + 2D cosB cosy 4~ 2E cosy coso + 2 F cosa cosfB,
(7) § ¢ =(AE+Fn+EL+G)coso+ (FE+Bn—+ DL+ H) cosp + (EE+Dn+ CL+1) c
? u=AP+ B0+ C0+ 2Dnf + 2B + 2Ffn + 2GE + 2Hn + 218,

la distance r sera déterminée en fonction des angles a, 8, y et des coor-
données &, v, { par ’équation du second degré

e
(8) sr2+atr + u =K.

Or, cette équation devant fournir, par hypothese, une valeur réelle et
positive de r, on peut affirmer qu’elle admettra deux racines réelles, a
moins que les angles «, B, y ne vérifient la condition s = o ou

( Acos®a-+Bcos?3+ Ccos?y

(9)

+ 2D cosPB cosy +2E cosy cosa + 2F cose cosf =o.

St cette condition n’est pas remplie, une seconde valeur réelle de r
’
positive ou négative, satisfera encore & I'équation (8). En d’autres

termes, une seconde valeur positive de r vérifiera I'équation (8) ou la
suivante

(10) sri—atr +u—=K.

Par conséquent, la droite que nous avons déja considérée, et qui sc
trouve représentée par les équations (5) ou par les équations (6), sui-
vant qu’on la suppose prolongée dans un certain sens ou en sens con-
traire, rencontrera de nouveau la surface (1). Si maintenant on fait
coincider le point (&, v, {) avec le milieu de la distance comprise entre
les points d’intersection de la droite et de la surface, r sera la moitié
de cette distance; et, comme les formules (8), (10) devront subsister

P
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12 SUR LES CENTRES, LES PLANS P_RI’NCIPAUX

simultanément, on en conclura

(r1) srt+u=K
et
(12) t=o.

Il est hon d’observer que 1'équation (12) peut s’écrire sous 'une ou

I’autre des deux formes suivantes :

(13) (AE+Fn+EC+G)COSo¢l
1 .
+ (FE+Bn+ D¢+ H)cosp + (Ef +Dn+ CL+ 1) cosy =o,

{ (Acosa+FcosP +Ecosy)é + (Fcosa+BcosB -+ D cosy)n
(]4‘) l + (Ecosa + D cosp + Ccosy){ + Gcosa+ HeosB +1cosy =o.
Cette équation étant du premier degré par rapport aux coordonnées ,
1, {, il en résulte que le point (£, , {) déerira une surface plane, si la
sécante de la surface (1) devient mobile, mais de telle sorte que les
angles o, 8,y demeurent constants. Ainsi, des cordes paralleles de la
surface (1) ont toujours leurs milieux situés dans un seul plan que 'on
peut appeler diamétral, et qui se trouve représenté par I'équation (13)
ou (14). Soient X, ., v les angles que forme la perpendiculaire a ce
plan, prolongé dans un sens ou dans un autre, avec les demi-axes des
coordonnées positives. Les cosinus de ces angles étant nécessairement
proportionnels aux coefficients de &, =, ¢ dans I'équation (14), on

aura
A coso+ FcosP + Ecosy
cosA
5 __Fcosa—+ Bcosf 4- D cosy
(1) - COS [

__Ecosa—+Dcosp 4 Ceosy
i cosv

De plus, les trois fractions que renferme la formule (15), étant égales
entre elles, seront égales au rapport

(Acosa—+Fcosp+Ecosy)cosa+(Feosa+BeosP+Dcosy) cosB+ (Ecosa+1Dcosf + Ccosy)cosy
cosh cosa -+ cos . €os 3 4~ cosv cosy

-
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ET LES AXES PRINCIPAUX, ETC. 13

et, par conséquent, a
$

c0sd’
si Pon pose

(16) €050 = cosh cosa + cos . cosf3 + cosv cosy,

c’est-h-dire si 'on désigne par & l'un des deux angles que forme une
des cordes paralleles avec la perpendiculaire au plan diamétral qui
passe par leurs milieux. On aura donc encore

Acosa—+ FcosP + Ecosy
cosh

Fcosa+ BeosP + D cos
(17) = P '

COS .
Ecos«x—l—Dcosﬁ—i— Ccosy s
cosv ~ cosd’

et, par suite, I'équation du plan diamétral ou I'équation (14) pourra
étre réduite a

(18) s(&cosh+mcosp+ {cosv) + (G cosa + I cosB -+ L cosy) cosd = o.

Lorsque les cordes de la surface (1) deviennent paralleles 4 I'un des
axes coordonnés, I'une des trois quantités cosa, cos @, cosy se réduit
d =1, les deux autres s'évanouissent, et I’6quation (13) du plan dia-
métral prend une des trois formes

(19) AL+ Fn+El+G=o,
(20) F£+Bn+DC+H:o,
(21) . Et+Dn+CZ+I=o0.

Ces trois dernigres équations représentent donc les trois plans diamé-
traux qui passent par’les milieux des cordes paralleles aux axes des
x, y et 5. Lorsque ces trois plans se coupent en un méme point, ou sui-
vant une méme droite, les coordonnées de ce point ou de cette droite
vérifient évidemment la formule (13), quelles que soient d’ailleurs les
valeurs attribuées aux angles o, B, y. Donc tous les plans diamétraux
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14 SUR LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX

.passent alors par ce point ou cette droite, qui est le centre ou le lieu
- des cerures de la surface (1).

Pour qu’un plan diamétral coupe & angles droits les cordes paralleles
dont il renferme les milieux, ou, en d’autres termes, pour qu’un plan
diamétral divise la surface (1) en deux parties symétriques, et devienne
ce qu'on nomme un plan principal de cette surface, il est nécessaire ct
il suffit que les cosinus des angles A, p., v soient proportionnels aux
cosinus des angles «, 8, v, ¢’est-d-dire que I'on ait

COSh __ COSiL __ COSY
cosax  cosf3 cosy

(22)

D’ailleurs, si I’on combine la formule (15) avec la premiére des équa-
tions (7) ot avec la suivante

(23) cos?a + c0s*f3 +cos?y =1,

on en conclura

Acosa+ FcosB + Ecosy
‘ cosa

__Fecosa+ BcosB+ Dcosy
o cosf3

(24)

__Ecosa+Dcosp+Ceosy _
- cosy -

ou, ce qui revient au méme,

(A—s)cosa+FcosP +Ecosy=o,
(25) Fcoso -+ (B —s) cosB+Dcosy=o,
Ecosa+D cosB + (C—s)cosy =o.

De plus, si 'on élimine cosa, cosf, cosy entre les formules (25), on
obtiendra une équation en s du troisicme degré, savoir

(26) (A—s)(B—s)(C—s) —D*(A—s)—E:(B—s)—F*(C—s)+2DEF=o0.
lnfin, si I'on pose, dans les formules (25),

(27) coso=pcosy, cosf =gqcosy,
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ET LES AXES PRINCIPAUX, ETC. 15
elles deviendront '
(A—s)p+Fg+E=o,
(28) Fp+(B—s)g+D=o,

Ep+Dg+C—s =o;

et il est clair qﬁ’é chaque racine réelle de I'équation (26) correspon-
dront : 1° des valeurs réelles finies ou infinies des variables p, g, déter-
minées par les formules (28); 2° des valeurs réelles de cosa, cosf,
cosy, déterminées par les équations (23) et (27), ou, ce qui revient
au méme, par l'une des deux formules '

(29) cose __ cosP3  cosy 1
p— = pom— 2
9 p q 1 Vi+pi+¢F
(30) cosa _ cosf _ cosy - i )
P q r Vi+pi4 gt

Par suite, si I’on nomme directions principales celles que prennent des
droites menées par l'origine, ou par un point quelconque de 'espace,
de maniere  former avec les demi-axes des coordonnées positives des
angles «, B,y ('), déterminés par le systeme des équations (26), (28),
(29), chaque racine réelle de I'équation (26) fournira généralement
une dircction principale. Donc il sera démontré qu’une droite menée
par l'origine, ou par un point quelconque de I’espace, peut toujours
pr'endre, relativement & la surface (1), trois directions principales, s'il
est prouvé que 1'équation (26) a ses trois racines réelles. Or la réalité
de ces trois racines est évidente, dans le cas particulier olt les quan-
tités E, F s’évanouissent. Alors, en effet, ’équation (26) se partage en
deux autres, savoir

(31) . _ . A-——s.:.O
et
(32) . (B—s)(C—s)—~Dr=o,

(1) Nous supposons ici, conformément aux conventions géiléralement adoptées, que
chacun des angles «, 8, vy est positif et inférieur a 180°.
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16 SUR LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX

que 'on vérifie en prenant
(33) s=A
et

(34) S:B—:_qi\/<B;C>2+D2.

Donc, si1’on fait

— (C\?2 ' —
R EC Y/ =) R E Y/ E
2 2 2 2

I’équation (26), dans le cas particulier dont il est question, aura pour
racines les trois quantités réelles A, ¢, 5. D’autre part, si I'on nomme

S—m s'/’ ' S”, Sw
les valeurs réelles qu’acquiert la fonction
(36) S=(A—s)(B—s)(C—s)—D?(A—s)—E2(B—s)—I*(C—s)+2DEF,
quand on attribue successivement i la variable s les quatre valeurs
(37) §=— oo, s=¢, s=¢", §s = oo,
rangées, comme on le voit ici, par ordre de grandeur, on aura
5w
§ —=—EB—s') —F?(C—s') + 2DEF B
= 2 DEF — §(B — C) (E*— F?) — (E* + ") \/<B—}E>+ D2,
8" ——E*B—s") — F*(C — s") + 2 DEF .
—2DEF — (B — C) (B — F?) + (B F?) \/<‘}_}C>”+Ds,

== 00,

S,, = -— 0,
puis, en faisant, pour abréger,

(38) 2DEF—$(B—C)(E*—F)=P, (B— C)EF +D(E*—F?)=Q,

-
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ET LES AXES PRINCIPAUX, ETC. 17

et ayant égard & la formule
(39) (B2 F2)? [(Iilz';c>2+ Dﬂ] =P+ Q "), -

on trouvera définitivement

g S_,—w>o, .
(40) S'=P—VP'rQi<o, S=P+ /PP (Qi>o, .
Sw:-—oo < 0.

Donc si, dans le premier membre de 'équation (26), on attribue suc-
cessivement & la variable s les quatre valeurs — o, 5, 5" > 5" et + o,
on obtiendra quatre résultats alternativement positifs et négatifs. Il est
permis d’en conclure que I’équation (26) aura toujours trois racines
réelles, la premiére inférieure a la limite s, 1a deuxieme comprise entre
s' et s”, la troisizme supéricure A la limite s”. Dans le cas particulier
que nous avons d’abord considéré, les quantités P, Q et, par suite, §', .
§$” s’évanouissent en méme temps que les quantités E, F; ainsi qu’on
devait s’y attendre, puisque s', s sont alors deux racines de I’équa-
tion (26). Ajoutons que la conclusion générale 4 laquelle nous sommes
parvenus subsisterait encore, si 'on désignait par ¢, s, non plus les
racines de I’équation (28), mais les valeurs réelles de s qui vérifient
'une des deux équations

(4ry - (C—=s)(A—s)—E?*=o
ou
(42) - (A—5)(B—s)—F=o;

(1) Pour obtenir I'équation (39), il suffit de combiner entre elles, par voio de multipli-
cation, les deux formules imaginaires

——s /B—GC —
(F+EvV=1)* (—2— —-DV—:)
= 2DEF — } (B—C) (B2 — F2)~+ [(B— C)EF +D (B2 —F9)]|y—1 =P+ Q ¢y 1,

(F—Ey=0) (E;C+D‘/:T>=P—Q/:. : -

2
OFuvres de C. — S, 11, t. VIIL , - 8
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18 SUR LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX

c’est-a-dire, en d’autres termes, sil’on prenait

| . ]
@ v=TEA SO e, a2 O (C A,

ou bien .
_A+B A—B\* ._A+B A—B\*
(44) =212 (—2—)+r2, s_——2——+\/<—2——>+1‘2.

Cela posé, admettons que I'on ait calculé les trois valeurs de s et les
trois valeurs de s” fournies par les équations (35), (43) ot (44). On
sera en droit d’affirmer que des trois racines réelles de 1'équation (26)
la premiere est inférieure a la plus petite des valeurs de s, 1a deuxieme
supérieure & la plus grande des valeurs de s', mais inféricure a la plus
petite des valeurs de s, et la troisieme supérieure & la plus grande des
valeurs de 5”. '

Concevons maintenant que I'on désigne par
(45) Su. S S
les trois racines réelles de I’équation (26), et par
46) s B oy o By oy % Bu

les valeurs correspondantes des angles a, 3, y tirées des formules (28)
et (29). Chacune des équations (25) sera vérifiée lorsqu’on attribuera
aux variables s, «, 8, y un quelconque des trois systémes de valeurs
dont il s’agit. Par conséquent la premiere de ces'équations donnera
(A——s,)éosa1+Fcosﬁi+Ecosy1=o

et
(A —s,) cosoy+ F cosPBy+ Ecosy,= o3

puis on en conclura, en éliminant la quantité A,

(53— $1) cosay cos s + F(cosfB, cosoy— cosoy cosfBy)

(47)

+ E(cosy, cosa, — cosa, €05y, ) =o0.
En raisonnant de méme, on tirera de la deuxitme des équations (25)

(48) (53— ;) cos 3, cos Py -+ D (cosy, cosP, — cosf, cosy,)
A

-+ F(cosa cosfB,— cosPy cosa,) =o,
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ET LES AXES PRINCIPAUX, ETC. 19

et de la troisieme

(53— 8,) €OSy, COSyy+ E (Cosay COSy, — COSY, COSota)

(49)

+ D (cosf; cosy,— cosy, cosfB,) =o.

Enfin, si I'on ajoute, membre & membre, les formules (.47), (48), (49),
on trouvera

(83— 5;) (€OS 0ty COS 0ty + COS 3 COSBy+ COSYy COSYy) =0
et, par suite,
(50) CO8 oty COS oty + €OS 34 COS By -+ COSY; COSY,== 0,

" pourvu que les racines s,, s, ne deviennent point égales entre elles.
On trouvera de méme, en supposant inégales les racines s,, s,

(51) cosay coS g+ €083, cos ;- cosy, ébsyaz 0

et, en supposant inégales les racines s,, s,

(52) COS a1 COS 025+ €05 35 €08 35+ €COSy, COSY; = O-

D'ailleurs, les premiers membres des formules (50), (51), (52) expri-
meront évidemment les cosinus des angles compris entre les trois
directions principales. Donc, puisque ces cosinus se réduiront & zéro,
les directions principales seront celles de trois droites perpendicu-
laires I'une & autre. Ajoutons que chacune de ces droites, si elle
passe par l'origine, sera représentée par les équations comprises dans
la formule

xz Yy .=
(58) cosa  cosB  cosy’

les valeurs de «, 8,y étant tirées des formules (25) et (26); ou, ce qui
revient au méme, par les trois équations

(A—s)z+Fy+Ez=o,
(54) Fz+(B—s)y+Ds=o,
Ex+.]).}/+(c_3)z =0,
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20 SUR LES CENTRES, LES PLANS PRINCIPAUX

la valeur de s étant I'une de celles que nous avons désignées par s,,
Sy S3e . .

Dans ce qui précede, nous avons admis que les trois racines s, s,,
s, étaient inégales. Si deux de ces racines, par exemple les deux plus
petites, devenaient égales entre elles, elles coincideraient nécessaire-
ment avec les valeurs de s tirées des formules (35), (43) et (44). Au
contraire, si les deux racines égales surpassaient la troisieme, elles
coincideraient avec les valeurs de s” tirées des mémes formules. Donc
chacune des racines égales sera toujours une valeur de s propre a
vérifier simultanément les équations (26), (32), (41), (42), et par
conséquent la formule

(55) (A—s)(B—s5)(C—s)=D*(A—s)=E*B —y) ¥F2(0~8) =DEF.
On aura donc, pour cette valeur de s,

E_F" B—S:—@, C"—S:%'

(06) A‘_S:D’ E FJ

d’ou I’on peut conclure que les trois équations (28) seront réduites 2
la seule équation '

(57) EFp +FDg + DE =o,
et les trois équations (54) & Ja seule équation
(58) : EFz +FDy+DEs=o.

11 sera donc permis d’attribuer aux variables p, ¢ I'un quelconque des
systemes de valeurs propres a vérifier la formule (57). Par suite, les
valeurs de cosa, cosf, cosy, données par la formule (29), ne seront
pas completement déterminées; et les deux directions principales,
correspondantes aux deux racines égales de I'équation (26), seront
celles de deux droites menées arbitrairement par P'origine dans le plaﬁ
que représente ’équation (58). Or il est évident qu’on pourra choisir
encore ces directions de maniere qu'elles soient perpendiculaires entre
elles. Quant & la troisizme racine de 1'équation (26), elle continuera

-~
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ET LES AXES PRINCIPAUX, ETC. 21

de fournir une direction'principale perpendiculaire aux deux autres,
ct par conséquent au plan représenté par I'équation (58).

Si, dans le cas que nous venons d’examiner, on désigne par ¢ la
valeur commune des deux racines égales de I’équation (26), on aura,

en vertu des formules (56),
EF FD DE

Par conséquent, les coefficients A, B, G, D, E, F vérifieront les deux
équations de condition comprises dans la formule

g FD DE
Récipro’quément, lorsque ces deux équations sont vérifiées, on peut
affirmer que I'équation (26) a au moins deux racines égales entre
elles. Bn effet, si I’on désigne alors par ¢ la valeur commune des trois

membres de la formule (60), on trouvera

(61) A:g-}-%, B:g_|_F_D, ‘C:G-l—DT,E,
et la substitution des valeurs précédentes de A, B, C dans I'équa-

tion (26) réduira cette équation 4 la forme

— 0.

_ ' EF FD DE
(62) (€“3)2<€—S+—D—+“E'+—Ir>

S’il y avait égalité entre les trois racines de I’équation (26), cha-
cune d’elles coinciderait nécessairement avec les trois valeurs de s et
les trois valeurs de s”, déterminées par les formules (35), (43) et (44)-
Donc alors les radicaux renfermés dans ces formules s’évanouiraient,
et les coefficients A, B, C, D, E, F vérifieraient les trois conditions

(63) <B—_2;9>2+D’:o, (C—:—’—‘>2+Ee:o, <A—:B—)2+F2:0,

ou, ce qui revient au méme, les cinq équations de condition comprises

.
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dans les deux formules
(64) A=B=C, D=E=F=o. -

De plus, en désignant par ¢ la valeur unique de s & laquelle se rédui-
raient les trois racines égales de I'équation (26), on trouverait

(65) ¢c=A=B=C.

Enfin, il est clair que, en vertu de cctte valeur et des conditions ('64),
les équations (28) et (54) deviendraient identiques. Donc les valeurs
de p, g, propres & vérifier les équations (28), deviendraient comple-
tement indéterminées; et les trois directions principales, correspon-
dantes aux trois racines égales de I’équation (26), seraient celles de
trois droites menées arbitrairement par I’origine, ou par un point quel-
conque de I’espace. On pourrait, d’ailleurs, choisir encore ces direc-
tions de manierc qu’'elles fussent perpendiculaires entre elles. Ajou-
tons que, dans le cas ol les conditions (64) sont remplies, les trois
racines de I’équation (26) sont toujours égales, puisque cette équa-
tion se réduit alors & la forme

(66) (s—A)P=o.

Les deux cas que nous venons d’examiner, ¢’est-2-dire ceux qui sé.
rapportent & I’égalité de deux ou trois racines de I’équation (26), sont
évidemment les seuls qui fournissent, pour les quantités p et ¢, des
valeurs indéterminées. En effet, pour que cette circonstance arrive, il
est nécessaire que les trois équations (28), qui s’accordent toujours
entre elles en vertu de la formule (26), se réduisent & une seule et
méme équation ou deviennent toutes identiques. Or les trois équa-
tions (28) ne peuvent pas se réduire & une seule, & moins que les six

quantités

(67) A—s, B—s, C—s, D, E, F
‘ne vérifient la condition

(68) A—s:F:EuF:B—s:DuE:D:C—s,
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et, par conséquent, les deux formules

A—s * F E F_B—s D

F B_s D E- D —Cc=¢

qui peuvent étre remplacées par les équations (56), et qui entrainent
. la formule (60) avec I'égalité de deux des racines s,, s,, s,. De plus,
les trois équations (28) ne peuvent devenir identiques que dans le cas .
" olt les quantités (67) s’évanouissent, et, par conséquent, dans le cas ou
les conditions (64 ), étant vérifiées, entrainent I’égalité des trois racines
dont il s’agit.

Il résulte des considérations précédentes que, par ’origine ou par
un point quelconque de I'espace, on peut toujours mencr trois droites
perpendiculaires entre elles, et dont les directions soient principales
relativement & la surface (1). On voit, en outre, que ces droites seront
complétement déterminées, ou 'une déterminée et les deux autres
indéterminées, mais cbmprises dans un plan donné, ou toutes les
trois indéterminées, suivant que I’équation (26) offrira trois racines
inégales, ou une racine simple et deux racines égales, ou enfin trois
racines égales. '

Supposons maintenant que I'on coupe la surface (1) par une droite
dont la direction coincide avec I'une des directions principales, ct
soient &, 0, { les coordonnées d’un point situé sur la méme droite. Les
coordonnées variables x, ¥, = de cette droite vérifieront la formule (2),
pourvu que I'on attribue aux angles a, 3, y les valeurs corréspondantes :
a la direction principale dont il s’agit. Soit d’ailleurs r la distance com-
prise entre les points (§, 1, {) et (x,y, z). Comme les coordonnées x,
¥, = du point ol la droite rencontrera la surface satisferont en méme
temps 4 I’équation (1) et aux formules (5) ou (6), la valeur de r, cor-
respondante & ce point, sera fixée par 'une des équations (8), (10),
les valeurs de s, ¢, u étant déterminées, 4 l'ordinaire,. par les for-
mules (7), dont la seconde, combinée avec la formule (24), donnera

(69) t=s(Ecosa+ncosB-+{cosy)+Geosa+1I cosﬁ + I cosy.

Donc, puisque les racines de ’équation (10) sont égales, abstraction

-
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faite des signes, aux racines de I'équation (8), chacune de ces équa-
tions fournira toujours, dans I’hypothese admise, une valeur réelle de
la variable r. On est en droit d’en conclure que les deux équations
réunies offriront quatre racines réelles, savoir deux racines positives
et deux racines négatives, 4 moins que les valeurs attribuées aux
angles a, 3, y ne vérifient la condition

(70) s=o,

c¢’est-a-dire la formule (g). Donc, si 'on excepte le cas particulier ou
cette condition serait satisfaite, la droite que I’on considere, prolongée
dans un seul sens, ou d’abord dans un sens et ensuite en sens contraire,
rencontrera la surface (1) en deux points déterminés de position sur
cette droite. On doit toutefois observer que ces deux points cesseraient
d’étre distincts, si les deux racines positives appartenaient  une seule
des équations (8), (10), et devenaient égales entre elles. Or, c’est ce
qui arriverait effectivement, si la droite et la surface devenaient tan-
gentes I'une a I'autre.

Lorsque les angles «, §, v, correspondants & une direction princi-
pale, ne vérifient pas la condition (g) ou (70), et que l'on fait coin-
cider le point (&, v, {) avec le milieu d’une corde ou sécante parallele
a cette direction, les équations (8) et (10) sont nécessairement véri-
fiées par une méme valeur positive de r qui représente la moitié de la
corde dont il s’agit. Par suite', cette valeur de r satisfait encore & la for-
mule (11), etles coordonnées &, v, { du milieu de la corde vérifient
I'équation (12), qui, en vertu de la formule (69), peut étre réduite &

(71)  s(§cosa-+mncosB+Lcosy)+ Geosa+ HeosP +Icosy=o.

Si la sécante se changeait en une tangente a la surface (1), les deux
extrémités de la corde et son milieu coincideraient avec le point de
contact; tandis que la distance r, réduite a zéro, représenterait la
valeur commune des racines devenues égales de I'équation (8) ou de
I'équation (10). Donc alors les coordonnées (&, v, ) du point de con-
tact vérifieraient, non seulement la formule (71), mais encore la for-
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mule (11) réduite & - '
(72) u=K.

Remarquons, d’ailleurs, que 'équation (72), qu’on peut écrire comme
il suit .
(73) A+ B2+ G0+ 2Dn+ 2ELE + 2Fén + 2GE 4+ 2Hn + 210 =K,

exprime simplement que le i)oint (&, m, §) est situé sur la surface (1).
Quant a P'équation (71), elle est évidemment celle d’'un plan perpen-
diculaire & la direction principale que I'on considere; et, d’apres ce
qu’on vient de dire, ce plan devra renfermer les milieux ou les points
de contact des cordes et des tangentes paralleles a cette direction.
Donc ce plan divisera la surface en deux parties symétriques, et sera
toujours ce qu'on nomme un plan principal. ' '

Lorsque les angles a, B3, v, correspondants & une direction princi-
pale, satisfont & la formule (9) ou (70), la valeur nulle de s est une
racine de 'équation (26), et par conséquent les coefficients A, B, C,
D, E, F vérifient la condition

(74) : ABC — AD?— BE?*— CF?+ 2DEF — o,

En méme temps, la valeur de 7, donnée par la formule (69), se réduit a
(75) t==Gceosa+ Hcosf3 +1cosy,

et les éqﬁations (8), (10) deviennent respectivement

(76) 2tr +u=XK,
(77) ) —a2tr+ u—K.

Alors, si la valeur.de 2 ne s’évanouit pas, une droite menée par un point
quelconque (&, v, {), parallelement & la direction principale que 'on
considere, coupera la surface (1) & une distance 7 du point (&, v, 0),
représentée par la racine positive de I’équation (76) ou de 'équa-
tion (777). Mais il n’y aura qu’un seul point commun & la droite et &
la surface; et, comme on ne pourra plus choisir &, v, { de maniere 2
vérifier 'équation (71), dont le premier membre sera précisément égal -

OEupresde C.—S. I, . VUL . A
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at, on verra disparaitre le plan principal que représentait cette méme
équation. Au contraire, si z s’évanouit, c’est-a-dire si les valeurs de o,
B, y vérifient la condition

(78) Gcoso -+ HeosB + Icosy =o,

les équations (76) et (77) se réduiront i la formule (72) ou (73);
et, comme cette formule se trouvera satisfaite, quel que soit r, ou ne
pourra l'étre, suivant que le point (£, 7, ) sera ou ne sera pas compris
dans la surface (1), il est clair que chaque droite, menée parallelement
a la direction principale, sera située tout entiere sur cette surface,
ou n’aura aucun point commun avec elle. Donc alors I'équation (1)
représentera une surface cylindrique, dont les génératrices, prolon-
gées dans un certain sens, formeront avec les demi-axes des coor-
données positives les angles «, 8, y. Or, dans ce cas, tout plan per-
pendiculaire & la direction principale divisera évidemment la surface
cylindrique en deux parties symétriques, et pourra, en conséquence,
étre considéré comme un plan principal. Il est d’ailleurs aisé de voir
que les coordonnées d’un semblable plan satisferont a la formule (71),
attendu que cette formule deviendra identique, et sera vérifiée indé-
pendamment des valeurs attribuées aux variables &, v, ¢.
Faisons maintenant, pour abréger,

(79) w=Gcosa + Hcosf +Icosy;

s et 20 désigneront ce que deviennent les deux polynomes du premier
et du sccond degré, dont la somme forme le premier membre de I'équa-
tion (1), savoir, .

(80) Az?+4-By?+4-Cz*+2Dys+2Ezx +2Fzy et 2(Gaz+Hy-+1z),
quand on y remplace z, y, = par cosa, cosf, cosy. Cela posé, il résulte
des observations précédentes que toute droite, qui offrira une direc-
tion principale relativement & la surface (1), sera perpendiculaire & un
plan principal, si la valeur correspondante de la quantité s vérifie la
condition

(81) $*>o,
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et 3 une infinité de plans principaux, si les valeurs correspondantes
de s et w vérifient les deux formules

(82) s=o, =0, .
Le cas ou 'on aurait i la fois

(83) s=o0, @!>o0
est le seul dans lequel le plan principal disparaisse. D’ailleurs nous

avons prouvé ci-dessus qu’il existe, par rapport a la surface (1), trois
directions principales et perpendiculaires entre elles, lorsque I’équa-
tion (26) n’a pas de racines égales, et, dans le cas contraire, une infi-
nité de systemes de directions principales qui, étant prises trois &
trois, sont encore perpendiculaires I'une a I’autre. Done, 4 moins que
I’équation (26) n’offre une racine nulle ou des racines nulles, corres-
pondantes & une valeur positive ou négative de v, et, par conséquent,
propres a vérifier les conditions (83), il existera, pour la surface du
second degré, trois plans principaux et perpendiculaires entre eux, ou
une infinité de systemes de plans principaux, qui, étant pris trois i
trois, se couperont a angles droits. Les systemes de plans rectangu-
laires, dont il est ici question, se réduiront effectivement A un seul, si
I’équation (26) n’a pas de racines égales ni de racines nulles. Alors les
trois plans principaux se couperont suivant trois droites perpendicu-
laires entre elles, et que 'on nomme awes principaus. Mais, si 'équa-
tion (26) admet, ou des racines égales qui different de zéro, ou quelque
racine nulle correspondante & une valeur nulle de ®, le nombre des
systemes des plans principaux et perpendiculaires entre eux étant
alors infini, les droites, suivant lesquelles ils se couperont mutuelle-
ment, offriront une infinité de systemes d’axes principaux.

Une remarque importante a faire, c’est que tout point, suivant lequel
se coupent trois plans principaux rectangulaires entre eux, et par con-
séquent trois axes principaux, est toujours un centre de la surface (1).
En effet, trois plans de cette espece étant donnés, construisons un
parallélépipede rectangle qui ait pour centre leur point d’intersection,
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pour sommets huit points dont I'un au moins soit situé sur la sur-
face (1), et pour arétes des droites perpendiculaires aux plans dont il
s’agit. Comme les huit sommets, considérés deux & deux, seront placés
symétriquement par rapport & I'un de ces mémes plans, ils appartien-
dront tous & la surface (1); et les deux sommets opposés, qui forme-
ront les extrémités d'une diagonale, coincideront sur la surface avecles
deux extrémités d’une corde dont le milieu sera précisément le centre
du parallélépipede. Donc, puisque l'un de ces points pourra étre un
point quelconque de la surface (1), celle-ci aura pour centre le point
d’intersection des trois plans principaux.

Réciproquement on peut affirmer que tout point qui sert de centre
ala surface (1) est en méme temps le point d’intersection d’un systemie
ou d’une infinité de systemes d’axes principaux de la surface. C’est ce
que 'on démontrera sans peine & I'aide des considérations suivantes.

Les plans diamétraux représentés par les équations (19), (20) et (21)
se couperont en un point unique, si les plans paralleles menés par
Iorigine, et représentés par les formules ‘

(84) Az +Fy+Ez—o,
(85) Fe +~By+Ds=o,
(86) Ez+Dy+Cz=o,

n’ont d’autres points communs que cette origine méme; ou, en d’autres
termes, si l'on ne peut satisfaire aux formules (84), (85), (86) que
par des valeurs nulles des coordonnées «, y, z. Alors la surface (1)
aura un centre unique, et aucune des racines de 1'équation (26) ne
s’évanouira. Car, si une ou plusieurs de ces racines se réduisaient a
zéro, on pourrait trouver un systeme de valeurs ou une infinité de sys-
temes de valeurs de «, 3, y propres & vérifier la formule (24), et par
conséquent les trois équations

A cosa +F cosf +- E cosy =o,
(87) Fcosa -+ BcosB + Dcosy=o,

E cosa + DcosP + Ccosy =0;
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puis, en déterminant x, y, z par la formule

z Y __*
cosa cosPp cosy’

(88)

¢’est-d-dire, en prenant pour , y, z des quantités proportionnelles &
cosa, cosf3, cosy, on obtiendrait une infinité de systemes de valeurs
de «, y, z propres & vérifier les équations (84), (85), (86). D’ailleurs,
quand I’équation (26) n’offre pas de racines nulles, il existe un systeme
ou une infinité de systemes de plans principaux et rectangulaires,
dont chacun passe nécessairement par le centre unique de la surface.
Done par suite il existe, dans I'hypothese admise, un systeme ou une
infinité de systemes d’axes principaux qui ont pour point d’intersec-
tion le centre dont il s’agit.

Siles plans (19), (20) et (21) se coupent suivant une méme droite,
tous les points de cette droite seront autant de centres de la surface (1).
De plus, la droite parallele menée par I'origine sera représentée par
les équations (84), (85), (86); et les angles «, B, v, formés par cette
droite avec les demi-axes des coordonnées positives, vérifieront les
équations (25). Donc ces angles et une valeur nulle de la variable s
vérifieront la formule (24). Par conséquent, ['une au moins des racines
de I’équation (26) deviendra égale & zéro. D’autre part, comme les
équations (19), (20), (21) devront subsister simultanément, et que
de ces équations, respectivement multipliées par cosa, cosf, cosy, on
déduit, par voie d’addition, la formule (78), il est clair que, dans
I’hypothese admise, les angles a, 8, v devront satisfaire encore a cette
formule, c’est-a-dire & la condition ®w = o. D’ailleurs, quand une
racine de I'équation (26) s’évanouit avec la valeur correspondante
de w, la surface (1) devient une surface cylindrique, et il existe une’
infinité de systemes de plans principaux perpendiculaires entre: eux,
dont I'un coupe toujours & angles droits les génératrices de la surface;
d’ou il suit que les deux autres plans ont pour commune intersection
une droite parallele & ces mémes génératrices. Enfin il est évident :
1° que la droite dont il s’agit devra coincider avec celle qui sera le
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lieu des centres de la surface cylindrique; 2° que le plan principal,
perpendiculaire aux génératrices et par conséquent a cette droite,
pourra la couper en un point quelconque. Donc, dans le cas que ’on
considere, chacun des centres de la surface sera encore le point d’in-
tersection d’un systéme ou d’une infinité de systemes de plans princi-
paux rectangulaires, et par suite d’un systtme ou d’une infinité de
systemes d’axes principaux.

Si les plans (19), (20), (21) se réduisaient 2 un seul, tous les points
de celui-ci pourraient encore étre considérés comme des centres de la
surface (1). Dans la méme hypothese, les équations (87), réduites &
une seule, seraient vérifiées par tous les systemes de valeurs de «, {3, y
“qui exprimeraient des angles compris entre les demi-axes des coordon-
nées positives et I'une quelconque des droites paralleles au plan dont
il s’agit. Donc alors la surface (1) pourrait étre engendrée, d’une infi-
nité de manieres, par des droites paralleles 2 ce plan; et par consé-
quent I’équation (1) ne pourrait représenter qu’un plan ou un systeme
de plans paralleles. On arriverait aux mémes conclusions en observant
que, dans ’hypothese admise, on aura nécessairement

(89) A:F:E:G:F:B:D:H::E:D:C:],

ou, ce qui revient au méme,

(90) A_F_E_G F_B_D_ O
9 F"BTD™H ETDTCTT
et par suite

(91) Az%l;?’ B:E;EQ, C:I—;E,
(92) DG=EH=FI.

Sil’on a égard & ces dernieres formules, et que I'on désigne parL la
valeur commune des trois produits DG, EH, FI, on trouvera
L

I

32

L L
P I=F
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et 'équation (1), divisée par DEF, donnera

z y s\, oL/ y z\_ K
(94) (ﬁ"‘E"‘F) +1TEF<B“'E+F>f' DEF’

puis 'on en tirera

— L+ I [TTRDEF.

+ =~ DEF — DEF

—

ois
o1
=l

(95)

Or cette derniére ne représentera jamais qu'un systeme de plans paral-
leles, qui se confondront, si I'on a

(96) " L:4-KDEF =o.

D’ailleurs, puisque les équations (19), (20), (21) devront subsister
simultanément, les valeurs de «, {3, ~, propres & vérifier les for-
mules (87), feront évanouir, non seulement la quantité s, mais encore
la quantité w. Donc il existera une infinité de systemes de plans prin-
cipaux dont I'un coincidera nécessairement avec le plan mené a égale
distance des plans paralleles représentés par I'équation (1), c'est-
a-dire, en d’autres termes, avec le licu des centres de la surface (1).
Quant aux deux autres plans principaux, on pourra les faire coincider
avec deux plans quelconques perpendiculaires 1'un & I'autre, ainsi
qu’au premier; d’ou il résulte qu'un point quelconque de celui-ci,
c’est-a-dire, un quelconque des centres de la surface (1), pourra étre
regardé comme le point d’intersection d’un systeme ou d’une infinité
de systemes d’axes principaux. ‘

Considérons maintenant en particulier les cas ol I’équation (26) a
des racines égales. Si I'on suppose d’abord que deux racines soient
égales et différentes de zéro, i la valeur commune ¢ de ces deux racines
correspondront une infinité de directions principales, qui formeront,
avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles a, B, ¥
propres a vérifier les formules (29) et (57), et par conséquent la sui-
vante

(97) EF cosa -+ FD cosf + DE cosy = o.
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De plus, chacune de ces directions sera perpendiculaire  un plan prin-
cipal représenté par

(98) (£ + G)cosa + (en+ H) cosP + (s +I)cosy =o.

Or il est clair que cette derniere sera satisfaite, pour toutes les valeurs
de a, B, y propres & vérifier la formule (97), si I'on suppose

g+6G __en+H _ Z+1
(99) EF — FD — DE’

ou, ce qul revient au méme,
(r00) D(cE+G)=E(en+H)=F(s+1). *

Donc les plans principaux relatifs aux directions principales dont il
s’agit passeront tous par la droite dont les coordonnées §, v, { seront
liées entre elles parles deux équations comprises dans la formule (100).
D’ailleurs, si par le point (&, 7, ) on méne & cette droite une perpen-
diculaire qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les
angles «, 8, v, la perpendiculaire en question rencontrera ou ne ren-
contrera pas la surface (1), suivant que la valeur de », tirée de la for-
mule (11), seraréelle ouimaginaire; et, dans le premier cas, la distance
du point de rencontre au point (£, , {) aura pour valeur

&2 =\

Or cette valeur restant la méme, pour toutes les valeurs de «, 8, y qui
vérifient 'équation (97), il en résulte que, dans 'hypothese admise,

la surface (1) sera une surface de révolution, engendrée par un cercle
mobile dont le plan sera toujours perpendiculaire & la droite (r00), et
dont le centre parcourra cctte méme droite.

On arriverait 4 la méme conclusion en observant que, dans le cas ou
deux racines de I'équation (26) deviennent égales, leur valeur com-
mune ¢ vérifie les formules (61),. et qu'en conséquence I'équation (1)
peut étre présentée sous la forme

i ~\2
(102) g(x2+y2+zz)+DEF<%+%+%>+2Gx+2H)’+2Iz_—: .
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- Or, si 'on coupe la surface que I'équation (102) représente par un
plan parallele & celui dont les coordonnées x, y, s vérifient la for-
mule (58), la courbe d’intersection sera évidemment située sur la

. e . ‘o G H
sphere dont le centre a pour coordonnées les trois quantités — riars

I . ‘
— = et par conséquent elle sera un cercle dont le centre se trouvera

placé sur le diametre de la sphere perpendiculaire au plan (58), c’est-
a-dire, sur la droite que représente la formule (100).

Lorsque deux racines de I'équation (26) sont égales a zéro, la for-
mule (102) devient

.

or (2% 2 s=K;
(103) DEF<D+E+F> +2Gz +2Hy 4+ 215 =K;

et la surface que cette formule représente, étant coupée par des plans
paralleles au plan (58), donne évidemment pour sections des droites
paralleles & celles que déterminent les deux équations

(to4) +

[<>[

-+

oy

=o, Gz +Hy+Iz=o0.

=l w

Enfin, lorsque I'équation (26) a ses trois racines égales, les condi-
tions (64) étant remplies, I'équation (1) se réduit &

(108) A@+y*+ 2%) +2Gz +2lly +215=K,

et représente unc sphere dont le centre a pour coordonnées les quan-
tités — g, — %, — %‘ Concevons & présent que, la surface (1) ayant
un ou plusicurs centres, on désigne par &, », { les coordonnées de I'un
d’entre eux, et que I'on fasse passer par le centre dont il s’agit un sys-
teme d’axes principaux. Les valeurs de o, B, y ct s relatives & I'un de
ces axes vérifieront la formule (24); et, si 'axe coupe la surface, le
rayon vecteur r, mené du centre & chacun des points d’intersection, -
sera déterminé par la formule (11) ou (101). Alors la valeur de s, c’est-
a-dire, celle des racines de I’équation (26) qui correspond & I'axe que
OFuvres de C. — S. 11, t. VIIL ‘ - 5

-
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I'on considere, sera nécessairement une quantité affectée du méme
signe que la différence K—u; et la distance 27, comprise entre les
deux points d’intersection de I'axe principal et de la surface, sera ce
qu’on nomme un axe réel de cette méme surface. Réciproquement, si
Pune des racines de 'équation (26) est de méme signe que la diffe-
rence K—u, la formule (1or) fournira une valeur de r; par consé-
quent I'axe principal, mené par le centre et correspondant a cette
racine, coupera la surface (1) en deux points, situés des deux cotés du
centre et & la distance r. Cela posé, admettons d’abord que les racines.
de I'équation (26) soient inégales. Dans ce cas, la surface (1) aura un
axe réel, ou deux 4xes réels, ou trois axes réels, suivant que P'équa-
tion (1) offrira une, deux, ou trois racines affectées du méme signe
que la différence K — u. $'il arrive, au contraire, que deux racines de
I’équation (1) deviennent égales, et si 'on suppose en outre que leur
valeur commune soit une quantité affectée du méme signe que la dif-
férence K— u, alors la surface (1) sera de révolution autour de ’axe
principal que fournira la troisieme racine, etle plan mené par le centre
perpendiculairement & cet axe coupera la surface suivant un cercle

dont chaque diametre pourra étre considéré comme un axc réel. Enfin,

si les trois racines de 'équation (26) sont égales et affectées du méme

signe que la différence K — u, la surface (1) deviendra une sphere dont

chaque diametre sera un axe réel. '

Si I'une des racines de 'équation (26) était nulle, la surface (1)
n’aurait plus de centre que dans le cas ot 'on aurait en méme temps
w =o0; ct, dans ce dernier cas, elle se réduirait & une surface cylin-
drique (voir la p. 26). Alors aussi, en posant s =o dans V'équa-
tion (101), on en tirerait r = oo, ce qu'il était facile de prévoir.

En terminant cet Article, nous remarquerons que, dans I'équa--
tion (1), les coefficients D, E, F s’évanouissent toutes les fois que les
axes coordonnés sont paralleles a trois directions principales, et les
coefficients G, H, I, toutes les fois que I'origine est un centre de la sur-
face. En effet, si I'axe des « est parallele & une direction principale, on
vérifiera nécessairement les équations (25) en prenant pour s une cer-
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taine racine de I'équation (26), et posant de plus
cosa==*1, cosp=o, cosy=o.

Par suite, les deux dernieres des équations (25) donneront

(106) ‘ E:o, F=o.

On trouvera de méme, en supposant 'axe des y parallele & une direc-
tion principale, B

. (xo07) F=o, D =o;
“et, en supposant I'axe des = parallele & une direction principale,
(108) D=o, E=o.

Done, si les trois axes coordonnés sont paralleles a trois directions
principales, on aura en méme temps

(109) D=0, E=o0, F=o.

Enfin, si 'origine est un centre de la surface que 'on considere, les
équations (19), (20), (21) devront étre satisfaites quand on y réduira
les coordonnées &, 0, G & zéro; et 'on aura en conséquence

(110) G=o, H=o, I=o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES SURFACES QUE PEUVENT ENGENDRER,

EN SE MOUVANT DANS L’ESPACE,

DES LIGNES DROITES OU COURBES

DE FORME CONSTANTE OU VARIABLE.

Comme les méthodes que j'ai employées dans les applications du
Calcul infinitésimal & la Géométrie fournissent le moyen de simplifier
en plusieurs points les calculs relatifs & la génération des surfaces par
le mouvement des lignes, j’ai pensé qu’il ne serait pas inutile de repro-
duire ici de nouveau la théorie de ces surfaces. Tel est I'objet que je
me proposc dans les paragraphes suivants.

§ I. — Equations finies des surfaces engendrées par le mouvement des lignes.

Considérons unc ligne droite ou courbe représentée par deux équa-
tions qui renferment, avec les coordonnées rectangulaires «, v, z,
deux parametres ou constantes arbitraires € et e,. Si I'on résout ces
équations par rapport aux constantes dont il s’agit, on en tirera

©

(1) =2, w=2c,,

v et w désignant deux fonctions des variables @, y, =. De plus, sil'on
attribue successivement aux constantes €, €, une infinité de valeurs
arbitrairement choisies, la ligne représentée par les équations (1)
changera de position, souvent méme de forme, sans décrire aucune
surface déterminée. Mais, si I'on établit entre ¢ et e, une relation
quelconque, si 'on suppose, pour fixer les idées,

(2) Ci=9(e),
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¢(e) désignant une fonction de la constante e, les équations (1),
réduites aux deux suivantes

e, w=9(e),

(3) v

I

représenteront une ligne dont la forme et la position seront complete-
ment déterminées pour chaque valeur particuliere de la constante e.
Donc, si l'on attribue successivement & cette constante une infinité de
valeurs, la ligne en question se mouvra de maniere & engendrer une
‘certaine surface. Ajoutons que l'équation de cette surface sera évi-
demment celle que produit 'élimination de € entre les formules (2),

savoir
(%) w=0().
Premier exemple. — Concevons que I'on demande I'équation géné-

rale en termes finis d’une surface cylindrigue, c’est-a-dire d’une sur-
face engendrée par le mouvement d’une droite qui reste constamment
parallele & elle-méme. Sil’on nomme a, B, y les angles que doit former
cette droite prolongée dans un certain sens avec les demi-axes des
coordonnées positives, et x,, ¥,, z, Ies coordonnées d’un point qu’elle
renferme, elle pourra étre représentée par les deux équations com-
prises dans la formule

(5) x"»"'O_.}’—‘}’o:z—.ZO.
cosae ~ cosf cosy

D’ailleurs, on tire de cette formule

Z cosf3 — y cosa = x, cos3 — y, Cosa,

& COSY — 5 COSA = &, COSY — 5, COSa,
ou, ce qui revient au méme,
(6) - xcosp—ycosa=~&, &eosy—zcosa= S,
e, ¢, désignant, pour abréger, les deux quantités constantes
Zo COSB — y(COSA, TgCOSY— 3 COS,
Cela posé, si I'on attribue aux constantes €, €, une infinité de valeurs,
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sans établir entre € et €, aucune relation, la droite représentée par les
équations (6) pourra se mouvoir de maniere & remplir successivement
tout 'espace. Mais, si 'on suppose e,= ¢(e), les équations (6),
véduites a

(7) zcos—ycosa=¢, Z cosy — scosa=0(L),

représenteront la génératrice d’une surface cylindrique, et cette sur-
face, représentée elle-méme par I'équation

(8) o x cosy — 5 cosa = ¢(x cosf — ycosa),

aura une forme et une position dépendantes de la fonction ¢.

On pourrait encore présenter ’équation finie d’une surface cylin-
drique sous une autre forme que nous allons indiquer.

Pour qu’une droite mobile reste parallele i elle-méme, il suffit qu elle
soit la ligne d’intersection de deux plans mobiles qui demeurent res-
pectivement paralleles a deux plans donnés. Or les équations de ces
plans mobiles seront de la forme

(9) ax+by+cz:@,. Az +By+Cs=¢e,

a, b, ¢, A, B, G désignant des constantes déterminées, et e, e, des
constantes arbitraires. Donc les équations de la génératrice d’une sur-
face cylindrique pourront §’écrire comme il suit :

(10) ar +by+cz=2¢, Az +By+Cs=9(S).
Si l'on élimine e entre ces dernieres, on tirera .
(11) Az +By+Cs=g¢(az+ by + cz).

Il est aisé d’en conclure que, pour obtenir I'équation finie d’une sur-
face cylindrique, il suffit d’établir une relation quelconque entre deux
fonctions linéaires des variables x, y, s. Dans le cas ol 'on réduit
ces fonctions linéaires aux premiers membres des formules (7), la for-
mule (11) se trouve remplacée par I'équation (8).

Deuxiéme exemple. — Concevons que 'on demande I'équation géné-
rale en termes finis d’une surface conigue, c’est-d-dire, d’une surface
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“engendrée par une droite mobile qui passe constamment par un point’

donné. Si 'on nomme x,, y,, 5, les coordo_nnées de ce point, ou, en
d’autres termes, les coordonnées du sommet de la surface conique,
et o, B, v les angles formés par la génératrice avec les demi-axes des
coordonnées positives, cette génératrice sera représentée par les équa-
tions (5), desquelles on tirera

Y— Yo __ cosf 5— 2%, __ COSYy
= ? = 3
x—xy, COSQ x—x, COSa

ou, ce qui revient au méme,

5 ==

x — Zo x — 2

(12) T Noe, TR,

S e . cos3  cosy
@ et 9(e) désignant les valeurs arbitraires des rapports =5 -,
que I'on suppose liées entre elles de telle sorte que I'une se déduise de
Pautre. Si maintenant on élimine ¢ entre les équations (12), celle

qu’on obtiendra, savoir

o . Z2— 2 _ y—‘yo
(13) x—xo_SD(x——xo)’ .
ou
(14) 3 — 5= (2 — ) ?(%‘}Zﬁ)’

représcntera une surface conique dont la forme et la position varieront
avec la nature de la fonction ¢. Il est bon d’observer que la valeur de
5 — z,, fournie par 'équation (14), est précisément celle qu’on déter-
mine en égalant & zéro une fonction homogene quelconque des trois

différences
X— Loy .Y — Yo 3B 5p.

D’ailleurs, si 'on prend pour sommet de la surface conique I'origine
des coordonnées, ces trois différences se réduiront aux variables «,
y,» 2. Donc, pour obtenir I'équation d’une surface conique dont le

sommet coincide avec I'origine, il suffit d’égaler & zéro une fonction
homogene quelconque de «, y ct =. ‘
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Troisiéme exemple. — Concevons que I'on demande 'équation finie
d’une surface conoide, engendrée par une droite mobile qui passe con-
stamment par un axe donné, en demeurant perpendiculaire 2 cet axe.
Si I'axe dont il s’agit coincide avec 1’axe des z, les deux équations de
la génératrice seront évidemment de la forme

(15) ' %:e, s=9(€);

(16) z::cp(%):

en sorte que I'ordonnée s de la surface se trouvera exprimée par une
fonction homogene de « et y, d’un degré nul. _

Supposons maintenant que I'axe de la surface conoide coincide avec
une droite menée par un point donné (x,, y,, z,), de maniere a former,
avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles donnés «, B, .
La génératrice de la surface pourra étre considérée comme produite par
I'intersection de deux plans mobiles dont 'un passerait constamment
par P'axe de la surface, tandis que I'autre serait perpendiculaire i cet
axe. Or, si'on nomme L, M, N les angles compris entre la perpendi-
culaire au premier plan et les demi-axes des coordonnées positives,
ces angles vérifieront évidemment la condition

(r7) cosacosL +-cosf3 cosM + cosy cosN=o,
et I’équation du premier plan sera de la forme
(18) (& —z) cOsL + (¥ — ) cosM + (5 — 5;) cosN =o.

On trouvera par suite

cosL _ cosM
(y — o) c0sy —(5—5)cosf3 ~ (5—5)cosa— (2 —z,)cosy
(19)
cosN

= (z — ,) coSP — (¥ — yo) cosa’
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et 'on en conclura

(20) . . (=x)cosy—(s—s5)cosp _ _ cosL _ o
" (x—xy)cosy — (8 —3)cosae  cosM T T’

e désignant une constante arbitraire. Quant i 1’équation du second
plan, elle sera évidemment de la forme

(21) . 2 COSa+ ¥ COSP + 508y =Sy = ¢(8).

Cela posé, les équations de la génératrice pourront s’écrire comme il
suit

(y — yo)cosy — (5 —z,)cosP o

(22) (z — x,) cosy — (5 — &) cosa

zcosa + y cosP + scosy =9 (L),

et 'équation finie de la surface conoide sera

(¥ — o) cosy — (5 — z) cosﬁ].

(23) - xcosa +ycosﬁ+zcosy:cp[<x_wo)COSY_(S_SO)CUM

. .y T T
Si, dans cette derniere formule, on pose a = -, 8 = =, y =0, x,=0,
. 2’ 2’ o
Yo = 0, 5, == 0, on retrouvera précisément I'équation (16).

Quatriéme exemple. — Concevons que I'on demande I’équation finie
d’'une surface de révolution. On pourra prendre pour génératrice de
cette surface, ou une courbe plane tournant autour d’un axe, nommé
axe de révolution, et situé dans le plan de la courbe, ou, ce qui revient
au méme, un cercle dont le rayon serait variable, mais dont le plan
resterait toujours perpendiculaire & I'axe dont il s’agit, et dont le
centre serait situé sur ce méme axe. Cela posé, admettons d’abord que
'axe de révolution coincide avec I'axe des 5. Les deux équations du '
cercle générateur seront évidemment de la forme

(24) ' . 4 yr=e, z2=9(8),
et, pai' suite, 'équation finie de la surface de révolution sera °

(25) ) z=g(xr+ y?).
OFuvres de C. — §. 11, t. VIIL -6
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Supposons maintenant que I'axe de révolution coincide avec une
droite menée par un point donné (x,,y,, 5,), de maniére & former,
avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles donnés «,
B, v- Le cercle générateur sera évidemment la courbe d’interscction
d’une sphere qui aura pour centre le point (2, ¥, 5,) et d’un plan
perpendiculaire i I'axe de révolution. Donc les équations du cercle
générateur seront de la forme

x cosa + y cosP + 3 cosy=2¢,

(26)
(2 —Zo)2+ (Y — 7o)+ (5 — 5)' = ¢(C),

et 'équation finie de la surface de révolution sera

(27) (22— &)+ (¥ — o)+ (5 —50)*==¢(& cosa + y cos 3 + z cosy).
Si I'on suppose, dans cette derniere, a = g, = g, Y =0, £,=0,
¥o= 0, 5,= 0, on obtiendra la suivante

24y + 2= ¢ (3),

de laquelle on tirera une valeur de = semblable i celle que présente la
formule (25). .

On pourrait généraliser encore les principes établis au commence-
ment de ce paragraphe, et faire mouvoir dans I'espace les lignes tel-
lement choisies que la construction des surfaces engendrées par le
mouvement de ces lignes dépendit de plusieurs fonctions arbitraires.
Considérons, en effet, une ligne droite ou courbe dont les équations
soient
(28) (%, 5,5, ©,S1,€5Cs, ...) =0, F(z,y,3,2,2, €€ ...) =0,
et renfernient, avec les variables «, y, z, plusieurs parameétres ou con-
stantes arbitraires e, €4s €4y €4, .... Sil'on attribue successivement
ces constantes une infinité de valeurs arbitrairement choisies, la ligne

en question changera de position, souvent méme de forme, sans décrire
aucune surface déterminée. Mais, si I’on établit, entre les constantes e,
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€i1) €4, €y, ..+, des relations telles que, la valeur de 'une étant donnée,
" les valeurs de toutes les autres s’en déduisent, si I'on suppose, par
exemple,

(29) e, =9(e), e, =% (2), ey={(e), veoy

p(e), x(e), b(e) désignant des fonctions de la constante e, les équa-
tions (1), réduites aux deux suivantes

( r[‘”’}’az;@,CP(@)’X(Q)’LP(@)) cv.]=o,
(30) |

\ F[“" 7,5 S, ?(@), X(@), ‘-l’(e): .+ ]=0o,

représenteront une ligne dont la forme et la position seront compléte-
ment déterminées pour chaque valeur particuliere de la constante e.
Donc, si I'on attribue successivement a cette constante une infinité
de valeurs, la ligne en question se mouvra de manitre 4 engendrer
une certaine surface. Or, la forine et la position de cette surface
dépendront évidemment de la nature des fonctions o(e), x(e),
¢(e), ..., que I'on peut choisir arbitrairement. Ajoutons que, pour
obtenir P'équation de la surface, il suffira d’éliminer € entre les équa-
tions (30), mais qu’on ne pourra, en général, effectuer cette élimi-
nation qu’apres avoir remplacé les fonctions arbitraires 9(e), y.(€),
J(e), ... par des fonctions déterminées de la constante . '
1 est bon d’obséerver que, dans les 6quations (30), on pourrait faire
dépendre les unes des autres plusieurs des fonctions ¢(e), y(e),
$(e), ..., et prendre, par exemple, pour ¢(e), y.(), ¥(e), ..., des
dérivées de la fonction ¢(e). Ainsi, pour fixer les idées, on pourrait

supposer :
‘ w€)=9'(8), P(&)=¢"(e),

§ 1. — Equations aux différences partielles des surfaces engendrées
par le mouvement des lignes. ‘

Considérons d’abord la surface engendrée par le mouvement. de la
ligne droite ou courbe que représentent les équations (3) du § I. Si
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’on nomme p et ¢ les valeurs des dérivées partielles

_(lz. et _(?i
ox oy

que fournit I'équation de la surface, dans le cas ol I'on regarde , y
comme variables indépendantes, et 5 comme une fonction de ces deux
variables, on aura

) ds =pdz + qdy;

et cette derniere équation sera toujours satisfaite, quand les coordon-
nées @, y, s varieront de maniere que le point (x, y, =) décrive une
courbe comprise dans la surface dont il s’agit. Or, si la courbe en ques-
tion sc confond avec la génératrice de la surface, elle aura pour équa-
tions finies les formules (3) du § I. Par suite, les différentielles des
coordonnées de la courbe vérifieront les formules
dv do dv ow ow

ow

5 =03}

et comme, en faisant, pour abréger,.

_ 90w o gw
T dy 9z 09z dy
dv dw - dv dw
(3) 0=% % "oz 0z’
R0 0w 00 dw
9z dy  dy ox’
on tirera des équations (2)
der dy dz
© (&) O FETER

on conclura définitivement de I'équation (1) combinée avec la for-
" mule (4)

(3) ! Pp+Qq¢=R.

Telle est I'équation aux différences partielles de toutes les surfaces
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que peut représenter I'équation (4) du § I. Cetté équation aux diffé-
rences parti'elles ne renferme plus la fonction arbitraire indiquée par
la lettre @, mais seulement les dérivées partielles de z, savoir, p et g,
avec les quantités P, Q, R, qui sont des fonctions déterminées des
variables «, y, 5. Au reste, on pourrait déduire directement I'équa-
tion (5) de la formule (4) du § I. En effet, pour y parvenir, il suffirait
de différentier cette derniere formule : 1° en regardant et z comme
seules variables; 2° en regardant y et z comme seules variables, puis
d’éliminer la fonction dérivée ¢'(v) entre les nouvelles équations ainsi
obtenues. Ajoutons que I’on pourrait encore établir Péquation (5), en
considérant un point quelconque (x,y, z) de la surface dont il s’agit
et observant que, si I’on mene par ce.point une normale & la surface et
une tangente 4 la génératrice, ces deux droites seront perpendiculaires
]’un.e 3 Pautre. En effet, les cosinus des angles formés avec les demi-
axes des coordonnées positives par la normale et la tangente en ques-
tion seront proportionnels d’une part aux quantités

(6) P 9 —1I,

de l'autre aux valeurs de dz, dy, ds tirées des équations (4), et, par
conséquent, aux quantités

(mn : P, Q, R.

Donc, puisque le cosinus de 'angle compris entre les deux droites
devra s’évanouir, la somme des produits qu’on obtient en multipliant
deux & deux les quantités (6) par les quantités (7), savoir,

Pp-+Qg—R,
devra se réduire i zéro. En d’autres termes, la formule (5) devra étre
vérifige.

Premier exemple. — Concevons que I'on demande I'équation aux dif-
féerences partielles d’'une surface cylindrique. Si 'on nomme «, 3, ¥y
les angles formés par la génératrice avec les demi-axes des coordon-
nées positives, cette génératrice pourra étre représentée par la for-
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mule (5) du § I, de laguelle on tirera

de _ dy _ dz
cosa  cosf3 ™ cosy

(8)

Or on conclura de la formule (8), substituée & la formule (4) ot com-
binée avec ’équation (1),

(9) cos;/:'pcosoe+qcosﬁ.

Telle est 'équation aux différences partielles des surfaces cylindriques.
Pour D'établir directement, il suffirait d’exprimer que la normale
menée par un point queleconque d'une surface cylindrique forme un
angle droit avec 'une quelconque des génératrices de la surface.

Deuxiéme exemple. — Concevons que 'on demande I'équation aux
différences partielles d’une surface conique. Sil'on nomme %, 4, z,
les coordonnées du sommet, la génératrice pourra étre représentée par
la formule (5) du § I, de laquelle on déduira encore la formule (8), et
par conséquent la suivante

de _~dy _ ds
x—xy  y—Yy 5—%

(10)
Or on conclura de la formule (10), substituée a la formule (4) et com-
binée avec I'équation (1),

(11) 5 — 5= p(& — &) + q(y — Vo).

Telle est 'équation aux différences partielles des surfaces coniques.
Pour I'établir directement, il suffit d’exprimer que le plan tangent &
une surface conique passe toujours par le sommet. En effet, si I'on
nomme &, 7, ¢ les coordonnées courantes du plan tangent mené 4 la
surface par le point (2, y, ), on aura

(12) s—{=ple—E) +q(y—mn);

et, si cé plan doit renfermer constamment le point (@, y,, 5,), I'équa-
tion (12) entrainera évidemment la formule (11). -
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Dans le cas particulier ot le sommet de la surface conique coincide
avec I'origine des coordonnées, la formule (11) se réduit 2

(13) ' s=px+qy.

Cette derniere équation est celle que fournit le théoreme des fonctions
homogenes dans le cas ou I'on suppose que la fonction des variables «;
y, désignée par z, est homogene et du premier degré.

Troisiéme exemple. — Concevons que I'on demande I'équation aux
différences partielles d’une surface conoide. Si cette surface a pour axe
I'axe des z, la génératrice sera représentée par les équations (15) du
§ I, desquelles on tirera

(x4) . — =, ds=o.

Or on conclura de ces dernitres, substituées & la formule (4) et com-
binées avec I'équation (1), '

3y : px+qy=o, '

Cette équation aux différences partielles de la surface conoide est pré-
cisément celle que fournitle théoreme des fonctions homogenes, quand
‘on suppose 'ordonnée z équivalente & une fonction des variables «, y,
homogene et d’'un degré nul. On pourrait encore établir cette méme
équation en observant que, si par le point (x,y, z) on méne un plan
tangent a la surface conoide, il renfermera la génératrice tout entiere
et, par conséquént, le point d’intersection de la génératrice avec I'axe,
c’est-a-dire, le point qui, sur cet axe, correspond a 'ordonnée z. En
effet, si, dans I’équation (12), on pose

E:?’ C N=o, {=nz,

on se trouvera précisément ramené 4 la formule (15).

Supposons maintenant que I'axe de la surface conoide coincide avec
une droite menée par le point (@, ¥,, %, ), de maniere i former, avec
les demi-axes des coordonnées positives, les angles a, 8, v. La généra-
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trice pourra étre représentée par les formules (21) et (18) du § I, des-
quelles on tirera

(16) cosadz + cosBdy + cosyds=o
et
(17) cosL dz +- cosM dy + cosNds —o.

Si, d'ailleurs, on combine I'équation (17) avec la formule (19) du § 1,
on trouvera ' .
[(y — yo) cosy —'(5 — 5,) cosP] dx
(18) + (s — z,) cosa— (& — x,) cosy] dy
+[(z — xy) c0sB — (¥ — yo) cosa] dz =o.

Or on conclura des équations (16) et (18), substituées & la for-
mule (4) et combinées avec I'équation (1) : 1° en éliminant la diffé-
rentielle dz,

(19) (cosa + p cosy) dz + (cosP + g cosy)dy =o
et

( { Yo)cosy — (2 — 59) €08 + pl(x — ;) cosP — y yo)cosa]}dx
(20)2 { 3y) Cosa — (& — &,) c0sy + g[(2 — xo) cosf — (¥ — yo)cosa]}dy_o,

2° en éliminant les différentielles dx et dy,

(¥ — ¥o) cOSy — (5 — 53) cosP + p[(x — x,) cosP — (¥ — ¥,) cosa]
cosa —+ p COSy .

(21) ? _ (58— 3)cosa— (2 — @) 08y + q[(# — &o) C0SP — (¥ — o) cosa]
- cosP + g cosy
Telle est I'équation aux différences particlles de la surface conoide. Au
reste, cette méme équation peut étre présentée sous une forme plus
simple, que nous allons faire connaitre.
. Sil'on’élimine dz : 1° entre les équations (16) et (17); 2° entre les
équations (1) et-(17), on trouvera

(cosa cosN — cosy cosL) dz + (cosf cosN — cosy cosM) dy = o,
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ct o :
' + (cosL + p cosN) dz + (cosM + ¢ cosN) dy = o;

. puis on ¢n conclura

(22) cosecosN — cosy cosL __ cosf cosN — cosy césM_ .
cosL + p cosN - cosM + g cosN

D’ailleurs, les fractions que renferment les deux membres de la for-
mule (22) étant égales, on obtiendra encore une fraction équivalente
a chacune d’elles si I'on divise la somme de leurs numérateurs par la
somme de leurs dénominateurs, aprés avoir multiplié les deux termes
de la premikre par cosa, et les deux termes de la scconde par cosf, ou
bien les deux termes de la premiere par x — x4, etles deux termes de
la seconde par y — y,. Cela posé, on tirera de la formule (22), en ayant
égard aux équations (17) et (18) du § 1,

S cos?a + c0s*f3 +- cos’y

: COS o~ ¢ COSP — oS

(23) P cosa+ qcosf Y ,
_(x—@p)cosa—+(y—y,)cosP + (85— z,) cosy

— 2

P(x"“‘”o)"‘Q()’—}’o)—(z—‘zo)

ou, ce qui revient au méme,

P(2 =) +g(y —yo) — (5 — %) \
= (pcosa+ g cosf —cosy) [(x — @) cosa + (¥ — ¥,) cosf + (5 — ) cosy].

(24)

Telle est, sous la forme la plus simple, I'équation aux différences par-
tielles de la surface conoide. J’ajouterai que, pour établir directement
cette équation, il suffirait de projeter la distance du point (@, ¥os o)
au point (2, y, 5) : 1° sur I'axe de la surface conoide; 2° sur la normale
menée & la surface par le point (a, y, 5), et d’observer que la seconde
projection, devant étre égale en longueur  la perpendiculaire abaissée
du point (@, y,, 5 ) sur le plan tangent, a nécessairement pour mesure
le produit de la premiere projection par le cosinus de 'angle aigu com-
pris entre la normalg et I'axe.

. Dans le cas particulier ot 'on suppose o = 7—:, B :g, Y=o, z,=0,

-

OFuvres de C., — S.11, t. VIII.

~
- - /
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¥o = 0, 5= 0, la formule (24 ) se réduit, comme on devaits’y attendre,
i I'équation (15). ' )

Quatriéme exemple. — Concevons que 'on demande I'équation aux
_différences partielles d’'une surface de révolution. Si cette surface a
pour axe P'axe de s, le cercle générateur sera représenté par les équa-
tions (24) du § I, desquelles on tirera

(25) " zdr+ydy=0, . di=o.

Or on conclura de ces derniéres, substituées a la formule (4) ¢t com-
bhinées avec 'équation (1),

(26)

8 I~

=17
y '
On arriverait & la méme conclusion en observant que, dans hypothese
admise, lanormale menée & la surface par un point quelconque (=, y, 2)
doit toujours rencontrer 'axe des z, et que, en conséquence, la projec-
tion de la normale sur le plan des &, y doit passer par l'origine. En
. effet, si 'on nomme &, v, ¢ les coordonnées courantes de la normale,
~cette droite sera représentée par la formule

(27) ' — =

et, pour que sa projection sur le plan des x, y passe par l'origine, il
suffira que I'équation - -

(28) ——=

soit vérifiée par des valeurs nulles de £ et de v. En d’autres termes, il

y .,z . . A q
suffira que l'on ait o= %, ou, ce qui revient au méme, —g— = 3{

Supposons maintenant que I'axe de révolution coincide avee une
droite menée par le point (%9 ¥os 50)» de maniere 4 former, avec les
demi-axes des coordonnées positives, les angles «, 8, v. Le cercle
générateur pourra étre représenté par les formules (26) du § I, des-

™
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quelles on tirera

( (2 —zy) dz +(y —¥0) dy + (2 — 5} ds =0,

(29)
. E cosadx + cosfdy +cosyds =o,
- et par suite '
‘ dr _ dy
3 (¥ — 7o) cosy — (2 —35,)cosB (53— 3,)cosa — (x — z,) COSy
%) ? : o ds ‘ ‘
T (& —,) cosB — (¥ — y,) cosar

Or on conclura de la formule (30), substituée & la formule (4) et com-
binée avec I'équation (1),

(31) PL(y — yo) cosy — (5 — %) cosP]+ g[(s —5,) cosa — (= — Z,) cosy]
= (z—x,)cosB — (y —y,) cosc. ) '
‘ Telle est I’équation aux différences particlles des surfaces de révolution.

On pourrait encore établir cette équation en exprimant que la normale
menée a une semblable surface par un point quelconque (, y, =) ren-
contre toujours I'axe de révolution. En effet, si I'on nomme &, 0, {les
coordonnées courantes de cet axe, on aura

E——wo_n—~yo_2§—zo

32 = = .
(32) cosa cosf3 cosy

D’ailleurs, pour que la normale rencontre I'axe, il suffit que'les for-
mules (27), (32) puissent étre vérifiées simultanément par un systéme -
particulier de valeurs de &, v, . Or, si I'on substitue, dans la derniére
formule, les valeurs de &, v, tirées de la premiere, on trouvera

xZ“*;vo_p(C'_!;z)—.y_.yo_q(c—z):,z—zo+z‘_z ¥
cos o o cosf3 coSYy.

— (@ —,) (08 + g cosy) — (¥ —y,) (cosa -+ p cosy) + (58— 3¢) (p cosf — g cosa)
— ] o . B J

v

_et, par suite, on obtiendra I'équation

' (% — 2o) (cosB + g cosy) — (¥ — ¥o) (Cosa +p cosy)

(33)
=+ (5 — %) (p £osp — g cosa) = o,

qui coincide évidemment avec la formule (31).

Py
N
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Dans le cas particulier oli I'on suppose o = §> B= EA Y=0,%,=0,
" Y9e=0, 5p=0, la formule (31) ou (33) se réduit, comme on devait s’y
attendre, a Péquation (26).

Si I'on faisait mouvoir dans I'espace, non plus la ligne que déter- -
minent les équations (3) du § I, mais celle que déterminent les for-
mules (30) du méme paragraphe, la surface engendrée par le mou-
vement de cette ligne pourrait encore étre représentée par une ou
plusieurs équations aux différences partielles, qui ne renfermeraient
pas les fonctions arbitraires 9, v, ¢, .... Seulement ces équations aux
différences partielles seraient, en général, d’un ordre supérieur au pre-
mier. Ajoutons que, pour les obtenir, il suffirait de considérer, dans
les équations (30) du § I, 5 et © comme des fonctions des variables .
indépendantes «, y, puig d’¢liminer les quantités

e 92 og*e 0re e

(34) @, %’ 37’ ,W’ W) '—(T)'—{’ LA ]
()D(@), (P’(e)v CP”(Q)’ )
(33) @)y () #(@) .en

entre les équations (30) et celles qu'on en déduit par des différen-
tiations relatives, soit & la variable «, soit & la variable y. Supposons,
pour fixer les idées, que I'on désigne par m le nombre des fonctions
arbitraires

(36) - o) x(2) Y(2) .5

et par » un nombre enticr quelconque. Si des séries (34) et (35) on
exclut celles des dérivées particlles de e, et celles des dérivées de
o(e), y(e), ¥(e), ... dont Pordre est supéricur & , le nombre des
termes de la'série (34) se réduira simplement au produit

(n+1)(n+2)
IR

ct le nombre des termes compris dans les séries (35), &

(n+1)m.
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D’autre part, si I'on joint aux équations (30) du § I leurs dérivées
d’un ordre inférieur ou égal 4 2, on obtiendra en tout

(n+1)(n+2)

équations; ct I'on pourra, entre ces derniéres, éliminer les différents
termes compris dans les séries (34) et (35), des que le produit -

(n=4+1)(n 4 2)
2

(n 1) (n'+ 2) surpassera la somme + (n+1)m, ou, -

. . R N ’ n
ce qui revient au méme, dés que le nombre - +1 surpassera. le

nombre m. Or, cette condition sera remplie si 'on prend n = 2m — 1,

et alors 1'élimination produira 7 équations aux différences particlles

qui appartiendront toutes & la surface ci-dessus mentionnée.

_Lorsque les -¢quations (30) du § I renferment une fonction arbi-
traire ¢(e), et se réduisent a

(37) l’[<”,}’,5,@,<P(9)]:0, F[#,y,Z,e,?(e)]:O,

en joignant & chacune de ces équations ses deux dérivées partielles du
premier ordre, on obtient ¢n tout six équations entre les quantités
03 Jds Je  9e :
Y s P=Gn 4= S L 9 (), ?'(?),
et 'élimination des cing derniéres de ces quantités, entre les six équa-
- tions dont il s’agit, produit, comme on devait 8’y attendre, une équa-
tion aux différences partielles du premier ordre entre les variables
indépendantes «, y et I'ordonnée s considérée comme fonction de ces
variables. o
Lorsque les équations (30) du § I renferment deux fonctions arbi-
traires ¢ (e), y.(€), et se réduisent i

(38) I’[»T, .};a Sy @’, cP(\"B), x(@)] :‘0, F[x,}’, 3, C, @(@), X(@)] =0,

en joignant & chacune de ces équations ses dérivées partielles du pre-
mier et méme du second ordre, on n’obtient en tout que douze équa-
tions entre lesquelles il n’est pas possible d’éliminer, du moins en
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général, les douze quantités

[ e 92, 02 oo oo e
(39) < * 0z’ gy’ &t dzoy’ O
( (), ¢'(8), ¢'(e) x(e) X(8) x(S).

" Mais, en s’élevantjusqu’aux dérivées du troisieme ordre, on obtiendra
en tout vingt équations entre lesquelles on pourra éliminer les quan-
tités (39) avec les suivantes

Po re re o8

(40) ek d_—a??dy, -—_050()‘}’2, 5"}77

cplll(e), XIII(@),

et I'élimination produira deux équations aux différences partielles du
troisieme ordre cntre les variables indépendantes T, Y et la vauable
principale z.

Il est bon d’observer que, dans certains cas, 'ordre des equatlonb
aux différences partielles, produites par I'élimination des quantités (34)
et (35) entre les formules (30) du § I ct leurs dérivées successives,
peut s’abaisser considérablement. Supposons, par exemple, que ces
formules renferment trois fonctions arbitraires 9(2), x(e), ¢(2).
Comme on aura, dans cette hypothese, m =3, 2m — 1 =5, il faudra
généralement, pour effectuer I'élimination des quantités (34), (35),
s'élever jusqu’aux dérivées du cinquieme ordre, ct cette élimination
produira trois équations aux différences partielles du cinquizme ordre
entre @, y et z. Mais, si I'on établit entre les fonctions ¢(2), 9 (2),
y(e) les relations '

wS)=¢' (),  d(S)=9"(e) .

ou, en d’autres termes, si les formules (30) du § I se réduisent a -
([ll) f[x’ Y3, e, CP(?’)’ ?I(@% (P”(@)]:O, F[‘v:)” 52, (P(e): ?'(9), " )]=o,
alors, en joignanta ces formules leurs dérivées du premier et du second .
ordre, on obtiendra en tout douze équations entre lesquelles on pourra
gliminer les onze quantités

92 0 ae ge 9o

o — el — ——
(h2) @, oz’ 9y’ 9=’ Gz dy’ 9y CP

?3

) 9'(©), 9"(2), " (2), ¢"(©),
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et I'élimination produlra une seule équation aux différences partielles
du second ordre entre les variables indépendantes , y et la variable
principale z. Donc la surface engendrée par la ligne que représentent
les formules (41) sera représentée elle-méme par une équation aux dif-
férences partielles du second ordre, qui ne renfermera plus la fone-
-tion ¢, ni ses dérivées. Parmi les surfaces de cette natﬁre, on peut
remarquer celle qui aurait pour génératrice la normale principale d’une -
courbe & double courbure, dont les équations seraient de la forme

(43) Cy=f@), s=s@), |
f(z) désignant une fonction donnée, et ¢ (z) une fonction arbitraire.
Considérons encore la surface développable qui aurait pour généra-

trices les diverses tangentes que I'on peut mener a une courbe a double
courbure. Si 1’011 représente par ‘
(44) z=9(%), y=x(s)

la courbe dont il s’agit, la droite qui touchera cette courbe au point
dont les coordonnécs seront ‘
(43) =g, x:¢(9), L Yy=x(2)

pourra étre représentée par la formule

6 2=9(2) _y—y(2).
o) Fer — e

0

Done, pour obtenir 'équation finie de la surface développable engen-
drée par cette droite, il suffira d’éliminer la constante arbitraire e
entre les deux équations corﬁprises dans la formule (46).. Au reste,
cette ¢limination ne peut étre effectuée qu’apres la détermination des
fonctions arbitraires o(e), 1 (e), desquelles depend la construction de
la surface. ‘ : ‘

Soient mamtenantp, g, 1, 8, tles valeurs des derlvees partlelles

-9z 03 dz s 03
Loz’ dy’ 9x¥ dzdy’ 0y*

que fournit 'équation de la surface développable, apres une ou deux
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différentiations relatives aux variables indépendantes-z, y. La for-
mule (1) devra étre vérifiée par les valeurs de dz, dy, ds tirées de la
formule (46); et, comme celle-ci.donnera '

dz dy
= = dZ,
) 9'(e) —x'(e)
ou, c¢ qui revient au méme,
dz dy dz

(48)

T—¢(@) y—u® i-¢&

on trouvera définitivement

(49) | 1=p ¢'(2)+ 7% ()
et
(50) s —e=pla—o()]+glx— (&)}

Done I'équation (50) appartiendra cncore & la surface développable, si
I'ony regarde © comme une quanlité variable déterminée par I'équa-
tion (49). Or, dans ce cas, si 'on différentie I'équation (50) : 1° par

. 2 e
rapport a &; 2° par rapport a y, les cocfficients de g—x ou de %)— seront

égaux dans les deux membres, et 'on aura par suite
o=rlz—¢(&)]+s[y —x(e)],

(51)
o=s[z—e(C)]+ tly —x(&)];

puis on en conclura, en éliminant la quantité e,
(52) rt—=s.

- Ainsi, quoique les équations de la génératrice d’une.surface dévelop-
pable renferment deux fonctions arbitraires et leurs dérivées du pre-
mier-ordre, cette surface peut étre représentée par unc équation aux
différences partielles qui ne contienne plus de fonctions arbitraires, et
qui soit du second ordre seulement.

-
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§ II. — Sur les directrices des surfaces engendrées par le mouyement
des lignes.

Lorsqu’'une surface est engendrée par le mouvement d’une ligne
droite ou courbe, dont les équations renferment une fonction arbi-
traire, on peut déterminer cette fonction de maniére que la surface
passe par une ligne donnée qui s’appelle alors directrice. On y parvient
en effet de la maniere suivante.

Supposons toujours la génératrice représentée par les équations (3)
du § I, c’est-a-dire, par les formules

(1) . =0, w=9(€),

dans leséuelles ¢, w désignent deux fonctions déterminées de x, y, =,
et () une fonction arbitraire du parametre . Soient d’ailleurs

(2) f(%}’,z)IO, F(x:}’,z):()

les équations de la directrice, ou, ce qui revient au méme, les équa-
tions de deux surfaces qui la renferment. Pour déterminer la nature
de la fonction ¢, il suffira d’assujettir chaque génératrice & passer par
un point de la courbe (2). Donc la fonction ¢ devra étre choisie de
manigre que les formules (1) et (2) soient vérifiées simultanément par
un systeme unique de valeurs de «, y, z. Par conséquent, la valeur de
¢(e) se déduira de I’équation produite par I'élimination des coordon-
nées x, y, s entre les formules dont il s’agit. La nature de la fonc-
tion p(e) étant ainsi déterminée, I'équation (4) du § I, savoir

(3) w=9(¢),

ne renfermera plus rien d’arbitraire, et 'on pourra construire la sur-
face que cette équation représente.

Si I'on voulait déterminer la fonction ¢ comprise dans les for-
mules (1), de manitre que la surface (3) fut circonscrite & une surface
donnée, il faudrait chercher d’abord les équations de la ligne de con-
tact des deux surfaces, et 'on pourrait ensuite opérer, comme on vient

OFusres de C. — S. 11, t, VIII, .8
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de le dire, en prenant pour directrice la ligne dont il s’égit. Or soit
(4) w=o :

Iéquation de la surface donnée, u désignant une fonction connue de
x, ¥, 5. La normale, menée a cette surface par un point quelconque
(x,y, =) de laligne de contact, formera, avec les demi-axes des coor-
données positives, des angles dont les cosinus seront proportionnels
aux dérivées partielles '

(5) g%’ g—;f> z—g’

tandis que la tangente, menée par le méme point a la génératrice de la
surface (3), formera, avec les mémes demi-axes, des angles dont les
cosinus seront proportionnels aux valeurs de .

(6) P, Q, R

que fournissent les équations (3) du § II. D'ailleurs, comme la tan-
gente et la normale dont il est ici question sont toujours perpendicu-
laires I'une & l'autre, le cosinus de 'angle compris entre ces deux
droites se réduira nécessairement & zéro. Done, si 'on multiplie deux
a deux les quantités (5) par les quantités (6), la somme des produits
sera nulle, et 'on trouvera

7) PIt QRS =0

On arriverait & la méme conclusion en observant que, pour chaque
point de la courbe de contact de la surface donnée et de la surface (3),'
les normales & ces deux surfaces doivent se confondre, et qu’en consé-
quence les quantités (5) doivent étre proportionnelles aux cosinus des
angles formés par la normale 2 la surface (3) avec les demi-axes des

- coordonnées positives, ou, ce qui revient au méme, aux quantités

(8) p ¢ —I
s . dz 0z ,. , ' y . .
p et g désignant les valeurs de — et 3 tirées de 'équation (3). En
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effet, si, apres avoir posé la formule

' P _ 9 _—t
(9). _d_Lf _ Q_L_t— du’
ox dy Js

on substitue les valeurs de p, g déterminées par cette formule dans I’é-
quation aux différences partielles de la surface (3), ¢’est-d-dire, dans
I'équation (5) du § II, on retrouvera I'équation (7).

L’équation (7) devant étre vérifiée, en méme temps que I'équa-
tion (4), pour tous les points de la ligne de contact, les deux équations
réunies suffiront pour représenter cette méme ligne, qui, dans 'hypo-
these admise, deviendra la directrice de la surface (3).

Quoique les méthodes ci-dessus indiquées conduisent i des solutions
fort simples des questions que nous nous étions proposées, on peut
simplifier encore les calculs qu’exige I'emploi de ces méthodes. On y
parviendra effectivement  I'aide des considérations suivantes.

Concevons que I'on demande I'équation de la surface qui a pour
génératrice la'ligne représentée par les formules (1), et pour directrice
la ligne représentée par les formules (2). On pourra continuer a se
servir des lettres @, ¥, z pour désigner les coordonnées courantes de la
directrice, et employer de-nouvelles lettres &, v, { pour désigner les
coordonnées courantes de la génératrice menée par le point (x,y, 3).
Cela posé, si 'on nomme V et W ce que deviennent les quantités ¢ et w
quand on y remplace @, y, z par §, v, {, les équations de la génératrice
deviendront

(10) Y=p, W=—uw,

tandis que la directrice sera toujours représentée par les formules (2).
Or, si 'on élimine , y et z entre les formules (2) et (10), on obtien-
dra une équation qui renfermera les seules coordonnées &, 7, {, et qui
sera vérifiée pour un point quelconque de I'une quelconque des géné-
ratrices. Donc cette équation sera précisément celle de la surface ci-
dessus mentjonnée. ' '

De méme, sil’on nomme&, v, { les coordonnées courantes d’une sur-
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face, engendrée par la ligne que représentent les formules (1), et cir-
conscrite & une autre surface qui serait représentée par la formule (4),
il suffira, pour trouver ’équation & laquelle doivent satisfaire les coor-
données &, v, {, d’éliminer @, y, = entre les formules (4), (7) et (10).

Il est bon d’observer qu'aux équations (10) on pourrait substituer
un systeme quelconque de deux équations qui seraient propres i repré-
senter la génératrice menée par le point (x, y, z) de la directrice, les
coordonnées courantes de la génératrice étant toujours désignées par
les trois lettres &, v, € '

Appliquons maintenant les principes que nous venons d’établir &
quelques exemples.

Ezemple I. — Proposons-nous d’abord de faire passer par une direc-
trice donnée une surface cylindrique dont la génératrice forme, avec
les demi-axes des «, y et z positives, les angles «, 8, y. Les coordon-
nées &, n, { de la génératrice menée par le point (z,y, z) de la direc-
trice vérifieront les deux équations comprises dans la formule

(1r1) E—x____n——y:C—z'

, cosa  cosp  cosy
Donc, si, entre cette formule et les équations de la directrice, on éli-
mine z, y, z, 'équation résultante, qui renfermera seulement &, v, ¢,
sera précisément celle de la surface cylindrique.

Concevons & présent que la directrice soit une courbe plane Dési-
gnons par £ la longueur de la perpendiculaire abaissée de ’origine sur
le plan de cette méme courbe, et par A, ., v les angles que forme cette
perpendiculaire avec les demi-axes des coordonnées positives. Enfin
nommons ¢ I'angle compris entre la perpendiculaire en question et la
génératrice de la surface cylindrique, en sorte qu’on ait

(12) €080 = c0S & COSA +- oS3 COS 1 -+ COSy COS V.
Les équations de la directrice seront de la forme

(13) xzcosh-+ycosp+zcosv==4k, F(z,y3)=o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PAR DES LIGNES DROITES OU COURBES. 61

Cela posé, on tirera de la formule (11) combinée avec la premiere des
formules (13)

F—z -n_'y__g__z__(E—x)cosl—\—(ﬂ—y)cospn—l-(C—-z)cosv
i cosa  cosp  coSy cosa cosA + oS3 cosp. + cosy cosy
(14)

__tcosh+mcosp +Ccosy — k
- cosd ?

et par suite

z=F— (:(;zg ( cosh -+ cosp —+ £ cosv — k),
(15) y.___y,'_%((’)Ssag(gcos)\-i—ncosp—ktcosv—k),

s = — COSY (£ cosh + n cosp + & cosv — k);
- c0so

puis, en substituant les valeurs précédentes de x, y, z dans la seconde
des formules (13), on obtiendra I'équation de la surface cylindrique,

savoir
_ cosg (£ cosh +n cosp + § cosv — k),
cos
(16) F{n— c__’osa (Ecosh - neosp +Lcosv —£), | =o.
oS
T —

Lorsque le plan de la directrice coincide avec le plan des w, y, elle
peut étre représentée par deux équations de la forme

(17) z=o0, F(x,y)=o;

et ’équation de la surface cylindrique, ¢’est-a-dire I'équation produite .
par I'élimination de x, y, z entre les formules (11) et (17), se réduit &

(18) ¥ Eéosy—tcosa ncosy—tcosﬁ)_o
cosy ’ cosy -

Concevons, pour fixer les idées, que la directrice soit une ellipse com-
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prise dans le plan des @, y, et représentée par la formule

2

x 2
(19) ?—}-%;:1.

I’équation (18) deviendra

(20) (€ cosy ;f coset)? + (ncosy ;Ccosﬁ)’

f— ]
= C08*y.

Supposons maintenant que la surface cylindrique doive étre circon-
scrite 4 une autre surface représentée par I'équation (4). Comme, en
chaque point de la courbe de contact des deux surfaces, la génératrice
de la premiere et la normale a la seconde se couperont & angles droits,
les coordonnées x, y, 5 de cette courbe vérifieront évidemment les
deux équations

ou " du du
(21) u=o, 3z 0%+ a;cosﬁ-i—&—cosy:o,

dont la seconde aurait pu étre immédiatement déduite de la formule (7).
Cela posé, pour obtenir 'équation de la surface cylindrique, il ne res-
tera plus qu’a éliminer x, y, s entre les formules (11) et (21)

Concevons en particulier que la surface cylindrique doive étre cir-
conscrite a un ellipsoide construit avec les demi-axes a, b, ¢, et ropré-
senté par I’équation

x2 . 2 22
(22) E-i-%{—;—;:l.

La seconde des formules (21), réduite &

€z Y k- _
(23) —acosa+ Fcosﬁ+c—2cosy_o,
représentera un plan passant par Porigine, et qui coupera I'ellipsoide
suivant la courbe de contact des deux surfaces. De plus, on trouvera,

en combinant les formules (23) avec les formules (1),

(24) x(E;a‘)+.7(ﬂb;~.7)+z(§c—;z):

0,
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puis, en ayant égard a I'équation (22),

(25) ' zE  yn 50

Enfin, si'on désigne par 2R celui des diamétres de l'ellipsoide qui sera
paralléle aux génératrices du cylindre, on aura évidemment

. cos?a  cos?p  cos’y 1
26 + + = =
(26) a? b? c? R’

attendu que 1'équation (22) devra étre vérifiée quand on y supposera
(27) . x=Recosa, y=RecosB, s=DNRcosy.

Cela posé, on tirera des formules (11), combinées avec les formules (23),
(25) et (26),

E‘w_n—y__c-—z
Cosa ~ cosP ~ cosy

cosa cosf3 _\cosy
_(E'“x) a? +(T)—}’) b2 +(C"“) c? — R Ecosa_l_y]cosﬁ_i_CCOS}’)
- cos’a  cos?B | cos’y - a* b? c
T c?
2 2 2
(E=2) 5 +(n—p =% - H+Tel
= Ecosa ncosﬁ+Ccosy :£coso¢ .,,COSﬁ+§cosy’
a? b2 c a'l b2 c?
et, par conséquent,
g o 8 piffcosa  mcosP Ccosy>"
(28) (?+Z—2+c’. 1=R P iy X S

Telle est I'équation de la surface cylindrique circonscrite a I'ellipsoide.
Cette derniere équation peut encore étre présentée sous une auatre
forme tres simple que nous allons faire connaitre.
Si, par I'extrémité du rayon R, c’est-a-dire par le point (z, y, z)
que déterminent les formules (27), on méne un plan t.angent a Iellip-
soide, et si I'on nomme X, Y, Z les coordonnées courantes de ce plan,
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on aura

(29) ZX—2)t LY —p)+ 52 —5)=o,

.ou, ce qui revient au méme,

aX  gY L _at g

a* FraTatE T ETh

puis on en conclura, en ayant égard aux formules (27),

Xcosa  Ycosf 4 Zeosy 1

(30) a? + b? et R

Concevons a présent qu'une droite soit menée du centre de l'ellip-
soide & un point (&, 0, {) choisi arbitrairement sur la surface du cy-
lindre circonscrit. Cette droite coupera I'ellipsoide et le plan tangent
en deux nouveaux points dont les coordonnées x, y, z et X, Y, Z véri-
fieront les formules (22) et (30). De plus, si 'on désigne par r, s, ¢ les
longueurs mesurées sur cette droite, & partir du centre de Pellipsoide,
et qui aboutissent aux trois points correspondants («, y, z), (E, 7, %),
(X, Y, Z), on aura évidemment

r r -’ r
(31) z —;E’ Yy =35m 5= 2%,

t t t
(32) X.:;E, Y——;'f), Z—;c.

Par suite, les équations (22) et (30) donneront

. 2 .n2 §2 S?
(3%) R
Ecosa  mcosP  Lcosy\_ s
(34) R( e g > =3

Or on tirera des formules précédentes, combinées avec I'équation (28),

s? s?

-r—z' — 1= ‘i‘i)
ou, ce qui revignt au méme,

1 I I
(35). RTETE
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Telle est la forme la plus simple que puisse recevoir I'équation (28).
Supposons maintenant que, par le point (E,'n, €) et par le rayon R, on
fasse passer un plan. Ce plan, qui coupera I'ellipsoide suivant une
ellipse, donnera pour sections, dans la surface cylindrique et le plan
tangent, deux tangentes conjuguées de cette ellipse. De plus, il est
clair que les extrémités des trois longueurs désignées par r, s, ¢ seront
situées sur I'ellipse et sur les deux tangentes conjuguées. Donc I'équa-
tion (35) entraine la proposition suivante :

Tutorive 1. — Si, aprés avoir tracé dans une ellipse un rayon quel-
conque r, on divise successivement I’ unité par le carré de ce rayon et par le
carré de chacune des deux distances s, t, qui séparent le centre des points .
ou le rayon prolonge rencontre deux tangentes conjugudes, le premier

quotient sera équivalent a la somme des deux autres.

Si 'on voulait démontrer directement ce théoreme, duquel on peut
déduire I'équation (28), il suffirait de projeter I'ellipse sur un plan
passant par le petit axe, et formant avec le grand axe un angle 7 qui
aurait pour cosinus le rapport du petit axe au grand axe. Alors, en
effet, I'ellipse et les deux tangentes conjuguées donneraient pour pro-
jections un cercle dont le rayon serait rcos<, et deux tangentes me-
nées a ce cercle par les extrémités d’un arc égal au quart de la circon-
férence. Il est aisé d’en conclure que les projections des longueurs s

et ¢, savoir
$c0sT, {COST,

seraient équivalentes a deux produits résultants de la multiplication
du rayon du cercle par la sécante et par la cosécante d’'un méme angle.
Donc, en désignant par 0 cet angle, on aurait

scosT  §
= = —séch,
recost . r r cosT

tcost ¢ s
-_—_;:cosew'

et, par suite,
2 2
r -~ I cos?0 4+ sin?6=1.
32 tz

Or cette derniere équation coincide évidemment avee la formule (35).

OFuvres de C. — S. 11, t. VIII. 9
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Lorsque les constantes @, b, ¢, R deviennent égales entre elles, I'el-
lipsoide se réduit & une sphere, et 'équation (28) peut s’écrire comme
il suit :

(36) E4+n'+ 50— (Ecosa+mnco B +Lcosy) =R

Le premier membre de la formule précédente n’est autre chose que le
carré de la perpendiculaire abaissée du point (£, v, {) sur la droite
menée par I'origine parallelement aux génératrices du cylindre circon-
scrit & la sphere. Donc cette formule exprime que la perpendiculaire
dont il s’agit est égale au rayon de la sphere; ce qui est évidemment
exact.

Si, 4 lellipsoide que nous avons considéré ci-dessus, on substituait
un hyperboloide & une ou & deux nappes représenté par I'équation

N
(37) A A=
ou par la suivante

=2 23 ),2 _
(38) FTE TR

il est clair que I'équation de la surface cylindrique, circonscrite & cet
hyperboloide, serait, dans le premicr cas,

! RS cosa cos {cosy\:
(39) §7+n—-%—1:[{’<£ P +nb,ﬁ— 027)7

al bi 02

SO . & ,:1{2<5C°?“+“°Sﬁ—ECOS}'>’.

Dans I'un et 'autre cas, la courbe de contact de Phyperboloide et de Ia
surface cylindrique serait plane, et son plan serait représenté par
I'équation

xcosa | ycosB  scosy
(41) pe i ey + e

Quant au premier théoréme, il se trouverait remplacé par une proposi-
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tion relative & deux hyperboles conjuguées ('), et que I'on peut énon-
cer comme il suit :

Tutorime 1. — Supposons que, apreés avoir tracé dans un plan deux hy-
perboles, on mene a ces hyperboles des tangentes conjuguées, ¢ est-a-dire
telles que les points de contact soient situés sur deux diametres conjugues.
Conceyons, de plus, que du centre commun des deux /zy])erboles on mene
a l'une d’elles un rayon r, et que l'on dwise l'unité : 1° par le carre du
rayon r; 2° par le carré de chacune des deux distances s, t qui séparent le
centre des points ou le rayon r rencontre les iangentes conjuguées. Le
premier quotient sera équivalent a la différence des deux autres, et I'on
aura ‘

(42) —=i_,

s? 2

~

f

pourvu que la longueur s soit celle gu’intercepte une des tangentes de I'hy-
perbole a laquelle appartient le rayon r.

Supposons encore que I'on demande la surface cylindrique circon-
scrite au paraboloide elliptique qui serait représenté par I'équation

2 2 ¥
43 r LY,z
(43) 2T ET2

Alors, au lieu des formules (23) et (25), on obtiendra les deux sui-

vantes

(44) ——cosoc+ ﬁcos@:écosy,
2 gn_ = L,

(49) aTE T

(1) Nous désignons sous le nom d'Ayperboles conjuguces deux hyperboles qui ont le
méme centre, les mémes asymptotes et les mémes axes, avec cette différence que l'axe
réel de la premiére est perpendiculaire 4 I'axe réel de la seconde. [Poir, & ce sujet, les
Lecons sur les applications du Calcul infinitésimal a la Géométrie, p. 273 et suiv. (2).]

{?) OBuvres de Caucky, 8. 11, T. V.
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puis on tirera de ces dernieres, combinées avec la formule (11),

Ecosa LT cosf3  cosy £ 4 8
t—z _n—y_{—3 a b c - at = b c
s - B T ¢ - 032 2 - ’
cosa  cosf3  cosy cosfa = cos?P fcosa  mcosP  cosy
raninn 2 : z
- a bt a* b c

et, par conséquent,

Ecosa mecosP  cosy\?
. { \ a b? c
b ¢ cos?a  cos*f

a? b?

(46) %§+*‘“

Si, au lieu d’un paraboloide elliptique, on considérait un paraboloide
hyperbolique représenté par la formule

(47) *"“ﬁ—2—’

I'équation de la surface cylindrique circonscrite deviendrait évidem-
ment

Ecosa_*ncos@_cos;/ 2
gﬁ_nz_— E— a? bz ¢
(48) @ T 2T costa  cosifs
T

Il est bon d’observer que, dans les formules (46) et (48), les binémes

- ¢
cos®a  cos?B  cos'a  cos?f3
at =+ e @ b2

A

ont pour valeurs numériques les quotients qu'on obtient en divisant
I'unité par les carrés des rayons qui forment des angles «, § avec les
demi-axes des x et y positives, dans ellipse et 'hyperbole représen-
tées par les équations

° .2 2 2
x ) a

U BN A
a b at b

’

‘Supposons enfin que 'on demande la surface cylindrique circon-
scrite & une surface du second degré représentée par I'équation

(49) Az?+ By?+-Cz2+ 2D ys + 2Ezz + 2Fxy + 2Gx + 2Hy + 21z =K.
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Alors les formules (23) et (25) devront étre remplacees par les deu:».
suivantes

(50) (Az +Fy+Ez+G)cosa

+ (Fz+By +Ds+H)cosf +( Eac+Dy+C~+I)cosy__o,

(Az +Fy +Ez +G) £+ ( Fa«+By+D~+H)n

51
(51 i +(Exz+Dy+Cs+1){+ G +Hy+Es=K,

dont la premiére représentera toujours le plan de la courbe de contact
des deux surfaces; et, en combinant ces formules avec la formule (1 1),
on trouvera, pour I'équation de la surface cylindrique demandée,

AZ+ BnP+ CO+ 2Dt + 2EC£ +2Ffn +2GE+2Hn + 210 —K

[(AE—I—I‘Y) +EZ+ G)cosa+ (FE+Bn+DE+H) cosP + (EE+Dn+Cl+1) cosy |
A cos?a + B cos?f «+ Ccos?y +2D cosP cosy -+ 2E cosy cosa + 2 F cosa cos 3

(32)

Exemple II. — Proposons-nous de faire passer par une directrice
donnée une surface conique dont le sommet coincide avec le point qui
répond aux coordonnées x,, ¥, 5,. Les coordonnées &, v, { de la géné-
ratrice menée par le point (w, y, z) de la directrice vérifieront 1es deux
equatlons comprises dans la formule
(53) (=2 _n—y L=

Zo— X Yo—) By—3

ou, ce qui revient au méme, dans la suivante

5 E—‘TO:")—"‘}'O:C'—Z(\'
(54) x—x2y ¥Y—Y 55— 5

Donc, si entre I'une de ces formules et les équations de la directrice
on élimine «, y, 3, 'équation résultante, qui renfermera seulement
& 7, ¢, sera précisément celle de la surface conique.

‘ | Lorsque la directrice est une courbe plane représentée par les équa-
tions

(85) . Az+By+Cz=K, F(x, ¥,3)=o,.
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on tire de ces équations, combinées avec la formule (54),

(56) a—‘ro___ﬂ-yo__c—zo A(E—xo)'*B(ﬂ—Jo)‘F‘(‘(C—*ﬂo)

r—xy Y—y, s—35 -—(Awo—l-B)o+(“o)

et, par suite,

Azy+ By,+Cs,—
— &)+ B{n — yo) + C(E— %)
Azy+ By,+ Cz,—K
Zo) + B (n — yo) + C(E—30)
N Azy+ By,+4 Cz,— K
@ =% = (0= %) KE Ly T Bn—74) + CE —30)°

x:xo-——(a———xo)A(E

67 {r=n—G—rgE=

puis, en substituant les valeurs précédentes de «, y, s dans la seconde
des formules (55), on trouve, pour I'équation de la surface conique,

Azy+Byy+Cz—K \
@0 B2 =2y F Bln—yo) F CE=50)
A
(58) F .70'“("1 )’o)mg—xq%’ =o.
ey Amto
o — (=5 AE— ) +...

Lorsque la directrice est comprise dans le plan des «, y et repré-
sentée par les formules (17), lequatlon de la surface conique se ré-
duit &

5 vUoC"'wE Vnt“‘zofl —
W (e s

Concevons, pour fixer les idées, que la directrice soit une ellipse com-
prise dans le plan des «, y, et représentée par la formule (19). L’équa-
tion (59) deviendra '

— 2&)* oG — %o
(60) (xi)c a2 E) (’, C b‘ 7)) —(c_ )

Supposons maintenant que la surface conique doive étre circonscrite
2 une autre surface représentée par I’équation (4). Comme, en chaque
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point de la courbe de contact des deux surfaces, la génératrice de la
premiere ot la normale & la seconde se couperont & angles droits, les
coordonnées z, y, 5 de cette courbe vérifieront évidemment les deux
¢quations

du ) dJ
o, Miao 20) + gp (7 = ¥o) + 52 (s — a0 =o,

(61) uw=
dont la seconde aurait pu étre immédiatement déduite de la for-
mule (7). Cela posé, pour obtenir I'équation de la surface conique, il
ne restera plus qu’a éliminer , y, 5 entre les formules (53) et (61).

Concevons, en particulier, que la surface conique doive étre circon-
scrite & un ellipsoide construit avec les demi-axes a, b, ¢, et représenté
par équation (22). La seconde des formules (61) deviendra

(62) . JC("”—v’Co)+.Y(}’—}’o)+5(3'—50)

a? b? ct

=0,

et, en la combinant avec 'équation (22), on obtiendra la suivante

(63) DE DL B

¢’est-a-dire I'équation d’un plan qui coupera Uellipsoide suivant la
courbe de contact des deux surfaces. De plus, I'équation (62), réunie
a la formule (53), entrainera 'équation (24) et, par conséquent,
Péquation (25). Cela posé, on tirera de la formule (53), combinée
avec les formules (22), (25) et (63),

E—ax  n—y _{—
Ly— & )/o—y_—z

u ll

[

—z) =2 2o e B @y R

B (Q .Z‘) +(n }’) bt “_(C 0) P _7‘*"—[):‘ E 1

@=o) RN P -l B
2 2 2

_ (E—w)%+(n—y)£;+(<2—2)§; %+Yb—’§+c—z—x

_ £ n .- = £_~ Zok Yo ~o§ ’
(xo x); +()’o—‘)’) b +("0 '“) c? ‘7“"‘ b, -+ — 1

.
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et, par suite,

= 2 2 ° 2
(64) (xoa'l"—yigl}-F—oE—I):(zi ‘}blg—{— )(E +b2_|_£_._...1>
Telle est I'équation de la surface conique circonscrite a I'ellipsoide.
Cette méme équation peut encore étre présentée sous d’autres formes
tres simples que nous allons faire connaitre.
Soient

R, le rayon vecteur mené du centre de I'ellipsoide au sommet de la
surface conique;

R la partie de ce rayon vecteur qui représente un rayon de I'ellip-
soide;

, B, v les angles que forme la direction commune des rayons R,, R
avec les demi-axes des coordonnées positives.

L'équation (26) sera vérifiée, et I'on aura, de plus,

(65) zo=Rycosa,  yo=R,cosf, 5y= Ry cosy,
x  y? ,fcos?a cos’B = cosPy\ RY.
(66) E“-+-5§+c = R} Tt e ) T Re

Par conséquent, la formule (64), divisée par Rf, deviendra

Ecosa  mecosPp Lcosy 1\ (1 £ ’__ )
(67) ( & T TTaE TR T\R u "'b2 ')
Si, dans cette derniere, on suppose Ry=o0, la surface conique se trans-
formera en une surface cylindrique, et 'on retrouvera, comme on de-

vait s’y attendre, I'équation (28).

Concevons & présent qu'une droite soit menée du centre de I elllp-
soide 3 un point (&, v, () choisi arbitrairément sur la surface du cone
circonscrit. Cette droite coupera 1'ellipsoide, et le plan tangent qui
touche L'ellipsoide & I'extrémité du rayon R, en deux nouveaux points
dont les coordonnées z, ¥, s et X, Y, Z vérifieront les formules (22)
et (30). De plus, si I'on désigne par r, s, ¢ les longueurs mesurées sur
cette droite & partir du centre de Iellipsoide, et qui aboutissent aux

| -
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trois points correspondants (z, y, z), (§, 1, (), (X,Y, Z), ces longueurs
se trouveront liées aux coordonnées &, v, { par les formules (33) et
(34). Or on tirera de ces formules, combinées avec I'équation (67),

=) (2

Telle est la forme la plus simple sous laquelle on puisse présenter
Iéquation (67). D'ailleurs, si, par le point (&9, %) et par le rayon R,
on fait passer un plan, ce plan, qui coupera ellipsoide suivant une
ellipse, donnera pour sections, dans la surface conique ct le plan tan-
gent dont nous avons parlé ci-dessus, deux tangentes quelconques de
cette cllipse. Enfin il est clair que les extrémités des longueurs r, s, ¢
seront situées sur l’éllipse et sur les deux tangentes. Donc I'équa-
tion (68) fera connaitre une nouvelle propriété de I'cllipse. Cette der-
niere propriété, plus générale que celle dont I'énoncé a fourni le pre-
mier théoreme, pourrait étre démontrée directement par le méme
moyen, attendu qu’il est facile de la vérifier dans le cas olt I'ellipse se
réduit & un cercle. ‘ )

Si & lellipsoide représenté par I'équation (22) on substituait I'un
des hyperboloides représentés par les formules (37), (38), I'équation
de la surface conique circonscrite se réduirait & 'une des suivantes

(69) <%+M—%—1>2=<ﬁ+9’—3~5—3—1> <§i+n—2—§~1>,

b* at* bt ct

(70) (52_02‘5+M_i<£+1>2:<ﬁ +y—3—~-z—§+r> (§+Z—z—§+l>;
et la formule qui remplacerait I'équation (68) ferait connaitre une pro-
priété du systeme de deux hyperboles conjuguées.

Supposons encore que I’on demande la surface conique circonscrite
au paraboloide elliptique représenté par I'équation (43). Alors, au lieu
des formules (25) et (63), on obtiendra I'équation (45) et la suivante

&,z
az

(71) ’

OFuvres de C. — S. 11, t. VIIL 10

Yo¥ 3 _ 2.
+——b,' =2

ol

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Th SURFACES ENGENDREES

puis on tircra de ces dernieres combinées avee la formule (53)

z0k Yon {4z g n? 4
E—x _n—y (—z _a® " b ¢ PR R
To—@ Yoy Fe—E & yi A& @by Lt
a? b? c a?- o ¢
ct, par conséquent,
~\2 - 2
o) (SRS e - (B

Si, au licu d’un paraboloide elliptique, on considérait un paraboloide

hyperbolique représenté par la formule (47), I'équation de la surface

conique circonscrite deviendrait évidemment

) (5-5-

Zﬁ_F—?)

Supposons enfin que 'on demande la surface conique circonscrite a
la surface du sccond degré représentée par I'équation (49). Alors les
formules (25) et (63) devront étre remplacées par I'équation (51) et

par la suivante

(56) (Ax+F3'+Ez+G)xo+(Fz+B_y+D~+II)y0
7

+(Ez+Dy+Czs+1)5+ Gz +Hy + 1=K,

qui représentera la courbe de contact des deux surfaces; et, en combi-

nant ces équations avec la formule (53), on obtiendra celle de la sur-

»

face conique demandée, savoir

AR2 4+ B2+ G2+ 2D 4 2Bt + 2Ffn + 2G5 + 2Hy -+ 21 — K
(75)

[(A£—+—I4n+b§+G)xo+(FE+Bn+D<‘;+H)yo+(EE—o—Dn +Cl+Day+GE+Un+15—K]*

Azt +Byi+ Cad+2Dyozo+ 2Ez000+ 2l 2o yo+ 2G 2o+ 2 yo+ 2120~ K

Troisiéme exemple. — Proposons-nous de faire passer une surface co-

noide par une dircctrice donnée. Si cette surface a pour axe l'axe des z,

les coordonnées &, n, ¢
de la directrice vérifieront les deux formules

I

2]

E 0w
(76) =3
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Donc, si entre ces formules et les équations de la directrice on élimine
x, ¥, 5, 'équation résultante, qui renfermera seulement &, v, ¢, sera
précisément celle de la surface conoide. )

Lorsque la directrice est une courbe plane représentée par les équa-
tions (55), on tire de ces équations combinées avec les formules (76)

E_n__Af+Bn _Af+Bn_ Af+Bn

z y Az+By K—GCz K—ct
et, par suite,

P . K-—-cC¢ __K—cCt
(77) ~—C) .’L‘-—Em) }/—Y)———-AE_l_Bn,

puis, en substituant les valeurs précédentes de @, y, z dans la seconde
des formules (55), on trouve, pour I'équation de la surface conoide,

K—Ct K—Ct \_
(78) F<£AE+Bn’WA£+Bn’C>_O'

Dans le cas particulier ou la directrice est renfermée dans un plan
perpendiculaire & I'axe des @, et représentée par deux équations de la
forme ' .

(79) z=a, F(y,z)=o,
I'équation de la surface conoide se réduit &
(80) ' F<@, C):o.
3
Ainsi, par excmple, si I'on prend pour directrice I'ellipse que déter-
minent les formules '

(81) r—=a, l o E=0

la surface conoide sera représentée par I'équation

a2n2 C?

(82) . -ng;—l—E;

=1,
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a laquelle on parviendrait également en prenant pour directrice le
cercle que déterminent les deux formules

(83) z=% yra-st=ct

Supposons maintenant que la surface conoide doive étre circonscrite
2 une autre surface représentée par I'équation (4). Alors, pour chaque
point de la courbe de contact des deux surfaces, I'équation (5) du § 11
devra étre vérifiée par les valeurs de p et ¢ tirées de la formule (g), et,
par conséquent, les coordonnées x, y, s de cette courbe seront liées
entre elles par les deux équations

_ du du
(84) w=o, x5 +yw_0,

dont la scconde aurait pu étre déduite de la formule (7). Cela posé,
pour obtenir I’équation de la surface conoide, il ne restera plus qu'a
éliminer @, y, = entre les formules (76) et (82). '

Concevons, en particulicr, que la surface conoide doive étre circon-
scrite & un cllipsoide dont le centre coincide avec le point (z,, y,, 50)»
et dont les axes soient respectivement 2a, 25, 2¢, savoir, a l’ellipso'ide
représenté par I'équation

(85) : =zl | y—re)f | (a=)

: I.
a? b2 ot

La seconde des formules (84) deviendra

= 0.

(86) e 2) | I )

a?

De plus, en combinant celle-ci avec la premiere des équationg (76)’
on trouvera’

(87) é;(x—xo)-i—%(y—yo):o.
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Enfin, on tirera des formules (76), (85) et (87)

x“xo:."_J’o (x—To)‘n“—(?’—‘?o)E Yok — @

n E - E2 52 2
& T @ B+ R |
=2 =) i GeEp \/IT(T—’T
2 2 2% 2
::i a Elb :iab————’——g.z_“__f_‘—:iab———az——c‘{_
1 mn k!
ab b-+_ @ B =T

ct, par conséquent,

(88) | (.Yoiatbfo“’m (52 ' b2> [1_ (€ —250)2]-

c

Telle est 'équation de la surface conoide circonscrite & I'ellipsoide.

Si 'axe d’une surface conoide coincidait, non plus avec ’axe des z,
mais avec la droite menée par un point donné (x,, y,, 2, ), de maniére &
former avec les demi-axes des coordonnées positives certains angles o,
8,7, les coordonnées &, v, { de la génératrice menée par le point (x, y, z)
de la directrice vérifieraicnt les deux formules

(89) (§—x)cosa +4(~n——y)cos{3 +{§—3)cosy =o,

(90) (§— ) cosL + (n—y) cosM + ({ — z) cosN =,

L, M, N désignant les angles compris entre les demi-axes des coordon-
nées positives et la perpendiculaire au plan qui renfermerait cette géné-
ratrice avec I'axe de la surface conoide. D’ailleurs ces angles seraient
évidemment liés entre eux par les deux équations

cosa cosL + cosf3 cosM + cosy cosN =o,

(91)
| (2 — 2y) cosL + (¥ — ¥,) cosM + (5 — 5,) cosN=o,

desquelles on tire

cosL cosM
. (¥ — y0) cosy — (53— 5) cosﬁ (3 — 5p) cosa — (& — x,) cosy
(92)
cosN

= (@ — @) cosp— (7 — yo) cosar

-
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Done, par suite, la formule (go) donnerait

s [(y —xo)cosy — (5 — 5) cosPB](E — @)
+[(z — 50) cosa— (z — @) cos y] (n — y)

(93)
t + [(#z — =) cosB — (y — yo) cosa] (§ — 5) =o.

Dans I’hypothese admise, les formules (89) et (93) représentent la
génératrice qui passe par le point (=, y, 5) de la dircctrice. Donc,
pour obtenir alors 'équation de la surface conoide, il suffit d’éli-
miner x, y et z cntre les équations de la directrice et les formules
dont 1l s’agil.

11 est bon d’observer que I'on peut substituer, dans les formules (g1)
et (92), les coordonnées &, v,  aux coordonpées x, ¥, 5, ¢t remplacer
en conséquence I'équation (93) par la suivante :

[(n —yo) cosy — (£ —35,) cosB] (£ — =)
(94) + [(§ — 50) cosa — (§ — o) cosy] (n — )
+ [(& — @) cosP — (n — y,) cosa] (§ — 5) =o.

Or, de cette derniere réunie a la formule (89), on conclut -

E—a
£— Zy— [(§ — o) cosa + (n —y,) cosP + (L — 5) cosy] cosa
(98) (= 4
Nn— Yo— [(E — &) cosat + (M — y,) cosf + ({ — %) cosy] cosf
e, )

= 2o— [(E — ) cosa + (0 — y,) cosP + (§ — 5,) cosy] cosy'

Lorsque la directrice cst plane, et représentée par les équations (13),
chacune des fractions comprises dans la formule (95) est équivalente
au rapport

6 £ cosh -+ cosp + {cosv—k ,
(96) (E— o) cosh -+ (0 —0) cos p+ ({ — 29) €08y — [(§ — o) cosa (1 — o) €0sB ~+ (L — 20) cosy] cos®

et de cette seule remarque on déduit immédiatement des valeurs de «,
¥» 5 qui, substituées dans la seconde des équations (13), fournissent
I'équation entre &, v, { propre & représenter la surface conoide.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PAR DES LIGNES DROITES OU COURBES. 79

Si 'on prenait pour directrice la droite menée par un point donné
(21, ¥1s 5,), de maniere & fermer, avee les demi-axes des coordonnées
positives, les angles A, ., v, ¢’est-d-dire la droite représentée par la
formule

m—xl_.}/—y,_z——zl
(97) cosh  cosp  cosv

on tirerait de cette formule combinée avec les équations (12), (89)

et (94)

(§— 1) cosa + (m —7r1)cosP + ({—3;) cosy
(98) 033

= L1 —y0) cosy — ({—2,) cos BI(E—21) + [(§—70) 08 & — (§ — ) 608 Y)(n —1) -+ [(E— @) c08 B — (1 —y) cO8 2] (E—21),
V[t —yg) cosy — (£ — zq) c0s B cosh -+ [(T— zo) cOSa& — (§— 2y ) cosy] €08 pu+ [(E— ) €08 B — ( —.r,) cosa] cosy

: .
Telle est I'équation du paraboloide hyperbolique engendré par une
droite qui se meut en s’appuyant sur les axes représentés, I'un par la
formule (32) du § II, Pautre par la formule (97), ct de maniére & rester
toujours perpendiculaire au premier de ces deux axes.

Lorsque la surface conoide doit étre circonscrite & une autre sur-
face représentée par 'équation (4), on peut prendre pour directrice
la courbe de contact des deux surfaces, représentée elle-méme par les
équations

J
(99) { (2 —a,) g% + (=) 5 +(5—2) 5>

dy
' du’ 0
=[(& — x,) cosa + (¥ — ¥o) gosﬁ + (8 — 5,) cosy] <?)Lal¢ cosd —+ 55—

cosf + du cos
\ 9z V)

dont la seconde se déduit de la formule (9) combinée avec la for-
mule (24) du §II. Ajoutons que Ia seconde des équations (99) peut
étre remplacée par la suivante

(100) (= o) Ge+ (=) S+ (E =) =0,

qui exprime que, en chaque point de la courbe de eontact, la généra-
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trice de la surface conoide et la normale de la surface (4) se coupent
a angles droits.

Quatriéme exemple. — Proposons-nous de faire passer une surface
de révolution par une directrice donnée. Si cette surface a pour axe
I'axe des z, les coordonnées &, n, { du cercle générateur passant par le
point (z, y, ) de la directrice vérifieront les deux formules

(101) E+nt=at+ s, {=nz=.

Donc, st entre ces formules et les équations de la directrice on élimine
x, ¥, 5, 'équation résultante qui renfermera seulement &, , { sera
précisément celle de la surface de révolution.

Supposons maintenant que la surface de révolution doive étre cir-
conscrite & une autre surface représentée par I'équation (4). Alors on
pourra prendre pour directrice la courbe de contact des deux surfaces,
représentée elle-méme par les équations

QOu_
dy Yoz =

(102) u = o,

dont la seconde se déduit de la formule (g) combinée avec la for-
mule (26) du § II. Concevons, pour fixer les idées, que la surface (4)
se réduise & I'ellipsoide représenté par 'équation

2
(103) (@ — @)+ (y — o)== 5 [0 — (s — 2)*].

Dans ce cas particulier, la seconde des formules (102) deviendra

z_Y.
(104) Z __}’o’ .

puis on tirera de ceite formule combinée avec les équations (101)

et (103)
Z_Y _Vory Ve
oo Yoo VaEi+yi o VaEl+od
L% __ Y=V _ VE+nt | V(@—2)+ (=) a\er—(L—%)*
= =—a A = vt =k,
DT VeTe 9 T © Vaen
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et par suite

(05)  (VEr A V)= Lo (- a0y,

ou, cc qui revient au méme,
2 2
(106) {Erw— Lot (c— 5]+ 23+ 73] =l + ) o)

Telle est I'équation de la surface de révolution qui, ayant pour axe
I'axe des z, est circonscrite 4 I'ellipsoide de révolution représenté par
I'équation (103). | '

Si I'axe de la surface de révolution coincidait, non plus avec 1'axe
des z, mais avec la droite menéc par un point donné (@, y,, z,); de
maniére & former, avec les demi-axes des coordonnées positives, cer-
tains angles a, B, v, les coordonnées &, v, { du cercle générateur pas-
sant par le point (z, y, z) de la directrice vérifieraient les deux for-
mules '

(E—ax)cosa+ (n—y)cosB+ (L —3)cosy=o,
7 (E—@0)* 4+ (1 — yo)? o (£ — 50)*= (@ — @)+ (¥ — o)+ (5 — %)’
et la surface de révolution circonscrite & la surface (4) pourrait étre
considérée comme ayant pour directrice la courbe représentée, non
par les équations (102), mais par les deux suivantes

i =0,

¥y — o) cosP — (2 — 5) cosy]gg-
8 :
(108) —i—[(z——zo)cosa-—(x_xo)cos},]%‘

+ [(# — =) covs.ﬁ — (¥ — ) cosx] g—;—l =o0,

dont la seconde se déduit de la formule (9) combinée avec la for-
mule (31) du §II.

Nous bornerons ici I'application des principes exposés.au commen-
OEuyres de C. — S. 11, t. VIIL. . 1L
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cement de ce paragraphe. Un autre article sera consacré & la recherche
des équations qui représentent des surfaces dont la construction dé-
pend de plusieurs fonctions arbitraires, et en particulier des surfaces
développablds, lorsque ces surfaces doivent passer par des directrices
données, ou étre circonscrites a des surfaces données.
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DISCUSSION

DES LIGNES ET DES SURFACES

DU SECOND DEGRE.

On nomme lignes du degré » celles qui, étant renfermées dans un
plan, peuvent étre représentées par une équation du '™ degré entre
deux coordonnées rectiligries 2, y. On nomme de méme surfaces du
degré n celles qui peuvent étre représentées par une équation du
ni*me degré entre trois coordonnées rectilignes x, y, 5. Comme, pour
passer d’un systéme de coordonnées rectilignes a un autre du méme
genre, il suffit de recourir  des formules dans lesquelles ces coordon-
nées entrent au premier degré seulement, il est clair que la nature des
lignes et surfaces du degré » dépend uniquement du nombre 7, et nul-
lement du systéme de coordonnées rectilignes que I'on emploie. Cela
posé, on peut rechercher quelles sont les diverses espéces de lignes et
de surfaces qui correspondent & une valeur donnée de 7. Ainsi, par
exemple, on discutera sans peine les lignes et les surfaces du second
degré  I'aide des principes ci-dessus exposés (pages 9 et suiv.). C’est
ce que je vais montrer dans cet article.

.

§ I. — Discussion des lignes du second degré.

Soient, dans un plan donné, x, y les coordonnées d’un point, rap-
portées a deux axes rectangulaires. L’équation la plus générale des
lignes du second degré sera de la forme ‘

e

(1 Az’ +By?+2Czxy +2Dx+2Ey =K,
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A, B, G, D, E, K désignant des quantités constantes; et une droite menée
par le point (§, 1), de maniére i former avec le demi-axe des @ posi-
tives Pangle & compris entre o ct &, sera représentée par 'équation

z—8 L y—mn

cosa  sina
que P'on peut réduire &

z—E __y—mn
2 = ==
(2) cosy siny

cn faisant, pour plus de commodité,

= a—={.

De plus, sil’on pose

(3) r=v(e—E»r+(y—n)
c’est-a-dire si I'on désigne par r la distance des deux points (&, 1),
(2, y), on tirera de la formule (2)

(4) z=b_y=m_g,

cos — siny ’

le double signe devant étre réduit au signe + ou au signe —, suivant
que l'angle & = == { sera relatif & la longueur r comptée a partir du
point (§, n) ou & partir du point (, y). On aura done, dans le premier
cas, '

(5) x =&+ recosy, ' y=mun-+rsin}
et, dans le second,
(6) ] z=t—rcosy, y=n—rsind.

Concevons maintenant que le point (%, n) coincide avec le milieu
d’une corde de la ligne (1), et le point («, y) avec 'une des extrémités
de cette corde. La longueur de la méme corde sera égale au double de
la distance r, et la formule (1) sera vérifiée par les valeurs de =, y
tirées, soit des équations (5), soit des équations (6). Donc, si I'on fait,
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pour abréger,
s = A cos*{ + Bsin*§ + 2 Ccosy siny,

(7) ¢t =(Af+Cn+D)cosy + (CE+ Bn + E)siny,
u— A8+ Bn*+ 2Cfn + 2DE + 2Ky,

on aura, en méme temps,

(8) srt4otr+u=K, sri—soir+u—=XK

et, par suite,

(9) srt4-u=K,

(10) t=o.-

Il est bon d’observer que I'équation (10) peut s’écrire sous I'une ou
I'autre des deux formes

(11) (AL +Cn+D)cosy+ (CE+Bn+E)sind—o,
(rz2) (A cosq;—F Csing)¢+ (Ceosy + Bsing)n + D cosy + Esing =o.

Cette équation étant du premier degré par rapport aux coordonnées &,
1, il en résulte que le point (%, v) décrira une droite, si la corde 2r
varie, mais de telle sorte que I'angle ¢ demeure constant. Ainsi des
cordes paralleles de la ligne (1) ont leurs milieux situés sur unc seule

droite qu’on pourrait appeler axe diameiral. Ajoutons que, si I'on fait \

Acosy+ Csind
" Cceosy + Bsing 1ange,

(13)

=+ désignera I'angle formé par la droite dont il s’agit avec le demi-axe
des @ positives, et que cette droite sera perpendiculaire aux cordes
dont elle renferme les milieux si I'on a

”

(14) 1+ tangg tangy ==o,
ou, ce qui revient au méme,

5 A cosy + Csing _ Ccosd + Bsiny
(13) cosy - siny '
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Dans ce dernier cas, la droite représentée par P'équation (12) divisera
en deux parties symétriques la ligne représentée par I'équation (1), et
sera ce que 'on nomme un axe principal de cette ligne. Cela posé, on
démontrera facilement que, pour chaque ligne du second degré, il
existe toujours au moins un axe principal. On y parviendra, en effet, &
I'aide des considérations que nous allons exposer.

On tire de I'équation (15), combinée avec la premiére des équa-

tions (7),

(16) Acosq;—l—Csinq»:Ccosq:-i—Bsinqa:s

cos sing ’

ou, ce qui revient au méme,

(A —s)cosy+ Csiny —o,

(’.7) { Ccosy + (B —s)siny =o0;

puis, en éliminant 'angle ¢, on en conclut
(18) (A—s5)(B—s)—C*=o.

De plus, les deux racines de I'équation (18) sont évidemment

. — 3 AR
([9) S:A+B—‘ ('A_Q_E)_*_C!’ S:A_—;_._B._i_\/(é_;ﬁ)_{_(?}’

2

et elles ne peuvent devenir égales entre elles que dans le cas particu-
lier o 'on a '
(20) A=B, C=o.

Dans ce dernier cas, 'une et I'autre se réduit & la quantité A, et les
équations (17) se trouvent vérifiées, quel que soit 'angle . Mais, dans

le cas contraire, les équations (17) fournissent une valeur unique et

réelle du rapport ‘
sing = tangy.
cosy

Ajoutons que I'équation (12) deviendra, en vertu des formules (17).

(21) s(Ecosy + nsing) + D cosy + Esiny =o,
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Or cette derniére représentera évidemment une droite déterminée,
toutes les fois que I'angle ¢ aura une valeur déterminée, et la quan-
tité s une valeur différente de zéro. Enfin il est clair que, pour une va-
leur de s différente de zéro, I'équation (g) fournira deux valeurs de r
déterminées et de signes contraires, toutes les fois que la droite (2)
rencontrera la ligne (1). Donc la ligne (1) offrira deux axes principaux
correspondants aux deux racines de I'équation (18), si ces racines sont
inégales, et si aucune des deux racines ne s’évanouit.

Si, 'équation (18) ayant ses racines inégales, 'une d’elles se rédui-
sait & zéro, la ligne représentée par cette équation continuerait d’offrir
un axe principal correspondant a 'autre racine.

Enfin, si I'équation (18) avait ses deux racines égales entre elles,
mais différentes de zéro, alors, en substituant au lieu de s, dans la for-
mule (21), la valeur commune des deux racines, et attribuant succes-
sivement 4 'angle ¢ une infinité de valeurs'diverses, on obtiendrait
une infinité de droites dont chacune pourrait étre considérée comme
un axe principal de la ligne (1).

On ne peut supposer que les racines de I'équation (18) soient toutes
deux nulles, 3 moins d’admettre que 'on 8 A=B=C=o, c’est-2-dire
que la formule (1) cesse d’étre une équation du second degreé.

Il sera maintenant facile de résoudre la question suivante :

. Prosuime 1. — Rechercher quelles sont les differentes especes de lignes

du second degre.

Solution. — Comme nous avons prouvé que, pour chaque ligne du
second degré, il existe au moins un axe principal, c’est-a-dire un axe
qui la divise en deux parties symétriques, on pourra prendre cet axe
pour axe des «. Alors I'équation de la ligne ne devra pas étre altérée
quand on y remplacera y par —y, et, par conséquent, les termes qui
renfermeront la premiere puissance de y devront s’évanouir. Donc
cette équation sera de la forme ‘

.

(22) Az?+Byt-+ 2Dz =K.
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Tajoute qu’on pourra toujours réduire i zéro le coefficient D, si la con-
stante A n’est pas nulle, et la quantité K, si, A étant nulle, D différe de
zéro; car, pour y parvenir, il suffira de remplacer, dans le premier cas,

D K T
@ par  — 3 et, dans le second cas, @ par © + 3 c’est-a-dire de

transporter 'origine sur l'axe des @, au point qui a pour abscisse

D K T . )
— 3 ou - Cela posé, 'équation (1) prendra I'unc des formes

(23) | ! Az*+ Byt =K,

(24) By*+2Da=o.

De plus, si, dans les formules (23), (24), on suppose les coefficients
A, B, D, K différents de zéro, il suffira de faire

—K—:'iéﬁ E =+ b P—'_

A » BT BTFS

a, b, ¢ désignant des quantités positives, pour ramener ces formules
aux deux suivantes :

2 2
(25) i%t%:r,
(26) yi==scx.

Or la formule (25) comprend : 1° I'équation
x? 2
(27) ==

qui représente une ellipse dont les demi-axes sont a et b; 2° les deux

équations
. x? 2
(28)\ ';2 —_ 7'))/—2 =1,
: ‘72 x?
(29) 7}3 - ZZ? =I,

qu représentent deux hypcrbbles dont les demi-axes sont a et b;
3° I'équation

(‘3O> ' — G =1,
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qui ne représente aucune ligne. L’ellipse (27) deviendrait un cerele si
'on avait @ = b. Quant a la formule (26), elle représente évidemment
une parabole dont ¢ est le parameétre.

Si I'on faisait évanouir, dans I'équation (23) ou (24), une ou deux
des constantes A, B, D, K, mais de maniere que cette équation ne
cessat pas d’étre du second degré, on obtiendrait I'une des formules

(31) " Axr4-Byr=o,
(32) ‘ Ax=K,
(33) : By*=K, -
(34) ' z*=o,
(35) yr=o.

Or les seules lignes que puisse représenter une de ces formules sont :
1° deux droites qui se coupent a T'origine des coordonnées; 2° deux
droites paralleles a I'un des axes coordonnés; 3° I'un de ces mémes
axes. ‘

En résumé, une ligne du second degré ne peut étre qu’une ellipse
ou un cercle, une hyperbole, une parabole, ou un systeme de deux
droites qui se réduisent quelquefois & une seule. Parmi ces lignes, I'el-
lipse et 'hyperbole, qui peut se réduire & deux droites passant par un
méme point, sont les scules qui offrent deux axes principaux et de
positions déterminées. Le cercle offre une infinité d’axes principaux
qui ne sont autres que ses diametres. La parabole offre un seul axe
principal. Enfin le systeme de deux droites paralleles offre pour axes
principaux non seulement une troisieme parallele qui divise la dis-
tance des deux premieres en parties égales, mais encore I'unc quel-
conque des droites menées perpendiculairement & ces mémes paral-
leles.

Nota. — On peut aisément s’assurer que les courbes représentées
par les équations (26), (27), (28) et (29) jouissent des propriétés
connues qui servent 4 la description de la parabole, de I'ellipsc et de
Phyperbole.

OFEuvres de C. — 8. 11, t. VIII, 12
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En effet, considérons d’abord I'équation
(36) yr=zcx,

a laquelle se réduit la formule (26) quand on choisit convenablement
la direction des « positives. Si I'on nomme r la distance comprise
entre un point (, y) de la courbe (36) et le point situé sur le demi-
axe des x positives a la distance jc de 'origine, on aura

rt=(x—jc)+y'=(z+ ic)®
et, par suite,

(37) r=x+te.

Donc cette distance sera équivalente & celle qui séparera le point (x, y)
de la paralléle a 'axe des y & laquelle appartient I'équation

(38) z=—1ic.

Or on reconnait évidemment ici la propriété caractéristique de la para-
bole. ' . .

Considérons en second licu I'équation (27), dans laquelle @ surpas-
sera b, sil'on a convenablement choisil'axe des , et posons

(39) a— b= a?el.
Cette équation donnera
(4o) yi=(1—sh)(a'— 2.

De plus, si I'on appelle 7 la distance comprise entre le point (z, y) de
la courbe (40) et I'un des deux points situés sur I'axe des « & la dis-
tance ae de I'origine, on aura

M= (e tac)+ Y= (2 Fae)+ (1—&?) (a?— 2?) = (a L ex)?;

puis on en conclura, en ayant égard aux conditions e2<1, 2*< a?,
xt<la?,

(41) r—atea.
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Donc les distances du point (2, y) aux deux points dont il s’agit

seront
a—ex, a--gx,

et la somme de ces distances sera constamment équivalente 3 2a. On
reconnait évidemment ici la propriété caractéristique de ellipse. -

Considérons enfin P'équation (28) & laquelle on ramene I'équa-
tion (29), quand on échange entre elles, d'une part, les coordonnées
x, y; d’autre part, les constantés a et b; et posons -

(42) a?+ DE=—=a’el,
Cette équation donnera encore
(43) Y= —e?) (22— a?).

Par suite, si 'on appelle » la distance comprise entre le point (z, y) de
la courbe (43) et I'un des points situés sur I'axe des « & la distance ac
de I'origine, on aura toujours

r*=(axecx);

puis on en conclura, en ayant égard aux conditions €2 >1, & >a?,
e?x? > a®, et supposant x positive,

(44) r—csx 3 a

Donc les distances du point (=, y) aux deux points dont il s’agit

seront
Ex—a, Etx-—+a,

et la différence de ces distances sera constamment égale 2 2a. On re-
connait évidemment ici la propriété caractéristique de I'hyperbole.

Dans les équations (39) et (42), la constante ¢ est ce qu’on appelie
Iexcentricité de I'ellipse ou de I'hyperbole.

-

Lorsqu’une ligne du sccond degré offre deux axes principaux de
positions déterminées, cette ligne ne pouvant étre qu'une cllipse, ou
une hyperbole, au un systéme de deux droites qui se coupent, les deux
axes principaux sont nécessairement perpendiculaires I'un a I'autre.
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C’est, au reste, ce que I'on démontre sans peine & I'aide des formules
(17) et (18). En cffet, nous avons vu que la ligne (1) a deux axes prin-
cipaux déterminés, lorsque les racines de I'équation (18) sont inégales
et different de zéro. Or soient s,, s, ces racines supposées inégales, et
b7 s les valeurs correspondantes de ¢, tirées des formules (17) ou,
ce qui revient au méme, de I'une des suivantes

—A —B
(45) tangnp:sc ’ tanlgq):s o ;

tangy,, tangy, seront les deux racines de I'équation

(46) tang?y + A C Btangu[;-—n:o,

que produit I'élimination de s entre les formules (45). On aura donc
(47) tang , tang Yp—=—1 ou 1+ tangy; tang, == o.

Or cette derniére formule exprime évidemment que les axes principaux
correspondants aux racines s,, s, se coupent & angles droits. Ajoutons
que I'équation (46), qui peut encore étre présentée sous l'unc des

formes
(48) LangzqzszQ_—CB,
(49) C(cos?y — sin*Y) + (B — A) sin{ cosy =o,

coincide évidemment avec I'équation (15).

Dans le cas que nous venons de considérer, le point d’intersection
des deux axes principaux de la ligne (1) est évidemment un centre, ct
méme le centre unique de cette ligne. Alors aussi un axe diamétral,
représenté par la formule (r1), est toujours un véritable diametre de
la courbe; et, comme le centre est nécessairecment situé sur tous les
diametres, ses coordonnées, que nous désignerons par &, v, vérifient
la formule (i 1), quel que soit I'angle ¢, par conséquent les deux équa-
tions

(50) At +Cn+D=o0, Ct+Bn+E=o,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DU SECOND DEGRE. ' 93

desquelles on tire

CE —BD CD — AE_
(51) v E e B

Cela posé, soit £ la valeur de u correspondante aux valeurs précédentes
de & et de 1. On trouvera

(52) k=Af+Bn*+2Cin+2DE+2En=DE+ En,

ou, ce qui revient au méme,

_ AE*+BD*—2CDE
(53) k= 2— AB )

et, si le diametre représenté par 'équation (2) rencontre la ligne (1),
la longueur interceptée par cette ligne sur le méme diametre sera égale
au double de la longueur r déterminée par I'équation

(54) r= ¥ {

que 'on déduit de la formule () en prenant u = 4.

Concevons a pi'ésent que, dans la formule (54), on substitue succes-
sivement pour s les deux racines de I'équation (18). Les valeurs cor-
respondantes de 7 scront toutes deux réelles, ou I'une réelle et Iautre
imaginaire, suivant que la ligne (1) sera rencontrée par ses deux axes
principaux ou par un seul d’entre eux, ou, en d’autres termes, suivant
que la ligne (1) sera une ellipse ou une hyperbole. Dans la premiére
hypothese, les deux racines de I’équation (18) seront nécessairement
des quantités affectées du méme signe que la différence K — £, et par
conséquent 'on aura

(55) AB—(C'>o0, (A+B)(K—k)>o.

Dans la seconde hypothese, les racines de I'équation (18) devront étre,
I'une positive, I'autre négative, et en méme temps la différence K — %
devra différer de zéro. On aura donc alors

(56) " AB—C:<o, (K—k)>o.
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Le centre de I'ellipse ou de 'hyperbole ci-dessus mentionnées devicn-
drait évidemment un point de cette ligne; en d’autres termes, I'ellipse
se réduirait au point (§,n), et 'hyperbole & deux droites passant par
ce méme point, si la différence K — £ venait 4 s’évanouir. Par consé-
quent I’équation (1) représentera une ellipse réduite 4 un point, ct sera
vérifiée par les seules coordonnées

4
x =, J =1
sil'on a

(57) AB—C>o0, K=*r

Au contraire, la méme équation représentera une hyperbole réduite &
deux droites, si’on a '

(58) AB—C<o, K=k
Enfin, si U'on avait

(59) AB—C*>0, (A-+B)(K—Fk)<o,

les deux racines de I'équation (18) étant alors affectées de signes con-
traires au signe de la différence X — %, les valeurs de 7, tirées de la
formule (54), deviendraient imaginaires, et 'équation (1) ne repré-
senterait plus aucune ligne.

Si les racines de I'équation (18) étaient différcntes de zéro, mais
égales entre elles, alors, les conditions (20) étant remplies, I'équa-
tion (1) se réduirait &

: . D E X
(60) @ yragetagy =
ou, ce qui revient au méme, a
D\* E\* _ AK -+ D*+ E?
(61) <‘”+K> +<V+K> =%

et représenterait un cercle ou un point, ou ne représenterait rien, sui-
vant que I'on aurait

AK+D2-E'>0, ou AK+D*+E:=o0, ou AK+D?4+E:<o.
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Comme on tirerait d’ailleurs des équations (20) et (53)

AB—(r=AY, k=— DHE
A

il est clair que les conditions (55) seraient vérifiées dans le premier
cas, les conditions (57) dans le second, et les conditions (59) dans le
troisieme.

Lorsque I'équation (18) offre une racine nulle, ¢’est-a-dire lorsque
la condition -

(62) AB—(C=o

se trouve remplie, on tire des formules (17), en cherchant la valeur
de ¢ qui correspond a cette racine, ‘

-_S
=78

bl

(63) tangy = —

Alors aussi la formule (21), réduite &

(64) tangy=— 2,

est ou n’est pas vérifiée, suivant que la condition

' A_C_D
(65) C=B~E
est ou n’est pas remplie. Dans la premiére supposition, la formule (g)
se trouve satisfaite, quelle que soit 7, ou ne peutl'étre, suivant que les
coordonnées &, v vérifient ou ne vérifient pas I'équation (1), et par con-
séquent cctte équation ne peut représenter que deux droites paralléles.
I est d’ailleurs facile de s’en assurer, en observant que la condition (65)
équivaut aux deux suivantes
D

(66) A=%  B=3

ct qu’en vertu de ces dernitres I'équation (1) devient

(67) D—CE(Dx+Ey)7—|—2(Dx+Ey):K.
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Or la formule (67), de laquelle on tire

68) - Dx+Ey:_BCE~‘E¢T)E(I)E+CK),

ne peut représenter qu'un systeme de droites paralleles. Ces mémes
droites seront distinctes 'une de 'autre, si l'on a

(69) DE (DE + CK) > o.

lElle§ se confondront, sil’on a

(70) DE (DE + CK)=o,

et disparaitront, sil'on a

(71) DE (DE + CK) < o.

Ajoutons que les conditions (65) ou (66) peuvent étre remplacées par
le systeme des formules

(72) AB —-(C2=o, AE24+ BD?— 2CDE = o,

Si la condition (65) n’était pas remplie, on ne pourrait plus satisfaire
a I'équation (21) en prenant pour s la racine nulle de ’équation (18),
et par conséquent la ligne (1) n’offrirait qu’un seul axe principal. Donc
cette ligne ne pourrait étre qu’une parabole. ‘

A Taide des principes que nous venons d’établir, on résoudra sans
- peine la question suivante : .

ProsuiMe 1. — Etant donnée une équation du second degré entre deux
coordonnées rectangulaires x, y, deéterminer U'espéce de la ligne représentée
par cette équation.

Solution. — Supposons les coefficients de I'équation (1) choisis de
maniére qu’elle coincide avec I'équation donnée. Pour déterminer l'es-
pece de la ligne du second degré que celle-ci représente, on commen-
cera par former et par discuter I'équation (18). Admettons d’abord que
cette derniere équation n’offre pas de racines nulles, ou, en d’autres
termes, que I'on ait

(73) (AB — C?)>o.
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Alors la ligne (1) sera une ellipse, si AB— C2 est positif, et une hyper-
bole, si AB — C* devient négatif. De plus, I'ellipse se transformera en
un cercle, si 'on a A=B, C=o; elle se réduira simplement & un
point, si la différence K—#s’évanouit, et disparaitra i cette différence
n’est pas nulle ou affectée du méme signe que la somme A + B. Quant
a I'hyperbole, elle se réduira au systeme de deux droites qui se coupe-
ront, siI'on a K — 2= o. Enfin, si la quantité AB — C* devient nulle,
I'équation (1) représentera une parabole; et cette parabole se transfor-
mera en un systeme de droites paralleles sila formule (65) est vérifiée.
Ajoutons que ces droites paralléles se confondront ou disi)araitront si
la condition (70) ou (71) se trouve remplie.
Lorsque la ligne (1) est une ellipse ou une hyperbole, ct que I'on
. suppose, dans l’éﬁuation (2), les coordonnées &, v déterminées par les
formules (51), alors, pour rendre I'équation (2) propre & représenter
un axe principal de la ligne (1), il suffit de choisir I'angle ¢ de maniére
a vérifier la formule (49). Or de cette derniere formule combinée avec
I'équation (2) on déduira la suivante

(74) Cllz =8 —(y—a)]+(B—A)(z—E) (y —n)=0o,

que 'on pourra encore écrire sous I'une des formes

5 Al—8+C(y—m)_ Cz—8+B(y—m)
(7 ) x_g - _ 2
y—mn
Az+Cy+D __Cz+By—+E
(76) oy = gy )

.

et qui, dansI’hypothese admise, représentera les deux axes principaux
de-la ligne (1). Si cette ligne est une cllipse, et si I'on nomme 24, 24
les axes de Dellipse, c’est-d-dire, les longueurs interceptées par cette
ellipse sur les deux axes principaux, ‘a, b scront évidemment les deux
valeurs positives de 7 propres i vérifier 'équation

K—k K—k\
(77) <A-— = )(B——-;;—)—-C-:o,
que produit I'élimination de s entre les formules (18) et (54). Au con-
OEuvres de C. — S. 11, t. VIIL 13
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traire, sila ligne (1) est une hyperbole, I'équation (77) n’offrira qu'unc
racine positive, et, si l'on désigne par a cette racine, 2a sera I'axe réel
de I'hyperbole, c’est-a-dire, la longueur interceptée par cette courbe
sur I'axe principal quila rencontre. Ajoutons que I'équation (2) repré-
sentera.une asymptote de I'hyperbole lorsque, en supposant &, v déter-
minées par les formules (50), on choisira I'angle ¢ de maniere que la
distance r déduite de la formule (54) devienne infinie, et par consé-
quent de maniere a vérifier 'équation |

(78) s§=o0
on |
(79) ' Acos?y + Bsinty +2Ccosysing =o.

Donc les deux asymptotes de Ihyperbole seront représentées par 1'é-
quation

(8) " A@—E+B(y—mt+2l@—§(y—n)=o,
que produit I'élimination de l’angsle ¢ entre les formules (2) et (79).

Remarquons d’ailleurs qu’en vertu des formules (50) et (52) I'équa-
tion (80) pourra étre réduite &

(81) Az +By*+2Cxy +Dx +Ey=+t.
Lorsque I'’hyperbole se transforme en deux droites, on a £ =K, ot I'é-
quation (81) se réduit, comme on devait s’y attendre, & 'équation (1).

Lorsqu’une hyperbole représentée par Féquation (1) a pour centre
'origine méme des coordonnées, cette équation devient

(823' Ax’—'i—By2+2ny=K;

et, comme, dans cette hypothese, les asymptotes passent nécessaire-
ment par I'origine, I'équation qui les représente se réduit nécessaire-
ment & '

(83) Az*+By*+2Czy—o.

On arrive a la méme conclusion, en observant que, dans I'hypothese
admise, on a D = o, E= o et, par suite, £ = o.
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Dans le cas ol I'hyperbole représentée par I'équation (1) n’a pas

Torigine pour centre, I'équation (83) représente les paralleles menées-
par cette origine aux deux asymptotes. .

Il est bon d’observer que la différence AB — C? est négative, nulle
ou positive, suivant que les valeurs de % tirées de ’équation (83) sont
réelles et inégales, ou égales ou imaginaires, ¢’est-a-dire, en d’autres
termes, suivant que I'équation (83) est propre a représenter deux
droites ou une seule droite, ou seulement l'origine descoordonnées.
Ajoutons : 1° que, dans le cas ou la ligne (1) admet un centre, les
coordonnées de ce centre, déterminées par les formules (50), sont pré-
cisément les valeurs de et de y que fournissent les dérivées de 'é-
quation (1), prises successivement par rapport aux deux variables z, y,
savoir

(84) Az+Cy+D=o0, Cz+By+E=o;

20 qu'il suffit de substituer ces valeurs de @ et de y dans le premier
membre de I'équation (1), pour obtenir la quantité désignée par #;
3° que, s'il existe un ou plusieurs points dont les coordonnées vérifient
les formules (84), un déplacement de I'origine transportée en un de
ces points réduira I'équation (1) & la suivante '

< (85) A+ By'+2Cay =K — k;

4° que, si 'équation (1) ou (85) représente une ellipse ou un systeme
de droites paralleles, cette ellipse ou ce systeme de droites sera réel ou
imaginaire, suivant que les coefficients A, B, dont le produit restera
positif, cn vertu de la condition AB—C2>> 0, seront des quantiiés
affectées du méme signe que la différence K — %, ou du signe con-
traire. . '
Lorsque I'équation (83) représente une seule droite, la condition (65)
est ou n’est pas remplie, suivant que lef valeurs de z, y, tirées des for- -

, 8} I
mules (84), se présentent sous la forme ~ ou sous la forme -

Nous ferons remarquer encore avec quelle facilité on déduit des for-
mules (2) et (11) I'équation d’une tangente menée 4 une ligne du
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second degré par un point donné de cette ligne. En effet, soient &, 0 les.
coordonnées du point dont il s’agit. Pour que la droite (2) se réduise

i la tangente menée par le méme point, il suffira que la corde mesurée

sur cette droite s’évanouisse, et que le milieu de cette corde coincide
avee le point (§, v). En d’autres termes, il suffira de choisir Iangle ¢

de maniére que la. formule (1 1) soit vérifiée. Donc, si entre cette for-

mule et lequatxon (2) on ehmme langle ¢, I'équation résultante,

savoir

(86) . (AE+C11+D)(.I‘——E)+(CE—!—BY}—%—E)(y—-‘n):O»,

sera précisément celle de la tengente menée & la ligne (1) par le point

(8, 7). De plus, comme les coordonnées &, v] vérifieront évidemment la

formule !

(87) A2+ B2+ 2Cin+ 2DE+2En =K,
Péquation (86) pourra étre réduite a
(88) (A +Cn+D)z+ (CE+Bn+E)y=K—D{—Emn.

Pour montrer une application numérique des méthodes développées
dans cc paragraphe, proposons-nous de trouver quelle est la courbe
représentée par I'6quation

(89) 22+ by +3y*—3x — 4y —=o.
Dans ce cas, la formule (83) deviendra

2zt Sy +3yt=o
ou

(90) (@ +y)(22+3y)=o0,

et veprésentera deux droites distinctes; d'ou il suit que la courbe (89)
sera une hyperbole. De plus, les dérivées de l équation (89), prises par
rapport & x et & ay, savoir

(91) 4.1‘—!—*5'}’——3:‘0, 5.22'«]—6}/-—4::0,
donneront pour les coordonnées du centre’

(92) A r=2, y=-—I,
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et, en substituant ces coordonnées dans le premier membre de 'équa-

‘tion (89), ou, ce qui revient au méme, dans la fraction

\  3z+4y ‘
2 .

on trouvera pour résultat

(93) k=—1.

Donc les asymptotes de I'hyperbole (89) seront représentées par la for-
mule .
(94) 22+ Sxy +3y*—3x—hy=—1,

que I'on peut écrire comme il suit :

(95) (2+y—1) (22 +3y —1)=o0.

En d’autres termes, ces asymptotes seront représentées, I'une par
I'équation

(96) Ty =1,
'autre par I'équation |

(97) 2z +3y=1. )

Les asymptotes étant construites, il suffira de diviser en parties égales
les angles qu’elles forment entre elles, pour obtenir les deux axes prin-
cipaux de 'hyperbole, et d’ailleurs ces axes seront représentés par la
formule (76), qui, dans le cas présent, deviendra |

ﬁx+5y—3_5x+6y——4‘

Zz-—a - y—1

(98)

Nous observerons, en terminant ce paragraphe, que, si deux lignes
du second degré sont f'eprésentées par deux équations en x, y, dans
lesquelles se retrouvent les mémes termes du second degré, ces deux
lignes seront en méme temps deux ellipses, deux cercles, deux hyper-
boles ou paraboles,’chacune des ellipses pouvant, ainsi que chacun des
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cercles, se réduire & un point ou disparaitre, chacune des hyperboles
pouvant se réduire & ses asymptotes, et chacune des paraboles & son
axe ou i deux droites paralléles & cet axe. Dans ces divers cas, I'une
des deux lignes offrira toujours un axe principal ou des axes princi-
paux paralleles & un axe principal ou & des axes principaux de l'autre.
D’ailleurs, étant donnée une équation quelconque du second degré
entre trois coordonnées rectangulaires , y, s, si I'on coupe la surface
que cette équation représente par des plans paralléles au plan des «,
y, les lignes d’intersection seront évidemment représentées par des
équations en x, y, dans lesquelles on retrouvera toujours les mémes
termes du second degré. Done, puisque le plan des z, y est entiere-
ment arbitraire, on peut affirmer que, deux sections étant faites dans
une méme surface du second degré par deux plans paralléles, I'une des
sections offrira toujours un axe principal ou des axes principaux paral-
leles & un axe principal ou a des axes principaux de I'autre.

§ II. — Discussion des surfaces du second degré.

Soient &, y, 5 les coordonnées d’un point rapportées & trois axes
rectangulaires. L’équation la plus générale des surfaces du second
degré sera de la forme

(1) Az*+By*+ Cz?+2Dys+ 2Bs2 + 2Fzy +-2Ga + 2Hy +- 212 =K,

A,B,CD,EF, G, H, 1, K désignant des quantités constantes; et les
équations d’une droite menée par le point (&, 4, ), de maniére qu’clle
fasse avec les demi-axes des coordonnées positives les angles o, §, y
renfermés entre les limites o, =, seront comprises dans la formule -

w—E_y—n_s—1
cosa ~ cosf T cosy .

(2)

Admettons maintenant que le point (&, , {) coincide avec le milicu
d’une corde de la surface (1), et le point (, y, z) avec 'une des extré-
mités de cette corde. En désignant par 2r la longueur de la corde, et

-
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posant, pour abréger,

s = A cos’a + B cos* + Ccos?y

—+ 2D cosP cosy + 2E cosy cosa - 2F cosa cos B,

w= AL+ Bn'+ L -

(3) -
( “+2Dnl + 2 ELE + 2Fin + 2GE + 2Hn + 218,

on établira sans peine, comme on I'a fait dans un précédent article
(voir les pages g et suiv.), les deux équations .

(4) srt+u=K,

(5) ( (AE+Fn+E{+G)cosa
| - (FE+Bn+D¢+10)cosp + (EE+ D -+ CL +I) cosy=o.

La seconde de ces équations, si on y consideére &, v, { comme va-
riables, représentera le plan diamétral qui renfermera les milieux d’un
systeme de cordes paralléles de la surface (1); et ce plan diamétral
deviendra un plan principal, ¢’est-a-dire un plan qui sera perpendicu-
laire aux cordes paralléles, de manikre & diviser la surface (1) en deux
parties symétriques, si I'équation (5) subsiste en méme temps que les

suivantes :
A cosa + FcosP + Ecosy

coso
Fcoso -+ B cosP + D cosy
(6) = cosfs
_ Ecosa—*—Dcosﬁ—i—Ccosy —
- cosy -
(7) { C0s? & +- €083 + costy =1.

D’ailleurs on tire de la formule (6)

(A —s)cosa+ FcosB+Ecosy=o, )
(8) . Fcosa 4 (B —s)cosP+Dcosy =o,
{ Ecosa~+Dcosf + (C—s)cosy=o,

puis, en éliminant les angles a, 8, v,

(9) (A—9)(B—5)(C=9)—D*(A—s)—E(B—5)—F*(C—~s) 4 2DEF =o;
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et, en vertu de la méme formule, I'équation (5) se réduit &
(10)  s(Ecosa—+m 'cosp + §cosy) + G ecosa+ Hcosf + Icosy =o.

Enfin I'on prouve aisément (voir les pages 15 et suiv.) : 1° que les trois
racines de 'équation (g) sont toujours réelles; 2° que, dans le cas o
ces racines sont inégales, les formules (8) fournissent des valeurs cor-
respondantes, réelles et déterminées, pour les quantités cosa, cosf,
cosy; 3° que, dans le cas out deux racines de I'équation (g) deviennent
égales, les formules (8) fournissent un nombre infini de systémes de
valeurs de cosa, cosf3, cosy correspondants a ces mémes racines, sa-
voir, tous ceux qui vérifient I'équation (7) et la suivante :

(11) ‘ EF cosa + FD cosf + DE cosy =o.

Cela posé, il est clair que, pour chaque surface du second degré, il

existera toujours au moins deux plans principaux. En effet, comme
I'équation (xo) représentera un plan déterminé, toutes les fois que les
angles «, $, y auront des valeurs déterminées, et la quantité s une va-
leur différente de zéro, on peut affirmer que la surface (1) offrira deux
ou trois plans principaux, si deux ou trois racines de I'équation (g)
sontinégales et différentes de zéro. Si la méme équation a deux racines
différentes de zéro, mais égales entre clles, la surface (1) offrira une
infinité de plans principaux correspondants & ces racines et aux di-
verses valeurs de «, 3, v qui vérifient les formules (7) et (11). Enfin, si
Iéquation.(9) admet une seule racine différente de zéro, avec deux ra-
cines nulles, la premiére racine continuera de fournir un plan prin-
cipal de la surface (1); et, comme on vérificra la formule (10) en posant

a la fois
(12) ‘ s=o,
(13) G cosa+HecosB +Icosy=o,

les racines nulles correspondront elles-mémes 2 un nombre infini de
plans principaux qui seront représentés par des équations de la forme

(14) ' Ecosa -+ cosf + & cosy = const.,

)
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les valeurs de a, 3, y étant déterminées par les équations (7), (11) et
(13). On peut, au reste, vérifier directement cette derniere assertion.
En effet, si I'équation (9) a deux racines nulles, I'équation (1) se ré-
duira simplement & la formule (103) de la page 33, ¢’est-a-dire &

(15) DFI‘( +%+F>—{—2Gx+2ﬂy+21z:K,

ct représentera un cylindre dont les génératrices, étant paralleles ala
droite que déterminent les deux équations

‘ ZL Y 2
(16) DTETET
(17) Gr+Hy+Is=o,

formeront avec les axes coordonnés les angles a, B, y qui vérifient les
formules (7), (x1) et (13). Donc tout plan représenté par I'équa-
tion (14) sera perpendiculaire & ces génératrices, et divisera la surface
en deux parties symétriques, en sorte qu'on pourra le considérer
comme un plan principal. Si les équations (16) et (17) se réduisaient
4 unc seule, le cylindre se transformerait en un systéme de deux plans
paralleles, et I'on pourrait ranger parmi les plans principaux, non seu-
lement un troisitme plan qui diviserait la distance des deux premiers
en partics égales, mais encore tous ceux qui leur scraient perpendicu-
laires. ’ '

On ne peut supposer que les trois racines de I'équation (g) s’éva-
nouissent, & moins d’admettre que 'on a

A=B=C=D=E=F=o,

c’est-a-dire, 4 moins d’admettre que la formule (1) cesse d’étre une
équation du second degré.

Il est encore facile de s’assurer que, parmi les plans principaux rela-
tifs & une surface du second degré, on peut toujours en trouver deux
qui se coupent a angles droits. En effet, si deux ou trois racines de
I'équation (g) sont inégales et différent de zéro, les plans principaux
correspondants & ces racines seront, d’aprés ce qui a été dit dans un

OEupres de C. — §.11, t, VIIL ‘ 14
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autre article (pages 18 et 19), perpendiculaircs Pun alautre. Silaméme
équation a deux racines distinctes de zéro, mais égales entre elles, il
existera une infinité de plans principaux perpendiculaires aux diverses
droites qui formeront avec les demi-axes des coordonnées positives des
angles o, 3, y propres a vérifier la formule (11), et, par conséquent,
tous les plans perpendiculaires a celui que représente I'équation (16)
seront des plans principaux. Or ces mémes plans, considérés deux i
deux, se couperont cncore a angles droits. Enfin, si I'équation (g)
admet une seule racine différente de zéro avec deux racines nulles, le
plan principal correspondant & la premitre racine et les plans princi-
paux correspondants aux racines nulles devront toujours étre perpen-
diculaires entre eux, puisque les normales & ces mémes plans seront
des droites perpendiculaires entre elles (voir les pages 20, 21).
Il est maintenant facile de résoudre la question suivante.

ProBLEME I. — Rechercher quelles sont les différentes especes de surfaces
du second degre.

Solution. — Comme nous avons prouvé que, pour chaque surface du
second degré, il existe au moins deux plans principaux perpendicu-
laires I'un & I'autre, on pourra les prendre pour plans des y, s et des
x, 5. Alors 'équation de la surface ne devra pas étre altérée quand on

.y remplacera « par —x et y par — y; par conséquent, les termes qui
renfermeront les premikres puissances de @ et de y devront s’évanouir.
Donc toute surface du second degreé peut étre représentée par une équation
de la forme

(18) Az?+By'+ Cs2+ 21z =K.

Comme cette proposition sert de fondement & la solution du probleme
qu’'il s’agissait de résoudre, il ne sera pas inutile d’en offrir ici une se-
" conde démonstration, qui exige moins de caleul que la premiere.
Ltant donnée une surface quelconque du second degré, on peut tou-
jours choisir les plans. rectangulaires des «, y, des x, =z ct des y, z, de
maniere que le plan des @, y coupe la surface, et que I'axe des x coin-
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cide avec I’axe principal ou avec I'un des axes principaux de la section
faite par ce méme plan. D'ailleurs, si I'on suppose la surface du second
degré représentée par I'équation (1), la section faite par le plan des
x, y sera une ligne du second degré, représentée elle-méme par la for-
mule

(a) : Az?+By*+ 2Fay + 26+ 2Hy =XK;

et, pour que 'axe des « soit un axe principal de cette ligne, il faudra
que I'équation (a) ne soit pas altérée quand on y remplacera @ par
—z, ¢’est-d-dire que les termes du premier degré en « disparaissent,
et que I'on ait en méme temps F = o, G = o. Donc une surface quel-
conque du second degré pourra étre représcntée en coordonnées rec-
tangulaires par la formule

(6) Ax*+ By*+ Cz?+2Dys + 2EBsz + 2 Hy + 215 =K.

Mais alors, la quantité F étant réduite a zéro, I'équation (9) de-
viendra :
(¢) (A—s)(B—s)(C—s)—DQ(A—s)——E%B——s):o.

Or, pour s’assurer que cette derniere a ses trois racines réelles, il suffit
de substituer dans le premier membre les valeurs suivantes de s

rangées par ordre de grandeur. En effet, supposons, pour fixer les
idées, A <B. Les valeurs dont il s’agit, étant substituées dans le pre-
mier membre de 'équation (¢), fourniront les quatre résultats

w, —E}(B—A), +D¥(B-—A), —oo;

et, comme ces résultats seront alternativement positifs et négatifs, il
est clair que I'équation (c¢) aura, dans I’hypothése admise, trois racines
réclles, la premiere inférieure & A, la seconde comprise entre A et B,
la troisieme supéricure 2 B. Si I'on supposait, au contraire, A > B, on
établirait de la méme maniere 'existence de trois racines réelles qui
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seraient, la premiere inférieure & B, la seconde comprise entre A et B,
la troisiéme supérieure & A. La réalité des trois racines de 1'équa-
tion (¢) étant ainsi démontrée, on remarquera que ces trois racines ne
peuvent s’évanouir a la fois, & moins que I'on n’ait A=o0, B=o, C=o,
D =0, E=o0, F =o, c'est-a-dire & moins que I'équation () ne cesse
d’¢tre du second degré. Donc I'équation (¢) offrira toujours au moins
une racine différente de zéro. Ajoutons que, si I'on substitue, dans
Péquation (10), des valeurs de cosa, cosf, cosy correspondantes a ces
racines et propres A vérifier les équations (8), ou plutét les suivantes

(A —s)cosax+ Ecosy =o,
(d) (B—s)cosP +Dcosy=o,
z Ecosa +D cosp + (C—s) cosy =o,

I'équation (10) représentera toujours un plan principal de la sur-
face (b). Donc, pour toute surface du second degré, il existe au moins
un plan principal, ¢’est-a-dire un plan qui divise la surface en deux
parties symétriques. Concevons, a4 présent, que I'on prenne ce plan
principal pour plan des x, z. L’équation de la surface ne devra pas
étre altérée quand on y remplacera y par — y. Donc elle sera de la
forme

(e) Az?+ By?*+ Cs'+ 2Ezz + 2Gz + 215 =K.

D’ailleurs, le plan des y, s pouvant étre choisi arbitrairement, pourvu .
qu'il soit perpendiculaire a celui des @, 5, on pourra supposer qu’il
renferme un axe principal d’une section faite dans la surface par un
plan queleconque parallele au plan des x, z; et alors il est clair que les
termes du premier degré en x devront disparaitre dans la formule (e),
qui se réduira simplement & I'équation (18). Donc I'équation (18) est
propre & représenter une surface quelconque du second degré.
Observons maintenant que, dans I'équation (18), on pourra toujours
réduire i zéro le coefficient I, si la constante C n’est pas nulle, et la
quantité K, si, G étant nulle, I différe de zéro; car, pour y parvenir, il

. I '
suffira de remplacer, dans le premier cas, z par 5 — o ety dans le se-
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K g ' ..
cond cas, 5 par s+ — c’est-d-dire de transporter I'origine sur I’axe

2l
. . . I K , 1, .
des =z au point qui a pour abscisse — & ou 51° Cela posé, I'équation (1)
prendra 'une des formes
(x9) Az*+ By?+ Cs* =K,
(20) Az +By*+21s=o,

De plus, si I'on supposc les coefficients A, B, G, I, K différents de zéro,
il suffira de faire, dans la formule (19), '

K_ K_ 5 K__ .
K_-ia, 'E——-__b, C___.C,

ct, dans la formule (20),
1 I I

(a, b, c désignant des quantités positives), pour ramener ces formules
aux deux suivantes :

[
o

AT
(21) :t'géiﬁizi——l,
2 2 ”
NN S
(22) T @B T e

Or I’équation (21) comprend huit autres équations, savoir : 1° I'équa-
tion

x oyt 2
(23) E—!—z;-l-c—z:b

qui représente un ellipsoide dont les demi-axes sont a, b, ¢; 2° les
trois équations ‘

x? g
(24) ATE T a=

x2 y? 22
(25) EE_ZE +c—z:l,

o ¥t 2
(26) --a—,—!-ﬁ-}—czzl,
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dont chacune représente un hyperboloide & une nappe; 3° les trois
équations

22 R |

(27) at _"ZT'—E{—I’
' 22 2 gt

(28) —E-f‘%g——;—l,
zt oyt gt

(29) __(1—2—'—1_);4_-6_5:1,

dont chacune représente un hyperboloide & deux nappes; 4° 'équa-
tion

(30
qui ne représente rien, attendu qu’on ne peut y satisfaire par des va-
leurs réelles des coordonnées. Quant & la formule (22), clle comprend
les deux équations

. 2 2 3
(31) Zi 4—%7=i2z)
x? 2 3

dont la premiere l'cprésenie un paraboloide clliptique ct la seconde un
paraboloide hyperbolique. Si deux des constantes a, &, ¢ devenaient
égales entre elles, I'cllipsoide, 'hyperboloide & une ou & deux nappes
ct le paraboloide elliptique pourraient se réduire & des surfaces de ré-
volution. Si les trois constantes devenaient égales, I'cllipsoide se chan-
gerait cn une sphére. .

Si I'on faisait évanouir, dans I’équation (19) ou (20), une ou plu-
sieurs des constantes A, B, G, K, I, mais de maniére que cette équation
ne cessat pas d’étre du second degré en z, y, z, on obtiendrait 'une
des formules

(33) Ax?+ By + Cz?=o,
(34) Byt + Cs2=K,
(33) Axt+ Cz2 =K,
(36) Az24+-By:=K,
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(37) : By +Cz*=o,
(38) Az*+Cat=o,
(39) Ax?+By?=—o,
(4o) Az*=K,
(41) By*=K,
(42) ' C2=K,
(43) x*=o,
(44) y*=o,
(45) st =o,
(46) Az*+4-2lz=o0,
(47) By*+ 2lz=o.

Or I'équation (33) représente une surface conique du second degré,
lorsque les trois constantes A, B, C ne sont pas des quantités de méme
signe, ct Porigine des coordonnées dans le cas contraire. De plus, cha-
cune des équations (34), (35), (36) représente un cylindre elliptique,
lorsque les coefficients du premier membre sont des quantités affec-
tées du méme signe que la constante K; un cylindre hyperbolique,
lorsque ces cocfficients sont des quan.tités de signes différents; et ne
représente rien, lorsqu’ils sont affectés du méme signe que la quantité
— K. Chacune des équations (37), (38), (3g) représente I'un des axes
coordonnés ou deux plans qui renferment cet axe, suivant que les
coefficients du premier membre sont de mémes signes ou de signes
différents. Chacunc des équations (40), (41), (42) représente deux
plans paralléles & I'un des plans coordonnés, ou ne représente rien,
suivant que le coefficient du premier membre est, ou n’est pas affecté
du méme signe que la constante K. Chacunc des équations (43), (44),
(45) représente un seul des plans coordonnés. Enfin les équations
(46), (47) représentent des cylindres hyperboliques. Ajoutons que le
cone et les cylindres elliptiques se transforment en céne et cylindres
droits & bases circulaires, lorsque, dans les équations (33), (34), (35),
(36), deux des coefficients A, B, C deviennent égaux entre eux.

En résumé, une surface du second degré ne peut étre qu’un ellip-
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soide, un hyperboloide & une ou deux nappes, un paraboloidelelliptiquc
ou hyperbolique, un cone, un cylindre elliptique, hyperbolique ou pa-
rabolique, enfin un systéme de deux plans qui se coupent, ou de deux
plans paralléles. De plus, dans la discussion des surfaces que repré-
sentent des équations du second degré, il faut observer : 1° que le cone
peut se réduire a4 un point, le systéme de deux plans qui se coupent &
une droite, et le systéme de deux plans paralleles 4 un seul plan; 2° que
Uellipsoide, I'hyperboloide & une ou a deux nappes, le paraboloide
clliptique et le cylindre elliptique peuvent devenir des surfaces de ré-
volution; 3° que l'ellipsoide peut se réduire & une sphere; 4° que
Uellipsoide, le cylindre elliptique et les deux plans paralléles peuvent
devenir imaginaires et disparaitre.

Parmi les surfaces que nous venons d’énumérer, I'cllipsoide, I'hy-
perboloide & une ou & deux nappes et la surface coxﬁque, en supposant
qu'on ne les réduise pas 4 des surfaces de révolution, sont les seuls
qui oflrent un systéme unique de trois plans principaux et rectangu-
laires entre eux. Si I'on joint & ces surfaces Pellipsoide et I'hyperbo-
loide de révolution, la sphere et le cone droit a base circulaire, on aura
toutes celles qui offrent un centre unique, et, en méme temps, toutes
celles dans lesquelles il existe au moins trois plans principaux rectan-
gulaires entre eux, sans que jamais deux plans principaux puissent
devenir paralléles 'un & autre. Le paraboloide elliptique, quand il ne
sera pas derévolution, et le paraboloide hyperbolique seront les seules
qui offriront simplement deux plans principaux et n’auront pas de
centre. Le paraboloide de révolution offrira une infinité de plans prin-
cipaux passant par un méme axe. Le cylindre elliptique, quand il ne
sera pas de révolution, le cylindre hyperbolique et le systeme de deux
plans paralléles offriront une infinité de centres situés sur un méme
axe, avec une infinité de systémes de trois plans principaux et perpen-
diculaires I'un & l'autre, chacun de ces derniers systemes étant com-
posé de deux plans déterminés et passant par 'axe, et d'un plan quel-
conque perpendiculaire & I'axe. Le cylindre droit & base circulaire
offrira encore une infinité de centres situés sur un axe, avec une infi-
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nité de systémes de trois plans perpendiculaires I'un & I'autre, et assu-
jettis a la seule condition que deux d’entre eux passent par l'axe, le
troisiéme étant perpendiculaire & I'axe. Le cylindre parabolique offrira
une infinité de plans principaux perpendiculaires aux génératrices
avec un seul plan principal passant par I'une de ces mémes généra-
trices. Enfin, le systéme de deux plans paralléles offrira pour plans
principaux, non sculement un troisiéme plan parallele, qui divisera la
distance des deux premiers en parties égales, et qui pourra étre consi-
déré comme le lieu des centres, mais encore tous les plans perpendi-
culaires aux deux premiers.
Dans le cas ot la surface (1) a un centre unique, les coordonnées %,
1, { de ce centre sont déterminées (voir la page 13) par les équations
' A +Fn+E{+G=o,
(48) : "t FE+Bn+D{+H=o,
'  {EE+Dn+Ct+TI=o,
desquelles on tire

(BC — D*)G + (DE — CF)H + (FD — BE)I

§=- ABC — AD*—BE'— CF*+2DEF
4 ___(DE—CF)G + (CA —E1)IL + (EF — AD)I
(49) = ABC— AD'—BE— CF* 7 2DEF
¢ —_ (FD—BE)G -+ (EF —AD)H+ (AB—F")l
S ABC — AD*— BE!— CF?+- 2 DEF )

Alors la quantité
(50) A = ABC — AD*~ DE?— CF*+ 2DEF

differc nécessairement de zéro. Réciproquement, lorsque cette quan-
tité différe de zéro, les valeurs de &, v, { tirées des formules (49) sont
finies et déterminées, et, en substituant ces valeurs dans la formule (2),
on obtient les équations d’une droite qui ne peut rencontrer la sur-
face (1) sans avoir avec elle deux points communs situés & égales dis-
tances du point (&, 7, {). Donc alors toute droite menée par le point
(&, ¢) ost un diamétre, et ce point un centre unique de la surface.
On arriverait a la méme conclusion en observant que la quantité — A
OEupres de C. — 8., 11, 1, VIII, - RE)
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- est précisément le dernier terme du premier membre de I'équation (g),
dans cette équation développée et mise sous la forme

(51) $*—(A+B+C)s*+ (BC+CA+AB —-D*—E!—F)s5s—~A—o.

Donc, si A différe de zéro, 'équation (9) n’aura pas de racines nulles.
Donc alors & chaque direction principale correspondra un scul plan
principal représenté par la formule (10); et, comme il existe toujours
au moins trois dircctions principales respectivement perpendiculaires
'une & l'autre (voir la page 23), la surface (1) offrira nécessairement au
moins un systéme de trois plans principaux qui se couperont & angles
droits, mais elle n’offrira point de plans prinéipaux paralleles. Donc
cette surface sera du nombre de celles: que nous avons -signalées .
comme ayant un centre unique. De plus, si 'on désigne par £ la valeur

" de u correspondante aux valeurs de &, v, { que déterminent les for-
mules (48), on trouvera

(52) k=AE+Bn*+C8—+ 2Dnl + 2B +2F&n +2GE + 2Hn + 21 = GE + U - 1§,
ou, ce qui revient au méme,

'<53) j o (D2—BC)G?—+ (B2 — CA)Ii2-+- (F2— AB)I*— 2 (EF — AD)HI — »(FD — BE)IG — (DE — CF)GIl
B A

ct, si le diametre représenté par 'équation (2) rencontre la surface (1),
la longueur interceptée par cette surface sur le méme diamétre sera
égale au double de la longucur r déterminée par 1'équation -

(54) o - (K“’“)%,

. $

que l'on déduit de la formule (4) en prenant u = £.

Concevons & présent que, dans la formule (54), on substitue succes-
sivement pour s les trois racines de I'équation (g). Les valeurs corres-
pondantes de r seront toutes trois réelles, ou 'une imaginaire et les
deux autres réelles, ou 'une réelle et les deux autres imaginaires, sui-
vant que la surface (1) sera rencontrée par ses trois axes principaux,
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ou par deux de ces axes, ou par un seul d’entre eux, c'est-a-dire, en
d’autres termes, suivant que la surface (1) sera un ellipsoide, ou un
hyperboloide 2 une nappe, ou un hyperboloide & deux nappes. Donc,
si I'on fait, pour abréger, '

65 . R=ri=
les trois valeurs de R, déterminées par les formules (51) et (55), ou,
en d’autres termes, les trois racines de I'équation

(K—ky,
i R——g

(K—£&)

=o0

(56) RS— (BC+CA+AB—D'—E—F) X Rr (A1 B+ 0)

seront positives dans la premiére hypothese. Donc cette équation, en
vertu de la régle de Descartes ('), offrira trois variations de signe, et
les trois produits

s (K — k) (A+B+0C),
(57) (K-—k)(A-+B+C)(BC+ CA~+AB —D*— E*— F?),
' (K — k) (BC + CA + AB — D?* — E2 — F*)A

seront positifs. Au contraire, dans la seconde hypothése, deux valeurs
de R étant positives et la troisieme négative, 'équation (56) offrira
deux variations et une permanence de signe; par conséquent, deux des
produits (57) seront positifs, et le troisiéme négatif. Enfin, dans la der-
~niére hypothese, deux valeurs de R étant négatives et la troisiéme po-
sitive, un seul des produits (57) sera positif, et les deux autres seront
négatifs. Si les produits (57) étaient tous les trois négatifs, les trois
valeurs de 7, fournies par l’équatfon (54),-deviendraient'imaginaires,
et 'équation (1) ne représenterait plus aucune surface.

Comme les trois racines de I'équation (56) sorit toujours réelles, le
second et le troisiéme terme ne peuvent disparaitre simultanément,
lorsque les quantités K — % et A différent de zéro. Alors aussi I'un de

(1) Cette application de la régle de Descartes & la discussion des surfaces du second
degré a été donnée pour la premitre fois par M. Petit (woir le Tome Il de la Correspondance
sur I'Ecole Polytechnique, publiée par M. Hachette).
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ces termes ne peut disparaitre sans que le terme précédent et le terme
suivant se trouvent affectés de signes contraires. Il est aisé d’en con-
clure que, si, A n’étant pas nulle, deux des produits (57) viennent &
s’évanouir, I'équation (1) représentera un hyperboloide 2 une nappe
ou & deux nappes, suivant que le troisieme produit sera positif ou né-
gatif.

Il importe d’observer que, les quantités A et K — £ étant différentes
de zéro, les racines positives de I'équation (56) seront en nombre
impair ou en nombre pair, sulvant que le produit

(58) (K — k)A

sera positif ou négatif. Par conséquent, I’équation (1) représentera,
dans Ia premitre hypothése, un ellipsoide ou un hyperboloide 2 deux
nappes, tandis que, dans la seconde hypothése, la méme équation
représentera un hyperboloide & une nappe, ou ne représentera rien.
Ajoutons que, dans la seconde hypothése, les sections faites par les

plans coordonnés, et représentées par les formules

(59) By:+Cs2+2Dys +a2Hy +21z =K,
(60) Cz2+A¢?+2sz+zlz+sz:K
(61) ' Ax? 4+ Byr+oFxy +2Go+2lly =K

scront des courbes réelles si I'équation (1) est celle d’un hyperboloide

a une nappe, et disparaitront entiércment si cette équation ne repré-
sente rien. Donc alors, pour que la surface (1) existe, il suffira que
I'une des différences

(62) -~ BC—D?, CA—E!, AB—F

soit négative, ou que, ces trois différences étant positives, I'un des
produits

(63)  (B+C)(K—k), (C+A)(K—h), (A+B)(K—k)

soit négalif, &, &,, k, désignant trois quantités déterminées par les
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formules | .
(64) _ s —5213_11}3 E— CH®
@ p= G AL,
(66) Ky = AHQ—Fi EGiIB—a— BG*

Observons encore que, K—% et A étant positives, les trois racines de
I'équation (51) et, par suite, de 'équation (56), seront ou ne seront
pas des quantités de méme signe, suivant que les deux conditions

(67)  BC-+-CA+AB—D:—E:—F'>o0, (A+B-+C)A>o0

seront ou ne seront pas satisfaites. Dans le premier cas, I’équation (1)

représentera un ellipsoide ou ne représentera rien. Dans le second cas,
la surface (1) sera un hyperboloide 4 une nappe ou & deux nappes, ct,

par conséquent, cette surface s'étendra indéfiniment, soit dans le sens
des coordonnées positives, soit dans le sens des coordonnées néga-

tives. :
I1 est bon de remarquer que I'on a généralement

AA=(CA —E?) (AB —F?) — (AD — EF)?,
(68) BA = (AB — F?) (BC — D?*) — (BE —FD)e,
CA = (BC —D?) (CA — E?) — (CF — DEY,

et qu'en conséquence la seconde des conditions (67) peut s’écrire
comme il suit :

“(CA — E?) (AB — F?) + (AB — F?) (BC — D?) + (BC — D?) (CA — E2)

(69)
.~ -l >(AD —EF)*+ (BE—FD)*+ (CF — DE).

Les régles que nous venons d’établir s’étendent au cas méme o, les
quantités A et K — % étant différentes de zéro, chacune des équations
‘(51), (56) offrirait deux ou trois racines égales. Seulement alors I'el-
lipsoide et hyperboloide A une ou & deux nappes se réduiraient & des
surfaces de révolution ou méme 3 une sphere (voir les pages 32 et 33).
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Ajoutons que I'équation (51) offrira deux racines égales, sil'on a

EF ‘FD DE
(70) A——T)—:BA—V—E-—C-—T

(voir la page 21) et trois racines égales, si I'on a
(71) A=B=C, D=E=F=o.

Si, A n’étant pas nulle, la différence K — % s’évanouissait, en sorte
qu’on eut A la fois

(72) M>o, K=k
la formule (52) donnerait .
(73) AE+Bn*+ Cg+2Dn¢ + 2B + aFtn + 2GE + 2 Hn + 21{ =K;

et, par conséquent, 'équation (1), étant vérifiée par les valeurs de &,
v, C tirées des formules (49), ne pourrait représenter qu'une surface
dont le centre serait unique et situé sur cette méme surface. Donc la
surface (1) serait nécessairement un cone qui aurait pour sommet le
point (&, v, {) et qui pourrait se réduire & ce point. Dans la méme
hypothese, il suffirait d’attribuer & plusieurs ou méme 4 une scule des
quantités A, B, G, D, E, F, G, H, I des accroissements infiniment petits,
pour transformer I'équation (1) en une équation du méme genre, dont
les coefficients ne vérifieraient plus la seconde des conditions (72), et,
par conséquent, en une équation propre & représenter un cllipsoide
réel ou imaginaire, ou un hyperboloide. Alors 'ordonnée de la surface
conique ou la valeur de s tirée de I'équation (1) pourrait étre considé-
rée comme la limite vers laquelle convergerait la valeur de z tirée de
la nouvelle équation. D'ailleurs la seconde valeur de z représentera
I'ordonnée d’un ellipsoide imaginaire ou d’un ellipsoide réel, mais
dont les axes seront infiniment petits, et deviendra, par conséquent,
imaginaire pour toutes les valeurs de @, y qui ne seront pas sensible-
ment égales aux coordonnées &, v du centre de Pellipsoide, si les con-
ditions (67) sont vérifiées; tandis que, dans le cas contraire, elle repré-
sentera I'ordonnée d’un hyperboloide et ne cessera jamais d’étre réelle.
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Donc la limite vers laquelle convergera cette seconde valeur de z, ou

I'ordonnée de la surface (1) sera elle-méme, pour des valeurs de = et

de y distinctes de & et de v, toujours réelle ou toujours imaginaire,

suivant que les conditions (67) seront ou ne seront pas satisfaites; et

la surface conique, constamment réelle dans le second cas, se féduira,

dans le premier cas, & un point unique. ‘ ’
Concevons a présent que la condition

(74) . A:O

soit satisfaite. L'équation (g) offrira une racine nulle et n’en offrira
qu’une de cette espece, si 'on n’a pas en méme temps (voir la page 30)
EF FD DE

Alors aux deux autres racines de I'équation (g), suivant qu’elles seront
égales ou inégales, correspondront deux directions principales ou une
infinité de directions principales paralléles & une méme droite. Quant
a la racine nulle, elle ne fournira aucun plan principal, si les angles «,
B, v, que la direction principale correspondante forme avec les demi-
axes des coordonnées positives, ne vérifient pas la condition (13);
tandis que, dans le cas contraire, tous les plans perpendiculaires la
dlrectlon dont il s’agit seront encore des plans principaux. Enfin, si
I equatlon (9) a deux racines nulles, ou, en d’autres termes, si les con-
~ ditions (75) sont vérifiées, la troisieme racine de I'équation (g) four-
nira un plan principal dont la position sera complétement déterminée.
Dans le méme cas, si les équations (16) et (17) sont distinctes 'une de
I’autre, les racines nulles fourniront une infinité¢ de plans principaux
perpendiculaires & la droite représentée par ces équations; mais, si les
équations (16) et (17) se réduisent i une seule, elles représenteront
un plan unique, et tous les plans qui lui seront perpendiculaires seront
autant de plans principaux. Il suit évidemment de ces diverses re-
marques que les surfaces qui pourront étre représentées par I'équa-
tion (1), dans le cas o la condition (74) se trouvera satisfaite, seront
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nécessairement un paraboloide elliptique ou hyperbolique, si 'équa-
tion (9) offre une racine nulle correspondante i des angles «, B,y qui
ne vérifient pas la condition (13), et deux autres racines inégales; un
paraboloide de révolution, si I'équation (9) offre une racine nulle cor-
respondante a des angles qui ne vérifient pas la condition (13), et deux
autres racines égales entre elles; un cylindre elliptique ou hyperbo-
lique qui pourra devenir un ecylindre droit & base circulaire, ou sc
réduire 2 un systeme de deux plans non paralleles, si l’équatiolnl(g)
offre une racine nulle correspondante & des angles qui vérifient 14 con-
dition (13), et deux autres racines inégales ou égales; un cylindre
parabolique, si I'équation (g) offre deux racines nulles déterminées,
et si, en méme temps, les équations (16), (17) sont distinctes I'une de
I'autre; enfin, un systéme de deux plans paralleles, si I'équation (9)
offre deux racines nulles, et si, en méme temps, les formules (16), (17) .
se réduisent & une seule. Parmi ces surfaces, les seules qui ne soient
pas dépourvues de centre seront le cylindre elliptique ou hyperbolique,
et le systeme des deux plans paralléles ou non paralleles; ¢’est-b-dire
les surfaces qu’on obtiendra lorsque, I'équation (g) ayant une racine
nulle, les valeurs correspondantes de e, 8, y vérifieront la formule (13),
ou lorsque, I'équation (g).ayant deux racines nulles, les diverses va-
leurs de o, B, y correspondantes a ces racines, ¢’est-a-dire les diverses
valeurs propres & vérifier les formules (7) et (11), rendront identique
I'équation (13). I est d’ailleurs facile de s’assurer directement que,
dans le cas ou toutes les valeurs de «, 3, y, déduites des formules (8)
a I'aide de la supposition s=o, vérifient encore la formule (13), la sur-
face représentée par I'’équation (1) offre une infinité de centres situés
sur un axe ou sur un plan parallele au plan que représente I'équa-
tion (17). En effet, supposons d’abord que, parmi les trois équations

Acosa+Fcosp+E cdsy:o,
(76) F cosa + B cosf3 + Decosy = o,
Ecose + D cosf3 + Ccosy = o,

il y en ait deux, par exemple, les deux premiéres, qui soient distinctes
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I'une de l'autre; on aura nécessairement
(77) - (AB — [*)*>> o
Car, si la condition
(78) | AB —F*=0o

se trouvait remplie, en désignant par p la valeur commune des deux

rapports
| B
AT

>

on tirerait des deux premieéres équations (76)

(79) cosa +pcosp=o,  COSy=0
(80) cosa (?OSQ = CosY — =+ ————-——-____l 2;
p —I o \/I—i—p

et, pour que les valeurs de cosa, cosf, cosy, déterminées par les for-
mules (79) ou (80), fussent propres a vérifier la troisiéme des équa-

. " . . ’ A D b @111
tions (76), il faudrait que I'on edt eneore g = ¢» et par suile

F
(81) ATFTE

Mais alors les deux premiéres des équations (76) cesseraient d’étre,
comme on 1'a supposé, distinctes 'une de Pautre. De plus, la condi-
tion (78) n’étant pas remplic, on tirera des deux premiéres ¢qua-
tions (76), combinées avec la formule (7), des valeurs déterminées
de cosa, cosB, cosy, savoir celles que fournira la formule

cosa __ cosB _ eosy
FD —BE ~— EF—AD = AB—F?
(82) .

=t .,
V(ED — BE)?+ (EF — AD)*+ (AB — 1)

i\

dans laquelle le radical aura une valeur différente de zéro. Or, pour
que ces valeurs satisfassent, non seulement & la troisiéme des équa-
tions (76), mais encore A équation (13), il sera nécessaire que les

OFunvres de C. — 8. 11, t. VIIL 16
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coefficients A, B, G, D, E, F, G, H, I vérifient, non seulement la con-
dition

(83) E(FD — BE) +D(EF — AD) + C(AB — F?) =o,

qui n’est autre que la formule (74), mais encore la suivante :

(84) G(FD — BE) + H(EF — AD) + I(AB — F?) =o.

Cela posé, il est clair que, dans hypothese admise, les deux premiéres
des équations (48) fourniront des valeurs finies et déterminées des

deux inconnues &, v, exprimées en fonction de ¢, savoir,

FD — BE FH — BG __ EF—AD G — AH

(8) i=jp—witapTE "“Aa_p’T A’

et que ces valeurs, substituées dans la troisiéme des équations (48), la
vérifieront quelle que soit {. Donc-alors il existera une droite unique
et déterminée, dont les coordonnées &, v, { satisferont aux trois équa-
tions (48); d’olr il résulte qu’elle sera comprise dans les divers plans
diamétraux représentés par la formule (5), ainsi que dans les plans
principaux correspondants a celles des racines de I’équation (g) qui
différeront de zéro. Ajoutons : 1° que la méme droite sera perpendicu-
laire en chacun de ses points & I'un des plans principaux et paralliles
entre eux qui correspondront & la racine nulle de I'équation (g);
2° que les plans principaux qui passeront par cette droite, réduits &
deux plans déterminés, si I'équation (9) n’a pas de racines égales, et
pris deux & deux dans le cas contraire, seront perpendiculaires I'un &
autre. Donc chaque point de la droite dont il s’agit, étant le point
d’intersection de trois plans principaux et rectangulaires, sera un
centre de la surface représcntée par I'équation (1).

Supposons maintenant que chacune des équations (76) se confonde
avec les deux autres, et que toutes les valeurs de cosa, cos 3, cosy
propres i vérifier I'une d’entre elles avec la formule (7) vérifient
encore 'équation (13). On aura nécessairement

(86) LJAF:E:GuF:B:D:H:E:D:C:1;
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" et, par suite, les trois équations (48) se réduiront 2 une seule qui repré-
sentera un plan déterminé, avec lequel coincideront tous les plans dia-
métraux représentés par la formule (5). De plus, ce plan étant paral-
lele & celui que détermine la formule (16) ou (17), et par conséquent
A toutes les directions principales correspondantes aux deux racines
nulles de I'équation (9), coupera certainement 4 angles droits la direc-
tion principale correspondante a la troisiéme racine, et sera un plan
principal. Enfin, comme tous les plans qui seront perpendiculaires &
celui-ci couperont a angles droits des directions principales correspon-
dantes aux racines nulles, ils seront encore des plans principaux. Cela
posé, il est clair que tout point du plan représenté par P'une des équa-
tions (48) sera le point d’intersection de trois plans principaux per-
pendiculaires 1'un a 'autre, et, par suite, un-centre de la surface ().

Il importe d’observer que, dans tous les cas ou la surface (1) offrira
une infinité de centres, les coordonnées de ces divers centres, étant
substituées dans I'équation (52), fourniront une valeur unique de la
constante £. En effet, supposons d’abord que, deux des équations (76),
par exemple les deux premieres, étant distinctes 'une de I'autre, on
en déduise des valeurs de cosa, cosf, cosy propres i vérifier la for-
mule (13). Alors la condition (77) sera remplie, c’est-a-dire que
AB — F* différera de zéro; puis, en combinant I'équation (52) avec
les formules (85), et ayant égard a la condition (84), on trouvera,

quelle que soit ¢,
, AH:— >FGH + BG?_

k= F*_AB

En d’autres termes, on aura
k=k,,

la valeur de £, étant celle que détermine la formule (66). On.trouve-
rait de méme, en supposant la troisieme des équations (76) distincte
de la premiére ou de la seconde,

k=k, ou k=—k,.

Donc, si, la surface (1) ayant une infinité de centres, les équations (76)
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ne se réduisent pas a une scule, la formule (52) donnera généralement -
(87) k= k= ky= ks,
les valeurs de £,; £,, &, étant celles que déterminent les équations (64),

(65), (66). On aura donc nécessairement, dans cette hypotheése, I'équa-
tion de condition

(88) ' ky== ky==ky

ou T
gy BI*—2DHI-+ CI* _ €G*—2EIG — AI* _ AH*— 2FGH -+ BG?
(89) D:—BC - E2—~CA - F*—AB '

Seulement, si I'une des différences
(90) BC—D;, CA—E, AB—F

venait & s’évanouir, 'une des quantités £,, £,, £, se présenterait sous
la forme :)—)- '

Supposons, en second lieu, les équations (76) réduites & une seule
qui s’accorde avec ’équation (13). Les conditions (86) seront véri-‘
fiées, et la surface (1) ne pourra étre qu’un systéme de deux plans
paralléles & un troisieme plan qui, étant le licu des centres, scra repré-
senté par chacune des équations (48). Or on tirera de ces dernieres

. équations, en ayant égard aux conditions (86),

N S | SR &
(91? GE+Hn+Ii=— F=—p=—nr,

et par suite la formule (52) donnera

G m_ p
(92) f=—gx=—3="v

quelles que soient les coordonnées &, v, { qui pourront rester arbi-
traires. Alors aussi les coefficients A, B, C, D, E, F, G, H, 1 vérifieront
nécessairement I'équation de condition

G112
(93) . Nl
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Lorsque la surface (1) représente un cylindre elliptique réduit 2 ses
axes, ou un cylindre hyperbolique réduit au systeme de deux plans qui
se coupent, ou un systeme de deux plans paralleles réduits 4 un seul
plan, les valeurs de &, v, { propres a vérifier les formules (48) satis-
font nécessairement a I'équation (1), et par suite la valeur de %, déter-
minée par la formule (87) ou (92), vérifie la scconde des condi-
tions (72).

Observons encore que, si, la quantité A étant nulle, la surface (1)
est dépourvue de centres, cette surface sera toujours réelle. En effet,
supposons d’abord qu’une seule des racines de I'équation (g) s’éva-
nouisse, et que les valeurs correspondantes de cosa, cosf, cosy,
déterminées par les formules (76), ne vérifient pas 'équation (13).
Si, par un point (§, n,{) choisi arbitrairement, on meéne une droite
qui, prolongée dans un certain sens, forme avec les demi-axes des
coordonnées positives leq angles o, B, v, et si 'on nomme r la dis-
tance mesurée sur cette droite depuis le point (§,,() jusqu’a un
point quelconque (z,y, z), on aura

z—E _ y+n_z2—-80__ .
(94) cosa ~ cosB ~ cosy =7

le signe + ou — devant étre adopté suivant que la distance r sera
comptée dans un sens ou dans un autre. D’ailleurs, si 'on substitue
dans I'équation (1) les valeurs de z, y, z tirées de la formule (94), et
si I'on observe que, dans le cas présent, la valeur de s déterminée par
la premiere des formules (3) se réduit & zéro, on trouvera, en ayant
égard aux équations (76) et a la seconde des équations (3), '

(95) + r(G cosa -+ H cosB -+ L cosy) + u=K,
ou, ce qui revient au méme,

K—u
e .
(96) " T Geosa+ Hcosp +1 cosy

Or il est clair que, dans I'hypothese admise, la formule (96) fournira
une valeur réelle’finie et positive de r, pourvu que I'on dispose du
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double signe de maniere 4 rendre le second membre positif, ¢’est-
a-dire pourvu que I'on prolonge dans un sens convenable la droite
menée par le point (§, v, (). Donc cette droite rencontrera toujours
la surface (1), qui sera nécessairement réelle. Nous savons, d’ailleurs,
que cette surface ne pourra étre qu’un paraboloide elliptique ou hyper-
bolique. '

Supposons en second lieu que deux racines de I'équation (g) s’éva-
nouissent, mais que les divers systemes de valeurs de cosa, cosB, cosy,
qui correspondent alors & ces deux racines, et qui sont en nombre
infini, ne vérifient pas tous I’équation (13). Sil'on emploie un de ces
systemes, la droite que détermine la formule (94) rencontrera encore
la surface (1) & une distance finie du point (§, 1, {), toutes les fois que
I’équation’(13) ne sera pas vérifiée. Donc la surface (1) sera réelle. Nous
savons d’ailleurs qu’eclle ne pourra étre qu’un cylindre parabolique.

Faisons voir maintenant comment on peut, en partant de 1'équa-
tion (1), distinguer le paraboloide elliptique du paraboloide hyperbo-
lique, le cylindre elliptique réel ou imaginaire, ou réduit & son axe,
du cylindre hyperbolique ou de deux plans qui se coupent, enfin le
systeme de deux plans paralleles et réels ou un seul plan réel du sys-
teme de deux plans imaginaires. Pour y parvenir, il suffira de substi-
tuer & I'équation (1) une autre équation du méme genre, savoir, celle

. (qu’on obtient quand on attribue aux coefficients AB,CGD,EF, oua
I'un d’eux seulement, un accroisscment infiniment petit, de maniere
que la quantité A cesse d’étre nulle, et que la quantité K — £ differe
de zéro. Alors la surface (1) se trouvera transformée en une autre que
nous nommerons surface auxiliaire, ¢t qui, offrant un centre unique,
ne pourra étre qu'un ellipsoide réel ou imaginaire, un hyperboloide &
une nappe, ou un hyperboloide & deux nappes. Or il est clair : 1° que
la valeur de z en x et y, fournie par ’équation de la surface auxiliaire,
aura pour limite la valeur de s fournie par I'équation (1); 2° que les
trois valeurs de s relatives aux axes principaux de la surface auxiliaire
auront pour limites les trois racines de 'équation (51), et que, en con-
séquence, une ou deux de ces valeurs seront infiniment petites suivant
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que I'équation (51) offrira une ou deux racines nulles, tandis que les
deux autres valeurs, ou du moins la derniere, se réduiront sensible-
ment aux deux racines de I'équation

(97) s$2—(A+B+C)s+BC+CA+AB—D*—E*—F2=o,
ou & la racine unique de la suivante
(98) s—(A+B+C)=o;

3° que les longueui‘s interceptées par la surface auxiliaire sur ses axes
principaux, et correspondantes a des valeurs finies de s, auront pour
limites les valeurs réelles ét finies de 27, auxquelies on parviendra
en combinant la formule (54) avec 'équation (97) ou (98); c’est-
a-dire, en d’autres termes, que les axes réels de la surface auxiliaire
qui correspondront & des valeurs finies de s auront pour limites les
valeurs réelles de 2 y/R déterminées par la formule

(BC+ CA+AB—D*—E*—F?)R?

(99) —~(A+B+C)(K— KR+ (K—k)2=o,
ou par la suivante : .
(100) : (A+B+C)R—(K—4k)=o.

Donc, si la surface (1) offre une infinité de centres situés sur un méme
axe ou sur un méme plan, les valeurs réelles et positives de 2 y/R tirées
de I'équation (99) ou (100) exprimeront précisément les axes récls ou
I’axe réel de la section faite dans la surface (1) devenue cylindrique
par un plan perpendiculaire a la ligne des centres, ou la distance des
plans paralleles dont le systéme sera représenté par I'équation (1).
Remarquons, d’ailleurs, que I'équation (gg) admettra deux racines
positives, ou en aura une seule, ou n’en aura aucune, suivant que les
premieres des deux expressions (57) seront toutes les deux positives,
ou l'une positive, 'autre négative, ou toutes les deux négatives; et
que, en conséquence, si la surface (1) est cylindrique, la section faite
- par un plan perpendiculaire & la ligne des centres se réduira ou non a
une hyperbole, suivant que le produit de ces expressions, qui pourra
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étre remplacé par le polynéme
(ro1) BC+ CA+ AB —D*—E2—F?,

sera lui-méme positif ou négatif. Observons enfin que si, la quantité A
étant nulle, la surface (1) reste dépourvue de centres, cette surface ne
pourra étre qu’un paraboloide dont I'axe principal correspondra tou-
jours 4 la racine nulle de I'équation (51), et qu’elle sera, en effet, un
paraboloide hyperbolique ou elliptique, suivant que la section faite
dans la surface auxiliaire par le plan principal perpendiculaire & I'axe
du paraboloide sera ou ne sera pas unc hyperbole, c¢’est-a-dire, cn
d’autres termes, suivant que les deux racines de I'équation (97) seront
de signes contraires ou de méme signe. Cela posé, 'équation (1) repré-
sentera évidemment un paraboloide elliptique, si I'équation (51) offre
unc seule racine nulle correspondante & des valeurs de «, 8, y qui ne
vérifient pas la formule (13), et si en méme temps le dernier terme
de 'équation (g7) ou le polynéme (ro1) est positif; un paraboloide
hyperbolique, sil’équation (51) offre une racine nulle correspondante
4 des valeurs de «, B, v qui ne vérifient pas la formule (13), et si en
méme temps le polynome (101) est négatif; un cylindre elliptique, ou
hyperbolique, ou imaginaire, si I'équation (51) offre une seule racine
nulle correspondante & des valeurs de «, B, y qui vérifient la for-
mule (13), savoir : un cylindre eclliptique, si les deux premiers des
produits (57) sont positifs, un cylindre hyperbolique, s’ils sont I'un
positif, I'autre négatif, et un cylindre imaginaire, s’ils sont tous deux
négatifs; un cylindre parabolique, si I'équation (51) offre deux racines
nulles correspondantes a des valeurs de «, 8, y qui ne vérifient pas
constamment la formule (13); enfin, deux plans paralléles, si I'équa-
tion (51) offre deux racines nulles corrcspondantes & une infinité de
systémes de valeurs de « B, y qui tous vérifient la formule (13). Ajou-
tons : 1° que le cylindre elliptique se transformerait en un cylindre & -
base circulaire, si, dans I'équation (51), les deux racines différentes
de zéro devenaient égales entre elles; 2° que le cylindre elliptique ou
hyperbolique se trouvera réduit 2 une droite ou au systeme de deux
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plans non paralléles, si la valeur de % déterminée par la formule (87)
vérifie la seconde des équations (72), saveir : & une droite, si le poly-
néme (101) est positif, et au systeme de deux plans paralleles, si le

~méme polynome est négatif; 3° que les deux plans paralleles se rédui-
ront & un seul, si la valeur de £ déterminée par la formule (g2) devient
égale & K, et disparaitront si la valeur de R déterminée par la for-
mule (100) devient négative, c’est-b-dire si le premier des produits (57)
est négatif.

Les regles que nous venons de tracer, jointes & celles que nous
avons données ci-dessus pour la distinction des surfaces qui ont un
centre unique, suffisent évidlemment pour compléter la solution de la
question suivante :

Prosrime II. — Etant donnée une équation du second degré entre trois

coordonnées rectangulaires x, y, =, déterminer Uespéce de la surface
représeniee par cette équation.

Lorsque la surface (1) est un hyperboloide & une ou 2 deux nappes,
et que I'on suppose dans la formule (2) les coordonnées &, v, { déter-
minées par les formules (48), alors, pour rendre la formule (2) propre
a représenter une asymptote menée a cette surface par le point (&, 7, ),
il suffit de choisir les angles «, 8, y de maniere que la distance r déter-
minée par la formule (54) devienne infinie, et, par conséquent, de
maniére A vérifier 'équation

(102) . s—o

ou

(103) A cos?at + B cos?3 + C cos?y + 2D cosB cosy
10

+ 2E cosy cosa + 2F cosa cosfp =o.

Donc, toutes les asymptotes menées i la surface (1) par son centre
seront comprises dans la surface conique du second degré représentée
par I'équation ' '

(10l Az —EY+B(y—n)+C(z—8)F+2D(y —n) (s —20)
+2E(z =) (z—&) +2F(z &) (y —n) =o,
OFuvres de C. — S.11, t. VIII, 7
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que produit I'élimination des angles «, B, y entre les formules (2) et
(103). Le cone déterminé par cette nouvelle équation est ce qu’on peut
appeler le céne asymptotique de 'hyperboloide proposé. Remarquons,
d’ailleurs, que, en vertu des formules (48) et (52), 'équation (104)
pourra étre réduite a

(105) A2+ By?*+ Cz?+2Dys+ 2Esz + 2Fzy + 26z +~2Hy + 2la =4,

Lorsque la surface (1) se transforme en unc surface conique, on a
k=K, etla formule (105) se réduit, comme on devait s’y attendre, &
Péquation (1). ,

Lorsque I'hyperboloide représenté par 1'équation (1) a pour centre
I'origine méme des coordbnnées, cette équation devient

(106) Az*+-By?+- Cz*+ 2D yzs +2Bzz +2Fay =K,
et 'équation du cone asymptotique se réduit nécessairement
(ro7) Axt+Byt+ Cz2+2Dys + 2Bsx + 2Fzy —o.

§'il arrive, au contraire, que 'hyperboloide n’ait pas 'origine pour
centre, 'équation (107) représentera, non plus le cone asymplotique,
mais un cone semblable qui aura pour centre origine et pour géné-
« ratrices des droites paralleles aux génératrices du cone asymptotique.
Lorsque I'équation (1) cesse de représenter un hyperboloide, la sur-
face (107) peut se transformer en un systeme de deux plans non paral-
léles, ou méme se réduire & un seul plan, ou 4 une scule droite, ou &
un seul point. Il est d’ailleurs facile de reconnaitre quelles sont les
diverses formes de la surface (107) qui correspondent & des formes
déterminées de la surface (1). En effet, comme dans les équations de
ces deux surfaces les termes du sccond degré offrent les mémes coeffi-
cients, la formule (51) ne variera pas quand on passera d’une surface
a l'autre. Cela posé, on déduira facilement des remarques que nous
avons faites sur la formule (51) les conclusions suivantes.
Si I'équation (51) offre trois racines égales ou inégales, mais de
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méme signe et différentes de zéro, I'équation (1) représentera un ellip-
soide réel’ ou imaginaire qui pourra se réduire & une sphere ou & un
point, et en méme temps P'équation (107) représentera un point
unique. Si Péquation (51) offre trois racines différentes de zéro, et qui
ne soient pas toutes de méme signe, la surface (1) sera un hyperbo-
loide 2 une ou deux nappes, qui pourra se réduire 3 un cone, et en
méme temps I'équation (107) représentera une surface conique. Si
I'équation (51) offre une racine nulle et deux autres racines différentes
de zéro, mais affectées du méme signe, la surface (1) sera un parabo-
loide elliptique, ou un cylindre elliptique qui pourra se réduire & son
axe, ou devenir imaginaire, et en méme temps I'équation (107) repré-
sentera une droite. Si I'équation (51) offre une racine nulle, avec deux
autres racines différentes de zéro, mais affectées de signes contraires,
la surface (1) sera un paraboloide hyperbolique, ou un cylindre hyper-
bolique qui pourra se réduire au systeme de deux plans non paralleles,
et I'équation (107) représentera un semblable systeme. Enfin, si I'é-
quation (51) offre deux racines nulles, la surface (1) sera un cylindre
parabolique ou un systtme de deux plans paralleles qui pourront se
réduire a un seul ou devenir imaginaires, et I'équation (107) repré-
_sentera un plan unique. Donc, en résumé, les diverses surfaces qui
pouiront étre représentées par I’équation (107) se réduiront & un point,
> si équation (1) représente un ellipsoide; & une surface conique, si
'équation (1) représente un hyperboloide ou un cone; i une droite, si
la surface (1) est un paraboloide elliptique ou un cylindre elliptique;
au systeme de deux plans non paralléles, si I'équation (1) représente
un paraboloide hyperbolique ou un cylindre hyperbolique; enfin & un
seul plan, si I’équation (1) représente un cylindre parabolique ou un
systtme de deux plans paralleles. Il est d’ailleurs essenticl de se rap-
peler : 1° que I'ellipsoide peut se réduire & une sphére ou & un point,
le cylindre elliptique & une droite, le cylindre hyperbolique & deux
plans non paralléles, ct le systtme de deux plans paralleles & un seul;
2° que I'ellipsoide peut devenir.imaginaire, ainsi que le cylindre ellip-
tique et le systeme de deux plans paralleles. Quant i la distinction des
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diverses formes que peut offrir la surface (107), on peut I'effectuer
trés simplement en résolvant I'équation (107) par rapport i 'une des
variables «, y, z. Ajoutons que, pour distinguer les unes des autres les
diverses surfaces que peut représenter 1'équation (1), pour une forme
donnée de la surface (107), il suffira le plus souvent de rechercher s'il
existe des points qui puissent étre considérés comme centres de la sur-
face (1), et si ces points sont situés sur la surface. On y parviendra
sans peine a l'aide des formules (48) et (105). Ainsi, en particulier,
quand la surface (1) offrira un ou plusieurs centres, les coordonnées
de ces mémes centres scront les valeurs de &, 0, { que détermineront
les formules (48), ou, ce quirevient au méme, les valeurs des variables
Z, Y, 5 qhe fourniront les dérivées de I'équation (1) prises successive-
ment par rapport aux trois variables dont il s’agit, savoir ‘

_ Az +Fy+Es+G=o,
(108) Fr+By+Dz+H=o,
Ez+Dy+Cs+1=o.

De plus, si I'on substitue ces valeurs de «, y, 5 dans le premier membre
de la formule (1), on obtiendra précisément la quantité désignée dans
I'équation (105) par la lettre £. Cela posé, il est clair que, pour distin-
guer le paraboloide clliptique du cylindre elliptique, le paraboloide .
hyperbolique du cylindre hyperbolique, et le cylindre parabolique du -
systeme de deux plans paralleles, il suffira d’examiner si I'on peut
satisfaire ou non aux équations (108) par des valcurs finies de x, y, .
Remarquons en outre que I'ellipsoide se réduira simplement a un point,
I'hyperboloide & un cone, le cylindre elliptique  son axe, et le systeme
de deux plans paralleles a un seul plan, siles deux quantités £ et K sont
égales entre elles,

Lorsque, pour déterminer 'espece de la surface du second degré
que représente une équation donnée, on a recouru aux formules que
nous venons d’indiquer, ¢’est-d-dire, aux formules (105) et (108), il
ne peut rester a vaincre d’autre difficulté que celle qui consiste a dis-
tinguer Dellipsoide réel de Iellipsoide imaginaire, ou le cylindre
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elliptique réel du cylindre imaginaire, ou le systeme de deux plans
paralleles et réels du systéme .de deux plans imaginaires, ou enfin
I'hyperboloide & une nappe de I'hyperboloide & deux nappes. Or, pour
effectuer cette distinction, on commencera par observer que, dans le
cas ou l’“équation (1) représente une des surfaces dont il est ici ques-
tion, il existe un-ou plusieurs points dont les coordonnées vérifient les
formules (108), et que, si ’on transporte I'origine en un quelconque
de ces points, 'équation (1) se trouvera remplacée par la suivante

(109) Az'+By'+ Cs*+2Dys + 2Esz + 2Fzy =K — k.

Cela posé, concevons d’abord que I'équation (1) représente un ellip-
soide, ou un cylindre, ou un systeme de plans paralleles. Alors la sec-
tion faite dans la surface (1) par chacun des plans coordonnés ne
pouvant étre qu’une ellipse réelle ou imaginaire, ou un systeme de
droites paralleles, les coefficients A, B, C seront des quantités de méme
signe; et la surface (1) scra réelle ou imaginaire, suivant que les signes
de ces quantités scront ou ne seront pas semblables au signe de la dif-
ference K— £. Si I'équation (1) représentait un hyperboloide, ‘alors,
pour décider si cet hyperboloide offre deux nappes distinctes ou une
seule nappe, il suftirait de calculer la quantité ci-dessus désignée par A,
et d’examiner si cette quantité est ou n’est pés de méme signe que la
différence K — £ On pourrait aussi résoudre cette question i l'aide
d’une autre méthode que nous indiquerons tout i 'heure.

Lorsque les quantités £, K different I'une de I'autre et que la sur-
face (1) se réduit a un cylindre elliptique ou hyperbolique, ou au sys-
teme de deux plans paralléles, 'équation (104), ou (105), représente
évidemment I'axe du cylindre elliptique, ou ce qu'on peut nommer les
plans asymptotiques du cylindre hyperbolique, ou enfin le plan mené
i égale distance des deux plans paralleles. Si la surface (1) était un
cllipsoide, I'équation (104) ou (105) représenterait un seul point,
savoir le centre méme de Icllipsoide.

Obscrvons encore que I'équation (9), qui fournit les valeurs de s cor-
respondantes aux axes principaux de la surface (1), est précisément
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celle qui résulte de I'élimination des variables @, y, = entre les for-
mules

(110) Az +Fy+Ez=s2z, Foz+By+Dz=sy, Ezx+Dy-+ Cs=ss,

et, par conséquent, celle qui a pour racines les maxima et minima de
la fonction '

(r11)

Az*+By*+ Cz*+2Dys +2Esx + 2Fay
22 yE 45t ‘

En effet, si I'on pose

_ Az'+By*+ Cs'+2Dys +2Ezz + 2Fay
5= zr~4y*+ 3? ’

ou; ce qui revient au méme,
(112) Az*+By*+ Cz*+2Dyz + 2Bsz + 2Fay =s(2?+ y* + 2?),

il suffira de différentier successivement la formule (r12) par rapport &
x,y, 5, puis d’égaler & zéro, dans les nouvelles formules ainsi obte-
nues, les dérivées de s prises par rapport & «, y, 5, pour retrouver les
équations (110). Il est essentiel d’ajouter que, la valeur de s étant
choisie de maniere que les équations (110) s’accordent entre elles, ces
équations, réduites a deux, représenteront une droite menée par I’ori-
gine ct dont la direction coincidera toujours avec une direction prin-
cipale relativement & la surface (1). Si, pour cette méme valeur de s,
les trois équations (110) sc réduisaient 4 une seule, la surface (1)
serait de révolution. Elle deviendrait une spheére, si les équations (170)
étaient vérifiées par une éeule valeur de s, indépendamment des valeurs
attribuées aux variables z, y, z. '

Lorsque la surface (1) a un centre et que I'on a transporté I'origine
3 ce méme centre, 'équation (1) se trouve remplacée par la for-
mule (109), et les axes principaux coincident avec les droites qui
peuvent étre représentées par les équations (1ro), ou plus simplement
par la formule

Az +Fy+Es Fo+By+Ds _Ex+Dy+Cs
x - ¥ - 5

(113)
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Done, avant le déplacement de l'origine, les axes dont il s'agit devaient
étre représentés par la formule

Alz—8) +F(y—n)+E(s—7)
- z—£

(114) _Fee—-8+Bly—m+D(:z-17)
y—mn

_E@—+D(y—m)+C(=—-0)

- z—2 ’

£, n, € désignant les coordonnées du centre; ou, ce -qui revient au
méme, par la formule

Az+Fy+Es+G_Fo+By+Ds+H Ezr+Dy-+Cs+1

(115) oy =7 o

Remarquons d’ailleurs : 1° que, pour obtenirla formule (113) ou (115),
il suffit d’exprimer que les dérivées du premier membre de I'équa-
tion (ro9) ou de I'équation (1) sont proportionnelles aux variables x,
¥, %, ou aux différences  — &, y — n, 5 — {; 2° que |'on tire de la for-
mule (114) ou (115), combinée avec les formules (48) et (52),

Az+Fy+EBz+G__Fz+By+Dzs+H Ez+Dy+Cz+1
z—E - y—n - z—C

. K—Gf—Hn—1¢ _K—k
T @=EP+(—a)+ (=0

(1;6)

b

r désignant la distance qui sépare la surface (1) du point ol cette sur-
face rencontre I'un des axes principaux.

On déduirait aisément des.formules (2) et (5) I'équation du plan
tangent mené & une surface du second degré par un point quelconque
de cette surface. En effet, soient &, n, { les coordonnées du point dont
il s’agit. Pour que la droite (2) se réduise & une tangente menée par le
méme point, il suffira que la corde mesurée sur cette droite s'éva-
nouisse, et que le milieu de cette corde coincide avec le point (&, n, {).
En d’autres termes, il suffira de choisir les angles «, 3, y de maniére
que I’équation (5) soit vérifiée. Done, si entre cette équation et la for-
mule (2) on élimine e, B, ¥, l'équation résultante, qui se réduira sim-
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plement &

(Al +Fn+EL+G)(x—E&) + (FE+Bn+D¢+H)(y —mn)

(117) +(EE+Dn+CL+1) (5 — ) =o,

" et qui sera du pfemier degré en x, y, z, représentera un plan qui ren-
fermera toutes les tangentes menées par le point (§,v,{) & la sur-
face (1), c’est-a-dire, le plan tangent (*). De plus, comme les coordon-
nées &, 1, { vérifieront évidemment la formule

(118) AP+ B2+ C32+2Dnl + 2B + 2Fén +2GE+2Hn +2I7 =K
I'équation du plan tangent pourra encore s’écrire comme il suit :

(11 _((AE-n—Fn +E{+G)z+ FE+Bn+Di+H)y

119) | | (B 4+ D+ €L + 1)z =K — GE — Hn — I2.
Lorsqu’on remplace la surface (1) par la surface (106), I'équation

du plan tangent se réduit &

(120) (A(+Fn+EQ)x+ (FE+Bn+Df)y+ (EE+Dn+Cls=K.

Concevons encore que I'on se propose de trouver les cas dans lesquels
la surface (1) peut étre engendrée par une droite, et les équations de
la génératrice. Pour y parvenir, on prendra sur cette surface un point
quelconque dont on désignera les coordonnées par &, 7, {, etl’on cher-
chera les valeurs qu’il faut attribuer aux angles «, 3, vy pour que la
droite passant par le point (£, 7, {), et représentée par la formule (2),
soit située tout entibre sur la surface. Or, pour que cette derniere
condition se trouve remplie, il sera nécessaire que les valeurs de =,
y, 5 tirées de la formule (94) satisfassent, quelle que soit la distance r,
a Iéquation (1), c’est-d-dire, en d’autres termes, que les valeurs de
cosa, cosfB, cosy vérifient & la fois les deux formules

(Acos’a+Bcos2ﬁ3+Ccos’y+2D cosf3 cosy +2E cosy cosa + 2F cosa cosf3 =o,
?(Ag+Fn+Ec+G)cos«+(Fg+Bn+Dc+H cosp + EE—!—Dn + ¢ + T) cosy = o,

(1) Cette manitre de parvenir 4 I'équation du plan tangent nous a été indiquée par un
jeune ecclésiastiquo également versé dans les sciences divines et dans les sciences hu-
maines, et membre de cette illusire Société qui, dans les deux hémisphércs, a rendu tant
de services 4 la civilisation,
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Donc il existera une droite passant par le point (&, 0), et située
tout entiere sur la surface (1), si l'on peut, des formules (121), tirer
des valeurs réclles des rapports

cosa  cosf
— —)
cosy’ cosy

%

aftendu qu’alors les mémes formules, combinées avec I'équation (),

fourniront des valcurs réelles des quantités
$

cosa, cosB, cosy.:

Ajoutons qu'il suffira d’éliminer ces trois quantités entre les for-
mules (2) et (121), pour obtenir les équations de la génératrice de la
surface (1). Donc cette génératrice sera représentée par les formules

(129) A(w—E)’-FB(y—ﬂ)’+C(5~C)2+5D(y—ﬂ)(Z—§)+2E(5—C) (@—&+2F(@—§)(y—n)=o0
. (A§—+—Fn+EC + G) (2 —8) + (FE+Bn+D{+H) (y —n)+ (EE+Dn+ CZ+1) (s —=o,

¢’est-h-dire, qu’elle sera précisément une des droites suivant lesquelles
le plan tangent, mené & la surface (1) par le point (&, v, ), rencontre
le cone dont le sommet coincide avec le méme point, et dont les géné-
ratrices sont paralléles a celles du cone asymptotique.

Lorsque la surface (1) est un ellipsoide réel ou imaginaire, ou un
paraboloide elliptique, le cone représenté par la premitre des équa-
tions (122) se réduit, ainsi que la surface (107), & un point unique,
ou 4 une droite qui, étant parallele & 'axe du paraboloide, rencontre
ce paraboloide en un seul point. Donc alors la surface (1) ne peut étre
engendrée par une droite. Au contraire, si 'on considere un hyperbo-
loide & une nappe, par exemple I'hyperboloide représenté par I'équa-
tion (24), les formules (122) deviendront

() @B =Gt He—b) ay—n) _iG—0)

a?. bH? c? a b? c? )

et, comme on aura d’ailleurs

. 2 n? Cl
(124) ) 5—5—1—#:14—0—2,

OEuvres de C. — S. I1, t. VIIIL. . 18
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on en conclura
B o0\ [(z—£)? | (y—m)¥ Ez—E) | nly—)]
(o) [ 0 ] - [0 i

| :Q+§>@—m{_&u—mﬂ

c‘l C'r

(125)

ou, ce qui revient au méme,

zn — -2 s F\?
et, par suite,
: zn—yt __ 5—¢

(127) @ T T
Ajoutons que la seconde des équations (123) peut étre réduite d

s xE  yn __ 14 ‘
(128) F—}—-Zﬁ—_l—i—z-i-
Done, par un point quelconque de I'hyperboloide 4 une nappe, on peut
faire passer deux droites qui soient situées sur cet hyperholoide,
savoir les deux droites représentées par les formules (127) et (128).

Si a 'équation (24) on substituait I'équation (29), la formule (126)
serait remplacée par la suivante : ' '

(2 (Y e,

ab ¢ ,

Comme on ne peut satisfairc simultanément a cette dernitre et a la
seconde des équations (123) qu'en supposantx =&, y =%, s =1, il
en résulte qu’il n’existe aucune droite qui soit située tout entiére sur
la surface de ’hyperboloide & deux nappes. ‘

Considérons enfin un paraboloide hyperbolique, par exemple celui
que représente I'équation

x? _ yt__ 25

(130) s TR

Les formules (122) deviendront

=B (owp_ He—D _nGr—m _z—t
ar pr =

(131)
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Or on tirera de la premiere

Uh). 2=l y—m

et la seconde pourra étre réduite &

2 yn_s+1L
al T ¢

(133)

Donc, par un point quelconque du paraboloide hyperbolique, on peut
faire passer deux droites qui soient situées sur ce paraboloide, savoir
les deux droites représentées par les formules (132) et (133).

-La propriété qu’offre I'hyperboloide & unc nappe d’étre engendré
par une droite peut servir  le faire distinguer de I'hyperboloide a deux
nappes. Supposons cn effet que la surface représentéc par I'équa-
tion (1) soit un hyperboloide dont on demande V'esptce. On commen-
cera par transporter l'origine au centre. Alors I'hyperboloide: dont il
s'agit et 'hyperboloide conjugué se trouveront représentés, le premier
par Péquation (109), le second par la suivante

(134) Az By*+ Czﬂ+.2Dyz+2sz‘+2ny:k—K,

tandis que le cone asymptotique, qui restera le méme pour les deux
hyperboloides, sera représenté par I'équation (107). Cela posé, conce-
vons que, par le centre commun des deux hyperboloides, on mene unc
droite qui ne se confonde pas avec I'une des génératrices du cone
asymplotique. Cette droite, dont les équations pourront étre rempla-
cées par la formule

=

- x_y_ 5
(135) . TEE =

)

~

dans Jaquelle /, m, n désignent trois constantes arbitraires assujettics
4 la scule condition de fournir pour le polynéme

(136) Al2+Bn¢2+C122+2Dnzn-|-2Enl+2Flm

une valcur différente de zéro, rencontrera nécessairement un des deux
hyperboloides en deux points dont les coordonnées &, v, { scront dé-
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terminées par I'une des deux formules

(3) =2-F%_+ K—& ,
{ m n Al+-Bmr+Cnt4+2Dmn+2BEnl+ 2Fim
38) E=1-_%_+ __k—K :
{ m n AL+ Bm+Cré+2Dmn+2Enl+2FKln

savoir, 'hyperboloide (109), sile polynome (136) est une quantité de

méme signe que la différence K — £, et 'hyperboloide (134) dans le )
cas contraire. De plus, si I'on combine les équations (122) avec les
formules (137) ou (138), apres avoir réduit & zéro les constantes G,

H, I, on trouvera pour les équations de la génératrice qui renferme le

point (&, 0, {) sur I'un des hyperboloides

3 )' A(x—i)’+B(y—n)?+C(z—C)’+2D(y—£)(s—<)+2E(=—C)(x—£)+2F(x—E) (y—m)=o,
9 (Al+-Fm+Er)(z—E) +(FI+Bm+Dna)(y —n)+ (El+Dm +Cn) (s —8§)=o.

Donc la parallele menée & cette génératrice par 1'origine des coordon-
nées sera la droite suivant laquelle le cone asymptotique coupera le
plan représenté par I'équation

(140) (Al+TFm+En)z+(Fl+Bm+Da)y +(El+Dm+Cn)z=o,

c’est-a-dire, le plan diamétral qui passera par les milieux des cordes
. paralleles & la droite (135). Si cette parallele vient & disparaitre, ou,
en d’autres termes, si les équations (107) et (140) ne peuvent étre véri-
fites que par des valeurs nulles ou imaginaires des coordonnées ,
ys =, on en conclura que I'hyperboloide qui renferme le point (£, 0, €)
ne saurait étre cngendré par une droite, et qu’il offre deux nappes
distinctes. Par conséquent, I'hyperboloide (109) offrira unc seule
nappe, si, le polynéme (101) étant une quantité de méme signe que la
différence K — £, le systeme des équations (107), (140) fournit des
valeurs réelles de «, y, z, ou si, le polyndome (101) et la différence
K — % étant des quantités de signes différents, le systtme des équa-
tions (107), (140) fournit des valeurs imaginaires de @, y, 5. Dans la
- supposition contraire, I'hyperboloide (109) offrira deux nappes dis-
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tinctes. D’ailleurs, pour savoir si le systeme des formules (107), (140)
fournit des valeurs réelles ou imaginaires des variables z, ¥, z, il suf-
fira d’éliminer une de ces variables entre les mémes formules, par
exemple la variable z, puis de tirer de I'équation résultante la valeur

du rapport *- L.

Lorsque, des coefficients A, B, C, I'un au moins differe de zéro, 'un
des axes coordonnés rencontre hyperboloide (r09) ou I'hyperboloide
(134), et, par suite, on peut réduire & zéro, dans la formule (140), deux
des constantes arbitraires /, m, n. Concevons, par exemple, que le coei-
ficient A ne soit pas nul. Alors, en prenant m = o, n=o, on fera
coincider la droite (135) avec I'axe des «. Alors aussi, 'équation (140)
se trouvant remplacée par la formule

(141) ' Az +Fy+Eszs—o,
la surface (109) sera un hyperboloide & une nappe, si, le produit
(142) AK—k)

" étant positif, les formules (107) et (141) fournissent des valeurs réelles
de @, y, z, ou si, le produit (142) étant négatif, les mémes formules
fournissent des valeurs imaginaires de «, y, 5.

11 nous reste & montrer quelques applications numériques des regles
que nous venons d’établir, et 4 I'aide desquelles on détermine I'espece
d’une surface du second degré, d’ apres I'inspection’ de I'équation qui
la représente.

Proposons-nous d’abord de trouver quelle est la surface représentée
par I'équation V

(143) ys+zx-+xy=I.
Cette surface a évidemment un centre qui coincide avec I'origine. De

plus, comme l'équation du coéne asymptotique de la méme surface,
c¢’est-a-dire, la formule

(144) : Y3 A5x4 xy =0,
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fournit, lorsqu’elle est résolue par rapport i la variable =, une valeur
réelle de cette variable, et que cette valeur, savoir

Yy
a+y’

ne se réduit pas i I'ordonnée d’un plan, on peut affirmer que le cone
asymptotique existe, et que la surface (143) est un hyperboloide. Pour
déterminer I'espece de-cet hyperboloide, on menera par I'origine une
droite qui ne soit pas renfermée dans la surface du cone asymptotique,
par exemple la droite que représente la formule |

(146) o z=y=as,

et 'on cherchera le plan diamétral qui passe par les milieux des cordes
" paralleles & cette droite. Or les dérivées du premicr membre de I'équa-
tion (143), prises successivement par rapport aux variables @, y, z, se
réduisent aux trois bindmes

y+s s+z, x4y

Donc le plan diamétral passant par les milieux des cordes paralleles &
la droite (135) scra représenté par I'équation

(m + n).:c.-i— (n4+ly+(l+m)zs=o,
et le plan diamétral cherché, par I'équation
(147) T+ y+s5=o0,

De plus, on tirera des équations (143) et (147), en éliminant la va-
riable z, :

(148) (z+y)l—xy=0 ou 2+axy-+y'=o

et, par conséquent,

1
1 32
(149) %:—Ei;\f:—f.
“D’autre part, on tirera des équations (143) et (146)
(150) . r=y=s==L
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Donc le plan diamétral (147) ne rencontrera pas le cone asymptotique, .
tandis que la droite (146) rencontrera 'hyperboloide proposé. On doit
en conclure que cet hyperboloide ne pourra étre engendré par une
droite, et qu’il offrira deux nappes distinctes. '

On arriverait & la méme conclusion en observant que, dans I'hypo-
these admise, la formule (113), qui comprend les équations des axes
principaux, se réduit a
y+s_s+x 24V

£ . Y ‘3

(1'51)

Or, si I'on désigne par r la "distance qui sépare le centre de la sur-
face (143) du point ol cette surface rencontre I'un des axes principaux,
on tirera des formules (143) et (151) combinées entre elles

Y+3 _ s5+x __x+y __2ys+eir422y __ 2
z Ty s alwpyvs

(152)
ou, ce qui revient au méme,

' 2
(153) x-i-y—i—z::(;% -+1)x:(% —5-1)3/:(’—_2 +r>z.

De plus, il est clair qu’on vérifiera I'équation (153), soit ¢n posant

(147) Z+y+is=0
et
(154) -%+1:0 o r—_—iz"}'\/—x,

soit en posant

(146) =Yy ==3
ct
(153) 2 4+1=3 ou r—=u

72

Donc il existe, pour la surface (143) : 1° une infinité d’axes principaux
compris dans le plan représenté par 'équation (147), mais dont aucun

ey
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ne rencontre la surface; 2° un axe principal représenté par la for-

mule (146), et qui coupe la surface en deux points situés a I'unité de
* distance del'origine. Donc I'équation (143) représente un hyperboloide

a deux nappes, qui est de révolution autour de la droite (146), ct dont

I'axe réel offre une longueur égale & 2.

Proposons-nous, en second lieu, de trouver quelle est la surface
représentée par I’équation '

(156) < x’——y’—z;+2yz+.z'+y+z:—_o.

Dans ce cas, la formule (10'}) s réduit i -
x2:—y:—ttays—=o

ou, ce qui revient au méme, &

(157) (x—y+z)(z+y—s)=o0.

Donc alors le cone dont les génératrices sont paralleles a celles du cone
asymptotique se transforme en un systéme de deux plans qui se coupent.
Par conséquent I'équation (156) ne peut représenter qu'un semblable
systeme, ou un cylindre hyperbolique, ou un paraboloide hyperbo-
lique. De plus, comme les dérivées de I'équation (15G), prises par rap-
port aux variables «, ¥, =, sont respectivement

(158) a2z -t+1=o0, —2y+423+1=0, —2z3-42y-+1=0,

et qu'on ne peut satisfaire simultanément aux deux dernitres des for-
mules (158) par des valeurs finies de y et de 5, nous devons conclure
que la surface (156) n’a pas de centre, et qu’elle est un paraboloide.
hyperbolique.

Si & Péquation (156) on substituait I'une des suivantes

(159) 2'— yr— G4 oys+x+y—s3=o0,

(160) 22—y ays Yy —3=1,
on trouverait, au lieu des formules (158),

(161) 2% 4+-1==0, — a2y +25+1=0, 2y — 2z —1=20;

.
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et, comme les équations (161) sont vérifiées, quelle que soit z, lors-
qu’on pose

. (162) , x:—'—;; L y=s+

2

N e

on pourrait affirmer que chacune des surfaces (159), (160) admet une
infinité de centres. Enfin, comme, en substituant les valeurs de z, y
tirées des formules (162) dans les premiers membres des équations
(159), (160), ou, ce qui revient au méme, dans le polynome,

r4+y—3
5 ’

on trouve zéro pour résultat, on conclurait qlfe la surface (159) se ré-
duit au systeme de deux plans qui se coupent suivant la droite (162),
et la surface (160) & un cylindre hyperbolique qui a pour axe cette
méme droite.

Considérons encore I'équation

(163) 2P 2y?+ 357+ hyz +45m+4xy+2x—|;2y+2z:1.
Dans ce cas, la formule (107) deviendra

(164) xr4- 2y + 3z2+4yz+4zx+4xy:o.

Or on tire de cette derniere, résolue par rapport a z,

(165) 2=—2(y+2) =5+ hys + 2y

De plus, comme, en égalant a zéro le polynbme

B4 hyz+2y?
on en conclut ,
2= éy i.y \/;’

et que, par suite, on a généralement
(166) 2+ hys+292=(s 42y +yVa) (s +2y — yya) = (5 +25)'— 292,

il est clair que la valeur de «, déterminée par la formule (165), sera
réelle toutes les fois que la valeur numérique de z + 2y sera supé-
OFuvresde C.—S. 11, . VIII, 19
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rieure & celle de y \/2, ¢’est-i-dire, en d’autres termes, toutes les fois
que la valeur numérique de la somme ; + 2 sera supérieure 2 y2.
Donc le cone asymptotique représenté pa.r I'équation (164) ou {165)
sera réel, et la surface (163) sera nécessairement un’ hyperboloide.
Pour obtenir les coordonnées du centre de cet hyperboloide, il suffira

de chercher les valeurs de z, y, 5 qui vérifient simultanément les trois
dérivées de I'équation (163), savoir '

&—+2y+254+1==0,
(167) ( 2z 42y +25+1=0,
2&+2y+ 35 4+1=0.

Donc les coordonnées du centre seront
(168) x = o0, y=— s=o.

" Cela posé, les axes principaux de la surface (163) seront représentés
par la formule

ZA2y+25+1 _22+2y 42541 __ 2L +2y+3241
s = =

(169)

3

I
Y+

- Ajoutons que, si I'on transporte l’origine au centre de la surface (163),
les équations de cette surface ct des axes principaux deviendront

3
(170) x’+2y2+3z2+4xy+4xz+4yz:5>

Z4+2y+25 _ 2x+2y+425 __ 22 +2y+33

(171) LIt -

D’ailleurs, si on désigne par r la distance qui sépare la surface (170)
du point o cette surface rencontre un des axes principaux, et si 'on
fait, pour abréger,

(172)
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on tirera des formules (170) et (171) combinées entre elles

3
*(193) Z42y+25 _2Z+2y+25_ 2243y +3z 2
Y

z Y 3 A
ou, ce qui revient au méme,

(174) 2x+2y+2z:(s+1)a':sy:.(s—-1)z;
puison en conclura

1 1 1
(175) 2<S—+l+;+3_1)f1

ou, plus simplement,

(196) s$8—6s2—s+2—o.

Comme cette derniére équation offre deux variations de signe, on peut
affirmer qu’elle a deux racines positives. Donc, parmi les trois valeurs
de r correspondantes aux trois axes principaux, et déduites des for-
mules (172), (176); deux seront réelles. Donc la surface (163) sera un
hyperboloide 4 une seule nappe. On pourrait encore arriver & la méme
conclusion de la maniere suivante. |

Si I'on construit les cordes-de la surface (170) qui sont paralleles a
'axe des y, le plan diamétral qui renfermera les milieux de ces cordes
sera représenté par ’équation

2& 42y <+ 25 =0,
ou

(177) Z+y+sz=o.

Si entre cette derniere équation ct la formule (164) on élimine y, on

trouvera
(78) - 52— 220,
(179) s==*z.
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D’autre part, si on réduit o et s i zéro dans Péquation (170), on en
tircra '

o=

(180) y== _3;
Donc le plan diamétral qui renferme les milieux des cordes paralleles
alaxe des y coupe le cone asymptotique de la surface (170), qui elle-
méme est rencontrée par I'axe des y. Donc cette surface peut étre
engendrée par une droite, et 'hyperboloide auquel elle se réduit offre
une seule nappe. ’

Considérons enfin I’équation
(181) x"+2y2'—i—352+2‘yz+2zx+2xy+.r-i~y—'|—z:1.
Dans ce cas, la formule (107) deviendra
(182) 242y 352+ 2yz + 237 + 22y = 0.
Or, comme on tire de cette derniere, résolue par rapport a x,
(183) z=(y+8) = (P2 VL,

il est clair que les seules valeurs réelles de «, y, z, propres i vérifier
la formule (182), seront des valeurs nulles. Donc P'équation (181) ne
peut représenter qu’un ellipsoide réel’ ou imaginaire. Ajoutons que,
dans cet ellipsoide, les coordonnées du centre vérifieront les dérivées
de I'équation (181), savoir

¢

29X 42y +2541=0,
(184) 2z 4+ by +25+1=0,
22 -+2y +63+1=<0,

et seront, par conséquent,

(185) xr = l, Y=o, 0.

3]

D’ailleurs, si I'on transporte Porigine & ce méme centre, I'équa-
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tion (181) sera remplacée par la suivante
(186) ‘ x2+2y2+3z2+2yz+2zx+zxy:%,

c¢’est-a-dire, par I’équation d’une surface qui coupera évidemment
I'axe des  en deux points dont les abscisses seront comprises dans la

formule

[=41)

(187) : x:t\/?-

Donc ld surface (181) est un ellipsoide réel.
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DIVISION D'UNE MASSE SOLIDE 0U FLUIDE

EN COUCHES HOMOGENES.

Considérons une masse solide ou fluide représentée par M, et com-
prise sous un certain volume V. Supposons d’ailleurs tous les points
de I'espace rapportés & trois axes rectangulaires des z, y, z, et soit

(I) p=f(x,y,5)

la densité de 1a masse M au point (@, y, z). Sil’on divise cette masse
en couches infiniment minces et homogenes par des surfaces trés rap-
prochées les unes des autres, I'équation de chacune de ces surfaces

sera de la forme

(2) : — const.

Soit d’ailleurs p -+ Ap ce que devient la densité p lorsqu’on passe du’
point («, ¥, ) & un autre point trés voisin ¢t correspondant aux coor-
données  + Az, y + Ay, z + As. On trouvera, en regardant les quan-
tités Az, Ay, As comme infiniment petites du premier ordre, et négli-
geant les infiniment petits du second ordre,

0 0 "0
(3) AR=£A”+(}3P,A7+0_245'

4 -

De plus, si on désigne par r le rayon vecteur mené du point (z, y, 5)
au point (¢ + Az, y + Ay, = + As), par «, §, v les angles que forme
ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives, et par
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. Ap
g la valeur numérique du rapport > On aura

(4) Az =rcosa, Ay=rcosf, Az=rcosy,
(5) ' cos?a —+ cos*f + cos?y =1,

— B (% i dp
(6) 8= 7_t<d—écosa+dycosﬁ+0—zcosy>.

Enfin, il est clair que le rayon vecteur r sera dirigé suivant la normale
menéc a la surface (2) par le point (@, y, z), siles angles «, 8, ¥ sont
déterminés par la formule -

cosa _ cosfp _ cosy I
— — — ,

d  dp 9 g\, (9e\, (%)
w & ow VEE)E)

et qu’alors la valeur de & deviendra

(8) ’ =\/<§‘§>+ <%§>+ (%

Or on peut démontrer que cette derniére valeur de ¢ est la plus grande
de celles que fournit I'équation (6), quand on y substitue pour «, 8, y
des valeurs propres & vérifier la condition (5). On y parviendra, en

(7)

cffet, de la maniere suivante.
On a généralement

(-()—P cosa + % cosfd -+ % cosy>2+ (d—P cosy — % cos(.’>>2

ox oy 03 dy 0z
| (9) + <%cosa——g—2005y>2+ <%cosﬁ—-§—§cosa>2
| -@r@-er
Donc la quantité .
(10) 32:<g—icosa+ g—%cosﬁ‘—kg—Zcovsy>2

sera toujours inférieure au trindme

o )
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tant que les angles «, 3, v ne vérifieront pas les conditions

o dp —

;}/‘ cosy — —d—z' CIOSﬁ =0,
op op _

(12) | 35 Cosa— 5E cosy =o,
dp dp _

\ 5m cosf3 Jy cosa = o,

ou, ce qui revient au méme, la formule (7); tandis que, dans le cas
contraire, les quantités (10) et (11) seront égales entre elles. Donc le
trindme dont il s’agit représentera la valeur maximum de «*, et la ra-
cine carrée de ce trindme offrira le maximum de la quantité . Or cette
quantité sera plus ou moins grande, suivant que ’accroissement ou la
diminution de la densité p sera plus ou moins considérable dans le
passage du point (x, y, 5) au point (& + Az, y -+ Ay, 5 -+ Az) séparé
du premier par la distance r. Cela posé, on déduira immédiatement du
principe ci-dessus établi la proposition suivante :

Tatorime [. — Si, aprés avoir divisé une masse solide ou fluide en cou-
ches homogenes par des surfaces infiniment rapprochées les unes des.au-
ires, on passe d’un point (x, y, z) pris au hasard sur Uune de ces surfaces
a& un second point tres voisin et séparé du premier par la distance r, I’ ac-
croissement ou le décroissement de la densité deviendra le plus grand pos-
sible, lorsque la distance r sera mesurée sur la normale & la surface dont il
s’agu. ' ’

La quantité & que détermine la formule (6), et qui sert & mesurer |
'accroissement ou la diminution de la densité 2 une distance tres
petite du point («, y, =), est ce que nous appellerons désormais le
module de cet accroissement ou de cette diminution.

I1 est facile de prouver que, dans la formule (7), le double signe
doit étre réduit au signe + ou au signe —, suivant que la densité croit
ou diminue quand on passe du point (z, y, 5) & un point trés voisin
(x + Az, y + Ay, = + As) situé sur la direction correspondante aux
angles a, B, v. En effet, admettons d’abord que la densité croisse dans
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la direction dont il s’agit. Les deux quantités

ap
cosor et 5‘;

seront toutes deux positives si cette direction forme avec le demi-axe
des « positives un angle aigu, et toutes deux négatives dans le cas con-
traire. Donc. alors le rapport

Ccosco:
.(13) __d_P_
oz
-sera nécessairement positif, et la formule (7) devra étre réduite 3 la

suivante :

(14) cosct  cosB _ cosy 1 ' )

dp = 9 dp I \? dp 2+ 3%
On prouvera de méme que, si la densité diminue quand on passe du
point (x, y, ) & un point trés voisin situé sur la direction correspon-

dante aux angles «, B, v, le rapport (13) sera necessalrement negatlt
Donc alors la formule (7) deviendra

(15) cosoz:cos@:cosy:_ | I .
9 %G [70pNE [N [0p?
= v o= VE-G)@

Lorsque la masse M est celle d’un liquide en équilibre, et que les
projections aigébri_ques‘X, Y, Z de la force accélératrice ¢ appliquée
a4 la molécule qui renferme le point (x, y, z) réduisent le trinome’
Xdx +Ydy +Zdz & une différentielle exacte, les surfaces qui divisent
la masse M en couches homogenes sont des surfaces de niveau, dont
chacune est toujours coupée i angles droits par la direction de la force -
accélératrice. Donc alors, si I'on veut passer ’un point donné (z, y,z)
a un second point trés voisin et situé i la distance » du premier, de

maniere que P'accroissement ou la diminution de la densité obtienne
la plus grande valeur possible, il suffira de mesurer la distance r sur

la direction de la force accélératrice.
OFusres de C. — S. 11, t. VIIL 20

\
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Si 'on considére le calorique comme un fluide impondérable qui
pénetre les différents corps, la densité p de ce fluide, en un point
~ donné (w, y,3) d’un corps quelconque, sera la mesure de la chaleur
en ce point, et les surfaces qui diviseront le méme fluide en couches
homogenes, ou d’égales densités, seront ce qu’on peut appeler des sur-
faces isothermes, puisqu’on retrouvera dans tous les points de chacune
d’elles la méme quantité de chaleur. Alors la quantité ¢, déterminée
par la formule (6), deviendra proportionnelle a I'accroissement ou a la
diminution que la chaleur subira dans le passage d’un premier point
(, y, 3) 3 un second point trés voisin (z + Az, y + Ay, 5+ Az), 8é-
paré du premier par la distance r tracée de maniére & former avec les
demi-axes des coordonnées positives les angles «, B, v, et sera le mo-
dule de cet accroissement ou de cette diminution. Or il suit des prin-
cipes ci-dessus établis que ce module acquerra la plus grande valeur
possible quand la distance infiniment petite, désignée par r, se comp-
- tera sur la normale menée par le point (x, y, z) & la surface isotherme
qui renferme ce point. On peut donc énoncer la proposition suivante :

TrtorimE II. — Si, dans un corps ou dans U'espace, on veut passer d’un
point donné (x, y, 3) & un second point trés voisin et séparé du premier
par la distancer, de maniére que la différence des quantités de chaleur me-
surées en ces deux points soit la plus grande possible, on devra suivre la
direction de la normale menée par le premier point a la surface isotherme

dans laquelle il se trouve compris.

Pour établir 'équation qui sert & fixer les lois du mouvement de la
chaleur dans un corps ou dans I'espace, il suffit d’admettre, comme
nous le montrerons plus tard, que le calorique est un fluide dont
chaque molécule se meut toujours & partir d'un point donné (=, y, z)
dans la direction suivant laquelle le décroissement de la densité est le
plus‘c.onsidérable, et que la quantité de chaleur, qui, pendant un in-
stant trés court At, traverse un élément s de surface perpendiculaire 2
cette direction, est proportionnelle au module # du décroissement dont
il s’agit. Adoptons cette hypothése, et concevons qu’au bout du temps ¢
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on désigne par o et p la vitesse et la densité du fluide correspon-
dantes au point (@, y, z). Comme la quantité de chaleur qui, pendant
Iinstant Az, traversera I'élément de surface s, sera nécessairement pro-
‘portionnelle, d'une part & la densité p, d'autre part i la vitesse o, et,
par suite, au produit pw, on aura, en vertu de I’hypothese admise, '

(16) pw = ks,
ks
(17) 0= .

la valeur de ¢ étant déterminée par la formule (8), et £ désignant un
coefficient positif qui ne pourra dépendre que des variables x, y, z.
Ajoutons que ce coefficient sera constant.si le fluide se meut dans I'es-
pace ou-dans un corps homogéne, tandis que, dans le cas contraire, il
mesurera la conductibilité du corps échauffé au point (&, y, z). Quant
aux angles a, 3,y formés par la direction de la vitesse w avec les demi-
axes des coordonnées positives, ils coincideront avec les angles «, §,
+ déterminés par la formule (15), qui pourra s’écrire comme il suit

cosa _cosB _cosy ‘1
9 o T g T
o0z dy 03

(18)

et de laquelle on tirera

i}

0_‘x7

de
dy’

x| -

QIQ
RS

(19) cosa =~ cosf = — % cosy =—

o |~

Cela posé, si I'on nomme u, ¢, w les projections algébriques de la vi-
tesse w sur les demi-axes des coordonnées positives, on trouvera

k dp
U =®eosq—=— ~ ==,
p 0z
—weosp—_ K op
(20) ' v _wcosﬁ_—b—ﬁ,
_ __ko
w=wcosy = 5 95
et, par suite,
0 J J
(21) Puz—l-k(—)—i—) pV:—k—;ﬁ-/-) PW:—kd_i',
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Sil'on supposait I’élément de surface s perpendiculaire, non plus a
la direction de la vitesse ®, mais 4 une autre direction qui formerait
avec les demi-axes des coordonnées positives des angles A, u., v, alors,
¢ désignant I'angle compris entre ces deux directions, la quantité de
chaleur ‘qui, pendant un temps trés court, traverserait la surface s,
serait proportionnelle, non seulement aux quantités p et w, mais
encore A cosd, et, par suite, au produit "

(22) ) pw cosé;

On aurait d’ailleurs |

(23) - €080 = COSa oS + cosf3 COSp + COSy COSV; -
-puis on conclurait des formules (20), (21) et (23)

pw €0S3 = pu COSA 4 py COS | —+ PW COSY

=— k(cos). o T COSEGy ~+ cosv d—s>

’

Concevons maintenant que I'élément s fasse partie de la surface exté-
rieure d'un corps solide, et que la quantité p ou la température de
cette surface au point (w, y, z) differe de la température ¢ du milieu
environnant. Admettons enfin que la quantité de chaleur qui traver-
sera, pendant un instant trés court Az, I’élément s soit proportionnelle
a la différence entre les températures p et ¢ du corps solide et du mi-
lieu dans lequel il est placé. On aura

(25) —-k(cos?\g—i +cospg—;+cpsv%2>:1{(p—g),

K désignant un nouveau coefficient qui dépendra de la facilité avec la-
quelle la surface extérieure du corps se laissera traverser par le calo-
rique, et, par conséquent, de la nature ainsi que du poli de cette sur-
face. Ajoutons que, si I'on représente par '

» (26) f(z, y,5)=0

la surface dont il s’agit, les angles A, i, v formés par la normale & cette

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EN COUCHES HOMOGENES. 157

surface avec les demi-axes des coordonnées positives seront déter-
minés par la formule '

cosi N cosp cosvy
df(z, y,5) — df(z y,5) ~ 0f(x, ¥, 5)
o 0)’ ds .
(27) . :
( == 0f(z, y,3)|* [0f(z, y,3) ]2 [0f(2,7,5) 3
\/[ tra R e R = 2]

Il est bon d’observer que, dans la formule (25), le coefficient K et
la différence p — ¢ seront des quantités affectées du méme signe, si
'angle désigné par & dans I'équation (24) est aigu, ou, en d’autres
termes, si la température, mesurée au dedans du corpé solide et dans
le voisinage du point (=, y, 3) au bout du temps ¢, décroit tandis
qu’on passe d'un point & un autre en suivant la direction déterminée
par les angles A, p, v. Si le contraire arrivait, le coefficient K et la dif-
férence p — ¢ seraient des quantités affectées de 'signes contraires.

Dans le cas particulier ot la température ¢ du milieu qui environne
le corps solide devient égale & zéro, I'équation (25) se réduita

(28) ' cosl%+cospg~;+cosv§g+%p:o.

Alors, si 'on admet que la surface du corps solide offre en chaque
point une température inférieure i celle de points trés voisins, mais
situés au dedans du méme corps, le coefficient K sera positif ou né-
gatif, suivant que les angles A, u, v se rapporteront a la normale pro-
longéc au dehors ou au dedans du corps solide & partir du point
(z, y, 5). ‘

En terminant cet article, nous ferons remarquer que MM. Fourier
et Poisson avaient déja obtenu, le premier la formule (28), le second
la formule (25), quoique les hypothéses ‘admises par ces deux géo-
metres relativement & la propagation de la chaleur fussent tres dis-
tinctes de celle que nous avons adoptée. - '

——— P ——
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EQUATIONS QUI EXPRIMENT LES CONDITIONS D'EQUILIBRE

ou

LES LOIS DU MOUVEMENT DES FLUIDES.

§ Ier, — Considérations générales.

Considérons d’abord une masse fluide en équilibre. Soient
m une molécule infiniment petite, prise au hasard dans cette masse ;
z, y, 5 les coordonnées de la molécule 7z comptées sur trois axes rec-
tangulaires;
¢ la densité du fluide au point (x, y, 5);
p la pression hydrostatique au méme point;
o la force accélératrice qui sollicite la molécule m;
X, Y, Z les projections algébriques de la force ¢ sur les axes coor-
donnés. ‘ .
En choisissant pour variables indép'endantes les coordonnées x, y, 3,
on aura (voir la page 24 du Volume IT) (*)
o _ op __ op
() %—PX, @—PY’ '_'z—-PZ)
et par suite
(2) dp =p(Xdz + Ydy + Zds).

"Or, pour que l'on puisse trouver une fonction p de @, y, = propre a vé-
rifier la formule (2), il est nécessaire que le second membre de cette

() QEuvres de Cauchy, S. 1, T. VII, p. 39.
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formule soit une différentielle exacte, et qile Pon ait

ApY) _d(pZ) %) _ dpX)  a(pX) _ d(pY).

O TEETn T T e o o

Donc les conditions (3) devront étre remplies dans le cas d’équilibre.
On peut ajouter que ces conditions suffiront pour assurer I'équilibre,
si le fluide est contenu dans un vase fermé de toutes parts, pourvu que
la paroi du vase soit capable de supporter en chaque point la pression
exercée contre elle. Si, au contraire, une portion de la surface qui ter-
mine la masse fluide est libre et soumise a des pressions extéricures,
il sera nécessaire, pour I’équilibre, non seulement que les conditions
(3) se trouvent vérifiées, mais encore que I'on puisse satisfaire a
I'équation (2) par une valeur de p qui, pour chaque point de la sur-
face libre du fluide, soit précisérﬁent équivalente a la pression exté-
rieure en ce point. Donc, si la surface dont il s’agit est représentée par
I'équation F(x, y,s)=o, et la pression extérieure par P, il faudra
que les formules -

(4) F(z,y,5)=o0, ~
(5) p=P

subsistent simultanément, ¢’est-a-dire que la valeur de sz, tirée de
I'équation (4), vérifie I'équation (5), p étant I'une des fonctions que
détermine la formule (2).

Considérons maintenant le cas ol la masse fluide est en mouvement,
et soient, au bout du temps ¢,

o la vitesse de la molécule m correspondante aux coordonnées &, y, 53
¢ la force accélératrice qui serait capable de produire le mouvement
- effectif de cette molécule; ' :
u, v, w et X, I, % les projections algébriques de la vifesse w et de la
force accélératrice ¢. -

Prenons d’ailleurs pour variables indépendantes les coordonnées ,
¥» 5, et le temps ¢. Les formules (1) devront étre remplacées par celles
que I'on en déduit, quand on substitue a la force accélératrice ¢ la
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résultante de cette force et d’une autre qui serait égale, mais direc-
tement opposée & ¢, c’est-a-dire, en d’autres termes, quand on rem-
place les quantités X, Y, Z par les différences X — x, Y — 9, Z — %.
On aura done, dans le cas du mouvement de la masse fluide,’

J 0 ' )
6 GH=eX=x),  F=p(Y-7), F=p-%),

p désignant toujours la pressiori hydrostatique au point (z, y, z). Soit
d’ailleurs A¢ un instant trés court compté & partir de la fin du temps ¢,
et représentons par

Az, Ay, As, Ap, Au, Av, Aw

les accrmssements que prendlont pendant cet instant, les valeurs des
quantités .
Zy Yy B ps U 0y W

relatives i la molécule m. On aura sensiblement
7y - Az = u A¢, Ay = v At, Az =w At.

De plus, la densité g étant fonction de @, y, z, ¢, si 'on pose, pour plus
de commodité,

p——‘f(x,}’,z, t),
on trouvera

Ap = f(x + Az, y + Ay, 3 +As, t + At) — flz, ¥, 3, t),
ou a trés peu pres

Ap = f(x + ult, y+vAt,z+wAt,t+At)—-f(w,y,z)

of x,y,z) df(x’,}"z) 0f(x,.}’,z) df(x”}”z)]
[ ot o +9 3y -+ w 3z At

On aura done, en considérant Az comme un infiniment petit du pre-

mier ordre, et négligeant les quantlteb infiniment petites d’un ordre
supérieur au premier,

' dp . 0 . Op I '
(8) Ap = (dt+uda:+v +Wd~>At
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On trouvera de méme, en remplacant, dans I'équation (8), la den-
sité p par les vitesses u, ¢, w, qui sont encore des fonctions de =,

_ +lt—+‘)_—+ﬂ')b—;

y &y 1L
.,)’ T T Ay — du du du du Ar
“=\ot %z " "oy .

dv dv dv AN
(9) Av_<57 +us +v(—); +W}E)Al’

__[ow “Ow - ow , o
Asv__<b—t +u;)_:_c_ +vd—y ~+ o 5;>At.

Enfin, comme, pour obtenir les projections algébriques &, &, % de la
force accélératrice {§, il suffira de diviser par A¢ les accroissements

infiniment petits Au, Ae, Aw, on tirera des formules (g)

ou +u%+vdu+ vdu
oc T 02 T oy TV s’

' ] dv av dv Jv
(10) : gy—"-d—z +ltd—x-+(’a +Wd—:",

__Ow ow dw o,
‘ b —EE —{—u-d—x-'-("()a?-l—” '0_5,

X —

et, par suite, les équations (6) donneront .

p _ <x du _ du_ ou ()u)’

on P\ "¢ T4 "oy T Vs
‘ p_ (v 0 dv _ dv g\
(r1) Jf_p<Y 3 —udx-—vd‘—y-—ﬂ d—z>’
| ap __ dw ow ow o,
——z—__p<Z——7)7—-u5;—vdj;—w—5)-

Concevons 4 présent que I'on désigne par v et par v(1+ 04z) le
volume infiniment petit sous lequel la masse m se trouve comprise :
1° 3 la fin du temps ¢; 2° & la fin du temps ¢ + Az. La valeur numérique
de la quantité positive ou négative Az servira de mesure & ce qu’on
doit nommer la dilatation ou la condensation du volume v pendant
Iinstant Az, De plus, la masse m se trouvera exprimée & la fin du

temps ¢ par le produit
pYs
OFuvres de C. — S.11, t. VIII. S 21
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et, & la fin du temps ¢ + Az, par le produit
.(P+Ap)vl(1+9At):pv[1+(9—*—.5— %)At—l—...].

Cela posé, comme cette masse ne saurait changer de valeur avee le

temps, on aura nécessairement

[>ll>
~ O

1+<9+ At+...=1

) -

et, par suite,

6+ =o0;

Ol
Bl
O

puis on en conclura, en ayant égard &'la formule (8),

QIQ.;
Qo

= 0.

ot dx ay

(12) , p@+ge+ugg+vd—p-+‘-w

D’ailleurs, comme les trois produits
(13) cule, vAtf, wAt

représentent les déplacements tres petits de la molécule 2, parallele-
ment aux axes coordonnés, pendant I'instant Az, il est clair qu'il suf-
fira de substituer ces trois produits aux quantités £, n, { dans la valeur
de v déterminée par 'équation (33) de la page 66 du second Volume (*)
pour obtenir la dilatation 6 Az du volume v. On aura donc

0(udn)  a(vAn) | d(wAn)

fAr= dz dy 03

ou, plus simplement,

_Qdu  Jv  oOw
(16) | R

Par conséquent, la formule (12) donnera

(15) =

IO T (TN
3Z+u—0_x+v_d;—i,_w()z+f) dx+d_}’+()s

L

(1Y) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 8g.
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ou, ce qui revient au méme,

dp . O(pu) d(pv) 0(9W)
’(16) o " "oz oy R

Enfin, si I'on désigne par v, et par v,(1+ v) =v les volumes infini-
ment petits sous lesquels la masse 7 se trouve comprise : 1° 4 origine
du mouvement; 2°  la fin du temps ¢, la valeur numérique de la quan-
tité positive ou négative v servira de mesure a ce qu'on doit nommer
la dilatation ou la condensation du volume de la molécule 7 pendant
le temps ¢; et 'on aura sensiblement

d . s dv
0At= Av—= <dt+u0 +vdy+W&>At
Avu représentant I'accroissement de v pendant I'instant Az; puis on en
conclura’ ‘
ov v 0 v
(17) 6_ + u P “+v + WE

ou, ce qui revient au méme,

du_}_ltdu_'_‘du_i_wﬁ_du dv  Ow
dt dz

{ —_ — -
(18) A AR TR T T

Soient encore
x—§ y—m, E=C

les coordonnées initiales de la molécule m, c’est-a-dire de la molécule
qui coincide au bout du temps  avec le point (w, y, z). Les trois quan~
tités &, n, { serviront & mesurer les déplacements de la molécule m
pendant le temps ¢, parallélement aux axes des z, y, =; et, pendant un
instant infiniment petit Az compté & partir de la fin du temps ¢, ces
mémes déplacements recevront des accroissements égaux aux trois
produits | |

‘ § , 08 )
| <0£+u0_+‘dy d At,
<0n 4t tgn —|—vd—n+w9—n‘>At

at dy d
o & o)
<37+ud—+(dy—|—wdz Ae.
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Or, en divisant ces produits par A¢, on devra retrouver les vitesses «,
¢, w paralleles aux axes. On aura donc

+ztd—x+vdy+wgz-

ALY S|

ot oz Oy ds — 7

an on on on __
(19) W+ud_x+v@+wﬁ_v’

104 V4 9% d¢

5 &

Ces trois dernieres équations serviront & déterminer &, v, { lorsqu’on
sera parvenu & exprimer les vitesses u, ¢, w en fonction des quatre
variables indépendantes x, y, z, ¢.
Les formules générales que nous venons d’établir subsistent dans
_toute I'étendue d’une masse fluide en mouvement. Mais il en est
d’autres qui sont relatives aux surfaces par lesquelles cette masse peut
étre limitée. Supposons, pour fixer les idées, que la masse fluide soit
terminée par deux surfaces, savoir : 1° une surface invariable qui s’ap-
puie contre la paroi d’un vase, et qui soit représentée par I'équation

(20) : (2, y,5) =03

2° une surface libre soumise & une pression extérieure P, et repré-
sentée i I'origine du mouvement par I'équation ‘

(a1) F(z,y,5)=o.

Enfin, admettons que chacune de ces surfaces renferme constamment
les mémes molécules. Dans cette hypothese, une molécule située sur
la surface invariable et correspondante aux coordonnées x, y, s aura
sa vitesse dirigée suivant une droite tangente a la surface. Donc cette
droite et la normale & la surface comprendront entre elles un angle
droit dont le cosinus sera nul. D’autre part, comme les demi-axes des
x, y, = positives formeront avec la vitesse de la molécule des angles
dont les cosinus seront proportionnels &

u, v, w,
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et, avec la normale & la surface invariable, des angles dont les cosinus
seront proportionnels 3 ‘

0f(z,y,2)  0f(z,y,5) df(z,v,3)
oz dy R

le cosinus de I'angle compris entre la normale et la vitesse sera pro-
portionnel & la somme

udf(w,y,z)+00f(w,y,§)+wdf($,)”5), .
dx dy 0z

et ne pourra s’évanouir qu’avec cette somme. Donc, pour tous les
points de la surface invariable, on aura en méme temps les deux

équations
{(z,y,5)=0, <
(22) (2 y,5) | Oy 5 of(zy2)
e TP T gy YT T \

Quant aux molécules comprises dans la surface libre, leurs coordon-
nées x, y, 5 devront, au bout du temps ¢, vérifier simultanément les
deux équations

(23) F(x—E,y—n,z*Cj:o, p=P.

I est bon d’observer que, si 'on désigne par u; ¢,, w, les valeurs
initiales de u, v, w, ¢’est-d-dire les vitesses initiales de la molécule qui
coincide, non pas au bout du temps ¢, mais 4 Uorigine du mouvement,
avec le point (,y, 5), on aura nécessairement pour tous les points de
la surface invariable

=0,

‘ d(’x;y,z) df(z, v, 2 of 1
(24) uo (d‘r +V0 (d)./y )+W0 ($’z.y )

ct que 'on pourra, en conséquence, remplacer les équations (22) par
les suivantes :

f(x, y,3)=o0,

2f(z, y,3)

25 . -
U (g 22D S ) B3

oz (V"‘"Vo)
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Plusieurs des formules qui précedent se simplifient dans le cas ot
les déplacements"q’, 7, C, les vitesses u, v, w et la dilatation v du
volume conservent constamment des valeurs tres petites. Supposons,
en effet, que ces diverses quantités, et par suite leurs dérivées, prises
par rapport aux variables «, y, =, ¢, soicnt considérées comme infini-
ment petites du premier ordre. Alors on tirera des formules (11), (18)
et (19), en négligeant les infiniment petits du second ordre,

op du op _ 0 dp ow

du__du odv  Ow

(27) oz Top T
0z on _ o5
(28) a‘t‘—u; b—t =¥, 52—‘)('

Dans le méme cas, lcs projections algébriﬁues de la vitesse initiale de
la molécule qui coincide au bout du temps ¢ avec le point (2, y, =) dif-
foreront tres peu des projections algébriques u,, ¢y, w, de la vitesse
mesurée & I'origine du mouvement au point («, y, 5), c¢’est-a-dire que
la différence sera une quantité lnﬁnlment petite d’un ordre supérieur
au premicr.

§ 1. — Sur Péquilibre et le mouvement des liquides
ou fluides incompressibles.

Considérons un liquide ou fluide incompressible, soumis & la force
accélératrice ¢. Si ce liquide est en équilibre, la pression correspon- -
dante au point (,y,s) sera déterminée par la formule (2). Si, au
contraire, le liquide est en mouvement, la densité de chaque molécule

~ devant rester invariable, la valeur de Ap déterminée par I'équation (8)
devra s'évanouir, et, par conséquent, on obtiendra la formule
(29) gf+udp+vgj+w5f3=0,

en vertu de laquelle I'équation (15) se trouvera réduite & celle qui
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exprime qu'un élément du volume ne varie pas avec le temps ¢, ¢'esl-
a-dire &
Qu O dw )

(30) 9z " dy oy T

Alors les formulés (11), (29), (30) seront les seules qui subsistent,
dans toute 'étendue de la masse fluide, entre cinq inconnues p, p, u,
¢, w considérées comme fonctions des variables indépendantes z, y,
=, ¢. Dans le cas particulier ou les vitesses u, ¢, w demeurent constam-
ment tres petites, les formules (11) peuvent étre remplacees par les
formules (26). ‘

Supposons maintenant que le fluide incompressible soit homogene.
Alors la densité p deviendra constante; et, si 'on ajoute les équa-
tions (26) apres avoir différentié la premiére par rapport & , la-
seconde par rapport a y, la troisieme par rapport & =, on trouvera, en
ayant égard & la formule (30),

Telle est I'équation & laquelle doit satisfaire la pression p dans un
liquide homogene et en mouvement, lorsque chaque molécule a tou-

jours une tres petite vitesse. Dans le méme cas, en désignant par u,,

vos W, les projections algébriques de la vitesse mesurée i 'origine du

mouvement au point , y, 5, c’est-a-dire les valeurs de u, ¢, w corres-
" pondantes A ¢ = o, on tirera des équations (26)

u__.uo—l—f< E >dt,
4
(32) v:_—vo-n—f <Y— >dt,
0
. y 1
W:Wo-i—f (Z—"‘ >dt’
° g

T

O
MY Si$

et des équations (28)

L t ¢
(33) E:f w dt, YJZ‘/OI vdt, KZI w dt,
o .
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Les formules (31) et (32) se simplifient dans le cas olt, X, Y, Z
étant des fonctions des seules variables «, y, 5, Iexpression

(34) Xdz+Ydy+2Zds

devient une différentielle exacte. Alors, pour convertir I’état initial ¢n
un ¢lat d’équilibre, il suffirait d’anéantir les vitesses initiales des
molécules liquides, et de remplacer & I'origine du mouvement la sur-
face libre du liquide par une surface invariable. Soit ¢ la pression
velative a I'état d’équilibre dont il s’agit. On aura
(35) ' d®=p(Xdz+ Ydy +Ldz),

ou, ce qui revient au méme,

08 o 09 9%
(36) P pX, oy =P
et, par conséquent,

(B, my_oe oo, o0
dz ~ dy 03

=0 T o T o
Donc, si l'on fait, pour abréger,

(37) . @ —p=mu,

les ¢quations (31) et (32) deviendront

P’ O'w  O'w

(38) d-?i ()y’ -I—d?':o,
. .
0] wdt
u—=u _|_1__°_..
] [ p dx b

: L
0 di

(39) _ b ‘[w
= > __—())’ s

-tf
‘ df wdt
W= _|_.'_ S .

"o Jds
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Par suite, les formules (33) donneront

p
(4())'. B IOIt[mdtﬂ
p

Ajoutons que, si la masse liquide est terminée par deux surfaces,
I'une invariable et représentée par I'équation (20), I'autre libre, mais
soumise & une pression extérieure P, et représentée & I'origine du mou-
vement, par I'équation (21), on aura, pour tous les points de la surface
invariable, en vertu des formules (25) et (39),

f(z,y,2) =o,

(41) , of wdt dfwd df wdt
df(x, v, 2) x,y,‘. 0 df(x,y,o)
‘ ox 0z

tandis que 'on aura, pour tous les points de la surface libre, en vertu
des formules (23), (37) et (40),

(42) Flx—§&y—mnz—¢) =o0 v=9%—

ou, ce qui revient au méme,

(43)(5F<w_uot__ dff"‘”m’y~ ___dffmm

?D'::QL" P.‘

ol

t t
df f wdi?
I 0o o
= o,

-—Wot—-— 03

)

Cela posé, pour obtenir la fonction de «, y et 5 désignée par w, il suf-
fira I’intégrer I equatlon (38), en déterminant les fonctions arbitraires
de maniere & remplu les conditions (41) et (43). De plub la fonction &
étant connue, on déduira immédiatement des formules (37), (39) et

OFuvres de €. — S. 11, t. VIII. . 22
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o) les valeurs de la pression p, des vitesses u, v, w, et des déplace-
1 p P ! p

ments &, 7, C.
Pour montrer une application des formules que nous venons d’éta-

blir, considérons un liquide homogene dont les molécules, uniquement
soumises & la force g de la pesanteur, conservent pendant toute la
durée du mouvement des vitesses trés petites; ct concevons que, I'axe
des z étant vertical, I'ordonnée = se compte positivement de bas en
haut. Supposons en outre que le liguide repose sur un plan horizontal
représenté par I'équation

(48) 5=—h,

que sa surface libre supporte une pression constante désignée par P,
et que cette méme surface, & 'origine du mouvement, s’écarte trés peu
du plan des «, y. Soient enfin

(45) z=F(z,y)
l’équation' initiale de la surface libre, ct
(46) . wo="F (2, y)

la valeur de w, correspondante & z = o. Les fonctions F(z, y), §(x,y)
auront de tres petites valeurs numériques, quelles que soient d’ailleurs
les coordonnées x, y; et, comme on trouvera

X=o, Y=o, - Z=-g,
la formule (35) donnera
(47) d® =— gpds.
Or cette derniere équation sera vérifiée, si I'on prend
(48) ®=P—gps.
Cela posé, les formules (41) et (42) deviendront

t
df wdt : K
(49) 5= h, ——0-57—"- =0, ‘
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et o
(50) z-—C:F(x—E,)’-—ﬂ), T=—gp5s.

De plus, les déplacements &, v devant rester trés petits, ainsi que la
fonction F(z, ), on pourra, sans erreur sensible, réduire la premiére

des équations (50) &
(51) ' z—t=F(zy);
et, comme la troisitme des formules (40) donnera i trés peu pres,

pour des valeurs de z peu différentes de zéro,-

oL

(52) =t (x, y)+—

on tirera de I'équation (51)

¢t .

df f wdt? » ’
(33) z—é—i’——";———l((x, y)+ 8@, p).
\D’ailleurs, si Pon élimine = entre la formule (53) et la seconde des
équations (50), on obtiendra la suivante

14 t

0f f o di? , o

(54) m+g—°—3;——=~gp[F(x,7)+¢5(x,7)],.

-

qui restera sensiblement exacte pour de trés petites valeurs numé-
riques de 3, et par conséquent pour 5 = o. Donc 'on déterminera,
dans ’hypothese admise, la fonction de z, y, & désignée par @, en inté-
grant Péquation (38), de maniere que la condition (54) soit vérifiée

pour z = o, et la condition .
&
df wdi
—0-()5— =o,
[

pour 5 = — 4. On fixera ensuite la valeur de la pression p, en un point

(55)
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quélconque de la masse liquidé, a l'aide de la formule (37), ou plutot
de la suivante

(56) p=P—gpz—mw,

puis les valeurs de u, ¢, w, £, 5, { & I'aide des formules (39) et (40).
Ajoutons que la surface libre du liquide sera représentée, au bout d’un
- temps quelconque Z, par la seconde des équations (50), qui peut 8’é-
crire comme il suit :

.

(57)

3

gp

Si, pour plus de simplicité, on supposait les vitesses initiales u,, ¢,,
w, réduites i zéro, la fonction g(x, y) étant alors nulle, I'équation (54)
se présenterait sous la forme

t i
df f mdt?
I o v
P "
tandis que les formules.(?)g) et (40) donneraient

H ’ 14 . t
dfmdt dfwdt - dfwdt
i U — ‘):}_—0—’ W—-—.I____o__._
p Ox p Oy Tp 95

(58) =—gpF(zy)

(59) =

et .
- t t t t
df f wde? df f wde?
I Jo Yo _ —1 Y % ,
(60) E__p oz ’ n P d}’

Nous renverrons i un autre Article I'intégration de I'équation (38),

t
df fwdtz
o »

t
— 0
punannd -—————*dz

-

ainsi que I'exposition des lois qui s’en déduisent pour la propagation
des ondes & la surface d’un liquide pesant. On peut d’ailleurs consulter
sur ce sujet un Mémoire composé en 1815, qui a été couronné par I'In-
stitut en 1816, et inséré dans le Recueil des Mémoires des Savants
étrangers (). ‘ .

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. 1, p. 5 et suiv.
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'§AI[I. — Sur Uéquilibre et le mouvement des fluides élastiques.

Soit donné un fluide élastique soumis & la force accélératrice ¢. La
densité p, en un point quelconque (w ¥, 5) de ce fluide, sera propor-v
tionnelle & la pression p, c’est-a-dire que I'on aura

(61) o= kp,

k désignant un coefficient qui dépendra uniquement de la température
correspondante au point dont il s’agit. Cela posé, considérons un état
‘d’équilibre ou de'mouvement de la masse fluide, dans lequel la tempé-
rature, connue en chaque point, ne varie pas avec le temps; £ sera une
fonction déterminée de «, y, z; et la pressmn ps si le fluide est en equl-
libre, se déduira de la formule

(62) ‘di(p)=k(Xdx +Ydy+1Ldz)

- que produit Iélimination de e entre les formules (2) et (61). Au con-
traire, si le fluide est en mouvement, les cing inconnues 0y Ps Uy 95 W
devront vérifier les cingq équations (11), (16) et (61), quelles que
sbient d’ailleurs les valeurs attribuées aux variables indépendantes «,
¥, %, ¢t. Dans le cas particulier ol les vitesses u, ¢, w demeurent con-
stamment tres petites, les formules (11) peuvent étre remplacées par
les formules (26), desquelles on tire, en les combinant avec I'équa-

tion (61),

al(p) _ ou di(p) ov I(p)__ ow
D’ailleurs, si I'on élimine p entre les formules (16) et (61), on trou-
vera
(64) x0p  Olkup) _d(kep) _dlkwp) -

dt dx dy 0z

ou; ce qui revient au méme,

d1(p) al(p) , 91(p) d1(p) 0(Ifu) (k J(k
(65) k ot +l<‘[u Pl 3y +w 0z] 5 ()yV) (0:") 03
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puis, en considérant les vitesses u, ¢, w comme infiniment petites du
premier ordre et négligeant les infiniment petits du second ordre, on
déduira des équations (63) et (65) combinées entre elles

a1(p)

(66) k———-i—k’(Xu—e—Yv—i—Zw) d(ku) (ko)  d(kw) _

dx ay ds

Si maintenant on suppose que les projections X, Y, Z de la force accé-
lératrice ¢ soient indépendantes du temps, on tirera de I'équation (66),
différentiée par rapport & ¢ et réunie aux formules (63),

KPP | paxe v 7y 4+ O(KX)  O(kY) _0(kZ)

(67) o oz dy E
. (67 :
_ px 9L(p) dl(p) ol(p) , 2’l(p) *l(p) | 2’l(p).
R s S L ozt T gyt T T og

Telle est I'équation aux différences particlles du second ordre a laquelle
doit satisfaire la pression p dans un fluide élastique en mouvement,
lorsque, chaque molécule ayant unc vitesse tres petite, la température
et les projections de la force accélératrice sont indépendantes du temps.
Alors aussi, en désignant par u,, v,, w, les vitesses initiales, c’est-
a-dire, les valeurs de u, v, w correspondantes 4 ¢ = o, on conclura des
formules (63) et (27) -

U =1u,+ ;[X——%g%}lj dt,
(68) 0= v, +f;)l [Y—%%%; d,

W= Wy = ot[Z——%ﬂd(Tpli dt,
(69) v:[t<g£+%+%:>dl.

Quant aux déplacements &, v, ¢, ils seront déterminés, comme dans le
§ I1, par les équations (33).

Les formules (67) et (68) se simplifient dans lg cas ou, la direction
et I'intensité de la force accélératrice étant, ai‘nsi que la température,
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indépendantes du temps, le produit
(70) - ' k(X dz+Ydy + Zdz)

devient la différentielle exacte d’une fonction des seules variables «,
y, . Alors, pour obtenir un état d’équilibre de la masse fluide, il suffi-
rait de rendre invariables les surfaces qui servent de limites au volume
qui renferme cette masse, et de la distribuer, entre les diverses por-
tions du méme volume, de telle maniere que la densité p et la pressionp
‘correspondantes & un point quelconque (x, y, z) fussent propres a vé-
rifier les formules (61) et (62). Cela posé, désignons par ¢ la valeur de
la pression p relative a I'état d’équilibre dont il s’agit. € sera une fonc-
tion des seules variables x, y, 3, qui vérifiera I'équation

(71) C dU®) =k(Xdz +Ydy +Zds)

0u, ce qui revient au méme, les trois formules

(D) A COND)
(72) -dT_kX’ dy =kY, 05

= kZ;

.

et 'on aura en conséquence

. . MDY,y UD) |, 7 0UD)
X2 Y22 = kX —— oz + kY —— oy o5
_0(kX) kY)Y | o(kZy (D) | aUE) | FUE)
dz ay T T dx? dy? T o
Done, si P'on fait, pour abréger,
(73) - L) =1 =y,

les équations (67) et (68) deviendront

- 00 02 0‘) 08 08 aB d‘,
(_’4) ozt gy s‘_“() 2+k(de+Y5~+L0z> kOﬂ
¢
()f%dt . . 0f8dt d/%dt
(75), =tk /c Tz V“*v""*_*— 'W""J'-% 0()5 '

Observons dailleurs que, la quantité s 6tant tros petite, I'équation (73)
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donnera, sans erreur sensible,
¢
(76) ;:e“:l—}—s,

et que les pressions @, p, mesurées au point(x,y, z) : 1° dans 'état d’é-
quilibre dont nous avons parlé ci-dessus; 2° dans I’état de mouvement
que présente 4 la fin du temps ¢ la masse fluide, seront proportion-
nelles, en vertu de la formule (61), aux densités correspondantes & ces
deux états. Donc la valeur numérique de la quantité positive ou néga-
tive désignée par # mesurera ce qu'on doit nommer la dilatation ou la
condensation du volume au point («, y, z) dans le passage du premier
état au second. Ajoutons que cette dilatation ou condensation ne doit
pas étre confondue avec celle que nous avons désignée par la lettre v,
et ’qui se rapporte au changement produit dans le volume d’une molé-
cule m, tandis que la masse fluide passe de I'état initial de mouvement
ou de repos & I'état de mouvement qui subsiste au bout du temps 2.

On pourrait encore parvenir aux formules (74) et (75) de la maniére
sulvante. .

On tire des formules (63) et (66), en ayant égard aux équations (72)
et (73), - - ’

Ju __ 08 kdv——gﬁ

. dw ' 08
(77) b= fuT o

at ~ 9z’

d(ku) (ko)  9(kw)
oz T oy T Tas

k

(78) /cg;:kﬁ(Xu+Yb+Zw)+
Or, si, apres avoir différentié par rapport & ¢ la formule (78), on la
combine avec les formules (77), on retrouvera précisément I'équa-
tion (74). De plus, il est clair que les équations (75) se déduisent
immédiatement des formules (77) intégrées par rapport & ¢ et a partir
de ¢t = o. '

Si l'on suppose que la masse fluide s’étende indéfiniment dans tous
les sens, il sera tres facile de déterminer les fonctions arbitraires com-
prises dans P'intégrale générale de I'équation (74). En effet, ces fonc-
tions arbitraires peuvent étre réduites aux valeurs initiales des quan-
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tités = et % Or, d’aprés ce qui a été dit plus haut, la valeur initiale

de &, que nous désignerons par g, représentera, au signe pres, la dila-
-tation ou la condensation que subit le volume du fluide élastique au
point (x,y,z), quand on passe de ’état d’équilibre ci-dessus men-
tionné A I'état dans lequel se trouve le fluide & origine du mouve-
. e e 8 ’ . .
ment. Quant & la valeur initiale de gZ’ elle se déduira sans peine de la
. y L
formule (78), et sera, en vertu de cette formule, équivalente au po-
lynéme

(79)  k(Xu+ Yvo+Zw0)+-;E[

d(kuy)  0(kvy)  O(kwy)
dz T oy. = ]

Lorsque la masse fluide est uniquement soumise a la force accéléra-
trice de la pesanteur, alors, en supposant que I'axe des s soit vertical,
et que I'ordonnée = se compte positivement de bas en haut, on trouve

X=o, Y=o, ZI=-—¢g
et, par suite, I'équation (74) se réduit &

s  d's | % ds _ 0%
d—x§+— gk — k

(80) o tom TEN T g

Si I’'on suppose au contraire que la force accélératrice s’évanouisse,
. I'équation (74) se réduira simplement &
d*s  0d%*s 0% s .
o° L Uve s R,
(81) ozt -+ % + 5 o
Si I'on admet de plus que la méme température régne constamment

dans toute I'étendue de la masse fluide, la quantité £ deviendra indé-
pendante des variables «, y, 5, et la formule (78) donnera

(82) @_QE_F()V_*_?L«V.
0t dx " dy 09z 7
puis on conclura des équations (27) et (82)
o
ot ot
OFuores de C. — S. 11, t. VIII, ' 23 -

(83)
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et, par conséquent,
(84) v—8 — 8.

Alors, si P'étatinitial de la masse fluide est un état d’équilibre, on aura
8, = 0, et par suite

(85) v =8,

ce qu’il était facile de prévoir.

§ IV. — Sur le mouvement de la chaleur.

Concevons que I'on demande I'équation du mouvement de la cha-
leur dans un corps solide ou dans I’espace. Supposons d’ailleurs,
comme dans 'Article précédent, que le calorique est un fluide qui
pénetre tous les corps, et dont chaque molécule se meut toujours &
partir d’un point donné (&, y, 5) dans la direction suivant laquelle le
décroissement de la densité est le plus considérable. Admettons enfin
que la quantité de chaleur, qui, pendant un instant trés court Az, tra-
verse un élément de surface perpendiculaire a cette direction, est pro-
portionnelle au module du décroissement dont il s’agit. Si I'on désigne
par o et p la vitesse et la densité du fluide au point (z, y, z) au bout
du temps ¢, puis par u, ¢, w les projections algébriques de la vitesse
sur les axes coordonnés, on aura (voir la p. 155)

dP

(86) - pu:—k—;, pr=—k-, pw:—kdz’

k désignant un coefficient positif, qui sera constant si le calorique se
meut dans I'espace ou dans un corps homogene, et qui, dans le cas
cohtraire, mesurera la conductibilité du corps échauffé au point(x,y, z).
Or, si I'on substitue dans la formule (16) les valeurs des produits pu,
p¥, pw tirées des équations (86), on en conclura immédiatement

‘ % (k2) o(x%)
) 2e:o<k0m>+d w) ok
a¢ ox ay dz

* .
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»

Dans le cas particulier ot le coefficient % a une valeur constante, c’est-
d-dire, indépendante de z, y et z, 'équation (87) se réduit a

2 2
(88) A %:k(g}%—i—gﬁﬂ—%)

Les formules (88) et (87) coincident avec celles qui ont été données
par MM. Fourier et Poisson, quoique I'hypothese admise dans cet
Article relativement 3 Ja propagation de la chaleur differe essentielle-
ment de celles que ces deux géometres ont adoptées, et suivant les-
quelles le calorique serait un fluide qui s’échapperait par rayonnement
dans toutes les directions possibles de chacune des particules d’un
corps échauffé.

Je montrerai dans un autre Article I'analogie qui existe entre la pro-

pagation du calorique etla propagation des vibrations d’un corps entié-
rement dépourvu d’élasticité. '
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PUISSANCES ENTIERES D'UNE SEULE VARIABLE. .

On sait que la différence finie A”2" d’une puissance entiere de la
variable « s’évanouit dans le cas ol 'ordre 7 de la différence finie est
inférieur & Pexposant » de la puissance. Dans le cas contraire, A”x" se
réduit & un polynéme en = du degré n — m. Or, parmi les moyens &
laide desquels on peut déterminer les coefficients des diverses puis-
sances de  dans ce polyndme, I'un des plus simples est celui que
fournit le calcul des résidus, et que nous allons indiquer en peu de
mots.

Comme on a généralement, en supposant le nombre n entier, et le
signe S, relatif i la variable s, |

. ea::
) x._1.2.3...n‘£((;n+‘))’
on en conclut .

) Am. ¢4
(2)' Amxn:I.z.f}...nU@%‘)_)’

la caractéristique A étant relative & la variable «; puis, en posant pour
abréger Az = 4, on trouve
ehz__ I)mexz

(3) A'”x”:1.2-3-~-’l£( ((-n+1))

Concevons maintenant que 1'on développe les deux fonctions

z A ‘ hs . Rz? "
ers et (etz__l)m:-_ ]lmzm I+ — 4+ 4+ ...
1.2 1.2.3
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suivant les puissances ascendantes de z, et faisons

2

-~ -2 m .
(4) (1-{—1—;—}—1 > 3—|—...> =1+Mz+ Mya2 4+ Mys3+....

.

(ehz___ I)’” ers

— 1l
) ((zll-i‘l )) )
cient de 5"~ dans le développement du produit

Pour obtenir le résidu S suffira de chercher le coeffi-

hz A2zt "
hmem(l + 22 2R
1.2 1.2.3

zs = 23t ‘
. :]Lm(]_|_—1— -+ 2 +...> (I—I—Mihz—l—-Mglﬁz"'—}—...),

et, par suite, I’équation (3) donnera

Amgr=—=n(n—1)..:(n—m+1)hmgr="

+n(n—1)...(n—m)M hm+gr—m=t ¢ 4 n(n—r1)...3.2 . 1M,_, A"

On tirera d’ailleurs de la formule (4)

.m 3m+ 2 -+
(6) M= %n’ M,= (#Q’ M3: %“I—):

et généralement

(7). M= S[G)” <£§>q<t.;.3>"<1.2f3..4>$ (s p) (1212q)3(12mr) (1.2....@)...]’ '

, .
le'signe § indiquant une somme de termes semblables a celui qui se
trouve renfermé entre les crochets, et relatifs a toutes les valeurs

entieres positives de p, ¢, r, s, ... qui vérifient les deux conditions
(8) pPHgt+r+s—+...=m, g+2r+3s+...=.0
Si, dans I’équation (5), on pose successivement

n=—m, n=m-+1, «nR=m-2,
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on obtiendra les formules

Amgm—=r1.2.3... mh",

Amamrt—r,2.3...(m+ 1)/L"""’<—h'7f + m>

m(3/n+1)]
- 77— |’

(9) { Amam+2=1.2.3...(m + 2)hm+? [_ai 7 2

6% ' m 2l 24 I 48

..........................................................................

. 3 2 2 ’
Amgm+3i—1,0.3... (m =+ 3)hm+? [___a:' -+ 22 m3m+u) =z +Z (m+1)]’
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SUR LES

INTEGRALES AUX DIFFERENCES FINIES

DES

PUISSANCES ENTIERES D’UNE SEULE VARIABLE.

D E—

La méthode que nous avons employée dans I’Article précédent pour
déterminer les différences finies des puissances entieres d’'une seule
variable peut également servir & former les intégrales aux différences
finies de ces mémes puissances. Concevons, par exemple, que, la

4’ . e ’ . ’
lettre n désignant un nombre entier, on se propose d’évaluer U'intégrale
aux différences finies Xx”, c¢’est-a-dire, la valeur de y propre a vérificr
I'équation '

(1) : Ay =z*;
et soit w () une fonction périodique de x, déterminée par la formule-

(2) Aw(z)=o.

On reconnaitra sans peine que I'équation (1) de la page 180, savoir

(3) | - x”:x.z.3...n£z(—:n——a:i)),

entraine la suivante

E exs

(4) ' Ex”:1.2.3...n£W’

qui peut étre réduite 2
e

(5) zxnzl.z.s...ngﬁ?@%+m(x).

En effet, pour vérifier la formule (5), il suffira de prendre les diffé-
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rences finies des deux membres, et d’observer que I'on a

L ers 1 Aexs ers "
A&e/‘z——l ((z"+1)) _ée”‘-—x (z71)) — ¢ ((z1) ~ 1.2.3...n
Admettons maintenant que 'on développe les deux fonctions

g2z ) 11 - hz‘_‘_ hts2 + A\t
€ e 1 hs 1.2  1.2.3 7

suivant les puissances ascendantes de s, et faisons
z 52 —-1 '
(6) ) (1-{—;-1—5—3—!—...) =1 s oy B a4

Le résidu
pot _eF
Cehs— | ((zn+1))
ne sera autre chose que le coefficient de s*+! dans le développement
. +
du produit .

1 hz 2z L | x5 m?zz‘ '
=% 1 —— -, =14+ — o J(1 g hs Aot RS2 -
A <+2+2.3+ > /l<+1.—|—1_2 )(—*—1 2 )s

et I'équation (5) donnera

. ' mn+l
Sat—= — o+ na bt n(n —1) ol d - L+ w(a).
(7) (n+1)h+ 1 2%+ noy -+ n( ) s y (%)

On tirera d’ailleurs de la formule (6)

8) ay=— - =i ®%3==0 = ! L, ay=o ;
B) a=—25 w=gF @=0 &G=—immman H=0 g
et généralement

. i A
(9) Qam+1— 0y Oy = (— 1)+ m%;;’

m désignant un nombre entier différent de zéro, et Ay, celui des
nombres de Bernoulli qui correspond i l'indice 2. En cffet, la for-
mule (6) donncra '

z g2 -t
I 5 -+ — + .-.>

. 2.3 Y T 1
(10) al"“‘& ((3™+1)) —_é/ez—l (zH)y’
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et, comme on a identiquement

LR P .
T _1é41 116 +e? 1
e5—~1 2 e—1 2 a2 1, _i 3’
el — ¢ 2
on trouvera cncore
1. _1, 1 L
. S Yy 1 a’l(e2 —e 2) T
(11) o=1 g * = -
. 20 1 L (&) & das (=)

Or on conclura de la formule (11): 1° en remplacant / par 2m — 1,

O2m—1= Oy

2° en remplagant / par 2m et z par 20y —1,

dl sin¢
(— o™ I\ dlsine 1 (—1)” ¢ I
(12) Cgm = 22m OO dt (« ﬁm)) — Tt O ¢t (([Zm))’
ou, ce qui revient au méme, -
' gem 1510E
(13) . (—1n)™ 1 €
. B =T33, (am—1) 227 detm

¢ devant étre réduit & zéro apres les différentiations; et, comme 1'é-
quation (72) de la page 349 du premier Volume (') donnera

dzm l S_ll’lf A
. o & . 2
T N . —_— 22'"' —
(14) dztm am’

il'est clair que la formule (13) entrainera la seconde des équatioﬁs (9).
Ajoutons que de Ia formule (12) combinée avec I'équation (21) de la
page 3o1 du second Volume () on tirera

x L 2 1 1
(I‘)) ""2»:—(’_1)'”""l ——(27':)2”‘ <I+ oim -+ 3im -+ .x.>.

(1) QEupres de Cauchy, 8. 11, T. VI, p. 412,
() OEuvres de Cauchy, S. Il, T VII, p. 348.

OFuvres de ¢. — S.11, t. VHI, 24
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Cela posé, I’équation (7) pourra étre représentée sous I'une des formes

n+1
‘ Srr= _z —

. n Il' ne—-1
(16) (n+1)h =+ Az
16) ¢

1
2
__n(rn—1)(n—2)

WA A3 —. . +ow(x),

. i+t 1 1 n
Spr=_"_____ _ Zgny - Zphapr?
(n+1h 2 6 2
1 n(n—n(n—2),,
_ L M )Izsx"—3—...+m(x),

3o 2.3.4

= n—1
(18) P I (IR SR S i
2? = 32 atqn?

>n(n—-1)(n—2)lz*w"—3 +'|

I

I
_<H— PO T 2t

Si, dans I'équation (18), on attribue successivement au nombre
entier n les valeurs 1, 2, 3, ..., on en conclura :

x(x —h)

v i
v q_ xl@—h)(22—h)
<.9> o SRR o)
) o ‘_rz(x—lz)’ .
-7 ————4/13 }-E(.Z'),

Il est bon d’observer que de I'équation (10) on tire directement

(20) a;= S [(— )T+t (12139?[)((172_;’;'_) 514;3)0 <%>" (§i§>’<3_;—74>5 B

le signe § indiquant unc somme de termes semblables A celui qui est
renfermé entre les crochets, et devant s’étendre 3 toutes les valeurs
entieres, nulles ou positives de ¢, r, s, ... qui vérifient-la condition

A{21) qg+er+3s+...=10

Des formules (9) et (20) comparées entre elles, il résulte : 1° que,

~
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si 'on étend le signe S & toutes les valeurs entiéres, nulles ou positives
de g, r, s, ... qui vérifient la condition

(22) g+or+3s+...=2m41>1,

on aura
o Qo R e (Y (Y]

2° que, si 'on étend le signe S 3 toutes les valeurs entieres, nulles ou
positives de ¢, r, s, ... qui vérifient la condition

(24) g+or+3s+....=2m,

le terme correspondant i I'indice 2m dans la série des nombres de Ber-
noulli sera

5 = i r48+... 1.2.3.. (’]+7'+ﬂ‘+ ) q L\ . s'.
(25) Agm=(—1) +‘1.2.3...2mS[(——1)'I+ +8+ R R IIOCR B TrER e < ) <z ) <734> ]

'On a vu, par ce qui précede, comment, 2 I'aide du calcul des ré-
sidus, on peut déterminer la valeur générale de 'intégrale L, On cal-
culerait avee la méme facilité la valeur de Pexpression

I3, .2,

quel que fat Ie nombre des intégrations indiquées par les signes X; ct
T'on trouverait, en désignant ce nombre par m,

' 3., .exs
(36) EEE..at=i1.0.3,..0 f Tomr@”
ou, ce qui revient au méme,
X3
3X3..z"=1.,2.3...n . ! ¢

(27) U (eh'___ l)m ((,-n-H ))

+ "1, (w) -+ an- 252(‘7") I o 0 P (-”) + o, (.Z‘).

Dans I'équation (27), m,(z), @, (@) ooy Ty (@), Tp() représen-
tent des fonctions périodiques de la variable x, qui peuvent étre choi-
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sies arbitrairement. Ajoutons que, si 'on pose ©.

2

~ ~ —m ' .
(28) <I+5+'2—g +..-> :]—l—-DTL’i,‘S—‘—:)]LgS!-i— 3]1'353+...,

la formule (27) pourra étre réduite &

S xll"i-lll
XX xr—=
(n+1)...(n+m)hm

wn+m-—-l

B [V | | S/ X -t N
(n+1)...(n+m—1)/z'”—‘+ & Mo 2 = M o™+

(29) R
+ g (z) + 2" 2w (x) .+ Ty (2) 4 T, ().
On tirera d’ailleurs de la formule (28)

mi(m—1)

m m(3m—1)
48

(30) My=—=  IMy= M=

ct, généralement, _
(30 o= Qe s () (23) () )

‘ le signe § s’étendant & toutes les valeurs entibres, nulles ou positives
de ¢, 1, 5, ... qui vérifient la condition (21).
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ET LES )

INTEGRALES- AUX DIFFERENCES DES FONCTIONS ENTIERES

D’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES.

A Taide des formules que nous avons établies dans les articles pré-
cédents, on déterminera sans peine les différences finies et les inté-
grales aux différences finies des fonctions entieres d'une ou de plu-
sieurs variables. Pour y parvenir, nous obscrverons d’abord que, si I'on
fait usage des notations adoptées dans le Volume II (pages 161 et
suiv.) (*), les formules (5) et (29) de I'avant-dernier et du dernier
article se réduiront aux deux équations

(I ) Amgh— hmnDmpr 4 M‘hm+1 D+t pn -+ 1“2 kn'b+2Dm+2 2t - N[:; hm3ym+3 pon 4 y
.. [‘/....x" dx™ jfxn dxm—1
(2) 3IX...2"= —_—hT_— =+ I, g A M 2 4= Ny A DR

dont la seconde pourra encore étre présentée sous la forme

x" x" xnt .
(3) A% = D =+ I, AT A M 4 MW A D2+ . L,

ou, ce qui revient au méme, sous la suivante

"o

(4) A=mgnr=j=mD=mgn 4 I h—m+1D-mHgn 4 4 Npa™ + My hDz> . .,

Seulement, pour que la valeur de IX...x" fournie par l’équatibn (2),
(3) ou (4) devienne la plus générale possible, il faudra remplacer les

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. VH, p. 200 et suiv.
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- constantes arbitraires comprises dans les intégrales

D-rgr= [, .ardar,  D-mrigr= [, ardem-,

par des fonctions périodiques arbitrairement choisies. Quant aux cocf-
ficients M,, M,, M, . .. 91L,, 90y, N0y, - .., ils se trouveront déterminés
par les formules (4) et (28) des pages 181 et 188, ou, ce qui revient
au méme, par les deux équations

(3) (F—nm =zm (14+Mis + Mz + Mys® +,.)=5" + Mzm+! A+ Mya

(6) (€5 —1)="=5=m (14 M ;5 4 IMCys? 4 My ¥ 4.0y =5~ My Z=m+L L Oy g2y

Supposons maintenant que, dans la formule (1) ou (4), on remplace
successivement I’exposant 7 par les suivants » +1, n+ 2, ..., et que
I'on combine par voie d’addition les formules ainsi obtenues, aprés les
avoir respectivement multipliées par des coefficients donnés A B,
C, .... Alors, en faisant, pour abréger,

(7) u=Ag"+ BarH 4 Caxr it .,

on trouvera

(8) Am u— h(an u -+ 1\11 ]lm«q—le-H u -+ ]\42 [lrn+2_Dm+2 u -~ N.]3 hm+3 Dm+3 u +.'”

et

(9) A-"u = A D=y 4 N0y = D=7 w4 4 N+ Moy i Dt ...

Comme on peut d'ailleurs, dans le second membre de équation (7),
fixer arbitrairement le nombre des termes, et réduire 'exposant n &
zéro, la valeur de u que cettc équation détermine pourra étre une

* fonction entiere quelconque de la variable x. Donc, pour développer
les différences finies ou les intégrales aux différences finies d’une

* semblable fonction en séries ordonnées suivant les puissances ascen-
dantes de la quantité 2 = Az, il sullit de recourir aux formules (8)

et (9). De plus, comme dans ces dernikres les cocfficients M,, M,, . ..;
M, Moy, ... doivent étre déduits des équations (3) et (6), on trouvera
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encore

(IO) . A’"u‘——‘ LD I)m

et \

(11) A""u:(e“’—l)qnlu,

pourvu que, aprés avoir développé les expressions
(®—1)"u et ("—1)"u
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de 4, et, par
conséquent, en termes de la forme |
M, A7+ D7+ g, oy hr=m D=,

on considere la lettre D placée devant la lettre « comme une véritable

caractéristique.
Dans le cas particulier ou I'on suppose m =1, les formules symbo-

liques (10) et (11) se réduisent &

(12) Au:(ehn—1>u:ewu——u,

(13) : A—"u:(ehD—})"iu;

et 'on en conclut

(ll}.)“ Au:‘/zDu‘—i—%D‘lu—{— ?%D3ltf...,

R P LS PR Y A R .

ou, ce qui revient au méme,

du ht d*u B dBu
(16) utbu=u+hop + T T3 dn

: Judx 1 thde 1 I ‘Bu » diu
(17) Ju— A e e e —— —
ho 62dzr 3023.4dz " 42 2.3.4.5.6 dz®

I est essentiel de rappeler qué la constante arbitraire, cbmpribe dans
I'intégrale fu dz que renferme I'équation (17), doit étre remplacée
par une fonction perlodlque mais arbitraire, de la variable .
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Concevons a présent que la lettre « désigne une fonction entiere;
non plus de la seule variable z, mais de plusieurs variables indépen-
.. ‘ I . .
dantes x] y, 5, ...; et que 'on emploie les caractéristiques

., D2, D3, ...; Dy, D3, D3, ...; D, D2, DE, ..o

ou
Auy AL, A3, . Ay, AL AY, L A, AL AL L .,

placées devant une fonction de @, y, =, ..., pour indiquer les dérivées
partielles de cette fonction ou ses différences finies partielles des di-
vers ordres prises par rapport 4 x, par rapport i y, etc. Alors, en
posant

(18) ' Ae=h, Ay=k, = As=l,

on tirera de la formule (10)

(19) Aglu:(ew"— 0" u, Aﬁu:(ekbfml " u,

et, par suite,

(20) ArAL u= (P 1) (P —1)

De méme, si 'on emploie les caractéristiques
Dz, Dz, D23, .. D;‘,‘ ;", Dz3, ... DY, D3, D3E, o L,
A;i, AZ% AZ% . AFY, ATR ADE, Lo AZY, AZE AT, L L,

placées devant une fonction de z, y, =, ..., pour exprimer le résultat
d’'une ou de plusieurs intégrations indéfinics relatives & z, ou a y, ou
4 5, ... et du genre de cclles que I'on indique ordinairement par le
s1gnef0u par le signe I, on tirera de la formule (t1)

(21) A" u = (eh D2 D™y, APy = (ekby—l)_" u,
et, par suite,
(22) CAZMAM L u= (e/ln*’—— D) (=) .

11 est important d’observer qu’apr‘es avoir développé les seconds mem-
bres des équations (19), (20), (21) et (22) en séries ordonnées sui-
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vant les puissances ascendantes des quantités 4, £, ..., on devra :

1° considérerD,, D,, ... comr{ie de véritables caractéristiques; 2° sub-

stituer aux constantes arbitraires, comprises dans les intégrales indi-

quées par les exposants négatifs de la lettre D, des fonctions pério-

diques, mais arbitraires. ‘ ' '
Concevons encore que 1'on pose

(23) o u=1(xy ¥y By o)

On tirera successivement de la formule (12)

f(z+h, y, s, .:.):zt+A1u:(| +A$)u:e“)’u,

kD, LD 5Dk D,
Y e x é x J‘u,

f(@+hyy+bkz. )= f(x+hys. . .)=¢ u=

o, A Dg+kD kD kDD,
f(@tbyy sk, sl )= (@+hy+ka..)=c e Duthlyy —¢ Py,

(24) f(x+ Az, y + Ay, 5+ Asz,...)= Pt Dyt

et, par suite,

. v .
) — (elth-i—-kDfi—ll)z"“-- _ I) u.

(25) (2 + Ax,;y+ Ay,z+As,..)—f(z,¥,5, ..

Donc, si I'on désigne par Au 'accroissement total que regoit la fone-
tion entiere u = f(« y,5,...) quand on y fait croitre simultanément
x de Az, y de Az, s de As, etc., on trouvera

(26) . A — <el'b.r+’ny'l‘IDz+--~_ I) .

On aura, de méme,
A2y — elz I),+k1)y-|.-lnz+...ﬁ I)zu,

k Dyt-k By+IDg ... 3
A3u:<e wHEBy bt u,

o2

et généralement, m désignant un nombre entier quelconque,

RD I Dyt D k..
(27) Amy = (PP m

OFEuvres de C. — S. 11, t. VIIL. . ’ 25

,
»

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



194 SUR LES DIFFERENCES FINIES ETC..

Les diverses formules que nous venons de rappeler, et qui étaient
déja connues, se trouvent rigourcusement établies par les considéra-
tions dont nous avons fait usage dans cet article, tant que la fonction u
reste entiere. Si le contraire arrivait, les mémes formules subsiste-
raient cncore, mais dans certains cas seulement. Ainsi, par exemple,
quand la fonction u cesse d'étre entiere, les équations (16) et (17),

; qui coincident, la premiere avec la formule de Taylor, la seconde avec
la formule d’Euler, subsistent seulement sous certaines conditions
dont I'une est la convergence des séries comprises dans les seconds

membres.
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SUR LES EQUATIONS

QUL EXPRIMENT

LES CONDITIONS D’EQUILIBRE
LES LOIS DU MOUVEMENT INTERIEUR
D’'UN CORPS S‘OLI.DE, ELASTIQUE OU NON ELASTIQUE. |

S EE———

§ I, — Considérations générales.

Dans la recherche des équations qui expriment les conditions
d’équilibre ou les lois du mouvement intérieur des corps solides ou
fluides, on peut considérer ces corps, ou comme des masses continues
dont la densité varie d’un point & un autre par degrés insensibles, ou
comme des systemes de points matériels distincts, mais séparés entre
eux par de trés petites distances. C’est sous le premier pdint de vue
que les fluides ont.été envisagés dans I'un des articles précédents et
dans les divers Traités de Mécanique publiés jusqu’a ce jour. Cest
aussi sous le méme point de vue que nous considérerons ici les corps
solides. Cela posé, soient M la masse d’un corps solide en équilibre,
m une particule ou portion infiniment petite prise au hasard dans cette
masse, @, y, = les coordonnées de la particule 7 comptées sur trois
axes rectangulaires, et p la densité du corps solide au point (z, y, z).

m

Si on nomme p', p”, p” les pressions ou tensions exercées au point
(m‘, Y» 5), et du coté des coordonnées positives; contre trois pléns pa-
ralleles aux plans des y, =z, des z; @ et des @, y, les projections alge-
briques des forces p’, p”, p” sur les axes coordonnés seront deux i

deux égales entre elles [voir la page 47 du Volume IT'(*)], et pourront

OFEusres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 67.
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196 SUR LES EQUATIONS QUI EXPRIMENT
étre représentées, en conséquence, par les quantités
A, F, E

(1) {F B, D,
' - lE D, C

Soient d’ailleurs o la force accélératrice qui sollicite la particule m,
et
L]

les projections algébriques de cette force accélératrice sur les axes des
&, ¥, 5. En prenant @, y, 5 pour variables indépendantes, on aura,

comme on'I’a prouvé & la page 111 du Volume IT ('),

| A oF OE

d_x+})3f + 3 +pX=o,
LIOF  gB  dD .
(2) ()—‘Ij_-—f—@—i—&'—}-pY—O,

JdE dD  dC
oz Jdy  0ds

De plus, si, apreés avoir fait passer par le point (@, y, 5) un plan quel-
conque, on porte, a partir de ce point et sur chacun des demi-
axes perpendiculaires au plan, deux longueurs équivalentes, la pre-
micre & P'unité divisée par la pression ou tension cxercée contre ce
plan, la scconde & 'unité divisée par Ia racine carrée de cette foree
projetée sur I'un des demi-axes que 'on considere, ces deux longueurs
[voir 1e Volume 11, page 53 (')] seront les rayons vecteurs de deux
cllipsoides dont les axes scront dirigés suivant les mémes droites. A
ces axes correspondront les pressions ou tensions principales dont cha-
cune sera normale au plan qui la supportera, et parmi lesquelles on
rencontrera toujours la pression ou la tension maximum, ainsi que la
pression ou tension runimum. Quant aux autres pressions ou tensions,
elles seront distribuées symétriquement autour des axes des deux ellip-

(1) OFuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 144.
(2) Ihid., p. 7.
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soides. Ajoutons que, dans certains cas, le second ellipsoide se trou-
vera remplacé par deux hyperboloides conjugués. Ces cas sont ceux
dans lesquels le systeme des pressions ou tensions principales se com-
pose d’une tension ct de deux pressions, ou d’une pression et de deux
tensions. Alors, si I'on substitue & la force qui agit contre chaque plan
deux composantes rectangulaire_s,.dont P'une soit normale au plan, cette
derniére composante sera une tension ou une pression suivant que le
rayon veeteur perpendiculaire au plan appartiendra & I'un ou & 'autre
des deux hyperboloides, et elle s’évanouira quand le rayon vecteur sera
dirigé suivant une des génératrices de la surface conique du second
degré qui touche les deux hyperboloides a Pinfini. Concevons, pour -
fixer les idées, que 'on nomme p la pression ou tension exercée au
_ point (@, y; 5) contre un plan perpendiculaire a une droite qui, pro-
.longée d’un certain coté, forme avec les demi-axes des coordonnées
positives les angles «, B, y. Soient, cn outre, 8 'angle formé par cotte
droite avec la force p qui agit contre le plan du coté que I'on considere,
et A, i, v les angles compris entre la méme force et les demi-axes des
coordonnées positives. On aura, comme on I'a vu dans le Volume 11

[pages 48 et 49 (‘)],

pcosh = Acosa + F cosP + E cosy,
(3) pcosp.=F cosa + Bcosf + D cosy,
pcosy ==Ecosa+ DecosP + C cosy,

(%) €0sd = c0sa cosA + cosf3 Cosp. + COSy cos V.

Par suite, la force.p et sa composante perpendiculaire au plan seront
déterminées par-les équations
P*=(Acosa—+FcosB +Ecosy)?

o | o
+ (Fcosa+Beosp + Dcosy)* -+~ (Ecosa+ DcosP + Ccosy),

6) pcos&:Acoszhoc—i—Bcos?ﬁ—i—Ccos*y
(

+ 2D cosB cosy + 2E cosy cosa + 2 F cosa cos .

() OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 68.
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198 SUR LES EQUATIONS QUI EXPRIMENT

Il est aisé d’en conclure que, si Ion désigne par @ ~+ X, y + Y, 5 -+ &
les coordonnées d’un point situé sur le second des deux ellipsoides ci-
dessus mentionnés, on aura

(7) Ax*+ By?+ Cz22+ 2Dyx+2szi|~2ny:i1.

Enfin les pressions ou tensions principales correspondront aux valeurs
de «, B, y déterminées par la formule

coSA __ coSp  cosv
- fe— 5
cosa~ cos cosy

(8)

ou, ce qui revient au théme, par la suivante

Acosa+ FcosB + Ecosy

— oy —
peosd=Ep= coso

__Fcosa+ Bcosf + Dcosy
- cosf3

__Ecosa+DcosB + Ccosy,
T cosy ’

ct, comme on tire de la formule (g), en faisant, pour abréger, =p =w,

(A —w)cosa+Fcosf + Ecosy=o,
(10) F cosa + (B —w) cosf + Dcosy =o,
Ecosa + D cosP + (C—wm) cosy =o;

puis, en éliminant cosa, cosf, cosy,

(1) (A—w)(B—w»)(C—w)—D*(A —w»)—E*B—»)—-F*(C—)+2DEF =o,

il est clair que les pressions ou tensions principales seront précisé-
ment les valeurs numériques des trois racines de I'équation (11).
Pour tirer parti des équations (3), il est nécessaire de connaitre les
relations qui existent entre les pressions ou tensions A, B, G, D, E, F,
et les condensations ou dilatations linéaires mesurées au point (@, ,z)
dans la masse M. Ces condensations ou dilatations sont celles que pro-
duisent les déplacements des diverses particules de la masse M, tandis
que le corps solide passe de I'état naturel, ¢’est-a-dire d’un état d’équi-
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LES CONDITIONS D’EQUILIBRE ETC. 199

libre, dans lequel la force accélératrice ¢ et les pressions supportées
par la surface extéricure du corps seraient nulles, & I'état d’équilibre
dans lequel ces forces cessent de s’évanouir. Cela posé, concevons que
le point matériel correspondant aux coordonnées x, ¥, =, dans le second
état du corps solide, soit précisément celui qui, dans le premier état,
avait pour coordonnées les trois différences

x—E y—m, 5—0;

&, 1, ¢ seront des fonctions de «, y, z qui serviront & mesurer les dé-
placements du point que 'on considere parallelement aux plans coor-
donnés; ct, si I'on désigne par ¢ une quantité positive ou négative qui |
représente la dilatation ou la condensatlon linéaire du corps solide
mesurée au point (x, y, z) sur une droite tracée de maniére d former
avec les demi-axes des coordonnées positives les angles a, f, y, on
aura, comme on I'a prouvé a la page 61 du Volume II (*),

< - )2 <coso¢—d—icosa—g—gcosﬁ—d—gcosyy

I+¢ d dy dz
' o) an on 2
(12) +<cosf5—d—écosa——. a;msﬁ—(—,;cosy)
' 2
-+ (cosy— gg-cosoc— %’cosﬁ— g—c_cosy> .

11 en résulte que, si, & partir du point (a,y, 5), on porte sur les
droites en question une longueur équivalente &-1+ ¢, Uextrémité de:
cette longueur sera située sur la surface d’un ellipsoide dont la con-
struction indiquera les rapports constants entre les dilatations ou con-
densations linéaires mesurées dans les diverses directions autour du
point («, y, 5). Les dilatations ou condensations correspondantes aux
trois axes de l'ellipsoide sont celles que nous avons nommées princi-
pales. Les autres se trouvent symétriguement distribuées autour des
mémes axes. Ajoutons que, si I'on désigne par &, ¢”, ¢” ¢t u des quan-
tités positives ou négatives, propres a représenter : 1° les dilatations

(1) OEuores de Caucky, 8. 11, T. VII, p. 83.
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ou condensations principales; 2° la dilatation ou la condensation du
volume au point (, y, 5), on aura [voir la page 65 du Volume II (*)]
(13) 1+u=(1+a’)(1+s”)(1+s”’).

Observons enfin que, si'on désigne par

(14) A=f(z, y,=)

la valeur de la densité p dans I'état naturel du corps, la densité corres-
pondante a I'état d’équilibre scra évidemment déterminée au point
(z, y, =) par la formule

:f(m—'E,J’—ﬂ, Z—C).
I+v

(15)

Dans le cas particulicr olt les déplacements E, , { ont de trds petites
valeurs, en considérant ces déplacements, ainsi.que leurs dérivées,
comme des quantités infiniment petites du premier ordre, ot négli-
geant les infiniment petits du second ordre, on réduit la formule
(12) 4 |

e= 9 cos?a + g—cos’ﬁ—i— gz

ow . cos?y

(16) . .
. VL [ 4 _E) 0 on
( + <&; -+ dy) cos(3c09y+< 9z ) Cosy cosa +<(—)} +5;> cose cosf.

Alors, si I'on fait, pour abréger,

0 on .S

(17) R ’ _@, "o
:@ (E: 28 — 05 ¥ 9—5—%— 9_1[,
ds ' dy - 0 ' T dy =

la valeur de ¢ deviendra
(18) &= db cos?a + Wb cos?P + S cos?y - 2® cosf cosy + 2€ cosy cosat + 25 cos e cos B

‘Dans le méme cas, si 'on porte, & partir du point (x, y, 5), ct sur la
droite qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les

(1) QEugres de Caucly, 8. 11, T. VII, p. 88.
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angles o, 3, v, une longucur dont le carré représente la valeur numé-
rique du rappoft ei, on trouvera, en désignant parx + X, y + Y, 5+ 2

_les coordonnées de I'extrémité de cette longueur,

Ve

(19) ' J\oxz—i—ﬂ‘oy2+ezz+é@yz—l—z&zx—&—zéfxy:ix.

Donc cette extrémité sera située sur la surface d’un ellipsoide qui
pourra se changer en un systéme de deux hyperboloides conjugués.
Il est d’ailleurs évident que les trois axes de cet ellipsoide correspon-
dront aux dilatations et condensations principales. Quant aux for-
mules (13) et (15), elles donneront, dans I'hypothése admise [voir la
page 66 du Volume II (*)], ‘

/.

_ 0 dn &
(20) . v—()w+()—y+5;
ct
' 0A  9A oA
(21) p'(I_U)A—Ed_x_”@—COTz'

Ajoutons que les condensations ou dilatations principales seront déter-
minées en grandeur et en direction par la formule

Jb cosa -+ F cosP -+ C cosy
cosa

__Fcosa—+hcosf + ® cosy
- “cosP

(22)

__Ecosa+ ®cosP+ € cosy —
- cosy -7

" de laquelle on tirera
(23) (lo—e)(W—e)(8—e)— D (N —e) — E2(W—¢) —92(@ — &)+ 20EF = o.
Si la densité A, relative 4 I’état naturel du corps, était supposée con-

() GEuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 89.
OFEuvres de C. — S. 11, t. VIIL. ) 26
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stante, c’est-a-dire indépendante de «, y, z, I'équation (21) donncrait
simplement

(24) p=(1—v)A,

A l'aide des formules que nous venons de rappeler, on peut déter-
miner les condensations ou dilatations linéaires correspondantes au
point donné (x, y, 5) d’un corps solide, quand on connait les déplace-
ments &, 1, {. Donc, si 'on parvient & exprimer les pressions ou ten-
sions A, B, C, D, E, Fal’aide des condensations ou dilatations linéaires,
on pourra les exprimer aussi en fonctions des déplacements &, v, {.
Mais, comme les relations qui existent entre les pressions ct les con-
densations, ou les tensions et dilatations, ne sont pas les mémes pour
les corps élastiques et pour lés corps non élastiques, nous renverrons
la recherche de ces relations aux paragraphes suivants. ;

Si les diverses particules du corps solide que I'on considere, au licu
d’offrir un état d’équilibre, sont cn mouvement, alors, en désignant du
hout du temps ! par o la vitesse de la particule 7 correspondante aux
coordonnées x, y, 5, par § la force accélératrice qui serait capable de
produire le mouvement effectif de cette particule, par u, ¢, w les pro-
jections algébriques de la vitesse v, enfin par x, %, % celles de la force
accélératrice ¢, on reconnaitra sans peine que l'on doit aux équa-
tions (2) substituer les suivantes

0\  OF  OE . .
__dx+——dy+—dz+p()x—£\~)__o,
x oF JB 4D _
(25) . d—x+d—y+7)—z—+p(Y-§y)_o,
JE D oC
d—x+5;+5+9(z—%)—'0’

puis, en prenant pour variables indépendantes «, y, s, ¢, on établira,
comme dans un précédent article, entre les quantités x, &y, %3 u, ¢, w;
&, {, les formules (10) de la page 161 et les formules (19) de la
page 164. Si 'on suppose que les déplacements &, 0, { ot les vitesses
u, ¢, w conservent constamment des valeurs tres petites, les formules
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dont il s’agit pourront étre réduites a

: . du dv ow

(26) e',\:-d—t-: ?Y:E, I’JZ'E‘E)

_ % o on .9

(27) u——a’ ¢ =5 W_--éz,
¢t I'on en conclura

. 0% %0 0*¢

(28) 06 = d—t;) ZY: -W’ :'L’::-d—t—z—-

Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que la formule (16)
de la page 163 subsiste dans le mouvement intérieur d’un corps solide
aussi bien que d’un corps fluide; mais qu’on doit la considérer comme
une combinaison des formules (13) et (15), ou (20) et (21). Ainsi, en
particulier, si, entre I'équation (21) et 'équation (16) de la page 163,.
on élimine p, alors, en négligeant les infiniment petits du second
ordre, on obtiendra la formule

d, _du  dy  Idw

(29) P TR PR Ml M

qui s’accorde, en vertu des équations (27), avec la formule (20).

§ IL. — Sur Uéquilibre et le mouvement intéricur d’un corps solide
élastigue.

Considérons un corps solide placé sous le récipient d’'une machine
pneumatique apres qu’on y a fait le vide, et supposons que la tempéra-
ture de I'espace qui environne ce corps soit partout la méme. Ce que
nous nommerons I'état naturel du corps solide, ce sera I'état d’équilibre
auquel il pourra parvenir si les diverses parties de sa masse et les di-
vers éléments de sa surface ne sont soumis & aucune force extérieure
autre que I'action du calorique. Concevons maintenant que le corps,
étant transporté dans un milieu quelconque, et sollicité au mouvement
par des forces extérieures, vienne a changer de forme, mais que la
température de chaque molécule.conserve sa valeur primitive. D’apres
les notions généralement admises sur I'élasticité, le passage de 'état
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naturel & un nouvel état produira, en chaque point, si ce corps est

élastique, des pressions ou tensions indépendantes des états intermé-

diaires et du temps pendant lequel le changement de forme aura pu‘
s'effectuer. Lorsque pour chaque point d’un semblable corps I'élasti-

~cité reste la méme dans tous les sens, la pression ou tension exercée

contre un plan passant par un point donné («, y, z) dépend unique-

ment des condensations ou dilatations linéaires autour de ce point, en

sorte que, le systeme de ces condensations ou dilatations étant connu,

ou peut en déduire le systeme enticr des pressions ou tensions exer-
cées contre les divers plans qui renferment le point (, y, z). Alors
¢’cst évidemment autour des mémes axes rectangulaires que les deux
systémes de quantités dont il s’agit se trouvent symétriquement distri-

bués. Par conséquent, trois directions perpendiculaires entre elles, ot
que on peut nommer directions principales, correspondent en méme

temps aux trois pressions ou tensions principales et aux trois conden-

sations ou dilatations principales. De plus, il semble naturel de sup-

poser, du moins quand les déplacements des molécules sont tres petits,

que les pressions ou tensions. principales sont en chaque point du

corps élastique respectivement proportionnelles aux condensations ou

dilatations principales. Admettons d’abord cette hypothese dont I'adop-

tion facilite la rccherche des formules qui expriment les lois de l’équi-

libre ou du mouvement d’un corps solide, et désignons par &', &”, &”

les trois valeurs positives ou négatives de la variable

(30) . w=pcosd==p,

qui seront propres a représenter les condensations ou dilatations prin-
cipales. Les trois rapports

(31) T T

auront la méme valeur numérique et seront tous les trois positifs,
attendu que les deux termes de la fraction '

w
[
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seront 'un et l'autre positifs quand il y aura dilatation, et négatifs
dans le ¢as contraire. Cela posé, si 'on nomme % une quantité positive
égale aux rapports dont il s'agit, £ sera la mesure’ de I'élasticité du
corps au point (@, y, z), et I'on aura '

(32) m::ke,

_toutes les fois que les arigles «, 8, y correspondront & une.direction
. principale; d’oti il suit que la formule (9) pourra étre réduite &

Acosa+F cosf+Ecosy .
coso :
_ Fcosa+ BcosB -+ D cosy
- cosB’

(33)

__ Ecosa+DcosP+ C cosy — ke
VT , cosy -

Or, en divisant cette derniere par la formule (22), on obtiendra la sui-

vante : :
A cosa—+ FcosPB + E cosy
Jo cosa -+ & cos B -+ € cosy
(34) __ Fcosa+ Bcosp + D cosy

" Feosa + b cosfB 4 B cosy

Ecosa+Dcosf+Ccosy _ .
& coso+ M cosfP + € cosy

?

\

de laquelle on tirera

(A — kd) cosa -+ (F — kF ) cosB + (E — k&) cosy=o,
(35) (F — k&) cosa + (B — k) cosp + (D k®) cosy =o,
(E—k&)cosa+ (D —k®)cosf + (C — kS)cosy=o;

et, comme les équations (35) devront subsister pour les trois systemes
de valeurs de «, B, y correspondants aux trois directions principales,
on en conclura évidemment '

(36) A=4%kdh, B=kw, C=ke, D=k®, E=k F=kKJ.

En effet, la.premitre des équations (35), si elle n’était pas identique,
exprimerait que la direction déterminée par les angles o, f3, y est per-

N
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pendiculaire 2 une droite tracée de maniere & former avec les demi-
axes des coordonnées positives des angles dont les cosinus soient pro-
portionnels aux différences

(37) A—kd, F—k¥, E—k&;

ou, en d’autres termes, que cette direction est parallele & un certain
plan. D’ailleurs les trois directions pi‘incipales, étant perpendiculaires
entre elles, ne sauraient devenir paralleles 4 un méme plan. Donc la
premiere des équations (35), qui subsiste pour chacune des directions
principales, sera nécessairement identique, et les différences (37) se
réduiront & zéro. On peut en dire autant des différences comprises
dans la deuxiéme et la troisieme des équations (35); d’olr il résulte
que les formules (36) seront toutes vérifiées.
On parviendrait encore facilement aux formules (36) par une autre
méthode que nous allons indiquer. :
L’équation (32) étant vérifiée par hypothése toutes les fois que les
angles a, B, y correspondent & une direction principale, il en résulte
que, dans le cas ou les équations (7) et (19) représentent deux ellip-
soides, les axes principaux du premier ellipsoide sont proportionnels
a ceux du second. Donc ces deux ellipsoides sont semblables 'un &
'autre; et, puisqu’ils offrent, non seulement le méme centre, mais
encore des axes principaux dirigés suivant les mémes droites, il est
“clair que les coefficients des carrés des coordonnées x, y, z ct de leurs
doubles produits devront varier dans un rapport constant lorsqu’on
passera de 'équation (7) a I'équation (19). Donc, si I'on désigne par £
ce rapport, on trouvera '
A_B_

—— C-— —
Jlg_llb_e_

(38)
. . y : . v,

Il est d’ailleurs facile de s’assurer : 1° que, si chacune des équa-

tions (7), (19) représente, non plus un ellipsoide, mais un systeme

d’hyperboloides conjugués, les hyperboloides représentés par la pre-

miere équation seront semblables aux deux autres, et que, en consé-
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quence, la formule (38) ne cessera pas d’étre exacte; 2° que la quan-
tité £ sera toujours positive. Ajoutons que la formule (38) comprend
évidemment les équations (36). :

Les équations (36) étant une fois établies, on tirera de ces équa-
tions, combinées avec les formules (6), (18) et (30),

ES:/(E,'

ou, ce qui revient au méme,
(39) pcosd = ke,

quels que soient, d’ailleurs, les angles «, 3, y. On peut donc énoncer
la proposition suivante : '

v

Lorsque dans un corps élastique on suppose les déplacements des mole-
cules trés petits, et les pressions ou tensions principales proportionnelles
aux condensations ou dilatations principales, la éomposante perpendicu-
laire & un plan de la pression ou tension exercée contre ce plan conserve
toujours le méme rapport avec la condensation ou dilatation qui a lieu.

dans le sens de cette composante.

Le rapport dont il est ici question ou la quantité positive £ qui me-
sure I'élasticité du corps solide au point (x,y, z) 'dépehd de la nature
du corps en ce point. Si 'on suppose les différentes partics du corps
solide formées de la méme matiere, la valeur de £ ne varicra pas lors-
qu’on passera d’un point & un autre; mais, dans la supposition eon-
traire, £ deviendra généralement une fonction des coordonnées z, y, .
Observons en outre que, dans la premiere hypothese, si la loi de pro-
portionnalité des tensions aux dilatations s’étendait & des dilatations
quelconques, il suffirait, pour déterminer la quantité £, de chercher
la tension capable de produire une dilatation représentée par I'unité,
¢'est-a-dire capable de doubler I'une des dimensions du corps solide.
On y parviendrait en composant avec la matiere du corps un cylindre
droit & base circulaire ¢t d’'une hauteur tres petite, puis en fixant la
base supérieure de ce cylindre dans un plan horizontal, et suspendant
i la base inférieure un autre cylindre de méme diametre, mais formé
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avee une matiere inextensible dont la densité serait équivalente & la
densité naturelle du corps. Alors, en supposant la hauteur 4 du second
cylindre tellement choisie que celle du premier cylindre se trouvat
doublée en raison de la dilatation produite par le poids du second, on
pourrait prendre le poids dont il s’agit pour mesure de la pression’
totale exercée contre la base du premier cylindre, et, en divisant ce
méme poids par la surface de la base, on obticndrait la pression'en
chaque point, et, par conséquent, la valeur de la constante £. D’ail-
leurs, si l'on désigne par A la densité naturelle du corps, par s la sur-
face de Pune des bases dans 'un des cylindres, et par g la force accé-
lératrice de la pesanteur, le poids du second cylindre sera

ghsA;
et, en divisant ce poids par s, on trouvera
(40) . k= ghA. . g I

Concevons & présent que I'on considére la loi de proportionnalité des

~ (ensions aux dilatations comme uniquement applicable aux cas ou les
dilatations sont tres petites. Alors, pour détcrminer la constante £ &
'aide de l'cxpérience indiquée, on devra disposer de la hauteur du
second cylindre de maniere & produire sculement dans celle du premier
une dilatation représentée par une trés petite fraction, par exemple,

. . 1 T 1
une dilatation de ) ) ) e
' 1000 10000 100000 .

obtenir la quantité 4, on devra multiplier par rooo, par roooo, par
" 100000, ... la hauteur du second cylindre. On pourrait, d’ailleurs,
*remplacer le sccond cylindre par un poids quelconque @, et, si ce
poids produisait dans la hauteur du premier cylindre unc dilatation

Mais alors aussi, pour

mesurée par la fraction ~».0n aurait, pour déterminer la quantité £,
I'équation suivante

) @
41 k=n-.
(41) n
Enfin, au lieu de fixer la base supérieure du premier cylindre ct de

~
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suspendre le poids ¢ & sa base inférieure, on pourrait fixer cette der-
niere et charger du poids @ la base supérieure. La pression qui en
résulterait produirait, non plus une dilatation, mais une condensation
qui serait encore mesurée par la fraction %

Si la quantité % au licu de conserver la méme valeur dans toute
I'étendue d’un corps solide, variait d’'un point & un autre, cette quan-
tité deviendrait, comme on I'a dit, fonction de , y, =, et pourrait
méme renfermer le temps ¢, si le corps était en mouvement. Alors la
valeur de £ devrait étre donnée en chaque point dans I'état naturel du
corps, et déterminée dans cet état par une équation de la forme

(42) ‘ k==, y,5).

De plus, comme, dans I'état d’équilibre ou de mouvement du corps, la
molécule correspondante aux coordonnées x, y, z serait précisément
celle qui, dans I'état naturel, avait pour coordonnées les trois diffé-
‘rences ‘ ‘ }
. z — g’ Y=, {—¢&
il est clair qu’on aurait, dans I'état d’équilibre ou de mouvement,

(43) k=f(z—&y—mn,z—0).

Or cette derniere valeur de £, lorsqu’on y regarde &, v, { comme infi-
niment petits du premier ordre, est sensiblement égale a celle que
fournit I’équation (42). " '

Revenons maintenant aux équations (36). Si I'on y substitue les
valeurs de o, W, €, ®, &, § données par les formules (17), on en tirera

z
: A=k%, B9 (= k%,

d dy
(4). 1,/0n " dC ' % o [ OF
b= E"(d—z - dy)’ E= k(dx 0% )’ F=3 <0y + dx>
puis, en combinant ces dernitres avec les équations (3), on trouvera
pour les projections algébriques de la tension ou pression supportée
au point (,y, z) par un plan perpendiculaire au demi-axe qui forme
OEusres de C. — .11, . VILL ' ‘ 279
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avec ceux des coordonnées positives les angles o, 8, v,

. [9% & > g dL > ]

pcosh =k | 9 005+ 5 <0y+d cosf + - <d”+d cosy |,

- on , 08 In da ¢ "

(45) pcos‘u._/c_;( +dy> cOSd+0J/COSB+ ((7:+dy> cos,_,
/ot ok 0% ¢ i
pcosv_kﬁ <()x dg)cosa+ <dy+d )cos(3+~cosy_.

On devrait, & la rigueur, dans les équations (44) et (45), supposer la
valeur de £ déterminée par la formule (43). Mais, si, en considérant
g, vj, { comme infiniment petits du premier ordre, on néglige les infi--
niment petits du sccond ordre, on pourra remplacer la valeur en ques-
tion par celle que présente la formule (42).

Pour obtenir, dans 'hypothese que nous avons adoptée, les équa-
tions d’équilibre d'un corps solide parfaitement élastique, mais dont
les molécules scraient trés peu écartées des positions qu’elles occu-
paient dans I'état naturel du corps, il suffira de combiner les équa-
tions (44) avec les formules (2), ct la formule (20) avec la for-
mule (21). On trouvera ainsi

9%
()<k +k 0$>

)3 ok
d<k‘)_x>+ d< 0y+k%>+1 93 +pX=o0
oz 2 dy 2 Js paA=9
an 3 dn dn a5
o k== +k ol k5= ok~ +k=
wr | OUEAG) O0g) L UERg)
' 2 Kz + dy +2 ds +pY =0,
o<k§+k"5> a< s k——) r)<k2§>
l 0 dd +l dy du + 05 - Z —o0
2 oz 2 dy ds pa ="
et
_A_9(EA) Jd(mad) d(fA)

Les quatre formules précédentes sont les seules qui subsistent dans
toute ’étendue du corps solide entre les quatre inconnues g, G op
considérées comme fonetions des variables indépendantes z, ¥, 5, ¢
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Mais, outre ces formules, il y en aura d’autres qui seront relatives aux
surfaces par lesquelles le corps peut étre terminé. Supposons, pour
fixer les idées, qu’il soit terminé par deux surfaces, savoir : 1° une sur-
face rigide et invariable, assujettic de maniére 4 ne pouvoir changer de
forme, et représentée par I'équation '

(48) f(z, y,3)=0;

2° une surface libre soumise 4 une pression extéricure P, et repré-
sentée dans I'état naturel du corps par I'équation

(49) F(z, y,5)=o.

Admettons, d’ailleurs, que la pression extérieure P soit normale en
chaque point & la surface contre laquelle elle agit. On aura en méme
temps, pour tous les points de la surface invariable,

f(z, y, ) =o,

. |
(50) (EZO’ n=o,. §{=o;

et, pour tous les points de la surface libre,

F((I)—E,.}’——YJ,Z——-:)Z‘_O,
pcosh=—Pcosa, pecosp=—Pcosp, pcosv=—Pcosy,

(51) i

les valeurs de pcosA, pcosp., pcosv étant déterminées par les for-
mules (45), et les angles «, B, y par la formule

cosa N cosf3
S 0F(z—Ey—n2—-8) " dF@z—&y—n3—0)
(52) dx ' oy
: . cosy
( T OFz—Ey—m3—0)
’ 0z

a laquelle on pourra, sans erreur sensible, substituer la suivante

(53) cosat cosP . cosy
0F(x,y,5) ~— 0F(z,y,5) 1’_1“(%)’,2) )

dx oy 03

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



212 SUR LES EQUATIONS QUI EXPRIMENT
Cela posé, les équations (51) se réduiront &

Flz—¢ y—n,5—¢)=o,

0t 0F(x, y,2) + dE on\ dF( x,y,z)_*_E( E+ dl‘(x,y,z) __PIF(z,y,5)
dz oz 2 \dy oz dy 2\0s ' oz 03 k iz’
(54) {1 <d_n L% O\ O F(z; ¥:5) In 9F(z,5,5) 1 < L 9% IF(z,y,5) __P ()F(a:,y,z),
2 \0xz  dy oz dy .dy dy 0z k dy
1/0s 0‘5 dF(z,y,3) o 0 F(z, J’w) ¢ I F(x, )’,z) B‘)F(x’,}’az)_
; dx %) 0 +ils -5 g 05 o F 0

Il n’est pas inutile de remarquer que, dans les formules (46), la
quantité désignée par £ conservera généralement une valeur trés con-
sidérable, et que, en conséquence, on pourra, dans ces mémes for-
mules, remplacer, sans errcur sensible, la variable p par sa valeur
approchée A.

" Dans le cas particulier ol les quantités £ et A deviennent con:
stantes, <alors, en ayant égard aux équations (20) et (24), on tire -
des formules (40) et (46), divisées par p, '

ot 0*t | 0% dv 2
0?5+W"5‘:§+0x+67/2X—0,
02  0*n  d*n du 2

(55) (W+5ﬁ+5?+@_+{?hY_o’
A
W+W+(T:7+5E+ﬁz_o

Dans le méme cas, si I'on ajoute les formules (55), apres avoir diffé-
rentié la premiere par rapport & , la deuxiéme par rapport & y, la
troisieme par rapport 4 z, on trouvera '

2 2
(56) v | O -i—g—zi L<0X+g+ﬂ>:0.

0m+y2 ds® h\dz * dy = 0z

On pourrait douter, au premier abord, que les formules (55) et (56),
dans chacune desquelles les quatre premiers termes restent tres petits
par hypothese, fussent applicables & des cas ot les forces accéléra-
trices X, Y, Z nc seraient pas elles-mémes tres petites. Mais, pour dis-
siper ce doute, il suffit d’observer que la quantité 4 est généralement
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tres considérable, et que, en conséquence, chacun des produits

RS
09 | N

-
W

o [

SN
oy | 4

différera tres peu de zéro, si le rapport

oEeEa

n’a pas une tres grande valcur.

Concevons maintenant que les molécules du corps élastique ne
soient pas en équilibre, mais en mouvement. On devra, dans les

équations (46), (55) et (56), remplacer les quanutes X, Y, Z par

les différences
X—X, Y—5, Z—15%,

les valeurs de &, ¥, % étant déterminées par les formules ( 28) On
trouvera ainsi : 1°en supposant k et A variables avec «, ¥, 3,

OF ok ot )
d( 55) d<k0.}’+k(7—> ‘)< S el v R
dx +§ - dy +‘2 ‘ 0z P pdt’
. ok on dn 0C>
(59) id(kg—+k0y) a(kd_) io</c-d—z+ ), e
2 oz dy 3 0z TPl =05ae
% o | ,0m ¢ '
I d( oz d¢> 1 d(k@+k(—92> +0< Jz ol = g,
2 oz +3 dy s PE=0 g

2° en supposant £ et A constantes,

PEPE L PE v 2y 3 0%

ox=+'07+5?+o—x+g*—h -—.2715[2—;
otn | 0'n d'n | Qv 2y 2 0
(58) gt oy T oE oy Tk T gk 08
*¢ 9% 9% v 2, _ 2 0%
0zt T Gy day? o2 gz +§fzz _.gh o

Si P'on ajoute ces dernieres formules apres avoir différentié la premiere
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par rapport a @, la deuxieme par rapport a ¥, la troisisme par rapport
4 5, on en conclura

0% 0% @u 1 /90X | dY  9Z\ 1 9%
A R AR A IR

Dans le cas particulier ol la force accélératrice o s’évanouit, et oit I'on
a, en conséquence, X =0, Y =0, Z = o, les formules (58) et (59)
donnent simplement

0%t 0% gzs dv 2 9
ot tap o Y ae T gh o
' d%n . 9%n  0%n  dv __ 2 00
(60) @ op T om T oy T gh o
PL L PL 0 v _ 2 9
0w T oyt T oz T oz T ghor’

. v 0% Jtu 1 0%

(6n) . S A il il

- On arriverait encore aux mémes résultats si la force accélératrice o était
supposée constante et constamment parallele & une droite donnée.

I1 est bon d’observer que, dans ces diverses équations, les quan-
tités &, n, { et v représenteront les déplacements d’une molécule m du
corps élastique, mesurés parallelement aux axes des «, y; s, et la dila-
tation ou condensation du volume de cette molécule, tandis que le
corps solide passera de 1'état naturel a I'état de mouvement qui sub-
sistera au bout du temps z. Il en résulte : 1° que les valeurs initiales
de £, v, 4, v ne sont pas nulles ici comme dans les formules que nous
avons employées pour déterminer le mouvement des fluides; 2° que la
quantité désignéc par v dans I'équation (61) est & trés peu pres celle
que nous avons désignée par ¢ dans I'équation (81) de la page 177.
D’ailleurs, si 'on adopte la théorie précédente, il suffira, comme nous
le montrerons plus tard, de recourir, d'une part & I'équation (81) de la.
page 177, d’autre part & I'équation (61), qui est de méme forme que
la premiére, pour déterminer les lois de la propagation du son dans
l'air ¢t dans un corps élastique. Done les lois dont il s’agit demeu-
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reront les mémes dans lair et dansles corps élastiques. Ainsi, par
exemple, la vitesse du son sera constante dans un corps élastique
comme dans P'air. Seulement elle dépendra de la quantité £, et, par
conséquent, de la matiere dont le corps sera composé. A |

La plupart des équations établies dans-ce paragraphe, et particulie-
rement les formules (39), (44), (55), (56), (58), (59), sont extraites
du Mémoire que j'ai présenté a I’Académie des Sciences le 30 sep-
tembre 1822, Ces mémes équations seraient remplacées par d’autres
du méme genre si 'on modifiait I'hypothese précédemment admise.
Ainsi, par exemple, les formules (44), (45), (46), ... acquerraient
de nouveaux termes et deviendraient plus géhérales si, pour un point
donné d’un corps élastique, on supposait chaque tension ou pression
principale composée de deux parties, dont 'une serait proportionnelle
3 la dilatation ou condensation linéaire mesurée dans le sens de cette.
force, I'autre étant uniquement dépendante de la position du point.
Admettons maintenant cette derniére hypothese, et soient en consé-
quence

(62) o'=ke!+R, w'=ke'+R, w"=k+R,

kR désignant des quantités qui ne pourront étre que des constantes
ou des fonctions de # — &, y —n, z — (. On devra remplacer la for-
mule (33) par celle-ci

‘ Acosa+ Fcos+ Ecosy Fcosa+Bcosf>+Dcoéy
(63) ? cosa - cosf3

__ Ecosa+Dcosf+CGeosy

¢+ R,
cosy

ou, ce qui revient au méme, par la suivante,

ke — (A —R)cosa-+FcosB +Ecosy
T cosa :

_ Fecosa+ (B—R)cosp + D cosy
- cosf

(64) - {

__Ecosa+D cosB-e—(C—R)cosy.
o cosy
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Or, en combinant celle-ci avec la formule (22) et raisonnant-comme &
la page 205, on obtiendra, au lieu des formules (36), les six équations

<(A:k&b+R, B =#4w + R, C=ke+R,

(65)
| p=to, E=k¢, F = k9.

On trouvefa, par suite, au lieu des formules (39), (44) et (45),

(66) p cosd = ke + R,
A=x% LR, B_kg"+B, c=1% 41,
(67) 0 'y 05

p=ik(GF+5) E=iErR) TG E)

i . K3 0% " 1
pcos)\_Rcos)\ + k kZ coso —+ — <dy—|—d~>cosﬁ+2

.__ ) [1/0n 0% on 1
(68) { pcosp=TRcosp+ & 5((9—03 dy>c05a+5;cos(3+ <

pCcosy =Rcosv + & B (gi di) cosa + — (% + ‘> cosf + 5 % COSy].
On peut conclure des équations (68) que, dans la nouvelle hypothése,
la pression p, exercée au point («, y, z) contre un plan quelconque,
sera la résultante de deux autres forces, dont 'une représentée par R
restera perpendiculaire & ce plan, tandis que la seconde coincidera en
grandeur ct en direction avec la pression que déterminent les for-
mules (45). Quant aux équations qui exprimeront ’équilibre ou le
mouvement du corps solide, on les déduira immédiatement des for-
mules (46) et (57) en ajoutant aux premiers membres de ces formules
les termes’

. JR JR OR
(69) 9z’ -077 PP

Concevons A présent que la partie R commune aux trois pressions

principales soit proportionnelle 4 la quantité v qui mesure la dilatation
ou la condensation du volume au point («, y, z). On aura,

(v0) ’ R=Kuv,
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K désignant un cocfficient qui sera constant, si le corps est homogene,
et que I’'on pourra considérer comme fonction des seules variables x;,
y, z dans le cas contraire. Cela posé, les expressions (69) deviendront

d(Ku) d(Kv) d(Kv)
(71) oz ay 05

Par conséquent on trouvera, si le corps élastique est en équilibre,

3 0f on di
o(k32) (g (k5 ow>+o<Ku> .
dz "2 dy +3 ds gz TPA=O
o 0% on )
(72) o<k5§+kdy>+o<kdy>+'10<k0”+kdy LKy
2 oz T T oy 2 0z gy TR =9
o o o o A
:0<ko_ az)+5"("o—y+"o—z>+f’<"o—z)+oz1<u»+ _—
2 oz 2" dy z ds pa =9

et, si le corps est en mouvement,

‘d£> o ' < o d:) o
0((‘53: %10<k3y+/o_x 9 k5£+k&i'+a(1{u)+ X, 0%
0w P oy T e 0w T PA=PGa
on _ 0F on n o
(73) 1"<ko76+ay> (57) _H’(’Tﬁ"@) LK) ot
2 ox oy +3 dz dy P P’
il 0 ¢ on\ - o
X (hgm+rg) L o(km ) d(’“52>+o<Ku>+ .3
2 oz T3 Jy T e T

Il est essentiel ‘d’observer qu’aux formuleé (72) et (73) on devra tou-
jours réunir les équations (20) et (47). Ajoutons que des formules (62),

(66) et (70) combinées entre elles on tirera - o
(74) o' :=ke +Kv, w'=ke+Kv, w"=ke"+ Ky,
(75) ' p cosd = ke + Ku.

Quant aux équations qui se rapporteront & la surface extérieure du
corps solide, clles seront semblables & celles que nous avons déja don-
OEupres de C. — S. 11, 1. VIIL 28
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nées (p. 211). Seulement on devra, dans los équations (51), supposcr
les valeurs de p cosk, p cosy, p cosv déterminées, non plus par les for-
mules (45), mais par les formules (68).

Lorsque les quantités £, K, A deviennent constantes, les formules (72)
ct (73), divisées par p, se réduisent aux suivantes :

() S Y=
D R e
-<—§ . 3>+’ft:“3;+x=§i—f,

Or, si 'on combine par voie d’addition les trois formules (76) ou (77),
\ L. . . s <, . 8 '

apres les avoir respectivement différentiées par rapport a , y, z, cten

ayant égard & I'équation (20), on trouvera

(78 kK (v v o\ X Y | 0L _
78) A o2y ) Y os Ty TasT
et '

k+K (% 9% o\ dX  IY | 9L _ o
(79) A <ox +o—yz+a?)+a.—x+ay+az—aﬁ'

Dans la nouvelle hypothese que nous avons adoptée, on déterminera

sans peine la valeur du rapport L"Z-[—{ compris dans les formules (78)

.

et (79). Pour y parvenir, il suffira de recourir & une expérience du
.genre de celles que nous avons déja indiquées (p. 207 ct.208). Con-
cevons en effet qu’apres avoir composé avec la matiére du corps un
cylindre droit & base circulaire et d’une trés petite hauteur, on ren-
ferme ce cylindre dans une boite de méme diamétre, mais formée
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-d’unec matiere inextensible, et que I'on place sur la base supéricure du

cylindre un poids @ capable de produire une diminution de hauteur et

y g . K , 1 . e
par conséquent-une condensation mesurée par —- Si I'on nomme s la
surface de 'une des bascs, — représentera la pression principale que
la base supérieurc supportera en chaque point, et, en posant, dans la
premiere des formules (74), -

¢ , I ’
W= —> E=Vm -
s n
on trouvera :
I
. -—= (k -+ K) ;'
On aura donc
. [(
(80) k+K:n§
Si maintenant ’on pose
(81) n%a = ghA,

A désignant la densité naturelle du corps, et g la force accélératrice de
la pesanteur, ll—i sera la hauteur qu'il faudrait attribuer & un cylindre

inextensible de méme diamétre que le premier, et d’'une densité égale
a A, pour produire dans le premier cylindre la condensation mesurée

par%- D’ailleurs on tirera des équations (80) et (81)

k+K
(82) A =gh;

puis, en substituant dans les formules (78) et (79) la valeur préceé-

k+K . : . ,
dente du rapport 2%, on se trouvera de nouveau ramené aux for-

A
mules (56) et (59). Il est permis d’en conclure que la propagation du

son & travers les corps solides suivra précisément les mémes lois dans
les deux hypothéses que nous avons successivement adoptées, pourvu
qu'on détermine toujours la hauteur £ & I'aide de l'expérience que
nous venons de décrire.

By
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Supposons & présent qu’au lieu de rénfermer dans une boite inex-
tensible le cylindre dont nous avons parlé, on se contente de le piacer
sur un plan horizontal. Il sera facile d’assigner la dilatation qu’éprou-
vera le diametre, lorsqu’on chargera la base supérieure d’un poids
capable de produire dans la hauteur de ce cylindre une condensation
mesurée par ;12 En effet, dans la supposition dont il s’agit, la tension
principale que supportera en chaque point la surface latérale du
cylindre sera évidemment nulle, et 'on pourra en dire autant des ten-
sions qui seront exercées en un point quelconque du cylindre, contre
des plans paralléles a I'axe. Donc, des trois quantités o', ©”, &”, ily
cn aura toujours deux, par exemple, &”, ©”, qui s’évanouiront, ct 'on
trouvera par suite

(83) ke"+ Kv=14e"+ Kv—=o.

Comme on aura d’autre part

(84) EI:'—“;I” v= ¢ 4~ €”+€”l,

on tirera de la formule (83)

K 1
P . -
(85) e Y
et
"k I
(86) VT Ei 2K n

11 résulte des équations (85) et (86) qu’a une condensation de la hau-
teur du cylindre mesurée par ;Izcorrespond une dilatation du diametre

. mesurée par la fraction
K I 1
Fr oK n<3n

et une condensation du volume mesurée par la fraction

k
k+2K

=
.

<

=
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Lorsque dans les formules (76) et (77) on suppose £ = 2K, elles
coincident avec celles que M. Navier a données pour déterminer I'équi-
libre ou le mouvement des corps élastiques dans un Mémoire présenté
a I’Académie des Sciences le 14 mai 1821, et que M. Poisson a repro-
duites en les établissant d’une autre maniére dans un Mémoire qui
n’est pas encore publié. Alors les équations (85) et (86) donnent sim-
plement '

(87) 8”:6”’:4%/ U:——;’—z'
Au reste, je reviendrai sur les formules (76) et (77) dans un second
Article, qui sera consacré a la recherche des équations d’équilibre ou
de mouvement des corps solides considérés comme des systémes de
points matériels distincts les uns des autres, mais séparés par des dis-
tances tres petites, et qui contiendra les formules générales que j’ai
données & ce sujet dans un Mémoire présenté 4 ’Académie des Sciences
le 1" octobre 1827.

Jeremarquerai, en terminant ce paragraphe, que les équations (72),
(73), (76), (77), (78) et (79) ne devraient subir aucune modification
si 'on attribuait aux pressions désignées-par A, B, C, D, E, F, non plus
les valeurs que déterminent les formules (67) et (70), mais ces mémes
valeurs augmentées de constantes arbitraires.

1. — Sur le mouvement intérieur d’un corps solide non élastique.
. P q

Dans un corps solide non élastique, les pressions ou tensions ne dé-
pendent pas seulement du changement de forme que le corps éprouve
en passant de I’état naturel & un nouvel état, mais aussi des états inter-

‘meédiaires et du temps pendant lequel le changement de forme s’ef- .
fectue. Dans un semblable corps I'élasticité disparait entierement,
lorsque les pressions ou tensions deviennent indépendantes de I'état
naturel du corps, et peuvent étre déduites, a la fin d’un temps quel-
conque désigné par ¢ ou ¢ + Az, du changement de forme que le corps
vient de subir dans un instant trés court Az. Alors le systéme des pres-
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sions ou tensions exercées a la fin du temps ¢ contre les divers plans
qui renferment un point donné (z,y,z) dépend uniquement des con- .
densations ou dilatations linéaires qui ont lieu autour de ce méme
point, pendant I'instant Az, c¢’est-h-dire, des éondensations ou dilata-
tions instantanées que déterminent les formules (17) et (18), quand
on substitue aux déplacements absolus&, v, { d'une molécule les dépla-
cements infiniment petits ct instantanés '

43
ot

9 pp— o At

0
3 At = w At

.
(88) .Az = u A¢, d—:
que cette molécule éprouve parallélement aux axes des «, y et 5. Par
suite, les condensations ou dilatations instantanées et principaleé
doivent étre dirigées suivant les mémes droites que les pressions ou
tensions principales, et ces deux systémes de quantités doivent étre
liés entre cux d’une certaine maniére. Parmi les hypothéses que 1'on
peut faire a ce sujet, 'une des plus naturelles consiste & supposer que
les trois pressions ou tensions principales sont en chaque point pro-
portionnelles aux trois condensations ou dilatations instantanées et
principales. Si 'on admet cette hypothese, les pressions ou tensions_
excrcées contre trois plans perpendiculaires aux axes des «, y, s, et les
projections algébriques de ces pressions ou tensions sur les axes,
c’est-a-dire les quantités (2), scront déterminées, dans un corps solide
entierement dépourvu d’élasticité, non plus par les formules (44),
mais par les formules semblables
::ka;, B:kd_)” ‘ C:kay

que 'on déduit des six premiéres, en substituant aux déplacements &,
7, { les quantités (88), et au produit £A¢z une nouvelle fonction k des

( A du ‘_9L’ dw

différences x — &, y — v, 5 — {. 1l est essentiel d’observer que cette
fonction k se réduira simplement 4 une constante, si les diverses par-
ties du corps solide sont formées de la méme matiere. Si maintenant
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on combine les équations (89) avec les formules (25), on trouvera

()(k%) ) k‘)_"+k"_"> o<k0“ k@f)

ox, I ay dx, + 0z oz, X — oo

oz 3 dy . 3 P TeA=p

' v du aw v ow ‘

oy (100G g) o(kF) ok x) -
2 ox + dy. 3 03 Y =pd

ow du ow av Jw

1‘)<kd“x+1f?ﬁ> o( o ld—z>+0<kb;>+ _—
2 0z + 5 oy 05 P P

les valeurs de &, 3, % .6t de u, ¢, w étant liées & celles de &, v, { par les
formules (10) de la page 161 et les formules (rg) de la page 164.

. Quant aux quantités v et p qui représentent : 1° la dilatation du volume
d’une molécule, tandis que le corps passe de I'état naturel a I'état de
mouvement qui subsiste au bout du temps ¢; 2° la densité du corps a
cette époque, elles seront toujours déterminées par les équations (13)
et (15). '

Dans le cas particulier ou 'on suppose les déplacements &, 1, C trés
‘petits pendant toute la durée du mouvement, et ol les quantités k,
A deviennent constantes, les équations (13) et (15) doivent étre rem-
placées par les équations (20) et (24) et les formules (64) peuvent
étre réduites aux suivantes :

Pu  Ju 32u 0<—

0 T oy T o T T Tk K ot
. 0 v
(91) ot v 0% ot) . 2A 2A Jv
wtop e T Ty TR TR o
' 0<du>
iw  Pw  Pw at 24, 24 dw.
o T aE T Tos T RLT K o

Si 'on ajoute celles-ci, aprés-avoir différentié la premiéré par rapport
a x, la seconde par rapport & y, la troisieme par rapport i z, on en
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tirera, en ayant égard & I'équation (29)s

v ' v 0(."2)
"2<07> 02<d7> "(5?) aox  ov oy s \at),
(92) —ai=F oy T g tk\ow Ty ") Ko

Enfin, si la force accélératrice s’évanouit avec ses prOjeCtiOﬂS algé-
briques X, Y, Z, les formules (g1) et (92) deviendront

d(du)
u  Ju  Fu 0t) _ 24 ou
0w "o Tom T Tow T X ot
P! 0u>
(93) % d¢ % dt) _ 2A dy
oz dy? o T dy — k ot’
o (2
dPw  dPw  Pw ot) 24 9w
Wt T T T T
et - ' , .
du du o v v
(3) o(3) #(3)_ye(2)
(94) 2z T oy + a7

Il importe d’observer : 1° qu(;'la quantité % comprise dans I'équa-
tion (94) est proportionnelle 4 la dilatation du volume pendant un
instant tres petit Az; 2° que I'équation (94) est semblable a la for-
mule (88) de la page 179, c’est-a-dire a celle qui détermine le mouve-
ment de la chaleur dans un' corps homogeéne ou dans I'espace; d’ou
résulte une analogie remarquable entre la propagation du calorique’
et la propagation des vibrations d’un corps enti¢rement dépourvu
d’élasticité. _

Les formules (89), (91), (92), (93), (94) sont extraites du Mémoire
que j’ai présenté a ’Académie des Sciences, le 30 septembre 1822. Ces
formules devraient étre remplacées par d’autres du méme genre, si 'on
modifiait I'hypothese précédemment admise. Ainsi, par exemple, si,
pour un point donné d’un corps non élastique, on supposait chaque
pression ou tension principale composée de deux parties, dont I'une
serait proportionnelle 4 la condensation ou dilatation instantanée, me-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LES CONDITIONS D'EQUILIBRE ETC. 225

surée dans le sens de cette force, tandis que I'autre, désignée par R,
dépendrait uniquement de la position du point, on devrait aux for-
mules (89) substituer les suivantes :

A= ka——l—R B—ky}/—l—B C= kx + R,

(93) ‘ v .
_ L1 (90 oW 1. (0w  du - du I

Concevons a présent que la partie R commune aux trois pressions prin-

s u ‘ dv ow

cipales devienne proportionnelle 4 la quantité

: dv
(96) = At

qui mesure la dilatation ou la condensation instantanée du volume au
" point (@, y, z). On aura

01)

K désignant un coefficient qui sera constant si le corps est homogéne,
et fonction des différences © — &, y — %, 5 — { dans le cas contraire.
Cela posé, on tirera des formules (25) combinées avee les équations

(95) et (97),

du ou . v du . e v
o(13) oG rE) | o0EoxgE) o)
oz 2 oy 2 0z 0z g P

do . du dv do | L gw @>
(98) 1d<k0_x+k5?> . 0<k0._}’>+10<kd_z+k5.;>+0__<_1{_2‘__+ Y =oy
5 dx -T d_}’ 2 05 d)’ P —p ’

9

1 a<kgl’+k"”> 1 o<kg§’+kd ) o<k%%’) a<Kd—j
2 oz *+3 dy B - P i £

Enfin, si I'on suppose que les déplacements &, v, { restent trés petits

pendant toute la durée du mouvement, et que les quantités k, K, A

deviennent constantes, les formules (98) pourront étre réduites a
OFusres de Cr— S. 11, t. VIIL ' ) 29
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celles qui suivent .

et I'on en conclura

. dv v
k+K["2<E> . 02(&)

A ox? ay? _+ 52

d_x+0y

(3]
ot oX oY
+

(100)

o(du
k /du  d*u 2y k+2K “\o¢ X_du
2A\0z2 T ay* +522_ YN dz AT
0(01)
k /9% +020- e +k+2K Jt y dv
2A\9z* " g T o= 24 dy — o’
k /o*w O*w _d—”_\_._k-i-z]( ot 7 ow .
58\0x* " 3y T ) T TaA o =00

- ot

05

ov
o, d(&)

Les formules (98), (99) et (100) subsisteraient encore sans aucune
modification, si I'on attribuait aux pressions ou tensions désignées par
A, B, G, D, E, F, non plus les valeurs que déterminent les équations

(95) ct (97), mais ces mémes valeurs augmentées de constantes arbi-

traires.
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SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

SYSTEME DE POINTS MATERIELS

SOLLICITES

PAR DES FORCES D’ATTRACTION OU DE REPULSION MUTUELLE.

Considérons un tres grand nombre de molécules ou points matériels
distribués arbitrairement dans une portion de I’espace, et sollicités au
mouvement par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.
Soient

m la masse d’une de ces molécules,
m, m', m’, ... les masses des autres;

et supposoris qu’a une certaine époque

a, b, ¢ désignent les coordonnées de la molécule m, rapportées i trois
axes rectangulaires des o, y et z; '

a + Aa, b + Ab, ¢ + Acles coordonnées.d'une autre molécule me;

r la distance des molécules m et m2; '

@, 8, v les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes des
coordonnées positives.

Admettons d’ailleurs que Pattraction ou la répulsion mutuelle des
deux masses m et m, étant proportionnelle 2 ces masses et & une fonc-
" tion de la distance r, soit représentée par

(1) ‘ . mm f(r).

La résultante des attractions ou répulsions exercées sur la molécule m
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par les molécules 7, 77, ... aura pour projections algébriques sur les
axes coordonnés ' ’

(2) mS[:L-mcosocl’(r)], mS[tmcosBl’(r)], mS[imcosy[’(r)],

la lettre § indiquant une somme de termes scmblables, mais relatifs
aux diverses molécules m, m/, ..., et lc signe == devant étre réduit au
signe + ou au signe — suivant que la masse m sera attirée ou repous-
sée par la molécule m. Ajoutons 'que les quantités Aa, Ab, Ac pourront
étre exprimées en fonction de r et des angles «, §, y par les formules

(3) Aa=rcosa, Ab=rcosB, Ac = rcosy.

Supposons maintenant que I'état du systeme de points matériels soit
changé, et que les molécules m, m, m/, ... se déplacent dans I’espace,
mais de maniére que la distance de deux molécules w et 7 varie dans
un rapport peu différent de I'unité. Soient

& w0, ¢

des fonctions de a, b, ¢, qui- représentent les déplacements tres petits
et paralléles aux axes d’une molécule quelconque w;

z, y, 5 «@-+Azr, y+Ay, 3+ As
les coordonnées des molécules m, 7 dans le nouvel état du systeme;
r(i+e)

la distance des molécules m; m dand ce nouvel état; ¢ exprimera la
dilatation trés petite de la longueur r dans le passage du premier état
au second; et I'on aura évidemment '

(4) z=a+§& y=b+mn, s=c+{;

Ax = Aa 4 AE + rcosa + Af,
(3) Ay = Ab+ An—+rcosf -+ An,
Az = Ac + A{ <+ rcosy +‘A’;;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



D’UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS ETC. 229
) r}(1+¢e)?= Az + Ay*+ Az?
| =ri+ ar(cosa AL + cosf An + cosy AL) + AE?+ An?+ AZ?,

. 1
(7) 1+e= \/H— ;(cosoz AZ + cosf An 4+ cosy AZ) + 7 (AL An®+ AT?).
De plus, le rayon vecteur mené de la molécule m & la molécule m for-
mera, avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles dont
les cosinus seront représentés, non plus par

Aa Ab Ac
(8) €osat = — cosﬁ:—r—, oSy = —»
mais par ’
( : Az Ay Az
9) r(l+e)’ ‘r(1+e)’ ' r(1+e)

En conséquence, les projections algébriques de la résultante des
attractions ou répulsions exercées par les molécules m, 7/, ... sur la
molécule m deviendront respectivement égales aux trois produits

' mS tn
(10) | mS$+,

mS =m——

lr(l—t ) [—'[r(l—l—s)] 2,

FeT )r[r<1+e>]§

r() —i—a)

flr( r+s)]§-

Dong, sil’on pose

*‘*‘S%* sy,

Tr(i4e)

(11) | ‘ W):S%imwAyE,

r(r+e)

3= Qi o),

r{(r+e)
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les trois produits
mX, m¥Y, m3,

et les trois quantités
' X, v, 3

représenteront les projections algébriques : 1° de la résultante dont il-
s’agit; 2° de cette résultante divisée par m, ou, ce qui revient au méme,
de la force accélératrice qui sollicitera la molécule m, et qui sera due
aux actions des molécules m, n?, .... ‘

Dans I'hypothése que nous avons admise, c’est-a-dire lorsque les
déplacements &, , { sont tiés petits, alors, en considérant ces dépla-
cements comme infiniment petits du premier ordre, et négligeant les
infiniment petits du second ordre, on tire de I'équation (7)

(12) s:%(cosaAE—i—cosﬁA-n—kcosyAt).

Dans la méme hypothése, on aura encore, 4 trés peu pres,

f[ra+e)] (1—¢) plr)+erf'(r) _ 1) +Er[”(r) ~'r(r.
(13) rit+e) r o or ?

puis on conclura des formules (11), combinées avec les équations (5)
et (13), '

¥= Sgi m {1+ i) —fry, A 7 cosocf(r)s,

f(r) I coso |
- ey v A
(14) Y= S’i m 1+ rf (,[’)(r) f(r)e o ,-002(5- cosPB p(r)

. T (Y —(r Az T
3:S§tm_x+rr(';,)(’.)"?(")e+rc(fsy_cosyf(r?

H

Lorsque le premier état du systeme des points matériels es{ un état
d’équilibre, il suffit de remplacer &, ,.t, ¢ par zéro dans les for-
mules (14), pour faire évanouir X, 1), 3. On a donc alors

(15) Sltmeosaf(N]=o, SiEmeospl(N]=0, S[=mcosy((r]=o,
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et, par suite, les formules (14) se réduisent &

‘ }C:Siiﬁz—[rf’(r)—f(;')]ecosac+f—(rL)Aﬁ_ g,

3
}

@) (v=S}=n[rrro)—r)1cosp+ s

———

3= S 3 Em :[l' {'(r)—f(r)]ecosy + F(—:—) AC:

ou, ce qui revient au méme, a
= Sg [(f(') '”_f’(__r_f’(_) cos“’a) AE + ’f'(’")——r;r(’—) (cosacosB An + cosa cosy &%)
Y= S!imK@ L) _“f’(") cos? p) Aq D ZRD ("(r): () (cosB cosy AL + éosé cos o A(g )]

3— Si_,_ [(f(' M cos“y) Ag +r—rl—(r)T_—@ (cosy cosa A + cosy cos3 An)-

Concevons & présent que P'action de m sur m et la fonction ¢(r) ne -
conservent de valeurs sensibles que pour de trés petites valeurs de la
distance r. Alors on pourra, sans inconvénient, dans les formules (12),

(14) et (17), substituer aux quantités AL, Av, A7 les valeurs appro-
chées qu’on obtient lorsque, aprés avoir développé chacune de ces
quantités-suivant les puissances ascendantes des différences finies

{

Aa=rcosa, Ab=rcosf, Ac=rcosy,

on réduit chaque développement & un petit nombre de termes. Or on
tirera de la formule de Taylor étendue a plusieurs variables

_ 9% i3 0F
E-daAa+dbAb+d Ac

1 £ d 9*
+——<d ,Aa2+ dbé Ab4 E fAcL;—z

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1




232 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

An:gﬂAa—i—@Ab%—@-Ac

da b dc
T ST i S 9*n Lo
((3 2A +az;Ab2 02A2+20b0 Ab Ac +20 d(lACAa+2mAaAb>
R R R ,
S s o
AL =52 Ba-+ 55 Ab+ 2 Ac

1 (0% 0°% 2L , , 9*Z *¢ d%¢
<d > Aa?+ = 35 AD*+ 9 — Ac +2 X AbAc ¢35 52 AcAa+2d dbAaAb>

e U O e )

ou, ce qui revient au méme,

0§ 0k 0%
P 2 %S =
Ak (oacosa—u— o()cosﬁ—l—dccosy
]
92 L, 9k 2 02 02§ 02§
(d ; Costa -+ =75 C0S p+~—cos 1+ 25050 cospcosY—t-z—-E— cosycosa—+2 s dbcos«cos@
S P )
' o on o )
Av)-:r((—;—cosa-l— %COSB+0¢ oSy
(18) kel PO 977 cos? ___"’ 2 9?7 2% 9%n . >
+;——2 a2 008 ot—l-om c0s? B + —— ¢08 Y+20bd cosfl eosy~+2 5 —=- cosycosa—{—zd 55 C08¢ cos B
S R AR R Bassevrarsvstensass vt ]
of 9% )
A§=r<5-(—lcosa+ dbcos@—i— cosy
RL a8 cost "__E 2y 40 928 it 9% )
- l((} c0s2a -+ 575 €08 B+ 55 cos 1+ 250 cos@cpsy—p-zd 5 COSY C08a 2 5 dbcosacosp
e AR K N AR Mesansarosrssrerrcrvasny s sesreasaia .-';

et, si, dans les seconds membres des formules (18), on néglige les
termes qui renferment des puissances de 7 supéricures au carre, il est
clair que les valeurs de ¥, ¥), 3 déterminées par les équations (14) ou
(17) se redu1r0nt comme la valeur de ¢ fournie par I'é qudtlon (12) a
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des fonctions linéaires des quantités

233

(19) ?é 2&_ Je, on Q_ﬂ_’ S)ﬁ g oL ég
da’ 06’ 9c’  ga’ 00 dc’ da’ 9b° 0¢’,
rEer gE 0L R 0f
dar’ 00’ Per’ 0bde’ dcoa’ 9a b’
(20) P n P 0% , d*n , %*n
02t 9’ gt 0bde’ dcda’ daob’
T A S S
dat’ 957 9’ dboc’ dcoa’ 9adb’
Cela posé, si I'on fait, pour plus de commodité,
9 0% 9
E1:£COSa+dI COSQ‘*‘ COS}’,
on on
(21) ﬂi—g COSOC+ 6 COSB + COS}’,
0% 0¢
z,__f)—c-cosoc—%()bcosﬁ‘l- cosy,
o 02 9
Ez——Qécosﬂaﬁ-;;)—%-cos’p+§—§cos?y+2‘;b—§c005ﬁ005¥+20 ; C08Y €03 % + 2 - 51)005“605?7

7] 9% 027 02
cos? Y"’Zdbd cosBcosy—e—zrcosy 008 + 2

(22 = %7 0%y 02 7

) 7'la-d—cos%z+db—2cos2$—|— gg cosacosp,
g Lo L dc 02¢ 02 02¢ '

L= Jat 08t + 52 0032[3-1— cos?y + 2 7= COSpCOSY+2—TCOSYC°S°‘+2d o7 cose cosB,

on trouvera simplement o

(23) g—z<g,+ 2h); An:z-<n;+§ﬂ;>, .AC.:..’<§1+£C2>,.

~

(24) 5~£, cosa —+ n, cosfP -+ ¢, cosy + —(cz 0050‘+ﬂz 08 -y cosy);

et, par suite, les équations (14) donneront

(25) 3:.&'0—!—3:1—}—3'2, . v:mo'f‘wi"‘m% 3:30+31—I—32,
OFuvres de C. — S. 11, t. VIII. . 30
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(27)

(28)

(30)
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pourvu que I'on pose

Xo= S[imcosaf(r)], Vo= S[i mcos B f(M] 3o= S[imcosy f(r)-

S Y= S [ mby f(r)} + S iim(&l cosa -+ 13 ¢08 8 -+ &y cosy) cosa[r f'(r) — F(MI
( V= S[+ mmf(r)]+ S +m(El cos% + 1y 08B + 4y cosy)cosB[rf(»)— [’(r)

3 = S [Z=m f(r)] + S zi m (% cosa -+ nq ¢os B -+ Ly cosy) cosy[rf(r)— |’(r)]} ;

1= §[=Zuim]+§ 2 7 (b cose e s c0s + Gy cosy) cosalr () — 1]

Py = S [+ —mnaf (r)] S s+ (£, cOS & —+ Mg COS B + L5 COSY ()cosﬁ[r[”(r)——l(r)]z

5=S[=%utm] - Q2 2 G cona g cos o cosy)cos roy — (e |.
Faisons de plus, pour abréger, |

(29) E[rf(r) = ()= ()

On tirera des formules (27)

ok ok
31—100 —l—l)odb—i—qodc

+ EQrm fir)cosa) + 55 SIm S costacosf] + 52 S[m f(r) costxcos)
+ S0 Qi f(r) costa cosB] + P Qm fry cosa costB] + 52 SLm fr) 032 c08 8 cos]
+ L Qum fir) cosa cosy] + 35 Sl fr) s cas cos] + %G m fr) cosz costy ]
Y= 3’00 +mo%;30% |
+ —ES[m.ﬂr) costx cos ] d?, Qi f(r) cosa o2+ 32 % S[m f(r) cosa cos cosy]
+ S Q[ f(r) cose cost B+ 57 S[mf(r) costB]+ o0 Qe f(r) cos?B o]
+ % Qm fir) cosa cos eost] + % Qm fir) costB os] + G QLm fr) cosf cospl,

0 9 0 _
Sl—Iodc +mod§+3005 .......................................................... N
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et des formules (28)

3223128 [+ cos%c[’(r)] gbs [ _—"os2ﬁl’(")] E [ GOSQYf(")]

—b—s— S[+ mr cosf cosy |’(r)]+di ja S[+mrcos~{ C0s & f(r)] + = 5/1 g[imrcosa eos B f(r)]

'gjj [ (r)cos‘*oc] 0b§ [Tff(r)éoszacosﬂﬁ] SCE [mrf(r)cosﬂacosﬂ]

()MCS[mrf(r)cosﬁacosﬁcosy] 0 o S[m’f(r)°°=3“C°SY]+d dbS["l"f(r)COS"’“COSB]
(31) +§a§ ['—fo(r)coswcos(ﬂ] dz? [mrf(r) cosacosi*@] 3 S [;—f(r)coswos@cos”]

db S S[mrf(r) cosacos? Bcosy]+ 2717 S [mr f(r) costacos cos] + ()b [mrf(r) cos?a cos? B

+ 2L [ﬂf(r) cos3acosY] —+ S_Z% ['mf(r) cos% coaﬂﬁ cosy] gcf [mr f(r)cosa cosaYJ

da?

db = S [mr f(r) c0s cOS {3 costy]+ 5 da S [mr f(r) cos?acos? ]+ 0 db S [mr f() cos? « cos B cos y],

Do UTTITIO O RTR :

T

Les formules (30) et (31), étant réunies aux equatlons (25) et (2())
fournissent le moyen d’exprimer les forces accélératrices &, ¥, 3
dues aux actions des molécules m, m’, ... sur la molécule m, en fonc-
tions des quantités (19) et (20).

. Comme, pour obtenir les sommes qui servent de coefficients aux
expressions (20) dans les seconds membres des formules (31), il suffit
de rﬁultiplier successivement les quantités renfermées sous le signe S -
dans les seconds membres des formules (26) et (30) par les trois fac-

teurs . : .
rcosa, rcosf, VERR

ou par les moitiés de ces facteurs, et que chacun de ceux-ci différe
tres peu de zéro quand on attribue au rayon vecteur 7 une valeur tres

‘
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petite, il semble, au premier abord, qu’on pourrait, dans les équa-
‘tions (25), négliger X,, ,, 3, vis-b-vis des quantités X,, Y,; 3., &4,
.¥,, 3,. Mais on doit obscrver que chacune des sommes comprises dans
les formules (31) se compose de termes qui sont tous affectés du
méme signe, tandis que chacune des sommes comprises dans les for-
mules (26) ¢t (30) sc compose de termes qui sont affectés de signes
contraires quand ils corrcspondent & des molécules situées de part et
d’autre du point (a, b, ¢) sur unc droitc quelconque mienée par ce
méme point. Il en résulte que les dernibres sommes peuvent s’éva-
nouir dans beaucoup de cas, mais qu’il n’en est pas de méme des
autres. Donc il peut arriver que, dans les seconds membres des équa-
tions (25), les termes ¥,, 1),, 3, soient, non seulement ceux qui
offrent les plus grandes valeurs numériques, mais encore les seuls qui
different de zéro.

Les valeurs de X, 1), 3 élant déterminées par les formules (25),
(206), (30) et (31) en fonction des quantités (19) et (20), on établira '
sans peine les équations qui expriment I'équilibre ou le mouvement
du systeme des masses m, m, m/, ... soumises, non seulement 3 leurs
attractions ou répulsions mutuclles, mais, en outre, & de nouvelles
forces aceélératrices. En cffet, supposons que, au bout du temps ¢,
Pétat d’¢équilibre ou de mouvement du systeme coincide avec I'état
dans lequel les coordonnées de Ta molécule m se trouvent représentées

)

par z, y, s; et soient & cette époque

v

X, Y, Z

les projections algébriques de la nouvelle force accélératrice o appli-
quée i la molécule m sur les axes coordonnés. On aura évidemment, si
le systeme est en équilibre,

(32) " . ¥X+X=o, Y +Y=—o, 3+Z=o. !

Au contraire, si le systtme se¢ meut, en désignant par ¢ la force accé-
lératrice qui scrait capable de produire 2 elle seule le mouvement
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effectif de la molecule m, et par X, J, % les projections algebrlques de
cette force sur les axes coordonnés, on devra, dans les équations (32),
remplacer les quantités X, Y, Z par les différences X —x, Y — 3,
Z —%. Comme on trouvera, d’ailleurs, en prenant a, b, ¢, ¢ pour
variables indépendantes, et ayant égard aux formules (4),

0?

R dn P o

(33) e = =3z’

9 — o’ 0 — 9¢r’

5
il est clair que le mouvement d’une molécule quelconque m sera déter- -
miné par les équations '

0*¢

2
dn 34+Z===.

(34) x+X__'0LE Y+Y=—
> — oz’ o

a9z’

~Les valeurs de X, ¥), 3, déterminées par les formules (25), (26),
(30) et (31), se simplifient dans plusieurs hypotheses dignes de re-
marque, et que nous allons successivement examiner.

D’abord on peut supposer que les sommes comprises dans les for-
mules (26) et (30) s’évanouissent. Cest ce qui arrivera en particulier
si, dans I'état primitif du systeme, les masses m, ', m’, ..., étant deux
a deux égales entre elles, sont distribuées symétriquement de part et
d’autre de la molécule m, sur des droites menées par le point (a, b, c)
avec lequel cette molécule coincide. En effet, comme chacun des
termes renfermés sous le signe § dans les formules (26) et (30),
offrant un nombre impair de facteurs égaux aux cosinus

cosa, cos 3, €osYy,
change nécessairement de signe avec ces mémes facteurs, ces termes,
comparés deux a deux, seront évidemment, dans le cas dont il s’agit,

équivalents ausigne pres, mais affectés de signes contraires. Alors les
~formules (15) seront vérifiées, ¢’est-d-dire que 1'état primitif du sys-
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teme sera un état d’équilibre; et, comme on aura d’ailleurs

(35)

X =o,

Y=o, 3i=o,

les valeurs de ¥, 1), 3 se réduiront a celles de ¥,, 1),, 3..

On peut supposer encore que, parmi les sommes comprises dans les
formules (20), (30) et (31), toutes celles qui renferment des puis-
sances impaires de cosa, de cosB, ou de cosy s’évanouissent. Cest ce
qui arrivera en particulier si, dans I'état primitif du systéme, les molé-

cules m, m', m”, ...

réduiront a

I= ZEES [+ %' cos%f(")] gbf [—— “‘00523 f(")]
_i_giaf [n_".‘ cos’vaf() ] ()bl S [ 0092110032‘3]{(7')]
(36 2
) + d_ljz_‘;!)[;S [mrcosﬂacCOSQBf(") d(zd S[mr cos2a cOs"Yf(r)]
O ,
B i e e e e e e et e e e

sont distribuées symétriquement par rapport
chacun des trois plans qui, renfermant le point (a, b, ¢), sont paral-
leles aux plans coordonnés des y, z, des z, = et des , y, et si deux
molécules symétriquement placées & I'égard d’un des trois premiers
plans offrent toujours des masses égales. Dans la supposition dont il
s’agit, non seulement les formules (15) et (35) seront vérifiées, mais
de plus les valeurs de X, 1), 3, équivalentes & celles de X,, ¥,, 3,, se

E [:4: mTrcos'?y [’(r)]

Donc alors, si I'on fait, pour abréger,

", mr
] - cos?a f(r)] y

:? costa f(r)] ,
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n_z_zr cos2f cosﬁyf(r)] ,

+m

& —cos?f [(r)]

H=Sr

|2 cost ()]

M=~S_
0=\

[ mr
— ¢0s%y cos?a f(r
N | 5 costy cosre f( )],

02§

oc?

I

N

R

I

[2;—" cOS?a OS2y f(r)]

[, mr
S = TCOSQYF(P)],
? costy f(r)] ,

F'—Z—r oS« c082 B f(r)] )

S
S

L
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on trouvera simplement

02 J
= (6G+L) 5 E (H+R)db§ (I+Q)3§ sz db+ Qo(iaza '
(o) _(G+R)dz +<1+P)§ Pa(zgc““of{gb’
*C o 0% 9
3_(G+Q) +<H+P>(,,,z+<I+N> 2Q5:02 2P 3500°

dcoda

Si I'on supposait les molécules m, m', m”, ... primitivement distri-

buées de la méme maniere par rapport aux trois plans menés par la

~ molécule m parallelement aux plans coordonnés, les valeurs des quan-

tités G, H, I, L, M, N, P, Q, R devraient rester les mémes apres un ou

plusieurs échanges opérés entre les trois angles «, B, y; et 'on aurait
par suite .

(41) G=H=], L=M=N, P=Q=R.

Donc alors les équations (30) donneraient

.’c_.(L—l—G) E+(R—x—G)< 25—%—0“)—(—21{( 9*n -+ 0L >,

0 b* dc? dadb  dcoa
. d*n  d'n 0% 0%

(42) (L+G);,F +(B+G)< da2>+2R<()bdc+da0b>’
n

3—(L+G)0C+(R+u)<32c,+0bg>+zR<d(z2§a d;

+
<

Les formules (11), (12), (14), (16), (17), (18) et (42) sont cxtraites
du Mémoire que j'ai présenté a I'Académie des Sciences, le 1°* octo-

bre 1827, sur I'équilibre et le mouvement intérieur d’un corps solide
considéré comme un systeme de molécules distinctes les unes des

i)

o

autres.

Supposons enfin les molécules m, m', m’, ... primitivement distri-
buées autour de la molécule m, de maniere que les valeurs des sommes |
comprises dans les équations (37), (38), (39) deviennent indépen-
dantes des directions assignées aux axes des x, y et = Alors, non scu-
lement les conditions (41) devront étre satisfaites, mais de plus, si
I'on nomme a,, B, ¥,5 @ Bas Y23 %5y Bss 75 les angles formés par trois

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



240 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

demi-axes perpendiculaires entre eux avec les demi-axes des @, y et =
positives, on n’altérera pas les valeurs des sommes G, H, I, L, M, N,
- P, Q, R en y remplacant les trois quantités

cosea, cosf3, cosy
par les trinomes
cosa c0s oy + €08 3 cos By + cosy cosy,,
oS COS &ty —Fcosﬁ cos 3, + cosy cosy,,

cosa cosay + €os P cos B, -+ cosy cosy;.

On aura donc par suite

G= S + ? (cosa cosay -+ cosB cos Py -+ cosy cosyy)? f(r)] ,
L

(43) { L= S Lm,—:(cosozcosa1+cosﬁcospl+ co8Y cosyi)kf(r)] g

[ mr
R= S L—‘l—(cosoz 08 ¢y -+ €08 P €08 Py - COSY COSY1)? (COS@ COS &y - €O P €SPy + COSY COS Yz )2 f(rj)] .

Or, si 'on développe le second membre de chacune de ces dernibres
équations en une suite de termes proportionnels aux sommes comprises

dans la formule (31), et si 'on remplace par zéro celles des sommes en

question qui renferment des puissances impaires de cosa, de cosf ou

de cosy, on trouvera, en ayant égard aux formules (37), (38), (39)

et (41),

G = G (cos? &, + cos? By + cos?y,),
L = L(cos*ay -+ cos*B; + cos*+y,) + 6R (cos? B cos?yq + cos2yy 082 ¢g + COS2ax; COS? B1),

(46) { R = R (cos?P costys—+ c0s? B, COS2y; -+ COSTY, COSTay - COS2Ys COS2 ey + COSTa, COS? By 4 COS? 2, c0s? B1)
-+ 4R (cos By Co8 By COSY, COSYe ~+ COSYy COSYy COSKy COS%g —+ COS &y COSAy 608 By c08 Be)
+ L (cos?ay cos?ay-+ c08?2 By c0s? By + 082y COS2Ys).

Comme on aura d’ailleurs .

cos?oy + €0s? B3, + cos?y, =1, cos? oty + 0823, + cos?y, =1,

'COS 0ty COS oty + €08 f3; c0SB, + cosy; cosy,= o,
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et, par conséquent,
1 — coskay — cOs* By ~— cos*yy = (c0s?ay -+ €08% Py + €082y )2 — coskay — €os* By — costyy
=2 (cos? By cos?yy —+ COS2Yy COS%ay + €08% oy €052 Py ),

I—(cos? Bl cos? vy, + €082 ﬁg €0S2Yy; + €0S2 74 COs2ay + €082 yp COS2ay ~+ €0S% oy COS? Bs + cos?a, cos? ﬁi)
= (c0s2ay -+ €082 By + cos2y;) (cos2ay + €082 s + c082ys) — (c082 By cos?ye + €082 B, 605771 “+..0)
= (0822, c0s?dy + €082 P4 c0s? By + 082y COS2Ys)
= — 2 (cos ;1 cosBs COSY1 COSY2~+ COSY{ COSYa COS COS@ - COSAy OB, €OS By cosfly),

il est clair que la premiere des équations (44) sera identique, tandis
que la deuxiéme et la troisieme donneront 2L = 61 ou

(45) | L=3R.

Cela posé, on tirera des formules (42)

1 _(1:{+G)<"ZE+"2 +"25>+ R"“

ab? oa’
0 Y) 02 0% s

2
3 _(R+G)<‘E+3—b§+g—§>+ R?,

la valeur de v étant déterminée par I'équation

9% o
(47) ‘ V= = +0__b+00

Concevons maintenant que, dans ’état primitif du systeme des molé-
cules m, m’, ..., et, du point (a, b, ¢) comme centre avec un rayon /
convenablement choisi, on décrive une sphere qui renferme toutes les
molécules dont ’action sur la masse m a une valeur sensible. Divisons
le volume © de cette sphere en éléments tres petits v, v/, v/, ..., mais
dont chacun renferme encore un trés grand nombre de molécules.
Soient 91 la somme des masses des molécules comprises dans la sphere,
et '

N

(48) ) A:—'QT).

Enfin supposons que les sommes des masses comprises sous les volumes
OFuvres de C. — 8. 11, t. VUL . 31
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élémentaires v, V', V', ... soient proportionnelles i ces mémes volumes,
et représentées en conséquence par les produits vA, VA, v'A, ...
Alors, si la fonction f(r) est telle que, sans altérer sensiblement les
sommes désignées par G et par R, on puisse faire abstraction de celles
des molécules m, m', m”, . .. quisont les plus voisines de la molécule m,
les valeurs de G, R fournies par les équations (37) et (3g) différcront
trés peu de celles que déterminent les formules

‘ G= és [ rcostaf(r)v],

(49) A :
? R= ;S[r cos?acos?f f(r)v],

quand on étend le signe §, non plus & tous les points matériels m, m’,
m”, ..., mais A tous les éléments v, v, v/, ... du volume ©. Or, dans
cette derniere hypothese, le second membre de chacune des expres-
sions (49) pourra étre remplacé par une intégrale triple relative a trois
coordonnées polaires dont 'une serait le rayon vecteur r, tandis que
les deux autres représenteraient les angles formés : 1° par le rayon vec-
teur r avec 'axe des «; 2° par le plan qui renferme le méme rayon et
I'axe des « avec le plan des «, y. Soient p, ¢ les deux angles dont il
é'agit. Chaque intégrale triple devra étre prise entre les limites

p=o, pP=T; q:'o,' q=2T; r=o, r=1;

et 'on pourra méme, sans crreur sensible, remplacer la scconde limite
de 7 ou le rayon / par I'infini positif. Cela posé, on trouvera

A » 27 ki
G —f f f rif(r)costa sinp drdq dp,
2 0 0 0 )
A @ 27 k3
( R Ef f f ¥ f(r)cos?a cos?Bsinp drdg dp;
0 0 0 -

et, comme on aura généralement -

I
+

(50) ‘

(51) COS & == COSp, cosf =sinp cosy, cosy = sinp sing,
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on en conclura

M W ) x ‘
f f cos’a sinp dg dp:znf cos?psinp dp = 1131’:,
[ 0 []
27 T .
f f cos’a cos?3sinp dg dp
0 0 )
_ 27 s T . 2. o b
= cos®’q dg cos?p(1—cos’p)sinpdp==n| 3 ——~>:-_.
] 0 3 5 15

Par suite, les formules (49) donneront

»

G=—== 2WA/. rp(rydr,
(

R— aﬂfw,-af(r)dz-:i 2f5Afw[r” fi(ry—rif(r)ldr.
0 0

D’ailleurs, si, pour des valeurs croissantes de la distance r, la fonc-
tion ¢(r) décroit plus rapidement que la fraction ;Ia, si de plus le pro-
duit 7*¢(r) s’évanouit pour r = o, on trouvera, en supposant la fonc-
tion f'(7) continue, et en intégrant par parties,

(53) . fwr"f’(r)dr:——-[;fwr" f(r)dr.

On aura donc alors
(86) " R=—¢
et, par conséquent, on tirera des formules (46)

o o 0 Y
(55) ,I_QR%? ”—QR%) S—ZR'd—c'

.

Lorsque les quantiiés, désignées dans les formules (40) et (48) par
les lettres G, H, I, L, M, N, P, Q, R et A, deviennent constantes, ¢ est-
a-dire, indépendantes des coordonnées a, b, c, du, ce qui revient au
méme, de la place qu’occupe la molécule m, alors, en faisant, pour plus
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de commodité,

[(L—l—G)dE—r—(R &P+ G)C)CJ.A,
(56) B= [(R H)"5+(M+H) P — H)giA,
c:[(Q——I)"5+(P 1) +(N+1)"UA;
D:[(P+1)"”+(P+H)3§1A,
G7) B=[Q+&) % +@+ D[4

F:[(R+H)%+(R+G)g—2 A,

on réduit les équations (40) aux trois suivantes :
_i(0A _ OF _E\
i= <%_ Ay )
' D
(58) <v=§<§§+§-§+ %?>’

— A\oe ' db dc)

Dans le cas par ticulier ot les condltlons (41) et (45) sont remplies il

suffit de poser

(59) (R+G)A::%k, (R—G)A=K

pour ramener les équations (56) et (57) 4 la forme

0 dn 0t
A.._./cd—a—l-Kv, B= kdb—i—Kv, C_kb—c-—l—Kv,

(60)
_1 n 0 _1,/0% & _1,(0E  on
‘ D—z"(dc o&) E—2k<da oc> F*;"(%*o?)'
Si, de plus, la condition (54) est vérifiée, on aura £ = o ct, par suite,

(61) . A=B=C=Ky, D=E=F—o.
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Jusqu’a présent nous avons considéré comme variables indépen-
dantes les quatre quantités a, b, ¢, ¢t. Mais il est facile de reconnaitre
comment on devrait modifier les diverses formules auxquelles nous
sommes parvenus, si’on voulait prendre pour variables indépendantes,
avec le temps ¢, les coordonnées z, y, z. Soient effectivement, au bout
du temps ¢, et-dans le cas oul’on regarde @, b, ¢ comme variables indé-

pendantes,
(62) §=F(a,b,c),
D o N
(63) 5o =®(a, b, ¢), %_X(a, b, ¢), dc_‘lf(a, b, c).

On tirera des formules (4) et (62), en considérant @, y, = comme va-
riables indépendantes,

(64) da _ 0F ab _ dn de _ d¢

%= T w0 ds— T oa

% ®(a, b, c)-g% + X(a, b, ¢) g—g +W(a, b, ¢) (%

oxr

(65)
. )
=®(a, b, c)— [(I)(a, b, c) d—i + X (a, b, c)g—g +W(a, b, c) (—é]
Or, si on continue de regarder &, v, { et leurs dérivées comme des
quantités infiniment petites du premier ordre, on conclura de I'équa-
tion (65), en négligeant les infiniment petits du second ordre,

0
0—‘52 z__-(l)(a, b, c).

En raisonnant de la méme maniere, on établira successivement les trois
formules

(66) g‘% = ®(a, b, ¢), %E—, =X(a, b, ¢), g—i =W¥(a, b, c).

De ces dernieres, comparées aux formules (63), il résulte que, si 'on
prend pour variables indépendantes, au lieu de a, b, ¢, les trois coor-
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données x, y, =, on devra, aux dérivées partielles

L
da’ 96’ ¢’
substituer les trois suivantes :
0%
oz’ 9y’ 0s

D’ailleurs, si, dans les calculs que nous venons de faire, on remplace
la fonction & = F(a, b, ¢) par I'unce des fonctions ®(a, b, ¢), X(a, b, ¢),
W¥(a, b, c), on prouvera encore que les dérivées

0®(a,b,c) 0®(a,b,c) 9B(a,b,c) 0X(a,b,c)
da ’ db ’ dc ’ da ’

sont respectivement égales aux suivantes :

20(a,b,0) 0®(ab,0) 0®(a,b,0) dX(abe)
iz ay 0z ’ oxr ’

et I’on en conclura que les expressions

Pk o Nt 9%
da®’ 9adl’ daodc’ I’

peuvent étre remplacées par

9%k 0%E 7t 0%
oxt’ 9dzdy’ 0zdz Iyt

“Enfin les remarques précédentes ne sont pas seulement applicables &
la fonction &, mais encore aux fonctions v, , ct & toutes les quantités
que I'on peut considérer comme infiniment petites, par exemple, i la
quantité v. Donc, en définitive, sil’on veut prendre pour variables indé-
pendantes, avec le temps ¢, les coordonnées x, y, 3, il suffira d’écrire
partout, dans les formules (30), (31), (40), (47), (56), (57) et dans
celles qui s’en déduisent,  au licu de a, y au lieu de b, z au lieu de c.
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Quant aux valeurs de &, 3, %, elles continueront d’étre représentées
[voir les formules (28) de la page 203] par les trois expressions

PE 0 9L
987 9’ 9’

¢t par conséquent on n’aura point 2 modifier les seconds membres des
formules (34). Cela posé, admettons que, dans les formules (26), (30).
et (31), les sommes qui renferment des puissances impaires de cosa,
de cosB, ou de cosy s’évanounissent; on tirera des équations (32) et -

(40), si le systeme des molécules m, m, ... est en équilibre,
ik
(L+G) (R+H)dz+(Q+I)d2+ R ; sz dx+x:o,
67) { R+ G T +(P+I) 3 L P y—=o
7 )a o I Ty 0% 9wy ’
0%t d’n
(Q—\—G) +(P+H) +(N I)d Qd e 2PW+Z__0.

Si, an contraire, le systéme est en mouvement on tirera des for-

mules (34) et (40)
o aL 0t g O .
(L+G)d 2 (Q+I) dxdy_‘—szzda;_‘_X‘dl”
\ d0%*n 0%t 0*t 0°*n
.(68) (R—i—G) +(M+H) +(P+I)02+2P075:+2RW+Y_()£2’
SN - ’*n_ ., L
(Q+G) +(P+H)d2+(N+I)B?2+2dedx+2pdy()z+z_dt*

Si de plus les valeurs de G, H, [, L, M, N, P, Q, R deviennent indé-
pendantes en chaque point des directions assignées aux axes des x, y
et z, les conditions (41) et (45) seront vérifiées, et, en supposant la
quantité v déterminéé par I'équation (47), ou, ce qui revient au méme,
par la suivante

0 on ot
(69) U——o—x-i—yy“l-a*;)
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on réduira les formules (67) et (68) &

(R+G)<I;“z+gfz+§;§>+2ﬁ5;+xz°’
(70) (R+6)(Th+ T3 57) +2B 2+ Y=o,
K G)(%Jrggyi g;g)+2Rg—z—+Z._o,
o ML et o o 2E
(R+G)<W+dy2+d_zf>+m?ﬁ+x:a?’
1y (R+G)<%+§% ‘%’>+233’+Y_§;—§’,
(P.+Gr)<"2§ d—f;+ggc>+mf)j+z—£f

Enfin, si la condition (54) est elle-méme remplie, on aura, dans le cas
d’équilibre du systéme des molécules m, m', ...,

9 L 9
(72) X—l—zR-—J—— 0, Y.—}-zR?;:o, Z+2Rd_:
et, dans le cas du mouvement, .

gy 0% - 0u ot dv oL
(73) X+2R5“ 'a"é?) Y+2Ra;—-—7’ Z+ Rd_ﬂ ﬁ.‘

On doit observer que la quantité v, déterminée par la formule (69g),
représente la dilatation qu’éprouve un volume trés petit, mais choisi
de manibre & renfermer avec la molécule m un grand nombre de molé-
cules voisines, tandis que ces molécules changent de position dans
I'espace. Ajoutons que les formules (72) et (73), étant semblables aux
formules (63), (72) et (77) des pages 173, 175 et 176, paraissent con-
venir & un systéme de molécules qui seraient disposées de maniére &
constituer un fluide élastique.
Concevons maintenant que les quantités deSIgnees par les lettres G,
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H,I,L,M, N, P, Q, R et A devicnnent constantes, ¢’est-a-dire indépen-
dantes des coordonnées a, b, ¢ ou «, ¥, 5; alors, en supposant les va-
leurs de A, B, G, D, E, F déterminées par les équations (56) et (57),
ou, ce qui revient au méme, par les formules

o & 7 oy
.A__L(L+G)————|—(R—G)dy+(Q 20
(74) B=|(R—10) 3 % (M+H)?+(P—n)‘?—f A
cz(Q—I(‘)’; (P—I)() 1N+ 1) 58
D:ﬂ(P+I)d +(P+H)3C A,
- o 0%
(75) E= (Q+G) +(Q+1)5% 14

F= (R+H)§ +(R—|—G)d—; A,

on réduira les équations (67) aux trois suivantes :

JA  JOF JE
0x+dy+d~ XA_—o,
. ,
oF * 9B _ oD B
JE 0D oG
\ 0—14—?};%—& +ZA=o.

Ces dernieres et celles qu’on en tire, quand on y remplace X, Y, Z .

par _
X—x, Y—%, Z—05%,

sont semblables aux formules (2) et (25) des pages 196 et 202. Ainsi,

en vertu des suppositions admises, les €quations d’équilibre ou de

mouvement du systeme des molécules m, m’, m”, ... coincident avec

celles qu’on obticndrait en considérant une masse homogéne et con-

tinue, dans laquelle les pressions ou tensions, exercées au point
OFuvres de C. ‘—,'s. 1, t. VIIL . : : 32
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(%, y, 5), du coté des coordonnées positives, contre trois plans per-
pendiculaires aux axes des , des y et des z, offriraient des projections
algébriques sur ces axes respectivement égales aux quantités

‘ A, F, E
(77) F, B, D,
le v, c

que déterminent lesvéq'uations (74) et (75). Si, de plus, les conditions
(41) et (45) sont vérifiées, alors, en posant comme ci-dessus

(R+G)A = %k, (R—G)A=K,
on réduira les formules (74), (75) a

A:kg'r’--J.-Kv, B:k-d—f—' + Ko, C= k()§+1{v,
oz oy :

lb '(gf gz>, E= (gi o)’ F= (35 dx)

et, en méme temps, on fera coincider les équations (70), (71) avec les

(78)

suivantes
k (8 0 aﬂs> koK 0 o
ﬁ('ﬁz*oy 07 ) T e am T XES
k (0*n | 0*n  0° k42K ov

79 7<W+5? 525> aa oy TYES
k (0*t | 0% Qﬁ) k+2K dv .
2—A<0$2+0_y—2+052 +-—-——-2A 0;+Z-——0,
k(PE 0% gj§> k2K dv o 0
m(o—x‘z‘"a—ﬁ*azz RV T
k (0*n  d*n Qﬁﬁ) k+ 2K du __ 0%

{80) 2_A-(EF+_()}’—2+052 + oA 0y+Y—W,
k (9% 0% 0”C> k+ oK dv 0%
Q—A(zﬁz*oy*azz Ryl F el T

c’est-a-dire avec les formules (76), (77) de P'article précédent.
1l importe d’observer que les formules (67), (79) et (80) coincide-
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raient encore avec les formules (76), si I'on attribuait aux quantités
désignées par ‘
! A, B, G D, E, F,

non plus les valeurs que déterminent les équations (74), (75)et (78),
mais ces mémes valeurs augmentées de constantes arbitraires.

Pour réduire les équations (79) et (80) 4 celles qui ont été données
par M. Navier comme propres a déterminer les lois d’équilibre et de
mouvement des corps élastiques, il faut supposcr, ainsi qu’on I'a déja
remarqué, '

(81) k= 2K.

Or, pour que les valeurs de £ et de K, tirées des formules (59), véri-
fient la condition (81), il suffit d’admettre que la quantité désignée par
G peut étre négligée vis-2-vis de la quantité désignée par R, ou, en
d’autres termes, que le rapport

(82) - | s

a une valeur sensiblement nulle. ,

On voit au reste que, si I'on considere un corps élastique comme
un systéme de points matériels qui agissent les uns sur les autres a de
trés petites distances, les lois de I'équilibre ou du mouvement inté-
rieur de ce corps seront exprimées dans beauéoup de cas par des équa-
tions différentes de celles qu’a données M. Navier. Les formules (67)
et (68) paraissent spécialement applicables au cas o, I'élasticité
n’étant pas la méme dans les diverses directions, le corps offre trois
axes d’élasticité rectangulaires entre eux, et paralleles aux axes des x,
des y et des z. Les formules (70) et (71), au contraire, semblent
devoir s’appliquer au cas ol le corps est également élastique dans tous
les sens; et alors on retrouvera les formules de M. Navier, si 'on attri-
bue & la quantité G une valeur nulle. Ajoutons que, si, dans les for-
mules (67) et (68), on réduita zéro, non seulement la quantité G, mais
encore les quantités de méme espece H et I, ces formules deviendront

e
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respectivement ' o
3x£2+ %E,‘, +Qo—z§ +2Rd‘:g]+2Q0?§x+X—o,

(83) Rg ! +M32’2 +P ‘(’;’; +2P ;fh +2Rdf:§y + Y=o,

03;€+P0E+Ndic +'2Qdi:—§.—t +2P(j§j—;’z+zzo .
ot

LG+ RS + Qk  aR i a0 X =
(84) ROT: MU p o7 +aP 0;255 +2Rdi2§y +v=97,

Q% 3;C+N%+2Q002§x+2p0j235 Z?)Z_E

O
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DE LA PRESSION OU TENSION
DANS UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS.

e D Tt

Dans l'article précédent, apres avoir établi les équations générales
d’équilibre ou de mouvement d’un systeme de molécules m, m, 2/,
m’, ... qui agissent les unes sur les autres & de trés petites distances,
nous avons recherché ce que deviennent ces mémes équations quand
leurs coefficients vérifient les conditions qui scraient remplies,.si tout
plan, passant par une molécule et paralléle & I'un des plans coordon-
nés, divisait le systeme cn deux parties symétriques.. Nous sommes
ainsi parvenus aux formules (67) de la page 247, et nous avons observé
que ces formules coincident avee celles qu’on obtiendraii en considé-
rant une masse homogtne et continue, dans laquelle les tensions ou
pressions exercées au point (, y, z), du coté des coordonnées posi-
tives, contre trois plans paralleles aux plans des y, 5, des z, et des

- @, y, offriraient des projections algébriques respectivement égales aux
valeurs de A, F, E; F, B, D; E, D, C déterminées par les équations (74)
et (75), ou & ces mémes valeurs augmentées de constantes arbitraires.
Nous allons maintenant faire voir comment on peut calculer directe-
ment les tensions ou pressions exercées dans le systeme des molécules
m, m, m’, ... contre un plan perpendiculaire & I'un des axes coordon-
nés, quand on suppose que ce plan devient rigide, et qu’on lie par des
droites invariables les points qu’il renferme avec ceux des points maté-
riels m, m/, ... qui sont situés d’un méme coté de ce plan. A

Soient toujours, a une certaine époque,

x=a, y=>0, 5=rc les coordonnées de la molécule m;
a + Aa, b 4- Ab, ¢ + Ac les coordonnées d’une autre molécule m:
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r la distance des molécules m et m;

a, B, y les angles formés par le rayon vecteur 7 avec les demi-axes des
coordonnées positives, et liés~aux quantités Aa, Ab, Ac par les for-
mules

(1) Aa =rcosa, Ab=rcosp, Ac=rcosy;

mm f(r) I'attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses nt et m,
proportionnelle d’une part & ces.masses, d’autre part & une fonction
de la distance r. '

Soient, de plus,.

0; 0', 0" trois points quelconques du plan mené par la molécule m
perpendiculairement & Paxe des @;

m, m', m’, ... les molécules situées par rapport au plan 00’0” du coté
des coordonnées positives; '

m,, my, ... les molécules situées par rapport & ce méme plan du coté
des coordonnées négatives;

! une longucur tres petite, mais supérieure au rayon de la sphere d’ac-
tivité scnsible d’'une molécule;

s un ¢lément de la surface du plan 00’0, dont les dimensions soient
trés petites, mais supérieures, ainsi que la longueur /, au rayon de
la sphere d’activité sensible d’une molécule;

© le volume d'un cylindre droit qui ait pour base la surface élémen-
taires, et pour hauteur la longueur / mesurée a partir du plan 00’0”

- du co0té des coordonnées négatives;

oL la somme des masses des molécules m,, m,, ... comprises dans ce
méme cylindre, ot

N

(2) =5

-

le rapport qui exprime ce qu’on peut nommer la densité du cylindre.
Soient encore

¢ une portion de la hauteur du cylindre, mesurée, comme cette hauteur,
a partir du plan 00"0”;
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n le nombre des molécules comprises dans la partie du cylindre qui
aurait s pour base, et ¢ pour hauteur.

Enfin, désignons par

=

>

SA, F,
). F, B,
, D,

[

les projections algébriques des tensions ou pressions qu’il s'agit de
calculer; en sorte que A, F, E représentent, aux signes pres, les com-
posantes rectangulaires de la pression ou tension p’ exercée au point
(a, b, ¢) et du coté des x positives contre le plan 000", dans le cas
olt I'on suppose les différents points de ce plan liés par des droites in-
variables avec les points matériels m,, m,, .... Le produit

!

ps

de la pression ou tension p’ par la surface élémentaire s ne sera autre
chose que la résultante des actions exercées par les molécules m, m',
m’, ... sur les molécules comprises dans le plan 00’0, et sur celles .
des molécules m,, m,, ... qui seront situées tout pres de la surface s.
Par conséquent, les produits

(4) As, Fs, Es

représenteront a tres peu pres les projections algébriques de la résul-
tante des actions exercées par les molécules m, m/, m”, ... sur les molé-
cules comprises dans le volume ©. Quant aux projections algébriques
de la résultante des actions exercées sur la molécule m par les molé-
cules m, m', m’, ..., elles seront équivalentes aux sommes

(3) Sixmm cosaf(r)j, SlzEmmeosfp(r)], Slzmmecosy(r)],
ou, ce qui revient au méme, aux produits ' ’
(6) mS[i m cosa f(r)], mS[i mcosf ((.r)]: mS[i mcosy f(7)],

pourvu que I'on se contente d’étendre le signe S aux molécules m, m',
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m’, ... situées par rapport au plan 00’0” du coté des « positives, et
que I’on réduise le double signe == au signe +, si les molécules m, m
s’attirent, au signe — dans le cas contraire. Supposons maintenant que
les diverses molécules offrent des masses égales ct se trouvent distri-
buées & tres peu pres de la méme maniére, soit autour de la molécule
m, soit autour de chacune des molécules m,, m., .... Si chacune des
sommes (5) renferme un certain nombre de termes correspondants &
des molécules m, n7/, ... pour lesquelles la condition

() ' rcosa=;u

soit vérifiée, les expressions (4) renfermeront les termes dont il s’agit,
répétés chacun autant de fois qu'il y aura dans le volume © de molé-
cules m,, m,, ... s¢parées du plan 00’0” par une distance égale ou in-
férieure & 7. Donc, pour déduire les expressions (4) des expressions (5),
il suffira de multiplier, dans chacune de ces derniéres, la quantité

comprise sous le signe § par le nombre z des molécules comprises
dans la portion du cylindre dont 7 est la hauteur. On trouvera ainsi

As= S [%= nmm cosa ((r)],
(8) Fs_—:S[inmmCOSﬁf(r)],
Es = S [Z= nmm cosy f(r)],

ou, ce qui revient au méme,

I3

As=m S [&= nmcosa f(r)],

(0) . ’ ‘ FS;mS[i ;zrncbsﬁ F(r)l,

Es:mS[:‘: nm cosy f(r)].

D'ailleurs, en vertu des notations et des. suppositions admises, le
nombre total des molécules comprises dans le cylindre dont la hauteur
“est /sera représenté par le rapport

am-—gA:i-lA;

.o . moom m

(x0)
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et, par suite, on aura, sans erreur sensible,
(11) : n— —

puis on en conclura, en ayant égard a la formule (7),

srcoso
(12) n=— A.
m

Donc les formules (8) ou (9) donnero.nt

A=A S (== mrcosaf(r)],
(13) | . F.:AS[i-_ mrcosacosf f(r)],

E=A S [= ;nr cosacosy f(r)].

Les sommes que renferment ces dernieres équations doivent étre éten-
dues seulement aux molécules m, m’, m”, ... situées par rapport au
plan 000" du coté des x positives. ‘ ‘
Concevons & présent que I'on désigne Iiar P la pression ou tension
.exercée au point (a, b, ¢), et du'coté des coordonnées négatives, contre -
" le plan 00’0”, dans le cas ol I'on suppose les différents points de ce
plan liés par des droites invariables avec les points matériels m,,

my, .... Le produit
D1s

de la pression ou tension p, par la surface élémentaire s ne sera autre
chose que la résultante des actions exercées par les molécules m,,
my, ... sur les molécules comprises dans le plan 00'0” et sur celles
des molécules m, m’, m", ... qui seront situées tout pres de la sur-
face 5. D'ailleurs les actions exercées par les molécules m,, m,, ... sur
les molécules m, m’, m”, ... sont égales et directement opposées aux
réactions exercées par les dernieres sur les premieres; et il est clair
qu’on n’altere pas sensiblement la résultante de ces actions ou de ces
. OFuvres de C. — S. 11, t. VIIL - 33 .

ey
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réactions, lorsque, aux molécules m, m’, m", ... oum,, my, my, ..., on
joint celles qui se trouvent précisément situées dans le plan 00'0".
Cela posé, les pressions ou tensions p’s, p,s supportées, dans les deux
hypothéses successivement admises, par la surface élémentaire s, pour-
ront étre considérées comme deux forces égales, mais directement op-
posées, et I'on devra en dire autant des pressions p', p,, excrcée$ au
point (a, b, ¢) contre les deux faces du plan 00’0”. Done la pression
ou tension p, aura pour projections algébriques sur les axes, non plus
les trois quantités A, F, E, mais les trois suivantes

" —A, —F, —E
Si maintenant on applique & la détermination de ces projections algé-
briques les raisonnements par lesquels nous avons établi les équa-
tions (13), on sera conduit & reconnaitre que ces équations subsistent
encore dans le cas olt 'on étend le signe §, non plus aux molécules 7,
m', m’, ... situées par rapport au plan 00’0” du coté des x positives,
mais aux molécules m,, m,, ... situées par rapport a ce plan du coté -
des x négatives. Done, par suite, les sommes comprises dans les équa-
tions (13) sont équivalentes aux moitiés de celles qu’on obtiendrait, si
I'on supposait le signe S étendu a toutes les molécules m, m', m”, ...,
m,, my, My, ... situées par rapport au plan 00'0”, soit du coté des «
positives, soit du coté des  négatives, c’est-d-dire, A tres peu pres,
aux moitiés de celles que P'on obtiendrait en étendant le signe § 2
toutes les molécules du systéme proposé. On aura donce, en interpreé-
tant Ic signe § comme on vient de le dire,

A= A;S[i mrcos?a (r)],
F= %S[t mr cosa cosPf(r)],

E :%S[i I COS 0t COSY F(r)1.

En appliquant des raisonnements du méme genre & la recherche des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DANS UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS. 259

projections algébriques F, B, D ou E, D, C de la pression ou tension
exercée au point (a, b, ¢) et du coté des coordonnées positives contre
-un plan perpendiculaire 4 I'axe des y ou & I'axe des 5, on trouvera dé-

finitivement
A:éS[i mr cos?a f(r)], | D= -A-S[i m’rcosﬁcos‘y(’(r)],
2 ) 2
(14) { B= % S[i mrcos?B3 f(r)], E= %S[i mrcosy cosa f(r)],
C= ‘_:.S[im,. cos?y ()], F= %S[i mrcosacosBf(r)],

le signe § devant étre étendu 2 toutes les molécules du systeme pro-
posé. : '
Supposons maintenant que I'état du systeme de points matériels soit
changé, et que les molécules m, m, m/, ..., m,, m,, ... se déplacent
dans I'espace, mais de maniére que la distance de deux molécules m et
m varie dans un rapport peu différent de I'unité. Soient d’ailleurs,
comme dans l'article précédent,

& n, ¢

des fonctions de a, b, ¢ qui représentent les déplacements trés petits
et paralleles aux axes d’'une molécule quelconque m,

z, ¥y, 5 x+Az, y+Ay, 2+ Az
les coordonnées des molécules m, m dans le nouvel état du systeme, et

r(1+c¢)
la‘distance des mémes molécules dans ce nouvel état. Enfin désignons
par v la dilatation qu’éprouve, pendant le changement d’état du sys-
teme, un volyme tres petit v, mais qui pourtant renferme avec la mo-
lécule m un grand nombre de molécules voisinesm, m’, ..., m,, my, ...;

-

-
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et soit p la nouvelle densité du volume élémentaire v. Les quantités x, '
¥> 55 Az, Ay, As, ¢ seront déterminées par les formules (4), (5), (7)
de l'article précédent, et la quantité v par I'équation (69) ou plutot
par Iéquation (47) du méme article, en sorte qu’on aura

. _ 0 dn ¢
(x5) | V= 5a 3 T 3
Qn trouvera d’ailleurs
' A
(16) P=

puis, en considérant v comme un infiniment petit du premier ordre,
- on tirera de la formule (16)

(17) p=(1—v)A.

Cela posé, les valeurs de A, B, G, D, E, F, relatives au nouvel état du

systéme, seront données & trés peu prés, non plus par les équations (14},

mais par celles qu’on en déduit quand on substitue la densité p a la
. densité A, le produit r(x + ¢) au rayon vecteur, et les rapports

Ax Ay - Az
ra+e) ra+e) r(i+e)

aux cosinus des angles «, B, y. On trouvera ainsi

A=

(SR

Sgi ,;z._—_f[l’(l‘ H))] Az 2E D=~ S§+ "[r’([‘::))] Ay Azﬁ,

) B=LQlxm W aed, p=tQlemlliEs] Mt 9 s aal,

=il niz]  r=iSentizes)

puis, en considérant les déplacements &, 1, { comme infiniment petits
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du premier ordre, négligeant les infiniment petits du second ordre, et

faisant pour abréger

: (19)

=LA = (] =7,

on conclura des formules (18) combinées avec les equatlons (5), (12)

et (13) de l'article precedent

A:psg'iz;_r :‘+'H',z)<7>r(') +2,-fsaj costa ().
 (20) B=pS§+%fL:+C”—"l)(;_)L(L)E+2rf—%B; cos’B {() |,
c=p§|=Z :1+———~———r'”(rr,)(:)r(’)a+z - ?{fsﬂ cos*y (1) i;
D=pS if';—r[x-e-—rj%)—f@s%-r—%—ﬁ— FEAE%{ cosmosyf(f');,
(ai) E:psai%[x—f ’f"(’&,—)ﬂ’)a - ifsy F?oz_s& cosy cose ((7) |,
R

0u, ce qui revient au méme,

~+PS
+pS

(22)
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C':+pS
+.}>S:

8]
|-

1A :—}—pS[t nﬂ(cos"a—i—zcosa

"‘—(cos”y-i—zcosy >(r)]
n;r<cosocA£+cosp + cosy — >cosﬂyf(r]

5‘3) %]

<cosa - cosﬁ 27 4 cosy At) cosziotf.(r)J,

(cos2 4 2c08B — >f(")]'

nj(cosaAE-[-cosﬁ + COSY — )cos”@f(")]

!
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et

(23)

D’ailleurs les attractions ou répulsions mutuelles des molécules m, m,
| ., My, My, ... N’étant sensibles par hypothése qu’a de tres petites
distances, on pourra, sans inconvénient, dans les formules (22) ct (23),
substituer aux quantités A, An, Al les premiers termes de leurs déve-
loppements en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes
der, c’est-d-dire, des développements que fournissent les équations (18)

m, ..

,D=+ps

DE LA PRESSION OU TENSION

[ : <cos@cosy+cosy "+ cosfB C> ")]
+pS[mT<cosa—+cosﬁ + cosy — )cosﬁcosyf(’]

E:+pS

[=%
+pS [m—2<cosa—— +c0s{3— + COS}IAC) cosy cosotf(")] ,

cosy Cos ot +- cosozég -+ c05y—5> f(r )]

E =4 pS [-'- —<cosoccos(3 +cosfz — +cosoz )r(z)J

+pS[ (coso:——+cosf> +cosyA—§>cosacos{3f(r)]

de la page 232, et supposer cn conséquence

(24)

AL _d¢ 08 3
— = gg cosa+ 0~bcos{5+ cosy,
An _ 0On on on

{ T— &Cosa—i— a—gcosﬁ -t % COS}I,
AC 0 J¢ 9%
— = = cosa—+ abcosﬁ+ 70 oS Y

r gda

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



" . DANS UN sYSTEME DE POINTS MATERIELS. 263

Donc les formuleg (22) et (23) donneront

A= PS [i,: 'fzfcosﬂaf(r)]
+2p % g% S [i = cos?a f(r)] gi [ ™7 cosa cos 3 (’(r)] + 5 S [—*— —cosa cosY [-’(r)] ‘
©9) | gfz [ cos‘ocf(p)} 05 [%1_7- cos®a cosﬁf(r)} + 52 S {m?r costa cosy f('r)}

+ +%S[#°Osadcospf(r)]+g~2 [gcos2acogﬁpf(r)] MS{ cos%zcos@cos‘(f(")} s

-+ t)C l”_"'cossa cosy fr )] % S (%"'cosw_cosﬁcos‘{ f(r’)] + g—fs [’%‘cosﬂa cosﬂ‘f_f(f‘)]
o . ,

%
B“"S[i'f}cos*ﬁrm' |
20|30 Q[ 2 aosecasg ] - 22 § [= 5 eosto 1] = N E ™ oo cost )] |
el % [ cosacos i) + 5 % Q[ ensscos fr)| + 5 % Q2 cosa costp os /)|
= ot B[ T eosacosrp fir)] + F S5 cosbﬂf(r)]mc [@cossﬁcosrﬂm]

+%S[’;ﬂ'cosacos”ﬁ005‘¥f(f')]+ S[ cos3ﬁcos’ff(l')]+ S[”’ cos2ﬁco:,ﬂ“(f(l')].

S o] B
=S| L esaeostfin] + +5Q[-m cosacos«(rcr)]+%S[iﬁrcqswr<r>]§

E mr ¢
- d — 3
o s ]« §§ o]« [ ]

+2p

('27) 0E

oa

+ o { + ‘;_2 _'Z;IcOSogcosBcongf(")] 5% S[—— cos2pcosz“{f(r)] o S [——cosﬁcosw f(r)]

EQ[P s ] + S [ ety i] < ES[Foiso]

~
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DépS[i'—’;—PCOSBcOSYr(r)]
g Q[ L esacosy1(n)] + 7 §[= e aos cos ()] + S[i’;i"cosw«r)]‘
|- S Bt ] 8 [T 0] - ES ]
‘ % Q[ ot cost aosy 10| + 9 § [ 2 oswenstensy 0]+ S [ " oo os cnst ()]
ol Q[0 cosacostpansy )] + 2 § [ Ao sy S0 + G2 [ 5 costp enstr o)
+ 98 Q[ cosacospeosty fr) | + —ES[%’ costBoasty f(r)| + S § [ 2 os pcosty 1)

E=pS[iﬂcosy cosa[’(r)] i .
0C [ cos%!f(r)] MS [i "—;{'cosa cos B f(r)] + %S[i ?cosa cf)sy f(r)]
"t + g% [i —;—cosa cosY f(r)] + s—i S l_‘—': ™ cosB GOSYf(")] + (;—i S[i n%cosﬁ‘f f(")]
(‘:_is (227—" cosda cosyf(r)] -+ 02 [ cos?a cosf COSYf(")] gz S [@cosﬁa cos”Yf(")]
+p _,_‘;_ZS ['%" cosztfc cos P cosy f("):\ [ cosa cos? § cosy f(")] 2 S [ cosa cos P cos?y f(r)]

- g_f_z [";_”cosﬂa cost(l‘)] + 5 S [—« cosa cos cosz'rf(r)] 0C S [ - cosa cos?y f(» )] J

F= pSK“_: = cosacosp f(r)}

mr

| g{%s [:’: %—rcosacosﬁ f‘(r)] 7 [ 032(3 |(r)] + 5 S[ m——rcosﬁ cosy [’(r)]
+P{+%S[—ti_§'cos,a[ﬂ(r)] dl;S[ sacosﬁf(r)] %S[ Y
% Q [ﬂcossacos@fm] +2Q [-;coszacosﬂﬁf(r)] +%S] fcosﬂa cos cosy £(7)]

gl on [,_ cosiacosﬁﬁf(r)] 32 ['1’_'.' cosa cosspf(r)] ~+ '22

&= — cosa cosy [’(r)]

cos o cos? B cosy f(r)]
dE S [—2- cosa cosf cos’Yf(r)]

I_—lm
IS

da

(_l_d"S[f cosMcosBcosyf(r)] % [ cosa cos? B cosy f(r) |+
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Dans ces dernieres formules, les coordonnées a b, ¢ sont regardées
. comme variables indépendantes, et la valeur de p est toujours celle
.que fournit I'équation (17). Les valeurs des quantités A, B, C, D, B, ¥
étant une fois déterminées par les formules que nous venons d’établir,
on cn déduira sans peine les projections algébriques de la pression ou
. tension p supportée au point (@, y, 5) par un plan quelconque, al'aide
des équations (3) de la page 197.
Il reste maintenant 3 montrer les simplifications qu’admettent dans
plusieurs cas les formules (13), (14), (25), (26) et suivantes.
Lorsque la fonction ((7) est telle que, sans altérer sensiblement les
sommes renfermées dans les formules (13) et (14), on puisse faire ab-
straction de celles des molécules m, m', ..., m,, m,, ... qui sont les
plus voisines de la molécule m; alors, en ayant recours aux raisonne-
ments et aux notations dont nous nous sommes servis dans l'article
précédent (p. 241, 242 et 243), ct posant de plus

(31) 6= %?f rE(r)dr,
' 0
on conclura des équations (13) .
0 ™ ™ ZTEAZ @
A:tAﬂf f f r3cos’psinp [(r)drdgdp == —3—f rif(rydr==2=10Az
0 0 0 0 . :

¥

[l
H

w0 U3 T
A’f f f ricospsin®p cosqg [(r)drdgdp—=o,
0 0 0 .

© T T '
E==+ A’f f f récospsin®p sing f(r) drdgdp =o.
o Yo Yo _ . .

En calculant de la méme maniere les projections algébriques F, B, D
~ A d . . » .

ou E, D, C de la pression ou tension exercée au point (a, b, ¢) dans

Pétat primitif du systeme contre un plan perpendiculaire & I'axe des y

ou a I'axe des s, on trouvera définitivement

(32) A=B=C==*w, D=E=TF=o,
la valeur de @ étant déterminée par I'équation
(33) =1 04A%,

OFupres de €. — $. 11, t. VIIL, -

34
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On arriverait encore aux mémes résultats en partant des formules (14).

Sculement les intégrations relatives  la variable ¢ devraient alors étre
effectuées entre les limites ¢ = o, ¢ = 2. Au reste, il suit évidemment
des équations (32) et (34) : 1° que, dans D'état primitif du systeme, il
y a pour chaque point, en vertu de 'hypothese admise, égalité de ten-
sion ou de pression en tous sens; 2° que, dans cet état, la pression ou
tension désignée paf ® varie, quand on passe d’un point & un autre,-
comme le carré de la densité. Si maintenant on substitue a I'état pri-
mitif du systeme proposé le nouvel état dans lequel la molécule m a
pour coordonnées x, y, =, on devra, dans I'équation (33), remplacer
la densité primitive A par la nouvelle densité p, et I'on aura en consé-
quence '

- (34) w = § Op.

10f=

Enfin si, dans 'équation (34), on remet, au lieu de p, sa valeur donnée
par ’équation (17), on trouvera, en négligeant les qu'mtlteb infiniment
petites du second ordre,

(35) =16(1—2v)A%

On voit par les détails dans lesquels nous venons d’entrer que, pour
obtenir I'égalité de pression en tous sens, dans un systeme de molé-
cules qui se repoussent, on n’a pas besoin d’admettre, comme I'a fait
M. 'Poisson, une distribution particuliere des.molécules autour de
'une quelconque d’entre elles (voir dans les Annales de Physique et
de Chimie un extrait du Mémoire présenté par M. Poisson 4 I’Académic
des Sciences, le 17 octobre 1827). Dailleurs, pour faire coincider la |
formule (33) avec celle que M. Laplace a donnéc comme propre &
déterminer la pression en un point quelconque, dans un fluide élas-
tique en équilibre, il suffit d’imaginer que A représente, non la den-.

" sité de la masse fluide, mais celle du calorique libre de cette masse
(voir 1¢ Livre X11¢ de la Mécanique céleste); et il était facile de prévoir
cette coincidence, puisque ’hypothése adoptée par M. Laplace consiste
a regarder le ressort des gaz comme produit par la force répulsive de
leur calorique libre.
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Considérons a présent les valeurs de A, B, C, D, E, F que déter-
minent les formules (25), (26), (27), (28), (29), (30), et qui sont
relatives, non a I’état pr“imitif' du systeme des molécules m, m, m, ...,
m,, my, ..., Mais au nouvel état dans lequel 1a molécule m a pour coor-
données x, y, =. Si I'on suppose que I’état primitif soit un état d’équi-
libre, les seconds membres des formules (14) se réduiront a zéro, et,
par suite, les formules (25) (26), (27), (28), (29) (30) donneront

simplement
§ ';% ["@ cos“ocf(r)] ()E [m—-r cos%zcosﬁf(r)] -+ %S[Eéosﬁt cosyf(r)]
A=pi{-+ 32 [?9053“ cosﬁf(r)] 32 [ cos?a coszﬁf(r)] o S[ cos?a cos B cosyf(r)]
(
o ’ 32 [L?COSK“GOSYJ”(")] +g—[€ [? costa cosﬁcosz(r)]—'— CS[ cos?a cosﬁyf(z)]
B o PP o
s %S[?coszacos;icowf(r)]_,_ﬁ [Ecosacos2ﬁcosyf(r)]+:—ﬁS[n?l."cosacospcosﬁyf(r)]
5 D=p/+ 3—28 [— cosa cos? i cosy f(r)] -+ 32 [”7”‘ cos? 8 cosy f(r)] + g%‘ [’? c(l)sﬂﬁ cos?y f(r)] )
/
("‘gss [’%‘co.‘mcosﬁ COSan(r)] -+ ‘E ["g'cos?ficos?yf(r)] + g—g S [gcosﬁ‘cosw f(r)]
T i i evecireoaravssonsannse N R R RN et o meretsesttsoneceenarenansan L 3
B o e e

Il importe d’observer que, dans les équations (36), (37), on pourra,
sans erreur sensible, et en négligeant seulement des quantités infini-
ment petites du second ordre, remplacer‘ la densité p par la densité
primitive A. ' ' :
‘Supposons maintenant que les sommes comprises dans les for- :
mules (25), (26), (27), (28), (29), (30) vérifient les conditions qui
seraient remplies, si tout plan passant par une molécule et parallele &
Pun des plans coordonnés divisait le systeme en deux parties symé-
triques; c’est-d-dire que, parmi les sommes dont il s’agit, toutes celles
qui renferment des puissances impaires de cose, de cosf ou de cosy

-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



268 DE LA PRESSION OU TENS10ON

s’évanouissent. Alors, en attribuant aux quantités G, H, I, L, M, N, P,
Q, R les valeurs que déterminent les formules (37), (38), (39) de la
page 238, on trouvera .

A;piG([+23—%>+L%+R%+Q§%}
(38) B———pLH<1+zg—g>+Rg—i+M%+Pg—i],
\CIP__I<‘+2§%>+Q%%+P%1”;+N%]3
]):pL(P+I)g£+(P7|—II)3—[)], |
(39) p=pl@+ 0% @+ DE]
F:p[(nfm%%ﬂmra)g—g]-

Dans le méme cas, en admettant que I'état primitif du systéme soit un
¢tat d’équilibre, on tirera des formules (36) et (37), dans lesquelles
on peut remplacer p par A,

(0 b de
_ 3 on bl
_pf9n 9
D_P<%T%>A,
o 9
(41) E:Q<b—a+d—E>A,
_ ot on’
__R(-zT?)A

Suppoéons encore que les valeurs des quantités G, H, I, L, M, N, P,
Q, R vérifient les conditions (41) de Particlé précédent, savoir,

{42) G=H=I, L=M=N, P=Q=R;
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ce qui arrivera, par exemple, si, dans I’état primitif, les molécules ,
m, m’y ..., m, my, ... ont 6té distribuées de la méme maniere par
rapport i trois plans menés par le point (a, b, c) perpéndiculaircment
aux axes des z, y et z. Alors on tirera des équations (4o0) et (41) com-
binées avec la formule (15)

A:[(L-—R)%%—i—ﬂzf A,

(43) ‘ B= [(L—_R)g—g +Ru_ A,
- o

c—_—L(L_n)d—c +Ru|A;

(44) . E=R

da 0
(0 _on
Enfin, si I'on suppose les molécules m, m/, ..., m,, m,, ... primitive-

ment distribuées autour de la molécule m de maniére que les valeurs
des sommes comprises dans les éqliationé (37), (38), (39) de la
page 238 deviennent indépendantes des directions assignées aux axes
rectangulaifes des , y et 5, on aura, en vertu de la formule (45) de
Particle précédent,

(45) - . L=3R.

Par suite, les formules (43) se réduiront a

A::R(u-i—zgg—)A,
da
(46) ' B:R<v+2§g>A,
C:R(v—l— 2é€>A
de

Lorsque, dans les équations (46) et (44), on pose, pour abréger,

(47) ' RA =K,
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et que 'on y remet pour v sa valeur tirée de la formule (15), ces équa-
tions deviennent respectivement

' Ok on o _ ¢
A= h(dg—_)_ +dc> D_K<()c +5$>
X dn o Ok
JA — —_
(48) B*_K< +390 oc>’ _ E_K<da+d—>;
L [OE om0t [ an
C—K<d +a5 35 )’ . F_K<«')Z+%>,'

Pour faire apprécier lutilité des formules que I'on vient d’établir,
considérons un corps solide et homogene dont I'état primitif ait été
précisément son état naturel, et dont le nouvel état corresponde & des
déplacements tres petits des diverses molécules. Sil'on fait abstraction
de la force répulsive du calorique pour lui-méme, si d’ailleurs on sup-
pose que tout plan parallele & I'un des plans coordonnés divise une
portion tres petite du corps, envisagée comme un systeme de points
matériels, en deux parties symétriques, les projections algébriques

~des pressions ou tensions, excrcées au point (@, y, z) contre trois
plans perpendiculaires aux axes des @, y et z, seront déterminées,
dans le nouvel état du corps, par les équations (38) et (3g). De plus,
comme les pressions exercées contre la surface se réduiront & zéro
dans I'état naturel, les seconds membres des équations (14) auront
des valeurs nulles. Par conséquent, les quantités G, H, I s’évanouiront
et les formules (38), (39) coincideront avec les formules (40), (41).
Ces dernieres paraissent effectivement propres 4 déterminer la pres-

~ sion ou tension qui a lieu en chaque point d’un corps solide, lorsque
I'élasticité n’est pas la méme dans tous les sens, et que le corps offre
trois axes d’élasticité rectangulaires entre eux.
' Quarid élasticité redevient la méme dans tous les sens, les condi-
tions (42) et (45) étant remplies, les valeurs de A, B, C, D, E, F, don--
nées par les formules (40) et (41), se réduisent & cclles que four-
nissent les équations (48). Si 'on substitue ces mémes valeurs dans
les formules (3) de la page 197, on retrouvera précisément les équa-
tions données par M. Navier, dans le Mémoire présenté i I'’Académie
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des Sciences le 14 mai 1821, et déduites par M. Poisson, dans le Mé-
moire déja cité, d'une analyse qui doit s’accorder sur quelques points
avec celle que nous venons d’exposer, et en différer sur quelques
autres. C’est du moins ce que nous pouvons présumer, a la lecture de
Pextrait que M. Poisson a donné de son Mémoire dans les Annales de’
Physique et de Chimie. A

Revenons maintenant aux formules (38) et (39). En supposant la
densité A constante, et neghgcant les infiniment petits du second
ordre, on tirera de ces formules combinées avec l’équation (15)

A:[(L+G)5+(R G F(0— G) :A,
(49) B= [(R H) +(M+H) (P — H)zC H_A,
[( —1)0 +(P—I)0b+(N—|—I)—+ITA;

D= [(P+1 +(P+H)3§)]A

(50) [B= [(Q-{—G)d +(Q+1)‘35]

[(R+H) % (R +G)0—2]A.

Lorsque-les conditions (42) et (45) sont remplies, en faisant, comme
dans D'article précédent, '

(51) (R+G)A=1k, (R—G)A=K,

et ayant égard i la formule (15), on trouve simplement

i k2K RN "I 5
dn k—2K YL ‘15>
(52) | B=hgp + Kot —7— E—f’f(o—a“” 2 )
o k—2K T o>
C_k—d—+Ku+——4—; . F= §k<()b_|_§_

Les valeurs de A, B, C, D, E, F fournies par les équations (49) et (50)

-
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ou par les équations (52) coincident les unes avec les valeurs de A, B,
G déterminées par les équations (56) ou (60) de I'article précédent, ct

augmentées des quantités GA, HA, IA ou de la quantité k—AzK’ les

autres avec les valeurs de D, B, F déterminées par les formules (57)
ou (60) du méme article.

Lorsque la fonction ((r) est telle que, sans altérer sensiblement les
sommes désignées par R et G dans les formules (51), on puisse faire
abstraction de celles des molécules m, m/, ..., m,, m,, ... qui sont les
plus voisines de la molécule m, on a (voir les pages 242 ot 243)

(33) G=—R= +#fo. S ((r) dr.

~Donc alors on tire des formules (51) combinées avee la formule (31)
(54) k=o, K=2RA=70A%

ot, par suite, les équations (52) se réduisent, comme on devait s’y
attendre, aux formules (32), la valeur de ® étant dctermmee par
lequatlon (35).

Dans le cas olt les quantités G, H, I, L, M, N, P, Q, R et A sont con-
stantes, ¢ est. -3-dire 1ndependantes des coordonnées a, b, ¢, les valeurs
de A, B, G, D, E, F, fournies par les équations (49) et (50), peuvent
étre évidemment substituées, dans les formules (58) de article pré-
cédent, aux valeurs de A, B, G, D, E, F déterminées par les équa-
tions (56) et (57) du méme article. 11 y a plus; si I'on substitue la
valeur de p déduite des formules (15) et (17) dans les seconds membres
des équations (25), (26), (27), (28), (29), (30), ou, ce qui revient
au méme, dans les premicers termes de ces seconds membres, attendu
que, les autres termes étant infiniment petits du second ordre, on peut
y remplacer, sans erreur sensible, p par A; si d’ailleurs on suppose con-
stantes la densité A et les différentes sommes indiquées par le signe §
dans les équations dont il s’agit, les valeurs des quantités désignées
par X,, ¥,, 3, dans les équations (31) de la page 235 pourront s’écrire
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comme il suit :

273

_1/0A  OF JE
xg__z<%- + 35 +%>,
g JF OB aDb
(55) n=z(%+ 5%+ ),
_1(0E  dD oC
%—3G2+%+&ﬂ'

Dong alors, en admettant que les conditions (15) et (35) de Particle
précédent se trouvent remphes, on aura encore, comme on devait s’y

attendre (voir la page 244),

' s L(0A 0F+0E>

=a\oa T

, _1[/JF 9B
(56) ”—Z<d—a+-§5+5—->a
1 (0E 4D oC
3"K<¢T+ob+ )

* Dans les diverses formules ci-dessus, on a considéré comme variables
indépendantes les quatre quantités a, b, ¢, ¢. Si l'on suppose, au con-
traire, que I'on prenne pour variables indépendantes, avec le temps ¢,
les coordonnées «, y, z, il faudra, en vertu des principes développés
dans l’article précédent, remplacer les dérivées

Gy %, %% o on n X %X

7 da’ 00’ 3¢’ da’ 98 de’ da’ 9b de

_par les suivantes :

(58) 0, 0n On o gn 0L O 0L
L0z’ 9y’ ds° oz’ dy odz° oz dy 0s

Alors on trouvera, comme i la page 201,

, _Q§ on  d¢
(59) = -+ I}’ -+ Fra
De plus, si 'on désigne par
(60)’ A=f(a,b,¢)

la densité mesurée au point (a, b, ¢) dans I’état primitif du systeme

OEuvres de C. — S, 11, t, VIII,

-
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des molécules m, m, m’, ...; m,, m,, on tirera de 'équation (16), com-

binée avec les équations (4) de 'article précédent,

(61) p,___f(lai‘_b;c):f(x—asl_‘_—vﬂ,z*—m

uls, en négligeant les infiniment petits du second ordre, on ohticndra
8
la formule

’“) ()f(x"}’,z)

0/(2, ¥, %),
dy

03

— £

(63) p=(1—)f(a, y,5)— £

qui coincide avec I’équation (21) de la page 201. Cela posé, il est facile
de reconnaitre ce que deviendront, dans la nouvelle hypothese, les va-
leurs de A, B, C, D, E, F déterminées par les équations (25) et sui-
vantes. On conclura, en partfculicr, des formules (40) et (471)

(r=(LEnieo)s

. A SN T
ot
( P—+N00>A

-5
&)
on
ox

o)

(64) E=0 (

#(5

0%
oz
on
s
%
9
9

ll

puis, des formules (48),

O on . O e oy
A= K< dx+0y+d) D_K(dz+dy>,
0& on 0% _ o Ok
(65) {B= K( 3()] +-d—> E_K<(E+ &)
A oF o (% @>
= K<d 5 +3d) F__K<dy+()x .

Il est bon d’observer que les trois premieres des équations (65)
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peuvent s’écrire comme il suit

(66) A—:KG% +v>, ' B:K(zz—; +u>, C= K<z-"5 —|—u>
Lorsque, a 'aide des méthodes exposées dans cet article, on a déter-
miné les projections algébriques des pressions ou tensions exercées en
un point quelconque d’un systeme de molécules contre trois plans per-
pendiculaires aux axes coordonnés, il suffit de substituer les valeurs
de ces projections algébriques dans les formules (2) et (25) des
pages 196 et 202 pour obtenir les équations qui expriment les lois
d’équilibre ou de mouvement du systeme. Si 'on combine, en particu-
lier, ces formules avec les équations (63) et (64), et si 'on suppose
constantes les quantités L, M, N, P, Q, R, A, alors, en divisant tous les
termes par la densité ' '
p=(1-—v)A,
et négligeant les infiniment petits du second ordre, on retrouvera les
formules (83), (84) de I'article précédent, savoir |

5

9% 3 dE 01) . 2L
dez+l{ +Q 0 d]+2Qd——zdx+k_o,
d*n 9% 0% , 0% PE Ly
(67) Rdw2+Mdy +Pd + 2 ldydz—i-zﬁdxd +Y=o,
0*¢ 9*¢ 0C 0% in L,
'de2+de +N +2Q()d +dedo—|—Z_.o
et 5
3 & 0%n ¢ __ 9%
L&c_—}—Rdy +Qﬁ+2kdxdy Qd ox X= o8’
4 dn *n d*n 0% Ak 0
(68) R "+Mdy +P o +»2dedz+-2ﬂdxdy+Y Ik
0%*¢ 9% 0% Nt %1 _ 0
oz +P 50 +Noz+2Qa o TP =

Ces dernieres, ainsi que les formules (63) et (64), paraissent spécia-
lement applicables 2 un corps solide qui offre trois axes d’élasticité
rectangulaires.entre eux. Quand I'élasticité redevient la méme dans
tous les sens, alors, les conditions (42) et (45) étant remplies, les for-

an
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mules (67), (68) se réduisent aux suivantes

B35+ G 5+ amgy + 2ares) HR=o
\B(ﬁ”’%*3%+23%+203235)+z‘=0,
R<33:é§+g;i +3iz§+2d(jc23y+zd_f27z-> +.X:.git§’

,R(Q‘S +§%+3%+2§%+2£2—1>+Z:g§—c ‘
c’est-i-dire a celles que M. Navier a données dans le Mémoire de 1821.

Nous observerons encore que, si I'on substitue, dans les formules (2)
et (25) des pages i96 et 202, les valeurs de A, B, C, D, E, F détermi-
nées par les équations (32) et (35), en supposant la densité A con-
stante, on obtiendra six nouvelles formules qui coincideront, eu égard
4 la seconde des équations (54), avec les formules (72) et (73) de 'ar-
ticle précédent.

P.-S. — Pour établir les formules (13) (page 257) et celles qui s’en
déduisent, on a supposé que les di{ferses molécules m, m, 7, ...; m,,
my, ... offraient des masses égales, et se trouvaient distribuées i tres
peu pres de la méme maniere autour de I'une quelconque d’entre elles.
Ces suppositions paraissent exiger que la densité p varie tros peu d’'un
_ point & un autre; ce qui arrivera, par exemple, si la densité A, relative -

4 I'état naturel, est une quantité constante, et si p differe trés peu deA.
.Elles paraissent exiger encore que les différentes sommes indiquées
par le signe § soient scnsiblement constantes, c'est-d-dire indépen-
dantes des coordonnées a, b, ¢, et que celles des mémes sommes qui
renferment un nombre impair de facteurs égaux aux quantités cose,
cosf, cosy s'évanouissent. Effectivement, lorsque ces conditions sont
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remplies, les valeurs de A, B, G, D, E, F trouvées dans cet article véri-
fient, comme on I'a vu, les formules (56), et, par conséquent, les for-
.mules (58) de I'article précédent.

Si les conditions dont il s’agit cessaient d’étre vérifiées, les formules
obtenues dans cet article pourraient ne plus saccorder avec celles de.
Particle précédent, et alors elles devraient étre rejetées. Ainsi les cal-
culs que nous venons de faire peuvent devenir insuffisants pour I'éta-
blissement des véritables équations de I'équilibre ou du mouvement
d’un systeme de molécules dans des cas auxquels les formules de P'ar-

ticle précédent seraient encore applicables.
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SUR QUELQUES THEOREMES

RELATIFS

A LA CONDENSATION OU A LA DILATATION DES CORPS.

)

e R

.Considérons un corps solide ou fluide qui, venant & changer de

forme par I'effet d’une cause quelconque, passe d’un premicer état na-

. turel ou artificiel & un second état distinct du premier. Rapportons

d’ailleurs tous les points de I'espace & trois axes rectangulaires, et sup-

posoris que la molécule m, correspondante aux coordonnées x, Y %

dans le second état du corps, soit précisément celle qui, dans le pre-
mier état, avait pour coordonnées les trois différences

x—k, y—m=n, 5—4.

Si I'on prend @, y, = pour variables indépendantes, §, 7,  seront des

fonctions de @, y, 5 qui serviront & mesurer les déplacements du pOi“t

que I'on considere parallelement -aux axes coordonnés. De plus, si,
~ dans le second état du corps, on désigne par

*

z+ Az, y+Ay, z+Az
les coordonnées d’une molécule 7 voisine de m, les coordonnées de
m’ relatives au premier état seront représentées par

x+Am~<g'+ (‘;E Az + 2 Ay+d£_Az-+-...>,

: on on on
y+Ay——(n+() A@+dyAy+5EA~+...>,

z-f—Az—-(Cq—%A +0C

9%
. Ty 5t e )
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Cela posé, soient r, et r les rayons vecteurs menés.de la molécule 7 a
la molécule m’ dans le premier et dans le second état du corps. Soient,

en outre, :
Aoy BO’ 70 et 2] ﬁ’ 7

les angles formés par les rayons vecteurs ry, r avec les demi-axes des
coordonnées positives; et faisons .

() ’r:ro(l-l—s).

e servira de mesure 4 ce que nous avons nommé la condensation ou la
dilatation lnéaire du corps’suivant la direction du rayon vecteur r
[voir Volume 11, page 61 (*)]; et 'on aura

(2) rcosa = Az, rcosB =Ay, rcosy = Az,

On trouvera pareillement, en considérant la quantité r comme infini-
ment petite, et négligeant les infiniment petits du second ordre,

rocosa, = Az — <—(’£ Az +- géAy-l— % Az),

ox ay
_ on dan dan
(3) rocosﬁo_Ay—<d—xAx+a—}7Ay+& Az),
ro oSy, = Az — <g—i Az + %Ay+ 3—§Az>,
ou, ce qui revient au méme,
0 .
rocosa,=2r (co.soc — d—icosoc—— %cosﬁ — g—i 003y>,
0
(4) . recosfo= ;-(cgsﬁ—a%cosa—%cosﬁ—%%cosy),

9 o

A
| 70COSYo :r(cosy — 5o cosa — aycosﬁ — ?)lz cosy>;

3

(1) OEuvres de Cauchy, 8. 1, T. VII, p. 83.
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puis, on tirera des équations (4), combinées avec la formule (1),

2 2
<1—i—e> ‘—"(r—:> :+(cosa— %coso:— %cosﬁ—— o8 cosy)

: on an on 2
) . +<cos@—b—;cosa—g‘}—,cosﬁ—a—gcosy>
o+ <cosy — g—% cosa — gﬁ/ cos3 — :;Z, cosy,)z,v

Done, si lon fait pour abréger, comme & la page 62 du second Vo-
~ lume (1),
-A_<o£ :on\t [aL\?
() () (8
. 08 \? an 2 0z \2
o -
' 9 on\* (05
t= (a) +<?f> +<x —‘>’
| 9 95 - /on dn 95 [d¢ '
p= fm+<oy —) 5+ (%)
' _05 0k dn dn 9% o
VAR E_d~<dac ‘)+a dw+<(75_1>073’
— (95 _ )\ % _ 9n(om 9% 9%
(dx ‘)@*d‘ac(oy“>+ox ay’

on aura simplement

2
(8) <1+e> :Acos2a+Bco.s2“B ~+Ccos?y+2Dcosf cosy+2Ecosycosa+2F cosacosfP.

Les équations (5) et (8), qui coincident I'une et autre avec la for-

mule (12) de la page 199, fournissent le moyen d’exprimer la conden-
: sation ou dilatation linéaire mesurée par ¢ en fonction des angles «, °

B, ¥. Ajoutons que si, a partir de la molécule m, on porte sur la direc-

tion du rayon vecteur r une longucur équivalente & 1+ ¢, on aura, en

deswnant par )
Z4+X, y+Yy, 5+z

(1) OEusres de Cauc/zjr, S. I, T. VI, p. 85.
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les coordonnées de 'extrémité de cette longueur,

z
X — y — == (1-+2);
cosa  cosf3 cosy :

(9)

et qu’en conséquence la formule (8) donnera -
(10) Ax?+By*+ Cz2+2Dyz + 2Ezx + 2Fxy =1,

Donc U'extrémité de la longueur 1 + ¢ sera située sur la surface de I'el-
lipsoide représenté par I’équation (10). Enfin, si par cette extrémité
on mene une normale & Pellipsoide, les angles A, ., v compris entre-
cette normale et les demi-axes des coordonnées positives seront déter-
minés par la formule '

/ cosh’ .
Acosa + Fcosp + Ecosy

CoS .
(11) =
Fcosa + Bcosf + Dcosy

. cosv
" Ecosa + Dcosf + CGeosy

Lorsque le rayon vecteur r est dirigé suivant un des axes de Iellip-
soide, la dilatation ou condensation mesurée par ¢ se réduit a 'une de
celles que nous avons nommées condensations ou dilatations princi-
pales; et, comme, dans ce cas, la normale se confond elle-méme avec
le rayon 7, on tire de la formule (11), en y remplacant X par a, p. par §,

ety par v,

. Acosa +Fcosf +- Ecosy
cosot

(12) __ Feosa + Beosf +Deosy

cosf

__.Ecosa+DcosB + Ccosy
- cosy

Observons encore que, apres avoir déduit ¢ de I'équation (8), on
pourra, quelles.que soient les valeurs de «, B, vy, déterminer les angles
%oy Bo» Yo 2 laide des équations (4), ou, ce qui revient au méme, &

OFuvres de C.—$. 11, t. VIIL, 36

-
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Paide de la formule

CcoS ¢,
cosa — (%cosa—— %cosﬁ— gf:cosy
’ _ . cos B,
(13) . cos(i-(‘;—;cosaz——g;’—,cosﬁ—g—:cow
— COSYo —
h cosy — gécosoz— %cos@— %cosy o

Concevons maintenant que dans le premicr état du corps on mene
par la molécule 7 un plan perpendiculaire au rayon vecteur r,, ct
soient m,, m,, ... des molécules choisies arbitrairement dans le plan
dont il s’agit. Désignons d’ailleurs para,, by, c, et par a, b, ¢ les angles
que le rayon vecteur mené de la molécule 7 4 la molécule m, forme
dans le premier et dans le second état du corps avec les demi-axes des
coordonnées positives. On aura nécessaircment '

.

(14) COS oty COS &y =+ €05 3, cosh, 4 cosy, cosc,=o. .

De plus, les angles a,, by, ¢,, a, b, ¢ devant étre liés entre eux de la

méme maniere que les angles ay, By Yo» %, B, ¥, On aura encore

C0Say
& ok 0¢
cosa — py cosa — (7)—/ cosb — by cosc
_ cosh,
(15)  cosb — 7 cosa— 1 gogp _ 01
. cosb E cosa 3y cosb )= cosc
. cosc,
- ¢ ¢ d¢
cos¢ — 3% cosa— ¢T}’COSb ——()—scosc

Or, si dans I'équation (14) on remplace les quantités
coso,, CoSPy, COSye; c€Osa,, cosh, cose,

par les dénominateurs des fractions comprises dans les formules (13)
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et (15), on en tirera, eu égard aux équations (6) et (7),

(Acosa+FcosB -+ Ecosy)cosa+ (Fcosa + Beosf + Dcosy)cosb
~+ (Ecosa +Dcosf + C cosy)cosc=0;

(16)

puis on conclura de cette derniere combinée avec la formule (11)
(17) cosa cosA + cosb cosp +-cosc cosy =o.

Donc, dans le nouvel état du corps, le rayon vecteur mené de la molé-
cule 7 4 la molécule 7, formera un angle droit avec la normale menée
par Pextrémité de la longueur 1 + ¢ & Pellipsoide que représente 1'é-
quation (10), ou, en d’autres termes, ce rayon vecteur sera paralléle
au plan tangent & I'ellipsoide; et, comme on pourra en dire autant de
tout rayon vecteur qui joindra la molécule 72 3 'une des molécules m,,
my, ..., il est clair qu'un plan unique, paralléle au plan tangent, ren-
fermera toutes ces molécules. D'ailleurs I'ellipsoide représenté par I'é-
quation (1o0) est semblable a celui dans lequel se transforme une
portion infiniment petite du corps comprise-sous une surface sphérique
dont le centre coincide avec la molécule nz, tandis que le corps se con-
dense ou se dilate; et les axes des deux ellipsoides sont, non seulement
proportionnels, mais encore dirigés suivant les mémes droites, d’ol il
résulte que les plans tangents menés a ces deux ellipsoides par des
points situés sur un seul diametre sont paralléles entre eux. On peut
donc énoncer la proposition suivante : '

TutoreME I — Supposons qu’un corps se condense ou se dilate parleffet
d’une cause quelconque. Concevons d’ailleurs que !'on construise, dans
Uétat primitif du corps, une sphere infiniment petite, qui ail pour centre
la molécule m, et qui renferme en outre un grand nombre de molécules
voisines, puis, dans le second état du corps, Uellipsoide dans lequel cette
sphére s'est transformee. Les molécules primitivement situces pres de la
molécule m : 1° sur un diameétre de la sphére; 2° dans un plan perpendi-
culaire & ce diamétre, se trouveront transportées, apres le changement
d’état du corps : 1° sur le diamétre de Uellipsoide correspondant au dia-
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métre donné de la sphére; 2° dans le plan diamétral paralléle aux plans
tangents menes a lellipsoide par les extrémiiés du nouveau diameétre.

.Au reste, pour établir directement le théoréme qui précede, il suflit
d’observer qie, apres le changement d’état du corps, les molécules pri-
mitivement situées, prés de la molécule 72, dans un plan tangent a la
sphere, doivent évidemment se trouver transportées dans le'plan tan-
gent a I'ellipsoide, et que d’autre part des molécules trés voisines, pri-
mitivement comprises dans des plans paralleles, devront encore étre,
apres le changement d’état, renfermées dans des plans de cette espece.

Si la molécule 7’ est tellement choisie que, dans le second état du
corps, le rayon vecteur 7 mené de m i m/ coincide avec un des axes de
Pellipsoide, la dilatation ou condensation mesurée suivant le rayon
vecteur r sera 'une des dilatations ou condensations principales, et
dans le méme cas, mais dans ce cas seulement, les molécules m,,
m,, ... primitivement situées pres de m sur le plan perpendiculaire &
la droite qui joignait les points matériels m, m/, se trouveront encore
sur un plan perpendiculaire au rayon r. 11 est aisé d’en conclure que
des molécules primitivement comprises dans une surface normale 4 la
droite qui joignait les points matériels m, m’, jouiront de la' méme pro-
priété dans le nouvel état du corps, si dans cet état le rayon vecteur
mené de m & m’ est 'un de ceux suivant lesquels se mesurent les con-
densations ou dilatations principaies. On peut d’ailleurs considérer,
dans les deux états du corps, la distance trés petite qui sépare les
points m et m' comme I'élément d’une courbe’ qui couperait & angles
droits la surface ci-dessus mentionnéc; et I'on est ainsi conduit a la
proposition suivante : ‘

Tutoreme II. — Quand un corps se dilate ou se condense, pour. que
des molécules primitivement situées : 1° sur une certaine surface; 2° sur
une courbe normale a cette surface, se trouvent encore, apres leur deépla-
cement, sur une surface et sur une courbe qui se coupent a angles drotts,
i est nécessaire et il suffit que la tangente menée a la seconde courbe, par

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



A LA CONDENSATION OU A LA DILATATION DES CORPS. 285

le point ot celle-ci réncontre la seconde surface, offre l'une des directions

sutvant lesquelles se mesurent les dilatations ou condensations principales.

Considérons maintenant un corps solide élastique dont la surface
libre soit soumise en chacun de ses points & une pression normale,
par exemple, & la pression atmosphérique; et supposons que, pour
établir les équations d’équilibre ou de mouvement de ce corps, on ait
recours aux principes ci-dessus développés (pages 203 et suiv.), ou,
ce qui revient au méme, aux principes exposés dans le précédent ar-
ticle, en se bornant toutefois au cas ou I'élasticité reste la méme dans
tous les sens. Alors, en chaque point du corps pris dans un état dis-
tinct de I'état naturel, trois directions, désignées sous le nom de prin-
cipales et perpendiculaires entre elles, correspondront en méme temps’
aux trois pressions ou tensions principales et aux trois condensations
ou dilatations principales. D’ailleurs, en un point quelconque de la
surface libre, la pression extérieure, étant, par hypothése, normale 2
cette surface, sera nécessairement une pression principale. Donc la

" condensation ou dilatation linéairc mesurée trés prés de cette sur-
face et suivant une direction normale sera l'une des condensations ou
dilatations principales. On arriverait encore évidemment 4 la méme
conclusion, si la pression extérieure supportée par la surface libre du
corps élastique se réduisait & zéro. Cela posé, on déduira immédiate-
ment du théoréme II une nouvelle proposition dont voici 'énoncé :

Tukortme HI. — Si, [élasticité d’un corps étant la méme dans tous les
sens, la surface libre de ce corps est soumise & une pression normale ou a
une pression nulle, landis que ce corps passera de U’état naturel & un
nouvel état, une droite comprise entre deux molécules situces pres de la
surface libre, et primitivement normale a cette surface, ne cessera pas de

la couper a angles droits.

Concevons & présent que le corps élastique se réduise dans son état
naturel & unc plaque trés mince et comprise entre deux plans paral-
léles qui soient soumis a des pressions normales. Supposons, de plus,
que, cette plaque venant & changer d’état, sa forme varie tres peu, et
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de maniere que les déplacements des molécules soient tres petits. Les
deux plans paralleles qui terminaient primitivement la plaque se trans-
formeront en deux surfaces courbes dont les courbures principales
seront trés petites en chaque point; et l’épaisseﬁr de la plaque, me-
suréc aprés le changement d’état, sur 'une quclconque des droites
normales & I'une de ces deux surfaces courbes, différera trés peu de
I'épaisseur primitive, c’est-a-dire de la distance qui sépardit d’abord
les deux plans ci-dessus mentionnés. Ajoutons que, en vertu du troi-
‘siéme théoréme, les diverses molécules primitivement situées sur une
perpendiculaire commune aux deux plans dont il s’agit se trouveront
transportées sur un petit arc de courbe qui coupera ces deux surfaces
courbes & angles droits. Dailleurs, ce petit arc de courbe se confondra
sensiblement avec sa corde et de telle sorte que, si I'on regarde I'épais-
seur de la plaque comme une quantité infiniment petite du premier
ordre, la distance entre I'arc et la corde sera infiniment petite du se-
cond ordre. Il y a plus, on pourra en dire autant d’'un élément de I'arc
en question et de la corde de cet élément; d’ol il suit que cette der-
niere corde prolongée sera sensiblement normale aux deux surfaces
courbes. On pourra donc énoncer encore le théoreme suivant :

.

Tutoreme IV, — Si une plaque elastique trés mince et primitivement
comprise entre deux plans paralleles se condense ou se dilate, mais de ma-
niére que sa forme varie tres peu, deux molécules, przhzitivément situées

- sur une perpendiculaire commune aux deux plans, se trouveront, apres le
changement de forme de la plaque, sur une droite sensiblement normale
aux deux surfaces qui remplaceront ces mémes plans.

Si I'on supposait la plaque élastique primitivement comprise, non
entre deux plans paralleles, mais entre deux surfaces courbes séparées
I'une de I'autre par une distance trés petite et constante dans toute
I'étendue de la plaque, alors, en raisonnant toujours de la méme ma-
niére, on obtiendrait, au licu du théoréme IV, la proposition suivante :

Tutorime V. — Si une plaque élastique, primitivement courbe, mais trés

munce et d’une epaisseur constante, se dilate ou se condense de manicre’
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que sa _forme varie trés peu, deux molécules, primitivement siuces sur une
droite sensiblement normale aux deux surfaces qui terminaient la plaque,
se trouveront encore, apres le changement de forme de ces deux surfaces,
sur une droite qui pourra étre considérée comme perpendiculaire & U'une
et a l'autre. ’ ’

‘En terminant cet article, nous ferons observer que, si un corps subit
a différentes époques des changements de forme quelconques, la dila-
tation ou condensation définitive d’un volume trés petit, qui renferme-
rait néanmoins avec la molécule 7 un grand nombre de molécules
voisines, se déduira sans peine des dilatations ou condensations suc-
cessivement éprouvées par-ce volume aux époques dont il s’agit. En
cffet, soient v,, u,, ... les quantités propres & mesurer ces derniéres
dilatations ou condensations, en sorte que le volume en question varie
"2 une premiere époque dans le rapport de 1 2 1+ u,, & une seconde
époque de 1 & 1+ v,, etc. Le méme volume aura définitivement varié
dans le rapport de I'unité au produit (1-+v,) (1+v,).... Donc, si l'on
nomme v la quantité propre & mesurer la dilatation ou condensation
définitive de ce volume, on aura ‘

.

(18) . . |+v:(l+v‘)(1+u2)...‘.

Si les changements de forme successivement éprouvés par le corps
sont peu considérables, alors v,, v, ..., v seront des quantités tres
petites, et la formule (18) donnera sensiblement

{19) ' V= U Uyt
L’équation (19) comprend un théoreme dont voici ’énoncé :

Tutortme VI. — Si un corps subit a diférentes époques des change-
ments de forme trés peu sensibles, la dilatation ou condensation définitive
qu éprouvera le volume d’un des éléments de ce corps sera la somme des

dilatations ou condensations successivement éprouvées par le méme vo-
lume.
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ET LE

MOUVEMENT D’UNE LAME SOLIDE.

§ 1. — Considérations générales.

Considérons une plaque solide qui offre dans I'état naturel une
¢paisseur trés petite, et qui se trouve alors comprise entre deux sur-
faces cylindriques trés voisines I'une de 'autre. Supposons, en outre,
que cette plaque s’étende indéfiniment dans le sens de sa longueur,
c’est-b-dire dans la direction des génératrices des deux cylindres, mais
qu’elle soit terminée, dans le sens de sa largeur, par deux plans pa-
ralleles & ces génératrices. Un élément de la plaque, rénfermé entre
deux plans trés voisins et perpendiculaires aux génératrices dont il
s’agit, sera ce que nous nommerons une lame solide; et, par suite, la
longueur de cette lame coincidera précisément avec la largeur de la
plaque. Concevons maintenant queé la plaque, et les lames solides dont
clle se compose, viennent & changer de forme, mais de maniere que
les surfaces qui la terminent ne cessent pas d’étre cylindriques, et que
des molécules, primitivement situées sur unec parallele aux généra-
{rices- des deux cylindres, satisfassent encore i la méme condition
apres leur déplacement. Supposons d’ailleurs que, dans le nouvel état
de la plaque, on applique aux molécules qui la constituent des forces
accélératrices données, et aux surfaces cylindriques qui la terminent
des pressions extérieures normales & ces surfaces. Enfin, admettons
que, les forces accélératrices étant dirigées comme les pressions dans
des plans perpendiculaires aux génératrices des deux cylindres, les
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dircctions et les intensités de ces forces et pressions, ainsi que la na-
ture et la densité de la plaque, soient les mémes pour tous les points
-situés sur une parallele & ces génératrices. Les équations d’équilibre
ou de mouvement de la plaque, qui seront en méme temps celles de
chacune des lames qui la composent, coincideront évidemment avec
les équations d’équilibre ou de mouvement de la section faite dans la
plaque par un plan perpendiculaire aux génératrices des cylindres.
Donc, pour déduire ces équations des formules qui expriment généra-
lement les lois de I'équilibre ou du mouvement d’un corps solide, ¢’est-
a-dire des formules (2) ou (25) des pages 196 ou 202, il suffira de ‘
fairc abstraction de 'une des trois dimensions de ce corps. Cela posé,
rapportons tous les points de I'espace & trois axes rectangulaires des
x, y, %, et prenons pour axe des = une droite parallele aux génératrices
des surfaces cylindriques qui terminent la plaque.

Soient d’aillcurs, dans I’état d’équilibre ou de mouvement de cette
plaque, ' '

m une molécule comprise dans le plan des «, y;

&, ¥ les coordonnées de cette molécule;

e la densité de la plaque au point (@, y);

¢ la force accélératrice appliquée 4 la molécule m;

X, Y les projections algébriques de la force ¢ sur les axes des @ et y;

rp 'l?s pressions ou tensions exercées au point (@, y) contre des
plans perpendiculaires & I'axe des « et  I'axe des y;

A, F les projections algébriques de la pression ou tension p’ sur les
axes.des z et y; .

F, B les projections algébriques de la pression ou tension p” sur les
memes axes. ’

On trouvera, sil y a équilibre,

oF  dB
5‘%+0—)/-+p.Y—o.

JA
oz

JF

-+~ +pX=o,
Si, au contraire, la plaque se meut, alors, en désignant par { la force

OEuvres de C. — S. 11, t. VIIL T 37
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. accélératrice qui serait capable de produire le mouvement effectif de
la molécule m, et par &, & les projections algébriques de cette force
sur les axes coordonnés, on trouvera -

JdA  JF . oF 0B .
. (2) d—x—l—w—!-p(X——&“)_o, d—x-i—?y-—i—p(Y—éy)_o.

Dans 'un et 'autre cas, si I’on nomme

«, B les angles compris entre les demi-axes des coordonnées positives
et un autre demi-axe 00’ mené arbitrairement par le point (z, y);
" p la pression ou tension exercée au point (x, ) contre le plan perpen-
diculaire & ce demi-axe et du coté qui le regarde;
A, 1 les angles formés par la force p avec les demi-axes des x et y posi-
tives, '

on aura, en vertu des formules (3) de la page 197,
(3) pcosh=Acosa -+ Fcosp, pcosy.;Fcoéa—i—Acosﬁ.

Enfin, si lon suppose le point (2, y) situé sur 'une des surfaces cy-
lindriques qui terminent la plaque, et si I'an fait coincider le demi-axe
00’ avee la normale & cette surface, les valeurs précédentes de p cos),
pcosy devront se confondre, au signe pres, avec les projections algé-
briques de la pression extérieure -appliquée 4 cette surface dans une
direction normale. Donc, si 'on désigne alors par P la pression exté-

ricure correspondante au point (x, y), on aura encore .
(4) Acosa+ Fcosp=—Pcosa, Fcoso + B cosp =— P cosf.

On ne doit pas oublier que ces dernieres formules subsistent seule-
ment pour les points situés sur les surfaces cylindriques ci-dessus
mentionnées. .
Il reste & faire voir comment des équations (1), (2) et (4) on peut
déduire celles qui déterminent & un instant quelconque, dans I'état
. d’équilibre ou de mouvement, la forme de la plaque ou plutét de la
section faite par le plan des z, y, et, en particulier, les divers change-
ments de forme de la ligne qui, étant comprise dans ce méme plan,
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" divisait primitivement I'épaisseur de la plaque en deux parties égales.
Toutefois, comme la détermination de cette ligne, que nous appelle-
. rons ligne moyenne, s’effectue de diverses maniéres et entraine des
calculs plus ou moins étendus, suivant que I'on considere une lame -
élastique ou non élastique, naturellement plane ou naturellement
courbe, d’une épaisseur constante ou d’une épaisseur variable, nous
renverrons le développement de ces calculs aux paragraphes suivants.

.

§ II. — Equations d’éguilibre ou de mouvement d’une lame
naturellement droite et d’une épaisseur constante.

Concevons que, dans 1’état naturcl de la plaque ci-dessus mention-
née, les deux surfaces cylindriques qui la terminent se réduisent a
deux plans paralleles, séparés 'un de P'autre par une trés petite dis-
tance. Chacune des lames qui composeront cette plaque sera ce qu’on
peut appeler une lame naturellement droite et d'une épaisseur con-
stante. Cela posé, représentons par 24 I'épaisseur naturelle de la
plaque, et prenons pour plan des «, y celui qui divisait primitivement
cette épaisseur en deux parties égales. Supposons d’ailleurs que, dans
le passage de I'état naturel & I'état de mouvement, les déplacements
des molécules soient tres petits. La ligne moyenne de la section faite
par le plan des @, y, apres avoir coincidé dans I'état naturel avec I'axe
des o, deviendra, en vertu du changement de forme de la plaque, une
courbe plane, mais dont Iordonnée sera trés petite. Désignons par
JS(x) cette ordonnée. Soit, de plus, rla différence entre I'ordonnée y
d’une molécule quelconque 2 correspondante a I'abscisse et 'ordon-
née f(«) de la ligne moyenne, en sorte qu'on ait généralement

(5) n y=Jf(z)+r.
Soient enfin
(6) : z—& y—mn

. e ’ . P AN '_
les coordonnées primitives de la molécule 7 qui, dans T'état d’équi

libre ou de mouvement, coincide avec le point (w, »); & m seront des
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fonctions de @, y qui serviront 3 mesurer les déplacements de cette’
molécule parallelement aux axes; et, si I'on considere ces déplace-
ments comme infiniment petits du premier ordre, la fonction f(x)
sera encore unc quantité infiniment petite, ainsi que sa dérivée f'(x).
Il est aisé d’en conclure que, sil'on veut prendre pour variables indé-
pendantes « et r au lieu de x et y, il suffira d’écrire, dans les formules
(1) et (2), la lettre 7 & la place de la lettre y. Soient effectivement,
dans le cas ol I'on regarde «, y comme variables indépendantes,

o A=F(z, ),
A IA
8) - Z—;Z:(D(x, P G =X,

" On tirera des formules (5)et(7), en regardant et r comme variables

indépendantes,

(9) Y—r@,  E=u

et ‘

(10) %%=®<x,y>+xw,y>§§,. B —X(@n%,
01?, ce qui revient au mém(;, |

M HEt@m+X@af@, =X,

Donc, en négligeant vis-a-vis de ®(z, y) le terme X(z, y) /(@) qui
est infiniment petit, on aura simplement

' A oA .
(12) 5}—;:(1)(.7;, ) b—;:X(x,y).

Or, de ces dernieres équations, comparées aux formules (8), il résulte
que, si Uon prend pour variables indépendantes « et » au lieu de x
et y, on devra, aux dérivées particlles

oA~ 0A
oz’ dy

>
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substituer les suivantes : :
o oA 0A
9z’ or
Cette conclusion demeurant exacte, tandis que ’on rerhplace la lettre
A par la lettre B ou par la lettre F, on tirera des équations (1) et (2) :
1° -en supposant que la plaque soit en équilibre,

JA JF JoF JB

(13) 7 0r+pX_ , 3z T or +pY=o0;

2° en supposant que la plaque se meuve,

JdA  oF i JF 0B
(14) (‘)-‘;—l—'(’)—l‘.—i—f?(x—e(/\a)——o, % +0r

-+ p(Y — ZY) =o,
Ajoutons que les formules (28) de la page 203, qui fournissent des
valeurs trés approchées de &, & dans le cas ol 'on considére « ety
comme variables indépendantes, subsisteront encore & trés peu preés,
quand on regardera comme indépendantes les variables « et r. Donc
aux équations (14) on pourra substituer celles-ci :

JA  OF 0& oF 0B d*n

(15) deTortPX=reoa Gt PY"Pdtz

Quant aux formules (4), il résulte des suppositions admises qu’elles
donneront & trés peu pres, pour r = — A et pour r = 4,

(16) F=o, B=—P.

En effet, dans I'état naturel de la plaque, la section faite par le plan
des , y était renfermée entre deux droites paralleles & axe des «, et
représentées par les équations

(17) y=—h, y=~h

Or les deux courbes, dans lesquelles ces deux droites se transforment
en vertu des déplacements infiniment petits des molécules, different
trés peu de ces mémes droites. Donc, si I'on désigne par a, B les angles
que forme la normale 4 'une de ces courbes avec les demi-axes des «
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et y positives, on aura sensiblement, ¢’est-a-dire en négligeant des
quantités infiniment petites, .-

(18) ' cosa = o0, cosf=1.

D'ailleurs les angles dont il s’agit sont évidemment ceux que compren-
nent les formules (4), et qui déterminent la direction de la normale &
P'une des surfaces cylindriques entre lesquelles la plaque se trouve
définitivement renfermée. Done les formules (4), qui subsistent pour
tous les points de chacune de ces surfaces, se réduiront sensiblement
aux équations (16). Enfin, comme une droite primitivement perpendi-
culaire & I'axe des @, et propre & mesurer la demi-épaisseur de la
plaque dans I’état naturel, changera trés peu de longueur et de direc-
tion, en vertu des déplacements infiniment petits des molécules, il
est clair que, dans I'état d’équilibre ou de mouvement, — 4 et + A
seront & trés peu pres les valeurs de r correspondantes aux deux
courbes qui remplaceront les lignes primitivement représentées par
les équations (17).

Concevons maintenant que, dans les equatlonb (13), (15) et (16),
on développe les quantltes

A, F, B, X, Y, & u
considérées comme fonctions de « et de 7, suivant les puissances as-
cendantes de la variable r; et soient, en conséquence,
) r2
(19) ' ) A:AO+A1"+A2;+...,

"
(20) F= Fo+l‘1r+F2 +F3 3+..., B= B0+B|7+Bg —|—B3 sg e

"2 . 2
(1) X=X+ X+ X =, Y= Yot Yor+ Voo e,
2

7'2 r
(22) E =& +&r +& S+ M=o M Ny

AO’ Fm B(H Xo» Yo’ Eo; Nos A,, F“ B“ X,, Y“ 2,, g3 oes désignant des
fonctions de la seule variable 2. Supposons d’ailleurs constantes la
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pression P et la densité A relative i I'état naturel de la plaque. La den-
sité p, infiniment peu différente de A, pourra elle-méme étre regardée
comme constante; et les formules (13), qui doivent subsister quel que
soit r, donneront

(23) dA°+F1+px0_o, ‘%+Fg+px1=o,
' dF
(24) CZ;FO—I—BI—I—-pYo__O, (CliFi +B2+pY1_o, d—;-i-Bs-l- pY,=o,

tandis que 1'on tirera des formules (15)

dA dA 025 '
(25) d°+1‘,+px0 P jf;, d—;+1«*2+px4=p-a—t;‘, s
: 9? dF Lo
(26) ZFO-FBi““PYo—Pdotz ) ‘2—1‘2 +Bz+PY1——-P"§g£’ d—z—l-Bs‘FPYz:P—dT?;

Mais les formules (16), qui doivent étre vérifiées seulement pour

. r=—h et pour r= A, donneront
2 . 12
‘ F0+F2%+...:o, F1+Fa—g-—|—...:0;
2
(7) -h? “he
B0+B2—2—+...—_—_.—P, B1+Bs§ +...=o.

Il est impoftant d’observ.er que, dans les formules précédentes,
| . Ay Foy Boy Ly Mo
représentent les valeurs de
A; F, B, & 0.
qui correspondent i une valeur nulle de . Done
| An By ot Fu B,

expriment les projections algébriques des pressions ou tensions exer-
cées tontre des plans perpendiculaires aux axes des « et y en un point
~de la ligne moyenne; et £, n, expriment les déplacements de ce point

3\

mesurés & partir de sa position primitive parallelement aux mémes
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axes. Or le second dec ces déplacements ne sera évidemment autre

chose que ordonnée de la ligne moyenne, en sorte qu’on aura identi-
quement ’ '

(28) 0= f(&).
Quant aux quantités |

Ay Fyy By, & omy Ay By By Byomy
elles exprimeront les valeurs de

0A  JF OB 9t dn A °F 0B #E  0'n
or’ or’ or’ 9 or’  orr’ ot ort’

correspondantes & 7 = o. Enfin
(29) X09 XU XE’ ey Yo’ YU Yz:
‘représenteront ce que deviennent, pour r = o, les quantités

X X . oY o0°Y
(30) X, —(F, d—]_;a seey .1, -0_1“7 E'_E,

D’ailleurs, si X, Y considérées comme fonctions des variables @, y
sont continucs par rapport i ces variables, les expressions (30) différe-
ront tres peu des fonctions qu’indiquent les notations

(31) X rX o¥ oY
Q » dy’ d.}’.l, > ’ 3)77 0]2’

dans le cas ot I'on regarde @, y comme variables indépendantes. Done,
pour obtenir les valeurs trés approchées des quantités (29), il suffira
de poser, dans les expressions (31), r= o, ou, & trés peu pres, y = o.
L’erreur commise alors, étant du méme ordre que les déplacements &,
1, devra étre considérée comme infiniment petite.

Il reste & montrer ce que deviennent les formules (23), (24), (25),
(26) et (277), dans le cas ol la quantité A est tres petite. Or, si 'on né-
glige dans une premidre approximation tous les termes qui ont pour
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facteur 42, comme on devra le faire effectivement, si, 4 étant du méme

ordre que les déplacements &, v}, on attribue au temps ¢ une valeur peu
considérable, on tirera des formules (27)

(32) Fy=o, By,=—7D, Fi=o, By=o; .

puis, des formules (23) et (24),

s

(33 E{/—I}—O-l-p}(o:o, Y=o,

dx
tandis que les formules (25) et (26) donneront

02‘00'

Yo= a7

(34) — e pXy=p—2
La premiere des formules (33) détermine, dans le cas d’équilibre, la
valeur de la pression ou tension A,. Quant  la seconde de ces for-
mules, elle exprime qu’une lame naturellement droite, et d'une épais-
seur constante, mais tres petite, ne peut rester en équilibre aprés un
changement de forme presque insensible, 2 moins que les forces accé-
lératrices gppliquées aux diverses molécules ne soient dirigées i trés
peu pres dans le sens de la longueur de cette lame. Cest ce qu'il était
facile de prévoir. Ajoutons que les formules (33), unc fois admises,
entrainent les formules (34) dont la seconde détermine, pour des va-
leurs peu considérables dez, I"ordonnée 1, de la ligne moyenne; quand
la plaque est en mouvement. ‘ :

La pression A, n’est que le premier terme du développement de la
pression A suivant les puissances ascendantes de 7. Si 'on veut déter-
miner, dans le cas d’équilibre, le coefficient A, du second terme de ce
méme développement, il faudra recourir 3 une approximation nou-
velle, en supposant que la quantité %, quoique fort petite; devienne
tres supérieure aux valeurs numériques des déplaceménts E, vj, et con-
server, dans la premiere des formules (24), les termes proportionnels
au carré de /. 8i d’ailleurs on continue de négliger les puissances de A
d’un degré supérieur au second, les formules (27) pourront étre ré-

OFuvres de €.~ $. 11, t. VIII, T 38
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duites aux suivantes :

(35) Fom— 2w, B—_p_2 r=—2=2p, B=-2g
0—~—";‘ 20 0 —‘;Bz, 1—""6‘ 3 1—“'—6‘ 3

Or on conclura de celles-ci, combinées avec la seconde des équa-
tions (23) et avec les deux derniéres des équations (24),

L ht/dA A2
(36) F,= %(.d—'; +PX1>, Bo:—P—i-%le,
_m[ dA, L dX,
Par suite, la premiere des équations (24) donnera
. hg d2A1 h2 dX1 _

ou, ce qui revient au méme,

(39) o (B trr ) =0
Il est bon d’observer que, la quantité Y, devant étre, dans le cas d’¢-
quilibre, tres pe‘tite et du méme ordre que A2, le rapport %72—", que ren-
ferme la formule (39), ne sera pas nécessairement tres considérable,
comme on pourrait le croire au premier abord; et qu’en conséquence
la fonction A,, déterminée par cette formule, conservera généralement
une valeur finie, comparable i celle de A,. Comme d’autre part la va-

riable r, comprise dans les équations (19), (20), ete., est une quan-
“tité du méme ordre que 4, tandis que les valeurs de F,, B, fournies
par les équations (35) sont proportionnelles au carré de %, on conclura
des équations (19) ct (20) : 1° en négligeant, dans le développement
de A, les puissances de % supérieures a la premiere,

(40) A=A+ Ar;

2° en négligeant, dans les développements de F et de B, les puissances
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de A supérieures a la seconde,

r? rt 7t y r:
‘(41) F:F0+F2—2—:F0<1-—7l—2> B:Bo—i—B,; :Bo<l— 72;>—l 73
ou, ce qui revient au méme,

(42) F= 5(?1,[\1 -+ pX, ) (h?— r?), B=—P+ ;pY,(h‘-‘— ).

Ainsi, apres avoir déterminé les fonctions A,, A,, 4 l'aide des déux
équations

dA d?A 3Y, 1. dX,\
(43) T %= ;+P< +"£Y2+ Hf)zo’

il suffira de recourir aux formules (40) et (42) pour obtenir les va-
leurs approchées des pressions A, F, B relatives a I'état d’équilibre.

Si de I'état d’équilibre on passe & I’état de mouvement, il faudra,.
dans ]'es équations (42) et (43), remplacer les quantités ‘

(44) Xoo X3 ‘Yo, Y, Y,

par les différences

9%, 0%, . Y, “0%, Y. 0%, Y. — 02712_

@) X XJi—as Vom G NS BT

On trouvera donc alors, en négligeant les termes proportionnels au

carré de /7,

dr\o 25
Ze TPXe=P g

(46) ¢ ' 3
a2 A 3V, 1y . dX)\_ (3 &ny 19ty >
( —d—‘cl <"'/#+EY2+‘J;>'—P<71'2W+2 oF " 9zoB)’
et, en négligeant les termes proportionnels au cube de 4,
1 dA1 » d Ei 2 .2
, F:;[dx p<x, dl,) (2 r2),
(47) 3
. , 0'm

-
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Quant 4 la valeur approchée de A, elle continuera d’étre déterminée
-par 'équation (40), I'erreur étant du méme ordre que A°.

Dans le cas particulier ot la force accélératrice 9 est supposée nulle,
ses projections algébriques X, Y et, par suite, les quantités X,, X3 Yo

Y,, Y, s’évanouissent. Donc.alors les equatxons (46) et (47) se ré-
duisent aux suivantes :

P P (n +2dq‘>J
8 dA, 0%, d*A, 3 UTEN YT T oz
W) T TP TR oo ’

(o) F=i(L—pZ2) =), B=—P—foTRue—r.

Nous ajouterons ici une remarque importante. Si, aprés avoir divisé
la plaque, prise dans I'état d’équilibre ou de mouvement, en lames .
solides, on désigne par /la largeur d'une de ces lames, la section faite
dans cette lame par un plan pefpendiculaire a I'axe des z, ct corres-
pondant & I'abscisse @, supportera une tension ou pression dont les
projections algébriques sur les axes des « et y seront reprebcnteeb a
tres peu pres par les produits

SI Ndr=1 (A°+A1r)d1_2Ahl
—h

3 [3
lf Fdr:lf F I—-ﬁ dr—éF hi
—h —h ~ s - 3 o

et dont le point d’application aura pour ordonnée la valeur de y déter-
minée par la formule

(50)

{ Ardr
2
(5[) _}’:TJQ-F'—;{}*-—:'(]O %.%—1.
l Adi ¢
—h
Cela posé, le produitr
(52) : 2 Aok I(y —no) = 2A, A3
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" représentera, au signe pres, le moment (') de la pression ou tension
ci-dessus mentionnée par rapport 4 I'axe qui, étant perpendiculaire au
plan des «, y, renferme le point de la ligne moyenne correspondant &
I'abscisse «. De plus, ce moment sera du méme ordre que le produit
sFoAl, qui représentc la projection algébrique de la force sur l'axe
des y, c'est-a-dire de I'ordre de A%; puisque la quantlte F,, déterminée
par P'une des formules

) dA YZN
P (%) Reg (G e )

sera de I'ordre de 2%. Quant & la projection de la méme force sur I’axe
des «, elle sera de I'ordre de /4 seulement; d’ott 'on peut conclure que

la direction de cette force formera un trés petit angle avec I'axe des «.
- Pour appliquer les diverses équations que nous venons d’établir & la
détermination des changements-de forme qu’éprouvent la plaque ou’
lame proposée, et la ligne moyenne de la section faite par le plan des
x, y, il est nécessaire de tenir cofnpte des relations qui existent entre
les tensions ou pressions A, F, B et les déplacements &, n. Or ces rela-
tions dépendent de la nature de la plaque et de la matiere dont elle est
formée. Si 'on considere en particulier une lame élastique et homo-
gene, dont P'élasticité soit la méme dans tous les sens, alors, en adop-
tant les principes énoncés dans 'un des précédents Articles (p. 215
et 216), et prenant x, y pour variables indépendantes, on aura, en

vertu des formules (67) ¢t (70) de la page 216,
dE | dn | dn
dx + x)’

53 A=i% 1Ky, F= —k< A—+I(u,
, oy gy

k, K désignant deux quantités constantes, et v la dilatation du volume
donnée par I'équation

) 9 , dn.

4 = 2=

(1) Ce qu'on appelle le moment d'une force par rapport & un axe n'est autre chose
que le produit de cette force par la plus courte distance entre I'axe et la droite suivant
laquelle elle agit.
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Par suite, si I’on fait, pour plus de commodité,
(55) , k+K=10K,

et si 'on prend pour variables indépendantes x ¢t r, au lieu de @ et y,

on aura .
A L F__6—1/9%  on ‘B9 ,on
66 R=05+5 k= (mTE) K=l

Lorsque, dans les formules (56), on substitue aux fonctions A, ¥, B,
&, v leurs développements ordonnés suivant les puissances ascendantes

de la variable r, alors, en égalant entre eux les coefficients des puis-
sances semblables de r, on trouve

A, ,dE, F. 6—1 (dn, B, _ dE,

(‘K‘—eﬁ”“ Péniare (dx+5“ K~z o
(57) 1. '

Ay, dy F, _ 0—1 (dn, B, _ di, )

(-K——-ec%-l*my K= (@—-’1—52)’ ._K—dx_,'_en”

puis, en combinant les formules (57) avec les équations (32), on en

conclut
__ dn, 1 fdE,
s b= m="7 <a’:c K>’
58
( ) dﬂl 1 (12.&0 1 d£1 1 dzﬂn
£ gm I L fa I 4,
2T de 0 da? 7T 0dx 6 da?

Les valeurs précédentes de &,, 7,5 &y, 7, sont exacles, aux quantités
pres de 'ordre de A2. En substituant ces mémes valeurs dans les deux
premieéres des formules (57), on en tire

d P . d?
Cela posé, les équations (43), qui sont relatives & I'équilibre d’une
lame solide, donneront, pour une lame élastique,

(60) Q2 @ Eo

d 5 +X0:0,

%
(61) @t _ 3y Y,+dX

dz* — Rh? dz’

da
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Q désignant une constante positive déterminée par la formule
A L K
© (6 @=(6— l> =
(62) (°=3)3

Observons d'ailleurs que, si, aprés avoir multiplié pour A? les deux
membres de 1'équation (61), on négligeait les termes proportionnels

.

au carré de 4, on se trouverait immédiatement ramené i la seconde
des formules (33).

On pourrait douter, au premier abord; que les équations (6o), (61),
dans lesquelles §,, v, désignent de trés petites longueurs, fussent ap-
plicables a des cas ou la force accélératrice ¢ ne serait pas elle-méme
tres petite. Mais, pour dissiper ce doute, il suffit d’observer que la
quantité K et par suite le cocfficient Q2 sont généralement trés considé-

Ay e e

T2 tirée de I'équation (60), sera
3 4 ’ ) A @ . .

peu différente de zéro et du méme ordre que ;- Ajoutons que I'on

. ' dr . ‘
pourra encore cn dire autant de la valeur de Wﬂ;’, si, comme nous 'a-

rables. Il en résulte que la valeur de

vons supposé, Y, est une quantité tres petite du méme ordre que A*.
Quant a la quantité A2, il faudra, comme on'I'a dit, qu’elle soit de beau-
coup supérieure aux valeurs numériques des inconnues &,, ,, et par

conséquent a la valeur numérique de g—z’ afin que 'on puisse continuer

d’omettre les termes proportionnels aux carrés de ces inconnues ou de
leurs dérivées, tout en conservant les termes proportionnels au carré
~de k. Donc la force @ devra rester trés petite par rapport au produit
Q2h2. Mais il suffit, pour cela, que, le produit Q% ayant une valeur tres

- considérable, o conserve une valeur finie.
Les équations (Go) et (61) sont les seules qui subsistent pour tous
les. points de la ligne moyenne dans une lame élastiqué, homogene,
* naturellement droite et en équilibre. Chacune d’elles détermine sépa-
rément 'une des deux inconnues &, n, qui représentent, dans I’état
d’équilibre, le déplacement d’un point de Ia ligne moyenne parallele- °
ment A I'axe des @, et I'ordonnée de cette ligne. Ajoutons que, ces deux
inconnues étant ainsi déterminées aux quantités pres de Uordre de 42,
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les valeurs de A, &, v se déduiront avec le méme degré d’approxima-
tion : 1° de P’équation (40) réunie aux formules (59); 2° des for-
mules (58) combinées avee les formules (22) ou plutot avee les sui-
vantes :

(63) Elzz.o""&i"’ TN =+ 0y 7

~On trouvera de cette maniére, en ayant égard & la formule (62),

, dn, - Cor/fdt P
(64) ‘ E:&o—-l‘c—i;pa n:‘{)o-——-a<d—;+ﬁ>
et
- : dt dzy P
& v (k)= 7

Quant aux valeurs approchées de F ct de B, elles seront données par
les équations (42) et (59) ou, ce qui revient au méme, par les for-
mules

d? .
(66) F= ép(X,—.Q"d—;{-’) (h*— r2), B=—P+ -;-pli(/zz—-l'z),

et seront exactes aux quantités pres de I'ordre de A°.

Nous avons ici supposé que I'on commencait par déterminer, a l'aide
des ¢quations différentielles (Go) et (61), les valeurs inconnues &, 7,.
Mais, pour effectuer completement cetle détermination, il est néces-
saire de fixcr les valeurs des six constantes arbitraires que renferment
les intégrales générales de ces équations différentielles. On y parvien-

. dra sans peine, si les extrémités de la lame élastique sont toutes deux
fixes, ou 'une fixe et 'autre libre, en assujettissant les inconnues Eos Mo
aux conditions nouvelles que nous allons indiquer.

Concevons que, dans I'état naturel de la lame élastique, les extrémi-
tés dela ligne moyenne coincident avee I'origine et avec un point situé
sur axe des 4 la distance a de cette origine ; en sorte que ces exiré- ‘
mités correspondent aux abscisses '

x=o, z=aq.

Supposons d’ailleurs la lame terminée dans le sens de sa longucur par
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- deux plans perpendiculaires 4 la ligne moyenne. Enfin imaginons que
les extrémités de cette lame deviennent fixes, ou plutdt que, les extreé-
mités de la ligne moyenne étant fixes, les points renfermeés dans les
deux plans dontil s’agit soient assujettis de maniére a n’en point sortir.
Alors on aura, pour = o et pour # = &, non seulement
(67) go=o,

(68) . . 1y=0,

mals encore £ = o, quel que soit r, et, par conséquent,

‘ . 4
(69) . ﬁ =o.

Or les trois conditions qui précedent, et qui doivent étre vérifiées pour
deux valeurs différentes de «, fournissent le moyen de déterminer les
six constantes arbitraires que comportent les valeurs générales des
inconnues &, 1.

Supposons encore que la lame élastique offre une extrémité fixe, par
exemple, celle qui correspond 4« = o, mais que 'autre extrémité cor-
respondante & x = a soit libre. Alors les conditions (67), (68), (69)
devront étre vérifiées pour la valeur zéro de @, qui correspond & I'ex-
trémité fixe. De plus, si I'on considére un point («,y) renfermé dans
le plan mené par I'autre extrémité perpendiculairement 4 la ligne
moyenne, les projections algébriques de la pression exercée en ce point
contre le plan seront sensiblement équivalentes aux quantités A, F
données par’les équations (65) et (66). Done, si ce plan est soumis 2
la pression extérieure et normale P, les valeurs de A et de F, tirées des
équations (65) et (66), devront pour @ — a satisfaire, quel que soitr,
aux deux formules

(70) A=—P, - F=o,
qui entraineront les trois conditions

dt, ' 6—1 P
- —Fh

‘ s dky
(71) @ dz o p
v dl.n d&g
(72) _Iz'?o :O,. Q2 dd,’so :Xp
OEuvres de C.— S.11, t. VIIL ] : 39
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Or, a I'aide de ces conditions réunies aux formules (67), (68), (69),
on pourra déterminer encore les deux constantes arbitraires que com-
porte 'intégrale de I'équation (60), et les quatre constantes arbitraires
que comporte I'intégrale de I’équation (61).
" Si les deux extrémités de la lame élastique devenaient libres, les
conditions (71) et (72) devraient étre vérifiées pour x = a aussi bien
que pour x = o. Mais, apres avoir déterminé, a 'aide des conditions
relatives 4 o = o, les constantes arbitraires introduites dans la valeur
de &, par une premitre intégration, ou dans la valeur de v, par deux
intégrations successives, il faudrait renoncer 4 déterminer les trois
autres constantes arbitraires; et les conditions relatives & = a four-
" niraicnt seulement des relations qui devraient exister, dans le cas d’¢é-
quilibre, entre les forces accélératrices et la pression P. Il était facile,
au reste, de prévoir ces résultats, attendu qu’on ne trouble pas I'équi-
libre ’'une lame élastique dont les extrémités sont libres, lorsqu’on la
déplace tres peu, en faisant tourner cette lame sur elle-méme, ou en
transportant I'une de ses extrémités sur une droite parallele soit A
Paxe des @, soit 4 'axe des y.

Si la lame élastique, ayant.ses extrémités libres, se trouvait terminée
‘dans le sens de sa longueur par deux plans perpendiculaires, non plus
a la ligne moyenne, mais a.deux droites comprises dans le plan des x,
¥, et qui, prolongées en dehors de la lame, formeraient avec les demi-
axes des @ et y positives, la premiére les angles o, #', la seconde les
angles «”, B”, les valeurs de A, F ct B, tirées des formules (65)
et (66), devraient vérifier, pour o = o et pour # =a, non plus les
formules (70), mais celles que I'on déduit des équations (4), quand
on y remplace successivement les angles «, § par «, §' et par a”, §.
On aurait donc alors, pour z = o,

(73) Acosa’+ Fcosp'==—Pcoso/, Fcosa’+ B cosp/'=— P cosf/,
et, pour x = a,

(74) Acosa’+Fcosp'=—Pcosa’, Fcosa’+ Bcosp’=—P cosp.
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D’ailleurs, la qﬁantité F, qui est du méme ordre que A°, pouvant étre

négligée vis-avis de A, la premiere des formules (73) ou (74) se

réduirait encore & ' '

A=-P,

et entrainerait : 1° la condition (71); 2°la premiere des conditions (72).
' Mais la seconde des conditions (72) se trouverait remplacée par celle

que I'on déduit de la seconde des formules (73) ou (74), combinée

avec les formules (66), ¢’est-a-dire par 'une des deux suivantes :

. : d?n, cosf3! '
2 —_—
(75) . Q da® - 1+ Y cosot’’
d*n, cos B’
2 - .
(76) @R =X

1l scrait encore facile de voir ce qui arriverait si I'un des plans qui
terminent la lame élastique supportait une pression différente de P.
Ainsi, par exemple, concevons que le plan correspondant & « = o reste
perpendiculaire i la ligne moyenne, et supporte en chaque point une
pression normale désignée par @. Alors il faudra substituer @ 4 P, dans
la premiere des formules (70), et, en conséquence, la fbrmulc (71)
devra étre remplacée par la suivante : '

(77) 9*%2:%(%—%’)

II cst essentiel de remarquer que, en vertu des formules (59) et (62),
la premiere des expressions (50) et I'expression (52) deviennent res--

pectivement
di, P
220
(8 afp - T)u
: - d*n
(79) L e el

Donc les produits (78) et (79) représentent, dans unc lame élastique
dont la largeur est { : 1° la projection algébrique sur I'axe des « de Ia
pression ou tension supportée par un plan perpendiculaire i cet axe;

-
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2° le moment de cetle pression ou tension par rapport 2 une droite
qui, étant perpendiculaire au plan des «, y, renfermerait le point
de la ligne moyenne correspondant & 'abscisse . D’ailleurs, si 'on
nomme ¢ le rayon de courbure de cette ligne, on aura

d2n0

dx?
LY R
- 3

(@]

ctl’on en conclura, en négligeant les infiniment petits du second ordre,

{

o}

— P,
T dx?

(80)

L S

Donc, I'expression (79) pourra étre réduite 3

v

(81) +1oQ

Par conséquent, le moment ci-dessus mentionné sera en raison directe
de Ia largeur de la lame élastique, du cube de son épaisseur et de la

I . . . ¢ * ’ ! \
courbure ~ de la ligne moyenne. Ainsi se trouve vérifiée I'hypothese
" )

admise par Jacques Bernoulli dans la solution que ce géometre a
donnée du probleme de la lame élastique. Mais on doit ajouter qu’il
ne tenait aucun compte de la seconde des expressions (50), ¢’est-d-dire
de Ia tension dirigée dans un sens perpendiculaive i la longueur de la
lame élastique. Or cette tension, qui, i la vérité, est fort petite par rap-
port & celle qui se trouve dirigée suivant la longucur de la lame (voir
la page 3or), reste néanmoins comparable au moment dont nous
avons parlé; et celte circonstance, qui a une influence marquée sur
les valeurs des coefficients que renferment les équations déduites de
la théorie de Jacques Bernoulli, oblige, dans plusieurs cas, & modifier
la forme méme de ces équations.

Concevons & présent que la lame élastique vienne & se mouvoir,
Alors, dans les équations (60) et (61), on devra remplacer les quan-
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tités (44) par les différences (45 ). Par suite, les valeurs générales de
£, et de v, devront satisfaire aux équations '

' . .08 0%
(82) Q2 01': +X0: Wtz—o’ '
* 1 3 %ny 1 0%ny #*k 3 I dA,

®)  GF T mor Taor T owed Rt Vet

dont la dernikre, combinée avec les formules (58), donnera

T ey T r =Y+5

’ P ['ﬂ h2 <I 1 > 021)0] .
4 0T\ 58 2 2 .
84) @ At 0, 3 28/ dx h (Yz s Cj;:)

SiTon fait d’ailleurs, pour abréger,

LA~ )
(85) ag=e

, h? 1\ 0%, —
(86) ﬂo——?(I_;‘é) s =Y,
et si, dans les produits

B ovn,  R3 [/ 1‘ 0%,
S ?(“:@) Pk

on néglige les termes de Uordre de 42, on tirera de la formule (84)

oy 0%y _ ht ax, ‘ .
(87) ®2W+BF—YO+.€<Y2+2?E s

et de la formule (86)

(88) n=y+ 53 (1 25) o
Les équations (82), (87) et (88) permettent de déterminer & unec
époque quelconque, pendant le mouvement de la lame élastique, les
valeurs des inconnues &,, v, dont la seconde représente 'ordonnée de
la ligne moycnne. Ajoutons que cette ordonnée, étant tres peu diffé-
rente de la fonction y, en vertu de la formule (88), pourra-étre substi-

-
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\

tuée & y sans crreur sensible; en sorte qu'on aura encore a trés peu
pres '

(39) RO %%.:Yo-l—-]g(n—i—z%)-'

~ Outre les équations (82) et (89), qui subsistent, pendant l¢ mouve-
ment de la lame élastique, pour tous les points de la ligne moyenne, il
en cst d’autres qui sont relatives aux extrémités de cette ligne. Suppo-
sons que ces extrémités correspondent toujours aux abscisses @ = o,
x =a, ct que la lame soit terminée, dans le sens de sa longueur, par
deux plans perpehdiculaircs i la ligne moyenne. Alors, si cette lame a
ses deux extrémités libres, les inconnues &, 7, devront vérifier, pour
@x=o0 et pour  =a, la condition (71) et la premitre des condi-
tions (72). Quant i la seconde des conditions (72), elle devra étre
remplacée par la suivante

0%,
’d—ﬂ"’

0%,
0a®

(90) @ =X, =
de laquelle on tirera, en la combinant avec les formules (58), (89), et
négligeant les termes qui auront pour facteur 4* ou ©2,
0%y dY
Q0 =X, 4+ =
(91) : . 0t ' T
Si, au contraire, une des extrémités de la lame ¢lastique, par exemple
Pexirémité qui coincide avec I'origine, devient fixe, les inconnues &,,
7, vérifieront, pour « = o, les conditions (67), (68) et (6g). Enfin,
si les.deux extrémités deviennent fixes, ces mémes conditions devront
étre remplies, non seulement pour « = o, mais encore pour z = a.-
Ajoutons que, dans le cas ou, les extrémités étant libres, les plans qui
terminent la lame cessent d’étre perpendiculaires i la ligne moyenne,
on doit a la condition (gr) substituer celle que I'on déduit de la for-
mule (75) ou (76) quand on y remplace X, par
dy,
b

(92) . X+ Tn
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et Y, par la différence

9%
_(93)' " Yl—“at—zl:Yri‘

DI~
L
]|
X
A

pe]

On a donc alors, pour = o,

‘03110__ dY, R 1 0% \ cosf’
(94) sz =X+ dx +<Y1+ 8 0x 082/ cosa’’

et, pour x = a,

2y dy, 1 0%, \ cosp”
(95) @5 =Xt o+ \ Vit 5 5298) cosar

Les-diverses conditions que nous venons d’indiquer fournissent le
moyen de déterminer les fonctions arbitraires que renferment les va-
leurs générales des inconnues £, 1, déduites des équations (82) et
(89). Ces inconriues étant ainsi calculées, aux quantités pres de Pordre
de-/ﬁ, les valeurs de A,, A, &, v et A se déduiront, avee le méme degré
d’approximation, des formules (59), (64), (65). Quant aux valeurs
approchées de Fet de B, elles seront données, non plus par les équa-
tions (66), mais par celles qu'on en tire, en substituant aux quan-
tités X,, Y, les expressions (92), (93). Par conséquent, on trouvera, |
en négligeant seulement les quantités de Uordre de 42,

.

(96) ¢ ’
d 2 33y
( B.—.——P—l—-%p(Yl—l—% ‘%" +%—.%>(h*—r2).

Lorsque la force ¢ -est constante et constamment. parallele a elle-
méme, ses projections_algébriques X, Y sc réduisent 3 des quantités
constantes, et ’on a

X,=X, Xi=o0; Y,=Y, Y, =o, Y,—o.

Par suite, les équations (60), (61) qui sont relatives a I'état d’équi-
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libre de la lame élastique, deviennent

o

(97) T Qe da;: +X=o,
. "
(98) 02 0‘:"0 =Y,

ot les équations (82), (89), qui sont relatives a I'état de mouvement,

donnent
. 02 02
(99). @i +x=%2,
9*n 0*n
(100) 02 dx“o+ dpo:‘Y‘

Alors aussi les conditions (72), (75), (76), (91) se réduisent &

. o R,
(101) : =0 G =0

et les conditions (g94), (95) aux deux suivantes :
Pn, 1 93, cosp’
0% — 8 0z 02 coso’’

Pny 1 0% cosP’
dx* 0 Jdx 0 cosa’

(102) .o

. (103) o

Quant aux valeurs de £, v, A, elles seront toujours déterminées.par les
formules (64), (65). Mais les valeurs de F, B, déterminées par les for-
mules (96), deviendront

(33710
Jdx?

1 2037]0

(104) F;~5p9 PR (hr— r).

1
(h%—r?), _—_—~P+E—ép92

Dans le cas particulier ol la force accélératrice ¢ s’évanouit, les
équations (99) et (100) deviennent

Qz dzEO -— ()QE,O

{105) Jzr = o’
‘ ' dn, 0
(106) . 0? d;f -+ -07710 =o.

Au reste, pour établir en méme temps I'équation (106) et les for-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



D'UNE LAME SOLIDE. 313

mules (101), il suffirait de recourir au principe adopté par Jacques
Bernoulli, et ci-dessus rappelé, ‘ainsi que nous I’avons fait dans notre
“premier Mémoire sur I'application du calcul des résidus aux qUOStIOl]b

de Physique mathématique (p. 45 et 46) (*).
Si 'on considere un corps élastique comme un systeme de molécules

qui agissent 'une sur I'autre & de trés petites distances, alors, en sup-
posant que I’élasticité reste la méme dans tous les sens, et que les
pressions supportées par la surface libre du corps dans I'état naturel
se réduisent & zéro, on obtiendra, entre les constantes désignées par &
et par K dans la formule (55), la relation

(107) k=2K.,
On aura donc par suite
(108) : 0=3;

et, en faisant, pour abréger,

K

-~ =R,
(109) | o
on tircra de la formule (62)
(110) ' Q= 2%

(111) Q=0 —

tandis que les formules (102), (103) donneront

Pny 1 K cosB
2 X
(122) Q 0z% — 3 9z 02 cosal

,.92 03.,10 o _I_ ds&o cosﬁll
0z — 3 dz 98 cosa’

(113)
Il resterait 4 intégrer les diverses formules auxquelles nous sommes

(1) OFEuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 65 et 65.
OFuvres de C. — S. 11, t. VIII. o 4o
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parvenus. O cette intégration ne présente aucune difficulté, lorsqu’on
a recours aux méthodes exposées dans le Mémoire sur I'application du
calcul des résidus aux questions de Physique mathématique. C'est, au
reste, cc que nous montrerons plus en détail dans un autre article,
nous bornant pour Ie moment aux observations suivantes.

Si la lame élastique, étant terminée par deux plans perpendiculaires
a la ligne mo@nne a ses deux extrémités fixes et une vitesse initiale
nulle en chaque point, la valeur de &, déterminée 2 aide des for-,
mules (105) et (67) scra semblable & 'ordonnée d’une corde un peu
écartée de la position d’équilibre, c’est-a-dire & la valeur de s déduite
des formules (94) et (95) du Mémoire déja cité. Donc, en remplacant,
dans la formule (101) de ce Mémoire, = par &,, et & par Q, on trouvera,

: 1 nnQt . nmx (. nm
(tig) E_O:;Scos " sm—a—-[ sm—a—Hf(p)dp,

- le signe § s’étendant & toutes les valeurs entieres positives ou néga-
tives de n, et la fonction p(«) désignant la valeur initiale de &,. Dans
" le méme cas, la valeur de 7o, déterminée & I'aide des formules (106),
(68) et (69), sera ce que devient la valeur de 5 donnée par la for-
mule (245) du Mémoire, quand on remplace la constante £ par @. On
. aura done

(1 — g—ar cosar) (e"® — co§rx —8inrx) — earsinar(e—"rz — cosra -+ sin rx)
(ear—e—ar)cosar —(e4"+ ¢~%") sinar

(115) 770=f-z‘Sb039"2" é—l'uf(p)dlfi

0

r désignant une variable nouvelle, f(x) la valeur initiale de 7, et le

signe § s’étendant & toutes les racines réelles positives de I'équation
(1.16) (e*"+ e2") cosar = 2.

Si, la lame élastique ayant ses deux extrémités libres, la pression P
s’évanouit, la valeur de §,, déterminée & I'aide de équation (103) ot
de la formule (77), ou plutot de la suivanie

0Co

(117) o

._._0,
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sera ce que devient la valeur de = donnée par I'équation (300) du
Mémoire quand on réduit les coordonnées x, y, s 4 une seule, et que
- I'on remplace % par Q. On aura donc alors

I nnQt ntx [ nm
(118) E":ESCOS_ p cos——a—f0 cosTPf(y)d;_L,

le signe § s’étendant & toutes les valeurs entidres positives ou néga-
tives de n. Enfin, si I'une des extrémités de la lame élastique est fixe
et Uautre libre, la valeur de v, déterminée a I'aide de I’équation (106),
des conditions (68), (69) qui devront étre remplies pour = o, et des
conditions (ro1) qui devront étre remplies pour @ = a, sera ce que
devient la valeur de.u donnée par la formule (249) du Mémoire, quand
on substitue & la constante £ la constante . On aura done

e L) i,

(1tg) Tp = e 4 S cos.Gﬂt(H_e_ar cosar)(e"*— cosr & — Sinrx) + c—arsinar(e—r*— cosre + sinr.x)
0

(ear— e—ar)cosar — (€97 + e~%r)sinar

le signe § s’étendant & toutes les racines de 'équation
(120) - (e?" + e~a") cosar + 2 = o.

Lorsque la longueur a de lalame élastique devient infinie, les équa-
tions (114), (118) sc réduisent 'une et 'autre &

_flx + Q) +[(z— Q1)
o 2

(1a1) R

Par suite, si la valeur initiale f(«) de I'inconnue &, est supposée sen-
siblement nulle dans tous les points distincts de origine des coordon-
nées, la valeur de la méme inconnue au bout du temps z sera encore
nulle & trés peu prés pour tous les points dont les abscisses ne vérifie-
ront pas une des deux formules

x:——ﬂt, w:ﬂ}t.

Il est aisé d’en conclure que le son se propagera dans la lame élastique
proposée avec la vitesse

_,ViE
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316 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

D’ailleurs, si P'on déduit des formules (70) de la page 276 la vitesse du
son dans un corps solide élastique qui ne soit sollicité par aucune force
motrice, on trouvera cette derniére vitesse égale & y3R. Donc les deux
vitesses dont il s’agit sont entrc elles dans le rapport de /8 a /g ou,
ce qui revient au méme, dans le rapport de 2/2 2 3. D’autre part, si
Pon nomme T le temps d’une vibration longitudinale de la lame élas-
tique, T sera évidemment la plus petite des valeurs positives de ¢ pour
lesquelles I'inconnue &,, déterminée par la formule (114) ou (118),
reprend sa valcur initiale, ¢’est-d-dire, la plus petite de celles qui vé-
rifient, quel que soit », la condition

nnQt
CcoS =1.

En d’autres termes, T sera la plus petite racine positive de I'équation

nQt
cos —— =1,
et I’'on aura en conséquence
. 2a
122 T=>x.
(122) ) o

. . . 1 . .
Donc, si 'on désigne par N le rapport 5 ou le nombre des vibrations

longitudinales exécutées pendant 'unité de temps par la lame élastique,
‘on trouvera

(123) . ' N:ﬁ.

Ce résultat était déja connu.

Quant 4 la durée des vibrations transversales correspondantes au son
le plus grave que la lame élastique puisse rendre, elle sera évidemment
la plus petite des valéurs de ¢, pour lesquelles 'ordonnée v, reprend
savaleur initiale, quand on réduitle second membre de la formule (115)
ou (119) & un ‘seul terme, savoir,  celui qui renferme la plus petite

racine positive de I’équation (116) ou (120). Cette durée sera donc dé-

terminée par la formule
Or*t—=n1r,
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D’UNE LAME SOLIDE. 317
de laquelle on tire, en ayant égard & I'équation (85), |

(124) 1_8r _ Qhar —rr h
. t_Zﬁ—gﬂ\/'—g— \/ a

D’ailleurs, si P'on fait, pour abréger,
ba*ri=s,
les équations (1 16.), (120), que I'on peut écrire comme il suit
L{ear (t+V=T) 4 emar (t+4=T) 4. gar (t-y=1) - e—or (1-V=1) ) =1,
1{ear (+V=1) - gmar (1+V=T) o gar (1=V=T) 4o gmar (1=V=T) ) = — 1,

deviendront simplement

I— e + i —...=0

7 5.6.7.8 " 5.6.7.8.9.10.11.12 " "’
s s*

2 — + —...=o0,

1.2.3.4  1.2.3.4.5.6.7.8

et les plus petites valeurs positives de s propres & les vérifier seront
§=5.6.7.8 x1,1918186...= 2002,255. ..,
s=2.2.3.4 % 1,0301968. .. =49,44944. . ..

Or, en substituant 'une apres Pautre les valeurs précédentes de s dans
Péquation (124) présentée sous la forme

1
1 1./s\*h
Z‘“Er(?) R

on trouvera en premier lieu

v

(125) I (2,088838...) 22N
t a
et en second lieu
I 2h
’(126) ¥ '_(0.,3230798...)~5-N.

Ces deux dernieres formules déterminent le nombre des vibrations
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318 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

transversales correspondantes au son le plus grave et exécutées, pen-
dant Punité de temps, par la lame élastique : 1° dans le cas ol les deux
‘extrémités sont fixes; 2° dans le cas ot I'unc des extrémités est fixe,
et 'autre libre.

Si I'on voulait déterminer le nombre des vibrations transversales
exécutées par la lame pendant 'unité de temps, et correspondantes,
non au son le plus grave, mais & ceux qui 'avoisinent, il faudrait sub-

“stituer, dans la formule (124), celles des racines positives de I'équa-
tion (116) ou (120) qui suivent immédiatement la plus petite. Or on
déterminera sans peine des valeurs fort approchées de ces racines, en
observant que, pour des valeurs un peu considérables ‘de r, I'équa-
tion (116) ou (120) donne a trés peu pres

(127) cosar —=o.

Donc les racines positives de P'équation (116) ou (120), abstraction
faite des plus petites, se réduiront sensiblement aux racines positives
de Péquation (127), c’est-a-dire, aux valeurs de r déterminées par la
formule . ‘

ar:(zn-l—x);—r,

‘dans laquelle » désigne un nombre cntier quelconque. Si, poyr plus
d’exactitude, on suppose, dans I'équation (116) ou (120),

(128) ar:(zn-i-x)g-;—i,
alors, en négligeant le carré de ¢, on conclura de I'équation (116)

. 3
2 :(-—1)”'“28—(““)?(1—e—"”*")“—i—...),

(129) i=(—1)"* T T
(2n+1)§+e—-(2n+l)?

et de I'équation (120)

2 —znan)T :
=(—1)"2e T(1— e~ BT ),

130) [=(—1)"
(130) (—1) (zn+n%‘ —(2n+nE
e +e 2
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D’UNE LAME SOLIDE. ' 319

On tirera d’ailleurs des formules (124) et (128)

: 1 (2n-+1)1m 27 22_/1'
.(131) t 83 [I+ (2ll+1)ﬂ.‘] a N.

Si maintenant on pose successivement =1, n=2, n=3, ..., dans
les formules (129), (130) et (131), on trouvera : 1° en admettant que
la lame ait ses deux extrémités fixes,

1 ah, 1 2h I 2h :
Z:(2,0561...)—a—N, ;:(5,66700...)7N, Z:(II’10957"')—¢1—N’ ceed

"2° en admettant que les deux extrémités soient I'une fixe et 'autre
“libre, '

oh

2h ! :(11,1.0945..-.)7N,

L oshn N, L= 2h
; =(2,024...) P N, ; = (5,66924...) P N,

s
t
Le premier des nombres compris dans les équations précédentes,
savoir 2,0561. . ., differe trés peu du nombre 2,055838. .. que renferme
I'équation (125); d’ol il suit que la formule (131) fournit sans erreur
sensible méme le nombre des vibrations correspondantes au son le
plus grave dans une lame dont les extrémités sont libres. Ajoutons
que, dans le cas ol 7 devient supéricur & 2, on peut remplacer Z par
zéro dans la fqrmule (131), et réduire cette formule &

2
(132) -I-:(—2———n+l)ﬂ2—hN
¢ 8\/3 a

Quant au nombre des vibrations transversales que la lame exécute-
rait, si ses deux extrémités devenaient libres, il est aisé de voir qu'il.
sera encore déterminé par les formules (116) et (124). En effet, dans
ce dernier cas, 'équation (106) doit étre intégrée de maniere que les
conditions (ror) soient vérifiées, non seulcment pour x = o, mais
encore pour x = a. D’ailleurs, si 'on fait, pour plus de commodité,

. 0%n,
- S=H,

ox:

’

on tirera de I'équation (106) différentiée deux fois de suite par rap-
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320 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

porta x SH . '
4 og
2
) g7 + S

tandis que les conditions (101) se réduiront &

ol

H=o, 9

= 0.

De plus, f(z) étant la valeur initiale de n,, f"() sera la valeur ini-
tiale de H. Cela posé, il est clair que, pour obtenir la valeur de l'in-
connue H, dans le cas ol les deux extrémités de la lame élastique sont
libres, et les vitesses initiales nulles, il suffit de remplacer f(w) par
(1) dans le second membre de I'équation (115). On obtiendra en-
suite la valeur de v, par le moyen de la formule

no—f(x):ffllduﬁ,
0 0

et 'on conclura de cette derniére que le nombre des vibrations trans-
versales exécutées pendant I'unité de temps par la lame élastique est
une des valeurs de % déterminées par les formules (116) et (124).

Par des raisonnements semblables & ceux dont nous venons de faire
usage, on pourrait encore déduire de la formule (114) la valeur de &,
relative au cas ol la lame a ses deux extrémités libres, ¢t I'on trouve-
rait toujours le nombre N des vibrations longitudinales égal au rap-
port 2 |

2a

Il importe d’observer que le nombre N des vibrations longitudinales
est, en vertu de la formule (123), indépendant de I’épaisseur 2/ de la
lame élastique, tandis que le nombre des vibrations transversales, ou
la valeur de % déterminée par’équation (124 ), est proportionnel a cette
épaisseur. Donc, lorsciue I'épaisseur est trés petite, les vibrations trans-
versales s’exécutent beaucoup plus lentement que les autres, en sorte
que, au bout d’un temps peu considérable et comparable a la durée

* d’une vibration longitudinale, I'ordonnée 7, de la ligne moyenne dif-
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D'UNE LAME SOLIDE. . . 32t

fere tres peu de 'ordonnée initiale f(«). On ne doit donc pas étre sur-
pris de voir les équations (115) et (119) se réduire &

Noe= f(x)ﬂ |

‘ ’ : ’ ‘ gh . R N
lorsqu’on néglige le carré de 4 ou de ® = vk et que I'on suppose en
conséquence :
' cos@rit=r.

Au reste il était facile de prévoir ces divers résultats & 'inspection des
équations différentielles (82) et (89). Effectivement, I'équation (82),
qui détermine généralement les vibrations longitudinales d’une lame
¢lastique, cst indépendante de U'épaisseur 24 de cette lame, tandis que
- I'équation (89), qui détermine les vibrations transversales, renferme
dans son sccond membre le carré de £, et dans son premier membre le
carré de la constante @ proportionnelle 4 4. Si 'on néglige A* et par
suite 82, I'équation (89) se réduira simplement & la seconde des for-
mules (34). 11y a plus, on pourra dans les formules (34) remplacer Y,
par zéro. En effet, pour que les déplacements des molécules restent
trés petits, comme on le suppose, pendant toute la durée du mouve-
-ment, il est nécessaire que la lame élastique s’écarte tres peu d’'une
position d’équilibre, et qu'en conséquence Y, soit une quantité tres
petite du méme ordre que A2. Donc, en négligeant A2, on devra négli-
ger aussi Y,, et réduire la seconde des formules (34)4

2

9%, _
o

Si dailleurs on suppose nulle la vitesse initiale d’'un point quelconque
: , on .
de la ligne moyenne, et par conséquent la valeur de -570 correspondante

at="o, alors, en désignant par f(x) la valeur initiale de »,, on tirera

de I'équation précédente
n,=1f(x).

o

Si 'on supposait la valeur initiale de % différente de zéro, en la dési-

OFuvres de C. — S. 11, t. Vlli. _/{l
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gnant par F(z), ct négligeant le carré de £, on trouverait

on

()—;ZF(.:E), n,="f(z) +tF(x).
Ces dernicres formules, qui ne doivent étre employées que pour des
valeurs peu considérables de ¢, expriment que, dans le cas ou I'épais-

seur de lalame est tres petite, la vitesse d’un point de la ligne moyenne,
dans un sens perpendiculaire 4 cettc ligne, demeure sensiblement

constante pendant la durée d’une vibration longitudinale. Cela tient a
* ce que, dans I'hypothese admise, les vibrations transversales s’exécu-
teront, comme on I'a déja dit, beaucoup plus lentement que les autres.
Mais, si le temps croit et devient comparable & la durée d’une vibration
transversale, il ne sera plus permis de négligerle carré de la quantité 2
ct dela constante © qui, dans les intégrales générales des équations (8g)
et (106), se trouvera multipliée sous les signes sinus ou cosinus par la
variable ¢. :

On pourrait imaginer diverscs hypotheses en vertu desquelles les
conditions relatives aux extrémités de la lame seraient représentées,
non plus par les formules (67), (68), (Gg) ou (71), (72), (75), ete.,
mais par des formules nouvelles. Ainsi, par cxemplé, si les extrémités
de la ligne moyenne, en devenant fixes, prenaient des positions dis-
tinctes de celles qu’elles occupaient dans I'état naturel, les valeurs
de &, 1, correspondantes i ces extrémités se réduiraient, non pas i
zéro, mais i des quantités constantes. On pourrait supposer encore
que les extrémités de la ligne moyenne sont assujetties i rester sur des
courbes données, ou que les plans qui terminent la lame supportent
des pressions ou tensions dirigées d'une manitre quelconque ct don-
nées en chaque point, cte. Dans ces différents cas, la recherche des
formules qui devront étre substituées & celles que nous avons obte-
nues se déduira sans peine des principes que nous avons exposés.

Enfin il est clair qu’on tirera aisément des formules (114), (115), ete.
les valeurs de « pour lesquelles les inconnues £, 7, s’évanouiront,
quel que soit z, ¢t par conséquent le nombre ainsi que la position des
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D’UNE LAME SOLIDE. - 923
points qui resteront immobiles pendant les vibrations longitudinales
ou transversales de la lame élastique.

Supposons maintenant que I'on considere, non plus unc lame élas-
tique, mais une lame solide entibrement dénuée d’élasticité. Alors, en
adoptant les principes énoncés dans I'un des précédents articles
(p. 22/ ot 225), et faisant pour abréger

k+K=0K, = <@.- %) %, @2:92%1
on reconnaitra que les formules (82) ct (89) doivent étre remplacées
“par celles que L'on en déduit, quand on substitue dans les premiers
membres, aux inconnues &,, 1,, leurs dérivées relatives & ¢, savoir

050 0N,

ot ot

Donc, si 'on posc
0Eo d‘ﬂo
gr =~ g T

les inconnues u,, ¢y, qui représenteront au bout du temps ¢ les projec-
tions algébriques de la vitesse d’un point situé sur la ligne moyenne,
devront satisfaire, quel que soit &, aux équations

Pu, Oy

Q2 PP -I—Xo—— 52—:
209 dvo h? ﬁ
00l + Tt =Y, + <Y2+2 dx)

Dans le méme cas, si la force accélératrice ¢ s’évanouit, on aura sim-

plement
, 0y _ 0k
ozt ot
dre,  dvg
2 4 — =0,
0 5o dm' ot °

.

11 scra également facile de trouver les conditions qui devront étre rem-
plies aux deux extrémités de la lame solide, et U'on pourra ensuite dé-

- ‘
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320 SUR I’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

terminer les valeurs des inconnues 3 I’aide des méthodes développées
dans le Mémoire déja cité.

Parmi les formules obtenues dans ce paragraphe, celles qui sont
relatives & I'équilibre ou au mouvement d’une lame élastique sollici-
tée par une force accélératrice constante et constamment paraliéle &
elle-méme coincident avec des formules déja connues, et particuliere-
ment avec cclles que renferme le Mémoire d’Euler, intitulé : Investiga-
tio motuum quibus lamine et virge elasticee contrenuscunt (voir les Acta
Academiee petropolitane pour I'année 1779). Elles doivent done s’ac-
corder aussi avec celles que renferme le Mémoire présenté par M. Pois-
son & I’Académic des Sciences, le 14 avril dernier ('). En effet, aprés
avoir annoncé, dans les Annales de Chimie, qu’il déduit de la consideé-
ration des forces moléculaires les équations relatives, soit & tous les
points, soit aux extrémités des cordes et des verges, des membranes et
des plaques élastiques, M. Poisson ajoute : Parmi ces équations, celles
qui répondent au contour d’une plaque e’lastz'g}ue plide d’une manicre
quelconque, et celles qui appartiennent & tous les ponts d’une plaque ou
d’une membrane qui est resiée plane n’avaient pas encore été données; les
autres coincident avec les équations trouvées par différents moyens. 1l .
parait d’ailleurs par ce passage que M. Poisson s’est occupé seulement
des lames ct des plaques élastiques d’une épaisseur constante qui,
étant naturellement planes, ne cessent de I’étre qu’autant qu’clles sont
pliées et courbées par 'action d’une cause extérieure. Lorsqu’une lame
ou plaque est dénuée d’élasticité, ‘ou naturellement courbe, ou d’unc
épaisseur variable, on parvient & des équations d’équilibre ou de
mouvement qui sont trés distinctes des équations déja connues, et no
sont pas indiquées dans le passage cité. C’est cc que montrent les cal-
culs ci-dessus effectués, et ceux que nous développerons ci-aprés ou
dans de nouveaux articles.

(1) Ce beau Mémoire, dans lequel M. Poisson a déduit le premier de la considération
des forces moléculaires les équations relatives & I'équilibre ou au mouvement des cordes,
des verges, des membranes et des plaques élastiques, s’'imprime en ce moment, et doit
paraitre dans le tome VII des Mémoires de 1’Académie des Sciences.
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§ III. — FEquations d’équilibre ou de mouvement d’une lame -
naturellement droite, mais d’une épaisseur variable.

Dans le paragraphe précédent, nous avons regardé comme constante
I’épaisscur 2/ de la lame solide. Supposons maintenant que cette épais-
seur soit variable; mais admettons, pour plus de simplicité, que, étant
toujours trés petite, elle se trouve primitivement divisée en deux par-
ties égales par I'axe des . 4 deviendra une fonction de «, et la section
faite dans la lame solide par le plan des @, y sera renfermée dans I’état
naturel entre deux courbes représentées par les équations (17). D’ail-
leurs, si 'on suppose y fonction de x, les angles «, B, formés par la
normale 4 la courbe dont @ ct y sont les coordonnées avec les demi-
axes des @ et y positivcs,‘se trouveront déterminés par I'équation

' a
cosadz +cosBdy=—o ou cosoc—i—co_sﬁc—é—;:o.
Done, si cette courbe se confond avec 'une de celles que représentent
les équations (17), on aura

' dh dh
(133) cosat + cosﬁ%__,o ou cosoc——cosﬁ%_o.

De plus, si l'on continue de regarder comme infiniment petits les dé-
‘placements des molécules, ct si I'on détermine toujours la variable
par I'équation (5), les formules (133) subsisteront encore sans erreur
sensible, aprés les déplacements dont il s'agit, la premiere pour

r=—h, la seconde pour r=A. Par conséquent, on tirera des for-
mules (4) : 1° pour r = — £, ‘
dh dh ndh -
2° pour'r = h,
‘ dh . dh o dh _
(|35) A%—F——P%a 167._1/'_}3 ,.P,

2

Enfin, si I'on dévcloppe les quantités A, F, B, X, Y, £, v suivant les
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326 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

puissances ascendantes de 7, 2 Paide des équations (19), (20), (21),
(22), on trouvera, au licu des formules (27),

- 2 12 dh _ : h? h? 1dh __ Pdh
( 36) Fo—|—12 2 e (Ai—l—...)/ZZZ;—_O, F1+F3§.+".+<AO+A2—2—+.'.>ZCT’Z-}‘_—-Z.—J-;z"
1
h? . dh h? n? 1 dh
B0+ Bg; —}—--'.‘*— (]51 +--.)/l6—{‘~z-——P, B1+B3—6‘ +..-+<Fo+ Fg 3_ +.--> 7i C—i}-__o;

puis, on en conclura, en négligeant dans une premiere approximation

. . , - . dh
-les termes du méme ordre que la fonction A4 ct sa dérivée Tz’

, dh
(137)  Fo=o, B,=—P; F‘:—(A0+P)7I-ld—;, B,=o.

Cela posé, la premiére des formules (33) et la premiere des for-
mules (34) devront étre remplacées par les suivantes :

‘ dA di
(138) d—a;’—(A0+P);lE£+pX0;o,.
dA 1 dh’ 0?

(139) o — Ao+ P) 7 — -+ pXo:p—dggé’-

Quant & la seconde des équations (33), elle continuera d’étre fournie,
ainsi que la seconde des équations (34), par la premiére approxima-
tion; mais elle acquerra de nouveaux termes et offrira le moyen de
déterminer la valeur de Ay, si I'on a'recours i une approximation nou-
velle. Concevons, en effet, que, dans les formules (136), on conserve
les termes proportionnels au carré de 4. On tirera de ces formules

2 dh R di
FOZ—%F.‘,——Aih'—xﬁy BOZ._P’—%BQ"‘Flle;’

_ 1 dh " h? 1 dh

(140) Fiz—-—(AO—I-P)}—l;Z;——G—Fa——aAz]lLTZ‘)
h? 1 dh 1 dh o ant
Bi=—g Bl g 3Rl g == BT Mg

puis on concluraUe celles-ci. combinées avec la premiere et la seconde .
des équations (23), la seconde et la troisitme des équations (24), et

.
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Iéquation (138)
h?./dA a’lz
Fo:;(d_.z‘l—i_PX) Ah—,

_ h? 1 dh . dh? hd*h
(141) B,— P—i—;p(Y X°hd )—i—(Ao P)<d 2dx2>

R dax, dar A, dh?
Bi=% [P (Yﬂ“ ‘d7> - _dx.’] + A g

Par suite, la premiére des équations (24) donnera

2 g
(142) é-dAl A/ldk p[Yo o <Y2+2dX‘>+X1h‘_iﬁ]—o

3 dx? 6 d

]

ou, ce qui revient au méme,

d*A d*h 3 1 dX dh
3 it S = Z padaln R

(143) dx?. A’d 3 p</z2Y°+ 2t Kl ix)

De plus, comme la variable r, comprise dans les équations (1g),

(20), ete., est une quantité du méme ordre que 4, on conclura de ces

équations, combinées avec les formules (140) : 1° en négligeant, dans

le développement de A, les puissances de 4 supérieures & la premiere,

(40) A=A+ Ary

2° cn négligeant, dans les développements de F et de B, les puissances

de % supérieures & la seconde,

. r? re r ] dh
F=F,+ F1"+F2; :F0<I——F) — Z(P+A°+ Aﬂ')%>
2 12
/ _ .;___ _I_ o r dh
(144) { B=DB,+B, 2 =B, <1 /zz> /L —Fy % dx

N dh?
=B,(i- ) - f [P~ (e ) T

Enfin, si I’on substitue dans les équatidns (144) les valeurs de F, ¢t B,

tirées des formules (141), on trouvera.

- s ;2<dA'+PX>(/2—r‘-’)—&,ILﬁ (A, P)Z ZZ
(149) ' ’ dl A+ P 1 d*h
— ! X Lar _Aet 1an — an
B_——p+ P<Y| Xo/ d‘L‘ P /l dx2>(hz r2)+(A0+P)"Cm
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Les équations (143), (145) sont relatives & une lame solide en équi-
libre. Si de I'état d’équilibre on passé a I'état de mouvement, il faudra
dans ces équations remplacer les quantités (44) par les quantités (45).
On trouvera donc alors,.en négligeant les termes propomonnels au
carré de 4,

#A, 3, dh  [3Y, Xm 3o dh
dzt T ‘W*“’(n + 3 Ve K'a’x)

(146)
_ p‘< 3 d%n, 1 0%, 03E, 3 0%, d/z)

o taar Tozor Tk oF dw

" ot, en négligeant les termes proportionnels au cube de 4,

dA 0%E, dh r dh
Ltla; P<X1 aﬁ)](h'“') Ak — (Aot PYy 2

2?0, +<X0 d”£o> 1dh A+P v dh

dh?
SE TN ](/z —r?) + (A +P) 5 :

dz2’

B=—P o E[Y1-
\ 2

Quant & la valeur approchée de A, elle continuera d’étre déterminée
par Péquation (40), erreur étant du méme ordre que A2
Supposons maintenant que la lame proposée devienne élaslique, et
que son élasticité soit la méme dans tous les sens. Alors, en adoplant
les mémes notations que dans le second paragraphe et combinant les
formules (57) avec les équations (137), on retrouvera les valeurs de
"%, M, Mo données par les formules (58), et les valeurs de A,, A, don-
nées par les formules (59), ou, ce qui revient hu méme, par les sui-
vantes - ' '

A, :——992

.0 p
(148) AO"‘PQ “‘E'L'?‘_‘g’

0.70’

Q désignant toujours une constante positive propre & vérifier I'équa-
tion (62). Mais la quantité &, acquerra une valeur nouvelle, savoir

1 0%, 2 Ay+P 1 dh
(149) Bl i 7l iy el =

_ 2 [+ % P7idh
Wo) - a=g 3@*@[‘9‘**%‘5*'1—{]5;5'

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



D’UNE LAME SOLIDE. 329

Cela pos¢, s'il y a équilibre, les équations (138) et (143) donneront

~ ' dt, 1 dh dEy 6—1 P 1 dh
A 2 =4 —
(131) 2 <dx2 % dz dx) R il B

. hodvny d¥h diy, X dX “dh |
: 2 _— e -+ 2 -+
(152) @ h<5 dut dx? dx2> Yo+ 6 <Y2 dx > hw dz Xu

Si, au contraire, la lame élastique se meut, on tirera des équa-
tions (139) et (146), combinées avec les formules (58) et (148),

. 28 1 dh 9E)\ 6—1 P dh 0%
: of 2 2 IR0 —_— [l
(133) @ <0x" R dx> Xe— == % == o
It oY/ _]_l 9_19__ ﬂ ()27]0 ()2‘00 . dh (937]0 /if _ _L) d’*'f)o

3 dzt  dz* dr? ot " “dzdzor 3 oxt 93

( =Y, + -+ <Ya+ ‘-f;) ItﬁX1
m

D'ailleurs, en faisant, pour abréger,

dh ()no /L’( 1\ *ny _
bl | —_ y;

(135) o o —35) 97

et, négligeant les termes de I'ordre de 42, on conclura de I'équa-

. tion (154)

vy 2 dX, dl
RN S ISR T SR

or dz

Done, puisque, en vertu de la formule (155), I'ordonnée v, de la ligne
moyenne sera trés peu différente de la fonction y, on aura encore i
tres peu pres
. ho*n, d®h 029 0? X, dl
(107) “Q2]1‘<‘__—._9—'_—"'—‘2>+ dZ;o‘-Yo <Y2+?T + I d—)\l
Ajoutons que les valeurs approchées des déplacements &, v et de la
pression A continueront d’étre déterminées, comme dans le second.
paragraphe, par les équations (64) et (65). Quant aux valeurs appro-
chées des pressions F et B, elles se déduiront des formules (145),
OEnores de €. — 8. 11, ¢. VIIL. - - fin -
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(147) combinées avee les formules (58), (148), et seront, dans le cas

d’équilibre,

r f LA y 5 Gl diny dgy  0—1P\rdh
F_Ep<Xl Q2 0)(/L r?) -+ p &2 hd dJc“‘_P<szl_;E+_9—_ o) haw

5 L 1 dh 2 0~ Bl’_ e
(;o) B=—P+ -~ p[Y1+\0/ldx <de+ 75k (h2—r?).

£ 0—1 p dn?
S‘)t) 0 + -
dz 6 p dz?*
Observons, de plus, que, pour tirer des formules (158) les valeurs
approchées des pressions F, B dans le cas du mouvement, il suffira de -
substituer aux quantités X,, X,, Y, les différences

0"51 ; d*n, ‘ Y, d*n, =Y I 0*&

0%, goe
Xy — PR }“+dxdc'-" —or TN g 9z’

o’

Xo—

et que la seconde de ces différences, en vertu de U'équation (157), sera
sensiblement équivalente a I c\plcsmon (92). On aura donc, dans le cas

- du mouvement,

/ _1 dY ,,d‘f)o 2 » Cﬁ_d“’)o 2 En 6 —1 P\ rdh

[<><—>-<—~—>-—\
[ R

Les équations (151) et (152) ou (153) et (157) sont les seules qui
subsistent dans le cas d’équilibre ou de mouvement, pour tous les
points de la ligne moyennc, entre les inconnues &, 1, et les variables
indépendantes @, ¢. Mais, pour déterminer complétement ces incon-
nues, et fixer les valeurs des constantes arbitraires ou des fonctions
arbitraires introduites par les intégrations, il sera nécessaire de joindre
aux équations dont il s’agit les conditions relatives aux deux extré-
mités de la lame élastique. Si, cette lame étant terminée par deux plans
perpendiculaires 4 la ligne moyenne, et correspondants aux abscisses
@ =0, x = a, les deux extrémités sont fixes, alors, pour chacune de

(+59)

-
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ces abscisses, les inconntes &, 1, devront satisfaire aux conditions
(67), (68), (69). Mais, si la seconde extrémité devient libre, alors,
pour x = a, les formules (70) devront étre vérifibes, quel que soit 7,
et entraineront : 1° la condition (71); 2° les conditions (72) dont la
dernitre devra étre remplacée, quand il y aura mouvement, par la con-
dition (g1). Siles deux extrémités étaient libres, les conditions (771)
et (72) ou (g1) devraient étre vérifices pour @ = o, ainsi que pow
x=a; mais elles ne suffiraient plus dans le cas d’équilibre pour déter-
miner toutes les constantes arbitraires, ce qu'il était facile de prev01r
Enfin, si, les dcux extrémités étant libres, Ia lame élastique se trouvail
terminée par deux plans perpendiculaires, non plus 4 la ligne moyenne,
mais i deux droites comprises dans le plan des z, y, et qui, prolongées
en dehors de la lame, formeraient avec les demi-axes des « et y posi-
tives, la premiere les angles «, 3, la seconde les angles o7, B, alors,
en raisonnant comme dans le paragraphe précédent', on établirail
encore pour chaque extrémité la condition (71) et la premiere des
conditions (72). Mais la seconde des conditions (72) devrait étre rem-
placée, dans le cas d’équilibre, par I'une des formules

d®n, .1 dh\ cosf’
(160) & dz® ~-K1+<Yl+\° hd >Cosoc”
' a*no 1 dh\ cosp”
2 7
(161) Q T = X+ (Y,—{— \0/ da:) cosg’

ct, dans le cas de mouvement, par 'une des suivantes :

(162) @0To—x 2o, [Y,+i L. (Xo—f"ﬁ’> : d"] cosf,

dx 8 ox 0¢* 0t ) I dx | coso
Pny o dY, 1 0%, 5\ 1 ‘i/’_] cosp’
(163) @5 =Xt [YH_ Gozor T\ X T GE) h 3z | cose

Si, les plans qui terminent la lame élastique élant perpendiculaires
a la ligne moyenne, I'un de ces plans supportait une pression @ diff¢.
rente de P, alors, pour chacun des points situés dans le plan dont il
s’agit, I'inconnue £, devrait satisfaire, non plus & la condition (71),
mais & la condition (77).
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a
Dans le cas particulier o la force accélératrice o et la pression. P
s’évanouissent, on tire des équations (153), (157)

\ - PE, 1 dh 05N\ 0%
64 o 250 Z T TS0y 7 50
(164) “ (01‘2 h dx dx>_ aert’
‘ h 0% d*h 0*n 0%n
65 AL A AL 0
(169) Q2h<3 RES s dx2> oz = O

’

Dans le méme cas, les conditions (52), (160) et (161) coincident avee
les conditions (101), tandis que les formules (162), (163) se rédui-

sent &
‘@, 1. 3% 1 dh 0%\ cosB’
2 —— e —_——  — o — ——— ———
(166) o = (9 0z 0 h dr 0t*) cosa’’
P, 1 0%, 1 dh 0%, cosP’
9 7 0 __ 2= =y ",
(167) @ ox® (9 dx 0t* hdx 0t ) cosa’

- Lorsqu’on suppose
(168) h=0b(1+cx),

b el ¢ désignant deux quantités constantes, les deux courbes repré-
sentées par les équations (17) se réduisent & deux droites, el, par
suite, les surfaces cylindriques qui terminent la plaque donnée dans
I'état naturel s¢ réduisent 3 deux plans. Dans cette hypothese, les
équations (164), (165) deviennent respectivement

(169) m("ﬂio e %) _ L

ox*  14cx dx) o0¢’
Q2 p? L0 | 0%ny
(170) —?)—(I—{—cx‘) FrS +S5r _0'.

Nous renverrons l'intégration de ces dernikres & un autre article.

§ 1IV. — Equations d’équilibre ou de mouvement d’une lame
naturellement courbe et d’une épaisseur constante.

Considérons, comme dans le § II, une lame solide dont I'épaisscur
constante soit représentée par 24. Mais supposons que laligne moyenne
de la section faite par le plan des @, y coincide dans I’état naturel avec
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une certaine courbe, qui change de forme tandis que les molécules se

déplacent. Soient, d’ailleurs, dans 'état d’équilibre ou de mouvement
~de la lame solide,

m une molécule comprise dans le plan des , y;

x, y les coordonnées de la molécule m;

r la normale abaissée de la molécule m sur la ligne moyenne, et prise
avec le signe + ou avec le signe. —, suivant que la molécule m est
située d’un coté ou d’un autre par rapport a cette ligne; .

X, ¥ les coordonnées du point ou la normale dont il s’agit rencontre la
ligne moyenne; A

s I'arc de la ligne moyenne, mesuré  partir de l'une des extrémités
jusqu’au point (x,y); \

= Pinclinaison de la ligne moyenne par rapport a l'axe des z, ¢’est-
a-dire celle des racines de I'équation

(171) tangr = Z——i

qui offre la plus petite valeur numérique. On trouvera, pourvu que

I'extrémité de I'arc s et le sens dans lequel on compte positivement la

normale r soient convenablement choisis, ‘ '

dx dy _ .
(172) 75 = C0sT, 75 =8I,
(173) x:-x—r’“sinr, Y=Y+ rcost.

Cela posé, si 'on prend pour variables indépendantes 7 et s au licu de
x et y, on aura '

Qf__ 1——rd—T 8 9y rdf in
ds = ~ dS COST, ‘a;—— 11— ZS. S Ty

dx . ady
57 = sing, =& == COST.

(174) E
or

Par suite, les dérivées de A, B, F prises par rapport aux variables x, y,
et renfermées dans les équations (1), seront déterminées par des for-
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mules semblables a celles-ci

oA 0A JA | oA 0A-, " 0A
(175) 55 <I ’@)(dxCOST-FaySmT), E_———%smr—i-d—fcosr,

en sorte qu’on aura

?_é COST (—)Asinr
(176) iji&:—Qésim-—l— Js ) %:Mcos -+ Js .
dxr or d dy — or dr

1—r— 1—r—

ds

Donc les"équations (1) donneront

01\00 +dF e
— % +£’Ecos + %" 'dssn‘ +pX=o
or ST gy C08T dv paAR=9
[—r—
) ds
1
) oF oB
oF .. JB o 55 €087 + 5= sint Yo
gy SI0T -+ o cosT + = +pY =o.
11— 71—
ds
De méme, on tirera des équations (2)
oA €OST -+ o sint
oA oF s 0s L
-—0751n-r+5’—_cosr+ pa +p(X —N)=o,
I — 7
) ds
1
" oF cosr—i—dB sint
F. 0B 05 08T T 05 i
—ﬁsmr-a-wcosr—l- pa +p(Y =) =0;
1—7r—
[ - ds

puis, en admettant, comme dans le § II, que les déplacements des
molécules sont tres pelits, on en conclura

oA oF
. oF —5 COST+ msm OE
— 3y SinT A 55 cosT s +pX ”‘Pdt”
1—r—
(179) ds
1
” I cost + % sin
OF . . 0B o5 T g T L o
— 5,7 SinT -+ o cosT + 1 ’dT +p Por’
T ds.
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Les formules (177) et (179) subsisteront, quels que soient » et 5, les

' premieres, dans I'état d’équilibre, les autres, dans I'état de mouvement
. de la lame courbe. Quant aux formules (4), clles devront étre véri-
fiées, lorsque, en attribuant a la variable 7 une des valeurs — 4, + £,
on remplacera cosa par — sint ct'cos par cost. Donc, les pressions A,
F, B dcvront satisfaire, pour r = — A ¢t pour r =4, aux deux condi-

tions

" (180) (A+ P)sint—Fcosr=o, FSinT—-(B-’r—P)COST:—O.A

Concevons maintenant que, dans les équations (177), (1 79'), (180),
on dével()ppc les quantités AF, B, X,Y,5 n, considérées comme fonc-
tions de s ct de r, suivant les puissances ascendantes de la variable r, et
que ces développements continuent d’étre représentés par les seconds

membres des formules (19), (20), (21), (22). Supposons, d’ailleurs,
constantes la pression P ot la densité A relative a I'état naturel de la

lame solide. La densité p, infiniment peu différente de A, pourra elle-
méme étre regardée comme constante, et les formules (177) devien-

dront .

- . A . - . r2
Fycost — Ay sint -+ (Fa cost — A,y sint)r + (F3 cost — A; sint) S

dA, dr, . dA,. dry . dx
-+ [TI}_COSH' Wsmt—k(\z?cosm‘—l— Esmr)r—l—...](lﬁ— r%—*—...) +p(Xo+X17’-+-—. J=o,

(181) /

. NN .o
By cost — Fy sint + (B; cost — Fy sint)r + (B3 cost — Fy sm-:)—z- R

¢

dFo dB, . dry dBy . dr )
+ [dy COST + —=sint <ds co‘sr—i— —l?smr>r+...] <r+ PZT-_'_“‘)_" p(Yo+Y1r-+...) =o.

“Done, puisque ces formules doivent subsister, quel que soit r, on aura

pl

. dA dr, .
F,cost— A sint + ,_S‘OCOST -+ —dE? sint +-pX,=o,

d
. dA, dF, -,
(182) F; cost-— A,sint 75 008t + —=sing
dAy €OST + aFy d
. .+ —d;‘ ds sint £+PX1:O’
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(. aF dB, . *
B, co:r——l*lsmr+—d~s—°cosr+—d;951nr+pY0:o,

(18.3) B, cost— T, sinr+%cosr+%sim

-+ dk, dB°si11 dr+ Y,=o
*-CFCO'ST—‘—’—d? T EZS‘ pY; =0,

Mais les formules (180), qui devront étre vérifiées seulement pour
r = — h ¢t pour r = A, donneront

. h? .
[ (As—+ P)sint — I, cost + —2-(A2 sint — F, cost) +...==0,

. 2 N
A, sint —F, cost + %(A3 cost — Fgsint) +...=0,
(184)
L n? .
¥y sint — (By+ P) cost + ?(F2 sint — By cost) +...=0,

ot nE o
]flsmr—B,cosr—l—F(lg51nr—B3cosr)+...:o.

Les équations (183), (184) sont relatives a I'état d’équilibre de la lame
courbe. Si cette lame était en mouvement, il faudrait remplacer, dans
ces mémes équations, les quantités

(183) XO’ Xl’ X2, crey YO) Y‘l, Y‘u‘ e

par les différences

(186)

11 est important d’obscrver que, dans les formules précédentes, Ay, F,
ot F,, B, expriment, comme dans le § II, les projections algébriques
des pressions ou tensions exercées au point (x,y) de la ligne moyenne
contre des plans perpendiculaires aux axes des « et y, tandis que €or Mo
expriment les déplacements de ce point mesurés i partir de sa position
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primitive paralltlement aux mémes axes. Quant aux quantités (185)
qui représentent ce que deviennent, pour r = o, les fonctions

X  #X R R

o900 o s Yoo G

dans Ie cas ot I'on considerd comme variables indépendantes I'arc s de
la ligne moyennc et la distance r mesurée  partir de cette ligne, on
pourra facilement les déterminer en faisant abstraction du changement
de forme de la ligne- moyenne qui n’aura sur les valeurs de ces mémes
quantités qu’une influence insensible. |

Il reste & montrer ce que deviennent les formules (182), (183),
(184), dans le cas olt la quantité /4 est tres petite. Or, si I'on néglige
dans une premierc approximation tous les termes qui ont pour fac-
teur A%, on tirera des formules (184)

(187)  (A,+P) sint — F,cost = o, F,sint — (B, + P) cost =o,

(188} A,sint—F,cost=o, T, sint — B, cost —=o,
puis, des formules (182), (183),

(189) %ﬁ—"cos:—l—%sinr—l—pxo:o, £g}"cosr—l—%%sim—!—pYOZO-

Si maintenant on élimine cntre les formules (187), (189) les pres-
sions A,, F,, By, on en déduira une équation de condition entre les
forces accélératrices X,, Y,. Pour effectuer l;élimination, transportons
d’abord dans les formules (189) les; valeurs de A, et de B, tirées des
formules (187). On trouvera ainsi

ar, dr . drF, dr
(190) 5 F, cotz"% +pX,sint =o, = T ¥, tangrd—s —+ pY,cost= 03
puis, en faisant, pour abréger,
' dr 1
(191) i )
OEuvres de C, — S. 11, t. VI, ~ - _ ) 43
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on tirera des formules (190)

Fo=p(X;sint — Y, cost) sint cosr,

(192) d
% +p(Xysin*t + Y, cos’t) =o,

ct, par suite,

dl«(X,sint — Y, cos7)]
ds

(193) + X, cost + Y, sint =o.
Done, une lame naturellement courbe, et d’une épaisseur constante
mais trés petite, ne peut rester en équilibre apreés un changement de
forme presque inscnsible, & moins que les forces accélératrices appli-

~ quées aux divers points de cette lame ne soient telles que 1'équa-
tion (193) se trouve & tres peu pres vérifiée. Si Pon donne a priori
ces forces accélératrices, I'équation (193) déterminera I'angle © con-
sidéré comme fonction de s, et représentera la courbe  laquelle la lame
se réduira dans le cas d’équilibre, lorsque son épaisseur deviendra
infiniment petite. Cette conclusion est indépendante de la nature de la
lame et de son élasticité plus ou moins parfaite. Elle subsiste méme
pour unc lame entierement dépourvue d’élasticité, et la courbe dont
nous venons de parler est précisément celle qu’on obtient, en suivant
les principes connus, quand on recherche les conditions d’équilibre
d’un fil parfaitement flexible renfermé dans un plan et sollicité par
une force accélératrice qui varie d’un point & un autre. Dans le cas
particulier ou la force accélératrice devient constante et constamment
parallele & elle-méme, la courbe dont il s’agit est ce que 'on nomme
une chainette. Sil’on supposc, par exemple, la force ¢ réduite i la gra-
vité g et parallele & I'axe des y, on aura

X(): 0, Y0: g
et I'équation (193) donnera
(194) d (v cost) =sint ds = dy,

puis on en conclura, cn intégrant ct désignant par b unec constante
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arbitraire,

y:b+»cosr:b+cosrcd7‘;-‘

On aura par suite
dy __ sintdr,
y—06 cost’
puis, cn intégrant de nouveau et désignant par ¢ une deuxieme con-
stante,

: (41
(195) | LY =b=r

Enfin de I'équation (195), combinée avee la suivante

. ds® dx?
COST=3s = de+ dy*’
on tirera
: ax _ dy
¢ TV —br=e

et, par conséquent, .

(196) i—:—_'—(-l::—*_-l[zz—b +\/W]

a désignant I'abscisse correspondante a I'ordonnée 4+ c. Comme
I'équation (196) peut étre remplacée par celle-ci

_x_a::il[y_—b—— <y—b>2—-l]v
¢ ¢ c

on en conclut immédiatement, en passant des logarithmes aux

nombres,

1 X—rt _x——n
(197) T—;(é” +e >

Telle est effectivement I’équation de la chainette en coordonnées rec-

tangulaires.
Il est bon d’observer : 1° que la quantité désignée par «, et déter-
minée par la formule (191), est précisément le rayon de courbure de

-
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la couirbe (193); 2° que les bindmes
(198) X, cos7+ Y, sinr, Y, cost — X, sint

représentent les projections algébriques de la force accélératrice appli-
quée au point (x,y) sur la tangente & cette courbe prolongée dans e
méme sens que I'arc s et sur 1a normale 7. Donc, si 'on désigne par 8,
et &, ces mémes projections algébriques, I'équation (193) pourra étre
réduite & |

(199) d(;‘?” =3,

Passons maintenant & unc approximation nouvelle, en supposant
que la quantité 2, quoique fort petite, devienne trés supéricure aux
valeurs numériques des déplacements &, n. Alors, par des calculs sem-
blables & ceux que nous avons effectués dans le premier paragraphe,
on déduira des formules (182), (183), (184), non plus I'équation d'une
courbe dont la lame ¢lastique, soumise & la force accélératrice ¢, devra
s’écarter tres peu, soit dans I’état naturel, soit dans I'état d’équilibre,
mais les valeurs approchées des déplacements tres petits des molé-
cules, ainsi que le changement de forme de la lame; et les résultats
auxquels on parviendra-seront différents suivant qu’il s’agira d’une
lame élastique ou dépourvue d’élasticité. On peut d’ailleurs simplifier
notablement Ies calculs dont il s’agit, & I'aide des cons1derat10ns sui-
vantes :

Soient

p,, p, les pressions ou tensions supportées, au point («, y) de la lame
solide, par deux plans perpendiculaires 'un & P'arc s d¢ la ligne
moyenne, I'autre & la normale 7, du cdté ol I'on compte positive-
ment la longucur s ou r; ‘ :

&, & les projections algébriques de la pression ou tension p, sur la
tangente a l'arc s ot sur la normale 7; |

W les projections algébriques de la pression ou tensmn pa sur les
mémes droites;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



D’UNE LAME SOLIDE. : 341

8, & les projections algébriques sur ces droites de la force accéléra-

. trice @; .

~ oy, B, les angles formés par la tangente & 'arc s prolongée du coté ou
cet arc sc compte pbsitivement avec les demi-axes des @ et y posi-
tives; | '

%, B, los angles formés par la normale r prolongée du coté o r se
compte positivement avec les mémes demi-axes;

s Ay s %2 les angles formés avec ces demi-axes par les directions-
des forees p,, p,. | .

On aura évidemment

(200) COS & = COST, cos 3, =sinr,

(201) cosay=—sint,  €os[B,= COST..

De plus, comme les angles formés par les forces accélératrices ¢, d'une
part, avec les demi-axes des @ et y positives, d’autre part, avec la tan-
gente A la ligne moyenne et la normale r,, auront respectivement pour
cosinus : 1° les deux rapports

-e |4
e |~

2° les rapports

Sl
el®

on trouvera encore

X Y X cost -+ Ysint
- = =cosoy+ —cosff—= ————o)
S ? ¢ 4 ¢
(202) A
( R X Y Y cost — X sinz
— = =080+ —CO8Py = ——m—————-
9 ¢ ¢ ¢

Par suite, les projections algébriques s et & de la force accélératrice ¢
sur la tangente a la ligne moyenne et sur la normale r seront détermi-
nées par les formules

(203) 8§ = X cost -+ Y sinr, K =Y cost — X sint.

Si, dans les mémes formules, on remplace X, Y par les projections

=
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algébriques de la pression p,, ou p,, sur les axes des @ ct y, on devra
remplacer en méme temps 8 et & par & ct § ou par ¥ et w. On trouvera
de cette manicre

(204) Jo=p,(cosk, cost+ cosp, sint), '5':pl(cosyic'osr*cos)\isinr), :

(203) §:Pz(cosl,cos‘:—l—cospzsinr), b == p,(COS Ky COST — COSA, SiNT),

Enfin 'on aura, en vertu des équations (3),

(206) % picosh, = A cosoy+ F cosPy=A cost + I sing,
20
prcosp, =F cosa,+ B cosf3y=TF cost -+ Bsin;
(207) apg cosdy == A cosa,+ I cosBy,=F cost — A sinr,
207

Pprcosp, =F cosoy,+ B cosB,= B cosz — F sinz;

et on tirera de ces dernieres, combinées avee les équations (204),
(205),

& = A cos?t -+ B sin?t -+~ 2F sint cosz,
(208) Y5 = A sin’t -+ B cos®*t — 2F sint cost,

§ =TF(costt —sin’t) — (A — B)sint cosq,

ou, ce qui revient au méme,

A+B — .
= _: +A cos27t + Fsinar,

- A+B A-— .
(209) o = — cos2t— Fsinar,

§ =Fcosar~— sinar.

Si maintenant on transporte dans les formules (203) les valeurs de X,
Y tirées des formules (177), on trouvera

10(A+B)  19(A=B) et T s
()F 50821-__ }_ Msinzrﬂ_ 2 ds 2 03 i ds neT + 5_0
or° 2 or P pS =0
' {e— 71—
ds
(210) ‘
choszr 1 9(A—B) sinaz /
1 0(A+B) 1 9(A—B) oF 0s T2 05 o
2 or T2 or 00821_375”127—'_ . I.dr +pR=0
T ds
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puis on en conclura, en ayant égard aux formules (191) et (209),
‘

()nﬁn 2,‘(5617
0%  os T ds
5 g +pS=o,
(211) l .
Qf +—($a——ﬂb)gﬁ
a9 ds
or dr Tpl=o,
I—"r?d—s

ou, ce qui revient au méme,

“0s or v or

aF oM 1 d(ru‘.»)] <_£> .
?$-+57+:L%_ o +pl1—- K —=o.

oo | OF 10(7-2§)+p<[_'§>
(212)

Ces dernieres formules peuvent étre substituées avec avantage aux
équations (177). Ajoutons que des formules (180) et (207) on tirera,
pour r == 4,

(213) P2 coshy =P sing, pgcosp2::——lfcosm

(215)

(216)

(217)

et que celles-ci, étant combinées avec les équations (205), donneront,
comme on devait s’y attendre,
(214) : §=o, b —=—P.

Concevons a présent que, dans les équations (212) et (214), on dé-
veloppe les quantités

b, F B, 8, &

suivant les puissances ascendantes de la variable r; ct soient, en con-

séquence,
rl
o = dog - oy 7 - oy — -, )
§—F 4 Fir+ Sl + 5,0 o = b, LA
o = 1 22 ca'z—‘g-{-..., .)__U.)0+1L)1I —i—\’ozzl——l—ﬂ,)s;_._g_}___.’
, .- I-ﬁ - ,‘-2
8§ =8okSir 8 =4y R=Ro+ fur + Ry — +:.,
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Aoy Fos gy Sos Ros dors Fis Voys 84y Ky, ... désignant des fonctions de la
variable s, qui représenteront les valeurs de

bW 0F 9B 95 IR

1 \) | - — — — -
T N N A i U T

correspondantes & r = o. On tirera des formules (212), qui doivent
subsister quel que soit r,

ddo 2
_zi_s_"_;_g‘:”..__.;,f'o—l—pso__-—o,
dds, < >
. _____|_Jx°__._J.+. §, — =8 0,

(218) s 2 1 AP 1 0
dds 4 | 2
75+j3*:j2+9<62*—:31>~—0,
..... L

. ) djo

D22 g 2 (dog — Vo) + pRe =0,

dF I f
(a19) ——-d;+15!vz+:(%1—2U51)+p<mi—:mo>ZO,
| ds o " oa

—d'f +1|!73—|— :(%2—3'111)2) —|—P<c‘ﬁ.2—— ; S{_‘> =0,

............................................

Mais les formules (214), qui doivent étre vérifites seulement pour

r=— h et pour r = A, donneront
: g . L2
§0+§2 ;—+...:0, 5’1—4—«)’?3—6—+...:0,
(220)
: n? h?
1!‘00"‘,"'\]‘92—2—'—!—.-‘:_1)’ 'l":)i+’m)3€ “+...=0.

Si, dans ces diverses équations, on négligeait les termes proportion-
nels au carré de 4, les formules (220) se réduiraient &

(22]) ° éfo_—;o, ) ’Ult)o:_P; gl:oy by =03
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et, par suite, on tirerait des formules (218) et (219)

ddo
-(222) - Tso—l—ps(',zo,
(223) 2 (doo+ P) -+ pfy =03

puis, en éliminant &, entre ces deux derniéres, on retrouverait la for-
mule (199). Si, au contraire, on conserve, dans les équations (218),
(219), (220), les termes proportionnels au carré de 4, mais, en conti-
nuant de négliger les puissances de % supérieures a la scconde, les
équations (220) donneront '

he 2
(224) Fy=— —2—8?2, Vhy=—P — h;l‘bg, F=— =5, =— B-Uos,

¢t 'on tirera des équations (218), (219)

de . I I
_C—is—o +Pbo+ h2<:8‘p2— 65?3> :OT

(225) %’;ﬂ +-§2+p(31——130>+g§3:o,'
%—l—%—-%ﬁ—l—p(&—%&):o;
| %(&0+P)+peﬁo+§(%1}b2—%‘lﬂi;,—— %%)rﬁo, |
(226) iem1+nsz+p<a,—£ao>+%—2(5mbs—;—,%)IO’

ds I 2
—Cl—sz- -+ :(&2—3"’!)2) +'Ule)3+ P <ﬂ{2—- ;3’\_1) == 0.

2

Enfin, si I'on substitue dans les deux premiéres des équations (224),

ainsi que dans la premiére des formules (225) ou (226), les valeurs

approchées de.&,, &, #,, W;, fournies par la troisiéme et la quatrieme

des formules (225), ou par la troisieme et la quatriéme des formules
OFuvres de C. — S. 11, t. VIIL : ) bh

-
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(226), savoir

.

dds L1 '
fo=— g —e (5= 13)
Wy — Lo — o (i — L
.02——2 1—p 1= oS

(227)
7 g, :_‘&_é‘&_p(sﬁ_zsl_éso),
v v

I dt 3 v
Py =— =~ by —Jgrl ] ds

on frouvera

he [ dde I
(4 =5 [ +e(s=15))

(228)
|L).0 = -+ 1+ P <y 0 )

et

h?

d<cfl90—|- ——Jlg2> ' :
6 h? ddo, R, 4 2 . —
(229) ——-—Ci:g_—"g:-TS‘+P[SO+E<§2—:SI+"§§0>]-—O,

v

: T
d|8— -8
1 h? ht d2 e h? 2 h? <‘ v °>
(230) ;<Jbo+§roﬂog+P>+? 7;?1+p|:&0+_6‘-<5{3—;a1>+?7‘ = 0.

- Lorsque, entre ces derniéres équations, on élimine ., la pression ou
tension o, disparait en méme temps, et I’on obtient la formule
d? o
d(” ds? > +'1 ddo,
ds v ods

11 est bon d’observer que, la différence
d(+R,)

(232) $4— =t
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devant étre sensiblement nulle dans lc cas d’équilibre, le produit

. 3 d(x &)
‘ ZT‘P[S"_ ds ]’

compris dans la formule (231), ne sera pas nécessairement trés con-

sidérable, comme on pourrait le croire au premier abord, et que, en
coﬁséquencc, la fonetion o, déterminée par cette formule, conservera
généralement une valeur finie, comparable & la pression ou tension &,
que détermine I'équation (223). De plus, comme la variable r comprise
dans les formules (215), (216) est une quantité du méme ordre queZ,
tandis que les valeurs de §,, v, fournies par les équations (224), sont
proportionnelles au carré de £, on conclura des formules (215), (216)
et (228) : 1° en négligeant dans le développement de 4 les puissances
de % supérieures a la premiére,

(233) o = oy + oo, 1,

"2°cn neghgeant dans les développements dc § et de  les puissances
de A supéricures a la seconde,

S § = ["j‘; +p(a1_ I3 >](,12_'-,,2)’

( We=— P - l:dtl p({}h— -1‘5’\0>] (hr— r?).

Ainsi, apres avoir déterminé les fonctions Jg, &, 2 'aide des équa-
tions (223) et (231), il suffira de recourir aux formules (233) et (234)
pour obtenir les valeurs approchées des pressions &, §, ¥ relatives a
Pétat d’équilibre.

I est facile d’exprimer les quantités ci-dessus désignées par &y, &,
Ras 80s 845 8, en fonction des quantités X,, X,, X,, Y,, Y,, Y,. En eflet,
si, dans les formules (217), on substitue les valeurs de s, & données

(234)

par les équations (203 ), ou plutot par les suivantes

. . : . r?
8 =X cost + Y, sint + (X, cost + Y, sint) r + (X, c087 + Y, sint) 5+
(235) .
' . . . re
A=Y, cost — Xosint + (Y, cost — X;sinz)r + (Y, cost — X,sinr) 5+

-
-
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on en conclura, en égalant entre eux les coefficients des puissances
semblables de r,

26 8, = X, cost+ Y,sinr, ' 8, =X, cost+ Y, sinz, 8y = X, cos7 -+ Y, sina
(236) Ry =Y, cost — X,sinr, K=Y, cost— X, sinr, R; =Y, cosr — X,sin-
Observons encore que, dans les diverses formules auxquelles nous
sommes parvenus, on peut, sans erreur sensible, attribuer & I'incli-
naison 7 et au rayon de courbure ¢ de la lame en éqilili])re les valeurs
que présentaient ces mémes quantités dans I'état naturel de la lame.
De cette maniere 7 et ¢ deviendront des fonctions connues et détermi-
nées de la variable s. ‘
Lorsque, dans I'état naturcl de la lame proposée, la ligne moyenne
coincide avee 'axe des o, on a sensiblement

T=o0, 5:0, s=x, JHb=A, Ww=B, F=F, $=X, &=Y.

Donc alors les formules (222) et (230), (228), (233) et (234) se ré-
duisent, comme on devait s’y attendre, aux formules (43), (36), (40)
et (42). _ ‘

Supposons maintenant que I'on considére la lame courbe, non plus
dans Iétat d’équilibre, mais dans I'état de mouvement : il faudra rem-
placer les quantités
' Xoo Xy Xo; Yo, Yy Y,
par les différences ‘ o

02k 0t¢ 02k, *n o LI
X—G X—h X=GE -0 v-2n v 5.
Donc, si’on fait, pour abréger,

(237) fcost-nsint=y, mcost—Esint=3,

c’est-a-dire si I'on désigne par © et par y les déplacements de la molé-
cule 7 mesurés parallelement et perpendiculairement i la normale r,
si d’ailleurs on représente par

. . 2 a
(238) 7:70+}’17'+72%+..., 6:304—817'_;_327_2._{_._.
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les développements des fonctions vy et ¢ suivant les p‘uissances ascen-

dantes de r, on devra remplacer les quantités

(239) S0y 81y oy

que déterminent les formules (236), par les expressions

Pye . O o
(240) So—d—t};", 51—"(72/—;’ 32"‘7?;
¢t les quantités
(241) Roy Ry, Ry
par les expressions

0%9 020 023
e . e LA

Par suite, en négligeant d’abord les termes proportionnels au carré de
h, on tirera des formules (222) et (223) '

. dds 2
(263) ~ ren=p20
I 0%4
(244) :(Jloo-*-P)-l—peﬁo:pmg—o-

Si, au contraire, on conserve les termes proportionnels au carré de 2,
on tirera de la formule (231)

d? oo,
.d<t’ ds ) .l ddoy
ds +3 ds !

3 d(bcq'lo)
7P [So— ds ]

14

TaTds it g tabhTE T G a5t

. I I
- | d s__s> d2<8——s>
+P[£32 1 d(vRy) 2, dR, 1 3 dv ( 1T _ LT

|

I
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Observons, de plus, que, sil’on réduit le polynéme

. 1 ) . 1
106 a0 1 d "<71—:7°> d <7' : 7.") 3 _d(»ao)] .
T3 WM HTTEN T T s T aw . TR\ A
au seul terme
3 d(‘*ao):l
5l AR T

qui scra en général trés grand par rappmt aux autres, I'équation (245)

deviendra

d———zo}lgl | 2 d(tao)
d<t d82> 1 de1+ 3 Jd l}lo_——;)s_
d.)' + t ds -/I_P ()tz
3 ,  d{edRy)
:mp[ao_ dsﬂ]
] _"I' 4 2 ____l_s
- ib 1 d(eRs) 28 dJ{i " 5_1_‘_ d(é, rS°> dr (s, téO
a3 7a T T 20T ds ds - ds? .

Quant aux termes qui renfermeront 8, 8, et-R,, on ne devra pas les

fotel

En effet, pour que les déplacements des molécules restent trés petits,
comme on le suppose, pendant toute la durée du mouvement, il est
nécessaire que la lame courbe s’écarte tres peu d’une position -d’équi-
libre, ¢t que, en conséquence, I'expression (232) soit une quantité
tres petite du méme ordre que A%, ‘

Si, apres avoir multiplié par %2 les deux membres de I'équa-

négliger vis-a-vis du terme

3
2

d(e&R,)
. ds

tion (246), on supprimait les termes proportionnels au carré de 4,

on obtiendrait la formule

0(xd,)
o[- 25 o dGRy)

(247) dl-) 0 ds
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que l'on pourrait méme réduire &

. . 2(20,)
. J [Y"—_ (ds ]
(248) ——_atl—_ ey ¢

en négligeant avee 42 I quantité du méme ordre 8, — d—(%?"—) La for-
mule (247) ou (248), que I'on peut déduire immédiatement des équa-
tions (243), (244), en éliminant &, entre ces équations, est analogue

4 laseconde des formules (34), et ne subsiste, comme clle, que pour -
des valeurs peu considérables de 2. En intégrant deux fois de suite la
formule (248), on trouverait

(269) yo— 200 — 55y 1 ¥ (s),

#(s) et F(s) désignant deux fonctions arbitraires propres & représenter
les valeurs initiales des expressions ‘

()(“ao) d)’o 62(*60).

iy .-

N ™ 7o os ds?

r

Aux équations (223), (231), (243) et (246) qui subsistent, dans
I'état d’équilibre ou de mouvement d’une fame naturellement courbe,
pour tous les points de la ligne moyenne, on peut joindre d’autres for-
mules qui sont relatives aux extrémités de cette ligne, et que nous
allons faire connaitre. Concevons, pour fixer les idées, que,. dans I'état
naturel de la lame élastique, on désigne par a la longueur de la ligne
moyenne, en sorte que les extrémités de cette ligne correspondent a
s =o0 ct-d s = a. Supposons, d’ailleurs, la lame terminée dans le sens
de la longueur par deux plans perpendiculaires & la ligne moyenne. Si
les deux extrémités de cette lame deviennent fixes, ou plutét, si, les
extrémités de la ligne moyenne étant fixes, les points renfermés dans
les plans qui terminent la lame sont assujettis de maniere & ne point
sortir de ces mémes plans, on aura, pour s = o et pour s = a, non seu-

lement
(250) . Yo=0,
(251) 0,=0,
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mais encore Y = o, quel que soit r, et par conséquent
(252) ' y1=o.

Si, au contraire, les deux extrémités de la lame étant libres, chacun
des plans qui la terminent est soumis 4 une pression extérieure et nor-
male, désignée par ®, on aura pour s = o, et pour s = a, quelle que
soit la valeur de 7,

- (253) bo=—@  F=o;

et en combinant ces dernieres formules avec'les équations (233),
(234), on en conclura, dans le cas.d’équilibre,

(254) . : Hoyg=— @,
(255) foy =0,
(256) %-i-ﬁ—p(sl—-%&,):o.

Ajoutons que, pour passer de I'état d’équilibre & I'état de mouvement,

2 2
il suffira de remplacer 8,, 8, par les différences 8, — %7, 8§, — Oy

o’ o’
dans la formule (256) qui deviendra ainsi
| d-foy 1 . o <71'— ?i'}’o>

Enfin, si la lame solide offre une extrémité fixe, par exemple, celle qui
correspond & s = o, 'autre extrémité étant libre, les conditions (250),
(251), (252) devront étre vérifiées pour une valeur nulle de s, et les
conditions (254), (255) et (256) ou (257) pour s =a.

Lorsque I'on combine la condition (254) avee I'équation (223), on
en conclut '

(258) Ro=

.

P‘c

Cette derniére formule montre que, dans le cas d’équilibre d’une lame
naturellement courbe, la force accélératrice normale &, doit se réduire
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?—P

pv

sensiblement & pour une extrémité libre, Donc la différence

,  e_p
(259) Ro— P : -

doit étre, pour une cxtrémité libre, de Pordre des termes omis dans
I'équation (223), ¢’est-a-dire que cette différence doit étre de ordre
de 2. Si I'on avait égard aux termes de cet ordre, alors, au licu de la
formule (258), on obtiendrait celle que fournit I'élimination de o
entre les équations (230) et (254), savoir

0

d? 2
(260) oy + 2t d821+pz Bo— 3z Ry+2

d(s,— %so> 6 &_p
—— (e )] =
Quand on veut tirer parti des conditions relatives aux limites pour dé-
terminer Ies constantes arbitraires introduites pour I'intégration des
formules (223), (231), il convient de substituer a la condition (254.)
la formule (260). '
~ On pourrait imaginer diverses hypothéses en vertu desquelles les
conditions relatives aux extrémités de la lame seraient représentées,
non plus par les formules (250), (251), (252) ou (255), (256), (260),
mais par des formules nouvelles. Ainsi, par exemple, si les extrémités
de Ia ligne moyenne, en devenant fixes, prenaient des positions dis-
tinctes de celles qu’elles occupaient dans 1'état naturel, les valeurs de
Yo» S correspondantes a ces exirémités, se réduiraient, non pas i
zéro, mais & des quantités constantes. On pourrait.supposer cncore
que les extrémités de la ligne moyenne sont assujetties 4 rester sur
des courbes données, ou que les plans qui terminent la lame sup-
portent des pressions’ou tensions dirigées d’une maniere quelconque
et données en chaque point, etc. Dans ces différents cas, la recherche
des formules qui devront étre substituées A celles que nous avons obte-
nues se déduira sans peine des principes que nous avons exposés.
Dans les diverses é(juations ci-dessus établics, les quantités Yos O,
désignent les valeurs de y, & correspondantes & r = o, ¢’est-a-dire les
OEuvres de C. — §. 11, 1. VIIL - ‘45
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déplacements d’un point de la ligne moyenne mesurés perpendiculai-.
rement et parallelement & la normale r. Ces quantités et les déplace-
‘ments &y, 1, du méme point, mesurés parallelement aux axes, sont liés
_ensemble par les formules
)

(261) By cOST + My SiNnT =7,  nyC087 — &, sint=d,.

Quant aux quantités &, &, et &,, w,, clles représentent les projections
algébriques, sur la tangente & I'arc s de la ligne moyenne et sur la
normale r, des pressions ou tensions exercées au point (x,y) contre
des plans perpendiculaires & cet arc et & cette normale. Remarquons
encore que, si 'on désigne par !la largeur de la lame proposée, la sec-
tion faite dans cette lame par un plan perpendiculaire & I'arc s suppor-
tera une pression ou tension dont les projections algébriques sur la

tangente a la ligne moyenne et sur la normale r seront représentées a
tres peu pres par les produits

3 b
‘ L] ddr=1] (dog+ ooyr)dr=—n2dhl,

—h —h
h h ! .2
lfhsfdr _—_zf] 9°0<1_ #) dr:gffohl,

et dont le point d’application sera séparé de la ligne moyenne par une

(262)

distance qui aura pour mesure la valeur numérique du rapport

. i
(263) — =T R
(| dodr

Donc le produit de cette distance par la pression ou tension 24,4/,

¢’est-d-dire Pexpression -

(264) %&1/13 1,

exprimera, au signe prés, le moment de cette pression ou tension par

'
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rapport & I'axe mené perpendiculairement au plan des «, ¥ par Iextré-
mité de l'arc s.

Concevons a présent que la lame proposée devienne élastique, et que
son élasticité soit la méme dans tous les sens. Alors les quantités A, F,
B seront déterminées par les formules (53) et (54), dans lesquelles «,
y sont regardées comme variables indépendantes. Or on tirera de ces
formules combinées avee les équations (55) et (209)

oo ok 0—1 %_@) <ﬁ on\ . :
K > <0x+dy>+T|:<()x dy COs27T + —l—%)smz‘r],

H

I y

W G1 /08  on\ O—1 ‘2@_9_‘@) , (iﬁ Qﬂ)-
K~ 2 <55+53;>— 2 [<dw dy cosat 4 0y+dx Sm”]’
§  0—1[/0k ok 011) ] ‘

K: 5 [<0y+d )COS2T <()—.Z.——a-}7 sina2t

D’ailleurs, en remplacant les variables indépcndantes x ety par setr,
a I'aide des formules semblables aux équations (175), (176); on trou-
vera

—(Ecoszr—}- L3 sinar = (05 COST — %smr) sint + <§i— COST + gfsinr) COST

dx oy 7}
ﬂgcosr
0t . s
= —SIn7T -+ —»
or r
[ —
-t
%sinzf — %coszr:—(% COST — gésmr) cosr—|—<g§ cosr—f—%SinT) Si‘n?
o -a—a-sim-
= — a-’—'COST-{— -——’-77;
- i— -
0—50057—1— sint
% 2a
_d_£+dn i)ﬂcos-r—-gzgsmf-i- ?s s
dz = dy or ar o
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Donc les formules (265) donneront

d—.E’cosr—i—g—ylsin

b_ G @cos —Qgsinn{—ds 0"
K~ 2 or ST T or T
©

A% on .

» =2c i

f—1i| on 0; . ds 08T + Js sinT

— = ¢OST — - sint — ,

2 or or r

ou, ce qui revient au méme,

d—Ecosr—i— o—nsin—
Lo _ 01 os‘—?—g-sin —l—Gds o
K= o0r % " or T T g
T
’ Qécosr + (—)ﬂsinr
! W /0n ot 0s Js
(266) K—-@<$008r—&;smf>+ —
14
g @cosr——gésinr
— f—1 0& an . 0s Js
) 0—,_cosr+ 5—;5mr+ -

|

14

Enfin, si Uon combine ces dernieres avee les formules (237), on en
: 7)

conclura
gy 9
&_08_’_0% €
X~ or ’
1 — —
T
dy o
. afh 09 5;_;
(267) K:@—d—r—i— ——,_:
S
9y
§ 6—if[dy 05«
K~ =2 (—)7+ r
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On trouvera par suite

o 9
(268) eng:évb+<6—é)K”s 5,
T
T
[y _ dyy O Vo _dy, 0 1 (dy, 3
K~ d + 09, K~ ds T e Z(?ﬁ °>+952,
(269) , _
ei(-) 6—-[ @_0 b-*— ﬁ 9'—‘1 d81 }/[ I da() yo
K 2 \ds 1) X | Tt
d: )
Jl,ozévz,mu(e—é)[{(a%e_f),
_1I ___I dyl 81 Id}/ d
o | ([0t (Y]
=1 _WN\p[dn & afdy, 8N\ | afdy, 3
%2—61)52-'—(9 0>K[a——?+;<——‘g———t—)+;—2<—d—s‘—'z—o>]ﬁ

puis, cn faisant pour abréger

dy, 3, . ds
(2y1) xz '—'?—I, as-o-p-

~ oI
I

- on tirera : 1° des équations (221) ct (269)

(272) y,:-—(%(i’—l—b.) =1, 81:—%<%__%+%>:—5—<I+%>,
~ . 14 .

14

(73) y=_ @ _1dl = LA 8 rfdp SN _1(d G4y 1PN
Rt Bk T gla vt ilw oY) T T e k)
2° des équations (221) et (270)
_ I dyo‘_30> P_ I P
— ! dy, 0 1(dy, %\ _ _l> ’<_d__J b4t r P
(375) | = (og)x [ -2 H (& - 2] =0k T i)
7' . .

g dys 2041 1 N\NK @21 26
(276) %2:%1”)2+(9-—1>K<7iy;_‘ - 62>:ylﬂ‘2+<9—‘§ —G‘W—F%vﬁn.
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On aura donc, en vertu de la formule (62),

(277) =@ g,
(278) o, =_pszz‘” 6+1(Jlo0+P), )
d?l 2041
s (279) fog= -6-'“1)2+| Qr—— Y —Bt—eﬁol.

Il est maintenant facile de former les équations qui déterminent les
valeurs des déplacements v,, 8, dans I'état d’équilibre ou de mouve-
ment d’une lame élastique naturellement courbe; et d’abord, si cette
lame est en équilibre, on tirera de I'équation (223) combinée avec la
formule (277)

—1 P
(280) 921+z310 6_ F
De plus, la valeur de &,, déduite des équations (223) et (278), sera

(2871) . %:—pﬂ*ﬂ—a_gl

p&,.

Enfin, si 'on substitue cette valeur dans 'équation (231), et si 'on
* fait pour abréger

9=—38,+

d(z8,) 0+1 1 d%ﬁo - de Ry 1 .dR,
s T3\ @ T s ae T

(282) | d(8,—8,)  d(8,—=3
il R 1 d(zRy) 2, a, ., de e 1T
] 3° Y : 1% as +t b ’

on trouvera, en ayant ¢gard a la formule (85),

(83) @2< &) dd] 1 dﬂJ)zQ

s T dds L

Or, quand on aura fixé les fonctions I et J & 'aide des formules (280)
ct (283), I'intégration des équations simultanées (271) fournira immé-
diatement les valeurs cherchées des inconnues v,, 8,. Ces valeurs ren-
fermeront six constantes arbitraires que l'on déterminera sans peine
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si la courbe a ses deux extrémités fixes, ou une extrémité fixe et 'autre

libre. Dans le premier cas, les inconnues ¥y,, 8, devront satisfaire pour
. s=o0 et pour s =a aux conditions (250), (251), ainsi qu’a la con-
_dition (252) que I'on pourra réduire &

(284) : %6?" =o.

Dans le second cas, les conditions que nous venons d’indiquer devront
étre vérifiées sculement pour 'extrémité fixe, et remplacées, pour
I'extrémité libre, par les formules (255), (256), (260), dont les deux
premieres, étant combinées avec la formule (281), donneront

: LAY O+1
' ary I, 0+1 d&,
(286) R e R T

D’autre part, comme on tirera de I'équation (279), réunie & la seconde
des équations (227) et a 'équation (280),

) a1 1\ 2
°"°2=5<‘”a§z‘—5’”+:5‘°>+;°""

(»87) 2 d?(xR,) 1
:-':JL‘M"—E[ i +°ﬁ1—;3’\o],

6 ds?

la formule (260), combinée avec les formules (255) et (281), donnera

- d(S ;ls> |
3 . 1 0 . .
gsz-—f,ﬁr_ltg{l_F LS 3 <g{o_u>

(288) dss ~ 2 ds AN pe
-_I__ 1 dz('bvﬁo) 9+I d2g’\.0
- e»[ﬁ‘-_ et = | T T A

Siles deux extrémités de lame élastique devenaient libres, les con-
ditions (285), (286), (288) devraient étre remplies pours = o et pour
s == a. Mais on ne pourrait en déduire que les valeurs de trois des
quaire constantes arbitraires introduites dans le calcul par P'intégra-
tion de I'équation (283). La quatriéme constante et celles que fourni-
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rait 'intégration des équations (271) resteraient indéterminées, ce
qu'il était facile de prévoir.

Il importe d’observer qu’a 'équation différentielle (283), qui est du
quatrieme ordre ct détermine la fonction J, on pourrait substituer une,
équation différentielle du sixitme ordre qui déterminerait immédiate-
ment I'inconnue y,. En effet, si, dans la formule (280), on remet pour
1 sa valeur, on en tirera

' 0y, 0 1 f—1 P\
(?89) -d‘;-‘:—i—@(tﬁo—’—‘——'; =0,

puis, en éliminant &, entre I'équation (289) et la seconde des équa-
tions (271), on trouvera

(2g0) J=2E¥ % o 1 [d(&a) 6—1 Pdt]

a’s‘+d_sd it | Tt g o

Or, si I'on substitue le second membre de la formule (29o) au lieu de J
dans I'équation (282), on obtiendra évidemment une équation diffé-
rentielle du sixieme ordre entre les variables y, et s. On pourra de
méme introduire I'inconnue Yo & la place de la fonction I dans les con-
ditions (285), (286), (288), qui se rapportent & unc extrémité libre
de la lame élastique. Enfin il est clair que les conditions (250), (251),
(284), relatives & unc extrémité fixe, pourront étre, en vertu de Ia for-
mule (289), réduites aux trois suivantes :

d 61 P Ay 1 d(uRy)
(201) no=o0,, yo"‘szl(‘“ﬁ“ 5 p>_°’ T E =

Par conséquent, si'la lame a ses deux extrémités fixes, ou une de ses
extrémités fixe et I'autre libre, on'pourra cffectuer directement la dé-
termination des six constantes arbitraires introduites par l'intégration
de I'équation différentielle du sixieme ordre en v,.

Au reste, ce qu’il y a de mieux a faire, pour simplifier les calculs
relatifs & I’équilibre d’une lame élastique courbe, c’est de substituer &
la fonction J, dans la formule (283), non pas l’ipconnue Yo, Mais la
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fonction

-d*J
_ (292) S=—
En effet, on obtient de cette maniere, au lieu de la formule (283), I'é-
quation différentielle '

(293) | @2<z%+%§+{a>=a, 3
_qui est du second ordre seulement.

Il est aisé de reconnaitre quelle est la quantité qui, dans les caleuls
précédents, sc trouve représentée par J. En effet, U'inclinaison 7 de la
ligne moyenne au point (x, y) vérifie, dans I'état d’équilibre d¢ lalame
solide, I'équation (r71). D'ailleurs, %,, n, désignant les déplacements
paralléles aux axes du point dont il s’agit, les différencesx —&,, y — 7,
représentent précisément les coordonnées initiales du méme point.
Cela posé, si I'on nomme © — 1 Pinclinaison primitive de la ligne
moyenne en ce point, on aura évidemment

dy — dn,
A (T o —_
(204) tang(t — 1) = X 7

ou & tres peu pres

or 1 — ‘_JX — @ dEO _ o _ d'ﬂo d&o >
ta§°r cos*t — dx <I dy T )T angT\ 1~ it ds " coscds )’

/

}

puis on en conclura, en ayant égard aux formules (261) et (271),

_ by Y
(205) 1=-costdn,— sintdf,= 5 +T_J' ,
Ainsi J représente, au signe pres, la variation qu’éprouve P'angle =,
tandis que la lame courbe passe de I'état naturel & I'état d’équilibre.
Ajoutons que, la courbure de la ligne moyenne étant représentée, dans
I'état d’équilihre, par
dr
ds’
OLuvres de C. — S. 11, t. VIII, - 46

I
€
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la différence
d‘: (l’] . df dJ LY

ds  ds — ds  ds
exprimera la courbure de la méme ligne dans U'état naturel. Donc la
quantité

d
(296) ‘—i—j

représentera, au signe pres, la variation qu’éprouvera la-courbure de
la ligne moyenne, en raison des déplacements des molécules situées
sur cette ligne.

Observons encore que, si, dans 'expression (264 ), on substitue la
valeur de &, tirée de la formule (281), le résultat de cette substitution,
savolr

dl 6
e R L

(297) . — %pﬂzlﬂl
représentera, au signe prés, ce qu'on peut appeler le moment d’élasti-
cité de la lame courbe, c’est-i-dire, le moment de la pression ou ten-
sion exercée contre un plan perpendiculaire & la ligne moyenne par
rapport & un axe tracé dans ce plan de maniére a rencontrer cette ligne.

. Dans le cas particulier oti la force accélératrice normale &, s’évanouit,
Pexpression (297), prise en signe contraire, se réduit &

(298) ‘ %pgzlﬂlg-

Donc alors le moment d’élasticité est proportionnel, non seulement &

L . . dl
la largeur et au cube de I'épaisseur de la lame, mais cncore & -,

c’est-a-dire, au changement de courbure de la ligne moyenne. Ce ré-
sultat s’accorde avec I'hypothese admise par Euler dans les Novi Com-
mentari ct les Acta Academice j)etropolitanae pour les années 1764
et 1779. .

Concevons maintenant que la lame élastique viennc a se mouvoir.
Alors, en négligeant les termes proportionnels au carré de Z, et obser-
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vant que I'expression (232) est de I'ordre de A?, on tirera des équa-

tions (243), (244), combinées avec la formule (277),

g0l 4Ry _ 0y

(299) p iR el T
—~1 P 020
(300) Q2I+"‘.JLO+TE:L_0_[:—;0;

puis on conclura dé celles-ci, en ayant égard & la premiere des for-
mules (271),

P 1\ BGR) 6—1 PN _ ol
(301) 9(53‘2.—:2‘)*"@‘*;(5‘“‘—.9 o) = a8’

ou, ce qui revient au. méme,

(,2<%_§9> . (,2(17_0_%)
(302) Quf 9 v/ 1(27_0_53_0> +M_1(a0+0—13>:*_u_'

0s? T2\ 9s v ds? v g e/ 0

En joignant & P’équation (3or) ou (302) I'équation (248) ou (249),
on pourra déterminer celles des vibrations de la Jame élastique courbe
qui scront indépendantes de I'épaisseur-de la lame. Si I'on veut, au
contraire, déterminer les vibrations qui dépendent de cette épaisseur,
il faudra joindre a la formule (300) I'équation (245) ou (246). De
plus, comme la valeur de &, relative au mouvement de la lame élastique
sera évidemment, fournie, non plus par la formule (281), mais par la

suivante

o 6+ 929
(303) &,:_pgab?_—e—?p<ao— ﬁ)’

I'équation (246) deviendra
<&
0(x8)  O+7 /12( 03  d. 0%, 1 060>]

@B (0] doT 10 *"2[7‘" g5 0 3\*9F "dsos %o
° B ' dtz _‘Qa

Y05 T dsos T Lo

et pourra étre réduite 2

(304) Q

BT de ) o[ yo— 262
A de L 1 02J AN ds _
3 <1' o8 TTHos T o F) e =R

-
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Lorsque, dans les formules (300) et (304), on substitue les valeurs
de I et tirées des formules (271), on obtient deux équations aux dif-
férences partielles, 'une du premier ordre, 'autre du cinquitme, sa-
voir, ‘

, 9 6 f—1 P 9%
305 Q% _ %) 4 et = %%
(305) X <0S b>—|— Ro-+ — s =R

R R A A IR Y it A ke O
(306) Q5]+ VAN N S Y - =9,

Os* . ds os? ds? a2

I
14

Si'on substituait.directement dans I'équation (245) la valeur de o,
fournie par I'équation (303), alors, en ayant égard aux formules (272),
(273), on trouverait |

02 —_‘d(tao)
@l ( 01 dead oeny TP
" 3("as~ o5 TIiaw ) or
46 —1/ 0*J  dv dJ 3 1 01 1/ 038, de 0?0, 1 08,\
. p? S (T Em) O a i E )
=Xtz 0

(307)

Pour revenir de cctte derniere & l’écfuation (304), il suffira de négli-
ger, dans le second membre, l¢ terme qui renferme le facteur A2. Or,

. c’est ce que I'on pourra faire sans erreur sensible, la quantité Z étant
supposée tres petite. Mais il ne scra pas permis de négliger de méme,
dans le premicr membre de l’équa'tion (307), le terme proportionnel
au carré de /4, attendu que dans ce terme le facteur tres petit A2 est
multiplié par un facteur tres grand Q. Ainsi se trouve légitimée la
réduction de la formule (245) 4 la formule (246), et de I'équation (307)
a I'équation (304) ou (306).

Les équations (305) et (306) subsistent pour tous les points de la
ligne moyenne entre les deux inconnues v,, 0, considérées comme
fonctions de s et de ¢. Si d’ailleurs la lame élastique a ses deux extré-
mités fixes, les mémes inconnues devront satisfaire pour s = o et pour
s = a aux conditions (250), (251) et (284). Si, au contraire, les deux
extrémités sont libres, on aura pour chacune d’elles, en vertu des for-
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mules (254), (255), (257), combinées avec les formules (272), (277)

’
et (278),
g 1(P . d _4+1P—-@
(308) o 02<%+%>
o 0t f+19l\ ds 5 —S~-I-S—6+I P— @ de
5.;3 0. 0s dt? - .1’— 0 eb 4% d_.‘)‘,
ou, ce qui revient au méme,
99, y0>
o (%0 _ &\ _1(P g 920<as V) _evip—¢
@(H-2)=:7"2 =
(Fop) 23 dy, 8 3, 2y
Y% , Yo : o % (Lo 200
202<0s + > e+xm"< 5 z>_d<ds = >_5 1y 0+ P—0a
L 0s? T e Js e T v pv ds

Enfin, si I'une des extrémités, par exemple celle qui coincide avec
'origine de I'arc s, était fixe, et Uautre extrémité libre, les conditions
(250), (251), (284) devraient étre remplies pour une valeur nulle
de s, et les conditions (309) pour s = a.

Lorsque les forces accélératrices &, s et la pression P s’évanouissent,
les équations (280) et (293), relatives a I'état d’équilibre de la lame -
courbe deviennent respectivement

(310) I=o,

dd
d(‘%)

I
(311) 75 +26:o.

D’ailleurs, si 'on integre I'équation (311), apres avoir multiplié son
premier membre par 2¢ d3, on trouvera S

- as?
W2 77 + 3= c?,

¢ désignant une constante arbitraire, ou, ce qui revient au méme,

(312) . = =
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puis, en intégrant de nouveau, on aura

. : 3 ds
(313) » arccos - = | —

et, par suite,

(314) | 9:2—2—3:0c05<f?>.

Afin de montrer une application des formules précédentes, conce-
vons que la lame courbe offre pour ligne moyenne, dans I'état na-
turel, un arc de cercle, et que I'on rende ses deux extrémités fixes,
apres avoir déplacé la seconde, c’est-a-dire, celle qui correspond
s = a, d’'une quantité trés petite. Si les points renfermés dans les plans
qui terminent la lame circulaire sont assujettis dec maniére 4 n’en point
sortir, les inconnues v,, 0, devront vérifier, pour s = o, les conditions
(250), (251), (284) et,‘pour s=a, la condition (284) avec deux
autres de la forme '

(315) , Yo=1 Se=/,

i, j désignant deux quantités dont les valeurs numériques soient trés
petites. De plus, comme le rayon de courbure ¢ de la lame prise dans
I’état naturel sera une quantité constante, on tirera de I'équation (314),
en représentant par © une constante nouvelle et arbitraire,

d?] : s

— ==C S -]s
(316) o = ccos (o + L),
puis, en cffectuant deux intégrations successives, en observant d’ail-

leurs que la fonction
dao Yo
J= s -+ o .
L ’ . b 14 £ l hd

oit se réduire : 1° & zéro pour s = 0; 2° & - pour s =a, cf, '
doit se réd ° 0 po °& - pour et, en faisant
pour ahréger '

e'=c:2c0sC, &"=csine,

on trouvera

[eose —cos(o-+ 2]}

<

Rl »

da . .
@Bry) J= gsi +Zf=£+cﬁ;[cos@—cos<@+ g)]—
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ou, ce qui revient au méme,

dd 3 is s s s 8§ S . a
(318) —d—o + =2 +€3’[1-—cos— — —<1—cosg>] +e”<sm-——sm—>-
A s . v ac t a T v a 1

7

Si maintenant on élimine 7, entre I’équation (318) et 'équation (310)
présentée sous la forme '

Dy _ %

(319) LT =0

on en conclura

0%, 1 ¥ T.os o1 a 1 s 1. a\
(320) 5+ ;0= -— +&'|-sin-—-(1—cos— +\~’3”<—cos——~sm—);
()S' 1% adc v 14 19 ) T T a '

v /

puis, en effectuant 'intégration a 'aide de la méthode exposée dans le
‘ do . Y
second Volume [p. 31 (*)], et observant que &, ot — doivent s’éva-

nouir pour s = o, on trouvera ) ,

S . .
. l | - I a I z I . a

f erte=3){ — + &' |-sin= — ~{1—cos~ || +&"(-cos=- —~ =sin— Eds-
~ o v 12 2 a 12

[a3

(/2% v v

=5

H

ou, ce qui revient au méme,

3§ “
] . 53 a - z . a
60::f 3—+@’[sm-_——f I—cos— | |+ & cos———fsm—
e (@ . v a 1 vooa v
et, par conséquent,
i s 1/, . ' : A
0o = —'—'<x — cos—) + e'»[—<smf ~3 cosf> — f(x—— cos(—l> (1—— cos f)]
(¢ €/ 2 o 12 T, a (2 12
1s .. $§ ¢t . a $
+ &' [— -sin- — -sin- <1—cos—>]-
2 ¢ t a T 14
/
Cela posé, I'équation (318) donnera +
) .8\ s 1S, s 1 s ‘
=-(s—esin- &el1—cos- —=--8in- — = {s—r«sin> —_ e
}'0 CZ< t> -+ < t[I CoSs z P Sin < a (S t S1N t) <I COSs ;—)]
1/ . s $ s I . \
+ &7¢ [— <sm— — - oS —) — —(s-— t Sin f) sin{Ir
2 T T k4 a T T

(1) OFuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 47.

§— 3

sin ds

(322)

(323)
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_— SUR LEQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

ST sse. & doif se réduire & 7 of Do ;
g S hvpothese, & dd, .
D’ailleurs, par hypothese, ¢, doit se réduire a j et 2 W 28ro pour s—a.

Donc les constantes arbitraires ¢, ¢’ vérifieront leg deuy formules

/. a «a a t a\? 1a ¢t ..
‘e' =(sin=—=cos=) —=(1—cos~) |+&|-=—=(1—cos Z\ |2 _J ¢ a
2 14 t T a T 2t a € sm:::-—a I—COoS—
T

(324) ¢
I a € . . a a : N
( 9’[-——~(l—cosg sin? ¢ | L (sinZ+Zcos 2 ~Efsine@]_ i a
2t a\ r a 2 t t t a T ——Esm P
. [P miop \
1l ne reste plus qu'a tirer de ces dernieres les valeyrs de o', e, et les
substituer dans les équations (322), (323), pour obtenir les valeurs
completement déterminées des deux inconnues y,, §,.
Il est bon d’observer que, en vertu de la formule (318), on a

o dl A, ndy, i T, a e/ s ¢ . a
(325) ZE—W-!——?S—E‘F—: Sln;——a I—C’OS:>:|+T<Cos;—.551n:>.

L e dl
Telle est la valeur générale de la quantité ?lg’ c’est-a-dirc du change-

ment de courbure qu’éprouve la lame circulaire 4 I'extrémité de 'arc s,
dans le passage de ’état naturel a I'état d’équilibre.
Si, dans les formules (324), on suppose -

(326) a=2my,
. clles donneront
(327) o=—2L," e=o.

Donc alors on tirera des équations (322), (323) et (325)

i (s .8 JIs . s s
Yo=—|-—sin- )+ ==|=sin- —2(1—cos- )|,
2T \ ¢t 14 27 14 t k4

(328)
: i/ s\  J (s s .S
(80:_(1—cos—>+;—<—cos——sm->;
27T T 2T\« t Lt
dl J o ’
(329) 25 = oma T yasin:

Les équations (328) et (329) déterminent la figure que prend la ligne
moyenne d’un anneau élastique d’une tres petite épaisseur, lorsque, &
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D’UNE LAME SOLIDE. 369

I'aide d’une section faite perpendiculairement & cette ligne, on la
transforme en une portion de spirale dont les extrémités sont tres voi-
_sines, et que, apres avoir rendu ces extrémités fixes, on laisse I'équi-
libre s’établir. Si, dans la derniere de ces équations, on pose s =o,
§ = T, OU § = 27, on trouvera ‘

(330) ar_

ds — ame?

Par conséquent, dans 'hypothese admise, la différence entre la cour-
bure de la spirale et la courbure primitive de la ligne moyenne de I’an-
neau sera la méme aux deux extrémités de la spirale que dans le point
situé & égale distance de ces extrémités. Cette différence est d’ailleurs
indépendante de la quantité /, ¢’est-a-dire du déplacement relatif d’une
extrémité par rapport a I'autre mesuré dans le sens du rayon «.

Si la lame élastique se réduisait & un demi-anneau, on tirerait des
formules (324), en y supposant a = =,

2 wj—al :
2 T) @”:0;

= — )
v Ti—8

O

(331)
et, par suite, les formules (322), (323), (325) donneraient

ifs . 8§\  mf—ai s\ s..os hfs . s\
'/0:;: ;—Slﬂ; +7.I2——8— 2 I—COS; -—;Slﬂ;—;c ;—Slﬂ; ’
60:i<1—cosf>+7%?—%—l[sinf—fcosf—é<1—cosf>],

i € n:—38 t ¥ ¢ T t,

dal. A ) .S 4
(333) EEZ»HE_{_‘(n?—S)@(lenZ—E)'

(332)

Si le rayon « devenait infiniment grand, ou, en d’autres termes, si la
lame élastique était droite, les formules (310), (319), (322), ete.
deviendraient inexactes. En effet, I'équation (280) n’entraine 'équa-
tion (310) que dans le cas ou le rayon« conserve une valeur finie. Dans
le cas contraire, I'équation (280) se réduit & &,=o, ou, ce qui revient
au méme, i la scconde des formules (33), et devient identique pour
une valeur nulle de la force accélératrice. Alors aussi, en faisant coin-
cider dans I’état naturcl la ligne moyenne avec 'axe des x, on trouve

ORuvres de C.— S. 11, t. VIIL ' i by

-
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370 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

T=0, s=1, £, =Y 0= 00 ¢t il faut remplacer les équations (310),
(3171) par les formules -

d2
(334) ‘LUE; =o,
x d*
(335) —-—d:: =o,

auxquelles se réduisent, quand X et Y s’évanouissent, les équa-
tions (97), (98) du § I. Or, en intégrant les formules (334) et (335)
de maniere que 'on ait : 1° pour z = o,

dn
(336) £,=o, Ne=o0, d—;.—:o;
2° pour x = @,
. . dn
(337) Ey=1i, Ne=7J, d_xo —=o,
on en tirera '
(338) Eo::i;,
_ Baxt—aa®

(339) ' ny=J

ad

L’équation (339), qui représente, dans I'état d’équilibre, la ligne
moyenne d’une lame élastique naturellement droite, est cclle d’une
parabole cubique. Ce résultat était facile & prévoir d’aprés la forme de
Péquation (335).

Si Pon supposc en méme temps que les quantités &, 8, P, @ s’éva-
nouissent, et que la lame courbe se meuve, les équations (299), (300),
(3o01) et (304) donneront

ol _ 0%y,
(340) 92%—-%;7
2

(341) Qe ::t%—g-o,

o (L 1\ _ ot

: . d(xd,)
343 gz/l’ M de®y | 10 _02[)/0* dso].
(343) ?(T &os i) o8
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D’UNE LAME SOLIDE. 371

Dans le méme cas, les formules (308), qui devront étre vérifiées pour
une extrémité libre de la lame élastique, deviendront respectivement

(344) - I=o,
oJ
(345) 5‘;‘ =0,
a0 2y
0 52 + L2
0') 41 ol <ds t>_
(346) : 9(3? — %) =o

11 importe d’observer qu’en vertu de I'équation (341) la condition (344)

* peut étre remplacée par la suivante : :
9?8,
(347) 92 —°
La valeur de I tirée de la formule (341), savoir
. . 14 0260

- (348) =g

est évidemment tres petite par rapport & I'expression
_ d(z_ao)]

3 O [7° 0s
=T o

atJ de 03J
(349) A T

~2

104
t Os?

lorsque, pendant la durée du mouvement, les quantités

0(xd,)
0?9, o [y"_ s ]

o’ oe

restent comparables entre elles. Supposons qu'il en soit ainsi, ce qui

exige que la valeur initiale de
TR

I=-2

Js 4

demeure tres petite, quand on la compare aux valeurs des déplace-
ments Yo, 6,. On pourra, dans la combinaison des deux formules (348),
(349), réduire la premiére d .

(350) I=o
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372 SUR L'EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT
ou, ce qui revientau méme, &

070 _ ao.

Par suite, la seconde des formules (271) donnera

(352) J= Ot & O

I
— " 0s? ds—d_s+:7°;

puis on tirera de I'équation (349), combinée avec les formules (85)
el (351), ' ‘ »

' de dyy _, 0%,
4 3 3 02 }/0—21————t2_?>
353) (0 BT PPN ds 0s 35 )
( ds* ' ds 0% ' ¢ 0s? on

Dans la méme hypothese, la condition (346) deviendra

dao 2'}/0
354 0—2—J——'~d—————-~2<ﬁ )
(354) 9 — o gE

ct 'on pourra méme, sans erreur sensible, la réduire simplement a

ry

— =0,
Js?

(353)
Si, dans la formule (353), on substituc la valeur de J donnée par
I'équation (352), on obtiendra entre 'inconnue vy, ct les variables in-
dépendantes s, £ une équation aux différences partielles linéaire et du
sixieme ordre. Si, de plus, la ligne moyenne de la lame élastique prise
dans I’état naturel se réduit & un arc de cercle, le rayon de courbure «
sera constant, et 'équation linéaire dont il s’agit se présentera sous la

forme

. Py, o
SO R

2
- ae
Pour montrer une application des formnules que nous venons d’éla-
blir, considérons une lame élastique circulaire dont les extrémilés
soient libres, et la vitesse initiale nalle en chaque point. Supposons,
en outre, que les forces accélératrices s’évanouissent, ct que, la lame

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



D'UNE LAME SOLIDE. 373
étant un peu écartée d’une position d’équilibre, on veuille déterminer
les vibrations indépendantes de 1’épaisseur de cette lame. On devra in-
tégrer 'équation (342) de manibre que la condition (344) soit vérifiée
pour s = o et pour s = a. Si d’ailleurs on désigne par ¢(s) et f(s) les
valeurs initiales de v, et de &,

['(s) — = £(s)
sera la valeur initiale de I, et les formules (76), (77) du Mémoire sur

Uapplication du calcul des résidus aux questions de Physique mathéma-
tique (') donneront

‘ 1
: 1 Qrm?d+a?)*t. . nms (° . nmpl, 1
(357) I_aScos smTf0 sin 278 [f(p.)—— - 1(p) | dp,

ac

le signe § s’étendant & toutes les valeurs entieres positives ou néga-
tives de . On tirera ensuite des formules (340) et (341)

(355) ‘ o= F(5) +92ff -—dt“’ \

et

(359) — () + ffldﬁ X )

_ou, ce qui revient au méme,

- 17
2

(360) }’(;:r(s)f'-S-—'Z———ﬂtz Ll—cosw

nin2l 4 at

os———f. sn’r“[ )——f(p)]

ax 1°
et
i 9(n2:n2t2+ a?)%ﬂ
(361) 6o—f(3)+Sm I—COS-——(:lb————-_ sin -———-‘/ si 1 [f’( )——f(p.)'
11 est facile de trouver la relation qui doit exister entre les fonctions 2

¢(s) et f(s) pour que la valeur de I se réduise & un seul terme, et se
présente sous la forme

1
. e Q(n2m2® 4 a?)%t . ngws

(362) I::cos-—(———-—)—— sin ——,
a ac a

L3

(1) OEuvres .de Cauchy, 8. 11, T, XV.
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374 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

i désignant une valeur particuliere de 7, et € une quantité constantc
En effet, pour obtenir cette relation, il suffit de poser ¢=o dans
Péquation (362), qui donne alors

nmws

(363) ‘ f(s)——f(s)——-—sm——

Ajoutons que, si dans les formules (357) (360), (361) on substitue
la valeur de

(p) — = 1(32)
tirée de ’équation (363), savoir

e nw
Sll'l __P-’
a

ces formules coincideront, la premiere avec I'équation (362), et les
deux derniéres avec les deux suivantes :

1
gl Q(n2n2 4 a?)?¢ ngs
—————— | 1—cos €0S ——,
w4 gt av a

(364) yo=f(s)+¢€

1
_ o av a2+ at)te nms
(365) 60-£(8)+V1———‘—_—l27‘[2b2+a2 [1 €08 ——————— . cos —
Les équations (364), (365) expriment un mouvement régulier de la
lame élastique circulaire, dans lequel les mémes vibrations se repro-
duisent périodiquement, la durée d’une vibration étant la valeur de ¢
donnée par la formule

1
2.2, 2 9\
(366) il L 0 RGP

av

Le son correspondant & un mouvement de cette espéce a pour mesure
le nombre N des vibrations exécutées pendant 'unité de temps, ou, ce

qui revient au méme, la valeur de % déduite de la formule (366). Or

on tire de cette formule, en écrivant 2 au lieu de n,

1
N
(367) N:—:E-(n’—‘l———,,—!:,-z);
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puis, en posant

.o a .
on en conclut -
1
: Q »2\?

Dans I'équation (368), = représente I'angle au centre qui correspond
a P'arc de cercle avec lequel coincide la ligne moyenne de la lame élas-
tique. Si I'on veut déduire de cette méme équation les nombres de
vibrations relatifs aux sons les plus graves que puissent fournir des
mouvements réguliers du genre de ceux dont il est ici question, il
faudra prendre successivement n =0, n =1,n=2, ..., et 'on trou-
vera, en conséquence,

1 1 i
Q w?\? _ o\ . & N
(370) N:5;<1+'7§>’ N_;a(["i‘;i) :‘ N—;‘;<9+E§>:

Si la lame devenait droite, on aurait w=o, et la premiére des équa-

tions (370), réduite a
Q

=, -

T 2a

I3

coinciderait, comme on devait s’y attendre, avec I'équation (123).
Si la ligne moyenne de la lame est un arc de 45 degrés, on aura

®= Z—r, et les formules (370) donneront
N_8VT T eyB @y
(371) N_;—;T, N_ET’ N-—-;& A

On trouvera;, de méme : 1° en supposant V'arc a de go degrés, ou

T
W= —p
9

(392) N=—Y¥ N_Eﬂz N,E@,
~2a 2’ ~2a 2’ T oa 2

2° en supposant I'arc a équivalent & la demi-circonférence, ou = =,

‘R Q Q
(373)  N=_—yh, N=—5, N= =0, vees

3

e
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376 | SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT
3° en supposant I'arc @ équivalent aux trois quarts de la circonférence,

__3n
ou ov.— —2—7

(374) N= E

2a

“[2
S

25 y_2:
2 2

) N=

4° enfin, en supposant I'arc a équivalent & la circonférence entiére,

(375)  N=2y5,  N=2ayi N=S2yE, o ..

20 N 2al

Il suit de la formule (369) que, I'angle = restant le méme, chacun
des sons rendus par une lame élastique circulaire, dans le genre de
mouvement que nous considérons, varie en raison inverse de la lon-
gueur de la lame. Si, au contraire, la longueur @ demeure constante,
le nombre N sera d’autant plus grand, et le son d’autant plus aigu que

-Pangle w aura une valeur plus considérable. De plus, I'inspection des
formules (371), (372), (373), (374), (375) conduira immédiatement
aux propositions que je vais énoncer. ’

Sil'on courbe plus ou moins une lame élastique, de manieére que la
ligne moyenne prenne successivement la forme d’un demi-quart de
cercle, d’un quart de cercle, d'un demi-cercle, de trois quarts de cercle,
ou d’un cercle entier :

1° Le son le plus grave rendu par le cercle entier sera semblable au
deuxieme son du demi-cercle, et plus élevé d'une octave que le premier
son du quart de cercle; .

2° Le deuxieme son du cercle entier sera plus élevé d’une octave
que le premier son du demi-cercle;

3° Le troisitme son du cercle enticr sera plus élevé d’une octave
que le premier son de Parc équivalent aux trois quarts de la circonfé-
rence ; ,

4° Le dcuxiéme son du quart de cercle sera plus élevé d’une octave
que le premier son du demi-quart de cercle,

Ete.... :

En général, parmi les sons que rendra le cercle entier, ceux qui cor-
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D’UNE LAME SOLIDE, 317

respondront & des nombres pairs seront plus élevés d’une octave que
les divers sons rendus par le demi-cercle, ceux qui correspondront a
. des nombres multiples de 3 seront plus élevés d’une octave que les
sons rendus par I'arc équivalent aux trois quarts de la circonférence,
enfin ceux qui correspondront 4 des nombres multip_les de 4 seront
plus élevés de deux octaves que les divers sons rendus par le quart du
cercle. | ' '
Remarquons encore que les déplacements v, et &,, déterminés par -
les équations (364) ot (365), deviendront indépendants du temps ¢, le
premier pour les valeurs de s propres & vérifier la formule

(376) cos"%g =o,

le second pour les valeurs de s qui vérifieront la formule

i .
(377) sin — =o,

Or, en remplacant dans ces formules n par n, et supposant s =a ou < a,
on tirera de la premiére '

(378) S———z—aﬁ: 8;3;';-1; cees S:(2n—3)2in, s:(zn—l);z,

ct de la scconde

a a. ‘ : a
(379) s=o, S=oy §=2, s S:(n—z)g, s:(n—l);, s=a.

Donc les vibrations correspondantes au niéme son de la lame élastique
circulaire sont telles que des points situés sur la ligne moyenne, de
maniere a diviser cette ligne en n parties égales, n’éprouvent aucun
déplacement dans le sens du rayon v, et que les points situés aux
milieux de ces mémes parties n’éprouvent aucun déplacement dans le
sens de la longueur de la lame. | ' ‘
On pourf'ai,t encore intégrer facilement ’équation (356) a l'aide des
formules que j’ai données dans le Mémoire sur U'application du calcul
OEuvres de C.—S. 11, t. VIIL ' 48

-
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378 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT ETC.

des résidus, etc., ct 'on déterminerait ainsi, comme je I'expliquerai
dans un autre Article, celles des vibrations de la lame élastique circu-
laire qui dépendent de I’épaisscur de la lame. J’ajouterai que les résul-
tats numériques ci-dessus exposés se trouvent parfaitement conformes
A des expériences qu'un trés habile physicien, M. Savart, a bien voulu
entreprendre sur ma demande, et que j'aurai plus tard occasion de
rapporter. Enfin j'observerai que les méthodes dont je viens de faire
usage pour trouver les équations d’équilibre d'une lame élastique ou
non élastique, droite ou courbe, d’épaisscur constante ou variable,
s’appliquent avec le méme succes a la théorie de I'équilibre ou du mou-
vement des surfaces ou des verges, naturellement planes ou naturelle-
ment courbes. C'est ce que 'on verra dans la suite de cet Ouvrage.
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Dans les divers paragraphes de ’Article que I'on vient de lire, quand.
il a été question d’appliquer & 1'équilibre ou au mouvement des lames
clastiques les formules relatives a l’éqﬁilibre ou au mouvement d’une
lame solide quelconque, naturellement plane ou naturellement courbe,
d’une épaisseur constante ou d'une épaisseur vmable, nous avons tou-
jours supposé les pressions A, F, B exprimées en fonction des déplace-
ments &, v 4 l'aide des équations (53) et (54).'Si. I'on remplacait les
équations (53) par la premiére, la seconde et la sixieme des équa--
tions (52) de la page 271, ou méme, pour plus de généralité, par les
buwantes ‘ ‘ - e

. 0% oF L 0n
(380) A=k2=+Ku+I, F= <d)/ dx> B=rkg +Kvl,

en d’autres termes, si 'on supposait

(381) A= K< 9 dy>+n, Fo? (gﬁ dx> B = k<gi+ed >+I[
IT désignant une quantité constante, plusieurs formu]es de I'Article’
précédent devraient subir des modifications que nous allons indiquer
en peu de mots.

Observons d’abord que, en substituant les valeurs de A, F, B fournies
par les équations (380) dans les formules (1), (2) et (4) ou dans celles

-qui s’en déduisentimmédiatement, par exemple dans les formules (16),
(70), (134), (135), (180), on obtiendra précisément les résultats aux-
quels on parviendrait si, dans ces mémes formules, on substituait
directement les valeurs de A, F, B fournies par les équations (53)
et (54), apreés avoir ajouté i chacune des pressions P, @ la quantité II -
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supposée" constante, ¢’est-a-dire indépendante de o et y. Il est aisé
d’en conclure que, parmi les formules de I'Article précédent, celles
qui ne renferment aucune des qua'rlltités'A, Ay B, W, Ay, Aop, Bgy b,
continueront de subsister sans aucune modification, si elles ne ren-
ferment pas non plus les pressions P, @, ot que, dans le cas contraire,
il suffira, pour modifier convenablement ces.formilles,. d’y rcmpl:icer
P, @ par P + 10, ¢ -+ II.
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SUR L’EQUILIBRE

ET LE

'MOUVEMENT D’UNE PLAQUE SOLIDE.

1

§ I. — Considérations générales.

Considérons une plaque solide qui, dans I'état naturel, se trouve
comprise entre deux surfaces courbes treés voisines 'une de I'autre.
Supposons d’ailleurs qu’aprés un changement de forme de cette plaque
on applique aux molécules qui la constituent des forces accélératrices
données et aux surfaces qui la terminent des pressions extérieures nor-
males & ces surfaces. Enfin rapportons tous les p(;ints de I'espace a trois

. axes rectangulaires des z, y, z, et soient, dans I'état d’ equlhbre ou de
mouvement de la plaque,

m une molécule quelconque; . ,

x, ¥, 5 les coordonnées de cette molécule;

p la densité de la plaque au point (@, y, z);

¢ la force accélératrice appliquée  la molécule ;.

P’ p’s p” les pressions ou tensions exercées au point (z, y, 5) contre
des plans perpéndiculaires & I'axe des a, i I'axe des y et & l'axe
des z; : :

A, F, E les projections algebrlques de la pression ou tensmnp sur les
axes coordonnés;

F, B, D les projections algebrlques de la pression ou tension p” sur les
axes coordonnés; - '

E, D, C les projections algébriques de la presswn ou tension p” sur les
axes coordonnés.
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On trouvera, s’il y a équilibre (voir la p. 196),’

O0A- OJF - JE

gz T oy T TeE=0
' oF 9B aD
(1) d_x+7+F+PY_O

JE D _ oC _
\ 9z "oy "oz TPL =0

Si, au contraire, la plaque se meut, alors, en désignant par ¢ la force
accélératrice capable de produire le mouvement effectif de la molé- '

cule m, et par X, &, & les projections algébriques de cette force sur les
axes Loordo_nnes, on trouvera (voir la p. 202)

OA | OF o8
dz  dy 0Os
OF 0B D

+p(X—X)=y,

C .
32 +dD+ 3_ +p(Z — %) =o.

Dans 'un et ’'autre cas, si l’on nomme
¥

a, B, v les angles compris entre les'demi-axes des coordonnées posi-
tives et un autre demi-axe OO’ mené arbitrairement par le point
(@, 7, 5);

p la pression.ou tension exercée au pomt (x, y, ) contre le plan per-
pendiculaire A ce demi-axe et du coté qui le regarde;

A, 1% v les angles formés par la direction de la force p avec les demi-
axes des coordonnées positives,

on aura (voir la page 197)

pcosh =Acosa+F cosP + E cosy,
(3) lpcos‘u:Fcosa—i—Bcosﬁ—%D cos Y,

peosy =Ecosa +DcosB + C cosy.-
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Enfin, si I'on supposc le point (, y, =) situé sur I'une des surfaces

courbes qui terminent la plaque,.et si Uon fait coincider le demi-

-axe 00’ avec la normale & cette surface, les valeurs précédentes de
'p cosA, pcosu, pcosv devront se confondre, au signe prés, avee les
projections algébriques de la pression extérieure appliquée i cette sur-

face dans une direction normale. Donc, si 'on désigne alors par P la

pression extérieure correspondante au point (d:, Y 3), on’aura encore

A cosa+FcosB + Ecosy =—P cosa,
(4) « Fcosa+ BcosB + Dcosy=—Pcosf,
Ecosa -+ D cosP + Ccosy =— P cosy.

On ne doit pas oublier que ces dernieres formules subsistent seulement
pour les points situés sur les surfaces ci-dessus mentionnées.

.l reste & faire voir comment des équations (1), (2) et (4) on peut
déduire celles qui déterminent & un instant quelconque, dans I'état
d’équilibre ou de mouvement, la forme de la plaque, et en particulier
les divers changements de forme de la surface courbe qui divisait pri-
mitivement I'épaisseur de la plaque en deux parties égales. Toutefois,
comme la détermination de cette surface, que nous appellerons surface
moyenne, s’effcctuc de diverses maniéres, et entraine des calculs plus
ou moins étendus, suivant que I'on considére une plaque élastique ou
non élastique, d’une épaisseur constante ou d’une épaisseur variable,
nous renverrons le développement de ces caleuls aux paragraphes sui-
vants. "

§II. — .E"quation d’gquilibre ou de mouvement d’une plaque naturellement
plane et d’une épaisseur constante.

Concevons que, dans I'état naturel de la plaque, les deux surfaces
courbes qui la terminent se réduisent & deux plans paralleles séparés
-I'un de P'autre par une tres petite distance. Désignons par 2¢ cette dis-
tance ou I'épaisseur naturelle de la plaque, et prenons pour plan
des x, y. celui qui divisait primitivement cétte épaisseur en deux par-
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ties égales. Supposons d’ailleurs que, dans le passage de I'état naturel |
a I'état d’équilibre ou de mouvement, les déplacements des molécules

soient tres petits. La surface moyenne, aprés avoir coincidé dans I'état -
naturel avec le plan des z, y, se courbera, en vertu du changement de
forme de la plaque; mais son ordonnée restera trés petite. Représentons
par f(z,y) cette ordonnée. Soient de plus x, y, 5 les coordonnées
d'une molécule quelconque 7 de la plaque, et s la différence entre les
ordonnées z, f(, y) comptées sur une méme droite perpendiculaire
au plan des @, y, en sorte qu’on ait généralement

(5) . 3= f(z, y) -+ 5.
Soient enfin
(6) .Z'—E, J’—“ﬂ, Z—C

les coordonnées primitives de la molécule m; &, v, { seront des fonc-
tions de x, y, 5, qui serviront & mesurer les déplacements de cette
molécule parallelement aux axes; et, si 'on considere ces déplace-
ments comme infiniment petits du premier ordre, la fonction f(x, y)
sera encore une quantité infiniment petite, ainsi que ses dérivées rela-
tives A et & y. Il est aisé d’en conclure, par des raisonnements sem-
blables & ceux dont nous avons fait usage dans I'Article précédent
(p- 292), que, si I’on veut prendre pour variables indépendantes «, y
et s au lieu de «, y et 3, il suffira d’écrire dans les formules (1) et (2)
la lettre s & la place de la lettre z. Ajoutons que, dans cette hypothese,
les formules (28) de la page 203 continueront de fournir des valeurs
trés approchées de &, &y, %. Par suite, on trouvera, en supposant que la
plaque reste en équilibre,

dA  OF -9E

o= dy+E+PX:0’
OF B _ D .
(7) d—x-l—ﬁ-i"&:-*'PY-—O,
JE dJD  oC .
55+5‘}/“+‘d_s+PZ =0;
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et, en supposant que la plaque se meuve,

oA OF OE o ot
oF 9B 9D _ om

\ Oz "oy Tos TPETP
Quant aux formules (4), il résulte des suppositions admises qu’elles

donneront 3 tres peu pres, pour s = — i, et pour s =1,
(9) E=o0, D=0, C=-—P. .

L]
En effet, dans I’état naturel, la plaque était renfermée entre deux plans
paralléles au plan des @, y et représentés par les équations

(10) ) . 3= —1, 3=. '

Or, en vertu des déplacements infiniment petits des molécules, ces
deux plans se transforment en des surfaces courbes dont ils different
“tres peu. Donc, si I'on désigne par «, B, ¥ les angles que forme la nor-
male & 'une de ces surfaces avec les demi-axes des «, y et s positives,
on aura sensiblement, c’est-d-dire en négligeant des quantités infini-
ment petites,

(11) cosa=o, cosB=o0, cosy=I.

11 est d’ailleurs évident que ces dernieres formules permettront de ré-
duire les équations (4) aux équations (g). Enfin, comme unc droite
primitive_ment pcrpendiculaire au plan des «, y, et propre A mesurer
la demi-épaisseur de la plaque dans I'état naturel, changera trés peu
de longueur et de direction en vertu des déplacements des molécules,
il est clair qué,’ dans I'état d’équilibre ou de mouvement, — i, +¢
seront A tres peu pres les valeurs de s correspondantes aux deux sur-
faces qui termineront la plaque.

Concevons maintenant que, dans les formules (7) et (9), on déve-

OFuvres de C. — S. 1], t. VIIL - 49

-~
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loppe les quantités

considérées comme fonctions de «, y ets, suivantles puissances ascen-
dantes de la variable s; et soient en conséquence

A:A°+A,s+A2‘§+...,
. ' s2
(12) B:B0+B,s+B2;+.‘..,
. C_C0+Cls+c2 +C3"" —+..03
]
D_l)—f-Dls—}—D2 +D36 Cevs
(13) E E0+Eis+E2 +E“b cees

32
F:F°+F13+Fg; .00

32
X:X(,+Xls+X2§ “+ ey

’ . 2
(14) Y:n+Yﬁ+n%+“q
. )
Z:Z0+le+z2;+

Supposons d’ailleurs constantes la pression P et la densité A relative &
I’état naturel de la plaque. La densité p, infiniment ‘pen différente
de A, pourra clle-méme étre regardée comme constante, et les for-
mules (7), qui doivent subsister, quel que soit s, donneront

04, . dF " 9A,  OF
()zf’ 0)/0 +E‘+PX°'—'O’ Fj+ 0},‘ +E2+PX1—0, AN
.. |OF, = aB, I ‘
(15) 0z Jy +Di+pY,=0o, ?m' —|—(-)d—yl—l—])2+pY1:o, e
)E, _.9D ) B
\((Txg"*— ()y" +Ci+PIJo—O) %‘]::,le'—l—ddl‘yl +Cz+Pli~—-o’ {%];gf%D2+Ca+P7z—0,
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mais les formules (9), qui doivent étre vérifiées seulement pour

s = — tet pour s =1, donneront"
2
E0+E2~"+...:0,
2
7
(16) D0+D2;+...:O,
12
CO+C.2; +:—P, .

¥
E1+E3%+...:O,
i
])1+D3€ ~+...==o0,
ai.z l
C, +C3€ +...=o0.

Il est important d’observer que, dans les formules précédentes, les

quantités '
\ AO! IPO’
(17) Fo, By,
( E,, Dy,
et
(18) XO) Y07

| EOy

Dy;
Gy

A

représentent : 1° les projections algébriques des pressions ou tensions

exercées contre des plans perpendiculaires aux axes coordonnés en un
point de la ligne moyennc; 2° les projections algébriques de la force

accélératrice appliquée au méme point.

11 reste & montrer ce que deviennent les formules (15) et (16) dans
le cas ot la quantité ¢ est trés petite. Or, si I'on néglige dans une pre-

miere approximation tous les termes qui ont pour facteur %, comme
on devra le faire effectivement si, la quantité ¢ étant du méme ordre .
que les déplacements &, v, §, on attribué au temps ¢ une valeur peu
considérable, on tirera des formules (16)

(19) E,=o, D,=o, Cy==—P;  Ej=o, Di=o, 'Ci=o;
puis, des formules (15),
' 04, . OF, _ JF, 0B,
(20) ’Fx—_%——d?—i-PXo—o’ oz '()7+9Y0::0,
(21) ZD:O.
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Les formules (20) expriment les relations qui, dans le cas d’équilibre,
subsistent en chaque point de la surface moyenne entre les projections
algébriques de la force accélératrice appliquée a ce point et des pres-
sions exercées contre des plans perpendiculaires aux axes des « et y.
Quant a la formule (21), elle indique qu’une plaque, naturellement
plane, et d’'une épaisseur constante mais tres petite, ne peut rester en
équilibre, apres un changement de forme presque insensible, 2 moins
que les forces accélératrices ne soient dirigées & tres peu prés suivant
des droites paralléles aux plans qui terminent la plaque. Cest ce qu'’il
était facile de prévoir. .

Supposons & présent que la quantité i, quoique fort petite, devienne
trés supéricure aux valeurs numériques des déplacements &, 7, €. Pour
obtenir unc approximation nouvelle, il suffira de conserver dans les
formules (15) et (16) les termes proportionnels au carté de ¢, en con-
tinuant de négliger les puissances de ¢ d’'un degré supérieur au second.
Or, en opérant ainsi, on tirera des formules (16)

P oo L2
Ey=—=E;, Di=—_D; C=—P—50C,
(22)
2 . 2 2
El——:_-gEs, 1‘1:—"6‘F3a sz“‘gcs-

On conclura d’ailleurs des formules (15), en supprimant dans Ja valeur
de C, les termes proportionnels au carré de 7,

Egz;(%.{-f&_’_pi 1>’

dx  Jdy
(23) _ JoF, 0B,
Dy=— oz —l—w —i—pY; ,
Co=— pZ,, '

__[9E, _ oD,

o= <_dx + 5 +ng>
. 0%A, 0*F, 0B, JX, dY, ., )
T dx? +2-dxdy'+ ay? (W_'——d?_& )

(24)
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Par suite on aura, en conservant dans le calcul les quantités de 'ordre

de 2,
2 /0A JdF
EO:%(?&& + yi PX1>,
, OF, B,
(25) Do (52 + T2 eV ),

C():——p'—’r %pzi,

0%A, 0*F, B, <0X1 Y, >:l .
-2

() G=—g |G 2 gmas + G i

et celle des formules (15) qui contient Z, donnera

2(0°A,  OF, 0B, X aYN]
(27) §<dw2+ oz dy dy2>+9[z°+ (Z2—|— oz %0y

I1 est important d’observer que les six quantités
Ao: FOy BO’ ‘Au Fn Bl,

renfermées dans les premiers membres des équations (20) ct (27),
sont les scules qui entrent avec la variable s et la constante ¢ dans les
valeurs approchées des pressions ou tensions

A, B, C; D, E T,

quand on pousse l'approximation a I'égard de A, F, B jusqu’aux
termes qui sont du méme ordre que ¢, et, & I'égard de A, D, C, jus-
qu’aux termes qui sont de I'ordre de 72 En effet, les valeurs appro-
chées dont il s’agit sont respectivement,

(28) A:A0+A1S, F:Fo‘i“Fis, B:Bo—}—BlS

et

(29) 'E:EO—'—EZ:;:-:EO(I“%)’ D D0+D —____Do(]:.__s_z.),

12

(30) ' C——:Co“f'Czs;)‘
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ou, ce qui revient au méme,

sE:i(.dA{_i_g& +PX1> (l’i_s‘l),

2\ dz J
(31) di};
oF
( D:-;-(D—é - —‘El- +pY1) (& —s?),
(32) C=—P—+1pZ (#—s2).

Les équations (20) et (27) sont les scules qui, dans le cas d’équi-
libre de la plaque solide, subsistent pour tous les points de la surface
moyenne. Supposons maintenant la plaque terminée latéralement, dans
son état naturel, par des plans perpendiculairés au plan des «, y, ou
par une surface cylindrique dont les génératrices soient paralléles &
'axe des 5. Si cette surface cylindrique est soumise & une pression
normale ¢ différente de P, alors, en désignant par

T
a, @ et 7= 5‘ ‘
les angles que forme avec les demi-axes des @, y ‘et 5 positives la
normale & la surface cylindrique prolongée en dehors de la plaque, ct
remplacant, dans les équations (4), P par @, cosy par zéro, on trou-
vera, pour tous les points situés sur le contour de la plaque,

( Acosa--Fcosp=—%Pcosa,
(33) ‘ F cosa + B cosf =— 4 cosf,

E coso + D cosfB = o’

puis, cn combinant les équations (33) avec les formuleés (28) et ( 29),
on cn conclura A

(34) (Ay+ ®)cosa-+Fycosf=o0, Fycosa-i-(By+ %) cosf=o,

(35) . Ajcosa+ F,cosB==o0, F,cosa-+ B,cosp =o,
et
-(36) Eocosa + Dy cosP = o,
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ou, ce qui revient au méme,

A37) (%%’—l—%—‘-}—p)(j) cos o -+ <%+%+9Y1>cos@:o.
Les cing conditions exprimées par les formules (34), (35) et (37)
devront étre remplies pour tous les points situés sur des portions
libres de la surface cylindrique qui terminent latéralement la plaque
donnée. Quant aux points situés sur des portions fixes de cette méme
surface, ils devront satisfaire & d’autres conditions que nous allons
faire connaitre. '
Soient
E=& +&s + £2sg +ee

. : 82 .
(38) N=No+ NS+ Mp ..y

. o
C—_—Co‘i‘cvg‘i’ng"*“---

les développements de &, 1, { considérés comme fonctions de «, y et s
suivant les puissances ascendantes de la variable s; &, 1, {, représen-
teront les déplacements du point (@, y) de lasurface moyenne mesurés
parallelement aux axcs coordonnés; et, en négligeant dans les valeurs
de &, v, { les termes proportionnels au carré de 7, on aura simplement

(39) E=§+&s, N ="N¢+ NS, E=20y+ ys.

Cela posé, admettons qu’unc portion de la surface cylindrique, qui
terminait latéralement la plaque prise dans I’état naturel, devienne
fixe, ou‘plut(‘)t que, parmi les points situés sur une portion de cette
surface, ceux qui appartiennent au contour de la surface moyenne
devicnnent fixes, les autres étant assujettis de maniere que chacun
d’eux se trouve toujours placé sur une méme génératrice de la surface
cylindrique. On aura, pour les points situés sur la portion fixe de cette

derniére surface, non seulement '

.

(40) 2.0:0’ nOZO, §0:0,
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mais encore § = o et y = o, quel que soit s. Par suite, on tirera des
formules (39)

(4r) ¢i=o, n,=o.

Dans le cas particulier o la plaque solide est rectangulaire et ter-
minée latéralement par des plans perpendiculaires aux axes des @ et y,
les formules (34), (35) et (37) donnent : 1° pour les points situés sur
la surface supposée libre de I'un des plans perpendiculaires & 'axe

des x,

(42) A, +%=v, F,—=o,

(43) A,=o, F,=o,
OA, JI, .

‘([l[l) . %+W+p)\l_o,

2° pour les points situés sur la surface supposée libre de I'un des plans
perpendiculaires & I'axe des y,

(45) B,+®%—=o, F,=o,

(46) Bl:(), FIZO,
oF JB

(47) _ d_a;+?}—l+PY‘:0‘

. SiPon veut considérer la plaque solide, non plus dans I'état d’équi-
libre, mais dans I'état de mouvement, il faudra, dans les équa-
tions (20), (27) et dans la formule (37), remplacer les quantités

(48) . Xo Xi3 Y, Yy Zy,, 1, 7,

par les différences

/ 0 o
Xo dtz’o’ X ofz’;
. 0 0%
(49) Y, — 0720’ Yi_“dl—zlE
B A T
Zo = ()tﬂo’ b — dt’:’ b dt;'
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. Gela posé, on tirera : 1° des équations (20)

A, , OF,
S A i S 2

2 L oF, oB, oy
’ dx-"_b?"_pY Pon

2°-de I'équation (27), en réduisant le polynome

l" dEl dﬂj
§0+ 6 <§2+ 2—= 42 d)’)

au seul terme ¢,

f 0*A, 0*F, 2B, 7 X, oY\ _ ¢, -
.(51) *3<dx2+ dxd)/+dy2>+p[20+_6_<zﬂ+ oz T2 oy —Par

3° de la formule (37)

(‘52) <0A, ar,

~— +—+pX, cosoc—i—<dF +dB’
dx  dy

EI d‘fh
3 Jy +pY>cos@_p< cosa+——cos(3>.

o2 02

'Aibutons que, dans le cas du mouvement, les valeurs de E, D, C four- -
nies pal les équations (31) et (32) devwndlont

_] 0A1 dr1 51
5< ‘X P dﬂ) -
(53) OF 0B '
, . 1 (Al _ 2
E< +pY,—p dz‘>(l 92),
- 1 ([, 0% 2 |
(54) C_——P+5p<é A >( 1 g,

Supposons maintenant que la plaque donnée devienne élastique, et

que son élasticité soit la méme dans tous les sens. Alors, en adoptant

les principes énoncés dans I'un des précédents articles (p. 215 et 216),
ct prenant «, y, 5 pour variables indépendantes, on trouvera

)z "
A::/c-gi—l—Ku, B= kgﬂ—&-KJ, f—/\%-+KU, :

(55 .z ‘ )y j 3
g0 K) gl lp(L %), plig(%, o

/c K désignant deux quanutes conbtantes, et v la dilatation du volumc :
OEuvres de C, — S.11, t. VIIL, - 50

PO
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donnée par I'équation

of dn 9
{56) . v= dx+ +d~

Par suite, si I'on fait pour plus de commodité
(57) k+K = 9K,

et si 'on prend pour variables indépendantes «, y, s au lieu de z,
¥s 5, on aura

A_ 08  on o8 B on | 0% C__ ()_E dn 4%
54 K™ 0x+—+5s K™ _+6@+0s K=oz _y+ os’
(58) D_f—r g_yz+o_:) E_§—:1 ok F_ e-:<og Lon >
K~ 2 \os  oay/ K™ .o d.a_v+ds K 2 \dy o=z

L

Lorsque, dans les formules (58), on substitue aux fonctions A, B,
C,D,E, F, & n, {leurs développements, ordonnés suivant les puissances
ascendantes de la variable s, alors, en égalant entre cux les coefficients
des puissances semblables de s, on trouve

Ao - 0Co dno BO . d 0 % 0 050 m

, \T{— d)/ + &y . -l—-_d-a;—}- ay + &y X 5;-&- oy -+ 6%,

5 ! )

v ST AR T EYEUE N Y ¥ ony
K™ dy )’ K~"2 \*" oz/) K™ 2 \oy dw)’l
_Ih 051 Jn, B, _ 0151 any Cy 08, . _‘_’11_ o
‘h-—o d]’+C2’ R—_()—(E‘+0707+C2’ K 5‘;4‘ ()}/‘1"0‘,27
D1 6—1( 051 E1 9—’] dCl Fl___e'_'l d&l 07]1 .
X~ 3 2+dy> k‘=—r<‘5+ﬁ)’ K~ (oﬁ‘%)’

puis, en combinant les formules (59), (60) avec les équations (19),
on en conclut -

. , ‘ X
(61) 51:”“92 ‘01:-——%, §=— é<%+%+%),

oz’ dy dy
— d¢, ¢ . 1/0& dny
(62) L= 3z’ 112:»—0“)", = — 5(0.7‘ +W>’
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(o N\ % [ 1\gom P Pk % (g T\ g 9
bl e G e R
{

(69) 9 ok J
F.— —1 =0 _779 -
Fo= 2 K<d] ‘+'0x>’
_ N\ 0 [/ 1\ 0m A _< _1>' 3 T\, Ony
64 .
(04) : g 0=t (%, On
T dy = Oz

Done, si l'on fait, pour abréger,

(65) <9-— -;)K:psz?,
on aura 0£ 9 I
! __' 0 1 Mo
Ao=p2\57 oy 0y> g
a d’f)o I d:.() ) P
1 : 6 050 0710)
F,= Ep929+1 <d)’ + 9z
‘ot o : d
1 1 ™
Ay=p <dx 6+1 dy )
o O ! %
(67) B,=p& <0) + 57T d )
. 6 [0k . om
I _9925_ ay W)’

1
ou, ce qui revient au meme,

(68) Bi_—_——p92<—-2—+'——

Cela posé, les équations (20) et (27), qui sont relatives a Péquilibre
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d’une plaque solide, donneront, pour une plague élastique,

0220 I 6 0 0 |9+2 02‘00 ’
2 - z O %o - X, =
(60) Q<0x2+29—|—1d2+29+10w0)’>+‘{° o
9 , :
?ny, 1 A g 1042 0%, ,
2 — — — — — .
<Qy2+26+| T3040 dx dy +Yo=o0 ‘
“Ct f

0%, 20*, e n ( 90X, ()Y
2 ] ) R
(70) 9 (()1‘!' -*_‘20’—_—.2"2 dy2 -+ dyh> —Lg £2+2 d + ())’)
De plus, en vertu des formules (34), (35) et (37), combinées avec les
¢quations (66) et (68), on aura, pour tous les points situés sur une’
portion libre du contour de la plaque élastique,

9%, I On, 1 6 d | dne ]___ 1/ P o
- ‘gz( _,'_G—I—I 3 )cosa+5——9+l<d)’+———>cosﬁ__P<9 ‘l>(,osa,
71 '
Iy 1 &, 10 (0%  dng /P
(9 <0y+9+1 BZ)COSﬁ+56+1<dy+dx cos« A P)‘:OSB’
2%, 1 0%, 2%,
(72) <5;‘;+9+1 dy)cos R (Mdj’wsﬁ_o’
72
’ Qz_g‘-q- 1 0% cosf3 + o ok cosa = o,
dyr " O+71 .0xF P dwd)f -

3 3 ' 3 '
(73) 9°[<3£§+025}>00s +< 023’)/—1—%) os@]:chosa—n-chosﬁ.

Au contraire, pour tous les points situés sur une portion fixe du con-
tour de la plaque, Ies valeurs desinconnues£,, No» Co devront satisfaire,
non seulement aux conditions (4o), mais encore aux formules (41)
ou, ce¢ qui revient au méme, aux deux suivantes :

48 9%,
/ —_— 0
(74) : e = O ——d‘y =

Dans le cas particulier ou la plaque élastique est rectangulaire et
“terminée latéralement par des plans perpendiculaires aux axes des
ety, les formules (71), (72), (73) donnent : 1° pour les points situés
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sur la surface supposée libre de I'un des plans perpendiculaires A Paxe”

des z,

v H(Eems )=o) B
(76) zzgo-i—@_r_l%}%:o, ‘-0072%/:0,

(77)‘ R »92<%§§ +0f93§°y2>; X ' / |

2° pour les points situés sur la surface supposée libre de I'un des plans

perpendiculaires a I'axe des y,

(78) . ,522<dw°_|_ L d£o>:l<§_g@>,', d_z-"_k%:o'

_07 6 +1 dz P dy dx
i d2to 1 ‘dzclo__ . dzCo —
(79) 0 T ixa 0w 0 dwoy
. - 0%, BE\ _
(80) Q2 (W}’ -+ "(‘)35 —'Yl'

Si I'on désigne par ¢ la somme des deux premiers termes compris
dans la valeur de v [voir la formule (56)], et si I'on pose, en consé-
quence, ' , ' )

0% . on
(8[) ] ' 3——%—,""55/7
¢ exprimera évidemment la dilatation superficielle qu’éprouve, cn
vertu du changement de forme de la plaque, le plan mené par le point
(z — &, y — ) parallélement au plan des , y. Si d’ailleurs on repré-
sente par '

2

. S ‘
(82) , A8:80+8‘S+825+...

) L T4 \ . .
le développement de & considéré comme fonction des variables x, y, s,
suivant les puissances ascendantes de s, on aura

oz J
(83 8= (9_.;‘) -+ 7});
o 0k, ang _ 0%, 0%
4 = = —_— =22 220
(59 T oy <ow2 - dy“’)’

.
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398 SUR L’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT
et les formules (66), (67) donneront

— 2, o£o+;>'_2

T h+1\ dz 6’
5 _ pE¥ (9, P
(85) -Bo—m@ ay+*°>—e’
1o 9 (9% . dno
Fo=2 6+x<dy+ z)’
_ P (0%
=i (05 )
: _ e d_”l _
(86) B,_6+[(9 dy+8‘>’
F,—1 o 0 (05 Om
P b1 \dy T dz

De plus, les équations (69) deviendront
o <o=go
2(0+1) [ dx?

Q2 2

et I'on conclura de ces derniéres, en‘les combinant par voie d’addition,
apres avoir différentié Ia premitre par rapport & «, et la seconde par
rapport & y, '
(88)

\

6+2)d ]+Xo_o,

(O O\ L 09X, Y, _
9<ax=.*’oﬂ> 0z T oy =

Enfin I'équation (27) donnera

() @f(G )+ (B gt a0t =0
Lorsque, dans la formule (89), on remet pour , sa valeur tirée de
Iéquation (84), on se trouve immédiatement ramené i la for-
mule (70).

Si on veut considérer la plaque élastique, non plus dans I'état
d’équilibre, mais dans 1’état de mouvement, il faudra, dans les équa-
tions (69), (70), (87), (88), ct dans les formules (73), (78), (81},
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remplacer les éxpressions (48) par les expressions (49). Cela posé, on
tirera : 1° des équations (87) et (88),

‘_Ez_[@< & __£_>+(9+2)030:|+X0:':%

(90) a(@+0) [ \ozt T oy .
Q2 %n, 0’n 0%n,
2(9+1)|:9<dx70+dy> (05 ]+Y° o’
(0%, 0% 0X,  9Yo __ 078,
(91) .<0af}; d)/o) ___?_1__@__ oe?

.

20 de Péquation (70), en réduisant le polynome

OF a1\ (9%, 9%
Sot+ = <C2+202+2(3;;>—Co <—-5—6)<b-x—f+dy;>

au seul terme ¢,

¥ 20 0, o+co>
(92) 92§<W+2m7+dy +

+2 =

X,y | ()Y)
dx dy

00520 — Z() -~ <Z2+ 2
De plus, en substituant aux quantités X,, Y,, dans les formules (73),
(78), (81), les binomes

d’.{l
o

't 9*n, 9%
oo T om ~ 0T ayoe

X( X1
ou plutot les valeurs approchées de ces binomes obtenues & Iaide de

Péquation (92), savoir :
A A

X+ Pk Y+ d},’

on trouvera

2L 0t 2L %% I\ osa s
(93) 92[<dx;’ +~dxd‘;/'2> cos-a+<d~xz—d"5/+ 5 >cosﬁ] <X1+ oz ) o+ ( Yi+ oy

(P PL 9L,

(04) . | g-(d;; . m;_Q.):xﬁ%,
" ' o7

(o5 : e[ 9% d%) —%
) . @ <dac2()y + o Py

x

Dans le cas particulier ou la force accélératrice ¢ devient constante,
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k00 SUR I’EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

les formules (g1) et (92) se réduisent &

i Jd%s, 0%, 0’3,,
(96) (dx‘ + ay? > o’
i 9% . 0% L\ 0% _ '
(97) Qg?(dw" +zdx2()y"‘+ ()y‘) _d—tr_ -

‘Si celte méme force accélératrice s'évanouit, la formule (()7) donnera
simplement

NN d*¢, 048, *G
(98) Q. (()vz“ +2 oz? 0y* W) o

Si d’ailleurs on considire un corps élastique comme un systeme de
molécules qui agissent I'une sur autre i de trés petites distances,
alors, en supposant que I'élasticité reste la méme dans tous les sens, et
que les pressions supportées par la surface libre du corps dans I'état
naturel se réduisent & zéro, on obtiendra, entre les constantes dési-
gnées par £ ct par K dans la formule (57), la relation

(99) L ' k=2K.

On aura donc, par suite, 0 =3, et I'on tirgra des équations (go), en
attribuant des valeurs nulles aux forces X,, Y,,

D oo [3 /5 | 5\ | 5w\ 0%,
21 - — -—— | =
\9[8<ax2+dy>+so> T
5
8

2 § ()2‘00‘ ()2770 080 . a*n,
. [8 (7?7 ” 0)”) - )

Dans la méme hypothése, si les pressions P, ¢ s’évanouissent avee la

'.(IOO>)

)y o

force ¢, les formules (71), (72), (93) donneront, pour les points situés
sur des portions libres de lasurface qui termine lalcmlemcnt la plaquc

¢ dbthll(,,

(Z+1%

>coso¢+ 3 (050 + M’) cosﬁ:o,

o) dny 10 Zy ZJC
Ny I %o %o Ul _
<dy G 0w cosp ( )cow 0’
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2t 0%,

19 >cos + = S =
1o) P +4 7t 2+ 7 5wy Jy cosﬁ_o,
o“Co I 25 3 Co
B R r >cosﬁ—|—4d 9y 90sa =0,
%% ¢ % | 0%,
(103) <0w3 +W> cosoc—|-<d 2% oy + >cosp3__o

Si la plaque élastique était rectangulaire et terminée latéralement par
des plans perpendiculaires aux axes des « et y, les formules (101),
(102), (103) donneraient : 1° pour la surface supposée libre de 'un
des plans perpendiculaires & I'axe des @, -

0f 100, __ 0k , O _
(104) 5;+Z—&}7~0’ dy+()x_’
X P 1 0% P L
(x05) 9zt TR0 T dmoy
93¢ 3
(106) dx® ' dxzady*

2° pour la surface supposée libre de un des plans perpendiculaires &

I'axe des y,

Jn 13 dEo o, _
(r07) o i =" oy o=
. 2%, 1 9% % __
(108) T L rr
0, L
(109) daﬂdy -+ dy :_

11 est bon d’observer que, en vertu de la seconde des équations (105)
ou (108), la condition (106) pourra étre réduite a

- - 0%¢
(110) oo
et la condition (109) 2
. ¢
(111) d},so 0.

OFuvres de €. — §. 11, ¢ ViIL
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La plupart des équations établics dans ce paragraphe, et particulié-
rement les formules (20), (27), (34), (35), (36), (50), (51), (90),
(91), (92), sont extraites d'un Mémoire que j'ai présenté i I’Académic
des Sciences le 6 octobre 1828. Ces mémes formules, ou du moins
celles que I'on en tire en posant 8 = 3, se sont trouvées d’accord avec
les formules contenues dans le Mémoire de M. Poisson, qui était sous
presse a cette époque, et qui vient de paraitre. Toutefois, aux condi-
tions (74), dont la premiére entraine la seconde, lorsqu’on a égard & la
derniére des formules (40), M. Poisson a joint une troisieme condition
qui disparait d’elle-méme dans le cas ol la plaque ¢lastique devient
circulaire, et dont I’admission, dans les autres cas, nous parait sujette
a quelques difficultés.

On peut aisément conclure de Péquation (96) que la vitesse du son
dans une plaque élastique d’une étendue indéfinie est précisémeni la
valeur de Q déterminée par la formule (65). Si d’ailleurs on, suppose
6 =3, on prouvera, comme dans I'article précédent (page 316), que la
vitesse dont il s’agit est & la vitesse du son, dans un corps solide élas-
tique dont les trois dimensions sont indéfinies, dans le rapport de V8
2 Vg = 3. Sil'on attribuait au nombre 0 unc valeur différente de 3, le
rapport entre les deux vitesses serait celul de Vi —1 a B2 =0.

L’équation (98) a la méme forme que celle qui a été trouvée sans
démonstration dans les papiers de M. Lagrange, et qui a servi de base
aux recherches publiées par Mee Sophice Germain dans un Mémoire sur
les plaques élastiques couronné par I'Institut en 1815.

Concevons maintenant que I'on considere, non plus une plaque élas-
tique, mais une plaque solide entiérement dénuée d’élasticité. Alors,
en adoptant les principes énoncés dans I'un des précédents articles

(pages 224 et 225), et faisant, pour abréger,

1\ K
(112) k + K =0K, 92:<6_'9’>‘p“’

’

on reconnaitra que les formules (90) (92) doivent étre remplacées par
celles qu'on en déduit, quand on substitue, dans les premiers mem-
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bres, aux inconnues £, v,, {,, leurs dérivées relatives 4 ¢, savoir

050 on, dco

-3

. dc’ 9t ot .
et, & la quantité
0’20 9y
. Rz
Pexpression
050 d'ﬂo)
‘3(037 T oy) _om
dJi ot
Done, si 'on pose
0 ) 0
(113) -b%?:H,o, %n; ;‘VO, —(—f—‘; = Wy,

les inconnues u,, ¢4, W, qui représenteront, au hout du temps ¢, les

projections algébriques de la vitesse d’un point situé sur la surface
»

moyenne, devront satisfaire, quels que soient « et y, aux équations

r <%+dvo>_
Q2 0%, (_)_')‘_l_l_? ox 5}7 _— du,
(1[4) 2(6—!—]) _6<()x2 -+ dy2>+(6+2)_—_—()$ ﬁ_ +XD__0_;,
‘ B 0 duo_l_d__v_o N
oy dotv, 0? c0> 0 dz oy 0w,
), 0<dx -+ 77 + (0 + )—“)y J+Yo——()77

20w, : 0% w, 3’+w0> %_, l_2<, 0X, aY,
(115) 923‘(0:& 2 omioy o) e T a2y 0y>

On tirera d’ailleurs des formules (114), combinées avec les for-
mules (83) et (113), ‘

030 080> . 080
: o "2<ot> "<a¢]+ox,+o_Y1_"<W)
(116) o ay? oz oy — ot
Enfin, si la force accélératrice s’évanouit, les équations (x 15) et (1 16)
deviendront respectivement '

o 2 <dl' Wy dﬁwo a* Wo> ()Wo

ozt 2 Jat gyt Oyt T T

[ oG] o)

(117)

(118) Py oy 9%

-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Lok : SUR WEQUILIBRE ET LE MOUVEMENT

1l sera également facile de trouver les conditions qui, dans le cas que
nous considérons, devront étre remplies pour les points situés sur le
contour de la plaque,solide.

Nous renverrons & un autre article I'intégration des équations diffé-
renticlles obtenues dans ce paragraphe.

§ UL, — Sur les équations d’équilibre ou de mouvement d’une plaque solide,
naturellement plane, mais d’une épaisseur variable.

1

Dans le paragraphe précédent, nous avons regardé comme constante
I'épaisscur 2 de la plaque solide. Supposons maintenant que cette
épaisseur varie; mais admettons, pour plus de simplicite, que, étant
toujours tres petite, elle se trouve primitivement divisée en deux par-
ties égales par le plan des @, y; ¢ deviendra une fonction des coor-
données z, y, et la plaque solide scra renfermée, dans I'état naturel,
entre deux surfaces courbes représentées par les équations (10).
D’ailleurs, si 'on nomme o, B, v les angles formés par la normale &
I'une de ces surfaces avec les demi-axes des coordonnées positives,

on aura
' cosa ~ cosP cosa __ cosfB
(119) a7 —-—g_l.—_cosy ou a e = oot
ox dy dz oy

De plus, si 'on continue de regarder comme infiniment petits les dé-
placements des molécules ct si 'on détermine toujours la variable s
par Péquation (5), les formules’ (119) subsisteront encore apres les

déplacements dont il s’agit, la premiere pour s = —1, la seconde pour
s=1. Par consequent on tirera des formules (4) : )
1° Pour s =—1,
o il _
(A +P),53—” +FZ)} +E=o,
o o

(120) I‘a;—b(B-}—P)W-FDWO,

E +1)il— + C--P =o;

o
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2° Pour s =1,

L
’ ai 0i
(l21) I‘d—x+(B+P)5‘}—,——D:0,
Ji di
Ea‘; +D5)~/——C—-P~ - 0.

Enfin, si 'on développe les quantités A, B, G, D, E, F, X, Y, Z suivant
les puissances ascendantes de s & 'aide des équations (12), (13), (14),
on trouvera, au lieu des formules (16),

( E0+E2l—;+...—|—(Al+...)i%'-i—(Ft—t—...)ig;;:o,
(122) ’D0+D2§+...+(F1+...)i%+FB,+...)i§)‘;:o,
Co+02i2—2+...;a-(E1+...).ig£—;'+(D1+...)ig§:—P
et
E1+Ea§+...+<Ao+A2§+...>li.%+<F0+F2§+...>‘%%:—§%,
(r23) D,+D3§+...+<F0+F2§+...>%%+<B0+B2f+...>%g—;:;g%,

’2 2 ; 2 ‘A
Cl+Cs% +...+<E0+E2%+...>i%+<D0+D2%+...>Lf. ﬁ:o;

)

puis on en conclura, en négligeant dans une premiere approximation

les termes du méme ordre que Ia fonction ¢ et ses dérivées %, %,’
(124) E,=o, D,=o, C,=o,

I i . Ot
(2125)

1 o Ji-
DAl:'—? [FOJE +(B0+P)T;]7

C,:O.
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-Cela posé, les formules (20) devront étre remplacées par les suivantes

0A, OF, 1 i di
2z T o 3y —-—.[(Ao-i—P)a—;: +Fo@]—|—pxo_—o,
(126) oF B,
! 0
dxo oy dy [ " oz +(B°+P)0 ]+PY°:O'

Quant & la formule (21), elle continuera d’étre fournie par la premiere
approximation. Mais elle acquerra de nouveaux termes, si I'on a re-
cours 4 une approximation nouvelle. Concevons en effet que, dans les
formules (122), (123), on conserve les termes proportionnels au carré
de 7. On tirera de ces formules

2 di .00

'EO:—;Eg—,Aii%—Fle
(137) D(,:———Dz—l‘,z?——Blzg;

C:—P——Cz E.i % D,i(—%l-;;
(128) c,=4A, % Of 0i g 02 Eo

oz TGz oy T BiGE T

puis on conclura de celles-ci, combinées avec les équations (15), les
deux premieres des équations (125) et les équations (126),

E == ("A‘ %1;‘+px,) <A,gl Fig;>

. $? ()Fl 0B1 Ji dl
D“E(%“W‘“W (R G +Bi35)

. P ,' o1
CO——-P+—p[L1 <K00x+Yd>]

i 0% 0i d i 0% o
+ (A, +P)<dx2—£ EE>+2F°<IE o "3 dxdy>+(B°+,P)<37*_

= Zo(m T O B(PA, 0F o)
=P\ oa dy oz* oz oy
di* 9l di a:*

+A10x I‘ld dy+ (W'
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Par suite celle des équations (15) qui renferme la quantité.C, donnera

2/PA,  0°F, 0B, 0% 9
§<0x2+ dxdy+ y2> (A‘dxz+2F’d = dy B‘W)

(131)
+p[Zo+z<X1 gl +Y, gl> + 5<Z2+ (z}’ —i—2dd§/>]

De plus, comme la variable s, comprise dans les équations (12), (13),
(14), estune quantité du méme ordre que ¢, on tirera de ces équations

combinées avec les deux premieres des formules (125), et avec les
équations (127), (129), (130) : 1° en négligeant dans les développe-
ments de A, F, B les puissances de ¢ supérieures a la premiere,

(28) A=A,+A,;s, F=F,+Fs,  B=DB,+ B,s;
2° en négligeant, dans les développements de E, D, C, les puissances

de ¢ supérieures 4 la seconde

2 2 2
E:E0+E1S+E28— =E, (1—— f—) + Ejs— = <A1 9. +F13;>

_2—st [ 0A, 01‘1 dz) [ py & (h _()_LJ
(132)

2
D:Do—t—Dls—i—DQs— =D, <1—— ~>+D1s ( 13; B, g}l,)
_i@—s (OF, B, di dz>
2 (;)?-1_ dy +,PY1> <F1'() +B dy
! 2 2 i 0i
C:C0+02%:—P+(Co+ P)<1—- ”;—> <E‘dx +D, dy)

2—s T, 1 i ot
= > |:£1 ~+ -. (Xo - YO a;/)]

dl oL
: [Fod + (Bo+ P)@],

(133) o Ny 9
s
- [(A0+P>d 2+2F00 o +(B0+P)d}/]
()l il (BO-l-P)dL

+ (Ag+P) 5= + oF

°dd Jdz

Outre les équations (126) et (131) qui, dans le cas d’équilibre d’une
plaque sohde, sub51stent pour tous les points de.la surface moyenne,
il en est d’ autres qui sont relatives au contour de cette plaque, et que
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nous allons faire connaitre. Supposons toujours la plaque terminée
latéralement par une surface cylindrique dont les génératrices restent
perpendiculaires au plan des x, y. Soient

\ i
o, B et V=

les angles formés par lIa normale a cette surface avec les demi-axes des
coordonnées positives; et concevons que I'on développe &, v, { suivant
les puissances ascendantes de la variable s & I'aide des formules (38).
En raisonnant comme dansle §1I, on prouvera que les conditions (40),
(41) doivent étre vérifiées pour tous les points de la surface moyenne
situés sur des portions fixes du contour de la plaque, et les formules (23)
pour tous les points de la surface moyenne situés sur des portions libres
du méme contour. D’ailleurs, en substituant dans les formules (33)
les valeurs de A, F, B, D, E fournies par les équations (238), (132), et
supposant, pour plus de simplicité, ¢ = P, on retrouvera encore les
conditions (34), (35) et (37). '
Sil’on veut considérer la plaque solide, non plus dans I'état d’équi-
libre, mais dans I'état de mouvement, il faudra, dans les édua-
tions (126), (131) et (37), remplacer les quantités (48) par les expres-
sions (49). Cela i)osé, on tirera des équations (126)
%1;—" + Z——I;/“ — % [(A0+P)g—;'+Fo%] +pX,=p dﬁ",

JF, + oB, 1 [F o017

(134) 5
Ny
9z T ay T i 0z (B“+P)dy]—ka“:p i

et de I'équation (131), en réduisant le polynome
dE, on,
Cot <C»+20 +2d—y—>
au seul termeé ¢, '

& (9*A, 02 0*B, ()z . 0% 0%
<0x2+ ()xdy-}_dﬂ) <A‘ + 28 5oy 0y+B'0y>

. 3
et o0 ) vt ) = B

(135)
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Quant & I'équation (37), elle devra étre remplacée par la formule (52).

Supposons maintenant que la lame proposée devienne élastique, et
_que son élasticité soit la méme dans tous les sens. Alors, en adoptant
les mémes notations que dans le § I, et combinant les formules (59),
(60) avec les équations (124), (125), on retrouvera les valeurs de §,,
N1» &y et §, déterminées par les formules (61), (62), et les valeurs de
A,, F,, By, A,, F,, B, déterminées par les formules (66), (68), tandis
que les quantités &,, n, acquerront des valeurs nouvelles. Cela posé,
s'il y a équilibre, les équations (126) et (131) donneront’

O 6 0%, 8+2 on Oy i SO, (S g2t
gzidxz +26+2 oy*  20+2 dzdy z[<0x+9+l d_}’ 0$+29+2 _0_.}7_‘_0—“)5)“’]‘_*—}(0
6—1P1 ol
W00 gm0 otny O-a 0%, i[/0ng 1 OENOI 6 [0 dn o '
0, 0 0 _ “Hf{YN0 , _* UGoo\Or , Y [Ys Ty i
& ay + 02 92 T 26+ 0z dy i[(dy i dw>0y+29+2<0}’ + 0w>0x]$+Y°
f—1Pra -
VT8 e iy

(0%, 9%, ¢,
22 (2 50 LT B 4.1
. @ 3 (dw‘ +2dx‘ldy2+ dy‘)

. (% 1 PLNOE 28 0, 9N (L, 1 - 0%\ o
— Q2 e — ) —
(137){ — & l[(cﬂx? T dyz)dx"_l_ 9-+1 dz dy 0»””0}"_'_(0}’2 MR d“ﬂ)‘wj'

0l Ji 72 0X1 0Y1
=12, -|—z<X,d +Y,0y>+g<zz+ 9z +20_y>
Si, au contraire, la lame élastique se meut, on tirera des équations (134)
et (135)
RE, 0 P B2 o O, 1 on\di 0 [k  ong\o
2 v 50 [ 0 o 750 0
@ gdxz 20+2 9y ' 2642 dxdy [<0x o dy > 9z T 2042 <0y tox )dy] % + X
L0 0—1 P ‘
o 6 pi oz’
(138) 5
2 8 n, 042 0%, 1[0dn I AN 0 [0k, dn,\ di
Q)% Mo 0 —— 0 0 _U (0% , Ony\ 0
0x* " 2042 dy* ' 20+2 ozdy [dy T dm) dy + 26+2(dy + dl')d_xJ s + Y,
00y O—1-P1 97
o T Te 57 oa

OEuvres de C. — S.11, t. VIII.
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0%, , 9% E_)
o <0x‘+20x20y“ ",

/0%, 1 02C0> 9% 26  0*¢, 9% 0%%, L 02C0> d%'] R
(139) —9“[<EF+6+1 9 )95 T 51 dway dway T\oyr T8t 922 ) 9 | T 0P
. X, Y,
_40+l<)&10 +Y10y> <Z2+21)x +2 0)/)
Si I'on admet la relation établie par la formule ¢gg) entre les quan- .
tités £ et K, on aura 0 = 3. Alors, en supposant constantes la direction
et 'intensité de la force accélératrice 9, on conclura des formules (138),
(139)
) L | 306 5 On, L&)iiﬂl S(% %0_“]
g[0x2+8()y2+80x0y ( 7 ay oy Toz)oy | X
_ 9%, §—1Pali
9t 5 oz’
- (rho) Qny A0ty 5 0% (Omy 1 0ENOL_ 3 (0 dnp)dld]
. 2 0 - 0 = o . 0 0 bl B 0
g[dy“+8 oz 8 oway < +40x> 8<0y+ )ax]J“Y
%0y, 0—1 P ale,
=9 TG 7oy’
2 (0%, 0*% . 9*C
. ‘?“(a?“W*W) |
141 ;
Pl 1 PG\ O 3 0L, 0N [0, 10\ 9N . 0%,
. — ‘[(aaﬂ T 0 )0.2:2 + 32 9may oxoy+<oy2 i 5;?)'072] +or =~
Enfin, sil'on suppdse ¢=o0,P=n0,ct .
(142) - i=c(i+ax+by),
a, b, c désignant trois quantités constantes, les équations (IZ,,o), (141)
donncront respectivement
PE,  30%, 5 o'y \ Q o 1 L3 050 dn\] - 9%,
2 ——— -— — —_— — —
» 9<am2+say +8dwdy> 1+axv+by|: < 4dy +gb +d.z: =%’
143)
92<() ’ﬂo+30ﬂ°+_5_ d?no — 92 0’00_ idE § 0£0+-(?_H2 o ()ﬂﬂ,
dy* 89z ' 8 gz oy T+ax+ by Fioz) 8" dx ot
Q¢ 0% AL SN it 9% __
__ﬁ 2 0 Y >0
(144) (1+aw+by) ( +2 9ot 9yt : + A ) 3
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D'UNE PLAQUE SOLIDE. L

Les équations (136), (137), ou (138), (139), ct les suivantes sont
celles qui, dans Iétat d’équilibre ou de mouvement, subsistent pour
tous les points d’une plaque élastique dont I'épaisseur est variable.
Quant aux formules qui doivent étre vérifiées pour les points situés
sur le contour de la plaque, elles ne different pas de celles que nous
avons obtenues, dans le § II, en supposant I'épaisseur constante.
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SUR L'EQUILIBRE

ET LE

MOUVEMENT D'UNE VERGE RECTANGULAIRE.

Considérons une verge solide qui, dans I'état naturel, ait pour axe
une ligne droite ou une courbe plane. Supposons d’ailleurs que la sec-
tion faite dans la verge par un plan perpendiculaire 4 I'axe soit un
rectangle dont les deux cotés restent constamment paralleles a 'un des

" plans menés par cet axe, ou au seul plan qui le renferme. La verge
dont il s’agit deviendra ce que nous appellerons une verge rectangu-
laire, et son épaisseur 2/ ou 27 mesurée parallélement ou perpendicu-
lairement au plan qui renferme 'axe ne sera autre chose que I'un des
cotés du rectangle ci-dessus mentionné. Au reste, les épaisseurs 24,
21, que nous regarderons comme trés petites, pourront demeurer con-
stantes, ou varier d'un point de I’axe & un autre, suivant une loi quel-
conque. .

D’apreés ce qu'on vient de dire, une verge rectangulaire ne differe
pas d’'une plaque solide qui serait naturcllement plane et terminée
latéralement par deux surfaces cylindriques tres rapprochées I'une de
Pautre. Si d’ailleurs on suppose que cette plaque solide devienne
élastique, ct offre la méme élasticité dans tous les sens; si de plus, en
adoptant les notations et les principes exposés dans I'article précédent,
on continue de prendre pour plan des @, y celui qui divisait primiti-
vement I'épaisseur 27 de la plaque élastique en deux parties égales, les
déplacements £, 1, d’un point de la surface moyenne, mesurés paral-
lelement aux axes desx et y, devront, dans le cas d’équilibre, acquérir
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SUR L'EQUILIBRE ET LE MOUVEMENT ETC. k13
des valeurs telles que les formules (20) de la page 387, savoir

oA, . OF, _ OF, OB, _
(l). F.;_I_E)’— PXO—O’ d -+ = +PY0——O, )

et les formules (34) de la page 390, savoir
(2) (A0+ ®) cosa + FycosP=o, Focosa + (By+ ®) cosp =o,

soient vérifiées, les deux premieres, pour tous les points situés sur la
surface moyenne de la plaque, et les deux derniéres pour tous les
points situés sur le contour de cette surface, Ay, Fy, B, étant des fonc-
tions de x, y déterminées par les équations (63) de la page 395, ou,
ce qﬁi revient au méme, par les suivantes : |

_6— an, P‘
AO— 0 I:(e"l" )_‘+_—dy]—"e—a
) _G—x 0&, o, ' )
(3) | Bo__—e——K[d +(0+1) dy]—g’
_99— 0k , dn,
Fo=3 TK<dy + c)x)

Il est essentiel de rappeler que, dans ces équations, p désigne la den-
sité de la plaque regardée comme constanté, X,, Y, les projections
algébriques, sur les axes des x et y, de la force accélératrice appliquée
3 un point quelconque de la surface moyenne, et o, B les angles formés,
avec les demi-axes des @ et y positives, par la normale élevée dans le
plan des «, y sur le contour de cette surface. \

Supposons maintenant la plaque élastique renfermée entre deux sur-
faces cylindriques tres voisines, et réduite par ce moyen a une verge
rectangulaire dont I'épaisseur, mesurée parallelement au plan des 2, y,
soit égale & 2A. Désignons, comme dans Particle précédent, par &, C
les déplacements paralleles aux axes d’une molécule quelconque m
qui correspond, dans I'état d’équilibre, aux coordonnées «, y, z; par
X, Y, Z les projections algébriques de la force accélératrice appliquée
a cette molécule; et par A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections
algébriques des, pressions ou tensions exercées au point (z, y, 2)
contre trois plans paralleles aux plans coordonnés. Soient, de plus,
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rr les distances comBrises, dans P'état d’équilibre : 1° entre I'axe de Ia
verge et la droite menée par la molécule 7 parallelement & I'axe des z;
2° entre la molécule m et le point de la méme droite qui se trouvait
primitivement renfermé dans le plan des «, y. Enfin concevons que
Pon développe les quantités &, v, (; X, Y, Z; A, B, C, D, E, F, consi-
dérées comme fonctions de , r et r, suivant les puissances ascen-
dantes de r, 7’; et joignons, cn Conséquence, a la formule

(4) E=Fy o+ Et,o r= g T g (Ga, 07t 28 7780 ?) 4L

toutes celles qu’on en déduit quand on y remplace la lettre § par I'ine
des lettres v, {; X, Y, Z; A, B, G, D, E, F. Les fonctions de z et de ¥,
désignées, dans les formules (1), (2), (3), par &, M3 Xo, Yo5 Ao, Fo,
B,, se confondront avec les valeurs de &, n; X, Y; A, F, B correspon-
dantes & 7”=o0. Donc elles seront données par des équations de la

forme
2 . 2

(8) &=k o+ Ei,or+£2,o% et No=="Tg,0+ MNy,e7 + ﬂz,o% +.e
Remarquons d’ailleurs que les deux quantités désignées par & q, 10,0
dans les équations (4) et (5) sont précisément les valeurs de § et de
‘correspondantes & un point situé sur 'axe de la verge.

En résumé, on voit que, dans le cas d’équilibre de la verge rectan-
gulaire, les déplacements &, 1, d’une molécule primitivement renfer-
mée dans le plan des «, y, et les déplacements &, 4, 7,0 d’un point
primitivement situé sur 'axe se déduiront des formules (1), (2), (3),
(5), dont la premiere et les deux dernieres devront étre vérifices pour
tous les points de la section faite dans la verge par le plan des , ¥
tandis que la seconde devra étre vérifiée pour tous les points situés
sur le contour de cette méme scction. Or les formules (1), (2), (3),
(5) sont entitrement semblables aux formules (1), (4), (381), (22) de
Pavant-dernier article; et, pour tirer les unes des autres, il suffit de
remplacer A, F, B, X, Y, §, n par A,, F,, By, X,, Y, £, 1, P par &, 1I

par — %, K par g—'o;—lK, 0 par 0 41, enfin &, &,, &y, .. .5 Ny My Mos -

par Eo,o, E.,o, €200 ++ 3 Noyos Ni,00 Na,00 - - .- Gela posé, en tenant compte

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



D'UNE VERGE RECTANGULAIRE. , M3

des observations faites a la page 379, on pourra immédiatement trans-
former celles des équations de 'avant-dernier article qui déterminent
les valeurs de &,, v, relatives & I'équilibre d’une lame élastique droite
ou courbe d’épaisseur constante ou variable, de maniere & obtenir les
équations qui fourniraient les valeurs de &, ,, n,, relatives & équi-
libre d’une verge élastique et rectangulaire, pourvu que cette lame et
cette verge, prises dans I'état naturel et coupées par le plan des , y,
offrent toutes deux la méme section. Si, pour plus de simplicité, on
suppose les différentes faces de la verge élastique soumises dans tous
leurs points & une seule pression extérieure, on devra réduire € a4 P, et
alors, pour effectuer la transformation dont il s’agit, il suffira de rem-
placer dans les formules (60), (61), (62), (67), (68), (69), (71),
(72), (99)s (100), ete. de Pavant-dernier article, &,, No3 Xo» X435 Yo
Y., Ya par Eo Moo Xoor Xios Yoo Yior Ya K par 22K, 0 par

0+1,enfinPparP 4+ = -G-%P, la valeur de II étant — g-- Done, si
I'on considere I'équilibre d’une verge rectangulaire, qui, dans I'état
naturel, étant droite et d’une épaisseur constante, aurait pour axe 'axe
des x, les déplacements d’un point de I’axe, mesurés parallelement aux

coordonnées x et y, seront déterminés par les équations

d2
(6) 92.(_1%;_0 +X,0=0,
4 h* dq,, h? . ax,,
o) @5 e =Yoo i (a2 ),

dans lesquelles :
Xo,o; Xt,o;' Yo,o: Yeoo

O

désigneront les valeurs de

X
ay’

*Y

X, d_y’”

Y,

correspondantes au point dont il s’agit, et Q une quantité propre & vé-
rifier, non plus la formule (62) de la page 303, mais la suivante
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en sorte qu’on trouvera
(0—1)(8+2)K
~(_8) 6+1 p

Ajoutons que les conditions relatives aux extrémités de la verge se
déduiront des formules (67), (68), (69), (71), (72) (page 305) et

seront respectivement : 1° pour une extrémité fixe,

(9) : £0,0=0,
dn
(10) Moe=0, T =o;

2° pour une extrémité mobile,

dko,0 f—1 P
2 50— O
(1) 2 dz —  G+1p’
d? : a?
(r2) dzt;yo ’ @ dl?o 1,0

Si, dans I'état naturel, la verge élastique, ayant toujours pour axe
I'axe des z, offrait une épaisseur 2/ variable d’'un point de I'axe & un
autre, il faudrait aux équations (6) et (7) substituer celles que I'on
tire des équations (151), (152) de la page 329, en remplacant §,, v, par
Eo.00 No,0» 0 par 0 +1, ct P par G—E—IP. On aurait donc alors, pour un

point quelconque de I'axe,

A8 1 dh dEy, 8—1 P dh
2 + —_ k) —
(13) @ ( dz? h dz dz "0+ 1 ph dz ©
hd*n,o, d*h din,, h? dXie dh
. 2 — » i — 3y
(r4) L h<3 T T et da >_Y0,o—&.— 5 <X2,°+2 . >+h'd'—a,~ X 00

Concevons enfin que, dans I’état naturel, la verge élastique, douée
d’une épaisseur constante, offre pour axe une courbe plane, et que le
plan de la courbe coincide avec celui des x, y. Si on nomme s 'arc
de cette courbe, « son rayon de courbure, 7 son inclinaison par rapport
i I'axe des @; si d’ailleurs on pose

(18) y= £ cost + 1 sinr, 8 = cost— & sinr,
(16) 8§ = X cost+ Y sinrt, K =Y cos7 — Xsinrt,
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et si lon désigne par v, 4, 89,03 Raro» So,0 les valeurs de 1, 8; &, 8, cor-
respondantes & des valeurs nulles de r, 7, les quantités ~(0 0s S0 repré-
senteront les déplacements d’un point de la courbe, mesureés dans le
sens de la tangente et de la normale; puis en faisant, pour abréger,

2

(17) o=,

— d}’o,o 60,0 . dao,o Yo.0
(18) I—TS—TJ J——LF—F—;—)
et remplacant : 1° 1p p'u‘ P 2° ], par &y,q, 0n tirera des for-
mules (280) et (283) de la page 358

6—1 P

(19) 921"_“9{00_'_ 0+I —f; =o,

(20)

g A BT 1 dT
‘o T ods T i) TR

la valeur de 9 étant fixée, non plus & laide de Péquation (282)
(page 358), mais a 'aide de celle qu’on en déduit en substituant aux
quantités

(21) Roy mnl Ry 8o, 81y 8

les quantités

(22) Rooy Ris Ropos 80,00 81,00 Ss,00

fournies par les développements de & ct de s suivant les puissances
ascendantes de r et de 7. Il scra également facile de trouver les condi-
tions qui devront étre remplies pour une extrémité libre ou pour une
extrémité fixe de la verge élastique en équilibre. En effet, s'il s’agit
d’une extrémité fixe, les formules (250), (251) et (284) des pages 351
et 359 donneront A |

) (23) Yo,0 = 0O
. dd
(24) 0,0 = 0, d‘;"’ =o0.

.

Quant aux conditions relatives 4 une extrémité libre, on les obtiendra
OFusres de C. — S. 11, t. VIIL. - 53
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en remplacant, dans les formules (285), (286), (288) de la page 359,
0 par 0 + 1, ct les quantités (21) par les quantités (22).

SiI'on voulait considérer une verge élastique et rectangulaire, non
plus dans I’état d’équilibre, mais dans I'état de mouvement, il faudrait,
en regardant cette verge comme une plaque solide dont la largeur
serait trés petite, substituer aux formules (1) les formules (50) de la
page 393, savoir

2% o
Or, ces dernieres étant semblables aux formules (15) de I'avant-der-
nier article, il est clair que, dans I'état de mouvement, les équations
propres a fournir les valeurs de &, , ¢t v,,, ou de y,,, et 8,,, pour une
verge élastique rectangulaire, se déduiront des équations propres &
fournir les valeurs de &, et v, ou de ¥, et &,, pour une lame élastique,
i I'aide des mémes transformations que nous avons opérées dans le cas
de Péquilibre. Ainsi, par exemple, en remplacant, dans les for-
mules (82) et (89) des pages 309 et 310, &, o5 Xo» X3 Y,, Y, ¥,
par £,., Mo.05 Xo,0r X1,03 Yo,00 Yy,00 Ya00 ON trouvera, pour tous les
points situés sur 'axe d’'une verge rectangulaire naturcllement droite

et d'une épaisseur constante,

, 0% .0
(26) CRATES WESEa. 1R
ik J%n h? dX
(27) 0. d:;vo -+ dtoo——Yoo‘l— : <Y2 o+ 2 ‘;0>

Ajoutons que les conditions (g) ct (x0) ou (11) et (12), établies dans

le cas d’équilibre, et relatives & une extrémité fixe ou & une extrémité

libre de la verge, continucront de subsister dans Pétat de mouvement,
‘excepté la derniére des conditions (12), qui devra étre remplacée par
" une autre déduite de la formule (91) (page 310’}, savoir

dYO,o .

.0
(28) @ ST = X, -

dx3
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Lorsque la foree 9 est constante et constamment parallele a elle-

méme, on a

Xo,o; X, Xi,O:-O, X2,0:0; Yo=Y, Y=o, Y?,OIO;
et les équations (26), (27) deviennent

0%, T
(29) ‘ & TX=

9 0% 4 0%1g,0 v
(30) O T =V

Alors aussi, en réunissant la premiére des conditions (12) a la condi-
tion (28), on trouve, pour une extrémité libre de la verge élastique en
‘mouvement, '

2 3
(31) Tmt=e Tmt=o |

~

Dans le cas particulier ou la force accélératrice s’évanouit, les: for-

mules (29) et (30) donnent simplement

' o ) s &0 . &y,
(32) et T R

0* N0 dﬁ'ﬂo,o .
(33) O 5 T e T

Si la verge é¢lastique en mouvement était supposée naturellement
droite, mais d’une épaisseur variable, alors, en remplacant dans les
formules (153) et (157) de la page 329 & par &, 7, par v,,,
(Z—;—[P par g—_—:% P, on trouverait, au bout d’un ‘lemps quelconque z et
pour tous les points de I'axe,

(34) dx? L dx oz

0y 1 dh Do _Imi Bk Ohy
92<__»oo =22} 4 X, 071 phde— o0 ’

- R 0vne,  dh dnee\ . 0o, Bl dX i
(35) QA <§L %}9 — ZJ_.:;:_; ()Jb'(;’o> -+ (”g 0 = Yoo+ G (12,0‘*‘ 2 —d_.zl"2> + hc_[;‘ leo-

Lorsque dans ces derniéres formules on réduit a zéro la pression P en

-
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" méme temps que la force accélératrice ¢, on en conclut

a 02&0.0 I. dh ozﬁo.o o don,o
(30) 9(0:02_2357)?{“‘ 96
’ h dﬁ'ﬂo 0 ah 02ﬂ0 0 dzno 0
2 —_— e — bR ) .
(37) e (l<3 ozt det 9z )V Tor T @

Si, de plus, on supposait la verge terminée du coté des y positives et -
du coté des y négatives par deux surfaces planes, la demi-épaisseur 4,
mesurée parallelement i I'axe des y, serait donnée par une équation
de la forme

(38) h=b(1+cz),

b, ¢ désignant deux quantités constantes, ct les équations (36), (37)

deviendraient
2 0% c 0,0\ _ 9%k
(39) 9(0.732 T it cx Jz ) 08’
. . Q2 20" No,0 | P
(40) 3 (1+cx) oz -+ 9 =o.

Enfin, si la verge élastique en mouvement est une verge rectangu-
laire, naturcllement courbe et d’une épaisscur constante, on tirera des
formules (299), (300), (301), (304 ) de I'avant-dernier article, conve-
nablement modifiées, : '

0]_ d(tchO,o) . 0270,0

(41) Sl e e T
f—1 P 0%9
([;2) 92l+tm0’0+6—+‘;"—£:t-—7§;{—0’

#1 1 B(eRy,) 1 §—1 P\ I
/ 2 - 9.0/ _ - { ) —
(43) Q <———d52 3 I) -+ —ag ” (3’&0,04— [ P’C) =9z’

(44)

02 YOO"" d(tao,o) )
orf. 9 4 de @*J 1 9%) ’ ds | _ ..
ds* " ds 05t T % ﬁ> - a2 =R

puis, en supposant la force accélératrice et la pression P réduites a
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7éro, on trouvera

~

a0 0%
9 Y1 __ \
(4‘5) - = o’
| . .
(46) @1=cLhe,
2L 1 0o
hr " 2 _— — - —
(47) e(f-a)=5

. ()2 __0(260,0)
®2< M de P 1 62J>_ f s

(49) “wrEGaw T o7

Ces derniéres équations subsistent, dans 'hypothése admise, pour
tous les points situés sur I'axe de la verge élastique. Quant aux condi-
tions relatives i ses deux extrémités, elles coincideront, pour une ex--
trémité fixe, avec les formules (23), (24), et pour une exfrémité libre
avee les formules (344), (345), (355) de I'avant-dernier article, sa-

voir

" (4o) I=0,
: aJ __ Sy
(50) =0 95 = O

Ajoutons que, si le rayon de courbure ¢ devient constant, la for-
mule (356) de la page 372 donnera

% Y0.0
‘ 02< o— e g Yo >
(51) 02 <zzd—;};%19 -+ 2 Qi"bﬂ 4 _I_ 0_2)/0,0) Vo0 Js® '

st 2 o5 )T PrE

Les diverses équations ci-dessus établies déterminent, dans I'état
d’équilibre ou de mouvement d'une verge élastique et rectangulaire,
d'une épaisseur constante ou d’une épaisseur variable, et dont ['axe
droit ou courbe est renfermé dans le plan des , y, les déplaceinents
E0.05 Moo OU Yo,00 O, d'un-point de I'axe mesurés paralltlement & ce
plan.. Si Ion voulait déterminer, en outre, le déplacement {,, d’un
point de I'axe dans le sens de la coordonnée z, ou méme les déplace-
ments &, v, { d'un point quelconque, on y parviendrait sans peine en

»
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remplagant 7 par 7’ dans les formules de P'article précédent, puis en dé-
veloppant les quantités A, B, C, D, E, F; &, v, { suivant les puissances
ascendantes de 7, ', et, paf conséquent, les quantités A,, A,, A,, ...;
B,, B;, By, ... Cy, Cyy Cyr .o 3Dy, D, Dy, oo 3 By, By, By, ..t By, Fy,
Fy, o380, €00 Esy o3 Moy My» s - suivant les puissances ascendantes
de r. Parmi les formules ainsi obtenucs, celles qui détermineront la
valeur de ¢, ,, dans I'état d’équilibre ou de mouvement d’une verge
droite, d'une épaisseur constante ou variable, coincideront évidem-
ment avec celles que I'on déduirait des équations (7), (r0), (12), (14)
(27), (30), (31), (33), en substituant aux lettres /%, n et Y les lettres
7, CetZ. '

Je terminerai cet article en indiquant quelques applications des for-
mules qu’il renferme. ‘

Observons d’abord que, dans le cas ot I'on suppose nulles la pres-
sion P et la force accélératrice o, les formules propres i déterminer
les valeurs de &, 5, 10,0 0u de ¥,,0» O,, pendant le mouvement d’une
verge élastique rectangulaire, sont entisrement semblables aux for-
mules de I'avant-dernier article qui déterminaient les valeurs de &,
n, ou de ¥,, ¢, pendant le mouvement d’une lame élastique. Par con-
séquent, dans cette hypothese, les valeurs de &, , et de v,,,, relatives &
une verge droite, qui, étant douée d’une épaisseur constante, présen-
terait deux extrémités fixes ou une extrémité fixe et une autre libre,
coincideront avec les valeurs de &,, 1, relatives 4 une lame élastique
droite, et fournies par les équations (r14)et (115) ou (118) et (119)
des pages 314 et 315. De méme, étant donnée une verge courbe dont
I'axe se trouve compris dans le plan des «, y, les valeurs de y, 4, 8,0,
relatives & celles des vibrations de la verge qui seront indépendantes
de 'épaisseur mesurée parallélement au plan dont il s’agit, coincide-
ront avec les valeurs de y,, &, relatives 4 une lame élastique courbe,
et fournies par les équations (360), (361) de la page 373. Seulement -
la quantité Q, qui mesurera la vitesse du son dans une lame ou dans
une verge élastique d’une longueur indéfinie sera déterminée, pour
une lame élastique, par la formule (62) de la page 303, et pour la
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verge élastiqueé, par la formule (8). Sil'on pose, p'our abréger,
(52) — =R,

et si 'on réduit d’ailleurs le nombre 6 au nombre 3, comme on doit le
faire quand on veut exprimer que les pressions supportées par la sur-
face libre d’un corps élastique dans I'état naturel s’évanouissent, les
deux formules en question coincideront, la premiere avec I'équa-
tion (110) de la page 313, et la scconde avec la suivante :

(33) ' o= VOR,
Va

En comparant la valeur précédente de Q, c’est-a-dire la vitesse du son
dans une verge élastique, 2 la quantité y3R, qui représente la vitesse
du son ddns un corps élastique (vorr la page 316), on reconnaitra que
ces deux vitesses sont entre elles dans le rapport de v/5 4 /. M. Pois-
son avait déjh énoncé cette proposition, qui subsiste, comme il I’a fait
voir, quelle que soit la forme de la surface qui termine latéralement
une verge ¢lastique droite. '

Quant aux rapports qui existeront entre les divers sons produits par
les vibrations longitudinales ou transversales de la verge élastique rec-
tangulaire, ils seront évidemment les mémes que les rapports entre les
sons produits par les vibrations longitudinales ou transversales de la
lame élastique, pourvu que cette lame ct cette verge, étant prises dans
I'état naturel et coupées par le plan des «, y, offrent précisément la
méme section. Par conséquent, si, la longueur d’unc verge droite étant
représentéc par @, on'pose |

- (54) N=—,
c’est-a-dire si 'on désigne par N le plus petit nombre de vibrations

longitudinales que cctte verge, supposée libre, puisse exécuter pen-
dant 'unité de temps, le nombre N des vibrations transversales cor-

-
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respondantes & 'un des sons produits par la méme verge sera (voir la
page 317)

(55) N'= (2,055838...)%’31\1, ’

Cette derniere formule s’accorde parfaitement avec les expériences de
M. Savart rapportées dans le Bulletin des Sciences de janvier 1828, et
differe trés peu d’une formule que M. Poisson a présentée sans démon-
stration dans ce méme Bulletin, mais que I'on ne retrouve pas dans le
Mémoire publié par ce géometre sur 'équilibre et le mouvement des
corps élastiques. |

Concevons maintenant que I'on compare le son le plus grave, pro-
duit par les vibrations longitudinales d’une verge droite, aux divers
sons produits par celles des vibrations d’une verge circulaire, et de
méme longueur, qui sont indépendantes de I'épaisseur mesurée sui-
vant le rayon de I'arc de cercle avec-lequel I'axe de la verge coincide
dans I'état naturel. En nommant a la longueur de I'arc en question, ct
Q la vitesse du son dans la verge redressée, on pourra déterminer
immédiatement le nombre des vibrations exécutées pendant 'unité de
temps et correspondantes aux divers sons de la verge circulaire, &
'aide des formules (371), (372), etc. de la page 375. Comme les ex-
périences que M. Savart a bien voulu entreprendre sur ma demande,
et que jai déja mentionnées dans 'avant-dernier article (page 378),
peuvent servir a la vérification des formules dont il s’agit, je vais rap-
porter ici ces expériences qui ne peuvent manquer d’intéresser les
physiciens, et auxquelles I'habileté bien connue de l'observateur
ajoute un nouveau prix.

Deux verges parallélépipédiques en cuivre jaune, dont les longucurs
respectives étaient o'“.,8225 et 1™,657, ont été successivement cour-
bées de maniere & offrir chacune : 1° un demi-quart de cercle; 2 un
quart de cercle; et, apres avoir produit dans ces mémes verges des vi-
brations analogues aux vibrations longitudinales d’une verge droite,
on a déterminé le nombre N des vibrations correspondantes & chacun
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des sons que 1'on pouvait obtenir. Or les valeurs approchées de N,

ainsi déduites de 'expérience et relatives au son le plus grave, ont

_ 6t : 1° pour la verge de 1™,637, courbée de maniére a offrir successi-
vement un demi-quart de cercle et un quart de cerele,

(56) ) . N =2211,84...

et
(37) N = 2400;

2° pour la verge de o™, 8225, courbée de Ia méme maniere,

(58) N:4423,68... ’
et
(59) . . N — 48oo0.

D’autre part, le nombre représenté dans les formules des pages 375, 376
patr 2 est-b-dire le nombre des vibrations longitudinales corres-
A 2 X -

pondantes au son le plus grave que peut produire une verge droite,
avait été déterminé pour la grande verge parune expérience directe qui

donnait

(60) £ 03,330,
) 2a
ot par conséquent ce méme nombre devrait étre pour la petite verge

1,63
o 82275 =4297,79. ...

(61) —g——(2133,33...)

2a
Or, en comparant les valeurs de N fournies par les équations (56) et
(57) 4 la valeur de 2% tirée de I'équation (60), ou les valeurs de N
fournies par les équations (58) et (59) & la valeur de ;% tirée. de

OEuvresde C.—S. 11, t. VIIL, R 54
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V’équation (61), on trouve : 1°

(62) ' N:(I,O36...)EE7
(63) N:(1,125...):2—a;
00

(64) N =(1,029...) :Z_a’
(65) N:(I’l-l68"')2£i_z'

Les coefficients numériques qui entrent dans les formules (62) ou
(64) et (63) ou (65) different tres peu des nombres
@:1,0307... et \/75:1,1180.. )
‘qui tiennent la place de ces mémes cocfficients dans les formules (371)
et (372) de la page 375, et 'on peut méme remarquer que le nombre
indiqué par la théorie est toujours compris entre les deux nombres
fournis par les expériences faites sur les deux verges proposées.
Aprés avoir fait connaitre la valeur de N correspondante au son le
plus grave que pouvait produire la grande verge courbée de mantere &
. offrir un demi-quart de cercle, I'observation a encore permis de fixer
les valeurs de N correspondantes & un deuxiéme ct & un troisieme son,
et par suite les rapports de ces valeurs & 2% Or ces rapports, qui, en

vertu des formules (371) de la page 375, devaient étre

Irad e
V?5:2,015... et 1440:-3,010...,
4

ont été trouvés sensiblement égaux, le premier au nombre 2, le

’
second au nombre 3, en sorte que sur ce point l’experlence s’est
encore accordée avec la théorie.

FIN DU TOME VIII DE LA SECONDE SERIE.
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