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Tribune publique. 24.

[T, p. 230 avant la ligne 1] (II 2, 59) ajouter: Bien entendu si la série

2( a, + b,

est convergente, la série trigonométrique (1) converge partout absolument.
I’existence des points d’absolue convergence est tres importante. N. Lusin
[C. B. Acad. sc. Paris 155 1912, p. 580] a démontré que toute série trigono-
metrique ayant deux points de convergence absolue dont la distance est
incommensurable avec z est (sauf peut-étre en un ensemble de points de
mesure nulle) ou partout convergente ou partout divergente. D'ailleurs pour
une telle série I'ensemble des points de convergence absolue est nécessaire-
ment partout dense: si, en outre, cet ensemble n’est pas de mesure nuile,
la série des coefficients est absolument convergente et la serie trigonomé-
trique est partout absolument convergente.
{II, p. 230 ligne 12] (I 2, 59) ajouter: D’ailleurs cet ensemble de mesure
nulle peut avoir la puissance du continu, commme le prouve un exemple de
Stetnhaws, Soc. math. France, C. R. des séances de l'annde 1912, p. 44,
[IL, p. 231 ligne 197 (II 2, 60) ajouter3*¢#) et en note:

826%) Cette condition nécessaire a ¢té généralisée par W. H. Young
[C. R. Acad. sc. Paris 155 (1912), p. 30]: Si

29
If et

est sommable, la série

(alzq+ b121) + (asgq -+ b;\gl +--+ angq + bngl B AR
est convergente.
[11, p. 231 ligne 22] (II 2, 60) ajouter?>¢®) et en note:

326%) Cette condition suffisante & été généralisée par W. H. Young
[C. R. Acad. sc. Paris 155 (1912), p. 472]: ,,Si la série

24 29
(o014 3, 207)
2q 29 29 2q

+ ( a P14 b, 21"1) o ( a, 14 p, 2,_1) 4o

est convergente, la fonction
()

est sommable. Les deux généralisations ne sont réciproques 'une de 'autre
que dans le cas de Fatou-Riesz ou q=1.
[II, p. 282 ligne 15] (I 2, GO) ajouter: Cette formule est encore valable
dans un certain nombre d’autres cas signalés par W. H. Young [Proc. London
math. Soc. (2 9 (1910), p. 449 62], en particulier dans le cas ou les deux
fonctions etant sommables, 'wi e d’elles est bornée. M. Fréchet.
{11, p. 235 ligne 13 en remontant] II 2, 62 note 840 au lieu de ,,Bois Rey-
mond" lire ,,Bois-Reymond*.
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[11, p.237 ligne 9} (IL 2, 62) ajouter: Grace a lintroduction de notions nou-
velles, et notamment de celle de trepidat on d'une fonction dans un inter-
valle, P. Noa Tlon [Acad. Belgique, classe sc. 15 1913), p. 524 41] éte d la
propriété au cas de fonctions trés généiales.
[II, p. 245 hgne 1 en remontant] (I 8, 1 note 14) ajouter: Au sujet de la
méthode de P. de Fermat, vo'r J M. C. Duhaniel, Mém. Acad. sc. Paris (2
82 1864, p. 269 330; P Mansion, Mathesis 2 1882 , p. 193 202.
M. Leeat,
[II, p. 259 ligne 14) (I 3, 7) au lieu de ,, D, log, w* lire:
wDylog, (wv ... w *
[I, p. 281 ligne 107 (II 8, 12 au lieu de , 8 lire
wB—yt . A. Miller.
[II; p. 314 lignes 2 et 8 en remontant] (I 8, 25 au li u de ,0 <<h <p eb
0<h<g," lire o
- 0L L Luigi Sinigallia,
[, p. 328 ligne 21] 1I 3, 28) ajouter: id. p. 197/206.
fII, p. 328 ligne 12] (I 8, 30) au lieu de ,on* lire ,,0u*.
[II; p. 828 ligne 6 en remontant] (II 8, 30 note 288 ajouter: W.G. Wulton,
Quart. J. pure appl. math, 5 (1862), p. 20 8 [1861]; Messenger math. 2 12
1882/3), p. 14/20, 42 3; W. (L) Zmurko, Denkschr. Akad. Wien 27 IT (1867),
p. 63 82); F. J. Studnicka, Sitzgsb. Bohm. Ges. Wiss. (nath.-naturw. 1868,
P 67/72; 1870, p 12 8; F. Haluschka, Sitzgsb. Akad. Wien math.-phys 383 I1
(1881), p. 1092/109; M. P. Novikov, Soobstenija Charikovskago matématii es-
kago Oldestva (communications Soc. math. Kharkov 1883, p. 48 5.
[, p.380 ligne 2 en remontant] (IT 8, 30) au lien de ,ariété" lire ,variéte‘.
[II, p. 330 ligne 1 en remontant] II 3, 30) ajouter: J. reine angew. Math
48 (1854), p. 384.
[I, p. 331 ligne 27] II 8, 80) au lieu de p. 278 lire col. 272 6. M. Lecat
(I, p. 69 derniere ligne du texte] (II 7, 19) ajouter: G. M. Minchin [Nature
(Londres) 65 (1902 , p. 531] remarque que si le préfize ,hy'* était placé
devant le symhole pour chacune des fonctions trigonométriques, tous les
noms pourraient &tre prononcés et ne seraient pas trop longs. Par exemple
hysina, hytge, .....
seraient facilement énongables et indiqueraient la nature hyperbolique des
fonctions, Cette fagon d’écrire a €té adoptée par D. 4. Murray, Differen-
tial and integral calculis, Londres 1908, p. 414.
W. B. Smith [Infinitesimal analysis 1, Londres 1897) emploie les sym-
boles
bs ), he(xz, bht(x), het(xr), hsc(z), hese x)
our
P sh(z), ch(z), th(z), coth(z), séeh(x), coséch(x). €. A, Miller.
[II; p. 14 ligne 2 en remontant] (115, 9 apres D). Sincov aj uter: Iavestija
Kazanskago fiz.-mat. Ob&destva.
[II, p. 35 ligne 28] (Il 15, 22 note 116 au lieu de math. Sbornik lire mat.
Sbornik.
I, p. 41 ligne 8 en remontant] (Il 15, 26 note 135) lire ,,mouvements*
[II, p. 68 ligne 3 en remontant] (I 16, 6 note 19) lire: Mem. Acad. Petersb.
7) 6 1863), mém. n 1, p. 1/95.
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[II, p.93 ligne13 en remontant] (1116, 16 note 96) au lieu de Otcjet lire Otsst.
(11, p. 116, ligne 6 en remontant] (Il 16, 27 note 174) au lieu de 46 IT (1882)
lire 46 IT (1883).

[IT, p. 123, ligne 8 en remontant] Il 16, 30 note 199) effacer Utenyja et
dire: Zapiski Acad. nauk (St Pétersbourg), mém. n° 8.

[II; p. 9, ligne 29] (II 26, 7) au lieu de ,,0on non*, lire ,ou non*. J. Molk,
3 p. b, lignes 18,19] (II 81, 3 note 13) ajouter: ,R. Woodhouse, A treatise
on igoperimetrical problems and the calculus of variations, Cambridge 1816.%
Aprés F'. Giesel, au lieu de Geschichte der Variationsrechnung 1, lire: Ein-
ladungsschrift Feier Schrdder Gymm.

(I, p. 6, ligne 15] (II 31, 8) aprés K. Weierstrass ajouter un renvoi 18%)
et la note suivante:

K. Weiersirass fut conduit & ses recherches sur le calcul des variations

par I'étude du probléme de Newton, a T'occasion des travaux publiés par
E. E. Kummer, en 1874/6, sur la résistance de l'air.
[1I; p. 7, ligne 7 en remontant] (II 81, 3 note 27) aprés Ermakov ajouter:
»Universitelskija Izvéstija (Bulletin de )'Université) Kiev* et reculer ,,0tdét
... Kiev** a la fin de la note, ou il faut ajouter: 1902, éd. 1903, p. 53 7.
[1Is p. 8, ligne 13 en remontant] (IT 31, 4) aprés de voisinage ajouter un
renvoi32*) et la mote suivante):

M. Fréchet [Trans. Amer. math. Soc. 6 (1905), p. 435/9] donne une
extengion, mais qui, actuellement, ne sert pas en calcul des variations.
[, p.9, ligne 5 en remontant] (Il 31, 4 note 34) ajouter: D’aprés P. Stdckel
[Archiv Geschichie Naturw. Technik 1 (1909), p. 293/300], la distinction des
variations forte et faible apparaitrait dejad chez L. Euler {Misc. Taurinensia
(Mélanges de philos. et math. Soc. R Turin) 3 (1762 5, éd. 1766, seconde
pagination; p.1 26}, qui dit que la courbe varide doit satisfaire & la double
condition d’avoir des ordonnées infiniment peu différentes et des tangentes
infiniment peu différentes de ce qu’elles sont dans la courbe primitive, alors
que, dans un travail ultérieur [Novi Comm. Acad. Petrop. 16 (1771), éd 1772,
p. 356 70; Instit. calculi integralis 4, St Pétersb. 1794, p. 590], il concoif la
variation d'une maniére plus restrietive [cf. n° 8]. Bien plus, il résulterait
d'un échange de lettres (dont certaines sont perdues) entre L. Euler et
Daniel Bernoully {voir P. H. Fuss, Correspondance mathématique et physi-
que 2, St Pétersbourg 1848, p. 435, 448, 521] que, pour résoudre certain
probléme géométrique d'extrémé, Dantel Bernoulli aurait, dés 1736, utilisé
des variations fortes. Daniel Bernoulli aurait denc le pas sur L. Euler.
[1I; p. 11 ligne 5] (Il 81, &) ajouter en noted1?):

Voir au sujet de la méthode de L. Euler des remarques de 4. Muller,
J. reine angew. Math. 13 (1833), p. 240 9 [1829].

[IT; p. 17 ligne 28] (II 81, 9) ajouter un renvoi 72*°) et la note suivante 72°),
G- Kirchhoff [Vorlesungen iiber mathematische Physik 2, Leipzig 1891,
2¢ legon] a, le premier, suivi cette méthode.

[II, p. 17 ligne 24] (I 31, 9) au liea de e~ €@~ lire: .
PR
[T p. 19 ligne 7] (11 31, 9 aprés ,vérifiée ajouter: ,, K. Boehm %) le dé-

montre pour une généralisation de la notion d'intégrale de ligme“,
Note 80® : Sitzgsb. Akad. Heidelberg (math.-phys) 1912, mém. n° 11,
§1 et 2.
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[II; p. 21 ligne 16] (II 31, 10 an lien de: dérivabilité de f!/ lre: dériva-
bilité de f,..

[, p. 21 ligne 18] (II 31, 10 avant E. Zermelo®’), interca er: Pour l'inté-
grale J, la méthode de Lagrange exige la continuite des dérivees des 2p
premiers ordres. .P.du Bois-Reymond’ modifie cette me h de de manidre
2 n’avoir plus besoin que de la continuité des p — 1 premieres derivées et
de 1intégrabilité de la dérivée p ™.

(I, p. 24 ligne 11] II 81, 11) ajouter: Ces questions ont été reprises ré-
cemment. L. Kinigsberger®2®) démontre la néce site et la suffisance de
Tannulation de la variat’on premiere pour que l'expression d fferentielle

f(.’l?, yl! y‘la LS | yll); YaaYssr oo s yng); e Y y;n MR} y"P) dz

soit intégrable, c'est-a-dire pour qu’il existe une fonction differentielle F'
dont la dérivée totale, par rapport & =, ¥, ¥y, ...y ygf'" , 80t égale & la
fonetion f.

K. Boehm 115%) étudie le méme cas général, mais il se place a nn point
de vue légérement différent. Il demontre que la fonct'on F se determine
par des équations aux dérivées partielles, en nombre

nt+14p+p+--+2,

contenant les dérivées
¢6F oF oF oF
1 1 vty
ow d 'Illnl) a‘.’/zﬂz) ! 0 ?/nﬂ"

ou

w=1,2..,0;;%=12 ... ,p;:..57,=12,...,D,
ot dont I'intégrabilité est assurde, par I'annulation de la var’ation de l'in-
tégrale ff~ dz.

Si f satisfait identiquement aux équations differentielles d'Euler, cette
fonction peut, comme L. Konigsberg 'a démontré, se mettre sous la forme
Z:: » on désignant par o un fonction d’ordre p — 1. 1l a étendu ce résultat
au cas des intégrales multiples.

A ces questions se rattache 'étude des conditions d'existence du potentiel
cinétique.

Note 115°) Sitzgsb. Akad. Heidelberg math. phys. 1912, mém. n 11,
[11; p.35 ligne 5 du texte en remontant] II 31, 16) aprés de (14, ajouter:
considérée pour Jp. M. Lecat.
[III, p. 53 ligne 30] (III 17, 24 note 130 remplacer p. par col. J. Molk.
[MI; p. 94 ligne 4 en remontant] III 17, 41 note 814) remplacer ,écrit
avant 1852 par Lycée Charlemagne 1848, in-4°. H. Brocari.

EMF~ Toute rectification ou addition, se rapportant a P'édition francaise,

adressée a ), Molk, 8 rue d’Alliance, Nancy, sera insérde, s'il y a liea, avee
mention du nom de son autenr dans Ia Tribume publique.

Nancy, le 20 janvier 1914. J. Molk.
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7. La fonction X, sous forme d'intégrale définie. 161

r=Ya+y '+,
Z,9, # étant les coordonnées rectangulaires d'un point et p étant égal a ; .

7. La fonction X, sous forme d’intégrale définie. Valeurs
asymptotiques pour 7 trés grand. On peut de plusieurs fagons re-
vrésenter la fonction sphérigue primitive sous forme d'intégrale définie.
La forme la plus connue est I'intdgrale de Laplace?®), valable pour une
valeur réelle ou imaginaire de l'argument,

@ X@=2[(+icspVI=aPip, o i—V=1.
0

Citons aussi la formule de Jacobi®):

7T
d
7 X (2) == k4
(T2) +(@) °“,/‘(.ar:—l—z'cosq:]/lv—-zci)"’L1 ’
Q

& étant égal & 41 ou & — 1 suivant que la partie réelle de x est
positive ou négative3?).

P.G. Lejeune Dirichlet®®) a établi d’autres formules dont F. G. Mehler *2)

a déduit les suivantes:
a

X =J%”w+9¢dw= sin(n+ Ho-do
(8) 2 n(cos 0) V2(cosp—cosb) J V2(cosf—cose)
1] ]

H. Laurent®) au moyen-dintégrations portant sur des variables com-
plexes parvient & 'égalité ‘

_ 1 dz 1 1 (*—1)"ds
O X@=szfsryimags v ) ot

19) P. 8. Laplace, Mécanique céleste 5, Paris 1825, p. 33 [1828]; (Buvres 5,
Paris 1882, p. 41.

20) C. G. J. Jacobi, J. reine angew. Math. 26 (1843), p. 81/7; Werke 6,
Berlin 1891, p. 148/65; Giorn. Arcadico di scienze (Rome) 98 (1844), p. 59/66; J.
math. pures appl. (1) 10 (1845), p. 229/32.

21) L'égalité des intégrales (7) et (7a) est implicitement contenue dans une
formule d'un mémoire posthume de L. Euler; cf. L. Euler, Institutiones calculi
integralis, (2¢ éd.) 4, St Pétersbouryg 1794, p. 205 {1777].

+«Ch. Hermite [Rend. Circ. mat. Palermo 4 (1890), p. 146] a montré pour
quelles raisons la formule (7a) présente une discontinuité alors que la formule (7)
n’en présente pas.*

22) J. reine angew. Math. 17 (1837), p. 85; Werke 1, Berlin 1889, p. 283.

23) Math. Ann. 5 (1872), p. 141. La premiére intégrale (8) a été vérifie
par H. Bruns, J. reine angew. Math. 90 (1881), p. 322.

24) J. math. pures appl. (8) 1 (1875), p. 373/98.

Encyclop. des scieno. mathémat. II 5, 11
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162 A. Wangerin. 11 28. Fonctions sphériques. .A. Lambert.

L'intégration ¢’étend, pour la premiere intégrale, le long d'un cercle
entourant Vorigine, et pour la seconde, le long d’un cercle entourant
le point .

L. Schlifli®) emploie systématiquement l'intégration complexe et
donne, & coté de leur représentation propre, une généralisation des fone-
tions sphériques [voir n° 30].

On déduit de (7) que pour toute valeur de # comprise entre
— 1 et + 1, les limites étant exceptées, X, tend vers zéro lorsque %
croit indéfiniment
(10) lim X (z) = 0.

n=+o
H. E. Heine*) parvient a ce résultat en partant de la premiere équation
(8). Lorsque 0 tend vers zéro, ¢’est-a-dire lorsque  tend vers 1, le résultat
subsiste sous la condition que

lim»n8 = + o.

n=+4c0
Pour 6 =0, X, (cos §) = 1, méme pour # = + oo.
Le cas ou
lim né
n=-+oo0

a une valeur finie interviendra dans la théorie des fonctions cylindri-
ques [n° 55]. .

H. E. Heine®) et G. Darbouz®) ont donné pour les grandes valeurs
de n des expressions approchées des fonctions X ; ,ainsi

(1) X,eos0)= M3 Rt foos[ (50— ]

Veeno
1 1 °°s|:("—%) 0'1'%]
2 e n—1 2 5in O
1-3 1-8 °°“[(”_%)6+¥
LA SRl ey vy 1 @sin6)t —e }-

L’erreur commise dans Vapproximation est de I'ordre du premier terme

25) Uber die zwei Heineschen Kugelfunktionen mit beliebigem Parameter
und ihre ausnahmslose Darstellung durch bestimmte Integrale, Universitiitsfest-
schrift, Berne 1881.

26) J. reine angew. Math. 90 (1881), p. 329/81; H. Brums [id. 90 (1881),
p. 322/8] déduit le méme résultat d'une intégrale plus générale dont la formule (8)
est un cas particulier.

27) Kugelf.?), (2° éd) 1, p. 178.

28) C. R. Acad. sc. Paris 82 (1876), p. 365, 404; J. math. pures appl. (3) 4
(1878), p- b, 377. ,Cf. T.J. Stieltjes, Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 4 (1890), mém. n° 7,
p. 117.*
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8. Relations entre des polynomes consécutifs. 163

négligé; si 'on #'en tient aux p premiers termes Verreur est de I'ordre

de P—;/_ , comme cela résulte de la substitution de sa valeur approchée
w n

1 . . 1-3...(2n—1
—— au coefficient numérique 1:8...Gn—1),
Vnz 2-4...2n

En s'arrétant au premier terme on a la valeur approchée

(11a) X, = Vizemoeos[(n+3)0 - 7]

n7 8in 0

expression donnée par P. S. Laplace®).

8. Relations entre des polynomes consécutifs. En dérivant
par rapport & « l'expression (3) on établit que®?)

(n+ DX, ,1(2) +nX,_ (@) = 2r+1)zX,(2),
a2 |
X, () = 2 X ().

Soit Z, ce que devient X, quand on y remplace xz par #£; on déduit
de la relation (12) 1'égalité suivante ')
(12a) @, (7,2)=X,Z,+3X,Z, +---+ 2n + 1)X,Z,

Zn+1Xn *Zan-l-l K
zZ—

=(®+1)
La forme (5) de X, conduit & la relation

dXH_l(a:) aX, _,(x)
dx - dx

(13) @n+1)X, = ’
d’od Ton déduit
(13a) 143X, +5X;+ .- -+ Cn+1)X,=
ainsi que®?)

dx,

(13b) @n—DX,_, + @n—5)X,_, + @1 — DX, 5 +--- — 2=

dXn41 ax, *
dx + dz °

Le dernier terme du premier membre est 3+ X; ou 1.X, suivant que
n est pair ou impair. Il résulte du développement (4), ou Yon écrit =
a la place de w, que les puissances entieres de # s’expriment au moyen

29) Mécanique céleste §, Paris 1825, livre 11, chap. 2, n° 3 et supplément
(posth.) n° 1; (BEuvres 6, Paris 1882, p. 36/45, 469/73; Mém. Acad. sc. Institut
France (2) 2 (1817), éd. 1819, p. 141; (Euvres 12, Paris 1898, p. 430. Cf. 4. L.
Cauchy, Mém. Acad. sc. Institut France (2) 8 (1829), p. 126; (Euvres (1) 2, Paris
1908, p. 61; 0. Callandreau, Bull. sc. math. (2) 156 (1891), p. 121*.

80) O. Bonnet, J. math. pures appl. (1) 17 (1852), p. 267.

31) H. Laurent, J. math. pures appl. (3) 1 (1875), p. 373/98.

32) E. B. Christoffel, Diss. Berlin 1856, p. b3. Cf. G. Bauer, J. reine
angew. Math. 56 (1859), p. 101; E. B. Christoffel, J. reine angew. Math. 55

(1858), p. 61.
11*
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164 A. Wangerin. II 28. Fonctions sphériques. A. Lambert.

d'un nombre fini de fonections sphériques. A. M. Legendre®) a établi
la relation
(14) 2= 2...

1:2...% 2n 41
m{(2n+1)Xﬂ+(2n—3) X

2 n—%

+(2n—7)&%";l)x;_‘+ ..... }

Ao N. Laguerre®) a démontré que si 'on représente un polynome
entier en z au moyen des fonctions de Legendre

F@)— AX, + BX, + -+ LX, 4+ ,
m<p<.<t< .....

le nombre des racines positives de I'équation F(z) = O qui sont égales
ou supérieures & lunité est au plus égal au nombre des variations
gque présente la suite des termes constants

A,B,..., L.
Les lacunes que présente la suite

Xy Xpy ooy Xy e

fournissent des renmseignements sur le nombre des racines imaginaires
de Véguation*

F. Neumann®) a donné un grand nombre de formules de récur-
rence analogues aux formules (12) et (13).

9. Propriétés d’intégrales définies. On doit a A. M. Legendre®®)
les propositions suivantes qui permettront de déterminer les coefficients
des différents polynomes X, constituant, quand il est possible, le dé-
veloppement d'une fonction F(z) en série de fonctions sphériques
[voir n° 10]:

+1
(15) [ X, (@)X, (2)dz =0,  pour mZ>n,
+1
(15a) f (X, @)tde =g

-1

33) Hist. Acad. se. Paris 1784, éd. 1787, M. p. 370/90; Exercices de calcul
intégral 2, Paris 1817, p. 352.

34) C. R. Acad. sc. Paris 91 (1880), p. 849; (Euvres 1, Paris 1898, p. 144/6.

35) Beitrige zur Theorie der Kugelfunktionen, Leipzig 1878, p. 60.

86) Hist. Acad. sc, Paris 1784, éd. 1787, p. 873; 1789, éd. an II, M. p. 884.
WCf. F. Tisserand, Traité de mécanique céleste 2, Paris 1891, p. 248/67.*
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10. Développement d’une fonction d'une variable en série de fonctions ete. 165

.Ces formules admettent les généralisations suivantes:
+1
ae)  fa-—a
=1
+1
p(APXNT, 2 ri-2.3...(n4p
o0 fa—ay (G3) de =m0

—1

P d_p{m ar Xn
dx? daf

dx =0,

o m et n sont des entiers positifs non inférieurs a p*

10. Développement d’une fonetion d’une variable en série
de fonctions sphériques. En admettant la possibilité du développement
d’'une fonction de x en une série convergente de fonctions sphériques
sous la forme

1D fl@) = 4 X @) + 4, X, (@) + -+ L X, @+ ,
il résulte des égalités (15) et (15a) que

4,=2"F [0)X )z

et que le développement n’est possible que d'une seule fagon.

,Les conditions auxquelles doit satisfaire la fonetion f(x) pour
que le développement soit légitime ont été établies trés simplement
par H. Burkhardi®"). Au moyen de valeurs approchées de X, et de
sa dérivée (pour n trés grand) il établit que

(18) lim f@ﬂ(x, sds =14,

n=+oc "4
la fonction @,(z, #) étant celle qui se trouve déterminée par I'équation
(12a); et I'égalité (18) est valable pour tout intervalle d'intégration
compris entre — 1 et 4 1. Puis H. Burkhardt démontre la relation

b
(188) lim [ @ (5,2)de=0, on —1<a<b<+1,

n=-+o0 g
et cela pour toute valeur de x comprise dans un intervalle n’ayant
aucun point commun avec lintervalle a, b (limites comprises). 11
gensuit que

(18b) lim [ ®@,(z,)dzs =4

n=-+oo,

pourvu que z soit compris dans un intervalle (— 1+ ¢, 14 &) et b

37) ,Sitzgsb. Akad. Miinchen, Math. Phys. Klasse 1909, mém. n° 10.*
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166 A.Wangerin. 11 28. Fonctions sphériques. A. Lambert.

dans Vintervalle (— 1, & — ¢&); on désigne ici par & un nombre positif
plus petit que 2. De l'égalité (18a) H. Burkhardt déduit que I'on a

(19) lim [ f(z) @,(x, £)dz = 0,

si la fonction f(x) est & variation bornée, et cela pour toute valeur
de 2 prise dans un intervalle n’ayant avec lintervalle (— 1, b) aucun
point commun (limites comprises). Si 'on prend pour l'intégrale (19)
les limites — 1, # on peut la décomposer ainsi

r—t z T

St @,d2+f(z—0) [[@,d7 + [[f(e) — flw— O] ,dz;

x—E

la premidre intégrale et la troisibme tendent vers zéro quand =
grandit indéfiniment et il reste

lim [ 7(s) ®,(z, £)dz = $f(z—0)

pour tout intervalle compris entre —1 et 4+ 1, dans lequel la fonction
f(x) est continue.
Si f(z) est continue d droite de x

JHm S 1@,z H)ds = 1(z +0).

Par suite, si la fonction f(x) est & variation bornée dans l'intervalle

(—1, +1), 0ona

E 2"?1X»(x)ff(Z)Xn(Z)dz= Hf(@ + 0) + f(=z — 0)}.

La convergence de la série dont la somme figure dans le premier
membre de cette égalité est uniforme pour tout intervalle de conti-
nuité de la fonction f(x), intérieur a (— 1, + 1).*

En particulier, le produit de deux fonctions sphériques peut &tre
développé en une série de fonctions sphériques et le probléme est
traité par F. Newmann®); sinn0 et cosnf sexpriment en séries de
fonctions sphériques d’argument 6°%).

88) Beitriige®%), p.81. Résultats antérieurs de G. Bauer, Sifzgsb. Akad.
Miinchen 5 (1875), p. 247; N. M. Ferrers, An elementary treatise on spherical har-
monics and subjects connected whith them, Londres 1877; (2¢ éd.) Londres 1881;
J. C. Adams, Proc. R. Soc. London 27 (1878), p. 63/71.

39) Cf. H. E. Heine, Kugelf.?), (2¢ éd.) 1, p. 93; R. Most, J. reine angew.
Math. 70 (1869), p. 167.
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11. Autres modes d'exposition. Tables. 167

On peut mentionner encore la représentation de

0j'(X,‘)ﬂam et j (1 —2%(X,)dx

en une somme de produits de fonctions sphériques®’).
.51 on cherche le polynome P,(x) de degré n qui rende minimée

+1
Tintégrale f [f()— P,(x)]*dx, ot f(x) est une fonction donnée, on
—1

trouve#') que P,(x) n’est autre chose que l'ensemble des » premiers
termes du développement de f(x) sous la forme (17)*

On ezaminera plus loin [n° 20] la légitimité du développement
d'une fonction de deux angles en fonctions sphériques & deux variables;
il suffira alors de particulariser pour avoir une solution s’appliquant
au cas qui vient d’étre considéré.

11. Autres modes d’exposition. Tables. Au lieu de I'équation
différentielle (2) ou de l'expression (3), on peut adopter pour point
de départ de la théorie l'intégrale (7) de Laplace*®) ou quelque autre
intégrale équivalente4?®); on peut définir également la fonetion sphéri-
que par la formule*?) de récurrence (12) ou par la propriété de l'inté-
grale (15) ou quelque propriété amalogue®t).

R. Olbricht*®®) traite les fonctions sphériques ou certaines géné-
ralisations de ces fonctions comme des eas particuliers de la fonction
P de Riemann [cf. n° 30].

40) R. Hargreaves, Proc. London math. Soc. (1) 29 (1897/8), p. 115; ,C. Neu-
mann [J. reine angew. Math. 135 (1909), p. 157/80] étudie quelques développe-
ments particuliers procédant suivant des produits de fonctions sphériques.*

41) C. A. dell’ Agnola, Atti R. Accad. Lincei Rendic. (8) 191 (1910), p. 455.*

42) Cf. H. E. Heine, Kugelf.?), (2° éd.) 1, p. 23, 87; L. Schlifli, Fest-
schrift 2%), p. 8.

42% H. Bruns [J. reine angew. Math. 90 (1881), p. 322] déduit les prin-
cipales propriétés des fonctions sphériques d'une intégrale qui comprend celle
de G. Mehler comme cas particulier.

43) K. Baer, Progr. Kiel 1898,

44) R. Murphy (Elementary principles'4)] recherche une fonction f(x) de

1

degré n telle queft’f(t)dt=0, pour v=0,1,...,n—1; cf. W, Thomson et P.G.
0
Tait, Natural philos.%), (2° éd.) 2, p. 339; Theor. Physik 2, p. 328. Le méme
probléme a été traité par C. G. J. Jacobi, J. reine angew. Math. 1 (1826), p. 301;
‘Werke 6, Berlin 1891, p. 3.
45) Diss. Leipzig 1887; Nova Acta Acad. Leopold. 52 (1888), p. 1/48.
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168 A. Wangerin. II 28, Fonctions sphériques. A. Lambert.

J. W. L. Glaishert) a calculé des tables numériques de fonctions
sphériques. L’ouvrage de W. E. Byerly*") contient un extrait de ces
tables donnant, avec 4 décimales, les valeurs des fonctions depuis X (z)
jusqu'a X, (z), pour des valeurs de z croissant de 7 en ;) entre les
limites = 0 et 2 = 1. R. Fricke donne ces tables jusqu'a X;(z). On
trouve aussi dans I'ouvrage de W. E. Byerly une seconde table donnant
X,(cos @), ..., X;(cos ) avec quatre décimales, de degré en degré*®).
W. Thomson et P.G. Tait*®) donnent, avec quatre décimales, des tables
des fonctions X, et X, ainsi qu'une représentation graphique. F. Neu-
mann®’) a dressé des tables de fonctions sphériques pour des valeurs
particulieres de l'argument.

Les fonctions sphériques fondamentales.

12. Nombre de fonctions sphériques indépendantes. ,Un poly-
nome harmonique II, de degré n [n° 2] contient 4(n + 1)(n + 2)
coefficients arbitraires. En vertu de I'équation AII, =0, il existe
3n(n —1) relations entre les coefficients; d'od il suit quil y a au
plus 2% 4- 1 polynomes harmoniques indépendants de degré =, par
suite aussi 2n + 1 fonctions ¥,(u, ¢) indépendantes.

La relation (b) [n° 3] donne

r=n
Y, (u, 9) = D €09 X2,
p=—n

et l'équation (2) a laquelle satisfait X7 convient également & X,*.
On a ainsi X, — AX;*, A étant une constante.
La forme des (224 1) fonctions sphériques indépendantes est donc

(20) X9, eXio X}, et¥0X3, ... exrio X}
ou encore

(20a) {X,?, Xlcosp, Xicos2¢p, ..., Xrcosng,

Xaisin g, X2sin2¢,..., Xisinng.*

46) Report Brit. Assoc. 49, Scheffield 1879, éd. Londres 1879, p. 54/7 [Report
on math. Tables (publié en collaboration avec A. Cayley, G. G. Stokes, .. .)];
Nouvelles Tables allant jusqu'a X,, dressées par A. Lodge, Appendice dans
J. W. Strutt lord Rayleigh), Philos. Trans. London 203 A (1904), p. 100.

47) An elementary treatise on Fouriers series and spherical, cylindrical and
ellipsoidal bharmonics with applications to problems in mathematical physics,
Boston 1893, p. 278/81.

48) Cette table, calculée sous la direction de J. Perry, fut publiée d’abord
London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 32 (1891), p. 512.

49) Natural philos. ?), (2¢ éd.) 2, p. 344/50; Theor. Physik 2, p, 334/9.

50) Beitrige®"), p. 76.
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18. Les fonctions fondamentales XZ. 169

13. IL.es fonctions fondamentales X,. Les fonctions XZ se
déduisent de la fonction sphérique X°. H. Poincaré®) emploie I'ana-
lyse suivante:

Soit cos p l'argument de X9, » étant l'angle d’une direction
avec I'axe des 2.

Si Pon change d’axe des z il faudra remplacer cosy par

cos @ cos @' 4 sin @ sin 6 cos (p — ¢').
Le polynome

X?[cos @ cos @ + sin 8 sin 6’ cos (p — @')],

considéré comme fonction de 6 et ¢ ou de § et ¢, sera une fonction
sphérique.
LLn posant

cos =p
et

e Wging = 24, €¥sinf' =2iy [i=V—-1],

il vient

cosy = uV1+ 48y +Ve? —1(E€? + 1e7'9),

et la fonction X0 de cet argument est une fonction sphérique quelles
que soient les valeurs de £ et de #.

Faisant £ =1, 5 =0, on développe le polynome par la formule
de Taylor:

: — 0
X0(n + Vit — 169) = X(u) + eo Yt — 12018
]
ei}"l’(“!___ 1)? de’?(“)
+ p! du?

n
0t —1)? "X
n! dp™

e

Chacun des termes de la somme qui figure an second membre
est une fonction sphérique. On peut alors écrire par un choix con-
venable du facteur numérique

. 4
1 2 d"X 0w
1) LW=ariero—era @D o
ou
ar +p —1"
(213) X":(H‘) 2"(”+P)!( 2— )2 iit..;;, )

Il s'ensuit que les racines de l'équation
X5=0

sont toutes réelles et comprises entre — 1 et 4 1 et que les racines
différentes de + 1 sont racines simples.
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170 A. Wangersn. II 28. Fonetions sphériques. 4. Lambert.

On a le développement en série

2
(2n)! T ey B—D)r—p—1) , ,_
@2) X = 5 gy @D =TS gy
m—pn—p——p—D(n—P—3) a_p-s_ ... .
+ 2.42n—1)(2n — 3) prort }
Sous forme de série hypergéométrique,
(22a) X2 —
(2n)! utte ntp ndp—1 1 1
2%(n — p)l (n + p)! gF(_ SR R F)"

(@ — 1?2
Les formules (16) et (16a) fournissent immédiatement les sui-

vantes:
+1

(23) S xX5x2ap =0,

@) [ (Xprap—(-1y

—1

(nh)?*

2n+1(n—p)'(n+p>"

14. Le théoréme d’addition des fonctions sphériques fonda-
mentales. On a remarqué qu'en posant
cosy = cos § cos 8’ -+ sin 0 sin 6" cos (p — @),
X, (cosp) était une fonction sphérique, que l'on considérit 6 et @ ou
¢ et ¢’ comme variables.

Le fait que le développement de X,(cos ¢) ne doit contenir que
les cosinus des multiples entiers de (¢ — ¢") et qu'il est symétrique en
cos=yu et cos @ =y’

permet d’établir que
(24) 31X, (cosy) =1 X, (u)X (®)
p

a—up)? <1—u*>" @’ X, () & X, @)
+2(n—p+1> wFD awr awr SPO—9)

Cette égalité constltue le théoréme d’addition des fonctions de premiere
espéce.

On désigne souvent X, (cosy) sous le nom de coefficient de La-
place®™) ou de ,fonction superficielle biaxiale harmonique®5?),

51) L’équation (24) est correctement écrite par A. M. Legendre [Hist. Acad.
sc. Paris 1789, éd. an II, p. 432]; I'expression de P. S. Laplace [Hist. Acad, sc. Paris
1782, éd. 1785, M. p. 142; (Euvres 10, Paris 1894, p. 369] n’est pas exacte.

52) W. Thomson et P. G. Tast, Natural philos.?), (2° éd.) 1, p. 202; Theor
Physik 1, p. 174.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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P. S. Laplace®) détermine la valeur des coefficients numériques
T

2 H
le cas ol # — p est pair; si » —p est impair, il faut dériver au-
paravant par rapport & 0 et & . Dans le méme but H E. Heine™)
substitue & cos 6 et & cos 6" des variables x et z;, qui peuvent devenir
plus grandes que V'unité, et il cherche, suivant ses notations,
zl_irfwP;'Ez)’
ot Yon a posé
z=2zz, —V2*— 1V —1cos(p — 9.

C. G. J. Jacobi®) parvient a la formule (24) sans s'appuyer sur
les propriétés des fonctions X,. Il remplace dans I'expression (3) u
par cos y et passe par 1'égalité

2

n
X, () = 1 [cos 8 4} — 18in 0 cos(p — O]" e

2%, [cos 6 4} —1sin6 cos(¢’ — " F*
°

qui comprend les formules (7) et (Ta) comme cas particuliers.

L0. Callandreau®®) a construit des développements analogues &
(24) ot cosp(p —¢') est remplacé par un polynome P, [cos (p— )]
vérifiant une relation récurrente

cos (p— ) By = b, Py + ¢, By s

P. A. Hansen®") développe X, (cosy) suivant les puissances de
sin{(p — ¢’) ou de tg4(p — ¢'); il donne encore le développement de
X, (cos e - cos ) suivant les cosinus des multiples de .

15. Autres définitions. Tables. H.E. Heine®®) et C. G. J. Jacobi®)
écrivent le développement suivant:

” 1 ar(x? — 1)
(25) (x+cospVat—1 =2"-ni_£¢la:"—)_

qui figurent dans la formule précédente en faisant § = 6" = dans

2 Q@ =1 @ —1)
+ _§7T (n-{—v)! d.’l:"+v

cos ve.

v=0

53) Mécanique céleste 2, Paris an VII, livre 3, chap. 2 n°15; Buvres 2, Paris
1878, p. 41/3. Autre méthode de détermination des coefficients par F. Neumann,
Vorlesungen tber die Theorie des Potentials und der Kugelfanktionen, publ. par
C. Newmann, Leipzig 1887, p. 71 et suiv.

54) Kugelf.?), (2° éd.) 1, p. 313.

55) J. reine angew. Math. 26 (1843), p. 81; Werke 6, Berlin 1891, p. 148.

56) ,C. R. Acad. sc. Paris 99 (1884), p. 23/6.*

57) Abh. Ges. Lpz. (math.) 2 (1855), mém. n° 4, p. 285.

58) Diss. Berlin 1842, p. 15/8.

59) J. reine angew. Math. 26 (1843), p. 81; Werke 6, Berlin 1891, p. 148;
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172 A. Wangerin. 11 28. Fonctions sphériques, 4. Lambert.

Le coefficient de cos »¢ multiplié par un facteur numérique convenable
est ce que H. E. Heine appelle fonction sphérique adjointe (zugeordnete);
il 1a désigne par F;(x):

— !
Pi(z) = "‘(m’!) (z*— 1)

k4

g "tz —1)"
dzn+v ’

en sorfe que

n P In—9)! oy
.P y = ——W— X,,.
H. E. Heine déduit de I'équation (25) la représentation suivante:

”

,, 197 ! (n—w)! n
(26) Pl(x)= ;—mi(;)n)(?—ﬂ-f(x 4 cospVa?— 1) cos (vop)d .
0
La fonction P, et, par suite, la fonction X, admettent encore d’autres
représentations, soit sous forme de séries analogues & (4b), soit sous
forme d’intégrales®?),
On peut aux formules (23) et (23a) adjoindre les suivantes:

+1
pacypus @
@7 S Prop@), 2 =0
—1
pour g 2 v et tous deux non supérieurs & n,
+1
n dx (— 1) (n—)!(n 3+ »)!
(27a) f[P”<x)]21-—x'= Y [1-3...@n—1J
—1
pour n > v >0,

Il g’ensuit deux modes de développement en série des fonctions
sphériques fondamentales (ou adjointes) suivant qu'on laisse constant
Yindice supérieur ou l'indice inférieur. On trouvera dans H. E. Heine®)
et F. Neumann®) des relations récurrentes liant

1 -1 .
Py, Pyt P;7' ou bien Py, Py, P ;.

C. G. J. Jacobi, développe ensuite

(x4 cosg Yo —1)~+D,
E. Belirams, [Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 29 (1896), p. 793] a montré com-
ment on peut parvenir & un développement analogue & (25) sans passer par
lintégrale de Laplace.

60) Pour une représentation géométrique de X7?(x) dans le domaine réel,
of. R. Olbricht, Diss. Leipzig 1887. On y trouve aussi pour XZ et pour des
fonctions plus générales les différents développements sous forme de série hyper-
géométrique.

61) Kugelf.?), (2 éd.) 1, p. 259.

62) Beitrige ®%), p. 73.
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16. Représentation an moyen des fonctions sphériques fondamentales. 173

F. Neumann5?) deﬁmt et écrit les fonetions fondamentales de la

maniére sulvante .
1 % P @’ P*(x)
nv(x) = 1 - d v

o et P, sont identiques.
LH M Macdonald®®*) a considéré P, (#) comme un fonction de »
et en a recherché les zéros.*
HJ. Tallquist®) a construit des tables qui donnent la valeur des
fonctions PJ(x) pour n=1,2,...,8 et j=1,2 ..., n Largument
z est donné de I; en depuis z = 0 jusqu'a z = 1.*

P

n

1
100

Les fonctions sphériques générales.

16. Les fonctions sphériques générales se représentent au
moyen des fonctions sphériques fondamentales. On a vu [n° 12]
la fagon dont on peut choisir les 27 + 1 fonections sphériques indé-
pendantes & deux variables, d’ordre n.

La fonction sphérique générale ou encore fonction de Laplace®),
du nom de P.S. Laplace chez qui on la renconire pour la premidre
fois, peut donc s'écrire6)

=n

@8)  Y,(8, 9) = (4, cospp + B, sinpg) X,? (cos 6));
=0

4,, B, sont des constantes arbitraires.

63) Beitrage ), p. 2/8; Potential®®), p. 70, 822 ou l'expression de fonction
adjointe est employée; P. S. Laplace [Mécanique céleste 2, Paris an VII, livre 3,
chap, 2; (BEuvres 2, Paris 1878, p. 44] n'a pas employé de qualification spéciale

pour les fonctions fondamentales qu'il désigne par le symbole 6; sa définition
v

coincide avec celle de la fonction P? de H. E. Heine au facteur (— 1)% prds.

W. Thomson et P. G. Tait, comme J. Clerk Maxwell, suivent L. S. Laplace;
E. Beltram: suit F. Neumann.

63%) ,Proc. London math. Soc. (1) 31 (1899), p. 264/78.*

64) ,Tafeln der Kugelfunktionen P,(cos ) [Acta Soc. scient. Fennicae 33
(1908), n° 4, p. 1/8]; Tafeln der Kugelfunctionen P,(x) und ihrer abgeleiteten
Functionen [Acta Soc. scient. Fennicae 32 (1906), n° 6, p. 1/27.]*; Tafeln der
abgeleiteten und zugeordneten Kugelfunctionen erster Art, [Acta Soc. scient.
Fennicae 33 (1908), n° 9, p. 1/67.7*

65) E. Belirami [Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 29 (1896), p. 798] donne
une aufre définition de ces fonctions.

66) Pour voir démontré gue la fonction (28) est la fonction la plus générale
définie au p° 1, cf. R. Dedekind, Viertelj. Naturf. Ges, Ziirich. 4 (1859), p. 346.
Pour la transformation des fonctions sphériques par le passage d'un systéme
de coordonnées polaires 3 un autre, cf. Ad. Schmidt, Z. Math. Phys. 44 (1899),
p. 327.
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Les fonctions
cospop X ?(cos ), sinpepX r(cosh)

sont désignées sous le mnom de fesseral harmonic functions par
W. Thomson et P. G. Tait et par J. Clerk Maxwell. Elles s'annulent
sur une série de paralleles et de méridiens qui partagent la sphere
en un réseau de quadrilateres.

Dans le cas ot p=m, comme X ? se réduit, abstraction faite d'un
facteur constant, a

(cos?d — 1),

les fonctions s’annulent sur une série de méridiens découpant la sphere
en fuseaux; elles prennent, chez les auteurs précités, le nom de sec-
torial harmonic functions.

Si p=0, les fonctions s'annulent sur une série de paralleles dé-
coupant des zdnes sur la sphére; ce sont les zonal harmonic functions.

17. Représentation de Maxwell et de Thomson et Tait. J. Clerk

Mazwell définit de la sorte la fonction sphérique générale:

nrttl 1
(29) Y,0,9) = (- U S on - 70 ()
r, 8, g, sont les coordonnées polaires d'un point de l’espace, C une
constante arbitraire®) et A, hy, ..., b, des directions quelconques.

Si les » directions ky, hy, ..., b, coincident avec l'axe des s et
si Pon prend C =1, on obtient la fonction zonal harmonic [voir la for-
mule (6)].

Les tesseral functions correspondent au cas ot #—p directions
coincident avec Vaxe des 2, les autres directions, au nombre de p, se
trouvant dans le plan de 'équateur et faisant entre elles des angles
égaux.

W. Thomson et P. G. Tait déduisent de leur définition générale (29)
lexpression suivante pour les fonctions fesseral et sectorial:

#ro(2)
r
dx' oyt 0

ol z, ¥, # sont des coordonnées rectangulaires et oi » =) 22 4 y% 1 2.
On peut déduire 'expression (28) de I'expression générale (29) et de
Vexpression (29a)%).

C.

(29a) prtl y avec j+Ek+Il=n,

67) Le facteur C manque chez J. Clerk Maxwell. Cest la (22 4 1)iéme cons-
tante qui doit figurer dans ¥,,.

68) Pour la signification géométrique des fonctions sphériques, cf. C. F. Gauss,
mém. posth.; Werke b, Gottingue 1877, p. 681; H. E. Heine, J. reine angew.
Math. 68 (1868), p. 386; Kugelf.?), (2¢ éd.) 1, p. 329.
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18. Propriétés d’intégrales définies. Si I'on désigne par Z,(6, )
une fonction analogue & Y,(0, @) [voir (28)], mais dans la définition
de laquelle entreraient les constantes A, et B, on a les deux

relations
+1 2z

(30) fdy,fY,,Zmd(p=0 pour m Zn, p=— cosd,
= 0
et
2n
2n 1

1
(30a) fdny”anq)= 2n+1'1.3...(2n—1)’{2(”!)2A°A°’
—1 0

+ 2(70, —»)i(n + (4,4, + B,B)}.

Si I'on choisit pour fonction Z, la fonetion X, (cosy) du n° 14, I'éga-
lité (30) subsiste et I'égalité (30a) devient

+1 2n
(31) 241 fan [1,X,(cos p)ag = 7,00, 9.
1 0

Les égalités (30) et (31) sont fort importantes. Il en sera fait usage
au numéro 19.
Si I'on pose
cos 7, — cos 0 cos 6” + sin 6 sin §” cos (p — @”),
cos 0 = o8’ cos 0” + sin8’ sin 6” cos (¢ — @”),
il suit de Végalité (31) que

+1 3
@1a) 22 [y X, (conp) X, (cos7,) = Xo(c0s0)
e |
et, en faisant 6’ = 8", ¢" = ¢”, que
+1 am
 J
(31b) S au f1x,con 9 = 527
10

19. Développement d’'une fonetion de deux variables en série
de fonctions sphériques. Supposons qu'une fonction f de deux angles
0, ¢ admette un développement en série convergente de la forme

(32a) Yo+ L+ Y+ Y4

Y, désignant la fonetion de Laplace; 'angle 6 est compris entre O
et n, l'angle ¢ entre 0 et 2x. En tenant compte des égalités (30)
et (31) on déduit de l'équation

n=+4oo

(32) £(6, ¢) = 2 Y,
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176 A. Wangerin, 1I 28. Fonctions sphériques. A. Lambert.

que l'on a
7 en n3n

ffX” (cos p)f(6, @) sinfdbdy =ffX”(cos )Y, sin0d0de
0 0 g 0

¥ ] ,
2”+1 n(0'7 (p>'

Puls en changeant § et <p en 0 et ¢,

E3

(33) Y, = 2"+1f X, (cos ») f(0,9) sin0’ d§ do'.

Si le développement (32) est possible, il ne I'est donc que d’une
seule fagon. En particulier, toute fonction entitre des coordonnées
€, m, { d'un point de la sphére admet un développement de la forme
(32); 1a série est alors limitée®?).

20. Légitimité du développement d’aprés Dini, Heine, Darboux,
Poincard. Il est essentiel de fixer les conditions auxquelles doit
satisfaire la fonction f(0, ¢), pour que la série du second membre de
Végalité (32) converge et représente la fonction f(6, o).

8. D. Poisson™), le premier, traita la question; son analyse suppose
des conditions de continuité pour la dérivée qui ne sont point essen-
tielles.

Puis G. Lejeune Dirichlet™) reprit le probleme par un procédé
analogue & celui qu’il employa pour les séries trigonométriques; mais
il introduit une fonction auxiliaire, qu’il suppose dérivable, sans que
Ton puisse bien fixer les conditions que cette propriété impose a la
fonction donnée.

0. Bonnet™) a donné une démonstration qui comporte, pour la
fonction, des restrictions dont on peut s’affranchir.

U. Diné reprit la question et sa méthode fut complétée et quel-
que peu modifiée par H. E. Heine™).

69) Pour la représentation d'une fonction homogene et entitre de §, 0, { au
moyen des fonctions sphériques, voir une remarque de C. F. Gawuss, (mém. posth.),
Werke 5, Gottingue 1877, p. 630.

70) Connaissance des Temps pour 1831, éd. Paris 1828; Théorie mathématique
de la chaleur, Paris 1835, p. 212.

71) J. reine angew. Math. 17 (1837), p. 85/66; Werke 1, Berlin 1889, p. 283/306.

72) O. Bonnet, Mém. couronnés et savants étrangers Acad. Bruxelles in 49,
23 (1848/50), éd. 1850, p. 65; avec quelques changements, J. math. pures appl.
(1) 17 (1852), p. 265/300,

78) U. Dini, Ann. mat. pura appl. (2) 6 (1873/5), p. 112/40, 208/15; H. E.
Heine, Kugelf.?), (2° éd.) 1, Berlin 1878, p. 435; 2, Berlin 1881, p. 361.
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20. Légitimité du développement d’aprés Dini, Heine, Darboux, Poincaré. 177

H. E. Heine, comme G. Lejeune Dirichlet, transporte le pdle au
point 4, de coordonnées 8, p. Cela revient & faire

8 =0 et cos y = cos 8".

En désignant par F(8") la valeur moyenne de la fonction donnée
f(0, @) sur le parallele décrit de 4 comme pdle avec 6§’ pour rayon,
Yintégration relative & ¢’ donne 2z F(0"). La relation (13a) permet
de transformer la somme des » premiers termes écrits dans le second
membre de l'égalité (32) en une somme de deux intégrales dont la
premiere sera

(34) fF(O)dX (cose)de

Cette intégrale est décomposée en intégrales partielles dont les
limites sont
0, 15 @, g3 - o5 &%, .

On choisit pour les nombres o, oy, ..., @, les racines de I'équation
X,=0. Chacune des intégrales intermédiaires tend vers zéro quand
# augmente indéfiniment.

H. E. Heine remplace o, et e, par deux nombres positifs 5 et £, tels
que 7 et w—¢ tendent vers zéro quand » grandit indéfiniment, sous

la condition que
lim X, (cos n) =0
et que n=te

hm X, [cos (x —§)]=0.

C’est dans 1’évaluat1on des intégrales de limites O et 7, puis { et =
que H. E. Heine a complété la démonstration de U. Dini. Il prouve
que, si 8, désigne la somme des » premiers termes de la série (32a), on a

lim [S, — F(+ 0)] = 0.
n=+®

Les hypotheéses sont que:

1°) la fonction f(f, ) est continue dans chaque direction aux
environs de § = 0.

2°) F(6) et F(x— ) sont des fonctions finies et continues quand @
varie de zéro & un nombre aussi voisin de zéro qu'on le vent, ef
qu'elles n'ont pas, dans les limites de lintégration, une infinité de
maximés et de minimés.

Une transformation de coordonnées permet de repasser au cas
général et le second membre de I'équation (32) représentera la moyenne
arithmétique des valeurs que prend f(0, ¢) sur un cercle de rayon p,

quand y tend vers zéro.
Encyeclop. des scienc. mathémat. II 5. 12
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G. Darbouz™) adopte le méme point de départ que U. Dini. Posant
cos 0 =z, il désigne par F'(x) la valeur moyenne que prend (6, ¢)
sur le cercle décrit du point A comme pole avec un rayon égal & 6'.
La formule (13a) lui permet d’écrire

(34a) Sepi—1% f F@) (5 + 9% do.

Si la fonction F(z) est finie et discontinue pour x =1,, Is,...,1,,
si elle a une dérivée, finie en général, mais pouvant devenir infinie
pour un certain nombre de valeurs dex, on peut appliquer dans chaque
intervalle (— 1,1,), (I, Iy), etc. l'intégration par partie. Et en tenant
compte que lim X, (r) =0 quand x est compris entre — 1 et + 1,
on déduit "=*°

lim S, ,, = F(1).

n=4x
G. Darbouxz considére le cas ou la fonetion F devient infinie dans

les limites de l'intégration. Revenant & la variable g, il éerit, au lien
de (34a),

(345)  Syu—t f 9G) o [Py (003 1) + P, s (c08 )] dp.

Or P, et 771 admettent des formules d’approximation.
Si n est trés grand et si p est compris entre O et x (limites ex-

clues) on a

2 cos (ny-[— 72' —%)

.P = —pv_:
A7) V2nxsing | n}/n,
. y =
P, —2 nsm(ny-l——2——z—)+p,
= N £,
dy V2msiny Vn

p et p’ étant des quantités finies.
Soit @ la valeur de l’argument rendant ¢(y) infinii, On peut
toujours écrire
9(7) = 9.(») + 92 (),
ou l'on suppose que g, ne devient pas infini quand y — g, et que ¢,
s'annule si la variable est prise en dehors de Pintervalle (a —#’, a - h),
h et &’ étant denx nombres positifs.

Alors
ath
Spi1= f‘Pl(?’)d (P, +Pn+1)d?’+%‘f‘ﬁz(?’) d},(P +P,,+1)d7
a—*

74) @. Darboux, J. math. pures appl. (2) 19 (1874), p. 1.
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20. Légitimité du développement d’aprés Dini, Heine, Darboux, Poincaré. 179

La seconde intégrale tend vers ¢,/0) ou ¢(0) quand » augmente;
quant & la premikre, les formules d’approximation la ramenent a la

valeur
a+h

e /qzl(y)sin (”f+%_%) .
oo Vel

qui devra tendre vers zéro quand » grandit, & et A’ étant des nombres fixes.

Il s’ensuit qu’on peut développer /(6,p) en une série de fonctions Y,,
tant que la fonction @(y) qu’on déduit de f ne devient pas infiniment
grande d'un ordre supérieur ou égal & 1.*

H. Poincaré™) a donné des conditions de validité du développe-
ment une démonstration de forme différente.

Soit ¢ la densité en un point d'une couche sphéroidale, de
rayon 1; cette densité est fonction des coordonnées 8, ¢ du point
considéré, Si V est le potentiel en un point M intérieur & la sphére,
point dont les coordonnées sont 7, 8, @ (r < 1), la fonction

(35) o—2-27 17
jouit de la propriété suivante:
(352) }1=n]1 D =4xe,

La distance du point M & un point quelconque de la sphere
étant désignée par g,
1—rYéde’
(D=f : e’ =5

¢ est la densité en un point quelconque de la sphére, do’ 1’élément
de surface; l'intégration s'élend & toute la surface de la sphere.

Bi r est plus petit que l'unité, la fonction (35) admet le déve-
loppement en série convergente

Yo+3rY +---+Cu+1)rY,+ .- ,

en sorte que l'on a

n=+o

(35b) o= D @n+1)rY,.

Et il faut voir sous quelles conditions la série converge pour r=1
et si elle représente 4we. Considérant la direction OM comme fixe
(O est le centre de la sphere), H. Poincaré donne & # des valeurs

75) H. Poincaré, C. R. Acad. sc. Paris 118 (1894), p. 497; Figures d’équi-
libre®), p. 52.
12%
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complexes. Il suppose la sphére partagée en un certain nombre de
régions limitées, chacune, par un polygone curviligne dont les cdtés
sont des arcs de courbes analytiques; la fonction &' est continue &
Uintérieur de chacun des polygones, mais peut éprouver des discon-
tinuités quelconques, tout en restant finie, quand on passe d’une région

& l'autre. Soit alors .

2
F)=[edg’, u'=cos b
0
la valeur de @ peut s'éerire 1
@ —(1 —?‘2)f%(%°ldu';
-1

F(w) est une fonction analytique de p’, exception faite des valeurs

qui correspondent aux paralléles passant par les sommets des poly-

gones ou tangents aux cdtés. La fonction F(’; ) est alors intégrable

entre — 1 et 4+ 1. Remplagant » par ¢'¥, H. Poincaré démontre que, sauf
en un nombre limité de points singuliers, la fonction @ qui est
devenue fonction de ¢ admet une dérivée finie, mais que lintégrale

f | @|dy reste finie en ces points singuliers. Ce sont les conditions
pour que @ soit développable en série de Fourier. Pour ¢ =0, la
valeur de r est I'unité, et I'on obtient, en tenant compte des relations

(3ba) et (35b)

. n=+ 0
&= Hg@n +1H7T,.”

A. Sommerfeld™) multiplie les termes du deuxitme membre de
I'équation (32) par un facteur dépendant dun parameétre Z, de telle
sorte que la série soit certainement convergente; quand ¢=0, elle
coincide avec la série (82), et I'auteur recherche sous quelles conditions
le passage & ce cas limite n’altére pas la convergence.

C. Newmann™) suit une autre méthode. Il détermine la limite
de Vintégrale (34) dans I'hypothese on l'intervalle (0, x) peut étre par-
tagé en intervalles dans lesquels F(6) soit continue et monotone
(Cest-a-dire seulement croissante ou décroissante); lintégrale est par-
tagée en intégrales partielles, dont les limites fixes sont des points parti-
culiers de F(0), et C. Neumann fait usage du deuxieme théoréme de

76) A. Sommerfeld, Diss. Konigsberg 1891. Un procédé semblable, quoique
conduit avec moing de rigueur, avait &6 employé par S. D. Poisson, J. Ee.
polyt. (1) cah. 19 (1828), p. 145; cf. H. Burkhardt, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 102
(1901/8), p. 380 [1902].

717y C. Neumann, Uber die nach Kreis-, Kugel- und Cylinderfunktionen fort-
schreitenden Entwickelungen, Leipzig 1881, p. 80/126.
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la moyenne. L’hypothése précédente se traduit par la condition que la
surface de la sphére peut &tre partagée en un nombre fini de polygones
curvilignes & lintérienr de chacun desquels f(0, @) est continue; les
arcs de courbes qui limitent les polygones ne doivent former ni une
infinité d’angles, ni avoir une infinité d’oscillations.

L. Fejer™), en faisant sur la fonction f(6, @) des hypothéses
trées générales, par exemple qu’elle est bornée, intégrable sur la sphere
et continue au point de coordonnées 0, ¢, démontre que

lm — Se
n=to @ F 1D+ 2)
existe et représente la valeur de la fonction f(6, ). 1l faut entendre
que Pexpression o
1+ )(n+2)
est définie par la suite de E. Cesdro™) correspondant a
v=n n 2n
Su= D2 F [ [P (cos ) 110, 9 sin 6740 ag?
r=0 ¢ o

21. Représentation d’aprés F. Neumann d’une fonction connue
pour certaines valeurs de la variable au moyen des fonctions
sphériques. C. F. Gauss®0) le premier chercha, dans le cas oa l'ex-
périence fournit la valeur d'une fonction pour vingt-cing couples

~

de valeurs de 0 et @, & représenter cette fonction par la série limitée
Y,(6, o) + Y, (6, 9) + Y5(0, @) + Y5(0, 9) + Y,(6, 9),

et cela au moyen d'un choix approprié des vingt-cinq constantes figu-
rant dans les cing fonctions Y, Y, Y,, Y,, Y,.
Dans le cas général, la somme

—2=01YN(0, ®)

comporte (n + 1)® constantes. F. Neumann®) a donné une méthode

78) ,C. R. Acad. sc. Paris 146 (1908), p. 224,7.*
79) Cette suite de H. Cesaro s’obtient en posant
Sp=08+ 8+ + &,
8l=8"4+8+--+8,.
80) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereing im Jahre
1838, Leipzig 1839; Werke 5, Géttingue 1877, p, 145.
81) Astron. Nachr. (Altona) 15 (1838), p. 313; (réimpr.) Math. Ann. 14 (1879),
p. 567. Cf. F. Neumann, Potential5%), p. 131/564 (chap. 7).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



182 A. Wangerin. 1I 28, Fonctions sphériques. A. Lambert.

simple pour les déterminer®?); elle suppose les points oi la fonction
est connue répartis d'une fagon convenable sur la surface de la sphére;
elle envisage aussi le cas ol toutes les constantes n’ont pas besoin d’étre
déterminées, mais o9, pour les ¥ d’ordre le plus élevé, on ne recherche
que le terme indépendant de ¢ et les premiers termes suivants. La
méthode s'appuie sur des propriétés des sommes d’'un nombre fini de
fonctions sphériques, analogues aux propriétés des intégrales (15),
(15a), (16), (16a).
Ainsi dans le cas ou les 2p + 2 constantes

Mgy Bay < ooy Bpr1y Gqy Gy oo oy Qpiy
satisfont aux 2p + 2 équations
+1
a1y1i+ as@"zi +-- 4 ap+1y‘1§+1 =fxtdx7 (l = 0’ L.. *y 2P+ 1)
Z1
et si m+n<2p+ 1, la somme

A=p+1

D) 4, P () Py

i=1
. N 2 s o4 . . ey
est égale & Tn 10U 8 zéro, suivant que m égale n ou que m est différent

de n. De plus gy, pg, . . ., #,,, sout racines de P, ;(#) =0. Une pro-
position analogue existe pour les fonctions fondamentales.

Fonctions sphériques de deuxieme espéce,

22, La fonction de deuxidme espéce ,. La connaissance de
la solution particulidre X, de 'équation différentielle linéaire (2a)
permet, en prenant z pour variable au lieu de g, d’écrire une seconde
intégrale®):

dx

(36) Q.(z) = X, (2) f = X,@

Les points « = 4 1 sont des infinis logarithmiques pour @,, qui
g'annule pour z infini; X, est une fonction finie pour toute valeur
finie de P'argument et elle ne devient infinie qu'avec x.

La fonction @, est dite fonction sphérigue de deuxiéme espéce.

‘82) Pour des recherches plus récentes cf. H. Burkhardt, Jahresb. deutsch.
Math.-Ver. 10® (1901/8), p. 388 [1902].

88) N. H. Abel, J. reine angew. Math. 2 (1827), p. 22; (Euvres, éd. L. Sylow
et S. Lie 1, Christiania 1881, p.251; L. Euler, Institutiones calculi integralis 2,
St Pétersbourg 1769, p. 102/3 (probléme 104); G. Bauer, Habilitationsschrift,
Munich 1857.
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Elle peut se représenter par l’expression

(36a) Q. (x) = ——m 2,(2),
od ¢,(x) est la somme de la série
n-4-1)(n4-2 nt+1)n+2)(nt3)(n44
amern g O DO s g e e e
cette série est convergente pour |z|> 1.

C’est le résultat qu'on obtiendrait directement en cherchant & satis-
faire & l'équation (2a) par un développement procédant suivant les
puissances décroissantes de la variable. La loi de formation des coeffi-
cients est celle qui s'applique aux coefficients de la série (4) apreés
quon y a remplacé n par — (n + 1).

Une autre origine de la série dont la somme est éga.le a Q, est

le développement de

en remplagant les pulssances de y par leurs expressions au moyen des
fonctions sphériques [n° 8, formule (14)] et en réunissant les fonetions
sphériques de méme indice p on parvient & I'égalité®)

n= 40

@7

11 faut supposer, pour la validité du développement,
ly—Vy¥~1|>]s—Ve’—1],
Va2—1 et Vy*— 1 ayant respectivement les signes de = et de y*%).

23. Représentation de F. Neumann. Autres représentations.
Légalité (37) fournit I'intégrale de F. Neumann®)
+1

— 1 Xn (y) dy .
(38) Qn (.’E) T_ 4 x—y

84) H. E. Heine, J. reine angew. Math. 42 (1851), p. 72.

85) Démonstrations de H.E. Heine [Kugelf.?), (17 éd.) p. 104], de L. W. Thomé
[J. reine angew. Math. 66 (1866), p. 337/48] et de H. Laurent [J. math. pures appl. (3)
1 (1875), p. 378]. La démonstration de H. Laurent est reproduite par H. E. Heine
[Kugelf.y), (2¢ éd.) 1, p.197]. C. Newmann [Uber die Entwicklung einer Function
mit imaginiren Argument nach den Kugelfunctionen erster und zweiter Art,
Halle 1862] rattache I’équation (87) & une proposition connue de A. L. Cauchy
et en conclut le développement d’une fonction en fonctions sphériques de premiére
et de deuxitme espéce.

86) F. Newmann, J. reine angew. Math. 87 (1848), p.21; Beitrage %), p. 1, 64;
Potential *%), p. 811. La fonction considérée par F. Neumann ne contient pas le
facteur 1.
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F. Newmann montre directement que cette intégrale satisfait & 'équa-
tion (2a); elle représente la fonction @, pour toute valeur de z diffé-
rente d’une véritable fraction réelle; on s'affranchit ainsi de la condition
|z| > 1 qu'imposait 1'égalité (36a).

La décomposition en éléments simples de la fonction qui figure
sous le signe [ dans V'égalité (36) conduit i la représentation suivante®?)
qui peut aussi se déduire de (38):

(382) =1X,@) log, ;7] — F,(@).

x

R, (z) est un polynome en z de degré (rn — 1).

La fonction @,(z) n’étant pas réelle pour |z' <1, on est amens,
pour les valeurs de l'argument comprises entre — 1 et + 1, & consi-
dérer la fonction

(39) 8,= 3 X,(@)log, ;T2 — R ()

qui est également solution de 1'équation (2 a)‘.
Le polynome R, est la partie entitre de

1 X,(0) log, 517
E. B. Christoffel®) en a donné l'expression:

(40) B, (@)= 157 X a @)+ o5 Knms @)+ gy g Ko (@) -

L. Schiifli®) et Ch. Hermite™) trouvent

(40a) R,(2) =§}X_l<w> X,_,@).

v=1

En imaginant une coupure allant, le long de l'axe des x, de
2=—1 4% 2=+ 1, et en prenant la détermination du logarithme
figurant dans @, de telle sorte que sa partie imaginaire soit comprise
entre — i et - %i, V'égalité (38a) définit une branche de fonction
analytique. En un point x de la coupure H. E. Heine®') adopte pour
valeur de la fonction la demi-somme des valeurs qu’elle prend sur

87) Cette représentation se trouve déja donnée par R. Murphy [Trans,
Cambr. philos. Soc. 5 (1832/4), éd. 1835, p. 338] qui prend pour variable indépen-
dante ¢ = 1—; .

88) J. reine angew. Math. 55 (1858), p. 61/82.

89) Festschrift %), p. 61.

90) Jornal sciencies math. astron. (Coimbre) 6 (1885), p. 81 [1884).

91) Kugelf.?), (2°€d) 1, p. 126; pour z compris entre — 1 et - 1 il adopte
12 fonction désignée par S, [égalité (39)).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



24, Racines de S,. 185
les deux bords de la coupure, c'est-d-dire qu’il éerit
0.() = lim £ [Q, (& + &) + @,z — e9)].

Une semblable détermination, remarque justement L. Schldfli®?),
n’est point admissible, car elle ne satisfait pas a I'équation (2a) aux en-
virons de la coupure.

T. J. Stieltjes*®) pose

£
41 _ zrdz 2ndz
(41) 4 2sz’—2acz+1’ f}/z’——2a:z—|—1
]

E et % étant les points critiques = +V2*—1 et z —VYa?—1; le

chemin d’intégration est un lacet partant de Yorigine et passant par

chacun des pomts et la valeur initiale du radical est + 1. Dans

g 7
A =28,(x) + iz X (),
{ B =28, (2) —inX,(2).

L’intégrale (88) de F. Newmann permet d’obtenir pour @,(x) des
relations de récurrence soit identiques, soit analogues & celles qui
existent pour X, (z). La premitre des équations (12) et I'équation (13)
subsistent pour @,. A la place de la deuxidme équation (12) il faut
éerire
(42) 0.(@) — 2 Q(@) + 1= 0.

On déduit de égalité (88) et de I'égalité (38a) les valeurs de ¢, et de
Qn

ces conditions

(41a)

oy pour & = 0 etc.®).

24. Racines de S,. La fonction S,(x) admet (n -+ 1) racines
situées chacune dans I'un des intervalles
052—:70_‘7_‘—1, os%% *k=0,1,2,...,n).

Les racines de Véquation X (2) = 0 séparent celles de l'équation
8,(x) =

La fonction Q,(), rendue analytique par la coupure définie au
numéro 23, n'admet aucune racine finie®).

92) Festschrift 2%), p. 26.

93) Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 4 (1890), mém. n° 7, p. 1/17,

94) F. Neumann [Beitrige %), p. 64] donne des relations récurrentes pour les
fonctions R,, comme pour les fonctions X et les fonctions @. ,Cf. F'. Caspary, J
reine angew. Math, 107 (1891), p. 137/40; Bull. Soc. math. France 19 (1890/1), p. 11/8.*

95) T. J. Stieltjes, Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 4 (1890), mém. n° 10, p. 1/10;
Ch. Hermite, Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 4 (1890), mém. n° 9, p. 1/10.
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25. Quelques développements en séries pour @, et S,. On peut
satisfaire & l'équation différentielle (2a) au moyen des deux séries
suivantes, dont l'une est limitée et l'autre converge pour |z| < 1:

Mt "D e no =D

1-2:3-4 .
1
ZF(__2'y ”_‘2"_’ 9 Zz),
(43) _ N s 4
Neg_ & ;)'(§+2) NG 1)<n2‘i>.(:'4; D+ 5
=wF(—";—1, n——'_2‘_2; -Z-, .’E2);
F désigne ici la série hypergéométrique.
Alors, si n est pair®),
X, (z) = (— 1)“1‘”’&(@;1)114
(43a)
(@) = (— 1) ———N:i:%mX (2),
et si n est impair,
—1
X, @)= (1) T 5N,
(43D) =1

Q.(x) = (— 1) ! 2—4—&_41)1'1+-%M'::X (x).

Il faut prendre, dans l'expression de @, le signe supérieur ou le
signe inférieur suivant que z se trouve sur le bord inférieur ou sur
le bord supérieur de la coupure (x—0-¢) ou (z+0-9).

On peut encore représenter @, par une série procédant smivant
les puissances de z — }/z*— 1. En posant & = cos 8, T.J. Stieltjes®")
donne pour S,(cos#) la valeur

(44 S, (cos §) —

2:4-6...2n
5-7.

2 s @nt D)
ou s, est la somme de la série
sin(n6 4 L) 1.1 sin(nf + 3a)
(443) Y2sin 0 t 2-(2n+3) 1/(2zin6)®

1.3.1-3 .sin(n()—!—%a)
T @nt9@nT  Jesmo)s '

ce développement de S,(cos §), ot « =0 — %, est analogue & celui

96) H. E. Heine, Kugelf.1), (2¢ éd.) 1, p. 147; F. Newmann, Beitrige %), p. 57.

97) C. R. Acad. sc. Paris 110 (1890), p- 1026; Ann. Fac. sc Toulouse (1) ¢
(1890), mém. n° 7, p. 1/17; cette formule donne une valeur approchée de S, pour
n trés grand; of. H. E. Heine, Kugelf.}), (2¢ €d.) 1, p. 175.
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27. Les fonctions sphériques et les fractions continues. 187

que la formule (11) donnait pour X,. On peut déduire de I'égalité (44)
Pégalité suivante, donnée déja par H. E. Heine®™):
1. 1
(44a) S, (cosf) = C’,,[cos (n+1)6 + % cos(n+3)0
13004 1)(n 4 2)
tieenroentset@ D)0+ -]

valable pour 0 < 6 < x; on désigne par — C, le coefficient de s, dans
la relation (44).

26, @, sous forme d'intégrale. Outre la forme (38), on trouve
encore pour @,%)

© +1
. N dw _ 1 a—az5" d
COMNC) _f[a;+cos(iu)]/a;—2__—1]"+1 2”+1,/‘(w—z)"+1 f
0 “1
La premidre de ces intégrales est valable quelle que soit la valeur
de z; la seconde suppose que x n’a pas une valeur réelle comprise
dans lintervalle d'intégration.

On a recherché'¥?) la fonction génératrice de @,, c'est-d-dire la
fonction analogue & (3) dont le développement en série suivant les
puissances de o admet @, pour coefficient de o*; c'est

1 r—a—)1—20x+ o*
4:6 —'-:——:l —_—_
(46) 2Y1—2az + o? Og’m—a+]/1——2aa:—|—a’
R. Hargreavesm) a donné les valeurs des mtegrales

ﬁ@ @))*dz, ﬂ@ (@da, f 0,(2) X, (@)da.

27. Les fonetions sphériques et les fractions continues. Si
Yon développe en fraction continue V'expression

' }log, (z +1)—3log, (x—1),
le numérateur et le dénominateur de la nieme réduite, multipliés par
le facteur

1.2...n
1-3...@n—1)’

représentent R (x) et X, (x); et % est la différence entre la fone-
tion génératrice et la nime réduite *%%).

98) Kugelf.?), (2° éd.) 1, p. 130.

99) H, E. Heine, Kugelf.y), (2° éd.) 1, p. 1756; la deuxiéme intégrale (45)
est donnée par H. Laurent, J. math. pures appl. (8) 1 (1875), p. 373/98; L. Schlifli
[Festschrift 2%), p. 12/8] éerit d’autres intégrales.

100) H. Laurent®?); H. E. Heine, Kugelf.9), (2¢ éd.) 1, p. 184; L. Schifli, Fest-
schrift ®%), p. 61; E. Beltrams, Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 20 (1887), p. 469.

101) Proc. London math. Soc. (1) 29 (1897/8), p. 115/23.

102) Cette proposition est domnée, en subatance du moins, par C. F. Gauss,
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28. Fonctions adjointes de deuxidme espdce. Ces fonctions
dépendent de Q,(z) comme X* dépendait de X.
H. E. Heine'%) définit

v L1-8:5...@nt1 7,
(47) Q@) =(=1) T_F(,,)if T (et —1)T T
et F. Neumann®¥) écrit
(478) Q@) = (1—a?)* L& (1) (1 -9 f (X gt
en sorte que
3_}:
@) Q@ =Dt 2. 0.

La fonction Q] (x) satisfait & la méme équation différentielle que X (z),
savoir

48) A -+ [an+ 1) - 2 =

Dans le cas od v nest pas supérieur & n, la fonction @ est une
solution particulitre de cette équation qui devient infinie pour z =41
et s'annule pour 2z infini, tandis que X’ (z) est une fonction finie
pour toute valeur finie de 2 et qui devient infinie quand l'argument
devient infini.

H. E. Heine'®) a donné de la fonction @ des développements
en série et des représentations sous formes d’intégrales. F. Neumann
donne des formules de récurrence. Il existe pour @,(x) un théoréme
d’addition!%) qui fait intervenir la fonction @’(z), tout comme X,
admettait une propriété analogue [n°® 14).

F. Lindemann'®) a donné le développement de

1
z—y

au moyen des fonetions X, @’ . Il trouve en particulier la formule

Commentat. Soc. Gott. recent. 3 (1814/8), éd. Gottingue 1816, math. p. 39/76;
Werke 3, Gottingen 1876, p. 165/206.

103) H. E. Heine [Kugelf.?), (2° éd.) 1, p. 210] écrit d’ailleurs @ (z) 1a on
nous écrivons ¢}, (x).

104) Beitriige ®%), p. 2; J. reine angew. Math. 37 (1848), p. 22. Le facteur 2
de (47b) vient de ce que la fonction @, de Neumann est le double de la fonction
de Heine.

105) Kugelf.?), (2° éd.) 1, p. 217/24.

106) H. E. Heine, Kugelf.?), (2° éd.) 1, p. 332. C. Neumann [Abh. Ges. Lpz.
(math.) 13 (1887), p. 403] étend le théordme aux valeurs complexes de l'argument.
Le théoréme est aussi lié aux fonctions considérées au n° 29,

107) Math. Ann, 19 (1882), p. 323.
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29, Fonctions dont l'indice supérieur surpasse l'indice inférieur. '189

remarquable

f X () Q. (@) 22 zde

29. Fonctions dont I’indice supérieur surpasse l'indice inférieur.
La définition de X [voir Péquation (21) ou lon a défini X '] sup-
pose que lentier ¥ ne surpasse pas l'entier »; car pour » >n la
pitme dérivée de X, est nulle. Mais, dans les mémes conditions, la
pitme dérivée de @, est différente de zéro. Cela conduit & considérer
les intégrales de l'équation différentielle (48) répondant & des valeurs
de v supérieures & n; cest ce qu'a fait F. Neumannm) Il développe
une solution de 1'é quatmn (48) en une série de pulssances décrois-

R x4 1 2
santes de (z—1), multipliée par le facteur (x__ 1) . Il prouve que,
dans le cas seulement ot v < m, Yéquation (48) admet deux intégrales
particulidres X” et ¢ satisfaisant aux conditions suivantes: la pre-
midre de ces intégrales reste finie aux deux points singnliers x =1,
#=-—1 et devient infinie avec x; la seconde est infinie pour z =41
et g'annule pour 2 infini. Dans le cas ot v est supérieur i », il existe
pour l'équation différentielle (48) des intégrales particulitres jouissant
de propriétés caractérisfiques toutes différentes. L’une des solutfioms,
S,,, gannule pour = — 1 et devient infinie pour # = 4 1; l'autre,
T,,, vannule pour # = + 1 et devient infinie pour x = — 1. Toutes
deux grandissent indéfiniment avec x. Les facteurs constants par les-
quels on peut multiplier ces intégrales sont déterminés par F. New-
mann de facon que la différence

800(®) — T, ()
devienne égale & @,,(x); et ainsi S,, — 7,, s'annule quand z devient
mfini.
Sous forme d’intégrale

= (-2 f h >,

tandis que 7,, s’'obtient en rempla(;ant la limite supérieure + 1 de
Tintégrale par le nombre — 1.

108) H. E. Heine considére aussi les fonctions adjointes pour » >>»; mais il
n'indique pas d’ou vient que, dans ce cas, la nature des intégrales particuliéres de
Péquation (48) est autre que dans le cas v <n. Clest F. Neumann [Beitrige %),
p- 22] qui a mis cette différence en lumiére; on lui doit I'étude systématique du
cas ol »>>n ainsi que l'introduction des fonctions § , T . R. Oibricht*’), dans
le cas de l'argument réel, a donné des interprétations géométriques de ces fone-
tions ainsi que de P, et Q.
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F. Neumann'®®) a encore donné d’autres représentations sous forme
d’intégrales ainsi que des développements en série des fonctions S, ,
T,, (suivant les puissances croissantes de z par exemple).

Quelques extensions.

30. Fonctions sphériques & indices quelconques. A E. Heine10)
étend la définition de la fonction P, au cas ol I'indice est un nombre
quelconque et non plus un entier. L. Schlifli'’') définit les fonctions
sphériques de premiere et de deuxieme espéce pour toute valeur réelle
ou imaginaire de 'indice au moyen d’une intégrale, toujours valable dans
le domaine complexe; de la simple addition de contours d'intégration il
déduit les principales relations entre les fonctions sphériques. Il re-
présente P4(x) par deux intégrales distinctes, I'une prise dans le plan
des ¢, Vautre sur le double feuillet des s.

. 1 (r—1)
(49) I) P (x) 2ut 2—“&__ )a+1
Iy Pe(z)= 2m “%8; (w?=s'—2sz+1).

Le contour d’intégration de (I), pour |z| > 1, est un cercle de rayon
Vz?— 1 décrit autour de z dans le sens dlrect pour (II) le contour
est un lacet entourant les points z + Y x*— 1 et z—Vx—1.

I1 résulte des relations (49) que
(49a) Pa(x) = P-@+1(g).

La fonction @Q°%(x) est définie par l'une des égalités

" o (@—10°
I) Q (x) 2@81!17“![2 (tg_l)a.+ldt7

] 1 (2—1)
I @(zx)= stlnna g2 tl(g o+l

(50)

Le chemin d’'intégration pour (I) est une courbe nodale entourant le
point z; pour (II) il ressemble & une lemniscate circulant dans le sens
direct autour du point — 1, dans le sens rétrograde aufour du point
+ 1.

Entre P et @ existe la relation donnée par L. Schlifli

(51) Pe(e) = B2 ge(a) — Q-+ ()

109) Beitrige 8%), p. 81/58.

110) Kugelf.y), (2° éd.) 1, p. 37; ici l'intégrale de Laplace sert & la dé-
finition de P, pour n quelconque.

111) Festschrift 2°).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



81. Fonctions annulaires ou foroidales. 191

L. Schiifli a développé cette théorie; rappelons seulement qu’il donue,
pour a quelconque, des formules analogues & (43), (43a), (43b). Le
deuxitme indice v des fonctions sphériques adjointes P2, dont il faib
également I'étude, ne prend que des valeurs entiéres.

Les fonctions P, @,%, ok n et v prennent des valeurs quelconques,
ont été étudides par E. W. Hobson!''%*) et représentées par des inté-
grales étendues & des domaines imaginaires; une coupure sur 'axe des
abscisses les rend univoques. R. Olbrickt considere les fonctions P,*
et @.” & deux indices quelconques comme des cas particuliers de la
fonction P de Riemann.

31. Fonctions annulaires ou toroidales. Certaines fonctions
sphériques & indices non entiers présentent de lintérét pour le role
qu’elles jouent dans la théorie du potentiel. Citons d’abord les fonctions
annulaires ou toroidales (Ringfunctionen, Toroidal functions). Ce sont
les fonctions sphériques dont Pindice est la moitié d'un entier impair;
et elles sont solutions de I’équation (2a), o n(n+ 1) a été remplacé
par n?—1 (n étant entier). La premiére étude de ces fonctions a été
faite par C. Neumann'®); puis on les rencontre dans un travail post-
hume de B. Riemann''*). Pourtant, chez aucun de ces auteurs, les
analogies des fonctions qu'ils traitent avec les fonctions sphériques
n'apparaissent clairement. Elles ont été mises en évidence par un
certain nombre d’auteurs parmi lesquels 4. Wangerini'®), puis H. E.
Heine"'®), W, M. Hicks'\"). D’autres recherches sont dues & H. Hiibsch-
mann'*®) qui n'a point égard aux travaux de ses devanciers, ainsi qu'd
A. B. Basset'™), L. Gegenbauer'™) généralise les fonctions annulaires. -

Comme pour les fonctions sphériques, on peut distinguer parmi
les fonctions annulaires les zomal functions et les sectorial fumctions.
Les derniéres sont solutions de V'équation (1) od n(n + 1) a été rem-
placé par n®—1; elles sont le produit de cosvp ou de sinvgp par

112) Philos. Trans. London 187A (1896), p. 443.

118) Theorieter Elektrizitits- und Wirmeleitung in einem Ringe, Leipzig 1864.

114) Werke, publ. par H. Weber, (1™ éd.) Leipzig 1876, p. 407; (2¢ éd.) Leipzig
1892, p. 431.

115) Archiv Math. Phys. (1) 55 (1873), p. 113; Progr. Berlin 1873.

116) Kugelf.”®), (2¢ éd.) 2, p. 283 et suiv.

117) Philos. Trans. London 172 (1881), p. 609/52.

118) Progr. Chemnitz 1889.

119) Amer. J. math. 15 (1893), p. 287. Voir aussi W. D. Niven, Proc.
Lond. math. Soc. (1) 24 (1892/3), p. 872/86; puis J. R. Schitz, J. reine angew.
Math. 113 (1894), p. 161/78,

120) Sitzgsb. Akad. Wien 100 I[* (1891), p. 745.
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'une des fonctions P ”(x), Q,

1
"y (—1y’I'n+ ) cosvem dw
(52) P, @) ="Taytp arll
¢ @+ Va®—1cosw) 2
a1l
n et v ont des valeurs entizres. La fonction @, 2(x) se déduit de

1
la fonction P:_?(x) par le changement de cos @ en chw =1 (e* + ¢~*),
les limites de lintégrale, pour » <<=, étant O et + oco. La sonal func-
tion correspond au cas » = 0. Les fonetions envisagées satisfont aux
relations suivantes, comme les fonctions sphériques:

-1l
Py (@) = (2*— 1)¢ ”ﬂ”ng@ ,
(53) L
¢ ) = @ -1 LG 1O,
; -1 n—i 5
Les valeurs précédentes de P, *, @ * sont celles de 4. B. Basset'™);

elles different par un facteur constant de celles adoptées par H. E. Heine.
Les fonctions annulaires peuvent évidemment s’écrire sous forme de
séries hypergéométriques et elles admettent des formules de récur-
rence analogues i celles qui se présentent pour les fonctions sphé-
riques. Citons celle-ci, importante dans les applications,

1 1
k] 71—— n T 71 — 1) v)!
o4y 2 dP,” % (@) Q () P — (=14 9)!

2( )= (n— )1 (x*—1)

Ces fonctxons Jouent par rapport au tore le role des fonctions
sphériques par rapport & la sphére.

32. Fonctions coniques de Mehler. Les fonctions coniques (conal
harmonic functions) sont des fonctions sphérigues & indices complexes
— 4+ iu (u quelconque); déja W. Thomson et P. G. Tait**®) ont
montré la nécessité de les introduire. F. G. Mehler'®®) fut conduit a
ces fonctions en développant la distance d’un point de la surface d’un
cone & un point situé sur 'axe. Il les définit ainsi:

-+ 00
2 cos pw? cos podo
5 [ 0) = =P .
(35) G w : 2(cosat - cosb) i#——%(cos %)

121) La notation de A. B. Basset!'®) est un peu différente.

122) W. Thomson et P. G. Tait, Natural philos.?) 1, p. 178; Theor. Phys. 1,
p. 170.

123) F. G. Mehler, J. reine angew. Math. 68 (1868), p. 134; Progr. Elbing
1870; Math. Ann. 18 (1881), p. 161. Cf. d'ailleurs H. E. Heine, Kugelf.?), (2° éd.) 1
p. 300; Kugelf."%), (2° éd.) 2, p. 219 et suiv.
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38. Fonctions coniques adjointes. 193
K* satisfait & Véquation (2b) du n° 3, ol Yon remplace n(n + 1) par
— (u? + 1). L’intégrale générale de I'équation est alors
(bba) AK#(cos ) + BK*(— cos 0);

K*(— cos ) représente la fonction conique de deuxieme espéce.
On a d’aufre part

+ o

1 tgumi .

(56) oLy = [t R Ke-),
)
d’on il suit que +oo
. cosy,:rm K*{x)da
(56a) K (=) == ) =y
1

F. G. Mehler donne d’autres représentations des fonctions eoniques sous
forme d’intégrales ou de développements en séries; il établit également
le théoreme d’addition de ces fonetions.

33. Fonctions coniques adjointes. C. Newmann'®), qui représente
K#“(—y) par la notation L,(y), obtient les formules de F. G. Mehler
par une auire voie que cet auteur; il ajoute de mnouvelles relations,
par exemple le développement de K«(cos #) au moyen des fonctions
sphériques X (cos8). Il mtrodult les fonctions comques adjointes

6T Ko@) = —a) P L) (1o S

au moyen desquelles le théoréme d'addition prend une forme analogue
& celle qui correspond aux fonctions sphériques. L'étude de ces fonc-
tions adjointes est reprise par G. Leonhardt'®) qui considere aussi

Vanalogue de la fonction Y, (0, 9) de Laplace, savoir

(58) Y, 9) = 2 K, ()la,cosjg + fsinjg)
3=0
En domnant & cosy la méme signification quau n° 14, on a
+1 27

9 [ JI,(cosp) Y, (u, 9)dndg
216
4 . .
= ot 1 Yolus, 91) cosqmi — Y, (uy, @y) cos emil.
34. Développement d’une fonction en fonctions coniques.
F. G. Mehler a donné la représentation suivante d’une fonction (6, @)
au moyen des fonctions comiques:
+ o0

(60) f£(6, p) = y—tgynzdu[—smzﬁ a0 /K“(Z)f(@', ¢p)dy’,

124) Math. Ann. 18 (1881), p. 195,
125) Math. Ann. 19 (1882), p. 578,
Encyclop. des scienc. mathémat. II 5, 13
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194 A.Wangerin, 11 28. Fonctions sphériques. A. Lambert.

ol
z = cos ¢ cos §'¢ + sin 07 sin 8’4 cos (@ — ).

Cette représentation est valable sous la condition que Ja fonction
f soit définie de 8 =0 & 6 = -+ co et de ¢ = 0 & @ = 2=, qu’elle ne devienne
jamais infinie, et que # = 4 0o soit pour elle un zéro d’ordre supérienr
[}

A

a e 2. Le second membre de I'équation (60) représente, suivant les
cas, la fonction (0, @) ou une certaine valeur moyenne de la fonction
aux environs du point (6, ¢). Il faut remarquer la différence entre ce
cas et celui des fonctions sphériques. Pour celles-ci, l'indice #» étant
un nombre entier, le développement comportait une somme de fone-
tions sphériques, tandis que pour celles-la intervient une intégration
relative & lindice %),

35. Fonctions dont ’origine estle développement de (1—2az+a2) ™"
Beaucoup d’auteurs ont fait 1'étude des coefficients des puissances de
o dans le développement de

(61) (1 —2az+ )"

Le coefficient C, (x) de ¢ comprend la fonction de Legendre X,
comme cas particulier, et jouit de nombreuses propriétés analogues &
celles des fonctions sphériques.

Le développement de l'expression (61) a été incidemment considéré
par C. G. J. Jacobi*®) dans un travail posthume?!2).

Les coefficients O, ont été étudiés en détail par L. Gegenbauer®®).

126) W. Thomson et P. G. Tast, [Natural philos.?) 1, p. 189; Theor.
Physik 1, p. 170] parlent de séries de fonctions sphériques méme pour des
indices imaginaires, mais point d'une représentation sous forme d’intégrale ana-
logue & (60). .

127) J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 149; Werke 6, Berlin 1891, p. 184;
H. E. Heine, Kugelf.y), (20 éd.) 1, p. 297, 451; M. Koppe, Progr. Berlin 1877; G.
Darbouz, J. math. pures appl. (8) 4 (1878), p. 377.

128) Déja R. Murphy [Trans. Cambr. philos. Soc. b (1832/4), éd. 1835, p. 322]
traite de C,, mais comme coefficient tiré d'une fonction génératrice compliquée.
F. G. Mehler []. reine angew. Math. 63 (1864), p. 152], le premier, a attiré ’atten-
tion sur le role de ces fonctions dans les quadratures mécaniques.

Il existe un grand nombre de travaux sur le développement de I'expression (61)
suivant les cosinus des multiples de 6, x étant posé égal a cos 6. Cf. H. Burk-
hardt, Jahresb. deutseh. Math.-Ver. 102 (1901/8), p. 62/9, 71/92 [1901].

129) Sitzgsb. Akad. Wien 70 IT (1874), p. 6/16, 433/43; 75 II (1877), p. 891/905;
97 IT* (1888), p. 259/70; 102 II* (1893), p. 942/50; Denkschr. Akad. Wien (math.) 48
(1884), p. 293/316. Indépendamment des travaux précédents, un grand nombre
d’auteurs se sont occupés des fonctions C).

+J. Escary [J. math. pures appl. (8) 5 (1879), p. 47/68] étudie, suivant les
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86. Cas ot v est un multiple de 1. 195

s satisfont & l'équation différentielle

©) (-7 % (1 +20)2

",+n(n+2v)0:==0.

X

11 faut citer la propriété analogue a celle du n®9 [équation (15)]
> 1
fC,,’(x)C,Z(m)(l—xg) *dr =0 pour m 2 mn.
=1

L’équation (62) admet une deuxitme intégrale particuliere qui provient
du développement de (y —x)~2* en fonctions C; et qui est le coeffi-
cient de 2(n+v) 0, (x).

Les fonctions C, admettent un théoréme d’addition?™). II existe
des relations de récurrence entre telles de ces fonctions dont leg deux
indices différent. Ainsi

v ac; @) .
(63) 2O+ (7) = S22

C, s’exprime alors an inoyen de fonctions dont Vindice » est compris
entre O et 11%%),

36. Cas oli ¥ est un multiple de 4. FPonctions sphérigques
d’ordre supérieur. Dans le cas ol v est un multiple impair de 3,
Téquation (63) montre que C, s’exprime par des dérivées de fonetions
sphériques; C, ne differe alors des fonctions sphériques fondamentales
que par une puissance de (1 —2?) et un facteur constant. Dans le cas

ol v est un nombre entier, les fonctions C, se raménent 3 G} ou
5 OO
a CQ:

(64) Cl{z) = Si—n(:TtlB: % =cos 0
cos né
(643) O(@) = 507

Cette dernitre fonction est le coefficient de 2¢® dans le développement
de — log (1 — 2« cos 8 + &?).

différentes valeurs de l'exposant, les racines des coefficients de x dans le déve-
2141,
o

130) H. E. Heine, J. reine angew. Math. 62 (1863), p. 127. L. Gegenbauer,
Sitzgsb. Akad. Wien 70 I (1874), p. 433; 102 II* (1893), p. 942. Relativement aux
formules de récurrence, voir R. Most, J. reine angew. Math. 70 (1869), p. 163.

181) 8. Pincherle [Memorie Ist, Bologna (5) 1 (1890), p. 387/69] a recherché
les fonctions qui dérivent du développement de

1
Vit —3tx -1

suivant les puissances croissantes de &.

loppement de l'expression (1 — 2ax + ¥, ou v = +

13%
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196 A. Wangerin. 11 28, Fonctions sphériques. A. Lambert.

Ces fonctions C, que H. E. Heine'$?) appelle fonctions sphériques
d’ordre supérieur se rattachent & 1'équation de Laplace AP =0 relative
4 un domaine & (p+ 1) dimensions'®®). Dans ce cas, I'équation (1a)
du n° 1 dépend de p variables

0, ¢, @y, - - -, Pp—1
lies aux coordonnées rectangulaires par les formules
2, =1r cos 0, z, = r sin 6 cos ¢y, x3= r sin 0 sin @, €OS @,,
Z,= 7 sin 0 sin @, sin @, COS @3y - . . . . ,

Zpt1

=rsin@sing, sing,...sing,_,.

Dans l'hypothése on la fonction cherchée P est indépendante de
@15 Pg5« - -y P,y (cas d'une symétrie autour d'un axe), P se réduit
p—1 .

—
Si I'on cherche, sans condition de symétrie, la fonction homogene

en &y, Z;,...,%,,, de la forme

P=yrY
qui satisfasse & I'équation A P—0, on parvient aux fonctions sphérigues
a p variables, ou fonctions de Laplace d’ordre supérieur’s), Elles ont
été étudies par A. Cayley%); on les retrouve dans divers travaux de
H. E. Heine') sur les fonctions de Lamé; enfin il faut citer les
mémoires de F. G. Mehler's"), de C. Neumann'®®) et de V. Giulotto').

~ v
& 7" C, pour v =

37. Fonctions de N. Nielsen. ,Toutes les fonctions précédemment
considérées se présentent comme des cas particuliers des fonctions

132) Kugelf.?), (2° éd.) 1, p. 299, 451 et suiv.

183) La fonction P est ici le potentiel d'une masse attirante dans 1’espace
congidéré, V'attraction étant inversement proportionnelle 3 la pitme puissance de
la distance.

134) I1 résulte de l'exposé du texte qu'il ne convient gudre de donner a Cy,
pour » quelcongue, le nom de ,,fonction hypersphérique*‘ comme le fait 4. Letnikov
[Mat. Sbornik (recueil Soc. math. Moscou) 12 (1885), p. 205/83; cf. Jahrb. Fortschr.
Math. 17 (1885), éd. 1888, p. 497], ni de ,fonction sphérique d’ordre supérieur*
comme le fait . Buittner, Festschr. Wernigerode 1900; ni simplement de ,,fonction
sphérique** comme le fait V. Nielsen, Handbuch der Cylinderfunktionen, Leipzig 1904.

135) J. math. pures appl. (1) 13 (1848), p. 275/80.

136) J. reine angew. Math. 60 (1862), p.252/303; 61 (1863), p. 356/66; 62
(1863), p. 110/41. ' .

187) Progr. Danzig 1864; J. reine angew, Math. 66 (1866), p. 161.

138) C. Neumann [Z. Math. Phys. 12 (1867), p. 116] donne, entre autres,
T'expression de fonction ultrasphérigue.

139) Voir aussi V. Giulotto, Giorn. mat. (2) 8 (1901), p. 162.
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37. Fonctions de Nielsen. 197

métasphériques et ultrasphériqgues dont N. Nielsen4?) a fait une étude
systématique.
N. Nielsen définit la fonction sphérique la plus générale

Kv,n(x)

de Vargument z, de lindice #» et du parametre v comme la solution

la plus générale de deux équations fonctionnelles; il en résulte, dans le

cas ou K*” est analytique par rapport & x, que la fonction satisfait

a l'équation du type hypergéométrique

©®)  a- 2+ n(n+20)y =0

qui n’est autre que I'équation (62).

Si v et n ont des valeurs finies, quelconques, la fonction est dite
mélasphérique; si n est un entier non négatif la fonction est alors wultra-
sphérique.

On a les solutions particulieres suivantes de I'équation (65):

n nw n 41 . nw
I’(—2—+v)cos~2— 21"( 3 +'u)s1nT

ol ) ey "

(

R e e
@ (r)=— I’(%—i—l) Y1+ F(n—?i—l) Ys>

valables pour |z} <1, et ol
1
y1~F(—%, 7+ 27 xz)’

1—#n n-1, 3
yz——:rF( —}T” R x2)3

(66a)

ces solutions doivent &tre remplacées, dans le cas o |z|>1, par les
suivantes:

M) = TOEDC prion _n g, L)

(661) T+ 1)) 2 7T 27
- Va;r(n-q-m)x‘""” n+41 1
N»7 () = T 1) ( =4, 2-}—1/, 1+n+t, a:’)'

Le cas de v = 4, n étant égal & un entier non négatif, conduit aux

140) K. Danske Videnskab. Selsk. 8kr. (Naturv. math. Afhandl.), (7) 2 (1904/6),
P. 241; Ann. mat. pura appl. (38) 14 (1908), p. 69/90; C. R. Acad. sc. Paris 144
(1907), p. 477/9; Ann. KEc. Norm. (8) 25 (1908) p. 871; Théorie des fonctions
métasphériques, Paris 1911; dans ce dernier ouvrage il est fait une étude géné-
rale des fonctions hypergéometriques dont les deux premiers indices différent
de 1, ce qui est le cas des fonctions rencontrées en cet article.
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198 A. Wangerin. 1II 28. Fonctions de Lamé. A, Lambert.

fonctions sphériques ordinaires; alors
'Pnn==ﬂ[m?
et P*" est un polynome.
Si Yon désigne par F;"(x) et F,'"(x) chacune des fonctions dé-
finies soit par I'expression (66) soit par ’expression (66b), la fonction
métasphérique la plus générale sera

K»"(z) = A(v, ) Fpn(@) + B(v, ) F3*(2),

ol les valeurs 4 et B dépendent de v et de n et sont assujetties a la
seule condition de périodicité

A(vy,n+1) = A(v,n), B(v,n+1)= B(v,n).

N. Nielsen définit des fonctions métasphériques adjointes; elles dépendent
de trois indices #, », ¢ et, pour les valeurs entieres de @, elles sont
libes aux dérivées de P*" et de Q"™

Relativement aux fonctions ultrasphériques, N. Nielsen donne ce
théoréme fondamental:

Si le rayon de convergence de la série entidre

(67a) g+ ozt a2 +---+ax .-
est plus grand que l'unité, on a le développement suivant de la
fonction

@) = Do,z

en série de fonctions métasphériques:

8=+
(67) (@) = T(@) ) (v+5) 4,P(@),
=0
ol
A "=;m (n4 2s)!aﬂ+2‘

'="A=-{] T fnt s 1)
La série (67a) est convergente & lintérieur de la plus petite ellipse
qui a ses foyers aux points (1, 0), (— 1, 0) et qui passe par un
point singulier de la fonction f(x).

Les fonctions K** admettent un théoréme d’addition.*

Fonctions de Lamé,

38. Lr’équation de Laplace en coordonnées elliptiques. La
considération des familles de quadriques homofocales

2 2 2
(68) L,ia,+l,ib2+lzic2—1=o
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88. L’équation de Laplace en coordonnées elliptiques. 199

permet de substituer aux coordonnées cartésiennes rectangulaires , ¥, 2
le systeme de coordonnées @, p, » caractérisant les trois surfaces qut
passent par le point de coordonnées z, y, 2

(e* —a®) (p? — a®) (v —af)
@t —
(e*— b3 (@* —b%) (»* —b%)
(682) y =V G — T —ay
V(e — )@ —cH (@ —c).
" {c®— a®) (c* — b%)

xr =

1

Si Ion pose
A3 = @ — e — b =),

o
(69) B2=— fE* a’)(yz; bi)(uzg__c’)’ 02 > a2 > ylg > bt > > 62,
Cf — (v®— a’)(w’; %) (v® — c')’

Péquation de Laplace
AV =0

g’éerit, dans le nouveau systéme,

2 ) BAaV
>[A de® +4 Frry

BV V303V
+(”2—92)[Bzau +B g au]Jr(" W[5 +05, 5, 1=

On peunt, 3 la pla.ce des variables g, &, ¥, introduire des arguments
elliptiques par les formules suivantes:

(70)

2 2

pu— =@ F B,  glP VEE

(1) {po—w—i@ b4, 2t
902 1L pe

pw=12v"—1(a+ b+ ¢, 63=TC~L‘;;,

L’équation (70) prend la forme4?)
- aﬁ 'V
(702) (80”—60”’) “a,Ts + (SOW—@“)W + (pu— @) 57 =0,

141) G. H. Halphen, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications
2, Paris 1888, p. 462. La forme symétrique des fonctions de Lamé se prétant
mal au calcul, G. H. Darwin [Philos. Trans. London 197 A (1901), p. 461/5657] 'aban-
donne; il met la solution de I'équation de Laplace sous la forme d'un produit de
trois facteurs s'exprimant, les deux premiers au moyen des fonctions sphériques
ordinaires, le iroisitme au moyen de sinus et cosinus d’arcs multiples de la
variable indépendante; des tables numériques complétent le mémoire,

Cf. J. Liouville [J. math. pures appl. (1) 11 (1846), p. 468] et H. E. Heine
[Kugelf.}), 2 éd.) 1, p. 354]; ces auteurs emploient une notation différente.
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200 A. Wangerin. 11 28, Fonctions de Lamé. A. Lambert.

et les coordonnées rectangulaires d'un point s'écrivent
g2 PU—a) (v — &) (pw—e)
@ —ee—~e)
9 g _ (pu—e) (pv— ) (pw —¢,)
(7 ) y (g — &) (ey — &) ’
— (pu—e) (Pv — &) (Pw—¢) ;
(s — 1) (es — &)
si 20 pt 20" sont les périodes, il faut prendre » et w — o réels,
v — @ purement imaginaire.
En faisant varier chaque argument dans lintervalle d'une demi-
période, on représente un huitieme de lellipsoide.

22

39. Définition des fonctions de Lamé. Ces fonections jouent
dansg les problémes relatifs & Vellipsoide le role des fonctions sphériques
a légard de la spheére. G. Lamé les rencontra dans ses recherches
sur l'équilibre des températures??) et elles furent également trouvées,
d’une maniére indépendante, par C. G.J. Jacobi®). La théorie fut per-
fectionnée par H. E. Heine'**) et par J. Liouville**®) qui introduisirent
les fonctions de seconde espeéce, puis par F. Klein et ses éléves [voir
n® 48, 49].

Considérons le polynome barmonique P, du n°1; on a vu quil
contenait 22 + 1 constantes arbitraires. En remplagant z, y, # par
leurs expressions elliptiques (72), P, devient une fonetion entitre et
homogéne de degré » en

Vou—e, Vpu—e, Vopu—e;
elle satisfait anx mémes conditions relativement aux variables v et ),
est symétrique en u, v, w et est solution de l'équation de Laplace.
Une telle fonction dépendant de (2% + 1) constantes arbifraires s’appelle
une fonction de Lamé de premiére espéce.
Toute fonction U de la variable w qui est solution de I'équation

(13) PV~ (dpu+ BYU

fournit une fonction UV W satisfaisant & l'équation de Laplace. Les
fonctions ¥V et W se déduisent de U on la variable # a été remplacée

142) J. math. pures appl. (1) 2 (1837), p. 147/88; (1) 4 (1839), p. 126, 351;
(1) 8 (1843), p. 397/434; Mém. présentés Acad. sc. Paris (2) b (1838), p. 174/219;
J. Ec. polyt. (1) cah. 23 (1834), p. 191/288. Cf. aussi . Lamé, Legons sur les
fonctions inverses des transcendantes et les surfaces isothermes, Paris 1857.

143) C. G. J. Jacobi, J. reine angew. Math. 19 (1839), p. 309; Werke 2,
Berlin 1882, p, 57.

144) H. E. Heine, J. reine angew. 29 (1845), p. 185.

145) J. Liouville, C. R. Acad. sc. Paris 20 (1845), p. 1386, 1609; J. math. pures
appl. (1) 10 (1845), p. 222.
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40, Formation des fonctions de Lamé. 201

par v et par w. Ef il existe (2% -+ 1) systtmes de valeurs pour les
constantes 4 et B telles que la solution U satisfasse aux conditions
d’homogénéité indiquées plus hant. Avec les variables g, u, v, les fone-
tions de Lamé seront des combinaisons linéaires de (2#+1) polynomes
RMN, ou R, M, N désignent les mémes fonctions de ¢, de u et de
v145): les fonctions UV W et RM N seront dites aussi fonctions de
Lamé (fonctions particulieres).

40, Formation des fonctions de Lamé. La fonction U doib
étre un polynome en pu ou un tel polynome multiplié par un, deux
ou trois radicaux

ngu_eu ngu_em Vgou—eS'
Avec la variable ¢, R sera un polynome en o? ou un tel polynome
multiplié par un, deux ou frois radicaux

sz—_az’ V@Z_ bz: -‘/92__02_
A chacun de ces cas correspondent des polynomes qu'on dira de
premiere, deuxiéme, troisieme ou quatrieme classe.
La considération des termes de moindre degré dans I'équation (73)
montre que, pour tous les polynomes U, on a

A=nn+1).
La substitution & U, dans I'équation (73), d'un polynome de premidre

classe, C’est-d-dire de degré % en pu (ce qui suppose n pair) donne pour

B une équation de degré ;—L + 1. Pour la deuxiéme classe, I'équation

n 41
2

—’21; pour la quatritme classe elle est de degré *

en B est de degré ; pour la troisieme classe, elle est de degré
—1
5
A chaque racine de l'équation en B correspond un polynome et

un seul.
Si » est pair il n’y a de polynomes que de premiere classe et
de troisigme classe; leur nombre est

(3 +1)+85—2n+1,
Si #» est impair il n’y a de polynomes que de deuxiéme et de
quatrieme classe; leur nombre est
n-41 n—1
3( . )+—2~=2n+1.
Or on démontre que le degré de I'équation en B ne peut s'abaisser
(le coefficient de la plus haute puissance de B est l'unité) et que

146) Pour la représentation des fonctions de Lamé en coordonnées carté-
siennes voir W. D. Niven, Philos. Trans. London 182A (1891), p. 231/78.
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202 A. Wangerin. 11 28. Fonctions de Lamé. A. Lambert.

toutes les racines sont réelles et distinetes!”); on peut alors former
(2n + 1) polynomes UV W et il sont indépendants.

«G. Guerritore147*) a calculé les expressions des fonctions de Lamé
de =12 n=10"*

41. Les quatre classes de fonctions de Lamé de premidre espéce.
La fonction de premiére classe est un polynome en pu de degré —;5;
celle de quatrieme classe se rameéne & un polynome en pu de degré

n_s;multlphe par p'u. Toutes deux peuvent &tre composées linéaire-

2
ment avec les dérivées de pu et s’écrivent
(14) U=p*" *u+ a,p" *u+ agp" u +---

La fonction de deuxiéme classe est de la forme

(T4a) U=V pu—e, (9" %u 4+ b, "~ %u + byp"~"u + -+ ), (¢ =1,2,3).

La fonction de troisiéme classe est de la forme

(14b) U =V(pu—ez)(pu—e )" *u + ¢ 9"~ *t + 60" %% -+,
42. Analogie avec les fonctions sphériques. Le lien des fonc-

tions de Lamé et des fonctions sphériques apparait nettement si, avec

G. Lamé, on passe des coordonnées polaires aux coordonnées elliptiques.
Les formules

2=V =@X, y=VO—BY, s=Ve@—3z

font correspondre au point (:v y, 2) de l’ellipso'ide

p—a2+ b’+ —1=0

le point (X, Y, Z) de la sphere de rayon 1 On aura y et v en fone-
tion de 6, @ en remplagant z, ¥, # par leurs expressions elliptiques
(68a) et X, Y, Z par leurs valeurs en 6 et ¢. Chaque produit M N
pourra étre transformé en une fonction de degré » en X, Y, Z.
Si Yon pose
MN-=09,

Vélimination de g et de » conduit a I'équation
sin 0% (sme—) + d(p, 2+ n(n 4+ 1)sin26. @ = 0,
qui est l'équation %) a laquelle satisfait ¥ (6, ).

147) J. Liouville [J. math. pures appl. (1) 11 (1846), p. 221] montre que les
racines gont distinctes; G. Lamé a montré qu’elles sont réelles; cf. H. Poincaré,
Figures d’équilibre®), p. 113. Dans le cas ou a, b, ¢ ont des valeurs imaginaires,
I'équation peut avoir une racine double; F'r. Cohn [Diss. Konigsberg 1888] a re-
cherché quelles fonctions nouvelles il faut introduire dans ce cas.

147%) ,Giorn. math. (2) 16 (1909), p. 164/72.%

148) J. Liowwille, J. math. pures appl. (1) 11 (1846), p. 278.
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On peut encore supposer que, ¢ devenant infini du premier ordre,
les variables u et v restent finies. Les coordonnées polaires étant r,
0 et @, on voit que la variable ¢ tend alors vers 7, et que les variables
w et v ne dépendent que de @ et de g; l'ensemble des termes homo-
genes de plus haut degré dans la fonction de Lamé constitue un poly-
nome sphérique P,; il s'ensuit que
(3) P,(x 9, 2)= P,(sinf cos ¢, sin @ sin ¢, cos §) = a M N.
Toute fonction de deux variables pouvant se mettre sous la forme
d'une somme de fonctions sphériques, il en résulte que toute fonction
de u et de v peut se mettre sous la forme

DaMN
ou, si I'on veut, en vertu des relations (71), sous la forme
SeVW.

Dans le cas des surfaces homofocales de révolution, il y a identite
entre les groupes de produit MN et les groupes de fonctions Y.
En effet si b tend vers a, il en est de méme de p et

hm s ——Slntp, 11mV m—coszp,

. a®— ] SvE ¢t
sin 0 =Va2 cg’ cos = ;’j.

MN est une fonction sphérique, M ne dépendant d’ailleurs que de e,
N de 6; c’est une des fonctions sphériques fondamentales [n° 12, 13].
M devient soit cosp@, soit sinpep et Uon prendra

v —_20C
= X, P(cos ) = X,F (Vag;c, .
Si l'on repasse aux coordonnées cartésiennes, le produit R M N se trans-

forme en un polynome @(z? ¢?% 2) ou en un tel polynome multiplié
_par un des facteurs

puis

L, Y, % Yz, 2%, Y, XYL

Pour le cas od a = b, le nombre p qui figure dans sinpg ou cos pg
est impair quand figure l'un des facteurs # ou y; #'il n'en figure aucun
ou #’ils figurent fous deuz, p est pair. La présence du facteur y donne
& M la forme sin pg; dans le cas contraire on prendra M égal &
cos pe. Il y a des conclusions analogues dans Uhypotheése & = ¢49).

149) H. Poincaré, Figures d’équilibre®), p. 126. Cf. H. E, Heine, Kugelf.?),

(2° éd.) 1, p. 375 et suiv. Pour le passage des fonctions sphériques aux fonctions
de Lamé, voir G. H. Darwin, Philos. Trans. London 197A (1901), p. 461/557,
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504 A. Wangerin. 11 28. Fonctions de Lamé. A. Lambert.

X, (cosy), ont cosy a la méme signification qu’au n° 14, se dé-
veloppe en une somme finie de produits de fonctions de Lamé 1°9),

E. Haentzschel ) a étudié les liens entre les fonctions de Lamé,
les fonctions de Laplace et les fonctions de Bessel qui seront définies
au n° 2"

43. Racines des polynomes R. Un polynome R a toutes ses
racines réelles et elles sont comprises entre a? et ¢*1%'); d’ailleurs si
Yon partage cet intervalle en deux autres par lintroduction de b% le
nombre de racines comprises dans chaque intervalle est le méme
lorsque b* varie de a® & ¢21%?), Cela permet de démontrer qu'il y a
parmi les polynomes correspondant 4 une valeur n:

. n .

un polynome ayant O racine entre a? et b% et > racines entre b? et c?
. " .

un polynome ayant 1 racine entre a® et b% et - 1 racines entre b* et ¢*

. n .
un polynome ayant 2 racines entre a® et b? et 7 2 racines entre b* et c?

n . .
un polynome ayant g racines entre a® et b3 et aucune racine entre b2 et ¢

44. Propriétés d’intégrales définies. Le carré d’une fonction de
Lamé est un polynome entier en pu; la décomposition en éléments
simples donne

{ U=a+bpu+cp’u+do™Vu 4 -----
UDpu=0a +b0put+co"u+de™¥u+-----

I1 en résulte que

@ . [ er—pw)VWidvdw = 8(ad’ — ba)ix,

(16)

les limites de lintégrale étant O et —4;)’ pour la variable réelle : 2,

0 et 4@ pour la variable réelle w — w'.
Si V., W, sont solutions d’'une équation de la forme (73) od 4
et B sont remplacés par A, et B,, I'une au moins des différences

150) H. E. Heine, Kugelf.), (2° éd.) 1, p. 430/2.

150%) ,Z. Math. Phys. 31 (1886), p. 25/33.*

151) J. Liouwille, J. math. pures appl. (1) 11 (1846), p. 161; H. Poincaré, Figures
d’équilibre %), p. 129.

152) H. Poincaré, Figures d’équilibre$), p. 129; F. Klein, Math. Ann. 18
(1881), p. 237. ,A. A. Markov [Math. Ann. 27 (1886), p.143/50] étudie le nombre
des racines de certaines fonctions dont les fonctions de Lamé sont des cas
particuliers.*
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46. Les fonctions de Lamé de deuxiéme espéce. 205
A — Ay, B — B, étant différente de zéro, on a'®®)
(17a) Jf(sav—gaw)VV]WVV}dvdzo =0.

45, Développement d’'une fonection en une somme de fonctions
de Lamé. On a vu [n° 42] que foute fonction de deux variables
pourra se mettre sous la forme

SaVW
dans les conditions méme ou elle est développable en série de fone-
tions sphériques.

Soit @ la fonction proposée et

4LV W,
un des termes du développement. Les égalités (77) et (77a) permet-
tent d’éerire

4, f (pv—pw) P2 W2dvdw <[ [ (9o — pw) DV, W,dvdw,
d’ott

[f(gw — pw) @V, W, dvdw
(78) 4= §(ab —ba)ix )

46. Les fonctions de Lamé de deuxiéme espéce. La théorie

du potentiel conduit & introduire une autre solution de Yéquation (73),
de méme qu'd coté de la fonetion Y, on a considéré @,.
La fonction de Lamé de deuxiéme espéce®) sera
(19) Z=@n+1)U[ %%
0

Ou peut poser
(193) 7 = () P() + (C+ D) T
fi(u) est le produit de ceux des facteurs }pu—e, qui ne figurent

pas dans U; P(u) est une fonction entiere de pu, C et D sout des
constantes 1%%).

F. Lindemann1%) a développé ; 1—2 au moyen des fonctions de
i

153) G. H. Halphen, Fonct. ellipt.14}) 2, p, 479. Ces propriétés, avec d'autres
notations, ont été données par G. Lamé lui-méme [J. math. pures appl. (1) 4 (1839),
p. 168].

154) H. E. Heine et J. Liouville g'en sont occupés simultanément. Cf. notes
144, 145.

165) H. E. Heine [J. reine angew. Math. 60 (1862); Monatsb. Akad. Berlin
1866, p. 446; J. reine angew. Math. 67 (1867), p. 315] a montré que les fonetions
de premidre et de seconde espece pouvaient se rattacher au développement en
fraction continue d'une certaine intégrale complete de troisiéme espece.

166) F. Lindemann, Math. Ann. 19 (1882), p. 323.
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206 A. Wangerin. 11 28. Fonctions de Lamé. A. Lambert.

Lamé de premidre et de deuxitme esptce; il en a déduit, par la
méthode de A. L. Cauchy, le développement dans un certain domaine
d’une fonction analytique f(2); en particulier, la valeur zéro peut se re-
présenter par des séries qui procedent des fonctions de premiére espéce ou
des fonctions de seconde espéce ou simultanément de I'une et de V'autre.
Lorsque u est trés petit (o trés grand) les fonctions de premiere
et de deuxitme espéce prennent les valeurs approchées
(80) U=2, Z—uwt

w

47, Recherches d’Hermite sur I'équation de Lamé, Ch. Her-
mite®7) a montré que l'on peut intégrer I'équation
2
‘i€= [#n(n+1)pu+ BIU

U

quel que soit B, n étant un entier quelconque. La solution est une
fonction doublement périodique de seconde espéce.

48. Fonctions de Lamé d’ordre supérieur's). Soit
1 dx 1 dx
81 du =+ = .
1) 2VY@—a)w—a)@—a)...z—ap 2 Vy@)
Toute fonction entiére de degré m, aux variables

Va—a,, Vx—au R lx_a’p’

qui satisfait & une équation de la forme
a:*w
(81a) S+ 0@W =0

est une fonction de Lamé de premiére espéce, d'ordre p et de degré m.

La fonction 6(x) est entitre en z et telle que l'équation (81a)
admette une solution entiére en x; 8(x) est de degré p — 1. Le nombre
des fonctions 6 et, par suite, celui des différentes fonctions de Lamé
correspondant & des valeurs données de » et de p, est égal au nombre
des fonctions homogenes indépendantes de degré x, aux p + 1 variables
&, &1y &y - -5 &, et qui satisfont & l'équation aux dérivées partielles

oW . *W >*W
ot oy Tt Gy =

157) Ch. Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques [C.
R. Acad. sc. Paris 85 (1877), p. 689, 728, 821; (Euvres 3, Paris 1912, p. 266].

158) H. E. Heine, J. reine angew. Math. 60 (1862), p. 253/303; 61 (1863),
p. 356/66; 62 (1863), p. 110/41; Monatsb. Akad. Berlin 1864, p. 13/22; Kugelf. ),
(2¢ éd.) 1, p. 445 et suiv. Les fonctions de Lamé & un nombre quelconque de
variables ont déja ét6 considérées par G. Green, Trans. Cambr. philos. Soc. 5
(1832/4), éd. 1835, p. 895/430; Papers, publ. par N. M. Ferrers, Londres 1871,
p.185. Of. aussi A. Cayley, Philos. Trans. London 165 (1875), p. 675/774; Papers
9, Cambridge 1896, p. 318/423,
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49. Extensions de la notion de fonction de Lamé. 207

Ces fonctions de Lamé prenpent la forme

Vi, 7V,
V, étant une fonction entiere en z, et ¥, représentant I'un quelconque
des facteurs en lesquels se décompose (), (Yunité et 3 (x) inclus)
Les fonctions introduites par G. Lamé s’obtiennent en faisant x—g ,
= 2; elles sont donc du second ordre.
L’ équation (81a) admet une deuxieme intégrale particulidre gui
g’annule 4 linfini, et qui, développée sulvalzt lesi)pulssances décrois-
n+p—
santes de z, commence par un terme en x 2
Si l'on suppose quelques-unes des constantes 4, ay, . . ., a, égales
entre elles, on obtient les fonctions spéciales de Lamé du pi®me ordre;
le cas ou les p constantes deviennent égales entre elles rameéne aux
fonetions sphériques d’ordre supérieur [n°® 36]). Comme ces derniéres,
les fonctions de Liamé envisagées iel se rattachent aux problemes de
Tespace & p 4 1 dimensions; elles découlent de I'expression des coor-
données d'un point au moyen des variétés d'ordre p correspondant
aux surfaces homofocales du second ordre de l’espace a trois dimen-
sions.

19. Extensions de la mnotion de fonction de Lamé. Les pro-
blemes de la théorie du potentiel pour les cyclides de révolution
conduisent & une équation différentielle qui ne différe de celle de Lamé
que par la substitution & l'entier » d'un parametre égal 3 la moitié
d’un entier impair%®). Des valeurs plus générales du paramdtre se pré-
sentent si l'on envisage des volumes limités par deux surfaces d’une
méme famille, choisie dans les trois familles d'un systéme homofocal
du deuxiéme degré.

F. Klein*®™) a traité de semblables équations de Lamé généralisées
et il a établi la proposition suivante & laquelle il a donné le nom de
théoréme des oscillations (Oscillationstheorem):

Soit J

1 ®
&2 "= ) Vemae—va—s

159) A. Wangerin, Reduktion der Potentialgleichung fir gewisse Rotations-
karper auf einer gewshnlichen Differentialgleichung, Leipzig 1875; Monatsb. Akad.
Berlin 1878, p.152; la théorie n’est conduite que jusqu'a I’établissement de I’équation
différentielle. E. Haentzschel [Studien tber die Reduktion der Potentialgleichung
auf gewdhnliche Differentialgleichungen, Berlin 1893], donne quelques propriétés
de Vintégrale de cette équation différentielle, notamment son lien avec les fonctions
spéciales qui se présentent comme cas particuliers.

160) F. Klein, Math. Ann. 18 (1881), p.410; Vorlesungen iiber lineare Diffe-
rentialgleichungen der zweiten Ordnung (autographié), Gottingue 1894, p. 276.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



208 A. Wangerin. 11 28. Fonctions de Lamé. 4. Lambert.

il existe toujours, pour les parametres 4 et B de I'équation de Lamé

TE
dut

(82a) (4z+B)E,

un systéme de valeurs et un seul tel qu'une premieére solution parti-
culiere de l'équation jouisse des propriétés suivantes: elle s’annule aux
extrémités a,, @, d'un segment porté par l'axe des z, eb entre les points
extrémes elle exécute m demi-oscillations (c’est-a-dive qu’elle s’annule
m fois); et il existe une deuxitme solution particuliere s’annulant aux
extrémités d'un segment b,, b, et exéeutant n demi-oscillations entre les
points extrémes.

Des valeurs approchées de ces fonctions généralisées, pour les
grandes valeurs de m et de %, sont données par Ch. Jaccottet'st) qui
en a déduit la convergence du développement d'une fonction de deux
variables en produit de fonections de Lamé généralisées.

50. Fonction de Lamé ayant plus de trois points singuliers
& distance finie. F. Klein'®?) a étendu son théoreme (Oscillations-
theorem) au cas o I'équation (82a) posséde plus de trois points sin-
guliers & distance finie. La théorie du potentiel relative & un volume
limité par des cyclides conduit 3 une équation comportant cing points
singuliers16%),

Le probléme analogue, dans l'espace & n# dimensions, amene un
radical composé de (# -+ 2) facteurs. A I'équation (82a) correspond alors
2
(82b) g'ﬁ= {l—f(jT"l)f”(x) + 42" 4 B2~ + - + N|E;

f”(x) est la dérivée seconde de

@)= (@—a@—1)...(c—1),
ol a, b, ..., ! sont des points singuliers; et l'on peut disposer des
(n—1) parambdtres 4, B, ..., N de fagon que (n—1) solutions parti-
culidres de (82h) s'annulent chacune aux extrémités d'un segment de
Taxe des z ainsi qu'en un nombre déterminé de points intérieurs &
chaque segment.

161) Diss. Gottingue 1895.

162) Nachr. Ges. Gott. 1890, p. 85; Diffgl.?%%), p. 197, 401.

163) 4. Wangerin, J. reine angew. Math. 82 (1877), p. 145/57 [1876];
G. Darbouz, C. R. Acad. sc. Paris 83 (1876), p. 1037, 1099. Une monographie de
M. Bicher [Uber die Reihenentwickelungen der Potentialtheorie, avec préface de
F., Kilein, Leipzig 1894] donne des renseignements détaillés sur le probleéme du
potentiel relatif & des volumes limités par des cyclides, d’aprés les recherches
de F'. Klein. On y trouve les principales propriétés des cyclides ainsi que les cas
de dégénérescence.
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51. Fonctions du cdne elliptique. 209

La fonction £ apparait sous un jour nouveau si, comme le fait
F. Klein, on la rend homogeéne. Soient done
n—2

x=z_:7 E(x)r—x, * F(xl:xs):

f= (% —e,%5) (B, — €303) . . . (1~ €, 13%);
2—n
4

forme de Lamé et qui jouit de la propriété suivante: le covariant
2*f *F f  OF | 2fOF
a3 0a? " Oz, 0%y 0%, 0z, ' Oaf 0%}
est égal au produit de I’ par une fonction rationnelle entiére de degré
n— 2.
Cette propriété est si simple qu'il peut paraitre naturel de la
prendre pour définition, dans la théorie des fonctions de Lamé *64).
Les points singuliers de la fonction F' sont les racines de I'équa-
tion f=0, et quand celles-ci sont distinctes elles figurent dans F
avec les exposants % et O.

F' est une fonction homogene en x,, z,, de degré , qu'on appellera

51. Fonctions du edne elliptique. On passe des fonctions de
Lamé aux ,fonctions du cdne elliptique“ comme on a passé des fone-
tions sphériques aux fonctions coniques de F. G. Mekler; Vindice n
prend une valeur complexe — i + ip(p queleconque). Il faut citer &
propos de ces fonctions les recherches de E. W. Hobson).

Fonections cylindriques on fonctions de Bessel.

52. Equation différentielle. Séries et intégrales relatives aux
fonctions de premiére espéce. Ces fonctions ont leur place dans les
problemes de physique mathématique relatifs au cylindre ecirculaire,
dans la théorie de la propagation de la chaleur & l'intérieur d’une
sphére, dans la théorie de la diffraction; enfin, en mécanique céleste,
elles sont la base de développements en séries des coordonnées d’une
planéte, dans le mouvement elliptique.

On devrait en toute rigueur, pour les distinguer d’autres fonctions
dont il sera question plus loin [n°® 707, les appeler fonctions du cylindre
circulaire; Thabitude est pourtant de leur donner simplement le nom
de fonctions eylindrigues ou fonctions de Bessel.

Incidemment, on rencontre déja les plus simples de ces fonctions
chez Daniel Bernoullt et chez L. Euler'®®); au dix-neuviéme siécle

164) Cf. G. H. Halphen, Fonct. ellipt.?4?) 2, p. 471,

165) Proc. London math. Soc. (1) 23 (1891/2), p. 231,

166) Daniel Bernoulli, Comm. Acad. Petrop. 6 (1732/3), éd. 1738, p. 108/22;
Encyclop. des scienc. mathémat. IT 5. 14
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210 A. Wangerin. 1128, Fonctions sphériques. 4. Lambert.

J-B.J. Fourier'™), F. W. Bessel'®) et S. D. Poisson®) en font usage;
aussi H. E. Heine'™) les appelle-t-il fonctions de Fourier-Bessel, mais
cette dénomination ne s'est pas imposéel™).

Depuis F. W. Bessel, les fonctions cylindriques ont fait Pobjet de
nombreux mémoires et ont donné lieu & une foule de formules dont on
ne reproduira ici que les plus importantesi™),

On peut prendre pour point de départ I'équation différentielle a
laquelle satisfait la fonction:

La fonction de Dessel de premiére espéce, d’ordre n, sera alors une
solution particuliére de Téquation

(83) ¥ il (ot

acdac

qui reste finie pour 2 = 0; on la désignera par la notation"®)
() ou J*(z).

Toutes les autres solutions de I'équation (83) qui restent finies
pour x =0 sont alors de la forme

CJ, (2)

ot C désigne une constante arbitraire.

7 (1734/5), 6d. 1740, p. 162/79; L. Euler, Acta Acad. Petrop. 5 (1781), pars prior,
éd. 1784, math. p. 157/77 [1774].

D. Bernoulli, comme J.-B. J. Fourier d’ailleurs, n'a fait usage que des fone-
tiops d’indice zéro. Il envisa.ge la fonction J, (21/%) qui vérifie 1'équation
; :g + = 0 (Note de G. Enestrim).*

167) Théone analytique de Ia chaleur, Paris 1822, p. 869; (uvres, publ. par
G. Darboux 1, Paris 1888, p. 332.

168) Abh Akad, Berlin (1816/7), éd. 1819, ma,th Klasse, p. 49; id. (1824),
éd. 1826, math. Klasse, p. 1/52.

169) J. Ee. polyt. (1) cah. 19 (1823), p. 249/403.

170) J. reine angew. Math. 69 (1868), p. 128.

171) H. E. Heine lui-méme, dans la suite, employa exclusivement la déno-
mination de ,fonctions cylindriques.

172) Une bibliographie s’arrétant & I'année 1867 se trouve dans C. Neumann
[Theorie der Besselaschen Funktionen, Leipzig 1867, préface p. VI]; H. E. Heine
[Kugelf.") 1, p. 189] s’arréte & 'année 1878; A. Gray et G. B. Mathews [A treatise
on Bessel's functions and its applications to physics, Londres 1895] vont plus
loin; la bibliographie la plus complete se trouve dans l'ouvrage de N. Nielsen
[Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen, Leipzig 1904, p. 389/404].

173) F.W. Bessel éerit J7 ou J,, ,.; quand il s’agit de la fonction J,, I'indice
st parfois omis. Au sujet du rapprochement de ’équation (83) et de I'équation de
Riceati, cf. E. Lommel, Studien iiber die Besselschen Funktionen, Leipzig 1868,
p. 112 (§ 31).

d_lﬁ’erentmlle d* y
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52. Equation différentielle des fonctions de Bessel. 211

La constante n, dans 'équation (83), sera tout d’abord un nombre
positif 17¢).
La solution particulitre envisagée se représente par la somme

(84) T,(@) = PSEZ) 1+ f( 1y m'@(;) i

GN [, G ) ]

P(1+")[1—”("+1)+2!(n+1)(n+2)—"'°-_]

de la série

(84a)

convergente pour toute valeur de z, ou bien par l'intégrale
&)

(85) J, () = P(”'H’)V cos (z cos @) sin®**p dep.

Les deux formules precedentes sont valables pour toute valeur
positive de »; dans le cas o2 # est un enfier non négatif, on trouve
encore Lexpression suivante!?)

7T
(86) J, (%) = - | cos (no — x sin w)dw;
s

la formule (86) se déduit de la formule (85) par une transformation
mndiquée par C. G. J. Jacobis),

Dans le cas od # est un multiple impair de %, la série (84a) peut
se sommer au moyen des fonctions élémentaires et Von trouve par
exemple!'7)

J%(x) =-IC%;- sin z, J_g_(x) = ;1; (s—u;—x — cos x)

174) On n’a envisagé, avant E. Lommel, que des valeurs entidres de 2m;
E. Lommel lui méme ne considére que des valeurs réelles de », supérieures &
— 4. H. Hankel [Math. Ann. 1 (1869), p. 467] le premier, introduit des indices
complexes; M. Bicher {Annals of math. (1) 6 (1890/2), p. 1387] indique des appli-
cations des fonctions de Bessel & indices complexes.

175) L'équation (86) sert "le point de départ & F. W, Bessel. La constante
figurant au dénominateur du second membre de I'équation (84) est choisie de fagon
que la série (84) soit idemtique & l'intégrale (86), quand l'indice = est entier;
E. Lommel [Besselsche Funkt.1?%)] part de 'équation (85); J. H. Graf et E. Gubler
[Einleitung in die Theorie der Besselschen Funktionen 1, Berne 1898; 2, Berne
1900] parteut de la série (84a); A. Sommerfeld [Math. Ann. 47 (1896), p. 337)
trouve, par une intégration complexe, une représentation analogue & (86), 8’ap-
pliquant & toute valeur de l'indice; il fait connaitre une intégrale de méme
nature pour la fonction de Bessel de seconde espéce,

176) J. reine angew. Math. 15 (1836), p. 1/26; Werke 6, Berlin 1891, p. 86/118.

177) Of. 8. D. Poisson, J. Ee. polyt. (1) cah. 19 (1823), p. 293; Théorie de la

14
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N. Nielsen envisage la série obtenue en multipliant deux fonctions J,
développées sous la forme (84); il en déduit des représentations de
géries de puissances pour le produit de deux fonctions J17%8).

Les fonctions de Bessel d indices entiers (positifs ou non) g'introdui-
sent, en mécanique céleste, comme coefficients des puissances de # dans
le développement en série convergente de

x 1
2 (”_7)
e désignant la base des logarithmes népériens. Ce développement est??)
BN Jy@) + (@2 + Hh@E+ -+ @)+
+ J_l(x)z‘l +dJ @)+ J_ ()

en sorte que Y'on a

(87a) e’ (' —7) =2 J,(x)2".

r=—00

e ’

Le changement de 2 en — %— montre immédiatement que
(88) J_.(z) = (—1)"J,(x) (pour n entier).

En rapprochant cette égalité de 1'égalité (84), on déduit pour » entier

Jn (_ x) = (— 1)an(x)7
9 { T () = J,(@).

Le changement de z en % dans la relation (87a) fournit une

~

relation qui, multipliée membre 3 membre par la relation (87a) elle-
méme, donne la relation identique

1=A4, -:=Z+rA“z" —[—ﬂiwA_”z-”.
n=1 n=1

11 densuit que 4,=1, cest-d-dire que l'on a

(90) 1= (o) + 2.3 ).

L)
Cette formule prouve que, z étant réel, la valeur absolue de Jy(z) est in-
férieure & l'unité, et que la valeur absolue de J,(z) pour » entier et
positif est inférieure & L.

V2

chaleur, Paris 1833, p. 1569. P. S. Laplace, Connaissance des temps pour 1823,
publide & Paris en 18320; Mécanique céleste 5, Paris 1825, p. 72 (livre 11, chap. 4);
Euvres 5, Paris 1882, p. 83.
178) Math, Ann. 52 (1899), p. 228; Theorie der Cylinderfunktionen 17%), p. 20.
179) O. Schlomidch, Z. Math. Phys. 2 (1857), p. 1387.
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En posant
Z = e“P,

on obtient des séries représentant cos (z sin @) et sin (2 sin p); cos =
. . . T
et sin & s'obtiennent en faisant ¢ = =

Si dans l'exponentieile qui figure dans le premier membre de la
relation (87a) on remplace x par 2z, puis qu'on identifie avec le
carré de l'exponentielle, on obtient I'expression de J,(22) au moyen
des carrés et des produits des fonctions .J, 7).

b3. Fonctions de Bessel de deuxiéme espdce. La plupart des
auteurs®?) appellent ainsi une intégrale particulitre de I'équation (83)
qui devient infinie quand 2 = O.

Si n w'est pas entier on obtient cette seconde intégrale en chan-
geant # en — » dans la série (84a).

Si n est entier, J_,(x) ne differe de J,(#) que par un facteur
constant [n® 52); on le reconnait d’ailleurs en cherchant & satisfaire 3
Péquation (83) par une série de puissances croissantes de z et com-
mencant par z—%

La méthode de L. Euler®®), qui permet de trouver la deuxiéme inté-
grale d’'une équation différentielle du second ordre quand on en connait
une premiére intégrale particulidre, conduit alors & une solution qui
contient un logarithme.

C. Newmann a fait une étude approfondie de la fonction de deuxidme
espéce dans le cas ol # est un nombre entier ou nul; désignant la
fonction par ¥, il trouvels?):

V=40 —1
(1) Yy (@) = Jo(a) log, () 4+ 2 D D — 7 ().
La série =t
(91a) (@) —3J,@) + 4J5(@) —1s(@) + -

dont la somme figure dans le second membre de cette relation (91)
converge pour toute valeur de «.

180) E. Lommel, Besselsche Funkt.1?%), p. 31, 48 (§ 12, 15).

181) C. Neumann et L. Schlifli donnent & la fonction dont il est question
ici le nom de ,fonction de Bessel complémentaire. Ils désignent par les mots
de ,seconde espece** une autre fonction [cf. n° 62]; ce n’est pas la dénomination
habituelle.

182) C. Neuwmann, Besselsche Funkt.17%), p. 44. L'intégrale (92) se trouve déja
chez G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 (1850), part Il p. [38]; Papers 8,
Cambridge 1901, p. 42.
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214 A. Wangerin. 11 28. Fonctions sphériques. 4. Lambert.

C. Neumann trouve encore
T
- (92) Y, (z) = %fcos (% sin w) log, (4 cos? w)do.
o
La fonction de deuxi?me espece, d’indice % entier autre que zéro,
g'obtient par la formule!®3)
nd" Y, ()

Comme la méme relation existe entre J, et Jj, il g’ensuit que
Y, (xr) est la somme de J (x)log,x et d'une fonction univoque et
continue de z, développable en une série de fonctions cylindriques
analogue & la série (91a); cette série peut s'écrire sous forme d'inté-
grale's4),

54. T.es fonctions de seconde espéce comme limites des fone-
tions de premiére espdce. H. Hankel'®®) a montré le premier que?®®)

(94) Y,@)=lim 5. [7,, ,(2) ~ (~ 11T, 0@)]+[log.2+ I ()], @);
ou I(1) est la constante d Euler [cf. 11 5]

55. Les fonctions cylindriques comme limites des fonctions
sphériques. G. Mehler'®") a trouvé entre les fonctions sphériques et les
fonctions cylindriques la remarquable relation suivante:

(95) lim X, (cos-o) = J,(6),

n=+o
qui se déduit de la représentation de X, sous la forme dune série
hypergéométrique dont le gquatritme élément est sin? 2%; ou bien en-
core de l'intégrale de Laplace [équation (7) du n° 7]

H. E. Heine'®) a considéré de semblables passages 3 la limite pour
les fonctions sphériques adjointes [n° 15] et pour les fonctions sphé-

183) C. Neumann, Besselsche Funkt.!?®), p. 54.
184) E. Lommel, Besselsche Funkt.!?%), p. 86. Pour d’autres formes de ces
séries, cf. H. Hankel '%%) et L. Schlifli1ee).
185) H. Hankel, Math. Ann. 1 (1869), p. 467/501. Cf. note 186.
186) L. Schlifli, Math. Ann. 3 (1871), p. 184. Ce que H. Hankel désigne
par Y, n’est pas identique & la fonction Y, de C. Neumann; dans la formule (94)
quécrit L. Schlifl, il s'agit de la fonction Y, de C. Neumann.
187) J. reine angew. Math. 68 (1868), p. 140. H. Laurent [J. math. pures
appl. (8) 1 (1875), p. 885] montre que
. om 2% 4 n’)
n]il:e? Xn (zi — nt
est une fonction de Bessel.*
188) J. reine angew. Math. 69 (1868), p. 128.
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riques de deuxiéme espdce. Il pose ainsi

lim Q"(cos —fT) = Ky(0),

n=+4e

. 2% 6
(953) im —P{cos W) =J,(6),

n=40 YN
. 1 T 6 p
Jim_ F]G Q. (cos +) = E.(0).

L’équation différentielle des fonctions sphériques fondamentales
[équation (2) du n° 3], ot w = cos #, conduit, si Yon y fait Vargument
égal & — et qu'on cherche la limite pour # = 4 oo, & I'équation diffé-
rentielle dgs fonctions de Bessel; cela permet de prévoir la nature de
la relation entre K, J, et Y,; on a effectivement59):

(96) — Ky (8) = X, (6) — Jo(6) [log, 2 + I (1)] = lim L5 I=c®
et =0
96)  —K(0) = lim 5 (7,,.0) — W00 O]

H. E. Heine fait 'étude des fonctions de Bessel en les considérant
comme des cas limites de fonctions sphériques. Les fonctions de Bessel
peuvent encore se rattacher aux fonctions coniques de G. Mehler on,
d'une fagon plus générale, aux fonctions P de B. Riemann®).

56. TL.es fonotions de deuxidme espéce sous forme d’intégrales.
H. E. Heine trouve

s

(97) Ey(6) = [ cos (8 cos iu)du,

ainsi qu'une forme correspondante pour K, (6).
L. Schlifli'®'), H. Hankel'®*), H. E. Heine'®), H. Weber'®), N. J.

189) H. Weber, J. reine angew. Math. 75 (1878), p. 85. Cf. H. E. Heine,
Kugelf. Y 1, p. 244.

190) R. Olbricht [Studien®®) iiber die Kugel- und Cylinderfunktion, Disa.
Leipzig 1887; Nova Acta Acad. Leop. 52 (1888), p. 1/48] fraite d’extensions qu’il
considére comme des fonctions cylindriques d’ordre plus élevé et montre que les
formules (95) et (95a) 8'étendent au cas d’indices quelconques. Cette généralisation
a 6té donnée également par A. Sommerfeld, Math. Ann. 47 (1896), p. 337.

191) Ann. mat. pura appl. 1 (1868), p. 232; Math. Ann. 8 (1871), p. 134.

192) Math. Ann, 1 (1869), p. 467.

193) J. reine angew. Math. 69 (1868), p. 128/41; Kugeli.}) 1, p. 234.

194) J. reine angew. Math. 69 (1868), p. 222/37; 75 (1878), p. 715/106; 76
(1873), p. 1/20.
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Sonin %) et P. Schafheitlin'®®) donnent, pour représenter J,, ¥, et K,

diverses intégrales portant sur des variables réelles ou complexes.
On peut citer la formule suivante due a L. Schlgfli, o0 a est

quelconque et od la partie réelle de z est positive,

I3 + o0
98) J,(x) =% cos(zsingp —ap)dp — ml‘m e—**be—a9dqp;
0 1]
sh désigne le sinus hyperbolique [II 7, 19]; puis la formule de Sonin
+o 3
(98a) Y, (z) —— f" ( )cos(x+u) du /Jm(ﬁiu sin(200s) dg;
' 0

#

enfin la formule de Mehler'®™)
Jy(x)d
(98b) K,(:6) = —f”‘x,(fef

11 faut remarquer que L. Schlifli donne & la fonction de Bessel de
seconde espece, qu'il appelle fonction complementaire, la forme suivante

(984) K, (8) = eotg (am), () — gz oy I o()-

N. Nielsen'™), dans son traité, introduit a coté de J, et de Y, les
fonctions

HY(2) = J,(2) £ 1Y, (2),
qu'il appelle fonctions cylindrigues de Hankel.
B7. Relations de récurrence. Les principales relations récurrentes,
déja connues de F. W. Bessel, sont les suivantes:

dd,
29@ g (2)— J;,+1<w),

(99) Tyoy @) + T, 41 () = 22T, (3),
Ty 1 (@) = =T, (2) — ”’”‘”)

La deuxisme de ces relations est utﬂe pour la détermination
numérique des fonctions J,.

195) Math. Ann. 16 (1880), p. 1.

Dans le second membre de la formule (98a), N.J.Sonin introduit un fac-
teur 2. Mais la fonction qu'il appelle ¥, est le double de celle que C. Neumann
désigne par la méme notation.

196) J. reine angew. Math. 114 (1894), p. 81; Die Theorie der Besselschen
Funktionen, Leipzig 1908.

197) J. reine angew. Math. 68 (1868), p. 184; cf. H. E. Heine, Kugelf.?) 1,
p- 197.
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Les égalités (99) subsistent pour les fonetions Y, (z).

Parmi les conséquences de ces égalités rappelons la formule (93),
aingi que celles qui permettent d’exprimer J, au moyen de J,_,,
Iy eto.

Comme E. Lommel1%) I'a montré le premier, ces relations sont
valables pour toute valeur entitre ou nulle de », en tenant compte
de la relation (88) lorsque » est un entier négatif.

E. Lommel'®) indique, entre les fonctions de premidre et de
seconde espdce, les égalités suivantes, ol # est un entier et ou v a
une valeur quelconque:

V(@)1 () = J(e) Fay(6) = 5
T Ty 0(®) + I (), 1 () = 75 sin (va).

N. J. Sonin adopte les formules de récurrence pour point de départ
de sa théorie; elles servent également de définition & N. Nielsen qui
en déduit une généralisation des fonetions cylindriques?200),

(100)

568. Développement en fraction continue. La deuxieme relation
récurrente (99) permet de développer

Iy (%)
. I 1 (@)
en fraction continue. On a
I, (@) 1
(101) Ip—1(@) = 2n 1
*  2nt2 1
z  2n 4+ 4

x

O. Schlimilch™') et F. W. Bessel ont signalé ce développement
sous des formes différentes. Plus récemment J. H. Graf a étudié de

198) Besselsche Funkt.!?$), p. 2.

199) Math, Ann. 4 (1871), p. 103.

N. Nielsen [Math. Ann. 52 (1899), p. 228; Handbuch?'%), p. 23] donne
une formule de récurrence plus générale. Dans le second membre de la pre-

. 1
miere des deux équations (100), N. Nielsen écrit % au lien de 7 et P. Schaf-

heitlin [Theorie der Besselschen Funktionen %), p. 48] éerit —;22. Cela tient &

2 .
ce que ces auteurs désignent par Y, le produit par i_—ﬂ— de la fonction Y, de

C. Neumann.

200) Ann, mat. pura appl. (3) 6 (1900), p. 17; Handbuch 1%9), p. 25.

201) Z. Math. Phys. 2 (1857), p. 137; 0. Perron [Sitagsb. Acad. Minchen 87
(1907), p. 483/504] étudie la convergence du développement; sa méthode est
simplifiée par N. Nielsen, Sitzgsb. Acad. Miinchen 38 (1908), p. 85/8.*
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218 A. Wangerin. II 28, Fonctions sphériques. .A.Lambert.

prées le lien qui existe entre les fonctions de Bessel et les fractions
continues 2%),

LCitons & ce propos des études de W.Kapleyn™®), O.Perron®®)
N. Nielsen®"), sur le développement en fraction continue du quotient
de deux fonctions de Bessel*

bY. Séries semi-convergentes. La série (84), bien que conver-
gente pour toute valeur de z, ne convient guere au calcul numérique
de J,() quand z est grand. I1 vaut mieux employer le développe-
ment semi-convergent au sens de 4. M. Legendre [1 4, 19]

(102) J,(2) =V;i;[cos (x — % — 7—;’—”) 8, + sin (x —% — %‘)S,],
ol

=+ =+
(102&) Sl =Z:(_ 1)? (n, 2p) 32 =2 (_, 1)1’ ®2p+ 1)
p= »=0

(2.1:)211 4 (2x)ﬁp+1

La notation (n, p) a ici la signification suivante

rtd) L e e (Y

.....

n —1 _—
(n, p) P(n—p+%)r(p+1) 1 D »

La série (102) a été indiquée par S..D. Poisson™) pour n =0
et par C. G. J. Jacobi®*®) pour les valeurs entidres de l'indice.

Le reste de la série, dans le cas ol # =0, a 6té déterminé par
R. Lipschitz®™%), qui n'a donné que quelques indications pour le cas
ot # est un entier positif.

H. Hankel®™) a étudié le cas ol % ainsi que # ont des valeurs
quelconques réelles ou complexes; il parvient au résultat suivant: si
Ton calcule un nombre fini de termes pour S, ou pour S, la valeur
absolue du reste de la série est inférieure 4 celle du premier terme
négligé; on n’est pourtant assuré de ce résultat qu'a partir du terme
pour lequel 2p ou 2p + 1 est supérieur & la partie réelle de » — }§.
Si n et £ ont des valeurs réelles et positives, les termes consécutifs
sont de signes différents & partir du terme de rang p, pourvu que 2p
ou 2p 4+ 1 étant déterminé par la condition précédente on ait p > n.

202) J. H. Graf, Ann. mat. pura appl. (2) 28 (1895), p. 45/65.

203) ,K. Akad. Wetensch. Amsterdam, Verslagen Natuurk Afdeeling 14
(1905/6), p. 662/4, 672/4; éd. anglaise, p. 547/9, 640/2; Archives néerlandaises sc.
Harlem (2) 11 (1906), p. 149/68.*

204) J. Ec. polyt. (1) cah. 19 (1823), p. 349.

205) Astron. Nachr. 28 (1849), p. 94; Werke 7, Berlin 1891, p. 174.

206) J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 189.

207) Math. Ann. 1 (1869), p. 467/601.
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E. Lommel®®) et H. Hankel ont également donné pour représenter
Y,(x) des séries semi-convergentes.

Une forme nouvelle et une discussion précise de la valeur du
reste se trouve dans un mémoire de H. Weber®®) qui prend pour » un
nombre réel quelconque et pour 2 un nombre complexe; on trouve
également dans ce mémoire, pour le cas ol n est entier, les séries
qui conviennent & Y (x). Dans le cas od la valeur de I'indice # n'est
pas petite relativement & celle de V'argument xz, P. Debye®%) a donné
pour Y (z) des développements en séries semi-convergentes.

On tire de (102), pour » entier, x ayant une valeur réelle tres
grande, les valeurs asymptotiques suivantes

Iy (2) =~ 1%—;0(_ 1)" (cos z + sin ),

(102b) . et ]
Jons1 () Qﬁ(— 1)""" (cos z — sin ).

On a, dans les mémes conditions,

(102¢) K, (r) 2 —;—V% (cos z — sin z).

Si # est la moitié d'un nombre impair, les séries (102a) sont
limitées, résultat indiqué déja au n° 52. L’intégrale (85) permet de
donner 3 J, la forme '

J,(2) = 2 [C cos  + S sin z],

od C et S sont des sommes de séries toujours positives, ordonnées
suivant les puissances croissantes de x3?).

208) Besselsche Funkt.!’%), p. 95; H. Hankel *°7) remarque que le mode de
démonstration de FE. Lommel, pour le développement en série dans le cas ol n
est quelconque, ne répond pas aux exigences de 1’analyse moderne.

209) Math, Ann. 37 (1890), p. 401/16; B. Riemann {Ann. Phys. und Chemie
95 (1855), p. 180; Werke, (1° éd.) Leipzig 1876, p. 54] n’envisage que des valeurs
de x purement imaginaires. Voir aussi P. Schafheitlin, Jahresb. deutsch. Math.-
Ver. 19 (1910), p. 120/9.

210) Math. Ann. 67 (1908), p. 536; Sitzgsb. Akad. Miinchen, Math. Phys.
Klasse 1910, mém. n° 5.

211) Cf. 1. Todhunter, An elementary treatise on Laplaces functions, Lamés
functions and Bessels functions, Londres 1875, p. 292.

Pour la détermination des constantes par le passage des séries convergentes
de puissances croissantes aux séries semi-convergentes de puissances décroissantes,
voir G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 (1850), part 1I p. [38]; 10 (1857),
p. 122; 11 (1868), p. 415; Papers 3, p 43; 4, p. 101, 286.

«A. Adamov [Ann. Inst, Polyt. St Pétersbourg 6 (1906), p. 239/65] étudie les
expressions asymptotiques des fonctions cylindriques et de leurs dérivées pour les
grandes valeurs de l'argument.*
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L. J. Stieltjest1?) a étudié le cas ot » = 0; 0. Callandreau®?) éten-
dant sa méthode, donne pour J,(x) une expression qui comporte le
calcul de deux séries semi-convergentes.

J. Hadamard®4) a appliqué a Jy(z) et Jy(iz) une méthode qui
consiste & rendre convergentes les séries au moyen de termes correctifs;
les nouvelles séries ne représentent plus les fonctions de Bessel, mais
ont méme valeur asymptotique pour z trés grand.*

60. Racines de l’équation J,(z) = 0. L’équation
1
- J(2) =0
a une infinité de racines, réelles et distinctes, séparées par les valeurs?:)
(m+H=, (m+L=w, oo m=0,1,2,.....
Cela résulte du fait que, pour n compris entre — 4 et + 4, J,() est
constamment positif quand z varie de 2mx & (2m + 4)m et est cons-
tamment négatif quand 2 varie de 2m + 1)z & 2m + §)=.
Les grandes valeurs des racines de l'équation J, () = O different
les unes des autres de = environ.

Ce qui a été dit des racmes de Péquation J,(z) =0 s’applique
(90)

aux racines de l’equahon =0 et plus généralement & celles de

Yéquation d J (x)

ad,(x) + bx —2= = (,

ol @ et b sont des constantes arb1tra1res..
En désignant par p une racine de l'équation J ()=0, on a
pour les valeurs naturelles de %)

1 1 !
§?=4(n+1)’ %“‘ 16(n+1) wry e

212) ,Recherches sur quelques séries semi-convergentes, These Yac. sc.
Paris 1886.*

213) ,Bull. sc. math. (2) 14 (1890), p. 110.*

214) ,Bull. Soc. math. France 86 (1908), p. 77/85.*

215) D. Bernoulldi [Comm. Acad. Petrop. 6 (1732/8), éd. 1788, p. 116] avait
463 établi quune des racinks de 'équation J, (2V/x) est approximativement égale

a 0—% et qu'il y a une infinité d’autres racines réelles.

" Pour la proposition du texte, voir J.-B. J. Fourier, Théorie analytique de la
chaleur, Paris 1822, p.372; (Euvres, publ. par G. Darbouz 1, Paris 1888, p. 835;
E. Lommel [Besselsche Funkt.’”?), p. 65] donne une démonstration pour toute
valeur de l'indice. Voir aussi B. Riemann, Partielle Differentialgleichungen, (2° éd.)
Brunswick 1876, p. 266.

216) J. W. Strutt (lord Rayleigh), London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 44
(1872), p. 328/44. Sous une forme un peu différente pour n = 0 par L. Euler,
Acta Acad. Petrop. 6 (1781), pars prior éd. 1784, p. 173 [1774].

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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A. Hurwitz®'") a fait une étude approfondie des racines de I'équa-
tion J,(x) = O pour » arbitraire, méme négatif.

P. Schafheitlin®®®) a recherché les racines des fonctions de Bessel
de seconde espece.

61, Théoréme d’addition des fonctions de premidre et de
seconde espéce. En posant

R=Vr*+r®—2rr cos

on af9)

Jo(B) = Jy(r) Iy (ry) + 215'0:7“(1‘).&(7'1) cos nb
(103) :::w

Yy (B)y= (") Xo(ry) + 2 > I, () ¥, (r,) cosn.

La premiére &quation est valable pour des valeurs arbitraires de
et de #,, la deuxiéme ne convient que pour r < 7.

Le théoréme analogue pour J,(R) a été donué par L. Gegen-
bauer®®), N.J. Sonin®?) et J. H. Graf?®)

On trouve dans T'ouvrage de . E. Heine le théordme d’addition
de la fonction K, %) '

Il convient de mentionner des formules®*) relatives a J,(x + y)

ainsi 2%) qu'a J,(Ve+ k).

217) Math. Ann. 33 (1888), p. 246/66; J. Mac Mahon, Annals of math. 9
(1894), p. 23; A. Gray et G. B. Mathews, Bessels Functions''®), p. 241; H. M.
Macdonald, Proc. London math. Soc. 29 (1899), p. 165.

218} J. reine angew. Math. 122 (1900), p. 299; Archiv Math. Phys. (3) 1 (1901),
p- 133; Berl. Math. Ges. 5 (1906), p. 82/93; Jahresb. deutsch. Math., Ver. 16 (1907),
p. 272/9; ,C. N. Moore, Annals of math. 9 (1908), p. 156/62; A. Chessin, Amer. J.
math. 16 (1896), p. 186; R. W. Willson et B. O. Peirce [Bull. Amer. math. Soe. 8
(1897), p. 158] donnent des tables des racines.*

Relativement aux courbes y = J,,(x) et y = ¥, (@), cf. R. Olbricht **°),

219) C. Neumann, Besselsche Funkt.17%), p. 65,

220) Sitzgsb. Akad. Wien 69 II (1874), p. 6/16; 74 Il (1876), p. 124/30;
C. Wendt [Monatsh. Math. Phys. 11 (1900), p. 125] donne une généralisation du
résultat de L. Gegenbauer. Autre extension de N. Nielsen, Apn. mat. pura appl.
(8) 6 (1901), p. 43.

221) Math. Ann. 16 (1880), p. 1.

222) Math. Ann. 43 (1893), p. 136,

223) H. E. Heine, Kugelf.') 1, p. 464; A. Sommerfeld [Math. Ann. 47 (1896),
p. 866] et H. M. Macdonald [Proc. Lond. math. Sae. 32 (1900), p. 152] établissent
lo théoréme d’addition des fonctions de deuxidme espece dans le cas ou 1l'indice
est gueloonque.
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62. La fonction O, de C. Neumann. La formule de Cauchy
3
1 [fdy
@ =35z) y—=
]
conduit C. Neumann®®) 3 introduire de nouvelles fonctions, les fonec-
tions 0,. 11 éerit

n
B =00
1

vz = $o@) 0o¥) + 22 7.(@) 0. (v)-

C. Neumann donne assez improprement & cette fonction, le nom
de ,fonction de Bessel de seconde espece®. Ainsi que l'a fait re-
marquer déja E. Lommel, cette fonction O, ne satisfait pas & I'équation
différentielle de Bessel (83); il vaut done mieux, conformément & I'habi-
tude de la plupart des mathématiciens, réserver la qualification de
seconde espéce a la deuxitme intégrale particuliere de 1’équation (83)
désignée précédemment par les notations ¥, ou K dans le cas de »
entier et par J_, quand » n’est pas entier.

Suivant gque % est pair ou impair, O, satisfait & 1'une des équations

P00 4 0 4 (1= g,

(104)

dy y dy Y
(105)
420, (y) 38 d0,(y) nt—1 _n
dy? + ?7?/ + (1 - .yz ) On(y) _?

C. Newmamn développe cette fonction en une série limitée, procé-
dant suivant les puissances négatives de y, en donne umne représen-
tation sous forme d'intégrale définie et montre qu’elle satisfait a la -
premiére des relations de récurrence (99).

L. Schlifli®") a donné une formule analogne 3 Ia deuxieme des
relations (99).

La fonction O, jouit des propriétés suivantes®*): on a

f J,(2)0,(¢)ds = mi dans le cas od n et » égaux entre

eux représentent un entier positif,
(106) .
=2xi 8i n=0v=0,

=0 s nZw.

224) C. Neuwmann, Besselsche Funkt.!?®), p, 40. Cf. L. Schiifls, Math. Ann. 3
(1871), p. 134; J. H. Graf, Math. Ann. 43 (1893), p. 136; N. Nielsen, Math. Ann. 62
(1899), p. 228; F. H. Jackson, Trans. R. Soc. Edinburgh 41 (1904/5), p. 105/18.

L. Schldfli fait connaitre un développement de O, (x -+ ¥), ou O, est la fonction
définie au n° 62.

225) E. Lommel, Besselsche Funkt,173) P 11.

226) Besselsche Funkt.1'®), p. 8.

227) Math. Ann. 3 (1871), p. 187.
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63. Développement d'une fonction analytique suivant les fonctions de Bessel. 223

L’intégrale est étendue dans le plan de la variable imaginaire & une
courbe entourant le point #=0. Si lorigine est extérieure & la courbe
lintégrale est nulle, méme pour » = v. De plus, au cas ou la courbe
entoure le point 2= 0, on a

(107) J7@T,@dz=0, [0,)0,()dz=0,
que # goit égal & » ou en differe. '

3. Développement d'une fonetion dnalytique suivant les
fonctions de Bessel. Les résultats qui précedent permettent de déve-
lopper une fonction f(x), univoque et continue & l'intérieur du cercle
de centre z =0, en une série de la forme
(108) aydo(2) + oy (@) + -+ e, (@) + - ’

ol

(1082) ag= f f(@)0,(2)dz, et @, = f f(@)0,(@)ds (v=1,2,.....);

les intégrales sont prises le long du cercle dans le sens direct.

H E. Heine®?®) déduit une autre détermination des coefficients
au moyen des développements d’une fonction en fonctions sphériques
adjointes.

C. Neumann?®®) donne, comme exemple, les développements des
puissances entidres positives de ¢ (méme 2°), ainsi que ceux de cos 2z
et sin £, en séries de fonctions de Bessel de premiere espéce; les
puissances négatives de # se développent en séries limitées de fone-
tions O,.

C. Neumann?®?) a donné d’'autres développements de méme nature;
W. Kapteyn®®) a étudié des séries de la forme

AJ\() + A3 T,(28) + -+ + AT, )+

et N. Nielsen®*) a généralisé les résultats de C. Neumann et de
W. Kapteyn.

N. Nielsen®*), en outre, a trouvé des séries procédant suivant des
produits de fonctions cylindriques et dont la somme est constamment
nulle quand les variables restent & JVintérieur dun certain domaine.

228) C. Newmann, Besselsche Funkt.'*®), p. 19.

229) Kugelf. 1), 1, p. 255.

230) Besselsche Funkt.!"®), p. 39/40.

231) Math. Ann. 3 (1871), p. 581.

232) Ann. Ec. Norm. (8) 10 (1893), p. 91.

283) Ann. Ec. Norm. (3) 18 (1901), P. 39; cf. Handbuchi's) p 279,390
(chap. 20 & 23).

284) Math. Ann. 52 (1899), p. 682; Ann. mat. pura appl. (3) ¢ (1901), p. 301
Handbuch 17%), p. 837.
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224 A. Wangerin. II 28. Fonctions sphériques. A. Lambert.

64. Sur les développements qui se présentent dans les appli-
cations. On rencontre en physique mathématique des développements
procédant suivant les fonctions J de méme indice mais dont Pargu-
ment varie d'un terme 3 Vautre. L’argument est de la forme

A,

ol 1, est la pme racine de I'équation
) Jo(@) =0
ou de 1'équation

ad, (x)
b s =0
ou encore de I'équation plus générale
¢) ad, (@) + bz 2@ _ 0.

Soit done une fonetion f(x) développée de la sorte:
(109) (@) =D 4,7, (1,%).
)

Les coefficients .4 se déterminent grace aux relations

(110) [7,(2)d, (3, z)zdz = 0,

@108) 2 [,G0) ez = 01+ (1 ) LD

ot 4 et 4, sont deux racines différentes de I’équation a, ou deux racines
différentes de I'équation b, ou deux racines différentes de I’équation ¢,
et ou J” est la dérivée de J. Dans l'équation (110a) l'expression
J,(A) est égale & zéro dans le cas a; dans le cas b c'est Iexpression
J.(%) qui est nulle.

Le développement (109), pour n» = 0, se trouve déja chez J.-B. J.
Fourier; aussi E. Lommel®™) donne-t-il au théoréme qu'expriment les
égalités (110) et (110a) le nom de théoréme de Fourier; il a étendu
la proposition aux valeurs de n différentes de zéro®3),

Il faut remarquer que dans la relation (109), » doit &tre choisi
de fagon que

ait une valeur finie.

235) Besselsche Funkt.17%), p.69. Sur la convergence de la série (109) pour
n=0, cf. 4. Kneser, Archiv Math. Phys. (8) 7 (1904), p. 123/33.

236) E. Lommel, id.p.69/73; cf. B. Riemann, Partielle Differentialgleichungen,
(2° éd.) p. 268. Démonstration de la convergence par H. Hankel, Math, Ann. 8
(1875), p.471; L. Schifli, Math. Ann. 10 (1876), p. 187; U. Dini, Serie di Fourier
1, Pise 1880, p. 246/69. Cf. N. Nielsen, Handbuch 17%), p. 352.
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65. La série de Schldmilch. 225

On substituera #'il le faut & f(2) cette méme fonction multiplie
par une puissance convenable de x.

Dans les problemes de physique mathématique traitant du cy-
lindre creux, on introduit & la place de J, la solution générale de
Péquation différentielle de Bessel

Jn(l’px> + Op Yn(lpx) = fn(lpx%
C, et 1, étant déterminés par deux équations de la forme®7)
‘ Jﬂ<lpx]> + Cp Yn(lpxl) = 07
J;z(lpx2) + Op Yn<lpx2> =0.

On a alors, 3 la place de I'équation (110), la formule

f}n(lx)fn(llx)xdx =0,

olt 1 et 1, sont deux racines distinctes du systéme écrit plus haut.
La valeu:r de Pintégrale pour 1 = A, ne s'exprime pas sous forme finie.

65. La série de Schldmilch. O, Schlomilch®®) met une fonction
définie entre O et = sous la forme

n=+o
(111) @) = $ 4o+ > 4,7, (n2),
n=1
ol
3 !
2 ) f )t
(111a) A,—= noj‘u cos (nu) du6 Vi

E. Lommel®®) donne un développement analogue, ot J, remplace Jj.

66. Représentation d’une fonction de deux variables au moyen
des fonctions de Bessel. C. Neumann®0), en partant de la formule
relative aux fonctions sphériques [équations 32 et 33 du n° 19] et par
un passage & la limite (il fait croitre indéfiniment le rayon de la
sphere), représente ainsi une fonction de deux variables, au moyen des
fonctions ecylindriques:

S
(112) 2% F(e;, 9)=lim [ [ ododg F(o, )| [T, (aR)adq),
e .

237) Cela correspond au cas o1, pour le cylindre plein, on prend une racine
de I'équation a. Le systdme d’équations qu'il faut substituer aux deux équations
b et ¢ s'obtient sans peine.

238) Z. Math. Phys. 2 (1857), p. 137/65.

239) Besselsche Funkt.1?®), p. 73; E. Lommel donne & la proposition que
traduit ’égalité (111) le nom de ,théordme de Schldmileh®.

240) Uber die nach Kreis-, Kugel- und Cylinder-Funkt. fortschr, Entw.?7),
p. 18, 126; cf. H. E. Heine, Kugelf. V), (2 éd.) 1, p. 443.

Encyclop. des scienc, mathémat. II 5. 15
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226 A. Wangerin. 1I 28. Fonctions sphériques. A. Lambert.

B=Yo®+ 0, — 200 cos(p — ¢,);

Iintégration est étendue & ume aire plane ©. Dans le cas o F(g, @)
est continue & l'intérieur du domaine %, le second membre de (112)
tend vers une limite finie lorsque ¢ grandit; cette limite est zéro si
le point (g,, ;) est en dehors du domaine B, elle est la moyenne
arithmétique des valeurs que prend F(p, g) le long d'un petit cercle
entourant le point (o,, ®,) lorsque celui-ci se trouve & l'intérieur de .

L’égalité (112) donne la représentation d’une fonction f(p,) d'un
seul argument entre ¢, — O et g, = ¢ au moyen d’une intégrale double.
Cette représentation a été généralisée en faisant usage de la fonction J,
(n entier positif) au lieu de Jy*).

67. Quelques intégrales définies. Citons quelques exemples
d’intégrales définies o figurent des fonctions de Bessel.
R. Lipschitz*%) {rouve

+ oo
1 — ax
'l/a,’—w=6_/v J(bx)dx.

On doit & H. Weber®?) 1'égalité

+
[ren% =L @>o0).
[1]

H. Hankel®t) et N. J. Sonin®°) donnent des intégrales analogues.
C. Neumann?8) représente le carré d’une fonction de Bessel a
indice entier au moyen d’une intégrale définie

[T,(z) = > f Iy, (22 sin ©) da

et L. Schlifli**") y rattache l'expression du produit
I (%) (2)-

241) C. Newmann, Uber die nach Kreis-, Kugel- und Cylinder-Funkt. fortschr.
Entw.™), p. 187, Cf. W. F. Skeppard, Quart. J. pure appl. math. 23 (1888), p. 223.

242) J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 189.

243) Id. 69 (1868), p. 252.

244) Math. Ann. 8 (1875), p. 453.

245) Id. 16 (1880), p. 1.

246) Besselsche Funkt.1’?), p. 70.

247) Math, Ann. 38 (1871), p. 184, Cf. N. Nielsen, Ann. Ec. Norm. (3) 18
(1901), p. 39.
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68. Les fonctions de Bessel et les équations intégrales. 2917

Enfin on peut écrire®®) pour la fonction spbérique P~
+o

e=2°%0 J (z sin O)a" dzx.

1
P”(0030)=P—(n+—1)
0

En remplacant J, par la série semi-convergente (102), on met

Pr(cos ) sous une forme qui permet d’en obtenir une expression
approchée pour les grandes valeurs de .

68. ,Les fonctions de Bessel et les équations intégrales. Soit
¥(s)

une solution de I'équation intégrale homogene

(113) y(s) = 40 [ K(s, )y (t)dt,

o le noyau K(s, ¢) est une fonction symétrique en s et ¢, continue
dans le plan de s, ¢ et ot 1™ est racine dune certaine équation
transcendante ayant en général un nombre infini de racines.

Les fonctions @™ jouissent des propriétés suivantes

(114) S0 eesds=0 (2w,

(114a) STum(spds = 1.

Ces fonctions permettent de développer toute fonetion f(s) se
mettant sous la forme

(115) & = [ K(s, gt

en une série
) = 0, 99() + u(5) + c¥O(s) -+

absolument et uniformément convergente pour a <s<b; on a
5
on= [T ds.

248) O. Callandreau, Bull. sc. math. (2) 15 (1891), p. 121. La méme formule
est obtenue par E. W. Hobson [Proc. Lond. math. Soc. (1) 25 (1893/4), p. 49] qui
donne plus loin V’expression correspondante pour P (cos 6).

L. Gegenbauer [Monatsh. Math. Phys. 10 (1899), p. 189] a représenté le produit

2v—1
(sing) % CY(cos @)I* " ()
au moyen d’une intégrale.

15%
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228 A. Wangerin. 11 28. Fonctions sphériques. A. Lambert.

D. Hilbert™) a déterminé le noyau qui correspond & certaines
fonctions de Bessel. La fonction & développer étant divisée d’abord
par Vz, D. Hilbert établit que toute fonction continue et dérivable
deux fois dans lintervalle (0,1) et sannulant pour z =1 est déve-
loppable en série absolument et uniformément convergente suivant les
fonctions de Bessel: J,(z)/A™); les différentes valeurs ™ sont celles
des racines de I'équation J,(}/1) = 0.

D. Hilbert donne encore au moyen d'une équation intégrale une
définition nouvelle des fonctions sphériques fondamentales.

En se plagant toujours au point de vue des équations intégrales
A, Myller®°) a montré qu'on peut développer une fonction ayant ses
deux premiéres dérivées continues sous la forme

a,d, ; (A0z) + ;T s (A7) + -+ - - ,

ol » est une constante positive et ou les différents 1® sont les racines de

I'équation
J,yy (4) =0.

Il a montré également la possibilité de développements d’apreés
des fonctions de Bessel de méme argument et d'indices différents.*

69. Tables de fonctions de Bessel. F. W. Bessel ') a calculé des
tables des fonctions J; et J; pour des arguments variant de x =0 a
z=38,2. P.A. Hansen®?) les a étendues jusqu'a x = 10, L. Lommel %)
jusqua 2 =20. La table de E. Meissel®™*) est étendue & dounze déci-
males. La table de E. Lommel est publiée dans I'ouvrage de W. E.
Byerly®%); J. W. Strutt (lord Rayleigh) en donne un extrait ),

B. A. Smith®™7) a calculé des tables de Y et Y. J. W.Strutt (lord
Rayleigh) et W. E. Byerly fournissent également un tableau des racines
de J,(x) =0; W.E. DByerly donne les neuf premiéres racines pour
n=20,1,2 3,4 et b

249) Nachr. Ges. G6tt. 1904, math.-phys. p. 231, 241; A. Kneser, Math, Ann.
63 (1907), p. 517.

250) Buletinue Societa tii de gtiinte din Bucuresti 18 (1909), n* 5 et 6.

2561) Abh. Akad. Berlin 1824, éd. 1826. math. Klasse, p. 1/52.

252) Schriften der Sternwarte Seeberg, Gotha 1843; . B. Airy [London Edinb.
Dublin philos. mag. 18 (1841), p. 7] donne une petite table pour J, et (J,)

253) Besselsche Funkt.*"®), p. 127/385.

254) Abh. Akad. Berlin 1888, éd. 1889, Abh. nicht zur Akad. gehoriger
Gelehrten, Math. Abh. mém. n° 1, p. 1/28; reprod. dans 4. Gray et G. B. Mathews,
Treatise on Bessels functions17%),

255) Elementary treatise*7), p. 286/7.

256) The theory of sound, (17 éd.) 1, Londres 1877; 2, Londres 1878;
2° éd.) 1, Londres 1894; 2, Londres 1896.

257) Messenger math, (2) 26 (1896/7), p. 98.
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70. Fonctions du cylindre elliptique. 229

G. G. Stokes®8) donne les douze premitres racines de J, et J,
R. W. Willson et B. O. Peirce®™) les quarante premitres de J, et
E. Meissel®%) les cinquante premigres de .J;.

On trouvera des renseignements sur de plus récentes tables anglaises
dans les ,Reports of the British Association for Advancement of sciences®
de 1889, 1893, 1896 et 1907.

Fonctions des cylindres elliptique et parabelique.

70. Fonctions du eylindre elliptique. Ces fonctions interviennent
en physique mathématique dans les questions qui se rattachent au
cylindre elliptique ou & la plaque elliptique; elles sont aux fonctions
de Bessel ce que les fonctions de Lamé sont aux fonctions sphériques.
Les fonctions du cylindre elliptique satisfont & 1'équation différentielle

(117) LD 1 (12 cos 9 — B E(9) = 0

B est ici la racine d'une certaine équation transcendante. Les deux
intégrales particulitres de I'équation (117) prennent le nom de fonctions
de premiere et de seconde espeéce; la fonction de premiére espece est
finie & distance finie. L’une et l'autre, comme les fonetions de Lamsé,
se subdivisent en quatre classes.

H. E. Heine?*) a fait une étude complete de ces fonctions; il en
donne des développements procédant suivant les fonctions de Bessel
J et K, d’argument 41 cos .

F. Lindemann®2), qui donne & l'équation (117) une extension
analogue & celle que Ch. Hermite a donnée a I'équation de Lamé [n°47],
développe la fonction €(p) suivant les puissances de cos? .

E. Sdirchinger®®) a fait un exposé détaillé de la théorie des fone-
tions du cylindre elliptique ol il étend et améliore certains résultats
de H. E. Heine.

258) Trans. Cambr. philos. Soc. 9 part I (1849/50), éd. 1850, p. 181; Papers
2, Cambridge 1883, p. 855.

259) Bull. Amer. math. Sece. 3 (1896/7), p. 153.

260) Progr. Kiel 1890.

261) Kugelf.?), (2° éd.) 1, p. 401; 2, p. 202. Cf. Fr. Pockels, Uber die partielle
Differentialgleichung Aw - k%u = 0 und deren Aufireten in der mathematischen
Physik, Leipzig 1891, p. 186; il étend aux fonctions du cylindre elliptique le
théordme des oscillations [n°® 49].

262) Math. Ann. 22 (1883), p. 117. Relativement aux eéries qui se rappor-
tent & la fonction @, voir H. Bruns, Astron. Nachr. (Kiel) 106 (18838), col. 193/204;
107 (1884), col. 129/34, Pour d'autres fravaux d’ordre astronomique faisant inter-
venir €, voir F. Tisserand, Traité de mécanigue céleste 8, Paris 1894,

263) Progr. Chemnitz 1894.
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230 A. Wangerin. 11 28. Fonctions sphériques, 4. Lambert.

E. Hiintzschel®) adopte pour point de départ I'équation suivante
plus générale que (117)
‘R miw —mio\2
(118) a’z [hz (u ) — ,‘,s] 2

do® 2m1

et & c6té de cette équation transcendante il en considere une autre de
forme algébrique. Il discute la nature de l'intégrale de I'équation (118),
la fagon dont elle se comporte & l'infini, ses liens avec les fonctions
de Lamé, etec. Ces résultats pourtant seraient & compléter.

71. Fonctions du ecylindre parabolique. Les problemes se rat-
tachant au cylindre parabolique font appel & d’autres fonctions.

On obtient leur équation différentielle en faisant dans 1'équa-
tion (118) a =, m = 0.

K. Baer®*%) en a fait 'étude en donnant & I'équation différentielle
la forme

(119) it —e9s=0.

On trouve chez cet auteur, ainsi que chez E. Hdntzschel2), E.
T. Whittaker*"), G. N. Watson®®), les diverses représentations et les
principales propriétés de ces fonctions.

M. Bécher®®) donne un schéma de la multiplicité des points
singuliers pour les fonctions des cylindres elliptique et parabolique
ainsi que pour les fonctions du céne et du cylindre de révolution.

264) Progr. Duisburg 1886; Progr. stiidt. hoh. Biirgerschule, Berlin 1889;
voir aussi E. Hintzschel, Studien iiber die Reduktion der Potentialgleichung auf
gewohnliche Differentialgleichungen, Berlin 1893, p. 94,

265) Progr. Kiistrin 1883.

266) Z. Math. Phys. 33 (1888), p. 22.

267) Proc. London math. Soc. (1} 35 (1902/3), p. 417/27.

268) 1d. (2) 8 (1910), p. 393/421.

269) Potentialtheorie %), p. 193.
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11 28a. GENERALISATIONS DIVERSES DES
FONCTIONS SPHERIQUES.

Exposi par P. APPELIL (paris) ET A. LAMBERT (paris).

JLa théorie des fonctions sphériques a été généralisée & deux
points de vue différents.

Certains auteurs ont étudié des fonctions d’une variable analogues
aux polynomes X, de Legendre, soit en considérant des polynomes
définis par des dérivées d'ordre n, soit en formant des polynomes
dont la fonction génératrice se rapproche de celle des polynomes X,
goit en étudiant des fonetions définies par des équations différentielles
lin€aires du type hypergéométrique & une variable, du second ordre
ou d’ordre supérieur, soit enfin en appliquant la théorie des fonetions
orthogonales correspondant & une fonction génératrice donnée.

D’autres ont cherché & généraliser les polynomes X, et les fonctions
semblables d'une variable par des considérations analogues & celles
qui permettent de passer des fonetions @ d’'une variable aux fonctions @
de deux ou plusieurs variables, soit par la considération de potentiels
dans I'hyperespace, soit par la voie des dérivées partielles, soit par
celle des fonctions génératrices, soit par celle des fonctions hyper-
géométriques de deux variables, soit enfin par la théorie des fonctions
orthogonales de plusieurs variables.

On trouvera dans les deux paragraphes suivants l'indication som-
maire des travaux relatifs & ces deux points de vue.*

1. ,Fonctions d™ane variable. En généralisant l'expression de
X, par une dérivée dordre n, C. G. J. Jacobi*), dans un travail
posthume, a montré que pour % entier positif le polynome

F('— n, «+n, p, z),
ou pour abréger F,, est donné par 1'égalité

xl_},(l—w)y—a d: n—~ e+n—y7.
Fo=orm. grn=paz T A= ey

il en a fait connaitre une fonction génératrice.

1) ,Untersuchungen iiber die Differentialgleichung der hyper-geometrischen
Reihe [J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 149/75; Werke 6, Berlin 1891, p. 184/202].*
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232 P.Appelliet A Lambert. 11 28 a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.
L'intégrale
1
I, . =‘[F,,_an7— 'A—az)-vdx
0

est nulle quand les entiers m et »n sont différents; elle a une valeur
positive donnée par C.G.J.Jacobi pour m=mn. G.Humbert?) a étudié ces
mémes polynomes.

Dans une Note sur les polynomes de Jacobl, T. J. Stieltjes®) étudie
le polynome

X=F(—n,n+a+p—1, ¢ x);

il forme la suite de Sturm correspondante; il arrive & des fonctions
indiquées par J. J. Sylvester, contenant symétriquement les racines
Xy, Tgy o ooy &, de X =0:

S =z (e —ag) (x—2) ...
2 — @) (2 — @) (@ — @) (=) ...
Il donne le discriminant D de I'équation X = 0 sous la forme
r=n Fletr—17"Y@4r—1y"1
p=]] (u+6+7)»+rﬁ— gytr=t
Lorsque « > 0, 8 > 0, I'expression
G ) [A—8)A—8) ... A5 [ [ G—8&)

(ry8)

(on r,8=1,2,..,n, r25)
devient maximée quand on fait
b= &= .., E,=7,.

Les formules relatives aux intégrales I, , donnent les coefficients
du développement d’une fonction en série de polynomes F; G. Dar-
bouz*) a montré que toute fonction continue, univoque et finie & l'in-
térieur d'une ellipse admettait un tel développement et il a été conduit
a associer aux fonctions F,(x), comme cela arrive pour les fonctions X,
une fonction de seconde espéce @, (y) déduite du développement de

1 T, (@) 9. ()
z—Yy =2 Jn——— ’

J, étant une constante convenablement déterminée; @, a la valeur

2) ,Bull. Soc. math, France 8 (1879/80), p. 112.*

8) ,C. R. Acad. sc. Paris. 100 (1885), p. 620/2.*

4) ,Approximation des fonctions de trés grands nombres [J. math. pures
appl. (8) 4 (1878), p. 5/66, 377/416].*
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remarquable
1
Qo=F(7’: Liet1, ?)

P. L. Cebysév®), dans ses travaux ,sur les fonctions qui different
le moins possible de zéro®, introduit les polynomes de Jacobi en prenant
comme fonetion génératrice

(A4+s+y1i—2szF2)'(1 —s+Y1—2saFa2)*
Y1 —2sx 4 x* ’
11 applique ces fonctions & la détermination du polynome
Fay=a*+ 42" 1.+ 4, 2+ 4,
qui, variant toujours dans le méme sens quand x varie de —1 &
+ 1, differe, entre ces limites, aussi peu que possible®) de zéro.
P. Appell™) a fait le calcul des coefficients pour le développement
de la fonction de C.F. Gauss
F(e, B, y, ©),
en série de polynomes de Jacobi
X,=F(+p+m, —m,y, )
ol m est entier positif, en utilisant une formule générale®) qui exprime
au moyen des intégrales eulériennes Uintégrale définie

1
I=[ar-1(1—2)+6=1F(a, B, p, &) Flat n, f—n, 7, )de,
0

ol # est une constante quelconque non nécessairement entiére. Il ob-

tient la formule

+
F(o, B, y,2)= I'z+p) (— 1)m “_ﬂﬁ?’__(““‘ﬁ)(“‘!-ﬂ-}—1)...(0:—{—(3—}—”1—1)_Xm.
o

DI < (a+m)(p+m) m!
Dans cet ordre d’idées, posant
Fm=F<a+M, —m, b: x)y
oll m n'est plus entier, P. Appell®) calcule l'intégrale
1

1y w=J2"" (1 —2)*~°F,F,dadb
0

m,m mom

_ 1 I :(b) 1 r
— (m—m)a+m4m) sin(b—a)w T(—m ) [(—m)(a+m)(a+m") ly (m) —o(m)]

5) ,Zapiski Akad. nauk 22 I (1878), Prilozenie (supplément), mém, n° 1,
p. 1/32 [1872]; J. math. pures appl. (2) 19 (1874), p.319; (Euvres, publ. par 4. 4.
Markov et N. J. Sonin 2, S* Pétersbourg 1907, p. 189/215.*

6) ,J. Bertrand, Traité de calcul différentiel et de calcul intégral 1, Paris
1864, p. 512/21.*

7) .C. R. Acad. se. Paris 89 (1879), p. 31.*

8) P. Appell, C. R. Acad. sc. Paris 87 (1878), p. 874.*

9) ,C. R. Acad. sc. Paris 89 (1879), p. 31/3.¥
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234 P Appellet A. Lambert. 1128 a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.
ol
N(—myI'a+m)
p(m) = FOLmId —a—m b>0,1>b—a>0.

Cette intégrale est nulle quand m et m' sont deux racines distinctes
de I'équation transcendante

(p(m) =k
ou %k est une constante. Quand m = m’ elle prend une valeur que
Ion calcule aisément.

Ces résultats ont été rattachés par Vera Myller-Lebedev®) a la
théorie des équations intégrales d’od l'on déduit le développement
d’une fonction arbitraire en série de fonctions F,. Une extension de la
formule donnant l'intégrale I a été indiquée par O. Callandreau™).

N. Krylov'?) formant a priori un développement de convergence
uniforme et absolue montre qu’il peut s'identifier & des développements
procédant suivant les polynomes hypergéométriques et précise les con-
ditions dans lesquelles une fonction admet un tel développement.

G. Darboux*) a donné pour les grandes valeurs de m une formule
d’approximation du polynome F,, de Jacobi.

I1 trouve, lorsque z est compris entre zéro et un, les expressions
approchées n'ayant pas lien pourtant dans le voisinage de zéro et de un,

1_ 1y —a—-1
X, ~ % m* 7 (sing)* " (cosp)” "’cos[(?m-l—cx) (p—%(?;l— 1)] + m—f:—_; ’
ol p, est fini, z étant égal & sin®¢.
Siz est imaginaire ou non compris entre zéro et un on a en posant

E=1—2z+Vur®—uz
une expression de la forme
X,~p@nt e+ ),
@ (&) étant indépendant de %, et & de l'ordre de %

Dans une note sur le développement de (zii

tinue, E. N. Laguerre'®) écrit cette fraction sous la forme

74 (k)

n

w 0
) en fraction con-

@, et f, étant des polynomes de degrés » en z, et la notation <m—2,‘1+—1)

10) Math, Ann. 70 (1911), p. 87/93; C. R. Acad. sc. Paris 149 (1909), p. 561.*
11) ,C. R. Acad. sc. Paris 89 (1879), p. 90.*

12) ,Id. 150 (1910), p. 316.*

13) ,Bull. Soc. math, France 8 (1879/80), p. 36; (Euvres 1, Paris 1898, p. 344.*
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1. Fonctions d’une variable. 235

indiquant une série procédant suivant les puissances décroissantes

1
de z en commengant par le terme en 7.5+ On a

9,(2) = (— 1*f.(— 2),

1 (x4 1\w 4 o —
fue) = 5 (0 T) gl + Do — 1)
expression qui se raméne & un polynome de Jacobi, et qui, pour =0,

se réduit, 3 un facteur constant prés, au polynome X, de Legendre.
La fonction f, se rattache d'ailleurs au polynome X, par la formule

et

fo=TOEA=D (0 L 1)o (o spe-1 X, (s
—1

ot on suppose @ > 0, formule qui permet de calculer les coefficients
du développement de (x — 2)*—! en série’*) de polynomes X (2). On
a enfin, d’aprés E. N. Laguerre,

'n+1
71 (— 1) gntly arti w+n+1
s\ = © 4 1 +
M72) = G at oG avar am e Y
égalité qui pour @ = O donne une formule relative aux polynomes X,.
Ch. Hermite'®) a étudié les polynomes

P
U,(2) =" 5m(e7™),

qui possédent la propriété que lintégrale
+ e
f e U, U,dx

est nulle pour m distinct de =; elle vaub
2.4.6....20)=,
pour m = n. ‘

A. A. Markov'®) a étudié les racines de Péquation U, =0 qui
sont toutes réelles. Les polynomes U, peuvent étre regardés comme
limites de certains polynomes de Jacobi. Faisant, en effet, dans le

14) ,E. N. Laguerre, Bull. Soc. math. France 8 (1879/80), p. 86; (Buvres 1,
Paris 1898, p. 344; G. Bauer, Von den Coefficienten der Reihen von Kugelfunk-
tionen einer Variabeln [J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 101]*

15) ,Sur un nouveau développement en série des fonctions [C. R. Acad. sc.
Paris 58 (1864), p.93/7, 266/73; (Muvres, publ. par K. Picard 2, Paris 1908, p. 293].*

16) ,Sur les racines de I'équation

" e
do™
[Bull. Acad. sc. Pétersh. (5) 9 (1898), p. 435/46].*
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236 P.Appellet A. Lambert. I1 28a. Généralisations diverses des fonctions sphériques

polynome F, de Jacobi

L_y 1—2z =i - * -

2Vy 2 21y

et multipliant le polynome obtenu par un facteur constant conve-
nablement choisi, on voit quil se réduit au polynome dHermite

U,(2) pour y = oo.

1
o =2y, z=—5+

Le polynome d’Hermite dans lequel on remplace z par -,

2
oz
Vn(x) = Un (_— ?) ’
posseéde cette propriété que son carré symbolique

V. [V.(®)]
obtenu en remplagant dans ¥V, (z) chaque puissance z* par le polynome
V,(x) est égal a'")

o'y i_)-
"(Vz
On a

av,

iz =nV,_y;

cette propriété fait rentrer les polynomes V, dans la classe de poly-
nomes étudiés par P. Appell. Les développements en séries procédant
suivant ces polynomes ont fait 'objet d’'un mémoire de G. H. Halphen'®);
ces mémes polynomes d'Hermite ont été rencontrés par E. N. Laguerre'®)
dans un article relatif & l'intégrale

‘/z"tf%z””dz.
Dans Vétude de l'intégrale
-'l-ec
j * _dw
X

E. N. Laguerre™) a de méme développé les propriétés du polynome
dn
[(@) = e* g e)

qui peut également &étre considéré comme limite du polynome F, de
Jacobi. Ces divers polynomes de Jacobi, Hermite, Laguerre vérifient

17) ,P. Appell, Sur ure classe de polynomes [Ann, Ee. Norm. (2) 9 (1880),
p. 119/44].*

18) ,C. R. Acad. sc. Paris 93 (1881), p. 781, 833; Bull. sc. math. (2) 5 (1881),
p. 462.*

19) ,Bull.Soe. math. France 7 (1878/9), p. 12[1878]; (Buvres 1, Paris 1808, p.415.*

20) ,Bull. Soc, math, France 7 (1878/9), p. 72; (Buvres 1, Paris 1898, p. 428.*
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1. Fonctions d’une variable. 237

une équation différentielle du second ordre qui est, soit I'dquation
méme de la série hypergdométrique, soit une équation qui s’en déduit
comme cas limite.

O. Blumenthal®) donne une généralisation des polynomes de
E. N. Laguerre, par lintroduction de deux paramétres.

Vera Muyller- Lebedev®) a considéré les polynomes d’Hermite
sous le point de vue des équations intégrales et déterminé ainsi les
conditions de développement d'une fonction en série de la forme

2a.e 2 U ().
)

Elle considere, sous le méme point de vue, les polynomes de
E. N. Laguerre®),

H. Galbrun®) a établi que toute fonction de la variable réelle z,
continue dans un intervalle (4, b), avec un nombre fini de maximés
et de minimés, pent &tre représentée dans cet intervalle par une série
de polynomes U, de Ch. Hermite.

Comme on I'a vu au n° 35 de l'article précédent, une générali-
sation naturelle des polynomes de Legendre est fournie par les poly-
nomes C)(z) formant les coefficients de o* dans le développement

n=4%

(A —2az+a?)" = D'a"C(a),
n=0

et par ceux qui résultent du développement de
log, (1 —2ax + of).
Les principaux travaux pour I'étude des fonctions C)(z) sont
dans L. Gegenbauer®) qui a déja été partiellement cité.
On a indiqué au n° 45 les principales propriétés de ces fonctions.
On peut développer une fonction f(x) en série de polynomes

n=+o

f(2) = D14,C;(=),

ou la série est convergente dans une ellipse ayant pour foyers les
points d’affixes — 1, 4- 1%),

21) ,Diss. Gottingue 1898.*

22) ,Die Theorie der Integralgleichungen in Anwendung auf einige Reihen-
entwickelungen [Math. Ann 64 (1907), p. 388].*

28) ,Bull. Soc. math. France 41 (1913), p. 24/47.*

24) ,Denkschr. Akad. Wien (math.) 48 (1884), p. 292/302; Sitzgsb. Akad.
Wien 7T01I (1874), p. 6, 433/48; 76 IT (1877), p. 8916, 901; 97 11 (1888), p. 259/316;
1021I* (1893), p. 942; Rend. Cire. mat. Palermo 12 (1898), p. 22; 13 (1899), p. 92.*

25) ,Sitzgsb. Akad. Wien 701l (1874), p. 433/43.*
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238 P.Appellet A. Lambert. I1 28 a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.

Ce polynome C,(x) s'exprime & I'aide de la fonction de Gauss?®)
par la formule

v _ I'n-}-2v) 2y +1 1—uax\
C”(x)—mm2~;7f'(—n,n+2v, —2 7 g ),
il se présente®”) comme le numérateur de la réduite de rang » du
développement en fraction continue de 2z—*F(1, %, »+1, 272); il ad-
met un théoréme d'addition donnant

C (z2, —Va2—1 Va2—1 cosp)

N

par une formule analogue & celle qu'on a trouvée pour le polynome
de Legendre?®).

La démonstration est rattachée & celle qui a été donnée pour les
polynomes de Legendre par G. Plarr?®).

A la suite d’une note de G. Morera®®) sur les polynomes de Le-
gendre, L. Gegenbauer®) a.indiqué l'extension suivante aux fonctions
C)(x) des formules données par G. Morera:

zCr —Cr— 20 =0,

n—2

v+1 v+1__nt 27 oy
Oﬂ —xon—l = T 9y Cn ’

w0 =n—1+2)2C_, —2v(1—2%)C ")

L. Gegenbauer a de méme généralisé un théordme donné par
P, Paci®?) pour les polynomes de Legendre en établissant la formule %)

T
IfC;(comp cosy +sin g siny cos g)f(cos g)sin® ~1ysin®+#p dydp = 0.

00
Ces mémes polynomes C, ont été étudiés par A. Tonelli®).
F. Tisserand®) a étudié le polynome PW(p, 2), de degré N en 2,
formant le coefficient de 6% dans le développement de
1—p

1—20z+6% 2

26) ,Cf. H. E. Heine, Kugelfunctionen, (17 éd.) Berlin 1861, p. 169; (2¢ éd.) 1,
p. 298.*

27) ,Sitzgsb. Akad. Wien 7511 (1877), p. 891/6, 901.*

28) ,Id. 1021I= (1893), p. 942.*

29) ,Trans. R. Soc. Edinb. 36 (1892), p. 19/43.*

30) ,Rend. Circ. mat. Palermo 11 (1897), p. 176/80.*

31) Id. 12 (1898), p. 22.*

82) (Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 711 (1898), p. 131/8.*

33) ,Rend. Circ. mat. Palermo 13 (1899), p. 92.*

34) ,Nachr. Ges Gott. 1875, p. 527.*

35) ,C. R. Acad. sc. Paris 97 (1883), p. 815, 880.*
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1. Fonctions d'une variable. 239

suivant les puissances positives de @; ces polynomes ont aussi fait
Uobjet des recherches de Jean Escary®) et de H. Frombeck®).

R. Most®) calcule les coefficients du développement en séries de
fonctions C) d’une fonction y vérifiant une équation de la forme

a(x®— 1) Tt + ﬂx Sty = 0.

P. Appell®®) a envisagé les polynomes
ar
7o (1 — 2]

qui vérifient une équation différentielle linéaire du troisime ordre, rat-
tachée & la série hypergéométrique du troisieme ordre de Th. Clausen*®).

0. Blumenthal*'), aprés avoir étudié dans des cas généraux l'inté-
gration asymptotique des équations différentielles linéaires, fait une
application étendue de ces résultats aux équations différentielles des
fonctions sphériques. Il emploie une méthode de passage par le do-
maine complexe qui parait nouvelle et gui fournit nn moyen simple
et efficace pour étudier la variation des fonctions sphériques dans les
intervalles de leurs zéros. Il évalue, en particulier, erreur commise
quand on remplace une fonetion sphérique par sa valeur asymptotique
et il donne une application précise & la fonction P.

B. Hawnsted*?) cherche les polynomes P, et @, intégrales parti-
culieres de 1'équation

(z—a)(@—b)y"+ 22+ (a—b)y]—n(n+ 1)y =0
et oJ. Deruyts*®) étudie les polynomes définis par

-2 z\l-9 4" z\n+p—1 n+g—1
T (o (e
cette équation se rameéne a celle de la série hypergéométrique et ces
polynomes aux polynomes de Jacobi par un changement linéaire de

variable.

36) ,J. math. pures appl. (8) 5 (1879), p. 47/68.*

37) ,Sitzgsh. Akad. Wien 7011 (1874), p. 67.*

38) ,J. reine angew. Math. 70 (1869), p. 163.*

39) ,Archiv Math. Phys. (3) 1 (1901), p. 71.*

40) ,J. reine angew. Math. 8 (1828), p. 89.*

41) ,Uber asymptotische Integration linearer Differentialgleichungen mit An-
wendung einer asymptotischen Theorie der Kugelfunktionen [Archiv Math. Phys.
(3) 19 (1912), p. 136/74].*

42) ,Jornal sciencias math. astron. (Coimbre) 4 (1882), p. 53/61.*

43) ,Mém. Soc. sc. Liége (2) 14 (1888), mém. n° 2, p. 3/15 [1888].*
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240 P.Appellet A. Lambert. 11 28a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.

Enfin rappelons que S. Pencherle**) a étudié les fonctions naissant
du développement de

1
Vit — 3tz 4 x*

F. Didon*®) considere des polynomes & une variable dépendant
de deux indices, tels que

1
JU,, 7, dz=0 (e
1]

I1 montre que ces polynomes vérifient des équations différentielles du
type suivant: la premidre, du troisi®me ordre, est satisfaite par deux
polynomes; la seconde, du guatritme ordre, par trois polynomes, et
ainsi de suite. Il ajoute que ces équations sont des cas particuliers
d’équations plus générales données par Ch. Hermite*S).

En étudiant Dlexpression de la forece qui s'exerce entre deux
spheres électrisées, ou entre une sphere et un plan, A. Guillet et
M. Aubert ont rencontré des suites de polynomes qui se rattachent
aux fonctions sphériques. D’abord, dans le cas sphére et plan, ils in-
troduisent®”) les polynomes U,(u) ayant pour fonction génératrice

1
1—2uz 4 287

dans le cas de deux sphéres?®), apparaissent des familles de poly-
nomes qui sont exprimables 3 l'aide des mémes polynomes U,(u) et
que les auteurs proposent d’appeler fonctions électro-sphériques. L’'inté-
rét mathématique que présentent ces recherches est que 'on y rencontre
des développements procédant suivant les inverses des fonctions sphé-
riques et des dérivées de ces inverses®®). Ainsi, dans le cas sphere-
plan, l'expression de la force dépend de la série

p 5,

71u1+du2+"'+_&a:_ ..... X

2. Fonctions de Laplace de m variables. Fonctions harmoni-
ques géndralisées. Comme il a déja été indiqué au n” 36 de l'article
1128, une premiere sorte de généralisation consiste & étudier les fone-
tions qui naissent de la considération de I'attraction, du potentiel et

44) ,Memorie Ist. Bologna (5) 1 (1889/90), p. 837.*

45) ,Ann. Ec. Norm. (1) 6 (1869), p. 111.*

46) ,Cours (autographié) professé & I'Ecole polytechnique en 1868 (2¢ année),
p. 19.*

47) ,A. Gudllet et M. Aubert, C. R. Acad. sc. Paris 155 (1912), p. 189, 204.*

48) 1. 155 (1912), p. 708, 820; 157 (1913), p. 867/70,%

49) P. Appell, C. R. Acad. sc. Paris 157 (1918), p. 8/7*
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2. Fonctions de Laplace de n variables. 241

des fonctions harmoniques dans Vespace euclidien & 7% 4 1 dimensions.
On arrive ainsi & des fouctions sphériques de »n variables.

Déja en 1835, dans un mémoire ,On the determination of the
attraction of ellipsoids of variable densities”, G. Green™) considere
des fonctions se rattachant au développement de

lﬁ__l_ P ———— b
Vo, — 2, 4 (@ — 2)0 + @ — @)+t
ol u est une variable auxiliaire, et il indique que ces fonctions com-
prennent comme cas particuliers les fonctions sphériques.
D'une fagon générale, il considere des intégrales d’ordre s de la

forme
¢dx,dx, -+ dz,
V=f ) 42, _
(@, —2 ) (2, — x)? 4 u'] ?

et il montre que ¥ vérifie 1'éguation

otV o0V oV s
E e N P T

n—sov
“ ou

= 0.

Il étudie ensuite des fonctions analogues aux fonctions sphériques.

Le point de vue de G. Grreen a 6té développé par M. J. M. Hill®?).
En partant de I'équation

o*U , 0*U o*U
AU=W+W+'..+W=O’

M. J. M. Hill prend des eoordonnées polaires r, 6, 8,, ..., §;_,; il trans-
forme V’équation AU =0 dans ce systéme de coordonnées, puis il
cherche une solution de la forme

P(sin 070, ... (sin0, )"0, ... (sinb,_)" 20, , {0 p, 30,1

ot @, dépend uniquement de &, et ol la suite

P1s Pgs - -+ Py

est formée d’entiers non croissants.

A. Cayley®) dans un article ,sur les fonctions de Laplace étend
a4 un nombre quelconque de variables lu théorie des fonctions de La-
place en se fondant sur le théoréme suivant:

Les coefficients
r ’
Lm, .., U,m, ...

50) ,Trans. Cambr. philos. Soc. 5 (1832/4), éd. 1835, p. 395/429; Papers, publ.
pvar N. M. Ferrers, Londres 1871, p. 187/222.*
51) ,Trans. Cambr. philos. Soc. 13 (1879/82), &éd. 1883, p. 278.*
52) ,J. math. pures appl. (1) 18 (1848), p. 295/80; Papers 1, Cambridge
1889, p. 397/401.*
Encyclop. dés scienc. mathémat. II 5. 16
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242 P.Appell et A.Lambert. 1128a. Généralisations diverses des fouctions sphériques.
étant assujettis aux conditions

B4+m4+.--=0,

24+ m?4+.-.=0
et les limites de lintégration étant données par

$2+?/2+"'=1:
on aura, pour toutes les valeurs entitres et positives de s et §,

I,=fGetmy+--y@atmy+-Ydody - =0
tant que s est différent de &, et
ln
- o, 72" D(s + 1)
Iss'— (ZZ + mm +°") W—l——s+1)

pour 8 =s, n dénotant le nombre des variables.

A Taide d’un caleul symbolique de dérivations, il déduit de la ce
nouvean théoreme:

V, et W, étant les fonctions entitres et homogenes, de degrés s
et s, les plus générales qui satisfassent & I'équation
o*u | o*u
ors) + 3)@/-’ +...=0 ,
on aura dans les mémes limites d’intégration
[(V.W,dzdy-- =0
tant que s differe de s’. Soient

1) d 1 s —Lag1
o o Y

4:1:%”

M,= TGn—1(n+2sm+2s—1)’
on a
fow,azay-- =MW,
W, étant ce que devient W, quand on y remplace x,y, ... par
a,b,....

Dans un mémoire ,on potentials”, A. Cayley®®) considére des inté-
grales multiples de la forme

ed®
b
f[(a—w)ur---+<c—z>2+(e—w)=ﬁ’“
od le nombre des variables z, ..., 2, w est s + 1 ainsi que le nombre

des parametres a, ..., c, e; o et d@ dépendent uniquement des variables
Ly oy 8, W

53) ,Philos. Trans. London 16511 (1876), p. 675/774; Papers 9, Cambridge
1896, p. 318/423.*
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Une intégrale de cette forme, étendue & une multiplicité quel-
conque, est prépotentielle quand g est quelconque; elle est potentielle
quand ¢ = — 1.

En considérant =z, ..., z, w comme les coordonnées d’un point
dans Pespace & s + 1 dimensions, il étudie trois cas prineipaux A, C,
D et un quatritme intermédiaire B.

Cas A. Prdpotentiel plan; q étant quelconque, on suppose w = 0,
Vintégrale étant

f odzx dz
[@—@) 4+ E—a*+ e !

Cas B. Potentiel plan. Cas particulier ¢ = — 1.
Cas C. Potentiel de surface courbe; q = — %.
Cas D. Potentiel de volume; q = — %.

Dans le cas A le prépotentiel vérifie I'équation

e

ds a |, d* | eq41d
(Gas + Faat gt T ) V=0

indiquée par G. Green®),' équation qui pour g = — 4 (cas B) devient
Péquation de Laplace généralisée.

G. Green integre 'équation du prépotentiel par des fonctions qui
sont analogues aux fonctions de Laplace et que A. Cayley propose
d’appeler ,greenians®. A. Cayley étudie ces fonctions.

Dans un ordre d’idées analogues, C. Neumann>®) étend le théoréme
de Green aux fonctions de 7 -4 1 variables

Loy Lyy - = o5 Ty

vérifiant I'équation
»*U | 2*U _
AU=W+aTI,+"'+55nE—O)
a4 laquelle satisfait en particulier la fonction

T— !

n—1

(@, — a)* + (@ — a,)*+ -+ + (w, — )] 2
Posons
xi=9(pi(9717 Pas o> (p”)=gd§£ (i=07 17 2)"': n)r
avec
@oz—l— le-{— R ¢"2= 1.

Soit F une fonction de @,, @g, ..., ¢, (et non de o); formons le

54) ,Trans. Cambr. philos. Soc. 5 (1832/4), éd. 1835, p. 395/429; Papers, publ.
par N. M. Ferrers, Londres 1871, p. 187/222.*
55) ,Z. Math. Phys. 12 (1867), p. 97.*

16*
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produit
QP . E

oll p est un nombre quelconque donné, positif ou négatif, entier ou
fractionnaire. Une fonetion F vérifiant 'équation

Al ) =0

est dite fonction ultrasphérique (Ultrakugelfunction) d’ordre p. Si, par
analogie, on pose

a;=rD;(a;, tyy - ey &), (:1=0,1,2,...,n)

la fonction 7' peut &tre développée sous les deux formes

T T:_II:@<0)+ e @(1)_}.7?_:@(2)4. .. .],
T=9ﬂ1_1 [@<ﬂ)+ %@(1)4_ :_:@(2)4_ .. .],

ot les coefficients @ sont les mémes dans les deux développements.
Le coefficient

O = @O (P, Pgy -y Ppy Cyy Uy eeny 0y)
est une fonction ultrasphérique d’ordre p aussi bien par rapport aux
@ qu'anx o.
Si
@y, @3-+ Pu)s G(P1s P25 -+ Pa)

sont deux fonctions ultrasphériques d’ordres différents, 'intégrale n-uple

JF-6.D-igdy,... de,
étendue au domaine limite o — 1 est nulle, D désignant le déterminant
fonctionnel des z; par rapport & 9, @y, @z, .« ., @,-
Soit F (@4, @z - - -, @,) une fonction d’ordre entier p, positif ou
nul, finie ainsi que ses dérivées partielles par rapport & %, %, . . ., x,.
Sur I'hypersphére ¢ =1, on a

/AF' @(P)(‘Pl: Pay -evr Py &y, &y, “"“n) -D-dodep, ':"d‘Pn

f—1
- #mNF(“U Ggy +n -y 00,):]

N est une constante dépendant uniquement de » et qui a pour
valeur

n

. . 2(2x) 2
pour n pair N = 1835 (n+1)

nt+1

ary
pour n impair N — E-—%m‘
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2. Fonctions de Laplace de » variables. 245

F. G. Mehler®) en citant le mémoire de A. Cayley®) indique que
les résultats de ce mémoire ont été établis par une tout autre voie
par H. E. Heine®®). 1l part de I'équation
v
PEC

0

o0V otV
dastpmato

dans l'espace & % + 1 dimensions; il prend des coordonnées polaires
7y @1y Pgy - - -» Pp- 1l forme ensuite I'équation

s=n

m(m+n—1)X, + Z Ein—"l-"f% ai%(sin"" (p,%") =03

s=1
toute solution Z, de cette équation, fonetion entidre d’ordre m de
o8 ¢, , Sin @, COS @3, - . ., est une fonction de Laplace d’ordre n. Une
fonction de @, @y, - .-, @, peut, sous des conditions indiquées, étre
représentée par une série de la forme Z,+ Z, + Zy+ - --. G. Mehler
indiqgue que lorsque le nombre des variables devient infini, la fonction
4 développer ne dépendant que d’'un nombre fini de variables déter-
minées, ces résultats rentrent dans ceux que Ch. Hermite®®) a donnés
sur les polynomes résultant de la dérivation d’exponentielles dont lex-
posant est une forme quadratique des variables.

M. Bécher®) expose la généralisation de I'équation de Lamé, d’aprés
F. Klein, 'application aux problémes fondamentaux de la théorie du
potentiel dans des espaces limités par des cyclides homofocales, et
Pextension des résultats & l'espace & n dimensions.

Dans toutes les recherches précédentes les fonctions considérées
vérifient des équations aux dérivées partielles du second ordre, prin-
cipalement I'équation de Laplace généralisée et celles qui s'en déduisent
par des particularisations. Mais on peut aussi chercher la générali-
sation des fonctions sphériques en augmentant l'ordre des équations
différentielles. V. Giulofto®") considere des fonctions harmoniques d’ordre
supérieur de trois variables z, ¥, 2. Une fonction harmonique du
premier ordre vérifie I’équation

0*F | 0*F o r
BaF =Gt gy t 5 =0

56) ,J. reine angew. Math. 66 (1866), p. 161.*

57) ,Philos. Trans. London 165 (1875), p. 675/174; Papers 9, Cambridge 1896,
p- 318/423.%

58) ,J. reine angew. Math. 62 (1863), p. 110/41.*

59) ,C. R. Acad. sc. Paris 58 (1864), p. 98/100, 266/78; (Euvres, publ. par
E. Picard 2, Paris 1908, p. 293.* .

60) ,Uber die Reihenentwickelungen derPotentialtheorie, Leipzig1894,p.113.*

61) ,Rend. Circ. mat. Palermo 17 (1903), p. 1/43.*
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246 P.Appellet A.Lambert. 1128a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.

Une fonction sera harmonique du second ordre si elle vérifie
Yéquation
AN F]1=0 ou AZF=0.
En général une fonction harmonique d’ordre g vérifie une équation
qui s’éerit symboliquement
AlF =0,
Popération A, étant répétée g fois.
V. Giulotto détermine d’abord les polynomes homogenes f,(, y, 2)
de degré n vérifiant 1'équation
Alf,=0,
et il donne leur nombre. Il montre que
F = p-@n+3-39f
ot
r=Vzl+ ¢y’ + 2,
est une autre fonction ¢ harmonique et homogeéne. Il en est de méme
des dérivées partielles de F. On voit, par ce procédé, que
— M,;zn+s—sq (e+B+p=n)
KPP Py ’ =
est une fonction g harmonique. Quand on tient compte de la relation
24yt A—-1=0,
les fonctions f,(#, ¥, #) considérées deviennent des fonctions sphériques
d’ordre n et d'indice q.
En particulier, en faisant
0w=mn, ﬁ=0,7’=0’
et posant
yz + 22— 12’
on a la fonction A
q -3
xt 1 2@y
LY ox"
d’olt on doit éliminer 1 a l'aide de la relation
22+ A= 1.
2¢=3
En changeant, dans (24 4%) ? , x en x — «, on a
2¢-8 2¢-3
A+2—2ax+0) 2 =(1—2azx+a?) ?
et, en développant suivant les puissances de «, le coefficient de «®
gera précisément le polynome X7
Parmi les nombreuses formules données par V. Giulotto signalons
1°) l'extension & X2 de lexpression du polynome X! de Le-
gendre sous forme d’intégrale définie,
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3. Polynomes d’Hermite et analogues. 247

2°) les formules qui donnent les intégrales
+1 =0 pour n —m > 2q — 2
meX,,dx _ 2(83—29)---(2m+1—29
-1 2g—1)2g+1)--- 29 +2m—
3°) celle qui donne la fonction @ de seconde espice analogue a
celle de C. Neumann.*

1)pou11'n—m—2q—2

3. ,Polynomes d’Hermite et analogues. Polynomes d’ Hermite.
Se proposant d’étendre 4 des fonctions de deux variables la définition
et les propriétés des polynomes X, Ch. Hermite5?) g'est ocecupé d’étudier,
pour le cas de deux variables, les formules analogues &
(1) (1 — 20z + a9 F = DarX,

()

2 1— 2az 4 a¥) 1= sin [(n 4 1) arc cos ]
@  ( Y e S
Pour cela, il considére deux groupes de deux développements obtenus
en partant d’une forme quadratique de deux variables et de la forme
adjointe. Le premier groupe, analogue & (1), est

(1 — 20z — 2by + @+ 431 = Dlanp ¥, ,
(I) (my )
[(1 — az — by + (@ + B) (1 — a'— )] = a1, ;

(myn)
le deuxiéme, analogue a (2), est

(1 — 20z — 2by + a* + % 1= Dlampro,

an 1 -
(1 _xz_yz)"z[(l —az—by)*+(a?+b%) (1 _x2_y2)]—1=2ambn0

(m, »)

Nous donnerons ici des détails surtout sur le groupe I. D’abord
I'analogie des polynomes U, , avec les polynomes de Legendre résulte
de ce que ces polynomes peuvent s’écrire

- 1 a"u-—n(mz _|_ yz o 1)m+n
Dm,'n= 2m+ﬂm1n! axmayn

et quils apparaissent comme coefficients de a™b* dans le développe-

ment en série de
1

Vi—az—byy @00 —a—y)
de méme que les polynomes X, de Legendre apparaissent comme
coefficients de a* dans le développement de
1
Vai—amrtar(d— 29
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248 P.Appell et A.Lambert. 1128a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.

Pour obtenir ces coefficients sous forme de dérivées, Ch. Hermite donne
une forme particulitre de la série de Lagrange étendue & plusieurs
variables.

Ces polynomes présentent les propriétés essentielles suivantes:

I'intégrale double
I, = ‘[ f U,,dzdy

étendue au cercle (C)
1—2—y>0

est nulle quand les deux polynomes sont de degrés différents; elle a
une valeur connue quand

mi+n=py-4 v
Ch. Hermite®®) a montré que les courbes ayant pour équation
U,.=0

sont, abstraction faite des branches qui peuvent &étre confondues avec
I'un ou l'autre des axes, situées entiérement dans le cercle (O).

La propriété indiquée comme probable®} que tout rayon vecteur
issu de lorigine coupe la courbe en m + % points réels, et vérifiée
pour m + »n < 4, a fait I'objet des recherches de W. Tramm®) et a
été démontrée par Ch. Willigens®).

Ces polynomes d’Hermite vérifient deux équations différentielles
simultanées aux dérivées partielles”)

(1~ xﬂ)o uer

xyaway +(m+n)(m+]) U=0

R 2>y <n+1>x S (mtm) (n+ 1) U0

analogues 4 l'équation du polynome Xx,.
Ils se déduisent du polynome de Legendre par la formule®)

cos™ o sin” o U, (2, 9)

(m+n=H) . v xcos o -+ yein«
=[1l—(zsinae — yecosa)’]* Xy [h__ —]
; V1 — (zsin « — y cos a)*

62) ,C. R. Acad. sc. Paris 60 (1865), p. 870, 432, 461, 512; J. reine angew.
Math. 64 (1865), p. 294; Ann. Ee. Norm. (1) 2 (1865), p. 49; (Euvres, publ. par
E. Picard 2, Paris 1908, p. 309, 313, 319.*

63) ,P. Appell, Sur le degré de réalité d'une courbe algébrique [Archiv Math.
Phys. (2) 4 (1886), p. 21.*

64) ,Diss. Zurich 1908.*

65) ,Nouv. Ann. math. (4) 11 (1911), p. 97.*

66) ,.P. Appell, Les polynomes d'Hermite rattachés aux polynomes de Legendre
[Annaes da academia polytechnica do Porto 5 (1910), p. 65].*
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qui a lieu quel que soit «, le deuxitme membre étant rendu homo-
gene en cos o et sin «; on peut ainsi former tous les polynomes U, ,

d'un degré donné
m+n=2N

au moyen du polynome Xy de Legendre.
Si I'on emploie des coordonnées polaires r et 6, I'intégrale

ﬁ%ﬁe

est nulle si m ou » est impair. Si m et % sont pairs, m = 2p, n=29¢,
cette intégrale est un polynome de degré p 4 g en ¢ = r?% identique.
3 un facteur constant prés, au polynome®’)

dart
dt”"' [ﬂH—q(l — t)p+9]
facilement réductible au polynome X, ., de Legendre.

Pour calculer plus simplement les coefficients du développement
d’'une fonction en série de polynomes U, ., Ck. Hermile associe a ces

polynomes les polynomes V, . définis par la fonction génératrice

1
1—2ax—2by+a®4 b2
et tels que l'intégrale

Ko —ff V., dzdy

2?4+ y?—-1<0

étendue au cercle

est nulle tant que
, (m —u)*+ (n—2)">0,
et prend la valeur
= (m 4+ n)!
m-tn-+41 T Tminl

pour m =g et n =,
Ch. Hermite®®) rattache le calcul des intégrales définies I%, et
K" & celui de deux intégrales

ffdxdg/ ) ﬂ'dmdy
D, P’
P=1—2ax—2by + a®+ b8
Q=1 —az—by)+ (@ + V)1 ~ 2" — 9,
P’ étant obtenu en remplacant a et b par o' et ¥, et lintégration

ol

67) ,P. Appell, Les polynomes U, , d’Hermite et les polynomes X, de
Legendre [Annaes da academia po]ytecbmca do Porto 5 (1910), p. 209].*
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250 P.Appell et A. Lambert. 1128a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.
étant étendue au champ
24+ yt—1<0.
Les fonction ©,, , et ©,_ . du groupe (1) possédent des propriétés
semblables et s'associent d’une fagon analogue. Citons la formule

v _mEn () m4adtl) AR —at—yfynined
mn min! 1.3.5---(2m-}2n-+41) dx™dy

qui, par la similitude de forme analytique, rapproche ces fonctions de
celles qui donnent, d'aprés C. G. J. Jacobi,

(— 1)@+ 1) ar(1 — arr
1-3-5...(2;”_'_1) iz .

sin [(» + 1) arc cos 2] =

Les propriétés de ces polynomes et d’autres plus généraux ont
fait Vobjet de travaux étendus de F. Didon®).

F. Didon donne les développements de la fonetion U, , en somme
de polynomes V, et de la fonction ¥V, . en somme de polynomes U.
11 étudie de nouvelles fonctions U naissant du développement de

[Q—azx—by—cz— -2 —(a*+ b+ 4. )@ +y?+ 2+ — D] b
suivant les puissances entiéres et positives de @, b, ¢, ..., et il montre
que ces fonctions sont des dérivées exactes,

1 1 gmtm +m’+ (.’v’+y’—|—z’—|—---—1)m+m +m” +
m!m'tm”... gnta’+m’s.. 2x™ dy™ oo™

et qu'on peut leur associer les polynomes V paissant de la fonction
u

(1—2az—2by —2c6—---+a + b2+ cE+--) °

— m ’ 1 >

= E anb™ em’ .. .I/m,m,’m”'“. .
(mY m’, 77"”1 i .)

Il forme des équations différentielles simultanées que vérifient ces divers

polynomes: en particulier il forme et intégre celles des polynomes

V,n €t il généralise les fonctions cos [n arc cos 2] comme Ch. Her-

mite I'a fait pour sin [ arc cosz]. Il considére des intégrales de la

forme
X (@)X,
f e (y) dzdy (A—al—y*=0)

ot X, et X, sont deux polynomes de Legendre. Ces intégrales sont
nulles quand m Zn. Il étend cette propriété aux polynomes
au Xn+{
—
68) ,Ann. Ke. Norm. (1) 5 (1868), p. 229/810; (1) 6 (1869), p. 7/26; (1) 7 (1870),
p. 247/68; C. R. Acad. sc. Paris 70 (1870), P. 749.*
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Ces recherches de Ch. Hermite et de F. Didon peuvent étre
rattachées aux recherches précédemment ecitées sur les fonctions har-
moniques dans l'espace & # 4 1 dimensions. Les fonctions V,, , et
U,n. de Ch. Hermite et les fonctions plus générales de F. Didon
apparaissent alors comme des cas particuliers d’un type général de
fonctions sphériques. Clest ce que P. Appell®) a établi par les consi-

dérations suivantes. On sait que la fonection

1—n
Tn+1 n4l = (xl + @,? +"'+x3+1) :
vérifie 1'équation
o:T A
@ 3m’+ 6:c’+ +8xz o

Les dérivées partielles par rapport aux » premiéres variables
oy tmet - tmy, My + Mg+ -+,
(=1 9

mimyl - m,!  ox, 0@, "2 D&, n T nE Lt
vérifient également cette équation et, sur l’hypersphére

2Pt mt Al =

elles deviennent des polynomes Vi i, ....m, €0 2, %5,..., 2,, définis
par la fonction génératrice
1—=n
2 2 2\ 2
A —2a,2, — 2ay2,—---— 20,2, + a’+ a2+ - .- + a2

— E a1m1a2"'z. P anmn I/"lnmzy"'mn'

(g, gy - - gy )
La formule de Green généralisée donne alors le résultat suivant: Si V
et V' sont deux de ces polynomes de degrés différents Vintégrale n"»e

—f Y dz,dz, -+ dx,,
& V-2 —x —. .z,

étendue au domaine 1 — z2— 2,2.-- — 2,2 > 0 est nulle. Il peut se
faire que certaines variables manquent dans ¥ et V’. Si, par exemple,
il manque les variables #,,x,_,,---,%,_,,,, au nombre de s, on peut
d’abord intégrer par rapport & ces variables et on obtient la nouvelle
intégrale (n — s)"rle

-1
=J(1—x12— ZfE— o —a2_ ) ? VVidx,dz,---dx,

(n—2)

et

69) ,P. Appell, Les polynomes Vim,» d’Hermite et leurs analogues rattachés
aux fonctions sphériques dans l'espace & un nombre quelconque de dimensions
[C. R. Acad. sc. Paris 156 (1913), p. 1423; Rend. Circ. mat. Palermo 36 (1913),
p.- 203/12]. Les polynomes U;,» d'Hermite et leurs analogues rattachés aux fonc-
tions sphériques dans I’hyperespace [C. R. Acad. se. Paris 156 (1918), p. 1582].*
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étendue au domaine 1 — #,*— 2, — --- — z?_, > 0 qui est nulle quand
V et V' sont de degrés différents. La valeur de cette intégrale quand
V et V' sont de méme degré a été donnée par J. Kampe de Feriet™).
On peut associer i ces polynomes V des polynomes U définis par
des dérivations et jouant & l'égard des polynomes généraux V le
méme role que les polynomes U, . de Ch. Hermite a I'égard des poly-
nomes ¥V, . de F. Didon. D’apres P. Appell®’), ces polynomes adjoints
sont des fonctions sphériques dérivant des potentiels 7, ,, définis
comme il suit. Soit

_ %1%y Fay vyt ta, %, K,
’ Vit as+-+ad .,
la distance d’'un point quelconque de l'espace & # + 1 dimensions &
un hyperplan fixe Pp , la fonction

)

2—s

Tn+1,s= (612+622+"'+532) 2 ’
ol 0y, d;, ..., 0, sont les distances du méme point & s hyperplans
P,P,,... P, deux a deux rectangulaires, vérifie aussi I'’équation (L)
de Laplace étendue & l'espace & n + 1 dimensions, & condition que s
prenne l'une des valeurs s=2 3,...,n+ 1. Il faut convenir que,

pour s = 2, la fonction 7, ., , devient un logarithme

7, 1,2 = log, (05* + d,%).
Avec ces notations, les polynomes U, , d'Hermite sont des fonctions
sphériques dérivées de T, ,; les polynomes ¥, et O, = d’Hermite des
fonctions sphériques déduites de 7y, et T;,™).
Par exemple, dans lespace & quatre dimensions z, y, 2, ¢, en
appelant

ar+by—1 .
61=—V¢—1,—T——l_—bi?7 62=Z, 63—t

les distances d'un point quelconque aux trois hyperplans rectangulaires
ar+by—1=0, 2=0, t=0,
la fonction 7,4 est, & un facteur constant pres,
1
T Ver+bty— Dt @+ @+
Si Pon développe cette fonction suivant les puissances positives de @
et b, les coefficients sont des polynomes harmoniques et homogenes

-~

dans l'espace & quatre dimensions; sur I'hypersphere
x2+y2+22+t2=1’

T4,s

70) ,C. R. Acad. sc. Paris 157 (1913), p. 912, 1392.*
71) ,P. Appell #%).*
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ces polynomes deviennent, par I'dlimination de 224 ¢%, les polynomes
U, . dHermite, car cette élimination transforme T, ; dans la fonction

génératrice des polynomes U, ..
F. Didon®) montre aussi qu'on peut former d'une infinité de
manidres deux séries de polynomes U, , et V, ., de deux variables z

et y telles que l'intégrale double

S0V wiwy

étendue au cercle 22+ 42— 1 < 0 soit nulle, tant que l'on n'a pas &
la fois m'=m, »' ==n. Il indique un systéme de polynomes dans
lequel les deux séries sont identiques. En particulier, F. Didon consi-
dére les polynomes de degré m + % en x et y

I At VUM 1 ot o Ak Vi
Pmn=kmn ay® - dr™ N
s , oy — 1)m+§ y x
ou k,, est une constante. 11 démontre la formule

[[ P, P, dzdy=0 (2 +y*~1£0)

a4 moins que m = m' et » =n". Puis

[ P2 azdy

2 3.5...(2 2 1
k,f‘_”m:_ 22mm!m1n!;46 52212212;(2m+n+2) .(@m+2n+1).

En prenant une certaine détermination de %, ,, il donne la fonction
génératrice

(1—2by 459 [1 o — by — 2(1—‘by+l/1——-2byTb’):l’%

(@) (y*—1)
(m,n)
Enfin il étudie le développement d’une fonction f(x,y) en série
de polynomes P, ,

f($, y) = ZAm,an,n *

Ces propositions ont été développées par G. 4. Orlov™). En prenant
une autre détermination de %, ,, G. 4. Orlov donne pour P, la
fonetion génératrice plus simple

[(1 — 202 —2by +43) (1 — 2by + bY) — a2(y*— 1)]"*
Il généralise ensuite en prenant la fonetion
(1 ~2by + b2)F [(1 — 2az — 2by +b%) (1 —2by + %) — a* (' — )]+ ¥=

72) Nouv. Ann. math. (2) 20 (1881), p. 481; (8) 1 (1882), p- 311.*
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qui donne naissance, comme coefficient de a™bd”, au polynome
1 & y__l)ﬁ+m+n+4- 1 dm(xg_*_yg_ll(iﬂ-n
-1t dy" @ty -1 da"

‘Q'm,n= myn
Ce polynome de degré m + », dans lequel Vexposant de x ne sur-
passe pas m, présente la plus grande analogie avec le polynome de
degré 1

1 dEt—1ttt

0@ @) = O T

F. Didon™) démontre que I'intégrale
p—1

p-1_ _rt N 2
Jfa—w—y* 1 —-2ac+a) * (1202407 dzdy,

étendue au cercle z® 4 y* — 1 < 0, ne dépend que du produit ab, en
supposant p entier positif.

G. A. Orlov™) montre que la proposmon est encore vraie si p est
fractionnaire positif. La démonstration repose sur les propriétés des
polynomes &, définis par

e+l PEF®
1—2azx+ az)_~2—=2’a’m,(x, o)
=0
qui sont les polynomes C. de L. Gegenbauer.

Les polynomes précédents dérivent de fonctions algébriques.
Ch. Hermite™) a considéré également des polynomes & plusieurs va-
riables analogues & ceux qu'il a déduits®) de la dérivation de e~ Soit

(&, Y % - )
une forme quadratique & p variables #, %, 7, . . . et dont la partie réelle
soit définie et positive; désignons par

w(x7 y) z’ M ')
la forme adjointe de Gauss et par & Vinvariant. Ch. Hermite consi-
dére deux systémes de polynomes associés. Les polynomes U du pre-
mier systéme sont définis par le développement
W B

e~ PEHYthy by o) — g= @& Y2 ee) T Unwrywry ot

Les polynomes ¥V du second systéme s’obtiennent en introduisant le
polynome ¥ (%, &y, &y, . . .) et en faisant sur les accroissements %, A, h,, . ..

73) ,Ann. Ec. Norm. (1) 7 (1870), p. 247.*

74) ,Nouv. Ann. math. (3) 1 (1882), p. 311.*

75) ,C. R. Acad. sc. Paris 58 (1864), p. 93, 266; (Buvres, publ. par E. Picard
2, Paris 1908, p. 298.*
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4. Séries hypergéométriques & deux variables. 2h5H

la substitution linéaire
dp _ dy _d
h=Tx" =gy h=

ils sont définis par le développement de

dk ak ak
suivant les puissances positives de k, k;, k;, ... sous la forme
n n'
9@z, )Z"‘ 5"k, v, )
n'n vn 1. nynlynly

Ch. Hermite™) obtient alors la formule fondamentale
i‘;e«iﬂ’(hﬂhlkﬁhzkﬁ-n) =,/dwdy dz--- e o@nn ) M,

4 ! 4 "
M=SWVh'h" gy Bl k" e
— nintn”t... B0, 0. it - Ry n ey

I'intégration étant, comme toutes les suivantes, étendue pour toutes
les variables de — oo & + oo, On en conclut que Vintégrale

+ o0

:
dedydz RN 5 ACT DAL IS (S
— o0

est nulle quand les différences n — m, W — m’, n” — m”, ... sont diffé-
rentes de zéro, et que pour m =n, m'=n, m"=2",... elle a pour
valeur

V* AP P BN CY ) G

Cette proposition peut servir de base & l'étude et au calcul des
coefficients du développement d’une fonction F(x,y,2,...) en série
soit de polynomes U soit de polynomes V. Cest au sujet de ces
polynomes que F. G. Mehler a fait les remarques que nous avons déja
indiquées [n° 2].

De méme que le polynome

f@y=a"+ Aj2" 1+ 42"+ .. 4 4,

qui rend minimée l'intégrale
+1

:[fg(a:)dx

est, & un facteur constant preés, le polynome X,, de méme le poly-
nome & deux variables @(7, ¥), de degré m + n, dont le coefficient
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206 P.Appellet A.Lambert. 1128a. Géndralisations diverses des fonctions sphériques.
de z™y" est l'unité, qui rend minimée l'intégrale
JS 9@ 9ydzay
l1-=Zy2zo0)
est le polynome d'Hermite U, , & un facteur comstant prés.*

4. Séries hypergéométriques & deux variables et polynomes
qui 8y rattachent. Tout comme les polynomes de Legendre se rat-
tachent a la série hypergéométrique de Grauss, les polynomes d’Hermite
a deux variables se rattachent aux séries hypergéométriques a deux
variables introduites par P. Appell’s).

Soit, pour abréger,

@A,m)y=2A4+1)...(A4+n—1),
A désignant une constante guelconque et # un entier positif, avec la
convention (4, 0) = 1; les quatre fonctions hypergéométriques de deux
variables sont

’ ’ $ b ) ” TR oM
Fie,8,8,7,7,%, 9) = %ﬁt)ﬁ,ﬁ;ﬂ ",

94 ’ . o (‘x) ”1'+n) (ﬁ: m) (ﬁ'v n) Mg N
Fy(e, B, B, 7, ¥, %, 9) —2(7,"1)(7'7 n) (1, m) (1, 2) Y5

Fy (“7 o, B, 8, Y, %, ) = (2:,1:‘13(:-'7':;)((1‘9,,13)((1.{3, :n/;b) "y,

. _ em4-nBmtn ..
F4(“’ ﬁ’ 77 ?I, x’ y) ——2 (7' ’”l) (7’1 /n) (1’ )n)(l' n) x y ?
la sommation étant étendue aux valeurs entitres de m et n, de 0 & + oo.

Les quatre fonctions ainsi définies satisfont respectivement aux
équations différentielles simultanées suivantes, dans lesquelles p, g, 7, s, ¢
0z 0z 0%z 0%z 9%z
7z’ @; PPk aﬁg) W,

(z—a)r+y(l—2)s+[y— (e + B+ 12lp — fyg—epz=0
(F1) l G—y)t+te(l—y)s+ly—(e+F+Dylg—fFzp—efzs=0
(@—y)s—pFp+Bg=0
o la troisidme équation est une conséquence nécessaire des deux
premiéres;
(F,) { (#—aYr —ays+[y —(a+ B+ azlp — Byg — «fs =0,
(y—y)t —ays + [ — (e + 8+ Dylg — fzp —af's =0,
| @— a7+ ys + [y — (¢ + B + L)alp — afz = 0
=9t +as+y— @+ +ylg—efo=0

désignent les dérivées partielles

(Fe)

76) ,Sur les séries hypergéométriques de deux variables et sur des équations
différenfielles linéaires aux dérivées partielles {C. R. Acad. sc. Paris 90 (1880),
p. 296, 731].*
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4, Séries hypergéométriques & deux variables. 257

(F) { (@—a®)yr—y't—2zys+[y —(«+B+1)a]lp—(e+p+1)yg—afz=0
Y\ ~p)t—a*r—2zys+[y —(e++1)ylg—(a+ B+ Dzp—efas=0.

Ces équations peuvent s’intégrer a l'aide des fonctions correspondantes
comme 'équation de la série de Gtauss & l'aide de la fonction F. On
peut démontrer, pour des équations de cette nature, des fhéorémes
généraux analogues & ceux de L. Fuchs sur les équations différentielles
linéaires & une variable™), mais cette question générale est en dehors
du sujet actuel.

Les points spéciaux relatifs aux systémes (F,), (F,), (Fy), (F,) sont
les suivants:

L'intégrale générale z des équations (F,) est une fonction linéaire,
& coefficients constants, de #rois intégrales particulieres 2, 2,, 2,

8= C 5+ Cyzy+ Cya;
les intégrales générales des équations (Fy), (Fy) et (F,), respectivement,
sont des fonctions linéaires & coefficients constants de quatre intégrales
particulieres 2, #,, 2, 2,,
z2=Ci2,+ Gz, + Cyz, + C,2,.

Par exemple, l'intégrale générale de I'équation (F) est

5=01F2(“7 ﬁ) ﬁ': Vs 7’) Z, ?/)+ szl—rFs(“'i'l_?’; ﬁ+1—7’7ﬂ,: 2"7; 7’: z, y)

+ Gy T F(e+1—v,8,+1—7,7,2—%,2,9)
+ O 1y Y Fy(a42—y—9, B+ 1—9, 8 +1—9,2—p, 29, a,9).
Les équations (F;) se raménent & (Fy) par la substitution

1 1 ’
x=—§) y=?l Z=g°’gau.
L’intégrale des équations (F,) a une forme semblable que nous n’écrirons

pas ici.

Les fonctions F,, Fy, F,, F, donnent naissance & des polynomes
analogues & ceux de Jacobi quand on attribue & cerfaines des quantités
o, o, B, B’ des valeurs négatives choisies de fagon que les séries se
réduisent a des polynomes.

Les polynomes d'Hermite U, ., V., et O, ¥
haut, s'expriment & l'aide de la fonction Fj.

Les polynomes

U,

m,

définis plus

mn?

, am+n[mm+y—1yn+y'—1(l —r— y)m+n]
2x" oy
de degré m + n, analogues aux polynomes de Jacobi, sont donnés par
Um,n= CFS(’_ m,—n, m+y,n+ ¥y 7 7’,, Z, y):

o C est une constante. Ils possédent des propriétés semblables &
Encyeclop. des scienc. mathémat. II 5. 17

1—p,1—
n=x }'y 4
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258 P.Appell et A.Lambert. I128a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.

celles des polynomes & deux variables d'Hermite et des fonctions Y
de Laplace; la propriété fondamentale est que lintégrale double

10 = [ [~y Y, U, dudy

étendue & laire du triangle limité par les irois droites
2=0, y=0, z4y—1=0

est nulle quand m + n est différent de g + ». Cette intégrale, au
contraire, n'est pas nulle quand m + » = u + »; sa valeur est alors

Fm4n4-O)Iy4p+mIG v +n)

rem+2nt+y+y+1
Les formules ainsi obtenues permettent de calculer, par N 4 1

équations du premier degré, les N + 1 coefficients des polynomes U, ,
d’un degré donné m + n= N, dans le développement d’'une fonction de
deux variables x et y en série procédant suivant les polynomes U, .
Le calcul des coefficients se simplifie par l'introduction d’'un polynome
adjoint V, ., également défini & Vaide de la fonction Fj,

yn
Vm,n=F2(m+n+9’+ v -—m, —n,y, 7 .’L‘),

possédant la propriété que lintégrale

K= (2t Y, dzdy

est nulle tant que Yon n’a pas & la f01s w=m, v=n; tandis que
K" — Fm4+ )P+ HImt+n+1)TEIE)
™ @m+2n+y+ ) Cm+n+7v+7)
On peut alors vbtenir séparément le coefficient du polynome U, ,
dans le développement en série.
Plus généralement™) les polynomes

/3 k(3

Ay y= 27y~ "(1 — 2 — y)~ aimayn[mm+a Y (1 — g — yymtete]

possedent des propriétés analogues; on a, en désignant par H une

constante,
Ap=H(l—z—y)"+"F,

ol
Fy= If’z,[-—(m-i—n-i— ¢), —m, —n,a+1,b41
et l'intégrale double

S~z —yya, A, dody
est nulle tant que m -+ 2 est différent de u - ».

T
"oty —1 wty—1

77) P. Appell, Sur des polynomes de deux variables [Archiv Math. Physik
(1) 65 (1880), p. 233].*
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La notion de polynomes associés introduits par Ch. Hermite peut
étre généralisée et rattachéde a la considération d’une certaine forme
quadratique ™).

Les propriétés précédentes résultent, comme cas particuliers, d’'un
théoréme général™) sur les fonctions vérifiant I'équation différentielle
unique
E) @—a)r—2uys+ @ —y)t+y—(e+0+1Lalp

+ = (@+9d+1)ylg—edz=0.

Ce théoréme est le suivant:

Les constantes p, ¢, 1 +a + 8 — y — ¢’ dtant supposées positives,
sotent & une integrale de Uéquation () et 2, une intégrale de Uéquation
(E,) obtenue en remplagant o et & par « + A et & — 1; Vintégrale double

ffx""‘y?'—‘(l —z—y)eto-v=Yz.zdxdy
dtendue au triangle formé par les droites
z=0, y=0, 1—z—y=0
est nulle, st les fonctions 2 et 2, et leurs dérivées premiéres restent finies
dans les limites de Uintégration, quand 2(8 — o + 1) est différent de zéro.
_ Ce théoréme comprend non seulement les propriétés des polynomes
d'Hermite, des polynomes que nous venons d'indiquer, mais aussi, et
c’est 14 un fait qui établit un nouveau rapport entre ces théories et
celle des fonctions sphériques, les propriétés des fonctions Y, (6, @)
de Laplace; en effet I'équation aux dérivées partielles & laquelle satis-
font les fonctions Y, se rameéne & la forme générale (E) par la subs-
titution ™) 3
sin 0 cos ¢ =}z, sin 0 sin ¢ =}y.
En particulier, en faisant dans I'équation (E) y =14, "= 1,
= 527 Y= "727
on la rameéne & la forme™)
g Ps g o 0% 0: 0
(B) (1—8) 55— 2k g+ (L—n) 5, — Qe +20+1) (657 +u57)
—40d2 =0,

Soient alors #z une solution de cette équation et 2z, une solution
de l’équation obtenue en remplagant & et & par « + 1 et 0 — 4; si

78) ,P. Appell, Sur une classe de polynomes & deux variables et le calcul
approché des intégrales doubles [Ann. Fac, sc. Toulouse (1) 4 (1890), mém. n° 8,
p. 1/20].*

79) P. Appell, C. R. Acad. sc. Paris 90 (1880), p. 290, 731, 977; 91 (1880),
p- 364; J. math. pures appl, (3) 8 (1882), p. 173/216.*

’ 17+
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260 P.Appellet A.Lambert. I128a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.

Yon a
A0 —a+4+ 1) 20,

on a, sous des conditions analogues,

JJ @ =g —ipri-tendtan = o,
le domaine d’intégration étant le cercle
1—-8—9422>0.
C’est dans ce dernier cas particulier que rentrent plus spéecialement
les fonctions Y, les polynomes d’'Hermite déduits de la différentiation

de (§2+ 5*— 1)m+™ et les fonctions plus générales considérées par

F. Didon®®)
6m+n<§2+ ng_ 1)m+n+h'

oE"on"

Ce méme théortme comprend, comme cas limite, certaines for-
mules données par Ch. Hermite™) sur les polynomes & deux variables
qui naissent de la différentiation d'une exponentielle dont l'exposant
est une forme quadratique de z et y.

Un de ces polynomes hypergéométriques & deux variables se
rencontre dans une question posée par F. Tisserand®’), au sujet d'un
développement employé en mécanique céleste, Soit Px(p, 2) le poly-
nome de degré N en z qui forme le coefficient de 64 dans le déve-
loppement en séries de puissances de

1-9
p()=(1—20s+ 6% 3 ;

il gagit de trouver une formule générale donnant le développement
du polynome Py(p, z) suivant les cosinus des multiples de & et de y
quand on pose
z=ypcosx -t vcosy.
Si T'on fait
Py(p, 5= 4213’2’}" CO8 1% CO8 jY,
Ie coefficient Bf’ '} s'exprime par un polynome hypergéométrique de
deux variables®?)
Bf’;”=0y'v’F4 (1’_2_1+N+z+.7,1+.72 Lit+1,j+1, y2’,,,2),

2

80) ,Sur le développement de la fonction perturbatrice dans le cas ou Il'in-
clinaison mutuelle des orbites est considérable [C. R. Acad. sc. Paris 97 (1883),
p. 815, 880]; Ann. Observ. Paris, Mémoires 18-(1885), mém. n° 3.*

81) ,P. Appell, Sur certaines formules de Hansen et de Tisserand [C. R.
Acad. sc. Paris 97 (1888), p. 1036].*
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4, Séries hypergéoméfriques 4 deux variables. 261

le facteur C étant une constante connue; le développement de la
fonction F), s'arréte de lui-méme, car le second élément est un entier
négatif. R. Radau®) a donné une autre démonstration de cette formule.

Si I'on tient compte de la relation

wut+rv=1
ce qui est le cas du probleme de mécanique céleste, le polynome
devient un polynome entier, en v par exemple, satisfaisant & une
équation®®) du troisitme ordre®*). Pour p =2 le polynome se réduit
4 un polynome hypergéométrique de Gtauss & une variable, tandis que
pour p = 3 il devient le carré d’'un tel polynome.

D’une fagon générale, si dans les fonetions hypergéométriques Fy
et ¥, on considére x et y comme fonctions d’un parameétre ¢, ces
fonctions F, et F, de ¢ vérifient des équations linéaires du quatridme
ordre qui peuvent s’abaisser au troisibme pour certaines relations
spéciales entre z et y, comme z +y =1 pour F, et Yz +Vy =1
pour F,%).

Des polynomes de plusieurs variables généralisant la théorie des
fonctions sphériques se rencontrent dans un mémoire de V. Steklov®).
Dans le cas de deux variables, V. Steklov traife notamwment un
exemple dans lequel le domaine d’intégration est l'ellipse

2 2
p=l—G—f=0
et la fonction caractéristique p* « étant un nombre positif. Il obtient
ainsi des polynomes qui généralisent les polynomes £ obtenus par
G. A. Orlov, polynomes correspondant an cas o a =1, b = 1%).

L’une des équations différentielles verlﬁee par le polynome Q®

de G. A. Orlov est
0%z

(1—xg)axg—'293?/%4“(1‘—?/2)%‘:‘—'(20‘4‘3) (x%—}-yg‘;)
—k{k + r(e + )]z = 0;

82) ,Remarques sur une formule de Tisserand [C. R. Acad. sc. Paris 97
{1883), p. 1130, 1275].*

83) , 0. Callandreau, C. R. Acad. sc. Paris 97 (1883), p. 1187.*

84) ,P. Appell, Sur une formule de Tisserand et sur les séries hyper-
géométriques de deux variables [J. math. pures appl. (3) 10 (1884), p. 407/28].
Voir aussi H. Poincaré, Legons de mécanique céleste 2, Pans 1907, p. 65/85
(chap. 18).*

85) ,Sur la théorie de fermeture des systémes de fonctions orthogonales
dépendant d'un nombre quelconque de variables [Zapiski imperati acad., nank
(Mém. Acad. sc. Pétersb.) (8) 30 (1911), classe phys. math,, mém. n° 4 [présenté
le 4 mai 1911]].%

86) ,Thase, St Pétersbourg 1881.*
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elle est identique & Véquation (E). Le polynome de G. Orlov est, a
un facteur constant prés, comme nous l'avons dit, égal &

1 a

17 [(y 1

w*—1) 2

et+m+nt 1
) ]

2 a+m
@*+y*—1)" dm[@_+y beeml,

m-t+n==5k.

V. Steklov démontre le théoréme suivant:
Toute fonction f(x,y) admettant des dérivees particlles des quatre
premiers ordres a Uintérieur du cercle (C)
24+ yi=1
se développe, en tous les points (z, y) intérieurs a tout contour fermé
(C") en entier compris & lintérieur du cercle (C), en série uniformsé-
ment et absolument convergente de la forme
k=t I=k+1

@, 9) =" 2 4D 2 (2, y),

ou

AP = [t — & — y)f(z, QP (=, y) dedy,
oY [k=0,1,2, ..... :1=1,2, ..., k+ 1] étant les polynomes de
G. Orlov*

4. _Représentation des fonctions hypergéométriques par des
intégriles définies. Généralisation du probléme de Riemann pour
la série de Gauss. Pour faire un Tableau d’ensemble, nous indiquerons
rapidement quelques recherches connexes aux précédentes qui devraient
plutét &tre développées dans la théorie des équations différentielles
linéaires simultanées analogues aux équations des fonctions F,, Fy, Fy, F,
et des groupes de ces équations. 4

On peut représenter®”) les fonctions hypergéométriques de deux
variables par des intégrales définies, analogues & celles qui expriment
la série de Gauss. Par exemple la série F; peut &tre représentée
par une intégrale définie analogue & celle dont s'est occupé C. G. J.
Jacobi®). Posons

flu, v) = we=10"~1(1 — u — o)~ *-4
«a>0, >0, p—oa—o>0;

87) P. Appell, Sur la série Fy(e, o, B, f+ 7+ %, ¥) [C. R. Acad. sc. Paris

90 (1880), p. 977)*

,J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 149/65; Werke 6, Berlin 1891,
p. 184/202"‘
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alors on a

fﬁ(“, v)(1 — uz)~#(1 — vy)~F dudv

T Ty — o — , 4
BENCY (Q)P((;,) : a')Fs(“: o 8, 8,7, % 9),

Pintégrale double étant étendue au champ
w=>0, v>0, 1—u—9v2>0.

En partant de cette expression, on peut démontrer, pour le cas
=1, =1, une proposition analogue a celle que C. G. J. Jacobi
a démontrée dans le § 8 de son mémoire®). Dans cette proposition
figurent des polynomes & deux variables déduits d’'une des séries hyper-
géométriques et se rattachant & ceux de P. Appell®) [cf. n° b].

Les autres fonctions F, et F, s'expriment de méme (cf notes 78

et 79) par des intégrales doubles

ffuﬂ'lvﬁ"l(l —u— )Pl —uz — vy) *dudv

r@rE\re—p—=8) 4 ‘
— TOTOE=C—L) B, (o, 8, 8, 7, 2, 9)

le champ étant le méme que plus haut;

11
w1031 — wyr=p-1(1 — o) =F-Y(1 — uz — vy)“dudo
00

_TOIrErao—pro’ —F) Fy(a, B, B, 7, ¥y %) 9)

Tyry)

H. Poincaré®®) rattache les déterminations multiples, linéairement
indépendantes, de ces intégrales & la notion de périodes des intégrales
doubles.

L. Picard®), cherchant & définir les fonctions hypergéométriques
de deux variables, in abstracto, par la considération de leurs points
singuliers, comme B. Riemann V'a fait pour la série de Gauss, a retrouvé
par cette voie la fonction F| qu’il rattache ainsi aux recherches de
L. Pochhammer®®). 11 donne, & cette occasion, l'expression de la fone-

89) P. Appell™™), Archiv Math. Phys. (1) 65 (1880), p. 288.*

90) ,Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 2, Paris 1893, p. 72.*

91) ,Sur une extension aux fonctions & deux variables du probleme de
Riemann relatif aux fonctions hypergéoméiriques [C. R. Acad. sc. Paris 90 (1880),
p- 1267; Ann. Xe. Norm. (2) 10 (1881), p. 305/22].*

92) ,Uber hypergeometrische Funktionen hoherer Ordnung [J. reine angew.
Math. 71 (1870), p. 816/52).
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tion F, par une intégrale simple
1

fu"“l(l — w11 —ux)"F(l — uy) Fdu

= ll“)‘ll:((%—l)ﬁl(“r B, ﬁly 4ED) y)
E. Goursat®), poursuivant ces recherches, a montré ensuite que

les fonctions F, et F, sont susceptibles d'une définition analogue.
Quand les variables z et y décrivent des contours fermés, dans le
champ complexe, les intégrales des équations différentielles définissant
les fonetions hypergéométriques de deux variables subissent des subs-

<

titutions linéaires conduisant & des formules analogues & celles de
C. F. Gauss.

P. Appell®) a donné un certain nombre de ces formules. E. Goursat®)
a étudié et résolu le probleme d'une fagon systématique; pour la fone-
tion F) il a trouvé jusqu'a soixante intégrales du type

xl(l - x)myp(l - y)m'(x - ?/)”Fl()'r &, !“” v, t, t’)y
t et £ désignant des fonctions rationnelles du premier degré de z et y.
Les fonctions hypergéométriques de n variables » > 2 ont été
étudiées par G. Lauricella®®) qui généralise un grand nombre des ré-
sultats précédents. Il donne notamment l'expression, & l'aide d'une
de ces fonctions, des polynomes Up,m,m?,. .. 6 Vi, m7,. .. que F. Didon ")
a introduits, et l'intégration des équations correspondantes.*

5. Fractions continues et quadratures mécaniques. On connait
[ef. II 6] les relations qui existent entre la théorie des fonetions sphé-
riques et les théories des fonctions continues et des quadratures mé-
eaniques. Nous nous proposons ici d'indiquer sommairement quelques
points de théories analogues dans le domaine des fonections sphériques
3 plusieurs variables.

F. Didon®®) a considéré les polynomes

; m+n 1
1 iy — 0" "] aret 4 g — 1]

dy” dr™

myn %

S
@ —""®

93) ,C. R. Acad. sc. Paris 95 (1882), p. 903, 1044.*

94) ,Sur certaines formules relatives aux fonctions hypergdométriques de
deux variables [C. R. Acad. sc. Paris 91 (1880), p. 364/6; J. math pures appl. (3)
8 (1882), p. 173/216].*

95) ,C. R. Acad. sc. Paris 95 (1882), p. 717/9.*

96) ,Sulle funzioni ipergeometriche a pit variabili [Rend. Circ. mat. Palermo
7 (1893), p. 111/58].*

97) ,Ann. Ec. Norm. (1) 5 (1868), p. 229/310.*

98) Id. (1) 7 (1870), p. 247/60.*
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5. Fractions continues et quadratures mécaniques. 265

ot k, . désigne une constante. L'expression P, . est un polynome de
degré m -+ n, dans lequel I'exposant de x ne surpasse pas m. Ces
polynomes sont identiques & leurs associés en ce sems que Yintégrale

ff mn Lo, A2AY

24+y¥—1Z0

étendue au cercle

est nulle fant que

(m—m)?+ (n—n)2>0.
F. Didon exprime les polynomes U, , et ¥V, . de Ch. Hermile au
moyen de ces polynomes P, .. Mais voici le point spécial ot se rem-

contrent des résultats lanalogues & ceux de la théorie des fractions

continues. Si Yon considére la fonction

S = ff(x_z)(y d.ed/a,

ol l'intégration est faite par rapport & 2 et & ¢ dans le domaine
24 72—-1L0,

et si l'on développe cette fonction suivant les puissances positives en-

tieres de ?t— et de %:

SO,O SO,I S],O S
S=—E+xy'+a:Ty+"' p+1 +1+
dans le produit S-P,  de cette série par P, le terme en
1
s lyk+i

n'existe pas, pour toutes les valeurs entibres et positives de h et de &k
dont la somme est inférieure & m - n et aussi, quand cette somme
est égale & m -+ », pour les valeurs de A inférieures a m.

Si Yon remarque que lintégrale S a pour valeur

1
=2 7
Sy e =1
on voit l'analogie de ce fait avec celui qui se présente pour le poly-
nome X, de Legendre & l’égard du produit

F. Didon®®) généralise le résultat précédent, en considérant umne

99) ,Ann. Ec. Norm. (1) 7 (1870), p. 266.*
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266 P.Appell et A. Lambert. 1128a. Généralisations diverses des fonctions sphériques.

intégrale de la forme

- f(z,7) ,
I_.' mdﬁdﬁ,

ot le champ d'intégration des variables z et 2’ est limité par une
condition quelconque indépendante de z et y.
En partant de l'expression de la fonetion

F, s(“; o, B, ﬁ’7 Y T, y)
gous la forme

ff(l —uz)~P(1 —vy)~Ffu, v)dudv,
I'intégrale étant étendue an domaine
u>0, v20, 1—u—0v>0,
et f(u, v) désignant la fonction
f(u, v) = ue=10% =1(1 — 4 — g)yr—a—'~1,

P. Appell™™) étend & cette fonction certaines propriétés que C. G. J.
Jacobi a démontrées pour la fonction

F(e, 8, 7,2)
de C. F. Gauss et qui se rattachent au développement de
. F (“7 17 < x)
en fraction continue.
Les polynomes de Legendre interviennent dans le calcul approché
des intégrales définies simples, comme V'a montré C. F. Gauss, et les
polynomes plus généraux P,(x), caractérisés par la condition

b
[E@)P,@)P,@#)dz=0, pour n>v,

daxs le calcul approché des intégrales de la forme

[ E@f@)ds,

ou K(x) est une fonction donnée, comme il est connu.

Il y a lien de penser que les polynomes de Ch. Hermite, ceux
de F. Didon et les polynomes plus généraux indiqués ci-dessus, inter-
viendront de méme dans le calcul approché des intégrales doubles de
la forme

ff K (z, y)f (%, y)dzdy,

100) ,P. Appell, Sur la série Fy(x, ', f, £, 7, 2, ¥) [C. R. Acad. sc. Paris 26
1880), p. 977/9].*
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b. Fractions continues et quadratures mécaniques. 267

K étant une fonction déterminée servant a la définition des poly-
nomes et le champ d’intégration ayant une forme déterminée.

P. Appeli®™) a mis ce fait en évidence dans des cas simples
pouvant servir de types & une théoric générale. Soit K(z,y) une
fonction déterminée une fois pour toutes de x et y, gardant un signe
constant dans le champ d'intégration; soit d’autre part f(x,y) une
fonction quelconque développable, dans ce champ, en une série de
puissances entieres et positives de x et de y. Pour évaluer approxi-
mativement Vintégrale double

I=ffK(x, Nf (=, y)dzdy,

P. Appell prend un polynome ¢(z,y) de degré p en z et y, conte-
nant par conséquent un nombre

" — (p+1)2(p+2)

de coefficients; puis il détermine ces coefficients par des équations
linéaires exprimant que le polynome ¢ prend la méme valeur que la
fonction f(z, y) en n points

(xl) yl)) (xﬁi y2)7 MRS ] (xm yn)

situés dans le champ d’intégration et n’appartenant pas a une courbe
d’ordre p. La valeur approchée de lintégrale est alors

J=ffK(x, Yoz y)dady.

Comme le fait C. F. Gauss pour les intégrales simples, il s'agit
de déterminer les points (#,,y;) de maniere & obtenir la plus grande
approximation possible au sens de C. F. Gauss.

P. Appell forme les équations caractérisant ces points et montre
comment les polynomes de Ch. Hermite et les analogues intervien-
nent dans la détermination de ces points. Sans enfrer ici dans des
détails & ce sujet, voici deux résultats particulierement simples.

Dans le cas le plus élémentaire, on a
p=0, n=1
On substitue alors & la fonction f(#,y) une constante

(@15 %)

égale & la valeur que prend f(, ¥) en un point (x,,¥y,) pour le mo-
ment inconnu. Pour que lerreur soit la moindre possible, il faut que

101) ,P. Appell, Sur une classe de polynomes & deux variables et sur le
calcul approché des intégrales doubles [Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 4 (1890), mém.
n° 8, p. 1,20].*
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268 P.Appell et A. Lambert. 1128a. Généralisations diverses des fonctions sphériques-

le point (#;,y,) soit le centre de masses du champ d'intégration, la
densité en chaque point étant K (x,y). .
Si Yon forme le polynome le plus général P, du premier degré
en z e y, sannulant pour
T=2%, Y=1Y,

ce polynome possede la propriété exprimée par I'équation

Sz, 9)P - dzdy =0;
c’est le polynome le plus général du premier degré remplissant les
conditions analogues & celles des polynomes de Ch. Hermite et de
F. Didon. L'équation

P=0
représente une droite arbitraire passant par le point cherché (z,, y,).
Comme deuxi®me exemple, supposons que K soit égal & 1 et que
le champ d’intégration soit le cercle
2+ —-1L0.

Prenons trois points

(@, 90), (@2 9a) (55 Ys)

sur un cercle concentrique et remplagons f(#, ¥) par un polynome du
premier degré @(z,y) devenant égal & f(z, y) en ces trois points.
Pour que lerreur soit la plus petite possible, il faut que les trois
points (z;, y,) solent les sommets d'un triangle équilatéral quelconque

inserit dans le cercle de centre O et de rayom %
Un complément & cette théorie a 6t apporté par H. Bourget'?)*

102) ,H. Bourget, C. R. Acad. sc. Paris 126 (1898), p. 634/8.*
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LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS,

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS (6°).

Envol frenco dans toute I'Union postele contre mandat de poste ou valeur sur Paris.

@MUVRES COMPLETES

DE LAPLACE

PUBLIEES SOUS LES AUSPICES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES
PAR LES SECRETAIRES PERPETUELS

Avec le concours de Puiseux, Membre de I'Institut, de F. TissgranD, Membre
de VInstitut, de J. HoiieL, Professeur a la Faculté des Sciences de Bor-
deaux, de SouiLLART, Professeur & la Faculté des Sciences de Lille, de
H. PoiNcARE, Membre de Plnstitut, et de LgsruF, Directeur de 1'Obser-
vatoire de Besangon,

Nouvelle édition avec un portrait de Laplace, gravé par Tony Gouticre.

QuaTorzE VoLUMES IN-4 (28 < 23).

Extrait de 1'Avertissement.

« L’Académie, sur le Rapport de la Section d’Astronomie et de la Com-
mission administrative, aprées avoir pris connaissance des conditions dans
lesquelles devait s'accomplir le travail et des soins dont il était entourd,
a décidé, dans sa séance du 16 juillet 1877, que la nouvelle édition serait
publiée sous ses auspices et sous sa responsabilité. »

Les éditions précédentes, qui soni devenues trés rares, ne conlenaient
que 7 Volumes, savoir : Trauté de Mécanique celeste (5 Volumes), Expo-
sition du systéme du Monde et Théorce analytique des probab.lités. La
nouvelle édition comprendra de plus 9 Volumes renfermant tous les
autres Mémoires de Lapiace, dont la dissémination dans de nombreux
geg‘iueils académiques et périodiques rendait jusqu’a ce jour I'étude si dif-

cile.

Traité de Mécanique céleste. Tomes I & V (1878-1882).
Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace; 5 vol, in-4. :oo fr.
Tirage sur papier de Hollande, au chiffre de Laplace (& petit

nombre); 5 vol. in-4:..coiiiiiiiiiiiieiiiiiiiieieseees 130 fr,

Les Tomes II1, IV et ¥V, papier verge, se vendent séparément, 2o fr.

Les Tomes 1 & ¥, papier hollande, se vendent séparément... 26 fr.

Exposition du systéme du Monde. Tome VI (1884).
Tirage sur papier vergd fort, au chiffre de Laplace........... ae fr,
Tirage sur papier de Hollande, au chiffire de Laplace......... a5 fr

Enc. Se. Math, — 11-§-o, I
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Théorie des probabilités, Tome VI (1886).
Tirage sur papier vergé fort, au chitire de Laplace .........s. 35 [
Tirage sur papier de Hollande, au chifire de Laplace......... 43 fi.

Nous avons divisé un certain nombre d’exemplaires en deuxm fascicules
qui se vendent séparement :

PrEMIER FascieuLE.

Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace..cceveeese 15 1.
Tirage sur papier de Hollande, au chiffre de Laplace......c.. 18 fr.

-9

SecoNDp FASCICULE.

Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace.....ce0.s. 20 fr.
Tirage sur papier de Hollande, au chiffire de Laplace.. ...... 25 fr.

Mémoires divers. Tomes VIII & XIV.

Tomes VII, 1X, X, XI et XIl. — Mémoires extraits des Recueils de
UAcadémie des Sciences; 1891-189g8. Prix de chaque volume :

Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace....... 20 fr.
Tirage sur papier de Hollande, au chiffre de Laplace.......... 25 fr,

Tome XIIl. — Méinoires extraits de la Connaissance des Temps; 190j3.
Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace.......... 5 fr.
Tirage sur papier de Hollande, au chiffre de Laplace ........ 18 fr.

Tome XIV. — Mémoires divers ; 1913.

Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplace........... 20 fr.
Tirage sur papier de hollande, au chiffre de Laplace......... 25 fr.

Tables générales. Table synoptique. Table analytique. Table alphabé-
tique des QUIEUrs CIlés; 1912 vavinrocactsneennsranseaasesss 401,

~ Tome I.

Avertissement. Notice sur le Général Marquis de Laplace. Plan de 1'Ou-
vrage. — Des lois génerales de U'equilibre et du mouvement. De Péquilibre
ct de la composition des forces qui agissent sur un point matériel. — Du
mouvement d’'un point matériel. — De I'équilibre d’un systéme de corps. —~
De l'équilibre des fluides. — Principes généranx du mouvement d’'un systéme
de corps. — Des lois du mouvement d’un sysiéme de corps, dans toutes les
relations mathématiquement possibles entre la force et la vitesse. — Des mou-
vements d’un corps solide de figure quelconque. — Du mouvement des fluides.
— De la loi de la pesanteur universelle et du mouvement des centres de gra-
vite des corps celestes. De la loi de la pesanteur universelle, tirée des phéno-
ménes. — Des équations différentielles du mouvement d’un sysiéme de corps
soumis & leur attraction mutuelle. — Premicre approximation des mouve-
ments célestes, ou théorie du mouvement elliptique. — Détermination des
éléments du mouvement elliptique. — Mcthodes générales pour determiner,
gar des approximations successives, les mouvements des corps célestes. —
Seconde approximation des mouvements célestes, ou théorie de leurs pertur-
bations. — Des inégalités séculaires des mouvements célestes. — Seconde
méthode d’approximation des mouvements célestes.

Tome II.

De la figure des corps célestes. Des attractions des sphéroides homogénes
terminés par des surfaces du second ordre. — Développement en série des
attractions des sphéroides quelconques. -- De la figure d'une masse fluide
homogéne en équilibre et douée d’'un mouvement de rotation. — De la figure
d’un sphéroide trés peu différent d’'une sphére et recouvert d’'une couche de
fluide en équilibre. — Comparaison de la theorie précédente avec les obser-
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vations, — De la figure de I'anneau de Saturne. — De la figure des atmo-
sphéres des corps célestes. — Des oscillations de la mer et de l'atmosphére.
Théorie du flux et du reflux de la mer. — De la stabilité de I’équilibre des
mers. — De la maniére d’avoir égard, dans la théorie du flux et du reflux de
la mer, aux diverses circonstances qui, dans chaque port, influent sur les
marées, — Comparaison d¢ la théorie précédente aux observations. — Des
osciflations de I'atmosphére. — Des mouvements des corps célestes autowr de
leurs propres centres de gravité. Des mouvements de la Terre autour de son
centre de gravité. — Des mouvements de la Lune autour de son centre de
gravité, — Des mouvements des anneaux de Saturne autour de leurs centres

de gravité,
Tome III.

Dédicace. Préface. Théories particulidres dés mouvements célestes.
Theorie des mouvements planétawres. Objet de cette théorie. — Formules
des 1negalitéa planétaires dépendantes des carrés et des puissances supérieures
des excentricités et des inclinaisons des orntes. — Inégalités dépendantes du
carré de fa force perturbatrice. — Des perturbations dues & Vellipticité du
Soleil. — Des perturbations du mouvement des planétes par ’action de leurs
sateilites. — Eonsidérations sur la partie elliptique du rayon vecteur et du
mouvement des planétes. — Valeurs numériques des quantités qui entrent
dans les expressions des inégalités planétaires. — Expressions numériques des
variations séculaires des éléments des orbites planétaires. — Théorie de Mer-
cure. — Théorie de Vénus. — Théorie du mouvement de la Terre, — Théorie
de Mars. — Théorie de Jupiter, — Théorie de Saturne. — Théorie d'Uranus,
— De quelques équations de condition qui existent enmtre les inégalilés pla-
nétaires. et qui peuvent servir & les vérifier. — Sur les masses des planétes
et de la Lune. — Sur la formation des Tables astronomiques, et sur Je plan
invariable du systéme planétaire. — De [’action des étoiles sur le systéme
planéiare. — Theorie de la Lune. Exposé de cette théorie; ses dilficuliés par~
ticulieres. Intégration des équations dilférentielles du mouvement lunaire, ~
Des inégalités lunaires dues 2 la non sphéricité de la Terre et de la Lune.
Des inégalités de la Lune duesd l'action des planétes. — Comparaison de la
théorie précédente avec les observations. — Sur une inégalité & longue pé-
riode qui paratt exister dans le mouvement de la Lupe. — Des variations
séculaires des mouvements de la Lune et de la Terre, qui peuvent étre pro-
duites par la résistance d’'un fluide éthéré répandu autour du Soleil. — Sup-~

PLEMENT.
Tome IV.

Préface. — Théories particuliéres des mouvements célestes. Théorie des
satellites de Jupiter, de Saturne et d’Uranus. Objet de cette théorie. —
Equations du mouvement des satellites de Jupiter, en ayant égard 4 leurs
actions réciproques, 3 Vattraction du Soleil et & ceile du sphéroide aplati de
Jupiter. — Des inégalités du mouvement des sateilites de Jupiter, indépen-
dantes des excentricilés et des inclinaisons des orbites. - Des inégalités du
mouvement des satellites, dépendantes des excentricités des orbites. — Des
inégalités du mouvement des satellites en latitude. — Des inégalités dépen-
dantes des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites.
— Des inégahtés dépendantes du carré de la force perturbatrice. — Sur dife-
rents points relatifs au systéme du Monde. Des réfractions astronomiques,
— Des réfractions terrestres., — De 'extinction de la lumiére des astres dans
Patmosphére, et de Patmosphére du Soleil. — De la mesure des hawteurs par
le barometre. — De la chute des corps qui tombent d’une grande hauteur, —
Sur quelques cas ou [’on peut rigoureusement obtenir le mouvement de plu-
siears corps qui s'attirent. — Sur les altérations que le mouvement des pla-
nétes et des cométes peut éprouver par la résistance des milieux gqu’elles tra-
versent, et par la transmission successive de la pesantenr. — Supplement aux
théories de Jupiter, de Saturne et de la Lune. — Sur les masses des planétes
et des satellites. — Sur les Tables astronomiques, Moyen de rectifier et de
perfectionner ces Tables en employant la méthode des équations de condilion,
SuPPLEMENT. Sur U’actionr capillaire. — Théorie de 'action capillaire. — Com-
paraison de la théorie précédeanle avec l'expéricnce. — Supplement a la
théorie de U'action canillaire. Sur I'équation fondamentale de 'action capil-
laize. Nouvelle maniére de considérer I'action capillaire. De 'attraction et de
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Ja répulsion apparente des petits corps qui nagent & la surface des filuides. Sur
Yadhésion des disques & la surface des fluides. De la figure d’une large goutte
de mercure, et de ta dépression de ce fluide dans un tube de verre d’'un grand
diamétre. Considérations générales.

Tome V.

Avertissement, Notice historique des travanux des géométres sur la Mécanique
céleste, et nouvelles recherches sur le systéme du M~ade. — De la figure et
de la rotation de la Terre. Notice historique des cravaux des géometres sur
cet objet. — Dela figure de la Terre. — De I'axe de rotation de la Terre. —
De la chaleur de la Terre et de la diminution de la durée du jour par son
refroidissement. — De l’attraction et de la répulsion des sphéres et des lois
de Uéquilibre et du mouvement des fluides élastiques. Notice historique des
recherches des géométres sur cet objet. — Sur l'attraction des sphéres et sur
la répulsion des fluides élastiques. — De la vitesse du son, du mouvement des
fluides élastiques et de la vapeur agueuse. — Des oscillations des fluides qui
recouvrent les planétes. Notice historique des travaux des géoméires sur cet
objet, et spécialement sur le flux et le reflux de la mer. — Nouvelles recherches
sur la théorie des marées. — Comparaison de P'analyse précédente avec les
observations des hauteurs des marées dont la période est d'environ un demi-
jour. — Comparaison de l'analyse avec les observations des heures et des inter-
valles des marées. — Des flux partiels dont la période est & peu prés d’un jour.
— Des flux partiels qui dépendent de Ja quatriéme puissance inverse de la dis-
tance de la Lune 4 la Terre.— Du flux et reflux de 'atmosphére. — REMARQUES
sur la page 115 du premier Volume de la Mecanique celeste. — Des mouve-
ments des corps célestes autour de leurs centres de gravité. De la précessien
des équinoxes. Notice historique des travaux des géomeétres et des astronomes
sur cet objet. Formules générales du mouvement de l'équateur terrestre. —
De la libration de la Lune. Notice historique des travaux des astronomes et
des géométres sur cet objet. Remarques sur la théorie de la libration de .la
Lune. — Des anneaux de Saturne. Notice historique des travaux des astro-
nomes et des géométres sur cet objet. — Du mouvement des planétes et des
cométes. Notice historique des travaux des géométres >t des astronomes sur
cet objet. — Considérations sur quelques objets da secona Livre. Sur les varia-
tions des éléments du mouvement elliptique. Sur le développemeit en série
des puissances du radical qui exprime la distance mutuelle de deux planstes.
De la grande inégalité de Jupiter et de Saturne. Sur la détermination des
orbites des cométes par les observations. — Du mouvement des satellites. Du
mouvement de la Lune. Notice historique des travaux des géométres et des
astronemes sur cet objet. — Sur la théorie lunaire de Newton. — De I'ine~
galité lunaire 2 longue période dépendante de la différence des deux hémi-
sphéres terrestres. — Des inégalités lunaires dépendantes de la partie ellip-
tique du rayon terrestre. — Sur la loi de I’attraction universelle. — Du mou-
vement des satellites de Jupiter. Notice historique des travaux des astronomes
et des géomeétres sur cet cbjet: — De l'influence des grandes inégalités de
Jupiter sur les mouvements de ses satellites. Des satellites de Saturne et
d’Uranus. — SUPPLEMENT au cinquiéme Volume du Traité de Mecanique
céleste. — Nork.

Tome VI.

Avertissement. Exposition du systéme du Monde. — Des mouvements appa-
rents des corps célestes. Du mouvement diurne du ciel. — Du soleil et de
ses mouvements, — Du temps et de sa mesure. — Des mouvements de la Lune,
de ses phases et des éclipses. — Des planétes et, en particulier, de Mercure
et de Vénus. — De Mars. — De Jupiter ct de ses satelﬂtes. — De Saturne, de
ses satellites et de son anneau.— D'Uranus et de ses satellites. — Des planétes
télescopiques, Cérés, Pallas, Junon et Vesta. — Du mouvement des planétes
autour du Soleil, — Des cométes. — Des étoiles et de leurs mouvements, —
De la figure de la Terre, de la variation de la pesanteur & sa surface, et du
systéme décimal des poids et mesures. — Du flux et du reflux de la mer, ou
des variations diurnes de sa figure. — De 'atmosphére terrestre et des réfrac-
tions astronomiques. — Des mouvements réels des corps célestes. Du mouve-
ment de rotation de la Terre. — Du mouvement de la Terce autour du Soleil.
— Des apparences dues au mouvement de la Terre. — Des lais du mouvement
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des plandtes autour du Soleil et de la figure de leurs orbites. — De la figure
des orbes des cométes et des lois de leur mouvement autour du Soleil. — Des
lois du mouvement des satellites autour de leurs planétes. — Des lois du mou-
vement. Des forces, de leur composition et de I'équilibre d’un point matériel.
— Du mouvement d’un point matériel. De I'équilibre d’un systéme de corps.
— De I'¢quilibre des fluides. — Du mouvement d’un systéme de corps. —
De ia théorie de la pesanteur universelle. — Du principe de la pesanteur
universelle. — Des perturbations du mouvement elliptique des planétes. —
Des masses des planetes et de la pesanteur & leur surface. — Des perturbations
du mouvement elliptique des coméles. — Des perturbations du mouvement de
la Lune. — Des perturbations des satellites de Jupiter. — Des satellites de
Saturne et d’Uranus. — De la figure de la Terre et des planétes et de la loi de
la pesanteur & leur surface. — De !a figure de l'anneau de Saturne. — Des
atmosphéres des corps célestes. — Du flux ¢t du reflux de Ja mer. — De la
stabilité de I'équilibre des mers. — Des oscillations de PYatmosphére. — De la
précession des équinoxes et de la nutation de ’'axe de la Terre. — De la libra-
tion de la Lune. — Des mouvements propres des étoiles. — Réflexions sur la
loi de la pesanteur universelle. — De Vattraction moléculaire. — Precis de
Uhistoire de l’Astronomie. De PAstronomie ancienne, jusqu’a la fondation
de I'ecole d’Alexandrie. — De PAstronomie depuis la fondation de Vécole
d’Alexandrie jusqu’aux Arabes. — De¢ I’Astronomie depuis Ptolémée jusqu'a
son renouvellement en Europe. — De I’Astronomie dans I’Europe moderne. —

De la découverte dela pesanleur universelle. — Considérations sur le systéme
du Monde et sur les progrés futurs de I’Astronomie. — Nortz 1 & VIL.
-

Tome VII.

Théorie des probabilités. Avertissement de la seconde édition. Avertisse-
ment dela troisiéme édition. Introduction. De la probabilité. Principes géné-
raux du Calcul des Probabilités. De P'espérance. Des méthodes analytiques
du Calcul des Probabilités. Applications du Calcul des Probabilités. Des
jeux. Des inégalités inconnues qui peuvent exister entre les chances que I’on
suppose égales. Des lois de la probabilité qui résultent de la muiltiplication
indéfinie des événements. Application du C:ﬂcul des Probabilités 4 la Philo~
sophie naturelle. Application du Calcul des Probabilités aux sciences morales.
De la probabilité des témoignages. Des choix et des décisions des Assemblées.
De la probabilité des jugements des tribunaux. Des Tables de mortalité et
des durées moyennes de la vie, des mariages et des associations quelconques.
Des bénélices des établissements qui dépendent de la probabilité des événe-
ments. Des illusions dans Pestimnation des probabilités. Des divers moyens
d’approcher de la certitude. Notice historique sur le calcul des Probabilités.
— Calcul des fonctions génératrices. Considérations générales sur les élé-
ments des grandeurs, — Des fonctions génératrices i une variable,” 3 deux
variables. — Theorie des approximations des formules qui sont fonctions
de trés grands nombres. De l'intégration par approximation des différen-
tielles qui reaferment des facteurs élevés a de grandes puissances. De I'inté-
gration par approximation des équations linéaires aux différences finies et
iefiniment petites. Application des méthodes précédentes a Papproximation
de diverses fonctions de trés grands nombres. — Théorie genérale des
probabilités. Principes généraux de cette théorie. De la probabilité des
évenements composes d’événements simples doot les probabilités respectives
sont données. Des lois de la probabulité qui résultent de la maultiplication
indéfinie des événements. De la probabilité des erreurs des résultats moyens
d’un grand nombre d'observations et des résultats moyens les plus avanta-
geux. Application du Calcul des Probabilités a la recherche des phénoménes
et de leurs causes. De la probabililé des causes et des événements futurs!
tirée des événements observés. De l'influence des inégalités inconnues qu
peuvent exister entre des chances que 'on suppose parfaitement égales. D g
durées moyennes de la vie, des mariages et des associations quelcongu s,
Des bénéfices dépendant de la probabilité des événements futurs. De Vespé.
rance morale. De la probabilité des témoignages. — ADDITIONS. — Supplé

ments I & IV,
Tome VIIL.
Mémoire sur les suites récurro-récurrentes et sur leurs usages dans la théopic
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des hasards, — Mémoire sur la probabilité des causes par les événements. o=
Recherches sur 'intégration des équations différentielles aux différences finies
et sur leur usage dans la théorie des hasards. -— Sur le principe de la gravi-
tation universelle et sur les inégalités séculaires des planetes qui ea dé-
endeat. — Mémoire sur l'inclinaison moyenne des orbites des cométes, sur
a figure de la Terre et sur les fonctions, = Memoire sur les solutions parti=-
culiéres des équations diflérentielles et sur les inégalités séculaires des pla-
nétes, — Recherches sur le Calcul intégral et sur le systéme du Monde. —
Additions.
Tome IX.

Recherches sur le Calcul intégral aux différences partielles. — Recherches
sur plusieurs points du systéme du monde. — Suite des recherches sur plu-
sieurs points du systéme du monde. — Mémoire sur l'msage du Calcul aux
différences partielles dans la théorie des suites. — Memoire sur la précession
des équinoxes. — Mémoire sur l’intégration des équations diffiérenticlies par
approximation — Mémoire sur les probabilités.

Tome X.

Mémoire sur les suites, — Mémoire sur la détermination des orbites des
cométes, — Mémoire sur la chaleur. — Mémoire sur ['électricité qu’absorbent
les corps qui se réduisent en vapeurs. — Mémoire sur les approximations
des formules qui sont fonclions de tres grands nombres. — Suite du Memoire
sur les approximations des formules qui sont fonctions de trés grands
nombres, — Théorie des attractions des sphéroides et de la figure des pla-
nétes. — Prancaes I et II.

Tome XI.

Mémoire sur la figure de la Terre. — Sur les naissances, les mariages et les
morts & Paris, depuis 1771 jusqu'en 1784, et dans toute I'étendue de la’ France,
pendant les années 1781 et 1782. — Mémoire sur les inégalités séculaires des
planédtes et des sateliites, théorie de Jupiter et de Saturne, — Sur Véquation
séculaire de la Lune. — Mémoire sur la théorie de I'annean de Saturne. —
Mémotre sur les variations séculaires des orbites des planétes. — Théorie des
satellites de Jupiter. ~— Sur queiques points du sysiéme du monde.

Tome XII.

Mémoire sur le flux et le reflux de la mer. — Mémoire sur les mouvements
des corps célestes autour de leurs centres de gravité. — Mémoire sur les
équations séculaires des mouvements de la Luane, de son apogée et de ses
accuds. — Memoire sur le mouvement des orbites des satellites de Saturne et
d’Uranus. — Mémoire sur la théorie de la Lune. — Mémoire sur les mouve-
meats de 1a lumiére dans les milieux diaphanes, — Mémoire sur les approxi-
mations des formules qui sont fonctions de trés grands nombres et sur leur
application aux probabilités. — Supplément au Mémoire sur les approxima-
tions des formules qui sont fonctions de trés grands nombres. — Mémoire
sur les intégrales définies et leur application aux prebabilités, et spécia-
iement 4 la recherche du milieu qu’il faut choisir entre les résultats des
ebservations. — Mémoire sur la figure de la Terre. — Addition au Mémoire
sur la figure de la Terre. — Memoire sur le flux et le reflux de la mer. —
Mémoire sur le développement de i’anomalie vraie et du rayon vecteur ellip~
tique, en séries ordonnées suivant les puissances de ’excentricité.

Tome XIII.

‘Mémoires extraits de la Gonnaissance des temps : Sur les équations sécu-
lares des mouvements de 'apogée el des nceuds de Yorbite lunaire. Addition
au Mémoire précédent. Sur les plus grandes marées de I’an IX. Sur quelques
¢quations des Tables lunaires. Sur les Tables de Jupiter et sar {a masse de
Saturne. Sur la théorie de Jupiter et de Saturne. Sur Vanneau de Salurne.
Mémoire sur la diminution de I'obliquité de 'écliptique qui vésuile des obser-
vations anciennes. Sur la dépression du mercure dans un tube de barométre
due a sa capillarité. Du milieu gu’il faut choisir entre les résultats d’un grand
nombre d’observations, Sur inégalité & longue période du mouvement lunaire.
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Sur les cométes. Sur Vapplication du calcul des probabilités appliqué 4 la phi-
losophie naturelle. Sur la longueur du Fendult; 4 secondes. Addition au
Mémoire précédent. Application du calcul des probabilités aux opérations
géodésiques, Sur la rotation de la Terre. Sur ja loi dela pesanteur en suppo-
sant le sphéroide terrestre homogéne et de méme densité que la mer. Additior
au Mémoire précédent. Sur l'influence de la grande inégalité de Jupiter et de
Saturne dans le mouvement des corps du systéme solaire. Sur la figure de la
Terre et la loi de la pesanteur & sa surface. Application du Calcul des proba-
bilités aux opérations géodésiques de la méridienne. Sur les inégalités lunaires
dues & Paplatissement de la Terre. Sur le perfectionnement de la théorie et
des Tables lunaires. Sur linégalité lunaire & longue période dépendante de
la différence des deux hémispheres terrestres. Mémoire sur la diminution
de la 8urée du jour par le refroidissement de la Terre. Sur la densité moyenne
de la Terre. Eclaircissements sur les Mémoires précédents relatifs aux inéga-
lités lunaires dépendantes de la figure de la Terre, et au perfectionnement de
la théorie des Tables de la Lune. Sur les variations des éiéments du mouve-
ment elliptique et sur les inégalilés funaires 4 longues périodes. Sur la déter-
mination des orbites des cométes. De 'orbite de la seconde cométe de 1805,
par M. Bouvard. Sur 'attraction des sphéres et snr la répulsion des fluides
élastiques. Développement de la théorie des fluides élastiques et application
de cette théorie & la vitesse du son.Sur la vitesse du son. Addition au Mémoire
sur la théorie des fluides dlastiques. De Paction de ia Lune sur 'atmosphére.
Sur les variations de obliquité de Pécliptique et de la précession des équi-
noxes, Sur le développement en série dv radical qui exprime la distance mu-
tueile de deux planétes, et sur le développement du rayon vecteur elliptique.
Mémoire sur les deux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne. Mémoire
sur divers points de Mécanique céleste. Mémoire sur un moyen de détruire
les effets de la capillarité dans les barométres. Tables nouvelles des dépres-
sions du mercure dans le baromeétre dues a sa capiilarité. Mémoire sur le flux
et reflux lunaire atmosphérique.

Tome XIV.

Mémoires extraits du Journal de I'Ecole Polytechnique. Mémoire sur la
détermination d'un plan qui reste toujours paralléle a3 lui-méme, dans le
mouvement d’un systéme de corps agissant d'une maniére quelconque les uns
sur les autres et libres de toute action étrangére. Sur Ja Mécanijue. Legons
de Mathématiques données @ UEcole normale en 1795. Mémoire sur divers
points d’Analyse. — Mémoires extraits du Journal de Physigue. Sur I'action
capillaire. Sur la théorie des tubes capillaires. Sur I'attraction et la répulsion
apparente des petits corps qui nagent & Ja surface des fluides. Extrait d’un
Mémoire sur ’adhésion des corps a Ja surface des fluides. Sur la loi de réfrac-
tion extraordinaire de la Jumiére dans les cristaux diaphanes. Considérations
sur la théorie des phénoménes capillaires. — Mémoires extraits du Bulletin
de la Société philomathigue. Sur l¢e mouvement d’un corps qui tombe d’une
grande hauteur. Sur la double réfraction de la lumiére dans les eristaux
diaphanes. Sur la transmission du son 4 travers les solides. — Mémeoires
extraits des Annales de Chimie. Sur 'action réciproque des pendules. Sur
la vitesse du son. Application du calcul des probzbilités aux observations et
spécialement aux opérations du nivellement. Eclaircissemenis de la théorie
des fluides élastiques. Sur la réduction de la longueur du pendule au niveau
de la mer. — Mémoires extraits du Journal des Mines. Rapport sur un
Mémoire de M. Malus sur divers phénemenes de Ja double réfraction de la
lumiére. — Pidces diverses. Note extraite de la Statique chimique de
Berthollet. Rapport sur un Ouvrage de Du Séjour sur l'anneau de Saturne.
Lettres publiées par Ch. Henry. Discours prononcés & la Chambre des pairs.
Eluge de Laplace par M. de Pastoret.

Tables géneérales des quatorze volumes.
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Extrait de la Préface.

En publiant mes recherches sur les fonctions sphériques généralisées,
je n’ai pas eu l'intention de donner un Traité complet de ces fonctions,
analogue & mes Liyres sur les fonctions cylindriques et sur la fonc-
tion gamma, C’est pourquoi je ne donne aucune liste de la Littérature,
trés étendue du reste, concernant les fonctions en question, et les cita-
tions dans le texte ne sont que fort éparses.

Le but principal de ces recherches qui m’ont occupé pendant dix ans,
& peu prés, a été I'étude d’une fonction assez générale pour donner comme
cas particuliers, toutes les séries hypergéométriques finies ou infinies qui
jouent un rdle dans les applications de ’Analyse et qu’on nomme géné-
ralement des fonctions sphériques. Une telle fonction générale est, par
excellence, la fonction Q¥f (z); car, suivant les résultats développés
dans le paragraphe 20, cette fonction suffit seule pour une étude géné-
rale du probléme qui nous occupe.

Quant aux résultats nouveaux, assez nombreux je le croxs, contenus
dans ce Livre, je me permets de signaler particuliérement ici les fonctions
sphériques nouvelles traitées dans le Chapitre VI et les séries de produits
de deux fonctions sphériques étudiées dans le Chapitre XII. Malheureu-
sement, ces séries nouvelles semblent étre trés compliquées pour des
applications,
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C’est certainement Charles Neumann qui a donné, le premier, des
séries de fonctions analytiques uniformément convergentes dans une
partie finie, et & deux dimensions, du plan qui n'est pas un cercle avec
son centre dans l'origine, et sans que les séries en question soient des trans-
formations d’une série de puissances, comme celles de Burmann, Il est
bien connu que le domaine de convergence des séries de Neumann est
Vintérieur d’une ellipse ayant ses foyers dans les points (== 1,0). Ce ré-
sultat de I'illustre Maitre m’a vivement intéressé. Dans une lettre adressée
a4 Neumann, j'ai donné des réflexions générales sur de telles séries et j'ai
indiqué la possibilité d'une évaluation commune de toutes les séries
connues de ce genre. Dans le Chapitre XIII, on trouvera un développe-
ment détaillé de ces séries connues et un grand nombre d’autres, nou-
velles, jo le crois,

Dans ces recherches, je m’étudie que les propriétés analytiques des
fonctions métasphérigues. De sorte que je me trouve aucune occasion de
mentionner, dans le texte, les recherches aussi essentielles qu’ingénieuses
de M. Fejér sur les séries de fonctions sphériques m’étant convergentes
que dans la partie de I'axe réelle située entre les points = 1. Il serait
trés intéressant d’étudier les séries analogues de fonctions ultrasphériques
et d’en déduire peut-étre, comme un autre cas particulier, les résultats
de I’éminent géométre concernant les séries de Fourier ordinaires.

Quant & la rédaction de mon présent Livre, je donne dans la premiére
Partie une suite de théorémes et de formules auxiliaires, de sorte que le
lecteur n’a besoin que de la connaissance des fondements de la théorie
élémentaire des fonctions analytiques. Cependant, il faut avouer que cette
remarque n’est pas exacte pour les deux derniers paragraphes qui appli-
quent V'intégrale de M. N. de Sonine des fonctions cylindriques.

Table des Matiéres.

Ir** PARTIE. APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA. Cmar. I. Quelques lemmes
fondamentauz. Définitions fondamentales. Lemmes sur la fonction exponentielle et
le logarithme. Les courbes simples. Quelques courbes simples algébriques, — Caar. 1L
La fonction gamma. La constante d’Euler. Valeur limite de Gauss. Propriétés fon-
damentales de gamma. Une valeur limite. — Caap. 111. La fonction hypergéométrique.
L’équation différentielle de Gauss. Sur une valeur ligite. La formule de Gauss. L'in-
tégrale eulérienne de premiére espdce. — Cuar. IV. Sur une classe de séries infinies
Application d'un théoréme de Weierstrass. Etude d'une série particuliére. Sur
une transformation générale. — 1I¢ PARTIE. Les FONCTIONS METASPHERIQUES.
Cuar, V. Propriélés /ondamenlales. Définition générale. Les quatre fonctions fonda~
meatales. Quelques valeurs numériques. Le déterminant fonctionnel, Les trois inva-
riants d'une fonction métasphérique. Autres formules fondamentales. Les fonctions
métasphériques adjointes. Sur l'équation de Legendre. — Caar, VI. Prolongements
analytiques. Valeurs asymptotiques d’une fonction métasphérique. Huit constantes
fondamentales. La frontiére de convergence est une lemniscate. Le champ de conver-
gence est un demi-plan. La frontiére de convergence est une hyperbole. Nouvelles
fonctions métasphériques particulidres. Formules de révolution. Prolongements
analytiques. — Cuar. VIL. Les fonctions ultrasphériques. Fonctions de premiére espéce.
Etude d'une formule classique. Formules d’Euler et de Jacobi. Développements
divers de P%" (cos6). La fonction cylindrique comme valeur limite, La fonction ultra-
sphérique de seconde espéce. — Caap. VIIL. Applications des formules fondamentales.
Sommation de quelques séries finies. Formules récursives. Polynomes de Gauss.
Formules de Frangois Neumann. L’intégrale indéfinie de Legendre, —Camar. IX.
Equations de Frangois Neumann. Sur le produit de deux fonctions métasphériques.
Quelques identités différentielles, Sur le polynome de Gauss. — III¢ PARTIE.
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Stries ixFinies, Cmae. X. Séries de Charles Neumann. Théoréme de Neumann.
Généralisations des formules classiques. Généralisations d’autres formules clas-
siques. Autres propriétés des séries nmeumaniennes. — Cuap. X1. Séries de Francois
Neumann. Evaluation d'une série particulidre. Le théoréme général, Exemples des
séries de F. Neumann, — Cunar. XII, Séries de preduits de deux foneti métasphé-
riques. Développement d'une seule fonction métasphérique. Théorémes généraux.
— Cuarp. XIIL. Séries de fonctions hypergéométriques  généralisées, Séries de
premiére espéce. Séries de seconde espéce. Séries de Ch. Neumann de fonctions
cylindriques. Sur quelques séries de polynomes entiere. ~— Cmar. XIV. Formules
d’addition. Equations aux dérivées partielles. Premiére formule d’addition. Autres
applications des séries de Ch. Neumann. Seconde formule d’addition. — IVe PARTIE.
In?icrares DEFINIES, CmAP. XV. Généralisations des intégrales classiques.
Intégrales de Jacobi et Laplace et formules analogues. L’intégrale de Heine,
Les intégrales de Dirichlet. Les intégrales de Dirichlet. —~ Cuar. XVI, Applications
des séries de Ch. Neumann. Expressions intégrales des coefficients. Application
aux séries particulidres. Application des formules d’addition. — Cmar. XVII,
Application d'une intégrale de M. de Sonine. Les fonctions métasphériques. Les fonc-
tions ultrasphérigues.

A LA MEME LIBRAIRIE.

BAIRE (René), Professeur a la Faculté des Sciences de Dijon. — Legons
sur les Théories générales de I’Analyse. 2 volumes in-8 (25-16) se
vendant séparément.

Tome 1. Principes fondamentaux. Variables reelles. Volume de

X-232 pages, avec 17 figures; 1907......... Ceaeenanacens R I
Tome 1. Pariables complexes. Applications géométriques. Volume de
Xx-347 pages, avec 52 figures; 1908...cieviiiiiiiiiiniinn.. . I12fr.

HUMBERT (G.), Membre de U'Institut, Professeur a I'Ecole Polytechnique.
— Cours d’Analyse professé 3 I'Ecole Polytechnique. 2 volumes in-§
(25-16), se vendant séparément.

Tome 1: Calcul différentiel. Principes du calcul intégral. Applications

geéometrigques, avec 111 figures; 19c3........... ceeenes eeees 16 0T,
Toue 1l : Complément du calcul intégral. Fonctions analytiques et
elliptiques. Equations différentielles, avec 91 figures; 1904..... 16 1r.

MERAY. Prnfesseunr ala FacultédesSciences de Dijon.—Legons nouvelles
surl'Analyse infinitésimale et ses applications géomeétrigques. ( Qu-
ora.e honot é d’une souscription du Ministére del’ Instruction publique.
4 volumes in-8 (25-16), se vendant séparément.

17¢ PARTIE : Principes g€nerau® ; 1894 ... .. coovnviienenn. 13 fr.
[1° PARTIE : Etude monographique des principales fonctions d’unc
seule variable; 1895 .o ovv it R 7 1 §
11i* PARTIE : Questions analytiques classiques; 1897 ........ . 6fr,

1V® PARTIE : Applications géométriques classiques; 1898 .... 7 fr
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enr séries; 1886...cceeninc.n. creecenanan vero 1511,

1 PARTIE. — Applications & la Mécanique, & la Physique, & la Géodésie,
a la Géométrie et au Calcul intégral; 1888.... 20 fr.

Ill* PARTIE. — Fragments. ( Quelgues applications & U Algébre et particu-
ticrement & U'dquation du 5° degré. Quelques applications
a la théorie des nombres. Questions diverses.) Publié par
= les soins de la Section de Géométrie de I'Académie des
Sciences; 1891 ...... cescesssssecascses 8 fr. 50 C.

Extrait de la Préface.

Dans le domaine des Mathématiques pures on peut distinguer deux par-
ties : I'une, la plus élevée, qui s’augmente constamment, presque toujours
ar degrés insensibles, ne regarde que les mathématiciens; I'autre,
ongtemps immuable, s’accroit brusquement, i des intervalles éloignés,
par 'adoption de quelque théorie nouvelle : ¢’est Ja matidre de I'ensei-
gnement, ce que doivent retenir et savoir appliquer tous les hommes qui
s’adonnent aux sciences exactes et, sans cultiver les Mathématiques, ont
toujours besoin de les connaitre.

Dans laquelle de ces deux parties fauteil aujourd’hui ranger les fonctions
elliptiques? Partout on les enseigne; seuls les mathématiciens savent s'en
servir. Elles traversent, semble-t-il, une période de transition. C’est avee
Pespoir de hater la fin de cette période que j'ai entrepris cet Quvrage.
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Trois Volumes contiendront & peu prés compldte, je I'espdre, la théorie des
fonctions elliptiques, avec ses principales applications, au point ot Y'on est
aujourd’hui parvenu. Mais, eni offrant au lecteur le moyen de s'instruire
complétement dans cette partie des Mathématiques, j'ai voulu lui permettre
de graduer son instruction. J'ai donc réservé pour le troisidme Volume ce
qu'll ¥ a de plus abstrait, la théorie de la transformation, les applications
a I'Algébre et 4 I'Arithmétique supérieure; cette partie ne regarde que les
mathématiciens, et les travaux incessants dont elle est actuellement I'objet
prouvent qu'elle n’est pas encore parvenue & la derniére perfection.

Titres des Chapitres. )

Ir* ParTiz. — Fonctions elliptiques & discriminant positif, avec un argu-
ment réel. Arguments imaginaires. Double périodicité. Discriminants négatifs,
Propriétés communes aux fonctions elliptiques, quel que soit le signe du
discriminant. Multiplication. La fonction {u«. Inversion. La fonction o u.
Décompositions en éléments simples et en facteurs. Les sérics &. Dérivées par
rapport aux invariants et aux périodes. Développement des périodes en séries
hypergéoméiriques. Développement des fonctions elliptiques en séries 4 doubles
indices. Développement des fonctions o et & en produils simples. Développe-
ments en séries trigonométriques. Applications de la théorie générale des
fonctions & celle des fonctions elliptiques.

II* PARTIE. — Forinules elliptiques pour la rotation des corps. Les mouve-
ments A la Poinsot. Rotation d’'un corps grave de révolution, suspendu par un
point de son axe. La courbe élastique gauche. Mouvement d’un corps solide
dans un liquide indéfini, en P'absence de force accélératrice. La courbe élastique
plane sous pression normale uniforme. Lignes géodésiques des surfaces
de révolution du second degré, Problémes de Géodésie. Attraction d’un anneau
elliptique. Equation d’Euler. Les polygones de Poncelet. Les courbes du

remier genre; la cubique plane. Equation de Lamé. Equations différentieiles
inéaires. Fractions continues et intégrales pseudo-elliptiques.

IlI* PARTIE. — Division des périodes par 5. Résolution de I'éguation du
cinquiéme degré par les fonctions elliptiques. Division des périodes par 5.
Fragments divers. 1. Sur la multiplication complexe dans les fonctions
elliptiques, et, en particulier, sur la multiplication par y/—23. II. Parties
aliquotes de périodes; leur répartition en groupes, quand le diviseur €st un
nombre premier. III. Fragments relatifs 3 la transformation.
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Introduction. '
Ce Livre ne doit faire double emploi ni aveec mon Quvrage sur Les
Méthodes nouvelles de la Méeanique céleste, ni avee le Traité de Méca-
nique céleste de Tisserand.
Dans Les Méthodes nouvelles je me suis placé le plus souvent au point
de vae du géométre et j'ai recherché la rigueur analytique : jai, par
exemple, consacré & la question de convergence des séries de longs efforts
et des pages nombreuses; ici, au contraire, jo laisserai cette question
complétement de c6té et le lectenr qui désirerait I'étudier devrait se
reporter aux Volumes que je viens de citer. D'autre part, dans ces Volumes,
j’ai poussé J'approximation beaucoup plus loin que ne 'exige la pratique ;
{ai pu ainsi faire ressortir des circonstances tout & fait imprévues, dont
"importance analytique est trés grande, mais qui n’ont aucun intérét pour
V'astronome praticien, 6t n’en acquerront que le jour ol la précision des
observations sera heaucoup plus grande qu’aujourd’bui, ou quand on vou-
dra comparer des observations s’étendant sur une longue suite de sidcles.
Au contraire, j'ai regardé les résultats anciens comme connus, de sorte
que j'ai peu insisté sur le -lien qui rattache les méthodes nouvelles aux
anciennes et sur la facon dont celles-1a sont sorties de celles-ci. L'Ouvrags
n’était done pas accessible an débutant et ne convenait qu’au lectenr déja
familier avec la Mécanique céleste.
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Tci, au contraire, je me borne & reproduire les legons que j'ai professées
devant les éléves de la Sorbonne et je prends le probléme & son début, en
supposant connus seulement les principes de 'Analyse et de la Mécanique,
ainsi que les lois de Képler et de Newton. Je n’emprunte aux méthodes
uouvelles que leurs résultats essentiels, coux qui sont susceptibles d'une
application immédiate, en nt'efforcant de les rattacher le plus intimement
possible a la méthode classique de la variation des constantes.

D'un autre c4téd, Tisserand s’est constamment préoccupé de reproduire
aussi {idélement qu’at a pu la pensée des iondateurs de la Méecanigue
célesle et, en effet, son Livre nous la rend tout entiére sous une forme
condensée. Je n’avais pas a refaire ce qu'il avait fait et bien fait. J'ai été
plus droit au but; le chemin suivi par nos devanciers n’a pas toujours
¢té le plus direct : en pareil cas, j'ai coupé au court; je me privais ainsi
de tout ce qu'ils avaient vu en route et qui souvent était plein d’intérét;
mais je n’avais pas 4 le regretter, puisque Tisserand nous 'avait montré.

Ce nouveau Livre ne dispensera donc pas de lire les deux Livres aneiens
et dans la guite j'y ferai de fréquents renvois. ,

Table des Matiéres dv Tome I.

Principes de la Dynamique. Le probléme des trois corps. Le mouvement
elliptique. Principes de la méthode de Lagrange. Applications de la méthode
de Lagrange. Transformations diverses des développements. Le probléme

* restreint. Théorie élémentaire des perturbations séculaires. Cas général du
probléme des trois corps. Théoréme de Poisson. Systéme des développements.
Solutions périodiques. Principe de la méthode de Delaunay.

Table des Matiéres du Tome II (I** Partie).

Le probléme de la fonction perturbatrice. Application des fonctions de
Bessel. Propriétés générales de la foncLion perturbatrice. Les coefficients de
Laplace. Les polynomes de Tisserand. Les opérateurs de Newcomb. Conver-
gence des séries. Relations de récurrence et équations différentielles. Calcul
vumérique des coefficients. Termes d’ordre élevé, :

Table des Matiéres du Tome II (II* Partie).

Généralités sur la théorie de la Lune. La variation. Mouvement du nceud.
Mouvement du périgée. Termes d’ordre supérieur, Seconde méthode. Action
des planétes. Accélérations séculaires.

Table des Matiéres du Tome III.

Introduction, — I** Partie. T/heorie générale des marées. Oscillations d'un
systéme mécanique, Application des principes généraux au phénoméne des
marées. Etude des marées & longue période. Etude des marées a courte
période ou marées dynamiques. Influence de la courbure. Oscillations d’un
liguide recouvrant une sphére attirante non tournante. Influence de la force
centrifuge composée. Oscillations d’un liquide pesant dans an vase tournant.
Oscillations d’un liquide pesant recouvrant une sphére tournante Etude des
marées statiques de la seconde sorte. Influence du frottement. Etude des marées
se produisant dans un réseau de canaux étroits, Etude des procédés d’inté-
gration des équations du probléme des marées. — II* Partie. Méthodes pra-
tiques de prédiction des marees. Analyse harmonigue. Méthode de Laplace. —
11l Partie. Synthése des observations. Comparaison avec la theorie. Résul-
tats des observations. Résultats expérimentaux. E«sais de synthése des obser-
vations.Théorie de Whewell Théoriede Harris,~ IV*Partie. Marees fluviales.—
Ve Partie. Ftude de ¢’injfluence des marées sur les corps celestes. Marées
du noyau interne du globe. Influence des marées sur les mouvements des
corps célestes. — PLancHES,. I. Lignes cotidales de la marée semi-diurne, d’aprés
Rollin A, Hacris. IL. Systémes semi-diurnes, d’aprés Rollin A. Harris.

«
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ToMe L ; Solutions périodiques, Non-existencedes intégrales uniformes.

Solutions asymptotiques, avec figures;1892.......... eeeve. 1211,
Towmg II : Méthodes de MM, Newcomb, Gyldén, Lindstedt et Bohlin;
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TouE III ot PERNIER ¢ fnvariants intégraur. — Solutions périodigues du
deuxiéme degré.— Solutions doublement asymprotiques ; 1898." 13 fr.

Extrait de YIutroduction du Tome I.

Le Probléme des trois corps a une telle importance pour 1'Astronomie,
et il est en méme temps si difficile, que tous les efforts des géométres ont
6:6 depuis longtemps dirigés de ce coté. Une intégration compléte et
rigoureuse élant manifestement impossible, ¢’est aux proeédés d’'approxi-
mation que I'on a da faire appel. Les méthodes employées d’abord ont
consisté & chercher des développements procédant suivant les puissances
des masses. Au commencement ge ce siécle, les conquétes de Lagrange et
de Laplace et, plus récemment, les calculs de Le Verrier, ont amené ces
méthodes & un tel degré de perfection qu'elles ont pu suffire largement
jusqu’ici aux besoins de la pratique. Je puis ajouter qu'elles y suffiront en-
core longterups, malgré quelques divergences de détails; il est certain
néanmoins qu’elles n'y suffiront pas toujours, un peu de réflexion le fais
trés aisément comprendre.

Le but final de la Mécanique céleste est de résoudre eette grande gues-
tion de saveir si la loi de Newton explique 4 elle seule tous les phénoménes
astronomiques; le seul moyen d’g' parvenir est de faire des observations
aussi précises 1ue possible et de les comparer ensuite aux résultats du
calcul. Ce calcul ne peut étre qu'approximatif el i ne servirait a mem,
d'ailleurs, de calculer plus de décimales que les observations n'on peu-
vent faire connaitre. Il est done inutile de demander au calcul plus de
précision qu'aux observations; mais on ne doit pas non plus lui en deman-
der moins. Aussi I'approximation dont nous pouvons nous contenter au-
jourd’hui sera-t-elle insuffisante dans quelques siécles. Et, en effet, en
admettant méme, ce qui est trés improbable, que les instruments de
mesure ne se perfectionnent plus, I'accumulation seule des ohservations
pendant plusieurs siécles nous fera comnaitre avec plus de précision les
coefficients des diverses inégaliiés.

Cette époque, ol I'on sera obligé de renoncer aux méthodes anciennes,
est sansg doute encore trés éloignée; mais le théoricien est obligé de la de-
vaneer, puisque son euvre doit précéder, et souvent d’un grand nombre
d’années, celle du calculateur numérigue.

Il ne faudrail pas eroire que, pour obtenir ies éphémérides avec unne
grande précision pendant un grand nombre d’années, il suffira de caleuler
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un plus grand nombre de térmes dans les développements auxquels con~
duisent les méthodes anciennes.

Ces méthodes, qui consistent & développer les coordonnées des astres
suivant les puissances des masses, ont, en effel, un caractére eommun qui
s'oppose 4 leur emploi pour le calcul des éphémérides a longue échéance.
Les séries obtenues contiennent des termes dits séculaires, ou le temps
sort Jdes signes sinus et cosinus, et il en résulte que leur convergence,
pourrait devenir douteuse si I’on donnait & ce temps ¢ une grande valear.

La présence de ces tormes séculaires ne tient pas & la nature du pro-
bléme, mais seulement a la méthode employée. C'est 1a un point dont tous
les astronomes ont depuis longtemps le sentiment, et les fondateurs de la
Mécanique céleste eux-mémes, dans toutes les circonstances ot ils ont
voulu obtenir des formules applicables a4 longue échéance, comme par
exemple dans le calcul des inégalités séculaires, ont did opérer d’une autre
maniére et renoncer a4 développer simplement suivant les puissances des
masses. L'étude des inégalités séculaires par le moyen d’un systéme d’équa-
tions différentielles linéaires a coefficients constants peut donc étre regar-
dée comme se rattachant plutdt aux méthodes nouvelles qu’aux méthodes
anciennes.

Aussi tous les efforts des savants géomsdtres, tels que Delaunay, Hill,
Gyldén, Lindstedt, dans Ia seconde partie de ce siécle, ont-ils eu pour but

rincipal de faire disparaitre les termes séculaires. Grice & leurs travaux,
a difficulté prevenant des termes séculaires peut étre regardée comme
définitivement vaincue et les procédés nouveaux suffiront probablement
pendant fort longtemps encore aux besoins de la pratique.

Tout n’est pas fait cependant. La plupart de ces développements ne sont
pas convergents au sens que les géomeétires donnent & ce mot. Sans doute,
cela importe peu pour le moment, puisque I'on est assuré que le calcul
des premiers termes donne une approximation trés satisfaisante; maisil n’en
est pas moins vrai que ces séries ne sont pas susceptibles de donner une
approximation indéfinie. Il viendra donc aussi un moment o elles devien-
dront insuffisantes. D’ailleurs, certaines conséquences théorigues que 'on
gourrait éire tenté de tirer de la forme de ces séries ne sont pas légitimes

cause de leur divergence. C'est ainsi qu’elles ne peuvent servir & ré-
soudre la question de la stabilité du systéme solaire.

La discussion de la convergence de ces développements doit attirer
Pattention des géomsétres, d’abord pour les raisons que je viens d’exposer
et en outre pour la suivante : le but de la Mécanique céleste n’est pas at-
temnt quand on a calculé des éphémérides plus on moins approchées sans
pouvoir se rendre compte du degré d'approximation obtenu. Si 'on constate,
en effet, une divergence entre ces éphémérides et les observations, il faut
que I'on puisse reconnaitre sila loi de Newton est en défaut on si tout peut
s'expliquer par l'imperfection de la théorie. Il importe donc de déterminer
une limite supérieure de I'erreur commise, ce dont on ne s’est peut-étre pas
assez préoccupé jusqu'ici. Or les méthodes qui permettent de discuter les
convergences nous donnent en méme temps cette limite supérieure, ce qui
en accroit beaucoup I'importance et 1'utilité. On ne devra donc pas s'éton-
ner de la place que je leur aceorderai dans cet Ouvrage, bien que je n’en
aie peut-étre pas tiré tout le parti qu’il edt convenu.

Je me suis moi-méme occupé de ces questions et j'y ai consacré un
Mémoire qui a paru dans le tome XIII des Acta mathematica ; jo m'y suis
surtout efforcé de mettre en évidence les rares résultats relatifs an Pro-
blgme des trois Corps, qui peuvent &tre établis avec la rigueur absolue
gu’exigent Jes Mathématiques. C'est cette rigueur qui seule donne quelque
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rix & mes théordmes sur les solutions périodiques, asymptotiques et doi-
Element asymptoliques. On y trouvera, en effet, un terrain solide sur
lequel on pourra s’appuyer avee confiance, et ce sera la un avantage pré-
cieux dans toutes les recherches, méme dans celles ou I'on ne sera pas
astreint & la méme rigueur.

Il m’a semblé, d’autre part, que mes résultats me permettaient de réun-
nir dans une sorte de synthése la plupart des méthodes nouvelles récem-
ment proposées, et c'est ce qui m'a déterminé a entreprendre le présent
Ouvrage.

Dang ce premier Volume, {’ai da me borner 4 I'étude des solutions pério-
diques du premier genre, & la démonstration de la non-existence des inté-
grales uniformes, ainsi qu’a I'exposition et & la discussion desméthodes de
M. Lindstedt.

Je consacrerai les Volumes suivants i la discussion des méthodes de
M. Gyldén, 4 la théorie des invariants intégraux, 4 la question de la stabi-
litd, & Iétude des solutions périodiques du second genre, des solutions
asymptotiques et doublement asymptotiques, et enfin aux résultats que je
pourrais obtenir d'ici a leur publication.

Tahle des Matidres du Tome J.

Introduction. — CuAP. 1. Généralités et méthode de Jacobr. Généralités.
Exemples d’équations canoniques. Premier théoréme de Jacobi. Deuxiéme
théoréme de Jacobi; changements de variables. Changements de variables
remarquables. Mouvement képlérien. Cas particulier du Probléme des trois
Corps. Emgloi des variables ké;]);ériennes. Cas général du Probléme des trois
Corps. Probléme général de la Dynamique. Réduction des équations canoni-
ques. Réduction du Probléme des trois Corps. Forme de la fonction pertur-
batrice. Relations invariantes. — CnaP. Il. Intégration par les séries. Défi-
nitions et lemmes divers. Théoréme de Cauchy. Extension du théoréme de
Cauchy. Applications au Probléme des trois Corps. Emploi des séries trigo-
nométriques. Fonctions implicites. Points singuliers algébriques. Elimination.
Théoréme sur les maxima. Nouvelles définitions. — Cuar. I1L. Solutions pe-
riodigues. Solutions périodiques. Cas ol le temps n’entre pas expli¢itement
dans les équations. Application au Probléme des trois Corps. Solutions de 1a
premiére sorte. Recherches de M. Hill sur la Luae. Application au probléme
géncral de la Dynamique. Cas ol le hessien est nul. Calcul divect des séries.
Démonstration directe de la convergence. Examen d’un important cas dex-
ception. Solution de la deuxiéme sorte. Solution de Ia troisiéme sorte. Appli-
cations des solutions. périodiques. Satellites de Jupiter. Solutions périediques
dans le voisinage d’une position d’équilibre. — Cuar. IV. Exposants carac-
teristiques. Equations aux variations. Application 4 la théorie de la Lune.
Equations aux variations de la Dynamique. Application de Ia théorie des sub-
stitutions linéaires. Délinition des exposants caractéristiques. Equation qui
définit ces exposants. Gas ot le temps n’entre pas explicitement. Nouvel
énoncé du théoréme des n>* 37 et 38. Cas ot les équations admettent des in-
tégrales uniformes. Cas des équations de la Dynamique. Changements de
variables. Développement des exposants. Calcul des premiers termes. Appli-
cation au Probléme des trois Corps. Calcul complet des exposants caractéris-
tiques. Solutions dégénérescentes. — Cuap. V. Non-existence des integrales
uniformes. Non-existence des intégrales uniformes. Cas o les B s’annulent.
Cas oil le hessien est nul. Application au Probléme des trois Corps. Problémes
de Dynamique ot il existe une intégrale uniforme. Intégrales non holomor-
phes en w. Discussion des expressions (14). — Cuae. VI. Développement ap-
proche de la fonction perturbatrice. Enoncé du probiéme. Digression sur
une propriété de la fonction perturbatrice. Principes de la méthode de M. Dar-
boux. Extension aux fonctions de plusieurs variables, Recherche des points
singuliers. Discussion. Discussion dans le eas général. Application de la mé-
thode de M. Darboux. Application & I’Astronomie. Appﬂcation a la démon-
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stration de la non-existence des intégrales uniformes. — Cuap. VII. Solutions
asymptotigues. Solutions asymptotiques. Convergence des séries. Solutions
asymptotiques des équations de la Dynamique. Développement de ces solutions
selop les puissances de y/u. Divergence des séries du n* 108. Démonstration
nouvelle de 1a proposition du n° 108. Transformation des équations, Réduc-
tion & la forme canonique. Forme des fonctions V,. Lemme fondamental.
Analogie des séries du n° 108 avec celle de Stirling.

}

: Extrait de I'avant-propos du Tome II.

Les méthodes que je vais exposer dans ee second Volume sont dues aux
efforts d’un rang nombre d’astronomes contemporains, mais c'est a I'expo-
sition de celles de M. Gyldén que je consacrerai le plus de pages.

Toutes ces méthodes ont un caractére commun ; les savants qui les ont
imaginées se sont efforcés de développer les coordonnées des astres en
séries dont tous les termes soient périodiques et de faire disparaitre ainsi
les termes dits séculaires que l'on rencontrait avec les anciens procédés
d’approximalion successive, et ol le temps sortait des signes sinus et
cosinus; mais, en revanche, ces savanis ne se sont pas préoccupés de
savoir si les séries qu'ils obtenaient étaient convergentes au sens que les
géométres donnent & ce mot.

Aussi, tandis que les .résultats obtenus dans e premier Volume étaient
établis avec toute la rigueur a laquelle les mathématiciens sont accoutumés,
ceux que je vais exposer ne sont vrais qu'avec une certaine approximation,
qtui est certainement trés grande, d’autant plus grande que les masses sont
plus petites. :

Les termes de ces séries décroissent d’abord trés rapidement et se mettent
ensuite a croitre; mais,comme les astronomes s'arrélent aux premiers termes
de 1a série et bien avant que ces termes aient cesséde décroitre, I'approxima-
tion est suffisanie pour les besoins de la pratique. La divergence de ces déve-
loppements n’aurait d’inconvénient que si I'on voulait s'en servir pour établir
rigoureusement certains résultats, par exemple la stabilité du systémesolaire.

Dans les Chapitres suivants, j'expose les plus simples des méthodes nou-
velles, celles qui sont dues &8 MM. Newcomb et Lindstedt. Je montre com~
ment on peut triompher de certaines difficultés que I'on rencontre quand
on veut les appliquer au cas le plus général du Probléme des trois Corgs.

Jexposerai ensuite les premidres méthodes de M. Gyldén; fondées sur des
principes qui ne sont pas sans analogie avec ceux dont je viens de parier, elles
permettent de triompher des mémes obstacles ; mais, en outre, beaucoup de
difficultés dedétail sont vaincues par des artifices aussi élégants qu'ingénieux.

Dans 'étude de ces méthodes, je m’écarte souvent beaucoup du mode
d’exposition de leurs auteurs; je ne voulais pas, en effet, refaire ce qu’ils
avaient si bien fait: aussi me suis-je moins préoccupé de mettre ces
méthodes sous la forme la plus commode pour le calculateur numérique
que d’en faire comprendre I'esprit, afin que la comparaison en devint facile.

Table des Matiéres du Tome II.

Cuave. VIIL. Calcul formel. Divers sens du mot convergence. scries ana~
Jogues & celles de Stirling. Caleu) de ces séries. — Cuar. IX. Methodes de
MM. Newcomb et de Lindstedt. Historique. Exposé de la méthode. Diverses
formes des séries. Calcul direct des séries. Comparaison avec la méthode de
M. Newcomb. — Cuar. X. Application é& U’ctude des variations seculaires.
Exposé de la question. Nouveau echangement de variables. Application de la
méthode du Chapitre IX. — GCnrae. XI. Application au Prog})éme des trois
Corps. Difficuitd du probléme. Extension de la méthode du Chapitre IX &
cextamns cas singuliers. Application au Problé¢me des trois Corps. Changement
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de variabies. Cas des orbites plans. Etude d’une intégrale particuliére. Forme
des développements. Cas général du Probléme des trois Gorps. — Cuar. XIL,
Application auzx orbites. Exposé de la difficulté. Solution de la difficulté. —
Cuar. XI11, Divergence des series de M. Lindstedt. Discussion des séries (3).
Discussion des séries (3). Comparaison avec les méthodes anciennes. —
Cnap. XIV. Calcul direct des series. Application au Probléme des trois Corps.
Propriétés diverses. Cas particuliers remarquables. Conclusions. — Cuar. XV.
Autres procedes de calcul direct. Probléme du n® 125. Autre exemple. Pro-
bléme dun®134. Probléme destrois Corps. — Cuar. XVI. Methodesde M. Gylden.
Réduction des équations. Orbite intermédiaire. Orbite absolue. — Crar. XVII
Cas des equations linéaires. Etude de Yéquation de Gyldén. Méthode de Jacobi.
Méthode de M. Gyldén. Méthode de M, Bruns. Méthode de M. Lindstedt Mé-
thode de M. Hill. Application du théoréme de M. Hadamard. Remarques di-
verses. Extension des résultats précédents. — Cuap. XVIIL. Cas des équations
non lineaires. Equations & second membre. Equation de I’évection. Equation
de la variation. Résumé. Généralisation des solutions périodigues. — Cnap. XIX,
Meéthodes de M. Bohlin. Méthode de Delauaay. Méthode de M. Bobhlin. Cas de
Ja libration. Cas limite. Relation avec les séries du n® 125, Divergence des sé-
ries. — CHar. XX. Séries de M. Bohlin. Cas de la libration. Cas limite. Com-
paraison avec les séries du n® 127. — Cuar. XXI1. Ewztension de la méthode
de M. Bohlin. Extension au probléme du n® 134. Extension au Probléme des
trois Corps. Seconde méthode. Cas de la libration. Divergence des séries.

Table des Matiéres du Tome III.

Cuar. XXII. Invariants intégrauzx. Mouvement d’un fluide permanent
Définition des invariants intégraux. Relations entra les invariants et les inté-
grales. Invariants relatifs. Relation entre les inva..ants et Péquation aux va-~
riations. Transformation des invariaunts. - Cuap. XXI1I. Formation des in-
vaoriants. Emploi du dernier multiplicateur. Equations de la Dynamique. Les
invariants initégraux et les exposants caractéristiques. Emploi des variables
képlériennes. Remarque sur l'invariant du n° 256. Cas du probléme réduit. —
Cuar. XXIV. Usage des invariants integrauz. Procédés de vérification.
Rapport avec un théoréme de Jacobi. Application aux solutions asymptoti~

ues. -—— GCHAP. XXV, Jnvariants intégrauz et solutions asymptotiqites.

etour sur la méthode de Bohlin. Relation avec les invariants intégraux. Autre
mode de discussion. Cas du probléme restreint, — Cuar. XXVI. Stabilite a
la Poisson. Diverses définitions de la stabilité. Mouvement d’un liquide. Pro-
babilités. Extension des résultats précédents. Application au probiéme restreint,
Application au probléme des trois corps. — Cuar. XXVIIL. Théorie des consé-
guents. Courbes invariantes. Extension des résuliats précédents. Application
aux équations de la Dynamique. Application au probléme restreint. — Cuap.
XXVIIIL. Solutions periodiques du deuziéme genre. Cas ou le temps n’entre
pas explicitement. Application aux équations de la Dynamique. Solutions du
deuxiéme genre des équations de la Dynamique. Théorémes sur les maxima,
Existence du deuxiéme genre. Remarque. Cas particuliers., — Cuar. XXIX
Diverses formes du principe de moindre actior. Foyers cinétiques. Foyers
maupertuisiens. Application aux solutions périodiques. Cas desolutions stables.
Solutions instables, — Cuar. XXX, Formation des solutions du deuziéme

enre Formation effective des solutions. Discussion. Discussion des cas particu-
iers, Applications aux équations du n* 13. — Cuar. XXXI. Proprietes des solu-
tions du deuxiéme genre. Les solutions du deuxiéme genre et le principe de
moiandre action. Stabilité et 1stabilité. Application aux orbites de Darwin.
— Crar. XXXIL. Solutions periodigues de deuxiéme espéce. — Cnap. XX XIIL.
Solutions doublement asymptotiques. Modes divers de représentation géomé-
trique. Solutions homotclines. Solutions hétéroclines. Comparaison avec fe
a- 225. Exemples de solutions hétéroclines.
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LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS,

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55. A PARIS (6°).

Eavoi france dans touts 1'Untien postale seaire dat-pesie su valenr sur Paris.

(EUVRES DE CHARLES HERMITE

PUBLIEES SOUS LES AUSPICKS DE L'ACADEMIE DES SCIENCES

Par Emile PICARD,

Membre de I'Institut.

TROIS VOLUMES IN-8 (25-16) SE VENDANT SEPAREMENT.

Toue 1: Volume de xi-500 pages avec un portrait d’Hermite ; 1905. 48 fr.
TomeIl: Volume de vi-520 pages avee un portrait; 1go8......... 18fr,

Toume III : Volume de vi-524 pages avec un portrait; 1912........ A18fr.
ToMEIV...ooiiiiiiiiiiiae teenaneane «eevess (en préparation)
———— O

Extrait de la Préface du Toms 1.

<<+ L'uvre d’'Hermite se trouve dispersée dans un grand nombre de
journaux scientifiques frangais et étrangers; elle grandira encore quand
elle se trouvera rassemblée ot 1u'on powrra ainsi mieux juger de sa belle
unité. A peu d’exceptions prés, les Mémoires sont courts. La marche géné-~
rale des idées y est toujours mise avec évidence; mais, surtout dans la
premidre partie de la carriére d Hermite, la rédaction se présente sous une
forme synthétique, 6t le soin d’établir de nombreuses propositions inter
médiaires, dont I'énoneé seul est indiqué, est laissé a la charge du lecteur.
Quel fructueux exercice gue la lecture d’'un de c¢es Mémoires fondamen-
taux pour I'étudiant bien doué qui cherche & en rétablir tous les détails.

Table des Matidres du Tome I.

Avertissement. Préface. Lien géométrique des péles d'une section conique
par Tapport & une autre, Considérations sur ia résolution algébrique de I’équa-
tion du cinquiéme degré Extraits de deux Lettres de M. Charles Hermite A
M. Jacobi. Sur la division des fonctions abéliennes ou ultra-elliptiques. Surla
théorie des transcendantes & différentielles algébriques. Principaux théorémes
de l'analyse des fonctions elliptiques. Note sur la théorie des fonctions ellip-
tuques. Sur la théorie des fonctions elliptiques. Rapport sur un Mémoire pré-
renté par M. Hermite et relatif aux fonctions a double période. Note sur la
séduction des fonctions homogénes & coéfficients entiers et 2 deux indéter-
minées. Sur la théorie des formes quadratiques ternaires. Lettres de M. Her-
mite & M. Jacobr sur différents objets de la théorie des nombres {4 lettres?.
Sur la théorie des variables continues dans la théorie des nombres. Sur la
théorie des formes quadratiques ternaires indéfinies. Sur la théorie des formes
guadratiques. Note sur un théoréme relatif aux nombres entiers. Sur une
question relative 3 la théorie des nombres. Démonstration élémentaire d’une

roposition relative aux diviseurs de #* -~ Ay?%. Sur les fonctions algébriques.
gur lPextension du théoréme de M. Sturm a un systéme d'équations simul-
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tanées. Remarques sur le théoréme de M. Sturm.Sur la décomposition d’un
nombre en quatre carrés. Remarques sur un Mémoire de M. Cayley relatif aux
déterminants gauches. Sur la théorie des fonctions homogénes & deux indé-
terminées. Sur le nombre des racines d’une équation algébrique comprises
entre des limites données. Sur le nombre limité d’irrationnalités auxquelles
se réduisent les racines des équations & cocfiicients entiers complexes d’un
degré et d’'un discriminant donnés. Sur Vinvariabilité du nombre des carrés

ositifs et des carrés négatifs dans la transformation des golynomes homegénes

u second degré. Sur les formes cubiques & deux indéterminées. Lettre i
Cayley sur les formes cubiques. Extrait d’une Lettre a J.-J. Sylvester, Sur la
théorie de la transformation des fonctions abéliennes., Remarque sur un théo-

réme de Cauchy. Sur quelques formules relatives & la transformation des
fonctions elliptigues.

Bxtrait de I'Avertissement du Tome II. -

Comme pour le premier Volume, nous suivons 3 peu prés dans le
Tome II I'ordre chronologigue. Les Mémoires ici reproduits vont de 1858 a
1872; nous y avons joint des Noles publiées par Hermite dans différents
Ouvrages, quelques pages de son Cours d’d4nalyse de I'Ecole Polytech-

?igue. et une Lettre de M. Tannery se rapportant aux fonctiongs modu-
aires.

Table des Matiéres du Tome II.

Avertissement. Sur la théorie des formes cubiques 4 trois indéterminées.
Sur la résolution de Yéquation du cinquiéme degré. Lettre de Charles Her-
mite & M. Jules Tannery sur les fonctions modulaires. Sur la résolution de
I'équation du quatriéme degré. Sur quelgnes théorémes d’Algébre et la réso-
lution de l’équation du quatrié¢me degré. Sur la théorie des équations modu-
laires. Sur Vabaissement de P'équation modulaire du huitiéme degré. Sur
I'interpolation. Sur la réduction des formes cubiques & deux indéterminées.
Extrait d'une Lettre & M. Borchardt sur le résultant de trois formes guadra-
tiques ternaires. Extrait de deux letires & M. Borchardt sur I'invariant du
dix-huitiéme ordre des formes du cinquiéme degré. Letire adressée & M. Liou-
ville sur la théorie des fonctions elliptigues et ses applications & PArithmé-
tique. Note sur la théorie des fonctions elliptiques. Extrait d’une lettre .2
Véditeur sur la transformation du troisiéme ordre des fonctions elliptiques
Sur les théorémes de M. Kronecker, relatifs aux formes quadratiques. Sur la
théorie des formes quadratiques. Remarques sur le déveloipement ecosam 2.
Sur quelques formules relatives au module dans la théorie des fonctions
elliptiques. Sur les fonctions de sept lettres. Extrait d’'une Let're de M. Her-
mite & M. Brioschi. Sur un nouveau développerent en série des fonctiouns.
Extrait d’une Lettre de M. Hermite & M. Borchardt. Sur deux intégrales
doubles. Sur quelques développements en série de fonctions de plusieurs
variables. Sur ’équation du cinquiéme degré. Sur les invariants des formes dv
cinquiéme degré. Sur Vinvariant gauche des formes du sixi¢me degré. Sur la

théorie des polygones homogénes du second degré. Sur lintégrale zndz |

11—
Sur le développement en séric des intégrales elliptiques de premiére et de
seconde espéce. Sur l'expression du module des transcendantes elliptiques en

+1
fonction du quotient des deux périodes. Sur Vintégrale f _—dz .
- (a=—2)/1—2
“+1 :
Sur la transcendante En. Sur l'intégrale . sinadzr + Sur la con-

-y 12T COsSE 4+ T
struction géométrique de Péquation relative & l'addition des intégrales ellip-
tiques de premiére espéce. Sur Pélimination des fonctions arbitraires.
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Extrait de I’Avertissement du Tome III.

Les Mémoires ici reproduits vont de 1872 & 1880. Ce Yolume commence
tontefois par un travail inédit Sur Lextension du théoréme de Sturm a un
systéme d'équations simultanées, datant de la jeunesse d’Herwmute, re-
trouvé récemment dans les papiers de Liouville. On lira aussi dans ce
Tome divers Chapitres empruntés au Cours d’'Analyse del Ecole Polytech-
nique, une Note publide dans V.dlgébre supérieure de Serret sur les
équations résolubles par radicaux, et enfn une lecon sur léquation de
Lamé, faite a I'Ecole Polytechsque pendant Phiver de 1872-73, qui, a
nolre connaissance. contient les pre nisres recherches d’Hermite sur une
question qu’il devait approfondic juelques années plus tard, Le portrait
placé au commencement du Volume représenie Hermite vers [dge de
soixante-cing ans.

Table des Matiéres du Tome III .

Sur 'extension du théoréme de M. Shwm 3 un systéme d’équations simul-
tanées. Intégration des fonctions ratienneklies. Intégratien des fomctions trans-
cendantes. Sur Péquation z®—+ )%= z*~-u?®. Sur Péquatior de Lamé. On an
application of the theory of unicursal curves, Sur l'irrationalité de la base des
logarithmes hyperboliques. Sur ume équation transcendante. Extrait ¢'unme
lettre sur Pexpression {j sin 2+ V cos & + W. Extrait d’'une lettre syr quel-
ques approximations ajgébriques. Sur la fonction exponentielle. Extrait d'une

T sin?x m
lettre sur l’intégralJ (—_2) dz. Extrait d’une leitre sur
o \l—2QCOSZE &
la transformation des formes quadratiques ternaires en elles-mémes. Extrait
d’une lettre sur la réduction des formes quadratiques ternaires. Extrait d’une
lettre sur quelques équations différentielles linéaires. Extrait d’une lettre sur
les nombres de Bernoulli Extrait d’une leltresur la fonction de Jacob Bernouili.
Sur les développements de F (z)=sn*@zcntx dn*z. Sur un théoréme
d’Eisenstein. Extrait d’one lettre sur le développement des fonctions ellip-
tiques suivant les puissances croissantes de la variable. Extrait d’une formule
de M. Delaunay. Sur I'aire d’un segment de courbe convexe. Sur un exemple
de réductions d’'intégrales abéliennes aux fonctions elliptigues. Sur la
formule de Jacobi. Sur quelques applications des fonctions elliptiques.
Etudes de M. Sylvester sur la théorie algébrique des formes. Extirait
d’une letire de M. Hermite a M. Fuchs. Extrait d’une lettre sur la
formule de Maclaurin. Extrait d’une lettre sur la formule d’interpolation de
Lagrange. Extrait d’une lettre sur les courbes planes. Extrait d’une lettre sur le
1 a—1__ s
pendule. Sur Ja théorie des fonctions sphériques. Sur l'intégralef z_# daz.
A —

Extrait d’une lettre sur I'équation de Lamé. Sur ua théoréme de Galois
relatif aux équations solubles par radicaux. Sur le contact des surfaces. Sur
les équations différentielles linéaires. Sur les équations linéaires, Etrait
d’unz lettre sur une extension donnée & la théorie des fractions continues
par M. Tchebychef.
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LIBRAIRIE GAuTHIER-VILLARS,

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS, 6°.

—

Enval franco dans toute 'Union postale eontre mandat de posie ou valeur sar Paris.

(EUVRES

DE FOURIER

PUBLIEES PAR LES SOINS DE

M. GASTON DARBOUX,

S0US LES AUSBPICES DU

MINISTERE DE L’INSTRUCTION PUBLIQUE.

Toume 1. — Théorie analytique de la Chaleur, In-4; 1888....... 25 fr
Toug . — Mémoires divers. In-4, avec un portrait de Fourier,
reproduit par la photoglyptographie; 1890........ 25 fr

Avertissement du Tome I.

L’édition des OEuvres de Fourier, dont nous publions anjourd’hui le
premier Volume, était réclamée depuis longtemps par les physiciens et les
géométres; entreprise avec I'appui bienveillant du Ministére de'l'Insiruction
publique, elle prendra place dans la collection des Documents inédits, 4
coLé 393 (Euvres de Laplace, de Lagrange, de Lavoisier, de Fresnel et de
Caunchy. Par I'importance de ses découvertes, par l'influence déeisive qu’il
a exercée sur le développement de la Physique mathématique, Fourier
méritait 'hommage qui est rendu aujourd’hui a ses travaux et & sa mémoire.
Son nom figurera dignement & ¢4té des noms, illustres entre tous, dont la
liste, destinée & s’accroitre avec les années, consiitue dés a présent un
véritable titre d’honneur pour notre pays.

La Théorie analytique de la Chaleur, qui forme 3 elle seule ce premier
Volume, a paru en 1822. Ce bel Ouvrage, que Y'on peut placer sans injus-
tice a c6té des écrits scientifiques les plus parfaits de tous les temps, se re-
commande par une exposition intéressante et originale des principes fonda~
mentaux ; il éclaire de la lumidre la plus vive et la plus péuéiranie toutes
les idées essentielles que nous devons & Fourier et sur lesquelles doit
reposer désormais la Philosophie naturelle; mais il contient, nous devons
le reconnailre, beaucoup de négligences, des erreurs de calcul et de détail
que Fourier a su éviter dans d'autres écrits. Guidé par les conseils de
notre éditeur, M. Gauthier-Villars, nous nous sommes appliqué a faire
disparaitre les incorrections typographiques. Nous avons refail les cal-
culs, corrigé avee le pius grand soin les renvois inexacts, les erreurs de
notation et d'impression, mais en nous attachant toujours a respecter la
forme si élégante et si pure que Fourier donne habituellement a sa pensée.
Un membre distingué de 'Enseignement supérieur, M. Paul Morin, profes~
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seur 4 la Faculté des Sciences de Rennes, nous a beaucoup aidé dans cette
partie essentielle de notre tiche : nous nous plaisons 3 lui adresser ici nos
plus vifs remerciements, M. Morin veut bien nous continuer son concours
pour le second Volume, dont 'impression est déja commencée.

Les recherches de Fourier relatives 4 la théorie de la chaleur remontent
4 la fin du xvin® siécle; elles ont 6té communiquées & I'Académie des
Sciences le 21 décembre 1807. Cette premiére publication ne nous est pas
parvenue; on ne la connait que par un extrait de quatre pages inséré
en 1808 au Bulletin de la Societé philomathique; elle a 616 lue et déposée,
mais a, sans doute, été retirée par Fourier dans le courant de 1'année 1810.

L’Académie ayant mis au concours, pour 1811, la question suivante :
« Donner la théorie mathématique des lois de la propagation de la chaleur
el comparer le résultat de cette théorie & des expériences exactes », Fou-
rier envoya, le28 septembre 1811, un travail trés étendu, formé, d’aprés ses
propres déclarations, du Mémoire primitivement soumis a ’'Académie et des
notes qu'il y avait successivement ajoutées. Ce nouveau travail fut couronné
dans Ja séance publique du 6 janvier 1812. Les juges du concours étaient
Lagrange, Laplace, Malus, Haiiy et Legendre. Leur rapport nous a été con-
servé. Toutes les appréciations, sauf une peut-étre, y sont d’une rigoureuse
exactitude, et, cependant, il est permis de penser que, dans son ensemble,
il ne rend pas pleine justice aux efforts et aux découvertes de Fourier.

« Cette piéce, dit le Rapporteur en parlant du Mémoire de Fourier, ren-
ferme les véritables équations différentielles de la transmission de la cha-
leur, soit 4 l'intérieur des corps, soit 4 leur surface; et la nouveauté du
sujet, jointe & sen impértance, a déterminé la Classe & couronner cet Ou-
vrage, en observant cependant que la maniére dont I’Auteur parvient 4 ses
équations n’est pas exempte de difficuliés, et que son analyse, pour les in-
tégrer, laisse encore quelque chose 4 désirer, soit relativement a la géné-
ralité, soit méme du c6té de la rigueur. »

Le manuscrit de Fourier fait partie, aujourd’hui encore, des Archives de
I'Académie. Le grand géométre, devenu Secrétaire perpétuel apres la mort
de Delambre, I'a fait imprimer, sans y apporter aucun changement, dans
les Volumes de Mémoires pour 1819-1820 et 1821-1822, deux ans aprés la

ublication de la Theorie de la Claleur. Fourier désirait, sans doute, éta-

lir ainsi d’'une maniére incontestable ses droits de priorité; car la premiére
Partie du Mémoire de 1811, celle qui a paru dans le Volume pour 1819-1820,
ne differe qu’en des points tout i fait secondaires de la rédaction définitive
a laquelleﬁ s’est arrété dans la Théorie de la Chaleur. Nous avons donc
renoncé & reproduire cette premidre Partie; mais la seconde, qui a été im-
primée en 1826, dans le Volume des Memoires pour 1821-1822, offre le
plus vif intérét; elle commencera notre second Volume et sera, croyons-
pous, bien accueillie de tous.

11 y a aujourd’hui quatre-vingts ans que Fourier fit & I'Académie des
Sciences sa premiére Communication sur les études qui ont occupé toute sa
vie. Les méthodes dont l'illustre savant a enrichi la Science trouvent main-
tenant devant elles un champ vaste et presque inexploré d’applications
nouvelles dans la théorie moderne de I'électricité. Puisse notre édition les
répandre encore, puisse-t-elle maintenir et accroitre dans motre pays el
parmi nos jeunes géometres le goit de la Physique mathématique. « L'e-
tude approfondie de la nature est la source la plus féconde des découveries
mathémaliques. Non seulement cette étude, en offrant aux recherches un
but déterminé, a Yavaniage d’exclure les questions vagues et les calculs
sans issue, elle est encore un moyen assuré de former 1’Analyse elle-méme,
et d’en découvrir les éléments qu’il nous importe le plus de connaiire et
-que cette sciénce doit toujours conserver : ces éléments fondamentaux sont
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ceux qui s6 reproduisent dans tous les ¢flets naturels. » C'est par ces ré-

~ flexions, empruntées a I'admirable Discours preliminaire que I'on va lire,
que nous terminerons ces quelques lignes, dans lesquelles nous nous pro-
posions surtout de remercier tous ceux qui ont pris part & notre 8ublication
ou qui I'ont rendue possible. . D.

Table des Chapitres et Sections du Tome I.

Cuae. L Introduction. — I. Exposition de I’objet de cet Ouvrage. — II. No-
tions générales et definitions préliminaires. — III. Principe de la communica-
tion de la chaleur. — IV. Du mouvement uniforme et linéaire de la chaleur. —
V. Loi des températures permanentes dans un prisme d'une pelite épaisseur.—
VI. De I'échaulfement des espaces clos. — VII. Du mouvement uniforme de la
chaleur suivant les trois dimensions. — VIII. Mesure du mouvement de la
chaleur en un point donné d’une masse solide. — Cuar. II. Equations du mou-
vement de la chaleur,— I. Equation du mouvement varié de la chaleur dans
une armille. — II. Equation du mouvement varié de la chaleur dans une sphére
solide. — III. Equation du mouvement varié de la chaleur dans un cylindre
solide. — 1V. Equations du mouvement uniforme de la chaleur dans un prisme
sohde d’une longueur infinie. — V. Equations du mouvement varié de la cha-
leur dans un cube solide. — VI. Equation géaérale de la propagation de la cha-
leur dans I'intéricur des solides. — VII. Equation générale relative a la sur-
face.— VIII. Application des équations générales. — IX. Remarques générales.
— Cmr. IIL. Propagation de la chaleur dans un solide rectangulaire infini.
— 1. Exposition de la question. — II. Premier exemple de 'usage des séries
trigonométriques dans }a théorie de la chaleur. — III. Remarques sur ces sé-
ries. — 1V. Solution générale. — V. Expression finic du résultat de la solution,
— VI. Développement d’une fonction arbitraire en séries trigonométriques. —
VIL. Application & la question actuelle. — Cnse. IV. Du mouvement linéaire et
varié de la chaleur dans une armille.— 1. Solution générale de la question.—
II. De la communication de la chaleur entre des masses disjointes.— Cirae. V.
De la propagation de la chaleur dans une sphére solide. — I. Solution géné-
rale. — II. Remarques diverses sur cette solution. — Cusp. VI. Du mouve-
ment de la chaleur dans un cylindre solide. — Cuar. VII. Propagation de la
chaleur dans un prisme rectangulaire. — Cme. VIII. Du mouvement de
la chaleur dans un cube solide. — Cuar. IX. De la diffusion de la chaleur.-—
1. Du mouvement libre de ta chaleur dans une ligne infinie. — II. Du mouve-
ment libre de la chaleur dans un solide infini. — IIl. Des plus hautes tempéra~
tures dans un solide infini. — IV, Comparaison des intégrales.

Extrait de I'Avertissement du Tome II.

Les Mémoires que nous publions dans ce second Volume se distribuent
en trois groupes distinets.

Les plus importants epeuvent étre considérés comme formant un complé-
ment naturel de la Théorie analytique de la chaleur. On y trouvera déve-
loppées les recherches que Fourier a poursuivies pendant tant d’années
sur la théorie physique de la chaleur rayonnante, sur le refroidissement
séculaire du globe terrestre, sur la température des cspaces planétaires.

Une autre série de travaux se rapporte & la résolution des équations
numériques. Fourier a, comme on sait, apporté sur cette importante ques-
tion des vues qui étaient absolument neuves, et qui se sont montrées
fécondes entre les mains de ses successeurs. Nous avons aussi, par quelques
emprunts 3 I' Histoire de I’ dcadémie pour les années 1823 et 1824, pu faire
connailre d'une maniére assez précise certaines idées sur la théorie des
fnegalités auxquelles l'illustre géometre attachait une importance qu'il est
permis, aujourd’hui, de trouver un peu exagérée.

Eufin, sur l'invitation de notre maitre M. Joseph Berirand, nous avons
tenu a faire connaitre quelques-uns des Mémoires sur l'analyse des proba-
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bilités que Fourier a publiés pour éclairer les recherches statistiques dont
la direction lui avait 6té confiée par le comte de Chabrol.

Un seul travail échappe 4 cette classification : il mérite pourtant d'élre
signalé ici, car il a servi de début & Fourier. C'est le Memoire sur le prin-
cipe des witesses virtuelles, publié en 1796 dans le V® Cahier du Journal de
I'Ecole Polytechnique. Nous avons reproduit ce Mémoire, remarquable &
bien des égards, ol se trouve donnée pour la premiére fois la démonstra-
Lié)n %u principe des vitesses virtuelles qui est aujourd’hui généralement
adoptée.

DIz)ms P'Avertissement du premier Volume, nous avions signalé comme
perdu le premier Mémoire de Fourier sur la théorie de la chaleur, celui
qu’il a présenté le a1 décembre 1807 & la premiére Classe de I'Institut. Nous
I'avens heureusement retrouvé dans le riche Catalogue de la Bibliothaque
de I'Ecole des Ponts et Chaussées, et nous le reproduisons dans ce volume.

La liste des écrits scientifiques de Fourier, que le lecteur trouvera i la
suite de cet Avertissement et que nous avons t4ché de rendre aussi com-
pléte que possible, montrera, nous I'espérons, que rien d’essentiel n’a été
oublié dans notre édition. Comme nous n’avons jamais songé i publier les
(Euvres complétes, littéraires et scientifiques, de Fourier, nous considé-
rons notre tiche comme terminée, au moins pour le moment.

Table des Matiéres du Tome II.

LisTE pE8 OUVRAGES SCIENTIFIQUES DE FOURIER.

I Section. M:Zmoires extraits des « Recueils de l’Academie des Sciences
de U’Institut de France ». Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps
solides (suite). Mémoire sur les températures du globe terrestre et des espaces
planétaires. Mémoire sur la distinction des racines imaginaires et sur 'appli-
cation des théorémes d’Analyse algébrique aux équations transcendantes qui
dépendent de la théorie de la chaleur. Mémoire sur la théorie anal{tique de
la chaleur. Remarques générales sur I’application des principes de I’Analyse
algébrique aux équations transcendantes. — II* Section. Notes et Mémotres
extraits des bulletins de la Socicté philomathique. Mémoire sur la propaga-
tion de la chaleur dans les corps solides. Mémoire sur la température des Ka i-
tations et sur le mouvement varié de la chaleur dans les prismes rectangu-
laires. ( Extrait.) Question d’Analyse algébrique. Note relative aux vibrations
des surfaces élastiques et au mouvement des ondes. Extrait d'un Mémoire sur
le refroidissement séculaire du globe terrestre. Sur 'usage du théoréme de Des-
cartes dans la recherche des limites des racines. Note relative au Mémoire pré-
cédent, par M. Gaston Darboux. Solution d’une question particuliére du calcul
des inégalités. Note relative au Mémoire precédent, par M. Gaston Darboux.
— III* Section. Notes et Mémoires extraits des Annales de Chimie et de
Physigque ». Note sur la chaleur rayonnante. Questions sur la théorie physique
de la chaleur rayonnante. Remarquessur la théorie mathématique de la cha-
leur rayonnante. Recherches expérimentales sur la faculté conductrice des
corps minces soumis 4 l'action de la chaleur et description d’un nouveau ther-
mométre de contact, — IV Section. Memoires divers. Mémoire sur la Statique
contenant la démonstration du principe des vites-es virtuelles ex la théorie des
moments. Mémoire sur les résultats moyens déduits d’'un grand nombre d’ob-
servations. Second Mémoire sur les résultats moyens et sur les erreurs des
mesures. — Supplément & la I'* Section. Mémoire d’Analyse sur le mouve-
ment de la chaleur dans les fluides. Rapport sur les tontines.

.
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NOTES ET ECLAIRCISSEMENTS,
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AVERTISSEMENT DE L'EDITEUR.

Dans cette édition frangaise, le texte de Pillustre Maxwell a §t§ scrupu-
leusement respectd; mais, en raison mdme de la fidélité avec laquells le
traducteur a suivi Ioriginal, on a jugé utile d’ajouter quelques éclaircis-
sements destinés A faciliter {'étude de cet Ouvrage aux lecteurs peu fami-
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liarisés avee les formes de I'enseignement anglais. Dans le mAme but, on a
complété I'Ouvrage par des Notes sur certaines questions qui ne sont pas
encore entrées dans notre enseignement ( T/heorie des Quaternions, Thevrie
des Sphériques harmoniques, etc.), et par des renseignements bibliogra.
phiques.

Sous cette forme, I'édition francaise peut étre lue avec fruit par nos pro-
fesseurs et méme par les éloves des Faculiés et des Ecoles spéciales.

Avec les progres qui s’accomplisgent tous les jours dans I'utilisation prati-
que de I'flectricité, les ingénieurs-électriciens sont amenés inévitabiement
a perfectionner leurs connaissances théoriques, spécialement en ce qui con-
cerne les mesures électriques. L'Ouvrage de Maxwell contient précisément
un bon nombre de Chapitres, d’'une lecture aisée, olt se trouvent exposées,
avec une clarté parfaite, les théories de ces métkiodes rigoureuses aont l'u-
sage est devenu si général. Les Notes relatives aux %uestions soulevées par
le dernier congrés des électriciens ajouteront encore a I'intérét qui s'attache
actuellement & ces ¢tudes. L’ingénieur—électricien trouvera done également
grand profit & consulter et & méditer le livre de Maxwell

TABLE DES MATIERES DU TOME L

PRELIMINAIRES. — De la mesure des quantités. Les trois unités fonda
mentales. Unités dérivées. De la continuité et de la discontinuité en Physique.
Discontinuité d’une fonction de plusieurs variables. Discontinuité des dérivées
d’une fonction continue. Fonctions periodiques et fonctions multiformes. Rela-
tion entre les quantités physiques et les directions dans Pespace. Des inté.
%rales suivant une ligne. Des potentiels. Cyclose des surfaces et des régions.

es intégrales sur une surface. Des tubes et des lignes de flux. Des régions
périphractiques. Des relations dextrogyres et lévogyres dans Vespace. Effet de
Popérateur A sur une fonction vectorielle.

Premiére Partie. — Electrostatique.

CHAPITRE I”. — Description des phénoménes. Electrisation par frotte-
ment. Electrisation par induction. Electrisation par conduction. Gonducteurs
et isolants. Théorie de deux fluides. Théorie d’'un seul fluide. Mesure de la
force qui s’exerce entre les corps électrisés. Variation de la force avec la dis-
tance. Définition de l'unité électrostatique d’électricité. Dimensions de Vunité
électrostatique de quantité. Démonstration de la loi de la force électrique. Le
champ électrique. Force électromotrice et potentiel. Surfaces équipoten-
tielles. Lignes de force. Tension électrique. Force électromotrice. Capacité
d’un conducteur. Accumulateurs électriques. — Propriétés des corps relati-
vement 4 I'électricité statique. Résistance au passage de Délectricité a tra-
vers un corps. — Diélectriques. Pouvoir inducteur spécifique. Absorption de
Vélectricité. Décharge disruptive. L’effluve électrique. L'aigrette électrigue.
L’étincelle électrique. Phénoménes électriques'de la tourmaline. — Plan de
cet Ouvrage.

CHAPITRE II. — Théorie mathématique élémentaire de I'électricité sta-
tique. Définition de Pélectricité considérée comme guantité mathématique. —
Densité électrique. Distribution dans Pespace. Distribution sur une surface.
Distribution sur une ligne. Définition de Punité d’électricité. Loi de la force
agissant entre les corps électrisés. Force résultante entre deux corps. Intensité
résultante en un point. Intégrale de Pintensité électrique, ou force électror
motrice suivant un arc de courbe. Des fonctions de la position d’un point. Des
fonctions potentielles. Expression de Pintensité résultante et de ses compo-
santes, en fonction du potentiel. Le potentiel est le méme en tous les points
situés A lint¢ricur d’'un conducteur. Potentiel dd a4 un systéme électrique
quelconque.+Sur la démonstration de la loi de l'inverse du carré des dis-
tances. Théorie de cette expérience. Intégrale de induction électrique, et dé-

lacement électrique & travers une surface. Induction a travers une surface
?ermée due & un seul centre de force. Des équations de Lapiace et de Poisson.
Variation du potentiel sur une surface chargée. Force agissant sur unesurface
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électrisée. Surface électrisée d’'un conducteur. Des lignes de force. Du pouvoir
inducteur spécifique. Distribution apparente de I'électricité.

CHAPITRE III. — Du travail électrique et de I'énergie d'un systéme de
conducteurs. — Du travail que doit exccuter un agent extérieur pour char-
er d’'une maniére donnée un systéme électrisé. Théorie d’un systéme de con-
ucteurs. Dimensions des coefficients, De certaines conditions auxquelles
doivent satisfaire les coefficients. Travail des forces électriques pendant le dépla-
cement d’un systéme de conducteurs isolés et électrisés. Travail des forces
électriques pendant le déplacement d un systéme dont les potentiels sont
maintenus constants. De la comparaison des systémes électrisés semblables.
CHAPITRE IV. — Théorémes généraux. Théoréme de Green. Enoncé du théo-
réme de Green. Fonction de Green. Théoréme de Thomson. Limites entre les~
quelles doit étre comprise la capacité électrique d’un conducteur.
CHAPITRE V. — Action mécanique entre denx systémes électrisés.
CHAPITRE V1. — Des points et des lignes d’équilibre. Théoréme d’Earn-

shaw.

CHAPITRE VII. — Forme des surfaces équigotentielles et des lignes d'in-
duction dans des cas simples. Notg I, relative & la construction dé la planche
111; par M. 4. Corru. Note II, relative au tracé des lignes de force dans le cas
ou le champ électrique est symétrique autour d’un axe de révolution; par
MM. A. Cornu et A. Potier,

CHAPITRE VIII. — Cas simples de distribution. Deux plans paraliéles.
Dcux surfaces sphériques concentriques. Deux surfaces cylindriques infiniesayant
méme axe.

CHAPITRE IX. — Sﬁhériques harmoniques. Des points singuliers ot le po-
tentiel devient infini. Harmoniques conjugués. Distribution de I'électricité sur
Rin tl:;mducteurd peu prés sphérique. Note sur les sphériques harmoniques; par

. Potier.

CHAPITRE X. — Surfaces du deuxidme degré homofocales. Solutions par-
ticuliéres. Hyperboloides a deux nappes. Hyperholoide 4 une nappe. Ellipsoides.
Cas particuliers.

CHAPITRE XI.— Théorie des images électriques etdel'inversion électrique.
Théorie des images électriques. Images dans une surface plane conductrice
indéfinie. D2 I'inversion électrique. Sur les systémes finis d’images successives.
Cas de deux sphéres orthogonales. Distribution de Pélectricité sur trois sur-
faces sphémiques orthogonales. Systéme de quatre sphéres orthogonales soumis
A l'influence d’un point électrisé. Deux spthes qui ne se coupent pas. Distri-
bution électrique sur deux sphéres en coatact. Application de linversion
édlectrique au cas d’une calotte sphérique. Distribution sur un ellipsoyde. Dis-
tribution sur un disque. Application du principe de Vinversion électrique.
Influence d’un point électrise situé sur la partie non employée de la surface
sphériqlt)le. Influence d’'un nombre quelconque de points électrisés.

CHAPITRE XII. Théorie des fonctions conjuguées & deux dimensions.
Définitions des fonctions eonjuguées. Représentation graphique d’une fonction
qui est la somme de deux fonctions données, Théorémes additionnels relatifs
aux fonctions conjuguées. Exemple I : Inversion. Inversion des figures 4 deux
dimensions. Exemple II : Images électriques dans les figures & deux dimen-
sions. Exemple 111 : Transformation du cas précédent par Neumann. ExempleIV:
Distribution ll‘)rés de laréte d’un conducteur formé de deux faces planes.
Exemple V : Ellipses et hyperboles. Exemple VI : PI. X1. Correction pour I’épais-
seur du plateau. Densité prés des bords. Théorie de Panneau de garde de
Thomson. Exemple VII : Pl. X1I. Exemple VIII : Théorie d'un grillage de fils
paralléles ( Pl. X1IT). Méthode d’approximation.

CHAPITRE XIIl. — Instruments électrostatiques. Instruments électrosta-
tiques. Machines électriques. L’électrophore de Volta. Des machines qui pro-
duisent de I’électricité au moyen de travail mécani,t}ue. Des électrométres et
des électroscopes. Balance de torsion de Coulomb. Electrométres pour la me-
sure des potentiels. De la mesure du potentiel élecirique. Mesurer le potentiel
en un point de l'air. Mesure de la densité superficielle ou de la distribution.
Théorie du plan d’épreuve. Des accumulateurs électriques et de la mesure des
capacités. Le condensateur a anneau de garde. Comparaison de la capacité des
condensateurs.-
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Deuxiéme Partie. — Electrocinétique.

CHAPITRE I+, — Lo courant électrique. Des courants permanents. La pile
voltaique. Propriétés du courant. Action electrolytique du courant. Action magné-
tique du courant.

CHAPITRE il. — Conduction et résistance. Loi de Ohm. Production de la
chaleur par le courant,

CHAPIIRE [Il.— Force électromotrice prodaite entre les corps en contact.
Potentiels de substances diflerenites mises en coutact,

CHAPITRE V. — Blectrolyse Conduction élecwrolytique. De la conservation
de Penergie dans P'électrolyse.

CHAPITRE V. — Polarisation électrolytique. Des éléments voltalques con~
stants.

CHAPITRE VI. — Courants électriques lindaires. Des systémes de conduc-
teurs lineaires. Loi de Ohm. Conducteurs lineaires disposés en serie. Potentiel
en un point de la serie. Resistance d'un conducteur multiple. Intensité dans
une branche d’un conducteur multiple. Resistasice longitudinale des conduc-
teurs i section uniforme. Dimensions des quantites qui figurent dans ces equa~
tions. Des systémes de conducteurs lineaires, en genéral. Chaleur développée
dans le systéme.

CHAPITRE VII. — Conduction dans I'espace & trois dimensions. Notation
des courants électriques. Des lignes de flux. Des nappes de courants et des
fonctions d’intensité. Kquatuon de continuite. Quantite d’electricité qui passe i
travers une surface donnee.

CHAPINRE ViII. — Résistance et conductibilité dans 'espace & trois dimen-
sions. Des relations les plus generales entre I'intensite et la force electromotrice.
Production de chaleur. Condition de stabilite. Equation de continuite dans un
miliea homogéne. Calcul approché de la resistance d’un conducteur de forme
donnee.

CHAPITRE IX. — Gonduction dans les milienx hétérogénes. Des conditions
qui doivent &tre satisfaites a la surface de separation de deux milieux con.Juc-
teurs. Application du principe de~ images. Conduction dans une plajue separant
deux milicux. Des conducteurs stratifies,

CHAPITRE X.— Conduction dans les diélectriques. Conduction a travers
un condensateur. Theorie des dielectriques composes. Exemple mecanique pour
faire compreudre les proprietes des dielectriques. .

CHAPITRE XI. — Mesure de la résistance électrique. Forme des bobines
de resistance. De la comparaison des resistances. Sur "emploi du pont de Wheat-
stone. De la mesure des petites resistances. Comparaison des grandes résistances,
Méthode de Thomson pour determiner la resistance d’un galvanoméire. Methode
de Mancé pour determiner la resistance de la pile. De la comparaison des forces
électromotrices.

« CHAPITRE XII. — De la résistance électrique des corps. De la résistance
électrique des métaux. De la resistance électrique des électrolyies. De la resia~
tance électrique des dielectriques.

TABLE DES MATIERES DU TOME II
Troisiéme Partie. — Magnétisme.

CHAPITRE I. — Théorie élémentaire du magnétisme. Relation entre les
poles d’'un aimant. Théorie de la matiére magnétique. Sens du mot polarisa-
tion. Sens du terme polarisation magnétique. Propriétés d’'une molécule ai-
mantée. Moment magnétique. Intensité d’aimantation. Composantes de Vai-
mantation. Action d’une molécule magnétique sur une autre. Positions parti-
culiéres. Energie potentielle d’un aimant placé dans un champ magnélique.
Moment magnétique et axe d’un aimant. Developpement du potentiel d’'un
aimant en harmoniques solides. Du centre d’un aimant et de se< axes primaire
et secondaire. — Pl XIV : Deux cylindres magnétisés transversalement.

CHAPITRE II. — Force et induction magnétiques. Intégrale de la force
magnétique le long d’une ligne. Intégrale de l'induction maguoétigne sur une
surface. Potentiel vecteur de I'induction magnétique.
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CHAPITRE 111. — Solénoides et feuillets magnétiques. Formes particu-
lidres d’aimants. Feuillets magnétiques. Forme du potentiel des aimants solé-
noidaux et lamelfares. Des angles solides. Energie potentielle d’un feuillet
magnétique placé dans un champ de forece magnétique,

CHAPITRE IV. — Aimantation induite. Definition du coefficient d’aiman-
tation induite.

CHAPITRE V. — Problémes particuliers relatifs A I'induction magné-
tique, Feuillet sphérique creux. Cas d’une sphére oi les coeffirtents d’ssman-
tation ne sont pas les mémes dans les différentes directions. Magnéusme d’un
navire. — Pl. XE/: Cylindre aimanté transversalement, placé nord et sud, dans
un champ magnétique uniforme. — Pl. XV1: Cyhndre aimanté transversale-
ment placé est et ouest dans un champ magnétique uniforme,

CHAPITRE VI. — Théorie du magnsétisme induit de Weber. — Effet de
Paimantation sur les dimensions de Paimant.

CHAPITRE VII. — Mesures magnétiques. Théorie de la méthode du mi-
roir. Détermination de la direetion de P’axe d’un aimant et de la direction
du magnétisme terrestre. Mesure des forces magnétiques. — Méthode des
sinus. — Méthodes des oscillations. Suspension bifilaire.

CHAPITRE VIII. — Du Magnétisme terresire. — Cartes magnétiques.
Trouver la partie de la force magnétique observée qui est due aux causes
extérieures et celle qui est due aux causes intérieures.

Quatriéme Partie. — Blectromagnétisme.

CHAPITRE I+. — Force électromagnétique. Action d’un circuit électrique
sur un systéme magnétique. Réaction du systéme magunétique sur le courant
électrique. Note I. — De Péquivalence d’un courant plan infiniment ‘petit et
d’un petit aimant de méme puissance, par A. Convu, — Note II relative 3 la
construction de la Pl. XVII, par A. Conrxuv. — Pl. XVII et XVII{ : Champ ma-
gnétigue uniforme troublé par un courant électrique dans un conducteur
rectiligne. — Pl. XVIIbis : Construction des lignes de force, des lignes équi-
potentielles.

CHAPITRE II. — Recherches d’'Ampére sur l'action mutuelle de deux
courants.

CHAPITRE III. -« Induction des courants électriques. Phénoménes d’in-
duction électromagnétique. Loi de Lenz.

CHAPITRE 1V. — Induction d'un courant sur lui-méme.

CHAPITRE V. — Bur les équations du mouvement d'un systéme & Nai-
sons. Les variables. Les vitesses, Les forces. Les quantités de mouvement.
Accroissement de Pénergie cinétique. Equations du mouvement de Hamilton.
Expression de 'énergie cinétique en fonction des quantités de mouvement et
des vitesses. Note relative aux équations de Lagrange, par A. Poriea.

CHAPITRE VI. — Théorie dynamique de I'Electromagnétisme.

CHAPITRE VII. — Théorie des circuits électriques. Force électromotrice.
Force électromagnétique. Action mécanigue entre les deux circuits.

CHAPITRE VIIL. — Exploration du champ au moyen du circuit secon-
daire. Force électromotrice agissant sur la piéce glissante. Force électroma-
gnétique agissant sur la piéce ghssante. Quatre définitions d’urfe ligne d’induc-
tion magoétique. Equations générales de la force électromotrice. Force électro-
magnétique agissant sur un conducteur traversé par un courant et mobile dans
an champ magnétique.

CHAPITRE IX. — Equations générales du champ magnétique. Expressions
en qualernions des équations électromagn: tliques.

CHAPITRE X. — Dimensions des unités électriques. Nombre d’unités
électrostatiques contenues dans une unité électromagnélique. Systéme pratique
d’unités electriques.

CHAPITRE XI. — Energie et tensions dans le champ électromagnétique.

nergie électrostatique, magnétique, électrocinétique.

GHAPITRE X1I. — Nappes de courant. Fonction de courant. Induction de
courants électriques dans une nappe de conductibilité infinie. Theorie d’une
nappe de couraant plane. Théorie du disque tournant d’Arago. Nappe de courant
sphérique. Aimant cylindrique ou solénoide. Solénoide sans fin.

CHAPITRE XIII. — Gourants paralléles. Trouver la répulsion X entre deux
parties du fil. Force électromotrice nécessaire pour produive un courant d’in-
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tensité variable le long d’un conducteur eylindrique. Sur la moyenne distance
géométrique de deux figures dans un plan. — Note I, sur les fonctions dites
complétes, par A. Porier. — Note II, sur linduction de conducteurs magné-
tiques, par A. Porier. — Note I1I, par A. Porier.

CHAPITRE XIV. — Courants circulaires. Potentiel magnétique dd 4 un cou-
rant circulaire. Energie potentielle de deux courants circulaires. Trouver M
au moyen des intégrales elliptiques. Tracer les lignes de force magnétique pour-
an courant circulaire. Etant données la longueur totale et la grosseur du fil,
trouver Ia forme de la bobine pour laquelle %e coefficient de self-induction est
maximum. — Note, par A. Porigr. — Arpennices : Table. — Self-induction d’'une
bobine circulaire a section rectangulaire.

CHAPITRE XV. — Instruments électromagnétiques. Galvanométres, Gal-
vanomeétres étalons. Dispositif de Gaugain. Dispositif d’Helmholtz, — PL XIX :
Deux couranis circulaires. — Galvanomeétre a trois bobines. De la grosseur qu’il
convient de donner au fil d’'un galvanométre, étant donnée la résistance exté-
rieure. Galvanomsétres sensibles. Bobines suspendues. Electrodynamométre de
Weber. — PL. XX : Courant circulaire dans un champ de force uniforme; po-
sition stable; position instable.

CHAPITRE XVI. — Observations électromagnétiques. D’aprés trois élon-
gations consécutives, déterminer la lecture qui correspond a la position d’équi-
libre. Déterminer le décroissement logarithmique. Période d’oscillation. Des
observations au galvanométre. Valeur la plus avantageuse de la déviation. Sur
la meilleure maniére d’envoyer le courant. Mesure d’aprés la premiére élonga-
tion. Comment doil se faire une série d’observations. Méthode de multiplication.
Mesure des courants instantanés. Méthode de recul. Méthode de multiplication.

CHAPITRE XVII, — Comparaison des bobines. Détermination expérimentale ~
des constantes électriques d’une bobine. Comparaison des coefficients d’induc-
tion. Comparaison d’un coefficient de self-induction avec un coefficient d’in-
duction mutuelle. Comparaison des coefficients de self-induction

CHAPITRE XVIII. — Unité électromagnétique derésistance. Détermination
de la résistance d’une bobine en mesure électromagnétique. Méthode de Weber
pour les courants instantanés. Méthode de Weber, par 'observation du décrois-
sement des oscillations d’un aimant. Méthode de Thomson par la bobine tour-
nante. Méthode calorimétrique de Joule.

CHAPITRE XIX. — Gomparaison des unités électrostatiques et des unités
électromagnétiques. Détermination du nombre d’unités électrostatiques con-
tenues dans une unité électromagnétique. Comparaison des unités d’électricité,
Expression de ¢ sous forme de resistance:. Capacité électrostatique en mesure
électromagnétique. Comparaison de la capacité électrostatique d’un condensa-
teur avec la capacité électromagnétique de self-induction d’une bobine. Mesure
électrostatique de la résistance.

CHAPITRE XX. — Théorie électromagnétique de la lumisre. Propagation
des ondes dans un milicu non conducteur. Ondes planes. Energie et déforma-
tion de la radiation. Propagation d’'une onde rlane dans un milieu cristallisé.
Relations entre Popacité et la conductibilité électrique. — Note I, relative au
§ 784, pareA. Pomier. — Note II, sur la réflexion, par A. Poriza.

CHAPITRE XXI. — Action des aimants sur la lumiédre. Hypothése des tour-
tl;illons moléculaires. — Note III, sur le pouvoir rotatoire maguétique, par A.

OTIER.

CHAPITRE XXII. — Explication du ferromagnétisme et du diamagnétisme
au moyen des courants moléculaires. Sur les théories électromagneuiques du
magnétisme. Théorie du drtamagnéuisme de Weber.

CHAPITRE XXI1II. — Théories des actions & distance. Explication de la for
mule d’Ampére, par Gauss et Weber, Théorie de Weber sur l'induction des
courants ¢lectriques. Sur la formule de Weber, considérée comme résultant
d’une action transmise d’une Particule d’électricité 3 une autre, avec une vi-
tesse constante, — Note sur I'électrométre absolu, par A. Porien.

APPENDICE. — Note sur la théorie des quaternions; par A. Sarrav. Prin-
cipes du Calcul des quaternions. Differentiation des foactions de quaternions.
Interprétation géometrique du Calcul des quaternions. Applications géomé-
triques. Applications cinématiques.

53901, Paris, — lmp. Gauthiec-Villars et Cie, 55, quar des Grands-Aogusuns.
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Abréviations.

Dans les publications de Yacadémie des sciences de Paris, H. signific Higtoire;

M. signifie mémoires.

I, = renvoi an tome premier; troisidme vglume.

12, 19 — renvoi au tome premier, article 2, numéro 19,

Dans les Notes, un nombre « en exposant indique un renvoi & la note « du

méme article.

(2) 8 1812), éd. 1816, p. 57 [1810] = deuxidme série, tome ou volume 8, année 1812,
édité en 1816, page 57, lu ou signé en 1810.

La transcription des lettres russes a lieu conformément A l'orthographe tcheque.

x

En particulier & se prononce fch, ¢ se prononce iz, 5§ se prononce comme ch dans
chat, # se prononce comme notre j dans je, j se prononce comme notre y gdans essayer.

Abh. — Abhandlungen.
Acad. — Academie.
Accad, = Accademia.
Akad. = Akademie.

Alg. = Algebre, Algebra.
Allg. = Allgemeine.
Amer. = American.

Ann. = Annalen, Annales,
Annali.

Anw. = Anwendung.

appl. = appliqué.

arit. = aritmetica.

arith. = Arithmetik, arith-
métique.

agsoc. = association.

Aufs. = Aufsiitze.

Avanc. — Avancement.

Ber. = Berichte.

Bibl. Congres = bibliothéque
du Congres.
Bibl. math. =
mathematica.
Brit. — British.
Bull. = Bulletin.
Bull. bibl. = Bulletino biblio-

Bibliotheca

grafico.

cah. = cahier.

Cambr. = Cambridge.

car, = carton.

cf. == comparez.

chap. = chapitre.

chim, = chimie, chimique.

cire. = circolo.

circul. = circular.

col. = colonne.

Comm. = Commentarii.

Commentat. = Commenta-
tiones.

Corresp. = Correspondance.

C. R. = Comptes rendus.

déf, = définition.

Denkschr. == Denkschriften.

Diss. = Dissertation.

Ec. = Ecole.

éd. — édité a, édité par,
édition.

Edinb. = Edinburgh.

Educ. = Educational.

elem, — elementare.

élém. = élémentaire.
ex. — exemple,

extr. = extrait.
fasc. = fascicule.
fig. = figure.

fis. = fisica.

fol. = folio.

Géom. = Géométrie.

Ges. — Gesellschaft.

Gesch. = Geschichte.
Giorn. = Giornale.

Goth. = Gottingen, Gottingue.
Gymn. = Gymnpasium.
Hist. — Histoire.

id. = idem, ibidem.

imp. = imprimé.

inscr. = inscription.

inst. = institution.
interméd. — intermédiaire.
intern. = international.
introd. — introduction.
Ist. = Istitato.

J. = Journal.

Jahresb. — Jahresbericht.
Lehrb. = Lehrbuch.
Leop. = Leopoldina.
Lpz., Lps. = Leipzig.

Mag. = Magazine.
Méc. = Mécanique.
med. = medicinisch.
Mém. = Mémoire.

métaph. = métaphysique.
Mitt. = Mitteilung.
Monatsh. = Monatshefte.
Monatsb. — Monatsberichte.

ms., mss. = manuscrit, ma-
nuserits.

Nachr. = Nachrichten.

nat. = naturelle.

naturf. = naturforschende.

naturw.=naturwissenschaft-

norm. = normale. [lich.

nouv. = mnouveau, nouvelle.

num. = numérique.

numism. = numismatique,.

Op. = Opera.

Opusc. = Opuscule.
Dvers. = Oversight.

p. = page.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

Pp. ex., par ex. = par exemple.

partie. = particulier.
Petrop., Pétersb. = Saint
Pétersbourg.

philol. = philologie.
philom. = philomathique.
philos. = philosophique.
phys. = physique.

pl. = planche.

polyt. = polytechnique.
pontif. = pontificia.
posth. = posthume.

Proc. = Proceeding.
progr. = programme.
prop. = proposition.

publ. = publié.
Quart. = Quarterly.

R. = reale, royal.
Recent. = Recentiores.
Rendic. = Rendiconto.
réimp. = réimprimé.

sc. — sciences.

Schr. = Schriften.
scient. = scientifique.

8. d. =— sans date.

sect. — section.

Selsk. — Selskabs.

sign. = signature.
Sitzgsb. = Sitzungsberichte.
8. 1. = sans lieu.

spée. = spéciale.

suiv. — suivante.

sup. = supérieure.
suppl. = supplément.
soc. == sociéte.

theor. = theoretische.
trad. = traduction.
Trans. = Transactions.
Unterh. = Unterhaltung.
Ver. = Vereinigung. "

Verh. = Verhandlung.

Vetensk. = Vetenskabs.

Viertelj. = Vierteljgbres-
schrift.

vol. = volume.

Vorles. = Vorlesung.
Wiss. = Wissenschaft,
wissenschaftlich.

Z. = Zeitschrift.



B.G. TEUBNERIN LEIPZIG
Poststralie 3
EULERI, LEONHARDI, opera omnia. Sub auspiciis societatis scientiarum na-
turalium Helveticae. Edenda curaverunt F. Rudio, A. Krazer et P. Stickel

In 3 Serien. 4. Kart. Von Serie I: Opera mathematica sind u. a. erschienens
Vol. 11 18. Institutiones calculi integralis. Edd. Fr. Engel et L. Schlesinger. Vol.I. [XX u.
462 8] 1913, / 28.—. Vol IL [XVI u. 542 S.] 1914. 4 28.—, Vol. III unter der Presse,

EOWALEWSK]I, G., Die komplexen Verinderlichen und ihre Funktionen.
Mit 124 Figuren. [IV u. 455 8.] gr. 8. 1911. Geh. A 12.—, geb. £ 13.—
NEUMANN, C,, iiber die nach Kreis-, Kugel- und Zylinderfunktionen fort-
schreitenden Entwicklungen, unter durchgiéngiger Anwendung des Du
Bois-Reymondschen Mittelwertsatzes. [VIII u. 140 S.] gr. 4. 1881, Geh. /£ 7.20

— I, Beitréige zur Theorie der Kugelfunktionen. 2 Abteilungen in 1 Bande.
[156 S.] gr. 4. 1878, Geh. J 8.—

NIELSEN, N., Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen. [XIVu.4085.]
gr. 8. 1904. Geh. /4 14—

—— Elemente der Funktionentheorie. [X u. 520 8.] gr. 8. 1911. Geb. A 15.—

OSGOOD, W. F., Lehrbuch der Funktionentheorie. In 2 Binden. I. Band
2. Auflage. Mit 158 Figuren. [XII u. 766 8.] gr. 8. 1912. Geh. /£ 17.—, geb.
M 18. #. 1L Band. [In Vorbereitung.]

PASCH, M., Verinderliche und Funktion, [VI u. 186 8.] gr. 8. 1914, Geh.
M 6.—, geb. M T.—

RIEMANN, B., gesammelte mathematische Werke und wissenschaftlicher
Nachlass. Herausgegeben unter Mitwirkung von R. Dedekind und H. Weber.
2. Auflage. Bearbeitet von H. Weber. Mit Bildnis Riemanns. [X u. 558 8.}
gr. 8. 1892. Geh. J 18.—

—— Nachtriige, herausgegeben von M. Noether und W. Wirtinger. Mit

9 Figuren. [VIII w. 116 8.] gr. 8. 1902. Geh. .7/ 6.—

LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS ET CIE.

Quai des Grands-Augustins, 55, PARIS (6¢)
POINCARE (HENRI), Figures d’équilibre d’une masse fluide. Rédigdes
par L. Dreyfus. In-% (25-16) de 210 pages avec 36 figures; 1902 . . . 7 fr.

TISSERAND (FELIX), Traité de Mécanique céleste. Quatre volumes in-4
(28—23); avec figures.

Tome I; 1889, . . . . . . . . . o e e 25 fr.
Tome IL; 1891, . . . . . .« . . i v i e i e e e e 28 fr.
TomeIIl; 1894, . . . . . . . . . . . o o o o oo . 22 fr,
TomeIV; 1896, . . . . . . . . . v o v v v e e e e 28 fr.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERI-
EURE. In-4 (28-23) mensuel.

I® Série, (1864-1870) . . . .« o . v o v v i e e e e 150 fr.
T1° Sétie, (1872-1888) - o o o o v v v e e e 250 fr.
II1¢ Série, Chaque groupe de 10 années . . . . . . . . . . . . .. .. 200 fr.

Chacune des années 1864 & 1913 . . . . . . . . .. .. .. 25 fr.
Chaque année suivante . . . . . . . . . .. .. ... ... 30 fr.
Prix de I’abonnement:
Paris . . . . . . . .. .. .. 30 fr.| Départements et Union postale . . 35 fr.
ANNALES DE LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE. In-4

28-23
<I“ Séri)e, (1887-1898) . . . . . .. 240 fr.
II° Séxie, (1899-1908). . . . . . . . . . ... 200 fr.
Chaque volume séparément . . . . . . . . . ... ..., 20 fr.

Prix de 1'abonnement:
Paris . . & . . . .. .. ... 25 fr.| Départements et Union postale . . 28 fr.
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