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Theorie der Druckkurven. Von M. MILANKOVIT~H. 1 

Theorie der Druckknrven. 

Von Dr. M. M I ~ A ~ J R O V I T C ~  in Wien. 

E r s t e s  K a p i t e l .  

Die Druckknrve , ihre Gleichung und ihre Eigenschaften. 

Deflnition der Drnckkurve. 

1. E s  stalle ABCD (Fig. 2, S. 5) einen Teil eines festen Trag- 
korpers dar, der sich unter dem E i d u s s e  auBerer Krafte - Lasten 
und Stützenwiderstiinde - und des eigenen Gewichtes im Gleichgewichte 
hefindet. 

Wir  setzen voraus: 
Der Tragkorper sei prismatisch, seine Erzeugenden seien senkrecht 

zur Bildehene, die Leitlinien C N i N ' B  und DN,NA stetige Kurven 
(Begrenzungskurven), der Tragkorper sei homogen und sein spezifisches 
Gewicht sei g. 

Die Tiefe des betrachteten Teiles des Tragkorpers, - senkrecht 
zur Bildebene gemessen - den wir zmischen zwei zur Bildebene paral- 
lelen Ebenen eingeschlossen denken, sei p. 

Von den Lasten setzen wir voraus, daB sie alie in dcr Bildebene 
wirken, über die Begrenzungskurven kontinuierlich verteilt sind und 
sich von Punkt zu Punkt stetig andem. 

A n m e r k u n g  1. 1st die Belastung des Tragkikpers keine stetige, so kann 
derselbe in solche Teile getrennt werden, für welche die gemaehten Voraussetzungen 
gelten. 

Denkt man sich nun einen ebenen, zur Bildebene senkrechten 
Fugenschnitt NN' diirch den Tragkorper gefiihrt, entfernt den rechten 
Teil des so zerschnittenen Tragkkpers und stellt das zerutorte Gleich- 
gewicht durch die Kraft R wieder her, so nennt man die Kraft R die 
Druckkraft des Pugenschnittes NN' und ihren Angriffspunkt E an dem 
geführten Fugenschnitte den Druckmittelpunkt des Fugenschnittes NN'. 

Werden nun nach einem bestimmten Gesetze - nehmen wir an 
senkrecht zu einer gegebenen Kurve der Bildebene - unendlich viele 
unendlich nahe ebene Fugenschnitte durch den Tragkorper geführt 

Zaitschriit f. Mathematik u. Phynik. 55. Band. 1807. Hoft 112. 1 
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2 Theoric der Druckkurven. 

gedacht, so stellt der geometrische Ort der Druckmittclpunkte dicscr 
Fugenschnitte die Druckkurve im Tragkorper für den gegebenen Be- 
lastungsfall und für die gewihlte Art der geführten Fugenschnitte dar. 
L d e r t  sich das eine oder das andere, so Zndert sich damit auch die 
Druckkurve. 

A n m e r k u n g  2. Bei den Stein- und Erdkon~truktionen ruft die Kraft R 
immer einen Druck hervor und daher die Bezeichnungen: Drnckkraft, Druckmittel- 
punkt und Dmckkiirre. Ruft die Kraft H einen Zug herror,  so waren die Be- 
zeichnungen: Zngkraft. Zugmittelpunkt und Zugknrve zutreffender. Urn aber nicht 
fortwihrend Doppelbezeichnungen anwenden zu müssen, so werden wir nur von 
Uiuckkr&ften, Druckmittelpunkten und Dmckkurven sprechen und bernerken hier 
nur, daB die folgenden Ableitnngen Qiiltigkeit haben rtuch fiir den E'all, wo R 
eine Zugkraft ist 

Allgemeine Gleichung der Druckkurve. 

2. Einleiiung. Wie schon gesagt worden ist und was aus der 
Definition der Driickkurve durch einfache ÜberlePngen gefolgert werden 
kannl), ist die Druckkurve abhiingig von der Art, wie die Fugenschnitte 
geführt werden. Als Charakteristik für die Führung der E'ugenschnitte 
diene eine Kurve, zu welcher senkrecht die Fugenschnitte geführt werden. 
Fiir horizontale Fugenschnitte geht diese Kurve in eine vertikale Gerade 
über, für vcrtikale Fugenschnitte in eine horizontale Gerade. Bci Ge- 
wülben, wo die Fugenschnitte senkrecht zur Gewolbsachse gelegt werden 
sollen, wird diese Kurve mit der Gewdbsachse selbst zusarnmenfallen. 

Fig. 1 
Die Evolute dieser Kurve hat die Eigen- 
schaft, da8 sich in ihr je zwei unend- 
lich nahe benachbarte Fugenschnitte 
schneiden. 

Für die vollstindige Erfassung des 
Wesens der Druckkurven erscheint es 
uns notwendig, noch folgendc neue Be- 
griffe einzuführen. 

Seien NN' und N,H, (Pig. 1) zwci 
beliebige Fugenschnitte des Tragkorpers. 
Der Schmerpunkt des zwischen den- 
selben eirigeschlossenen Tragkorperteiles 
NN'IxA7n sei S. 

Rückt nun der Fugenschnitt NnNX in unendliche Nihe zu NN', 
so niihert sich auch S einer Grenzlage G und diese Grenzlage nennen 
wir den Schwerpunkt der Fuge NN'. 

1) Siehe E 'oppl ,  Theorie der Gewolbe 5 7 
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Von M. MII.ANKOTITCH. 3 

Die Lage von 6 wird wie folgt bestimmt: 
Stellt NIN; den zu NN' unendlich nahen Kachbar-Fugenschnitt, 

der sich mit NN' in SL schneidet, M den Mit'telpunkt der L inge  NN' 
dar und bezeichnet man 

S - -- 

F = d  (nf=,) ~ M = Q ,  

so kann G aufgefaBt werden als der Schwerpunkt des unendlich kleinen 
Viereckes NN'N;Nl ,  welches als die Differenz der unendlich kleinen 
Dreiecke SLX'N; und SLNAT1 betrachtet werden kann, deren Flachen 
wir mit df, und d f ,  bezeichneil. E s  ist klar, daB die Schwerpunkte 

d S 
dieser Dreieeke um a (Q + T )  bezw. um :(Q - %) von SL entfernt sind 

und da die Differenz ihrer statischen Momente bezüglich SL gleich dem 
statischen Momente des unendlich kleinen Viereckes NN'N;ATI bezüglich 
52 sein muB, so ist: 

S 6 
( d f ~  - dfdze = +(!, + T ) d f l  - * ( Q  - ,)df,. 

Man hat ferner 
S 6 

df, : d f ,  = (g + $: ( Q  - 

und es folgt am diesen zwei Gleichungen: 

Der Schmcrpunkt der Fuge hat also im allgemeinen eine endliche 
Entfernung von der Bugenmitte und nur für die Fille wo p = O, d. h. 
die Fugenschnitte zueinander parallel gezogen werden, oder wo 6 = 0, 
d. h. der Tragkorper unendlich dünn ist, f ' l l t  der Schwerpunkt der 
Fuge mit der Fugenmitte zusammen. 

3. Bezeichnun,geen Fixieren wir in der Bildebene, jetzt auch Kraft- 
ebene, ein orthogonales Koordinatensystem (Big. 2, Seite 5), dessen 
Ursprung b eliebig gewahlt sei und dessen positive Ordinatenrichtung 
mit der Richtung der Schwerkraft zusammenfalle. E s  bezeichnc dann: 

x, y die Koordinaten des Druckmittelpunktes E des beliebig gewahlten 
B'ugerisçhnittes ATN', 

<p den Winkel, den der Pugenschnitt NAr' mit der Vertikalen ein- 
schlieBt (gemessen wie in  der Figur). 

Wird rp a h  veranderlich angenommen, so sind auch x und y und 
die folgenden mit cp in Zusammenhang stehenden GroBen veranderlich: 

1 * 
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4 Theorie der Dmckkurven. 

R die Druckkraft des Fngenschnittes N W ,  
P die Vertikalkomponente von B, 
II die Horizbntalkomponente von R, 
S die L'ange NN', 

6 M der Mittelpunkt des Fugenschnittes NN' (NM = %), 

f die Entfernung des Druckmittelpunktes E von der Mitte des Fugen- 
-- 

schnittes NN' (k = ME),  
6 der Schwerpunkt der Fuge NN', 
p die spexifische Druckbelavtung der oberen Begrenzungslinien in1 

Punkte N', 
E der Wirikel, den diese Kraftrichtung mit der Vertikalen einschlieBt 

(gemessen wie in der Figin-), 
q die spezifische Druckbelastung der unteren Begrenzungslinie im 

Punkte N, 
q der Winkel, den diese Kraftrichtung mit der Vertikalen einschlieBt 

(gemessen wie in der Figur). 
Den früheren Voraussetzungen zufolge sind p, E, q, rj stetige Funk- 

tionen der unabhingigen Veranderlichen gp. 
Sei NIA7; der in unendlicher Nihe zu 21TN' geführte benachbarte 

Fugcnschnitt, der sich mit dem letzteren im Punkte SL schncidet und 
ferner : 

p die Lange MZ, 
d y  der zwischen den Fugenschnitten NN' und 1\;,Ni eingeschlossene 

unendlich kleine Winkel N'a N i ,  
2, der Druckmittel~unkt des Fugenschnittes ATl Ni 

-- - 
E,F = dx FE = d y ,  

RI die Druckkraft des Fugenschnittes ATIN;, 
Ml der Mittelpunkt des Fugenschnittes NIN;,  
de das Bogendifferential N'Ni ,  
d~ das Bogendiffercntial M*, 
d i  das Bogendiffercntial NN, . 

4. Gleichutzg der Druck7curce. Denken wir  uns nun den links von 
NI Ni liegenden Teil des Tragkorpers entfernt, so stellt die Kraft - R, 
angreifend im Punkte El das gestorte Gleichgewicht wieder her. An 
dem unendlich kleinen Elemente NN'N;N1 des Tragkorpers halten sich 
somit folgende Krafte lm Gleichgewicht: 
1. die Druckkraft R des Fugenschnittes NN' angreifend im Punkte E, 

welche wir in die Eomponenten P und H zerlegen, 
2. die negativ genommene Druckkraft R, des Fugenschnittes NINI an- 

greifend im Punkte BI, 
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Ton ?6. ?~~ILAXKOVITCII.  5 

3. das Gewicht dG des Tragkorperelementes NN'IVN,, welches wegen 
der unendlichen Anniiherung von NIN; an NN' und gemaB den 
früheren Ableitungen im Schwerpunkte (3 der Fuge NN' wirkend 
anzunehmen ist, 

4. die Belastung des Begrenzungselementes N'Ar;, die wegen der un- 
endlichen Kleinheit desselben gleich p d e  und ini Punktc N' angreifend 
zu nehmen ist, 

5. die Belastung des Regrenzungselementes NN, gleich p d i  und an- 
greifend im Punkte N. 

Fig. 2 

Die ersten zwei dieser Krifte sind im allgenieinen endlich, die 
übrigen drei dagegen verschwinden mit dx und sind von derselben 
Kleinheitsordnung wie dx und dy.  

Die Summe der statischen Momente dieser fiinf Krafte bezüglich 
eines beliebigen Punktes der Kraftebene mu1 wegen des Gleichgewichtes 
gleich Nul1 sein. Wahlt  man somit den Punkt E, zum Momentenpunkt 
und bezeichnet die Momente der Kriifte d G ,  p . de, q .  d i  bezüglich 
dieses Punktes mit Mg, Me, Mi (positiv, wenn im Sinne des Uhrxeigers 
drehend), so besteht die Gleichung: 

(il Vdx- H d y  + Mg + Me + Mi = 0 .  
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6 Theorie der Druckkiinen. 

In dieser Gleichung sind alle fünf Glieder von derselben Kleinheits- 
ordnung. Bei den ersten zwei Gliedern ist die Kraft endlich, dcr Arm 
unendlich klein, bei den übrigen Gliedern ist die Kraft mendlich klein, 
der Arm dagegen endlich, und alle unendlich kleinen GroBen Sind von 
derselben Kleinheitsordnung. 

Wegen der unendlichen Anniherung des Punktes El an den Punkt 
E und der endlichen Entfernung der Kriifte dG, p - de und q - d i  von 
diesen Punkten sind die Entfernungen deser  Kriifte vom Punkte BI 
ihren Entfernungen vom Punkt E gleichzusetzen. 

Es ist d a m ,  wie leicht einzusehen: 

Werden die Fugenschnitte zueinander parallel geführt, so ist Q = oo, 

g d y  dagegen gleich der unendlich kleiuen Entfernung der beiden Fugen- 
schnitte zu setzen. 

Es kt ,  wie im Punkt 2 abgeleitet wurde: 

E s  ist ferner 

Die Substitution der Gleichungen (2), (3), (4) in (1) liefei-t: 

1st für eincn Fugenschnitt A B  der Druckmittelpunkt Xo - dessen 
Koordinaten x, und y, aind - und die Druckkraft K - dessen ortho- 
gonale Eomponenten P und Q sind - gegeben, d. h .  ist fiir 

x = x,, 
(61 y =y,, V =  P und IT= Q, 
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Von M. MILANKOVITCH. 

so ist, wie leicht einzusehen: 

(a) H =  Q - j g s i n r d c  + q s i n q d i .  
20 S % 

1st die Form des Tragkorpers, die Art der Belastung und der 
Führung der Pugenschnitte mathematisch angegeben, so lassen sich 
alle in den Gleichungen (5), (7)  und (8) vorkommenden Veranderlichen 
durch rp und ausdrücken. Die Substitution der Gleichungen (7 )  und 
(8) in die Gleichung (5) und zweimalige Differentiation nach rp liefert 
aine Differentialgloichung zwischen rp und 8 allein, und dies ist die 
Differentialgleichung der Druckkurve, welche auch auf die Koordinaten 
x und y transformiert werden kann. 

1st dieselbe integrierbar, so dienen die drei Beziehungen (6) zur 
Restimmung der drei Integrationskonstanten. 

b u s  Gleichung (5) folgt: 

Bezeichnet 

7,!~ den Neigungswinkel der Druckkraft R zur X-Achse, 
CY den Neigungswinkel der Tangente t t '  an die Druckkurve im Punkte 
E zur X-Achse, so ist offenbar: 

Aus den Gleichungen (9) und (10) folgt, daB im allgemeinen 

d. h .  die Druckkraft schneidet die Uruckkurve. 

Gewolbe -Drucgkurven. 

5. Die Gewdbe tragen nur eine obere Belastung, welche als verti- 
ka1 wirkend angenommen wird. E s  ist hier also 

AuBerdem führt man die Fugenschnitte senkrecht zur Gewdbs- 
achse, entsprechend der Art der Ausfiihrimg, und um die Gesetze der 
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8 Theorie der Druckkurven. 

Elastizitiitslehre anwenden zu konnen. Die Gewiilbsachse ist auch der 
geometrische Ort der Fugenmittelpunkte. Deshalb ist hier 

g gleichbedeutend mit dem Krümmungsradius der GewGlbsachse, 
cp gleich dem Neigungswinkel der Tangente der Gewolbsachse (im 

Punkte M )  zur X-Achse, 
d 6  gleich dem Bogendifferential der Gewolbsachse, so daB 

Die Gleichungen (9), (7) und (8) gehen deshalb fiir diesen Fa11 
iiber in: 

Gleichung (13) besagt, d d  die Horizontalkomponente der Druck- 
kraft für alle Fugenschnitte eine und dieselbe ist. 

Naeh der Substitution der Gleichungen (12) und (13) in die 
Gleichung (11) genügt eine einmalige Differentiation, um die Integral- 
zeichen zu eliminieren. Die Differentialgleichung der Gewijlbe-Druck- 
kurve wird somit von der zweiten O r h u n g  sein. Dieselbe enthiilt 
schon eine Konstante Q. Ihr  vollstiindiges Integral enthalt demnach 
drei Konstanten und stellt - wofern diese nicht bestimmt sind - ein 
System von unendlich vielen Druckkurven dar. Die Bestimmung des 
partikularen Integrals, welches die in Wirklichkeit auftretende Druck- 
kurve darstellt, kann bei Gewijlben nicht auf rein statischem Wege 
erfolgen. W i r  werden uns deshalb mit dieser Frage nicht befassen, 
zumal für die in dieser Abhandlung behandelten Fragen die Bestimmung 
der in Wirklichkeit auftretenden Druckkurve nicht notwendig ist. 

6. Gewolbe gleichen Wmdemtandes. Unter einem Gewolbe gleichen 
Widerstandes versteht man ein Gewolbe, welches so geformt ist, da0 
für den gegebenen Belastungsfall: 

1. die Gleichung d e  Gew6lbsachse ein partikulares Integral der Diffe- 
rentialgleichung der Druckkurve ist, 

2. die Breite d der Fugenschnitte proportional ist der zu denselben 
normalen Komponente N der Druckkraft R. 

1st die Forderung 1 erfüllt, so fGllt eine der Druckkurven mit 
der Gewolbsachse zusammen, wird diese als die in Wirklichkeit auf- 
t'retende angenommen - was übrigens aus der ncuen Theorie der 
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Gewolbe folgt und bei Gewolben mit Gelenken - ohne Zweifel der Fa11 
ist -, so greift die Druckkraft in jedem Querschnitt zentrisch an. 
Die Verteilung der Normalspannung ist also in jedem Querschnitt eine 
gleichmiiBige. 1st die Forderung 2 erfüllt, so sind die Normalspannungen 
in auen Querschnitten einander gleich. Das Gewolbe weist d a m  überall 
denselben Widerstand gegen Normalspannungen auf. 

Die Forderung 1 wird nnalytisch ausgedrückt durch die Gleichung: 

E = O, 

und indem man x und y auch als die Hoordinaten des Punktes M der 
Gewolbsachse auffa6t. Es  ist deshalb: 

dx t a n g r p E d y  = t a n g a  cp= a d a -  ds= - . 
d x  cos <p 

Die Gleichung (11) geht d a m  über in: 

Die Gleichungen (12) und (13) bleiben ungeiindert. 
E s  ist noch B derart zn bestimmen, da6 es der E'orderung 2 ent- 

spricht. Wird die rechte Seite der Gleichung (14), welche als eine 
Funktion von x, y und S darstellbar ist, mit F(xJ  y, 9) bezeichnet, so 
ist bei Berücksichtigung der Gleichung (10) 

Fig. 3. 

(15) tang $J - tang gp = F ( z ,  y, 6). R 

Die zu dem Fugenschnitt NN' normale 
Komponente N der Druckkraft R ist, wie 
aus Fig. 3 zu ersehen: 

- 
N =  R CO6 (7,b - rp), 

und da 
E R = -  

conv '  
so wird 

- 
N =  Hclos111--<~). (16) cos q 

Die Forderung 2 wird analytisch ausgedrückt durch die Gleichung: 

d = k . N ,  

wo k eine Konstante bedeutet. Es  ist demnach: 

COB (Q - <pl S = k . H -  = k . H { c o s T p + s i n r p t a n g ~ }  
COR Y, 

= k .  H{cosrp + sincp[tarigcp + E ' ( x J y ,  8 ) ] ) ,  
so daB 

1 

(17) = k H ( ~ _  + sin q - F(s,  y, a)] - 
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1 0 Theorie der  Druckkurven. 

Die Gleichungen (14), (l?), (12) und (13) führeu auf zwei Diflerential- 
gleichungen zmischen den Variablen r ,  y, 6. Ihre Integration liefert die 
Gleichung der Achse des Gewolbes gleiclien Widerstandes und das Gesetz, 
nach welchem der Fugenschnitt S variiert. 

Für den Fall, wo das Gewdbe nicht überschüttet ist und nur 
sein Eigengewicht xu tragen hat, gehen die vier Gleichungen über in:  

Selbst für diesen einfachen Pal1 ist an eine Integratinn der vor- 
stehenden Gleichungen nicht zu denken. Dieselben sina jedoch für 
uns wichtig, weil wir im xmeiten Kapitel die Losung des von anderen 
Autoren versuchten Problems der Gewolbe gleichen Wiederstandes 
besprechen wollen. 

Stützlinien und Kettenlinien. 

7. Hat der Tragkorper nur vertikale Lasten zu tragen und merden 
die zur Erzeugung der Druckkurve geführten Fugcnschnitte auch ver- 
tikal angenommeri, wird also gesetzt: 

so geht die ullgemeine Gleichung (9) über in 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (10) ist deshalb 

d. h. die Druckkraft berührt die Druckkurve, welche wir in diesem 
Falle Stützlinie nennen wollen. 

Da alle Lasten vertikal wirken, so braucht nicht zwischen der 
oberen und unteren Belastung und dem Eigengewichte des Tragkorpers 
unterschieden zu werden. E s  bczeichne daher w = f (x) die spezifische 
Belastung der IIorizontalprojektion des Tragkorpers und w sei als 
Funktion von x gegeben. E s  ist d a m :  
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Von M. XILANKOVITCH. 

deshalb 

Die Differentiation der vorstehenden Gleichung nach x liefert: 

Dies ist die Differentialgleichung der Stützlinie. 
Die Lntegration der Gleichung (22) liefert, wenn man berücksichtigt, 

da0 für x = x o  y = y o ,  
T 

Dies ist die Gleichung der Stützlinie. 

8. Für eine unbelastete Strecke, wo also 

lautet die Gleichung der Stützlinie 

Die Stützlinie ist hier ale0 eine Gerade. Wird derrinach die konti- 
nuierliche Belastung des Tragkorpers, die nach dem durch die Figur 
qn,uz, . . . n;n;ni . . . veranschaulichten Ge- 

~ i g .  4. 

setze über den Tragkorper verteilt ist, durch 
die vertikalen Schnitte nllzli n,nL, n,nj . . . ~7 
in  Lamellen geteilt und durch das System , i 
der Einzellasten Pl, P, . . . ersetzt, welche ; S, 

, .-.--- 
+-- 

in Larnellen den Schmerpunkten wirken und den S,, Gewiehten S, . . . dieser der p i  i ,,.,- ,jF+ - -' 

Larnellen gleich sind, so a i r d  die Stütz- ,,..*,.*[ 
linie für dieseri zweit,en Fall der Belastung !,y 

..K n 

in ein Polygon (Stützpolygon) übergehen, ,/ i 
dessen Eckpunkte in den Richtungslinien i 
der Lasten Pl, P2 . . . liegen. I n  den einzelnen 
Schnitten w,n:, 1 2 , 1 2 8 . .  . wird das Stützpolygon 3 

die Stützlinie für die ursprüngliche Art der Belastung berühren, weil 
sich an diesen Stellen durch die Tcilung der kontinuierlichen Last in 
Lamellen weder der Druckmittelpunkt noch die Druckkraft geZnde1.t 
hnt. Das Stützpolygon ist also der ursprünglichen Stützlinie umge- 
schrieben. 
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12 Theorie der Druckkurven. 

9. Geht der Tragkorper in eine dünne, ebsoliit biegsame Kette 
über, so ist nur dann Gleichgewicht moglich, wenn die Druckkurve 
mit  der Kette zusammenfallt. Um also die Gleichung der Kettenlinie 
zu bekommen, hat man in der Gleichung (9) zu setzen: 

und da 

so ist: 

mithin 
de = di = d s  = ds, 

Setzen wir die Kette - obwohl aie unendlich dünn ist - schwer 
voraiis und hezeichnen mit 

g, das spezifische Gewicht der Kette an der Stelle x, y, so ist 

(28) H= Q - p sin eds + p s ingds.  S 
2 0  =O S 

Die Gleichungen (26), (27) und (28) bestimmen die Gleichung der 
Kettenlinie. Werden die Lasten vertikal angenommen, so sind die 
Gleichungen für die Kettenlinie und die Stützlinie einandcr gleich. 
E s  kann demnach die Stiitzlinie aufgefaBt werden als labile Gleich- 
gewichtsform einer unendlich dünnen Kette, deren spezifische Belastung 
über die Horizontalprojektion derselben dargestellt ist durch: 

10. Unsere Bezeichnung ,,Stützlinie(' nur für den speziellen Fa11 
der Druckkurve, wo die Lasten und Fugenschnitte vertikal sind, ist 
nicht die allgemein übliche. Sind doch in der technischen Mechanik 
die Begriffe: Stützlinie für Wasserdruck, für Erddruck usw. eingeführt, 
also Tür Lasten, die nicht vertikal wirken. In diesen FaIlen muB aber 
der Tragkorper absolut biegsam und unendlich dünn angenommen 
werden, so da0 sich dann diese Stützlinien auch ihrer mechanischen 
Entstehungsweise naeh nicht von den Kettenlinien unterscheiden. Wir 
stellen sie deshalb unter dieselben. 

Die Definition der Stützlinie, wie wir sie hier entwickelt halen, 
als den geometrischen Ort der Druckmittelpunkte vertikaler Fngen- 
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Von M. YILANKOVITCH. 13 

schnitte eines Tïagkorpers, welcher nur vertikale Lasten triigt, i d  auch 
in A. R i t t  e r ,  Ingenieur - Mechanik 1899, Ij 119 entwickelt worden. 
Wenn d a m  in demselben Buche von Stützlinien für Erddruck, für 
Wasserdruck usw. die Rede ist, so entsprechen diese Stützlinien der 
vorher aufgestellten Definition der Stützlinie nicht. 

Z w e i t e s  K a p i t e l .  

Die in den verschiedenen hestehenden Theorien der Druckknrven a d -  
tretenden Irrtümer. 

11. Das dritte Hapitel wird einige Anwendungen der im ersten 
Kapitel entwickclten Theorie bringen. Wenn dieselbe Anspruch auf 
Würdigung erheben kann, so ist es hauptsiichlich deshalb, weil sie 
einige irrtümliche Anschauungen, die in der Fachliteratur über die 
Eigenschaften* der Druckkurven vorhanden sind, aufzukliiren und zu 
beseitigen vermag. 

Der Ausdruck ,,irrtümliche Anschauungen" dürfte vielleicht über- 
trieben erscheinen. Um nun dem Vornrteil des Lesers vorzubeugen, 
daB wir in  diesem kritischen Teile unserer Abhandlung kleinlich und 
mit übertriebener Pedanterie vorgehen werden, wollen wir zuerst aus- 
einandersetzen, was wir unter Irrtum verstehen. 

In der angewandten Mechanik ist nicht jene mathematische Schiirfe 
erforderlich wie in der reinen Mechanik. Um die Probleme der an- 
gewandten Mechanik in der mathematischen Sprache ausdrücken und 
um dieselben mit Hilfe der Mathematik auf'kliiren und losen zu konnen, 
müssen hinsichtlich des Materiales, der Art der Ausführung usw 
Voraussetzungen gemacht werden, welche nicht vollkommen der Wirk- 
lichkeit entsprechen. Dies muB geschehen, wiil man nicht auf die 
Hilfe der Mathematik verzichten. 

Die Zuverlassigkeit der Losung des so auf das Gebiet der Mathe- 
matik übertragenen Problems ist demgemiiB der Zuliissigkeit der ge- 
ruachten Voraus~etzuugen angemessen. J e  weniger diese Voraussetzungen 
der Wirklichkeit entsprechen, umso weniger Vertrauen verdient die 
Losung des gestellten Problems, welche d a m  nur eine anniihernde ist. 
Deshalb ist es zulassig, bei dem mathematischen Teile der Rehandlung 
des Problems nicht mit absoluter mathematischeï Scharfe vorzugehen 
und Vernachlassigungen erscheinen berechtigt, wenn man sich ihrer 
bewuBt ist und wenn sie im Einklang stehen mit der Unvollstiindig- 
keit der gemachtenVoraussetzungen und mit der praktischen Redeutung 
des Problems. Deshalb sind bewuBte Vernaçhlissigungen in der mathe- 
matischen Behandlung des Prnblems nicht zu den Irrtiimern zu zahlen. 
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14 Theorie der Druclikurven. 

Direkte hrtümer entstehen unserer Ansicht nach 
erstens: wenn man bei der 0bertragung des Problems auf das 

iiiathematische Gebiet nicht alle Umstande richtig und  mit der Wirklich- 
keit zusammenhiingend erfaBt hat, d. h. wenn die mathematische Stili- 
sierung des Problems uiirichtig ist, 

zweitens: wenn die mathematische L6sung des richtig stilisierten 
Problems unbewuBt fehlerhaft ist. Diese Art der Irrtürner, die also 
rein theorctischer Natur sind und in der fehlerhaften Anwendung der 
Theorie bestehen, sind, unserer Ansicht nach, als schwerwiegende zu 
betrachten, ohne Rücksicht darauf, ob der gernachte Fehler die prak- 
tisdie Anwendbarkeit der L6sung des Problenis in l'rage stellt oder 
nicht. Deshalb glauben wir die praktische Zuliissigkeit dieser Feliler 
nicht untersuchen zu müssen, denn diese künn bei einem unbemuIjten 
E'ehler nur die Folge des blinden ZufaLls sein; und dieselbe als Kecht- 
fertigung für den begangenen Feliler zu betrachten, hieDe die Wissen- 
schaft profanieren; auBerdem bewegen sich unsere Untersuchungen auf 
rein theoretischem Gebiete und berühren nicht ihre praktischc An- 
wendung. 

12. Alle in den verschiedenen Theorien der Gewôlbe auftretenden 
Irrtürner, auf die wir hier verweisen woilen, konnen auP zwei ver- 
schiedene Fehler in der mathematischen Rehandlung des Problenis 
zurückgeführt werden: 

erstens: das Gewicht d G  des unendlich dünnen Elementes NN'ATIXl 
des Tragkorpers (Fig. 2 ,  Seite 5) wird in der Mitte M der Fuge NN' 
wirkend angenommen und nicht im Schwerpunkt G der Fuge, wie dies 
nach unseren Anseinandersetzungen im Punkte 2 zu geschehen hat, 

zweitens: das statische Moment Jfg dieses Gewichtes beziiglich 
des Punktes El der Druckkurve, mitunter auch die statischen 
Noruente Me, Mi der Belartungen der Begrenzungselemente N'A: 
und NN, bezüglich desselben Punktes, werden als GroBen zweiter 
Kieinheitsorcinung angenommen, was naçh unseren Ableitungen in1 
Punkte 4 falsch ist. 

Die erste dieser Annahmen ist kein E'ehler, urenn die E'ugenschnitte 
parallel zii einander gefiihrt werden, d. h. wenn Q = oo, oder wenn die 
Pugenbreite d im Verhaltnis zu g als verschwindend klein angenommen 
werden kann. Dies trifft z. B. bei Ketten zu, doeh darf diese Voraus- 
setzung in keinem Buche, das Anspruch auf wissenschaftliche Strenge 
erheben will, verschwiegen werden. 

Die zweite Amahme ist nur d a m  kein Fehlcr, wcnn alle Lastcn 
vertikal sind und die Pugenschnitte nuch vertikal geführt werden, oder 
wenn der Tragkorper in eine unendlich d ü m e  absolut biegsamc Kctte 
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übergeht. Wenn man diesen Fehler begeht, d. h. in der Gleichung (1) 
des ersten Kapitels setzt: 

so fol@ daraus 

oder unter Berücksichtigung der Gleichung (10) 

was besagt, daB die Druckkraft die Druckkilrve beriihrt. In diesen 
falschen SçhluB, der auf die grGBten Absurditaten führen kann, klingen 
fast alle Irrtümer der Theorie der Druckkurven aus. 

13. Die Erscheinungen dieser Irrtümer in alleri EinzeLheiLen zu 
verfolgen, hieBe einen historischen oberblick über die schon über 
70 Jahre alte Theorie der Druckkurven geben, was aber weit über den 
ILahmen dieser Abhandlung hinausginge.') Wir werden deshalb nur 
die wichtigsten Momente dieser merkwürdigen Erscheinung besprechen 
und nur jene Werke in Betracht ziehen, in welchen diese Irrtümer am 
deutlichsten hcrvortreten und von wclchen als rein theoretischen Werkcn 
die wissenschaftliche Strenge gefordert werden muB. 

H a g e n  behandelte in einer der Konigl. Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin vorgelegten Abhandlung2) das Problern des Gewolbes 
gleichen Widerstandes, welches wir im Punkte 6 ausführlich behandelt 
haben. l m  mathernatischen Teile der Behandliiiig dieses Problems 
nimmt H a g e n  als s~lbstverst~ildlich an, clai3 die Druckkraft die Druck- 
lrurve berührt.3) Dies ist nur daun richtig, wenn das Gewolbe un- 
endlich dünn ist und mit einer Kette verglichen werden kann. Da 
aber das Problein der Kette gleichen Widerstandes schon im Jahre 1826 
vollstandig gel6st worden ist, BO kann der Abhandlung von H a g e n  
entweder Mange1 an wissenschaftlicher Strenge oder Mange1 an  
Originalitiit vorgeworfen werden. I n  der umgcarbeiteten und er- 

1) Eber einige Irrtümer, die vor dem Jahre 1857 begangen worden sind und 
insofern sie als Irrtiimer erkannt worden sind. eiehe Scheffler: Theorie der Ge- 
wKlbe, Piittermauem und eisemen Brücken. Draunschweig 1857. 

2) Hagen: Über Form und Stirke der gewolbten Bogen. Abhandlungen 
der konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin (Mathematische Abhand- 
lungen) 1844. 

3) Bei Anwendung der von uns gewahlten Be~eichnun~en heiBt ee dort (S. 63): 
,,Der Winkel ?Ji, den die Druckkraft mit der Horizontalen einachlieBt, be- 
zeichnot schon die Richtung der an den Punkt E der Dmckknrve gezogenen 
Tangente." 
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16 Theorie der Druckkurven. 

weiterten zweiten Auflage dieser Abhandlung wiederholcn sich die- 
aelben Fehler. ') 

R é s  a l  unternahm es, die Differentialgleichung der Druc kkurve 
aufzustelleri2), beging aber dabei den groben Yehler, da0 er ausdrück- 
lich behauptete, das Glied Mg der Gleichung (1) (Punkt 4) sei eine 
Gr6Be zweiter Kleinheitsordnung und somit zu vernachlas~igen.~) Nach- 
dem es ihm infolge dieses Irrtums nicht gelungen ist, die Gleichuq 
der Druckkurve des kreisftrmigen Gewolbes von konstanter Stiirke 
abzuleiten, schlieBt er daraus, daB die Gleichungen der Druckkurven 
auf hohere Transzcndenten f ü h r e ~ ~ . ~ )  

Einen so ausgesprochenen Fehler, wie den soeben angeführten, 
wird man schwerlich andersrno finden, doch kehren dieselben Pehler 
in der Façhliteratur immer wieder, sind aber durch die daraus ab- 
geleiteten Polgerungen mehr oder weniger verdeckt. Selbst so einfache 
Beziehungen, wie die im Punkte 8 abgeleiteten, sind nicht immer 
richtig erfaBt worden. Wir verweisen diesbezüglich auf eine Stelle in 

- 

1) H a g e n :  Über Form und Starke gewiilbter Bogen. Berlin 1862. Wenn 
wir  unsere Bezeichnungen beibehalten, so finden sich dort  die Gleichungen (S. 42 ff. 
und S. 50 ff.) v 

- - t m p c p ,  - - = t a n g q .  
d x 

2) RBsa l :  Traité de mécanique générale. Paris 1873-1889 (Tome 6, 5 238). 
3) Die Ableitung von R é s a l  ist die 

Fig. 5. 
folgende: Soient NN', A;N; deux joints 
consécutifs, mm,  les pointe correspon- 
dants d'une courbe des pressions, O l'in- * tersection de cette combe avec la di- 
rection A'Ay du joint de l a  clef, O s  
l'horizontale de ce point, f la projection 
de  ml sur l a  direction de  Q. - Con- 
servonti d'ailleurs les notations précédeu- 
tes ; on a rn, f = dx, naf - d y .  La 
pression exercée sur N N '  est l a  résultante 
de P et du  poids Q de hTN'AA' ces 
deux forces étant cens6ea appliquees en m. 
- Pour trouver la  position ml il suffit 
d'exprimer que la somme des moments 

y de P et Q et  du poids de NIV'N,N; 
par rapport à ce point etit nulle. Or 

Je moment de ce deynier poids dant d u  secund ordre, on a simplement: 

P d y  = Q d x ,  

4) Siehe die FuBnote auf S. 20 
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F o p p l s  Theorie der Gewolbe.') Auch in einem ganz modernen Werkes) 
konnen Behler in der analytischen Beliandlung der Druckkurven nach- 
gewiesen werden. 

Wir glauben, daB die arigeführten Belege geriügen, um unsere 
Rehaiiptung zii rechtfertigrn, daB in der Fachlit~ratur die Reziehung 
der Druckkraft zur Druckkurve nicht vollst%ndig ergründet war. 

14. Es sol1 noch hervorgehoben werden, daB die fehlerhafte An- 
nahme, da8 die I h c k k r a f t  die Druckkurve berühre, nicht von dem 
Begründer der Theorie der Druckkiirren Mo se le  y herrührt, der in 
dicser Frage klar geseheii hat", und es hat auch spater nicht an  
Stimmen gefehlt, die auf die Irrtümliclikeit dieser Annahme hin- 
gewiesen haben. Hauptsiichlich war es S c h e f f l e r ,  der - oEenbar 
beeiniluBt von dem Werk Xose leys ,  welches er ins Deutsche über- 
setzte - die Irrtümlichkeit dieser Annahme zu beweisen s ~ c h t e . ~ )  
Wenn trotzdem diese Irrtümer aus der Theorie der Druckkurven nicht 
verschmnden sind und noch heute wiederkehren, so hat diese Er- 
scheinung , unsercr Ansicht nach, folgende Erkl'irung : S ch e f f l  e r und 
alle, welche seine Einwendungen miederholt haben5), haben doch nicht 
das Wesen des in Rede stehenden Irrtums vollstiindig klar crfaBt und 
neisen nur auf das Absurde der gemacliten Annahme hin. Der 

1) F o p p l :  Theorie der Gewolbe. Leipzig 1881. 8. 10. - ,,Bei der ana- 
lytischen Behandlung der Gewolbe nimmt man gewohnlich a n ,  das Gewolbe be- 
stehe aus uneiidlich vielen unendlich dünnen W6lbsteinen. Die Druckkurve geht 
riadurch in eirie stetig gekrümnite Linie iiber. Die einer eridliçhen Fugen- 
einteiliing zugehorige, der rorigen entsprechende Drucklinie ist ein derselben ein- 
geachriebenes Polygon." - Hier ateckt ein doppelter Fehler. Da3 Polygon ist ein 
umgeschriebenes und zwür nur denn,  wenn vertiltale Fugonschnitte voreusgesetzt 
werden. 

2) R é s a l :  Stabilité des constructions. Paris 1901. - Dort heiBt es ,  unter 
Beibehaltung unserer Bezeichnungen und ohwohl die Fugenschnitte nicht parallel 
zueinanCer geführt werden (S. 549ff.): ,,La condition de coincidence de la courbe 
des pressions et de  l a  fibre moyenne nous fournit l a  relation: 

3) Siehe z. B. H. M o s e l e y :  Die mechanischen Prinzipicn der Ingenieurkunst 
und Architektur, übers. v. H. S o h e f f l e r .  Braunschweig 1845. - In dieaem 
Werke wird hervorgehoben, da6 die Druçkkraft die Dmckkurve (line of resistance) 
schneidet und der Begriif der Enveloppe der D~nckkraftrichtungen (line of pressure) 
wird eingefiihrt. 

4) S c h e f f l e r  : Theorie der  Gewolbe, Futtermanern und eisernen Briicken. 
Braunscliweig 1857. 

5) z. J 3 .  H e ~ r  i n a n n  bei der Bearbeitiing der  Ingenienr- und Maschinen- 
mechanik ron W e i s  b a c h ;  F o p p l  in eeinen Vorlesungen über technische Mechanik. 

Zeitechrift f. Mathomatik u. Yhyaik. 55. Band. 1907. Heft 112. 2 
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18 Theorie der Dmckkurveri. 

Scheff lersche Beweis, daB die Druckkraft die Druckkurve schneidet, 
drückt sich in der Behauptung aus, daB die Druckkurve (er nennt sie 
Stützlinie) nicht mit der Enveloppe der Druckkrifte-Richtungen (welche 
er Kettenlinie nennt) zusammenfilltl), was übrigens schon Mose ley  
klar ausgesprochen hat. Diesen Beweie liefert S c h e f f l e r  nur für den 
Fali, wo das Gewolbe überschiittet k t ,  und man ist fast verleitet zu 
glauben, daB er bei einem unüberschütteten Gewdbe, insbesondere bei 
einem solchen, welches nach der Druckkurve gekrüinmt ist, die Riclitig- 
keit der Annahme, daB die Druckkraft die Druckkurve berühre, 
schweigeud zugiht. DaLi nian seine Ableituug in dieseni Sinne ver- 
standen hat, zeigt die Wiedergahe des Schefflerschen Remeises in der 
von H e r r  m a n n  urngearbeiteten Ingenieur- und Maschinenmechanik 
von W e i s b  acha) ,  wo das Gewolbe notwendig überschüttet voraus- 
gesetzt wird, damit der Beaeis geliefert werden kann. S c h e f f l e r  hat 
auch die von uns in1 Punkte 13 als irrtümlich bezeichnete Behauptung 
von H a g e n  nicht bestrittcn, obwohl er dessen Abhandlung einer ein- 
gehenden Kritik uilterzogen hat. 

Die korrekteste von den bestehenden Theorien der Druckkurven 
ist wohl die von Dupui t3 ) ,  welche sich aber auf ganz spexielle Fille 
beschriinkt. Die von D u p u i t  ahgeleitete Differentialgleichun der 

1) E c h e f f l e r :  Theorie der Gewolbe. S. 216 :  Stellt man sich das auf die 
Fuge E'F folgende Element EFfe des Gewülbbogens mit seiner Belastung vor, 

und ist g p  die durch den Schwerpunkt dieses Elementes 
Fi#. 6. vom Gewichte p gezogene Vertikale, welche doch nicht 

gerade durch den Punkt  M eu gehen braiicht, fernor n. 
der Durchschnittspunkt dieser Vertikelen mit  der Rich- 
tung R M  der gegen die Fnge EF wirkenden Preesung 

9 R, endlich v n  die von R J f  unendlich wenig ver- 

schiedene Resultante der beiden Krafte R und p, welche 
die Puge e f  in dem Punkte m durchschneiden mag;  so 

fi werden M und m zwei anfeinanderfolgende Punkte der 
in eine stetige Kurve übergehenden Stiitzlinie M m  . . . 
uein; dagegen wird der den Punkten M und m ent- 
sprechende Anfangepiinkt des in eine stetige Kettenlinie 
übergehenden Seilpolygons der Punkt lz sein, welcher 
keineswegs zwischen M und m f d l t  und von beiden 
einen endlichen Abstand hat. Demnach wird die stetige 

Stiitzlinie nicht allein eine von der Kettenlinie endlich verschiedene 1~'orrn hahen, 
sondern die korrespondierenden Punkte der letzteren werden auch u m  endlic71e 
Ahstande aus den betreffenden Fugenachnitten h e r a u s ~ c k e n .  

2) Vergleiche W e i s  b a ç h ,  Ingenieur- und Maschinenmeçhanik, 5. Auf lage, 
bearbeitet von H e r r m a n n ,  Etatik der Rauwerke, S. 102. 

3) 1 ) u p u i t :  Traité de l'équilibre des voûtes e t  de la construction des ponts 
en maçonnerie. 1870. 
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Druckkurve entspricht dem speziellen Pal1 eines Gewolbes, welches 
nur sein Eigengewicht triigt, und ist auf allgerneinere Falle nicht an- 
zuwenden. Ohne infinitesimale Betrachtiingen über den Schwerpnnkt 
des unendlich dünnen Tragkorperteiles war der Kern der ganzen F'rage: 
die ~nathematischefi Eigenschaften der Druckkurven, welche allein die 
Prage vollstiindig beleuchten komen,  nicht zu erfassen. Deshalb 
kehrten die Fehler in der Theorie der Druckkurven immer wieder. 

D r i t t e s  K a p i t e l .  

Anwendungen und Beispiele. 

Druckkurve im unbelasteten Kreisgewolbe von konstanter Starke. 

15. Wir  wollen hier die Gleichung der Druckkurve des unbelasteten 
Kreisgewolbes von konstanter Gewdbstiirke ableiten. Zu dieseru Behufe 
bezeichne: 

r den Radius 
Bogenachse, 

a die konstante 

der 

Ge- 
wolbstiirke. 

Der Ursprung 
des Koordinaten- 
systems sei in den 
I)ruckmittelpunkt O 
der Scheitelfuge AB 
gelegt, dessen Ent- 
fernung vom Zen- 
trum SZ der Bogen- 
achse wir mit p, 
bezeichnen. Sonst 
sollen die Bezeich- 
nungen wie im 
Punkte 3 beibehalten 
werden und es sei 
angenammen: p = 1, 
g = 1. 

Wegen der Sym- 
metrie des Gewdbes 
wird die Driickkraft 
der Scheitelfuge AB nur die horizontale Kraft Q sein, so daB für x = 0: 

y = O .  V = P = O  H = Q .  
2 * 
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20 Theone der Dmckkurven. 

Man hat also in die Gleichungen (Il), (12) und (13) des Punktes 
5 einzuuetzen: 

g = l  p = 1  S = a  g = r  p = 0  d ~ = r d r p  P = 0 ,  

welche dann übergehen in: 

Geht man zu Polarkoordinaten über und wiihlt den Mittelpunkt S2 

der Bogenachse zum Pol, die (- g - A c h s e  zur Polachse und bezeichnet 
die Polarkoordinaten des Punktes E durch: 

a Ë = p  *oae=Cp, 
so ist: 

y = ~ ~ - e c o s y  x = ~ s i n r p ,  

(4) dy - - cos rpdg + e sin y d v ,  

(~5) d x  = sin rpdg + p cos rpdy. 

Auch hat man: 
[ = r - p  

Werden die Gleichungen (2), (3), (4), (5) und (6) in die Gleichung 
(1) eingesetzt, so gelangt man zu der Gleichuug: 

Diese Differentialgleichung ist eine exaktel); beiderseits stehen voll- 
standige Differentiale, und ihre Lntegration liefert: 

(al , (a r  y sin rp + Q cos y )  = - &a(a2 f 12rs) cos cp + C 

1) Die von R é  a al  fehlerhaft abgeleitete Diffe~ontialgleichun~ der Druckkurve 
lautet, wenn wir unsere Bezeichnnngen anwenden (Rés al : Traité do mécanique 
générale, Tome 6, 5 238) 

Dann heiBt eu aeiter: 
,,Si l'on remarque qne 

d 
ar rp cos rp - & sin rp = (ar rp sin <p + & cos y) - ar sin rp 

d 6 
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Von Ai, MILANKOVITCH. 21 

fiir rp - O ist e = Q,, so da5: 

(9) p, & = - :,a (ae  + 12r2) + Cl 
p(urrpsinrp + Qcosrp) = p,& + k n ( a 2  + 12r2) (1  - cosq) = 

Es lautet demnach die Polargleichung der Druckkurve: 

16. Die gewonnene Gleichung der Druckkurve kann man benutzen, 
um die matlzematische Sta~lie des behandelten Gewdbes zu bestimmen. 
Tnter mathematischer Stirke versteht màn jene minimale Stkrke, bei 
welcher das Gewolbe noch stabil sein kann, d. h. bei welçher gerade 
noch eine Druckkurve ganz innerhalb des Gew6lbequerschittes verlauft. 

A. R i t t e r 2 ) ,  P i l g r i m s )  und andere haben sich mit dieser Frage 
befaBt, deren L6sung mir hier als Anwendung der entwickelten Theorie 
aaführen, um zu zeigen, daB die Frage ohne Schwierigkeit direkt gelost 
merden kann. 

Wir werden die matheniatische Stiirke Fig. 8. 

B 
eines Halbkreisgewolbes bestimmen und be- 
rnerken, da5 die mathematische Starke eines 
Segmentgewdhes nach demselben Vorgang 
bestimmt wird. 

Nach den Untersuchungen der beiden 
qenannten Autoren geht die der inathe- 
matischen Starke entsprechende Druckkurve 
durch die ZuBeren Punkte B und C der 
Scheitel- und Kiimpferfuge, und da sie die C 

einzige sein soll, die ganz innerhalb des 
Gew6lbeyuerschnittes rerliiuft, so hat man deru Gewdbe jene Starke u 
zu geben, da0 die Druckkurve den Intradoskreis berührt. 1st K der 
Beriihrungspunkt, so nennt man den Winkel ASLE den Bruchwinkel. 
- 

la formule précédente peut se mettre sous la forme suivante: 

e sin rpdço 
log. - ( a i  rp .in q + & cos cp: = 

- - 
en urrpsiucpf Q c o s g  

Comme cette intégrale paraît irrcductible, on voit que les CO irbes des pressions 
seront généralement transcendantes dont le tracé, si facile pa r  la géometrie, pr& 
sentera des complications sérieuses en ayant égard à leurs Bquations dont l a  
considération devient pour ainsi dire complètement inutileLL. 

2) A. R i t t e r ,  Lehrbuch der Ingenieurmechanik. Leipzig 1899. 
3) Pi lg r im ,  Theorie der kroisformigen symmetrischen Tonnengewolbe von 

Bonstanter Dicke, die nur ihr eigenes Gewicht tragen. Stuttgart 1877. 
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22 Theorie der Druckkurven. 

Um also für diesen Fa11 die Starke a und den Rruchwinkel A Q E  
zu bestimmen, wird man folgeuderniaBen vorgehen: 

Die Gleichung der Druckki~rve ist nach früherem 

und da die Druckkurve durch die Punkte B und C gehen soll, so wird 
für rp = O 

(11) 
a  

p = r + ; ,  d . h  Q ~ = Y + , ,  

z 
für rp = - 

2 
3 n a r ( a +  2 7 )  - a ( a s $  12r2) .  (12)  p = r + ; y  d h .  Q =  $a+ 127  

Die Werte  für p, und Q aus (11) und (12)  in (10) eingesetzt: 

Setzt man: 

(13) 

BO ist 

Setzt man aufierdeni: 

(14)  3 a ( n . + 2 ) - ( n 2 + 1 2 ) c o s c p - 2 ,  

(15) 372 ( n  + 2 )  cos y - (n2 + 12) cos rp + 6 in" 2) rp sin q = N, 

Die mathematische Stiirke a ist derart zu bestimnien, daB das 
Minimum von Q gleich ist  dem Radius des Iatradoskreises, d. h. 

sein. Diese zwei Gleichungen bestimmen die mathematische Starke 
des Gewolbes: 

a = n r  
und den Rriichwinkel rp. 
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Von M. MILANKOVITCK. 2 3 

Die beiden Gleichungen (17) lauten mit Rücksicht auf (16) 

Z 
(19) p = - ' ( n - 2 ) = f ( n + 2 ) -  2 N oder - ( n - 2 ) N - ( n + 2 ) 2 .  

Die Gleichungen (18) und (19) konnen ersetzt werden durch die 
Gleichungen : 

a z 
(.+2)ô0 + (n-2):;-O. 

(n + 2) Z+ (n - 2 ) N -  O. 

Durch Einsetzung der Werte für Z und N aus (14) und (15) gelangt 
man zu den Gleichungen: 

Wird die Gleichung (20) mit sin cp, Gleichung (21) mit cos rp 
rnultipliziert und werden beide Gleichungen addiert, so folgt: 

n ( n +  2)sincp + (n-z)sin2rp + 2(n-  2)cp - 0, 

woraus: 

Aus der Gleichung (21) folgt: 

Substituiert man den Wert für n aus (22) in die Gleichung (23), so 
bekommt man eine Gleichung mit der einen Unbekannten cp, woraus 
man bestimmt: 

cp - 54' 29'. ') 
D a m  folgt aus (22) 

n - - =  0,1075. 

Beispiele. 

17. Man konstruiere ein unbelastetes Gemolbe, welches den Forde- 
rungen genügt: 1. eine seiner Stiitzlinien falle mit der Gewolbsachse 
zusammen, 2. die Breite S der vertikal zu führenden Bugenschnitte sei 

1) Ei t ter  gibt an cp = 54O IO', P i l g r i m  gibt an cp = 54O27'. Die Werte 
für n stimmen bei beiden Autoren mit den unserigen überein. 
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24 Theorie der Druckkurven. 

proportional der zu denselben senkrecht gerichteten Komponente N 
der DruckkraR R. 

Wàhlt man die Scheitelmitte des Gemdhes ziim Ursprung des 
Koordinatensystems, so ist für z = O 

y = O ,  P=O, H - Q  
Fig. Y. 

und mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (19) und (21) 
des Punktes 7 k t :  

wo k eine Konstante bedeutet. Aus diesen Gleichungen folgt: 

Die Inteqation dieser Gleichung liefert, wenn man berücksichtigt, da5 
für x = O, y = 0:  y = k x a .  

Die Gewolbsachse ist also eine Pnrabel. Die Begrenzungs- 
kurven sind kongruente Parabeln, welche gegen die Gewolbsachse 

vertikal verschoben sind (Asyrnptotische 
F1g. 10. 

P R  Pürab eh) .  

f f  i 18. Es stellte A 7ICn das Profil einer 
Talsperre dar. Deren hintere Begrenzungs- 
h i e  AD id eine vertikale Gerade. Man 
bestimme die vordere Begrenzungslinie 
BN'C derart, da5 bei gefülltem Becken 
und Belastung der Krone durch die Last lC 
die Druckkurve tlurch die linksseitigen 
Drittelpunkte (Kernpunkte) der horizontal 
zu führenderi E'ugenschnitte hindurchgehe. 

TJegen wir den Krsprung des Koordi- 

Y natensystems in den Punkt A. 1st d a m :  
Y x = f ( y )  

die Gleichung der Druckkurve, so ist 

x' = + f (y) 

die Gleichung der vorderen Begrenzungslinie. 
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Das spezifische Gewicht des Talsperre-Materiales sei y; das spezi- 
fische Gewicht des Wassers und die Tiefe des betrachteten Teiles 
der Talsperre gleich eins. Der spezifische horizontalgerichtete Wasser- 
druck im Punkte N id gleich y. Es  ist also in den Gleichungen (5)) (7) 
und (8) des Punktes 4 zu setzen: 

p = 1 ,  a = "  x  g = 00) g d q  = d y ,  6 = + x  - z = - 'x 
4 '  

7z z q , =  p=O , 4=Y7 17 = ,, di = d y ,  y, = O  
2 ) 

Diese Gleichungen lauten d a m :  

Vdx - H d y  + +gx2dy = O. 

Werden die Werte für V und H aus den zwei letzten Gleichungen 
in die vorhergehende eingesetzt und wird diese nach x differentiiert, 
so gelangt man zur Differentialgleichung der Druckkurve: 

Es gelang uns niclit, das vollstandige Integral dieser Gleichung 
zu bestimmen. Eines ihrer partikularen Integrale und zwar für 
die Werte: 

% , = O ,  P=O, & = O  

lautet: 
y = g&. 

Es lautet also die Gleichung der vorderen Begrenzungslinie: 

19. Die soeben gewonnene partikulare Losung der behandelten 
Aufgabe zeigt folgende Eigentümlichkeiten: 

Das Profil der Talspcrre ist in diesem Falle ein rechtwinkliges 
Dreieçk AD C, für welches: 
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26 Theorie der  Druckkurven. Von M. MILARKOVITCH. 

Die Druckkurve ist bei gefülltem Becken die Gerade A&, wo BI 
im linken Drittelpunkte der Basis BC liegt. 

1st das Beckeii nicht gefüllt, so da8 die Talsperre nur ihrem 
Eigengewichte unterworfen ist, so geht die Uruckkraft G des beliebigen 
Pilgenschnitte~~ ATN', d. h. das Gewicht des Dreieckes NN'A durch den 
rechten Drittelpunkt 3'' dieses Fugenschnittes. In  diesem E'alle ist 
also die Gerade AEI die Druckkurve, mobei Ei im rechten Drittel- 

Fig. 11 . punkte der Basis DC liegt. 

A Der Winkel v, den die Druckkraft G 
eines beliebigen Pugenschnittes mit der 
1)ruckkurvs einsclilieBt, ist in diesem 
Falle konstant und gleich: 

v = CAE,'. 

Dieser Winkel k m n  (unter der 
X 

Eiiischrinkung - -i < v < i) mit der 
U 

VergrGBerung der Basiv CU beliebig 
groB gemacht werden, wae deutlich xeigt, wie fehlerhaft die Annahme 
ist, da8 die Druckkraft die Druckkurve berühre. 

20. Hat dei. Tragktirper snlch eine Form, daB der Schwerpiinkt 
des zwischen zwei beliebigen Fugenschnitteil eingeschlossenen Teiles 
und die Mittelpunkte der Belastiiiigen desselben bestimmt werden 
konnen, so l%Bt sich die Gleichung der Druckkurve direkt auf- 
stellen und die Aufstellung ihrer Differentialgleichung kann umgangen 
werden. 

So konnte die Gleichurig der Llruckkurve des im Punkte 15 be- 
handelten Gemtilhes aiich wie folgt aufgestellt merden: 

1st (Fig. 7, S. 19) S der Schwerpuiikt von ABAT'N (z, dessen 
Abszisse), in melchem Punkte man sich das Gewicht P von ABN'N 
wirkend denken kann, so folgt wegen des Cleichgewichtes des Trag- 
korperteiles ABAT'X die Mornentengleichung bezüglich E: 

Nach der Lehre vom Schwerpiinkte ist 

und es ist deshnlb 
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Nach den Bbleitunsen im Punkte 15 ist noch 

Werden diese Werte in die erste Gleichuiig eingesetzt, so bekouimt 
man die Gleichung der Druckkurve: 

in Überein~t imrnun~ mit der Gleichung im Punlite 15. 

Zur Invalidenversicherung. 
Von J. V. PEXIDER in Mürichen. 
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Vorwort. 

Die Versicherung gegen  Erwerbsunfah igke i t  h a t  heutzutage eine 

hohe  volkswirtschaftliche Bedeutung er langt ,  die sich i m  Laufe der 

J a h r e  a u s  sozialpolitischen Rückuichten voraussichtlich n o c h  steigern 

wird, wozu irisbesondere diejenigen B'alle wesentlich beitragen dürften, 

i n  denen Kollektivversicherungen in Bet rach t  kommen,  mie solehe 

beispielsweise f ü r  die sarntlicheri Angestellten groBer, stabiler Unter- 

iiehmiingeii pr ivater  Nat i i r  abge~chlnssen  mertlen. 

E r s t  wahrend der  letzten Jahrzehnte  h a t  s ich ein Teil der  groBen 

Vereicherungsanstalten entschlossen, auch diesem Versicl~eriingsxweige 

die ihm gebührende Aufmerksamkeit zu schenken u n d  Vei-sicherungen 

gegen Inval idi ta t  einzugehen, mobei jedoch viele beschriinkende Be- 

dingungen u n d  Mafinahmen der Aufnahme solcher Versicherungsarten 

aufer lrgt  wurden'). Hierzu führ te  w o h l  a n  ers ter  Stelle die  Schwierig- 

keit,  die sich i n  der  ï icht igcn Reurtei lung der  ,,VersicherungsGhigen" 

u n d  ,,Nichtversicherunasfahigen" ergibt,, indem den  Prak t ikern  zu einer 

rrllgernei~zelz Inval idenrersicherung die statistischen Grundlagen fehlen, 

und man theoretisch n ich t  zu entscheiden v e r ~ u a g ,  ob die Erscheiniing 

der  Invaliditat gnnz allgemeiii oder nui. fiir  spezielle Berufe deni Ge- 

setze der grole11 Zahlen folge oder überhaupt  nicLit2). Dennoch kann 

1) Einc Orientierung über Dcutschlands Anstalten erithalt 31 a x  Ger e ck e s 
Abhandlung ,,TJ1assurance contre l'invülidité dans les Sociétés allemandes d'assu- 
rances sur la vie", erschienen in den Dociimeritu du  Troisième CongrDs Inter- 
national d'Actuaires, à I'aris 1900 (publ. 1901) p. 54-68. 

2) Hierau siehe E. B l as chke ,  Documents du Troisième Congrès International 
d'Actuaires a Paris 1000, p. 1072 u. ff. 
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ein Teil der Losung, die wissenschaftlichen Grundlagen, unter der An- 
nahme der Konstanz der lnvaliditatswalirsçheinlichkeiten geleistet werden. 

Für den Beruf der Fiisenhahnangestellten hatte inan langjahrige 
Erfjhrungen gesammelt, um einen Einblick in die Invaliditiitsverhiilt- 
nisse der Eisenbahner zu gewinnen, Erfahrungen, deren Besultat 
die gut verl5Blichen Tafeln der Invaliditiits- und Invalidensterbens- 
Wahrscl-ieinlichkeiten des Bureaupersouals des Vereins deut~cher Eisen- 
bahnverwaltungcn von Behm und Zimmermann bilden, welche von 
Dr. Beritzien noch durch spiitere statistische Beobachtungen an diesem 
Reamtenkorper erganzt worden sindl). Auf Grund dieser Tafeln ist 
für die Fundarnentalgr6Ben der Invalidenversicherung ein vorbildliches 
Beispiel herechnet worden. Auf andere, selbst vermaiidte Zweige kann 
man zwar solche Tafeln nicht ohne Bedenken in Anwenduiig bringen, 
man kann aber, in Ermangelung eines genügenden statistischen Naterials 
den Erfahrungen folgend, diese Werte mit Koeffizienten rersehen, die 
den einzelnen, verschiedenen Berufsklassen entsprechend approximativ 
zu wahlcn sind, und so schrittwcise die ursprünglich unvollkomrnen 
angenomnienen Grundlagen, die nui- als die ersten Unirisse der ge- 
forderten L6sung angesehen werden dürfen, verhessern und dem wahren 
Gange der Ereignisse genauer anpassen lassen. %la11 kennt übrigens 
anch andere Methoden, die geeignet siiid demselben Zaecke zii dienen; 
die von den Versicherungstechnikern abgeleiteten Formeln behalten je- 
doch in allen diesen Fallen ihre volle Giiltigkeit. 

In den folgenden Entwicklungen, die dem systematischen Aufbau 
der mathematischen Grundlagen der Incalidenversicherung gewidmet 
sind, aerden vorerst nur diejenigen Erlebensfille betrachtet, die man 
unter die Bezeichnung ,,Versicherung einfacher Leben" einreihen kanu, 

- 

und in denen es sich urn die einmaligen Priimieiz mit ganzjahriger 
Auszahlung handelt. Was die Literatur anbelangt, so sei inbetreff 
der darin als bekamt vorausgesetzten Formeln nebst den bekannten 
ilteren Autoren auf das Lehrbuch der Veruicherungsmatlieruatik von 
Dr. TV. GroBmann verwiesen, hetreffs der Terminologie auf die Enxyklo- 
padie der mathematisçhen Wissenschaften Bd. 1. D. 4, wo sich auch 
die 1~iter:~tiir aiisführlich behandelt vorfindet; die neueren Autoren 
werden an zugehihigen Stellen in FuBnoten angegeben. 

Das benützte Zeichensystem. 
Den Grundsatzen der internationalen Bezeichnungsweise gemaB, 

wie selbe auf dem zweiten internationalen Kongresse der TTersicherungs- 
techniker in London 1898 festgesetzt wurden, bedeuten im folgenden: 

1) Siehe a. B. in H. Meyer s Beitragen zur Pensionsrersicherung, Jena 1903. 
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30 Zur Invalidenversicherung. 

l(%) die Anzahl der x-jiihrigen, lebenden E n n e r  einer ,,fingierten 
Gesellschaft!' mit bestimruter Absterbeordnung ljx), Z(X + l), . . .; 

Z,(x) die Anzahl der x-jahrigen, aktiven E n n e r  (mit bestimmter 
Ausscheideordnung aus dem Aktivitatszustande); 

Z,(x) die Anzahl derjenigen Personen, welche aus einer Anfangszahl 
von Aktiven im Laufe der Jahre als invalid hervorgegangen 
sind und gegenwiirtig im xten Lebensjahre stehen; 

l , ' (x)  die Anzahl der auf Grund der Sterbenswahrscheinlichkeit der 
Invaliden jeweilig am Anfang des ccten Lebensjahres noch 
lebenden invaliden Milanner (Sterbenstafel für Invalide); 

i ( x + l )  die Anzahl der irri xten Leberisalter aus den 1,(2) Aktiven 
hervorgehenden, invalid werdenden Minner, die den Anfang des 
(x + 1) sten Jahres erleben; 

u den Barwert des nach einem Jahre fiilligen Kapitals 1, d. h. 
den Diskontierungsfaktor; 

D(x) die diskontierte Zahl der lebenden Niinner Z(X) einer ,,fingierten 
Gesellschaft"; 

D,(x) die diskontierte Zahl der aktiven Miinner l,(x); 
D,(x) die diskontierte Zahl der invalid gewordenen Kinner  li(x); 
D,(x) die diskontierte Zahl der Invaliden l,(x); 
Dai(x) die diskontierte %ah1 der invalid werdenden Manner i(x); 

P (2) die Erlebenswahrscheinlichkeit eines x-jahrigen Mannes (fur 
ein Jahr) ; 

P,(x) die Wahrscheinlichkeit eines x-jahrigen Aktiven, das (x + 1)ste 
Lebensalter im Aktivititszustaiîde zu erreichen; 
die Wnhrschcinlichkeit eincs x -  jiihrigen Aktiven, das (x + 1) ste 
Lebensalter im Invalidititszustande zu  erreichen; 

Pa+( (x) die Wahrscheinlichkeit eines x-jahi-igen Aktiven, das (X $ l ) s t e  
Lebensalter überhaiipt (ah Aktiver oder Invalider) zu er- 
leben ; 

P ~ ( x )  die Erlebenswshrscheirilichkeit eines x-jiihrigen Invaliden; 
P (x), ga (x), q1(5) ,  q ,  +, (5) und qll (z) entsprechend die ziigehorigen 

Sterbenswahrscheinlichkeiten und 
U ( X )  die Wahrscheinlichkeit eines x-jiihrigen Aktiven, wahrend des 

xten Lebensjahres invalid zu werden; 
&(x) den Barwert der ganzjiihrigen, vorschüssigen Leibrente eines 

5-jiihrigen Mannes, von jiihrlich 1 ; 
aa(x) den Barwert der ganzjahrigen, vorschüssigen Aktivenrente von 

jahrlich 1 eines 5-jiihrigen Aktiven; 
(x) den Barn ert der ganzjahrigen, vorschüssigen Invalidenrente von 

jahrlich 1 eines z-jiihrigen Invaliden; 
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a,(%) den Barwert der Anwartschaft auf Invalidenpension von jahr- 
lich 1 eines derzeit x-jahrigen hktiven. 

Die übrigen benutzten Zeichen werden in den sie betreffenden 
Ableitungen der weiteren Untersuchimg erklart werden. 

5 1. Beziehungen zwischen den Erlehens- und Sterbens-wahrscheinlich- 
keiten der Aktiven, der Invaliden und der Menschen überhaupt. 

Der gegebenen Deutung des Zeichem p,,, (z) gorniiB als Wahr- 
scheinlichkoit eiiies Aktiven vom Alter x d m  Anfang des (X + l)ten 
Jahres iru Aktivitiitszustande oder als Invalide zu erleben, bestimmt 
sich der Wert von p x + , ( x )  durch das Verhdtnis 

indem die Anzahl aller von l,(z) Akt'iven nach einem Jahre am Leben 
gebliebenen Menschen 

Za(z + 1) + i (x + 1) 

betragt. Sei weiter qa+i(x) dio Wahrscheinlichkeit einos x-jahrigen 
Aktiven, wahrend des xten Lebensjahres (als Aktiver oder Invalider) 
zu sterben, also 

dann ergeberi die Identititen (a) und ( p )  die Beziehung 

Pair + qa+i(') = ' 9  

wie zu erwarten war, da von den beiden Moglichkeiten, dieristfiihig 
oder dienstunfiihig das Jahr  (n: + 1) zu erleben hezw. nicht zu erleben, 
stets eine eintreten muB. 

Die Erlebenswahrscheinlichkeit p ( ~ )  eines z-jahrigen Menschen 
einer ,,fingierteii Gesellsçhaft" 1 (x), von denen 1,  (x) Mitglieder aktiv 
und li(x) Mitnlieder invalid sind, und die I;"lrlebenswahrscheinlieh- 
keiten P,+,(x) und p,(xj dieser Aktiven bezw. Invaliden sind infolge 
dieser Festsetziing nicht voneinander unabhangig, sondern es besteht 
zwischen ihnen eine lineare Beziehung; sie ist eine Folge der Identitit 

( Y )  l(x) = L(z) + w, 
durch welche die Absterbeordnung der ,,fingierteri Qe~ellschal't'~ 1 (x) und 
somit auch die Erlcbenswahrscheinlichkeit p(x) festgelegt ist, sobald 
die Ausscheideordnungen der l , (x )  und der li(z) bestirnmt sind. Es 
sei hier für die so definierte ,,fingierte Gosellschaft", die aus Ak- 
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32 Zur Invalidenversicherung. 

tiven und Invaliden besteht, der Ausdruck ,,Menschen überhaupt" 
gebraucht. Aus 

q x  + 1) = Zu(x+ 1) + Zi(x + 1) 

ergibt sich namlich zufolge der zwischen i,(3: + 1) und l,(x) bestehenden 
bekannten und leicht zu bostiitigenden Identit'at 

( 8 )  li(. + 1, - l i(x)pu(x) + i [ x  4- 1)  

die Gleichung 

( E )  WP ( X I  = 1, ( 4 p u  + i (4 + 4 ( 4 ~ ~  (5). 

Aus dieser fundamentaler? Beziehung zwischen den drei Erlebens- 
wahrscheinlichkeiten der Menschen überhaupt, der Aktiven und der In- 
validen, ergeben sich ohne weiteres durch elerriedare arithmetische 
Untersiichungen die folgenden Satze: 

Erlebe~zstcahrscheinlicl~keiten p(x) ,  pu +, (x )  
is2 auch die dritte ihnen gleick. 

su dafi p ( x )  stets einen swischc~z und pu(x) 1ieye.nden Wert an- 
nimm,t. 

Für die Sterbenswahrscheinlichkeiten 

folgt aus (E) die Beziehung 

(0 ' (x) ( X I  = la (x) 4 a + i ($1 + 'i ( x )  ¶u ($1 

und man hat demgemaB auch die Sitze: 

S. Sind zwei vofz den SterbenswnArsclzei~z1ic/~keiten q(x) ,  Q ~ + ~ ( x ) ,  
q, (x)  eiuander gleich, so ist auch die dritte i l~nen gleich. 

4. Dcr Wert q(x)  lieyt stets swischelz den Werten p,+,(z) und 

a, (x>. 
Die Ausscheidewah~scheii~lichkeit eines x-jahrigen Aktiven aus dem 

Zustande der Aktivitiit ist diirch die Formel 

1. (2) la (5 fl 
( x )  + q n  ($1 = la (x) 

gegeben, da sich die Ereignisse, invalid zn werden 
sterben, gegenseitig ausschlieBen. Bezeichnet man 

oder als Aktiver zu 
also mit p,(x)  die 
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Von J. V. PEXIDER. 3 3 

Wahrscheinlichkeit eines im Aktivitiitszustande, mit p,(x) die Wahr- 
scheinlichkeit desselben in1 Invalidit~tszustande das niichste Jahr  x +  1 
zu erleben, so wird erstens 

P,@) +P&) + f (x)  = 1 

sein und es wird zweitens zwischen den drei verschiedenen Erlebens- 
wahrscheinlichkeit'en pu + ;(x), pa (z), pi (x) eines x-jiihrigen Aktiven die 
Beziehung 

(4 i(s + 1) P,+~(x) =Pa(') +pi(') -P,(x)+ -~-izj 

bestehen, welche auch unabhangig von obigen Relationen aufgestellt 
werden kann, da sich die Ereignisse, im Aktivitiitszustande oder als 
Invalide das nachste Jahr  zii erleben, ebenfalls ausschlieBen. 

Die Vahrscheinlichkeit pi(z) ist eine Funktion von pu(%); gewohn- 
lich wird 

Y (4 i(z + 1) = ~ , ( x ) u ( x ) ( ~  - 

gesetzt.') E s  ist dcmnach 

1st nun im besonderen pa+,(x) = p,(x):), 60 besteht zwischen p,(x) 
und pu(z) die Beziehung 

Diese Gleichung sagt aher aus, da6 in einem solchcn Falle die 
Sterbenswahrscheinlichkeit der Aktiven im Aktivititszustande gr6Ber 
ist als die Sterbenswalirscheinlichkeit der Invaliden. In der Praxis 
dürften demnach solche Falle nur d a m  eintreten, wenn es sich einer- 
seits bei den Aktiven um einen dern Leben gefihrlichen Dienst handelt 
oder wenn man es anderseits bei den invaliden mit den sog. Kon- 
venienzinvaliden zu tun hiitte. Im allgemeinen wird aber p,+,(x) von 
pU(x) verschieden sein, der Unterschied beidcr Wahrscheinlichkeiten 
jedoch desto kleiner, je lebensgefiihrlicher der Beruf der Aktiven id. 

1) Siehe z .  B. E. R a m z a ,  Note sur la théorie mathErnatique de  l'assurance 
contre le risque d'invalidit6 d'origine morbide, sénile ou accidentelle. Documents 
du 3ieme Congrès international d'Actuaires en 1900 à Paris, publ. 1901; p. 163. - 
W. Oro s s m a n n ,  Die Versicherungsmathematik, Leipzig 1902; S. 177. 

Znitschrift f.  Mathematik u. Physik. 55. Band. 1907. Heft 112. 3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 Zur  Invalidenversicherung. 

Die Beziehung ( E )  laBt sich auch auf die Form 

bririgen, aus der sich zufolge (q) für der Wert  

ergibt. Die Gestalt der Gleichungen (8) und ( L )  selbst macht es klar, 
daB sie bestehen bl~ihen,  wenn nian fiir p die St~rbensmahrscheinlich- 
keiten q einsetzt. Die beiden Formeln finden übrigens im Folgenden 
des ofteren ihre vollstandigen Analogien 

$j 2. Einmalige Pramien der Erlebens- und Invalidenversicherung. 

Bezeichnet man mit dem Index a einen in betracht gezogenen 
Zustand eiiies jeden Mitgliedes (LE) einer ,,fingierten Besellscliaft" mit 
der Ausscheideordnung 12(x), l , (x  + 1)) l,(x + 2), . . . aus diesem Zustande, 
so ist der Barwert der von dieser Gesellschaft zu einem bestimmten 
Zwecke geleisteten einmaligen oder sich regelmaEig wiederholenden Ein- 
zahlungen gleich dem Barwert der behufs Erfüllung des Zweckes und 
gemiiB jener Ausscheideordnung au die Mitglieder geleisteten Aus- 
zahlungen. Nach diesem Pritzzip der GZeiclzheit von Lcistung und der 
wa7zrscheinlichste?z Gegenleiskng berechnen sich die Nettopramien oder 
die Barwerte der Versicherungsmathematik und zwar: 

1. der Barwert der vorschüssige~i Leibrente 1 eines x-jiihrigen 
Menschen diirch die Formel 

2. der Barwert der vorschüssigen Aktivenrente 1 eines x-jahrigen 
Aktiven, zahlbar wiihrend der Dauer der Aktivitat, mittels der Formel 

z'Ua (x) a, (x) = 
D a ( ~ )  ' 

3. der Barwert der vorschüssigen Invalidenrente 1 eines x-jiihrigen 
Invaliden 

(1 u> 

4. der Barwert der urn n Jahre aufgeschobenen vorschüssigen Leib- 
rente 1 eines z-jahrigen Menscheii 
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5. der Barwert der um n Jahre aufgeschobenen ~orschüssigen 
Aktivenrente 1 eines Aktiven vom Alter x 

6. der Barwert der um n Jahre aufgeschobenen vorschüssigen 
Iiivalidenperision 1 eines x-jahrigen lnvnliden 

7. der Barwert der n Jahre dauernden teinporaren vorschüssigen 
Leibrente von (x) 

8. der Barwert der n Jahre dauernden temporaren vorschüssigen 
ilktivenrente 1 eines x-jahrigen htiven 

9. der Barwert der n Jahre dauernden temporaren vorschüssigen 
Invalidenrerite 1 eines x-jiihrigen Invaliden 

10. der Barwert der Anwartschaft eines Aktiven auf vorschüssige 
Invalidenpension von jahrlich 1 durch die Formel von K a a n  

J D a i ( x  + l ) h ( x  + 1) a, (%) = - - ~- -- 
Il, c.1 

oder durch die Formel von K a r u p  

welche irn Grunde identisch ist mit derjenigcn von Kaanl) ,  

11. der Rarwert der Anmartschaft eines Aktiven auf vorschüssige 
Invalidenpension 1 nach n Kure?zzjahren 

1) Siehe z. B. G r o s s r n a n n  S. 184-188. 
3 * 
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3 6 Zur Invalidenversicherung. 

oder analog der Karupschen Formel (4') 

Bezeichnet man den Barwert einer nachschüssigen Rente von jihr- 
lich 1 von (x), zahlbar wiihrend der Dauer des Zustandes z, mit a,(x), 
so  wird 

a m  = ,/h(4. 

g 3. Temporare Rentenanspriiche. 

A. Barwert de r  temporaren Anwartschaft auf Invalidenpension. 

Es  sei der Barwert der ,,tempor%ren Anwartschaft auf Invaliden- 
pension'' gesucht, d. h. die einmalige Pramie für eine Versicherung, 
zufolge welcher ein x-jahriger Aktirer den Anspruch auf eine lebens- 
langliche, vorschüssige, das erste Mal zu Anfang des seiner Invalid- 
erklarung folgenden Jahres zahlbare Invalidenpension von jiihrlich 1 
erhalt, falls er  wzhrend der n. ersten Versicherungsjahre invalid wird. 
In einem solchen Falle fallen offenbar in dern Summenausdruck (4) die 
letzten Glieder, von dem (lz + 1)-ten angefangcn, fort, und man erhilt 
als Barwert eines solchen Anspruches 

welche Formel ein Analogon zu (31, (3a) und (3u) bildet. 

B. Barwert der  Anwartschaft auf temporare Invalidenpension. 

1. Methode .  

Bei eincr Versicherung eines Z-jiihrigen Aktiven zum Bezuge einer 
vorschüssigen Invalidenpension 1, zu der er nur die ersten n Ver- 
sicherungsjahre berechtigt ist, d. h. ciner vorschüssigen Rente 1, die 
zahlbar ist, falls der Versicherte spiitestens im (n - 1)-ten Versicherungs- 
jahre invalid wird und zwar das erste Na1 zu Anfang des seiner 
Invaliderkliirung folgenden Jahres, das letzte Mal zu Beginn des 
wten Versicherungsjahres zuï Auszahlung gelangt, entstehen dem Ver- 
sicherungsfond für l,(x) versicherte ~ k t i r e  folgende Verpflichtungen: 

Zu Anfang des (z + 1)-ten bezw. (x + 2)-ten, . . . (x + n - 1)-ten 
Jahres im Betrage von 
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bezw. 

Einheiten. Der Barwert der Leistungen des Fonds und also auch die 
Gegenleistung der la(x) Versicherten bestimmt sich durch 

moraus die einmalige Pramie 

di (x) - ai (') - oa k?*~~l) p 
h'. D, (x) 

a,(% + n - 1) - 
J,, (4 

erhalten wird, unter p den Ausdruck 

verstanden. Das Summenprodukt p 1aBt aich jedoch auf Grund ein- 
facher Transformationen in bekannte Barwerte überführen. 

Durch allmiihliche Anwenduilg der Beziehung (6) auf die An- 
zahlen Zi(x + 2), l i (x + 3), . . . erhalt man schlieBlich aus (d) die Be- 

aus welcher nach Multiplikation mit 

2Du(x + ni 
d,(x+ n)vn=-  -- 

L(x + ml* 
die Beziehung 

(8) p =  ~ u ( x + n ) v n { 6 i ( x + ~ ~ ) - i ( x + n ) } - 2 , ( x )  a,(x) 
folgt. 

J 

Mit Rücksicht darauf kann für den Barwertli di(.) slatt des Aus- 
'11 

druckes (6) der mit ihm identische Wert 
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gesetzt werden. Dieser Ansdruck wird im weiteren noch forma1 ver- 
einfacht werden. Vorerst sei jedoch auf die Jogische Ableitung" der 
Foime1 (9) eingegangen. 

Damit alle l(x) Lobenden des Alters x eine vorschüssi~e Invalideu 
pension von 1 ihr Leben lang im Invalidit2tsfalle beziehen, haben die 
Dienstfiihigen unter ibnen von der Anzahl ia(x)  dem Versicherungs- 
fond den Betrag 

' a  (XI ai ($1 
und die l,(x) Invaliden den Betrag 

k(x> du (x) 

zu überweisen, also zusammen eine Einzahlung von 

Einheiten zu machen. Die Gegenleistung des Fonds kann aber so 
gcfunden werden, daB man zucrst denjenigen Tcil der Zahlungen fest- 
stellt, welche dem Fond bis zu Anfang des (a  + n - 1)-sten Jahres 
(einschl.) erwachsen werden, und dann den Restbestand bestimnit. 

1. Durch die Versicherung aller Aktiveu auf Invalidenpension bis 
zu Anfang des (x + n - 1)-sten Jahres (einschl.) werden (lem Fond 
Zahlungen entsteben, die einer Versicherung von Za(x) Aktiven auf 
temporare Invalidenpension mit der Dauer von n Jahren gleichkommeu 
und deren Barwert 

betragt. Die Versicherung der l i (x )  Invaliden wird bis zu Anfang des 
(a + n - 1)-sten Jahres (einschl.) den Fond den Betrag 

kosten. Der für den ersten Teil der Versicherung erforderliche Gesamt- 

2. Der zweite Teil der Versicherung biirdet dem Fond von Anfang 
des ( x  + n)-ten Jahres ab die folgentlen Verpflichtungen auf: 

h d e m  die Z,(x) Aktiven auch vom Beginn des (x + n)-tcn Lebens- 
jahres im In~alidisierun~sfalle eine Pension Ton jiihrlich 1 erhalten sollen, 
werden dem Fond Zahlungen entsteheu, die dcm Barwcrt der um ?z - 1 
Jahre aufgeschobenen Ariwartschaft auf Iuvalidenpemion gleichkommen, 
d. h. Auslagen in der H6he 
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E s  hleiben noch die siimtlichen Invaliden des Alters z + n un- 
gedeckt, ausgenommen die i(x + 9%) Invaliden, die zu Anfang des Jahres 
X + n neu hinzugekommen sind und die bereits durch die Versicherung 

,d,(x) vom Anfang des Jahrcs x + n ab gedeckt sind. Es ver- 
.-II/ 

bleibt also noch die Leistung für die übrigen 

Invaliden, für welche zu Anfang des ( x  + n)-ten Jahres der Betrag 

Ili($ + n ) - i ( x  + n ) }  h,(x+n,) 

z~rückgestellt werdcn muB. Der zwcite Teil der Versicherung wird 
demnach den Fond den Betrag 

&(x) n-1 / i ~ . ( x ) + ~ . ( ~ + ~ a ) { z , ( ~ + n ) - i ( x + n ) } v n  

kosten. Addiert m m  nun die Werte der beiden Teilleistungen, sa er- 
halt man den gegenwiirtigen Wert der Gesamtausgaben des Fonds, 
welcher der Lcistung der sich versichernden Za(x) Aktiven und 1,(x) 
Invaliden gleichkommen mu0 Demzufolge besteht die Gleichung 

' a  (XI di (x) + '6 ( X I  du ($1 = la (x)  /ln dt ($1 + / 1 n ($1 + ta(x] n - A/ bs ($1 
+ d,h+?~)vn{li(x+ 12) - i ( x + n ) ) ,  

aus welcher sich nach Benutzung der Gleichung (3a) der unter (9) 
verzeichnete Ausdruck ergibt. 

E s  werde nun der Ausdruck (8) auf einfachere Pormen gebracht. 
Mit Hilfe der Reziehung (6)  erhalt man für das erste Glied rechter- 
hand in Formel (8) den Wert 

und vermittels der Gleichung (2u) die einander gleichen Ausdrücke 

sodaB sich für p sdbst die Formeln 

ergeben und somit auch der Rarwert , oc(%) in den Ausdrücken 
47, 
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und 

seine Darstellung findet, 

2. Methode.  

Folgt man zur Aufstellung des Barwertes di($) der Mothode von 
//?4 

Karup, BO erhiilt man offenbar die Beziehung 

aus der siçh nach einfachen Umformungen mittels (4')) (53 und (2u) 

ergibt, welche beide Gleichungen von (9') bezw. '9") nur forma1 ver- 
schieden sind. 

Benützt man schlieBlich zur Darstellung des Wertes &,(X) des 
/ l n  

Barwertes ù,(x), so ergibt die Formel (9"): 
l n  

5 4. Leibrente eines Aktiven. 

A. Barwert der Leibrente eines Aktiven. 

Soll ein Aktiver vom Alter x eine vorschüssige, sein Leben lang 
zahlbare Jahresrente 1, deren einmalige Prarnie mit 

d a + i ( ~ >  

bezeiclinet werden moge, beziehen, so ergibt sich nach dem Fundamental- 
prinzip, daB 

(10) Da (z) di, + , (x) - Ç Da (XI + D,(x) - -!@ JI, (x) 1, (2) 
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sein muB. Daraus erschlieBt man einerseits zufolge ( l a ) ,  ( l u )  und 
(4') für den gesuchten Barvert die Formel 

andererseits mit Riicksicht auf (1) und ( l u )  die Reniehimg 

Spezieiler Faii. Wird die Erlebenswahrscheinlichkeit p a + i ( ~ )  der 
Aktiven gleich derjenigen der Invaliden vorausgesetzt, so wird 

sein und dann folgt aus ( I l ' ) ,  daB 

ist, d. h. in einem solchen Yalle sind die Barwerte der Leibrente eines 
Aktiven, der Leibrente eines Menschen überhaupt und der Leibrente 
eines Invaliden einander gleich - ein Ergebnis, welches die in diesem 
Falle der Voraussetzung wegen geltende Identitàt 

im voraus erkennen 1'aBt. Die Formel (11) iibergeht in diesem Palle 
dementsprechend in 

a(x) = da(x) + d&). 

Benaerkung. Man kann mittels (11) den Barwert a,($) allgemein 
durch die Differenz 

(12) di (XI = da + i (XI - da (XI 
darstellen; diese Gleichung sagt aus: 

Der Barwert der Anwarischaft eines x-jührigen Ativen auf Invaliden- 
pension isf gleich dem Barwert der Leibrente ei~zes At iven ,  vermindert 
um den Barwert der Aktivenrente. 

B. Barwert der  aufgeschobenen Aktiven-Leibrente. 

Soll der Bezug der vorschüssigen Leibrente eines Aktiven erst 
nach n Jahren beginnen, d. h. zum ersten mal zu Anfang seines (x + n)-ten 
Lebensjahres fillig sein, ob er inzwischen Invalide geworden ist oder 
-- 

1) Vgl. Hamza ,  a. a. O. S. 167. 
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nicht, so fallen in den Summen des Ausdruckes (10) je die n erst,en 
Glieder fort,, und man erhdt  deninach aus 

Di (x! 
Da(x)ida+j(x) =': D,(x + ~ z ) + 2 : U i ( ~ + n ) -  - Du(x + n )  u, (2) 

für  den Barwert einer vorschüssigen um n Jahre aufgeschobenen Leib- 
rente eines Aktiven eirierseits arialog zu (11) die Formel 

anderseits analog zu (11') die Beziehung 

oder schliefllich, um den der tatsachlichen Berechnung angepnflten 
Ausdruck zu erhalten, die Formel 

Besorzdwer FaIl. Wird wieder p(x) = pu(x) vorausgesetzt, so er- 
gibt (13') die Ueziehung 

J ' ~  + i ($1 = ml ,' t') = /% ('1 
und (13) die andere 

(13s) ni /a,(.) + J"(x) = 

C. Barwert der Aktivcn-Leibrente mit n Karenzjahren. 

Urn den gegenwiirtigen Wert der Versicherung eines x-jahrigen 
Aktiven auf lebensliingliche Rente von 1, zu der er aber nur dann 
herechtigt ist, weiîn er nach n tJahren noch aktiv ist, und welche zum 
erstenmale zu Anfang seines ( x  + n)-ten Lebensjahrcs zur Auszahlung 
gelangt, zu bestimmen, hat man offenbar analog (11) den Ansatz zu 
machen 

/ a  + i ( 1  = a  ( 1  + //di ( x )  
ni 1 

Diese Beziehung zsischen d a  ( x )  und , + (x) entsprieht TOU- 

standig der unter (2) angeführten, die gültig ist für die Barwerte dix) und 

,?(x). (Dementsprecliend ist selbe mit (ia + i) bezeicllnet worden.) 
ni 
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Von J. V. PEXIDER. 43 

D. Barwert der  temporaren Aktiven-Leibrente. 

Versichern sich l,(z) Aktive des Alters x auf eine vorschiissige, 
die ersten 16 .Tahre zahlbare Iiente von jahrlich 1, so entstehen dein 
Fond zu Anfang eines jeden Versicherungsjahres Ausgaben, deren Hohe 
dein früheren zufolge zu Anfang des ( x  + 1)-steri Versicherungsjahres 

Einheiten ausmacht, so betragt der Barwert aller wiihrend der n Ver- 
sicherungsjahre zu leistenden Auszahlungeu die Summe 

der die Gegenleistung 

m4 1 / n a,+,!x) 

entsprechend deu Furmeln (11) und (1 1 '), in welche sie für n = w + 1 - x 
übergehen, unter m das hiichste in den Tafeln vorkomiiiende Alter ver- 
standen. 

Resonderer Fnll. 1st wieder p ( z )  = pjl (x), so ergeben (14) und 
(14') die Beziehungen 

1 o,+,(x) = & ( X I = /  
111 In 

und 

(14s) l n  a ($1 = 1 a, (x) + ,ln di(.;) . 
, n 

5 5. Unbedingte Pensionierung nach einer bestimmten Anzahl von 
Dienstjahren. 

(Tla~wert des Anspriiches auf Invalidcn- und A l t e r sp~ns ion>  

Will ein Aktiver des Alters x auBer dem Anspruch auf Invaliden- 
pension noch den Anspruch besitzen, nach einer bestimmten Anzahl 
von Dienstjahren, etwa n,  unbedingt pensioniert zu m~erden, d. h. von 
seinem (x + n)-ten Lebensjahre ab, je zu Beginn des Jahres eine lebens- 
liingliche Rente von 1 zu beziehen, uilgeachtet dessen, ob er inzwischen 
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44 Zur Invn,lidenversicherungg 

für invalid erkliirt wurde oder nicht, so sol1 der Barwert dieses zu- 
sammengesetzten Anspruches mit 

bezeichnet werden. Nach dem Fundamentalprinzip ergibt sich nun, daB 

sein muE, oder kurz 

Diese Formel zeigt, daB der Anspruch aus zwei Teilen besteht, die 
der Aktive auch einzeln eirigehen kann. 

Es  m6ge fiir diesen zusammengesetzten Anspruch noch eine andere 
Formel hergeleitet werden. Will man niimlich wissen, welche Ver- 
pflichtungen dern Fond bis zum Anfang des (x + n -1)-sten Jahres 
(einschl.) erwachsen werden und wie gr01 die spiteren Verpflichtungen 
sind, so genügt es auf der rechten Seite der Gleichimg (16) von dem 
ersten Gliede den Barwert ilai (x)  abzuziehen, zu dem zweiten Miede 

n-11  .. -.  
aber zu addieren. Der erste Teil der Verpflichtungen wird also durch - 
den Betrag 

di(2)- n-lL' ai(%), 
der zweite Teil durch 

n - 1  //di ('1 + /aa  (2) 

Einheiten' gedeckt. Dieser zweite Ausdruck liBt aber eine einfache 
Umformunç zu. Bedient man sich uamlich mir Darstelliing der Pramie 

,+(z) der Formel (5), so erhiilt man fur die obere Teilsumme den 
n-1 

Ausdruck 

Addieit man nnn wieder die beiden Teilsummen meinander, so erhalt 
man die Formel 

D,(z+n -1) 
~ , + ~ ( + ~ ~ ( x ) -  d i ( x ) + ~ L ( x ) . , i ( x ) - - -  u u ( x +  n -l), 

11 l z - J I  ' a  n/ Da (5) 

welche nach Einführung des Barwertes dj(x) mittels der Formel (9") // n 
die ühersichtlichere Form 

1, (XI 
(16') ~ i + a l ( ~ ) = / n ' i ( x ) + f l l ' C ~ ) + j a T ~ { n / ' ( ~ ) - n / ' w ( x ) ]  R I  
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annimmt, oder kurz 

unter r, (x) den Ausdruck 

(17) 
E ,  (6 

r, ( x )  = -- ( /"XI - / d u @ )  ) 
la (x) n 

verstanden. Mit Worten: 

Der Barwert des kombinierkn Anspuches eines Aktiven auf Inualiden- 
pension und lzach n Dienstjahrew auf unbedingte Pensiolzierung ist gieich 
der Summe aus dem Uarwerte der Anwartschaft auf vorschüssige tempo- 
rare Invaiideq~ension von der Dauer lz und aus dem Barwerte des An- 
spruches auf' eine um n Jahre aufgeschobene Leibrelzte eines Nenschen 
éiberhaupt, uergr8/3ert um den Restbetrag r,(x), der als Korre1;tion dafiir 
erforderlich id, du/3 man bei der Versicherung des Aktiven durch den 
Anspuch eines Nenschen iiberhazbpt auf aufgeschobene Leibrenk von seilzer 
Eigenscl~aft, dienstfahig z ~ c  sein, absah. 

Der Sinn des Korrektionsbetrages ist also der, dai3 die Versicherung 
durch d ( x )  den Aktiveri in eine Kategorie von Xensçhen schiebt, . / 
deren Erlebenswahrsçheinlichkeit p ( x )  verschieden ist von der der 
Aktiven p,+, (x), den besonderen Fa11 p (x) = pu (2) ausgenommen. 

Bus den Gleichungen (13') und (16) folgt weiter, daB 

ist, oder mit Worten: 

Der Barwert des kombinie~kn Anspuches eines Aktiven auf Invaliden- 
pension und &ne um n Jahre aufgeschobene, unbedingt zahlbare oorsc7~üssige 
Alterspmsio?~ von jiihrlich 1 ist gleich denz Barwerte des n Jahre dauern- 
den Anspruelm auf temporiire invalidenpension, vergro/Zert um die um 
1~ Jahre az~fgeschobene Aktiven-Leibrente. 

Besondereir Fail. 1st p ( x )  =pu (x),  so ergeben die Gleichungen (16') 
urid (16) die Beziehungen 

und mit E l f e  von (13) 

(1 7 )  ai ( x )  = di (4 + pi (4 + 
/ln - 

welche Gleichung auch eine Folge 
f ü r  n einsetzt und die Bedingung 

von (9*) ist, wenn man darin n - 1 
p (x )  = pu (x )  durchführt. 
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4 6 Zur Invalidenversicherung. 

i j  6. Beziehungen zwischen den FundamentalgroBen der Invaliden- 
versicherung. 

A. Beziehungen zwischen den Barwerten d e r  temporaren Renten- 
ansprüche. 

Eliminiert man aus den Gleichungen (14) und (14') den Barwert 
der temporiiren Aktiven-Leibrente, sa erhiilt man die lineare Beziehung 

an welche die rier Barwerte , à (x), Ind,(x), ;nàu(x )  und ai ($ )  ge- 
ln 

bunden erscheinen. 
d'n 

Xan künn die Beziehung auch auf ,,logische Art" ableiten, indem 
man zucrst den Betrag, der mir Deckiing der 1 (x) Menschen ohne 
Unterschied auf ihre Dienstfahigkeit oder Dienstunfahigkeit erforder- 
lich ist, feststellt (linke Seite von (18)) und dann die Einzelbetriige, 
die zur Deckung der la (z) Aktiven unter ihnen und der 1, (x) Invaliden 
notwendig sind (rechte Seite von (18)). Da nun der erstere Uetrag 
dem letzteren Gesamtbetrag gleich sein muB, so gilt die Beziehung (18). 

Mit IZücksicht auf die Gleichung (14) kami mari (18) die E'orm 

geben, in welcher Form sic ebenfalls durch hdukt ion abgeleitet werden 
kann. AuBerdern ergibt (l i i j  für den Barwert einer temporaren An- 
wartschaft auf Invalidenpension die Formel ') 

und (14') für denselben Barwert die eridente Formel 

B. Beziehungen zwischen den Barwerten der  vorschüssigen Renten. 

MTenn man in der Beziehung (18) die Dauer lz bis zum hochsten 
in der Absterbeordnung der fingierten Gesellschaft 1 (x) vorkommenden 
Alter ausdehut, also 

n = o + l - x  

setzt, so erhalt man eine lineare Beziehung2) 

(21 > (xj à (5)  = 1, (5)  ( à, ( x )  + ai (XI ) + Zi (x)  à, ( x )  
- - 

1) Vergleiche : F. M 6 11 e r ,  Eine Besprechung der InvaliditLtsversicherung. 
Ansekuranz-Jahrbuch, Jahrg. XVIII, Wien 1897, und H a m z a ,  a. a. O. p. 171. 

2) Vergleiche : Ch. M o  s e r ,  Uritersuchungen und Materialien zur Beurteilung 
der sachs E ;n twida  fiir pine 1Iiililikasse des Personals der eidg. Verwaltungen. 
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Von J. V. PEXLDEII. 47 

zwischen den vier Fundamentalwerten a (XI, à, (x), à, (x) und ai (cc) und 
analog aus (19) die Beziehung 

(22) 1 (4 a (.?;.) - 1 ,  ($1 à, + i  (4 + Ji (5) a,& (5) 
zwischen den Rarwerten (x), h,+,(x) und hu(x). 

Die G l e i c h i q e n  (21) und (22) ergeben für die Barwerte a,(x) 
und ù, +, (2) die Formeln 

(23) 
1 . ( 4  

ài (x) = a(x> - &,(cc) + '- { h  (x) - h, (x) J 
2, (33) 

und 

(24) 

Die letztere ist ziir tatsachlichen Berechnung der Aktiven-Leibrente 
besonders geeignet. Die Formel (23) bildet zu der Gleichung (L) ein 
rollstiindiges Analogon, sowie as die Formel (11') zur Gleichung (8) 

war. Es sei noch bemerkt, daB der Barwert à,(x) auch auf andere 
Weise als durch (4) oder (23) angesetzt zu werden pflegt.') Handelt 
es sich aber darum, welche Art  man zu theoretischen Ausfiihrungen 
am passendsten zu wiihlen hat ,  so ergibt die iu  5 6 A durchgeführte 
logische Ableitiing der Formel fiir diesen Barwert, daB die Definition 
von ai(%) mittels der Formel (23) ,  also auch (4), die zweckmiiBigste 
ist und bei eineï Aufstellung von Beziehungen zwischen den Funcla- 
mentalgr6Ben ii (x), da (x), . . . dem Fundarnentalprinzip gemZB einxig 
zur Anwendung kommen kann. 

C. Beziehungen xwischen d e n  Barwer ten  der aufgeschobenen Renten.  

Zwischen den vier Barwerten 

besteht eine lineare Beziehung. Man erhil t  selbe durch Elimination 
des Barwertes für aufgeschobene Leibrente eines Aktiven aus den - 
Gleiehungen (13) und (13'), niimlich 

1, (4 
(25) ~(z)/&(x)=~,(x){ ,d,(x)f ,,d,(x)l t1,(x+nj-' idY(x) 

n n nit l u ( x + n j  

Nan kann jedoch diese Beziehung auch aus der Gleichung (21) mit 
Hilfe der Formeln (2), (2a), (2u) und (5) folgern. 

Bern 1901; E. H a m z a ,  a. a. O .  p 166; H. Meyer, Zur Berechnung der Anwart- 
ochaft auf Invalidenpension. Zeitschrift für  die gesamte Versicherungswisserischaft, 
Iland 111, Berlin 1003 ,  S. 334-639; und  betreffs einer Streitfrage: Zeitschrift fiir 
die gesamte Versicherungsmathematik, Band III, S. 228 (J. Eggenberger;  , S. 534 
(H. Meyer), Band I V ,  (1904), S. 129 (J. Eggenberger)  und S. 131 (H. Meyer). 

1) Siehe z. B. H. Meyer, Beitrage zur Pensionsversichernng, Jena 1903. 
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4 8 Znr  Invalidenversichernng. 

geben, welche ein Analogon zu (19) und (22) bildet. Die Be- 
ziehungen (19), (22) und (26) selbst bilden ein Analogon der Grund- 
beziehung ( E ) .  Es ist also stots 

'(XI Y ($1 = 'a(z) va+i ($1 + 1, ($1 Y ,  ($1, 
unter cp die Funktionen p, q, a, /,,ù, n j  verstanden. 

Es sei noch erwiihnt, daB wenn man von der Gleichung (25) die 
Identitiit 

1(x+ n)vn = Z,(X + n)vn+ 2,(x + n ) v n  

abzieht, man die Beziehung 

erhilt. E s  M t  sich au8 (25) oder (25') der Barwert a,(x) berech- 
,!/ 

nen, die ihn darstellenden Formelri sind aber zu tatsiichlichen Be- 
rechnungen nicht einfach genug. Denn aus (25) fol& z. B. 

man kann aber von dieser Formel aus zu dem Barwert der im 5 7 8  
zu behmdelnden Versichenmg sehr einfach gelangen. 

D] Beziehung zwischen d e n  Leibrentenwerten eines Aktiven. 

Addiert man zueinander die Gleichungen (19) und (26), berück- 
aicht'igt ferner die Gleichungen (3), (3a), (3u) und benutzt d a m  für 
die Summengleichung die Beziehurig (22), so erhalt man die Gleiehung 

welche wolil auch auf ,,iogische Art" aufgestellt werden kann und au6 
der sich die Beziehung 

ergibt. Diese bildet ein vollstiindiges Analogon zu (3) und m6ge daher 
mit (3tt + i) bezeichnet werden. 
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5 7. Aufgeschobene temporare Rentenansprüche. 

A. Barwert der  Anwartschaft auf aufgeschobene Invalidenpension. 

Bevor zu den kombinierten Heritenanspriichen, die zugleich auf- 
geschoben und temporar sind, übergangen wird, sei vorerst der Barmert 
der aufgeschobenen Invalidenpension kurz abgeleitet. 

Es  sei unter 

der Wert derjenigen Versicherung verstanden, den ein x-jiihriger 
Aktiver zu zahlen hat, wenn er im Invaliditiitsfalle nach einer Warte- 
zeit von f i  Jahren eine jiihrliche Invalidenpension von 1 beziehen wiil, 
ob er nun nach oder vor Ablauf dieser n. Jahre invalid geworden ist, 
und die also frühestens zu Anfang seines (a + tz)ten Lebensjahres zahl- 
bar wird, falls er bereits invalide ist. Demzufolge ist 

n 

oder, wenn man sich der schon in 5 3 B  benutzten Gleichung 

und der Formel (2u) bedient, 

welche in Verbindung mit (27) die den Formeln (20) und (23) analoge 
Formel 

hervorbringtl). AuRerdem steht dieser Barmert mit dem Rarwert 
a,+,(x) in einfttcher Verbindung; es findet namlich zufolge (13') die n i  

Beziehung 

(30) x )  = /&+M - J'a(x) 

statt. 
In der F o r a  

bildet die Gleichung (29) ein Analogon zu den Beziehungen (19) und 
(21) und kann auch direkt auf ,,logisehe Art" abgeleitet werden. 
- 

1) Vgl. H s m z a ,  a. a. O., p. 171. 
Zaitschrift f. lathematik n. Physik. 55. Rand. 1907. Heft 112. 4 
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50 Znr Invalidenversichening. 

Auch ~wisohen den drei Barwerten di (%)) ,  d,(x) und ~ d ~ ( x )  be- 
/ln 

steht eine einfache Beziehung; man erhiilt selbe durch Elimination des 
Rarwertes n ! ; / h i ( ~ )  aus den üleichungen (9*) und (28). Sie lautet 

B. Barwert der temporaren Anwartschaft auf um n Jahre  auf- 
geschobene Invalidenpension. 

Der Raraert  der urn n Jahre aufgeschobenen und t Jahre hindurch 
dnuernden temporareil vorschüssigen Rente eines x-jahrigen Mannes, 
zahlbar wiihrend des Zustandes z, ist bekanntlicli durch die Formel 

gegeben. Im besonderen e rhd t  man für n. = O die Beziehung (3). 
E s  sei nun die einmalige Pramie für eine Versicherung zu be- 

stirnrneri, welche ein x-jahriger Aktirer eingeht, uni sich den Anspïuch 
aiif eine lebenslangliche, vorschüssige, vom Anfang des dem Invalidi- 
sierungsjahre folgenden Jalires ab zalilbare Invalidenpension 1 zu 
sichern, falls er nach lz Karenzjahren wiihrend der folgenden t Jahre 
invalid erklirt werden sollte. Der Barwert dieser temporaren Anmart 
schaft auf um Jahre aufgeschobene vorschüssige Invalidenpension 
berechnet sich nach dcm Fundamentalprinzip ails der Beziehung 

nu(.) , ai@) = 2 ~ , ~ ( x  + + 1) à& + le + 1) 
ni 1 

- 2 D , i ( x  + n + t +  1) h,(r:+.n+t+ l), 
so daB 

sein wird. Diese Beziehung bildet ein Analogon der Gleichung (31) 
und geht für .rz = O in die Gleichung (3i) für t = ,t2 über. 

C. Barwert der  Anwartschaft auf aufgeschobene temporare 
Invalidenpension. 

9011 ein X-jiihriger Aktiver auf eine um ?z Jahre aufgeschobene 
Invalidenpension, welche im Invalidisierungsfal1e wabrend der folgenden 

t Jahrc vorschuBweise vom Anfang des dein Iuvalidisierungsj3jahre 
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Von J. Y. PEXIUBK. 5 1 

folgenden Jahres ab im Betrage von jahi-lich 1 zahlbar ist, und z a a r  
uiiabhangig davon, wann er inralide geworden ist, so ist offcnbar dieser 
Barwert durch die Differenz 

(33) n / / t  à )  n à )  n + t, pi(.) 

gegeben. Ersetzt man nun die Glieder der Differenz durch die ihnen 
xufolge der Formel (29) entsprechenden Ausdrücke und benutzt sodann 
die Gleichung (31) für B = a, z = u und à, = à, so erhalt man die 
Beziehung l) 

n:t  r l t  n lt 

welche ein Analogon zu der Formel (20) bildet. Auf die Form 

gehracht, liiBt sie sich durch lnduktion aufstellen. 

D. Barwert des aufgeschobenen Anspruches auf temporiire 
Invalidenpension. 

(Anwartsüheft auf temporare ~ n v a l i l i e n ~ e n k n  mit W. Karerizjahren.) 

Es handle sich um den Barwert des Anspruches eines x-jahrigen Ak- 
tiven, im Invalidisierungsfalle auf eine nach einer Karenz von n Jahren 
wahrend der darauffolgenden t Jahre hindurch vorschuBweise zahlbare 
Invalidenpension von jahrlich 1 versichert zu sein, zu deren Bezug er  
nur d a m  berechtigt ist, falls er friihestens in seinem (x + n.)ten 
Lebensjahre invalid mard. Nach dem Prinzip von Gleichheit der Leistung 
und der wahrscheinlichsten Gegenleistung erhalt man die Beziehung 

aus welcher sich zufolge (5') und (2u) der zu bestimmende Barwert, 
dargestellt mittels der Formel 

1) Ygl. E. Hamza ,  p. 172. 
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5 2 Zur Invttlidenversicherung. 

ergibt. Der einfachste FaU lz = O fülirt zu der Beziehung (9*) zurück. 
Irifolge von (5) und ( 2 u )  laBt sich (36)  auch auf die Form 

bringen, in welcher Gestalt sie sich als Formel für den betreffenden 
Barwert zur praktischen Berechnung am besten eignen dürfte. 

Zufolge der Beziehung (32) 1ZBt sich die Formel (36) auch so 
anschreiben 

Bemcr7mttq. Für die besondcren Werte n = O bzw. t = w + 1 - x 
- j& = 2' ergeben die Pormeln (32), ( 3 3 )  
beaiehungen a, (x) = a,(x) 

0 1.r /t 

(30) a i ( x )  = , ai(.) 
0 ilt !, 1 

O - t  ai ('1 = !lt di  ( X I  
bzw. 

+ I r  
di(') = %(XI ni/ 

(39 *) n l P  d , ( ~ )  = n! h,(x) 

a&) = ai(.). 
l, N T ni/ 

und (36) die Zeichen- 

3 8. Ansprüche auf steigende Renten. 

A. Einmaligo Priimien der Erlebensversicherung. 

Auf Grund der in1 5 2 angeführten Hauptformeln des hier be- 
handelten Teiles der Versicherungsrechnung und gemaB des Fundamental- 
prinzips berechnen sich die Barwerte der steigetiden Leibrenten, wie folgt: 

1. Der Barwert der ganzjiihrigen vorschüssigen, lebenslinglich von 
dem Anfangsbetrage 1 um je 1 jiihrlich steigenden Leibrente eines 
z-jiihrigen Menschen 

(4 
(40) 

qx) - -nc,l - .  

2. Der Barwert der vorscbüssigen, lebenslsngl ich~~,  von dem An- 
fangsbetrag a um je 6 Einheiten steigende Leihrente eiries x-jahrigen 
Mcnschen 

a<d 

(41) à ( % )  = (a: - 6 ) à ( x )  + 6d(z).  
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Von J. V. PEXIDER. 53 

3. Der Barwert der vorschüssigen um n Jahre aufgeschobenen, 
von dern Anfangsbetrag 1 um je 1 jihrlich steigenden Loibrente eines 
x-jahrigen Menschen 

D (z + 4 j b  (x) = - ci (x + n) . 
D (4 

4. Der Barwert der vorschiissigen um n Jahre aufgeschobenen und 
von dern Anfangsbetrage a: um je 8 jahrlich steigenden Leibrente eines 
x-jahrigen Menschen 

5. Der Barwert der vorschüssigen, temporir wihrend der ersten 
t Jahre von dern Anfangswert 1 je ilin 1 jshrlich steigenden und dann 
auf dern Betrage t konstant bleibenden Leibrente eines x-jahrigen 
Menschen 

6. Der Barwert der vorschüssigen, temporiir wiihrend der ersten 
t Jahre von dern Anfangswert a: iim je 6 Einheiten jiihrlich steigenden 
und d a m  mit dern Betrage n + (t - 1) 6 konstant bleibenden Leibrente 
eines x-jiihrigen Menschen 

t [J t [ 

(45) .a (2)  - (a: - d) a (x) + 8 d (x) 
(45*) = (a: - 6)d(x) + 6(b(x) - dd(x))J . 

7. Der Barwert der vorschüssigen, lebensliinglichen, um n Jahre 
aufgeschobenen, von dern Anfangswert 1 um je 1 jahrlich aahrend der 
t darauffolgenden Jahre steigenden und dann mit dern Betrage t konstant 
bleibenden Leibrente eines x-jahrigen Menschen 

8. Der Barwert der vorschüssigen um n Jahre aufgeschobenen, 
von dern ~nf&pbeti-ag a: um je S jshrlich wiihrend der t darauf- 
folgenden Jahre steigenden und dann mit dern Betrage a! + 6(t - 1) 
konstant bleibenden Leibrente von (x) 
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54 Znr Invalidenversichenmg. 

Die Pormeln (40) bis (47-t) gelten mutatis mutandis ebenfalls 
für entsprechende Barwerte eiiies x-jiihrigen Aktiven, wenn die vor- 
schüssigen Renten wahrend der Dauer der Aktivitiit, oder &es 
x-jiihrigen Invaliden, wenn die Renten wahrenti der Dauer der In- 
validitiit ausgezahlt gedacht werden. Hangt  man also dementsprecheiid 
den Buchstaben und D den Index a beziehungsweise u an, so 
m6gen die NO entstehenden Formeln mit (4Oa) bis (471-a), bezw. 
mit (40u) bis (47fu) bezeichnet merden. 

B. Barwort dor Anwartschaft auf Invalidenpension, die mit der 
Anzahl der  Dienstjahre steigt. 

Sol1 ein x-jihriger dktiver den Anspruch a u f  vorschüssige, mit 
jedem Jalwe der Aktivitht von dem Anfangsbetrage 1 um je 1 jahrlich 
steigende Pension, welche ziim erstenmal zu Anfang des dern Invalidi- 
sierungsjahre folgenden Jahres zur Auszahlung gelangt, erwerben, so 
bestimmt sich der Barwert einer solchcn Anwartschaft auf steigende 
Invalidenpeilsioii gemaB des Fundamentalprinzips durch die Formel 

1st aber a: der Anfangswert und 6 der jiihrliche Zuschlag, so ist 
offenbar 

oder zufolge (4) und (48) 
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Zur wirklichen Berechnung des Barwerteç &(x) kann aber nebst 
der Formel (48) auch noch eine andere dienen; man erhalt sie nach 
der Methode von K a r u p ,  und zwar wird 

Y' YDi (2) -- 2 ~ ;  (4 d (XI ai (x) = -- ---'- 
Da (XI 

Diese Formel wird spiiter von Nutzen sein. 

C. Barwert der Anwartschaft auf steigende Invalidenpension mit n 
Karenzjahren. 

Um den Barwert des Anspruches eines x-jahrigen Aktiven auf 
vorschüssige, mit jedem Jahre der Aktivitat, das auf die Karenz von 
TZ Jahren folgt, von dem Anfangsbetrag 1 um je 1 jahrlich steigende 
Invalidenpension zu bestimmen, hat man in der Formel (48) die ersten 
n Sunimen fortzulassen, so da1 

sein wird. 
Der nach der Karenz von n Jahren invalid gewordene, frühere 

x-jahrige Aktive erhiilt also zu Anfang seines (x + n + k)-ten Jahres 
den Betrag von 7c Einheiten ausbezahlt, wenn er wahrend des (n + k)-ten 
Versicherungsjahres invalid geworden ist, und diesen erhalt er dann 
jiihrlich his zu seinern Ableben. 

Sol1 nun wieder ac den Anfangswert und S 
bedeuten, so wird 

Einheiten betragen. 

die jlhrliche Steigerung 

t &di(. + f i )  1 

D. Barwert der Anwartschaft auf temporar steigende Invaliden- 
pension. 

Um den Barwert der Anwartschaft eines x-jahrigen Aktiven auf 
vorschüssige, temporar mit jedem der d ersten Jahre der Aktivitat 
von dem Anfangswert 1 um je 1 jahrlich steigende Invalidenpension 
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5 6 Zur  Invalidenversicheriing. 

zu bestimmen, hat man aus der Summenformel (48) nur die t ersten 
Siiminen zu behalten, so daB sich für den gesiichten Wert der Ausdnick 

- 2 2 D a i ( x  + t + l )a& + t + 1) 1 
ergibt, oder zufolge (48) und (50) bezw. (50"") die Formeln 

(52*) 

bezw. 

(52 **) Du@ + t) < 
=di(x) - - --à,(x + t). 

0, (4 

Die der Methode von Karup entsprechende Formel für diesen 
Barwert lautet infolge von (48"") 

Soil aber die Rente mit dern Betrage a: anfangen und jahrlich 
wiihrend der Dauer t um den Betrag S steigen, so ist mit Bezug 
auf (52) bezw. (52"") 

I e  Da@ + t )  < = (u - 8)dj(x) + d d (x) - - d j ( x  + I)). 1 ;  Da (4 

E. Barwert der Anwartschaft auf temporar steigende Invaliden- 
pension mit n Karenzjahren. 

Um auch den Wert der Anwartschaft eines x-jiihrigen Aktiven 
3uf vorschüssige, an eine Karenz von n Jahren gebundene und mit 
jedem der darauffolgenden t Jahre der Aktivitat vom Anfangswert 1 
um je 1 jahrlich steigende Invalidenpension festzustellen, haben wir 
aus dem Summenaiisdrucke (48) die mittleren aufeinander folgenden 
t Summen, von der (.n + 1)-sten angefangen, zu hehalten; es ergibt 
sich demnach für deil gesuchten Barwert der Ausdruck 
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Von J. V. Pr:xinmc. 5 'i' 

oder infolge von (50) 

Bei einem Arifangswert a: und jahrlichem Zuschlag 6 hat man 
alsdann 

bezw. 

oder 

oder schlieBlich 
Da (x + n) t id 

- -- - 
Da (4 + n). 

F. Barwert der Anwartschaft auf aufgeschobene, steigende 
Invalidenpension. 

Es  sei noch der Wert des Anspruches auf die folgende Versicherung 
festgestellt. Ein x-jiihriger Aktiver will berechtigt sein, im Invalidi- 
sierungsfalle, mann auch derselbe erfolgen mag, nach Ablauf von 
n Jahren, von dem Augenblicke des Versicherungsabschlusses ab ge- 
rechnet, eine jiihrliche rorschüssige Rente von l zu beziehen, Yom 
(n + 1)-sten Versicheiungsjahre ab aber (im Invalidisierungsfalle) eine 
Rente von 2, vom (n + 2)-ten Versicherungsjahre jahrlich 3 usw. 
Dann bestimmt sich der Barwert einer solchen Versicherung mit Hilfe 
der Formel (28) durch den Ausdriick 

oder 

Für n. = O ist ,&(x) - di(x), dagegen bedeutet &(x) den Bar- 
O // O I 

wert der Anwartschaft auf mit jedem Vcrsicherzcngsjahre um 1 steigende 

Invalidenpension, und dieser m6ge kurz mit &(z) bezeichnet merden. 
Die Beziehung (56) ergibt also für n = O den Barwert 

1 .  (2) < YD.(Z)& (x) 
;i (x) = 2, (x) - 2 -du (x) + =- . 

la (4 D, (4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Û 8 Zur Invalidenvereicherung. 

Man kann jedoch die Formel (57) mit Hilfe der Gleichung (48**) 
iirnformen, indem man &(x) diirch seinen dortselbst g~gebenen Aus- 
druck ersetzt; inan erhalt so den einfachen Ausdruck 

y Y D ;  (x) - D, (2) du (XI ai (x) = -- - - 
= a < L T  - - -- ' 

und auf ebensolche Art 

9. Beziehnngen zwischen den Barwerten der Ansprüche auf 
steigende Renten. 

A. Beziehungen zwischen den vorschüssigen steigenden Renten- 
ansprüchen. 

Rlultipliziert man die Gleichung ( N a )  und (57") mit Da(x), die 
Gleichung (40u) mit D,(x) und addiert dann dieselben, so erlialt man 
die Beziehung 

(58) ~ ( 4  n (x) = la (.) (2. (x) + di (x) 1 + 1, (XI du (XI 

welche ein Analogon der Beziehungen (19), (21), (29") und (35) bildet. 
Am ihr berechnet sich der Wert Zi(x) durch die Formel . 

und in dem speziellen Palle p (x)  =p,(x) durch die Differcnz 

ài ( x )  = h (x> - 8, (XI. 
Dagegen besteht zwischen den vier Rarwerten a(x), aa(x), &(x) 

und a,(z) keine Lhnliche Ueziehung, sondern zwischen den drei ersten 
Werten und dem Harwerte du($) die folgende: 

aus der sich für &(z) die Formel 

Di (x! a (x) - YD, (x)d (4 
d,(x> = d(x) - ;,(x) + -- 

O,, (4 

ergibt. E s  sei noch bemerkt, daU man die Gleichurig (58) auch durch 
Induktion direkt aufstellen kann. 
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Von J. Y. PI,:XIDEII. 59 

B. Beziehung zwischen den  temporar steigenden Rentenansprüchen. 

Benutzt man nacheinander die Gleichungen (58) für x + t ,  (44\, 
(44a), (44u), (57") und (5(if), so erhalt mari aus (58) die Gleiçliung 

welche eine Beziehung zwischen den drei temporiir steigenden Renten- 
ansprüclien 

d:irstellt. Setzt man i = o + 1  - x  ein, so erhilt man die Be- 
f [ 

zichung (60). S u s  (62) berechuet sich der Wert von d,(x) "1s 

C. Beziehungen zwischen den  aufgeschobenen, steigenden 
Rentenansprüchen. 

Multipliziert man die Gleichiiiig (42a) und (56") mit D,(x), die 
Gleichung (42u) mit Di($) und addiert dieselben, so erhalt man die 
Beziehung 

(64) W n / z ( x ) = ~ a ( ~ ) {  / g a ( x ) +  n, , i i ( x ) ] + W  n )  /iT6(x)> 

wclche wieder ein Analogon der Gleichung (19) bildet. 

Dagepn  findet zwischen ,,ji(e) und den Barwerten j ( z )  und 
n!/ ni 

,a,(x) die folgende Gleichung statt: 
n 

ails der sich der Rarwert n,,%,(x) mit 

< ,  Z ix) < YD, (x + ri) au (x + 1 ~ )  

1 ( X I  = /d(x) - /da(%) t f ~ ~ ,  / d  (z) - -- 
ni ni ,i I n  na 3) 

berechnet. 
Es  sei hervorgehoben, daB in der Praxis - a i e  sich gezeigt hat - 

Beziehungen solcher Art aus mehrfacheri Gründen von Nutzen sein 
konnen. 

Im Juli 1906. 
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60 Über da8 Spalten und ZerreiBen elastischer Korper. 

Über das Spalten und ZerreiBen elastischer Korper. 
Auf Grund eines Ansatzes von A. Sommerfeld. 

Von K. WIEGHARDT in Braunschweig. 

Einleitung. 

Die Zahl der Spann~n~svertcilungen in clastischcn Korpern, die 
man wirklich - d. h. zahlenm23ig - ermitteln kann, ist nicht groB, 
selbst wenn man sich auf ebene Probleme beschriinkt, wo sich die 
ganze F'rage auf die Losung einer Randwertaufgabe für eine einzige 
Funktion (Airysche Spannungsfunktion) zurückführen IiBt. In der Tat 
kann man gar nicht daran denken, jedes beliebige ebene Spannungs- 
problem, welches etwa die Technik der matheinatischen Analysis dar- 
bietet, ohne weiteres zu losen, vielmehr wird man Schritt vor Schritt 
von bereits gelosten Randwertaufgaben aus durch vorsichtige Verall- 
gcmeinerung weiter zu komrnen suchen. Wenn sich d a m  dabei doch 
wertvolle Aufschlüsse über techriisclie oder physikalische Fragen er- 
geben, um so besser. Dies ist nun bei den von uns im Folgenden 
gegebenen Losungen der Fa11 hinsichtlich gewisser Fragen, die mit 
dem Spalten uzd Zerrei/3en elastischer Korper zusamrnenhiingen. 

Fig. 1. 
J e  einfacher ein Bereich, desto leichter 

kann man für ihn Randwertaufgaben lüsen. 

r1-/ -- Einfachste Bereiche sind beispielsweise die 
\ Kreisfliiche und die Halbebene, niichst einfache 

, die mit diesen in irgendeiner rnathematischen 

\ " \  , Beziehung verwandten Gebiete. Dement- 
\, ! 1 sprechend begegnen wir in der Literatur über 

~f T I Z A C ~ - a  7 1  R. 
V VF(xy)  = O - um diese Diffcrentialgleichung 
handelt es sich bei unseren Randwertaufgaben- 

Ansatzen, welche die Randaeitaufgaben einerseits für Ovale ( i t a l i en i sch  e 
A u t o r e n ) ,  anderseits für Rechtecke ( M a t t h i e u )  und Winkelrüzime 

( V e n  s k e )  i o n  beliebiger 0ffnung % (S. Fig. 1) ') behandeln. 

Wir  beschiiftigen uns im Folgenden nur mit dem Winkelraum und 
zwar im ersten Teile der Abhancilun0 hauptsiiçhlich mit den spezielien 

1 
Fiillen, in denen ganzzahlig ist, wic z. B. bei der Halbehenc und 

1) Die krummlinige Begrenzung unserer Winkelrinme ia t  nicht als wirklich 
vorliauden anzusehen; die Wiukelriume gehen ins Unendliche. 
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beim ScIzZitz (Fig. 2); im zweiten Teile mit dem Winkelraurn von be- 
liebiger 0ffnung und mit dem einen Spezialfalle des rechtzuinliiigen 
Winkelrauines (von der Offnung :a). In welchem Verhaltnis unsere 
Entwicklungen zu den oben erwiihnten und 

F1g 2 
zum Teil unrichtigen Ansiitzen von V e n s k e  
stehen, wird an geeigrieter Stelle gesagt. 

Als das a d e r s t e  Ziel unserer Bemüh- 
urigeri k6men a i r  die Losung folgender Auf- 
gahe bezeichnen: An den beiden Randein 
eines beliebigen Winkelraumes greifen irgend- 
welche Kriifte an (Fig. 3 a ) ;  welche elas- 
tische Spannungen werden dadurch in unserm - 

d;.h Ir'/-? 
Winkelraum hervorgerufen, falls wir noch 
verlangen, daB die Spnnnungen im Unendlichen so stark unendlich 
klein wie nur eben moglich werden? Indessen leuchtet ein, daB es 
zur Losung dieser Aufgabe im wesentlichen ausreicht, die Spannungs- 
probleme von Fig. 3 b  und c zu losen, in denen die dicken Pfeile, wie 
im folgenden immer, ,,konzentriertei' Kriifte - endliche Kriifte, die an 
einem Punkte des Eandes angreifend gedacht sind - bedeuten sollen. 
D ~ n n  aus diesen Losungen kann die Losung unserer allgemeineren Auf- 

gabe offenbar durch Ü b e r l q e r u q  gewonnen werden. Überdies stellt 
sich heraus, daB die Aufgaben von Fig. 3 b  und c mathematisch so stark 
miteinander verwandt sind, da0 man von der Losung det einen ohne 
wesentlich neue E b e r l e p q e n  sofart zur Losung der andern gelangt, 
so daB eine eingehendere Behandlung nur einer von beiden erforderlich 
scheint. DemgemaB ist nun dieses unser zentrales Problem: 

An dem ei~zen Rande eine T.Vinl&au~nes von der beliebigelz 01jnung 
X 
- greift iin der Bztfernzcizg a von der ,,EcIie(( des Winlcelraumes (dem 

Scheitel des Winliels) eine kmzsentrierte Eraft Y senkrecht su diesem 
Rande an;  welche Spannungen werdetz dadurch i n  unserrn Wzlzlcelrau~n 
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62 aber das Spalten und ZerreiBen elnstischer Korper 

I~crr2;orgwufmz, f d s  wir woch ûe~ia,ngew, da/3 d i e  Span~zufzgen i m  Unend- 
licherz so s t a , ~ k  wie wur iryend nzüglich unendich kleilz werden? 

Für den Spezialfall der Hnlbebene (I = n) ist dieses Problem be- 

ksnntlich seit langem von B o u s  s i n e s  q l) gelost; für die Spezialfille: 

wird es im ersten Teile der vorliegenderi Abliandlnng durch einen An- 
satz von A .  Snnimer fe ld  geliist, für den allgemeinen Bal1 in dem 
zweiten Teile durch ein auf dem S o ni in e r f e l  d schen Ansatze aufgebautes 
alternierendes Verfahren von K. W iagh  a r  d t. 

Die Untersuchung der Spannungen i w  der ATiilze der Ecke, die anch 
auf den Spezialfall des Schlitzes und seine Stellung gegenüber dem 
allgemeinen Pro blem Licht wirft, rührt ebenfalls allein von K. W i e g h a r d  t 
hm; dasselbe gilt von den Festigkeitsbetrachtungen und in1 wesentlichen 
auch von den Ü b e r l e p q e n  über die Eindeutigkeit der Losuiigen. 

1. Über den Vorgang des Spaltens elastischer Korper. 

1. Die  B o u s s i n e s q s c h e  H a l b e b e n e .  

Bei B o u s s i n e s q  handelt es sich eigentlich un1 den Halbraum; 
übertragen wir die betreffenden Uberlepngen sinngemiiB auf die Halb- 
(>belle und berücksiclitigeri ferner den Ziisanirnerihang unseres Spannungs- 
problenis mit der A i r y a c h ~ n  Spnnnungsfiinktion 2), so ergibt sich folgende 
Darstellung: Die drei Spannungskomponenten G,, G, und z,, (Kg. 4 
links) müssen so durch die zweiten Differentialquotienten einer und 
derselben Funktion F(xyj  - eben der Airyschen Spannungsfunktion - 
bestimmt werden, daB erstens: 

kt, daB zweitens F der Differentialgleichung: 

1) S. z. B. L o v e ,  A treative on the mathematical theory of elasticity. Cam- 
bridge 1882. S. 248 ff. (Neiierdings von 1)r. A.  ' l ' impe ins 1)eiitriclie iitierseht; 
Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1907.) 

2) und 3j A i r y :  On the strain in  the interior of beams. Phil. Trans. 1863 
(ersch. 1864), Bd. 153. 

4) J. H. M i c h e l l :  On the direct determination of stress in an elastiü solid etc. 
Proc. Lond. Math. Soc., Rd. 31 (1900). Man vgl. aiich: F. K l e i n  u. K. W i e g h a r d t :  
nbe r  Spannungsflichen und reziproke Diagramme usw. Archiv d. Math. u. Phys. 
LII. Reihe. VIII. 1. Heft. 
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im ganzen Gebiete unserer IIalbebene genügt, daB dritteiis rings des 
Randes y = O die Randbedingungen: 

z,, - O durchweg, 

G,  = O für x < - E und IL: > + e l  wo E eine beliebig kleine Gr6Be ist, 

erfüllt sind und daB viertens die Spaunungen in unendlicher Entfernung R 
1 

von1 Koordinatenursprung O von der Ordnung unendlich klein werden. 

Die letzte, zuniiclist vielleicht willkürlich erscheinende Bedingung 
erklart sich sofort, wenn wir überlegen, daB einerseits die Sparinungen 
in1 Unendlichen so stark wie riur moglich unendlich kleiii werden 
sollten, anderseits aber immerhin so groB sein müssen, da0 sie in ihrer 
Gesamtheit der endlichen Kraft E.' das Gleichgewicht halten. 1st niin 
1 
- - die GroBenordnung der einzelnen Spannung, so ist die Gr6Ben- 
R ' 
ordnung der Gesamtheit gleich: 

also nur dann endlich, wenn n = 1 ist. 

Um zu erkennen, mit welcher Randwertaufgabe für V V P =  O das 
Bou ss ines  qsche Spannungsproblcm identisch ist, müsscn wir noch in 
die Eandbedingungen (3) die Spannungsfunktion vermoge der Qleichung (1) 
einführen. Das gibt für den Rand y = O 

Big 4. 
die Bedingungen: 

I ---/-, 

(4) -- - ar' - cl durchweg, 2-' 

ÔY 
i-- -----' I 

aB 
-- - - c, für x < 0, 
ix / \% 
2.F 3; = c, + Y fiir ~ç 2 0, 

wo cl und c, zwei willkürliche Kon- 
stante sind, die mir einfach gleich Nul1 
setzen konnen. Führen wir nun auBer 
z und y noch Polarkoordinaten 7 und cp nach Fig. 4 ein, so lautet 
unsre Randwertaufgabe so: Gesucht eine Ftcditio~. F ( x y ) ,  wdche 1.~1 der 
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64 Über das Spalten und ZerreiBen elmtischer Korper. 

ganzen positiven Halbebene die Differe~ztiulgleicl~z~ng VVE'(xy) = O be- 
friedigt, a u f  der X-Achse den Bedingungen: 

genügt u n d  dwen  zweite Differentialqzc.otiazten nach x u n d  y sich im 
1 

Unendlichen wie verlzalten. 

E s  erhebt sich sofort die Frage, ob eine e taa  existierende Losung 
dieser Aufgabe auch die einzig mogliche ist (abgesehen von einer be- 
langlosen additiven Konstante). Ihre Beantwortung, sowie die Beant- 
wortung aller überhaupt auftauchenden Ei~zdeut ighi ts fragen rücken wir 
indessen aus ZweckmaBigkeitsgründen an den SchluB der ganzen Ab- 
handlung. Vorliufig werde die Eindeutigkeit der LGsungen stdschweigend 
als bestehend angenommen. ' 

Unsere Aufgabe wird durch folgende Spannungsfunktion gelost: 

aie führt, wie sofort nachgerechnet werden kann, auf folgende - rein 
,,radiale1( - Spannungsverteilung in Polarapannungskomponenten (B. 

Fig. 4): 
1 Û F  1 a t 3 '  2 P  s iny G E p - +  
r ar r e  a y P  x r 

Dies ist schon nahezu die Form, in welcher mir die L6sung der 
B o u s  s i n  es  q schen Aufgabe nachher brauchen. 

2. D e r  Ansa tz  von A. Sommerfe ld .  

Reim Übergange von der B o u  s s i n e  s q schen Halbebene zum 

Winkelraum von der beliebigen 0ffnung nerden wir zweckmd3ig 

statt des gpr-Polarkoordinatensystems von vorhin das +g-System der 
Fig. 5 einführen, dessen Ursprung gegen den des vorigen um die 
Strecke a nach liriks gerückt ist; auBerdem behalten wir ein recht- 
winkliges Koordinatensystem bei und zwar da6 der Fig. 5. 

Unserm Spi~nnungs~roblem fiir den allgemeinen Winkelraum ist 
daim folgende Randwertaufgabe für die Spannungsfunktion F aquivalent: 
Gesucht eine Funlition F, welche im ganzen Winl ie lraum die Differential- 
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Von K. W I ~ G H A H D T  65 

glezchung V V F  = O befi-iedigt, deren zweite nach x und y genommene 
Dif'erentialpuotienten in unendlicher Entfernzr,ng Q von der Eclie sa star/; 

1 wie oerschwitzden u n d  welche auf den  beiden R a ~ z d e r n  des Winke l -  
e 

ruurnes den Bedingungen genügt: 

a) auf dern R a n d e  $J = 0: 

a~ a~ a~ (8) - = O dzçrchweg, - - O fiir Q 5 a ,  n = Y fur p 2 a ;  a w a Q 0 e 
n 

b) nuf d e m  R a n d e  + = ; 

Der Gedanke des S ommer fe ldschen  Ansatzes zur L6sung dieser 
Aufgabe ist nuu der, sie auf eine Kandwertaufgabe für die eiufachere 
Differentialglei chiing: 

ô '@ a = @  v@=,x,  +,-, = O  
G Y  

dadurch zurückzuführen, clnE man als unbekennte Funktion nicht die 
Spannungsfunktion selbst aiisieht, soudern ihr V,  also: 

Damit ist freilich nicht ohne weiteres eine bestirrirnte K,andwertaufgabe 
für  diese Funktion 0 gekennzeichnet, denn wenn man auch die Rand- 

bediogungen für as und "'' kenni, so kennt man ~ o i i  ~ o r n h r r e i n  docb 
0 e ii@ 

keiuesaegs die Raiidbedingungen fiir iY (Oder die Ableitung dieser 
E @ 

Funktion naeh der Normalen, ô,) - Naohdeln indessen S o m m e r f e l d  

nach Einführung der komplexen Koordinaten: 

(10) 5 = a + i y  = e e i v ,  7 =- x - i y  - pe-iv 
Zeitschrift f. Mnthematik u. Physik. 5 5 .  Band. 1207. Heft l / 2 .  6 
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6 6 Über da8 Spalten und ZerrciBen clastischer Korper. 

in die G1. (7) das V F  von B o u s s i n e s q  auf die Form: 

gebracht hatte, ergab sich ihm durch glückliche Verallgerneinerung 
das V F  für den beliebigen Winkelraum jzla in der Form: 

In der Tat hat diese Bunktion folgende notaendigen Eigenschaften: 
1 1. Das Verhalten im Unendlichen ist wie , wie es sein muB, 2. die 
e 

Differentialgleicliung V@ = O ist befriedigt, denn deren allgemeines 
Integral ist ja bekanntlich f (&) +y(?), wo f und g beliebige Punktionen 
sind,. 3. die Singularitit von @ im Punkte 6 = T,- = a ist von demselben 
Charakter wie die der Funktion @ von (11) iri demselben Punkte, denn 
auf der Linie + O ist f a - l  - r ja- l ,  der Sommerfe ldsche  Ansatz 
liefert also in diesem Punkte eine konzentrierte Kraft senkrecht zum 
Rande; endlich sorgt der in (12) hinzugefügte Faktor a dafür, da0 die 
GroBe dieser Kraft wiederum gleich P wird. 

Aber wie steht es nun mit der Erfüllung der Randbedingungen? 
Allgemein liefert die Integration von (12): 

wo O und zwei willkürliche Funktionen sind. Diese konnen wir 
nun so bestimmen, daB auf dern einelz der beiden Riincider, etwa $ = 0, 
alles in Ordnung kommt; dazu htlben wir nur zii setzen: 

denn wenn mir von der Ecke aus unsern Rand entlang gehen, so 
- - 

springt der Logarithmus beim Übergange über die Stelle 5 = q- 2 a um 
deil Betrag 2 i x ,  und mithin gelten auf dem Kande die Gleichimgen: 

ÔF S F  CE' 
- --- -- + - - O für p 2 n ,  

C Q  24 aq  
ô F  a ,  2 F  
. - - - A - 

ô p  - a6 
- P für g 2 a, 

a7 
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Von K. WIEGHARDT. 67 

alle Randbedingungen (8) sind hier also erfüllt. Sollen nuri aber 
unsere Ausdrüclce (13) die Bedingungen (8) auch auf dem andern 
Raiide erfüllcn, sa müBten dort wegen der allgemein gültigen Be- 
ziehungen (10) und: 

die beiden Gleichungen: 

gleichzeiti; befriedigt sein. Die erste ist nun zwar erfüllt, denn für 
X 

unsern Rand îC, = - ist 5. = T ~ ,  die zweite ist aber nur dann er- 

füllt, wenn die auf dem Rande ii, = O richt,ige Beziehung: 5 = 7 aurh 
n 

~ u f  dem Rande = % erfiillt ist, d. h. wenn sin; versohaindet. 

dfifhin Zost der So rn nt e v  f e 1 dsche Ansatz unser Spannungspro71kem 
fiir rli~jeniyen Winh.elr&ume, dewa Offnuugen yanzzaldiye Vielfuclw von n 
siizd (Fig. 6). 

Fig. 6. 

Von diesen beansprucht unser groBtes Interesse der einfache Schlitz 

in der unendlichen Ebene (a - 2z) und mit ihni wollen wir uns in 

den nachsten Abschnitten ausschlieBlich beschiiftigen. 
l m  Hinblick auf eine Zltere Ver6ffentlichung von 0. V e n s k e  ') 

liBt sich die E'rage aufwerfen, ob der ~ o m m e r f e l d s c h e  Ansatz über- 
liaupt neu ist. V e n s k e  will namlich die Randwertaufgabe V V P  = O 

aF mit gegebenen -- und a P  ganz allgemein für jeden Winkelraum und 
0 e 3-$- 

beliebige Randbedingungen losen. E r  beruft sich dabei auf ein von 
Mat th ieu  gegebenes Analogon zu den bekannten G reenschen Siitzen 
der Potentialtheorie und stellt demgemaB für den Winkelraum eine 
,,zweite Greensche Funktion" auf, mit deren Hilfe die LEsung obiger 
Randwertaufgabe auf Quadraturen zurückgeführt wird. Bei naherem 

1) O. Y e n s  k e :  Zur Integration der Gleichung VVu = O für ebene Rereiche. 
Nachr. v. d. Hgl. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen 1901. 

5 * 
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Zusehen findet man nun einnial, daB Ven  s k e s  Greensche Funktion 
nicht allgemein, soridern nur für die Winldriiuine richtig ist, für 
welche S o m m  er fe lds  Ansatz unser Spannungsproblem lest, zweitens 
aber - und das ist hier das Wes~ntliche - daB die aus dieser 
Greenscheri Funktion erhaltene Spannungsverteilung irn Unencllichen 
nicht das gewünschte Verhalten zeigt. 

3. D e r  S c h l i t z ;  d a s  U n e n d l i c h w e r d e n  d e r  S p a n n u n g e n  in der 

Xcke ;  das  U n e n d l i c l i w e r d e n  v o n  Spartriringen ü b e r h a u p t .  

8chon eine flüchtige Betrachtung des Ausdrucks (121, in welcherri 
jetxt a durch 1/2 zu ersetzen ist, zeigt, daB die Spannungen in der 
Ecke (Q = O) unendlich groB werden; es wird in der Ecke: 

je nachdem wie man sich der Ecke nahert, bekomint man hieraus 
endliche ocler uneridlich groBe Spauriurigen. S u n  ist freilich das 
Auftreten unendlich groBer Spannungen in scharfen Rckeii in der 
Elastizitiitslehre nichts Ungew6hiiliches - Torsionsupannungen z. B. 
werden unter Urnstiinden in solchen Ecken unendlichl) - aber immer- 
hin wird man jedesmal, wenn es auftritt, genau zu üherlegen haben, 
ob und inwieweit diesem theoretischen Ergebnis etwas Wirkliches 
zugrunde liegen kann. Die folgenden flberlegiingen werden diese all- 
gemeinen Skrupel schirfer charakterisieren uud sie glcichzeitig fiir den 
vorliegenden Fa11 zerstreuen. 

Die aus (12) und (13) folgenden und einstweilen a190 mit MiBtrauen 
betrachteten Gleichungen: 

sind jedenfalls d a m  d l i g  einwandfrei, wenn wir die Ecke selbst aus 
der Betrachtung ausschliefien, indem wir etwa mit dem kleinen, aber 

1) S. z. B. FLippl: b e r  die Torsion an riiiiden StLben mit veriinderlichem 
Durchmcsser. Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse der Kgl. Bayr. Akad. d .  Wiss. 
Bd. XXXV 1905, Heft II oder: Die Beanspruchung auf Terdrehen an einer h r -  
gangsatelle mit  charf fer ilbrundung. Zeitschr. d. Ver. deutscher hg. 1906. 

S. 1032. 
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endlichen Halbmesser p '  eine Kreisflache um die Ecke herurn aus 
unserm elastischen Tcorper fortnehmen (Fig. 7 j ;  nur st'ellen sie jetzt 
nicht mehr ohne weiteres die Losung unseres Spannungsproblemes dar, 
sondern die Losung des Spannungsproblems für den nach Fig, 7 
modifizierten Schlitz bei einem luBeren Kraft- Fip.  7. 

angriff, der erstens aus der konzentrierten 
Kraft P besteht, zweitens aber aus den- 
jenigen KriBen, welche wir beim Heraus- 
schneiden der kleinen Kreisflache Iangs des 
Umfmges des Kreises p' an dem elastischen 
Korper anbringen müssen, um das Gleich- 
gewicht nicht zu storen. Da man nun 
von vornherein wird befürchten müssen, 
daB der EinfluB dieser letztercn Kriifte 
auf die Spannungen unseres modifizierten Schlitzes mit dem Ein- 
flusse der konzentrierten Kraft P vergleichbar ist, ihn vielleicht gar 
überwiegt, so sielit es zuiiachst so aus, als wenn die Gleichungen (15) 
fiir iinser Problem helanglos wiiren. Indessen ist dem nicht so. Die 
anzubringenden Krlfte sind nandich, als spezifische Krafte betrachtet, 
d. h. auf die Langeneinheit des Kreisumfanges (2ng f )  bezogen, nach 

1 
(14) und (15) von der GroBenordnung - - -  die Resultierenden aus 

VQ ' 
ihren nach irgend eiiier Richtung genommcncn Komponenten aber 
sind f'iir irgend einen Teil 2av des Kreisumfanges von der GrijBen- 

1 
ordnung - , e' . qb, also fiir rei,schwinrlendes p '  gleich Null. Es 

Ve' . . 

handelt sich also, k~irz  gesagt, um spezifische Kriifte, die zwar un- 
endlich groW sind, aber keine Resultierende haben. 

Solehe Kriifte, die allgemein offenbar dadurch charakterisiert sind, 
daB sie von einer GroWeriordriung p'-P sind, wo lim g' = O und 
j3 < 1 ist, konnen nun aber in keiner end- 

Fig. 8. 
lichen Entfernung von ihrer Angriffsstelle 
Epannungen erzeiigen. Tst F fiir irgend 
ein endliches oder unendliches Gebiet die 
Spaiinangsfunktion, welche einem derartigen 
Kraftangriffe (Fig. 8) entspricht, so ist am 57' 
Rande überall F gleich einer beliebigen, 
aber festen linearen-Funktion von x: und y, 
denn überall da am Rande, wo keine Krafte 

C 3' PE' 
angreifen, sind , und - - konstant und der Sprung, den diese GrCiBen 

ox a y  
machen, wenn wir beim Herurngehen auf dem llande einen der kleinen 
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70 Über das Spalten und ZerreiBen elastischer Koi-per. 

Kreise passieren, ist von der GroBenordnung der Ilesultierenden der 
dort  angreifenden Kriifte, also in der Grenze, wo die Halbmesser aller 
dieser Kreise verschwinden, gleich Null. Mithin ist F auch im ganzeri 
Bereiche gleich obig& linearen Puiiktion, die durcli unsere unendlich 
groBen spezifischen Kriifte erzeugten Spanilungcn sind also überall Kull. 

Fliernach dürfen wir überzeugt sein, daB die Gleichungen (15) des 
S O rn nl e r f  e l  d schen Ansatzes die Spannungsverteiliing, nrelche in unserm 
Schlitz durch die konzentrierte Kraft P erzeugt wird, richtig darstellen. 
Überhaupt werden wir unendlich groBe Spanriungen inimer dann als 
zuliissig, d. h. als durch den gegebenen Kraftangriff erzeugt anselien, 

1 
wenn sie scliw5cher unendlich werden als - fiir p = O, hingegen als 

Q 
unzuliissig, d. h. als ~ i c h t  durch den gegebenen Iiraftangriff erzeugt, 
sondern vielmehr selbst die Quelle von konzentrierten Kraften be- 

1 
deutend, m-eun sie mindestens so stark uixndlich weiden wie fiir p = 0. 

Q 
Freilich 12Bt sich niin iioch gegen die Gleichungen (13) und 

überhaupt gegen unendlich grofle Spannungen ein anderei Einwaiid 
geltend machen. Man k h n t e  niiuilicli von dern Standpunkte aus, daB 
dem theoretischen Ailftreten einer iitiendlich groBen Spaiinung an der 
betreffenden Stelle i n  Wirklichkeit ein ZerreiBen, ein Bruch des Naterials 
entsprechen müsse, einen Widerspruch darin finden, daB nach diesen 
Gleichungen (15) in der Ecke bei belicbig kleiricr Kraft 1' unendlich 
groBe Spannungen auftrZt,en, wiihrend doch gewiB in TTiriïlichkeit 
nicht schon hei beliebig kleiner Kraft P an der  Ecke des Schlitzes 

Flg 9 
ein Bruch eintrete. Uarauf lieBe ~ i c h  nun 
einmal erwidern, daB es ja in Wirklichkeit 
eine ganz scharfe Ecke gar nicht gibt und 
da5 in einem Schlitze mit abgerundeter Ecke 
(Fig. 9) die theoretischen Spaniinngen wahr- 
scheinlich ericllich bleiben; indesseii kann man G auch fragen, nb nicht vielleirht der ganze 
obige Standpunkt, von dem aus überhaupt 
nur  ein Widerspruch eintritt,  anfechtbar 
ist. Da ein elastisches Materinl cloch nicbt 
an einein Punkte aufreiht, soiiderri Iangs 

einer wenn auch kleinen Strecke, so sind vielleicht für cias F' ,in t reteii 
eiues Risses nicht die spezifischen Spaiinungen (bezw. Deforniationen) 
maBgebend, sondern die - über kurze Strecken - reszcltierendeiz 
Spannungen (bezw. Deformationen). Erst  wenn auch diese unendlich 
groB werden, wird man das für  etn-as physikalisch CnmUgliches halten 
oder doch annehnien miissen, daB ihrii in Wirklichkeit ein Matcrialbruch 
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entsprechen müsse. Im andern Balle hiiigegen mird man zwar das 
Material für stirker beansprucht halten, als wenn die spezifischen 
Spamungen endlich wiiren, aber nicht fü r  uiiendlich stark beanspruclit. 

Haben wir  uns so  inn ni al mit unendlich gioBen Spannungen ah- 
gefunden, so enthiilt ihr Auftreten sogar erfreuliclie Rlomente. Denn 
da in der K h e  der Ecke die Spannungen so unverh51tnisiniiBig groB 
werden, so werden mir die ganze Spannuiigsverteilung (15) in der 
Nihe der Ecke mit guter Annaherung auf den Fa11 übertragen dürfen, 
daB unser Schlitz im Endlichen irgendwie begrenzt ist, was in Wirk- 
lichkeit natürlich imnier der Fa11 ist. L)amit 1st dann unser Interesse 
überhaupt auf die Spannungsrerteilung in der A'al~e der Ec7x kon- 
zentriert. Für die Durchführung der Rechnungen ist das 5uBerst 
angenehrn, da die iin allgemeinen recht verwickelten Ausdrücke (15) 
sich in der Kahe der Eclre bedeutend vereinfachen lassen. 
4. Die S p a n n u n g e n  i n  d e r  N a h e  d e r  E c k e ;  d ie  R i c h t u n g  des  
a u f t r ~ t e n d e n  Bisses ;  d a s  S p a l t e n  e ines  e l a s t i s c h e n  K o r p e r s .  

In der Ecke ist die Spannuiigsverteilung durch die Gleichungen: 

gegehen, wie mail leicht aus den Gleichungen (lj) ablcitet. Für die 
polaren Spannungskoiriporieriten: 

1 
6 = l 2 F +  . ---- 

a e s ~  Q ' ~ Q "  

ergehen sich daim mit XIilfe der Gleichungen (10) und der daiaus 
folgenden allgemeinen Reziehnngen: 
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7 2 i5ber das Spalten und ZerreiBen elastischer Korper. 

die allgemeinen Gleichungen: 

Fiir die Spannungsverteilung in der Kihe der Ecke bekommen wir 
hieraus mit Berücksichtigung der Gleichungen (16) schlieBlich folgende 
Darstellung : 

P l  
-- S s in*  c o s + @ ,  

" VG 

Diese Gleichungen wollen wir nun benutzen, uni, soweit das moglich 
scheint, diejenigen Fragen zu beantworten, welche man hinsichtlich 
der Feçtigkeit imseres Schlitzes gegenüber einem Kraftangriffe P 
stellen kann. Man wird fragen: Wie groB muB, wenn die sog. 
Festigkeitsmhlen unseres elitst~ischcn Materials bekannt sind, die Kraft P 
mindestens sein, damit ein Materialbruch eintritt? Und weiterhin: 
An welcher Stelle und in welcher Richtung wird der Briicli ein- 
treten? 

Auf die e rde  Frage müssen wir die Antn-ort schuldig bleiben, 
da ja in der Ecke unendliche Spannungen bei noch so kleinem P 
auftreten, also nach deu üblicheri Festigkeitshypothesen bei noch so 
lileiner Kraft P ein Rruch aiiftreten müBte, was in TTTii.klichkeit nicht 
der Fa11 kt'. Mit diesem Zwiespalt haben wir uns ja weiter oben ab- 
gefunden und ihn eben den üblichen Festigkeitshypothesen zur Last 
gelegt. 

Zweifellos aber werden wir aus dem Auftreten unendlicher 
Spannungen an der Ecke den SchliiB ziehen diirfen, da1 der Briich, 
wenn er überhaupt eintritt, jetlenfalls an der Ecke beginnt. Im 
folgenden unternehmen wir nun den Versuch, auch die Brage nach 
der Bicl~tzcng des eintretenden Bruches auf G-rund der üblichen 
E'est,igkeitshypothesen aus den Gleichungen (20) heraus zu beantworten, 
indem mir uns erlaiiben, dort von dem unendlichen Faktor p-'h ah- 
zusehen und nur die d a m  verbleibendcn Winkelfunktionen als allein 
niaBgebend zur Entscheidung dieser Frage anzusehen. 
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Abgesehen von einer vermickelten, von Moh r l) aufgestellten 
Hgpotliese, gibt es wesentlich zwei für uns in Betracht kommende 
Eypothesen über die Richtung eines eintretenden Hruches von elaatischeni 
Naterial; eine ,,Schaib,yanrzu~zqsl~y~otl~ese", welche annimnit, die Richtung 
des Bruches sei identisch mit einer der beiden Richtungen der an der 
Hriichstelle herrschenden maxinialen Schubspannungen, und eine , , % z ~ i / -  
spa~1nz~nys7~ypothese", wonach die Bruchrichtung senkrecht stehen soll 
zu der R.ichtiing der an der Rri~chstelle herrschenden maximalrn 
Zugspannung (wohei von vornherein vorausgesetzt ist, daB nacli Lagc 
der Dinge ein Zertlrücken nicht in B e t r x h t  kommen kann, wohl aber 
ein ZerreiBen). F ü r  ziihe Korper mie Schiniedceisen scheint allenfalls 
die Schubspailnungshppothese, für  spr6de wie GuWeisen vielleicht mehr 
die Zugspannungshypothese den wirklichen Verhaltnissen zu entsprecheu. 

Wenn wir uns fernerhin auf neyative 1' be- 
schrinken, so erreichen wir damit einrnal, daB an 
der Ecke ein Zerdrücken des Materials nicht in 
Frage kommen kann, so daB die Zugspannungs- 
hypothese anwendbar ist und anderseits, daB wir 
(las theoretlsche hbbild eines in MTirklichkeit haufig 
(meist allerdings an  unhomogenern Material) ge- 
übteii Vorganges, des Spnllens elastischen Mate- 
riales, bekommen. Beim Spalten treten zwar eigent- 
lich zwei symmetrische Xriifte P auf (Fig. 101, 
was mir aber deshalb nicht zu berücksichtigen 
brauchen, weil unscre Spannungsvertcilung ohne- 
hin, bei nur einer Kraft P, in der A%l~e der 
3cl:cl;c zur Mittelaohse des Spaltvorganges r d l i g  
syiiiruetrisch ist, eine Tiltsache, die ails den Gleichungeli (20) sofort 
in die Bugen springt, wenn man dort I/I mit 2z - + vertauscht und 
welche übrigens im zweiten Teile der vorliegenden Abhandlung weitere 
Aufklariing findet. - 

Die Anwendung der beiden Fe~ t igke i t sh~po thesen  auf unsern 
Schlitz soll nun darin bestehen, daB mir zunachst fragen: F ü r  welchen 
Winkel +,, bezw. .s>; erreicht in der Ecke der hbsolutwert der 
sogenannten maximalen Schubspannung, nanllich der Ausdruck: 

1) O. Mo  h r : Welche Umstinde bedingen die Elastizitatsgrenze und den 
Bmch einea Matenals? Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik. 
Berlin 1906. Wilh. Ernst & Solin. 
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bezw. die sog. nlasimale Zugspaunung, namlich der Ausdruck: 

eiiien gr6Bten Wert? Und meiterhin: \Vie sind diese beiden GrGBen 
gerichtet? Die erhaltenen Richtnngeii, bezw. die dam senkrecht 
stehende, identifiziorcn mir alsdann mit clcn nach den beiden Fcstigkeits- 
liypothesen ni5glicheii Ilichtiiiigen eiiies an der Eclie beçinnenderi 
Materialbruches. 

Bezeichnen wir allgemein die Ilichtungen der sogenannten Haupt- 
spannnngen gem5B Fig. 11 mit @ + 8 ;  so gilt fur den Winkel 8 die 
Gleichung: 

moraus sich für  9. mit R~rür:ksichtiguiig der Gleichungen (20) die Werte: 

lir 8, = sz - + k'x  
4 

ergeben, wo h und 1;' beliebige ganze 
Zûlilen sinil; die rnügliçhen Iliclituiigeu 

4 des Bruches, m e  er nach der Schuh- 
spannungshypothese zu erwarten ist, sind 

daim die zu @, + 8, und +, + a2 unter 45' geneigten Richtungen, 
valirend die Zugspannungshypothese als Bruchrichtung direkt eine der 
beiden Hichtunçen 7); + 9, ocler & $ 8, liefert und zmar diejenige, 
aiif melcher die gr6Bere der beiden IIauptspannungen - ebcn die 
gr6Bte Zugsparinurig - senkreçht steht. 

Da nun nach (20): 

- P  1 1 sin + 1 

ist, so liegen bei @, = und = 3n/2 Maxima der groBten Schub- 
spannung und dementspreeherid bekommen wir als nach der Schub- 
spannungshypothese niogliche liiclitungen des beginnenden Bruches 
die Ilichtungen: 

5% 

~,t4,+;+~,, 

mo k eine beliebige gailze Zahl, d.  h. also alle Rjchtuugen: 
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i d .  L)ie Schubspaiiiiurigsk~yl~otliese liefert also Iiei unserem Schlitz 
nicht weniger als acht rerachiedene iiitigliche Bruchrichtuiigen. Gil t  
fiir dus illate~.icd zwtseres Xclilifzes die Sel~~tbsy~a~z~~~c~,qsl~y~~ot3ze.s1!, so fïihrt 
die K c m t n i s  der tlzeol-efischen Spa~znzrngseerteilz(~zy noclz ni& dam, 
mit eiîziger Sicherheit z u  bewteilen, itz welcher ilichtzat,q bbei zzc stnrker 
Inaîzspruchnnhme ein 11r?tch zilerst eiutl-itt und  erst vecht nicht,  tcie 
derselbe e c e i h d l  nachlier wciterfl-ibt. 

Vie1 erfreulicher iut da3 Ergebnis, wenri w ir die Zugup:mriungs- 
liypot,hese als zutreffend ansehen dürfen. Nach der G1. (20) ist: 

Dieser Ausdruck hesitzt zwei Maxinia, bei = i;z und +A = % ,, % 
moraus sich zuriichst S i r  clic: in Hetraclit kouimenden Hauptspanniings- 
richtuiigeii die Winkel n/2.  z und 3 x / 2  eqyben.  L o n  diesen kommen 
als RiBrichtungeri nur diejenigeri in Hetracht, auf deueri die groUere 
der beitien Haiiptspaiiniiiiy~n : 

+ sin 9 cos (23  + â), 
mo 

9. = 8, oder a,, 

senbreeht steht, a h  eiit'weder die h i d e n  Kiciitungen f und 7 gleich- 

zeitig oder die Jtichtiing rz allcin. Von rornherein ist wahrscheinlicli 
daB die Biclituilg sz in Betracht kommen wird. I n  der ' rat ,  setzen 
wir li, = +;z, so bekommen wir das gi6Bere G,, wenn wir für  8 den 
Wiiikel nl2 - n/G = ai3 und niclit den Winkel z/3 + ~ ' 2  mahlen, 
sodaB virklich $J + 8 = z mird. 

Die Zugspannungehypothese liefert also bei unseriil Schlitz eine 
einzige mogliche Richtung des beginnenden Risses. Gilt fiir dus Muterial 
zcnseres Sclditzes clie Zugsprc~zfiutzgshy~~otl~ese, so fiilwt die Keîzntrzis der 
theo~etischen Span~~?~jz~qsve~-feiZziîzq eindeutiy zu clem Sc7dusse, tlap bei zzr 
starlim l~znîzsprucl~?~ali l~ie  des ïîfisterinls LTCV Scltlitz seiîzer eigenen 
Richtuug az~freiPt und (7ap fes-ner dieser RiP, falls er iibei-lialcpt zoeiter- 
fri/3t, azcch n u r  i l z  seiner eiyclzelz R i c k t ~ u ~ g  u;eitcrf,-esscn lîan 1 2 .  (Denn 
nach begonnenem Risse liegen die Verhaltnisse so wie vorher.) 

Ferrier k6nnen mir noch schlieBen, daB, wenn dei  Angriffspunkt 
von Y unrerindert  bleibt, der IliB niclit weiterfresren karin, Salis 1' 
nicht @Ber war, als zum Eiillciten eines Risses erforderlich ist, denn 
naçh den G1. (20) nehmen die Spamuugen mit wachsendem a ab; mari 
wird also, um ein dauerndes Spalten zu erzielen, mit dem AngriKs- 
piinkt der- Kraft 1' iniriier nxchrüclien inüssen. - 
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hnhangsmeise sei ermiihnt, dao der Ansatz: 

 FI^ 19. der Spannungsverteilung in unserm Srhlitze 

entspriçht, falls anstelle der Norrrialkraft P eine 
tanqentielle Fchubkraft Q angreift (Big. . l 2 )  
Die ganzen Cntersuchungen lassen sich viillig 

- analog durchfiihren wie in unserm Falle. 

/ Da wir ferner den Rand @ = 2a ebenfalls 
mit P oder 0 belasten khmen und schliell- 
lich beliebig viele P und & in ver- 
schiedenen Entfernungen a von der Ecke 
zusammennehmen konnen, so k6nnen mir 

auch, wenigstens im Prinzip, das allge/-mhzc Sya~zrzungsprobielrz für 
unsern Schlitz als g e l k t  ançehen. 

II. Über den Bruch eines Ba ch  schen Versuchskorpers 
(bez. eines Lagerkorpers). 

1. P r o b l e m s t e l l u n g .  

Im Anschlusse an einen in der Praxis vorgekommenen Bruch 
eines Lagerkorpers stellte B a c h  einige Bruehversuche mit ahnlich ge- 
staltetcn KGrpern ( F i s  13) an, deren Ergebnisse er in den Mitteilungen 
iiber Forschungsarbeiteii schildert.') Darnach trat bei genügend starker 
Inanspruchnnhme durch Krifte P' ein Bruch ein, der in eincr der 
beidrn sckiarf'en Ecken bei a oder cc' begann und dann einen weiteren 

 FI^ 13. Verlauf nahm, der ungefahr dnrch die gp- 
pf strichelten Linien wiederzugeben k t .  Den- 

=%,,,>] jenigen JTert von P', der ,gerade n6tig war, um 
einen Bruch herbeizuführen, verglich B a c h  mit ,,' ' 
einer Art theoretischen krilischen Wertes von 

- - P', indem er annahm, maBgebend für den Bruch 
sei diejenige Dehnungs-Spannung (oder auch Dehnung), welche in der 
scharfen Ecke senkrecht auf der Bruchrichtung çtiinde und diese 
Spannung nach einem von ihm als ,,üblich" bezeichneten Verfahreii 
ermittelte, welches auf die dnnahme hinauslief, der Verlauf der zum 
Bruchquerschnitte senkrechten Spaniiungen folge über den Bruchquer- 

1) C. Bach: Eine Stelle an manchen Maschinenteilen, deren Beanspruchung 
auf Grund der üblichen Uerechnung stark unterschiitzt a i rd .  Mitt. iih. Boruch. 
herausgeg. v. V. d. J. Heft 4, 1902. 
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sclinitt hin eiriem linearen Gesetze, die neutrale Achse dieser Spannungs- 
verteilung gehe durch den Schwerpunkt des Bruchquerschnittes (und 
sei senkrecht zu der dnrch die Kriifte Y' gelegten Vertikalebene). 
Dabei stellte sich heraus, daB diese übliche Berechnung mit der 
Wirklichkeit schlecht übereinstinlinte, der irirkliche kritische Wert von 
Pr war etwa dreimal so klein wie der ,,theoretischeU. 

3 s  ist selbstverst~ndlich, daB diese Nichtübereinstimmung nicht 
ohne weiteres der theoretischen Elastizitiitslehre zur Last gelegt werden 
dari', derin durch nichts ist a priori die Annahrrie gerechtfertigt, daB 
die nach der theoretischen Elastizitiitslehre in unserm Korper herrschende 
Spannnngsverteiluilg über den Bruchquerschnitt hin einen linearen 
Verlauf der Normalspannungen liefert. Nach unseren Entwicklungen 
im ersten Teile dieser Abhandlung wird sich vielrnehr nieinand darüber 
mundei-n, da8 die theoretischen Spannungen in der Ecke unencllich 
groB werden, walirend sie sonst üherall endlich sind, sodaB also über 
irgend eirien die Ecke enthaltenden Quersch~iitt eine nichts weniger 
alu lineare Sliannui~gsverteiliing sich ergibt. 

Es soll nun im E'olgenden genauer untersucht werderi, bis zu 
welchem Grade die theoretische Elastizitiitslehre mit den ~rgeb i i i s~o i i  
der B a c h  schen Versuche in Einklang zu bringen 

Fig. 14. 
ist. Daruit standen wir zunkhst Tor deui 
Problem, die elastischen Differentialgleichun$en 
für einen B a  clischen VersuchskUrper bei der 
gewiihlten Tiiarispruchnalime zu integrieren. Da 
dies nicht ohne weiteres gehen wird, müssen 
a i r  jedenfalls die Aiifgahe vereinfachen. Wir  
führen den im anstelle Endlichen des Bachschen nur von zwei Versuehsktirpers zueinander c? 1 / 

I 
/' 

senkrechten Ebenen begrenzten, sonst aber un- 
begrenzten elastischen Korper der E'ig. 14 ein, sodann aber behandeln 
wir das damit gekcnnzeichncte elestische Problcm 21s ein ebelzes, indcm 
wir annehmen, in allen zur Zeichenebene parallelen Ebenen herrsche 
wenigstens mhezu der gleiche Spannungszustand. 

Die Derechtigung zu diesen vereinfachenden Annahmen 1aBt sich 
nicht von vornlierein nachweisen, sie stellt sich nachher heraus; die 
Sparinungeilg in der scharfen Ecke werden unendlich gr08 und sind 
im übrigen nicht nur endlich (natürlich abgesehen von denen in der 
Nihe der Angriffsstelle von Y'), soridern fiauen auch mit wachsender 
Entferniing von der Ecke sehr stark ab. In der Kahe der Ecke jeden- 
falls wird also unsere Spannungsverteilung mit derjenigen im begrenaten 
Korper der Fig. 13 gut übereinstimmen. 
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Wir stelien nunmehr wieder voï der auf Seite 61 gekennzeichneten 
Randwertaufgabe (S. Fig. 313). 

2. D a s  a l t e r n i e r e n d e  V e r f a h r e n  von  K. X i e g h a r d t  

Wie wir unter 1, 2 sahen, mürde der Sommerfe ldsche  Ansatz 
unser Problem vollstiindig losen, menn nicht auf (lem Rande iL = n ia  
die Bedingung: 

(24) 

unbefriedigt bliebe. Statt dessen haben wir: 
I 

ir 
oder, wenn wir den ILadiusvektor auf dem Rande I,!J = mit bezeichneri: 

CL 

83' a n 
-- - - - sin . P . P " ~  . 
Ce' z pla  + a" 

Der S ornmerf eldsche Ansatz IiinterliiBt also auf deni Raiide I,!J = 2 

ein Systern storender R-ormalspannungen (G,) ,  (Fig. 1 j), deren Ver- 
lauf durch: 

gegeben kt;  iui Chendlichen verschwinden diese Spannungen wie 

, in der Ecke verhalten sie sich wie e ' a - l ,  sodaB sie im E'alle 

einer Iîonvexen Ecke doit Null, im Falle einer I ionkave~ Ecke uneudlich 
groB xrerden. 

Stntt von storenden Spannungen konnen wir auch von storenden 
Ironzentrierten Kraften: 

reden und dann die ldee fassen, diese storenden Kriifte dadurch zu 
X 

bes~itigen, daB wir am Rande $J = - das Kraftesystem - Pl angreiten 

lassen und auf jecle einzelne Kraft - Pl den S ommerfeldschen Ansatz 

anaeuden. Dadurch wird der Band yi = : von stiirenden Kriiften fiei, 

aiif [lem R i d e  7b = O intle~sen wird niin jede einzelne Kraft - Pl eine 
storende, auf dem Rnnrle seilkrecht stehenile, nach unten positiv ge- 
rechnete Kraft p, erzeugen Tom Eetrage: 

u .  n: d ( ~ ' ~ )  a n (e' '1 
p, = - - sin . p'" . - . - sin - . P .  aa . --- 

5t a + e T u ) e  z a (e'" + a")" 
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Von K. WIEGHARDT. 79 

und mithin wird die Gesamtheit der Krafte - P, an jeder Stelle p 
des Randes I) - O eine storende konzentrierte Kraft P, zurücklassen, 
welche durch die Gleichung: =2 

e'" . d b ' ?  

O 

bestimmt ist. Schafft man diese storenden Krafte wieder fort, i d e m  
man am Rande I,O = O das Kraftsystem - P, anbringt, so wird wiederum 
auf dem Rande $J = n/a: ein storendes Krnft- Fig. 15. 

systenl P, entstehen, welches man in der /'-a- - 
/' bczeichneten Weise wicder beseitigen kann. , 

Hierniit ist ein altemierendes Yerfalwen ge- 
kennzeichnet, modurch man abwechselnd den 

i 
eineri und den andern Rand frei von storenden 
Kriften bekornmt und welches den Keiin ziir b i t  7% _/ '\ 
Losung unsrer Ranclwertaufgabe and daniit 
unseres elastischen Problems enthiilt, falls ,,S. ' 

\%\.. 

der Nnchweis gelingt, daB es kofiver,~iicrt 
Ehe wir uns der Untersuchung diesel- Frage zuwenden, wird es 

zmeckmiBig sein, den gesamten Algorithnius (les alternierenden Vrr- 
fahreris übersichtlich zusammenzustelleri. 

Pig 16a. F i g  l t ih  

TVir beginnen damit, die Uleichungen anzuschreiben, welche die - 

dem S O m ni e r fe l  d schen Ansatze entsprecheilden Spannungsverteilungen 
in deu Helastiirigsfallen von Fig 16a  und 1Gb darstellen: Zu Fig. 1Cia 
gehort das Systrni: 

crP 7,,-l 1 
- - - - - - - 

4 iz Li" - ,," - <[" 1 J 
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die Aussagen dieses Spstems wollen wir unter Einführung der Abkürzurig: 

a" = C 

in der einen Gleichuug: 

zusamm enfassen. 

Zu Fig. 1 6 b  gehort das System (auf eine genauere Ableitung kanu 
wohl veizichtet, werden): 

(El b) 
a P  - ( e , ( e , q ) ~ ~ a - 2 [ ( a - ( a - 1 )  - -- -- a"] - 

(6"  a")" 
7 

wo der Beyuemlichkeit wegen 

;n - in - 
e, - e u ,  e , = e  

gesetzt worden ist. Wiederum mollen wir die Aussagen dieses Spstems 
in eirier einzigen Gleichung zusamuienfasseri, rigmlich: 

u 1' 
(29 bb) .!2 (5 5 )  = - 4 in 

o' (t, q, c) . 

Jede GroBe 52 nun, welche nicht von einer nur einriialigen An- 
wendung des Sommer fe ldschen  Ansatzes hprriihrt, sondern von dern 
bis ins Cnendliche fortgesetzten alternierenden Verfahren und welche also 
die bel dem Kraftangriffe P in unserm elastixhen Wiidrelraum wirklich 
herrschende Spannungsrerteiluug kennzeichnet, falls das alternierende 
Verfahren koiivcrgiert, ist danri durcli rolgende Gleichung bestimrnt: 

I a (U:I = (: sin ~1'. f2 (26) 

ne., + ('sin :)*. f, (u) . . . + (,Sm ;) . fs, (uj + . . . in in f .  
(30 a) 

- Y (u) = (' sin z-) . fl (u j 
n 2 m + 1  +(: "n":f3(~)+ ...+(: sin;) f2m+l(u)+...inififi 
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Ton K. WIE~EAHDT. 81  

gesetzt ist. Die in diesen Gleichungen auftretenden Funktionen f sind 
ihrerseits durch die Gleichunpn: 

definiert; es ist sofort zu selien, da8 sie mit unsern konzentrierten 
Kraften - Pl (et), - P, (@), - P, (Q') usw., die beim alternierenden 
Verfahren anzubringen waren, in folgender Weise zusamrnenhingen: 

7c 
- Pl (Q') = - 5 sin a - P - d ( p ' a )  . fl ( p P a ) ,  

a 

Die Konvergenz des alternierenden Verfahrens wird sich uns nun- 
mehr ergeben, wenn wir zuerst die Konvergenz der Reihenentwick- 
lungen (30a) nachweisen und d a m  zeigen, daB diese jene nach sieh zieht. 

Eine 5üchtige Betrachtung d e r  Gleichungen (30 b) lehrt zunachst, 
daB alle Funktionen f durchweg positiv sind, wenn wir uns auf positive 
Werte von ?; beschriinken, was wir tun dürfen, da v j a  immer die 
Rolle eines mit a potenzierten Radiusvektors Q spielt. Weiterhin sieht 
man sofort, daB alle Punktionen f im Unendlichen verschminden und 
- bis anf die b'unktion f, - im Punkte v = O unendlich groB werden. 

F'erner M t  sich zeigen, daB die Funktionen f andere Unentllich- 
keitsstellen als v = O nicht haben konrien, da sie mit wachsendem v 
stets abnehmen. Nehmen wir namlich an, diese letxte Eigenschaft sei 
für die Funktion fm- ,  (v) bereits nnchgewiesen, so folgt sie für die 
Punktion fm (v) aus der unmittelbar nach (30b) als richtig zu er- 
kennenden Gleichung: 

Zeitsehrift f Mathematik n. Physik 55. Rand. 1907. Hoft 112. 
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ist hier A. gr6Ber als Eins, so ist nach Voraussetziing: 

Xun ist aber jene Eigenschaft für die Funktion f ,  unmittelbar 
nachweisbar, also müssen sie alle anderen f auch haben, und somit ist 

Fig. II. jeweils v = O die einzige Cnendlichkeits- 
stelle. Hieraus folgt ilun in Verbindung 
mit einei. andern noch zu erweisenden 
Eigenschaft der Funktioneii f ,  daB der 
Wert von 

(z sin Z)"'. tm (v> 

-----...,,--'----- für wachsendes 1 ) ~  auf Null zu konvergicrt 
l fiir alle Werte v niit alleiniger dusnahme 

des Wertes v = O. In  der Tat: Bilden wir 
das Integral über unsere Punktion f,,(vj von Null bis Unenaich, das 
ist die schraffierte Plache in Fig. 1 7 ,  so bekommen wir nach den 
Gleichungen (30b) folgenden Ausdruck: 

und daraus ergibt sich, wenn wir reçhts die Eeihenfolge der lute- 
grationen vertauschen : 

d. h. die volz d e r  Funlition. f, (v) und den beide?% Koordimter~acl~sen ein- 
gescldosse?ze Flüçke ist f i ir  alle Funlitione?t f dieselbe. Da sie nun für 

Fig.  ln. f, gewiB endlich ist, so konvergiert mithin die von 

I der Punktion : 

fm- xl 

und den beiden Koordinatenachsen eingeschlossene 
1 

l 
Fliiche mit wachsenùern n gegen Null, deon kz sin t) 
ist kleiner als Eins, der Verlauf dieser Funktion 

karin souiit, mit Berücksichtigung ihrer schon gefundenen Eigen- 
schnften, in der Gienze .w = cc liein anderer sein als der des von 
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den beiden Koordinatenachsen gebildeten Hakens (Fig. 18), d. h. es ist 
in der Tat: 

iim (' sin ")m. f, (v) = O 
(m-m) Z CL 

für jedes c > 0. 

Bcrücksichtigen wir nun die Gleichungen (30c), wonach die 
Funktionen f mit den storenden (bez. beim alternierenden Verfahren 
immer zuzufügenden) konzentrierten Randkraften proportional sind, 
und zwar so, da1 jedesmal die Furiktion f noch mit deni uriendliçh 
kleinen Xlenient d(@) zii miiltiplizieren k t ,  so sehen mir, daB unser 
alternierendes Verfahren hinsichtlich des Kleinerwerdens der storenden 
konzentrierten Randkriifte ziherrall auch in der Ecke selbst, konvergiert; 
wir konnen sagen, es konvergiere in dieser Beziehung über don ganzen 
Rand hin gleichmii/3ig. Etwas anders verhalt es siçh, wenn wir nicht 
die storeiden konzentrierten Krafte betrachten, sondern die ihnen ent- 
sprechenden stGrerideri Norrrialspannungen: 

diese sirid iiach (WC) proportiorial mit f a  pu-', werden also, da f 
selbst in der Ecke unendlich wird und pu-' ebenfalls, in der Ecke 
unendlich, wie oft man auch das alternierende Verfahren anwenden mag. 
Wir sehen also: Hiiisichtlich des Kleinerwerdens der storenden Normal- 
spannungen am Rnnde konvergiert das alternierende Verfahren und 
zwar gleichrniiBig, a e n n  mail die Ecke selbst aus der Betrachtung aus- 
schlieBt, in der Nahe der Ecke ist aber die Konvergenz des alternie- 

renden Verfiihrens in dicser Hinsicht rctiglci~l~~nÜ/jig. Leensu so ver- 

halt es sich nach den obigcn Entwicklungen mit dem Kleinerwerdcn 

der Funktionen (n sin f)"' . f, (u).] 

Fragt man nun, ob durcli diesen Umstand die prineipielle Be- 
rechtigung unseres altemierenden Verfahrens in E'rage gestellt wird, 
AO kann man nur sagen, daB daron nicht die Rede ist. Denn die 
stiirenden unendlichen Normalspaiînungen gehoren naçh dem vorhin 
Gesagten zu jenen, die in dm Grenze selbst die Rmultante Nul1 haben, 
k6nnen also im Sinne der Bernerkungen von Seite 69 keinen Sehaden an- 
richt,en. Wohl aber wird darlurch die praktische Brauchbarkeit des Ver- 
fahreris d a m  beeintrachtigt, wenn man die Spannungen in der Niihe der 
Ecke kennen lernen will, deml alsdann wird man, um eine relativ geringe 
AnnXherung zu erzielen, schon relativ oft die Schritte des alternierenden 
Veifa'urens wiederholen müssen. Wir haben nun aber überhaupt noch 

fi * 
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zu zeigen, daB die Konvergenz iinseres alternierenden Verfahrens awh 
hinsichtliçh der Spannungen unseres elastischen Systems hesteht, daB 
also die Gleichungen (30) wirklich die Spannungsverteilung dariri überall 
richtig darstellen. Zu deni Zwecke ist nachzuweisen, daB die durch 
die Gleichungen (30) gelieferten Funktionen JL entweder endlich sind 
oder, fiir Q = O, schwiicher unendlich werden als Ilp, denn alsdann 
haben sie, da sie ja ihrem Charakter nach mit Spanriurigen aquiraleut 
sind, die Resultante Null, sind also unsçhiidlich i m  Sinne der Re- 
merkungen von Seite 69. Xun konnen die Funktionen @ und @', wie 
der Anblick der Gleichungssysteme 29a und b zeigt, als Funktionen 
von u allein betrachtet, in der Ecke hochstens so stark unendlich 

1 
mrden  wie ;. Anderseits sind die Funktionen @ und Y in der Ecke 

1 gewiB schwacher unendlich als , denn anderenfalls konnten die Inge- 
u 

grale[@dti undef idu  nicht endlich sein, was aber nach (31) und (30s) 
O O 

zutrifft. Mithin sind die Integrale in (30) in  der Ecke schwacher un- 
endlich als: 

a- 1 d u  &. -  oder als - pu-' -- , 
U ZL u 

also wegen z c  = pu schwacher unendlich als l/@, was zu zeigen war. 

3. ü b e r  d a s  V e r h a l t e n  d e r  Spa i i i lungen  i n  der  N a h e  der  Ecke .  

Es ist miBlich, daB uns das altcrnierende Verfuhren gerade da im 
Stiche lifit, wo wir es mi notigsten brauchen; denn wir werdeu schon 
nach Analogie mit detn beim Schlitze Gefnndenen annehinen diirfen, 
daB die Spannungeii in der Ecke unendlich gr08 werden und daB da- 
mit für die Beantwortung der Frage nach der Richtung und dem Ver- 
laufe eines Materialbruches, wie wir sie im ersten Teile der Abhandlung 
stellten, auch hier gerade die Verhaltnisse in der Ecke und in ihrer 
Nahe maBgebend sind. 

Aber hier scheint sich ein Ausweg zu bieten. Aller Wahrschein- 
lichkeit nach haben niimlich, wenigstens für die Winkelraume a < 1, 
die Spannungen in der Nihe der Ecke die Borm einer Funktion des 
Winkels @ multipliziert mit einer Potenz des Radiusvektors g. An 
einem exakten Nachweise hierfür fehlt es mir freilich vorderhand: es 
niüBte moglich sein, obige Vermutiing ails dem alternierendm Verfahren 
heraus oder sonstwie durch strenge Schlüsse als richtig zu erkennen. 
Aber abgesehen davon, da0 die Vernlutung für den Schlitz und über- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 
haupt alle ganzzahligeli - zutrifft, spricht noch ein anderer gewiçhtiger 

Grund fiir sie. Gewisse Folgeiungen aus ihr zeigeri niiriilich eine gariz 
iiberrascliende 1?bereinstirnmiing mit geaissen zahlenmiiBigen Ergeb- 
nissen, die man bekommt, wenn man das alternierende Verfahren irn 
Falle der reehtwinkligen konkaven Ecke ( a  = %) anwenclet, urn dort 
die Spannungen wirklich zu berechnen. Auf diese Übereinst i inn~un~ 
komme ich nachher noch zurück: vorliiufig führe ich jetzt die Annahnie 
ein, die oben ausgesprochene Vermutung sei zutreffend. Es ist klar, 
daB sie dann nicht nur  für die Spannungen zutrifft, sondern auch für 
die  Spannungsfunktion, sodaB wir fiir diese in der Nibe der Ecke 
den Ansatz: 

(32) P(Q, W) = 8" x Piinktion von + 
hiitten. Die mit vier willkürlichen Tntegationskonstanten - etwa 
A,A,B,B2 - behaftete Punktion von @ findet man sofort aus der 
Bedingung, daB P der Differentialgleichung: V V  F(x  y) = O genügen 
muB, sodaB mir haben: 

(32a) P = q n ~ [ A 4 , c o s n ~ + A z c o s ( ~ z 2 ) ~ + B , s ~ ~ ~ ~ - ~ - B , s i n ( r z 2 ) ~ 1 ,  

woraus durch Differentiation folgt: 

el? 

c $J 
= p n .  [ r z B l c o s n ~ + ( n - 2 )  B 2 c o s ( n - 2 ) $ - n r l , s i n n ~  

- ( 1 2  - 2) AL sin (w - 2) $1 ; 

wir wollen versuchen, diese vier Konstanten aus den vier llandbedingungen: 

(da an keinern Rande in der K h e  der Ecke eine Kraft angreift) au 

bestiminen. Das führt auf die Gleichungen: 

?L z (n - 2) z n n (n - 2) n 
A, c o s  + A, cos -- + BI sin y + B2 sin ---- - 

133) 
-07 

n n . jn -2 )a  
- rcA, sin - (n- 2)Az sin-- + n B , c o s ~ +  

Sollcn diese eine von Sul1 verschiedene L6sung haben, so miil3 ihre - 
Nennerdeterminante uerschwinden; alsdann bleibt mindestens eine der 
vier Ilonstanten willkürlich. Bleibt nur eine willkürlich, so ist der 
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Fig.  19. 

der transzendenten Gleichung auf~usuchen, die zwischen 1 und 2 liegen 
und auch diese Aufgabe wollen wir nur  für die Winkelriiume von der 
Halbeberie bis zum Schl ih  (1 2 a - > '/,) niiher verfolgen. Das Rrgebnis 
ist graphisch in  obigen Figureri niedergelegt, in welchen für jeweils 
bestimmtes a: der Verlauf der Funktion H(n)  aufget rapn ist. 

Wir  sehen hieraus zunachst: Unsere transzendente Gleichung ha t  
zwisçhen n = 1 und ,n = 2 - wenn wir die Grenzfille Halbebene und 
Schlitz zunachut ausschlieBm - entweder eine gewtihnliche wurzcl, 
namlicli zwischen Halbebene u n d  dem durch t g n l a  = nlol gegebenen 

konkaren Winkelraum - dort r i r d  nimlich (g) gerade Nul1 - 
, = 2  

oder zwei gewiihnliche, nimlich zwischen diesem NTinkelraum ~ i n d  dem 
Schlitz. I n  dem Grenzfalle der lIalbebene hat sie zwischen 1 und 2 
keineWurze1, im Grenzfalle des Schlitzes zwei zusauime~~fallende Wurzcln 
(eine sog. Doppelwurzel). AuBerdern benierken wir nebenbci, daB beiin 
Schlitz - und daller wahrsçheinlich auch bei den benaclibarten TPinkel- 
raunien - sich Wurzeln finderi, die gr6Ber als 2 sind. 

Der hierdurch nahegelegte Verdacht, der S o m m  e r  fel dsche An- 
satz (12) niochte für  den Fa11 des Schlitzes melirere Lijsungen unsres 
Spanniingsproblerns ergehen, wird diirch folgende ~ b e i l e ~ u i i g  beseitigt. 
Der Sominer fe ldsche  Ansatz lautete: 

E e  F p - 1 - - -BE ,  4 - i ,  
SE67 5 3 - a $  4,$-ai'i 
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wo wir füi den Schlitz /i = S setzten. Wir  wollen jetzt aber nicht die 
zlvischen 1 und 2 gelegene Wurzel PZ heranziehen, also /3 = +, sondera 
= 4 setzen, uni einen h i a t z  zii bekomi-iien, der Spannungen liefert, 

die in der Ecke wie ~ ' 1 2  verschwinden, also genau solche Spannungen, 
mie sie der Wurzel n = unsrer transzendenten Gleichung für den 
Schlitz entsprechen. Dieser Ansatz ist an sich durchaus m6glich, die 
Spannungen verhalten sich im Unendlichen wie l / g ,  die Differential- 
gleichung V V F  = O ist befriedigt, und im übrigen sind beide Riinder 
nach mie vor kriiftefrei bis auf eine konzentrierte Kraft Y am Kande 
$ = O .  Aber im Innern des elastischen Winkelraumes tritt jetzt noch 
eine neue konzentrierte Kraft hinzu, denn lj3 - w9 und li? - al'' rerden 
jetzt nicht nur auf dem ftande + = O gleich Nul1 ~ w i e  bei der früheren 
Schlitzl6sung), sondern auch noch an der Stelle: @ = 4/,n, Q = a.  Die 
beiden korizentriertei~ Ki-iifte wirken sich danu so entgegeri, daW in der 
Ecke Spannungen Ni111 heraiiskommen. Ganz iihnliches ergibt sich, 
wenn a i r  = 1 setzen, was der Wurzel 92 2 entspricht. Hier be- 
kommen wir: 

und da 6 - a: und q - a auBer bei $ = O auch noch bei I/J = 2z ver- 
schwiriden, bekommen wir auBer der konzentrierten Kraft Y bei I/J = O 

noch eine solche bei 7,i~ = 27c, die die Wir- 
Fig. 20. 

/- 
kung, welche die erstere auf die Ecke aua- 
iibt, gerade wieder sufhebt (Fig 20), so daB 
in der Ecke die Spannungen verschwinden 
(und irn übrigen für jede der beiden Halbehenen 
die Spannungsverteilung der B o u  s s i n  e s y - 
schen Halbebene herauskommt). 

Demnach beschaftigen wir uns jetzt nur 
noch mit den Wurzeln, die zwisehen 1 und 2 
liegen und beginnen zweckmiiBig mit der 

Doppelwurzel 9z =: im Falle des Schlitzes. Versuchen wir, die zugehorige 
Spannungsfuriktion nach den G1. (33) zu berechnen, so werden mir 
finden, daB dort zwei GroBen A,A,B,B2 willkürlich bleiben, wenn 
a = S und 9% = gesetzt wird. %Tir bekommen also keine bestimmte 
Spaunungsfunktion, sondern deren noch einhch uiiendlich viele ver- 
verschiedene (da die eine der Konstanten nur multiplikativ ist, den 
Charakter der Spanrlurigsverteilurig also nicht beeinfluBt). Dies i d  riun 
gar nicht rn~rkwürdig. Denn mir kennen ja beim Schlitze nicht nur 
e i ~ z e  Spannungsverteilung, bei welcher die Spannungen in der Ecke wie 
en-" pe-'12 unendlich werden, sondern deren zwei, niimlich: 
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und 

8 9 

(S. Fig. 7 )  

nnd durch passende Überlagerung bekominen wir aus diesen beiden 
eine einfach unendlichc Schar solcher S o min e r  f e l  dsrher Ansatze, ent- 
sprechend deni Urnstande, da0 unsere homentrierte Kraft beliehig ge- 
richtet sein kann (Fig. 21). Unter diesen unencllich vielen Ansiitzen 
sind die obigen beiden nnn dadurch ausgezeichnet, daB die zugehorigen 
Spannungsverteilungen und damit auch die 

Fig. 21. 
Spannungsfunktionen gcwisse Symmetrieeigen- 

/-y 
schaften aufweisen. Die beiden ausgezeichneten ,y 

Funktionen sind nnrnlich: 1 
C .  [sin+@ - 3sin +$] 

und 
C .  [cos++ - cos;+] 

.. 
--2 ( G  eine beliebige Konstante) 

und man sieht ohne welteres, daB die erste sich üherhaupt nicht und 
die zweite nur ihr Vorzeichen andert, wenn man @ mit 2n - ~ ver- 
tauscht. Wi r  werden dies so ausdrücken, wie es für das Folgende 
zmeckrniBig erscheint: 

Steht beiw Schlitze die Iionze~ltrierte f i u f t  selz1;recht zwn Rctnde, so 
ist die zu,geltorige Spannu~z,qsfi~dtio i n  der Eclx hivsici~tlich der Symmetric- 
ache $-;z des Schlitzes synzmetrisch sc/zlec?ztlzin; geht die komentrierte Kraf't 
deln Bande paralzel, so besteht auclt mclz Symnzetric., aber nur 7zinsicl~tlic7t 
des Absolutwertes der S~~a~~nz~ngsfi~~zktio'n, die Vorzhchen sind auf' beiden 
Seiten der Sywmetrieachse des Schlitzes verschieden. 

Geheii wir jetzt (Fig. 19) vom Schlitze zu Winkelriiumen von 
etwas kleinerer Offnung über, so sehen wir, da1 unsere Doppelwurzel 
72 = 3/2 sich in  zwei einfache W u ~ z e l n  auflost, von denen jede groBer 
als 3/2 ist. Gehen wir in demselben Sinne weiter, so vergoBert sich 
der Zwischenraum zwischen beiden Wurzeln immer mehr, beide wandern 
zwar dauernd nach ïeehts, aber die reclitc schneller als die linke. Das 
geht so weiter,. bis bei dem wiilkel t g  n / u  = n/a die rechte Wurzel im 
Punkte n = 2 verschwindet. Gchen wir noch weiter auf dic Halbebene 
zu, su wandert auch die übriggebliebene Wurzel immer nach rechts 
weiter, bis sie für die Halbebene selbst ebenfalls im Punkte n = 2 
verschwindet. 
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Charakteristisch für alle diese einfaclien Wurzeln im Gegensatz zu 
ohiger Doppelwurzel ist nun, daB eu jeder nicht unendlich viele wesent- 
lich verschiederie Spünnungsfunktionen gehoren, sondern eine einzige 
(ahgesehen von dein unm-esentlichen willkürlichen Faktor, mit dem die 
Spaunungsfunktion noch multipliziert werden darf). Hiervon übeieeugt 
man sich sofort, v e n u  nian in den letzten beiden Gleichungen (33) A, 
und B, vermoge der ersten beiden durch A, und B, ausdrückt, wo- 
durch man bekommt: 

1st n eine Wurzel unserer transzendenten Gleichung (3), so sind diese 
beiden Gleichungen miteinander rertraglicb und liefern für den Quotienten 
A : B nur  dann kein bestimmtes Verhaltnis, wenn etwa alle husdrücl;e 
in den eckigen Klamrnern verschminden sollten. Nuri verschwindet aber 

91 a (n- 2)a 
COS - - cos -- - 

IY n 

nilr für den Fall, daB 1 /a eine ganze Zahl ist, also z. R. fiir d ie  Hall)- 
ebene und für den Schlitz, aber nicht für  die zwischenliegenden Wiiikel- 
raume. 

Beschriinken wir uns riun auf die J5'inkclriiunie zmischen Schlitz 
und tg ,z/a = n /n ,  so  bekorririien wir alsv jedesmal zwei ganL bestiminte 
Spannungsfunktioiieri: 

~~1 . ry ($, n,) und en. . q ($, n,],  

worin n, und n, die beiden Wurzeln der transzendenteii Gleichung sind. 
Diese beiden ansgezeichneten Spaiinungsfunktionen k6nneii naturgciniB 

keine andern sein als diejeriigeu, welche 
Fis. 22. 

einem normalen und einem tangentiden 
T7 Aiigriff unserer konsentrierten Kraft P ent- 

i / sprecben (Fig. 22), und es fragt sich nur 
noch, mclche der beidcn Wurzeln den 
einen und welche de111 andein Falle ent- 
spricht. Die Frage wird entschietlen, wenn 
wir uns klar mnchen, daB urisere beiden 

Spannungsfunktionen dieselben Syinmetrieeigenscliaften aufmeisen miisseii 
wie die entsprechenden beim Schlitze. Die Differentialgleichung niindich. 
nach welcher die Funlition q($) in (32) zu bestimmen ist: 
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enthilt iiur DiEeferentialquotienten gerader Oidnung und dnraiis folgt 
~unachst, daB, wenn cp (4)  eine L6sung ist, auch g> ( c  - +) und - rp ( c  - +) 
Losungen siild, wo c irgencleine Konstante ist. Da nun die Rand- 

Iiedingungen für ip ,  ii%nlich: <p = O = O hinsichtlicli des Winkels 
CE@ 

z!2a vd l ig  symmetrisch sind und zwar sp imetr i sch  sowohl mit als 
auch ohne Andermg des Vorzeicheiis, so m i d  diejenige Funktion y, 
welche die obige Differentialgleichung und die Randbedingungen be- 
friedigt, in bczug auf den Winkel n / 2 a  entweder ganz oder bis auf 
das Vorxeiclien symrneirisch sein, d&n andernfalls gabe es, da ja auch 
rp(zc./a - 7b) und - cp(z/c - 7) )  Tki ingen der Differentialgleich~iiig sincl, 
die die Randbedingungen befriedigen, für  eine und dieselbe wurzel 
mehrere S~iannungsfunktiorien, wahrend wir oben sahen, daB es iinr 
eine einzige gibt (bis auf den wiederholt erwiihnten willkürlichen 
Falitor). 

Vergleichen wir dies mi t  dem beim Schlitze Gefundenen, so be- 
antwortet sich die oben aufgeworfene Frage wie folgt: 

V o n  den  beidrn Span~zztrzgsfic~zlitionen, die zu d m  beiden zwischen 2 
tazd 2 gelcyencn Wzwscl?z clcr trclnszendenten Gleiclzung (34) gelrol-en, ent- 
s p i c l ~ t  diejenige eitzern nornzulen A n g n ' f  der lio?zzenkierte?z K ~ a f t  P, 
.icelc71e Izinsiclrtlich der J f i t t e lac lm + - n / 2 a  des 1T7idielraunze, vollig 
spwzetr-.isch i d ;  die andere, zi:elclte z u r  Mittelachse nzw 71221 uiigeiinrierlern 
Jurzeiclzen symnetr2sclz i s t ,  entspricht e inem tungentirllen Angl-iff der 
kliizzentrierterl Iircxft P. 

Wir  hahen also folgendes Ergebnis: 

Im nllgenzcinen zcarden die c1,~r-ch ~zornznlca h in f tn î zgr i f f '  i n  der 
A7r&e der E ~ l i e  er-zeugteu S j innmmgen  in einem andern  G r a d e  unendlich 
als die dur-ch tnngcntiellen Kra f ta l zgr i f  erzolqten, u n d  zwar- e~zt.~prZcl~t der 
normale Krcrfïnitgriff der kleinereïz ~ 7 e r  Deiden / ~ ~ h ? . z e h ,  so r lq3  cceser 
also ein stlirlicres ~Jt~endlicit~cwn7en (7w S p n n n m g e n  in der Fcke %el-- 
zwsacht nls v i n  tunqentieller Kruf?angrifi:  n i r  die M'inkebiiii?r~e zzcischm 
Halbehcne z i n d  tgrzla: - zlw s ~ ~ i f z t  sich (lies Ve~1iilltni.c d a l ~ i n  221, rJn/3 
dort zwar  wolil die d z l w l ~  nornrulen, n i c l ~ t  crlier die dtwc1~ tu ,~y~:n t i e l l e~z  
K r a f t a n y i f f  erzetqterz Spamacwgcn .irnentilicl~ grop w e d e u .  U e i m  Schlitz 
~itier werden Iwirlewtnle die f$~an~zzt?zycn in der Ecke gleich stol-7; ~.i~zentliicIi. 

4. n b e r  d a s  w i r k l i c h e  R e c l i n e n  m i t  d e m  a l t e r n i e r e n d e n  
V e r f a h r e n .  

F ü r  den Fa11 der reclitwinkligen konkaveri Ecke (a = +) habe icti 
die Rechnung mit  dem altemierenden Verfahren wirklich durchgeführt. 
Arn besten rerfahrt man dabei bald zeiçhnerisch, bald r eçhne l - id .  Das 
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erste Hauptziel ist die Ermittelnng der Fnnktionen @ ( P L )  und Y ( u )  von 
S. 80; man hat also ~ u n i c h s t  einrnal die E'unktiorien [(v) riach den 
61 (30b) zu konstriiieren. Dabei ist es praktisch, als Veraridrrliche 
nicht u und v, sondern deren natürliche Logarithmen zu miihlen. Die 
Funktion f ,  ist ohne weiteres aus (30b) abzulesen, f2 bestimmt man 

durch Integretion aus der zweiten G1. (30b) zu: 

man triigt sie Tor allen Dingen zeichnerisch auf. Alsdann berclchnet 
man einige Werte der Funktion: 

1 2  v 
(-5)' = (l+-i) , wo abkiirzend i = - gesetet ist; 

26 + P U 

mit diesen sind die Ordinaten obiger Kurw nach der dritten G1. (30b) 
zu multipliziereri. Die so erhalterien Puiikte liefern fur jedes v je eine 

Fig. 23. 

neue Kurve, melc,he mit der X-Achse eine Flache einschlielt, deren 
Ausplanimetrierung die niichste gesuchte Funktion liefert: 

Den so angedeuteten ProzeB setzt man forb, bis man eine geeignete 
Anzahl von Funktioiicn f gefunden hat. Nan sieht, da13 bisher die 
Hechnuug von der speziellen Wahl des Winkeiraumee ganz unabhangig 
ist. Jetst aber niuB man sich für einen bestinimten Winkelraiim rnt- 
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schlieBen, da die Definitionsgleichungen (30a) für @ uiid Y das a! ent- 
halten. War nun f ,  so bestimmt, daB es noch fiir v = 10-"-c [also 
für Q = IO-";. - a, da c = a'/.] 30 genau war, wie die Zeichenoperatioiien 
in dern gewlhlten MaBstabe überhaupt zulieBen, so war f, in dem- 

4 
24 

.~ ------ 

P- ):- i l * $  

/' 4 1 

7 / 
)??TV? ,. 

2 , ! ~$JJ.JJ 
% ,/ 1,: 1 : y  j J  

/' 

di 
Cl 

a 

Y I 

2 

3 
L 

%/A 
//--- 

selben Grade genau noch für Werte v = 10-lMc. ScUeBlich waren 
die Funktionen @ und Y in demselben Grade genau noch für Werte: 
v = IO- ' .  c. Man durfte also hoffen, daB die su erhaltenen Funktionen 
die Spannungen mit der erwahnten Genauigkeit beherrschen würden, 
sofern mun nur von der Ecke wenigytens um das 8tück: p = 10-"'~. a 
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entfernt blieb; mit anderen worten: daB man trotz der ungleichmiiBigen 
Konvergenz der Reihenentwickluzigen (30a) die Spannungsverteilung in 
groBer Nahe der Ecke schon recht gut beherrschen würde. Ich be- 
rechnete nun mit Hilfe von @ und V (Fig. 24) nach den G1. (30) siimtliche 
Spannungen für die Winkel $ = a/2 ,  3,'4x, a und die Entfernungen: 

P 
a 

= 1 0 - 9 ,  10-~,,, 10-6, 10-=j2, 10-9, 1(,-=,,, 

was ein entsprechend haufiges Planimetrieren von aus @ und 'P ab- 
geleiteten Kurven (Fig. 24) erforderte. Das Ergebnis ist in der folgenden 
Tabelle niedergelegt, deren Zahlen nicht die Spannungen selbst darstellen, 
sondern die durch @-'il dividierten Spannungen: 

Hier bemerkt man bald, da8 das Verhiiltnis jeder Zahl der Tabelle 
zu der darunterstehenden einen merklich konstanten Wert hat, der 
durch den Bruch a gut wiedergegeben wird. Multipliziert man also 
bei koristant gehalteriem Wirikel + den Eadiusvektor C, mit 10-'/1, so 
miiltiplizieren sich alle Spannungen mit + .  10''~. Von hier aus komnit 
man leicht auf die Vermutung, daB in unserm ganzen Zahlenbereich 
die Darstellung gilt: 

Spannung = Potena von Radiusvektor x Funktion des Winkels, 

abgekürzt: S = p" - G ( q ) ;  

macht man diesen Ansatz, so hat man in der Tat:  

und um vüllige Überein~tirninun~ r d  alleu Vertikalreihen unserer 
Tabelle zu erzielrn, hat man nur noch ?n aus der Gleichung: 

lu-:'." = 3 .  l()i/, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



zu bestimmcn, was auf den Wert: 

nb = - 0,45 . . . 
führt. Man hatte demnach zu schlieBen, daB im Palle unserer konkaven 
rechtminkligen Ecke bei normalem KraRangriff P die Spannungen in 
der Ecke wie p-O@ - - .  unendlich werden und für die zugehorige 
Spannungsfunktion, daB sie in der Eclre mie 

gtu + S = g1,55 

verschwindet. Bereclinet man nun zur gegenseitigen Prüfung dieses 
Ergebnisses und des Ansatzes (32) anderscits die zwischen 1 und 2 
gelegene kleinere Wurzel der transzencleriten Gleichung (34) iin E'alle 
imseres Winkelraumes, narnlich der Gleichung: 

so komint man auf den Wert: 

= 1,5443 . . . (S. Fig. l9),  

dieser Wert ist in giiter %xeinstimmung mit dem ohen für m + 2 
gefundenen. Von hier aus wird man schlieBen dürfen, daB die Dür- 
stellung (32) der Spannungsfunktion in der Nahe der Ecke richtig ist. 
(Kebenbei çei erwahnt, daB ich auf den Ansatz (32) überhaupt von 
meinen Zahlenrechnungen aus gekommen bin.) AuBerdem folgt aus 
der Konstanz des Verhültnisscs übereiiianderstehender Zahlcn in unscrcr 
Tabelle, welche sich fast bis in das Gebiet p = lj1,a hinein erstreckt, 
daB dcr pra1;tische Geltungsbcreich der Darstcllung (32) von einem 
Leise mit beinahe i,,n Halbmesser urn die Ecke herum begrerizt wird. 

5.  ber den  B r u c h  d e s  B a c h s c h e n  V e r s u c h s k G r p e r s  
(bezw. des  L a g e r k o r p e r s ) .  

Ganz ahnlich wie im ersten Teile der Abhandlung wnllpn wir 
nun hier die Frage zu bearitworten suchen: Xarh welçher Richtung 
reiBt unser rechtwinkliger konkaver Winkelraim bpi normalem Angriff 
einer negativen Kraft P auf ? Der Baçhsche Versuchskorper w i d  
sich dam auch ungefahr so verhalten. Die entsprechenden Entwicklungen 
in ersten Teile sind so ausführlich, daB wir uns hier kürzer fwmn k6nnen. 

Die auf den Fa11 ci - % spexinlisierte Spannungsfuolition (32) lautet: 

n o  12 = 1,3445 . . . zu setzen und C eine uribekannte Konstante ist, 
von welcher nur das Vorzeichen nachher bestimmt werden muB. 
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Kehmeri wir vorweg, daB C negativ k t  und setzen seinen Absolutwert 
1 

der Bequemlichkeit wegen pleich - so liefern uns die G1. (17) 

folgende Darstellung der Spannilngen in der Nahe der Ecke: 

Ge - Gil i  

2 - = Q " - 2 [ ~ 2 ~ o s n ~ + ( 2 - n ) c o s ( 2 - n j + + ~ ~ ( 2 ~ ) . s i n n +  - 

+ i n ( 2  - 92) . sin (2 - n)$] ,  

z 4 11/ = p n - a [ ~ ~ 2 ~ ) . c o s n ~ - i n ( 2 - T ) ~ c o s ( 2 - n ) $ - n . s i n ~ l i i  

+ (2 - r t )  sin (2 - n)+]. 

[Beiliiufig sei erwahnt, da5 diese Gleichungen in guter plser- 
einstimmung mit den Zahlen unsrer Tabelle von Seite 94 stehen.] 

DaB C negativ ist, konnte z. B. daraus geschlossen merden, daB 
mit negativem C B? 4- by, für @ = n positiv wird, was je bci negativer 
Kraft P gemii3 der Fa11 sein wird. 

Bus der Darstellung (33) ergibt sich dann der die Richtung der 
Hauptspannungen charakterisierende Winkel 8 (S. Fig. 11) durch die 
Gleichung : 

die gr6Bte Schubspannung wird: 
~ 

]/'(!Y-$)'+ z 2  = g p n - a .  l/l + l / G )  . sin 2 ~ ,  

die grijRte Zugspannung: 

Die gr6Bte Schubspannung wird, mie man unmittelbar sieht, am 
gr6Bten für  @ = fi/4 und .lii = 5/,a, man findet d a m  als mogliche 
Richtungen fiir einen beginnenden Materialbruch nach der Scliub- 
spennungshypothese die Richtungen: 1 ~ ,  = 70°, 110°, 160°, 200°. 

Die gr6Bte Zugspannung wird, wie die Ausrechuung zeigt, am 
grGf3ten für I+!J = 6S012' und = 201°48'; als Ha~~tspannungsrichtungen 
ergeben sich damit die Richtungen: I,!J = 37O46', 12Y046', 142°14'J 
232'14', woron als Bruchrichtungen nur: 127O46' und 142O14' in Retracht 
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kommen, weil auf ihnen jeweils die grbBere Zugspannung senkrecht 
steht (Fig. 25). Auf den B a c h  scheri VersuchskGrper, der aus Naschinen- 
guB hergestellt war, paBt nun von heiden Festigkeitshypnthesen am 
besten die Zugspannungshypothese. Kach dieser ware also zu erwarten, 
daB der Bruch in einer der beiden Richtungen 12ï046' oder 142O14' 
beginnt (deren Mittel genau 135' betragt); wie nachlier der Bruch 
meitergeht, kaim durch unsere Untersuchmgen nicht redit erschlossen 
werdcn. LiiBt man 81s plausibel zu, deB der durch den beginnenden 
Bruch entstandene Korper (Fig. 26) im groBen Ganzeri ein Schlitz ist 
und da0 für den weiteren Verlauf des Brnches nur die Kompon~nte 
vun Y mallgebend ist, die ziir  Schlitzriciitung senkrecht steht, su würde 

Fig. 25. Fig. 26 

theoretisch der Bruch in seiner eigenen Richtung weiterfi-essen, was 
bei den B a c h schen Versuchen ungefahr der Fa11 ist. Jedenfalls nber 
sind tcnscre für den Beyinn dm Bruches gcltenden und azcf der Zq- 
s~~annu~zgshypotl~ese basierenden B~gebnisse in l%cr&stimrnzcngn u n  ?nit den 
Ba ch schen Vwsuch~n. - 

A n h a n g :  Ü b e r  d ie  E i n d e u t i g k e i t  u n s e r e r  Losungen .  

Da unsere Bereiche ins Uiiendliche gehen, so handelt es sich bei 
der Frage nach der Eindeutigkeit der Losungen unserer Spannungs- 
probleme nicht nur darum, zu zeigen, daU zwei als verschieden an- 
gesehene Losungen mit identischen Randbedingungen tatsachlich iden- 
tisch sind, sondern darüber hinaus noch urn den Nachweis, da0 ein 
Gleichgewichtssystem von Kraften, welches ausschlieBlich an den un- 
endlich fernen Teilen des Randes angreift, übersil nur uueridlich 
kleine Spannungen erzeugt, falls jede einzelne spezifische Kraft dieses 

Systems - Kraft pro Liingeneinheit des Randes - so stark wie ' 
Q 

für C> = m (oder stiirker) verschwindet; denn von solcher GrtiBen- 
ordnung sind ja die bei unseren Ansiitxen im Unendlichen herrschenden 
Spannungen. 

Zoitschrift f. Mathemntil; u. Yhysik. 55. Band. 1907. Haft 1 / 2  7 
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Die so gekennzeichnete Eindeutigkeitsfrage erledigt sich in ihreni 
ersten Seile natürlich mit Hilfe des Greenschen Satzes: 

setzt man hier: 
U = F ,  V = v F ,  

so resultiert die Gleichung: 

Hier verschwindet das rechte Integral, wenn F die Differenz zweier 
Spaiinungsfunktioneri FI und F2 mit identischen Randbedingungen be- 
deutet, also ist dann überall v F =  O. Da  nun auf dem Rande iiberall 
F = O, so ist überhaupt F überall gleich Null; die dem F entsprechenden 
Spannungen siiid sinitlich Kull. 

Diese SehliiBweise ist aiich dann noch zulassig (S. Seite Ciri), wenn 

etwa die dern eiiizelnen FI oder F, entsprechenden Spannungen irgendwo 
1 

in erlaubter Weise - schwi-acher als - für p = 0 - unendlich groB 
e 

werden. 
Indessen versagt sie hinsichtlich des zweiten Teiles unserer Ein- 

deutigkeitsfrage. Denn wenn man den Greenschen Satz auf eine 
Spannungsfunktion bezieht, der ein ausschlieBlich im Unendlichen an- 

1 
greifendes Gleichgewichtssystem von Kraften der Gr6Benordnung - für 

e 
g - cc entspricht, so verschwindet das rechte Integral i n  (36) in1 

allgemeinen nicht; diese Gleichung gestattet also keinen Scl-iluB auf 
die GrtiBenordnung von V F  oder F selbst. Man kann vielmehr nur 
sagen, daB ein durchgiingiges Unendlichldeinwerden von V F  oder der 
Spannungen sich mit der G1. (36) c e ~ t ~ ü g t .  

n e r  gewünschte auf andere M6glichkeiten als der Verwenduilg des 
Greensclien Satzes basierte Heaeis ist mir bisher nur  bei der Hall,- 

1 
ebene, dem Schlitz, kurz dein E'alle gailzzahliger Werte von - gelungen, 

CY 

Dort ergibt sich dafür aber auch über das unmittelbar Kotwendige 
hinaus eine weitergehende Erkenntnis; wir erfaliren, wie stark dem 
eigentlich die Krafte unseres unendlich fernen Systems verschwinden 
rnüsserr, damit sie gerade nocli überall nui. unendlich kleine Spannungen 

1 
- 

erzeugen. Sagen wir niimlich: Wie p i  fiir p = CO, so ist A keineswegs 
gleich Eins, sonclern kleiner als Eins und bei verschiecienen Bereicheii 
verschieden. 
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In den'genannten Spezialfallen gelingt es ohne weiteres, die dl- 
gemeinde Spannungsfunktion, welche einem unendlich fernen Kraft- 
angriffe der geschilderten Art entspriçht, anzugeben. 

Durch eine naheliegende Erweiterung der Entwickliingen von 
Seite 84ff. ergibt sich zuniichst Folgendes. Der Spannungsfunktion: 

X 
wo A,, B, beliebige Konstante sind, entspricht in dem Winkelrnume ;, 

1 
wo - ganzzahlig, eine Spannungsverteilung von folgenden Eigenschaften: 

1) Die beiden Riinder (yi = O und = n) des Bereiçhes sind 

kriiftefrei, denn sowohl die Gleichung (32a) und (33) als auch die 
transzendente Gleichung (34j, welche hier in: 

1 
übergeht, sind, wenn - ganzzahlip, f'ür jedes n = 7i + u, wo k irgend 

eine positive oder negative ganze Zahl ist, befriedigt. 

2) Die Spannungen werden hochstem in erlaubter Weise (Seite 70) 
unendlich groB, denn, von der Ordnung pnpa ,  k6nnen sie für ,o = O 
htichstens von der Ordnung: (l/Q)l-a unendlich groB werden, falls nur k 
auf die positiven ganzen Zahlen beschriinkt bleibt; 1 - ct ist aber 
kleiner als Eins. 

Es soll nun gezeigt werden, daB F in der Form (37) überhaupt 
die allpemeinste Spannungsfunktion ist, welche einem unendlich fernen 
Kraftsysterii der oben geschilderten Art entspricht, daB man also die 
Konstanten A,, H, eindeutig so bestimmen kam,  da0 auf dem unendlich 
fernen Kreise: p = const. - no beliebig vorgescliriebene Normal- und 

1 
Sehubspannungen von der GriiBenordnung 7 ( P  = CU) - "0 eimt- 

weilen willkürlich - herrschen. 

1st B ein ins Unendliche anwachsender Wert dm Radiusvektorei p, 
so kiinnen wir uns die auf dem unendlich groUen Kreise vorgeschriebenen 
Randbediugungen in Form zweier Fourierscher Reihen gegebeu denken: 

und: 

- q, = E )  - - 2carn cos m o  + b ,  sin m y ]  
m = O ,  2 u , 4 u ,  . . .  , 2 k a ,  .. 

OC 

(a?') = - z[em cos n* + dm, ~ r n  me]  
a p  ( p = R )  

m=O, 2 u ,  4u, ... , i k a ,  ... 
7* 
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100 cber da8 Spalten und ZerreiBen elaatischer Korper. 

mit a h c d  als beliehig vorgeschriebenen Konstanten. Die Gleichung (37) 
ersetzen wir nun durch die folgende: 

aus welçher wir durch Differentiation ableiten: 

Somit ergeben sich mit den Abkürzungen: 

als notwendige und hinreichende Bedingnngen fü r  das Erfülltsein der 
Randbedingungen (35) die folgenden: 

O(+) -Z[e, cos m+ + orn sin mil.], 
ni=O,  B a , 4 a , .  . , Zku,  . . .  im Intervalle: 

(41) X 
O = < * &  

SA(@) = z [ c m  cos m@ + dm sin m a ] .  
nr=O, 40, 4a, ... , 21.~2,: . 

Nun haben aber die Reihen (40) eine doppelt so groBe Periode wie 
2 n 

die Reihe (41), niimlich -; wenn sie also auch - was ja verlan$ 

wird - in dem Intervalle von O bis die Reihen (41) darstellen, 

X 2 x 
80 werden sie doch in dem Intorvalle von Iy bis - gewisse andere 

Winkelfunktionen darstellen; es wird etwa gelten: 

Es liegt nun nahe, anzunehmen, daB die' Konstanten e ,  f, g, h xu- 
sammen mit den Konstanten A', B' durch die Gleichungen (41) und (42) 
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102 cher das Spalteu uud ZerreiBen elastischer Kiirper 

Nehmen wir jetzt einfach an, daB dieses uneridliche Systern 
linearer Gleichungen stets eine Auflosung hat, so stellt daiiiit P in 
der Form (39) wirklich die allgemeinste Spannungsfunktion f ü r  den 
geschilderten unendlich fernen Kraftangriff dar. Wir  sehen dann 
an (39) auch sofort, wie stark das Kraftspstem verschwinden m u B ,  
um überall nilr imendlich kleine Spaniiuiigen zu erzeugen. Nach (39) 
ist niirnlich die GrGBenordnung einer Spa~inung iru Maxiiiiurn gleich: 

Sol1 diese fiir beliehig kleines feçtgehaltenes g mit wachselideni R un- 
endlich klein werdeiî, so muB ersichtlich: 

(43) I > l - a :  

seiu. 

Fiir die Halbehene (a - 1) und den Schlitz (u = +) haben wir 
damit Folgendes: 

Wenn. alz dem zcnendlich fe)men Kreise II dey HalOehene ein 
Gleichgewichtssystellz von Xrüften angveift, dessen eiwelne Kroft  pro 
Lanycneinheit irgendwie zclzendlich kicin zcird, so werde~z dadwck iiberall 
nur unendlich kleine Spannztngm eraeugt; hein8 iS'chlitz dayeyen ist d a m  
notwendig und hinreickend, da/3 d%e eilîzelne Kraft pro I,&î,qewidieit 

1 
starter verschwindet als l i r n  . 

1/R 
1 I?n ailgenzeinen, Falle eines 'CT'inkeZm~~wes von gnnzzrrl~ligem - ist 

die notwendige und hinreichende Bedz.nqung, (3aB die Krüfte stbrlier 
1 rsrschwinden nls lim Ri-U . 

-- 
Big. ?H. I n  diesen Ergebnissen ist der gemünschte 

Eindeutigkeitsbeweis entjhalteii. 
Nicht nachgewiesen ist dabei, da0 das 

auftretende uuendliche linearr Gleiïhungs- 
system immer eine Losiing besitzt. In e i n m  
speziellen F a l k  habe ich die Rechnung 
zahlenmiiBig durehgefübrt. An dem un- 
endlich fernen Kreise des Schlitzes greife 

1 6 =- Te, = 0 
? RA ' 

an (Fig. 28); diesem entsprechen nach den Gleichungen (17) die 
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Die Gleichungen (41) reduziereil sich daniit auf: 

Bricht man nun die Reihe schon 
7 bei den Gliedern mit - ab und 
2 

berechnet dann die Koeffizienten 
A'B' in (40), so ergeben aich die 
in Fig. 29 dargesteUten Bunktionen 
O(@) und a(@), welche in der Tat 
in dem Irltervalle von O bis 2n 
sehr giit die Konstariten Null, bezw. 
Eins darstellen. 

Für den Winkelraum mit he- 
1 .  

liebig gebrochenem - 1st mit den 

obigen Betrachtungen noch nichts 
über den zugehorigen Wert von A 
ausgeniacht. Man wird aber mit 
der Vermutung nicht felilgehen, 
daB auch dort Â niemals gi-6Uer als 
Eins k t ;  denn es dürfte plausihel 
sein, die gemonnenen Ergebnisse in 
folgender Form zu  verallgerneinern: 
Im allgemeinen ist der kritische 
Wert von Â - d. h. der Wert, der 
nur eben übertroffen zu werden 
brauçht - überhaupt Kull; er kt  
nur bei solchen Bereichen gr6Ber 
als Xull, deren Riinder singulire 
Stellen aufweisen, und zwar wird 
er d a m  um so gr6Ber sein, von 
desto hoherer Singularitüt diese 
Stellen sind; man kann aber zu 

jedem Winkelraum einen Winkel- 
1 

raum mit ganzzahligem - fiiiden, 

deren Ecke eiiie groBere Singularitiit 
beuitzt; bei allen diesen Winlielriiumen ist aber nach (43) Â zwar 
gr6Ber als ein echter Bruch, namlich 1 -a, aber nicht groBer al8 Eins. 
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Zur Theorie der Drehungen und Quaternionen. 

Zur Theorie der Drehungen und Quaternionen.') 

Von W. FR. NEYER in Konigsberg i. Pr. 

Die schon vie1f:ich behandelten Theorien der Drehiiiigen des 
Baumes um einen festen Punk t  einerseits, der Quaternionen andererseits 
nebst ihren Beziehungen zu einander, hahen in dern Werke von F. Kle in  
und A. S O m m e  r f e l d  ,,Cher die Theorie des Kre i~e l s "~)  eine wesentliche 
Forderung erfahren. 

Die Verfasser fiihren in eine orthogonale Substitution, die ein 
rechtwinkliges Achsensystem (s, y, z j  in ein zweites (X, Y, 2) mit 
deniselben Anfangspunlct O überführt, zunachst dle E ulerschen Drehungs- 
ivinkel I), 4, cp ein, und bediendcn sich sodann, statt der x, y bezw. 
X, Y, der komplexen Verbindurigen x + iy ,  bezw. X i iY. In der so 
umgestalteten Si~listit~ution driicken aich die neun Koeffizienten in ein- 
facher Weise liilenr und honiogen aus diirch die Quadrate und Produkte 
von vier Paranietern a, P, y, 8 ;  diese stellen sich weiterhin als der 
Kern der ganzen Kreiseltheorie heraus. 

Biltlet man andererseits von diesen Parametern die linearen Ver- 
./+[ a-rî bindungen = B = C - - - CA + a 

2 '  
, 1 = - - , so sind diese 

21. ' 2 i 2 

vier neuen Gr6Ben 11, B, C, D die Komponenten einer ,,Einl~cits- 
yiinlerniod', d. i. einer Quaternion vorn Tensor 1. Urii von ilinen aus 
n i  den Komponent,en einer allgemeinen Quaternion von beliebigem 
Tensor T zu gelangen, d. h. zu vier GroBen 117: XT, C T  D2; hat 
man nur die orthogonale Substitut'ion za kombinieren mit einer Jlz~z- 
l i c h k e i t s t ~ a n s f o ~ ~ ~ ~ n ~ t i o ~ ~  (,,Streckung6'), bei festgehaltenem Anfangspunkte O, 
vom VergrGBerungsverhLltnis 51". Um die Hedeutung der Paranieter a,B,y, S 
klar mi stellen, mird in dem genannten Werke davon aiisgegangen, 
daB eine orthogonale Substitution 'die Gleichung x2 + ye + z" O in 
sich überführt, oder, in geometrischer Redeweise, den auf dem imaginiiren 
,,Kugelkreise" stehcnden ,,?;Zinimalkegelu mit der Spitzc O. 

Zu jedem Punkte des ?rlinirnalkegels gehort eiii Paar  von Para- 
metern A,, A,, und umgekelirt. Sind 4, A2 die dem neuen Koordinaten- 
s p t e m  ( X ,  Y, Z) entsprechendeii Werte der beideri Pararueter, so 
finrlet eine orthogonale Substitution ihren einfachsten Ausdruck in einer 
linearen homogenen Substitution der A,, A, in die A,, A,, mit den 

1) Vgl. eine vorlüufige Mitteilmg in den Wiener Brrichten dieses Jahres. 
d j  Leipzig, Heft 1 ,  1997 ;  Hcft 2 ,  1898; Heft 3 ,  1905.  Für das Folgende 

kommen hauptsiichlich die $ 5  2 ,  3, 1, 5, i des ersten Hcftet; in  Betracht. 
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h'0effiZieIltHl a, fi, y ,  8 :  A, - a/f, $ A,, A, = y A, + SA,. Hierbei 
laBt sich den Parametarn A,, L,, heaw. A,, A', eine erweiterte Redeutung 
verleihen, wenn man die Gleichung z q  y" 2 = O diirch die all- 
gemeinere 2" y' $ s2 = Y' ersetzt. 

Aus der biniiren Substitution der A,, A, flieBen snfort, die Formeln 
für die Zusammeilsetzurig zweier orthogorialer Substitutionen als die 
elementaren Zusammensetzungsforrrieln für die a, Pl y, 6; von hier ails 
gelangt man ohne Mühe zu den korrespondierenden %usarnmensetzungs- 
formeln für die Quaternionen, d. h. dem l l a m  i l  t o n  sçhen Multip1ik;ttions- 
theorem der Quaternionen. 

Hinterher wird der Zusammeiihang mit den Drehungselernenten 
der orthogonelen Substitution uiitersucht. Wiederuin mit IIilfe des 
Minimalkegels wird festgestellt, daB es (abgcschen von zwei imaginaren 
Drehurigsachseri) eirie und riur eine reelle llrelizw~gswchse d gibt, 
derart, daB sich der Übergang des Systems (x, y, s) zum Systeine 
(X, Y, -) vollzieht vermoge einer Drehuug um d durch eineu be- 
stimmten Urehunpcin7iel o. Die Parameter a ,  13, y, S einerseits, die 
Parameter A, B, C, B andererseits hangen dariri mit den liiçhtuiigs- 
kosinus der Achse d und dem Sinus und Kosinus des halben Drehnrigs- 

m 
winkels sehr einfach zusammen. 

2 

So sch6n und durchsichtig sic11 die daniit entwiçkelte Theorie 
der Drehungen und Quatcrnioncn vom Standpunkte der niodernen 
Geonietrie aus gestaltet, so wird man doch piidagogische Zweifel hegen 
dürfen, wie weit dieser Standpiinkt als ein elenentarer, zur Einfiihrurig 
in die Theorie geeigrieter gelteri darf. 

Insbesoridere wird man die Fragen aufwerfen, ob und in wie weit 
eine innere Notwendigkeit vorliegt, das Xomplexe gleicli zu Beginn der 
Eritwickluiig einzuführeri; ob es nicht vieliriehr 1116glich eischeint, zu 
den Zusainmensetziing~formeln für die orthogonalen Substitutionen bezw. 
Quaternionen in ihrem Zusamnienharige mit deri Drehurigselerrieriten 
aiif reilz reeilern und direktem Wege 7.n gelangen, und erst am Schliisse 
behufs formaler Vereinfachung weitererBechnungen dieParameter a, /3, y, CY 
 al^ lineare komplexo Verbindiingen der A, A', (2, einzi~fijhren. 

Im Nachstehenden werden die erste der aufgeworfenen Fragen in  
verneinendem, die weiteren ciagegen in bejahendeui Sinrie beantwortet. 
Indem von vonherein drei glcichherechtigte Parameter, namlich die drei 
Diagonalkoeffizienten in der orthogonalen Substitution, zugrunde ge- 
legt werden, gestaltet sich die Kechnung besonders diirchsichtig. Die 
Quaternioneriparameter A, B, C, B erscheinen dann in den] Lichte, daB 
sie dazu dienen, die ,uieZdeutige Darstellung zu einer eindeutzyen xu 
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machen Die Kleinschen Parameter (L, 3, y, d verfolgen weiterhin den 
Zweck, das Rechneii mit den vier H a m i l t o n s c h e n  Einheiten auf das 
mit  den gewohnlichen Einlieiten der koniplexen Zahlen zurückzuführeii. 

Der Verfâsser hofft damit, abgesehen von der selbstandigen Be- 
deuturig des Gegenstandes, manchem Leser den Xugang zu dem 
inhaltsreichen Werk von K l e i n - S  o m m  e r f e l d  zu erleichtern. 

Bestimmnng der Drehachse. Erste Einführnng der Quaternionen. 

Eine orthogoi~ale Substitution des Rnumes, d.  h. der Übergang 
von eincm rechtn-inkligen A c h s ~ n s ~ s t c m e  (x, y, s) zu einem andern, 
gleichstinimigen Sÿsterrie (X, L; Z) mit dem Anfangspunkte O findet 
ihien Ausdriick in den hekannten Formelii: 

wo die Determinante d der Koeffizienten - der Hosinus der Winkel, die 
die Achsen des einen Systenis mit deneii des aiidern bilden - den 
Wert + 1 besitzt. Zwischen den Koeffizienten bestelien die Relationeri: 

und in der Deterininaute A ist jedes E le~nen t  gleich seineni Minor, 
al80 z. B.: 

I n  der Umlrehrung der Formeln (1) haben nur die syinmetrisch ge- 
legenen Koeffizienten, a,, P,; a,, y,; P,, y, je iliren Platz getauucht. 

Wir  fragen nach den Raumpunkten (x, y, z) = (X, Y, Z), die, jeder 
für  sich, bei (1) ungeandertl) bleiben. Diese Punlrte, die mit (a, t, c) 
bezeiclinet seien, bestimmen sich durch die Bedingunçen: 

" ("1 - 1) + bP,  + CY1 = O  

(4) + b(BJ - 1) + c y ,  - O  

-- + 11/33 + C ( y s  - 1) = 0. 

1) Frdgt nian nach deri Raumpunkten, deren Koordinaten vermoge (1) einen 
iind denselben Faktor annehmen, so g-elangt man, abgesehen von dem Fall, wo 
de r  Faktor gleicti Eins ist,  zu zwei imagin%ren Drehachsen. 
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Diese drei Gleichungen bestehen in  der Tat  zusamrnen, da die 
Determinante der Koeffizienten verschmindet, denil mit Riicksicht auf 
(3) und d = f 1 kommt: 

(5, (- i l3+( -  1)' (a1 - B ~ + Y : J  + i- l j  (clI + p z  + y S )  + 1 = 0 .  

Die Punkte (a, b, c) erfüllen also eine, durch O laufende Gerade cl. 
Da jede Baurngerade, die @ trifft und zugleich auf d serikreçlit steht, 
rerintige (1) wieder in eine solche übergehtl), hat sich jeder R,aumpniikt 
um durcli &en gewissen, ein- und denselben Winkel w gedreht. E s  ist 
daher die Benennung ,,Di-ehnchse d" und ,,Dwhzcidïrl wC' gerechtfertigt. ') 

Da die Richtungskosinus von d den a, b ,  c proportional sind, 
n16gen dicse Krisin,us selbst mit a, b, c bezeichiiet sein. 

Verstelit man unter r, s, t drei Pr~~ortionali t i i tsfaktoren,  und setzt 
zur Abkürziing: 

a i + p 2 + y 3 = G ,  C i - 1 = z ,  

so liefert die Anflosung je zweier der Gleichungen (4): 

1 r a = 2 c l , - z ,  r b =  c l , + & ,  r c =  cl,+y,, 

ci! S G =  a z + & ,  s b - 2 p 2 - c ,  S C =  & + y , ,  
t a  = a, + y,, t b  = fi, + y,, t c  =2y ,  - z. 

Da die Substitution (1) wegen (2) nur  von drei wesentlichen 
Parametern abliangt, wshlen mir als solche die drei L)iagonalkoeffizienten 

in ( l h  a17 Pe, 
Man drücke zunachst die r, s, t in (7) durch die a,, B,, y, aus. 
Man erhiilt z. B. für  r ,  durch Qaadrieren und Addieren der 

Gleidiungeri der ersten Keihe (Y), unter Berücksichtigung von (2 )  
und (3): - (2  - G) (2 al - z) = ( 3  - 6) (2 ai - t), und damit fiir 
y2, s2, t 2 :  

(1) r 2 =  ( 3 - 6 )  (2a ,  -t), s = ( 3 - ~ )  (2p, -z), t 2=  (3  - G)  (2 y, - s ) .  

Verschwindet 3 - G, oder verschwinden simiiltan 2 a, - z, 2 /?, - t, 
2 y, - t, so wird (1) zur ,,IdentitatC' x = X, y = Y, z = Z; die nreh-  
achse d ist dann unbestimmt, d. h. jede Gerade durch O k:inn als Lheh- 
achse SC. mit rlem Drehwinkel O gelteil. Sieht man von diesem F d l e  
ab, so folgt aus (11, daB die Kosinus CL,, P,, y, den Determinationen: 

(8) l + ~ , - ,  P z & 1 + ~ 3 - 1 ,  Y 3 > a i + S s - l  
-- 

1) Es ist  ohne weiteres zu sehen, da13 vermoge (1) parallele Ebene und Gerade 
wieder in solche übergehen, sowie da13 der Winkel zwischen zwei Radienvektoren, 
mithin auch jeder beliebige Winkel seine Gr6Be beibehalt. 

2) Es sei die kürzere Itedowei~e ,,Dreh-Achse, Dreh-Winkel" gestattet (statt 
Drehungs-Achse, Drehungs-Winkel). 
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unterliegen. Diese sind aber auch die einzigen Reschrankungen für 
die Kosinus a,, f ig ,  y3.  AUS ( 7 )  erhiilt man d a m ,  auf Grund von (I), 
für die a, b, cl) : 

(II) 

/7 -- 
Hier darf das Yorzeiçhen von 1/ 3 -  G positiv gewahlt werden. 

Uen acht verschiedenen Vorzeichenkombinationen der rechts stehenden 
Wurzeln entsprechen vier8) Drehachsen (von denen irnmer drei die 
Spiegelbilder der vierten bezüglich der Koordinatenebenen sind), da je 

zwei entgegengesetzte Vorzeichentripel dieselbe Drehachse liefern. Be- 
zeichnen daher t , ,  &,, 6 ,  die positive otler negative Einheit, wo sich 
nobh das Produkt d ~ r  Forderiings) 

unterwerfen M t ,  so sind dio vier Drehachsen (a, b, c) genauer an- 
gegeben durch: 

I a1/3- B = E ,  1/'9 i w l - ~  

P1') bV3-B= ~ , 1 / 2 ~ , - z  !€,==+l, Ci E , s a = $ l )  

c V ~  --G = F a  v2-% - i, 

wo niinmehi. Ale Wurzeln positiv zu nehmen Sind. 

Jc tz t  solleri die a,, 8,; w,, y,; O,, y, durch die a,, P,, y, ausgedrüclit 
werden. Ails (71, (I), (II') fol@ sofort: 

1) Über das Yerwhwinden von 3 - G, oder das gleichzeitige Yerschwinden von 
3 r i z ,  2 -5, 2 y , z  gilt  das bei (1) Bcmerkte. Aber auch jede cinzelne der 
letzteren drei GroBen hat  ihre unmittelbare Bedeutung. Denn ist  z.B. 2 a,  -r  = 3 6 ,  

YO auch al = 1, a = + 1 und umgekehrt; die x-Achse fillt d a m  mit der X-Achse 
und zuglcich mit der Drphachse zusammeri. 

2) Diese vier Drehachsen sind ohne writeres realisierbar, da  man ja um- 

gekehrt von einer beliebigen Drehachse ausgehen, und diese an den drei Koordinaten- 
ebenen spiegeln kann. 

3) Sieht man von dieser Forderuug ab ,  so mird der Drehachse zugleich ein 
bestimmter Sinn beigelegt, was für manche Cntersuchungen zweckma0ig erscheint, 
und (14) reprii~entiert  dann 16 verochiedene Losuugs~ysteme. 
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Fiir die Produlrte d,Pl,  ff3y1, P3y2 ergiht sich aus (3): 

Setzt man zur Abkiirzung D, fü r  die Diskrimiiiarite von (11): 

(12) D3 = (2a ,  - z) ( 2 P 2  -z) -4(al&- y 3 ) ,  

so berechnen sich a,, 8, zu: 

Der Wert  (12) von U:, fo rmt  sich sofort uni, wie folgt: 

(12') D, - ( 5  -+ 1) ( 2  Ys - i). 

Damit hat man für die a,, pl; K3, yr,; p3, yZ l) : 

wo a b e r  die Zuordnung der rechts in  de r  Mitte stelienden T'orzeichen 
au den linken Seiten noch zu ermitteln ist. Dies geschieht etwa 
auf Grund eines besonderen Falles, z. B. a, - & = y, - O. naInn 

1) Terschrrindet hier G + 1, so ist  a, = Pl, a, - y , ,  P,  = y,. In dcr Tat  
ist G 1- 1 = O gleichbedeutend mit 2 a, z = 2 (1 + a,), etc. Verstehi man 
unter A,, B,, r, d i e w i n k e l  selbst, die jede der alten Achsen mi t  der entspreçhenden 

=, neuen bildet, so liefort (il') sofort : o = r, cos 2, b = E~ coi Bi, c = E~ cos 
2 2 

Dann aber lassen sich beide Achsensysteme miteinander vertauschen, sodall 

% = Pi. as = 711 P s  = " i n .  
Yersçhwindet andererseits etwa 2a, - z, so ist gemLB (LI) a = O ,  d. h. die 

Dreh-Achae steht senkreclit auf  der X-Ache,  waçi wieder y, = & nach sich zieht. 
Verschwinden von den drei Gr6Ben 2 a, - z, 2 &  - r ,  2 y, - z irgend zwei, aher 
nicht die dritte, BO fallt die Drehachae mit einer der Koordinatenachsen zusammen. 

Die Det~rminationen (8) lassen sich auch dahin deuten, da0 aus den Langen 
1-rr A B 

1 = i  in' 1 m. = 1~! ! !  = ,in¶ A ,  , = 1- Y s  = sine 5 ein eberiee 
2 2 '  2 2 2 2 

Dreieck konstruiert werden kann. Seien A ,  p ,  v ,  die Winkel dieses Dreiecka, 
cr, p ,  y die Winkel der Drehachse d gegcn die Koordinatenachsen, und 
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werden alle IViirzeln (ahsolut) gleich + 1, die Determinante A von9(l) 
wird 1 = a2 & y1 + a3P1 y2. 

Die Dedingungen (2) lassen niir zwei Miliiglichkeiten zn: entweder 

ist a , = p , = y , = O ,  n 2 , p , , y , + 0 ,  oder aber c c , = P 3 = y , = 0 ,  

cc3, Pl, Y ,  =/= O. Somit entspricht in (14) entweder das positive Zeichen 
in der Mitte rechts den oberen Werten links cc,, fi, fi,, das negative - 
Zeichen den untereii Werten pl, cc,, y,, oder aber umgekehrt. 

Uni die acht verschiedenen Wertsystemc (14), die so zu eineni 
gegebenen Wertsystenie (a,, P,, y,) gehoren, überoichtlich darzustellen, 
führe man noch ein viertes Zeichen 7 ein fiir f 1, und ziehe dieses 

- 

zu der vierten, an sich ebenfalls als positiv betrachteten Wurzel i 6  + 1. 
, ,Beclient  m a n  s i c h  d e r  a b k ü r z e n d e n  Z e i c h e n :  

s o  s i n d  d i e  a c h t  L t i s u n g s s y s t e i u e  (13) iu  d e r  U a r s t e l l i i n g  en t -  
ha l t en :  

c c 2 = 2 ( d B + C 7 l ) ,  p, = 2 ( A B - C D ) ,  

(15) y, = 2 (il C + U n ) ,  U ,  = 2 (AC - BD), 
p j = 2 ( B C + A B ) ,  y 2 - 2 ( H C - A D ; . ( (  

Mittels der in (111) eingeführteii GrGUen A, 1): Cl, D vereinfacheii 
sich auch die Relationen (II'). Da 3 - G = 4 (1 - D2),  so wird (bei 
positive11 Zeicheii der Wurzeln): 

und (II ') zu: 

8 s =  1 + 111 $ n, so lassen sich die Forriieln !II\, (III), (Vl') deil Textes in die G e -  
stalt setzen : - -- 

0 W ,  - - 

(VI ') sin = l/s, cos = V l  - S. 
2 2 

Hierin l i ~ g t  ein Prinzip, urn die elemeritore Dreieckstrigonometrie auf die Theorie 
der Drehungen im Raume zu übe r t r apn .  Zugleich ergibt siçh damit  eine ein- 
fache Koristruktiun der Ilreliachse d uud del: Drehwirikc:ls o bei gegebeneu 
Winkeln -Il, B , ,  r, mittels Zirkel und Lirieal. 
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Bestiinnit mari hier nocli einen, innerhalb der ersten zwei Quadraiiten 
- 

gelegeneiiHilfswinkelv eindeutig durch B= cos t y ,  so wird +l/l -U2= &in v: 

(17) D = cos v ,  + YI -DL sin v. 

Schr~ ib t  man die Festsetzungen (III) in der Gestalt: 

4 D 2 = ~  j 1 ( G = U ~ + &  +y3) ,  

so entsteht durch Addition die fundamentale Identitiit: 

(1 V) A2 f p + C 3 +  B2=1 

Xan erkennt jet,zt den Vorteil, den die Einführiiiig der neiien 
Parameter A, B, CC, D an Stelle der alten CL,, y, bidet. Wiihrend 

eilierii beliebig gegebenen Wertsysteme der ci,, P,, y, noch acht, durch 
(14) angegebene Substitutionen (1) entsl,rechen, geh6rt jetzt zu irgend 
eine~ri, eirischlieBlieh der Vorzeicheii - nur mit der BeschrZrikung, 
daB das Produkt A B C  positiv aiisfallt - vorgegcbeiien Wertsysteine 
der A, B> C, D niir eine einziye, ails (15) und (Il l ' j  zu entnehriiende 
Snbstit,ution (1). 

Dicse neuen Parameter A, 3, C, D (15) sollen die Ko~npomtten 
einer Einl~cits- Q~iatemion heiBen. 

Kombiniert man nunmehr die Substitution (1) mit einer Ahdiclt- 
Iieitstra~zs/0rn~ation (Strec7;urzg], Lei fedgehaltenem 0, vom VergroWerungs- 
verhdtnis 2" -- mo T selhst noch positiv oder negatio wahlhar sei -: 

(18) X = T 2 X l ,  Y=T2Yi, %-  P Z , ,  

so erweitert sich der Übergang (1) Tom Systeme (z,y,z) zum 
Sgstenle (X, Y, Z) zu einem solcheii rom Sysierrie (x, y, z) zum 
Systenie (XI, lT1, ,Tl), wobei niir slirntliclie 9 Roeffi~ienten in (1) d m  
Faktor 7" angenommen haben. Damit erhalten aber die GrXien A, Il, C, D 
den Faktor 7; wodiirch s i ~  in A,, BI, Cl, Dl übergchen mogen: 

(IlIl) ,Il = A T ,  BI = U T ,  Cl = CT, B, = B T ,  

und die Identitat (IV) verallgemeiiiert sich zu: 

(IV,) AS + 8; + Gy? + US = TZ. 

Cmgekelirt lassen sich jetzt A,, Il,, Cl, Dl als vier unablzarzgige 
GroWen beliebig wahlen. Dann bestimmt ~ i c h  TL aus (IV1), und cias 
Vorzeiclien voii Y' durch die Regel, daB T mit deril Produkte AJ1C: 
gleichnamig sein sou. 

Die GrGWen a, b, c, v ergeben sich eindeutig ails (II") und (17). 
Diese allg-enieineren GroBen A,, B,, Cl, Il, sollen die Komponenten 
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einer beliebigen oder allgemeinen Qu~fwnion heiBen, und T deren 
Tenso~. 

Es erübrigt noch, indem wir zu den A, B, C, B zur i i~kkehrc~ ,  in 
Erganxung zu (TTT), die explizite Darstellung der û., , p,, y, durch 
die A, 13, CC: D. 

Die Addition der ersten und vierten Formel (III') liefert: 

a,  = 2  ( A  f Z ,  - 1, d e r  auch, wegen (IV): a, = (A2 + D2) - (Re + (7). 

Damit hat  man fiir die a,, p,, y,: 

a, = (A2 + I l2 )  - ( H 2  + (Y)  = 2  ( A 2  + D2) - 1, 

(III") 
~ y , = ( ~ 1 9 + D 3 - ( A 2 + I P ) = 2 ( C s + U 2 j - 1 ,  

und die orthogonale Substitution ( 1 )  lautet in den A, B, C, D: 

x = X  { ( A 2 + D 2 ) - ( B 2 + C 2 ) }  + 2  Y ( A B - C D ) + 2 Z ( A C + B D )  

y = 2 X ( A B + C B ) + Y { ( B 2 + B 2 ) ( C 2 + A Z ) ) + 2 Z ( B C - A D )  
z = 2  X ( A C -  BDj + 2  Y ( R C +  A D ) + Z { ( C 2 + D 2 ) - ( A 2 + B 2 ) } .  

Die Determinationen (8) nehmen jetzt die Gestalt an:  

( 8 ' )  2 ( A 2 +  l ) > R 2 + C 2 ,  - 2 ( H 2 + 1 ) > C 2 + A 4  2 ( ( / n + 1 ) 2 A 2 + B 2 .  

8 2. 

Bestimmung des Drehwinkels. 

Jeder Raumpunkt Y beschreibt vermoge ( 1 )  denselben Drehwinkel 
w um die Drehachse d. üm w zu beutimrnen, kann man einen ge- 
eigneten Punkt  Y aussuchen. Nun stellen die Koeffizienten irgend 
einer der drei Relationen (4) die Koordinaten eines Punktes der in O 
auf d senkrecht errichteten Ebene dar. Wahlt  man etwa die erste 
Gleichung (4)) und betrachtet den zugehorigen Punkt ala eirien Punkt 
Y ( X ,  Y, 2)) so ist: 

(19)  X=ac,-1 ,  Y=pl )  z = y 1 .  
Der Rad ius~ek t~or  A von P (19) bcstimmt sich, mit Rüclisicht auf 
( 2 )  durch: 

(20) R2 = (a, - 1)' + jj? + y; = % ( 1  - al).  

Verrnoge (1 )  geht P ( X ,  Y ,  Z) über i n  eineri Punkt  p (x ,  y ,  s ) ,  WO, 

wiederum mit 12iicksicht auf (2): 

x =  q ( a l -  1) + P l  - P l  + r 1 . y , =  1 - o; 
y=a, (a , -  l ) - t & . P 1  + Y a . Y l =  -a2 

~ = a 3 ( n l - l ) + p , . B i + ~ 3 . Y i =  a s  
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Rezeichnet man mit r den Radiusvektor von p(z, y, z), - wo die Lange 
von r gleich der von R -, so ist w der Wirikel zwischen den Rich- 
tnngen der beiden Radienvektoren R, r. Somit kommt: 

oder, nach (19), (21): 

oder auch, mit Benützung von (3): 

und hieraus für den halben Wlnkel ;: 

Da gerade den Spielraum von zwei Quadranten hat, f i l l t  somit 
2 

mit dem durch (17) eingeführten Hilfswiukel v zusammen, und die 
Gleichungen (II"), (17) gewinnen die durchsichtigere Gestalt: 

. W W . W 
A = a sin 

2 ' B = b e i n - - ,  2 C = c s m - ;  2 
iv1q 

W n = cos - . 
2 

Die Xoriiponenten A, R, c, Il einer Einheitsquaternion sind daher 
direkt durch die ,,Dmhelemente" der Substitution (1)) d. h. durch die 
Richtungskosinus der Drehachse und den halben Drehwinkel ausgedrückt, 
und lassen sich umgekehrt durch (VII) definieren. 

Den Sinn des Drehwinkels w kann man etwa dadurch festlegen, 
daB man die drei positiven Achsen des Spsteme (z, y, s) auf die in O 
auf d senkrecht stehende Ebene ~rojiziert, und darauf achtet, daB diese 
Projektionen in zyklischem Sinne überstrichen werden. 

Zusammensetzung zweier orthogonaler Substitutionen und der 
zugohorigéÏï Quaternionen. 

Man gehe vermoge einer ersten Substitution von der Katur (1) 
über von eineru Sy steme (z, y, z) zu eiiiern Systeme (X, 1; Z), sodann 
von drrn letzteren niittels einer nweiten Substitution (l),  mit akzentnierten 
Koeffizienten, zu einem dritten Systeme (X', Y', .Y). Vollzieht man 
den Chergang voin ersten Systeine (x, y, s) zum tlritteii Systerne (X', Y', Z') 

ZoilschriIl f. Siathematik u. Physik. 55 .  Band. 1907. IIeft 112. 8 
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direkt, und versieht die bezüglichen Koeffizieriten mit zwei Akzenten, 
so hat man ~nniit~telhar:  

Man nerint deil geschilderten ProzeB die ,,Zusnmnzensetz.ung" oder 
,,31zcZt$ikationu zweier orthogonaler Substitutionen, und (25) die Zu- 
sumîne~setzungs- oder &Iultiplikations-F0r111eh für die Koeffizienten. 

Es handelt sich damm, die Zusamrnensetziings-Formeln (25) auf 

die entsprechenden neuen Parameter A, 3, C, D ;  A', U', Cf, nt; A", B", 
Cu, D" zu übertragen. 

Dazu bedarf es nur der Diagonalformeln in (25), und es genügt, 
die Umwandlung etwa der erslen zu veri'olgen. Auf Grund von (ILI), 
(III'), (IV) geht die erste Formel (25) zuvorderst über in: 

Bildet man rechts einmal das Aggregat der Quadrate, andererseits das 
der doppeIten Produkte, und bedient sich der Abkürzungen: 

A" = (AD' + DA') + (BC' - CA") 
B u =  (BD'+ 013') + (CAf- AC') 

( 2 7 )  rfr = (CU' + D c') + (AU' - A'B) 

A"= BD' - AA' - B B f -  CC', 

so vereinfacht sich (26), nebst den beiden analogeri Ausdrücken fiir 
B,r2 + D r r S ,  C,,P + 

ZU: 

$ D"'= A r r 2  

(2 8 )  
B , t Z  + U r r 2  = B ~ , 2  + d r r 2  

c"? + n"2 = r r r 2  + A,, 2- (/. 
Versteht man unter 171 den Wert der drei, gemiiB (28) übereinstimrnenden 
Differenzen: 

(29) 
r r 2  M = A - A"2 = ~ 2 " ~  - - c'" - rrt2 

so liefert die Addition: 

(30) Au2 + j-y2 + = Art2 + Bff2 + rffs + 3171. 

Andererseits ergibt sich für M aus (28) zugleich: 
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Durch Addition von (29) und (31) gelangt man, wegen (IV), zu: 

Aber man kann sich leicht überzeugen, daB 

Denn durch Zusammenfassung der Quadrate bei Anmendung von (27) geht, 
da sich die doppelten Produkte siimtlich zerstoren, die rechte Scite von 
(33) über in das gemaB (IV) der Einheit gleiche Produkt der beiden 
Surnmen ,42 + Hz + C B  + Il2> A" + H ' ~  + ( 1 j 2  + B". 

Die Vergleichung von (32) und (33) lehrt, daB 171 = 0, und die 
Relationen (29), (31) reduzieren sich so a i~f :  

und es gilt mgleich, aiif Griind von (33) die Identitat: 

In (34) sind noch die richtigen Vorzeichen zu ermitteln. Zu dem 
Behuf spezialisiere man die erstc Substitution (A, B, C, D) zur 
Identitzt, so da8 w = 0, ~ i i h r e n d  a ,  b ,  c willkürlich bleiben. Dann 
verschwinden gemiiB (TII) A, B, Ci wahrend D  gleich 1 wird. Da aber 
jetzt zugleich die A", Br', Cr', D" mit den A', BrJ C', U' übereinstimmen 
müssen, so erweisen sich die positiven Vorzeichen auf den rechten Seiten 
Ton (34) als die richtigen. Die Einsetzurig der Werte A", B", ru, A" 
aus (27) in (34) liefert daher als Ausdruck für die Multiplikation 
zweier orthogonaler Substitutionen in  den ,,Quateinionenparameteni": 

Diew Miiltiplikationsfornieln fiir die Komponenten von Einheitsquater- 
nionen bleiben uwgeandert, menn man zu beliebiyen Qz~aternionen über- 
geht, also gem%B (III,) den siimtlichen GroBen in (VIII) den Index 1 
ailhiingt. 

< 

Man füge nur noch hinzu, wie unmittelbar aus der ursprünglichen 
Bedeutung des Tensors hervorgeht (oder anch aus (IV')), daB die be- 
züglichen Ten~oren T, T', Tt' dem gewohnlichen Miiltiplikationsgesetz 
unterliegcn : 
(IX) T" = T Tt. 

li* 

'il" = AD' + BQ' - CB' + DA'  
B u = - A C ' + R B ' + C ' A ' + D B J  

C"- AB'-BA1+CD'+ DC' 

,D" = - AA' - IBB' - CC' + DD'. 
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Trotz ihrer Durchsichtigkeit haben die P'orrneln (V111) doch den 
Nangel, daB ihre rechten Seiten aus nicht wenigpr als vim Gliedern 
bestehen. 

Man mird daher nach einem einfacheren Algorithmus füi. d m  Inhalt 
von (VIII) suchen. 

Dazu bieten sich in erster Linie zwei Wege dar, die durch die 
Nanien W. R. H a m i l  t o n  und F. K l e i n  gekennzeichnet sind. 

H a m i l t o n  bat es für zweckrniUig krachlet, das Systern der ge- 
wohnlichrn komplexen Zahlen von der Form n + b i  (mit den beiden 
Einheiten 1, i )  auf Zahlen mit vier Einheiten 1, i, j, E zu erweitern. 
E r  definiert demgemiB eine Qztaterizion durch einen Ausdruck voii 
der Form: 

@> Q = iA, + j I l l  + fC, + B I ,  

wo die A,, Il,, Cl, Dl, die ,,Komponenten" von Q, beliebige reelle 
Gr6Ben sind. 

Bei der Gleichheit, sowie beirn Addieren und Subt'rahieren von 
Qiiaternionen spielen diese neuen Eiriheiten die Rolle von nicht weiter 
aufeinander zurüçkführbaren Faktoren, d. 11. die Gleichungen & = &', 
& "  = Q + Q' sind resp. aquivalent mit den vier Gleichungen A ,  - A ; ,  
B 1 -B' - 1 9  C 1 = C '  17 D 1 -B ' .  - l i  A"=A,kA' 1 11 BI'=Bl+B;, C i ' = q + C ; ,  
DY= n, B;. 

Für die Mult$ika,tio~z zweier Quaternionen Q, Q' gibt H a m i l  t O n 
die Vorschrift: ,,Mari multipliziere die &, 0' nach der gewohnlichen 
arithmetischen R,egel, und unterwerfc sodann die Einheitsprodukte den 
Gesetzen : 

l . i = i l ,  L . j = j . l ,  l . f = f . l ,  
. .  . .  

(XI) 
- 8  . I I  

1 1 = - l t = f ,  i f = - f j = i  , f i = - i f = j .  

, ,Dann a b e r  hi ingen d ie  K o m p o n e n t e n  A:, Br, C';', D;' des 
P r o d u k t e s  Q" d e r  b e i d e n  Q u a t e r n i o n e n  &, &' m i t  den  Iiom- 
p o n e n t e n  A,, BI, Cl, D l ;  A;, Bi, CI, D; g e n a u  d u r c h  d i e  Formeln  
(V111) zusammen;  urrigekelirt ,  sol1 das  Prociukt  &" = QG' durch 
d a s  Gese tz  (VIII) b e s t i r n m t  s e i n ,  so  i s t  d a s  n u r  so mogl ich ,  
daB d i e  E i n h e i t s p r o d u k t e  den  l i e g e l n  (XI) folgen."  

Damit erhalt die Bezeichnung ,,Multiplikationstheorem" für die 
Fornieln (VIII) eine erweiterte Bedcutung. 

Führt man jetzt umgekehrt statt der Koniporieriten A,, BI, Cl, Dl 
einer Qiisternion & die Richtui~gskosinus a ,  h ,  c einer Geraden, einen 

Winkel -y,  und einen 'I'ensor 1' durch die E'estsetzungen eiii: 
2 
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(TII,) W al m A = Ta sin s ,  B = Tb sin $ ,  C = T c  sin i ,  

nro noch  da^ Vorzeichen von T mit dem des Produktes A,, BI, Cl 
übereinstimmen soll, so erscheinen die Komponenten A,, BI, Cl, BI 
eiaer Quaternion Q als die Parameter der aus einer Theliung und 
Streckarig zusammengesetzten Beweguug. Kleir i -Somnierfeld ,  die 
diesen Unistand betonen, bezeichnen daher eine Quaternion als eine 
,,Bre/~st~eckz~~~g." 

Die gewohnlichen ,,Vektorex' i A, + i BI + f Cl ordnen sich den 
Quaternionen direkt unter. Denn sie sind charakterisiert durch das 
Terschwinden der Komponente Dl, oder, was nach (VII) dasselbe ist, 
durch die Redingung w = n, der eine ,, Wendzwy" (,,UmklappungU) uin 
die Drehaçhse entdpriçht. 

In diesem Sinne bezeichnen Kle in-S  O m m e r f e l d  einen Vektor 
31s Ausdruck einer ,,Wendestreckzmg;', d. i. der aus einer Tlrendung und 
einer Streckiing zusammengesetzten 13ewegung. 

Über die eweite, von K l e i n  herrülirende Art, die Gleichungen (VIII) 
auf einen einfacheren Algorithruus zuriickzuführen, soll 3 4 AufschluB 
bringen. 

Die Kleinschen Parametor a, P, y, 8. 

In dem Werke von Kle in-Sommerfe ld  wird von vornherein dcr 
Zwecli verfolgt, das Ilechnen mit den Hamil tonschen Einheiten 1, i, 
j, f auf ein solches mit den Einheikn 1, i der gewohnlichen komplexen 
Zahleu zurückzuführeii. Da es sich in \T'Ill) um je vier GroBen A, 
13, C, D iisw. handelt, mird man diese iqendwie in awr i  Paare trennen, 
und ails jedem Paare eine komplexe Zahl nebst ihrer konjugierten 
bilden. Man setze etwa mit Kle in :  

so daR E( und S einerseits, /3 und - y anderer~eiks konjugiert komplex 
ausfallen. Die Auflosung von (XI) lautet d a m :  
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Führt nian die a, P, y, 8 statt der A, B, C, D als neue Parameter ein, 
so geht zunachst die Identitat (IV) A" B2 + C2 + D2 = 1 über in 
die einfachere: 

(Luil) u s  - /3y = 1. 

Auf Grund von (XII) oder (XII') rechnen sich die Nultiplikatioiis- 
formeln (VIII) ohne weiteres iim in die folgenden: 

c f " =  O 1 c Y r +  pyr, PI '=  uiijr+ p6", 
(XIV) 

y"=  y a ' +  8y', 6 " =  y/3'+ dd', 

wo die rechten Seiten nur noch zmeigliedrige, in den u, B, y, 8 ;  a', P', 
y ', 8' bilineare Verbindungen sind. 

Weiter aber sind die Formeln (XIV) der wokilhekannte Ausdruck 
fur die Zusanirnensetziing zweier linearer Substitutionen in je zwt:i 
horriopnen Variabeln. 

Seien (A,, A,), (il;, AS), (ai', A2) cirei solche Variabe1npaai.e und man 
setzt die beiden Substitutionen: 

so  hangen die a", O", y ", 8" mit den cf, S,  y, 6; a', P', y ', d ' gerade 
durch die ltelationen (XIV) zusammen, und da 

so ist auch ~ " 8 "  - S ' ' y " -  1. Die Formel (XVLI) icit iiquivalent mit 
der früheren (IV') für die A, B, C, D: 

Man w ird daher erwarten, daW die erste Substitution (XV) iiur eine andere 
Schreibweise fiir die iirsprüngliche orthogonale Substitution (1) resp. 
(V) ist. 

%u dem Behuf wird man Tor allem die u ,  /3, y, d auch in den 
Formeln (V) an die Stclle der A, B, C, 1) treten lassen, und konsequeriter- 
weise auch zwischen den ,Variabeh geeignete koiriplexe i7ei-bmdung-en 
herstellen. Xan setze, wiederum . mit Kle in :  

C( k =  x + i y ,  A =  X + i Y ,  

(XVIII) 
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Dam rechnen sich die Formeln (Y) mittels (XII) oder (XII') ohne 
weiteres um in die folgenden: 

Die rechten Seiten von (XIX) sollen in direkte Reziehung zu Formen 
von dem Charakter (XV) gebracht werden. Vergleicht man zunachst 
die rechte Seite der ersten Relation (XIX) mit der elementaren Multi- 
plikationsformel: 

A + A: + pi,  ( a d  + p ) ( a A ' + P )  = a a A A ' +  2 w f l . - -  

,z z 
so w i ~ d  man darauf geführt, die V e r h i h i s s e  2, "1s Produkt und 

halbe Summe zweier neuer Variabeln A, A' zu bctrachten, und entr 
5 6 sprechend -, - als Prodiikt und halbe Summe zweier neuervariabeln 5 1': 
li 9 

Damit laBt sich die durch Division der erstcn und zweiten Gleichung (XIX) 
hervorgehende in die Gestalt bringen: 

Entsprechend kommt nach Division der dritten Gleichung ( X E )  durch 
die zweite: 

Hieraus geht aber hervor, wenn man eventuell A., A' in der Bezeichnung 
vertauscht, daB: 

Somit ist die orthogonale Substitution (1) resp. (V) resp. (XE) auf 
die wesentlich einfacheren Substitutionen (XXI) ieduziert, wo die A, A', 
resp. d, A' mit den 6, q, [, resp. E, H, 2 durch dic Festsetzungen (XX) 
verknüpft sind. 

Der bisher eingeschlagene Weg l%Bt sich rückwiirts verfolgen. 
Legt man @XI), (XX) zugrunde, so führt Multiplikation und Addition 
von (XXI) zu (35a), (35b). 

Von hier aus gelangt man noch nicht sofort zu (XX),  sondern 
es sind die linlren ~ e i t e n  6, 7,  den rechteil Seiten vorerst nur bis 
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120 Zur Thoorie der Drehungen und Quaternionen. 

aiif einen Proportionalitiitsfaktor, etwa Q, gleich. Vermoge (XVIlI) 
gilt dann das Nimliche von den linken und rochten Seiten von (V) 
und (1). Da aber die Determinante der Koeffizienten in (V) resp. (1) 
gleich + 1 sein soll, bestimmt sich auch q als + 1. 

Die Darstellungen (XXI) sollcn nunmehr hornogen gemacht werden. 
Man setze zu dern Zwecke: 

daim geht (XXI) über in: 

IIier lieBen sich freilich zunachst noch die a, P ,  y, S mit ihren ent- 
gegengesetzten Werten vertauschen. Deni-i zunachst ergiht sich niir, 
unter 6 einen Proportionalitatsfaktor verstanden, A, = G (an, + PL&), 
1,- ~ ( y  A, + 13 A,), und da die Determinante der Substitutionskoeffizienten 
den Wert  1 haben 5011, 6 = j- 1. Aber die a ,  p ,  y,  S k6nnen nicht 
zugleich ihr Vorzeichen andern. Denn die früher getroffene Festsetzung, 
da6 das Produkt A RC positiv ausfalle, ühertriigt sich vermoge (SU') 
auf die cl, f i ,  y, S in der Weise, daB die beiden Gr6Ben 13" yy" urid 
i ( S  - a), die ja reell sind, gleichnamig sein müssen; ein simultanrr 
Zeichmwechsel der cl, b, y, S ist also unzuliissig. 

SchlieBlich sollen noch die verm6ge (XX) in syrnmctrischen Ver- 
bindungen eingefïilirten Gr6Ben 1, A' resp. A, A' elnzeln durch die [, 7 ,  5 
resp. S,  H ,  % ausgedrückt werden. Xls Wwxeln der quadratischen 
Gleichung : 

(37) qrl" 22Ag + 6 = 0 

berechnen sich 1, A '  zu: 

Versteht man unter r den Radiusvektor des Punktes (x, y, z), so wird, 
mit Rücksicht auf (XVIII): 

ivodurch (38) übergeht in: 
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und entsprechend: 

DaB in (XXI) diese Werte  A. und A,  A' nnd A' einander zuzuordnen 
sind, ersieht man sofort aus irgend einem besondereil Falle, z. B. der 
Identitiit. Diese trat  früher (5 3) ein für A = B = C - O, D = 1, 
also jetzt, wegen (XII), für cr = S = 1, /? = y = O. Uann aber wird 
2. = A ,  A ' =  A'. 

5 Sucht '  man nunmehr die zu A. - - koii.jugierte GrGBe, so i d  
l + r  

diese wegen (39) sukzessive gleich: 

1 1 
,,Son& sind A. lcnd - ,,, A und - A, j e  zlieinander Xonjugiert." Ersetzt 

nian daher auf beiden Seiten d ~ r  e~sten Formel (XXT) jede der aiif- 
tretenden Grohen durch ihre Konjugierte, so kommt, da a und 8, 

und - y je xueinanrler konjugiert waren: 

d. i. aber geradc die sweite Formel (XXI): 

Daini t  i s t  d e r  K l e i n s c h e  S a t z  b e m i e s e n ,  d a o  v o n  d e n  b e i d e n  
S u b s t i t u t i o n e n  (XXI) b e r e i t s  i r g e n d  e i n e  v o l l i g  a u s r e i c h t ,  a m  

die  o r t h o g o n a l e  S u b s t i t u t i o n  (1) e i n d e u t i g  d a r z u s t e l l e n . "  

rias Entsprechende gilt wieder von den homagenen Substitu- 
tiorien (XXI '). 

Dadurch werden die %usümiile~i~etiiii~gsformeli~ (XIV), damit aber 
aiich in der Gestalt (VIII), fast selbstverstiindlich. 

Es mag nicht überfliissig erscheinen, von der Darstellung (XXT) 
direkt zur Darstellung (XIX) zurückzugelangen. Man bezeichne für den 
hugenblick die xu einer GroBe konjiigierte GrOBe dui-ch 
gesetzten horizontalen Strich. Dann hat  man folgende 
zii vollziehen. E s  wird g e n G  (40), (40'), (1x1) :  

einen darüber 
Umformungen 
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122 Gelenkviereck und Diimmerungsdauer. 

- H  - Hier ist aber d = 
- 

+ r ,  y = - /1, S = a ,  somit: 

Da aber gemaB (39) % I I =  (2 + r ) ( Z  - r ) ,  so hebt sich aus Zahler 
und Nenner der rechten Seite von A. der Faktor Z + r heraus, und es 
verbleibt: 

oder wegen a6 - / î y  - 1: 

Fiihrt man eineii Proportionalitiitsfaktor K ein, so zerlegt ~ i c h  (42) in 
die beiden Gleichungen: 

Da aber g in 3, 15, Z Iiomogen sein muB, muB das Glied Y ( K  - 1) 
in Wegfdl kommen, d. h. E = 1 sein; es ergibt siçh deruriach: 

Diese Gleichungen stimmcn in der Tat mit der ersten und dritten der 
Gleichungen (XIY) überein, und wenn man in der ersten Gleichung (44) 
jeda daselbst auftretende GroBe diirch ihre Konjugierte ersetzt, eihalt 
inan auch die zmeite Gleichung iS1X). 

Gelenkviereck und Dammernngsdauer, 
Von PHILIPP WEINJIEISTER in Tharandt. 

Man trifft es in der Mathernatik nicht selten, daB man zu Er- 
gebnissen, die man erst durch langmierige Rechnungen erhalten hat, 
weit einfacher durch geornetrische Betrachtungen gelangt. DaB dies 
auch in einem Wissenszweig der Fa11 ist, in dem mit Vorliebe ge- 
rechnet wkd ,  der inathematischen Erdkunde, sol1 im Folgenden an 
zwci Beispielen gezeigt werden. Ich wiihle als erstes die Bestimwzztng 
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des Tageç kiirzester Dam~zcrirncj einw gegebenez Reiibackt~~ngsortes. Diese 
Aufgabe galt früher als ganz besonders schwierig, und man st6Bt in 
der Tat bei der Losung ohne Kuilstgriff auf sehr verwickelte Recli- - 

nungcn. Diese werden noch weitliiufiger, wenn man die Strahlen- 
brechung berücksichtigt. W i r  verstehen dann unter Dammerungsdauer 
die Zeit, die der Sonnenmittelpunkt braucht, um von einer Tiefe von 
i = 35' unter dem Horizont bis zur Tiefe h zu sinken, und zwar ist 
h - 18O bei astronomischer und 6O bei bürgerlicher Dammerung. Weiter 
sei n = 'JO0 - der Polabstaiid des Ortev und d die Sonnendekliiiation, 
die wir als wahrend der Dammerungszeit uiireriinderlich annelimen. 
Die gr6Bte Anderung von 6 wahrend der Daminerungr betragt in Deutsch- 
land uoch nicht 2'. Ferner sei P der IIimmelspol und Z das Zenith 
des Ortes. Dann ist bei Beginn der Diimmerung in  dem sogenannten 
nautisclieri Ureieck ZPS  (Pig. 1) die Seite LI' = n, Z S  = 90° + i 
und PS = 90° 'f S für 

Fig. 1. 
das Sommer- bezw. Win- 
terhalbjahr. Denken wir Z' 

uns die Erde S unbeaeglich in Drehung, und so p* wird das Zenith des Ortes _i @QO, Z. 

am Ende der Danirrierung ------ s 
eine andere Stelle ein- ___--- 
nehmen, die mir mit 2' --? ---- ----&go 

bezeichnen. Es ist Z'P= rr, ,Y- -'1' 
Z'S= 90°+ 32. Xithin hat 
das Viereck Z 'PZS  Seiten von unveriinderliçher Lange, es aiidert sich 
mit der Zeit seine eiiie Diagonale PS = 90° $- 6. W i r  bezeichnen 
weiter die halbe Tagesdauer d. i. die Zeit von1 wahren Mittag bis 
Sounenuntergang mit X, die Diimmerungsdauer mit 5S: und die halbe 
Zeit der Finsternis mit 5, und zwar messen wir diese GrGBen mit 
Winkcln, sodaB 360° 24 Stunden entsprechen. Dann ist % Z P S  = 5, 
% 23" = % und der Eebenwinkel von Z'PS = 8. Das Viereck 
Z ' P S L  kann als ein spharisches Gelenkviereck angesprochen werden, 
und es ist die Aufgabe zu  losen, die Lange YS = 90° f 3 für den Fa11 
zu bestimmen, daB b ein Minimum ist. 

Bei der zweiten Aufgabe ist ein bc~stimmter Tag durch a gegeberi. 
Wir fragen nach derzjenigen Orten, bei weichen a n  dem gegebenen Tag 
die Uü~nn~murzg Iciirzere Zeit dauert, als an delz üb~igen Orten. In 
diesem Fa11 empfiehlt es sich, die Erde und mit  ihr  Z als fest an- 
zunehmen, aber S als beweglich, und zwar sei S' der Stand des Sonnen- 

mittelpiinktes zii Ende der Dammermg (Fig. 2). Alsdann ist S' P = 900 8, 
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124 Gelenkviereck und Dammerungsdauer. 

S ' Z  - 90° + h, + S'PS = 2) und der Kebenwinkel von S ' P Z  = 3. 
Wir  haben wieder ein spharisches Gelenkviereck S 'PSZ.  Die Diago- 
nale PZ ist verailderlich, und es ist ihre Lünge für den Fa11 5E = Min - 

zu bestimmen. Wir nehmen der 
Fig. 2. 

Einfachheit halber statt des spha- 
rischen G elenkviereckes ein ebenes, 
was die Folgerungcn nicht beeiri- 
trachtigt. Seine Seiten seien der 
Reihe nach a ,  b ,  c, tl; die ver- 
anderlichen Diagonalen s (von a b  
nach cd j  und y. Dann ist 

,-----p- .z = b + c r o + d  und zi,ini=la-~il 
< , h - c : .  Im ersten FaU ist 

+K b c  = 180' und url m6glicl-ist &OB, im zweiten ad  = O iind 
+ bc miiglichst klein. In  beiden Fallen entartet das Vicreck zum 
Dreieck. Durch Zusammen~tellen der Einzelfille gelangt man zu fol- 
gendem Ergebnis. 

Entar tung des Vierecks m m  Dreieck. 

1. Die Surnme der gr6Bten und kleinsten Seite ist grober als der 
halhe Umfang. 

Ein Anwinkel der grd3ten Seite i d  Nul1 oder ein Gegenwinkel 180". 
II. Die Summe der groBten iind kleinsten Seite ist kleiner als der 

halbe Umfang. 
Ein Anwinkel der kleinsten Seite ist Null oder 180°. 
III. Die Summe der gr6Bten und kleinsten Seite ist dem halben 

Umfang gleich, und zwar 
a) stoBen die groBte und lileinste Seite aneinander. Der von ihnen 

eingeschlossene Winkel ist Null oder der aridere der kleinsten Seite 
anliegende Winkel ist 180'. 

b) liegen die gr6Bte und kleinste Seite einander gegenüber. Ein 
Anwinkel der kleinsten Seite ist 180°. 

Tm Fall III findet Entartung zur gwaden Linie statt. 
a) Der von der gr6Bten und kleinsten Seite eingeschlossene Winkol 

und sein Gegenwinkel sind 180°, die beiden andei-en Null. 
b) Hier fiiidct die Entartung aus einem Viereck mit einspringen- 

deui Wirikel statt. Letzterer wird %O0, die übrigen werden Null. 
Das Deltoid entartet zweimal ziir &raden und einmal zum Dreieck, 

das Parallelogramni zmeimal zur Geraden. 
Das Viereck der ersten Aufgabe gehort zur 1. Gruppe, das der 

zweiten aber nur im Sommerhalbjahr und auBerdem im Winterhalbjahr, 
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h + i 
solange 6 < - ,  d. i. g017;' bei astroriomisclier und 3O17i' bei 

2 
bürgerlicher Damrnerung oder nach Angabe der Ephemeriden für die 
Zeit vom 25. Febr. bis 18. Okt. bei astronornisclier und Tom 13. X i r z  
bis 3. Okt. hei bürgerlicher Diirnmeruiig. 

E'igur 3, i bis 7 ,  gibt die verschiedenen E'ormen an, welche ein 
Gelenkviereck der 1. Gruppe annehmen kann. Hat man nun ein Gelenk- 
viereck in irgend einer Lage, so kann man es in E'igur 3 einreihen und 

erkennt;, ob die Diagonalen in der Zu- oder Abnahme begriffen sind. 
Die Diagonale x liefit auBerhalb der Figur beim h e r g a n g  vom Maxi- 
mum ziim Minimum und innerhalb beim cbergang vom Minimum 
m m  Maximum; bei y ist das Gegenteil der Fall. 

Hinsichtlich der Anwendung auf die erste Aufgahe ist zii setzen: 

a = YU0 + h, b = 90° + i, c = d = a, x = 90° f 6. 

Im Pal1 1 ist 5E = 0. Das obere Vorzeichen von S ist auszu- 

schlieBen, daher findet der Zeitpuiikt S = n $- i im Winterhalbjahr 
statt, und es gilt für den Ort die Bedingung O 5 7c 5 E - i = 22O52' 
und für die Zeit E 2 - 6 > - n + i > i. Von nun a n  werden x und y 

-~ ~ 

kleiner, da sie ihrem Minimum zustreben. Es scheint wieder die Sonne, 
die Tage nehmcn zu, dic Diimmerung nimmt ab. Im Pa11 3 hat die 
Dammerung den kleinsten Wer t  erreicht. Faut man in dem gleich- 
schenkligen Dreieck Y Z Z '  die Basishohe, so ist diese eine gemeinsame 
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126 Gelenkviereck und Dammerungsdauer. 

Kathete zweier rechtwinkligen Dreiecke und daher ihr cos = cos 
a-O a f b  h + i  h - i  

= cos x : cos -- oder es ist sin 8 = cos z . sin -- : cos : COS -- 
2 2 2 

1 . a - b  . h- i 
und weiter sin - 58 = sin - : sm d = sin : sin z.I) 

2 2 2 
h-i h i . 

Diese Fornieln sirid riur zuliissig für n > -. Für  n = - - 1st 
2 2 

D = 180" (dauernde Dammermg), und sie tritt dort am frühesten ein, 
h + i  

niimlich für cî = (25. Febr. und 18. Okt. bezw. 13. Marz und 2. Okt.) 

Je  grGl3er a, um so kleiner das Diimmerungsrninimum und um so frühcr 
tritt es ein. Am Aquator ist es am kleinsten und tritt zu Frühlings- 
anfang ein. 

Fa11 4 gilt bei Vernachlissigung des kleinen Winkels i für die 
Tag- und Nachtgleiçhe. Diimmerung und Tag nimmt zu bis 8 und 
zugleich das Gelenkviereçk verschwund~n ist. Alsdann ist x(,, = a - d 
oder 6 = a - h. E s  beginnt die Zeit der hellen Nachte, welche sich 
in der Richtung nach dem Aquator zu erstreckt bis  z = E + W. 

E s  sei hier eine Bemerkung gestattet über die Uuuer der EZmternis.  
Diese ninimt ab, wenn die Tage zunehinen, ihr Maximum liegt bei 
Reginn des Winters. Hiervon machen aber die aquatorealen Gegenden 
eine Ausnahme, wie eine einfache Diskussion der Kosinusformel zeigt. 
Diesc haben zu n'inters Arifmg ein Minimum, und es tritt deren 
Maximum erst spiiter ein. Es nimmt niimlich die Pinsternis solange 
zu, als sin S > sin rp : sin h, was für die Bedingung ergibt: sin y < sin E 

. siri 11, für aslronomische Uarnuierung g> < 7'4' und für bürgerliclie 
< 2O2.3'. Das Maximum lie@ am Aquator in der ~quinoktialzeit, 

bei den übrigen Orten um so früher, je weiter sie vom Aquator eut- 
fernt sind. Für dasselbe gilt sin 6 = sin rp : sin h und sin % = cos h : cosy. 

Wir  wenden uns nun zur zzueiten Aufgabe, d. h. min Gelenkviereck 
SZS 'P  mit der verinderlichen Diagonale PZ= n und gegebenem 8. 

h - t i  
(Fig. 2). m i e  oben bereits bcrnerkt, gehort dasselbe für 6 > , d. h. für 

die Zeit vom 22. Dez. bis 25. Febr. (13. Marz) zur II. Gruppe. Wir 
beginneri mit der Entartung des Gelenkviereckes in dem Zeitpunkt, in 
dem S im Meridian PZ  liegt (Pig. 4). E s  ist z = 6 - i = Min, und 

1) Diese Formeln fand znerst Johann Bernoulli und zwar nach Jahre langem 
Snchen mit Hilfe einer biquadratischen Gleichung. Durch eine ehen solche ent- 
wickelten sie d'Alembert und FuB, ohnc solche zuerst der Astronom' d ' h e s t ,  
dessen Verfahren nebet den obigen Bemerkungen in Wolfa EIandbuch der Nathe- 
matik II. Teil, S. 177 a u  finden ist. Durçh elementsre Bechnung bewies dia 
Formeln Stoll-Bensheim, Zsitschrift f. Math. u. Ph. 28. Bd. (1883), S. 160. 
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X = O. Wir gehen also von dem Parallelkreis aus, welcher das Gebiet 
dauernder Kacht abgrenzt. Die Sonne hat Mittags momentan ge- 
schienen. Wiichst nun n ,  so entwickelt sich PZS zuxn Dreieck, und 
es niihert sich D dern Minimum. Dies tritt ein, wenn S auf S'Z an- 

geltingt ist (F'ig. 5). Genau wie oben entnehmen wir der Figur die 
h + i  h - i  1 h - i  

Formeln cos n = sin 8 . sin - :cos- 
2 

und sin ; % =sin - : cos 6. 
2 

Von da ab nimmt D zu bis zum Aquator. Gerade so wie in der 
ersten Aufgabe die Zeit kürzester Diimmerung in der Niihe des  qui- 
noktiums lie& liegen hier die Orte kürzester Darnmerung in der Kihe  
des ~ c p a t o r s .  Am 22. Dezember ist für dieselben <F = 3O44' (astr.) 
und = 1°19' (brgl.), und zwar ist im ersten Fall 9 = 19O0' (lh16"'") 
und im andern C3 = 5O54'(28-). Der Breitenkreis rückt dann nach 
dern Aquator zu, den er zu Frühlingsanfang erreicht. Hier ist *r) = h - i 
- - l h l O m i n  bezw. 2Zrnh. Die Untersçhiede sind also ganz gering. 

h + i  Für 6 < -- 
2 

entwickelt Fig. 6. 

sich das Gelenkviereck aus dern 
Dreieck SPZ, wiihrend S' im 
Meridian lie@ (Kg.  6). E s  ist g o y 6  0 % ~  

dam 8 = O, d .  h. der Para,llel- AL kreis grenzt die Gegend heller ---- ' --LZ==-- 
9oo+lr P 

X c h t e  ab. 
h + i  Für 13 = - gehb-t clas Gelenkviereck zur Gruppe III". Jenseits 

des abgrenzenden Parallelkreises liegt die Gegend dauernder Dammerung. 
Auf ihm selbst ist Tag und Finsternis momentan. 

> h + i  Der weitere Verlauf wird durch die Unterscheidung von 6 =- --- < 2 
nicht beein5uBt. 

Hinsichtlich 8 ergibt sich wicder mittels der Kosinusformel sus 
A S'PZ, daB dasselbe nur dann vom Pol nach dem ~ ~ i i a t o r  zu wiichst, 
wenn cos n > sin 6 : sin h, eine Bedingung, die nur erfiillt werden kann, 
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wenn b < h. Also nimnit 8 vom Pol nach dem Aquator hin ab in 
der Zeit vorn 14. Nov. bis 29. Jan. (9. Okt. l i s  G .  Marz). Xach dem 
29. Jan. (6. Marz) aber nimrnt es Tom Pol nach dem Aquator hin zii 

bis zu einem Parallelkreis gr6Bter Finsternis. Derselbe ist bestimmt 
durch cos z = sin 6 : sin h und es gilt für ihn sin 3 = cos h : cos S. Dieser 
Parallelkreis nahert sich den1 aquator,  mahrend 8 kleiner wird, und 
trifl't zur Zeit it = 0 bei ihm ein. Im Verlauf des Sommers nimmt 
3 vom Pol nach dem Aquator hin stetig zu. 

I n  den Pallen, wo nur 8 oder D oder 5 vorhanden ist, müssen 
die Dreiecke, die das Gelenkviereck bilden, beide verschwinden. Ohne 
hierauf niiher einzugehen, will ich nur die resultierenden Bedingungen 
angeben: 

Dauemde Pinsternis: n 6' - h, also 6 > h und n < E - h Im 
Dauernde Dimmerung: h - n 2 6 > n + i ,  - - also 

Llauernder Tag: n - 8 7 i, also n 7 E + i und 6 2 z - i. Im So~rinier. 

1st nur 8 und ?D vorhanden, so erkennt man die ~ n d e r u n ~  von 
59 aus der von 5, und verfiihrt dementsprechend, wenn nur 5I und 2 
vorhanden ist. Man hat dann statt des Geleiikvierecks ein spharisches 
Dreieck und steht vor der Frage, wie sich seine Winkel Lndern, wenn 
eirie Seite wachst, walirend sich die beiden andern Seiten nicht indern. 
Der Kürze des Ausdruckes halber wihle ich statt der wachsenden 
Seite den wachsenden Gegenwinkel. Nimmt man zuniichst ein ebenes 
Dreieck und zieht um den Scheitel des veranderlichen Winkels mit 
der kleineren Seite den Kreis, so findet man, daB die beiden anderen 
Wirikel abnehmen, wenn sie spitz sind; sind sie aber verschiederier 
Art, so niinmt nur der stumpfe ab, wiihrend der spitze wachst. Wir 
sagen, daB sich beide Winkel im ersten Fa11 rom Rechten entfernen, 
irn letztei-en sich ihm nahein. Dies gilt auch auf der Kugel, mas man 
zuniichst an deni Dreieck erkennt, dessen Seiten kleiner als Quadranten 
sind, weil dies Dreieck in Übereinstirnrnung mit dem ebenen wenigsteiis 
zwei spitze n'inkel hat. Man kann nun durch Verlangerung zvieier 
Seiteri das Dreieck zuni Zweieck ergznzen und den Satz auf das Er- 
g;inzungsdreieck, von dessen Seiten zwei gr6Ber als Quadranten sind, 
übertragen. E r  gilt übrigens allgemein und IiiBt sich wohl auch so 
beweisen, daB man das Dreieck durch Verdoppelung zum Gelenkviereck 
(Deltoid) e rghz t .  E r  lautet: 

PViichst iu einem sphüriscken Ureieck ein W i n k l  bei ungeünderter 
Lange der Schenkelseiten,, so nu1~eî.n sich die beiden anderen Winliel je 
einem Rechtcn, zcem sie verscltiedennrtig sincl, und sie entfernen sick voiz 
eznem Rechten, wenn sie yleichart<y sind. 
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1st also der eine Winkel spitz, der andere stumpf, und erreicht 
z. B. letzterer den Ilechten zuerst, so Sind die Winkel von da an 
gleichartig und entfernen sich also vom Rechten, d. h. der vorher 
~tumpfe nimmt weiter ab, der spitze hat in dem Moment, wo der 
andere ein lZechter wurde, seinen groBten Wert erreicht und nimmt 
nun ebenfalls ab. 

Zum Schlusse noch die Bemerkung, da0 man natürlich statt der 
Sonne jeden beliebigen Stern wahlen und die Veranderuxig der Zeit 
bestimmen kann, die er braucht, um von einer gegebenen H6he zu 
einer anderen anzusteigen. 

Ein Naherungsverfahren in der Methode der kleinsten 
Quadrat e, 

Von KARL FUCHS in PreBburg. 

1. In der Methode der kleiristen Quitdrate geht man von einer 
gpgebenen Reihe linearer Gleichungen aus, die wir so schreiben: 

mir nelimen an, in diesen Gleichiingen ware ein Faktor wegdividiert, 
und sie lauteten ursprünglich so: 

Es gilt nun die walwschei.nlichsten Werte der Unbekan~iten xy  . . . zu 
berechnen In der ATormaimetl~ode der kleinsten Quadrate nimmt man 
an, nur ehe  der Wertreihen ah . . ., beispielsweise die Wertreihe c 
hitte wahrscheinliche Fehler, wiihrend Fehler der anderen Wertreihen 
absolut unwahrschoinlich seien, d. h. wir sehen nur die Reihe c für 
fehlerhaft, die anderen Reihen fiir fehlerfrei an. Diese bequeine An- 
nahme ist selten berechtigt; in der Regel hat jede mTertreihe eine be- 
sondere gr6Bere oder kleiriere Fehlerwahrscheinlichkeit; wir bezeichneri 
die entsprechenden Koeffizienten mit cr/3 . . . y. Die wahrscheinlichsten 
-- - 

1) Siehe diese Zeitschrift Bd. 54, Heft 4, S. 437. 
Zeitsïhrift f Matnemstik u Physik 6 5  Band. 1907. Heft 112. J 
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IVerte xy . . . z findet man dam,  wenn man eine gewisse Funktion zu 
einem Minimum macht. Diese Funktion von xy . . . z lautet: 

Wenn wir hier a z  Py . . . durch zy  . . . erseteen, also irn ZZhler x y  . . . 
durch z / a  y jp' . . . ersetzen, d a m  erhalten die Daten ab . . . neue Werte, 
und die Funktion zeigt die folgende Furm: 

Wir  ersetzen die Polynome durch Buchstaben: 

2. Wir woUen diese Funktion f stufenweise zu einem Minimum 
machen, indem wir iminer nur eine der Variablen xy . . . Zndern. Wir 
beginnen mit x. 

Wenn wir x um f andcrn, d a m  lautet die Funktion (5): 

Der Ziihler erhalt daun folgenden Zuwachs: 

Der Nenner aber erhilt  den Zuwaçhs: 

(8 )  Ar = ax6 + l" 
Wir schreiben symbolisch: 

Für (6) schreiben wir a h :  

Es gilt nun zu erforschen, wie groh wir f nehmen sollen, um den 
Wert der Funktion f rnoglichst herabzudrücken. Zu dem Zwecke lassen 
wir 5 erst kleiw, d a m  szdlich, d a m  unendich grop sein. Wir stütze11 
uns dabei auf folgende Regel. Wenn in dem Bruche 
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die Zuwachse d p  Ar sich so verhalten wie p und r: 

dann bleibt die Funktion f zmgeiinder2, d. h. df = O. Wenn d p  
lileiner ist als f . A r ,  d a m  wird f herabyerirückt, d. h. df ist negativ; 
wenn aber d p  grober ist als f .  A p ,  dann wird f erhoht, d. h. df ist 
positiv, was wu  micht wollen. 

a) Wenn wir f sehr lilein sein lassen, dann lautet (13): 

Das Kriterium (14) lautet also: 

Daraus lesen wir folgendes. Wenn p, kleiner ist als fx ,  d a m  
rnüssen wir ein positives kleines f nehmen, um f '  herabzudrücken; 
wenn aber p, gr6/3er ist als fx, dann müssen wir ein negatives kleines f 
nehmen, um f herabzudrücken. 

b) Wenn f e r d l i c l ~  ist, dann hat (13) die volle Form ( I l ) ,  und 
das Kriterium (14) lautet nach Wegfall eines E.: 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, dann bleibt f unverandert und df = O ;  
sie ist erfüllt, wenn f folgenden Wert 6, hat: 

Der Ziihler hiingt mit (16) zusamrrien. Wenn p, > f x  ist, w e m  wir 
also ein negatiûes (kleines) f nehmen sollen, dann ist gerade aiif der 
neyativen Seite ein Wert k,, wo 6 aufhGrt, die Funktion f herabzudrücken 
und bei weiterem Wachstum anfangt f zu erhohen, was wir niekt wollen. 
Das Analoge finden wir auf der anderen Seite: wenn pa < f x  ist, wenn 
wir also ein positives (kleines) 6 nehmen sollen, dann gibt es gerade 
auf dieser positiven Seite ein f,, wo 5 aufhort uns nützlich zu sein, 
und bei groflerem Wachstum uns geradexu schadet. Zwischen 5 - 0 
und 6 = f ,  verliiuft also offenbar die f- Kurve parabolisch, nach unten 
durchhiingend, und wir tun am besten, wenn wir fiir 6 ungefahr den 
Anclben Wert 5, nehmen: 

(18) f =-&-f. 
a - f  ' 

9 * 
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132 Ein Bihemngsverfahren in der Methode der kleinsten Quadrate. 

Dann wird f so weit herabgcdrückt, als es durch Anderuns von z allein 
überhaupt nioglich ist. 

In al1 diesen Erwagungen haben wir stillschweigend vorausgesetzt, 
daB in (17) der Nenner a - fpositiu ist. V7enn er es nicht ist, wenn 
also a < f '  ist, dann kehrt sich alles uin; dann 1st die Strecke zwischen 
l j  = O und g - l j ,  nicht die nützlichste, sondern die sclzadliche Strecke, 
die wir hieiden müssen. 

c) Weiin wir 8 unendich groB nehruen, dann lautet (13) auE grund 
von (1 1) so: 

(1 7) f + d f = n  oder: d f ' = a - f  

Das stimint mit dem eben Gesagten ühcrein; wenn a < f ist, dann ist 
df negativ, wie wir es wünschen; dann ist es am besten, f unendlicli 
groB zu nehmen, al80 x = 00 zu setzen. IVas das bedeutet, das sehen 
wir aus (4): wenn wir den Bruch mit x kiirzeri und x = oc setzen, 
dann aerden alle Variablen yû . . . gleich Ki111, iind (4) laiitet: 

Ein sehr groBes 6 heiBt also alle Variahelri auBer x sehr klein 
machen. 

Hierniit hahen wir m m  Nàherungsverfahren den Grund gelegt; 
das Verfahren sol1 nun entwickelt werden. 

3. Zur Vorbereitung quadrieren wir alle Koeffizieriteri und be- 
stimmen die folgenden Summen: 

Darauf setzen wir in (4) für die Lnbekannten xy . . . verschiedene will- 
kürliche Werte als erste Amiiherung ein. Zuerst setzen wir alle 
Variablen gleich Null, bis suf  x, das wir gleiah 1 setzen; d a m  setzen 
wjr alle gleich Nil11 biu auf y, das wir gleich 1 setzen usw., wir finden 
dann für f folgende Werte: 

Wir  nehmen nun den allerklei.rzsten dieser Werte, es sei das etwa a, 
und nehmen als erste angenaherte Werte der Unbekannten definitiv 
die folgeriden Werte an: 

Da in1 ganzen weiteren Niiherungsverfahren f nur kleiiier werden kann, 
so wird inzwer in (18) der Nenner positiv, d. h. f das kleinere Glied 
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sein, und wir konnen imnzer das beste Inkrement nach (18) berechnen. 
Wir wollen die Formel allgemcin schreiben: 

Hier bedeutet t irgend eine Unbekannte, z ist ihr bestes Inkrement, 
uiid k ist der korrespondierende Reilienbuchstabe. Wir korinen dtls 
heste Inkrement t wieder mittels einer Wage bestimmen, und schreiben 
dem Gedanken entsprechend (20) in folgendcr Form: 

Wir miisseli also wie in der Normalmethode auf der Wage den Ge- 
wichten li,lr, . . . die Arme p,p, . . . geben; au,8erdcm aber müssen wir 
aiif die Wage auch noch ein Nomerit - f t  ausüben, etwa inderu wir 
pinem Gewichte 1 den Arm - f t rider einem Gewich te f t  den Arm - 1 
geben. Sodann müssen wir die IlTage mittels eines Laufgewichtes 
aquilibrieren; dieses Laufgewicht ist aber nicht mehr [7c2], sondern 
[k2]  - f :  Die Arbeit kompliziert sich also in unserem allgemeinen 
Falle dadurch, daB wir nach jedem Akte auch den neuen Wert f' der 
Fiinktion f nach (11) berechnen müssen, welche Formel allgemein so 
lautet: 

Da wir als .t im allgemeinen eine einstellige Zahl wahlen, ist diese 
Arbeit nicht alleu umstindlich. Die Formel (22) in der Form: 

dient danil im folgenden Akte als Grundlagc zur Berechnung des 
nachstfolgenden Wertes f". Nur die Ziihler p und die Nenner r müssen 
genau berechnet wcrden; eine Vernachliissigung in der Division, d. i. 
ein Pehler in f übertragt sich nicht, da die damit berechneten z nur  
eine orientimende Bedeutiing haben. 
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Die genaue S%ulenknicklast 

Die genaue Sanlenknicklast, 

Von Maschineningenieur k'. NUSSBAUM in Spalato. 

Ziir Einleitung mag die Knickerscheinung füx die Saule kurz Ile- 

sprochen werden. Wird z. B. eine annahernd gcrade gerichtete Stalilfeder 
nach F'ig. 1 gedrückt, und werden die zusammengeh6rigen \Verte Y 
und f in einem Diagramm vereinigt, so ergibt sich etwa die Linje n 

Fig. 1. Wird die Feder sorgfiltig gerade gerichtet, so findet man etwa 
die Linie b mit beinahe aus- 

Fig. 1. 

_ _ - - _ _  gepragt'em Knic, und würde , -. ... 
-. -_ endlich der Versuch mit matlie- 

f -. -. , -. matischer Genauigkeit ausge- 
1 führt, so ergale sich die Linie c 

I 
1 
1 
1 ( mit scharfem finie. Ris zu 

diesern Punkte ist also die Aus- ,- 
biegung f = 0, u n d  beginnt 
dann plotzlich sehr rasch. Das 

1 

b 1 

, l ziigehorige P nennen wir die 
, Knicklast Px. 

C 
A 
lP 

Diese wurde von E u l e r  Tor 

mehr als 150 Jahren mit Ver- 

P 
nachl%sigurig des Schiebungs- 

1; einflusses berechnet. Seitdem 

hat man mehrfach vergeblich 
versucht, diese SchiehungsmGglichkeit genau zu berücksichtigen. lin 
folgenden ist nun dies auf einein neuen direkten Wege in einfacher 
Weise gelungcn. 

Big. 2 zeigt die geknickte Saule, zu deren Untersuchung wir als 
Urvariable die Stablange, vom unteren Eiide gemcsseii, annehmeii. 
Für  das Gleichgewicht eines Saulenstückchens ist: 

q ~ )  = o = M - (,M + anq - q . dx 
(l) IL'(@ = 0 = Q - ( Q  + d Q )  + N. d a  

= O = N ( N  + d X )  -- Q d u .  

Der Kontingenzwinkel d a  rühi-t nicht blof3 von der Biegung durch 
M (Eule r )  sondern auch von der veranderlichen Sehiehurig duich Q 
her;  es ist 

(2) d a  = daM + d a Q .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F. Nuss~auw. 

Bei Proportionalitiit zwischen Dehnung und 

133 

Spannung ist 

mo E den Elastizitatsmodul und I das Tragheitsmoment des Quer- 
schnitts bedeutet. Eine ahnliche Beziehung folgt für daQ aus folgen- 
der cberlegung: Man denke sich einen Freitrager mit Einzellast am 
Ende; abgesehen von der Biegung 
mire die elastische Linie eine Gerade 
mit demR'eigungswinke1 nach a b ~ i r t s  

wo G den Gleitmodul, und 8 bei 
gleichmaBiger Spannungsverteilung 
den Querschnitt un& sonst die ent- 
sprechende aus der Schubtheorie be- 
kannte Querschnittsfunktion bedeutet. 
1st bei anderer Triigerbelastung die 
Querkraft stetig veriinderlich, BO gilt 
für den Fortschritt dx 

dies ist der gesuchte Ausdruck. 
Darnach erhalten wir aus (2) 

oder kurz = a M + a Q ~ ,  

und damit konnen die Gleichgewichts- 
bedingungen (1) geschrieben werden 

1 In1 =- Q 

Big. 2.  
1 

Bei der Integration dieses vollstiindigen Differentialgleichungs- 
systems erscheinen 3 Konstante, also sind 3 Grenxangaben n8tig: 

iM,=r = 0, 

(7) QI-O = O, 
A', ; = 1'. 
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Für  die Rechnung kann NZco statt  Mz,,L als gegeben angpnornmen 
und zurn SchluB aus = 0 bestimmt werden. Dann lassen sich 
mit diesen 3 Angaben ails dem Gleichungssystem (Q und dessen Ab- 
leitungen in einfacher Weise für x = O beliebig hohe Ableitungen der 
unbekannten Bunktionen III, Q, N ermitteln, und damit die Funktionen 
selbst nach der M a c - L a u r i n  s c h e n  Reihe entwickeln. Man erhdt  kurz 
angedeutet 

Z *J!f=J!!,+ l ! . O + . . .  

wo Mo zu bestimmen ist aus 

Folgende Überlegung bilclet nun den Kern dieser Mdhode: Bei 
der Restimmung der Ableitiingen zeigt sich, da8 die von M durch- 
a e g s  Mo oder Xi, . . . enthalten, wonach also die Bestimniiirigs- 
gleichung für Ho (8) geschrieben werden kann 

Sie hesagt: Entweder ist Mo = O, die Siiule knickt nicht ails, soiidem 
bleibt im labilen Gleichgewicht, was ganz richtig aber praktisch be- 
deutungslos ist. Fü r  das wirkliche Ausknickeii muB also 

sein. Diese Gleichiing geht sofort in  die gesuchte Knickformel über, 
wenn darin einfach für den Ausknickbeginn H o  = O gesetzt wird. 
D a  uns nur dies interessiert, k6nnen wir bei der Bestimmung der Ab- 
leitungen alle Glieder mit 17.10, . - . gleich weglassen. Der Itechnungs- 
gang ist im folgenden durch Zahlen bezeichnet. 

1) Da sich diese Gleichimg nach nicht auflosen liflt, ist fiir die wirkliche 
Losung des Differentialgleichungss~stems nichts gemonnen; wohl aber gelingt 
aiif diesem Wege die Auffindung eines einzelncn eigentümlichen Punktes, nimlich 
des gesucliten A~isknickhe~irmes. 
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Von F. K u s s u ~ r x .  

. . . . . . . . . . . . .  . . . . . .  
N ;Î i pk 
N I  = - a M Q - a & & '  5 ~ O 

N I I  - . . . 7 1 O und alle weiteren. 

Durçh Einführen der Werte rechts in (9) folgt 

und daraus 

72 
Nur der erste Wert  kommt in Prage,  die weitereii bedeuten die 

intiglichen labilen Gleicligew~chtsfiille mit mehreren E'alten. Daraus - 
1 1 

ist die gesuchte Knicklast, wenn statt a und a wieder BI und G g  ge- 
schrieben wird 

Für die freie, einseitig eingespannte geführte, beiderseits eingespannte 
1 I l  

- - geführte Siiule ist wie bekannt 1 durch 2 ,  
2 ,  v2 , zu eruetzen.') 

Ware G = m, so folgt ganz riclitiu die Eu le r sche  Formel, welche 
9 

sich nach dieser Nethode einfach ableiten laBt. Deren Fehler nimrnt mit 
3 4 1" 

der Schlankheit des Stabes ab, indem - - -  gegen das wachsende -- cg n y  E I  
irnrriemehr versctiwiridet. W i r  wolleri riun sehen, wie groB dieser Fehlrr  
in einem ungünstigen Falle sein kann. %. B. eine genietete Saule vom 

Pr. Kr. 30 
Querschnitte x 1-- 1 - h3t Iz - 40 000 cm4, & 64 cm2 (etwas 

1) Genau genommen bedeutet 1 die durch deri Druck etwas verkürzte Stablange. 
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135 Verschiedene Anordiiungen der Additions- und Subtraktionu-Logarithmen. 

mehr als die Stegquerschnitte); sie tragt bei Spitzenlageiung und 
B 

2 ni Lange Pk N kg, wobei die Druckspannung 2000 at 

noch nicht (lie ,,Proportionalitiitsgrenee" von FluBeisen erreicht. Euler 
veiuachlassigt das Glied 0,04, der Fehler ist hier - 10 Meist aber 
ist das Verhdtnis der S ~ h i l b -  und Biegungssteif'heit der Saule nicht so 

klein (ausgenomrnen genietete Stiibe mit groBen Kietabstiinden), soda1 
der Fehler bei schlankeren Staben praktisch rerschwindet. 

Die gefundenc Knicki'ormcl i d  genau richtig bis zur ,,Pro- 
portionalit~itsgrenze". Sie d u f  aber auch fiir ein beliebiges Dehnungs- 
gesetz und f ü r  kurze Stiibe (soweit noch von Knickung die Hede seiu 
kann) als riahezu richtig angesehen werden, sofern mari fiir E und G 
die der Kuickspannung (= Y, : Stabquerschnitt) entsprechenden Werte 

1 
einsetzt. Wie weit mit abnellrnender Lange der HinfluB des Gliedes - 

G 8 
und damit der Fehler der Eulerschen Formel wiichst, ist a m  unserer 
Formel nicht zu ersehen, weil L' und G zugleich mit 1 abnehmen. 

Zum SchluB sei bcmerkt, daB die hicr angewendete Mcthode be- 
deutend schwierigere Probleme der elastischen Knickung zu lüsen 
gestattet, wie deinniichst in einer Abhandlung über dau ,,Ausknicken 
von Triigern" gezeigt werden soll. 

Über die verschiedenen Anordnungen der Additions- und 
Subtraktions-Logarithmen. 

Von BEKTHOLD COHX in StraBburg i. E 

Bekanntlich hatte GauB, einem Gedanlten von L eo ne l l i  folgend, 
die Tafeln der Additioris- und Subtraktions-Logarithmen derart eiri- 
gericht)et, daU die mit 

A n c 
ühersçhriebenen Reihen die Werte 

1 
log z log (1 + x) log (1 + ;) 

enthielten. 
Sieht man die zweite Reihe als Argumentenreihe an, so lautet 

die Zusammenstellung 

B ' A' C' 

log z log (x - 1) 1% (A) 
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und entsprechend für die dritte R'eihe als Ausgangsreihe 

C" A " B" 

Versteht man unter x den Quotienten zweier Zahlen n und b (a > b), 
unter l o g z  somit ihre logarithmische Differenz, so ergeben sich die 
folgenden Formeln 

(1) log (a + b)  - log b + B, 

(2) = log a + C, 

(3) log ( a  - b'~ = log b + ,4', 
(4) = log a - Cf, 

(5) log (a - 6) = l o g  O -A4", 

(6) = log a - 23". 

Die 3-reihige Spaltung findet man heute nur noch selten (z. B. in den 
4-stelligen Tafeln von E. R. Mül le r ) ;  sie ist iiicht zu empfehen, meil 
man für die Subtraktion das Argument B oder C selbst erst durch 
Interpolation findet. 

Da C' und Il" identische und A' und A" reziproke Gr6Ben sind, 
so ist man bei der Tabulierung mit dem Argument log x auf die 
folgenden Gr6Uen heschriinkt: 

fiir hdclitionslogarithuien 

(1) log (1 + x), 
P) log ( 1 + 2 - , 
und für Subtraktionslogarithrnen: 

(3) log (x - 1): 

Setot man in (1) den Funktionswert = log x, so wird die 
Argumentenreilie den Wert (3) liefern. Unter Zugrundelegung dei  
Formeln (1) und (3) wird man also mit einer einzigen Tafel ausreichen. 
Dagegen wird man für (1) und (4), sowie (2) und (3), als (2) und (4) 
getrennter T a f ~ l n  bedürfen. 

Urri die Fraie  beantworten zu Iionnen, welcher von diesen Zu- 
sammenstellungen der Vorzug einzuraumen ist, mird man au unter- 
suchen haben, welche von ihnen die nieiste Beyuemlichkeit - d. h. 
die geringsten Tafeldifferen7en - bietet, und welche den gr6Bten Grad 
der G enauigkeit erreichen laBt. 
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140 Anordnungen der Additions- und Subtraktions-Logarithuien. Ton R.  Coiru. 

Durch Llifferentiation wird gefunden 

x .  A log (1 + x )  = '-z 6 ,  

x .  A log ( x  - 1) = ?, 

worin i das In te~va l l  des Arguments bedeutet. Da x > 1 voraus- 
gesetzt wurde, so folgt ails ( S r ] ,  dxB die Reihe C mit ~achsendem 
Argument zwar abnimmt, die Difierenzen aber kleiner sind als für die 
Reille B. 

Von den Subtraktionslogarithnlen wird die Keihe A' mit ihren 
gr6Beren Differenzen unbequemer fur den Gebrauch sein als C'. 

Sei ferner angenommen, der Abkiirzungsfehler eines Tafellogarithmus 
für einen in der drgunientenreihe stehenden Wert  sei zc = 0,5 . IO-' 
(r = Stellenzahl der Tafel), für einen interpolierten K e r t  im Maximuni 
= 220, so wird der gesuchte Tafellogarithmus eben um diese Grofle 
falsch sein kiinnen, und der Fehler in log (a + b) und log (a - b)  
wird hochstens 2w betragen konnen, wenn log CL und log b als fehler- 
frei vorausgesetzt werden. 1st jeder dieser Werte  noch mit dem 
Pehler w behaftet, so wird deren EinfluB auf das Resultat wiederum 
für (2) und (4) am geringsten sein. Beachtet man, daB für Tafel (4) 
-4rgurrient und Funktioriswert vert:iuschbare (IroBen sind, und fur x = 2 
Iieitle gleich werdrn, so zeigt Formel (4')) daB man die Argurnent'en- 
reihe am besten mit 0,30 . . . beginnen l E B t ,  wiihrend für kleinere 
Werte von log x in den rechten Teil der Tafel eingegangen wird. 

lJ 
Dann ist aber der mogliche Fehler eines Funktioriswertes Y u '  -- 

u - b  

Sucht man dügegen in Tafel (1) den W e r t  log (x - l), so wird der- 

sellie mit dem grüBeren Fehler 2 r c  & behaftet sein konnen. 

Bus  zmei Gründen ist es also nicht vorteilhaft, Additions- und 
und Subtraktions-Logarithrnen in eirier einzigen Tafel vereinigt zu 
haben, sondern man wird am hesten fiir die Additions-Logarith~nen 

log (1 + S) t'abulieren, fiir die Si~htraktions-Tiogarithmen log (-4- ) . 
x - 1  

Diese letztere Einriçhtung haben die 4-stelligen Tafeln von Zech,  
sowie die 5-stelligen von H o u e l  und B e c h e r .  Die 7-stelligen Tafeln 
von Z e ç h  haben in dem Teil für Subtraktioris-Logaritheri Argument- 
und E'unktionswert vertauscht, erfordern also eine utilnequeme Inter- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Polbestimmung für Verzweigungslegen einos ebenen Systems. Von R. M ~ L L E R .  141 

polation. Sechsstellige Tafeln nach diescr Einriçhtung gibt es nicht. 
Diejenigen von B r e m i  k e r  liefern für das Argument log x = 4,O . . . - 10 
bis log x = 0,23 den Wert  B von 0,00. .  . bis 0,44..  ., so daB innerhalb 
dieser Grenzen dieselbe Tafel auch für Suhtraktion benutzt werden 
kariri. E'ür log x > 0,40 folgt eine zweite Tafel, die mit dem Argu- 

2 - 1  
nient log x die Werte log gibt, so rlaB ist 

log ( a  - b) = log a + Cf. 

(Y& auch die Literaturangaben von Mehinke in der Encyklopadie 
der niatbern. Wiss. 1, F. No. 30). 

DaB ührigens die direkte Rechnung gegenüber derjenigen mit 
Anwendung von *4dditions- und Subtraktions-Logarithmen im Xachteil 
ist, hat L ü r o t h  (,,Numorisches Rechnen" 44) für den Fall, daB man 
für beide Operationen dieselbe Tafel benutzt, nachgewiesen; es gill 
umsomehr für getrennte Tafeln. Hingegen scheiiit mir die von ihm 
angegebene Begründung für  die Ariwendung eirier eirizigeri Tafel wegen 
der Ersparnis eines zweitcn Teilrs mit Rück~icht  auf die hicr aus- 
einandergesetzten Vorteile von je einer Tafel für Additions- und Sub- 
traktions-Logarithmen nicht stichhaltig. 

Polbestimmung für Yerzweigungslagen bei der 
Bewegung eines ebenen ahnlich-veranderlichen Systems 

in seiner Ebene. 
(Tortmg gehalten auf der '\'aturforacherversamm1~11g in  Stuttgart,.) 

Von ~ ~ I C I X I I O L I )  MCLLER in Darmstadt. 

Kennt man in irgend einer Lage eines ebenen iihnlich-verander- 
lichen Systems die Bahntangenten a, b, c dreier beliebigen System- 
punkte A, B, C, so ist der zugehorige Pol im allgemeinen durch 
die Bdingung eindeutig bestimmt, daB die von '$ nach A, U, C 
gchenden Geraden bezw. mit a, O: c gleiche Winkel bilden; denn hier 
diirch ergibt sich !)3 ais der gemeinsame Schnittpunkt der drei Kreise, 
die durch je zwei der Systempunkte und dcn Schnittpunkt ihrer Bahn- 
tangenten gehen.') 

Diese Kotzstruktwrl versagt, wenrl sich die  drei Tayqenterz a, b, c 
in einem Punk le  des durch A, U, G gehenden Krezses k sckzeiden. 

1) Vgl. Uurmestcr. Kinematik 1 S. 867. 
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Dann genügt nümlich jeder Punkt  von 7; der für den Pol geltenden 
Bedingung, und um dieçen selbst zu bestimmen, müssen auBer den 
bisherigen Daten etwa noch die Kriimmungsmittelpunkte A, B, r der 
Bahristellen gegeben sein, in denen sich beziv. die Punkte A, B, C 
augenblicklich befinden. Dabei schneiden sich die Eahnnormaleri AA, 
U B, C r  in eineru Punkte A von k .  

Wie ich bei früherer Gelegenheit gezeigt habe, hesteht in jeder 
Lage eines ebenen iihnlich-veriinderlichen Systems zwischen den System- 
punkten A . . . und den zugehorigen Krüinmungsmittelp~mkten A . . . 

eirie eiri-z weideutige irerm andtschaft dritten Grades. ') In dieser ent- 
spricht (lem Kreise k - wie irn allgemeinen jedem durch den Pol 
gehenden Kreise - irn System der Krümmungsmittelpunkte eine 
zirkulare Kurve dritter Ordnung, die in A einen Doppelpunkt hat und 
k im Pole b e ~ ü h r t .  Betrachten wir nun das Büschcl von zirkularen 
Kurven dritter Ordilung, die durch A, B, r gehen und A m m  Doppel- 
punkt haben, so schneidet jede Kume des Rüschels den Kreis k noch 
in zwei Punkteii einer Involiitio~i. Die Doppelpunkte dieser Iiivolution 
entsprechen den Kurren des Büechels, die 1; heriihren, bestimmen also aiif 
k zwei reelle oder konjugiert iniaginaïe Lagen pl, y, des gesuchten Pols. 

1) c b e r  die Krümmungsmittelpunkte der Bahnkurven in ebenen ahdich-  
veranderlichen Systemen, diese Zeitschrift 36. Baild S. 129. 
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Das bctrachtete Büschel cnthalt aber drei Kurven, deren jede in 
eiue Gerade und einen Kreis ausartet, so die Gerarle A h  verbunden 
mit dem Kreis BrA usw. Rexeichnet also A' den zweiten Schnittpunkt 
dieses Kreises mit k,  so ist A, A' ein Paar der Involution. Schneidet 
ferner k die Kreise TAA und ABA zum zmeiten Mal bezw. in B' und Cf, 
so bilden B, 3' und C, Cf zwci weitere Punktpaare, und die Achse der 
durch zwei dieser dreiPaare bestim~nten Involution schneidet k in ?,und 513,. 

Das ahnlich-veriinderliche System kann also iin vorliegenden Fall 
in der Tat zwei verschiedene Moinentaiibe~vegixngen ausführen, befindet 
sich cjaher in eiiier Verzweiyu~zgslnge. 

Liegen die Punkte A, B, r gleichfalls auf einein durch A gehenden 
Kreise, so ist sein zweiter Schnittpunkt mit k der gesuchte Pol, der 
in dicsem Sonderfall, in dcm die vorige Involution zu cincr para- 
bolischen wird, eitzdeutig bestimuit ist. 

Erwidernng anf Herrn Riebesells Abhandlung ,,Über die 
Kommutation des Stromes in Gleichstromgeneratoreni4, 

Von GCSTAV MIE in Greifswald. 

Herr I l i e b e s e l l ' j  widmet der in n~einer Arbeit2j ,,'C;ber die Kurz- 
schluBstromkurvc cines Gleichstromankcrs'(, wie ich wohl sagen darf, 
ziemlich gründlich erledigten Angelegenheit noch einrnal mehr als 
eincn ganzen Druckbogen. Ob wirklich cine so g-robe Mengc von 
Worteri für  eine Sache von so geringer Wichtigkeit notig war? Denn 
diese ist schlieBlich doch nur, daB Herr R i e b e s e l l  nun auch einge- 
sehen hat, daB die I'rüher von ihm ,,widerlegtcnu Hesultate der Arheit 
von A r n O 1 d und mir vom Jahre 1899 doch durch und diirch 
richtig sind. 

Herrn R,iebesells viele Worte scheinen mir niir dazii zu dienan, 
diese klare und einfache Sachlage unlrlar zu machen. 80 sagt er von 
wnserer Arbeit von 1899, die er nun also durchweg anerkennen muB, 
trotzdem, ,,sie sei keineswegs fehlerfrei gewesen". Aber angeben kann 
er keine Fehler. Er  erhebt nur einige ganz kleinliche Einmiinde, und 
selbst diese sind unbegründet. Denn einen saloppen Ausdruck, wie 
den, ,,eine Potenzreihe werde fiir x = 1 divergent", wo man streng korrekt 
nur sagen durfte, ,,der Punkt x = 1 liege auf dem Konvergenzkreis der 

1) Diese Zeitschrift Bcl. 53, S. 337. 2 )  Des$ Bd. 453, S. 37 
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Eeihe", eiiien Pehler zu nennen, das ist doch offenbar Haarspalterei. 
Cnd daB für den Fall: ,,z eine ganze Zahl" in der Arbeit von 1899 
ein Peliler stehen soll, kann Herr R i e b e s e l l  nur desw~gen sagen, weil 
er diesen E'all selber nicht durchgerechnet hat. Ieh vermag wenigstens 
keinen E'ehler zu finden und habe bei nieiner neuen Durchrechnung 
von 190,5 genau dasselbe wicderbekommen, wie 1899. Die Zwcifel 
eridlicli, ob ich zu rneinen riclitigen Bes~iltaten auch auf einem richtigen 
Wege pekommen sei, hatte Herr Ri e b es el 1 besser nicht veroffentlicht. ~. 
Denn hier beweist er wieder durch mehrere Entgleisungen, die ich fur 
Mathematiker nicht besonders zu nennen brauche, daB iliin manche 
recht einfüchcn mathematischeii Dingc unbeliannt oder doch un- 
gelaufig sind. 

Das mnBte ich Herrn I t i ebese l l  leider schnii in meinei zitierten 
Arbeit nachweisen. IIerr l t i e b  es e 11 antwortet darauf in der Einleitung 
seiner neuen Abhandlung: Ich wertle ,,in streng sachlicher \\Teise meine 
Entgegnung auf die yrü/3tenteiis vülliy unhereclitigten Angrifk diescs 
Herrn bringen", und daniit ist die Sache dann für  ihn erledigt. 
Denil spiiterhin knmmt die Sprache überhaupt nicht mehr aiif meine 
Widerlegung der in s e i n ~ r  Dissertation enthaltenen Srugschlüsse, 
aus denen freilich zu erkennen war, daB Herrn l l i ebese l l  die 
fundamentalen Begriffe der Funktionenlehre (ich nennc nur den 
des singuliiren Piinktes) vollstiindig unklar maren. Kur auf eine 
Ton mir nebenher gemachte Hemerkung, daB er ein gewisses Inte- 

1 

gral (in der Dissertation wirù es li[ . dz  genannt) ,,in einem I t e m -  
0' 

euge divergent nenne uud ihm einen bestimmten endlichen Wcrt zu- 
schreibe", antwortet Herr R i e b  e s e l l  (S. :i52) : ,,Diese Behauptung 
widerspricht dem wirklichen Sachverhalt((. Dabei steht wortlirh in der 
Dissertation auf S. 2,5: Die Verfasser ,,erhalten für C*, wie wir noch 

7 Z 7 

zeigen werden, den Wert: . C* ist also d a m  gleich der 

Summe der nach hypergeoinetrischen Funktionen fortsclireiterideri Teil- 
integrale, genommen für x = 1." Nin paar Zeilen weiter heiBt es: 

x 

'3. dic hat keinen Sinn, es i i t  divergent.'' Ich will gerne zugeben, 

daB Herr R i e  b e s e I l  auch im folgenden ofter wiederholt, des Integral 
sei divergent, oder, wie er lieber sagt, es sei sinnlos. Wenn er aber 
dann dazu sagt, wenn man die Divergenz nicht beachte, so bekomme 
man den wert C* heraus, so ist das doch eben die Konfusion, die ich 
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ihm vorwerfe. In Wirklichkeit ist namlich die Sache 5118erst einfach: 
- 

Das Integral r % d r  ist ja eine gana vernünftige analytische Funktion, 

und sie wird im Punkte x - 1 unendlich von derselben Ordnurig, wie 
1 - x ) .  Wenn Herrn R i e  h e s e l l  die Methoden der Funktionen- 
theorie nicht ganz ungeliiufig wiiren, so hiitte er das an den bei der 
Berechiiung de9 Integr& auftretenden hypergeometrischen Funktionen 
sofort sehen müssen und damit denn auch schon auf dem in seiller 
Dissertation S. 25, 26 eingeschlagenen Wege mein Resultat richtig nach- 
prüfen konnen. 

Wenn man nun die Lage der Sache kennt, so muB man sich 
eiiiigermaBen über die folgenden Sitze wundern, die Herr H i e  b es el1 
in der Eirileitung seiner neuen Abhandlnng schreibt: ,,ln meiner 
Dissertation habe içh diese alteren Arbeitenl) einer Kritik unter- 
zogen. Auf einen dahei von mir begangenen Fehler habe ich in 
der E. T. Z. 1906, Heft 3 hingewiesen. Die Integrationskonstante der 
KurzschluBdifferentialgleichung ist namlick nicht gieich Null ,  wie ich 
glaubte, sondern im allgemeinen von Null verschiech. Wie ich bcreits 
dort angezeigt habe, hat mich dieser Umstand veranlaBt, neue 1Clethoden 
(sic!) zur Aufl6sung der Kurzschlu~differenticclgieichut~~q auszuarbeiten." 
L)azu will ich noch folgendes sagen: hhaclzdem Herr R i e b e s e l l  irn 
Herbst 1905 von mir durch Vermittelung seines Lehrers erfahren und, 
wie ich spater horte, auch eingesehen hatte, au i  was für Srugschlüssen 
seine Kritik unserer Arbeit beruhte, erschien noch mehrere Wochen nach- 
her, namlich am 30. November 1905 in der E. T. Z. an auffalliger Stelle 
ein mit Kll uuteraeichneter Auszug aus seiner Dissertation, worin es 
ohne Einschriinkung heiBt: ,,Der Verfasser zeigt, da6 die Herren 
Arnold  und Mie Fehler bei der L6sung der Gleichung gemacht haben. 
Durch die neuen Resultate gestalten sich die technischn Folgerungen 
der genannten IIei-ren wesentlich anders." D a m  stand Februar 1906 
im 3. Heft der E. T. Z. in einer gelegentlichen bricflichen Mitteilung 
des Herrn R i e  b e s el1 gegen einen Herrn H a h n e m a n n  unter anderem 
auch die Bemerkung, daB unsere Folgerungen doch richtig seien. Am 
SchluB dieses Briefes hieB es: ,,Bei einer Prüfuug meiner Arbeit hat 
es sich herausgestcllt, dail bei der Bestimmung der Konstanten C" ein 
Fehler begangen wurde, nach dessen Beseitigung sich C" als im all- 
gemeinen .o.op% NzdZ verschiedert, ergibt, also tritt t > 1 als erste Bedinguiig 
für die B'unkenfreiheit auf. Die genaue Bestirnulung habe ir.h durçh 

1) D. h. die Arbeit von Arnold  und mir v o n  1899. 
Zei tschrif~ f. Mathematik u. Physik. 55. Band. 1907. Heft 112.  10 
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verschiedcne neuc Methoden in einwandfreier Weise durchgeführt, diese 
Untersuchungen werde ich demniichst in der Zeitschrift für Mathematik 
und Physik veriiffentlichen." Ob FIerr R i  ebetlell mit Re~niBtsein 80 
handelt oder aus Unklarheit, kann ich nicht beurteilen. 

Ahnlich ist .  es, wenn Herr R i e b e s  el1 in der Einleitung seiner 
neuen Arbeit sehr wichtig davon spricht, daB ,,er die ganze Frage von 
einem vie1 allgemeineren Gesichtspunkt aus behandelt habef1, und ebenso 
spiiter, daB ,,eV festzustellen versucht habe, weswegen die Bedingung 
z > 1 oft in der Praxis nicht bestiitig-t gefunden werde". Im weiteren 
Terlauf der Abhandlung werden dann freilich haufig die spateren 
Arbei ten von Herrn A r n  O l d  zitiert, der diese Frage langst theoretisch 
sehr eingehend behandelt hat, und über den IIerr R i e  bese l l  in seiner 
Dissertation auch nur dann wesentlich ,,hinausgehtil, wenn er seine 
Untersuchungen, wie auf S. 41, verkehrt wiedergibt. 

Ich hoffe in diesen Zitaten zugleich eine Erklarung dafür gegehen 
zu haben, weswegen ich auf Herrn R i e  b e s e l l s  Dissertation moglichst 
mit nicht miBzuverstehenden Worten ermiderte. Anders war wohl 
keine Aussicht, die Sache klar zu stellen. Xu1zme7w ist aber die Bn- 
geleyenheit füï wzick collstii~zdig erledigt, und ich werde Herrn Riebesell 
mif nichts mehr erwider~z. 

Antwort anf Herrn Mies Erwiderung. 

Von PAUL RIEBESELL in Hamburg. 

Es ist Herrn Mie gewiB sehr peinlich, daB er in seiner erstenl) 
und zweiten2) Abhandlung Behler begangen hat, allein er sollte lieber 
eingestehen, daB er sich versehen hat, als Entschuldigungen vorbringen, 
die seine Lage nur verschlimmern. Denn wie liegt die Sache? In 
seirier ersten Abhandlung hatte Herr Mie behauptet, die Stromintensilàt 
,,i ist mit Hilfe der dwi Potenmeihen f,(x), f, (x), f , (x)  zu berechnen, 
welche für x = 1 divergent verden. Wir  nzüssen also f;ür die Berechlzuny 
von i gegen Efide des Kurzscldusses eilze andere Reihenentwickluwq 
suc1~e.n". In meiner Dissertation hatte ich dagegen bewiesen, da8 die 
Reihenentwicklung für i für x = 1 konvergent ist, und in meiner Er- 
widerungs) auf die zweite Abhandlung von Herrn M i e  es als Fehler 

1) E. T. Z. 1899. 
2) Iliese Zeitschrift Bd. 53,  S. 37. 
3) Diese Zeitsçhnft Bd. 53, S. 337. 
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bezeichnet, daB dieser die Potenzreihe für i für divergent erkllirt und 
azcs diesem Grunde eine andere Beihenentwicklung aufgestelli habe. 
Jetzt leugnet Herr Mie, daB er hierbei einen Fehler begnngen habe, 
und erklirt, mit dem ,,saloppenU Ausdrucke ,,eine Potenzreihe werde 
für x = 1 divergent", habe er gemeint, ,,der Punkt z 1 liege aiif dem 
Konvergenzkreise der Potenzreihe". Damit begeht er den neuen Felder, 
anzunehmen, da0 eine Potenzreihe, bei der der Punkt z = 1 auf dem 
Konvergenzkreise liegt, zur Rerechnung des Wertes der Keihe fü r  
x = 1 unbrauchbar sein miisse. 

Die Rehauptung, daB für den Fa11 z = einer ganzen %ah1 in der 
Arbeit von 1899 ein falsçhes Integral angegeben ist, halte içh auch 
jetzt noch aufrecht, denn die dortige Formel (24) ~ t imin t  mit der 
Formel (28) von 1906 nicht überein. 

Auf die von mir S. 338, Z. 10-24; S. 349, Z. 14-22 ;  S. 349, 
Z. 27 - S. 352, 71. 9 v. u.; S. 353, Z. 4; S. 354, Z. 13-33 nachge- 
wiesenen Fehler, insbesondere auf das b6se Versehen bei der Restimmung 
der Konstanten C' geht Herr Mie mit keinem Worte ein. Statt dessen 
behauptet er, daB mir in rneiner Erwiderung mehrere ,,EntgleisurigenU 
passiert seien, die ,,er für Mathematiker nicht besoiiders xu nennen 
brauche". Angriffe dieser Art, bei denen ganz im allgeineiiien An- 
schuldigungen erhoben werden, sind bis jetzt unter Mathematikern 
nicht üblich gewesen, und ich halte sie auch für durchaus un- 
zulassig. Rerr Mie hitte wahrlich die Pflicht gehabt, wie ich es 
getan habe, ganz bestimmte Stellen zu nemen, mo sich Fchler finden 
sollen. 

Ebenso steht es mit den Bemerkungen des Herrn Mie über das 
Verhiltnis rneiner Untersuchungen zu denen des Herrii Arnold.  Da Herr 
Mie in den 5 5 7-11 meiner Arbeit, in denen ich zu Resultaten 
komme, die den seinigen gam entgegengesetzt sind, aber der elektro- 
technischen Praxis entsprechen, nicht das Geringste beanstandet hat, 
genügt es mir, darauf hinzuweisen, daB besonders das bereits in ineiner 
Dissertation ai~sgesprochene Prinzip der Rerücksichtigiing der Haupt- 
gleichung auch von anderer Seite neuerdings gegen die alten Theorien 
geltend gemacht wird; ich hoffe hierauf bald ausführlich an anderer 
Stelle zurückkommen zu k6nnen.l) AuBerdem hat die einzige Tat- 
sache, auf die Herr Mie hier Bezug nimmt, namlich die angeblich 
,,verkehi-te Wiedergabe" von Au~erungen des Herrn A r n o l d ,  schon von 
anderer kompetenter Seite Anerkennung gefunden.') 

1) C. M e u g e u ,  E. S. Z .  1906, S. 1127. 
2) (+. H e n i s c h k e ,  Elektrotechnik und Ma~chinenbaii (Wien) 47. Heft, 1906. 

I O *  
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Endlich macht Herr MIE mir den Vorwurf, ich solle es ver- 
schwiegen haben, daB er mich selbst durch Vermittlung meines Lehrers 
auf dio ,,Trugschlüsse in meiner Dissertation" hingewiesen habe. Die 
hierin liegende Anschuldigung weise icli auf das entschiedenste zurück. 
Es  lag für mich keine Veranlassung vor, Herrn Mie zu nennen, denn 
Herr Mie hat zwar am 26. Septeniber 1905 auf der Naturforscher- 
versammlung in Meran nieinem Lehrer ohne jede nahme Bcc/ründu~ly 
niitgeteilt: meine Bestinimung der Konstanten C" sei falsch, dieser 
war aber schon Ende August 1405 von anderer Seite auf die be- 
denkliche Stelle in meirier Arbeit hingemiesen worden, und ich hatte, 
sofort nachdem ich hiervon Kenntnis erhielt, begonnen, meine Uiiter- 
uuchungen einer Nachpiiifiing zii iinterziehen. Ich scheiie rnich nicht 
einzuçestehen, da5 es liingere Zeit gedauert hat, bis ich zur vollen 
Klarheit über den Sachverhalt gekommen bin, - einer Klarheit, die 
Herr Mie  meines Erachtens noch heute nicht besitzt, wie das aus den1 
dritten Absatz seiner Erwiderung deutlich hervorgeht, und so erkliirt 
es sich wohl hinreichend, daB icli gegen das Erscheinm der Note in 
der E. T. Z. vom 30. November 1903, die ich auf Veranlassung der 
Redaktion bald nach meiner Promotion (Juli 190.5) verfaBt hatte, keinen 
Einspruch erhoben habe. An derselhen Stelle habe ich aber bald 
darauf meinen Fehler offentlich eingestanden, und wenn ich dabei 
gesagt habe, daB ich die genaue Be~t immung jener Konstanten ,,durch 
neue Methoden in einwandfreier Weise durchgeführt habe", so entspricht 
das diirchaiis der wahrheit; denn Herr Mie hatte in seiner ersten 
Arbeit weder die Bestiinmung dudcgefiihrt, da er ohne jcde niihcre 
Begründung nur das Resultat gab, geschweige denn in einwandfreier 
Weise durchgeführt, da schon die kurze Begründung, die er gab, aiif 

der falachen Annahrne beruhbe, die Reihe für i sei in dem Punkte 
x - 1 divergent. Darüber, daB waeine Losungsmethoden von der 
Methode des Herrn Mie ganz verschieden, also neu sind, kaiin ebenfalls 
keiil Zweifel bestehen. 
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Bemerkung zu den Sommerfeldschen Ausführungen 
,,Über die Knicksicherheit der Stege von Walzwerkprofilen". 

Von A. T ~ P E  in Danzig-Langfuhr. 

In seinem Nachtrag zu der Abliandlung ,,Fber die Knicksicherheit 
der Stege von Walzwerkprofilen"') uritersucht Herr A. Sornrnerfeld 
das ebene Problem der Spanniingsverteili~rig in einem Parallelstreifen, 
an dessen oberern und unterem Rande zwei gleiche und eritgegengesetzte 
Xrafte P angreifen, und gelangt zu Naherungsformeln: 

ZP x'y 2 P  z Y ( h - y )  
- - 

P ( X ~ + Y % ) ~  a ( ~ ~ + ( h - y ~ ) ~ ?  

die iin wescntlichen mit der von J. H. M i  ch  el1 2, gegeberien L6sung für die 
durch zwei gleiche und eritgegengesetzte Kriifte beanspruchte Kreisscheibe 
überein~timmen.~) Ich habe in einem Anfsntze, der demniichst in der 
,,Zeitschr. d. V. d. h g . "  erscheiut, dasselbe Problem in Anknüpf~mg 
an die in meiner Dissertation4) entwickelte iillgemeine Liisung des 
Spannungsproblems fiir den Parallelstreifen behandelt und zwar unter 
Anwenduug der für die numerische Itechnung geeigneteren Fourierschen 
Rcihen. Die Diskussion der Spannungsverteilung ist dort fiir den 
,yuvuen Streifen (soweit merkliche Spannungen vorhanden sind) numerisch 
bis zu Encle durchgeführt. An dieser Stelle miiclite ich nur folgendes 
bemerken: Die Schwierigkeit der Randbedingung, wonach die Noïmal- 
spannung liings der beiden Kariten überall gleich null,  nur in den 
Druckpunkten gleich uneudlich sein soll, wurde in zwei Schritten be- 
wiltigt. An die Spitze murden die angeschriebcnen Eormeln (1) ge- 
stellt, die die verlangten ,,Verzerrungskernea (Singularitiiten) liefern; 
die dadurch hereinkonimenden nicht gewollton Spannungen auf den 
beiden lianten wurden dttnri nach derri in meiner 1)issertation ent- 
-- ~ -- - 

1) Diese Zeitschr. Bd. 54 (1907), S. 518. 
2) London Math. Soc. f roc .  32 (1900), p. 46, 57. 
3) Als Spannungstrajektorien ergeben sich niimlich, was Herr S o m m e r f e l d  

nicht bemerkt zu haben scheint, die beiden Kreisbüschel, die die Druckpunkte zu 
Gmndpunkten haben. 

4) Diese Zeitschr. Rd. 62 (1905), S. 348. 
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wickelten Verfahren mittels gewohnlicher F O u r i e r  entwickluiigen ent- 
fernt. ') Die zehn ersten Koeffizienten dieser Entwiçklungen habe ich 
mit dcm harrnonischen Alzalysator für das Gebiet - 5 11 < x < 5 h lie- 
stimmt; der übrige Teil des Streifens kann, wie das Resultat zeigt, 
nach iJberlaberung eines gleichfijrrnigen longitudinalen Druckes al8 
spannungsfrei angesehen werden. Das Ergebriis liBt sich dahiri aus- 
sprechen, dafi über die Verteilung (1) die Losung 

b n 
r -2 [(- .iL + a, y )  Gin A. y - bn y 601 in y] sin A,,% ! l 

eine entsprechende Losung mit h - y statt y und schlieBlicli noch die 
2 ?in 

Losung G,= cl, n = c,, z - O zu überlagern ist; hierin ist A,= 
1 0 h '  

die Konstanten a, b, c sind mit der Last P direkt und mit der Hohe h 
umgekehrt proportional und nehmen für  P = 10000, h = 36 folgende 
Werte an: 

a,, a,, . . ., a,,= 24,46; 6,199; 2,569; 1,156; 0,5447; 0,2333; 0,09870; 

0,03850; 0,01560; 0,006682. 

b,, b,, . . ., b,, = 6,983; 2,973; 1,538; 0,7838; 0,3982; 0,1795; 0,07872; 

0,03159; 0,01305; 0,004322. 

cl = - 49,9; C, = 27,7. 

Ich niochte hier nun noch kurz darlegen, daB davselbe Losungs- 
verfahren auch im Gewande der F o u r i e r  schen Integrale anwendbar ist. 
Die Losung (1) liefert auf den Kanten y = 0, y = h, die aber iin 

folgenden mit y = - :, y = + 2 bezcichnet werdoii mogen, dii: Nomal- 

sowie im Unendlichen verschmindende Spannungen; feriier ist die 
y -  Achse Symmetrieachse. Das zu überlagei-nde L o s ~ n g s s ~ s t e i n  G ~ ,  B ~ ,  z 

1) Allgemein diirfte e R  sich hei elastischen Problemen, bei denen gervisse 
Singularitaten vorgeschrieben sind, empfehlen, unter Anwendimg der bekannten 
Formeln fiir die ,,tgpischen Verzerrungslrerne" jvgl. L O v r ,  Elastizitiit, $5 132, 141, 

52) zunachat dieee Kerne herauszulosen und dann die den modifizierten übrigen 
Bedirigungen entsprechende Losung zu bestimmen. 
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Von A. T I I I ~ .  15 1 

2 1' h" - 2 Y h P x  
mu0 deninaüh so bescliaffen sein, da5 G,,,= 7h9f rc",2, r = + - . 

- 

z (hP+ 7?je 

h. 
für die Kanten y = rf und daB ciz = ay = z = 0 fur 2 = a; cherdies 

n-iufi die y-Achse wieder Symmetrieachse sein Die entsprechende 
Spannungsfunktion F ist daher bei Betrachtuilg des Halbstreifens z& 0 
auBer der Gleichung AAE" = O folgenden Bedingungen zil unterireifen: 

aB E'ür x = O miiB wegen der Syninietrie der Spannungsverteilung - = 0, 2 x  
aYF 
j)55 y O sein. Auf den Raiidern y = h ergiht die Beziehung 
. - 

Z P  F - 2 P hPx  - =  z = +  ô ET 
n (hP + x T Y  durch Integration die Bedingung: 

â x 2 y  d y 
- T i  hY a 3 I f '  

= + - t-- 5 + const; da "" im Unendlichen wegen = O auf 
a h  + x  2 Y 

beiden Randern den gleichen Wei-t hat, ist die Iiitegrationskonstante 

ehenfalls auf beiden Randern die gleiche und k a m  gleich O gesetzt 
werden. Auf den R h d e r n  y = T h orgibt sich ferner aus der Be- 

CeF 2 P  h 3  
ziehung = = - 

Ôx" (h" zajP 
duroh Iiltegratioil die Relation 

nohei wegen = 0 für r - O die Inte~stionskolistnnte in jedeui a x 
Falle gleich O gesetzt ist, und hieraus durch ahermalige lntegratinn 
die Bedingung x 

F = - arctg -h- + const; 
n 2 

a F  
die Integrationskonstante ist hier, da in1 Cnendlichen durchweg - = 0, a Y 
für beide Riinder die gleiche und kann gleich O gesetzt werden.') - 
Das ganze Bedingungsschenia ist in Fig. 1 aiigeschrieben. 

lj Durch die Betrachtiing der Verhaltnisse iui Unendlichen ~ m d e  ich auf 
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152 Zn d .  Sommerfeldschen kusfiihr.: Eber d tinicksichei.h.d. Stegev. Walzwerkprof. 

Wir  konnen nnn ssmtlichen Bedingungen genügen, indein wir F 
in folgender Form msetzen: 

COS As - [A, (L, U )  Ooj ?.y + A, (A, U )  Gin Ly 
( 3 )  

O U 

+ A, (A, oc) y Eol l y  + A, (A, cc) y Gin 1 y]. 

Die Differentialgleichung und die Randbedingungen auf x = 0 sind 
d a m  ohne weiteres erfüllt. Sollen auch die vier Bedingungen auf den 

h 
Randern y = - erfüllt sein, so müssen die vier Funktionen A,, A,, 

2 

A,, A, so bestinimt merden, daf3 

Â h a h  h a h  
( d l ^ d i l d a  e o s i z .  [A, Bof -A,Bin , - - A , ,  GO[ ,  in'^] 
O 0 Y x 

= x arctg- 
n h ' 

Die rechten Seiten der beiden ersten Gleichungen k6rhen wir ziinZchst 

dureh f x  arctg * . riz ersetzeo, mit dern Vorbehalt, spiiter k gegen O 

konvergieren zu lassen. Kach dem Theorem 

" f i s d a  cos Az cos i < r  f (u )  f (XI = ; 
u U 

einen Vorzeichenfehler geführt, der Herrn S o m m e r f e l d  bei Aufatellmg der ent- 
sprechenden Randbedingung unterlaufen ist. Sein Bed ing~n~ssche rna  entspricht 
dem Falle des in linendlicher Entf~rni ing  durch abwarts gerichtete Krafte ge- 

11 
haltenen Ptreifens, der in den Punkten x = O ,  y = + durch awei nach oben 

a 
wirkende Vertikalkriifte beansprucht wird. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. S I ~ E .  

konnen wir dann obige Bedingungen ersetzen durch 

- Ah Ah h  I h  h i" h 
A, 60, - A, Gin, - A, , Qoi-2  -1- A4 Ein 

- 
2 1' - -- cos I. u . (Y arctu - . eëka, 
7c = " h 

L h IL î. IL h Lh 
A, ~ o j  i: + A, Gin -i + A, , Bo/-,- + A4 Ein -Z 

- - 2$ cos i a  u arctg - e-'5 
h 

a h  Ah Ah A Ah 
- A l i  GinI + A ~ I  Qoj, + ~ , ( Q o i  a + Gn,) 

,. Ah Âh I h  h 
A 2 + - 2 BO/ 2 -) = - - c o s i o  -- x e  h4 + LX' ' 

I h  Lh Ah A I L  
A, 1 i n & \  AA, 1 Go/ + A,  BO^ + a Gii ,) 2 

I h  I h  a h  2 P  h2  
+ A ,   in a + &O/ ) 2 = - - c o ~ l a ~ ~ + ~ ,  zy 

Man übersieht leicht, daB 
A, = A, = 0, 

uud A,, A, erhalteii dann folgende Werte: 

cr arctg 
I h  h2 h I h  . - Bin - 

2 P h ~ - ~ ~ [ ~ i n ~ + , 6 0 \ ~ ] - , , + ; ,  2 A, = 7 cos la: a h  I h  I h  > 
&O! - Gin - + -- 

2 2 2 

Dieso Werte sind in (3) einzuführen, und die gewünschte Spannungs- 
fiinktion ist dnmit gefunden. Hei Besclirankung auf eine gewisse Um- 
gebung von s = O würde man jedenfalls wieder eine g e e i p e t e  Ar- 
niiherung und so eine zweite Approxinialiori Sür die Losurig des 
ursprünglicheii Problems ableiten konnen, die Wiederholung des I'er- 
fahrens würde eirie dritte Approximation liefern u. S. f.  Auf die Durch- 
fiihrung dieses Aiisatzes bin ich nicht eingegangen, da die Reihen- 
methode praktisch doch vie1 schneller zum Ziele führt. 
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Kleinere Mitteilun~en. - Bücherschau. 

Kleinere Mitteilung en. 

Neiies von der dezimalen Winkelteilung. 
(Ygl. diese Zeitschrift Ud. 46, S. 484, 485; Bd. 47, S.  266, 492; Bd. 45, S.  136;  

Hd. 49, S. 97, 384.) 

Es  geht uns die Nachncht zu, da0 am 12.  Rlai d. J. i n  Toulouse ein 
Verein zi; Verbreitiing dpr dezimalen Methoden g e g r ü n d ~ t  worden ist, mit 
J. d e  Rej-  P a i l h a d e ,  dem bekannten eifrigen Forderer dieser Xethoden an 
der Spitze. ') 

Folgende Beschlüsse sind bereits gefaBt worden: 
1. Alle EntschlieBungeu werden dern Vorstand des Bureau international 

des poids e t  mesures mitgeteilt. 
2. Die Herausgeber von Landkaden sollen aufgefordert werden, auf 

allen neuen  arte en neben dem sonst etwa gemiihlt& Gradnetz auch ein 
solches i n  Dezimalteilung des TTiertelskreises anzubringen. 

Perner ist  beschlossen worden. die Rersteller von mathematischen 
Iristrumcnten mit geteilten Kreisen zu ersuchen, daU sie ihren Vorrat an 
Instrumenten mit alter (~exa~es imale r )  Teilung allmahlich ausgehen lassen 
und in Ziikunft ihren dbnehmern Xreise mit neiier Teilnng (Zehnteilnng 
des Viertelskreises oder rechten Winkels) empfehlen. Die neue Winkelteiliing 
wird sich auf diese Weise langsam Bahn brechen, ohne Beunruhigung der 
Geister und ohne Sühkdigung der Falirikanten. 

Bücherschan. 

Th. Albrecht. Bestimmung der Liingendifferene Potsdam-Borkum 
und der Polhohe auf Station Borkum im Jahre 1004. Veroff. d 
k. prenB. geod. Instit. N e i ~ e  Folge Kr. 24. 1 u. 48 S. 4'. Berlin 1906. 

Die Liingenbestimmung Potsdam-Borkum fügt den nordwestlichsten Ver-  
messungspunkt der preu~ischen Triangulation in das mitteleuropiiische Liingen- 
netz ein. ,,Ein solcher Anschlui3 erwies sich besonders aus dem Grunde 
wünschenswert, weil Emden-Uorlium den Ausgangspunkt einer Heihe über- 

1) Zweigvereine sollen in den groBeren Ftidten Frankreichs und anderet 
LIinrler gebildet werden. Die 4litglied.er bezahlen keinen Beitrag. Wer hlitplied 
werden will, hat sich zu weriden au X. le Président du Comité pour la propagation 
des M::tliodes daciruales, Toulouse (18, rue Saint-Jacques). 
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seeischer Kabel bildet und daher die Moglichkeit geschaireu wurde. in  
spateren Zeiten von da aus weitere Langenbestimmungen mit au8erd~utschen 
Stationen ausfiihren zu konnen." Instrumente und Beobachtungsmethodrn 
waren die gleichen, wie sie in den Vorjahren vom Geodiitischen Institut 
zur Anwendung gelangten und die sich bei diesen Arbeiten aufs beste be- 
wihrten. Das Detail ist einschlieBlich der Beobachter, der Herren Th.  A l b  r e c h t 
und B. W a  n a c h ,  identisch mit jenem der wichtigen I~angenbestimmung 
Potsdam-Greenwich (Vgl. Niiheres diese Ztschr. Bd. 54, S. 104); selbst das 
Sternprogramm konnto' ungeiindert übernommen worden; die ~ a h l  der Ahende, 
die sich auf die Zeit zwischen 1904 Jun i  10 und Juli 25 verteilt, 
betriigt 14. Als erwiihnenswerte Dateil zahlen wir die folgenden auf: 
Stroinzeit der 556 km langen Leitung Potsdam-Berlin-Emden-Borkum 
s = + 0 ~ 0 2 9 ;  für die Uhrkoi-rektion aus einem Stern ergibt sich der mittlere 
Fehler zu f 0 9 2 5  und für  ein Abendresultat der Lange kommt 00020 
m. P. zum Vorschein. Uas Endergebnis der Langenbestimmung wird schlieBlich 

Borkum, alter Leuchtturm (Blitzableiter) westlich vom Turm des Geodiitischen 
Instituts in Potsdam: 

Bn dem gr8Beren der Langenhestimmungs-Instrumente (8.1 cm Offnung, 
92 cm Brcnnweite) führte dann Herr A l b r  e c h  t in  Borkum an 5 Abenden 
eine Polhohenbestimmung nach der H o r r  e b O w -Methode aus (Messung einer 
kleinen Hohendiffttrenz zwischen zwei im Nord- und Südzweig des Meridians 
kurz nacheinander kulminierenden Sternen). A 1 b r e  c h t beniitzte 1 4  Stern- 
paare, deren Deklinationen, soweit sie nicht im neuen h u w e r s s c h e n  Funda- 
nlental-Katalog vorkornmen, in aller Strenge aus dem in den Sternverzeich- 
nissen angehauften reichlichen Naterial abgeleitet worden sind. Die 4 6  einzelnen 
Beobachtuugen ergeben als definitive Breite für denselben Puiikt, auf den 
sich oben die Ilange bezieht: 

J. Bauschinger. Die Bahnbestimmung der Himmelsk6rper. Mit 
84 Figilren im Text. XVI 11. 653 S. gr. go. T,eipzig 1906,  W. Engel- 
mann. 

Die theoretische Astrono~nie verfügt nieht eben über zahlreiche voll- 
standige Iiehrhiicher der Balinbestimmung der IIimmelskijrper. Das Ilaupt- 
werk war bisher Th.  v. O p p  o l x c r s  ,,Lehrbuch zur Bahnbestimmung der 
Kometen und PlanetenLi'), dessen Wert  die bequemen Tafelanhiinge bedeutend 
erhohen. Als glcich ausgezeichnet gilt J. C. W a t s o n s  ,,Theoretical astro- 
n ~ r n y " ~ ) ,  wahrend die vor kurzer Beit erschienene zweite Auflage von W. 
K l i n k e r f u e s '  ,,Theoretischer Astronomieu3) weniger Beifall fand. 

Bei dieser Saclilage verdient das soeben erschienene Werk von J. 
B a u s c h i n g e r  umsomehr Beachturig, als es e inmd aus beruferister Feder 

1) 1. Bd., 2 .  Aufl. Leipzig 1882. 11. H d .  Leipzig 1880 
2) Philadelphia 1868. 3) Rraunschweig 1899. 
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156 Eücherschau. 

stammt - der Verf. ist Leiter des Kgl. Astronomischen I?echeninstituts iu  
Berlin - und anderseits auch insofern über Oppolzer hinausgeht, als es 
sich nicht auf Kometcn- und Planetcnbahncn beschrankt, sondern auber 
Meteoren noch Satelliten und Doppelsterne in den Kreis seines Lehr- 
gangs zieht. 

Uer S t o f  zerfiillt in sieben Hauptstücke, deren erstes die unerlüBlichen 
Vorbegriffe ails der Sphtirik iind die Hilfsrechnungen mir Verbessernng der 
Koordinaten bringt'. Besonders hervorgehoben seien die Behandlung der Pra- 
zession und h'utation der Aquinoktien, und die cingchcnde Darstellung, 
welche die Aberration erfiihrt; passiercn doch gerade bei der Verbesserung 
astronornischer Beoliaclitungeu wegen Aberration dcm Anfiinger riur zu 
leicht cberlegungsfehler. 

Der zmeite Teil (Die heliozentrische Rewegung) wird eingeleitet durch 
die Geonxtrie der Kegelschnitte, der die Bcsprechung der K eplerschen 
Bewegung u m  die Sonne folgt, und zwar der Reihe nach für die Ellipse, 
die Parabel und die Hyperbel. Ein besonderer Abschnitt stellt die Be- 
wegung in parabelilahen Bahnen (El l ipen  oder Hyperbelri) dar, deren Be- 
rechnung sich dadurch sehr einfach gestaltet, daB man von der Parabel 
ausgeht und z. B. die nahe bei 1 gelegene Exzentrizitikt sucht. Statt  der bei 
grofier dusdchnung recht bcquemen U a r k  e r  schen Tafel zur Ermittlung der 
wahren Anomalie in der parabolischen Bewegung zieht der Verf. die von 
B u r c k h a r d t ,  GauB und L e v e r r i e r  ernpfohlene umgekehrte Anordnung 
Tor, die zu den Argumenten M oder log 31 die wahren Anomalieri u angibt. 
Auf diese \lTeise wird ein wesentlith geringerer Uinfang erzielt, ohne daB man 
vie1 an Bequemlichkeit einbüBt. Die ,,geozentrische Bemegung" (Teil III) 
beschrankt sich nicht nur auf die Anweisung zur Herechnung einer Ephe- 
meride und den Ueweis des L a m b e r t s c h e n  Krümmungssatzes, sondern dis- 
kutiert in einem eigeneri Kapitel die scheinbare Bahu und ihre ausgezeiçh- 
neten Punkte. Analytisch wird das Eintreten eincs Doppelpunlites, einer 
Schleife iind die von K l  in  k e r f u e s  angegebene Beziehung zrvischen Schleife 
und Doppelpunkt untersucht, und die Grenzkurve fiir den Zodiakus einer 
Planetenbahn abgclcitct. 

Nach diesen Vorbereitungen kanu die Bahnbest,immung (Teil IV) in 
Angriff genommen werden. An erster Stelle findet die elliptisçhe Bahn- 
bestimmung aus drei Ueobachtuugen ihre Erledigung, die sich wesent- 
lich n,n G a II B anschliefit und die E n c k e sche Formulieriing berück- 
sichtigt. Auch H a n s e n s  Analyse hat eine kurze Darstellung erfahren 
und kt, mie G a d -  Enckes Ncthodo, durch cin Beispicl erliiutcrt. Weiter 
wird dann noch die F a b r i  t iussche Form der Hypothesenrechnung durch- 
gegarigen und die Bahnbestimrriurig mit Hilfe der Gibbsseheri Forineln 
für die 1)reiecksverh~ltnisse gelehrt; [bei dieser Gelegeuheit sei auf die 
wertvolle kleine Echrift von J .  B r i s c h  a. u f :  ,,T)ie G a u B - G i b b s sclie 
Methode"') hingewicscn]. Der Bahnbestimmurig aus vier Beobaohtungen 
sind nur  wenige Seiten gewidinet. Bauschingcr macht nachdriicklich darauf 
aufmerksam, daB man diese, im Vergleicli zur Bahnbestimïnung aus drei 
Beobachtungen uri~kouomisclie Xethoùe nur im Notfall, d. h. nur irn Aus- 
rialirriefall (drei beobachtete geozentrische Orter liegen riahe in einem 

1) Leipzig 1906. 
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p6Bten Kreis, der durch den mittleren Erdort hindurcligeht) gebrauchen 
dürfe. Einen langeren Ahschnitt, als sonst wohl iihliçh, widmet der 
Verf. den direkten Methoden der Bahnbestimmung. Zunachst dem Ver- 
fahren von J. G 1 a u  s e r , das auf die unmittelbare Auswertung einer 
geozentrischen und einer heliozentrischcn Distanz aus nur drei Be- 
obachtungen ausgeht, wiihrend die L a p l a c e  sche Methode der Uahn- 
bestirnmung aus den geozentrischen Polarkoordinaten und deren Differential- - 
quotienten zwei Gleichungen zwischen der geozentrischcn und heliozentri- 
schen Distanz des Himmelsktkpers abïulciten lehi-t. Die Uestiinniung der 
Elemente aus den Koordinaten eines Ortes und iliren Geschwindigkeiten 
ist d a ~ i n  rasch erledigt. Eine reehenfiüchtigere Umforrr~uug ha t  Laplaces 
Blethode tiurch H. B r u n s  erfahren. 

Wesentlich geringere Brbeit erfordert die Ermittlung einer parabolischen 
oder parabelnahen Kometenbahn. Von den zahlreichen zu diesem Zwecke 
erdachten Methoden hat  Iieutigen Sages die nach O l b e r s  oder richtiger 
L a m b e r t  - O  l b  e r s  benanntc Nethode sich allen andern überlegen erwiesen 
und wird daher auch fast ausschlieBlich angewendet,. -41s Unhekannte tritt, 
in dicsem Problom die geozent,rische Distanz der crstcn Bcobachtung auf, 
die durch eine einfache Jlypothesenrechnung gefunden wirii; die geozentrischen 
Beobachtungen allein lcgen ferner das Vcrh%ltuis der dritten und ersten 
geozentrischen Distanz und damit die Uabnelemente fest. Kurz und hinreichend 
wird der sog. Ausnahrnefall gelehrt, der dann eintritt, wenn die drei geo- 
zentrisch beobachteten Orter des Kometen i n  eincm groBten Xrcise mit dein 
mittleren Erdort liegen. Ohne Voraussetzung einer Exzentrizitiit würde i n  
diesem Falle eine Uahnbestimmung aus drei Ueobachtungen unmoglich sein; 
bei parabolischen Rahnen aber, hei denen nur mehr fiirif Elemente ermittelt 
zu werden brauchen, IaBt sich auch d a m  noch das Verhaltnis der hciden 
Sufieren geozentrischen Distanzen aufstellen. Sachdem hierauf die Berech- u 

nung parabelnaher Bahneu und die Bestimmung einer Kreisbahn gelehrt 
worden ist,  g i b t  der SchluB dieses Teiles eine kurz geFaBte Geschichte der 
Bahubestimmung. 

Der V. Teil euthiilt im ersten Kapitel die Ausgleichungsrechnung (Methode 
der kleinsten Quadrate); die weiteren Abscbnitte wenden diese Disziplin 
auf die Bahnverbesserung an,  zunachst auf die Bahnverbesserung durch 
Variation der Elemente, die man bei allen gut beobachteten Himmelskorpern 
zur Bestimmung definitiver Rahnen heranziehen mu8. Xinder genauc, aber 
in vielen Fiillen ausreichende Resultate liefert die Variation der geozen- 
trischen Distanzen. 

Der VI. Teil beschaftigt sich mit der Theorie der spezieilen Storungen 
und bringt die mechanische Integration als Vorbcrcitung. Eingehende 
Darstellung erfahrt die Berechnung der speziellen Storungen in den 
Elernenten, in den Polarkoordinaten und in den rechtwinkligen Koordi- 
naten: Siethoden, die alle drei je nnch der zu untersuchenden Xahn sich 
haufiger Verwcrtung erfreuen. Ganz besondere Vcrbaltnisse trcten bei der 
St6rungsrechnung für Kometen auf; diese Himmelskorper unterliegen bis- 
weilen in unmittelbarer Niihe der goBen Planeten, z. B. des Jupi ter ,  so 
gewaltigen Storungen, da0 ihre Berechriung Gehwi~rigkeit~en unterliegt, die 
man nach dern v;rgange von L a p l a c e  dndurch zu vcrmindern sucht, daB 
man wiihi-end des Verweilens des Kometen in der Wirkungssphare des 
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sttjrcnden Planeten dicsen als Hauptkorper betrachtet, um den sich der 
Komet in einer meist hyperbolischen Rahn herumschwingt; die Sonne wirkt 
dauu uur als storender K6rper und r i i ~ h t  selten darf ilir EinfluB noch ver- 
nachliissid; werden. ivichtig und bequem 1st fü r  ldentitiitsuntersuchunnfn 
zweirr Korneten die T i s s e r  andsche Kometeninvariante; inan versteht 
darunter einen einfachen ilusdruck, der sich zusammensetzt aus graber 
Halbachse, Parameter und Neigung der Konietenbahn gegen die Jupiter- 
bahnebene, und der auch dann konstant bleibt, wenn die Kometenbahn selbst 
wahrend eines Durchgariçes des Kometen durch die Wirkungssphire des 
Jupiter eine vollstiindige Cmanderung erfahren hat.  Zur Ableitung dieses 
Thenrems benutzt der Verf. den von S e  e l i  g er  gegebenen elementaren 
Bcweis. 

Der VII. und letzte Teil ist der Bahnbestimmung der Meteore, Sa- 
telliten und Doppelsterne gewidmet. F ü r  Neteorschwiirme wird die Bahn- 
bestimmnng dadurch erleichtert, daB wir für sie die Parabel als Bahn setzen 
konnen; die Beohachtiing braucht also nur die Richtiing der Bewegung des 
Korperchens festzulegen; denn ein Punkt  der Rahn ist identisch mit den: 
Erdort zur Zeit der Wahrnehmung. Allgemeiner noch lafit sich die kos- 
misçhe Bahn bei Feuerkugeln ableiten, da hier die beobachtete Geschmindig- 
keit ein Kriteriiim für den Charakter des Kegelschnitts abgibt. Eigen- 
tümlicherweise scheinen die grotlen und hellen E'euerkugeln hyperbolische 
Rahnen zu hevorzupen. " 

Die Bahnbestiminung der Satelliten pflegt man am bequemsten, den 
besonderen Verhiiltniçsen Rcchnung tragend, in der Weise anzuordnen, daB 
man zunachst aus zwei vollstandigen Beobachtungen bei bekannter Urnlaufs- 
zeit um den Hauptplaueten eiiie Kreisbahn ableitet uud diese dann auf 
Grund weiterer Beobachtungen differentiell verbessert. Ein verwandtes 
Problern bietet die Hahnhestimmiing der Doppelsterne dar. h-eben den 
graphischen Losungen der Aufgabe ( K l i n k e r f u e s ,  Z w i e r s )  findet die 
rechnerisch heute allgemein verwendete analytische Methode nach See l iger  
eingehende Darstellung. A d e r  den direkt nu beobachtenden Doppelsternen 
existiereri noch Fixsterne, auf deren Duplizitat wir noch bis vor 40 Jahren 
nur  aus der Veranaerlichkeit ihrer scheinbaren eignen Bewegung ain Him- 
me1 schlieflen konnten (Sirius, Procyon). E s  erwiichst daher das Problem, 
aus den ahsoluten Koordinaten eines Sternes mit veranderlicher Eigen- 
bewegung die Bahn abzuleiten, die er um den Schwerpunkt des aus ;hm 
selbst und einem dunkeln Begleiter bestehenden Systems beschreibt. Wie 
die Veranderlichlieit der scheinbaren Bewegung, so deutet auch die Ver- 
anderlichkeit der Geschwindigkeit im Visionsradius, die uns das Spektroskop 
durch die Linienverschiebung (Dopple rsches  Prim+) verrat, aiif eine 
Duplizit&t hin. Auch aus derartigcn Beobachtungen kann man, wenn auch 
nicht eindeutig, eine Bahn ableiten ('ilethoden von L e h m a n n - F i l h é s  und 
S c h w a r z s c h i l d ) .  

Uie im Vorstehenden versuchte Inhaltsangabe des Werkes sol1 eineu 
Regriff geben von der Xeichhaltigkeit und der Klarheit der Anordnung des 
Etofcs. Das Buch ist gleich wertvoll als Stiidien- wie als Nachschlage- 
werk; denn der Verfasser nimmt allenthalben Rücksicht auf die historische 
Entwicklung der Losungen der verschiedenen Probleme und brin$ die 
literarischen Sachweise für  die Originalabhandlungen. SchlieBlich sei noch 
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daraiif aufmerksam gemacht, daB schon im Jahre 1 9 0 1  eine d7rekt zii deui 
Buche gehorende T a f ~ l s a m m l u n ~ ~ )  erschienen is t ,  die nach sachlxher und 
t y p ~ g r a ~ h i s c h e r  Disposition eu dcm besten gchort, was wir zur Zeit an 
astronomischen Tabellenwerken besitzen. 

Druckfeh le r :  S. 250 ZeiIe 9 v. o. Gtatt sin C lies cou C. 
,, 597 ,, 2 v. u. ,, Rosenberger lies Rosenberg. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 
- 

Viersteiiige logar i th rn i sche  und t r igonomet r i sche  T a f e l n  nebst mathe- 
matischen und naturwissenschaftlichen Hilfstafeln. Fiir hohere Schulen 
und Pri~at~gehrauch zusa,mrnengesteilt von Professor Dr. Ernil Greve in 
Itzehoc. Glogau 1901 ,  Karl Flemming. 

Die Sammlung enthi l t  die Briggsschen Logarithmen der natürlichen 
Zahlen 1 - 1 0  000, die Logaiithmen der trigonometrischen Funktionen von 
Minute zu Minute; ferner die Quacirate, Kurven, Quadrat- und Kut)ikwiirzeln 
der Zahlen 1 bis 100.  AuBer den Tafeln der natürlichen Logarithmen der 
Zahlen 1 bis 1 2 0  und der natürlichen Werte der trigonometrischen Funktionen 
enthalt das Buch uoch die meislen der auch sonst übliçhen mathematischen 
und naturwissenschaftlichen Ililktafeln. 

Bei sirntlichen Tafeln sind die Trennungslinicn der senkrechten Spalten, 
sowie die durch Aufrundung entstandenen Endziffern in roter Farbe geiiruckt, 
Ras von groBem Nachteil für die Augen ist. Proportionaltiifelchen für die 
Differenzen 1 bis 4 dürften wohl selbst irn Schulgebrauch entbehrlich sein. 

Stuttgart. P. WERKJIEISTER. 

Hcnselins Rcchcntafol .  Dns groBe Einmaleins bis 999 mal 999 nebst 
einer Kreisberechnungstabelle. Zweite Auflage. Berlin 1904, C. Regen- 
hardi. Geb. "4L 6.00. 

Die vorliegende Rechentafel odor besser P r o  d u  k t  e n t,afel enthslt die 
Produkte aller ein-, zwei- und dreistelligen Zahlen mit eben solchen, is t  
also in bezug auf den V m f n n g  mit deri Lekannten Crelleschen Tafeln zu 
vergleichen. Diese enthalten jedes Produkt von Zahlen, die kleiner als 1 0 0 0  
sind, doppelt; die Henselinsche Tafel dagegen enthalt jedes Produkt nur  
einmal, was einerseits eine Reduktion der Crelleschen Tafel auf die Hiilfte 
bedeutet, andrerseits aber für die Division einen Nachteil mit sich bringt. 
Ein Vorteil gegenüber den Crelleschen und auch andern Produktentafeln 
liegt darin, da0 die Produkte nieht i n  zwei (Crelle) oder gar drei Teile 
(Riem) zerlegt wurden, abgeschen davon, da6 die beiden ersten Ziffern - 
wie bei den meisten fünfstelligen Logarithmentafeln - der übersichtlichkeit 
wegen nicht bei siimtlichen Produkten angegeben sind. 

~ h n l i c h  wie das ,,ZahlenbuchLL Ton C. Cario und H. C. Schmidt (Aschers- 
lcbcn 1896), das i n  den Hauptgesichtspunktcn mit der Henselinschen Tafel 
übereinstimrnt, ist  diese mit einem Rand-Index versehen, der aber hier ent- 
schieden bequerner ist. Wahrend bei der ersteren das Aufschlageu einer 

1) J. B a u s  c h i n g e r ,  Tafeln zur theoretischen Astronomie. Nit ewei litho- 
graphierten Tafeln. Gr. 8 O,  IV und 148 S. Leipzig 1901, W. Engelmann. 
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bestimmten Seite beido Hande - jedenfalls die rechte Hand - erfoidert, 
laBt sich bei der vorliegendcn Tafel ,,mit eincm GriffLL der l i n k e n  Hand 
die gewünschte Seite aufschlagen, und zwar s t e t s ,  da die Indexstreifen auf 
der Kück- und Vorderseite bezeichnet sind. 

1st z. B. das Produkt 2 3 1  mal 7 5 2  gesucht, so schlagt man mit I-Iilfe 
des mit bcmichncten Index die beiden Doppelseiten auf, welche die Pro- 
dukte der Zahlen 2 0 0  bis 3 0 0  mit den Zahlen 7 0 0  bis 8 0 0  enthalteil. 
Eiu Index ist nicht vorlianden, aus dicsem Grunde ist es notig, da0, 
menn die Tafel zum Dividieren benutzt n-erden soll, zur Bestimi-nung der 
zweiten Tndexziffer eine kleine Kopfreclinung der eigentlichen Tafelrechnung 
vorausgeht. GroB ist dieser Übclstand nicht, da allgernein die Rcchentafeln 
mehr zum IIultiplizieren als zum Dividieren benutzt merden. 

Der Eiudruck, den Irian beim ersten Bliçk in die Henselinsche Rechen- 
tafel erhalt,  ist bei dem Zalileugewirr ein - fast mochte man sagen - 
abschreckender; der Grund hierzii liegt einerseits dai-in, da0 unniitig vie1 
Ziffern fett gedruckt sind (das Fettdrucken der Endzitfern in  Z wis çhen - 
reihen ist sicher wertlos), andrerseits in der nicht ganz glücklichcn Wahl 
der Ziffernform. Nachdem die sog. alten englischeu Ziffern bei den ge- 
br~uclilichsten Logarithnieiitafdn sich als SuBerst zweckrniiBig erwiesen 
haben, ware zu wünschen, daB sie auch in Tafeln wie der vorliegenden zur 
Anwendung kamen. 

Vermoge ilirer vorteilhaften Anordnung und der dadurch ernioglichten 
einfachen und raschen Handhabung darf man jedoch diese Rechentafel als 
eine der besten Prodiiktentafelu bezeichneri, jedenfalls is t  sie dem ihr am 
niiehsten stehenden Zalilenbuch von Cario - Schmidt vorzuziehen. 

Stuttgart.  P. WEKKMEISTER. 

L o g a r i t h m i s c h  - t r igonomet r i sche  und a n d r e  für R e c h n e r  nützliche 
Tafeln, zunachst für  Techniker, sowie für den Schulgebrauch und fïir 
praktische Rechner überhaupt von weil. Dr. Rforitz Rühlmann und 
Professor Dr. Xoritz Richard Rühlmarin. 1 3 .  vermehrte und ver- 
besserte A d a g e .  Leipzig 1905,  Julius Klinkhardt. Preis A 2.50. 

I n  der Einleitung findot man unter anderem Angaben über die Ge- 
nauigkeit der den Tafeln entnommenen Werte. 

Tafel 1 enthalt die Briggsschen Logarithmen der natürlichen Zahlen 
von 1 bis 100,  1 0 0 0 0  bis 1 5 0 0 0  und 1 5 0 0  bis 1 0 0 0 0 .  

Tn Tafel II sind die Tiogarithmen der goniometrischen Funktionen an- 
gegcben; von 0' bis 3' von 1 0  zu 1 0  Sekunden, von 3' an von RIiiiute 
zu Minute. Bci dicser Tafel wiire zu wünschon, daB dic Gradzahlen durch 
gr6Bere Ziffern hervorgehoben würden, um einen rascheren Überblick zu er- 
m~gliclieu. Die , ,?r 'euer~ng'~, besteheud iu der Eiuführung von negativen 
Kemziffern, dürfte kaum Nachahmung findeii; die seitherige Schreibmeise 
i s t  doch bei uns zil sehr in die nechenpraxis eingedriingen, um zugunsten 
der vorgeschlagenen verlassen zu werdcn. 

Anhangsn-eise sind der Tafel II die beiden Hilfstafeln zur gegenseitigen 
Veiwandlung von gemeinen und natürlichen 1,ogarithrnen beigegeben. 

TaTel III gibt die natürlichen Werte der gonioruetrischen Bunktionen 
von Minute zu Minute; durch Zusammenfassen simtlictier Werte für einen 
Crad auf einer Geite erscheint diese Safcl .sehr übersichtlich. 
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Die Lange der KreisbDgen (für den Radius 1) für einzelne Grade 
(von o0 his 360°), Minuten und Sekunden sind in Tafel I V  ebenfalls auf 
sechs Stellen angegeben. 

Unter V und VI sind Tafeln zur Verwandlung der Minuten und 
Sekunden in  Dezimalbrüche des Grades und die Tafel der natürlichen 
Logarithmen einiger Zahlen untergcbracht. 

Der Tafel VIi konnen f ï i  die Durchmesser 1 , 0  bis 10,O und 1 0  bis 
1000 die Kreisumfange, Kreisinhalte, Quadrate, Kuben, Quadrat- und Xubik- 
wurzcln entnommen werden. 

In VI11 und IX  h d e t  man Tafeln für barometrische Hohenrnessungen 
sowie für hlaB- und Gewichtsvergleichungen. Sabellen aus der Zinseszins- G d  
Rentenrechnnng, RlortalitStstafeln und Tafeln mit einer überaus groRen An- 
zahl von Konstanten aus Astronomie, Physik und Chemie bcschlieBen den 
reichen Inhalt des Buch, der ihm zusammen mit dem handlichen Format 
uoch weitere Freuude - besonders in Teclinikerkreisen - gewinnen dürfle. 

Auf einen Übelstand sol1 jedoch aufmerksam gernacht werden, dem 
rielleicht bei spateren Auflagen - wenigst,ens bei einigen Tafeln - ab- 
geholfen werden kann. Bei ssmtlichen Tafeln sind namlich fünf und auch 
sechs Ziffern ohne Unterbrechung nebeneinander gedruckt. Das Zusammen- 
fassen der Ziffern in  Gruppen zu zwei und drei bezw. drei und drei, wie 
es in den meisten andern Tafelsarnmlungen üblich ist, wiirde aber die Über- 
sichtlichkeit der Tafeln wesentlich erhohen. Bei s e c h  s stelligen Tafeln 
sollte man es jedenfalls nicht unterlassen, eine passende Gruppierung der 
Ziffern vorzunehmen. 

Stuttgart. P. WERKMEISTER. 

R e d u k t i o n s k u r v e n  zur GauB - Poggendor f f schen  Spiegelablesung.  
IIerausgegeben von Dr. A. Schweitzer. Ziirich 1 9 0 1 ,  E. Speidel. 
A 1.- 

Bezeichnet man bei der Ciaufi-Poggendorffschen Methode den Abstand 
der Skala vom Spiegel mit d l  die Skalenablesung mit s und den ent- 
sprechenden Ausschlagswinkel mit rp,  so benützt man zur Bestimmung 

von rp,  tg  cp und sin -2 die bekannten Reihen 

und 

Bezeiçhnet man noch mit sl, s2 und sS die reduzierten Skalenablesungen, 
so hat man, um auf diese zu kommen, die Iieduktionen 

und - 1' S' 431 s6 
S - S S  - 32 Di - 2058 Ur + . . . 

zu bestimmen. 
Zeitachrift f. Mathemstik u. Physik. 55. Raod. 1SO7 Heft 1; 2 
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Die bekanntesten und eingehendsten Reduktionstabellen dieser Art sind 
die numerischen Tafeln von Dr. P. C z e r m a k  (Berlin 1890).  Dicse Tafeln 
haben zwei Eingange, für Skalenabstand und für Skalenablesung, und ent- 
halten die Reduktionswerte für Abstaride zwischen 1 0 0 0  und 4000 mm und 
für  Ablesungen ZR-ischen O und 500 m m  mit IntervaIlen von 10 mm (bei 
den @Beren Abstanden 20 mm). 

Die vorliegenden graphischen Tafeln liefcrn die drci Reduktionen für 
Skalenabstande von 1 0 0 0  bis 2500  mm und für Skalenablesungen von 50  
bis 6 0 0  mm. Die Tafeln sind kartesische Tafeln mit  gewohnlichen MaB- 
stiiben; es sind, um den MaBstab der gesuchten l~eduktionen iindern zu 
konnen, nicht diese, sondern die Skalenabstande durch Isoplethen (von 1 0 0  
zu. 100 mm) dargcstellt, so daB von ,,Reduktionskurven:' - im engern 
Sinne - nicht die Rede sein kann. Bei jeder der drei Tafeln sind drei 
Schmen von Isoplethen gezeichnet, entsprechend drei verschiedenen MaB- 
staben für die Reduktionen, so daB diese auf 0 ,001  bezw. 0,01 und 0 , l  
zu erhalten sind. 

Um bei den gesuchten Reduktionen eine der GroBe der Skalenablesungen 
entsprechende Genauigkeit zu erhalten, hatte die Anwendung einer passen- 
den Anamorphose, z. B. logarithmische Transformation, dieselben Dienste 
geleistet wie die drei Scharen von Isoplethen; es lieBen sich dann die 
eigentlichen Reduktionski~rven zeichnen, was einige Vorteile mit sich bringen 
würde. 

Für  den praktisclien Gebrauch müssen die Tafeln durch Hervorheben 
einzelner Linien (oder Flachenstreifen) noch hergerichtet werden. 

Stuttgart. 
-- - 

P. WERKXEISTER. 

Abgekürzte Multiplikations-Rechentafeln fiir siimtliche Zahlen von 2 
bis 1000.  Nebst einem Anhang, enthaltend die Quadratzahlen von 1 bis 
1000.  Entworfen und herausgegeben von 8. Ernst. Braunschweig 1901, 
Friedrich Vieweg uud Sohn. 

Ahnlich wie die Rechentafeln von A. L. C r e l l e ,  zerfallen die obigen 
in 9 9 8  einzelne Tafeln, von wclchen, wie bei C r e l l e ,  je  zwei auf einer 
Seite, jedoch untereinander, stehen. Jedes dieser Tafelchen, die mit den 
Zahlen ( M ~ l t i ~ l i k a t o r e n )  2-1000 überschrieben sind, zerfallt in zwei Teile; 
der eine davon enthalt als Eingang d e  Einer des Tvlultiplikanden, der andere 
die Zehner bzw. Hunderter. Hat man z. B. die Zahl a mit einer drei- 
stelligen Z&l b zu multiplizieren, so entnimmt man dem ersten Teil der 
mit u überschriebenen Tafel das Produkt von a mit dem Einer von b und 
fügt hierzu das dem zweiten Teil entnommene Produkt von a mit dem 
Zehner und Hunderter von b. 

Da d e  Rechentafeln von A. L. C r e l l e ,  trotz ihres groBen Formats und 
ihres hohen Preises, wohl die weiteste Verbreitung gefunden haben, und da 
der Verfasser selbst sie zum Vergleich heranzieht, so sollen sie auch hier 
als MaBstab dienen. 

AuBer dern IIaupteingang für  den Multiplikator, der bei beiden Tafeln 
derselbe ist, besitzt die Crel lesche Tafel noch zwei Eingange, den einen für 
die Hunderter, den andern für die Einer und Zehner; die vorliegende Tafel 
dagegen besitzt noch drei getrennte Einginge für Einer, Zehner und Hun- 
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derter. Wenn man bedenkt, daB durch diese Anordnung der Umfang der 
Crelleschen Tafel auf etwa die Halfte redilziert ist ,  so fallt  der weitere 
Eingang der Tafel nicht schwer ins Gcwicht, vollends bei der klaren und 
übersichtlichen Form der einzelnen Tiifelchcn. Bei C r  e l l e  kann das Pro- 
dukt einer Zahl mit einer dreistelligen anderen Zahl unmittelbar der Tafel 
entriomirien werden, wobei allerdings die beiden letzten Ziffern der letzten 
Spalte rechts entnommen werden müssen, was aber - bei der übersichtlichen 
Gnippieriing der horizontalen Reihen - ohne weiteres (jedenf,ills ohne 
,,LiuealLL) geschehcn kann, und zwar bei richtiger Anwendung der Tafol 
(kleiner Finger und Zeigefinger der linken Hand!) fe7zlerlos. Dieser Zu- 
samrneusetzung des Produkts aus zwei Teilen entspricht bei der Erns t schen  
Tafel die Addition des Einer-Produkts zu dem Zehner-(Hunderter-)Produkt, 
,,einer so einfachen Operation, wie sie jeder Schiiler im Kopf ansführen kann.LL 
Renn auch die Addition zweier Zahlen im allgemeinen als eine ,,einfache 
Operation" bezeichnet werden kann, so darf man doch nicht vergessen, daB 
sie an Einfauhheit verliert, wenn die beiden zu addierenden Zahlen nicht 
rlirekt unfereinunder stehen, sondern durch verschiedene Zahlenreihen von- 
einander getrennt sind, wie es hier der Fa11 ist. Sicher ist die daIrin Lie- 
gende Fehlerquelle bedeutend groBer als die mit der Crel leschen Einrichtung 
verbundene. Dai3 die Addition selbst von geübteren Rechnern zuweilen in  
Form einer Nebenrechnung auszuführen ist, wird sich nicht umgehen lassen, 
da sonst von mechanischer Kechenarbeit kaum mehr die Kede sein konnte. 

Ein praktischer Vergleich der beiden Tafeln i n  bezug auf Schnelligkeit 
in der Handhabung wird schwerlich zu gunsten der Erns t schen  Tafel aus- 
fallen, so daB ein Verdrangen der bewahrten Crel leschen Tafel auch durch 
diese neue Tafel nicht zu erwarten ist. 

Stuttga1-t. 
-- 

P. WERKMEISTER. 

Vier- und fünfstellige Logarithmentafeln nebst einigen physikalischen 
Konstanten. Braunschweig 1904, Fr. Vieweg u. Sohn. "# -.80 

l)as Uuch ist aus dem Bedürfnis entstanden, für bestimmte Rechnungen 
eine Tafelsammlung zu haben, welche nur die Logarithmen der natiirlichen 
Zahlen enthiilt. Der Inhalt ist  demnach folgendor: Vierstellige Logarithmen 
der Zahlen 1 bis 1 0 0 0 ;  fünfstellige Logaritlimen der Zahlen von 1 0 0 0  bis 
1 0 0 0 0 ;  trigonornetrische Zahlen und Formeln. Auf den beiden letzten 
Seiten sind in gedrgngter Übersicht die wichtigçten physikalischen Kon- 
stanten untergebracht. 

Zur Vereinfachung der Interpolationsarbeit murde für die Interpolations- 
tafeln die schon von A. M. Xe11 (1866) in -4nwendurig gebrachte An- 
ordnung beniitzt, die darauf berubt,  da8 für eine horizontale Reihe die 
Logarithmendifferenz meist konstant ist. Die Proportionalteile, die in  andern 
Logarithmentafeln u n t  e r e i n a n d e r  stehen, sind hier n e b  e n e i n a n d e r  und 
zwar für jede Horizontalreihe angegeben; das Ermitteln der jeweiligen 
Logarithmendifferenz kommt damit i n  Wegf'all. 

In bezug auf Druck und Anordnung im einzelnen kann die Tafel 
empfohlen werden. 

Stuttgart. P. WERKMEISTER. 
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Sechastel l ige logarithmisch-trigonometrische T a f e l n  nebst Hilfstafeln, 
einem Anhang und einer Anweisung m m  Gebrauch der Tafeln. Von 
S. Starnpfcr, Professor; neii bearbritet von Professor E. Dolczal. 
Zmanzigste Auflage. Schulausgabe. Wien 1904,  K. Gerolds Sohn. 

Die an den Tafeln vorgenommenen Anderungen hezichen sich haupt- 
sachlich auf die Form und Gruppierung der Ziffern. Für  die Ziffern wurden 
die alten engliscl-en Typeu gewiihlt, die auch bei den fiiufstelligen Tafeln 
von F. G. Gauss zur Anwendung gekoriimen sind. Die Ziffern sind zu je 
dreien gruppiert, wodurch groBe ij-bersicht,lichkeit erreicht wurde. 

Tafel 1 enthalt die dekadischen Logarithmen der natürlichen Bahlm 
von 1 bis 1 0  0 0 0 ,  Tafel II die dekadischen Logarithmen der trigonometri- 
schen Funktionen; bcachtcnswert is t ,  daB die Logarithmcn für die Werte 
von 0 ° 0 ' 0 "  bis 0 ' 0 '  1 0 "  von 0 , l  zu 0 , l  Sekunde angegeben sind, fiir 
die ersten 6 Minuten von Sekunde zu Sekunde; ferner von 5 Minuten bis 
3 Grad von 10 zu 1 0  Sekunden, von 3 Grad ab von Minute zu Minute. 
Die mit D. 1" und D. c. 1" bezeichneten Spalt,en enthalten die Logarithmen- 
differenzen für 1 Sekunde; Interpolationstafeln sind nicbt bcigcgeben; die 
bei mehr als fünfstelligen Logarithmentafeln somieso groBere Arbeit bei der 
Interpolation, kann bequem mit dem Reçhenschieber susgeführt werden. In 
Tate1 II findet man die natürlichen Werte der trigonometrischen Funktionen 
für  die Winkel der ersten Quadranten (von Minute zu Ilinute),  ebenfalls 
auf 6 Dezimalen. Die Tafel I V  gibt die Lange der l h i s b o g e n  für den 
Halbmesser 1 für einzelne Grade, Minuten und Sekunden. I n  Tafel V sirid 
die Liingen der Schnen für den Halbmesscr von zehn zu zehn 3finuten für 
die Wiukel von O0 bis 180' zusammengestellt. Die Tafeln V1, VI1 und Vll l  
ent,halten die Quadrate der h h l e n  1 bis 1 0 0 0 ,  die Quadrat- iind Kubik- 
wurzeln aller Zahlen von 1 bis 1 0 0  und noch die ersten 6 Potenzen der 
Zahlen von 1 bis 100.  

In  einem Anhange sind, auBer einer Zusammenstellung der Formeln 
aus Goniometrie, ebener und sphsrischer Trigonometne, eine Bnzahl von 
Konstanten ails Mathematik, Astronomie, Geodasie iind Physik beigegeben. 
MaB- und hlünz-Vergleichungstabellen beschlieBen den reichen Inhalt des 
Buches. 

Stuttgart.  P. WERKMEISTEIL 

Logarithmisch-trigonometriache T a f e l n  mit fünf Dezimalen. Be- 
arbeitet von Gel-. Reg. - Rat  Prof. Dr. Th. Albrecht, Abteilungs- 
vorsteher im Kgl. PreuB. Geodiitischen Institut. Neunte Aufiage. Berlin, 
P. Stankiewicz. 

Obwohl diese fünfstelligen Logarit,hmentafeln auch für  den Schul- 
gebrauch als rnusbergültig bezeichnet werden müssen, so werden und sollen 
ihre  Vorteile gegenüber &nlichen fünfstelligen Tafeln doch hauptsiichlicli 
dem praktischen Rechner dienen. Die praktischen Rechnungen erfordern ab- 
wechselnd vier-, fünf-, sechs- und siebenstelligc Tafeln; aus diesem Grunde 
suchte der Verfasser die Anordnungen der beliebten sechs- und sieben- 
stelligen Tafeln vori Bremiker auch bei fürifstelligeri Tafeln anzuweriden. 

Tafel 1 enthalt in übersichtlicher weise die Logarithmen der Zahlen 
von 1 bis 1 0 0 0 0 ;  die Tafel ist nur  mit e i n e m  Eingang versehen, im 
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Gegensatz zu andern 'ïafeln mit horizontalem und vertikalem Eingarig. Die 
Tafel 1 enthiilt noch die Werte S und T zur gegenseitigen Umwandlung 
der Logarithmen des Bogens und des Sinus bezw. der T a q e n t e .  Die Ziffern 
der Proportionaltafelchen sind i n  dieser Tafcl, wie auch in den andern, 
kleiner gehalten als die Ziffern der eigentlichen Tafelwerte, wodurch ein 
starkeres Hervortreten der letzteren erreicht wurde. 

Die Tafeln II und III enthalten die Logarithmen der trigonomelrischen 
Funktionen, in  der Anordnung ganz wie die Tafeln von Brem&er; es sind 
demnach in Tafel Ii die Logarithmen der Sinus und Tangenten gegeben 
von 0' bis 3' von Sekunde zu Sekunde, und in Tafel ITI die Logarithmen 
der trigonometrischen Funktionen von Minute zu Minute. Mit Ilücksicht 
auf astronomische Reçhnungen sind die Sekanten und Kosekanten ebenfalls 
aufgenommen. 

Tafel I V  enthiilt die Additions- und Subtraktionslogarithmen; auch 
diese Tafel hat nur einen Eingang. Die Anordnung ist so, daB zunachst 
auf rund zwanzig Seiten die Werte B = log ( 2 :  + 1) zu den Argumenten 
A - logx angegeben sind, wahrend die beiden letzten Seiten die Werte 

B = log ' - zu den Argumenten C = log x enthalten; diese hnordnung 
1-x 

auf den beiden letzten Seiten ermoglicht eine Entnahme von C aus der 
Tafel ohne jede Interpolation. Der Unterschied in der Rechnung mit der 
GroBe A und der GroBe C licgt nur darin, da8 erstere m m  Logaiith- 
mus der kleineren, diese dagegen zum Logarithrnus der gr6Beren Zahl zu 
addieren ist. 

Butler den vier Haupttafeln enthalt das Buch noch eine Sat'el zur 
Verwandlung der na.tiirlichrn 1ioga.ritlimen in gemeine und iirrigekehrt, eine 
Tafel zur Verwandlung von BogenmaB in ZeitmaB; ferner eine Quadmttafel 
der Zahlen von 1 bis 1000 und noch eine Tafel der numerischen Werte der 
trigonometrischen Funktionen. 

Iu eiuem Anliange ist eine wer-tvolle Zusamuienstellung der wichtig- 
sten Formeln aus der Goniometrie, der ebenen und sphii-ischen Trigonometrie, 
der Algebra, der DiEcrentialreçhnung und der Ausgleichungsrechnung ge- 
geben. Noch findet man unter ,,Konstantena niitzliche Angaben über oft 
gebrauchte GroBen aus der Jlathematik, der Geodasie, der Astronomie und 
der Physik. 

Eine Gruppieriing der Xiffern, mie sie z. U. in  der F. G .  GauBschen 
Tafel vorgenommen ist, fehlt bei samtlichen Tafeln. 
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M.51. The Messenger of Alathematics, 

London (2) 35. 
31.11.F. The Ame~ican  Math. hlorithly, 

Springfield 12-13. 
11.11. G. 1. Mitteilurigen des Militargeo- 

grsphischen I n s t j ~ u t s ,  Wjeu 22; 24. 
31.31. P. Rlessager 1116 téorologique,Peters- 

biirg 1903. 
1l.N.A.S. Morithly Notices of the Royal 

Astrouornicd Society, London 65  - 66. 
JI. K. 1. Metldelanden fr5n It. Vetenskaps 

Bkademienv Nobel Insti tut ,  Stock- 
holm 1. 

Mon. The Monist, Kew York 14. 
1I.P. G.Z. Xitteilungen der Phgsika- 

lischen Gesellschaft. Ziirich 1906. 
w . L .  Matlieuiatikai 66  physikai Lapok, 

Budapest 11; 13. 
11.P.X Xatuur- en gcnceskundig Con- 

gres IO. 
1I.R. B. Marine-Riindschaii, Berlin 1906. 
ILS. Mitteilmgen des Sat,urwissensch. 

Tereins von Steicrniark, Graz 42. 
II.S.lt.  Mernorie della Societii Itrtliane 

d e t t a  dei XI,, Rama (3) 13-14. 

31.S.L. M6rnoires de la Societé Royale 
deti Sciences, Ilibge (8) 2. 

31. S.1I .T .  hlémoires de l a  Section mili- 
taire topogrn,phicjuc de  l'fitat-m.jor, 
Petersburg 69. 

BI. S. O .  1)enkschriften der Math. Ab- 
teilung der Neuruss. Gesellschaft, 
Odessa 18. 

R1.S.IL.M. Jlémoires de la Société Russe 
de Mineralogie, Pctersl~urg (2j 42.  

M. S. S. 1. Meniorie della SoeieL dei 
SpettrosçopistiItaliani, Catania3:<-54. 

N, T.E. Jlatheuiatikai 6e term6szettiido- 
mkngi értesito, Budapest 2 1 ;  2 3 ;  24. 

DI. T.M. Il Monitore tecnico, >filano a. 
11, V. A. P. Mitteiluugen von Freunden 

der BstronoinieundKo~mischenPhysik, 
Derlin 1 5  16. 

11. V. E. D. Mitteilungen der V ereinigung 
für Erdlrundo, Dresden 1306. 

N.V.  K. Yeddelandcn fr9n K. Vetens- 
kaps Alradcrnicns Nobelinstitut, Stock- 
holm 1. 

i)I.V.?i.I. I\llededelingen en Verhande- 
lingen van het Kan. Il'rtderlanrl. 
J~eteorolog.Instituut, Amsterdam 1906. 

M. W.B. Motorwagen, Ehrlïn 5 - 6 ;  8. 
JI. W. JI. The Mechanical FVorld, ?vlan- 

chester 37-38. 
II1.W.R. Monthly Weather Iteview, 

Washington 28 ; 30-91 ; 33-34. 
RI. y R.11. hlemorias y Revista de l a  

Sociedad Cientifica ,,Antonio Alzate" 
Mejico 19-20; 22-23. 

111.2. i\7eteorologiuche Zeitschrift, Wicn 
22-23. 

N. Kabure, London 72-74. 
N.B. Soiivelles Annales d e  Mathéma- 

tiqnc:s, Paris (4)  5 -6. 
B .  Nova, Acta l tepise Societatis 

Scientiaruiii , IJpsala (4) 1. 
N.A.W. Njanw Archief voor Wiskunde 

Amstorda,m (2:) 7. 
N.B. Nahiren, Bergen 27. 
N. C. A. 'l'ha nineteanth Century and 

Afler ,  Jjondon 57. 
N.C.P. Il Nuovo Ciirierito, I1isa (5) 10-11. 
Y.F.P. Neue fioie I'resse, Wiep 1905. 
X.F.W. Xatiirfreund, \Vitteil 1905. 
N. (7.6. Sachriçhten von der B. Gesellsch. 

der Wisseuschaftrn , Gottiugen 1905. 
N. J.11. Neuev Jahrbuçli fiir Alineralogie, 

Geologie uiid Paliontologie, Stutt- 
gar t  ii. 

- 

N. L. A. Atii  dcll' Accademia Pontificia 
de' S u o r i  Lincei. lLnma 56. 

Budapest 35. 
N.11. L. Kautical >lagazine, London 54. 
K. O. Katur und Offenbarung , Niinster 
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N.11. Natiirwissenschaftliche Rundschau. - .  

Hraiinschweig '20- 21. 
N. T. N. 1. I\'at,uurkiindip 'l'iidschrift voor 

O. The Obserratory, London 23.  
O .  C. Z. nsterreichische Chemikerzeitung, 
.. (2) .?-9 
O .  W.O.B. Osteneichische Wochenschrift 

für den Offentlichen Baudienst 
10-11. 

O. Z.Z. O. M. Osterreichische Zentralzei- 
tung für Optik 11. hlechanik, \Vien 1. 

P. M. J. DI. Phydikomathemat. Jahrbuch, 
Moskaii 2. 

P.RI.11. Periodico diMatematica, Livorno 
(3) 3. 

P.N.I. Proceedings of' t,he l'nited Statea 
Naval Institution, Annapolis M.  D. 3ii. 

Pol. 11 Politecnico, Milano 50. 
P. P. S. P r o c e e d i ~ i ~ s  of the  American 

Philosophical Society, Pliiladelphia 45. 
P.P.S.L. Proceedings of the  I'hysical 

Society, London 19-20. 
P.R. The Physical Review, Yew York 

21-23. 
P. Prometheus, Berlin 1 4 ;  15;  17. ; P.R.1. ProceediWs of the Royal In- 
P. A. Popiilar Astrouomy, Northfield stitution of Great Britain, 17. 

13-14. P.R.I. P. Pubblicazioni del R. Osserva- 
P.A.Bo. Proceedings of the American torio I M x m o  (2) 1. 

Academy of Arts a n d  Sciences, Boston P.R.S.E. Procccdings of Boyal 
41-42. Society, Edinburgh 24-26, 

P. A.I. E. E. Proceedings of the  American P. IL S. L. Procccdings of the  %a1 
Institution of Electrical Engineers, ! Society, London 74; 76-78. 
Kew York 24. 1 P.S.B. Procès-verbaux de la Soci6t6 

P. A. fi1.I). R. Publikationen des Astro- des Sciences, Bordeaux 1904-05. 
nomisch.-(leteoronomischen Observa- P.S.D. Scientific Proceedinps of the 
toriums, Rostock 3. ltoyal Ihb l in  Society, Dublin (2) 11. 

P. A. S. C.E. Proceedings of tho American P. S. Ji. Popular Science Monthly, S e w  
Society of Civil Enginecrs , New York 63-64. 
York 31. P.T.M. Sumrnary of the Proceedings 

P. A. S.F. P~bl ica t ions  of t he  Astrono- of the Toky.0 Physicomath. Society, 
mica1 Society for t he  Pacific, San Tokyo 2 3. 
Francisco 17.  P.T. ILS. C. lJroceedings and l'rans- 

P. C.P. S. Proceedings of the Cambridge actions of the  Royal Society of Canada, 
Piiilosophical Society, Cambridge 13. Xontreal (2) 11.  

P. E.M. S. IJroceediugs of the  Edinburgh P.T. W. Przeglad technicki, Wawzawa 
hlathcmatical Society, Edinbnrgh 23. 41-43. 

P. E. S. W. P. I'roceedings of Bug incm P. U. B. Princeton üniveraity Bulletin 
Societ'y ofWestern I'ennsylvauia, Pitts- , 13-14. 
burg 3 7. P.V.L. Pages Weekly, London 7.  

P.B.W. Przeglad filozof. Warszawa 5.  P.Z. l'hysikalische Zeitschrift, Gottingen 
P. G .  B. Schrifteri der Phy~ikalisch-Oko- 6-7. 

nomischen Gesellschaft , Künigsberg P. Z. B. Padagogische Zeitung, Berlin 
46. -. . 

P. G .  11. Peterrnanns Geograpliische Mit- 
teilungen, Gotha 5 0 ;  52. 

P.I.A.S.. Proceedings of the Iowa Aca- 
demy of Science, Des Moine6 9-10. 

P.1.JI.E. P r ~ c ~ e d i n g s  of t,he Institute 
of Mechanical Enginccrs, London 1905. 

P.I.S. F. Publicazioni del R. Instituto 
di Studi supariori pratici e di Per- 

- 
fezionamcnto in F i e n z e ,  Arcetri 19. 

Pit. Il I'itagora, Palermo 12. 
P.J. G .  Preisschrifien der Jablonowski- 

schen Gescllxhaft , Tjeipxig 3'7. 
P.L.M.S. I'roc.eediiiga of the  London 

Mathematical Society, London (2) 3. 
P.N. Philosophical Magazine, London 

(6) 9-11. 
P.N.C.E. Proceedings of t,he incorpo- 

rated Association of Municipal and 
Connty Engineers, London 31. 

Q. J. Quarterly Journal of AIathematics, 
Loridon 36. 

Q .  J. JI. S. Quartcrly Journal of the Meteo- 
rological Society, London 31-32 

R.8. Reriie d'Artillerie, Paris 67. 
R.A. A .  Keports of the Australasian 

Association for the Advancement of 
Science, Tjondon 9-10. 

R . A . U .  Rivista d i  Artigleria e Genio, 
Roma 1905. 

R. A. L. R. Rendicoriti della Reale Acca- 
rlemia dei  Lincei, Roma (5) 15. 

R.A.M. Rerivta d e  la Reale Academia 
de  Ciencias exactau, fitiicav y naturales, 
Madrid 1 ;  3. 

R. A.Y. Ilendiconti della Reale Acca- 
demia del10 Scienze, Napoli (:j) 11-12. 

R. A. T. T. Revue Ac. Trav. Tamines 1902. 
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R . B . A .  Reports of the  British Asso- 
ciation for the Advancement of Science 
75. 

R.C.L. Revista de  Ciencias, Lima 9. 
R. C.N.P. Rendiconti del Circolo mate- 

matico, Palernio 2 0  22. 
R . E .  The Railway Engineer, London 26. 
R . F . H . I .  Report of thc Fishery and 

Hydrographical investigations on the  
Nort,h Sea, London 1902-03. 

R.F.M. Rivista di  Fisica, Matematica 
e Scienze naturali, Pavia 6-7. 

R. O .  O. Revue gknérale des Sciences, 
Paria 16-17. 

R . I .  B. Rendiconti delle Sesfiioni dell' 
Accademia delle Scienze dell' Istituto, 
Bologria i.2) 9. 

R . I . I .  Recueil de  l'Institut des Ingéni- 
eurs de Voies de  Communication, 
Petersburg 60. 

R.I .P .  Revue industrielle, Parib: 36. 
R.I.R. Rivista d'Italia, Roma 1902. 
R -1. Z. Riga'sche Industriezeitung, Riga 
31. 

R. M.B. Bevista maritima brazileira, 
Rio de Janeiro 1906. 

R. M.M. Revue d e  Métaphysique et de 
Morale, Paris 13-14. 

R. K R .  Rivista marittirna, Roma 38. 
R. M. S .  Revue d e  Mathématiques spé- 

ciales, Paris 16-16. 
R. N. Revue nCphologiquc, Bruxelles 1906. 
R.P.  W. Revue de Physique, Warachau 3. 
K. 8. Revue Scientifique. Paris (5) 3-6. 
IL S.M. Sammelschrift der Sewtschenko- 

gesellschaft der Wiss., Lemberg 10 
R. T.E.E.  Rivista elettrotecnica emi- 

liana, Bologna 5. 
Ii.T.1. Rivista tecnica italiana. Rom 3. 
R. T.31. Bassegna tecnica,  ess si na 2 ;  5. 
K.T.P. La ltevue technique, Paris 26. 
K. T.T. lbivista tecnica, l'orino 2. 
11. U. 81. ILevue universelle des R h e a ,  

Liège 10;  12 .  

S. Science, New York (2) 22-24. 
S . A .  Scientific American, Xew York 89. 
S. A.15. Sitzungsberichte der K. PreuB. 

Akad. der Wissensch., Berlin 1905-06. 
S. A.M.  Sitzungsberi~ht~e der math .  phys. 

Klassc dr:r K. Bayr. Akademie der 
Wiôsenschaften, Miinchen 35. 

S. A. W. Sitziingsber. der math. natiirw. 
Klasve der K. K. Akad. der Wissen- 
echaften, \Ken  114. 

S. F.P. Société Française de  Physique, 
Paris 'L35-2:% ; 240-24:3 ; 245-250. 

S. G.B. Sitzungsberichte der K. B6hm. 
Gesellsch. der Wisseusch, Prag 1905. 

S. G. JI. Si t~un~sbe r i c l i i e  der Gesellschaft 
zur Bef6rderung der gesaniten Katur- 
wissenschaft, Marburg 1905. 

S. G. W. Sitzungsber. der phyaik.-medi- 
zinischen Gesellschaft, Würzburg 1905. 

S.  1. dnnua l  Reports of the  Smithsonian 
Institution, 1904. 

S.  1. D. Sitzungsberichte der Naturwissen- 
schaftlichen Gesellschaft Isis, Dresden 
1906. 

S . I . I .  Steven's Institute Indicator, Ho- 
boken 18-19. 

S .  1,. Sirius, Leipzig 38. 
S.M. Bulletin de l a  Sociét6 Mathé- 

matique de France,  Paris 33-34. 
S.M.Am. Bulletin of the American 

Math. Society, Pjew York 12. 
S.  JI. B. Sitzungsber. der Berliner Math. 

Gesellschaft, Berlin 1906. 
S. M. H. iilitteilungen der Nath. Gesell- 

sçhaft Hamb~i rg  4. 
S. 11.31. Sammelschrift der Math. Ge- 

scllschaft, Moskau 25. 
S .  M.P.  E. Sitzungsberichte der physikal. 

medizin. Sozietiit, Erlangen 37. 
S. M.Q. School of Mines Quarterly, New 

York 24. 
1 S.  K. J. Sitzungsberichte der Naturfor- 

schergesellsch., Jurjew 14. 1 S.P,.G. Mémoires de la Société de Phy- , sique e t  d'Historie naturelle, Genève 
I (4 )21 .  

S. P .  M. Memoiru and Proceedings ot 

i the Literary and Philouophical Societ., 
Manchester 49-50. 

1 S.  V. N. N. Schriften des Vereins zur Ver- 
breitung naturwissensch. Kenotnisse, 
Wien 41; 45-46. 

S.W.  Shippiug World 1905. 

T. A. A .  Rad .Jiigoslavenuke Akati., 
Agram 161.  

T. A. E. S. Transactions of the American 
Elec~rochcmical Society, Philadel- 
phia 7.  

T.A. S. C.E. Tranaactioris of the Amen- 
can Societv of Civil Enpineers. New 
York 49;  55. 

u 

T. A. S. RI. E. Transactions of the  Amen- 
can Society of mechanical Engineers, 
New York 23-24. 

T. A. W. Transactions of the Wisconsin 
Academy of Science, Arts and Letters, 1 Madiaon 15. 

1 T. C.B.H.  Technisches Zentralblatt fiir 

1 Berg- und Hüttenwesen, Berlin 13. 
T. C.I. Transactions of the  Canadiau 

/ Institute, Toronto 32. 
T. C. P .  S. Trausactions of the Cambridge 

Pliilosophical Society, Cambridge 20. 
T. C. S. C.E. Tra~isactious of the  Cariadian 

Society of Civil Erigineeru, 1901. 
T. F. S. Transactionli of the  Faraday 

1 Society 1. 
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T. F .  T. Techniska foreningens tidskrift. ( Y. P. G. 1. Veroffentl. des PreuB. Geodat. 
Helsingfors 7. 1 Instituts, Leipzig (2) 18. 

T.LK.9 .  Transactions of the Institute 1 V.11.JI.G. Verhandl. der K. K. Ruas. 
of Kaval drchitects, London 47. Mineralog. Gesellschaft , Petersburg 

T. 1. Z. Tonindustriezcitung, Berlin 29. ! (2; 42. 
T. K. A. Transactions of the Kansas Y, S.H. Veroffentl. d. GroBherzogl. Stern- 

Academy of Science, Topeka 17. r a r t e ,  Heidelberg 3. 
T. JI. Kyt Tidskrift for Mathematik, , V. Y. F.U. W. Vierteljahrsberichte des 

Kjtibenhavn 16-17. l Vereins zur P'orderung des Unterrichts, 
T. K. A. G .  Tijdschrift van het K. Neder- Wien 1905. 

landsch Aardrijkskundig genootschap, V.W.A.  De \'riend der Wiskimde, Arn- 
Amsterdam (2) 20. hem 20. 

T. P. S.  ~ransac t ions  of the  American 
Philosophical Society, Philadelphia 
(Zj 21. 

T. (2. Technological Quarterly and Pro- 
ceedings of t he  Society of Arts, Boston 
16 ;  18. 

T. R. S.E. Transactions of the Royal 
Society, Edinburgh 40-41. 

W . B .  Des Wetter,  Berlin 22. 
W.E. Weetern Electrician, Chicago 

36-37. 
W. E. RI. Wisconsin Engineer , Macii- 

son 6. 
W.F. A. Das Wissen für Alle, Wien 5 .  
W. F.  R.  Wochenschrift für Brauereien, 

Berlin 22. 

1 

U.T.R. University of Tenessee Record, ' . und Maschinenbau, Potsdam 8. 
Knoxville 1901. 1 Z . F . B .  Zeitschrift für des oesamte 

T. R. S. 11: ~ h i l o s o ~ ~ i c a l  Transactions of 
the Royal Society, London 205. 

T. S.D. Scientific Transactions of the  

1:. A.  R ,  1. - \I'eroficntlich,,ngen des Hr"ucrei@-esen. Miinchen 28. - 
nomischen Recheninstituts, Berlin 22. Z.  Cr. S. S. Zeitschrift fiir das gesamte 

SchieB- und Sprengstoffvesen 1. V. A. S. Handliugar of K. Svenske Vetcns- G, U. Zeitschrift fiir gewerbl. Unter- 
kaps Akadcmien, Stockholm 41. richt, Leipzig 15-17, 

V.B. P.C.C. Viertcljahrslierirhte über Z . H .  zeitSchrift fiir niath,.nduraiaa, 
physikal-chem. Cnterricht,  Wien 6 1 unterricht, ~ ~ i ~ ~ i ~  36-37. 
bis 7 ;  11. Z. ii. H. Zeitschrift fiir 1 Ieizungstechnik, 

V.I).P.G. Verhandlungen der Deutschen / Ilalle O .  
Physikalischen Gesellschaft, Berlin Z. K. p. 6. Zeitschrifi fiir komIirimierte 
7-8. und flüssige LiiiZ, Weimar 9. 

V. G .  H. Verhaudlungen des Naturhiilto- Zcitschrift fiir I(ristallograpbio 
risch-31ediziriischen Vereins, Heidel- Mineralogic, Leipzig 39 ; 41 ; 
berg ('2) 8. 

V. Y. K. Yerhandliingcn des Katurnius. Z. L. L. Zeitschrift fiir Lehrmittelwcsen 
Vercins, Karlsiiihc 18. und püdagogischï Literatur, Wieo 2. 

V.N.Z. Vierteljalirschrift der Natur- Z .  M.8. Zeitschrifl fur Morphologie und 
forsch. Gesdlschaft,, Ziiriüh 50-51. Anthropologie, Stuttgart 7. 

W.N. Wiadomosci maternatjczne, War- 
szawa 9. 

W.T. Wiskundig Sijdschrift 1-2. 
Royal Dublin Society, Dublin (2) 9. W.\V. Wszechiwiat, Warszawa 22-24. 

T. S. K. Tidrkrift for soeviisen, Bjtjben- 1 W.W.B.  Der Wasser- und Wegebau, 
hayn 74. Berlin 2. 

T. S. II. Ani. Transactions of t he  American 
Math. Society, New York 6. 

T.V. Praçe matematyczno fizyczne, 
Warszawa 16 

T. W. G .  Technisch Weekblad, 's Graven- 
hage.  

T. W. R. Textil World Record, Boston 
29. 

Z, A, C, Zeitschrift für anorgan. Chemie, 
Hamburg 47-48; 50. 

Z . A . I . R .  Zeitschrift für Automobil- 
industrie, Herlin 6--7. 

Z. A. K. Zeitschrift fiirApparatenkuniie 1. 
Z. B. S. Zeitschrift für Behandlung 

Schwa,chsinnikFr, Drecden 20. 
Z. B. W.B.  Zeitsçhrift fiir Heleuchtungs- 

wesen, Berlin 11. 
U.I. Union des Ingenieurs, Louvain Z. D. G. G. zeitçchrift der ~ ~ ~ t ~ ~ h ~ ~  

1901. Geographischen Gesellechaft 56. 
U.N.5.  Unterrichtrblitter fur Xathe- Z, E. Ieitaehrift  fUr Elektrochemia, 

matik n. Naturwissenschaften , Berlin Halle i 1-12. 
11-12. Z.E.M. Zeitschrift für Elektrotechriik 
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Z. 1l.X Zeitschrift des Mitteleuropiiischen 
~otorwagenvere ins ,  Berlin 4. 

Z. 0.6. Zeitschrift fiir die osterreichischen 
Gymnasien, Wien 53. 

Z.P. Zeitschrift für phgs.-chem. Unter- 
richt, Berlin 18-19. 

Z.P.C. Zeitschrift fur  physikal. Chemie 
Leipzig 45-55. 

Z.P.K. Zeitschrift fiir Philosophie und 
philosoph. Kritik, 1 A p i g  121. 

Z.P.P. Zeitschrift für Psychologie a n d  
Physiologie der Yinnesorgane, Leipzig 
37; 39;  40. 

, Z. P. P. L. Zeitichrif't fur Philosophie 
und Püdagogik, Langesalm 1U. 

Z.S. Zeitschrift für Math. und Physik, 
Leipzig 52-53. 

Z. T. S. Zeitschrift fiir Transportwesen 
und StraBcnlebcn, Herlin 22. 1 Z.U.B.II. Zement iind Beton, Berlin 4 .  

' Z.V. W. Zeitschrift für Trermeusungs- 1 wesen, Wien 2 .  
Z. W. M. Zeitschrift fiir wisseuschaftl. 

1 Mikroukopie, Leipzig 22. 
Z. W. P. Zeitschrift Kir wissenechaftl. 

1 Photographie, Leipzig 1 ;  3 .  

Logikkalkul. 
( 1  . D i e  Bestimmung 

2. IT. Poimcark. I m  mathéinatiaues der Abhaneiokeit z ~ i s c h e n  rlen Merk- 

Pidagogik der angewandten Xathe- 
matik. 

1. F. v. Ualwigk. Ueitrage zur Frage 
des Unterrichts i n  angewandter Mathe- 

4. F. P .  C'ar~tclli. Calcolo della pro- 
babilità. P i t  12. 68. 

5. C. V.  1,. (%a~.liar. H.esearches into 
t.he theory of probahiliiy. A. U.L. (2j 1.  
NT. 5 .  

G. N. ITerz. Die Gnindlage der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Z. O. G. 
53. 961. 

7. P. P. CanteEZi. Sui fondamenti del 
c;tlcolo della. pobabi l i tà .  P i t  12. 21;  33. 

8. H. Piéron. Les contradictions 
du calcul des probabilit6s. R.S.  (5) 4. 
662. 

9. G. de Mussas. A propos du cal- 
cul des probabilitds. R.S. (5) 4. 788. 

10. 11;. Borel. K.emarqiies sur cer- 
taines qilestions de probabilité. S.M. 
33. 123. 

11. A. Deltour. Sur une question 
de probabilitès. K.A. (4) 6 .  100. 

12. L. v. Bortliieaicz. Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und Erfnhrung. Z.P. K. 
121. 71. 

13. W. Voss. Fslsche Wabrschein- 
hchkeitsrechnnng und Zufall. G. L. 
39. 6 5 .  

11. 3'. Mentré. Les racines historiques 
du probabilisme rationnel de Cournot. 
R.M.M 13. 485. 

1;. G,  ~ ~ ~ k ~ l ~ ~ ,  A de cour- 
: ~~~~~d et déterminisme af, 11. 

19.  A. T,oinelle ct I I .  Yiéron. L a  
queetion des séries pour le  calciil des 
probabilités. R.S. (5; 4. 536. 

20. E. Macquart. Examen critique 
des divers procédés de répartition pro- 
portionnelle en matibre électorale. R. S. 
(3) 4. 5 4 5 ;  584. 

21. J. C. h7u?lver. Een vraagstuk van 
meetkundige waarschijnlijkheid. C. -4. A. 
14. 323. 

22. H. Pearson. The problem of ran- 
dom walk. K. 72. 294;  342. Lord 
Rayleigh 318. 

23. M. h'. ADllet. Sur l'application 
du calcul des probabilités à la critique 
des déterminations des poids atomiques. 
A. S. G. (a) 22. 185. 

Siehe auch 63;  7 8 :  582;  1808: 3741 
bis 3742. 

matik an der Universitat. D.V. ?II. 15. 14, 
349. 1 16. F. Schzth. Over een uitbreiding 

Siehe auch 265; 597. 
I van den regel dcr totale aaarschijnlijk- 
1 heid en enkele toepassingen N.A.W. 

Metliode d e r  kleinsten Quadrate. 
24. P. Mumion. Sur la théorie pure- 

ment algébrique des moindres carrés. 
A.S.B. 30. A. 78. 

25. Hansion. Sur la méthode des 
moindres carr6s dans le Sachlass de  
Gause. A.S.B. 30. A. 169. 

26. A. Abetti. Sulla trattazione coi 
minimi quadrati d i  2 casi speciali di  
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equazioni di  condizione. M. S. S. J 33. 
235. 

27. X. Lindelof: c h e r  die Ermittelung 
der  Genauigkeit der Beobaohtungen bei 
d e r  Analyse periodischer Erscheinungen 
und i n  der  Methode der kleinston Qua- 
drate.  A. i?. S. 29. Nr.  Y .  

28. J.SchnoclieZ. Graphisch-analytische 
Ausgleichung eines ebenen Linienzugcs 
nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate.  Z.S. 52. 430. 

46. L. Ar7adt. Sur l e  dégré de pre- 
cision des résultats déduits des obaer- 
vations dechronomètres de poche. B. S. V. 
31. 340. 

Siehe auch 1808-09; 1874;  1909;  31ti4 
bis 3191. 

Politische drithmetik. 
46. P. Faure.  Theorie mathdmatique 

de l a  reyirésentation proportionelle. 1i.S. 

31. C. V. 1,. ~har i ip r .  Cbrr  das 
Ipehlergeseta. A.M.A.F. 2. Kr. 8. 

32. C.  V. L. Charlier. Die zweite 
E'orin des Fehlergesetzes. A. M. B.F. 2. 
Nr. 15. 

Fehlerreclinung. 
29- L. Gérard. Théorie des erreurs 

B.1I.E. 10. 291. 
30. 3'. Y. EZlgeworth. The law of 

error. T.C T.S. 20. 36: 113. 

48. F. Vfiger. Gewerbliehes Rechnen. 
Z.H. 37. 314. 402. 

A - 
(5j 5 .  1?4. 

47. A. de St. Germain. La  théorie 
de  l a  représentation proportionelle. R. S. 
(5) 5. 343.  

Siehe aiich 20; 2759-61; 3580. 

33. W.  Gibson. Tables facilitating Siehe auch 2731-86; 2762-64; 3741. 
t he  com~uta t ion  of arobable errors. I 

Bi. 4. NI: 4. 
34. J. Midzzchara. An analvtical de- 

termination of the law of line*arly com- 
bining a series of indirect obserration- 
equations so tha t  the probable errors 
of the unknown quantitics become mi- 
nime. A . J .  B. 25. 17.  

35. W. F. ,Veyer. Eine auf unend- 
liche Produkte sich bcziehende Fehler- 
abschiitzungsregel. A. 8.. 30. 93.  

36. G .  Holtsniark. Uber eine An- 
wendung der 1~'ehlerrrahrscheinlirhkeits- 
fheorie aiif G r d e n ,  welche sich nicht 
rein zufiillig s u d e o .  Z.S. 52. 410. 

37. L. K~riiger. Uber die A u s g l e i c h u ~ ~  
von bedincten Beobachi,iinoeri i n  zwei 
Gruppen. V.P. G. J. (2). 18. 

38. 3'. B. Helnzevt. h e r  die Genauirr- 
keit  der Kriterien des Zufalls bei B;- 
obachtungsreihen. S. A B. 1900. 594. 

39. K. X i t z .  Ueitriige zu einer Fehler- 
theorie der geometrischenKonstrulitioneu. 
Z.S. 53.  1.- 

40. J W. Rasch. Het meten van 
een cilinder. N . A . V .  (2; 7. 271. 

41. A .  Klmgatxc l~  ~ ' i e  Fehlerkiirven 
der 1>hoto,vrapliixhen Puiikthestirnmung. 
A .  W. 1wG. 346. 

- 
42. 3'. Riigel. Kote i i l~er den Ails- 

de i ch  von Streckcnmessunoen. S. G. B. " 
1305. Nr. 30. 

43. V. Gama. Détermination de l'er- 
reur probable d'un côtt? d'un polygone. 
M.yR.hf.  2%. 95. 

44. Noudin.  Compensation des erreurs 
iristmmentales dans les operations topo- 
graphiqiies. R. T. P. 26. 871. 

Rentenrechnnng. 
49. H. W. Curjel. On joint life an- 

nuities. J. I .A. 38. 353. 
60. J. Spencer. On the determination 

of the ra te  of interest in an annuity- 
certain. J.I.A. 38. 280. 

51. AT. T. Bwtelse>s and J. 3E' Stef- 
fensen. A table for de temining the rate 
of interest in an annuity-certain. A. K. 
1. 41. 

2 .  F. B .  O n  the retrospective 
method of valiiation J .I .A.  39. 17. 

53. H. W. Nonley.  On the valnation 
of staff-pensions fund. J.I. A. 38. 101. 

54. Ii'. C. ï'homas. Statf-pension fuuds. 
J.I.A. 38. 276. 

Siehe auch 2749-50 

Statistik. 
55. T. Hartlüig. &Ienschliçhe >lassen- 

erscheinilrigen vom Standpiinkt dm 
Wahrsçheinlichkeitsrechnung. W.F. A .  
5. 584. 

56. G. J. D. Monnier. Geconcen- 
treerdo en  gespecificeerde statistiek. 
A.V.A. 7. 426. 

57. J. P. va7L der Stok. Over freqnen- 
tie-krommen von rrieteorologische groot- 
hedeu. C .A .A 14. 270. 

5s. J .  P. van der Stok. Over fre- 
quentie-krommen van barometerstmden. 
C.A.A. 14. 548. . 

Siehe auch 617 ;  631-36. 
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Biometrie.  

59. C. E. Waasteels. Ovcr het  bepalen 
der variatie en correlatie. H. V.  C. 1901. 
194. 

60. C. &' Wasteels. Over den rariatie- 
meter. [T.V. C. 1904 18. 

SI. C. B. Wasteels. Over de ligging 
der maxima in variatiecurven en het 
vocirkomen der Fibonacci-getalleii. H.V.C. 
1903. 143. 

62. A. D .  Darbishire. On the  diffe- 
rence between physiological and statisti- 
cal laws of heredity. S.P. 31. 50. S r .  11. 

63. C. E. 217asteels. De variatiecurçen 
met betrekking tot de polynomiale waar- 
schijnlijkheidswet. H.V. C. 1900. 33. 
64. P. Bartels. Untersuchnngen und 

Experimente an 1500 Schideln iiber die 
Grundlagen und den Wert  der anthro- 
pologiuchen Statistik. %. 11. A. 7. 81. 

65.  il% Stefn?zows/ia et EI. Ohrétien. 
Recherches s t~at i s t ique~ sur l'évolution de 
la taille du lin. C.A.  141. 900. 

66. NT. F. H. Licfrink-Teupken. De 
nieume sterftetafels van der laatsten 
tijd. A.V A. 7 325. 

67. C. Goldzzhrr Un critérium pour 
l'application de la loi de mortalité de 
Gompert7-Makeliam. C K. 141. 677. 

68. M. v. Lerch. Über die Jjerech- 
nung der Summen diskontierter Zahlen 
fiir eine nach dcm Makeham'schen Ge- 
setze fortschreitende Sterbetafel. Z.S. 
53. 163. 

G!).  D. C. Ei.usev. A cornparison of 
various methods of grouping ~ho lo - l i f e  
assurances for valuatiou. J. 1. -4. 38. 
383. 

70. H. A. van den Uelt. Een ken- 
merk waaraan een reeks waargenomen 
getaiicn moet voldoen om af'geroncl t e  
kiinnen worden met hehulp van de for- 
mule 1Y = A + BçZ. A.V. A. 7. 470. 

7 1 .  C? L. Landré.  et rekenen met 
toe-en by leven uittredenden. A V. A. 
7. 398. 

'72. T. G. Ackland. Further notes 
upon the application of Mr. Lidstones 
method to the  case of joint endowment 
assurances. .I . 1. A. 38. 61. 

73. T. G. dcklor~d and J. R n c o ~  On 
tiie valuation of whole lit'e industrial 
assurances with allowance for lapses. 
J.I.A. 38. 539. 

74. .J. ,M. Vaz  Bitts. Eine Methode 
zur Rerechnung des Rücklaufkertes. 
A. J. W. 19U4. II. 50. 

Siehe auch 68. 

75. P. Cattaneo. Su un noto giuoco 
d ' aza~rdo  R.D.11 5. 15. 

76. M. Caslimow. Chess magie squa- 
res E.B.A 75. 350. 

77. LX. J. Lemes .  On the  motion of 
a b d l  on a billiard table. X.Y.F. 12. 
152. 

78.  C. Jo,net. La probabilité à la 
roulette. li. S. (5) 4. 632. 

79. MT. J .  L l~ i ' s ,~e l z~~k .  Een vraagstuk 
met oplossing over eeri spelletje met 
speelkarten. V .  \V. A .  20. 2517. 

$0. P. Ih t ta~mx.  Eserciïli d i  calculo 
combinaturio applicato ai giuoche coile 
carte. P .A.  12. 122. 

81. 1'. Jinnsion. Sur le calcul de  
l'avantage du bariquier au jeu de baü- 
cara. A.S.B. 30. A. 113. 

82. Wr. A. Wij;tlio/f. A mudification 
of the  game of nim. X.A.W. (2) 7. 
199. 

83. V. V. Bobyni?~.  Nethodes em- 
ployées pa r  les calculateurs extraordi- 
naires pour resoudre les problèmes 
compliqués. E.11. 7. 343. 

81. L. Federsen. Kogle regler for 
tal. I .K.  12.  254. 

85. J. Plass~zanm. Teilbruchreihen für 
Umrechnungen. N.V.A.P. 15. 26. 

86, Jfilarch. Elementare Berechnuug 
der Logarithmcn. Z.H. 37. 48. 

67. N. Qlcint. Elementaire bereke- 
ning Tan logmithmen. W. T. 2. 15 ;  57. 

88. B. B. Escott. Computation of 
logarithme. E.T.  57. 487. 

1 %!lm J i .  Cashmore. Computation of z. 
X.U.A. 75. 350. 

1 90. G. Mrztt. Zur Berechnunz der 
elliptischen Integrale. A.X.K.  1 6 c  385. 

$11. K. Ilaller. Rechenvorteile, Scliuell- 
rechnen. 'I'aktrechnen. A l .  K L 1901. 

"" 'Siehe auch 3526-32. 

93. 0. Riernaann. Eine Divisions- 
probe. 3I.Z. 16. 365. 

93. G. Peano. Sulle diffcrence fiuite. , R A.L.R. (3) 15 A. 71. 
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94. S. A. Corry.  A inethod of apyroxi- ; 
mation. M.1J.F. 13. 137. 

95. B. L. Kicc. A differcntial me- 
l 

thod gerierally applicable to al1 solutions 
~ r o c e d i n e  bv successive aoi~roxi~nations 
and esp&iaily avaïlablc when these ap- 
proximatioris prnctically fail to  converge. 
P.A.  13. 370.  

!)6. J. 1i ' i ld .s  y  Cusns. Ext,raccion d e  
raicen r)or siistracciones sucesivas. II. 

" ., 
rial approximation. M. G. S. 3. 267. 

9s. C. Lugrunge. Sur 10 calc~il  ap- 
proché des séries. R.M. S. 16.  441. 

$19. O. R U I I ~ C .  h e r  die numerische 
Autlvaung totaler DitTereutialgleichun- 
gcu. N.G.G. 1905. 262. 

100. E. Ikkurdt.  Berechnung der 
zyklometrischeri uud goiiiometrisclicn 
I'unktioncn ohne Heihenentwiclrlung. 
Z.H. 37.  1. 

Sieho auch 89 ;  174;  1635; 3 5 1 3 1 6 .  

101. H. B. bllze. An elementary 
proof of a theorem of F o u ~ i e r  and Bu- 
dan. E.1T.l'. 13. 52. 

102. !W. Lerch. Sin l'approximation 
des racines d'éq~iations uiimtSriqiies. H. h l .  
7. 300. 

103. R. l'ir7iel~zrid. Angen2ieri.e Be- 
rechriung der  Wiirzel eiuer Glcichung. 
A.M.C. 27. Kr. 2. 

104. C. Giljii~r. Approximation of the 
greatest root of a cubic equation with 
3 real root ,~ .  h1.M.F. 13 .  140. 

105. C.  Witt. %ur numerischen Auf- 
losung zweier (fleicliungen in der 
Planetentheorie. A.X.K. 172. 129. 

10fi. ?:. Le Cl.and l < o y  Sur un  in- 
genieux procerlZ de rkolution graphique 
de I'kquation de Kepler. 13. S. Y. 31. 381 .  

Piehe auch 135-139; 3307. 

a ion. Interpol t' 
107. 111. K ~ n t c s e .  h r  Iriterpolatio~is- 

theorie. S.I .D. JYOG. A.  8. 
103. Potrom.. Sur une formule géné- 

rale d'interpolation. S. 11. 31. 6 2  
109. X. E'réchet. Formule d'inter- 

polation de3 fonctions périodiques cori- 
tiuiies. C.R. 141. 814. 

110. G. Zpipl+t~.  A praphikus i n h r -  
uolkcziiirO1 X b e r  die trrauhische Inter- - - 
;)olation). Sr. P. L. 13.  96. 

1 11 . Ii i>"chicuri~c/î!/d. ~ > h r ~ r  eine 
Interpolationsaiifgabe der .4ktiuometrie 
A . s  K. 1 7 2 .  62. 

1 1 2 .  1.2'. 1,ovey. Zilr Sheorie der 
Mittelwerte. A.N. G.G. 25. 53. 

113. E. Ti]. Hed~ick.  On a funclion 
which occurv in the law of the mean. 
A. of M. (2) 7. 177.  

114. H. D. Rirkhoff. General mean 
value and  remaindé; theorenis wirh 
applications to mechanical diff'erentia- 
tion and quadrature. S. S. X A m .  7. 107. 

Siehe auch 3510. 

Harmoniselie Analyse. 

I l  5. S. P. 771omp.son Harrnonic ana- 
lysis reduced t o  simplicity. l. F. P. 
15. 7 6 .  

116. Y'. B. Lyle. On an expeditious 
pract'ical met,hod of harmonic analysis. 
P.31. (6) 11.  25. 

1 1 7 .  A .  15'. K m e l l y .  Thc harmonic 
analysis of t h e  semicircle and of the 
ellipse. A. of 31. (2) 7. 49. 

118. W. C. Richards. On Lhe har- 
mouic c u v e s  known as Lissaious' fiourcs 
J.F.I. 153  269. 

119. J. Thorxton O s m o ~ d .  Treatinerit 
of simple harmonie motion. S. (2) 22. 
311. 

120. J. R. JIi@ze A neiv form of 
harmonic synthet i~er .  P. R.S.K. 26. 207. 
Siehe auch 2 7 ;  223-24; 2066; 3313 

bis 3317; 3531. 

121. '1. Ben~porad.  Introduzione di 
arromenti  descendent1 nelle tavole lopa- 
r i t k c h e  d i  molti~ilicaziorie e si&. 
H.G.C. 89. 13. 

122. ilT. P. l l e ~ t e l s e ~ z .  Om den no- 
jagtig led der opuaas red tabelopslag 
i fiïcifrecle logaritrne-og antilogaritaie- 
tabellcr. S . N .  16. A. 65. 

1% A. Rcnzpurntl. Savole ausiliare 
per la determinazione di arçhipiccoli 
da1 log sin o log tang. 31. S. S.I. 34. 91. 

124. 3'. Xoram. Tsrole mate- 
rnat,iche pei ca,lcoli di reduzione delle 
fbtografic stellari per is zona V:tticana 
(65'-64" X.L.A. 58. 36; 99; 135;  173. 

Siehe auch 1913-16; 2.133; 2722. 3744. 

125. G. PCSCL. Komografia elernental. 
R.T hI. 5. 13s. 

126. 3'. X. l l&!~nou. l)as authcritieühe 
Wrrk  von Gerbert iiber den Abakus 
(rusq.) H.LT.X. 1005 h i ;  10;  11. 
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127. LW. d'cl'«ea,q~te. Sur un théo&me 
de J. Clark. C.R. 142. 988. 
ln!). I'aret. Kote sur quelques appli- 

cations de  Ia nomogmphic? ii, l 'astro- 
nomie nautique. A .N.O.  Zi i .  170. 

130. Perreti. Sut  l'application rle la 
nomographie aux principales tables 
nautiques. A.F. 1905. 80 .  

131. M. dJOcagne. Sur la méthode 
nomograpbique dos pointu alignés. 4. F. 
1905. 1. 

132. Fr. k'erizer. Thermoisodromen. 
B.G.G.W. 6. Nr. 3. 

133. 3'. .J Vaes. Techuische reken- 
platen. 1.W. 19. 322. 

Siehe auch 2077;  3321-25. 

Craph i sehe r  Kalkül. 

134. 3'. O u m  N6thoties de  calcul 
graphique. R.U.  G.I. 4. 

135. Grosse. Die graphische Behand- 
lung der Gleichungen. %.II 37.  21i7. 

130. E: Canloni .  Sulla, risoluzione 
grafica delle equazioni di  2.  grado. 
B.D.M. 4 .  214. 

137. A .  Auric.  Résolution g r ~ p h i q u e  
de 1'Éuuation X' - u X + u = o. K. A. 
(4: 5.  514. 

138. H. <J. Th'hon~sen. Granhical solu- 
tion of cuhic a n d  quartic equationu. 
N. 72. 295. 

13!f. B. C. I.17aIEis. Note on the gra- 
phie solution of simult,aneous equations 
in 3 unknowus. E.T.  57'. 40. 

140. L. Den?]. Note sur l a  représcn- 
tation géomctriquc des polynomes al- 
gubriques. X.A. (4) 5. 193. 

1i1. N. I l e launay .  üraphieche Be- 
rechnung der elliptischen Furiktionen 
mit einigen Anwendungen. Z .  S. 53. 
403. 

142. A. K. Krlung. Lidt om det 
greiiske korrespondance princip. S. M. 
.17. 13.  58.  

1.13. S. F. tVhi f ing .  L'se of drawings 
in  orthographic pro,jection and of globes 
in teaching astroriomy. P. A. 13. 236. 

144. S. If'. Wlliti ,ng. Use of graplis 
in teaching xstronorrig. P. A. 13.  183. 
Siehe auch 106;  110;  256; 349; 356; 
415; 716; 1443;  1917;  1980;  2127-28; 
2379; 2449; 2489; 2657;  2925; 3308 

 hi^ 3314; 3512; 3523;  3fj00; 3607. 

145. K. Pürzratlz. T'on Albrecht 
Durers R'aherungskonstruktionen regel- 
m2Biger Vielwke. R fil. (3) 6 .  249.  

146. TT. X. O. JIudse?t. En tilnaer- ' melses Konstruktion for " T M. 17. 
2 '  

A. 21. 
147. S. I h e b o .  Tilriaermet kvariatur 

af cirklen. T.M. 1 7 .  A. -21. 
148. F. Villareal. U n  dasciibrimiento 

geometrico. K. C.L. 9. 41. 
Bieho auçh 3316-20. 

149. R Larnae. Über mzeiiiihertc 
m ~ i n k r l t e i l u n ~ c n  mit Lirkel uGd lincal .  
S.JI.H. 1906. 17. 

150. P. Canri?zati. Sulla divisione d i  
un  angolo in parti  eguali. A.C.P.M. 
2 .  165. 

151. O. Taraha.  Pi.ispévek kii tri- 
sekci iihlu (Ueitrag zur U r e i t e i l u ~ i ~  des 
Winkels). C. 35. 76. 

1.52. W. Lphn,pn. Teilung e i m s  jeden 
gegebenen W irikels in deri Priruzahleri 
3, 5, 7, 11 ,  13  . . . entuprechende gleiche 
Teilü. Z.H. 37. 262. 

153. G. Scott. Un a looped C, which 
facilitates the  trisection of angles and 
its mechanical description by continuous 
motion. E.S. 5 6 .  195. 

164. J.  mille^^. 011 au instru- 
ment  for trisecting ariy angle. P. B. S. l K. 22.  7 .  

1515. J. A-. Xi l l er .  Application of 
Miller's t,risector t o  the  quiriquesection 
of any angle P. K. S.E. 24. 302. 

156. Chrystnl .  Xote on the  mathe- 
matical theory of Xiller's trisector. 
P.1L.S.E. 24 .  9. 

157. Chrystnl. On the relation of 1 hiillcr's trisectria t o  the quartic trisectrïx 
with a description of a serenbar limaqono- 

j g r a ~ i h .  r . 1 ~ ~ .  1':. 24. 17. 
15% G . ~ , l l r a t u .  Asiipra eneagonului 1 regiilat (Ilber da3 regulare Keiincck'i. 

G.M.13 .  11. 31. 
159. .T. x. Miller. A method of ciivi- 

ding the  circumfcrençe of a circle in 
360 equal parts. P.E.M. S. 23. .?B. 

Siehe aiich 3749-41. 

Aubikrechnung. 

160. R. Fischer. Zur Schne l lkub ie~un~ .  
D.F.Z.  17. 369. - Iifeeifer 930. 

161. O. Nitscize. Die Anwendbarkeit 
der Simpsonechen Regel, gleichzeitig 
eine Verallgemeinerung des Archi - 
medischen Satees. C.il1.K. 12 .  110. 

162. F. ArbulU. Volumen de  los 
cuerpos gcométricou. R.C.L. 9.  107 
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1GB.  1. Ionescu. Calculnl volumului 180. R. Rothe. Über eine mechaniriche 
tocitorilor. G.X.B. 12 .  5 ;  29. ( .Auroertuiiy der elliptisïheu f i ans -  

164. F. de Boer. Berekening van den 1 zendeuten. S.M.B. 1905. 13 .  
inhoud van het  lichüam d a t  a.m d n e  181. J,  R. Mi(ne. Certain math. 
niet geheel buiten elkaar liggende bollen instruments for graphically indioating 
gemeen is. N.A.W. (2) 7. 11. the  direction of refracted and rcflccted 

Siehe auch 3106-21. l ight.  P .RSE.  25. 806. 
182. C. E. Adams. Creodetic tables 

Beniiherte Qiiaùratur. for use w-ith the Briinsviga calculating- 
machine. R.A.  A. 10. 93. 

156. V. Jung. Poznkmka k piibliinym 183. Ackevnlann. Refralrtomctnsche 
kvadraturnim methodam. (Uemerkung Schnellmethode der Bieranalyse mittels 
über die genaherte Qusdraturmethode.) der Ackermannschen Rechen,qcheibe. Z. 
c. 33. 23. , F . U .  28. 33. 

Siehe auch 114; 147. Siche auch 114;  120;  133-57; 297-99; 

l 3586. 
Planiiiieter. 

166. E. J .  Wiilis. On the natural Rechenschieber. 
unit of the  planimeter. S.I.I. 19. 23. 181. C. Vernon - Boys. A nem slide 

167. Allen. The hatched planimeter. riile. N ,  72. 4 5 ;  
E.C. 42. 481. 185. P. Ernst. Xur Addition und 

168. A. KriZoff. On the  hat,ched Subtraktion mit HiIfe des logarith- 
planimeter. A.P. I I .  (-5) 19. 221. mischeu Rechenschiebers. Z. S. 53. 60. 

169. W. W. Carson. The polar plani- I 
meter. G.T.R. 1901. 3 0 0  Siehe anch 1978;  3173;  3587-92. 

l iO. E' Sirgnion. Uber Stangen- 
planimeter. P. 15. 193. Vektoranalysis. 

Siehe auch 3610;  3584. 1 186. J. L a u b .  Elemente der Vektor- 
' analysis (poln.) W.&I. 9 .  134. 

Rechenapparate. 187. A. Libicki .  Cvod do velitorovC 
171. N, N. xeue ~ ~ ~ h ~ ~ ~ ~ ~ ~ h i ~ ~ .  analyse [Einleitungin die Tektoranalysis). 

Z.R.S.  20. 89. 1 C. 35. 207. 
172. G. J, 11, llfounier. D~ stolzen- I 188. h':. Barbette. Demostracion de 

berger~ekcnmachine , , ~ i ~ i ~ ~ a ~ f i ,  A.V,A, un teorema cl&sico por l a  geometria 
7. 114. vectmial. R.T.M. 5 .  135. 

173. S. 1kchs. ilcr ~ ~ t h ~ ~ i t h .  N, ~ , p ,  189. 0. Il.lnnville. Théorème sur les 
1905. ('28. Kovember). vecteurs et théorème deVarignon. P.S H. 

175. F. L. O. Wadszcorth. On con- 1904-05. 62. 
vergents and arithmotical series the ratio 190. 0. Blunzenthal. Über die Zer- 
of whose terms approximate successively ' l e ~ u n g  unendlichervektorenrelder. K A .  
the  valiie of n and on their application 59. 'L3j. 
to  the  constnirtion of compnt,jng ma- 191. E. V. 13t~ntingtaîz. The funde- 
chines. J.F.I. 156. 131. mental laws of addition and multi- 

17;. ~ ~ ~ ~ k i .  ~ ~ ~ t ~ ~ ~ i ~ h t  die russisChe 1 plication in elementary algebra. A. of M. 
Rechenmaschine als Lehrrnittel den For- (2) 8,  1. 
derungen der heutigen Methodik. P. Z.B. 192. J.H. MaclaP-Wedderbul.)z .  On 
30.  212. the general ~ c a l n r  funetion of a vector. 

176. G .  Z;îzterlauf: Die Pflcge der ' P.R.S.E. 24. 409. 
Selbsttatigkeit irn ersten Rechenunter- 193. V. H. 0. M ~ W Z .  Note om 
richtc mittelstdesUnterlaufschenRechen- rumtal. l 6 .  B. 31. 
apparates. P.Z.B. 31. 419;  454. 194. L. G. du Pmgi~ier. Zahlentheorie 

177. F, J,  0, ~ ~ d d i ~ ~ ~ t ~ ~ ,  appara. , der Tettarionen. V.N.Z. 61. 55. 
tur for tcaching long 195. IG. WaeZsch. Extension de  l'al- 
M.G.S. :<. 278. gèbre vectorielle à l'aide de la théorie 

178. ,J. E. Amrl.ay.  A differentiating des formes binaires avec des applications 
machine. P.R.S.E. 25. 277. à la thEorie de l'élasticité. C.R. 143. 204. 

17!). A .  KryToff. Sur un intégrateur 198. A. Mc. Azclay. Vector distributions 
des 6qiiations diff6rentiellcs ordinaires. , overvolumes, lines and surfaces. R .A.A.  
A.P.B. (5). 20. 17. 9. 109. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Abhandlungsrcgister 1905-1906. 191 

197. G. Monnet. Sur les théorèmes 
généraux de l a  mécanique et  le calcul 
vectoriel. E.31. 7. 457. 

198. L. Conturut. Les principes des 
mathématiques. H. M. M. 19 .  224. 

199. (2. Monnet. Vecteurs relatifti à 
une conrbe. K. N. 7. 225. 

Quaternionen. 

200. Tait. Quaternion notes. P. R. S.E. 
24. 344. 

201. R. L. Ctcrstens. A definition of 
quaternions by independent postulates. 
S.N.Am. 12. 392. 

202. B. E. Haw7:es. The quaternion 
number systems. M.A. 60. 437.  

203. W .  Peddo. Quaternion binaries. 
P.R.S.E. 24 70: " 

204. J. H. Jfuclaaan- Wedderburn. On 
the application o f  quaternions in the 
theory of differcntial equations. S. R. 
S.E. 40. 709. 

Siohc auch 332. 

Qeometrisches Zeichnen. 

205. C. Heinatz. Dber das Zeichnen, 
im besonderen das Fachzeichnen und 
die Werkstattzcichnung. I). M. Z.  1903. 
73; 9 5 ;  134. 

206. Xteteiner. In welcher Hezirhung 
~ t e h e n  Zeichnen und Hechnen zum I:nter- 
richt in der Il,aiimlehre? A.F.S.P. 6. 71. 

2Oi. (2. IVallenlierg. Konst~uktionen 
mit Lineal und EiclimaB, sowie mit dem 
Lineal allein. S. Kll. 1905. 21. 

Siehe auch 241. 

Knrvenzeichnen. 

208. L. Godeaux. Application des 
mithodes géométrographiques a u  tracé 
mkcanirliie des courbes planes. E. II. 
8.  143. 

209. 3'. 7lern.itein. Üher eine neue 
geometrisch - niechanische Erzeugungs- 
weise des Kreises und der spharischen 
Kegelschnitte. Z. S. 52. 380 

210. F. V~llureul.  La  ciirva del niüo. 
R . c . 1 ~  9, 130. 
Gieheauch 133;  316-17; 3308; 3450-69; 

3746. 

211. V.Bonin.  Formule pratique pour 
le tracé des courbes de raccordement. 

en arc de  cercle au  moyen d'ordonnées 
sur l a  corde. R. T.P. 26. 459.  
Siehe auch 2796-98; 31-58; 3461-62; 

3465-66. 

Zeicheninstrumente.  

212. Picard. Werkzeug zum Zeichnen. 
K.Z. 8. 59.  

213. Becker. Radienlineal. B.I .  G.B. 
1905. 199. 

214. K Muck. Tangentenkonstruktion 
mit Hilfe des Spiegellineals. Z. S. 52. 435. 

21 5. 1L Mehnzke. Logarithmisches 
Papier. Z. S. 53. 185. 

216. Lafayette. The Kinsey patent  
presser. T.W.R. 29.  133. 

217. R .  F. ïlfici~head. Constructioris 
wit,h straight-eclge and dividers. M. G. S 
3. 209.  

2 I Y .  R. Birard.  Sur le tracé des 
coniques au moyens des systbmes arti- 
culés. R.M.E. 10. 164;  179. 

219. TV. 1, 1hooh.s. Parabola curre. 
T. M. 16 A. 46. 

220. G. Son~mati .  L'ellissografo. R. 
F . M .  7. A. 115. 

221. S B. flornickij. Proekt elipso- 
erafu (Jiodell cinos Elliusenairkels~. R. 
S.M. <O Nr. 4. 

222. R.Schi~nniack. Ein kincmatischcs 
Prinzip und seine Anwendung zu einern 
Katenographen. Z. S. 52.  341. 

223. Ur, CI.  Cady. A machine for 
compounding sine curves. S. (2) 23. 877;  
P.R. 22. 249. 

224. Lord Raylei,qh. On an instrument 
for compounding vibrations a i t h  an  
application to the drawing of curves 
such as might represent white light. 
P.M. (6) 1 i .  127. 

225. -4. Baur. Der Campylograph. 
N.0 .  48.  229. 
Siehe auch 53;  157; 207; 916-17; 3743; 

3745-46. 

na r s t e l l ende  Geomelrie. 

2%. E. Amaturo. Sui metodi delle 
geometria descrittiva. G. B. 43.  29.  

2". B. Miiller. Die darstellende Geo- 
metrie als eine Versiiinlichung der ab- 
straktcn projektiven Geometrie. D. V. &III. 
14. 569. 

228. A del Re. Intorno ai metodi di 
rappresentazione della geometria descrit- 
tiva. A. A. P.N. (2) 10. Nr. 5. 

229. H. de Vries. Over twee vraag- 
stukkcn uit  de tieschrijvende meetkunde. 
W . S . 2 .  145. 
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230. A. del RE SuLle 4 rotationi che 
sovrappongono u n  triedro tnrettangolo 
e un altro triedro trircttangolo e sulla 
astatica nei metodi della geometria 
descrittiva R A.N. (3) 11. 215. 

231. E. Vogel. Über die mechanische 
Ermitt lung des Durchdrinpngspolygons. 
Z . H  37. 265 

232. L. K l u g  Konstruktion des Reliefs 
einer E',. S.A.W. 114. 63. 

233. C. ATeveteial. Konstruktion der 
Rotations-F,, wenn die Rotationsachse 
und 3 Tangenten gegeben sind (tschech.). 
hI.B.T.f>.  1903. S r .  18. 

Siehe auch 1949. 

Projektion. 

234. 3. Aniaturo.  1 metodi della 
biproicxioncortogoncLle, delle biproiezione 
mongiana e della biproiezione parallele 
(biodiga) per la rappresentazione piana 
del10 spazio ordinario. G.B. 43. 314. 

235. M. J u h e l - R é v q  Sur la pro- 
jection centrale. N.A.  (4) 6. 121. 

236. H. de Pries. Centrale projectie 
i n  de  ruimte van Lobatschewsky. C.A. 
A. 14. 266. 

Siehe auch 249; 261-62. 

Stereogrnphische Projektion. 

23 7. E. S. Fedorov. Die neuen singu- 
laren Punkte der stereographischen Pro- 
jektion irn %nsairirneriliang mit der 
Verallgemeinerung der Büschel isotroper 
Strahleu. (iuss.) A. P.M. (8) 17. Nr. 5. 

238. Cr.  Ces&i,o. Les formules de l a  
trigonométrie sphérique déduites de l a  
projection sttk6ographique de  l a  sphère. 
f3.A.H. 3. 560. 

239. S. L. Penfield. On the drawing 
of crystals from stereographic and 
gnomoniç projection. A. J. S. (4) 21. 206. 

Siehe auch 262. 

210. K. Doehlenzann. Die Perspektive 
de r  Urüder van Eyck. Z.S. 5 2 .  419. 

241. B. H. fiermes. Uas perspek- 
tivische Zeichuen ohne Quadratnetz urid 
die perspektivische Darstellimg von 
Garteriplknen im konpiertem Terrain. G. 
K.H. 5 .  155. 

242. F. Chorné. Sur le contour apparent 
d e  l a  surface d'un corps. E.M. 8. 33. 

Axoiiomctrie. 
243. C A. Heusza,~. c b e r  Tripheits- 

momente von Punktuystemen urid über 
eine fundamentale Aufgübe in der 'ïheorie 
der axonometrischen Abbildung. A.  M. 
A.F. 2. 'Ir. 11. 

Schattenkonstruktionen. 
1 

244. G. Fel'eldiiaws. Ein kleiner Beitrag 
zur Lehre von der 8chatteukorilitruktion. 
Z. G. C.  16. 101. 

245. H. Hevtzer. SchlagnchaLLen eines 
Kugelkreises in dieKugel. Z.G.U. 16 . l< i9 .  

246. 1;. Feldhazts. S o c h  einmal der 
Schatten in Hohlkugeln. Z. G.U. 16. 183. 

247. V. Dbrr.  Eine einfnche L ich t~  
stufcnbcstimmung. C'.BI.N. 12. 60. 

248. 8. Meisel. fiber die wahrc Be- 
deutung der Kurven gleicher Helligkeit 
auf gleichen Flachen. Z.G.U. 15. 183. 

24:). C. hTeceEe"nl. Parallele He- 
leuchtung eines Rotationsellipsoides in 
allgemciner Lage liei Zentralprojektiou 
(tschech.). M.A.T.P. 1905. F r .  17. 

1 Photogranimetrie. 

350. A.v. Iliibl.  Die Stereophotogram- 
metne.  M.M.G.I. 22 139. 

2ü l .  E. Liebenau. Photogrammetrie 
in der Viehzucht. 1I .D.L.  20. 129. 

252. T. Dokuli l .  Photogranimetrie im 
Dienste der Kunsthistorik. C F. 1905.46; 
F . F . P .  1905 (4. Oktober). 
Siehe auch 41; 124; 3 5 3 5 ;  3556; 3580-81. 

Kristallographie. 
2.53. T. B. W .  Groth. Sur lcs notations 

cristallographiqucs. B. S.M. F. 26. 54; 
S. Virubov 57. 

264. H. Kirchmayr.  Die ~inschaulich- 
keit  beim kristallographischrn Unter- 
richt an der Nittelschule. D.V.N. 77.220. 

116.5. (+. Wulf. O toEnosti zakonov 
geomttrièewkoj kristallografii. ;Die Ge- 
nauigkeit der Gesetze der geometrischen 
Kristallographie.) B. C.V. 1903. Nr. 8. 

256. A. F. Rogers. New graphical 
methods i n  crystallography. 9.11, Q. 
24. 67. 

137. C. Viola. La  transformazione 
delle coordinate dei cristalli. EL. A. L. B. 
(5) 15 A. 89. 

2.58. C. Viola. Die Aufgabe der 
Transfbrmation der Koordinaten in der 

Siehe auch 3577-79. / Kristallographie. %. K.M. 41. 602. 
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2j3. E. S. Z'edorou. Sekotoryja sledst- 
vi,ja iz zakona ellipsoida ~ingoni i .  (Einige 
Folgerungen au8 dem Gesctz rom Syngo- 
nieellipsoid.) A.P.B. (5) 81. 113. 

260.  E. v. Fedorov. Spczielle Er- 
probung des kristallogriiphischen Limit- 
gesetzes. Z .  K.  31. 42. 8. 

261. G. F. U. Smith. ?ber die Vor- 
ziige der gnomonischen Projektion und 
ihre Anwendung beim Kristallzeichnen. 
Z.K.X. 39.  142.  

262. S. L. Penfield. On the drawing 
of erystals from stereographic and gno- 
moriic projections. A. J Y. (4) 21. 206. 

263. P. B a a g .  Die den Viclflachen 
des regul%ren Kristallsystems dualistisch 
eutsprechendenVielecke. Z..,K.M. 42.170. 

264. A. E. H. Tuttun. Uber topische 
Ackisen und über die topisçhen Para- 
meter der Alkalisulfate und -selenate. 
Z.K.M. 41. 381. 

Siehe auch 239. 

Modelle. 

286. 13. Ruspitulier. Sur la représen- 
tation matérielle des graphiques à 3 di- 
mensions. 1.E.P. 11. 207. 

266. R. Bonola. Il mode110 di Beltrami 
disuperficie a curvatura costantenegativa. 
B.B.L. 9. 33. 

267.  J. D. Everett. On a flat mode1 
which solves problems in  the use of the  
globes. G. J. 23. 234. 

Siehe auch 232. 

Meclianik. 

,268. R. F. Muirhead. The teaching 
of mechanics. M.G.S. 3. 265. 

Siehe auch 618. 

Creschichte der Mechanik. 

269. E. Wohlwill. Ein Vorganger 
Galileis im 6. Jahrhuudert. P.Z. 7.  23. 

P r inz ip i en  der l e c h a n i k .  

270. A. Badoureau. Qu'est-ce que la 
mécanique. R.S. (5) 4. 97;  134.  

2 7 1. L. Kolzigsberger. h e r  die Grund- 
lagen der Mechanik. S.A.B. 1906. 664. 

272. J.  Richard. Sur les principes 
de  l a  mécanique. E.M. 8. 137.  

273. C. Burali-Forti .  Sui principii 
della meccaniea. R.C.M.P.  22. 152. 

274. 11. d'ddhenmr. Les principes de 
la mécanique et  les idées de Hertz. 
R.A.T.T. 1902. 173. 

275.  H. l i5ied~ich.  Hcmcrkungen zu 
den Grundbegriffcn der Mechanik im Hin- 
blick auf dic neucn Ergebnissc der  N a t u -  
wissenschat'tcn, Z.P. P. L. 10. 189 ;  273. 

2 i 6 .  .T. i fudun~ar , i .  Sur la mise eu 
équation des problèmes de  mécanique. 
N. A. (4) ci. 97. 

277. L. Silia. Sopra alcune quistioni 
di  statica. R.C.iP1.P. 21.81.  P. Appel1 314. 

2iH. 1). Puazpaîu. Sur la notion d e  
masse en rn6canique. A.S.U.J. 4. 90. 

279. H. Reissner. Mechanische und 
elektrischa MaBe. S.M.B. 1905. 2 3 ;  61. 

280.  P. Sicrcei. Sul principio dei la- 
rori  virtuali. R.A.  N. (3) 11. 466. 

281. R. Lindt.  Das Prinzip der vir- 
tuelleu Gemchwindigkeiten, seine Beweise 
und die Lnmbgliçhkeit seiner Umkehrung 
bei Verwendung des Begriffs ,,Gleich- 
gewicht eines 3Iassensystemes". A. C f .  
hf.W. 18. 147 .  

282.  A. MGEEer. Einige Bemerkungen 
über den Wesensbegriff der Bewegung 
und sein Verhaltnis zum Begriff der 
absoluten Bewegung. 5 . 0 .  48. 233. 

283. 0. Lumn~er  und C. Schaefer. 
Demonstrationsversuche zum Beweise des 
dlAlembertschen Prinzips. P. Z. 7. 269. 

284. A. Einstein. Das Prinzip von der 
Erhaltung der Bchwerpunktsbcwcgung 
und die Triigheit der Energie. B.P.  L. 
(4) 20. 627. 

285. B. v. Helmholtz. über  die physi- 
kalische Bedcutung des Principa der 
klcinstcn Wirkung. S.  A. B. 1905. 863. 

286. L. Fejér. Das Ostwaldsche Prinzip 
in der Mechanik. (ung.) M.T.E. 23.135. 

257. L. Fejér. Das Ostwaldsche Prinsip 
in der Mechanik. M.A. 5<3. 422;  560. 

288.  L. Koeniysberger. Uber die Max- 
wellschen Gleichungcn. S. A. B. 1906. 9. 

261). L. Fredey. Les théories gén6rales 
du  changement. R.S.  (5) 673. 710. 

200. A. Ziwet. The relation ot' mecha- 
nics ho phy~ ics .  S. (2) 23. 49. 

231. R. de Saiissure. La  géométrie 
physique. R.S. 31) 4. 385;  481. 

Siche aueh 197 ;  9 7 3 ;  2588;  3507. 

292. R. de Sausswe. Theone gtio- 
métrique d u  mouvement des corps. A. S. 
G. (4) 21. 3 6 ;  129. 

293. J. Etesland. On the  integration 
of a system of differential equatione iu  
kinematics. A. J.M. 28. 17.  

284. A. de St. Ger~nazn. Cinématique. 
Problème relatif a u  centre instantan6 
de rotation et au  centre des accélérations. 
B.D. (2) 30. 73. 

Zeitscùrift f. bhthematik u. Pkiysik. 55. Band. )07. Hef t  118. 13 
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296. C. Michel. Sur le déplacement 
d'une figure de forme invariahle. R N .  E. 
10. 289. 

296. L. Gérard. Déplacement dans 
le plan. 13.M.E. 11. 4. 

2!J7. Salcher. Das Zusammensetaen 
gleichzeitiger Bewegungen und zwei 
dazu dienende Apparate. V.D.P. G. 7. 
267. 

298. W Biernacki. Eiii Apparat zur 
Darstellung der Zusammensetzung zweier 
Drehungen. (poln.) W.X. 9. 129. 

299.  J7. Biernacki. Eiu Apparat zur 
1)emonstration der Zusanimensetziing 
zweier Rotationen. Z. 1'. 19. 80. 

300 .  1. Thacct. Deplacement hélicoidal 
d'un solide. B. 11. E.  11. 2. 

301. A. Portzton,d~,. Leyes de com- 
po~ic ion de movimientos helizoidales. 
1i.A.M. 1. 461. 

302 .  E: Kicci. Appnnti sulla cinematica 
del moto parabolico svolti con metodo 
geometrico elementare. R. F .M.  7 B. 
24: 142. 

303.  G.  IZicn'. Siii griippi continui d i  
inovimenti rigidi negli iperspazii. IL 
A.L.Ti. (5) 1 4  ll 487. 

304 .  J. Cardinal. Meetkundige plaat- 
sen die met de  kruckbewegung samen- 
hangcn. M.P. M 10. 174. 

306. F. Tl'. 7,anchester. The pendu- 
lum accelerometer , a n  instrument for 
the  direct measurement and recording 
of acceleration. P. P. S.L. 19. 69 1. 

306. J. H. Jeans. The kinematics 
of a granular medium in normal piling. 
P. L. M. S. (2) 3. 124. 

Siehe auch 222;  230; 3422-48. 

Kinemat ische  Beonietrie. 

307.  B. Prochazkn. Einc Bemerkung 
zur kinematischen Geometrie (tschech.). 
M.A.T.P. 1905 Nr. 25. 

308. J. J. Quinn. On kinematic geo- 
metry. A new inversor. M.&L F. 12 .  
105. 

309.  1,. Hickart. Sur Ie moiivement 
d'une figure plane semblable à une fi- 
gure donnée e t  dont 2 points décrivent 
deux droites concourantes. R. 31. S. 16. 
418. 

310. R. de Suussuiz La géométrie 
des feuillets. A. S. G .  (4) 21. 134; 
262. 

3 1 1 . 3 .  Weimold t .  a e r  kinematische 
Erzeugung von Regelflzchen 4. Ordnung. 
Z.S. 52. 299. 

312. C. Cailler. Sur l a  construction 
du couronoïde. A.S.G. (4) 21. 540. 

Mechanismen. 

313. f ipard .  Method of determinhg 
velocities and directional relations in 
mcchanisms. M. W.M. 37. 103. 

314. F. Wittenbauer. Dynamische 
Kraftplane. Z.S. 53. 274. 

315.  G. ï'. Stier. Die Gleitflachen 
der Bewegungsmechanismen an Xa- 
schincn und dcren Schmicrune G.B. H. - 
66. 597. 

316.  B .  Proelrizka. t b e r  die durch 
ein bewegliches Viereck erzeugte Kurve 
(tschech.1. M.A.T.P.  1905. Nr. 26. 

8 1  7. J. J .  Quinn. A linkage for the 
kinematic description of a cissoid. M.  
M.F. 13. 57. 

318.  O. Fischer. Cher die Uewegungs- 
eleichuunen riumlicher Gelenksvuterue. 
X.Ci.1,. g9. Kr. 4. 

319.  A. Grünîcald. Darutellung aller 
Elementartiewegungen eines starren 
Korpers von beliebigem Freiheitsgrad. 
Z.S. 52. 229 

320 .  Paege. Sehaltwerkgetriebe. M .  
W.B. 8. 248. 

321. Wild .  Neue Riemengetriebe 
mit beliebig wechselnden Gediwindig- 
keiten. W F.B. 22. 235. 

322. v. Petravic. Das Diamant- 
getriebe. G.M.T. 4. 153; Z . M . M . 4 .  
235. 

323 .  Schweike. Die Autornobilgetriebe. 
Z.N.X. 4. 407. 

324. Bowselet. Tran~mission diffk- 
rentielle par  satellites. K . I .  P. 36. 433. 
325. G. T Bennett. The parallel 

motion of Sarrnt and some allied me- 
chanisms. P. &III. (6) 9. 803. 
Siehe auch 218; 304:  2683; 3215-18; 

3424; 3449. 

326.  Huoen. Bemerkuneen iiber Ter- 

teristiek bij tandraderen." 1%. 18. 
799. 

326. W. I~Tulfrom. Eine falsche Kon- 
struktion der Evolventenverzahnung. Z. 
G.U. 17 .  23. 

329 .  P. Koppe. Eine falsche Kon- 
struktion der Evolventenverzahnung. 
Z.G.U. 17 66 

330. Knowles and sons Variable 
speed gear. M. W X 35. 306. 

331.  Meinhaus. Strength of gear teeth. 
E.C. 42. 71. 
Siehc auch 2810;  3214; 3425-35; 

343b-41. 
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Sehraubenrechnung.  

33'3. W. Peddie. The use of quater- 
nions in the  theory of series. P. R. S.E. 
24. 314. 

St'atik. 
333. Rebuffel. D6monstration du 

théorème de  Varignon. B.X.E.  11. 97.  
334. J. Slowikowski. Z dziedziny 

mechaniki geometryi. O systemie 
zerowym (Uber einige dufgaben der 
Mechanik und Geometrie. Das h-ull- 
system). P.T.W. 41. 351; 388. 

335. J. P. Dolbuja. Opredelenie 
glavnych napravlenij v tverdom tele 
(Bestimmung der Hauptachsen eincs 
festen Korpers). B.L.B. 6. Nr. 2. 39. 

386. L. Sdberstein. Statica dei siste- 
mi non perturbati. N. C.P. (5) 11.  21.  

337. F. S .  Macaulay. On a problem 
in mechanics and the number of its 
soliitions. $1. G .  S. 3. 366. 

338. 11. Skutsch. Anwendung der 
Massenreduktionen nach Reye und nach 
Poinsot. S. M.H. 1905. 54. 

339. A. del Re. Sulle fbcali di  
Minding. R.A.L.R. (5) 14. B. 386. 

340. C. Hulphen. Théorie et appli- 
cations du coin. N.A. (4) 6. 1. 

341. Rumisch. Statische Unter- 

Seliwerpnnkte.  

3S0. Huton de la Goupi2lière. Lieux 
g6ométriques de  centres de gravitk. C. R. 
142. 1190. 

351. Konig. Schwarpiinkt iind Trig- 
heitsmoment eckiger Flachen. Z.E.M. 
8. 65. 

352. Hcîtm~ de lu Goupillière. Centres 
de gravité de systèmes spiralriïdes. C.E. 
142. 1172. 

353. IIûton de la GoupilEil.re. Centres 
de gravité de systèmes discontinus. C.R. 
142. 1069. 

Momente. 

354. R. Béi.ard. Sur la théorie des 
moments. B.M.E. 11. 178. 

355. C. Spelta. Sulla determinazione 
della massa totale e dei momenti prin- 
cipali centrali d'inerzia. G.B. 43. 297. 

306. J. Sch~eier. Zur graphi~chen 
Ermittlung der Triigheits - und Zentri- 
fugalrnomerite unregelrn~i3iger ebeiier 
Gebilde. O. W.0.B. 10. 335. 

357. M. Mason. Curves of minimum 
moment of inertia with respect to a 
point. A. of M. (2) 7. 165. 
Siehe auch 243;  351; 2044; 2381;  3511 

bis 3512;  3595--96; 3599. 
suchung eines balkonartigen Ausladers. 
Z.E.M. 8. 46. 

342. Heckelbacher. Zur s ta t i~chen 
Kettenlinien.  

i direction and passing th;ough 2 given 
Zusamrnensetznng von Kraften.  A. of M. (2) 7, 65, 

343. a, liaedic/ce, Der Jfittelpunkt , WO. .J. Rychter. Wykreslenie krzywej 

Untersuchung von Schornsteinen. 0.W. 3%. F. G .  P'eixewa. Questao entre 
0.13. 11. 711. Monteiro da Rocha e Anastacio da  
Siehe au& 230; 277-81; 370;  456; 1 Cunha' A'S'A'P. '' 7' 

2398-2400; 2123; 3595-3631. 359. H. F. X a c  Neish. On the  de- 
termination of a catenarv with eiven 

von Rriften.  D V.N. 77. 60. 
344. T. ,ychwartse. ~i~ ~ ~ ~ ~ d f ~ ~ ~ l  

des parallelogrammgesetzes, U. M. 
12. 37. 

340. H. Kcferstein. Zur Ableitung 

analytiqne d'un systkme qnelconque de  
forces. C.E. 142. 826. 

349. F. Rogel. Cber die graphische 
Znsammensetzung von E a f t e n .  S.G. B. 
1905. Nr. 20. 

sznurowej dla o>cizpz,enenia jednostaj- 
nie zmiennego ( b e r  das Zeichnen der 
Kettenlinie hei veranderlicher Helaatung). 
C. T.L. 22. 224. 

361. C. ET. Lees. On the depression 

Differentialgleichnngen d e r  Dynamik. 

36'1. L. Maurer. c b e r  die IXfferen- 
tialgleichungen der Mechanik. N. G. G. 
1905. 91. 

1 3  * 

des Saheu  vom &.afteparallelogramm due to a, load a t  the  centre of an elastic 
au8 dem Projektionrsati. Z. P. 18. 331. 1 c h a h  tightly dretched betw8.n t a o  

346. G .  B. Zerr, To find the  / pointa in the same horizontal  lan ne. 
equation to  t he  straight line which is P.M. (6) 9. 811. 
the direction of the result,ant of a syst,em 
of forces acting in one plane. M. M.  I'. 
12. 176. 

347. G. Lazzmi.  Sulle composizione 

Siehe auch 222;  689;  3516; 3597. 

Dynamik. 

deile forze nello spazio. P. M. &. (3) 3.97. Siehe 617 ; 2774-2879. 
348. P. IL S'choute. 1,a réduction 1 
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363. M. Planck. Das Prinzip der 
Kelativitit und die Grundgleichungen 
der Mechanik. V . D  IJ.G. 8. 136. 

364. P. E. B. Jourdain. Alternative 
forme of the equations of mechanica. 
Q.J. 36. 284. 

365. 0. Olsson. In t eaa t iou  af r6rel- 
seekvationerna hos en g m p p  dynamiska 
problem. A.M.A.B. 2. Nr. 18. 

366. J. Quanjel. Les équations gé-  
nérales de l a  mécanique dans le cas des 
liaisons non holonomes. R C. M.P.  22. 
263. 

Dynamik des Punktes .  

367. C .  IJennacchietti. Intorno a pro- 
blemi di  meccanica riducibili a auadra- 
ture. A.G.C. (4) 18 Kr. 7. 

368. L. Odando. Sulla velocità minima 
~ i e l l a  traiettoria di u n  grave. A . A . P . X  
17. 28. 

369. E. Cesaro. Sopra alcuni pro- 
prietà delle trajettoria i n  un dato campo 
d i  forze. K.A.N. (3) 11. 424. 

370. L .  E'ejh-. Gleichgewicht ini 
widerstehenden Mittel. D.V.N. 77. 223.  

371. 1. V. 17leSkmlij. Vravnenija 
dvilenija toCki p.eremennoj massy v ob- 
E e m  sluEae (Uber die Bewegungs- 
gleichungen eines Punktes von ver- 
anderlicher Masse iin allgemeinen Falle). 
B. I .P .P .  1. 77. 

Siehe auch 436. 

372. K. 11Zrzcns. n i e  Grundlage der 
Hene yngs l eh re  , dargestellt an  neuen 
Versuchen über die Fliehkraftgesetze. 
V B. P.C.U. 10. 210. 

373. 8. Lebesgue. Sur le problème 
des aires. S.M. 33. 273. 

374. R. Bérard. Xouvement sousmis 
à l a  loi des aires. Cas où la trajectoire 
est  uno conique. B.M. E. 10. 225: 241; 
267. 

375. P. J. Suchar. Sur une trans- 
formation rtkiproque en mécanique. 
S.M. 33. 210. 

376. L. Tesni .  Ein Beispiel aus der 
Mathematik und Mechanik zur I~eh re  
von den Gr6Benordnungen. Z.H 37 28. 

Gezwungene Bewegiing. 

377. 3'. P. Xuffini. Del moto di  un 
punto che obbligato a rimanare i n  un 
data  superficie debba percorrere con una 
vclociti prcstabilita una linea data. 
R.I .B. (2) Y .  146. 

378. .1. Horn. Zur Theorie der ne- 
wegung eines schweren Punktes auf 
einer Rotationsflache. A.&. (3) 10. 1. 

379. T Leconte. Kote. R. M S. 13 
236. 

Pendel .  

380. A. J. Stodolkiezcicz Eilka uwag 
O wahadle (Einige Bemerkungen über 
das  Pendel). P.S. W. 41. 510. 

381. ' .A. Prey. Konvergenzuntrr- 
suchungen znm Gesetze der Amplituden- 
abnahme bei lJendelbeobachtnngen. A.  
A.W. 1906. 245. 

382. E. Collignon. Théorie élémen- 
taire des petites oscillations d'un pen- 
dule simple. S. A. (4) 6 .  49. 

383. J.  h'chofield. A method of illu- 
strating the laws of t he  simple pendiilum. 
p . P . 5 . 1 ~ .  19. 70. 

384. N Pade'. Sur un point de la 
1 théorie classique du pendule sphérique 

P.S.B. 1904-05. 31. 
385. A .  Allen. On the adjustment 

of Kater's pendulum. N.O.S.  3. 307. 
386. A. Prey. Ëber eine Vorrichtung 1 zur Vermeidung des bfitschwingens des 

Stativs beim Doppeipendel. S. A. W. 
114. 993. 

387. L. de la Rivc et A. le Royer. 
Sur lc mouvomcnt d'un pendule dont 
le point de  suspension oscille horizon- 

1 talement. A. KG. (4) 21. 5 .  
388. D. J.  Kwrteweg. Les horloges 

sympathiques de  Huygens, les phino- / mènes connexes et  les oscillations prin- 
( cipales composées que présentent 2 pen- 
, dules fixees à un mécanisme à un seul 
1 degré de  liherté. A.N. (2) 11. 273. 
1 Siehe auch 305; 2683; 3595. 

1 Dynainik des  Korpers.  
' 3H9. R. de Saussure. Théorie géo- 

métrique d u  mouvement des corps. A. S. 
1 G. (4) 21. 3 6 ;  129. 
1 390. A. Tresse. Sur l e  mouvement 
1 des corps solides. N.A. (4) 5 .  220. 

1 
391. B. Husson. Sur un théorème 

de Y. Poincaré relativement au monve- 
ment d'un aolide pesant. C.R. 141. 
821. 

392. de Tilly. Sur l a  stabilité du 
mouvement du cerceau, horsque l'angle 
de son plan avec l a  verticale reste 
petit. A.S.B. 30 A. 159. -- & Sparre 
30 B. 368. 

393. J. Ur. Sharpe. The boomerang. 
1 P.M. (6) 10. 60. 

i Siehe auch 77 ;  319; 402-04. 
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Dynamik des Systems. 
394. D. Seiliger. Stndii sulla dina- 

mica dei sistemi. 0 . 1 3 .  43. 329. 
395. K. Laves. Die AufGndung einer 

vollstandigen Losung der Jacobischen 
partiellen Differeritialgleichung für me- 
manische Probleme mittelsL einer dy- 
namisch-geometrischenDarstellungeform. 
A.N. K. 171. 223.  

396. P. Voronec. Einige be~ondere  
FLlle der Bewegung eines Systema 
materieller Punkte unter der Eiiiwirkiing 
reaiproker Krafte (russ.) H.U.K. 1905 d 
11. 95. 
497. G. K. Suslov. Ob uravnenijach 

dviienija pri neuderiivajuOCich poverch- 
nostej (Uber die Bewegungsgleichungen 
im Fallo einseitiger Verbindungcn). S. 
M.M. 2.5. 375. 

398. M. A. 3. Stephansen. Von der 
Bewegung eines Continuums mit einem 
Buhepunkte. A.M. C. 25. 30. 

Drehung. 

399. A. de St. Germain. Note rela- 
tive' au  mouvement de  rutation. N. A. 
(4) 6. 10. 

400. V. v. Lana.  Über Dreherschei- 
nunpen. v .B.T.CU.  11. 37. 

401. R. Marcolongo. Sul teorema 
della comaosizione delle rotazioni instan- 
tanee. B:B.L. 9. 1. 

402. P. Bwaat t i .  Suel'inteerali 
primi del19equazione del motod'un $rpo 
pesante intorno a un punto fisso. A.DùI. 
(3) 12. 81. 

403. X .  Bicsso?~. Recherches des in- 
tegralea algébriques dans le mouvement 
d'un solide pesant autour d'un point 
fixe. A.T. (2) 8. 73 .  

404. 0. Olsson Symmetriskt skraf- 
formiga hoppa r s  rorelse kring en fast 
purikt pa syrnmetrie axeln under tyngd- 
kraftens inrerkan. T.M. 17 B. 1; 25. 

406. J. J. Taudin (Xabot. Simple 
diagram connecting the  various motione 
in the so called Bohnenbergers Machine. 
P.M. (6) 9. 722. 

406. L. Lccwnu. Sur l'herpolhodie. 
S.M. 34. 40. 

Siehe auch 395; 2900; 3122. 

Kreisel. 

407. A. BilimoviZ. SSatze von Jacobi 
und Sylvester (russ.) B. U. K. 1906 d. 
10. 63. 

406. L. Benjamin. Der Schlicksche 
Kreisel. H.H. 1906. No. 35-37. 

409. A. Steme7. Das Schlick'8che 
ScliifFskreisel. U.W. B. 6 .  106. 

410. 0. Schlick. The gyroscopic 
effect of flywheels on board ship. T.I. 
N.A. 1904. 1. 

411. Guillet. Entretien des c o q s  
vibrants. B.S.F.P. 1905. 19. 

412. J. Horn.  Weiterc Heitrage znr 
Theoric der kloinen Schwinpngon. Z. S. 
53. 370. 

413. A. Korn. Snr les vibrations 
d'un corps élastique dont la surface est 
en repos. C.R. 142. 508. 

414. Lord Rayleigh. On the pro- 
duction of vibrations by forces of rela- 
tively long duration wihh application 
to the theory of collisions. P. M. (6) 
11. 283. 

415. C h s a g n y .  Sur 2 appareils des- 
tinés à l'6tude graphique de la compo- 
sition des mouvements vibratoires de 
même direction on de directions rectan- 
gulaires. S. F. P. 245-47. 3. 

416. J. Schreine~. Über die Sçhwin- 
gnngen eines Stabes mit  bifilarer Auf- 
hangung. Z.H. 37. 346. 

417. J. Morrow. On the latcral vi- 
brations of loaded and unloaded bars. 
P.P.S.  L. 20. 17U; P.11. (6) 11. 555. 

418. J. Norruw. On the lateral vi- 
brations of uniform and varying sectional 
area. P.M. (6) 10. 113. 

419. S. GuggenAeimer. Über die uni- 
rersellen Schwingungen von Spstemen 
von Itotationskorpern. S.A. M. 36. 265. 

420. A. G. Kerkhozjen- Wzj'thoff. On 
the  small oscillations of a system of 
2 hemispheres of whiçh one in resting 
with its spherical surface on the  plane 
face of the  other both rotating with 
finite velocity about their vertical axes 
N.A.W. (2) 7. 84. 

421. M. Radakowié. Über die er- 
zwungenen Schwingungen einee mate- 
riellcn Systema. S. A. \V. 114. 877. 

422. A. Kriloff. Über die erzwungenen 
Schwingungen von gleichformigen ela- 
stischen Stiben. M.A. 59. 211. 
Giehe auch 118; 224; 386;  659; 2500; 

2799. 

Rollbewegnng. 

4%. M. Gebtiia. Sulla in tegabi l i tà  
delle condizioni d i  rotolamento di un 
coruo ~olirio eoara un altro e eu aualche 
question8 geometrica che vi 6 connessa. 
R.C M. P. 20. 265. 
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Rela t ive  Bewegung. 
434. J. Richard. Sur le mouvement 

relatif et  l e  mouvement de  la terre. G. M. 
7. 450. 

425. A.  Denieot. Die Theorie der 
relativen Bewegung und ihre Anwendung 
auf Bewegungen auf der lirdoberfliiche. 
P.Z. 6 .  677;  745. 

426. 1'. Rudzki .  Theorie der relativen 
Bewegung. P .Z.  G. 67.9. 

487. A. I lm i zo f .  Uber die Theorie 
der relativen Bewegung. P. Z .  6 .  745. 

438. A .  Denizot. %ur Theorie der 
relativen Bewegung und des Foucault- 
schen Pendelversuchs. A. P .  L. (4) 18. 
299. - P. liudzk-i.  1070. 

429. A .  Benizot Zur Theorie der 
relativeri Bewegung. A.P.L.  (4) 19.  868. 

430. F. J. W. Urhipple. The exi- 
stence of absolute motion. K. 73.  535. 

Siehe auch 282;  363;  1743; 1754. 

StoB. 
431. Jouquet. Sur  l'accélération des 

ondes de choc planes. C.It. 142. 831. 
438. H. Seidler. StoBvereuche mit 

unvollkommen elastischen Kugeln. Z.P. 
19. 145. 

442. B. Uéinberg. c b e r  die innere 
Reibung des Eises. A.P.L.  (4) 18. 81. 
Siehe auch 659; 2 4 6 0 ;  2778:  3593-04. 

Potent ia l theor ie .  

443. J. Kiirsehuk. Die Existenz- 
ljedingungen des verallgemeinerten Po- 
tentials (ung.). N. S.E. 23. 401.  

444. .I. IGi-schik.  Die Existenz- 
bedirigungen des verallgemeinerten ki- 
netischen I'otent'ials. A1..4. 60. 148. 

445. T Boggio. Trasformazione di 
alçune fuuzioni potenziali. R C. M.P. 
22. 220. 

446. C. W. Oseem Om n i g r a  poten- 
t ia lhnkt ioner .  A. M.A.F. 2 Nr. 6. 

447. A. Kool.n. Sur un théorème re- 
latif aux dérivées secondes du potentiel 
d'un volume att irant.  C.R. 1g2. 199. 

448. E. R. Neuman?z. St'udien über 
die Xethoden von C. Neumann und 
G. Robin zur Losung der beiden Rand- 
wcrtaufoaben der Potentialthcoric. P. 
J.G. 37:' 

449. h: Stoianovit. Generalizaciia 
Grinove teoreme i Poasonove jednatine 
(Verallgemeiueriing des (Greeuschen 
Sat,zes und der I'oison'schen Gleichiiiirrl 

Reibiing. 
434. A. 3. Basset, E. J. Routh, 

C. B. Clarke, G.  E. Bryan.  Fictitious 
oroblems in mathematica. K. 72 .  56: 

433. V. Neljuboa. Opredeleuie pro- ", 
doliitelnosti udara elektrornetriieskim 1 ''.A;A. 16'. Il4. 
sposobom ( ~ ~ ~ ~ i ~ ~ ~ ~ ~  cler D~~~~ des I 400. E. Cfoldziher. Beitrag zur Theorie 
s ~ ~ B ~ ~  auf elektrome,rischem wege) ,  1 der ersteu R a ~ i d w e r t a u f ~ a h e  bei der all- 

$8; 10%; 127;  175. 
430. V. Fischer. Ein Beitrap ziir 

J .H.P.C.G. 34. 661. 
Siehe auch 414;  616;  518-520; 

131'3m; n ;  3746. 

L, 

Reibungstheorie. P. Z. 7. 425. 
436. S. Paglioni. Eulla teoria dell' 

at tr i to di K .  PetroE A. A. P. (3) 6 .  

gemeiueri lirieareu partielleu elliptiachen 
DiEerentialgleichuug 2.  Ordriurig. 3I. A. 
60. 532. 

451. H. Levu. Sur l'éauation de 

Nr.  5 .  
437. Cr. A. Ma,qgi. Sulla leoria dell' 

at tr i to i n  relazione colla cinetostatica. 
N.C.P. (5) 10. 240 ... 

438. A. Lrmpa .  Uber einen Iteibungs- 
versuch. -4. A. W. 1906. 346. 

439. E. Gicyo?~. Sur une effet sin- 
gulier de  frottement. C.E. 142. 1055. 

440. de Sparre. Note au  sujet d u  
valet de menuisier. S.Af. 34. 41. 

Reibnng f e s t e r  Korper.  
441. Gégauff, Nouveaux essais et  études 

sur  l a  force absorbée dans les divers cas 
de  roulement à billes. B. S 1.11. 1905. 20. 

Laplace 2 variables. C.A. 4 4 2 .  951. 
452. T. Boggio. Sulle funzioni di 

Green d i  ordine m. R..C.M.P. 20. Y i .  
453. J. A~zdrade. La fonction de 

Green e t  leurs dériv6es sui. la frontiGre. 
A. S. G. (4) a i .  22. 

434. M. Xason. The doubly periodic 
solutions of Poissons equation in 2 in- 
dependent variables. S. S. hl. Am. G .  159. 

455. L. Orlando. Bull' integrazione 
della d, in lin campo chiuso e convesso. 
I t .  C. M. 1'. 21. 342. 

4%;. L. Frjér. 1)as Glcichgewicht 
eines Puuktes iu e i ~ ~ e r n  wiclersteliendeu 
Medium (ung). M.F,E. 2-1. 109. 

4b7. G. Elepetto. Intorno ad uua 
forma del potenziale di  une mansa 
sferiea in üui la densità non sia costante. 
F.M.R. (3) 3. 81;  119. 

468. B. Harg~eaves.  Some ellipso- 
idal potentials . aeolotropic and iso- 
tropie. P . N  (6) 11. 568. 

459. L. JTattliiessen Das Potentiel 
eines Ringes auf dem Mittelpunkt eines 
Querschnittes. Bedingungen des Gleich- 
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gewichts eines rotierenden flüssigen 
Ringes. Kosmische Ringnebel. Satiirn- 
ringe. P. A.M.O.E. 3. 

460. T. J. PA. Brommich. Theorems 
on the  looarithmic aoteritial. P . L  M. S. - 
(2) 3. 346. 

461. G. Kepinski. Über die Diffe- 
a B z  m + l C z  

rentialgleichung , + - - - - - a x ax x a t  
= O M.A. 59. 39;. 

41i2. L. Orlando. Sull' iutegrazione 
della A, i n  un parallelepipedo rettangolo. 
R.C.Y.P. 21. 516. 

Siehe auch 669; 816. 

Attraktion. 
463. C. Kvedict. Afleiding van de 

wet van Newton iiit de  bewegingsvetten 
van Keppler. W. T. 2. 22. 

464. J. Juhel-Rénoy. Sur les affixes 
des racines d'un polynome du tlégré n et 
d u  polynome dériv6. C.R. 14'. 700. 

466. C. V. L. Charlier. Uber die 
Attraktion zweier festcr Zentra auf cinen 
beweglichen Punkt  und die Bcziehung 
dieses Problems zum Problcm der 
2 Korper. A. M.A.F. 2 Nr. 29.  

466. G. Aloreru. Sulla attrazionc 
degli elissoidi e sulle funzioni armoniche 
elissoidali di  2. spezie. 31. A. T. (2) 55. 1. 

467. de Salwrt.  Mémoire sur l'attrac- 
tion du parallélepipède ellipsoidal. A. 
S.E. 30. A. 157. 

468. E. Steinitz. Cber die Anziehung 
hyperboloidischer Schalen. Cr. 129. 29 5.  

469. F. J.  B. Cordeiro. Gravitation. 
P.A. 13. 8. 

470. A. Kleiner. La eravitation. u 

A. S. G. (4) 20. 4'20. 
471. V. Crémieu. Recherches sur l a  

eravitation: S.F'.P. NI. 235-237: B.S. 
F .P .  1905. 103. 

472. V .  Crétnielc. Recherches e x ~ é r i -  
mentales sur la gravitation. J. P .  (4) 5. 
25. B.S.B.P.  1905. 485. 

473. C. Xorris.  The ~ r o b l e m  of 
gravitation. J.6.I. 159. 115: 

474. A. J. Stodolkiewicz. O zmia- 
niach natvienia sily c i~zoic i  (Die Ver- 
anderungen der Intensitit der Schwer- 
kraft:. P.T.W. '41. 392. 

475. A. h-leileilzer. La gravitation se 
transmet-elle par  l e  milieu? A. S. G. (4) 
20. 420. 

476. G: S a p a c .  Cne relation pos- 
sible entre l a  radioactivité et la grari-  
tation. J .P .  (4) 5. 455. 

4i7.  G.  H. liarwin.  The analogy 
hetween Lesage's theory of gra,vit,ation 
and the  repulsion nf light. l'.H,.S.l,. 
76. 387. 

478. T. Tommasina. Sur l a  nature 
e t  la cauile de  la gravitation universelle. 
L'éther-électricité e t  la constante élec- 
trostatique de gravitation. L. h1.U. 5. 
112; 123; 135; 142; 158. 

479. R. Gans. Gravitation und Elek- 
tromagnetismus. P .  Z.  6. 803 ; D. V.M. 
14. 578. 

480. F. l[ackev.  Über Gravitatiori 
und Elektromagnetismus. P .  Z. 7. 300. 

Siehe auch 279; 610; 1721; 2938. 

Hydrostatik. 

481. Thirion. A propos d'une expé- 
rience d'hydrostatique. ,4. S.B. 30. A. 175. 

482. P. Duhem. Le principe de  
Pascal. R.G.O. 16 .  599. 

483. H. ï'. Szmo?t. Die Gestalten 
der Flüssigkcitcn. J. P .  Y.F. 1900-01. 38. 

Siehe auch 8ii. 

Hydrodynaiuik. 

464. G. Juger. Neue hydrodynamische 
Experimente. S.V.K.M. 45 Nr. 14. 

486. 11. S. Hele Shnzu. The motion 
of a perfect liquid. A I .  7. 7. 

4H6. E. Joz~guet. Sur la similitude 
dans le mouvement des fluides. J.lT F' 
(2) 10. 79 

487. IT. nan d ~ r  Mensl~ruoohc. La  
U"  

loi de  Lenz appliqiiée à une masse li- 
quide en mouvement. A. S. B 30. A. 81. 

488. G. van  del- M e n s b ~ y g J ~ e .  Sur 
un paradoxe hydrodynamique. C. T.B. 
1902. 290. 

469. G. Zemplén. Kriterien fiir die 
physikalische Uedeutung der unstetigen 
Louungen der hydrodynamischen Ue- 
~ e ~ u n g s g l e i c h u n p e n .  M. A. 59. 437. 

490. B. H. Amagut. Sur la pression 
interrie des fluides e t  l'équation de  
Claiisius. C.R. 142. 371. 

491. V .  Bjerknes. Iter.herche sur les 
champs de force hydrodgnamiques. A. 
M. 30. 99. A.S.G. (4) 20. 325; 473. 

492. F. K. ikievthaler. ber die 
Bewegungsart des i i e ~ e n d e n  Wassers. 
W.W.B. 2. 223. 

493. E. Blornqvist. Vattnets medel- 
hastighet i na tu~ l iga  vatteridrag. T.F. T. 
1901. 161. 

494. F. E. X p h e r .  The elimination 
of velocity effects in measuring pres- 
sures in a fluid Stream. P.P.  S. 45.  77. 
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490. ATnwow. Effect of depth of 
water on speed. P.W.L. 7 .138 . -Mnrr iner  
141. 

496. F. R. Shaipe. On the  stability 
of t he  motion of a viscoii~ liquid. S .S .  
M.Am. 6. 496.  

497. W. Stekloff. Sur l e  problème 
de mouvement d'un ellipsoïde fluide 
homogkne dont toiitcta lefi parties s'atti- 
rent snivant l a  loi de Newton. C.E.  
141. 999 .  

498 .  W. Steklof .  Sur le mouve- 
ment non statiounaire d'un ellipsoide 
fluide de révolution qui ne change pas 
sa figure pendant le mouverrient. C.R. 
142.  7 7 .  

Siehe auch 1674;  3318-19;  3489.  

Wellenlehre. 
499. C.  Stunipf Uber zusammen- 

gesetzte Wellenformen. %.P. P .  39.  241. 
500. A. G. Hossi. . Un'espcrienza da 

iczione su1 moto ondulatorio. K. C.P. 
(5) 11.  231.  

501. d ' d d h é n ~ a r .  Remaroues Rur 
l'intégration de  l'cquation des ondes. A. 
S.B. 30.  A. 160.  

502. L o d  Kelr in.  On the  frontal 
rcar of a frce procession of waves in 
tiecp water. P .R.S.E.  25 .  311.  

603. R. 3'. Gzcytlter. The range of 
progressive waves of fiuite amplitude in 
deep water. S.P.M. 50 Nr. 8 .  

504. R. F. Gwythev .  On the  range 
of Stokes deep water waves. l'.Al. ( 6 )  
11. 374.  

505. W. 7. Elman On stationary 
waves in runriing waters. A.M.A.F. 3 
KI. 2 .  

506. Lord Ke lc in .  On deep - v a t e r  
two-dimensional waves produced by any 
initiating disturbance. P. R. S. B. 25 .  185. 

607. Lartl ICellji?~. Deep v a t e r  ship- 
n-mes. P.M. ( 6 )  9 .  733 .  

508. Lord Kelvin. Deep-water ship- 
waves. P.1Z.S.E. 25. 5 6 2 ;  1060. 

609. Lwd Kelvzn.  1)eep sea ship- 
Raves. P.M. ( 6 )  11. 1. 

610. E. Bert in.  Les vagues de  l a  
mer, leurs dimensions et les lois du mou- 
vement de  l'eail. R.S. (5) (;. 1 9 3 ;  220. 

51 1 .  J .  Rounsinesy. I'roliagation du 
mouvement aiit,our d 'un centre dans un 
milieu élastique, hornoghe et isotrope: 
étude de l'onde correlativc aux varia- 
tions de densité. C.R. 142. 480.  

51 2. J. Boussinesq. Propagation du 
mouvement antour d'un centre dans un 
milieu élastique homogkne et isotrope: 
étude de l'onde produite sans change- 
mente de densitk. C . R .  142. 542.  

613. J. Boussinesq. Propagation du 
mouvement autour d'un centre dans un 
milieu élastique, homogène e t  isotrope: 
caractères de  l'onde totale. C.R. 142. . 
609 .  

614. J. Boussinesq. Propagation des 
ondes le long d'une colonne liquide 
compressible, se composant de filets à 
vitesses i d g a l e s  et  contenue dans un 
t u l a u  Blastiqiie horizontal sous tension 
longitudinale. A.  E. N. (3) 22 .  349.  

616. J. W. ATicholson. On the diffrac- 
tiou of short waves by a rigid sphere. 
P.M. (6) 11.  193. 

516. P. Duhem. Sur leu quasi-ondes 
de choc e t  l a  distribution des tempéra- 
tures en ces quasiondes. C.R. 141 .324 .  

617. P. Duhem.  Quelques lemmes 
relatifs aux quasi-ondes. C.R. 1-12. 377. 

01s. P. Duhem.  Sur une inégalité 
importante dans l 'étude des quasi-ondes 
de choc. C.R. 142. 491 .  

619. P. Duhem. Sur les quasi-ondes 
d e  choc a u  sein des fluides mauvais eon- 
ducteurs de la chaleur. C.E. 148.  612. 

620. 1'. U u h e m .  Sur les quasi-ondes 
d e  choc a u  sein d'un fluide bon condiic- 
teur  de la chalenr. C. W,. 142. 750 .  
Siehe auch 4 3 1 ;  522-523;  8 7 8 ;  934;  
1319 m ;  n ;  2022;  2024- -25 ;  2027-28; 

2030;  2048;  3437.  

Beivegung von Fliissigkeiten in 
Rohreii. 

5%. L. K e l m .  Formeln und Tabelleu 
zur Berecliriuug der Geechwiudigkeiten, 
Wasselmengen, Lichtweiten und Dmck- 
oder Crefiillverluste fur Wasserleitungen 
aus Rbhren von F e ,  Zement und Son. 
H.T.B. 2 .  6 1 .  

522. A. Boulanger .  Théorie de l'onde 
solitaire qui se propage le long d'un 
tube élastique horizontal. C. It. 141. 1001. 

523. A. Boular~ger .  Extinction de 
l'onde solitaire propag6e le long d'un 
tube élastique horizontal. C.R. 142. 38d. 

5 2 4 .  T, A. Xoble .  The flow of watcr 
in wood pipes. l ' .A.S. C E .  49. 11 2 .  

526. N .  T. LluBer. O najwazniejszgo 
technicznie wyuikach teoretycznic hydro- 
kinetjki ,  ze szczeg6luew uwzglt$nienie 
zagadnieii ,,rnchu \body w rzekach i 
kanalaüh (Cber die Folgerungen aus der 
theoretischen Hy drokinetik , welche für 
die Anwendnngen eine praktisclie Ue- 
deutung haben, insbesondere diejenigen, 
welche sich nuf die Bewegung des 
Wassers in Fliissen und Hanalen be- 
ziehon). C.T.1,. 21.  4 7 ;  6 1 ;  7 3 ;  8 4 ;  9 9 ;  
1 1 7 ;  134.  
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526. C. TT. Tzctton. The laws of river 
fiow. J.A.E.S. 23. 32. 

527. W. Heubner. Das Gesetz von 
Poiseuille. D.V.N. 77. 51. 

528. G. W. Brown Eiver gauging 
with rod floats. W.E.M. 6. 126. 
Siehe auch 493-96; 2070; 2379; 2477;  

3320;  3324; 3329. 

Ausfli18 von Flüssigkeiten. 

6.29. W. Whi ted .  Thc flow of semi- 
fluids through orifices. P.E. S. W. P. 17.  
113. 

630. Hertzsprung. Calculators for the 
velocity of discharge of fluids fiom 
pipes. J.G.L. 69. 489. 

Siehe auch 3642. 

Gleiehgewicht rotierenùer 
Flüssigkeiten. 

531. A. Liapunon. gber  ein Problem 
von Cebychev (rutis.). A.P.M. (8j 17 
Kr. 3, Siehe auch 459. 

532. V.  Rjerk,res. Sur le formation 
des tourbillons dans un fluide sans frotte- 
ment avec une application à l'analogie 
des phénomènes hydrodynamiques et 
Blectrostatiques. A. S.G. (4) 20. 268. 

633. L. S .  da Rios. Sul moto d'un 
liquido indefinito con un filetto vorticoso 
di forma qnalunque. R. C. N. P. 22. 
117;  121. 

4 J. Weingarten. Zur Sheorie 
der Wirbelringe. N.G. G .  1906. 81. 

Siehe auch 3323. 

Reibnng der  Flüssigkeiten. 

530. P. Koturnicky. Razsket ra,boty 
dlja opytov Joule'ja nad treriiem iidkostej 
(B~rechnung der meclianischen Arbeit 
bei deu Tersuchen Joules mit Hilfe der 
Reibung der Flüssigkeiten). J. R. P.C. G. 
34. 497. 

5%. K. Bec7c. Reitrage zur Be- 
stimmung der relativen innern Reibung 
von Flüssigkeiten. Z. P. C. .$8. 641. 

537. P. W. Schrider. Uber Erstar- 
mngs- und Quellungserseheinungen von 
Gelatine. Z.P.C. 45. 85. 

Siehe auch 1266;  2334; 3326. 

538. F. T .  Trouton. The motion of 
viscous substances. P.R.I. 17.  486. 

689. Schall. Die Zihigkeit unter- 
külilter Lijsuugeri. Z.E. 11. 769. 

540. C. Schull. Uber die Zkhigkeit 
unterkühlter Losungep. D. V.N. 77. !)2. 

041. C. Schall. Uber die Zahigkeit 
unterkühlter Sosungen in Thymol. P. Z. 
7. 645. 

542. A. Findlny. The viscositg of 
liquid mixtures at the temperature of 
their boiling points. R.B.A. 1905. 365. 

543. A. Kling. La viscosité dans 
des rauaorts arec la constitution c h -  

A A 

mique. R. G. O. 17. 271. 
644. H. C. .Jones and E. C Bilaaham. 

The conductivity and viscosity o<solu- 
tions of ceriain salt's in mixtures of 
acetone with methyl alcohol, w-ith ethyl 
alcohol and water. A.C.J. 34. 451. 

645. 8. Bouasse. Sur les métaux 
du type visqueux. A.T. (2) 7. 383 

646. K. Carriire. Sur les déforma- 
tions de l'alliage euteütique pl un il^- 
étain et les métaux visqiieux.. B.T. 
(2) 7. 317. 
Siehe auch 496; 6 6 2 ;  670;  1498;  1688. 

Bewegung fester K6rper i n  Flüssig- 
keiten. 

547. A. G. Greenhill. The motion 
of a solid in an infinite liquid. A.J.N. 
28. 71. 

548. E'. Willaert. Sur la suapension 
de sphères legères dans un jet d'eau. 
A. S. 13. 30. A. 129. 

049. A. L. Holz. Cber Flüssi~keits- 
bewegungen, welche durch notation 
fostcr Korper vcrursacht werden. A. P. 
L. (4) 18.  387. 

650.. O. Olsson. cber  die Bewegung 
opmmctrisüh-schraubenformigerKtjrper in 
Flüssigkeiten. A.II1.A.F. 2 Nr. 25. 

Siehe auch 583. 

Aerodynaniik. 

Sbl. Marn~or.  Appareil de démon- 
strdtion de la loi de Mariotte. Co. 47. 470. 

55.2. R. Gostkou:.~ki. Erorterung über 
die Menge mechanischer Arheit, welche 
erforderlich iet, um einen Kijrper in der 
Luft ~chwebend zu erhalten (poln.). P. 
'J'W. 43. 100;  426. - 2. Straszewicz, 
K. ~.illonikou;ski 324. .. 

553. II. Bi-icke. IJber einen Versnch 
der Gehrüder W eber, transversale Luf t- 
erscheinungen betreffend. V. D. P. G. 8. 
248. 

554. G. nfelander. Über den Ein- 
fluB der Wand der GefiiDe bei Studien 
über Gase. A.F.S. 3 3  'Tr. 10. 
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555. Shattuck.  Flow of gas in pipes. 
J. G.L. 90. 835. 

556. R .  Hazcsse. Von dem AusfluB 
der PreBluft. J.B.H. 1903. 44. 

557. R i n g ~ k ) i a n , n .  Sur le travail 
mécanique fourni par  le8 moulins à vent. 
C.R. 141. 688. 

558. B.,. Orlou~ski. l'porya naiikowa 
latawca (Uber die wissenschaftliche 
Theorie des Drachen). W.W. 22. 257; 
276; 278; 23. 561; 584. 

559. G. H. Orosvenor. The tetra- 
hedral  kites of Dr. A.G. Bell. P.S.M. 
64. 13. 

560. E. Cederstr ih.  Über die Ane- 
mometerprüfungsmetlioden. M. Z. 22.418. 

561. A. k d r n n l .  Proudeni vzduchu 
komiuem (Luftvtr~muugen in Schorn- 
titeineu). C. 35. 78. 

562. R. M. N e i k o n .  The effectv of 
wind pressure on structures. E. RI. K. 
24. 543. 

563. H. L. Bochet. Sur l e  résultat 
d e  l'titude expérimentale d'un ventilateur 
centrifuge. C.R. 142. 990. 
Siehe auch 2409; 2440; 2704-42; 3291; 

363.3. 

564. E. Guar in i .  The fly of bird 
mechanically studied. S.A. 89. 256. 

165. V. lVietzsch. Über den V o ~ e l -  
O 

flug. M.S. 42. 82. 
666. Angele. Nailes über Winddruck 

iind VogelHiig. .I.U. 12. 21. 
567. W. Wrinhl. Exoerirnerits and 

observations in Qoaring higlit. J. W. S. 
E. 8. 400. 
Siehe auch 552; 558-5.59; 767; 2505; 

2740. 

568. G. J m g e .  Luftwiderstand beim 
freien Fall. Z.P. 19. 169. 

Siehe auch 2706. 

Reibnng  Ton Gasen. 

569. G. Zemplén. Uestimmung des 
Iiocffizienten der inneren Reibung der 
Case nach einer neuen experimentellen 
Methode. A.P.L. (4) 19. 7 8 3 .  

570. M. ITi~iesen. C'ber die Reihung 
von Gasgemischen. ,Y.D. 1'. G. 8. 231. 

571. Bevanek. h e r  den Reibungs- 
widerstand der Luri .  Z.H.H. 9. 239. 

552. J. L. Hugg. Friction and force 
due to  transpiration as dependeut on 
pressure i n  gases. P.A.Bo. 42. 116. 

,573. S. Chella. Misura del coefi- 
ciente d i  attrito iuterno dcll' aria a basse 
temperature. R. A.L.K.  (5) 15. 119. 

674. S. Chella. Messung des innern 
R.eibungskoeffizienten der Luft  bei nio- 
driger Temperatur. P.Z. 7. 546. 

575. S. Chclln. t b e r  einen Apparat 
zur absoluton Mossung des Koeffizienten 
der inneren Iteibung der Gase. P.Z. 
7. 196. 

576. P. Tiinzler. a b e r  die Koeffi- 
zianten der innein Rcibung für Ge- 
mische zwischen Argon und Helium. 
V.»  1'. O. A. 222. 

677. S. A Corey. The baliistic 
problem. M.M.F. 12. 121. 

67 8. R. v. Purtenschlag- Ledermnyr. 
Neue ballistische Tabellen. M. A. G. 
2.4. 563. 

679. J. K~idlt. Berechnunp der all- 
gemeinen SchieLItafeln und deren Be- 
nutzung zur Losung von Aufgaben au3 
der SchieBlehre. K A .  G. 23. j 5 l ;  893. 

5 8 0 .  A. v. O b e r m q e r .  L%er den 
Ein0uB der Erdrotation auf die Bc- 
wegung der Geschosse. K A .  G. 32. 707. 

681. 3'igarz. L'influenza della rota- 
zione diurna terrestre su1 tiro delle mti- 
glierie a grandi distanze. A. A.G. 1905. 
D. 80. 

682. B. Scholfler. Oesetz der zu- 
fi.lligen Abweichiingen. h i t r i g e  zur 
Wahrscheinnlichkeitsrechnung mit An- 
wendung a d  die Sheorie des SchieBeiw 
M. A . G . ' z ~ .  97; 3 6 Ç .  

683. M. Gzldenzeister und B. Strrlil. 
nbe r  den Geschwindigkeits- und Ener- 
gieverlust von Geschossen im Wasser. 
A.P.L. (4) 18. 567. 

584. J, Kozdk .  Ilestimmung von 
GesühoBgeschwindigkeit mittels aperio- 
discher Kondensatorentladungen. K A .  
G. 24. 863, 

585. Rusch.  Die Drallfrage bei den 
Schiffsgeschüt~zen. M. A. G-. 9. 34. 29. 

586. Gildemeister und StrekZ. Die 
explosiven Wirkungen schnellfliegender 
Geschosse. P.G.K. 46. 127. 

587. 3: Neesen.  Weitere Versuche 
über die photograpbische 13estiinmung 
der BeschoDi~ahnelemente. V. L). P. Li.  
8. 16. 

588. lii-edh. Nethod of designing 
projectils. J.R.A. 32: 404. 

588. Denecke Cber PlanachieBen. 
K.Z. 8. 76. 

500. Kozrili. Cber balli~tische Appa- 
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691. P. af  Bjerkén. Ballieti~che Mes- 
sungen mit stark gedkmpften Galvano- 
metern. A.1l .A.F.  2. Nr. 13. 

Siehe auch 1394;  1683; 2640; 2694; 2766. 

I n n e r e  Bsl l i s t ik .  

592. Jozwnée. Recul du fusil de  
chasse et  du  ~ i v t o l e t  automatiaue Urow- 
ning. R.A. o7. 1G6. .. 

693. Fr. Wolff .  Cber die GeschoB- 
neschwindirkcit nahe vor der hliindunn. 
Z.G.S. S. 1:' 

- 
094. W. W o l f f .  cher die GeschvB- 

geschwindigkeit kahe vor der Geaehr- 
mündnng. K. 2. 8 .  481. 

Physiolagische  Nechanik.  

595. J. Joteyko. Sur les écarts entre 
la courbe calculée et la courbe observée 
à l'ergographe. B.A.B. 1906. 233. 

Siehe auch 318.  

Mathematische Physili. 

596. R. C LMucZaurin. The scopc and 
mcthod of mathematical physics. R.A.A. 
9 95. 

597. 21'. Klein. Probleme des mathe- 
matisch-physikalichen Hochschulunter- 
richtcs. Z.H. 36. 151. 

j 9 8 .  A. Buhl. Sur le caractére arbi- 
traire de8 dévcloppcments des solutions 
même uniques des problkmev de la phy- 
sique mathématique et sur de nourelles 
propriétés des series trigonometriques 
généralisées. C.B. 143. 162. 

GO.;. P. Mezzetti. La fisica di  Galileo. 
R.F. 'II. 7 11. 221. 

Siehe aiich 609. 

Priuziy icn  d e r  Physik.  

GOG. J. Kossonogoc. Griiudlagen Lier 
Phyeik (russ.). B. U.K. 1905. b 9.  

607. A.  A. Veblen. The relation of 
physics to theothermaterial sciences. P . I .  
-4. S.D. 9 .  21. 

608. L. Sdberstein. Theorya operator6w 
fizycznych (Die Theorie der Operatoren 
in der Physik). P.F.W.  5. 424. 

GO!). P. de Ireen La succession des 
étapes de l'évolution des sciences phy- 
siaues et les théories hybrides modernes. 
B.Â.B. 1906. 679. 

610. A. E. llaas.  Die Bczichunecn 
zwischcn dem Scwtonschen und dérn 
Coulombschen Geaetz. P.Z. 7. 658 .  

611. A. Americo. Due esuericnze da 
scuola su1 principio di ~opple ; .  N. C. P. (5) 
10. 393. 

612. L. Fredey. Sur l a  signification 
exacte du principe de  Carnot. C. K. 
142. 513. 

Siehe aiich 1420;  2938 

Xater ie .  

613. O Lodoe. Modern views on inat- 
ter. P.S. 31. c3. 289. 

G14. C. A. Luisant. Sur l'évolution 
de la matière. E .M.  8. 26 

615. J.  Eiaser. A theoretical represen- 
tation leading to g-enera ls~g~est ions  bear- 
i ~ i g  on the ultiiriale coustitution of 
matter alid ether. P.R. S.E. 24. 26. 

1 616. J .  H. Jeans. Ou the partition 
Differentialgleichungen d e r  Physik.  of energy tietween matter and aether. 

599. L. Kmmigsberger. t'ber die Dif- 1 P . M  (6) 1 0  91. 
ferentialgl<:ichi~ng~n dermathematischen 1 617. J. 13. Jeiw~s. On the aptilication 
l 'hy~ik .  S.A.B. 190:i. 841. of statistical mechanics tu the gerieral 

600. W Wirn. Uher die partiellen ~ dynamics of matter and ether. P.E.S.L. 
Different,ialgl<:ichungendermathem.l'hy- 
sik D. V.M. 15.42.- K .  ~ ~ ~ ~ t ~ ~ ~ h ~ l 2 1 9 ,  

(;01. W. wien, übe r  die partieilen 
~ i f i ~ ~ ~ ~ t i ~ l ~ l ~ i ~ h ~ ~ ~ ~ ~ ~  der mathem. j1hy- 
sik. P.%. 7. 16. 

(;(p. ~ 7 .  wielL. ijber die partielien 
nifferentialgleichuWn der phys&, D. 
V.X. 77. 9. 

603. J. Hadamard. Surles  problèmes 
anx dérivées partielles etleur signification 
physique. B.U.P. 13. 49. 

Geschichte d e r  Physik.  

T 6  296. 
618. G. Milhaud. hlatière et mouve- 

ment. Hases d'une mécanique objective 
opposée à lamécanique classique. B. G. O. 
16. 797. 

619. H. C. Junes. The electric nature 
of matter and radioactivity. E.lt. 47. 
426; 462; 4 9 8 ; 5 3 4 ; 5 7 0 :  618; 654; 690; 
726; 774; 8 1 0 ;  846; 882;  930; 966; 1002. 

Siehe auch 647; 797; 831; 3583. 

Energie.  

610. A. Podîtiysoeki. ijber rlas Gefiete 
604. C. Barus. The progress of phy- der Krhaltung der Energie (poln.) W. W. 

sies in the 1% eentury. S. (2) 22 353; 385. 21: 337. 
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601. H. o. Helmholtz. O sochranenii 1 637. h'. H. Rosa and  ,V. E. Dorsey. 
sily (Uher die k;rhaltung der Kraft:. B. The  ratio of t he  electromagn~tic and 
1,. H .  6. Sr.  1 ; Xr. 3. 49. ; elec t ro~ta t ic  nnits. P .R .  22. 367. 

622. H. Kleiltpeter. The principle of ~ Siehe auch 2339;  3302. 
t he  coneervation of energy. Mon. 14. 378. i 

623. W. F. Nugie The partition of 
energy. S. (2) 23. 161. I(ompressi0n. 

Siehe aiich 284;  61 6 ; 800;  8 1 1  ; 847;  .. 638. T. W. Richards und W. N. Stdl. 
997 ; 1183;  3 219;  1340 ; 3477 ; 3480. rbereineneueMethode, Zusamniendrück- 

barkeiteu zu bestimmen ... Z.P. C. 49. 1. 

Atoiiitheorie. ' 639. J.ord Rayleigh. Gber dic Kom- 
preosibilitit von Gasen zwischen einer 

624. J. H. Jeuns. On the constitution Athmosphare und einer halben Athmo- 
of t he  atom. P.X. (6) 11. 604. sphare Diuck. Z.P.C. 52. 705. 

625. J.  P. Alexunder. The  new cor- Siehe auch 678 ;  635;  890. 
puscular hypothesis. A 1. 7. Nr. 13. 

696. A. A. Bobb. The resolution of 
t he  corpuscle. N. 73. 321. Speziflsches Gewicht. 

627. A .  S. Maeliensie. The question of Siehe 1192;  1228;  1418; 2153. 
t he  diviaibility of thc  atom. .J.F.I. 153. 
451. Aggrega tzns t i i nd~ .  628. J. Tralrbe. On the  space occupied 
by atoms: the  theories of Th. W. Richarris 640. E. Rose. Zur Kinetik extremer 
and J. Traube. P.M. (6) 10.  340. Bggregatzustiinde. Z. E. 11. 742. 

629. Lord Kelvilz, Plan of an  atom 1 641. C. 8. ~tlzlkmrne. Lrt physique 
to be of st,oring an electIion des solidcs d'aprés les i d k s  de M.  Tam- 
with enorinous energy for r a d i ~ a c t i v i t ~ .  
P.31. (6) 10. 695. 

630. J ,  stalk,  D~~ Doppler&& bei 
den KanalstrahIen und die epektra der 
positiven Atomionen. P .Z.  6. 892. 

man". B. S. E'. P. 1905. 110. 
642. C .  ïammann. Ob otnoienijach 

I meidu ,kristallikeskim i Eidkim sostojani- 
jami (Cber die Beziehungen zwischen 
dem kristallisierten und dem flüssigeu 

631. J. Fraser. Suggestions towards a Zustand). J - R . P -  C. ü. 34. 67 

theory of electricity based on the  bubble 643. A. Schiikareîu. Cntersuchungen 
atom. P.K.S.K. 23. 680. über den Zustand gasftr~nig-flüssig. Z .  
Siche auch 825;  842;  1031;  1412;  1340; 

P.C. 35, 9 9 ;  129. 

1887;  3582. 1 h ù e r u n g  des  Aggregstzustandrs.  
l 

~ t h e r .  641. G. Tammann. Die Abhiingig- 
kcit dos Pchmelrpunktes bcim Glauber- 

632. n fl, Bruce. The negative results salz von nruck. % p. C, 46, 818, 
of second and th i rd  ordm tests on the o p ; ,  ~ , ~ ~ ~ l t ~ ~ ,  uber ~ i l i k ~ t ~ ~ h ~ ~ l ~ ~ ~ ,  
,,aether drift'' and possible first order D,V.N. 77, 100, 
methods. P.M. (6'1 10. 71. 1 646. W. PPtti. Erstarrungserschei- 

633. T.  H. Hacelock. On surfaces of an anorganischen und 
discontiniiity i n  a, rotationallg elastic / salzgemischen 1, z, LJ, c, 55, 721. 
medium. P.M. (6) 10. 603. 

634. Lord hélvin. On the statistical 
kinetic equilibrium of ether in pondekable 
matter at ariy temperaturc. F.M. (6) 10. 
286. 

633. Lord Kelvin. On the kinetic and 
statistical equilibrium of cthcr in pon- 
derablc mat'tcr n t  any temperature. K. 
B.A.  75. 346. 

Siehc auch 478;  615-17; 797.  

647. G .  Quincke. 'I'he txansition from 
the liquid' to  the solid &te and the 
foam stiucture of matter.  p.^, 8 ,  L ,  
78, 60. 

648. TV. Nernst und H. Hairsruth. 
1 zur ~ ~ ~ t i ~ ~ ~ ~ ~  der ~ ~ f ~ i ~ ~ ~ ~ ~ k t ~  ver- 

dünnter ~ o ~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  A,I'.L, (4) 17, 1018. 
(;4!). ~ f ,  J+'i&yyzann. xur Uestim- 

mung der Gefrierpun~te xerdünnter Lo- 
sungen. A.P.L. (4) 19 .  432. 

6:&. S. 31. Johlrston. Note on the 
boiling points of aqueous solutions. P. 

Absolutes h B ~ p t e r i 1 .  1 R. S. E. 25. 932. 
636. J. Iïrippefiberg. Absolute eenheden ! 651. H. Moissan. Sur la distillation 

pn dimeniicforrniïleri. K. ' i ' .  S.1. 65. 74. I des corps simples. A.C.P. (8) 8. 145. 
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652. H. Alt. Übcr die Verdampfungs- 
warme  de^ fliissigen X und derm An- 
derung mit der Temperatm. A.P.L. (4) 
19. 739. 

663. A. Vyisluvcev. O kalorimetri- 
Ceskoui opredelenii napravleriija krivoj 
plavleuija (Uber die kalorimetrische Be- 
stimmung der Form der Fusionskurve). 
J.R.P.C.G. 3 4 . 4 1 .  
Siebe auch 537;  542;  742; 924-26; 1191;  
1206-07; 1211;  1278-79; 1306;  2036; 

2236; 3644-45. 

654. O. Hiermann. if ber die dichteste 
Lagernng gleicher Kreise in einem Kreiee. 
Z.8. 53. 428. , 

Siehe auch 893;  898;  1693;  1634. 

Siehe 1071; 2250. 

Molekularattraktion. 
655. J. E. ,Mills. Molecular attraction. 

J . P . C .  10. 1. 

656. Jfzchaelis. Die Adhasions oder 
Haftfestigkeit des Eisens im Eisenbeton. 
Z.U.B.B. 4. 91. 

657. Liebau. Klemmfe~tigkeit  des Fe 
i m  Beton. T.I .Z.  29. 715. 

658. Liebau. Klemmfestigkeit des Hol- 
xes im Beton. Z. U.B B. 4. 124. 

659. A. Yucznotti Circa alle influenze 
della temperatura, delle vibraxioni, della 
umidità,  dell' elettrolisi e della untuo- 
si ta sull' adesione e dl' attrito nello 
sfregamento f ra  vari corpi e su1 lavoro 
d i  alcuni aratri. R.A.L.R. (5) 1 5 A .  82. 

Absorption. 
660. N. W. Travers. The law of dis- 

tribution in  the  case i n  whiüh one of 
t he  phases posaesses mechanicd rigidity : 
Absorption and occlu$on. P. R. S. L. 78 .9 .  

661. A. Chrzstoff. Uber die Abhangig- 
keit der  Absorption von der Obedachen- 

-6pannung. Z.P.  C. 55. 622. 
662. X. W. Tate. On the  correction 

between the criticaltemperatures of gases 
and vapours and their absorption coef- 
ficients and the  viscosity of the aolvent 
medium. M.N.I. 1. 3:. 4. 

663. A.  Hantzsch. Uber Absorptions- 
geschwindigkeiten zwischen festen und 
gasformigen Stoffen. Z. P. C. 48. 289. 

661. L. J. Briggs. On the adsorption 
of water vapour and of certain salts in 
aqueous solution b y  quartz. J. E>. C. Y .  617. 

665. L. W. T'inkler. GesetzmiBig- 
keiten hei der Absorption der Gase in 
F l ü ~ s i ~ k e i t e n .  Z.P. C. 65. 344. 

666. A. Christoff. Cntersuchungen über 
die Absorption des CO, i n  wiiBrigen 
Salzlosungen und binkren Flüssigkeits- 
gemischen. Z.P.C. 63. 321. 

667. P. iV. Euans. Adsorption of dis- 
solved substances. J.P. C. 10.  290. 

Siehe auch 838. 

Elastizitiit. 
668. S. A. Xaggi .  Sull' interpretazione 

del nuovo teorema di Volterra sulla teoria 
dell' elasticità. R. A. L.R. (5) 11B. 409. 

669. a. Waelsch. c b e r  Binarana- 
lyse und elastische Potentiale. A.  A. Mr. 
l"906. 158. 

670. A. h'aigev. e b e r  die Gültigkeit 
des Poiseuillescheu Gesetzes hei zkhfliis- 
sigen und festen Kiirpern. A.J'.Ti. (4) 
19 .  980. 

671. Izod.  Llehaviour of materials of 
construction under pure shear. P. W.L. 
7. 1360. 

672. E. Césùr-o. Sul problema dei 
suoli elastici. R. A. W. (3) 12 .  199. 

673. hTitzsche. aber EinfluBlinien. D. 
T .Z .B.  22. 149. 

674. C. LVwee., Note on tho detcrmi- 
nation of the volume elasticitr of elastic 
solids. P.R. S.L. 74. 518. 

675. E'. Jung. Uber die Ableituna der 
Eulerschen ~&kungsformel .  A. G;. (3) 
10.  201. 

676. O. Bach. Versuche über die Ver- 
schiedenheit der Elastizitiit von Fox- und 
Morison-Wellrohren. M.F. 1. 29. 7 6 .  

677. C. Bach. Yervuche iiber die Elas- 
tizitat von Flammrohren mi t  einaelnen 
Wellen. M.F.I. 33. 39. 

678. F. D. Adams and E. G. Coker. 
An investigation into the elastic pro- 
aerties of rocks. more e s~ec i a l lv  with 
ief'erence to cubic compr&sibility. A. 
J. S. (4) 22. 95. 

67!). G.  Xrcolini. Curve d i  trazione 
dei fili metallici fiottili. N.C.P. (6) 11. 
4 "r 
1 Lü. 

680. .J. Pwrv. Windine rones in mines. 
U A  

P.M. (6) 11. 167. 
681. A. Gov. Sur 1161asticit6 des tissus 

organiqnes. C . lL  142. 1158. 
Siehe auch 1 9 5 ;  422;  438;  511-14; 
522-23; 633; 1220-21; 2011; 2020; 

2392 ; 2880-2937; 3320. 
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Elastizitiitsrnoùiil. 
662.  S .  Kusakabe. Modulus of elasti- 

city of rocka. J .V .T .  20. Nr. 9. 
683. S .  Kusakabe.  Kinctic measure- 

ments of the  modulus of alasticity for 
1 0 8  specimens of rocks. .J.11.'1'. 20. Nr. 10. 

684. S. J .  l h t g r r s  en L. A. Sanders. 
Over den elasticiteits coefficientvoor rlruk 
bij betonijzer brekeningen. J .W. 18. 366 ;  
3 8 5 ;  614: 542 ;  573. 

685. W. Schmidt. Vber eine Yetiiode 
zur Best,immung des adiabatisçhen Kom- 
pressionsmoduls von Flüssigkeiten. S. 
A.W. 114.  945. 

Siehe auch 674 ;  728. 

Elitstisches Gleichgewicht. 
686. A.  K ~ r n .  Solution genérale d u  

problème d'équilibre dans l a  théorie de 
l'6lasticité dans le cas où les déplace- 
ments des points de la surface sont don- 
nés. C.E. 142. 334. 

687. L. Or7ando. Alcune applicazioni 
dell' int'cgrale di  Fourier. R. A. L. R. (5) 
15. 205. 

688. Y .  Volterra. Siill' eqnilibrio dei 
corpi elastici più volte connessi. N.C. 
P .  (5) 10. 361 ;  11. 5 ;  144; 200. 

689. S. K a n d u .  Elastische Kettenlinie 
(japau.). J.E.S.S. 1903. 923. 

690. D. de Francesca. Sul moto d i  
un fi10 e sull' equilibrio di una  superficie 
flessibile e inestensibile. A. A. N. (2) 12. 
Nr. 5-6. 

691. 0. T e d o w .  Sui prohlemi d'equi- 
librio elastico a 2 dimensioni. A.A.T. 
41. 86. 

682, J. Dougail.  An enalytical thcory 
of t h e  equilibrium of an  isotropic clastic 
plate. T .R .S .E .  41. 129. 

683. J. Fredltolin. Solution d'un pro- 
b l h e  fondamental de  la théorie de l'élas- 
ticite. A.M.A. Y. 2. Nr. 28. 

6!)4. G. L a u r i c d l a .  Sull' intepazione 
delle equazioni dell' equilibrio dei corpi 
elastici isotropi. A,D.RI. (3) 11. 269 

695. A. Leon.  Ubcr das elautische 
Gleichgewicht eirier IIohlkugel bez. eineu 
Hohlzjlinders. wenn auf die SuBere und 
innere Oberfiache ein gleichmaBiger 
Druck p ,  bez. pi wirksam ist, uuter Be- 
riic,ksichtigung von Gliedern in den Span- 
nnngen, die beziiglich der Deformations- 
elemente von 2. Ordnnng sind. B.A. W. 

"O6. Siehe m ç h  2880. 

Elastische Spmnuug. 

6% A. T k p c .  Probleme der Span- 
n ~ n ~ s v e r t e i l u n g  in ebenen Systemen ein- 

fach gel0st mit Hilfe derAirgschen Funk- 
tion. Z.S. 52.  348. 

697. L. J .  J o h m o n .  The determina- 
tion of unit streeacs i n  the general case 
of flexure. J .A.E.S. 28 251. 

698. Lord  Ke lc in .  A n  new specifiying 
method for stress and strain in elastic 
solids. P.R. S.E. 24. 97. 

699. 1.; Schalze. i)ie Spannungen im 
festen Kiirper. Z.P. 19. 18. 

700. L. A. Sandel-s. Schu i f spann i~~en  
in cemerit-iizere~i balken of ~ l a t e n .  T.  
W. G. 5. 21;; 225;  234. 

701. Turlev.  Wichtiae Beziehuneen 
zwischen den"Spannun&n und den x b -  
messungcn von Eisenbetonquerschnitten 
und deren Anwendung. Z.U. B.B. 4.115. 

702. C. Chree. On the  stresses in the 
Earths crust before and after the sinking 
of a bore-hole. P.N. (6) 9. 785. 

703. A. Leon.  Spannungen und Form- 
iinderungcn roticrcndcr Kugclschalen. Z .  
S. 53.  144. 

704. Stupecki .  Zur Ermittlung von 
Kantenpressungen bei Sperrmauern. O. 
W. S.B. 11. 515. 

705. Landmanlz. Ein Heitrng xur Er- 
mittlung der Itandspannungen in Fabrik- 
schornsteinen. B. M.B. 1. 131. 
Giehe auch 69.5; 707 ; 729;  734-35; 746; 

2410-11; 2780;  2882-2901. 

Elrstische Deformation.  

706. Zschetzsche. Zur Frage: Furm- 
andemngsarbeit bei Torsion. 6.w.O.~. 
11. 91; - Huber 346;  - Pfeffei 485. 

707. ,M. Huber. WlaSciwa praca od- 
ksztalcania jako miara wytgienia mater- 
yalu (Die spezifische Arbeit der Defor- 
mation als hfaB der Spannung). C.T.L. 
22. 38; 4 9 ;  6 1 ;  80. 

705. B. Girtler. b e r  die kubische 
Dilatation und ihre Beziehnne sur Be- 
anspruchung isotroper elastischër ~ 6 r p e r .  
Z. S. 53. 181. 

703. Houosse e t  Berthzer. Sur les al- 
longements pa r  flexion. J .  P. (4) 4. 821. 

710. V. Volteiï-a. Sulle distorsioni ge- 
nerate da tagli  uniformi. R.A.L.R. (5) 
14B.  329. 

711. G. FI. GuElicer. Permanent de- 
formation of metal. P.I.M.E. l. 141. - 

712. ï: Boggio. Sulla deformazione 
di un  elissoide elastico. R.A.L.R. (5) 
l 0 A .  104.  

713. 1'. U'ei tb~echt .  c h e r  die elastische 
Deformation eines kreisfikmigen Ringes. 
z. S. 02. 383. 

711. C. A. Sclieltenza. Depaling der 
vormveranderingvon cenring. I.W. 19.169. 
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715. C. Riquier. Sur l'intégration d 'un 
systkme d'équations aux dérivées par- 
tielles auquel conduit l'etude des défor- 
mations finies d'un milieu conti~iii. A.  
E.N.  (3) 72. 423. 

516. W. CC. Kewtot. A graphical me- 
thod of deterrnining t h e  charige of fra- 
med structures. R.A.A.  9. 652. 
Siehe a,ucli 546; 695;  698; 703: 726;  
733; 1221;  2379; 2384; 2393; 2902-05. 

Biegungselastizi tat , .  

717. G. IGrcolini. Ricerche intorno 
alla flessione nei fili metallici. X.C.P. 
(5) 11. 243. 

715. E. Almalzsi. Sulle flessioni dei  
cilindri. R.C.M P. 21. :i6. 

Siehe auçh 709; 728; 2381; 2393; 2405; 
2492-93; 2906-07; 2914; 3204-06; 

3214: 3746. 

Torsionselastizi tat .  

719. A. E 7 ~ p p E .  Übor die Torsion von 
rundenstiiben mitveranderlichemDurch- 
messer. S.A.M. 35. 249. 

720. C .  Eh-colini. Relazioni fra l a  
trazione e l a  torsione dei fili metallici 
sottili. N.C.P. (5) 11. 43. 

721. E. Cesriro. Sulle formole del 
Volterra fondamentali sulla teoria delle 
distorsioni elastiche. R. A .  N .  (3) 12. 311. 

Siehe auch 706; 710; 2394; 2908-09. 

Elastische Saclin-irkung. 

722. A.  Joffé. Elastische Nachwirkung 
im kristallinischen Quarz. A. P L. (4) 
20. 919. 

723. .J. B. F ~ P ~ ~ o ~ s .  Elastic aftereffects 
in crystals. 6. (2) 23. 420. 

Siehe auch 2701. 

Bewegunç  elastischer Kürper.  

Siehe 413 

Elastische Kurven. 

724. C. I l .  Benjamin and R. A. French. 
Experiments on spiral springs. S.A. S. 
M.E. 23. 298. 

Siohe auch 361; 679; 690; 720; 945. 

Elastische Flacheu. 

725. S.  A. 9hwter. On the surface 
elasticity of saponine surfaces. P.M. (6) 
11. 317. 

Siehe auch 690; 692. 

Photoelastizi t i i t .  

706. S. ATa7;amitra. Uber die Wirkung 
einer permanenten mechanisçhen Aus- 
dehnung auf die optischen Konstanten 
einiger Metalle. 4.P.L.  (4) 20. 807. 

727. P. R. v. Schrott. Das elektrische 
Verhalten der allotropen Selenmodifika- 
tion unter EinfluB von Warme und Licht. 
A.A.W. 1906. 337. 

Thermoelas t ia i t i t .  

726. A. Wassn~uth.  c ~ b e r  die Best'im- 
mung der chemischen Anderung des Elas- 
tizititmmodulsvon Xetallen aus den Tem- 
peraturinderungen bei dergleichftkmigen 
Uiegung von SiS.ben. 9. A. W. 1906. 92; 
1). V. X.  77. 27. 

529. E. G.  Coker. On the  ineasure- 
ment of stress Iiy thermal rnethorls with 
an account of some experirnents on the  
infliience of stress on the  thermal expan- 
sion of metals. T.11. S.E.  41. 229. 

730. J. IZ. Bexton. Elasticity a t  lo* 
temperatures. M. W. Ii. 31. 20. 

731. H. lil TVielie. Der Temperatur- 
koeffizient von Indikatorfedern. M. F.1. 
33. 31. 

732. P. Stribeck. WarmzerreiBversuehe 
mit Durana-GuBmetall. M.F.I. 31. 43. 

Siehe auch 727; 781; 1320. 

Elelitroelastizitiit. 

783. L. 2'. LkIore. On dielectric 
strain d o n g  the lines of force. T.M. 
(6) 10. 676. 

734. K. Hotida and T Teruda. Ef- 
fects of utress on magnetization and i ts  
reciarocal relations t o  the chanre  of 
elastic constants by mapetizatio;. P. 
S. AI. 3. 27. 

735. h'. Hondu und T. Terudu. Die 
Wirkungen der Spaunung auf die Mag- 
netisierunrr urid ihre wechselseitilren 

P.Z. 7. 466. 

Fest igkei t .  

7 W .  M. V.  Goldobov. Ob  otroienii 
sopootivlenija materialov k driigim naii- 
kam (Die Eestigkeitslehre in ihren He- 
ziehungen zu den anderen U'issen- 
schaften). B.L.U. 6. $1. 3 25. 

737. L. Bergfdd. Uber Reziehungen 
zwischen der Zug- und 1)ruckfestigkeit. 
A . P . L .  (4) 20. 407. 
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738. C. Rach. Versuche über die 
Drehungsfestigkeit von Korpem mit 
trapezfomigcm und dreieckigcm Quer- 
schnitt. Y.F.I. 33. 71. 

739. S. Maresca. Comportamento del 
coeffiziente di  flessione ne1 piano di  j 
simmetrica monoclino per una lamina 
d i  gesso. A . A . P .  hZ. 20. 

740. G. Bach. %in Ahhangigkeit der 

29. 69. 
Bruchdehnung von der Messliinge. M.F.I. 

741. C.  Bach. Zur Kenntnis der 1 
Streckgrenze. M.F.1. 29 61. 

742. X. Sluto?wntsky und G. Tarnmann. 
Erweichen Kristalle in der Niihe ihres 
Schmelzpunktes? Z.P. C. 53. 341. 

743. S.  Jfaresca. Una disposizione ~ 
per determinare i l  coeffiziente d i  torsione 
adiabatico d i  un  eorpo cristallino. A. A: 1 
P . M .  21. 

744. C. Bach. Die ~ n d e r u n ~  der 
Zahigkoit von Kesselblechcn mit Zu- 
nahme der Festigkeit. M.F.I. 29. 51. 
. 745. J. L. Bull. Effect of super- 
heated ateam upon the tensile strength 
of alloys. M.G. 6. 3. 

746. ,T. A .  Ewing and .T. C. W. H u m -  
fi-ey. The fracture of metals under 
reprated alterations of stress. M G. 6.96.  

747. S. Berliner. Über das Ver- 
halten des GuBeisens bei langsamen Be- 
lastungswechseln. A.P.L. (4)  20. 527. 

7411. C. J .  Smjders en P. A. M. Hack- 
stroh. Verslag en beschouwingeu om- 
t rent  mechanisch onderzoek van ijzer 
door middel van breekproeveri op inge- 
keepte staven. 1. W. 18. 604 ;  652 ;  7 3 7 ;  
809. - E' van Itersolz 6 3 9 ;  705; 
J. Schroeder van  der Kolk 704 ;  709. 

749. C. J. Snijders en P. A. LM. Hack- 
stroh. Verslag en beschouwingen om- 
t rent  mechanisch onderzoek van ijzer 
door middel van breekproeven op inge- 
keeptc stavcn. 1. W. 20. 118. 

750. C. B~ich. Druckversuche mit 
Kisenbetoukoq~ern. M.F. J. 29. 1 .  

751. Ramisc7z. Beitrag zur Berech- 
nung von Eisenbetonplatten. Z.U.B. B. 
4. 47:  T.1.Z. 29. 1565. 

752. Frank.  Rerechnung von Eisen- 
betonplatten , welche durüh Biegiings- 
moment und Kormalkral't beantlprucht 
sind. Z.U.B.B. 4. 276. 

763. Ramisch. Neue Auffassung des 
rLechnungsverfahrena bei Eisenbeton- 
platten. Z. U.B.B. 4. 330. 

751. A. C. C. G. vun Hemert. Ecn 
onderzoek naar  de  eigenschappen van 
gowapcnd beton. I .W. 19 .  388: 534. 

706. Slade. Analysis of conçrete- 
steel construction. A. G.L. J .  82. 205. 

736. Saubrey. Design of reinforced 
concrete floors. E. B.R. 51. 444. 

757. Benke und Blondell. Zur Bestim- 
mung der Starke von Stiitzmauern mit 
trapczf"rmigem Profil. 0.  W. 6. B. i l .  
469. 

758. II, Rzochartz. Druckfcstigkeit 
von Ziegelmauerwerk. D.T.Z.  33. 521. 

759. A. Téllez I'izarro. Argamazas, 
morteros y mezclas. M. y R.M. 19.  289. 

760. Pietzuch. Statische Herechnung 
eines eingespannten eisernen Portals. 
D.T.Z.B. 22.  49. 

761. Li l ly .  Strengt'h of coluruus. 
P.I.M.E. 1905. 697; M.W.M. 38. 2. 

7G2. C. Bach. Versuche der Er- 
mittelung der Durchbienung und der 
Widerstandsfahigkcit der Scheiben- 
kolben. M.F.I. 31. 1. 

763. H. Berg. Die Wirkungsweisr 
federbelastetcr Pumpenvcntile und ihrc 
Herechnung. RI. F. 1: 30. 1. 

764. Hunocg. Théorie de la résistance 
des pistons. R.U. 12. 1. 

765. J.  H. Bauer. Die Festigkeit 
der Zylinder von GrcBgasmotoren. G. M.S. 
3.  85; 109. 

766. Tleise. Festigkeitsverhiiltnisse 
gewellter und anderer Tubbings. G. E. 
41. 276. 

767. IGppem Zertrümmemng eiuer 
Drachenwindc durch den Druck des 
Drachendrahteu. A.H. 33. 327. 

768. B. Selvu. Observacione~ a l  con- 
ducto de  desagiie proyectado para la 
calle Santa Fé. E l  cemento armado de 
l a  const ruccih  de caneria de  desagüe 
y agua potable. A.S.A. 61. 103. 
Siehe auch 331; 2382-83; 2387-88; 
2429;  2190-91; 2494;  2585; 3192 

bis 3299. 

Kristallbildnng. 
' i G ! ) .  B. S. Fedorov. Osobenno in- 

teresnyj sluEaj kristallogcne zisa (Ein 
besonders interessanter Fa11 der Kristall- 
bildung). A.P .B.  (5) 21. 79. 

770. K. E'uchs. Die Gestaltungskraft 
HieBender Kristalle. V.D.P.G. 8. 3 1 5 .  
- O. Lehwann. 324. 

771. A. C. de Eock. c b e r  Bildung 
und Umwanillung von fiieBenden Misch- 
kristallen. Z.P.C. 48. 129. 

772. ï'. Y. B a ~ k e r .  Contribution to 
the theory of isomorphism based in 
experiments on the  regular gromth of 
crystalls of one substance on those of 
another. J. C. S. 89. 1120: 

773. R. Ilollmann. Uber die Spal- 
tung wasserhaltiger Mischkristalle. Il. 
Z.P.C. 50. 567. 
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774. E'. A. H. Schrcinenlakers. Misch- 788. B. Hitton. Ülier die dunklen 

krietallc in Syatemen dreier Stoffe. Z.P.C. Büschel von Diinns~hliff'en im konver- 
51.  547 ;  52. h i a .  i gruten Lichte  z . K x  42. m. 

Siehe auch 952 ;  2228; 2261. 1 789. H. 13. A. Bockwinkel. Over de 
voortplantin:: van licht in een twee-assig 
kristal rondom een iniddelpunkt van 1 tr i l l ing C , A A  14. j 3 6 .  

790. W .  Voigt. Ubcr das optische 1 Verhalten von Kristallen der hernie- 

Kris ta l l s t r i ik tur .  

775. E. Somvlerfeldt. Diagramme der 
regelmiiEigen I'uuktsysteme. Z K. M. 
1906. 437;  463. 

776. A. N o l d .  Griindlagen ciner 
neueo Theorie der ihistaiistmktur. 
Z.K.M. 41. 529. 

7 77. Lord Kelvin. Molecular dyna- 
mica of a crystal. P.&. S.E. 24. 205. 

778. E. W. I"edo~ov. Der einfachste 
Beweis des zur Hestimmung der Haupt- 
strukturarten dienenden Sahes.  Z. K. 31. 
41. 478. 

7 79. R. 6. Liesegang. Geschiçhtete 
Strukturcn. Z._4. C. 48. 364. 

780. F. G. Cottrell. On crystalline 
habit. J.P.C. 10. 52. 

Siehe auch 3613. 

Kristallphysik.  

TH1. F. TonXovilc Sulla variazione 
angolare dei cristalli per effetto della 
temperatura. A.A.P. M. 16. 177. 
Siehe m c h  642;722-23; 739;742-43; 

1239-40; 1320;  1363-65. 

Kristalloptik.  

782. Cr. Cesaro. Contribution à l'étude 
optique des cristaux en lumière conver- 
gente. B. A B .  1906. 290. 

783. W. Voigt. Theoretisches und 
Experimentclles zur iiufklarung des 
aptischen Vcrhaltens aktiver Kristalle. 
A.P.L. (4) 18. 645; %O. 196  - H. CC. 
Pockl~?zgton 19.  439. 

784. G. Cesàro. Sur les lignes in- 
colores que présentent les lames crietal- - 
lines en lumière convergente. B. A.B. 
1906. 3 0 8 .  

785. J. Boz~sxincsn. Sur l'existence 
d'un ellipsoïde d ' sbkqi t ion dans tout 
cristal translucide mkme sans plan de 
symétrie ni axe principal et sur la  
construction des rayons Iiimineux dans 
les milieux opaques. 11.1). (2) 29. 131. 

786. 8. Joachim. Fber Interfereuz- 
erscheinnngen an  aktiven Krystallplütten 
im polarisierten Lichte. N. J.M. 21. 
540.  

787. L. Duparc und F. Pearce. Uber 
dieAus20schun~swinkel derFIachen einer 
Zone. Z. l i  M. 42. 34. 

drischen Gruppc des monoklinen Sy- 
sternes. P.Z. 7. 267. 

791. 8. Bwisso~z. Sur les variations 
de quelques propriétés du  quartz. C.R. 
142. 881. 
Siehe auch 812;  1061;  1072;  1083-84; 

1086;  1088. 

792. W. Peddie On vibrating systems 
which are not subjcct to the Boltzmann- 
Maxwell law. P.R.S.E. 26. 130. 

Siehe auch 1319 o. 

Atherwellen. 

Siehe 3538 o. 

Strahlen. 

793. F. Streintz. Über Metallstrahlcn. 
P.Z. 6. 7 0 6 .  

791. T. M o r e z w .  Radiations connues 
e t  régions inoxpiorées. Co. 47. 2 9 9 ;  
4.54. 

7!95. A. Turpai~i.. propos des 
rayons n. J. P. (4) 5. 340; S. E.P. 2 $3. 5 ;  
B.H.F.P. 1906. 94. 

586. G. Costanzo. Sulla realtii dei 
raggi N. N.L.A. 58. 103. 

797. J. Stark. Optische Effekte der 
Trailslation von Materie darch den 
Ather. P 2. 7. 352.  

Siehe auch 836-48; 853; 2946;  3 5 3 2 ;  
3583. 

798. .T. .r. Thomson. On secondary 
Roentgen radiation. P .  C.P. S .  1 3 .  322. 

799. T77. Seitz. 'Cher eine neue Art 
sehr weicher Roentgenstrahlen. V.D.P.G. 
7. 265;  P.Z. 6. 756. 

800. W. Wien. über die Energie 
der Roentgenstrahkn. S. G. W. 1905. 24. 

801. B. 1 ia rx .  Uber die Geschwindig- 
keiC der Roentgenetrahlen D. V. N. 
l i .  03. 

802. E. Marx.  Die Geschwindigkeit 
der R ~ e n t ~ e n s t r a h l e n .  Y.D.P. G. 7. 302. 

Zeitschrift f. Matlienintik u. Physik. 55 .  Band. 1907. I k f L  112. 14 
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803. A. Broca. Sur la duret6 de  l a  818. R. Reiger. c b e r  das Verh%ltnis 
d6charge dans un tube  ii rayons P. I r 
C.R. 142. 271. 1 - bei Kathodenstrahlen verschiedenen 

804. S. Turcluini. Sur le rendement ' &sprunges. A.P.L. (4) 17.  947. 
en rayons x du tube de Crookes suivant 819. Y i l l a ~ d .  Les rayons cathodiques 
les conditions de  son excitation. 9.F.P. 1 dans le champ magnc5tique. B. S. 1. E. 
237. 3;  B.S.F.P. 1905. 111.  (2) 6 .  45 .  

805. J. Herweg. Beitrage zur Kenut,- 820. P. Villard. Expércienccs rela- 
nis der Ionisation durch Roentgen- und tives aux rayons cathodiques et mag- 
Kathodenstrahlen. A.P.L. (4) 19. 333. nétocathodiques. S.F.P. 245-47. 14. 

806. Hurnzuzescu. L'action spécifique 821. 0. Lehmctnm Xagnetiucher Wind 
du metal dans l a  décharge électrique 1 und lùapetokathotienstrahlen. V.N.K. 
pa r  les rayons secondaires. Le rôle du  18. 76. 
m k t d  dans b transîurmahon des rayons Siehe auch 805; 833-34; 1032; 1568. 
X en rayons s6condaires. A. S.U 3. 3. 
258. 

807. K. Lebedinsky. Dsjstvie X-luEej 
n a  dinamiCeskij zarjad (Uber die Wir- 
kung der X-Strahlen auf die elcktro- 
dynamische Ladnng). E.P. 23. 318. 

Siehe auch 810-11. 

Kathodenst rahlen .  

808. P. Villard. Sur les rayons 
cathodiques. B. S.F.P. 1905. 33. 

H09. G. E. Leithiiuser. Bemerkung 
zu der Arbeit des Herrn Becker: Mes- 
aungen an  Kathodenstrahlen. (A. P. L. 
(4) 17. 445). S.P .L .  (4) 18. 410. 

810. T. Tommasina. Sur le modc de 
formation des rayons cathodiques et  
des rayons de Roentgen. M.I. 1902. 
130. 

811. W. Wien. n b e r  die Energie 
der Kathodenstrahlen i m  Yerhaltnis der 
Fhergie der R ~ e n t ~ g e n -  und Sekundir-  
strahlen. A.P.L. (4) 18. 991. 

812. A. Pochettino. Ulteriori ricerche 
sulla luminescenza catodica nei cristalli. 
N.C.P. (5) 10. 395. 

815. W. Meyer. Kathodenstrahlen 
und Radioaktivitiit. A.P.T. 1905. 273. 

814. S.  R. TVilZianzs. The reflection 
of cathode rays from thin metallic fiims. 
P.R. 23. 1. 

815. S. Williams und E. Warburg.  
c h e r  die Reflexion der Kathodenstrahl~n 
an  diinnen Met'allplittchen. -4. P. L. (4) 
17. 977. 

816. J .  Malassez. Sur l a  diEckence 
de potential sous laquelle sont produits 
les rayons cathodiques. C. R. 141. 884. 

817. C. fi. Guye. Sur l a  valeur 
numérique la plus probable du rapport 

f - de la charge à l a  masse de l'électron 
P o  
dans les rayons cathodiques C.R. 142. 
833. 

Kanals t rahlen .  

892. J. .J, Thomson. Some experi- 
ments on Kanalatrahlen. 1'. C. P. S. 13. 
212. 

823. TT. Ra%. Heobachtiingen an  
Kanalstrahlen. P. Z. 7. 421. 

824. J. Sbark und W. Hermann. 
Spektrurn des Lichtes der Kaualstrahlen. 
i n  Ni und H. P .Z.  7.  91. 

885. J .  Stark. Der Dopplereffekt bei 
den Kanelstrahlcn und die Spektra der 
positiven Atornionen. N. G. G. 1905. 459. 

806. L. T V  Austin. Positive chargea 
carried by the  canal rays. U.B.S. W. 
1. 439. 

827. 1,. W. Austin. O n  an emission 
of ncgatively chargcd particles produccd 
by canal rays. P.R. 22. 312. 

Siehe auch 630. 

Radium. 

808. S. Mever. Radioaktive Forschuno. 
0.C.z. (2) 9."35. 

- 
829. Vita-Finzi .  La radioattività e 

l a  ~c i enza  moderna. R.A. G. 1905. B. 
215. 

830. 8. Xagaoka. Kotes on radio- 
activity. P.T.M. 2. 423. 

831. G. F. Scharfer. liadioactividad 
6 actividad radiante espontanea de la 
materia. A. S.A. 60. 209; 302. 

832. A-. B. Campbell. Die Radio- 
aktivit i t  als allgemeine Eigenschai't der 
chemischen Elemente. J. IZ. 11;. .2. 434. 

833. W. Makower. On the method 
of transmission of t he  excited activity 
of radium to the cathode. P. P.S.L. 19. 
779. - W. II. Jackson. 786. 

834. W. .T. Jackson. Note on a paper 
of W. Makower entitled: on the method 
of transmission of the  exeited activity 
of Radium t o  the  cathode. P.M. (6) 
10. 5.32. ' 
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835. Curie. Sur l a  radioactivité in- 
duite du radium. B. S. F.P. 1905. 36. 

836. H. B'ecyuereZ. Sur quelques pro- 
piiétés des rayons or émis par l e  radium 
e t  par les corps activés par l'émanation 
du radium. A. S.G.  (4) 21. 253. 

837. H. Becquerel. Sur quelques 
propriétés des rayons or émis par le 
radium e t  p u  les corps activés par 
l'émanation du radium. C.R. 142. 365. 

838. H. Becquerel. Zfber einige Eigen- 
schaften der von Radium oder von 
KOrpem, die durch Radiumemanation . 
aktiviert worden sind. auseehenden 
or-Strahleil. P.Z. 7. 177: 

" 

839. H. Becquerel. obe r  einige Eigen- 
schaften der u-Strahlen. P.Z. 6. 666. 

840. E. Rutherford. Some properties 
of the  or-ravs fiom Radium. P .T.R.  S.C. 
(q 11.  3. 

841. W. H. Brnoo. Die a-Strahlen 
des Radiums. P.z."?. 143. 

842. TV. H. Bvagg and R. Kleeman. 
On the ct particles of radium and their 
loss of range in passing through various 
atoms and molecules. P. M. (6) 10.  318. 

843. V.  .7. 1,ain.e. Ein Versnch, die 
Absorption der or-Strahlen des Radiums 
in den Elementen als Funktion von 
deren Konstanten abzuleiten. 1'. Z .  7. 
419. 

844. G .  Kutcra.  Über die von den 
sekundaren P-  und y-Strahlen des Ra- 
diums in  verschiedenen (;a~en hervor- 
gebrachte Ionisation. A .  P.L. (4) 19. 
9'74. 

845. B. KuEera. Über die Ionisation. 
welche in verschiedenen Gasen durch 
die SekundLrstrahlung der p- und y- 
Strahlen des Radiums hervorgerufen 
wird (tschech). M.A.T.P. 1905. Nr. 38. 

846. J. A N c  Clelland and F. E. 
Hackett. Secondary radiation from com- 
pounds. T .S .D.  (2) 9. 27. 

847. J. A. Mc. Clelland. The energy 
of secondary radiation. T.S.D. (2) 9. 9. 

848. S. J. Allen. The velocity and 
ratio e : m for the primary and secon- 
dary rays of radium. P R .  23. 65. 

849. H. W. Schmidt. Uber den Zerfall 
von Kadium A .  B und C.  P .Z .  6. 
897.  

860. F. v. Lerch. Trennung des Ka- 
diums C vom Radium I l .  A.P.L. (4) 
20. 345. 

861. S. Curie. Sur la diminution de  
l e  radioactivité du  polonium avec le 
temps. C.E. 142. 273. 

8.72. P. Ewers. Uber die vom Po- 
lonium und Kadiotellur ansgesandten 
Strahlungen. P.Z. 7. 148. 

1 853. E .  Rkcke. Ülier Absorptiuns- 
verhiiltnisse der Strahlen des Kadiums 
und des Poloniums. P.Z. 6. 683. 

854. J. Dawysz jun. Sur le plomb 
radioactif extrait de la pechblende. 
C. R. 143. 232. 

866. P. Gruner. Beitrag zu der  
Theorie der radioaktiven Cmwandlung. 
A.P.L. (4) 19. 169. 

856. W. Ramsay und F. Soddy. 
Weitere Versuche über die Rildung von 
Helium aus Radium. Z.P.C. 48. 682. 

867. G. A. Hla~ze. Untersuchungcn 
über ein neues Element mit  den radio- 
aktiven Eigcnschaftcn des Thors. P .  Z.  
7. 620. 

858. A. Klaas.  L'ber die Absorption 
der Thoremanation. P.Z. G. 820. 

859. E. Rutherford. The heating 1 etfect of Radium-emanation. R.  A. A .  , 10 .  86. 
1 860. A. Righi. Sulla diminuzione di 
1 resistenza prodotta nei cattivi conduttori 

dei raggi del radio. N.C.P. (5) 10. 
113. 

861. H. Machr: und IY Meyer. Über 
die tladioaktivitiit osterreichischer Ther- 
men. P.Z. 6. 692. 

862. G. A .  Blanc. ifber die Natur 
! der radioaktiven &:lemente. welche in 

863. 17. Mache und 7'. Rin~mer.  fiber 
die in der Athmosph%re enthaltenen 
Zerfallsprodukte der Radiums. 1'. %. 
7. 617. 
Eiehe auch 476;  619;  629;  813;  1014; 

2036; 2162; 2942-44; 3583. 

864. A. Lampe. Über Kapillaritit. 1 S.V.N.W. 41. 281. 
1 865. G. Bakker. Zur Theorie de r  

Kapillaritat. Z.P.C. 48.  1 .  1 866. E'. G. Donnan. The theorv of 
1 capillarity and coiioidal solutions. Z.P.C 1 46.  197. 

867. G .  Bakker. Théorie de l a  couche 
capillaire. J. P (4) 5 .  99.  

868. G. Bakker. Zur Theorie der 
Kapillarschicht. A. P. L. (4) 20. 85. 

869. G. Ilakker. Die Dicke der Ka- 
pillarschicht zwischen den homogenen 
Phasen der Flüssigkeit und des Dampfes 
und die kritischen Erscheinungen. Z P.C. 
49. 609. 

870. G. Bakker. Dicke und Span- 
nung der Kapillarschicht. Z.P. C. 51. 

; 344. 
14' 
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871. G. 7lnkker. L a  pression hyrlro- 
statistique et  les deux équations d'état 
d e  l a  couche capillaire. J. P .  (4) 6. 
550. 

872. B. Ol1,ivier. Propriétés des snr- 
faces pour lesquelles l 'angle de  raccor- 
ciement apparent de l'eau est nul. C.E. 
Id-2. 1267.  

873. W. Kistiakowski. Kine der 
Regel von Srouton fiïr die latente Ver- 
dampfungswarme analoge Regel für die 
kapillaren Erscheinungen..,Z.E. 12. 613. 

874. Ir: Kohlrauseh. Cber die Be- 
stimmung einer Kapillarkonstante durçh 
Abtropien. A .P .L .  (4) 20. 798. 

873. E'. E~iislander u. H. Fmrezlndlich 
OberflLchcneinfiüssc beim Bier und bei 
der Bicrbercitung. Z. P. C. 49. 317. 

Siehe auch 889;  1308. 

876. B. Rebenstorff. Versuche über 
Oberflkchenspannung, Z.P. 19. 26. 

X i ? .  C. J .  Lynde.  The effect of 
pressure on surface tension. P.If. 22. 181. 

878. Alliaume. Influence de la ten- 
sion superficielle sur la propagation 
des ondes parallèles ?I la surface d'une 
lame liquide. C.R. 143. 30. 

879. C. T. B. W l s o n .  Condensation 
nnclei. S.1. 1904. 195. 

880. van der Xensbrugghe. Les corps 
solides sont -ils doués d'une tension 
superficielle eficace? A. S.B. 29. A. 206. 

881. W .  1'. Metcalf. h r  feste 
I'eptonhautchen auf einer Wasserfliiche 
und die IJrsache ihrer lhitstehiing. Z. P. (1. 
5 2 .  1. 

882. A. L. Clark. Surface tension 
a t  the interface bet,ween certain liqiiids 
and vapours. P.A.Bo. 41. 361. 

883. G. Zemplén. Über die Ober- 
fliachenspannungen waBriger Losunpen. 
A.P.L.  (4) 20.  783. 

884. C. librch. 1)ie Oberfliichenspan- 
nung von anorganischen Salzlosurigen. 
A.P.L. (4) 17. 745; 15. 867. 

683. L. G?u?znzach. Experimentelle 
Bestimmung der OberflSchenspannung 
von verflüesigtem O und vcrfiüssigtem 
N. S.A.B. 1906. 679.  

886. G .  Qwincke. Die Bedeutung der 
Obcrfliichenspünnung fur die Photo- 
graphie mit  Bromsilbergelatine u.  eine 
Thcorie des Iteifungsprozesscs der Brom- 
silbergelatine. J.P. IL. 19. 3. 

857. CI'. B. c. C ~ u d t z ~ ~ h o ~ s l i i .  Zur 
Technik des Plateauschen Versuches. 
%.P. 19. 103. 

885. E Alruansi. Sopra una delle 
esperienze del Platean. A . D . M .  (3) 1 2  1 

~ i e h e  aueh 661. 

Tropfen. 
889. Y'. Lohmtcin.  Ziir Theorie des 

Abtropfens mit liesonderix Hücksicht 
auf die Destimmung der Kapiliaritiits- 
lionstante durch Tro~fversuche.  A .  P TI. 
(4) 20 237; 606.  

890. 15. Ollivier. Influence de  la com- 
pression sur l a  formation des gouttes. 
C.R. 142 836. 

Siehe auch 874;  2139-40 

Diffusion. 
891. S. Leduc. Die Ditfusion der 

Flüssigheiten. D. V.N. 77. 46 ;  V.D.P. G. 
7.  362: 

892. J.Xabl.  Znr Sheorie der Difiusion 
der Gase. P.Z. 7. 240. 

893. X .  Srnoluchouiski. Sur le chemin 
moyen parcouru par  les molécules d'un 
gaz et sur son rapport avec la théorie 
de l a  diffusion. B.I.C. 19Oti. 202. 

894. C. Ifambucchcn. Optical method 
for observing d i f i s ion  in electrolytes. 
S .A.E.S.  7. 305. 

895. G. H. Bryan.  Thermodynamics 
of diffision. K. 74. 2 16. 

8!K. L. W. Oholm. Uber die Hydro- 
diEusion der Elektrolytc. Z.P: C. 50. 
309. 

897. S. Sa>ao. On the  rlectric force 
a t  any point in a l iqnid in which the 
process of ciiifi~sion is going on. P. S. M. - ~ 

z. $65. 
898. J. C Graham. b e r  die Diflusion 

von 3alzen in Losung. Z.P.C. 50. 257. 
899. M. Yégounow. La din'uuion des 

solutions et  le poids mol8üulaire. C.R. 
142. 954. 

!IOO. CI .  Senter. Die Platinkatalyse 
des H, 0, Tom Standpunkte der Diffusion. 
Z .P .C .  52. 737;  53.  604. 

901. H. 1.. S. Sawd. Die Rolle der 
Ditfusion bei der Katalyse durch kollo- 
idale Mctalle. Z .P .C .  61. 641. 

902. Y. Bjerrurn. Über die Elimination 
des Diffusionspotc:ntials zwischen zwei 
verdünnten waBrigen Losungen durch 
Einschalten einer k ~ ~ e n t r i e r t e n  Chlor- 
kaliumlosung, Z.P. C. 53. 428.  

903. A. Wi~zkelnnann.. Bemerkungen 
zu der Abhandlung von D. W.Richardson, 
J. Nicol u. T Parnell über die Diffusion 
von H dnrch heiBes Pt. (P. M. (6) 8 .  1.) 
A.P. L. (4) 19. 1045. 
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904. A. Winkelmanm. Über die D i f i -  
siun nascierenden H durch Fe. A P .L .  - 

(4) 17. 589. 
905. 1,. Grunmach. Versuche über 

die Diffusion von CO, durch Kautschuk. 
D1V.N. 77. 47: P.Z. 6. 795. 

906. H. ~ i c h e .  Über die Diffusion 
von Luft durch Wasscr. P Z .  7. 316. 

907. P. NeII. Studicn über Diffusions- 
vorgiinge waBriger Losungen in Gelatine. 
A .P .L .  (4) 18. 323. 

908. H. W Morse u. G. W. Pierce. 
Diffusion und Ubersattigung in Gelatine. 
z.rJ. C. 45. 569. 

Siehe auch 1266; 1367-68. 

Osmose. 
909. Y. ~oh ,ns tamM.  Over osmo- 

tischen druk. M.P.M. 10. 138. 
!)IO. Herkel~y  and K.  G .  J. Ilrr,,rtke?!. 

Osmotic pressure. N. 71. 246. - TV. 
C. D. Whethnm. 295. 

911. A. V. Baecklumj. Om d ~ t  osmo- 
tiske tryrkot,. A.lJ. IA. 40. No. 4 

912. 1'. Palladino. Q ~ a l c h e  conside- 
razione sulla pressione osmotica. N. L. A. 
58. 204. 

913. A. Ruttelli e A. Stefavzini. Sulla. 
natura della pressione osmotica. N. C. P. 
15'1 10. 137. 
\ ,  

914. A. Battel22 u. A. Stefanzni. Über 
die Natur des osmotischen Druckes. 
P z. 7. 190. 

915. A. T'hie!. Ein Versuch zur 
Demonstration der Osmose. Z.E. 12. 229. 

!)16. G. Dorléans. Sur quelques par- 
ticularités de  l'osmose des solutions 
aqueuses.  dispositif^ employés. Résul- 
tats  obtenus. B. S.F.P. 1905. 89. 

!Ili. P. S. Barlow. On the osmotic 
pressure of dilute aqucoua solutions. 
P.C.P.S. 13. 229. 

918. Berkeley and E. G. J Hartley. 
On the osmotic pressure of some con- 
centratcd aoueous solutions. P.R. S. L. 
78. ($8: K. f 4 .  261. 

919. H. J. Hun~buroer. Eine Methode 
zur Bestimmung des o&ot,ischen Uruckes 
sehr geringer Fliissigkeitsmengen. B. C. Z. 
1. 2.5!J 

920. J. Anzar. Osmose gazeuse à 
t,ravers ilne membrane colloidalc. C. IL. 
142. 779; 872. 

921. S. Stenius. Der osmotische 
k i c k  im Meerwasser. I I .  F. F. 46. Xr. 6. 

922. 1,. hizhleriberg. On the nature 
of the process of osmosis and osmotic 
pressure with observations concerning 
dialpis.  J . P  C. Ir). 141; T.A.W. 15. 
209. 

923. W. Speris. The relation between 
osmotic pressure and the  vapour pres- 
sure in a concentratcd solution. P R .  S.L. 
77. 234. 

924. C. S. Hudson. The freezing of 
pure liquid6 and solutions iinder various 
kinds of positive and nenativc pressure 
and the  similaritg betwecn osrnotic and 
negative pressure. P. IL 22. 257. 

925. X, K. Morse, J. CC. 'CI< E'razer 
and  B. S. Hopliins. The osmotic pres- 
sure and  the depression of the freezing 
points of solutions of gliicose. A C. J.  
36.  1 .  

926. AT. H. IMorse, J. C. W. Frazer, 
E. J. Hofnzan and W. L. Kennolz. A 
redetermination of the osiriotic pressure 
a n d  of the depression of the free~irig 
points of cane sugar solutions. A. C. J. 
36. 39. 

927. J. J. van Laar.  Jets over den 
osmotischen druk van oplossingen van 
niet - elektrolyten in verband met de 
afwijkingen van de  wetten der idpale 
gassen. C. A.A. 14. 849. 

!)28. A. TT. Baecklund. Om sammeu- 
hanget mellan osmotiskt och elektriskt 
tryck. A.U.L. (-2) 1. No. 1. 

929. Russenbei.ger. Sur l'osmose élec- 
trique e t  le transport des micelles. 
A.S.G. (4) 21. 110. 

930. J. Billitzer. Zur Theorie der 
kapillarelektrischen Erscheinungen. Z .  
P.C .  48. 513; 542; 49. 709; 51. 167. 

!)SI. Gouy. Sur la fonçtioii électru- 
capillaire. 11. A.C.P. (8) 8. 291. 

932. A. Thiel. E~lel~trokapillaritBt als 
Erkliiruug der Bcwegnngcn sich auf- 
losendor Krystallc auf H g .  Z.E. 12. 237. 

Akustik. 
933. P.  C. Giarbo?tnier. Le champ 

acoustique. A. C.P .  15) 8. 501. 
984. H .  Rubens. Expériences pour dé-  

montrer des ondes stationnaires acous- 
tiques. J.P. (4) 5. 505; H.S.F.P.  1906. 
101. 

5335. 12. Malagoli. Composizione pa- 
rallela del moto vibratorio col moto 
progressive applicata all' eaame dei corpi 
sonori. M.A.M.  (Y) 5 .  

936. M. Ilrillouin~. 'I'uysiix sonores. 
Correction due à l'embouchure. J. P. 
(4) 5 .  569. 

937. 1Y N .  La résonnance dans un 
système libre et dans un système à 
liaison. I .E.P. 14. 416. 
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938. M. IZrillouin. Sur l a  propagation 
du son dans les gros tuyaux cylindriques 
à propos des expkriences de  M. M. Violle 
e t  Vautier. A.C.P. (8) 8. 443. 

93!1. H. Wmhsmuth n. A. Kr&. ilber 
Tonerzeugung in  Orgelpfeifrn. V.  1). P.G. 
8. fi0. 

940. A. E'lorentino. Ropra un ana- 
lizzatore di  siioni utile per e s e p i r e  al- 
cime esperienze di acustica. N. C. P (5) 
10. 254. 

941. 13. Waetamann. Zur 1:rage nach 
der Objektivitat der Kombiuationstone. 
A.P.L. (4) 20. 837. 

942. M.  Wien. Über Telephonplatten 
mit  hohen Eigentonen. A.P.L. (4) 18. 
1049. 

943. H. J. Sharpe. On the retlcction 
of sound a t  a paraboloid. P.C.P.S.  13. 
133. 

943 a. Imnzmer. Über die Theoric des 
Knalles. J. S. G. 83. B. 2. 

Siehe auch 469; 2743-47. 

Saitenschwingnngen. 

944. A. 1~avidoyZou. Étude de l'équa- 
tion différentielle 

A E . N .  (3) 22. 539. 
945. S. KgpiLski. O drganiach,. po- 

przecznych prstbw spr@ystych. (Uber 
die Querschwingungen elastischer Saileu.) 
T.\V. 16. 71. 

946. H. N .  Duvis. The longitudinal 
vibrations of a mbbed titring. P. A.Bo. 
41. 693. 

947. H. IV. Davis. Longitudinal vi- 
brations analogous to those of a violin 
string. P.R. 22. 121.  

948. S. Mikola. C l e r  eine neue 
Methodc zur Eheugung von Schwingungs- 
fi,pren und absoluten Bestimmiing der 
Schwingung-szahlrn. A.  1'. 1,. (4) 20. 619. 

949. J. Delemer. Etudes sur l a  ~ i -  
bration des cordes de piano. A. S.B. 30. 
B. 299. 

!)50. C. Krediet. Een elementaire 
bepaling van de voortplantingssnelheid 
van hed geluid. W.T. 1 .  185. 

!E51. II'. fihmidt. Die experimentclle 
Bestimmurig derFortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des Schalles in IYiissigkeiten. 
V.R.P.C.U. i l .  47. 

952. S. R. Cook. On the  velocity of 
sound i n  gases at low- temperatures and 
the  ratio of the  speeific heats. P.R. 
22. 115. 

Singende Flamnien. 

953. B. 7'. Simoi?. Z u r  Theorie des 
selbsttonenden Lichtbogens. P. Z .  7. 433. 

954. A. Blondel. Sur les phénomènes 
de l'arc chantant. U.S.F.P. 1'305. 93; 
464; J.P. (4) 5. 77. 

955. Willunle. Note sur la thEurie 
de l 'arc chantant. A. S.B. 30. A. 79. 

Siehe auch 1409; 2743. 

Phy~ io log i sc l i e  Akustik. 

9b6. P. Honn?er. Les théories açtu- 
elles de l'audition. J .P .  (4) 5. 578 

PZathemat,isohc Musik. 

957. V.  Goldsch~izic7t. Beitrage aur 
Harmonielehre. A.N. L. 4. 417. 

Siehe auch 2595. 

Optik. 

Siehe 3333-76 

Siehe 1022 -- 24: 3550. 

Ueometrische Optik. 
958. V. Ii: Acero. Ensayo de optica 

geomdtrica. R. A.N. 3. 380. 
9b9. K.SchwnrzschiZd. Cntersuchungen 

zur geometrischen Optik. A.M.S.G. 9 ;  
10 ;  A.G.G.  (2) 4. Nr. 1.  u. 'L 

960. A. Gullstrand. Die reelle op- 
tische Abbildung. V. A. S.,,41. S r .  3.  

981. 1;. &Ialthie,&n. Uber aplaiia- 
tische Erechung und Gpiegelung in E, 
und die Hornhautreflexiou. A. F. G.P. 
01. 295. 

962. A .  Gleichen. Uhcr die wich- 
tigsten Fel-iler des monochromatischrn 
Sira,hlenganges durch zentrierte Systeme 
und die Mittel zii ihrer Ilebung. 1) M. 
14. 135; 153; 162. 

963. A. L. Ge~.<un. Mr:tod polos 
Toplera i ego primenenija. (Die 
Schlierenmethode von Toepler und ihre 
Anweudurigeii.) P .M.  J.M. 2. 104. 

964. Lord  I l r ~ ~ l e i , / ~ l ~ .  Au optical 
paradox. P.M. (6) 9. 779. - G.  J.  Stoney 
IO. 126. 

Siehe auch 181; 237; 1151; 3534. 
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966. R Sisszngh. Over de  theorie 
der terugkaatsing van ahet licht door 
niet volkomen doorschijnende liehanien. 
C.A.A.  14. 3%. 

!)66. R. Sissingh. Afleiding van de  
grondvergelij kingen der metaiiieke terug- 
kaatsing nit  Cauchy's theone. C.A. A. 
14. 506. 

967. R. C. Mnclaurzn. Theorv of the  
ï-eflection of light near the  p"1arising 
angle. P.R. S L. $1;. 49 

988. J.'. F:. Hall. Total refiection. 
P.S. 21. 346. 

969. R. A .  Ifiustozm Total reflexion 
a t  the second surface of a thin plane 
paralle1 plate. 1I.M. (6) 10. 24. 

970. R. A. ho us tom^. The effect of 
a surface-film in total  reflexion. P.M. 
(6) 10. 11. 

971. F. Biske. Héflexion de l a  ln- 
mière sur l'eau ébraulée. Z.S. %. 419. 

952. 1. D. Piltikov. Pribor dlja 
demonstrirovanija anomalnago otra%enija, 
sveta. (Apparat zur Ilemonstration ano- 
maler Reflexion des Lichtes.) J .R.P.  C. G. 
34. 15. 

Siehe auch 2696; 3536-37. 

Dioptrik.  

973. L. M(dal -d .  La loi de la rM- 
fraction e t  le principe d e  l a  moindre 
action. H.8. V. :6) 41. 1 7 X  

974. 3;. Gatti. l'articolarità della 
rifrazione dovuta ad una coroila zilin- 
drica retta. A.A.T. 40. 568, 

975. C. de M,7aasd. Descartes eu de 
brekingawet. N . A .  W. (2) 7. 64. 

976. T. H. Blakcsley. Kote on con- 
stant deviation prisms. P. P. S. L. 20. 
100. 

975. R. Chartres. Note on ,,mini- 
mum deviation .through a prism.'. P.N. 
(6) 11. 609. 

978. G. Krediet. Ovcr het  minimum 
van afwijking bij ecn prisme. W.T. 
2. 168. 

979. M. Canzvos. Marche dcs rayons 

982. A. J. Sc~wte~ .  On ellipsoidal 
lenses. P. M. (6) 10. 180. P. P. 8.L. 
19.  631. 

983. C. Fremel Keue elementare 
Ableitung der Formeln zur Bestimmung 
der Haupt- und Brennpunkte einer Linse. 
Z.H. 37. 105. 

984. C. H. Claudy. The photogra- 
phic lem.  A.I.  8. No. 5. 

Siehe auch 3638. 

Pl iys ika l i~che  Optik.  

935. A .  Schmidt. Die E iwe i t emgen  
des Uopplerschcn Prinzips. 1'. Z. 7. 323. 

956. J. Walh-cr. h note on Talbot's 
lines. P.M. (6) i l .  531. 

Siehe auch 224: 477. 

Liclitdruek. 

987. n'. N. The pressure of light. 
E.M.W. 81. 6.  

!188. G. Holtsmarli. Lystrykket. K. 11. 
27. 7. 

989. F. ITasen61~rl. m e r  den Druck 
de8 Lichtes. J . E . E .  2. 267. 

990. P. Lebcden. Die Druckkriifte 
der Strahlung. J. R. E. 2. 306. 

991. G. 1<'1Iu11. The pressure of ra- 
diation on a clear glass vane. N. 72. 198. 
- I' H. Haveloch.. 269. 

991. H. Holst. Straaletrykket i sol- 
systemet. F. T.K. 3. 129. 

993. 1% Hvist. Arrhenius astrofysiske 
teorier. F.T.K. 4. 1. 

Siehe auch 1799. 

!1!M. G. Sowiolianri. Sulla uroua- 
L A 

gasione delle oiqde nei mezzi isotropi. 
A. A '1'. 41. 60.  

995. M. Laue.  Über die Fortuflan- 
zung der Strahlung iri diqxrgiereudeu 
und absorbierenden Medien. N. G. G. 
1905. 117. 

9!)6. M. Laue. Die Fortpflanzung 
der  Strahlnne i n  disaereierenden und lumineux à travers une surface asti,-ate 

par inégalité de réfraction de  ses méri- 
diens principaux. A. O. 1901. 206. 

980. A. Gleiehew Cber die wichtigsten 
Fehler des niorioü~iroiriatischen Strahlen- 
garipeu durch zentrierte Systeme und 
die Mittel zu ihrer Hebung. D.M. 14. 
135; 153; 162;  175; 187. 

981. C. Juel. E n  saetning af Ur. V. 
Kommerell. T.M. 16. B. 69. 

absorbierenden~edien:  8 . 5 . ~ .  (4) 1 8  523. 
997. A, Einstein. Ist die Tragheit 

eines Korpers von seinem Energieinhalt 
abhkngig, A,P.L, (4) 18. 639, 

Siehe auch 1016. 

1)ispersion. 
998. M. L ~ ~ ,  ~i~ spektrale zer- 

legung des Lichtes dureh Lhpersion. 
Siehe auch 962; 2597. 1 V. D.P.G. 8. 170. 
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999. J. S. Amcs. An elementary 1016. J. Stark.  Zur Kenntnis dee 
discussion of the action of a prism on Bandendpektrums. P .Z .  7. 355. 
white light. A.J. C. 22. 76. 1 Siehe auch 630;  824-26; 1032;  1044; 

1000. C. i ioz~rezc.  Réfraction mole- , 1053;  1109-10; 1112;  1130; 1137-39; 
culaire et dispersion mol6ciilaire des 1152;  1672; 2278. 
comp0~6s à fonction ac6tylhiqiie. A .  C. P. 
(8) 7 .  ,536.  

1001. 3'. Ehrew,i~aft. Die diffme Zer- Ul t rarote  St raùlen.  

dreaung des Tichtes an kleinen Kugeln. 1 1017. W. W. Cobler&. Infra-red ab- 
S A.W. 114. 1115. ! sorption and reflection spectra. P.R. 

1002. Jf. Planck. h'orinale und ano- 23,  125. 
male Dispersion in  nicht,leiteiiden Medieri 1018. W. bv, cCoblentz. ~ ~ f ~ ~ - ~ ~ d  
vori variabler Dichte. S.A.B. 1905. 382. emisRion spectra,.  p.^. 22. 1. 
Siehe auch 995-96; 1073;  1107;  1142;  

2099.  

Farben.  

1003. C. Schaum. Die physikalisch- 
chemiechen Grundlagen der Farbenlehre. 
J.P.V.F. 1904-05. 54. 

1004. Lord  Rayleigh.  The origin of 
t'he  rism ma tic colours. P.X. (6) 10.  401. 

1 1624. L e  Be l .  ~ o u r o i r g  émissifs e t  
Spektrnm.  ( absorbants. S.F.P. 236. 31.  B.S.F.P. 1 11305. 105. 

100s. T. Fredholm.  Sur la théorie 1025. A, ZaTubin, Die Absorption 
des spectres. C.11. 142.  506. 1 des Lichtas durch diinne Anilinschichten 

1009. V. 3 0 d i .  Demonstrac ~ P k t e r  alu Fa11 von optischer Resonanz (russ.). 
(Demonstration voii Spektren). C. 36. 111. H J K ,  1905d.  11,  73. 

1010. L .  J&cli~. Feinere Zerlegung 1026. C. iSchaefel-. Cher die üiiltig- 

1019. A. H. Pf'und. 8elective re- 
flection in the  infra-red. P.lL 22. 362. 

1020. J. T. Porter. Selective reflection 
i n  the infra-red spectrum. A. J. C. 22. 229. 

1021. A. H Pfund. I'olerisation and 
seleetive refiection in the infra-red spac- 
hm, 4, J. C. 24.  19. 

Siehe auch 1062;  1095. 

der S~ektra l l in ien  von zxg, C d ,  Xa, 
Ln, T l u .  H. A . P . L . ( 4 >  1 9 . 3 6 .  

1011. J.  J. Ihomson.  A theory of the 
midening of lines in spectra. P. C.P. S. 

keit des Beerschen Gesetzee. J. S. O. 
83. B. 12. 

1027. ET. ~ ~ ~ ~ ~ ~ r i ~ k i  Osposobscli 
wyprowadzenia pr%wa Kirchho& (che r  

1005. J. Lqrrnor. On the constitution Ultraviolette Strnhlen. 
of natnral radiation P.M. (6) 10. 574. l 1 Siehe 1153;  1396;  1539;  2612. - Lord Rayleigh.  i l .  123. 

1006. Ti7. 3. Hartley. Observations 
on chemical structure and those physical Absorption des Liehtei. 
properties on which the theory of colour 
is based. J .C .S .  87. 5822. 

1007. 1.'. GrUnherg. Gleichung zur 
Rercchnnng der Wellenlangen eweier 
komplementirer Farben. J.P.R. 19. 83. 

Siehe auch 1159;  2100;  2284; 3539 

13. 318. ' die Xethoden der Herleitung des Kircli- 
1012. 0. Sch6nroclc. Über die Breite ho&chen T.W. 16. 113. 

der 'pektrallinien 'lach dem U o ~ ~ l e r -  ; Siehe 785; f$4)3; 1395-96; 1017;  
schen Prinzip. A.P.L. (4) 20. 995. , 1023-25; 1072;  188'9; 2278. 

1022. A. Eiiinstein, Theorie der 
Lichterzeugung und Lichtabsorption. 
A.P. L. (4) ao. 199. 

1033. H. A. Lorentz .  Over de ab- 
en emissiebandcn van gaavomige 

lichamen. C . A . A .  14. 518:  577. 

1013. Lord  Rayleigh.  On the in- 
fluence of collisions and of the motion 
of molecules in tho linc o f  sight upon Liirnineuzenz. 
the conrttitution of a spcctnim linc. 1 Siehe 812;  1030; 1098;  2279. 
C.X. 92. 10. 

1014. G.  Rudor f .  t'ber Spektral- 1 Phosphoreszenz. 
regelmiiBigkeiten und das htomgewicht 1 
des Radiums. Z.P.C. 50.  100. 1028. A. Dahn~s. Keuere Arbeiten 

1015. V. A. Kent. Variability of ' über Phosphoreszenz. J.S. E. 2. 314. 
wavelength in  the lines of apark spectra. 1029. A. Deliierxe. Siir les phénomènes 
A . J . C .  22. 182. de phosphorescence C.  K .  142. 568 .  
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1030. E. L. IVichok and E. 2Clcrritt. 
Studies in luminescence VI. P .  R. 22. 279. 

1031. G.  Crbain. Phosphorescence. 
I'ropriétE atomique et moléculaire. S. Y.  P. 
240. 4. 

1032. G. Urbain. lJhosphoreucence 
cathodique. Variation des spectres, cas 
de l 'Europium. Phosphorescence des 
fluorines. S .F .P .  250. 4. 

1033. P. Wuer~tig. Zum Chernisrnus 
phovphoreszierender Erdalkalisulfide. Z. 
P.C. 51. 435. 

1034. E. L. lZichols and E. bferritt. 
Further experiments on the decay of 
phosphorescence in sidot blende and 
certain other substancea. P.B. 23. 37. 

Fluoreszenz.  

1035. G. Woker On the theory of 
fluorescence. J. P. C. 10.  370. 

1036. C. Carnichel. Fluorescence. 
J.F. (4) 4. 873. 

1037. C. Canzichel. Reclierclies ex- 
périmentales sur la fluorescence A. S. (2) 
7. 417. 

1038. W. Zhuffmann Fluoreszenz 
und chemische Konstitution. V. D. P .  G. 
7. 373. 

1039. R W. Tfood. Fluoreszenz und 
Lambert'sches Gesetz. P %. 7. 476. H. 
Greiuacher 608. 

1040. H W. Wood. The fluorescence 
of sodium vapour and the resonance 
radiation of eleçtrons. P .  P. S.L. 19. 764. 

I r r ad i a t ion .  
1041. A .  GuPbhai-d Sur l'irradiation 

S.F.P. 245-47. 2. 

In ter ferenz .  

1042. W. Mc CLellafi. -4 note on 
interference with the bi-prism. A. J. S. 
(4) 19. 294. 

1043. G. Meslin. Sur les interfkrences 
produites par un  réseau limitant une 
h m e  mince. C.E. 142. 1039. 

1044. E. Gehrcke u. O. Reichenheim. 
Interferenzen planparalleler Platten im 
kontinuierlichen Spektrum. V.D. P. G. 8. 
209. 

1040. E. Gelirclic u. O. v Bacyer. 
Cber die Anwendung der Interfcrcnz- 
punkte an  planparallelen Platten zur 
Analyse feinster Spoktrallinien. A.P.L. 

interferentiaja torrényi:nek kiscrleti be- 
mutatasa (Cber den experimentellen 
Nachweis dei. Tntcrfercnz des nolarisierten 

1047. Haw~y.  Sur les franges dc 
réfiexion dcs lames argentées. S.F.P.  
242. 2 .  

1048. A. IJerot. Sur la mesure das 
pertes de phase par rkflexion. C .K .  142. 
566. 

1049. J. WaEker. A note on Talbots 
lines P. P.8.L. 20. 173. 

Siehe auch 786; 1099; 2518. 

~ Newtoneche Einge .  

1050. B. C. iliZac7az~rin. On Newtons 
rings formedby metallicreflection. P. R. S. 
L. 76. 515. 

1 1051. R .  J.  Itrallace. Difiactiongrating 
replicas. A J .C .  22. 123. 1 lO52. B. Galiizln. EinigeB~merkungen 
über die 1)ifkraktionsgitter. A. P. B. (6) 
18 .  :33. 

1053. J. Ilheidxrg.  Influence of images 
1 of gratings of phwe  diiferenco amongst 1 their spectre. J.B.M.S. 1905. 1 0 2 .  

1054. A. B. Potttr .  On the  diffraction 
theory of rnicroocopic vision. P .X.  (6) 
11. 154. 

1055. J. Rheinberg. Doubling of lines 
i n  t he  Abbe experiments. J .Q.C. 9 .  
173. 

1056. TI. X. Iz.es. Improvement in 1 t'ha diffraction procera of' calmir photo- 
graphy. P R 22. 339. 

I Siche auch 515;  3540-41. 

1 f olar isa t ion  des  Liclites. 
1057. J. Himchler. Experimente zur 

Polarisation des Lichtes. V.B. P. C II. 
11. 1 .  

1008. H. J. Reiff. Ein Polarkator 
ohne Richtnngsinderung und Achsen- 
verschiebung des Lichtstrahls. Z.P. 19. 

1059. TV. Biernacki. Analizator phi- 
cienowy so zastosowmiu do badania 
9yiatla spolar~.zowanego oliptycznie. 
(Uber eincn Halbechattonmalysator und 
seine hnwcndung zur Untersuchung des 
elliptisch polarisierten Lichtes). T .  W. 
16.  151. 

1060. F. Kolatek. %?ber die Polari- 
sation der Grenzlinien der totalen lie- 
flexion. A.P.L. (4) 20. 433. 

l 
1061. Peurce e t  D~uptci~e. Sur leu 

extinctions des diverses faces d'une zone 
d'un cristal biaxe. A.S.G. (4) 21. 100. 

1062. A. H. Pfund. Polarisation in  
1 the infrarcd. P.R. 22 :362. 
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1063. G. Stark. c b e r  polarisiorto 
Lichtemission bewegter Atomionen senk- 
recht zur Translationsrichtung. P. D. P. 
G .  8 .  104. 

1064. H. Hartl. Ein Mode11 ziir Er- 
lauterung eines linear polarisierten Iicht-  
strahles bei der Doppelbrechung, Z. P. 
19 .  175.  

l 0 G .  W Betz.  Eine Methode ziir 
Bestimmung der  Dicke und optischen 
Konstanten durchsichtiger Met,all- 
schichten. A . P . L .  (4) 18. 590. 
Siehc auch 786-87; 967; 1021 ;  1046;  

2226: 2280-81 ; 2518. 

Urehiing der Polnri~atioiisehene. 
1066. C. Winther. Zur 'l'lieorie der 

opt8ischen Drehung. Z. P. C. 55.  257. 
1067. J. Dechant. S i c h t b a n ~ a c h u r i ~  

der Drehung der Polarisationseliene. Z. P. 
19. 67. 

1068, H. M. Reese. On optical rotation. 
P .R .  22. 265. 

1069. C. Winter Einige Remerkungen 
iiber das Drchungsvermogen optisch ak- 
tiver Korper. L . P .  C,, 52. 200. 

1070. P. TValdm. Uber das Drehungs- 
vermogen optisch aktiver Korper. Z. P. C. 
65. 1. 

1071. P. Walden. Über den Zu- 
sammenhang zwischen MolekulargroBe 
und L)rehurigsvcrmogen eineu geloston 
aktiven Korpers. C.B. 38. 658. 

1072. 0. Lehnzann. 1)rehurig der 
Polarisationsebene und der Absorutions- 
richtung bei fliissigen Kristallen. A.P. L. 
(4) 18. 808. 

1073. O. Wizther. Die Rotationsdis- 
peraion in Losungen. Z.P.C. 45. 331. 
Siehe aueh 1100-01; 1111 ;  1140-42; 

2218-19; 2202. 

Reflexion. 
1074. R. Sissilzgh. Notes sur la ri- 

flexiou métallique. A.N. (2) 11. 206. 
1075. R. C. Muclaurin. On metallic 

feflection and the influence of the  l a j e r  
of transition. P.R.S.L. 7 7 .  211. 
Hielie aiicli 814-15; 966-66; 1017; 
1019-21; 1047-48; 1050;  1060 ;  1104 ;  

1461. 

Brechung des Iichtes. 
1076. J. C. Slzedd and I? Fztsch. On 

the  measurement of the index of refraction 
by interferorneter. P.&, 22. 343. 

1077. Fr, 3'. Hess liber cinc Modi- 
fication der Pulfrich'schen Formel be- 

treffend das Brechungsverm6gon von 
Rfischungcn zweier Flüssigkeiten unt,er 
Berücksichtigung der beim Mischen ein- 
tretenden Poluminderung. A.  B.W. 1906. 
157. 

Siehe auch 1 8 3 ;  1000 ;  1840. 

Doppelbrechung. 

1078. G. Wulff. Zur Geomctrie der 
Doppelbrechung. A. 1'. 1,. (41 18. 579. 

1079. J. Wulker. Brevnelv theory of 
double breaking. N. 73. 319. 

1080. 3. Neitmr.  Über cinige Folge- 
rungen, die sich aus den Fresnel'schen 
Formeln ergeben. A. A. W. 1901;. :i2!1. 

1081. 1'. Bier~~ucki .  Eine einfache 
Nethode die Doppelbrechung des Liülites 
in bewegten Fliissigkeiten zu demou- 
strieren. p.2. i;. 730. 

1082. J. liî.iede1. Experimentelle Un- 
tcrsuchurigen über lamellare Doppel- 
brechung. A. P. L. (4) 18 .  1031 ; B. G I A .  
57. 315. 

1083. W. Voigt. Die Wellenflkche 
und die konische Refraktion aktiver 
zweiachsiger Kristalle. U. V.N. 77. 43. 

1054. W. Voigt. Über die Wellen- 
fiache zweiachsiger aktiver Kristallr und 
über ihre konische Itefraktiou. P. Z. 6. 
787;  818 ;  V.D.P.G. 7. 340. 

1085. W. Voigt. Bemerkungen zur 
Theorie der konischenICefraktion. A.P.L. 
(4) 1 9 .  14. 

ION(;. W. Vriyt. Über die sogenannte 
innere konische Ref'raktion bei pleo- 
chroitischm Kristallen. A. P. L. (4) 20. 108. 

1087. C. %al-rzeu:ski e t  C. Tiraft. Sur 
les directions principal~ri dans les liqnides 
biréfringents par effet du mouvement. 
B.I.C. 1905. 506. 

1088. 0. Lehmann. K3herungsweise 
Bestimmung der Lloppelbrechu~ig fester 
und flüssiger Kristalle. A.P.L. (4) 18. 
796. 

1089. L. ATatanson. Sur une parti- 
cularité de la double rhfraction acci- 
dentelle dans les liquides. II J P. (4) 
168. 

1090. G. G. de Metc. SluCajnoe dvoj- 
noe prelomlenie sveta v éidkostjach 
(Zufallige Doppelbrechung des Lichtes 
in den Fliissigkeiten). J. 12. P.C. G. 34. 
506. 

1091. T H. Havelock. Artifieial double 
rcfraction due to aelotropic distribution 
with application to  colloida1 solutione 
and magnctic fields. P .H.S.L.  77. 170. 
Siehe auch 789 ;  1064 ;  1107;  1111: 

1143;  3342. 
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1120. C. De'guisne. b e r  tien elelctri- 
schcn Lichtbogen. J. P.V. F. 190 1-05.411. 

1121. G.  Grawyuist. Ziir Theorie des 
elektrischen Lichtbogens. A. M. A. F. 7. 
Nr. 17. 

1122. J. Stark, T. Ketseltinsky u. 
A. Schaposchnikoff. Cntersuchungen über 
den Lichtbogen. A.P .L .  (4) 18. 213. 

1123. G. B. Dyke. On the  flux of 
l ight frome t.he electric arc with varying 
power-flupply. P .P .S .L.  19. 616;  P.RI. 
(6;1 10.  216. 

1124. W. B. W. Czudnocho~ski. ebo r  
cinigo tiesonderc Eigenschafton de8 ein- 
geschlossenen Lichtbogons. V. D.P. G. 7. 
465.  

1125. J. E. Lilienfeld. Einc Jlcthode 
zur Bestimmung der Sempcratur und 
der Warmeleitfahigkeit des positive11 
Glimmlichtes. V.D.P. G. 8.  182. 

1126. 31. Keich. Gr6Be und Tempe- 
ra tur  des negativen Lichtbogenkrators. 
P.%. 7. 73 .  

1127. Cretc. The ionic theory of the  
arc and spark. E.R.N.Y. 46. 416. 

1128. V. iWit7ievic'. K voprosu ob ob- 
ratnoj elektrodviiuYCej sile voltovoj dugi 
(Über die kontraelektromotorische Kraft 
des Volta'scheu Bogeusj. J. K.P.  C. G. 
34. 223. 

1129. H~uscl&a.  Crsache der gegen- 
elektromotorischen Kraft desLichtbogem. 
Z.E.M. 8 .  83.  

1130. Ir. Crezu and B. J. Spence. 
Variation of arc spectra with phase of 
the . current producing them. A. J. C. 
22. 199. 

1131. A. Lawem. Die Abhangigkeit 
des elektrischen Rogenlichtcs von der 
Stromstiirke und der Spannung. M.F. 
L. 2. 118.  

1132. Shcpardson. Sotes  on the powcr 
factor of the iilternating current arc. W. E. 
37. 1 7 9 .  

1133. Bloîzdcl. Remarques sur les 
ph6nomèees oscillatoires des réseaux; in- 
fluence des ~ r o ~ r i é t é s  de l 'arc électrioue. 
n . s . 1 .~  (- j ~ ~ 2 9 9 .  

1134. Clouoh Efficiencv tests of the 
merciiry arc iectitier. 1 i . k  1 6  607. 

11%. J. J. Boyman.. .Javlenija dek-  
tri6eskago svetenija v gazach (Elek- 
trische I~ichtersrhcinungen in Gasen). 
J .  K IJ.C. G. 34. 28. 
Sichcauch1116;1386; 1 3 8 9 ; 1 4 0 9 ;  1436;  

1447-48; 3094;  3344 -48. 

Xngnetoptik. 
11:W. 1). 9. Goldhamnter. Sovremen- 

nyja vozzrenija na namapiCenie sveta 

(Die modernen Ideen über die Mitgneti- 
siemng des Lichteu). J.R.P. C. G 34. 255. 

1137. N.  Vaiatcaro. Lo spettro dell' 
azoto nello campo magnetico. N. C. P. (5) 
11. 222. 

1138. J .  E. i ' u ~ ~ i s .  Experirnents on 
the band-spectmin of nitrogen in  a strong 
magnetic field P.C.P.S.  13. 354. 

1139. J. E. Pz~rwis. The influence 
of the  strong magnetic field on the spark 
spectre of P d ,  Ith and Rn. P.C.P.S.  
13  325. 

1140. F. Agerer. Über magnetischo 
Drehung der Polarisationsebene des 
Lichtes in Salzlosungen und Bestimmung 
der absoluten magnetoptischen Kon- 
stanten für Wasser. S.A.W. 114. 803. 

1141.~V.Or7ov. Sekotorye s1ui:airnagni- 
tnych vrairenij v peremennoni elektro- 
magnitnom pole (Mchrere Falle von 
magnetischer L)rehnng in einem elektro- 
magnetischen Felde). J. R.P.C. G. 34. 
23.3. 

1142. 13. Ur. Wood. The magneto- 
optics of sodium vapour and the rotatory 
dispersiou formula. P .P .  S.L. 19. 742. 

1143. Cotton. Sur le biréfringence 
magnétique des liquides hét6rogènes. 
S .F .P .  235. 4 ;  13.S.P. P. 1905. 99. 

1144. 0. S c a y n .  Ricerche magnetiche 
e ottiche si1 alcuni colloidi magnetici. 
A.A.E.J.  9. 700;  N . C . P .  (5) i l .  80;  
162. 

1145. W. Sclwnkel. Untersuchunecn 
an der Hg-dampflampe im Magnetfe~de. 
M.P.G.Z. 1906. Nr. 9. 11. 

1146. H. Kauffmanlz. Die magnet- 
optische Messung des Zustandes von 
Renzoldcrivaten. Z.P. C. 55. 547. 

Siehe auch 1091;  1111; 1672. 

1147. E. Grinmhl. Vorlosungsrer- 
suche zur Uestimmung des Verhiiltnisscs 
der Lichtgeschwindigkeit in Licht- und 
andern brechenden Substanzen. P. Z. 7. 
472. 

1146. E. W. Morley and Il. C. Miller. 
Report of an  experiment to detect the 
Fitzgerald - Lorentz effect. P.A.Bo. 41. 
321. 

114!1. J. Sclieincr. Die (;rundprinzipien 
der I'hotometrie. 1I.E.B. 18.  49;  118. 

1150. dbady .  Position of photometric 
measures. J .G.L. 91 .  27. 

1131. E. Huudié. Etude photometri- 
que deo images formées par  les systèmes 
optiques. B.S.F.P.  1905. 419. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1152. K. S c h a u n ~ .  Über die spektrale 
Helligkcitsverteilung und über das Pur- 
kiqjcsche Phanomcn. Z.W.P. 3. 2 7 2 .  

11.58. A. Pfliiger. Die Anwendung 
der ThennosiLule zu photometrischen 
Messungen im Ctraviolett .  J. P. El. 19. 17. 

1154. H. Kriiss. Elementare Dar- 
stellung der Helligkeit optischer Instrii- 
mente. D. M. X. 1902. 246; 254. 

ll.i.5. J'. Cohv. Die Helligkeita- 
gleichiing hri visnollen und photo- 
graphischen Heobachtungen. A. N. K. 
172.  220. 

1156. K. Sciiazsm. Über die Hellig- 
keit des Sonnedichtes und eiuiger küust- 
licher Lichtquellen. J. P. R. 19. 98. 
Siehe auch 1 1 1 6 ;  1837: 1839; 3649; 

3551-53. 

Physiologische Optik. 
1157. W. F. Rr~rrett. On entoptic 

vision. P.S.D. (2) 11. 4 3 ;  62. 
1158. B. Uaublezcsky v Sterneck. 

Versuch einer Theorie der scheinbaren 
Entfernungen. A.A. W. 1905. 475. 

1159. J. 111 Bentley.  The simplicity 
of colour tones. A.J.T. W. 1 4  92. 

1160. W. Hollz. Die Wirkuag des 
Hintergrundes bei der GrUBenschiitzung 
z. B. des Mondes am Horizont. N. G. G. 
1903. 442. 

1161. F. KrGger. Das Aussehen der 
Sterue. M.V.A.P. 15.  125. 

1162. A. Mschnig.  Die Tiefenwahr- 
nehmung im liaume und das strreosko- 
pische Selien. S.V.N.W. 46. 307. 

1163. J .  W. B a i r d .  The influence 
of accomodation and convergence upon 
the  perception of depth. A .  J. P. W. 1 4 .  
180. 
Siehe auch 961; 1152;  1967;  3566-67. 

Sehc inba re  Gesta l t  des Hirniiiels- 
gen ülbes. 

1164. S. Ftgee. De vorm van de 
hemelgemelf t e  Hatavia. K. T. N. 1. 65. :XI. 

1166. E. Reimamz. Die süheinbare 
VergrüBerung der Sonne und des Mondes 
am Horizont. Z.P.P. 37. 250. 

Siehe auch 1160 

WZrmelehre. 
1167. Le Bel. Sur i'6quilibre ther- 

inique. B.S.F.P. 1905. 76. 
1168. S. ,%rei?iba. Solution générale 

d u  problème de Fourier. B.I. C. 1905.65.  
11GY.  J Boussinesq. Calcul du pouvoir 

refroidissant des courants fluides. J. X. 
(6) 1 .  286. 

11 70. ,Verh.elbach. Reflexion der 
Warmestrahlen an  Hohlspiegeln. Z.P. 
18 .  351. 

I l i l .  L. S. Ornsteirz. Over de bowe- 
ging van een irietaaldraad door een 
stuk ijz. C. A.A. 14. 629. 
Siehe auch 516 :  859 ;  1420 ;  1569;  1597;  

8642-3740. 

Tlieruiische Naehwirkung. 

Siehe 1355. 

Tenipera tur .  

1172. Bender.  ijher Anfangstemlie- 
raturen. G . %  H .  2. 695. 

Siehe auch 1344. 

1173. N. N. B i ~ ~ e r .  Osnovnye za- 
kony teriiiodinamiki (Die Grundgesetze 
derThermodynamik). J. R. P.C. G.  34.377. 

1174. H. A. Lorentz .  Die Thorrno- 
dynamik und die kinetischen Theorien. 
J.B.E. 2. 363. 

1176. V. A. Machelson. Obzor novej- 
Sich ialedovanii po termodin;tmike IuEis- 
toj energii (Bericht iiber moderne Ar- 
beiten in  betreff der Thermodynamik der 
Strahlungsenergie). J . H .  1'. C. G. 34. 157. 

I l  76. W. X. KozZozosLi. Elr-olucya 
jako og6lna zasade stawania sie (Die 
Evolution als allgemeines P r indp  des 
Werdens betrachtet). P.F.W. .5. 368. 

1177. A'. H. Amugnt. Sur la pres- 
sion interne des fluides et  1'6quation de  
Clausius. 6.F. 1'. 250. 2 ; 13.  S. P.P. 1906. 
1 0 4 ;  ,J.P. (4) 5 .  449. 

1178. Gardner.  Determination of 
exponents of adiabatics. J.F.I. 159. 199,. 

1179. 1'. N.  Pavlov. Uber das thcr- 
modynainische Potential eirier ge lo~ ten  
Substanz (rus.). N.S.O.  28. 177. 

1180. 11. J .  H e i r  Ziir llemonstra- 
tion des Boyle-Mari~tt~e'scheri Ge~etzes.  
2.P. 19. 230. 

1181. S. 11. llzcrbury. Lord Rxyleigh 
on the virial eqiiation. P.  M. (6) 10. 33. 

1 lH'3. P. nnd T 1l:hrenfrst. Berner- 
kungen ziir Thcorie d m  F;ntropiezunahine 
in der statistischen Rlechanik von Gibbs. 
A.A. W. 1906. 95. 

1183. P. Koturnicklj'. 'i'oCnyja v l a -  
ienija energii i entropii dlja smesi 
dvuch sostojanij (Genaue Ausàrücke der 
Enerpie und der Ehtropie für ein Ge- 
misch der Korper in zkei Z u ~ t i n d e n )  
J.R.P.C.G. 34. 29. 
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1183. A. Leduc. Sur la, chaleur de 
fusion de l a  glace. C.IL 142. 46. 

1185. A.  l lol tzman?~. Bemerkungen 
zii llerrn Valeutiners Ahh&ndliingen über 
den maximalen Wirkungsgrad iimkehr- 
harer Kreisprosesse ( A . P . L .  (4) 15 .  829) 
A.P.L. (4) 18. 642.  

1186. J. ï 'heur~r .  O th,~rmodyria- 
niice d@jU nepievratn';ch (Uber irre- 
versible thermodynamische Vorgange). 
c .  33. 8 9 ;  219. 

1157. W. N c  F. Orr.  On Clausius' 
theorem for irreversible cycles and on 
the increase of entropy. P. M.  (6) 9 . 7 2 8 .  

1188. J. D. Gan der Waals.  Contri- 
bution à la théorie des mélanges. B.K. - 
(2:1 11. 115. 

1189. P. Boedke. Zur Theorie der 
Sattigungserscheinungen binarer Ge- 
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1190. iM. Centnerszwer. Über eine 
Anwendung der BI$hode von Cailletet 
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fikation der van't Hoff'schen Theorie der 
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1182. K. Schaposchnzkow. Eine em- 
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h l .  542. 

1193. A. Ximte in .  Theorie der 
Brown'schen Bewegimg. A. P. JJ. (4) 19.  
371  -. -. 

11!J4. W. 3feye.rhofft.r. cher Ileif- 
kurven. Z.P.C. 46.  379. 

1195. G. He7m. Erwiderurig. Z . P .  
C. 47. 238. 

1186. A. Scheye. Nochmals das 
Inteneitatsgesetz. Z. P. C. 48.  237. - 
G. Helm 49.  618. 

1197. G Bakker. Bemerkungen 8 .  
J .  Batschinskis (Z.P.C. 41. 741) Z.P. C. 
47. 231 ; 49.  376. - A Batschinski 743. 
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F. W. Coburn. A study of the relations 
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1199. A. Schmidt. Das leichteste 
Gas. P.Z. 7 97. - V. Fischer. 367. 
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Die Torsion eines Rotationskorpers um seine Achse. 

Von FR. A. WILLERS in Gottingen. 

Schon bei verschiedenen Pïobleruen hat es sich als notwendig er- 
wiesen, mi untersuchen, in welcher Weise sich die Spannungen bei auf 
Torsion beanspruchteii Wellen an Stellen Zndern, in denen der Weilen- 
radius irgendwie variiert.l) Als erster hat nun Herr Bopp1 in den 
Sitzungsberichten der Kgl. Bayrischen Akademie der Wissenschaften 
1905, Bd. 35, S. 249 und Berichtigung dazu Bd. 35, Seite 504 dieses 
Problem kreisrunder Wellen mit beliebiger Meridiankurve behandelt, 
d. h. also solcher Iiorper, die durch Rotation einer beliebigen Kurve 
a = f(r) um die 2-Achse entstehcii. Dabei wird man notiirlich z = f(r)  
immer so wahlen, da13 in  der Praxis vorkommende Wellen entstehen; 
insbesondere handclt es sich also urn zwei koaxiale Zylinder von ver- 
schiedenem Radius, die irgendwie, etwa durch einen Viertelkreis inein- 
ander übergehen, oder iim Wellen mit irgendwelchen Einschnitten oder 
aufgelagerteu Bunden, wie sie sich z. B. bei Kamrnlagern finden. 

Mit dem ersten Fall be~chaft~igt sich Hei-r F6ppl dann weiter in 
der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1906, Bd. 50, S. 1032. 
Dort gibt er als GroBe der an einer solchen abgerundeten einspringenden 
Ecke bei den gewohnlich . angewandten Wellenformen auftretenden 
Spannung diejenige an, die an der Oberfliiche einer durch dasselbe 
Torsionsmoment beanspruchten Hohlwelle von der Wandst'irke 1,5 Q, 
auftritt, wo q, der Abrundungsradius ist. Das ist das 2,09fache der 
Spannung an der Oberfl5che der Welle vom kleineren Radius in ge- 
nügender Entfernung von der Cbergangsstelle. - Herr Foppl sucht 
das Problem analytisch zu behandeln, deutet aber in der ersten Ab- 
handlung an, daB sich vielleicht ein graphischeu Verfahren entwickeln 
lasse, welches eine .genauere Behandlung gestatte. - Ein solehes Ver- 
fahren mochte ich im Folgeriden ableiten und mit Hilfe desselben einige 
derartige Wellenformen auf ihre maximale Spannung hin untersuchen. 

L)a wir es, wie schon oben erwahnt, mit Rotationskorpern zu tun 
haben, so wendet man natürlich am besten Zylinderkoordinaten an. Es 
-- -- - 

1) Vergl. z. B.: D u f f i n g ,  Ueitriige z u  Be~timmung der Formkt ierung ge- 
krtipfter Kurbelwellen. (SchluBbemerkung). Berlin 1906. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phyeik. %.Band. 1907. Heft 3. 15 
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m6gen hier daher zunachst die Gleichungen der Elastizitatstheorie, so- 
weit sie für uns in Betracht kommen, in Zylinderkoordinaten zusammen- 
gestellt werden.') Bezeichnen wir mit r, 8, z die Koordinaten und mit 
Q, 8, S die mit der Formiinderung verbundene Koordinatenanderung, 
und zwar seien Q, S direkt die Liingenanderungen von r, a; 4 aber nur 
die Winkeliinderung, so da5 die Langeniinderung senkrecht zur rz-Ebene 
r .  4 ist, dann sind die DeformationsgroBen erster Art, die durch die 
Dehnungen in den Richtungen r, 8, z bestimmt werden. 

und die zweiter Art, die mit den Winkelinderungen zwischen den Ko- 
ordinatenachsen zusammenhkgen 

Die Dilatation ist somit: 

1% beneichnen ferner mit ri,, Go, G~ die Normalspannungen parallel 
r, O, z und mit zr,, ze2, z,, die Schubspannungen in einer Eberie senk- 

rccht zu O, z, r in  der Richtung r, 8, a die gleich sind denen in einer 
Ebene senkrecht zu r, 8, s in der Richtung 8, z, r .  Dieselben hangen 
mit den DeforrnationsgriiBen zusammen durch die Gleichungen: 

wo G der Sthubelast~izitatsmodul und rn die Verhaltnisziffer zwischen 
Langsdehnung und Querzusammenziehung bei linearem Spannungs- 
zustand ist. 

1) Vergl. z. B.: L o v e :  Theorie der Elastizitat. - Deutsch von A. Timpe. 
Leipzig. Teubner. 1906. 
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die Gleichgewichtsbedingungen, falls keine iiuBeren 

E s  handelt sich bei unserer cberlegung um Wellen, deren Quer- 
schnitte Kreise mit beliebig variierendern Radius sind, jedoch m6ge die 
Variation auf ein endliches Bereich beschrankt sein und von diesem 
nach beiden Seiten hin der Radius konstant sein. W ir wollen riun n u  
den mittleren Teil der Welle betrachten, dei. von den Enden soweit 
entfernt ist, daB die Verteilung der Krafte über den Endquerschnitt 
ohne EinfluB ist auf die auftretenden Deformationen und Spannungen. - 
Das ist eine Beachrinkung, wie man sie analog bei der St. Venantschen 
Methode zur Untersuchung zylindrisçher Stabe mit beliebigem Quer- 
schriitt macht. - Meistcns wird es daher für unsere Überlcgungen 
praktisch sein, einfach anzunehmen, die Welle erstrecke sich mit dem 
konstanten Radius, den das letzte Stück derselben hat, ins Unendliche. 
Tordieren wir eine solche Welle, 90 k h n e n  wir annehilien, daB bei 
nicht zu groBer Deformation nur Verschieburigen r.  8 in der Richtung O, 
also senkrecht zu den Ueridianschnitteiî auftreten.') Diese Verschie- 
bungen 4 werden aus Symmetriegründen von O unabhiingig sein, werden 
also für alle Meridianschnitte die gleiche Gr6Be haben, so daB sich 
Kreise, deren Mittelpunkte auf der Achse liegen, als Ganzes ohne De- 
formation in sich verschieben. 

Unter dieser Voraussetzung vereinfachen sich die obigen Gleichungen 
wesentlich, denn es wird Q = 0; S = O und 4 nur Funktion von r und a. 
Die Dilatation wird dann 

d = o. 
Ferner werden die Normalspannungen: 

und die Schubspannirngen : 

(1) 
a 4  

zOZ = G r -  a z  

1) Vergl. die oben aqeführte Atihandlimg von F op p l  in den Sitzurigsberichten 
der Münchener Akadede.  1905. 

l5* 
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Die Gleichgewi~htsbedin~ungen werden daher: 

Die erste und dritte dieser letzten Gleichungen Sind selbstverstiindlich, 
da wir angenommen hatten, daB die Deformationen und somit also 
auch die Spannungen von 8 unabhingig sind; dagegen gibt uns die 
Gleichung (3b) eine erste wesentliche Beziehung zwischen den Spaniiungen. 

In den für uns weiterhin in Betracht kommenden Gleichungcn (l), 
(2) und (3b) treten nur Schubspannungen auf, die in Ebenen senkrecht 
zu û oder in der Richtung û liegcn; da wir einen Rotationskorper 
haben, Sind alle diese Ebenen gleichwertig; das Problem ist also auf 
ein ebenes reduziert. Wir lassen de~halb im Folgenden die Indices O 
überall fort und bezeichnen z. B. mit z, eine Schubspannung in der 
Meridianebene in der Richtung r. Kennen wir die Spannungen in 
einer solchen Ebene, 8 = const, so kennen wir den ganzen Spannungs- 
zustand des Korpers, insbesondere also auch die Spannungen in jedem 
Querschnitt, da nach einem bekannten Satze der Elastizitiitslehre 
z , ~  = zor und ebenso z,, = za, ist. 

Die Gleichung (3 b) schreibt sich dann also : 

und das M t  sich zusammenfassen in: 

Führen wir nun zuniichst ohne Rücksicht auf die physikalische 
Redentung eine Hilfsfunktion u diirch die Qleichungen 

ein, so ist die Gleichung (4) für sich allcin durch jede zweimal diffe- 
rentiierbare Funktioil u erfüllt und zwar ist diese L6sung vollstandig 
allgemein. Dabei bezeichnen wir mit Vu  den Gradienten von u und 
mit V,u, V,u seirien Kompunenteri. Der Gradient von u ist also der um 
n 
- im Sinne von der z-Achse zur Y-Achse gedrehte Vektor r2z. 
2 
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Es besteht aber noeh eine weitere Beziehung zwisehen den Gr6Beu 
z, und z,, welche sich aus den Gleichungen (1) und (2) ergibt. Die- 
selben lauteten 

Setzt mail nun 

(6) v = G a ,  
so crhiilt man 

Bür sich allein kann v wieder irgendeine beliebige differentiier- 
bare Funktion sein. Da nun aber gleichzeitig die Relationen (5) und ( 7 )  
bestehen sollen, so gibt das zwei 13edingungsgleichungen für und v 

8 v 

und aus diesen beiden Gleichungen folgen durch Elimination von u 
oder v die beiden adjungierten Differentialgleichun,aen für zc resp. v 

E s  handelt sich also jetzt daruin, Losungen dieser beiden partiellen 
Differentialgleichungen bei gcgebenen Randbedingungen zu finden. Da 
diese Ilanclbedingungen nun aber bei den in der Praxis vorkomuienden 
Wellen nicht analytisch, sondern graphisch gegeben sind, und da die 
analytische Forruulierung derselben meistens ziemlich schwierig sein 
wird, so wird eine graphischr: L8sung7 welche die für die Praxis 
notige Benauigkeit gibt, einer analytisçheri vorzuziehen sein. 

E s  1aEt sich nun leicht zeigen, dnB die gefundenen Redingnngen 
auch hinreichend sind. Haben wir etwa eine L6sung v der Differential- 
gleichung (lu), die der gegebenen Itaridbedingung geniigt7 so setzen wir 
drfinitionsweise in Übere ins t imm~n~ mit (6) und (7) 
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Nelimen wir nun noch die weiteren Bedingungen hinzu, da5 die 
anderen Verschiebungen g und 4' Null sind, und daB 9. von 0 unab- 
hangig id, so folgt ails den Gleichungen aiif S. 226, daB die Normal- 
spannungen und z,, Nul1 sind. E'ühren wir das alles in die auf S. 227 
stehenden Gleichgemichtsbedingungen ein, so sind die erste und dritte 
identisch erfil l t ,  die zweite gibt nach einiger Umformung die Glei- 
chung (101, ist also auch erfüllt. E s  wird somit durch die Funktion v 
ein Gleichgewichtszustand des tordierten Rotationskorpers dargestellt, 
der wirklich ru6glicli ist. Dao gleiche laBt sich von einer Losung dei. 
Differentialgleichiing (9) zeigen. 

Ehe ich nun auf die Losungen der Gleichungen (9) und (10) ein- 
gehe, mochte ich zeigen, daB die oben rein analytisch eingeführten 

Fig. 1. 

Funktionen u und 7) für das Problem sehr wichtige physikalische 
Gr6Ben siiid. - Angenommen, wir hatten für irgend eine Randbedingung 
die obigen Gleichungen integriert, und hatten in einer Zeichnung die 
Kurven u = const und v = const eingetragen, so stehen diese Kurven 
überall zu einander senkrecht; denn nach (5) steht der Gradient von 
u auf dem von z senkrecht und der Gradient von v ist nach (7) 
denije~iigen von z parallel. Mau sieht das übrigens auch daraus, daB der 
Ziihler in dem Ausdruck für den Kosinus des eingeschlossenen Winkels 
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verschwindet. Bezeichnen wir also die Neigung der Tang d e  an die 

Kurve u = const mit rp, die der Tangente an v = const mit $J, wo 
beides gegen die positive z-Achse gerechnet ist, so ist 

Wir  müssen hier in Ubereinstimmung mit der Bemerkung zu den 
Gleichungen (5) das positive Zeichen wiihlen. 

Die für uns wichtigeren K u r v e n  u = const konnen wir einfach als 
S p a n n u n g s l i n i e n  bezeichnen; denn sie haben folçeride Eigenschaften: 

1. S i e  g e b e n  u n s  d i e  R i c h t u n g  d e r  S p a n n u n g  an. Da nam- 
lich für diese Kurven du = O ist, so ist nach' Gleichung (5) 

d. h. die Spannungen in der Meridianebene fallen überall in die Rich- 
tung der Tangenten an die Kurven u = const. Auf die Mantelflache 
der Welle m6gen keine weiteren Krafte einwirken, danil fillt, wie aus 
der Theorie der Torsion bekanrit ist, die auBerste Spannungslinie mit 
dem WellenumriB zusammen. Die Begrenzung ist also eine Kurve 
u = const. Andererseits muB aus Synimetriegründen auch die Achse 
einer Kurve u - const sein, und zwar wollen wir festsetzen, da0 aiif 
der Achse zl = O sein, SOU; also sol1 

für r = O Null sein. Die Spannungsliiiien verlaufen also zwisçhen der 
Achse und der vorgegebenen Begrenzung. rangs der Welle, natürlich 
ohne sich zu schneiden. 

2. S i e  g e b e n  u n s  d i e  GroBe d e r  a n  j e d e r  e i n z e l n e n  S t e l l e  
a u f t r e t e n d e n  S p a n n u n g .  

Aus den Gleichungen (5) 

(16) 
~ ~ 2 ,  = - Vau 

rQz,  = V,u 
folnt niimlich sofort 

' V u  1 r = I-- 
rS ' 

wau sich, wenn wir den Abstarid zweier benaçhbarter Kurven u = const 
mit da  bezeichnen, auch sehreiben LBt. 

(18) 
d u  ,-=- - -  

r V a  a' 
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Die Spannung an einer jeden Ytelle ist sornit gleich dem Gradienten 
von u durch da5 Quadrat des Abstandes von der Achse oder, wenn die 
Spannungslinien fiir konstante Differenzen von u gezeichnet sind, uni- 
gekehrt proportional dem Produkt aus dem Quadrat der Entfernung 
von der Achse und dem Abstandc der bcnachharten Spannungslinien. 

3. E n d l i c h  g i b t  u n s  d ie  Gr6Be v o n  u d i e  Gr6Be d e s  
T o r s i o n s m o m e n t e s  d u r c h  2n. 

Auf dau Element eiiies Kreisringes um die Achse auf einer E'liiche 
v = const von der Rreite da und dem Radius r (S. Fig. 1) wirkt die  
Spannung 

(19) r d 8 d a , z .  
Nun ist 

d a  = d~ COS + dv sin 1 ~ ,  

- - - d z  sin rp + d r  cos cp 
und nach (14) 

Z, = z COS rp Z, = z sin <p. 
Aus (19) folgt also 

r .  d a d a .  Z - r d 9 . ( - c s i n r p d z + z c o s c p  dr) 

= r d 8 ( z ,  d r  - z,dz) 

Multiplizicrcn wir das mit r und integricren über 9. von O bis 275 so 
erhalten wir das Torsionsmoment dieses Ringes um die Achse, und 
wenn wir langs einer Kilrve v = const iiber die Torsionsrnomente der 
einzelnen Binge integrieren von der Achse bis zu einem Kinge, wo die 
Kurve u = die Xurve v - const schneidet und r, a die W-erte T, 3 
haben, so erhalten mir durch Vergleichen mit (15) 

- - 
T 2 

(20) B = 2 n P 2  (zZdr - s,dz) = 2zu. 
o .  

Der Wert von u mit 2% multipliziert, gibt mir also die Gr6Be 
des Torsionsmomentes auf dern nach der Achse zu liegenden Teile der 
Rotationsflache v = const. Habe ich sornit die Linien .u = const ge- 
zeichnet für aquidistante Werte von u, so gibt mir die Zahl der durch ein 
beliebiges Btück der Linie v = const gehenden Spanriungslinien ein MaB 
für das Tor~ionsmoment auf der zu diesem Stück gehiirenden Ringfiache. 

Ebenso hahen auch die Linien c = const physikaliache Uedeutung: 
1. S i e  s i n d  K u r v e n  k o n s t a n t e r  W i n k e l v e r s c h i e b u n g ;  denn 

nach Gleichnng (6) ist auf den Kurven 2: = const 

9. = const. 

Nun ist 8 oben als die Winkelinderung bei der Deformation definieit; - 

die Linien ç = const sind daher Linien konstanter Winkelverschiebung. 
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Da nun unsere Welle durch Rotation der rz-Ebene u ~ n  die s-Açhse 
entsteht, so werden alle Punkte, die auf den, bei der Rotation aus 
solchen Linien o = const. hervorgehenden Fliichen Liegen, die gleiche 
Winkelverschiebung erfahren, soda% sich dime Flichen hei der Torsion . . 
nieht deformieren, sondern sich als (laiîzes drehen. 

2. D i e  K u r v e n  .2: = const g e b e n  u n s  g e n a u  wie  d ie  K u r v e n  
u. = const e i n  MaB f ü r  d ie  a n  j eder  S t e l l e  a u f t r e t e n d e n  
S p a n n u n g e n .  

Bexeichnen wir nimlich den orthogonalen Abstand zweier benach- 
barter Kurven v und v + d v  mit 

(21) d b  - dg cos y + d r  sin cp 

so ist nach den Gleichungeri (7) 

Die S~anriung ist somit  leic ch dem Abstand von der Achse mal dem 
Gradienten ron c. 

Der Einfachheit der weiteren Erorterung wegeil nehmen wir nun 
an, da% das auf die M'elle ausgeübte Torsionsmoment 2a ist, sodaB 
also u = 1 der der MTcllenbegrenzung zugcordnet'e Wert von u ist. Für 
ein beliebiges andere Torsionsmoment würde u mit dem Werte eben 
dieses Momentes zu multiplizieren sein. Unsere Aufgabc LBt sich dann 
so formulieren, menn wir uns die Welle nach beiden Seiten mit kori- 
stantem Radius ins Unendliche fortgesetzt denken: A's sol2 ein sich 
beiderseits ins  Unendliche erslreckender Slreifen der wv-Ebene, der Ilzurch 
die pardlelen Geraden u - O und  zc - 1 bep-enzt ist,  ubgebiidct werden 
auf ein sich ebenfalls beiderseits ins Utzendiclie erstreckendes Gebiet der 
rz-Riene,  ,cias begrenzt ist dztrch die z - A c l m  uncl den d,t~rch den Unwi/3 
der JVellri gegebenel~ In~zienzug. 

Die Kurven zc = const, v = const die in der zcv-Ehene zwei Scharen 
sich rechtwinklig schneidender Geraden parallel zu den Achsen sind, 
gehen in der rz-Ebene in zwei sieh ebenfalls orthogonal schneidende 
Kurvenscharen über. Keineswegs ist die Abbildung aber. konform. 
Wenden wir wieder die Bezeichnungen von Fig. 1 an, so folgt aus 
den Gleichungen (18) und (22): 
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Nehmen wir also ein kleines Quadrat der UV-Ebene, d. h. d u  = du, so 
bildet sich dasselbe in ein Rechteck der rz-Xbene ab, f ü r  dessen Seiten 

(24) d a :  d b  - 1 : rY  

gilt. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der Differentialgleichung 
und ist somit zusammen mit der Randbedingung hinreichend zur Be- 
stimmung des Problems. Gelingt es uns also, zwischen die Begrenzungs- 
linie des Rleridiarischriittes und die Achse derart zwei orthogoide 
Kurvenscharen zu legen, daB die Regrenzung und die Achse sclbst 
Kurven der einen Schar sind, und daB, wenn wir die Abbildung uines 
qurtdratischen Netzes der uu-Ebene zeichnen, sich die Seiten der ein- 
zelnen Maschen verhalten, a i e  eins zu der dritten Potenz des Abstandes 
von der z-Achse, so haben wir die Gleichungen (9) und (10) integriert 
und damit den Spannungszustand der Welle gefunden. Diese Kurven 
lassen sich nun zeichnen. Haben wir niimlich zwei koaxiale sich nach 
entgegengesetzten Seiten ins Unendliche erstreckende Zylinder mit kon- 
stanten Hadien, die auch für beide gleich sein konnen, und dieselben 
gehen a i ~ f  irgerid eine Weise ineinander über, sodaB also die Variation 
des Querschnittradius auf ein bestimmtes endliches Stück beschriinkt 
ist, so werden sich derartige Wellen in  genügender Entfernung von 
der Ubergangsstelle wie Wellen von konstantem Radius verhalten. 
Diesen Fall beherrschen wir aber analytisch. Wenn wir niimlich: 

&zen, so ist die Gleichung (9) erfüllt, und für  z: ergibt sich daraus 
nach den Gleichungen (8): 

Also ist mit Vernachlassigung der Konstanten 

Die Begrenzung ist dann im Meridianschnitt eine Kurve u = C@ = const, 
d. h. r = const, also eine Geradc parallel zur z-Achse. Die Kan- 
stante c bestimmt sich dadurch, daB 
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sein mua, wo 16 an der Grenze zu nehmen ist, und Dg das gesamte 
von der Welle übortragene Drehungsmoment ist. Also ist, fülls R der 
Radius der betreffenden Welle ist, 

und wenn wir für R jedesmal den Radius des ziigehorigen Kreis- 
Zylinders einsetzen, so ist c in den beiden Wellenteilen so bestimmt, 
daB u auf der Regrenzung denselben Wert hat. d a  und d b  fallen der 
Richtung und GroBe nach mit d r  und d z  zusammen, so daB also die 
Bedingung (23) erfüllt ist: 

l n  einiger Entferniing von der Übergangsstelle konnen wir somit unser 
UV-Netz einzeichnen. E s  handelt sich jetzt nur darum, diese beiden 
Netze durch die l?bergangsstelle hindurch so zu verbinden, daB auch 
hier die Relation (23) erfüllt ist. Da c so bestimmt ist, daB u auf 
der Begrenzung den gleichen Wert hat,  so sind in dem dünneren 
Zylinder ebensoriel Linien u = const wie in dem stiirkeren, so daB 
jedem Werte u = const des einen ein Wert u = const des anderen 
Zylinders entspricht; es muB das daruin auch der Fa11 sein, weil jeder 
Querschnitt der Welle das gleiche Torsinilsinoment erfiihrt. In der 
Achse ist zc = 0, und an  der Grenze moge, wie wir schon oben ange- 
nommen haben, u = 1 sein, so daB auf die Welle das Torsionsirioment 
2 n ausgeübt wird. 

Cm die Linieii, insbesondere die Kurven u = const an der Über- 
gangsstelle zu finden, benutzen wir ein Apprnximationsverfahren. Wir  
verbinden die in die beiden Zylinder in  einiger Entfernung von der 
Ebergangsstelle eingezeichneten 16-Linien durch 'diese Stelle hindurch 
so, wie wir uns den Verlauf etwü denken und ziehen d a m  in beliebigen, 
jedoch nicht zu groBen Abstanden orthogonale Trajektorien. Nun ist 
nach Gleichung (23): 

d v d u = r 3 - d a .  
d b  

Also 
a 

wo a die Rogenliinge auf der Trajektorie ist. Eine derartige Integration 
l%Bt sich graphisch wach einer von Herrn Professor R u n g e  in seiner 
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Vorlesung über Uifferential- und Integralrechnung gebrachten Methode 
r S  dv 

ausführen, wenn man die Kurve -- hat. d b 

Diese Methode ist folgende: 
1st uns die zu intepierende Kurve y = f ( x )  graphisch gegeben, so 

ersetzen wir dieselbe durch eine Stufenkurve, wie das Fig. 2a  zeigt. 
Dabci sind die auf verschiedenen Seiten der vertikalen Stücke der ge- 
hrochenen Kurven liegenden Fliichenteile zwischen ursprünglicher Xurve 
und der aie ersetzenden Stufenkurve gleich grog zu machen. In  Big. 2 a  
sind diese Fliichenteile gleich schrafficrt. (Die Ordinate K P J  ist je- 

doch um etwa 1 mm zu weit nach rechts.) Die Stufenkurve schlieBt 
dann mit der Ahszissenachse bis zu den Ordinaten durch Q, F, S etc. 
gleichgroBe Fliichcnteilc ein, mie die gcgehene Kurve y = f(x); folglich 
werderi die Integralkurven dieser beiden Kurven in diesen Punkten die- 
selben Ordinaten habm. Da auBerdem noch die Ordinaten der beiden 
zu integrierenden Kurven in diesen Punkten gleich sind, so werden 
die Integrnlkiirven hier auch dieselbe Tangente hnhen. 

Nun l5Bt sich die Stufenkurve leicht integrieren. Bis zum Punkte B 
ist der Inhalt der von der ersetzenden Stufenkurve und der Abszissen- 
achse eingeschlossenen Flache Null. Die Ordinate der zu dieser Kurve 
gehorenden Inteh~alkurve ist also bis B Null. Von dort bis zur Or- 
dinate durch D, von dieser bis zu der durch G usw. m5cllst der In- 
halt kontinuierlich, die Tangente der Integi-alkurve in  dieüen einzelneri 
Abschnitten ist daher konstant, sodaB sich also die Inte,qalkiirve zur 
Stufenkurve aus geradlinigen Stücken zusammensetzt, deren Richtung 
siçh sprungweise dort andert, wo sich die Hohe der Stufenkurve iinderi. 
Die Richtung der einzelnen Stücke bestimmt sich dadurch, da6 die 
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Tangente ihrer Neigung gleich der Ordinate der Stufenkurve in dem 
entsprechenden Abschnitte sein muB, falls für Abszissen und Ordinaten 
aller Kurven derselbe MaEstab gewiihlt wird. Am besten verfahren 
wir bei der Ausführung sa, daB wir uns wie in Pig. 2 a  vor der Kurre 
auf der Abszisseriachse die Lkigeneinheit 08 und in A als Ordinaten 
die einzelnen Hohen der Stiifenkurve auftragen. Uann gibt uns die 
Verbindungsgerade der einzelnen Ordinateriendpunkte mit O die Nei- 
gung des geraden Stückes der Integralkurve in dem Abschnitt, in dem 
die Stufenkurve die betreffendc Holie hat. Durch Aneinanderreihen 
dieser geradlinigen Stücke erhalten wir dann die zur Stufenkurve ge- 
horende Integralliurve. 

In  diese ihre Richtung sprungweise Sndernde Kurve Ironnen wir 
leicht die zu y = f ( x )  geh6rende Integralkurve einzeichnen; denn wie 
wir oben sahen, haben die beiden Integralkurven in Q'F'S'.  . dieselbe 
Ordinate und die gleiche Tangente. Man zeichnet also in den gerad- 
liriigen Zug eine ihre Eictitung kontinuierlich iindernde Kurve ein, die 
diesen Zug in Q'F'. . . loeriihrt, und xwar dort, wo y = f (z) ein Maximum 
oder Miriimum hat, das gerade Stück mit eineiri Wendepunkt durçh- 
setzt, falls die ersatzende Stufenkurve so gewiihlt ist, da8 in dem das 
Maximum oder Minimum enthaltenden Abschnitte die H6he der Stufe 
gleich der Ordinate des Maximums resp. Minimums ist. In den anderen 
Punkten wird dagegen die Kurve die Geraden nur berühren, ohne sie 
zu durchsetzen. Ferner sieht man sofort, daB dort, wo die Kurve 
y = f ( x )  die Abszissenachse unter einem von Nul1 verschiedenen 
Winkel schneidet, die Integralkurve ein Maximum oder Minimum 
haben wird. 

Nan konnte übrigens die Stufen der Ersatzkurve auch BO legen, 
daB auf beiden Seiten der horizontalen Stücke zwischcn der Kurve 
y = f'(x) und der Stufenkurve gleiche Ellichenteile liegen. Die durch 
Integration gefundene gebrochene Kurve würde dann eine Sehnenkurve 
der Integralkurve y = f(x) sein, nicht eine Tangentenkurve, wie im 
obigen Falle. Das erste Verfahren ist im allgemeinen vorzuziehen, 
weil eine Kurve durch ihre Tangente geriauer als durch ihre Sehnen 
gegeben ist. 

Aus obigem geht nun hervor, daB es wesentlich darauf ai-ikommt, 
die Flichenstücke auf verschiedenen Seiten der vertikalen Geraden 
gleichgrob zu machen. In vielen Fiillen genügt da das einfache Ab- 
schatzen. Mit groBerer Genauigkeit kann man aber die Lage der ver- 
tikalen Geraden konstruktiv finden, wenn man die in den einzelnen 
Abschnitten Liegenden Bogen als Teile einer Parabel betrachtet, deren 
Achse zur x- oder y-Achse parallel angenommen wird, je nachdem die 
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Anniherung in der einen oder der anderen Lage besser ist. Die Kon- 
struktionen sind in beiden Fdlen ahnlich: 

In  Fig. 2 b  ist angenommen, daB die Achse der Parabel horizontal 
liege. C N  und A H  sind die beiden horizontalen Teile der Stufen- 
kurve, zwischen die das vertikale Stück eingezeichnet werden soll. Nun 

ist nach einem bekannten Satz der 
FI& 2 b. Inhalt des von Sehne und Parallel- 

 ILL\.^ L bogen ,4E1QC eingeschlossezien 

Flachenstüekes gleich + vom Inhalt 
des Parallelogrammes A B C D ,  also 
auch des Itecht'eckes H J L R  oder 
gleich dem Rechteck MJT,AT. Da 
ferner E der Halbierungspunkt von 
B C  ist, so ist B P C  inhaltsgleich 
JYCL,  also auch :hPC&lf' gleich 
iMPCiliili, und wenn wir das beiden 

A grneinsame Stück abziehen, so sehen 
wir, daB die beiden schraffierten 

Stücke inhaltsgleich sind. Man verfàhrt also bei der Konstruktion der 
gesuchten Vertikalen folgendermaBen: Man zieht durch den Halbierungs- 
piinkt E der Sehne BC: die Horizontale bis zum Schnitte P mit dem 

Bogen, teilt das Stück EP in drei 
gleiche Teile und zieht durch den Teil- 
punkt G, der niiher am Bogen liegt, 
die gesnchte Vertikale M X .  

dhnlich sind die Verhiiltnisse, 
wenn die Parabelachse vertikal liegt, 
also der Y-Achse parallel ist. Diesen 
Hall zeigt B'ig. 2c. CN und B M sind 
aieder die Tlorizontalstücke der Shfen- 

L---- kurve. Der Lnhalt des von Sehne uiid 
J LI ' Parallelbogen 3 &FC eingeschlossenen 

Fliichenstückes ist hier gleich + des 
Farallelograrrirnes ABCI)  und folglich auch des Parallelogramrnes JBCK, 
mit dem man d a m  genau wie im ersten Falle verfahren kann. 
Praktisch führt man jetzt die Konatruktion so a m :  Man zieht durch 
den Halbierungspunkt E der Sehne die Vertikale bis zurn Schnitte P 
mit dem Bogen, teilt E'E in drei gleiche Teile und zieht durch den 
dem Bogen am nachaten liegenden Teilpunkt G zur Sehne CD die 
Ptirallele, die die Horizontale durch E in H schneidet; durch H geht 
dann die gesuchte Vertikale. 
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Natiirlich wird man die horizontalen Stiicke der Stufenkurve 
praktisch anordnen, daB man nicht etwa Kurvenstücke, die einen Wende- 
punkt enthalten, durch einen Parabelbogcn ersetzt. Bei Anwendung 
d e r  dieser Hilfsrnittel erhalt man die Integralkurve etwa mit der Ge- 
nauigkeit, die numerisch die Simpsonsche Regel gibt. E s  ist dabei 
aber nicht vorteilhaft, die Zahl der Stufcn allzu groB zu machen; denn, 
obwohl sich die Ilichtungen der aufeinanderfolgeiiden Geraden n u r  
wenig andern, konimen doch infolge der vielen Ansatzstelleii in den 
Tangentenzug leicht Ungeiiauigkeiten mit hinein, die sioh natürlich 
addieren und diirch den ganxen Kurvenzug hindiirch fortpflanzen. 
Besser ist es, die integrierende Kurve durch mehrere voneinander ver- 
schiedene Treppenkurven zu ersetzen und dann die integrierenden Tan- 
gentenzüge übeïeinander eu zeichnen. 

Man konnte die Integration auch mit dem Integraphen ausführen. 
Doch ist die Bungcsche Methode reichlich so gcnau und insofern be- 
quemer, als man die Basis der Integration ganz beliebig, vor allen 
Dingen klein wahlen kann. Die Ordinaten der Integralkurve werden 
dadurch FOU, soda4 mari an ihr genaue Messungen urid Abletlungen 
machen kann. Zu meinen Zeichnungen habe ich meistens eine Basia 
von 5 cm, 4 c m  oder nur 3 cm verwandt, wahrend die kleinste bei dem 
mir zur Verfügung stehenden Integraphen einstellbare Basis etwa 7 cm 
war. Wollte man die Ordinaten der zu integrierenden Kurve so vie1 
groBer zeichnen, so würde die Hohe derselben bei den für uns in 
Betracht kommenden Kurven unverhiiltnismaBig groB werden. Ein 
weiterer Vorteil der Rungeschen Methode, der gerade für uns 
sehr in Betracht kommt, ist der, da6 man die Integralkurve an 
einer ganz beliebigen Stelle, insbesondere über der Abszissenachse 
der zu integrierenden Kurve zeichnen kann, sodaB man direkt den zu 
einem Abszissenwert gehorenden Intepralwert ablesen kann, wiihrend 
der Integraph dic Integralkurve stets neben der zu integrierenden 
Kurve aufzeichnet, soda1 man erst die Slcala der Abszissenachse über- 
tragen muB. 

Nehmen wir nun in unserm Falle an, die eingezeichneten Kurven 
u = const seien die richtigen, so sind ihre orthogonalen Trajektorien 
v = const. Nehmen wir also zwei solcher benachbarter Trajektorien, so 
ist liings derselben d u  = const. und ihr Abstand ist Ab. Diesen kann 
ich mir aus der Zeichnung entnehmen und mir damit an verschiedenen 

T 
Stellen d3- berechnen, wo r der der Mittellinie zwischen v und v + d u  

ar5  
entsprechenile 'mTert ist. Die so gefundenen Werte A b ,  wo a irgend 
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ein Proportionalitatsfaktor ist, der nur dam dienen SOU, die passende 
H6he der Kurven zu erhalten, trage ich mir graphisch als Funlitionen 
von n auf, das ich ebenfalls aus der Zeichnung entnehme, und za7ar 
auch auf der Mittellinie. Die Endpunkte der Ordinaten verbinde ich 
und erhalte so eine Kurve, die ich graphisch nach obiger Methode inte- 
griere. Die Ordinate d ie~er  Kume gibt mir ein Ma8 für das Torsions- 
moment bis zu dem zugehorigen Punkto der Abszissenachse. Der 
Ordinate im Endpunkte, die das gesamte auf die Welle ausgeiibte 
Torsionsrnoment darstellt, ordne ich den Wert 1 zu und bestimine 

Big. 3. 

damit den XaBstab für das u. Zugleich wird dadureh ein NaB für dns 
zum IntervaIl gehorige dv gewonnen, wie sich weiter unten zeigen 
wird. Suche ich nun die Werte von a auf, die etwa den Wcrten: 
u - 0,l; 0,2 etc. entsprechen, und übertrage dieselben in meine Zeich- 
nung, BO miiBten diese, falls die anfinglich angenommenen Kurven 
richtig waren, auf diese Kurven fallen und geben so einen Anhalt, wie 
die Kurven zt. = const zu korrigieren sind. Das fiihren wir für eine Reihe 
Ton Kurven v und v + dv aus. - Nehmen wir z. B. eine Welle, 
der ein Bund aufgelagert ist (Fig. 3), und tragen die Linien u = 0,l; 
0,2; 0,4; 0,6; 0,8 ein, so erhalten wir nach dieser ersten Integration 
obenstehendes Bild (Fig. 3). Darin sind die gestrichelten Liiiien die 
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ursprünglich angenommenen.') Die durch die Integration erhaltenen 
Punkte 8ind durch kleine Kreise angedeutet, und die nach diesen 
Punkten korrigierten Linien sind ausgezogen. Dabei wird man die 
korrigierten Linien moglichst direkt durch die gcfundenen Punkte legen, 
menn auch für die neuen Linien die Trajektorien etwas anders werden. 

Weiter handelt sich es jetzt darum, für v eine erste Annaherung 
zu finden. Wie oben erwahnt, iut das zu einem Intervall gehorende dv 
schon dadurch bestimmt, daB man der Endordinate E der Integralkiirve 
den Wert 1 zuordnet. Da niimlich das Torsionsmoment auf jedem 
Qnersçhnitt der Welle das gleiche ist, so müBten die Endordinaten der 

- 

,r3d?. 
~ u r v e n  u = Idb- d a  alle gleich sein. Nun hat man aber statt dv 

O 

irgend einen Proportionalitiitsfaktor u eingeführt, sodaB also die End- 
ordinate proportional dem a, aber 
umgekehrt proportional dem dv ist. 9- 

Fie. 4. 
In genügender Entfernung von der 
Ubergangsstelle ist nun sowohl dv 
wie Ab bestimmt. Nehmen wir z. B. M ~ s t a b  f Ü . . u : S h  
dl; = k, so ist, wenn nian R = 1 

4 
njmmt, db = 0,12,5, da dv = -4 Ah R 
ist. Pühren wir niin die Tntegration 

der Kurven aus (S. Fig. 4), so 
0.125 

erhalten wir als Endordinate 50mm.') 
1st also d , v  = 1, so ist 
ordinate 2.5 mm. Somit 
Intepalkurve, welche die 

(27) 
wo das w bekannt ist. 

die End- 
besteht für die Endordinate E irgendeiner 
gleiche Basis hat, die Gleichung: 

0,525 a dv - ~- - 
E '  

Um aber an den verschiedenen Stellen Punkte für den Verlauf der 
Kurven v = const zu haben, verfahrt man beliser so: Mari sehreibt die 
Gleichung (23) : 

N s o  ist 

1) Zn diesen gehoren die ausgeaogenen Trajektorien. 
2) Die Figuren 1-11 und 13  sind ~ u f  die Hilfte, Figur 12 und die an- 

Liegenden 4 '1Bfeln auf '/, der iir~prLinglichen Crr6Be verkleinert hier wiedergegehen. 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 55. Dünd. 1907. Heft 3. 16 
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Dieses Integral konnen wir miederuin graphisch auswerten. W i r  
zeichnen dam zwischen den einzelnen ausgezogenen Spannuiligsliiiien 
die Mittellinien und nehmen das diesen entsprechende r und das d a  
aus der Zeichnung. Da du zwischen zwei Spannungslinien konstant 

d u  
ist, so kann man sich -- 

r S  d a  
berechnen und als Funktion von b, das man 

ebenfalls auf der Mittellinie nimmt, auftragen. In  obigem Falle geht 
man dabei am besten von der Symmetrielinie aus und geht bis zu 
einem Punkte, wo die samtlichen Linien u = const der Degrenzung 
parallel laufen, soda0 dort die Linien 2; = const Gerade sind. Dieso 
Integrationen führt man für  die einzeliien Iiitervalle aus. Nun kennt 
man in geniigendem Abstand von den Bunden die GrGBe Ah, die der 

1 
Zunahme von v um eine Einheit entspricht, dieselbe ist z = ,  in 

4 c 

unserem Falle also 0,25, das ist, da 10 cm als Einheit gewahlt ist, 
23 mm. Hat man nun die Kurven integriert und tragt in dem Teil 
der Integratioriskurren, für den die Linien u = consl der Begrenzung 
parallel laufen, diese der Einheit von Ac entsprech~nde Strecke als 
Abszisse ab, so gibt die zugehorige Ordinateridifferenz die XaBeinheit 
von 21. Da nun die Integrationen von der Symmetrielinie, der v = O 
entsprechen mage, bis zu demselben c = const ausgeführt sind, BO müBten 
die Endordineten der Lntegrationskurven mit den1 so für jede Kurve ge- 
fundenen MaBstabe gemessen alle dcn gleichen Wert  n haben. Das wird 
aber nur in gewisser Anniiheruiig der Fall sein; einmal, weil die obigen 
Kurven u - const noch nicht r6llig richtig sind, dann aber aiich, weil die 
Integrationen sich, wegen der Lange und den vielen Richtungsiinderungen, 
nicht so genuu ausführen lassen. - Man nimmt nun zwischen den n. einen 
Mittelwert und korrigiert danach die MaBst%be f i r  die einzclnen Kurven. 
Dann sucht man damit die den einzelnen Werten v = const entspreclicnden 
Punkte auf, und zwar nimmt man dort, wo das Ab für die entsprcchenden 
Diflrenzen der Wei-te von u grGBer ist, die Difierenz dû. kleirier, soda0 
man in dem schwacheren Teil der Welle 1) etwa immer um i, bei dern 
aufgelagerten Bunde aber um + fortsçhreiten liiBt. Die so gefundenen 
Punkte triigt man in die Zeiehnung ein und zieht moglichst orthogonal 
zu den Spannungslinien unter Benutzung der Punkte die Linien v = const. 

Mit IIilfe dieser Linien v = const führt man die Integration 

abermals aus und erhalt neue Punkte für die Linien u = const, die 
aber von den vorigen Linien sehr vie1 weniger abweichen als im ersten 
Falle. So  f ihr t  man fort und findet naeh einigen, etwa drei, Inte- 
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grationen, da5 die 
Punkte in den Gren- 
zen der Genauigkeit 
der Zeichnung gar- 
nicht mehr von denen 
abweichen,von denen 
man bei der letzten 
Integration ausge- 
gangen mar. Dabei 
werden die Linien u = conat leichter festzustellen sein, als o = const, 
weil bei ersteren Anfangs und Endpunkt bei der Integration festliegt, 

Fig. 5 b  

Big. 5d .  Fig. 5 e. 

wahrend bei den letzteren der Wert von v im Endpunkt sich erst 
durch die Integration hestimmt und weil die Form der bei ersteren 
zu integrierenden Eurven vie1 einfacher ist als bei letzteren. Aus dem 

1 6 *  
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schlieBlichen Zusammenfallen der Punkte ergibt sich, daB das Ter- 
fahren konvergent ist; die Konvergenz allgeinein nachzuweisen, ist mir 

leider nicht gelungen. - Der 
Verlauf der Linien u = const und 

Fig. 5f. /& TI = const ist d a m  für unsern Fa11 
der, wie er auf dem anliegenden 

JnteruaA! .. i- 1 $ Rlatt 1 ohen rechts angegeben ist; 
Mafista2 f~ u :JOO die zugeh6rigenletztenIntegrations- 

kurven zeigen die Figuren 5. Bei 
diesen Kurven müssen die End- 
ordinaten die in (27) angegebene 
Bexiehung crfüllen. Inmieweit das 

5 6 7 8  B W  der E'dl  k t ,  xeigt die unten- 
stehende kleine Tabelle, in welcher 

die in der ersten Spalte stehenden Zahlen die nach der Formel (27) 
berechneten Endordinaten angeben, wiihrend die Zahlen der zweiten 

Fig. 5 g. Fig. 5h. 

Spalte die wirklich bei der Integration erhaltenen Wcrte geben. Man 
sieht d a r a u ~ ,  daB die Endordinaten ziemlich gut stimmen. 

berechnete 1 gemessene 

Endordinate 
- -- - 

670 

500 
500 
500 
500 
500 
500 

502 
501 
500 
504 
502 
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Eine sehr geringe Verschiebung einer Kurve v = const. besonders 
an den Stellen, wo der m'ert von r gr6Ber i d ,  wirkt schon sehr stark 
auf das Resiiltat ein. Hat man zwei benachbarte Intervalle und ist 
für das eine die Endordinate zu groB, für das andere zu klein, so l i B t  
sich durch das Verschieben der dazwischenliegenden Kurve u = const 
oft ein Ausgleich herbeiführen, und zwar hat man dabei das Intervall, 
dessen Endordinate zu poB ist, zu verbreitern, da AD im Kenner steht. 
Dabei verschieben sich natürlich, falls die Verbreiterung nicht pro- 
portional der sclion vorhandenen Breite gerriacht wird, die Puukte für 
die u-Kurven, wie das Fig. 6, die übrigens stark übertrieben ist, zeigt. 
Die untere ausgezogene Integrationskurve und die unteren Punkte ge- 
horen zu dem an einer Stelle ver- 
hreiterten Intervall, wiihrend die 
ursprüngliche Kurve und die dazu F i y  G.  

gehorenden Punkte darüber (ge- 
strichelt) gezeichnet siild. Man 
sieht, daB die Pnnlrte nach beiden 
Seiten von dem verbreiterten Stück 
fortrücken und zmar iimso stgrker, 
je niiher sie daran liegen. Bei 
Verschmiilerung des Intervalls t 5 g s g z ~ .  

werden die Punkte natürlich nach I 1 3 B % $ % I  

der Stelle hinrücken. Man kann 
also zugleich mit einer solchen Andermg eine Korrektion der Punlrte 
für die Kurven u = const verbinden. Insbesondere laBt sich das gut 
anwenden, falls in einem Intervall alle durch Intcgration gefundenen 
Punkte zu tief und in dem benachbarten alle zu hoçh liegen. Mari 
verringert dann einfaçh die Hreite des ersten Intervalles in der Niihe 
der Bepenzung etwas. Dadurch rücken dann die Punkte desselben 
etwas hoher, wiihrend die Punkte des benachbarten verbreiterten Inter- 
valles sich etwas nach unten verschieben. 

Uns interessiert nun besonders die GrGBe der Spannung z an der 
Dbergangsstelle. Urn diese zu finden, benutzen wir die Relation (22): 

Diirch nochmalige Integrationen stellen wir in dem Intervall t~ = 0,8 
bis ,u = 1 die Punkte u = const fest für moglichst kleine Intervalle d u  

(2. B. wiirde in Fig. 7 d u  - 4 genommen) und ziehen durch diese die 
orthogonalen Trajektorien, wie das die kleirie E'ig. 7 oben zeigt. I n  
der Abrundung werden dieselben alle tlurch den Mittelpiinkt des Ab- 
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rundungskreises gehen. Dann messen wir auf der Begrenzung Ab ab 
und berechnen uns das z, mie das die Tabelle in Fig. 7 zeigt. Dann 
ist dort das z als Funktion der Linge der Begrenzung aufgetrageii. 
Man sieht, daU die maximale Sparinung e t a a  das 1,5 bis 1,6-fache der 
Spannung an der Begrenzung der kleineren Weile in genügender Ent- 
fernung von der cbergarigsstelle ist. 1st letztere 4, so ist genauer 

Fig. 7. 

die maximale Spannung 6,12. Dabei kann aber die zweite Deziinal- 
stelle durchaus keinen Anspruch au€ Genauigkeit inachen. Ferner sieht 
man, daB diese maximale Spannung nicht am Anfange der Abrundung 
liegt, sondern etwa $ Q hinter dein Beginn des Almindungskreises, 
also an einer Stelle, wo die Welle schori etwas stiirker ist. 

Es  empfiehlt sich nun nach dem obigen Verfahren zufichst den 
ungefihren Verlauf der Linien festzustellen, die GroBe von z aber 
durch eine aiidere Art der Approximation festzustellen, die den Krüm- 
mungsradius der Kurven benutzt und uns direkt und loequemer die 
GroBe dos z an der Begrenzung gibt. Wir  gehen zur  Ableitung dieser 
Methode von etwas allgemeineren Betrachtungen aus. 

Haben wir zwei Losungen y und ij einer Differentialgleichung 

so muB ihre Differenz y - y = E der Gleichung 
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genügen. Die Gleichung der zu diesen lntegralkurven orthogonalen 
Kurven ist nun 

1 9=---- 
dx 

oder: 
f'(x Y! 

rlz 

d y  
- = - f(x?I) , 

und daraus folgt: 

Vergleichen wir das mit Gleichung (29), so sehen wir, da5 sich die- 
selbe auch schreiben M t  

d lg  € 
= -  

d x 
d e  x 
d yZ 

+ (Glieder mi t  E als Faktor) 

Legen wir nun an der zu betrachtenden Stelle dae Koordinaten- - 
systcm so, da8 die y-Achse tailgential zu den Integralkurven liegt, so 
wird d x  der normale Abstand da  der zu diesen orthogoilalen Kurven, 
und es wird: 

d E z  1 - 
d y 2  - 7 7  

-also gleich der Krümmung dieser Orthogonalkurven, falls mail Q po- 
d e  

sitiv rechnet, wenn der Differentialquotient - mit wachsendein y wachst. 
d Y 

Setzen wir das in Gleichung (31) ein und addieren auherdern noch auf 
der linken Seite 

d lg dv - - =  0, 
d z  

so erhalten wir: 

d lgL d a  
- -- -- 

1 
= - -  + (Glieder mit E als Faktor) 

d a  Q 

Setzen wir nun E = Ab, so schreibt sich obige Gleichung: 
d d l g P  
Ab - 1 - - 

d a  
+ (Glieder mit A E> als Faktor). 

e 

Gehen wir jetzt zur Gïenze über, so erhalten wir: 

und das ist allgemein abgeleitet die von Herrn P o p p l  in den Münchener 
Berichten angegebene Gleichung. Berüçksichtigt man niimlich die Glei- 
chung (22), so erhiilt man aus (32): 

d f  r r - -= - 

d a  Q 
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wo cg der Winkel zwischen s-Achse und Tangente an die Kurve 
u = const ist (Fig. 1). In dieser Porm gibt Tlerr F 6 p p l  die Gleichung. 

Wir  gehen für urisere weiteren Betrachtungen nun von der Gleichung 

d lg- 
d h  1 -- - - 

d a  e 
aus. Diese gibt integriert. 

" 

also 
a 

f+ da. 

d", ( d 3 a ; , e 0  

Somit nach Gleichung (22): 
a 

Die Koostante ($) bestimmen wir folgendermsBen. Aiif der 
a = O  -. - 

Begrenzung soute = 1 sein, da wir das gesamte von der Welle über- 
tragene Drehungsmoment gleich 2 n  genommen hatten. Also mu8 

sein, somit ist 

(36) 
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Wolleii wir dieses nun graphisch verwenden, so zeichnen mir zil- 

nichst eine orthogonale Trajektorie zu den nach dem vorigen Verfahren 
 cho on mit guter Bnnaherung gefundenen Kurven u = const. i h f  dieser 
entnehmen wir clas zugehorigc p der Kurven u = const. Dabei ist für 

1 
zc = 1 das Q gegebeu, sodaB, werin wir uns - als Funktion der Bogen- 

P 
lange a auftragen, die Endordinate der Kiirre gegeben ist. - Der Vor- 
teil, den diese Methode gegen die vorige dadurch zu haben sçheint, ist  
nicht sehr @OB, da es doch sehr wesentlich auf die Zwiwhenpunkte 
nnkommt, besonders, wenn die Endordinate Null ist, also bei geradliniger 
Begrenzung. Die Anfangsordinate ist natürlich stets Null, da p auf 
der Achse unendlich sein muB. Durch graphische Integration erhalten 
wir daraus: 

und mit Hilfe dieser Kui-ve konnen mir uns für einzelne Punkte a die 
Werte n 

J; d a  

bereçhnen. Insbesondere konnen wir für den Endpurikt a reo 
finden. Das ist der Ziihler von t; um riun auch den Nemer zu finden, 

a 

{' d 0. 
e 

berechnen wir uns für verschiedene Punkte r3e0 und tragen une 
1 

das über derselben Abszissenachse, wie vorher also als Funktion von a 
P ' 

auf. Durch Integration dcr dadurch erhaltenen Kurve bekommen wir 
die Integralkurve 

und durch die Endordinate dieser Kurve, geniessen in den Einheiten 
a 

J (1 

von r, wird uns der MaBstab gegeben, mit den, re" gemessen 
das z ari der Begrenzung gibt. Man wird bei den Integrationeri durçh 
die Wahl einer passenden Ra& und auch beim Aiiftragen der Piinkte - 

durch Hinzufügen irgend eines Parameters immer derartig Yaktoren ein- 
führen, daB die Kurven die passende GrtiBe erhalten. Diese müssen 
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natürlich bei der Bestim~nung des Wertes der Xndordinaten berück- 
sichtigt werdeii. - Zngleich ist, wie wir oben salien 

Wir  konnen also der Endordinate dieser Kurve wieder den Wert 1 
zuordnen und erhalten so eine Kontrolle, inwiemeit die neuen Punkte 
ec = 0,1, U. = 0,2 etc. mit den alten zusammenfallen. 1st das noch nicht 
in genügendem MaBe der Fall, so werden die Kurven zc = const. nach 
den neu gefundenen Punkten korrigiert und die ganze Integration noch- 
mals ausgeführt. - Auf nla t t  1 sind für die einzelnen Trajektorien 
der rechts stehenden Figur die so erhaltencn Kurven aufgezeichnet. 
Die nea erhaltenen Purikte fallen dort niit jenen, von denen nian aus- 
ging, ziisammen. IJnten rechts ist dann nochmal die Spannung .t an 
der Begrenzung als Funlition der Lange dieser Regrenzung aufgetragen. 
Man sieht, daB die Kurve mit der von Fig. 7 im wesentlichen überein 
stirnmt. Im allgemeinen kommt man durch diese letzte Art der Re- 
stimmung von z leichter zuin Ziele, insbesondere an den Stellen, mo 

die maximale Krüminung an der Regrenzung lient. Wir werden dalicr, 
da uns der Verlauf der Spannungslinien weiterhin weniger interessiert, 
sondern hauptsiichlich die GroBe von z, im folgenden stets diese Me 
thode anwenden, und zwar werden wir uns darauf beschriinken, die 
GrijBe der maximalen Spannung festzustellrn, denn diefie bildet das 
mesentlichste technische Interesse. 

Besonders einhch wird die Sache in den1 F'alie, wo schori durch 
den auflern UmriB der Welle die Stelle gegeben ist ,  an der die maxi- 
male Spanilung auft,ritt, da es danu genügt, nur diese e h e  Stelle zu 
untersuchen. 

Einen solchen Fa11 haben wir danu, wenn etwa eine zylindrische 
Welle mit einer ringsherurnlaufenden halbkreisformigen Liinne versehen 
ist, sodaB die Meridianebene etwa die Gestalt hat, r i e  es dns anliegende 
Blatt 2 für verschiedene Falle zeigt. 

E s  ist von vornherein klar, daB die maximalen Spannungen an der 
tiefsten Stelle des Xinschnittes auftreten werden und dai3 ferner von 
da ans his mir Achse aus Symmetriegründen da = ddv sein wird. Wir 
verfdren in diesern Falle genau, wie oben angegeben ist, und wie das 
des naheren das anliegende Blatt 2 zeigt. Die verschiedenen Werte 

R 
von z sind dann in Pig. 8 als Funktion von aufgehgen. ,  Danelien 

e 
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ist der Wert von z in genügender Entfernung von der Übergangsstclle 
eingetragen. Dort wird Q = no und R = 1, also wird 

Bus der Kurve ist zu ersehen, wie die maximale Spannung variiert 
bei konstant gehaltenem R und variablem Q und auch umgekehrt 
bei konstantem Q und variablem B. Fiir R = $, d. h. an einer 
Stelle, wo die Welle unendlich dünn wird, mu0 natürlich z un- 

endlich gr05 werden, und dieserri Werte muB sich z asymptotisch 

nZhern. Nach der andern Seite fallt die Kurve zunichst starker, 
dann schwacher ab und scheint sich auch dort einem bestimmten 
Werte von t. asymptotisch zu niihem. E s  fragt sich nun, welches ist 
dieser Wert? 

Will man, wie das hier und auch an einer spiiteren Stelle der 
Fall id,  den Zustand in einem kleinen Bereich untersuchen, in dem r 
sehr wenig variiert, so kann man in erster Annaherung r einfach kon- 
stant setzen und dann vielleicht eine entsprcchende Potejiz von r mit 
u resp. v vereinigen zu einer neuen Punktion 67 die dann der Gleichuna 

d U = O  

genügt. Hier verfahren wir so: 
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Wir nehmen die Differentialgleichungen (9) und (10) für u und v, 
die wir in  dcr Form schreiben: 

a Z u  aBu 3 al* (37) - + - - - - -  - = 0 aev ôev 3 a v  
a z 2  ar-  r r  resp. n y  + a r e  + - -- = 0. 

O Z  r a r  

und führen, wie das Pig. 9 zeigt, Polarkoordinaten ein mit dem Po1 
in r = R und z = O. Dann wird 

Fig. 9. , I 

A 8 = - p COS X i  
1 also 
I 

1 

1 l d,r = -g   cos^ d x -  dp sin x 
1 

1 1 (40) ds = + g sin x d ~  - d g  cos x 
'I 

ds2 = dr2  + ds2 = d e z +  p z d ~  

Nun wird 
aPu 1 a au I a e u l )  2- + - =--- (P-) +-- 

a z e  are Q a ,  a ,  Q! a , ,  

und 

Somit lautet die Gleichung in Polarkoordinaten, wie man aus (37), (41) 
und 42 findet: 

aeu 1 asu  1 azc 3 a u  . + - - -+  ---=- - (  
(43) a Q 2  e 2 a z 3  . ap R î y  sin x + - " o z  e  

Genau so erhalten wir aus der Gleichung für  v: 

(1 + $sin n + (+ sin d2+ . . .). 
1) Vergl. z. B. R i e m a n n -  W e b e r :  Partielle Differentialgleichnngen. Bd.l. S. 42. 
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Nun ist ein bekanrites Problem der Hpdrodynamik das eines Kreis- 
zylinders in einem ebenen sehr breiten Pliissigkeitsstrom. Ln diesem 
Falle haben wir es mit einer Losung der Gleichung 

d u = O  resp. d v = O  
zu tun. 

Die Str6mungslinien werden bei diescm Probleme dargcstellt durch: 

Dabei ist 1' der Radius des Zylinders, in unserem Fallc also der 
Radius des halbkreisftiruiigen Einschnittes. u ist für p = P, also an 
der Regrenzung des Zylinders und für x = O, d. h. auf der Achse Null, 
erfüllt alsu, falls wir einfach noch eine Konstante hinzuaddieren, unsere 
Grenzbedinpngen. - - Wir gehen hier aber von der zugehorigen Potential- 
funktion 

aus. Dieselbe erfüllt in bestimmten Gebieten annahernd unsere obige 
Gleichung (44), ist also in dicsen Gebieten eine angeniiherte Losung 
unseres Problems. Gehen wir niimlich mit diesem Ansatz in unsere 
Gleichung (44) ein, so wird die linke Seite für  sich NuIl, da wir ja 
eine L6sung von dv = O haben. Die rechte Seite wird: 

ZC[(I R -$)  cos^ s i n x -  ( 1  + .) pP sin cos 
(1 + sinX + - .  .) 

Uieser AusLiruck wird einmal für x = O und = n zu Null, sodaB also v 
langs der geradlinigen Begrenziing eine angeniiherte Iiisung nnserer 
Gleiçhung (44) ist. Andererseits wird an der Grenze des Zylinders, 
wo g = P ist, sus dem obigen Ausdruck 

wenn wir annehmen, daB P gegen R so 
1' 

dem Faktor vernachlassigen koniien. 

klein ist, daB wir Glieder mit 

Dieser Ausdruck wird nun in  
Id 

der Umgebung der Stelle x = beliebig klein, sodaB v auch dort eine 

genaherte Lijsung der Gleichung (44) ist. 
Nun war nach Gleichung (20): 
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und es ist: 

PZ 
= [C(I - 7) cos [- c (1 + $) sinX]' 

Also mird für = O, wo das v, wie wir oben sahen, angeniihert eine 
Losung unserer Gleichung ist 

Also wird dort, falls R der Radius der Welle ist 

Wahlt man nun Q sehr groB gegenüber P, so erhalt man z in solcher 
Entfernung von der Übergangsstelle7 da% der Einschnitt dort keinen 
EinfluB mehr hat. Uezeichnen wir diese Spannung mit z,, so wird 

Wir haben nach Gleichung (46): 

Nun sahen a i r  oben weiter, daB an der Greuze der Welle auch für 
L 

= - (47) eine geni iheh L6siing von (44) ist. Dort haben wir aber 
2 

gerade die maximale Spannung. Es  wird dort 

und falls wir Q = P setzen und P sehr klein gegen R annehmen, 
so wird: 

also 

(48) 

Somit wird an der tiefsten Stelle eiuer solchen halbkreisformigen Binne 
von verschwindend kleinem Radius die Spannung doppelt so groB, als 
an der Oberfliiche der Welle in geniigonder Entfernung von einer solchen 
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Stelle; also 8, wenn sie sonst 4 ist. Vergleichen wir dieses mit unserer 
Kiirve (F'ig. 8), so sehen n i r ,  daB das damit auch stimmt; dieselbe 
niihert sich asymptotisch dieseni Werte. Man gewinnt zugleich hier 
einen gewissen Einblick darin, da0 und in welcher Weise für Torsions- 
probleme dio Oberfliichenbeschaffenheit eines Korpers einen EinfluB auf 
die Bruchfestigkeit desselben haben kann. Unsere Untersuchungen gelten 
daher nur für eine ganz glatte Oherflache ohne irgend welche Unebenlieiten. 

Aiisführlicher wollen wir nun noch den Fall untersuchen, daB die 
Welle aus zwei Zylindern von verschiedenen Radien besteht, die, a i e  das 
die Umrisse auf Blatt 3 zcigen, mittels eines Viertellcreises ineinander 
übergelien. Um riun zuniichst zu unt~rsuchen, in melcher Weise die 
maximale Spannung abhingig ist Tom Verhaltnis des ltadius des 
Abrundungkreises zum Kadius der kleinereri n'elle, wollen wir einen 
Fall wahlen, in dem sich der Radius des schwacheren Zylinders F zu 
dern des starkeren R verhiilt r : R - 3 : 4. Das Problem ist iiisofern 
anders, als das vorige, als der Ort der maximalen Spannung nicht wie 
beim vorigeii UmriB beknnnt ist. Da es uns aber nur auf den un- 
gefahren Wert ankonimt, so genügt es, wenn wir annehmen, daB die 
maximale Spannung ctwas hinter der Ansatzstelie des Abrundungs- 
kreises liegt, wie düs der bei deni mfgelagerten Buride Blatt 1 ge- 

3 
zeichnete Ver lad  der Spannungen zeigt, und zwar etwa des Ab- 

rundungsradius von dieser Stelle entfernt. 
Wir verfahren also genau, wie oben gezeigt, zeichnen nach Gut- 

diinken die Kurven u = const ein, verhessern diefielben nach dem ersten 
Verfahren und ziehen dann die orthogonale Trajektorie durch den 
Punkt, wo nach imserer Annahnie die groBta Spannung auftritt. Auf 
diese Kurve wenden wir dann das zweite Verfahren an. War die 
Approximation gut genug, BO werden die dadurch neu gehndenen 
Punkte für die Kurven u = const mit denen, von welchen man aus- 
ging, nahezu zusammenfallen; ist das nicht der Fall, so müssen die 
Kurven nochmnls nach den neu gefundenen Punkten verbesscrt werden. 
Die Trajektorie muB orthogonal zu den neuen Kurven gezogen und auf 
sie dns Verfahren nochmals angewandt werden. Wir erhalten so 

- 
a F;- d O 

schlieBlich den Wert der Spannung, wenn wir re" durch den 
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ist fiir fünf verschiedene Fiille durchgefiihrt, in deneii sich der Ab- 
nindungsradius @ zum Radius der kleineren Welle ? verhielt, wie 1 : 20, 
2 : 20, 3 : 20, 4 : 20 und 5 : 20 (siehe Blatt 3) und die erhalteiien Span- 

- 

nungen sind in  Fig. 10 als Funktionen von aufgetragen. Dabei ist 

die Spannung an der Oberfliiche der dünneren Welle, deren Radius 
r = 1 genommen wurde, in genügender Entfernung von der Ubergangs- 
stelle 

auch eingetragen. 
E s  zeigt sich, daB mit kleiner werdendem g die Spannurig sehr 

stark ansteigt, und es fragt sich, wird sich dieselbe für Q = O einem 
endlichen Grenzwert niihern, 

a Fig. IO. oder wird sie dort unendlich 

werden, und falls dieses der 
Fa11 ist, in welcher Weise 
w-ird sie unendlich? E s  ist 
immerhin von gemissem Inter- 
esse, dieses einmal zu unter- 
suchen, da man daraus eine 
cbersicht gewinnt, in melcher 
Weise fiir sehr Heine Ab- 
rundungsradien die Spann- 
ungen anwachsen. Ln der 
Praxis wird eine Welle mit 

1 - p. einer ganz scharfen Ecke 
U 40.5 O,1 413 4.Z 42.5 - r natürlich nicht vorkonimen, 

denn meistens wird dort ab- 
sichtlich eine solche Abrundung angebracht werden, oder, falls dieses 
nicht der l'al1 sein sollte, wird doch die Materialbearbeitung niemals 
eine Ranz scharfe Ecke zulassen. Jedenfalls ist es empfehlensmert, wie 
der Verlauf der Kurve Fig. 10 und auch die folgende Untersuchung 
zeigt, eine solche Abrundung anzubringen und ihren Radius nicht zu 

klein zu wlhlen. 
Mathendisch betrachtet, ist eine solche scharfe Ecke eiri singuliirer 

Punkt unserer Differentialgl~ichung, für den sich eine Losuns in Form 
einer Iteihenentwiçklung ansetzen liBt. Zu diesem Zwecke verlegen 
wir die Ecke in den Pnnkt r = F s = O und fiihren genau mie oben 
Fig. 9 Polarkoordinaten Q und x cin mit der Ecke al8 Pol. .Setzen 
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wir dann iii Gleichung (43) für R dcn Radius der schwiicheren Welle F 
ein, so erhalten wir für u die Gleichung 

(1 + p sin z + (: sin z)' . . 

Wir setzen nun als L6sung für u eine Potenzreilie in p an, deren 
Koeffizienten Funktionen von x sind, und die mit g2 beginnend nach 
machsenden Fotenzen von Q fortschreitet. Gelien w i i  mit dieseln 
Ansatx in Gleichiing (49) ein, so ist die niedrigste Potenz der linken 
Seite p" ', die der reçhten aber nur Q"-'. Für kleiner werdende Q 

konvergiert die rechte Seite wegen des Faktors p"-' starker gegen Ku11 
als die linke, die pL2 als Faktor hat. Daher müssen die Glieder der 
linken Seite, die Q'-' enthalten, fur sich N d  werden, d. h. das erste 
Glied der Reihenentwicklnng muB einc Losmg der Gleichung 

sein. Da nun der reelle oder imsginare Teil jeder analytischen Punktion 
eine L6sung dieser Gleichung ist, so handelt es sich nur darum, f ü r  
das erste Glied der Eutwicklung eine solche analytische Funktion zu 
wiihlen, die in  der Umgebung der singuliiren Stelle auf der Begrenzung 
konstant ist. 

Nehmen a i r  etwa von 

den imaginiiren Teil und setzen 

so erhalten wir eine Punktion, die in der Xahe der Ecke auf der 
Begrenzung Nul1 ist, denn 

für ~ = 0  ist r - ? = O  s < O  u n d u E O  

für y = + z  ist z = U  r - F > O  u n d u = O .  

2 
Wenn wir n i m  ein sehr kleines Gebiet betrachteu derart, da0 ps 

5 
grof3 ist gegen p?, so stellt uns 

2 
u - 1  +BQ% sin + X  

Zeitschrift f .  Mathematik n. Phyaik. 55 .  Dend. 1907. Heft 3.  17 
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den Verlanf der Spannungslinien dar,  f d s  auf der Begrenzung u = f 

ist. (Fig. 11.) 
Das erste Glied der Reihenentwicklung ist danlit gefiinden; aber 

auch die andern Glieder lassen eich angeben. Qeht man niirnlich mit 
dem Ansatz 

in  die Gleichung (49) ein und setzt, da <Lie entstehende Gleichung f ü r  
jedes Q erfüllt sein muB, die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von p 

N d ,  S V  erhalt man rekurrierende ge- 
Fig. 11. w6hnliche Differentialgleichungen 

für fi, fi2 etc., aus denen sich diese 
berechnen lassen. So erhalt man 
z. B. für f, die Gleichung 

d g  f, 2 + (%)"f,(r) = - F- CO6 3 X 

das ist aber die bekannte Glei- 
chung der ungediimpften , er- 
zwungenen Schwingungen, deren 
allgemeines Integral , 

3 
fiz = - cos + X  + C sin % X  

+ D cos;X 

lautet. Die Gleichungen für f, usw. 
haben dieselbe Form, nur daB die 

rechte Seitc komplizierter ist. Alle diese Funktionen müssen auf der 
Begrenzuiig Nul1 werden. Also mu8 f, = O sein. 

1) fiir x = 0; das ist der Fall, wenn D = 3 ist 
4 i- 

2) für x = -52 daa gibt C = O, 
also muB 

3 
f,(n) =, (COS Q X  - COS +x) 

sein. 
In ahnlicher Wcise lassen sich auch die folgcnden Glieder berechnen; 

doch bietet das hier weiter kein Interesse. Wir erhalten dabei als 
Gleichung immer die der erzwungenen Schwingungen. In der weiteren 
Entwicklurig treten dann neue Konstanten auf, die zur Befriedigung 
weiterer r*renzbedingiingen dienen konnen. So würden wir z. B. in 
Borm einer unendlichen Reihe die Losung der Differentialgleichung 
für  den Fa11 erhalten konnen, daB auf den Halbraum ein Zylinder 
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Tom Radius ?; aufgesetxt ist. Wir begnügen uns hier mit den beiden 

ersten Gliedern 

[ ' 
3 5 

(50) u = 1 + u sin + x  + ,- QX (cos + X - c o s l  3 x ) .  . .] 
Wahlen wir den betrachteten Bereich so klein, daB der Spannurigs- 

xustand mit genügender Anniiherung durch 

dargestellt wird, so legen sich die Spannurigslinien sgmmetrisch urn 

die Ecke und sind am engsten für x = iz. Fiir diese Gerade fol& 
mit Berücksichtigurig von (18) aiif (51): 

De nun Q dort senkrecht zu den S p a n ~ u n ~ s l i n i e n  s teht  und in entgegen- 
geuetztem Sinne wie a gerechnet wird, BO ist 

O 

"$ =S'%dp 

? 
oder durch Diflercntiation 

- 

(5 2) = - r z i .  
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U m  nun zu sehen, wie groB e t y a  die Konstante B i d ,  verfatiren wir  
folgendermaBen: Bus  Gleichung (50) erhalten wir für  x = { n  

Verfertigen wir uns nun  eine Zeichniing nach unserem obigen Verfahren 
fiir den FaIl der scharfen Ecke, so k6nnen wir aus dieser entnehrnen, 
da6 etwa ist fiir 

~ . ~ = 0 , 9  g = 0 , 0 0 9 7  F 

u = 0,8 , p = 0,028 r 

u = 0,7 p = 0,0534 F 

,u = 0,6 p - 0,0867 1. 

Setzen wir das in obigem Ausdruck für B ein, so erhalten wir: 

H 1 -  - - 2 7 24; B2 = - %,26; B3 = - 2,25; B, = - 2,30; 

also iut etwa 

so daB wir in erster Anniiherung den Spannungszustand in einer eia- 
springenden Ecke darstellen konnen durçh 

9 
u = 1 - %,26 pr  (sin f - 3 (cos t X  - J I )  . . 4 F -) 

und dernentsprechend wird etwa 
4 52 z = -'-- 

3 F 4  fie 
r 4 

Daraus geht iibrigans hervor, da8 B die Dimension ~ m l r t - ~ ]  Lat. 
Ferner sieht man dsraus, daB in einer scharfen Ecke die Spannungen 

C 
wie lim - - unendlich werden.') 

c = "  s/E 
Damit ist a,lso gegeben, in welcher Weise sich die Kurve in Fig. 10 

asymptotisch der Vertikalen durch !! = O niihert. Bus der Kurre geht 
- 

hervor, d a B  fiir den gr6Bten Abrundnngsradius r die maximale Spanniing 
4 

etwa nur 1$ der Spannung an der Oberflache des schwiicheren Zylinders 
betriigt, also nur eine sehr gcringe Spannungszunahme stattfindet. 

E s  sei noch erwahnt, da0 sich auch leicht der FaIl de r  vor; 
springenden scharfen Ecke erledigen 1iiBt; dort ist in crster Annaherung 

TA, = 1 - CeZ sin 2 ~ .  --- 
# 

1) Durch eiue Verallgerneinerung o b i p r  Dritersuchung 1LBC sich feststellen, 
da6 in jeder einspringenden scharfen Ecke, mag aie auch noch so flach sein, die 
Spannung unendlich wird. 
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Also wird auf der Halbierungslinie 

somit 

In der Ecke selbst wird somit die Spannung, da C eine endliche Gr6Be 
ist, Ni111. 

Kun wird anderersej ts die maximale Spannung auch eine E'uriktiun 

von sein; um das zu untersuchen, lnssen wir den Abrundungsradius R 
konstant et'wa gleich ,O des Radius F dcs schwiichercn Zylindcrs. Die 
Untersuchungen sind durchgeführt für Wellen, bei denen sich verhiilt 
?:R wie 1) 1 0 :  11, 2) 10: 12,  3) 1 0 :  13, 4) 10: 16, 5) 10:20. Um 
die maximale Spannung hier etwas genauer zu firideri, wurden die 
Spannungen in der Wejse fe~t~gelegt,  wie clas Blatt IV zeigt, wo oben 
rechts der Verlauf der Linien f i r  den E'all T : B - 1 0  : 1 3  eingezeichnet 
ist. Dort ist, naclidem nach der ersten Methode zuniichst an- 
niihernd der Verlauf der Spannungslinien festgelegt ist, die End- 
spannung fiir die Trajektorien 1, II, III und IV nach der zweiten 
Methodc fcstgestellt. Von diesen Trajektorien endjgt 1 in der schwiicheren, 
IV in der stiirkeren Welie und 11 und III an der cbergangsstelle. 
Dabei liegen 1 und II so, daB sie die Stelle der maximalen Spannung 
zwischen sich einschlieBen. Es macht dann durçhaus keine Schwierig- 
keit, weitere Srajektorien einziischalten. Ziiniichst ist dann V etwa 
in der Mitte zwischen I und 11 eingeschaltet. Dann muB, falls die 
Endspannung für II und V einen grGBeren Wert, als für 1 hat - wie 
das in der Zeichnung der Fall ist - die maximale Spannung zwischen 
II und V liegen. Hier wird aberrnals eine Trajektorie V I  eingeschaltet. 
So k h n t e  man fortfahren, doch gelingt es schon so, wcnn man die 
Endspannung z als Funktion der Lange der Begrenzung auftriigt, 
durch Verbindung der Punkte das maximale z mit genügènder Genauig- 
keit zu finden. Dieses ist geschuheri in der Fig. unter dem Wellen- 
profile aiif Blatt IV. Rechts unten ist dann noch einmal der Verlauf 
der Endspannung für siiintliche untersuchte Wellen aufgetragen. E s  
zeigt sich, daB die Kurven um so spitzer werden, je gr6Ber der Radius 
des starkeren Zylinders ist. In diesem Falle ist daher die maximale 
Spannung schwieriger festzustellen, als in einem Falle, wo die Differenz 
der Zylinderradien nicht sehr groB kt, denn dann ist in einem ganzen 
Bereich das z anniihernd konstarit gleich der maximalen Spannung. 
Endlich ist noch rechts auf Blatt IV das maximale z als Funktion von 
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R- F 
-- - 
R aufgetragen. Die zunachst stark ansteigende Kurve wird bald 

sehr flach, so daB also die Spannung für noch groBere Verhiiltnisse 
von F :  R, die übrigens kaum in der Praxis vorkommen dürften, nur 
nach wenig wachsen wird. 

Für gewiihnlich vorkommende Verhiiltnisse i d  also die maximale 
Spannung bei den1 Abrundungsradius A T  etwa das 1,75 fache der 
Spannung an der Oberfliiche der schwacheren Welle, so daB die Zahl 
2,09, die Herr Professor Pop  p l  in seirier Abhandlung in  der Zeitsehrift 
deutsrher Ingenieiire angibt, etwas hoch ist. Dem~ntsprechend ist auch 
die maximale Spannung gleich der an der Oberfliche einer Hohlwelle 
von gleicheni liadius F und etwa von der Dicke 0,19 p. 

Wir sehen also: vergr6Bert man das Verhiiltnis des Abrundungs- 
radius zum Radius des kleineren Zylinders, so wird die maximale 
Spannung kleiner; vergr5Bert man das Verhiiltnis des Radius des 
stiirkeren Zylinders zu dem des kleineren, so wird die maximale Spannung 
gr5Ber. Man kann nun einmal versuchen, beides au gleicher Zeit zu 
tun und dadurch annahernd das Verhiiltnis der niaxi~rialeu Sparinuug 
zu der an der Oberfliiche der kleineren Welle in geniigender Entfernung 
von der Übergangsstelle konstant zu halten. Dieses geschieht am 
einfachsten, indem man die Begrenzung als unverhderliches Ganzes 
naher an die Achse hinanschiebt oder weiter davon entfemt. Dieses 
ist ausgeführt für  den Fall, daB der Radius der Abrundung der dritte 
Teil der Differena der Radien der beiden Zylinder ist, die ja als konstant 
angenommen ist. I n  Fig. 13 iot das Resultat dieser Uritersuchurig auf- 
getragen. Die ausgezogene Kurve gibt das Verhiiltnis der maximalm 
Spannung zu der an der Oberfliiche des schwiicheren Zylinders als Funk- 
tion des Radius dieses Zylinders. Die gestrichelte Kiirve gibt die maximale 
Spannung, falls auf die Welle das Drehungsmoment 255 ausgeübt wird. 

Man sieht also, das Verhaltnis ist in diesem Falle nahezu konstant. 
Benutzt man wie oben die Formel für die Hohlwelle 

wo a der iiuBere, b der innere Radius und &T das Torsionsmoinent ist, 
so kann man sagen, die maximale Spannung ist in diesem Falle gleich 
der an der Oberfliiche einer Hohlwellc, deren R.adius 1 und dereii Dicke 
gleich dem doppelten Abrundungsradius ist. 

Unser Verfahren IaBt sich auch auf andere Wellenunirisse an- 
wenden, falls man es mit Rotationskorpern zu tun hat. 1st das nicht 
der Fall, so muB man versuchen, einen solchen zu erhalten. Dabei 
konnen manchmal die Spannungsiinien auch nur auf einer Seite gegeben 
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sein. Ein Beispiel dafür ist ein Flansch. Urn in diesem Falle einen 
R80tationsk6rper zu erhalten, nehmen wir an, die Wellen hingen Kngs 
eines Kreisringes zusammen, der durch kontinuierliche Verteilung der 
zusammen haltenden Bolzen bestimmt ist, aber breiter sein soll, als 
der so erhaltene Ring, etwa oder 5 des Radius R der Welle. Da das 
nur eine rohe Annaherung der Wirklichkeit ist, so werden auch die 
Spannungslinien in Wirklichkeit nnr annahernd so verlaufen, wie in 
der so erhaltenen 
Zeichnung, be- A 
gonders in dem 1 I 

Fig. 13. 
p 729 

Flansch selbst. 1 I 

Indessen wird 
I L  

doch der Ver- 1 :; lauf in der ein- 1 1 

s pringenden 
Ecke ein Urteil 
über die dort auf- 

I 

l 
\ _C~L- G - 
l 

4 

Lai  4 72 . ~ i z  \, t64 

tretenden Span- 
nungen gewiiinen 
fassen. Nimmt 
man z. B. bei 

Hohe des Blan- 
sches 16, R und seine Breite +R,  so zeigt sich, da5 die maximale Span- 
nung an der Abrundung immer noch 1; bis 1: mal so groB ist, als an 
der Oberflache der Welle in einiger Entfernung von dem Flansch. 

Zum SchluB sei ondlich noch erwshnt, daB sich die hier angogebene 
Methode nieht nur im Falle der obigen Gleichung anwenden laBt, sondern 
daB sie - natürlich ihre Konvergenz vorausgesetzt - auch zur L6sung 
anderer Gleichungen der Fom 

\ 

\ \ 

,,, 
\ 
\ 

\ 
\ 

b,Z 

einem Abrun- 
dungsradius 

bei beliebigen Randbedingungen verwandt werden kann. Diese Methode 
wird sich also auch eignen zur Losung der Gleichung 

d w = O  

-, \, 1 9 ~  *:-- 65.2 
.?ou - 

insbesondere da, wo es sich um Str6mungsproblerne z. B. in durch liotation 
irgend einer Kurve entstandenen Hohren handelt, wiihrend bei vielen 
anderen Fiillen die von Herrn Prof. R u n g e  angegehene nuinerisch- 
graphische Netzmethode vorzuziehen sein wird. 

3 7. 10 2- - J*  g = $ R ,  die 5 
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Die kubische Kreisbewegung eines starren Korpers. 

Von ANTON G R ~ N W A L D  aus Rubentsch bei Prag, z. Z. in Niinchen. 

5 1. Erklarungen. Inhaltsübersicht. 

Eine Raumkiirve dritter Ordnung heiBt liubische Ellipse, wenn sie- 
die unendlich ferne Ebene in zwei konjugiert-komplexen iind in einem 
reellen Punkte schneidet. Gehoren die beiden unendlich fernen konjugiert- 
komplexen I'unkte dem absoluten Kugelkreise an, d. h. genügen deren 
unendlich groBe rechtwinklige Koordinaten x, y, z der Gleichung 
2' + y2 + z2 = 0, 80 nennt man die Raumknrve passend einen lcubiscken 
Kreis. 

Diese durch zwei (absolute, uriendlich Lerne) Kreispunkte geheriden 
kubischen Raumkurven sind die BuBpunktskiirven von hyperbolisch- 
paraboloidischen Regelscharen: Fallt man aus eineru beliebigen Punkte, 
dem Pole, Lote (senkrechte Transversale) auf die Geraden der einen 
Schar eines hyperbolischen Paraboloides, so erfüllen die FuBpurikte 
dieser Lote eineri kubischen Kreis, und uulgekehrt kann jeder kubische 
Kreis als die FuBpunktskurve einer bestimmten Regelschar auf eiriem 
Paraboloide erhalteii werden. Der Pol kann hierbei auf einer bestimmten, 
zur Richtebene dieser Schar senkreeht'en Geraden beliebig angenommen 
werden. 

Die kubischen Iireise sollen az~frecht oder schief heiBen, je nachdein 
die durch ihren reellen unendlich fernen Punkt bestimmte Bichtung, 
mit anderen Worten, je nachdem ihre reeUe Asymptote zu den durch 
ihre beiden ahsolut,en Hreispunkte gelegten (p:trallelen) E b ~ n e n  senk- 
recht steht oder nicht. Die aufi*echten kubischen Kreise liegen auf 
Umdrehungszylindern und sind FuBpunktskurven beziiglich einer Regel- 
schar auf einem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloide, die schiefen 
kubischen Kreise liegen auf schiefen Kreiszylindern und sind BuBpunkts- 
Burven bezüglich einer Regelschar auf einem ulzgleiclmitiyc~z hyper- 
bolischen L'araboloide.') 

Die PuBpunktskurven einer Parabel, identisch mit den zirkuliiren 
rationalen Kurven 3. Ordriuiig in einer Ebene, sind hiernach passend 
als ebene liztbische IC~cise zii bezeichnen. 

1) Vgl. die Abhandlung des Vorfasscrs: ,,Betrachtnng von FuBpunktskurven 
in der Ebene und im Raums" in den Programmen der II. dentschen Staats- 
realsüliule in Prag von  1906 und 1907. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von ANTON G E ~ N W A L D .  265 

In Vorlesungen iiber Geoinetrie ist es wünschens~~-ert, die Erzeugung 
einfacher kubischer Raumkurven auch anschauungsmiiBig, etwa in einem 
kinematischen Modelle vorzuführcn. 'Hierzu sind eben die zirkuliir- 
kubisçlien Rüurnkurven, die litcbisci~en Kre i se ,  am besten g e e i p e t ,  da 
es eine - und im Wesen m r  eine - kinematisch sehr leicht zu 
erzwirigende kubische, rational von einem Pararueter t abhangige Be- 
wegung eines starren Korpers gibt, bei welcher alie seine Punkte reelle 
kubische Kreise beschreiben, k r n l i r h  die kubisch-zirkuliire Bewegung 
oder kzibische Kreisbewcquny, welche wir hie1 untersuchen wollen. 

Sie bietet auch noch den Vortcil, bei B c t r a c l h n y  der von den 
Ebenen des starren Iiürpers bei seiner Bemegung eingehüllten Deve- 
Z~ppabierl zu eincr anderen metrisch ausgezeichneten Gattung von Kauin- 
kurven 3. Ordnung zu führen, welche als Gratlinien dieser Developpableri 
auftreten. Es ist dies die Gattung der kznbischen H e l i x ,  d. h .  der 
Helix oder ,,Kurve gleicher Steigung" D auf dem einzigen bubischen 
Zylinder, welcher derartige miederum llcubische und zwar obendrein 
(ganz-rationalj-algebraisch rektifizierbare Kurven zulaBt, deren Tan- 
genten überall mit den Zylinderkanten gleiche Winkel einschlieBen. 
Der Orthogonalschnitt C' diescs Zylindcrs ist eine nusgezeichnetc kubische 
Parabel, Fig. 6, mit der Gleicliung (27) my2 = x(x - 9 m ) 2 ,  die zweite 
negative FuBpunktskurve einer Geraden, d. h. die erste negative FuB- 
punktskurve einer Parabel in bezug auf ihreri Bre~inpunkt alü Pol, oder 
die Eatakanstik einer Parabel bei Heleuchtung dureh parallele (zur 

Parabelachse senkrechte) Lic'ntstrahlen. Diese schleifenformige, hier 
als Zylinderbasis auftrétende kubische Parabel wurde schon von N a r q u i s  
de  l 'Hôp i t a l  und T s c h i r n h a u s c n  bemerlct und wird zuweilen nach 
ihnen benannt, falls man nicht den Kamen caustique podnire oder Ortho- 
genide vorzieht. Alle Orthogeniden sind einander iihnlich. Die kubische 
Helix ist leicht dur& eiri Papierblatt von der F o r a  eines rechtwirikligen 
Dreieçkes derart zu ~eranschaulichen, daB dessen Hypoteniise die Helix- 
form annimiut,, falls man (las Papierstück zyliridriscli verbiegt und mit  
der deforinierten Kathete aiif einer Orthogenide als Rasis aufstellt. 

Der interessanteste Umstand bei der kubischen Kreisbewegung, 
welche mir untersuchen wollen', ist aber nicht eben der, daB sie von 
allen 1;ubisciien Bewepngen  am leichtesten einem starren K6rper SL, 
(hinsichtlich eines ruhenden Ii6rpers SL) aufgezwungen werden k a u ,  
wie wir dies in der Figur 3 durch einen besonders einfachen Mecha- 
nisrnus andeuten'), sondern daB sie die einzige ihrer Art  ist: Wenn 

1) Der Hilfskorper fi, in dieser Figur beschreibt hierbei zwanglaufig die als 
Grenzfall der schiefen (z. B. von 2, auagefülirten) anzusehende azif+echte kubische 
&eisbewegung, so daB auch für die letztere kein neuer Apparat notig wird. 
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266 Die kubische Kreisbewegung eiries starren Korpers. 

wir namlich von den tririalen Parallelbewegiingen absehen, bei welchen 
alle Punkte eines starren Korpers kongruente und gegeneinander nur 
parallel verschobene Bahnknrven beschreiben, gibt es auBer der von 
unserem einfachen Mechanisnius darstellbaren kcine einzige reelle und 
von einem Paraineter t rational abhangige Bewegung eines starren 
Korpers mehr im Raume, bei welcher alle Punkte desselben kubische 
Kreise beschreiben. Vorerst weisen wir den betreffenden Satz für die 
ebene kubische Kreisbewegung nach, indem wir die gegeneinander 
beweglicben starren K6rper fi,, SL zu übereinander gelegten ebenen 
Blattern zusammenschrumpfen lassen. 

3 2. Die ebene kubische Kreisbewegung als besonderer Fa11 der 
kubischen Ellipsenbewegung eines starren Blattes. 

Eine keineswegs triviale Bewegung, bei welcher alle Punkte einee 
ebenen Blattes auf dem anderen Blatt ParabelfuBpunktskurven, also 
kubische Kreise zeichnen, ist wohl bekannt.') Es iat  die^ jene, bei 
welcher die gleitlos aneinander abrollenden Polkurven beider Bliitter, 
also die Orte der Momentanzentreii in SL und fi,, symwetvische Parabeln 
sind, d. h. kongrucnte Parabeln, welche bezüglich der Tangente in ihrem 
jeweilig gemeinsamen Berührungspunkte symmetrisch liegen. Da hierbei 
der Brennpunkt jeder der beiden Parabeln auf der Direktrix der anderen 
bleibt, ist es leicht, die Bewegung der Blatter gegeneiuarider dadurch 
zu erzwingen, daB man beide mit je einer geraden Fzi~chr: und einem 
StifB veraieht, welche indes bei beiden Blatteni voneinauder gleichweit 
abstehen müssen, und dann den Stift jedes der beiden Blatte+ zwingt, 
sich in  der Furche des anderen Blattes zu bewegen. 

Eine der gegenseitigen Lagen beider Blatter ist als TTerzwezqicngs- 
steZZung ausgezcichnet, jene niimlich, bei welcher die Verbindungslinie 
der Stifte zur Furchenrichtung senkrecht steht: Von dieser Lage allein 
aus ist es moglich, daB auBer der kuhischen Kreisbemegung, welche 
zwei symmetrischen t'arabe111 die Eolle von aneinantler abrollenden 
Polkurven zumeist, noch eine ganz triviale, geradlinige Parallelbewegung 
des einen Blattes gegen das andere in der Furchenrichtung moglich 
wird, deren Eintritt aber als unerwünscht leicht zu verhindern ist. 

Abgesehen Tom trivialen Falle einer kubischen Parallelbewegung 
- mit gegeneinander nur verschobenen kongruentên Punktbahnen - 

- 

1) Vgl. e t w a  in G. K o e n i g s  Cinamatique, Paris 1897, S. 169 und Figur 58 
Auch i n  H. S i c a r d s  CinBmatique, Paris 1902, S. 100 und Figur hierzu. 

Langst vorher von DI. L B u r m e s t  e r  bemerkt und durch sein symmetrisches 
Schleifschiebergetriebe dargestellt. Ygl. B u r m e s t e r s  Kinematik, Leipzig 1888. 
S. 334 und Fig. 390. 
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ist die durch solche Rliitter G1 und JL, welche mit Furche und Stift 
symmetrisch ineinandergreifen, erzeugbare kubische Kreisbewegung die 
einzigel) rational durch einen Parameter t darstellbare, bei welcher alle 
Punkte des einen Blattes auf dem anderen kubische Kreise zeichnen. 
Um dies einzusehen, leiten wir zuerst die Gleichungen der allgemeinen 
,,kubischen Ellipsenbewegungenl' eines starren ebenen Blattes ab. Hier- 
unter verstehen wir solche von eiriem Parameter t rational abhangige 
Bewegungen, bei denen alle Punkte ebene kubische Ellipsen beschreiben 

1) Diese AusschlieBlichkeit iut umso bemerkenswerter, als eine analoge, schon 
bei Bewegungen ebener Blitter, von welchen kongruente Ellipsen oder Hyperbeln 
al8 Polkurven symmetrisch aneinander abrollen, nicht mehr besteht. Die , in  letz- 
terem Falle auftretenden Rouletten sind die FuBpunktskurven von Mittelpunkts- 
kegelschnitten, identisch mit den rationalen bizirkuliren Kurven 4. Ordnung. Die 
Bewegung, welchedurchsymmetrischaneinanderabrollendeMittelpunktskegelschnitte 
gekennzeichnet ist und durch ein symmetrisches Gelenkviereck, d m  ,,Antiparallelo- 
gramm" der Brennpunkte, erzwungen werden kann,  iut keineswegs die einzige, 
welche die Punkte des eincn ebenen Blattes zwingt, auf den anderen rationale, 
bizirkulare Kurven 4. Urd. zu zeichnen, sondern es ist durch C a y l e y  noch eine 
undere Bewegung von der letzteren Eigenschaft bekaririt geworden, bei welcher die 
gleitlos aneinander ahrollenden Polkurven beider Klatter 

Fiy. 1. 
P a s  c alsche Schnecken von gleichem Umfange sind. Die 
Figur 1 ~ t e l l t  zwei aolche, in Polarkoordnaten r ,  cp durch '3 > ... . :--O . - . .  

r = Acoscp + B  .... 
. . 
. .. .. i. --. -3 . 

bzw. r = B c o s c p + A  

darsteiibare Kurven vor, die eine mi t  isoliertem, die andere mit nicht isoliertem 
Doppelpunkte. Bei der durch diese Polkurven bestimmten algebraischen Bewegung, 
welche nur dann eintreten karin, wenn aie von einer der in  der F i e  1 angedeuteten 
Lagen derselben ausgeht, wo die Doppelpunkte und die Symmmetrieachsen beider 
Schncckenlinien zusammcnfi~llen, treten zwci Verzweigungsutellungen auf und zwar 
gerade bei den gezeichneten Lagen der Polkurven. - Man kann die Bewegung 
Ca y l e  y s durch ein anderes symmetrisches Gelenkviereck als da8 obige, durch 

B2 - AP 
das ,,l)eltoidM, mit zwei zusammenstoBenden Seiten von der Lange a = -- 

2 A  
B e -  A' 

und zwei anderen von der Lange b = - - - erzwingen, indem man wiedernm 
2B 

die lieiden Blatter starr mit den Gegenseiten desselben verbindet. Die beiden 
Verzweigungs~tellungen gehen durch Drehnng des einen Blattes um 180' und zwar 
nm den gemeinsamen Doppelpunkt beider Polkurven ineinander über. Gerade 
diese Drehbewegung ist als eine Nebenbewegung, welche nur konzentrische Kreise, 
wg. ,,Nebenkreise6' erzeugt (und zwar nur von den Verzweigungsstellungen aus), 
immer noch mit dem Bewegungsgesetze vereinbar. Von diesen Nebenkreisen ab- 
gesehen, zeichnen bei der C a y l e y  schen Bewegung alle I'unkte d e s  e inen Blatks  
auf dem anderen rationale bizzrkulare Kurven 4. Ordnung wie bei der obigen 
Boppelbewegung anderer Art, die bekanntlich auch zwei Verzweigungsstellnngen 
hat, von welchen auu ebenfalls Nebenkreise als Puriktbahnen mit zugelssen werden. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



268 Die kubische Kreisbevegung eines st'arren Korpers 

oder, was dasselbe ist, rationale ebene Kurven 3. Ordnung, welche auf 
der uncndlich fernen Geraden neben einem reellen Punkte noch zwei 
bestimmte andere, nicht zusammenfallende konjugiert komplexe Punkte 
besitzen. Die Parametergleichungen jeder ebenen kubischen Ellipse 
kihnen in der Form 

angesetzt werden, wobei die rechtwinkligeu Punktkoordinaten x, y durch 
einen rationalen und für reelle Punkte reellen, für imaginare imaginiiren 
Parameter t ausgedrückt erscheinen und a, b . . . g reelle Konstanten 
sind. Der Ansatz ist derart getroffen, daB die y-Achse zur reellen 
Asymptote der Kurre parallel angenommen wird, und die Ausbreitiing 
des Parameters auf der Kurve wurde so gewiihlt, da8 dern unendlich 
fernen reellen Punkte der Wert t = oo, den konjugiert komplexen, 

unendlich fernen Punkten aber die Werte t = i = + p c  1 ent- 
sprechen. 

Soll nun eine kubische Bewegung eines starren Blettes SL, moglich 
sein, bei welcher nicht blo8 ein Punkt dieses Blattes die kubische 
ELlipse .$? mit den Gleichungcn (l), sondern noch jcder beliebigc andere 
Purikt eine andere kubische Eilipse R' auf dem fevten Blatte JL beschreibt, 
so müssen sich die Koordinaten z' y' des auf der ,,Begleitkurve" Q' 
wanderriden Punktes in der Form 

daistellen lassen, wobei wir sogleich Schlüsse ziehen konnen, welche 
den Bau von d a  und d y  erkennen lassen: 

Da R und R '  unendlich ferne Punkte besitzen, welche zu denselben 
Parameterwerten t = oo und t = + i gehoren müssenl), ist sowohl AX 
als d g  in Form eines Bruches mit deni einf'açhen Nenner (1 + t2) au- 
zusetzen. Da ferner d x  und Ay für reelle Werte von t ,  also aiich 
fùr t = m, nicht unendlich werden dürfen, kann der Grad des Ziihlers 

1) Der ree l le ,  t = oo entsprechende iinendlich feme I'nnkt mu0 sogar bei 
beiden Kurven 3. Ord. derselbe sein, es besteht aber keine Notwendigkeit dafür, 
daB auch die imaginaren unendlich fernen Punkte von R und R '  dieselben seien. 
Die einfachsten algebraischen Bewegungen ebener Bliitter zeigen einander ,.be- 
gleitende" Kurven mit verschiedenen imaginkeu unendlich fernen Punkten. 
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in t bei jedem dieser beiden Brüche hikhstens auf den zweiten ansteigen, 

gewirinen, wobei zwischen den 6 Konstanten x, . . . 5 noch gewisse 
Beziehungen bestehen müssen, damit auch das  Quadrat der Distanz D 
der zum selben t gehorigen Punkte von 9 nnd R', n a d i c h  

einan von t unabhangigen konstanten Wert behalten k6nne. Für 
gewegungen reeller Bliitter kommt der Fall, daB im Zahler von B2 
(bei 4) alle Koeffizienten Nul1 sind, also Il immer Nd, dy = + id%, 

y, = zz, ist, wobei x,, x,, X, beliebig sein konnen, gar nicht in 
y3 = + zz3 

Retracht. Da Il2 als konstant auch fiir t = f i nicht unentllich werden 
darf, kann sich der Ziihler iu (4) Tom Nenner nur um einen konstanten 
Faktor f unterscheiden, was zu den Gleichungen 

x: + y: = xa + y3 = E 
$. YIY~ = O 

2 (x, x, + y, y,) + 2; + Y; = 2 1 
"2x3 f = O 

führt. 
Bus der ersten und der dritten folgt 

aus den beiden anderen 

O = i 2x1% f 2 x 2 y 1  f xi $y%.  nalten wir diese Gleichung mit 

z , x , +  y , y 2 =  0 oder msammen, so ergiht sich 

p 2 ( x ~ - j - y ~ ) ~ 2 y ( x ~ + y ~ ) = 0  und damit1) p-O oder ,u='f2. 
- 

1) Imttginare Begleitkurveu , eutapechend zt + y: = O ,  interessieren une 
hier nicht. 
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270 Die kubische Kreisbewegung eines starren Korpers. 

p = O führt zu X, = y, = 0, x3 = xl, ys = y,, 

also zu einer trivialen Parallelbewegung, bei welcher alle Punkte eines 
starren beaeglichen Blattes SLl auf dern festen Blatte SL kongruente 
und gegeneiilander nur parallel verschobene Bahnen beschreiben. 

p = T 2 führt zu der uns interessierenden Lubischen Ellipsm- 
bewegemg, bei wclcher sich ein Blatt fil auch dreht, wahreild seine 
Punkte kubische Ellipsen beschreiben. Es  wird namlich 

wolei,  wie auch in der Folge, die oberen bezw. unteren Vorzeichen 
zusammengeh6ren. Wir haben, falls wir noch 

(51 

setzen, 
q + 2 y  t-x t P  d x = - ? - l  = 

1 - t 2  2 t  
l + t s  

x il+t*T~ip= --- ~ , c o s a T ~ , s i n a  

1 ~ i t 2 x , t - y , t ' -  2 t l - t e  
AY=- ----- 1 + t P  - + ~ , ~ + y , ~ = i ~ ~ s i n ~ + y ~ ~ ~ ~ ~  

Wahrend also ein Punkt (x, = y, = O) eines starren beweglichen 
Blattes fil einc bcliebig anzugebende kubische Ellipse Q (Glcichung (1)) 
beschreibt, kann man es durch gleichzeitige Drehung dieses Blattes um 
diesen Punkt, und zwar um einen gewissen, der Gleichung (5 )  ent- 
sprechenden Winkel a! stets, und zwar auf zwei verschiedene Arten (den 
verschiedenen Vorzeichen in  (6) entsprechend) dahin bringen, daB jeder 
Punkt dieses Blattes, mit den beliebig wahlbaren rechtwinkligen Koordi- 
naten x,, yl (in fi,), auf dem festen Blatte SL ebenfalle eine kubische 
Ellipse zeichnet. Die Gleichungeii dieser kubischen Ellipse Q' (bezw. 
einer ebensogut moglichen Begleitkurve 'R) werden gemiiB (2) und (6) 

Den beiden Vorzeichen entsprechend konnen wir bei einer ge- 
gebenen Kurve Q, welche von einem bestimmten Punkte (xl = y, = 0) 
des Blattes fil beschrieben wird, stets zwei verschiedene 7mbische 
E'llipsenbewegungm eines Blattes a,, also derartige Reweçungen an- 
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nehmen, daB hierbei Q von einem Punkte von fi, beschrieben wird 
und alle übrigen Punkte andere gleichfalls kubische Begleitellipsen 
zeichnen. Die Gleichungen (7) haben wir als Gleichungen einer beliebigen 
ebenen kubischen Ellipsenbewegung anzusehen. Statt R kann zur Be- 
stimmung der Bewegung - bis auf die Zweideutigkeit der Dreh- 
weise - jede Begleitkurve P' (bezw. 'R) verwendet werden. Auch die 
Zweideutigkeit schwindet, sobald man einem Bewegungssinne auf einer 
dieser Kurven den entsprechenden Drehungssinn des Blattes zuweist. 

Damit die Gleichungen (1) einen kubischert Kreis $? vorstellen, 
müssen sich für t = 2 i die Zahler dieser Gleichungen wie 1 : & i 
verhalten, was zu den Zirkularititsbedingungen 

führt. Eine der beiden kubischen Ellipsenbewegungen, welche zu jedem 
kzcbischen Kreise mit den Gleichungen (1) und (8) gehoren, ist nun 
selbst eine kubisch Erei~bewegut~g, indem alle Begleitkurven Q' (mit 
den Gleichungen (7)) dabei selbst kubische Ereisp sind. Auf die Form 

x =  etz* (b  - d ) t  + (e f [ c -  a] )  
1 + t" 

a t S +  b t z +  c t  + d 

konnen die Gleichungen jedes kubischen Kreises 9 gebracht werden.') 
Stellen wir hierzu die Zusatzglieder A x ,  dy aus (6) m i t  der dort 
stehenden Folge der zweideutigen Vorzeichen, so werden auch d e  
Begleitkurven R' mit den Gleichungen (7, 8) oder 

wieder kzlbisch Ereise, da die Gleichungen (10) oder 

, uts  + b' t3  + c ' t  + d' 
1 + t P  

d - a - c ..= 0 artet L in die Gerade \ BUS. 
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die Koeffizienten 

b f = b - y , ,  c ' = c f 2 x , ,  d ' = d + y ,  

e = e  - q 7  f f = * ( b - d - 2 y l ) ,  g ' = e k [ c - a ]  f x ,  

besitzen, welche wiederum die Zirkulnritatsbedingungen 8' (analog 8) 

(8 '1 
f ' =  * ( a ' - d ' )  

erfüllen. Die Begleitkurven 'R der anderen Bewegung, gehorig zu den 
Gleichungen mit der anderen Zeichenfolge bei den Zusatzgliedcrn dx, dy: 

oder 

haben Koeffizienten 

welche die Zirkularitiitsbedqungen 

nicht erfüllen, falls x, und y, von Xull verschieden sind: Zu jedeln 
niclzt uusgewrteienl) ebenerz kzcbischen Iireise Ie gehort also eine einzige 
(nicht triviale rationale) kubische K r e i s b e w e p n g .  Wir konnen die 
Gleiehungen (9) mit bloB den oberen Zeichen (il -A-) als zu R' gehorig 
voraussetzeri, da wir t mit (- t )  vertauschen konnten, falls der andere 
durch die untercn Zeichen gcgebeiie Fa11 vorlàge. Bei jeder l c u b i s c h  
p~ -- - - - 

f " -  - ( b " - d " )  
1) Ea Bann auch gelten, falls spozioll b - d 

- 4  I 
= c - a = O ist, also falls B zu einer Geradm 1 (ans 9) auaartet. 
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Kreisbeuiepng k6nnen wir ails demselben Grunde in den Rewegungs- 
yleichungen (10) stets nur die oberen Zeichen voraussetzen (10 +) und 
von diesen ausgehend Vereinfachungen vornehmen, welche die AU- 
gemeinheit nicht beschranken. 

5 3. Die einfachste Form der Gileichungen der ebenen kubischen 
Kreisbewegnng 

,erhalt man, indem man unter den Begleitkurven 9' (Gleichung 10 +) 
von R die einzige geradlinige heraussucht und an Stelle von R setfi. 
m i r  suchen x, und y, so, daB 

konstant wird, was nur für 

a - c  

moglich ist und gewinnen 
b + d  y'- a t C - .  

2 

Die ursprünglich durch R (Gleichung 9 +) definierte kubische 
Kreisbewegung des Blattes JL, kann nun ebenso, aber bequemer b e  
achrieben werden, wenn man statt R die durch 

bestirumte Gerade wakilt. Wenn das Koordinatensystem auf dem festen 
Blatte gemaB den Transfnrmationsgleichungen 

1) m i r  k6nnen unbewrgt wieder diese Zeiühen x ,  y wihlen,  da eine Ver- 
wechselung mit  dem nrspriinglich~n Koordinatensystem in Q, auf welches sich die 
Gleichung (1) bezogen und gegen welches dae jetzige vorschoben liegt. nicht ni 
befiirchten steht. 

Eeitschrift f. Mathcmatik n PhgsLk. 55. Band 1907. Heft 3. 18 
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verschoben wird, haben wir daher als die einfachste Pon~ der in f 
rafionalerz Gleichungaz der IizcOi~d~en Kreisbewegmg eeines reellen (starren 
eberien) Ulalles SL, (xl, y,) an einem festen Blatte JL (x, y) die folgende 

X, cosa - y, sin a 
( t  = tga) .  

y = ut + x, sin a + y, cos ci 

Die so darstellbare, in ihrer Art einzige kubische hi-eisbewe.yung ist 
aber identisch mit unsercr eben 

Pig. 2.  

beschriebencn, bei welcher kongruente 
Parabeln symmetrisch aneinander ab- 
rollten und welche diirch ein Paar 
von Bliittern erzwingbar m-ar, die je 
mit einer Furche und einerii Stifte 
symmetrischl) incinandergriffen: Dies 
kann man entweder daraus erkennen, 
daB nicht bloB der Anfang (q = y,=O) 
von fi, auf der y-Achue (x = 0) von 
JL,  sondern zugleich auch der Punkt 

( x = - a  , y=O) von 32, auf der Geraden 

(x, = - a) von SA, 

wandertz); d e r  man sncht gerade- 
wegs die Polkurven auf, d. h. die 
Orte der Momentanzentra in beiden 
Blittern, und erkennt kongruente Pa- 

rabeln in symnietrischer Stellung bezüglich der gemeinsamen Tangente 
SL 

(Fig. 2): Die Polkurve r0 in wird erhalten, indem man ans (11) r0 a, 
und den diirch Nullsetxung der Ableitungen 

hieraus gewonnenen Gleichungen 

1) x, y, a eliminiert: 

y' = - 2 a (X + f ) Gleichung von r,, 

1) Der Stiftabstand von der Furche muBte in beiden Bliittern der gleiche sein. 
2) Hierbei gilt im ersteren Falle y = a t ,  im letzteren y, = at .  
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II) xya eliiliiniert: 

\x, cosa - y, s i n s  = - p (1 + t 2 )  1 

5 3. Die allgemeinste knbische Kreisbewegnng eines starren Korpers 
im Raume. 

Ziehen wir vorerst eine sogenannte Direktionsbewegung heran, 
welche wir erhalten, indem wir eineri Punkt des beweglichen starren 
Korpers AL, (x,, y,, 2,) in einem Punkte O van SL (x, y, z) festhalten, 
so daB statt der eigentlich zu untersuchenden Bewegung einstweilen 
eine andere - hier gewiB algebraische und znar  vom dritten oder 
niederen Grade im Parameter t - betrachtet wird, bei welcher die 
verschiedenen Lagen eines um O bemeglichen Korpers durch bloBe 
Parallelverschiebung aus den Lagen von fil gewonnen wcrden konnen, 
so ergibt sich als einzig mogliche Direktionsbewegung jeder veellm 
k~tbiscken Bewepng &ne Rotntim Wiiren namliçh die Polhodiekegel 
der Direktionsbewegung, d. h. die Orte der Momentanachsen durch O 
in beiden Korpem, welche reell sein müssen, nicht zu einem Strahle 
zusammengeschrumpft, so müBten schon bei den Punktbahnen der 
Direktionsbewcgung Spitzen dort auftreten, wo die Kanten des Her- 
polhodiekegels zur Berührung an den Polhodiekegel heranrückten; 
kubisch (oder von niederem Grade) konnte die Bewegung also wegen 
dieser Spitzen gewiB nicht sein; zu eincm Strahle zusammen- 
schrumpfende Polhodiekegel lassen aber die Direktionsbewegung als 
einfache Achsendrehung erkennen. 

Bei der kubischen Kreisbewegung, welche wir zu untersuchen 
haben, konnen wir daher sogleich die z- und 2,-Achse zum Polhodie- 
strahle der Direktionsbewegung parallel annehmen. Da nun 1) die 
Distanzen zweier bellebiger Punkte von fi, bei der Bewegung erhalten 
bleiben, ebenso auch 2) die Projektionslaiige jeder solchen Distanz auf 
eine Parallele zur z-Achse, so muB als zweite Katliete i r i  jedem durçh 
1) und 2) bestimmtm rechtwinkligen nreieck auch die Projektions- 
lange jeder Strecke in der xy-Ebene erhalten bleiben, d. h. die Be- 
mrgung der orthogonalen Projektion aller Punkte einer j e d ~ n  zur 
zl(z)-Achse senkrechten Ebene von 53, auf die xy-Ebene in SL ist im 

18* 
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allgemeinsten Fal le  eine ebene kubische I i reisbewegiingl j  mit den 

Gleichungen (1 1). 
Wir haben daher  bei der kubisch-zirkularen Bewegung deren 

Gleichungen in der  F o r m  

x, COS a: - y, sin a 
a, z,, P,, P~ konstant,  

u n d  y, unab- 
F(t) a t S + z , t P + z , t + z ,  hangin 

1 + t e  1 

anzusetzen2), da wiedctrum der Ziihler F(t )  bei z hochstens zum dritten 

Grade in t ansteigcn dnrf. Hierbei  i s t  noch  zu beachten,  da5 für - 
t = + i die unendlich gr06 werdenden Koordinaten X, y, (wegen der 

E r h a l t u n g  der KreisPunkte iii der z-y-Ebene) in den Verhaltnissen 

s tehen miissen, daB also zu gelten h a t  

[xl(l-ia)T2yli]:[k uai(l+ia)&2x,i+ yl(l-iP)J:[T ai3+ z,i2tz,i+z,] 
- 1 : f  i:O 

mitliin { } ~ i r  eriialteo, wenu wi i  nocli 

a = ae 
set'zen, 

z = aet + ~ , . ~ j  

Wir k 6 m e n  hiernach die Gleichzmgen der  reellen ( n i c h t  t r i ~ a l e n )  

ku,bischen Kreisbewegung eines starren KGrpers in der F o r m  

1) Von d m  trivialen Parallt.lbeweguugen eiues starren Kürpera, welche durch 
einen kuhischen Kreis im naurne g~geben sind,  sehen wir nstürlich ati; ebenso 
sehen wir hier ab von dem Falle,  bei welchem diese ebene kubische Kreis- 
bowegung dcr Projcktion (ouf die xy-Ebcne) zur gewohnlichen Notation ausartet; 
wir werden auf die letztere MiIoglichkeit durch einen Grenzübergang von der all- 
gemeinen kubiucheri Kreisbewegung uoch zuriickkonirnen. Gleiühung (16), S. 278. 
Tgl. die dortige Anm. 2. 

2) z muB für t = cr: selbst uwmdlich werden, wenn keine ebene kubische Kreis- 
bewegung eintreten soll, ouBerdem soll z nur für 1 + te = O zu den beiden ims- 
ginireu unendlich fernen Punkten führen. 

3) Auch so: Sol1 z = E'(t) auch für  1 + tS  = O endlich tileiben, so 
1 + t' 

muB E (t) die Form If' jt) = (1 $ t 2 )  ( u t  + 2,) besitzen, welche su z = a t  - z,  
führt. z, untersçheidet sich von der dr-itten Koordinate in SL, nur durch eine 
Konstante, ksnn deher selbst als diese Koordinate gelten, wenn dor Anfmg auf 
der Geraden z, = y, = 0 ~ a s s e n d  gewahlt wird. 
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anschreiben, welche der bequemsten Einlagerung beider Koordinaten- 
systeme, des Systems (x, y, z) in dem festen Korper SL, und des anderen 
S y s t m s  (x,, y,, 2,) im bemeglichen starren Korper fi, entspricht. 
Beide Koordinantentrieder decken sich für t = 0. 

E in  parabolischer Zylinder 

rollt bei jeder reellen kubischen 

Zylinder ro [mit der Gleichung 

Richtung der Zyliuderkariten zu 

r0 [mit der Gleichung ( .On 4 
Kreisbewegung an einem konpuenten 

(:P)] von M ,  ohne vnders als in der 

gleiteri, symmetrisch ab,  alüo so, dalJ 
die reelle und im Endlichen gelegene Fokalachse jedes der beiden 
Zylinder sich (parallel zu ihrer Ausgangslage) in der Direktrixebene 
(Polarebene der Fokalachse) des anderen Zylinders verschiebt; das 
Gleiten in  der Kantenrichtung geschieht in dern MaBe, daB alle Punkte 
der Bokalachse in der vorgeschriebenen Ebene parallele Gerade zeichnen, 
z. B.: der Anfang O, (x, = y, = 2, = 0 )  von SL, die Gerade G* mit  den 
Gleichungen 

(G") 
x = aet 

in der Dircktionsebene x = O von ro. In der Fig. 2 fiillt die ortho- 
gonale Projektion G*' von G* auf die Ebene z = 0 mit der y-Achse 
von 52 zusammen. F ( z  = - a ,  y = 0) ist die Fokalachse von r,. 
G* schlieBt mit  der x-y-Ebene einen Winkel g> ein, dessen 

ist. g> ist der Winkel aller der untereinander parallelen Asyinptoten 
der kubischen Bahnkreise unserer Bewegung mit ihreri gemeinsamen 
Kreispunktsebenen s = bonstant. E r  sol1 der ,,charakteristische Winkel", 
und seine Tangente e die ,,NeigungL1 jedes der Kreise, und damit der 
kuhischen Bewegung selbst geriarint werden. a ist der Abstand jeder 
der beiden Pokalachsen der Zylinder ro, r0 von ihrer Direktionsebene. 
Durch die Projektionsbewegung (mit der Konstanten a, Figur 2) auf die 
Kreispunktsebene fi - 0 und durch die Neigurig e ist jede kubische 
Kreisbewegung gekerinzeiçhnet: Durch einm jeden als Bahnkurve 
eines Piinktes gegebenen (nicht zu einer Geraden ausgearteten) 1;ubi- 
schen Kreis ist eine kubisclw Kreisbewegzcgzg (a, e )  im Raurne liestimmt. 
T)ie inverse Bewegung ist geometrisch niçht wesentlich anders gekenn- 
zeichnet und gehort zurri selben a und zur - absolut genomrnen - 
gleichen Neigung (- e). 
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Wird <p = 90°, die Neigung e = tg  cp = oo 

und dabei a = O und zwar so, da1 

endlich und konstant bleibt, so erhalten wir den Grenzfall der nuf- 
rechten. hubischen Kveisbeweyung mit den Gleichungen 

bei welcher sich die 2,-Achse auf der a-Achse, also ,,in sich" verschiebt 
und die Bahdinien aller Punkte aufvechte kubische Kreise beschreiben, 
also Kurven dritter Ordnung auf Umdrehungszylindern um die s-hchse, 

x, cos a - yl sin a: 

y = xl :,in a + y, cos ci 

s = k t +  2, 

welche durch Aufrolleri des zwischen zwei benachbarten Asymptoten 
gelegenen Teiles einer (sog. verallgemeinerten, ebenen, transzendenten) 
Tangenslinie auf einen Zylinder gewonnen werden konnen, wenn 
hierbei die dsgmptoten zur Eberdeckuq  ge lmgen . ' )  

CL 

tg 

Wiederum ist auch durçh jeden atcfrechten kubischen Kreis eine, 
und zwar wieder eine aufrechte kubische Kreisbewegung b e ~ t i m m t . ~ j  

Wir  wollen nun diese interessanten liubischen Kreisbewegungen 
starrer Korper durch einfache Mechanismen erzmingen. 

5 5. Ein Zirkel zur Erzeugung kubischer Kreise. 

Wir gcben dem festen Korper ,rl die Porm eiries reçhteckigen 
Rahn-iens mit. xwei in ihm feststeclienden windsçhiefen Drahtstiften F 
und G*, deren kürzester Abstnnd a sei. Der Winkel von E und G* 

X 
sei - - cp. Die kürzeste Transversale über F und C* machen wir 

2 

zur x-Achse des in SL festgelagerteii rechtwinkeligen Koordinaten- 
systemes, den Schnittpunkt O der x-Achse mit G* zum Adange und 
legen die z-ilchse durch O parallcl zu Ij: Hierduïch ist die y Achee 
schon bestinimt; sie schlieBt mit G* den Wirikel cp ein. 

1) Vgl. etwa die Abhandlung des Verfassers, welche auf S. 261 erwY,hnt wurde 
und die dortige Fig. 12. 

2) Es gibt  auch Leine andere rationale kubische Bewegurig neben der durch die 
(+le ichung~n (16) darutellbaren, welche in der s y-Ebene eine Rotation zur Projektions- 
bewegung ha t  (mit den ersten beiden G!eichungen von (16j), da sich z - k t  + z, 
(die ciritte Gleichung von (16)) durch genau dieselbe SchluBmeise wie oben (vor 
Gleichung 13) ergibt. 
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Wir nchiiien nun cinen Hilfskorper 9, und geben ihm die Foim 
eincs Prismas, welches den Drahtstift E' derart umschlieBt, daB er sich 
sowohl um F drehen als auch in der Rirhtilng von P verschieben kann. 

I n  SL, betten wir den starren Korper a,, welcher gleichfalls Prismen- 
form hat, in einem kongruentprismatischen Tiager mit etwa zu F senk- 
rechtenFührungskanten 
ein, so daB er sich 
gegen SLo in dcr Rich 
tung dieser K:iriteri ver- 
schiehen kann und 
machen an fi, einen 
Nagel mit ose  derart 
fest, daB der kürzeste 
Abstand, des osenmittel- 
punktes 0, von F wie- 
derum a ist. In der 
Fzgiir 3 ist dem Hilfs 
korper SA, jene Lage 
gegeben, bei welcher 
O, auf O f d l t ;  (t = 0, 
a - 0); die ose, deren 
in die ya-Ebene fallen- 
den Querschnitt wir in 

\ Pig. 3. 

der Figur 4 vergrSer t  zeigen, umschlieBt 
doppelkonisch den Stift G*, so daB sich G* stets entlang einer (im 

~- - 

Verlaufe der spateren Rewepng  wechselnden) Konuskante an den iniieren 
Osenrand lehnt. G*  sorgt nuri Fig. 4. 

dafür, dnB der Osenrni t te~~unkt  
0, stets auf der idenlen G*-Achse 
geradegeführt wird. In der in 
der Figur 3 gezeichneten Aus- 
,gangsstellung wahlen wir im be- y-- 

weglichen starren Korpor LA, das 
Koordinatensystem (xl, y,, a,) 
sol daB es hier mit dem Systeme 
(2, y,  2) xusairirrienfdh; d a m  
stcllen die Gleichungen (13) die kubische Kreisbewegung dar, welche 
unser Apparat dem beweglichen Korpar Ql gestattet. 

Die gezeichnete Au~gan~sste l lung hnt einen bemerkensaerten 
Charakter als sog. ,,Veraweig~tngsslellwngng<', indem von ihr aus und nzw 
von ihr dern Korper a, auBer der durch die Gleichungen (13) be- 
schi-iebenen, zu a und 9 gehorigen kubischen Kreisbewegung noch eine 
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ganz triviale geradlinige Parallelverschiebung in der Hichtung von G* 
mit den Bewepgsçleichungen 

gestattet wird.') Bei der letzteren gleitet 52, an fi, in der Richtung 
der y-Achse u~zd zuyleich im e-fachen Matle zusammeri mit iSLo in der 
Richtung der z-Achse, indem nur die Translation von SL, in der R,ich- 

x = x, 

Y = % f t  

tung von E', nicht aber eine Drehung uni F in Anspruch genommen 
wird, so daB nicht nur der Anfang O,/ die Gerade G* beschreibt, 
sondern alle übrigen Punkte von a, parallele geradlinige Bahnen. 

Daran, daB von uiiserer Ausgangsstelluiig der Figur 3 aus ab- 
gesehen von der vorigen nur die durch die Gleichungen (13) beschriebene 
kubisehe K~clshewegw~y wirklich von SL, beschrieben wird, wenn wir SL 
festhalten und für geeignete Bewegiingsantriebe sorgen, kann kein Zweifel 
aufkommen, wenn man die Projektionsbewegung in der xy-Ebene ins 
Auge fatlt, welche mit der oben zur Figur 2 gehorigen identisch ist. Die 
8,-Achse bleibt parallel zur a-Achse, 0, wandert auf G*; da ferner 
auch die Ebene 

X I = - a  

t beliebig wiihlbarer 
Parameter 

von SL, stets durch die Gerade P ( x  = - a, y = 0) von S>, hindurch- 
gelegt bleibt, ist die erwalinte Projektionsbewegung wirklich die durch 
dio Glcichungen (11) definierte und die Gleichungen (13) gebcn die 
vollkomnlen zutreffende Beschreibung der Bewegungsmüglichkeit Ton SL, 
im Raume. 

Von der Ausgangsstellurig (t = O) aus tritt die kubische Kreis- 
bewegung ein, indern fi, zuerst jener Elementarschraubung i~nterwnrfen 

z = z, + e t e = t g  F (Gl. 14) 

wird, welche die Scheitelkînte (z = - :, y = O) des feîten Para- 

holoides ro Gleiehong ( y ) )  zur Zeotralachse und a tg  rp zum Sohrauben- ( 2 

parameter hat. Die spiiteren, zu beliebigem t gehorigen Tnstantan- 

schraubungen der Beaegung geschehen um die Achaen [lz:(l+ p j } y  

1) Derai-tige ,,Verzmeigungsstellungen" sind bei kineniatischen Apparaten 
sehr haufig. Sie troten z.  B. schon bei den ebenen symmetrischcn Gelenkvierecken 
und zwar dort auf ,  wo die vier gelenkigeri Punkte in eine Gerade treten. Dort  
erscheinen dann als Bahnkurven vun dieeen Stellungen aus neben den Kegelsclinitts- 
fiiBpiinktkiir~en noch gewisse ,,NebenkreiaeU. Vgl auch S. 26t; und die Anm. 1 
auf 5. 367. 
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welche Kanten von r, sind; der ihnen zukommende Schraubenparameter 

ist (1 + t 2 )  tg  p. Tragt man auf jeder Kante von r, den ihr zu- 

kommenden Schraubenparameter von der Ebene z = 0 aus ab, so er- 
fiillen die Endpunkte ,der s~ abgetragenen Parameter die Ebene 

Der Hilfskorper in, beschreibt wiihrend der schiefen kubischen Kreis- 
bewegung von SL, seinerseits eine aufreckte kubische Kreisbewegung 
um F, deren Gleicliiingen die Form (16) erhalten, wenn wir F zur 
z-Achse rnacheii und die Koordinatentrieder für t = O zusammcnfallend 
annehmen, da von der Ausgangslage aus die Erhebung im Sinne der 
8-Achse (E') das k-fache der Tangente des halben Drehungswinkels um F 
herum ausmaeht. 

Es  wurde schon erwahnt, dafl die Augangsstellung ( t  = O) auch 
für SL, eine Verzweigungsstellunfi ist, iiiderri von ihr aus neben der 
aufrecliten kubischen Kr~isbewegung noch eine triviale einfache Parallel- 
verschicburig in der Biçhtung von 3' moglich k t .  

Unser Zirkel fur kubische Kreise - F i p r  3 - gestattet es also 
gleichzeitig, eine schiefe und eine aufrechte kubische Kreisbewegung 
vorzuf'ühren. Stecken k i r  etma eine Sadel mit g1:lanzendem Knopfe 
in SA, fest und bringen diesen K6rprr in seine hochste durch die 
schiefe Kreisbewegung gestattete Lage, so konnen wir ihn dann dem 
eigenen Gewichte folgend hinunterfnllen lassen und erhalten von dem 
glanzenden Knopfe die rascli a~ifeinsnderfolgenden Ketzhauteindrücke 
aus einem recht betrachtlichen Stücke der von ihm besçhriebenen 
kubische~i Kreisbahn. Wollen wir ebenso einen aufrecl~ten kubisciieri 
Xreis demonstrieren, so ist die Nadel mit dem glanzenden Knapfe ein- 
fach an fi, statt an SL, amustecken, und danri das vorige Spiel zii 

wiederholen. Allerdings ist für den glatten Verlaiif der Rewegiing eine 
selir geringe Reibung an den gleitenden F lkhen  die Voraussetzung. 
Es hiitte keine Schwierigkeit, den Apparat auch für verschiedeiie 
Winkel und verschiedene a-Werte einstellbar zu gestalten. 

5 6. Bemerkungen bezüglich der Punktbahnen bei der schiefen kubi- 
schen Kreisbewegung i m  Raume. 

Die Tangentcnflache jcdes kubischen Kreises wird von jeder Kreis- 
punktsebene desselben (a = konst.) in einer Rurdioide geschnitten, da 
diese Schnittlinie von der vierten Ordnung und dritter Klasse ist und in 
den drei Spurpunkten des kubischen Kreises in dieser Ebene, hierunter 
also auch in deren Kreispunkteu Spitzen besitzt. Jede Projektion eines 
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kubischen Kreises auf irgend eine der dnrch seine Kreispunkte gelegten 
Ebenen (2 = konst.) und zwar jede Zentral- oder Parallelprojcktion ist 
ein ebener kubischer Kreis, d. h. eine ParabelfuBpunktkurve, da sie 
kubisch, rational und zirkulir wird; sie wird nur dann ein gewohn- 
licher Kreis, wenn das Projektioriszentrum auf der Kurve angenommen 
wird iind artet nicht aus, solange dieses Zentrum nicht geradezn in 
der betreffenden Ebene (a = konst.) selbst angenommen wird. Ins- 
besondere wird bei einer Parallelprojektion auf eine solche Ebene 
eine - im allgemeinen schiefe - Cissoide') erhalten, fnlls die 
Strahlenrichtung zu einer Tangent'e des kubischen Kreises parallel an- 
genommen wird. 

Die Orthogonalprojektionen auf diese Ebene, etwa auf (z = O), 
aind FuBpunktkurven bezüglich einer doppelt so groBen Parabel I' 

als es r, Gleichung i (';)) ist, wie man sofort an der ebenen Projektions- 

bewegung in dieser Ebene erkennt, bei welcher die Projektion des ins 

Auge gefaBten Punktes (x,, y,, 2,) als von der Parabel T0 Gleichung ( (3) 
mitgenommen betrachtet werden kann, wenn letztere gleitlos an r, ?th- 
rollt. F i p r  2. [Der Pol, bezüglich dessen die FuBpunktkurvenbilduiig 
bezüglich r erfolgt, hat die Koordinaten (- x,, + y, ; z, ist gleichgültig, 
etwa = O), und r ist perspektiv ahnlich zu ro bei diesem Pole als 
~hrilichkeitszentrum und dem Xodulus 2.1 

Diese Ortliog»nalprojektion ist beispielswcise irn besonderen Falle 

1. eine schiefe Cissoide, wenn der der schiefen kubischen Kreisbewegung 
(Gleichung (13)) untcrworfenc I'unkt P1(x,, y,, 2,) von fi, auf der 

parabolischen Zgliiiderfliiohe T0 (~leichung (g)) selbst liegt, ins- 
besondere 

eine gerade oder gewohnliche Cissoide des Diokles, wenn er 

( 
a 

auf der Scheitelerzgenden x, = - 2, y, = 0) son r0 liegend ge- 

nommen wird. 
II. eine Slusesche Konchoide", wenn Pl in der Synimetrieebene y, = O  

von r0 gewahlt wird. Letzt,ere artet im besonderen aus zur 
y - A c h e  [und deni Jlinimalgeradenpaar der x y - Ebene durch 
E '(x=a, y-O)], wenn sich Pl aiif der a,-Achse selbst, der Fokalachse 
von r0 befindet, also wenn xl = y, = O ist; wie z. B. beim Anfange 
O,, der auf G* wandert, wobei sich G* auf die y-dchse projiziert. 

- ~ - 

1) Vgl. Gino I ioria,  Spezielle ebene Ki~rven, Leipzig 1902 S. 45 und Fig. 3 
der Tafel 1. 

2) Vgl. Gino L o r i a ,  Spezielle ebene Kurven, Leipzig 1902 S. 73 ,  71 und 
Fig. 11 der Tafel II. 
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III. 

IV. 

eine Ophiuride1), wenn Pl in der Scheiteltangentialebene x, = - -- ( ") 2 
von r0 genommen wird; die obige Cissoide des Biokles kann auch 
a h  Sonderfall der Ophizcride wie auch der Siuseschen Konchoide 
angesehen werden. 
eine schiefe Strop1zoide2), wenn Pl in der Direktrixebene (x, = - a) 
von r0 gewahlt wird und insbesondere 

eine gmade Strophoide, wenn Pl auf der Schnittlinie dieser 
Direktrixebene mit der Symmetrieebene (y, = 0) von r0 genommen 
wird. Die gerade Strophoide kann auch als eine besondere S l u s e -  
sche Honchoide angesehen werden. 

In  Ermangelung einer anderen Namengebung konnte man die 
speziellen schiefen kubischen Kreise, deren Orthogonalprojektion auf 
die Kreispunktsebenen (z = konst.) eine ( Cisoide / Czssoide ] 

Slu sesche Konckoide 
ist, als rtiumiicl~e 

Slusesche K. 
bezeichnen. 

Ophiuride Ophiuride 
Stroplzoide Stvophoide 

Jede diescr raumlichen Kurvengestalten ist durch die als ihre Orthogonal- 
projektion zugehorige ebene Kurve und den charakteristischen Winkel q 

' 
(oder die Neigung e = tg rp) bestimmt. 

Die riutnlichen Strophoidelz, die Bahukurven der zu xl = - a ge- 
horigen Punkte von SL, sind bei der kubischen Hreisbewegung 
(Gleiçhung 13) dadurch besonders ausgeeeichnet, daB sie auf Um- 
drehungskrgein liagen, deren Kanten die Fokalachse F des festen para- 

bolisohen Zylinders ro  leich ch un^ unter dem Winkel p schneiden. 
(12)) 

Es genügt, die Punlite der Geraden d* 

bei der Bewegung eu verfolgen, insbesondere den Punkt A, (x, = -a, 
y, ,- z, = O), xu betrachten, welclier die raumlicl~e gmade Strophoide 
(aus Gleichung (13)) 

- 

1) G. L o r i a ,  1. c. S. 49,  Fig. 5 der Tafel 1. 
2) G. L o r i a ,  1. c. S. 6 1 ,  Fig. 7 (schiefe Strophoide) ) de. Ta, 1. 

7, 8 ( F a d e  ,, 
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zeichnet. Diese lie@ wirklich auf dem Umdrehungskegel 

mit der Spitze 3" (z = - a ,  y = a = 0)) wie die direkte Substitution 
von (19) in (20) lehrt. Statt sich ebenfalls durch eine Substitution 
davon zu überzeugen, da6 auch jeder andere Punkt von A* auf dem- 
selben Kegel (Gleichung (20)) bleibt, genügt es, sich daran zu erinnern, 
da6 die durch A, parallel zu z, gelegte Ebene (x, = - a) sich unter 
Erhaltung des unendlich fernen Punktes der 2,-Ache um F (x = - a, 
y - 0) bewegt, so da6 A* der Reihe nach alle Kantenlagen dieses 
Kegels annehmen muB. 

Die Parallelen d zu A* in der Ebene (xl - - a) beschreiben eben- 
solche, nur gegen den vorigen parallel rerschobene Umdrehungskegel 
um die 2-Achse, wobei ihre Punkte raumliche Strophoiden zeichnen, 
wie demi iiberhaupt Punkte einer jeden Parallelen zur 2,-Achse kon- 
gruente und nnr in der Richtung dieser Achse verschobene Bahnen 
besitzen. 

d* spielt liei der inversen Bewegung genau dieselbe Rolle wie G* 
bei der direkten. 

Ails der Bewegiing von A* folgt ganz nebenbei, da6 alle unter I V  
betraçhteten ebenen schiefen Strophoiden Ko?zcl~oidm der zu A, als 
Orthogonalprojektion der Bahnlinie gehorigen, ebenen geraden Strophoide 
sind, woraus der Satz folgt (Fig. 5): 

,,Alle Konchoiden einer geraden Strophoide be- 
züglich ihres Sclieitels als Pol sind schiefe Stro- 
phoiden mit derselben Asyniptoto." 

1st einmal erkannt, daB allc l'arallelen d zu A,, 
welche in der Direktrixeberie (x, = - a )  liegen, 
Umdrehungskegel um E' beschreiben, so ist auch 
klar, daB alle Geraden von der Eichtung der d im 
Itanme Urndre7~~s~,gs7~2/r>e~holoide nm dieselbe Achse 
erzeugen: 

Jeder schiefe Ji.z~hisclle Kreis liegt auf einern 
LTmcZreht~~~gshyperboloide, welches nur bei einer raum- 
lichen Strophoide zum Umdrehungskegel ausartet. Die 

Gleichung des Cmdrehiingshyperboloides, auf welchem der beliebig 
in 9, anzunehmende Punkt Pi (x,, y,, 2,) bleibt, wahrend er die 
kubische lireisbewegung mitmacht, lailtet in laufenden Punktkoordi- 
naten x, y, 2 :  

(21) e"(x + u ) ~  + y?] - [Z  - z1 - eyJ2 = e2 (xl + u)~. 
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Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Behauptu~ig, in- 
dem man dic aus (13) zu entnehmenden Warte von x, y, z in die 
Gleichung (21) einsetzt. 

Bei der uufrechlen kubischen Kreisbewegung (S. 278) werden diese 
Umdrehungshyperboloide geniaB u = O ,  e = cc zu gleichachaigen Um- 
drehungazylindern 

x= + y2 = 2; + y;. 
Bei der allgemeinen kubischen Kreisbewegung (Gleichung (13)) be- 

schreiben alle zu den d (A*, Gleichung (18)) parallelen Geraden des 
Korpers fi, ahnliçhe Umdrehungshyperboloide (Gleichung (21)) um die 
Achse F ( z  = - a ,  y - O).  Man erkennt den allgemeinen S:ttz, von 
welchem der über gewisse Konchoiden der geraden Strophoiden (Fig. 5) 
angeführte ein ganz besonderer Fa11 war: 

1. ,,Le& man durch einen kubischen Kreis W d a s  Umdrehungs- 
hyperboloid und verschiebt alle Punkte desselben auf den von 4i3 ein- 
fach punktierten Hyperboloiderzeugenden um gleiche Stiicke, so gelangen 
sie auf einen anderen scl~icfcn kubisclm Kreis desselben Hyperboloides.'' 

Ferner ergibt sich: 
II. ,,Verschiebt man alle von einem kubischen Kreise a3 einfach 

punktierte Kanten eines Umdrehungshyperboloide~ parallel zu ihrer 
ursprünglichen Lage entlang ihrer kürzesten Transversalen mit der 
Drehachse F dm Hyperboloides um glciclie Stücke, so wird aus jedem 
kubischen Kreise as des IIyperboloides wieder ein schiefer kubischer 
Kreis des anderen, durch diese Transformation gewonnenen gleich- 
achsigen Hyperboloides." 

Die Spezialisicrung bezüglich der aufrechten kubischen Kreise ist 
zu naheliegend, als dai3 sie eigens besprochen werden müBte. 

Durch die Transformation 1 und II kann man aus jedem schiefen 
kubischen Kreise, z. B. der auf einem Crndrehungskegel gclegenen 
raunzliclwt geraden St~ophoide alle oo2 zur selben kubischen Kreis- 
bewegung gehorigcn Bcgleitkurven vewcliiedener Gestalt erzeugen Fügt 
man noch (III) eine Paraiielbewegung in der z-ltichtung hinzu, so 
kann man durch (1, LI, III)  alle m3 .Bahnkurven der kubischen IGeis- 
bewe,mng aus einer von ihnen gewinnen. 

A n m  erkung. Der Gren~übergang zur Keigung e = O oder der Blick a d  

die Projektionskwen der eben besprochorien Raumkurven in der xz-Ebene zeigt 
die Modifikation, welche bei der ebenen kubischen Kreisbewegung eintritt, wo 
Kreise nm B" ( F i p  2) an Stelle der Rotationsh~yperboloide treten, und lehrt die 
Traneformationen 1 und II, welche von jedem ebenen kubischen Kreise (Parabel- 
fuBpuuktskurve) zn seinen Uegleitkurven bei der (durch ihn bestimmten ebenen) 

kubischen Kreisbewegung führen. 
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5 7. Die Gleichungen der knbischen Kreisbewegung in  homogenen 
Plückerschen Ebenenkoordinaten und deren geometrische Deutung. Die 

kubische Helix und speziell die Orthogenide. 

Die homogenen P l ü  c k e r schen Ebenenkoordinaten , welche beim 

K6rper zum Koordinatensystem " ' gehoren, nennen wir 
XI* YI! '1 

21, w ,  w, a . und erhalten aus (13) oder den durch Umkehrung 
U l ,  V I ,  Wl , 8, ' 
von (13) gewonnenen Gleichungen 

xl = x cos w + y  sin CY - a t g  2 sin rr 

U3*) y, = - x sin a! + y  cos a! - a t g  2 cos a! 

z1 = z - ae tg -  
2 

gemiiB den Bedingungen 
4 

U1Xl i- v ly l  + Wl 21 + 5 1  = 0 
u x  + v y  +w s + o  = O  

fü r  die vereinigte Lage einer Ebene U_:aG1 mit einem Punkte 5' " 
XY 2 

sur  Gleichung 

(u, cos a! - v, sin ru)x + (u, sin a + V ,  cos ru) y + w, z 
ct + (G, - au, t g  2 s ina  - au, t g p e o s n  - atzultg 2) = O 

und damit zii den Xewegungsgleichungen in Rbenenkoordinaten 

u = u1 cos a - v, sin a 
v = u1 s in  a + v, cos a 

a 
o = o, - u ztl (1 - COS a) - au, sin a + a (v, - e w,) tg 

welche jeden AufschluB geben über die Hewegung eiuer beliebigen 
Ebene BI (u, v, u ~ , ~ , )  des beweglicheii starren Korpers 52, gegen den 
festen Korper a. 

Die einfache dritte Gleichung unter (22) bestatigt nur die uns 
schon bekannte Tatsache, das El stets die gleiche Keigung gegen die 
xy-Ebene bchalt, so daB sic eine Dez.eloppable gieicl~en Abhanges über 
einer Basiskurve $j dieser Eberie beschreibt. Die von BI h i  der Be- 
we,png oskulierte Kurve D ist daher sicherlich eine Helix. Differen- 
tiieren wir die Gleichungen (22) nach or, BO erhalten wir - in den 
Koordinaten (u', v', w', z') einer zu El (wie zur xy-Ebene) stets 
eenkrechten und durch den Schnitt von 23, mit ihrer Nachbarlage 
gehenden Ebene 3; - die Gleichungen 
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U = - u1 s1n ci - Vl  COS El 

' = ulcosa: - v, sina: 

[y) = - 1 
au, sin rr - av, cos n + a (v, - ew,) ------ 

2 c o s ~  - 
2 

der Bvolute D' von @. (22') geben namlich stets die Koordinaten (u'. . .) 
einer Ebene E;, welche durch einen auf $j wandernden Punkt geht 
und zur Tangente an g in dieaern Purikte senkrectit steht. 

Differentiieren wir (22') abermals nach ci, so erhalten wir die 
Koordinaten (u", v", wu, D")  einer Ebene E;, welche normal zu h'; 
durch die (zur xy-Ebene senkrechte) Schnittlinie von 73; mit ihrer 
Nachbarlage .geht: 

u " -= - U, cos ci + vl sin a! 

zc, siri a - v, cos a! 

cd -x - a .  2 
au, cos a! + au, sin a! + (v, - ew,) - -- 

2 

Der Schnittpunkt (I, 7 ,  c)') der Ebene BI, EI, E;' mit den Gleichungen 
(22), (22'), (22") wandert bei Andermg des Paranieters ci auf der 
Gratlinie D der von El eingehüllten Developpablen. Die Gleichungen 
der letzteren - also den obigen Ausführurigen gemii5 einer von d e n  
Ilagen von BI oskulierten Helix oder ,,T,inie gleicher Steigung" au€ 
dem senkrecht zur xy-Ebene sich über D' erhebenden Zylinder - 
ergeben sich aus (22), (22')) (22") als 

l - u ,  v ,  W ,  w 1 

r ; ,  q ,  f, 1 = U , v', w', W' = l u", ' v "> w", a" 

1 (ii,cosa-v,sina), (u,sin a+v,cosci), ~ v l , ( ~ - a r l + p [ a l e ~ ~ c i - v l  sinn] + a[vl-euil] t v  a) 
l n 2  

1) Diese rechtwinkeligen Punktkoordinaten beziehen sich auf das in  JL ein- 
gelagerte System x ,  y ,  z; die letzteren Zeichen haben wir aber schon, als zu den 
lraufenden Koordinaten der Punktbahnen hei der kuhischen Kreisbewegung gehorig, 
oben verwendet und mochten kein MiBverstandnis aufkommen lassen. 
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6 
oder in homogenen H e  sseschen Koordineten [ f  = i, ri = '2 

4 
6 4  E,' f = ,  34 1 

als I El, 5 2 ,  f , ,  5 ,  = 

Die wirkliche Entwicklung liefert 

6, = - u;, [(u, sin u + v, cos a)' + (u, cos a - u1 sin aj2] = - w1 (US 4- $), 

frei von a;  und wenn wir gemXi (5) bezeichnen, 

= - tula {-,(u, cos a - v1 sin a)' - (ul sin ci + v, cos a)" 
TU -erw + '--' [(u, sin a + u, cos a )  + tg (TL, COS a - vI sin a)] } 
2 ~ 0 8 ~  = 

2 

= tu,a(u", v;- f [el - e wil (ui (2 t + t ( l -  t2))  + vl 1-- 2 tB + (1 - ta])  } 

= w,a(zc", v: - ;[cl - ew,-][ult(3 - te) - v,(l - 3 t 2 ) ] ) ;  

v -ewl & = - w  a . - I - -  
1 ' [tg f (u, sin a + u, cos a) - (ul cos a - u, sin a)] 

2 c o s e =  - 

2 

- - - 
v1 - ew, 

wla.  -- 
2 

[u1(3t2  - 1) + v1t(3 - t 2 ) ] ;  

1 
6, = a, - au, + ;[sl - e w I ]  tg 2 (u; + V I )  [ COB' 

Die Parametergleichungen in Punktkoordinaten ( E ,  7,  c) lauten daher 
bei der von allen Lagen einer Ebene El oskulierten Hdix 0 :  
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'Sie zeigen uns, da0 jede von einer Ebene El bei dei knbischen Kreis- 
bewegung oskulierte Helix kuhisch ist. Nur Ebenen von der Bichtung 
der Geraden A (vgl. S. 284), bpi denen 

v, - ew, = O  
au,-BI, ist, beschreiben thdrehungs7cegel mit den Scheiteln (- a ,  O, ?) 

12 
auf der Fokalachse F(f  = - a, vj = 0) des Zylinders r, (Gleichung ( ). 
Aus den Gleichungen (23) folgt, wenn wir den konstanten Winkel von 
El mit der x y  Ebene durch w und mit rn eine konstante Linge 
bezeichnen, daU jede E-ubisclze Helix kongrwnt ist der durch die 
,GZeichungen 

= mt(3 - t e )  

~(24) 7 = m ( 3 t L -  1) 
S = mt(3  + t2)tg a 

.darstellbaren algebraisch (ganz, rational) rektifizierbaren Raumkurve 
3. Ordnung, so daB wir bei geeigneter Wahl  des Koordinatensystems 
und der Konstanten m,  m geradezu (24) als Gleichungen der von El 
.oskulierten kubischen Helix ansehen konnen. Wahlen wir tgm = 1, 
.so ist die dritte Koordinate 8 direkt gleich dem Bogen der durch die 
.ersten beiden Gleichungen unter (24) dargestellten Helixbasis 0' in 
,der xy-Ebene, sonst zu den letzteren proportional; man überzeuge sich 
zur Kontrolle davon, daB die Gleichung 

a[= = (dg2 + d$) tg= m 

wirklich zutrifft! Die Helixbasis D' konrite als spezielle, zur Steigung 
.a = O gehorige, also e b m  kubische Helix angesehen werden; sit: hat 
in den Koordinaten E, 7, ferner iii den gemaB 

transformierten Koordinaten die Parametergleichungen 

und dementsprechend die kartesieche Gleichung 

(q + 4111)~ = 2 7 m ( f e  + vj2) bzw. 27mg2 = tj"(11 + 9m) / 
(26) bzw. 27my2 = x ( x  - 9mj2; 

ihr vom Punkle (1 = O) gerechneter Boyen s i d  einfaçh 

W') s = nzt(3 + t2). 
Zeitschnft P. Mathematik u. Physik. 55. Band. 1907. Heft 3. 19 
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Der Bogeii a der Helix D selbst ist zum Bogen s von D' proportional 

6 =  5- = -.  
cos w 

""' + t q  Die Helinbasis C r  ist gemiiI3 (26) eine spezielle 
CO8 cd 

- im Hinblick auf (27) die einzigel) algebraisch rektifizicrbare -- 

kubische Crunodalparabel; wir molleri sie Ortl~ogenide~) nennen und in 

Orthogenide D : 
dic zweite iiegiitive FuBpunktkurve der Ceraden d beziiylich F, 
,, ,, :, Parsbel I;, ,, F. 

Ailc Evolvenien 8 von iC' (Parallelknrven von 0,) zeigen die Gestalten 
der La9 uer  r e a c h m  Hyprrzykri.  

der Figur 6 skiz- 
zieren. G. H u m b e r t  
zeigt nun3), daB die 
Orthogenide n5chut 
der Geraden die 
Kurve vom wiedrig- 
sten Grade ist, dwen 
Bogesz als rationale 
Furzktion der Kom-  
cl i na tm  ausgedriickt 
tuerdel& kann. Der 
Name Ortllogmide 
kann daran erinnern, 
daB diese Linie als 
Katakausl i l~ einer 
Pnrabel T, 

f 2  = Imj ' i  + w ) , ~ )  

hzw. 

y" 441nx 

bei Parallelbeleuchturig schon in dem einfachen Falle eintritt, wo die 
St'rahlenrichtung zur Parabelachse ortltogonal 

1) G. H u m b e r t ,  Sur les courbes algébriques rectifiables im Journal de 
Mathématiques. 1888. 4. ser. IV. S. 133. 

2) AnschlieBend an  G. L o r i a ,  Spezielle algebraische und transzendente ebene 
Kurren, Leipzig. B. B. Teubner 1902, U. Bd. S. 666. Auch auf der S. 401 im 1 Bde- 
dieses Kurvankatalogs wird sie a h  eine besondere Simspirale (8) angeführt; an 
diescr Stellc he t  sich aber G. L o r  i a  noch nicht fiir den von A 1 l é  g r  e t eingefübrten 
Namen Orthogelzide entschieden. 

3) In der bei Anm. 1 angeführten Abhandlung S. 147. 15. Ex. IV. 
4) Vgl. G. H u m b e r t ,  1. c . ;  man setze für  den Aiigenblick statt  71, . . . x, y 

und erhalt als Gleichung der Kat'akaustik der Parabel ye,- 4 m x +  4 m e  jene, 
wolche H u m b e r t  auf S. 148 auectzt: (s + 4m)$ = 2 7 n ~ ( z ~  + ye). 

5) Vgl. in den Nouv. anri. 2. ser. V. 1866 die Abhandlung von B a r b i e r  und 
L u c a s  mi t  der Figur auf S. 26 ,  welche sich an  die Komposition M o ë s s a r d s  
(Fi,- S. 26 daselbst) anschlieBt und letztere wertvoll (auch in bezng auf die Genauig- 
keit der Zeichnung) ergiinzt. Bei M o ë s s a r d  t r i t t  unsere Orthogenide LI' auf ala 
O i t  der Mittolpunkte jener Kreise, welche - mit bézug rtuf unsere Figur 6 ge- 
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Dem Iteflexionsgesetz und einer bekannten Eigenschaft der Parabel- 
tangenten zufolge lauft diese Kaustikeneigenschaft der Odhugenide darauf 
hinaus, daB letztere die ~zegative Fu/3pnktkurve einer Parahel r in 
Oeaug aztf ihren RrewnpilnTct E'(E = rj = O) uls Pol ist, dai3 sie daher 
auch die in bezug auf F genommene zzueite nepative FuBpunktkurve 
einer Geraden d 

(7 = - 2m, bzw. x - - m 1 
ist. Ihre Gleichung in Polarkoordiriaten Q,  w ,  welche auf F als Pol 
und die Symmetrieachse x als Polarachse bezogen sind, lautet 

Sie zeigt die Ortliogenide 
Die Gleichung der 

koordinaten u, c, w ergibt 

als besondere S in~sp i ra le .~)  
Orthogenide C ' in Plückersçhen Linien- 
sich eus (22'1, (wobei die Akzente fortgelassen 

werden mogen), also entsprechend 

-- 

sprochen - durch F gehen und eine Parabel r, deren Rrennpnnkt F'ist, berühren; 
I' kann durch Verdoppelung der Langen aller von F ausgehenden Leitstrahlen 
aus unserer Parabel Po gewonnen werden. Schon der M a r q u i s  d e  l ' H o s p i t a l  
(in den Mém. de Paris X. 1666-99, dem Verf. nicht zugiimglich) ist auf die Ortho- 
genide gestoBen, weshalb sie von C a z a m i a m  (in den Nouv. a m .  3. ser. Xm. 1894 
auf S. 307) cubique de  l'Hospital genannt wird. Auch T s c h i r n h a u s e n  (Acta 
eruditorum 1682, Fehler enthaltendc Arbeiten) beschiiftigte sich mit ihr ;  A r e h i b a l d  
nennt aie deshalb in seiner StraBbnrger Inauguraldissertation: The cardioid and 
liorne of its related curves, 1900. geradeeu TY c h i r n h a u s e n s  çuhic. Sie erscheint 
ihm als das kreispolare Jiild einer Jtardioide beziiglich eines um deren Spitee als 
Mittelpunkt beschriebenen Kreises und a18 inverses Rild einer anderen, von ibm 
Cay ley  sextic gonannten Si~zwpirale, welche G. L o r i a  [l. c. 1. S. 402 unter (9)] 

anführt. Letztere ist  der Ort der Scheitel jener Parabeln, die einen Kreis berühren 
und einen Puukt seiner Peripherie eum gemeinsamen Brenripunkte Laben. (Quest. 
166 der Nouv. ann. geltist 1848 von P. Rerret). 

1) Nan vgl. in S c h l o m i l c h :  cbungsbuch ziim Studinm der hoh. Anal. II 
(2. Aufl., Leipzig 1874, S. 338 Beispiel 18). Dort wird, ausgehend von der mit  (26) 

ideutischen Orthogenidengleichung y = a, 

P O die Polargleichung p = -  COS-^ abgeleitet. 
2 3 

2) G. L o r i a  1. c. U. S. 401 (8). 
2 a, 

3) a bedentet hier die halhe Schleifenbreite 2 m  von il', Fig. 6 ,  a = -  3 
= p  (bei S c h l 6 m i l c h  vgl. die Anm. 1 auf dieser Seite). 

lLj * 
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woraus sofort die Eigenschaft von D' zu erkennen ist, eine besondere 
Direktionskurçe ') zu sein. 

L. Raf fy2)  hat eingehend die Bogeninteg~alc aller rationalen 
kubischen Kurven der Ebene dargelegt. E r  zeigt u. a. (S. 118),  daB 
die Orthogenide unter diesen Kurven die einzige Kurve ratio~aler 
Eriimmung ist. Der Krürnn~ungsradius R ergibt sich durch Rechnung 
a m  unseren Parametergleichungen (24) oder (23) als 

so daB durch Elimination von t aus (27) und (28) die nntiirliche 
Gleichung der Ort'hogenide D' 

(29) a 9nx3 = 27 (s2 - 2 WLR + 4 

hervorgeht. 
Die von uns gefundene kzcbisclze Raunzkurve D (Gleichung 24), die 

Helix auf oinem azcfiechtm Zylinder mit einer Ortlzogmide Q' als Basis, 
ist (abgesehen von der Geraden) die ei~zfaclzste algebraische und über- 
haupt die e inz ige  kuhisclze Raumkurve, welche Helix ist, d. h. deren 
Tangenten mit einw festen KZcI~tung yleiche Winliel einschliepen. Seien, 
um dies zu beweisen, mit f ,  7 ,  5 die rechtwinkligen Roordinaten dos 
leufenden Punktes einer kubischen Helix auf einem Zylinder bezeichnet, 
wobei die dritt'e Koordinate 5 zu einer Achse von der Richtung der 
Zylinderkanten gehoren m6ge. [ und der zugehorige Bogen s der 
Helixbasis sind nun proportional (S = s tg w ,  wenn w den konstanten 
Winkel der Helixtangenten mit der Ehene der Helixbasis vorstellt), 
daher muB s (bis auf den konstanten Faktor cotg w )  digselbe algebraisçhe 
Funktion von f ,  sein wie 5. Die Zylinder, auf denen eine kubische 
Raumkurve liegt, konnen aber nur solcho von der 2. oder 3. Ordnung 
sein. Eine algebraisch rektifizierbare eigentliche Kurve 2. 0. gibt es 
nicht und nach den Ergebnissen von H u m b e r t  und Raf fy"  komnlt 
uuter den (rationalen) Kurven 3. Ordiiung nur die Orthogeuide in Re- 
tracht. Unsere Helix D ist alao die einzige kuhische Helix, welche es 

1) E. L a g u e r r e ,  Sur l a  géométrie de direction, im Bull. d e  l a  Soc. math. 
de France,  VIU 1880 und in  den Nouv. ann. 3. ser. Ii. S. 30. (Vgl. in G. L o r i a ,  
Ebene Kurven, Leipzig 1902, 1. Bd. S. 366). G. H u m b e r t s  Abhandlungen im 
Journal de  Math. 4. ser III. 1887 u. 4. Ber. IV. 1888. S. 137 etc. 

2) L.  K a f f y ,  Sur  la rectification deli cubiques ~ilariea nuicureales, in den 
Annales de 1'Ecole normale supé~ieure 1889. 3. Ber. VI. S. 103. E r  nennt die 
Orthogeniden caustique-podaires und weist auf ihre Identitat mit  den Kriimmungs- 
linien einer E n n e p  erschcn Minimalfiache hin:  D a r b o u x ,  Leçons sur la théorie 
des surfaces 1, S. 318 etc. u. 401. S a l m o n ,  Higher plane curves, 2. Ausgabe, 3.  Kap. 

3) In  den oben angeführteu Abhandlungen. 
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gibt. Sie bietet wohl das einfachste Reispiel einer algehraischen Raum- 
kurve, welche algebrulsch rekt.$zierhar k t .  

(29) ist die eine ihrer beiden natiirlichen Gleichungen, wahrend die 
andere die Helixeigenschaft von D hervorhebt, indem sie besagt, daB 
der Torsionsradius T zu R proportional ist.') 

Ij 8. Bemerkungen über die Hüllflachen der Ebenen bei der kubischen 
Kreisbewegung, = die Tangentenflachen der knbischen Helix, = Flachen 

gleichen Abhanges über Laguer reschen  Hyperzykeln. 

Auch bei der ebenen und bei der aufrechten kubischen Kreis- 
bewegung (Gleichung (16)) hüllen alle Ebenen El Developpable [Dl ein, 
welche eine kubisçhe IIelix D, deren Gleichungen auf die Form (24) 
gebracht werden konnen, o ~ k u l i e r c n . ~ )  Bcsonders braucht man sich nur 
noch im letxteren Balle davon zu überzeugen, daB wirklich die Glei- 
chiingen in Ebenenkoordinaten bei der letz teren Bewegung durch den 
Grenzübergang (15) auu (23) hergeleitet werden koiinen, so dafi sie sich 
ebensogut als im allgemeinen E'alle ailf die Form (21) Ilringen lassen. 

Wir haben also stets die Developpublen gleichen AOhuriges [Dl vor 
uns, welche man auf folgende Art mittele jeder Etiolcente fj der Helix- 
basis Q', d. h. jeder Evolvente der Or thopnide  mit den Gleichungen (24) 
(die ersteri beideri; vgl. S. 286, 287 bezüglich Q) erzeugen kann: 

,,Man bewege einen starren Keil v o q  ~ f f n u n ~ s w i n k e l  w, dcssen 
eine Keilflache stets in der Ebene von @ bleibt, derart, dai3 die Keil- 
kante der l e i h e  naEh die Lagen aller Tangenten von @ einnimmt. 
Die andere Keilelene umhüllt dariri [QI, oslruliert C." 

Statt .@ kann man hierbei ohne Beschrankung der Allgemeinheit, 
die einzige symmetrische Evolvente @, von Q' nehriien (B'ig G),  deren 
Gleichiingen sich als 

mtZ( t ' -  3) 4 m t 3  ( x  = 
1 + t '  

, y - , ) ,  ( &  g 2 ) y 2 - 2 n z ( S z 2 +  9 y 2 ) - 2 7 m 2 y P = 0 . .  . Q, 
l+t  

berechnen lassen. 

1) P u i s e u x  in C r e l l e s  Journal 7. B e r t r a n d  in C r e l l e s  Journal 8. 

2) Die Au~ar tung ,  welche hier an Stelle der A u ~ a r t u n g  zu Umdrheungskegeln 
(bci der schiefen kubischeu Kreisbewegung) auftri t t ,  wenn El die Richtung von 
LI hat  (S. 284, 289), bilden bei der ebenen kubischen Kreiebewegung wieder 
Umdrehungskegel, falls E, parallel eur Sçheiteltaugeute d der Parabel r0 gewihlt  
wird und n u r  speziell dann IJmdrehiing~zylinder, wenn El zu A parallel und zur 
xy-Ebene senkrecht ist; dagegen treten bei der auf~echten kubischen Kreisbewegung 
alfi einzig mogliche Ausartung Umdrehungszylinder um die z-Achse auf, fallv 
man El senkrecht zur xy-Ebene nimmt. Ganz speziell hüllen im letzteren Falle 
die durch die 2-Achse gelegten Ebenen EL die letztere dchse  selbst ein. 
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Die Ortl~o,qmidenevolcenblz @ sirtd identisch mit depz (kuhischen) 
H y p e r z y  k e l n  L a g u e r r e s l ) ,  den Alztiknustiken einer gewohnlichen 

Parabel.  M a n  katin dies schon erkennen, werin man die Developpable [Dl 
gleichen Abhangcs über eincr Orthogenidenevolvcnto .O durch eine 

ebene kubische K r e i s b e w e p u g  erzeugt deukt. Die  von der  Ebene der 

Parahe l  r0 (Fig. 2) mitgenommene Gerade el (zc,, 7+, ET,), welche @ um- 

büiI t  (Gleichung i22)), i s t  niimlich offenbar das Spiegelbild einer festen 
Sehne  e der  zu T'" symmetrischen festen Parabe l  r, der  Unterlagsebene. 

Da überdies unsere Rechnung  die Evolu tc  ;O' jeder  Basis fj einer 

[LI] (Gleichung (22:) als  Ortho.grnide dargetan hat, erkennen wi r  m i t  

La g u  e r r e ,  daB die  Parahel7~atn,l~auU~tik bei  j eder Paral le lbeleixhtung 

eine Orlkogenide is t ,  also azicl~ d u m ,  wenn die leuchteden Stl-alllen 
nicht zul- Pa.î.abelachse senkrecht stekeu, wie wir ursprünglich der  Ein- 
fachhe i t  wegen  annahmen.  ') 
-- 

1) Es sind dies beuondere Direktionskurven : L a g u  er r e , Sur la géométrie 
de direction, im Bull. de la Soc. math. de France VIII, 1880. Vgl. S a l m o n -  
F i e d l e r s  H6h. K., Lpz. 1873, S. 122. Vgl. insbesondere die Berichte L a g u e r r e s  
über die Eigenschaften der Hyperzykel in den Comptes rendus deri séances de 
l'Académie des Sciences, stiances des 20 et 27 mars, 3 ,  10 et 24 avril 1882. 
In den Nouv. ann. 1883. 3. sar. II. S. 16 :  (*) ,,Sur lcs a~zticazlstiq~es par réflexion 
deTa  parabol ,  les rayons incidents étant parallèles" und ebenda S. 97: ,,Sur les 
courbes de direction de la troisième classe. Dort findet sich der Yachweis der 
Identitiit der kubisclen, d. h. zur Klasse 3 gehorigeri Hyperzykel mit den Anti -  
knzlstiken einer gewohnlichen IJarabel. Hezüglich des ietxteren Ikgriffes ver- 
gleiche man etwa in der oben zitierten hbhandlung H u m b e r t s  im Journal de 
Math. 1888, S. 141 .  142.  Die A>ttikattstilc eincr ebenen Kurve ro crhalt man ala 
Enveloppe der Spiegelbilder el ( t )  einer festen Geraden e bezüglich der Tangenten 
von r,; sie ist also eirie der Evolveuten der Katskaulitik dieuer Kurre r,, bei 
Beleuchtung durch Strahlen, welche mir festen Geraden e senkrecht stehen. Jede 
Antikaustik einer 1', kann daher auch als Roulette erzeugt werden, als Einhüllende 
einer Geraden e l ,  welche von oinem Spiegelbilde r" der Grundkurve bezüglich 
einer ihrcr Tangenten starr mitgenommen wird, falls letzteres (rO) gleitlos an r, 
obrollt. (rO und r, bleiben hierbei stets symmetrisch bezüglich der jewcilig 
gerneinvamen Tangente.) 

2) L a g u e r r e  zeigt in der oben erwahnten Ahhandlung (*) S. 2 7 ,  welche 
Parabeln au einer Orthogenide D' gehoren, wenn letztere als Katakaustik einer 
Parabel ro definiert ist und die Lichtstrahlen zur Achse von r, senkrecht stehen: 
Dreht man dann den Lichtstrahl um einen Winkel tu und will dieselbe Ortho- 
genide D' als Katakaustik einer anderen Parabel erhalten, so hat  man die letztere 
konfokal mit r, und zwar so zu wahlen, daB jene (gerichtete) Tangente von r, 
Scheiteltangente wird, welche gegen die (ebenfalls gerichtete) Scheitelt'angente von 

tu ro um - nach der gehorigen Seite hin gedreht erscheint Hieraus lieBe sich 
2 

ohne weiterea ableiten, welche Lage die col Orthogeniden haben, welche als 
Katakaustiken einer Parahel bei den verschiedenen Parallelbeleuchtungen (in der 
Parabelebene) auftreten. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von k r ~ o s  G K ~ K W A I . ~ .  293 

Der Brennpunkt F' von ro ist auch der Brennpunkt jeder Anti- 
kaustik @ von r,, da nur die isotropen Tangenten von ro zur Bildung 
von isotropen - und mit den vorigen zusammenfallenden - Tangenten 
von Q' als Spiegelbildern einer festen Geraden e AnlaB geben. 

Die Laguerreschen H y p e r ~ y k e l  $ kann man als Zentral- 
projeX-tionen (Schatten) eirier K a , r d i o i d e  erhalten, wenn man die Schirm- 
ebene 6 und das Zentrum 2 (den leuchtenden Punkt) in geeigneter 
Weise wahlt: Sei t die Kardioidentnngente in irgerid einem ihrer 
Punkte, etwa in y, auf melcher neben !J3 noch zwei imaginàre Kar- 
dioidenpunkte liegen; diese werden aus allen Punkten eines bestimmten 
- um t als hchse beschriebenen - Kreises R durch Minimalstrahlen 
(isotrope Gerade, zu absoluten Kieispunkten führeiid) projiziert. 

Will man eirien hyperzyklischen Kardioidenschatteri in E haben, 
ao nehme man 2 auf $? beliebig an und lege (3 parallel zur Ebene 2t.l) 

Die zwei imaginiiren Spitzen des Hyperzykelv @ erhalt man so 
durch Abschattung der zur Kardioide gehcrigen Kreispunkte, d a  letztere 
die imaginiiren Spitzen der Kardioide vorstellen. 

Analog den aum Schlusse des 5 6 darpelegten Transformationen (1, 11, III), 
welche von einem nicht zerfalleuden kubischen Kreise zu de11 ihn bei der 
kubischen Kreisbewegung ( a h  Bahnen anderer Pnnkt,e des beweglichen starren 
Korpers) begleitenden kubischen Kreiaen fiihr- 
ten , wollen wir nun solche Sranaformationen Figur 7. 

angeben, welche bei e i n e ~  alti Hü115iiche 
einer Nheue E, (u,, v , ,  w,, a,) gegebenen 
[weder zum Umdrehungskegcl zerfallenen, noch 
zum aufrechten Zylinder über einem Hyper- ' 

zykel ausgearteten 71 developpablen Tangenten- 
fiache [O] einer kubischen Helix @ zu den sie 
bei der kubischen Kreisbewegung begleitendrn 
Developpablen fiihren. 

Auf der Anfangslage (t = 0) der Ebene El 
liegt, da wir El [wegen wl 2 II, da sonst die 
obige Ausartung eintrate] als gegeu die z-Achse 
geneigt voraiitiaetzen miissen, e in  L'unkt O,, $4 
welcher eine Gerade G *  beschreibt (S. 277).  
Die in El gelegene zur z-Achse senkrechte Gerode el!,=o) durch O, beschreibt in ihren 
verschiedenen Stellungen el ( t ) ,  bei denen aie stets eine zn z senkrechte Transversale 
. 

1) Die Zentralprojektion berührt dann die unendlieh ferne Gerade ihrer 
Ebene im Bildpunkte von uud geht auch durch die Kreiapunkte dieser Geraden. 
Alle rationalen Kurven 3. Ordnung, 4. Klasse (mit drei Spitzen und einer Doppel- 
tangente) sind kollinear! Die dreispitzige Hypozykloide S t e i i i e r s  z. B. gehort 
auch hierher, die Kollirieation ware aber in bezug auf aie nicht mehr reell. 

2) Letzteres bei Ebenen senkrecht zur xy-Ebene (w,=- O). Diese ausgearteten 
Developpablen reichen zur Tleutimmung einer kubischen Kreiabewegung nicht aiiu. 
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von G" bleibt, indem O, in die anderen Punktlagen 01(,) auf G* wandert, eine 

~cifidschiefe Flache Q4, deren Kontur bei orthogonaler Prqjektion auf die xy-Ebene 
ein beeonders gelegener Hyperzykel @ '  ist ,  welcher die Projektion G*' von G* 
doppelt berührtl) (Fig. 7). I)ie Fheugenden el(,) von Q4 kann man aus den 

Tangenten e;(,) vori .Q' gewinnen, indem man jede der letzteren parallel zur 

8-Aclise so lange verschiebt, bis aie die Gerade G* - i n  einem Punkte 01(,] - 
 chn ne id et. 

Man erhalt aus der von El erzeugten developpablen E'lüche [Dl undere 
kubische Helikaltangentenfl~chen als BegleitJTachen, indem man alle Tangential- 
ebenen El (,) von [Dl zugleich 

I) iim die verschiedenen Geraden el(,) von Q 4  um einen für alle diese Ebenen 

gleichen, sonst beliebigen Winkel dreht (so werden verschieden geneigte 
Begleitflachen erzeugt) ; ferner wenn man 

II) jede El(,) um die durch den Schnittpunkt 01(,) dieser Ebene mit G* zur- 

z-Achse gelegte Parallele um einen beliebigen anderen, für alle Tangential- 
ebenen gleicheu Winkel i n  einem bestimrnten Sinne dreht.') 

Wenn man die Transformationen 1, II nacheinander anwendet, erhalt man aile 
ma Flachen [Dl verschiedemer Gefltalt unter den eine [QI begleitenden Hüllflhchen. 

Nimmt man noch drittens (III) eine Parallelverschiebung in der z-Richtung 
hirieu, was auf Parallelflachenbildung hiuausliiuft, so karin man durch (1, iI, III) 
iiberhaupt alle mS einander bei der knbischen Kreiubewegung begleitenden 
Developpablen auch ihrer Lage im Raume nach gewinnen. 
- - - 

1) Uie beiden Be~hrungspunk te  werden au8 dem Brennpunkte a'' von Q" 
dnrch zneinander senkrechte Gerade projiziert. Qgl. die nachste Anmerkung. 

2) II führt bei der ebenen kubischen Kreisbewegung zur Erzeugung eines 
beeonders gelegenen Hyperzykel~ Sj' - wie er in der Fig. 7 auftrat - durüh 
aleichsinnige Drehung aller (gerichteten) Tangenten eines Kreises @ (um 3" mit 
dem Hadiuu 2m) nm ihre Schnittpunkte (0;) mit einer festen Tangente (d = G*') 
desselben und um einen für allc diese Tangenten gleichen Winkel m. nnder t  
man diesen Winkel, so kann man siüh hiernach in der x y  -Ebene die Konturen 
aller oben bei der Transformation II erzeugbaren Fliichen vorstellen. Diese Kon- 
turen @ '  sind die Anlikuzcstike?z der durch den gemeinsamen Uwr~npunkl F '  von 
Sj' und der Parabel 70, welche G*' zur Direktrix h a t ,  gelegten Schnen e von r,. 
Die Tangenten e;(,) von @'  hat  man sich als verschiedene Lagen der zu e sym- 

metrischen, von r0 (Fig. 2) mitgenommenen Geraden e; zu denken, wenn ru an 
der kongruenten Parabel r, symmetrisüh abrollend gedaclit wird. Bei uuseren 
Konturen @' gehen alle e; dnrch den Brennpunkt 0; von r0 und werden so von 
r0 mitgenommen. 
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Das Ausknicken von Tragern, 

Von Naschineningenieur E'. NL-SSBAUX in Spalato. 

In der vorliegenden Zeitschrift Bd. 55, Heft 112, S. 134 wurde die 
Knickerscheinung für die Saule kurz definiert, und nach einer neuen 
direkten Methode die genaue Knicklast bestimmt. A d e r  bei den 
Saulen klinnen wir noch Knickerscheinungen beobachten bei der d m -  
wandigen R'6hre oder Kugell) mit auBerem Druck, bei Tragern geringer 
Seitensteifigkeit U S W . ~ )  Mit letzterem Fa11 wollen a i r  uns jetzt be- 
schiftigen. Zum leichteren Verstiindnis wird auf die e r w a h t e  Abhand- 
liing verwiesen, weil der dort eingeschlagene Weg auch in diesem 
schwierigeren Falie benutzt werden soli. - 

Der Untersuchung legen wir wieder das Proportionalitatsgesetz zu- 
grunde, also gelten die Resultate genau nur, wenn die gr6Bte Riegungs- 
spannung vor dem Ausknicken die ,,Proportionalit5tsgrenze" nicht tiber- 
schreitet. M7ahrend die früher für die Saule abgelcitete Knickformel bei 
Verwendung des zur Druçkupaunung vor dem Ausknicken gehorigen 
Elastizitats- und Gleitmoduls aiich für ein beliehiges Dehnungsgesetz 
und über die ,,Proportionalit5tsbwenzef' als nahezu richtig angesehen 
werden kann, ist dies beim Triiger wegen Veriinderlichkeit der Biegungs- 
spannung nicht so einfach. 

A. P r i s m a t i s c h e r  Freitriiger mit gleichmaoiger Last p pro Laiigen- 
einheit, angreifcntl in der II6he h, und Einzellast P am Tragerende, 
angreifend in der IIohe H über der Stabachse (Ort der Querschnitts- 
schwerpnnkte). 

Den geknickten Trager mit beliebig zu denkendem Querschnitt 
reranschaiilicht Fig. 1. Eine &uerschnittshauptaehse sei vertikal, denn 
andernfalls beginnt die seitliçlie Ausbiegung sogleich niit der Relastung. 
Als Urvariable diene die Stabachsenlange vom freien Triigerende ge- 
messen. In Fig. 2 ist ein Trigerstückclien von der Lange dx heraus- 

1) Auch bei beliebig groBer W a n d ~ t a r k e  ist  die Knickerscheinung moglich, 
wie etwa an Blaochen einer unter Druck gesetzten Gelatinemssse. Bei ahnlicher 
-4uffasenng des Lichtathers k h n t e n  vielleicht die negativen Elektronen als winzige 
Kugelr&ume von geririgerem oder gar  keinem nruck (begrenit durch Kniükung), 
und event. die po~i t iven Elektronen als ~ t h e r k ü ~ e l c h e n  mit  Üherdruck erkliirt 
werden. 

2) Eine eigentümliche Knickerscheinung ist  an sehr schlanken tordierten 
Staben zu beobachten. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



298 Das Ausknicken von Triigern. 

gezeichnet, auf welches wir die raumlichen Glei~h~ewichtsbedin~ungen 
anwenden: 

Z(QJ = O = Ql - ((31 + d a )  + Q,d* + h r d q  + P u d a  

Z(Q~) = 0 = &g - ( (32  + dQ2) - QI'* f N ~ x  + Z ) V ~ X  

x(3) = O = S - ( X f  d X ) -  Q l d y  - Q,dz f p z c d x .  

Hier daran erinnert, daB sich Momente mit ihren Achsen wie Kriitte 

zusammensetzen; 

Z(M,) = O = NI - (Ml + d M , )  + X 2 d +  - 1 ) d ~  + Q,dx  + p w d x h  

,'(il) = O = n/r, - (M2 + dM2) - lçfld* + D d y  + Q , d z  

Z(D) = O =  D-(D+ dB) +,M1dx- M 2 d v  + p u r t z h .  

Fig. 1. E'ig 2 

Nun id, wie in der oben erwihnten Abliandlung gezeigt wurde, 
die Krümmung 

= a, Jfl + a, Q; und 
dn: 

ferner ist die Verdrehung 

Dabei ist für den homogenen 

1 1 
a i - - E T ,  a1=~3;9 

Querschnitt 

wo E und G den Elastizitiits- und Gleitmodul, I, und 1, die Triig- 
heitsmomente des Querschnitts bezüglich der horizo~italen bzw. verti- 

1) Die Glieder mit a, und a, beriicksichtigen die Schiebung; sie ist wie bei 
der  Saule meist verschwindend und wird hier nur zur Vorfuhrung des Rechnung+ 
ganges nicht vernachlissigt. 
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kalen Querschuittsachse, 8, und 8, die aus der Schubelastizititutheorie 
bekannten Querschnittsfunktionen für vertikalen bza. borizontalen Schub, 
und J die aus der Torsionselastizitat bekannte Querschnittsfunktion be- 
zeichnet. 

Durch Einführen dieaer Beziehungen in obige Gleichgewichts- 
bedingungen erhalten wir: 

Q; (1 - Na,) = Q, b D + Na, Ml + pu 

Q8(1 -Na,) = - Q,bD + ATa,M, + pv 

Diese 6 Differentialgleichungen enthalten 9 unbekannte Funktionen, 
,die aber zum Teil gegenseitig leicht ausdrückbar sind: 

die unbequeme Beziehung 

.uZ+ve+w"l 

werden wir nicht benotigen. Damit ersetzen wir oben QI, Q,, N und 
erhalten so ein ~ollstandiges nichtlineares Differentialgleichungssystem 

mit den 6 unbekannten Funktionen u, v, w, JI,, JI2, D. 
Bei der Integration erscheinen 6 Konstante, also aind 6 Grenzangaben 
n6tig: 

für x =  O ist 47.4 = P w H ,  1% = O ,  D = P v H ,  
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W 

- u a , H ,  - r g l i P + p r ) ~ ~ + ~ v ]  . . . . . . . . . . J wf 

4 Ml 
~ ~ ~ ( b - ~ ) D + ( P + p ~ ) ~ ~ + p ~ h - ~ ~ ~ [ ( ~ f  P X ) ~ ' + P ~ ]  

P . ' 0 1  1 3 ,  nq 
6 M2 

- $11 nD + (P +,pz) v ;  au. 8 iat - > D durch o '  arse t ïhr  . . il ~ 

Letztere 3 Angaben wollen wir für- die Rechnung auch auf den 
Anfangspunkt beziehen, d. h. u,, v,, tu, als gegeben annehmen, und 
diese zum SchluB ans u, = 1, v, = O ,  w, = O bestimmen. D a m  lassen 
sich mit diesen Angaben aus den Differentialgleichungen und deren 
Ableitungen beliebig hohe Ableitungen der gesuchten Funktionen f ü r  
den Anfangspunkt ermitteln, und damit die Funktionen selbst nach der 

M l a , J l s + p v h + M l ~ [ ( P + p x ) v ' + p v ]  . . . . . . 12 

- - 

Mac-Laurinschen Beihe entwickeln. 
Bevor wir jedoch daran gehen, wollen wir uns eine aufierordent- 

liche Vereinfactiung dadurch verschaEen, daB wir die Durclibiegung 
des Tragers bei der Knickbelastung als verschwindend annehmen, alsn 

a, = O und a, = O 

D' 

setzen; da praktisch tatsiichlich nur unrnerkliche Durch'uiegungen zw 

' p ~ 1 ) ~ ; î ~ ~ - 3 ) + ( n - l ) A ~ ~ m : 4 ~ - ' 1 + p h v ( n - 1 )  15 D(") 

+ (n ') aln [ ( n - p ) p ~ ( n - 3 '  + PV("-')] 
\ + (n- I)M~%[(N- l ) pv (n -2 )  + P V ( * - ~ ) ] -  

~ i 
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x = 0, P = Knicklast 

0, auch alle weiteren Ableitungen = O 

-$(a  - 2 ) ( n  - 3 ) ( n  - 4)(1~ - I > ) ~ , b p % ~ ( ~ - 6 )  - 

-- (n-2)(n.  - 3 ) ( n - 4 ) ~ , b p P v , ( " - ~ ) -  ( n - 2 ) c ~ - 3 ) u 2 b P  2 vo (n-4) - 
- bphvo(n-9) - * ( f i  - 2)(n.-- 3)2a,bp2v,(n-4i - 

- +(n - 2 ) ( 3 n  - T ) % b p P ~ , ( ~ - a )  - ( n. - 2)$hPav, (n-q) .  

O 
O, auch alle weiteren Ableitungen = O 
O 

P 
p, alle weiteren Ableitungen - O 

O 

Pvo 

(;)pu,'.- " + .Pt@ - 1) 

P R v ,  

phvo 

gelasseri werden, ist der dadurch begangene Fehler sehr klein. Übrigens 
bleiben die Resilltate ganz genau für den Fall, daB der Trager ur- 
sprünglich etwas aufgebogen, erst durch die Knickbelastung gerade wird. 

Man erhalt, um die Entwicklung kurz anzudeuten 

Ml = usw., 
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wo il,, ~ 0 ,  u. '~ zu bestimmenl) sind aus 

Zur gesuchten Knickformel gelangen wir nun in folgcnder Weise: 
Bei der Bestirnmung der Ableitungen zeigt sich, daB die von v 

durchwegs Potenzen von c, enthalten, wonach die vorletzte Gleichung 
geschrieben werden kann 

Sie besagt: entweder ist v, = 0, der Triiger knickt nicht aus, sondern 
bleibt im labilen Gleichgewicht; oder es ist für das wirkliche Ans- 
knicken der andere Paktor 

Wird in dieser Gleichung f ü r  den Beginn des Ausknickens 

gesetzt, so geht sie in die gesuchte Beziehung zwischen Tragerverhalt- 
nissen urid Knickbelastung über. Da uns nur dies interessiert, konnen 
wir bei der Ermittelung der Ableitungen gleieh alle Glieder weglassen, 
welche vi, va USW., oder zc,, zcl: usm. enthalten. Der Rechnungsgang 
ist d a m  ein verhaltnismiiBig einfacher und ist im folgenden aus der 
Numerierung ersichtlich. (Siehe S. 300 u.  301 oben.) 

Der so erhaltene Ausdruck für v t )  ist in die Gleichung 

$1 
einxuführen, und es folgt, wenn für ln = A, geschrieben wird, die 

vo 
gesuchte Knickformel in der Form: 

1) Diese Bestimmung is t  iieilich allgemein nicht m6glich 
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dabei bedeutet abkürzungsweise 

Ai1 eine direkte Verwendung dieser auBerst verwickelten Formel 
ist nicht zu denken. Um ein Bild von ihr zu gewinnen, wollen wir 
die beiden Sonderfalle, daB bloB p oder bloB Y wirkt, graphisch dar- 
stellen. Die die Schiebung berücksichtigenden Glieder mit X und E 
konnen wir dabei ruhig weglassen (vgl. h m .  S. 298). Dann ist ent- 
wickelt fiir bloBes P 

. . 
und für bloBes p 

1st H = O bezw. h = O, so ergeben eich der Eulerechen ganz aMiche 
Knickformeln: 

und 

Darnach  betragt die gleichmaBige Knicklast rund das 3,2 fache der Einzel- 
.lad, welches Verhiiltnis auch für die einseitig eingespannte Saule gilt.') 

1) Die Knickfomel für diese Saule mit Einzellast P und .gleichm&Biger 
Lest p l  lautet mit Vernachlassigung der den Schub berücksichtigenden Glieder, 

1 
wenn die bekannte GroBe - - a  gesetzt wird: 

E I  

Abnliche zusammengesetzte S5ulenknickprobleme bereiten, nach dem für den 
Trager gegebenen Muster behandelt, keine Schwierigkeiten, sofem nicht Unstetig- 
keiten sttiren. 
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Die beiden Formeln (X, Y)  und (x, y) konnen wir durch Kurven 
-- 

Y 
darstellen. Dabei euipfiehlt sich horizontal = l/$ . $ bezr.. 

und rertikal 

bezw. 

x = va2 
aufzutragen. Die Ar- 
beit gestaltet sich 
besonders für die 
(x, y)-Kurve sehr 
rnühsa~n. Wie d ~ e  
beiden Skizzen Big 3 
andeuten, bestehen 
beide Linienzüge 
aus unendlich vielen 
~ s t e n ,  und sirid so 
syminetrisch, da6 
eine Drehung in der 
Ebene um 180' das 
alte Bild ergibt. Die 
(Y, U )  -Burve ist 
der cotangens-Linie 
iihiilich, f r d i c h  sind 
die ~ s t e  und die 
Asymptotenabstanrle 
nicht gleichbleibend. 
Die (p, h)-Kurve liat 
nur die Horizontal- 
achse a h  alien Asten 
genieinsame Asyrn- 
ptote, die andercri 
Astselten verlaufen 
parabelartig. 

Von wirklicher Bedeutung sind nu r  die in Fig. 3 genau verzeichneten 
ersten Aste der heiden Kurren, ~ i e  entsprechen der stabilen Knick- 
forrn; die weiteren d s t e  bedeuten die sehr interessanten theoretisch 
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moglichen lnbilen Gleichgewichtsfàlle mit niehreren Palten, wie aie die 
Rechnung auch bei der Siide oder der dünnwandigen Rohre ergibt. 

Auber den besprochenen beidcn Grenzfiillen konnen beliebige 
Lwischenfille als Kurven aufgetragen werden. Wir konnen x. B. in 
der allgemeinen Formel H = O und h = O ann ehmen, oder allgemeiner 

Y 
den Hühen H und h, alôo und y bertirnmtc R e r t r  beilegen Es 

x 
ist bemerkensmert, daB die Aste der dann verzeichneten (X, 2)-Linie 
in  gewissen Grenzen von parallelen Geraden w-onig suweichen. Darauf- 
hiri kann die Niheruugsforruel aufgestelit werden 

P P ( 1  - oder p - p , ( l  -*-); 
Pu a, 

dabei bedeutet Yu bezw. p, die alleinige Einzel- bezw. gleichmiiBige 
Last, die den Trager zii knicken vermag, und die der Fig. 3 ent- 
nommen werden k a m .  Damit ist eine brauchbare Anniheriing zur 
exakten Formel gefunden. 

B. Prismatischer freiaufliegender Trager mit gleichm5.Biger Last p 
pro Langeneinheit, a,ngreifend in der Hohe h ,  und Einzellast 2P  in 
derTrSgermitte, angreifend 

Fig.  4. 
in der Hühe H über der 
Stabachse (Ort der Quer- 
schnittwchwerpunkte). 

Den geknickt'en TrZ- ( M ~ )  

ger mit beliebig zu den- 
kendem Querschnitt zeigt 
E'ig. 4;  eine Quersçhriitls- 
hauptachse sei vertikal, 
denn sonst beginnt die 
seitliche Ausbiegung so- m / 3 = ~  

fort mit der Belastung. co l t=<  

Die Ar t  des freien Auf- 
lagers stellt sich als gleichgültig heraus, sofern die Durchbieguiig 
vor dem Ausknicken verschwindend ist. Als Urvariable diene die Stah- 
achsenliinge x von der Triigermitte gemessen. 

Die grundlegenden Beziehungen ergeben sich in gleicher Form 
wie beim k'reitriiger, riur haben Ml,  M:, M 2 ,  Mi die entgegengesetzten 
Vorzeichen. Die Durchbiegung vor dem Ausknicken dürfen wir wieder 
auBer Betracht lassen, also 

u,-O und a , = O  

setzen. AuBerdem wollen wir diesmal zur Vereinfachung die die Schiebung 
Zeilschrift f. Mathnmatik u. Physik. 5 5 .  Band. 1907. IIeft 3 .  20 
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306 Das Aueknicken von Tragern. 

berücksichtigenden Glieder, als praktisch meist verschwindend, vernach- 
lassigen (vgl. hm. S. 298), also az = O setzen. 

Darnach haben wir von folgendem Differeiitialgleichungssystein 

auszugehen: ZC' = vhD 

v'= - uhD - z~'a,~M, 
~ c '  = - va,& 
N ; =  M 2 ( b - a , ) D -  ( P + p z ) u - p w l z  

= - JIl bD -- (P + px)v  
D' = M,a,lCIT, + p v h .  

Alle 6 notigen Grenzangaben müssen an einer Triigerhdfte ge- 
funden werden, da die zweite IIalfte durch einen Unstetigkeitspunkt 
-von der ersten getrennt kt. Wir finden: 

- 

- lvl bD - (P + pz)v;  aus 8 id - bB durch v '  ersetzbar . . 11 

~~1)~;'v(n-"+(nl)~~v(z-1)+~lv(n)-(ni)yv(nn2)-~2,(nn1) 14 

6 

iîl,a,M, + p v h  . . . . . . . . .  . . 1 2  

(lo 1 ) M F a 2 ~ 2 ( n - 3 ) +  ( n - l > ~ ; u , , ~ , ~ ~ - ~ ) + i 1 1 ~ ~ ~ , ~ ~ ' ~ ) + ~ h v ~ ~ - ~ ~  l b  
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Von F. ~ c s s s a r : ~ .  307 

für x = O ist zc = O, D - PviT, Horizontalmom. = O = Dflv - M,u; 
,, x = 1 ,, v = 0, M1=(P+p1)w Hl, IZeibungsmom.=O= M,u +Dw. 

Die nberlegung, welche ziir Ausgangsgleichung für die Iinick- 
formel führt: 0 = 1  + 1 4 +  w'+..: 

l! v, Z !  ff,, 

ist wie beim Freitrager; die Gleichung geht in die Knickformel über 
diirch Einsetzen der für den Ausknickbeginn geltenden Werte 

Werden diese Werte schon bei der Bestimmung der Ableitungen ver- 
weodet, so sind Glieder mit $, II: . . gleieh wegzulassen, und derRechnungs- 
gang gestaltet sic11 wie folgt: 

x = O, P = Knicklast. 
-- 

0, auch alle weiteren Ableitungen = O 

- p ,  aUe weiteren Able i t iqen  = O 
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308 Das Ausknicken von 'I'ragern 

Durch Einführen des für u t )  gefundenen Ausdruckes in die 
Gleichung 

folgt die gesuchte Knickformel 

dabei bedeutet 

Die Formel ist rerwickelter als beim Freitriiger. Wir  wollen uns 
nur die beiden einfachsten Fille ansehen: 

Für  hloBe Einzellast, angreifend in der Stabachse, kann die Ent- 
wicklung in die Form gebracht werden 

darans folgt als kleinste Wurzel X" 44480, also 

wenn P = 22' die ganze Einzellast, und L = 21 die ganze Triigerliinge 
bezeichnet. Der freiaufliegende Triiger tri@ rund die vierfache Last 
des E'reitriigers, also beinahe mie bei der einfachen Biegung. 

Fiir bloBe gleichmiiBige Last, mgreifend in der Stabachse, folgt 
aus der etwas umstandlichen Entwicklung X 2 =  12,38, also 

Der freiaufliegende Trager tri&+ rund die 2,2 fache Lafit dea Fréltragers, 
und rund das 1;faehe als im Falle der Einzellast. 

Mit der Behandlung des E'reitriigers und freiaufliegenden Tragers 
wollen wir uns begnügen. 
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Von P. Nçsssaur. 

Versuche. 

Zum SchluB seien als Kontrolle der Rechnung einige Versuche 
mitgeteilt, welche mit einer genan ebenen Dlattfeder aus gehirtetem 
Stahl von rund 30 cm Lange, 3,2 cm Breite und 0,06 cm Dicke aus- 
geführt wurden. 

Liingen in cm, Kriifte in kg. 

1 2: l a i i s f=bP-  
Freitrdgerlange 1 = 2Ci,9, Endlast P = 0,03 ; 3 

liegeversuch VergroBerung der Durchbiegung f = 1,63 
b - 121J 

I 

Torsions- 
versuch 

~- - -  / i n  einer 
H6he über 5,1 0,633 i 0.653 

- - Fig. 3. 1 der Adire - 18,1 
1,03 1 1,03 i 

i aus cp=clM 
Stablange 1 = 26,9, Drehmoment M = 2,11; 

1 
Verdrehung rp = 17,g0 = 0,3125 abs. = 181,'i 

pk 
Belastungsart 1 1 x 

mit  Tragerliinge 1 = 26,9 l versuch -- =0,20iJx 
I/bc l e  

Als Freitriiger wurde diese Feder mit einem Ende aiif ein Metall- 

l C 

X 

aue d.~ersuchl  
korrigiert 1 

stück aufgelotet, und damit am Werktisch seitlich horizontal fcstge- 
sçhraubt. Die Lasten wurden in sehr kleinen, in der Stabachse 
liegenden Rohrungen mit Stahldrahtosen aufgehingt. Nit dem Tisch 
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310 Das Ausknicken von Triigern. Von k'. Ncss~41rx. 

wurde der Trsger bei sehr kleincr Ü b e r ~ c h r e i t u n ~  der Kuickiast so e h -  
gcstellt, da0 der Ausschlag nach beiden Seiten gIeich war. Durch 

Verminderung der Last, bis der Tiigcr gerade noch in der MitteIIage 
hlieb, ergab sich die Knicklast. Das gerirlge Eigengewicht wurde 
schatzurigsweise berücksichtigt. Die fiinfte Versuchszahl ergibt sich in 

der Weise, da13 von den früheren Ver~uchen z. B. die Teillast alu Ab- 
szisse und die Gesarntlast als Ordinate aufgetragen, und die durch- 
gelegte Ki~rve bis zum Schnitt niit der Ordinatenachse ~ e r l a n ~ e r t  
wird. Bei deil drei weiteren Tersuchen wurde die Endlist in Bohrungen 
eines hesondaren Querstückes aufgehangt. 

Als frei aufliegender Srager wurde die Blattfeder an den Enden 
mit senkrecht zur Hlattflache stehenden Querstücken ausgestattet, und 
daran auf vier Driihten horizontal aufgehangt, und irn übrigen wie 
oben verfahren. Die letzte Versuchszahl ergibt sich wieder ails den drei 
~orherigen. 

Zur Anwendung der Knickforniel wurden ferner durch einen 
Biegeversuch b, und durch einen Torsionsversuch c ermittelt. Dcnn 
die gereclineten Werte fiùr b und c sind wcgen nicht geiiauer Kemtnis 
des Elastizitatsmoduls iisw. ungena,n. 

Wie man sicht, ist die Überein~t i rninun~ mit der Rechnung eiue 
sehr gute (1. und 2. Kolonne); die geringen Unterschiede erkliren 
sich durch Unvollkommenheiten der Versuclisanordniing, welche die 
Knicklast kleiner erscheinen lassen. 

Der Bau der einfachen Knickformel bleibt für andere Belastungs- 
falle der gleiche, es empfiehlt sieh deshalb, die entsprechenden Werte der 
Konstante aus Versuchen zu ermitteln (oben vorletzte Kolonne). Denn 
das hier eroffnete Gebiet der Tfigerknickung ist umfangreicher als das der 
Tragcrbiegung, und es wii-d in vielen Piillen die Rechnung wegen unmog- 
licher Gewinnung brauchbarer Grenzbedingungen überhaupt nicht gelingen. 

B e r i c h t i g u n g  z u  H e f t  112. 
In dem Beispiel auf S. 138 lie& die K n i ~ k s p a n n u n ~  nicllh wie angegeben r o r  

der Proportionalitktsgrenze, sondern nahe der Quetschgrenze; da  sind E und G 
nicht mehr konstant, und es miiBte deren Verlauf bekannt sein. Die arigegebene 
Knicksparinung ist  richtig bei 12 m Liinge der freien S3iiile, der Fehler ist  dann - 1 . 

Die Schiebung ist also nur jenseits der Proportionali tatqpnze von merk- 
lichem EiulluB; früher komrnt s ie ,  in Ü b e r e i n s t i m m ~ n ~  mit den T e  t m a j  erschen 
Versuchen, bloB in Iletracht bei weiter Nietteilung bzw. bei weitmaachigern oder 
g a r  unkorrektem Fa'rhwerk der Saule. F. K u B b a u m .  
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Bücherschau. 

Bücherschau, 

X. Schwarzschild. U n t e r s u c h u n g e n  z u r  geomet r i schen  Optik. 
1. E i n l e i t u n g  i n  d i e  F e h l e r t h e o r i e  o p t i s c h e r  I n s t r u m e n t e  a u f  
G r n n d  d e s  E i k o n a l h e g r i f f s .  Mit 6 Fig. 4', 31 S. - II. T h e o r i e  
d e r  S p i e g e l t e l e s k o p e .  N i t  9 Fig. 4', 23 S. - III. Ü b e r  d i e  a s t r o -  
p h o t o g r a p h i s c h e n  O b j e k t i v e .  Rlit 10 Fig. 4', 5 4  S. Abh. d. K. 
Ges. d. Wiss., Gott., Math.-Phys. Klasse. Neue Polge. Bd. IV,  Nr. 1, 2, 3. 
Gottingen 1905. 

Diese drei Abhandlungen verfolgen ein gomeinsames Ziel: es sol1 ein 
aberblick über astronomisch wichtige optische Konstruktionen gegeben, ihr 
Rang der Brauchbarkeit leicht von vornherein beurteilt und für bestimmte 
Zwecke sicher eine duswahl  getroffen werden. 

Die Darstellung stützt sich auf die von H a m i l t o n  eingefïihrte 
.,,charakteristische FunktionLL, die man nach dem Vorgange von B r u n s  als 
Eikonal bezeichnet. Es wird darunter die optische Weglinge verstanden, 
die ein Lichtstrahl von einern l'unkt eines optischen Systems m m  andern 
durchlal~ft,, oder: das Eikonal ist eine Funktion der Lage der beiden 
betrachtcten Punkte. Die Praxis entwiekelt des Eikonal i n  Reihcn, die 
meist so rasch konvergieren, daB schon wenige Glieder ein hinlanglich 
geurtues Resultat liefern. Bei dieser Entwicklung treteu uuu 5 Glieder 
drit,ter Ordnung aiif und deren Koeffizient,en entsprechen ehenso vie1 Fehlern 
dritter Ordnung für ein optisches System. Sie tragcn der Reille nach die 
Bezeichnung spharische Aberration, Verzeichnung, Koma, tangentiale und 
sagittale Bildwiilbung. Die Ausdehnuug der gleicheu Untersuchung auf die 
Ii'ehler fünfter Ordnung zeigt weiter, daB ihrer 9 existieren, im Geg-ensatz 
zu P e t x v a l ,  der die Zahl zu 1 2  angab. Die vollstandige Berechnung der 
Fohler dritter Ordnung für ein beliebiges zentriertes Linsensystem fiihrt 
au€ durchsichtige Weise zu den Seidelschen Furmeln und ermogliçht es, 
optische Systeme zu berechnen, in  denen ein oder mehrere Behler dritter 
Ordnung verschwinden. 

Einc praktische Anwendung des zuvor Entwickelten bringt der II. und 
III. Teil. Die II. Abhandlung ist der Theorie der Spiegelteleskope gewidmet, 
die vor den Refraktoreii die Vorzüge der Billigkeit und der natürlichen 
Achromasic besitzen und die vermoge der Reflexionsf&higkeit des Silber- 
belags dcr Glasspiegcl bis weit ins Ultraviolott hinein sich trefflich zu 
photographisçhen Aufnahmen eignen. Nachteilig fallt bei ihnen nur das 
allzu geringe brauchbare Geçichtsfeld in die Wagschale. Durch das Studium 
der Fehler dritter Ordnnng für einen einzelnen Spiegel und fiir ein 
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beliebiges Spiegelsystem laBt sich aber auch dieser Kachteil des Spiegel- 
teleskops unterdrücken und ein Instrument konstruieren, das aus einem 
groBen und einem ihm gegenüberstehenden kleineren Spiegel besteht, der 
das Bild auf die zwischen beiden Spiegeln befindliche pliotographische Platte 
wirft. Die gegenseitigen Verdeckungen [Silhouettierung) der Spiegel und der 
in  der Bildebene angcbraclitdn Platte bedingen das beste Besultat dann, 
wenn der Durchmesser des kleinen fipiegels ungefahr die HaIfte des groBen 
betragt. Rildbeschaffenheit und Feldausdehnung kommen bei einem Ver- 
haltnis 1 : 3 von Offnimg zu Brennweite mindestens ebenso günstig heraus, 
wie bei den für die Himmelsaufnahme international adoptierten Standard- 
refraktoreri, die aber nur ein Offn~n~sverha l tn i s  von 1 : 10 aufweisen. Die 
Konstruktion eines Spiegelsystcrns beliebig groBer 0fYnung, das auch für 
schiefe Strahlen strenge frei ist  von sph%rischer Aberration und die Sinns- 
bedingung erfüllt, gelingt nur, wenn man die sphirischen Spiegel verlaBt 
und für beide Spiegel die günstigsten Meridiankurven rechnet. Dann zeigt 
sich, da8 die Spiegelflachen einem Ellipsoid beim kleinen, einem Hyperboloid beim 
groben Spiegel nahe kommen i n d  daW man hoffen darf, aiif diese Weise 
zii brauchbaren Systernen vom Offnungsverh%ltnis 1 : 1 vorzudringen. 

Die m. Abhandlung lost die Aufgabe der Errechnung astrographischer 
Objektive, die von Fehlern dritter Ordnung moglichst frei slind. Eei solçhcn 
Objektiven paart sich gewohnlich ein mittelgroBes Gesichtsfeld mit  mittlerem 
Offnungsverh%ltnis, Bedirlgungen, deuen gerade die Se ide l schen  Formeln 
adaptiert sind, die weder Offnung noch Gesichtsfeld als sehr klein an- 
nehmen. Zuerst mird die dünne ~ ~ i n x e l l i n s e  untersucht und ihre Gestalt 
f ü r  die verschiedenen Falle verechwindender Fehler abmleitet. Bei der 
Zusammensetzung bcstimmter Systeme und deren gonauerer Diskussion st6Bt 
man nun auf ein Objektiv, das dem schon von P e t z v a l  berechneten 
ahdich  sieht, aber Tor ibm die Freiheit der Bilder von alleri Fehlern dritter 
Urdnung (abgesehen von der V e r ~ e i c h n u n ~ )  voraus ha t  und auch nirgends 
gar zu kleine Krümmungsradien verlangt. Auch aus 3 getrennten Linsen 
kann ein Objektiv zusammengesctzt werden, das von allcn Fehlern dritter 
Ordnung (bis auf Verzoichnung) frei ist. Dieses modifizierte T a y l o r  ohjektiv 
übertrifft sogar noch den P e t z  va l typus  an Gesichtsfeld. - -411en Ab- 
leitungen sind nurnerische Beispiele und genau gezeichnete Schnitte der 
resultierenden Konstruktionen beigefügt, aus denen man sich über die 
Eigenschaften der bei bestimmten Anforderungen auszuwahlenden optiscben 
Systeme leicht zu oricntioron vermag. 
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Abhand lungs reg i s t e r  1905-1906. 

Von E. WOI,FFING in Stuttgart. 

(Fortsetzung.) 

'I'herniische Aiisdehiiiing. 

1274. P. hhotzwnichj. Vyvod charak- 
teristiEeskago uravnenija po koefficien- 
tam kubii.eskago rasiirenija i siatija tel 
(Charakteristische Gleichung, hergdeitet  
aus den Ausùriicken der Koeffizienten 
der kilhischen Aiisdehnung und XII- 
sammenziehiing der Korper). .T. R. P. C. G. 
34. 493. 

1875. T V  Bahrtlt.  Einige Venuche 
z u r  Ausdehnung fester K6rper durch 
die Warme Z .P  19. 16, 

1276. CI. Coatnnzo. 1 3 e r  eine neue 
Methode de11 Ausdehuungakoeffizienteri 
vou Plüysigkeiteu zu bestimmeu. P.Z. 
7 ,  505, 

1277. G. A. Corse. O n  the thermal 
expanuion of dilute solutions of certain 
hydroxides. P. R. S.E. 25 ...28 1. 

127s. B. F. W e b e .  Vber die He- 
ziehung des Schmelzpunktes zum Aus- 
dehnungskoeffizieriten der  starren Ele- 
mente. V.D.P.G. 8. 91; A.P.L. (4) 19. 
1?76. 

1879. J. v. Pannyeff ,  h e r  die Be- 
ziehung des Schmelzpunktes zur Warme- 
ausdehnune der Metalle. A.P.L. 14) 18. , ,  
210. - c."L. TVeber. 868. 

1280. A. Ur. USit l io~ski .  Über die 
Ausdehnung des H. Z.K.F.G. Y. 83. 

Siehe auch 729; 1319 q; 1488; 3654. 

1281. A. B y k .  Die Zustandsgleichun- 
gen in ihren Reziehungen zur Theimo- 
dynamik. A.P .L .  (4) 1:). 441. 

1269. G. ?:an lterson jun. Ableitung 
einiger bekanriter Formeln aus einer 
allgemeineri Zustandsgleichung. Z.P C. 
53.  633. 

1'283. IJ. h'ohn~tnimx. Revue des 
travaux récents sur l'équation d'état. 
J.C.P. 3. 665. 

1284. 1;. Rrdker. A propos d e  
l'éqnation d'kts,t. J.C. 1'.  4. tiï. 

1 H. Happel. Ziir Zustands- 
gleichurig einatomiger Stoffe. N. G. G. 
19115. 2ii2. 

128f;. J E. Verschaffelt. 13i,jdragen 
to t  de kennis van het ~p-olak van Van 
der Waals. C .  A.A. 14 .  686. 

1287. J. 3. T'erschufilt. Contribu- 
tion to the knowledge o f  van der Waals' 1 v-sui-face. C.P.L. Suppl. 11-12. 3. 

1288. H. 1717ouEi~z. Sur un ternie 
1 complEmentaire de  l a  pression intérieure 
, dans l a  i'ormle de van der Waals. S.F.P. 

235. 3. B.S.F.P.  1905. 98. 
1289. J. B. Goebel. Uber die ge- 

nauere Zustandsgleichung der Gase. 
1 Z . P . C .  47. 471; 49. 129; 50. 238. 
, 1290. A. Wnits. Hijdrage to t  de 

kennis der px- en PT-li,jnen voor het ge- 
, val twee stoffen een verbinding aangasn 
i welke in de  vloeistof- en gasphase is ge- 

dissocieerd. C.A.A. 14. 1 0 2 .  
( 1291. 44. Smits. neitrag zur Kennt- 

nis der P x -  und P T-Linien fiir den 
Fal l ,  da6 zwei Stoffe eine Verbindung 
eingelien, welche i n  der Fliissigkeits- 
und G a ~ p h a s c  dissociiert. Z. P. C. ~ 4 .  513. 

1192. A. Smits. Over de  verborgen 1 evenwichtcn in  de  p x - doorsneden onder 
het  eutcktischc punt.  C. A . A .  14. 564. 

12!)3. A.  Smits. Over de verhorgen 
evenwichten in de px-doorsnedcn van 
eeu binair atclsel tengcvolge van het 
optreden van vaste stoffcn. C.A.A. 14. 

, 187. 
1294. A. Smits Cber die verbor- 

genen Gleichgewichte in den p x-Durch- 
schnitten eiues binsren Systems, die 
durch das duftreten festcr Stoffe ver- 
ursacht werden. Z. P.C.  +. 4!)8. , 12!)5. C. Benedicks. Cber die An- 
wendbarkeit der van der Waals'schen 

I Zustandsgleichungfiir rlenfestenZustand. 
Z.X.C.  47. 453. 
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1396. L. Frie~lerieh. Études num6- 
riques sur l'équation des fluides, déter- 
mination des constantes a et b. J .C.P.  
4. 123.  

1237. ,T. 1)  ion der IYar~li. Ile 
exak te  getallenwaardcn van de  eigen- 
schappen der p l ~ o i ~ i i n t s l i j n  aan de zijde 
der componente. C.A A. 14. 250. 

1298. J .  J .  oan Lanr.  Over het 
verloop der plooipuntalijnen bij mengsels 
van normale stoffcn. C.h.h. 14.  14. 

1299. J. .I. van Laar .  Sur l'alliire 
des courbes de plissement chez les 
niélanges de substances normales e t  les 
Gquilibres possibles entre une phase 
gazense et  une ou deux phases liquides. 
A.M.T. (2) 10.  109. 

1300. J ,  J. va% Laar.  Over het ver- 
loop der spinodale en plooipuntslijnen 
bii binaire menpsels van normale stoffen. 
c."A.A. 14. 5 ~ 1 7  

1301. J. J. van Laar .  Sur l'allure 
des  courbcs spinodales et des courbes 
d e  plieuement. A.N.  (2) 10 .  3 7 8 ;  11. 224. 

1302. A. Smits. Over de  verschijn- 
seln die optreden wanneer de plooipunts- 
h o m m e  de driephasenlijn van een dis- 
uocieerendc binare verbinding ontmoet 
C.A.A. 1 4  568.  

1303. A. Sniits. r b e r  die Erschei- 
nungeri . welche auftrcten , wenn die 
Paltenpuriktskurve der Loslichkeitskurve 
begegnct. Z.P.C. 51.  1 9 3 ;  52. 587. 

1304. A. Snuts. Ovcr den loop der 
P, Tli jnen voor vast-fluide bi.j standvaste 
samenstelling. C.A.  A. 14. 866. 

1306. J. J. van Laar. Les courbes 
d e  plissement et  leiir point double chez 
les rn6langes dans l e  cas que les volumes 
moléculaires sont inogaux. A. M.T. (2) 
10. 19. 

1306. J. J. van Laar. Über don Vcr- 
lauf der Schmelzkurven bei festen Lo- 
auiigen (oder isornorphen Gemischeri) i n  
einem speeiellen Fall. Z.P.C. 5 5 .  435. 

1306. A. Batscliinski. Der orthome- 
trisclie Znstand. A. P. L. (4) 19. 1107. 

1307. K. fi. A m q a t .  Applica,tion de 
l a  loi des Btats correspondants aux cha- 
leurs spécifiques 8.F.P. 249. 2.  

1308. G. Bakker The Kontiriuitiit des 
gasforrnigen und flüssigen Zustandes und 
die Abweichung vom Pascalsülien G e ~ e t e  
in der Kapillarschicht. A P. L. (4) 20. 981. 

l:iO!). J. D. can der I.lTaals. Eigen- 
schappen der kritische lijn aar de zijde 
der  componenten. C.A. A.  14. 230. 

1310. H. Jfoulin. Relations entre l e  
volumeetle covolume. B. S.F.P. 1906.141, 

1311. J. L). van der Pïhals. De eigen- 
achappe der door,aedcri van liet satura- 

tievlak van een binair mengsel aan den 
kant  der componenten. C. A .  A. 14. 240. 

1312. J. il. na?z der bl'aals. De ge- 
daante der dorsneden van het saturatie- 
vlak loodrecht op d e  x-as, in geval er 
trisschen twee tempei.aturen dricphasen- 
druk bestaat. C.A.A. 14. 176.  

1313. .I. vun Laar.  L'expressioripour 
l e  potentiel moléculaire dex composaiites 
d'un nié1:mge binaire normal d a m  l'état 
liquide. A.M.T.  (2) 10. 45. 

1814. A. TV. Porter. On the inver- 
sion-points for a fluid passing througli a 
porous plug and their use i n  testing 
proposed equations of state. P.M. (6) 
11. 554. 

1315. 0. Tt~ndira.  Die stabilen und 
labilen Zustiinde der Fliissigkcitcn und 
Dampfe. S .A.W. 114. 167.  

1316. J. J. van Laar .  Eenige apmer- 
kingen naar aanleiding der laatste rer- 
handelingen von Dr. Ph. Kohnstamm. C. 
A.A. 14. 30. 

131 7 .  A. Batschinski. Aiifstelliing 
der Gleichiing für Tsopentan. A . P .  Ti. (4) 
19.  310. 

Siehe auch 871;  1204;  1229. 

Damyfspannnng. 
1316. H. v. Jiiptner. Zur Kenntnis 

der Dampfterision. Z.P.C. 65. 738. 
1319. 1'. Lehmann. Dampf- und Lo- 

sungstension an krummen Flachen. P. %. 
7 .  392. 

1319 a. A. Speranski. Über denDanipf- 
d n c k  der festen Losungen. Z.P.C. 46. 
70;  51. 46. 

1319b. A. Smits. Rcitrag zur Kcnnt- 
nie des Vcrlaufs der Dampfspannuiigs- 
eriiiedrigung bei waBrigen Losungen. 
Z.P.C. 51. 33.  

1 . 1 1 9 ~ .  E'. A .  II. fihreinrmnkers. 
Dampfdriicke im Syst?m: Benzol, ' l ' h a -  
chlorkohlenstoff iind Ath~lalkohol TT. Z. 
P.C. 48. 257. 

1319 d. J . J  t a n L a a r .  f i b e r d i e ~ a m p f -  
tension von flüssigen Gemischeri z. U. v. 
Br. und J ,  bei Annahme einer teilweisen 
(im Grenzfall iiicht- oder total-) dis- 
soziierten Verbindung. Z. P. C: 47. 129. 

1319e. ,J. 1; Zaicidzki. L%er da3 
,,Regnault'rcche Gesetz"vonDuhem. Z.P.C. 
46. 21. - P. Duhm 48. 241. 

Siehe auch 923; 1357. 

Gestheorie. 

1319f. E. Borel. Sur  le^ principes 
de la théorie cinétique des gaz. B . E . S .  
(3) 23. 9 .  
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1319g. H. Poincari. Réflexions sur 
la thborie cinétique des gaz. S.F.P. 
260. 2 ;  B.S.F.P.  1906.  1 5 0 ;  J . P .  (4) 5. 369. 

1319h. E. , Varbwg. Kinetikeekaja 
teorija gazov @ber die kinetischeTheorie 
der Gasc). R .P .W.  3. 70. 

l3l!l  i .  L o d  Rayleigh, J. H. ,Teans. 
The dynamical theory of gases and of 
radiation. N .  72. 5 4 ;  1 0 1 ;  243. 

1319 k. S. II. I l u r h i q .  The H-theoi-em 
and l'rofessor J. II. Jeans's dynamical 
theory of gases. P.M. (6) 11. 455. 

13191. LI-. Heuse. Ein Vorlesungs- 
rcrsuch zur kinelische~i Gastheorie. Z. P. 
19. 220. 

l3l!fm. G. Xemnplet~. Sur l'irnpossi- 
bilité des ondes de choc nep t ives  dans 
les gas. C.E. 141. 710 ;  P. Duhem 811. 

1319 n. Jouguet. Sur l'accélération des 
m d e s  de choc sphériques. C.R. 142.1031. 

13190. Lord Rayleigli. On the mo- 
mentum and pressure of gaseous vibra- 
tions and on the connexion with the  
virial theorem. F.M. (6) 10. 364. 

1319p. S. H. Burbury.  The diminu- 
tion of entropy according the kinetic 
theory of gasee. R.B.A. 75. 333. 

1319q. G. F. C. Seurle. The cxpan- 
aion of a gas into a vacuum and the  
determination of the  specific heat a t  
constant pressure for gases. P. C. I'. S. 
13. 241. 

1319r. C. IL Meeker. On the distri- 
biition of velocity among the members 
of a group of gas-molecules. J .F . I .  159. 
383. 

1319s. O. Postma. Jets over de  groot- 
heid H in Boltzruanns Vorlesuugen iiber 
.Gasthcorie. C. B.A. 14. 602. 

1320. P. Ehrenfcvt. Bemerkungen zur 
Alihantilung de3 Herrn H. Reisuner: An- 
wendung Lier Statik und D p a m i k  mo- 
nozyklischer Systeme auf die ElastizitBts- 
theorie. (X.P. 1,. (4) 9. 44). a. P .  L. (4) .19. 
210. - H. Reissner 1071. 
Siehe auch 617 ;  1334-35; 957;  1013 ;  

1174:  1182;  1202;  1289;  19U1; 3660. 

1321. C. H. Lees. The experiruental 
foundations of the  theory of heat cou- 
duütion. K E A .  1905. 341. 

1322. .7. Tfwwr t .  Détermination de  
l a  condiictibilitéçalu~i1'iyue. C.R. 141.717.  

1393. C. Niven. On a meihud of find- 
ing the  conductivity for heat. P.R.S. 
L. 76.  34. 

1324. F. A. Laws,  E'. L. Biskop and 
P. Mc Junkin. A method of determining 
thermal conductivity. P. 4. Bo. 41. 457. 

1325. E. M. Jaeger. Een eenvoudigc 
geometrische afieiding der betrekkingen 
welke tuschen de waargcnoinen en ne- 
zochte grootheden bestaan die bij de 
W. Voigtsche methode ter bepalinp van 't 
warmegcleidingsvei-rnogen van kristallcn 
ter sprake komen. C . b . 3 .  14. 7 : ) V .  

13%. L. LWeitner. Wiirmeleitung in 
unhomogenen Korpern. A. A.W. 1906. 9G. 

1827. C.  ülage. F. 11. Neumams Me- 
thode enr Iiestimmiing der Wa,rmel~i t -  
f ihigkeit  gut leitender Korper in Stah- 
und Riugform und ihre Durchfüliiiing 
an Fe, Stalil, Ca, Ag, Pb, Sn, Zn, Mes- 
~ling, Neusilber. A.P.L. (4) 18. 904. 

1328.3'. L. Bishop. The thermal con- 
ductivity of lead. P.A.Bo: 41. 671. 

1329. 1. Kruclcenbug. Uber die phy- 
sikalischen Kigenschaften schwedischer 
Eise~erze .  A.M.A.I. 2. Nr. 1. 

1330. R. Weber. La détermination 
de  l a  conductibilité calorifique des li- 
quides. U.S.V. 31. 209. 

1331. Bolph. Comparative hcat con- 
duction and radiation of in~ula t ing  var- 
nishes. A.E.N.Y. 17. 216. 

Siehe auch 5 1 9  20 ;  1126;  3661-62. 

1332. F. Hasen«hrl. c b e r  die ther- 
modynamjschen Gesetze der WLrme- 
fit,rahlung. V.V. F.U. W. 10. 157.  

1333. J .  II. Jertns. 4 cornparison of 
2 theories of radiation. N. 72. 293. 

1184. J .  H. Jeans. On the laws of 
radiation. P. R. S.L. 76. 545. 

1355. 111. Cantor. Di. Fjtrahlung des 
schwarzen IGrpers und Jas  Dopplersche 
Prinzip. A.1l.L. (4) 20. 333. 

1336. F'. A'hrenfist. Hemerkiing z u  
einer neiien Ahleitiing dm Wienschen 
Verschiebiingsgesetzes. P. %. 7. 527. 

1357. J.  H. Jeans Ilemerkung zii einer 
neiien Ableitung des AVienschen Ver- 
schieb~in~sgesetzes P. 2 ;  7. 667. 

138'3. P. Ehsenfest. Çber die physi- 
kalischen Voraussetzungen der Plançk- 
schenTheoriederirreversiblen Strahlungti- 
vorgange. S. A. W. 114. 1301. 

1339. P. Eh~enfes l .  Zur Plauckschen 
Strahluugstheurie. P. Z. 7. 528. 

1340. V. v. Tülin. Heitrage zur Ener- 
getik der Strahlungsenergie. A.N.L.5.20.'. 

1341. A .  D. Denning. A simple me- 
thod of determining the  radiation con- 
stant.  P .P .S .L .  19. 670. 

1342. A. D .  Denning. A simple me- 
thod of determining the  radiation con- 
s h n t  : suitable for alaboratory esperiment 
P.31. (6) 10.  270. 
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1343. 0. Tzmlim. Ein Apparat zur 
absoluten Messung der W%rmestrahlung. 
J.P.K. 19. 13. 

1344. J. Swinburne. The question of 
temperature and efficiency of thermal 
radiation. F. P. S. L.  20. 13.  

134.5. H. A. Lorentz. Over de  warmte- 
straling in  oen stclscl lichamen von 
overal gelijke temperatur. C.A. A. 14.345. 

1846. J .  ï'. Bottolnley. Thermal radia- 
tion a t  very low temperatures. R.B.A. 
1905. 330. 

1347. A .  P. iury%v~.. Ih i ienie  tela 
n,+chodjaSEagosjavpotoke liiiistjoj energii 
(Cber die Ilewegung eines im Stromc der 
strahlenden Eiiergie befindlichen K6r- 
pers). J. R . P .  C. G. 34. 24. 

1348. P. C'zermak. Ein Versuch über 
die Reflexion der Wiirmestrahlung, Z. 
P. 19. 233. 

1349. E. A s c h h a f i .  Die Wiirme- 
strahlung der Metalle. A.P.L.  (4) 17..Y60. 

1330. B. I iz~tera und B. Mabek. Uber 
die Strahlung des Radiotellurs. P .Z.  7. 
337; 6.30. 

1351. E'. 12iehu1.z. Bemcrkungcn zur 
Thcorie des Kirchhoffschen Gesetzcs. Z. 
W.P. 1. 5. 
Siehe auch 111; 1039; 1176; 14U1; 1258; 
l 3 l ' J i ;  1331; l 4 W ;  1595-96; 1630; 1838; 
1845-46; 1865-66; 2106; 2298; 2599. 

1357. W Travers, G. Senter und 
A. Jrrperod. h e r  die Dampfdrucke 
von flüssigem H bei Temperaturen unter- 
halb seines Siedepunktes nach der R 
und Heliumskala mit  konstantein Volu- 
men. Z .P .C .  45. 416; 435. 

1358. F. Dreyer und  T. Roturslii. 
Einigo Konstantcn des p-Azophenetols. 
Z.P.C. 54. 353. 
Siehe auch 652; 2299; 2305-06; 3665. 

1359. 0. (.'huolson. Sovrcmennoe ciosto- 
janie uCenija ob elektriEeskich i magni- 
tnych javlenijach (Der gegenwirtige 
Stand der Lehre vuri den eleklrischen 
und magnetisüheu J1hcheinungen). R, 
P.W. 3. 1.  

1360. A. A. Skeels. The real nature 

Flanimen. 

1452. J.  F. Petauel. The pressure of 
explosions; experiments on solid and 
gaseous exploaiveti. T. R. S. 1,. 205. 307. 
Siehe auch 536; 2301-02; .5773; 3664 

M'lrnieinessung. 

1333. U. Ilehn. Übcr di(: Warmeein- 
heit. J.P.V.F. 1904-05. 33 .  

1354. H. Krmerlingh Onnes and 
IV. Heuse. On the  measurement of very 
low t,emperatures V. CP.1,. 85. 

1355. 7'. MT. 1(7chnrds ,~. l , .  .J. Hentlcr- 
son nnd G .  S. Forlits. Uber tiie Elimi- 
nation r o n  thermometrischer K x h w i r -  
kuug  und zuFalligeri W%rmeverlusteri in 
der Kalorimetrie. Z.P.C. 52. 551. - 
TV. Jnegw und H. 7:. Steimcehr 34. 428. 

1356. X.  W. Tracers und -4. Jaquerod. 
b e r  den Druckkoeffizieriten von H u .  
Helium bei konstantemVolnrnen nnd ver- 
schicdenen Anfangsdruckcn. Z. P. C. 46. 
385. 

of electricity and magnetism. J. A. K. S. 
28. 368. 

Elektrizit i i t .  

1361. E. Riecke. Neuere Anschaiiungen 
der Elektrizit&tslchre mit hesondcrcr He- 
ziehung auf Probleme der Luftelektrizi- 
ta t .  A. Gr. (3) 9. 1 ;  246. 

1362. A. ~S'eligmann-Lui. Rases d'une 
théorie mécanique de I'électricit6. d .  1'. 
(4) 5 .  508. 
Sirhe ailch 279; 478; 619; 631; 928-29; 

2144; 2938-3174. 

Elektrixit i ibserregung. 

Siehe 1386; 1606; 3480. 

Yyroelektrizit i i t .  

1363. Ti: Voigt. r b e r  Pyroelekt r i~ i~i i t  
an zentrisçh-symmotrisr)ien Kristallen. 
N.G.(;. 1903. 1394. 

Yiexoolektrizit l t .  

1364. IV. Voigt. c b e r  Piezoelektri- 
zitat zeritriseher Kïistalle. N. G. (:. 1905. 
431. 

1365. ï'. Tamaru. Hestimmung der 
piezoclektrischcn Konstanten von krystal- 
lisierter Weinshure. X.G G. 1905. 128 

Hydroelekt r i s i tü t .  

1366. E. Aselmaîw. Cber Elektrizi- 
t i tetrager,  die durch fallende Pliiesig- 
keiten erzeugt werden. A.  P.L. (4)19.960. 

1367. S. sano. On tiie electric force 
at  ang p o i ~ t  in a liquid in which the 
process of diffusion is going on. P.T. 
M. % 465. 
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1368. S. hianano. rrber die elektrische 
Kraft an irgend eineni Punkte in einer 
E'lüasigkeit, in welcher eiu Diffusio~ispro- 
zeB vor siçh geht. P.Z. 7. RIS. 

Hiehe aiich 896. 

1369. C. W Oseen. a b e r  einige elek- 
trostatische J'robleme. A. ?II. A .F .  2. Nr. 5. 

1870. T. Lez;i-Cività. Sopra un pro- 
blema d'elettrostatica che s i  è presentato 
nella costruzione dci cavi. R. C. Ji. P. 20. 
173;  201. 

1371. P. W. Urzdanznn. The electro- 

13r16. 31. Tueplel.. Beobachtungeri iiri 
Grenzgebiete zwisclien Spitzenstrom und 
Biiscliel l ichtb~~en (Glirnmstrurri). A. P. 
L. (4) 18.  757.  

1387. H. Sieueking. Beitrige zur Theo- 
n e  der elektrischen Entladunn in Gasen. 
A .P .L .  (4) 20. 209. 

13Ci8. L. Amaduzzi. Scariche elet- 
triche in gas rarefatti. N.C. P. (5) 10. 386. 

1389. -1.1. Xatthies. Uber die Glimm- 
entladung in den Dampfen von Hg&, 
IIgBr2,11gJ, .  A . P . L . ( 4 ) 1 7 . 6 7 6 .  
Siehe auch 803;  806;  1117; 1462;  2155; 

2325-28. 

static field surroiind~ng t'wo special CO- 1 Konùuktoren. 
lumnar elements. P.A.Bo. 41. 617. 

1372. V ,  L ~ ~ ~ ,  uber  das 1 13'30. Curiot et &feumie?-. ltecherclies 
statische ~ ~ ~ h f ~ ~ .  v , ~ . p , ( ; .  ( 7 .  7. 110. , sur l'acliori des conducteuru tXcctriques 

13;:3. Y. ?,, L ~ ~ , ~ .  versuChe im elekt,ro- 1 incandescents e t  de l'étincelle électrique 
statischen 1)rrhfelde. A . A .  W. 1906. 119. d a n s l e s  melanges grisouteux. R.C.M. 

1374. 2'. .J. FA. B~om,wBch. Some ! 10. 2.1;. 
contributioris to the  tlieory of 2 electri- ' 13!11. C.  Oliva. Variazione di  resis- 
fied spheres. K M .  (2),.35. 1. 1 tenze nei condiittori discontinui. B. C. Ki'. 

1375. H. R e n d o r t .  Uber die Storung l 20. des hornogeneri elektrisclieu Feldcu durçli 1:3!)-- 0. Jseaviside. The m a ~ e t i c  
ein leiten,ies dreiachsiges ~:l l ipsuid,  A, inertia of a charged conducteur in a field 
B.W. 1906. 112. of force. N. 73. 582. 

13~( ; .  v. ~,-h,,fje~~. Pression électro. 1393. P. Gewt~ardi. Rappresentazioni 
statique, pouvoir des pointes et  vent élec- geometrickie e p r o ~ r i e t à  armoniche della 
trique. A.  9.B. 29B.  417. 1 resistenza equiialente in un  sisterna di 

1377. &I, p. ~ r ~ ~ k i ~ ,  Svojstva nael& 2 conduttori denvati. R.T. M. 2.  21. 
trizovannagoostrija(Eigensehaften einer l Siehe auch 1 3 7 4 ;  1491 ;  1505 ;  1507;  
elektrisierteu Spitze). R .P .  W. 3. 55. 1 1680;  2952. 

1378. F. Kohlratmh. Tiber elektro- 
statische Kapazitit. und Widerstandska- i E l e k t r i w h e r  Fiinke. 
pazitat. V.D.P. c;. 8. 151. 

137!1. G. &colmi. L'elottrostrizionc 
1 1394. S. Scht~;erlolj. Ballistische Theo- 

del causciù. N.C.P. (5j 10. 185. 
1 rie der Furikeiieiltladurig. Die Schlag- 
1 weite. A.P.L.  (4) 19. !)18. 

Siehe anch 478;  532 ;  6 1 u ;  637 ;  1675-76; 1395. J ,  kkch,  ~b~~ die ~ ~ ~ ~ ~ i ~ ~ ~ ~ t -  
2339;  2931; 3134. ! wicklungund den sclieiribarenWiderstand 

! des elektrischen Funkens. A.P.L. (4: 
Elektr i sche  Entladiing. 

1380. E. Reiger. Cntersuchungen über 
Entladungen. S .N .P .  E. 3 7 .  1. 

1381. A. A. 12~isevi8. Opytp s elek- 
tri6eskim raerjadom (Persuche über die 
elektrische E:nt,ladung). R. P. W. 3. 97. 

1382. Langevilz. Récherches récentes 
sur le mécanisme de l a  décharge disrup- 
tive. B. S. 1.E. (2) 6 . 6 9 ;  B. S M  E. 1905.25.  

1383. J. de Kowalski .  Les ahénornènes 
qui accompagnent Ica décharges Clcctri- 
ques de  l ' a i .  B. S.F.T. 1905. 69. 

1384. P. Ewers. Die Spit~enentladung 
in  ein- und zweiatomigen Gasen. A.P. 
L. (4) 17. 781. 

1385. .J. Ji-ank. Über die Beweglich- 
keit der Imiiingfitrager der Spitzenent- 
Iadung. V.U.1'. ü. 8. 252. 

\ ,  

20.  601. 
13!)6. V. K. T2etiedi?~sky. O dcjstvii 

nltrafiol,etovago sveta na  elektriEeskuju 
iskru (1Jber die Wirkung des ultravio- 
letten I.ichts auf den elektrischenFunken). 
J.B.P.C.G. 34.  31. 

Sielie auch 1127 ;  1139;  1390;  1399;  
1453-54; 1672 ;  2961. 

1397. N. A. Bu7galov. K teorii plos- 
kago kondcnsatora (Zur Theorie des ebe- 
nen Kondensators). J .  R. P.C. G. 34. 315. 

1398. Swayne.  An adjustable conden- 
ser. A.E.hiT Y. 17. 478. 

1399. G. Betnpp Die DLmpfung von 
Kondensatorkreisen mit E'unkenutrecke. 
A.P.L. (4) 17.  627. 
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1400. T. Xoda. Dampfung cines Kon- 
dcnsatorkrcises mit  eincm Zuuatzkreise. 
A.P.L. (4) 19. 715. - P. Drude 737. 

1401. A. Heydioeilkr. Energic, Dauer, 
dlmpfende Wirkung und Widerstanrl von 
Kond~nuatorf~inlren. A.P.11. (4) 1 9 .  fi49. 

1402. E'. Sr~iz,hi,d. On tite warr.l(:ngth 
of the radiation g ivm off in ar. alter- 
nating coritlrnser h e l d  P. R.. 21. 343. 

1403. L)euaux-Chu,-bonliel. Mesure de 
t e m p s t r è s  courts par l a  décharge d'un 
condensateur. C. II. 142. 10SO. 

1404. A. Zeletzy. l'lie capaciiy of mica 
condensers. P.R. 22. 65. 

1418. A. Occhinlini. La  constante di- 
clettrica dei gas in relazione con la loro 
densità. N. C.P. ( 5 )  10. 217. 

1419. E. Bauer. Cber die Beziohung 
zwischen elektrolytiseher Uissoziation 
iindI)ielekt,riï.ita t,skonstante. Z.E. 11.936. 

Siehe auch 733: 1553;  16F2; 2153. 

Siebe 1598 

1403. X. Iliesselhomt. Zu Maxwells 1420. E. Kiecke. h e r  die Elektru- 
Nethode der absoluten Messiing von Ka- , mechanik des Galvanismus und der  
pazitaten. A.P.L. (4) 19. 382. , Wiirme. D.V.N. 77. 26; V.D.P  G. 7. 263. 

1406. P. Magini. Influenza degli orli i 1421. 3. H. ll,.eber. Die Gleichungen 
sulla capacità elettrostatica di un  con- der Klektrodynamik fur bewegte Nedien, 
dcnsstorc. R. A.L.E. (5; 1 6 8 .  6 ;  270; 308. 1 abgeleitot aus einor Erweiterung des 

1407. L. Bassi .  Variazionc della Ca- Faradagschcn Gcsctzcs. V. G.H. (2) 8.201. 
pacità, elettrica di  u n  condens;~tore pcr i 1422. R.  Guns. Dir Grundgleichungcn 
traaione del coibentc. A.A.U.V.  21. 111. der Elektrodynamik. V.G.H. ( 2 )  8. 208. 

1405. Zirnnw-~nnnn. The aluminium 1423. F. Hasenohrl. Zur Integration 
electrolÿtic condenser E. R.N.Y. 46. 813. der Maxwell'schen Gleichungen. V.U. 

140!). V. Xitkevii.. I'rimerienie alju- P.G.  7. 450. 
minieva kondensatora dlja puluienija po- 1424. A .  Einstein. %nr I<lektodynarnik 
jnii, voltoroj dugi (,lie n w e n d u n g  des bewegter Ktirper. A. P. 1,. ( 4 )  17. 8!41. 
Alu~i i in iuu~kondensator~ auf' den siugen- 1425. K. G a ~ w  Zur Klektrodynamik 
den Voltascheu Bogeri). J.R.P. C.G. 34. in bewegten Nedien. II. A.P.L. (4) 18. 
129. 1 172. 

1410. W. & ( ~ o w s k i .  Theorie der Re- 1486. G .  G,iorgi. Sul calculo delle 
sonanz phasenwechselnder Schwingun- suluzioni Sunzionali originate dai pro- 
gen. A.P.L. (4) 20. 766. blemi d i  elettrodinamica. A. A.E. 1. 9. . , 
Siehe auch 584; 2635; 2953; 3065; 3114. 651. 

1427. %. Bouty. Passage d'électricité 
Bielektrixitiit. à travers des couches de gaz épaisses. 

1411. M. H ~ ~ ~ ,  u jabb  %datok a dielek Loi de Paschen. Application à la haute 
tramas testek fizik+jiboz (Keue U e i t r g e  ~ athrnosphère. J.P. (4) 6 .  229. 
zur Physik der dielektrischen Kijrper). 14%. E. van  del. Ven.  La charge 
IV1.T.K. 21. 1. de contact entre un paroi poreux et 

1 4 1 1 ~ .  R, ~ p p ~ y a r ~ ,  ~ ~ ~ t ~ ~ t  with des solutions salines. A.M;T. (2) 1 0  85. 
dielectrics. P. P .  S. L. 19. 724. 1429. N. Bulgacov. fitude de la 

1412. ~ p ~ ,  sLLtherland. ~h~ ,jielcctric décharge oscillatoire à l'aide d'un gal- 
capacity of atoms. R . A . 4 .  10. 122. vanomètre. 17. ,Ur. 4. 

111%. Gouré de Villenlontée. Contri- Siehe auch 807: 1597: 2633. 
bution à l'ihitic des diklectriqnes liquides. 
S.F.P.  241. 2 :  H.S.F.P. 190G 111: J.1'. 
(4) 5 403. 

1414. A.  Russell. The dielectric strenoth 
o l a i r .  P.P.S.L 20.49; P.?II .(6)11.h7. 

1.110. 4. TIUll?~er and M. TVien. The 
dielectric strain alone the liries uf hrce .  - 
P .M.  (6) 11. 007. 

1416. 1V. Holta. Vereinfachte MaB- 
0asehe und Vorlesungsapparate fiir die 
Dielektrizitiitskonstante. Z.P. 19. 219. , 

1417. O. U.  Vonwiller. Notes on a 
nicthod of measuring dielectric constants 
in electric fields with high frcqucncics. . 
&.B.A. 10. 92. 

Elektromotorisclie Kraft. 
1430. E. E'. iWchols. Die 3Itiglich- 

keit einer durch zentrifugale Beschleu- 
nigurig erzeugten elektromotoriuchen 
K r a k  P.Z. 7. 640. 

1431. J. AT. iuk. Demonstracija pon- 
deromotornych si1 voznikajnltich pri 
elektrizacii. (Demonstration der pondero- 
motorischen KrLiafte im elektrischen 
Pclde). H . P . W . . 3 .  205; J.R.P.C.G. 
34. 32. 

1432. G. Gakott i .  Über die elektro- 
motorischen Kriifte. welche an der Ober- 
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flache ticrischer Nembranen bei der Be- 1 1446. J,  Tafel und K. Nuumnnn. 
ruhruna mit verschiedenen Elektrolyten I Beziehunpen zwiecheri Kathodcn~otential  

Ohmsclies Gesetx. 

1437. K. RTnynw. GLer den experi- 
mentellen Nachmeis des Ohmschen Ge- 
setzes mittcls des elektrischen Instru- 
mentariums von Hartmann und Braun. 
V.B.P.C.I!. 7. 10 

zustandekommen. 2. P. C. 49. 542. " und ~ l e k ~ ~ o l ~ t i s c h e r  ~ e d u k t i o n s k r k u n g .  
1433. C. A70rdmann. Sur les forces Z.P.C. 50. 713. 

électromotorices de contact entre métaux ; 1447. .T. Pollak. I'otentialmessungen 
et liquides et sur un perkctionnement 1 im IIg-Lichtbogen. A 1I.L. (9) 19. 217;  
de l'ionographe. C.A,, 142 626. 880. 

1434. T Wul f .  Uber den EinfluB / 1449. G. AT, Lewis. Das Potential 
des L h c k e s  anf die elektrornotorische der Sauerstoffelektrode. Z.P. C. 55. 466. 
Kraft der Gsselakiroden. ZP. C. 48 87. 1 1450. L S a u n .  Ue~u~se lek t rudeu .  

1436. K. IC. Guthe. A new deter- 1 Z.P.C. 47. 146. 
mination of the electromotive force of 1431. W. ilfaitland. ii'ber das Jod- 
Weston and Clark standard cells Gy an potential und das Ferri-Ferro-Potential. 

Elekt r i sches  Potential .  

absolute elcctrodynamometer. B.U. S. W. 
2 .  33. 

1438. J. Biilztzer. Z u r  Bestimmung 
absoluter Potentialdifferenzen. Z. E. 12.  

2. K. 12. 263. 
1432. B. Guns. Das Potential einer 

281. 
1139. Id. Luther. Über die Zahlung 

der Elektrodenpotentiale. 2. E. 11. 777. 
- F. Kriiger. 780. 

1440. H. W o l f f  Über die Xessung 
des Potentiale im elektrischen Felde. 
Z.P. 19. 218. 

1441. 'Lits. Sur la mesure des poten- 
tiels disrupt,ifs. A.S.B. 30. A. 190.  

1448. ,V. A. TTesekus. Vlijanie stepeni 
gladkosti ili pnverchnostnoj plotnosti 
tela ria ego el(:ktri&eekuju rasnost pri- 
knsnovenija (IZinfluLi des Grades der 
Gliitte oder der Oberflachendichte des 
Korpers aiif die durch Beriihmng er- 
aeugte P~tent i~ld i f ferenz; .  J.R. P. C. G. 

1436. Becknell. The residual electro- leitenderi Kreisscheibe. Z.S. 63. 434. 
motive force of the carbon arc. E.R.K.Y. 1 1453. M. Toepler. Über Funkeri- 
47. 398. spannungen. A.T.K.  (4) 'g. 191. 
&ehe auch 897;  1128-29; 1367-68; 1464. J. Algermissen. Uber das sta- 
1337; 1554;  1558;  2330;  2582;  2640;  tischo FunkonpotentialboigroBen Schlag- 

2951; 2957-58; 3026. weiton. A.P.L.  (4) 19. 1007. 
Siehe auch 1331;  1524;  1527;  1606;  

34. -1. 
1443. E. Aoyagi. Graphieal represerl- 

tation of potcntial drops and rli~ltri- 
bution of üurrents i n  a net work. M. 
C.K. 1.  Nr. 1 .  

1444. J. Y1ho»1ue. Bemurkurig iilior 
da3 elektrische Poteutial bei geradlinigeu 
Elektroden. H.G.L. 67. 68. 

1443. J. Tufel. Kathodenpotential 
und elektrolytischeReduktionin~chwefe1- 
Eaurer Losung. Z.E. 12. 112. 

Elektr i sche  LeitfSliigkeit. 

1455. I L  Jager. Über die eloktro- 
lytisehe Leitfahigkeit. S.Y.N W. 46 
147. 

1456. Y.  Blackman. Quantitative 
relation between molecular couducti- 
vities. P.M. (6) 11. 41% 

1457. P. lt'alden. Uber organische 
Losurigs- und Ionisierungsmittel. Ii. 
Z.P.C. 54. 129;  55. 207; 281;  683. 

1.458. TV. R. Bousl.ield. IonorigroBen 
in Beziehung zur Leitfihigkeit des Ko- 
hürers. Z.'P.C. 53 .  207. 

1459. B. Tholdte. Der EinfluB der 
Ionisatiorl auf die I,eituriguf%higkeit dea 
Kohareru. A.P.L. (4) 17.  694. 

14ti0. K. A w d t .  Loitf ihigkoits- 
measungon an  genchmolzenen Salzon. 
Z. F:. 12. 337. 

14(;1. TC. Aschkimzss. Elektrische 
Leitungsfahigkeit und Reflexionsver- 
mogen der Kohle. A.P.  L. (4) 18. 373. 

1462. K. Przib9,am. Über~lekt r iz i ta ts -  
loiturig und Entladung in  echlecht- 
leitenden Flüssigkeiten. A. A. W. 1905. 
414;  8.A.W. 114. 1461. 

1468. P. Hawnu;atrr. f h e r  das Leit- 
vermogen der G emische von Klektrolyten. 
X . I J . C .  4 5 .  557. 

1464. J. H. nfathews. On the rela- 
tion between electrolytic conductivity, 
specific inductive capaçity and chernical 
activity of certain liquids. J. P. C. 10. 
216. 
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1465. A.  ,Vr~gnux. Kin neues Wider- 
standsgefiiB zur nestimmung des Leit- 
vermogeris von Flüssigkeiteu. V. D 1'. G. 
8. 1. 

1466. Hollnrd. Conduc'tiLiilitB des 
mélanges d'acide sulhrique avec les 
sulfates. Formation decomplexes d'hydro- 
gène. B . S . F . P .  1906. 128. 

1467. II. iS'ch,apire. l k i t r ag  zur Kennt- 
des elektrischen Leitvermogens von KaCl 
undKOl in Wasseri,thylalkohoIgemischen. 
X.P.C. 49. 513. 

1468. G. Jaffë Sur la conductibilité 
électrique de l'éther de pétrole sous 
l'action du radium. J. P. (4) 5. 263. 

1469. Dutoit. U ber molekulare Leit- 
f ihigkeit ,  Betrag nnd Gesetze der Dis- 
~ozia t ion  ocgauischer und uuorgauiaclier 
L6surigsuiitti:l. Z. K. 12.  642. 

1170. -1. Gibson. Prolimiriary note 
on the conductivity of concentrated 
aqueous solutions of eloctrolytes. P. R. 
S.E.  26. 234. 

1171. W. C. D. Wlzethatl~. Die elek- 
trischeleitfahigkeitverdiinnterlosungen 
von H,SO,. X. P. C. 55. 200. 

1478. F. Kohlrnusch und Ir'. Henning. 
Das Leitvermogen wü8riger Losungen 
von Radiumbromid. A. P..,L. (4) 20. 96. 

1473. A .  TZrassmuth. Uber die Lcit- 
Fkhigkeit gcwisscr wasseriger Losurigen 
von Kochnalz iind h'atriiimkarbonat. 
A.A W. 190ti. 335. 

1474. X u t t i i i g .  Somc new rectifying 
effects in conduct,irig gases. W.E. 36. 48. 

1475. Z 7louty. Passage de l'élec- 
tricite i. travers dos couches de gaz 
<pa.issen. Loi de I'ascheri. Application 
a l a  haute athmopphiire. S. l*.  1'. 243. 2. 

1476. A. A. Robb On the  conduc- 
tion of electricit,y through gases between 
paralle1 plates. P.11. (6) 10. 237 ;  669.  

1477. H. A. TZrdson,. The electrical 
conductivity of flames. P. 1'. S L. 1 Ç .  
713 

1478. Id. Bloch. Conductibilité des 
gas issus d'une flamme. J.P. (4) 4. 760; 
13.S.F.P. 1905. 8 5 ;  430 

1479. H. A. Wilson and E. GoZd. 
On the electrical conduçtivity of flarnes 
containing salt vapours for rapidly 
a l t e r a thg  currents. P. P. S. 1,. 20. 128 ; 
P. 11. (6; 11. 481. 

1480. H. Dufour.  Die Leitfahigkeit 
de r  Luft in bewohnten Eüumen. P .%.  
7. 2.59. 

14Sl. H. Geldien. Demonstratiori 
eines A u ~ a r a t s  zur absolutcn Messunz 
d e r  elektrischcn Leitfiihigkeit der ~ u f c  
D.V.N. 77. 54. 

1482. N.  X n j o l i .  Alcunn sperienze 
sui contatti imperfetti. N. C. 1'. (5) 10. 
152.  

1463. T. Levi-Civitil r b e r  eine tech- 
nische Aafgalje, die i n  Hezieliung zur 
konformen Abbildung steht. D. V. N. 
77. 20. 
Siehe auch 544; 860; 1104;  1609: 1688; 

2154; 2247:  2333-31; 2339; 2959. 

Elekbriselier miderstand. 

1484. 1;: A. Wolff'. Direct reading 
methods of resistance cornparison. P.R. 
23.  64. 

1485. A. Koepsel. GlcichmiiBig ver- 
Lnderliche hohe Widerstiinde und Selb~t-  
induktionen. V. D.P .  Cr. 8. 12 1. 

1486. i l r n q n a t .  Boite pour la me- 
sure de la résistance des électrolytes. 
S. Il'.P. 240-47. 4. 

14H7. G .  -4ccolIa. fiil nn metodo per 
la misiira dclle piccole variazioni di re- 
sisteriza negli elnttroliti e siia applica- 
zione. A.G.C. (4) 18. NI. 6. 

1488. W. Broronie~rski. Relations entre 
l a  variation de la résistitrice électrique 
e t  la dilatation des solides munoatomi- 
yues. J. C.P. 4. 285. 

148!). Blanc. Sur l a  résist,ance au 
contact de  2 métaux. B. S.F.P. 1 9 %  73. 

1490. A. Blune. Sur les résistances de 
contact. B. S .F .P .  1905. 430; J.P. (4) . m .  .. 
4. r4J. 

i 
1-191. Ttr. A. Price. The electrical 

rcsistance of a conductor, the measure 
of the  current p s s i n g ,  P .P .S .L .  19. 
668. 

149%. C. Tissot. Sur l a  résistsncc 
d'émission d'une antenne. C.R. 142. 

i 703. 
1493. A. Hattelli. Resistenza elettrica 

dei soleuoidi per correnti di alta fre- 
qiienza. R.A.L.R.  (6) 15.  A. 148. 

1494. Broca e t  Turchiq~i. I<:npériences 
siir l a  ré~is t~ance  des fils n14talliques par 
les courants de haute fréquence. B.S. 
P.P. 1905. 81 .  

1495. Wood. Deterruiuatiou of the 
suezific electrical resistauce of çoal and 

, ore. E .E .L .  36. 232. 
14!)6. C. Herino. Electrical reaistivity 

of iron arid steeldat high temperature;. 
E.C.I .  4. 4 7 .  ' 1407. h'. D o m .  Hine Methode zur 
Messiing des elektrischen 'Miiderstarides 
an  lebenden Bkurnen. P.%. 6. 835. 

14!)8. P. Ilfmsozcizer. Sur la relation 
qui existe entre la résistance électrique 
ot la viscosito des solutions électrolytiques. 
C.E. 143 21s.  
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1499. Y. Weiss. Note sur les pro- 
priétés des contacts imperfaits. B. S.  P. P. 
1905. 105. 
Siehe aiich 1.378; 1391;  1393;  1395; 
1401; 1598; 1622; 1 6 7 1 ;  2956;  2960-61. 

Elektrischer Strom. 
1500. C. Alusici. Alcune formule 

delle correnti elettriche in quantità 
complesse. B.T. M. 2.. 89. 

1501. Sdculka. Uber die Grurid- 
wirkungcn elcktrischerStr6me. S.V.N. W. 
45. Nr. 10. 

1.502. G. Olica. Sulla equazione di 
una corrente variabile. H.C.N. 20. 236. 

1503. P. Bai,ry. La règle de Max- 
well sur le flux de force maximum. LEP. 
11. 372. 

l.iO4. H. Sartori. Sopraelevnzione di  
tensione nei circuit,i elettrici. M. 1'. M. 
8. 431. 

1605. Field. Eddy currents in large 
slot-wound conductors. P. AI. E. E. 24. 
659. 

1506. RayrnomZ. Power capacity of 
a riinning stream without storage. E .R.  
N.Y. 46. 570. 

1507. H. Fletcher- Moulton. Current 
flow in  rectangular conductors. P.L.M. S. 
(2) 3 .  104. 

1508. iM. O: Schoop. Verteilung der 
Stromlinien im Elektrolyten des Samm- 
lem. C.A.E. 7. 193. 

1509. J. Révilliod. Sur l a  rhpartition 
des courants électriaues dans un rdseau. 
c.11. 141. 151. 

1510. B.  O. Peirce. On the  manner 
of growth of a current i n  the coi1 of a 
uearly closcd olectromagnet as  influenced 
by the width of the air gap. P .B.Bo.  
41.  505. 

1511. G. Grassi. Effctto delle cor- 
rcnt,i parassite nai circiiitiindotti. R. A. N. 
(3) 12. 128. 

1513. J. A. FZem?nzng. The con- 
struction and use of oscillation valves 
for rectifying high-frequency electric 
currents. P. P. S. L 20. 177. 

1513. IV. Nernst und E. S.  Merriam. 
Zur Theorie des Eeststroms. Z. P. C. 53. 
235. 

1514. A.  Wehnrlt. Ein elektrisches 
Ventilrohr. S.M.P.E. 37.  264. 

1515. .J. 31. de Madariaga. Sobre 
la represcntacion simbolica par com- 
plcjas imaginarias de las magnitudines 
sinusoidales. R. A. M. 3. 287. 
Xiehc auch 1109;  11PO-31; 149:1-94; 
1557; 1611;  1618-21; 23.35-36; 2957;  

21162-63; 8968;  2971-77: 3117. 

Siehc 1528;  2523;  2526;  2529-34; 2963; 
SOUS-14; 3048-53; 3090;  3127;  3499. 

1.516. R. Saluadori. Cso degli im- 
maginari nelle correnti alternate. B. T.I. 
3.  17. 

1,517. A. L. Geriun. O nekotorych 
svojstvach vy i  jamlennago peremennago 
toka. (Cber einige Eigenschal'ten des 
gleichgerichteten \Vech~elstrorncs). J. K. 
P. c. G. 34. 32. 

1518. V.  XitkeaiC.  K voprosu O 

naruiienii simetrii peremennago toka. 
(Beitrag m m  Studium der Dyssymmetrie 
der Wechselstrome). J.H.P. C. G. 3.1. 17 .  

1519. AM A. Satelen. Kurbograf dlja 
peremennych tokov (Ondograph fiir die 
Wechselstr6me). J . E . P . C . G .  34. 28. 

1520. V. Novak und B. 3fuk.i~. Neue 
Methode zur Messung der augenblick- 
lichen Werte des Wechselstroms (tschcch.) 
S.G.B. 1905. Nr. 29. 

1521. M. Reithoffcr. Aufzeichnungen 
elektrischer Wechselstrome. S. V.Y. W. 
46. 421. 

1522. P. G. Gzi~zdry. On the a s p -  
metrical action of an  altornating cur- 
rent on .a polarizablc clectrode. 8 . M .  
(O) 11. 329. 

1523. 3'. Grass. Ülxr  die Einwirkung 
von Wechselstromen auf die Elektrodeu. 
Z.E. 12. 177. 

1524. P. G. Gunclry. c b e r  die mitt- 
lere S ~ a n n u n n  von Elektroden unter 
der wi:kung v i n  ~ e c h s e l s t r 6 m e n .  Z.P.C. 
63. 177. 

1586. Lincoln. A single phase system 
of altcrnating-ciirrent distribution. W. E. 
36. 129. 

1626. A .  ü. liessi. Studio teorico di 
una coppia di  circiiiti induttivi in paral- 
lele su corrente alternativa. R.T.?'. 2. 
21;  143;  193;  303. 

1527. El. B. Owens. Conversion from 
constant alternating potential to con- 
atant alternating current. C.E.T. 1901. 
349. 

1328. A. Nodon. La transformation 
directe des courants alternatifs en con- 
rants continus. Co. 47. 336. 

lb29. A. Blondel.  tud de simplifie 
des  effet^ de capacité des lignes à cm- 
rants alternatifs. C.R. 142. 1603. 

1530. A. Wehnelt. Ein elektrisches 
Ventilrohr. A.P.L. (4) 19. 13s.  

1531. A. Blonrlel. Application d u  
principe de l a  superposition à l a  trans- 

Zeitschrrit i. Mathematik u. Physik. 55 Band 1907 Heft 3. 2 1 
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misfiion des courants alternatifs sur une ' 1545. G. Vumi .  Le oscillazioni elet- 
longue ligne. C .R .  142. 1036. 
Siehe auch 1 1 3 2 ;  1479;  1657;  1686 ;  
1689 ;  2351-53; 2626;  2535-40; 2546 
his 2548: 2552;  2054 ;  2615; 2617;  2624 ;  
2642 ;  2964-67; 2970; 3001 ; 3015~-25; 
5054-68; 3 1 1 5 ;  3 1 2 8 ; 3 1 4 6 ; 3 4 6 4 ;  3545. 

Siehe 1675 ;  2627; 2541; 2550-51;2624;  
2070;  2977; 3005; 3013;  3026;  3059 

bis 3065; 3080-3139; 3156-57. 

Balvanische Polarisation.  

1532. F. Kriiger. Über Polarisations- 
kapazitiit. Z .P .C .  46. 1 .  

1533. F. Willaert. Becherches sur 
l a  polarisation produite par le passage 
d u  courant électriaue diin5 un Paz. " 
A.S.B. 50 B. 67. 

1634. R. ï'hiildte. Die Bestimmunz 
der galvanischen Polarisation wiihren; 
des Schlusses des Stromcs. A.P.L. (4) 
18. 1061;  19 .  877. 

lti35. S. T. dfilner. On the polari- 
zation of a metallic anode. P .M.  (6) 
9. 645. 

1536. G. N. Lewis and R. F. Jacksor~. 
Galvauic polarizatiun of a mercury 
catlmde. P. A.Bo. 41. 399. 

1637. R. iSalvadciri. Sulla variazione 
della forza elektromotrice di  polzriz- 
zazione colla pressione. K.,~ï.I.  3. 1. 

1538. G. C. Schmidt. Uber Polari- 
sationserscheinungen in  Vakuumrohren. 
A.P.L. (4) 18. 869. 

Siehe auch 1521;  1669 ;  2337. 

Elekt r i sche  Schwingungen. 

1639. R. Ke.rz~zedy. Electromagnetic 
oscillations. E.R. 40. 6 6 7 ;  704. 

1540. L o ~ d  Rayleigh. On electrical 
vibrations and the constitution of the 
d o m .  P.M. (6) 11. 1 1 7 ;  292. 

1541. P. llasenohrl. Uber d ie  Me- 
thoden der lntegration der Maxwell~chen 
Gleichiingen fiir elektrische Schwingun- 
gen. D.V.K. 77. 19. 

1542. J. Algrrmisse~z. Verhiltniu von 
Schlagweite und Spannung bei schnellen 
Schwingungen. A.P.L.,. (4) 19. 1016. 

1543. T. P. Black. Eber den Wider- 
stand von iipulen für schnelle elektrische 
Schwingungen. A.P.L. (4) 19. 157. 

1544. L. ,Wandektam und If. Papa- 
lelei.  Uber eine Methode zur Erxeugung 
phasenverschobener schneller Schwin- 
giingen. P.Z. 7. 308. 

triche e l a  telegrefia s ema  filo. C . C ~  
1. 65. 

1546. A. h%lUh.rze. Elektrische Schwin- 
gungen in ringformigen Mctallr6hrcn. 
A.P.L. (4) 18. 9 2 ;  19. BU; 879. 

1547. F. Huek. Das elektromagne- 
tische Feld iu der Umgebnng eines ge- 
dampft schwingenden Oszillators. A.P.L. 
(4) 18 .  634. 

1548. 17. A. B~ulgakov. PodsEet elek- 
troemkosti d l ja  vibratora A S Popova 
(Uerechnung der  elektrischen Kapazitiit 
von Popov's Oszillator). J. R. P. C. G.. 
34. 209. 

1549. C. Fischer. Methode zur ge- 
trennten Untersuchung der Schwingungen 
gekoppelter Oszillatoren. A. P. L. (4) 
19. 182.  

1550. C. Essot.  Ordo de grandour 
des force3 électromotrices mises en jeu 
dans les antennes réceptoires. B. S. F. P. 
1906. 54. 

1551. L' Tissot. Sur la rkonance  
des fiystèrneu d'antennes. J. 1'. (4) 5 .  326. 

1569. J. W. Xcholsom On electrical 
vibrations betwoen confocal ellipticak 
cylinders w i t h  special reference to short 
waveu. P.M. (6) 10. 225. 

1553. F. Beaulard. Sur la lkviation 
d'un ellipsoide diélectrique placé dis- 
symétriquement dans unchamp électrique 
homogène. Application à l a  mesure d u  
pouvoir inducteur spécifique de l'eau. 
J.P. (4) 5. 165. 

1554. ET F. Alniy. Some observations 
upon the action of coherers when sub- 
jected to direct electromotive forces. 
P.I.A.S.D. 10. 49. 
Siehe auch 1133 ;  1410 ;  1429;  2642;  

2972;  3100-01. 

Elekt r i sche  Wellen. 

155.5. K .  Gehrckr. fiber elektri~che 
Wellen. A. Gr. (3) 9. 150.  

1666. A. Gu~basso. De undulatioui- 
bus electricis. M.A.  C. M. 23. 1. 

1557. A. Uespauz. Ondes électriques 
et  courant 6lec:trique. R.S.  (5) 6. 5. 

155% Hierlermawn. Electromoti~e 
force weve forma. J .I .  E. E. 36. 493. 

ln:>!). A. Wsch.  Diagrammes des 
lignes de force des ondes électriques 
se propageant le long des fils conduc- 
teurs. A. S. G. (4) 20. 44'2. 

l X O .  F. Lori. Il meccanismo de1 
rirelatore magnetico delleonde hertziane. 
N.C.P (5) 10.  297. 

166 1 .  L. H. Waltev. Magnetic elec- 
tric waves. E .h l .1~.  4 .  127 ;  362. 
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1.562. L. MT. Austi>l. The electro- 
lptic wave detector. P.R. 22. 364. 

1563. C. Tzssot. Détecteur8 d'ondes 
Plectriques à gaz ionisés. S.F.P.  250. 3. 

1564. F. C. Blake and C. R. E'UWL- 
tain. The transmission and reflection of 
electric waves by ecreens of resoiiators 
and by grids. P.R. 21. 409. 

1565. W. v. Ignatozcsky. Reflexion 
elektromagnetischer Wellen an  einem 
Draht. ,4.P.L. (4) 18. 4 9 5 ;  1078. 

l X 6 .  C. Schaefer. Uber Absorption 
und Dis~ers ion elektrischer Wellen. A. Gr. 
(3) 12. i13. 

1567. J. R. v. Geitler. t b e r  die Ab- 
sorption und das Strahlungsvermogen 
der Metallefür Hertzsche Wellen. A. A.W. 
1906. 305. 

1568. A. R. h d i .  Izsledovanie dis- 
persii elektriEeskich voln v vode (Unter- 
suchung über die Dispersion der elek- 
trischen Wellcn im Was~er ) .  J. R. P. C. G. 
34. 32. 

1569. R. A. Fesseden. Method of 
producing waves of frequency interme- 
diate bet,weeil heat  waves and Hert'zian 
waves. Y. 73. 428. 

1 , i i O .  IV. Paetiold. Strahlungsmes- 
uiingen an iiesonatoren im Uebiet 
knrxer elekhischer Wellen. A. P. 1,. (4). 
19. 116. - E. Aschkimxs 841. 

1571. A .  T u r p i n .  Les expériences 
de Hertz et  leurs au~ l i ca t ions  nratinues. 

L A  L L 

B.S.C.I. i9Oi .  83.  
1572. W. Seitz. Die Wirkuiip eines 

unendiich langen Metallzylind& auf 
elektrische Wellen. A.P.L.  (4) 19. 534. 

1573. W. S. E'ranfili~z. Hlectric 
waves and the  behaviour of long-distance 
transmission in  lincs. J. F.1. 160. 51. 

1574. C. Schaefn. und 1M. Laugwitz. 
Znr 'I'heorie des Hertz'schen Erregers 
und über Strahlungsmcssungen an Re- 
sonatoren. A .P .L .  (4) 20. 355. 

1.575. A. Garbccsso. Zur Geschichte 
der multiplen Resonanz. A.P. L. (4) 
20. 846. 
Siehe auch 1552;2378-79 ;2615;  2940; 

2968; 2971; 2978;  3102. 

Elekt rouentheor ie .  

1676. W. V i e n .  Über Elektronen. 
K.&. 20. 545;  557;  V D , P . G .  7. 259. 

1077. F. Schmitt. b b e r  die Elek- 
tronentheorie. Z.K.F. G. 9. 168. 

1578. P. Hertz. Zur Elektronen- 
themie. P.Z. 7. 347. 

1579. A. Sommerfeld. Zur Elektronen- 
theorie. il V.M 15. 51. 

1580. A. Sonzmerfeld. Zur Elektronen- 
theorie UI. N.G.G. 1905. 401. 

1 X 1 .  W. Kaufmwm. Teorija elek- 
tronov [Die Entwicklung des Elektronen- 
begriffe). R. S. W. 3. 42. 

1562. A. H. Rucherrr. Introduction 
mathématique à la théorie des électrons. 
a. 8.G. (4) 22. 105. 

1553. Tt7 Kaufnzunn. Über die 
Konstitution des ~ l é k t r o n s .  A.P. L. (4) 
19. 487; S.A.B. 1906. 949. 

1684. H A. Loremtz. Résultats et 
problbmes de la théorie des électrons. 
A.  N. (2) il. 1. 

158;. G. IZolirniiller. Zur vorlaufigen 
Orieritierunn über die Elektronentheorie. 
C M.N. 11."117. 

lbt4ü. B. Poincaré. Sur l e  dvna- 
mique de l'electron. R. C. M. F. 21. "129. 

1587. J. 1). van der Waals. Op- 
merkingen naar aanleidirig van de dy- 
namica van het  electron. C.A.A. 14.  509. 
15SH. J .  il. van der Wauls ir. KR- 

marques mir la dyna,niique de l'électron. 
A . N .  (2) l i .  307. 

1589. M. Brillouin. Inertie des dec-  
irons. C.11. 141. 9.1-2. 

li>!)O. J. Geest. Das Feld .ei~ies ro- 
tiereriden Elektrons. P.Z. 7. 160.  

1 5 1 .  B. Guns. Zur Elektrunen- 
bewegurig in Metallen. A . P  L. (4) 20. 
293. 

1692. O. Heaviside. The transverse 
momentum of an  electron. N. 72. 429. 

1693. fi. Xagaoka. Virial of mole- 
cular forces due to  electron atoms, the  
characteristic equation and the  Joule- 
Kelvin effect P.T. M. 2. 335. 

1594. E. Wiechert. Bemerkungen 
zur Bewegung der Elektronen bei Uber- 
Iichtgeschwindigkeit. N. G. G. 1905.  75. 

10!J5. T. Tommasina. Sur l a  théo- 
rie cinetique de l'électron qui doit ser- 
vir de  base à la théorie dlectronique 
des radiations. A. S. G. (4.) 22. 713. 

1.59(;. T .  Tommasina. Uber die kine- 
tische Theone des Elektrons als Grund- 
lage d. Elektronentheorie d. Strahlungcn. 
P.Z. 7. 56. 

1597. E. RiecLe. c b e r  die Elek- 
tronentheorie des Galvanismus und der 
Wgrme. J.R.E. 3. 24. 

1598. E. Bose. Widerstandsande- 
rungen dünner Metallschichtcn durch 
Influcnz. Eine direkte Ncthodc zur Bc- 
stimmung der Zahl der ncgativen Lei- 
tungselektronen. P,Z. 7. 373. 

l5!19. E. Kohl. Uber die Ben-egungs- 
1 gleichungen und die elektromagnetische 

Theoric der Elektronen. A.P.L. (4) 19. 
1 587.  

21 * 
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1600. C.  R. G u y e .  Sur la valeur du  1616. W.D.  Henrierson. The thermo- 
rapport E& de la charge à la masse de electric behariour of silver in a thermo- 
l'blectron. A.S.G. (4) 21. 34h. element of the first class. P. R. 23. 101. 

1601. J.  A. B'Zeming 'I'he magrietic 1615. P a h e .  Zusammenhiing von 
field of a moving electron. E.T.L. 22. 84. 1 Temperatur und Spannung bei Therrno- 

1602. A. Righi. Di alCune non Te- , elementen. 2 H.W.B. 11. 344. 
centi esperienze considerate da1 punto 1618. V. Igmtozi.sk<j. O riagrevanii 
d i  vista della teoria elettronica. M. S. It. nemagnitnych sterbnej tokami Fuko 
(3) 14. (Gber die Erwiirmung nichtmagnetischer 

l(i03. J. Trnzcbe.  Volumtheorie und DrZhte durch die F'oucault'scheu Strome). 
Elektronentheorie. J. IL E. 3. 184.  J .B.P.C.G. 34. 49. 
Siehe 629 ;  817; 1040; 1653;  294.7 ' 1619. V. Igwztocskij. 0 nagrevanii 

bis 2948; 2962. sterinej tokami F u k o  v peremennom 
magnitnom pole (Ut~er  die Pkhitziing der 
1)ralite ciiirch d i e  Foucaiilt'scheri Strome 

Tlieriiioelektrizitat. 1 in einem veranderlichen malrnetischen 

1609:. J. Kornigsberger und 0. Reichen- 
heZ7,~. Liber ein Teinperatiirgesetz der 
elektrischen Leitfiiliigkeit fester einheit- 
licher Substauzeu und einigeFolgerungen 
daraus. P.Z. 7. 570. 

1610. C. Bellia. L'isteresi nelle 
coppie termoelectrich~. B. G.C. 91. 27. 

1611. 13. Kobn.. Cber d e s  Satz vom 
Minimum der Joule'schen Warme für 
veranderliche lineare Strome. D. V. N. 

1604. B. Lecher. Zur Thcorie der 2 R  Ifil- 
" 

Themoelektrizitat .  A. P .  L. (4) 20. 480;  1630. E. Rogovs&j. Sur un  hén no- 
A.A.W. 1906. 48. mène do refroidissement observa dans 

lfioj. A. ~ ~ ~ h ~ , . ,  ilber ~ h ~ ~ ~ ~ l ~ k -  
t r i z i t ~ t  p.2, 6 .  781; V.D,P,G, 7. 331. 

1606. x. A. Hesehus. Vlijanie tem- I 4 l .  "'. 

perltury elektriizeLkuju raznost 1 1621. K. A. R q o a s k ~ .  Ob otrlaCe 
kosuovenija i ob  elektrizacii pyli (Der teplot9 aerebr jan~mi  ~rovolokami  na- 
~ : i ~ f l ~ f i  der ~~~~~~~~t~~ auf die e.ek- / grevaemymi elektribeskim tokom v 
trisChe ~ ( ~ ~ t ~ k t d i f f ~ ~ ~ ~ ~  und fiber die 1 vode (Çber den Warmeverlust durch 
Elektrisation des Staubes). J.E.P. C. G. 1 ins Wasser getauchte und durch einen 

77. 41. 
1619. fi;. Hnusemmi>z. Über die Ah-  

hangigkeit, des Peltiereffektes Konstan- 
tan-Fe von der 'I'empc:ratur. A. A. W. 
1905. 464;  S.A.W. 114. 1625. 

1613. E. Lechcr. Über den Wende- 
punkt  des Peltiereffektes bei Fe-Cu. P.Z. 
7. 34. 

1614. 3. Leclzer. Thornsoneffckt i n  
Fe, Cu, A g  und Konstantan. B.A. W. 
19U5. 444 ;  S.A.W. 114. 1599;  A.P.L. 
(4) ?9.- 853. 

lbl o .  Wcese. Die Erwiirmung von 
Feldspulen. Z.E.M. 8. 163. 

34. 25. 
1607. N. A. ILesehus. O sootvetstvii 

meidu koli&stvom elektriCestva i en- 
tropiej (Die Korrespondenz zwischen der 
Elektrizitiitsmenge und der Entropie). 
J .R.P.C.G.  34. 325. 

1608. Goldsch~liicit. Temperatnre 
c u v e s  and the rating of elcctrical 
machinerv. E.B. 56. 518. 

18. 811.  
1624. F. Meissner. Über eine Fehler- 

quelle bei thermoelektrischen Messungen. 
A.A.W. 1906. 243. 
Siehe auch 1496;  1671:  2344; 2558; 

2930; 2978; 3031;  3666-68. 

elektrischen Strom erwarmte Silber- 
drahte). J .R.P.C.G. 34. 427. 

1622. 11. Nol-ris-Airey. On the h m -  
perature coefficient of electrical residi- 
vity of carbon a t  law temperatures. 
S.P.31 49. 1. 

1623. F. Wridert. Über den Ein- 
fluB der Belichtung anf die thermo- 
elektrische Kraft des Se. A.P.L. (4) 

( Siehe auch 433; 1435; 2584; 2939-11; 

1 3149; 3471. 

1626. P. Langevin. Sur la théorie 
du magnétisme. B.S.F.P.  1905. 13. 

1696. V. V. Sipeinskij. Ob izmenenii 
magnitnago momenta postojannych mag- 
nitor o teCenieru vremeni (Die Variation 
des magnetischen Moments der perma- 
nenten Magnete:. J.R.P.C.G. 35. 541. 

1687. 3. Kempker~. Experimentrtl- 
untersuchungen zur Konstitution per- 
manenter Magnete. A.I1.L. (4) 20. 1017. 
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16%. B. V. IIIII. Note on the  
irrerersibilitv of tho Heusler allovs. 
P. H .  21. 335. 

1629. Eeusler. Emai d'une théorie 
des alliages. I .E .P .  14. 533. 

1630. 23. Picard. Sur quelques pro- 
blèmes de physique mathématique se 
rattachant CI l'équation de M. Fredholm. 
C II,. 142. 861. 

1631. Cwierhill. A comparison of 
common methods of m a m e t  coi1 wind- - 
ing. A.E. N. Y. 17. 243. 

1632. 1Jnderhill. Easv methods of 
approsimate inagnet windings. A N .  N. 
Y.  17. 618. 

1633. A .  Schuster. The periodogram 
and its optical analogy. P H .  S. L. 77. 136. 

1634. Z l .  Jfarrotto. Uas maPetische 
Altern  de^ I<:isens nnd die Molekiilar- 
theorie des Magnetismu?; P.Z. 7. 262. 

1ü3.i. TV. l ' r ed l e .  Uber das mag- 
netische Verhalten von Eisenpulver ver- 
schiedener Dichte. A.P.L.  (4) 19. 692. 
S.M.P.E. 37. 161. 

1636. C. C. Truwbridge. The mag- 
netic properties of iron and steel a t  
liquid air temperature. S.M.Q. 24. 72. 

1657. H. Graziadei. Über die durch 
die Entferniing der Cixydschicht be- 
wirkten Anderungen magnetischer Eigen- 
echaften von Fe-. Ni- und Co-blechen. 
S.A. W. 114. 843. 

1638. J. Russell. Mapnetic shieldinp 
in hollow iron cyliriders -and superposed 
inductions in iron. T.H.S.E. P l .  631. 

1639. P. Wczss. Les propriétés 
magn6tiques de la pgnhotine. J. P. (4) 4. 
469; 829;  H.S.F P. 1905. 335. 

1640. P. Weiss. Les propriétés mag 
nétiques de l a  pgrrhotine et  celles des 
eorus ferromaenétiaues en ~Cnéra l .  B. 
S .  0 8 .  A 

" 

1641. 1'. Ttétss. c b c r  den Ferro- 
magnetismus der Kristalle. Y. D. P. G. 7. 
325; 31.V.S. 77. 37. 

1642. O. Scarwa. Determinazione 
della suseettiviti magnetica dell' acqua. 
K,C.P. (5) 10.  135  

1613. H. .Weldau. Die Anfinge der 
Theorie des Schiffsmagnetismus. A. H. 
33. 410. 

1644. 15. iîfeldau und TV. 13artling. 
Entwicklung des magnetischen Charak- 
ters eines Schiffe~. A.H. 34. 495. 
Siehe auch 819-821; 1601; 3470-3501. 

Nagnetisieruug. 

1645. X. A. Bulgakov. Xamagni- 
Civanie trecliosnago ellipsoida v zsdan- 
nom maguitnorn pole (Uber Magneti- 

sierung e i n e ~  clreieckigen Ellipsoids im 
lc~ebenen magnetischen Felde). J.R.P. Fa G. 34. 16. 
lG46. J. P. de Kolonn. Teoriia 

pritjaienijatel obladajuti~ich odnorodnyk 
nainapniCennym sostoianiem (Theorie der 
Anzi&ung von ~ o r p e r n ,  die sich im 
Zustand homogcner Magnctisierung be- 
findenj. 3 f .H .P  24. 94. 

1647. E. Xadeltcng. Cber die Mag- 
netisierung durch schnellverlaufende 
Strome und die Wirkungsweise des 
Ilutherford-Marconiuchen Magnetdetek- 
t o n .  A.l1.L. (4) 17. 861.  - IV. Wien 
18. 1077. 

1648. R H. Weber. 1)ie Maorieti- 
sierbarkeit der Manganisa,lze. A P:I,. (4) 
19. 1066. 
Siehe auch 734-735; 1136;  1670;  1695 

bis 1696: 3478-80. 

Xagnetische Hysteresis. 

1649. P. Dtshem. L1hy8tt:résis magn6- 
tique. R.G.0 .  17. 8 ;  64. 

1650. P. A Xilou Magnitnoe zapaz- 
dyvanie (Das Zurückbleiben des Magne- 
tismus). R.P.w. 3 .  84. 

Yiehe auch 5475: 3481-82. 

Siehe 1329. 

1651. J. A .  Vollgrclff. Considérations 
sur le parallelisme des grandeurs élec- 
triques et  magnétiques. A.N. (2) 11. 169. 

1652. A. H. Bucherer. Ein Versuch, 
den Elektromagnetismus auf Gruud der 
Relativbewegung darzustellen. P.Z. 7. 
553. 

1653. A. H. Bzccherer Daa defor- 
mierte Elektron und die Theorie des 
Elektromagnetismus. P.Z. 6. 833. 

1654. V. V,  Kikolaev. Elektromag- 
nitnaja reakcija (Elektromagnetische 
Reaktion;. J .R.P.C.G. 31. 25. 

lüS.5. F. Haselzh-l. Zur h tegra t ion  
der Maxwell'schen Gleichungen. P.  Z. 
7. 37. 

1606. CTnrlerhzll. The performance 
of different tvoes of electroma~nets.  
A.E.N.Y. 17 , " iw .  

- 
16.57. Underh.zl1. Alternatinp curreilt 

electroniagnets. A. E.N. Y. 17.~467.  
1658. E'. Aucrbach. K m f t  und Ener- 

giefelder. 1I.E.B. 18. 1. 
1659. Hermann. Recherches couipa- 

ratives sur la puissance dissipée dans 
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l e  fer dans les champs tournants et  dans 
les champs alternatifs. L .E .P .  30. 295. 

1660. A. H. Bucherer. Das von 
einem mitbewcgten Beobachter wahr- 
genommene Veld einer rotierenden 
geladeneu Kugel. P.Z. 7. 256. 

l(i61. B. Bans. Ein rotierendes, 
elektromotorisches Feld. P.Z. 7. 342; 
657. - A. III. H w h e r ~ r  502. 

1662. S. J. Barnett ,  J Larmor. 
Note on Dr. H. A. Wilson's memoir: 
on the electric effect of rotating a di- 
electric in a magnetiç field. P.R.S.L. 
76. 367. 

1663. G. Jattwann. Elektromape-  
tische Vorgange in bewegten Medien. 
A.P.L.  (4) 19. 881; A.A.W. 1905. 475; 
1906. 124; S.i%.nT. 1'4. 1635. 

1664. 3. Kohl. Uber eine Krweite- 
rung der Stefan'schen Entwicklung des 
clcktrornagnetischen F e i d e ~  fiir bewegte 
Nedien. A.P.L.  (4) 20. 1. 

1665. J. Trowbridge. lllagnctic field 
and  coronal strcamers. 3. J. S. (4) 21. 
189. 

1t;Mi. 8. Sano. On the  equilitirium 
of fluids i n  an  electromagnetic field. 
l ' .T.M. 2. 365. 

1667. U .  O ~ e n .  The cornparieon of 
electric fields by means of an  osçillating 
electric needle. P.P. S. L. PO 92. 

l(i(i8. R. Kunkin.  ITse of a magne- 

Iiiùuktiou. 
1675. B. hTegrotti. Cslcolo dei coef- 

ficienti di capacità e di  induzioue elettro- 
statica delle lunghe linee d i  trasmissione 
d i  energia mediante correnti polifasi. 
R.T.T.  2. 441. 

1676. P de I l ~ e n .  Contribution à 
l'analyse du phénomène de l'induction 
électrostatique. B.A.B.  1906. 1.39. 

167 7. J. G. Coffi?~. The influcnce 
of frenuencv uuon the  self-inductance of 
coils. A P.A:B; 41. 789. 

1678. M. Lcr Rosa. Sulla misura 
di piccoli coeffiçienti d'autoinduzione. 
N .C .P .  (5) 10. 309. 

1679. 1. Y. de Kololo~~g. Teorija 
magnitnoj indnkcii i prilntenie eja k 
sploinym: Saru, ellipsoidu i beskoneC- 
nomu kmgovomu cilindiu (Theorie der 
magnetischen Induktion uud ihre An- 
wendung auf eine fevte Kugel, Ellipsoid 
und unendlichen Kreiszylinder). X. H. P. 
24. 115. 

1680. U .  Xeyrotti. Sull' induttanza 
presentata dei coriduttori cavi. 1. C. T. 
28. 25. 

1681. B. Strasser. Über die Bestim- 
mung des Selbstinduktionskocffizientcn 
von Solenoiden. A.P.L. (4) 17. 763. 

1682. L. Hrrvza?zn. Zusatz zu der 
Abhandlnng: Cber die Effekte gewisser 
Kombinationen von Kapazitiiten urid 

tic field with t h  Byan-kathode ~ r a y  Selbstinduktionen. (A.P.L. (4) 17. 501) 
ascillograph. P.R.  21. 399. A T . L  (4) 1 7 .  779. 

1669. E. Kohl. vbe r  den Cnipolar- 1 ~(;x:I. A .  ni i lor .  Limitation8 of - - -  
effekt einer leitenden maPetischen the  ballistic mr<tligd for magnetic in- 
Kugel. A.P.L. (L) 20. 641. duction. P.E. 23. 95. 

1670. C. G. Knoit. Nagnetisation 1BS4. T. Boggie. Souvelle résolution 
and resistsnce of Ni at high tempcra- du  problème de l'induction magnétique 
tures. T .R.S .E.  41. 39. 1 pour une sphère isotrope. C.K. 141. 701. 

1671. C, G .  Knott. Charge of elec- 1685. T. Boggiri. N u o w  risoluzione 
t i ic  rcsistancc of nickel duc to map- del prol>lema deIl' induziorie m a p e t i c a  
nctisation a t  d i f i rent  ternperatures. S. i per uns %fera isotropa, K. C, p .  (5) 11. 
&.S.E. 41. 535. , lfiti. 

l(i7S. J .  B. IJur.uis. The influence l(;8(;. R. &]ler. Versuche iiber In- 
of vcry strong electromagnetic fields OU duktion undSchirmwirkling mitmechsel- 
thr: q n r k  spectra of vanadium and 
platinum and iridium. ..!i'. C.P. S. 20. 193. 

l ( i i3 .  J .  Forkas. Uber deil KinflnB 
derF:rdbewegung auf elektromagnetisctie 
Ersçheinungeri. P. %. 7 .  646. 

1674. Hek-Shaw,  H n y  und ~ ' o d l .  
Hydrodynamische und elektromagne- 
tifiche Untersuchungen über die Ver- 
teilung bei Kraftlinien-Zahnankern. Z. 
E. hl. 8. 73. 
Siehe anch 479-480: ( i37;  817-818; 
848; 1141; 1392; 1610; 1539; 1547; 
1560-61; 1565; 1599; 1647; 2045; 2049 
bia 2050; 2981: 3032; 3456; 3478; 3483 

bis 3489. 

strijmen nach Prof. hXhu Thomson. V. 
~ , p ,  c ,U,  6, 96. 

1687. J. C. IJzLbbalyj On the con- 
ditions for qa rk ing  a t  the break of an 
inductive circuit. P.R. 22. 139. 

1688. A. Broca. Pouvoir inducteur 
e t  conductibilité, Viscosité 

éll,ct,nrllie. C. R. 142. 1328. 
1 6 ~ : ) .  E. B. and F. UT. Grovrr 

Measurenient of iriductarice b j  Auder- 
sons ruetliod using alternalirig currenh 
a n ~ l  a vibration galvanometer. B.8  S .W.  
1. 291. 

1690. E. B. Kosa, LM. G. Lloyd and 
C. B. Reid. Influence of wave form on 
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the rate of i n t ega t ing  induction meters. 
S.B.S. W. 1. 421. 

1691. E'. B. Ilosa and F. W. 'Gover. 
The use of serpentine in standards of 
inductance. B.B.W.S. 1. 337. 

1693. J. Ci. Coffim. Constmction and 
calculation of absolutc standards of' in- 
duction. B.B.S.W. '2. 87. 

1693. Buljasnyj, V. A. Oppt vyjas- 
nenija teorii bobiny Rumkorfa (Zur 
Theorie desRuhmkorff'schen Apparates). 
-J.R.P.C.G. 34. 25.  
Siehe auch 1484-85; 151 1 ;  1526;  1553;  
1636; 2339-40; 2548-50; 2633;  2636;  

3066-78; 349U-93. 

Hall'sches Pliiinoiiien. 

1694. T C Mc Kay. Titles on ar- 
t i c l e ~  ou the  Hall effect. P. A.Bo. 41. 385. 

Therniomaguetismns.  

1693. A. Heydweilkr. Über die Thom- 
.son'schc Magnetisierungswiirme. A .  P. L. 
(4) 20. 207 

1696. P .  Weiss et J. Kunz. Les 
variations thermiques d e  l 'aimantation 
de  la pyrrhotine. A.S.G. (4) 20. 621;  
J .F .  (4) 4. 847;  B.S.F.P.  1905. 394.  

Siehe auch 1619: 1670-71. 

1697. d. WesEln. Sur l a  mesure des 
constantes magnétiques. A. C.P (8) 7. 
445. 

1B!)8. Ti. E l .  Wehrr. Permeabilitata- 
messiing an Stahlhigeln. A.P.  1,. (4) 
18. 395. 

Siehe auch 3471 : 3494-95. 

Siehe 143-144 

Beschichte d e r  Astronomie.  

1699. T. G. F w d .  The dawn of 
navigation and its books, thcorics and 
instruments. P .N.I .  32  Nr. 1. 

1700. P .  Tannery. Les éph6merides 
chez les Byzantins. B.D. (8) 30. 59.  

Siehe auch 1984. 

1701. A. Hall .  The determination 
s f  orbits. P.A.  13. 353. 

1702. A.  Obrecht. Calculo de  los 
orbitas de los astros nuevos, planetas y 
cometas. A. 3.1. C. 3.  137. 

1703. H. Bouiyet. Remarque çur l a  
détermination des orbites circulaires. 
B.A.  23. 81. 

1704. W. Ebert. Simple méthode 
pour le calcul d'une orbite elliptique 
par 3 obeervations. B.A. 23. 209. 

1705. B. Poincaré. Sur l a  déter- 
mination des orbites par  la méthode de  
Laplaüe. B . A .  23. 161. 

1706. A .  O. Lezwh?zer. On the  
general applicability of the short method 
of determinine orbits from 3 observations. 
P .  A .  13. 2967 

1707. J .  Weeder. Nauwkeuripe be- 
naderingfnrmiiles voor de  verhoudingen 
der driehoeken by de berekening eener 
e l i i~ t i s che  haan uit  drie waa rnemin~en  
c.L.A. 14. 160. 

" 

1708. V. Cerulli. Snlla correzione 
delle orbite dei pianetini. M. S. S. 1. 
34. 175. 

1709. E le Grand Roy. Siuiplifica- 
tion du calcul du  r a jon  vecteur et  d e  
l'équation d u  centre. A. S. G. (4) 19. 493. 

Siehe aiich 105. 

Kepler'sche Gleiehung. 
Siehe 106.  

St6ruugeii .  
1710. 11:. W. B r w n .  On a general 

method for treating transmitted motions 
and its application to  indirect pertur- 
bations. T.S.M.Am. 6. 332. 

1711. B. Poincaré. Sur l a  méthode 
horistique de Gyldén. A.M. 29. 235. 

1712. A. Hall. Relation of the t iue  
anomalies in a parabole and a very ec- 
centric ellipse having the  same perihelion 
distance. A. J .B .  25. 22. 

1713. A. Wilkens. Z u r  Erweiterung 
eines Problems der Sakularutorungcri. 
S.A.B. 1905. 1062. 

1714. E. Xevrll. On Hansens coefficients 
for the inequalities in themoons longitude. 
M.N.A. S. 65. 658. 

1715. P. H. Cowell. Ou secular ac- 
celerations of tho moons longitude and 
node. M.N.A.S. 65. 861.  

1716. P. W. Co.weZl. On the  secular 
acceleration of the  Earths orbital motion. 
O. 28. 464. 

1717. E. Doolittk. The secular Der- 
turbations of the  Earth. A. J.B. 24.  i 8 9 .  

1717. E. Doolittle. The seculai per- 
turbations of Mars from the action of 
Mercnry. A.J.B. 26. 21.  

1718. E. Doolittle. The secular per- 
turbations of Mars arising from the action 
of Saturn. A. J .B.  24. 187. 
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1719. A. B. Turner. Secular pertiir- 
bations of Mars by Jupiter. A.N.K. 170. 
181. 

1720. B. S t r h g r e n .  Ein Satz über 
Kometenst6mngen. A.N.K. 170. 17. 

Siehe aucb 1733-34; 1804. 

Vielkürp erprobleni.  

1721. G .  Pavalziwi. Sul ptoblema de' 
due corpi nella ipotcsi di un potcnziale 
newtoniano ritardato. B. A. L. K. (4) 15. 
A. 197. 

1782. G.  h'zkconcini. Sur le problème 
dee 3 corps. A.M. 30. 49. 

1723. N .  N. Lee solutions périodiques 
dans le problème des 3 corps. R.G.O. 
16. 1065. 

1524. A .  Wilkens. Çntersuchungeu 
iiber Poincaré'sche periodische Losungen 
des Problems der 3 Korper. A.A.K. 8. 

17%. A. Wilkens. U n t e r s u c h u ~ ~ e n  
über eiue neue Klasse periodiacher 
Lijsuneen Eieim Dreik6meruroblem. S. 

A A 

A.W. ii4. 1071. 
1526. S. Tsehernu. Geometrische 

Losungen zweier spézieller F a l k  des 
Problems der 3 Korper. A. N.K. 171. 
129;  349. 

1787. R. O. Lovett. On e problem 
including tha t  of several bodies and ad- 
mitting an  additional integral. T. S. M. 
Am. 6. 491. 

l ï8R. Anduyer. Sur les solutions 
périodiqiies voisines rles positions d' 
6quilibre relatif dans le problème des 
71 corps. B.A.  23. 1 2 9 .  

l i 2 9 .  H. Andoyer. Sur l'kquilibre 
relatif de n corps. B.A. 23. 50. 

1730. T. Banachzeu;itz. Sur un cas 
particulier du  problème des n corps. 
C.R. 142. 510. 

1731. H. Poi?zenré. Sur les lignes 
gdodésiqucs des surfaces convexes. S. 
S.'tI.Am. 6. 287. 

Siehe auch 465. 

sie bewegt 

the secular 
acceleratiou of' the E a r t h  orbital rriotion. 
M.W.A.S. 66. 3. 

1734. P. H. Cowe27. A tentative ex- 
planation of the apparent sccular accele- 
ration of t,he earths orbital motion. 
31.N.A.S. Gd. 362. 

Siehe auch 1716-17; l ï i i0.  

1735. K. F. Poëdenn. Die Achsen- 
drehung der Erde und ihre Wirkungen, 
mit  spezieller Berücksichtigung des E'ou- 
ceult'schcn I'endelversuches. K. W. 4. 
500. 

Aberration.  

l ï N i .  C. L. 7looli t t l~.  The constant 
of a b e r d i o n .  A. J .  B. 24. 155. 

1737. 3. W. Morley and D. C. Miller. 
On the theory of experiments t o  detect 
aberrations of the 2 degree. P.M. (6) 9. 
669. 

1738. A. ( ~ u l l s t r a d .  Ober Astigma- 
tismus. Koma und Aberration. A.P.L. 14) 

\ ,  

18. 941. 
1739. K.  Buchawm. Planetarv aber- 

ration. P. A.  13. 376. 

Bewegiing von Kürper i i  be i  Erd- 
rotat,ion. 

1740. B. Graziadci. Ein Beitrag zur 
elementsren Ableitung der ablenkenden 
Kraft der Erdrotation. M.Z.  85 178. 

1741. C. E. Wasteels. Beschrljving 
eencr nieuwemechanische oroefin verband 
met, de draaiende beweging der Aarde. 
IT.V. C. 1903. 31 5.  

1742. GmBminn.  1)ie horizontale 
Komponente der ablenkenden Kraft der 
Erdrotation. N.Z. 23.  200; 373. 

1743. L Tesur. Die Theorie der rela- 
tiven Bewerrune uud ihre Auwendunrr 
auf 13cweg&& auf der ~rdoberflachè: 
II P. z. 7. 199. 

1744. De Spwre.  Sur l a  d h a t i o n  
des corps dans l a  chute libre. A.S B. 30. 
A.  63. 

1745. De Sparre. Note au sujet du 
mouvcmcnt des corps pesants ?t la pur- 
face de la terre dans la chute libre. 
A.S.B. 30. B. 203. 

1746. !le S p a r r ~ .  So te  au sujet de 
l a  d6viation des mavel  dans la chute 
libre. S.>[. 33. 146. 

1747. 1V.I Folcehé. Sur la dkviation 
des graves e t  les champs de force. S.M. 
33. 150. 

1718. V. E 'osr j~~ul .  Kterak se odchy- 
luje volnê padajici ti.leso od smiru verti- 
kalniho (Wie weicht ein frei fallender 
Koraer von der Vertikaleu ab?) C. 35. 64. 

l j 4 9 .  G. Kolosoza. Znkon fiera O raz- 
mgvanii beregov rek vsledstvie vrsièenije 
zemli (Bars Geaetz iiber Cnterspulung 
der FluBufer infolge der Erdrotatiou). 
S.N.J. 14. 183. 
Eiehe rtuch 424-26; 580-81 ; lG'73; 

1735; 2054. 
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Foiieaiilt'schea Pendel. 1 1767. A. W. Krassriou~. Über die 

A L  

Pendel. P.Z. 7. 604;  668.  
1758. A. Denizot. Zur Theorie des 

Foucault'schen Pendcls. P. Z. 7. 507. 
1754. L. Tekir. Zur Thcorie der rela- 

tiven Bewegung und des Foucault'schen 
Pendelversuchs. A.P.L. (4) 19. 613. 

1755. TV. H~osenberg. Majatnik Fuko 
(Das Foucault'sche Pendel). B.  B .  S.P. 3. 
1624. 

1 7  1. h i  Ziir Technik des 
Foucault'schen Pendelversiichs. P.Z. 6 .  
744. 

1787. T. AMore,ux. Les t 'ravauï de 
Foucault. Co. 47. 522. 

Siehe auch 428; 1735. 

1750. C. Iluloit. pendule de Herleitung der Hili'schen L6sung fiir d ie  

Foucault. A. S. G. (4) 19. 890. Mondbewegung unmittelbar aus der Ja-  
1701. T. nael,ly, Le pendule de coL>ischen Differentialglsichurig. A . N . K .  

Foucault. B.S.S.N.F. 11. 33. 170. 309. 

175J. iv, Koi,De, Zum j 1768. C Ii'. IVl~,itii~eZZ. l~ i inn r  andea.  

Polhohensehwankungen. 

1558. T. AIDrecht. Eesultate des inter- 
riatioiialen Breiteridienstes i n  der Zeit 
1902--1906. A . 3 . K .  172.  252. 

Siehe auch 2032-33. 

Soniienprrallaxe. 
175!3. h'. Hall. Kote on the niasses 

of Mercurg. Venu# and the Earth and 
ou the solar parallaxe. A J.B. 24. 64. 

1760. W. L.'oerstne~.. Rcstimmung der 
Sonnenparallaxe mi t  Hilfe optischer 
Messungen der Geschwindigkeit der Erd- 
bewegung. J1.V.A.P. 15. 97. 

1161. 0. Merrelti. Il pianetoide Eros 
e la ~ ~ a r a l l a s s e  solare R.F.M. 7. B. 405. 

Mondùewegung. 
1762. E. W. BBUX. On the com- 

pletion of the ~olut ion  of the main 
~ r o b l e m  in the new lunar theorv. M.N. 
A. S.  65. 104. 

1763. JC. W. BrOlcn. The final values 
of the coefficients i n  the new lunar theory. 
M.N.A.S. 65. 276. 

1764. l?. W. RTOLC)~ .  Theory of the 
motion of the moon. M.A.  3. 57. B. 51. 

178.5. M. Brendel. Sheorie des Nondes. 
A.M.S.G. (2) 3. Nr. 4. 

1766. J. Posthunlza. De maansbaan 
ten opzichtc dcr zon. D.Z.R. 27. 363. 

- 
O. 28.  60 .  

1 i l i !J.  P. V. iîétqbu,uer. Abgekürzte 
Tafeln des Mondes nebst Tafeln zur Be- 
rechniing der t iglichen Auf-  iind Unter- 
giinge der Gestirne. V. A. K. 1. 27.  

lr70. P. H. Coroell. The coefficient 
of the principal term in the  moons lati- 
tude.  N.K.A. S. 65.  564. 

1771. E A T e  On the terms o f  
long period in the complete expression 
for the moons longitude. M.N.A.S. 65. 
266. 

1772. P. 11. Cozoell. Analysis of the 146 
terms in  the moon longitude 1750 -1901. 
M.N,A S. 65. 108. 

17i3. P. B. Cowell. On the discord- 
ant  values of the principal elliptic coef- 
ficient in the moona longitude. &I. N. A. 
S. 65. 745. 

1174. P. H. Colcell. The longitude 
of the moons peilgee. 3I .N.A.  S. 65 .268 .  

1775. 1f' Hnyn. Die Rotat'ionsele- 
mente des Mondes uud der Ort von 
Mosting A. A.N.K. 1 7 1 .  33. 

1776. R. H. Curtiss. On the compu- 
tation of the moons spectrographie velo- 
c i l  near full moon. B. Li. O. 75. 112;  
A.J  C. 21. 376. 
Siehe aiich 1714-15; 1877-79; 1941; 

2163; 2160. 

Libration. 
1777. A .  Obrecht. Libracion de l a  

luria. A . S . I . C . 3 . 8 1 .  
Sielie auch 1791. 

1778. JI. Pei-cou. Parallaks luny. 
(Dber die Ilestimmung der Moudparallaxe 
ausBeobachtungen des Mondesingleichen 
Hohen mit Sternen in der Nahe des 
1.Vertikals). B . S . R . A .  11. 16. 

1779. H II. Tumzev. Total solar 
eclipses. 8.P.M. 50. Kr. 7. 

1780. P. H. Cozoell. An elementary 
explanationof recentresearches on ancient 
solar eclipses. 0 .  28. 420. 

1781. Y. H. Cowell. On the value 
of ancient solar eclipses M.N.A. S. 65.  
867;  66. 35. - S. i\éiccomb 66. 34. 
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1782. Stecliert. HilfsgroBen für die 
Rerechnung der im Jahre 1906 statt- 
findenden Sonnenfinsternisse und Stern- 
bedeckungen. A.11 33. 553 

1783. B. Viaro. Applicazione delle 
formole di  parallasse a l  calcolo dell' 
elisse ~ o l a r e  del 30. VIII 0.5, P.I. B.F. 19.  
103.  Siehe auch 1850. 

1784. W. Foerster. Die Sichtharkeit 
des Erdschatten3 auBerhalb des Mondes. 
M.V.A.P. 16.  11. 

1786. P. H. Cowell. On the  Ptolemaic 
eçlipses of the moon recorded in the  
Almagest. M. N. A. 8. 66.  5. 

Plenetendiirahgiinge. 
1786. P. H. Couiel2. On the transits 

of hiercury. M.x .8 .S .  66. 36. 

Sternbedeckungen. 

Siehe 129: 1782 

Planetenùewegung. 
1787. G. W. Hill. Integrals of plane- 

ta ry  motion sinitable for an indefinite 
length of time. A. J.B. 25. 1. 

1788. A. Hall. Elliptic motion. P. A. 
13. 287. 

1789. H. Osten. Cber eine E r k l k ~ n g  
der  anormalen Hewegung des Merkur- 
perihels. 4 . K . K .  171. 119. 
Siehe auch 105:  463;  1702;  1718-19; 

1739. 

1790. W. de Sitter. Over de baan- 
vlakken der Jupiter-Satelliten. C.A. A. 
14.  7x4. 

1791. W. de Sitter. Over de libratie 
der drie binnenste groote satellieten van 
Jupiter en eene nieuwe methode ter 
bepaling van de  niasse van Satelliet 1. 
M.P.M. 10. 125. 

1792. L. &lath-euic. O sputnikach 
Jupitera (Eine eiufache Nothode der 
angenahcrten Restimmung der schein- 
baren Konfiguration der Jupiterstra- 
banten). B.S.R.A. 10. 233. 

1793. K. Sotonze. Einc Bemerkung 
übcr die Bestimmung der Krcisbahn eincs 
kleinen Planeten. A.N.K. 170. 2'35. 

1Y94. A .  v Brwm. e b e r  die Ver- 
teilung der Perihellhngen und Exzentrizi- 
taten der kleinen l'laiieten. A . N .  K. 172. 
273. 

1795. II. Strtive. %ur Darstellung der 
Beobachtungen von Phoebe. S. A. B. 1905. 
1058. 

1796. C.  TT. L. Charlier. c h e r  tien 
Planeten 1906 TG. A.N.K. 171. 2ti3. 

Siehe auch 1708;  17Gl 

Kometenbewegiing. 
1797. H. v. Zeipel. Sur l'instabilité 

du mouvement des comi.tes. B. A. 2'2.449. 
1598. C. V. L. Charlier. Cber die 

Accelerat,ion der mittleren Bewegung der 
Komet,en. A . M  A.F. 3 Kr.  4. 

1799. H. C. Plzmn ie~ .  On the possible 
effects of radiation on the  motion of 
cornets with special reference to Enckes 
cornet. h1.h'. A.S. 65. 229. 

1800. J. B. Wood. Trelocity of cornets. 
P. A.  13.  140.  

1801. B. Cohn. Bahnbest,immung des 
Kometen 1742 1. B.N.K. 170. 245. 

1082. R.  Jaegernlam~ Die Bewegurig 
der Schweifmaterie deii Kometen 1902 1 
auf eincm zur Sonne konvexen Bogen. 
A.R.K. 171. 1. 

1803. A.  O. Leuschner. Xote on the 
orbit of cornet, e 1904. P.A.S.F.  17. 60. 

1804. 8. J .  Zzciers. Onderzoekingen 
over de  baan van de periodische komeet 
Holmes en over de atoringen in haar 
elliptische Ijewegung. C. A.A. 14. 674 

lB0L H. J. Zu;iel-S. lliickkehr des 
Holmessclien Kometen in 1906. A.N.K. 
171.  66. 

Siehe auch 1702;  1720. 

1806. J. F. Laqineau. Physics on 
shooting stars. P. A. 13. 434. 

1 N07. lf.'. Wei,& II6henberechniing der 
Sternschniippen. 1). A. W .  77. 255. 

1808. S. A. Saunde?.. The most pro- 
bable position of a point cietemined from 
the intersections of 3 stwight lines. 
M.N. A.S. 65.  854. 

1809. H. W. Chapr~lu)i. On the vali- 
dity of meteor radiants deduçed from 
3 tracku. M. N. A. S. 65. 238. - 
W. F. Denning 592. 

1810. W. H. W o o d .  The riddle of the 
radiant. E.M.W. 81. 501. 

1811. B. L. Niezckirk. Stationary 
meteor radiants. P .A.S.  F. 17 .  141. 

lNl2. G. Gruss. Beobachtungen der 
Aprilsternschniippen irn Jahre  1904. A. 
N.K. 170. 173. 
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1813. G. Grund~~ innn .  cher die Bahn 
des Meteors vom 3. VU 05. J .S.  G. 83. 20.  

Stemparal laxe .  
1814. T. K .  Ileath. A new view of 

the stars. Kn. 1,. (2) 2. 54 
1816. J. C. Kapteyn. Jets over de 

parallaxe van uevelvlekken. C.A. A. 14. 
726. 

Uoppel~ternben-egiingen. 

1816. A. W. h'oberts. Apioidal binary 
.star-systems. R.R.A.  75. 249. 

1817. X. E. lVarlund. Détermination 
d e  l'orbite de E Crsae maioris. A. X. K. 
170. 117. 

1818. W. Dobercl*. On the  elements 
of the orbit of 70 p Ophiuchi. A. N.K. 
172. 161. 

1819. L. Terkcin. 13eitrag zur Berech- 
nung der Bahnelemerite von P. Lyrae. 
A . Y . K .  170.  171. 

1820. 0. Be~gstrand.  Untersuchpngen 
über das L)oppelsternsystem 61 Cygni. 
K. A. U. (4) 1. Nr. 3.  

Eigenbeaegung.  

1821. A. R. Hinks.  On the  deter- 
mination of proper motions without 
reference to  meridian places. M. N. A. S 
65 713. 

1822. M. WoZf. Stereoskopische Be- 
etimmunfi der relativen Eigenbewegurig 
von Fixsternen. A. K. K. 171.  321. - 
F HGtenpart 172.  61. 

1823. G. C. Comstock. A propoeed 
method for the determination of radial 
velocities of stars. A. J .C.  23. 148. 

1844. E. J. Gheury. Sur l a  rotation 
d'ensemble de l'univers. B.S.B.A. 10. 62. 

Sunnenapex. 
1825. C. Schultz. Die kürzlich ent- 

deckten Ncbel und die Fortbewcgung 
der Sonne. D.W.B. 6. 140. 

1826. E. Belot. Sur lcs comètes et  
l a  courbure de  la trajectoire solaire. 
,C.E. 142. 72. 

Astrophy sik. 

18'27. T. J. J. See. Researches on the  
physical coustitutiuu of the heavenly 
bodies. A.N.K. 169. 321. 

1828. T. J. J.  See. Researches un the 
rigidity of the heavenly bodies. A.N.K. 
171. 369. 

1829. E. Beb t .  Sur la loi de Bode 
et les inclinaisons sur 1' écliptique C.R. 
141 .  937. 

Siehe auçh 993;  1864;  2665; 3553. 

1830. A. Liapounoff. Recherches dans 
la théorie de  l a  figure des corps célestes. 
A.P.M. (8) 14. 

Kosiiiische Spektrn lanalyw.  

1831. H. hE. Lau.  Sur le spectre des 
étoiles nouvelles. B.A. 23. 297.  

1832. II. Die alte, neue und ncueste 
Sonnentheorie. S.L. 38. 125. 

1833. h-. Manitius. Hipparcha Theorie 
der Sonne nach Ptolomaeus. D.W.B. 6. 
323;  340. 

1834. ,1. J. A. .WlZer. De zonstheorie 
van Schmidt. 9. S.:. 1. 65. 43. 

1835. bl'Wu?zdt. UberdieSchmidtsche 
Theorie der Entstehung des scharfen 
Sonnenrandes. P. Z. 7.387. 

1836. S. 1,. Ba7ley. The figure of the  
sun. S. (2) 23. 191. 

1837. 31. Ceraski. Photometric deter- 
mination of t he  stellar mqgnitude of the  
sun. S. (2) 23. 885. 

1838. S. P. Langley. On the conl- 
parative luminosity and total  radiation 
of the  solar corona. A.J.C. 21. 194. 

18 79. K. Schwarzschild und W. Valliger. 
fi%er die Helligkeitsverteilung des ultra- 
violetten Lichtes auf der Sonnenscheibe. 
Il.%. 6.  7 3 7 .  

1840. A. Schmidt. Ihe Gesetze der 
Iiichthrechnng angewendet auf diePhysik 
der Sonne. I1.W . H .  6 .  215; 240. 

1841. A. SchwaBmann. Uber eine 
Methode einen Wert  für den Brechungs- 
exponenten der die Sorine umgebenden 
Materie zu erhalteu. S.M.H. 4 .  258. 

1842. A. Schuster. The temperature 
of t he  solar athmosphere. A. J.C. 21. 
258. 

1843. W. Wund t .  t'ber die Be- 
stimmung der Sonnentemperatiir. P. Z. 
7. 384. 

1644. C. Braun. Über die Temperatur 
der Sonne. N. 0. 51. 129. 

1845. A. Bempo~ad .  Sulla legge d i  
decrescimento del potere radiante dei 
punti  del disco solare da1 centro verso 
l a  periferia. B.G.C. 91. 10.  

1846. W. H. Ju1iu.s. Eene nieuwe 
methode ter bepaling van het  verloop 
der stralingesterkte of de  zonneschijf 
van het midden naar den rand. C.A.A. 
14. 611. 

1847. C. Eàbry. Sur l 'eclat  intriu- 
sèque de la couronne solaire pendant 
l'éclipse du 30. VLlI 05. C.B. 141. 940. 
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1848. S.  Arl.henius. Sur l a  nature 
phyyique de la couronne d a i r e .  J. P. (4) 
4. 460. 

1849. K. ilclr~carmchiltl. 
Gleichgewicht der Sonnenatmosphire. 
N.G.G. 1906. 41. 

~ 
1850. ni. Ilonitch. Essai d'étude de  

l a  chro~nosphi:re en dehors des éclipses du  1 
soleil avec lin spectrographe à fente cir- 
culaire. A.P.B. (3: 19  171. 

1851. 11: Hredikhhilze. Sur lee grandes 
valeurs de l a  force répulsive du soleil. 
A.P.B. (5) 20. 39. 

1852. G. Hahn. Some further results , 
obtained with the spectroheliometer. / 
P. R. S.E. 6. 726. 
Siehe aneh 11<iF;  1827 ;  2105; 2164-66; 1 

2170-71; 3554. 
1 

1853. A. Gareis. Die Entstehung 
der Sonnenflecken und Protuberanzen. 
M.A.G.S. 33.  599. 

1864. E. Alzeeaux. Sur la corrélation 
des taches et  des marées du soleil. B. S. 
B.F. 19.  70. 

186.7. A. Schustcr. Sonnenflecken- 
periodcn. M.Z. 23. 312. 

Siehe auch 2167 

Mond. 

1856. W. Jevremou. O vozraste liiny 
(Cher das Alter des Mondes'i. B.S.R.A. 
i o .  249. 

18D7. -1. k1rn)zz. Dip Verteilnn~r der 
Meere aiif der Mondoherfliiche. S ~ A .  T3. 
1906. 575. 

1858. P. Puiseux. Les risques de 
collision entre corps célestes et  le témoi- 
gnage de  l a  lune sur cc si~, jet .  B. S. B. A. 
10.  1 1 2 ;  140. 

Satell i ten.  

Siehe 459; 1791. 

Honieten. 

186O. R. Jaegeimann. i;ber die beirn 
Kometen Borelly 1903  IV beohachtete 
hyperbolische Bewegung der Schmeif- 
materie (rusu.). A.P.M. (8) 16. NI. 12. 

Siehe auch 1826. 

Fixsterne.  

1863. W. Strulonoa. Stroenie vselennoi 
(Zur Frage über die Einrichtung dei 
Weltallsi. B. S.R.A. 11. 107. 

1 8 6 4 . ' ~ .  de  Bal  Les recherches d e  
M. Schwar~schild concernant la déter- 
minatiori des qrandeurs photographiyueli 
des étoiles. B.A. 22. 385; 417. 

1866. E. Hertzsprtbng. Zur Strahlung 
der Sterne. Z.W P. 3.  429. 

1866. P. C. Y ~ ~ t l i n y  High tenipera- 
ture radiation. A.J.C. 21. 400. 

1867. J. C. Kapteyn. Star streaming. 
K.B.A. 75. 257. 

1868. A. I I .  H(nks. Suggestions for 
a theory of the milky way and the clouds 
of Magellan. S. (2) 23. 884. 

VerLnùerliche Sterne .  

von langperiodischen Variablen. A 4 y ~ .  
K. 172. 177. 

1870. A. W. Kolierts. Certain consi- 
derations regarding Algol variation. P. 
R.S.E. 24. 71. 

1871. J. H. Jeam. On the density 
of Algol variables. A. J. C. 21. 93. 

Xebelflecke. 

1872. L Cottrmszer. Über die Gas- 
nebel und die Konstruktion der Milch- 
straiie. A . S  K. 170 325. - H Seepllgrr 
171. 209. 

Siehe aiich 459 ;  1815 ;  1823 ;  1868;  1899 

Astronoiiiisrhe Beobachtungskunrle. 

1873. E.Grossma?~?z. Cher Schitzungen 
nach AugenmaB. A .T .K .  l iO .  148. 

1874. O. Neissner. Lber  systematische 
Fehler bei Zeit- iind Eaiimgrtifienschiitz- 
ungen. A. S .K .  172. 137 .  

1869. P. Kreichga1ce.r. Keuere Resultate ~ I'erstinliehe Gleichiing. iiber die Kometen. K.O. 61. 154. 
1860. B. S. Tozci.. The tideç of cornets, 1S76. J. Stebbi,?zs. Personal scale. P. 

P . A .  13. 489. 1 h . 6 . F .  17. 13. 
1861. T. Xureus .  La  comète Perrine 1876. S. Sc7rroeder. A personal error 

et les théories récentes sur les gaz rari  in estimating the direction of a soui~d. 
fiés. Co. 47. 681;  784. 1 P.N.I. 31. S r .  3. 
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Distanzen. 

1877. h7 Hessen. Die rechnerische 
Bearbeitung der Messungen von Mond- 
distanzen. A. A.K. 10. 

1878. W. Reuter. Die Hestimmung 
des Unterschiedos der wahren und der 
scheinbaren Monddis tan~ durch Zeich- 
nung. A.H. 34. 431;  546. 

1879. H. B. Goodwins. The passing 
of the lunars. K.M.L. 74. 790. 

1880. A. Wedemqer .  Die Anmendung 
von Stemdistanzen in der nautischen 
Astronomie. A II. 33 368; 416 ; 569. - 
H. v. Schnper 570. 

Kosii~ologie. 

1881. A. A.  Ivanov. Vselennaja kak  
edinoe celoe (Das Weltall  betrachtet als 
ein Gesamtoiganismus). B.B. S.P. 3.1543.  

1882. K. Geibler. Uetrachtungen 
über die Unendlichkeit des Weltalls. 
D.W.B. 5. 335 

1883. A. A. Ivanov. Raznoobrazie 
miruv vo vselennoj (Die Perschiedenheit 
der Welten im Weltdl) .  B. B. S.  P. 3 . 1 0 4 0 ;  
1075. 1096. 

1884. R. Rapaicv. A fold sorsa (Das 
Schicksal der Krdej. U.B. 6. 4'29. 

1885. P. Mansion. Le caractère réa- 
liste de  l a  doctrine des 5 éléments 
d'Aristote. A. S. H .  3 0 8 .  114. 

Siehe auch 3540. 

Sonnensystem. 
1886. F. B. Moulton. On t h r  evo- 

lution of the  soldr system A .J.C. 22. 
165; 355. - W. H. Pickering 354;  357. 

Siehe auch 992;  1891:  1897. 

Weltraiim. 

1887. H. Poincaré. Une image de 
l'Univers. B. S. A. F. 19. 30. 

1888. A. Schmidt. Die Athmosphare 
des Weltraums. B.P.A. 2.  18.  

1889. J.  Plnpnmrw. Interplanetare 
Absorption des Lichtes. M. V A P .  1 5 . 5 .  

Siehe m c h  1824;  1863. 

1890. A. M. CZerke. Modern Cos- 
mogonies. Kn.L. (2). 2. 24;  95. 

1891. C. Easton. Kosmogenieën. De 
besehouwingcn over het onstaan van het 
zonnestelsel in vcrband met den tocstand 
van het inwendigc der aarde. T. K. A. G. 
(2) 20. 137. 

1892. S .  B. Gcncza fiwiat6w (Über 

1893. E. B. Kfierr. A theory of the 
cosmos. S .K.A.  17 .  20. . 

l8!)4. A .  A.  Jimlzov. l'roischoklenie 
vselennoj (I)er L-rspmng des Weltails). 
B.D.S.P. 3. 1233;  1261. 

16!)5. B. Lieckfeldt. Die Entstehuiig 
und Entwickuug der weltkürper. D.W. 
B. 5 .  159;  188; 204. 

1896. G. H. l larwia. Cosmical ero- 
lution. 0. 28. 337;  361;  401;  S. (2) 22. 
257;  E.%I.W. 52. 79. 

1897. F. R. AMoulton. On the  ero- 
lution of the solar systein. A..J.C. 22 .165 .  

1898. A .  1'. Colcw~n?~,. Ky teori om 
planeternes dannelse. K. K.  26. 180. 

1399. W. Holit. Wie einplanetarischer 
Urnebel in Rotation kommen kann. N. 
N. G. 1905. 237. 

Kant-Laylacesche Theorie.  

1900. Holzn~üiler. Die Bildung des 
Sonncnsystems nach Kant und Laplace 
und die neueren Forschungsergcbnisse 
iiberdiesenGegenstand. J.K. K. 1905-06. 
50. 

1901. E. H o m e .  Die Kant-Ladace- 
sche Theorie &d die ~ a s g e s e t z e . ~  S.M. 
H. 4.  237. 

1908. M f .  Schooling. The story of the 
golden mist. K. C A. 57. 464. 

Siehe auch 18'39. 

Xatheniatische Geographie.  

Siehe 267 

1903. H. -Z.Tcrut.u-. [';ber Aiifloçung 
von Poldreiecksaufgaben durch Dia. 
gramme, die auf' zenithalen Kartenpro- 
jektionen beruhen. A.H. 33. 355. 

1!)04. G. Pellelrn. Griomonisches Ab- 
setzen des Poldreiecks. A.H. 3 i .  293. 

1!)05. J .  H. f l~~tnrnel .  Niruwe aflei- 
ding van de formiile voor den uurhoek. 
D.Z.R. 27 .  201. 

1906. M. Littlehales. Graphical me- 
thod of determining altitudes and azi- 
muths. M.%?R. 28. Nr. 6. 

1907. E. ~Xassany.  A nap ei  a csil- 
lagok jarasa (Lauf der Sonne und der 
Sterne). 1. Y.  89. 

1908. W. F. Riqge. The tirrie of 
moonrise. P. A. 13. 550. 

1!)09. GroBmann. Die Berechnung der 
mbglichen Sonnenscheindauer und ihre 
Kormalaerte fiir Deutschland. M. Z. 22. 

Weltentstehung). W. W. 24. 705. ' 433. 
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1910. X. LV. The s~heroulane .  K.M. I Giiomoriik. 
L L 

L. 74. 824. l 
1930. L. Weznek. Einfache Betrach- 

Siehe auch 129 ;  176!J. 1 t une  iiher Sonnenuhren. D.W.B. 6. 53 

1911. Il. B. Goodwin. A new method 
in naiitical astronomp. P.N.I. 31. Nr. 4. 

1812. G. I'es. Sopra alcuni metodi 
e tavole ppr i calcoli d'astronoruia nau- 
tica. rL.1I.K. 1906. Nr. 6. 

1913. U- A. de TVijn. De zeevaart- 
kundimn tafeln van Bossen en Mars. D. 
X.E. 27. 252. 

1914. D. Murs en  P. Hossen. De cir- 
cummeridian tafelen von P. Boseen en 
D. Mars. M.B.H. 20. 103. 

l!)l5. E. Knipping. Vereenvoudiging 
dcr nautisch-astronomische tafols en be- 
rekeningen. Il. Z.R. 27. 368. 

1916. Holthus. Zeevaartkundieetafelen. " 
D.Z.H. 37.  379. 

1917. W. Reute~. Die Azimutdia- 
gramme und ihre Venvendung zur L6- 
sung nautischer Aufgaben. A. ri. 34.72.  

1918. J. I'mtlzunius. Azimuth zondor 
hoopte. D.Z.R. 26. 599; 27. 1. 

1919. E. Kwippiwg. Zur Sumnerlinie. 
H.H. 43. 126. 

1920. Xchubart. Eine nrakt i~che  Stand- 
h i e .  H.H. 42. 101. 

19'21. J. If'luuse. Star navigation. N. 
3I.L. 74. 853. 

1922. E. Havi?zaa. Kimduiking en 
zeeetroomen. D. Z. R. 27. 145. 

- 
1923. H. Xeyer. Kimnitieobachtungen. 

A.H. 34. 438. 
1!)24.1+'. 1.auffer. Ein Kimmdiagramm. 

3l .A.G.S.  33. 700. 
1925. G. Hilleret. Nouvelle méthode 

ponr trouver le point rapproché. A.H. C:. 
26. 81. 
Siehe auch 1 2 9 ;  1 3 0 ;  1699;  1880;  1984;  

2666. 

Zeitbestimniung. 

1926. W. E. Cooke. Time de t e rm-  
nation. E.M. W. 81.  545. 

1!127. 3'. H. Seares. The Polariv ver- 
tical circle nlethod of deterrnining tirne 
and azirnuth. B.L O. 5. 

1925. 8. 0.  James. On the  Polaris 
vertical circlc method of obtaiuing time 
with the  surveyors transit. P.A. 13. 499. 
- E: H. Senres 553. 

1929. C. Stecliert. Zeit- und Breiten- 
I)estimmungen durch dieNethode gleicher 
Zeriithdistanzen. A.D. S H. 28. S r  1. 

Siehe auch 2688. 

1%1. L. Woinrk. Ziir Theorie der 
I Ronneniihren. 8. A. W. 114. 831. 
; 1938. A. L. A~zdre in i .  Intorno alla 
1 teoria e c o s t ~ z i o u e  delrli o r o l o ~ i  solari " 

secondo il sistema orario batiilonese, ita- 
liço e guidaico. R.F.M. 7 8 .  434. 

Ortsbestiniinung. 

1933. X. Jmproved methods for find- 
ing altitude and aziruuth , geographical 
~ u ~ i t i o n  and the variatiuri of the corn- 
pass 11. M.W.R. 34. 7. 

1934. T V ,  A. de Wiin. fiber Orts- 
bestimmungan des ~çhi f fes  mittels des 
Zweineberimeridianhohenproblems. AH. 
33. 547. 

1935. L. Fenech. Snll' approssima- 
zione del punto ottenuto mediante iette 
d'altezza. B.M.R. 38 b. 595. 

1936. A. A. h7zjlcind. Oprcdclcnie 
poloienija korablja (Bestimmung der 
Lage eines Schiffcs im Meere ohne Hilfc 
von Instrumenten und Rercchnungen mit 
einer Genauigkcit, von Io). B. B. R. A. 
10. 253. 

1837. II. 71. G. A n  improved ex- 
meridian table. N.&I.L. 74. 889. 

l!JSH. K Praklcew De Douwes' for- 
mule. L).ZtK. 27.  334. 

Kreitebestiiiimung. 

1949. X. A method of detcrmining 
the  latitude at sea without timc. P. 
N.1. 30. 755. 

1940. G. Faezari. Dcterminazione 
della latitudine d i  un  punto della super- 
ficie terrestre. P i t .  12 .  20.  

1!)41. B. Cookson. The effect of the 
lunar deflection of the vertical on lati- 
tude observations. P. C.1'. 8. 13. 198. 

Siehe auch 1929. 

1942. G. Uolwin  Lingenbe~timmung 
zur See aus Mondhohe. H B. 1906. Ko. 1 

1943. l'evcov. Oprcdelenie dolgot 
(Über dicBestimmung dergeographischen 
L inge  aus Ueobachtungen des Mondes 
anf gleichen Hohen mit  Sternen in der 
K i h e  des 1.  Vertikals). B. S.R. A 11. 118. 

1944. H. T q e .  Zur Hohenberech- 
nung. A.H. 34. 127 ;  297. 
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1945. A. C l a u h  et L Duhzcourt. La 1 1962. R Traagovcr den paaschdatum. 
méthode des hauteurs égales en astro- V.W.A. 20. 150. 
nomie. B. G. O. 19. 972. 1963. C. Leigh. Formula for finding 

1946. H. B. Goodwi?l. On finding the date of caster. N. 73. 535. 
nosiiion iinea b r  star altitudes. N.M. 1 1964. K. Ortel. Das Osterdahm von 
L. 74. 41. 1 1903. A.Z. 1905. ?r'r. 6% 

Siehe auch 1778: 1934: 2668. 1 196.7: A .  M. W .  Uomninq. The date 
1 of Ehster in  1905. . J . H . A ~ A .  15 132;  

1)~ inmer i ings~~rob len i .  ' P.A.S.F. 17. 80.  - - 
1947. P. Weimieister. h e r  Bestim- S iede re  Geodiisie. 

mnng der kürzest,en Dknneninp.  KI. 1 

GraBkreissehiîïnhrt. 
1948. A. Ricst. Notes on the use of 

the great circle sailing for the solutions 
of problems in nautical astronomy. P. 
N.I. 31. Nr. 4 .  

1949. Eérrzccc~o Tami .  L a  navigazione 
ortodromica e la, geometria descrittiva. 
R.M.R. 38. a. 95. 

L~iicht t i i rmwesen.  
Siehe 2781. 

Chronologie. 
1950. J. PEa~ma,m. Zur Terwandlung 

dcr mittleren Zeit in Sternzeit und um- 
gekehrt. X.V.A.P .  15 .  78. 

1861. A. Pnhde. ZeitmaBundKalender. 
J .N .K.  1905-06. 6.5,. 

1902. E. Meyer. Agyptische Chrono- 
logie. A . B .  A. 1904. 

19%. \Y. H. I)a~rnon. Solar and liinar 
c-jdee implied in the prophetic numbers 
in the book of L)anieL P.ï.H,.S.C. (2 )  11 .33 .  

1954. E. E'iirstemamn.. Ihe Schlangen- 
zahlen der Dresdener Mayahandrchrift. 
D.W.R. 5 .  199. 

1955. N. Zerz .  DasGeburtsjahr Christi. 
D.V.h-. 77. 5 .  

1956. L. Wilser. Altgernianische Zeit- 
rechnung. V. N.K. 18. 3. 

Kalender. 
19b7. A.1~'nzm. Le ca l~nd~ ie ru r l i~e r se l .  

H.S.A.1J. 19. 335. 
1!)6H. C. A. Lnisant. Un calendrier 

perpétuel automatique. E.M. 7. 233. 
1959. B. L. An new tweutieth cen- 

tury calender. E . N  W. 82. -07. 
Siehe auch 1951. 

Ephenieriden. 
1960. Y. Tannery. Lee éphémérides 

chez les Byzantine. B . D .  (2) 30. 59 .  

Osterdatum. 
1961. W. Erben. Zur Osterrechnung. 

A.Z. 1905. Nr. 84. 

Siehe 131; 182; 1985; 3300-06; 3524; 
3634. 

1966. F. W. Rucerius. Winkelmessung. 
S.B.G.Z. 36. 190. 

Siehe auch 4 0 ;  42. 

1)istiinamessiing. 
1967. K.  Daul~levsky v. Sterneck. Ver- 

such einer Theorie der süheinbaren Ent- 
fernungen. 8. A.W. 114. 1685. 

1968. G. Delitala. Per la  mivusa in- 
diretta delle distanze. Pol. 50. 259. 

Triunguliernng. 
1969. J. Collet. Compensation des 

figures g6odksiques, théorio e t  applica- 
tions. A.U.G." 17. 413.  

1870. K. Sarnhorst. Predvaritohyj 
otEet O perevykislenii nasich triangul- 
jacij dlja soedinenija ich v odnu celnujn 
eistemu (Vorlaufiger Bericht über die 
Revibionsberechnung unserer Triangula- 
t ionequmsie systematisch zu verbinden). 
M.S.M.T. 59. 150. 

Siehe auch 28;  3556. 

Einschneiden. 
1971. S'. J+'ir~ster~~'alder. Der ,,geFihr-- 

liche Ort" beim Riickw%rtseinschneiden 
auf der Kugel. S.A.M. 35. 3. 

Siehe auch 3503. 

Siehe 43 

Siehe 3300-01. 

Creoditisrhe Koorùinnten. 
1972. L. B. Steioart. The computatiou 

of geodesic positions. A.I.B. 24. 147. 
Siehe auch 3635. 

Tachymetrie.  
Siehe 3517; 3523; 3536. 
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Kivellement. 
1973. A.  J. Stodolkieujicz. O wyznacza- 

niu wy8okosCi mie,jsca ponad poziom 
morza ( f b e r  die Bestimmung der Meeres- 
hohenj. I1.T.W. 41.  268 

S i ~ h e  auch 2691; 3185; 3302;  3637. 

Bnrometr ische  Hoheiiniessung. 
1974. Gropmann. Die barometrische 

Hohenformel und ihre Anwendung. M. 
Z. 23. 152. 

1975. L. Mui7larci. Note sur l a  for- 
mule barométrique de Laplace. A. S. G. 
(4) 16. 339. 

1976. .J Huwn. Bemerkungen über 
die Schwerekorrcktion bei den barome- 
trischen Hohenmessungen. M . Z .  2 2 . 4 5 6 .  

1977. A .  K r z i c .  L)as Reduzieren des 
Harometerstandes auf das Mecresniveau. 
D. W. H .  6. 361. 

1978. J. Bull. O n  a loprithruic slide- 
rule for reducirig readings of the baro- 
meter to sea-level. &..J.hf.S. 91. 286. 

l!)ï!). P. Stei~del.  Rin Apparat zum 
Nachweis der Luftdmckabnahme fiir 
kleine Hohenunterschiede. Z .  P. 19. 21. 

Siehe auch 2078-79. 

Topographie.  
1980. Hatt. D6termination simultanée 

de  2 points au  moyen d e  constrnctions 
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seine im Abhandlungsrcgister Bd. 53, S. 216, Nr. 1934 und NI. 1935 sowie Hd. 65, 
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-- - . -- 

Beriehtigung. 
E 

8. 138 rriüsseu Z. 2-4 v. o. wie fol$ lauteu: z. B. 3 ni Lalige Pk- - 
2 + 0.04 kg' 

wobei fiir FluBeisen die Druckepannung - 3000 a t  etva8 die ,.Proportionalitit~grenze" 
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S. 161 Z.  14 v. o. ,, Buchs ,. Buch, 
S. 161 %. 18 Y. u. ,, B 9 ,  4 
S. 16% Z.  20  v. u. ,, J. Ernst ,, A. Ernut, 
S. 164 Z. 21 v .  o. ,, des ,, der. 
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Die Aufgabe der sechs Punkte in der Photogrammetrie. 

Von WILHELM SGHEUFEIA: in Miinchen. 

Einleitung. 

Seitdem die Vervollkomninung des photographischen Apparates 
es ermoglicht hat, selbst bei gr6Werem Gesiclitsfeld noch perspektivisch 
richtige Bilder eines Geliindes auf bequeme Weise herzustellcn, hat 
man auch schon wiederholt mit gatem Hrf'olg photographisclie Auf- 
nahmen zii Vermessiingszwecken beniitzt. Von den beitlen Haupt- 
aufgaben, welche als Anwendung der Photographie auf die FeldmeB- 
kunst erscheinen, narnlich Rekonstruktion des Gelandes aus niehreren 
Photographien und Bestimmung des Standpunktes, von dem aus eine 
Ph~t~ographie  aufgenommen wurde, hat bisher nur die erste praktische 
Redcutung erlangt. Die zweite Aufgabe dngegen hat meist nur zu 
theoretischen Untersuchungen AnlaB gegeben und dabei zu neuen 
Problcmcn gcführt, welche als Verallgcmcinerungen der bckannten 
Methode des eberien Kickwiirtseint;chneid.ens aufgefaBt werden konnen. 
Xit der allgemeinen LGsung dieser zweiten Aufgabe beschaftigt sich 
die vorliegeride Aibeit. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig, kurz einige Hegriffe zu erkl%reii, 
*welche im folgenderi hàuiig gebraucht werden. Man bezeiclinet das 

Tlot, welches Tom optischen Mittelpiinkt des Objektivs auf die Ebene 
der photographischen Platte (Bildebene) gefallt werden kann, als 
optische Achse; die Lange dieses Lotes heiBt Bildweite, der FnBpunkt 
desselben IIauptpunkt der Photographie. Die Schnittgerade der Bild- 
ebene mit, der durch den optischen Mittelpunkt gelegteii Horizontalebene 
ist der Horizont des Bildes. Der Schnittpunkt der durch den Linscn- 
rnittelpunkt gezogenen Vertikalen mit der Bildeherie ist der Fluchtpurikt 
der Vertikalen (kadir, Lenith). Hauptpunkt und Bildweite nennt m m  
die inneren Orientierungselemente der Photographie, wiihrend die Rich- 
tung der optischen Achse im Objektraum, Uorizont und X d i r  als 
auBere Orientierungselemente bezeichrict werden. 

Wenn cine zweckinaBige Einrichtung des photographischen Appa- 
rates es gestattet, Bildweite, 1I:iuptpunkt und IIorizont einer Photo- 

Zeitachrift f ùfsthamstiku. Physik. 55 Rand. 1907. Heft 4 2 2  
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graphie sofort anzugeben, so kann man sowolil durch Konstruktion 
als auch durch Rechnung in einfacher Weise aus der Photographie 
die Horizontal- uud Vertikalwinkel der Sehstrahlen vom Standpunkt 
nach den Ohjektpunkten finden; mit Hilfe dieser TVinkel laBt sich 
durch ebenes Rückmartseinschneiden nach bekannten Objektpunkten 
der GrundriB des Standpunkts und die Hohe desselben leicht berechnen. 
Besonders einfach gestaltet sich die Losung, wenn die Bildebene vertikal 
stand.lj 

Kennt man von einer Photographie riur die innere Orientierung- 
(Hauptpunkt urid Bildweite), su karm man daraus zwar die Horizontal- 
und Vertikalwinkel nicht mehr entnehmen; wohl aber kennt man dann 
noch die Winkel, welche die Strahlen des Sehstrahlenbündels unter 
sich bilden. Hieraus findet man den Standpunkt durch Rückwarts- 
einschneiden im h u m .  ') 

1st die innere Orientierung nicht bekannt, so k6nnen auch die 
Winkel der Sehstrnhlen sus der Photographie nieht mehr berechnet 
werden. Ilagegen sind die Doppelverhiiltnisse des Sehstrahlenbündels 
dieselben wie die Doppelverhaltnisse des entsprechenden Piinktfeldes 
in der Photographie. Bemerkenswert ist nun, daB auch diese Doppel- 
verhaltnisse zur Bestimmung des Standpunktes ausreichen. In dem 
Falle daB die Bildebene vertikal stand und die Itichtung des Horizontes 
gegeben ist, kann man den GruridriB des Staridpurikteu durch ein 
ehenes Problem finden, das iinter den1 Narnen ,,Prohlem der fünf 
Punkte" bekannt ist. An Stelle der zwei Winkel, welche beim 
S n e  l l i u  s schen Problem notwendig sind, treten hier zwei unabhangige 
Doppelverhaltnisse, welche die Kenntnis der Grundrisse und der Bilder 

' 

von 3 Punkten des Objektes erfordern. 
Denkt man sich durch alle Strahlen des Bündels vom Standpunkt O 

nach den Ohjektpurikteii A, B, C, 11, h' Vertikalebeneri gelegt und 
dieses Ebenenbüschel sowohl mit der Rildebene als aiich mit der 
GrundriBebeue zum Schnitt gebracht, so überzeugt man sich leicht, 
da5 das Strahlenbüschel O o ( A , B o C o D o ~ )  in der .GrundriBebene pro- 
jektiv ist zu der Punktreihe A"B"C"B"Ef', die man durch Projektion 
der Rildpunkte A'B'C'D'E' auf die, liichtung des Horizontes H B  

- 

l),Formeln zur Berechnung der Horizont,al- und Veïtilralwinkel eus orien- 
tierten Rildern befinden sich in C. Koppe, Photogrammetrie Weimar 1889. S. 8 ;  

und in S. Fin sterw alder ,  Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie. 
Ja.hresberiçht der dentsohen Matliematiker-Vereinigung. Band VI. 2. S. 32-33. 

2) S. Finsterwalder und W. Scheufele, Das Rückwart,seinschneiden iin 
Raum. Sitzungsberichte der Kgl. Rayer. Akademie der Wissenschaften. München 
1903. S. 501-614. 
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zwei Kegelschnitte punktweise konstrnierte. Kinke12) und Mandls)  
benützten zur Konstmktion des Fig. ~ b .  

Punktes 0, die zerfallenen Kegel- 
schnitte des Kegelschnittbüschels \4 

c, 
mit den Grundpunkten AoB,,Co O,; 
der crstere konstruicrt zuerst das 
gemeinsaine Polardreieck des 
Rüschels, der letztere die I'unkt- 
Involution, welche von deni 

\ 
\ 

Kegelschnittbiischel auf der Ge- V) '-., 
raden IloEo ansgesçhnitten wird. 
Besonders doUoCo Sung, wenn auf einfach einer die Geraden wird drei die Punkte licgen, La- @ @' \ -. '1 O 

weil danu die beiden Kegel- 
schnitte in zwei Geradenpaare 
ausaïtcn. Oo 

F. S t e i n e r l )  und Mand13) haben auch analytische Losmgen 
des Problems der fünf Punkte angegehen, die aber ihres Umfangs 
wegeri sich zur wirklicheri Berechnung wenig eignen. 

1st der GrundriB des Standpunktes gefiinden, so bekommt man in 

1) P. S t e i n e r ,  Die Photographie itu llienste des Ingenieurs. Wien 1891/93. 
S. 24 ff. 

2) Woclieusckuift des osterr. hg. u. Arch. Vereins 1891. Nr. 32. 

3) J. M a n  d 1,  Über Verwertiing von ~hotographischen Anfnahrnen ails dem 
Luftballon. Mitt. über Gegenst. d. Artill. u. Genie-Wesens 1898. 

r r  * 1 2  

erhiilt. Die Bestimmung des Standpunkt-Grundrisses 0, kornmt also 
darauf hinaus, durch die Pnnkte A o ~ o ~ o D o E ~  fünf Strahlen eines 
Büschels ao zu legcn, daB sie mitcinander die glcichcn Doppelverhiiltnisse 
bilden wie die e n t ~ ~ r e c h e n d e n  Punkte A"Bf'C"D"X" in der Rildebene. 

Diese Aufgabe ist schon wieder- Fig. la. 

H 

holt gelEst worden. 0, ist der vierte 
Schnittpiinkt zweier Kegelschnitte, deren 
drei andere Schnittyunkte bcreits be- 
kannt sind. Der erste Kegelschnitt ist 
bestimmt durch die Punkte A,B, Co Do 
und das Doppelverhaltnis O, (A, BoC,D,) 
= A,(A,UoC,Do) = (A"B"C"D"); der 
zweite Kegelschnitt ist bestimmt durch die Punkte A,B,,C,h'o und 
das Doppelverhaltnis Oo(A, Bo Co:,Eo) = Ao(AoBo Co Eo) = (A"H"(/"'EI"). 
F. S te iner1)  liat die ,4ufgabe graphisch dadurch gelost, da8 er die 

a' y 
B" : 3" 

fl-i,, y p" A -  y 
2% j 8. 

5 
- --- - -- 
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340 Die Aufgaben der sechs Punkte in der Photogrsmmetrie 

einfacher Weise auch die H6he desselben, sowie die innere Orientierung 
der Photographie. 

Das Problem der fünf Punkte reicht zur Bestimmung des Stand- 
pnkt-Grundrisses auch dann noch aus, wenn zwar die Bildebene nicht 
vertikal stand, dafür aber der Fluchtpunkt AT der Vertikalen auf der 
Photographie bekannt ist; in diesem Fall ist namlich das Strahlerilsüschel 
O,(A, R,, Co Bo E,) projektiv zu dern Strahlenbiischel N ( A ' U f  (i' D'R' )  in 
der Bildebene, dessen Doppelverhiiltnisse wieder aus der Photographie 
enhommen werden k h n e n .  

Wenn von der Photographie keinerlei Orientierungselemente ge- 
geben sind, so kann, wie E. W a l s c h l )  gezeigt hat, der Standpunkt 
gefunden werden durçh zweimdige Liisnng des Problems der fünf 
Punkte; notweridig ist dazu die Kenntnis der gegenseitigen Lage TOU 

sechs Punkten des Objektes und ihrer Bilder. Nachdem der Staiid- 
punkt gefunden ist, bietet die Bestimmung der inneren Orientierung 
keine Schwierigkeiten mehr. Die analytische Durchfiihrung dieser 
Aufgabe gliedert sich in folgende hbschnitte: 

1. Problcm der fiinf Punktc; 
2. Probleru der sechs Punkte; 
3. T)eterrnination und Spezialf~lle; 
4. Ausgleichung des Standpunktes; 
5. Bestimrnung der inneren Orientierung; 
B. Ausgleichung der inneren Or ic tn t i e r~n~;  
7. Numerisches Beispiel. 

DRS im 7. Abschnitt behandelte Zahlenbeispiel stütxt sich anf 
eine Photographie2) des ITernagtferners, welche auf Verarilassung 
E. Wichters  im Jnhre 1884 aufgenommen wurde, sowie auf die 
Karte3) des Vernagtferriers, welche auf Grund seiiier Verinessung iri 
den Ja,hren 18H8/89 von Herin Dr. S. Ti'i n s t e r w a l  d e r  gezeichnet w i ~ r d e .  

1. Problem der fünf Punkte. 

Es Sind 6 Punkte A, B, C, D, I:' gegeberi; gesucht wird eiii 
Puiikt P von der Eigerischaft, daW die Strahlen PLI, 1'8: Y C ,  1'1) 
und Y3 gegebene Doppelverhiiltnisse Y(CBEB) = KI und P(CDA'A j 
= miteinander bildeii. 

- ~ -  - 

1)  P'. S t e i n e r ,  Dir l 'hotographie irn Uienste dt:s Ingenieurs. Wien 1891/93. 

S. 24 ff. 
2) ,,1725, Kesselwandspitze v. Pla  t t  e i." Verlan von  Würthle urid S o h ,  

Salzburg. 
3j S. F i n s  Lcirw a i d e r ,  Der Ver~ ia~ t f c rne r .  XVisaenschaftl. Erg. -Hef'te des 

1). u. 6.  Blpenvereins. 1. Uaiid, 1. Heft. Graz 1897. 
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Bewegt man den Punkt P mit Beibehaltung der Doppelrerhaltnisse 
so, da8 zuniichst nur 4 Strahlcn des Büschels P dureh ihre ent- 
eprechenden Punkte A, B, C, D hindurchgehen, so beschrelbt P ofTen- 
bar einen Kegelschnitt, der durch die Punkte A, lj: C, 1) hindurchgeht. 
Zugleich ergibt 'sich hieraus, daB auch der fünfte Strahl immer durçh 
einen festen Punkt G des gleichen Kegelschnitts gehen muB. Punkt P 
ist daher der zweite Schnittpunkt der Geraden G E  mit dem genannten 
Kegelschnitt. 

Der Kegelschnitt kann nufgefaBt werden a h  Erzcugnis zweier 
~rojektiver Strahlenbüschel mit den Mittelpunkten A und B. Um die 
bilineare B~ziehung, welche Fig ? 

zwischen den Parameteril 
entsprechender Strahlen 
beider Büschel bestehen 
muB, moglichst einfach zu 
gestalten, wiihlt man als 
Grulidstrahlen des Büschels 4 
A die Geraden AC und A n  
mit den Gleichurigen Ul=O 
und VI= O, und als Grund- 
strahlen des Büschels B die 
Geraden BC und U D  mit ., 
den Gleichurigen O> = O If 

und V, = O. Die Gerade A B  hat dann als Oerade des Büschels A 
die Gleichung Ul - plVl = O  und als Gerade -- des Büsehels B die 

Gleichung U, - CI,& = O; dabei ist g, = J worin die laiifenden 
VI ' 

Koordinaten durch die Koordinaten des punktes R ersetzt sind, und 

6 = , i n  an Stelle der laufenden Koordinaten die Koordinateu 

des Punktes A getreten sind. Bedeuten A, und Â, die Parameter der 
Geraden A G  und BG,  so ist nach bekannten Siitzen 

5 = .4 (CJDGH) = P(CDEB)  = KI 
ei und 
-- " - B((7BGA) = P ( C D X A )  - K,, 
G2 

woraus A, = q,Kl und Â-, = B , ~ ,  folgt. Die bilineare Beziehung 

zwischen A, und 1, hat die Gestalt R, = xA,; und daraus folgt x = ?. 
'"1 

Die Gleichung der Geraden G P hat die Forin (Orl - A, T',) 
- v(Lr2 - Il,K2) 0 ;  v wird wieder ails dem Umstand bestimmt, daB 

die Gerado durch den Punkt li. pehen soll; also wird v = (2 x*?)).. 
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Sind z, und z, = xzl die Parameter, die zuni Punkt P gehoi-en, 
so miissen die Koordinaten von P den 3 Gleichungen genügen 

Hieraus folpt durch gee ipe te  Konibination 

und daraus mit Benützung der Gleichung (1): 

Der Schnittpunkt der Geraden (IV) und (V) ist der gesuchte Punkt P. 
Im einzelnen erhalt man folgerides Formelsystem: Gcgeben sind 

die Koordinaten 

A(a,a,) B(blb,) C(c,c,j D(d,d,) R(ele2j, 

sowie die Doppelverhaltnisse Kl = l ' ( C D E B )  nnd K2 = 11(CDE,4). 
Man berechnet der Reihe nach 

r -a c, - b ,  b"aqac)---~ ( a d > _ d c " t  ( b c ) = - ~ - - -  (bd+C-bp (ah) : - 
b l  a, Cl - a, dl a 1  Cl - b1 dl - 4  

17, und p, sind die Koordinaten des gesuchteii Punktes P. 

2. Problem der sechs Punkte. 

Gcgeben sind sechs Punkte Pz (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) in1 Raum, sowie 
ihre Bilrlpunkte, die kurz mit  den Ziffcrn 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet 
sein mogen. 

Denkt man sich den gesuchten Standpiiiikt O mit dem Punkt P, 
verburidcn und legt man durch diese Gerade und die iibrigen 5 Punkte 
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Eberien, so wird dieses Xbenenbüsçhel von irgend zwei Ebenen stets 
nach projektiven Strahlenbüscheln geschnitten WLhlt man als die eine 
Ebene die Bildebene, so ist das zugehorige Strahlenbüschel vollstandig 
bekannt; es ist niimlich das Strahlenbüschel 4 ( 1 ,  2, 3, 5, 6). Als zweite 
schneidende Ebene nimmt man zaeckmiiBig die Ebene Pl P,P, ;  diese 
Ebene wird nsch einem Strahleribüschel geschnitten, dessen Xittel- 
punkt P unbekannt ist. Dagegen erhilt man sofnrt fiir j~der i  Strahl des 
Büschels eineii Punkt, w e m  man von P, eus alle übrigen Punkte auf 
die Ebene P, P,P3 zentral projiziert; die Punkte Pl P, P3 gehen dabei 
in sich selbst über; die Zentralprojektionen der Punkte P5 und P, sind 
U und 4. Da nun die Doppelverhaltnisse des Büsçhels Y (Y, Y, P3 B E )  
ails dem Riischel 4 (1,2, 3, 5, 6) in der Rildehene entnornmen werden 
kihnen, so hiingt FIE 3. 

die Restimmung des 
Punktes P nur von 
der Losung des Pro- 
blems derfünf Punkte 
in der Ebene Pl P, P, 
ab. Die Gerade Y Y, 
ist danri eirl erster 
geometrischer Ortfiir 
den Standpunkt O. 

Ln gleicher Weise 
deiikt man sich den 
Punkt O mit P5 ver- 
b~inden und durch diese Gerade und die übrigen Punkte Ebenen gelegt. 
Der Schnitt dieses Ebenenbüschels mit der Bildebene ist des bekannte 
Strahlenbüschsel 5 (1, 2, 3, 4, 6). Der Schnitt mit der Ebene P,P, P, 
ist eiri dazu projektives Strahlenbüschel Q (Pl, P,, P,, 3, F ) ;  Punkt F 
ist der Schnittpunkt der Geraden P5P, mit der Ebene Pl P,Y,. 
Pur~kt  Q wird duher ebenfalls durch Losen des Problems der fünf 
Punkte gefunden. Gerade (SP5 ist ein zweiter geometrischer Ort für 
den Standpunkt O. 

nie Lage der Rbene P,P,P, gegenüber deni Koordinatensystem 
wird am einfachsten bestimmt durch ihre Sçlinittgerade Pl, Pl, P,, mit 
der GrundriBebene und den Neigungswinkel E gegen die GrundriBebene. 
Lest man in der Ebene P,P,P, zweimal das Problem der fünf Punkte 
und projiziert dann die ganze in der Ebene Pl P, P, gelegene Pigur 
orthogonal auf die GrundriBebene, BO bleiben die Doppelverhaltnisse, 
die ailein die Punkte P und (S bestimmen, unveriindert; man kann 
daher die Grundrisse der Pnnkte P und Q auch direkt in der TVeise 
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finden, daB man die zweimalige Liisung des Problems der fünf Punkte 
gleich in1 GrundriB vorniinrnt. Hat man die Grundrisse von P und &, 
so liefert der Schnittpunkt der Grundrisse von PP, und QP, auch den 
GrundriB des Standpunktes. Aus den Grundrissen und der bekannten 
Lage der Kbene P,P,P, ergeben sich leicht die dritten Boordinaten 
von P und Q und schlieBlich auch dic dritte Koordinate des Stand- 
punktes O. 

Die ausführliche Rechilung führt zu folgendem Eormelsystein: 
Gegeben sind die Objektpunkte 

und die Bildpunktc 

Xan berechnet der Keihe nach: 
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( e ,  - Y,! (1 - A,) - (el - 2,) [iac) - 1, (ad11 ,,=- - - - - - -- 

(e, - Y,) (1 - A,) - (el - 5,) [!bel - A, (b cl:] ' 
( - Y ( - 1 - 1 - ( 1 Probe: = v = (t, - y,) (1 - AS) - (fl -x,) [(bc) - AS (bal 

(ad)  - v x  (bd) ( ac )  - v(bc) (a C) - v' (b c) 
(IZP) = (dg! = - l-yX-, (CP) = --, = - - . 

1 - Y' 

"9 (04) - 4 (d 2) + ddp - Y3 qi = - 

(cd - ( d d  7 2 2  = 4 + ((41 - dl1 (ad - Y3 + (q,  - x,) (4. 

x, y, z, sind die Koordinaten des Standpunktes O. 

3. Determination und Spezialfalle. 

Die im vorigen Abschnitt angegebene L6sung der Aufgabe der 
sechs Punkte bedarf nach zwei Richtungen einer Erganzung: E s  ist 
einerseils noch zu untersuchen, unter welchen Umstkden die Bestim- 
mung des Standpunktes überhaupt anmijglich wird, und andererseits, 
G e  die Losung sich gestaltet, wenn die sechs gegebenen Punkte P, 
eine besondere Lage im Raume haben. 

Die Bestim~nung des Standpunktes ist im wesentliçhen geleistet, 
sobald die I'unkte P und Q (vgl. Fig. 3) in der Ebene Pl P, P, gefunden 
sind. Die Lage des Punktes P suf seinem Kegelschnitt ist offenbar d a m  
und nur dann unbestimmt, wenn der Punkt E mit dem Punkt C: zu- 
sammenf'àllt l) oder, was dasselbc ist, wcnn P auf dcm Kegelschnitt 

1) Analytisch zeigt sich das dadurch, daB v = O wird 
O 
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liegt, der durch die fünf Punkte ABCDE hindurchgeht. Im Raum 
entspricht das dem Uinstand, daB der Standpiinkt auf dem I<egel 
zmeiter Ordnung liegt, welcher den Kegelschnitt ABCDE vom Punkt 
;P, aus projiziert. ~ h n l i c h e s  gilt für den Punkt Q ;  die Lage des 
Punktes Q auf dem zugehorigen Kegelschnitt wird dann unbestimmt, 
wenn der Staridpurikt auf dem Kegel liegt, der den Kegelschnitt 
A B C D F  voin Piinkt P, au8 projiziert. Nun ist aber ails der riiiim- 
lichen Anschauung ohne weiteres ersichtlich, daB die Punkte PQII 
unter allen Umstiinden in einer Geraden liegen müssen, was analytisch 
durch die Probe w x  = v'x' gekcnnzeichnet ist. Daraus folgt, daB der 
Stündpunkt selbst danri noch gefunden werden kariri, wenn nur eiiier 
der Piinkte P und & aiif seinem zugehiirigen Kegelschnit,t hestimnit 
ist. Cnmoglich ist die Aufsuchung des Standpunktes nur dann, wenn 
er gleichzeitig auf den beiden Kegcln zweiter Ordnung P4 (ABCDE)  
und lJ5 (ABCIIF) liegt. Diese zwei Kegel haben aber die Gerade 
P,P, sowie diejenige Raiimkurve dritter Ordnnng gemeinsarn, welche 
durch die Punkte Pl P, P, P4 P5 P, bestimmt ist. Der Fall, daB der 
Staridpunkt auf der Geraderi P41', liegt, ist praktisch bedeutungslos, 
da er ein Zusammenfallen der Bildpunkte 4 und 5 zur Polge hatte 
und überdies leicht vermieden werden konnte dadurch, daB man an 
Stelle von P, und P, zwei andere I'uilkte anszeichnet. Man gelangt 
zu dem Resultat: 

Die Bestimmung des Standpunktes aus sechs Objektpunkten und 
ihren Uildern ist dann und nur dann unmoglich, wenn der Standpunkt 
zufiillig aiif der 12auinkurve dritter Ordnung liegt, welche durch die 
sechs Objektpunkte hiridurchgeht. Die Haumk~irve dritter Ordriurig ist 
daher ,,gefahrlicher Ort" fiir den Standpiinkt. 

Untar den Ypezialfiilleri, welche durçh eine besondere Lage der 
scchs gegehenen Piinkte bediiigt sind, ist zunG:hst der Fa11 zu be- 
sprechen, daB die sechs Punkte in einer Ebene liegen. Die Ebene der 
Punkte Pi und die Bildebene sintl kollinear; die kollineare Beziehung 
ist aber bcreits festgelegt durch die Zuordnung von vier Punktcn der 
Objektebene und der Bildebene. Die Aufgabe, den Standpnnkt zu 
suchen, kommt dann daraiif hinaus, die zwei Ebenen in perspektire 
Lage zu bringen; dies ist bekannt,lich stets auf uneiidlich viele Arten 
nioglich. Das Zentrum der I'erspektivitiit (Standpnkt)  liegt auf einem 
Kreis (Halbkreis), dessen Ebene sowohl auf der Bildebene als auch auf 
der Objektebene senkrecht steht. 

Wichtiger ist der Fail, daB vier der gegebenen Punkte, niimlich 
P,Y, l':,Y,, in einer Ebene liegen, die beiden andcrcn P5 und P, aber 
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auBerhalh derselhen. Mit Hilfe der kollinesren Reziehung zwischeii 
der Ebene P,P,P,P, und der Bilclebene, die durch die vier Punkte 
gegeben ist, kann man leicht diejenigen Piinkte P und Q berechnen, 
in denen die Sehstrahlen vom Standpunkt nach den Punl<tcii P5 und Ij; 
die Ebene Pl P,IJ3 Y, treKen. Der Scliiiittpulikt der Geraden iJP5 und 
QP, ist dann der gesiichte Standpunkt.') Der gefahrliche Ort für den 
Standpunkt besteht aus der Geraden P,P, und dem Kegelschnitt, der 
dnrch die Punkte Pl PJ', P4 und den Schnittpunkt der Geraden P, P, 
mit der Ebene P,P2P,P, bestimmt ist. 

Unter der Annahme, daB die f'unkte P,P, P,P, in einer Horizontal- 
ebene s = h liegen, bekommt man das nachstehende Formelsystein. 
Gegeben sind 

Nan berechnet : 

( a b )  - (h  c) 
6, = 

(b) = " c~'i~k~!!3 (6 n) = ( 6 ~ ) - G  -2 K b ( b d )  -- 

( a b ) - ( b d )  I - G ~ K ;  

1) Auu dern Vorauvgehenden ersieht man leiclit, daR der Standpunkt schon 
bereçhnet werden kmn,  wenn man auBer den vier in einer Ebene liegenden 
Punkten Pl& P,P4 nur noch einen Punkt auBerhalb dieser Ebene kennt; der 
Standpunkt ist der Schnittpunkt eines Kreises mit einer Gerrtden. 
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xoyozo sind die Koort1in:~ten des Standpunktes. 
Endlich moge die Lijsung auch noch angedeutet m-erden für den 

Fall, daB 3 Ohjaktpunkte PIF, P3 in einer Geraden liegen. Xan denkt 

sich mie iin allgemeinen Fa11 die Punkte l', und P, init dem Stand- 
punkt O rerbunden und sucht zuerst die Scbnittpunkte P und & der 
Geraden LJ4 O und P, O mit der Ebene Pl P, P, P,. 

Man berechnet 
E'(P,Y,I',D) = 4(1, 2, 3, 5) 

Punkt 3' nus (c P2 P3 F )  = I 
\ Q ( P ~ P , P ~ D )  = 3(1, 2,3,4), 

Dann bestiinmen 

Gerade D F  und Y, G den Punkt P, 

Gerade Il$' und P, H den Puiikt Q, 

Gerade Pl?, und & P, den Stxndpunkt O. 
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Statt die ganze Rechnung in der Ebene PlP,1',P6 auszuführen, l6st 
man die Aufgabe zuniichst im GrundriB, worauf die dritten Koordinaten 
von P, Q und O sich ohne Schwierigkeit ergeben. 

Die beiden Kegel, welche den gefihrlicheri Ort bestimnien, zer- 
fallen in die Ebenenpaare P, P2 P, Y,, P, P, Y, und Pl P2 >,Y, P5, P, P5 P,; 
der gefihrliclie Ort ist also die gemeinsame Ebene J?,I'~P,. 

4. Ausgleichung des Standpunktes. 

Aus deni Vorausgehenden ergibt sich, daB es stets moglich ist, 
durch Ci allgemein gewahlte Raumpunkte ein Strahlenbündel so zu legen, 
da5 die Strahlen des Biindels gegebene Doppelverhiiltnises miteinander 
bilden.') Sind mehr als 6 Punkte im Raum gegeben, so ist es irn 
allgemeineii nicht mehr moglich, ein Strahlenbündel mit gegebenen 
Do~~pelverliiltriissen genau durch die Punkte hindurchzulegeri. 1:s ent- 
steht d a m  die Aufgabe, dan ails 6 Punkten gefundmen Kaherungsort 
des Bündelmittelpunkts mit Beibehaltiing der Doppelverh%ltnisse so zu 
verandeni, da5 ein moglichst genaues Einpasse~i des Strahlenbündels in 
den Haufen der Fixpunkte erzielt wird. Am zweckma5igsten wird es 
in der Regel sein, die Summe der Quadrate der Abstiinde der Fixpunkte 
von den zugehorigen Strahlen zu einem Minimum zu machen. 

Vollkommen systematisch YaBt sich djese Ausgleichung in folgencler 
Weise durchführen: Damit die Doppelverhiltnisse im Strahlenbiindel 
dieselben werden mie in der Bildebene, sucht man das Str;hlenbüudel 
und die Bildebene kollinear aufeinander zu beeiehen. Dnzu sind 4 Strahleii 
und die zugehtirigen Bildpunkte mtwendig. Man verbindet also den 
Siiherungsstandpiinkt mit 4 Objektpiinkten und schneidet dieses Riindel 
mit einer beliebigen Ebene, z. B. mit der Ebene x - O. Die Schnitt- 
punkte haben die Koordinaten Z,, die entsprechenden Bildpunkte 
die Koordinaten Sirii. Setzt man nun 

y. = I I  z . = %L(i+a~e~it%s (i = 1 , 2 , s ,  
+ a 3 +  a,l t i  + a,, 71i + 1 

so lasse11 sich ails diesen 8 Gleichungen die 8 TJnbekannten ai, he- 
rechnen. Sind die Koeffizienten u;, gefunden, so kann mari aus den 
Koordinaten &qi auel; übrigen zur Verfügung stehenden Bildpunkte 
die zugehorigen q.Zi berechnen. Verbindet man jetzt die in der 
Ebene x: = O liegenden Punkte Yi Zi mit deiii K%herungsst,andpiinlit, 
su werden nuï die zur Berechnung der a,, verwendeten Strahlen durch 
ihre entsprechenden Bixpunlïte hindurcligehen, die andern aber nicht. 
. -- 

1) Voraiisuetzung ist da.bei nilr, da6  die I~oppelverhkltuisse aus einer wirlilichen 
ode1 abgeleiteten Perspektive des riiumlichen Punkthanfens ent,nommen werden. 
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Man hat nun sowohl die Koordinaten des Standpunktes als auch die 
Koeffizienten a,, so zu veranderil, dnB die Summe der Quadrate der 
Abstande der Fixpunkte von den xugehorigen Stralden zu einem Mini- 
mum wird. 

An Stelle dieser etwas weitliiufigen Ausgleichung mit 11 Un- 
bekannten wird im nachfolgenden Zahlenbeispiel von einer andern Ge- 
brauch gemacht, die insofem nicht mehr systematisch ist, als 4 Strahlen 
des Bündels stets durch ihre entsprechenden F i x p n k t e  hindurchgehend 
angenommen werden. Dafür hat diese Methode den Vorteil, dnB sie 
riur 3 Unbekamite, nPrnlich die Verscliieburig des Standpuuktes, enthalt. 

E s  seien SI, %, G, D die Vektoreri voru N%herungssLandpunkt~ 
nach 4 passend gewshlten Objekt,punkten, und 1, 2, 3 , 4  die zugehorigen 
Bildpunkte. Man betrachtet nun die Vektoren und !ü als Achsen 
zweier Ebenenbüschel, die zu den Strahlenbüscheln 1 (2, 3, 4,. . . i . . .) 
bezw. 2 (1, 3 ,4 , .  . . i . .  .) in der Bildebene projektiv sind. Da irgend 
ein Purikt i der Bildeberie durch zwei L)oppelverh%llnisse k ,  = 1(2,3, 4, i) 
und kl = 2 (1, 3, 4, i )  eindeutig bestimmt ist ,  so l%Bt sich aus Ici und 
kJ auch die Richtung Pi des dem Bildpunkt i entsprechenden Strahles 
berechnen; man braucht nur diejenigen zwei Ebenen der Büschel 8 
und 23 zum Schnitt zu bringcn, welche mit den Ebenen SIB, SIE, %'3) 

bezw. Ba, %CS., 23% die Doppelverhiiltnisse /$. bezw. ki bilden. 
Die Ebenen des Büschels SI sind dai-gestelit durch die Bivektoren 

[S1%], [SIG], [?ID]; der letzte Bivektoï muB eine lineare Veibindung 
der beiden ersteli sein, also 

[ a % ]  + a [%CS.] = g [a%]. 

Ebenso in1 Hüschel 8 

1.8 %] + L'[B QI = p' [!ü BI. 

Zur Bestimmnng von L und 1' braucht man nur niit % zu rnulti- 
plizieren; es wird dann: 

n i e  Ehenen Bi und 23 Bi konnen in entsprechehder ITeise dargestellt 
werden durch 

['% 81 + pi [a G] und LB SI] + pi [% a]. 
Die Parameter pz und p: Sind bestirnmt durch 

a I' a , 1' 
- = 1 ,  ,=il; a. h.: u , pi = 2 .  
IL; Pi  Li 
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Der Vektor Si in der Schnittlinie der Ebenen 2I 5, und B Si ist, abge- 
sehen von der Lange und dem Kichtungssinn dargestellt durch das 
Produkt [a 8,] [a 8 , ] ,  d. h.: 

oder da bekanntlich [%!BI [BQ] = (S18Q123 ist und es auf den Zahl- 
faktor [a B QI nicht ankommt: 

Die ails den Doppelverhaltnissen der Rildpiinkte berechneten Strahlen 5; 

werden im allgemeinen nicht durch die entsprechenden Fixpunkte IF:. 
hindurchgehen. Verschiebt man den Standpunkt so, daB die Grund- 
strahlen a, %, Q, 5E auch nach der Verschiebung noch durch die ent- 
sprechenden Objektpunkte P,P, P3 P, gehen, -und behiilt man auBerdem 
die Doppelverhiiltnisse ki und 16: bei, ao gehen die Vektoren 5, in neue 
Vektoren I; über. Die Verschiebung des Standpunkteo ist nun so zu 
wnhlen, daB die Summe der Qiiadrate der Abstiinde der Yi von den 
Strahlen 3; ein Minimum wird. 

Bezeichnet man die Veranderiing des Standpunktes mit X, so g ~ h e n  
die Vektoren a, 8, &, 55 über in 2 l -  b, 8 - X, Q - I ,  3 - X ;  
die Parameten A. und A' werden zu A. (1 + X 1 S) und A' (1 + X 1 S'), 

Sind '%< die Vektoren vom Naherungsstandpunkt nach den über- 
ziihligen Fixpunkten, und die senkrechten Abstande der Fixpunkte 
von den 81, so wird 

- 

!RF?, - E + Si = l/(%, - E)":, 

oder mit Vernaclilissigurig voii Gliedern II. Ordnung: 

Diese Fehlergleichung in Vektorform zerfiillt in drei Fehler- 
gleichungen zwischen den Koordinaten. Stehen im ganzen n Objekt  
punkte und ihre Bilder zur Verfügung, so erhiilt man alao 3 (n - 4) 
Fehlergleichungen. Aus diesen sind in üblicher Weise die Normal- 
gleichiingen zii bilden und aufiul6sen. 
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5. Bestimmung der inneren Orientierung. 

Nachdcm man die Lage des Standpunktes 0' gegenüber dem Ob- 
jekt geiunden hat, ist die Bestimmung der inneren Orientieiung ledig- 
lich ein Riickwiirtseinsrhneiden in i  Raiim. Es handelt sich namlich 
um die Aufgabe: 111 der Bildebene ist eine lbeihe von Punkten gegeben 
durch die Koordinaten in einem rechtwinkligen System i'i'; gesucht 
ist im Bildraurn i ' i 'f '  ein Punkt JI mit den Koordiriaten XHD von 
der Eigenschaft, daB das Strahleiibündel von ;II nach de11 Ihldpunkteil 
kongriient wird min Strahlmbiindel vom S t a n d p n k t  O' nach den 
Bixpunkten Pi im Objektrauin ijf.  & und H sind die Koordinateri 
des Hauptpunktes A, D ist die Bildweite. Zur Berechnung von E l I I )  

ist die Kenntnis von 3 Punkten ini Hildraum und den zugehorigeii 

Fig. 5 
I 

Strahlen irn Objektiaum notwendig; die analgtische Losung Sührt aaf 
eine Crleichung 4. Grades und ist daher ziemlich 1angwierig.l) Da niin 
zur Bestimrnimg des St,:tndpunlites sçhori Ci l'unkte notwendig waren 
und die Herechnung von EU11 vorliiiifig mir die Bedeutung einer 
Siiher~ingsltisung h:tt, so erscheint es wohl gerechtfertigt, noch einen 
rierten Punk t  i n  die Iiechnuiig mit einzubeziehen. Die Aufgabe wird 
diadurch zwar überbestiniint, die L6sung dafür aber eindeutig und er- 
heblich einfacher; sie laBt sich dann zuriiçkfiihren auf ein zweimaliçes 
Rückwartscinschneideil in der Ehe11e.~) 

- - -  

1) S. Fins terwalder und IV. Sche ufele, Das Ilückw%rtseinschneiden iui 
Kaum. Sitzungsberiçhte d. K. Bayer. Akademie der Wissensch;~ften. Xiinci:en 
1903. S. 691-(514. 

2) Zur graphiaclien L6sung I~erei to angewendet in S. Firist e rwalder ,  Ilie 
geometrischcn C+rundlagcri usw. S. 31. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Es seien a, a,a,a, die Richtungen von rier Strxhlen im Objektraurn 
i j f ;  am bequeinsten nimmt man gleich die Einheitsvektoren der bei 
der Ausgleichung des Standp~nkt~es  benützten Grundstrahlen SX' = M - X, 
B ' = B - X ,  G ' = Q  - X, a '=%-X.  Man sucht dann zunachst 
die R,ichtung a, der Geraden, in 

Fig. 6 a. 
welcher sich die Ebenen a,a, und 
a,a, schneiden. Die den Einheits- 
rcktoren ai entsprechenden Punkte 
in der Bildebene i'i' m6gen wieder 
kurz mit 1, 2 ,  3, 4 bezeichnet 
werden, ihre Koordinaten mit &vi. 
Dem Strahl a, entspricht der 
Schnittpunkt 0 &ri,) der Geraden 
(14) und (23). , , , 

Jetzt denkt man sich den op- 
Lischen ?JZittelpunkt 17.1 gefunden O 

und lent die Ebenen N(014)  und 
H(023)  in  die Bildebene uni. Uie 
Umlegungen M' und M" konnen 
durch Rückwiirtseinschneiden nach 
den bekannten Punkten 014 bezm. 
023 leicht bestimmt werden, da ja 
die Wipkel a,, bei H' und Jf" aus dem Bündel der ai entnommeri werden 
konnen. Man braucht jedoch nicht die Koordinaten der Punkte Jl' 
und 31" selbst, sondern nur die Winkel g> und rp', Yig. ~ïb. 

welche die Gerade MO mit den Geraden 01 bezw. 
02 einschlieiit, sowie die Entfernurigen r,r,r, des 
Punktes M von den Rildpunkten 012. Nan be- 
trachtet nunn-iehr das Dreikant, das gebildet wird 
von den Strahlen 0171, 01 und 02. TTon diesem 
Dreikant kennt man die drei Seiten rp, rp' und 

@' - +, wenn man mit + und @ '  die Richtungen 
der Strahlen 01 und 02 bezeichnet. Infolgedessen 
lassen sich nach bekannten Formeln der spliarischen 90 

- u' 
Trigonometrie sowohl die Iiichtung 4 des Strahles 
0 8  als auch die Neigung x der Geraden O H  gegen die Bildebene 
berechncn. Daraus findet man dann leicht D, 8, 11. 

Man erhiilt folgendes Forrnelsystem: 

Gegeben sind die Einheitsvektoren a, % a, a,, sowie die Bild- 
punkte 

1 (El di 2 (12172) , 3 (E3%), 4 (14174). 
Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 55. Band. 1907. Heit 4. 2 3 
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Nan berechnet der Reille narh: 

cos 8," = a,, a, cos a,, = a, cos a,, = ri, n, ; Probe: a,, - & (a,, F d,) 

O'w = E r  -E.& sin 4, - - 170: 74 3fr i  4 4 .  ta k1 - k4 sin a,, Ti - 7 ,  "n a,,,, ' 
, go-- E 3  . sin 6?, 710 - 7s sin 82, t g 0  = - - - - - -  

Er - t g  sin a,, nr - lj3 , sin aJO 

ro = 
(Il - &)sin :e + air) - - (io - io) "n imr  + - O )  ; 

= ro cotg ; 
cos .ii> sin a,, COB ~ i '  sin 8," 

Y. = 
(71, 17,) sin (ml-!,,) - - (79 - ?lo)-sin-('ç' f 830). , r, = r, cotg w ' .  

sin ~b sin 4, si11 y,' sin d',, 

3, ff sind die Koordinaten des Hauptpunktes A; U ist die Bildweite. 
Urn die Eiiiheitsvektoren i' und i' durch die i j f  auszudrücken, 

findet man sofort ans der riiunilichen Anschauung: 

a - r u  r , a , - r , ~ , .  
j ' ( t g $ - t g @ ' ) =  --- 

6 ,  - &, 6 2  - tu 
Die hieraus bewchneten Velitoren i f  und i' werden irn allgemeinen 

weder gcnau rechtwinklig zucinander steheu, noch auch genau die 
Linge 1 haben; sie sirid daher in geeigneter Weise zu verbessern. 
SchlieBlich eihiilt man aiich f '  aus f '  = li'i'; die Eichtung der optisehen 

Achse ist - i'. 
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6. Ausgleichung der inneren Orientierung. 

Verbindet rnan den Standpunkt 0' mit allen Objektpunkten IJi, 
so erhalt rnan ein St'rahlenbündel, dessen Einheit,svektoren mit g, he- 
zeichnet sein sollen. In  gleicher Weise erhalt man ini Bildraum ein 
Strahlenbündel lji, wenn man Tom optiscben Mittelpunkt JI  aus die 
Strahlen nach den Bildpunkten i zieht. Diese beiden Strahlenbündel 
g, und Si werden aber nicht vollstiindig kongruent sein. Nan sucht 
nun eine besscre Überein~t i rnmun~ beider Bündel dadurch zu erzielen, 
daW man (las Bündel Si  sowohl durch eine kleine Verschiebung des 
Mittelpunktes M als auch durch eine kleine Drehung des ganzen 
Bündels veriindert. Am besten nimmt man diese Veriinderung so vor, 
daB die Summe der Quadrate der Abstande, welche die Endpunkte 
entsprechender Vektoren bi und gi voileinander besitzen, mtiglichst 
klein wird. Dam muB man sich allerdings erst die Mittelpunkte der 
beiden Büntlcl zur Deckung gebracht und die Vektoren gi in das 
Koordinalensystem des Bildraumes i'i 'f ' umgerechnet denken. 

Bezcichnet man' den Vektor vom Anfnngspunkt des Systems i'i 'f' 
nach dem perspektivischcn Zentrurn Jf mit D und die Vektoren nach 
den Rildpunkt'en mit 8 ,  so ist 

r, ist die Entfernung des Puriktes N Tom Bildpunkte i. Erteilt man 
jetzt dem Punkt M eine kleine Verschiebung y, so gehen die Vektoren 
bj über in 

Bi-?7J-yj 9) 9 
--- -- 

bi-'D-g, = oi - , i + (, a si) bi - 

Wird dieses Hündel in seiner Gesaintheit der Drehung U unterwoi-fen, 
so resultiert das neue Bündel 

Der ITnterschied der Vektoreil g, und 6: ist daher 
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80 erhilt man aus der obenstehenden Fehlergleichung in Vektorfor~T~ 
drei Fehlergleichungen zwischen den Koordinaten, nknlieh 
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7.  Numerisches Beispiel. 

Die Koordinaten aller zur Rechnung benützten Punkte sind in 
der nachstehenden Tabelle zusanitnengestellt. Die Koordinaten der 
Rildpunkte sind 'riezogen auf ein willkürlich angenommenes recht- 
winkliges Systeiri 5 ,  7 ;  die Koordinaten x, y, z der zugehiirigen Fix- 
punkte wurden der Originalkarte des Herrn Dr. B. F i n s  t e r w a l d e  r 
entnommen; hierbei sind die B-Koordinateii bereits in bezug a d '  Erd- 
kriimmung und niittlere R,efra.ktion verhsiiert. I)ie Koordina,ten der 

Objektpunkt,e sind in nl, die Koordinaten der Bildpunkte iri mm ge- 

-- - . - -- -- 

Hintergraslapitxe; 
Felsen am Bachufer; 
Felsgipfel südl. d. Kessclwaridsp. 
Schwarzwandspitze; 
Felsgipfel siidostl. d. Hoch- 

vernagtsp. 
Fels auf d. rechten Seite des 

Vcrnagtgrabens ; 

I I  

Felskuppe ostl. rom Fluclitkogl ; 
Kasselwandspitze; 
Fels auf d. rechten Seitc des 

Vernagtgrabens; 

11 > 
Felsgipfel nordtistl. d. Kessel- 

wandspitze. 

Der Niiherungsstandpunkt wurde bestimmt mit Hilfe der I'unkte 

Für  die Ausgleichung des Standpunktes wurden die Punkte 1 ,2 ,3 ,4  
al8 Ginndpunkte angenommen; die Grundstrahlen des Bündels im Objckt- 
raum sind daher (Einheit = 1 km): 

2 = 3,0600 i - 1,6425 i + 0,7830 f 
8 = 0,6098 i - 0,1077 j - 0,1346 f 
Q = 4,0318 i - 0,2327 i + 0,7785 E 
% = 4,8357 i - 3,4656 i + 0,9220 F. 
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Hanpt- 
3 10 13 9 punkt 1 4 5 

1 1 I 

i 
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Das Koeffizient'eiische111a der Normalgleichuiigen wird: 

IIieraus ergelieri ~ i c h  fur die Iiornpo~ieriteii des Verschiebungsvektoi.~ 
X = X,i + X,i $ X3f die Werte: 

XI = + 0,00019 t 0,00153; 
Hed~izierle Fehlcrquadrüt- 

,Y, - + 0,0001ti + 0,00118; 
sumnie = 0,00037170. 

X, = , 0,00020 ' 0,00056; 

Die Koordinaten des verbesseitcii Standpunktes sind also: 

x; = 3473,39 m + l,53 m; x;, = 9169,titi ri1 + 1,18 ni: 

Die iibrig bleilienrlen E'ehler vor und nach dei. Ausgleichiirig fiind 
RUS folgender Tabelle ersichtlicli (Einheit 1 m). 

- -- 

4 
u vor der A u ~ ~ l e i c h u n g  
a 
El 

- 

z f z  f, f z  

- '  
n ~ - 5,l 
6 - 0,4 
7 - 0 , l  
8 

ion + o,6 
11 -1,s 
12 - 0 , Y  
13 ; l  --(y3 

- - -  - 

nach der Auogleichiing 
.-- ~~ ~~~ -- 

fz 
- 

f '  f* 
-- - --- 

-- - 

- 2,9 -3- 16 
- 0,9 1 - 3,s - 1,2 

l 
- 1,6 i 0 , 5  

- 3,l - 6,6 - 2,2 
+ $5 + 11,2 - 1,5 
- 0,9 + 3,4 - 1,O 
- 1 7  - O - 1,4 
- i,o i - 4,3 - 1,2 
- 2,o 1 - 5,3 - 2,1 

l 

Znr angeiiiiherteii Bestiniinung der inneren Orientieruiig wurdeii 
wieder die Punkte 1, 2, 3, 4 rerwendet. Die Logarithmen der Bom- 
ponenten der Vektoren ai sind 
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Man erhiilt schlieBlich für die innere Orientierung 

X = + 1,70 m m ;  H = + 36,56 m m ;  D - :114,37 mm; 

sourie die Transformationsformeh: 

i i 

1 - 0,90261 4- 0,40709 

Die Ausgleichung der inneren Orientieruug ergibt für die Normal- 
gleichungen das folgende Koeffizientenscherna; dabei wurde für die 
Koordinaten des Bildraumes 1 m als Einheit gewiihlt. 

- 111,8061 - 2,8251 - 13,0746 0 + 37,3906 - 3,2316 - 0,003936 
t 115,3628 - 8,4674 - 37,3996 O + 4,8503 - 0,166603 

+ 10,7649 + 3,2316 - 4,8393 0 - 0,021575 
1 12,1800 - 0,340i 1,5277 + 0,052078 

1 12,5772 - 1,0159 0 , 0 0 0 8 5 9  
+ 1,2428 + 0,002094 

+ 0,00035211 
Lhe L6surig ist 

Y, = - 0,00426 + 0,00274; fiTl = + 0,02852 0,00933; 

Y, = + 0,01126 + 0,00299; 0; = + 0,01401 0,00834: 

q, = + 0,00346 ) 0,00065; J = 0,01033 t 0,00153. 
Reduzierte Pehlerquadratsumme = 0,00006868. 

Die endgültigen Koordinaten des Hauptpunktes Sind 
H I  a = - 2,4C mm + -- 2,74 mm; I I ' =  + 47,82 mm + 2,!19 mm; 

und die verbesserte Bildweite ist 

Infolge der Drehung U gehen die Vektoren if, i', f '  über in 

s': i' + lui' s'= j ' +  ui' ,QI= f ' +  Uf'. 

Kach geeigneter Iieduktion bekommt man daher die Transfonriations- 
formelri: 

i 
- 

9' ~ - 0,39389 

2' - 0,16681 
R '  ' - 0,90389 
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Die R,ichtiingskosi- 
nus der optischen Achse 
sind : 

u,=+0790389 i0,00303 

~~,=-O739319~0,O0'i7i 

y,=+0,16848 50,00933. 

Der Schnittpunkt 
der durcli den verbesser- 
ten optischeil Mittel- 
piinkt in der llichtung f 
gezogeneii Geradeii illit 
der Bildebene 3'2' ist' 
der Sadir bezw Zenith 
des TZildes; die Koordi- 
naten desselben sirid: 

& = W72i  min; 

7; = + 1906,34 mm. 

Die Neigung des 
Horizontes gegen die 
f - A c h e  ist 

0,03110 + 0,00172 

- tg(1°4G'53"+ 5'55''); 

die Koordinaten des 
Schnittpunktes des 110- 
rizontes mit der IIaupt- 
vertikalen endlich sind 

E ,  = - 0,78 mm: 

q,, = - G,4S niiri. 

Liechnet inan das 

Bündel t); in das System 
i j f um und ve~gle icht  
es dnnn mit dem Bün- 
del g,, so e r h d t  man 
folgende Tabclle: 
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Theorie der  sogen. konischen Pendeluilg der Geschosse. Voii G. v. GLEICB. 363 

Beitrag zur Theorie der sogenannten konischen Pendelung 
der Geschosse. 

Von G. Y. Grmcrr in Frankfurt a. 31. 

Einloitung. 

c h e r  die sogenannte konische Pendelung roticrender Langgeschosse 
ist zw-ar schon manches geschriebeil rroiden, aber trotzdem wenig Zii- 
verlassiges bekannt. E s  liegt dies vor allem daran, daB die unmittel- 
bare Beobachtung dieuer Bewegnng iii den meisteri Fiilleri eehr schwer, 
wo niclit unm6glich ist. Das einzige zahleriniiiflig Ziigiingliche war 
bis jetzt im Grunde genommen die Wirkung der konischen Pendelung 
d. h. die Seitenabweichung, und um diese beiden Vorgiinge in Ver- 
bindung zu bringen, mangelte es an der notigen Entwicklung der 
Theorie. DaB diese in so anffiilliger Weise zurüçkblieb, liegt wohl 
daran, daB dcm Mat'heniatiker und Physiker vom Fach der Gegenstand 
zu fern steht. Der Pralitiker auf der arideren Seite iut befriedigt, weriii 
er die Seitenabweichung diirch eine empirisdie Interpolationsformel 
dargestellt eieht: an ihrer theoretischen Begründung lie@ ihm wenig. 
Erst r o r  nicht allzulanger Zeit hat sich Herr Geh. Ilegierungsrat Pro- 
fesser Dr. C. C r a n z  irn 3. und 4. Hcft des 43. Jahrganges dieser Zeit 
schrift des ~orliegenden Gegenstandes eingehender angenominen. Diese 
Abhandlung war auch die Veranlassi-mg für  die nachfolgende Unter- 
suchong, die ursprünglich von den durch Professor Dr.  C r a n z  ge- 
schaffmeri Grundliigen aiisging, sich aber dann doch von seinem Ver- 
fahren entfernte und schlieBlich zu ganz anderen Forrneln gelangte. 

Den bisherigen Stand der gesamten Fra.ge hat  inzmischen R e r r  
Professor C r a n z  seinem Referat über Ballistik in der Enzyklopadie 
der mathematischen Wissenschaften (Bd. IV. 2 Nr. 18. 3h)  übersichtlich 
skizzicrt, ohnc jcdoch au£ eirie Theoric naher wlnzugehen. Als Erkl i rung 
der Seitenabweichungen des Geschosses zieht e r  in erster Linie die so- 
genannte ,,Kreiselwirkung", in zweiter Linie die ,,Polsterwirkung" und 
die ,,Wirkung der mi t  dem GescfioB rotierenden Luft" herbei. E r  kommt 
aber selbst zu dem Schlusse, daB die erste Wirkung bci weitem vor- 
herrschen rnüsse. Ich niochte glauberi, daB die beideii arideren Nr- 
kliirungsweisen überhaupt nicht aufrecht erhalten werden konnen. Das 
Naçlifdgeride EiefaBt sich düher zuriachst nur  mit der ,,KreiselwirkungU, 
zieht aber ,,die Wirkung der mit, dem GeschoB rotierenden Ilnft" nachher 
in anderer Weise in Retracht. 
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364 Beitrag znr Theorie der sogenannten konischen Pendelung der Geschosse. 

A n f  die vielfach recht oherfliichlichen Theorien, die anderwiirts in 
der Literatur aufgestellt worden sind, glaube ich nicht besonders ein- 
gehen zu sollen. Die rein spekulativen Erkliirungsweisen gehen meist 
von ganz millkürlichen, unbewiesenen Voraiissetziingen aus: ein so ver- 
wickeltes Problern IaBt sich aber unmoglich ohne Rechriung durch 
bloBe Schlüsse losen. 

Zuverl%ssiper sind die bis jetzt gemuçhten Beobachtungeri u n d  
zwar vor allem 1. die des Herrn Geh. Regierungsrats Professors 
Dr. Neesen1), monach sich die GeschoBspitze zunzchst hebt, danu nach 
rechts und abwiirts aendet, 2. die des damaligen IIauptmanns jetzigen 
Oberstleutnants H e  y d e n r  e i c h :  ,,die Pendelungen beginnen kleiil und 
rasch und werden schlieBlich grG8er und larigsamer: sie sirid uni so 
kleiner je starkei der Drall, dagegen ist die Seitenabweichung uru so 
@Ber je stiirker der Drall". Professor Cranz, dessen Cntersuchungen 
die genannt'en Beobachtungen eritnommen sind, findet hierin zunachst 
Widersprüche, die er aber in der weitcrcn Behandlung im wesentlichen 
beseitigt. Mit Recht hebt er vor allem hervor, daB zweierlei Arten 
von GeschoBpendelungen zu unterscheiden seien, namlich die Pfazeusions- 
und die Xutationsiiewegunge~i. Ganz iihnlich %uWert sich z. B. aiich 
E. V a l l i e r  S. 12 und  13 seiner 1899 erschienenen ,,Balistique exte- 
rieure", indem er einer Priizession von liingerer Periode eine Nutation 
von kürzerer I'eriode gegenüberstellt. Allein einen Zusammenhang mit 
der Seitenabweichung stellt Vallier analytisch nicht her, vielmelir sagt 
er S. 68: La solution analytique- du problème de la dérivation est 
d'une telle complication qu'elle ne semble pas pouvoir être jamais mise 
sous une forme vraiment pratique. E r  beschriinkt aich d a r d ,  eine 
Interpolationsformel von Ma y e w s k y anzuführen, iihnlich wie Professor 
Craiiz eine solçhe von H é l i e  auf S. 234 der Erizyklopiidie gibt. 

Auch I'rofessor Cranx  hat es in  den zu Anfang erwahnten 
Untersuchungen nicht unternommen, zur Darstellung der Seitenab- 
weichungen überzugehen. Ich bin fast geneigt ï,u bezweifeln, ob dies 
mit den dortigen Formeln überhaupt zu leiçten ist. Denn es ist von 
vornherein wenig wahrscheinlich, daB x. B. beim Geschütz C / 7 3  die 
Amplitude der l'riizessionspendelungen bei 4500m bereits etwa 41° 
betragen sou, wie Professor C r a n z  angibt und selbst als ziemlich un- 
sicher bezeichnet. Triife dies zu, s~ würde wohl auch auf weit kürzere 
Entfernungen jede SchuBpriizision aufhoren müssen. Nun kann auch 

1) Erst lange nach Beendigung dieser Studie kam mir  ein kurzer Aufsatz 
des 11errn Oberstleutnant He y cl e n r o i c  h ,  S. 576  der kriegstechni~chen Zeit,schrift 
1905, zur Rand, wonach in Balde die Veroffentlichnng weiterer photographischer 
Messungen von Prof. Dr. N e e s e n  zu erwarten ist. 
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Von Q .  v. GI.EICH. 365 

die nachfolgende Unte rs~c l iu r i~  die Seitenabweichung selbst noch riiclit 
scharf durch einen ,,wirklich praktischen Busdriick" rlarstellen, viel- 
mehr glaube ich in derselben gerade den Grund, warum dies nicht 
rnoglich ist, naher erliiutert zu haben. Immerhin aber ist der Versucli 
gemacht, konische Pendelung und Scitenabweichung durch begründete 
Formeln in gegenseitige Deziehung zu bringen und dieser Versuch 
liefert für das Geschütz Cl73 nahezu genaue Überein~t i rnniun~ mit den 
Beobachtungen, d. h. mit Daten, die lediglich aus der SchuBtafel ab- 
geleitet sind. Ich muB es anderen iiberlassen, die Formel auch an 
weiteren Geschützen zu erproben, da mir hierzu nicht die notige Zeit 
zur Verfügung steht. 

Die mehrfach erwiihnte hbhandlung von Professor Cranz  ver- 
zichtet grundsiitzlicli darauf, die analytisclien Ausdrücke für die Be- 
wegung der GeschoBachse zu entwickeln. Die Heranxiehung der griind- 
legenden Arbeiten von K l e i n  und S o m m e r f e l d  steht mehr nur in 
einem losen Zusammenhang mit dei eigentlichen Methode, we!che die 
Erscheinung in Intervalle zerlegt und die Rechnung lediglich numerisch 
durchführt. E s  ist dies gewissermaBen ein Analogon zur Methode der 
,,spezicllcn Storungen" in  der Astronomie; allein in bcidcn Piillcn ist 
das Verfahrcn nicht nur ungemein ermüdend, sondern vor allem muB 
es so iirimer ausgeschlossen bleiben, die Seitenabweichung aus der 
koqischen Pendelung abzuleiten. 

Die Gründe, die dort zum rein numerischen oder Lgraphischen Ver- 
fahren führten, sind einmal die Verwickeltheit der Luftwiderstands- 
funktion, deren Form man ja eigentlich immer noch nicht kennt, und 
zweitens der anscheinend noch schwerere Übelstand, daB sich der 
EinfluB de; GeschoBspitzenform auf den Luftwiderstand weder theoretisch 
noch praktisch lois jetzt streng genug ermittelu lieB. Es wird sich 
indes zeigen, daW Irian selbst mit den bisherigen oberfliichliuhen Kerint- 
nissen vom 1,ufhviderstand gegen geneigte Flachen der endgiiltigen 
Losung des sehr verwickelten Problems auch rein analytisch naher 
kommen kann. Die erste Schwierigkeit kommt weit weniger in Betracht, 
da man die unbequeme Funktion durch einen sehr einfachen Kiinst- 
griff eliminieren kann. 

1. A b s c h n i t t .  

Bestimmung der Komponenten des Luftwiderstandes. 

Es ist xwar heute allgemein angenommen, daU der Luftwiderstand 
beim schiefen Auftreffcn auf ebcne Flachen sich keineswegs durch 
eineri einfachen Ausdruck in Funktion des Auftreffwinkels darstellen 
laBt. Wie z. B. aus der Enzyklopadie der mathematischen Wissen- 
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schaften (Band I V  2. Nr. 17. 9. F' insterwalder ,  Aërodynamik) eu 
ersehen ist, sind eine groi3e Anzahl empirischer oder theoretischer ab- 
geleiteter Formeln aufgestellt worden, die unter sich durchaus nicht 
iibereinstimmen. AuBerdem (vgl. a. a. O. S. 169) gilt es gegeriwirtig 
allgemein fiir unzuliissig, den Widerstand eines beliebig gestalteten 
Korpers aus dem Widerstand des Flàchenelcmcnts durch Summation 
über die Oberfliiche zu ermitteln. Deshalb müBte man eigentlich, wie 
Prof. C r a n z  mit Recht hervorliebt, zur Bestimmung des Einflusses der 
Spitzenforni auf Grund üusgedehriter Versucbe lediglich empirische 
naten zur Anwendung bringen. Allein solrhe gibt es fiir grnBe Ge- 
schwindigkeiten iiicht oder doch nicht in  geiiügendem Umfang. 
Prof. Cranï;  ging daher auf die Forinel zurück, die K u m m e r  (vgl. 
Berliner Abhandlungen 1875 u. 1876) aufgcstellt hat. Er interpolicrte 
zwischen den für eine kegelformige und halbkugelfürmige Spitze von 
K u m m e r  gegebenen Werten; ich halte dies doch nicht fiir ganz un- 
bedenklich und war vielmehr der Ansiclit, der Wahrheit etwas niiher 
kommen zu konneri, i d e m  içh von vornherein die Rechnung für Ge- 
schosse mit Ogivalspitzen beliebiger H6he dnrchführte. Unter Ogival- 
spitze ist der durch Umdrehung eines halben Kreissegments enstandene 
Rotstionskorper zu verstehen. E s  blieb dabei allerdings nichts anderes 
übrig, als die verponte Summation über die Oberfliiche auszuführen 
und eins der einfachen Widerstandsgesetze - namlich das von 
N e w t o n  - zugrund zu legen. Die liechnurig ist zwar etwas ein- 
fiirrnig, aber es erscheint aus einem bestiminten Grundc doch er- 
forderlich, etwas niiher auf sie einzugehen. 

Wenn die GeschoBoberflache der Gleichung 

(1) f ( x ,  Y >  8 )  = 0 

genügt, dmn sind ilaçh bekaimten Formeln die Iiichtungskosinus der 
E'liiçhenriorruale 

Nennt mail die Richtungscosinus der Flugbahntangente des Geschosses 

COS (21, x), cos (o, y), cos ( i l ,  8 )  

und w deii Winkel zwischen der nach auBen gezogenen Kormale der 
GeschoBobertLche und der Rahntangente, so ist 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von G. v. GLEICII. 367 

1st ferner W der Widerstend, den die Flacheneinheit bei senkrechtem 
AuftrefYen des Luftstroms erleidet, so erhiilt ein Fliichenelement d J  
in Richtung der nach auBen gezogenen Normale den Uruck 

Unter Zugruiidlegung des Newtonschen Gesetzes ist hierbei 

i5) g?(w)  = COS' m. 

Zerlegt mail den Druck nach den Koordinatenachsen, so folgt 

rr, = - Wcp(w)d J . cos in, 2) 

(6) w, = - Wsp(w)dJ. cos (H, y) 

21iz = - T V y  (w) d J . cos (pz, 2). 

Durch Integration über die vom Luftvtrom getroif'erien 'l'eile der 
GeschoBoberfliiche erhalt man die Komponenten S, Y, Z des Gesamt- 
widerstandes. 

Legt man nun den Koordinatenanfang in die Mitte des GeschoE- 
bodens, die positive x-Achse in die GeschoBachse, die positive Y-Achse 
derart, da0 die Flugbahntangente in die XY-Ebene zwischen die beiden 
genannten Acheen fallt, endlich die 2-Achse senkrecht dnzu nach auf- 
wiirts, su wird 

(7) ' COS (v, x) = COS ci cos (v, y) = sin a cos (c, 2) = 0, 

wenn man den Winkel zwischen der Rahntangente und der GeschoB- 
achse mit cr bezeichnet. 

Damit wird (3) zu 

(8) cos w - (n, x) . cos cr + cos in, yj  . sin ci. 

Die Komponente X des Gesamtwiderstandcs fdlt in die GeschoB- 
achse, die Komponente Z wird gleicli Null, die Komponente Y endlich 
greift in einem Punkte der GesdioBachse an, der ofleribar zugleich der 
Anpiffspunkt der Resiiltanten des Gesamtwiderstandes k t .  E r  wird 
im allgemeinen nicht mit dem Schwerpunkt zusammenfallen. Bei den 
iiblichen Langgeschofisen Liegt der Angriffspunkt meist, zwischen Spitze 
und Schwerpunkt, es müBte denn im GeschoBinnern eine gauz abnorrrie 
Massenverteilurig vnrhanden sein. 

Nennt man also die Koordinate des Arigriffspunktw t,, die des 
Schwerpunktes E,, so ist E ,  > go. 

Für jedes einzelne Klement der GeschoWoberflictie hat der zugehorige 
Angriffspunkt natürlich im allgemeinen eine besondere Lage. Vornus- 
gesetzt, men kennt fur jcdes Blachenclement die Lage des zugehorigen 
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Ar~griffs~unktes, mit anderen Worten: die x-Koordinate des Angriffs- 
punktes fiir ein beliebiges Fl~chenelement sei 6, so findet man die 
Koordinate E, des Bngriffspunktes der Resultanten durch die GleicTi- 
setzung der entsprechenden Drehmomente aus 

was ohne weiteres aus der zweiten Gleichung (6) t'olgt. 

Da Geschosse Drehungskorper sirid, ist die Einfiihrung von Zylinder- 
koortiinaten vorteilhaft. Xan setzt: 

damit wird die Gleichung der Meridiankurve des Rotationskorpers in 
Cartesischen Koordinaten 

(11) p - F(x) .  

Offenbar ist das E'lachenelernent 

und es wird die Gleichung (1) zu 

0 3 )  f = [F(x)]' - y2 - Z' = 0. 

Durch partielle Differentiatioil und mit Hilfe von ( 2 )  und (10) 
folgt 

d Q d x d x 
(14) cos ( n ,  x) = d s ,  COS (H, y j  = - cos qds, COS ((n, 2) = - sin ZJJ . 

a s  

Mit Hilfe dieser Ausdrücke werdeii die Gleichungen (6) und (8) zu 

lx = - ~ ~ : / 8 l ( w ) g d e d d  

] Y =  + wfrY, cos dld+ds, 

und weiterhin kommt 

COS rcl - cos a (1 e 
d s 

d z  
sin <r. cos @ 

d i  ' 
wie auch Professor Cranz in seinem Koiripendiurn der Ballistik angibt. 
3 s  ist offenbar 

d z  
= - sin (TL, xj. 

d .F 

Denkt man siçh in einem Punkt der Meridiankurve die riormale 
nach innen gezngen, so ist ihr Schnittpunkt mit der G~schoBachse 
offenbar der Angriffspunkt des Widerstandes, der auf das irn betrachteten 
Punkte der Meridiankurve gelegene Plachenelement wirkt. Die X-Koor- 
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dinate dieses Angriffspunktes ist, wie aus einer elementar-geometrischen 
Betraclitung sofort folgt, 

(17) 5 = z - @ cotg (n,  IL.). 

Hiermit wird die Formel (9) zu 

Mit Hilfe von (15) bestimmt sich hieraus sehr einfach ta, die 
Hoordinate des Angriffspunktes des Gesamtwiderstandes. Indessen hedarf 
man diescr nicht unmittelbar; viclmehr benotigt Inan, wie wciter iinten 
gezeigt wird, statt dessen die GrGBe 

wo & die Koordinate des GeschoBscliwerpunktes ist. Der Aiisdruck U 
ist offcnbar das durch sin a: dividierte Drehmomerit um die Z-Achse, 
das seine Entstehung dern Urnstand verdankt, daB der winkel a: zwischen 
GeschoBachse und Bahntangente nicht irnmer gleich Nul1 bleibt, d. h. 
U ist die Ursache der konischen Pendelurig. 

Rei der Auswertiing der Tntegrale Y und Y ist es notig, genau 
auf die Vorzeichen zu achten. Da laut Voraussetzung f a  > &, und da 
cp(m) notwendig positiv ist, muB w, (in Formel (6j) entgegcngesetztes 
Zeichen haben, je nachdem cos+ positiv oder negativ ist. Kommt 
man überein, wy positiv anzusetzen, menn es bestrebt ist, deil Winkel 
u zu vergroBern, so muB man die bezüglich + genommenen Integale  

A m 
zwischen der unteren Greme + = - und der oberen @ = + positiv 

'z 
ansctzen, dagcgcn negativ zwischen der unteren Grenze 1 ~ ,  = + und 

72 der oberen ?1i - - . Ein Integrieren zwischen den Grenzen O und 2,2, 
2 

au dem man leicht verleitet sein kGnnte, würde zu Irrtümern führen. 
Die Integrationen (15) und (18) müssen nun iiber den tatsachlich 

Yom Luftstrome getroffenen Teil der GeschoBoberfliiche erstreckt werden. 
;Man findet die Begrenzungskurve dieses Teiles offenbar dadurch, daB 
inan paraIIel zur Flugbrthntangente Tangcntencbenen an die GeschoB- 
oberiiiiche legt oder was dasselbe besagt: die Punkte der Begrenzungs- 
kurve sind dadurch bestimmt, daB in ihnen die Flichennormale mit 
der Bahntarigente einen rechten Winkel bildet, d. h. sie geriügen der 
Redingiing 

cos (n, zj cos a -1 cos (rz, y) sin cx = 0, 
oder weil 

cos (n, y) = sin (H,, x) . COS q 
Zeitsïlirift f. Mathematik u. Yliysik. 5 5 .  Band. 1807. Hett .i. 2 4 
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ist: auf der Begrenzungskurve hat + den MTert bestimmt durch 

(20) cos - - cotg CL . cotg (n ,  x). 

In den Punkten, für die diese Gleichung keine reellen Werta für 
$J liefert, trifft die Luft auf den gesarnten Umfang des Geschosses auf. 
Dort ist daher unter Beachtung der obigen Bemerkung über die Vor- 
zeichen in bezug auf 1 ~ ,  rings herum zu integrieren. Dies iat der Pal1 
für > a, wenn der Winkel zwischen der Normale und der g-Achse 
(S. Formel (11) und Fig. 1.) mit /3 bezeichnet wird; es ist niimlich 

1. 7c * (Yb, x) = 2 - p .  

Andernfitlls (bei P < C L )  fnlgen die 
Integrationsgrenzen bezüglich 7+!~ aus der 
Bedingungsgleichung (20). 

'\, Bei den Geschossen mit Ogival- 
\ '\ 

:;B % spitze eignet sich, wie aus der Fig. 1 
herrorqeht, der Winkel B auBerdem ï u  - 
einer bequernen Koordinatentransbr- 
mation an Stelle der in (11) vorkom- 
menden Cartesischen Koordinaten Q 

1 und x. 
Die Integrale Y und Ys entwickeln 

sich für den zylindrischen Teil des Ge- 
schosses, dessen H6he 1 b  sei, ohne alle 
Unbequemlichkeit. E s  ist dort 

M X - R  O N - h  cos ( r b , ~ )  = O, sin (n,x) = 1 ;  
X N  = R cos 7 OS = 6, 
PQ - E O A  = 6,. aus (20) folgt 

N Q  = a COS = 0, 

It z 
d. h. es ist bezüglich + st'ets nur von - Y bis + Y zu integrieren; 

an Stelle der Variabeln g tritt die Konstante r, wenn man das Kaliber 
mit Zr bezeichnet. 

So findet man hier sofort 

XCY1. wird wegen cos (n,x) = O gleich Pu'ull. 

Unbequemer ermitteln siçh die auf die Spitze hexüglichen 
Integrale. Nennt inan deri Winkel an der QeschoUspitze y und führt 
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statt x und Q die neue Variable B ein, so wird, wie man sich an 
Fig. 1 leicht überzeugt: 

I 
x = B sin p + h p = R(cos p - cos y) dx = R cos /?dp 

d e  = - R sin BdP 

(23) cos a = sin a! cos (cos + + e r )  

wenn u = cotg a ! .  tgp 

E = x - g t g p = R c o s y t g p + h .  

Daniit wird . 

YS, = W sin" R2 (cos @ + u ) ~  COS $d+ cosY P (cos - cos Y) d p  J- 
c o s + + e c ) 2 c o s $ d ? C , ~ c o s 3 ~ ( c o s ~ - c o s y ) d p .  

Die Iriteg~ationsgrenzen sind durch die Gleichung (20) bedingt; 
man muB bei der Spitze zwei Zonen unterscheiden, eine obere, fiir die 
B >, a, und eine untere, für die p 7 u ist. In der oberen verschwindet 
das bezüglich $ ausgeführte Integral: 

weil - 
,J&) d @  - j fW  

- n p  +ni2 
zu bilden ist. 

In der unteren Zorie sind die Integrationsgrenzen +, und @,, wobei 
n îI ?L 

stets +l < - uncl vi > + -< k t .  Setzt man G = Q p  - - = - - - +L, 
2 2 

so wird cos + = - sin a, also 

(25 a) s i n ~ = c o t g a . t g f i = u .  

Für die untere Zone ist also bezüglich @ zu nehmen: 

Bezüglich B ist in der unteren Zone natiirliüh von O bis P zu integrieren. 
Die Ausführung der R,echnung bietet keine wei t~ren  Schwierig- 

keiten, ist indessen etwas umstandlich und würde hier zu vie1 Baum 
beanspruchen. Man findet bis einschliel3lich xur 5. Ordnung in sin a: 

(26) YS,= WR' - ( t u ( 1  + sin") + + n cos sin a - t cos y (6 + 274 sin'a 
fi + + cos y ('," + z) sin5 n - ($ + -, cos y) sin or COS ol 
" 

5n sinScr +(:if;) sin%.oosor- (++:) s in5acosa-2( l -cosy)  (++=) G; 
7n  sin6a - 2(; cos ./ - ~ ) ( p  + -) - i  -...] 

36 fi4 COB a. 
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i J )  
sin4 ci 

- J cos y sin2 a cos a cos y ifl + - sini a eosa - 2 (1 - cos Y) (t: + T) 

Samtliche Integrale (24), (26) und (27) werdeli, wie es ganz augen- 
scheinlich sein inuB, für a! - O ebenfdls gleich Sii11. Dnsselbe ist bei 

W-Co .Y Cl = -. - -- 
sin a: 

dei- Fall, denn es wird im ersten Glied von lTyLs, der Ausdruck (L a)ct 

gleich 1. Dn man ohnehin in den auf die untere Zone der Spitze be 
züglichen Integralen die Glieder Gter Ordnung in a vernachliissigt hat, 
kann man obige Ausdrücke noch vereinfachen, indem man fiir a und 
cos CL Beiht?rierit~,icl;liinge~~ nach Potenzen von sin cr einset~t .  

Es wird 
n 

(28 )  Y=YG,, +Ya,= W h r  siu2 a + 1 ~ ~ ' [ ( 1  -co*.y) (: - K) sin'a 

+ (:::O - ,", n - 3-6 COS y + 1992 n COS y) sin4 a. 

Un1 TV zu bestimmen ist es am einfachsten, die Komponente X fiir 

cl = O zii eïmitteln und den erhslterieii Auodruck mit den ernpirischen 
Formeln fiir den Liiftwiderstand zu verglrichen. 

Einc ganz nnaloge Rechnung, wie die bezüglich der lntegrale 1' 
und 7F liefert namlich: 

(30.) X, = (1 - cos y )  (1 + + COS Y )  1.' n. TTr. 

Nun gibt die Enzyklopiiclie der mathematischen Wissenschaften 
Band IV. 2 Nr. 18. (Cranz,  Ballistik S.  195) abgesehen vom Koef- 
fizieriten der Luftdichte, der hier rerriachlissigt wird, für X in kg pro 
Quadratmeter folgentle Ausdriicke: 

I X = r2n , /'(2j) 

f ( v )  - 0,0140u2 f i i r  v = 50 bis v  = 240 m!sec 

f ( v )  - 0 , 0 0 O i ) 5 ~ 3 4 ~ ~  ,, = 240 ,, u - 295 ,, 
., 7 - f ( v )  = O,O(% 709?;\, 2; = 293 ,, - ;> i :> ,, 1 1 s ~ .  
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wobei dieselbc Spitzenform zugrunde gelegt ist, wie die, für welche 
hier die Hechnurig durchgeführt wird. E s  ist dabei v die Geschwiiidig- 
keit des Geschosses; man hat  daher zii setzen 

1 Tt '= -- -- f (u )  . 
(1 - cos y)( l  + 3 cos y) 

Will man bei 1' - Formel (28) - die seitliche Beschleuniguiig 

erlialten, so ist mit - zu multiplizieren, wobei g die R e s ~ h l e i i n i g u n ~  
P 

der Schwerkraft, p das GeschoBgewicht in kg ist. Analog ist zur 
Restimmung des Drehrnonlents T /  noch mit g zu multiplizieren (vgl. 
z. B. K o h l r a u s c h ,  pakt ische  Physik 9. Aufl. S. 541). 

Damit wird z. B. fiir die Granate C/73, bei welcl-ier') 

p = 7,5 kg r = 0,044 m cos y = 0,742 h = 2,92 r 5,  = 2,25 r 

ist, die Beschleunigung des Schmerpunkts senkrecht zur GeschoBachse: 

und d m  Drehnioment: 

\ cT= g r 3  (19,l sin a - 0,50 sin2 CL + 165,o sin" n + 0,39 sin' u - 1  24,2 sin5 a) . f'(v) 
J \a= (O,,, sin o - 0,017 sin2 a + 5,48 sinJ a + 0,013 sin4 a + 0,816 sin%() f'(v). 

Hierbei ist A das Tragheitsmornent um die ,,QuerachaeU d. h. eine 
senkrecht zur GeschoBachse durch den Schwerpunkt gehende Achse, 
das etwa = 0,025 k g . m 2  betriigt. Da es durch I l echur ig  riicht geriau 
zu ermittelii ist, sind die obigen Zahlen-Koeffizi~nten nur als rohe 
h n a h e r u n g e u  zu betracliteri. Sie geben indes weriigsteiis einen Auhalt 
bezüglich der GriiBenordniing. U m  somit nochmals die Ergehnisse 
kurz zusaminenfassen: die Widerstandskoinponente seitlich zur GeschoB- 
achse TVs ist grgrben durch Formel (28), der Ausdruck 

(g - $)W, (, = - - - - - 

sin ir 

durch Formel (29). 
neide Austlriicke lassen sich konveigmt iiach den Potenzen von siri a 

entwickeln - (32) und (33) --, jederifalla für kleinere Werte  von a, 
die hier allein in Betracht kommen. Beide Ausdrück werden für a - 0 
ebenfalls gleich Null. Damit ~ t e h e  ich allerdings irn Gegensatze zu 
Hei-rn Professor C r a n z ;  denn in dcr Tabelle I I I ,  die dieser seinen 

1) Mit Absicht is t  ein ausrangiertes Ceschütz zugrunde gelegt 
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[Jntersuchungen beifiigt, hat U für a! = O einen endlichen Wert; allein 
es scheint mir dies auf einem Versehen in den Kummerschen Formeln 
zu beruhen, die Professor Craqz  offenbar nicht selbst nachgeprüft hat. 
Wahrscheinlich ist dort nicht darauf geachtet worden, für welche 
Plachenelemente der Widerstarid eine VergrtiUerurig, und für welche er 
eine Verkleinening des Wiiikels a: zur Folge hat. Bus diesem Grunde 
glaubte ich auf die Herleitung der Formeln naher eingehen zu müssen. 
DaB die ermittelten Koeffizienten bezüglich ihrer Genauigkeit nur einen 
sehr bedingten MTert haben, dessen bin auch ich mir wohl bewuBt. 
Aber selbst bei ,,strengeren(' Widerstandsgesetzen, die inan künftig 
finden konnte, rnüBten doch wohl in analoger Weise die Fiinktionen 

und C sich nach steigenden Potenzen von u oder sin a entaickeln 
lassen; speziell müBte 

sein, und zwar kaine auch hier kein von a! freies Glied Tor. Es wird 
auch die Annahme berechtigt sein, daB für die in Betracht komnienden 
Werte von a: die Reihe für U stets konvergiert; für den allgemeinen 
Fa11 eines beliebigen Luftwiderstandsgesetzes liiBt sich dics natürlich 
ohne weiteres nicht beweisen. NB wird ~ i c h  aber spater herausstellen, 
daR die Koeffizienten ai in (34) gar nicht die ltolle spielen, die man 
ihnen theoretisch von vornherein zuschreiben muB, um sicher zu gehen. 

2. A h s c h n i t t .  

Ableitung der Differentialgleichungen für die Bewegung der 
Gesch oflachse. 

Bei der Ableitung der Differentialgleichurlgei1 folge ich iin wescnt- 
lichen Herrn Prof. Cranz.  E s  kommen die bekannten Eulerschen 
Rotationsgleichungen zur Vermendung, mie sic mit Vorteil stets zur 
Hestimniung der Hewegung der Erdachse verwendet worden sind. Da- 
g q e n  hielt ich es für erforderlich und nützlich, mehrere kleine GrijBen, 
die Prof. Cranz  vernachliissigt, in den Bormeln beizubehalten. Auch 
glanbte ich bei der Integration anders verfahren zu sollen und habe 
mich hier P o i s s o n  nicht angeschlossen. Der Grund war der, daB mir 
die Redingungen der Achsenhemegung in1 FaUe der Erdachse und im 
Falle der GeschoBachse doch allzu verschiedcn erschienen. 

Uri1 die E u l e r  schen Formeln anzuwenden, seien wie allgemein 
iiblich awei Cartesische Koordinatensysteme eingefiilirt: 

1. das ,,fested': Anfang in der Geschützriiündung O, positire x-Achse 
horizontal in der SchuBrichtung d. h. Richtung der Seclenachse, posi- 
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(ErL I-d!r~ 
U = sin or 

tive y-Achse horizontal nach links vom Schützeri aus gesehen, positive 
z-Achse vertikal nach oben, 

2. das mit dem GeschoB fest verburidene: x,-Achse mit der Ge- 
schoBachse zusammenfallend, positiv im Sinne der Forthewegung, y,- 
und 2,-Achse senkrecht dazu und zwar zeigt die positive z, Achse 
senkrecht nach oben, wenn die positive y,-Achse horizontal nach links 
verlaiift; der Anfang liegt im Schwerpunkt 8 des Geschosses. 

Den Zusammenhang dieser Achsen mit den sogenannten E u l e r -  
sclien Winkeln 4, +, rp geben die nachsteheiiden Formelni): 

eingehend entwickelt worden. 
Wenn L, M ,  N die Momentsummen in bezug auf die Achsen 

Sy,, Sz,, Sx, bedeuten, niimlich* 

L = zizi - z , x ,  

(361 

-. - 
N = 2, Yi - yiZ, 

1) Die Herleitung dieser und ahnlicher hier gebrauchter Ausdrücke Endet 
sich in jedem Handbuch der analytiuchen Mechanik. 

(35) 

'COS (a,  XI) = + COS "9 COS 7) 

cos (x, y,) = - sin 4 cos ii, sin rp + sin ?J, cos g: 
cos (x, 2,) = - sin 9. cos @ cos cp - sin + sin rp 
cos (y, xi) = - cos 4 sin î~, 

cos (y, y,) = t sin "9 sin q!~ sin cp + cos @ cos cp 
cos (y, 2,) = + sin 9. sin + cos cp - cos + sin cp 

cos (s, x,) = + sin "9 
cos (2, y,) = + cos 9. sin ip ' 

,cos ( 2 ,  8,) = + cos 3- cos y .  

Ferner seien A,  3, C' die Triigheitsmomente des Ceschosses um 

die Achscn Sy,, SZ,, Sir, und p, q ,  r die Komponenten der Dreh- 
geschwindigkeit und zwar JI positiv für die Drehung iim die Achse 
Sy, von Sz, nach Sx1, q positiv für die Drchung um Sz, von Sx, 
nach Sy,, r positiv für die Drehung uzri SX, von Sy, nach Sz,. 

Weiterhin ist wiederurn a: der variable Winkel, den die GeschoB- 
achse jeweilig mit der Portbewegungsrichtung d. h. der Bahntangente 
bildet und der in der g~samten  Untersuchung eine Hai~pt~rolle spielt. 

Der Angriffspunkt der Luftwiderstandsresultanten sei um (ta - t,) 
vom Schwerpunkt S entfernt. 

Im Abschnitt 1 sind die Komponenten dieser Resultanten parallcl 
und senkrecht zur GeschoBachse, sowie auBerdem der Ausdruck 
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so folgen aus den bekannten Eiilerschen Gleichungen: 

die Differentialgleirhi~ngen fiir die Hewegnng der GeschoBachse; es 
handelt sich nur darum, sie in eine geeignete Form zu bringen. 

Um die Momeiitsumnle zu bilden, hat man für die Koordinaten 

des Angr i f f~~unkts  einziisetzen: 

z1=5,- fO> y , = O ,  Z1= 0. 

Bezeichnet man ferner den Winkel zwischen H<s uiid Sy, ebenso nie 
in den Untcrsuchungcn von Prof. C r a n e  mit /3, so ist XI = Ws cos@, 
Y, = CVf sin /3 und damit 

L. = (k,, - k,) W s  sin /3, X = - (EQ - 5,) TV,+. cos p, N = 0. 

AuBerclem sind offenbar die Kosinus der Winkel zwischeii der B a h -  
tangente und den Koordinatenachsen des zweiten fest mit dem GeschoB 
verbiindenen Systems = cos a, - sin cv cos /?, = sin a sin f i .  Dagegen 
siiid die Kosinus der Winkel zwischen der Bahntangente und den 
Achsen des ersten festen Koordinatensystems 

Polglich i d  

rl x d a  
(38) (sin a cas f i  = - . cos (x, y,) + T;Q . cos (Y, y i j  + . cos (z, y,) d s 

Da ferner A = il ist, iiehmen die E ulersclien Drehgleichungen 
bzw. (37) die folgende, der cbersichtlicfikeit wegen so geschriebene 
Form an: 

(sa> l d t  + a ] >  = M.. (2 
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Hier bedeutet 

(40) 
- - .  

sin ci A A 

rl x d y , d z  ( P  = sin a: sin p = - . cos (x, 2,) + .di . CO8 (Y, r,j + 2; . CO6 (z, tl) 
d s 

Aus der dritten Gleichung (39) folgt ~iofort r = Const., d. h. ,,die 
Komponente der Drehgesçhwindigkeit uin die GeschoBachse ist konstant." 
Dm dürfte allerdings schworlich den Tatsachen entsprechen. Es ist 
vieIrrietir sicher nur ein Marigel der Theorie, welche die Luftreibung 
nicht in Ansatz bringt. Denn menn diese wohl an sich im .eigerit- 
lichen Sinne des Wortes sehr gering sein wird, so wird doch von dem 
mathematisch keineswegs glatten, d. h. einen genauen Drehiingsktirper 
bildenden GeschoB durch die Drehung ein Teil der umgebenden Luft 
mitgeführt. Es muB also Energie aufgewendet werden und zwar aiif 
Kosten der Drehung. Da indeB fast alle bisherigen Theorien mit 
r = Const. arbeiten, so belialten wir auch hier diese Annahme rorl%ufig 
bei, uw erst spater auf diese Frage zurückeukomirien. 

Indem man die beidcn ersten Gleichungen (39) mit sin cp und cos y 
multipliziert, dann addiert und subtrahiert und schlicWlich die ebeiil'alls 
von E u l  e r  herrührenden Beziehiingen 

henützt, werdeii sie zu 

p f  cas rp - p f  sin y + a c r i s 8  2 = w(P cos p + 0 sin 

p ' sin rp -- q' cos y + n = ,tr,:(- I' sin + & cou rp). d t  

( 1 ~  Bestimmt man aus (42) die Diflerentialquotienten p' = - und q' = d P 
d l  d t 

und setzt diese sowie die Werte (41) in die vor6teheriden Gleichungen, 

so folgt, weil nach eirier neiteren Eulerschen Formel 

(42 a) d li> " '- r + sin 8 d t  d t 
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ist, mit E l f e  der Ausdrücke (35)  

- dîC1 (3'= ( 
d x dit - y cos 8 - - sin 8 cos 6 - u. - sin 8 cos +- 

d t d t d s  

d Y + sin 9. sin @ - - -  + cos 6 
d  s d s 

wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. 
Weil nun 

ist, kami man schreiben 

- sin 8 sin - cos 8- 
ds 

d x Y 5 (COS 8:;) - ( y  + sin 32) = w (sin di + cos O 

E s  wird sich zeigen, daB die Beibehaltung der kleinen Grofle 

sin 8 d' die Herr Professor Cranz  varnachl~ssigt, weiterhin lohnt. 
d t '  

Damit und mit der epiiter vorgenommenen Koordinatentransformation 
trennen sich beide Arbeiten. Man erreicht dadurch hier den Vorteil, 
daB man nicht weitere Vernachlissigungen vornehmen muB. Es ist 
z. B. wohl nicht unbederiklich, wenn man vor der Lntegration der 
Differentialgleichungen die Quadrate der allerdings nicht groBen 
Winkel 9. und y verriachlastligt, wie dies in den mehrfach erwahnten 
Vntersuchungen geschieht; es wird dort auBerdem der Winkel, den die 
Hahntangente mit der Horizontalen bildet, vernachliissigt, BO daB die 
gesamte. Theorie nur fiir sahr flache fhhnen gelten kann. Diese Re- 
schrankungen z u  vermeiden ist der Hauptzweck der vorliegenden Studie. 
E s  dürfte nicht überflüssig sein, ehe weiter gegangen wird, nach dem 
Vorgang von Professor Cranz  die geometrische Darstellung von a, 4 
und I) zu geben, weil sie die Vorstellung, des Vorgangs mesentlich 
erleichtert. 

Die Gleichungen (44) sind die I3ewegungsgleichungen der GeschoB- 
achse bezogen auf das erste im Raume festo Koordinatensystem. Denkt 
man sich die GeschoBachse, sowie eine durch den GeschoBschwerpunkt 
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parallel zur festen Ox-Ache  gelegte Gerade bis zum Sçhnitt mit einer 
um den GeschoB-Schwerpunkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kugel- 
flache verlingert, so ergibt sich für das Auge des Schützen die neben- 
stehende geometrische Darstellung. Fig. 8. 

Auf der erwiihnten Kugelfliiche 
sind X, Y, Z die Spuren der festen AT - a 

Koordinatenachseii, 1' die Spur der A c = a  
Bahntangcnte, A die Spur der Ge- X( '= 

scho8achse. 
(7 1. In den Formeln (44) sind - -  as ' 1 

d y  d z  
ds7 d s  

offenbar die Richtungskosinus 

der Bahntangente. E s  sei nun w der 
Winkel, den die Bahntangente mit 
der Horizontalen bildetl), [ der Wirikel, den die durch die Bahn- 
tangente gelegte Vertikalebene mit der zz-Ehene bildet, so ist nach 
bekannten Formeln: 

d x 
(45) d s  = COS (Y',x) = COS w COS 1; d y  = ~ o s ( ~ , y )  = - c o s o s i n [  

li s 

d z 
- - = cos (T,z) = sin w COR k .  
d s 

Obwohl nun die Gleichungen (44) unverkennbar bereits eiue gewisse 
Symmetrie aufweisen, so ist doch wegen i h r ~ r  Verwickeltheit deren 
unmittelbare Integration nicht oder doch niçht ohne erhebliche Ver- 
nachliissigung zii leisten. 

3. A b s c h n i t t .  

Integration der Differentialgleichungen für die Bewegung der 

GeschoBachse. 

Die IIauptschwierigkeit 1% sich bei den Gleichungen (44) dadurch 
beseitigen, da5 man vom festen zu eincni beweglichen Koordinaten- 
system übergeht. Durch Drehung urn die Winkel w und { verlegt 
man die neue x-Achse in die jeweilige Flugbahntangente. ~Allerdings 
kennt man die Lage des neuen Koordinatensystemu im Verhaltnis zum 
friiheren vorliiiifig nicht oder doch nnr genahert, weil die Theorie bis 
jetzt nur w, nicht aber S liefei-t. Aber dies ist vorliiufig ganz belang- 

1) Nrttürlich nicht su semechseln mit dem ebenso bezeichneten Winkel im 
Abschnitt 1 und einer spiiter auftretenden Variablen. 
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los; vielrnehr gewinnen dadurch, daB in bezug auf das neue bchsen- 
system jetzt 

wird, die neuen Drehungsgleirhung.cn, in denen wir 6 statt 8 und t; 

statt IJJ schreiben, ganz wesentlich an Einfachheit. Sie gehen niimlich 
iiber in:  

Fig. 3. Offenbar hat man jetzt nebenstehende, ' der früheren entsprechende geometri- 
sche Darstellung, sowie die Beziehung 

!++ !y i 
Die Symmetrie der Differentialglei- 

I churigen ist nun vollerids augerifallig 
I 

r/ 

2'1 * y  C geworden. Elimiiiiert man aus ihnen 
zun&:hst ttl auf die bekannte Weise, 

Ac = 6 ,  T C =  17. so hat man 

d 
= - y z  (COS 7 COS 6). 

Man überzeugt sich leicht, daB man statt dessen schreiben kann 

d .  d d d 
(48) dl[sin 6  (sin7 cos 5) - sin 7 cos k- (sin kj] = - y(cos 7 cos 6 

d t  d t d t 

Man hatte oben r = Const (3" Gleichung (39)) daher ist nach (43) 
auch y eine Konstantc oder wird wcnigstens vodiiufig, wie in alleu 
bisherigen Theorien, als solche bchandelt. Xan kann soiuit ohne 
weiteres integrieren und erhiilt 

d .  d .  
(49) sin tdt(81n 7 COS 5 )  - sin r ]  cos Edt(sin 5 )  = Const - y cos 7j cos 5 

Da bei einer modernen Feuerwaffe das GeschoW ziemlich genüu 
zentriert das Rohr verlassen dürfte, sind die Anfangsmerte 5, und 7 ,  
von 5 und 7 wenn nicht überhaupt gleich Null, so doch inindestens 
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so klein, da0 man sie unbedenklich mit ihrem sinus vertauschen und 
ihren cosinus = 1 setzen kann. 1st d a m  nocl-i 

so folgt aus (49) für t - O 

Ich bin der fiberzeugurig, da0 S eine so auBerordentlich kleine 
Gr6Be ist, daB man sie zu vernachlassigen hat; bei der straffen Führung 
der heiitigen Geschosse kann i ,  und 72, unmoglich einen nennenswerten 
Behag erreichen.') Verschieden steht es mit po und y,. E s  sind dies 
Winkelgeschwindigkciten un1 eine zur GeschoBachse senkrechte Achse, 
die das GeschoB in dem Augeriblick besilzt, wenii es das Kohr Tel-- 
1aBt. Sie sind Folgen eines StoBes; ein solcher ist aber zweifellos 
vorhantien. Das ka~in  schon aus dem sogenannten Abgangsfehler ge- 
schlossen werden. Aus der Einrichtung der Lafette wird es auBerdem 
wahrscheinlich, da0 ein S t o l  erfolgt, der das GeschoB um eine wage- 
rechte Achse (senltrecht zur GeschoBachse) zu drehen bestrebt k t .  
Wire  also in den1 Moment des Verlassens des Bolires die #y,-Achse 
horizontal, die fi#,-Achse vertika12), so würde es sich un1 eine Urehung 
un1 die Sy,-Achse handeln, d. h. es würde p, eincn nenrienswerten Be- 
trag annehmen, wogegen dam qo wohl geringfiigig ?are. Selbst- 
verstindlich miissen p, und r;r, klein gegen die Drehgeschwindigkeit 
sein, da sonst die Stabilitat der GeschoBachse niclit gewahit w a x .  

Aus (4'7) und (49) folgt nun: 

d .  d 
( 2 )  sin 5 dt (sin 7 cos 5) - sin 7 COS 5 - sin - y (1 - cos a )  + 8. d t  

Es liegt nahe, eine neue Variable w einzuführen (die aber niclit 
mit w in (45) verwechselt werrien darf), indem man 

sin = r cos o sin 7: cos 5 = i. sin w 

setzt, wobei mail sofort sieht, da0 

r? = sin" + sin3 rj c o s y  = 1 - cos" cos- r; = fiin2 a: 

a l ~ o  r = sin n wird. Damit miid (32) zu 
d <in" a! = (1 - cos a )  + 8, 

- d t  

1) Anders liegt es natürlich bei Gescliützmodellen, die mit mangelhaften 
Hilfsmitteln konstruiurt sind und die lediglich Versuchs- und Denioristrations- 
zwecken dienen. 

2) Dies festzuwtzen bleibt jedermann unhenommen. 
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oder 

d w or 6 
sina: d t  - y  t g  + sin ac . 

Wenn riun b = 0 ist, was man unbedenlilich stets annehmeu darf, so 
hat man die einfache Beziehungl) 

Das heiBt, die Winkelgeschwindigkeit des Radiusvektor der von der 
GeschoBspitze auf der KugcMàche vom Radius 1 beschriebenen Kurve 
ist abhangig Tom Winkel a!, den die GeschoBachse mit der Bahntangente 

einschlieWt. Für (i: = O  iet die Winkelgeschwindigkeit ;, niit wachsendeui 

a: nimmt sie zu. Sie kann hochstens = y werden; das ist jedoch 
praktisch unmoglich, denn in diesem Falle ware a = 90°, mit anderen 

C 
morten, das GeschoB würde sich überschlagen. Da ferner y = - r, wo A 

r, die Winkelgeschwindigkeit der GeschoBdrehu~ig, s e h  gr05 lst, mu0 
do 

auch - bei den heutigen Geuchützen und noçh mehr den Handfeuer- 
d l  

waffeny) ziemlich groB sein. Es  vollführt daher die GeschoBachse selw 
rasche konische Pendelungen, wie dies ja auch aus allen Beobachtungrn 
liervorgeht. 

Hiitte 6 einen von der Null verschiedenen Wert, so konnte a! im 
Verlauf der ganzen Erscheinung niemals den Wert Null annehmen, da 
ja sonst nach (53) die Winkelgeschwindigkeit der Pendelung sprung- 
weise unendlich groB werden miiBte. Für S 2 O hatte man offenbar 
bei t = O 

c o m a = -  8111 W,, = - 
"O uo 

a0 = VE; +v:, 
womit 

S = a, (q,  cos w, - p, sin w,) 

würdo. 
Pür verschwindendes 11, hat man füi- jeden Wert \ ou  S, 

sin 0, = 0, 

1) Eie stimmt mit der Polargleichung einor Parabel der Form nach überein. 
2) Natürlich nicht bei kleinen Versuchsmodellen, die nur geringe Anfangs- 

grschwindigkeiten vemenden. 
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d. h. für verschwindendes S hat man das Kecht, den Aiifangswert wo 
von n gleich Null zu setzen. 

Wahrend offenbar (49) das ,,FIichenintegral" darstelit, gewinnt 

man au0 den Gleiehungen (48) dureh Eliminntion von ( y  + sin8 dl) 
eine Gleichiing, die dem ,,Integral der lebendigen Kraft'' entspricht, 
niimlich 

d +$ [(g)' + (cos 8 $17 = - w d t  (cos 71 cos E). 

Nun ist w, wie im Abschriitt 1 dargelegt ist, nicht nur eine Funktion 
von a ,  sondern auch eine solche der Fortbemegungsgeschwindigkeit v 
des Geschosses, und da wir gewohnt sind, letztere als Funktion von 
t zu betrachten, implicite auch eine Funktion von t. Mithin schlieBt 
w streng genommen alle Verwicltlungen des ballistischen Problems in 
sich. An eine strenge Integration von (56), worin w als vermickelte 
Funktion von t auftritt, ist gar nicht zu denken. Allein iihnlich wie 
in vielen Falien der Astronomie tritt auch hier ein zufiiliger Umstand 

d w 
erleichternd ein. Da, wie oben ausgeführt, - sehr groB ist, mithin 

d t 
und 7 eine sehr kurxe Periode hat, begeht man keinen sehr merk- 

lichen Fehler, wenn man die Schiebungsg~schwindigkeit v und damit 
den in w steckenden Faktor f (v )  wiihrend eims solchen Umlaufes als 
konstant ansieht. Diese Anschauungsweise ist zuniichst dann v6llig 
einwandfrei, wenn man nur die Gestalt der von der GeschoBspitze auf 
der Kugel vom Radius = 1 beschriebenen Kurve z u  bestimmen sucht 
und von ihrer Ausdehnung vorlaufig absieht. Indessen liegt auf der 
Hand, da6 man sogar weitergehen darf. Die Kürxe der Periode von 
5 und 71 im Vergleich zur Ausdehnung der gesarnten F'lugbahn gestaltet, 
die im Verhaltnis zu jener kurzen TJmlaufsperiode sehr langsam ver- 
ailderliche Schiebungsgeschwiudigkeit statt als Fnnktion der unabhangigen 
Variabeln als variabeln Paranieter der Kurve') ai~fziifassen. Die wahre 
Bewegung der GeschoBspitze vollzieht sich d a m  auf einer stetig an- 
einander gereihten Kurvenschar. Die eimelne 'liurve wird oEenbar 
gefunden, indem man f(o) in dem Ausdrucke w als Konstante behandelt. 
E s  ist dies allerdings keine vollig strenge Losung des Problems; daB 
aber in der Tat die Anniiherung 00 groB als wünschenswert ist, wird 
sich aus den spiiter ermittelten Zahlen ergeben. 

In dem Ausdruck für 

1) Die Theorie der sZkiilaren Planetenstorungen tut ja schlieBlich auch nichts 
anderes. 
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(vgl. oben Formel (34)) behandelt man dahcr die Koeffizientcn ai bis auf 
weiteres ais Koustanten, obvchon sie simtlich den Faktor f '(v) euthalten. 

Setzt man niin in Formel (56) die Ausdrücke 

und 
sin = sin a cos w 

sin l;i . cos = sin oc sin w 

ein, so folgt nach einigen leichten Reduktionen 

(57) 
d 1 sin u a d ai [iisia ("dt) + sin" (::)y = - 2~ - cos a,  

d t 

und mit Hilfe von (54) geht dies, wenu man integriert, über in 

+ 2Jy ( a )  sin a d a .  

Es ist hier d = O angenommeri, wie ich es für der Wirklichkeit 
entsprechend halte; iihrigens wiirde die Beibehaltiing von S durchaus 
keine ~~undsiitzliclzen Schwierigkeiten bereiten, nur die Ubersichtlichkeit 
der Formeln würde etwas darunter leiden. 

Zuniichst folgt aus (58) zur Bcstimmung der Integrationskonstante 

man überzeugt sich leicht, daB hier die linke Seite gleich pi + qi ist, 
womit man 

(59) c = p ;  + y; 
findet, und ferner hat man 

somit wird (58) 

Zur dusführung dieser Quadratur ist man wegen der Beschafferiheit 
von q ( a )  auf Re ihenen t~ ick lun~en  angewiesen; man muB sich daher 
die Überzeugung verschaffen, daB diese konrergiercn. 

Es ompfiehlt sich offenbar, 2 cosB 4 iinter das Wiirzelzeichen, dafiir 

die Konstante C vor das Wurzelzeichen zu schaffcn. 

Führt man dies aus und setzt, wobei V C  und I; als stets positiv 
angenommen werden, 
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so wird (GO), wenn man das Lntegral unter 
fuhrt, ZU: 

385 

dem Wurzelzeichen aus- 

4. A b s c h n i t t .  

Ermitt lnng der von der GeschoBspitze beschriebenen Knrve. 
2 

Wie mehrfach hervorgehoben, ist Hein gegen 1. Für  eine erste 
Y 

Annaherung kann man daher in der Klammmer ( } der Gleichung (62) 
2 

die mit -? multiplizierten Glicder gegen die Einheit vernachlassigen. 
Y 

In diesem Falle wird aus (62) 

d or 
kdm = -- fi - -$ ~ i n '  ci 

Hierin liegt sofort eine Bedingung des Problems: sin u 5 k, da andem- 
falls die Wurzel imaginzr würde; andererseits sieht man aber, da8 eben 
unter dieser Bedingung die Reihenentwicklung (62) konvergieren muB. 
Durch die Transformation 

s i n a  = ksinrp 
wird 

cos rpdrp l/l - $ sin% = cos <p , d a  - --- 
COS ff ' 

mithin 

Man hat auf diese Weise ein elliptisches Integral erster Gattung 
erhalten. Integriert man zwischen den Grenzen w ,  = O und w und 
zwischen O und v, so hat man nach der ühlichen Bezeichnung 

w = F(k ,  rp) oder 

rp = am w folglich 
sin ci 

sin y = - = sin am o oder 12 

(sin a = IC a .in am W .  

Zeitachrift f. Msthematik u. Physik. 55. Band. 1907. Hsft 4. 
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2 
Treibt man also die Anniiherung nur soweit, dai3 man , gegen Y 

die Einheit vernachlassigt, so hat die Polargleichung der gesuchten 
Kurve den vorstehenden ziemlich einfachen Ausdruck. 

Nun ist weiterhin auch der Modul k ziemlich klein, wenn namlich 
C im Verhdtnis zu y klein ist, worüber man allerdings vorliiufig noch 
nichts Sicheres weiB, was man aber vermuten darf. J e  kleiner aber k 
ist, desto mehr nahert sich der Amplitudensinus der Kreisfunktion 
sinus. Die Beihenentwicklung beider sinus zejgt bekanntlich, daB die 
beiden Punktionen sich nur uru Glieder unterscheiden, die mit k k u l t i -  
pliziert sind. 

Die Gleichung (59) beweist, daB C aussehlieBlich vom Anfangastoi3 
(bei vorhandenem endlichen d allerdings auch von diesem) abhiingt; im 
allgcmeinen dürfte auch dieser AnfangsstoB im Vorhiiltnis zu y klein sein. 

4 C  Wenn rnan sich daher erlaubt, aui3erdem noïh lis = gegen die 

Einheit zu vernachlassigen, so geht die letzte Gleichung (64) über in 

(65) sin a: = k .  sin w = '@ sin w . 
Y 

Diese Gleichung ist dann die Polargleichung der gesuchten Kurve 
tinter den vereinfachenden Voraussetzungen, die sich jedoch, wie man 

l 

Fig. 4. l Fig. 5. 

spKter sehen wird, durchltus nicht schr weit von der Wirklichkeit 
2 l/C' 

entfcïnen. Dieso Kurvo ist eiu Kreis (Fig. 4) vom Radius 76 = - 
Y 

der die Bahntangente im Ursprung berührt n n d  vom Schützen aus ge- 
sehen stets rechts der Rahntangente') verbleibt. Die GeschoBspitze P 
~p 

1) Die Beibehaltnng der kleinen GroBe d in den Formeln (53) und (54) - 
~ g l .  Bemerkung im AnschluB zu Formel (55) - hiitte lediglich zur Folge, dsB T 
um einen geringen Betrag in das Innere des Pendelungskreises fd l en  würde. 
Vgl. Fig. 5. 
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durchliiuft diesen Kreis nicht gleichformig, soiidern wie Gleichung (45) 
zeigtl) mit periodiscli veriinderlicher Geschwindigkeit. Diese Geschwindig 
keit ist arii kleinsten d a m ,  wenn die GeschoBspitze gerade die Bahn- 
tangente passiert, sie nimmt hieraiif xu, bis a: wahrend eines Umlaiifes 
den gr6Bten Wert angenommen hat. Wenn w > n wird, so erhiilt 
sin w und damit sin a: negative Werte, da ja k unter allen Umstanden 
positiv ist, d. h. der Radius Vektor ist dann nach der entgegengesetzten 
Seite abzutrageri. Mit anderen Worten: wihrend w von O bis 2 z  
zuniinmt, beschreibt die GeschoBspitze zweimal den erwahnten Kreis 
reehts der Bahntangente, oder die Kurve, von der (65) die Polargleichung 
ist, hcsteht streng genommen nicht ails einem, sondern aus zwei iiher- 
fallenden Kreisen. Weil nun die ,,Pendelungenii, besser wohl ,,konische 
Rotationen" stets auf der einen Seite der jeweiligen Bahntangente ver- 
laufen, so mu0 für die Translation des GeschoBschwerpunktes oEenbar 
eirie seitliche Komponente erzeugt werden, d. h .  es muW iru betraeliteten 
Falle, wenn die Lnftwiderstandsresultante vor dem Schwerpunkt an- 
greift und Rechtsdrall vorhanden ist, Rechtsabmeiehung stattfinden. 
Man konnte daran denken, jetzt schon die Gr6Be dieser seitlichen 
Komponente auf Grund der vereinfachten Theorie zu bestimmon, aber 
man wird sich von vornherein sagen müssen, daB rnau wegen der Ver- 
nachlassigungen dann nicht entfernt erwarten darf, die Seit'enabweichung 
zahlenmZBig auch nur einigermaBen darzustellen. Bemerkenswert kt, 
daB in dem vereinfachten Probleni die von der Form der GeschoB- 
spitze abhangigen Koeffizienten a, der Entwicklung von w ganz in 
F o r t f d  gekommen sind. Unter den vereinfachenden Voraussetzungen 
ist also die Spitzenform für die Pendelung und Seitenabweichung v6llig 
belanglos. Man darf hieraus schon schlieBen, daB sie auch beim strengen 
Problem keine sehr erhebliche Rolle spielen wird; das wird sich spater 
iii der Tat herausstellen. Darnit fiillt ein Teil des Interesses, das niau 
bisher mit ltiicksicht auf konische Pendelung der Spitzenform und den 
verschiedenen Luftwiderstandsgesetzen z. B. von N e w t  on, L 6B1, 
Diich emin ,  K i r c h h o f f  II. a. eiitgegenhringen zu müssen glauhte. 
Weiterhin folgt, daB unter denselben vereinfacheriden Voraussetzungen, 
wenn y oder a a s  auf dasselbe hinausliinft, die GeschoBdrehung konstant 
ist, nicht nur die durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit, sondern 
aiich die Amplitude der Pendeliingen konstant bleiben müBte. Dies deckt 
sich nun nicht mit den Beobachtungen; vielmehr spricht alles dafiir, 
daB die Amplituden gegrn das Ende der GeschoBbah zunehmen, wenn 

1) Die Winkelgeschwindigkeit der Drehung u m  M ist augenscheinlich doppelt 
so gr05 als die bezüglich S. 

25* 
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auch sicher nicht BO rapid wie Prof. C r a n z  annimnit: von 9 '  am An- 
fang bis 41° am Ende der Rahn beim Geschütz C/73. 

Ehe  auf diese Frage niiher eingegaugen wird, sol1 die strenge 
Gleicbung (62) weiter untersucht werden. 

Mit Hilfe des binomischen Satzes, dessen Anwendung zweifellos 
erlaubt ist, werin auch die Konvergenz langsam ausfiillt, erhilt man 

wobei gesetat kt 
kPa, 

(Ci Ci a) 

a -  C 60 C 7 2 

Durch Integration folgt aus (66) 

wenn man hier auf der rechten Seite b, = 1, 6,  = 6, = . . . = O setzt, 
so geht, wie es sein muB, diese Seite über in 

damit wird: 

wobei 
cf x = 
k 

und 

(66 c) 
ka 

E = Ex9(h0 + hlx + h 2 s 2 +  . -  -) 

In (66c) bedeuten, wie man sich leicht überaeugt, unter Berück- 
sichtigung von (66 a): 
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Setzt man jetzt 
k 2  

arc sin x = z und P = ii f(z), 
so daB 

f(z) =-sin" (ho + hl sin w  + h, s i n  o + + .  .), 

dann wird (66b) zu 
k P  

w = z +  Ef(.+ 

Da 1: sehr klein ist, kann man hierauf dia bokannte Gmkehrungs- 

Formel von L a g r a n g e  anwenden, womit man findet 

oder 
li " 

z = w + sin3 w (1 + hl sin o + h, sin2 w + - . .) 
k 4  + sin5 w  cos w [Ci + 7 2 . h, sin o + 8 (h; + 2h,) sin" + . .-J + . . 
Dafür kann man schreiben 

Hiemus erhdt  man, wenn man bedenkt, daB 

sins w 

[ 
1 .  1.3 1 

= sin" 1 - - ,  sin" - - 
W 

+ -) sin4 0 - . a .l 
und inderri man setzt 

kP . /t2 . 
(68) n  = 1 + sin2 w 1 1 + h, sin m + . + : sin2 o cos o (6 + 7 ..2 hl sin o +. . -) 

1 2  I 

i z  = arc sm x = n w  
( L .  

= sin na  

zi /G . 
a = 7 c . s i n n w =  s i n n w ,  

Y 

wobei man sich zu erinnern hat, daB i 6  bezw. k stets positiv ist und 
daB fiir n u  > z sin n w  negativ wird, also ein zweiter Umlauf der 
GeschoBspitze beginnt. 

Wie aus dem dusdruck (68) für n hervorgeht, ist dieses eine 
periodische Funktion von w, die'bei jeder konischen Pendelung zwischen 
dem Wert 1 (für  w = 0) und einem um ein geringes groBeren Werte 
hin und herschwankt. Die Amplitude dieser Schwankungen han@ im 
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wesentlichen von ka ab; von geringerem EinfluB Sind die in den 
Koeffizienten hl enthaltenen Koeffizienten a, der ursprünglichen Ent- 
wiclilung von w, die f ( v )  enthalten und damit tatsiichlich langsam ver- 
anderlich sind. Es ist also strenggenommen n eine ungemein ver- 
wickelte Funktion. 

Trotzdem ist die durch (69) dargestellte Kurve entfemt nicht so 
verwickelt, als daB man sich nicht eine übersichtliehe geometrische 
narstellung schaffén konnte. Es lie$ niimlich eine Hypotrochoidel) vor. 

Die Bewegung auf der durch 
Fig. fi a = k .  s inwo ( O < w < 2 n )  

-- . definierten Kurve laBt sich ohne 
weiteres in zwei Bewegungen 
spalten, wie aus der Figur 6 
naher hervorgeht : 

Die GcschoBspitze Y be- 
wegt sich mit einer Winkel- 

dv  geschwindigkeit = - auf der 
d t  

Peripherie eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt M sich mit der 
Winkelgeschwindigkeit 

um den Koordinatenanfang T 
(Spur der Flugbahntangente auf der Kugelfliiche Yom Radius 1) dreht 
Die Radien beider Kreise sind einander gleich und gleich g. 

Die Figur ist für konstarites 11 < 1 gezeichneL2) Aus der Be- 
trachtung des gleichschenkligen Dreiecks P M T  folgt 

menn fü r  o - O ebenfails = O ist, was man ohne weiteres, wie in 
der Figur geschehen ist, willkürlich annehmen darf. Daraus folgt 

oder 

1) Vgl. z. B. P a s c a l ,  Repertorium der hoheren Mathcmatik II, S. 543. 

2) In Wirklichkeit ist  jedoch wohl meist n > 1, also 3 negativ; B. uriten. 
d t  
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und ferner: 

womit 

l iz - ae  sin: und 
2 

Es sei noch einmal daran erinnert, daB, wie aus (68) und (70) hervor- 
d 

geht, n nicht konstant ist; vielmehr wird g$ die Winkelgeschwindigkeit 

des Zentrums M, eine periodische Funktion von w, die zwischen NuIl 
und einem kleinen negativen Werte hin- und herschwaiikt. Die Ampli- 
tude dieser Schwankungen id  auBerdem veriinderlich. Es ist namlich 
nach (68) und (70): 

Integriert man diesen Ausdruck zwischen O und 2x in bezug auf w, 
so erhiilt man den Betrag A x ,  urn welchen x zunimmt, wenn w von 
O bis 2 x  wachst, also menn die GeschoBspitze zwei Pendelungsumliufe 
macht. Die Ausführung der R,echnung ergibt 

Diese Doppelreihe konvergiert allerdings etwas langsam und hat den 
Übelstand, daB man sehr vieler Koeffizienten hi (vgl. Formel (67)) be- 
notigt, die recht umstandlich au8 (64) und (62) zii berechnen waren. 
Man müBte eine überaus groBe Zahl von Gliedern berechnen und erhielte 
doch kein ucharfes Resultat, weil die in den hi hefindlichen ni nicht 
genau genug bekannt sind. Bricht man daher mit IL, die Reihe ab, 
so kann man nur eine ziemlich rohe Annaherung erwarten, namlich 

wobei nach (33) und (34) 
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Berechnet man mit Hilfe von (31) f (v)  für v = 200 und 300m/sec, 
so hat man unter Bcrücksichtigung von (72)) wenn c den Koeffizienten 
von f(v)  im Ausdruck von a, bedeutet, in roher Annaherung 

für v = 300m/sec AX - - ~ " 0 , 6 9  - 0,34p" 888cp2) 
(7"b) für o = 2OOm/sec d~ = - ~ ' ( 0 ~ 6 9  - 0 , 3 4 ~ '  + 2520ep2), 

wobei c etwa gleich + 0,017 zu setzen wiire, wenn das im Abschnitt I 
angenonimene Gesetz zutrifft. 

E s  führt somit auch die gegenwartige Theorie auf eine Prazessions- 
und Nutationsbewegung. Die Bewegung der GeschoBspitze um JI ist 
die ,,RTutation", die weit langsamere und in entgegengeset~tel- Richtung 
stattfindende Rotation von M um den Koordinatenanfmg oder die 
Bahutangente ist die ,,Pr%zession". Die Amplituden g beider sind gleich.') 
Wiihrend die Kutation annahernd gan? unabhiingig von der Form der 
GeschoBspitze ist, i d e m  nur die periodischen Schwankungen der Rotatione- 
geschwindigkeit wiihrend eines einzelnen Umlaufes indirekt von allerdings 
verschmindendem EinfluB sein konnen, hiin@ die Winkelgeschwindigkeit 
der Pr%zessiori in erster Linie von der Amplitude g der Priizessiori und 
Nutation ab, dann aber auch von der Form der GeschoBspitze, meil 

im Ausdmck von bezw. d~ die Koeffizienten a,, 4 . . . auftrekii, 
d t  

die wesentliçh von der Spitzenhrm bedingt sind. Die sehr geringe 
Winkelgeschwindigkeit der Priizessjon hat auBerdem noch, \rie bereitv 
erwahnt, eine kurze Periode, inderu sie wahrerld jeder Doppelriulation 
einmal durch den Wert O geht. Da ihr Durchschnittswert mesentlich 
von g abhangt, folgt ohne weiteres, d a 4  je gr6Ber Q, d. h. je kleiner y 
und damit die GeschoBdrehung ist, desto groBer und unregelmiiBiger 
die Pendelungcn werden m ü s ~ e n . ~ )  J e  gr6Ber g ist, desto schneller 
verliiuft die Prazession, wahrend die Geschmndigkeit der Nutation fast 
unabhiingig von Q ist. Die Hauptrolle spielt die Konstante C der 
lntegration (58), die nach (59) vom AnfangsstoB abhingt. Da man 
diesen nicht kennt, ist eine numerische Restimmung der GeschoBpendelung 
aus den bisherigen Daten überhaupt unrnoglich, und aus diesem Grunde 
kann ich auch die zahlenmaBigen Ergebnisse in den mehrfaçh angeführten 
Untersuchungen des IIerrn Professor Cranz  nicht als genügcnd begründet 
ansehen. 

1) Ob man p oder 2 g  ale Amplitude betrachten d l ,  ist Sache der Festsetzung. 
2) Es wird dies dnrch die Beobachtungen an den Versuchsmodellen bestatigt. 
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5, A b s c h n i t t .  

Zusammenhang von konischer Pendelung und Seitenabweichung. 

Um die Dauer einer Xiitation ZLI beatimmen, kann man offenbar 
die Priizession vernachlissigen.') Wenn man sich erinnert, da8 die 
GeschoBspit~e zwei Nutationen ausführt, wahrend w von O bis 2% 
zunimnit, so folgt au3 den Gleichungen 

a w 
- - - - Y und a = 2p sin w (vgl. (72) )  
d t  I + c o s u  

ohne weiteres d ie  Dauer T einer Nutation oder, wie man in Rücksicht 
auf die verhiiltniamaBige Langsamkeit der Prazession zu s g e n  berechtigt 
ist, einer ,,GeschoBpendelung schlechthinii: 

n - 
2 

+ cos ( 2 9  sin w ) ]  d m ,  

oder wenn man 

Nimmt man weiterhin einen Augenblick an, es finde gar keine 
d x Prâzession statt, d. h. es ware - - 0, 
d t  

der vereinfachenden oben bereits 
gemachten Annahme, wonach 
die Nutationen andauernd ganz Q 
:mf der rechten Seite der Bahn- 
tangente Tor sich gingen. Es 
ist ebenfalls bereits darauf hin- 
gelviesen worden, daB durch die 2' 

Asynimctrie der Lage der Xu- 
tationskreise zur Bahntangente 
eine seitliche Beschleunigungs- 

50 befande man sich im Falle 

Yig. 7. 

komponente erzeugt merden rnuW, 
welche die Bewegung des GeschoBschwerpunktes beeinfluBt. Die Kom- 
ponente ist offenbar eine periodisçhe E'unktion der Periode w und 

-- 

1) Die strenge Formel ist (71:; indes spielt eii hier offenbar keine Rolle, 
wenn man n = 1 nimmt. 
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zwar mu5 sie, wie eine einfache geometrische Überlegung zeigt, im 
wesentlichen von der Gr6Be P Q = a: sin w abhangen. (Fig. 7). 

Da nun die Periode dieses Ausdrucks sehr kurz ist, wird die 
W i r k u g  ailriiihernd dieselbe, wie wenn die GeschoBspitze in der Hori- 
zontalebene dauernd iim einen Winkel u nach rechts gedreht ware, 
der gleich dem Mittelwert von a - sin w ist. Wenn man a sin w = f ( t j  
setzt, so ist jener Mittelwert 

T ! e  -,- 

u = 'If@) 4 T  di. 

Führt man nun zur Bequemlichkeit w statt t als Variable ein, BO ist 

21 = - Q sin2w [l + cos ( 2 ~  sin o)]do ï' y 

= * /Qin4 w [I + cos pp sin a)] do. 
9 T ,  

O 

Nennt man das hier auftretende bestimmte Integral J,, so findet man 
leicht 

(77)  

Nun ist ohne weiteres Mar, da1 man der Prazession Rechnung 
tragen kann, indem man u noch mit cos x multipliziert. Denn wie 
aus der Figur 6 hervorgeht, mu0 die seitliche Komponente ab- 

II nehmen, wenn 1 zunimmt; sie wird = 0, w e m  x den Wert - oder 
2 

2 --  5% 

2 
erreicht und wechselt ihr Zeichen, wenn x > -5 wird. Da nun 

bei unseren heutigen Geschützen der Fall, daB anfangs zwar Rechts- 
abweiçtiurig, dann aber im spiiteren Verlauf Liriksabweichung stattfande, 
nicht eintritt, so darf Inan von vornherein vermuten, daB wiihrend der 
gesamten beobachteten Flugzeit die Priizession noch nicht eine Viertels- 
drehung aiismacht. Nach der hier entwickelten Theorie ist dies aber 
auch deshalb wahrscheinlich, weil in den Gleichungen (74) u. ff. der 
Faktor 1î"ehr klein sein clürfte. 

Man hat also den vollstandigen Ausdruck 

Da ferner nach den bisherigen Vnraussetzungen Q konstant sein 
müBte und g%owohl als e in (74b) kleine Gr6Ueri sind, kann die 
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Veranderliçhkeit von f(v) in a, keine selir groBe Rolle spielen. Man darf 
daher in erster Annaherung den Koeffizienten von g, im Ausdruck für 
die Winkelgeschwindigkeit der Prazession und unter der vorliiufigeil 
Voraussetzung, daB Q konstant sei, auch jene Winkelgeschwindigkeit 
selbst als konstant ansehen. 

Kach der Formel (32) ist die seitlicho Beschleunigung des Ogival 

was man auch schreiben kann 

Bezieht man nun die Bewegung des GeschoBschwerpunkts auf das 
im Abschnitt 2 vor Formel (35) erwahnte feste Koordinatensystem, so 

' 

ist klar, daB die auf die horizontale xy-Ebene 
projizierte GeschoBhahn unter dem EinfluB 
obiger seitlicher Beschleunigung eine in be- 1 

ziig auf den Schiitzen nach rechts gekrümmte - 
Kurve sein muB (S. Figur 8). Der Winkel, 
den die Tangente dieser Kurve mit der Ox- 
Achse bildet, ist augensclieinlich der bereits 
in (45) aufgetretene Winkel [, da MLV die 
Projektion der Bahntangente ist. Es sei 
ferner S XI die Projektion der GeschoBachse, 
von der wie oben vereinfachend angenommen M 

1 
wird, da8 sie keine Nutationspendelung aus- 
führt, sondern an deren Stelle um den 
hlittelwert u nach rechts verdreht ist. Da 
ws senkrecht zu S X ,  wirkt,, wirkt senk- 
recht zu MN (Bahntangente) eine Kom- +r- 
pongnte gleich Ws cos u, parallel zu MAT 

Ws= 9 razAo . @ (u) f (c), 
P 

mit CD (u) = sina u. (1 + A, sin u + A, sinZ u), 

eine Komponente gleich W.7 sin u. Letztere addiert sich zii der ge- 
w6hnlichen Frontalkomponente, welche die GeschoBbewegung beeinfluBt, 
ist also in den empirischen Widerstandsausdrücken des ballistisehen 
Problems (vgl. (31)) bereits enthalten. Die Komponente Ws cos u IaBt 
sich nun wieder nach den festen Koordinatenaehsen zerlegen. Parallel 
zur OX-Achse gibt dies eine Komponente gleich Ws cos u sin c; von 
ihr gilt dasselbe, was von Ws sin u gesagt ist. Dagegen beschiiftigt 

,A,  = 7,7, A, = 0,273, A, - - 0,210. 
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uns hier die Komponente parallel zur OX-Achse = TVs cos u cos 5. 
Wenn X, y, z die Eoordinaten des GeschoBschwerpunkts sind, BO ist 
offenbar 

Nun ist nach einer allbekannten Formel der Ballistik 

wo fiv) ebenfallri die in (31) angebene Bedeuturig = 0,0140 va usw. 
hat, und GI der Winkel ist, den die Bahntangente mit der Horizontal- 
ebene bildet. E s  nehmen aber die üblichen Formeln auf die seitliçhe 
Krümmung der Flugbahn keine Rücksicht. Wie die Figur 8 zeigt, 
liBt sic sich bcrücksichtigcn, indem man die rechte Seite der letzten 
Gleichung noch mit cos c multipliziert. Es ist also vollstindig 

d ' s  
-- - - 

d t 2  
- r2îr . COS W . CO8 :. f (v )  
P 

CE x dy Setzt man x'= - und y ' =  - so folgt ails der letzten Gleichung 
d t d t  ' 

und aus (80), womit man die unbequeme, weil der analytischen Form 
nach unbekannte Funktion f (v )  eliminiert: 

d y' 
cos w = AO @(u) COS u .  

nie r  1aBt sich die rechte Seite sehr leicht in Ileihen nach steigenden 
Potenzen der kleinen Gr6Be Q entwickeln; man hat 

und diese Keihe konvergiert sehr stark. 
Die Funktion Il l%Bt sich mit ausreichender Genauigkeit aus der 

SchuBtafel für jeden Punkt der B a h  numerisch ermitteln. Man be- 
rechnet aus der vorgeschriebenen Seitenverschiebung die Seitenab- 
weichung, wobei behufs Erzielung eines stetigen Verlaufsl) der Funk- 
tion graphisch zu interpolieren ist. Indern man in das erhaltene Dia- 
gramm für z und y die Flugzeiten nach der SchuBtafel eintriigt, lassen 

1) Die SchuBtafel enthalt bekanntlich n u  die sogenannte Seitenverschiebung 
d. h. die Wiukel in '/,,O, um welche man beitwartu am Ziel vorbeiriühten muB, 
um die Seitrnabweichiirig aiiszriglrichen. 
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d Y d '  sich ganz leicht die Differentialquotienten - - = y' und = - y rech- 
d t d t P  d t  

d s nerisch und graphisch ermitteln. Endlich ist x'= - = v . cos C I ,  also 
d t -. 

d x' 
= -(v . cos o), was ebenfalls aus der SchuBtafel unschwer zu be- 

d t  d t  
d x' 

rechnen und zo interpolieren ist. Bus o, und - findet man so 
d t d t 

(" g) . scldieBlich B = cos w 

Aus der SchuBtafel des Feldgeschützes Cl73 (Granate) ist auf diese 
Weise folgende kleine Tabelie ermittelt worden. 

Tabelle nach der SchuBtafel C/73: 

Bem.: Von einer Fortsetzung der Tabelle über t= 20 hinans ist mi t  Rück- 
siüht auf die Unsicherheit der Daten Abstand genommen worden. Unter t = 4 

d'y sind die y zu klein, um scharf genug zu geben. Das Beobachtungsmaterial 
d t  

erreicht überhaupt schwerlich die Genanigkeit vierstelliger Logarithmen. 

Wir haben oben festgestellt, daB in Beziehung auf die Verander- 
lichkeit der Koeffizienten a,, a,, a, . . . der Entwicklung (34) von ~ ( a )  
die &derung von x nur sehr langsam erfolgen müBte. Ware nun g 
konstant, mas der Fa11 sein müBte, wcnn die Geschwindigkeit der Ge- 
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schoBdrehnng konstant bliebe, so müBte aiich B annzhernd konstaiit 
sein. Schon ein flüchtiger Blick zeigt, daB dies entfernt nicht zutrifft; 
rlamit bestatigt sich die bereits zu Anfang aufgestellte Vermutung, da6 
die GeschoBdrehung nicht konstant sein kann. Man k6nntc niin ein- 
wenden, daB hiemit die Berechtigung der Integration der Differential- 
gleichung (48) und hiermit auch das fnlgende hinfallig wird. Allein 
eine iihnliche Erwiigung wie die nach Gleichung (56) mgestellte zeigt, daB 
das Verfahren eben so wie dort zwar nicht vdl ig  streng ist, aher sich der 
Wirklichkeit auflerordentlich niihert d. h. es darf wiederum y als variabler 
Parameter stutt als Funktion der unabhangigen Variabeln behandelt werden. 

Was nun die Abnahme der Geschwindigkeit anlangt, BO dürfte es 
eine ganz glaubhafte Annahme sein, daB die Rauhigkeiten der GeschoB- 
oberKache nach Art eines Schaufelrades arheiten, d. h. daB man die 
üblichen Luftwiderstandsgesetze auf einen Punkt des GeschoBmantels 
anwenden darf. Dieser Vorgang ist etmas anderes, als die Luftreibung 
an einer ganz glatten Oberflache, deren Wirkung in der Tat gleich 
Nul1 sein müWte. 

Wenn a, die Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses, S der Drall- 
winkel ist, so ist für t = O die lineare Geschwindigkeit eines Punktes 
des Zylindermantels des Geschosses = z', t g  8. Bezeichnet man die 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung mit r, das halbe Kaliber mit A, 
so ist die Winkelgeschwindigkeit der Drehung für t = O: 

Es erscheint nuil gerechtf'crtigt anzunehrnen, dafl die Beschleuni- 
gung (Verzogerung) der linearen Geschmindigkeit eines Punktes der 
GeschoBotierfliiche proportional den1 Quadrat ebexi dieser Geschwindig- 
keit und nahezu unabhiingig von der l'ortbewegungsgeschwindigkeit 
des Geschosses ist; wenigstens würde der Vergleich der Wirkung der 
Itauhigkeiten mit der eines Schaufelrades hierzu führen und jedenfalls 
lohnt es, diese Hypothesel) zu prüfen. Die betrachtete lineare Ge- 
schwindigkeit gehort zu den kleinen, denn es ist z.  B. für  C / 7 3  
v, tg  S = 442 . t g  3O,6 = rund 28 m/sec. Daher ist die Anweridung des 
Newtonschen q~iadratischen Gesetzes wohl bereclitigt. 

Die jeweilige lincare Geschwiridigkeit eines Punktes des Zylinder- 
mantels id = K r ,  somit kt ,  a e n n  IL eine Ko~istante bezeichnet, 

R d r  - -- ~ . .  - - d r  
d t 

h U r 2  oder - = - 
r hRd t ,  

1: Mehr soli und kann die dunahrne nicht sein; eine Prüfung weiterer Hy- 
d r  pothesen, z. B. - = h, + h, 7 + ks 7 2  hiitte indes keine beaondcre Bchwierigkeit. 
d t  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Cr. v. GI.P.TCH. 

woraus durch Integration folgt 

Nennt man i den bisher, z. B. in (43), mit a bcreiohnetcn QUO- 

tienten aus dem Tragheitsmoment um die Botationsachse und dem 
Triigheitsmomen.t um die Querachse (d. h. eine durch den Schwerpunkt 
senkrecht zur Rotationsachse gehende Achse), so daB nach (43) 
y - i r  ist, ao ist offenbar auch 

und weil 

Nun gibt (74b) den Betrag, um den 2 wiihrend der Dauer von 

zwei Nutationen zunimmt; es ist also der Mittelwert von d t ,  don man 

ganz analog wie 16 - vgl. Formel (77) - unbedenklich verwenden dnrf 

wobei 1 Werte zwischen 43  und 15 hat, wenn die E'ortrückungs- 
geschwindigkeit zwischen 300 und 200 q'sec. liegt. 

Da nun, wie spiiter auBerdem nachgewiesen wird, anzunehmen ist, 
da1 g sehr klein ist, begeht man keinen grouen Fehler, wenn man in 
(86) die Klarnmer E - 0,69 - . . . + 1p2 als Konshnte ansieht, deren 
Wert nach oberfliichlicher Scbiitzung ungefiihr zwischen 0,7 und 1,5 
liegen dürfte. 

Nach (76) ist mit Hilfe von (84) die Dauer einer Kutation 

Vernachl'issigt man auch hier pZ in der Klammer, so wird 

- d~ - -- YJ QP(' + ~0~ = 
d t 4z( l  + e t )  4 7c 

und indem man integriert und wie obenl) festsetzt, daB für  t = 0, 
x = 0 sein soll, 

(89) x = -- Ky"pt .+x + i & t 2 j .  
- 

1) Siohe Fig. 6. 
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Bus (81) folgt weiterhin als eine der wichtigsten Formeln für das 
ganze Problem: 

6. A b s c h n i t t .  

Bevtirnmung der Konstanten des Problems. Numerische Ergebnisse. 

Der Wert der Klamrner { ) in der Gleichung (90) ist wenig ver- 
achieden von 1 ;  man begeht daher keinen groBen Fehler, wenn man 
ihn vorlaufig = 1 setzt. Es ist d a m  zu nnterwchen, oh den Zahlen 
der obigen Tabelie durch 

genügt wird. 
Man kann dafür schreiben 

Man sucht jetzt ailalog wie bei einer Planetenbahnbestimmung, zunachst 
aus 3 Werten d ~ r  Tahelle die Konstanten ci, E, A. zu bestimmen. Wenn 
man von den 5uBersten Werteri der Tahelle absieht, denen irn Hinblick 
auf die Extrapolation und Interpolation wohl groBere Unsicherheiten 
im Vergleich zu den übrigen anhaften, so erscheinen die Werte für 
t = 6, = 12, = 18 besonders geeignct. 

Bezeichnet man die zugehorigen Werte von VB mit f,, fi,, f,, 
und den Ausdruck 6 (1 + ~ t )  für t = 6 mit x, für t = 12 mit y, so ist, 
wie man sich leicht überzeugt 

X .  COS ,y6 = fG  x6 = 61. (1 + 36) xI2 = 12A (1 + 66) 

Y . Cos Xiz = fi* xIB = 181 (1 + 9 ~ )  

hieraus folgt ohne weiteres 

C0"lS f6 fs cos X i 8  = fi8 -- - 

Co8 Xie 2 . f 1 2  cos%o 2 f i e  
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Dies ist eine transzendente Gleichung für L (und E), die man nur diirch 
Versuche losen kann. Wenn man zuniichst das in x enthaltene E ver- 
nachlassigt, und X, mit a bezeichnet, so wird 

Die Losung dieser Xiherungsgleichung ist x = 13O; damit wird 
mit Hilfe der Ausdrücke für x und y 

Damit konnte man in der Tat schon die Zahlen der Tabelle eiiiiger- 
maBen darstellen, wobei men auBerdern berücksichtigen muB, daB in 
der aus der SchuBtafel abgeleiteten Tabelle jedenfalls die 4. Dezimale 
in V B  ganz unsicher ist. E s  handelt sich aber Tor allem darum, dar- 
zulegen, daB die Gleichung (90) oder die daraus abgeleitete vercinfachte 
Gleichung (90a) die Zahlen der Tabelle darstellt. Mit Hilfe des ersten 
Kaherungswertes für E kann man die Gleichung (92) nach d durch 
Versuche auflüseri. Als Koritrolle ergibt sich, da0 man durch die 
Gleichiingen fiir x und y schlieBlich E iihereinstimmend mit dem 
Ausgangswert E finden muB. Auf diese Weise ergibt sich endliçh, daB 
die nTerte 

B = 0,0735 

(93) i = 0°,7380 = O0 44' 17" 

E = 0,1623 

nebst der Gleichung (90a) den Werten der Tabelle für t = 6, t = 12, 
t = 18 genügen. Die DarsteUung der übrigen Werte dieser Tabclle 
zeigt die nachstehende Zusammenstellung. 

l 
k! - 
G - 1  i/" 1/R Diffo- 11 a113 der ' 

berechnet 1 renz , Schufhfel  
l 

vr: 
aus der 

SchuBtafel 

0,215 

0,224 

0,230 

0,235 

Zeltechrift f. Mathernatik u. Physik 55.  Band. 1907. Hef t  4. 

VB- 
herechnet 

----- - 

0,217 

0,224 

0,230 

0,233 

0,240 

0,243 

0,244 

0,243 

2 6 
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In Anbetraçht des ziemlich verwickelten Verlaufes der Funktion V B  
wird man die erhaltene Ü b e r e i n s t i m m ~ n ~  als recht befriedigend be- 
zeichnen diirfen. 

Nuri kounte man daran denken, nach der Methode der kleinste~t 
Quadrate, beziehungsweise durch Aufstellung von Korrektionsgleichimgen 
eine schiirfere Überein~t i rnmun~ mit sanitlichen auf 4 Dezimalen an- 
gesetzten Tabellenwerten herbeizuführen. Dabei würde es sich emp- 
fehlen, auf die vollstandige Gleichung (90) zurückzugehen. E s  würde 
genügen, wenn man die Koeffizienten innerhalb der Klammer ala 
konstant ansetzte d. h. mit der wohl erlaubten Veriiachlassigung von 
g4 schriebe: 

+ 0,00362 (1 + ~ t )  cot x - 0,00019 (1 + et)%os 2x1 

und A, E, 6 hieraus no bestimmte, daB sie sich den Tabellenwerten 
genau anschlieBen. Ich glaubte, auf die Ausfülirung der etwas urn- 
standlichen Rechnung verzichten zu d i e n ,  um so mehi., als die Daten 
der Schdàtafel hierzu nicht genau genugl) sein dürften. 

Ehe genauere Unterlagen zur Verfügung stehen, soUen deshalb 
die weiteren zahlenmaBigen Polgerungen au6 (93) gezogen werden. 

Aus (91) folgt 
G 

Po = 1/,o 

und da A, nach (79) gleich 7,7 ist, wird auf Grund dieses Wertes, de r  
natürlich alles weitere beeinfluBt: 

d. h. die Anfmgsamplitude der Nutation betragt 1' 31'. Über die 
Zuverlassigkeit dieses Wertes ist allerdmgs schwer zu urteilen, da sie 
wesentlich von der Genauigkcit des Koeffizienten A, abhangt. Aus 
(85) folgt nun, da8 z. B. nach 20 Sekunden Flugzeit die Amplitude 
den Wert 

Q,, = ô0,450 

annimmt. Diese Werte sind wesentlich andere, als die von Herrn 
Professor Cranz  ermittelten und wie ich glaube an und fur sich wahr- 
scheinlicher. 

1) Ganz abgesehen von den etwas r o h m  Angaben über Scitenverschiebung, 
sind j a  auch die Werte für v und cos w mehr oder minder Inteipolationsprodukte. 
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Die Winkelgeschwindigkeit der GeschoBdrehung ist fur t = O nach 

(82) Y, = 632, d. h. das GesahoB macht 2 = riinil 100 Crndrehungen 

in der Sekunde. Nach 20 Sekunden Flugzeit dagegen macht es1) nur 
r O 

- 23l/, Umdrehungen in der Sekunde. Ganz 
2 %  (1 + 2 0 .  O , I ~  - 

iihnlich verhalt es sich mit der Geschwindigkeit der Pondelungen 
(Nutationen). Nach der unmittelbar Tor (84) stehenden Beziehung ist 
y = ir. Da i annahernd = 0,24 ist, folgt hieraus 

Die Dauer einer Nutationspendclung wird somit nach (87) für t = 0 
& = 0,042 sec, für t = 20 Y,, = O,iï7 sec. Dies entspricht einer 
Umlaufzahl von 24 resp. 5,6. 

Was die ,,Priizession" anlangt, H O  hat die Heranziehung der 
SchuBtafel die oben aiifgestellte Rehauptung, da0 innerhalb der erreich- 
baren SchuBweiten entfernt keine volle Umdrehung s ta t thdet ,  durchaus 
bestiitigt. E s  wachst von t = O bis t = 20 sec der Winkel x von O 
bis - 38',75. 

E s  müBte sich ferner nach (91) ergeben, daB 

ist. 
E s  ist oben schon bernerkt worden, daB die Reihe fur K - vgl. 

S. 399 und Formel (74) - zu langsam konvergiert, als da6 man ihren 
Wert bequem und genau berechnen konnte. Auf Grund einer rohen 
Abschatzung war die Vermutung aufgestellt worden, es mochte ihr Wert 
von 1 nicht allzu sehr verschieden sein. 

Die Einaetzung von y. p, il ergibt nun in der Tat 

worin ich in erster Linie eine Restiitigiing der entwickelten Theorie 
erblicke. 

Endlich muR auch noch auf die erstmals in (,58) auftretende 
Integrationskonstante eingegangen aerden. Sie wird C = (y,~,)" 15,8 
und damit rund = 4; fl aber stellt die Winkelgeschwindigkeit 
dar, die das GeschoB um eine Querachse infolge des ,,AnfangsstoBes" 
erhielt. Das obige Hcsultat würde bedeuten: der AnfangsstoB ist derart, 
daB er  dem GeschoB eine fimdrehungsgeschwindigkeit von 0,6 Um- 

1) 01) diese theoretische Vorharsage der Wirklichkeit entspncht, diirften die 
leider noch nicht bekannten Versuche  de^ Prof. Dr.  N e e s e n  in nicht allzulanger 
Zeit entscheiden. 

26 * 
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drehungen in der Sekunde um eine Querachse geben würde. Dieser 
Betrag ist durchaus walirscheinlich. 

Die Konstante C hat, wie dnrgelegt, einschneidende Redeutung in 
dei. ganzen Theorie; es dürfte aber ziemlich ausgeschlossen sein, sie a 
priori zii bestimiiien, ohne die beobachteten Seitenabweichungen heran- 
zuziehen. Damit merden wohl alle Spekiilationen hinfXllig, die darauf 
abzielen, die Gr6Be oder Geschwindigkeiten der konischem Pendelungen 
unabhangig von den beobachteten Seitenabweichungen zu berechnen, 
solange man die Pendclungcn sclbst nicht genau beobachten kann. 

SchlieBlieh erübrigt noch die Frage, wie nian umgckehrt die 
Seitenabweichungen aus i., E ,  a unmittelbar berechnen kann. Am 
einfachsten ist es jedenfalls, wenn man, wie hier geschehen, zunachst 
die Funktion B berechnet, wozu die Gleichung (90) zu verwenden ist. 
Ilierinit findet man verrnoge mechanischer Quadraturen (oder pph ischer  
Integration) die Seitenabweichungen, falls man noch nicht damit be- 
friedigt ist, daB das aus der Pendelungstlieorie errechnete U mit dem 
aus der SchuBtafel ermittelteri übereinstiinmt. 

Die unmitklbare Integration von (80) hatte zwar für das quadra- 
tische Luftwiderstandsgesetz keine groBen Sçhwierigkeiten, dagegen 
müBten für  eine Integration nach Art S i  a c c i s neue ballistische Funk- 
lionen berechnet werden. 

Die genauere Ermittlung des Verlaufes der konischen Pendelung 
dürfte nun auch von Wert sein für die Erforschung des sogenannten 
Fornlkoeffizienten der Balliatik, der gewohnlich mit i bezeichnet wird. 
Vielleicht wird es mit der Zeit mOglich, ihin auf diesem Wege eine 
analytisçh begründete Form zu geben, wiihrend er bis jetzt nur ein 
Interpolationsfaktor ist. E s  würde zu m i t  führen, - auf dicse Frage 
iiiiher einzugehen. Vielrnehr seien hier die Ergebnisse nochmals kiirz 
ziisammengcfaBt : 

Sofort nach dem Verlassen der Mündung beginrit die GeschoBspitze 
Kreise zu beschreiben, die anfangs ganz rec,hts der Bahntangente liegen. 
Die Umdrehungsgeschwindigkeit wiihrend der einzelnen Umdrehung ist 
nicht ganz konstant, sondern periodisch leicht (um 0,17 bis 3,3°/,,)1) 
veranderlich; aie nimmt auBcrdern stetig wie die GeschoBrotation ab. 
Der liadius des Pendelungskreises ist fast ausschliefilich (insofern S in 
Formel (51) zu vernachliissigen ist) vom AnfangsstoB, der Drehge- 
schwindigkeit und den Sriigheit~srrionierlteri des Geschosves alihkgig; 
dieser Radius vergroBei-t sich iin Verhaltnis, wie die Pendelimgsge- 

1) Vgl. (53). Hier sind die Werte für C/73 für t = O und t - 20 zugrunde 
gelegt. 
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schwindigkeit abnimmt. Das sind die von C r a n z  und anderen nach 
der analogen Erecheiriung bei der Bewegung der Erdachse mit Nuta- 
tionen bezeichneten Urndrehungen; sie allein sind der unmittelbaren 
Beobachtung unter Umstaiiden zugünglich. Der Mittelpunkt des Ku- 
tationskreises, der zu Beginn rechts in derselben H6he mit der Bahn- 
tangente lag, beschreibt um letztere mit periodisch nnd stetig nach ziendich 
verwickeltem Gesetze veriinderlicher Geschwindigkeit eine sich erweiternde 
Spirale in entgegengesetzter Rir,htung. Diese Bewegiing ist aber so 
langsam, da6 sie auf die weitesten SchuBentferniingen noch keine halbe 
Umdrehung betriigt. Dies ist der Grund, weshalb die Nutatioiien 
dauernd fast ganz auf der einen Seite der Bahntangente verlaufen und 
weshalb man nur Abweichungen nach eirier Seite hat. J3s ist also 
nicht die Priizessionskurve ,,unsymmetrisch bezüglich der Rahntangente" 
(Prof. Cranz  a. a. O.), sondern ivir konnen eben nur einen Bruchteil 
eines Umlaufes von ihr beobachten. Ware die F'lugbahn langer, so 
würde die Prxzessionskurve allmiihlieh eine volle Umdrehung uin die 
Bahutangente umfassen. 

Die numerischen dngaben bezüglich der Granate CI73 k6nnen 
nur als Anniiherungen betrachtet werden, vor allem wegen der Mil.- 
lichkeit einrr genauen Hestimmung des Koeffizienten do (hier = 7,7) 
und der Schwierigkeit genauer Ermittlung der Triigheitsmomente durch 
Rechni~ilg. 

Pür Ci73 ist der Verlauf der Erscheinung in vergrohertem MaB- 
stabe (etwa 2 : 1) nachstehend abgebildet. 

Nach dem Vorstchenden mare es daher nicht richtig, daB die 
Periode der Nutatioiisb6gen vom AnfangsstoB uriabhangig ist (Cranz 
a. a. O.), dagegen stimme ich der dortigen Formel VI  (Cranz a. a. O.) 
für die Arriplituden der Nutatiorisb6gen bis zu einem gewisseu Grade 
xu, wiihrend ich allerdings die Gültigkeit der übrigen Formeln be- 
zweifelii muB. Herr Professor Cranz  wollte ja selbst die L6sung nur 
fiir den Fa11 gelten lassen, wo man den Winkel zwischen Bahntangente 
und Horizontale vernachlüssigen kann. Die vorstehenden Eritwiekelungen 
dagegen sind unabhangig von dieser Beschriankung und f ü r  Flach- und 
Steilfeuer gleichmiiBig verwendbar. Auch die H e y  denreichschc Beo- 
bachtung: ,,bei Steigerung der Anfangsgeschwindigkeit von 180 111 aiif 
600 m steigerte sich die Zahl der Pendelungen von 2 auf 4 bis 5", 
wird nach derri Vorsteliende~i fast ganz streng dargestellt, derln es ist 
nach (87) und (82) 

2 n i " = I ( l + ~ t )  y O = i r o  r,, = ~ ~ 1 9 8  
/ O  R .  

Hieraus fol@: Wenn bei v, - lYOm/sec 2 Pendelungen stattfinden, 
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niüssen bei v, = 500 "/sec 5,5 stattfinden, oder wenn es bei v, = 500 
4,5 sind, so finden bei v, = 180 1,62 statt. Das liegt sicher innerhalb 
der Beobachtungsfehler. 

UaB die Seitenabweichungen mit der Zuiiahme der Anfangs~e- 
schwindigkeiten und mit der Verliingerung der Geschnsse abnehmen 
(Beobachtung von Dahne) ,  liegt daran, daE g, der wesentliçhe E'aktor 
für die Seitenabweichung mit wachsendem y,, das proportional v, kt, 

c 
und mit abnehmendem i = --, das für liingere Geschosse abnirnnit, 

A 
kleiner wird. 

Fig. 9. 

Die 5 a~e~eae ich r i e t en  Kreise siud die Nutationskreise für t = O ,  = r>sec, 
= lOscc, = 15scc, = 'LOscc, die gestïichelte K w e  1% M,, ist dic Prazess ionsku~e 
von t = O bis t = 20 sec, deren weitere Foi.tsetziing diirch die Punkte :M,, M,, 1%: 
gegeben ist. Für  den Punkt P is t  TP = cc, 15%!i,, = e ,  .-x A7TM2, = x i  fiir die 
Seitenabweichung ist TAT bestimmend. Ua die Entierriiing der GeschoBspitze vom 
Schwerpunkt bei Cl73 rund 132 mm betragt l u t  man fiir 

Es miiBtc1 demnaüh von etwa t = 33 sec an  die Seitenabweichung wieder ab- 
nehmen, noch spj tcr  = O und ncgativ wcrden, wenn die Flugbahn soweit reiclite.'j 

1) Die letzten Zahlen der SchuBtafel fiir 6300 bis 6500 m siricl Leziiglich 
der Seitenverschiebung wohl lediglich extrapoliert. 
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Dai3 die Seitenabweichung bei Steilfeucr unter sonst gleichen Cm- 
stinden @Ber ist, als bei Flachfeuer, sieht man auf den ersten Blick 
am Auftreten vou COB w in der Formt.1 (811, mo w den Winkel zwischen 
der Bahntangente und der Horizontalebene bedeutet. 

Es  erscheirit erwünscht, hier noch mit einigen Worten das 
L6Blsche Luftwiderstandsgesetz zu beriirksichtigen. Dieses nimmt an 
Stelle der Formel (5) an, daB 

(93) y(w) - cos 0 

ist (w Wiukel zwischen Normale der GesclioBoberfliiche und Bahn- 
tangente). 

Damit wird das erste und am meisten betrachtliche Glied im 
Ausdruck für die seitliche Beschleunigung (28), deren umstandliche 
Kcrleitung im einzelnen hier nicht mehr durchgeführt werden soll, 
zu 

4 
W h r  sin a, ststt Whr sinP a! 

2 

und (32) wird 

Damit wird (79) 

TF> = 9-Pz A~ @ (ZL) f ( v )  
P 

@ ( t h )  - sin w(1 + . . .) 

Hieraus folgt statt (SI) 

und es bliebe nun zu untersuchen, ob die SchuBtafelangaben sich durch 
die vorstehende Gleichung darstellen lassen. Jch habe diesen Versuch 
nicht durchgeführt, da es kaum anzunehmen ist, daB B, das nach (90) 
geniihert die Form 

G ;  c0S2~,(1 $ 2 ~ ~ t  f ~ : t ' )  
hat, auch durch 

6 2  Cos Xe(l + ~ q t )  

darstellbar ware. Demn wcnn auch in der ersten Formel 8; nur 
= 0,16.. .' = 0,026 ist, so wird doch cSt%. B. für t = 20 zu 12, 
wiihrend 2 ~ ,  t erst den Wert 6,5 hat; mithin tritt das Glied mit ta 
stark in die Erscheinung. LoBls Gesetz führt hier nicht xu einem 
Gliede mit tZ ;  ich glauhe also, da0 die Erscheinungen der konischen 
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Pendelungen mindestens nicht zu gunsten von L6B1 sprechen, wenn 
damit allerdings auch nicht bewiesen werden kann, daB das Newtonsche 
Gesetz genau der Wirklichkeit entspricht. Wenn es dereinst vergonnt 
sein dürfte, hier einen tieferen Einblick in das Wesen der Dinge zu 
gewinnen, so wird der Weg vermutlich über die kinetische Sheorie 
der Gase führen. Allerdings darf man nicht rergessen, daB gerade 
die Gesetae und Theorien für  die Praxis fruchtbarer sind, die nur 
Annaherungen darstellen, aber eben deshalb, weil sie solche sind, das 
wesentliche und Charakteristische der meist verwickelten Vorginge 
klarer in die Erscheinung treten lassen. Die verhiiltnismii8ig grobe 
Anniiherung, welche die K e p l e r  schen Gesetze für die Planetenhewegung 
bilden, sagt unserer Anschauung mehr, als wenn wir imstande aireii, 
für die Integrale des Dreik8rperproblems strenge geschlossene Funk- 
tionen aufzustellen. Wenn es daher erlaubt ist, Kleines mit GroBeiii 
zu vergleichen, so glaube ich, es dürfte die vorstehende auf Anniihe- 
rungen beruhende Theorie der konischen Pendelung für die Erkennt- 
nis dieses verwickelten Vorgangs beinahe mehr leisten, als eine v6llig 
strenge, mit den bisherigen Mitteln der Analysis wohl kaum zu be- 
wiiltigende Integration der Differcntialgleichungen für die Rewepng  
der GeschoBachse. - 

Über die Bewegung eines starren Korpers durch Abschroten. 

Von ~ I E D R I C I I  SCHUR in Karlsruhe. 

Bekanntlich kann man sich jede Bewegung eines starren K6rpers 
dadurch entstanden denken, daB eine geradlinige Flache, ein bewegliches 
Axoid, auf einer anderen geradlinigcn Fliiche, dem festen Axoidc, zu- 
gleich abrollt und aligleitet odei-, wie man nach R e u l e a u x  au sagen 
pflegt, abschrotet. d m  vollstindigsten ist dies Probleui wohl von 
Antornar i  in desven Thèse1) behandelt worden. Iudcssen ist die 
Frage in dieser iimfanglichen Abhandliing, von der ich übrigens erst 
nachtriiglich Kenntnis erhielt, mit so vielen andern Fragen verquickt 
wnrden, da0 eine Orientierung nicht ganz leirht ist und im besonderen 
die analytische Darstellung der Bewegung, die durch zwei geeignct 

1) Antomari, Application de la méthode cinématique à, l'atude des pro- 
priétés des surfaces régleen, Paris 1894. Wegen dcr sonstigen Literatur s. Ency- 
klopiidie der Math. Wiss. Bd. IV, 1, S. 233 ff. Vergl. auch die Behandlung bei 
Heun, Lehrbuch der Mechanik, Leipzig, Goschen, 1906, 9. 249 fi. 
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gewahlte Axoide hervorgerufen wird, nicht deutlich genug zum Aus- 
drucke kommt. Es diiifte daher die folgende Behandlung des Problems 
nicht ohne Eutzen sein und für nianche Zwecke eine erwünschte Er- 
ganzung der obigen Abhandlung bilden, zumal nichts vorausgesetzt wird 
als die Eigenschaften der orthogonalen Substitution. 

T. 

Sind X Y Z  die Koordinaten eines Punktes im festen Raume 
xyz  diejenigen desselben Punktes im beweglichen Korper, so ist eine 
Drehung desselben um den festen Anfangspunkt dargestellt durch die 
Formeln : 

x = ~ f ;  + yf2 + ~ f 3 ,  x = X f ,  t + Zh,, 

Y-xy, + yg ,  + #Y,, y = Xf, + Y g ,  + 2 7 2 2 ,  

Z =  xh1 + yh2 f .eh3, " = Xf3 + Yg,  f Bh3, 

wo f,, g,, hl etc. als Fiinktionen einer veriiriderlichen Gr6Be t die 
hekannten 13edingungen1) einer orthogonalen Siibstitiition zu erfüllen 
haben. Dann ergeben sich die Komponenten der Geschwindigkeit des 
Punktes X Y% in der Form: 

wo durch die Striche die Differentiation nach t bezeiclinet werden 
rnoge. Setzt man daher: 

so nehmen die Gleichungen (1) die Form an: 

sodaB PQIl die Richtz~nys7cosinus der Momentanaclzse u n d  w die so- 
gepzannte Winkelgeschwi~zdigkeit  bedeuten. 

- - 

1) S. z. 13. S c h u r ,  Lehrbuch der analyt. Ueomet,rie, Leipzig, 1898, S. 144. . 
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Durch Anwendung dieser Formeln auf die Punkte f, y, hl usw. 
ergibt sich das Foïmelsystem: 

1 f i  = (&hl  - K Y I )  w J  s; = (R f ,  - L ' k )  w ,  k; = (Pg1 - QfJ a;  

(IV) fL=(Qhs-Rgs)w, ~ , = ( n f z - P h ) a ,  hk~ (Pg , -Q f , ) a i  
f j  = (& h, - Ti'g,) c lJ  gh = (Rf ,  - Ph,) 0 ,  hi = (Pg, - Q f 3 )  m. 

Hieraus folgt : 

f3f b+g3ga$ h3hir { Y(g2h3-h,g,) f " ' }  w=(PfltQg,+1L32,)w=pw, usW. 

für die Richtungskosinus pyr  der Momentanachse im beweglichen 
Korper erhalten. 

1st nunmehr die allyemeine Bewe,qmg des stnrren K6rper.s in der 
F orm : X = L  + xf, + 9f2 + a / " ,  

(v> Y =  Jf+ x g ,  +yg2 + r"gg, 
Z =  X +  xh, + yhz + zh,, 

gegeben, und bestinimt inan z J  y, z zus den Gleichungen: 

d u  
wo s = - die sogenannte Schiebz~~zgsgge~chwilzdi~lieit ist, so erhalten wir 

d t  

für die entprechenden X, Y, Z im festen S y s t ~ m e  die Gleichungen: 

( s P  - L' + (Q(%- AT) - R(Y - 1W))w, 

( V I )  s Q =  M ' +  (K(X-  L) - l J ( % - N ) ) w ,  

s R = h T ' + ( P i r - $ 1 ) - Q ( X  L ) ) w .  

Hieraus folgt: 

(j> s = PL' + Q M '  + RN' .  

Den Gleichilngen (VI) genügt daher z. H. der Punkt  ARC, menn 
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Es sintl daher alle T,iisungen der Gleichiingen (VI) enthalten in der 

Form : 

@) X - A + u P ,  Y = B + u Q ,  Z = C + u R ,  

wenn u  ein veranderlicher Parameter ist. Jeder Punkt der durch diese 
drei Gleichungen dargestellten Gei-aden besitzt dernnach den Gleichutigen 
(4) und (VI) zufolge eine in die Gerade selbst fallende Geschwindigkeit, 
diese Gerade ist folglich die sogenarinte snornelztane Schraubenache 
unserer Bewegung. Ziigleich sieht man, daB die GIeichimgen (a), wenn 
man darin t h  und t oder <F als veranderlich ansieht, das feste Axo id  
oder den Ort dieser Schraubenachsen irn festen Sgsteme darstellen. 

Bedeuten nunmehr a ,  b ,  c; p ,  p, r die entsprechenden Gr6Ben für 
den bewegten IGrper, so gelten für jedes t oder y die Gleichungen: 

Im besonderen erhalten wir die Gleichungen des Beweglichen Axo ids  
oder des Ortes der momentanen Schraubenachsen innerhalb des bewegten 
K6rpers in Beziehung auf das feste System in der Form: 

wenn der Index O einer bestimmten Lage des bewegten K6rpers oder 
einem Werte t = t 0  oder y = giO entspricht. Dann ist natürlich: 
Al =A0, usw. und IT =P, usw. Da ferner infolge der Gleichungen (9), 
(III) und (1) oder auch infolge von Gleichungen, die deni Systerne (IV) 
analog sind, die Gleichungen: 

bestehen, so ist: 

(1 5) P' = p' f ,  + q'f, + r r f3 ,  usw. 

also auch: (l'')O - ( l ' ; )O,  UBW.,  d .  h. die der Schrazibe~zachse ( A O P C O ;  
Y O Q O R O )  a u f  den% festen ~ t n d  dem bewegl ichm Axoide benacl~barten 
Geraden hubelz yleiche R i c h t u q  Weiter fol@ aus: 
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und aus den Gleichungen (4), daB: 

(17) A' = a'f, + b'f ,  $ cff3 + sP, us W. 

E s  ist daher: 

(18) ( A ' ) O  = (A;)' + s'Po7 UEW. 

Ohwohl man hiernach eigentlich nicht sagen kann, daB die beideii 
benachbarten Geraden zusammenfallen, so haben die Oeiden Axoidr! 
rioch in allelz Punkteiz der gemeinsamen Sclwaubenackse die Tangentd- 
ebclze genzeirz. Denn deren Stellungskosinus A-, p, v bestimmen sich ans 
den Gleichungen: 

(19) A P + p Q + v R = O ,  

PI L(A' + U T ' )  + p(Hr + U Q ' )  + v(C1 + ull ')  = 0. 

Von diesen beiden Gleichungen ist aber die erste sicher für  beide 
Axoide dieselbe und die zweite anf Grund der ersten nach dem Obig~n 
ebenfalls. 

Ebenso laBt sich leicht erkennen, daB der sogenannte Verteilunqs- 
d e  

puranzeter 1; = -- für beide Axoide cierselbe ist, wo d e  der kürzeste Ab- 
d a 

stand zweicr benachbnrter Schrnubenachsen und d~ ihr Winkel ist. 
Denkt man sich daher statt der Zeit t die Verhderliche G eingeführt 
auf Grund der Gleichung: 

so sind die ~ichtu~~g.s7tosinus des kiirxcstcn Abstaads: 

WO, wie im Polgenden immer, die Ilifferentintion nack der Veriiltd~r- 
lichen <s tlurel~ Striche bezeiuhnet werden mag. Sind ferrier u = v und 
u = i die A b s t a d e  der Endpunkte diesev kiirzcsten Abstands von 
den Anfangspunkten (A, B, C) und (A + d i i ,  Z? + d B ,  C + d C )  der 
Schraubenachse und der ihr benachbarten, so gelten die Gleichungen: 

P3) A + d B  + v ( P  + dL') = -4 + vP + de A ,  usw., 

oder : 

(24) A' - W P  - vP' + k A ,  usw., 

v - v  wenn - - 
d G - s ~ .  gesetzt wird. Hieraus folgt: 

= P A ' +  V B ' +  ncf, 
(VII) - v = PA'-1 Q'B'f R'C;  

k - AA' + B B ' +  rc". 
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Hiernach ergibt sich zuerst aus den Gleichungen (lj), da5 6 = a, ist, 
ferner aber aus (18), da5 k0 k: und v0 = vy. nie beiden, Axoide 
haben daher für jede gemeinsnme Schraubenachse den sogelzannten StriX- 
tionspn7ct und den Vwt&lurzyspnramter gemein Was dagegen die 

(%)O . . Funktion w betrifft, so fol$ nur w0 = wy + , sie 1st also nur dann 

für jede gemeinsame Aclise dieselbe, wenn kein Gleiten stattfindet. 

II. 

Denken wir uns nunmehr dus feste Axoid in der E'orrn ( 8 )  gegebmx, 
so kann zwnuchst dus beweghche Axoid aus den den Gleiclmn,qen (24) 
nnnkyen Gleichungen : 

( 2  5) d a  
= wip - vp' + 7ca, usw., 

durch Quadraturen bestimmt werden Hierbei sind p ,  q ,  r solche im 
übrigen wilikürliche Funktionen von 6, daa pz + q2 -+ r2 =p' + q' + r' = 1 
ist, d. h. der Ricktl~egei des heteglichen Axoids kann fioch belkbig an- 

genommen werden und seine Banten k6nnen denen des Richtkegels des 
fe&n Axoids so ziigeordnet werden, da5 entsprechende Kanten mit 
je einer beliebig zu wiihlenden Anfangskante gleiche Kegelmiiritel ein- 
schlieBen. Wahrend ferner auch w, als eine beliebige Punktion von 6 
angenommen werden kann, sind die Funktionen v und k durch das 
feste Axoid gegeben. Da aber ABC' auch ircjend ein Pnnkt der 
betreffenden Schraubenachse sein knnn, so k6nnte man auch v = O 
setzen, also die Striktionslinien der beiden Axoide als ihre Leitlinien 
aiinehmen. Durch die Punktion w, ist offenbar das Verhaltnis der 
Schiebungs- zur Drehungsgeschwindigkeit gegeben. 

Wollen wir nunmchr die diesen beiden Axoiden eritsprechenden 
Ueweyungsformc2fi aufstellen, so gehen wir von der folgenden Uber- 
legung aus. Irgend ein Punkt xyz, der mit dem beweglichen Axoide 
verbund~n ist, hat in einem Systeme wErif7 dessen Anfangspunkt w 
mit drrn Striktionspurikte abc zusamrnenfiillt und dessen Achsen WC, 
(11 q ,  ~6 die Richtlmgskosinus pqr, p'p'r', a p y  besitzen, die Koordinaten: 

(X - a ) p  t ( y  - b) p + (a - c) r ,  

(x- a ) p ' +  (y - b)  p' + (s- c ) r r ,  

(x - a ) .  + (y - i l )  p + (2 - C) y .  

Denken wir uns nun das bewegliche Axoid in die Lage gebracht, bei 
der das obige System nach ABC,  PQR, P'Q'R',  AB^ zu liegen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



414 Eber  die Bewegung eiues starren Korpers durch Abschroten. Von FIL Scann. 

kommt, so hat dieser selbe Punkt im ursprünglichen Systeme die 
Koordinaten: 

X=il+!.jP+riP'+[A, 
(27) Y = B + 5 8 + 1 ; ; Q 1 + S B ,  

Iz=r:+ ! . j R + > i r +  gr, 
soduB wir die gesuchtcn Bewegungsformeln aus den Formeln (V) cr- 
halten, wenn wir darin setzen: 

(VIII) 

und: 

L = A - af l  - b f ,  -c f , ,  

Jf = B - ag, - by,  - cg,, 

N =  C -  ah, - bh ,  - ch,, 

IIierbei ist aber darauf zu achten, daB wir einerseit~ jede Seite der 
Erzeugenden PQR mit jeder Seite der Erzeugenden ppr und andrer- 
seits auch jede Seite der Normale P'Q'R' mit jeder Seite der Normale 
p ' q ' r '  zur Deckung bringen Irtinnen. Diese Bemerkung ist wichtjg, 
weil sonst bei kongruenten Axoiden der Widerspruch entstiinde, daB 
sie überhaupt keine Bewegung definieren konnten. Eine solche Frage 
drangt sich auf, wenn wir aus obigen Formeln wieder die momentanen 
Schraubenachsen zu bestimnien suchen. Wir brauchen hierzu einige 
ails der Kurvenlehre wohl bekannte Identitaten. Setxen wir: 

(28) ap" + pp" + yr"  = 8, 

so folgt aus dem Systeme: 

pp" + qq" + rr" - - 1, 
(2 9) = O, 

I apf l  + B q t r  + y v t l  = 8 
das System: 

und aus dern Systeme: 

pa' + 48' + ry '  = 0, 

(30) pJa'+ q'o' + r'y' = - S, 
au' + p j '  + yy '  = O 

das System: 
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Bedenken wir daher, daB 

h; = fi'p + Rp" + X"pt + K'p" + r ' a  + r u ' ,  USW. 

so folgt (S. G1. (2)): 

(32) g,k; $ g,hi + g3h3 = Qnr + Q f I i  + Q'R1'.-  Q ' r a  4- Br 
- QR' + n ' B a  

= Q'R + &'rd - PS 
- Q'R - R'BA = P ( d  - a), usw. 

Ferner wird (S. 01. (4)): 

(33) L' + a f ;  + b f k  + c f3  = Ar - a ' f ,  - b'f ,  - ~ ' f 3  = 

A' - Pw, - A k  = P(w - w ~ ) ,  USW. 

Wir kommen also in der Tat zu der ursprünglichcn Schraubenachse 
d u  

zuriick und finden erstens wie oben, dao w - tu - - und zweitens, 
- d u 7  

d 
daB die Winkelgeschwindigkeit 2 = A - S kt. I n  dem Vorstehenden 

d G 
glauben wir alie Pormcln gegeben zu haben, um spcxielle Aufgaben, 
die sich hieran knüpfen, zu lüsen, halten aber ein Eingehen auf solche 
hufgaben hier nicht für n6tig. 

K a r l s r u h e ,  den 9. November 1906. 

Bemerkung zu den Sommerfeldschen Ausführungen ,,Über die 
Knicksicherheit der Stege .von Walzwerkprofilenu (Znsatz). 

Von A. TIMPE in Danzig. 

Tm Einverstiindnis mit Herrn Prof. S o m m e r f e l d  mochte ich noch 
nachholen, darauf hinzuweiscn, daB sich der von mir jdiese Zeitschrift 
Bd. 55, FuBnote S. 151, 152) bemerkte Vorzeichenfehler in seinem Be- 
dingungsschema (diese Zeitschrift Bd. 54, S. 320) leicht dadurch korri- 
gieren M t ,  daB man die dort in  Gleichung (5) gegebene Definition 
von f(y) folgendcrmaBen abiindert: 

/(y)=- 6inL(y - h)  + ily GofL(y- h) + Gin ly  - L(y -1~)GojAy. 

Ich pflichte Herrn S o m m e r f e l d  gern darin bei, daB seine Losung, 
sofern auf eirie rnoglichst übersichtliche geschlossene analytische Dar- 
stellung gesehen wird, den Vorzug verdient. 
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Büeherechau. 

Bücherschau. 

Werkineister P. G r a p h i s c h e  T a c h y m e t e r t a f e l  für a l t e  Kreis tei lung.  
Entworfen für Entfernungen von 5 bis 500 m und für  Hohenunterschiede 
von 0,l bis 70 m. Mit ei~ieui Vorwort von Dr. E. H a m r n e r ,  Prufesçor 
a. d. Kgl. Technischen I-Iochschule i n  Stuttgart.  Verlag von Konrad 
Wittwer in  Stuttgart 1906.  Preis 1 4.60. 

Die hauptsachlich von d ' O c  a g n e  ausgebildete Mctho'dc der flucht- 
rechten Punkte zur Herstellung von Rechentafeln (abaques aliguement) 
wird neuerdings vielfach namentlich in der Geodasie und Astronomie an- 
gewendet. Nach dieser Methode sind in vorliegender Tafel die gebriuch- 
lichen Grundgleichungen für  tachymetrische Messung: 

dargestellt. Hierin bedeuten: E eine RcchnungshilfsgroBc vom Betrag c + k . l 
(wo c und k von der Fernrohrkonstruktion abhangige Konstanten, Z der 
zwischen den Distanzfiiden abgelesene Lattenabschnitt sind); cr den Hohen- 
winkel der Zielung nach einem bestimmten Teilstrich an der vertikal auf- 
gestellten Tiatte; e die gesiichte Horizontaldistanz 7wischen Tlatte und Um-  
drehungsachse des Instruments: k den gesuchten H6henunterschied zwischen 
Kippachse und jenem Teilstrich. 

Die für den Rureaiigcbrauch bestimmte Tafel (Format 35 X 25 cm) 
gibt auf S. 1 die aus Gleichung (1) folgende Reduktion von E auf e: 

E - e = E s i n 2 0 r .  

Die folgenden 1 2  Seiten sind der Cleichiing (2) gewidmet,, wohei die je- 
weiligen Grenzen von E und u den Bedürfnissen der Praxis entsprechen. 
Die Triiger der 3 Punktreihen sind einander parallel; verbindet man je 2, 
zusamiuengeh6rigen Werten von 3; und cr entsprechende Punkte (auf den 
beiden aufieren Skalen) durch eine gerade Linie (was mittels einer auf Zell- 
horn eingerissenen roten Linie geschieht), so liest man am Schnittpnnkt der 
mittleren Skala mit jener Gcraden den gesuchten Wert von (E -- e) b e m .  
h ab. Für ein Instrument mit bestimmten Konstanten l ~ B t  sieh die Tafel 
leiciit dahin eriindern, da8 man statt  mit dem Argument El sogleich mit 
dem Lattenabschnitt 1 eingeht. Der MaBstab der Skalen ist so gewtihlt, 
da0 bis zu Hohenunterschieden von 1 0 m  fast überall eine Genauigkeit von 
1 cm erreicht wird, an den übrigen Stellen der Tafel wird das dcm sicher 
erhalten. 
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Die aufs sorgf%ltigste gezeichnete Tafel hat  vor den meisten sonstigen 
graphisçhen Tachymetertafeln den Vorzug, wegen ihrer schonen, übersicht- 
lichen Anorduung das Auge nicht zu ermüden und wegen der genügend 
weit gehenden Ausdehnung der Argumente E und oc (E bis 500 rn) den 
Hohenunterschied stets unmitt'elbar zu liefern, so daB eine Zerlegung von 
E nur ganz ausnahmsweise notig .wird. Kommafehler, denen man bei den 
gebrauchlichen Rechenschjcbern ausgesetzt ist ,  sind ausgeschlossen. Nach 
einiger h m g  macht das AufGnden der gewürischteu Argumente in  der 
Tafel keine Schwierigkeit. Es diirfte sich empfehlen, bei einer Neuauflage 
die Tafel in  zwei Teile zu zerlegen, den einen mit cm-Genaiiigkeit in h 
( E  bis etwa 12Q) zur Berechnung der Wechselpunkte von Waldzügcn sowie 
des Horizonts von Feldstandpunkten, den andern mit dm-Genauigkeit in h 
für die Zwecke der gew-ohrilichen topographischen Tachymetrie. Der jeweils 
zu benützende Teil der Tafel würde dadurch weniger umfangreich und das 
Eingehen i n  die Tafel etwas berluemer. 

Stuttgart,  Dezember 1906 .  Dipl. Ing. A. EGERER. 

Dr. O t t 0  Fischer. Theoretische Grundlagen für eine Mechanik d e r  
l e b e n d e n  Korper. Mit speziellen Anwendungen auf den Menschen, 
sowie aiif einige Bewegungsvorgiinge a n  Maschinen. I n  moglichst 
elemcntarer und anschaulicher Weise dargestellt. Mit 67 in den Text 
gedruckten Figuren und 4 Tafeln. Leipzig und Berlin 1906,  B. G. Teubner. 
Preis: geb. 14.- .  

Das vorliegende Werk entinalt, eine zusammenfassende Darstellnng der 
ausgedehnten &tersuehungen, welche der Verfasscr zum Teil noch- (bis 
1893) gemeinsam mit W. B r a u n e  über die Beaegung des menschlichen 
Korpers augestellt hat. Der 1 .  allgemeine Teil behaudelt die Kiuetik der 
Gelenksysteme, deren Grundsatze fast ganz neu entwickelt werden muBten, 
da es sich hier um Systeme mit mehreren Graden der Bewegungsfreiheit 
handelt, wahrend früher z. B. i n  der Kinetik der Maschinengetriebe fast nur 
zwangliiuiige Systeme untersucht worden sind. Der zweite Teil enthalt 
eine lange Reihe von Anwendungen au€ die Bewegung des menschlichen 
Korpers und dessen Gleichgewichtszustand. 

Das Buch ist in crster Linie den Medizinern, insbesondere den Physio- 
logen und Anatomen gewidmet. Damit sind die Schwicrigkeiten charak- 
terisiert, mit deneu der Verfasser zu kiimpfeu hatte. I n  der Ta t  ist  Abscliu. 
1-8 des 1. Seils recht geeignet dem nicht fachmiinnisch gebildeten Ijeser 
die wicht,igsten Begriffe der Kinetik nahezubringen. 

Sind auch (dbschn. 6) die L a g r a n g e  schen Differentialgleichungen (zweiter 
Art) lierangezogen, so wird der Leser durch eine zweite elementare Her- 
leitung der Bewegungsgleichungen (Abschn. 8) wieder vollauf befriedigt. 
Da0 auch von Vektoren und ihrer Addition Gebrauch gemacht ist,, dürf'te 
fïir Nichtmathematiker das Verstandnis cher fordom als hemmen. 

F ü r  den Mathematiker ist von besonderem Interesse die für  die Rinetik 
der Gelenksysteme griindlegende und durchaus wesentliche Theorie von den 
:,HauptpunktenLL7 welche die Langsachsen der Gelenkglieder in  je zwei 
,,HauptstreckenLL, zerlegen. Ihre wichtigste Eigensehaft ist die, daB der 
Vektor von irgend einem Gelenk bis zum Schwerpunkt des ganzen Systems 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 55. Band. 1907. Heft 4. 27 
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sich aus den Hauptstrecken zusammensetzen laBt, und zwar ist von don 
beiden einem Glied zugehorigen Hauptstrecken je eine zu verwenden. Durch 
die Hauptstrecke lüBt sich aber auch die lebendige Kra& einfach ausdriicken 
und deshalb gewinnen auch die Bewegungsgleichungen durch ihre Ver- 
wendung an Einfachheit und gestatten eine für  das Verstandnis recht 
wichtige Interpretation. Da auch i n  der technischen Nechanik die Theorie 
von den Hnuptpunkten wichtige Vorteile bietet, sind anhangsweise (Abschn. 
2 1 und 2 2) einige Anwendungen auf Bewegungsvorgiinge a n  Maschinen 
behandelt. Vgl. diese Zeitschrift Bd. 47 (1902) 0. P i s  c h e r :  Über die redu- 
zierten Systeme und die llauptpunkte der Glieder eines Gelenkmechanismus 
und ihre Bedeutung fiir die technische Mechanik. Tn dem 1 9 0 4  erschienenen 
Artikel des Verfassers in  der Enzyklopiidie der mathematischen Wissen- 
schaftcn IV, 8 sind hier bloB die Abschnitte 9 ,  1 4  und 15 zu vergleichen. 

Vom Inhalt des Teils IIA des vorliegenden Buches gibt der Artikel 
der Euzyklopadie eine gedrangte Cbersicht. 

Zu den Gleichgemichtsproblemen (Abschn. 1 7 ;  Enz. 12)  sei bemerkt: 
Der  Schwerpiinkt einer zweiglieilrigori RxtremitZt liegt immer (S. 247  

u. 248) in einer Geraden mit dem Gelenkpunkt, in welchem die Extremitët 
mit dem Korpcr verbunden ist,  und einem Punkt  auf der Liingsachse des 
Endgliedes, welchen der Verfasser ,,RichtpunktiL dieses Fndglieds genannt 
hat. Ich habe in dieser Zeitschrift Ud. 54. S. 325 gezeigt, daB diese Purikte 
eine wesentlich weiter reichende Bedeutung besitzen, da beim dreigliedrigen 
Gelenksysteme der Schwerpiinkt stets aiif der Verbindiingslinie der heiden 
Bichtpunkte der Endglieder liegt und dieselhe im Vcrhaltnis der Haupt- 
strecken des Mittelglieds teilt. I n  dem S. 1 8 7  (Vgl. Taf. 1) beschriebenen 
Gelenkmechanismus konnte man daher mit einigen Pantopaphen weniger 
auskominen. 

Von den mdern  b~handel ten Problemen sei a,uBer den Anfangsbewegungen, 
welche in Abschn. 1 8  ausführlich behandelt sind, besonders hingewiesen auf 
den Abschnitt 1 9 ,  in  welchcm die Bewcgungsglcichungen integriert werden 
für den Fa11 der Kontraktion eines eingelenkigen Muskels und wo der 
beruerkenswerte Satz abgeleitet wird,  daB in jeder Uewegungsphnse das 
Verhiiltnis der Winkelgeschwincligkeiten und das Verhdtuis der Winkel- 
besc:hleunigungen beider Gelenkglieder gleichen Wert  besitzen. 

Stuttgart. -- E. S T ~ B L E H .  

H. PoincarE. L e c o n s  d e  m é c a n i q u e  céleste  professées à la Sor- 
bonne. Tome 1. Théorie générale des perturbations planétaires. V I  u. 
367 S. 8'. Paris 1905 ,  Gauthier-Villars. - l'orne II. 1" partie. 
Développement de la  fonction perturbatrice. 1 6 7  S. Paris 1907 .  

I n  den Jahren 1892-1898 erschien Poincarés groBes Werk ,,Les 
méthodes nouvelles de la mécariique célesteLL, in welcheru der Verf. die 
hochste analytische Strenge der von ihm ausgearbeiteten Xethoden anstrebt 
und insbesondere der Konvergenz der in der Stijrungstheorie auftretenden 
Reihen seine Aufmerksainkeit angedeihen lüBt. F ü r  den Anfinger ist dieses 
bahnbrechende, neue Pfade erschlieBende Werk Poincarés nicht bestimmt. 
Anders hier: das vorliegeride Buch sol1 der Art  seiner Entsbehuug uach 
den Leser ohne bedeutende Vorkenutnisse in die neueren Anschauungsweisen 
der Himmelsmcchanik einführen; die Darstellung sucht allenthalben aufs 
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kürzeste zum Ziel zu gelangan, verzichtet damit freilich auch aiif die inte- 
ressanten Ausblicke. die sich mehrfach auf dem Weee der klassischcn Himmels- " 
mechanik darbieten. 

Der ersbe Band behandelt die allgemeine Theorie der Plaueienst6rurigeri. 
Dem einleitenden Kapitel, Prinzipien der Dynamik in gedriingter Form, 
schlieBen sich die Giundlagen des Problems der drei Korper an. Durch 
Einfihrung fiktiver Planeten, dcnen man folgeweise lcicht überschbaro Be- 
dingungen auferlegt, gelingt es, die Darstellung bequemer zu gestalten, 
und es kommen ebenso einfache wie bemerkenswerte Satze zum Vorscbeiri, 
die die Beziehung zwischen den h g i e r t e n  und den wirklichen Rorpern ver- 
mitteln. Auf die Untersuchung der elliptischen (Keplerschen) Bewegung 
wird irn Hinblick auf den weiteren Lehrgang die Hamilton-Jacobische partielle 
Differentialgleichung angewandt, und &mach ist es dann nicht mehr um- 
stiindliçh, die Bedcutung der von Lagrange entwickelten Prinzipieri der 
Mechanik für  das Sonnensystem zu diskutieren. Leicht beweisbar ist jetzt 
die zaitlich beschrinkte Konsta,nz der g-roBen Achsen der Planetenbahnen, 
die zwar kleinen periodisch rerlaufenden Sehwankungen, aber keinen ssku- 
laren Storungen unterliegen. 

Eiue groBe Bedeutung kommt weiter dem sog. ,,Problème restreintLc zu, 
auf dessen ger~ahcrte Verwirklichung a i r  bci den kleinen Planeten stoBen. 
Die gestorte Masse (kleiner Planet) sei NulL der storende Korpei. (Jupiter) 
bewege sich in ungestorter kreisformiger Bahn um den Hauptkorper des 
Systems (Sonne) und die Bahnebene des kleinen Planeten Palle mit jener 
des Jupiter zusammen. Es tritt  danu der Bal1 eiu, daB aile sgkularen 
Storungsglieder rerschwinden, und dieses Ergebnis bleibt natürlich auch 
bestehen, wenn ich das probléme restreint noch weiter dahin spezialisiere, 
daB der klcine Planet sich an eincr Stellc bcfinden soll. in der seine Umlaufs- 
zeit in  einem rationalen (commensurabeln) Verhiltnis zu jener des Jupiter 
steht. So gelangt man zu den periodisçhen Lijsungen des Dreikürper- 
problems, bei denen die gegcnseitigen Abstande der drei K6rper (Sonne, 
Jupiter, kleiner Planet) periodische Funktionen der Zeit werden. Geltsamer 
Weise ha t  aber die Xatur die Voraussetzung des Auftretens periodischer 
Losungen nicht vcrwirklicht: in dem sonst so reich besetzten Planetoidengürtel 
zwischen Mars und Jupiter treff'en wir an den I~ommensurabilit~tsstellen mit 
der IJmlaufswit des Jupiter noch nicht, befriedigend aufgekliirte Liicken. 

Wendct man sich nun der allgemeinen Theorie der sakularon Stürungen 
m. so dürfen die bisher festrehaltenen TTereinfachunaen nicht weiter auf- 
reiht  bleiben; vielmehr sind jitzt die ~ a r i a t i o n s ~ r e n z e i  aller Balmeleruente, 
auch der Exzentrizitat; und der N e i p n g  zu diskutieren. L a g r a , n g e  und 
L a p l a c e  6eigtcn schon uutcr Nitnahme der zweiten Potenzen, da0 Neigung 
und Exzentrizitat stets klein bleiben; sie erschlossen daraus die Stabilitiit 
unseres Sonnensystenis. E s  ergibt sich weiter, daU au& die Berüçksiclitigung 
hoherer Potenxen an diesem Resultat nichts andert: Neigung und Exzentrizitat 
bleibt klein, das Sonnensystem fiir sehr lange Zeitraume stabil. Allerdings 
exiçtiert eine Stelle zwischen Sonne und ~ u p i t e r ,  an der ein kleiner plen&, 
unter der Wirkung von Jupiter und Saturn, sein groEe Neigungen erreiçhen 
konnte. - Ilatte Lagrange gezeigt, daB bei Vernachliissigung der Quadrate 
der Massen die groben Achsen der Planetenbahnen keine siikularen Glieder 
enthielten, also invariabel seien, so dehnte P o i s  s o n  dieses Hesultat aus 

? 7 *  
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und bewies unter Berücksichtigung der Quadrate dor M a s e n ,  aber mit 
Vernachlassigung ihrer Kuben, daB die groBen Achsen zwar gemischt sa- 
kulare Terme enthalten, rein sakulare indes nach wie vor nicht auftreten. 
Noch allgemeiner gestaltet P o i n c a r é  dibses Theoreni von P o i s  s on ,  indem - - 
er zeigt, daB in der Entwickelung keine rein siikularen Glieder vom Range 
Eins auftreten. Für j m e  Planeten, die den Kommensurabilitiitsst~llen (Tdiicken) 
ziemlich nahe liegcn, erweist sich die von D e l a u n a y  angegabene Methode 
von N u t ~ c n .  Poincar6 wendet sie auf den kleinen Planetcn (108) Hecuba , I 

an, der unter alleu dem Typus am nachsten kommt, d. h. jener Stelle, an 
der eine Umlaufszeit von genau der Halfte jener des Jupiter stattfinden 
müBte. l n  solchen Fillen erscheinen Glieder von sehr langen Perioden, - 
die Jahrhunderte und in g~wissen kleineren Termen Zehntausende von Jahren - 

übersteigen. - 
Der erste Teil des zweiten Bandes ist der Entwicklung der Storungs- 

funktion gewidmet. Man versteht darunter eine periodische Funktion der 
mittleren Langen des storenden und gestorten Korpers, die sich nach dem 
Vielfachen dieser Winkelgr6Beu i n  eine Fouriersche Reihe entwickelu l m .  
In der Diskussian werden drei Spezialfille unterschieden: 1) Neigungen, 
und Exzentrizitaten sind Null, 2) die Exzentrizitaten sind Null, 3) die 
Keigungen sind Null. Hierzu t r i t t  noch der Fa11 der Mondbahn, wo das 
Verhaltnis der groBcn Bahnachsen des gestorten (Xond) zum storenden Korper 
(Sonne) sehr klein ist, die Entwicklung nach Potenzen dieses Verhiilinisses 
daher besondere Vorteile dai-bietet. Von einschneidender Wichtigkeit ist 
die Frage nach der Konvergenz der in der S t i j r~n~sf i ink t ion  aiiftretrnden 
Reihen. Eine abschlieBende Reantwortung is t  zur Zeit noch nicht moglich. 
Wohl lassen sich eine Anzrahl interessanter Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten der nach verschiedenen Argumenten entwickelten Storungs- 
funktion angeben; durehweg aber wird man sich in  praxi über den all- 
gemeinen Verlauf der Koef'fizienten durch deren numerische Berechnung zu 
orientieren suchen; bequeme Methoden hierfür, die verschiedenen Fallen an- 
gepaBt sind, haben H a n s e n ,  J a c o b i ,  C a u c h y  und P o i n c a r é  aus- 
gearbeitet. - 

Die Planetenentdeckungen i m  verflossenen und laufenden Jahre, die bis 
jetzt schon drei Planeten in genau oder sehr nahe derselben Ent,fernung wie 
Jupiter m m  Vorschein brachten, verleihen den himmelsmechanischen Cnter- 
suchungen einen neuen Reiz: Spezialfalle des Dreikoiperproblems, die bisher 
nur  ein thoorctisches Interesse beanspruchten, scheinen hier der Vcr- 
wirklichung nahe gerüçkt. Zu der erschopfenden Aufkliirung der noch er- 
wachsenden Schwierigkeiten aber weisen die Arbeiten von G y  1 d é n ,  
P o i n c a r é  und C h a r l i e r  den Weg. 
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Abhandlungsregister  1905-1906. 

Von E. W~LFFISG in Stuttgart. 

(Fortsetzung.) 

Melrologie. 

1992. B. Ecïtvos Lorand. Valtoxha- 
tat lan mérté kegyskgek (Unveriinderliche 
klasseneinheiten). X.M. B. 35. 369. 

1994. J. TVitliowski. Miary dlngolci 
metryczne i ich stosunek do miar angiels- 
kich i dawnych polskich (Die metrischen 
MaBe und ihre Bmiehung zu den eng- 
lischen und altpolnischen MaBen). P.T. 
W. 43. 81. 

1995. C. F. Lehmann. ijber dic ne -  
ziehungen zwifichen Zeit- und Ranm- 
rnessurigen im babylonischen Sexagesi- 
malsystem. B.A. G. 1. 381. 
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nych izmercnij (Der k:influfi spaterer 
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nauigkeit der Elernente des Erdsphiroids 
nach Clarke). M.S.31 'r. 69. 193. 

I 2002. A. S. Vasilev. Popytka obja- 
1 vuit uekotory,ja sietematiCeskija n4ihki 
1 v bazisriom pribore Ederiua (Versuch 

einige systematisühe Fehler von Jaderina 
Basisapparat zu erklaren). A.P.B. (5) 
19. 93. 

Geoïd. 

2003. W. Lciska. Die Erdgeetalt. N. 
o. 51. 209. 

2004. G. 1,. Hosmer. The figure of ' the oarth. T.Q. 16. 60. 
2005. F R Moiilton The shape of 

t he  Earth.  J .G.C. 2. 4Al; 521. 
200%. 3'. Angelitti. Formole e teoremi 

relativi all' elissoide tercstrc. P. R. O. P. ' (2) 1. Nr. 2 und 3. 
1 2007. l? R. Helmert. Dio GrGBe der 

Erde. S. A B .  1906. 5 2 5 .  
2008. M. Hrillozlin. Les courbures 

d u  géoide dans le tunnel du Simplon. , c.E, 142. 915. 
Siehe auçh 2001. 

Lotabweichungen. 

LOO!). N N 'Plie defieciion tn the 
, right. M.W. H,. 33. 448. 

1 2010. E. Harnmer. Die isostati~rche 
Lagerunp der aufieren Erdschichten. P. 
G.M. 5 2 .  190 

2011. G .  Hrrolofz. Eber  die Elasti- ' zitst  der Erde b e i ~ e r ü c k s i c h t ' i ~ u n ~  ihrer 
variablen Dichte. Z.S. 5 2 .  275. 

l Siehe auch 1828. 

1 Schwereinessuiigen. 

1 8012. A. Vmttcri. Kuove determina- ' aioni di  gravit,à relativa in Sicilia. E. 
A.L.R. (5) 1 4 8 .  309. 
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2013. A. Alessio. Relazione s~i l la  de- 
terminazione della gravità relativa fra 
L a  Plata 0 Padova. A.S.A. 60. 280. 

Erùdichte.  

2014. 0. E'isiwr. Densities of the  
Earths crust beneath continent3 and 
occans comparcd. P .C .  P.S. 13. 106. 

2015. R. Spitaler. Periodisclie Ver- 
schiebungen des Schwcrpunkts der Erde. 
S..4 W .  114. 693. 

Siehe anch 2011. 

Erdbebeii. 

2016. W J Lu,skn. Über die nerech- 
nuns  der Erdbebeu. 3l.E.C. (2) 14. 

2017. B. Sticrttesi. Vuove formole par  
la determinazione della distanza degli 
epiceutri sismici coi dati dei sismogrammi. 
R.F.X. 7 A. 106 .  

2018. W. h-rebs. Die Richtung bei 
der Herdbeatinirnunn von Ferubeben. Il. - 
W. R. 6. 283. 

2019. V. Monti. Sull' interoretazione 
matcniatica dci sismogrammi. Il. A .  L .  &. 
(5) 15. A.  217. 

2020. E'. O ~ n w i .  Note on the relation 
between the imperfect elasticity of rocks 
and the eartkquako motion. P.T.X. 2. 
460. - 1'1. n't~,gu»kn 463. 

2021. S. hu,\al-rrbe. A note on tlie 
direction of earthquake motion. P. T.M. 
3. 10. 

2031. C. Davison. Über Erdbeben. 
flutwelleu. E.  T V  L. 3. 97. 

2032. A. Cmçani. Sopre une ipotetica 
relazione f i a  le variazioni di  latitudine 
e l a  frequenza dei terremoti niondiah. 
B.S. S.I .  8. 286. 

2038. A. Ca,zca?zi. Zut Hypothese 
über eiue TVechselbeziehung zwischen 
den Vxia t ioncn gcographischer Ureiten 
und der Uebenhiiufigkeit. E. W. L. 3. 49. 

Siclie auch 2049; 2163; 2996-98. 

1 Boùentenipera tur .  

2034. L. Jutsr:hewski. i?ber das ther- 
mische Régime der Erdoherfliictie im 
Zusamnienliange mi t  den geologische~i 
Prozesaen. 31.5 Et. >f. (2j 42. 343. 

2035. G. Homanes. Suggestion as t o  
the cause of the Earths interna1 heat. 
P.R. 8.6.  24. 415. 

403(i. .T Kniienirrsbergsr. fiber den " " 
Temperatiirgradionten der Nrde bai Ari- 
nohme radioaktiver und cheiuischer 
I'rozesse. P.Z. 7. 297. 

20:)7. 3'. L i n k e .  1)ie Tarnrnaririscheri 
Schuielzversuche iiud dau Probleni vorri 
Zustande des Erdinriern. .D. W. B. 6 .  329. 

203s. L. Juczewski. Uber das ther- 
mische Regime der Erdolierfkache im 
Zusanimenhange mi t  den geologischeri 
Prozessen. V.R.M. G. (2) 4'2. 34::. 

'O2'. Ren"dorf über die Art c():j:). W. nranco, Ühi.r 11. ][ijfcrs 
der Fort~iflauzuug der Brdbebourellau 1 
im Erdiririern, 114, 1407 ; Erkl%niiigsversiicIie der hohen W5,rme- 

20. 3 7 7 .  
ziiiia.hnie im Ilohrloçhe zu Neuffeu. Z .  Il. 

2023. H. h7(rgno7ia. G-roup volocity 
G.G. 56.  176. 

in distant earthquakes. P.T.M. 3 .  52. Eis. 
2024. H. Nagaoka. The rigidity of , 2010. H ,  Icc foimation 

the  E:arth and the velocity of seisinic in Canadiari waLers and the physir,al 
wavas. l'.l'.JI. 2. 353. Iaws governing i ts  formation. T.C. S C. 14;. 

2025. H. Araquoka. Dispersion of 1901. 78. 
seismic waves P.T.M. 3.  44. 

2021;. V. Jlo?2ti. Siilla misiira delle Gletscher. 
velocità di yropanazione delle pertur- 9.41- E ,  ~r.iic~ne,. ]lie ~~h~ der 
bazioni sismiche in rapporto alla sisnio- Firnlinie am ~~~fi~l~,~~.~~~ die ~vI~ .  
motria razioriale. R. A.L.R. (5) 15. A. 15. l thode der Bestimmung der l:irnlinie im 

2027. II. A1trgnoka. O n  damped pro- ' allgemeinon, V, 'rT,Z, 50, 
grmeive wavos and the formation of tai l  
in distasnt earthquake P.T;M. 3 1 7 .  

2025. H. 7lanudorf. Uber die Art 
der Fort,pflanzung dcr Krdhebeuwellen 
im Ri-dinnern. A. A .  W. 1906. 227. 

2029. 11. ATugaoL-a. On the existence 
of secondarp vibrations in seismic waves. 
P T. W. 2 .  443.  

2030. S. Kusa7cabe. Frequency of 

Erdstr611ie. 

Siehe 2146; 2336. 

Erdiuagi~etisi i ius.  

2042. V. Ca~&im- Gyllei~slcdd. Noie 
sur le ~ o t e n t i e l  magnétique de la 'l'erre 

after-shocks and spacc distribution of exprimd en fonction du temps. A. M. A .  E. 
seismic waves J.U.T. 21. Nr. 1. 1 3. Kr. 7. 
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34. 423;  472; 527. 

5052. 11. Atmzgiic. Sulle cause delle 
correnti marine. B.S.G.I. 1906. NI. 1. 

5053. J.  W7 Sands t r f in~  and B. Ilel- 
land-l lmzsen.  Ori the mat'hematical in- 
vestination of ocean currents. R.F. II. 1. 
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2043. A. Wagner .  Eine neue Methode 
zur Messung der Horizontalintensitat auf 
Reisen. S.A.W. 114. 1221. 

2044. W. Watson .  The determinat'ion 
of the moment of inertia of the magnets 
used iri t he  measurement of the  hori- 
zontal component of the Earths field. 
P.P. 9.  L. l!,. 63G. 

2015. C.  Stiirvier. Sur les trajectoires 
des corpuscules électriques dans l'espace 
sous l'influence du magnétisme terrestre 
avec application aux aurores boréales et 
aux perturbations magnétiques. C.E. 
142. 1080;  143. 140. 

2046. A. Alessio. Informe sobre las 
observaciones de magnetismo terrestre 

fluence of the  Fhrths rotation on ocean 
currents. A . M  A . F .  2. Kr. 11. 

2 0 6 5 .  T. C. Chantberlin. On a pou- 
sible reversal of deep - sea circulation 
and its influence on geological clirnates 
P.P.S. 45. 33. 

2066. O. P e l t e r s o ~ .  Über die Wahr- 
scheinlichkeit von periodischen Schwan- 
kungeri in deui  Atlaritischen Strome und 
seineri Raridgewiisseru. A . B  34. 1. 

205 7. W. illeinurdus. Variaticins in 
the  eirculatiou of the North Atlantic 
and the  phenomene connected there- 
with. Q.J.M.S.  32. 53. 

2058. .T h n e s d a n e .  The Gulf stream 
X.M.L. 1906. Nr. 6. 

2059. TV. Wzssema~z~z .  Die Ober- 
fl%chenstromungen des Schwarzen Meeres. 
A.H. 34. 162.  

Siehe auch 1922; 3336. 

Gexeiten. 

2060. wr, Abendrot. Entwicklung u, 
I gegenwsrtigcr Stand der Gezeiten- 

hrschung M. v,E,I), 1906, xr. 1, 
2061. J ,  ~i~ ~ ~ ~ ~ i ~ ~ ~ .  

30, B. 
2062. TV-. F I ; B ~ , ~ ~ ~ ~ .  ciber ~ i ; b b ~  

Flli+, M , ~ , A ,  p. 15. ; 127 ,  
20M. R. M de Bellegarde. Sul pro- 

bleina nautico delle maree. R M . I ~  
38 d. 176. 

Siehe 2067-68; 9334. 

Fliiuse. 
2070. E. Blomqvist.  Vattnets medel- 

hastighet i naturliga vattendrag. S. F. S. 
1901. 161. 

2071. Lapaine .  Katürliche und künst- 
licho Form des E'luBgerinnes. O.w.6.B. 
11. 253. 

2072. Coales. Rivers conservmcy. 
P.M.C.E.  31. 214. 
Siehe auch 1749;  2481-82; 3327-32; 

3380. 

realizadas en el Observatorio nacional i 2064. a, K ~ ~ ~ ~ .  yueva teoria de lCis 
de  la Plata.  A.S.A. 61. 71. 1 mareas. A.H.M.C.  24. 

Siehe auch 2164-68. 2066. G. W e g e m a m .  Riickblick auf 
die Gezeitenliteratur seit Ende 1901. 

Oaeiiiiogriiphie. A.H. :34. 484. 
2061;. G. Tre,qemntn. Berechnuiig 

2047. A. Vinhaes. Oceanographia. eines einzelnen Hochwassers nach Zeit 
R.M. Il. 1906. S r .  6 .  

1 .. . u. Hohe mittcls der harmonischen Kori- 
2018. Wr. B. 1'i.y. Ocean waves stanten. A. H. 34. 36. 

N hl. 1,. 1905. 592. Siehe auch 1860;  2695. 
2019. C. Daoison.  Über Erùbeben- 1 

flutwellen E.W. L.  3. 97. 1 Hydrologie. 
Siehe auch 510:  921;  2031. 2067. Chrystal. Some results in the  

2073. 3. Dubois. fitudes sur les 
eaux souterraines des Pays-Bas. A. M. T. 
(a) 10. 75. 

Rleeresst,riime. 
mathematical theory of seiches. P.R. S. E. 
25. :r28; 637. 

2068. P. White and W. Watson .  
2050. fi?&. zur Theorie der 1 Some experimental resuits in correction 

Meeresstromungen. A. H. 34. 114. l with the  hydrodynamical theory of 
2051. V. W. Eknzan.  Beitrag zur / p , ~  S.E. 36, 142, 

Theorie der Meerosstr6mun~eu. A.H. ; 2069. J. R, jpTitting, D~~ bottnische 
1 Meerbusen. A H .  32. 391; 414. 
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Xathernatische Xeteorologie. 

Xiehe 67.  

I lühere  Laftschichten.  

Siehe 1427; 1475. 

Holie d e r  Atinosphiire. 

2074. T. E. 3. See. llétermination 
de l a  hauteur de l'atmosphère par  le 
temps nécessaire à la disparition de  la 
couleur bleue du ciel après le coucher 
du soleil. B.S.A.F. 19. 371. 

2075. O. J. B. Cordeiro. The atmo- 
sphere. P.A. 13. 384. 

Luftdriick. 

2058. J. Holm. On the relations 
between the  diurnal charges of t e m ~ e -  
rature and atmospherie pressure. j S. 
Y.S. (3j 22. 

2077. C. H. Wind.  Graphische S a -  
bellen zur Bestimmung des Luftdruck- 
gradienten. M. V.N.N.i: 1906 Nr. 2. 

2078. A. Anderko. Uber den verti 
kalen Gradienten des Luftdmckes. Z. 
2%. 547. 

2079. P. i?zermak. Zur Abnahme 
des Luftdruckes mi t  der H6he. Z.P .  
19. 228. 

2080. J. W. Sa>~dstror>~. On the  con- 
struction of isobaric charts for high 
levels in the Earths atmor~phere and 
their dynamic significance. T.P. 8. (2) 
21. 31. 

Siehe auch 58; 2084; 2132;  2170. 

Dpaniische Meteorologie. 

2081. J. Schubert. Dor Zuatand u.  
die Stromungen der Atmosphiire. B.P. A. 
1. 147.  

2082. G. v. Friesewhof. Die Luft- 
druckgebilde der untcren und der oberen 
Atmosnharo und ihr Zusamrrienhane. 
31.Z. i 3 .  209.  

" 

2083. WT. M. The surface traiectories 
of moving air. N. 74. 162 

2084. E. B. Buwie.  The relation 
between storm movement and pressure 
distribution. Al. W.R. 34. 61.  

2085. F. W. Proclor. Vertical air 
currents. M.W.R. 34. 78. 

2085 a. B. H. Clayton. The lifting 
power of ascending currents of air. 
M.W.R. 33. 390. 

2086. Wr, Krebs. Barometrische Aus- 
gleichsbewegung in der Erdatmosphiire. 
V.D.P.G. 7. 1 4 ;  377, 

2087. G. Greim. Uber die allgemeine 
Zirkulation der Atmosphare. G. Z.  10. 
39. 

2088. G. Berti. Applicazione del 
teorema d i  Carnot alla circolazione nell' 
atmosfera. B. M. S.M.I. (2) 22. 69. 

20Y9. P. Garrigou-Lagmnge. Sur les 
mouvements généraux de l'atmosphère 
dans les diverses saisons. A. S.M.F. 
54. 96. 

2090. H. IIergesell. Sur les vents 
locaux du voisinage des îles Canaries. 
C. R. 142. 1360. 

Siehe auch 2081; 2132. 

Zyklonen. 

2091. E. van  der Linden.  TAa dgna- 
mique des cyclones et  des anticyclones 
d'après John Aitken. C.T.U. 1903. 341. 

0092. A. J. Monné. Courant ascen- 
dant  tourbillonaire. R.J. 1906. 25. 

2098. Jf. lP!ar,qules. Uber die Energie 
der Stürme. J .Z.  M. E. (2) 40. 1. 

20B4. S.. Ï'etsu ' l ' am~~ra .  1)octor Mar- 
giiles on the  energy of storms. M. W.R. 
33. 519. 

209b. La Leoria idrotermo- 
dinamica dei turbini atmosfcriçi rispetto 
a l  problema delle variazioni della tem- 
peratura nella atmosfera. B.M. S. M.I. 
(2) 24. Nr. 4-6. 

20!16. 8. He7nz Clayton. Qarious 
researches on the temperature in cyclones 
and anticyclones in temperate latitudes. 
B.P.A. 1. 97. 

20!17. De C. Word. Tcmpcratures 
in cyclones and anticyclones. S. (8) 
28.  274. 

Siehe auch 2134. 

Meteorologische Oytik. 
2098. C. B. Clnzcdy . A aine rurious 

t h i n g ~  a.hout l ight.  A T .  8. Nr.  7.  
20!)!1. B. .E. Lau .  Sur la dinpersion 

atmosphérique. Il A. 23. 323. 
2100. W .  W.  Payne. The colour of 

the  sky. P.A. 14. 5. 
2101. K. E x l ï e ~ .  Das ontische Ver- 

mügen der Atmosphiire. i ~ .  Z. 23. 10. 
2102. A.  Iioln~ovskij. Vency okolo 

~ o l n c a  (Sonnenringe). M.N P. 190.3. 405. 
2103. J. nL I'ernter. Erkliimng des 

filschlich weiBer Regenbogen benannten 
Bouguerschen Halos. S.A.W. 114. 917. 

2104. R. C.  C. Lippivcott. The green 
flash. Q.  J.M. S. 32. 232. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2100. B. H o l m  Über die abnorm 
kleine Sonnenstrahlung in  den Jahren 
1902-03. A.M.A.F. 2. Nr. 4. 

Siehe auch 2074. 

Refraktiuii. 
2106. H. Av~dover. Sur l a  t iéorie de  - ~- 

l a  &fraction. B.A. 22. 404. 
2107. E. G?oBinunn u. 1,. Courvoisier. 

Untersuchungen iiber die astronorni~che 
Ilefraktion. V. S.H. 3. 

2108. A. Hemporad. Sulla teoria 
della refrazione astronomica. M. S. S. 1. 
34. 191;  217;  233. 

2109. Arnaud. Mémoire sur l a  rd- 
fraction astronomique. Courbure do l a  
trajectoire luminousc dans l'air. M. A. 
Ly. (3) 8. 163. 

2110. Y. Pizzetti. Intorno a l  calcolo 
della rifraziono astronomica sema  spe- 
ciali ipotesi su1 modo di variare tem- 
peratura dell' aria coll' altezza. R.A. 
L.R. (5) 15. A. 73; N.C.P. (5) 10. 407. 

2111. G .  fichou. Le changement de  
l a  position des 6toiles en admettant l a  
réfraction de l a  lumibre dans le système 
solaire. A.P.B.  (5) 22. Kr. 2. 

2112. G.  A. H i l l .  An untried method 

2123. K. Anqstuïm. cher die An- 
wendung derelektrischen Kompensations- 
methode eur 13estimrnung der nachtlichen 
Ausstrahlung. N.A.U. (4) 1. Nr. 2. 

Siehe auch 132;  2075; 2170. 

Insolation.  

2124. E'. Hopfner. Über die G r o h  
der solaren W%rmexnengon, welcho in 
gogobonon Zoiten belicbigon Breiten dor 
Erdo zugcstrahlt wcrdcn. N.Z. 23. 385. 

2125. E'. Eopfrier. Die Verteiluug dcr 
solaron Wamestrahlung auf der &de. 
S. B.W. 114. 1315. 

219G. F. Hopf'izer. Die tagliche solare 
Wiirmestrahlung auf einer in beliebipor 

stellung der tanlichen Bestrahlung der 
Erde durch die Sonne in verschiedenen 
Moriaten und Breiten. M.Z. 23. 92 

212s. L. Steiner. Graphische Methode 
zur Bestimmung der Insolationsmenge. 
M.Z. 23. 294. 

Siehe auch 1!)09. 

of determining the constant of reti-action. Tlieriiiodynainik der AtriiospliZre. 
P.A.  33. 417. ' 212% Ir: H. Bigelom. Studies on the 2113. L. de B a l l .  On the  inflnence of , thermotiynamicd of the atmosphere, 
vapour pressure on refraction. M N. A. S. &{, W.E, ; 74. 65. 750. 

2114. 0. Uergslvand. Zur Theorie ' 2130. E'. B. Bigelow. Application of 

der DiUèreritialrefraktion. A.N.K. 172. , the formulac to the 
19 - L de Ball. 157. nonadiabatic atmospherc. M. W. R. 34. 

, .-- 

Regenbogeri. 
2117. W. Le  Conte Steoens. Theory 

of the rainbom. M W.R. 1!106. Nr.  4. 
21 18. D. Hanmer .  Airy's theory of 

the  rainbow J.F.I. 156. 335. 
2119. K. Azchz and T Tanaliadate. 

On  the  theory of the rainbow due to  a ' 
circular source of l iaht  P.T.M. 2 417. 

2115. A. Lol-enze~~. Neue Beispiole ' "Biu. P: 17.f. Ezner .  h e r  Uruck und 

2120. J. Ji!. ~ r ? k % v .  Zur Theoric 
des von eirier kreisformigen Lichtquolle 
eraeugtcn Hegenbogens. S. A.W. 114.785.  

212 1 .  L. Besaon. The circumhorizontal 
arc. Iv1.W.H. 30. 486. 

terrestrischer Refraktion. P. 14.  137. 
2116. LT, Bnrbieri. 

rifraeione terrestre eseguite a Lecce ne1 
1902. M.S.It. (3) 13. 45. 

Lnfttemperatur. 
2122. F. X. Exner .  über  Druck und 

Temperatur bewegter Luf't. A.A.W. 
20. 380. 

Tem~cratur  bewegter Luft. S.A.W, 
1271. 

2132. R. Biirnstein. Eber  die Ver- 
t e i l u n ~  von Luftdmck und Wind  unter 
~ i n w i r k u n ~  von ortlicher Erwarmung. 
'11. Z. 22. 563. 

2133. M. Margules. Über die Ande- 
rung des vertikalen Temperaturgef illes 
durch Z u s a m m e n d ~ c k u n g  oder Aus- 
breitung einer Luftmasee. î&. Z .  23. 241. 

2134. Dechearens. La  teoria idro- 
termodiriamica dei turbini atmosferici 
rispetto a l  problema delle variazioni 
della temperatura nell' atmosfera. B. M. 
S.M.I. 1904. Nr. 7-9; 1905. Nr. 1 2 ;  
1906.  Nr. 1. 

2135. J. R. Sutton. Comparison be- 
tween Glaishers factors and Ferrels 
psychrometric formula. Q. J. M. S. 32. 35. 

2136. .T. Bull. A rapid method of 
1 finding the  elastic force of aqueous 
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vapour and the d a t i v e  humidity from 
di-ybulb and wetbulb thermometer read- 
ings. Q.  J.M.S. 32. 47. 

Siehe auch 2088; 2095-97; 2110. 

Bebel. 

2137. C. Barus. Die Eigenschaften 
von Kondemation.kernen und ihre athrrio- 
sphiirische Verteilung. P.Z. 6. 718 

2139. 3. Briichzer. L'origine de l a  
pluie. C.T.U. 1902. 510; 565. 

2139. A. Ue/àlzt. Gcsotzrn%Bigkeiten 
in der Verteilung der verschiedonen 
TropfmgroBen bei Regenfilleu. 
S.A.W. 114. 585. 

2140. A. U ~ f a n t .  J)ie OesetxrnliBig- 
keiten in  der Verteilung der verschiedeilen 
Sropfengr~l\en Lei Land- uriti Gewitter- 
rerren. L).V.x. 77. 141. 

Siehe auch 3335. 

1 

Sie 

2152. J. Elster u. H. Geitel. h e r  
die natürliche Radioal~tivit~iit der Atmo- 
sphire u. der Erde. J .P .R .  19.  35. 

2133. A. Occhialini. Die Dielektrizi- 
tatskonstante der Luft in ihrer Ue- 
ziehung zu ihrer Dichte. P.Z. 6 664. 

1 4  H e r i e n  Denionst.ra.tion 
eiues Apparates zur abvoluten Messung 
der elektrischeri Leitfiihi~rkeit der Luft.  
P.Z. 6. 800. 

2155. 11. Scherivio. Der Elster-Geitel- 
sche Zerstreuungsapparat und ein Ver- 
sueh auantitativer absoluter Lerstreuunoa- - 
mcssung. A. 1I.L. (4) 20. 176. 

2 1 X  AT. A. Hesehus. Atmosfornoe 
olektriiestvo i vlijanie na  nego pyli. 
(Atniosphiirische Elektrizitiit und der 
EinfluB des Staubes auf tiiese1be.l J.R. 
IJ .C.G.  34. ,577. 

2157. C. II' R. Wilson. On the niea- 
surement of the  Earth-Air current and 
on the origiri OP atmospheriü electri- 
eity. P.C.P.S. 13. 365. 

Siehe auch 863;  1261;  1361;  1480-81; 
2639. 

2141. E. fI'7*nrini. Sur 1'élet:ti.icité 
atinosph6rique. 1l.lj.B. A. 11. 111. 

2142. G. C. Simpsorz. Stmospheric 
electricity. 41.W.R. 34. 16.  

2143. 0. - Iu irz.  Atruosphiirische 
Elektrizitiit. P. 17. 529; 545. 

2144. E. Rieclce. Keuere Anschau- 
ungen der Elokt'rizitktslehre mit  be- 
sonderer Beziohung auf Probleme der 
Luftelektrizit&t. A.Gr. (3) 9. 1; 245. 

2145. H. Gerdimz. Der Elektrizitats- 
haushalt der Erde und dcr uiiteren 
Schichten der At~nosphiire. P. Z .  6. 
647. - H. Ebert. 828. 

Yolarlichter.  

2159. ,Negro. Sull'altezza dell' aurora 
polare. B.M. S. M.I. (2) 24. Kr. 1-3. 

2160. V. h%tts?zetzuw. Détermination 
de  l a  hauteur des rayons d'aurores 
boréales. A.P.B. (5) 21. 1 4 1 .  

Siolie auçh 2045. 

Kliinntologie. 

2161. S. Arrhenius. Die vermutlichi: 
Urilaehe der Kliniaschwarikungen. M N.I. 
1 .  Nr. 2. 

2146. S. Lernslrom. Ob elektrikskich ' Spnoptische Meteorulugie. 
tokach vozducha. (Die elektriachen 1 
Str6me der Luft.) J,.E.P. C.G. 34. 307. 2162. S. ITonzlili. Helat,ion~ between 

2147. H. Ebert. Uber die Aufrecht- 1 velocities of progression of loms and 
crhaltung des normalen Erdfeldos. P .Z .  t he  areas of riaing and falling pressure 
6. 824. acconipanying them. M.W.R. 1906. NI. 5. 

2148. D.A.Laft;rpu. Oh elektriCeskom 1 
pole atmosfery. (Cher des elektrische 
E'eld d m  Atrnosphere.) .I.TL.P.C.G. 31. 17.  

' Kosniische Geopliysik. 

2149. P. Langevin. Sur les ions de 2lfi3. 0. iMei/3ner. EinfluB dea Mondes 
l'atmnephère. B.S.F.P. 1905. 79. auf die Erdbebenhiiufigkeit. H.E.B. 18. 

2150. L. L. Hendren. The ra te  of 278. 
recombinatiou of ions iri air. P.N. 21. 2164. B. W. Jfuulzder. The solar 
314. urigin of terrestrial rnagnetism. A. J. 12. 

2131. A. Gocl~el. Cber deri Ioneu- 21. 101 ;  P .  A. 13. 59. - 1: H.S.Shearrnalz. 
gehalt der Atmosphare. îvT. Z. 23. 53; 339. P. A. 13. 226. 
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2165. E. W. Blaunder. The solar 
origiu of ~arres t r ia l  riiagnetiç distar- 
hances. S. (2) 23. 885;  I'#4., 14.  228. 

2166. E. W. Muunder. Origine solare 
delle perturbazioni del magnetisnio ter- 
restre. x, S.S.1. 31.  87.  

2167. A. Sçhuster. Sun spots and 
magnetic storms. AI. N.A.  S. 65. 186. 

2168. F. W. Dyson. Uagnetic storms 
and the solar rotation. 0. 28. 176. 

Kosniischè Xeteorologie.  

2169. Jrichi~tisetz. Der Mond und das 
Wetter. W.13. 22. 223.  

21'70. L.~ .  Higeloui. Synchroiiisme entre 
los variations des protubérances solaires 
et  les vaxiotions r i e  la pression et de 
la tenip~kati ire i. la eiirface de la terre. 
A.S.RI P. 53.  289. 

21 71. R. Mwecki. \iTplyw zmiennej 
dzialalnobci slo!ica na  niuokresove ruchy 
athmoufery ziemskiej (Uer EinBuB der 
veriiriderlichen Sonnentiitigkeit auf die 
nichtperiudisçhen Bewegungen der Erd- 
atmosphlre). T.W. 16. 233. 

Meteorologisehe Beobrchti iugskunde. 

2179. R .  de Saussure. Vorwhlag zu 
einem europiiischen meteorologischen 
Zentralbureau. P .  Z. 6 85-2. 

Siche auch 2123. 

~ a t l i e i n a t i s e h e  Chenlie. 

2173. II. de J.  Caballero. Le calcul 
c t  les équations chimiques. M. y R M. 
22.  119. 

2174. B. de Rodriguez. yrojet pour 
l 'en~oignement objectif de3 Iormules et  
équations chimiques. N. y R.31. 23. 57. 

2175. M. Bodelzstein. Reaktions- 
gesçhwincligkeitund freie Eriergie. Z.P.C. 
4!). Gi. 

21 7G. E. Hrunwer. Ziim Thema: He- 
a,ktionsgescliwindigk~:itur~dfreie Ihergie. 
61. 106; 55. 63>. 

2177. TV. A .  hTernst. Theorie der 
Reaktionsgeschwind jgkeit in lieterogcnen 
Sysfenien. %.P.C. 47. 52.  

2178. J. N. Brimled.  Studien zur 
chernischen Affinitit 1. %.P .C.  5 3 .  371. 

2179. R. Luther. RZumliche Fort- 
pflanzung chemischer Iteaktionen. Z. E. 
12. 596. 

2180. E. Rriner. Recherches mir 
quelques  équilibre^ cliirniques. J. C. P. 
4. 267. 

2181. il. Bodewstein Heterogene 
katalj t ische Reaktionen. 1. Z. 1'. C. 46.  
525;  19. 41. 

2182. M. Bodrms!ein uud F. Ohliaer. 
Hwtorolreue katalvtische Reaktioneii. 
z . P . c . " ~ ~ .  166. * 

2183. A. ïitoff. Beitr iee zur Kennt- 
riis der negativën ~ a t a l y s e  im homo- 
genen System. Z.I3.C. 45. 611. 

2154. H. Lundén. Cber Kntalyse 
von Athylazetat durch Salpcterslturc bei 
Gegeriwart von Alkalinitraton. %. P. C.  
49. lH!). 

218,;. E. Stem.  Die chemischo Ki- 
netik der Benzoinsynthese (Cyanionen- 
katalyse). Z. 1'. C. 50. 513. 

2156. F. Kaufler. Zur Kinetik der 
Folgerealitionen. Z .  P.C. 55. 502. 

2167. C. L. Jungius. Sheoretische 
Betrachtungeu über lieaktionen, welche 
in zwei oder mehreren aufeinander- 
folgenden Phasen verlaufen. Z. P. C. 49. 
368. - A. ~Vlzttasch, 50. 613. 

21 R H .  K. Bricwter. 'I'heoretisches 
über Ileaktionen, die in  mehreren Stufei-i 
verlaufen. %.P.C. 52. 89. 

2189. J. Plot~cikou. Reaktiorisgeschwin- 
digkeiten bei tiefen Temperaturen. %.P.C. 
53. 604. 

21!)0. 12. Luther uiid AT Schilow. Zur 
Systematik und Theorie gekoppelter 
Oxydations-Reduktionsvorgw. Z .  P. C. 
46.  777. 

2191. Cr. AT. Lewis. Hydratation in 
Losungen. Z.P.C. 52. 224. 

2192. J. W. Briihl und II. Schrrïde?,. 
Über Salzbildiingen in Losmgon. Z.F. C. 
51. 1; 513. 

2193. A. J .  J. Vaç'dcvelde et C. E. 
Wasteels. Boi:herches sur la substitution 
métallique. B. A.U. 1905. 461. 

2194, ï: Bricson-Aurén und W. Pal-  
muer. Uber die Auflosuno von Metallen. u 

II. Z.P.C. 45. 152.  
21%. H< ï' Cooke. Vereuche iiber 

d m  chemisçhe Verhalten von Argon und 
Helium. Z.P.C. 55. 537. 

21!)ü. hi. Luther und P. II. Mac 
I)ougn/l. Die Reaktion zwischen Chlor- 
s;iure und Salzsiiure. %.P.C. 55. 477.  

2197. W. Bray. Beitriige zur Kennt- 
nis der Kalogensailer~toffverbindiingen. 
Z 1j.C. 5L. 41iR; 569;  731. 

21RH. A Slator Chemi3che 1)ynamik 
der Einw-irkung von Cl auf Benzol unter 
den EinfluB verschiedener Katalvsat,oren 
iind des rjiclites. Z.P.C. 43.  513. 

21 99. ,T. S u ~ i d .  DieeStirke der HUCI. 
Z.P.C. 48. 610. 

2200. J. Sand. Bildung und Zer- 
setzung der Chlorsaure. Z.P.C.  50. 465. 

2201. .J. JI. Wulton jr. Die Jodiorien- 
katalyse des &O,. Z.P.C.  47. 185. - 
G. Bredig 48. 368. 
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2202. J. B'rude. Die Oxydation des 
Jodions zu Hypqjodid als Zwischenstufe 
einiger Reaktionen. Z.P.C. 49. 208. 

2203. Berthelot. Sur les équilibres 
chimiques constatés dans l'action de 

bases misos simultanément on 
présence de l'acide phosphorique. A. C.P. 
(8) 8. 289.  

2-04. G.  Tschern~ak. Daratellung von 
Kieselsiiuren durch Zersetznng der na- 
tiirlichen Bilika,te. Z. P.C. b3. 349. 

2'205. A. Srnits und C. K. Urulff. 
Cber die Zersetzungsgeschwiridigkeit 
des Kolilenoxyds. Z.P.C. 45. 199. 

2206. 19. Nurtinselt. nei t r ige  zur 
Reaktionskinetik der Nitrierunr. 2.  P.C. 
50. 385. 

2207. M. A.  Hz~9zte.r. Zerfallgeschwin- 
digkeit des N,O. Z . P . C .  53. 441 

2208. TV. Reilzders. Uas chernisc,he 
(;leichgcwicht zwischen Silberamalgamen 
und einer Losung von Silter- und Queck- 
silbernitrat. Z.P. C. 54. 609. 

220Y. H .  F.  Szll. Uher das Gleich- 
g e ~ c h t  zwischen einer Stickstoffba~e 
und organirichcn Hi.iiren in verschiedenen 
L6sungstnitteln. %. 1'. C. 61. 577. 

2210. E. Brunne].. Theorie der Auf- 
losungsgeschwindigkeit des As. Z.P.  C. 
51. 494. 

2211. G. ,V. L e w ~ i s .  Zersetzung von 
Ag,ü durch Sutokatnlyse. %.P.C. 52. 
310. 

2,213. W. C Bray .  On the  use of 
the diferential equation in calculating 
the results of kinetic measurements; 
the resction between arsonic acid and 
potassium iodide near tho oquilibrium. 
J .P .C.  9. 573. 

2113. E .  Bazw und H. L. F70erman. 

2220. J. TV. dfe i lw und 1,. Bradshaw. 
Die Kinetik der Zuckerinver~ion. Z.P.C. 
48. 353. 

2221. V. Heriri. Theoretische und 
experimentelle Cntersuchungen über die 
Wirkung der Enzyme, der Toxine und 
Antitoxine und der Agglutinine. Z.  P. C. 
51. 19. 

2222. H. F. Rarendrecht. Enxyin- 
wirknng. Z.1'. C. 4:). 456; 54. 3 i 7 .  

2223. A. 11'. Visser. R.eaktions- 
geschwindigkeit und chcmisches Gleich- 
gewiclit in honiogeneri Systcmen uud 
deren Anwendung auP Enzyrriwirkungen. 
Z.P.C. 52. 257. 

Siehe auch 23. 

Pliysikalisclie Cllemie. 

2224. E. Abel. Wege und Ziele der 
exakten Forschung in  der phpsikalischen 
Chemie. 0.C.Z. (2) 8. 517. 

2226. J. Schriiier. Zwei Dernon- 
str&ionsapparate für Vorlesungen iiber 
physikalischc Chomie. Z.A. K. 1. 427. 

2226. J. Walker. The determination 
of avidity by the polarirnctric method 
Z.P.C. 46. 30. 

2237. E. Bri,zer. Étude des dquili- 
l i k l ~ ~ , ~  h8téroghes  sous des preseions 
variables. C. kt. 142. ,1214. 

2228. F. Dreyer. TJber die Kristalli- 
aat,iori~geschwindigkeit biuarer Schmel- 
zen. Z1P.C. 48 .  467. 

222!). M. Wildermz~n. On the in- 
fluence of non-electrolytes and electro- 
lvtes uuon the depree of dissociation. 
i P.C. 46. 43. 

2230. R.  Drucker. Messunaen und 
Eerechnungen von ~leichgewich%m etark 
dissoziierter Siiuren. % P.C. 49. 563. 

b e r  Fe,, N und C r x .  Z.P.C. 52. 467. : 2231. 11, Euler, zilr Theoric kate- 
2214. fi'. A .  H .  Schreinenmkers. Die 

Alkalichromate. %. P.C. 55. 71. 
221 5 .  R. Abegg und A J. Cox. Chro- 

mat,  Ilichromat und Clirurnsiiiire. %. P. (>. 
48. 725. 

2-16. S. Ilzcgarszliy. die Rin- 
wirknng von l J r  aui' Azet:~ltlehyd in 
w%sseriger Losiing. 2.  P.C. 48. 63. 

2217. R. Yondrcicek. Über den E i n  
fluB d e r  Motalle auf die Rgtlrolyso des 
Hohrzuckers. Z.P. C. 50. 660. 

22lH. (2. L. .7ungius. Ïrber die [!m. 
lagerung zwischen einigen isomeren 
Gliiko~ederivaten und die Mutarotation 
der Zuckerarten. Z . P . C .  52. 9 7 .  - 
C Trinret 53. 692. 

221!). h'. ReiliOaeh und 0. Weber. 
Über Eiriwirkurig a r~or~an iuche r  Sub- 
starizen a u î  die Ureliuug von 1,iiv~ilose 

lytischer Rcaktionen. Z.P.C. 47. 358. 
2332. H. Kauffniamz. Zur Thcoric 

der pseudosauren. Z, P.C. 47. 618. 
2133. K. J)7.ucfie,.. Studien an 

rigen Losungen aliphatischer Siuren. 
z ,p,  C, 52. 641, 

2234. H, ~ ~ ~ l ~ ~ ,  bber  ~ o ~ l i ~ h k ~ i t ~ -  
1 emiedrigung. Z.Y.C. 49. 303. 

2 ~ 3 . 5 .  J .  l iqipel .  Die t'ildungs- und 
I ,~s l i chke i t sv~ . rh~ , I t ,n i s se  analoger J)oppel- 
sale<:. B.P.  C. 52. 385 

2-36. H. ,Tahw Cber die Ernierl- 
r igung dos Gt:frierpunktes in deri ver- 
diinntcn Aufliiçungeri stark dissoziierter 
ElektrolyLe. Z. P.C. 50. 129. 

2237. N .  Bodeîzstein und A. Geiyer. 
Die Dissoziatinn von BrH und CM. 
Z P.C. 40. 70. 

2238. A .  B. Pt'. Aien. Cntersuchungen 
und Glukose. 2 . P . C  51. 473. ( iiber d u  Systern S-Cl. Z.P.C. 64. 5 5 .  
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2239. H. Goldschniidt und H. Larsen. 
Über die katalytischc Wirkung von 
Metallchloriden. Z.P. C. 48. 421. 

2240. W. Knopp. Cbor die Loslich- 
kcitsbeeinflussung vonR und Stiokoxydul 
i n  waarigen Losungcn verschieden dis- 
~ozi ier ter  Stoffe. %.P.C. 4s .  97. 

2241. IT. Golt~sch?>iidt und K. Tnge- 
brechtsen. ù'ber die I(~duktiori  von 
Xitrokorpern durch Zirinhalngeniire. 
Z.P.C. 43. 235. 

2242. .W. Truutz. Zur pbysikalisclien 
Chernie des Bleikam~uerprozesses. Z. P.C.  
4 7 .  513. 

2243. 3. Baur .  Systeme aus Kiesel- 
siLure und FluOsiiure. .. Z.P.  C. 48. 483. 

2244. R. Abegg. Uber die Loslich- 
keitsverhiLltnisse einiger schwerlfisliger 
Ag-salze. Z.P.C. 46. 1. 

2245. R. Luther. Die Hydrolyse dos 
Quecksilberchlorids. Z .  P. C. 47. 107. 

2246. H. M. Goodzcin and R. Il. 
Xailey. On the  physical properties of 
fused magnesium oxide. P.R. 23. 2 2 .  

2147. S. Tijmstra. Leitfiahigkeits- 
bestimrnungcn an Loaungen von K a  in  
absoluten und mit H,O vcrdiinnten Al- 
koholen und im Gemische von 2  Alko- 
holen. Z.P.C. 49. 345. 

2248. C. E. Eawsitt.  Physikalisch- 
chemische Untersuchungen in der Amid- 
gruppe. Z.P.C. 48. 585, 

2249. C. 5'. Hudson. Gber die Hydrat- 
bildune des Milchzuckers i n  L o ~ u n e .  
Z.I'.C."~U. 273. 

" 

2250. P Waldenund M. C'rntnerszwx!r. 
b e r  die MoiekularerbBen eininer Salze 
in Pyridin. z . P . c . ~ ~ ~ .  321. " 

2251. S. Arrhenius. Zur phvsikalischen 
Chemie der ~ ~ ~ l u t i n i r i ;  " Z. P.C. 46. 

- - 
415. 

2252. F. Aue~baeh. Der Zustand des 
H,S in hlineralqnellen. Z.P.C. 49. 217. 

-2253. P. ~ a u r e l .  On indifferent points. 
J .P.C.  9. 556. 

Siehe auch 2766. 

22.54. S. S a m .  Note on Gihb's n h a ~ e  

meinen ~ i t t e i l i i n ~ e n :  Zur ~ e n n t n i g  der 
I'kiasenregel. %.P.C.  52. 171. 

2258. A. Byk. %il den Ablcitungen 
der Phasenregel. Z . P . C .  55. 250. 

2257. (2. Galeotti. Gilt d ic  Phasen- 
regel aiich für Kdloide?  Z P.C. 54. 727. 

2258. P. P. E'edoliefr Der Ammoniak- 
sodaprozeI3 vom Standpurikt der Phasen- 
lehre. Z.P.C.  49. 162. 

2258. N. AT. Schiller. Die Unstctig- 
keit dor Ableitung des Drucks nach der  
Temperatur als wesentliche Redingiing 
der Phasenregal (russ.). B. U. K. 1905 d. 
10.  45. 

2260. Ar Schzller. Die Redeutung der 
Unstetigkeit der 1. Derivierten des 
Ih i çkes  naçh der Temperatur bei de r  
Iic~stsr,c:lliirig der lJhasenregel. Z.  P.C. 
64.  431. 

2261. TV. Il. Ba~zci.oft. Crystalli- 
zation in biriary systerns. Z.P.C. 46.  87. 

2'363. A.. Byk .  Zu den Ausnahmen 
von der Phasenregel, besondcrs bci 
optisch-alitivcn Korpern. Z.P. C. 46 465; 
47. 223; 49. 233. - H. Tlregscheider 
617;  47. 740;  50. 357. 

2'363. J. J. can  Laa r .  Die Glcichung 
einer idealen eutektischen Kurve in 
einem terniren System und ihre Bc- 
nutzung zur Berechniing eines e-ientuellen 
Umwandlungspunktes zweier lsomeron 
neben Losung. %.P.C.  55. 64. 

2264. H. W. Bakhuis-Roozeboom und 
A. H M. Aten. Gleichgewichte zwischen 
festen und flüssigen Phasen in  terniren 
Systemen, welche pseudobinb sind mi t  
Anwendung zur Erklarung anormalor 
Schmalz- und Losunmerscheinunzen. 

D - 
Z P.C. 53. 419. 

2266. H. TV. Bakhuis - Roozebuonl. 
De verschillende takken der driepha- 
scliju voor vast, vloeibaar, damp in bi- 
naire stelçels wal~r in  een verbinding 
voorkomt. C.A.A. 14. 374 ;  501. 

2-66. ,T. D. van der Waals. La  forme 
des sections de  l a  surface de  saturation 
par des plans perpendiculaires à l 'axe 
des x dans l e  cas où existe entre deux 
températures un  système de 3 phases. 
A.N. ( 2 )  10. 483. 

2267. J.  U. van der Waals. De 
(T-z'kevenwichten van vaste en fluïde 
phasen bij  veranderlijke waarden van 
den dmk.  C. A.A. 14. 183. 

2268. J. J .  vatt J,arir. Over het ver- 
loop van smeltlijnen bij verbindinuen 
welke in de vloeibare phase gedeelte7ijk 
gedissocieerd zijn hij  willekeurige ver- 
houding der ontlediiigsproducten. C. 
B.A. 14. 711. 

9269. J. v. n'arbutt. Die Schmelz-. 
Siede- und Dampfkiirven (760 mm ~ r u c k )  
in den binaren Systemen Ortho- + Para-, 
Ortho- + Meta-, Para- + Meta-Brom- 
nitrobenzol und die Schmelzkurven der 
Gemische von Diphenylamin und Phen- 
arithren. Z.P.C. 53. 697. 

2220. G. Preunel.. Das Gleichpwicht 
zwischen Fe, Eisenoxyd~iloxyd, Wasser- 
stoff und Wasserdampf. Z.P. C. 47. 385. 
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2271. J. v. Zawidzky und 171. Centner- 
szwer. Ubcr rctrograde Mischung und 
Entmischung. A .P .L .  (4) 19. 426. 

8272. B. Wegscheider. Zum Begriff 
der iinabhingigen Re~tandteile II. Z. 
Z'.C. 45. 49G; 49. 229. - J. J. van  der 
Laar  47. 228. 

Siehe aiich M O ;  869;  1299;  2187. 

Phutocheiriie. 

2273. R.  Luther. Aufgaben der Photo- 
chemie. Z .W.P.  3 .  257. 

2273a. G. Cznnzician iirid P. SilDer. 
Chemische l ~ i c h t ~ i r k u n g e n .  (1. II. 38. 
11813. 

2274. R. Luther und F. TVeigert. 
fiber umkehrbare photochexuische Re- 
aktionen im homogenen System An- 
thracen und Dianthracen. Z.  P .  C. 5 1  
297;  53. 385. 

2273. A. Guéhhaîd. Exnlication éner- 
gétique simple de quelques vieilles ob- 
servations dites D' ,,Actions chimiques 
de l a  lumière". J . P .  fi) 5. 3:). 

22 76. F. Weigert. Uber nnikehrbaro 
photochemische Reaktiorien. J. P.  R. 
19. 73. 

2277. A .  Slator. lCine IJntersuühungs- 
methode fiir Lichtreaktionen in homo- 
genen Systemeri. J .P.R. 19. 12. 

2278. A .  W. Steward and 3. C. C. 
Baiy .  The relation between absorption 
spectra and chemical constitution. J .  C. S. 
89. 489;  302;  540. 

2279, M. 15autz. Studien iiber 
Chemiluniineszenz. Z.P. C. 63. 1 .  

2280. H. Wcisa. Solarisatiom in Rrom- 
silberschichtcn. Z.P. C. 54. 305. 

2'281. K, Ryk. Zur Frage der Spalt- 
barkeit der Raaemverbindungen durch 
zirkular-polarisierte~ Licht. Z. P. C. 49. 
641. 

2282. S.  If;. ~She~parrl  und C. C. R. 
Mees. 1)ie 'J'heorie photographiacher 
Prozesse. Z. W.P. 3. 354. 

2283. P. Villurd. Sur les uhéno- 
mèrieu pseudophotographiqiieu. S.F. P. 
238. 3 .  

2284. E'. Rotlié. Nouvelles recherches 
sur la photographie des couleurs. A. U. G. 
17. 611. 

2255. J. M. Eder. c b e r  dic Natur 
des latenten Liehtbildes. Z. W . P .  3. 
329. 
Siehe auch 1 8 3 ;  1033;  1038;  2198; 2218 

bis 2219; 2612. 

Therniochemie. 

2286. J. H. van't IIoff. Die Thenno- 
chemie O C.Z.  ( 2 )  9. 53. 

2287. E'. Bose. Bemerkiingcn zu 
cinem thermochemiachen Satoc Julius 
Thomsens. P .Z.  7 .  50:. 

2268. A. E'liegner. Uber den Warme- 
wert chemischer Vorgiinge. V. IV. Z. 
50. 201. 

2289. J. Fischer. Eine thermo- 
chemisühe Theorie der Assindation. 
Z.E. 12 .  654. 

2290. C. %enghelis. Chemische Re- 
aktionen bei extremliohen 'ïemperatnren. 
Z .P .C .  46. 287. 

2291. F. Zlolezalek und K. Finclch 
Zur Tliermodynaiuik des heterogerien 
hydrolytischen Gleichgewichts. Z .  A. C. 
50. 82. 

2292. MT. Hni~pt .  f7ber die 3fethode 
der I)ampfdichtebestimmiing riiirch 
Uruckvermehi-ung und ihre Genauigkeits- 
grenzen ini Verhiiltnis zu den bckauriteu 
Methoderi. Z.P.  C. 48. 713. 

2293. M. Reinganum. Über die 
l'rage genauer Molekulargewichts- 
bes t immun~en aus der Damnf'dichte. 

Kenntnis der ~ o ~ l i c h k c i t s b c e i n f l ~ s s u n ~ .  
Z .P .C .  49. 257. 

22!)b. 1': Caubet. Die Verflüsuigung 
son Gasgemischen. Z P . C .  49. 101. 

22!)(i. B. .Touguet. Sin la propagation 
des réactions chimiques dans les gaz. 
J.M. (6) 1. 347. 

2297. 1 Lavy imi r .  The theory of 
the  dissociation of gases around hialdg 
heated wives. S. (2) 24. 203. 

72B8. E. Regewer. ~ % e r  die chemischc 
Wirkung kurzwelliger Strahlung auf 
gasformige Korper. A:,P.L. (4) 10 .  1033. 

22!)!1. J. Thonzsm. rber den relativeri. 
Wer t  der zur Hestirnmung der Ver- 
brennungswirme flüchtiger organischer 
Verbindungen benutzten kalorimetrischen 
Methoden. Z.P .C.  51. 657. 

2300. .1. T h o m s m  Die nunierischen 
Itcsultate einer systemotischen Unter- 
suchung über die Vorbrcnnungswiirme 
und Bi ldungswhne fliichtiger orga- 
nischer Verbindiingen. %.P. C. 62. 343. 

2301. E. Cohen und Y. Strengers. 
Physikülisch chemische Studien an so- 
genannten exploaiven Sb.  X ,  i'. C. 52. 
119. 

2302. C. E. et N Gtcye. Ti'inAuence 
des fortes pressions sur le potentiel ex- 
plosif daris diiréreuts ga6. A.S. G. (4j 
20. 460. 

2803. B. v. Wartenberg. Bestimmung 
hoher Temparaturen mit Hilfe chemischer 
Gleichgewichte und der beiden Warrne- 
satze. V.D.P.G.  8. 97. 
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2304. P. Giran. Mesure de  l a  cfia- 
leur de combustion. B. S. C.P. (3) 25. 24. 

2305. W. Jaeger und H v. Stein- 
wehrs. Beitrag zur kalorimetrischen Mes- 
Sung von Verbrennungswarmen. Z. P. C. 
53. 153. 

2306. M.: hTwnst. Über die Berech- 
nung chemischer Gleichgewichte ans 
therniischen Mcssungen. N. 6. G. 1906. 1. 

2307. A. W6rnlann. Die Neutrali- 
sationswii~,mc starker Siiuren und Basen 
und ihre Anderung mit  der Sempcratur 
und Konzentration. A.P.T>. (4) 18. 775. 

2308. Ttr. Nernst. Gleichgewicht und 
Reaktionsgeschwindigkeit beim Stick- 
oxyd. Z.E. 12.  527. 

2309. ..B. Ifiemann und 12. 11. Hof- 
mann. Uber die Besthdigkeitsgrenzen 
von Molekiilarverbindungen im festen 
Ziistande iind die Abmeichungen vom 
Kopp-Neumarinschen Gesetz. A. A W .  
1900. 473. 

2310. B. Lucas. U n t e r ~ u c h u n ~ e n  
iiber die Feuerschwindung. Z .P .C  52.327. 

2311. O. Hahn. Nachtrag zu der 
Cntersuchung des Gleich,vewiclites C O  
+ H , O = C O , +  Hz. Z.P.C. 48. 735. 

2312. W .  A7ernst. Uber das Stabili- 
i2itsgebic.t des H,O,. Z.P.C. 46. 720. 

2313. F. Fischer und W. Narx.  Cber 
die thermische Bildung von Ozon und 
Stickoxyd in bewegten Gasen. C.B. 39. 
2557. 

2314. J. AT. B~6nsted. c b e r  die Re- 
duktion des Quecksilberchlorüls durch 
Ag. Z.P.  C. 50. 481. 

2315. W. Longzçinim et J. Kablukoff. 
Détermination des quantités de chaleur 
d6gagéos lors de l'addition du brome 
à quelques substancee non saturées. 
J. C . P .  4. 209. 

2316. W. Meyerhofw. t b e r  rezi- 
proke Salzpaarc. X. P.C. 63. 513. 

2317. Y. Lebeau. Sur l a  décompo- 
sition sous l'action de  l a  chaleur ot du 
vide d'un m6lange d'un carbonate al- 
calin et  d'un carbonate alcalino-terroux. 
A. C.P. ( 8 )  6. 433. 

2318. J.  H. van't Hoff, E. E .  Arm- 
stro?z,y, W. Hittricltsen, F. Weigert und 
G .  Jtcst. Gips und Anhydrit. A.Z.C. 
Z.P.C. 45. ~ $ 7 .  

2320. G. IV, Lewis. Über Silberoxvd 
und Silbersuboxyd. Z .P .C .  55. 449. 
~ i e h e  auch 543 ;  2259-60; 2745; 2767 

bis 2768;  2770; 2773; 3669. 

Elektroclieiiiie. 
2321. W. Lob.  Physikalisch-chemi- 

sche Seiten der organischen Elekt,ro- 
cliemie J .E .  12. 2. 

2322. Chaumet. Les progrès récents 
de  l'électrochimie. B. S.V.P. 1905. 115. 

2323. J. W. Bichai-ds. Electrocfiemi- 
cal calculatione. J.F.J. 159. 1 3 4 ;  161.  
1 3 1 ;  161. 

2324. li: Haber und R. Russ. Über 
die elektrische Beduktion. Z. P. C. 47. 
257. 

2325. T. Noda. Über die Zersetzung 
des Kohlendiowds durch die Snitzeri- 
entladung. A, P. L. J4) 1 9 .  1. A 

2326. R. Pohl. Uber die Einwirkung 
stiller clcktrischer Entladung auf KH, 
und 0. Y.D.P.G.  8. 10. 

2327. E. Warf)u.iy. Bemerkungen 
iiber die chemische Wirkung der stillen 
h t l a d u n g  V.l).P.G. 7. 291. 

6 . .  Ld28.  W. Liib. Rtiidien über die 
chemische Wirkung der stillen elek- 
t r i~chen  Entlaldiing. TE .  12. 282. 

2329. R. Abegg. Uber die Gültig- 
keit des Faraday schen Gesetzes fiir 
Metalle von verschiedenwertigen Ionen 1. 
Z.E. 12. 457. 

2330. MT. Nernst und ,T. Sand. Elek- 
trumotorischeil Verfialteri der H O  Cl. Z. 
P.C. 48. 601. 

2331. F. Dobzaiek und F. Kriiger. 
Vorlesunpaversuch zur Demonstration 
des Spa~nungsgesetzea für IClektrolyte. 
Z.E. 12. 669. 

2332. If', Fischer. Die cherniache 
~ b e r t r a ~ b a r k e i t  der Metallpotentiale 
und der chemische Losung~druck der 
Yetalle. Z.P.C. 52. 56. - K. Luther 626. 

'7. A l d .  b 6 iif. fIlain,ga)i,~in~. I)a,s elektro- 
chemische Aquivalent bei der Rlektrixi- 
tiitsleitung der Metalle. Z.E. 11. 851. 

2334. 1,. Pissarjediy und N. Lew- 
cke. Der EinfluB des Losungsmittels auf 
die Qleichgewicbtskonstante und die 
Beziehung zwischen dem elektrischen 
Leitvermogen und der inneren Iteibung. 
Z.P.C. 52. 479. 

2335. B. Ibwzasi. Bemerkung iiber 
den Ausdruck ,,StromdichteU. E .  C. Z. 
13. 129 .  

2336. F. Haber und 2'. Goldschmidt. 
Der anodische Angriff des Fe  diirch 
vagabundierende Strome im Erdreich 
und die Passivitat d?s Fe. Z.E. 1 2 .  49. 

2337. J. Tafel. Uber die Polarisa- 
tion bei kathodischer H-entwicklun~. 

F . M .  16. 137. 
2339. J. H. Mathews. On the rela- 

tion between electrolytic conduction, 
specific inductioe capacity and chernical 
activity of certain liquide. J. P.  C. 9.  
641. 
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Z.P.C. 53.  641. 
Siehe auch 1464; 2768-69; 3669. 

2340. P. P. Bevan. A method of 2367. 1;. G. KoEZock and E. Ij:  Smith. 

Elektrolyse. 

following the  course of certain chernical 
actions and a period of induction in the  
action of excess of water on monochlora- 
cetic acid. 1'. C. P.S. 13. 269. 

2341. 1M Levin. Ueitrage zur Theorie 

2347. A. P. Sokolov. Sovremennoe 
sostojanie uEenija ob electrolize (Der 
gegenwirtige Stand unserer Kenntnisse 
von der Elektrolyse. R.P.W 3. 176. 

2348. L. Kahlenberq. The theory 
of electrolytic dissociation. P.M. (6) 
10. 662. 

234% Brillouin. Considérations thé- 

The use of the  rotating anode and mer- 
cury cathode in  electro-analysis. J. A. 
C. S .  27. 1255. 

2368. Il. Lundén. Amphotere Hlek- 
trolyte Z.I'.C. 54. 632 

oriques sur l a  dissociation électrolytique. 
A .  C P. (8) 7 .  289. 

2350. B. Mal??istr8na. Versuche einer - ~ - .  -- 

Theorie der elektrolytischen Disvoziation 
unter Ueriicksichtigung der elektrischen 
Energic. Z.E. 11. 797;  ,4.P.L. (4) 18. 
413;  19. 440. 

2361. K. WTilson. Alternate current 
elektrolysis. '11.14'. S. 1 .  305 

2352. M. l,e Blanc, Elektrolyse mit 
Wechselstrom. Z.E. 11.  706. 

2353. A. Lob. Elektrolytische Cnter- 
suchungen mit syrnmetrischem und un- 
symmctrischern Wechselstrom. Z E. 12. 
l i 9 .  

1354. W. Pnlinaer. Ein Modell und 
eiu Versuch zur Demonstratiun der Kon- 
zentrationil%nderungt?nwatirend derElek- 

der Loslichkeitsbeeinflussung. Z.P. C. 5 5 .  2339. J Walker. Theorie der am- 
513. photeren Elektrolyte. Z.P.C. 51. '706. 

2342. J. Walker. Theorie der am- 2360. LM. Chanoz. Sur l e  coefficient 
photeren Elektrolyte. Z.P.C. 49. 82,  ' de pureté des électrolytes. C.E. 141. 881. 

trolyse. Z.E. 1 2  511. 
2356. G. B. Ru?nbuldiî~i. L'elettro- 

2343. R. Mewes. Einige Bemerkungen 
über den 2. Hauptsatz mit besonderer 
Ueriicksichtigung seiner Beziehungen zur 
Theorie der Elektrolyw. E.C.Z. 12. 74;  
115. 

2344. F. Haber. nbc r  Gaskettcn bci 

h i  a 3 liquidi. Pol. 50. 195. 
2356. V. V. nZko1uc.u. ElekiriEeskoe 

pole v elektrolitach (Elektrisches Feld 
in  Elektrolyten). J .R.  P.C. G. 34. 25. 

2561. E. van der Ven. Sur le t ram-  
port des liquides par  le courant élec- 
trique. A. M. S. (2) 0. 573. 

2362. K. Luther und E: J Brislee. 
Z u r  Kenntnis des Verhaltens ,,unangreif- 
barer*' Anodcn, insbesondore bci der 

Rh bei der Elektrolyse verdünnter 
Schwefelsaure. Z. P. C. 51. 65. 

2365. E. Brunner. Zur Kenntnis der 
Auflosungsgeschwindigkeit des Zinkes. 

z.t'.c. 51. 95. 
2366. W. Biernacki. Zwierciadelka 

ielazne otozymane przez rozpylanie ie- 
laza prqdem (Uber die Spiegel, die bei 
der Elektrolyse des Fe entstehen). S .  W. 
16. 133. 

2367. Z. Karnoglanoff. Ühcr Oxy- 
dations- und Reduktionsvorgangc boi 
der Elektrolyse von Eisensalzlosungen. 
Z.E. 12. 6. 

2368. C. J. Thatcher. Die elektro- 
lytische Oxydation von Natriumthiosul- 
phat  und ihr Mechanismus. %.P.C.  47. 
641. 

6 '  ' 2.369. V. Rothmuncl und K. Druclcer. 
Über die elektrolytische Dissociation der 
Pikrinsiiure. Z. 1'. C. 46. 827. 

2370. P. FUTUP. Die Geschwiridig- 
keit der elekLrolitischen Reduktiou von 
Azobenzol. %.P.C. 54. 231. 
Sietle auch 659; 1419;  1445-46; 2343; 

2771. 

hohen Temperaturen. Z .K .  12. 415.  Elektrolyse von Salzsaure. Z.P.C. 45. 
2346. 0. Snckur. Die anodi~c,he Auf- 216. - E. Bose 49. 227. 

lesungvon E i  und seine L'assivitlt. Z.P. C. 2363. I2 MaLiet e t  1' A Gayc. 
54.  641. Études physieochimiques eur l'électro- 

2346. V. Sanzmet Die Gleichgewichte lyse des dorures alcalins ILI. .I.C.l'. 
611' + 5 J ' +  JO,' , 3.7, + 311, O 11. 4.  222.  
611' j 5%' + Bru, '  ,, 3Br + 3H,  O '2Sfi4. J. B. Westhauer. r b c r  rias 
chemisch und elektromotorisch bestimmt. Verhalten von Anoden aus Ir. P t  und 

2371. 3. F. Rirrton and P. P?z&ps. 
Susceptibility of Fe  in colloidal solution. 
P .C.  E'. S. 13.  260. 

Mathemntisçhe Pliysiologie. 
2372. G. Kolusou. MatematiCeskaja 

teorija pribora Barnad'a i Hill'ja, dlja 
upredelenija krovjanogo davlenija (Ma- 
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them. Theorie des Apparats von Barnard 
und Hill zur ~ : r k l % r u ~ g  des Blutdruckes). 
S.N.J. 14. 73. 

Siehe auch 62 

Nathernatische Zoologie. 

2373. Ringelniunn. Meliure du tra- 
vail mécanique fourni par les boeufs de 
la race limousine. C.E. 141. 628. 

2373. W. Wasilkozcski. üeometryczne 
uzasadnienie budowy kornorek pszcxel- 
iiych (Geometrische Betrachtungen über 
den Bufbau der Bienenzellen). M.L. 19. 
896. Siehe auch 251. 

Xatheinatiscùe Botaniii. 

9375. W. W. Lepeschkin. Über den 
matliematischen Ausdruck der Ge- 
~ c h w i n d i ~ k e i t  des einseitigeri Wasser- 
stroms durch die Zelle nach dern ersten 
und dritten Schema. von Pfeffer. Z. P. C. 
18. 596. 

2376. E' Kb'vessi. Loi de l'accroisse- 
ment en volume dans les arbres. C.E. 
142. 1430. 

Siehe 2757-58; 3416. 

2377. A. X t i e ~ .  Technische Arbeit. 
D.V. M. 15. 438. 

Sicho auch 133. 

Technische Mechanik. 

2378. A. W. Johns. Noimal pres- 
sures on tliin moving planes. T.I .N.A.  
1904. 1 .  

Balkcn. 

2379. W. Trinks.  The deflection of 
beams by graphics. l ' .A S.M.E. 24. 116. 

2380. Ramisch. BeGirnmung der 
Kraft K eines über zwei 6ffnungen ge- 
streckten Balkens mittels ihrer EinflnB- 
linie. M.B.G. 1905. 730. 

2381. L. Lévy .  Remarques sur la 
détermination des moments fléchissants 
produits par le passage d'un convoi sur 
une poutre à deux appuis simples. N. A. 
i.4) 5 .  289. 

2382. M. T. H u b e ~ .  Cber die Be- 
rechnung der Dimensionen von Eisen- 
betonbalken (poln.). C. T. L. 23. 1 ; 21. 

2383. El6ssbr. Berechnung des Eisen- 
betonbalkens mit dreieckigemund trapez- 
formigem Querschnitt. Z. U. B. B. 4. 188 ; 
206. 

2384. Ramiscli. Berechnungsweise 
zur Uestimmung der Uurchbiegung von 
Eisenbetonbalkeu. Z.  Ii. B. B. 4. 7. 

238s. Tlcelvrtmes. Design of concrete 
steel beams. E.R.L. 12. 924. 

2386. Chaudy. Flexion des poutres 
en béton armé. R.I.P. 36. 500. 

2386a. Le rble des attaches eu 
étriers dans les poutres en béton arm6. 
A.T.P. B. 1905. 1153. 

2387. Hatt. Tests on reinforced 
concreto beams. E.B.R. 51. 170; 545. 

2388. Condron. Strength of rein- 
forced concrete. E.B.R. 51. 374. 

2388. Blakeley. Design of reinforced 
concrete beams. E.B.R. 51. 591. 

2390. Legrand. Poutres en arc à 
3 rotules. K.U.L. 9. 113. 
Siehe auch 700; 28!10; 2912-16; 3223 

bis 3335; 3308; 3512; 3593-99. 

Stiibe. 

2391. Banmch. Statische Cnter- 
suchung eities einfach gekriimmten stab- 
formigen Verbundkorpers. O W. 6. B. 11. 
264. 

2392. H. Zimn~errnann. Der gerade 
St&b mit strtiger elasbischer Stiitzung 
und beliebie mrichteten Hinzellasten. 
S A.B. 19057 898, lUG6. 

2393. I l .  K. Bobvlev. O neko to i~ch  
slubajach izgiba prjamyc'n sterhiej pod 
wlijaniern sosredotoCeunych gruzov i 
soprotivlenija p n t a  (Lber eiuige Fiille 
der B i e p n g  der g r d i n i g e n  Stitie unter 
dem EinfluB der konzentrierten Gewichte 
und des Wider~tands des Bodens). R.I.I. 
60. 1. 

2394. A. Eà;lipl. Über die Torsion 
von runden StiBen mit veranderlichem 
Durchmcsser. S. A. M. 1905. 249 
Siehe auch 416-418; 422; 748-749; 

2888-89; '2911; 3221-22 

2395. Cunnigzgham. The design of 
plate girders. E.R.L. 12. 481. 

2396. Skinner. Varietions in  stan- 
dard d a n ~  for railroad d a t e  eirders. 
E.B.R: 62. 401. 

- 
2397. Janetzky. EinfluB mobiler 

Lasten für den Triiger auf 2 Stützen. 
D.T.Z.B. 22 291. 

2398. Bkich .  Der statisch unbe- 
stimmte Paralleltrager mit gekreuzten 
Diagonalen. O. W. 0. B. 11. 751. 

2399. Gkcser. Statische Berechnung 
eines kreisformigen, in vier Punkten 
unterstützten Tragers. O. W. O.  B. 11.11.  

Zeitschnft f. Mathematik u. Physik. 55. Band. 1907. Heft 4. 28 
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2400. B. Bazant. Statisch be- 
stimmte durchgehende Fachwerkstrager 
(tschech.). M.A.T.P. 1905 Nr. 27. 

2401. Y. Neumann. Zeichnerische 
Bestimmung der groBten Strebenkriifte 
eines Fachwcrkbalkentriigcrs. 0. W. O. 
B. 11. 392. 

2402. Brockmnnn. Eigenschaften 
und Verwendung der breitflanschigen 
'I'rLger. B I.G.B. 1905. 185. 

2103. Weiske .  Berechnunp der mit 
doppelterEinlage versehenen~ysenbeton- 
triiger. Z.U.B.B. 4. 347. 

3404. Gmnberg. 1-beam buckstaye. 
E.M. J. 80. 487. 

2408. J. Al. H. R. Kersenlaekers. Maxi- 
mum buiging~spanningen in normale 
doorsneeden von 1-vormige profielliggers. 
I.W. 19. 273. 

2406. hTitzschc. Sbe r  EinfluQlinien. 
D.T.Z.B. 22. 149. 
Siehe auch 761; 2413; 2916-22; 3236 

bis 3245; 3600; 3620; 3746. 

2407. G.  Thnisch. I<:lementare Unter- 
sucliung des I3ogenfachwerktrZgers. Z. 
G.U. 15. 189. 

2408. Frunck. Bogentrager mit elas- 
tisch eingespannten Kampferri. O. W. 0. 
B. 11. 312. 

Pla t ten .  
Siehe 2923-24; 3246-50; 3512. 

2409. Jonson. Theory of frame 
works with rectangular panels and i ts  
application to buildinus which have to 
resist wind. P. A. S. C.B. 31. 498. 

2410. Ramisch. Beitrag zur Uestiin- 
mung der Spannkraft i n  der Gegen- 
diagonale eines Pachwerkes. Z.E.M. 8. 
266. 

2411. K. Wieghardt. Über die Nebcn- 
spannungen gewisser hochgradig statisch 
unbestimmter Fachwerke. Z. S. 53. 113. 

2412. Ramisch. Vefschiebungskreise 
von Fachwerksknoten. ().W. d.  B. 11. 676. 

2413. K. Sindor. bber  die günstig- 
ste Form des Gittertriigers, ein Jjeitrag 
zur Theorie des Fachwerks. S. M.U. 
1905. 43. 
Siehe auch 716; 2400; 2407; 2442; 2925 

bis 2927; 3601-04. 

Bogen. 
3418. B. A. Srnith. Arches. R.A.A.  

9. 621. 

241 6. C. Guidi. Una proprietà degli 
archi elastici. A.A.T. 40. 785. 

2417. Auric. Sur le  calcul d'un arc 
en maçonnerie. C.E. 141. 621. 

2418. B. J. W. Reuser. Die vor- 
teilhaftcst,e Pfeilhohe cines glcichmiiBig 
belasteten svmmetriechen Drei~elenk-  
bogens mit " kreisformiger hli thlinie.  
Z.S. 52. 401. 

2415). B. J. W. Reuser. De invloed 
van de pijlhoogte van een paraboolboog 
met 3 scharnieren op de benoodigde 
materiaalhoeveelheid (gelijkmatig ver- 
deelde bclasting). I.W. 20. 78. 

2420. Keith. A 3-hinged concrete 
steel arch. E.B.R. 52. 104. 

2431. Lçffler. Four points iii tlie 
design of reinforced concrete arches. 
P.A.S.C.E. 3 1 . 2 7 1 ;  T.A.S.C.E. 55. 185. 
Siehe auch 2390; 2437; 2928-30; 3251 

bis 3253; 5268; 3308; 3616; 3618. 

2422. Teasdale. How to design a 
roof principal. A. G.L..J. 82. 242 ! J. GL.  
89. 228. 

2423. Twley. Statistische Berech- 
nung von Eisenbetondecken. Z. U.B.R. 
4. 135. 

2424. Cain. Theory of the spherical 
or conical dome of reinforced concrete 
or metal. P.A.S.C.E. 31. 277; T.A.S. 
C.E. 55. 201. 

2429. Xmrich. Formulas for hips 
and valleys. E.B.R.  51. 31. 

Siehe auch 3256- 5 8 ;  3504. 

2426. S. Wellisck. Die Gewolbe- 
theorie im Lichte der Methode der 
kleinsten Produkte. Z.S. 53. 146. 

2427. Ramisch. Gew6lbewirkung bei 
der doppelt eingespannten Platte. Z. U. 
B.B. 4. 95. 

2428. o. Thdlie.  Dimensioniening 
der betoneisernen Gewolbe. 0.  W. O. B. 
11. 571. 

242!). L. Rehm. Eine Studie über 
die statischc Festigkeit der Kuppcl-, 
Tonncn- und Halbkreisgewolbc aus Bcton 
für Wasserreservoirs. B.T. B. 2. 124. 

2430. Horowitz. 13erechnung eines 
Moniergewolbes fiir Windnngiff  und ab- 
stürzende Lasten. O. W. O.B. 11. 184. 

Siehe auch 3605--08. 

Erddriick. 
2431. T. Al?>~ansi. Suli' equilibrio 

dei sistemi disgregati. A.A.T.  40. 707. 
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2432. J. Oeltjen. Angriffapunkt des 
Erdankers an  einem aufge~etzten Boll- 
werke. W.W.B.  2.  238. 
Siehe auch 3061 3175-80; 3342; 3609 

bis 3610. 

Erdban. 
2433. 3'. J. Vaes. Rekenplaten voor 

ophoogingcn en afgravingen. 1. W. 18. 
333. 
Siehe auch 3175; 3180-83; 3262-65; 

3611. 

Tuiinelbnu. 
Siehe 2008; 2331; 3162; 3187; 3266. 

Strassenbau. 
2434. F. Loewe. Krümniungshalb- 

messer und Breite der StraBenwende- 
platze. Z.T.S. 22. 505. 

Siehe auch 2787. 

eine Aufgabe der Baumechanik). B.A. 
1.V.c. 1903. 224;  241;  266. 

2446. Turley.  Die wirtschaftlich 
giinstigsten Abmessungen bei Bauteilen 
aus Eisenbeton. Z. U.B.B. 4. 2.2. 

2447. S. Canevaszi. Siilla determina- 
zione dell' asse neutro O d i  rotnzionc 
nelle sezioni trasversali di un solido in 
murature, simmetrico rispetto ad un 
piano assiale e sollecitato da forze agenti 
ne1 piano di simmetria. M.I.R. (6) 2. 81. 
Siehe auch 341-342; 562;  701-705; 
757-768: 2409: 2715: 2733: 2893-98; 

3272-76; 3309; 3612; 3628-30. 

Baumaterialienkunde. 
Siehe 671; 759; 768. 

Fahrzeuee. - 
2448. A. K~elx. Conditions d'&ab- / lissement e t  d'avalication d'un amortis- . A / seur progressif à la suspension des vé- 

Brüekenbaii. 1 hicules sur route. C.R. 141. 143. 
3435. ~ ~ b ~ ~ ~ ~ , ~ .   id^^ design. ! 2449. H. E'lsner. Graphisches Ver- 

l3.R.T). 12. 494; 584. ! fahren zur Daretellung der Bewegungs- 
2436. H. ,ychmi,jt. ~ i ~ ,  abpekfirztea vorgange bei Lenkvorrichtungen. M.W. 

1 B. 6. 280. / 2450. R. Conrad. Der Zusammen- 

i hang zwischen Tourenzahl und Dreh- 
moment beim ,,Protes"-motor. M.W. B. 
5. 71;  112. 

2451. H. Giildner. Leistungsprüfun- 
gen an Motorwagen. M.W.B. 5. 110. 

Siehe auch 3 2 3 ;  2789-93; 3277;  3312; 
3442; 3456;  3746. 

~ e r f a h ~ e n  für die Berechnung "der lich- 
ten Wsiten von Wehren und Brücken. 
W.W.B. 2. 240. 

2437. Rumisch. Berechnung einer 
Betunbrücke mit flachen Krei~bogen, bei 
der Zugbeanspruchungen nicht rorkom- 
men sollen. Z.U.B.B. 4. 105. 

2438. Turneaure.  Eeal influence of 
moving loads on bridge structures. E. 
B.R. 52. 560. 

2439. Descans. Problème des forces 
mobiles. A.T.P.B. 62. 7. 

2440. Turner. Windpressure on 
bridges. R.E. 26. 5. 

5441. Rosler. Berechnung massiver 
Dreigelenkbrücken mittels EinfluBlinien. 
D.T.Z.B. 22. 344. 

8448. Coulnias. Zur l'heorie der 
Langsverbande eiserner Fachwerk- 
brücken. O . w . 0 . ~ .  11. 719. 

2443. v. Friedrichs. Theorie der ver- 
steiften Hiingebrücken mit 3 dffnungen. 
R.1.z. 31. 221. 

2444. Strong. Filing and indexing 
tracings of railroad bridges. E.B.R. 61. 
194. 

Fahrrnd. 
2402. 3. Stasse. Aperçu sur l? 

th6orie de l'équilibre cycliste: essai 
d'une cx~l ica t ion de lache-mains. U.I. 
1901. 35: 

2453. O. Frey. Die Verwcndung von 
Fahrrad und Fahrradteilen xu phjsika- 
lisehen Demonstrationen. Z. P. 19.  224. 

Eiseubahnweseu. 
Siehe 2396;  2444; 2690; 2761;  2734 bis 

2816;  2934; 3096; 3879-80; 3313. 

Lokomotiven. 
Siehe auch 2716; 2788; 2901; 2932-33; 3464. jf, ~ ~ d ~ k ~ j b .  über die theo- 
3267-71; 3505; 3602; 3613-27; 3746. retische Bebhndlong de8 Prohlems dei  

' storenden Lokmotivbewegnngen. Z. S 
Bnustntik. 53. 226. 

2445. A. 2'. van &r Vliet. Ob. ad- Siehe auch 2817-26; 3001; 3278; 3670 
noj zadake stroitelnoj mechani (bber  1 bis J674. 

28" 
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Maschinen. 

2455. T. J Vues. Een eenvoudige 
constmctie voor Koppelkrommen bij 
drijfstang en kmk. 1. W. 19. 206. 
Siehe aiich 315; 321; 2460; 2506; 2767; 
2827-41; 3434; 3444-46; 3162-69; 

3620; 3648. 

Maschinenelemente. 

2456. Metcalf. Notes and constants 
on Springs. M.W.M. 37. 172. 

2457. Gibson The design of fly- 
wheel. E.R.L. 12. 488. 

Siehe auch 762;  2879; 3589-90. 

2458. L. Montel. Rappresentazione 
grafica dello spostamento dello stantuffo 
da1 punto di mezzo della corsa ne1 ceno 
di transformazione del moto con biella 
e manovella. I1.T.T. 2. 82. 

2459. G. Andrault. Calcul élémen- 
taire du rendement d'une machine ther- 
mique réversible utilisant deux thermo- 
stats. J.P. (4) 5. 97. 

Siehe auch 3670-77. 

2460. H. B a k l i ~ a  Angmaskiners 
inre friktion och ingkonsumtion. S. E'. T. 
7. 169. 

2461. A. Witz. Il rendimento ter- 
mico delle macchine a vapore e dei 
motori a ras. 1.I.M. 16. 100;  1 1 4 ;  1 3 5 ;  
161. 

2462. M. Ferrero. II flusso del ca- 
lore entro le pareti dei cilindri delle 
macchine a vanore. R.T.T. 2. 288. 

2463. iV. ~ a t t e u c c i .  Determinazione 
razionale delle dimensioni orincioali dei 
condensaton a superficie dhle  macchine 
a vapore navali. R.N. R. 1902. 303. 
Siehe auch 1209;  2487-88; 2711; 2719 
bis 2726; 2842-46; 3281-82; 3373;  

3678-97. 

2464. L. Janwilz. Circulation de 
l'eau dans les chaudières. B .T .  A. M. 
2. 204. 
Siehe auch 3283;  3671; 3703-09; 3722;  

3742. 

2465, H. C Vogt. Pendulpropelleren 
og Amerikanernes ariskuelser om frem- 

tidens mest okonomiske fragtskibe. J .K.  1 13. 1. 
Siehe auch 2463; 2470; 2478-79; 2726: 

1 2846; 2860-51; 3387-90; 3710-11. 

1 Indikatoren. 
1 2466. A. Stmus. Neue Indikatoreri. 
i G.M.T. 3.  101. 

Siehe auch 731; 2817; 3042. 

I Regiilatoren. 

' Siehe 2776; 2829;  2848-51; 3015-17; 
1 3078. 3443;  3518. 
l 

1 2467. E. Jiorti7t.y. Sulla temperatura 
del cilindru di un moture a gau. R. T.T. 
2. 174. 1 2468. A .  Wagener. Über die ~ o r ~ k n ~ r  / des Ausspülens und Ladens bei Zwei- 
taktgasmotoren. G. M. T. 3. 69 ;  8 8 ;  106: 
125. 

2469. J. Kbrting. Der neue doppelt 
I wirkende Viertaktmotor der Gasmotorcn- 

fabrik Deiitz und die Zweitaktfmge. 
i G.M.T.  2. 166,  

1 2470. R. Mewes. Über die Yerwend- 
barkeit der Gasmaschine als Schiffs- 

1 maschine. X. A. J.B. 6. 2 9 5 ;  805. 
1 Siehe auch 765; 2461; 2852-56; 
1 3698-3702; 3712-14. 

1 

Hydraulik. 

2471. U .  H. E'enkell. A study in hy- 1 iIranlios. J. A.E.S. 26. 156.  
2472. 3. Fontmeau. Prélimiuaire d' 

1 hydraulique. A.F. 1905. 46. 
1 2473. V. v .  Lang. Uber hydranlische 

Schulversuche. V. B.T.C.U. 7. 100.  
2474. W. T. Franklin. A lecture 

expriment in hydraulics. S. (2) 22. 794. 
/ 2470. Home.  EIydraulic analogp to 
1 the Carnot cycle. M.W.M. 37. 31. 
i 2476. B. Mrzillat. Sur les solutions , de certains systèmes d'équations diff6ren- 

tielles; applicatione à un systkme hydraii- 
1 lique de n rcservoirs. S.M. 33. 129. 

247 7. T. Levi-Civith. Sulla contrazione 
/ delle vene liquide. A.I.V. 64. 1465. 
1 2478. TT. C. Vog t  Om oscilleerende 

propellere. J.K. 12.  153. 
2479. H. C. Vogt. Nogle bemaerk- / ninger om propellers virkemaade. T. S. K. 

l 74. 219. 
1 2490. Tolman. BeitragzurBerechnung 
( von Staukurven. O.W.O.B. 11. 40s. 
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2481. Chweh. Formules and compu- 
tations for horsepowor value of streama. 
E.B.R. 52. 11. 

2482. Matakieu;iez. Yersuch der Auf- 
etellung einer Geschwin+gke i t s fod  
fiir natürliche FluBlaufe. O.W. O.  B. 11. 
767. 

8483. G. En~strom. Der Hriefwechsel 
zwischen Leonhard Euler und Johann 1 
Ilernoulli. B.M. (3) 6. 16. 
Siehe auch 2858-60; 3290; 3318-3405. 

W asserleituugen. - 
Siehe 521; 768; 3349-53. 

Wasserbaii. 
Siehe 3347-48; 3364-55; 3395-98. 

Wehre. 
Siehe 2436 

Wasserriider. 
Siehe 3357 -58. 

Turbiiieu. 
2484. K. A. Ahlfors .  Modorn turbine 

byggnad. T.F.T. 1902. 143. 
3483. H. Dminilc. Mitteilungen über 

Parsonsturbinen. I .Z.K. 9. 289. 
2486. A. Braun. Gas- bezw. Druck- 

turbine. Z. A.I.B. T. 170. 
2487. A. R i d e r .  Üher~arn~f tu rb inen .  

T (J.B.H. 13. 941. 
2488. F. Levieki. Die Curlis-Dampf- 

turbine. E.B.B. 1. 194. 
Siehe auch 2717-26; 2845-46; 3025; 
3039-41 ; 3?84; 33XJ-73; 3696-3702. 

Kanalbau. 
2489. Allitsch. Beitrag zur graphiilchen 

Ermittelung des Fassungsverm~gens von 
Abwasserkaniilen. 6.W O.B. 11. 137. 

Siehe auch 3374-80. 

2490. Biles. The strength of ships. 
T.I.N.A. 47. 80. 

2491. J. Bvuhn. Some points in 
connection with the transverse strength 
uf ships. T.I.N.A. 1904. 1. 

2492. Bubcock. Longitudinal bending 
moments of certain lake steamers. M. Eg. 
I O .  502. 

2193. Alezander. I h e  influence of 
the  proportions and forrn of ships npon 
their longitudinal bending moments 
among waves. T.1.N A 47. 116. 

2494. Norton. Notes on the strength 
of watertight bulk heads for battleships 
and cmisers. M.Eg 10. 505. 
Siehe auch408-10: 2862 ; 3204; 3285-86; 

3381; 3383-94. 

Schiffsbewegung. 
2495. R. Henderson. A correction t o  

be applied to the course of a twin-acrew- 
vesse1 when using but  one screw. P.N.I.  
31. 457. 

2496. Johtul. The efleeüt of motion 
ahead on the  rolliug of ships. T. I.N. A. 
47. 186. 

2497. E. liburnier. Diminution de la 
vitesseet changement d'assiettedesnavires 
par l'action réflexe de 1' eau sur le fond. 
C.R. 142. 1560. 

2498. H. Garrovz. Experiments oii 
the effect of depth of water on speed 
having special reference to  destroyers 
recently built. S.W. 2. W 05 

2499. Goecke. Zur Feststellung des 
Einflusses von Tiefgangsanderungen auf 
die Schiffsgeschwindigkeit. M.R.B. 1906. 
Fr .  2. 

2500. L .  Benjamm. Die Vibrations- 
erscheinungen an Dampfern. H.H. 1306. 
NI. 3. 

2801. A. E Gatewood. Remarks on 
screw nronulsion. P.N.I. 32. Nr. 1. 

2 6 ~ g .  fi. C. Vogt. Om fremdrivning 
of skibe. I.K. 84; T.S.K. 75. 37. 

Siehe auch 507-09; 3379 ; 3382 

Puui yen. 
8503. G. A. Lilienerantz. The Haskell 

self-registering watcr gange. J.W. S.E. 
8. 676. 
Siehe auch 763-64; 2727-29; 3353; 

3399-3404. 

Ventilation. 
Siehe 563; 2732-36; 3720. 

Laftschiffahrt. 
2004. J. Boyer. The modern aikocaui 

T.C.I. 32. 13.  
2606. M. Piischel. Luftschiffahrt und 

Flugtechnik. A.P.T. 30,711 ; 731. 
ZGOG. Bataille. Mthoire relatif à UII 

propulseur applicable à la navigatioii 
aérienne. A.N.P. 35. 217. 
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2607. Sebillot. Mtrmoire sur les navires I Elektrotechnik. 
aariens à air dilaté. A.N.P. 35. 234. 2622. Elementare 

2608' H' Des'andres' permet- Messungm aus der Klektrotechnik. A.  D. tant de déterminer la vitesse propre des P.N, 2. Nr. 1 .  aérostats dirigeables. M. 1. 1902. 
260!l. Crocco. Sull' cquilibrio delle 1 Siehe auçli 9866-69; 2939. 

macchine volanti. R. A.G. 1905. B. 23. , 
2610. El. Taffoureau. Sur le coeffi- i Elektrisclie Leitungen. 

cimt d' utilisation des hélicoptères. C. R 2SP3. Vogl, Rerechnung der Leitungen 141. 878. 
Siehe auch 2741-42. für Gleichstrom. B.I.G.B. 1905. 68. 

2624. Bauch. Welches Verteilungs- 
' systom macht dasBabelnetz am billigstcn. 

Architektonische Aknstik. I Z. E .M.  8. 357. 

9.511. W. C. Sabine. Architectural 
acoustics. P. A. Bo. 42.  51.  

2512. W. Sabine Sur l'acoustique 
des salles. I.B. 1901. 48'2. 

2613. Morage. Qualités acountiques 
de certaines salles pour la voix parlée. 
C.R. 142. 878. 

Siehe aiich 2611; 2746-67. 

Architektonisehe Beleuchtnngskunde. 

2614. Hough. The development of 
illumination. A. G.L. J. 82.  85. 

2G15. M. F. Alvares. Estudios sobre 
Inces y iistas en las habitacioncs y 
ettura di estas en celles v uatios M.v 

d L 

1%. M. 20.  291. 
2016. Mtiller. Versuche über die Be- 

leuchtung von Schulriumen und Lehr- 
siilen. Z.B.W.B. 11. 133. 

Siehe auch 3557-60. 

Photographie. 

2517. J Renaux. Contribution à 
l'étude des écrans photographiques. C. R. 
142. 38. 

2618. Ponsot. Photographie inier- 
férentielle ; variation de l'incidence ; lu- 
mière polaris6e. C.B. 142. 1506. 
Siehe auch 886;  984;  1041;  1056;  1166;  

2282-85; 3655;  3561. 

Spektralanalyse. 

2519. L. Barri. Note di spettroscopia. 
M. A. M. (3) 5. 

2020. B.  E. Moore. Spektroskopische 
Studic an Losuneen von Cu und Co. " 
Z.P.C. 65.  641. 

2521. W. Ilermawz. Zur Spektroscopie 
des N (Dopplcreffckt, po&e N-ionen). 
P.Z. 7. 567. 

Siehe auch 1010; 104.7 

Heizung. 
Siehe 3723-30. 

Siehe auch 1443;  1509;  2762;  2979-91; 
3189;  3520;  3591. 

Elektrische Kraftiibertragiing. 

2826. Hahn. Berechnung elektrisclier 
Leitungen für Kraftübertragungen. Z.E. 
M. 8. 3. 

2526. P. Gris. Conférence sur les 
transports d'énergie dlectrique à courant 
alternatif et à courant continu. M.S L. 
(8) 2. A. 151. 

2627. D. Xecirotti. Calcolo delle lun- 
ghe linee di &ansmissione di energiea 
mediantc correnti polifasi. J. C. T. 28 83. 
Siehe auch 1573;  16'75; 2992-97; 3597. 

Elektrische Eisenbshnen. 

Siehe 2870-71: 2998-3007, 

D ynamomaschine. 

9528. Poole. Desiop and construction 
of small dynamos and motors. M.W.X. 
37. 8. 

2629. R. V. Picou. Les principes 
gduéraux dans la constmction des dy- 
namos à, courant continu. B. S. F. P. 1905. 
142. 

2630. Senstius. Limitations in direct- 
current mechanic desim. P .A.I .E.E.  24. 

0 

407;  925. 
3531. Lirtker. Bestimmune des 

Wirkungsgrades von ~leichétrom- 
maschinen. E.T.R. 22. . .211.  

2532. 1'. KiebeseZZ. Uber die Kommu- 
tatiou des Stromes in Gleichstromgenera- 
toren. Z.S. 53. 337. 

2.583. Ihge. The separation of iron 
and friction losses in direct current 
machines. 1.:. K .  57: 910. 

2534. G .  N i e .  Uber die KurmchluB- 
stromkiirve eines (fleichstromankers. 
%.S. 53. 37. 

2535. Boucherot. Les principes géné- 
raux dans la construction des alternateurs. 
B.S. P'.P 1905. 228. 
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2539. I'?,e.uB. Verfahren zur Be- 
stimmung der Erregerfeldstreiiung von Elektrisclie Beleuchtnng. 
Wechselstroinmnschinen. E. S. B. 22. 3656. p. m+ib, Les progrès récents 
316. i de l'éclairage électrique. B. S.F.P. 1905. 

0540. Guilbert. Expression des puis- 267. 
sarices fournies par deux alternateurs en 2557. J. A. Fle?,aing, On the ratio 
parallèle. R.T.P. 26. 107. between the mean spherical and the 

2541. H. Lznsennzan% Die elastisçhe 1 mean horizontal candlepower of incan- 
Linie des Cehauses von Drehstrom- descent electric lamps. P.M. (6) 10, 208: 
maschinen mit groBen Durchmessem. / p.p, S,L,  19, 681. 
Z.S. 53. 246. ' 2658. E. F. Rocbev. Tliermodynamik 

2642. B. 8trasser und .l. i5erneck. f ~ b e r  deï elektrischen C;lühlampe, %,B.W. B. 
phasewechselnde Oberfichwingungen. 1 11, 381. 
A. 1'. 1,. (4) 20. 759. Siehe auch 1146; 2764; 3044-45; 
Siehe auch 1608; 1674; 2628; 2739; 3094-96; 3548; 3562--63; 3731. 

3008-45; 3497-99. 1 

3636. Rushwor. Alternating ciirrent 
generator. J. F.I .  160. 233. 

2557. D. I. Puljnj. Krugova diagrama 

Elelctromotoren. 1 8559. G. tie l a  Tkuznne.  gta t  actuel 
2643. A. 8. i i o r r i ~ .  Electric rnotors: / de la  télephone, B.S. F,p, 1906, 302, 

a brief outline of their history. S. 1.1. 261;o. c. chiarich&i. Telefoui. M. S. 
18. 138. 1 X 9dG 

2654. L&nime. A single-plase motor 
of the class of alternating-currerit multi- 
polar machine. W.E. 36. 129. 

telefonia Renza fihY E.13. 15. 396. 
Siehe auch 948; 2594; 2744; 3097-99; 

8741. 

generatoriv dlja pereminnien prudis 1 2355. Bute. Heatiug aud sparkiiig 
(Lher das Kreisrliagramm für Wechsel- Iimits in variable speeti motors. E.R. 
strunigenerstoren). &.S. M. 10. NI. 2. 1 36. 665; J.I.E.E. 35. 421. 

2638. Lyon. Calculation of the ar- &he 2528; 2624; 2628; 2 ~ 7 2 . ~ 7 3 :  
mature reaction'in alternators. S. a. 18. ~ 3046-93; 3434; 3496-97. 
A 9  1 

Telegrnpheiiweseii. 

2664. Deoaux-Charbo>zel. L'etude ex- 
oérimentale de6 tranamissionv t é l k r a ~ h i -  

des Synchromm&ors zur ~ e s t i m m u n i  
der Phasenverschiebung in Wechselstrour- 
netzen). J &.P. C. G. 34. 30. 

2547. Jonides. Alternating eurrerit, 
motor in industrial service. J.I.E.E. 35. 
475; E.R. 56. 996. 

2648. CXurton. Notes on alternating 
current induction motors. E.R. N. Y. 47. 
818;E.R.57.706; E .E.C.36.590;P.W.L.  
7. 980. 

2649. Butt. The induction motor 
as generator. E.E.L. 36. 91. 

2560. Bogers. Theory and testing 
of the polyphase induction motor. E. E. L. 
35. 66%. 

2651. Doubvava. Single phase motors 
on polyphase systems. E.R.N.Y. 46.274. 

2662. Cole. Single phase alternating- 
current motors. E.C. 42. 652. 

2553. Rhodes. A etudy of a single- 
phase series motor. T.Q. 18. 410. 

u L 

quee. C.R. 143. 216. 
2666. B. O. Peirce. On the lenphth of 

the time of contact in the c a 6  of a 
quick tap  on a telegraph k e ~ .  P.A.Ho. 
42. 95. 

Drnhtlose Telegraphie. 

2566. A .  :Vontel. Sullo stato attuale 
della radiotelegrafia. A. A.E. 1. 30. 82. 

2967. 1" Savmgna9t di Brazzà. Ls 
telegrafia senza fili. H.R. 16. 387. 

2368. L. Poincaré. La tdlegraphie 
sans fil. J. D. S. 1906. 36. 
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2569. A. Sluby. BesprovoloCnyj tele- 
graf (Drahtlose Telegraphie). R. P. W. 
3. 18.  

2570. E. Kutherford. Wireless tele- 
graphy. C.E.T 1902. 190. 

2b7l. A. Turpain Les théories de la 
télkgraphie sans fil. B. S. C.I.  1901. 39. 

2672. Q. Majorana. La tclegrafia 
sema filo. R.I.R. 1902. A. 552. 

9673. P. Lunino. La telepafia senza 
filo. R.E.T.B. 5. 120. 137.  

2574. J. Fleming. Hertziari wave 
wirelcss telegraphy. P. S. M. 63. 97 ; 193;  
362; 439;  551;  64. 53;  152. 

2575. A. Bull. Afstemt gnisttelegmfi. 
E T.K. 16. 79; 87. 

267 6. C. A. Thonte. Branly - Poppn 
trartdlose telegrafsystem. E. T. K. 16. 147. 

2577. C. Ih'pisne. itber neue Appa- 
rate der drahtloseu Telegraphie. J.P. 
V. F. 1904-05. 43.  

2678. C. Déguisne. r b e r  die E n t  
seuduug von eleklrischeri Wellen in der 
Wellentelegraphie. J. P.V. F. 1904-05. 
46. 

2579. C Déguisne. ober abgestimmte 
U'ellentelegraphie. J. P.V. F. 1904-05. 
14. 

2580. G. W. Picree. Experituents on 
resonancc in wircless telegraph circuits. 
P.R. 21. 367; 22. 159. , 

2581. C. Tlssot. Etude de la rOso- 
nance des systèmes d'antennes dans la 
t6légaphie sans fil. A. C.P. (8) 7 .  320; 
433. 

2582. C. Tissot. Ordre de grandeur 
des forces électrornotricea mises en 
jeu dans les antennes réceptrices J.P. 
(4) 5 .  181. 

2683. J. S. Sachs. Untersuchungen 
über den EinfluB der Erde bei der draht- 
iosen Telegraphie A.P.L.  (4) 18. 348. 

2584. C. Tzssot. Les méthode8 de 
mesiire dans la télégraphie sana fil. 
B. S.I.E. (2) 6.  319. 

Siehe auch 1145:  2563: 3103-13. 

Kabel. 

2595. H. Csopozuski. Obliczenie lin 
drucianych pramjqcych na ciagnienie 
@ber die Bercehnung der Fe~tigkoit 
eiserner gespanntcr Drahtseilc). P. T.W. 
42.  18; 4 1 ;  73. 
Siehe auch 1370;  3097; 3114-18; 3668. 

Technologie. 

2686. T. Oliver. The diametere of 
twisted thrends. P . R .  S . E .  25. 481. 

2587. T. Oliver. The relation between 
teke-up or contraction and degree of 
twist in twisted threads. P.R. S.E. 26. 
182.  
Siehe euch 659;  2782-86; 3 3 1 4 ; 3 4 2 0 ;  

3447; 3633. 

2588. V V. Lertnadov. Pribor G i k ~ a  
dlja ujasnenija na opyte principa sochra- 
nepija koliEestva dvijenija (Apparat des 
Herrn Hicks eur Erklarnne des Prinzi~s 
der Erhaltung der ~ e w e ~ u & s ~ r 6 5 e ) .  J .k 
P.C.G. 34. 367. 

2689. W. Zurhellen. Die Untersuchung 
der Mikrometerschrauben in der Praxis. 
A.N K. 172. 1 .  

2590. Vandervol. Nouveau disaositif 
é l e c t r ~ m é c a n i ~ u ~  d'embrayage et de 
changement de vitesse. M.S.L. (8) 2. 
B. 99. 
Siehe auch 2 9 7  99;  305;  30s; 415;  575;  

2871 

Rotationsmaschine. 

Siehe 405. 

Wagen. 
2591. D. van  Gulik Zur Bestimmung 

dos Verhiiitnisses der Wilgenarme. 2. P. 
19. 102. 

2592. N. Marek. Aperiodische Wage 
mit Hilfsfedem. 0. z Z.  O. M 1.  5. 

Siehe auch 3651. 

Akustische In~truniente .  

259'3. L. Jacobson und W. Cotd 
Über die Darstellung und Messung der 
Schwingu~gsaui~litiiden a~skl ir i~ender  
Stimmgabel mi t  Hilfe der Linearkine- 
matographie. A.A.P.L. 1903 1 1.  

2594. A. Stefanini. Acumetro tele- 
fonico a solenoide neutro. N.C.P. (5) 
10. 66. 

2895. ET. Boumse. Les gammes musi- 
cales au point de vue des physiciens. 
R.G.O. 17. 177. 

Siehe auch 936;  938;  940. 

Optische Instrumente. 

459K. F. Biske. Katoptrisches Okular. 
Z.S. 52. 425. 

2697. Y .  Lambert. Dispositif per- 
mettant de mettre simultanément plii- 
sieurs prismes au minimum de déviation. 
C.R. 142. 1509. 
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2696. A. v. Keub. fiber Brillen. S.V. / Thermische Instrumente. 
N.W. 46.  171.  ! 

2599. A. Lar.qen. Das Aktinoskop. 
M.F.L. 2. 108.  
Siehe auch 959;  972; 1058-59; 1076;  

1164;  3535;  3564-65. 

Stereoskop. 

2600. H. G. E'ourcadr. 0 1 1  iristni- 
rnents for stereoscopic surveying. K. B.A. 
75. 321. 

2601. M. Loehr. Die Ausdehnung 
des stereovkopischen Bildes und seine 
sinngemaBe Einrahmung im Stereoskop. 
J.P.B. 19. 65 

2602. A. Elschwig. ber monoculare 
Stereoskopie und direkte stereoakopische 
Projektion. J. P. R. 19.  103. 

Siehe auch 1162; 1822. 

l ikroskopie.  

2603. U.  Behn und W. Heuse. Zur 
Demonstration der Abbe'schen Theorie 
des Yikroskopa. V.D.P. G. 8. 283. 

2604. A. Winkelinann. Zur Demon- 
stration der Abbe'schen Theorie des 
Xikroskops. A.P.Ti. (4) 19.  116. 

2GOb. L Mnlassez. Évaluation du 
pouvoir grossissant des objectifs micro- 
scopiques. C.R. 141. 1004. 

9606. L. Malassez. fivaluation de la 
~uissance des obiectifs microscooiaues. 

L L 

C.E. 142. 773. 
2607. L. Malassez. haluation des 

distances foco-faciales des ob,jectifs 
microscopiques. C.E. 142. 926. 

2608. A. Genzelli. Le particelle ultra- 
microscopiche. R.F. M. 6. B. 397. 

Siehe auch 1054. 

Spektroskop. 

2609. A. Schuster. The optics of the 
spectroscope. A. J. C. 21. 197. 

2610. B. Jforris-Airey. On the re- 
aolving power of spectroscopes. P.M. (6) 
11 .  414. 

Siehe auch 1850: 3668-69. 

Photometer. 

2611. P. Szik. Über die Ermittlung 
bez. Meaaung der Helligkeit auf Arbeits- 
platzen. A.Z.B. 18. 26. 

2612. A. Larsen. Ein Photometcr 
für chemisch wirksamcs Licht. M.F. L. 2. 
112. 

Siehe auch 3571--75. . 

Siehe 1343.  

Der Verglcich dcs ~latinthermome6xs 
mit dcm Normalthcrmometcr zwischen 
444O und - 190° C., und Beobachtungen 
über konstante Temperaturen nuterhalh 
des Schmelzpunktes des Eises. Z.P. C. 
52. 437. 

Siehe auch 3732.  

Pyrometer. 

1614. W. AT'erwst. Eber die Hellig- 
keit gliihender, nchwarzer Korper uncl 
über ein einfaches Pyrometer. P.Z. 7. 
380. 

Boloineter. 

Siehe 3102. 

2615. L. F. Austin. Detector for 
rery small alternating currents and elec- 
trical waves. B.B.S.W. 1.  435.  

2616. U. Martini. Un mode10 dina- 
mico per le esperienze di Henry. N. C. P. 
(5) 11 .  227. 

261 7. Devoux-CharOorneZ. Emploi de 
l'électro-diapason comme générateur de 
courants alternatifs. C.R. 142. 953. 

2618. J. ,TawuSkeviC. O nekotorych 
javlenijach nabljudaempch meidu polins- 
ami staliEeskoj elektriEesk0,j maiiny 
Wber einiae Erscheinunpen . welche 

2619. Y. A. Zaloc. Mechanism roltova 
stolba (Mechanismus der Volta'schen 
Siiule'). R.P.W. 3. 271. 

Gelvaniselie Elemente. 

2620. A Reuterdnhl. Electric storagc 
batteries. C. M.N. Y. 21. 489. 

2621. E' Habm und A. Moser. Dae 
Generatorgas- und das Kolbenelement. 
Z.E .  11. 59s.  
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2622. ,W. Ifilder~nann Sur les piles ' Elektroaie ter .  
actionnées par  1% lumière. J. C P. 4. 10. 

2623. M. TVildennann. Vorlaufigo 
Nitteilung über die durch Lichtwirkung 
erzeugten galvanischen Elemente. Z. 
B. O. 52. 209. 
Siehe auch 1371;  3119-21; 3500;  5606. 

Konimutatoren.  

Siehe 3122-30. 

2637, il. .Fischer. cher die elektro- 
ntatiachcn S p a n ~ u n ~ s z e i g e r .  Eine ex- 
perimentelle Unterauçhung über den Ein- 
fluB der Lade- und Entludezeit auf die 
Angaben der Elektrometer. P. Z. 7. 376. 

263% A. Kleàner. Über Elektrometer 
von hoher Empfindlichkeit. V.N. Z.  51.226 

2639. A. Benndorf. u b e r  ein mecha- 
nisch registricrendes Elcktromctcr fiir 
luftelckhrische Messungen. P. Z. 7. 98. 

Transformatoren.  Galvnnonieter. 

2624. L. Donati. Dizygramm gene- 2640. P. O. Peirce O n  the  correction 
rale Der trasformatori a corrente alter- for t he  effect of t he  counter electromo- 

tive force induced in a movinp coi1 m l -  na t i ra  e motori asincroni polifasi. M. 
I.B. (6) 2.  269. 

2625. A. G. Harisard. Traniifbrmers 
in parallcl. E.T.L. 21. 86. 

26%. Mac7;een. Themultiple operation 
of transformers. E.R.N.Y. 47. 858. 

2627. Samnartt. Operation of trans- 
formers a t  varying frequencies and vol- 
tages. E.R. N .  Y. 47. 48. 

2628. Bogen. Rotary con ver ter^ and 
motor ge~ierators. W.E. 37. 62. 

2629. PTT. G. CZiwto>~. Note on the 
voltage ratio of an inverted rotary con- 
verter. P.M. (6) 10. 160. 

Siehe auch 3131-40; 3601. 

2630. Jumau. k t a t  actuel d e  l'indus- 
t r ie  des acüumulatcurs. B.S.F.P.  1905. 
181. 

2631. U. Schoop. Sur l a  répartition 
d u  courant dans les accumulateurs. S. 
F .P .  245-47. 22. 

vanonieter when the  instrumeit  is üsed 
ballistically. P .ABO. 42. 161. 

2641. W. EEt!mven. Sur le galrano- 
mètre à corde. A . K .  (2) 10.  414. 

2642. B. Abrah,anz. Galvanomètre à 
cadre mobile pour courants alternatifs. 
C.R. 142. 993;  J.P. (4) 5 .  576;  S .F .P .  
246-47. 17. 

2648. B. O. Pezwe. A simple device 
for measuring the  deflectjons of a mirror 
galvanometer. P. A. Bo. 42. 173. 

2644. A. MT. Smith. Damping of a 
ballistic galvariometer. P. R 22. 250. 

2645. G. Gaillard. Galvanomi.tre 
optique à indications luniiueuses et pon- 
vant servir à l'enregistrement photo- 
graphique. S .F .P .  248. 4 .  

Siehe auch 691 ;  1439;  1689. 

Xagnet ische  Instruinente.  
I 

) 2646. A.  Ir. Peake. A novel instrument 
for illustrating the  magnetic properties 

Siehe auch 3141-44. of Fe. P.C.P.S.  1 3 . 2 5 0 .  
Siehe anch 1690; 2664. 

E l ek t r i s che  Mefiinstrumente. I 
i 

2632. Ii. Brlhn. Geschichtliche Ent- , Induk to r i eu .  

wicklungdcs Elektroskops. Z.L. L. 2.130. 2647. Jouve. Nouvel interrupteur uti- 
2633. G. Lippuzmn. Sur une rriéthock 

permanente de déterminer la coustante 
d'un électrodynainomètre absolu à l 'aide 
d'un phénomène d'induction. C. R. 142.69. 

lisé pour l a  détermination de l a  conduc- 
tance par l a  méthode de Kohlrausch. E. 
P. 29. 59. 

2648. E'omn~. Betricb von Induktorien. 
2634. TV. E. Sumpner. The theory B.I.G.B. 1905. 393. 

of phasemeters. P .P .S .L.  20. 1 ;  P.M. Siehe auch 1695. 
(6) 11. 81. 

2635. E. B. Rosa. Wattmetcr me- 
thods of measuring power expended upon KoirrpaB. 

condensera and circuits of 10w power 2649. H, Meldazr, Die magnetiçclie 
factor. B.B. S.W. 1. 383. ! Wirkung stromdurchflosscner cbcner 

2636. 8. de Forest lhliner. An in- i F1&ühen und die Einwirkung der rlurc1l 
ductanceandcapacity bridge. P. R. 23.55. 1 don Sçhiffak~rper flicficnden 

Siche auch 1435;  3150-61. 1 Strome auf da5 Kom~afifeld. A.H. 34.247. 
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2650. C. Arltlt. Die inagnetische Wir- 
kung  de r  durch den eisernen Schiffs- 
korper fliebenden elektrischen Strome 
auf das KompaBfcld. A.H.  34, 343. 

2651. ,7. J.  Ihazcdin-Chabot. o b e r  den 
Ersatz des Schitfskompasses. D. V. N. 
77.  64. 

2652. L. Mors. Wenken by het zich 
voordoen von groote plotselinge kom- 
pssstoringen. JI.  Z.R. 27. 415. 

< " 6  LbùA IL 2lfeldau. Uber das neue 
Mode11 des l~luidkorripasses. A. H. 34.  27.  

2664. JI.  H. Anderson. A method of 
obtaining the deviatio~i of a cornpaes in 
a fog. N.M.L.  74. 624: 

2655. I;. Lauffel-. Uber den Zweck 
der Deviationskoeffizienten. A. H. :14.182. 

2656. 0. Jfavtienssen. Die Verwend- 
barkeit des Rotationskonipasses als Er- 
satz des magnetischen Kompasse~. P. Z.  
7 .  535;  A.K. 34. 56. 

2657. F. Lau fe r .  Ermittlung dcr 
Deviationskonstantcn auf ~ rauh i schem 

Z J  L 

Wege. M.A.G.S. 33. 2.23. 
2658. H. Meldau. Uber die Berech- 

nung der Koeffiaienten der Deviations- 
formel aus gegebenen Betrachtungen. A. 
H 33. 471. 

26.59. S. Mars. b e r  die Anwendung 
der Flinderstangen bei der Kompensa- 
tion der Kompa3ae. A.R .  34. 331. 

Siehe auch 1643-44; 1933. 

Astronomische Ins t rnuiente .  
6 ' '  LOhO. f i r m a n  Méthode d'essai des 

objectifs astronomiques. B. S.A. F. 19 .408;  
500; 542. 

2661. A. E. Conrady. O n  the spheri- 
cal correction of object glasses. M.N.A. 
S. 63. 594. 

2668. A. 3. Con~ady .  The optical 
sine-conditio~i. M. N.A.S. 65. 501. 

266% 8. Renun. Résultats ohterius 
pour l a  détermination de  2 constantes 
instrumentaleu qui interviennent dans cer- 
taines observations méridiennes. C.B. 
143. 274. 

2G(i4. A. Bergot. Collimateur ma@- 
tique permettant de  transformer une 
iumelle en instrument de relèvement. 
C. R. 142. 1143. 

2665. E. Schaer. Xote uréliminaire 
sur un nouvel objectif astro<hotographi- 
que  à très-court foyer. A.N.  K. 171. 
316. 

26fiü. E. Kohlschütter. Über die neuere 
Entwicklung der nautischen Instnmente.  
D.M.Z. 1906. 61: 73. 

2667. E. Peniw. Nouveau modèle de  
navisphhre. A.H.G. 23. 39. 

2665. A. Claude ot L. Driencourt. 
L'instrumerit des hauteurs égales en astro- 
nomie d e  position ou astrolabe à prisme. 
R.G.O. 16. 1071. 

2669. Szmonin. Réglage photographi- 
q u e  du célostat. B.A. 23. 231. 

2670. B.  Wanach. Untersuchung einiger 
Radunterbrecher. A.N. K. 172. 143. 

Siehe auch 1910. 

Fe rn roh r .  

2671. A. H a n d i j .  Izsledovanie 30-hi- 
?juJ-ovago obektiv Pulkovskoj obuerva- 
torli po sposobu Hortmanna (Unter- 
snchung über das 30-zdlige Objektiv der  
Sternwarte Pulkowa nach der Methode 
von Hartmann). A.P.H. (5j 20. 7 7 .  

2672. A. Mullelzdorf. Les lunettes 
nouvelles à prismes. A, S. 1. L. 1906. 134. 

2673. ZI. 17. Vo,qeZ. Uher Spicgelteles- 
kope mit rclativ kurzer Brennweite. S. 
A.B. 1906. 332. 

2674. P. Brwk. Rotations simultanées 
des 2 cercles d'une lunette méridienne. 
B.A.  23. 91. 

2675. J. Gasca. Images hyperboliques. 
Nouvelle théorie de l a  lunette de Gali- 
16e. M. y R.M. 22. 187. 

2676. 3. f laud ié .  Détermination au 
moyen d'un appareil photographique, 
du  grossissement et  du  champ des lunettes 
galiléiques ou astronomiques. B. S. F. P. 
1905. 425. 

267 7 .  Gemeiner. Uber die Reliefwir- 
kung der Doppelfernrohre. K A .  G. 1905. 
773. 

2678. G .  Millochau. Sur un disposi- 
tif optique généralisant l'emploi du téles- 
cope de lm de diamétre d e  l'observatoire 
d e  Meudon. C. R .  143.  33. 

Hefionieter. 

2679. Franz.  Über die Bedeutung 
des Reliometere. J.S.G. 83. E. 1. 

2680. ill. Stefhnik. Héliomètre à ré- 
flexion. C.R 14.1. 106. 

2681. Przybyllok. Uber die Querein- 
stellungen desHeliometers. J .  S. G. 83 E. 1.  

Siehe auch 1832. 

2682. B. Cunynghawe. Measuring 
time: ancient and modern inethods. F, 

pathische uurwerken in ver&nte ;er- 
schijnselen in verband met d e  princi- 
pale en de samengestelde slingeringen 
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die zich voordoen n anneer m n  ?en rnecha- 
nisme met een enkelen vnjheidugraad 
twee slingers bevestigd worden. C.A. 
A 1 4  413. 

2liH4. Il 1, Mond iind V IYzlder- 
,~,awn aber e i n ~ n  neuen \crbesserten 
Chronographen % P.C 6 4  284. 

biche auch 388: 2875. 

Chronometer.  

2686. 1.'. B. Eenige opmerkingen 
omtrent tijdmeters en het  tijdmeterjour- 
nal. D.z .1 '~  27.  372 .  

21i86. L. R o o s e n h ~ ~ r g .  De compensetie 
von de ~econdaire foiif der tiidmeters. 
D.Z.R. 27. 527. 

2687. S. Jlars .  De toepassine von 
der i n ~ l o e d  der temperateur;Jp de; gang 
van tijdmeters. T).iS.R. 27. 481. 

268%. TTT. E u l l .  Temperature -rate 
of chronometers and a note on equal 
altitudes. K M.L. 74. 720 .  

Sielie ancli 45. 

2694. Agostmi.  Sull' approssimazione 
del telemctro Erle. R.A.G.  1905(1. 149. 

2695. C. Btirgcn. Cher den Nmsing- 
schen pneumatlachen Plutmesser A H. 
22 378. - O S t f f f é i i ~  473 

Seisniometer. 

Y6!Jr>. -4. Orlof .  Sur l a  théorie de8 
appareils seismiques. B. A 23. 286. 

2697. A. e.  Biihy Beitrage zum Ver- 
halten der Seismographen. P .Z.  7. 122. 

2698. li: Onlori. i ~ b e r  Eigenschwing- 
ungen der ISrdbeberimesser. E.W. L 1 .37 .  

Siehe aueh 28i f i .  

Meteorologische Instrnniente.  

2699. C. X e y o .  Evaporimetro a rifiefi- 
sione. R.F.M. 7 .  A. 314. 

2700. V .  V. Iiuz?eeeoz.. Prihor dlis, 

Geudatische Ins t ru inente .  I op~edeleiiija naprarlenija i otnositel&j 
1 skorosti oblak (Apparat zur Measmg der  

268!). S. Wellisci~.  cher einige MeB. ' Eichturig der relativen Ceschiuindigkeit 
nerate aus ùem 16.  Jahrhundert. Z.V. der Wolken). A.P .R.  (5) 21. 251. 
m. 2.  17. 1 

2690. C. Lallemaizd. Cercle azimu- 
ta1 à microscopes du service technique 
du cadastre. C.E. 142. 1259. 

,0691. Stoltze. Ein neucr Hbhenmesser. 
D.F.Z. 16. 782. 
Siehe anch 1979;  3303-04: 3508;  3592;  

3638. 

Tiichy nieter. 

2692. h'oguier de Malijuy. 1Jn nou- 
veau tachymètre auto~étlucteiir. (:o. 48. 
208. 
Biehe auch 3305-06; 3.509; 3576; 

1 2701. L.  Rosoi i?~d i'bar die elas- 
tioche Nachwirkung bei Aneroidbaro- 

1 graphen A.P.B. ::i) 19. 115; 20. 113. 
270.2. O. -lfa?zwlle. Les barombtres 

ii échelle compensée et  à correcteur de 
tempéretiire P . 8  B. 1904-05. 110. 

Siehe auch 2 6 i 7 .  

Anemoni~tei-. 

Siehe 560. 

3 6 4 0  41. 1 

1 
Hygronieter.  

Theudolit. Siehe 2135;  2G99; 3733-34. 

Siehe 3191; 35%. 1 
I Blitzubleiter .  

Distauxmesser. ' 2703. ICtllingworth Hedges Modern 
2693. v. Brockdor f f .  Entfernungsmesser lightning çonductor~. S. (2) 23. 822. 

mit Kasterplatte. K.%. 8. 231. i Siehe auch :ilfiR-66. 
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W i l l e r s ,  Die Torsion eines ltotationskorpers um seine Achse. Tafel 1. 
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W i l l e r s ,  Die Torsion eines Rotationokorpers um seine hchse.  

-- O,? 

Tafel II. 
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W i l l o r s ,  Dio Torsion aines Botatiorisk6rpors urn seine 

'4- 

q r  

Tafel III. 
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Wil l e r s ,  Die Torsion eineii Rotationsk6rpers uin seine A c h e  Tafel LU. 
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X'i 11 e r ~ ,  Die Torsion eines Botationskijrpers iim seine Achse. Tefel IV. 
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