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Sulla teoria della convergenza degli algoritmi 
di iterazione. 

(Di ONOIIATO NICOLETTT, a Pisa.) 

I n  una Meinorin : Wdln teoria dell'iterazione (*), die lin avuto I'onorc di 
essere pubblicatü tra le Xeinorie della Societh Itnlinm delle Scienrce, ho svi- 
luppato unn teoria della convergenm degli algoritmi di iterazione in n vnrin- 
bili, assegnando dei criterî di coiwergeriza, i quali perniettono, nella mag- 
gior parte dei casi, di riconoscere, wuxliccnte opernzioni rnzionnli, se un de- 
teririinato algoritnio di iterazione converge a liiniti deteriiiinati e finiti. Per 
1 i ~  teoria stessa, gli algoritiiii coiivergenti possono classificarsi, in ordine alla 
loro convergenza, iiitroducendo la nozione di ordine e grchdo di convergenza. 
Vi 15 pero, a questo punto, una grave lacuns; in quanto, nientre è agevolc 
riconoscere se un algoritiiio ha, O ineno, convergenza di un ordine e grado 
deterininati, yuctndo invece sia dato soltanto l'algoritiiio, non é possibile, per 
i criteri stessi, decidere coii un nuinero finito di operazioni se l'algoritiiio 
sotidisfi, o meiio, ad uno qualsiasi di essi criterî. Questa lacunü mi è ora 
riuscito aolmare, in guisa niolto seiiîplice, ed espoilgo, nelle pagine che se- 
guono, il risultato cui sono pervenuto. 

Per iiiaggior cliiarezza, credo opportun0 richianiare prima rilcune defi- 
nizioni e risultati della Meinoria sopra ricordata. 

(') Meinorie della Societic I t d ia~ra  clelle Scieizse (detta dei X L ) ,  Serie 111, Toiiio XIV, 
Roma, 1906. Dovrb iiel s q y i t o  riferirmi coiitiiiuaiiieiite a questa Memoria; la iiidichero 
se:iipre colla lettera A.  

Alznali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo X1V. 
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9 N i c o l e t  t i :  Sz42la teoria de l la  conuergema 

1. Si ahbia (*), per considerare il cnso più seinplice, un sistema di n 
I I equazioni in due serie di n variahili x ,  x, . . . a,, , x ,  a, . . . x',, 

(bd (x, x') = O, (i = 1 ,  2 ,, , . , n,), (1) 

dove le (I,~ (x, x'), quando le a e le x' siano variahili corriplesse, si suppon- 
gono analitiche in queste variabili ; quando le x ed x' siano invece renli, sono 
loro funzioni reali, finite e continue ne1 campo che si considern con tutte 
quelle loro derivate clle ci occorrerà. di consiclerare. Facenclo nelle 1 1 ) ~  (x, x') 
x', = x,~. (k = 1, 2 ,..., n), otteniairio 1% funzioni delle x ,  x, . . . x,, 

tnli clie si lia per esse, coi simholi di KRONECKER (*"): 

< I > ~  (x, x') = ?i (x) (~nodd x', - xk) , (i, k = 1 , !, . . . , n). (97 

Sia ora 11 G (g,, g,  ,. . ., gp), con g,, = gr (x) = g,, (xi x2 . . . x7,) (p. = 1, 52, .. . , p), 
un divisore di rnngo p del sisteiiia di f~mzioni :,, , y-, ..., y., tale cioè clle la 

abbia la carntteristica p. Ahhiaino allora 

p , ( x ) r O ( n i o d d g , ,  g ,,..., g1J,  ( i = l ,  2,. . . ,  n ) ;  PI 
di più le equazioni 

g1(x)=0,  $7,(x)=O ,..., El,(x)=O (4) 

definiscono nell' S,, di coordinate (x, x, . . . x,,) una rarietà ill ad n --p di- 
mensioni. 

Ammettianio ors  clle il deterniinante funzionale 

(*) Cf. A, 1i.i 1-3. 
(**) Sui metodi di KRONECKER, cf. ad es. : KONIG, Algebmischen Gvosse)~ (Lipsia-Teub- 

ner, 1W3) Cf. anche A, 1 i . O  2. 
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sia diverso da zero, quando in esso si faccia x', = x,, fi (a) = O (k = 1, 
2,.. ., 1%; [J. = 1, 8 ,... , y). In questo caso le equazioni (1) definiscono, in un 
intorno (di S,,) convenienteniente piccolo della varietà JI, le x' coine funzioni 
determinate, finite, continue, derivabili (analitiche ne1 caso coinplesso) delle x. 
F'acciamo irifine l'ipotesi che detto C i'iritorno della varietà M, erltro il quale 
va preso il punto x perchè sian soddisfatte le condizioni superiori, anche il 
punto x;', definito dalle (1), cada ne110 stesso intorno. 

8. Cid posto, sia x(O)= (a:"), xk', ..., k;)) un puiito cpaluncpie di questo 
intorno, e consideriamo la successione infinita dei sisteini di equazioni: 

ai (%(O), x(')) = O ; ai ( ~ ( l ) ,  d2') = 0 ; . . , ; a,. (x(f'-'), x'P)) = O , .  . . , (i = 1, 2,.  . . , n). 

Nelle ipotesi faite, esse eyuazioni definiscono ztna successio~ze di yzcnfi 
i n  S, 

&') X(l) %'2) 
9 > , . . . , x(@,  . . . ; (5) 

ed ove questa successione sia convergente ad un punto liii-iite X E  (X, X,. . . S,,), 
direino che le equazioni (1) definiscono zhn algoritmo I< di iterazione (*). Per 
la contirmita delle ai (x, x') e per le (9") il punto limite X soddisferà alle equa- 
zioni 

I 

pi(X)=O, (LEI, 9 ,.,., a ) ;  (6) 

se i w  particolare, qualunqzce sia i l  pzcnto iniziale x'" scelto nell'ireforwo C della 
varietà AI, si avrh 

y,(X)=O, ( [ ~ = 1 , 8  ,... , p )  (7) 

(con clle le (6) sono inanifestainente soddisfatte), ci06 se il punto limite X' 
appartiene alla varietà JI, direrno anche che l'nlgoritmo ILT appartiewe alla 
varietà AI definila dalle equazioni (4). 

II. CONDIZIONI DI  CONVERGENBA. - 0 1 1 ~ 1 ~ ~  E GHADO DI CONVEHGENZA. 

3. Nelle ipotesi del n.O 1, quando il punto x si prendrt in uii intorno 
sufficientemente piccolo di JIy dalle equazioni (1) si ottengono delle relazioni 
della forma (**) : 

~ ; - x ~ = ~ p l r ~ p ( x ) 7  ( k = 1 , 9 ,  ..., n) 
1 

(8) 

(*) CF. A, 1 l . O  41. 
(**) Cf. A, n.' 5. 
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Q Nicolett i:  Sulla teorim dellcc conuergzma 

dove le $kp (k = 1, 2 , . .  ., 12; <. = 1, 2 ,... , p) sono fuiîzioni deterininate e finite 
delle x, a, . . . x, . Da queste si traggono p identità della forma : 

essendo le y,., funzioni determiriate delle x ;  cioè: ne2 passare da2 puizto x: 
aE p u d o  successivo d (al suo consegue~zte, secondo la denoiiiinazione di Pozs- 
CAHI?) le p funsioni g,, y, ,. . . , g, subiscono una sostituzione lineare. 

Posto, per brevita di scrittura, per qualunque p 

dalle (8) si ha iinmediataimente che quando le p serie 

convergono assolutatnente (ed uniformeinente) ne1 campo dato, altrettanto 
é delle altre 

m 

xL' + XQ (xP) - &@-") ( k  = 1 , 2,. . . , W )  (1 Ca) 
1 

e quindi l'algoritino K converge (uniforineii~entej û.d un punto della. varietà BI, 
appartiene cioè alla varietà If ("). 

(*) fi chiaro chc la convergenza (assoluta ed uniforme) delle serie (10) é coiidizione sol- 
tanto soficiente perchè l'algoritmo converga ed appartenga nl divisore ($, & . . . gp) (cf. an- 
che A, ria0 18). Per3, se si vuole che l'algoritmo tenda a l  si10 liinite, sorlclisfaceiztlo a pavti- 
colari caacli.?ioi~i, si Li condotti a porre la convergenzn delle serie stcsse. 

A1nmett:arno infatti che, qiiando il pnnto iuiziale ~ ( 0 )  sia scelto in un intorno conve- 

iliente della varictli lli, l'algoritmo sis convergente, sia .& = lirn 52) e valgano iiisieme 
(,=O0 

le (7). Consideriamo i modiili delle n differeiize XI, - ~ $ 1  e sia 8e il limite superiore di questi 

inoduli, metitre il puiito iiiiziale x(') varia nell'intorno considerato ; potrà definirsi corne 
l'cvrore che si commetts quando al punto liinite (X) si  sostituisca il punto p-iterato (x(@). Per 
la convergenza dell'algoritmo si ha evidentemente 

Amiizetticci~~o ora che, css.?tzdo a uncc costante positicia minore rZell'~c~~itÙ, (la um certo uu- 
lore p, di  p iiz poi si abbia 

S e t i ~ a a e ,  ( P ~ P , ) ,  
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degli a lgori tmi  d i  i t emr ione .  - 
O 

4. Sialno in ta1 guisa condotti a studiare le p serie (10) ed a cercitre 
delle condizioni, sotto le quali esse coin-ergoiio assolutailiente (ed uniforme- 
mente). Queste cotidizioni sono espresse da1 teorenia seguente ("): 

Poniamo : 

oppure, essendo L U M  quuntitù finita: 

In nna di qiieate ipotesi convergeranno assolutamente ed unifornieniente le 12 serie 

m 

, , ( X k - x )  ( iû=i ,9  , . . . ,  n) 
O 

e con esse le altre 

a Y, dove le sono le derivate -- in punti internledî cioè le serie (LQ). Se du?bque si 
8 X k  

vuole clze ygli errori successivi decrescatzo (almeno) conze ujza progressione geowzetrica deo'escente, 
n e  seyue necessariamente l a  converyenza (assolzcta ed unifolrne) delle serie (10). 

Reciprocamente, qiiando le serie (10) convergono ed è per esse soddisfatta la (19), in- 
dicando con a un qualunque iiumero compreso tra a, ed 1 (gli estremi escl.), il punto ini- 
ziale xcD1 pu6 preildersi in un intorno determinato della varietà M, in guisa che per il resto 
Rn (y,) di una qualunque delle serie (10) si abbia 

dove Go 6 il massinio niodulo delle nell' intorno considerato. Una relazione del tutto 

analoga varrà allora per il resto R, di una qualunque delle serie (107 e quindi anche per l'er- 
rore 8 ,  : si  potrà cioè determinare un numero p, tale che per p 2 p i  sarà sempre, indicando 
con L un numero finito 

à@ L L flQ , ( P  P O )  ; 

ci06 yli errori successivi saranno arzcora confi.ontabili coi termini  di una proyressione yeonie- 
trica decrescente. 

(*) Cf. A, n.' 5 e 6. 
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6 N i c o l e t t i :  Sul la  teoria della convergenaa 

doue no è ztn numero positivo d e t e n ~ ~ i n a t o ,  minore dell'unità, ecZ il punto 
inixiale do' s i  pre~zde i n  .utz intorno convenientenzente piccolo della varietà AI,  
le serie (10) convergono assolzctamente ed uniformewzente. 

Valgano, sulla varietà 31, le disugueglianze (19). Due casi sono allora 
possibili ("). 

a) Le r ,  non sono tutte nulle in ogni punto di M. In yuesto caso 
detto a, il limite superiore dei valori delle r, sulla 41, indicando con a  un 
cpaliiaque nurriero positivo conrpreso tra a,  ed 1, le serie (10) sono con- 
frontabili (i inoduli dei loro terinini sono cioé minori dei termini corrispon- 

00 

denti inoltiplicati per un nuriîero finito) colla progressione geoinetrica Z p  a", 
O 

m 

ina non si pub dire ugualinente per una progressione andoga n ' p ,  per la 
O 

yuale sis invece O < a f <  a ,  . Diremo in yuesto caso che l'algoritiiîo K ha 
coizvergelzm lineare O d i  1." yrndo ( e  del 1." ordine) e direino anche che Zcc con- 
cergenza è 9wiszcrctta dcclla costante a, . 

b )  Tutte le r, e quindi anche le y,, (r., v = 1, 8,. . . , 11) sono nulle - sulla 
varietà M. Pub allora (in geilerale) deterniinarsi un intero s k  2,  tale che 
in im intorno coiivenientemente piccolo della varietà. AI si hanno delle re- 
lazioni della forma : 

P ' = A -  i '  y ,  ( )  & ( )  . . . g (x) (p. = 1, 9 , .  . . , y) ( 1  3) 
1 

dove le y,,,,,, ...,, sono funzioiii deterininate dellé s, clle sulla varietü 41 ri- 
inangono inferiori in modulo ad un nuniero finito e non sono tzctb ~.zzdle. 
In questo caso le serie (10) coiirergono assolutainente ed unifonrieinente in 
un intorno conveniente di fil; esse sono inoltre confrontabili colla serie: 

dove 0 è ancora un nuiiiero positivo deterniinnto, n~inore dell'unità, e clie 
ha yuiiidi una couverçeiiza estremnmente rnpida. Diciamo in questo caso 
che l'algoritmo I< ha cowuergenzn (del 1." ordine e) di yrado S. 

5. Le eoiisiderazioiîi precedenti sono suscettibili di una importante 
generalizzazione (**). Sia r un intero qualunque, nlaggiore dell'unità e nelle (9) 

(*) Cf. A, n.' 7. 
(**) Cf. A, n." 8. 
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degli algoritmi d i  iteraaione. 7 

cainbiamo successivanîente le x nelle x"), x'", x'~)', . . . , x("-'$; eliniinando poi le 
g('), g(2),  . . . , #'-'), otteniamo delle relazioni affatto analoghe alle (9) stease, clie 
scriviaino : 

e le possono ancora rigunrclarsi, iilediante le equazioiii dell'algoritino, come 
funzioni deterniinate delle x. Poniamo ancora : 

ahbiaiiio allora. il teorema : 
Se 824 tutta la varietic JI si ha 

le serie (10) convergono ancora a~ssolutanlente,ed unifonnemente in 1c.12 intorno 
conuenienle della vnrietb M. 

In yuesto caso diremo che l'alçoritnio li; ha convergenza dell'ordine r 
e ln convergenza sarà lineare, quando non tutte le r: siano nulle su 211; 
quando invece le r; e quindi anche le y:; (p, v = 1, 8,. . ., p) sian tutte nulle 
su 32, la convergenza sari. di grado s ~ 8 ,  se in un intorno di 11 varranno 
delle relazioni, nnüloçhe alle (13)  

dove le y$,),l,...,, sono aiîrora funzioni finite e deterininate delle x, qzon tutte 
lzulle su AL E ne1 caso della convergenza liiîeare le serie (10) sono confron- 
tabili colla serie 

dove a è un qualunque riuinero coinpreso tra a, ed 1 e 

siilio intero contenuto in , la cui convergenzn è siinile a yuella della 

progressione geoiiîetrica; ne1 caso della convergenza di grado s sono invece 
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8 N i c o l e t  t i  : Sul la  teoricc della convergenzn. 

confrontabili colla serie : 

gp 8-J, con O < (i < 1 
u 

la qunle è ancora rapidissimainente convergente. 
Kotiarno irifine che, se p = 1 ,  non è il caso di occuparsi della conver- 

genza di ordine superiore al priirio; se l'algoritmo ha convergenza di un 
ordine r > 1, l'ha ancora del 1.0 ordine. Non altrettanto pub dirsi per p > 1. 

6. Sull'ordine ed il grado di convergenza di un algoritino Ii abbiamo 
i teoreini seguenti (*) : 

a) S e  Z'algoritrrio R lm (a1 divisore A l )  convergenza d i  ordine r e d i  
grado s 2 2, avric anche, in convenienti intorni d i  il& converge.nza d.i qzcalunque 
ordine r ' )  r e d i  grado n o n  minore d i  S.  

b)  Se 1'algoritr)to K ha convergenza dell'ordine r e yrccdo s t 9, ed insiew~e 
dell'ordine r' e del grado sf+ 2, h a  anche convergenza dell'ordine r+r' e d i  
grado non  k n o r e  d i  s s'. 

In particolare, ne segue : 
c) Se l'cclgoritmo IC 7za conveiyenza dell'ordine r e grado s t 2, 7ia anche 

conuergenza d i  qucclz~npue ordine r q, multiple d i  r ,  e d i  gî-ado non  ~n inore  d i  sq. 

Ne1 caso della convergenza lineare si ha poi: 
d) S e  l'algorit~no K h a  convergenzcc lineare degli ordini r,  r', misuratcc 

rispettiuctmetzte dalle costanti a ,  cc', lza ccncora convergenza (akneno) lineare 
dell'ordine r + r', misurata d a  a n a  costante n o n  maggiore d i  a a'. 

In particolare : 
e) S e  l'algorit~no K h a  convergenza lineare dell'ordine r, misurata dalla 

costante a, h a  anche convergenxa (almeno) lineare &i oyni ordine r q, ~ ~ m l t i p l o  
d i  r, e ~ ~ u k u r a t a  d a  u n a  costnnte non  maggiore d i  a' (**). 

È opportuiio fare anche l'osservazione seguente (***). 
L'algoritino Il  non carnbia in modo essenziale, quando alle equazioni (1) 

che 10 definiscono si sostituisca un sisteins equivalente, O una tra,sfornia- 
zione nnaloga si eseguisca sulle equazioni (4) del divisore Al, O quando in- 
fine si faccin nell' S,, (x, . . . G,) una qualunque trasformazione di variabili. 

(*) Cf. A, 11.. 9. 
(**) Si pub ancora aggiuiigere che: 1'~ i lgor i two  U U ~ C L  a ~ ~ c l z e  convergeiwu lir~eal-c d i  qua-  

lunque ord ine  mayyioi-e  di ui t  ltuiiiera 1; slilficietztenzente grccnrle (cf. piii oltre n.* 19, a)). 
(**+) Cf. A, 11.O 25. 
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degli algoritmi d i  iterazione. Y 

Una qualunque di queste trasformazioni lascia invariati i'ordine r ed il 
grado s di convergenza dell'algorittno, quando sia s > 1 ; ne1 caso della con- 
vergenza lineare (di un ordine qualunque) ln l a  e la Sa trasforinazione la- 
sciano invariati l'ordine della convergenza e la costante clie la nîisura; cani- 
biando invece le ec~uazioni (4) che definiscono il divisore III pzd (se p> 1) 
mutare il miniino ordine di convergenza delle relative serie ; quel elle ri- 
inane inmriato è (in una c.erta inisura) il rapport0 delle costanti che ini- 
surano la convergenza dei successivi ordini. 

7. Quali sono le condizioni necessarie e sufficieriti, perchè l'algoritirio ILI 

definito dalle equazioni (1) abbia, a1 divisore 31, conFergeiiza di orcline r e 
grado s (e non inaggiore) q*). 

Sin dapprinia s r 8. Si hanno allora coine cortdi~ioni rtecessarie a suffi- 
m + s - 1  

oienti le p 1 ( l ) - 1 , congruenze (non tutte per6 indipendenti) 

insieme colla disuguaglianna 

CS g p  (x"") / == O (inodd g , ,  g2 ,. .., g;.). ( j 5),. i3X,,2Xf :... axte 
Si osservi ora, che, per i teoreiiii fondnmentali sulle funzioni implicite, 

ogni I$"/~~. . .~~ (a meno di un denominatore che su M k diverso da zero e finito) 
si pzcb esprimere colne u n a  funzione razionale intera delle derivate delle g,, (a) 
e delle (i, x') d i  ordine n o n  maggiore d i  p, e nella guale figurano i n  modo 
essen .h le  le derivnte delle g , ~  e delle (I,i (a, x') di ordine p. Ne segue d ie :  

Oprccndo szclle LI, e sulle (Di (a, d) con sole operasioni r a z i o m l i  e d i  deri- 
vazione, è possibile riconoscvre se l'nlgoritt~ho IC ha al  divisore il1 cowuergenza 
d i  u n  deter~izinato ordine e grado. 

Per s = 9 i calcoli si eseguiscoilo con tutta facilità e danno il risultato 
segumte. Poniaino. 

d ((hi <bs . . . " I  - 
d (srl . . . d g -  xk x'~+~ . . . a',,) = At, (nlodd 91 g, 7 .  - , g p )  

(") Cf. A, n.' 11 e 102. 

Anlzali di Mcctenzatica, Serie III, Toino XIV. 
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1 O Nico let t i  : Sulla teoria della convergenaa 

le condizioni necessarie e suficienti per la convergenza quadratica e di or- 
dine r sono espresse dalle .np congruenze: 

n 

2, g , t ~ i z ) -  O (inoddgl, gz ,..., gJ, (p = 1,  9,..., p ;  k = 1, 9 ,..., n). (!y),. 
1 

In particolare, per r = 1, le condizioni necessnrie e suficienti per la 
converçenza quadratica del 1 . O  ordiiie si scrivono 

Per s = 1, quaiîdo cioè la convergenza è lineare, si ottengono p disu- 
guaglianze (*), che per brevità omettiamo di scrivere, non occorrendoci ne1 
seguito. 

d (@, a), . . . m,) 
8. Aminettiaino (**) che anche il determinante funzionale 

d (cct x2.. . x*) 
sia diverso da zero. Allora, sotto condizioni analoghe a quelle poste al n .O 1, 
le equazioni o; (x, x') = O  possono risolversi anche rispetto alle xi x, . . . cc, e 
clefiniscono un altro algoritnio, che diciamo inverso del priinitivo K e indi- 
chiamo col sitnbolo Ii-'. 

Sis ors  p = i ;  se per l'algoritino K, nell'intorno di III, si ha 

per l'inverso Ir?-' sarà iiwece : 

Consideriaino allora le due equazioni g (x;) = O, ( y (LE) 1 = 1, la secoiîda 
delle quali escludiamo sin una conseguenza della prima. Esse definiscono 
una varietà Ml ad n - 2 dimensimi, clle divide la  varietà A I  in due parti 
AI' ,  M" (una delle quali pub anche nîancare), tali che in una di esse, ad es. 
Al', si ha 1 y (x) 1 < 1, nell'altra A l "  si ha invece 1 y (x) 1 > 1. In un conve- 
niente intorno di JI' è chiaro che converge l'algoritmo IL (al divisore y), nè 
pu6 questo algoritin0 convergere ad un punto di III fuori di JI', in quanto 

(*) Cf. A, 1 i . O  13, c). 
(**) Cf. A, 11.O 14. 
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degli algoritmi d i  iteraaione. 11 

30 

nella serie 2, g'p', quando sia 1 y 1 1.? i termini riniangono in modulo supe- 
O 

riori ad un numero finito, il purito X'P' non pu6 quindi tendere ad un punto 
di AI,  ne1 quale è y = O. Analogamente l'algoritmo R-' converge nell'intorno 
di M" e non pub convergere ad altri punli di III; di guisa che, fatta ecce- 
zione della varietà JI, ad % - 9 diniensioni, su tutta la varietà Ill (in un suo 
conveniente intorno) converge uno ed uno solo dei due algoritmi K, K-'. 

Sia invece p > 1. I due algoritwzi K, K-' n o n  possono aver convergenza 
(al  divisore M )  nè dello stesso ordine, nè d i  ordini distinti. Questo perd non 
dimostra, a tutto rigore, (come per p = 1) Che, quando l'algoritino K converge 
nell'intorno di Al,  non possa convergere anche l'algoritino K-';  possiaino 
affermare soltanto clie esso n o n  pu6 soddisfare ad  alcuno dei criteri d i  con- 
ueryenza d a  noi assegnati. I due algoritmi Il, K-' possono per6 convergere am- 
bedue quando appartengano a divisori dis tinti delle funzioni ?, , yz,. . . , ?,, (*), 

9. È chiaro, da quanto precede, coine il caso della convergenza di 
grado superiore al primo conduca a risultati molto più precisi e notevoli 
che non quel10 della convergenza lineare (cf. anche A, n.i.20 e 26). Si pre- 
senta quindi naturalmente la questione: Riconoscere, mediante un wuirtero 
finilo d i  operazioni, se l'&oritmo K definito dalle equazioai (1 )  ha ad un 
divisore (g, g,  . . . g,) d i  rango p delle funzioni (8) convergenza ( d i  un qualche 
ordine) e d i  yrado superiore al primo. 

Per la risoluzione della questione stessa non bastnno i criterî di con- 
vergenza dati ai n.' 4 e 5 ;  volendo infatti applicare questi criterî, dovreinmo 
corninciare da1 verificare se l'algoritmo R ha al divisore (g, . . . a,) conver- 
genza (alineno) quadratica dei successivi ordini ; ed è chiaro che un numero 
qualunque di risultati negativi non autorizza, a priori, alcuna conclusione 
circa la convergenza O meno dell'algoritmo stesso. 

La questione si pub per6 risolvere e, come vedre~no, in modo semplice 
ed elegante. Dimostreretno infatti, nelle pagine seguenti, un teorenia, il quale 
permette di riconoscere, con un muwbero finito d i  operazioni r a ~ i o n a l i ,  se 
l'algoritmo K ha al divisore (g, g,. . , y , )  convergenza di grado superiore al  
primo (e di un ordine qualunque) ed inoltre, quando questo accada, as- 
segna l'ordine ~îzinimo di convergenza (almeno) quadratica che l'algoritino 
possiede; di guisa che quando (come nella maggior parte dei casi si farà 
per evitare dei calcoli niolto lunghi) ci si lirniti alla considerazione della sola 
convergenza quadratica, nessun altro calcolo è p i ù  fiecessario. 

(*) Cf. anche A, n.' 15-17. 
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12 Nico 1 e t  t i  : Sulla teoria della üoizvergcwa 

Infine, quando si sappia, per Io stesso tcorema, clle l'algoritmo non lia 
al divisore (9,. . .gp) convergenza di grado superiore a l  priino, le considera- 
zioni stesse conducono ad uii notevole criterio (natuïalmente soltanto sufi- 
ciente) per la convergenza lineare. 

111. IL DETERMINANSE CAHATTEiilSTlCO D I  CN ALGORITMO. 

10. Diremo deterlniaante caratteristico dell'algoritino K, definito dalle 
equazioni (l), il determinante del grado n in 61 

3 (b. 
E(u)= --tu-- a +, 1 (*), (i, k = 1, 9 ,  , , . , ,a). 

lask a m ;  

Questa denominazione si giustifica coll'osservare clie : 
a) Se alle equazioni (1) che definiscono l'algoritmo si sostituisce un 

sisteina equivalente 
q x ,  xl+O ( , L I ,  2 ,..., P z )  ( 1 ' )  

si lianno delle relazioni della forma 

n 
Y, (x, x') = Yz R i z  (Ilz (x) X'), 

1 

dove le ziZ sono funzioi~i deterininate delle x: ed x', il cui determinante 
è E I G  O (n~odd @, , (I), ,. . ., Ga). Derivando le (19) otteniamo : 

e quindi anche 

(*) Il determiiiante caralteristico di un alçoritrno si trova per la prima volta, io credo, 
nclla Menioria di PoincnnÉ: Sur t m e  classe nottuelle de t~-crseei~dantes u~rifornzes (pagg. 348 
c segg.) ; f u  qiiindi niiova:nente considerato da1 sig. LEAU (Sur ZCS épzcntioizs fotzctio~melles i6 
u n e  ozc ù ~ I I L S L O I C I * ~  variables, Annales de Toulouse, 1897, E, pag. 71 e segg.) e poi da1 LEVI- 
CIVITA e da1 L a ~ r k s  (rispettivamente a pag. 231 e alle pasg. 10 e 35 delle Mernorie citate i n  
ultimo). 
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cioè : il determinante E (o) si moltiplica (modd *, a,. . . (Dn) per un fattore di- 
verso da zero ed indipendente da w, quando alle equazioni di definizione 
dell'algorit~iio si sostituisca un sistetna equivalente. 

b )  Eseguiaino un cambiamento di variabili, inediante le formule: 

essendo i due determinanti funzionali 

d ( x ,  x ,  . . . x,,) d (x', x', . . . x'J 
cl (5, (2  . . 5,,) ' d (:Il . . . t',,) 

diversi da zero. Dette Gi ( E ,  E ' )  = O le nuove equazioni dell'algoritn~o, s a r i  

a zi 7 a ai a%,  . a a)i a SI, --=z ,--, -- V -- 
ô L  ax ,a - ,  a Y,  - a X I ,  a 51, 9 ( i , k = 1 7 2  ,..., n). 

Sia ora ICI G (g, , g z  , . . . , g@) un divisore di rango p delle funzioili ?, , 
T ~ , .  . . , y,, ; si avril allora 

e quindi anche 

2 Z a G, ;ai soi laS; tW7- a , ,  / - / - a x l + 6 ) z r , I  . (modd ll, , g2 , .  . . , gl,) ; 

cioè: Mutando in un modo qualuilque le variabili, il deterininante E (a) si 
inoltiplica, rispetto ad un qualuilque divisore delle funzioni (8), per il deter- 
rninante funzionale delle antichi variabili rispetto alle nuove. 

In a~ubedue i casi i divisori elementari del determinante carccttoristico ri- 
mango.no invariati. 

11. Sia ancora JI= (g,, g 27. . . ,  gl,) un  divisore di &ngo p delle fun- 
zioni (9 )  e proponiainoci di vedere se I'algoritino K definito dalle (1) con- 
verge O meno al divisore 41. Poichè, corne abbianio visto, il determinante 
E (6)) si inoltiplica per un fattoïe indipendente da o e diverso da zero, quando 
alle ( 1 )  si sostituisca un sistema eyuivalente, possianio in particolare sup- 
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14 Nic O 1 e t  t i : Sulla teoria della convergenza 

porre che le equazioni di definizione dell'algoritino abbiano la forma se- 
guente (*) : 

dove le y,, (x) sono le funzioni già definite al n.O 3 e le 72,, < p l ,  sono fun- 
zioni determinate dei loro argomenti. 

Si ha in questa ipotesi: 

dove ahbiam posto 

si avri  cluindi anche 

(con ci, = 1 per i = k ,  = O per i 1 k. Ma avendosi 

s a r i  il determinante stesso diverso da zero c quindi (**) i divisori elemen- 
tari del determinante E (w) sono gli stessi del deterininante 

(*) Cf. A, n.O 7, formula (30."). 
p*) Quûndo due nlatrici simili A, A' si deducoiio l'una dall'altra coinpo~leiidole con un 

determinante B rliuerso da zero, i minori di un ordine qualunque di uiia delle due matrici 
sono funzioni lineari omogenee dei minori del10 stesso ordine dell'altra. Ne segue subito 
l'asserzione del testo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Per risparmiar delle considerazioni troppo minute, e che, alriieno per la 
questione che ci occupa, non avrebbero alcun interesse (cf. n.O 90) suppor- 
remo che il deterininante di ordiiie p 

non si annulli (mod g ,  . . . g?) per 6~ = 1. 
Dalle (21), (21') abbiamo allora il teorema : 
S e  A l  ( g ,  g ,  . . . gp) é un divisore d i  r a n g o  p delle fumio.ni y,, pz,  .. F,,, 

i l  de terminante  E ( w )  carntteristico dell'nlgoritmo 72a (inocld g,  g, . . . g*,) n - p 
divisori  elementari  u g u a l i  a d  w - 1 ed inoltre tu t t i  i div isor i  elemeutnri  del 
determinante carntteristico della sostituzione l ineare (9) (che sq~poniccruo di-  
cersi  dcr u n a  potenza d i  o - 1) 

Si ha insieme identicamente 

12. Abbiaino osservato al n . 9  d ie  ne1 passare, iiiedinnte I'algoritiiio IC, 
d a  un punto x al suo conseguente x', le p funzioni g ,  g ,  . . . gj, ssubiscono una 
sostituzione lineare data dalla formula 

Consideriamo la sostituzione 

r ( y )  ( n o  g g . . . ) (F, v = 3 Y 9 ,  ..., p). 

Il suo deterwzirzante caratteristico è il determinante (921,  e se questo si 
decompone nei suoi divisori elenientari al modo seguente 
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16 N i c o  1 e t t i :  S ~ ~ l l a  teoria della cowuergelzxa 

è noto (*), che si pub deterniinare una conveniente trasformata r '= T-' r T 
della r (mecliante una trasformazione lineare T non degenere) la quale abbin 
la forma 

r' = r, . r2 . . . I * ~  (modd g, g, . . . y?), (23) 

dove le ï', , r, ,. . . , r,. sono sostituzioni (tra loro perinutnbili) clle operano su 
variabili diverse, e delle yuali la l'i opera su pi varinbili ed lia (inodd y ,  . . . g,,) ln 
forma normale 

(23,) 

/ O i  O O . . .  O O \ 

Vogliamo ora diniostrare che si pu6, ed in infiniti modi, deterniinare un 
sistenia (G, G, . . . G,) di funzioni, eqziiualente al sistema (g, g, . . . . gJ, il yuale, 
ne1 passaggio da1 punto x al conseguente x' (mediante l'algoritmo K),  suhisce 
una sostituzione lineare i" che lia (modd y ,  g, . . . gJ la forma normale espressa 
dalle (93)  e (44). Direino per hrevità che in ta1 caso le (G, G, . . . G,,) costi- 
tuiscono un s i s t e ~ m  noraanle di equazioni del divisore Nr (gi . . . a,). 

13. È evidente, per la sua definizione, die  un sistema normale (G, G, , , . Gy) 
deve essere indipendente da1 particolare sistenia (g, y, . . . g,,) di equazioni del 
clivisore Il2 die si considera. fi yuiiidi i~aturale pensare (e cosi è veramente) 
che un ta1 sisteina possa definirsi in guisa affntto indipendente da1 sisteina 
(a n2.. . g,?. 

Sia per questo 
9a 

G = G (x )  = zi 2i (x) . y i  (x) 
1 

una qualuilque cornhinazione lineare delle funzioiii vl, T ~ ,  . . . , pn definite 
dalle (9") del n.O 1, essendo le 5, (a) funzioni, per ora indeteriiiinnte, delle x, 
e indichiaino con 

rt 
G'= G (x') =xi 4i (x') yi(x') 

1 

la fiinzione cotzsepeizte della G iiiedinnte l'algorittno I<, 

(*) Cf. ad es. : HAMBURGER,  Giovncde di Cmlle, Vol .  76, pagg. 113-125 ed anche : MUTIT, 
Tlzeorie 2112d A I L I Z ~ C I Z C ~ I ~ I ~ ~  c7er Elenze:~tnrtlzeiler (Lipsia-Tcuhner, 1899, pag. €42). 
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Si ha ora identicamente, per il teorema del valor medio (*) : 
- 

a &  a G. 
(x, x') = ?; (x) + '1, - (x', - x,) = ?; (x') -+ ', ,' (Xk - XIk) = O, a % ,  1 d m C  

dove le derivate sono prese in un converiiente punto inter- 

inedio tra i punti (x, x'), (x, x) (e (x, a'), (x', x')); si avrà quindi 

od anche, poichè 

e per le (8) del n . O  3 sarà: 

Supponiamo ora che, indicando con o uncc funxione deter~ninccta dei punti 
della varietb iV, si ahbia 

G' = o G (inodd (9, gz . . . gl,)'); (97) 

per le (26) yuesta diventa : 

n. xi, 2; (ePk - x,) \ 8 + o 9 1 = O (modd (g, g, .  . . g,,)"). 
1 Xk xk l P7*) 

Quando inversainente questa congruenza sia soddisfatta, per le (26), varrà 
ancora la (27), cioè la funzione G= ~4~ ove non s i n  = O (modd ( g ,  g, . . . g,,)'), 
si riprodurrà, per l'algoritmo K, moltiplicata per o (modd (g, g, . . . g$). 

(*) Cf. A, n." 5. 
(**) Col simbolo Me O (y, gz. . . g#)a indichiamo il iriodulo quadrccto d i  (yi gz. . . y,,), ottenuto 

cioè contpolzendo due volte il modulo (g, gi . . . up). (Cf. anche A ,  n.9 8). 

Alznali di Matematica, Serie III, Tonio XIV. 3 
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18 Nico 1 e t  l i :  Sulla teoria della convergenza 

14. Poniamo per brevità 

A f i ~ x d d i  - + f ~ ~ I ( r n o d d ~ , g  , . . .  g,), ( t = L ,  9 ,..., a ) ;  (98) 
X b  \ 

la (87") si scrive allora 

e, per le (8) del n.O 3, sarà soddisfatta quando si abbia 

&-O (inoddg,g, ...y,), ( t ~ = l ,  '2, ..., n). (99) 

Dalle (28) poi è chiaro, che si potrà soddisfare alle (99) con valori 
delle 5i non tutti nulli (inodd g, g, . . . gJ allorn ed allora soltanto che o sia 
una radice della eyuazione E (6,)  O (inodd g, g, . . . g,), che si ha annullando 
(modd g, g, . . . gJ il deterininante caratteristico clell'algoritnio IL 

Sia inversaniente o una radice della equazione E (w) G O  (modd g, y,. . . y,), 
e si determinino le 4, (non tutte nulle (moddg, . . . g,)), in guisa da soddi- 
sfare alle congruenze (29); varrà allora anche la (977 e quindi la (W), 
pzcrchè non sia G G O (inodd (g, g ,  . . . gJ2).  

Vediaiiio allora se pub essere per la funzione cos1 deteriminata 

G = 2 4, cp, r O (modd (g, g, . . . g,)". 

In cpesta ipotesi, derivando rispetto ad una qualunque x, si avrà: 

a G -  89,-  - = X Si -- - O (n~odd gl 9, . . . g,), (li = 1, 2 ,., . , n). a X, a s ,  - 

Ma dalle congruenze (9") del n.' 1 si ha subito: 

a?,_aai as. 
Pu- + ;-f (tnodd g, y,. . . g,,), (k  = 1, 2,.. . , n) azb-azk d ~ ,  

e sostituendo nelle precedenti : 

Sottraendo queste congruenze dalle (29), otteniarno infine 

" a a. 
(o- 1)  ~ i 2 i l - O ( i n o d d  y, g , .  . .y,), ( k =  1, '2 ,... , m); 

i . d xfh 
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se dunque supponiamo che o sia diversa dall'zcnità, soddisfi cioè, oltrechè alia 
equazione E(o)_O, all'altra F(w)_O, potrà essere GEO (modd (g, g, . . . g,)"), 
solo quando si abbia 

* a @ ( -  Y; .."i -- - - 0  (moddg, g,. . . g,), ( k=  1, 8 , .  . . , n) a E~~ 

cioè, poichè il determinante ha (modd g, g, . . . g,) la caratte- d (x'~ x'~. . . x ,,) 
ristica n, quando sia 

4 i ~ O ( m o d d g ,  g ,... g,), (i= 1, 8 ,..., n), 

contro la nostra ipotesi, che non t&te le 4, sian nulle (nlodd g, g, . . . g,). 
Adunque : 
Ad agni radice o, diversa dall'zcnità, dell'equazione 

E (o) G O  (inodd 9, g,. . . g,) 

cke s i  ha annullando (modd g, . . , g,,) i l  determinante caratteristico dell'alyo- 
dwzo corrispondono delle funzioni G, che p e r  l'algoritmo si riproducono wol- 
tiplicate per o. 

15. Possiaino precisare e completare il risultato superiore, ricorrendo 
alla teoria delle sostituzioni lineari. 

Sia per questo wi una radice (diversa da 1) della equazione 

E (w) = O (modd glg, .  . . g,), 

e siano 
( w - w , ) ~ ~ ,  ( - l ) e , . . . ,  ( e , e , & . . . e , )  (30) 

i divisori elernentari del deterininante E (o) corrispondenti alla radice o, ; 
diciamo hl il nuinero degli esponenti e uguali ad 1, h, il numero di quelli 
uguali a 8,. . . , he1 il numero di quelli tra essi esponenti che hanno il valore 
massirno el (*). 

Poniamo inoltre, per brevitk 

a o. a ai ai& -' + O ,  --- 
a s. , 6 ,  =-'( inodd g, g, . . . g,) a zk l b - a ~ l k  

(*) Quando non vi siano esponenti e uguali ad un valore t, porreino h,=O. 
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e considerialno i sisteini di equazioni lineari omogenee 

Direino che una soluzione (4, 4,. . .4,) delle (32 a )  è di rango t, quando 
essa renda conipatibili i primi t - 1 sistemi (38, bJ, ma. non i primi t, quando 
cioè è possibile determinare le Sr) (u = 1, 8,. . . , t - 1, i = 1, 8,.. ., n) in 
guisa che insieme alle (38 a) sian soddisfatti anche i primi t - 1 sisteini 
(38, bu), ma non i primi t. Si pub allora dirnostrare che tra le ooh soluzioni del 
sistema (32 a)  possono determinarsene hl (e non più) liiiearmente indipen- 
denti di 1." rango, h, di 5.0 rango, ..., 72,, di rango e ,  ; e queste hl +. . . +- h,, = h 
soluzioni forinano tutte irisienie un sistenla fondamentale di soluzioni delle (32) 
stesse. 

Se (4, 5,. . .4,) è una soluzione di rango t delle (32 a )  si soddisfa ai 
prinii t - 1 sisteini (32, b,,) ponendo : 

dove s'intende che una qualunque 4; va pensata coiiie fuiizione di 64 conle 
variabile, e va quindi fatto (3 = o, dopo la derivazione. 

Sia ancora ($1 5, . . -4,) una soluzione di rango t delle (38 a) ; e si ponça 

la G (x) e quiridi anche le G'") non saranno nulle (niodd (g,g,. . . g,)" e cc- 
stituiscono un sisterna di t funzioni linearinente .indipendenti (modd g, . . . g,), 
per le quali si ha identicamente 

G (z') E o ~ ,  G (x), G'"' (2') r G'"-" ( )  + 1 Gu' ( )  (modd (91 99 . . . 9,)') 
(u = 1, 8,..., t - 1). 

Operando in ta1 guisa, per ogni valore di t ,  su ciascuna delle 72, soluzioni 
indipendenti di ranço t delle (32) stesse, otteniaino JI,, + 2 h, + . . . + el h,, = v ,  

(dove v, è la moltiplicità della radice w, per la E (o) O) funzioni lineari 
oinogenee (indipendenti) delle y, cp, . . . y,, le quali per l'algoritino K subiscono 
(modd g, g, . . . g,) la sostituzione lineare corrispondente alle formule (35). 
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Siano ora o,, w, ,. .., m i  le radici della equaziorie E (o) G O  (inodd g, g, . . . g,) 
diverse dall'unità (cioè le radici diverse della equazione 

3' (o) = O (modd g, g, . . . g,), 

siano v,  , v, .  . . , vn le loro moltiplicità, e si deterininino ne1 modo sopra de- 
scritto v,,  v ,,..., v, funzioni lineari omogenee delle ?, i ~ ~ .  . . y.. Queste 
v l  +- v ,  + - . - + v j  = p  funzioni G delle g,  g2 . .. g, , si diinostra facilniente, sono 
linearmente indipendenti e, per le (35) e analoglie, costituiscono un sistenia 
normale di equazioni del divisore 31 G (g, g, . . . g,,). 

La nostra asserzione è cosi dirnostrata. 

V. CONDIZIONI NECESSAKIE E SUPFICTENTI PEH LA ÇOKVEHGENZA 

DI G R A D 0  SUPERIOKE AL PRIMO. 

16. Percliè l'algoritnio I< definito dalle (1) abbia al divisore N = ( g l  g2.. , g,) 
convergenza (di un qualunque ordine) di grado superiore al priino, è iieces- 
sario e sufficiente che esso abbia convergenza qundratica di uii certo or- 
cline (u.0 9). Converrà quindi vedere quando questo accade. 

Osserviaino percib, clle, coine ne1 passare da1 punto x al consegixente x' 
le g, subiscono la sostituzione lineare r z (y,,), (p., v = 1, 2 ,..., p) data 
dalle (9) del n." 3, in guisa del tutto simile, ne1 pnssare da1 punto x al suo 
p-conseguente x'p', (con p qualunque) le g, subiscono una sostituzione lineare 
r ( p )  = (y$), data dalle (9), del n." 5 ;  e l'algoritmo Kavrà, al divisore (g, g,. . . g,,) 
convergenza quadratica dell'ordine p allora ed allora soltanto che la sostitu- 
zione r c p )  sia identicainente nulla, abbia cioè nulli tutti i suoi elementi 
(modd g, g, . . . g,). Ma, per la definizione stessa della sostituzione W, si ha 
identicamente (*) : 

r c p )  r p  (lnodd g, g, . . . g,) ; 

yuindi perchè l'algoritmo K abbia al divisore (g, g, . . . g,,) convergenza qua- 
dratica (di un qunlche ordine), è necessario e suficiente clle una. convenicnte 
potenza della sostituzione r sia iclenticainente nulla (modd g, g, . . . g,); ed il 
minimo esponente p pel quale si avrà, in questa ipotesi, r f r  O(irioddg,g, .. . g,) 

(") Cf. A, n." 8. 
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sarà uguale al minimo ordine, per il quale l'algoritmo K ha 'al dividore 
(g, g, . . . g,) convergenza alineno quadratica. 

Consideriamo in particolare un sistema normale (G, G, . . . G,) di equa- 
zioni del divisore M. Per esso la r ha (modd g,  g ,  . . . g,) la forma normale 
data dalle (93)  e (24) del n." 18, e si avrà, per qualunque p :  

ed insienie, come si ha subito per iiiduzione dalle (24) : 

(dove si debbono fare uguali al10 zero i coeficienti binoiniali con indice 
inferiore riegativo); e potrà essere l'@ G O (modd g, g, . . . g,) soltanto quando, 
per tutti i valori di i, sia rf O (inodd g, . . . gr). Ma, per le ('24),, è per questo 
necessario e suficiente che si abbia oj G O fmodd g, g, . . . g,) e quando questü 
condizione sia soddisfatta, è r,e G O (inodd g, g, . . . g,,), per ogni valore di p inag- 
giore od uguale a pi. 

Ricordando la (89'), abbiamo il teorerna: 
a) Condixione n ~ c e s s a r i a  e suficiente perchè l 'algorit~no Ii definito dalle 

equasioni ( 1 )  appartenga a l  divisore, d i  rango p, Jl (g ,  g ,  . . . gl,) ed abbia a 
qzcesto divisore conuergenza d i  un grado superiore a l  pr imo ( d i  un ordine qua- 
lunque) è che tutti i divisori elementari del determinanteP(w) s iano (nioddg,. . . gr) 
ugzcali a d  una potenxa d i  o. 

In questa ipotesi, se i l  determinante F (6)) d e c o ~ n ~ ~ o s t o  ne i  suoi divisori 
cle~netttari è 

1'~dlgoritlno h a  al diuisore (g ,  g,  . . . gl,) convergenza quadrat ica dell'ordine pl  
e non  d i  un ordine w~imore. 

Per la relazione, diinostrata al n.O 11, tra i due deterininanti E (o), F(o )  
il teoreina superiore pu13 enunciarsi al  modo seguente : 

b) Condiiione necessaria e szcfiiciente perchè l'algoritmo K definito dalle 
equazioni ( 1 )  appartenga a l  diuisore d i  rango p (g ,  g,  . . . g,) ed abbia a questo 
divisore convergenza d i  grado superiore a l  primo ( d i  un ordine qualunque) è che 
il determinante E (u) caratteristico dell'algorit~no ( i l  quale ha (modd g,  g,  . . . g,) 
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n - p diuisori elewtentari uguali  ad w - 1) abbia (modd gr,  g, . . . g,) gli  altri  
diwisori elementari tutti a p a l i  ad  zcna potenza d i  w. 

Iw questa ipotesi, i l  ~ ~ a s s i m o  espowente d i  zcn divisore elesnentare del de- 
terminante E (w)  (modd g ,  g, . . . g,) zcguale ad u n a  potenzn d i  w d a  l'ordine 
minimo,  per i l  quale l'algorituno li ha convergetacc yuadrnticcc (ed euentualmente 
d i  grado maggiore) a l  divisore (g , ,  gL ,... g,). 

Possiaino anche dire evidentemente : 
h') Condixione fiecessaria e suficiente perchè l'algoritmo K definito dalle (1) 

abbia; d diuisore' (g ,  y, . . . 9,) cowuergenza d i  grado super.iore ab primo (d i  un 
ordine qualzcnque) è c7ze 1' eguazione caratteristica dell'algorik?zo E (a) r O 
(inodd g, g, . . . g,) abMa (oltre la rndice 1 ~ ~ ~ u l t i p l a  d i  ordine n - p )  la  radice 
zero nzzcltipla dell'ordine p. 

In questa ipotesi se d ' - P 1  (con 1 f pl f p) è l a  pi& alta potenza d i  o che 
diuide tutti i minori  d i  ordine n - 1 del determinante E ( w )  (modd g ,  g,  . . . gp), 
sarà p,  l'ordine minimo, per i l  quale J'algorit3)io K h a  convergenza p a d r n t i c a  
(ed euentualmente in grado wzaggiore) al diuisore (9, Q, . . . gp). 

17. Il teorema b) o b') permette, coine abbjaino afferiiiato al n.O 9, di 
riconoscere con u w  numero finito d i  de r i va~ ion i  e d i  operazioni razionali, se 
l'algoritino (1) ha o no al divisore (g, 9,. . . g,) convergenza (di qualunclue 
ordine e) di grado superiore al  primo. Si deducono inoltre da esso coro1lai.i 
notevoli. 

a)  L'esponente di un divisore elementare del deterininante F ( w )  non 
pu6 evidentemente superare p. Ne segue : 

Qmlunque  algorituno, i l  quale appartengcc a l  diuisore (g ,  g, . . gp) delle ( 0 2 )  
ed abbia a qzcesto divisore colzvergemcc ( d i  qzcalunqua ordine) d i  grado supe 
riore a l  primo,  h a  certammte convergensa quadratica d i  ordine n o n  m a g  
giore d i  p. 

Questo limite massiino non pud abhassarsi; se infatti le equazioni del- 
l'algoritmo sono 

( g ( ' 1  ; gr+, ($3 = gj (x) (modd (g, g, . . . g,)') (i = 1, 2 ,..., p - 1) 

l'algoritino ha convergenza quadratica dell'ordine p e non minore. 
6 )  Consideriamo più particolarmente il caso che l'algoritino abbia al  

divisore M convergenza quadratica del 1." ordine. Perchè questo accada, è 
necessario e sufficiente che il determinante caratteristico E ( w )  abbia 
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(modd g, g, . . . g,) p divisori elementari uguali ad w. Ora, per teoremi noti 
della teoria dei divisori elenientari (*), è per questo necessario e sufficiente 
clie tutti i ininori di ordine n -p + 1 del determinante stesso contengano 
il fattore (3 linearinente, O, in altre parole, che tutti i ininori di ordine 

d (O, +, . . . 0,J 
n - p +- 1 del determinante siano r O (modd g,, g,,. . ., y,,). 1 

d (x, x, . . . x,,) 
ininori di ordine n - p di questo determinante funzionale non possono in- 
vece esser tutti nulli (inodd g, . . . g,,) (altrimenti i niinori di ordine n - 21 + 1 

d (a), (b* . : . a),?) 
sarebbero divisibili per daliiieno). Il determinante avrà quindi 

d (x, x, . . . CE*) 
(modd g, g, . . . g,) la caratteristica ?z - p. Abhiaino cosi il teorema notevole : 

Condizione necessaria e sufliciente perc7tè l 'nlgoritiuo definito dalle ( 1 )  nbbia 
a l  ditlisore (g, g, . . . gl,) conuergenzrc (almeno)  qundrnt ica  del 1." ordine,  è cJze 
i l  deterutinante funzionnle 

d (d), GZ.. . a+,) 
d (x, x, . . . x,) 

nbbin (modd g ,  g ,  . . . g , )  ca,rcctteristica n - p .  
Per uii noto teorerna di I<KONECKER, yuesto importa ykondizioni indipen- 

denti, clie debbono naturalniente equivalere alle congruenze (17), del n.O 7 (*"). 
c )  Per un altro teoreina sui divisori elrmentari (***) abbianio anche : 

Condiaione necessaricc e suf ic iente  perchè l'cclgoritwco definito dalle ( 1 )  abbia 
al divisore (g, g ,  . . . gp) convergenzm quadrn t i ca  del 1." ordine ,  è che i l  deter- 
m i n a n t e  cctrcctteristico E (w) mei)zettcc (rnodd g ,  g, . . . gu) il fnttore oj* ed i sttoi 
m i n o r i  d i  ordine  n - 1 c l~wce t tnno  i l  fattore (.J~'-'. 

('*) Cf, MUTH, IOC. cit., pag. 4. 
(**) Questa equivalenza risulta immecliataineiite dalle (43) di A, il. 13, faceiido in esse 

r = 1. Un'altra diinostrn;sioiie, diretta, del teoreilin superiore si  ha dalla (21) del n.O 11. Faceildo 
in qiiesta o = O  si ottieiie 

(2 (a, a$ - . - @,J - 
i, k=1 ,  8 ,.... 11. 

- (- 17 - 
cl (xl E s .  a .  x,,) r = 1, 8,. . ., P 

t ,  u - p  $- 1,. . . , r1 
cl (@,Go . . . @,,) 

e quindi la caratteristica del deterniinante ---- d (~,a, . . . x,) ('"~da y, . . . y, )  supera di rt, - p  

uiiit& quella del determiiiante 1 7 , ~ ~  1 . Se cluesto si suppoiie ideilticamente u~illo, si ha il teo- 
remn superiore. 

y*) Cf. NUTH, loc. cit., pag. 13. 
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d) 'Se in b )  supponiamo sia p = 1, abbiamo : 
perché un  algoritmo abb ia  convergenaa (alwzeno) quadratica (*) ad an di- 

visore g di rango uno, è mecessario e sufJiciente che 

d (@, Q>, . .. *,) - - 
- O (mod g). 

d (x, x 2 . .  . x,) 

e) Supponiamo invece che sia p = n, e quindi 

si a b b i a  

si tratti di approssimare, 

iterando, una radice seszplice (gl g2 ' . gn) = - O) di un sisterna di rr 
ci (xl x2  . . . xW) 

'-equazioni in n incognite : gl = O, g, = O , .  . . , g, = O. In questo caso abhiaino : 
Perchè 1'algorit)no abb ia  colevergenzct quadratica (del 1." ordine) ad  un  di- 

visore di rango n ( g ,  ge . . . y,,) è necessario e suflicients che si  abbiano le n2  
congruenze 

a s, -- x O ( m o d d g , g  , . . .g , ) ,  ( i , k = i 7 2 , . . . , n ) .  a x, 

Se ancora più particolarmente supponiamo che le equazioni che defini- 
seono l'algoritmo abbiano la forma 

(cioé l'algoritmo sia esplicito, e sia posto in evidenza il divisore cui l'algo- 
ritmo appartiene), le congruenze superiori diventano : 

M. 

~ , + ~ ~ h , ( x ) g ~ , ~ ~ ( x ) ~ O  (~noddg ,g  ,... g,,); . 
1 

donde, posto : 

d ($71 g2 - - . g J  - - G, G& F - 
d (xi x2 . .  . x,) a log (inodd gl . . . O.), (i, k = 1, 2, ..., n) a g,, 

si trae iinmediatamente che l'algoritino ha la forma: 

Facendo in particolare 

(*) Naturalmente -del 1.. ordine (cfr. il n.O 5). 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Toino XIV. 
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si hanno le formule dell'algorittno di NEWTON, genaralizaato ad u n  sistema di n 
equazioni in N incognite. Questo algoritmo lia dunque convergenza quadra- 
tica per ogni radice semplice del sistema di equazioni considerato; di più 
qualunque algoritmo che abbia la forma esplic,ita (l*) e convergenza qua- 
dratica di 1 . O  ordine ad una radice (semplice) del sistema stesso, differisce 
da quello di NEWTON per termini che hanno nelle g un grado maggiore od 
uguale al secondo, ma sono del resto affatto arbitrarî (*). 

f )  Poniamo in b)  p = FI, - 1 ; il determinante funzionale d(@,  Q i , .  . .a,) 
d (x, X, . . . x,) 

dovrà avere (inodd g, g, . . . g,-,) la caratteristica 1. Supponiamo in particolare 
che si abbia gi ( x )  = xi -xi+, (i = 1, 8 ,..., n. - 1 )  e l'algoritmo sia siinme- 
trico, cioè le a, (x ,  x') siano simmetriche nelle x ,  x ,  . . . x, e per x, = x', = X 
(con X qualunque) si annullino tutte identicamente. Per la simmetria delle 
nelle x,  x,  . . . x,, si ha allora : 

a ai - a mi 
(modd q - LX~+, ) x ' ~  - x,.) a xh - a sk 

(à, h, A, r = l ,  B )... , ,n; 1: 1, 92 ,..., n-1) 

e quindi il determinante E (w) ha effettivamente la caratteristica 1. Ne segue 
il risultato notevole : - 

Qunlzcnque algoritn~o simnwtrico i n  n uariabili, che appartenga al divi- 
sore d i  rango n-1: g,=xi-xi+,(i=l,  2, ..., n - 1 )  ha convergenza qua- 
dratica del 1.0 ordine. 

Tali sono ad es. : l'algoritmo della media aritrnetico-geometrica di LA- 
a H m G I i :  e GAUSS e le sue generalizzazioni di BORCHARDT e SCHAPIRA, l'algorit~no 
della media aritinetico-armonica, quello più generale di STIELTIES per la ra- 
dice uma, etc. 

18. L'algoritmo K abbia al divisore ( g ,  g ,  . . . g,) convergenza (alrneno) 
yuadratica dell'ordine p, e non di un ordine minore. Le congruenze (14)". e 
la disuguaglinnza (15),. del n . 9  perinettono allora (per quanto i calcoli re- 
lativi siano un po' lungl-ii) di determinare il grado massimo s, 2 B di con- 
vergenza dell'ordine p, che i'algoritmo K ha al divisore ( g ,  g, . . . g,). Se al- 
lora r è un intero qualunque maggiore di p l ,  per il teorema c) del n.", 
l'algoritmo K avrà al divisore ( g ,  g, . . . g,,) convergenza dell'ordine r e di un 

(*) Cf. A, 11.0 13, cl). 
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grado s,. non minore di dove, come al solito, [k] indica il massinio 

intero contenuto in ora percorrere ad r i successivi valori in- 

teri maggiori di pl ;  due casi sono allora logicamente possibili. 0, per qua- 
lunque valore di r ,  il grado massinio s,. di convergenza che l'algoritmo ha 

al divisore ( g ,  g ,  . . . g,)  è uguale ad  ; oppure esistono dei valori di r mag- 
giori di p,, per i quali il grado massinlo s, relativo di convergenza è mag- 

[ L I .  T,J 1 giore di si e primo caso la convergenza dell'algoritino potrebbe oppor- 
tunamente dirsi pura O di primo rango, ne1 secondo wista O di rnngo supe- 
riore al prinm. E con considerazioni del tutto simili alle superiori, potrenimo 
introdurre la nozione di convergenza del %O, 3." &O, , . . .  rango, di un rango 
yualunque. M a  non mi è riuscito finora di trovare un criterio che permetta, 
con un numero finito di operazioni, di distinguere la convergenza pura da 
quella mista O di rango superiore al primo; d'altra parte coll'aumentare del- 
l'ordine, auinentano sempre più i.calcoli necessarî alle relative verificlie di 
convergenza; nè infine pub afferlnarsi a priori che una tale ricerca possa 
avere una grande importanza per la teoria generale dell'iterazione ; crediamo 
perci6 opportuno limitarci alle osservazioni già fatte. 

Aggiungiamo soltanto l'osservazione seguente. 
Supponiamo che l'algoritmo K abbia al divisore (g, g, . . . g,,) convergenza 

di un certo ordine r >pl e di un grado s, maggiore di s! " ]. Quando i l  grado sr 
sia dato, si pu6 nssegnare per r un  limite sz4periore; se è infatti s: ' <sr<,$, 
da quanto precede è chiaro che l'ordine relativo r di conuergelaza deve essere 
minore d i p ,  q. Ne segue che: è possibile, con un  nzctnero finito di operaaioni, 
riconoscere se l'algoritmo K possiede al divisore ( g ,  g ,  . . . g,) (oltre la conver- 
genza di ordine p, e grado s,) convergenza (di url qzcalche ordine e )  di un 
grado s assegnato. 
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VI. COKDIZIONI PER LA CONVERGENZA LINEARE. 

19. Se il deterininante caratteristico E (6)) dell' algoritino K non ha 
(inodd y, . . . g,), oltre gli n - p divisari elementari uguali ad o -- 1, tutti gli 
altri divisori elenientari uguali ad una potenza di w, l'algoritmo non ha, al 
divisore stesso, convergenza di grado superiore al primo. La considerazione 
del determinante caratteristico permette in questo caso di riconoscere se 
l'algoritmo ha, al10 stesso divisore, convergenza lineare di un ordine qua- 
lunque. Si hanno infatti i teoremi : 

a) Se l'equazione E (6)) F O (modd g, g ,  . . . gg) ha (oltre la radice 1 mul- 
tipla di ordine n - p )  tutte radici in  modulo ?ninori dell'unità, l'algorit?no ha, 
al divisore (g,. . .g,), convergenaa lineare (di un ordine suficientemente 
elevato). 

Irifatti, in questa ipotesi, tutte le radici della equazione 

P ( t ù )  r O (modd g, g, . . . g,) 

si rrianterranno su tutta la varietà 31 niinori in iiiodulo dell'unita; essendo 
quindi funzioni continue dei punti di JI, potrà deterniinarsi un nuniero po- 
sitivo fi, minore dell'unità, che sarà inaggiore ed uguale al modulo di ogni 
radice della equazione stessa su tutta la varietà 31. 

Sia ora (G,  G, . . . G,) un sistema normale, pel quale la sostituzione r in- 
dotta dall'algoritmo ha la forma data dalle (23) e (%). Varraurio allora, per 
qualunque p, le (93),, (24),;  quindi se, ad es. : p, è il rriassimo degli espo- 
nenti p, . . . p, , ogni elemerito y$; della rc@) ha, sulla varietà Ai, un modulo 
sempre minore di ~ $ 1 .  RF-pl; si a ~ r à  quindi anche, per la sostituzione stessa 

dove A = p ,  fipP% è un nuinero finito. 
Si osservi ora che, poichè n ( l ,  è lin1 pPi op = O ;  assegnato quindi un 

t=œ 

nuinero cc, positivo e minore dell'unità, si pub deterniinare un nuniero po tale 
che per p 2 po si abbia 
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per questi valori di p si avrà allora 

e quindi l'algoritmo K avri, al  divisore (G, G, . . . G,), convergenza lineare di 
ogni ordine p 2 p , ,  inisurata da una costante non inaggiore di a, = A p * ~ .  rrp ("). 

Ritornando al priinitivo sistema g, g, . . . g,, abbiamo (cf. n." 6 ed anche 
A, n." 86, b ) )  che l'algoritmo avrà, al divisore (g, g,  . . . g,), ancora convergenza 
lineare di oçni ordine p maggiore di un conveniente nuinero p, 2 p,. 

Il teorerna enunciato è cos1 diinostrato. 
b) S e  l'epuaaione E (w) G O  (modd g, g,  . . . 9,) h a  quabhe  r a d i ~ e  clze aFbia 

un nzodulo lnaggiore dell'unità, l'nlgoritmo k' n o n  puo convergere a l  divisore 

( S I  - - . g J  
Sia infalti CO, una radide della E (wj = O che abbia un inodulo niaggiore 

dell'unità; vi sarà uria funzione del sistenia normale, ad es. : la G,, per la 
quale si ha : 

G', w, G, (inodd (g, g, . . . g,)" ; 

se allora F, è un numero maggiore dell'unità, ma minore del inodulo della o,, 
sarà in un intorno conveniente di JI 

e quindi anche, per p qualunque : 

S e  qu ind i  G, è inizialmente diverso d a  zero, quando si prendü p sufficien- 
teinente grande, s a r i  1 G:p) 1 niaggiore di un nuinero grande a piacere. L'al- 
goritmo non pub allora convergere al divisore (G, G, . . . G,) ; in questo caso 
infatti dovrebbe aversi 

lim G:P) = 0. 
@=@a 

Ne segue il teorema enunciato. Si noti che condizione essenziale della 
ditnostrazione è che inizialmente sia G, -1 0. 

c) S e  (oltre lu radice 1 multipla d i  ordine n - p )  tutte le rndici della 
E (63) r O (modd g, . . . g,) hanno  un modulo maggiore dell'unità, l 'aigorit~uo k' ' 
inuerso d i  quel10 dato aura a l  divisore (g,  g, . . -9,) converyensa lineccre. 

(*) Notiamo, di'passaggio, che è lim =a. ,=, a@ 
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Infatti il determinante E-1 (o), caratteristico dell'algoritmo inverso K.", 
1 

si ha da E (w), mutandovi w in - e moltiplicando poi per un. 
0) 

1 teorenii a ) ,  b), c) furono enunciati da POINCAKE per p = ut, e diinostrati 
da1 LATT& per n = 8, 3 e p qualunyue nelle Meinorie citate. 

20. È chiaro da quanto precede che la considerazione del determi- 
nante caratteristico E (w) non serve a decidere della convergenza ( O  nieno) 
dell'algoritmo k' al divisore (g, g, . . . g,), %el solo caso che l'equaxione 

(liberata dalla radice 1 iiiultipla di ordine n - p )  abbia radici che hunno tutte 
un wodulo non otnggiore dell'unith e v i  s ia qucclche radice d i  nkodulo 1. 

È interessante osservare clie : in questo cnso le condi2ioni d i  convergenza 
espresse dalle disuguuglianse (12),. del n." 5 n o n  sono soddisfatte per nessun 
snlore d i  r. 

Ammettiaino infatti, più generalinente, che l'equazione 

E (6 ) )  r 0 (inodd g, . . . g,) 

abhia (oltre la radice 1 multipla di ordine n-p) delle radici di modulo 
inaggiore od uguale ad uno, e siano w, , w,, . . . , o, (con 7c r y) le radici, uguali 
O diverse, che hanno il (medesiino) modulo inassirno (e potrà anche ii va- 
riare da regione a regione di Ill) (*). Preiidiamo allora I'equazione caratteri- 
stica della sostituzione lineare rv: 

F'e' (bj) = \y%- ejku1 = O  (moddg,g, .. . g , ) ,  (p, v = 1, 9 ,..., p;  = 1, S,...); 

essa avrà coine radici di ugual rnodulo massimo w f ,  wf,. .. , wf (**) e conside- 
rando la funzione sinirnetrica elementare di grado k delle radici di questa 
equnzione, si avrà per essa 

(*) Considereremo allora separatamente le diverse regioni di M. 
(**) Cf. ad es.: MUTH, 1. c., p. 33. L'asserzione del testo si dimostra subito in modo di- 

retto sulla forma normale (23),, (BE), che pub darsi alla PU. 
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dove il seconds membro è l ' in~ariante  ortogonale di grado K della sostitu- 
zione Iineare W .  

Poichè le altre radici w,+, . . . w, hanno un inodulo minore di o,, w ,,..., w,, 

si potrà determinare un numero p, sufficientemente grande tale che per qua- 
lunque valore di p t p, nella funzione simmetrica del primo membro il primo 
termine sia preponderante e quindi i l  w~odulo della stessa funzione, (essendo 
1 w, 1 2 1 , . . . , o,l 2 1) sia selnpre maggiore, sulla varietà AI, d i  u n  nurltero 
deterwimxto .ri positivo nvinore dell'unità. 

Ammettiamo ora, se è possibile, che l'algoritmo K abbia, al divisore 
(g, g, . . . g,) convergenza lineare di un certo ordine r, misurata dalla costante 
positiva a< 1 ; per il teorema e) del n." 6 esso avrà allora anche conver- 
genza Iineare di ogni ordine r q, inultiplo di r, misurata da uns  costante 
non maggiore di a q ;  sarà quindi anche per q qualunque 

Facciarno allora nella (40) p = r q;  per la (41) avremo, sulla varietà If 

e pub quindi rendersi piccolo a piacere, prendendo q sufficienteinente grande. 
Ma cib è assurdo; l'algoritmo k' non pub quindi avere, al divisore (g, g, .. . g,) 
c.onvergenza lineare di nessun ordine (*). 

Ricordando il teorema a )  del n."9, ne segue evidentemente clie: le con- 
dizioni per la converyenza limeare di u n  ordine qualunque saranno soddisfntte 
allora ed allora soltanto che l'equazione E (a) O (modd g, g, . . . g,) abbia (oltre 
la radice 1 multipla dell'ordine wt - p )  tutte le radici inferiori in  nzodulo al- 
l'unità: sicchè questa è, in ultiina analisi, la condizione necessaria e suffi- 
ciente perchè l'algoritmo K abbia al divisore ( g ,  g2 . :. g,) convergenza Zilzeare 
di u n  ordine qualunque. 

Pisa, Gennaio 1907. 

(*) Tutto questo iion diinostra perb che' l'algoritmo rzon converge. 
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Riporto, qui sotto, i titoli di alcuni lavori che trattano di questioni di ikrazione in una 
O piil variabili, che, per dimenticanza O perché pubblicati contempora~ieamente, furono oinessi 
nell'iiîdice bibliografico che è in fine alla Menioria ricordata dell'Accademia dei XL. 

1873. C. FORMENTI, S u  a1cun.i problemi di Abel (Rendiconti Istituto Lombardo, serie Ba, 
vol. 8.4 pag. 876). 

1890. H. POINCARÉ, Sur une classe nouvelle de trunscendaiztes uîûifort~tes (Journal de Liouville, 
4.me Serie, Tom. 6.me, pag. 313). 

1897. F .  PODETTI, Sulle sostituzioizi uiûiforirti (Gioriiale di Battaglirii, Vol. 35, pag. 261). 
1898. C. BOURLET , Sur le problème de l'itération (Aniiales de la Faculté des Sciences de 

Toulouse, Tom. XII, C. 1). 
1901. J. HADAMARD, Sur l'itération et les solutio?zs asymptotiques deséquatioîzs differentielles 

(Bulletin de la SociétB Math. de France, Tome XXIX, pag. 8M). 
1901. T. LEVI-CIV~TA, Sopra alculzi criter3 cZi instccbililà (Annali di  Matematica, Serie 3.=, 

Tomo VO, pag. 881). 
190i2. O. SPIESS, Die GmncZbegriffe der Iterationsrechnung (Dissertation Basel, 19W2). 
1904. CIGALA, Sopra u n  criterio d i  instabilità (Aniiali di Matematica, Serie 3.8, Tonio XI, 

pag. 67). 
1906. S. LATT~S,  Sur les équations fomtionnelles qui defiwissent une cottrbe ou uwe surface 

invariante par une transforrnutiotz (Annali d i  Matematica, Sèrie 3.a, Ton10 XIII, 

Page 1). 
1906. SPIESS, Theovie der linearen Iteralyleichzt~~g mit konstaîlten Koeffizienten (Mathematische 

Annalen, Bd. 62, S. 9%). 
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Sulla teoria delle funzioni automorfe 
e delle loro trasformazioni. 

(Di GUIDO FUBINI, a Genova.) 

- 

INTRODUZIONE. 

$ 1. I l  problerna più geiierale, che si pub porre nella teoria delle fun- 
zioni autoinorfe, si pub enunciare ne1 seguente modo : 

Se G E u n  gruppo discontinua di trasforatazioni birazionali su n varia- 
bili x,, xz, .  .., x,,, e r è un grzqpo, isomorfo a G oloedvi~amente O w~eried~i- 
canzente, d i  Irnsfonnazioîzi birazionali SU 912 variabili a, , z, , . . . , z,, , si trovino 
tutti i possibili sistesni d i  funzioni unifonni a delle variabili x ,  le qzcali, quatedo 
le x subiscono una trasfonnazione di G, subiscono la corrispondente trasfor- 
wmrione di r. 

Questo, che io chiairierei il probleina fondamentale, è ben lungi dall'es- 
sere risoluto in generale. Noi vedremo che è possibile risolverlo per ampie 
classi di gruppi di inovimenti, di gruppi misti (*), di gruppi ciclici di trasfor- 
inazioni birazionali. Risultati classici sono dovuti (**) a PO IN CAR^ e PICARD; 
altri sono dovuti a BLUMENTHAL, a E. LEVI e all'Aut. 

(*) Cfr. la Mem. del l 'h t . ,  che noi citeremo con (A) : Sulla teoria dei gruppi discontinzti 
(Aiin. di Matem., 1905). 

(**) Cfr. i lavori di POINCARÉ e di PLCARD nei toini 1-5 degli Acta Mathem., 
di BLUMENTHAL, Ueber die Modulfunctionen, ecc. Math. dnii., 1903. 
di FUBINI, Mem. cit. (A), 

idem Sulle funsioni autonzorfe, ecc. (Ann. di Matem., 1904), 
idem Applica~ioni analitiche dei gruppi, ecc. Mem. delllAcc. Gioenia, Sez. 4, Tom. 17. 

Citer6 questa Nota con (B), 
di POINCARÉ, Sur une classe nouvelle de tmscewlantes uniformes. Journal de Liouville, 18!H). 

Citer6 questa Meni. con (Po), 
di PICARD, Sur une clusse de trascendantes nouvelles. Acta Mathem., Tomi 18 e 23. Citer6 

questa Mein. con (Pi), 

Anrtali d i  Mcctematica, Serie III, Toino XIV. 5 
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Riassumere breveinente 10 stato attuale delle ricerche, e cercare di gene- 
ralizzare i risultati a nuove classi di gruppi G, r'. Ecco 10 scopo che si pre- 
figge la prima parte del presente lavoro, alcuni paragrafi della quale non 
sono che un ampio svolgimento delle idee contenute nella Nota prelimi- 
nare (B), citata più sopra a piè di pagina. Le dimostrazioni, che sono ovvia 
generalizzazione di dimostrazioni già note, non sono sviluppate completa- 
mente: ma è soltanto svolto quanto vi lia in esse di essenzialmente nuovo. 

1 metodi, qui seguiti, si inspirano principalmente : 
1.") alle serie, oramai classiche, di POINCARÉ, die  già trovarono yualche 

generalizzazione ; 
8.O) alla terza Memoria di HILBERT sulie equazioni integrdi, recente- 

mente pubblicata nelle Gottinger Nccchrichten; 
3.") alle Memorie di POIKCARÉ: e PICARD, sopra citate con (Po) e (P,); 
4.O) alle idee geometriche, da me svolte nella mia Meinoria già citata 

con (A), che, come diinostrai in (A) e in un altro mio lavoro (*), sono anche 
tanto utili per 10 studio dei gruppi propriamente discontinui. Io sarb lieto 
se le seguenti pagine potranno dimostrarne l'efficacia per la teoria analitica 
delle funzioni automorfe, facendo vedere con quanta senîplicità si possa p. es. 
estendere la teoria delle funzioni fuc,hsiane e zetafuchsiane a classi molto 
ainpie di çruppi discontinui (**). Per non allunçare troppo queste pagine, 
suppongo famigliari al lettore le Memorie classiche di POINCARÉ. 

Nella seconda parte della presente Memoria mi occupo poi della trasfor- 
maziorie delle funzioni ? (x,) fuchsiane, O Kleiniane di una variabile x,, e 
delle funzioni rp (x,, x,) iperfuclisiane di due variabili x, , e,. Più precisa- 
inente ricerco i casi, in cui esiste un gruppo continu0 G di trasformazioni, 
tale clie passi una relazione algebrica tra il valore di in un punto cc, (in 
un punto x, ,  x,) e il valore di p, ne1 punto trasforniato di x, (di x,, x,) per 
una qualunque trasforinnzione di G. Questa ricerca è la più sen~plice gene- 
ralizzazione del teoreiiiti. di adclizione delle funzioni ellitticlie. 

di E. LEVI, Ricerche sulla teoria delle furmioni automorfe. Rend. della R. Acc. dei Liilcei. Di- 
cenibre, 1906. 

La pubblicazioiie di questa Nota ebbe luogo, quaiido il presente lavoro era già i n  corso 
di stainpa. 

(") Sulla costruzione dei campi fonrlamentali, ecc. Aiinali di Mateinatica, 1906. 
(**) Parte delle ricerche di questa priina parte sono riassuiite in un niio trattato, di pros- 

siiila pubhlicazione, sulla teoria delle funzioiii automorfe. 
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P A R T E  P R I M A  

§ 8. Questo paragrafo è dedicato a quel problenia speciale, che si de- 
duce da1 problema fonda.mentale, supponendo che r si riduca alla sola tra- 
sformazione identica, ossia che si debhano costruire delle funzioni uniformi z 

delle ~ar iab i l i  x, le quali rimangono inalterate quando le x subiscono le tra- 
sforniazioni Ti (i = 1, 8, 3, 4, .  . :) del gruppo G. Fareino poi successivainente 
varie ipotesi su1 gruppo 0. Indiclieremo con T,x le quantità trasforinate 
delle x,  mediante la Ti; e se f ( x )  è una. funzione delle x,  indidiererno con 
f (Ti x) il valore della f, quando al posto delle x si sostituiscano le Ti x. 
Porremo poi x, = E ,  + i  ïi,, dove 4, e s, si considerano variabili reali, che 
noi spesso considerereino coine coordinate cartesiane ortogonali in uno spazio 
euclideo S,, a 2 fi  dimensioni reali. 

Indicheremo poi con Di (x )  lïacobiano della trasformazione T i ;  porremo 
T, x, = T, t, +i Ti ïi,, dove indicliiamo con T, 5,, Ti .fi, rispettivainente la parte 
reale e la iinmaginaria delle Ti x. Indicliereino con AO la cjuantità iinniagi- 
naria coniugata di una qualsiasi quantità A, e coi, Ai l'lacobiano delle Ti S, 
T, -0 rispetto alle 5, ui. Si avrà A, = Di Di = (mod Bi)'. 

Indicheremo con 6 ( f ,  p, x) la serie (generalizzuione delle serie di POIN- 
CAHÉ) definita dalle 

dove f é una funzione delle x, che si supporrà uniforme, e cjuasi sempre 
addirittura razionale, e dove p è un  intero positivo qualunclue. Se noi con- 
sideriamo un'altra serie 4 ( y ,  x,  p),  corrispondente a un'altra funzione cp delle x,  
e al10 s tesso valore dell'intero p, riconosciamo facilmente che la funzione a (x) 
definita da 

, 6 ( f ,  x9 P> a ( x )  - -- 
0 ( Y ,  x7 P )  
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rimane formalinente invariata, se noi facciamo subire 'alle x una qualsiasi 
trasformazione T, del gruppo G. Per dimostrare dunque l'esistenza di fun- 
zioni uniformi delle x, che ritnangano invariate per il gfuppo G, basterà di- 
niostrare che in un intorno di un  sisteina generico di valori delle x la (1) 
converge assolutamente, e in ugual grado (*). 

Ripetendo i ragionainenti usati da POINCARÉ nella diinostrazione dell'e- 
sistenza delle funzioni fuchsiane e Kleiniane, si trova che per dimostrare la 
convergenza delle (l), alnieno per p sufficientemente grande, basta p. es. di- 
inostrare che : 

1.0) Il gruppo G è propriamente discontinu0 in una regione S di S,,,. 
2.") Esiste in S una rete R di campi fondanientali per G, posta tutta 

a distanza finits, escluso al più un nuinero finito di campi fondamentali, che 
possono anche aver punti all'infinito. L'insieme dei punti di R, che sono 
singolari per f O sono equivalenti a un punto singolare per f, non formano 
un insieme denso in R. 

3.0) In un intorno sufficientemente piccolo di un punto generico A, 
interno a R, il rapport0 tra il massiino e il ininimo valore assoluto di D, 
(O di AJ è cornpreso tra due costanti finite positive ~ n ,  IV, indipendenti da i. 

Un primo metodo per studiare la convergenza della (1) è dunque qiiello 
di trovare i gruppi e le funzioni più generali, per cui sono soddisfatte le 
precedenti condizioni (l), (2), (3). 

Un caso specialmente importante è quel10 in cui si possa trovare uno 
spazio 2 a 2 n diinensioni, in cui le i ,  ïi aiano variabili coordinate, e in cui 
sia definita una metrica rispetto alla yuale il gruppo G si possa considerare 
conie gruppo di inovimenti (**). Affinchè la metrica sia renle, le 4, ~i dovranno 
in generale soddisfare a certe condizioni (definite da disuguaglianze) ; cosicchè 
le 2, .ri non potranno variare a piücere; e 10 spazio 2 avrà in S,, per imma- 
girie una certa regione A, i cui punti 
coi punti di 2,  quando si considerino 
che abbiano le stesse coordinate 5, -ri. 

saranno in corrispondenza biunivoca 
conle corrispondenti punti di h e di 2, 

(*) Bisognerebbe, è vero, dimostrare di più che si possoilo scegliere le f, p e la co- 
stante p iii,guisa che la fuiizione z, definita da (2) non sia costante. Ma cib si compie nei 
casi qiii sotto studiati con grande facilità. (Cfr. i citati lavori di PICARD sulle funzioni iper- 
fuchsiaiie.) 

(**) Per il significato della paroi$ u metrica > cfr. BIANCHI, Lezioni di  Geom, clifferenz., 
2.1 ediz., Tom. 1. 
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Noi direino, da1 nome di POIKCARÉ, che la metrica vigente in 2 è una 
metrica P, se 

1.") La regione A è in S,, a distanza finita (O tale si pub rendere con 
una opportuna trasformazione sulle a). 

9.") La nostra nîetrica possiede alineno un invariante I non assolulo, 
che soddisfa alla seguente condiziorie. Per ogni costante positiva S si pud 
trovare una costante d, tale che i valori di I in due punti qualsiasi di L, la 
cui distanza geodetica é inferiore a 8, abbiano un rapport0 ininore, in valore 
assoluto, di d. 

Con le parole invariante di una metrica » intendo una funzione 
delle $, ~1 tale clle, se noi eseguiamo un inovimento M nella metrica, esss 
resti nioltiplicata per la potenza Ic"""Ic"""'"" ( F E  = costante) dell'Iacobiano di AI. Dico 
poi che l'invariante è assoluto, se l'inter0 Ic corrispondente è uguale a 
zero (*). 

Un gruppo di inovimenti in una metrica P sarà detto un gruppo P. 
Io dico allora : 
Per p 2 8, le serie (1) convergono, se G é u n  gruppo P, e se un  punto 

generico d i  A nom è punto li,inite d i  punti singolari per la funzione f, oppure 
egwiualenti, rispetto al gruppo G, cc tali pzcnti singolari. Quest'ultiina condi- 
zione è p. es. soddisfatta, se i punti singolari della. f sono esterni a A. Os- 
serviaino che potremo supporre che la regione A sia a distanza finita in 
perchè, per ipotesi, se A non è a distanza finita in S,,,, tale la possiamo 
rendere con una trasformazione sulle x. Tale trasformazioile porta il gruppo G 
in un gruppo simile: ma, per i nostri probleini, il sostituire un gruppo a 
un gruppo siniile nulla toglie alla generalitrt del risultato. Din-iostrereino ora 
che, assumendo in S,,, la regione A come regione S, sono soddisfatte le con- 
dizioni (l), (8), (3) enunciate piil sopra. 

La (1) è senza dubbio soddisfatta per un teorema dato nelln inia Meii?. 
cit. (A) (5 6). 

La regione A è invariante per il gruppo G, perchè G è un gruppo di 
inovimenti di una nietrica, e A è la regione, ove questa metrica è reale e 
regolare. Per i risultati della mia Mem. cit. (dnn. di Natenb., 1906) il gruppo G 
ha dunque in il una rete R di campi fondamentali, che è quindi posta tuttü 
a distanza finita nello spazio euclideo immagine S,,, . Anche la condizione (2) 

(*) Se la. rnetrica è definita da una forma differenziale quadratica, il determinante del- 
l'elemento lineare è un invariante non assoluto. 
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è perci6 soddisfatta. Basta dunque limitarci a diniostrare soddisfatta la con- 
dizione terza. Sia k il grado (non nul10 per ipotesi) dell'invariante consi- 
derato I .  Sia a un intorno di un punto generico 2 di x, e siano rispetti- 

- - 
vamente a, A l'intorno e il punto corrispondente per una trasformazione Ti 
di G. Il quadrato A = D D V e l  modulo dell'Iacohia~io D di Ti è per ipotesi " 
uguale a Se noi vogliaino trovare il valore di A in un punto di ar, 

basterà che noi in questo radicale sostituiamo a I il valore che esso ha ne1 
punto considerato, e a Ti 1 il valore di I ne1 punto corrispondente di &. Sia 
ora 8 la massima distanza geodetica di due punti di a ;  poichè nella nostra 
inetrica x ed a sono congrui, la niassima distanza geodetica di due punti 

di u sarà ancora uguale a 8. 
11 rapporto dei valori di I in due punti di a s a r i  in valore assoluto infe- 

riore a d ;  e altrettanto avverrà dei rapporti dei valori di I in due punti 
- 

di a. Quindi il rapporto dei valori di A in due punti di a sa r i  minore in 

valore assoluto di vd", che è una costante, indipendente dalla trasforma- 
zione Ti considerata. La condizione (3) è durique anch'essa soddisfatta. 

Il teoreina testè dimostrato ci assicura della convergenza delle serie (1) 
per una vasta classe di gruppi di movimenti: l'importanza di questo teorema 
sta in ci6 clie tutti i casi finora noti, in cui le ( 3 )  convergono (eccetto il caso 
dei gruppi Kleiniani), e anche alcuni casi nuovi sono altrettanti casi parti- 
colari di esso. Ci6 che risulta facilmente dai teoremi del seguente paragrafo. 

3 3. Teor. 1). Le wetriche (a due dimensioni, a curvqtura costante), che 
amr~tettono colse mouiszenti quelle trasfow~bazioui 

che trasforncuno in  sè uno stesso cerchio reccle C del piano n della vuriabile 
coln~leta x, sono metriche P. 

Corne è ben noto dalla teoria delle superficie pseudosferiche, noi potreino 
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supporre, senza diminuire la generalità, che l'elemento lineare della nostra 

Coine invariante 1, sceglieremo la radice ottava del discriminante d i  
questo elernento lineare ; porreino cioè : 

Se indichianio con r la distanza geodetica del punto ( i ,  . f i )  da1 punto 
(0, O), si ha 

Siano ora A, B due punti, la cui distanza geodetica A B  sia minore 
di 8, e le cui distanze geodetiche da O sieno rispettivainente r,, r , .  Sarà  

6 
chiammente / q - f 1 < - Il rapporto Q dei valori di I in A e in B sarà 

r 
cosh 2 

B 

Se r, 5 r,, avremo ehe 

cosli & + g) 8 9-2 

I r Q s  
8 

= cos11 - + tangli senli < r 
cosh + 9 2 

Se poi r, C r , ,  avremo naturalmente 

1 
l>Q> 8 s cosh - + senh - 

52 2 

6 8 Esiste dunque unn costante d = cosli -+ sen11 9 9 a Cui Q 6 il1 ogni 
2 

caso inferiore in valore assoluto. 
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Osserviaino poi che, ne1 nostro caso, il piano s; fa l'ufficio, che ne1 caso 
generale faceva Io spazio S,, e clie la regione A è ne1 caso attuale la regione 
interna al cerchio C ' ( S v  x" 1) ed è quindi a distanza finita in z. 

La inetrica considerata è dunque una inetrica P. 
Teor. 2." Le metriche Hennitiane d i  tipo iperbolico (") sono 11cetric7ze P. 

Le metriche Hermitiane reali sono definite dalle forme Hermitiane, riduci- 
bili al tipo zl sf + . . . + 2,-, &,,& z, 2;::. Il caso più interessante è quel10 in 
cui vale il segno inferiore, che noi abbianio chiamato « di tipo iperbolico ». 

X 
= E2, Supposto per fissare le idee che n = 3, e posto 2 = x1 , - 1' ele- 

z3 2 3  

mento lineare della nostra metrica è (**) 

Questa metrica è una metrica reale, coine facilinente si vede (ponendo 
x, = <, +- i -0, [k = 1, 21) nella regione 11 (a. distanza finita) luogo dei punti 
interni all'ipersfera assoluto 

1 inovimenti nella nostra inetrica sono poi quelle trasforinaziorii lineari 
frütte sulle x, clie si deducono dalle trasformazioni liiieari intere sulle z,  clie 
trasforrriano in sè ln nostra forma Herinitiana. 

Si trova, coirie sopra, che si pu6 porre 

(*) Le inetriche Hermitiaiie furono da  nie date la prima volta i n  una. Mem. dell'ilcc. 
Gioeiticc d i  Chtania (Ser. 4, Vol. 17) e piil estesainente in  nna Nota dell'Istituto Ve~zeto di 
Scieme, ecc. (1934, Soin. 69), che haiiiio rispettivainente per titolo: Sulla teoria delle fortne 
puaclratiche, Herinitiane, ecc. e Scclle metriche definite d a  uiza forina Hermitiana. Esse furoiio 
piii tarai ritrovate dallo STLTDY ne1 vol. 60 dei Math. A m .  Ad alcune, secondo me, ingiusti- 
ficate ohbiezioni rivolte dallo STUDY alla niia trattazioiie io risposi iii u n a  breve Nota puh- 
hlicata iiel Boll. clell'Acc. Gioenia. 

(**) 111 geiierale, per n qualuiique, l'elemento lineare in discorso è del tipo : 
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Posto poi x, x! + s, x: = tangh2 r, si ha I = cosh r ; e la diinostrazione 
procede come ne1 precedente teorema. 

§ 4. Se noi abbiamo più forme differenziali El , E, ,... , Es del10 stesso 
grado, e la  Ei dipende dalle variabili $1, 3;) ,..., y';' ni (i = 1, 2 ,..., s; ni h 9) ed 

è affatto indipendente dalle y"), y("', . . . , y'"-", y"+'), . . . . , y'"), io dirb, con lin- 
guaggio analogo a quello già usato nei lavori eitati, che la metrica definita 
dalla fornia E = Ei è una iiîetrica mista, somma delle metriche parziali , 

i 

definite dalle Ei. Una trasfornlazione Q sulle y, che sia prodotto di s tra- 
sformazioni Qi ($4 s), la Pm" delle quali è un nioviinento nella metrica Ei, 
sarà un movimento nella metrica E. Un gruppo G di tali movinienti Q sarà 
detto i l r i  gruppo nzisto, prodotto di più gruppi parziali Gi. Il gruppo Gi è 
quello generato dalle trasformazioni Qi, corrispondenti alle trasformazioni 
Q di G. 

Si ha il teorema : 
Teor. III. Una metrica, sonma di pi& metriche parziali P, è una me- 

trica P; e quindi i l  gruppo dei corrispondenti movinzenti è un gruppo P. 
Siano I, , I2 ,. . . , I, rispettivamente gli invarianti non assoluti, elle si con- 

siderano per ognuna delle metriche E l ,  E ,,..., E,. Ne sirino k,, k ,,.. ., k,  
rispettivamente i gradi. Posto k = 11 k, ,  avreiiio evidenteniente c,he la quail- 

i 

tità I, definita dalla 

è evidenteniente un invariante non assoluto di grado k nella nietrica E. 
Un punto di E è individuato dalle V n,. coordinate y'", y'",. . . , y@'. Sia 9 

10 spazio in cui vige la metrica E, e sia Sv il solito spazio euclideo rappre- 
sentativo a v = 2 ni dimensioni, in cui le y sono coordinate cartesiane or- 

i 

togonali. Cosi pure sia si uno spazio, in cui vige la metrica E i ,  e sia 8:; uno 

spazio euclideo, in cui le y'" sono coordinate cartesiane ortogonali. Per ipo- 
tesi mi sarà rappresentato in una regione Aj di Sn:, posta a distanza finita. 
Osserviamo ora che per dare un  punto A di s basta darne le corrispondenti 
coordinate #'), y"), . . . , 3'') ; ma, date le y@), resta individuato un punto Ai 
di 2'; O di Sn), che noi potremo chiamare la proiezione di A su 2, O su S:;, 
Ne verrà tosto che,'per dare un punto A di s O di Sv, basta darne le pro- 
iezioni Ai sugli spaxii parziali s< O S'". Ora Ai E in S''? la regione iniina- 

Annali di Matematiea, Serie III, Tonio XIV. 6 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



42 Fub in i :  Sulla teovia delle fu.nxion.i autovnorfe 

gine di xi. Per ipotesi noi la potremo supporre a distanza finita. Quei 
punti di Sv, la cui proiezione su ogni spazio S'') è interna a A,, (i = 1, 
2,. . . , s) riempiranno dunque una regione A,  a distanza finita, immagine di Y. 

Sia ora h il grado delle EL ; e siano A, B due punti di 2,  le cui proiezioni 
su  xi saranno da noi indicate con Ai, Bi. Sia r la distanza geodetica A B  
inisurata in X, e sia r i  la distanza geodetica A, Bi, inisurata in xi. Sarà evi- 
dentemente 

rh = Z; 9.:. 
Z 

Se dunque r < 8, sarà a fortiori ri < S. Ma, per ipotesi, il rapporto dei 
valori di If in A, e in B, è minore di una costante d i ,  dipendente solo 
da S. Quindi il rnpporto dei vnlori di I in A e B è inferiore alla costante 

la quale dipende soltarito da S. 11 nostro teorema è quindi dinlostrato. 

U N A  A P P L I C A Z I O N E  F U N Z I O N A L E  

(ai gruppi iperfuchsiani misti). 

8 6. 1 teor. 1.0 e 9.0 del $j 3, ci danno esempi di metriche P: il teo- 
renia 3." ci permette di trovare, date più metriclle P, una nuova nietrica P. 
Alle iiietriclie, cos1 determinate, noi applicliereino ora i teoremi del § 8. 

Noi incliclierenio con xl" delle variabili coinplesse, con s un intero posi- 
tivo, e con nt degli interi positivi, inaggiori di 1 ; e noi supporreino che i 
possa varinre da 1 a s, e che t possa variare da 1 a ni - 1. Porreino poi 

-- 
xl" = 51" + d- 1 4 0  (dove 5, ïi sono variabili reali). 

Indicando con a, b delle costanti, noi chiainereino gruppo iperfuchsiano 
~tzisto (con locuzioni analoghe n quelle usnte da PICARD e da me nelle Me- 
iuorie citate) un gruppo, le cui trasformazioni T sono del tipo seguente 
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, 

e trasformano in sè stesso il sistema delle equazioni 

Io dico che 
Un yruppo G iperfuclwiano misto é un yrtqpo P. 
Infatti ogni trasformazione T di G è prodotto di più trasformazioni par- 

ziali Ti (i & s), la iminta delle quali trasforma soltanto le %('), e, considerata 
come una trasformazione sulle corrispondenti 5'", ri(i), è un moviinento in uns 
metrica Hermitiana. La Ti genera dunyue, al variare di Y, un gruppo P 
(teor. 8.O, $j 3). Per il teor. 3." del 5 3.') anche il gruppo G dato è un gruppo P. 
La metrica mistu, in cui G è un gruppo di movimenti, si dirà uria inetrica 
Hen~hitiana nzista. Dai risultati precedenti possianio cosi dedurre : 

« Se G è un gruppo iperfuchsiano 9nisto qualunque, privo di trasforn~n- 
zioni infinitesime, esistono sempre dclle funzioni uniformi, invarianti per G. 

Questo teorema coniprende come caso particolare il teorema di POINCARÉ 
sulle funzioni' Fuchsiane ( s  = 1, n, = 9)) i teoreini di PICARD ( s  = 1 ; ni = 3), 
e i teoremi di HILBERT-BLUMENTHAL che si riferiscono a certi gruppi partico- 
lari, per cui .n, = rz, = . . . = n, = 8. 

LE FUNZIONI ZETA-FUCHSIAKE E ZESA-KLEINIAXE (Cfr. &$ 73-9). 

§ 6. Questo paragrafo, e i seguenti, sono dedicati al10 studio del no- 
stro probleina fondamentale, quando il gruppo r non è più ridotto alla sola. 
trasfor~nazione identiea. Eccetto perb nell'ultiino paragrafo, noi supporremo 
che i gruppi G, 1' siano gruppi di trasforinazioni lineari. Prima di tutto, 
supporrb che G sia un gruppo fuchsiano O Kleiniano in una sola variabile x. 
Il caso che il gruppo G sia un gruppo fuchsiano fu studiato da POIKCAHÉ 
nelle Mem. cit., in cui perb non è dato in generale il teorema di esistenza 
per le funzioni z. Noi, servendoci dei risultati sulle equazioni integrali di 
FREDHOLM e di HILBERT, vedremo che con grande seinplicità si pub stabilire 
l'esistenza delle funzioni z, sia per un gruppo G fuclisiano, clie per un 
gruppo G Kleiniano. Sia K un poligono fondamentale di G su1 piano coin- 
plesso ii. della variabile x: supporrenio che esso abbia un numero finito di 
vertici. È facile vedere che il nostro problerna (appunto come il problema 
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dell'esistenza delle funzioni fuchsiane e Kleiniane) si riduce alla costruzione 
in K di una O più coppie di funzioni reali armoniche coniugate, i cui valori 
al contorno sono legati da certe relazioni, individuate dai gruppi G ,  r. E, 
come avviene in generale per i problemi al contorno, anche questo proble~na 
si riduce a risolvere una equazione integrale, cui potreinmo applicare i me- 
todi d i  FREDHOLM-HILBERT. La terza Memoria di HILBERT ci risparinia perb 
10 studio diretto, perchè facilmente si vede che il nostro probleina si pub 
ridurre al problema di inversione di RIEMANN, risoluto esplicitamente da HIL- 
BERT ne1 lavoro citato. 

Supponiamo per il moment0 che G sia un gruppo di genere zero: esi- 
sterà allora una funzione X uniforme delia x, la quale in K riprende ogni 
suo valore una volta e una volta sola, cosicchè sara stabilita una corrispon- 
denza biunivoca t ra  i punti di IC, e i punti del piano della X. Al passaggio 
della x da un punto di K a un punto equivalente di un altro campu fon- 
damentale corrisponderanno ne1 piano della X dei giri attorno ad alcuni 
punti a, ,  n ,,..., a,,, immagini dei vertici di K. Se noi dunque consideriaino 
le funzioni cercate z come funzioni di II, si vede che il nostro prohlema di- 
venta quello di costruire delle funzioni di X, le quali subiscono delle tra- 
sformazioni lineari prefissate, quando X gira attorno ai punti a. Il nostro 
problema è cosi senz'altro ricondotto al problema risoluto da HILBERT. 

Per studiare ora il caso in cui il genere di G è inaggiore di zero, po- 
'trenmo p. es. cercare di estendere alle superficie Riemanniane (*) la riso- 
luzione, che HILBERT diede del problema di inversione per il caso del piano. 
Ma è facile vedere che si pub evitare 10 studio diretto, riconducendo il no- 
stro problen~a. a quello testè trattato. È facile infatti riconoscere che, se 
a, ,,. . , a, sono I I &  funzioni su una data superficie Riemanniana T a r fogli, 
le quali subiscono un dato gruppo G di trasformazioni lineari, quando si 
faccia descrivere a un punto della superficie T un qualsiasi carninino chiuso 
(su T), noi possiamo subito dedurne un sistema di m r  funzioni u di una 
sola variabile 5, le quali subiscono un dato gruppo di trasformazioni lineari, 
quando la 5 descrive cammini Chiusi ne1 suo piano. Il problema di costruire 
le a è cosi ridotto al problema di costruire le u. 

(*) Ne1 caso che il genere di G sia rnaggiore di zero, si possono trovare due funzioni X, Y, 
invarianti per G e legate da una relazione algebrica definente una superficie Riemanniana T 
in guisa da avere una corrispondenza biunivoea tra i punti di K e i punti di T. Questa su- 
perficie T avrebbe, ne1 caso attuale, l'ufficio, che ne1 caso precedente aveva il piano di X. 
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Siano infatti i ,  -ri due variabili, legate da una relazione algebrica di 
grado r nella -4, che definisca la nostra superficie T. Ad un punto generico A 
del piano di 5 corrispondeianno r punti sovrapposti sulla T :  A,, A,, .. . , A,. 
E noi potreino segnare su1 piano della 5 r - 1 cainmini chiusi Ci, C,, . . ., 
Cl,,-, , tali che, se A descrive uno di yuesti cammini, p. es. il cammino 
Cs (Y 5 r - l), il punto A, corrispondente descrive su T un cammino chiuso y,, 
che 10 porta ne1 punto A,,, . A ogni altro cainmino chiuso descritto da A 
corrisponde sulla superficie T un  caminino, che porta il punto A, O in sè 
stesso, oppure in uno dei punti A,, A,, . . . , A, : un cainmino cioè, che, se non 
è chiuso, si pu6 decomporre ne1 prodotto di un cammino chiuso per uno 
dei cammini y,, y ,,..., y,-, . 

Le z , ,  2, ,..., a,, in un intorno di A,, si possono considerare come fun- 
zioni della 5 :  restano cos? definiti, in un intorno di A, 9 t h  elementi di  fun- 
zioni analitiche v,, v ,,.. ., u,, . Se noi li prolunghiaino lungo Cs (8 & r - l), 
ritornando poi in A, otterremo ne1 punto A m nuovi elementi di funzioni 
nnalitiche, che indicheremo con u,,,,,, v,,,, ,,..., v,,, ,,,, . @ni altro cainmino 
chinso su1 piano della 5, o corrisponde a un caininino chiuso sulla T, op- 
pure, per quanto abbiamo visto, è prodotto di uno dei cammini C, per un 
cammino, a cui sulla T corrisponde un carnniino chiuso. Poicliè noi sap- 
pian10 come C, trasfornia le v,, u,,. . . , u,, e per ipotesi è dato il gruppo r 
delle trasforniazioni prodotte sulie a dai cammini chiusi descritti sulla T, noi 
verremo a conoscere l'effetto, che ogni cammino chiuso su1 piano della r' 
produce sulle u, , v, ,..., v,, e quindi anche su tutte le altre u (v,,,, v,,,, ,,..., 
v,,,.). La determinazione delle funzioni x sulla superficie T  è cosi ricondotta 
a deterininare le r w z  funzioni v su1 piano della t, ossia è ricondotto proprio 
al probleina, che è stato risoluto da HILBERT. 

LE FUNZIONI ZETAIPERELLITICHE E ZETAIPERFCCHSIANE. 

$ 7. Questo paragrafo è dedicato alla risoluzione (per mezzo di svi- 
luppi in serie, cfr. § 6) del nostro problema fondatnentale, quando G è un 
gruppo iperfuchsiano puro O inisto (") (§ 5), e r è un gruppo di trasfornia- 

(*) Pu6 essere interessante anche Io studio del caso, in cui G è un griippo di inovimenti 
euclidei (le mrtriche euclidee sono cas0 limite di metriche Herinitiane) O in particolare del 
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zioni lineari, intere, ornogenee. Esso costituisce un ainpio sviluppo delle idee, 
svolte nella Nota preliininare (B) citata al 8 1. Il metodo che seguiremo con- 
siste ne1 çeneralizzare la serie, che POINCAHÉ ha dato per il easo delle fun- 
zioni zetafuchsiane, e ne1 dinlostrarne la convergenza. Indicheremo con Hi, 
Hz ,. . . , H,, nt funzioni delle x, con Ti una trasformazione generica di G, con T, 

la trasformazione corrispoildente di r ; di più, se 1, . . . 'h,,, sono m quantità 
qualuiique, indicheremo con ri 'h, , . . . , zi 1, le loro trasformate mediante una 
trasformazione di r. Consideriam0 le  ln serie 

dove p è un intero, che per ora lasciaino arbitrario. 
1 quozienti z, delle serie (5) per una serie (1) risolvono forinalniente il no- 

stro problema, clie è quindi ridotto a diniostrare la convergenza assoluta e 
unifornie, nell'intorno di un punto generico, della serie (5). Siccome per ipo- 
tesi G è un gruppo iperfuchsiano misto, esso si pub consideràre coine gruppo 
di inovimenti in uno spazio 2. Noi indicheremo con O quel punto di 8 ,  le 
cui coordinate x sono tutte nulle, e con r la distanza geodetica da O a un 
punto generico A di 2.  Supporrenio clle le HP abbiano i loro punti singolari 
non densi nella regione, ove la inetriea s è reale. 

La dimostrazione, clle POINCAHÉ dk per la convergenza delle (5) ne1 caso 

caso in cui G è un gruppo di traslazioni. Specialmente notevole, perchè iritimaniente con- 
nesso alla teoria delle serie 0, è il seguente caso particolare del nostro problema fondamen- 
tale: Siano date n val-iabili x e & n sistenzi di periocli anil, . . . , ni, (i = 1 , 8 ,  . . . , 2 n) tuli c h  
esistano funzioni uniforini y della x, 9 n volte periodiche, che amwmttano appunto i dati si- 
steini cli periodi, e cke no,z abbiano singolaritu essenziali a distanza finita, le quali saranno 
percih ilzvarianti per ulz gruppo G di traslazioni. Sia T u n  gruppo di  trasfonnazioni lineuri 
iiztere oiizogenee su nz vaviabili z, , z2,. . . , an,, e isomôvfo a G. S i  costruiscano nz funaioni z, , 
z 2 , .  . . , z ~ t  (zetaiperellittiche) uniforini clelle x, le quali, quando le x subwcono una trasfor- 
wzazioise di  G, subiscorto la trasforinuzionc corrispondente d i  I'. . 

Per n = 1 il problema è già stato risoluto (Gfi-. SCHLESINGER, Handbuch der linearen Dif- 
fere~~tialgleici~ui~yer~, Bd. II, XVII Abschnitt, V Kapitel). La generalizzazione al caso di  n. qua- 
lunque è cosi facile ed ovvia, che mi pare inutile I'esporla. Si troverebbe ancora che i l  pro- 
bleina in discorso si  riduce a deteriniilare delle funzioni z, le quali, per le trasformazioni 
di G, O subiscono I'aumento di una costante additiva, O restano moltiplica.te per un  fattore 
costante. E, corne le y sono esprimibili mediante serie 8, si troverebbe che queste funzioni B 

s i  possono esprinlere inediante conihi~iazioni lineari di funzioni 0 ,  e di derivate logaritmiche 
di tali funzioni. A noi basterà ricordare che la risoluzione dell'attuale problema si  conipie, 
per inezzo di traseendeidi ben note, e non porta quindi a nuove classi di funzioni. 
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dei gruppi fuchsiani (ne1 caso trattato da POINCARÉ) si generalizza inmedia- 
tamente alle serie (5) per p abbastanza grande, appena si possa provare che 

!.O) Esiste una costante o: tale Che, se il segmento di geodetica che 
congiunge A ad O incontra un nuinero n di cainpi fondamentali, è 

8.O) L'ipersfera V di centro O e di raggio R (nella riostra metrica) (valc 
a dire il luogo dei punti, la cui distanza da O è minore O uguale a R) lia 
un volume minore di h ek", dove h, Tc sono costanti positive opportune. 

3.' Se T è un moviinento nella nostra metrica, clle porta il punto O 
ne1 punto A ,  e se la distanza geodetica O A è uguüle a r ,  il valore asso- 
luto del10 Iacohiano di T in un intorno sufficienteinente piccolo di O è mi- 
nore di y e - r ,  dove y ,  p sono costanti positive (che non variano al va- 
riare di T). 

Notiamo tosto che O si pub considerare coine un punto generico (percliè 
ogni punto si pub portare in O, mediante un conveniente inoviniento). 

Noi dimostreremo Che, se G è privo di trasforrnaaioni infinitesime (ne1 
qua1 caso per i teorerni di (A) possiede certamente un campo fondamentale) 
e se il suo poliedro fondamentale C mon ha vertici a distanza infinita nella me- 
trica viyente i n  r;, allora le condizioni precedenti sono soddisfdte; s resta cosi 
dirnostrata l'esistenaa delle nostre funzioni a. 

Se invece il poliedro fondamentale di G avesse vertici a distanza infi- 
nita, le (6) non sarebbero più in generale convergeiiti. Bisognerebhe aiii- 

inettere delle condizioni restrittive per I', cosicché non ce ne occuperenio 
più oltre. 

11 teorema precedente comprende come casi estremnnzente particolari quasi 
tutti i risultati d i  POINCAHÉ szclle funaiomi zetafuchsiane, i teoreaci da me dati 
in  ( B ) ;  e Zi generaliaza ad amnpie classi di yruppi G ,  i n  cui sono p. es. in- 
clusi i gruppi iperfuchsiani di PICAHD, i gruppi iperrnodulnri di HILBERT- 
BLUMEKTHAL, ecc. 

La condizione (1) si diinostra facilmente (*). Infatti, poicliè un poliedro 
fondanientale C è tutto a distanza finita in r;, e poichè in una regione fiiiita 
(nella nletrica r) pu6 evidenteinente penetrare soltanto un numero finito di 
poliedri fondamentali (che soiîo, in detta metrica, tutti congrui tra loro), un 

(*) Ch-. SCHLESINQER, Theorie c7er lin. D . , . B .  8, II Theil, S. 108, 351. 
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qualsiasi spigolo di C (*) a 2 n - 9, O a 9 ut - 3 , .  .. dimensioni pub essere 
coinune soltanto a un numero finito di campi fondamenta.li. Si possono 
quindi ripetere quasi parola per parola i ragionamenti, che si fanno per il 
cas0 dei gruppi fuchsiani. 

Studiamo ora la condizione ?La). Poicl-iè G è iperfuchsiano inisto, le n 
variabili x si potranno dividere in più sistemi parziali (&$ 4-5) 

la metrica z è una inetrica inista, il cui elernento lineare è (6jS 3, 4) 

s 

E= X B i ,  dove E,= 
/=1 

Il discriminante I di E è düto d a :  

e A è un fattore numerico. 11 volume della ipersfera V è uguale all'integrale di 

\ l ~  esteso alla nostra ipersfera. Usando le locuzioiii del § 4, riconosciamo 
tosto che l'ipersfera V avrà sugli s spazii parziali xi per proiezioni delle iper- 
sfere Ir,, di raggio R nella inetrica esistente in Li; ed è facile riconoscere 
che il volume v di V è minore del prodotto dei voluini vi delle ipersfere V,. 
Il volume di Vi è uguale, a meno di un fattore nuinerico, all'integrale di 

\lz,, esteso all'ipersfera V;. Posto al'' = Et + \'Tl -r,fl, le 5, a cos1 definite si 
possono assumere coine coordinate cartesiane ortogonali in uno spazio eu- 

(*) Se le variabili x sono in numero di lz, X è a B n. dimensioni : e gli spigoii di C (iii- 

trrsezione di due O più faccie di C) sono a una, O a due,. . . O a B - 02 dimeilsioni. 
(**) Se il gruppo fosse iperfuclisiano non inisto (puro), sarebbe s= 1. 
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clideo S'", immagine di x i ;  l a  ipersfera Vî di zj avrà in S(') per immagine urla 
ipersfera Wi ; e, se p indica i raggi vettori in Si), cioè la distitnza euclidea da 
un punto generico di Si) d'origine O;, si lia 

II volume ai è dato evidentemente, a ineno di un fattore ninnerico, dal- 

l'integrale di \Iz. esteso a tutta la regione raccliiusa da Wi: integrale, che noi 
indicheremo con 

Per calcolare yuesto integrale inultiplo, usererno in 8'') coordinate polari; 
e troveremo allora clle questo integrale è uguale all'integrale: 

esteso a un raggio dell'ipersfera Wi, e rnoltiplicato per I'area di una iper- 
sfera d i  8''' di raggio euclideo uguale a 1. Indicando con pi un fattore nu- 
rilerico, trovianio dunquc 

Ora 10 spazio xi è rappresentato in quella regione di S'", clie è interna 
all'ipersfera di raggio euclideo 1, e di centro O j ;  quindi p < 1, e 

dove con r, indico il raggio euclideo di W,. Troviamo ora che relazioiie 
passa tra il raggio non euclideo R di Vi e il raggio euclideo ri di Wi.  Evi- 

dentemente R = Ed p, esteso ad un raggio ri di W i ,  p. es. al raggio, cle- I d  
finito dalle xiq = L$ = . - = si:-, = O, ossia 

Alznnli di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 
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Indicando con v, una costante, si trova infine 

Percib v (Che è minore del prodotto dei si) è ininore di 

se 72 = n vi  , k = 2 2 (na - 1)  = 2 n. La 2." condizione si trova quindi soddi- 
i '& 

sfatta. 
Studiamo ora la 3.a condizione. Lo Iacobiano A = D Do di una trasforina- 

zione, che porta un punto C in un punto B, è uguale ne1 punto C (cfr. § 2) alla 

I(') dei valori ehe I ha nei punti C, B. Ora, radice quadrata del quoziente - 
I iB) 

se C resta in un iiitorno del punto 0, la quantità I ( C )  resta inferiore a una 
costante finita p. dipendente soltanto dall'intorno scelto. Quindi 

Indicando con BI . . . B, le ~roiezioni di B sugli spazii parziali Si, si 
trova : 

Indichiamo con €y), -ri:' le coordinate di Bi in Si', con ri la distanza eu- 
clidea da Bi a O;, e con & la distanza geodetica corrispondente in &. Se E 

è la inassima distanza geodetica di due punti dell'intorno scelto del punto O, 
E sa& pure la massima distanza geodetica di due punti dell'intorno trasfor- 
niato. In particolare la distanza da Bi al punto trasformato di Oi è minore 
di E. Se quindi 9; è la distanza geodetica da O, al suo punto trasformato, 
sa r i  6, > Oc - o. Ora 

Per la relazione trovata sopra trn la distanza euclidea Oi Bi da 0; a un 
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punto B, di Si), e la distanza corrispondente in x i ,  abbiamo : 

e quindi (indicando con Ai, L, costanti numeriche) 

pp ' - - -hi ( e h  + te-")-sni <Li e-%niBi < L.  e t s r t i c  e-tniOi. 

d'i (Bi) 

Poichè eE è una costante finita, dipendente solo dall'intorno scelto, tro- 
viamo infine 

A < y e&iûi 

dove y è una costante finita, dipendente dall'intorno scelto. Indichiamo ora 
con r la distanza geodetica ne110 spazio ainbiente >; da1 punto O al suo tra. 
sforrnato, sarà r = 2 6: e quindi 

8 

dove è una costante positiva non maggiore di alcuna delle rzi .  Si ha quindi 
infine 

1 D 1 < y e-Br. 

La 3.") e ultinia condizione si trova quindi anch'essa soddisfatta. 

5 8. La precede~ite dimostrazione continua a valere, anche se il campo 
fondamentale di G ha vertici a distanza (non euclidea) infinita, in alcuni casi: 
p. es. ne1 caso che il gruppo r sia un gruppo ridotto alla sola trasforma- 
zione identica. Otteniamo cosi m a  nuova dimostrazione dell'esistenza d i  fun- 

zioni invarianti per un  gruppo iperficchsiano misto; dalla quale, ripetendo 
considerazioni ben note dovute a POINCARÉ, si potrebbe dedurre che tali 
funzioni variano con continuità al variare continuo del gruppo, ecc. 

§ 9. Le funzioni testè deterbinate soddisfano :i interessanti sistemi 
di equazioni differenziali. Io me ne occuperb qui soltanto in un caso parti- 
colare, specialmente notevole : che sia cioè r = 1, ossia che G sia un gruppo 
iperfuchsiano non misto. Supporrb per semplicità che sia n. = n, - 1 = 9,  
ossia che G sia un gruppo iperfuchsiano in due variabili x, y; e riporter6 
quasi letteralinente ci6 che dissi già nella mia Nota (B) citata. 
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Come dimostrb PICARD in un  caso particolare (Mein. cit.), tra le funzioni 
invarianti per G si possono scegliere in infiniti modi due funzioni zc, v, tali 
che ogni altra funzione iperfuchsiana, invariante per G, E funzione algebrica 
di u, v. Siano 2,. . . z, p funzioni uniformi delle x, y, le quali subiscono le 
trasforinazioni di un certo gruppo lineare I', quando le x, y subiscono le 
trasfornlazioni di G:  noi le sappiamo costruire p. es. ne1 caso che G non 
abbia vertici a distanza infinita. Supponiamo 

dove k è un intero positive. Consideriaino le z come funzioiii di u, W. È ben 
chiaro che noi potremo determiriare delle funzioni a,.,,, delle x, y, tali che sia: 

dove r, s sono due interi positivi o nullli qualunque, la cui somma è TE, e 
t, d sono due interi positivi O nulli, la cui somma è minore di k. 

Infatti, per ogni coppia di valori r, s, otteniaino, poiiendo per i succes- 
sivamente i suoi valori i = 1, 2 , . .  ., p, tante equazioni nelle a ,.,,,, quante sono 
le incognite a,.,,, stesse. Kisolvendo queste equazioni rispetto alle a, otte- 
niaino le a date solto forma di quoziente di due determinanti. 

Ognuno di questi determinanti è format0 di p righe : la ieSiw" delle quali 
contiene termini, che sono o la xi O le sue derivate. 

Se noi facciamo sulle x, y una trasforrnazione di G, le u, u nori mu- 
tano, le zi subiscono una trasformazione lineare. 1 precedenti determinanti 
restano nioltiplicati per uno stesso fattore; e quindi le a restano inalterate. 
Le a, considerate conle funzioni delle u, w, sono dunque funzioni algebriche 
delle u, v. 

Il precedente sistenia di equazioni lineari, è dunque .un sistenza di equa- 
zioni lineari alle derivnte parziali, a coefficienti algebrici, i l  cui integrale ge- 
nernle dipende da  un nurnero finito di costanti arbitrarie, e che moi possimno 
dire di  sapere cowzpletanzente integrare (ne1 senso moderno di tale parola). 
Noi sappiamo ilôfatti espriwere tanto le variabili IA, v, quanto le funzioni in- 
coynite 0 mediante fun.~ioni unalitiche miformi iperfuclwiane e zetuiperfuch- 
siane di due variabili indipendenti ausiliarie x, y. 

Resta posta la questione se ogni sisterna di equazioni differenziali lineari 
a coefficienti algebrici, il cui integrale generale dipende da un numero finito 
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di costanti arbitrarii si possa integrare in ta1 modo: questione analoga alla 
questione tanto studiata dell'integrazione delle ecpazioni lineüri alle derivate 
ordinarie mediante funzioni fuchsiane e zetafuchsiane. 

§ 10. Le funzioni a , ,  z2 ,..., z,,, di w variabili z, che si ottengono ri- 
solvendo (se possibile) il problenla fondamentale, yuando G e r sono gruppi 
di trasformazioni birazionali, si diranno funzioni cremoniane. Le serie (1) del 
§ 9 e (se r è compost0 di operazioni distributive) le serie (5) del § 7 con- 
servano le loro proprietà forniali. Ardua iinpress è per6 Io studiarne la con- 
vergenza. 

Noi ci occuperemo, con altri metodi, del solo caso che G e r siano gruppi 
ciclici, siano cioè generati dalle potenze di m a  trasforinazione birazionale 
rispettivamente nelle x O nelle z. POJNCAHÉ (nella Mem. citata con (Po) al 3 1) 
ha studiato due casi particolari di questo problema: 

1.O) n = 1 : G è il gruppo ciclico generato dalla trasformazione x' = p  x. 
II gruppo r è generato da una trasformazione s, definita dalle 

dove le R sono funzioni razionali. POINCARÉ ha conlinciato anzi da1 cas0 clle 
la r sia soltanto una trasformazione razionale e non birazionale, deternii- 
nando cos1 delle funzioni ai, che soddisfano alle z, (p CE) = Ri b, (x), z, (x) ,. . ., 
z,, (x)]. Egli suppose Ri = O per x ,  = . = z,* = O 7  e prefisse che le z j  si 
annul1asset.o per z= O. Trovb (col metodo delle funzioni maggioranti) clie 
il problema era risolubile, se 

4 lpI>l. 

8) Posto (3) = b i t ,  E,, = 1, E, = O per i k ,  (i, 1- = 1 ,  a zk zI-rz-... zn-O 

8, ..., m) il determinante D (p) = 1 b,  - E, p è nul10 per p = p ,  e differente da 
zero per p =pk7 se h è un qualsiasi int.ero maggiore di 1. 

8.") 11 secondo iipo di funzioni cremoniane determinato da POINCARI? 
si deduce da1 precedente: noi ne parleremo più avanti, diinostrando die  i 
risultati di POINCARÉ valgono anche in cdsi più vasti da quelli da lui trattati. 
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Il PICARD ha pure (col metodo delle approssimazioni successive) risoluto 
il primo dei due problelni precedenti, senza imporre alle funzioni cercate di 
annullarsi per x = O ;  egli cos1 potè far a nieno d'imporre alle Ri le condi- 
zioni restrittive imposte da POINCAKÉ. Le funzioni ottenute da PICARD esi- 
stono ancora (se r è una trasformazione birazionale) in tutto il piano della 
variabile coniplessa x ; rila hanno per x = O una singolarità essenziale. 

Le funzioni di POIWCARÉ e di PICARD non esauriscono (*) perd i l  cawpo 
delle funzioni soddisfacenti alle xri = Ri z, ( p  x) = Ri (2, , . . . , x,,,). La determina- 
zione di tutte queste funzioni è un problema non ancora risoluto. 

5 11. 1 nîetodi e i risultati di POINCARÉ si estendono con la massima 
facilità al caso di rz qualunque, quando G è un gruppo ciclico di trasforma- 
zioni lineari. Se p. es. G è generato dalla : x', =pi  xi (i = 1, 8,. . . , n), l'esistenza 
delle funzioni x si dimostra ne1 caso che pi 1 > 1, che 

nicntre D (p:î p t ~  . . . p>) =I= O, quando h i ,  h2 ,. . . , h, sono interi qualsiasi nulli 
O positivi, soddisfacenti alla hl + h, + - . - +hm > 1. Se .iz = m, e 10 Iacobiano 

(" ' ' non è identicamente nullo, potremo espriinere le s in funzione 
d (G . . %J 
delle z. Con le stesse considerazioni svolte nella seconda parte della citata 
Memoria di POINCARÉ si dirnostra che le x sono funzioni uniforini delle z, le 
quali esistono in una regione A del10 spazio, in cui le z sono variabili coor- 
dinate. Questa regione A. è il luogo dei punti A tali che l'aggregato di punti, 

(*) Supponiaino irifatti soltanto che l'equazione D ( g )  = O abbia una radice h tale che 
1 h 1 > 1 e che D(hk) a!= O, se k è un qualsiasi intero inaggiore di 1. Noi potrenlo costruire 
col metodo di POINCARÉ delle funzioni uniforini z di una variabile X soddisfacente alle 
zi (h X) - Ri [z, ( X )  , . . . , z,, ( X ) ] .  Se l'equazione D ( g )  = O non soddisfa alle precedenti condi- 
zioni, dovremo usare del metodo di PICARD. Costruiamo ora una funzione uniforme X della 
variahile x tale che X (p x) = h X (s). Potrenio p. es. assumere come funzione X una funzione 
doppiamente periodica di log X, coi periodi 9 n i, log p, e coi nloltiplicatori i, h. Le z, con- 
siderate come fuiizioni della x, sono funzioni uniformi soddisfacenti alle 

le qnali sono distinte dalle fuuzioni, soddisfacenti a queste condizioni, che si possono otte- 
iiere col metodo di POINGARE o con quel10 di PICARD. 
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format0 da1 punto A, e dai punti trasforinati di A mediante le T-', t-" T-~,.  . . 
ha il punto z, =O, a, = 0,. . . , z, = O come unico punto limite. E le funzioni x 
cosi determinate delle variabili B soddisfano alle 

5; [RI (2, . . . a,), Rz (21 . . z,,) , . . . 7 Rn (2,  7 .  . ., z,)] = pi xi (2 ,  , . . . , 2,). 

La loro esistenza è dimostrata, appena le pi soddisfino alle condizioni 
sopra esposte. 

Sia ora T un'altra trasformazione birazionale su m variabili 2, , Z, , . . . , 
Z,, definita da equazioni 

Zfi = pi (Z,, Z,,. S . ,  2,). 

Poniarno 

delle costanti 
hi, h 2 , . - . ,  h" 

6% ,=.,.= Zmxo 
= cik, 1 (p) = 1 cik - cik p 1 . Siano z, (i = 1, 8,. .. , n) 

soddisfacenti alle 1 sc, 1 > 1, A (x, )  = O, A (+ 7 t > .  . . iin*) -1 0, se 
sono interi qualsiasi, positivi O nulli, la cui soinina è maggiore 

di 1. Esistono allora, come diceinmo, delle funzioni Z unifornii di m varia- 
bili €, , 5 ,,.. ., 5, soddisfacenti alle : 

zi ( x , .&  , 7r ,  E2,. . . , n, E,) = pi [Z, (il , . . . , Sr,,), . . . , Zn (Srl , . . . , E , , ) ] .  

Consideriamo ora delle funzioni C l ,  i ,  ,. . . , 5, doppiainente periodiclie di 
seconda categoria delle variabili log x, , . . . , log x, coi periodi 2 x i, log pi ,  e 
i moltiplicatori 1, hi. Le Sr saranno funzioni uniformi delle x. D'altra parte 
le Z e le x sono funzioni uniformi rispettivamente delle i e delle z. 

Le  2, . . . Z,, considerate corne funzioni delle a, ,..., z,,, sono dtlzenque fun- 
zioni un i formi  delle z, le quali (quando le z szcbiscono uncc Irasforwtazione del 
gruppo ciclico generato d a  r) subiscono la  trasformazione corrispondente del 
gruppo ciclico gemerato da T. 

Esse risolvono quindi, nelle nostre ipotesi, il problema fondanientale, 
quando G e r sono gruppi ciclici di trasformazioni birazionali. 
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P A R T E  S E C O N D A  

SULLA TEOHIA DELLE THASPORMAZIONI DELLE FUNZIONI AUTOMOKPE 

DI UNA E DUE VAHIABILI JNDIPENDENTI. 

5 1. Se noi abbiamo uns  funzione ellittica z di uns  variabile x, allora 
tra s (x) e z (x'), dove 

x' = x + a ((cc = costante qualuiiq ue) (1) 

passa una relazione dgebrica. Le ( l ) ,  notiainolo, generano un p p p o  di LIE. 
Sia data una funzione fuclisiana O Kleiniana z (CE), invariante per un gruppo G 
propriamerlte cliscontinuo di trasforiiîazioni lineari sulla variabile cc. Per ge- 
neralizzare la proprietà precedente delle funzioni ellitticlie ci si pub proporre 
con POINCARG ( J O U T ~ .  de ïlZathélizatiques, 1887) di trovnre 'tutte le trasforina- 
zioni T definite da un'equazione : 

tali che z (a) e z (2') sieno legati da una relazione algehrica. Condizione ne- 
cessnriu e sufficiente affinc72è qttesto proprieth sia goddn da un.a trasforma- 
aione T, è c72e i gruppi simili G, T-' G T abbiano un sottogruppo coîuune d i  
indice finit0 (Cfr. POINCA~É, loc. cit.). 

Come è ben noto, a ogni gruppo r di trasformazioni proiettive non in- 
finitesilne, che trasformano in sè stesse nna forma F yuadrica ternaria non 
degenere, e indefinita, corrisponde un gruppo fuchsiano G propriamente di- 
scont inu~ su una variabile x. POIKCARÉ lia dimostrato, che se P è a coeffi- 
cienti intieri, e r ne è il gruppo aritmetico riproduttore, allora G è sotto- 
gruppo di un gruppo G' di trasformazioni lineari, che contiene trasforrna- 
zioni infinitesime (e che è percib chiainüto da POIKCARÉ gruppo continua: 
noi non ridotterelno questa denominazione, per non fare confusione coi gruppi 
di LIE). Ogni trasformazione T di G' gode, rispetto al gruppo G, della pro- 
prietà sopra citata. 
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Le funzioni fuchsiane corrispondenti al gruppo G godono di infinili teo- 
reini di trasforiiiazione: ogni trasforinazione del gruppo G' ( i l  quale contiene 
trasforinazioni infinitesime), individus urio di questi teoreini. 

$j 9. Ora la prima doinanda, che si presenta in questo ordine di studii, 
è la seguente : 

Esistono delle funzioni facchsime z, tnli che esista n n  grzdppo G' continuo 
d i  LIE di trasformazioni (29, tale clae, se 2' è %na trasformarione di G' esiste 
m a  relazione algebrica tra z (x) e z (T CE) ? 

(Con Tx indico al solito la quantità trasfoi.niata di x mediante la T). 
Ogni trasformazione T di G' dovrebbe in ta1 caso trasfornlare G in un  

altro gruppo G", che con G ha conlune un sottogruppo G") di indice finito A: 
Il nuinero K è un intero positivo ; e, mentre 2' varia con continuità tra le 
trasformazioni di G', il numero IC dovrebbe variarc con continuiti: e, poicM 
ci6 non 'è possibile, R resterà costante, alineno fino a clle T non divents 
uguale a qualche trasformazione singolare del gruppo G. 

Osserviarno ora che un cainpo fondamentale di un gruppo G'", che sia 
contenuto in G conie sottogruppo di indice finito K, si pub ottenere, unendo 
in modo conveniente un campo fondamentale P del gruppo G con altri K -  1 
carnpi fondarnentali del10 stesso gruppo, in guisa che questi cainpi for- 
mino insierne una regione connessa. Da ci6 si deduce clie l'insienie dei sot- 
toyruppi rii indice finito K di atn gruppo G propriawaente discontinuo è un ia- 
sielne discontinuo. (Anzi questi sottogruppi sono certainente in numero finito, 
se P ha un numero finito di lati.) 

Al variare continuo di 2' in G', il sottogruppo G(')  coii-iune a G ed a G" 
non potrà dunque variare con continuità ; e quindi s a r i  senipre uno stesso 
sottogruppo G") di G, alineno fino a che T non coincida con yualdie tra- 
sforinazione singolare di G. Dunque, almeno entro certi liiniti, le trasforina- 
ziorii di G dovranno trasformare G'" in sè stesso. Si potrebbe, è vero, sup- 
porre che le trasforinazioni T di G' trnsforinassero un altro sottogruppo G'2J 
(di indice finito IC) del gruppo G ne1 sottogruppo G"). Ma, al solito, noi ri- 
conosceremino che G'2) non pub variare con continuità : e yuindi G") è .senipr3e 
uno stesso sottogruppo di G, indipendente dalla trasforniazione considerata 
T di G'. E, poicliè quand0 T =  1, G'" coincide evidenteniente con G"), la 
nostra supposizione è diinostrata a.ssurda: vale a dire è dimostrato clie C") 
e G") coincklono, ossia che le trasformazioni T di G' trasforinano proprio G''' 
in sè stesso. 

Uria trasformazioiie T di G' porterà ogni trasforniazione r di G"' in 

Awnali d i  Matematica, Serie III, Tomo XIV. 8 
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un'altra trasfornlazione di G"); ma G") è un gruppo discontinuo; quindi r' 
non pub variare con continuità, e resta percib invariata al variare continuo 
di T. Con ragionamenti analoghi ai precedenti, se ne deduce che ogrii tra- 
sformazione T di Gr trasforma in sè stessa ogni trasformazione - di G'". 
Ossia : 

Oyni trasformazione T del gruppo contiwo G' è permutabile con ogni tra- 
sfortnaxione r del gruppo discontinuo G"). 

In particolare un punto lasciato fisso da una trasformazione 7 di G") è 
portato da ogni trasformazione T di G' in un altro punto lasciato fisso da r.  

Quindi : I l  sistema x, formato dai punti che sono lnsciati fissi da una qualche 
trasfonuzazione di G"), è u n  sistema d i  punti invariante per G'. Poichè il 
gruppo G") è discontinuo propriamente, le trasforinazioni di G'" e quindi 
anche i punti di L formano un'infinitk nurnerahile. Se A è un punto di z', 

io dico che tutte le trasformazioni di G lasciano fisso il punto A. Infatti, 
se cib non fosse, da1 punto A uscirebbe almeno una traiettoria di un gruppo 
a un parametro, coincidente con G', O contenuto in G' corne sottogruppo. 1 
punti di questa traiettoria sono punti, trasformati di un punto di z; mediante 
una trasformazione di G'; e, siccoine L è invariante Fer G', ogni punto di 
yuesta traiettoria dovrebbe appartenere a L: cib, che è assurdo, perchi? i 
punti di questa traiettoria formano un insieme, che ha la potenza del con- 
t i n u ~ ,  e clie quindi non pu6 essere contenuto in un insieme numerabile 2. 

Dunyue : Ogni punto del sistema .X deve essere Zasciato fisso da ogni tra- 
sformazione di I f ' .  Ma, poicliè una trasformazione (2), che lasci fissi tre punti 
distinti, non pub essere clie l'identità, e poichè è naturalmente escluso che G' 
si riduca alla sol% trasformazione identica, il sistema >; di punti sarà format0 
o di un punto solo A, O di due soli punti distinti A, B. Con una trasfor- 
inazione lineare sulle x, possinnio supporre ne1 primo caso che il punto A 
sia il punto x = m, e ne1 secondo che i punti A, B siano rispettivamente 
i punti x = ao, e x = O. 

Studiamo clappriina il secondo caso. Il gruppo G'" lascia fissi ognuno 
dei punti A, B, oppure contieiîe un sottogruppo Gy) di indice h, che lascia 
fissi ognuno dei punti A, B. Uns trasformazione di G"), che non apyarte- 
nesse a Gy), perinuterebbe i punti x = 0, zc = cw, e yuindi i punti lasciati 
fissi da essa sarehbero distinti dai punti x = O, x = ao. Ci6 che è assurdo, 
perchè un punto lasciato fisso da una trasformazione di G") non pub essere 
distinto dai punti A, B. Diinque G(l) coincide con G!;), ossia le t ra~fo~mazioni  
di G"' lasciano fissi ciascuno dei punti A, B, ossia sono del tipo x'= h x;. 
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Le funzioni e autoniorfe invarianti- per G, sono anclie invarianti per G'", e 
di più, essendo per definizione funzioni uniforini della x, sono anclie fun- 
zioni uniformi di y = log x, invarianti per le trasformazioni 9' = y + log h, 
iiidotte da G"' sulla y. Di più evidentemente le x,  considerate corne fuiizioni 
di y, sono anclie invarianti per le trasformazioni y' = y + B x i (4th = numero 
intero), a cui sulla x corrisponde l a  trasformazione identica. 

Consideriamo ora il primo caso, in cui il sistema 2 si riduce al solo 
punto x = m .  In ta1 caso tutte le trasforinazioni di G") sono trasformazioiii 
paraboliche, lascianti fisso il punto x =  ao, ossia. sono trasformazioni del 
tipo 

x' = x t a (a = costante). 

In ambedue i chsi dunyue le funzioni s considerate coiiie funzioni di x, 
O di logx, sono funzioni periodiche, clie quindi arnniettono O un periodo, 
O al più due periodi distinti. 

Ne1 caso che 2 contenga il solo punto x  = oo, le trasforinazioni di G', 
dovendo essere perrnutabili con quelle di G"), dovranno essere pure del 
tipo 

x' = x + a ( a  = Cod.). 

Ne1 caso che L contenga i due punti x; = O, x; = oo, le trasforinazioni 
di. G', dovendo lasciare fissi ciascuno di questi due punti, saranno del tipo 

x' = k x (k = cost.) ossia y' = 9 -+ F (p = cost.). 

Ed è ben evidente in ambedue i casi che il gruppo G' trasforma G(') in 
sè stesso. 

Dunque : 
Se una funxione automorfa z d i  utza variabile x 2 tale che per o g n i .  

trasformazione T d i  un  gruppo continu0 lineare esista una relarione algebrica 
tra z (x) e x ( T  x), allora la x, considerata come funxione, d i  x, O di y = log x, 
è una furzxiome una O due volte periodica: tutte queste ficnsioni z si ridwcono 
quindi in  sostanza alle funxioni esponenziali e alle funzioni ellittiche. 

Escluse le funzioni esponenziali ed ellittiche, le trasformazioni T in di- 
scorso possono al tnassitîzo forniare un gruppo contenente trasforiilazioni in- 
finitesime : ci6 che avviene appunto per le funzioni automorfe, citate più 
sopra, definite dai gruppi corrispondenti a i  gruppi aritinetici riproduttori 
delle forme aritmetiche ternarie indefinite. 
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fS 3. Passiamo ora alle funsioni nutomorfe s di due variabili CE, y. E 
limitiamoci al caso più noto che il gruppo riproduttore della z sia un gruppo 
iperfuchsiano. Noi ci chiediamo : Quando esisterà w n  gruppo continuo G' di 
tmsfo~.mmiowi proiettive T tali che per ogni trasformasiowe T di G', le s (x, y) 
e x (T x, T y) sieno legate da uwcu retaxione nlgebrica ? 

Per chiarezza ricorderb che si chiamano gruppi iperfuchsiani (Cfr. 5,  
parte 1) i gruppi clîe si ottengono ne1 inodo seguente. 

Al solito indicheremo con AO O con A, la quantità inîmaginaria coniu- 
gata di una qualsiasi quantità A. E consideriümo la forma Herniitiana 
P= x ,  x! + x, xi - x, xa di tre variabili x, , x,, x, . Sia r un gruppo di 
trasformazioni lineari intere sulle xi, clle trasforma P in sè stessa. Esso in- 

X % 
duce sui rapporti x =' y = un gruppo G. A tali gruppi G si dà il 

x3 
nome di gruppi iperfuchsiani. 

Per risolvere la nostra questione, osserverb anzitutto che, come ne1 5 2, 
essa si pu6 ridurre alla seguente : 

Trouare i gruppi iperficchsinni G, prioi di trasfornznxioni infinitesime, le 
czci trnsforiitasioizi 7 sono pertnutabili con ogni trnsfovmnxione T d i  un gruppo 
proiettivo corttinuo G'. 

In uno spazio euclideo rappresentativo, in cui siano coordinate carte- 
x + x 0  , x - x O  , Y' = II  + Y 0  ,, y -- Y 0  

siane ortogonali le x' = - OL ' % = -  e .i e ' y = - T 9  2 % 

il gruppo G trasforma in sè stessa la regione R interna all'ipersfera 
(x')~ + (x")' + (y')' + (yn)' = 1, la quale è in generale il campo di esistenza 
delia funzione z (x, y). Opni trasformazione T di G' dovrà quindi trasfor- 
mare R in sè stessa; e quindi esisterà un gruppo r' di trasformazioni li- 
neari intere'omogenee sulle xi, che trasforrna F in sè stessa, e clie induce 

x,  x sulle x= , 9 = 2 le trasformazioni di G' 
3 $3 

Consideriünio una yualsiasi trasformazione r di G ;  potrà darsi, o che 
esistano tre punti isolati A, A', A" (distinti o no) lasciati fissi da r, oppure 
clie la T sia una omologia con un certo asse x ,  e con un certo centro A. 
Consideriaino il luogo z dei punti A, che O sono centri di un'omologia con- 
tenutü in G, oppure sono lasciati fissi da una trasformazione di G ,  che non 
è una onîologia. 

Come ne1 § 8, si diinostra che ogni punto di X é lasciato fisso da 
tutte le trasforinazioni di G'. Poichè G' è un  gruppo proiettivo, non ri- 
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dotto alla sola trasforrnazione identica, si possono avere soltanto i seguenti 
tre casi : 

3.0) 2' contiene un nuinero finito k di punti distinti. 
2.0) x contiene infiniti punti posti su uila stessa retta r. 
3.") x contiene infiniti punti, posti su una stessa retta r ,  ed un punto B 

non posto sulla retta r. 

Ne1 primo caso G' trasforina in sè stesso ognuno dei k punti di 2 ;  le 
trasformazioni di G possono al più permutare tra loro questi punti. Ed esi- 
sterà quindi G un sottogruppo di indice finito, che indicheremo ancora con G, 
che lascia fisso ognuno dei k punti di 2'. 

Sel  secondo caso tanto G, clie G' trasforinano in sè stessa la retta r. 
Ne1 terzo caso tanto G, cdie G-' trasformano in sè stessi il punto B e 

la .retta r. 
§ 4. Corninciaino dunque a trovare i gruppi r d ie  trasformano in sé 

stesso un punto (xi = a, ,  x, = cc,, s3 = a,). Diremo ~nosinlenti quelle trasfor- 
inazioni lineari intere omogenee sulle s , ,  che trasformano P in sè stessa. 1 
gruppi r sono gruppi di moviinenti. Con un moviiiiento Ji il punto ( a , ,  

a , ,  a , )  si pub portare nell'uno O nell'altro dei tre punti (O, 0, l), (1, 0, O), 
(0, 1, 1) sccondo che cc, z! + O!, cc: - cc3 x: 6 ininore, inaggiore, O uguale a 
zero. In quest'ultiino caso si dirà clîe il punto (cr.,, z,, a,) giace sull'iperco- 
iiica x, @ +- x, x; - x, xi = O .  Il gruppo 1' sarà da JI trasforiiiato in un altro 
gruppo simile, che trasforma ancora in sè stessa la F, e le cui operazioni 
sono rispettivamente del tipo : 

oppure del tipo : 

x;', = v XI + p (x, - 5,) 
d - x = . XI + (8 -1) ( x  x . )  

1 = y x, + A  (zp - x3) + c x3.  

Ricordando cbe ln F deve essere trasformata in sè stessa, troviaiiio delle 
relazioni tra i co-efficienti di queste trasformazioni, che permettono di dare 
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alle precedenti for~nole il seguente più se~nplice aspetto: 

xr l  = + fi (G - x3) dove 

x', - x', = (8 - A) (x, - x,) ~ ( 8 ~ - A ~ ) = ~ ~ ~ + 8 8 ~ - A ~ , = 1 ;  

XI, = y x, + 'h (x, - x,) + E x, F = Y O  (1 -8). 

Quindi: I gruppi I' ch@ trasformano u n  punto (a,) in sè stesso, sono si- 
mili a u n  gruppo di trasfortmzioni, le quali appartetzgono tutte a uno stesso 
dei tre tipi precedenti. 

E precisamente si ha proprio il 1, O il II tipo, se il punto (a;) non giace 
sull'iperconica P = O. 

Si osservi ora clie i gruppi r del primo, secondo O terzo tipo trasfor- 
mano rispettivamente in sè stessa la retta x, = O  (che ha nessun punto co- 
mune con l'iperconica P =  O) O la retta x, = O  (die lla oo' punti con detta 
iperconica) O la retta x, - x, = O (clle ha il solo punto (O, 1, 1) comune con 
l'iperconica, e clle perci6 si chiainerà la retta tangente all'iperconica in detto 
punto). 

E viceversa si pub dimostrare che u n  gruppo r che trasforîni in sè stessa 
una retta r è simile a u n  gruppo r d i  tf-asforwzazioni del tipo 1) O del tipo II), 
se r non è tangente nell'ipemonica. Se poi u n  gruppo 1' trasfo?wça in sè stessa 
unn retta 1- tmzgente nell'iperconica, esso è simile a u n  pluppo r di trasfor- 
u~azioni III). 

Si vede anche facilinente che u n  gruppo r' ch? trasformi i n  sè stessi due 
p u d i  A, B (due tangenti a, [!) dell'iperconica è simile a u n  gwppo r di tras- 
forr)cnzioîzi I), 11). Infatti r dovrà trasforimre in sè stessa la retta A B  (ii 
punto a p), che non è una tangente (un punto dell'iperconica), perchè una 
tangente all'iperconica contiene un solo punto dell'iperconica stessa (perchè 
per un punto dell'iperconica passa una sola tangente all'iperconica). 
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§ 5:Ritornando al nostro probleina, abbiamo duiique, per i risultati 
del 9. 3, che possono avvenire soltanto due casi. 

a )  1 gruppi G, G' sono gruppi di moviinenti del tipo 1) O del tipo II). 
(Indico senz7altro con G e G' anche i gruppi I' e r'). 

fi) 1 gruppi G, G' non rientrano ne1 caso precedeiite, e sono quindi 
gruppi di inovimenti del tipo III). Questo caso si suddistingue alla sua volta 
in altri due. 

fi1) x contiene un solo punto A dell'ipercoriica, che possiaino supporre 
esserë il punto (O, 1, 1). Le omologie di G hanno questo punto per centro; 
le proiettività di G, che non sono oniologie, trasformalio in sè stesso il solo 
punto (O, 1, 1). [Se x contenesse due punti del17iperconica, G e G' trasforme- 
rebbero in sè stessa la retta A R .  Le loro trasformazioni sarebbero del tipo 

(1) 0 (II)]. 
B2) x contiene infiniti punti di una retta r tangente all'iperconica, clle 

possiamo supporre essere la retta x, - x, = O. Le trasforrnazioni di G, O la- 
sciano fissi soltanto punti di r, O sono omologie col centro sulla retta r. 

Facendo le considerazioni duali, si iridichi con G il sistema delle rette, 
che O sono assi di una oinologia di G, o sono lasciate fisse da qualclie tras- 
forinazione di G, clie non è un'oinologia. Trovereino che il caso F) si po- 
trebbe distinguere anche nei seguenti due sottocasi: 

p') G contiene una sola retta r tangente all'iperconica, che possiaiiio 
supporre essere la retta x, - x, = O. Le oinologie di G hanno questa retta 
per asse; le proiettività di G che non sono o~nologie, lascirino fissa la sola 
retta r. 

F") c contiene infinite rette passanti per un punto A clell'iperconica, 
clie possiaino supporre essere il puiito (O, 1, 1). Le trasfornîazioni di G, O 

lasciano fisse rette uscenti da A, O sono oinologie, il cui asse passa per A. 

Noi studierenlo dappriina il caso fi). Se 1: (c) contieiic un nuinero iiifi- 
nito di punti (rette) posti su r (passanti per A), il gruppo G', clle cleve tra- 
sfor~nare in sè stessi questi punti (queste rettc), d i  origine alla proiettività 
identica sulla punteggiata r, (su1 fascio di rette di centro A). 

M a  le trasforinazioni di G' sono del tipo III); e se i punti della retta 1. 
(le rette uscenti da A) sono lasciate fisse dalle trasforn-iazioni di G', allora 
i coefficienti di yueste trasformazioni sono legati anche dalle E = 1 ,  

1 
y - O (, = 1 ; fi = . Per le relazioni, che legano y, k, 1, 8, E si vede 

b - 1  
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che in tutti e due questi casi, le trasformazioni di G' sono del tipo 

IV) xJ1 = x, ; a', -- x', = x, - X, ; xt3 = i L (z2 - x3) + x3 

(L = quantità reale). 

S e  duwque sialno wel ca.so /J" O wel caso F,, le t ras for tnazioni  d i  G' sono 
del t ipo IV. 

Ma se noi siarno ne1 caso p, e non avviene nè il caso P L ,  né il caso l,, 
il gruppo G deve godere contemporaneamente delle proprietà considerate per 
i casi $, , F'. Vale 3 dire: Le trasformaxiowi d i  G, O sono owologie, che h a n n o  
per  centro i l  p u d o  (0, 1 ,  1 )  e per  asse  l a  rettn x, - x, = 0, oppure  sono pro- 
iet t ivi th che lusciano fisso i l  solo pun to  (O, 1 ,  1 )  e la sola retta x, - x, = O. 1 
coefficienti delle trrtsforniazioni III) di G soddisfano dunque alle : 

Ossia le Lrctsforinazioni G sono del tipo : 

i - 

x', = xi  - y,, (Xe -- x3) 

xf2 - xt3 = x2 - x3 dove ~ ~ o + A + h o = O .  
- 

x ' ~ = ~ x , + ~ ( x , - x ~ ) + x ~  

Concludiaino infine d ie  unici casi possibili sono i segueilti : 
A) Le trasforinazioni dei gruppi G e G' sono del tipo 1). 
B) Le trasforinazioni dei @qpi G e G' sono del tipo II). 
C) Le trasfornlazioni del gruppo G' sono del tipo IV; quelle di G sono 

del tipo III; su r esistono infiniti puilti di :, oppure per A passnno infinite 
rette di c. 

D) Le trasforiiixzioni di G sono del tipo V); le trasforinazioni di G' 
sono del tipo III). 

Studianio successivrtinentc i qunttro casi A, .B, C, B. Ne1 cas0 B posto 
Es x = . g = *'. le trasforinnïioiii dei gruppi G e CI' diverilano del tipo 
2, X I  

1 gruppi G, G' cliveritano gruppi di trasformazioni linenri su uiia varia- 
X 

bile -, scritti sotto foriria oinogenea. Questo caso rientra quindi sostan- 
Y 

zialinente ne110 studio fatto al S 2. 
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Ne1 caso A si possono ripetere le considerazioni precedenti; ma anzi si 
X x 

ottiene un risultato più semplice. Posto x: =', y = 2, i gruppi G, G' di- 
x3 933 

ventano gruppi di trasformazioni del tipo VI, che trasformano in sè stessa 
la forma definita positiva x x, +y y,. Quindi il gruppo Q è urt gruppo dis- 
corctinuo fin&, il quale, per i risultati del § '2, non pub essere che un gruppo 
ciclico. 

Studiamo ora il caso C). Noi sappiamo che tutte le trasformazioni di G 
sono permutabili con ogni trasformazione di G'. Le trasforinazioni di G' sono 
del tipo IV. AEnchè una trasformazione r di G, che è certainente del tipo III, 
sia permutabile cou quelle di G', è necessario (come si riconosce con nn fa- 
cile calcolo) che i coefficienti di 7 soddisfino alla 8 - X = E. Quindi, poichè 
5 (8, - 1,) = 1, sarà E E, = 1, ossia E = eio, dove 9 è un angolo reale. Le tra- 
sformazioni di G sono dunque del tipo 

Durlque net caso C le tvasformazbni del gruppo G sono dei? t i j o  (IV)I>is; 
quelle d i  G' sono de1 tipo IV. 

Si trova facilinente che i coefficienti delle trasformazioni (III) permuta- 
bili con una trasformazione V) soddisfano alle : 

oltre alle : E.(S, - 1,) = 1 fi, +- 8 8, - A A, = 1 ; = y, (A - 8). 
Se dunque noi siarno ne1 cas0 D, potreino distinguere due casi : 

D') Per una almeno delle trasformazioni di G è y-l= 0 ;  allora per tutte - 
le trasforinazioni di G' si ha: 8 - 'h = E = 1 ; y y. = +Y y. . Se è dunque 
- 
y = o e'" (a, a reali), si 'avrà y = p e'" (p, a reali), e or non muta (*) al variare 

(*) Infatti l'anomalia del coefaciente y di una qualunque trasformazione d i  G' deve es- 
sere uguale all'anomalia del coeficiente 7 di uua trasformazione qualunque di G: doude 
segue l'affermazione del testo. Unico caso ecceziouale sarebbe quel10 che per tiitte le trasfor- 
mazioni di G' fosse e = O ;  in ta1 caso tntte queste trasformazioni sarebbero del tipo IV. Si 
ritornerebbe cosi al caRo (C). 

Annat i  d i  Matematica, Serie 111, Tomo XIV. 9 
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della trasformazione considerata in G e G'. Si ha poi p = - y, = - p @-;a; 

P2 pB + O l t  .ho = 1, ossia A = - - +- i 1,  dove l è una costante reale. Le trasfor- B 
maxioni di ,  G sorco del tipo V ,  dove 7 = G e t  (N = cost.) lnentre le trasforma- 
zioni d i  G' sono del tipo 

x', = X, - p e-i& (e, - x,) 

(V)bi5 x', - xJ3 = 5, - x, 

sr3 =pejdLxl+ ( -- P2< +i1)(x2-x3)+ x3 

~72e si deduce da1 tipo IIbi; ponendovi 8 = 0. 
D") Per tutte le trasformazioni di G è Y =  O. Allora le trasformaxioni 

di G sono del tipo IV, e quindi quelle d i  G' sono del tipo IVt1is. Quest'ultiino 
x 1 caso è da trascurarsi. Infatti, posto x = - 7 y =  , il gruppo G 

$2 - X3 *2 - x3 
si trasforina ne1 gruppo 

x'=x y t = y + i L  

che è un gruppo di trasformazioni lineari sulla sola variahile y. 
Gli unici casi non banali, sono dunque i seguenti due: 

C) Le trasformazioni di G sono del tipo IVks). Sulla retta x, - x, = O 
esistono infiniti punti di 2,  O ne1 fascio di rette di centro (O, 1, 1) esistono in- 
finite rette di G ;  ossia, al variare della trasformazione considerata di G, la 

quantità p - assume infiniti valori distinti. Le trasformazioni di G' sono et0 - 1 
poi del tipo IV (*). 

D') Le trasformazioni di G sono del tipo V, dove y= G eia, essendo G 
e Y. quantità reali; la costante cc conserva uno stesso valore per tutte le tras- 
foruza~~ioni d i  G. Le trasformazioni di G sono dunque del tipo: 

x ' ~  = x, - c e-ia (x, - x,) ; x', - x', = x, - x, ; 
(1V)ter 

xf3=6eiax, +- 

dove .x è una costarcte reale ilzvariabile, a è una quantitic reale non sewpre 
nulla, cd l è pure una costante reale. 

(*) Cfr. anche la nota a piè della pag. precedente. 
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Posto x = X, 
9 y =  X 3  le trasformazioni di G diveritano rispet- 

x-2 - x3 x2 - $3 
tivamente del tipo : 

+(-$+il) assume infiniti valori distinti 

a è una c.ostante di G 
a non è seinpre nul10 

dove le p, G, cr, O, 1 sono quantità reali. 
Le funzioni invarianti per un gruppo di trasforrnazioni del tipo C O del 

tipo D' costituiscono, da1 nostro punto di  zuista, la piic semplice generalizzazione 
delle fumzioni ellittiche. 

Osservazione. Con metodi affatto simili si pub risolvere il problema ge- 
nerale di trovare i varii tipi di gruppi discontinui di trasformazioni lineari 
su due variabili x, y, le quali sono tutte permutabili con ogni trasfornlazione 
di un gruppo lineare contiuuo. 

(*) In questo caso si pub considerare incluso quel10 ricordato iiell'ultinia osservazione 
eta 

a pi6 di pagina, per il quale perb non si pub asserire che p -- assuina infiniti valori 
6'0 - 1 

distinti. 
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Sur quelques propriétés fondamentales 
des fonctions sphériques. 

(Par NIELS NIELSEN; a Cope~hague.) 

PREMIERE PARTIE. 

Etude des équations fonctionnelles. 

"7e ",O 5 1. EQUATION DIFPÉRENTIELLE OBTENUE POUR K (x) . ICI (x). 

Désignons par 

deux fonctions métasphériques (*) ayant le même argument x, le même para- 

(*) Je définis la fonction métasphérique de l'argument x, du paramètre v et de l'indice p 
comme la solution la plus générale de ces deux équations forictionnelles 

d'oU l'on obtiendra sans peine l'équation différentielle (1) dans le texte.. 
Comme les plus simples 'des fonctions niétasphériques on trouve pour 1 x 1 > 1 : 
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. - --- - 

mètre v mais des indices quelconques p et o, les équations différentielles 

donnent immédiatement pour le produit 

une relation de la fornie 

où nous avons posé pour abréger 

P" r Y + -  COS- I Wl 9 
P.+I  P" 

v&' 
e r v i- --- 

M (x) = 
1 9 ) sin 

Y i  + 
r(v)r (; +l] 

p s  . y a  ( 2 ) 

oh nous avons posé pour abrtger 

Dans le cas, oh p  est égal à lin entier non nbgatif w, on aiira 

Y,% ",* f 
je desigiie les fonctions P (z) et Q (x) fonctions ultrmphe?-iques ; supposons encore v = - , 2 
les fonctioiis ultraspliéric~ucs coïncident avec les foiictioiis sphériques ordinaires, 
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Cela posé, différentions par rapport à x la fonction 2, nous aurons, en 
vertu de (1 )  

2") = - 2 A ( 1  - x"'" U V(l) - 2 B ( 1  - ~ l ; ' ) ~ "  U(') V ,  

ou, ce qui est la mêim chose 

~ ( 1 )  = - B A (1  - x"~' y(') + '2 (A - B) ( 1  - x')~' U(') V. (5) 

Supposons ensuite particulièrement p = G, ce qui donnera A = B, nous 
aurons, en vertu de (3) et (5) ,  cette proposition: 

Le  produit de d e ~ s  fonctions lizétasphdriques 

ayant  le wénte argument %, le ménze paramètre v et le même indice p est in- 
tégrale de l'équation différentielle suivante 

(1  - s2)' y(3) - (3 + 6 v )  x  (1  - xZ) g@) +p, ( x )  y") + p, (x)  y = O (6) 

oh  nom- auons posé pour abréger 

Quant au cas général, où les indices p et G, sont différents, nous avons 
à différentier encore une fois l'identité (5), ce qui donnera, en vertu de (4) 

introduisons ensuite dans (8) l'expression tirée de (3), nous aurons finals 
ment cette autre proposition : 

Le produit de d e u s  fonctions ~nétaspltériques 

agant le même argument x, le +néme paramètre v ma i s  des indices puelcon- 
ques p et G est intégrale de l'équation differentielle szcivante: 

(1 - x ' ) ~  2/(4) - (6 + 8 V )  x ( 1  --$)a f ) + p ,  (x) y(" +p3 (x)  y(') t p ,  (x) y = 0, (9) 
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OU nous auolzs-posé pour abrkger 

1 
On voit que le cas particulier v = - est le plus simple, parce que les der- B 

niers termes figurant dans p, (a) et p, (x) s'évanoniront pour cette valeur 
de V, de sorle que le premier membre de (9) deviendra divisible par 1 - xa. 
Supposons encore que p et G soient des entiers non négatifs, les deux équa- 
tions correspondantes (6) et (9) sont dues à F.-E. NEUMANN (*) de KG- 
nigsberg. 

Il est digne de remarque que l'équation très compliquée (9) se présente 
sous cette forme, symbolique 

1 

+ (A + B) * (x) + 
1 

v (1) 
(1 - x2)*- IF (x)] + (A - B)' Y (s) = û, 

où nous avons posé pour abréger 

On voit que l'analogie formelle entre les résultats que nous venons d'ob- 
tenir pour les fonctions métasphériques et ceux que j'ai obtenus pour les 
fonctions cylindriques est parfaite. Cependant les équations obtenues pour 
les fonctions métaspliériques sont beaucoup plus compliquées que celles 
connues de la théorie des fonctions cylindriques, ce qui s'accorde bien avec 
le fait que le produit de deux fonctions métasphériques ne peut pas être 
développé en série de puissances, dont les coefficients sont de forme simple, 
ce qui a lieu pour le produit de deux fonctions cylindriques. 

(*) Beitrdye zur meorie der Kugelfunkti~nert, p, 9496;  Leipzig, Teub~er, 1878. 
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1 
Dans le cas particulier v = - , p et G entiers F.-E. NEUMANN a déduit 9 

de l'équation différentielle correspondante, des développements pour la fonc- 
tion y selon des fonctions sphériques. J'ai essayé de généraliser ces résultats 
de NEUMANN; cependant mes efforts ont été en vain à cause des calcus in- 
surmontables. 

Prenons pour point de départ l'équation aux différences finies 

v,e+l Y>? y,?- 1 
( p t 1 ) .  K(x) =B(ptv)er : .K(x)-(p+Bv- 1 ) .  K (a), (1) 

la conclusion ordinaire de n à, n + 1 donnera imniédiatement une formule 
plus générale de la forme 

où n désigne un positif entier, tandis que A et B sont deux 
entiers de x du degré uz respectivement n - 1 qui satisfont aux 
ditions 

de plus nous aurons particulièrement pour p = O 

ce qui est une conséquence immédiate des identités trSs connues 

Cela posé, le déterminant fonctionnel (*) 

(9) 

polynomes 
deux con- 

(3) 

(*) Voir mon Mémoire: Recherches sur les fonctions sph.ériques. Mémoires de l'Académie 
Royale de Danemark, (7), t. 8, p. 848; 1906. 
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donnera immédiatement, en vertu de (52) 

$où, en mettant dans (7) p +  1 au lieu de p  et n - 1 au lieu de n :  

ce qui donnera finalement la formule récursive 

qui est certainement nouvelle. 
On voit du reste sans peine que la formule (8) est une généralisation 

très étendue d'une formule de GAUSS (*). 
En effet, mettons dans (8) p  = O ,  il en résulte, en vertu de (4) 

v,n v,O 1 46) = P (z) (x) - 

où nous avons posé pour abréger 

V,n v,i,n-4 
A (x) = A (x) ; 

1 mettons ensuite dans (9) v = - 9 nous aurons en posant pour abréger 2 

cette formule plus particulière 

ce qui est précisément la formule de GAUSS. 

(*) H E I N E  : Hanclbuch der Kugelfunktionen, t. 1, p. 96 ; 1878. 
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Revenons maintenant à la .formule (8), nous aurons immédiatement, en 
vertu de (5),  cette analogie de la formule fondamentale de LOMMEL (*) 

Posons ensuite dans (5) p + n au lieu de p, puis appliquons la formule (a), 
nous aurons cette autre formule intéressante 

qui nous sera très utile bientôt. 

En effet, la formule (14) nous permet de résoudre par rapport à KV&) 
v,e-1 

et K (x) l'équation (8) et l'équation analogue obtenue en inettant dans (8) 
'"e 

rc - 1 au lieu de ,n. Posons, dans l'expression ainsi obtenue pour K (x), p - n 
au lieu de p, nous aurons cette analogie de (3) : 

~ ~ 4 - n  r ( p - n t 8 ) r  (p+Bv-1) 
K (x) = - 

I . (p+I)r(p+Sv-n) 
v,e-n+i,n-8 v,? v,e- n+i,n-i (IV . (a (x) . K (x) - A (x) . K v r ~ t )  

d'oh, en mettant p = n, pour les fonctions ultrasphériques ces relations par- 
ticulières 

1 
d'où pour v = - ces relations entre les fonctions sphériques ordinaires et 8 
les polynomes de GAUSS 

n-1 n n n-i 

P (x) A (x) - P (x) A (x) = n (18) 

(*) Voir mon HancZbuch der Theorie der Zylinderfunktiont%, p. 83;  19M, 
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n -i M n-i .n z + l  Q (x) An(x) - Q (x) A (x)  = . log- . %-1 

On voit que l'analogie entre les formules que nous venons de développer 
et celles connues de la théorie des fonctions cylindriques est parfaite ; cepen- 
dant les forniules contenant les fonctions métasphériques sont beaucoup plus 
compliquées que les forniules correspondantes contenant les fonctions cylin- 
driques parce qu'il n'est pas possible de donner sous forme simple les coef- 

V,P,l% 

ficients du polynoine A (x) de GAUSS, 
rement 

pour ut > 1. Nous aurons particuliè- 

Cette dificulté trouvée dans la tliéo~ie du polynome de Gauss a conduit 
à d'autres représentations de cette fonction difficile. En effet, CHRISTOFFEL (") 

?a 

a développé la fonction A (x)  selon des polynomes de LEGENDRE, tandis que 
SCHLAFLI (**) et HEHMITE (***) ont développé la même fonction selon des pro- 
duits de deux polynonies de LEGENDRE. 

L'analogie formelle entre le polynome de GAUSS et celui de LONMEL peut 
être poussée un peu plus loin encore, parce qu'il est possible d'obtenir pour 

V,P, f$  

notre polynoine A (x) ,  susdit une suite de relations fonctionnelles analogues 
à, celles connues pour les fonctions niétasphériques elles-mêmes. 

En premier lieu niettons dans 5 8, (8) ut+p au lieu de rz, puis rédui- 
sons, en vertu de la formule susdite elle-même, les fonctions métasphériques 
ainsi obtenues, nous aurons la formule récursive suivante 

qui est fondamentale dans la théorie des polynomes de GAUSS. 

(*) DiSSertcttion, Berlin, 1856. G. BAUER, Jourml de CreZle, t. 56, p. 101 ; 1859, 
(**) Kzcyelfuuktionen mit bel iebipz  Parameter, p. 61 ; Bern, 1881. 

(***) Journal de Teixeira; t. 6, p. 81 ; 1887. 
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Posons particulièrement dans (1) n = 1 et n au lieu de p, il en résulte 
l'équation aux différences finies 

v,e,n+l v,q,n-1 
(p+a+I )  A (r) = 8 ( ~ + n + V ) X ~ ~ $ ~ - ( ~ + n + B v - i )  A (x) 

qui est de la même forme que l'équation fondamentale des fonctions méta- 
sphériques § 8, (1) et qui coïncide avec cette dernière équation pour p = 0, 
ce qui s'accorde bien avec la forniule § 8, (4). 

Posons ensuite dans (1) p = 1, nous aurons 

équation qui est beaucoup plus compliquée que ($2). 

Différentions maintenant par rapport à x la formule récursive $j 93, (8), 
puis appliquons cette autre équation fonctionnelle des fonctions métasplié- 
riques 

".? v,e+i 
(1 - s2) Dz K (x) = (p + 9 v )  s KT) - (p +. 1) K (x), 

la formule récursive 8, (8) donnera 

équation qui est de la même forme que (4) ; pour p = O les deux formules (&) 
et (5) deviennent identiques, ce qui s'accorde bien avec la forinule § 8, (4). 

Pour obtenir une formule développée pour le calcul successif des poly- 
nomes de GAUSS, nous déduirons d'abord de l'équation aux différences finies 
des fonctions métasphériques 5 2, (1) cette autre identité plus générale 
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1 
dont le cas particulier v =- et p positif entier est dû B F.-E. NEU- 2 
MANN y). 

Mettons ensuite dans (6) p + 9 n au lieu de p, puis appliquons la for- 
mule § 8, (S), il en résulte ces deux formules récursives : 

formules qui semblent être nouvelles. 
1 

Posons dans (7), (8) p = 1, v = - nous obtenons des formules pour le 
9 

It 

calcul successif des polynomes A (x) figurant dans la formule de GAUSS 
§ 9, (1% 

Enfin nous avons à combiner l'équation différentielle $ 1; (9) avec la 
formule fondamentale § 8, (13). 

A cet effet, mettons dans 1, (9) a = p + n et 

nous aurons après un simple calcul ce théorème intéressant: 

(*) Beitrage zur Theorie der Kzcyelf~nlctionpn~ P. 61; 1878, 
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Le  polyno.tne .de GAUSS 
v,e+Ln-i 

z = A (x) (9) 

est tou&urs intégrale particulière de I'équation différeuztielle d u  quatriéme ordre ; 

(1 - x2)' d4) +pl (x) d3) + p 2  (x) d2) + p 3  (x) + p l  (x) z = O, (10) 

o h  mous avons posé pour abréger 

pl (x) = - 10% (1 - x2) 

~ , ( X ) = ~ V - ~ ~ - ( ~ V ~ - ~ ~ ) X ~ + - ~ ( A + B ) ( ~ - X ~ )  

p3(5)=-[6(A+B)+12v2-161% 

p4 (5) = (A- B)2 -9(A+ B) - ( 4 v P  -1)) 

thndis  qu'il faut admettre 

A = p ( p t % v ) ,  B=(p+n) ( p t n t 9 v ) .  

1. 
Pour v = - nos deux équations différentielles (10) et § 1, (9) coïnci- 02 

dent. Posons encore dans l'équation commune ainsi obtenue 

où n et p désignent deux positifs entiers, nous aurons la proposition: 
L'équation différentieile de NEUMANN admet toujours colnme intégrale par- 

ticulière ce polynome de GAUSS : 

Cela posé, il est digne de remarque que NEUMANN (*) a développé en 
série de polynoine de LEGENDRE la différence 

c'est-à-dire précisément la fonction (13), de sorte que ce développement de 
NEUMANN est une généralisation très étendue de celui de CHRISTOFFEL ob- 
tenu en mettant sinipleinent p = O. 
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v,e,ll 
L'analogie parfaite entre le polynome A (x) de GAUSS et celui de LOMMEL 

qui figure dans la théorie des fonctions cylindriques saute aux yeux. Cepen- 
dant le polynôme de Gauss est beaucoup plus compliqué que celui de 
LOMMEL. 

Pour pousser un  peu plus loin l'analogie entre les fonctions métasphé- 
riques et cylindriques nous avons encore à étudier l'intégrale indéfinie: 

A cet effet, appliquons l'équation différentielle 8 1, (1) il en résulte 

d'oh, en intégrant par parties 

de sorte qu'une nouvelle intégration par parties donnera 

d'oh finalement 
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1 
Posons dans (2) v = - 3 p = n, 6 =p,  où rz et p désignent des entiers 2 

non négatifs, puis R= K, = P, la formule (9) est due à LEGENDRE (*). Avec 
1 la même signification de n et p, nous obtenons pour 3 ( v )  > - - ce résultat 
9 

très connu 
4-i 1 

Y -  - Y,@ Y,* 

( 1 )  P(x)P(x)dd=O, xsg. (3) 
-1 

Quant à l'intégrale générale (8), la formule 5 3, (4) donnera après une 
simple réduction : 

1 v,o+i y,e+i 
v- y . KY;) KI (x) - K(s )  ~ 7 % )  , t (P + 1) (1 - x2) 

O - ?  

de sorte qu'il faut, pour a = p, chercher la vraie valeur du dernier ternie 
qui figure au second membre. 

L'analogie de la formule (4) et une formule connue de la théorie des 
fonctions cylindriques (**) saute .aux yeux. 

(") HEINE, Handbuch, t. 1, p. 69; 1878. 
(**) Handbuch der Zylilzderficnktionen, p. 84. 

Annali di Matematiea, Serie I I I ,  Tomo XIV 
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SECONDE PARTIE. 

Sur quelques représentations intégrales. 

Dans mon Traité des fonctions cylindriques (') j'ai déduit comme une ap- 
plication directe de mes fonctions cylindriques Hankéliennes, une formule qui 
donnera comme cas particulier la suivante, due à M. N. DE SONIN (**) 

où nous avons posé pour abréger 

x2 1 ,  P+y-a+!, p + 1 ,  ?), 
2 

F dSsignant la série hypergéon~ét~ique ordinaire. 
La formule de M. nE SOMN est valable, pourvu que 

$ / > % > O ,  W f - P + y ) > - 1 ,  R ( y ) < l .  

Dans ce qui suit nous avons à appliquer sur les fonctions métasphériques 
la formule (l), problème qui n'est que touché légèrement dans mon Traité 
susdit, dans mes Recherches sur  les fonctions sphériques y**) et dans des Mé- 
moires précédents d'autres auteurs (*"*). 

(*) Handbuch der Zylinderfwnktionen, p. 191. 
(**) Mathematische Annalen, t. 16, p. 51 ; 1880. 
y*) Mémoires de lJAcarlémie Royale de Danemark, (7), t .  S ; 19%. 

(*Y+*) HANKEL,  MathematiScJze Annalen, t. 8 ; 1875. SCHAFHEITLIN,  Math. Annakn, 

t. 30; 1887. 
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Étudions tout d'abord les fonctions métasphériques applicables pour 
1 x 1 < 1, savoir les fonctions (*) : 

( n) P~ 
. pz r v+' cos- 2r v+--- 

Y>? ( :')Snx 
.nI (4 = .yl+ 

' p - t  1 - Y 2  

r (4  r (+ + 1) r ( 9  r toL) 

où nous avons posé pour abréger 

la formule (1) donnera immédiatement ces deus autres 

d'où en vertu de (4) (5) ces. représentations intégrales 

3 
où il faut admettre 1 > x > O ,  EP (2 v + p) > O, 8 (v) < YZ . 

(") Voir la note aux pp. 69, 70, 
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La formule (9) semble être nouvelle, tandis que le cas particulier de (8) 
qui correspond à p = n, tz désignant un entier non négatif, est connu (");' 

1 pour v = - la formule particulière est due à HANKEL (**). 2 
Quant à la fonction métasphérique pour 1 x 1 > 1, nous pouvons rlous 

borner à étudier la seule fonction 

la formule intégrale de HANKEL y),' C& particulier de (1) : 

donnera immédiatement cette autre représentation intégrale 

oii il faut admettre généralement 

Posons maintenant dans (11) - i x au  lieu de x, nous aurons, en vertu 
de (6), (7) : 

9 2 - 2 "  , p + e *  v , ~  r ( v+- 8) 
. Q  (4 = - Y 2  7 

dz (12) 

(*) Hmzdbuch der Zyliîzderfio~k;tiot~e1â, pp. 200, 801 ; 1904. 
(**) Loc. cit., p. 468. 
(+se) Loc. cit., p. 467. IIa~~tlbuch der Zylinclerfu.rcktio~~etb, p. 185, 
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où il faut admettre 
ni 

5 7 
2 = e  . . 

On voit que la formule (18) donne immédiatement le prolongenient ana- 
Y?? 

lytique à l'intérieur du cercle 1 x 1 = 1, de la fonction Q (x). 
Appliquons ensuite la formule (*) 

où il faut admettre 
[=xrdsz-1,  

nous aurons en vertu dé. ( 3 )  

8 - Y+? v* r (v) cos v 7T 
J ( t )  J ( t  5) tY-' d t = 

O 

3 
où il faut admettre s> 1, 01 (2 v + 3 p) >O, IR (v) < 9 E = e - \lxa - 1 ; pour 

1 
v = - la valeur-de notre intégrale est zéro. 2 

Le développement (**) 

donnera de même la formule analogue 

où il faut admettre R (p + B v) > O, x > O ; dans le cas particulier, où p est 
égal à un entier impair, la valeur de notre intégrale deviendra égale à zéro. 

(*) Recherches sur les fonctions sphériques, p. 894, 
(**) Loc. cit., p. 863, 
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P -. 

Nous avons encore à appliquer sur la fonction ultrasphérique 

< 
~ , n  1 = ( - I ) ' r ( v + n - s )  

P (x) = --- . Z * (2 X)n-z@ (VI s=,, (n - B S )  I 
, . 

la formule de M. DE SONIN. 
A cet effet, prenons pour point de départ ces développements (*): 

y, n 
P (cos 0) = 

1 
n ! r (2 V )  

-n ,  n+Bv, v + - ,  2 

nous aurons immédiatement ces 

1 
v+% "-e 

J ( t )  J ( t  sin 8 )  \ I td  t = 

O 

représentations intégrales : 

3 
3r- - 

1 
Y -  - 

9 9 ( v )  (sin 8) 0 
Y.* 

(") Recherches s w  les fonctiolzs sphériques, pp. 989, 883, 
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oh il faut admettre respectivenient 

1 Posons particulièrement v = - , il en résultent ces forrriules plus élé- 52 

gantes 

i 
"+4 0 . d t  

J ( t )  J ( t  sin b) -= = 
O 

-- 
9n+i O H [ J ( t )  J ( t  sin 9) d t  = P (cos 9 O), 

i 
%,n 

où PT$) = P (x) désigne le polynome de LEGENDRE; les formules (5). (6)  sont 
dues M. SCHAFHEITLIN. 

Posons maintenant v = O, puis appliquons les identitSs 

1 
9 c o s n x  

9 -  nzl, 
n 

nous aurons, en vertu de (l), (8) : 

d t  cosn.8. 
J (t) cos (t $in 81.- = --- , 9 l z > l  

O 
t . 
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tandis que l'hypothèse v = 1 donnera d e  même; en vertu des identités 

1 - 
' 5 2 -  c -  - l,n ' 

J ( )  = sin , P (cos A) = 
sin (A + 1) O 

9 

X X ;  sin 0 

ces autres formules intégrales : 

d t sin ' ~ t  8 
~ ( t )  sin (1 sin O) - = - 

t 'Yt 
O 

. - 

sin n. 8 J(t)sin(tsinO) d t=-. 
sin 0 

O 

5 7. GÉNÉRALISATION D'UNE FORMULE DE HEINE. 

La formule $j 5, (13) 

où il faut admettre 

t j = ~ ; k \ I x ~ - - l ,  1 E l < 1  

. . 
nous permet de généraliser bëaucoup une formule de HEINE et de corriger 
une remarque inexacte fait par l'illustre géomètre allemand. 

A cet effet, appliquons la formule intégrale-  E EULER 

oh il faut admettre à la fois 

@ (P) > O ,  8 (y - P) > 0, 15 1 < 1 ,  
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nous aurons immédiatement 

où il faut supposer 

Posons maintenant dans (1) 

nous aurons iininédiateiiient 

ce qui nous conduira à. poser 

1 
2) = - (eu + el" )  = Cos u, 2 

d'où 

d v  1 - -- - - (eu - e-") = Sin .IL 
d u  9 

Cela posé, nous aurons immédiatement 

w 
'c d % r ( p + 9 . ~ ) J  - (Sin u)"-' d u 

"(" = i. (y) 1. (p + 1) (x+ Cosu. \ix2 - l)p+2' ' (3) 
O 

où il faut admettre tli (v) > O, 8 (p) > - 1, tandis que le signe de \'= est 
à déterminer de sorte que dans le cas où x est réel, les deus qua~ti tés x et 
\lx;" 1 doivent avoir le même signe. 

Aiznali d i  Matentatica, Serie Ill, Tom0 XIV. 12 
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1 
Posons dans .(3) v = - , il en résulte quel que soit p : 9 

supposons ensuite p + 1 égal à un positif entier, la formule ainsi obtenue 
de (4) est due à HEINE (*). L'existence de notre formule (4) montre claire- 
ment l'inexactitude de la remarque de H E ~ E  qu'il faut supposer dans (4.) 
F égal à zéro ou à un positif entier. 

Copenhague, le 20 décembre 1906. 
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MONUMENT0 A ABEL. 

Pubblichiaino con piacere la seguente Circolare nella fiducia che i let-. 
tori degli A n d i  vorranno corrispondere all'invito del Comitnto noruegese y e r  
l'erezione d i  un vzonuwzento a ABEL. 

Le sottoscrizioni si possono inviare alla Direnione degli A n n a l i  d i  Mate- 
mcctica presso la Tipograf in  Rebeschini d i  T u r n t i  e C., N i l a n o ,  ~ i a ' ~ o v e l l o ,  16;  
le soinme cbe le perverranno saranno da essa trasmesse al signor Elling Holst, 
presidente del detto Coniitato a Cristiania. 

LA DIREZIONE. 

Lors du Centenaire d'Abel, le monde entier a témoigné par sa gran- 
diose participation en quelle haute estime on avait ce génie transcendant. 

Au moment oh ils se disposent à lui éléver un monument digne de lui, 
ses compatriotes ont cru ne pas devoir donner à leur manifestation un Ca- 
ractère exclusif, mais ont trouvé qu'ils rendraient inieux lrioiniilage au ca- 
ractère international de l'œuvre d'Abel, en conviant les inathéinaticieas des 
autres nations 2 collaborer avec les Norvègiens. 

Le nionument, qui aura 13m de hauteur, est achevé en plâtre, et prêt à 
être coulé en bronze. Il est dû au  ciseau de Gustav Vigeland, le premier des 
sculpteurs norvégiens. Sur un haut piédestal planent deus génies de taille 
gigantesque sur le dos desquels repose le jeune voyant, dont les traits ren- 
dent, en une mâle adaptation, ceux de l'illustre Abel. Cette œuvre a excité 
l'admiration de connaisseurs distingués, même en dehors des limites de la 
Norvège. 

Il s'agit ici de la mémoire d'un homme par lequel la Norvège a apporté 
une part contributive tout à fait unique à l'œuvre scientifique de tous les 
pays et de tous les âges: c'est pourquoi nous nous adressons en toute con- 
fiance à l'ensemble du monde savant. 

Kristiaiiia, Mars 1907. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Çopra una classe di trascendenti meromorfe. 

(Del Dott. EUGENIO ELIA  LEVI, a Pisa.) 

I .  Nel la  presente Nota mi propongo di risolvero la questione seguente: 
Costrurre tutte le funzioni f ( z ) ,  n~erotnorfe in tutto i l  piano (al  finito) della vu- 
riubile conzplessa z, che soddisfanno le equazioni funzionali 

dove w ed w,  sono costanti arbitrarie e R (x) è i l  siwtbolo d i  u n a  funziowe razio- 
nale d i  x: (*). È naturale che una tale funzione non esisterà yualunque siano 
w ,  w , ,  R: si traiter2 quindi sia di trovare le condizioni sotto cui le ( 1 )  pos- 
sono essere soddisfatte da  qualclie funzione f ( z ) ,  sin di costrurre effettiva- 
mente le f ( z )  corrispondenti. 

amis - 
Se si pone u = e , una funzione f ( z )  che soddisfaccia alle precedenti 

condizioni diviene una funzione uniforme della variabile u con punti singo- 
lari essenziali al più nei punti u = O  ed u = ao; le equazioni ( 1 )  si ridur- 

Qniw, 
p. 

ranno ad una soIa equazione cp (nz u) = R' (p (u)) dove In = e " . Ed inversa- 
mente una funzione p (u) con punti singolari solo neli'origine e per u = eû 

Qzie - 
e soddisfacente all'equazione y (mu) = R (1 (u)) si trasforma ponendo u = e " 

(*) Il PICARD tratt6 un problema analogo nelle Meinorie: Sur une classe lzouvelb de tra- 
scendentes urtiformes (Acta Matheniatica. Vol. 18 e 23). In queste il PICARD dilnostrb clie 
date nz funzioni razionali R,, R,, . . . , R, in m variabili è sempre possibile costruire delle 
funzioni meromorfe ne1 semipiano che soddisfacciano le equazioni 

Se le x'; = Ri (xl xe.. . x,,,) definiscorro una trasfainazione birazionale le funzioni costruite sono 
meromorfe in tutto i1 piano. 

Arclzali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo X1V. 13 
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in una funzione f (a) che soddisfa alle condizioni del problema: onde potremo 
concludere clie il problema proposto equivale all'altro: 

Costruire le funzioni rg (u)  della variabile complessa u i cui punti singo- 
lari essenziali, se esistono, cadono nell'origi~e od all'infinito e che soddisfano 
l'equazione 

'P (m u )  = R ((f (4) (8) 

dove rn è una costante arbitrnria ed R (a) è, come precedentenkente, il simbolo 
dm una fu~aione razionale di x (*). 

8. Occorre clie preniettiaino qualche osservazione riguardante la fun- 
zione razionale R (x). 

Si ponga 

a f ( z ) + P ,  
+("=,y f ( a ) +  8 

( a  8 - fi y =1= O ) ;  

con 

x - a ,  
RI (a) = ( -8x  

v R  - 

Vale a dire che una sostituzione lineare qualunque (non degenere) porta 
da una funzione f (2) che soddisfa alle condizioni del problema ad una 4 (a) 
che soddisfa ancora alle condizioni del problema per una conveniente fun- 
zione razionale R. 

Usufruendo dell'arbitrarietà di a, P, y, 8 si pu6 fare in modo che R, (x) 

soddisfaecia ad alcune condizioni. Ponendo R (x) = la (3) si pub 
Q (a) 

(*) 11 POINCARÉ tratt6 sotto qualche restrizione un problema analogo a questo nella Me- 
moria : Sur une classe motwelle de trascendentes uniformes (Journal de Mathématiques, IV série, 
vol. 6, 1890), anche ilel caso di più funzioni incognite. 1 risultati di quella Memoria saranno 
richiamati più in là per quella parte che ci sarà necessaria (vedi n. 6). 
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scrivere 

' \ Y X - " /  ' ' \  yx-x / 

Si determinino anzitutto y e 8 in modo che sia soddisfatta l'equazione 

Se Pm è irreduttibile, P non saranno ambedue = O. 
Q ($1 

a Y Si scelgano allora sr e $ in modo che - = = - e quindi a 8 - B y ='= 0 ; sarà 
B 8 

ed in R, (x) il numeratore resterà di grado maggiore di una unità almeno 
del denominatore: Ponendo di nuovo R al posto di R, e chiamando h il 

grado del numeratore, potrenio quindi anzitutto supporre R (x) = ph (x) 
Qh-1 (XI 

dove Ph (x) è un polinomio di grado h e Q,-, (x) è un polinomio di grado 
h - 1 al pih. 

Ma si pu6 fare di più. Formiamo l'equazione Ph (a) - x Q,-, (x) = O; 
O essa non ammette radici, ed in ta1 caso si .deve avere identicamente 
Ph (x) - x Qh-,  (s) = a, a essendo una costante diversa da zero, e cioè 

oppure essa ammette radici : sia una di esse. Colla sostituzione x' = x - $ 
la funnione razionale R (x) verrà sostituita da una funzione ancora della 

Ph (%) , ma per cui si avrà Ph (O) = O ossia Ph (x) = x Ph-, (x). Pos- forma - 
Qn-1 (x) . . 

siarno quindi limitarci a cercare le funzioni meromorfe f (a)  per cui le equa- 
zioni funzionali (1) appartengono ad uno dei tipi seguenti: 
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dove Ph-, (x) è un polinomio di grado h - 1 e Q,-, (x) è un polinomio di 
grado h - 1 al più : 

dove Q,-, (a) è un polinomio di grado - 1 (*). 
Possianio ancora semplificare la questione : poichè se una funzione sod- 

disfa un sisteina (i)', se ne pub dedurre una che soddisfaccia un sistema 
di equazioni del tipo (l)', . Infatti O Q,--, (x) è uns  costante (h = 1), oppure 
Q,-, (x) è un polinomio ver0 e proprio. 

Ne1 primo caso f (2) soddisfa il sisterna 

e la funzione + (2) = enz) socidisfa il sistema 

che è del tipo (l)', (**). 

(*) Geometricamente : la relazione X I =  R (z) definisce una corrispondenza sopra la retta, 
la qiiale si pub ottenere ponendo d= f (a + o,), 3c = f (a) dove f (z) soddisfa alle (1). Se questa 
corrispondenza ha due punti uniti, si pub mediante una trasformazione lineare assumere 
questi come punti O e a, : fatta una tale trasformazione lineare sulla x,  per ottenere la corrispon- 
denza basterà porre x' = / ( z + q) e x = f (a) dove f (z) soddisfa alle (1);. Se invece la cor- 
rispondenza ha un solo punto unito si potrà prendere, con Luis sostituzione lineare, questo 
punto come punto all'ac: in ta1 modo 2'-x deve annullarsi solo per x = cw> e cioè es- 

a sere della forma --- (a - cost) : in ta1 çaso la f (a) corrispondente soddisfa alle (l)', . E 
Qh- :(XI 

qui debbonsi distinguere due casi: se la corrispondenza è una proiettività parabolica (h= 1) 
ogni sua potenza è ancora uoa proiettività parabolica oollo stesso punto unito: se non è una 
proiettività, la discussione che segue ne1 testo dimostra rigorosamente che il suo quadrato 
possiede altri punti uniti distinti da  quelli della corrispondenza primitiva : cosa che facil- 
mente si  pub prevedere conteggiando il loro numero. Ed allora sostituendo alla corrispon- 
denza primitiva il quadrato di essa si  ricade ne1 primo caso. È questo in sostanza il risul- 
tato espresso da1 teorema finale del presente n. 8. 

(**) Si noti che la proposizione inversa non è valida: poichè non sempre il logaritmo di 
una funzione $ (z) che soddisfaccia l'equazione $ (z +- o) = t,b (z) soddisfa pure l'equazione 
medesima: occorre percib che il logaritmo riprenda la stessa determinazione nei punti a e 
a + m .  Non sarebbe difficile esaurire direttamente 10 studio del cas0 in cui le equazioni sono 
del tipo f (a + w )  = f (a), f (a + w,) = f (a) + a : tuttavia per omogeneità di trattazione, segui- 
remo l'artifkio indicato ne1 testo. 
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Se Q,-, (x) non è costante si avrà 

ove Q ,,,-,, (x) rappresenta un polinomio di grado 7~ (77, - 1). Ora Q,,, ,, (x) = O 
e Q,-, (x) = O non hanno radici comuni ; infatti se p l .  . . pl,- ,  sono le radici 
della equazione QI,-, (a) = O, quelle di Q,,,-,, (x) = O sono le radici delle 7t - 1 
equazioni x QI,-, (x) + a = pi Q,_, (a), ossia QI,-, (a) ( p i  -- x) - (i. = O; e quindi 
non possono mai coiiicidere colle p i .  La frazione del secontlo i i~eml~ro di (4) 
è quindi irreduttibile: il suo denominatore risulta un polinoinio di grado 
(h+ 1) (h - 1); ed il suo nuineratore, se si osserva clie in Q,,,-,, (x) e Q:-, (x) 
i coefficienti di sono uguali, risirlta un polinoi~iio di grado h (72 - 1). 
Esisteranno quindi delle radici dell'equazione Q,, ,,, (x) + Qi , (x) = O :  se p 
è una di esse, si vede facilmente che la funzione $ (2 )  = f ( z )  - sod- 
disfa ad un sistema d i  equazioni del tipo di (l)', relativamente ai pe- 
riodi o e B w, . 

Concludendo possiamo duiique dire che bastn risolvere 1ü questione se- 
p e n t e  : 

Costrurre tutte le furbzioni ~uerornorfe f (2) clze sodtlisfanrto le eqimziou~i 

doue Ph-, (x) è un polirzou8io d i  grado h - 1 e Q,-, (x) è ztn poliuomio d i  grado 
17, - 1 al pi&. 

Assoggettando clireste funzioni ad una qualunque sostituzione lineare, si 
otterranno altrettante nuove funzioni del tipo cercsto. Inoltre potraiino an- 
cora essere funzioni che soddisfanno al nostro problema i logaritini delle 
funzioni f (a) che si ottengono quando nella seconda delle (l), sia 7~ = 1 
talchh essa si riduca a f (x + 6 4  = k f (2) (k = cost.) (*). 

Oppure possiamo anche limitarci a 
Costrurre tutte le f2crzxioni (u) i cui punti singolari essewia,li ,  se esistolzo, 

(*) Cfr. la nota precedente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



98 E. E. Leui: Sopra una classe 

cadono nell'origine e all'infinito e che soddisfanno all'equazione 

'p (tn u )  = 'P (4 ('P (4) , 
Qh-1 (Y (4) 

Bnio, -- 
W dove m = e e Ph-, (x) ,  Qh-, (a) hanno il solito significato. 

Si noti che, se invece delle funzioni f (z) O cp (u) soddisfacenti ( l ) ,  O (2), , 
1 1 

si considerano le funzioni -- O -- le nuove funzioni soddisfanno an- 
f (4 ?(.) 

cora delle equazioni del tipo ( l ) ,  O (2),  . Ed ancora da1 modo stesso con cui 
si è dimostrato la possibilità di giungere ad equazioni del tipo ( i ) ,  (od ( i ) ' , )  
e (2) ,  risulta che se 13 è una radice deli'equazione Ph-, ( x )  - Q,_, (x )  = O, le 
funzioni f ( 2 )  - p e (9 (u)  - p soddisfanno insieine colle f ( 2 )  e 9 (u)  ad equa- 
zioni dei tipi ( l ) ,  e (2 ) ,  (*). 

W 
3. Incominciamo coll'esaminare se il rapport0 - pub essere reale : in 

0 1  

ta1 caso u e  è di modulo 1 e tutti i punti u, ta u, tn2 u . .  . stanno su un cer- 

chio di centro l'origine. Dobbiarno distinguere due casi secondochè 2 è ra- 
0 1  

ziona,le O no. 
Cd ( " 3 -  

Se - è razionale, si ponga - = - p e q-essendo interi primi fra loro. 
(1) 1 "1 4 

Si considerino allora due interi h  e k tali che h p + k  q = 1, e si ponga 
. , w l , = h o + k o , :  si avra h l =  D'altra parte se si 

pone Ri (a) = R  (Ri-,  (x ) ) ,  Ri ( x )  = R ( R  ( x ) ) ,  si ha 

Quindi la funzione cercata soddisfa ad una equazione del tipo della seconda 
0 

delle ( l ) ,  anche rispetto al periodo a', = - 
P 

(*) Si ricordi che per passare da1 tipo di equazioni f (z  + w ) - Ph (f(')) -- di 6 un 
- Q h - ~ ( f ( z ) )  

caso particolare il tipo ( L ) ,  - al tipo (l)', (od (l),) bastava sostituire a f(z) la funzione 
t,b (2) = f (2) - p dove p era radice di Ph (x) - x Q I - ,  (x) = O. Ne1 caso presente in cui 

Ph (2) = x Ph- 1 (2) 

tale equazione si riduce a Ph-, ( x )  - Qh-1 ( x )  = 0. 
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Inversamente se f ( z )  è tale che f ( z  + w',) = Rh-, ( f  (z)) ,  si avrà che 
f ( z  + a,) = f (z  + q w',) è una funzione razionale di f ( 2 ) .  Quindi in questo 
cas0 possiamo sostituire al periodo w, che ha rapporto razionale con o un 
periodo che sia precisaniente un sottomultiplo di w :  e quindi limitarci a 
cercare le funzioni f ( 2 )  che soddisfanno le equazioni 

Le due equazioni non sono indipendenti: perché esse siano conipatibili 
occorre che Rp-, ( x )  = x. 

Ma in ta1 cas0 la sostituzione x' = R (x) si inverte univocainente colla 
x = R,-, (x'), quindi R (x )  deve essere lineare e quindi riducibile con una 
trasformazione lineare alla forma k x od i ~ :  + a ( a  = - O )  corrispondentemente 
ai tipi ( l ) ' ,  ed (l)' ,  del n.O 8. Ma le equazioni 

non sono compatibili ; e le altre 

9nir - 
sono compatibili solo quando kp = 1 ossia k = e " ( r  = O, 1, g,... , p - 1). 

9nirs - 
Una funzione di x che soddisfa in ta1 cas0 le (5)  è e " . E se f ( z )  è 

f (4 una qualunque altra funzione che soddisfaccia le (5 )  la funzione + (2 )  = wz 
- 

W e 

soddisfa l'equazione + x +- = + ( z ) ,  onde notoriainente è una funzione ( P) 
9nips %cipz - - 

meromorfa di e " . E inversamente una funzione meromorfa di e " soddi- 

sfa l'equazione $ a+-  = 4 (a). Quindi le funzioni che soddisfanno al no- ( 3 
O P 

stro problema quando il rapporto - è della forwta - sono le funzioni 
I Q 
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dove + è i l  simbolo di una qucclunque funzione meromorfa ed r è %no dei nu- 
meri O, l ,  8, ..., p - l, (e le loro funzioni lineari fratte). Le equaxiona corri- 
spondenti sono 

Bmirq - 

f(.+.)=f(.), f( .+.1)=e F M .  

Sia da una osservazione precedente, sia dalla diretta ispezione della for- 
niula risulta clie i logaritini di queste funzioni non soddisfanno alle condi- 
zioni del problenia, tranne quando:r = O, riel yual caso non possono dare 
clie delle funzioni della stessa forma che le precedenti. 

4. Ne1 caso che il rapporto sin irrazionale non put5 esistei-e alcuri 
("1 

tipo di funzioni f (z) O <p (u) che soddisfacciano ad equaaioni della forma (1) 
2nirz - 

W o (9) oltre al  caso evidente f (z) = k e ossia p, (u) = leu". 
Torna piii coinodo in yuesto caso porci il problema nella seconda fornia: 

allora i punti u, qîz u ,  m%,. . . , die, corne g i h i  è notato, sono su un cerchio, 
sono tutti distiiiti e tali che vicino quanto si vuole ad un punto arbitrario 
del cerchio si potrà trovare dei punti m"u con s grande a piacere. Cib 
posto, si osservi anzitutto che una funzione cp (u) clle soddisfaccia una equa- 
zione del tipo (8),, non pub avere in un punto al finito diverso dall'origine 
uno zero od un polo, od assurnere un valore a radice di P,_, (x) = O od un 
valore radice di Q,-, (x) = O. Poichè se in un punto u ,  cp (u) assumesse 
il valore zero od un valore cc, nei punti m u ,  na2 u ,..., ma u ,... la funzione 
avrebbe degli zeri: onde nell'intorno di u cadrebbero infiniti zeri il che è 
assurdo se si suppone che cp (u) non abbia punti singolari essenziali altro che 
nell'origine od' all'infinito. Analogamente se (u) avesse un polo iu u oppure 
assumesse un valore fi, in sn u ,  nz2 u ,  . . . , tnS u,. . . avrebbe sernpre dei poli 
(poichè riella funzione razionale del secondo membro di (8), il numeratore 
è di grado superiore al denominatore); onde in prossiniità di u si avranno 
infiniti poli: il che, coine prima è assurdo. 

Ma per un noto teoreina del P~CAHD la funzione deve assumere qualunque 
valore, due al più eccettuati, in punti al finito diversi dall'origine, quiridi 
tutti i valori a e fi devono coincidere col10 O o coll'co : e quindi Yequazione (S), 
deve essere della forinai 
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O r a o è  I c I = 1 , h = I 7 o p p u r e è h ~ " 2  e q u a l u n q u e o h = l  e ICI-/=1. 
Cominciando da1 caso in cui h ? 8 e c qualunque, O h = 1 e 1 c 1 - 1 si os- 

1 
servi che carnbiando al più q n  in - si pub supporre senz'altro O h 2 2 O 

112 

h = 1 1 c 1 > 1. Si prenda allora un nunlero positivo A tale che 1 c A" 2 y A 
con y reale e > 1: ci6 è senipre possibile; poichè, se h t S basta prmdere 
un qualunque y > 1 e scegliere poi A cosi grande che y < c Ah-', se poi 
h = 1 1 c 1 > 1 basta prendere A qualunque e per y 10 stesso valore c . Si 
prenda poi un punto u diverso dall'origine in cui y (u) = A: siccome + (u) 
non prende già in punti diversi dall'origine i valori zero ed ao, tali punti 
esisteranno certamente. Allora nei punti m u, mz%, ..., m" u,. .. si avrà 

I c p ( m u ) I = I c A h I s y A  

1 % / c(y A)" &yy"+' A? y" 
. . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . .  
E quindi ricordando che y > 1, vicino quanto si vuole ad u si troveranno 
altri punti in cui p, 1 u 1 prende valori in inodulo inaggiori di una qualunque 
quantità assegnata: cib che è assurdo. 

Se poi h = 1 ( c 1 = 1, si deduce su un qualuilque cercliio di centro l'ori- 
gine (u) è di inodulo costante. Ed infatti preso un punto arbitrario u, in 

... cui la funzione abbia un valore di modulo = A, in tutti i punti m u, m2 u,. 
nz" u ,..., cp (u) psenderà déi valori in moclulo uguali ad A;  e siccome questi 
punti formano un insieme ovunque denso su1 cerchio; rie segue per conti- 
nuità che il modulo di pr (u) è costante su1 cerchio inedesiino. Si deduce clie 
1 cp (u) 1 è funzione di 1 u 1, e quindi cl-ie, posto u = u, + i u,, log 1 p (u) 1 è una 
funzione armonica di u,  e u, dipendente da 1 u 1 solamente. Si deduce clle 
log 1 p (u) 1 = r log 1 u 1 + k (*), dove r e k sono costanti, e quindi y (u) = lc u" 

(*) Sia u = u, + i u, = g e44, e cioè [ u 1 = g. Una funzione x (u, u,) armonica di zc, ed w, , 
considerata come funzione di g e 9 deve come 6. iioto soddisfare I'equazioiie: 

se quindi x per ipotesi è indipeildeiite da  8 deve iiecessariamente avere la forma 

x = r log q + lc . (r e lc costanti). 

Anlzali d i  Matematica, Serie III, Tomo XIV. 
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dove r e k sono ancora costanti: la condizione che y(u)  sia meromorfa im- 
pone clie r sia intero positivo O negativo. Questa soluzione fu già trovata 
ne1 numero precedente e, come è naturale, la ritroveremo in seguito anche 
per qualunque valore di m. 

(3 
5: Ci rimane a trattare il caso in cui - è complesso: ricorrendo an- *, 

cora alla seconda forma del nostro problema dovremo cercare le funzioni 
cp (u) che soddisfanno a (2), ed hanno singolarità essenziali al  più nell'origine 
ed all'infinito, il nun~ero m essendo di modulo -I= 1. Se cp (u) ha un solo 
punto singolare essenziale si pu6 sempre supporre che esso sia all'infinito, 

1 
perchè ove fosse neli'origine basterebbe cambiare u in - per ricondurci a 

u 
quel caso. 

Possiamo quindi distinguere tre casi : 
1.0 ~ ( u )  è regolare od ha una singolarità polare nell'origine, ed è 

Im1> 1. 
8.0 cp (u) è regolare od ha uria singolarità polare nell'origine, ed è 

I m ( < l .  
3.0 q~ (u) ha una singolarità essenziale sia nell'origine che all' infinito. 

Tratteremo nei nuineri seguenti dei tre casi notati. 

6. La ricerca relativa ai priini due casi si pub facilmente esaurire ri- 
correndo ai risultati ottenuti da1 POINCARÉ nella'Memoria citata. I )a  (2),  po- 
nendo u = O segue 

quindi: O y (0)  =O, O cp (O)  = 00, od infine g, ( O )  b tale che ph-1 (? (0)) - 1. 11 
Qh-1 ( c p  (01) 

1 
secondo di questi casi si riconduce al primo cambiando p (u) in il terzo 

cambiando cf (zc) in cp (u) - P, B essendo una radice (il valore di y (O)) di 
Ph-, (x) - Q,-, (a) = O  : con ci6 in virtù dell'osservazione finale del n . O  2 non 
si muta la forma dell'equazione cui soddisfa la funzione cercata: onde pos- 
siamo supporre che la funzione cp (u) soddisfaccia ali'equazione (8), ed in- 
sieme sia tble che ? (0) = 0. 
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Cib posto ricordiamo che il risultato del P o r ~ c a ~ É  si pub enunciare ne1 
modo seguente : 

Condiaione necessaria e sufficiente aff inchè esistano funzioni  ( u ) ,  regolari 
irt un in torno  dell'origine che soddisfaccinno l'equazione (2), ed abbiano nell'o- 

r ig ine  u n o  zero d i  pr imo ordine,  è che s i  abbia 

pueste funzioni  si ottengono sostituendo p. u ad u in una d i  esse, p. essendo 
a n a  costante arb i t rar ia  ("). 

Per giungere a risolvere il nostro probleina occorre studiare quando gli 
sviluppi del POINCARÉ rappresentano funzioni nlonodrome in tutto il piano, 
e corne si modificano le precedenti conclusioni quando si supponga che pi ( u )  
abbia nell'origine uno zero di ordine 7; qualsiasi m 1. 

Incorninciaino da quest'ultiina questione. È facile vedere che in ta1 caso 
d $Ph-1 (4 deve essere '[- ( ) ]  = wbk e che la funzione p (u), se esiste dere 

d x Qk-1 ( x )  î.=o 

essere funzione di uk. Essendo infatti pi ( u )  regolare nell'origine per ipotesi, 
la si potrà sviluppare in serie di u, per mostrare l'asserto basterà mostrare 
che la derivata r-esima è nell'origine diversa da zero solo quando r = O (iuod k). 

lnvero posto " Ph-1 = K (s) dall'equazione (m U )  = R ( y  (zt)) si deduee 
Qh-l (a) 

w"" ( m  U )  = R' (y (u)) y'' (u) + R" (pi (u)) yI2 (u)) 

. . . .  . S . . . . . . . . . . . .  

dove Hk ( u )  è una somma di termini ciascuno dei quali contiene a fattore 
tante derivate di pi ( u )  di ordine < k che la somma degli indici di ogni ter- 
mine è k, ed almeno una derivata di R (x )  di ordine inaggiore di 1. Onde 
intanto dall'ipotesi che le prime k - 1 derivate si annullino per u = O segue 
I& (O) = O ;  e quindi aEnchè sia pi'k1 (O) -1- O, occorre che sia R' (O) = mk. Si 

(") Il POINCARE suppone 1112 1 > 1. È chiaro che psr la diinostrazione della convergenza 
degli sviluppi ottenuti da1 POINCARE tale restrizione non è necessaria. Essa é necessaria nei 
ragioiiarnenti del POINGARE solo in quanto gli serve a dedurre che Io sviluppo regolare nel- 
l'origine rappresenta una funzione regolare e monodroma in tutto il piano, 
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ha poi 
mk+' 

(IN ZG) = R' ( y  (u)) y('+') (u) + HkSL (u), 
mk+' ?'k+2) (ln u )  = R' (y (u) )  al("+') (u )  + H,+, (u), 

. . . . . . . . . . .  . . . . . .  
ntz y(') (m u)  = R' ( y  (u)) y") (u) + H, (u),  

dove fi, (u)  è una somma di termini ciascuno dei quali contiene a fattore 
tante derivate di p (u) di ordine < 1 che la soinma degli indici sia = 1 ,  ed 
alirieno una derivata di R (x) di ordine maggiore di 1. Ricordiarno che non 
pub mai essere g ~ a '  = s ] zk  per 2 I= k ,  poichè si suppose 1 N L  1 1- 1 ; dall' egua- 
glianza R' (O)  = ln" segue allora cl-ie cp'" ( O )  = O tutte le volte che Hl ( O )  = O. Ora 
ogni termine di I&+,, H,+,, ..., Hz,-, deve contenere alineno una derivata di 
ordine < l . ,  quindi sarà H,,, ( O )  = Ift+, (0) . . . = H,,-, ( O )  = 0;  i ~ v e c e  Hz, (u) 
pub contenere un termine in cui conipaia [y'" (u)]" onde potrà darsi che 
H,, (O) =I- O e quindi y'") ((O -i= 0. Ed in generale, ammesso che tutte le deri- 
vate di ordine r =]= O (n~od k )  minore di un certo nunîero l siano nulle nel- 
l'origine, Io saranno ancora tutte quelle di ordine 1 se non è 1 O (inod lt); 

perchè quando ci6 non sia ogni termine di Hl deve pure contenere una de- 
rivata di ordine r + O (mod k) e quindi sarà III (0) = O e y'" (O)  = O. Onde 
risulta diinostrato l'assunto. 

Cosicchè se esiste una funzione clie soddisfaccia alle nostr2 condizioni 
ed abbia uno zero di ordine k nell'origine, questa dovrà essere funzione di uk 
e coine tale soddisferà l'equazione y (ln%") = R ( p  (u")), dove R (x) è tale clle 

d R R ( O )  = O, jz) = "P. 
z=o 

Ponendo u" = v, la nostra funzione diventa una funzione di v che sod- 
disfa l'equazione 

p, (m" v) = R (y (v)) 

e clie ha in r = O  uno zero di primo ordine. Ma' allora il teorema del POIN-, 
CARÉ ci dice che le condizioni imposte ad R (x) sono suEcienti per assicu- 
rarci dell'esistenza di una tale funzione, onde ne verrà di conseguenza che 
la funzione cercata avente uno zero di ordine k nell'origine esiste. 

Dai calcoli precedenti segue inoltre che, quando h = 1, e quindi l'equa- 
zione si riduce alla forma cp (112 u )  = c 4, (u) ,  p, (u)  non pub differire da u*, k 
essendo un.intero positivo e c essendo uguale ad ~n", O dalle funzioni (y. a)" 
che da quelle si ottengono mutando in 1. u ; ed invero tutte le quantità 
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H,(u) saranno identicaniente nulle perchè le derivate di ordine > 1 di 
R (x) = c x sono nulle. . 

Rimane ad esaminare quali di queste funzioni sono inonodroine in tutto 
il piano. Se si è nella prima delle ipotesi fatte ne1 numero antecedente e 
cioè 1 +n 1 > 1, da1 fatto stesso che la funzione è. regolare nell'origine e sod- 
disfa l'equazione (2),, segue, corne già osserva il POINCARÉ, che la funzione 
qj (u) è regolare in tutto il piano. Diremo che queste funzioni appartengono 
alla classe del POINCARÉ. 

Se invece 1 m ( < i, tale deduzione non è possibile. Ma si osservi allora 
che la funzione non pub avere poli in nessun punto al finito del piano ec- 
cettuah l'origine, poichè in virtù dell'equazione (8), se zc è un polo di cp (u) 
anche m u ,  gn" ,..., ma u ,... sono poli di cp (u), e di tali punti in virtù dell'i- 
potesi / In 1 < 1 se ne potrà trovare quanti se ne vuole vicino all'origine onde 
l'origine risulterehbe un punto singolare essenziale per p (u) contro l'ipotesi; 
e per la stessa ragione (u) non pu6 avere zeri al finito fuori dell'origine. Ed 
analogamente (u) non pub assulnere al finito, fuori dell'origine un valore a ra- 
dice d i  Ph-, (2) = O, o un valore radice di &,-, (x) = O percliè in ln zc avrebbe 
uno zero od un polo rispettivamente. Quindi per un ragionamento analogo a 
quel10 del n.O 4 l'equazione avrà la forma cp ( r r ~  u) = c [~p  (u)Ih, e clovrà essere 

[ c ) = d ossia [h  c xL1],=. = +fik, onde lz = i c = rtk. Per una osser- 
r=O 

vazione fatta precedentemente otterremo di  qui necessariamente rp (u) = ( 1. u ) ~ .  
Queste ultime funzioni le abbia~no già trovate: di più rientrano nella classe 
ora studiata, poichè esse si coniportano regolarmente anche all'infinito onde 

1 basta cambiare u in - per ottenere che esse soddisfacciano ad una equa- 
u 

zione per cui 1 rn 1 > 1. Quindi tutte le funzioni che rispondono alle condizioni del 
problema nelle ipotesi 1." e 2." del n." 5 si possono considerare come rispondenti 
al problema .nell'ipotesi 1." ed appartengono tutte alla classe del P o ~ ~ c a n k .  

Si noti che nessuna di queste funzioni è tale che il suo logaritmo sod- 
disfaccia alle condizioni del problema, poichè, essendo esse regolari nell'ori- 
gine, il logaritmo è necessariamente funzione polidronia di u. 

7. Andiamo ora a studiare l'ipotesi Xa del n.O 5. Potremo senz'altro 
1 supporre 1 m ( > 1 ; ove ci6 non fosse basterebbe inutare zc in - e cioè z 
ZG 

in - z, Ci proponiamo di mostrare che in questa ipotesi la (2), deve ridursi 
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Rainmentianio infa.tti che, corne più volte si è notato, in virtù di (31, se 
u è un polo per p (u) anche rn u, ~n%, . . . ma u,.. . sono poli per p (u). Cosi 
a ciascun polo zc di <p (u) ne corrisponde una serie infinita contenuta in una 
successione 

e precisamente, tosto che un  numero di questa successione è un polo di p, (u), 
sono pure poli tutti i successivi. Ora una successione (S), contiene senipre un 
termine ed uno solo in ogni corona circolare r compresa fra due cerchi di 
centro l'origine e raggio p e 1 ttz p. Quindi le serie (S) che nell'intorno dell'o- 
rigine contengono dei poli sono in numero finito, altrimenti dentro una tale 
corona r esisterebbero infiniti poli e un piinto singolare essenziale in un loro 
punto di condensazione. Ma vi è di più: se il grado di Q,-, (a) è h - j ( j  2 1) 
e se cp (u) ha  lin polo in u di ordine t ,  in m8u ha un polo di ordine t j ,  in 
m2 u un polo di ordine t j"  eec.; quindi anche nelle successioni (8)  non vi 
potranno essere poli nei punti wp"u per valori di s grandi a piacere se non 
è j = 1, poichè altrimenti in un punto arbitrario di (5') vi sarebbe un polo 
di ordine grande a piacere il che è assurdo. Quindi O nell'intorno dell'ori- 
gine non vi sono poli, oppure Q,-, (x) è proprio di grado h - 1 e i poli sono 
tutti su un  numero finito di successioni (6'). Analogamente ragionando per 
gli zeri, si conchiude che nell'intorno dell'origine non vi sono zeri oppure sono 
distribuiti su un numero finito di successioni (8) e Ph-, (x) = O non ammette 
lo zero corne radice. 

Sia ora ( x )  una radice di Q,-, (x) = O (di Pl,-, (a) = O): se o, (u) prende 
in u il valore 3 ( x ) ,  in I ~ G  u y (21) lia un polo (un0 zero), quindi in ogni suc- 
cessione (S) non pub aversi che un punto al più in cui 9 (%) assume il ~ a -  
lore F (il valore x )  ed una serie (8) che contenga un ta1 punto è una serie 
contenente poli (O zeri). Ma per essere finito il nurnero delle serie (8) contenente 
poli (O zeri) segue che nell'intorno dell'origine (u) non assumer& niai nè un 
valore a, nè un valore p. Ma pel già ricordato teorema del PICARD nell'in- 
torno di un punto singolare ogni funzione deve prendere un qualunque suo 
valore fatta astrazione al più per due di questi ; nè verrà che tre casi sol- 
tanto possono darsi : 

1.' h - 1 -  1, e 9,-, (2) è di grado h - 1 ; esistono un valore o: ed iiu va- 
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lore p, ma pub essere a =O.  L'equazione (2), è della forma 

la funzione .p (u) non prende nè il 'valore a nè il valore 13 nell'intorno del- 
l'origine; prenderà quindi ogni altro valore. 

2.O h =I= 1, ma Q,-, (a) è di grado < h - 1 ; ancora Ph-, (x) = O deve 
ammettere una sola radice a che pub essere anche uguale al10 zero: e p (u) 
non pub assuinere né il valore a nè il valore ao nell'intorno dell'origine, onde 
segue che Q,-, (x) = O non dovrà ammettere radice e quindi l'equazione (2)' 
diverrà della forma p (m u) = c lg (u) (lp (u) - a)'-'. 

3 . O  h = 1 ;  l'equazione (94, è della forma 

p ( m u )  = c p (u). 

Ma il primo caso non pub verificarsi. Invero siccoine nell'intorno dell'o- 
rigine p (zc) non pub prendere nè il valore a nè il valore p ,  essa non pub 

al (al - 
prendere neppure i valori di s(, e F, tali che = a oppure 

(al - P)h-l 
a)- 
- = : questi valori a,  e p l  dovrebbero quindi coincidere tutti 

(BI - k) 
con a O F :  cib che evidentemente per essere a -1 P non pu6 avvenire. 

Analogainente non pub aversi il secondo caso. Invero: se a 1 O esi- 
sterà ancora un valore a, =I= x tale che c al (a, - a)"-' = a, e neppure questo 
valore a, non dovrebbe essere ammesso da fp (u) il clie è assurdo. Se poi 
u = O l'equazione diviene p ( m u )  = c (~f' (u))', e p (u) non deve nell'intorno 
dell'origine prendere il valore zero nè avervi dei poli. Dall'equazione inede- 
sima si deduce che 10 stesso si avrà allora in tutto il piano. Ma nell'intorno 
dell'origine essa prenderà un qualunque valore diverso da O e da 0 0 :  in 
particolare un valore A tale che 1 c 1 Ah > y A y essendo un numero reale 
e > 1. Ma se u è u n  tale punto, ne1 punto mnau - come risulta da un ra- 

ha-l - 
gionamento del n.O 4 - rg (u) prenderà un valore di modulo > yh-' A e 
quindi un valore che diviene col crescere di s in modulo maggiore di una 
qualunque quantità assegnata. Fissato allora s arbitrariamente grande, si 

prenda un punto u in cui p (u) = A e tale che 1 u <& : nella corona r 
ma ' 

compresa fra i cerchi di raggi p ed 1 m l p  e centro l'origine esisterà un punto 
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in cui p (u) diviene maggiore in modulo di y' A :  quindi in una tale corona 
r rq (zt) prenderà dei valori di modulo maggiore di ogni quantità assegnata, il 
che contradice alla conclusione tratta precederiteinente che cp (u) non ha poli 
in tutto il piano. 

Non ci resta quindi clle di trattare il terzo dei casi precedentemente 
enumerati. 

Ritorniaino percid alla prima forma del iiostro problerna: si deve allora 
cercare le funzioni meromorfe della variabile complessa z che soddisfanno 
alle equazioni 

e sotto questa forma si riconosce che queste funzioni esistono e non sono 
che una classe delle funzioni doppiamente periodiche di seconda categoria 
relative ai periodi o e o, : precisamente esse (*) si ottengono tutte mediante 
la formula 

dove con E (z)  si indica una qualunque funzione ellittica di periodi o ed a,, 
con ~ ( z )  la funzione G relativa agli stessi periodi ed infine con s si indica 
il primo dei periodi di seconda specie. 

Resta ancora a vedere, per terminare la nostra classificazione se i lo- 
garitrni delle ultiine funzioni trovate possono considerarsi come funzioni me- 
romorfe di z  che soddisfacciano il sistema : 

Sarebbe facile vedere clie si: del resto immediatainente si vede che le 
funzioni che soddisfanno a queste equazioni sono tutte e sole le funzioni 
della forma 

(+) Cfr. ad esempio BIANCHI : Lezioni sulkç teoria delk funzioni di variabile complessa e 
sulk funzioni ellittiche, pag. 870 e as. 
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8. Riassumendo possiamo conchiudere : 
L e  funzioni clze soddisfanno alle condizioni del problema del n." 1 sono 

famxioni Zineari fratte delle seguenti : 
1.O funzioni della classe del POINCARÉ; 
8.O fumzioni per cui  i l  secondo rnembro della seconda equaaione (1) è li- 

tzetçre in  y (u) : e precisamente : 

w P  8.' a) se - =- (p e q interi primi fra loro) funzioni della f o m m  
6'1 41 

%cira + ( e 2 ! )  

f ( x ) = e  doue r è u n o  dei priwzi q numer i  della serie nntzwale e 
+ è i l  simbolo d i  u n a  funzione .~îzero.îîzorfa; 

8.' h) ficnzioni ellittiche d i  p r ima  O seconda cadegoria d i  periodi fi, ed o, 
della forma 

dove k è una costante ed E (2)  è u n a  qualunpue funxione ellittica d i  p r i r m  ca- 
tegoria d i  periodi w ed w ,  ; 

8.' c) ficnxioni del tipo 

k [--al  (x) +ï, a] + E ( z ) .  

Osservaxione 1. Se invece di una sola funzione prendiaino a considerare 
corne il PICARD ed il POINCAHÉ nelle Memorie citate un  sistenla di più fun- 
zioni, l'immediata generalizzazione delle due classi di funzioni del prececlente 
teorema ci riporta ai due tipi già trovati da questi autori e ci06 alle fun- 
zioni del POINCAKÉ ed a quelle per cui la trasformazione subita dalle fun- 
zioni quando la variabile aurnenta di w, è birazionale. Sarebbe interessante 
rioonoscere se si pub, conle ne1 caso trattato ne1 presente lavoro, invertire 
la proposizione anche ne1 caso generale: ci6 non mi è finora riuscito. 

Osservaxione Il .  1 risultati precedenti si possono facilmente estendere a 
casi più generali. Cosi si supponga di sostituire alla prima delle (1) l'equa- 

zione f (x + w )  = (") + ' talchè si abbiano a cercare le funzioni meromorfe 
Y ~ ( z ) + S  
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- -. . . - - 

per cui si ha 

Anzitutto do& essere 

Ma una sostituzione lineare data (: !) si pub notoriamente trasformare 

inediante una conveniente sostituzione lineare in una delle forme (0 1) 
(O f )  con f'~ = O. Si pub quindi seinpre passare con una sostituzione lineare 

dalla f (a) ad una y ( x )  che soddisfaccia alle equazioni 

(love R* ( x )  è una conveniente funzione razionale. Kei due casi rispcttiva- 
niente la (6) si riduce alla forma 

R* (a 2) = R* (x) (6) 3 

Coinincinino da1 1 . O  caso. Dai ragionaineiiti dei n.i 3, 4, 6 risulta in partieo- 
lare clie uns fuiizione cf, (u) regolare riell'origiiie che soddisfaccia ad una equa- 
zione p ( I I L  tt) = c cp (u) dere essere iiiediante una trasfornîazione lineare riduci- 
hile ad una delle forme y (14) = p. ' Z G ~  ( h  intero) oppure y (u) = ZG" + (up) # essendo 
una funzione ineromorfa ed Y, p essendo iiiteri : nei due casi rispettivamente 

Yn i Y n i r  

4 1 1 8  = c, oppure 112. = e " , c = e " . Per avere le soluzioni di (6), basta cer- 
care yuando per le fuiizioni precedenti si ha c = +)z = y. e p è razionale. Si 
clecluce clie tre soli casi possono aversi: 

1 .O a: = 1, R* (x) y ualunque, 
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%O a = e P ,  R *  (x) = x; R** (XI') dove R** è ancora il risultato di una 
f unzione razionale, 

3.0 a qualuilque, R* (x) = a, x ( u ,  costante). 
Il primo caso è quel10 da noi studiato ne1 presente lavoro. 
Ne1 secondo caso si avrà 

Si ricade quindi ancora in fuilzioni che soddisfanno anche ad eyuazioni 
del tipo già studiato. Quindi nuo-c-e funzioni si possono ottenere solo ne1 
terzo caso: le funzioni cercate soddisfanno alle equazioni 

Sel  caso che si abbiano le equazioni (l)', , la (6), ci dice clie R* (x) dere 
avere la forma R* (x) = x + pl (p l  costante). Onde si avrà il sistema 

Quindi le funziogzi soddisfacetzti (l), O sono tra le funxioni gik t ~ o v n t e ,  O 

sodd i s fanno  ad (l), , O a d  (l), , od infiize sono funzioni  l ineari  cli queste. 
Come al n . O  2 basta studiare il sistema di equazioni (l), . Se (5) sod- 

-loge * 
disfa ad (l), la funzione + ( x )  = e " . ( z )  soddisfa le equazioni 

quindi è una delle funzioni dei tipi 2 . O  a) O ?Lob) di quelle già t r o ~ a t e  cla 
noi. E viceversa da ogni funzione +(z)  se ne deduce una ?(s) soddisfaceiite ( l ) , .  
Onde le funxioni  soddisfacetzti (I), sono : 

$nipz 

a) le ficnzioni y ( z )  = e" $ (e") dove Ii  è costante, 4 è il siinho10 di 

una funzione meromorfa, p è intero tranne clie ne1 caso in cui $ i? uiia 

costante, dovrà prr  queste funzioni essere 2 razionale della fornia ')) 9 

6' 1 4 
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b) le funxioni  doppianzente periodiche d i  pririza O seconda cateyor.in;. 
Corrispondenteinente le funzioni  che sodd i s fnnno  (l), sono : 

Pzipz 

a) te funZionr p (x) = P Z  + j (RU) (Anmm se + iioii t uria costante 

per tsli funzioiii deve essere - = - 
(3, !2 

b) le ficmi0n.i della forma 

c ,  < (Z) + c, X + i (21). 
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Nuove applicazioni del principio 

(Il Problema di Lord Kelvin.) 

(Di GUIDO FUBINI, a Ge~oua.) 

INTRODUZIONE. 

I n  questo lavoro studio, col principio di miniino, il prohleina di costruire 
una funzione armonica U in un campo r, quando su1 contorno c di r è data 
la derivata normale di U, O, più precisamente, studio il prohlema di niinimo, 
che Lord Kelvin ha sostituito al problema citato, e che, in certi casi, gli è 
equivalente. L'idea fondamentale è la stessa, che mi ha servit0 in altro la- 
voro (*); perb la diversità del problema studiato porta svariate differenze nei 
singoli punti della trattazione. Il problenia è studiato per il caso di tre va- 
riahili indipendenti: non avrehhe infatti avuto alcuno scopo 10 studio della 
yuestione per il caso di due sole variabili. Io tratto il problenia di Lord 
Kelvin soltanto a titolo d'eseinpio: metodo e risultato si estendono ai pro- 
blemi dello stesso tipo per qualsiasi equazione lineare, O per qualsiasi si- 
stema di equazioni lineari in modo analogo a quel10 esposto nei &$ 9-10 della 
mia Memoria citata. 11 problema di Lord Kelvin è da noi scelto soltsnto coine 
un problema tipico, perchè il più conosciuto e il più semplice dei problemi 
dello stesso genere. E io credo fermamente che per equazioni differenziali li- 
neari (e forse anche per equazioni non lineari, appena si sappia superare 
qualche difficoltà ancora non sormontata (**)) il metodo di minimo sia uno 
dei più potenti e semplici metodi per stabilire i teorenii di esistenza. 

(*) II priracipio di mirtirno, ecc. (Rend. del Circ. Matein. di Palermo, Tomo 93). In questa 
Mem., il lettore troverà notizie bibliografiche di altri lavori (di WEBER, HILBERT, LEVI) SLII 
principio di F ) I R I C ~ E T .  Ricordo ancora una nota del Prof. ARZELÀ (Rend. dellJAccademia di 
Boloyna 1897), in cui sono contenute molte eleganti osservazioni a proposito della validit:~ 
del principio di  minimo. 

(**) Queste dificoltà non consistono già ne1 determinare la funzione, O le flinzioni cer- 
cate, ma piuttosto ne1 verificare che questa funzione, O queste funzioni soddisfano all'equa- 
zione differenziale, O al sistema di  equazioni differereiiziali proposto. 

Arzlzali di Matematica, Serie III, Tom0 XIV. 16 
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Sarà bene dare qui un'idea dei risultati, cui si perviene in questo ordine 
di studii. 1 problerni, di cui si tratta, si propongono di trovare, in un certo 
insieine di funzioni, una funzione U, la quale rende ntinimo un certo inte- 
grale I(U), il cui integrando S una funzione definita positiva di U e delle 
sue derivate. Come ha osservato WEIERSTRASS, l'esistenza di un tale miniino 
ha bisogno di essere rigorosaniente dimostrata: a priori si pub soltanto af- 
fermare l'esistenza di un limite inferiore d. Ne1 canipo di funzioni conside- 
rato si pub dunque trovare una successione (miniinizzante) di funzioni v,, 

1 
wp ,..., tali che, posto I (un) = d + E,, , si abbia lirn E. = O. E anzi si pub 

>2=m 

supporre che le a, tendano a zero con una rapidità grande ad arbitrio, che 
1 - 
3 p. es. la serie Y s, sia convergente. Ora avviene questo fatto, d ie  in alcuni z' 

punti del campo r il liin u, esiste ed è uguale al valore della funzione U 
11 =O0 

cercata; inentre in altri punti ci6 pu6 non nvvenire (iiè per la  successione 
delle u,, nè per alcuna successione subordinatn, conie HILBERT enuncib in 
un caso particolare). Questi punti eccezionali formano un aggregato, il quale 
da ogni piano, da ogni sfera, da ogni superficie ? regolare, che soddisfi cioè 
a certe condizioni di continuità, ecc.) è intersecato in un aggregato di punti 
di misura superficiale nulla, (vnle a dire in un aggregato d i  punti, clle si pub 
trascurare, yuando si calcolino, al modo di LEBESGUE, gli integrali di una 
funzione estesi a una porzione del piano, O della sfera, O della superficie cp 
in discorso). In nltre parole, se x è un pezzo di una superficie regolare (piano, 
O sfera, ecc.), e d 6 ne è l'elemeiito d'area, si ha identicamente: 

Naturalmente io qui par10 di sfere, di piani, ecc., perchè r è supposto 
a tre dimensioni. Se r fosse supposto a 2 diinensioni, clovrei parlare di rette, 
cerchi, ecc.; se r fosse supposto a n diinensioni, parlerei di ipersuperficie 
sferiche, O piane, ecc., ecc. 

Mi spiegherb più chiaramente: Sia S una qualsiasi sfera, interna a r ;  
e supponiamo che su1 contorno di S le u, siano sviluppabili in serie di fun- 
zioiii sferiche. Allora anche U è suiluppabile i n  serie d i  funzioni sferiche; e 
i coeDcienti dcllo suiluppo si ottengono precisamente cortze lincite dei coeflicienti 
del10 suiluppo in serie delle fulzzioni ud . 
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Corne si vede, pure non potendosi porre (in ogni punto di r) U = liin u,, 
@=Ca 

si pu6 ciononostante dire che U è la funzione limite delle un; il teoreina pre- 
cedente infatti non vale soltanto per gli sviluppi in serie di funzioni sferiche, 
ma per uno qualsiasi d i  quegli suiluppi in serie, i cu,i coefficienti si ottengono 
mediante quadrature. 

In questo lavoro io uso degli integrali del LEBESGUE, e cerco di appro- 
fondire i minimi dettagli del10 studio. Si potrebbe fors'anche liinitarci all'uso 
degli integrali del RIEMANN; ma la trattazione perderebbe la sua seinplicitii, 
per divenire di una. ben maggiore complicazione. D'altra parte mi sia per- 
inesso esporre l'opinione che degli studii di questi ultiini anni sui fonda- 
inenti del calcolo il concetto di misura e di integrale secondo LEBESGUE è 
la pih grande conquista. Per consiglio di autorevoli ainici, e per essere più 
chiaro, nei 5s 1-2 ho riassunto ne1 modo più conciso la definizione e la pro- 
prietà di detti integrali : e forse il lettore potrii da essi riconoscere quante e 
quante questioni fondamentali si possano risolvere col loro mezzo, quanti 
teoreini guadagnino di generalità e di semplicità! 

Nè si deve credere che il concetto di integrali del LEBESGIUE sia un con- 
cetto, che esca assolutamente fuori del quadro delle idee abituali agli ana- 
listi d'oggi. Le seguenti considerazioni dimostrano anzi che esso vi rientra 
ne1 modo più semplice. 

Si chiami integrale di una funzione continua, O di una funzione integra- 
bile secondo RIEMANN, l'integrale di essa (definito conie nelle solite esposi- 
zioni del calcolo integrale). 

Si ponga poi per definisione uguale a zero l'integrale di m a  qualsiasi 
funzione, la quale è nulla dappertutto, eccetto che in un aggregnto E di punti, 
il quale si possa racchiudere i n  u n  numero finito, o i n  un'infinith .nuwt,era- 
bile di interualli, tüli che la somrna delle loro lunghezze sia ininore di un 
numero prefissato, piccolo a piacere. 

Se f (x) è una funzione uguale a lim f,, (x), dove le f, (x) sono funzioni 
n=m 

tutte inferiori a una stessa costante in d o r e  assoluto, e per ciascuna delle 
quali in un  modo qualunque si conosca il valore dell'integrale, si pongaper 

f (x) d x = lim f ,  d x. C n=m... 

Si pub dimostrare che queste definizioni non sono mai contradditorie (*) : 

(*) Che le precedenti definizioni esauriscano il campo delle funzioni limitate iiitcprabili se- 
condo LEBESGUE, segue da un teorema del prof. VJTALI: « Ogni funzione misurabile ,è somma 
di una fuuzione di BAIRE di classe O, oppure 1, oppure 8, e di s n a  funzione a istegrale nullo, 
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e che, per mezzo di esse, molte funzioni, non integrabili secondo RIEMANN, 
acquistano un integrale perfettamente determinato. Si pub dire che le pre- 
cedenti definizioni costituiscano, rispetto alla definizione di integrali di RIE- 
MANN, un progressa affatto siinile a quello, che questa ultima definizione co- 
stituisc.e rispetto all'altra: « Dicesi integrale indefinito di una. funzione f (x) 
ogni funzione F(x) ,  che abbia f (x) per derivata (quand0 una ta1 funzione 
F(x)  esiste S. Nè questi integrali sono una creazione arbitraria. Basti notare 
che, mentre la derivata f l (x )  di una funzione f (x), pure essendo limitata, 
non è sempre (VOLTERKA) integrabile secondo RIEMANN, essa (se limitata) è 
semnpre integrabile secondo LEBESGUE : il suo integrale indefinito è poi (a irieno 
della solita coitante additivii) uguale a f (x). 

Nel nostro caso l'ufficio dei nuovi integrali è massimarnerite quello di 
ristabilire la contin~ita. Mi spiegherb con un esempio. La funzione (g (x) della z, 
nulla per tutti e soltanto per i valori irrazionali della x, non è integrabile se- 
condo RIEMANN, ma è integrabile secondo LEBESGUE. E precisamente il suo 

integrale indefinito possiede in ogni punto derivata : e si ha 

Vale a dire la fuiizione f (x) = .g (x) d x è una funzione dappertutto con- 

tinucc, nlentre cp (x) ern dappertutto discontinua. 
Per il presente la.voro, il concetto di misura secondo LEBESGUE è un con- 

cetto fondamentale: soltanto mercè sua io ho potuto compiere le presenti 
ricerche. Esso rientra perb ne1 concetto più generale di integrale. La misura 
di un aggregato misurabile E di punti del segmento (O, 1) non è che l'in- 
tegrale, esteso a detto segmento, di una funzione uguale a 1 nei punti di E, 
nulla negli altri punti. 

Un insieine E di punti su una retta si dira linhitato, se esiste un seg- 
niento finito, che contiene tutti i punti dell'insieme. Indicheremo con 1 tanto 
questo segmento, quanto la sua lunghezza. Rinchiudiamo E in un numero 
Iinito, O in un'infinità numerabile di segmenti 8, interni a 1,  in guisa che 
ogni punto di E sia interno almeno a uno dei segmenti 8. Sia D la somma 
delle lunghezze dei segmenti 6 ;  le quantità D avranno un limite inferiore m,. 
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117 del principio di minimo. 

che chiameremo misura esterna di E. 1 punti di 1, che non sono punti di E, 
formano un insieme Et, che si dice l'insieme complementare di E. Se mi è 
la misura esteriore di E', noi chiameremo la quantità mi = 1 - *ne la misura 
interiore di E. Si dimostra clie m, me.  Gli insiemi E, per cui m, = m,, si 
dicono insiemi misurabili. La quantità rn = mi = m, si dice misura di E e si 
indica con m (E). Si dimostra che : 

1 . O  Due insiemi uguali (trasforinati l'uno dell'altro rnediante un movi- 
mento) hanno la stessa misura. 

8.' L'insieme E somma d'un numero finito, O di un'iilfinità nuinera- 
bile di insiemi Ei misurabili senza punti coinuni a due a due, è anch'esso 
inisurabile e ha per misura la soinina delle misure degli insiemi Ei. 

3 . O  La misura di tutti i punti di un intervallo ha per misura la lun- 
ghezza deli'intervallo. 

4.0 Un insieme nuinerabile di punti ha misura nulla. 
5." L'insieme comune a più insiemi E, , E, , B, , . . . misurabili è misu- 

rabile.; esso ha per misura il liin m CE,), se ogni insienle E, contiene quelli 
. i=w 

di indice maggiore. 
6.0 Condizione necessaria e sufficiente, affinchè una funzione sia in- 

tegrabile secondo RIEMANN è che i suoi punti di discontinuità formino un 
insieine di misura nulla. 

Noi diremo che ana funzione f (CG) è nvisurabile, se, pualunque sieno le co- 
stanti a, F, Z'insieme dei puwti, in çui a < f (x) < F (se u < p), oppure I'insieme 
dei punti, in cui u > f (s) > p (se cr > p) è misurabile. 

Il limite di una serie convergente di funzioni misurabili, O in particolare 
la somma di più funzioni misurabili è misurabile (LEBESGUE). 

Quindi, poichè le funzioni y = 1, y = z" ( n  intero) sono evidentemente 
niisurabili, ogni polinomio, ogni funzione limite di polinomi, e quindi in partico- 
lare ogni funzione continua, ogni funzione limite di funzioni continue (*) (fun- 
zione di BAIRE di prima classe), ogni funzione limite di tali funzioni, ecc., ecc., 
sono altrettante funzioni misurabili. 

E viceversa si pub dimostrare (VITALI) che se u è una funzione misu- 
rabile, esiste una funzione u di BAIHE di seconda classe (vale a dire una 
funzione limite di funzioni di BAIHE di prima classe) tale che zc - v è diffe- 
rente da zero soltanto in un aggregato di punti di misura nulla. 

(") Che è anche, per uii teoremlt di WEIER~TRASS, limite di polinornii. 
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Sia y = f (x)  una funzione misurabile della z, definita in un  aggregnto 
limitato E di punti (p. es. un segment0 finito). E siano 1,  L i limiti inferiori 
e superiori della y. 

Se 1, L sono finite, la funzione si dira liniitata. Supponiamo dapprirna 
di essere in questo caso. Dividiatno l'intervalle 1 -  c, L -+ E in inte~valli par- 
ziali per mezzo di numeri ld 

Poniatno nt, ed ni;', uguale rispettivarnente alla misura di quell'aggregato 
di punti, in cui E ,  6 f (x) < l i f i ,  O 1;-, < f (x) 5 1,. Le due somme 

differiscono di una quantità hon innggiore del prodotto della misura di E 
per la più grande delle differenze l,, - 1;. Se noi'facciamo diininuire inde- 
finitamente tutte yueste differenze, le due sonlmatorie citate tendono a uno 
stesso limite, cl-ie si dirà l'integrale di y, esteso ad E. Questo integrale non 
dipende da1 modo, con cui si fanno impicciolire le differenze li+, - li, e di- 
pende soltanto dall'aggregato E e dalla funzione y. Se E è l'aggregato dei 
punti for~nanti il seçinento a 6 x 5 b, l'integrale in discorso si indica col 

simbolo 1. y d 30. E si pone poi y d x. Si ha quindi 
a b 

Ogui ficnzione limitata +niszwnbile è integrabile (arnniette un integrale) (*). 
Se una delle quantità 1 ed L non è finita, ossia, se la funzione rnisura- 

bile y non è limitata, si scelgano infinite quantità 

il cui liinite inferiore (superiore) sis - oo (+ cm). Ripetendo le considera- 
zioni precedenti, sareino condotti al10 studio delle (i), le quali perb, non sa- 
ranno più sempliei sommatorie, ma vere e proprie serie. S e  si aatmette Zcc 
loro convergema, si pu6 ancora diinostrare clle esse tendono a uno stesso 

(*) Se poi la funzione è integrabile secondo RIEMANN, l'integrale cosi definito coincide 
con l'i~itegrale ordinario. 
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del principio di minimo. 11 9 

limite, quando la massima delle differenze li - l,, tende a zero. E di nuovo 
si definisce l'integrale di y come uguale a questo limite. La funzione f ( x )  è 
quindi integrabile, secondo LEBESGUE, allora e allora soltanto che 1 f ( x )  1 è 
integrabile. Si dimostra : 

1.O)  Se le funzioni ~nisurabili f ,  ( x )  sono tutte inferiori a una stessa co- 
stante K i n  valore assoluto, e se f ( x )  = lim f ,  ( x ) ,  allora f ( a )  è integrabile, e 

Pa= X> 

ha per integrale i l  limite dell'integrale di f ,  (x) per m = m. (LEBESGUE). 
8.') Se i resti di una serie di funzioni misurabili sono tutti inferiori a 

una stessa costante i n  vaiore assoluto, la serie si pud integrare termine a 
termine. (LEBESGUE). 

3.') Se la serie u ,  + u ,  + u ,  + . . . è convergente, e se converge la serie 
degli integrnli delle funzioni 1 ui 1, ln serie si pu& integrare termine a termine. 
(LEVI). 

4.') Se f (x) è integvabile in ogni seginento interno a u n  segg~zento (a, b)  
(per il che occorre e basta che sia integrabile ne1 segment0 (a, b)) ,  la deri- 

x 

vnta di f (s) d cc è uguale a f ( x )  in tutti i punti del segmento, escluso nl pi& 
a 

un aggregato di misura nulla. (LEBESGUE, LEVI, VITALI). 
5.") 11 valore dell'integrale di una. funzione f (x) non muta, quando si 

cambino i valori di f ( x )  in un aggregato di punti di inisura nulla. Cosiccliè 
si pu6 parlare di integrale di una ficnaione, anc7ze quando yuesta funzione 
non è definita i n  u n  aggregato di punti di gnisura nulla. 

Diremo che una funzione f ( x ) ,  definita in un segmento a 6 x r b, è 
assolutamente continua, se, dato un qualsiasi nuniero positivo E, si pu6 tro- 
vare un numero positivo S tale che : 

Se (a; sz G 6 ,  doue a; 2 a ,  bi G b )  sono dei seggnenti qualunque i n  nu- 
*na-O finito, O formanti un' infinita nurnwabile, la somma delle lungltezze dei 
quali è inferiore a 6, allora: 

Vale allora il teoreina (VITALI) : 
Condizione necessaria e suf/iciente, afinchè una fumione f (a) possegga 

una derivata f '(x) (escluso al più u n  aggregato di punti di misura nulla) 
tale che l'integrale indefinito di f l ( x )  sia (a meno di unü costante additiva) 
uguale a f (x ) ,  è che la funzione f (x) sia assolutansente continua. 
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180 Fzc bini : Nuove appticaziorti 

Daremo ora un semplicissimo corollario della definizione d'integrale : 
TEOREMA 1. S e  f (xi é m a  funaione positiva definita nell'intervallo 

a 6 x G$, e se (x) d x = L, l a  misura  dell'aggregato d i  punti? ove f (x) t K 
a 

L 
(K costante qualunque) è n o n  maggiore d i  . Siano ora f,, f,, f,, ... infinite 

P 
funzioni positive definite nello stesso intervallo c 6 x 5 p ; e sia [ f i  d x 6 si. 

a 

L'aggregato dei punti dove fi s si" ( a  = cost.) ha una misura non inaggiore 
di E;-~. L' aggregato 8, dei punti, dove vale almeno u n a  delle disugua- 
glianze : fi 2 E?, fi+, 2 €Y+, , fi+, 5 ci",, , . . . ha una misura non maggiore di 
E : - ~  + E:;; + ê&: + . . - Supponiamo che si possa trovare una costante a in 
guisa che L, E:-" sia una serie convergente. Allora lim (C:-~+E;TY+ E&;+ -) = 0. 

k o ; ,  

Notiamo ora che l'aggregato Si contiene tutti gli aggregati Si+, , Si+2,. . . L'ag- 
gregato S, cornune a tutti gli aggregati Si, Si+, ,. . . , ha quindi per misura il 
limite per i = m della misura di Si, ossia ha rnisura nulla. Ogni punto A, 
esterno a S, è poi esterno a tutti gli aggregati S,, da un certo valore di k 
in poi, p. es. per k >  j, dove j è un intero, die varierà generalmente col 
variare di A. E quindi, per k >. j, sarà (ne1 punto A) f, < E:. Quindi : 

TEOREMA II. S e  le funzioni positive f i ,  definite in uno stesso intervallo 

!" cc < X  < p, soddisfano alle fi d x < E{, e se a è u n a  costante tale, che l a  serie 

2 s ia  convergente, allora, escluso al p iù  un aggregato d i  punto d i  m k u r a  
i 

m d l a ,  eside per ogni altro punto A del citato segmento u n  numero j, tale 
c l~e  per i > j s ia  f i  < &P. 

La misura  esteriore di un insieme E di punti, posti in un piano, si de- 
finisce come il limite inferiore della soinina delle misure (aree) dei triangoli 
(in numero finito, O formanti un'infinità numerabile), nei quali si possono 
racchiudere i punti di E. La definizione è la stessa, che ne1 $j 1 abbiatno dato 
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per gli insiemi di punti di una retta: soltanto che ai seglnenti abbianio ora 
sostituito dei triangoli. Come ne1 § 1 si definisce poi la misura interiore; si 
dicono wiszcrabili gli aggregati, la cui misura interiore e esteriore sono uguali. 
Il valore comune di queste misure si dice +nisurcc dell'aggregnto. 

Per la misura degli aggregati di punti di un piano valgono proprietà 
affatto analoghe a quelle enunciate ne1 § 1 per la niisura degli aggregati di 
punti posti sopra una retta. 

Quando si voglia distinguere la misura di un aggregato, definita testè, 
dalla misura definita al 5 1, si chiama quest'ultima niisura li~eare, e l'altra 
+~ziszcra superficiale. Cosi p. es. un aggregato E di punti posti su una retta r 
di un piano n ha misura superficiale nulla, mentre pu6 avere una qualsiasi 
misura lineare, e pub anche non essere misurabile Einearmente. 

L'insieme comune a due O più aggregati si dirà intersesione degli a g  
gregati stessi. 

Un aggregato di punti del piano (x, y) si dice essere linearmente misu- 
rabile se la sua intersexione con una qualsiasi retta x = cost., O y = cost. è 
(linearmente) misurabile (ne1 senso del § 1). (Ricordo che con (x, y) indiclierb 
qui e più avanti coordinate cartesiane ortogonali). 

Un aggregato E di punti del piano (x, y) si dice (FUBINI) essere linear- 
mente nullo, se i valori di un parametro K, tali che la retta x: = IL, O la retta 
y = K, O il cerchio (x - a)" (y - ) '  = K a  (dove. (cr, F) è un punto fisso, ma 
qualunque del piano), O ecc., contenga alineno un punto di E, formano un ag- 
gregato di rniszcra nulla. Gli aggregati linearmente nulli hanno misura super- 
ficiale nulla. 

Oss. Per definire- la misura esteriore di un aggregato posto in un piano 
(donde abbiamo dedotto i concetti di misura interiore, di aggregati misura- 
bili, ecc.), siamo partiti dall'insieme dei triangoli del piano. Invece di trian- 
goli, avremino potuto usare rettangoli, O in particolare rettangoli con lati 
paralleli agli assi coordhati, O più generalmente ogni insieme X di aree o, 
il quale goda delle due s~guenti  proprietà: 

1.") Ogni area G di z è niisurabile. 
9.") Preso un qualsiasi triangolo A del piano, si pub trovare un nu- 

mer0 finito, O un'infinità numerabile di aree c di 2, tale che ogni punto in- 
terno a A six interno ad alineno una delle aree G considerate, e clle la somma 
di queste aree differisca dall'area di A di una quantità piccola a piacere. 
Tra. tali sistemi di aree, ricorderemo, come specialmeiite notevole, il sisteiiia 
dei quadrangoli, due lati dei quali sono segmenti di rette uscenti da un 

Alzrzali di Matematica, Serie I I I ,  Toino XIV. 17 
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22 Fu b i n i :  Nuove a p p h a z i o n i  

punto O fisso, mentre gli altri due lati sono archi di cerchii, aventi il centro 
ne1 punto O. Questo sistetna di aree serve, quando si usano coordinate po- 
lari. Considerazioni simili si possono ripetere per i sistemi più svariati di 
coordinate curvilinee. 

Conie ne1 5 1, si defiriiscono poi le funzioni f (x, y) misurabili di due 
rariabili x, y, e gli integrali di dette funzioni, estesi a un campo r del piano 
(x, y); si pub dimostrare che le funnioni f (x, y) +~zisurabi l i  e l imitate sono 
integrabili  superficialmente, e si possono estendere gli altri teoreini, enun- 
ciati ne1 5 1 per le funzioni di una sola variabile. 

Se noi indichiamo con f (x, y) d x d y l'integrale di f (x, y) esteso a un C r 
campo r del piano (x, y), si pub dimostrare clie detto integrale è in ogni 

caso (LEBESGUE, FUBINI) uçuale a 

Questa formola, che riconduce ne1 caso più generale il calcolo di inte- 
grdi  superficiali al calcolo di integrali lineari, si pub estendere anche a coor- 
dinütc polari, O ad altri sistenîi di coordinatc curvilinee. 

In modo analogo si definiscono la misura a tre O più dimensioni di un 
aggregato cli punti, e l'integrale di una funzione di tre, O più variabili; e 
si estendono a questo caso le proprietà enunciate per gli aggregati di punti 
su una retta, O su un piano, e per gli integrali delle funzioni a una O due 
variabili. 

§ 3. LA COSTHUZIONE DI UNA FUMIONE AIIMONICA U IN UN CAMPO r DATO, 

QUAND0 S I A N 0  PREFISSI 1 VALORI DELLA DERIVATA NORMALE DI U S U L  CON- 

TORNO G DI  r. 

Il problema enunciato ne1 titolo del presente püragrafo è stato, corne è 
noto, trasforn~ato da Lord KELVIN in un problema di minimo, che enuncie- 
remo (per il inoinento sotto forma un po' grossolana) per il caso di campi 
a tre diniensioni: 

Sia I' un cmbpo  del10 spazio  a tre d imensioni ,  in cu i  (%, y, s) sono coor- 
d inate  cartesiane ortogonali. E n e  sin a la superficie contorno. Sia f unn fun- 
z i o ~ t e  intcgrabile de i  p u n t i  d i  5. Si costruiscn una funzione U, es ide~z te  in r, 
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dei principio di rninimo. 1 !X3 

tale che 

J'f U ~ G =  1 

(quand0 l'integrazione sia estesa a tutta la superficie G, e si indichi con d G 

l'elemento d'area della O), e che l' integrale I (U) = \ A ,  U d r (dove, al  so- 
i 

lito, ho indicato con A, U il parainetro 

l'elemento di volume di r, e dove i'integrazione è estesa a tutto il campo r) 
abbia il tnininzo valore possibile, compatibile con Za (1). Dimostrare poi che U 
è armonica. Faremo anzitutto alcune osservazioni: 

1." La funzione f dei punti di fi è una funzione, che differisce soltanto 
per un fattore costante dai valori prefissati della derivata normale di U. 
Ammessa per un moment0 l'esistenza della funzione armonica U, che risolve 
il problema di Lord KELVIN, e ammessa l'esistenza della derivata normale 
di U nei punti d i  u, si pub infatti (*) (con convenienti ipotesi restrittive di 
continuith, ccc., relativamente alla superficie a, e alla -derivata normale di U) 
dimostrare che la derivata normale della U è proporzionale alla funzione f. 
11 problema di Lord KELVIN è quindi più generale del problenm, ricordato 
ne1 titolo dell'attuale paragrafo, non solo perc,hè il problema di Lord KELVIN 
impone alla f la sola condizione della integrabilità, ma anche perchè nel- 
l'enunciato di esso non figura per nulla la condizione che il contorno o di r 
possegga normali. 

8.") Ne1 problema iicordato ne1 titolo del presente paragrafo si am- 
mette sempre, corne & noto, clle i valori f della derivata norinale della fun- 
zione cercata soddisfino alla 

d G = o. 
u 

Qual'è l'eEcacia di questa condizione per il probleina di Lord KELVIN? 
Se la (2) è soddisfatta, allora in virtù di (i), la funzione U non pub essere 
una costante. E invece, se la (2) non fosse soddisfatta, la funzione U, che 

L' efetto risolve il problema di Lord KELVIN, è uguale alla costante - - 
j f  

(*) Cfr., p. es., HADAMARD, Leçons swr la propagation des ondes (1906), page 6. 
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dunque della (9) per i l  problema di Lord KELVIN è quello d i  assicurare che 
la funzione cercata U non sia una costante. 

3.") Faremo ora un'ultima osservazione. Abbiamo detto nell'enuiiciato 

S del problema di Lord KELVIN che I ( U )  = A, Ud G ha il valore vninin~o pos- 
a 

sibile, conipatibile con la (1). Ma in inodo analogo a questo fu già osservato 
(LEVI) per il problenîa di DIRICHLET, si pub dirnostrare che il problenia, cosi 
enunciato, non ainmette in generale risoluzione. Cid si evita precisando il 
problema di Lord KELVIN ne1 inodo seguente: 

Si potrebbe p. es. dire che una funzione v (x, y, z)  appartiene al campo 
funzionale (u), se essa esiste in r, soddisfa su o alla (l), ed ha in ogni punto A 

a u  au a m  interno a r derivate prime - - ,- - continue, le quali possono anche a $  a y  a 8  

crescere indefinitamente quando A si avvicina a G, in guisa perb che esista 

e sia finito l'integrale I ( v )  = 1 A, u d r .  Ainrnessa per un nîoniento l'esistenza 
r 

di tali funzioni, si dica d il limite inferiore dei valori di I (v ) .  Il problema 
di Lord KELVIN si pu6 enunciare cosi: 

Diwostrare che d è um nzinimo, ossia c7ze i n  (u)  esiste una ficnzione U, 
lale che I ( U )  = d.  Dimostrare poi che U è ar~noîzica. 

È perb interessante notare, che le condizioni da noi imposte alle fun. 
zioni di (u) non sono tutte essenziali, e die, pure lasciando al campo (u) di 
fiinzioni una nîaggiore geiieralità, non si conîplicano per nulla le future con- 
siderazioni. E anzi il risultnto che ciononostante la funzione Uminitnizzante 
è unica ed è analitica acquista maggior rilievo. Il campo (u) funzionale, a 
cui ci riferiremo, è il seguente : 

x )  Le funzioni di (u) esistorio in ogni punto A interno a r, e vi sono 
continue. Per ogiii funzione v  di (u) esiste ed è finito 1 ju). 

/3) 1 valori, assunti da uiia funzione v di (u) in un punto A di r, hanno, 
quando A tende a un punto di o, liiniti, ctie so'ddisfano la (1) (*). 

y) Sopra ogni retta coordinats, escluso al più un aggregato G di rette 
di inisura nulla, ogni funzione v di (u)  è assolutamente continua. (G potrebbe 

(*) E, per quanto si è visto al § 1, potrebbe anche darsi che esistesse in a un aggregato G 
di puuti di misura nulla, tale che il valore di una funzione u di (u) in un punto A interno 
a l' non teiidesse ad alcun limite, quando A si avvicinasse a un punto di G. Naturalmente 
questo gruppo G potrebbe variare, al variare di v in (u). 
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anche variare al variare di u in (u)). Ricordo che con le parole: rette coor- 
dinate e piani coordinati indico, secondo una terminologia universalmente 
addottata, le rette e i piani paralleli rispettivainente agli assi e ai piani 
coordinati. 

La condizione (y) (Cfr. § 1) ha per conseguenza, che su una retta coor- 
dinata, p. es. una retta y = y,,  z = z,, (escluso al più un aggregato di mi- 

a v 
sura nulla di tali rette) esiste la - e vale la 8% 

se il segment0 congiungente i punti (a,, y,, 2,) e (x,, yo, z,) è formato tutto 
di punti appattenenti a r. L'esistenza di funzioni v (x, y, z )  soddisfacenti alle 
precedenti condizioni è un fatto intuitivo, e si pu6 dimostrare rigorosamente 
nei casi più ampii e svariati. Se infatti w (x, y, x )  è una funzione esistente 
in r ,  O in un campo più ampio, che entro r soddisfa alle (a), (y), e su G non 

soddisfa proprio alla f w d 6 = 1, esiste una costante h =l= O, tale che la fun- J 
zione u = h lu soddisfa alla (F). 

Sul campo r e su1 contorno a è necessario imporre qualche condizione : 
le condizioni si possono enunciare dicendo che il problema precedente deve 
avere un significato: vale a dire che si possa parlare di integrali estesi a r, 
O a G, di punti interni a r, ecc. Nè diininuisce la generalità il supporre r 
connesso. Naturalmente si deve poi amnîettere la integrabilità di f su G, af- 
finchè le (l), (2) abbiano un significato. Xe1 3 5 perd per seinplicità impor- 
remo alla funzione f, e alla superficie G ulteriori condizioni, poco restrittive, 
che abbreviano la trattazione in qualche punto. Noi supporremo cioè.; 

a) che G si possa suddividere in un numero finito di pezzi a,, a,, . . . , G,, 
ciascuno dei quali sia in relazione biunivoca con la sua proiezione (ortogo- 
nale) su almeno uno dei piani coordinati. 

F) Che, se (si ( i  r uz) 8 in relazione biunivoca con la sua proiezione or- 
togonale di p. es. su1 piano x = cost., esiste una costante finita L, tale clie 
valga la 

qualunque sia la funzione cp (purchè integrabile) dei punti di G ~ ,  O, cià ch'è 
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10 stesso, dei punti di a',. Questa ultima condizione è soddisfatta p. es. se f 
è una funzione limitata, e se cr, ha in ogni punto un piano tangente varia- 
bile con continuità, e giammai normale al piano x = 0. 

Essendo d il limite inferiore dei valori di I (q), yuando v è una funzione 
dell'insieme ( u ) ,  noi potreino in infiniti modi scegliere in (u) una successione 
minimizzante di funzioni v, , v, , . . . : cioè una successione di funzioni tale che 

I (a,) abbia per rl = cu, il limite d, ossia die, posto I (v,) = LI + 5 sia 
6 

lim E,  
n=m 

=O.  E anzi noi potremo sceglierla in guisa elle E, < 1, 6,-, > E", e che 

1 - 1 la serie 2 s i  sia convergente. Se k 2 - , la serie E: ha per neairno termine 
n 3 n 

1 1 
- k - - 3  
3 1 la quantità c:= cn I . Ossia (Poichè k - - O, O <  i < 1, e quindi 3 - 

1 k-  

E W  G 1) i terrnini della serie 2 E: sono ininori dei terrnini della serie 
n 

1 - 

ER ; quindi la serie 2] E. è pure convergente. Noi dunque potremo riferirci 
1& w 

& 
a una successione miniinizzante u,, v,, . . . . tale che, posto 1 (u, )  = d + - , 6 
sja E, < 1, E, > O, E, > E,+ , per H = 1 ,  9, 3 ,..., e che la serie 2 E: converga 

n 

1 per k s - . Porremo = vi - . 
3 

Studieremo ora il coinportainento della successione delle v, sulle rette 
coordinate : noi parleremo delle rette y = z = cost. Ma naturalinente yuanto 
diremo per esse varrà ancora perle rette parallele all'asse delle y, O a quel10 
delle x. Le rette parallele all'asse delle x si divideranno in due categorie: 
rette regolari  e rette eccezionaM. Direnio rette regolari quelle, su cui sono 
soddisfatte le seguenti proprietà : 

1.") Le funzioni ui (considerate coine funzioni della sola x) vi sono 
assolutamente continue. 
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B.a) L'integrale r S ) ' d  s (dove M, =a, -ui-,) esteso a un qualsiasi 
1 

segmenta, o a un qualsiasi gruppo di punti 1 della retta considerata, tutto 
interno a r, è, da un certo valore di i in poi (Che varierà in generale col va- 

s - 
riare della retta considerata) minore O uguale a E?. Chiameremo rette ecce- 
zionali quelle, su cui non è soddisfatta l'una O l'altra delle precedenti pro- 
prietà. 

Vale il teorenia : 
Le rette eccezionnli formano un aggregato di  misura (superficiale) nulla. 
Infatti, siccome per ipotesi ogni funzione u appartiene all'insieme (u), le 

rette, su cui una qualunque delle v, p. es. la ai, non è assolutamente con- 
tinua forinano un aggregato di misura nulla. E, poichè la somma di un'in- 
finità nuinerabile di aggregati di inisura nulla è ancora un aggregato di mi- 
sura nulla, le rette, su cui non è soddisfatta la prima delle due condizioni 
enunciate più sopra, formano un aggregato di misura nulla. 

Basterà dunque dimostrare clie le rette, su cui non è soddisfatta la se- 
conda delle due condizioni precedenti, formano anch'esse un aggregato di 
misura nulla. Si pub infatti dimostrare ehe I (Mi) g c i  (*). Ora, per i teoremi 
del 8 2, si ha 

I (Mi)  = d y d s  A, M i d ~ f  E, . .  S J '  
E quindi, per il Teor. II del 5 1 (Che si estende immediatamente alle 

funzioni di due variabili) si ha che esiste al più un aggregato di rette di 
rnisura nulla, in eui non è soddisfatta, a partire da un certo valore di i (varia- 

i e 
1- - - 

3 bile in generale al variare della retta considerata) la A,  Mi cl x L s i  = E; . 
/ 

( ~ a  quantità a, cui si accenna nell'enuneiato del citato Teor. II & ne1 nostro 

caso uguale a 1 - . A fortiori resta dimostrato il nostro teorema, 3 - 3  
? M i  ' perché (=) L A I  Mi. 

(*) LEVI, Sul principio di DIRICHLET (Rend. del Circ. Mat. di Palermo, tom0 %), # 30-31; 
e FUBLNI (lac. cit.), $ 2. Il teorema in discorso è il seguente: Se v ,  n, sono funzioni di (u), se 
I ( v ) L I ( w )  ~ d l f e ,  allora i ( v - w ) ~ 6 c .  
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Studieremo ora i piani coordinati, e. ci riferirerno ai piani E = cost. Di- 
viderenio i piani or: = cost. in due categorie : i piani regobri, e i piani ecce- 
sionaii. Diremo piani regolari yuelli, clie soddisfano alle due seguenti pro- 
prietà : 

1.9) Su un ta1 piano 11 [(sa )'+ ($)'] d y d e è, a partire da un ' 

certo valore dell'indice i (variabile in generale col variare del piano), minore 
3 - 

di E?, quando l'integrale sia esteso a una qualsiasi porzione, O a un qual- 
siasi gruppo di punti del piano considerato, che è interno a r. 

8.") Le rette eccezionali, parallele all' asse delle y O ali' asse delle x,  
poste su un ta1 piano, formano un aggregato che ha misura (lineare) nulla. 

Vale il teorema: 
I piani eccezionali formano un aggregato d i  misura (lineare) nulla. 

Poicliè I(Mi) * A, Ni d r 4 r,, e, per i risultati del § 8, 

( ~ , i V , d r =  drc A,l lI idyde,  s S 
si ha, per il Teor. Il del 5 1, che esiste al più un aggregato di piani x = cost., 
di tnisura nulla, in cui, a partire da un certo valore dell'indice i (variabile 
in generale da piano a piano) non è soddisfatta la 

S .  - a M i  2 
a, Mc d y d s 5 EJ . Poichè (%)'+ (ae) o A, DI,, 

ne segue immediatamente che i piani, i quali non godono della prima delle 
due citate proprietà, formano un aggregato di misura (lineare) nulla. 

Consideriamo ora le rette eccezionali parallele, p. es., dl'asse delle y. 
Esse formano un aggregato di misura (superficiale) nulla: vale a dire esse 
intersecano il piano y = 0 in un aggregato E di punti di misura (superfi- 
ciale) nulla. 

Ma per i teoremi del § 2 tale misura si ottiene integrando rapport0 a rc 
la misura (lineare) dell'aggregato, in cui E è intersecato da una retta x = cost, 
Le rette or: = cost. del piano y = O, su cui questa misura O non esiste, O è 
differente da zero, formano dunque un aggregato di misura (lineare) nullu. 
Percib i piani E = cost., che contengono un aggregato di rette eccezionali 
parallele all'asse delle y, la cui misura lineare O non esiste, O non è nulla, 
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formano un aggregato di misura nulla. Altrettanto si pub ripetere per le 
rette parallele all'asse delle x :  e resta cos1 dimostrato coinpletamente il teo- 
rema enu-nciato. 

Teorema fondamentale. Se l a  successione n~ in ia t iazan te  della u; 
converge in  un p u n t o  A d i  uns retta regolare r, essa converge un i fonnemente  
in ogn i  segmelzto 1 d i  r,  in teruo a r e cotztenente i l  p u n t o  A. 

Sia B un punto yualunque di tale segment0 1. Sarà, a partire 
certo valore di i 

Ora per la formola di SCHWARZ, che vale anche per gli integrali 
BESGUE y), se ne deduce: 

da un 

del LE- 

B I 
- 

d x 1 r $ 1  - E? (1 = lunghezza del segniento 1). 

Poichè r è una retta regolare, se ne deduce 

- 

I Mi (B)  - Mi (A) 1 G \/TE: 
ossia 

i - 

M< (B) = M, (A) + 0 ,  (- 1 5 Oi 5 1). 

Questa disuguaglianza vale, a partire da un certo valore di i, clipendeilte 
dalla retta r considerata, per tutti i punti B di 1. 

Ora la convergenza della successione delle vi equivale alla convergenza 
m 

della serie v, + 2 (v,+, - vJ, ossia alla convergenza della serie 2 nl,. Questa 
t=l 

1 

serie converge dunque per ipotesi ne1 punto A; e, poichè la serie 2: ~3 è asso- 

(*) LEVI, loc. cit., n." $7. Veramente noi qui adoperianlo soltanto un caso particolare 
della formola di SCHWARZ: che cioè l'iiitegrale di una funzione p, esteso a un aggregato A 
di misura a, è minore in valore assoluto dei prodotto della radice quadrata d i  a per la 
radice quadrata dell'integrale di cpS, esteso alIo stesso aggregato A. 

Annali di Matematiea, Serie III, Toino XIV. 18 
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lutamente convergente, dalla uguaglianza precedentemente stahilita segue che 
la serie L Mi converge uniformeunente ne1 segniento 1. c. d. d. 

Osserviamo ora c.he, essendo r per ipotesi un campo connesso, due punti 
di r si potranno sempre (e in infiniti modi) congiungere con una spezzata 
rettilinea, formata tutta di seginenti interni a r e paralleli a uno degli assi 
coordinati. Una tale spezzata si dirà una spexxata coordinata. 

Diremo poi che una spezzata coordinats è regolare, se i suoi lati sono 
tutti rette coordinate regolari. 

Da1 teoretna precedente si deduce : 
Se la successione delle v, è convergente in  u n  punto A, essa converge in  

tutti i punti B, che si possono congiungere con A wediante una spexxata coor- 
dinata regolare. 

È poi ben evidente che : 
Se S è zcn'ccrea piana, connessa, interlia a r ,  posta su u n  pimo coordi- 

nato rr (parallelo, p. es., al piano delle x) e regolare, due punti A e B di S 
sono sempre cotzgiungibili mediante uncc spezzata regolnre, se l'uno e l'nitro 
sono posti su una retta coordinata regolare del piano .;;. 

Infatti siano r, r' le due rette, su cui sono posti rispettivamente i punti 
A, B ;  e supponiarnole dappriina concorrenti in un punto C, tale che i seg- 
menti A C, C B  siano interni a r. La spezzata A C B congiunge i punti A, B 
ed è reçolare. 

Se invece non è soddisfatta l'ipotesi, da cui siaino partiti, è ben evidente 
clle potrerno congiungere i punti A, B con una spezzata A C, C, . . . C, B, tale 
che i lati A Cl, C, B siano posti rispett.ivainente sulle rette r, r'; e clie ogni 
altro lato della spezzata sia una retta coordinata del piano x.  

Le rette coordinnte eccezionali di z forinano aggregati di niisura (lineare) 
nulla. Quindi le rette regolari forniano aggrepti  dappertutto demi in S ;  
potrenio duilque sostituire ai punti C altri punti Cf, vicini yuanto si vuole 
ai corrispondenti punti C, in guisa che la. spezzata A C', Cf, . . . Cf,, B sia una 
spezzata regolare c. d. d. 

Sia ora S una qualsiasi regione piana connessa, interna a r. Essa si 
potrà evidentetnente dividere in un nuinero finito, O - in un'infinità numera- 
bile di pezzi SI, S,, S, ,  . . . ciascuiio dei yuali si pub proiettnre ortogonal- 
nlente in un pezzo, tutto interno a r, di un piano coordinato regolare (*). 

(*) Infatti i piani coordinati non regolari (eccezionali) formano aggregati di misnra niilla; 
e quiiidi i piani regolari forniano aggregati dappertutto demi in P. 
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Sia p. es. S, proiettato ortogonalinente in un pezzo S', di un piano x, re- 
golare, coordinato, e parallelo al piano delle x. 1 punti di S i ,  S', sono 
in corrispondenza biunivoca. Le rette eccezionali parallele all'asse delle x 
formano un aggregato di misura nulla. Quindi, escluso al più un aggregato 
di punti di niisura nulla di S,  , ogni altro punto di S, è unito al corrispoii- 
dente di S', da una retta regolare. 1 punti di S',, clie non sono posti su 
alcuna retta regolare di z,, formano un aggregato di misura nulla. Escluso 
quindi al più un nuovo aggreg,zto di punti di misura nulla, ogni altro punto 
di S, è congiungibile mediante una retta regolare a un  punto di x,, posto su 
una retta coordinata reyolare di a,. 

Ripetendo analoghi ragionaiiienti per S,, S,, . . . e ricordando che un ag- 
gregato, somma di un numero finito O di un'infinitii numerahile di aggregati 
di inisura nulla, è pure di misura nulla, otteniamo: Se  S è ana qualsiasi 
regione piana connessa imterna a r, ogni punto di S (escluso al più un aggre- 
gato di punti di misura nulla) è congiungibile con una retta coordinata re- 
golare a u n  punto posto su m a  retta coordinata regolare di un  piano coor- 
d ina t~  regolare. 

Siano ora S, S' due aree piane interne a r, che supporrerno senz'altro 
poste su due piani x, x1 regolari (*). È ben evidente che noi potremo trovare 
due aree S, ,  S', internelrispettivamente a S, S' e un nuniero finito di piani 
xl, xz,..., x,, in modo che ogni punto di S, sia congiungihile a un punto 

1 di Srl mediante una spezzata coordinata, i cui vertici sono posti su z,, na, .. . , 
n, . E anzi, se escludiamo un aggregato di punti di misura nulla su SI, S',, 
potremo supporre che questa spezzata sia regolare. E, se escludiamo altri 
aggregati di misura nulla, potremo supporre che punti corrispondenti di 
SI, S', siano posti rispettivamente su rette regolari dei corrispondenti piani 
T, x'. Dunque : 

Se x, x' sono piani coordinati regolari, possiawzo sewpre trouare, data u m  
regione S d i  n interna a cc e una regione S' di x' interna pure a r, un  punto 
A di S, e u n  punto A' di S', posti l'uno su una retta regolare di s;, l'altro 
su ana retta regolare di x', i quali siano congizcngibili mediante una spezzata 
reyolare. Se ora ricordiamo i risultati fin qui ottenuti, e ricordiamo clle, 
se un punto A è congiungibile tanto a un punto B, che a un punto C ine- 

(*) Potrebbe anche darsi che n, n' coincidessero in uno stesso piano s, che l'interse- 
zione di a, e di ï? risultasse composta di più aree distinte RI , R,, . . ., e che S, S' fosser~ 
parti di due di queste aree, non coiinesse tra di loro. 
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diante una spezzata regolare, anche i punti B, C sono congiungibili mediante 
una çpezzata regolare, trovianio : 

Sia A u1.l pun to  d i  un p iano  regolare x ,  posto su una retta regolare di 7c. 

1 p u n t i  di r n o n  congiungibil i  con A mediante  u n a  spezxntn regolare formano 
su ogni  p i a n o  (coordinato, o no) un aggregato d i  w&isura superficiale nul la ,  
e in particokare formano su ogni  p i a n o  regolare i un aggregato En<, tale che 
le rette coordinate, le q u a l i  contengono un pun to  d i  En,, forrnano aggregnti  d i  
nz isura (lineare) nu l la .  L'insieine E di questi punti ha dunque inisura (a tre 
dimensioni) nulla. Se esiste ed è finito in A il liin v,, questo l imite esiste ed è finito 

>1=s 

i#t tutto r, esclusi a l p i ù  i p u n t i  d i  E. L e  rette coordinate che contenyono u n p z i n t o  
d i  E formano nggregati  d i  misz tra  (superficiale) nul la .  L' intersezione di E con 
un p i a n o  coordinato regolare è u n  nggregnto i.inear?uente ~ ~ u l l o .  Ad altri e 
analoglii risultati perverremmo, se, in luogo di coordinate cartesiane ortogo- 
nali, usassimo coordinate polari, O altre coordinate curvilinee. 

Osserviarno ora che in virtù della (9) (S 3), se unn funzione v appnrtiene 
a (m), anche la funzione v + cost. appartiene a ( u ) .  Se u,, v, ,  ... è una suc- 
cessione minimizzante, e h,, h,, h ,,... sono costanti arbitrarie, anche v, + h , ,  
v, + 72,, ... è una successione minirnizzante, che ha a cowzune con l a  succes- 
sione inixiale rette e ~ i a n i  c o o r d i m t i  regolnri. Noi p treino servirci di queste 
costanti additive, che sono in nostro arbitrio, in g isa che la successione P inininiizzante v, + h, ,(v, + hs,. . . converga ne1 punto A verso un  d o r e  finito. 
E, per non introdurre nuove notazioni, indicheremo questa successione an- 
cora con u, , v, , . . . Essa converger& in tutto r ,  esclusi al  più i punti dell'aggre- 
gato E; ossia (coine potremo dire con linguaggio analogo a quel10 della mia 
Mein. cit.) s a r h  quasi-convergente in r. Di più, per quanto abbiamo visto, la 
funzione limite v = liin u,, sarà unn fanaione cont inua s u  ogn i  retta regolare, 

1a=w 

n o n  contenente p u n t i  d i  E. In modo ancora più semplice si potrebbe diino- 
au  a v a va 

stsare che i lim 2, liin 2 lim -- esistono in tut t i  i p u n t i  d i  r, eccetto c7ze +,,,,a% ,,ay a8 

in  un aggregnto P d i  nzisura n u l l a  (*). Ma ci6 ha per noi scarso interesse. 

(*) Del teor. 11 del 9 1 si deduce che, escluso al più un aggregato di punti di misura nulla, 
9, - 

esiste per agni altro punto A di r un intero k, tale che per i > k,  si ha (in A) A, Mi 5 8 3 ,  

1 1 1 a w  - 
- 

+, 1 a 1 - 1 + G cf , 1 1 s c:. In questi punti convergono e quindi anche a fortiori -- 
. - ,  

a ~ .  a MC a M~ a u, a V, dunrlue le wrie : . -. < ; ed esistono quiiidi i lim - , lim 9, lim -, 
.=m a x  ,,,= a y  a s  
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§ 5. LA FUNZIONE ARMONICA LIMITE. 

Noi dimostrereino ors  clie esiste in r u n a  funcione armonica U, l a  quale 
coincide con v = lirn v, in tutti  i punti,  esclusi a l  pi& i punti  d i  un aggregato E' 

n=w 

d i  9uisura nul la ,  e che di più le rette coordinate, che contengono un punto d i  E O 

di  E' formano un aggregato d i  qnisura (super ficiale) nulla. Dimostreremo poi 
clze U è la finnzione che risolve i l  nostro problewza. Premetteremo 10 studio di 
alcune proprietà della v7 a cui abbiamo già alluso nell'introduzione. Sia 7i un 
piano coordinato cc = a (a = cost.) regolare. Sia R un rettangolo posto su x ,  in- 
terno a r, coi lati paralleli agli assi coordinati. Le rette eccezionali di n for- 
inano un aggregato di misura (lineare) nulla: quindi le rette regolari di z 

fonnano un aggregato dappertutto denso. Sia y = y, una retta regolare, in- 
tersecante B. Se le integrazioni sono estese a un qualsiasi seginento 2 di 

I S questa retta, interno a in la serie ~ u , ~ d x +  ~ Y , ~ ~ + J ' I M ~ ~ ~ + . . .  è 
1 z 2 

uniformemente convergente. (Cfr. il Teor. fond. del § 4). Sia y =y, un'altra 
retta, regolare O no, parallela alla precedente, e intersecante R. Sia 1' un seg- 
inento di questa retta, tale che 1, E' formino due lati opposti di un rettan- 
go10 R', interno a R. Si ha (se x,, z, sono le terze coordinate degli estremi 
di 1 O di 1') 

Poichè n è un piano coordinato regolare, l'integrale di 

ed « a fortiori >, I'integrale di (aa:y -- . esteso a una qualsiasi regione, posta 

su x e interna a r, e quindi anche in particolare l'integrale di (aa' - estes0 
e - 

a E, è minore di E:,  almeno a partire da un certo valore di k in poi (va- 
lore, che dipende sdtanto da1 piano n). Se p' è l'area di R', si ha per una 
formola di SCHWARZ già citata' (Cfr. il teor. fondam. del 8 4): 
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e, se p è l'area di R, (p 2 p') si ha a fortiori 

almeno a partire da un certo valore di 7c. Ma dalla (a ) ,  (p') scende 

Ora, per le ipotesi fatte su 1 e sulle E, le serie 

sono convergenti (e la prima converge anzi in ugual çrado). Quindi la serie 

3 MJ d P converge : per un teor. (del LEVI) ricordato al § 1, segue che 
1' 

su E', ossia su ogni segwento parallelo all'asse delle 8, posto sa ÎT, la serie 
u, + JI2 + M3 + . . . è integrabile termine a termine; e la serie degli integrali 
rappresenta Z' integrale 

segment0 considerato. 

Notiamo poi che le 

della serie, ossia 1' integrale d i  v = lirn u, esteso al 
(Z= Zn 

M, sono per ipotesi continue; quindi JIk d z è una i' 
20 

Z4 

funzione continua della y. La serie 2 M, d z converge, coine abbiaino di- 
k J 

20 

mostrato testè, uniformemente. Essa rappresenta quindi una funzione con- 

tinua della y. Ossia v d z 6, su R, una funzione continua della y. (pl 
80 

Da quanto abbiamo detto fin qui, si deduce facilmente che anche la 
serie, ottenuta integrando (superficialmente) termine a termine la serie 
v, +- 1 Aia 1 + 1 Ji3 1 + -.  . in una qualsiasi regione di n, interna a r, converge; 
e che quindi la serie u, + i7l, + JI3 + - . . si pu6 idegrare szcperficialwente 
termine a termine i n  m a  qualsiasi regione d i  ir, interna a r : la serie cosi 
ottenuta rappresenta proprio l'integrale di u esteso a detta regione. 

Nello stesso modo, con cui dall'integrabilità termine a termine della 
serie v, + JI2 + AI3 + . . . su una retta regolare di ~i abbianlo dedotto l'inte- 
grabilità termine a termine su ogni altra retta regolare, O no, di n, cosi 
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dall'integrabilità termine a termine della solita serie in una qualsiasi regione 
di .x, interna a r, possiamo dedurre l'integrabilità ter+nine a termine della 
serie v, +- M2 + M3 + . . in  una qualsiasi regione di un altro piano coordi- 
nato, regolare O no. Anzi con lo stesso inetodo potremmo dedurne l'integrabi- 
lità termine a termine in un qualsiasi pezzo di una superficie S, apparte- 
nente a r, che si proietti biunivocaniente su una regione S' di un piano x 

coordinato, in guisa che il rapport0 tra la misura (superficiale) di una por- 
zione di S O di un aggregato di punti di S, e la misura della sua proiezione 
su x sia inferiore a una costante Ii. Noi potrenio anzi dimostrare una forniola 
più generale, da cui in particolare potremo dedurre d ie  v soddisfa la (1). 

Sia S una superficie che goda delle citate proprietà: e sia 7e un piano 
x = cost. Le proprietà volute saranno soddisfatte, se p. es. S è rappresen- 
tata da un'equazione x = $ (y, z), dove + è una funzione che possegga de- 
rivate prime finite. Sia f una funzione liinitata dei punti di S, e quindi anche 
delle y, z. E sia p. es. 1 f ( 6 H (H = cost.). La misura 111 di un aggregato G 
d i  punti di S sia minore di Km, dove Ii= cost., $12 è la misura della pro- 
iezione di G su  n, O, ci6 che è lo stesso, su s'. 

Se y è una qualsiasi funzione dei punti di S, integrabile in S, si avrà 

quarido con d a  si intende l'elernento d'area di S. Quindi per dimostrare clie 

la serie J 1 f Mk 1 d G è convergente, basterà dimostrare che B convergente 
S 

quando cou la notazione cp d G' si intenda l'ititegrale 
k 

S S 

esteso a S di una funzione pl dei punti di S, calcolato con la convenzione di 
assumere corne inisura di una porzione, O di un aggregato di punti di S la 

inisura della sua proiezione su S' . Coine precedenteinente (*) si dinlostra 1 
(*) Come sopra, si comincia coll'osservare che 

dove con R si indica quella regione di ï', che è luogo delle norinali calate dai punti di S 
su1 pial10 r, e con p il volume di R. Questa forinola si  dimostra coine le precedenti (a), ( P ) ,  
e ha nella attuale questione un ufficio affatto analogo, a quel10 che le (a), ( p )  avevano nella 
questione precedente. 
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una tale convergenza, -dalla quale si deduce la integrabilità termine a ter- 
mine della serie 

quando l'integrazione sis estesa a S. 
In particolare per il contorno G di r si deduce che 

La funxione v soddisfa qu indi  su1 contorno G d i  r al la  condision,e (11, imposta 
alle funzioni di (a). 

Coine ne1 caso precedente abbiamo dimostrato che z (funzione chia- 
20 

ramente continua delle z,, 5,) è funzione continua della 9, cos? ora si pub 
dirnostrare (se il parallelopipedo avente per spigoli rette coordinate, e per 
vertici opposti i punti (O, 0, O) e (x, y, s) è tutto interno a r) che gli inte- 

grali j S v  d s d y, f ~u d y d e ,  ( ( a  d x d x  (e quindi anche a fortiori gli in- 

O O D O O O 

Z Y ~  

tegrali J J Jv x y d z, ci ,e, cc . )  sono n z i o n i  continue 
O 0 0  O 0 0 0  

delle x, y, z, Per diinostrare che la nostra funzione U esiste ed è an~zoniccc, 
ci serviremo delle proprietà test& diinostrate degli integrali della ei. Siccome 
la v pu6 non esistere in qualclie punto di r, bisogna cercare di dedurre da essa 
una funzione U, che differisca dalla v soltanto in un aggregato E', e che esista 
in  tutto r. Poichè deve essere v - U =  O in tutti i punti interni a r, escluso 
al più un aggregato E r ,  che per ipotesi deve essere intersecato da oçni su- 
perficie in un aggregato di nlisura nulla, gli integrali di v, U, estesi a uno 
stesso pezzo di superficie interno a r, devono essere uguali. Noi dunque co- 
nosciamo i valori dell'integrale di U esteso a un qualsiasi pezzo di superficie, 
interno a r. Si tratta di ricavare da questo fatto una determinazione di U 
in ogni punto interno a r. Tra le proprietà delle funzioni arnloniche che 
potremno utilizzare vi sono le seguenti due : 

1 . O )  La formola di POISSON, che esprime il valore di U in un punto 
interno a una sfera per inezzo di un  integrale esteso a.1 contorno della sfera. 
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8.') La formola di GREEN, che esprime il valore di U in un punto in- 
terno a una superficie chiusa S, tnediante un integrale esteso al contorno 
di S di una espressione dipendente dai valori di U e della sua derivata nor- 
male su1 contorno di S. 

Tanto l'una, che l'altra di queste formole possono servire al10 scopo no- 
stro (*); m a  io per ragione di brevità non me ne occuper& rinviando il let- 
tore ai 6-7 della mia Mem. più volte citata. 

Noi procedereino più semplicemente con un metodo, che è in sostanza 
l'applicazione al caso nostro di un'idea di HILBERT. 

Supporremo per un  moinento già dimostrato il nostro asserto. 

Noi osserveremo allora che, poichè si ha U d  c = u d G. quando l'inte- J ! 
grazione sia estesa a una qualsiasi superficie S,  di cui con d 6 si indica l'e- 
leinento d'area, si ha pure in particolare 

quando le integrazioni siano estese rispettivainente a un pezzo di un piano 
z = cost., O a: = cost., O y = cost. E siamo cos1 condotti a definire U coine 
uguale a 

Per simmetria, noi definiremo senz'altro U come uguale a 

e ne studiereino le proprietà, partendo appunto da 
sideriaino un qualsiasi parallelopipedo R, interno a 
e (a, b,  c) (a > O, b > O, c > O) due vertici opposti. 

qiiesta definizione. Coii- 
r ;  e ne siano (O, 0, 0) 

(*) Ne1 secondo caso compariscoiio anche integrali della derivata di U ;  dovremmo quindi 
utilizzare l'ultimo risultato del 5 4, assumendo come superficie S p. es. una superficie sfe- 
rica generica e quindi intersecante P in un aggregato di misura superficide nulla. 

Annazi  di Matewzatica, Serie I I I ,  Tonio XIV. 19 
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Porremo in ogni punto x, y, z interno a R 

Noi dovremo diinostrare che U esiste in. ogni punto di R, e che vi rap- 
presenta una funzione annonica. Poniamo 

Si ha. clie Ir esiste in ogni punto di R, e clle 

Se noi seguiamo un metodo analogo a quel10 di HILBEHT (*) trovinrno, 
posto 

che 

dove A, B, C, (L, Af, N), (P, Q, R) sono funziopi indipendenti dalla z (dalla y), 
(dalla z). Ora A, W è nul10 per x; = O, perche V si annulla per definizione 
su1 piano x = 0. 

Quindi A = - (L + y nf + g2 N)5=0 - (P + z Q + za R),, . Sostituendo 
ad A questo suo valore, e scrivendo L, M. ecc., al posto di L - (L),,,, 
M - (M),=,, ecc., troviamo potersi supporre A = O. Nello stesso modo tro- 
viamo potersi anche supporre P= O, L = O. Ma, com'è ben evidente, A, W 
ammette derivata prima rapporto p. es. alla x; poicliè x B + d C  aminette 
derivata prima rapporto a x, anche y M + y"+ z Q t z T  ammette deri- 

(*) Math. Ann., tom0 59; Ueber Dirichlet's Princip. 
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vata prima rapporto a x. Supponiamo, per fissare le idee, che c > 9 ;  po- 
nendo successivamente 8 = 1, x = 9.2 troviamo che anche 

n.nimettono derivata prima rapporto x;. Noi indicheretno queste due ultiine 
espressioni rispettivamente con 

9 ( R + y X + y e X i ) ;  9.2(Q+yXz+y2X3) 

dove X, XI, X,, X,  sono funzioni della sola x;. 
Cosi pure si troverebbe, indicando con Y, Y,, Y,, Y, delle funzioni della 

sola y, che 
9 ( R + x  Yi-x"1); ~ Q + x  Y~+$"P,) 

atninettono derivata prima rapporto a y, ossia che 

9 R ,  = B ( R + x  Y + m Y l + y X + ~ 2 X 1 )  

sono funzioni della y e della x;, derivabili tanto rispetto alla x;, die rispetto 
alla y. Ma si pu6 scrivere : 

A $  W = 8 & l + Z a R , + x ; ( B - Y , ~ - Y ~ 2 ) + ~ 2 ( C - Y 1 8 2 -  Y3s) 

ossia, con notazioni, che è superfluo spiegare: 

dove Q, ed R, sono derivabili tanto rispetto alla y, che alla x. 
Se ne deduce c. S. che x B, + xT1  + y M, + y' N, è derivabile rispetto 

ciascuna delle variabili x, 9, S. 
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Con metodo analogo al precedente si dimostra che questa espressione si 
pub scrivere sotto la forma x B, + xa C, + y M, + y2 N,, dove B,, Ca (M, , N,) 
sono indipendenti da x (y), e dove B, , C,, I I&,  N, sono derivabili rap- 
porto a z. 

Poichè poi x B, + xa CC, amniette derivata rapporto a x, altrettanto av- 
verrk di y M, + y2 N e ,  qunlunque sia la y. E quindi M,, N, ainmettono de- 
rivata rapporto a x. In simile modo si riconosce che B,, C, aininettono de- 
rivata rapporto a y. In conclusione dunque vediamo clle si pub porre (con 
notazioni evidenti) : 

dove Q, R (B, C), (lM, N) sono funzioni delle sole y, a, (y, z) ,  (x, z),  clze hnnno 
deriaate prime (finite e continue). 

Si s a  allora che esistono (*) delle funzioni derivabili A, p, (p,  y), (p., v )  

delle sole variabili y, x (y, x ) ,  (x, 8 )  tali che A, x = Q, A, p = B, A, fi = B, ecc. 
Quindi 

~ , ( W - z ~ - z ~ p - x ~ - - ~ ; ~ y - y p . - ~ ~ v ) = - S ~ - B  y-Bv.  

Esiste pure una funzione r (c) (n) delle sole variabili y, x, (y, z), (x, a) 

tale (*") che A, r = 2 p, A, c = + B y, A, rz = + B v. 

Quindi, posto 

si avrà A, T = O. La funzione T è dunque arrnonica, ed lia quindi deïivate 
di tutti gli ordini, che sono pure armoniche. In particolare dunque è anno- 
nica la funzione 

Ma ora è facile dimostrare che Z'equaxione precedente equivale alla, 

e quindi anche alla (3) del presente paragrafo. 

(*) In virtù, p. es., dei noti teoremi sugli integrali di POISSON, che valgono, quando 
la densità ha derivata prima limitata integrabile. 

(**) Infatti 7, p, v hanno derivate prime, e si pu6 quindi applicare il ragionamento pre- 
cedente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del principio d i  minilno. l i l  

Infatti una qualsiasi derivata di una funzione a più variabili si pub de- 
finire corne il limite di un rapport0 incrementale: cosi p. es. 

a2 T T (X +h, Y + k ,  Z )  - T ( X +  h, 9, X )  - T ( x ,  y +k, 2 )  + T ( z ,  Y, 2)  = liin a x; a y h k  
k=O 

Se noi definia1110 in modo analogo la . riconosciamo subito l'equi- a z3 ô y3 a x 3  
valenza delle due definizioni date piii sopra per la funzione U. 

Ripetendo questi ragionamenti per ogni parallelopipedo interno a r, e 

ricordando i teoremi sulle derivate degli integrali (*') deduciamo clie U =  v, 
tranne al più in un aggregato E' di 'misurü nulla. Le rette coordinate pa- 
rallele p. es. all'asse delle x, che intersecano E od E' in un aggregato di 
inisura (lineare) non nulla, fortnano dunque un aggregato di misura nulla. 
Ma su ogni altra retta r tanto v che U sono funzioni continue; quindi esse 
devono essere u,guali in ogni punto d i  r, in quanto che esse sulla r differi- 
scono per ipotesi soltanto in un agçregato di inisura (lineare) nulla, e quindi 
coincidono in un aggregato di punti denso su tutts r (**). 

In particolare ne scende che U=v in tutti i punti del contorno r', escluso 
al più un aggregato di misura nulla. E quindi U soddisfa pzcre l a  (1). 

Poichè poi gli integrali superficiali di U e di u, estesi p. es. a unn su- 
perficie sferica interna a r, coincidono, segue pure il teorema enunciato nel- 

Il teorema di esistenza propostoci è cosi completnineute diinostrsto. E 
sarebbe ben facile dimostrare (Cfr. LEVI, loc. cit., HILBERT, loc. cit.) clle si 
ha proprio I ( U )  = d. 

(*) Cfr. il § 1. 
(**) Due funzioni continue, che coincidono in un aggregato di puriti dappertulto deiiso, 

coincidono in ogni puiito: questo teorema è iininediata consegueiiza della defiiiizioiie di fw- 
zioni continue. 
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Applicazione della teoria di Fredholm 
al problema del raffreddamento dei corpi. 

(Di G~USEPPE LAURICELLA, a Calania.) 

I l  PICARD nella sua elegante Memoria: S u r  quelques applications de 
l'équation fonctionnelle de M .  FREDHOLM (*) integra l'equazione delle vibrazioni 
delle membrane, introducendo la funzione d i  GREEN e facendo uso della nota 
teoria delle equaxioni i n t egrd i  d i  FREDHOLM, a simiglianza di quanto fa 
 H HILBERT in quistioni analoghe, nei suoi lavori dei Nachrichten di Gottinga. 
In ta1 modo Egli ritrova con notevole rapidità e generalità quei risultati, clie 
erano stati ottenuti solo mediante l'applicszione del noto l e m n a  d i  POINCARO. 

L'estensione delle considerazioni del PICARD a1 probleqa del raffredda- 
mento dei corpi richiede anzitutto che sia risoluto il problema delle tempe- 
rature stazionarie, ed inoltre che siano generalizzate la funzione d i  GREEN 
ed alcune formole ricorrenti che ne seguono. 

Una nuova ed elegante soluzione del problerna delle temperature stazio- 
narie si trova nella detta Memoria di PICAHD, come applicazione dei risultati 
di FREDHOLM. La generalizzazione della funzione di GKEEN 9 delle menzionate 
formole ricorrenti pub farsi, seguendo, ad esempio, le orme di LIAPOUNOFF (**); 
benchè essa nei dettagli deve certamente offrire inaggiori difficoltà di quelle 
che si presentano ne110 studio della funzione d i  GREEN e sue applicazioni. Fu 
appunto per evitare tali difficoltà ed anche in vista dell' estensione del 1 1 ~ ~ -  

todo d i  NEUMANN ai campi non convessi, fatta da1 POINCARÉ, clle nella mia 
Mernoria: Sull'integrazione dell'equazione dp,Zka propagaxione clel calore (***) 
mi valsi esclusivainente del wzetodo d i  NEUMANN e non feci alcun uso della 
ficnzione d i  GREEN e delle sue generalizzazioni. 

(") Rendiconti &2 Circolo Matematico, tom. XXII, anno 1906. 
(**) Sur certains8 q&stions. . . (Journal de Mathématiques, S. 5.a, tom. IV, anno lS9S). 

(***) ~ e m o r i e  de2lo Soci+tà italialzu delle Sci,?nze (detta dei XL), S. 3.", tom. XII). 
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Ne1 presente lavoro, mediante I'uso di una conveniente equazione inte- 
grale, ritrovo i noti risultati del POINCAHI? SUI raffreddamento dei corpi, in- 
dipendentemente da1 problema delle temperature stazionarie, da1 l e m n a  di 
POINCAR~, dalla funzione d i  GREEN e dalle sue estensioni. Le superficie, con- 
vesse O non convesse, che considero, e per le quali valgono cosi i detti ri- 
sultati, sono generali quanto quelle per le quali si risolve il problenza d i  DI- 
RICHLET col lnetodo d i  FREDHOLM (*). 

L'estensione dei risultati del POINCARÉ ai campi non convessi è stato og- 
getto di vari importanti lavori, tra i quali stanno in prima linea quelli dello 
STEKLOFF (**) e del10 ZAREMBA (***); per6 i nietodi a ta1 uopo escogitati fin 
qui, oltre diessere poco seinplici, dipendono seinpre da1 lenznza d i  POINCARÉ. 
Questo lemina è stato esteso, è vero, ai cainpi non convessi (****); ma con 
alcune restrizioni sulla natura della superficie liinitante il campo, e non con 
quella generalità che, coine si vedrà, apporta 1' applicazione della teoria d i  
FREDHOLM. 

Dovendo, in ci6 che segue, riferirmi spesso alle mie due citate Mernorie, 
indicherb queJla S u l l ' i n t e g r a ~ i o n e  delle equaxioni, ecc., col siinbolo (M), , I'altra 
Alcune appl icazioni  della teoria, ecc., col simbolo (M),. 

1. Sia S 10 spazio finito limitato da una superficie G ed 8' lo spazio 
infinito liinitato dalla medesirna superficie. 

Prendiamo per direzione positiva della normale n in oçni punto p di G, 
quella rivolta verso il campo finito S; riferiamo i punti del10 spazio ad una. 
terna di assi cartesiani ortogonali; ed indichiamo con r il vettore congiun- 
gente due punti (x, y, a), (=', n, () qualsiasi dello spazio, con r' il vettore con- 
çiungente due punti p, pi  qualsiasi della superficie a, con k un parametro 
variabile, il quale possa assuinere qualunque valore reale O complesso, con h 
(cocficiente di perrneabilitic) una costante qualsiasi reale e non ilegativa. Po- 

(*) Cfr. ad es. la mia Memoria: Alcune applicazioni della teoria delle equazioni fun- 
zionali . , . , Cap. II, 3 8 (Tl Nuovo Ciinento, anno 1907). 

(+*) Sur les problèmes fondamentaux de la physique mathématique (Annales de l'École 
Normale supérieure, anno 1908) ; Théorie géfiérale des folzctions fondalnelztales (Annales de la 
Faculté des Sc. de Toulouse, 8.0 S., VI). 

(*+*) Solution générale d u  problème de FOURIER (Bulletin internatioual de 1'Acad. des 
Sc. de Cracovie ; Février 1905). 

(**a*) A. KORN, Abhandlungen zur Potentialtheorie, 4 (Berlin, 19û2). - E. E.  LEVI, Su 
u n  lemma del POINCARÉ (Rendiconti aella R. Acc. dei Lincei, vol. XV). 
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niamo poi : 

intendendo nella terza formols che le derivazioni siano fatte ne1 punto 
p r (5, ri, T) di o e che 12 sia la direzione positiva della normale a o ne1 
punto p stesso, ed intendendo nell'ultima che le derivazioni siano fatte ne1 
punto (x, y,  z), preso ad arbitrio ne110 spazio, e che n' sia la direzione po- 
sitiva della normale in un punto arbitrario p' (x', y', 2') della superficie G. 

Finalmente supponiamo che la superficie G soddisfaccia alle seguenti 
condizioni : 

1.0 abbia un  piano tangente deterrninato in ogni punto, variabile con 
continuità al variare con continuit;~ del punto di coniatto; 

2.' esista un nurnero finito positivo a tale Che, presi su di essü su- 
A 

perficie due punti arbitrari p e p' ed indicato con nn' l'angolo acuto fütto 
dalle corrispondenti normali, si abbia: 

ESTENSIONE DEI TEOREMI SULLE FUNZIOKI  POTEKZIALI.  

8. Corne cas0 particolare di teoreini sui potenziali ritardati (*), si lianno 
i seguenti, che sono una estensione di quelli noti sulle funzioni potenziali 
di spazio, di doppio strato e di strato. 

1. Indichiamo con p (x, 9, z) una funzione del campo S finita e con- 
tinua insieme alle sue derivate del primo ordine, i punti di G al più esclusi 

(*) V. VOLTERRA, S u l p ~ i m i p w  di HUYGHENS (NUOYO Cimento, S. 3.", tom. XXXII e XXXIII). 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 20 
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per queste derivate; e costruiamo l'espressione : 

Si ha che la funzione Y, (x, y, z ;  JE), per qualsiasi valore finito di k,  è 
finita e continua insieme alle sue derivate del primo ordine rispetto ad x, 
y, z in tutto 10 spazio, ha le derivate del secondo ordine finite e continue 
in tutti i punti dell'interno di S (i punti di G cioè al più esclusi), e soddisfa 
alla seguente equazione : 

(nei punti di S) A V ~  + k Y, (a, y, z ; \II) + p (x, y, z) = 0. (2) 

II. Consideriamo sulla superficie a un sistema ortogonale (a, p) ; ed 
indichiamo con p (a, p) una funzione finita e continua qualsiasi dei suoi punti 
(a, /3) G ( E ,  n, 5). Posto : 

1 d 
qrz (x, y, z ; ,Ir) = - 

9 x .  jP p) dn G, 
6 

si ha, per qualunque valore di I:, 

dove la notazione [ 1, serve ad indicare il limite dei valori della funzione, 
che si considera, quando il punto (x, y, z) si avvicina indefinitamente al 
punto (x', y', z') (cc', fi') di G, mantenendosi nell'interiio del canipo S, l'altra 

1, serve ad indicare il limite dei valori della funzione, che si considera, 
quando il punto (x, y, z) si avvicina indefinitamente al punto (a', P') di a, 

mantenendosi nell'interno del campo S'. 
III. Sia p ( a ,  p) una funzione finita e continua qualsiasi dei punti di a. 

Posto. 

- eir$F 

1v3 (x, Y, X ;  \ik) = - <a, a> B i r .  d a7 
u 
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si ha, per qualunque valore finito di k, che la funzione Y, (x, y, z ;  Il%) è 
finita e continua in tutti i punti dello spazio e nei punti (2') t') (x', y', 2') 

di G soddisfa alle equazioni : 

dove si è posto : 

a a - a A 2 + 
-- -- cos n'x + . cos n'y + -, cos n s. d p i  - a xt a y 8 2 

RAFFHEDDAMENTO DEI  COKPI  NE1 CAS1 DI h FINITO. 

3. Sis f (x, y, B )  una funzione finita e continua. iiisierrie alle sue de- 
rivate del primo ordine in tutto il campo S, i punti di G al più esclusi per 
queste derivate. Poniamo : 

e coiisitleriarno l'equazione integrale : 

e la corrispondente equazione omogenea : 

Dimostrin~iio clie Z7equazione omogenea ( 1  1) non a~iwzet te  soluzione nlczrnn 
diverscc dcc zero per k reale e negat iva O cowplessa. 
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In fatti formiaino con una qualsiasi soluzione dell' equazione (1 1) l'espres- 
sione : 

- 1 ' ei&i 
v (x, y, z ;  y I r )  = 2x 1 ( (r, 8 ; \lx) 7 d 6. 

u 

Dalla (7), (8) si ricava, in virtù della continuità della + (z, p ; Gk), 

e quindi, in virtù della (Il) ,  

(nei punti di O )  [e] - h [wli = O. S n ,  

Ili qui, rainmentando che la w (x, y, z ;  \Iz) sodclisfa all'eyuazionc iiide- 
finita : 

la 'l' + 7 III' (x, y, 2 ; \ I l i )  = 0, (19) 

risulta, coine è notorio, per k reale e negativa o coinplessa, 

(nei punti di 5') la (x, y, x ; 4E) = O ; 
ed ancora: 

8 Y 
(nei punti di  r) O. 

Posto : 
k = p (cos w + i sen o), 

sarà : 

Questa ci dimostra che per o diversa da zero e da 9 n, ossia per k reale 

e negativa O complessa, il modulo dell'espressione eid-, al crescere iiidefinito 
1 

di r ,  diviene infinitesimo d'ordine superiore a qualsiasi ordine rispetto a - ; 
r 

e quindi si pub alla funzione Y (a, y, z ;  \&?), considerata ne1 cauipo infinito S', 
applicare il lemma d i  GREEN. 
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, La (x, y, z ;  @i) è continua in tutto 10 spazio; quindi si avrà nei punti 
di c: [Y], = O; ed allora tenendo conto dell'equazione indefinita (18) nei punti 
del campo S', ne segue, mediante l'applicazione del detto lemnia, per k reale 
e negativa O complessa, 

(nei punti di 5') Y (a, y, z ;  fi) = 0 ;  
ed ancora: 

(nei punti di u) [&,le= O. 

Queuta, insienie alla (13) ed alle (7)', (8)', ci dà, coine volevanio diino- 
strare, 

- 

(nei punti di c) (Cl (a, p; \Oc) = 0. 

4. Da1 teorema, testè dimostrato, segue che il deterniinante Dl(&%) del- 
l'equazione integrale (10) è certarnente diverso da zero per yualunque valore 
reale e negativo o complesso di k; quindi esso non  è identica~~zente nullo. 
Da1 fatto poi che la funzione caratteristica della detta equaoiorie (10) è fun- 
zione olornorfa di @, si deduce che i l  deter~ninnnte D' (\/-) è unch' esso u n a  

funzione olow~orfa d i  \&; e quindi ancora che l'equazione: 

pu6 avere al pi& un numero infinito d i  radici, ciuscuna d i  ordine finito, e 
tali che qualunque porzione finita del piano della variabile compl~ssa  h non  
pud contenerne che un numero finito. 

- 
Osserviamo ancora clle la funzione H(ccf, fi'; \'k) è olornorfa in \/-; quindi 

la soluzione dell'equazione integrale (10) sarà una funzione ineroinorfa di 

\ 'Tc (*), la quale potrà avere dei poli nei punti corrispondenti ai valori di 

dK che annullano il determinante D1(\/E), e si potrà scrivere: 

La (a, fi; J k )  sarà funzione olomorfa di \iT e, in virtù della (IO), sod- 

(*) J ,  P L E M E L J ,  Zur Theorie der Fretlholinschen Fw~~ktionalgleichu~,g, png. 126 (Moiiatshefte 
für Math. und Physik, XV, Jalirg.). 
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disferà all'equazione integrale : 

= D' (JZ) . H (a', p'; \&). 

5. Ci6 premesso, si costruisca la f~inzione: 

In virtù della formola (8), segue: 

(nei punti di S)  hZ Pt+ k Pr (x, y, X ;  \ik) + D' (\lE) . f (x, y, x)=O. 

Si ha  poi, in virtù della forinola (7) e dell'equazione (IO)', 

Osservinnlo elle l'equazione: D' ( - 1) = O lia le niedesime radici, mu- 
tate di segno, dell'equazione (14); siceliè l'espressioi~e: 

non i: ideriticamente nulln ed è funziorie oloriiorfa di A" Ne coricludiamo 
che la .D (k )  & fwnxione oHow/mfa d i  k  e I'equazione: 

B ( k )  = O (14)' 

pu6 averc al più z m  nuriïrero irrfinito d i  rndici, cinscztncc d i  ordine fildo, 
auenti per unico adore  l i n d e  i l  valore k = oc. 

Poniaino : 
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e moltiplichiamo ambo i membri delle (16), (17) per Br (- \/k). Risulta: 

(nei punti di S )  AV(x,  y, z; (IX) + k . P (x, y, z ; \lx) + D ( T c )  f (x, y, z) = 0, ( 1  6)' 

8 P 
(nei punti di G) = f i  [pli. 

f i  i 

Da yueste equazioni si ottiene ovviamente: 

(nei punti di S )  b2 1 P (x;, y, z; \/%) - P (x, y, Z; -- \/l) j + 

(riei punti di ci) ( P (x, y, z; \ / k )  - P (x;, y, z; - d k )  1 

Queste ci dànno, come è noto, per k quantità reale e negativa O coinplessa, 

1- (in tutto S )  P (x, y, z; \Ik) - P (x, y, z; - v k )  = O; 

e quindi, osservando che il primo membro di questa uguaglianza è funzioiie 

olomorfa di \lk, risulterà identicainente rispetto a d k :  

(in tutto S )  P (x, y, z ; (z) = P (x;, y, z ; -- \ /k) .  

Adunyue la funzione P(s, y, z;  \Ik) è funzione pari di f k ;  siccliè essa 
è funzione olomorfa  d i  k, e si pub scrivere: 

Osserviamo ancora che la funzione Pl(%, y, z; dk) e il determiilante 

D' (,%) contengono esplicitamente l'unità inimaginaria i nello stesso modo 

che contenbono dk; quindi l a  P ( s ,  y, z; k) è funzione reale d i  h. 

6. La funzione P' (x, y, z; \lx), come risulta dalla (15), ha le derivate 
di primo ordine rispetto ad'x,  y, z finite e continue in tutto il campo S. i 
punti di G al  pih esclusi; sicché 10' stesso avverrà della funzione P (q y, a ;  k ) ;  
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e per conseguenza si potrà scrivere, corne è noto, in virtù delle (16)', (17)', 

d S  (nei punti di 8 )  P ($3 y, ; k) - I I k P ( ( ,  n, [; k ) + D ( k ) .  f (i, 1, 4 i 
S 

[Pl, d c. 
(nei punti di S') O 

Da queste formole risulta: 

atp (nei punti di S )  
d S  

ak k3 n,  t ) IT-t 
(15)' 

(nei punti di Si) O 

La prima di queste ultime ci dà, in virtù del teorema di POISSON, 

atp P ~ P  8-1 P atD 
(nei puuti di S )  AL-, + k + t - + 7: . f (x, y, Z) = 0. (16)'' a iz ak a r z f - l  o k  

Dalla seconda risulta che esiste ed è finita e continua su G l'espressione: 

di modo clie si avrà, in virtù del teorema di LIAPOUNOFF (*), 

Ci6 pretnesso, si avrà, da ambedue le (15)' e dalla forrnola di disconti- 
nuità. della derivata normale di strato, 

(nei punti di G)  [& (!j,= 

(*) V. ad es. la Memoria (M), ; Cap. III, 9 14. 
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7. Ora sia k' una ' radice dell'equazione (14)' di ordine t' + 1 (t' 2 O). 
Sarà per k =k': 

e risulterà dalle (16)', (i7)', (16)", (17)" pure per k = k' :  

jnei punti di S)  (nei punti di G) \ 

Queste eyuazioni ci dànno per k' quantità complessa O negativa, coine 
è noto, 

. . a P a{ P 
(nei punti di S) P= -- = . . . = - = 0. 

a k  a kt' 

Applicando il lernma di GREEN, si ricava ancora dalle (18): 

e quindi, poichè la P(x ,  y, s; k) è funzione reale di k. avremo in tutto il 
campo S per k' quantità reale: 

In conclusione si ha che se k' è radice multipla dell'ordine t'+ 1 del- 
l'equazione (Ih)', si pub scrirere: 

D = (k' - k)t'+I. D l ,  P = (k' - h)f . Pl (W 
Avmali di Matematiea, Serie I I I ,  Tomo XIV. 2 1 
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con D, funzione olomorfa di k, che non si aimulla per k = k'e con Pl (x, y, z; k) 
funzione finita e continua insieme alle derivate prime e seconde rispetto ad 
a, y, z in tutto S, i punti di c~ a1 piti esclusi per queste derivate, e tale clie 
l'espressione: , . 

è finita e continua in tutti i punti (a', Pt) di c. 

atl P 
8. Se la - a kif 

per k = k' (quantità reale e non negativa) non è ideii- 

ticamente nulla in tutto il ciunpo S, si avrà, dalle ultime due equazioni 
delle (18) e dalle (19), 

atl P a t l  P 
(nei punti di S) A' 7 + k' = 0, 

a h  

is at' P 
( n e i  piinti di 6) [ ) ] i =  h [ ]  ; j 

e sarà. ancora, in virtù della seconda delle (80), 

Da tutto ci6 clle precede risulta che la furczione: 

è meromorfa i n  k. Essa pu6 solamente avere una serie finita O infinita di poli 
seu~plici, corrispondenti alla serie finita od infinita di radici reali e non ne- 
gcctive dell'equazione (14)'. Questa serie di radici, ne1 caso che è infinita, ha 
per unico valore limite il valore k = m. La funzione H I ,  per i valori di kper 
i quali non ha poli, è finita e continua i n  tutto 10 spazio, ha le derivate dei  
due primi ordini rispetto ad s, y, z finite e continue in qualunque campo in- 

terno al campo S, è tale arccora che l'espressione [%]: 6 finita e continua 

in tutti i punti (a', p') di G, e, in virtù delle (16)', (17)', soddisfa alle equazioni: 

(nei punti di S) A% + k vu (x, y, z ; k) + f (x, y, z) = 0, 

(nei punti di o) [h] = h [HI],. 
an '  
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Per o g n i  valore K d i  k, per cu i  l a  IV d iv iene in f in i ta ,  i l  res iduo:  

p' (cc, y, z )  = lim (X- k )  vu = 
k=k' 

13 funzione d i  x, y,  
equazioni : 

(nei punti di S) 

Direino che k' 
eccezionale. 

z della medesima n a t u r a  della funzione P e sodd i s fa  alle 

A"' + k'p' = O, (nei punti di c) [i $]<= h[p'], .  (21)' 

è un valore eccezionale e p' una corrispondente so lu~ io t t e  

9. In questo caso si consideri, in luogo dell'equazioiie integrale (IO), la 
seguente-. 

e, in luogo della (il), la corrispondente equazione onlogenen : 

Si pub dimostrare, ragionando conie al § 3, che l'equazione integrale 
coniugüta a quest'ultima non ainmette soluzione alcuna diversa da. zero per 16 

reale e negativa O complessa. Lo stesso sarà allora della (26) medesinia; e cjuindi 
avremo che il determinante D'(\ik) dell'equazioi~e integrale ("15) è certamente 
diverso da zero per k renle e negativa o complessa. 

Osserviamo poi che la funzione caratteristica della medesima equn- 

zioiie (25) è funzione olomorfa di \lx ; per conseguenza il deterabinante D' (v k) 

dell'equcczione (25) è funxione olornorfa d i  \/Ti é n o n  è identicamente nullo. 
Risultn ancora, corne al $$ 4, che la soluzione dell'equazioiie (25) si pu6 

scrivere sotto la forma: 
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dove la 4 (a, F;  d k )  è fun.zione oloworfa d i  \/%, che soddisfa all'equaxione in- 
tegrale: 

13. Analogamente a quanto fu fatto al 8 5, si costruisca con questa 

s (2, p; JE) la funzione : 
PI  (x, y, a; Jk) = i 

Dalla (2), dalla (4) e dalla (Ba), risulta per questa funzione 

(nei punti di S)  h2 Pt + k P' (x, y, z ; d k ) + B '  (d k) . f (x, y, X) = 0, 

(nei punti di a) [P(x', 8'; dh)], = O ;  

e quindi, ponendo: 

D ( k )  = D' (VI : )  . B1 (- dk), 

P(x ,  y, z ;  k )  = P' (a, y, z ; \/x) . D' (- J k), 

e ragionando corne al § 5, si avrà: 

(nei punti di 5') A' P + k P (x, y, a ;  k )  + D (k) . f (x, y, X) = 0, 

(nei punti di ci) [P (cc', p'; k)li = 0. 

Dalla (87) segue che la funzione P' (x, y, a ;  \Ik) tia le derivate dei due 
priini ordiiii rispetto ad x, y, z finite e continue in ogni campo iiiterno al 
campo S, e clie si pub invertire l'ordine di derivazione in qualsiasi derivala 

di P'(z, y, z ;  (/%) di un ordine qunlsiasi rispetto a \/% e di primo O di se- 
condo ordine rispetto ad x, y, x ;  e poichè le derivate di P (x, y, z ;  k) si pos- 

sono esprimere linearmente per le derivate di Pl (x, y, a ;  \&) (queste ultime 

inoltiplicate per le derivate di D' (- Jk) e per potenze positive e negative 

di dk), ne segue, per k =I= O (*), Che l'ordine di derivazione si pub scambiare 

(*) Si esclude il valore k - 0 ,  che non avremo a considerare, per risparmio di ulteriori 
discnssioni. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



al problema del raffreddaînento dei corpi. 157 

pure nelle derivate di P (x ,  y, z ;  k) di un ordine qualsiasi rispetto a k e di 
primo O di secondo ordine rispetto ad s, y ,  s. 

Cib posto, per k=I= O si avrà dalle (28)', derivando t volte rispetto a k, 

Osserviaino ancora che l'equazione omogenea (26) per k = O non am- 

mette soluzione alcuna diversa da zero (*), ossia che il determinante D' ( V I L )  
non si annullü per k = O; di modo che l'epuaxione: 

D ( k )  = O 

non è verificuta da1 valore k = 0. 
Arrivati a questo punto, basterà ripetere i ragionamenti dei $$ 7 e 8 per 

concludere che i l  teorelna enz~ncinto al § 8 sulla funzione ru(%, y ,  z ;  k) ,  data 
dalla formola (23), vale anche ne1 caso d i  h = oo, ossia ne1 csso in cui le 
condizioni nei punti di G sono: 

irivece di quelle che cornpariscono nelle (22), (21)'. 
S' intende che in questo caso la funzione P ( x ,  y, z ; k), che va scrittü 

nella forniola (23), è quella introdotta ne1 presente paragrafo 

11. Dimostriamo, indipendentemente da1 teoreina del $ 8, clie i possi- 
bili valori ecce~ionali sono radici dell'eyuazione (14)'. 

Infatti, corne è noto, una soluzione eccezionale p (x, y, B ; k) pub seinpre 
esprimersi mediante la formola: 

(*) Cfr. ad es. la Memoria (M), ; Cap. III, 55 4 e 5.  
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la quale ci dà, in virtù della (4), 

Questa equazione integrale omogenea è coniugata alla (Il);  quindi per- 
chè la p (a,  F; k) sia generalmente diversa da zero, è necessario che il valore 
di k sia radice dell'equazione (Ih)', coine si voleva dimostrare. 

Ne1 caso di h = ao, dopo di avere osservato che ogni soluzione eccezio- 
nale ammette nei punti o la derivata normale finita e continua, basterà ri- 
petere su questa derivata .i precedenti ragionamenti. 

Il teorema ora dimostrato ci dà, a conlplemento del teorema enunciato 
a1 § 8, che l'integrale uv (x, y, z ;  k) delle equazioni (24) è certamente unico 
per tutti i valori d i  k, che non sono radici dell'eyuazione (14)'. . 

1% Ramrnentiamo ($j 10) che l'equazione (14)' ne1 caso d i  h = cio non 
è soddisfatta da1 valore k = O. Ora vogliarno dimostrare che anche per h finita 
e diuersa da zero (h > 0)  l'equazione (14)' non è soddisfatta da1 valore k = 0. 

lnfatti si costruisca con una soluzione yualsiasi + ( x ,  p) dell'eyuazione 
onlogenea (11) per k = O 10 strato Y (x, y, 2).  Esso si pub ottenere dalla fun- 

zione Y (x, y, x ;  J h )  del § 3 ,ponendo k = O; e si pub dimostrare, corne in 
quel paragrafo, che si lia : 

(nei punti di 8 )  Y (x, y,' z )  = 0, 

da cui, come è notorio, risulta : 

(nei punti di S') '1" (x, y, z )  = 0. 

Avremo allora : 

[i 'Y] [ f i  Y . ]  
(nei punti di a)  -- = O ,  -- - -0; n' 8 n'. . 

e yuindi dalle (7)', (S)', scritte per h= O, si ricava, coine si voleva dimostrare, 

(riei punti di G) + (cc, p) = 0. 

Per h = O E'equasione (14)' awmette invece la radice h = O. Infatti, come 
è noto, l'equazione coniugata alla (11) per h = O, k = 0, ossia l'equazione in- 
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tegrale ornogenea : 
1 

1 d r  
z (4 Pr) - %J, x (5  P) d = 0 

u 

arnmette l'unica soluzione diversa da zero: x ( x ,  p) = C (costante) (*). 
13. Allora per h>O (finita) e k = O  la soluzione dell'equazione inte- 

grale (10) sarà finita, per k = O la soluzione dell'equazione integrale (25) 
(h = CO) sarà anch'essa finita; quindi per k ='O ed h> 0 ( f in i ta  od i n f i n i t a )  
l u  soluzione delle equaxioni ('24) s a r à  finita e unica.  

Per h = 0, k = O invece la soluzione dell'equazione inteçrale (IO) non è 
finita. Condizione necessaria e sufficiente afinchè essa sin finita è (**) clle 
si abbia: 

ossia: 

Se yuesta condizione è soddisfatta, l'integrale delle equazioni (24) per 
h = k = O sarà finito e, corne è noto, deterininato a iiieno di una costante 
addittiva. 

Se la condizione (29) non è soddisfatta, deterininiaiiio una costante 21, 
in modo .che si abbia: 

I I ~ ( F ,  1, 0 - p , I d S = O .  
S 

Allora la soluzione dell'equazione integrale, che si ottiene dalla (10) po- 
nendo f (x, y, s) - p, al posto di f (x, y, B ) ,  sarà finita per h = k = 0, con- 
seguentemente la soluzione w, (%, y, z ;  k) delle equazioni, die  si ottengono 

(*) Cfr. la Menioria (M), ; Cap. 111, 5 7. 
(**) FREDHOLM, Sur une classe d'équations fonctionnelles, pag. 3'78 (Acta mathematica, 

tome 27). 
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dalle (24) facendo h = O e ponendo f (a, y, 8) -p ,  al posto di f (x, y, z),  sard 
finita per k = O; e quindi, come si verifica iinmediatainente, 1' integrale delle 
equnzioni (24) per h = O aura la forma: 

14. Ne1 caso di h finita, l'integrale delle equazioni (24) per k = O, ossia 
l'integrale delle equazioni : 

d v' 
(nei punti di S )  A%'+ f (x, y, z )  =O,  (nei punti di G) - = hvf  (31) d n  

si pu6 esprimere inediante la fortnola: 

4 

Quindi la v' nei punti di G, ossia la v'(a, p), soddisferà all'equazione integrale: 

dove 

L'equazione integrale oinogenea corrispondente all'equazione (33) è co- 
niugata all'equazione (1 1) per k = O; quindi (§ 12) per h > O l'equazione (33) 
ha il suo deterniinante diverso da zero e, per conseguenza, aminette una 
soluzione finita, la quale sarà unica e si potrà esprimere mediante la for- 
mola (*): 

con P (a ,  p; a' fi') funzione analoga alla funzione caratteristica della (33), 

(*) J. PLEMELJ, 1. c., pag. 124. 
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ossia finita e continua per tutti i valori che possono assumere a ,  a', p, B r  
1 '  

ad eccezione dei valori u = cc', = P r ,  per i quali si comporta coine ,. 
Y 

Di qui risulta: 

con A quantith finita ed indipendente da a', fi'. 
Dalla nota dism~,gungliansa d i  SCHWARZ si ha: 

Adunque prr h finita è maçgiore di zero si pu6 scrivere, in virtù 
della (3!2), 

dove M è il inassimo valore assoluto della funzione f (x, y, z), e dove B 
ecl E sono due costanti finite e positive, indipendenti da1 punto (x, y, a) e 
dalla funzione f (a, y, 8 ) .  . 

Ili. Ne1 caso di h = ao la soluzione deli'equazione integrale (93) per 
k = O si pu6 esprimere inediante la forrnola: 

con E',(a, ; a', Pt) funzione della medesima natura della P (a, F; cc', !Y); yuindi, 
ragionaiido coine precedenteinente e sostituendo alla forlnola (32) l'altra : 
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risulterà: 
1 y (a', (3') 1 6 G . Ai! 

con G costante finita e positiva, analoga alle B, E, ed inoltre risulteraiino 
valide anche per h = 00 le (34), (34)'. 

16. Per esaminare il caso h = O, si consideri l'equazione integrale: 

e la corrispondente equazione omogenea : 

1 - h cl7 
# (a' p' ; h) + -- $ ( x ,  p; h) d G = O. .. r i d  n 

Per h = - 1 l'equazione (35)' ammette l'unica soluzione + (a, /3; - 1)  = C 
(costante) e l'equazione omogenea coniugata l'unica soluzione y ,  (a, p), la 
quale, coiiie è noto, risolve il problema dell'elettrostatica, ossia è tale clle 
si lia (*) : 

'y1 '1 ù 0 = C, (costante). (nei punti di S) - 1 
2 z.. r 

La pi (a, e )  è determinata a meno di un fattore costante e l'integrale di 
y, (a, P) esteso a a è diverso da zero (**). Allora, se supponiamo soddisfatta 
la condizione : 

la. soluzione dell'eyuazione (35) avrà la forma: 

tlove (***): 

F (a, p; at BI; 1) = y1 (a' P) + L (K, p; a: g r ;  i), 
A l - 1  

(*) V. la Meinoria (Ri), ; Cap. III, 3 7. 
(**) Ibid. ; Cap. III, 5 18. 

(***) V. PLEMELJ ; 1. c., pag. 197. 
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essendo L (a, p; cr', p' ; l) ,  per A = - 1 e nelle vicinanze di A = - 1, della ine- 
desiina natura della funzione caratteristica dell'equazione (35). 

Supposto che la funzione f (x, y, z) soddisfaccia alla condizione (29), si 
avrà : 

1 ^ a s  /ri (a, P) . K (a, P) d G = 1 [?, (a, p) \ f (6, >i, -1 r = 

a a s 

e quindi risiilterà per la soluzione dell'equazione (35) nell'ipotesi di 1 = - 1, 
ossia per la soluzione dell'equazione (33) nell'ipotesi di h = O: 

v 1  (cc', pl )  = P ( 2 ,  p.; - 1) = l< (a' gr )  + ( L a, 8; a', kt; - 1) . IC (a, p )  d 5. 

a 

Da questa formola si possono dedurre, come al 14, le formole (34), (34)' 
nell'ipotesi clle sia h = O e che la funzione f (x, y, z) soddisfaccia alla con- 
dizione (29). 

17. Ci6 premesso, si considerino successivamente le eyuazioni : 

(nei punti di S )  (nei punti di G) \, 

nelle quali h abbia un valore reale yualsiasi del campo (O, oo) (gli estremi 
iriclusi), e con la condizione che la funzione arbitraria f (q y, a) ne1 caso 
di h = O soddisfaccia alla (29). 

Le precedenti equazioni sono della medesima natura delle (31), e deter- 
minano una serie v, , v, ,  w, ,... di funzioni finite e continue del campo S 
(i punti di G inclusi). 

Ne1 caso h = O l'integrale v, è determinato a meno di una costante ar- 
bitraria; e noi disporremo di questa costante in modo ctle sis soddisfatta la 
condizione : 

J V, ( E ,  i, T) d S =O. 
S 
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Lo stesso faremo per ' le successive funzioni v , ,  v,, . . . 
Ne1 caso di h = oo indicheremo con v,, i , ,  y,,  . . . le funziorii analoghe 

alla funzione rg ( c x ,  p) del $$ 15 e corrispondenti rispettivarnente agli ititegrali 
u,, v , ,  v,, . . . delle eyuazioni (36). 

18. Dalla (34)' si ha in tutti i casi: 

v (  y, 2 )  1 E .  I V ,  (x, y, s ) 1 6 E e .  Al, l v 2 ( q  y, z)l & E 3 . J l , . .  . ;  

e dalla (34)" si ha  ne1 caso di h = cc : 

1 (a', B') f G .  ICI, 1 , ( ,  ' 1 G . E 1 ,  / cp, (r', P I )  5 G . E2. X ,  . 

Risulta quindi per h qualsiasi che la serie 

è convergente i n  u p a l  grado i n  tutto il campo S (i punti di G inclusi) per tutti 
i valori di A di ~nodzdo inferiore ad un certo nuucero k ,  mnggiore d i  zero; e 
per 72 = oo clle la seris. 

~ = y o + ~ i k + ~ 2 k 2 + . . .  (37)' 

è convergente i n  ugual grado szc G anche essa yer tutti i vnlori di k d i  +ilodulo 
inferiore a k,. 

In virtù delle (31) si ha, insierne alla formola (3!2), l'altra: 
4 

Applicando questa e la (39) e integrando per serie, risulta per 7% finita: 

d S  1 d' 
(mi punti di S )  ~ ( 3 j  w Z; k) = ( f  + A V )  + G l ( ~  - h) (*, p) d r ,  (38) 

d n  r 
S u 

1 
d S  1 d-  

r 
(nei punt idi  S') ( f+kv) -+-J ' ( - -&)v(a ,  r 4 r  d n  r b)d" .  (38)' 

u 

Dalla seconda di queste formole segue che il doppio strato: 
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considerato ne1 campo infinito S', è tale che nei punti di G ainmette la de- 
rivata normale finita e continua; quindi, in virtù della continuità della fun- 
zione v e del teorema d i  LIAPONNOFF (*), esso ammetterà la derivata nor- 
male nei punti di G, anc,he quando viene considerato ne1 campo finito S, e 
i valori negli stessi punti di o delle due derivate norniali saranno uguali. 

Dalla (38) segue poi clie la funzione v in ogni campo interno al cainpo S 
ha le derivate del primo ordine rispetto ad x, y, z finite e continue. 

Questi risultati sono suficienti per concludere, servendosi ancora delle 
(38), (38)', che per h finita la funzione v (x, y, z ;  k ) ,  determinata dalla serie (37), 
soddisfa alle equazioni : 

(nei punti di S )  A% ut k u (x, y, z ;  k) + f (a, 9, s) = O, 

d u  1 (94)' (nei punti di G) - = h u. 
d n  \ 

Ne1 caso di h = oo si ha, applicando la (39)' e integrando per serie, 

e da questa segue che il risultato precedenteinente enunciato per la funzione 
v (x, y, z ;  k) vale anche ne1 cas0 di h = m. 

19. Le equazioni (94)' coincidono con le (24); quiridi, in virtù del teo- 
rerna di unicità del 11, s i h a  che l 'integrale ni (x, y, e; k) delle equazioni (44) 
coincide per 1 k ( < k, con la  funzione v, data dalla serie (37). 

Da questo risultato e da quel10 dei 8s 8 e 10 segue che il raggio k, ( > O )  
d i  convergenza della serie (37), se è finito, corrisponde ad  un primo polo (del 
1" ordine) dell' integrale NI delle equazioni (84). 

S'intende qui che per h = O  la funzione arbitraria f (x, y, z )  deve sotl- 
disfare alla condizione (29). 

80. Posto : 
C 

si dimostra facilmente (**) clle l'espressione W,,, dipende solo dalla soinnia 

(*) Cfr. l a  Memoria (M), ; Cap. III, § 14. 
(**) Vedi ad es. la Memoria (M), ; Cap. II, 9s 11 e 32. 
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dei suoi indici ; per cui si pub scrivere: 

w,,, = w,+, ; 

e si diinostra ancora che le espressioni Wi sono tutte positive e soddisfario 
alla serie di disuguaçlianze : 

w, w2 w, -L - / . . .  L L . . .  w, - w, - - 
- 

WL 1 

Moltiplicando i termini della serie (37) per u, e applicando il teoreiiia 
dell'integrazione per serie, risulta che la serie : 

W =  W,,+ W 1 k + W 2 k 2 + . . .  

è certainente convergente per 1 k 1 < k ,  ( k ,  > O ) .  
Se ne deduce che la serie dei rapporti, che coinpariscono nella (39), deve 

avere un limite c firiito e inaggiore di zero ( 1- 2) ; e quiiidi elle il 

valore reale e positivo di k,  deve essere finito 

La forniola ricorrente (34) ci dà poi clie il raggio di convergenza k, della. 
1 

serie (37) non i: inferiore al raggio di convergenza - della serie: 
C 

\ Iw ,+kd%+h2 , \ :W,+ . .  9 

ossia ci d i  : 

1 
III coiiclusioiie risulta: k 1 - 7 7  - - e cosi, riepilogando, si ha clie l'integrnle 

lu  (x, y, a ;  h) delle equnzioni (24) ha un primo polo del primo ordine per il 
vnlore finito e mcrygiore d i  zero : 

'21. Indicliinmo con pl il resicluo (soluzione ecceaionnle corrispondeiite 
al vnlore ecceaionnle k , )  della funzione n? (x, y, z ; k) rie1 polo h, ; e poniaino: 

90 (x, y, z; It) = - pi + w, (q 9, z ; k). h l - k  (40) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



al problefiza del raffreddawento dei corpi. 167 

Se si tiene conto del fatto che la funzione pl soddisfa alle equazioni : 

d P I  (nei punti di S) A2 pl+ k t  p, = O, (nei punti di G) -- 
d n ,  = h p 1 ,  

e the la. vu (a, y, z; lz) soddisfa alle equazioni (%), si verifica iinmecliatninente 
che la w ,  (x;, y, z ; k )  soddisfa alle seguenti equazioni : 

(nei punti di S )  A~ rvl + k ru, ( x ,  y, Z ;  h) + ( f  - 21 , )  = O, j 
d w1 (nei punti di G) -- = hw, .  d n  

Si ha poi (cfr. $ 8) che la funzione w, ( x ,  y, x ;  k )  è certamente finitn 
ycr k co+lzplessa e per k g h l ;  essa puo solamente avere unn serie finita O in- 
finita di poli del 1." ordine per valori di k reali e superiori a k,. Questn serie 
di poli, ne1 cnso che sia infinita, ha i l  solo punto limite k = m. 

Ne1 caso di h = O abbiamo supposto che la funzione f (x, y, x )  sod- 
disfaccia alla condizione ('29). Se questa condizione non è verificata., ln 
n: (z, y, z; h )  avrà la forma (30), la funzione f (a, y, z) -po  soddisferii al ln 
condizione ('29) e la funzione IV,  ( x ,  3, z ;  k ) ,  che cornparisce nella (30), avril 
la fornia (40). Quindi ne1 caso di h = O, se la condizione (29) vzon è uerificatu, 
avregno : 

w ( x ,  y, s ;  k )  = - 

28. Arrivati a questo piinto, basterà porre nelle cquazioni (36) la fuii- 
ziorie f ( x ,  y, s )  - p ,  (x;, y,  x )  (*) al posto della f (E, 9, z) e ripetere le con- 
siderazioni dei 1 7 , .  . , '21, per diinostrare che l'integrale PU, ( x ,  y, s ;  lz) delle 
equazioni ('24), lia un primo polo semplice per k = h,, con k ,  nuinero renle, 
positivo e maggiore di k , ;  e quindi che 1' integrale n, (a ,  y, O ;  k )  delle equa- 
zioni (24) ha un secondo polo (terzo ne1 caso di h = O) del primo ordine per 
h=k ,>k l .  

Indicando con p, (a ,  y, z) il residuo (soluzione eccezionale corrisponclcntc 
al valore eccezionale k,) di rv ( x ,  y, a ;  k )  ne1 polo k,, si potrà scrivere (**): 

(*) Ne1 caso di h = O la fuiizioiie f -p ,  -pl . 
(**) È superflue qui notare le inodificazioiii occorrenti ne1 cnso di h -O. 
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. . 

la funzione w, (x, y, z ;  k) sarà certamente finita per k cornplessa e per h 6 k,, 
e soddisferà alle equazioni: 

(nei punti di 8)  a2w,+hw,(x ,  y, z ;  k ) + f - p l  -p,=O, j 

(nei punti di G) - = h nl, . 
d n  

Evidentemente si pub seguitare a ragionare senipre nella medesiina guisa, 
a meno che dopo un certo nuinero i (2 1) di operazioni non risulti identi- 
camente in tutto il campo S:  

f (x ,  y, 2 ) - p , - p , - . . . - p ; = 0  . (41) 

In questo caso l'integrale regolnre delle equazioni 

(neipunt idi  S )  ~ % q + t w ~ ( x ,  y, z ;  k ) + f - p l - y , . . . - p i = O ,  

d Tui 
(nei punti di G) -- = h Foi 

(94)i 
d n  

scirk ni, (a, y, z ;  h) = O ;  e quindi risulterà : 

P 1 rv (x, y, 2 ;  k) = - PS +. . . +L P. . 
k , - k + k , k  lz, - h 

Iiiiporta osservare allora che la funzione f (x, y, z ) ,  come le p , ,  y, ,. .., pi 
che la coinpongono, deve necessariainente soddisfttre nei punti di a alla con- 
clizione : 

Se la funzione f (x, y, z )  non soddisfa a qthesta condizione, non potrà 
mai aver luogo la (41) ; e quindi l'integrale w (x, y ,  z ;  h) delle corrispondenti 
eiuazioni (24) avrà certamente una serie infinita di poli del primo ordine. 

Finalmente, se osserviamo che si pub senlpre scegliere una funzione 
f (x, y, z), la quale non soddisfaccia alla condizione (49), se rammentiamo (S 8) 
che i poli della funzione w (x, y, z; k) sono valori eccezionali e ancora ra- 
dici dell'equazione (14)', e che le radici di questa equazione sono tali (3 4) 
che qualunque porzione finita da1 piano della variabile k ne contiene sempre 
un numero finito, se ne deduce, come si voleva dimostrare, clle esiste zcna 
serie G infinita di valori eccezionali (reali e non negativi), aventi per unico 
valore limite i l  valore k = m. 

Sappiamo poi che solo nel caso 71, = O fa parte della serie IG d i  valori 
eccexionali i l  valore k = O (S 13). 
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83. 1 risultati fin qui ottenuti sono sufficienti per diinostrare c h  qurcnrlo 
la funzione f (x, y, a )  soddisfa nei punti di a alla condiaione (42) od finita 
e continua insieme alle sue derivate puraiali dei priuzi tre ordini in tutto il 
campo S (i punti di  G al più esclusi per le derivate' terze), si ha c72e essu è 
seinpre ugz~ale alla sotnma della serie finita [fortn. (41)] od infinita delle cor- 
rispondenti sol.uaioni eccee%onali (*) p l ,  p,, p,, . . . 

Basterà infatti ripetere i ragionamenti dei &'j 32, 33, 34, 35 (Cap. II) della 
Me~iioria (M), . 

Si pu6 ottenere il medesiino risultato ponendo per la funzione f (x, y, s) 

condizioni un po' ineno restrittive. A ta1 uopo basterà ripetere i ragionatnenti 
clie lo STEKLOFF fa nei n.i 25,526, 027 (Cap. II, S III) della sua citata Menioriü 
degli Annales de l'École Nonnule, i quali per6 sono ineno seinplici di quelli 
sopra ricliiamati della Memoria (M), . 

84. Dimostrata in un  modo qualsiasi la sviluppabilità in serie (finita. 
od infinita) di soluaioni eccezionali della funzione arbitraria f (x, y, a) ,  la ri- 
soluzione del problema del raffreddainento dei corpi solicli oriiogenei, che 
inizialinente hanno la temperatura arbitraria f (x, y, z ) ,  irnmersi in un iiiezzo 
il quale nei punti della superficie contatto ha la temperatura zero, non 
presenta più alcuna dificoltà. Infütti basterà ripetere le considerazioni, assai 
seniplici, dei 8s 37 , .  . . 40 (Cap. II) della Meinoria (M),. 

Catania, Luglio 1907. 

Annalû dû Matewzatica, Serie I I I ,  Toino XIV. 
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Il teorema di Desargues, il teorema di Pappo 
e l'esistenza d'una reciprocità O d'una po- 
larità. 

( D i  BEPPO LEVI, a Cagliari.) 

È noto corne, su1 fondainento dei teoiemi di DESARGUES e di PAPIW- 
PASCAL, si possa costruire l'intera geometria projettiva (*). Questa osserva- 
zione ha ispirato a vari geometri d i  ricercare le mutue dipendenze fra questi 
teoremi e le proposizioni che più cornunemente usano iiiettersi a hase della 
geometria projettiva : postulati metrici, postulati dell'ordine, postulati di con- 
tinuità  ARCHIM HI ME DE e di DEDEKIND) (**). 

L'ammettere il teorema di DESAKGUES in una geometria piana in cui 
valgano le proprietà projettive di appartenenza (***) eyuivale'y***) ad ain- 
inettere quel piano immergibile in uno spazio di tre dimensioni ne1 yuale 
siano verificate le proprietà projettive e di appartenenza di punti, rette, 
piani y"""*). Si pub a.llora parlare di projezioni e sezioni ne1 significato più 

(*) Si trova questa costruzione raccolta in modo sistematico nelle Vor lesuqpn  über 
die Ibeuere Geornetrie del PASCH. 

(**) Ricordo in particoiar modo il SCHUR, 10 HILBERT, il SCH~NFLIES, lo HESSENBERG: 
in connessione con queste ricerche fondamentali, molte altre di altri autori si ebbero in 
questi ultimi anni, che sarebbe qui lungo il ricordare. Io stesso me ne occupai sotto piii 
pmt i  di vista nella Memoria: Fondamenti  della metrica projettiva (Memorie della R. Accad. 
delle Scienze di Torino, 1904), che sa r i  ancora ricordata in seguito. 

(***) Due punti individuano una retta cui essi appartengono; due rette individuano 
un punto, per cui passano. 

(****) Cfr. HILBERT, G ~ u ~ d l a g e t 8  de+- Geometrie (&.te Aufiage, Leipzig, Teubner, 1003), 
pag. 66-67. 

(*****) Vale a dire che ai postulati di appartenenza enunciati nella nota (*"*) occorre ag- 
giungere gli analoghi del10 spazio : tre punti individliano un piano cui apparteiigono, due 
piani individuano una retta per cui essi passano. 
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vasto in cui ricorrono ordinariamente nella geometria projettiva, e, seguendo 
il CREMONA, il THOMAE, il PASCH, definire coilineari od omografiche (O, trattando 
di sole forme di 1." specie, anche projettive) due forme di prima o di seconda 
specie clle siano fra loro riferite mediante una corrispondenza definibile con 
una successione di projezioni e di sezioni ("). Non si pub perb afferniare clie 
ta1 corrispondenza sia interamente deterniinata da tre coppie (per le foriiie 
di 1.' specie - quattro, per quelle di 2.") di elernenti oinologhi. 

A stnbilire questo fatto occorre appunto il teorema di PAPPO-PASCAL: 
6 1 punti d'incontro delle coppie di lati opposti di un esagono inscritto in 
una coppia di rette sono allineati. » 

Si è questa proposizione che si pub ritenere equivalente al teorerna f m -  
danlentale di STAUDT; eïi in virtù di essa si pub costruire Tintera geornetria 
projettiva lineare ("*). Devesi perb osservare - e ci6 non fu forse spesso suf- 
ficientemente rilevato y*) - che tale equivalenza al teorema fondamentale 

(*) Si pub pure defiiiire la collineazione fra due spazi (sovrapposti necessariamente se 
si pensa di restare in un determinato spazio di tre dimensioni); la nozione di projezione e, 

della conseguenle corrispondenza prospettica va allora completata colla condizione di colli- 
nearità (cioè che ogni retta si muta in una retta) che è allora indipendente da quella di 
prospettività. Cfr. PASCH, 1. c. 

Questa definizione della projettività si attribuisce di solito al THOMAB che la espose nella 
sua Geowzetrie der Lage. Ma prima della pubblicazione di questo, ne1 1873, anche il CREMONA 
aveva gi2 adottata questa definieione nelle sue Lezioni, e la troviamo riprodotta nella sua 
Geolnetria projettiua, pubblicata precisamente nello stes'so anno 1873 di quella del THOMAE. 

(**) Non naturalmente la geometria quadratica; non si potrà cioè asserire ancora nulla 
sull'esistenza di punti uniti d'una projettività e sulle questioni connesse a questa. 

(***) Invero fu dimostrato da1 PASCH (1. c.) e per via aritmetica dallo HILBERT (1. c., 
pag. 68 e 71) che il solo postulato di continuità che occorra per stabilire il teorema di PASCAL 
è quello PI ARC HI ME DE, e che si possono dopo ci6 dimostrare tutte le proposizioni grafiche 
senza più far intervenire considerazioni di continuità: nia il PASCH finisce tali conuidera- 
zioni osservando (pag. 125-196) che a l  postulato  ARCHI HI ME DE (di apparenza metrica) si pub 
sostituirne nn'altro (forma projettiva del postulato d i  DEDEKIND - si possono a ta1 riguardo 
consultare le Lezioni d i  Geovnetria projettiua del BERZOLARI, Torino, 1894-95, O ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S ,  
Bologna, 1898), col quale si colma la lacuna indicata da1 KLEIN (Math. Anlz., 7, pag. 538) nella 
dimostrazione di STAUDT. Ora, se il nuovo postulato (quand0 sia unito al postulato dell'or- 
dine) include quello  ARCHI HI ME DE, l'inversa non avviene, onde esso è esorbitante e non 
omogeneo al sistema del PASCH. Questa insufficiente distinzione nello scritto del PASCH 
fu causa, certo, che in scritti posteriori in cui non si aveva di mira la critica di questo punto 
particolare, si affermasse senz'altro una equivalenza che non sussiste. Cosi il PIERI, Circa il 
teorema fondamentale d i  STAUDT, ecc. Atti della R. Accad. di Torino, 2904; Introduzione. 
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è essenzialmente connessa alla definizione adottata per I'omografia. Se ap- 
pena si seguisse invece la definizione staudtiana « si dicono omografiche due 
forme di prima specie quando sono riferite in modo che ad ogni quaterna 
arrrionica corrisponda una quaterna armonica » (*), essa cesserebbe d'un 
tratto: la proposizione di STAUDT, che la corrispondenza è coinpletamente 
definita da tre coppie di elementi oinologhi, non si potrebbe stabilire senza 
ricorrere al  postulato di DEDEKIND od a qualche altro più O meno equiva- 
lente (**). 

(*) Cfr. Geometrie der Laye, pag. 50. Il PIERI ha  rilevato che questa definizione in quaiito 
chiede che il fatto si  verifichi per ogni quaterna armoriica, contiene del sovrabboudante (Cfr. 
Sulla definizione Stuudtiana clell'omogrccfia fra forme sewplici reali. Periodico di Matematica, 
Vol. 81, 1905). 

(**) Per es., è ben noto che al postulato di DEDEKIND, clie involge l'esistenza di punti 
aventi per ascissa ogni numero irrazionale, basterà sostituirne un altro da cui derivi, sotto 
convenienti condizioni, l'esistenza di punti corrispondenti solo a radici di equazioiii risolu- 
bili con una catena di equazioni quadratiehe. Cosi opera il PIERI (1 principii della geometria 
di posizione, ecc. Mem. della R. Acc. delle Scienze di Torino, 1898, e 11. cc.) e cosi risulta 
giil dalle riccrche dcl DARDOUX (Sur la géométrie projective, Math. A m .  17, 1880, pag. 55 
e seg.). 

Da aitro punto di vista, si pub cercare di sostituire ai post. di DEDEKIND un d t r o  reia- 
tivo alla natura dell'aggregato degli elementi di una forma di prima specie. Per vero, in se- 
guito ad una nota osservazione del DARBOUX l. c. la qnestione assume la forma datale da1 
SEGRE (Interinédiaire des mathématzciens, t. 1, 189&, pag. 384): 4 quali possono essere in un 
campo in cui non si verifichi O l'ordinamento liiieare degli elementi, ovvero il postulato di 
DEDEKIND (O una parte conveniente di esso, come sopra si  disse) le soluzioni del sistema d'e- 
quazioni funzionali cp (x + y) = p (x) -1 7 (y), y (xB) = [ y  (x)Ie ? » 

È facile vedere che la soluzione non è sempre la sola identità come vorrebbe il teorema 
di STAUDT, quando sia numerabile, od almeno ben ordinabile l'aggregato dei punti della retta 
(Cfr. VEBLEN and BUSSEY, Phite projective geometries. Transact. of the Amer. Math. Soc., 1906. 
- B. LEVI, Geometvieprojëttive di conyruenza e yeowetrie projettive finite. Trans. of the Amer. 
Math. Soc., 1907. - VOLPI, Sopra le funzioni che godono della proprietà distributiva. Giornde 
di Battaglini, Vol. 35, 1897. - HAMEL, Eine Bas& aller Zahlen und die unstetigeiz Losungela 
der Functio~zaly2eichztn.g f (x + y) = f (x) + f (y). Math. Ann.. 60, 1905). 

[La questione proposta da1 prof. SEGRE ha richiamato recentemente I'attenzione del si- 
gnor LEBESGUE il quale ha dimostrato (Sur les transfor~nations ponctuelles etc., Atti della 
R. Acc. di Torino, Marzo 1907) che l'identità é la sola funzione cp definibile analiticamente. 
Mi si permetta di ricordare che in una Nota : Sulla teoria delle funzioni e deyli insicmi (Ren- 
diconti della R. Acc. dej Liiicei, Serie 5, Vol. IX, 9.e Sem., l m )  io annunciavo una simile 
proposizione come conseguenza di una proposizione (prop. V ; pag. 76) che non differisce es- 
senzialrnente dalle consegurnze della definibilità analitica su  cui si fonda il LEBESGUE. 

Ma poichè in quel10 studio io attribuivo molto maggior geiieralità alla definizione delle 
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Questa differenza essenziale fra le due forme del teorema fondamentale 
si riflette intensamente sulla definizione delle corrispondenze projettive fra 
forme di S.& specie : invero, mentre aminettendo la definizione della projet- 
tività fra forme di 1." specie e il teorema fondamentale nella forma dello 
STAUDT, si pub accettare pure la definizione che questi dà di corrispondenza 
projettiva fra forme di 8." specie: u che per essa le forme fondamentali di 
prima specie si mutino in forme fondamentali di 1." specie » e dedurne una 
trattazione uniforme e simultanea di oniografie e di reciprocità; ben diver- 
sarnente avviene accettando la definizione di CREMOKA, THOMAE e PASCH. Non 
si pub infatti allora estendere alle reciprocità la definizione ricordata in 
principio per le omografie, che riduce queste a successioni di projezioni e 
sezioni, nè si pub adottare la definizione staudtiana senza che cessi il teo- 
rema che la corrispondenza è determinata da quattro coppie di elementi Omo- 
loghi (*). Percib il PASCH definisce ln reciprocità spaziale (e conseguente- 
mente - mediante una projezione O una sezione - la reciprocità fra forme 
di 8." specie) come il prodotto di una omografja e di una polarità nulla, 
deterininata questa mediante la projettività clle su due rette reciproclie se- 
çano le rette reciproche che le incontrano (**). Si potrebbe d'altronde evitare 
la considerazione dello spazio definendo direttamente la reciprocità (coine 
caso particolare, la polarità) fra forme di 9." specie col17assegnare le projet- 
tività da esse suhordinate fra due coppie di forme di 1." specie oinologlie. 

funzioni, in una più completa redazioiie insorsero dificolt& circa la dipendenza di quella 
proposizioiie V dai procedinienti di definizione delle funzioni, onde quella Nota noil ebbe 
per iillora altro seguito. 

Ritengo perciO doveroso il ricoiioscere al sig. LEBESGUE la priorità del nuovo enuiiciato 
della proposiziorie e della pubblicazione d'una dirnostrazione della inrdesiriia] (Ottobre 190'7). 

(*) Cosi in uila geometria projettiva finita P G (pk), quidi furono studiate dai signori 
VERLEN e B u s m ~  (cfr. la nota precedeiite) una collineazione in un piano di coordinate 
oinogeiiee z,, a,, x8 è definita dalle formole (1. c., p. 858) 

(V. pure VEBLEN, CollinJeutions i n  a finite projective Geometry, Traiis. of the Amer. Math. 
Soc., 1907, pag. 366). 

Se allora si fissa che a 4 dati punti di coordiiiate numeri iiiteri (per cui $k = xj (modp)) 
debbaiio corrispoiiilcre 4. puiiti di coordiiiate pure numeri interi, le aji risultano pure linmeri 
iiiteri iiidipendenti dalla scelta di k ,  e, attrihueiido a k gli n. vnlori di cui è capace, si ot- 
teiigoiio 18 diverje collin~aziotii (secondo la definizione staudthna) che stabiliscono la data 
corrispondenza fra le due quaterne. 

(**) V. PASCH, 1. ci, pag. 140 e segg. 
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Per ta1 modo il teorema di PAPPO-PASCAL viene ad assuinere, appareil- 
temente almeno, una posizione essenziale nella possibilità di definire una 
reciprocità. Alcune osservazioni coinplementari paiono aggiungere interesse 
a queste osservaxioni. 

Si noti anzitutto che la legge di dualità, c,he si pub verificare sui po- 
stulati projettivi prima di giungere al teorema di PASCAL e alle ipotesi che 
ne concedono la dimostrazione, non pub essere argomento perchè si possa 
inferirne (come potrebbe parere) l'esistenza di una reciprocità. Infatti la legge 
di dualità stabilisce fra due figure reciproche una corrispondenza momirnccle: 
ammessa l'esistenza di una determinata configurazione di punti e rette di 
un piano (per es.), essa permette di affermare l'esistenza della configurazioiie 
che, in parole, si definisce scambiando nella descrizione della prima le pa- 
role punto e retta; fra le due configurazioni essa permette altresi di stabilire 
una corrispondenza reciproca, e permette in seguito di estendere, in modo 
ben definito, tale corrispondenza a tutti gli elementi (punti e rette) clle dalle 
due configurazioni si possono ottenere mediante sole operazioni lineari ef- 
fettuate sugli elementi di esse : ma nulla dice la legge di dualità sulla pos- 
sibilità di estendere, in modo ben definito tale corrispondenza ad altri ele- 
menti che in ta1 modo non possano generarsi. L'osservazione prende forma 
più precisa quando si introduca una rappresentazione per coordinate: due 
sistemi piani, punteggiato l'uno, rigato l'altro, si riferiscano a due sistemi 
di coordinate projettive (il che pu6 farsi col solo sussidio del teoreina di 
DESARGUES (*)) : se allora queste coordinate potessero avere una rappresenta- 
zione comune, per es. mediante numeri dell'ordinaria aritrnetica, si potrebbe 
definire una reciprocità fra i due sistemi piani chiamando corrispondenti 
elementi che abbiano le stesse coordinate: ma le coordinate ne1 senso ge- 
nerico qui considerato non sono già numeri aritmetici, bensi gl i  elementi me- 
desiuzi delle forme ( d i  1." specie) d i  riferiwzento, onde non ha alcun senso 
parlare di « stesse coordinate » sopra due diverse forme di prima speeie : le ~ 

coordinate diverranno numeri solo coll'aggiunzione dei postulati che permet- 
tono di far corrispondere un'ascissa numerica agli elenîenti d'una forma di 
1." specie, quindi solo coll'aggiunzione del postulato di DEDEKIND, se si esce 
da1 campo delle ascisse razionali. 

La dimostrazione del teorenîa di PASCAL è riuscita, d'altronde, per più 
vie mediante l'uso dei postulati metrici: qua1 è la parte ch'essi hanno in 

(*) Cfr. HILBERT, 1. c., pag. 64. 
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ta1 deduzione? Se appena si esaminano le diinostrazioni diverse che ne fu- 
rono date (indipendenti da1 postulato  ARCHI HI ME DE, perchè aminesso ta1 po- 
s t u l a t ~  - anche solo in una sua qualunque forma projettiva -, il teoreina 
di PASCAL è immediata conseguenza di quel10 di DESARGEES (*)) tosto si ri- 
leva l ' i~n~or tanza  che assume in essa l'ipotesi dell'esistenza d'una polariti - 
a definizione metrica y). 

È quindi naturale il chiedersi qua1 dipendenza esista fra l'ipotesi dell'e- 
sistenza di una reciprocità in una forma di 8." specie (ed in particolare di 
una polarità) e il teorema di PAPPO-PASCAL. Ne1 n . O  33 della inia Memoria: 
Fondamenti della metrica projettica. (***) ho trattato appunto questa questione : 
ma una svista incorsa alla pag. 59 (****) ini ha. fatto concludere per l'equiva- 
lenza delle due proposizioni (quand0 sia ammesso il teorenia di DESARGUES). 
Tale equivalenza non sussiste di fatto; le due proposizioni : « fiella geonze- 
tria considerata si pu6 definire una reciprocita », « Nella geonzetria considerata 
si pu6 definire una polarità » possono intercalarsi successivainente fra il teo- 
reina di DESARGUES e il teorema di PAPPO-PASCAL: esse sono ordinatamente 
indipendenti fra loro e da queste due proposizioni, e rappresentano cos1 una 
effettiva scomposizione dei postulati della geoinetria projettiva. 

Egli è cib che mi propongo di rnostrare in questo breve scritto. 
Si iminaginino percid due piani (eventualmente sovrapposti) riferiti cia- 

scuno ad un sistema di coordinate (desarguiane (***"*)) non oniogenee ( 5 ,  ri) 

(*) Al modo niedesimo che, in conseguenza del postulato  ARCHI HI ME DE e della defini- 
zioiie Euclidea delle proporzioiii, si stabilisce la comrnutabilità dei niedi in una proporzione, 
e quindi il teorema di PAPPO. 

(**) Cosi nella dimostrazioiie del10 SCHUR (Math. Afin., 51) in cui si  fa uso dello spazio, 
ma non si  fanno linlitazioni circa l'ipotesi euclidea, si ricorre alla considerazione di simme- 
trie rispetto a piani e quindi, implicitameiite, alla considerazioiie della polarità assoluta. In 
altre diinostrazioni, in cui invece si evita la coiisiderazione dello spazio, e si  deve percio 
distinguere quale delle tre ipotesi sulle rette parallele si  voglia ammettere, l'uso di polarità 
inetriclie compare diversamente : cosi nella dimostrazione dello HILBERT (Math. Ann.,  57 e 
Grundlagen der Geometrie, I I  Auflage, Anhang III, pag. 107) relativa al piano di LOBA- 
CEWSKY e in quella del10 HESSENBERQ (Math. Ann., 61) relativa alla sfera (piano di RIPMANN) 
compie ancora funzione essenziale la polarità assoluta (che in queste geometrie non è dege- 
nere) e nella dimostrazione del10 HILBERT (Grundlagen der Geometyie, 5 14.. - Cfr. pure B. LEVI, 
Sumkme&o al periodico d i  Matematiea, 1903. MOLLERUP, Math. An%., 56) relativa al piauo 
euclideo hanno parte essenziale le proprietà del cerchio. 

y*) Memorie della R. Acead. delle Sc. d i  T o r h o ,  1904. 
(+***) Della Memoria, pag. 339 del volume. 

(*+*+*) Ch. HILBERT, ihundlagen der Geometrie, 1. C., §Ej 2&99 e la mis Memoria citata, 
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e (x, y) rispettivainente, in cui l'origine del primo abbia per corrispondente 
la retta all'infinito del secondo. Al punto ( S  -6).  corrisponderà genernlliiente 
una retta 

a(E;.ri)x+b(iri)y+I = O ;  (1) 

questa equazione ( 2 )  pub dunqiie considerarsi conle la rnppresentazioiie ana- 
litica della reciprocità. Dall'ipotesi clie all'origine del piano 4 .II corrispoiicla 
la retta all'infinito del piano x y si ha 

Si semplificano aiicora notevoliilente i calcoli supponendo clle ne1 pinno 
x y gli assi x = 0, y = O  siano le rette reciproclie ai puiiti dl' iniinito clegli 
assi YI  = 0, 5 = 0, rispettivamente. Se allora si poile in (1) g = 0, l'equazione 
risultan te 

deve essere equivalente (nelle variabili E ,  Y I )  a 

E = cost., 

questa cost. dipendendo biuiiivocainente da1 valore di x. 
Quindi a ( [ Y I )  è funzione della sola 5, e si pub porre 

a ( E  r i )  = p (5) e analogamente b (tri) = c (-0). 

Si osservi inoltre che, se il punto ( [ T I )  si muove su una retta per l'ori- 
gine, la (1) deve descrivere un fascio di rette parallele; ci6 equivale a dire 
clie se 5 ed ri si snoltiplicano posteriormeuzte per uno stesso numero 1, p (5 )  e 
G (Ti) debbono ~noltiplicarsi 

Mantenendo fisso ri e 

anteriormente per uno stesso numero; in siinboli : 

1 
facendo variare 5 si vede cosi che p ( S - A )  è fun- 

P (4 

pag. 34 e segg. (314 e segg. del volume) : particolarmente quest'ultimo luogo per le avver- 
teiize da usarsi ne1 calcolo con questi numeri, per cui si suppone valgano le proprieth foii- 
damentali delle operazioni con nuineri razionali, snlvo la proprietà conimutativa del prodotto. 

Amzali di  Matematka, Serie III, Toino XIV. 84 
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zione della soln 1; indicando con r (1) questa funzione e ponendo 

p ( l ) = r  ~ ( l ) = s  

p (A) = 7 ( h )  r a (A) = 7 (1) s 

e l'equazione (1) cliviene 

Si corisicleri la costruzione con cui si ottiene il punto 5 ,  5, (*); ad essa 
la reciproeità farà corrispoiitlere la costruzione seguenle (fig. 1) : 

Fig. 1. 

Si considcri la retta T (il) r x + ?- (ta) s y + 1 = O, reciproca del punto 
(& , E , ) ,  la si seglii colla retta r x + 7 (- 1)  s y = O. La parallela alla x = O 

pel punto d' intersezione è la retta x = - 
1 

reciproca clel punto 
7 (L + L )  

( E l  -k 5 2 ,  0). 

(") Cfr. HLI~BERT, 1. C., pag. 52. 
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Esprimendo analiticamente si ha 

- 

.- - -- 
7 (51 t Ez) r [ 

1 
( E , )  - T (6,) --] r 

(- 1) 

Osservando che 5 ,  + E, = FTz + E l ,  si ricava da questa stessn uguaglianzn 
cl-ie cleve essere 7 (- 1) = - 1, e quindi 

Del pari, alla costruzione su1 piano 5  ïi del punto (0, 5 ,  5,) (*) corrisponde, 
per la reciprocità, ne1 piano x: y, la seguente (fig. 2) : 

Fig. 9. . 

Si coiisideri la retta (O, 0) ; ln. si seglii colla retta 

1 
x=-- - la parallela alla y = 0 prl punto d' intersmione i: lit retta 

7 ( 5 2 )  r ' 
1 

y = -  ' reciproca di (0, 5 ,  5 , ) .  
7 ( 5 1  Ez)s 

Esprimendo analiticamente si ha 

(") Cfr. HILBERT, 1. c., pag. 54. 
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ossia 
7. ($ 5%) = 7. ( F z )  7 (El). 

Ilalle equazioiii (3), (4), (5) si ha tosto che qualunque sia i l  nzojcero 3 
razioiiale (*) snrà 

7. (1) = 1. (1) 

In generale poi le relazioni (4) e (5) si riassuiriono nell'unica segueiite: 
Sin K ( 1 ,  5 ,  T , . . . )  un'esp~essione razionale a coefiicienti rnzionnli nelle 

<, ri,,... : cioè zcna soi~mza di termini ciascuno de2 quali sia i l  prodotto di un 
coefficiertte numerico ra~ionale, di altri fattori, yotenxe delle i ,  .ri, . . . e infilte 

1 
di fnttori della forrua doue R' è una espressione razionale della stessct 

R 
nntura (e, nnturnlmente, più seaq~lice (**)). Si chinwi ~ ( 1 ,  i ,  ri ,. . .) la funzione 
C ~ L C  si ottiene scriuendo i l z  ogni terinine di R i fattori, cliuersi dnl coeficiente 
wzci~cerico, in ordine invertito, coll'avvertenza che, yer ogni fattore della forma 
1 

El' 
oltre al170perare lo s~~ostanbento richiesto da questa inuersioize, si sostitzcisca 

all'espressione II' la corrispomlente espressione R .  Do'ô.ri6 allora essere: 

Tosto clle una furizione 7 soddisfacente a c~uesta condizione sia nota, 
l'ecluazione (Ir) ,  qualunque siano le costanti r eti s, definiri una reciprocità 
fra i piani (5%) ed (xg). Ad ogni punto (F v )  essa fa corrispondere infatti la 
retta rappresentata dalla (1') per yiiei valori particolari di 5 e di r i ;  e se il 
punto (5 .4 )  si muove sulla retta 

a 5 + p q + 1 = O (CI, F costanti), 

(*) Ogni sistema di nurneri desarguiani coiitiene corne parte il sistema dei razionali : 
in ogiii prodotto i fattori razionali sono conimutnbili con tutti gli altri (Cfr. HILBERT e 
B. LEVI, 11. CC.). 

1 
(**) Per modo che, esamiilando i termini di R' e in questi i fattori della forma - e 

B" 
cosi proseguendo, si giunga alfine (dopo un numero finito di passaggi) a termini che non 
contengotio più fattori di questa forma. 
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si avrA, per le (II), . (t) 7 ( a )  + 7 (Y I )  7 (P) + 1 = 0 

cosiccliè tutte le corrisponclenti rette (1') passeranno pel punto 

Il problernn. della definizione di una reciprocità assume cosi una forma 
fiinzionale singolariiiente analoga n. quella che risiiltn. di~lle consitlerazioni 
del DARBOUX pel problemn della dcfinizione di uiia corrispondenza armoiiica 
iii una forma di 1." specie. 

La reciprocità diverrà una polaritù quaildo ( F  t), (x y) si iilterpi.etino 
coiiie siniboli diversi per le stesse coordiiiate e la fuiiziorie r sia tale clle, 
qualunque sia A, 

' ( r ) ( )  ~ ( s ) i ~ ( A ) = s A .  

Facendo h razionale, per cui A = T (A) = :VU), si lin 

onde segue che, per ogni X, dovrà essere 

Le coiidizioni (1) e (II) clle definiscoiio uilit reciprocitii geiierica. si soci- 
disfano iminediatainente oçni volta clie il campo iiiiiiierico in cui si possoiio 
scegliere arbitrariamente le coordinnte delle nostre forme di Ta specie niu- 

mettn zcnn base; esista cioè un gruppo, finito o non, di nunieri (*) razioiinl- 
mente indipendenti 

1, 1 1 ,  h,... 

tale clie osni altro nunîero dcl campo si ottenga da essi niediante opera- 

(*) Nuineri desarguiani, non necessariamente numeri aritiiictici (iazioiiüli od irrnzioiiali), 
come fu ricordato al principio del paragrafo precedente. 
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zioni razionali : basterà allora indicare con 1, h',, l',,. .. un'altra base del 
cainpo, quale si otterrebbe, per es. moltiplicando le hi per numeri razionali 
arbitrari, ovvero facendo loro subire una sostituzione lineare a deterininante 
non nullo, e porre, per es., 

ogni altro nulnero del campo sarà un'espressione razionale iielle 1, 

e la (II) definirà il suo trasformato per I'operazione r 

È da notare che, se <,, t,,... sono numeri del ccliiipo, e, indicailtlo con 
SI,  2, ,. . . espressioni razionali, è precisaiiiente 

ti= 2; (1, A,, ' 2 )  ...), 
la contlizione (II) 

sarà identicanlente sodtlisfatta, poicllè, se si pone 

= S(1, A',, 1' 2 7 . . . ) .  

Ne segue clle, nell'ipotesi considerata, 1ü possibilita di definire una re- 
ciprocitB non inipone nulla riguardo alla proprietà co~nniutativa della iriol- 
tiplici~ziorie e quindi ri&uirdo al verificarsi o nierio del teorems di PAPPO- 
PASCAL. 

Ma. si supponçn clie da1 campo nunierico totale nou si sappia estrarre 
unn base: cifi avviene per es., alineno nello stato attuale delle nostre cono- 
scenze, per il campo di  tutti i nuiiieri reali. fi assai prohahile die  in questo 
cnso non si riesca a clefinire uiîa funzione .r per. cui sia soddisfatta la (II), 
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altrimenti che ponerido, per ogni h 

7 (A) = h 

e supponendo che sia quindi 

R (1, 6, n ,  .. .) = R(1,  6, n ,. . .). 

Se allora 5 ,  ri sono due numeri qualunque del campo, sa r i  5 -0 -- ri 5 ;  
vale dunque la proprietà conlmutativa della moltiplicazione e il teorenia di 
PAPPO (*). 

È naturale che si ricadrebbe in una ovvia generalizzazione del 1 . O  caso 
quando, in luogo di supporre che pel nostro campo di nuineri esista una 
base costituita di una determinata successione di nuineri fra loro razionnl- 
mente indipendenti, si supponesse clie il campo risultasse da tutte le espres- 
sioni razionali composte mediante i numeri di un certo gruppo di campi 
parziali, ciascuno dei quali possa non arnmettere una base ma ammetta la 
proprietà cominutativa pei prodotti di numeri che ad esso esclusivamente 
appartengono. 

Se si considera la difiicoltà quasi insornzontabile che si presenta a voler 
esernplificare i n  modo esplicito la possibilità di numeri desurguiani, non pu- 
scaliani i quali non posseggrcno una base, almeno ne1 senso pi& generule 
esposto ora, si veds che se l'ipotesi dell'esistenza di una reciprocitù non p u t  
mostrursi come conseguenzu del teorema di DESARGUES, essa aggiunge per6 ben 
poco a questo teorenha. 

Ben diversamente avviene quando si chiede invece l'esistenza di iiiia 
polaritB, per i più stretti vincoli imposti dalla (IV). 

Si consideri, per es., un campo di nuineri clesargiiiani arente lit base 

coll' ipotesi 

(*) Si ricordi che in ogni geometria drsarguiaiia i l  teorema di PAPPO è equivaleiite alla 
proprietà cominutativa del prodotto (Cfr. HILBERT, 1. c., Kap. VI, $$$$ 31-32). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



184 Beppo  Levi: I l  teoreslea di Desargues, il teorema di Pappo 

ove le sia un  nuiiiero razionale; basterà supporre che le diverse poteme di u 
non siano fra loro legate da alcuna relazione lineare con un nuniero fiilito 
od infinito di termini, a eoeacienti appartenenti al campo definito dalla base 
(1, t), percliè k possa essere un nuniero qualunque. Ogni 1îuiliei.o del -cairipo 
potrü rappresentarsi nella forma : 

dove !j3 e p' sono serie di potenze intere (positive O negative), asceiicleuti di ZL, 
con coeficieilti razionali. Dovrà essere 

oiide, ponendo .c ( i )  = 513 (94) + t p' ( a ) ,  e iiiclicando con $, (741, p', ( z r ) ,  ... le 
serie clle si o tteiigoiio sostitueiiclo in ?)3 (u), q' (u) ,. . . , u con k u 

Se k - 1 è: sciiipre p (w) + p, ( M )  - 1  O tosto clie !j3 (14) O ; nia allora 
la 1." eyuazione dà Q'(u) = O e la ?La dà la coiiclizione iiiipossil~ile (u)" - 1; 
dovrà quiridi essere 

(?A) = O, !/.?' (IL,) !@', ('U) = 1, 

oncle !$?' (u) deve essere iiidipeiidente da u e precisalneilte $' (u) = Y', (IL) = -t 1, 
e 

T ( t )  = Ik t .  

Si ponga ancora .r (u) = IJ3 ( .) + t 3' (a), TI. (a) = V k  (%O + t V', (a). 
Uere pure essere 

~ ~ ( t u ) = t u  

e d'altra parte, in forza della (II) e della precedente relazione, si ha 

r (t  u) = + r (u) t = t t T, (u) 

T' (t U )  = .r [t t T~ (PC)] = 7 ,  Ir (u)] t = t 7 ,  [r, (u)]; 
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quindi, poichè r, [T, (u)] si ottiene sostituendo k% ad u in T [r (u)] = T~ (u) = u, 

I n  un  c m ~ p o  DEsARaurmo avente ger base (1, 1, u )  con tZ= - 1 ,  k t u  = u t 
e k=(- t 1 non pu6 dunque esistere una polarità. Ma dnll'esistenza della polaritic 
mon seguirà ancora il teorema di PAPPO, perchè, per k = - 1 la nzolti&m 
sione non è commutatiua. 

Risulta da questa discussione che nella dimostrazione del teoreina di 
PASCAL mediante proprietà metriche diverse dai postulati della continuità, 
queste hanno una parte maggiore di quella costituita della seinplice esistenza 
della polarità assoluta: è facile riconoscere che questo inaggior contributo è 
portnto da ipotesi che toccano fatti di 8.0 grado: tali sono per la metrica 
iperbolica l'esistenza dei due punti all'infinito su ciascuna retta metrica, per 
la metrica parabolica e per l'ellittica le proprietà della circonferenza (*). 

Nella forma projettiva cli'è più propria del presente lavoro, una tale pro- 
prietà pot,rebbe essere la seguente: 

Assegnato alla E un valore costante, mentre si lüscia variare la YI, il 
punto ( S n )  e la sua 'polare descrivono due forme projettive ne1 seriso di 
STAUDT: ne110 stesso senso sono allora projettivi il fascio di queste polari e 
il fascio delle corrispondenti rette y = .(i che da1 punto all' infinito dell'asse 
delle x projettano i loro poli; si chiami conica il luogo delle intersezioni delle 
rette oiiiologhe dei due fasci. 

Si ammetterà che, quaiunque sia i l  valore d i  x,, esiste u n  numero razio- 
nale k tale che la retta x = k x, interseca la conica F*). 

(*) 1nvero  H HILBERT ha mostrato, per la metrica parabolica, la dipendema del tcorema 
di PAPPO dall'ipotesi dell'uguaglianza degli angoli alla base del triaiigolo isoscele; si con- 
sitleri il cerchio definito corne luogo delle intersezioni delle rette ortogoiiüli usccnti da d u r  
punti fissi : si  potrà considerare tale uguaglianza coine equivalente all'esistenza delle inter- 
sezioni della circonferenza con ogni retta uscente da1 centro. Riguardo alla geometria c~llit- 
tica i procedimenti ~ ~ ~ ~ ' H E S S E N B E R O  la riconducono aila parabolica. 

(**) Si noti l'analogia di questa richiesta con quella che le rette di uiia certa striscia 
O d'un certo angolo incontrino una circonferenza. 
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Per rappresentare analiticamente questa ipotesi, si osservi che la conica 
sarà rltppresentata, nelle variabili X ,  y, da 

T (5) r x + 7. (y) s y + 1 = O; 

cosi il postulato enunciato si espriinerà in ci6 che, qualunque sia il nu- 
niero x,, esiste un IL razionale tale che l'eyuazione 

anmette soluzioni ("); sia y, una di queste soluzioni: dalla 

k r (i) r X ,  + 7 (y,) s y, + 1 = O 

segue, operando sui due membri coll'operazione T 

k 7  (x,) r Et 7 (y , )  s y ,  + 1 = O  

a causa della ( I I )  e della ( IV);  yuindi 

7. (i) r X" = r (mO) r 5. 

Si faccia anzitutto r a, razionale: essendo allora -r (x,) r = r (r x,) = r x,, 
risulterà r ( E )  = 2; si faccia poi x, = A r [; si otterrà Er A r i = E r r (1) r 5 ossia, 
pucclzcnpue sin 1, 

T (1) = 1. 

Se infine per 1 si assume Lin prodotto qualunque l= p v, risulterü da 
T ( p  v )  = T ( v )  T (Y.), p. v = v  p. onde la proprietà comrnutativa del prodo tto. 

(*) Almeno due, perchè se y, è una prima soluzione, sarà pure soluzione della stessa 
equazione -y, . 

Geiiiiaio, 1907. 
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Sul l ' equazione  de l  calore. 

(Del Dott. EUGENIO ELIA LEVI, O Pisa.) 

i. LI teoria delle eq~lazioni del secondo ordine di tipo parabolico é 
assai pih arretrata della teoria delle equazioni ellittiche ed iperholiclie, spe- 
cial~uente da1 punto di vista delle funzioni di mriabile reale. L'equazione 
della propagazione del calore in una sbarra oinogenea E forse l'unica equa- 
zione di tipo parabolico che sia stata studiata fin qui: ed anche per questa 
le nostre coçnizioni sono ancora assai liinitate: poichè non furono stiidiati 
clie quei particolari problerni al contorrio che lranno interesse per la Fisica: 
e iuentre tali problemi ne1 casa delle equazioni ellittiche ed iperboliche rap- 
presentano un tipo assai generale, sia per yuanto rigunrda la iiatura dei 
dati iinposti al contorno, sia per quanto si riferisce alla forma del contorno 
iiîedesimo, ne1 caso dell'equazione del calore essi sono al tutto particolari. 

Io mi sono proposto di costruire per le 'equazioni paraboliche uiia 
teoria analoga alla teoria delle ecjuazioni ellitticlie; ed in questo lavoro mi 
occupo della più seinplice delle equaziorii paraboliche : dell'ec~uaeione del 
calore 

fi noto (**) clle non esistono due soluzioni di (1) die  nei punti di uiia 
curva aperta, i cui estreuii si trovino in uns  niedesima caratteristica y = cost. 

(*) È1 evidente che cou uiia semplice trasforiiiûzioiie delle varinbili si pu6 senipre ri- 
durre a questa forma l'equazioiie piil geiierale della propcigazione del calore i i i  uiin sbarrn 
oinogeiiea : 

("*) Cfr. E. W. Hossos, Art. IVarineleafung nell'Encyclopiirlie dev Math. Wiss. Bd. V, 1, 
pag. 1'74. E più in geiierale V. VOLTERRA, Lepms sur E'intégvati~~~ cIeS dquatiom diff. e fc . ,  
professées i~ Stockkolm, 1906, pag. 64-65 
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e giaccia tutta al disotto della caratteristica medesima, prendano i medesimi 
valori. Scopo principale della presente Memoria è l'invertire questa propo- 
sizione diniostrando che, data sopra una tale curva s una qualunque catena 
continua di valori, esiste sempre una soluzione di (1), la quale prende su1 
contorno i valori assegnati. Ne1 corso del lavoro mi occorse perb di notare 
alcune proprietà delle soluzioni dell'equazione (1) che non mi paiono del 
tutto prive di interesse. 

Ne1 primo paragrafo richiamo la dimostrazione del teorema di unicità 
precedentemente citato, onde precisare le condizioni in cui è applicahile e 
dedurne alcune notevoli proprietà circa i massimi ed i minimi delle solu- 
zioni dell'equazione 

a e w  a u  ---- 
a ~ - y  - O, 

affatto analoghe a quelle delle funzioni arnioniche, ed i 'teoremi sulle serie 
di soluzioni di (II) corrispondenti ai teoremi ~ ~ ~ ~ ' H A R N A c K .  Precisate ne1 5 2 
le condizioni che si possono intendere soddisfatte per il contorno, mi ac- 
cingo alla diinostrazione del teorema di esistenza per l'equazione (II). lndico 
a tale scopo due metodi: del primo, analogo al metodo del NEUMANN tratto 
a lungo e, spero, coinpletamente nei 3 3-6: esso è fondato su una formola 
analoga a quella dei potenziali di doppio strato che deduco dalla formula 
di GREEN nei § 34 ;  e ci permette di ottenere la soluzione cercata sotto 
forma di una serie che si presta assai bene al10 studio della soluzione ine- 
desima: ad esempio alla derivazione (*). 

Per il secondo metodo mi lilnito ad una trattazione pih sorriinaria, 
tracciando ne1 $j 7 per soinmi capi la via da seguirsi: esso si fonda su1 
principio delle inimagini, che nella forma generale datagl? da1 prof. Vol,- 
TERRA (**) permette d i  risolvere agevolinente il problema ne1 caso del con- 
torno poligonale: io mostro come si possa ottenere il caso generale consi- 
derando una curva come limite dei poligoni inscritti in essa. 

II $j 8 è dedicato alla dimostrazione di una formola analoga a quella 
di POISSON che permette di ricondurre il problenia relativo alla eyuazione (1) 
a quel10 relativo all'eyuazione (II). 

(*) In altri termiiii riduco il problema alla risoluzioiie di una equazione integrale di 
FREDHOLM: noterb per6 esplicitamente che in quant0 segue won è mai necessario conoscere 
la teoria delIe equazioni integraIi. 

(**) VOLTERRA, 1. c., pag. 67-69. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. E. Levi : Szcll'equazione del cnlore. 189 

Ne1 9 diiriostro che le soluzioni dell'equazione (1) sono funzioni ana- 
litiche della %, tosto che si suppone che la funzione f (% y )  sia funzione ana- 
litica di (*). Infine ne1 § 20 estendo tutti i precedenti risultati all'equa- 
zione del calore più generale 

Il massimo interesse di questo studio è da1 punto di vista dell'analisi. 
Da1 punto di vista della E'isica Matematica il teorema di esistenza dimostrato 
ne1 presente lavoro non ha una interpretazione semplice che ne1 caso in 
cui al contorno si attribuiscano forme particolari: per es.: quando si sup- 
pone che esso sia forniato da una porzione di varietà caratteristica (per es., 
della y = O) e del cilindro a generatrici parallele all'asse delle y projettante 
il contorno della varietà medesirna. In ta1 caso la soluzione che prende va- 
lori assegnati su questo contorno dà la distribuzione delle temperature in 
un corpo omogeneo ad 1, 8,. . . , n diinensioni, quando si suppone nota la 
temperatura iniziale in tutti i punti del corpo, e quella nei punti del con- 
torno per i successivi valori del tempo. Quando l'equazione data è la (III) 
(O la (1)), si suppone inoltre che in ogni punlo del corpo vi sia una sorgente 
di calore di intensità nota variabile da  punto a punto e col variare del 
tempo : quando f (x, x, . . . x, y) = 0 non vi è allora sorgente di calore al- 
l'interno. 

Il probleina fisico cos1 proposto era già stato risoluto fin da1 FOURIER 
per il caso dell'equazione (II): per l'equazione (III) in più variabili esso fu 
in sostanza risoIto nei recenti studi del LE ROY, dello STEKLOFF, dello ZA- 
KEMBA, del LAURICELLA (***) inediante sviluppi in serie di furizioni armoniche 
del POINCARÉ. La sua soluzione sarà compresa corne caso particolarissirno 

(*) Tale risultato fu da me dimostrato per l'equazione (II) nella Nota : Su2 pro6lema d i  
Cauchy (Rendiconti della R.  Accademia dei Lincei, Vol. XVI, serie 1907, 8.O semestre, 
pag. 105 e sg). Cfr. anche la Memoria di E. HOLMGREN, 09% Cauchy's problem vid de li- 
neara, etc. (Archiv for Matematik Astronomi och Fysik, Stockholni, Vol. II, (1906)). 

(**) Valgono relativamente a questa equazione le osservazioni fatte relativamente all'equa- 
zione (1) in una Nota precedente a pag. 187. 

(+**) Questi lavori si ispirano tutti ai metodi della celebre Memoria del POINCARÉ: Sur ks 
e'quatiorts de la Physique Mathématique (Rendiconti del Circolo Mat. di Palerino, 1894). Per 
le indicazioni bibliografiche cfr. la  Mernoria del LAURICELLA, Applicazioni della teoria di Fred- 
holm al prohlema del raffreddamento dei corpi, a pag. 143 e sg. del preseiite volume degli 
Annali. 
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nella soluzione del probleina proposto in yuesto lavoro: ed il inetodo che 
qui propongo fornirà, spero, della funzione cercata una foriiia forae più ina- 
iieggevole e perspicua (*). 

2. Consideriamo una curva c, tutta al finito, la quale ü~ninetta gme- 
rnlniente tangente e sia incontrata dalle parallele agli assi delle x e delle y 
in un nulnero finito di punti: e sia C il campo da esso racchiuso. Sia z~ 

una funzione clle ne1 campo C, il coiitorno c inchiuso, soddisfaccia alle con- 
dizioni seguenti : 

au 1 .O u e - sono finite e contirzue, a% 
alu au  S.' -, e - sono linearmente integrnbili rnpporto ad s ed y risyet- a %  a y  

tiuaruente e sono tccli che 

Si ha allora coi soliti processi di integïazione per parti 

dove ne1 secondo integrale c devesi intenclere percorso ne1 senso positivo 

(*) I risultati del presente lavoro furono già riassunti in una Nota pubblicata iiei Rewcl. 
della R. Acc. dei Lincei (tomo XVI, serie 5.&, 6 ottobre 1907) portante 10 stesso titolo di 
questa Memoria. Recenteniente, quando già questo 1a.voro era in bozze seppi che qualcuno di 
questi risultati era già stato ottenuto per altra via da1 sig. E. HOLMGREN, Su r  m e  applicn- 
tioi~ de E'épzcation int&jrale de M. Volterra. Archiv fer Mat. (9 aprile 1907); precisaiiieute 
1'H. ditnostra il teorenia di esisteuza per i contorni che ne1 lavoro sono detti di seconda 
specie. Vedi anche E. HOLMGREN, C. R. 30 dicenibre 1907. E. E. LEVI, C. R. 27 geiinaio 1908. 
Ed anche vedi S. BERNSTEIN, C. R. gennaio 1905. Gli stessi metodi usati in questa Memoria 
h o  applicato a risolvere altri probleini analoghi nella Nota: Sul  problema cli Folcrier, pub- 
blicata negli Atti della R. Acc. delle Scieiize di Torino (1907-1908). 
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rapporto all'area interna C, e, detto in questa. ipotesi d o  il differenziale del- 
d x  d2/ i'arco di c, è d x = d c, t l  y = - d c. d c d c  

È facile dedurre di qui un notevole teoremü 
dell'euuazione 

a?z a z  - 
ax2 au = f (X y). 

di unicità per le soluzio~ii 

(1) 

Sia s m a  curvlt aperta la quale goda delle proprietà pur ora aminesse 
per c, ed i cui estremi A B siano su una niedesima caratteristica y = y, del- 
l'equazione (1), mentre gli altri punti di s stanno tutti al disotto di questa 
caratteristica (abbiano seinpre ordinata <go) : porreino A= ( a ,  y,), B E  (b,  y,), 
a < b .  Potreino allora asserire che esiste Non pi& d i  uncb soiuzione d i  ( 1 )  clze 
su s p r e ~ d a  nssegnati  valori  e soddisfaccin in S (s ed A B inch ius i )  alle c o w  
dizioni 1." e 2." sopra stnbilite per u. 

Ed invero siano, se possibile, z, e z, due tali soluzioni, la funzione 
zc = s, - z,  soddisfa all'eyuazione 

e si annulla su  S. Si applichi la (1) prendendo conle cainpo C il cainpo S ,  
- il che per le  nostre ipotesi & legittiino --: il primo rnembro di (1) diviene 
identicamente nullo in forza di (II), ne1 secondo membro l'integrale curvi- 
iineo si riduce, peichè su s è .u = O e su A B è d y = O, a 

(si ricordi che per percorrere il tratto A B  del contorno ne1 verso positivo 
rapporto all'area S che si trova al disotto di essa 10 si deve percorrere ne1 
verso delle x decrescenti): onde, da (1) si dedurrà 

E di qui osservando che i due integrali del secorido ~neinbro sono es- 
au senzialinente positivi, tranne quando è - = O in S, ed zc = O su A B, si de- 
ax 

duce senz'altro, ricordando clle su s è u = O, clie .u è nullo in tutto S, e 
quindi il nostro eizunciato. 
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Ma il teorema di unicità sopra enunciato si pu6 ancora estendere (e ci6 
importa a noi per le deduzioni del numero seguente): in quanto che si pub 
allargare alquanto la classe dei ca~npi S che si possono considerare. Si 
prenda invero corne campo S un insieme di punti, tutti interni al rettangolo 
R compreso fra le rette y = O, x = O ,  y =yo,  x = x,, il quale sia tale che, 
preso un punto dell'insieme, si possa seinpre costruire un piccolo rettangolo di 
cui esso sia il centro e che sia format0 tutto di punti interni ad S i  e si chiaini 
contorno di S l'insieme dei punti limiti di S non a.ppartenenti ad S. Suppor- 
remo che al contorno di S appartengano uno O più tratti Ai Bi [Ai 5 (ai y,) 
B, = (bi y,) a, < b,J della caratteristica g = go; direino s l'insienle dei punti 
residui del contorno. Ogni retta s = 5, od y = TI (O r i 6 x,) O 6 ri 6 y,) ha 
comuni con S i punti di un insieine numerabile (finit0 od infinito) di seg- 
menti, gli estremi dei quali appartengono ad s oppure agli Ai Bi .  

Con tali significati di S ed s si pub dimostrare elle, se due .soluzioni 
z, e x ,  di (I), finite e continue nei punti di S e di s insieme colle loro de- 

a az a rivate -, - 9 - 9 sono uguali nei punti di s, esse sono uguali in tutti i 
ax axa 3~ 

punti di S. Si ponga inveroz, -z, = u, e si consideri la funzione v definita 
a 2 ~  a u  in tutti i punti di R la yuale nei punti di S è uguale a IL = zc?, e 
8% 0 Y 

nei punti di s e fuori di S è nulla. È questa una funzione continua in 

tutto R, esisteranno quindi gli integrali 11 v d x d y, \ o (x y) d y, J v (x y) d r 
- R  O O 

e si avrà 

Ma si osservi Che, presa una parallela all'asse delle x, O una parallela 
all'asse delle y, i soli punti in cui u=l= O sono i punti dei segmenti si (y), O 

ci(%), che quella ha interni ad S. Quindi sarà v (x 3) d g = 2, 
O r 

S v  (X y) d x = ri v ( 3 ~  Y) d si Ora, preso un qualunque integrale v(xy) d ~ ,  si 
O 9'79) i ~ X Y )  S 
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a2 u ha, poichè in esso u (x y )  = u e negli estremi è u = 0, 
ax 

Analogainente preso un yualunque integrale u (x y )  d g  si avrà che esso C 
4.) 

è zero, tranne quando oi (x) è I'intervallo a, (x) il quale ha un estremo su uno 
dei tratti A, Bi ,  ne1 qua1 cas0 è 

1 
(;i: 3) d a = -  9 u2 (x y,). 

ad4 

Abhiarno quindi l'uguaglianza 

Questo non pub essere se non è 

Siccome d(x y,) è una funzione continua di s, sarà quindi uyx y,) = O. Lo 
stesso non si pub dire senza ulteriori ragionamenti per I'altro integrale, perché 

non possiamo asserire che xi S [ g ) ' d  e sia continua, ma tuttavia noi s a p  
. , 

SdY) 
8% " pianio che r,J(a;o) d a  = O, fatta eccezione per un aggregato di valori di y 

MY) 

di misura nulla ne1 senso di BOXEL; e quindi ancora su ogni retta y = cost. 
au non appartenente a questo aggregato sarà - = O, tranne che nei punti di a% 

au un insienle di misura nulla. Ma - è continua in ogni punto interno ad S, 
as 

au quindi sarà in tutto S, - = O  ed infine zc =O. c. v. d. 
ax 

(*) Si noti il sigiiificato dell'ultiino integrale, il quale non rappreseiita senz'altro un in- 
tegrale di area: per yuanto sarebbe agevole ridurci ad uii vero e proprio integrale di area. 
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3. Da1 teorenia precedente segue una importante proprietà delle solu- 
zioni di (II), fondamentale per le considerazioni che seguiranno. 

Data unn fzwwione z (s y) soddisfacente allJeqtcaaione (II) in  zcn campo S 
coque quelli del numero precedente? finitcc e continua in  S e su1 contorno s, 
con derivate prime finite e continue nei punti interni ad S, i l  mausimo fini- 
nitno) valore che essa assume su s è nmggiorebd ugsiale fidnore od ugualel 
dei valori che assume entro S. 

Ove infatti ci6 non fosse, esisterebbe un punto AI interno ad S in cui 
z (x y) iivrebbe un valore Z inaggiore del massinio valore Y, che essa assume 
su  S .  Consideriamo la caratteristica r per AI, e sia S' la parte di S clie si 
trova al disotto di r. Fissato un nurnero E arbitrario, riîa tale die  [ + E <  2, 
si consideri in S' l'insieme dei punti in cui è z (s y) > Z - E e clie si pos- 
sono congiungere con AI inediante camniini in cui s is  senipre z (x y)>Z- E. 

Otterreino cosi un insieme S,  di punti tutti interni ad S - e quindi tali 
che in essi esistono e sono finite anclie le derivate di  a - ed affatto ana- 
logo a yuello di cui si è parlato ne1 numero precedente: ogni punto del- 
l'insieme putrà consiclerarsi quale centro d i  un piccolo i-ettangolo tutto in- 
terno all'insieine medesimo: ed il contorno di esso è for~nato da uno O più 
segmenti di r e da un insieine s, di punti ancora tutti &terni ad S, in cui 
è z = 2- c. Ma una soluzione di (Il) che nei punti di s, assunie i valori 
2- E è la costante 2- a medesiina; e con questa deve yuindi coincidere 
per il teorenia del n. $2 la funzione da cui eravaiiio partiti. Quindi s deve 
prendere in Mil  valore 2- E, il che k contro l'ipotesi che in A1 sia z=Z>2-~. 
Onde 1' enunciato. 

4. 11 teorenia precedente ci permette di estendere alle soluzioni del- 
l'eyuazioi~e (1) il segueilte teorerila relativo alle funziorri arrnoniclie. 

Se uncc serie di fumioni soddisfacenti all'equazione (II) converge unifor- 
 nem mente nei punti di jcn contorno' s come quelli dei mumeri precedenti, 

1.0 la serie converge uniformemente in  S ;  
8.' la serie rnppresentn i n  S una soluzione d i  (II). 

Invero la soinnia dei terinini della serie coinpresi fra l'n-esilno e 
l'(n +p)esinio è ancora una soluzione di (II) clle su1 contorno s è in valore 
assoluto inferiore ad uria quantità a, tendenle a zero col crescere di n :  e 
quindi pel teorenîa precedente è anclie all'interno numericaniente iniiiore 
di o,,: onde risulta intailto la prima parte del nostro eriunciato. 

Per diiiiostrare la seconda parte, preso un punto IVE (x, y,) di S si con- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. E. Levi : Sm?l'equazione dei calore. 193 

-sideri una curva s,' formata. da un segment0 di caratteristica y = y, - 6 e dai 
-due tratli delle parallele all'asse delle x = x,-- 8, x = x, + 8 conipresi fra 
le caratteristiclie y = y, - S ed y = y, : 6 si potrà prendere cosi piccolo clie 
s, sia tutto interno ad S; s, litnita quindi colla y = y, un campo Si in cui 
la serie converge uniformemente. 

1 valori assunti da una soluzione z di (II) in S, sono pienainente de- 
terminati da quelli assunti su s,: nia in questo cnso é Ilen iloto clle di più 
essi possono esprimersi in funzione dei ralori di z su  s ,  mediante la forrimla (*) 

E viceversa se in questa formula a z (x, - 8, y'), z (x, + 8, y'), z (x', y, - 8) 
si danno valori arbitrarii, il secondo inembro di (3) rappresenta una funzione 
che in S,  è soluzione di (II) e su s, prende i valori assegnati. 

Applichiamo ai singoli termini della serie la formula (3) ed osserviaino 
che perchè la serie converge uniformeinente su s,, la serie degli integrali è 
uguale all'integrale della serie: otterremo la soinina della serie espressa per 

- i  valori che essa assume su s, niediante la (3), onde, per quanto sopra si 
disse, tale somma rappresenterà una soluzione di (Il). c. v. d. 

5. 11 teorema di unicità del n. 2 si pu6 estendere al caso in cui S 
non sia tutto al finito. Supporrb perb in ta1 caso che il campo non si 
estenda all'infinito dalla parte delle y negative, talchè possa intendersi 
sernpre che esso sia interno alla. striscia compresa fra le rette y=0, ed 
ZJ = yo. Mi liiniterb a d  un caso nlolto particolare di questi cainpi tanto per 

'mostrare con un eseinpio quali mutazioni debbano farsi ai precedenti ragio- 
namenti: e cioè al caso in cui s sia forriiata da un tratto di curva tutto al 
finito e da un tratto infinito di caratteristica, E per dimostrare clle due fuii- 

(*) Cfr. E. W. HOBSON, 1. c., pag. 184. e).  Ed anche RIEMANN-WEBER, Partielle Differen- 
tiaclyleichunyen. Vol. II, § 44-28 È chiaro del resto corne l'uflicio di questa forniula in questa 
dimostrazione è del tutto accessorio: cfr. il n. 17 e specialmente la seconda nota a pag. 219 
ed il n. 31 e l a  nota relativa a pag. 263. 
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zioni 2, e 2, soluzioni di (1) le quali s u  s prendano gli stessi valori sono identi- 
camente uguali in S supporro di più che, d e t h  R la distanza di un punto dal- 
l'origine delle coordinate, le funzioni a, e 8, od alineno la funzione x = x ,  - z, , 
quando il punto si allontana all'infinito, ritnangano finite insieme colla loro 
derivata rapport0 ad x, od almeno divengano infinite di ordine non mag- 
giore di R" - 8 essendo un nun~ero arhitmrio, ma deterininato (*). 

Dimostreremo più tardi (n. ' I l )  che una funzione x soluzione di (II) c,he 
soddisfaccia a queste ipotesi e si annulli su1 tratto infinito della caratteri- 
stica y = O appartenente ad s, necessariamente si annulla insieme colle sue 
derivate quando il punto si allontana all'infinito. 

Ainuiesso per ora questo teorema, è facile completare la discussione pre- 
cedente. Invero si applichi il ragionamento del n. 9 al campo S' limitato da s 

e dalla retta x = a, a esseildo una costante arbitraria che si pub fare cre 
scere a piacere. Avremo 

dove il primo integrale lineare devesi intendere esteso al segmento della 
y = go che appartiene ad S'. Ora per il teorema sopra ricordato, quando la 

(") Sarebbe facile mostrare che qualido il campo S sia itifinito, Io si  potrà sempre spemre 
mediante caratteristiche in tanti campi parziali per modo che questi campi parziali O siano 
di quelli notati ilel testo, oppure siano di una delle forme seguenti : 1.O la  curva s è assinto- 
tica alla caratteristica dei punti di ordinata massima del campo, ogni caratteristica diversa 
da questa ha un segmento finito in 5; 2 . O  la curva s è assintotica alla caratteristica di or- 
dinata minima y = O  un tratto infinito della quale appartiene ad s, tutte le altre caratteri- 
stiche hanno in S' un tratto finito ; 3." la  curva s è assintotica alla y = O  la  quale non ha 
punti interni al campo, e tutte le caratteristiche y =y, < O hanno un segmento infinito interno 
ad  S. Il caso trattato ne1 testo s i  pub considerare come un cas0 particolare di questo ultimo. 

Basterà dimostrare il teorema di unicità per questi diversi tipi perchè facilmente 10 s i  
deduca per i campi piit generali (ragionando come più oltre al n.O 7). Quando sialno ne1 primo 
dei casi sopra ricordati il teoreina di unicità è immediata conseguenza del teorema del n. 2. 

a 2 Negli altri due casi occorre supporre che 2 e - siano limitate in S: allora ne1 caso 9.0 segue a. 
sene' altro con un ragionamento analogo a quel10 ciel testo il teorema di unicita, ; e ne1 caso 3." 
10 stesso teorenla segue quando si completi convenientemente il teorema del n. 11 che verrà 
tosto citato ne1 testo, come è indicato in quel luogo (nota a pag. 2 W ) .  Bastiao.questi brevi 
cenni ad indicare quali diverse condizioni si  presentino per il diverso comportarsi del campo 
rispetto alle caratteristiche : uoii svolgeremo più a lungo queste considerazioiii la cui pwcisa 
discussione ci distrarrebbe dallo scopo del presente lavoro più di qwanto coiivenga. 
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costante a cresce, l'ultimo integrale tende a zero poichè il tratto di integrazione 
rimane sempre finito (=y,) e l'integrando tende a zero; nlentre all'opposto 
gli altri due integrali crescono, oppure restano fissi. Quindi la precedente 
equazione non pub valere che quando sia, in tutto S,  s = O. c. v. d. 

Ed è chiaro che queste osservazioni potrebbero ancora avere ulteriori 
estensioni. 

6. Tutti questi risultati valgono ancora per l'equazione del calore in 
più variabili: 

Basterà osservare che, indicato con C un campo tutto al finito del10 
spazio ad n + 1 dimensioni in cui sono coordinate le x, z, . . . z, y e con G 

la sua ipersuperficie contorno, se supponiamo che c abbia ovunque piano 
.A A 

tangente determinato ed indichiaino con (xiv) O (gv) l'angolo che la nor- 
male v alla superficie e diretta verso l'interno di C fa colla direzione positiva 
dell'asse delle xi  O delle y, e con d a  l'elemento della superficie c medesima; 
si avrà 

A +JJ...J+ &cos(qv)+  - 2 ' a I da. 
0 

E da questa formola segue il teorema di unicità delle soluzioni di (III): 
le varietà caratteristiche saranno qui gli iperpiani 21 = cost.: e presa una  
ipersuperficie s posta a2 finita i cui punti abbiano coordinata g G y, cke tagli 
I'iperpiano y = y, in una varietà chiusa, u w  solzctrione di (III) sarà piena- 
noente determinata nel caonpo racchiwso S da a e dcl.l17iperpiano y = y, doi 
ualori che essa prende su S .  

Del pari sarà agevole estendere i ragionamenti della seconda parte del 
n. 2 e di qui trarre il teorema relativo ai massimi ed ai minimi delle solu- 
zioni dell'equazione (III) per f (x, x, . . . x, y )  = 0. 

Ancora varrà la prima parte del teorema del n. 4: una serie di solu- 
au zioni dell'equazione A,  u = - convergente in ugual grado su s, è convergente 
8~ 
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in ugual grado in S ;  ma non potremo dire senz'altro che 10 stesso valga della 
seconda parte del teorema medesimo, poichè non abbianio ancora pel caso 
di più variabili una formula pienamente analoga alla (3) (*): il teoreina è tut- 
tavia vera e cib risulterà, da ragionainenti che faretno più tardi (cf. n. SI), 

7. Noi ci proponiaino in quanto segue di invertire il teorema di uni- 
citb stabilito nei numeri precedenti, diinostrando il corrispondente teorema 
d i  esistenza, dimostrando cioè l'esistenza di una soluzione di (1) che su una 
curva s prenda valori arbitrüriamente assegnati. Conviene percib premettere 
10 studio della formula di GREEN, ma prima ancora è necessario fissare le 
idee sulla natura del contorno enunciando le ipotesi che potren~o o vorreino 
intendere soddisfatte. . 

Supporreino che s sia incontrata in uno O due punti soltanto da ogni 
caratteristica che abbia punti comuni con S: fatta eccezione al più per tutto 
un segment0 di caratteristica clie pub appartenere ad 8 riiedesirno. Suppor- 
remo che tale tratto di caratteristica appartenga a quella posta più in basso 
fra le caratteristiche che hanno punti corn uni con S.  Queste J restrizioni non 
sono essenziali: perchè ove non fossero soddisfatte si potrà spezzare il campo 
S mediante caratteristiche in-tanti cainpi parziali S', S", S", . . . che soddisfac- 
ciano alle condizioni precedenti e il cui contorno sia forinato da pezzi del 
contorno pritnitivo e da tratti di caratteristica: questi compariranno ad un 
tempo quali limitanti superiormente un campo 8''') ed inferiorniente un 
campo 8"' con j > i. Una tale deconiposizione è indicata nella figura qui 
annessa. Ed il pïoblema di determinare la funzione ne1 campo S si ridurrà 
a quel10 della successiva determinazione di essa nei canlpi S'Sn S"'. . . : poichè 
i valori che prende la funzione in quei tratti di caratteristica che apparten- 
gono al contorno di S'j) e non appartengono ad s, sono già determinati 
dai valori che la funzione prende negli 8'" per i < j. 

Quando il campo si estenda all'infinito, noi supporrenlo anche qui che 

(*) Sarebbe forse possibile dedurla dalle dimostrazioni dei teoremi di esistenza citati in 
fine dell'introduzione, ma ci6 non ci pare opportuno, perchè la deduzione del II. 31 é pih 
consona coi nostri rnetodi. 
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esso sia liinitato da una curva tutta al finito e da un tratto infinito di ca- 
ratteristica, O che a questo tipo ci si possa ridurre spezzando converiiente- 
mente il campo mediamte caratteristiche in modo analogo a l  precedente: sup- 
porremo allora che il tratto di curva al finito sia incontrato dalle rette 
caratteristiche una sola volta. 

Non tratteremo il caso in cui il campo sia un semipiano e cioè sia liini 
tato da una &.ratteristica intera: la soluzione di esso è ben nota (*). 

Per le nostre ipotesi possiamo dunque supporre che il canipo sia tutto 
ne1 semipiano delle y  positive ed anzi che la caratteristica posta più in basso 
tra quelle aventi punti comuni col campo, sia proprio l'asse delle x: chia- 
mereino il campo di prima specie, se non ha che un punto coinune all'asse 
delle LE, (se cioè al contorno non appartiene alcun tratto di caratteristica), 
di seconda specie se al contorno appartiene un tratto infinito dell'asse delle x, 
di terza specie se il campo iI infinito. 

Se il contorno è di prima O di seconda specie la curva s si compone 
di due tratti s, ed s, compresi fra le caratteristiche g = 0 ed y  =y, ed 
eventualmente di un tratto k dell'asse a: su  s, si avrà s = SI (y), su s, 
x = E ,  (g), El e 5, essendo funzioni finite e continue e ad un solo valore di y, 
le quali fatta al più eccezione per un numero finito di puiiti hanno derivata 
 rapport^ ad y:  supporrenio 5 ,  ( y )  (6, (y): in  altri termini s, è la parte del 

. - 
(*) Cfr. RIEMANN-WEBER, 1. c., Vol. II, $ 36; HOBSON, 1. c., pag. 18G7. i): e  el caso di 

più dimensiotii, HOBSON, 1. c l ;  pag. 1%. d). 
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contorno posta a sinistra, s, quella posta a destra. Se il contorno è di priiiia 
specie si ha 5, (0) = 5, (O), se di seconda i ,  (O)< E, (O). 

Se il contorno è di terza specie esso è formato da un tratto di curva s, 
su cui x = 5, (y) e da un tratto infinito della caratteristica y = O  (*). 

Indicheremo con s (y,), s, (y,), sa (y,), S (y,). le parti di s, s,, s,, S che si 
trovano al disotto della caratteristica y = y, : i teoremi dei numeri prece- 
denti ci dicono che i valori di una soluzione di (1) O di (II) in S (y,) sono 
determinati dai valori che essa prende su s, (y1). Con s, (y,) ed s, (y1) indi- 
cheremo anche talora le lunghezze di s, (y,) ed s, (y,) a partire dai punti 
5 1  (O), 5 2  (O). 

Alle condizioni precedenti occorre aggiungere una condizione che a~~rerno 
da richiainare sovente, per quanto essa non riesca poi essenziale nei risul- 
tati finali: la chiameremo condizione (a): per essa supporremo che esista un 
numero positivo H tale che, presi due punti yualunque di s, [O di s,] di 
coordinate (sr, (y) y) e (t, (y,) y,) [ ( E ,  (y) y) e (L (yl) y,)] si abbia senlpre 

Risulta di qui che si awrà pure 1 E t ,  (y) 1 < H, 1 if, (y) 1 < H :  in particolare 
le curve s, ed sa non saranno mai tangenti ad una caratteristica. 

8. Premesso ci& prima di procedere occorre richiainare una notevole 
formula che nella presente teoria compie l'ufficio della formula di GHEEN per 
le funzioni armoniche. Si supponga che la z (cc y) soddisfaccia alla (1) e sia 

(*) Se volessirno considerare pure i casi degli altri contorni infiniti della nota al 11. 5 
dovremmo chiamare di quarta, quilzta, sesta specie i campi là osservati: i campi di quarta 
specie sarebbero corne quelli di seconda con questo solo che delle funzioni 6, (y) e 5, (a) una 
almeno dovrebbe diventare infinita per y =y, ; i campi di quinta specie sarebbero limitati da 
un tratto k di caratteristica e da  due tratti di curva s, ed s, su cui cc = E, (y) e x = E, (y), 

nia E, (y) e 5, (y) diverrebbero, uno alineno, infiniti per y = 0 ; i canipi di sesta specie sa- 
rebbero limitati da una curva s, per cui x = & (y) e [* (O) - 00. 
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Si avrà coi soliti processi di integrazione per parti 

C e c avendo qui 10 stesso significato che al n. 2: e setnpre intendendo 
negli integrali curvilinei del secondo membro, che c sia percorso ne1 verso 
positivo rapport0 all'area C. Naturalmente occorrerà clie u e z soddisfacciatio 
in C e su  c alle condizioni 1.' e 2.' del n. 9. E propriainente non sarà nep- 
pure strettaniente necessario che queste condizioni siano soddisfatte ovunque 
su c: potranno fare eccezione alcuni punti del contorno: purchè avvenga 
che gli integrali del secondo ineinbro conservino sempre un senso deter- 
minato. 

E questa formola vale ancora quando C sia infinito ma, coine suppo- 
nialno sempre, compreso fra due caratteristiche zj = 0, y = y,, purchè w e z 
siano tali che col tendere di s all'infinito u f (x g)  e u z tendano a zero di 

1 a 2  a u  ordine ) -, e v - , z - , tendano senîplicemente a zero. 
R a %  as 

9. Assumeremo quale funzione 9 (x y) la funzione definita da 

Questa funzione soddisfa evidentemente a (IV) considerata coine fun- 

a u  . a u  - 
a z l = - - '  a Y' 

Essa ha un 
davvicino questa 

a v zione di a: ed y, a (II) considerata coine funzione di (s'y'): si ha - = - 
a v 

8% axt'  

punto singolare in (x y) G (x' y') : studiamo un poco più 
singolarità. Anzi più in generale considerianlo la funzione 

(x'-x)? (x' - - - 
Iz+ (x: y ; X' 9') = e $(Y'-Y) (y' 2 y) , 

(Y' - YY 
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. . 
1 .- 

di cui v (x y ; x' y') é un caso particolare corrispondente ad x = O, F = - . 
B 

Queste funzioni sono tutte finite nei punti in cui (x y) (x'yl), e nei punti in 
cui y =y' ma x =I= x' esse si annullano insienie con tutte le loro derivate. Nel- 
l'intorno dei punti in cui (x y) (x' y') esse assumono (alineno quand0 BF -%>O) 

sia valori grandi a. piacere, sia valori piccoli a piacere: invero, se con r in- 
dichiamo la distanza del punto (x y) da1 punto (a' y'), esistono curve pas- 
santi per (s'y') e tali che, quando (x y) si avvicina ad (x' y') lungo di esse, 

1 
hap (xy; xJ y') cresce dell'ordine di rPp.a -- - lali sono ad esempio le parabole 

(x' - x)' = 3G (y' - y), k essendo una costante positiva finita arbitraria -, 
mentre esistono curve - quali la retta z~ =yf od anche le parabole di o r  
dine superiore al secondo (x - x')" = k (y' - y) (112 > 8), od infine se o: > O 
1s retta x=xl, - su cui la funzione é sempre nulla O tende al10 zero 
quando (x y) tende ad (s'y'). Ci importa perb di osservare che, quarldo il 
punto (xy) tende al punto (x'y') muovendo su una linea che soddisfi alla 
condizione (a)  del n. 7, h,p (x y ;  x'y') restera sempre inferiore ad una quan- 

1 
tità della forma fP (y' - $)Pa . 

Diniostreremo più tardi (*) che la funzione hop (xy; x12/') è assoluta- 
mente integrabile quando cr + 1 > 0, 3 + a - 8 fi > 0;  ora ci basti osservare 
che essa è assolutamente integrabile quando u > O, B + x - B > O, poichè 
si ha, osservando che r > 1 LC' - x 1 , 

1 indicando una costante finita. 
Si noti infine che quando il punto (x y) si allontana all'infinito restando 

sempre entro la striscia compresa fra y = O ed y = y, (quando cioè x cresce 
2 

- -. - - 

all'infinito) h,;, (x y; x'y'). tende a zero di ordine R essendo la di- Ro 
stanza di (x y) dall'origine e 8 essendo un nuinero arbitrario, ma fissato. E 10 

(*) Cfr. II. 29. Ed anche per ulteriori stiidii analoghi cfr. 11. 87. 
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stesso vale per le derivate di hm,? (x y;  s'y'), poichè basta osservare clie le 
derivale di hsa (x y ;  x' y') sono soiiiine di funzioni del10 stesso tipo cli 
k , q  (X y ; x' y'). 

10. Applichiamo dunque la (1) del n .  8 assumendo quale funziori~ 
(x y ;  s'fi'), e qude  caiiipo C il caiiipo S (y'- z) (z > 0):  in 

S (y' - E) la funzione F, , ( x  I/; x' y') è regolare. 
O-. 

Osservando che 

avremo 

II +b, ( x y ;  x l y ' ) z d x  - h l  ( x y ;  x t y ' ) f ( x y ) d x d y 7  
NY'-~) Oe S(y'-e) 

dove il contorno s devesi intendere percorso ne1 senso positivo rapport0 ad S. 
E per l'osservazione finale del n. 9, la formula precedente sarà ancora 

valida quando il campo sia di terza specie, purchè, quando x cresce all'iii- 
finito, la funzione z e le sue derivate rirnangano finite od alineno crescano 
di ordine < RJ, dove 8 è un nuinero arbitrariamente grande, ina deterniinato. 

Faccianio tendere c a zero. Per uns  osservazione del n. 9 ln funzioiie 
12 , (x y; d y l )  E assolutamente integrabile: yuindi l'iiitegrnle cli area del se- 
"3- 

condo ineinbro di (4) ha per limite l'integrale medesiino esteso ail S(yf). 
Qualito agli integrali curvilinei del secondo inembro essi hanno pure per 
limite gli integrdi medesinii estesi ad s (y'). Ci6 è chiaro yuando il punto 
(a' y') non appartiene ad s poichè ailora i'integrando è seinpre finito. Quaiiclo 
il punto (a'y') appartiene ad s occorre invece supporre che la curva mecle- 
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sima soddisfaccia alla condizione (a), poichè in tali ipotesi per le osserva- 
zioni del n. 9 sarà 

e quindi entrainbe le funzioni sotto il segno di integrale negli integrali cur- 
vilinei del secondo inenibro di (4) riinangono integrabili sia rapporto ad x 
clie rapporto ad y anche ne1 punto (x  y) (x' y'). Non resta quindi che da 
cercare il limite dell'integrale del primo inembro. È noto coine esso si ottenga: 

X I - X  . 
si introducn una nuova variabile t = - : esso diriene 

2 d; 

Quando E tende a zero, yuesto integrale ha per limite B i ( X  a (x' y') se x' 
x'- (1 (Y ' -&)  - -m è interno al~intervallo 5, (y1) . . . 5 ,  (y'), poichè allora liin - 

f=o 8dG 
Y I 

e lim "' - '' (Y  - ') = CO ; ha per limite O se (xr y') è esterno alllintervallo 
€=O w 

x' - 6 1  (y1 - 4 = liln x' - t, (y' - 8 )  - c ,  (y'). . . EL> (y ' ) ,  poichè allora liiii - 2 0 0 ;  
€=O e \l, E=O 51 

ed infine, se (x' 3') è sulla curva s e se questa soddisfa nell'intorno di (x' y') 

alla condizione ( a ) ,  esso tende a Ilne (a' y') , perchè , se ad esempio 

(XI y') G (5, (y ' )  y') si avrà in virtù della condizione (a)  liin X I - t l  (y '-&) = O 
€4 \IE 

(*) Tale proposizione è notissiina. Cfr. ad es. RIEMANN-WEBER, 1. c., Vol. II, $j 36. Del 
resto più oltre io ho dimostrato per disteso il teorema analogo per il caso di 2 variaùili: 
ed i ragionainenti là usati si possoiio ripetere in  questo luogo. Cfr. la nota al 11. 26. 
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Riassumendo, da quanto precede otterreino : 

' A  % \ / X Z ( X ' Z J ' )  lzi - a s (yf - y)] 
a y + z a x ' - -  

1 

( x y ;  x ' y ' )  f ( x y ) d x d y ;  

e la forniulit (7), vale se ( x ' y l )  è in S, la (7), quando ( x ' y ' )  è su s ed s 
soddisfa alla condizione (a), la formula (7), quando ( x ' y ' )  è fuori di S. 

Si noti ancora che la forniula (4) lia senso, e vale tutta la dedu- 
zione successiva, solo quando y'-/=O: tuttavia potremo dire che quando 
( x ' y ' )  tende al punto (x', O)  dell'asse delle ar; il valore del secondo inenibro 
di (4) è 2 \lx z (x', O) ,  se (x' y')- tende a (x',  O) restando sempre entro S ;  a 

\In x (gr, (0) 0) O a rjïi a ( 5 ,  (0) O) ,  se il punto (x' y') inuove su s, , O su s, ; a O 
se (2'9') resta sempre fuori di S. 

Ed infine si osservi che anche le formole (7), cos1 conle già si osservb per. 
la (4) valgono ancora se il campo è di terza specie, purchè z  e le sue derivate 
restino finite oppure crescano di ordine < R"uando n: cresce indefinitaniente. 

i l .  La formula ( 7 )  ci permette di completare un punto che al n. 5 ave- 
vamo lasciato in sospeso; poichè da essa inmediatamente risulta clie una solu- 
xione a ( x y )  di (Il) che in un campo di terza specie si annulli sulla carat- 
teristica che limita inferiormente il campo, e di cui si supponga solo che al- 
l'infinito cresca di ordine minore di HJ, necessariainente si annulla all'infi- 
nito. Infatti si chiami, coine si disse, s, il tratto di s, tutto al finito, che non 
appartiene alla caratteristica y  = 0 : applicando alla nostra funzione la (7), 
avrerno, ricordando che su s è a=0 e sulla caratteristica y  =O è d y=0, z= 0  

I I  1 z(x:y)=--= a 2  
h , ( x y ;  x l y ' ) - d y .  

2 ,/T C ,, as 
s,~Y,) 

Ora, se ricordianio che quando, ( x  y)  restando al finito (per es.: su 
s, (y?),  ( X I  y') si allontana indefinitainente h , (x y ;  x' y') tende a zero di or- 

. 0- P 

1 dine >-- dove 8, è un nuinero arbitrario, evidentemerite dalla forniula 
5% 

precedente segue l'asserto (*). 

(*) Corne abbiamo già accennato al n. 5, quando il campo sia di sesta specie s i  ha un 
teorema analogo. Allora s è asintotica all' asse delle x: e si pu6 affermare che, tosto che 
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18. Ma la forrnula (7) ci periiiette d i  trovare altre conseguerize no- 
tevoli. 

Applichiamola ponendo per x (x' y') una costante yualunque r ad es. : 
ponendo z (x y) = 1 : si avrà. una formula analoga a quella di GAUSS : 

si suppone che z e le sue derivate siano finite anche all'infinito e çhe z sia iiulla su s, 
presi due nunieri u ed v positivi piccoli a piacere, si  pub trovare un numero x, tale che per 
y > rr, x) xo sia z (x y) < u. Invero da (7) segue ancora che si  ha 

a 2 h (xy; x'y1)-dy. 
a x  

a z  Ora si  indichi con m il niassimo valore di -; essendo s asiiitotica ad y = O  si  potrà tro- a x 
vare un valore a taiito grande che pel tratto s d i  s a destra della x = a  sia y<rr e 

- 
Si spezzi allora s su due parti: s ed s -y; osservaiido che, se y' 2 n e se (xg) è su s, si ha 

si ottiene per y' 2 n, qualunque sia x' 

Resta allora a considerarsi (ho+ (%y; x1 y? al d y ; ma siccome s (y') -8 è tutto al finit0 
- a 

S-S 

è chiaro che si puh prendere xo tanto grande che per z1?x0 sia 

Sommando queste due disuguaglianze si dedurrà dalla formula precedente z  (x'y') <u, tosto 
che y ' s r  x1?x0. E questo teorema serve facilmente a dimostrare il teorema di iinicita pei 
campi di sesta specie. 
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Spezzianio s  (y') nelle tre parti s, (y'),  k, s, (y') (*), ed osserviaino che le 
funzioni 

sono finite e continue in tutti i punti (x' y') clie non sono rispettivaiiieiite 
punti di s ,  (y'), s, ( I I ' ) ,  k ;  si deduce allora da (8): 

purchè si supponga y, - = O. Su questa formula debhono prendersi coiite~n- 
poraneaiiiente i segni superiori od inferiori. Ed una foriiiula annloga si ha 
quando si sostituisca $, (y) a 5 ,  (y). La convergenza al lilnite é superficial- 
mente uniforme. 

Ma possiamo dire di più. Si osservi che la funzione 

è anche essa finita e continua ovunyue, anche su s i :  basti osservare che 
H 

l'integrando è selnpre in modo inferiore ad - Si potrà quindi seim- 
,/y1 - y 

(*) È chiaro che quaiido il cainpo sia di prima O terza specie (O quarta O quiiita O sesta 
specie) qualciino di questi integrali pub iiiancare. 

(**) Col simbolo lim iiitendo che il limite iiidicato è preso, quaiido il puiito ( x ' ~ ' )  tende 
8=Y< 

x'=E,(y 1) -c 0 

al  punto (5, (yl) yJ per modo che per ogiii valore di y' sia el (y') < ~ opppure 5, (y') < x . 
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plificare la (9) e scrivere : 

13. Terminianio questo paragrafo con alcune osservazioni circa la pos- 
sibilità per definire una funzione analoga; a quella di GREEN : quel10 che 
segue non è essenziale pel seguito ; solo nii pare possa utilmente servire ad 
illuminare il probleilia. Se nella (1) del n. 8 ponessiino per v .in luogo di 
h , (x y ; X' y') una funzione della fornia h , (s y ; x' y' )  + 4 (s y ; x' y'), dove 
% O t 

4 (x y ;  a' y') fosse una soluzione di (IV) nulla essa pure su tutta la 3 = g', 
si potrebbe dedurre una formula analoga a (7). E si & indotti a pensare se 
non è possibile usufruire dell'arbitrario che si ha in +(x y ;  s'y') per fare 

a z in modo che nella (7) scompaiano i termini in -. la (7) ci perinetterebbe a i  
allora di esprimere la funzione a (LE y) in S per mezzo dei valori che prende 
su s: ed il teorema di esistenza si ridurrebbe a studiare se inversairiente la 
funzione ottenuta, ponendo delle funzioni arbitrarie per i j7alori di x su s 
soddisfa realmente entro S ad (1) e prende su s i valori assegnati. 

A tale scopo occorrerebbe scegliere + per modo clie su s, ed s, prenda 
i ralori - h , (rS1 (y) y ;  xi y' )  e - h , ( E ,  ( y )  y ;  x: y'). Applichiamo a (IV) i ri- 

03 % 
sultüti del $j 1 : noi vediamo che queste condizioni insieme con quella clie 
+ sia nulla su y =y' determinano la +. Ma vi è qua'lcosa di più: se il con- 
torno b di terza O di seconda specie 1s determinazione di $ è un  problema 
affatto analogo a quel10 che ci proponianio: ma se il contorno è di prima 
specie le condizioni imposte a + sono in eerto modo sourabbonda.nti poichè 
ne sono assegnati i valori sopra un  contorno chiuso. Ed è a prevedere che 
tali condizioni ci porteranno in generale ad una funzione 4 la quale ha un 
punto singolare ne1 punto comune all'asse delle a ed al contorno. Corne os- 
servainmo al n. 8 non percib la forrnula (1) cesserà necessariamente di es- 
sere applicabile: tuttavia si richiederanno speciali considerazioni. Questa. 
osservazione vale a farci intuire la ragione intima della maggiore difficoltà 
clie presentano i contorni di prima specie in confronto di quelli di terza e 
di seconda specie : e giustificano fin d'ora la distinzione da noi introdotta (*). 

(*) Cfr. ancora a proposito della funzione di GREEN il § 7. 
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14.. h opportun0 riassumere ora brereniente il concetto che seguireino 
nella nostra ricerca. Considerianio la formola (7) del paragrafo precedente: 
l'integrale curvilineo è funzione che soddisfa l'equazione (II) mentre il primo 
inembro soddisfa l'equazione (1). fC quindi da prevedere che l'integrale di 
area che coinpare in essa è soluzione dell'equazione (1): noi dimostrerenio 
più tardi ( E j  8) questa affermazione : ainmettendo cib per il inonlento è chiaro 
che la  ricerca della soluzione di (1) che abbia dati valori al contorno si ri- 
duce alla ricerca analoga per l'equazione (II). 

Liinitiatiioci a questo caso: supponiamo che i valori assegnati per x al 
contorno forrriino una catena continua: indichiaino con c p ,  (y), cp (x), p, (y) i 
valori dati su s,, I f ,  s,; sarà y ,  (0) = cp (5, (O)), cp, (O) = cp (Es (O)). Naturaiinente 
una di queste funzioni inanclierà se il contorno è di terza O di prima specie. 

Possiamo ancora semplificare le condizioni del probleina: possiamo cioh 
supporre p (x) = O. Poichè, ove cib non fosse, sia @ (LE) una funzione defiriita 
sull'asse delle x tra - oo e -+ oo finita e continua clle su k coincida con 
? (x): la formula 

00 

t (x' 3') = - 
-00 

definisce una funzione in tutto il seniipiano delle y' positive, soluzione 
d i  (II), la quale si riduce sull'asse delle x alla funzione + (s). La ricerca 
della funzione x (x'y') si pub quindi ridurre alla ricerca della funzibne 

;(dy1) = { (d y') - z (x' y') che su s,, k, sa si riduce rispettivamente a 
- 
TI (9)  = <(Pl (y) Y) - 9, (g), 0 7  (y) = < (E2 (y) y) - p2 (y) (*). Quindi si pub 
sempre supporre che sis cp (x) = O e che pl (y) e 9,  (8) si annullino per y = 0. 

(*) Si noti che se I c p  (x) l < M, 17, (y) 1 < M, 1 cp, (y) 1 < M, anche dopo questa trasformazioiie 

del problema è I 1 < 9 M, 161 < 9 M. Invero si pu6 supporre che sia l* (z) 1 < M e d o r a  per 
il teorema del n. 2 sarà !Cl  < M onde l'asserto. - Analogamente se esistono p i  (y) e cpt (Y) e 

si ha  I cp', (y) 1 < M, e I P', (Y) l < Ml s i  avrà che anche le tunzioni Z(Y),< (y) esistono e sono 
finite anche in prossimita di a/ -0 purchè si supponga che nell'intorno dei punti (5, (0) O) e 
(fa (0) O) la funzioiie 7 (x) abbia derivate prime e seconde fiiiite. Invero si potrH supporre che 
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Ci6 posto, noi cercheremo di porre la funzione sotto la forma 

$, (y) e 4, (y) essendo funzioni da determinarsi convenientemente. Questa 
formula rappresenta una funzione soluzione di (II) che in ogni punto del- 
l'asse delle % diverso da ( 5 ,  (0) 0) (!, (0) 0) è, certo nulla. 

D'altra parte la formula (10) del n. 12 ci fa prevedere che gli integrali 
che qui compaiono godono delle proprietà degli integrali di doppio strato ; 
e che, yuindi, in modo analogo a quanto avviene ne1 rnetodo di NEUMANN, 
quando si cerchi di espriniere l'unica condizione che ancora deve soddisfare 
la z (s' y') e cioè che su s, ed s, si riduca a pl (y) e p, (p), sareino portati ad 
una equazione integrale del tipo di FREDHOLM. 

Ne1 presente paragrafo io mi propongo di studiare più davvicino gli in- 
tegrali che compaiono in (1) per confermare in modo rigoroso le presun- 
zioni qui esposte. 

15. Consideriaiiio dunque l'integrale 

(2) 

Ricordiaino anzitutto clie coine già si vide al n. 20, questo integrale ha 
un senso anche yuando il punto (x'y') è su s,, purchè s, soddisfaccia alla 
concliziorie (cc). Ed anzi se il niassirno inodulo di $, è 41 poichè 

H 1 h (El (y) y; 5, (yf) 9') 15 
lu \IFY 

aiiche la (x) soddisfaccia a queste coiidizioni, ed allora sarà facile vedere che la C aniinette 
s u  tutto s, ed s, derivate prime e seconde rapport0 ad x finite, e quiiidi per la (II) anche 
derivata rapport0 ad y finita; onde ricordando che s, ed s, haiiiio tangente, otterreino clie 

anche y', (y) e y', (y) sono Gnite. E per siiiiile via iii generale è facile vedere quali limitazioiii 

porti alle priiiiitive fuiizioiii cp, (y), ?, (y) e y (n) il fare determirinte ipotesi sulle 7, (y), <(y). 
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si avrà. evidentenicnte 

lfhi$tl (y)!,; El (y1) y7+1 (y) d y  <mfm. 
O 9 

l 
Supponiaino ora clle la +, (y) sia anche continua, ~~ogliiiino inostrare clle 

allora 

Quando la funzione +, ( y )  sia una costante la (5) non è che una conse- 
guenza evidente della (10) § 3 e quindi è già stata diinostrata: in particolare 
quiildi noi già sappiamo che 

Sottraendo (6) da (5),  noi vediamo ehe basta diniostrare la  (5) per la 
funzione +, ( y )  - $, (y',): in altri termini che si pub supporre SI (y' , )  = O, ne1 
qua1 caso essa si riduce a 
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Sia a un numero arbitrario : si prenda un intervallo y', + 6 .  . . y', -- 8 
tale che, se y è interno ad esso, sia 

e clie inoltre yuando y' è fra y', - 8 ed y', + S sia 

Si supponga infine che (x' y') sia tanto prossirno a (5, (y',) y',) che y' sia 
coinpreso fra yf1 - 8 e y', + 8 e che si abbia: 

, 1.0 quando y è nell'intervallo O. . . y', - 8 

ëid si pub fare poichè quando y è in tale intervallo h 3 (5, (y) y; $y') è fun- 
la 

zioi-ie continua di y' nell'intorno di (El (y',) y',) ; 

anche questa disuguagliqnza si pub soddisfare quando (x'y') sia convenien- 
temente vicino a (El (y',) y',), perchè vale la (10) del 5 3. 

Spezziamo gli integrali del primo e del secondo meinbro -di (7) in due 
parti, I'una estesa da O a y', - 8, l'altra da y', - 8 a y' od a y'1 rispettiva- 
mente. . Per . (10) si avrà 

. , - 

M essendo il massimo rnodulo di #, (y). In secondo luigo si ha per (3), 
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Non resta quindi che ad esaminare il secondo degli integrali in cui fu 
spezzato il primo membro di (7): si ha per esso 

Ma per la solita condizione (a), da (8) e (9) si ottiene : 

Resta il primo integrale del secondo membro di (16); osserr;iarno che 
h , (5, (y) y; a! y') è essenzialmente positiva; dedurremo allora per (8) : 

O 8  

D'altro canto operando su1 primo integrale di (11) al10 stesso modo che 
suli'integrale ( lh) ,  si ha, 

e quindi, poichè y' < y', + 8, 
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Quindi infine da (14) (la) (16) e (18) si deduce 

E da (12) (13) (19) segue iinmediatamente la (7),  e quindi la (5) tosto 
che si osservi che G pub prendersi arbitrariamente piccolo. 

Oss. - Abbiamo supposto y', -I= O. Ove il punto (x' y') tendesse al punto 
(5, (O) O), il limite di (8) è diverso a seconda delle diverse direziok secondo 
cui tendiamo ad esso punto. Perb se +, (y) è continua ne1 punto zero e si 
ha +, (0) = 0, sarà seinpre : 

n' 

I ragionainenti che servono a dimostrare questa formola sono perfctta- 
mente analoghi a quelli usati per dedurre la (19). 

8 5. IL TEOREMA DI ESISTENZA PEH L'EQUAZIONE (II). 

16. Possianio ora accingerci alla diniostrazione del teorenia di esistenza. 
Supporremo il contorno di seconda O di terza specie: per fissare le idee 
supporremo, ad esempio, che sia di seconda specie, - l'altro caso è per ta- 
luni riguardi ancora più seinplice. - Supporremo che s, ed s, soddisfacciano 
alla condinione (a )  del n. 7:  ed iiioltre, come seinpre si pub fare dividendo, 
ove occorra, il campo nello stesso niodo che al $$ 2, clle la differenza tra le 
ascisse di un punto di s, e di un punto di s, sia inaggiore di un nuniero 
finito. Segue allora che, se (x y) è su s, ed (x'y') su  s,, (O viceversa) si pub 
scrivere 

1 

1 
I h ,  ( x y ;  d y f ) I < a H  

~ Y ' - Y  

a essendo una conveniente costante; mentre yuando (x y) ed (~'y') sono 
entramhi su s, O su s, noi sappiamo che vale la (3) del n. 15 (§ 4). 

Ci6 posto, seguendo i concetti esposti ne1 n. 14, cerchianio a quali con- 
dizioni debbano soddisfare le +, (y), +, (y), perchè la funzione s data dalla 
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formula (1) del n. 14, prenda su s, ed s, i valori assegnati p, (y) e y, (9). 
A m m s s o  che le ficnzioni +, (y) e $, (y) siano finite e continue,  dcct n. 15 
(form. (5)) seyue che, affînchè la B prenda s u  8, ed s, per y  =l-0 i valori as- 
segnati, è fiecessario e sufncknte che 

1 
Yi 

#1 (211) + -- 
9 i z  

[h (tl k) y; t, (y1) yl) 4, (y) d y - 
,, 

Ma ora, amniesso che le funzioni p), (y), +, (y) siano soluzioni di (2) finite 
e continue, noi vediamo che anche quando il punto (dg') tende al punto 
(5, (0) O) O (5, (O) O) la funzione z ( x ' o  data da (1) del n. 14 è regolare: ri- 
cordiaino invero che per le nostre ipotesi ?, (0) = y, ( 0 )  = O e che per la (4) del 
n. 15, se le +, (y), +, (y) sono finite, gli integrali che coinpaiono in (9) tendon0 
a zero per y, = 0, seguirà allora da (9) che si ha pure +, (0) = #, (O) = 0; e 
yuindi dall'osservazione finale del n. 14 che nei punti (5, (O) O) e (t, (0)O) la 
fuiizione (1) del n. 14 tende a zero uniformemente. 

Poniamo per abbreviare 

If(y1) = $1  (YI) f (- YI) = +s (YI) (0 5 y1 f 90) (3,) 

(91) = Ip1 (Y,) F (- Y I )  = ' ~ 2  (Y,) (32) 

2 6 ~  (-Y; Y,) = - h , (& (y) y; <, (yl) 
'Y I 

2 dkd-~;-y~) = h , (i, (y) Y ;  E2 ( y , )  y,) 
't 
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Le equazioni (2) si riassumeranno nella 

È questa una equazione del tipo del FREDHOLM: e ad es& si potrebbe 
applicare la teoria del FREDHOLM, poichè x (y ; y,) diviene infinita in y = y, ,  

A 
1 

ma di ordine 5 - < 1 (*). Quindi ove il determinante non sia nullo, esiste 
9 

una solui$me di (4') finita e continua, poichè la F (y) è finita e continua; e 
per quanto precede tale funzione risolve certainente il problema. 

Nonirimane che la domanda: il determinante di (4) è O non è diverso 
da zero? 

17. Potremino dimostrare che il determinante di (4) è certo =I= O pe; 
~ i a  analoga a quella che si tiene ordinariamente ne1 metodo di NEUMANN, ino- 
strando che (4) non pu6 avere soluzione omogenea y*) diversa da zero. 

(*) Cfr. FREDHOLM, Sur une classe d'équations foactwnnelles. Acta Math. 27, 9 16. Del resto 
nella Nota: Sulle equazioni inteyrali (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1907, 8.O Sem., 
Vol. XVI, serie 3.&) ho dimostrato che perchè si possano applicare i teoremi del FREDHOLM 
è sufficiente che la funzione caratteristica sia assolutamente ed uniformeinente integrabile sia 
rapport0 ad y che ad y,.  

(**) InveEo se f ( y )  fosse una soluzime di questa equazioiie omogeiiea e +, ( y ) ,  9, (y) ,  i 
valori corrispondenti delle $ ( g ) ,  sostituiti questi valori in (1) del n. 14, questa darebbe per 
il teorema di unicita, una funzione z (x y )  nulla in tutto il campo S. Ora si  supponga ad es.: 
il campo S  di secgnda specie, e si considerino i campi di terza specie SI ed Sa laterali (i quali 
si trovano a siniitra di sl ed a destra di sa) : la (1) del n. 14 rappresenta anche in S, ed S, 
una funzione soluzione di (II) nulla su y=O: e se chiainiamo zl e z, i valori limiti di (1) 
quando ( d g ' )  tende ad un punto di s, O di s, restando in SI od in S,,  i teoremi precedenti ci 

1 a 2 
dicono che Il = & zl , Ji - - z, . Si cerchi la - in S  SI, Sa : facili caleoli niostrino 

' -4 \ ln  8 x 
che i limiii di questa funzione quando (x y) tende ad s, O ad s, sono uguali, sia quando (x y) 

a 2 è in S che in SI O in S, : siccome in S è z =O,  la derivata - in SI ed in S, tenderà anche a. 
a zero quando il bunto tende ad un punto di s, O ad un punto di s,: quindi, poichè anche 
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Per6 ci pare più opportun0 seguire altra via; mostreremo direttamente 
che la serie che si ottiene sviluppando la soluzione di (4) in serie di NEU- 
MANN è convergente; e per ta1 modo la nostra diinostrazione s a r i  indipen- 
dente dalla teoria di FREDHOLM. Anzi diinostrereino più in generale che l'e- 
quazione 

Y i  

ainmette soluzione qualunque sia la costante h (*), e che questa è data da 

Si ricordi invero ehe per la definiziorie di F (y) [(3), del n. precedente] 
è 1 P (y) 1 < M  ( M  indicando il massimo valore assoluto di pl (y) e cf2 (y)) : 
inoltre ,in forza della (1) del n. 16 e della (3). del n. 15 per la definizione (3), 
della finzione x (y; y,) esistë una eostante a, tale eh? 

(si ricordi che qui si considerano solo i valori per cui 1 y > 1  y1 ). Si ri- 

. ,  - è u i a  soluzione di (II) in S1 ed S, e si annulla evidentemente su z= 0, sarà aneora 
a x  , 

per il teorema di unicità del n. 5, nulla in tutto S, ed &. Ma allora sarà ancora nulla in 
l 

tutto 8,' ed S, la funzione 8 ;  e quindi si avrà a, = O  e s2 = O ,  e per quanto precede s a r i  i q1 =+s O c. v. d, 
(*) In altri termini dimostreremo che il determinante di (5) non è mai nul10 per nessun 

valore di 2. 
(**) La ragiane di ci9 sLa ne1 fatto che i limiti dell'integrale in (5) sono variabili: l'equa- 

zione (5) risulta cosi perfettamente analoga a quelle studiate da1 VOLTERRA nelle note Me- 
morie degli Annali di Matematica, (vol. XXV serie !2& 1897, Sopra alcune questioni di inver- 
sione deyli integrali definiti) e degli Atti della R. Accadelnia delle Scienze di l'orino (1W). - 
4 Note, Sulla inversione deyli inteyrali defilziti. 
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chiami inoltre la formula (valida per a -+ 1 > 0)  

Si avrà allora facilmente: 

- -4 .x ,H.N - (3 
(H) 

Onde, ricordando che ~ 

(*) B (a, b) ,  r (a) indicaudo le ben note fuiizioni Euleriane. 
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Dalla formola. (11) si deduce clie la  serie (6) è convergente coiiie uua 
serie esponenziale, e precisamente si ha 

Ed è cosi perfettamente dimostrato il nostro teorema (*) (**). 

(*) Si noti la differenza che passa tra il problema qui trattato ed il problenia di DI- 
RICHLET trattato coi metodo di NEUMANN. In ambi i casi si giunge ad Lina equazione inte- 
grale, nia ne1 caso delle funzioni armoniche la funzione caratteristica dell'equazione integrale 
ainniette valori eccezioiiali e funzioiii eccezionali, che, assurite quali nionienti di doppi strati, 
d5nno luogo a funzioni fo,u3anzentali del POINCARÉ. È noto l'importanza di (lueste fuiizioni 
nella teoria delle funzioni armoniche. Nulla di simile ne1 caso presente; l'equazione integrale 
noii ha mai valori eccezionali, e quiiidi almeno per questa via non si ottiene nulla di siinile 
~ l l e  funzioni fondamentali. 

(**) La forma in cui s i  ottiene la f~inzione è assai comoda al10 studio delle proprietii 
della funzione medesiina. Se noi sostituissimo 10 sviluppo (6) iiella (1) del n. 14 otterremnio 
facilniente la nostra funzione sotto forma di un integrale O nleglio di  una sonima di inte- 
grali affatto aiialoghi a quelli della formula (3) del n. 4, che vale pel cas0 iii ciii s sia for- 
mato da un tratto di caratteristica e di due pezzi di paralkla all'asse della y;  e in quella 
dimostrazione potremiiio fare uso di questa formula invece che della (3). - Aiicora: si vo- 
gliano, ad es.: studiare le derivate della funzione iiei punti del coiitorno. È facile vedere 
che se la funzione f ( y )  è derivabile, esistono anche le derivate prime rapporto ad y ed x e 
la derivata seconda rapporto ad x. Ed è facile vedere che se le funzioiii cp, (y), p, (y) e quiiidi 
la F ( y ) ,  ammettoiio derivate, anche le succassive fuiizioiii Fi (y) hauno derivate, e, con ra- 
gionaiiienti analoghi a quelli di questo nuniero, che la szrie formata con le derivate con- 
verge. Noil entriamo in discussioiii più minute a questo proposito perché esse ci allontiiiie- 
rebbero da1 preciso scopo di questo lavoro. 

A~iaul i  di Mnteiiznticn, Serie III, Toino XIV. . 30 
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18. Dai due numeri precedenti il teorenia di esistenza risulta dimo- 
strato sotto alcune ipotesi relative al contorno; precisamente si suppone che 
il contorno soddisfaccia alla condizione (a) del n. 7 e non sia di prima 
specie. Ove il contorno abbia generalmente tangente che muova con conti- 
iiuità, esso soddisferà alla condizione (a) quando si escludano gli intorni dei 
punti in cui la tangente abbia una discontinuità, O sia parallela all'asse 
delle x;  coll'inlpiccolire di questi intorni la costante H che compare nella 
condizione -(a) ündrà indefinitamente crescendo. Perb ove si supponga che 
questi punti eccezionali siano in nuinero finito noi potreino condurre le ca- 
ratteristiclie per essi e cosi analogainente a quanto si fece al n. 7 dividere 
il campo in tanti canlpi pürziali per i quali i punti eccezionali del contorno 
corrispondano al valore massimo od al valore minimo dell'ordinata. Cosicchè 
noi potrenîo linîitarci a considerare qui tre specie di contorni, secondoché: 

1 . O  la condizione (a) 6 soddisfatta su s, ed s, quando si escludano 
con intorni comunque piccoli i punti di ordinata massima y,, 

- 8.0 la condizione f a )  è soddisfatta quando si escludano gli intorni 
dei punti di s, e di s, appartenenti all'asse delle x, 

3.' il contorno è prima specie: toit0 l'intorno del punto apparte- 
nente all'asse delle x esso soddisfa ovunque alla condizione (a) (*). 

Cominciamo da1 primo caso. In queste ipotesi i nostri studii precedenti 
ci dimostrano che in ogni campo S (y, - c) dove E è piccolo a piacere si 
pu6 determinare una fuiizione che prenda i valori assegnati al contorno: 
yuindi preso un qualunque punto (x, y,) la funzione è deterininata in tutti i 
punti di un intorno di esso che hanno l'ordinata inferiore a. y,; si trabta di 
vedere se i valori che la funzione prende nei punti di questi intorni hanno 
un limite ne1 punto (x0 y,). Useremo percib di un ragionainento analogo ad 
uno usato ne1 n. 4. 

Si osservi anzitutto che la funzione deterininata in ogni campo S (y, - c) 

è senlpre limitata, poicliè pel n. 3 è seinpre, qualunque sia E, inferiore in 

(*) Analogamente si potrebbe anche coiisiderare i coiitorni di quarta, quinta, sesta specie, 
1 ragionameiiti del presente n .  servono anche pcr coiitorni di quarta specie, quelli del numero 
seguente servono anche per quelli d i  5." e 6.' specie. 
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modulo al rnassiino tra i valori assegnati su1 contorno S. Preso un punto 
(x, go) interno al campo, si consideri, come al n. 4, la spezzata formata dalle 
rette x = x, - O ed x = xo + 8 e da1 segmento della retta y = 9, - 8 com- 
preso fra quelle, 6 essendo scelto per modo che questa spezzata sia tutta in- 
terna a S. Questa spezzata si pub considerare come una curva ;: su di 
essa, tolto che nei punti (a, - 8, y,) (x, + 8, y,), i valori della funzione z 
sono pienainente noti, e, conie abbianlo già osservato, sono limitati. Noi po- 

tremo quindi esprimere i valori di s all'interno del campo S limitato da < 
corrispondenti a valori inferiori ad y, dell'ordinata mediante la formula (3) 
del n. 4. Ma questa formula rappresenta una funzione finita e continua in 

tutto il campo S, pienatiiente determinata anche nei punti della caratte- 
ristica y = y, che sono a distanza non infinitesima dai punti (a, -.a, y,) 
(x, + O, 3,) (poichè l'indeterminazione del valore di a (x;, - 8, y,), e (x, + 8, y,) 
non toglie che gli integrali di (3) abbiano un valore determinato anche in 

. questi puriti). Concludiamo dunque che per continuità si pub deterininare 
la funzione s anche nei punti della caratteristica y =y, (*). 

19. Restano a studiarsi gli altri due casi: li tratteremo con metodo 
unico. 

Ricordianio che si pub supporre che nei punti comuni all'asse delle x 
ed alla curva si abbia q~ (x) = 0 ;  sarà allora ip, (O) = y, (O) = O. Per la con- 
tinuità delle funzioni cp, (y) e ?, (y), fissata una successione di nulneri posi- 
tivi e , ,  c2 ,..., E ,,,... decrescenti e tendenti a zero, potremo trovare un'altra 

. successione di numeri ri,, ri ,,..., ri ,,... pure positivi, decrescenti e tendenti a 
zero, tali che nei punti di s (ri,) i valori assegnati di cp, (y) e y, (y) siano in- 
feriori in modulo ad E ~ .  Le rette y = ai incontrano ciascuna s, ed s, in due 
punti A:' Aii': chianiiarno s? ed sa i tratti di s, ed s, che si trovano al di- 
sopra di y = ni. Chiamiaino di' il contorno forniato da s'?, da1 segniento 
Af)A$).  e da s$), e sia Si) il campo da questo racchiuso. Ad 8'" potremo ap- 
plicare gli studi dei n. 16 e 17; e si potrà pertanto deterniinare una fun- 
zione s'" soluziorie di (II) che su  sr) ed $' si riduca ai valori assegnati, e su 
A l  A:) si riduca ad es.: alla catena dei valori che si ottiene interpolando li- 
nearniente tra i valori assegnati in 81 ed in Ar). Io dico clie le funzioiii s"' 

(*) Valga auche qui I'osservazione fatta al n. 4, e alla seconda nota della pagina "29, che 
l'uso della formula (3) (n. 4) e del contoriio rettangolare è accessorio e che ad essa si  po- 
trebbe benissimo sostituire la formula analoga più generale data dalla (1) n. 14 e (6) del n. 17. 
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hanno un limite determinato e finito in ogni punto interno ad S .  Percib si 
osservi che la funzione 1 di )  - zz'j) è per j > i seinpre < 9 E ;  . Invero la fun- 
zione 1 &" 1 su1 contorno formato dügli archi A l  A l  e Ai') Afl  e da1 seginento 
di caratteristica AI A" è seinpre inferiore a ci, quindi pel teorema del n. 3 
è ancora inferiore a E* nei punti del segment0 di caratteristica AT A?. Co- 
sicchè la funzione 2'" - s'?' 1 è definita in Si) e si annulla su s:"' e su 87 

nientre su1 tratto Ar) A? prende valori inferiori in nlodulo a 8 ci. Segue di 
qui, applicando ancora il teorema del n. 3, che 1 dé) - z' j )  1 è in tutto 8'" iii- 
feriore a 9 si. 

Quindi in ogni campo 8'" le funzioni 2'" ( j )  i )  convergono uniforme- 
mente ad una funzione B la quale prenderà corne le s'?) su sl)  e s?) i valori 
assegnati ~p, (y) e T~ (y). E questa funzione limite z esisterà seinpre in tutto S 
e per il teorema del n. 4 vi soddisfa all'equazione (II). Essa è dunque la 
funzione cercata. 

7, ALTH.% DIMOSTRAZIONE DEL TEOHEMA DI ESISTENZA. 

80. In yuesto paragrafo vogliaino lnostrare corne si potrebbe giungere 
per altra via alla dimostrazione dei teoremi di esistenza: noi ci limiterenio 
perd ad esporre la dimostrazione nelle sue linee essenziali, senza entrare 
nei particolari. 

Riprendiamo la formola (7), del n. 10 clle iiel caso dell'equazione (II) 
possianîo scrivere 

In ogni tratto del contorno s (y') che appartenga ad una caratteristica, 
a 2  non coinpaiono, coine abbiaino nota,to di già, i valori di . Ma si pub os- a~ 

servare coine, usando di un principio analogo al principio delle immagini 
a z di LOHD KELVIN, si possano in questa forniola eliminare i valori di - su un a% 

tratto di s, il quale appartenga ad una retta che lasci S tutto da una banda (*). 

(*) VOLTERRA, Leçous, pag. 6768, 
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Sia infatti C D  un tratto del contorno appartenente ad una retta di coeffi- 
cieiite angolare a :  e sia E r (a y') il punto in cui CD incontra la caratte- 
ristica y = 3': E sarà un punto esterno al segmento (5, (y') y'). . . (ta (y') y') 
della caratteristica y = y' che appartiene al canipo S ,  od al più coinciderà 
con uno degli estremi del segmento inedesimo. Il puiito 31' sitnmetrico di 
M z  (z' y') rapporto ad E avrà le coordinate (8 a - XI, y') e sarà coiiie E' 
esterno al segrnento ( i ,  (y') y'). . . (%, (yl)y') : 10 dire1110 col VOLTERRA i ~ n q ~ m g i n e  
del punto (x't~') rapporto a CD. Quindi la furizione h , (x y ; 2 a -- m' y') sarà 

O 2 

regolare in S (y') ed in virtù della (7), del n. 10 si avrà 

Moltiplicando (8) per em("-"'1 e sottraendo da (1) si avrà quiildi 

Ma si osservi che quando (z y) è un punto della retta C D  e yuindi tale 
che per esso x = a + a (y - y') si ha 

h , (x y ; X' y') - eu(("-"') h , (x y ; 9 a - x' y') = 0, 
0: e OZ 

corne ilninediatamente si vede sostituendo ad h , il suo valore. La forniulit (3) 
u- Y 

ci dà yuindi un' espressione di z in cui iion compaiono i valori di a z 
ax 

su CD. 
Indic.horemo per brevità in quant0 segue la funzione 72 , (xg; x'y') con 

0- 
9 

h (M) e la funzione eu("-"') con 1, (JI): la (4) dice che le fuiizioni lz ( A I )  e 
1 ,  ( J I )  . h (31') sono uguali su CD. 
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È chiaro intanto che se il campo è di terza specie e limitato da un 
tratto s ,  appartenente ad una retta di coeffieiente angolare u e da una cü- 

ratteristica, le considerazioni precedenti risolvono il probleina di esistenza: 
se usiamo delle notazioni del $j B possiamo dire clie la fatnxiowe di GREEN 
per questo contorno è data da 

Supponiaino ora che il contorno sia di prima O di seconda specie e che 
s ,  ed s, siano segmenti di retta, i cui coeficienti angolari chiamiaino a ,  

ed a, (*). Indichiamo con AI', ed LW', i punti irninagine di JI G (s'y') rap- 
porto ad s,  ed 8,; con Af ", ed Al", le iinmagini di M', ed M',  rapport0 ad 

..... s, ed s ,  rispettivamente con M(:) ed HP le immagini di Al$-", Mt;'-') rap- 
porto ad s ,  ed s ,  . Usereino di queste success;ve inimagini in modo analogo 
a quel10 tenuto precedentemente. Poniamo KI (z y; x' y') = la, (JI ), k', = la, (AI) ; 

... . k", = lai (AI ',). la, ( M )  = k', Ea, (M',), k", = k', la2 (AI I l )  ; ; k ' f  = k'S-". la, (MY-") 
k';) = k(f-I) . la, (317-ll). Se consideriaino le funzioni 

7% (JI) - h (Npa) kti = (JI) - h (Mf1 )  la1 (AI) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  S . .  

si vede immediatainente applicando .ripetutamente la (4) che quelle di 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. 3. L e a i :  Sull 'equazione del cntore. 225 
- 

posto pzri sono nulle su s , ,  quelle di posto dispari sono nulle su s, (*). 
È facile vedere che, fissato un pun to  (x' y'), yreste funzioni  conziergono tutte 
amiformemente mers0 una waedesima funzione liwtite - s o m m a  delle serie 

O 

72 , (%y; xr y') + V (- 1)' [k  (ML)) k(f) + h (Mq') k(i,'] - per i walori d i  (x p), per 
% +' 

cui  y s y' e che sono in tern i  a d  u n o  qualunqzce dei  t rnpezi i  l imi tat i  dalle rette 
s,, s,, y = y' e d a  una pualunpue caratteristica y = y ,  corrispondente a d  un 
va.lore y ,  <y', e cche giace imsieme con y = y' d a  una stessa par te  rispetto a l  
punto  d i  intersezione delle rette c u i  appartengono s, ed s, (escluso natural.înente 
un piccolo in torno  d i  (x' y') in c u i  i l  p r i m o  termil'le della serie è singolare) (**). 
Questa funzione limite si arinulla su s ,  ed s , :  ed è facile vedere rhe ne1 
campo precedentemente descritto aimiette derivate le quali si possono ot- 
tenere derivando termine a termine la serie medesima, e soddisfa all'equa- 
zione (11): Onde intanto possiairio conchiudere di qui che l a  fien,' ahone 

- 7 (-- 1); [h  (H:)) k(f) + h (MF) k(:'] 

(*) Si pub ealcolare l'effettiva espressione di queste îun~ioni:  si trova 
h (M@'+l)) kY+lh = h (x y ; x' y ' )  x 

0- 9 

E si ottengono facilmente le espressioni aiialoghe per h (M:'+l)) Icf<ti]  e h(Mt20) k(24) acani- 
2 'L 

bimido lielia foriiiula precedente 5, cou S B .  
(**) Che la serie scritta sopra converga per tali valori di (x y) e di (s'y') risulta facil- 

mente dalle formule della nota precedente. Infatti qiieste indicano che per valori fissi di (x y) 
ed (XI y') ad es. le funzioni h (Mi%)) k y )  sono del tipo h , (x y ; x'y3 ei'q+ir&r3, r, , r, , r, es- 

C- 

sendo funzioni fisse di (xy) ed (x'y') (indipendenti da i ) :  di più r, i. certan~ente negativa e 
si anniiIla solo qiiando sia 5, (y)=S,(y) cosi qualido il piinto (xy) sia il punto di in- 
contro delle rette s, ed s,. Lo stesso vale per le altre fiinzioni h (Mi?+) k ~ ) ,  h (M?+I)) ky'tl), 

k (.MPwl)) k$++l). Qiiindi la serie converge certaniente. 
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rappresentn la funzione di GKEEN per u n  campo di seconda specie in cui le 
curve s ,  ed s, siano due segtrzenti i.ettilinei. 

Si osservi pero che quarido il campo è di prima specie - esso avrà 
allora una fornia triangolare, un vertice essendo il punto di iiicontro V di 
s,  ed s, - la serie (6) convergerà ancora evidenteinente in ogni punto 
fatta eccezione per il vertice V :  il limite cui tende la somma della serie (6) 
quando, ( d g ' )  rimanendo fisso, il punto (x y) tende verso V, T1 diverso a 
seconda del diverso calninino percorso: cosicchè la funzione (6) non é più 
regolare in V. E ci6 se rürnmentiamo le considerazioni del n. 13, era heri 
da prevedersi. Tuttavia alla fzinaione (6) per quanto sin singolare i n  qcn 
punto del cnmnpo possono nncora ctpylicarsi i ragionamenti del $ 3 :  e quindi 
pu0 essere presa quale funzione di GREEN per i l  cawpo d i  prima specie l i~ l~ i -  
tnto da due seglnenti di rettn uscenti da u n  punto. 

Abbiaino cosi trovata la funzione di GREEN per tutte e tre le specie di 
contorni quando le curve s,  ed s, siano seglnenti rettilinei, iiiediante essa 
potremo trovare una formula che esprima i valori di una soluzione di (II) 
per i valori che essa prende al contonio. Ed è facile verificare che la for- 
mula cosi trovata d i  uria funziorie che prende realiiierite i valori assegriati 
al contorno; e quindi permette di stabilire i teoreini di esistenza: basterà 
percib applicarla anzitutto al caso particolare che i valori assegnati siano 
costanti, nella qua1 ipotesi noi sappiamo che la soluzione di (II) esiste ed 
è uguale alla costante medesima: iridi usare di ragionainenti analoghi a quelli 
del n. 15. 

Stabilito il teorerna di esistenza in yuesto caso particolare, esso si dimo- 
strerà facilmente yer u n  contorno poligonale nrbitrnrih: poichè dividendo il 
cainpo con caratteristiclie condotte pei vertici del poligoiio potrenio ridurre 
questo prohleina alla risoluzioiie .üuccessiva di problenii del tipo precedente. 
In particolare si potric ottenere la funzione di GREEN per zcn contorno poligo- 
nale qualscnque; e se il cotttorrzo poligoncde è d i  secotzda O di terza specie 
questa funzione snric ouunqlae regolnre, tnentre nvrk u n  p.zcnto singolare ne1 
vertice posto pi& i n  bnsso, se i l  contorno è d i  prima specie. 

"1. Quando si voglia stabilire il teoreina di esistenza per un qualunque 
contorno s si considererà questo corne limite di una successione di poligoni 
pi p, . . . . p,, . . . inscritti, di cui cresca indefinitainente il numero dei lati. È 
questo il nietodo tenuto ~ ~ ~ ~ ' H A R N A C K  per la risoluzione del probleiiia di DI- 
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RICHLET (*). Siipporremo clie ogni poligono sia interno a tutti i successivi: 
io mi limiter6 a dirnostrare che le funzioni di GREEN relative a yuesti poli- 
goni haiino un limite, sarà questo la funzione di GREEN per il contorno s. 

Diinostrero percib anzitutto la seguente proposizione fondanientale: siaao 
s*(I/') cd s** (y') due contorni che colla retta y = y' cleterininano due caiiipi 
S* (y') ecl S** (y'), di ciii il primo sia tutto interno a1 secontlo od nhbia al 
piil punti del contoriio coinuni col contorno del secondo : sia (x' J') un punto 
interno a S* (9'); g* (a y) e g** ( x  y) siano le funzioni di G ~ e e s  relative id 
punto (s'y') ed ai canlpi S* (y') ed S** (y') rispettivamente: e supponiaino 
c.he s* (y') ed s** (y') siano tali che yueste funzioni g* ( x  y), g** (x y) siano 
ovunque regolari (e cioè, per quanto si è risto, chc s* ed s** non siano di 
prima specie). Io dico che gX ( a y )  6 g** (x y). 

Infatti g* ( x  y) e g** ( x  y) sono soluzioni dell'equazione (IV) 

che rispettivarnente su s*, (y') e s*, (9') e su s**",yl) e s**, (y') prendono i valori 
di 72 ,(x y;  x 'y') e sulla retta y = y' si annullano. Ora si osseni che all'in- 

C- 

terno di &+*(y1) è g** ( x y ) < h  i ( x  y ;  s'y'). Invero, descritto in S** (y') 
('2 

un piccolo seinicerchio c col centro ne1 punto (x' y'), dall' espressione di 
h , ( x  y ;  x' y') segue che il valore che questa funzione prende in un 
0- 9 

punto di c é certamente superiore al valore clie essa prende nei punti di 
se*(y') di uguale ordinata. Invece, se applichiaino il teoreina del n. 3 al- 
l'equazione (IV) noi vediamo che g**(x y) prende in quei punti valori mi- 
nori oC1 u3ua1i di yuelli che prende iiei punti di s** (y') di uguale O 111ag- 
giore ordinata: pertanto h , (x y ;  x' y') - g** ( x  y) sarà una funzione solil- 

0- 

zione di (IV) regolare in tutto il campo S** (y') esterno al seiiiicercliio c, e 
clle si annulla su s**, (gr),  SU s**~ (y') e sulln retta y = y' inentre su1 senii- 
cerchio c è positiva: onde pel teoreina del n. 3 applicato alla eyuazione (IV) 
essa sa r i  positiva o nulla in ogni punto di S** (y') esterno a c. Ma c pub 
essere preso piccolo a piacere: sarà yuindi in ogni punto di S** (y'), clirerso da 
(x' y'), h , ( x  y ;  x' y') k g** ( x  y). In particolare yuesta disiiguagliaiizü rarrà 

0- 
1 

(*) A. HARNACK, Die Grur~dlngen der Theorie des logaritmischen P o t e d i d e s ,  etc. Leipzig, 
Teiibiier, 1887. Cap. 4, pag. 116 e SR. 
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sulle curve s*, (9') ed s*, (y ' )  che per ipotesi sono interne a S** ( y ' ) ;  e poicliè 
su s*, (y') ed s*, (y') si ha h , ( x  y; z' y') = g* ( x  y),  le due funzioni g" (x y)  

On 
y** (cc y )  saranno in S* (y') soluzioni di (IV) nulle su  y = y' e tali clie su 
s*, (y') e s*, (y') la prima è maggiore od uguale alla seconda; onde sa r i  in 
tutto S* (g') : 

Y** ( x  y )  6 g* ( x  y).  . c. T. d. 

Se yuindi si considera una successione di poligoni p l ,  p ,,.. ., p ,,,... l'uno 
interno all'altro e tutti interni a S (y ' ) ,  i cui contorni al crescere di n tendano 
ad s ( j ) ,  e sinno tutti, come si pub sempre supporre, di seconda specie, e si 
costruiscono le funzioni di GREEN y ,  ( X  y ) ,  y, ( x  y) , .  .. , y,, ( X  y) , .  .. ad essi re- 
lative, pel teorema precedente si avrà 

Se osserviaino d'altro canto che le funzioni gi sono sempre positive O 

nulle, noi concludianio clie le funzioni y; ( x  y )  hanno un limite deterrninato 
e finit0 g ( x  y )  in ogni punto interno ad S (y') ,  e a questo liinile tendon0 
iinifurineiiiente in qualunque campo interno a S (y')  ; la g (a y )  rappresenta 
yuindi per il teorenia del n. 4 una soluzione dell'equaziorie (IV). 

Per mostrare che y (a 9) prende al contorno i valori assegnati, (O più 
propriainente clle yuando, essendo (x'g') un punto interno ad S ( y r ) ,  (x y )  
tende ad un punto di s ,  O di s,, g ( x y )  tende a h (xg; %'yr)) ,  si osservi intanto 4 
die, preso un punto N E  (x ,  y,) del contorno, e fissato un numero positivo E 

piccolo a piacere, si pu6 trovare un intorno di 111 cosi piccolo che in esso sia 
y ( x  y )  s h ,(x y ;  x y') - i. Invero sia Q un poligono il cui contorno passi per ,If 

O- B 

il quale contenga S (y) e yuindi anche tutti i poligoni pi; g, ( x  y )  la fun- 
zioile di GREEN ad esso relativa: sarà, qualunque sia i, g, (x y )  6 yi  ( x  y) ,  e 
quindi g, ( x  y) i g ( x  y).  Ma in A l  è g, (s, y,) = h , (a, y ,  ; z' 9'); e per la conti- 

O- 
2 

nuit; di g, ( x  y )  e di h , ( x  y ;  s ' y ' ) ,  fissato un numero E piccolo a piacere, si 
O- 

2 

pu6 sempre prendere un intorno di d i  ta1.e che in esso g Q ( x y )  r h , ( x y  ; xry') - E ;  

OF 

(pindi a più foilte ragione sarà in yuest,o intorrio g ( x  y )  t h , (x y; dg') - e. 
0- . d 
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D'altro canto, preso un purito qualunque dell'intorno niedesirno, esiste un 
poligono p,, a. cui esso è interno, ed in cui la funzione g2, (xy) è inferiore a 
h , (x y; dg') : quindi in questo punto sarà g (x y) 5 g,, (x y) 6 h , (xy; x'y'). 

O 9  "T 
Segue che, preso un î piccolo a piacere, esiste un iiitoriio di JI, tale che in tutti i 
punti (xj) di esso interni adS(yf) si ha h ,(xy; x'y')? y(xy)zh. ,(%y; x'yJ)-E. 

0- e % 
Quindi g (x y) avrà un valore limite anche in il1 e precisainente 
uguale a h (x y ;  x'y'). La g (x y) è quindi realinente la funzione G 

esso sarà 
di GREEN 

cercata. 

88. Kiprendiamo ora una questione clle al n. 14 avevatno lasciato in 
sospeso. 

La funzione definita da 

è soluzione di (I)? E prima ancora: aniinette essa le derivate priine rapporto 
ad x ed y, la derivata seconda rapporto ad x? Solo dopo avere risposto a 
queste domande potrerno dire che il teorema di esistenza per (1) è equivalente 
all'analogo teorenia per (II). 

Per studiare facilinente la funzione (1) e le sue derivate occorre pren~et- 
tere qualche considerazione sopra gli integrali 

studiare per quali valori di a e P Iianno senso, se essi sono lioiitati, ecc. 
Questo studio iloi avevanio già iniziato al n. 9; avevaino trovato in quel 

luoqo che, se 52 + a - '2 P > O, x > O, gli integrali (2) esistono; nia qui vogliaino 
trovare condizioiii meno restrittive. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



-30 B.. E. Leu i : Sz~ll'eyztrcxione del ccclore. 

Possiamo limitarci a studiare gli integrali del tipo 

Quando q~iesto esista, esisteranno pure certainente gli integrali (OL), al- 
ineno quando f (xg) sia finita O nofi abbia punti di iiifinito nell'intorno di 
(x'y') e sia integrabile ne1 caiiipo residuo. 

Per studiare l'integrale (3) occorre calcolare l'integrale escludendo da1 
campo una piccola area z contenente il punto (x'y') indi fare tendere a zero 7 
e vedere se l'integrale ha un limite. Perb quando si vogliano aiiimettere 
per cc valori negativi, occorrerà essere certi che nei punti in cui x = x', g = J' 

la funzione sia integrabile, e quindi occorrerà supporre u > - 4. 
Potreinmo limitarci al considerare l'integrale esteso ad un piccolo can~po 

contenente (x' y'); perb noi vogliaino anche trovare un  limite superiore per (3) 
quand0 S (y') è tutto contenuto ne1 semipiano delle y positive (O più gene- 
ralmente è tutto al disopra della caratteristica y = y,): prenderemo quindi, 
poichè 1 Lg (x y; x' y') 1 è senipre positiva, per S (y') il niassirno di questi 
campi, e cioè tutta la striscia compresa fra le caratteristiche y = O ed y - y'. 
Perb se consideriamo che 1 1 ~ , , ~  (x y;  dy')l  è funzione pari di (sl-x) pos- 
siamo anche seniplicemente supporre die  S(yf) sia la metà di questa striscia, 
e cioè la regione compresa tra le rette y = 0, y = y', LV = x'; il valore dell'iii- 
tegrale esteso a tutta la striscia s a r i  il doppio del valore dell'integrale esteso 
a questa regione. 

Per yuanto riguarda il campo che dovremo escludere da S (y') per poi 
passare al limite, osserveremo clie potreiiio anche per nostro coinodo attri- 
buirgli una forma arbitrariamente determinata: infatti, ove per una tale fornia 
esista un limite, questo esisterà per qualunyue altra forma del campo, ed avrà 
il valore trovato per quella, poichè 1 h,p (xy; x' y') / è sempre positivo. E 
percib potreino prendere per tale campo quello conipreso fra le rette x = x', 
y = g', y = 9' - G; e fare poi tendere a zero la G. Avremo quindi da calcolare 

e da trovarne il limite per G = O. Poniamo: 

(x' - 
P =  q = y' ---y; 

4 (Y'- y) 
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tale cambialnent0 di variabili s a r i  regolare ogni volta che ne1 campo di in- 
tegrazione non è compreso alcun puiito per cui y'= ÿ. Quindi avreino : 

Ahbianio cosi spezzato il nostro integrale ilel prodotto di due 
primo esisterà certainente i n  virtù dell'ipotesi a + 1 >O; anzi esso è un iii- 
tegrale Euleriano 

Quanto al secondo esso esisterà per ogni valore di G diverso. da zero 
cjualunque siano a e p, ed avrà per a = O  un limite finito tosto clie sia 
a + l - B p  

B  
> - 1 ossia 3 + r - 2 P > O. Deduciaino quindi che condizione 

r~ecessaria e sufficiente affincllé l'iritegrale (5) abbia seriso è clle a>- 1 
3 + ~ - S f i > O .  

Ma di più, se ponialno 3 + a - B/3 = 8 ed osserviaino che 

e ricordiamo le osserva.zioni fatte sopra, otterreino che, yualunque sia il 
campo S (y'), si ha la disuguaglianza 

E si potrà quindi conchiudere : 
L'integrale (3), e con esso gli integrali (81, hanrzo senso d o r a  ed nllora 

soltauztoche a + i > O  e 3 + a - B E > O .  S e  si pone 3 + x B P = 8 ,  Z'inte- 
grale (3) esteso nd un qualunque campo posto al disotto della rettn y = y' nel 
semipiano delle y positive (oppure pi& ge?ôerabzente a l  disopra della retta 
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y = y,) soddisfa alla limita-' &zone 

d - 
(oppure 6 L,p (y' - y,) 9 doue 

Ci importa perb pel seguito aggiungere un'osservazione, per il cas0 che 
si abbia a considerare un integrale (8) in cui  f (x y) soddisfaccin a d  una li- 
rwitazione della forma 

N essendo una costante finita e y >- 1. Sarà d o r a  

e con la trasformazione (4) 

E quindi infine, poicliè B 1 avremo la note- 

vole forwula : 
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dove L& è una costante diperdente solta,nto da cr e p: 

Ossereaaione 1. Il teoreina. precedente si presta a varie generalizzazioni. 
Anzitutto supponianto che invece di due sole variabili x ed y si abbiano n + 1 
variabili x ,  z, . . . x,, y : e posto (a, - x',)" (x, - x',)" . . + ((x - x1 I I ,  )" rr?, 
si consideri La funzione 

e l'integrale 

S (y') indicando un campo ad n f 1 dinlensioni compreso fra gli iperpiani 
y = y '  ed y = O :  si avrà allora che quando u+I>O,  c c + n + 8 - B & > 0 ,  
ed allora soltanto, l'integrale (1 1 )  esiste. Basta invero riferire lo spazio al nuovo 
sistenia di coordinate che si ottiene non niutando la coordinats y e pren- 
dendo nell' iperpiano y = O le coordinate polari invece delle cartesiane 
x, x, . . . x,,. L'eleiriento di volume del nostro spazio sarà allora rappresentato 
da p"-' d p d w d y, - dove d o indica l'eleinento della iperafern di raggio 1 
nello spazio di lz dimensioni. E sarà 

onde si deduce imtnediataniente il nostro enunciato. E similinente si pufi os- 
servare che, posto u + n + 9 - "L = 8 eesiuterà. ulz nuntero LfEp dipendente solo 
da a e p e da n tale che 

E se la funzione f (a, x, . . . x,, y) soddisfa ad una linîitnzione della forma 
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dove N è una costante finita e y +  1 >O, si ha 

Osservazione II. Analoghi risultati si hanno yuando in hogo  di hop (x y; x' y') 
si considerino funzioni analoghe : per es. : uns funzione 

- y 1 
I essendo >O. Infatti posto y = , si ha h$ (x y ;  x' y') = h a g  (E G; a';). 

A 'As 

Onde l'asserto. 

23. Preinesse queste considerazioni non é dificile studiare le derivate 
delle funzioni (1) 

Iiitaiito, se osserviatno che 

a 1 
-,h (%y; X*ZJ ' )=- -  h (xy; x'y'), 
a x  OT OL .i3 Z 

e clle per il teorema precedente, quantlo f (x y) é tinitn nell' intorno del puuto 
(x y) = (a' y'), ha senso ed é finito 

. . 
l'integrale 

%'Y? f i ~ ~ ) d x d y  

e converge uniforlneiiîente pei vnrii valori di s , deduciaino immediataineiite (*) 

(*) Se f (XY; p )  e cp ( x  y; p) sono due fuiizioni dipeodeiiti da un paraiiietro p e tali che 
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che esiste la derivata di (1) rapport0 ad cd 'e che è data da 

- Y" -1)' , ( x y ;  $y') f(zy) d z d y .  a xp i- * < l x -  .gr, 9 , 

Meno sernplice è 10 studio delle derivate a ' ') , a' Suppoc a Y' a zfz 
rem0 per queste che f (x y) abbia in un intorno r del punto ( x f  y') rapporti 
incrementali finiti, od almeno che esistano dei nurneri positivi N, ed cc tali 

che, se (ay) è un punto di r, si abbia 

a - 
quindi anche 1 ,  f (X Y) - (s'y') / < N dove N 5 2 ' NI (*). Indiehereino 

x'-xla+l y ' - y l "  
con i (y,) la parte di 7 posta al disotto della caratteristica y =y,. 

Coininciamo da1 caso più seinplice in cui f (x y) è una qualunque co- 
stante, ad es. I'unità, 

La funzione + (IL: y) = me + y  soddisfa all'ecpazione 

e converge uniformemente per i varii valori di p si ha notorianiente 

E quindi esiste la derivata dell'integrale jjt(xy; p)dxdy ed è data da f (zy; p) d x  <ly. 
c II C 

(*) Basta osservare che, se a e b  sono positivi, ed a è qualunque > O ,  s i  ha  seiiipre 
(n + b)a < 8a (w + bu). hvero  sia ad es. a 2 b ; sarà 

\ 

Quindi sarà pure 

( I + $ ) ~ < U ~ ( I + ( ; ~ )  e (n+ b )a<sa faa+ba ) .  c. v. d. 

&mla di  Matematiea, Serie III, Tomo XIV. 32 
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quindi applicando al càmpo S (y') la (7 ) ,  del n. 10 otterremo 

x'- x 
g(y' - Y )  ] d y + ( x 2 - l - g ) d x ' -  I 

1  1  " "  
(16) 

-- h , ( $ y ;  x ' y 1 ) d x d y = x  ( x ' ~ ' ) - -  
a JG -J'S ET 

( x y ;  x l y ' ) d x d y ;  
Sb') 

x (a' y') indicando una funzione regolare colle sue derivate ali'interno di S (y'), 
soluzione di (II). Si avrii quindi che in questo caso particolare esiste la de- 
rivata di ( 1 )  rapport0 ad x', e precisainente è 

Quando f ( x  y )  non sia costante si ponga ci, (rr: y) = f (x  y) .- f (x' y'); per 
le nostre ipotesi si avrà in 7 : 1 7 (x y)  1 < N [ x' - x l a  + y' - y  la]. Per (16) 
si potrà scrivere, ponendo f (a' y') = f ' ,  

1 
i(x1~1)=-25G [ j h a- , ( % Y ;  xw \ p ( ~ ~ ) d ~ d y - f ' ~ ( x ' J ) + f ' ( ~ " - f ~ ' ) .  (17) 

- Y 

Gli ultimi due termini di (17)  aniinettono 'evidentemente derivata rap- 
porto ad y' poichè l'ammettono II ( s ' y ' )  ed x" + y', ed f' è costante. Non 
rimane che ad esaminare il primo termine. Si ha, ricordando il significato 
sopra assegnato a ed a r ( y , )  

iim 1 [ S J  h , ( xy ;  x ' y l + ~ y l ) p ( x y ) d x d y -  
&=O A y 0- 

S(y'+dgl) 2 

h , ( % y ;  x ' y ' t ~  y ' ) y ( x y ) d x d y -  
Si gf+dgt ) -.r(gp+dg') 
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È facile esaminare le singole I di (18). Osservando che 18 , (x y ;  x'y') e . * 0- 
-. . - 2 

la sua derivata rapporto ad y' 

sono regolari in tutto S (g') -7 (y'), e che per x = d, y -1; y' è h , (x y; x' y') = O 
O- 
I 

si ottiene 

Al10 stess'o modo per (19) e per l'ipotesi fatta su ? (x y) quando (x y) è 
in T, per il teorema precedente l'integrale . .  

esiste ed è uniformemente convergente per tutti i valori di 55 y': invero 
esso è inferiore a 
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1 
Infine devesi studiare liin --, I, . Si h a  facilinente 

A g k O  A y 

Invero si ricordi 'la solita condizione cui soddisfa y (x y); si avrà 

Ora si ricordi clle 7 (yf  + A  y') - : (y') è interno ad una striscia di al- 
tezza 4 9' e da1 teorema del n. 22 si  avrà 

ï .ï 1+ -- 
h i ( % ~ ;  x'y') d x d y s L 1 ( h y ' )  - 

W + 4 ' ) - z ( u ' i  "2 

E ancora facendo la sostituzione y = y'-8, per la (9) del n. 29 si lia 

Onde infine 

L < IV ( L  , + L(]) ,  ( A  $')a (A +, 
a z  0- 

2 

e di qui segue la (28). 
" 1 

Riassuinendo quindi ddle formole (17) (18) (80) (81) (22) otteniailio che 
esiste la derivata di z (x'g') rapport0 ad f, ed è data dalla fornlula 

Analoganlente si trova 
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E da (58) (24) si  deduce evidentemente che la funsione z (x'y') definitn 
d4t (l), quando la fu~sione f (X y )  sis integrabile ifi S(yf),  finitcc nell'intorwo 
di (%'yr)  e tale che esistano due nu~v~eri po'itivi cr e N p e r  modo che in  questo 
intorno 

amrizette l e  d m  derivate prime e la derivata seconda rapporta ad x; e soddisfcl 
all'equazione 

a 2 a  3~ 
a 2 

, ,. = f (.' y). 

Onde ormai si pub dire che abbiamo diwostrato il teorema di  esistenxn 
anche per l'equazione (1). 

9s. In una mia Nota (*) ho rnostrato che le soluzioni deli'equazione {II) 
sono sempre funzioni analitiche della variabile x, e cioè della coordina& 
che varia su ogni caratteristica. Vogliarno ora dimostrare un teorema ana- 
Iogo per le soluzioni della equazione (1) : 

la fmlezwne f (a y )  é, nell'intorno dei punto x, y,, funzione analitica della un- 
riab* s, agni ;iooluzione a dell'equaaione (1) finita e continua én~eww colle 

a z  a 2  a e z  szce derivate - , - -, è nell'intorno medesin~o funzione analitica della a~ a y  axz 
variabile x. 

Per dimostrare tale proposizione si applichi alla funzione z la formula (7), 
del n. 10 prendendo quale campo S un campo qualunque contenente (x, y,) 
in cui siano soddisfatte le condizioni enunciate sopra per le derivate e per 
la funzione f (x y) : in virtù del teorema relativo all'equazione (II) che 110 

(*) E. E. LEW, Sul pmblema di  Cawhpl. (Rendieoiiti della R. Accadeniia dei Lincei l(307 
3.e semestre) Cfr. pure E. HOLMGREN, Om Chuchys probkm etc. (Arkiv for Matematik etc. 
Vol. II (1906)). 
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richiamato più sopra, risulterà che. gli integrali curvilinei che compaiono 
nella (7), del n. 10 sono funzioni analitiche di x : onde basterà dimostrare 
l'analiticità rispetto ad x' della funzione 

Questa formula definisce la z (x' y') per (x' y') reali, ma perde senso 
quando ad x' si,diano valori coinplessi. Invero studiamo h , (x y; x'y') per i 

0- 
2 .  - 

-valori complessi di x'- x quando y' - y resti reale. Si ponga x = 2 t iz, 
e rappresentino le variabili G, g, y le coordinate in uno spazio a 3 dimen- 

sioni: direnio in esso piano reale quello in cui ;= O. Fissato x' y', la fun- 
zione h , (% y; x'y') sarà analitica regolare in tutti i punti in cui y < y' e 

0- 
2 

sarà singolare sopra tutto il piano y = y': ma, mentre quando ci si avvkina 
per valori di y (y' ad un punto del piano y =y' determinato da un valore 

- 
di x = z + i Z  per cui Iz-x' > 1 ; - ; ' 1 ,  ?i (xy; x'y') tende a zero, 

O 2  

quando iiivece ci si avvicina ad un punto x del piano y = y' per cui 
- - - - 

1 x - %' 1 r 1 Z- 2 / il modulo di h , (x y; x' y') cresce all'infinito ; ed anzi se 
O 2  

nella precedente condizioile vale precisainente il segno di disuguaglianza noi 
siaino sicuri che questo iiiodulo cresce più rapidainente di qualunyue po- 
tenza dell'inversa della distanza dei punti x'y' ed x y. 

Risulta di qui evidente perchè il precedente integrale non ha senso per 
valori complessi di x': invero il campo S (y') essendo su1 piano reale si avrà 

su  esso = O, e, tosto che Ir;' -11 O in S (y') vi saranno certamente valori di a 

tali +e 1 - 2 < 1 2 1; e yuindi h , (a y; x' y') non sarà integrabile ne1 

campo S (y'). 
Tuttavia pub avere senso la domanda : la funzione definita da (1) per va- 

lori reali di x' è a n a l i t i c a h  se si, quali sono i suoi valori per s' coiii- 
plessa? È ci6 clle noi rogliamo ora esanlinare (*). 

(*) II metodo che seguireino è siiiiile a quello che ho teriiito ilel diiiiostrare il teorema 
analogo per le soluzioiii delle eqiiazioiii ellittiche iiella Memoria: Sulle equaeioni lineari totcck 
methte ellittiehe alle ~Zerivnte parziali, § II (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 1907, 
toino XXIV). Cfr. anche una Nota collo stesso titolo pubblicata nei Relzdieolzti della R. Aec. 
dei Limei, 8." semestre 1907. 
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525.. s i  osservi anzitutto che p o s s k r n ~  supporre di assegnare ad S (y') 
forma e diinensioni arbitrarie ; cos1 ad esempio possiaino supporre che S (y') 
sia un semicerchio con centro sulla y = y' e posto tutto al disotto della ca- 
ratteristica y =y': per semplicità supporremo, facendo, ove occorra, una 
traslazione di assi, che esso abbia il centro ne1 punto (O y') e abbia per 
raggio R: coritando su yuesto l'arco S partire da1 punto in cui il seini- 
cerchio incontra la semiretta y = y' contenente valori positivi di x', le coordi- 
nate dei punti della semicirconferenza saranno date da R cos 5, 9" - R sen S. 
Volendo studiare (1) quando x1 varia, ma y' ha un valore fisso, possialno 
senz'altro indicare S (9') con S. 

Supponiamo inoltre che- f (xj) sia furizione analitica regolare di x in 
tutto un  campo complesso s contenente ne1 suo interno il campo S del piano 
reale : sia M il suo massinlo valore assoluto in ç. 

Infine indichiamo con P, (y< 1) quella parte del piano y = y' in cui 

1 r y  1 R- 12 1. Preso un  qualunque punto di P, 10 si unisca coi punti del 
contorno d i  S: supporrerno che tutti i punti dei segmenti rettilinei cosi ot- 
tenuti siano in z: : e cih s a r i  sempre possibile se si restringe suficienternente 
il campo S impiccolen.do R. Indicheremo con P il campo soinma di tutti i 
campi P, (corrispondenti ai varii valori di y) : è questo un insieine di punti 
non chiuso. 

Ci6 posto, ricorriamo alla definizione medesiina. dell'integrale (1). Si 
escluda da1 campo S il punto (xl y') mediante un intorno 7 ,  (x') che divenga 
infinitesilno con E : sarà per definizione 

x (x' 9') = lim Xr (x' y') ; 
&dl 

(9) 

< ,  
dove abbiaino posto S, (x') = S - re (x'). Supporreino che r ,  (x') sia la figura 
omotetica di S con centro di omotetia in (x'y') e rapport0 di omotetia S. 

Comincia.mo dallo studiare z, (x' y') considerata quale funzione di x' per 
valori reali di x' in quanto è definita da (3). Essa dipende da x' in quanto 
ne dipende i'integrando ed in quanto ne dipende il campo di integrazione: 
per facilitarne 10 studio introduciamo due nuove invariabili S e p tali clle 
il campo di integrazione variabile si rappresenti sopra un campo fisso. Percih 
preso un punto (%'y') attribuiaino ai punti (xy) che sono su uno stesso 
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raggio per (x'y') la stessa coordinata 9 del punto in cui il raggio incontra 
il contorno semicircolare di S :  e su  ogni raggio prendiamo corne coordinata p 
quel valore che si ottiene interpolando linearmente su1 raggio inedesiino per 
niodo che al punto (x y) (x' y') corrisponda il valore p = O, al  punto in cui 
il raggio incontra il contorno di S corrisponda p = 1. Le formule di trasfor- 
mazione saranno 

ed il campo Sa sarà rappresentato ne1 piano in cui p e 3 sono. coordinate 
polari, nella semicorona circolare k ,  coinpresa fra i due archi di raggio E ed 
1 in cui 4 va da O a z, ed il campo S sarà rappresentato ne1 semicerehio k 
di raggio 1 in cui 3 va da O e n. E si avrà 

dove per (x y) devonsi iiitendere i valori dati da (4). 
La funzione sotto il segno integrale dipende da x' y', p e 4; ove per ogni 

valore di p e 4 in k,  e per il valore prefissato di y' essa fosse funzione 
analitica di x', anche se (x'y') sarehbe funzione ana.litica di a'. Ma ci6 non è 
poichè nei punti in cui 4 = O  O 4 = .ie e quindi y = g', noi sappiaino che 
h , (xy; x'y') non è analitica in x'. Ma si osservi che chiamando k,, quel 

0- 
2 

settore della corona circolare k,  il quaIe è compreso fra i raggi di anoinaIia n 
e a - 4, e ponendo 

si ha 
BE (x' y') = lin1 zS., (x'p'), z (x'y') = lim lin1 ZS-, (d y'). 

'@ E=O q=O 
(7) 

Se osserviaino clle l'integrando dell' integrale (6) è per ogni valore fisso 
di p, 4 in k,,  funzione analitica di x' nell'intorno di un qualunque punto 
reale (x'y'), ottenianio evidentemente d ie  se, (x'yl') è funzione analitica dix'. 
E per (7) risulterà clie per valori reali di x', a, (d y') e z (x' y') sono limiti di 
uiia successione di funzioni analiticlie x, ,  (%'y1); onde sarà dimostrato che 
anche (peste furizioni sono nnaliticlie nell'intorno di un punto (x' y') appena 
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si provi che la successione delle x,,  (x'y') converge uniformemente nell'in- 
torno (coinplesso) del punto medesirno. Cerchiamo a ta1 fine di deterniinare 
il valore di zo, (x'y') per valori coinplessi di x'. 

Si consideri la superficie conica projettante da (x'y') i punti di S per 
cui 4 è coiripreso fra .fi e x - n ; quando in (4) si . dànno valori cornplessi 
ad a' il campo R,, viene rappresentato, nelle variabili (x y) da quei punti che 
si trovano su questa superficie conica tra. il contorno di S e la curva omo- 
tetica a questo con centro di oniotetia in (x' y') e rapport0 di oinotetia = E: 

chiaineremo questo campo r,, (x' y'). Siccome esso è forinato da punti in cui 
y=1= y', h , (x y; X' y') sarà seiiîpre funzione analitica regolare sia di x: che 

0- 
2 

di x': O in altri terniini, quando p e 4 sono fissi in kg,, 18 , (x y; x'y') sarà 
a- 

2 

sempre funzione analitica regolare di x'. Di più, se x' y' è in X, anche tutti i 
punti (a y) di r,, (s'y') sono in n e quindi la funzione f (x; y) è analitica re- 
golare in x e in quei punti: anche qui possiamo dire che fissati p e 3 in k,, 
sarà f (z y) funzione analitica regolare di x'. Quindi la funzione z,, (x' y') è 
analitica regolai-e di x' finchè (x'y') è in x; essa è data anche per valori coin- 
plessi dalla (6): possiamo anche dire, introducendo nuovatnente le variabili x 
ed y, clle essa è data da 

Esrl (xr y!) = JJ hl(xy;x1y1)f(xy)d2:dg. 
0- 

(8) 
rtq(3cfu') 

Si prenda ora un numero G arbitrariamente piccolo, e, fissato y, si .sup- 
ponga clie il purito (s'y') sia in un canipo interno a P7 in cui si ahbia 
R - 1 x' / > G: vogliaino mostrare che in tale campo z,, (x' y') tende unifor- 
niemente ad un limite. Infatti sia 7 ,  un nuinero positivo tale che y +y, < 1 ; 
noi potreino trovare un angolo H tale che qualido 4 è senipre fra O ed 1-i 

O fra ÏC - FI e ÏC si abbia 1 121 - R 1 cos 2 > (y + y,) [R - I&'I]. Consideriaino 
allora la differenza x,, - a,,,, suppoiiendo clie sia s' < E, T,'< ïi < H.  Arreino : 

-- q+,, R - X' COS 2 f(xg)pdpdS ' 
E' H 

J R  ? sen 5 

& Ii  E n-q 1 q 1 z-1111 (9) 
rr9f-y, R - X' COS 4 I 

4~ p sen 4 f ( W ) ? G J d > (  
E' q E' 7c-H &' q' E' n-)l 

Arcnali di Matematica, Serie I I I ,  Toiiio XIV. 33 
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Si osservi ora che, per la lirnitazione cui è soggetto 121 in P7, 
/ R - x' cos 3 1 < J2 (1 + y') R < < BR, e quindi cpando 4 varia tra H e z - II 

R-X'COSS 
si lia 

2 V R  < ---- . Inoltre, se con 3 (cr) indichiamo la parte reale 1 J R p s e n 5  1 \ipsenI3 . . - - 
(d - x y  - (2 ' - R cos ,), 

di cr, si ha per questi valori di 4: 8 )=' 4 R s e n S  .< 
- - 
X' p y 2  [R-[$Il2 p-{('a2 

< ? 4 R s e n ~  < 4 R s e i i S  j C 4 ~ s e i i t i  
Quindi, ricordando che la fun- 

zione f (x y) è in rnodulo < JI, si avrà intanto per il primo integrale 

Quando poi 4 è minore di Id O inaggiore di s - H si avrà, rammentando 

che id-RCOSSI)/ 121 -iiIc,os5,O I > ( y + y , j ( ~ - x ' l )  
- 

(x' - x) )=- -(Zr - R cos 4)' - $12 Y: [R - 1 2 11: Y; a" 
P (- &(yr-y) 4 R s e n  5 <-P 4 R sen 5 ' 

Quindi si avrà in yuesto caso 

(d-x)? 
t(Ul-U) R - X' COS 3 1 e-- - f ( ~ ~ ) p < ~ q i ( ~  e 

d~ sen 5 sen S 
1 -- 
2 1 Ma il massirno valore assoluto di e-"'x% è è - quindi avenio - \l3 GC 

ancora 
(zr-a)? 1 

R - X' COS 9 1 e-- \/8~31 -z BRICI 
e <-a 

i ( ~  p sen S Y1 a 

Sostituendo quindi ne1 secondo gruppo degli integrali di (9) cottei.reirio 
che la loro somma è inferiore a 
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E yuindi da (9) (10) (11) cledurrenlo che fincliè (x'y') è in cjuella p u t e  

di P, in cui è R - / X' 1 > G, si lia 

1 ZE, - ZE,,, 1 < A  (E - E') + B tfi - r i 1 ) ,  

A e B essendo due nurrieri finiti dipendenti soltanto da G e da y. In quella 
regione a,, (x'g') tende quindi uniformemente al suo limite z (x'g'): quindi 
z (a' y') sarà funzione regolare analitica di x' in tutti i punti della regione 
medesima. Siccoirie y e o sono arbitrarii potremo yuindi anche conchiudere 
che uzeile ipotesi fatte la funzione z (x' y') defi~zitn da ( 1 )  per valori reali d i  x' 
rappresenta una funzione analitica regolare di x' nell'intorno di zm qualunque 
punto interno a P. 

E se ricorriamo alla formula (8) e passiamo al limite per E ed .fi ten- 
denti a zero noi 
nei punti interni 

potremo ancora dire che la funzione a (x' 3') è rappresentata 
a P dali'integrale 

1' (x' y') indicando la superficie conica che projetta da (x' y') il contorno d i  S (*). 

86. In questo ultiino paragrafo voglianio breveinente indicare le modifi- 
cazioni che richiedono i ragionamenti precedenti quando si supponga che le 
variabili siano più di 8, e che in luogo delle (1) e (II) si abbiano le equazioni 

Supporremo per semplicità n = 8: nessun'altra complicazione fuori che 
nella notazione porterebbe il trattare il caso generale. Indicheretno con s 

(*) È chiaro corne queste colisiderazioni permettono di estendere la formula di GREEN 
del $ 3 ai valori complessi della variabile m. 
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uiia superficie tutta al finito (*), posta ne1 seniispazio delle y positive. Sup- 
porreino clie ogni piano caratteristico y=yf per cui O r  y r  y, liiiiiti in- 
sieiiie con s uria porzione fitlita di spazio clie indicheremo con 8 (y') posta 
tuttü al disotto del piano caratteristico nledesiino : indichereino con s (y') la 
porzione di s che si trova a1 disotto cli y =y', con c (y') la linea in cui s 
s e p  y = gr, e cori p (y3 l'area racchiusa d a  c (y'). Supporremo infine clie s (y') 
abbia piano tangente detern~inato inobile coi1 contiiiuità al  variare del punto 
di contatto fatta al più eccezione per alcune linee O punti eccezionali e sod- 
disfaccia inoltre a yualche minore coiidizione che porretno più tardi ne1 corso 
della discussione: c (9') avrà anche essa tangente nei punti generici: cliiaine- 
reino n la direzione della normale alla curva c (y') in un suo punto arbitrario 
volta verso l'interno di p (y'). 

E ci proporreino di invertire la proposizione del n. fi e di mostrare che, 
assegrtata ad arbitrio unn fun.zione filhita e continua del yzanto d i  s, esiste i n  S 
? c m  solmmione di ( I I I )  (ed una di (V))  ln quale prende su s i vnlori nssegnnti. 

Incaniinciamo coll'estendere la formula di GREEN e le considerazioni del 
3: vedreino per ta1 via yuali ipotesi converiga aggiungere sulla iiatura del 

contorno. Si consideri l'eyuazione aggiuiita di (V) 

Se v (x, x ,  y )  è una soluzione di (VI) e a ( x ,  x, y) uiia di (111) ed entrainbe 
suno finite e continue in S (y') e su s (9') otteri'emo faciltnente, ricorclando 
clie su 1) (y') è d y  = O ,  la seguente formula analoga alla (1) del S 3:  

(*) Potrenimo anche supporre che S ed s ilon siano tutte al finito: ma che, restanclo seinpre 
in ~ ino  stato coinpreso fra i piani caratteristici y = O  ed y = y,, si estendano anche ali'infi- 
nito. Otterrenio cosi I'aiialogo dei eampi di terza specie: ma al  modo stesso che quelli non 
presentstrono negli studii precedenti difficoltà loro proprie e sempre si poterono far rientrare 
con assai seniplici considerazioiii ne1 tipo dei cainpi ordinari, cosi avverrà iii questo luogo: 
onde noi in  quanto segue non shremo a distinguere questo cas0 e sottintenderemo p e s t a  
possibile esteiisione. 
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ne1 primo integrnle del seconclo nieinbro ' d  c indica l'eleinento d'arco della 
curva c ( y )  percorsa ne1 verso positivo rapport0 a p (y): ed analogan~ente 
ne1 secondo integrale devesi intendere che la faccia positiva del piano tan- 
gente sia volta verso. l'interno di S. 

Applichiamo yuesta formula al campo S (y' - E) prendendo yuale fun- 
zione v (x, x, y) la 

- (a,-x',)"+(,+;-E'J~ 
ho, (x, x, y ;  x', x', J ' )  = e 

1 w - 9 )  

Y ' - $  

e facendo poi tendere a zero la E. Noi otterreino in modo analogo a quant0 
si vide ne1 n .  10 

+J J ho1 (ml ~2 y ;  2'1 x'n xi d xz + 
Y') 

poichè, gli integrali del secondo membro hanno senso almeno finchè il putlto 
(x', x', y') è iu~terno od esterno a p (y') (*). Prima di procedere a cercare il 
limite del primo niembro della formula precedente, si osservi che il se- 
condo membro si pu6 scrirere più setnplicemente: si noti invero clie 
ho, (xi x2 y ;  CE', xtz y') dipende da x, e m2 solo in quanto ne dipende da 

e clie y è indipendente dalla variabile n, talchè si ha 

(*) lnvero si ha che esiste l'ultimo integrale di (3) ed è finito e contiiiuo in tutto Io 
spazio, poichè essendo a = O ,  = 1, ta = 1 sarà a + lz + '2- '2 = '2 > C (di.. n. 83): e gli 
integrali di superficie che coinpaioiio in (3) esistoiio pure, perche quando (zl xr, y) 6 distante 
da (s', x; y') i'integrando è sempre finito. 
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A 
c~uando con r .n si indichi l'angolo della direzione positiva della normale a c (y) 
col raggio vettore (x', x',) + (x, x,). 

Quindi la (3) si pub scrivere: 
).! 

1 -Li 
z(x, x, y'-a)- e da,  d z ,  = 

E 

Esaininianîo ora il primo meinbro di (4) (O di (3)). Procederen10 ne1 modo 
seguente (*). Presa la funzione i! (x, x, y) clle per le nostre ipotesi è definita 
in p (y), la estendererno in tutti i punti del piano caratteristico ponendo nei 
punti fuori di p (y), x (x, x, y) = O: essa avrà cosi una discontinuità solo su c (y) 
Ci6 posto introduciamo ne1 piano y= yf -E le coordinate polari r e 5 di 
centro in (x', x',) e asse polare parallelo ali'asse delle x,; e si ponga 

Sarè 7: (r y' - e )  una funzione seinpre finita di r ed y' - S .  

Si avrà allora 

ossia facendo il cambiainento di variabile r2 = 4 E X" 

(*) Cfr. RIEMANN-WEBER, Partielle Diffe~-e~~ticclgleichut~gev~, Vol. 2, 5 50. 
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Se noi supponiamo che esista il lim !: (2 X \j< y' - E) per E = O e sia in- 
dipendente da 'h ed uniformemente convergente c~uaiido A 6 conipreso in un 
qualsiasi intervallo \ , . . . A, interrio all'intervallo O .  . . ao, e poniamo 

Z (yf) = lin1 (9 1 ii, g' - E), 
e=0 

si avrà da (G) 

Cerchia~iîo quindi il limite (7). Se il punto (s', x', y3 è interno a p (y') 
per la supposta continuità di z (x, x, y) si a d  che Z(yl) esiste e clle è 

(7h z (y') = 2 7c z (x', xf, y') (**). 

(*) Invero sia m il inassirno valore di b (r y' - e) e quindi anche di Z (y'). Ricordiamo che 

1 
e-l 'A d A =  -; fissato un numero a piccolo a piacere si  potrà prendere A, tanto piccolo 

2 
O 

e A, tauto grande che 

Fissati cosi A, ed, ,  si prenda un iiumero r taiito piccolo che, per l compreso tra A, e A,, sia 

1 5 (9 2 6, y' - a) - Z(y') I < 5, - e ci6 potrà farsi per la supposta uniforme convergenza del 
limite (7), -; si avrà 

Donde la (8). 
(**) Infatti fissato uii 8 arbitrariamente piccolo, possiamo trovare un intorno 1 di (z', x', y') 

cosi piccolo che l'oscillazione di z in esso sia inferiore a 8. Fissato poi A, arbitrariainente 

grande, potremo trovare un c, cosi piccolo che per a < 8, , e O L l e A, il punto (3c; + 2 l fi cos 9, 
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Se il punto (x', x", y') è esterno a p (y ' )  si avrà similmerite 

(7)2 Z (y') = o. 
Quindi intanto da (4) (5 )  (y), (7), si ottiene 

( 9 )  1 4 ;2 s (x', X', 9') 
d o d y - z d x ,  d x ,  1 + 

(9)2 O 
I 

La prima di queste vale quando (x', x', y') è interno, la seconda quando 
è esterno a p (y'). 

Se il punto (x', x', y') è su c (y') ,  e cioè se è un punto di s, tali conclu- 
sioni non sono valide e noi ancora non conosciamo nè se esiste il limite 
del prirn.0 membro di (4), nè se lianno senso gli integrali del secondo membro, 
e se rappresentano il limite degli integrali analoghi estesi a s (y f -&) ,  S (yv- E ) .  

Dobbiaino yuindi esaniinare ineglio i due ineinbri di (4). 
Inconiinciando da1 primo, basterà per i ragionamenti precedenti esaini- 

nare il limite (7). Se noi supponiamo clie la superficie s abbia in un intorno 
di (x', x', y') piano tangente non mai parallelo al piano y = O e mobile con 
continuità nell'intorno del punto inedesiino, si avrà 

lim ( (2 A dE , 9' - i) = Z (y') = 7i z (dl x'~ 3') (*) ; 
d 

- . ( 7 ) 3  

. . 
d, + BA \/T seil 3, y'- i) sia iii r. Allora da  (5) si ha per lali valori di 1 e di r 

Donde segue che vale la formula (i), : e chi  la coiivergeiiza è iiiiiforine pei valori di  A coiii- * 

presi fra O e un iiuiiiero A, grande a piacere. Iii modo analogo si diniostra la (71,. 
(") Iiifatti in  rirtii dell'ipotesi fatta relativaiiieïite al piano tangente, la distaiiza del 

punt0 (x '~ y' - 8 )  da c(l/' -r) i: dell'ordiiie iiifiiiitesimale di s; onde l'ampiezza y, dell 'am 
del c~rchio  di ceiitro (x', x', y' r )  e r;iggio 2 A 4 -  per O < A ,  L A 6 A, < oo - ed interno 
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e qiiesto liiiiite converger& uniformemente rispetto ai  valori di h coinpresi 
in un qunlsiasi intervallo A l  . . . \, ilqterno all'intervallo O . .  . m. Onde intaiito 
risulta cosi clle in questa ipotesi esiste ed è iioto il priino i i i~mbro di (4). 

Resta ora da studiare il secondo ineiiiljro di (4). A tale scopo soiio ne- 
cessarie alcune coiisiderazioni sugli integrali clie in esso compaioi-io, e su 
cui mi pare opportune soffermarini alqiianto poic,hè si presenterxnno ancora 
ne1 seguito. 

87. Considerianio la superfice s e, confornie alle ipotesi già fatte nel- 
l'ultime deduzioni del n. precedente, supponiaino clie ln superficie conside- 
rata, ahneno in un  conveniente campo a contenente il punto clie stuclianio, non 
sia tangente a nessun piano caratteristico : esisterh allora un valore miiiinio 
dell'angolo clie la normale alla superficie fa coll'asse delle y :  lo cliiame- 
reino o. Per inaggiore coinodità supporreino inoltie clie la superficie am- 
inetta entïarnbe le curvature e queste siano finite e continue (*). Presi allora 
due punti qualulique JI, r (x':) x';) y(')) ed ïiF2 r (x';) x';) y'')) della superficie e 

A 
detta p"" la loro distanza, si indichi con (p""v"') l'angolo della normale v"' 
alla superficie ne1 punto Ml e della congiungente 211, JI2: esisterà un nuinero 

a p (y' a )  differisce da di un.L quaiitità che ha l'ordine iiifiuitesimale di \/;; cosiccht: 
scelti ad arbitrio A, e 4 e fissato uii nuinero o arbitrariainente piccolo, si potrk trovare un cl 

tale che per e < c l ,  sia 1 ye - z 1 < o. Si osservi poi che z (x, x, y) è continua in ogui in- 
toriio di  (x; xf2y1) interno a S: s i  potri prendere un iiitorno r di (x', x', y') interno a S tniito 
piccolo clie in esvo la oscillazioiie di s sia iiiferiore a o: e si iiilpicciolisca, se occorre i ,  per 
modo che per E < z lr  AI L 1 s A* oltre ad essere soddisfatta la preceden te coiidizioiie, si alhia 

che i punti (x; + 2 ~\18cos4,  xr2 +%l\IYsen 4, y' - r )  che sono iiiterni a S siailo iiiteriii a i : 
si nvrà allora 

Onde ln forniula (7), resta diinostrata: e in pari teiiipo l'uiiifornie cünvergeuza al liiiiite 
pei valori di A tali che A, L 1 6 A2. SP il piano y = y' è taligerite la superficie si rede facilineiite 

. 

che la (ï), pub essere sostituita dalle formule piil varie e che in generale il limite (7) non 
ha uii valore uniw pei varii valori di 1. 

(*) Queste ipotesi sono oerko S O V P & ~ M I ~ E ~ ~ ~ ~  : tuttavia n ~ n  entiereino qui iii inappiori 
discussioni le qunli non fnrebbero che distrarci dallo scopo del preseiite laroro. 
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finito N tale clle sia sempre 

In queste ipotesi potrem6 scegliere siilla superficie s, almeno per quanto 
riguarda il campo 6, un sistema di coordinate ciirvilitiee foriiiato dalle 
y=cost. e dalle loro trajettorie ortogonali che prenderenio colne linee 
u = cost. : in virtù dell'ipotesi che il piano tangente alla superficie non sia 
niai un piano y = cost. tale sistenia. di coordinate sarà. regolare: e si potrà 
scegliere ln u per inodo clle iiidicate con (dl) y'')), ( U ( ~ ) I / ' ~ ) )  le coordinate dei 

punti Al, ed A t ,  sulla superficie e posto r(Ie) = J(x(:' - x';')" (x';' -- di')' 
risultiilo sodclisfatte le liinitazioni 

v ,  p.,, v ,  essendo costanti finite positive. 
Osserviaiiio subito clie insieme colla seconda delle (11) sarà soddisfatta 

per E )  O l'altra più generale 

(*) Tnvero si fissi per un moiuento sulle y = cost. la  variabile tt in modo arhitrario : 
l'eleinento liiieare della superficie sarà dato da  E d u" G d y2 : E, G essetido funzioni finite 
e contiiiue e seinpre =I=0 di y ed u :  siario k e K i massimi e i miiiimi valori di E e G. 

u - ~ ( ' 1  y - ?,,fa Se allora consideriaino la curva che sulla superficie è determinata dalle ucl>- = 
Y? 

la  sua lunghezza W soddisfa alle liiiiitazioni 

Ma in virt i~ della supposta regolarità della superficie il rapport0 di kLk)  alla distanza 
p( tQ)  dei due punti è sempre fiiiito, coiiipreso fra due valori A,, A,: quindi si avrà 

E di qui cambiantlo, ove occorra, u in hu ,  dove h iiidica un conveniente fattore di propor- 
zioiialità e, ricordando che p(1f12=r(1"2 + ( ~ ( l ) - y @ ) ) ~  si  deducono senz'altro le (11). 

(**) Cfr. nota a pag. 234 (11. 23). 
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Ci6 posto, s i a  (x, x, y) 'un punto wtobile s u  s ,  s i n  # (x, z, y) uncr funzioue 
del pun to  ~uobi le  su s ; è facile vedere che se cc + 1 > 0 e 3 + a - 9 f~ > O 
l 'integrale 

[ , ) 7 t v p  (s, x;y; xti xt2 $)((xi x , y ) d c d y  (1 3) 
WI 

- i l  qlcale evidenternente rappresenta zcrza ficnzione finita e corztinua d i  
(dl x', y') quand0 p e s t o  punto è fuori d i  s, - è uncc fitnxio~ce fitzitn e con- 
t i n u ~  'del punto (x', d, y') anche nei pun t i  d i  s purclçè ne1 loro intorno s iano 
soddis fatte le precedenti condizioni. - - -  

Osserviaino percib ~ l i e  se, preso uii puiito (s, s, y )  della superficie, noi 
staccliia~iio da essa un suo iritorno arbitrariaiilente piccolo 7 ,  l'integrale 
esteso al caiiipo s (y') - 7 (LJ'), - r (Y') inclicando la parte di r che sta al di- 
sotto del piano caratteristico y = y', - è seinpre continu0 iiell'intorno del 

- - -  
punto (xi x, y), poichè l'integraiido è seiiipre f i n i t ~  e sia esso che il campo 
di integrazione variano con continiiità al variare del punto (x', LC', y'). Ba- 
sterà yuindi pei. dimostrare l'asserita continuità provare clie se .r è sufi- 
cientemente piccolo, l'integrale residuo è arbitrariamente piccolo qua- 

- - -  

lunque sia il punto (x', x', y') nell'intorno di (xi x, y).  Perci6 si osservi 
che se il campo T è interno al campo G in cui sono soddisfatte le condi- 
zioni enunciate precedentemente ed è sufficienteinente piccolo e se il punto 
(x', x', y') è sufficienteniente vicino alla superficie -- anche sulla superficie 

medesima - le yuaritità 
ritenersi colne coordinnte 
coppia di valori di r e p 

(*) liivero dato il valore di 

r = J(xr1 - xi)" (x', - x,)' e p = y' - y possono 
del punto della superficie, in quanto clle ad uiia 
corrispondono al più 9 punti della superficie (*). 

p il punto dovrà trovarsi sulla curva c di s che è segata da1 
piano y = y'-p. Sicconie le curvature della superficie sono finite e continue ed il piano tan- 
gente ad s fa un angolo > @ > O coi piani = cost., la curva c avrà una curvatura finita e 
continua. Basterà quindi per provare l'asserzione del testo dimostrare che un cerchio posto 
ne1 piano di una curva c la quale abbia curvatura finita col centro sufficienten~ente prossinio 
a c e con raggio suficientemente piccolo non pub incontrare c in più di due punti. Sia invero 
O un punto del piano di 'c il quale varii avvicinandosi a c, che assnmiariio corne centrc) di 
un cerchio di raggio r variabile che si  pub fare arbitrariainente decrescere. Se per r suffi- 
cientemente piccolo la circonferenza potesse tagliare + iu più di 2 punti, tutti questi punti 
sarebbero fra loro arbitrarianiente prossimi: onde vi sarebbe su  c un piinto A tale che una 
circonferenza passante per esso e per altri due punti di c che tendoncr ad A in niodo conve- 
niente, tende ad avere raggio nullo: in quel punto quindi c avrebbe raggio nullo e curvatura 
infinita, il che contraddice all'ipotesi. 
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Cosiccliè si avrà per tale campo 

clove K indica il massiino rülorr ~ L S S O ~ U ~ O  di r quando (x, e, y) è in 
r O!), il massi~no valore di y' - y in T (y'), + il massiino modulo di + (x, x, a / ) ,  
D il niassitno inodulo del rapport0 dell'elemeiito cl r da/ all'eleniento d'area 
clc d y di S. Quiildi, rülii~i-ientaiido il teorema del n. 22 si avrà se a. + 1 > 0, 
3 + x - 2 p = a > o  

Lap e s s e d o  indipendente da i j i  (x, x2 y). È: yuindi pienaniente diiriostrato il 
iiostro teoreina. 

Si noti perb che ln relnzione (14) vale quanclo il campo : (y') è suffi- 
cientemente piccolo: iroi vogliaino aggiungere qunlche osservazione die  valga 
a cliinostmre d ie  quando si suppone clle il punto (x', CE', y') sia precisainetite 
un purito della superficie, la precedeirte relazione vale anche quando coiiie 
ca~npo r (y') si prerida il campo c in m i  siano soddisfütte le condizioni del 
pi-inaipio del presente nuinero. Supporreino senz'altro che G coincida con S. 

111 yueste ipotesi, potendosi scegliere su s un sisteina di eoordinate zc, y quale 
fil precedentemente descritto, indicando con (u' 9') il punto (x', x', $'), l'inte- 
grale (13) si potrà scrivere riella forma : 

poichè, se E d u,' +- G d y' è 1' elenlento iirieare di s , sark d c = \lË d u. Ma 
per (11) si ha 

.!/O . ?J'+ 
"1 "1 7 

clove C/ = e è il inassioio ralore che p o s a  assuinere e quando 
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Quindi per (12) si avrà tosto che (x, x, y)== (x', 2', y') : 

Onde segue pel teorenia del n. 8'2, supposto seinpre a + 1 > O e 
3 +u - 2 p = 8> O, se + indica ancora il ~iiassimo valore assoluto di + (x, x, y) 
e k il massinîo valore di J E ,  

dove 

Ed ancora, se si suppone che la funzione (.J (xl x? y) soddisfi ad una li- 
initazione della fornia 

+ ($1 x2 y) f + l  yY, 
si avrà pure 

2'2; essendo coine AB un% costante indipendente da +(x, %,y). 
Questa formula sarà di capitale importanza per i calcoli del n. 30. 
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88. Premesse queste considerazioni ritornianio al10 studio degli inte- 
grali del secondo membro di (4) quando (dl x', g') è un punto di S. Suppor- 
remo che in un campo ci attorno ad esso s soddisfaccia alle condizioni del 
n. precedente. L'ultimo integrale di (P), il quale è un integrale di volume, 
evidentemente esiste ed è funzione continua in qualunque punto del10 spazio 
in virtù dei risultati del n. 92 (osservaziorie 1). 

Del pari il priliio integrale di superficie esiste e rappresenta una fun- 
zione finita e continua in virtii delle discussioni del ri.  precedente. Quindi 
non resta clie ad esanlinare l'ultinio ilitegki.le cui evidentemerite non si pub 
senz'altro applicare le considerazioni del ri.  87. Si osservi perb clie anche 
per esso possiamo limitarci a studiarlo quando il campo di integrazione sia 
in u, in questo solo caso esistendo singolarità per l'integrando. Ed allora 
poicliè è soddisfatta la (10) e si suppone che l'angolo della normale e del- 
l'asse delle y abbia un ininilno 0 >O,  avremo 

A N r  
1 cos (r n) 1 < --- 1 Y' - Y (7 

senotGiTG r 

(*) Iiifütti presi due puiiti (xl a, y), (x; xta y'), da1 triedro che ha il vertice in (xl y) e 
ha per spigoli w, v ed il raggio r che unisce (xl x, y) con (x', xa y) (il cui angolo diedro 

che ha 10 spigolo iii I L  è retto) si ottieiie 1 cos 

poi l'altro triedro che ha il vertiüe ancora in (xi xx, y) e per spigoli r ;  v ed i l  segmeiito p che 
~inisce (xi x2 y) con (xrl xr2 y'), si avrà, indicando con l'angolo diedro che ha Io spigolo in p, 

A A A A A 
cos (r  v )  = COS (p v) COS (r p) + seil (p  v)sen (r  p) cos p. 

A ,. y#-Y 
Ma I c o s P I ~ l ,  ) s e ~ i ( p u ) ~ &  1, ] c o s ( r p ) I = - ,  ( sen ( rp ) I=-  e per (10 

P P 

A P 
qiiindi saiii 1 cos ( r  r) 1 < N r  + "'- . E quindi infine poiehè ; > 1 

P 

A 1 1 
~ c o s ( r n ) l < -  sen a l ~ r + ~ L ' ) < -  - (NT+?! 

P sen @ 

che è la foriiiula del testo. 
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Si avrà allora se (x, x, y )  é un punto di B diverso da (x', x', y') 

Quincli ricorclando le discussioni del n. precedente otteniaiiio che esiste 
ancora l'ultirno integrale di superficie ciella formula (4). 

E noi potremo quindi finalmente coiiclîiudere die, nelle ipotesi fatte sopra 
relativamente alla superficie, e cioè quando si supponga c7~e la sttperficie s 
in un conveniertte cnmpo G contenente il pzcnto (xil x', y') cibbicc piano tatzgente 
non 9ncr.i parallelo al piano $,x, ed nbbia le czcrunfure finife e c o ~ t i n w ,  rale 
insieme colle (9), e (9), anche la formula 

dove (x',d, y') indica un punto di s ($). 
Dalle formule (9) si possono trarre conclusioni perfettainente sinlili a 

quelle che nei 95 3 e 4 abbiamo tratto dalle (7) del § 3. Facendo in esse 
z (x, x, y) = 1 si ha intanto 

che sono l'analogo delle (8) del S 3. 
Si osservi ora che per i risultati del 11. 87 la funzione 

rappresenta una furizione finita e continua di (x', ul', y') anche yuando il 
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punto (xJ1 x', 3') è sulla superficie s (y') purchè questa soddisfaccia nell'in- 
torno d i  (a', x', y') le solite condizioni; inentre dalle formule precedenti ri- 
sulta che il secondo nîembro è discoiitinuo yuando il punto attrnversa s. 
Quindi dovrà essere discoiitinuo il secondo degli integrali di (17) : e dalle (17) - 
si dedurrà l'importante forniula 

A 
lim - - -  lbl, (I, zr y ; X I ,  X: 9) COS (r fi) d c <I 9 = 

(~'~x'g')~(a'+'?y') 
$ ( y r )  

- - -  0 
hl$ (x, x2 y; xr1 xrg y') COS ( r  32) d c d y. 

(18) 

~ 6 ' )  

In essa vale il segno + O il segno - a seconda clie il punto s'avvicina 
alla superficie s dall'interno o dall'esterno di S ('); e perchè sia valida è 

- - - 
suficiente che in un campo 6 contenente (x', x', y') soddisfaccia. alle condi- 
zioni ripetutamente già esposte. Qiiesta formula è l' analogo della (10) 
del § 3. 

Ed infine in iiiodo analogo a quanto si vede ne1 § 4 si potrà in base 
ai risultati del 11. 27 estendere ulteriorinente la formula (18) e dedurre: detta 
+(u y )  m a  funzione del punto (x ,  x, y) (2s y )  di s continua ne1 punto 
- - -  
( ~ ' ~ x ' ~ y ' ) = @ $ )  e supposte soddisfatte per s le solite condizioni, 

fi. 
liiii 1 (h,, (x ,  x, y ;  xt, xt2 y f j  4 (u 10 cos (ï n) d c d y = -- - 

( x ~ , d " J 1 ) ~ ( z ' ,  %'gi) 

- - -  A 
= k 4  a$(z$)+( [hls ( x , x , y ;  x',x',yf) $ ( u y )  cos@n)dcdy.  

j 
La (29) corrisponde alla (5) del il. 15 (S 4). 

Ed infine si pub dedurre la seguente formula analoga alla (80) del n. 1.5: 
se si suppone clle anche nei punti di s per cui è y = O  la s soddisfaccia alle 
condizioni del n. 27 e clle + (u y) sia funzione, continua e nulla per y = 0 

(*) La foriiiula (18) vale anche evideiiteiiieiite quaiido la  superficie s noil tdncchiur2e u n  - - -  
caiiipo S poichè non dipeiide che da1 coinportaaieiito dell'iukgraiido i~ell'iiitorno di (xfi x', y'). 
In ta1 caso dovreiiio dire che vale il segilo + od il segiio - a secoiida clle il punto si trora 
a destra od ii sinistra della direzioiie posiliva di c, od aiicora n secoiida clle il piiiito si trova 
clalla baiida delle (lirezioiii positive di u O dall'ol)posta. 
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- - 
si avrà, indicando cou (x, x, O) un punto cli s : 

29. Le ipotesi introdotte nei due n. precedenti per poter dedurre le (9),, 
(17), (18), (19), (80) ci adtlitano le limitazioni che dobbian-io porre alla forma 
dei cainpi che vogliamo studiare. Oltre alle ipotesi fatte al n. 26 noi sup- 
porremo che s sia una superficie la quale alilmetta piano tangente cleternii- 
nato e curvature finite fatta esclusione per un iluinero finito di punti oci 
anche di linee, purchè yueste si trovino su un nuinero finito di piani ca- 
ratteristici. E noi potrenlo allora spezzare il cainpo mediante piani caratte- 
ristici passanti per queste linee o punti eccezionali, e per ta1 modo ci ri- 
durremo a trattare il cas0 iii cui la superficie sia regolare in tutti i punti 
tranne quelli corrispondenti ai ininilni od ai niassimi valori di y :  poiché 
ivi la superficie potrà non avere piano tangente ed in generale incon- 
trerà sotto un certo angolo il piano caratteristico clle con essa raccl-iiude 
il cainpo. 

Supponiamo che il ininimo valore di y corrispondente a punti della su- 
perficie sia y = O: chiarnereino k il tratto di piano caratteristico y = O ap- 
partenente alla superficie: il quale potrà anche ridursi a u n  punto, s* la parte 
residua della superficie. Direino il campo di prima specie se k è un punto, 
di seconda specie ne1 caso opposto. 

La condizione analogü alla condizione (a)  del n. 7 già comparve negli 
studii precedeiiti: la chiamereino ancora condiaion.e (a )  : e 'lit espi-inieremo 
dicendo clie Zcc 'morr)znZe alla superficie s" dere fomrnre coll'asse delle y U N  

angolo sewpre magyiore di un ntzgolo fi )O. Qiialora essa non sia soddisfa tta 
noi potremo in generale spezzare il cainpo per rnezzo dei piani caratteristici 
tangenti a s*; e cosi ridurci a studiare quei soli carnpi iii cui la condi- 
zioiie (a)  è soddisfatta in tutti i punti di s*, fatta eccezione per cjuelli la cui y 
appartiene ad  un intorno piccolo a piacere del massimo e del ininiino ralore 
che y pu6 assuinere su s*. 

Noteremo che quando su tutto s* è soddisfatta la condizione (a), s* sarà 
appunto il campo G di cui si è parlato a1 I L  27, e cpindi si potrà t r o ~ a r e  
un sistema di coordinate (u y) quale là è descritto e per un integrale del 
tipo di (13) esteso ad una qualunque parte di s* varranno le (16)bis. 

Possiamo dopo cid procedere alla diinostrazione del teorema di esistenza 
per l'equazione (111). 
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30. Preinettiaino perci6 due osservazioni generali. 
Anzitutto osservando la (9) prevediamo colne al n. 14 clle la funzione 

x (a.', XI, yJ) = - ( j~., (x. x. y ; 2f1 xJ. yJ> f (x, xr y) d x i  <1 x 2  d 4 ic 
&Y') 

soddisfa all'equazioiie (III). La diinostrazione, hasata su1 teoreiria del n. 22, è 
affatto analoga a yuella dei 11. 8:3 e ss.; oncle noi nori insisterenio su ci6 
iilteriormente. In consegueiiza potreino liiuitarci a stiidiare l'eyuazione (V).  

Aricora si pub supporre che i valori assegnati nei punti del contorno 
per cui y = O  siano nulli (cfr. il. 14). IL~WYO, sia cp (s, a,) una funzione serripre 
fi~iit ;~,  (lefinita in tiitto il piano y = O la yuale nei punti coiiiuni a y = O etl 
n s prenda i valnri assegnati, la funzioiie 

è una soluzioiie di (V) clie su y = 0 prende i valori CD (x ,  a,). 
Cid posto si supponga che il campo sia di seconda specie e che su s" 

soddisfaccia alla condizione (a).  Tale sarà ad eseinpio il campo che si yre- 
scntn quando si studii il problema della distribuzione delle temperature nei 
punti di una superficie per cui si conosca la distribuzione iniziale delle teni- 
perature e siano assegnate le temperature dei punti del contorno pei valori 
successivi del tempo. Infatti la superficie s sa r i  allora formata dalla regioiie 
del piano y = O clle rappresenta la superficie e del cilindro a generatrici pa- 
rallele all'asse delle I/ che ne projetta il coritorno. 

Per una osservazione precedeiite supporrerno che su k i valori asscgnati 
siano nulli. 

Poichè 6 soddisfatta la condizione (a) noi potrenio preridere su s* un 
sistema di coordinate (u y) quale fu indicato al n. 26: siano rq (U y) i valori 
nssegnati su s*: sarà rp (u O) = 0. 

Cercheremo di porre la funzione cercata sotto la forma 

dove si pone (x. x, 3) E (u y), e + (u y) iiidica una funzione da 

d c d y  (81) 

deterniinarsi 
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convenientemente. Questa funzione soddisfa a (V) in S (y'), si annulla nei 
punti di k non appartenenti a ü*. Se si suppone di più che + (u y) sis con- 
tinua la forniula (19) ci niostra clie perchè (21) prenda i valori assegnati nei 
punti di s" per cui y'-- O é necessario e siifficiente clle 

E se trovere~iio clle la f~irizione S (u y) soddisfücente (2%) tende a zero 
per y = 0, per ($20) potreino conchiudere che la z data da ("L) si antiulla nei 
punti del co~itorno di k ,  conluni a k ed s: e quindi (21) soddisfa a tutte le 
coiidizioni iiiipostrle. 

La (22) è una equazioiie integrale di FREDHOLM. Sarebhe f a d e  cliiiio- 
strare che la furiziot~e caratteristica di essa è tale che si pu0 applicare la 
teoria di FREDHOLM e noi potremino agevolniente diniostrare clie il suo deter- 
ininante non è zero poggiandoci su1 teoreina di unicità. 

Preferiaiiio mostrare, analogamente a yuanto già faceniiiio al il. 17, cotiie 
la serie di NEUMANN per la soluoione dell'equazione (22) sia convergerite. 
Invero la serie di NEUMANN sarà 

Sia @ il massiiiio valore di 9 ( U  y). Si ricordino le forliiule (17) e (16); si 
1 

avrà, con G indicindo il valore di - 
sen (9 

1 y 1  (dg') 1 < o G ~i~J~,?(z,e,y; d.s1,y')dudy +(rhol(s,s,y; sJ,xl,gl)d~dy I L  
S*(Y') 4~7 

I 
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Onde, se ponianîo G* (NCj? + E'$* = H e cliianliamo O, il inassiino dei 

~lulneri O,  
@ G [ N ~ z + ~ ~ I ]  J;, ') 'NLa,2 tEOil L/GO, ricordando che per a V H  9 

Onde si trae la serie (23) converge coine una serie esponenziale e che 
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O~serveremo ancora che poichè p (uO) = O  segue che, iinpicciolendo y ,  
si pu6 impicciolire a piücere la quantità a, e (luindi per (28) si avrà ancora 
lin1 $ (u. y )  = O. Onde, costruita la + (u y) data da (23) noi avremo pienainente 
y=O 

dimostrato il teorenia di esistenza. per la ( I I I ) ,  al~nerio quaiido il cainpo 8 
è di seconda specie e soddisfa alla condizione (a). 

31. A questo punto possiaino coinpletare la diniostrazione dei teoremi 
del fj 1 relativi all'equazione in più variabili che là avevanio lasciato in so- 
speso. Invero noi possediaino, per yuanto precede, nella formula clle si ot- 
tiene sostituencio (23) in (82) una espressione delle soluzioni di (Y) che per 
un contorno coine quelli trattati fin qui - ad esempio per un cilindro a ge- 
neratrici parallele all'asse delle C/ - prende valori assegnati per s* e si an- 
nulla su k,  data per mezzo di un integrale il quale porta sui valori assegnati 
su o*(* ) :  e di qui si pub dedurre una forniula perfettainente eyuivnlente 

1 A 
(*) Invero si avrk a (dl x', gr) = : hll (xl 4 y ;  x; xl, y') COS (I n))i (u y )  cl o cl y.  hla 

5Yy') 
se poniamo 

- - -  
dove (xl x, y), (xl x, y) indicano punti di s*, ed (x', x', y') un punto interno a 5': si vede pel 
ragionamento fatto ilel 11. precedente che la serie 

dove si pose 2, (xi X, Y; xi xtP y') = 4 ,  (x, xQ y ;  x', r', y'), converge uniforineinente quaildo 
(x, xa y) è su s, ed (x; x', y') è un punto di un campo interno ad 8. Ma d'altro canto In 
serie che dà a si pu6 pure scrivere per le ('24) nella fornia 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



26.4 E. E. Levi:  Sull'epuazione del calore. 

alla (3) del 1. E mercè di essa ci potranno coinpletare i ragionameiiti del 
n. 6 ed estendere i teoreini di HARNACK sulla convergenza delle serie di fun- 
zioni armoniche alle serie di soluzioni di (V). 

E dopo ci6 non occorreranno che semplici modificazioni verbali ai ra- 
gioiiairienti del s 6 per esienclere la diinostrazione del teorema di esistenza 
ai canipi di prima specie eil a quelli per cui non è soddisfatta la condi- 
zione (a). 

e (pindi per la coiivergeiiza uniforme di (a) 

che è uiia foriiiula del tipo richiesto. 
È chiaro corne la foriiiula si esteiida al  caso in cui i valori assegiiati sn k ilon siaiio 

iiulli, invertendo il ragioiiaiiieiito del n. 30 niediante cui ci siamo ridotti a qnesti tipi par- 
ticolari. Od anche, ove piaccia maggiormeiite, si potrà ottenere i teorerni di HAHNACK ridu- 
ceiidosi coll'artificio del iiuinero pure ora raniiiientato, al caso che i valori che i termini suc- 
cessivi preiidono su  k siano ideiiticaiiiente nulli. 
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Sulla riduzione a forma canonica di una 
sostituzione lineare omogenea e di un 
fascio di forme bilineari. 

(Di ONORATO NICOLETTI, Pisa.) 

due  fasci di forrne bilineari in due serie di n variabili 

tali che i deterininanti dei due fasci : 

D ( u ) = I a j I , - ~ b i , I ,  D1(o)=  Icdik--ubfiLI, (i, k =  1 ,..., 12) 

non siano identicailiente nulli, siano equivalenti; percliè esistano cioè clue 
trasformazioni lineari, non degeneri, una delle zc rielle u', l'a.ltra delle v iielle v', 
che portino una forina qualunyue A - o B del primo fascio nella corrispom- 
dente At -  o Br (collo stesso valore di 0))  dell'altro. È percib necessario e suf- 
ficiente che i due determinanti D (o), D'(cd) abbiano gli stessi divisori ele- 
mentari (*). 

La dimostrazione del WEIE~~STRASS  la cnrattere kascendente e consiste 
essenzialmente ne1 iidurre, con un'opportuna. trasformazione lineare delle 
variabili, il fi~scio A - w B ad una forma cnno)zicn, Zn q z d e  dipende soltntzto 

(*) Per tiitto qiicl che rigiiarda la teoria dei divisori elenleihri, conie anche Fer la ric- 
chissilna bibliografia sulla questione, riinandiaino al 1ibi.o del MUTH : Theorie uf&d Ai~weitdittig 
der Eleinentartheiler (Leipzig, Tenbner, 1899) ed all'articolo del MEYER: Ii~ucrriautei~theorie 
ilel 1.' volume dell'Ericiclopedia Matematica (p. 327-335). 

Aitttaii d i  Matematica, Serie III, Tonio XIV. 36 
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dni divisori ele~ltentari d i  primo grado del determiuiante D ((O). Questo dirno- 
stra il teorema di WEIERGTKASB e d i  insietne una 1rasformazi6iie lineare sulle 
variahili che porta il fascio A - w B nell'ecpivalente A' - oB'. 

Le condizioni, che il teoreina di WEIERSTKASS assegila coine necesarie e 
sufficienti per l'equivalenza di due fasci di forme bilineari, sono evidente- 
inente ra~ionali. E yuesto è ben naturale, in quanto il problema di rico- 
noscere se due fasci siano equivalenti ed in questo caso la determinazione 
di tiitte le trasformazioiii dell'un fascip nell'altro possono r ic~ndursi  alla di- 
scussione di un sisteina di eyuazioni lineari, dipendenti razionalinente dai 
due fasci (*); il probleina stesso è quindi essenzialmente razionale. 

Era quindi naturale il cercare del teoreina stesso una diinostrazione ra- 
zioiiale. Una tale diinostrazione fu data da1 FHOBENIUS (**) e si fonda essen- 
zialmente su un procedimento di I<IIONECKEH per la riduzione delle niatrici 
(clie pone in evidenza i divisori elementari delle niatrici stcsse) e su1 calcolo 
sirnbolico delle forme bilineari. Anche la, dinio.;trazione del FHOBENIUS dà una 
trnsforinazione particolare di un fascio nell'altro (supposti eyuivalenti); ma, 
yuando si voglia venire fino alle applicazioni numericlie, è facile persuadersi 
clle il procedimento del FIIOBESIUS è tutt'altro clie pratico. 

Le altre diinostrazioni rnaionnli del teorema di W. non si scostano es- 
senzialinente da quella di FI-IOBENILTS; ricortlerenio soltunto, a. questo riguardo, 
uim iiotevole PIIenioria. del LANDSBERG (*"*), nella quale il teoreina di W. è 
diinostrato, riconducendo la teoria dei fasci di forme bilineari a quclla dei 
sisteini fondanientali (secondo la denominazione di LANDSBERG) di funzioni 
in un determinato cainpo di razionalitü. Anche la diinostrazione di LANDSBERG 
si fonda (ne1 caso generale) su1 procediinento di riduzione delle matrici, dato 
da1 KRONECKER; per la sua applicazione pratics valgono quindi le stesse os- 
servazioni che per la diinostrazione del ~ R O B E N ~ U S .  

Lo studio accurato della dimoslrazione di TV. mi ha portato facilmente 
a concludere che in essa dimostrazione la parte trascendente ed anche la 
parte irrazionale del procedirnento & soltanto apparente, e si pu6 dare alla 
diinostrazione stessa uria reste del tuito razionale. Bnsta per questo assumere 
colrhe campo fondnwmtnle d i  rnzionnlitCr, inztece che i l  campo totale (coine nella 

(*) Cf.. MUTH, 1. c.? pag. 67. 
(**) Cf. ~ ~ U T H ,  1. c., pag. 61. 

(wu) LANDSBERG, Ueber Fu)zcla»zei~tals~steilze ui~d bili~cearc Pormen (Giornale d i  Crelle, 
Vol. 116, Page 331-359). 
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ditnostrazione del W.) un campo determinnto R (del resto arbitrario) il qunle 
contenga i coeflcienfi delle d u e  forme A, B. La decomposizione, ne1 campo R, 
del determinante D (o) del fascio nei suoi divisori eleinentari conduce allora, 
in modo affatto naturale, alla considerazione di un sistema notevole di con- 
gruenze, i cui nioduli sono i divisori eleinentari del determinante D (a); e 
dagli elenlenti stessi del deterininante D (c) si lianno agevolinente le solu- 
zioni più generali delle congruenze stesse. Dai coeficienti delle soluzioni 
(polinomiali) di yueste congruenze si trae una trasformazione lineüre sulle 
variabili del fascio, la yuale riduce il fascio stesso ad una forma clie pub 
dirsi ancora cnnonica, in cjuanto dipende esclusivainente clai dirisori eleinen- 
tari di D ( 6 ) )  ne1 campo R. 

Le stesse considerazioni conducono inoltre ad infinite di tali forme ca- 
noniche; e, fissata una qualunque tra esse, si ha subito la trasforrnazione 
più genernle delle variabili che riduce il fascio alla forma asseguata. Ne segue 
il teorema di W. e si ha insieme la più generale trasformazione delle va- 
riabili che porta l'uno nell'altro due fasci eyuivalenti. 

È da osservare anche clie l'operare entro un campo determinato R di 
razionalità, ilivece clie ne1 campo totale, lungi da1 complicare, coiiferisce alla 
trattazione una grande seniplic,ità, non disgiunta, a mio avviso, da una certa 
eleganza; si è infatti costretti in ta1 guisa a rinunciare a yualunque calcolo 
di carattere particolare, e a fondare invece le proprie deduzioni sui pritni e 
più seinplici teoretni della teoria delle funzioni razionali intere (senza il sus- 
sidio del teorema fondamentale dell'algebra). 

Il probleina della riduzione a forina canonica di una sostituzione lineare 
oinogenea (ne1 campo dato R) è contenuto in quel10 più generale della ri- 
duzione di un fascio di forme bilineari; la sua trattazione diretta è perb 
111olto più semplice. Ne ho trattato distesamente ne1 primo capitolo, arrivando 
fino a dare due esempî nuinerici, i quali dimostrano chiarainente la praticità 
del metodo esposto. 

Avrei voluto trattare in un terzo capitolo il caso di KRONECKEH, quando 
il determinante del fascio di forine considerato è ideuticamente nullo, ed in 
un quarto della riduzione a forina canonica di un fascio di forme quadra- 
tiche, od emisiminetriche, O di un  fascio che contenga insieme una forma 
simmetrica ed una emisiminetrica. La mole, già notevole, della Meinoria pre- 
sente mi ha persuaw a riinandarne la trattazione, insienie con altre appli- 
cazioni della teoria generale qui svolta, ad un'altra prosçiina Meinoria. 
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CAPITOLO PRIMO. 

Riduzionc (z forilia canonicn di im(z sostitiizionc lineare oinogenea, 

D = I c i k j 7  ( i ,  k = 1 ,  2 ,..., n) (1) 

i cui eleinenti pensiaiiio corne altrettante variabili inclipendeiiti. Abbiaiiio 
identicamente, introducendo i siinboli 8, di KRONECKER : 

donde, derivando rispetto ad utia yualunque, c,,, tra le c, ottenianio: 

n a2  D ao ao 
2;~ Ci* a c,, a  cm + S i , - =  = Sir  - (i, 1 ,  pl q = 1, 52 ,..., w), a Cl, a c,, 

e derivando ancora: 

Cosi seguitando, otteniamo in generale I'identità, che si dimostra subito 
per induzione : 
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Insieiiîe con questa si lia ancorn: 

e (ln yuesta si  ottiene l'identità notevolissiina (*) 

a.'+' n 
- - ia D per 7: 2' a a c ~ . ~ ,  . . . a Cpa.qav 2 cp ,, . . . 2 Cpaqa 

Ôaf '  D - - Ca' D 
per z s z '  a cl., a c,,~, . . . a cpaqa 3 Cr>.,, . . . a Cpa.q,, 

In particolare ne segue : 

Sia invece n = x',  e si poilgn, per uniforinitii cli scrittura, Z =ya+, , 
$12 = q,,, ; si ottiene : 

9. Gli eleinenti c,, cli D siano orü funzioni lineari intere di una ra- 
riabile a : 

C .  2 1  =aik-abik, (i, k =  1, 2 ,... , n) (4) 

(") Si ricordi che il cletermiiiaiite D è uiia funzioiie liiirare iiitera degli eleineiiti di ogni 
sua linen e q~iiiidi é nd es. 
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tali clle il detenlzinctizte di ordine 12 : 

B =  b i P l ,  (i, k = 1 ,  S ,..., n) (4)' 

sia cliuerso da aero y). In questa ipotesi il determinante D, che indicherenio 
anche con 

D (6,) = 1 aik - W bik 1 (l)* 

sa r i  un polinornio in o del grado n. 
Sia ora R un canipo deterininato di razionalità, che contenga le aik, bik 

(e ne1 quale valgano le leggi fondamentali del canipo razionale) e sia 
P = P (o) un divisore primo in K (variabile) di D ( w ) ,  del grado y in o. Al 
divisore P corrispouderanno un certo nuinero h 5 n di divisori eleinentari 
di D (o) : 

Pel, Pe: ,..., Peh, (con e, I- e, i. . . - 5 ah 1- 1) ("*) (5) 

e, posto in generale 

si avrà per ogni niinore di ordilie n.- r cli D (6 ) )  : 

vi s a r i  inoltre un minore di orcline n - r. regolare (**") rispetto a P; esisterà 
ci06 almeno un sistenia particolnre (s, t ,  , s, t ,  , . . . , s, ta) ,  per il quale insielne 
colla (7), si avrà anclie : 

ricordando inoltre che qualunyue minoré di D ( w )  regolare rispetto a P con- 
tiene dei ininori (di qualunque orcliiie) rtncora regolari rispetto a P, si pu6 
suppom (il che noi fareino) clle i suecessiri sistemi (s, t, . . . sa fa )  (oc = 0, 
1,. . . , h )  siano ciaseuno compreso ne1 successivo. 

(*) Potreiniiio snpporre soltanto D (o) non identicamente nullo; ma, in yuesta ipotesi, 
coii uiia trnsformazioiie Liuenre sulln variahile w possiarno seinpre ridurci al cas0 superiore, 

(**) Cf. MUTH, 1. c., pag. 7. 
(***) Cf. MUTH, 1. c., pag. 6, 7. 
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Cambianio ora nella (e), x in x - 1; dalle (7) ,- ,  avreino le congruenze: 

ma, per la (7),, si pub porre 

essendo le Xia' dei polinoinî in o; srtri quiiidi anche 

II. 
- xk c i k m a )  - 0 (mod Pr.), ( x  = 1, 2 ,..., 12; i = 1, 9 ,..., n). (IO)a 

1 & P I ~ I , . . . , P ~ -  ga-1 - 

Facendo y. = 1, 8, ..., IL e prendendo (pl q , , .  . ., p, , q,-,) = (s, t , ,  s, t ,,.. ., 
se-, f,J, 1 = S E ,  otteniamo h sistemi di funzioni clle iridichiaiiîo seinplice- 

mente con X';) ( x  = 1, 8 ,..., h; 16 = 1, 8 ,... , n). Diinostriaino clie : 
L n  matrice di questi sistemi 

72a (mod P) la carntteristica h. 
Consideriamo infatti in yuesta inatrice il minore delle colonne t ,  , t, ,. .., t,,; 

esso si riduce al prodottcr degli eleinenti principali, ciascuno dei c p l i  per 
le (a),, (9), è + O  (mod P). Ne segue senz'altro la nostra asserzione. 

3. Sia sempre P un divisore, primo ne1 campo R, di D (o), di grado g. 
Insieine coi nuineri e, , eà,. . . , e, (di .WE~EHSTHASS) ad esso relativi coiiviene in- 
trodurre anche i cosidetti nunieri del PHEDELLA (*). Sia percib 72, il nuinero degli 
esponenti ei clie sono maggiori di uiio, 12, quel10 di essi nuineri maggiori di 
8,.. . , in generale sia h, il nuinero degli esponenti ei maggiori di t .  Abbiaino 

(*) Cf. ad es.: BERTIN, I~~tvocZuzio~i.e alla yeo~netr~inyroiettiou tleyli iperspa~i ,  pag. 99 (Pisa, 
Spoërri, 1907). . . 
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Consideriaiiîo ora le rb congruenze : 
1 G  

V c ikXk=O(modP" ,  (con O < l r e , ) ,  ( i = 1 7  2,..., n); -Pk (12) 

è chiaro clie le X':' (7 :  = 1, '2,..., hl-,), date dalle (9), costituiscono un sistenia 
di h,-, soluzioni indipendenti di queste congruenze, la c5ci rl~atrica ha (iiiod Pj 
la cnratteristica 12,-,; yuesta matrice é 'infatti una parte della matrice (11). 

Siaino in ta1 guisa condotti a studinre le soluzioni (polinoiiiiali) delle 
congruenze (12). 

Siano percib, in generale, X'k', Fi', ..., X';' r soluzioiii colilunque deter- 
ininate di esse congruenze, la cui matrice lx'$' (k = 1,  '2 ,..., n;  p = 2 ,  2 ,..., r) 
abbia (inod P )  la caratteristica r. 

La iiiatrice stessa pub allora, in infiniti inodi (*), coinpletarsi in una qua- 
drata JI7 di ordine 12, diversa da zero (mud P) .  Componiamo il determinante 
D (n,) colla matrice M. 11 deterniinante prodotto 

n' (64 = D ( W j  . ( A 1  ) 

per le (152) lia r eolonrie = O  (inod Pl), e yuindi 12% r diuisori ele~lcentari 
z igwt l i  ad una potenzn di P, il czii asponente lzon iz minore di Z. Diciaino in- 
fatti lp I'esponente della potenzn di P clie dividc tutti i minori di ordine 
n, - p di D' (o); sa r i  1,. k O e poicliè ogni minore di ordine tc - r + i (i > 0) 
di Br (G,) contie ne aliileao uiia colonna O (mod Pr); potrà svilupparsi per 
gli eleii-ienti di questü coloiina; si lia cjuindi 1, 2 l,.-,+, + 1, doide e,.-,+, 2 1, 
il clie per i = 1, 2 , . . . ,  r diinostra l'asserto. 

Si clica ora 11' la matrice di ordine 12, definita rispetto a1 modulo P 
dalla congruenza 

( J l ) ( J I ' ) ~ ( 8 i k . ) ( ~ n o c l P j  ( i ,  k =  1, g,..., n) 

(*) So i: ad C S .  1 x$" 1 -'= O (iiiod P) ( k ,  p - 1, 2 , .  . . , v) 1,nsla porre 

~L+')-dk,i-+i(k=1, 3, . .  ., 1 1 ;  i - i , Q  ,..., 1L-1.). 

(**) La c3ilgrueiiza siiiibolica (M) (Y') = (8ik) (iiiod P) ecpivale alle 1~~ coiigrueiize h e a r i  

esseiido ? ) t i r ,  irm'rk: gli eleineiiti delle diie niatrici (X) ed (W):  e queste cailgriieiize deteriiii- 
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il detertiiinünte D (O,) si otterrà coinpoliendo (mocl P) D' (6,) colla matrice (AI'); 
sa r i  cioè: 

D (m) r D' (w) .. ( A l ' )  (iiiod P) 

e di qui risultü die, rispetto a l  ~ ~ o d z d o  P, i due dcterinirianti D (o), D' (a) 
h n n n o  gli stessi divisori eleii~entiiri. Deve essere dunque r 5 72,-, . D'altra 
parte si h a n n o  IE,-, soluzioni delle (1!2), la cui niatrice lia (iiiod P) In carat- 
teristica h,-, . Abbiaino cosi il teorcina: ' 

L e  co t tgrueue  
c,  S, r 0 (iiiotl Pl), (1 f l 6 e l )  

n a ~ m e t t o n o  la,-, s o l ~ ~ z i o n i  ( i ~ ~ d i p e ~ d e r ~ t i )  l a  cu i  mcttrice 7an ( ~ n o d  P) l n  cnratte- 
rist ica h,-, . 

Qunlunque w d r i c e  d i  soluzioui d i  esse cortgricekue 7bn (tnod P )  urcn cc&- 
ratteristiccc n o n  maggiore  d i  72,-, (*). 

4. Si abbia ora un sistema di 72 n funzioiii 

clle abbin le proprietà seguenti : 
a) P e r  72, < p 6 72,-, (con 1 = e ,  , e,  - 3 ,..., 1 ; 72,, = 0, 72, = 7a) si ctbbicc: 

11. 

'&c ,X"f '~O(~nodP ' ) ,  ( i = l ,  9 ,..., n) ;  
1 

(13) 

abbia (mod P )  ln caratterist ica h. 
Un ta1 sistema si dirà un s is tema cavto~zico d i  solzczioni relcctivo ctl dici-  

sore P ed alla righe di D (o). 

Le L%?(,', date dalle (y), del n.O 2, forniano, ad es., per la (1 l), un tale sisteina. 

naiio in modo zcuico (inod P) gli elementi H L ' , . ~ ,  hi quaiito (M) = (ljtik) =:- O (iiiod P). ( C h .  
per i l  teorema fondamentale siilla teoria delle congrueiize liiieari rispetto ad un niodulo priino : 
KRONECKER, Vorlesuugen über Zalzlentlzeorie, Zer Baiid. S.  396-404 (Lipsia, Teubiier, 1901)). 

(*) Il teorenia dimostrato vale evidei1teii:eiite quahoque sia il giado in s dei poli- 
noinî m. 
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974 Ni  C O  t e t t i  : Sutta riduziome a fov~bct canonica 

Sia il sistema (13) un sistema canonico per il divisore P (e per le rigtie) 
di D (o), e sia Xk (k = 1, 8,. . . , n) una qualunque soluzione delle congruenze 

ha d o r a  (inod P) la caratteristica 7~,-,; si lia quitidi una relazione della 
forma - 

A x,+ $I O .  XI;) G O (inod P), 

con A j= O (mod P). Determinando A' dalla congruenza 

A A' - 1 (inod P),  

e ponendo A,. A'O,. (mod P), si avrà anche: 

I 

e, per 1 )  1, le X',  soddisfano evidenteinente alle congruenze 

Inversamente sia X', una soluzione (arbitraria) delle (18) ,~ ,  e si ponga, 
indicando colle A, dei polinomî arbitrarî di grado 0- 1 in w : 

hl-, 

X,=Z,.'h,.X'L'+PX',(moclP1), ( k = l ,  9 ,,,, , n);  (1 5 )  
i 

le X, danno evid. una soluzione delle congruenze (18),. S e  segue che la espres- 
sione generale d i  u n a  tale soluzione X, per le s o l w i o i ~ i  d i  un sistema cano- 
nico è: 

indicando le Ji, (a), N t p  (o) dei polinomî arbitrarî in o. La (16) si riduce in- 
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fatti alla (15) per 1 = 1 ;  quando inoltre si amnetta per il valore 1 - 1, in virtil 
della (15) stessa, vale anche per il valore 1; è dunque vera in generale. 

Nella (16) ogni polinoinio AM,. (w) (r = 1,. . . , 78,-,) è deterininato solo ri- 
spetto al modulo P', ogni polinoinio M t p  (o) rispetto al modulo PP. Ne segue 
subito che: ln solu.rio~ze pi& generale delle congruelme (12), diyende da 

parametri nrbitrarî. 
Una soluzione delle corigruenze (12), si 'dirà infinc pristitiva, quando 

non tutte le Xk siano r O (mod Y). 
Dalla (16) si lia subito clle la soluzione X ,  sarà primitiva allora ed al- 

lora soltanto clle non t u t t ~  le AIr (w) (r = 1, 2, .  . . , hl-,) siano r O (niod P ) .  

5. Si abbiano ora due sistenii canonici: 

relativi al divisore P (ed alle righe) di D (o), Avrenio allora, per le (16) : 

per h , < ~ & h , - ~ ,  ( ~ = 1 ,  8 ,..., h;  l = e l  ,..., 1) 1 
e quindi anche : 

- 1 X'bl 1 - IX 'b \ .  AI'? , (mod P) ( i c  1, 2 , .  n; r, G = 1 8 ,  ) (18) 

yuando, per h, < c 6 h ,-,, si supponga Ill (ri O (mod P )  per r > h,-, . Ne 
segue : 

1 M.;' 1 = l ~  O (rnod P), (r, o = 1, 2 ,..., h) (19) 

O cib che è 10 stesso, sarà: 

IJX(;'~+O(modP) (per r , a = h , + i  ,... h ,-,, 2 = 1 ,  8 ,..., e , ) .  (19)* 

Inversamente nelle (17) si prendano le LX($ (a) affatto arbitrarie (inod P'), 
colla condizione ulteriore che valgan le (19) (O le (19)") ; dalla (18) si ottiene 
che la matrice 1 X'k' / ha (inod P) la caratteristica h, e quindi le X';) formano 
un  sistema canonico relütivo al divisore P ed alle righe di D (o). 

Ne segue evidenteinente : 
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276 i i c o l e t  t i  : Sul la  ridzczione a fo r ,m  cnnonicct 

Il sistemn cnnonico p iù  genernle relatiro al  clirGsore P (ed cclle righe) d i  
D (w) dipende d a  

parcmetri  ccrbitrarî. 
In yuanto precede si lia inoltre un niezzo per dedurre da un parti- 

colare sisteina canonico per il clivisore P il più generale di tali sistenii. 

E poichè coine abbianio visto, le funzioni X';', definite dalle (9) del n.' 2 
forniano un tale sisteiiia, da queste, mediante le (17), nbbia,iuo il modo d i  
ottenere i l  pik generccle sistelna crcnoizico relntiro cc1 dicisore Y ed alle righe 
d i  D (6,). 

Del nuinero g H dei parainetri, da cui dipeiide il più generale sistema 
canonico per il clivisore P, si pub dare un'espressione notevole per i nu- 
ineri l i .  Si ha infatti, colne si riconosce facilniente 

dovendosi nella somma del secondo niembro tener conto soltanto dei termini 
non negativi ; è diinque : 

e quindi : 
Il sistelna canonico pi& genernle 1-elcdiuo a l  divisore P (ed cille righe) d i  

D (o) dipende da 

G .  Sia. S'g' (k  = 1 ,  2 , .  .., n ; p = 1 ,  2 ,..., 12) un sisteina canonico, relativo 
al divisore P e si ponga: 

g-1 2-1 
- (  ) - X & = xi, Zr xpFg+* k ~ "  P" (113od PT), (per s = hl + 1,. . . , hl-, ; l = e, , . . . , 3) .  (13)' 

u O 

Abbiamo il teoreiiin notevole : 
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d i  unn sostituaione linenre omogenea e d i .  un fasoio d i  forme bilineari. a7 

La wmtr ice  dei coeflicienti d i  ?tn la1 sisfernz 

1 zf"e 

( ~ = 2 ,  8 ,..., h;  & = O ,  1 ,..., g l - 1  per h ,<pfh , - , ;  1 = e  ,,..., 1) 

ha la cnrntteristica g (h + hl + . . - +- l b e , - , )  = g I o  (è cioè diversa da zero). 
La diinostrazione del teoretna enuiiciato si trae in modo molto seinplice 

dalle osservazioni clie seguono. - 

a)  U ~ i a  soluzione delle congruenze (12) (con 1 r el)  nella cjuale tutte 
le X ,  ahbiano un grado niinore di g Z -  1 ( O ,  come diïemo, uiia soluzione di 
grado minore di g  1 - 1 )  è identicamente nulla. 

Infatti, in tale ipotesi, il primo iiieinbro di ciascima delle (12) ha un 
grado niinore di g 1 ;  le congruenze stesse possono duilque a\-er luogo sol- 
tant? yuando sia : 

n 

~ ,C ,X,=O,  ( i = 1 ,  '2,:.., 
L 

cioè, poichè D (u) - j =  O, 'quando sin Xk = O, (It = 1, 
bj  Sia:  

P=aq +a., wg-l+.. .+a,-l~+aq 
. . 

e, detto A (o) un polinomio arbitrario di grado g - 1 : 

A (O)) = aO d-'+ al cd+ '$1.. . . + agFi , 
poniamo: 

w U h ( o ) F W w " - ' + . . . ( m o d P ) ,  (%&=O,  I,...,g-1); 

si lia ' facilmente 

indicando le i, delle costanti opportune. Ne segue clie possono deterrninarsi 
le cc in guisa che le a,, BI,. . ., fi,-1 assurnano valori assegnati a piacere. 

Veniaino ora a dimostrare il teorema enunciato. 
Si abbia, se B possibile, una relazione non identicaiiiente nulla della 

foriiia: 

e poniamo, colle p. arbitrarie: 
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278 Nico  let t i : Sulla riduzhne a forwla canon.ica 

con 
e -1 

nr, (o) = 2: g, '.a,++. O*' P~@-"-~ (mod Pet) ; 
U I) 

le ,Y, darino* eridentemente una soluzione delle congruenze 

nella quale il coeficiente di P l - '  è coligruo (mod Y) a 

h e -1 g - ~  - 

ZP bi ~ r . x ~  .pi7,g+u a p t ~ .  7 
I U O  

quindi, se si determinano le p,,.,,,, in guisa che si abbiü per tutti i valori 
di p e u (corne è possibile per b ) ) :  

g-i 
0"' x,, pp,,.fl+w O" = '). P,vs+irt .aq--' + . . (1110d P), (u' = O, 1 , .  , , , g - 1) 

O 

il coefficiente di w"-' P"-' nella X,  sa r i  

cioè per la ('23) ogni X,  avrà un grrtdo minore di 0 e, - 1. Si avrebbe dunque 
X ,  = O, e quindi, poicl-iè le X"4' (p = 1, 2,. . . , h) sono indipendenti, dovrebbe 
aversi Np (o) = O  (P = 1, %,..., h) e quindi v , . ,  = O. Ne seguirebbe allora anche, 
(per a) )  ) . , t ,  = O, contro l'ipotesi die  la (83) non sia identicamente nulla. 

Il teorema enunciato è cosi diinostrato. 

7. Esprimiaino che le X'f) soddisfano alle congruenze: 

n 

2, c,X"f = O  (inod P r ) ,  (per 72, < p 6 hZpl , 1 = el,. .., 1). -(14) 
1 

e conie scriverenio brevemente (convenendo di porre x$ . '=O, per p =  1, 8,. . ., 72; 
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"di una sostitusione tiibeure ormgetzea e d i  ulz fccscio d i  forme bitiizeari. $79 

Inversamente queste equazioni, insieiue colla condizione clie la matrice 

sia diversa da zero, definiscoiio i coeflicienti di un sistenia caiioiiico relativo 
al divisore Y ed alle righe di B (o). 

Infatti, per le (94), le funzioni X'f' definite dalle (13)' soddisfano alle con- 
gruenze (14); la loro matrice ha poi (rnod P) la caratteristica 72; irifatti Yi- 
potesi contraria porterebbe clle uns di esse soluzioni si esprimerebbe linear- 
mente ed omogeneaitiente per le altre (iriodP) e quindi i suoi coeficietiti 
si esprimerebbero in ugual modo per i coefficienti delle altre soluzioni; la 
matrice 1 avrebbe quindi una caratteristica ininore di y 1 , .  

La matrice dei coefficienti di lin sistema canonico per il divisore P e 
per le righe di D (u) si dirà brevemente unn matrice canonica per  il divi-  
sore P e per le rig7ze d i  D (w) .  

Da1 n.O 5 si ha evidentemente il modo di costruire la più generale di 
queste matrici. Essa dipende, corrie il più generale sistema canonico, da 
y H =  g L parametri arbitrarî. 

8. Consideriaino alcuni casi particolari notevoli. 
a) Sia, per il divisore P clle si coilsidera, h = 1, cioè il (w) abbia 

un solo divisore elementare uguale ad uns  potenza di P, sia Pe. Le con- 
gruenze : 

n 
4 ; 1 0 ~ X k ~ O ( i n o d P ) ,  ( i=1 ,  $2, ..., n) 

aminettono in questo caso uria soluzione unica, deterininata a meno di uil 
füttore arbitrario di proporzionalità (iilod P"), la quale si ottiene (n.' 9) pren- 

dendo le .Y, proporzionali ai coiilernenti algbrici  a (O) = 1, 8,. . . , n) di a G,., 

una riga generica, la r, di D ( w ) ,  clie non siano tutti = O (inod P); si lia cioè, 
indicando con 111 (w) un polinomio arbitrario (rnod Pe) : 
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880 N i c o l e t  t i : Suth  ridzcsione a formn cnrronica 

Una ta1 soluzi6ne dipmde evidentemente (coine viene anche dalla teoria 
geiierale) da g e  = y Io paratnetri arbitrarî. 

b) Il divisore P abbia il primo grado e sia 

Le corigruenze (12) si scrivono 

n 

2, c, ,Y, O (mod (o - cl),)'), (O < 1 5 el)  ; 
1 

('el' 
e se le: 

forlnano un sistema caiionico per il divisore P e per le riglie di D (o), le 
xf-hoddisferanno alle eqiiazioni lineari: 

A, (x?>t) - B, (xe7t) - Bi ( X P > ! - ~ )  = O  
(!a,! 

( i = 1 7  8 ,..., r h ;  t - 1 ,  8 ,..., 1 per 12,-,<pr1$,-,). 

Poiiiaino nelle (17) del 11:' 5 clle d h n o  le relazioni tra due sisteiili ca- 

nonici X'g), ,Ti':', oltre le (13)' ancora : 

1- 1 

- p i  - =;I;, ((3 - o,)'" (inod PT), per IL,, < G 6 l~,- ,  ; 
O 

(E)' 

le II.:?, p.$' swanno costanti affatto arbitrarie, e dalle (17) si otterraimo le 

identiti: 

- 

le quali dari110 le relazioiii tra due inatrici canoiiiclie 'xk" &'" 1 relative 
aiiibedue al divisore w - w,. Le (19)* del 1i.O 5 danno poi seinpliceinente die  
i deterininanti / p(,6,' 1 (r, G = hl + 1 ,... , 72,,-,; 1 = el - 1 ,. . ., 1) debbono essere 
diversi da zero. 

Osserviaino infine che dalle (17)' si ha, per gli elementi di una matrice 
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canoiiica : 

1 per h,< p r 12,-, ; 2 = e ,,..., 1). (13)" 

c) Un caso particolnre molto seinplice, clle dorreino consiclerare ilel 
seguito, si lia supponendo P = w, 7~ = n. 

È: allora eridenteiiiente a ; ,  = O, (i, I t =  1, 8,. . . , 9%) e, per le iiostre ipotesi, 
b ,  1 -= O. In questo cnso le coiigruenze (12) diventano identiclie et1 il sistenia 

canonico O la illatrice canonica più generale per il divisore o é data da1 più 
generale tleteriniilar-ite (coii elementi costanti) di brdiiie 12, direrso cli l  zero. 

tl) Consicleriaiiio il casa in cui il dirisore P abbia il 02.' graclo, e sia 

Ci liinitiniiio a scrivere in iiiodo esplicito le eq."' (24)* del 11.O 7. Esse 
si scrivoii O : 

Ai (xe@) - Bi (xe@-i) + cc, Bi (xeW-1) = O 

Ai (xe.O-ff.L) - Bi (xW) + a ,  Bi (xe,W-i) = 0 ' (24) " 
( i =  1, 2 ,,.., n ;  t = O ,  1, ..., ep -1 ;  p =  1 ,  2 ,,,,, lz), 

MATRICI CANONICHE PER LE RIGHE DI D (o). 

9. Riprendiaino le coiisiderazioni geiierali, e sictno Pl , P, , . . . , P, s di- 
risori priiiii cliversi di D (a), dei gradi g , ,  g ,,..., y,, e sia: 

+...+a!; Pa = &a -+ a(:) wqa-' , (a = 1, 9 ,  . . . ,' -9). (?qa 

Iiidicliiamo coll' indice cc (O Pd) g1i elementi tutti relativi al divisore Pu (or = 1, 
8, ..., s) e coilsideriaiiio s inatrici canoniclie relatire ad essi clivisori et1 alle 
riglie di D ( o )  : 

xPte (Pa) 1 , (U = 1, 2 , . . . , S )  ( 2 1 ) ~  

e riuniainole in una matrice di n riglie e di 

s 

g1 1';' + g,  1';' + a . + Ys 1':' = Xa g a  1':' 
1 

AlznaZi di  Matematica, Serie III, Tomo XIV. 
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988 Nico 1 e t  t i  : Sulla riduzio~ze a fomltu cunonicn 

colonne. Abbianio il teoreina : 
3 

U n i  tale matrice Ba ln caratteristica : );i g. 1". 

Si abhia infntti, se è possibile, tra gli elementi di ogni riga di cssa ma- 
trice una relazioiie clic scriviailio breveiriente: 

Al ( ~ b  (PL)) + A2 ( x k  (Pl)) + ' ' . + A, (x, (Pe)) = O, ( = ' 7  9 + 7 ) (A) 

essendo le A, delle coinhinazioni lirieari oinogeriee (non tutte itlenticaineiite 
nulle) degli elementi delle coloiine corrispoiidenti alla. matrice relativa a Pa. 

Corne al 1i .O 6, costruiniiio da1 sisteiiin carioiiico relativo al clirisore pw 
cpella soluzioile X(;' delle coiigruenze : 

nella quale il coeficiente dcl termine di grado (r, e(p)- 1 è dato dalla. 
il, (LC, (Po)). Poniamo inoltre : 

si nvrR : 
>L (ab 
~ k ~ i p X , ~ O ( n l ~ d P : ~ ) ,  ( i = l ,  2 ,..., R ;  a = l ,  2 ,..., s),  
1 

e poirlik i divisori priini P,, P,, . . . , P, sono cliversi, nnclie : 

8 
+a9a'i(a)-1 

Mn,  per la (A), nella X,  é riullo il coeficiente di 01 ; si lin yuiiicli 
iclenticainente (11.' 6, a) : 

Ne segue, rispetto al inodulo P?, poicliè JJ, 6 primo coi1 P * :  

( U T  
X ' ; ) ~ O ( I ~ O C I P ~ ~ ) ,  (1~=1,  2 ,..., n ;  ~ = 1 ,  S ,..., s), 

e, poicliè la X(g) 11a un grado minore di g ,  ecp), anche: 

A ~ ( z ' = O ,  ( J i =  1, 9 ,..., N ;  a s  1, 2 , . , . ,  8 )  
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di Z C I Z C G  sostituzione linerrre orlbogeizea e cli zoz fuscio d i  forme bilirzeari. 283 

cioè (se noii è A, identicarnente nulla) le soluzioni del sisteilla caiionico re- 
lativo al divisore Pa (r. = 1 ,  2 , .  . . , s )  sarehbero dipendenti, il die  noil 6. È 
duilque A, =.O,  ( x  = 1 , 8,. .., s), il clie dinioutra il teorenia. 

10. Siano ora P,, P,, ..., P, tutti i divisori priini distinti di D ( 0 ) ) ;  sa r i  
yi 1';) + y, Pt) + . . . + gs 1';) = n; e riunelido s inatrici canoiliclie relative ad essi 
clivisori (ed alle righe di D (63)) avreiiio una riintrice i p d r a t i ~  di orcliiie I I ,  la 
quale, per yuaiito precede, è diversa da. zero. Una tale matrice direiiio tom 
matrice caitonica per le rig7ae di D (a). 

Le (9) del n.O 8, nelle yuali si faccia succeusimiiientc P = P, , P, ,. .. , P,, 
tliiniio il ii~odo di costruire dagli elenienti del deterininante B (a) una par- 
tieolare matrice canoiiicn per le sue righe ; le coilsitlerazioni del 1 i . O  5 clniiiio 
poi il iiiodo di costruire da urin inatiice caiioiiica particolare la più gcne- 
rale di esse matrici e dimostrano insielne clie la. più generale matrice cü- 
tioilica per le riglie di B (o) dipende da:  

parame tri arbitrarî. 
Si pu6 dare del iiumero iV uiia espressioiie iiotevolissiiiia. Si dica D,. (CO) 

il inassiiilo coii1uii divisore dei minori di ordiiie IL - r di D (w)  e sia 12,. il 
( 1 )  (2)  's) 

suo grado; s a r i  D,. = Pf Pi ,. . . . P% e yuindi ailclie : 

La (23) si scrive allora. seii~pliceilieilte : 

A ! =  I . L , + ~  (n, + l t ,  + th, + ~ t , , ) .  (es)* 

Si ha cosi il teoreiiia : 
Ln, piic grnernle matrice cnnorticn, per le righc del dctcr.u~inante D ( w )  di- 

pende. d a  

iV= no + 2 0 8 ,  + n, + I I . ,  T . $ I I , , )  

parametri arbitrarî, irzdicnlzdo con n,. ( r  = 0, 2 ,  ..., 1 1 )  il grndo in (.) del wns- 
sittto coalzoz divisore dei urinori di ordine tz - r di  D (o). 
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11. Si al~bia iiua ~iiatrice canonica per le rigl~e di D (6~) )  c sis, dccoiii- 
posto D (o) iiei suoi dirisori elenieiitari : 

.hl ogni clivisore Pi: di D (6,)  ((love P, lia il gratlo gp) corrispontle un 
gruppo di gpe, colonne della riintrice caiioiiica consitleratn, clw iiitlichiitiiio 
con ~ & , ~ ' ~ c + *  ( 2 1  = 0, 1 ,..., gp - 1; 2) = 0,  1 ,..., ep - 1) )  le q u d i  socl~lisfaiio (11." 7) 
nllc rcli~zioiii : 

le cui coloiliie possaiio tlistrilmirsi iii I I L  gruppi (corrisporitleiiti ni  diversi 
valori di p) tali clle le riçlie di  ogiii giuppo sotldisfiiio a relazioiii coine le 
(B', (indicando le n'p' opportune costaliti). 

Posto d o r a  : 

e se è ad es. Pl = P, = . = P,, 1- Pp îîer ,o> 12, p ? m d o  Pl sin primo ne2 
campo R coi~sidcrnto, saraiiiio le S'f' (k = 1, '2,. . . , 12; p = 1, 2?.. ., 72) gli ele- 
iiienti di un sistema canonico per il divisore Pl e per le riglie di D (o). Ana- 
logaiiiente si avrh per gli altri divisoi.i P,; quando dunque yuesti s imo pi'iini 
iii R, il deterininante D (w) sarà deconiposto nei suoi divisori elementari in R 
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e la matrice nptc 1 sarà canonica per le riglie di D(w). Le (%), atluiique, 
insieme colla condizio~le clie i l~oliiioiiiî Pr, siaii pri~iii in R e 1ü iiiatrice 
I xf% / sia diversa da zero, sono caratteristiclie per gli elementi di uriü ma- 
trice canonica per le riglie di B (w). 

12. Consicleriaiiio aiicora alcuiii casi particolari. 
CC) Sial10 Il,, P2 ,. . . , P,,, i ( l i~isuri  1)riiiii disti~lti di D (O), dei gradi 

gl, g? ,.,. , y,,, e ad ogiii divisore priiiio Pp corrispoilda un solo cli~isore ele- 
nh 

inentare P;Q ; si lzvri quincli zp ep = 12. 11 sistema canoriico relative al tli- 
1 

visore (ed alle riglie di D (w)) coiiterrà l a  sole fiiiizioni, die  iiiclicliereiim 
coi siinboli S'g', ( k  = 1, 8,. . . , 1 1 1 ,  per le quali si (11.0 8, a)  : 

esseiido 1, uila qualuiique coloiina di D (w), per la quale ilon tutti i colii- 
ple~iienti algebrici dei suoi elementi sono O (inod P,) et1 J Ip  (w) un poli- 
iiomio arbitrario (iiiod P i e ) .  1 coeffiicieiiti af,'e di esse fuiizioiii conterrniiiio 
quiildi e,g, paranietri arhitrari e la matrice caiionica più geiierale per lc 
riglie di D (w) dipenderà da I I .  parainetri ai.hitrarî. Qiiesto risulta ünclie del 
resto dalla (25)" del n.O 10; si lia iilfatti in questo caso îz, = t t? =. . . = IZ,, = 0. 

71) 1 divisori priiiii di D (6 ) )  s i m  tutti liiieari: cjuesto caso (die di- 
ciaiuo di WEIERSTHASS, il quale 10 corisideio per il piiliio) si lis in partico- 
lare quando il caiiipo fondanientale di rüzionalità. sia il campo di tutti i nu- 
meri reali e coniplessi. 11 determinante D (o), decoiiîposto iiei suoi divisori 
elelilentari, si scriverà : 

m 
D (0) = (- l)n 1 bik . HP (w - mP),c , (el + e,  + a . + e,,, = 1 1 )  ; 

1 

sarà op uiia radice ciell'equazione D (w) = O e a ciascuiio dci cli~isori eleiiieii- 
tari (6) - op)'@ corrispoilde in unn matrice caiioiiica per le riglie di D ( o ~ )  
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le rpali soddisfaiio alle relazioni (caratteristiclie) : 

et1 iiisiciiic : 

c) Aiicora piii linrtirolariiieiite suppoi~iaiiio clie l'etluazione D (w) = O 
ahljia tiitte le radici distiiite e rliciamole o,, 64 , .  . ., o,,; sa r i  allora. , I L  = r l ,  

e, = 1 p ~ r  p = 1, 2 , .  . . , t t ;  e gli elenienti di iinn iiiatrice canoilica clie (oiiiet- 
tendo l'ultinio indice superiore die  è seinlîre nullo) iildicliianio con xli', sod- 
tlisferaiino alle equazioni lineari olnogenee (il cui deteiminante lia per ogni 
\alore, di p lu caratteristica n -  1) : 

d )  Si alhia. iufiiie cc,. = O p ~ r  il 16 = 1 ,  2 , .  . ., IL. 11 cleteriiiiliante D (6)) 
lia in qiiesto casa 12 t1ivisol.i elemeiitari uguali ad w ;  le coiigrueiize (12) dcl 
11.'' 3 divei-itano itleiiticl~e e qualuncpe cleterniiiiante di ordine I r  cliverso da 
zero  put^ assuinersi coine uiia matrice canonica per le riglie di D (w) (cf. i1 .O 8, c). 

RIDUZIONE A FORMA CANONJCA DI UNA SOSTITUZIONE LINEARE. 

TIIASFOHDI~~ZIONI I~INEAIII PI-iHDlUSARILI CON UNA SOSTlTUZIONE LINEAIW. 

13. 1 risultnti precetleiiti lianno uii'iiiliiiediata üpplicazione al prohleiiia 
della ricluzioiie di una. sostitiizione lineüre a forma cnnonica. 

Si abbin. uiia sostituzione liileare S sulle variahili ? h i ,  IC',, (i = 3, 2,. . . , 1 ~ )  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  u n a  sostituzione l ineare omogenecc e di 21.12 fascio d i  forme bilinectri. 287 

definita dalle relnzioni : 

e, conscrvaiiclo tutte le notazioni superiori, sin : 

uiia iiiatrice caiioiiicn pei. le riglie del deteriiiiiiaiite c«rcrtferistico della so- 
stituzioiie 

D (w) = 1 a,ik - w b,. 1. 

Introtluciaiiio delle nuore rariabili (aaviabili cnnoniche) q, , t  , nie- e ? 

(liante le relazioni : 

Si avrà allora subito, per le relnzioni (2k)p del 1i .O 1 1  : 

cioè la sostituzione sulle variabili 1, T,' si clecoiiipone ilel prodotto di tante 
sostituzioni parziali, operanti su  variabili diverse, quanti soiio (ne1 cainpo di 
razioiialitii considerato) i divisori eleineiitari del deteriiiiiiaiik carattcristico; 

e la sostituzione relatirn al clivisore Pie , di grado ep g,, opera su e, cl, ra- 
riabili ed lia la fomm canonica: 

Inversaniente, se una trasforiiiazione lineare noil degeiierc sulle ? l i  (e 
sulle u';) posta. sotto la forma (47) (e cpnluiiyue trasforiiiazioiie liiieare pub 
scriversi sotto quests forma, in quaiito b, 1 1 0) ti.asfoi.iua la sostituzione 6' 
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888 N i c o l e t t i :  S u l l a  r idusione o f o r l m  canonica 

in una S r  clie ha la forma canonica (28), dovranno le xfte soddisfare alle 
relazioni (%)? del n.O 11, e quincli (quaiido i polinonli P, sinno priiiii ilel 
campo R) costituiranno unri. niatrice canonica per le riglie del deteriniilante 
D (a), caratteristico della sostituzione S. 

Abbiaino cosi il teorema : 
Si c~bbicc u n a  sostitwiolze linemre orrhogenea .rtc n anr iab i l i :  

ed i l  rleterrr~innnte cclratteristico delln sosfit?csione : 

D ( w ) = ] n n . - w b i k I ,  ( i ,  ù = 1 ,  2 ,..., n) 

s i  r l e c o ~ q ~ o ~ z g a ,  i r z  2112 .ccriwlîo IC d i  ~nzionrrl i th  (c1l.e c o ~ z t i e m  le f l ik  e b , . )  nel 
prodotto (7ei m o i  clizGsori e lementwi  ctl modo seguente : 

Ln sostikteiotze S pub nllora ritlitrsi, con opernsio~?.i raa io~ îa l i ,  ed in  usN 
mocli, crllcr formm cnnonirn S' tlntcr dcrlle (28). 

Lcc piic generule tms forawz ione  che riduce lcc S n forlucc ccr~mî icn  s i  scrire 
sotto l a  forma (27), nella p a l e  le x$'e sono gli  e l ewm' i  d i  m n  matrice ca- 
nolqica ( i n  R) per le righe d i  D (w) .  

Uncc tnle trasformanione dipende qtcindi d a  

N = n ,  +2(qq, +n, +. .+n,,) 

p r a m e f r i  arbi trari ,  irzdicalzdo con 12,. i l  p n d o  i n  63 del ~)rci.r,si~rho comun di- 
visore D,. ((3) cli h t t i  i m i n o r i  d i  ordi)ze n - r d i  D (th). 

14. cr) Qumdo i divisori priini P, sono tutti linenri (cccso d i  WEIER- 
STRASS), ln parte della sostituzione cniionicn relxtiva al divisore Pe(, = ((3 - 
cliveiitn: 

.rithl. = .fip ,*.- , t up x p , ? ,  (p  = 1, 2 ,, , ., 112,; 2, = 0, 1 ,... , ep -- 1 )  (V28)lp 
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d i  ztna sostituzione lineare o?nogenecc e d i  un fccscio d i  forme bilijzeari. 289 

b) Se in particolare i divisori 61 - op soi10 tutti lineüri, la sostitu- 
zioiie caiioiiica diventa 

'litp = 6jp xp, (p = 1, 52 , . . . , n) (es)", 
(oinettendo l'indice v clle deve essere seinpre fatto uguale al10 zero). 

c) Coiisideriaino ancora il caso reale, qualido cioè le a,, e le bi, sono 
reali e si assuine coiiie caiiipo fondaineiltale il caiiipo di tutti i nuineri reali. 
In questo caso i divisori primi di D (o) haniio tutti il prinio od il seconclo 

, grado. Abhiaino già considerato i dirisori priini lineari; sia ora:  

un  divisore priino di secondo grado t l i  D (o) e P;e un divisore elelneiltare di 
D (6 ) ) ;  la parte della sostituzione caiioiiica ad esso relaliva si scriverà: 

15. Le (96) possono risolversi rispetto alle d i ;  si lia in ta1 guisa: 

n 

S )  x', = $.. a., B.; u, 

clove abbiaino posto (*) 

si lia: 

fi cosi giiistificata un' asserzione, a pag. 80, della mia Meiiioria: Sulla teorin della conver- 
gelzza degli algoritmi d i  iternzione (Aiiiiali di Mateinatica, Serie III, Tomo XIV, pagg. 1-30, 
1907). 

Osservo iiisieine che nella foriiiula (34) di pag. 80 della Meinoria stessa é incorso on 
errore di staiiipa; essa deve scriversi: 

(*) Questa notazione, leggermeiite diversa dall'ordiiiaria, è suggerita da1 calcolo delle 
forme bilineari. 

Alzmali di Matematica, Serie III, Toiiio XIV. 39 
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490 hTicoletti: Sulla riduzione a fornm cano~zica 

od anche, ponendo A r (a;,), B r (bik), (i, k = 1, 2,. . ., n), dove i è l'indice 
delle righe e k yuello delle colonne e introducendo le notazioni del calcolo 
simbolico sulle forme bilineari (*), la S pub scriversi : 

Sia X E  1 xFte 1 una iiîatrice canonica per le righe di D (6 ) ) ;  le (47) si scri- 

e yuindi la sostituzione canonica a' =S'.ri, clie dalle s fa passare nlle I ' ,  si 
scrïverà : 

S'G B X S X - ' B - l ,  (99) 
donde risulta andie  : 

S A'-' B-' 8' B X ;  (30) 

e l'una O l'altra di yueste due relazioni caratterizza, per yuanto abbiain detto 
al 1 1 . O  113, una matrice canonica per le righe di D (63) .  Se quindi X ,  è un'altra 
di queste matrici, si a~rrà anche : 

S 1 r B X 1 S X ; - ' B - '  
e per ln (30) : 

SE X-' X', SX;'X';  
cioè posto : 

T r X;' X, 
si lin: 

(31) 

S=T- 'ST ,  oppure S T G T S ;  (39) 

la trasforinazione T è cioè permutabile colla S. Inversamente dalle (38) .e 
(29) si ottiene : 

posto dunyue : 
X X T i ,  cioè T X T ~  X, 

snrà X ,  una matrice cailonica per le righe di D (w). Abhiairio cos1 il teoreaia: 
La trasfor~tzaziorae lineare (non degenere) più ~enerctle perwutnbile colla 

(") MUTH, Ele~neutccrtl~eiler . . . pag. 20 e sg. 
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sostitwiotze lineare : 

1'6 

S) 7; a,, u, = $, ai, uti, ( i  = 1, 9, .  . . , 1%;. 1 bii 1-1 0) 
1 

è data si.i~tboFicamente dalla formula : 

esseudo X ,  zoecc ynrticolnre (qitnluque), X la yiit gei~ernle ir~ntriçe cn~toiciçrc 
per le rig7~e del deterrlcinante 

D(w)=ln,-obipl ,  (i, k = l ,  2 ,..., n) 

carntteristico della sostituzione S. 
U m  tale trasfor~nazione T p z d  quindi cleterr~~irzccrsi rnzionn1me)~te e di- 

pelzde da : 
N=uz,+!2(n,+n2+-.a. f +&,,) 

16. Diariio infine due eseinpî nunierici, i yuali pro\iiilo la praticità del 
nietodo esposto. 

Il primo di questi è dovuto al BURNSIDE y). 
Si abbia la sostituzione S in 5 variabili 

Il deterininante caratteristico della S si scriverà (conformemente alla (96) 

(*) Cf. W. BURXSIDE, Obb the vedtcctio~~ of a Liuear Substitution to its Cauonica2 Forin. 
(Proceedings of the London Math. Society; Vol. XXX (1899), pag. 191-194), et1 insienle: 

A. C. DICKSON, id. id. (ibidem. Vol. XXXI (1900), pag. 175176) ed aiiclie: 
T. J. 1. A. BRONWICH, id. id. (ibidem, Vol. XXXI (1900), pag. 895297). Il processo di ri- 

duzione del BRONWICH conduçe, salvo alciine lieri m~dificazioiii, agli stessi calcoli del testo. 
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del 11.' 13) : 

D (a) = 1 cib 1 = 1 ail, - o bik 1 = 

Si lia cpincli : 

- 9 -  - 4  1 - 4  4 

- 1 1-0 1 -2 1 

- 1 - 1  - 0  -1 1 

3 3 3 a-o - -3 

2 2 - 2  i -6J 

a D  -- - a D  
- 3 (hl + 1 )  (6) - q2, - - - (O) + 1) (a - 2) (2 bJ - 71, a cl4 a c  3 

a~ a D  ôD a D  aD - 
D (4 = ci1 - t C l %  -- t C l ,  -- + C i l  - -+ C l %  -- - - (O) + 1)=  (o - q3. a c l ,  a ci, a 61, a a C l 5  

[l deteriniiiante D (61) si clecoiiil~oiie iiioltre (coiiie si riconosce con sein- 
plici trasfor~nazioni sulle sue righe e colonne) nei suoi tlivisori cletnentari 
al modo seguente 

D (w) = -- (6) + 1)' . (a - 9)' . (cd -- g), 

ôD e per le relazioni precedenti, il miiiore - (ad es.) è regolare rispetto al a 61 ,  

aD clivisore w + 1, i minori - 8% D sono regolari rispetto a1 divisore a cl, ' a C 1 2  a c,, 
<d - 2. 

Consideriaino prima il clivkore o + 1. Dobbiaino allora socldisfare le con- 
gruenze: 
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di zozn sostiticaione h e n r o  osLogcilecc e di zira fciscio di forme bihceciri. 293 

alle quali si soddisfü rie1 modo più gerierale, ponendo 

aD 
X E E ( u + f l ( 6 ) + 1 ) ) -  

ôD , Yjr(x+B(oT1))- ( mod (o +- 1)' ) . a C I ,  a cI5 

111 particolare ponerido o + 1 = t e preiitlenclo il nioltiplicatore a+ (ci+- 1)  
in guisa che sia 

otterreliio la soluzioile particolare (cn~ioiiica) : 

è canonica per il divisore (w + 1) c pcr le riglie di D (o). La- più geiierale 
xjO 1 1 , (i = 1 ,  2, .  . . , 5 )  di queste iuatiici si lia poi poiielido : 

(loiide si ti4ae clle la matrice : 

indicaiido u e (3 delle costanti arbitrarie, dl cui a 0. 
Veniaino ora a coi1siderai.e il divisore 6) - 2. Dohbiitnio coiisitlerare le 

congruenze ( a )  rispetto al modulo (o - 2j2 e iispetto a l  iiloclulo (W - 2). 

- - - -  
xtO x; xy xi0 xy 
- - - - -  
x;, x xJ1 xi, xi1 

aD ô2D Poicliè i niinori - soiio regolüri rispetto al divisore o - 2, si 
aclP ' a c i 2  ôc,, 

- 

avrà un sisteiiia canonico particolare pcr questo di~isore,  porieiido (cf. 11.' 2 e 4) : 

- I ao - 1 a »  - yw = - , /y (2) - - - - 1 ôD Y (.2) - - - - , i l -  > s -  qo-2) ac,, 3(~0-8) ac,, 3 ( ( O  - 2) a cl ,  
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- 1 a 2 D  - X(3) = - -- 1  a 2 D  , Ly (;) - - 
4 - 1 mod (a - 9) ) 

9 a cl% a O,, 9 a CI, a c,, 

Si avrà di qui il sistema più generale, poilendo (n.O 5)  : 

X'o) I = - (y + 8 t) X't' + E t X'/' (mod t?), 
- x(;) Y x(;) + ' < 2';) (inod t ) ,  

esseildo y, 8, E, -0, < cinque costanti arhitrarie, delle cjuali y e '! sono diverse 
da zero. 

Ne segue che la matrice : 

- 02, e per le riglie di è uria particolare illatrice cailonica per il divisore w 

D (cl)), e la più generale : 

di cjueste niatrici si ha ponenclo : 

%?,O 

xi1 
xi" 

con y, 8, E ,  n, [ costanti arhitrarie, di cui y e < diverse da. zero. 
Porremo quiildi (a0 13) : 

, ( i  = 1 ,  2,. . . , 5) 
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d i  ana sostituziotze lineare omogenea e d i  ujz fascio d i  form bilineccri. 295 

e si avrB la forma normale (coine subito si verifica) : 

La più generale trasformazione die riduce la S a forina. normale si avrü 
ponendo : 

essendo le a,  p .  . . r 7 costanti arbitrarie, tali clle u y l-1 0. . . Si noti che ne1 nostro caso è n = 5, n, = 1, n, = n, = . . . = n, = 0, yuiiidi 
è N =  n + 2 (ni + n, + . . + n j )  = 5 +- 2 = 7, coine abbiaino trovato cliret- 
tamente. 

Facendo rispettivainente : 

si hanno le sostituzioni date da1 BURNSIDE (p. 194), da1 DICKSON (p. 176) e 
clal BROMWICH (p. 296) nei lavori già ricordati. 

17. Coine secondo eseinpio, consideriaino la sostituzione su quattro 
variabili : 

U ,  = Up - -U3> 

S u r p =  U ,  t u z - U s - s u , ,  

9ur,= 3u,+ue-ut-2uc> 

ut, = - l 4 ,  + U,. 
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296 N i c o l e  t t i: Sulla r i d w i o n e  a forma ca.noniccc 

Il suo deterininante caratteristico è : 

D (w) = 

si ha inoltre : 

e di qui si trae clie B (a) lia un solo clivisore elemeiitare ugriale ail (6)" l)', 

rispetto al cjuale, ad es. iI ininore 
an è regolai.e. Dobbialiio yuincli consi- K 

derare le congrueme : 

x, +(l  - 8 + X3 +X', = O  
(1iiod (o" 1)", 

- X, - x2 - (1 + 2 o) x:, E U  

alle yuali si socldisfa ne1 modo più generale polierido : 

~ ~ ~ n 1 . Z ~  (11locl(0~+1)?), ( i = 1 ,  8, 3, 4):  

con : 

ed indicando : 

1 \ 1 ~ c r + / 3 w + ( w ~ + l )  (y +--au) (mod(w2 f 1)') 
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di  m a  sostituaione Zineare o9)cogenea e cli un fascio d i  forme bilineari. 997 

un polinoniio arbitrario (niocl (o? + 1)'). Ne segue che la matrice : 

è una particolaïe nîatrice canonica per le riglie di D (o) e la più gerierale 
di (peste iriatrici : 

- - - -  
x; cc; x",; 
- - - - 
X: 2.; X: X: 

si ha poi-iendo (cf. n . O  6) : 

essendo a, p, y, S quattro costanti arbitrarie, tali clie r.' +pz - O. Si noti 
elle ilel nostro caso è ut, = n = 4, N,  = n, = . = 42, = O  e quindi N = 12 = 4. 

Ponendo allora (cf. la (27) del 1i .O 13) : 

= 

l n  sostituzione prende In Eorii~a norinale (cf. ln (28) del 1 i . O  13) seinplicissiiiia 
(die subito si verifica) : 

2 - 1  1 O 

- 2  -1 I O 

coi1 a., p, 7, 8 arhitiarî ecl a" tF" -,-O. 
Annali di  Matematica, Serie III, Tomo XIIT. 
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'298 N i c o l e  t t i  : Sulla riduxione a forma canonicn 

CAPITOLO SECONDO. 

Ridiizione a forma canonica di iiii fascio di f'oriiie bilirieari. 
Il teoreiua di Weierstrass. 

18. I risultnti otteiiuti sui sistemi e sulle i~iatrici cmoiiiclie relatke ai 
divisori liriiiii ecl alle riglie di D (o) ~algoiio e~~identemeiite aiiclie pei. le 
colonne, ed è superflue eiiuriciarli. 

Fra due sistenii ,e iiiatrici canoniclie, l'uiia pcr le riglie, I'altra per le 
colonne di D ( o )  si liaiiuo delle relnzioiii icleiiticlie ilote~olissiiiie, clie ci pro- 
poniaino di determiilare. 

Siano percib P e P' due tlirisoïi priini (uguali o diversi) di D (o), dei 
gradi g, g' e siaiio SA, Yi ,  (i,  k = 1, 2 , . . . , n )  due  soluzioiii delle coiigrueiize: 

( C I )  cil. Xp O (mod PI), ( b )  xd cjA, Yi O (11ioc1 Pt"),  (i, k = 1, 2 , .  , . , n) .  (1) 

\ ~ O ( 1 n o d  P"') i 

e yuindi, se i due di~isori  P e P' sono diremi, aiiclie : 

C (Y, X) _O (iiiod P' , P'"), 

Mn. avendo i polinoii~i XI ,  un grado iiiiriore di g 1,  i polinoiiii Irz uiio iiiinore 
di g' Zr, il poliiioiiiio C (Y, X) ha uii gratlo ininore di g 1 I- g' 1'; si ha quiiidi 
ideiiticniiieiite: 

X)-O (2)* 

donde il teorema: 
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Per due solzc~iorzi ,k; Y delle coligrzceîzze (l), relntiue a dtce clivisori primi 
diversi clel deterr~binccîzte D (o), si lzrc Zn relnxiotze identicn : 

Sia invece P= P'; dalla (8) si lia (e del resto è evidentc): 

C ( Y ,  S) r O (mocl P'II), 

irtdicccrzclo cokt Z,, il rmygiore dei chce rtzcrileri Z, Z'. 

19n). Conservaiirlo le iiotazioni del ii.O2, sia P 1111 tlivisorc ljriiiio d i  B ((4) c 

1111 minore di D (o) di ordine n - 'A regolare rispetto al dirisore P. Le fur- 
iiiule : 

tlefioiscono allora un sistema. canoiiico relativo al divisore P ed nlle 
riglie di D (6)) (cf. n.O 2). Ugualinente, poilendo : 

si lia un sisteina canonico Y??' per il divisore P e per le colonne d i  D (o). 
- - 

T m  i due sistemi X, Y cosi defiititi s i  hnnwo le relazioni idclztiche : 

Cainbiaino infatti nella (3) del na0 1 x ed a' risp. il1 z - 1, a'- 1, e siip- 
posto nd es. : u 2 x',  facciamovi: 
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sarà infine, per le (5 )  : 
h - -  

C(Y, X) r & Md Nu P" QQ, (mod Prf'"). 
1 

Osserviimo ora clie lser cc r h,, è ea > 1 ;  per a > 12) (risp. l)er a > I I . , , ,  ,) 
(doiitle eu < 1 o < r~r), si lia 

e cpiiicli ailclle per 2 > h,,,-, è : 
- 7 

Xi! P a E 0 (niod P'f i ) .  

c) Siaiio ora. Y ', X Z 7  ..., Si'; Yi7 Y', ..., Y" delle soluzioiii delle con- 
gruerize (7); con iiotazioiii analoglie alle superiori iivreiiio : 

e quiiidi la matrice di zc riglie e u coloiine : 

si decoiiipoiie (iiiod P) ilel prodotto delle tre iiiatrici : 

JI? , , ~ ë )  , (  a , ~ = h , + l ,  ..., 71. ,,,-,; ~ = 1 , 8  ,..., z c ; p - 1 ,  2, ..., c) 

la. seconda. delle cluali è -Ir O (iilod P). 
Ne segue che la iiiatrice (9) lia una carntteristica lion iiiaggiore di 

h,,+, - le,; (piildo inoltre si preiida u = v = l&,,,-, - h,, ed i due detcriiiiiiaiiti 

si prendailo ' - O  (rnod P ) ,  la, iiiatrice stessa avri la. cnratteristica h,,,-, h l .  
Abbiaino cos1 il teoreina notevole : 
Siano Xk', Y\N', (i, 7c= 1, 8 ,..., te;  X =  1 ,  2, ..., u; y. = 1, 2 ,..., LI)  dile 

sistemi di solwzioni delle co)ayrzce)lxe: 
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302 ,Vico let  t i : Sul la  r i d m i o n e  n forma cnnonicn 

7tn (iliod P )  W Z C L  cnrntteristicc~ miltore od ugunle  ad h,,,-, - 72, . 
Si possouo deterr)~inare (ed i n  infil t i t i  wcodi) 7z,,,-, - 7t, solwioni  rlell'zwo 

e dell'altro sistema d i  cortgrzcense per le qunl i  l a  g~ccctrice ( 9 )  abbicc (tiiod P )  
l n  cnratteristicn 7b ,,-, - 78, . 

Per 1 = 112 = 1, e ilel caso clie il divisore P sia lineare il teoreina diiiio- 
strato si riduce ad un noto teoreina di STICKELBEI~GEK (*). 

(7) Siano Fi', Y(:), ( i ,  k = 1, 9 , .  . . , 1%; p, a = 1, 2 , .  . . , 72) due sisteini ca- 
iioiiici arbitrarî, relativi al d i~ isore  P, l'uno per le riglie, l'altro per le co- 

lonne di D (o); le s$), YI") si espriineranno per le Ly(k', 'l"? date dalle (4) 
e ( i ) '  con formole analoglie alle (7)'. Facciaino allora ne1 teorema precedente 
1 = 112 e 1, p. = 7 ~ . ,  + 1 , . . . , 72,-,; i due deterininanti : 

sono nllora = , = O  (inod P), (mO 5). Abbiuno quiildi il teorenia: 

Sinrto ,Y$", 1-?) c7ue sisterr~i cauorûici arbi trarî ,  relntiwi nl  dicisore P, Z ' Z I I L O  
y er  le rig7w, l'altro per le colo~zue d i  D (6)). I l  detereiirtcrnte d i  ordirbe h,-, - 71, 

i2 5 0 ( l l l~d P). 

20. Siai-io xi', YY' ,  ( i ,  Irz. = 1, '2 , . . , r i ;  p ,  5 =e 1, 9 ,. . . , h )  due sisteini 
caiioiiici per il divisore P e per le riglie e per le coloriiie di D (a); si avrà: 

Indicando con e,, il niaggiore dei due esponeiiti cp, e,, possiatno porre : 

C(YT,  Sp )=P"pQf iD ,  (p, 0 = 1 ,  2 ,..., 72i) 

dove Q,, è un polinon-iio in o, perfettainente determinato, di grado iiiiriore 

(*) Cf. ad es. NUTH, 1. c . ,  p ~ g .  190. 
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od uguale a g (e, + eu - e,,) - 1 e gli el determinanti : 

sono inoltre (n.O 19, d )  = ' = O  (mod P). 
Questo risultato pub invertirsi col teoreiiia sedueilte. 
Si abbiano 72' po2ino1u.î QCa ( p ,  G = 1 ,  2 , .  . . , IL)  dei grcidi (e, i e ,  - epa) g - 1, 

af fat fo  arbitrart,  +na tali  che gl i  e, detemzinant i :  

s iano diwersi d a  zero (inod P ) ;  e s ia  : 

zln sistema caizonico per il divisore P e per le r i ~ h e  [per le cololzneJ di D (o). 
È possibile, ed i n  un ~lzodo solo, associare al sisteilicb X [ Y ]  z41z sisfe~ucc 

c m o n i c o  Y, [XI per i l  divisore P e per le colo)z~?e [per  le righe] d i  D (a), per 
il qua,le s i  abbin : 

C ( P a ,  m) = Pee o Q p G ,  ( p ,  G =  1, 2 ,..., 11). (12) 

hr-i 2-1 ho-1 
X p  2,. Xf) (w) + & pf-pF4 M$ x$' (w) (inod Pl)  

1 1 
l , f  

(per 7 1 , < h ~ h  ,-,, 1 = 1 ,  2 ,..., e,)  
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304 Nit d e i  ti : Sulla ~iduz ione  ~t fortna canonica 

spetto al modula P in modo che si abbia intanto: 

1 --C(Y; X~r . )=Q~,(modP) ,  (p, ~ = 1 , ' 2 , ~ . . , f i ) .  
P 'P. (1% 

Ricordinino intanto clle per la formula (8) si lia : 

yuando sia inrece 12, < 1 6 72, , , h,,, < ,u. r h ,,,-, ed 1 L 122, si lia, ancora 
per la (8) : 

Le coiicliziuiii cui devoiio soddisfare i poliiionii XY) (iiiod P) (Ir.,,, < y. r hl,,,-,) 

111-1 

per Z f 11L, (b) & AI?' IV$) Q a  G Q,.  ( I I ~ O ~  P) 
11 ",+ 

( / t ,<167?1-1,  71,,z<,U-6h ,,,- 1 ,  1, 912=1, 9 7 . * ~ ?  CI).  

Si clin orn acl m un d o r e  fisso e facciaiiio 1 = m; dorrenio arere 

Ora (! possibile, ed i n  un incrtlo solo, deterniinare le Na'r in guisa da 
sodclisfare rtlle congrueiize superiori; è infatti ( n . O  5) : 

1 N 2' 1 = , = O  (iiiod P), ( a ,  À = h,, + 1 ,. . . , lz ,"-, ). 

Fncciaiiio poi 1 = nt + 1 ,..., el ; 1 = 112 - 1, xt - 2 ,..., 1, le (14) (a)  (b) dcter- 
iiiiiiano successivainente' (inod P) le Na (a: = h, + 1, .  . . , 11,-,), in quanto si 
lm ogni rolta un sistenia di 12,-, - h, congruenze lineari il cui deterininante 
d f ( t  , (a,  À = hl+ 1 ,... , hl- , )  è = = O (mod P). Per 4th  = 1, 2 , .  . . , el ne segue 

In nostra nsserzio~ie. 
Si o s se r~ i  clie con ci6 sono conipletaiiiente determinati i polinoiiiî 
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N'a), ( [ J .  = 1, 2 , .  . . , 71. ; cc = h, +- 1,. . . , h) i yuali, conie le Pa, relative, Iianno il 
graclo g - 1. 

Procediaino ora per iiiduzione, ed aminettiamo sia .possibile cleternii- 
nare, ed in un modo solo, le iV& (cc, v. = 1, 2 , , .  . , h)' (mod P.') (R < el), in guisa 
che valgaiio le cor~gruenze : 

(ci6 clie cleteriniiia coiiipletaiiiente le N:, ( p  = 1, 2 , .  . . , 7r ; or = I t ,  - 1 , a . . ,  11)) 
e diniostrialno die  è possibile determinare le NU, (p. = 1 ,  2 ,  ,. . . , Ir,"; a 2 IL,) 
in guisü clie si abbia ancora : 

1 
-- C (Y", X" FE Q,, (1nod Psi'). P e p  ( 12>,1, 

Per c~uaiito precetle basler;~ occuparsi delle AT:, per le quali cc è nii- 
iiore od uguale ad h,. Si abbia già : 

(dove ogni volta i valori che dere assumere l'indice cc soiio cleterinimti dalle 

(13) essendo le N't)  deterininate (mod P" e si ponga : 

essendo le 3:) da determinare (inod P). Si aman da socldisfare le congrueiize: 

o posto: 

le congruenze : 

Amati  di Mntematica, Serie III, Tomo XIV. 
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(cpesto in particolare accadrà cpando sia P -1 -  P' (11.0 18)); si aurir anche. 

B(yS, x7"l)=O, B(y7'"-1, xV)=O, (r=O, 1,  ..., Eg-1;  s = 0 , 1 ,  ..., 1'~'-1).  (17) 

6) Sis ora P  = P' ed insieme 1 2 ' ;  la (IG) clà allora : 

B (?J7'"-l, Y) = P7 " B (Y, xl-j, (IQ* 

rlonde cotne sopra si traggoiio le ideiitità: 

(a) B (y1'"', x") = O, per r < ( 1  - 1') g ; 

( r = 0 7  l , , . . ,  Zg- 1) 

(b) B (t~"~-', x,') = B x7g-'), per r 2 ( 1  - l') g. 

La (16)" conduce aiicora ad ui i 'a l t~t  proprieti i~otevolissiiiin. 
Deriviamo le (1&', b) rispetto ad o; avrerno: 

d P -  '' B, ( y )  = - 1. Prr-' - B, ( p - l ) ,  
1 d o  d w 

e rrioltiplicaiirlo per X,. e soimliniido, si ottiene : 

e per le (16), (16)* : 

d Y  d P d logP c j-. s) - B(Y, S) = - 1 f ~ 7 - 1  (17, xTg-l) = (1 0 
C(Y, S). 

, d w  t l  w 

Ne segue, rispetto a1 modula PT, la relazione ilotevole: 

d logP 
( Y  X )  1 -  - ( Y ,  ) (inodp'), 

d o  
( 19) 

o ci6 clie è 10 stesso: 

B (Y, S) O (niod Pr-'), 
1 d P  1 
- B ( Y  ) - z' - C(Y,  S) (lil0d P). \ 

("20) 

P"-' do,  P  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



c) Più generaliiiente si ponga, iildicanclo con o, uncl costante arbitraria: 

si arrà  : 

C,,(Y, X) = C (Y ,  S) + (6)  - o,) B (Y, ',Y), 

d log P 
COI (Y, S) = - 1' (cd -a,) - - c (Y, X)  (111od Pl), 

cl w 

cioè : 

Co, (Y, X )  O ( ~ n o d I P ~ - ' ) ,  \ .  

1 c1P 1 (%)O)* 
- C l  (Y, ) - 1 - O , )  - C(Y7 X) (1llOd P). ( P l-l do) P' i 

d P  
Si suppoilga ora P  diverso cla (0 - 61, ; & allorn (o - w,) - piinio con P 

cl w 
e si ricorclino i due teoremi c), cl) del i 1 . O  19. Dalle (20), (")* si l n  subito 
clle due teorelui nffntto identici vcclgor~o y e r  le accctrici : 

nrtnloghe nlle   un tri ci ( 9 )  e (10) iui co~ts ic le~c~te .  
Quando poi sia. P  = w - o), si lia seiiipliceiiiclitc : 

donde si traggoiio conclusiotii analoglie. 

MATHICI CANONICHE ASSOCIATE F E R  IL DETERMINANTE D (Cd). 

88. 1 risultati ottenuti sui sistenii canonici per le riglie e le coloime 
di D (w) coriduçono a relazioni noteroli tra due niatrici canoniche tratte da 
essi sistemi. 

Supponiamo percib nuovainente che per le due soluzioiii Y, Y delle 
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congruenze (1) del n.' 18 si abbia : 

arreino allora le (17) clel 11.'' precedeiite : 

B ( g s , x ' ~ - l ) = B ( g " ~ '  ' , x r ) = 0 ( r = 0 7  l , . . . , lg -1 ;  s = O 7  l , . . . ,  l fg ' -  1). (17') 

Osseivianio orn che insielne colle Xk (k - 1, 2 ,  ... , 1 , )  ailclle le -y,, dcfi- 
nite dalle con, 01  ilense : 

dove : 

é un polinoniio arl~itrario (inod P r ) ,  dànno uiia soluzioiie delle (l),,; poslo 
dunque : 

- 1-1 8-1 - 
S -+ = Y,. xs x7la o" P"(i11od Pr) ,  

insieine colle (17) si avranno aiiclie le altre ideiitità: 
- 

B (y'', x'~-') = O (s = O, 1 ,. . . , 1'g' - 1). (17) 

Osserviamo ora clle le soi10 delle forme 11iliiieai.i iiclle al, c iiclle p. 

ed è facile vedere clle possiaiiio 11r.endei.e le ;J. iii' guisa clie iielle &-' w i i -  

gaiio a mancare tutte le a:., Iraniie ulia fissa a3 di esse. Si I~nnno infatti in 
ta1 guisa 1 g -  1 equazioni lineari oliiogenee nelle p stesse, alle clunli è clunque 
possibile di soildisfare con valori delle p 11011 tutti iiulli. Determiiiate in tu1 
guisa le 0. (od i loro rapporti) non pub accadere clie si annulli il coefficiente 

- 
delle x>, altriinenti si avrelhe a-' = 0 per k = 1, 2, ..., I L  e quiridi ogiii Xk 
avrebbe un grado minore di g 1 - 1 e sarebbe percio identicamente iiullu, 

il clie non è se non tutte le sono nulle. Saraiino quiildi le &' propor- 

zionali alle x2 (k = 1, 2 , .  . . , n) e dalle (17) si ottengono cos1 le relasioiii no- 
terolissiine r 

Insieine con yueste si avrà anche, con simboli aniiloglii 
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Iilfatti per le equazioiii cui soddisfano le y" (O le x"), le d (y", a") e per- 
ci6 anche le Cm, (g8, x") si esprimono linearniente ed omogeneamente pes le 
B (f, x"). 

Dalle (17)*, (17)** si lia poi evidenteiriente : 

qunliiiicpe siano gli intieri p e v, positivi o nulli e per qualuiicpe o, ; (peste 
selazioiii sono duiique conseguetiza della ("L). 

213. Sia ora iielle (1) Y - P' ed insienle 1 5  1'. Inclicando con t uii in- 
t e r ~  qualuiique, non inüggiore di l', poniaiiio 

Usiniiio ora il solito artifivio e sostitiliaiilo alle Yi (i = 1, 0 2 , .  . . , 11,) le Ti 
clefiiiite da : 

- 
Y j 5 I I ( 6 ~ ) Y i ( ( d )  (1110dP")~ (i=l, 2,. . . ,  t h )  

si avraiiilo le altre iclazioni : 

( c i )  B (y'", x") = O ; t = 1 ,  2 , .  , . , Zr, r < (1  - t )  g ; 

(b )  B - ,  x )  = B , x 7  ) ; t = 1, 2 , . . , , 1  r 2 ( 2  - t )  Q. 
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Dalle (%, a)  si haiino, coine al n."antececlerite, le relazioni notevolissime : - 
B (y'"" "', x'~+'') = O, per v + v'< 1 - 1 ; zc, u' = O ,  1 ,. . . , g - 1 ; (23),, 

ecl altre relazioiii si avrehbero coiifroiitaiido nei due inem1)i.i delle (9% b )  i 
roefficieiiti delle stesse p. Non sci.iviaino queste relazioni ne1 caso geiiernle, 
poicliè non liarino uiia foriua seniplice e noil ci occorrono ilel swuito. Ci 
liiiiitiniiio a darle iiel caso clic il clirisore F abl~ia  il prii-iio gi-nclo. E: alloi-a 
g = 1 ed iiisieiiie : 

i? (yR, x") - B ( f i  a, x"-~) ,  ' (q,, 
(vL , 9 2 1 -  1; r=O, 1 ,.,., 1- 1; s=O, 1 ,..., 1 1 -  1; S ~ X ~ O )  ?--Leu). j 

Ne1 ,cüso geilei.de (facmtlo iiellc (a) t = 1') si 1iaiino dalle (s) 1'g ( l g  - 1) 
(per 9. = 0, 1 , . . . , Z g -2 )  relnzioiii liiienri oiiiogeuee iielle 

B (3', x"), (r=O, l , . . ,  , lg -1;  s=O, 1 ,,.., T g  - l ) ,  

di cui le sono uiîn parte. Queste 1'g ( l g  - 1 )  relrtzioui souo t t t f fe  i n d i -  
p e n d e d i .  Apgiuiiginiiio iiifatti ncl esse le 1'g relazioiii : 

e per ln. (16) del 11.' 91 anche : 
c ( Y, X) - O, 

doiide (II.' 022) si trae : 

Quindi le relazioni clie si liaiiiio delle ( 9 2 )  iiisieiiie colle (44) fori-iiaiio 
un sistelna di 1 l 'y2 eyuazioni lineari omogenee nelle l l ' g 2  quniititii B (g', x ) 
clle I~atino coine unica soluzioiie la soluzioiie itleiiticameiite iiulla; il loro 
dcferminalzte è. qlbim?i ditce~so d a  zero. 

cosi diiilostrata la nostra asserzionc; si l in di piii un altro risultnto. 
Per le soluzioni S, 1- delle (1) si lia : 

C'(Y, X) = P7. Q (iG)"* 
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è uii polinoinio determinato di graclo l 'g  - 1. La conoscema del poliuomio Q 

d e t e ~ . ~ ~ h z n  in modo ~tnico le B (f, x"), (Y = 0, 1,. . . , 1 g - 1 ; s = 0, 1 , .  . ., 1' g - 1) ; 
per yuaiito precede infatti si lianiio in ta1 guisa 1 l'g' equnzioiii linenri nelle 

(g*, x") stesse, il cui deterininalite è cliverso cla. zero. Sono allora cleteriiiiiiate 
anche, in inodo unico, le C,, (y", x"), con o, qualunque (11.0 22). 

26. a )  Supponiaiiio in paiticolnre clie il tlivisore Y sia lineare, sia: 

In (pes ta  ipotesi se è:  

si nrrà dalla ( 1  (i)*** (poicliè g = 1) : 

c. quiiidi, per le (93) c r ) ,  b), è niiche (con l t 1 ' )  : 

Aveiidosi inoltre dalle (94)' del 1 i . O  8: 

A (y", x") = w, B (go, x") f - B (y" ', x") 

sai-2. nnclie : 

A(y8, x") = O ,  per r + s < l -  1 ; 

A(y8, x') = - { 6 ) , , q v l  .P-, +l  t ~ ~ . ~ ~ - , j ,  per 1 -  1 e r + s ~ l + ~ ' - g ;  

@ = O ,  1 , . * ,  1-1, 5-0,  1 , , . , ,  zl-1). 
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b) Sia ora Q p ,  (p, G =  1, 5 2 , .  . . , h) un sisterna di 7ha polirlonli in w de- 
terniiriati in guisa da soddisfüre al teorema del 11.0 90, e s imo:  

due sisteini associati al sistema Qp,; poniamo: 

dalle relazioni precedenti si ha subito : 

B (ya*, x w )  = 0, per r + s < ep, - 1 ; 
B (p, xw )  = - q W  

r+s-qe~+l per r + s 2 e p S - l ;  
. (r=O, 1 ,..., ep-1;  s=O, 1  ,..., ec-1)  

c) Consideriamo il caso particolarissiino in cui si abbia : 

si ha in questo caso, per due sisteini associati X'P', Y(') : 

per p = G è invece, col simbolo 8 di KRONECKER: 

(OS*) 

Annali' di Matematica, Serie [II, Tomo XIV. 49 
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3 14 N i c o  l e t  t i : Sulla r i d u a i o n e  a f o r m a  canonàca 

d) Dai due sistemi canonici X, Y definiti al n.O 19 B facile dedurre due 
sistemi canonici associati al sistema (87). Si determinino infatti 8 h polinomi 
AIa (O), Na (o) deterlninati rispetto al niodul~ (O - O,)'", (cc = 1, 2 , .  . . , h) per 
i yuali si abbia : 

essendo Qa espresso dalla (6) (con P = o - 61,). Uno dei polinomi stessi è 
coinpletamente arbitrario, purchè + O (niod (O - o,)'") e posto: 

- - - - 
X(: J f  , Y(,"+ Na Y(;' (mod (o - o,)'L) 

(i, k = l ,  2 ,..., n ;  a = i , e  ,..., h) ) 
P9)* 

saranno, come è chiaro dalla (5) del n." 19, %a), Y=("' due sistenii canonici 
associati al sistema (27) relativo al divisore o - o,. 

25. Quando il divisore P non ha il primo grado, la determinazione 
delle B (g", x"), (r = O  ,..., 1 g - 1 ; s = 0, 1 ,..., Z'g - 1) associate ad un poli- 
noinio Q di grado l ' g  - 1 (essendo Z & 1') è data dalla risoluzione di un 
sisteina di equazioni lineari, la cui forma non è seinplice. Terreino in questo 
caso una via inversa; supporrenlo date le B (ys, a") in guisa che sian sod- 
disfatte le condizioni imposte dall?essere X, Y soluzioni delle congruenze (1) 
e deterinineremo dalla (16)*** del n.' '23 il polinomio Q che figura nella (16)**. 

Conviene percib tener conto delle condizioni cui devono soddisfare le 
R (ys, x"). Queste condizioni (le quali comprendono evidentemente le rela- 
zioni date ai n. 28, '23) troviamo al modo seguente. 

Siano 
Pi"', Pg, ..., P$ 

i divisori elementari di D (O) e sia, come al n.O 11: 

siano poi: 
X = I % f t ( ) ,  Y q g y a l  

( i = I  2 . .  n;  p, G = I ,  2 ,..., m; tp=O, 1 ,..., e p g p -  1 ;  

7a=O, 1% ..., gaga-  1) 

due inatrici quadrate di ordine !ta diverse da zero, ma affatto arbitrarie, e 
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poniamo per brevità di scrittura: 

Supponiamo ora che la matrice X sia canonica per le righe di D (w); mol- 
tiplicando le (24)' del n . O  8 per gFTu, e sominando rispetto all'indice i da 1 
ad n, abbiamo le identità (nelle quali intendiamo che sian nulle le B in cui 
un indice t, O Ta sia negativo): 

inversamente, poichè la matrice Y si suppone diversa da zero, queste rela- 
zioni equivalgono alle (Bh), del n.O 8; esse sono quindi caratteristiche per 
una matrice canonica X per le righe di D (o). 

Analogamente, se la matrice Y è canonica per le colonne di D (w), si 
avranno le relazioni : 

Se quindi ambedue le rnntrici X, Y sono canoniche, l'zcna per le righe, 
l'altra per le colonne di D (w),  si avranno le identith fondamentali: 

Osserviamo esplicitamente che : le identitic. superiori di9endono uniccc- 
mente dni divisori elementari (ne1 caljhpo R) del determinante D ( w ) .  

Inversamente si abbiano n2 quantità Bp,,e;u,r, , il cui determinante sia 

diverso da zero e 'che soddisfino alle (352); o coine direino, si abbia una solu- 
zione propria Bp,'eju,To delle (352), e sia ad es. X una matrice canonica per 

le righe di D (w); le prime n2 delle (30) definiscono allora una matrice Y, la 
quale, per quanto precede, sarà canonica per le colonne di D (w). Due tali 
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matrici X, Y, evidentemente legate in ugual modo alla soluzione propria 
Bf,te;a,r, considerata, si diranno associate a p e s t a  soluzione. Ad ogni solu- 
zione propria delle relazioni (38) sono quindi associate wN coppie di matrici 
canoniche. 

Segue anche di qui che la più generale soluzione propria delle (38) si 
ottiene dalle prime delle (30), quando sia X la più generale matrice cano- 
nica per le righe di D (a), Y una particolare per le colonne (O inversamente, 
il che è 10 stesso); una ta1 soluzione contiene quindi linearmente ed omo- 
genamente N = .no + 8 (n, + n, . . + n,) parametri arbitrarî. 

E anche chiaro, che quando tutti i divisori Pl ,  P, ,..., P, abhiano il 
1.' grado (ne1 caso di WEIERSTRASS), le (66), del n.O 2t danno la più generale 
soluzione propria delle relazioni (38). 

86. Ne1 caso generale si lia un  sistema notevole di soluzioni delle re- 
lazioni (32) al modo seguente. 

Cerchiamo di soddisfare alle (36) stesse ponendo (indicando aPo il sim- 

esseildo le SV delle quantità da determinare. Per tp = - 1, si ha intanto 
dalle (33): 

S'e) = O, per sp < ep g,, - 1 ; 
e (34h 

le (39) diventano poi identiche per P,, = w; per P, -1  o diventano semplice- 

.e si soddisfa ad esse ponendo: 

con : 

Con queste posizioni il determinante 1 Bp,te;o.~GI si riduce al prodotto 
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sarà quindi diverso da zero, quando, per Pp =-  w, si prenda ~ $ ' ) = l  0, e per 
e 

Pp = o si prenda SW -1 0. 
"e 

Otteniaino in questo modo una soluzione delle (3.2), la quale contiene 
nt 

E= e,, parainetri arbitrari. Per una tale soluzione le (30) e (31) diventano : 9 

Per Pp = w si ha seinplkenlente: 

Considerianio il caso particolarissiino in cui si abbia: 

A$) = O, per h -1  ep (O per Pp = w sia S Y  = O, per s 1 ep- l), 

essendo sempre A$) -1- O (.Seil -1- O). La soluzione corrispondente delle (32) 
e e 

si dirà la loro soluzione principale e due malrici canoniche associate ad essa 
si diranno seinplicemente associate. Le (35) in questo caso diventano: 

Ac,uge+u;e,%+w, = A(,) ee ( h e e  a&t+, - Sc+ul+i,eP a&,, a$&,,, 1 
per t > ~ ,  cioè u+uf=l g-1; ! (:;a)* 

A e , v g e ~ , e , d g ~ + U ~  = Ait  1 h + ~ , ~ ~  a?) - L ~ + I , ~ ~  a;-,, a$)-, e 
per t=O,cioè u + u l = g -  1 ;  

(p=i ,  2 ,  ..., 
v, v '=O,  1 ,..., e,,- 1) 

' \  
fn2;vp, u,=o, 1 ,..., epgp-1; 24, ul=O, 1 ,..., f i - 1 ;  
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e per P=o: 

(p, ~ = 1 ,  8 ,..., m; tp=O, 1 ,..., epyp-1; Ta=0, 1 ,..., eaga-1) 
gie) ; (35)'* 

Bq,ue;p,oe = Le+ve,e,-i .-") ; A,up;e,ep = 8% +* a ' e  e e ' e '  ee 

Scriviamo le (35)" anche ne1 caso clie Pp abbia il primo grado e sia 
Pp = w - wp (con wp -1- O). Abbiamo allora gp = 1 , ak) = - w p  e prendendo 

1 
9~ 

A Fe' = - - , otteniaino le relazioni : 
OP 

che contengono le precedenti (per 9!$ = 1) e coincidono colle (88) del n.* 84, 
nelle quali si sia fatto o, = wp. 

Facciamo ancora un'osservazione. Siano 1 xtte 1 , 1  y p  1 due niatrici ca- 

noniche, per le righe e per le colonne di D (a), tra loro associate e si dicano 
Xk) ,  Y?) (i, k = 1, 8 ,  . . . , p, G = 1, 8 , . . . , un)  i polinomi corrispondenti. 
Dalla (16)*** del n.O 23 e dalle (35)" si traggono le identità notevolissime 

C(Ya, XP) = - . A$) Pep Ppl , (p, G = 1, 2 , . . . , +IL) 
e e  

con P,, = P, - = aie) ugp-i + ai?) 6)s -3 + , . . . , + a$: ; ee 

e per P, = o, SW = 1, seinplicemente : 
ee 

Osservia~iio infine clie è possibile, in modo molto semplice, trarre dai 
due sistemi canonici particolari definiti al no 19, due sistemi canonici (e 
quiiicli due inatrici canoniche) associati. Si determinino infatti dei polinomî 
Np, iVp (p = 1, 8 , .  . . , m) definiti rispetto al modulo P,"p dalle congruenze: 
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essendo Qp definito dalla (6) del n.' 19, fattovi cr = p ed analoglie. Posto: 
- - - 
IY k) E Al,, X @), Pie) Np y$'). (mod Pie), (? = 1, 8 , . . . , W )  

saranno Tt), due sistemi canonici associati. 

RIDUZIONII: A FORMA CANONICA DI UN FASCIO DI FORME BIIJNEAHI. 

IL TEOREMA DI WEIERSTRASS. 

87. Siano: 

due forme bilineari in due serie di n variahili w,, u., ,. . ., un; u,, u, ,. . ., v,, 
la seconda delle quali abbia il determinante j b,, ( diverso da zero. Il deter- 
ininante : , 

D ( o ) = ] F c , . - o ~ ~ ~ . ~ ,  (< k = l ,  2 ,... , m) 

si dirà il determinante del fascio A - w B. Sia R un campo deteruiinato di 
razionalità (che contiene le a,,, 6,) e si decornponga, ne1 campo R, il de- 
terininante D nei suoi divisori elementari al modo seguente: 

D (Q) = (- 1)" 1 bel. 1 .  Pp Pt.. . Pz 
con : Pp = W g p  + a$) + . . . + a(@ (p = 1, 8 , .  . . I I & ) .  

4' 
Sia inoltre : 

Bp,tp;a,.sa, (P, u = 1  2 ,..., W Z ;  t p = O ,  1 ,..., epg,.,-1; r u = O , l  ,..., esgu-1) 

una soluzione propria (appartenente ad R) delle relazioni foildamentali (33) 

due matrici canoniche, l'una per le righe, l'altia per le colonne di D (a), as- 
sociate alla soluzione stessa. 

Assuiniaino, invece delle u, v, delle nuove variabili .r,,t,, Cp,t,, mediante le 
forriiule: 

eese-1 

u, = EP qP y:$ n, t , ,  
1 

(i, k = i 7  2,.. .) *%); 
m eeq-1 

(38) 

vh. = & Z ; t p  xtte Tp,te , 
1 O 
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per un tale cambiainento di variabili le forme A ( u  v), B (u v) ed il fascio 
A - w B si inutano rispettivamente in 

e per le (31), (38) del n.O 95 i coeflicienti dipendono soltanto dalla soluzione 
considerata Be,C;~,za delle (39) stesse. ' 

La (39) si dirà la forma canonica del fascio di forme bilineari: 

A (zc v) - o B (u  v), 

associata alla soluzione Be,tp,rU. 

Abhiaino cosi il teorema: 
Se (BetF;u,,,) è una soluzione qzcalunque (propria) delle relazioni fonda- 

nzentali (38) del n.O 25, il fascio d i  forme bilineari: 

pu6 (in ooN modi) ridm-si alla forma canonica, associata alla soluzione corn 
siderata : 

nella puale le A,,teio,, si esprignono per la B,,te;as, ne1 modo dato dalle rela- 
zioni (31). 

Il risultato ottenuto pub invertirsi al modo seguente. 
Sia ancora Be,te;.,ra una soluzione propria delle (32), ed il cambiamento 

(38) di variabili riduca il fascio A - w B alla forma (39), essendo le Ap,te;a,r, 

espresse per le B,,te;,,rc mediante le (31) ; allora, per quanto abbiam visto al  

' n . O  85, saranno le matrici 1 XI ed / Y 1 due matrici canoniehe, per le righe e 
le colonne di D (a), associate alla soluzione considerata. 

Ora i risultati del n.O 96 ci danno il modo di deterininare infinite solu- 
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zioni proprie delle relazioni (32) (quando i divisori P, sian lineari, da1 n.O 24 
ne abbiamo tutte le soluzioni); sappiamo inoltre (n.O 10) costruire la più 
generale matrice canonica per le righe di D (w), dopo di che le prime tra (30) 
del n.' 85 determinano razionalmente la matrice canonica T associata. Ab- 
biamo dunque : 

La pi& generale trasfortnazione d i  uariabili che riduce i l  fascio A - w B 
alla forma canonica useocia6a ad 7 4 m  soluzione propria delle relazioni (38) 
si ha coizsiderando due matrici canoniche, per le riyhe e colonne d i  D (a), 
nssociate alla soluzione stessa. 

Una tale trasforrnazione d i  variabili è determinabile rdziona11)ze'nte e con- 
tiene 

N=n,  +2(n,+n,+...n,) 

parametr4 arbitrar3, essendo fi,,. (r  = 0, 1 ,. . . , n)  i l  gmdo del nt. c. d. D,. (a) di 
tutti i minori d i  ordine n - r de2 determinante D (a) del fascio. 

28. Da1 teorerna dinrostrato segue, cunie corollat-io iinrnediato, il teo- 
rema d i  WBIEKSTRASS (*): 

Condizione necessaria e suficiente perbhè due fascd di forme bilin~ari 
in  due serit? di n vardabili, i cui deternainanti non siano identicamente ndli,  
siano equivaleîlti, è che i determinanta dei due fasci abbiano gli stessi diz% 
sori elewzentari. 

Due' fasci di forme bilineafi A -WB, A'- w B' si dicono, corne & noto, 
equivalenti, quando esiste una t.rasformazione di variabiti, indipendente da o, 
clle muta. la forma generica A - o B del 1" fawio nella A'- cu B' del. se- 
condo, corrispondente al10 stesso valore di a. L' ipotesi die  i determinanti 
delle due forme k, B siado diversi da zero, è inoltre, coine subito si rico- 
nosce, equivalente all'altra che i detern~inanti dei due fasci non siano ideir- 
ticamente nulli (*). 

Ci6 prémesso, è chiaro che la condiaione enunciata ne1 teorema di 
WEIERSTRASS è necessaria per l'equivalenza dei due fasci A - w B, A' - w B; 
diinostriamone la sufficienza. 

Siano D (w), D'(w) i deterininanti dei due fasci; poicliè essi hanno, per 
ipotesi, gli stessi divisori elementari, avranno coinuni le relazioni fondanien- 

(*) Cf. MUTH, 1. c., pag. 61. 
(**) Cf. MUTH, 1. c., pag, 84. 

Annali di Matematica, Serie III, Toino XIV. 
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tali (32) e le (31) del n.O 25 e quindi anche le soluzioiii relative. Fissata una 
yualunque soluzione (propria) B,,t,;,,, delle relazioni stesse, è possibile ri- 
durre (in modo razionale) l'uno e l'altro fascio alla forma canonica asso- 
ciata alla soluzione considerata; i due fasci sono dunque eyuivalenti. È inoltre 
chiaro che: 

Si  pzc6 determinare, i n  modo razionale, la pi& genernle trasformazione 
dell'zcno nell'altro fascio. Una tale trasforrnazione contiene 

iV=n,+B(n,+n,t-- .+rz,)  

parametri arbitrari. 
Se infatti S è la più generale trasformazione di variabili (data dalle (35)) 

che porta il fascio A - w B nella forma canonica (39), Ti una particolare 
che porta il fascio A'- o B' nella stessa forma canonica, la più generale 
trasformazione che porta il fascio A - w B nell'altro A'- o B' sarà data da 
S T; ' ,  il che dimostra quanto abbiamo affermato. 

Facciamo ancora l'osservazione seguente. 
Siano P,, P, ,. ..,Pm dei polinomi in o, uguali O diversi, prinii ne1 campo R, 

dei gradi g,, g, , . . . , g,, ed indicando con e , ,  e, , . . . , e,,, dei numeri interi non 
minori di uno, si ponga .n = e,  g, + e, g, + . - - + e, g, ; si considerino quindi 
le relazioni (39) del n.' 85 (dove le a$) hanno i valori corrispondenti al po- 

linomio P,, (p = I, 8,. . . , m)) e ne sia BP,~e:<T,76 una soluzione propria, affatto 
arbitraria (ad es. determinata corne al n.O 96). Il fascio (39) di forme bili- 
neari nelle variabili n e 'C ha i. divisori elementari Pp, Q , .  . . , Pr?. Consi- 

deriamo infatti il determinante del fascio ed aggiungiamo alla colonna (p, O) 
d i  esso le colonne (p, v gp + U )  moltiplicate per 

la colonna (p, O), per le (31) del n.O 95, verrà a contenere il fattore P; (cfr. 
m 

n." 3), donde, poichè 2, e, g, = n, ordine del determinante, segue senz'altro 
i 

la nostra asserzione) 
Abbiamo cosi il risultato : 
Siano Pl, P, , . . . , Pm dei polinomi i n  o, uguali O diversi, dei gradi 

y,, g, , . . . , Q,, pritni ne1 campo R (ma del resto affatto arbitrar8) e siano 
e l ,  e, , . . . , e,, dei nunzeri interi now minori di uno, e si ponga: 
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Esistono infiniti fasci d i  forrwe bilineari in due serie d i  n uariabili, che hanno 

i divisori eietnentctri P?, P $ ,  . . . , P? (*). 

99. È da osservare in modo speciale la forma canonica del fascio 
A - w B, associata alla soluzione principale delle relazioni (32). Questa foiwia 
si dirà sehplicemente canonica. Le (35)* del n.O 26 dànno : 

essendo, per Pe -1- : 

B ~ ~ ) ( n ! ) = ~ , n p , u e < p , ~ e ;  ~ o n ~ c ~ + u ~ = e ~ g ~ + t - 1 ; ; ~ ,  up=O,l ,... ,epgP-1; 

L i  (1, ) = O per ep = 1 ; 
(41) 

"-' cio-i 

P'" ?& (n) = 2, ,,"ge+t 7 
O 

py (9 = 2, O a$;-, cp,rge+t ; 

e convenendo insieme di porre aie) = a k )  - O; per pp = si ]la ilivece selil- 
"+i - 

plicemente (facendo S e i  = 1) : 
"e 

Abbiamo quindi : 
12 fascio A (ri <) - w B (n c) si  deco~îzpone stella sonma d i  I )L  fasci : 

corrispondent.l a i  singoli divisori elenzentari del deternainante D (a). Il favcio 
corrispondente al divisore elernentare Pte , d i  gmdo ep g,, contiene due serie 

d i  ep gp variabili nptue, !P,ÿe) (uP , vp = 0, 1 , . . . , ep gp - 1) ed ha la fortna ri- 
dotta data dalle (41), (41)' (**). 

(*) Cf. MUTH, 1. c., pag. û6. 

(**) Il decornporsi il fascio A -a, B negli vn fasci A(?) - o è evidentemente coiise- 
guenza delle sole: 

B t ;u,=,=O, ( p , a = 1 , 2  ,..., m ; p - l = o , r e = O , l ,  ..., eege- l ;ra=O,  1 ,..., e n y u - i ) .  e9 e 
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- A 

30. Con~tideriaino infine alouni casi particolari. 
a) Il divisore Pp sia lineare, Pp = w - op (COLI wp -1- O). Faceiido 

1 A? = - -, si ha seinplicemente (*) : 
e (')P 

(e la seconda parte mancherà per ep = l) ; e questa forma, corne è chiaro 
dalla (hl)', coniprende anche il caso di op = 0, eioè di P= w. 

b )  11 divisore Pp abbia il 8.O grado, e sia: 

P,, = wB + aie) o + a($). 
Si ha in ta1 caso: 

(ed il terzo termine rnanclierà per ep = 1). 
c)  11 divisore Pp abbia un grado arbitrario yp e sia e,= 1. È in questo 

easo (sr) = O  e si ha: 

7 A") - o B(@ = - a(? )  a (np, [e,ge-l + %pl 1p,ge-2 + - . 4- ae,ge-i hpo) 
g e \ 

d) Quando tutti i divisori Pp abbiano il 1 .0  grado e sia e, = 1, (p = 2, 
8, ... , $1.1) e quindi il determinante D decomposto nei suoi divisori elelneri- 

(*) Cf. MUTH, p. 891. 
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tari sia : 

ponendo per hrevità ripo = u,,, &, = tp, ( p  = 1 ,  8 , .  . ., t h )  e facendo (per. op 1 0) 
1 Bk) = - - si ha la forma semplicissiina: 

ee W~ 

Inversamente questa forma pu6 aversi soltanto in questo caso (*). 
c) Una ta1 forma si ha in particolare quando sin aik = O, (i, k = 1 ,  8,. . . , n )  

e 1 hi, =I 0. È infatti allora Pr = b,, per p = 1, 8,. . . , m. Si ha cosi il teoreiiiü 
(efr. n! 8, c) e 18, d!) : 

Qzcnlunque for9tza biliweare B in dzce serie di n vnriabili, il cui deterrui- 
nante sia diverso da zero, pzc6 trasforunarsi, in infiniti modi, nella forma unitic: 

La pi& generale di tali trasfoni.tazioni è delermirtabile razionalmente e 
contiene na paraw.~etri arbitrari. . 

(*) Cf. MUTH, 1. c., pag. 93. 
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On a class of periodic solutions in the problem 
of four bodies. 

(By E. O. LOVETT, à Princeton, New Jersey). 

I n  a recent nurnhrr of the Annali Mr. G. ~ a v k i i i  (*) has constructed 
a new category of periodic solutions of the problein of three bodies. It is 
the object of the present note to write out the corresponding solutions for 
a case of the problem of four bodies which-was the subject of a short study 
published in a previous volutne of this journal (**). 

Consider three finite bodies Pl, P z ,  P,, of niasses ml,  m?, m, respect- 
ively, in motion according to one of the Langrangian equilüteral triangle so- 
lutions of the probleni of three bodies. Let the order of magnitude of the 
tliree bodies be 

ml t *az 2 $12, , (1) 
and take 

P, Pa = Pa P, = P, Pl = 1. (9) 

Let x, y, x be the coordinates of an  infinitesiinal body Q, referred to a 
systeni of rectangular axes whose origin is a t  Pl, the x-axis coinciding with 
P, P z ,  and the y-axis lying in the plane Pl P, P, .  

The equations of motion of a particle (X, Y, 2)  referred to rectangular 
axes rotating with angular velocity n about the 2-axis, under the influence 

(*) PAVANINI,  Sopra una nuova cateyoriu d i  soluzioni periodiche me1 probletna dei tre corpi. 
Aniiali di Matematica, Serie III, Tomo XIII, pp. 179-803. 

(+*) LOVETT, Sirzgular trajectories in the restricted pvoblem of  four bodies. Ibid., Vol. X I ,  
pp. 14. 
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328 Love t t  : On cc class of  periodic solutions 

of forces whose potential is U ,  are 

If in the present problem the origin be taken at the center of inertia 
of the rotating system Pl P, Ps, with the X-axis parallel to P, P, and the 
Y-axis in the plane Pl PB P,, the coordinates of the infinitesimal body Q 
become 

we have furtber 
n k 9 f l 1  +ma+m,; 

hence the equations of motion of the particle become 

Now let pl, p,, p, be the tripolar coordinates of the point & referred to 

and if we put 

1 
12 = - 1 \1'3 Ml wa.2, m3 

B ~ 2 ( ~ a + ~ " - - ( 2 ~ ~ 2 + ~ ~ ~ , ) ~ - - F ~ ~ ~ , ~ + - + - + -  9 - PI  PP P 3  i (Y) 
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the equations of motion (6) can be written 

Observing that 

we find after an easy reduction tliat the function fi iiîay be inade to assuine 
the forin 

+ pi: (pi - pS - 1) ) + 

This corresponds to DARWIN'S symmetrical forin 

of the force-function for the restricted problem of three bodies in the plane. 
If the infinitesinla1 body moves in the plane of the finite bodies, the quantity 
within the brackets of (11) vanishes, and the sinîilarity of (11) and (12) is 
immediately evident. 

Consider now the particular case where 

we have then 

and the equations (9) become 

d2 x -- ~ L I  a0 d P y  dx an d 2 s  an d t P  9-=-  9.- = + 2 - =  9 -- 
d t  a~ n t  a y  & - a ~ '  

Annali di Matewzatica, Serie I I I ,  Tomo XIV. 
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If we put 
X = @ , ,  9=$2,  2 = Es ; 

the equations of inotion (15) may be written in the canonical forin as 
follows 

The equations (15) and (17) may now be studiecl in precis~ly the same 
inanner as the equations (1) and (1') of PAVANINI'S memoir. 

In fact if we take up first the case in which p. = 0 we have 

The resultant attraction of P I ,  Pz,  P, on Q in this case will be always di- 
rected along the z-axis. If we suppose further that the infinitesimal body is 
initially on the z-axis with initial velocity directed along that axis, the mo- 
tion of Q will be defined by the equations 

and 

We have then 

where 
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in the problem of tozci bodies. 
t 

froin which we derive the equation 

where E, a constant of integration, is the total energy. 
The equation (23) expresses the rnanner in which the velocity of Q 

varies with respect to the position of Q and the total energy E. 
We satisfy ourselves without difficulty that the only values to be attri- 

buted to the total energy are those which are included in the inequalities 

Following PAVANINI'S lead it is now 
motion of Q along the s-axis is periodic 

a simple matter to 
between two points 

(94) 

show that the 

symmetrically placed with respect to the origin, and the period of the mo- 
tion is determined at the same time by a mere numerical change in PAVA- 
NINI'S reckoning. 

To this end put 

whence, by the aid of (23), it appears that 

Introduce an auxiliary variable defined by the differential equation 

in which 

this is equivalent to regarding p as  a Weierstrassian elliptic function whose 
invariants are ga and g,;  and hence p is a doubly periodic function of u. 
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338 L o v e t t :  On a class of periodic solutions 

Remarking that the roots of the equation 

arranged in order of magnitude are 

we see that it is always possible to determine the periods 2 o and 2 w' of p, 
and in fact by the formulae 

It follows-readily from (26) that we have as in PAVANINI'S problern 

and froni the parallelogram of periods that 

where E is a real variable. 
From (87) and (28) we have 

to evaluate tliis quadrature in terms of elliptic functions we emploi the 
substitution 

and after a reduction differing only in iiumerical details from the process 
worked out by PAVANINI we find 
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iuz the problem of four bodies. 333 

The forinula (37) differs froni PAVANINI'S in but two numerical particu- 
lars: - in his the coefficient of t is 9 and the divisor of the last term 
in u is 6. 

Finally we have the period of z in the form 

where ri is t o. 
Al1 the reniaining results of PAVANINI'S inen10ir for the case p. = O  are, 

with slight modifications, applicable to the problem in hand here. 
When p. is different froin zero the parallel is quite as  close, the only 

deviations heing in the coefficients of the equations of the variations: we 
are then in a position to coiiclude froin a study of equations (17) siinilar 
to PAVANINI'S discussion of his equations (l'), that the prohlem of this note 
admits of a doubly infinite number of periodic solutions, the arbitrary ele- 
inents defining them being, for example, the origin of tiine and the total 
energy. 
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