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Sulla teoria della convergenza degli algoritmi
di iterazione.

(Di OxoraTo NicoLETTI, @ Pisa.)

In una Memoria: Sulla teoria dell’iterazione (*), che ha avuto I'onore di
essere pubblicata tra le Memorie della Societd Italiana delle Scienze, ho svi-
luppato una teoria della convergenza degli algoritni di iterazione in n varia-
bili, assegnando dei criterl di convergenza, i quali permeitono, nella mag-
gior parte dei casi, di riconoscere, mediante operazioni razionali, se un de-
terminato algoritmo di iterazione converge a limiti determinati e finiti. Per
la teoria stessa, gli algoritmi convergenti possono classificarsi, in ordine alla
loro convergenza, introducendo la nozione di ordine e grado di convergenza.
Vi & pero, a questo punto, una grave lacuna; in quanto, mentre ¢ agevole
riconoscere se un algoritmo ha, o meno, convergenza di un ordine e grado
determinati, quando invece sia dato soltanto 'algoritmo, non & possibile, per
i criteri stessi, decidere con un numero finito di operazioni se I'algoritmo
soddisfi, o meno, ad uno qualsiasi di essi criterl. Questa lacuna mi & ora

- riuscito colmare, in guisa molto semplice, ed espongo, nelle pagine che se-
guono, il risultato cui sono pervenuto.

Per maggior chiarezza, credo opportuno richiamare prima aleune defi-
nizioni e risultati della Memoria sopra ricordata.

(*) Memoric della Societc Italiana delle Scienze (detta dei XIL), Serie I1I, Tomo XIV,
Roma, 1906. Dovrd nel seguito riferirmi continnamente a questa Memoria; la indicherd
sempre colla lettera A.

Annali di Matematica, Serie [II, Tomo XI1V. 1
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2 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

I. NOTAZIONI E DEFINIZIONI.

1. Si abbia (*), per considerare il caso pitt semplice, un sistema di n
equazioni in due serie di » variabili @, x,...2x,, @' x,... &

&, (@, ') =0, (=1, 2,..., n), (1)

n

dove le o, (x, '), quando le x e le «’ siano variabili complesse, si suppon-
gono analitiche in queste variabili; quando le x ed «" siano invece reali, sono
loro funzioni reali, finite e continue nel campo che si considera con tutte
quelle loro derivate che ci occorrerda di considerare. Facendo nelle &, (x, «')
@, =, (k=1, 2,..., n), otteniamo » funzioni delle x, x, ... =,

0 (@ 5. . ,) = 0, (L), (i=1, 2,..., n) (2)

tali che si ha per esse, coi simholi di KrRONECKER (**):
@, (@, ') =2, (x) (modd «’, —x,), (G, k=1,2,..., n). (2%
Sia ora M= (g1, Gayervy Gp)y €ON gu=gu (X)) =gu (@, %;...2,) (=1, 2,..., p),
un divisore di rango p del sistema di funzioni ¢,, ¢.,..., ¢,, tale cioé che la

matrice funzionale
d (gl g? LI gp)

d(x,x,...2,)
abbia la caratteristica p. Abbiamo allora
0, () =0 (modd g,, gs,..., 4,), (=1, 2,..., n); (3)
di pit le equazioni
9:(®)=0, g, (@) =0,..., g, () =0 (4)

definiscono nell’ S, di coordinate (w, x,...2,) una varieta M ad n—p di-
mensioni.
Ammettiamo ora che il determinante funzionale

d(d, d,...d,)
d@,a,...x,)

(*) Cf. A, n.t1-3.
(**) Sui metodi di KroNEckEeR, cf. ad es.: Konig, Algebraischen Grissen (Lipsia-Teub-
ner, 1903) Cf. anche A, n.° 2.
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degli algoritmi di iterazione. 3

sia diverso da zero, quando in esso si faccia &=, gu(x) =0 (k= 1,
2,0, my p=1, 2,..., p). In questo caso le equazioni (1) definiscono, in un
intorno (di S,) convenientemente piccolo della varieta MM, le " come funzioni
determinate, finite, continue, derivabili (analitiche nel caso complesso) delle a.
Facciamo infine 'ipotesi che detto C l'intorno della varietd 3/, entro il quale
va preso il punto x perche sian soddisfatte le condizioni superiori, anche il
punto «', definito dalle (1), cada nello stesso intorno.

2. Cio posto, sia 2'? = (2, x¢,..., @) un punto qualunque di questo
intorno, e consideriamo la successione infinita dei sistemi di equazioni:

o, (€0, 1) =0; b, (@, @?)=0;...; &, @, @P)=0,..., (=1, 2,..., n).

Nelle ipotesi fatte, esse equazioni definiscono una successione di punti
in S, .
o AR I R A N 6))
ed ove questa successione sia convergente ad un punto limite X =(X, X;...X,),
diremo che le equazioni (1) definiscono un algoritmo K di iterazione (¥). Per
la continuita delle o, (x, ') e per le (2%) il punto limite X soddisfera alle equa-
zioni '

(?i(X):O’ (é=17Q9'--9n); (6)
se in particolare, qualunque sia il punto iniziale ©'” scelto nell’ inforno C della
varietess M, si avrd '
g:(X)=0, (=12,...,p) (M
(con che le (6) sono manifestamente soddisfatte), cio¢ se il punto limite X
appartiene alla varietd B/, diremo anche che Valgoritmo K appartiene alle
varieta, M definila dalle equazioni (4).

II. CONDIZIONT DI CONVERGENZA. — ORDINE E GRADO DI CONVERGENZA.

3. Nelle ipotesi del n.° 1, quando il punto « si prenda in un intorno
sufficientemente piccolo di M, dalle equazioni (1) si ottengono delle relazioni
della forma (*¥):

= S brgs @), (h=1,2,..., n) ®)
1

*) Gt A, n.o 4
(**) Gf. A, n.* 5.
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& Nicoletti: Sulla teoria delln convergenza

dove le 2rp (K =1, 2,..., n; ».=1, 2,..., p) sono funzioni determinate e finite

Y

delle @, @, ...«,. Da queste si traggono p identitd della forma:

p
gﬂ(x):.’\ilVYP"g’(x)’ ((‘L::i’ 9“)7“'3 p) (9)

essendo le y,, funzioni determinate delle a; cioé: nel passare dal punto x
al punfo successivo « (al suo conseguente, secondo la denominazione di Poix-
CARE) le p funzioni ¢,, Gs,..., g, Subiscono una sostituzione lineare.

Posto, per brevita di serittura, per qualunque p

R = gp (0'9) = gu (@@ X2 ... X)),

dalle (8) si ha immediatamente che quando le p serie
Yed# (=1,2..,1) (10)

convergono assolutamente (ed uniformemente) nel campo dato, altrettanto
¢ delle altre
P+ N, (0 — ey (k=1,2,..., n) (1C?)
1

e quindi l'algoritmo K converge (uniformemente) ad un punto della varieta M,
appartiene ciod alla varieta M (*).

(*) B chiaro che la convergenza (assoluta ed uniforme) delle serie (10) & condizione sol-
tanto sufficiente perché l'algoritmo converga ed appartenga al divisore (g, g . . . gp) (cf. an-
che A, n.° 18). Perd, se si vuole che l'algoritmo tenda al suo limite, soddisfacendo a parti-
colari condizioni, si & condotti a porre la convergenza delle serie stesse.

Ammettiamo infatti che, quando il punto iniziale x© sia scelto in un intorno conve-

. s , . . . , . / ..
niente della varieta 1, l'algoritmo sia convergente, sia Xi — lim x,¢) ¢ valgano insieme
():00

le (7). Consideriamo i moduli delle » differenze Xi — /) e sia 3, il limite superiore di questi

moduli, mentre il punto iniziale (7 varia nell’intorno considerato; d, potrd definirsi come
I'errore che si commette quando al punto limite (X) si sostituisca il punto p-iterato (x@). Per
la convergenza dell’algoritmo si ha evidentemente

lim d,=0.

g;:’e

Ammettiamo ora che, essendo a una costante positiva minore dell'unita, da un certo va-
lore p, di p in poi si abbia

69“'150/6 H (PEP()),
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degli algoritmi di iterazione. o

4. Siamo in tal guisa condotti a studiare le p serie (10) ed a cercare
delle condizioni, sotto le quali esse convergono assolutamente (ed uniforme-
mente). Queste condizioni sono espresse dal teorema seguente (*):

Poniamo :

P
l‘,,,E}l_‘v [ Yo | (modd g,, ¢sy---5 9,)- (11)

Se su tulta la varietc M st ho

Tp=a,, (12)

oppure, essendo L una quantita finita :

S Lae, (p=p,)

In una di queste ipotesi convergeranno assolutameunte ed uniformemente le » serie

et AY
p (Xk—x‘,gf) (k=1,2,...,n)

0
e con esse le altre

[od

%op g((’) = }0‘4{) (gl‘ (=€) —gu (X)) Zp i Zk Yur (x 9 — ) % (¢=1,2,...,p)

(dove le guy sono le derivate 09u in punti intermedi) cioe le serie (10). Se dungque si

0%
vuole che gli errori successivi decrescano (almeno) come una progressione geometrica decrescente,
ne segue necessariommente la convergenza (assoluta ed uniforme) delle serie (10).
Reciprocamente, quando le serie (10) convergono ed & per esse soddisfatta la (12), in-
dicando con @ un qualunque numero compreso tra a, ed 1 (gli estremi escl.), il punto ini-
ziale 2@ pud prendersi in un intorno determinato della varietda M, in guisa che per il resto
R4 (gx) di una qualunque delle serie (10) si abbia

(Rn (yﬂ))

dove G, ¢ il massimo modulo delle go) nell’ intorno considerato. Una relazione del tutto

oliaa (}l=1,9,...,p).

analoga varra allora per il resto R, di una qualunque delle serie (10*) e quindi anche per ’er-
rore 9, : si potra ciod determinare un numero p, tale che per p = p, sara sempre, indicando

con L un numero finito
do=Lae, (p=py);

cioe gli errori successivi saranno ancora confrontabili cot termini di una progressione geome-
trica decrescente.
(*) Gf. A, n.i5e 6.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Nicolelti: Sulla teoria della convergenza

dove a, & un nunero positivo determinato, minore dell’unita, ed il punio
iniziale % si prende in un inlorno convenientemente piccolo della varietd MM,
le serie (10) convergono assolutamente ed wuniformemente.

Valgano, sulla varietd M, le disuguaglianze (12). Due casi sono allora
possibili (*).

@) Le ', non sono tutte nulle in ogni punto di M. In questo caso
detto a, il limite superiore dei valori delle T, sulla }M, indicando con @ un
qualunque numero positivo compreso tra a, ed 1, le serie (10) sono con-
frontabili (i moduli dei loro termini sono cio¢ minori dei termini corrispon-

00
denti moltiplicati per un numero finito) colla progressione geometrica }ij a?,

[>2]
ma non si pud dire ugualmente per una progressione analoga ¥, a’, per la
0

quale sia invece 0 <Za’'<a,. Diremo in questo caso che l'algoritmo K ha
convergenza lineare o di 1. grado (e del 1. ordine) e diremo anche che la con-
vergenza & miswrata dalla costante a, .

b) Tutte le T, e quindi anche le v, (z, v=1, 2,..., p) sono nulle sulla
varieth M. Pud allora (in generale) determinarsi un intero s= 2, tale che
in un intorno convenientemente piceolo della varietdk M si hanno delle re-
lazioni della forma:

P

g (w’) = 21:“17":"'1': Tistypareoia Iy (w) 9. (93) vl ('B)v ) (M - 17 27' ER] p) (13)

dove le Yu,p,.4, SONO funzioni determinate delle @, che sulla varietd M ri-
mangono inferiori in modulo ad un numero finito e non sono tutle nulle.
In questo caso le serie (10) convergono assolutamente ed uniformemente in
un intorno conveniente di M; esse sono inoltre confrontabili colla serie:

N .0
1—{—‘?“,0‘

dove § & ancora un numero positivo determinato, minore dell’unitd, e che
ha quindi una convergenza estremamente rapida. Diciamo in questo caso
che lalgoritmo K ha convergenza (del 1.° ordine e) di grado s.

5. Le considerazioni precedenti sono suscettibili di una importante
generalizzazione (**). Sia » un intero qualunque, maggiore dell’'unita e nelle (9)

(*) Cf. A, n.° 7.
(**) Cf. A, n.° 8,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



degli algoritmi di iterazione. 7

cambiamo successivamente le © nelle ), ®, 29,..., “~; eliminando poi le

g, g®,..., g ", otteniamo delle relazioni affatto analoghe alle (9) stesse, che
seriviamo:
' &
60 =00 @) = 2180, @), (=1, 20y ) (9).

e le %, possono ancora riguardarsi, mediante le equazioni dell’algoritmo, come
funzioni determinate delle «. Poniamo ancora:

Ny —
ry =

mLee

v T, (modd g,, ¢sy.--y 0,)3 (11),

abbiamo allora il teorema:
Se su tutta la varieta M si ha

rY=a,, E=1,2,...,p), 0=a,<<1, (12),

le serie (10) convergono ancora assolutamente ed uniformemente in un intorno
convenienie della varieta M.

In questo caso diremo che l'algoritmo K ha convergenza dell’ordine r
e la convergenza sard lineare, quando non tutte le T siano nulle su ;
quando invece le 'y e quindi anche le yi, (v, v=1, 2,..., p) sian tutte nulle
su M, la convergenza sard di grado s =2, sé in un intorno di M varranno
delle relazioni, analoghe alle (13)

® 1 N . ‘
Gu (@) == ‘g s s () G (@) - G (), (13),
dove le yﬁf}klkz_._h sono ancora funzioni finite e determinate delle x, non tutte
nulle su M. E nel caso della convergenza lineare le serie (10) sono confron-

tabili colla serie
el
a[ r ]

o

<j g

(dove @ & un qualunque numero compreso tra a, ed 1 e {%J indica il mas-

. . . . 0 . N . -
simo intéro contenuto in ‘), la cui convergenza & simile a quella della
r

progressione geometrica; nel caso della convergenza di grado s sono invece

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Nicoletti: Sulla leoria della convergenza

confrontabili colla serie:
0o o
2903[ ’], con 0<<o<1
1]

la quale ¢ ancora rapidissimamente convergente.

Notiamo infine che, se p=1, non ¢ il caso di occuparsi della conver-
genza di ordine superiore al primo; se l'algoritmo ha convergenza di un
ordine ¥ > 1, ’'ha ancora del 1.° ordine. Non altrettanto puo dirsi per p > 1.

6. Sull'ordine ed il grado di convergenza di un algoritmo K abbiamo
i teoremi seguenti (*):

a) Se Valgoritmo K ha (al divisore M) convergenza di ordine r e di
grado s =2, avrd anche, in convenienti intorni di M, convergenza di qualunque
ordine v'>r e di grado non winore di s.

b) Se l'algoritmo K ha convergenza dell’ ordine r e grado s = 2, ed insieme
dell’ordine ' e del grado s =2, ha anche convergenza dell’ordine r+r" e di
grado non winore di ss.

In particolare, ne segue:

¢) Se Ualgoritmo K ha convergenza dell’ordine r e grado s =2, ha anche
convergenza di qualunque ordine r q, multiplo di r, e di grado non minore di s

Nel caso della convergenza lineare si ha poi:

d) Se Valgoritmo K ha convergenza lineare degli ordini r, v, wisurata
rispettivamente dalle costanti a, a', ha ancora convergenza (almeno) lineare
dellordine r + v, misurata da una costante non maggiore di o o.

In particolare:

e) Se Ualgoritmo K ha convergenza lineare dell’ordine r, misurata dalla
costante a, ha anche convergenza (almeno) lineare di ogni ordine r q, multiplo
di r, e misurata da wha costante non maggiore di a? (**).

E opportuno fare anche l'osservazione seguente (*+%).

L’algoritmo K non cambia in modo essenziale, quando alle equazioni (1)
che lo definiscono si sostituisca un sistema equivalente, o una trasforma-
zione analoga si eseguisca sulle equazioni (4) del divisore M, o quando in-
fine si faccia nell’S, = (x,...®,) una qualunque trasformazione di variabili.

(*) Cf. A, no9.
(**) Si pud ancora aggiungere che: Palgoritmo avric anche convergenza lineare di qua-

lunque ordine maggiore di un numero v, sufficientemente grande (cf. pilt oltre n.* 19, a)).
(***) Cf. A, n.° 25.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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degli algoritmi di iterazione. 9

Una qualunque di queste trasformazioni lascia invariati 'ordine » ed il
grado s di convergenza dell’algoritmo, quando sia $ >1; nel caso della con-
vergenza lineare (di un ordine qualunque) la 12 e la 3® trasformazione la-
sciano invariati Pordine della convergenza e la costante che la misura; cam-
biando invece le equazioni (4) che definiscono il divisore M puoé (se p>1)
mutare il minimo ordine di convergenza delle relative serie; quel che ri-
mane invariato & (in una certa misura) il rapporto delle costanti che mi-
surano la convergenza dei successivi ordini.

7. Quali sono le condizioni necessarie e sufficienti, percheé 'algoritmo K
definito dalle equazioni (1) abbia, al divisore M, convergenza di ordine #» e
grado s (e non maggiore) ? (*).

Sia dapprima s = 2. Si hanno allora come condizioni necessarie e suffi-
cienti lep‘(n+s_1) —1 !

AT s

congruenze (non tutte perd indipendenti)

e=12,...,s—1
=0 (modd g,, ¢y..., 9,) [rr=1,2,..., p
biyloy s to=1,2,...,m

¢ gp ()

insieme colla disuguaglianza

F4 7n . e )
§“¥W“amﬂgfig% —=0 (modd g,, g, ., 9,). (13),
Si osservi ora, che, per 1 teoremi fondamentali sulle funzioni implicite,
ogni r;:)t,...ig (a meno di un denominatore che su M & diverso da zero e finito)
si puo esprimere come una funzione razionale intera delle derivate delle g, (x)
e delle @, (aé, x’) di ordine non maggiore di g, e nella quale figurano in modo
essenziale le derivate delle g, e delle &, (x, «') di ordine p. Ne segue che:
Operando sulle gu. e sulle ®,(x, &") con sole operazioni razionali e di deri-
vazione, & possibile riconoscere se Ualgoritmo K ha al divisore M convergenza
di un delerminato ordine e grado.
Per s=2 i calcoli si eseguiscono cen tutta facilitd e danno il risultato
seguente. Poniamo-
d(o,®,... D)
d@,...0 2,2 ...2,)

= A, (modd g,, 92545 9p)
t,=1,2,.,n) | (16),
n
Ag;‘ﬁ) - %:’-'1702"‘70‘-1 2 thy -\7"17‘“_’ e Al'r-glrr-l Akr-ﬂc ;
(*) Cf. A, nt 11 e 12,
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 2
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10 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

le condizioni necessarie e sufficienti per la convergenza quadratica e di or-
dine r sono espresse dalle »p congruenze:

n

N g A =0 (modd g,, gzsee0s 9,),  (r=1,2,..,p; k=1,2,...,%). (17),

1

In particolare, per r=1, le condizioni necessarie e sufﬁ(nentl per la
convergenza quadratica del 1.° ordine si scrivono

S d(d’l d)g...fbﬂ)
< gt g () @y B .. )

=0 (modd g,, gs,..., 9,)- (17),

Per s =1, quando cioé la convergenza & lineare, si ottengono p disu-
guaglianze (*), che per brevitd omettiamo di scrivere, non occorrendoci nel

seguito.

. . . . a(d, d,...d,)
8. Ammettiamo (**) che anche il determinante funzionale T o) @ w5
sia diverso da zero. Allora, sotto condizioni analoghe a quelle poste al n.° 1,
le equazioni ¢, (x, ') =0 possono risolversi anche rispetto alle x, «,...x, e
definiscono un altro algoritmo, che diciamo inverso del primitivo K e indi-
chiamo col simbolo K™

Sia ora p=1; se per lalgoritmo K, nell'intorno di 3, si ha

g@)=71(x).9(x),

~! sard invece:

per linverso K
9@) = ——g(@)
7 () '

Consideriamo allora le due equazioni g (x)=20, |y (x)| =1, la seconda
delle quali escludiamo sia una conseguenza della prima. Esse definiscono
una varietd M, ad n — 2 dimensioni, che divide la varietd M in due parti
M', M” (una delle quali pud anche mancare), tali che in una di esse, ad es.
v ()| <<1, nell’altra M" si ha invece |y (x)|>1. In un conve-
niente intorno di M’ & chiaro che converge l'algoritmo K (al divisore g), né
puo questo algoritmo convergere ad un punto di M fuori di M’, in quanto

(*) Cf. A, n.° 13, o).
(**) Cf. A, n.° 14.
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degli algoritmi di iterazione. 11

v|=1, i termini rimangono in modulo supe-
riori ad un numero finito, il punto % non pud quindi tendere ad un punto
di M, nel quale & g =0. Analogamente l'algoritmo K~' converge nell'intorno
di M” e non pud convergere ad altri punti di M; di guisa che, fatta ecce-
zione della varietd M, ad »—2 dimensioni, su tutta la varietd M (in un suo
conveniente intorno) converge uno ed uno solo dei due algoritmi K, K.

Sia invece p > 1. I due algoritmi K, K~' non possono aver convergenza
(al divisore M) ne dello stesso ordine, né di ordini distinti. Questo perd non
dimostra, a tutto rigore, (come per p = 1) che, quando l'algoritmo K converge
nell'intorno di M, non possa convergere anche l'algoritmo K~'; possiamo
affermare soltanto che esso non puo soddisfare ad alcuno dei critert di con-
vergenza da noi assegnati. I due algoritini K, K~' possono pero convergere ain-
bedue quando appartengano a divisori distinti delle funzioni ¢,, ¢.,..., o, (*).

9. £ chiaro, da quanto precede, come il caso della convergenza di
grado superiore al primo conduca a risultati molto piu precisi e notevoli
che non quello della convergenza lineare (cf. anche A, n.i-20 e 26). Si pre-
senta quindi naturalmente la questione: Riconoscere, mediante un numero
finilo di operazioni, se Valgoritmo K definito dalle equazioni (1) ha ad un
divisore (¢, g, ... g,) di rango p delle funzioni (2) convergenza (di un qualchke
ordine) e di grado superiore al primo.

Per la risoluzione della questione stessa non bastano i criteri di con-
vergenza dati ai n.i 4 e 5; volendo infatti applicare questi criteri, dovremmo
cominciare dal verificare se l'algoritmo K ha al divisore (g,...g,) conver-
genza (almeno) quadratica dei successivi ordini; ed & chiaro che un numero
qualunque di risultati negativi non autorizza, a priori, alcuna conclusione
circa la convergenza o meno dell’algoritmo stesso.

La questione si pud perd risolvere e, come vedremo, in modo semplice
ed elegante. Dimostreremo infatti, nelle pagine seguenti, un teorema, il quale
permette di riconoscere, con un numero finito di operazioni razionali, se
lalgoritmo K ha al divisore (g, g,...g,) convergenza di grado superiore al
primo (e di un ordine qualunque) ed inoltre, quando questo accada, as-
segna 'ordine minimo di convergenza (almeno) quadratica che l'algoritmo
possiede; di guisa che quando (come nella maggior parte dei casi si fard
per evitare dei calcoli molto lunghi) ci si limiti alla considerazione della sola
convergenza quadratica, nessun altro calcolo & pii necessario.

0
nella serie Y, g?, quando sia
0

(*) Cf. anche A, n.t 1517,
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12 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

Infine, quando si sappia, per lo stesso tcorema, che l'algoritmo non ha
al divisore (g, ...g,) convergenza di grado superiore al primo, le considera-
zioni stesse conducono ad un notevole criterio (naturalmente soltanto suffi-
ciente) per la convergenza lineare.

III. IL DETERMINANTE CARATTERISTICO DI UN ALGORITMO.
10. Diremo delerminante caratteristico dell’algoritmo K, definito dalle
equazioni (1), il determinante del grado » in o
*
E(0) = AN

Questa denominazione si giustifica coll’osservare che:
a) Se alle equazioni (1) che definiscono lalgoritmo si sostituisce un
sistema equivalente

7, n 0 ¢,
dx,  da

ey ). (18)

¥ (x, )=0 (=1, 2,..., n) (1"
si hanno delle relazioni della forma
¥, (o, o) = gz % 0, (2, ), (19)
1 .

dove le «, sono funzioni determinate delle « ed «/, il cul determinante

¢ =|=0(modd ¢,, ®,,..., ¢,). Derivando le (19) otteniamo :
it g—‘—z; (g;’ + )?; ) (modd @, b,,..., b), (=1, 2,.., n)
k k 13 k
¢ quindi anche
p) ¥, al;t aq)l ’o‘q, o
+ aar, | = =], 3mk+ 77 (modd @,, ®,,..., ®,)
(i, 1, k=1, 2,..., n)

(*) Il determinante caratteristico di un algoritmo si trova per la prima volta, io credo,
nella Memoria di PoincarE: Sur une classe nouvelie de trascendantes uniformes (pagg. 342
¢ segg.); fu quindi nuovamente considerato dal sig. Leau (Sur les équations fonctionnelles &
une o & plusicurs variables, Annales de Toulouse, 1897, E, pag. 71 e segg.) e poi dal Levi-
Civita e dal Larrtis (rispettivamente a pag. 231 e alle pagg. 10 e 38 delle Memorie citate in
ultimo).
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degli algoritmi di iterazione. 13

cioé: il determinante E (») si moltiplica (modd ¢, ®,... ¢,) per un fattore di-
verso da zero ed indipendente da o, quando alle equazioni di definizione
dell’algoritmo si sostituisca un sistema equivalente.

b) Eseguiamo un cambiamento di variabili, mediante le formule :

=[5 8&...5), ., =fF.8:... %) (i=1, 2,..., n),
essendo 1 due determinanti funzionali

ad(x,%,...2,) dx' a,...
d (il E.? s E-n) ’

)

m‘l’l
d@ ... 8,

diversi da zero. Dette ¢, (&, £)=0 le nuove equazioni dell’algoritmo, sard

W)
< |

L 0D, 0 oo, 0D, da .
== ' : L. t'=“—--—t———1, = cee .
05" % w05 05 ¥ awof, CETLZBeem
Sia ora M =(g,, ¢.,..., g,) un divisore di rango p delle funzioni ¢,

Osy..., 9,5 SL avra allora

’

¥, =w; &, =¢& (moddg, g,..., 9,), (=1, 2,..., n)
e quindi anche

?—iﬁ’z%(moddgl, Gorerrs ), (By 1=1, 2,..., 1)
08, T 08

e perciod
20, o, b, 7 b, 0 x,
5 O)a;,—(E gw +os ‘ . {9? ] (modd g,, gsy..+, 9,)3
»k 2k 14 ? <k

cio¢: Mutando in un modo qualunque le variabili, il determinante E () si
moltiplica, rispetio ad un qualunque divisore delle funzioni (2), per il deter-
minante funzionale delle antiche variabili rispetto alle nuove.

In ambedue i casi i divisori elementari del determinante caraticristico ri-
mangono invariati.

11. Sia ancora M =(g,, ¢;,..., g,) un divisore di rango p delle fun-
zioni (2) e proponiamoci di vedere se l’algoritmo K definito dalle (1) con-
verge o meno al divisore M. Poiché, come abbiamo visto, il determinante
E (o) si moltiplica per un fattore indipendente da w e diverso da zero, quando
alle (1) si sostituisca un sistema equivalente, possiamo in particolare sup-
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14 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

porre che le equazioni di definizione dell’algoritmo abbiano la forma se-
guente (*):
P
b, (@ @) = — gu (@) + 31w @) 3 (@) =0, (x=1, 2,..., p)
1
» ., (20)
. (w, @) = %’ hes g, () =+ %k ta (@) (@) —) =0, (f=p—+1,..., n)

dove le yu () sono le funzioni gid definite al n.° 3 e le kw, ¢» sono fun-
zioni determinate dei loro argomenti.

Si ha in questa ipotesi:

P
% — O sk _/.=1, Q,...,p
E(o)= (modd g, 9,...9,), (t=p+1,... "
whe v+ (0 —1) 0, k

Hl\/‘a

dove abbiam posto
Jm_a‘/" )(moddgl, Gayerns Jp) (v=1,2,..,p; k=1, 2,..., n);

si avrd quindi anche

Yur—Euy O 0

ey {0 —1)s,

Gpk
vak

v, vy p=1, 2,..., p

5 (t, u, v=p-+1,..,n (21)
EF=1,2,....,n

(con ¢, =1 per i=1%, =0 per ¢ | k. Ma avendosi

» d (q)l (])2 q)n)

ek | —
—( 1) d(wl1 mlg---wn) (andels J"7 ° gzl)’

?vk

sara il determinante stesso diverso da zero e quindi (**) i divisori elemen-
tari del determinante E(w) sono gli stessi del determinante

w,yv=1,2,..,p p

Yoy — Eav O 0
hey (w—1)¢,

(*) CE. A, n.o 7, formula (30.%).

(**) Quando due matrici simili 4, 4" si deducono I'una dall’alira componendole con un
determinante B diverso da zero, i minori di un ordine qualunque di una delle due matrici
sono funzioni lineari omogenee dei minori dello stesso ordine dell’altra. Ne segue subito
I’asserzione del testo.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



degli algoritmi di iterazione. 15

Per risparmiar delle considerazioni troppo minute, e che, almeno per la
questione che ci occupa, non aveebbero alcun interesse (cf. n.o 20) suppor-
remo che il determinante di ordine p

F(o)=|tw—cmwol, (ry, v=1, 2,..., p) (22)

non si annulli (modg,...g,) per o =1.

Dalle (21), (21') abbiamo allora il teorema:

Se M=(g,g,...9, & un divisore di rango p delle funzioni ¢,, ¢y, .. 9,,
il determinante E (») caratteristico dellalgoritmo ha (modd g, g,...q,) n—p
divisori elementari uguali ad » — 1 ed inoltre tutti i divisori elementari del
determinante caratleristico della sostituzione lineare (9) (che supponiamo di-
versi da una potenza di o —1)

F("’):IYH”_EFV“’ ) (\U‘7 V:1a Qa“-’ 1))‘
Si ha insieme identicamente

» d ((bl by, D)

B = (1 gt

(0 —1)"?F(»), (moddg,, gsy..., 9,)- (21")

IV. EQUAZIONI NORMALI DEL DIVISORE M = (g, ¢....1,)

12. Abbiamo osservato al n.® 3 che nel passare, mediante I'algoritmo K,
da un punto @« al suo conseguente «', le p funziont g, g. ...g, subiscono una
sostituzione lineare data dalla formula

e

o ()= v vv g (). 9)

Consideriamo la sostituzione
I'= (Yl“) (mOdd 9. govw- gp)7 (.U'a v= 1a Q"-'a p)‘

Il suo determinante caratteristico & il determinante (22), e se questo si
decompone nei suoi divisori elementari al modo seguente

Floy=(—1) (0 —a)t(0—o)...(0 — o), (p,+p.—+- - +p.=p) (22)
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16 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

¢ noto (*), che si pud determinare una conveniente trasformata I'=7"'r T
della I' (mediante una trasformazione lineare T' non degenere) la quale abbia

la forma
I'=r,.r,...1,(modd g, 9,...9,), (23)

dove le I',, T,,..., I, sono sostituzioni (tra loro permutabili) che operano su
variabili diverse, e delle quali la I'; opera su p, variabili ed ha (modd g, ... g,) la
forma normale

(p.)

@ 0 0. 0 0

1 o O 0 0
L=¢0 1 o 0 0 (24)

Lo 0 o 1 o,

Vogliamo ora dimostrare che si puo, ed in infiniti modi, determinare un
sistema (G, G, ... G,) di funzioni, equivalente al sistema (g, 9. ....g,), il quale,
nel passaggio dal punto « al conseguente ' (mediante lalgoritmo K), subisce
una sostituzione lineare 1" che ha (modd g, ¢, ... g,) la forma normale espressa
dalle (23) e (2%). Diremo per brevitd che in tal caso le (G, G,...G,) costi-
tuiscono un sistema normale di equazioni del divisore M=(g,...g,).

13. E evidente, per la sua definizione, che un sistema normale (¢, G,...G,)
deve essere indipendente dal particolare sistema (g, g, ...g,) di equazioni del
divisore M che si considera. I quindi naturale pensare (e cosi & veramente)
che un tal sistema possa definirsi in guisa affatto indipendente dal sistema
9:9:---9,)

Sia per questo

G= G(.I))z }_111‘ I, (x) 0, (w) ) (‘2:))

una qualunque combinazione lineare delle funzioni ¢,, ¢,,..., o, definite
dalle (2*) del n.° 1, essendo le S, (x) funzioni, per ora indeterminate, delle x,
e indichiamo con

n
G=0Gx)=X,% ()0 (x) (25
1
la funzione conseguente della G mediante 'algoritmo K.

(*) Cf. ad es.: HAMBURGER, Giornale di Crelle, Vol. 76, pagg. 113-125 ed anche: Murs,
Theorie und Anwendung der Elementartheiler (Lipsia-Teubner, 1899, pag. 82).
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degli algoritmi di iterazione. 17

Si ha ora identicamente, per il teorema del valor medio (*):

7 L ,
(o 2) = @)+ S 20 @ ) =2 (@) + “k%;(mk—xkho,

. 0, o0, . . .
dove le derivate aw. |8 le 7. ) Sono prese inun conveniente punto inter-
k k

medio tra i punti (x, @), (x, =) (e (x, @), (, «)); si avrd quindi

G:_}J‘lk‘"/ (ml—"wk)a G = —Jlk's‘/ (wk wk)am,.

od anche, poiche

8w'kz 7w, da, = T S =2%,(modd g, g,.. .gI,),'
e per le (8) del n.o 3 sard
U M‘\ [ ’ a(bi )
G=— \%,.k.q,.(a;,c—m,,)a—w,k, >

(modd (g, gu-..g)) (9 | (@)
G'Ezl‘lfksf(mk_wk)m' S

Supponiamo ora che, indicando con w una funzione determinata dei punti
della varieta M, si abbia

G =0G(modd(9,9....9,)°); (27)
per le (26) questa diventa :

8 {0 @, 0% | _
_ﬁku (%k—wk)aamk-—"—wa—w,kzz

Quando inversamente questa congruenza sia soddisfatta, per le (26), varra
ancora la (27), cioé la funzione G=x3,¢,, ove non sia =0 (modd (g, g....g,)),
si riprodurra, per l'algoritmo K, moltiplicata per o (modd (g, g ...g,)).

0 (modd (g, g.-..9,)°). (27%)

*) Cf. A, n.° 5.
(**) Col simbolo M2 0 (94 gz - . . gp)2 indichiamo il modulo quadrato di (g, g . . . 9,), ottenuto
cioé componendo due volte il modulo (g;g,...g,). (Cf. anche A, n.e 2).

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV, 3
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18 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

14. Poniamo per brevitd

; 22 - ‘) g mOddgl g g")’ (/= 1, 2,..., n); (QS)

\

A= )}
1
la (27*) si scrive allora

YA (2, —a,) =0 (modd (9, 9- ... 9,)°) (27**)

1
e, per le (8) del n.° 3, sara soddisfatta quando si abbia
A,=0(modd g, 9,...9,), (k=1,2,..., n). (29)

Dalle (28) poi & chiaro, che si potra soddisfare alle (29) con valori
delle 3, non tutti nulli (modd g, g, ...g,) allora ed allora soltanto che » sia
una radice della equazione E(») =0(moddg, g,...g,), che si ha annullando
(modd g, g, ...g,) il determinante caratteristico dell’algoritmo K.

Sia inversamente o una radice della equazione E (w) =0 (modd g, ¢;. .. g,),
e si determinino le S, (non tutte nulle (moddg,...g,)), in guisa da soddi-
sfare alle congruenze (29); varrd allora anche la (27*%) e quindi la (27),
purche non sia G =0 (modd (g, g: ... g,)°)-

Vediamo allora se pud essere per la funzione cosi determinata

© G=2:3,9,=0(modd (g9,9....9,)°)

In questa ipotesi, derivando rispetto ad una qualunque «, si avra:

0G 09: _
s =135 9?,, O(moddyg, g,...9,), (h=1,2,..., n).

Ma dalle congruenze (2*) del n.° 1 si ha subito:

0g;, _0d
Jx,  dux,

Goren )y, (R=1,2,...,n)

e sostituendo nelle precedenti:

od, 00, __ -
awﬁLa ) O(moddg, g....9,), (k=1,2,..., n).

Sottraendo queste congruenze dalle (29), otteniamo infine

(m_j)::, ,g"’ =0(modd g, gs...q,), (k=1,2,..., w);
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degli algoritmi di ilerazione. 19

se dunque supponiamo che o sia diversa dall'unita, soddisfi ciog, oltreché alla
equazione E(w)=0, all’altra F(0)=0, potrd essere G=0 (modd (g, g....9,)"),
solo quando si abbia

3,95, 2% — 0(moddg. g,...q), (k=1,2,...,n)
1 awk

d(d, @,...0,)
d@ «,... .o

")

cioe, poiche il determinante ha (moddg, g,...9,) la caratte-

ristica », quando sia

5,=0(modd g, 9....9,), Gt=1,2,...,n),

contro la nostra ipotesi, che non tutte le &, sian nulle (modd g, g,...g,).
Adunque:
Ad ogni radice o, diversa dall’unita, dell’equazione

E(®)=0(moddg,9....9,)

che si ha annullando (moddg,..,q,) il determinante caratieristico dell’algo-
ritmo corrispondono delle funzioni G, che per Ualgoritmo si riproducono mol-
tiplicate per o,
15. Possiamo precisare e completare il risultato superiore, ricorrendo
alla teoria delle sostituzioni lineari.
Sia per questo o, una radice (diversa da 1) della equazione

E(w)=0(moddg,g,...9,),
e siano

(@—o)1, (0—0)%..., (@—o0), (6,=e=-:-¢) (30)

i divisori elementari del determinante E (») corrispondenti alla radice o, ;
diciamo %, il numero degli esponenti e uguali ad 1, &, il numero di quelli
uguali a 2,..., &, il numero di quelli tra essi esponenti che hanno il valore
massimo e, (*).

Poniamo inoltre, per brevita

0, 0o, 0%, )
+ o, T, b= FrA (moddg,9,...9,) (31)

Ay = ;
T ox,

(*) Quando non vi siano esponenti e uguali ad un valore ¢, porremo k,==0,
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20 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

e consideritamo i sistemi di equazioni lineari omogenee

(a,) D2 @ 3 =0, (b) Baas"+ X \‘ a7 =0(modd g, g.. gy)g (32)

E=1,2,..,n; u=1,2,...,¢e,—1, SO =23). )

Diremo che una soluzione (3, S,...3,) delle (32a) & di rango t, quando
essa renda compatibili i primi ¢ — 1 sistemi (32, b,), ma non i primi ¢, quando
cioé & possibile determinare le $¢(u=1, 2,. t—1, i=1, 2,..., ») In
guisa che insieme alle (32a) sian soddisfatti anche i primi {—1 sistemi
(32, b,), ma non i primi ¢ Si pud allora dimostrare che tra le oo” soluzioni del
sistema (32 @) possono determinarsene k, (e non pil) linearmente indipen-
denti di 1.° rango, &, di 2.° rango, ..., h, di rango e,; e queste b, +--- b, =
soluzioni formano tutte insieme un sistema fondamentale di soluzioni delle (32)
stesse.

Se (9,9,...59,) & una soluzione di rango ¢ delle (32a) si soddisfa al
primi £ —1 sistemi (32, b,) ponendo :

Clw) 5" 3- ] — - . Y
56 (W ‘)wzw,’ G=1,2,...,m), (w=1,2,..,t—1), (33)

dove s’intende che una qualunque 3, va pensata come funzione di o, come
variabile, e va quindi fatto ® = w, dopo la derivazione,
Sia ancora (9, %,...23,) una soluzione di rango ¢ delle (32 a); e si ponga

6= 50, Gv=3 5 —(‘;f) (=1, 2,..., t—1); (39
la G (x) e quindi anche le G* non saranno nulle (modd(g,¢....9,)°) e co-
_ stituiscono un sistema di ¢ funzioni linearmente indipendenti (modd g1 e ok
per le quali si ha identicamente

G@)=0,G @), G°@)=6"" ()40, ¢ (@) (modd(g, g,...q,)) )
(w=1,2,., t—1).

Operando in tal guisa, per ogni valore di £, su ciascuna delle &, soluzioni
indipendenti di rango ¢ delle (32) stesse, otteniamo i, +2h, +--- 4 ¢, b, =v,
(dove v, & la moltiplicitd della radice o, per la E(»)=0) funzioni lineari
omogenee (indipendenti) delle ¢, 9, ... ¢,, le quali per 'algoritmo K subiscono
(modd g, g, . ..g,) la sostituzione lineare corrispondente alle formule (35).
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degli algoritini di iterazione. 21

Siano ora o,, o,,..., w; le radici della equazione E (v) =0(moddg, g,...9,)
diverse dall’'unitd (cioé le radiei diverse della equazione

F(0»)=0(moddg,¢,...9,),

siano v,, v,..., v; le loro moltiplicitd, e si determinino nel modo sopra de-
scritto vy, vi,..., v, funzioni lineari omogenee delle o¢,9,...9,. Queste
v, +v, 4 -+ -+ v, = p funzioni G delle g, ¢, ... ¢,, si dimostra facilmente, sono
linearmente indipendenti e, per le (39) e analoghe, costituiscono un sistema
normale di equazioni del divisore M =(g,9,...9,)-

N

La nostra asserzione & cosi dimostrata.

V. CONDIZIONT NECESSARIE E SUFFIGIENTI PER LA CONVERGENZA
DI GRADO SUPERIORE AL PRIMO.

16. Perche l’algoritmo K definito dalle (1) abbia al divisore M=(g,9¢,...9,)
convergenza (di un qualunque ordine) di grado superiore al primo, & neces-
sario e sufficiente che esso abbia convergenza quadratica di un certo or-
dine (n.° 9). Converra quindi vedere quando questo accade.

Osserviamo percid, che, come nel passare dal punto « al conseguente a’
le g. subiscono la sostituzione lineare I' = (yw), (¢, v=1, 2,..., p) data
dalle (9) del n.° 3, in guisa del tutto simile, nel passare dal punto « al suo
e-conseguente a'”, (con ¢ qualunque) le g. subiscono una sostituzione lineare
r'® = (vy'g), data dalle (9), del n.c 5; e T'algoritmo K avra, al divisore (g, ¢,...9,)
convergenza quadratica dell’ordine p allora ed allora soltanto che la sostitu-
zione I'® sia identicamente nulla, abbia cio¢ nulli tutti i suoi elementi
(modd ¢, g,...g,). Ma, per la definizione stessa della sostituzione r'®, si ha
1denticamente (¥*):

re=re(moddg,9,...9,);

quindi perché l'algoritmo K abbia al divisore (g9,¢,...¢,) convergenza qua-
dratica (di un qualche ordine), ¢ necessario e sufficiente che una conveniente
potenza della sostituzione I' sia identicamente nulla (modd ¢, g....9,); ed il

minimo esponente p pel quale si avra, in questa ipotesi, '’’=0(moddg,g, ... g,)

(*) Cf. A, n° 8,
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22 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

sard uguale al minimo ordine, per il quale I’algoritmo K ha al divisore
(91 9:-..9,) convergenza almeno quadratica.

Consideriamo in particolare un sistema normale (G, G,...G,) di equa-
zioni del divisore M. Per esso la I' ha (moddg,g,...9,) la forma normale
data dalle (23) e (24) del n.° 12, e si avra, per qualunque p:

re=re.rg...re (23),

ed insieme, come si ha subito per induzione dalle (24):
o=(( 7 )or) o t=t 2 =120 (@B,

(dove si debbono fare uguali allo zero i coefficienti binomiali con indice
inferiore negativo); e potra essere 1= 0(moddg, ¢....g,) soltanto quando,
per tutti i valori di 4, sia ' =0 (modd g, ... g,). Ma, per le (24),, & per questo
necessario e sufficiente c¢he si abbia ©,=0(modd g,g....9,) e quando questa
condizione sia soddisfatta, e r¢ =0 (modd g, g, . . . g,), per ogni valore di p mag-
giore od uguale a p,.

Ricordando la (22'), abbiamo il teorema :

a) Condizione necessaria e sufficiente percheé Ualgoritno K definito dalle
equazioni (1) appartenga al divisore, di rango p, M = (9, 9. ... 9,) ed abbia a
questo divisore convergenza di wn grado superiore al primo (di un ordine qua-
lunque) é che tutti ¢ divisori elementari del determinante F (») siano (moddg,...g,)
uguali ad una potenza di o,

In questa ipotesi, se il determinante F (») decomposto nei swoi divisori
elementari é

Fo)=(—1y o’ . o”...o (moddyg,...g,)

P=p=--=p=1p+p+ - +p=D o
Valgoritmo ha al divisore (g, g, ...g,) convergenza quadratica dell’ordine p,
e non di un ordine minore.
Per la relazione, dimostrata al n.° 11, tra i due determinanti E (v), F (v) |
il teorema superiore pud enunciarsi al modo seguente :

b) Condizione necessaria e sufficiente perché Ualgoritino K definito dalle
equazioni (1) appartenga al divisore di rango p (9,9, ... g,) ed abbia a questo
divisore convergenza di grado superiore al primo (di un ordine qualunque) é che
il determinante E (v) caratteristico dell’ algoritmo (il quale ha (modd g, g, ...g,)
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n—p divisori elementari uguali ad o — 1) abbia (modd g, g, ...g,) gl aliri
divisori elementari tulli uguali ad una poternza di .

In questa ipotesi, il massimo esponente di un divisore elemenlare del de-
terminante E (w) (modd g, g,...9,) uguale ad una polenza di o da Vordine
minimo, per il quale Ualgoritmo K ha convergensa quadratica (ed eventualmente
di grado maggiore) al divisore (g., §sy... g,)- -

Possiamo aunche dire evidentemente :

b') Condizione necessaria e sufficiente perché Valgoritmo K definito dalle (1)
abbia al divisore (g, 9. ... g,) convergenza di grado superiore al primo (di un
ordine qualunque) é che Uequazione caratteristica dell’ algoritmo E (w)=0
(modd g, g . .. g,) abbia (oltre la radice 1 multipla di ordine n — p) la radice
zero mullipla dell’ ordine p.

In questa ipotesi se w1 (con 1 =p, =p) & la pii alla polenza di o che
divide tutti i minori di ordine n— 1 del determinante E () (modd g, ¢....g,),
sara p, Vordine minimo, per il quale ['algoritmo K ha convergenza quadratica
(ed eventualmente in grado wmaggiore) al divisore (g,9....¢,)

17. 1l teorema b) o b") permette, come abbiamo affermato al n.° 9, di
riconoscere con un numero finito di derivaszioni e di operazioni razionali, se
Valgoritmo (1) ha o no al divisore (g,9,...9, convergenza (di qualunque
ordine e) di grado superiore al primo. Si deducono inoltre da esso corollari
notevoli.

a) L’esponente di un divisore elementare del determinante F'(w) non
pud evidentemente superare p. Ne segue:

Qualunque algoritmo, il quale appartenga al divisore (g, g, .. g,) delle (2)
ed abbia a questo divisore convergenza (di qualunque ordine) di grado supe-
riore al primo, ha certamente convergenza quodratica di ordine non mag-
giore di p. )

Questo limite massimo non pud abbassarsi; se infatti le egquazioni del-
l'algoritmo sono

g, @) =0; g @) =g,(@) (modd (9,gs...9)") (=1, 2, p—1)
P n
)1_“, hes () g () + ;k o (2, &) (', — ) =0 (t=p-+1,..., n
Palgoritmo ha convergenza quadratica dell’ordine p e non minore.
b) Consideriamo pil particolarmente il caso che l'algoritmo abbia al

divisore M convergenza quadratica del 1.° ordine. Perché questo accada, &
necessario e sufficiente che il determinante caratteristico E (o) abbia
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24 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

(modd ¢, g,...9,) p divisori elementari uguali ad ». Ora, per teoremi noti
della teoria dei divisori elementari (*), & per questo necessario e sufficiente
che tutti i minori di ordine » — p -1 del determinante stesso contengano
il fattore o linearmente, o, in altre parole, che tutti i minori di ordine
d(o,d,...0)
d(x, x,...x,)
minori di ordine n — p di guesto determinante funzionale non possono in-
vece esser tutti nulli (modd ¢, ...g,) (altrimenti i minori di ordine » — p —+-1
d(d,d,...d,)
d(x, x,... 2,
(modd g, g, ... g, la caratteristica » — p. Abbiamo cosi il teorema notevole:

Condizione necessaria e sufficiente percheé Ualgoritmo definito dalle (1) abbic
al divisore (g, g....g,) convergenza (alimeno) quadratica del 1.° ordine, é che
¢l deferminante funzionale

n — p—+1 del determinante siano =0 (modd g,, gsy.-y ¢,)- I

sarebbero divisibili per * almeno). Il determinante avrd quindi

d (b, dy...d,)
d(x, ...,

abbin (modd g, g,...9,) caratteristica n — p.
Per un noto teorema di KroNECKER, questo importa p* condizioni indipen-
denti, che debbono naturalmente equivalere alle congruenze (17), del n.® 7 (**).
¢) Per un altro teorema sui divisori elementari (***) abbiamo anche:
Condizione necessario e sufficiente perché Ualgorito definito dalle (1) abbia
al divisore (g, ¢....9, convergenza quadratica del 1. ordine, é che il deter-
minante caratteristico E (v) ammetta (modd g, g,...g,) il fattore o* ed i suoi
minori di ordine n— 1 ammettano il fattore o',

(*) Cf, Murs, loc. cit., pag. 4.

(**) Questa equivalenza risulta immediatamente dalle (43) di A, n. 13, facendo in esse
r=1. Un’altra dimostrazione, diretta, del teorema superiore si ha dalla (21) del n.° 11. Facendo
in questa » =0 si ottiene

A, o ...%)
de,xg. ..o

d(®, d,...9,)
A g ... a

i k=1,2,....n
(_1/11 ,

0
po | nodd g ) | v=1, 9,
” ty“:p+‘1,...,7l

AP, 9, ... 0, .

3 Exl.’[' " ; (modd ¢, .. .g,) supera di n—p
Xy .. @,

unitd quella del determinante |74»| . Se questo si suppone identicamente nullo, si ha il teo-

rema superiore.
(***) Cf. Murs, loc. cit., pag. 12.

e quindi la caratteristica del determinante
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“d) Se in b) supponiamo sia p =1, abbiamo:
- Perche un algoritimo abbia convergenza (almeno) quadratica (¥) ad un di-
visore g di rango uno, ¢ necessario e sufficiente che si abbia ’

d(d,d,...9,)__
mz— . wn) = (mod g).

e) Supponiamo invece che sia p = n, e quindi si tratti di approssimare,

4(9:9:---9) O) di un sistema di »
d(x, ... x,) }

“equazioni in % incognite: g, =0, g, =0,..., g, =0. In questo caso abbiamo:

Perché Ualgoritmo abbia convergenza quadratica (del 1.° ordine) ad un di-
visore di rango n (g, g, ...q,) & necessario e sufficiente che si abbiano le n’
congruenze

iterando, una radice semplice (poiché

g;’ —0(modd g, gs...9), (G k=1,2,..n).

Se ancora piu particolarmente supponiamo che le equazioni che defini-
seono l'algoritmo abbiano la forma

n
b= — s+ a4 X his (%) gy () = 0 (1%)
(cioé P'algoritmo sia esplicito, e sia posto in evidenza it divisore cui I'algo-
ritmo appartiene), le congruenze superiori diventano :

Sa + ;}, ho(@) gr(@)=0 (moddg,g,...9.);

donde, posto:

ag,gs-..9.) —q G'kzalo

J2 00

d@x,e,...,)

G .
ai (modd g, ¢:...9.), (G, EkE=1,2,..., n)

si trae immediatamente che l’algoritmo ha la forma:

’

n
X, =®— leGv.' g»(modd (g, g, ... gl,)g), (=1, 2,..., n). (37)

Facendo in particolare

w',=w,-— };'v Gvigv, (’l:=1, Q,..-, n) (37*)

(*) Naturalmente del 1.* ordine (cfr. il n.° 5),

Annali di Matematica, Serie III, Tomo X1V, &
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26 Nicoletti: Sulle teoria della convergenza

si hanno le formule dell’ algoritmo di NEWTON, generalizzato ad un sistema di n
equazioni in n incognite. Questo algoritmo ha dunque convergenza quadra-
tica per ogni radice semplice del sistema di equazioni considerato; di piu
qualunque algoritmo che abbia la forma esplicita (1*) e convergenza qua-
dratica di 1.° ordine ad una radice (semplice) del sistema stesso, differisce
da quello di Newton per termini che hanno nelle g un grado maggiore od
uguale al secondo, ma sono del resto affatto arbitrari (¥).

d(d,d,...,)
(e, x,...x,)
dovra avere (moddg,g¢,...g,_,) la caratteristica 1. Supponiamo in particolare
che si abbia ¢, (¢) =, — o, (i=1, 2,..., n—1) e l'algoritmo sia simme-
trico, cioé le @, (x, «') siano sitnmetriche nelle z, @, ... x, e per ¢, =a, =X
(con X qualunque) si annullino tutte identicamente. Per la simmetria delle &,
nelle «, x, ... «, si ha allora:

f) Poniamo in b) p =mn — 1; il determinante funzionale

do, 0o,

0x, 0 ®,

(modd @, — %,,,, «, —wx,)
(€ hy By r=1,2,..., n; =1, 2,...,, n —1)

e quindi il determinante E (o) ha effettivamente la caratteristica 1. Ne segue
il risultato notevole : ~

Qualunque algoritmo simnelrico in n variabili, che appartenga al divi-
sore di rango n—1: g, =wx, — ., (t=1, 2,..., n—1) ha convergenza qua-
dratica del 1.0 ordine.

Tali sono ad es.: lalgoritmo della media aritmetico-geometrica di La-
GRANGE e GAuss e le sue generalizzazioni di BORCHARDT e SCHAPIRA, I'algoritmo
della media aritmetico-armonica, quello pit generale di StiELTIES per la ra-
dice nme, ete.

18. L’algoritmo K abbia al divisore (g, 9,...g,) convergenza (almeno)
quadratica dell'ordine p, e non di un ordine minore. Le congruenze (14), e
la disuguaglianza (15), del n.° 7 permettono allora (per quanto i calcoli re-
lativi siano un po’ lunghi) di determinare il grado massimo s, =2 di con-
vergenza dell’ordine p, che l'algoritmo K ha al divisore (g,¢,...g,). Se al-
lora r & un intero qualunque maggiore di p,, per il teorema c) del n.° 6,
Palgoritmo K avra al divisore (g, g,...9,) convergenza dell’ordine r e di un

(*) Gf. A, n.o 13, d).
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,
. . o . r . . . .
grado s, non minore di 81[ p'] (dove, come al solito, [p_J indica il massimo
\ 1

r

intero contenuto in ) Facciamo ora percorrere ad r i successivi valori in-

1
teri maggiori di p,; due casi sono allora logicamente possibili. O, per qua-
lunque valore di r, il grado massimo s, di convergenza che I'algoritmo ha
r
al divisore (¢, 9. .. . g,) & uguale ad si™ ] ; oppure esistono dei valori di » mag-
giori di p,, per i quali il grado massimo s, relativo di convergenza & mag-
7 .
giore di si 1] - Nel primo caso la convergenza dell’algoritmo potrebhe oppor-
tunamente dirsi pura o di primo rango, nel secondo mista o di rango supe-
riore al primo. E con considerazioni del tutto simili alle superiori, potremmo
introdurre la nozione di convergenza del 2.°, 3.°, 4.°,... rango, di un rango
qualunque. Ma non mi & riuscito finora di trovare un criterio che permetta,
con un numero finito di operazioni, di distinguere la convergenza pura da
quella mista o di rango superiore al primo; d’altra parte collaumentare del-
lordine, aumentano sempre piu i.calcoli necessari alle relative verifiche di
convergenza ; né infine puo affermarsi a priori che una tale ricerca possa
avere una grande importanza per la teoria generale dell’iterazione ; crediamo
percio opportuno limitarci alle osservazioni gia fatte.

Aggiungiamo soltanto I'osservazione seguente.

Supponiamo che I'algoritmo K abbia al divisore (g, ¢....9,) convergenza

r

di un certo ordine r > p, e di un grado s, maggiore di s[ P ] Quando il grado s,
sia dalo, si puo assegnare per r un limilte superiore; se € infatti s? ' <ls,<<s?,
da quanto precede & chiaro che Vordine relativo r di convergenza deve essere
minore di p, q. Ne segue che: é possibile, con un nwinero finito di operazions,
riconoscere se Ualgoritmo K possiede al divisore (9,9...-9,) (oltre la conver-
genza di ordine p, e grado s) convergenza (di un qualche ordine e) di un
grado s assegnato,
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28 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

VI. COXDIZIONI PER LA CONVERGENZA LINEARE.

19. Se il determinante caratteristico E (o) dell’ algoritmo K non ha
(modd g, ...g,), oltre gli » — p divisori elementari uguali ad o--1, tutti gli
altri divisori elementari uguali ad una potenza di o, 'algoritmo non ha, al
divisore stesso, convergenza di grado superiore al primo. La considerazione
del determinante caratteristico permette in questo caso di riconoscere se
Palgoritmo ha, allo stesso divisore, convergenza lineare di un ordine qua-
lunque. Si hanno infatti i teoremi:

a) Se lequazione E(0) =0 (modd g, g, ...g,) ha (oltre la radice 1 mul-
tipla di ordine n— p) tutte radici in modulo minori dell’ unita, Ualgoritmo ha,
al divisore (g,...9,), convergenza lineare (di un ordine sufficientemente
elevato). )

Infatti, in questa ipotesi, tutte le radici della equazione

F(0)=0(moddg,g,...9,)

si manterranno su tutta la varietd M minori in modulo dell’unitd; essendo
quindi funzioni continue dei punti di M, potrd determinarsi un numero po-
sitivo Q, minore dell’unita, che sard maggiore ed uguale al modulo di ogni
radice della equazione stessa su tutta la varietd M.

Sia ora (G,G,...G,) un sistema normale, pel quale la sostituzione I' in-
dotta dall’algoritmo ha la forma data dalle (23) e (24). Varranno allora, per
qualunque p, le (23),, (24),; quindi se, ad es.: p, & il massimo degli espo-
nenti p,...p,, ogni elemento @ della ¢ ha, sulla varietd M, un modulo
sempre minore di px.Qf 15 si avrd quindi anche, per la sostituzione stessa .

P
I‘(lg) e _}:v | Yﬁg \M <p1 Ppl Qs =AFI'1 _QP, ({’ = 1> Q,"w p)
1

dove 4=p, Q™ & un numero finito.

Si osservi ora che, poiche @<C1, & lim ¢ or =0; assegnato quindi un
g=c0

numero a, positivo e minore dell’'unitd, si pud determinare un numero p, tale
che per p=p, si abbia

a
1 (OP —_ 3
P Q <A 5

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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per questi valori di p si avrd allora
re<<ae, (v=1, 2,..., p)

e quindi l'algoritmo K avra, al divisore (G, G,...G,), convergenza lineare di
ogni ordine p = 3,, misurata da una costante non maggiore di a, = 4 ™. Q¢ (¥).
Ritornando al primitivo sistema ¢,¢,...9,, abbiamo (cf. n.° 6 ed anche
A, n.° 25, b)) che l'algoritmo avra, al divisore (9,9, ...g,), ancora convergenza
lineare di ogni ordine p maggiore di un conveniente numero g, =p,.
Il teorema enunciato & cosi dimostrato.

b) Se Vequazione E (v) =0 (modd g, 9, .. .9,) ha qualche radice che abbia
un modulo maggiore dell'uwnila, Ualgoritmo K non puo convergere al divisore
@, 00)

Sia infaltl o, una radice della E (w) =0 che abbia un modulo maggiore
dell’'unita; vi sara una funzione del sistema normale, ad es.: la G,, per la

quale si ha:
G =0,G (modd(g,9,...9,)");

se allora 6 & un numero maggiore dell’unitd, ma minore del modulo della w,,
sard in un intorno conveniente di M

|G\ >0.]6],
e quindi anche, per p qualunque:
| Gie[>0] 6.

Se quindi G, é inizialmente diverso da zero, quando si prenda g sufficien-
temente grande, sard | GiP | maggiore di un numero grande a piacere. L’al-
goritmo non puo allora convergere al divisore (G, G,...G,); in questo caso
infattl dovrebbe aversi

: lim G =0.
o=

Ne segue il teorema enunciato. Si noti che condizione essenziale della
dimostrazione & che inizialmente sia G, -] O.

¢) Se (oltre la radice 1 multipla di ordine n — p) tutte le radici della
E(v)=0(moddg,...g,) hanno un modulo maggiore dell'unita, Ualgoritmo K *
tnverso di quello dato avra al divisore (9,9....¢,) convergenza lineare.

(*) Notiamo, di passaggio, che & lim Qoit _gq

=00 ae
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30 Nicoletti: Sulla teoria della convergenza

Infatti il determinante E~'(w), caratteristico dell’algoritmo inverso K,
si ha da E (e), mutandovi » in % e moltiplicando poi per "

I teoremi a), b), ¢) furono enunciati da PoINCARE per p =mn, e dimostrati
dal Larris per n =2, 3 ¢ p qualunque nelle Memorie citate.
20. E chiaro da quanto precede che la considerazione del determi-
nante caratteristico E (o) non serve a decidere della convergenza (o meno)
dell’algoritmo K al divisore (9,9....9,), nel solo caso che Vequazione

E(v)=0(moddg,g....9,)

(liberata dalla radice 1 multipla di ordine n — p) abbia radici che hanno tutte
un modulo nor maggiore dellunita e vi sia qualche radice di modulo 1.

E interessante osservare che: in questo caso le condizioni di convergenza
espresse dalle disuguaglianze (12), del n.° 5 non sono soddisfatte per nessun
valore di r. ‘

Ammettiamo infatti, pit generalmente, che Yequazione

E(0)=0(modd g,...g,)

abbia (oltre la radice 1 multipla di ordine n— p) delle radici di modulo
maggiore od uguale ad uno, e siano o,, w,,..., o, (con k= p) le radici, uguali
o diverse, che hanno il (medesimo) modulo massimo (e potrd anche %k va-
riare da regione a regione di M) (*). Prendiamo allora ’equazione caratteri-
stica della sostituzione lineare r®:

Feo ((,)) = l TR — 0| =0 (modd g, g... G0 (nyv=1,2,..., p; o=1], Q7)1
essa avra come radici di ugual modulo massimo ¢, g,..., «f (**) e conside-
rando la funzione simmetrica elementare di grado k delle radici di questa
equazione, si avrd per essa

1 ove... 1
Telel...08=3{| . . . . . .. (modd g,9....9,) (40)
19 V... YR

(*) Considereremo allora separatamente le diverse regioni di M.
(**) Cf. ad es.: MurH, L. c., p. 33. L’asserzione del testo si dimostra subito in modo di-
retto sulla forma normale (23),, (24), che pud darsi alla I'@.
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|

dove il secondo membro & I'invariante orfogonale di grado K della sostitu-
zione lineare T,

Poiche le altre radici o,y, ... ®, hanno un modulo minore di o, o,,..., o,,
si potra determinare un numero p, sufficientemente grande tale che per qua-
lunque valore di ¢ = p, nella funzione simmetrica del primo membro il primo
termine sia preponderante e quindi ¢! modulo della stessa funzione, (essendo
o |=1,..., |o,|=1) sia sempre maggiore, sulla variets M, di un numero
determinato n positivo minore dell’ unita.

Ammettiamo ora, se & possibile, che 1’algoritmo K abbia, al divisore
(9.9:...9,) convergenza lineare di un certo ordine r, misurata dalla costante
positiva a<C1; per il teorema e) del n.° 6 esso avrd allora anche conver-
genza lineare di ogni ordine rgq, multiplo di », misurata da una costante
non maggiore di a?; sard quindi anche per ¢ qualunque

Y%)1<a4, (y,, v=12,..., p)

ed insieme
S It S P ¢
b e e e e <(€)k!a“"<p!a". (41)
we Y@ e

Facciamo allora nella (40) ¢ = r ¢; per la (41) avremo, sulla varietd M

oo, o | <plaf,

e puo quindi rendersi piccolo a piacere, prendendo ¢ sufficientemente grande.
Ma cio & assurdo; l'algoritmo K non puo quindi avere, al divisore (g,9.... 9,)
convergenza lineare di nessun ordine (¥).

Ricordando il teorema a) del n.° 19, ne segue evidentemente che: le con-
dizioni per la convergenza lineare di un ordine qualunque saranno soddisfatte
allora ed allora soltanto che Uequazione E (o) =0 (modd g, g, ... g,) abbia (oltre
la radice 1 multipla dell’ordine n — p) tutte le radici inferiori in modulo al-
Vunita : sicche questa &, in ultima analisi, la condizione mnecessaria e suffi-
ciente perché Valgoritmo K abbia al divisore (9,9....9,) convergenza lineare
di un ordine qualunque.

Pisa, Gennaio 1907.

(*) Tutto questo non dimostra perd che l’algoritmo non converge.
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Riporto, qui sotto, i titoli di aleuni lavori che trattano di questioni di iterazione in una
o pil variabili, che, per dimenticanza o perché pubblicati contemporaneamente, furono omessi
nell’indice bibliografico che & in fine alla Memoria ricordata dell’Accademia dei XL.

1875. C. ForMENT1, Su alcuni problemi di Abel (Rendiconti Istituto Lombardo, serie 2.2,
vol. 8.°, pag. 276).

1890. H. PoINCARE, Sur une classe nouvelle de transcendantes uniformes (Journal de Liouville,
4.me Serie, Tom. 6.me, pag. 313).

1897. F. Pooerti, Sulle sostituzioni uniformi (Giornale di Battaghm Vol. 35, pag. 264).

1898. C. BoURLET, Sur le probléme de Uitération (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, Tom. XII, C. I).

1901. J. HapaMARD, Sur Uitération et les solutions asymptotiques deséquations differentielles
(Bulletin de la Société Math. de France, Tome XXIX, pag. 24%).

1901. T. Levi-Civita, Sopra alcuni criteri di instabilitc (Annali di Matematica, Serie 3.2,
Tomo V°, pag. 221).

1902. O. Seiess, Die Grundbegriffe der Iterationsrechnung (Dissertation Basel, 1902).

190%4. CicarLA, Sopra un criterio di instabilitdé (Annali di Matematica, Serie 3.2, Tomo XI,
pag. 67).

1906. S. LaTTES, Sur les équations fonctionnelles qui definissent une courbe ou une surface
invariante par une transformation (Annali di Matematica, Serie 3.2, Tomo XIII,
pag. 1).

1906. Sriess, Theorie der linearen Iteralgleichung mit konstanten Koeffizienten (Mathematische
Annalen, Bd. 62, S. 226).

Pisa, li 18 Marzo 1907.
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Sulla teoria delle funzioni automorfe
e delle loro trasformazioni.

(Di Guipo FuBinNi, @ Genova.)

INTRODUZIONE.

§ 1. Il problema pitt generale, che si pud porre nella teoria delle fun-
zioni automorfe, si pud enunciare nel seguente modo :

Se G é un gruppo discontinuo di trasformazioni birazionali su n varia-
bili x,, x,,..., x,, e [ & un gruppo, isomorfo a G oloedricamente o meriedri-
camente, di trasformmazioni birazionali su m variabili z,, 2,,..., 2,,, st trovino
tutti i possibili sistemi di funzioni uniformi z delle variabili x, le quali, quando
le x subiscono una trasformazione di G, subiscono la corrispondente trasfor-
mazione di T.

Questo, che io chiamerei il problema fondamentale, & ben lungi dall’es-
sere risoluto in generale. Noi vedremo che & possibile risolverlo per ampie
classi di gruppi di movimenti, di gruppi misti (*), di gruppi ciclici di trasfor-
mazioni birazionali. Risultati classici sono dovuti (**) a Poixcari e Prcarp;
altri sono dovuti a BLuMenTHAL, a E. LEVI e all’Aut.

(*) Cfr. la Mem. dell’Aut., che noi citeremo con (A): Sulla teoria dei gruppi discontinui
(Ann. di Matem., 1905).
(**) Cfr. i lavori di PoiNcaRE e di PicArRD nei tomi 1-5 degli Acta Mathem.,
di BLUMENTHAL, Ueber die Modulfunctionen, ecc. Math. Ann., 1903.
di Fusint, Mem. cit. (A),
idem  Sulle funzioni automorfe, ecc. (Ann. di Matem., 190%),
idem  Applicazioni analitiche dei gruppi, ecc. Mem. dell’Acc. Gioenia, Sez. 4, Tom. 17.
Citerd questa Nota con (B),
di PoiNncARE, Sur une classe nouvelle de trascendantes uniformes. Journal de Liouville, 1890.
Citero questa Mem. con (Po),
di PicArRD, Sur une classe de trascendantes nouvelles. Acta Mathem., Tomi 18 e 23. Citero
questa Mem. con (P)),

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XIV.

(o1}
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. . S .

Riassumere brevemente lo stato attuale delle ricerche, e cercare di gene-
ralizzare i risultati a nuove classi di gruppi @, . Ecco lo scopo che si pre-
figge la prima parte del presente lavoro, alcuni paragrafi della quale non
sono che un ampio svolgimento delle idee contenute nella Nota prelimi-
nare (B), citata pili sopra a pié di pagina. Le dimostrazioni, che sono ovvia
generalizzazione di dimostrazioni gid note, non sono sviluppate completa-
mente : ma & soltanto svolto quanto vi ha in esse di essenzialmente nuovo.

I metodi, qui seguiti, si inspirano principalmente :

1.°) alle serie, oramai classiche, di Poincarg, che gid trovarono qualche
generalizzazione;

2.°) alla terza Memoria di HiLBerT sulle equazioni integrali, recente-
mente pubblicata nelle Galtinger Nachrichien ;

3.°) alle Memorie di Porxcarf e Prcarp, sopra citate con (P,) e (P);

4.°) alle idee geometriche, da me svolte nella mia Memoria gid citata
con (A), che, come dimostrai in (A) e in un altro mio lavoro (*), sono anche
tanto utili per lo studio dei gruppi propriamente discontinui. Io sard lieto
se le seguenti pagine potranno dimostrarne l'efficacia per la teoria analitica
delle funzioni automorfe, facendo vedere con quanta semplicita si possa p. es.
estendere la teoria delle funzioni fuchsiane e zetafuchsiane a classi molto
ampie di gruppi diseontinui (**). Per non allungare troppo queste pagine,
suppongo famigliari al lettore le Memorie classiche di PoINCARE.

Nella seconda parte della presente Memoria mi occupo poi della trasfor-
mazione delle funzioni o (x,) fuchsiane, o Kleiniane di una variabile «,, e
“delle funzioni ¢ (x,, «,) iperfuchsiane di due variabili «,, a,. Pit precisa-
mente ricerco i casi, in cui esiste un gruppo continuo G di trasformazioni,
tale che passi una relazione algebrica tra il valore di ¢ in un punto #, (in
un punto x,, x,) e il valore di ¢ nel punto trasformato di «, (di «,, «,) per
una qualunque trasformazione di G. Questa ricerca e la pii semplice gene-
ralizzazione del teorema di addizione delle funzioni ellittiche.

di E. Levi, Ricerche sulla teoria delle funzioni automorfe. Rend. della R. Ace. dei Lineei. Di-
cembre, 1906.
La pubblicazione di questa Nota ebbe luogo, quando il presente lavoro era gid in corso
di stampa.
(*) Sulla costruzione dei campi fondamentali, ecc. Annali di Matematica, 1906.
(**) Parte delle ricerche di questa prima parte sono riassunte in un mio trattato, di pros-
sima pubblicazione, sulla teoria delle funzioni automorfe.
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PARTE PRIMA

I TEOREMI DI ESISTENZA. GENERALIZZAZIONE DELLE SERIE TETAFUCHSIANE
DI POINCARE.

§ 2. Questo paragrafo & dedicato a quel problema speciale, che si de-
duce dal problema fondamentale, supponendo che T si riduca alla sola tra-
sformazione identica, ossia che si debbano costruire delle funzioni uniformi z
delle variabili «, le quali rimangono inalterate quando le « subiscono le tra-
sformazioni T,(i=1, 2, 3, 4,..7) del gruppo G. Faremo poi successivamente
varie ipotesi sul gruppo G. Indicheremo con T,z le quantitd trasformate
delle x, mediante la T'; e se f(x) ¢ una funzione delle «, indicheremo con
f(T; ) il valore della f, quando al posto delle « si sostituiscano le T, .
Porremo poi «,=¢&, -+ in,, dove &, e =, si considerano variabili reali, che
noi spesso considereremo come coordinate cartesiane ortogonali in uno spazio
euclideo S,, a 2 dimensioni reali.

Indicheremo poi con D, (x) I'Tacobiano della trasformazione T,; porremo
T,w,= T, ~1i T;n,, dove indichiamo con T,&,, T’ =, rispettivamente la parte
reale e la immaginaria delle T;«. Indicheremo con A° la quantitd immagi-
naria coniugata di una qualsiasi quantitd 4, e con 4, 'lacobiano delle T;E,
T.n rispetto alle &, w. Si avra A,= D, D} = (mod D).

Indicheremo con 6 (f, p, @) la serie (generalizzazione delle serie di Poix-
cARE) definita dalle

0 (f, @, p)= 2 (T.o) Dt (@) (1)

dove f ¢ una funzione delle @, che si supporrd uniforme, e quasi sempre
addirittura razionale, e dove p & un intero positivo qualunque. Se noi con-
sideriamo un’altra serie 9 (9, 2, p), corrispondente a un’altra funzione ¢ delle =,
e allo stesso valore dell’intero p, riconosciamo facilmente che la funzione z (x)
definita da

2 (w) — w’ €, p) (Q)

0 (o, @, p)
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rimane formalmente invariata, se noi facciamo subire "alle # una qualsiasi
trasformazione T, del gruppo G. Per dimostrare dunque lesistenza di fun-
zioni uniformi delle «, che rimangano invariate per il gfuppo G, bastera di-
mostrare che in un intorno di un sistema generico di valori delle a la (1)
converge assolutamente, e in ugual grado (*).

Ripetendo i ragionamenti usati da Poincarg nella dimostrazione dell’e-
sistenza delle funzioni fuchsiane e Kleiniane, si trova che per dimostrare la
convergenza delle (1), almeno per p sufficientemente grande, basta p. es. di-
mostrare che:

1.0) Il gruppo G & propriamente discontinuo in una regione S di S,,.

2.°) Esiste in S una rete R di campi fondamentali per G, posta tutta
a distanza finita, escluso al pitt un numero finito di campi fondamentali, che
possono anche aver punti allinfinito. L’insieme dei punti di R, che sono
singolari per f o sono equivalenti a un punto singolare per f, non formano
un insieme denso in R.

3.9) In un intorno sufficientemente piccolo di un punto generico 4,
interno a R, il rapporto tra il massimo e il minimo valore assoluto di D,
(o di o)) & compreso tra due costanti finite positive m, M, indipendenti da 4.

Un primo metodo per studiare la convergenza della (1) ¢ dunque quello
di trovare i gruppi e le funzioni pit generali, per cui sono soddisfatte le
precedenti condizioni (1), (2), (3).

Un caso specialmente importante & quello in cui si possa trovare uno
spazio ¥ a 2x dimensioni, in cui le £, @ siano variabili coordinate, e in cui
sia definita una metrica rispetto alla quale il gruppo G si possa considerare
come gruppo di movimenti (**). Affinche la metrica sia reale, le &, » dovranno
in generale soddisfare a certe condizioni (definite da disuguaglianze); cosicché
le £, non potranno variare a piacere; e lo spazio X avrd in S,, per imma-
gine una certa regione A, i cui punti saranno in corrispondenza biunivoca
coi punti di ¥, quando si considerino come corrispondenti punti di A e di 2,
che abbiano le stesse coordinate &, =.

(*) Bisognerebbe, & vero, dimostrare di pilt che si possono scegliere le f, 9 e la co-
stante p in-guisa che la funzione 2, definita da (2) non sia costante. Ma ci0d si compie nei
casi qui sotto studiati con grande facilita. (Cfr. i citati lavori di Picarp sulle funzioni iper-
fuchsiane.)

(**) Per il significato della parold « metrica» cfr. Biancui, Lezioni di Geom. differenz.,
2.2 ediz., Tom. I
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Noi diremo, dal nome di PoiNncarg, che la metrica vigente in £ & una

metrica P, se ‘

1.°) La regione A & in §,, a distanza finita (o tale si puo rendere con
una opportuna trasformazione sulle x).

2.°) La nostra metrica possiede almeno un éinvariante 1 non assoluto,
che soddisfa alla seguente condizione. Per ogni costante positiva & si puo
trovare una costante d, tale che 1 valori di I in due punti qualsiasi di %, la
cui distanza geodetica & inferiore a 9, abbiano un rapporto minore, in valore
assoluto, di d. _

Con le parole «invariante di una metrica » intendo una funzione
delle &, = tale che, se noi eseguiamo un movimento M nella metrica, essa
resti moltiplicata per la potenza k*™ (k = costante) dell'Tacobiano di AL Dico
poi che linvariante & assoluto, se lintero % corrispondente & uguale a
zero (¥).

Un gruppo di movimenti in una metrica P sara detto un gruppo P.

lIo dico allora:

Per p=2, le serie (1) convergono, se G é un gruppo P, e se un punto
generico di A non & punto limile di punti singolari per la funzione f, oppure
equivalenti, rispetto al gruppo G, a tali punti singolari. Quest’'ultima condi-
zione & p. es. soddisfatta, se i punti singolari della f sono esterni a A. Os-
serviamo che potremo supporre che la regione A sia a distanza finita in S,,,
perche, per ipotesi, se A non & a distanza finita in S,,, tale la possiamo
rendere con una trasformazione sulle «. Tale trasformazione porta il gruppo G
in un gruppo simile: ma, per i nostri problemi, il sostituire un gruppo a
un gruppo simile nulla toglie alla generalitd del risultato. Dimostreremo ora
che, assumendo in 8,, la regione A come regione S, sono soddisfatte le con-
dizioni (1), (2), (3) enunciate pit sopra.

La (1) & senza dubbio soddisfatta per un teorema dato nella mia Mem.
cit. (A) (§ 6).

La regione A & invariante per il gruppo G, perché G & un gruppo di
movimenti di una metrica, e A & la regione, ove questa metrica & reale e
regolare. Per i risultati della mia Mem. cit. (dnn. di Matem., 1906) il gruppo G
ha dunque in A una rete R di campi fondamentali, che & quindi posta tutta
a distanza finita nello spazio euclideo immagine S,,. Anche la condizione (2)

(*) Se la metrica & definita da una forma differenziale quadratica, il determinante del-
I’elemento lineare & un invariante non assoluto.
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& percio soddisfatta. Basta dunque limitarci a dimostrare soddisfatta la con-
dizione terza. Sia %k il grado (non nullo per ipotesi) dell'invariante consi-
derato 1. Sia « un intorno di un punto generico 4 di %, e siano rispetti-
vamente «, 4 I'intorno e il punto corrispondente per una trasformazione 7,
di @. Il quadrato A= D D° del modulo dell’lacobiano D di T; & per ipotesi
N _
uguale a \/TLI Se noi vogliamo trovare il valore di A in un punto di «,
bastera che noi in questo radicale sostituiamo a I il valore che esso ha nel
punto considerato, e a 7,1 il valore di I nel punto corrispondente di o. Sia
ora & la massima distanza geodetica di due punti di «; poiché nella nostra
metrica « ed « sono congrui, la massima distanza geodetica di due punti
di « sard ancora uguale a 3.

I1 rapporto dei valori di Iin due punti di « sard in valore assoluto infe-
riore a d; e altrettanto avverrd dei rapporti dei valori di I in due punti
di @ Quindi il rapporto dei valori di 4 in due punti di « sard minore in
valore assoluto di (“/dT, che & una costante, indipendente dalla trasforma-
zione T, considerata. La condizione (3) & dunque anch’essa soddisfatta.

Il teorema testé dimostrato ci assicura della convergenza delle serie (1)
per una vasta classe di gruppi di movimenti: I'importanza di questo teorema
sta in cio che tutti i casi finora noti, in cui le (1) convergono (eccetto il caso
dei gruppi Kleiniani), e anche alcuni casi nuovi sono altrettanti casi parti-
colari di esso. Cid che risulta facilmente dai teoremi del seguente paragrafo.

DI ALCUNE METRICHE P.

§ 3. Teor. I). Le wmetriche (a due dimensioni, a curvagtura costante), che
ammettono come movimenti quelle trasformazioud
L Qm—}—g N .
BT RS («, B, v, 0 costanti)
che trasformano in sé uno stesso cerchio reale C del piano = della variabile

complela x, sono metriche P.
Come ¢ ben noto dalla teoria delle superficie pseudosferiche, noi potremo
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supporre, senza diminuire la generalitd, che 'elemento lineare della nostra
d& +dn’
Come invariante I, sceglieremo la radice ottava del discriminante di
questo elemento lineare; porremo cioé:
V2
\/1 _ 52 — g2

metrica sia 4 sy se x=15% 4.

Se indichiamo con » la distanza geodetica del punto (¢, ») dal punto
0, 0), si ha
r.

£ 4 * =tangh®~  I= 2 cosh 2

2

Siano ora 4, B due punti, la cui distanza geodetica 4 B sia minore
di 3, e le cui distanze geodetiche da O sieno rispettivamente r,, r,. Sara

chiaramente %‘—%— <%- Il rapporto @ dei valori di 7 in 4 e in B sard
cosh %‘
sh T2 .
cosh -
Se v, =7r,, avremo che
r, 0
cosh (@ -+ Q) ; 3 r 5
1=Q= —_— =c051§—}—tangll§senh g <
cosh Tj

<< cosh % -+ senh % .

Se poi r, <<r,, avremo naturalmente

1

cosh@—l—senhq

3
Esiste dunque una costante d=cosh%+senh 9@ cui Q & in ogni

caso inferiore in valore assoluto.
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Osserviamo poi che, nel nostro caso, il piano = fa I'ufficio, che nel caso
generale faceva lo spazio S,, e che la regione A & nel caso attuale la regione
interna al cerchio C'(%*+*=1) ed & quindi a distanza finita in =.

La metrica considerata ¢ dunque una metrica P.

Teor. 2.° Le wmetriche Hermitiane di tipo iperbolico (*) sono metriche P.
Le metriche Hermitiane reali sono definite dalle forme Hermitiane, riduci-
bili al tipo 2, 20+ ---+2,_, 20_;==2,25. Il caso pil interessante & quello in
cui vale 1l segno inferiore, che noi abbiamo chiamato «di tipo iperbolico ».
Supposto per fissare le idee che » =3, e posto %:wl, R e, 1ele-

3

mento lineare della nostra metrica & (**)

(1—w, ) dw, dac} + (1 —a, ) da, dacy—+a, xS d o, dact -, 2} doc, d o _
) (Il —o, o) —x,a0)”

Questa metrica & una metrica reale, come facilmente si vede (ponendo
@, =%, -+ i, [k=1, 2]) nella regione A (a distanza finita) luogo dei punti
interni all’ipersfera assoluto

&G+ni 48 4-n=1

I movimenti nella nostra metrica sono poi quelle trasformazioni lineari
fratte sulle «, che si deducono dalle trasformazioni lineari intere sulle 2, che
trasformano in sé la nostra forma Hermitiana.

Si trova, come sopra, che si puo porre

1 1

\/1—%‘1%?—%2%3 \/1_'612_55_”;2_“5

I

(*) Le metriche Hermitiane furono da me date la prima volta in una Mem. dell’A4ce.
Gioenia di Catania (Ser. 4, Vol. 17) e pii estesamente in una Nota dell’Istituto Veneto di
Scienze, ecc. (1904, Tom. 69), che hanno rispettivamente per titolo: Sulla teoria delle forme
quadratiche, Hermitiane, ecc. e Sulle metriche definite da una forma Hermitiana. Esse furono
pit tardi ritrovate dallo Stupy nel vol. 60 dei Math. Ann. Ad alcune, secondo me, ingiusti-
ficate obbiezioni rivolte dallo Stupy alla mia trattazione io risposi in una breve Nota pub-

blicata nel Boll. dell’Acc. Gioenia.
(**) In generale, per » qualunque, 1’elemento lineare in discorso & del tipo:

B— 1 @, Xy o oo Tnoy \/~ 1 du} daS ... das_, 0 ”
= n— 2 . .
Y, xear— 1% de, doay... daw—y O ) xy ... aho =1
r=I1
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Posto poi @, «% + x, 2 = tangh®r, si ha I=coshr; e la dimostrazione
procede come nel precedente teorema.

§ 4. Se noi abbiamo piu forme differenziali E,, E,,..., E, dello stesso
grado, e la E; dipende dalle variabili ¢?, #?,..., 2 (i=1, 2,...,8; n,=2) ed
¢ affatto indipendente dalle ¢, y®,..., ¥“™, y“,...., ¥*, io diro, con lin-
guaggio analogo a quello gia usato nei lavori eitati, che la metrica definita
dalla forma E= Y, E; & una metrica mista, somma delle metriche parziali

definite dalle E;,. Una trasformazione @ sulle y, che sia prodotto di s tra-
sformazioni @, (i=s), la ¢ delle quali & un movimento nella metrica E,,
sard un movimento nella metrica E. Un gruppo G di tali movimenti Q sara
detto un gruppo misto, prodotto di pit gruppi parziali G;. Il gruppo G, &
quello generato dalle trasformazioni @,, corrispondenti alle trasformazioni
Q di G.

Si ha il teorema:

Teor. IlI. Una metrica, somma di pin wmetriche parziali P, é una me-
trica P; e quindi il gruppo dei corrispondenti wnovimenti é un gruppo P.

Siano I,, I,,..., I, rispettivamente gli invarianti non assoluti, che si con-
siderano per ognuna delle metriche E,, E,,..., E,. Ne siano k,, k,,..., k,
rispettivamente i gradi. Posto k=11k,, avremo evidentemente che la quan-

titd I, definita dalla
k k E

1= 1= ... 1™,

¢ evidentemente un invariante non assoluto di grado % nella metrica E.
Un punto di E & individuato dalle ¥, n, coordinate y®, y®,..., y*. Sia =
k2

lo spazio in cui vige la metrica E, e sia S, il solito spazio euclideo rappre-
sentativo a v= ¥ n, dimensioni, in cui le y sono coordinate cartesiane or-
T

togonali. Cosl pure sia ¥, uno spazio, in cui vige la metrica E,, e sia S{ uno
spazio euclideo, in cui le ¥ sono coordinate cartesiane ortogonali. Per ipo-
tesi 3, sard rappresentato in una regione A, di S¥, posta a distanza finita.
Osserviamo ora che per dare un punto 4 di = basta darne le corrispondenti
coordinate y, y®, ..., ¥ ; ma, date le y®, resta individuato un punto 4,
di %; o di 89, che noi potremo chiamare la proiezione di 4 su ¥; o su S,
Ne verra tosto che, per dare un punto 4 di = o di §,, basta darne le pro-
lezioni A4, sugli spazii parziali 3, o S® Ora A, & in S§” la regione imma-
Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XIV. 6
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gine di %,. Per ipotesi noi la potremo supporre a distanza finita. Quei
punti di Sy, la cui proiezione su ogni spazio S & interna a A, (t=1,
2,..., 8) riempiranno dunque una regione A, a distanza finita, immagine di 2.
Sia ora & il grado delle E,; e siano 4, B due punti di 3, le cui proiezioni
su =, saranno da noi indicate con 4,, B,. Sia r la distanza geodetica A B
misurata in X, e sia r, la distanza geodetica 4, B,, misurata in ¥,. Sara evi-
dentemente '
h AR 3
r' = ; ri.

Se dunque r<C9, sard a fortiori #,<C93. Ma, per ipotesi, il rapporto dei
valori di I, in 4, e in B, ¢ minore di una costante d,, dipendente solo
da 9. Quindi il rapporto dei valori di Tin 4 e B ¢ inferiore alla costante

k k k

d=da™ & ... dF

la quale dipende soltanto da 3. Il nostro teorema & quindi dimostrato.

UNA APPLICAZIONE FUNZIONALE
(al gruppi iperfuchsiani misti).

§ 6. I teor. 1.0 e 2° del § 3, ci danno esempi di metriche P: il teo-
rema 3.° ci permette di trovare, date pitt metriche P, una nuova metrica P.
Alle metriche, cosi determinate, noi applicheremo ora i teoremi del § 2.
Noi indicheremo con «{” delle variabili complesse, con s un intero posi-
tivo, e con n, degli interi positivi, maggiori di 1; e noi supporremo che ¢
possa variare da 1 a s, e che ¢ possa variare da | a »,— 1. Porremo poi

a = EP -/ — 149 (dove &, n sono variabili reali).

Indicando con a, b delle costanti, noi chiameremo gruppo iperfuchsiano
misto (con locuzioni analoghe a quelle usate da Picarp e da me nelle Me-
morie citate) un gruppo, le cui trasformazioni T sono del tipo seguente

Saf el +ap

@ 3 s . - o
ad _W (t=1,2,.,8 kt=12,..,n—1)
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'

e trasformano in sé stesso il sistema delle equazioni

P A ) e —1=0 (=1, 2,..., ).

Io dico che .

Un gruppo G iperfuchsiano misto é un gruppo P.

Infatti ogni trasformazione 7 di ¢ & prodotto di piti trasformazioni par-
ziali T; (i = s), la i®me delle quali trasforma soltanto le x, e, considerata
come una trasformazione sulle corrispondenti £?, »”, &€ un movimento in una
metrica Hermitiana. La T, genera dunque, al variare di 7, un gruppo P
(teor. 2.9 § 3). Per il teor. 3.° del § 3.%, anche il gruppo & dato & un gruppo P.
La metrica smista, in cui G & un gruppo di movimenti, si dird una metrica
Hermitiana mista. Dal risultati precedenti possiamo cosi dedurre:

«Se G & un gruppo iperfuchsiano misto qualunque, privo di trasforma-
zioni infinitesime, esistono sempre delle funzioni uniforni, invariawti per G.

Questo teorema comprende come caso particolare il teorema di PorNcarg
sulle funzioni’ Fuchsiane (s =1, n, = 2), i teoremi di Picarp (s=1; n, = 3),
e i teoremi di HiLBerRT-BLUMENTHAL che si riferiscono a certi gruppi partico-
lari, per cui n,=n,=---=n,=2

LE FUNZIONI ZETA-FUCHSIANE E zZETA-KLEINIANE (Cfr. §§ 7-89).

§ 6. Questo paragrafo, e 1 seguenti, sono dedicati allo studio del no-
stro problema fondamentale, quando il gruppo I non & piu ridotto alla sola
trasformazione identica. Eccetto perd nell’'ultimo paragrafo, noi supporremo
che i gruppi @G, " stano gruppi di trasformazioni lineari. Prima di tutto,
supporrd che G sia un gruppo fuchsiano o Kleiniano in una sola variabile .
Il caso che il gruppo G sia un gruppo fuchsiano fu studiato da Poincagrg
nelle Mem. cit., in cui perd non & dato in generale il teorema di esistenza
per le funzioni 2. Noi, servendoci dei risultati sulle equazioni integrali di
FrepHoLM e di HILBERT, vedremo che con grande semplicitd si pud stabilire
Pesistenza delle funzioni 2, sia per un gruppo G fuchsiano, che per un
gruppo G Kleiniano. Sia K un poligono fondamentale di G sul piano com-
plesso = della variabile «: supporremo che esso abbia un numero finito di
vertici. I facile vedere che il nostro problema (appunto come il problema
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)

dell’esistenza delle funzioni fuchsiane e Kleiniane) si riduce alla costruzione
in K di una o piu coppie di funzioni reali armoniche coniugate, i cui valori
al contorno sono legati da certe relazioni, individuate dai gruppi @, r. E,
come avviene in generale per i problemi al contorno, anche questo problema
si riduce a risolvere una equazione integrale, cui potremmo applicare i me-
todi di FreprOLM-HILBERT. La terza Memoria di HILBERT ci risparmia pero
lo studio diretto, perché facilmente si vede che il nostro problema si puo
ridurre al problema di inversione di RiemMaNN, risoluto esplicitamente da Hir-
BERT nel lavoro citato.

Supponiamo per il momento che G sia un gruppo di genere zero: esi-
stera allora una funzione X uniforme della «, la quale in K riprende ogni
suo valore una volta e una volta sola, cosicché sara stabilita una corrispon-
denza biunivoca tra i punti di K, e i punti del piano della X. Al passaggio
della =z da un punto di K a un punto equivalente di un altro campo fon-
damentale corrisponderanno nel piano della X dei giri attorno ad alcuni
punti @,, a,,..., a,, immagini dei vertici di K. Se noi dunque consideriamo
le funzioni cercate z come funzioni di X, si vede che il nostro problema di-
venta quello di costruire delle funzioni di X, le quali subiscono delle tra-
sformazioni lineari prefissate, quando X gira attorno ai punti a. Il nostro
problema & cosi senz’altro ricondotto al problema risoluto da HiLBERT.

Per studiare ora il caso in cui il genere di G & maggiore di zero, po-
‘tremmo p. es. cercare di estendere alle superficie Riemanniane (*) la riso-
luzione, che HiLBerT diede del problema di inversione per il caso del piano.
Ma é facile vedere che si pud evitare lo studio diretto, riconducendo il no-
stro problema a quello testd trattato. I facile infatti riconoscere che, se
Z1y..+5 %, SONO m funzioni su una data superficie Riemanniana T a » fogli,
le quali subiscono un dato gruppo G di trasformazioni lineari, quando si
faccia descrivere a un punte della superficie 7 un qualsiasi cammino chiuso
(su T), noi possiamo subito dedurne un sistema di mr funzioni v di una
sola variabile & le quali subiscono un dato gruppo di trasformazioni lineari,
quando la & descrive cammini chiusi nel suo piano. 11 problema di costruire

A\

le z & cosi ridotto al problema di costruire le ».

(*) Nel caso cheil genere di G sia maggiore dizero, si possono trovare due funzioni X, Y,
invarianti per G e legate da una relazione algebrica definente una superficie Riemanniana T
in guisa da avere una corrispondenza biunivoea tra i punti di K e 1 punti di 7. Questa su-
perficie T avrebbe, nel caso attuale, l'ufficio, che nel caso precedente aveva il piano di X.
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Siano infatti &, » due variabili, legate da una relazione algebrica di
grado r nella «, che definisca la nostra superficie . Ad un punto generico 4
del piano di & corrisponderanno r punti sovrapposti sulla T': 4,, 4,,..., 4,.
E noi potremo segnare sul piano della § r —1 cammini chiusi C,, C,,...,
C._,, tali che, se 4 descrive uno di questi cammini, p. es. il cammino
C,(s =r— 1), il punto 4, corrispondente descrive su I'un cammino chiuso y,,
che lo porta nel punto 4,,,. A ogni altro cammino chiuso descritto da 4
corrisponde sulla superficie T’ un cammino, che porta il punto 4, o in sé
stesso, oppure in uno dei punti 4,, 4,,..., 4,: un cammino ciog, che, se non
¢ chiuso, si pud decomporre nel prodotto di un cammino chiuso per uno
dei cammini ¥, Ya,eeey Yoox-

Le z,, #,,..., 2,, in un intorno di 4,, si possono considerare come fun-
zioni della £: restano cosi definiti, in un intorno di 4, m elementi di fun-
zioni analitiche v,, v,,..., v,. Se noi li prolunghiamo lungo C,(s=r—1),
ritornando poi in 4, otterremo nel punto 4 m nuovi elementi di funzioni
analitiche, che indicheremo con v, 1, Veniesee-s Vepnm. Ogni altro cammino
chiuso sul piano della £, o corrisponde a un cammino chiuso sulla T, op-
pure, per quanto abbiamo visto, & prodotto di uno dei cammini C, per un
cammino, a cui sulla T corrisponde un cammino chiuso. Poiché noi sap-
piamo come C, trasforma le »,, v,,..., v,, € per ipotesi ¢ dato il gruppo I'
delle trasformazioni prodotte sulle z dai cammini chiusi descritti sulla T, noi
verremo a conoscere Veffetto, che ogni cammino chiuso sul piano della &
produce sulle v,, v,,..., v,,, € quindi anche su tutte le altre v (v,.,, Vpyay...s
v,,). La determinazione delle funzioni #z sulla superficie T & cosi ricondotta
a determinare le » m funzioni v sul piano della £, ossia & ricondotto proprio
al problema, che & stato risoluto da HILBERT.

LE FUNZIONI ZETAIPERELLITICHE E ZETAIPERFUCHSIANE.

§ 7. Questo paragrafo ¢ dedicato alla risoluzione (per mezzo di svi-
luppi in serie, cfr. § 6) del nostro problema fondamentale, quando G & un
gruppo iperfuchsiano puro o misto (¥) (§ 5), e ' & un gruppo di trasforma-

(*) Pud essere interessante anche lo studio del caso, in cui G & un gruppo di movimenti
euclidei (le metriche euclidee sono caso limite di metriche Hermitiane) o in particolare del
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zioni lineari, intere, omogenee. Esso costituisce un ampio sviluppo delle idee,
svolte nella Nota preliminare (B) citata al § 1. 1l metodo che seguiremo con-
siste nel generalizzare la serie, che Poincarg ha dato per il caso delle fun-
zioni zetafuchsiane, e nel dimostrarne la convergenza. Indicheremo con H,,
H,,..., H, m funzioni delle «, con T; una trasformazione generica di @, con =,
la trasformazione corrispondente di I'; di piu, se %, ... 1%, sono m quantitd
qualunque, indicheremo con =;1,,..., 7,1, le loro trasformate mediante una
trasformazione =, di . Consideriamo le m serie

EFI;{T"‘[H,L (T, x)]) Dz (=1, 2,..., m) ()

dove p & un intero, che per ora lasciamo arbitrario.
I quozienti z, delle serie (5) per una serie (1) risolvono formalmente il no-

N .

stro problema, che & quindi ridotto a dimostrare la convergenza assoluta e
uniforme, nell'intorno di un punto generico, della serie (5). Siccome per ipo-
tesi G ¢ un gruppo iperfuchsiano misto, esso si puo considerare come gruppo
di movimenti in uno spazio = Noi indicheremo con O quel punto di =, le
cui coordinate x sono tutte nulle, e con r la distanza geodetica da O a un
punto generico A di X Supporremo che le H, abbiano i loro punti singolari
non densi nella regione, ove la metrica = & reale.

La dimostrazione, che Poincarf di per la convergenza delle (5) nel caso

caso in cui G & un gruppo di traslazioni. Specialmente notevole, perché intimamente con-
nesso alla teoria delle serie 8, e il seguente caso particolare del nostro problema fondamen-
tale: Siano date n variabili x ¢ 2n sistems di periodi i,..., aw(t=1,2,..., 2n) fali che
esistano funzioni uniformi y della x, 2n volte periodiche, che ammetiano appunfo ¢ dati si-
stemi di periodi, e che non abbiano singolarita essenziali a distanza finita, le quali saranno
percid invariants per un gruppo G di traslazioni. Sia I' un gruppo di trasformazioni lineuri
intere omogenee su m variabili 2,, 2,,..., 2m, e isomorfo a G. Si costruiscano m funzioni z,,
Zgy..., 2m (zetaiperellittiche) wuniformi delle x, le quali, quando le x subiscono una trasfor-
mazione di G, subiscono la trasformazione corrispondente di I'. .

Per » =1 il problema & gia stato risoluto (Gfr. ScHLESINGER, Handbuch der linearen Dif-
ferentialgleichungen, Bd. 11, XVII Abschnitt, V Kapitel). La generalizzazione al caso di » qua-
lunque & cosi facile ed ovvia, che mi pare inutile I’esporla. Si troverebbe ancora che il pro-
blema in discorso si riduce a determinare delle funzioni 2, le quali, per le trasformazioni
di G, o subiscono I'aumento di una costante additiva, o restano moltiplicate per un fattore
costante. E, come le y sono esprimibili mediante serie 8, si troverebbe che queste funzioni 2
si possono esprimere mediante combinazioni lineari di funzioni 0, e di derivate logaritmiche
di tali funzioni. A noi basterd ricordare che la risoluzione dell’attuale problema si compie,
per mezzo di trascendenti ben wote, e non porta quindi a nuove classi di funzioni.
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dei gruppi fuchsiani (nel caso trattato da Poincarg) si generalizza immedia-

tamente alle serie (b) per p abbastanza grande, appena si possa provare che
1.°) Esiste una costante « tale che, se il segmento di geodetica che

congiunge 4 ad O incontra un numero » di campi fondamentali, &

n<or.

2.y L’ipersfera V di centro O e di raggio R (nella nostra metrica) (vale
a dire il luogo dei punti, la cui distanza da O & minore o uguale a R) ha
un volume minore di % e*%, dove h, k sono costanti positive opportune.

3.° Se T & un movimento nella nostra metrica, che porta il punto 0
nel punto 4, e se la distanza geodetica O 4 ¢ uguale a r, il valore asso-
luto dello lacobiano di 7' in un intorno sufficientemente piccolo di 0 & mi-
nore di ye#, dove y, P sono costanti positive (che non variano al va-
riare di 7). ’

Notiamo tosto che O si pud considerare come un punto generico (perché
ogni punto si pud portare in O, mediante un conveniente movimento).

Noi dimostreremo che, se G ¢ privo di trasformazioni infinitesime (nel
qual caso per i teoremi di (A) possiede certamente un campo fondamentale)
e se il suo poliedro fondamentale C non ha vertici o distanza infinita nella me-
trica vigente in =, allora le condizioni precedenti sono soddisfatle; e resta cosi
dimostrata Uesistenza delle nostre funzioni z.

Se mvece il poliedro fondamentale di G avesse vertici a distanza infi-
nita, le () non sarebbero pilt in generale convergenti. Bisognerebhe am-
mettere delle condizioni restrittive per I', cosicché non ce ne occuperenio
piu oltre.

1l teorema precedente comprende come casi estremamente particolari quasi
tutti © risultati di POINCARE sulle funzioni zetafuchsiane, i teoremi da me dati
in (B); e li generalizza ad ampie classi di gruppi G, in cui sono p. es. in-
clusi © gruppi iperfuchsiani di PICARD, i gruppi ipermodulari di HILBERT-
BLUMENTHAL, ecc.

La condizione (1) si dimostra facilmente (*). Infatti, poiché un poliedro
fondamentale C & tutto a distanza finita in 2, e poiché in una regione finita
(nella metrica ) puo evidentemente penetrare soltanto un numero finito di
poliedri fondamentali (che sono, in detta metrica, tutti congrui tra loro), un

(*) Cfr. ScHLESINGER, Theorie der lin. D., B. 2, [I Theil, S. 108, 351.
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qualsiasi spigolo di C(*) a 2n—2, o a 2% —3,... dimensioni pud essere
comune soltanto a un numero finito di campi fondamentali. Si possono
quindi ripetere quasi parola per parola i ragionamenti, che si fanno per il
caso dei gruppi fuchsiani. A

Studiamo ora la condizione 2.2). Poiché @ & iperfuchsiano misto, le »
variabili « si potranno dividere in pil sistemi parziali (§§ 4-5)

2.l (=1, 2,..., 85 X (n,—1)=mn) (*);
- ,
la metrica * & una metrica mista, il eui elemento lineare & (§§ 3, 4)

E=YE, dove E, =
=1
1 . \ A RN \/—_1

ni—1 2
\ 6 O . -
: tzl [905’905’0]—1= l daf daf ... dx?, 0

da®... da®, 0

. |
T —

n—1

Il diseriminante I di E & dato da:

dove I, = 1

1 ni 1 . . 27¢
[ X P a — 1]
t=1

e 1 & un fattore numerico. Il volume della ipersfera V & uguale all'integrale di

VI esteso alla nostra ipersfera. Usando le locuzioni del § 4, riconosciamo
tosto che lipersfera V avrd sugli s spazii parziali 2, per proiezioni delle iper-
sfere V,, di raggio R nella metrica esistente in ¥,; ed & facile riconoscere
che il volume v di V & minore del prodotto dei volumi v, delle ipersfere V..
Il volume di V, & uguale, a meno di un fattore numerico, all'integrale di
\T,, esteso allipersfera V,. Posto a® = &9 +4\/—14®, le £, » cosi definite si
possono assumere come coordinate cartesiane ortogonali in uno spazio eu-

(*) Se le variabili « sono in numero di n, X & a 2n dimensioni: e gli spigoli di C (in-
tersezione di due o pilu faccie di C) sono a una, o a due,... 0 a 2% — 2 dimensioni.
(**) Se il gruppo fosse iperfuchsiano non misto (puro), sarebbe s=1,
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clideo S, immagine di ¥,; la ipersfera V, di ¥; avrd in S per immagine una
ipersfera W,; e, se p indica i raggi vettori in S?, cioé la distanza euclidea da
un punto generico di S all’origine 0,, si ha

- 1
VI =gy

Il volume v, & dato evidentemente, a meno di un fattore numerico, dal-

'integrale di \/I, esteso a tutta la regione racchiusa da W,: integrale, che noi
indicheremo con

| VL.d=, dove d=,—d&P...d8_ d=®...dnP_,.
J Wi !

Per calcolare questo integrale multiplo, useremo in 8 coordinate polari;

e troveremo allora che questo integrale & uguale all'integrale:

J‘/I"Q"' 3d°“’(1

esteso a un raggio dell'ipersfera W;, e moltiplicato per I'area di una iper-
sfera di S di raggio euclideo uguale a 1. Indicando con g, un fattore nu-
merico, troviamo dunque

2n 3

2n.~—3 o] 9291;——3
Ora lo spazio ¥, & rappresentato in quella regione di S, che & interna
all'ipersfera di raggio euclideo 1, e di centro 0,; quindi p<Z1, e

(_dp s r
@<P’|(1 .ﬂ)”‘_m—l[(i—h)”"l 1]

dove con r, indico il raggio euclideo di W,. Troviamo ora che relazione
passa tra il raggio non euclideo R di V, e il raggio euclideo », di W,. Evi-

dentemente R — ‘ VE.d o, esteso ad un raggio r, di W,, p. es. al raggio, de-
finito dalle %0 =& =--. =a_, =0, ossia
at 1 147 ~F

R—rﬁ———lo +——¢< donde o=,
I T R ety e

[

)
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 7
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Indicando con v, una costante, si trova infine

v, < [g 1 ( 212_|_ 1)7.,.—1 . 1} < v, g2 DE

Percio v (che & minore del prodotto dei v;) & minore di

h e*®

se h=1v,, k=2 Y (n,—1)=2n. La 2. condizione si trova quindi soddi-

sfatta.
Studiamo ora la 3.2 condizione. Lo Iacobiano A = D D° di una trasforma-
zione, che porta un punto C in un punto B, & uguale nel punto C (cfr. § 2) alla

radice quadrata del quomente 1) dei valori che I ha nei punti C, B. Ora,

I(B)

se C resta in un intorno del punto 0, la quantita I (C) resta inferiore a una
costante finita v dipendente soltanto dall’intorno scelto. Quindi

A<y-\/;—(1jB)-

Indicando con B,...B, le proiezioni di B sugli spazii parziali S;, si
trova :
1 1
A

Indichiamo con &9, «® le coordinate di B; in S“, con r; la distanza eu-
clidea da B, a 0,, e con 9, la distanza geodetica corrispondente in ¥,. Se ¢
¢ la massima distanza geodetica di due punti dell’intorno scelto del punto 0,
e sard pure la massima distanza geodetica di due punti dell’intorno trasfor-
mato. In particolare la distanza da B, al punto trasformato di O, & minore
di e. Se quindi 9, & la distanza geodetica da 0, al suo punto trasformato,
sard §,>0,—e¢. Ora

1 1
[_mz—l (Egaz _’_.n:ijz) e 1]"" (1 -— T?)ni

t=1

VI.(B) =

Per la relazione trovata sopra tra la distanza euclidea O, B; da 0, a un
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unto B, di 8?, e la distanza corrispondente in ¥,, abbiamo:
12 b p 7

60‘;’ J— 6_6-'

63;‘ _+_ e_d‘i

r, =

e quindi (indicando con 1, L, costanti numeriche)

1
[, )\i (eai —+ e—&')*znt < L,, e 3nids < L.' etenie e—2nidi
VI(B)
Poiché e* & una costante finita, dipendente solo dall’intorno scelto, tro-

viamo infine
A < Y e—zzme;

dove y & una costante finita, dipendente dallintorno secelto. Indichiamo ora
con r la distanza geodetica nello spazio ambiente 2 dal punto O al suo tra.
sformato, sara r= Y, 0% e quindi

A

2 4>
20,0, >Pr

dove § & una costante positiva non maggiore di alcuna delle #,. Si ha quindi
infine
|D|<<ye*.

La 3.2) e ultima condizione si trova quindi anch’essa soddisfatta.

§ 8. La precedente dimostrazione continua a valere, anche se il campo
fondamentale di G ha vertici a distanza (non euclidea) infinita, in alcuni casi:
p. es. nel caso che il gruppo I' sia un gruppo ridotto alla sola trasforma-
zione identica. Otteniamo cosi una nuova dimostrazione dell’esistenza di fun-
zioni invarianti per wn gruppo iperfuchsiano misto; dalla quale, ripetendo
considerazioni ben note dovute a PoINCARE, si potrebbe dedurre che tali
funzioni variano con conlinuila al variare continuo del gruppo, ecc.

§ 9. Le funzioni testd determinate soddisfano a interessanti sistemi
di equazioni differenziali. Io me ne occuperd qui soltanto in un caso parti-
colare, specialmente notevole: che sia cioé r =1, ossia che G sia un gruppo
iperfuchsiano non misto. Supporrd per semplicitd che sia n=mn, —1=2,
ossia che @ sia un gruppo iperfuchsiano in due variabili @, y; e riportero
quasi letteralmente cid che dissi gia nella mia Nota (B) citata.
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Come dimostrd Picarp in un caso particolare (Mem. cit.), tra le funzioni
invarianti per G si possono scegliere in infiniti modi due funzioni «, v, tali
che ogni altra funzione iperfuchsiana, invariante per G, & funzione algebrica
di w, v. Siano #,...z, p funzioni uniformi delle wx, y, le quali subiscono le
trasformazioni di un certo gruppo lineare I', quando le @, y subiscono le
trasformazioni di G: noi le sappiamo costruire p. es. nel caso che G non
abbia vertici a distanza infinita. Supponiamo

. Ek—+1
p=142434. . pp="201D,

dove k & un intero positivo. Consideriamo le z come funzioni di «, v. K ben
chiaro che noi potremo determinare delle funzioni a,.,,, delle «, y, tali che sia:

o 2, . at-]—dzi _
gwov 4 gugy O=IHISH

dove r, s sono due interi positivi o nullli qualunque, la cui somma ¢ k, e
t, d sono due interi positivi o nulli, la cui somma & minore di k.

Infatti, per ogni coppia di valori r, s, otteniamo, ponendo per i succes-
sivamente i suoi valorii=1, 2,..., p, tante equazioni nelle a,,,,, quante sono
le incognite a,,,, stesse. Risolvendo queste equazioni rispetto alle a, otte-
niamo le a date sotto forma di quoziente di due determinanti.

Ognuno di questi determinanti & formato di p righe: la ¢ delle quali
contiene termini, che sono o la 2, o le sue derivate.

Se noi facciamo sulle @, y una trasformazione di @, le %, v non mu-
tano, le #; subiscono una trasformazione lineare. I precedenti determinanti
restano moltiplicati per uno stesso fattore; e quindi le @ restano inalterate.
Le a, considerate come funzioni delle u, v, sono dunque funzioni algebriche
delle u, v.

Il precedente sistema di equazioni lineari, & dunque un sistema di equa-
zioni lineari alle derivale parziali, a coefficienti algebrici, il cui integrale ge-
nerale dipende da un numero finito di costanti arbitrarie, e che noi possiamo
dire di sapere completamente integrare (nel senso moderno di tale parola).
Noi sappiaino infatli esprimere tanto le variabili w, v, quanto le funzioni in-
cognite z mediante funzioni analitiche uniformi iperfuchsiane e zelaiperfuch-
siane di due variabili indipendenti ausiliarie x, y.

Resta posta la questione se ogni sistema di equazioni differenziali lineari
a coefficienti algebrici, il cui integrale generale dipende da un numero finito
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di costanti arbitrarii si possa integrare in tal modo: questione analoga alla
questione tanto studiata dell’integrazione delle equazioni lineari alle derivate
ordinarie mediante funzioni fuchsiane e zetafuchsiane.

LE runzioNnl CREMONIANE.

§ 10. Le funzioni z,, #,,..., 2, di » variabili «, che si ottengono ri-
solvendo (se possibile) il problema fondamentale, quando G e ' sono gruppi
di trasformazioni birazionali, si diranno funzioni cremoniane. Le serie (1) del
§ 2 e (se T & composto di operazioni distributive) le serie (5) del § 7 con-
servano le loro proprietd formali. Ardua impresa & perd lo studiarne la con-
vergenza.

Noi ci occuperemo, con altri metodi, del solo caso che G e I" siano gruppi
ciclici, siano cioeé generati dalle potenze di una trasformazione birazionale
rispettivamente nelle « o nelle z. PoiNcarE (nella Mem. citata con (P,) al § 1)
ha studiato due casi particolari di questo problema:

1) n=1: @ & il gruppo ciclico generato dalla trasformazione ' = p .
Il gruppo I' & generato da una trasformazione =, definita dalle

zl;‘ == -Ri (Zla Zgpeeey zm)’

dove le R sono funzioni razionali. PoincArg ha cominciato anzi dal caso che
la = sia soltanto una trasformazione razionale e non birazionale, determi-
nando cosi delle funzioni z,, che soddisfano alle z, (p ) = R, [z, (), 2, (x),...,
2, (x)]. Egli suppose R,=0 per z,=..-=z2,=0, e prefisse che le 2z si
annullassero per #=0. Trovd (col metodo delle funzioni maggioranti) che
il problema era risolubile, se

«) |p|>1.

0 R, ; .

£) Posto (a—z )-,_z.,_. L =by, e,=1, s, =0peri Kk (i /=1,
2,..., m) il determinante D (p) = | by — s p © nullo per o =p, e differente da
zero per p=p* se & & un qualsiasi intero maggiore di 1.

2.2) 11 secondo tipo di funzioni cremoniane determinato da PoINcaRrE

si deduce dal precedente: noi ne parleremo piut avanti, dimostrando che i
risultati di Porncarf valgono anche in casi pil vasti da quelli da lui trattati.
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I Picarp ha pure (col metodo delle approssimazioni successive) risoluto
il primo dei due problemi precedenti, senza imporre alle funzioni cercate di
annullarsi per « =0; egli cosi poté far a meno d’imporre alle R, le condi-
zioni restrittive imposte da Poivcarf. Le funzioni ottenute da Picarp esi-
stono ancora (se T' & una trasformazione birazionale) in tutto il piano della
variabile complessa a; ma hanno per « =0 una singolaritd essenziale.

Le funzioni di Poixcarg e di PICARD non esauriscono (*) perd il campo
delle funzioni soddisfacenti alle z, = R, z,(p ) = R, (2,,..., 2.). La determina-
zione di tutte queste funzioni & un problema non ancora risoluto.

§ 11. T metodi e i risultati di PoInNcarE si estendono con la massima
facilitd al caso di » qualunque, quando G & un gruppo ciclico di trasforma-
zioni lineari. Se p. es. G & generato dalla: o', = p,«; (i=1, 2,..., n), Uesistenza
delle funzioni #z si dimostra nel caso che |p,|>1, che

D(p)=D(p;)=---=D(p,)=0,

mentre D (ph pl... piny=|=0, quando h,, h,,..., k, sono interi qualsiasi nulli

o positivi, soddisfacenti alla #, + h, +-- -+ h, > 1. Se n =m, e lo lacobiano

%%cl—;) non & identicamente nullo, potremo esprimere le  in funzione
1 ¢y

delle z. Con le stesse considerazioni svolte nella seconda parte della citata

Memoria di Porncaré si dimostra che le @ sono funzioni uniformi delle z, le

quali esistono in una regione A dello spazio, in cui le # sono variabili coor-

dinate. Questa regione A & il luogo dei punti 4 tali che I'aggregato di punti,

(*) Supponiamo infatti soltanto che 1’equazione D{g)—0 abbia una radice % tale che
|R|>1 e che D(#*)=l=0, se k & un qualsiasi intero maggiore di 1. Noi potremo costruire
col metodo di Poincari delle funzioni uniformi z di una variabile X soddisfacente alle
z; (h X)=R:[2, (X),..., 2a(X)]. Se I'’equazione D (p) =0 non soddisfa alle precedenti condi-
zioni, dovremo usare del metodo di Picarp. Costruiamo ora una funzione uniforme X della
variabile x tale che X (p x) =h X (x). Potremo p. es. assumere come funzione X una funzione
doppiamente periodica di log «x, coi periodi 2x ¢, log p, e coi moltiplicatori 1, k. Le 2z, con-
siderate come funzioni della a, sono funzioni uniformi soddisfacenti alle

2:(pw)=Ri(z,(®),..., 2m(2)),

le quali sono distinte dalle funzioni, soddisfacenti a queste condizioni, che si possono otte-
nere col metodo di Poixcarf o con quello di PicArp.
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formato dal punto 4, e dai punti trasformati di 4 mediante le v, +=% v° ...
ha il punto z, =0, 2z, =0,..., 2, = 0 come unico punto limite. E le funzioni =
cosl determinate delle variabili # soddisfano alle

X [By(®...2), Ba(2,...2,),..., B, (31,..., 2)]=p:2:(2,..., 2,).

La loro esistenza & dimostrata, appena le p, soddisfino alle condizioni
sopra esposte.

Sia ora T un’altra trasformazione birazionale su s variabili Z,, Z,,...,
Z,, definita da equazioni -

Z'=0,(Z\, Zay.., Z).

= Cu, A(P):‘cikhaik91° Siano =, (@=17 2,...,n)

Poniamo (a—o)

0 Zk Z\—wi=Zop—0
delle costanti soddisfacenti alle |#,|>1, A(%,)=0, A(zh=k...%) | 0, se
hiy hyy..., h, sono interi qualsiasi, positivi o nulli, la cui somma & maggiore
di 1. Esistono allora, come dicemmo, delle funzioni Z uniformi di » varia-
bili &,, &,,..., £, soddisfacenti alle:

Z (78 Ty T b)) =0 (20 Crseney &) seens Zo(Eryet, 8]

Consideriamo ora delle funzioni ¢,, &,,..., £, doppiamente periodiche di
seconda categoria delle variabili log «,,..., logx, coi periodi 2=1, log p;, e
i moltiplicatori 1, h;. Le £ saranno funzioni uniformi delle 2. D’altra parte
le Z e le « sono funzioni uniformi rispettivamente delle ¢ e delle z.

Le Z,...Z,, considerate come funzioni delle z,,..., z,, sono dunque fun-
zioni uniformi delle z, le quali (quando le z subiscono una trasformazione del
gruppo ciclico generato da t) subiscono la trasformazione corrispondente del
gruppo ciclico generato da T.

Esse risolvono quindi, nelle nostre ipotesi, il problema fondamentale,
quando G e I' sono gruppi ciclici di trasformazioni birazionali.
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PARTE SECONDA

SULLA TEORIA DELLE TRASFORMAZIONI DELLE FUNZIONI AUTOMORFE
DI UNA E DUE VARIABILI INDIPENDENTI.

§ 1. Se noi abbiamo una funzione ellittica # di una variabile x, allora
tra z (x) e # («), dove

x=x+a (¢ = costante qualunque) 1)

passa una relazione algebrica. Le (1), notiamolo, generano un gruppo di Lig.
Sia data una funzione fuchsiana o Kleiniana z (), invariante per un gruppo G
propriamente discontinuo di trasformazioni lineari sulla variabile x. Per ge-
neralizzare la proprietd precedente delle funzioni ellittiche ci si pud proporre
con PoiNcarE (Journ. de Mathématiques, 1887) di trovare tutte le trasforma-
zioni T definite da un’equazione :

x = ;z—j}% (@, £, ¥, & costanti) (2)
tali che z(x) e z (x") sieno legati da una relazione algebrica. Condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché questa proprields sia goduia da una trasforma-
zione T, é che i gruppt simili G, T—' G T abbiano un sottogruppo comune di
indice finito (Cfr. PoNcawg, loe. cit.).

Come & ben noto, a ogni gruppo ' di trasformazioni proiettive non in-
finitesime, che trasformano in s¢ stesse una forma F quadrica ternaria non
degenere, ¢ indefinita, corrisponde un gruppo fuchsiano G propriamente di-
scontinuo su una variabile x. PoixcAré ha dimostrato, che se F & a coeffi-
cienti intieri, e I' ne & il gruppo aritmetico riproduttore, allora @ & sotto-
gruppo di un gruppo G' di trasformazioni lineari, che contiene trasforma-
zioni infinitesime (e che & percio chiamato da Poixcarg gruppo continuo:
noi non adotteremo questa denominazione, per non fare confusione coi gruppi
di Lig). Ogni trasformazione T di @' gode, rispetto al gruppo @, della pro-
prietd sopra citata. '
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Le funzioni fuchsiane corrispondenti al gruppo G godono di infiniti teo-
remi di trasformazione: ogni trasformazione del gruppo G’ (¢l quale contiene
trasformazioni infinitesime), individua uno di questi teoremi.

§ 2. Ora la prima domanda, che si presenta in questo ordine di studii,
¢ la seguente :

Esistono delle funzioni fuchsiane z, tali che esista #n gruppo G’ conlinuo
di Lie di trasformazioni (2), tale che, se T ¢ una trasformazione di G esiste
una relazione algebrica tra z(x) e z2(Tx)?

(Gon T« indico al solito la quantitd trasformata di @ mediante la T').

Ogni trasformazione 7' di G’ dovrebbe in tal caso trasformare G in un
altro gruppo G”, che con G ha comune un sottogruppo G di indice finito K.
Il numero K & un intero positivo; e, mentre 7' varia con continuita tra le
trasformazioni di G*, il numero K dovrebbe variare con continuitd : e, poiché
¢id non & possibile, K resterd costante, almeno fino a che T non diventa
uguale a qualche trasformazione singolare del gruppo G.

Osserviamo ora che un campo fondamentale di un gruppo G, che sia
contenuto in G come sottogruppo di indice finito K, si puo ottenere, unendo
in modo conveniente un campo fondamentale P del gruppo @ con altri K — 1
campi fondamentali dello stesso gruppo, in guisa che questi K campi for-
mino insieme una regione connessa. Da c¢id si deduce che linsieme dei sot-
togruppt di indice finito K di wn gruppo G propriamente disconlinuo é un in-
sieme discontinuo. (Anzi questi sottogruppi sono certamente in numero finito,
se P ha un numero finito di lati.)

Al variare continuo di T in & il sottogruppo G comune a G ed a G”
non potra dunque variare con continuitd; e quindi sard sempre uno stesso
sottogruppo G di G, almeno fino a che T non coincida con qualche tra-
sformazione singolare di G. Dunque, almeno entro certi limiti, le trasforma-
zioni di G dovranno trasformare G’ in sé stesso. Si potrebbe, & vero, sup-
porre che le trasformazioni I' di G' trasformassero un altro sottogruppo G
(di indice finito K) del gruppo G nel sottogruppo G. Ma, al solito, noi ri-
conosceremmmo che G® non puo variare con continuitd: e quindi G & sempre
uno stesso sottogruppo di G, indipendente dalla trasformazione considerata
T di 6. E, poich¢ quando T'=1, G® coincide evidentemente con G, la
nostra supposizione & dimostrata assurda: vale a dire & dimostrato che G
e G coincidono, ossia che le trasformazioni T di G’ trasformano proprio G
in sé stesso.

Una trasformazione T di G’ portera ogni trasformazione ~ di G in
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un’altra trasformazione di G ; ma G & un gruppo discontinuo; quindi '
non pud variare con continuitd, e resta percio invariata al variare continuo
di T. Con ragionamenti analoghi ai precedenti, se ne deduce che ogni tra-
sformazione T di G trasforma in seé stessa ogni trasformazione = di G.
Ossia:

Ogni trasformazione T del gruppo continuo G' & permutabile con ogni tra-
sformazione ~ del gruppo discontinuo G.

In particolare un punto lasciato fisso da una trasformazione = di G &
portato da ogni trasformazione 7' di G’ in un altro punto lasciato fisso da ~.
Quindi: I1 sistema X, formato dai punti che sono lasciati fissi da una qualche
trasformazione di G, & un sistema di punti invariante per G'. Poiche il
gruppo G é discontinuo propriamente, le trasformazioni di G' e quindi
anche i punti di £ formano un’infinitz numerabile. Se 4 ¢ un punto di 2,
io dico che tutte le trasformazioni di G lasciano fisso il punto A4. Infatti,
se ci0 non fosse, dal punto 4 uscirebbe almeno una traiettoria di un gruppo
a un parametro, coincidente con &', o contenuto in G’ come sottogruppo. I
punti di questa traiettoria sono punti, trasformati di un punto di ¥ mediante
una trasformazione di G'; e, siccome > & invariante per G, ogni punto di
questa traiettoria dovrebbe appartenere a =: cid, che & assurdo, perche i
punti di questa traiettoria formano un insieme, che ha la potenza del con-
tinuo, e che quindi non puod essere contenuto in un insieme numerabile =

Dunque : Ogni punto del sistema 2 deve essere lasciato fisso da ogni tra-
sformazione di . Ma, poiché una trasformazione (2), che lasci fissi tre punti
distinti, non puo essere che I'identita, e poiché & naturalmente escluso che G
si riduca alla sola trasformazione identica, il sistema ¥ di punti sard formato
o di un punto solo 4, o di due soli punti distinti 4, B. Con una trasfor-
mazione lineare sulle @, possiamo supporre nel primo caso che il punto 4
sia il punto # = o0, e nel secondo che 1 punti 4, B siano rispettivamente
i punti x =00, e & =0.

Studiamo dapprima il secondo caso. Il gruppo GV lascia fissi ognuno
dei punti 4, B, oppure contiene un sottogruppo G{ di indice 9, che lascia
fissi ognuno dei punti 4, B. Una trasformazione di G, che non apparte-
nesse a G%, permuterebbe i punti x =0, x =00 e quindi i punti lasciati
fissi da essa sarebbero distinti dai punti £ =0, = oo. Cio che & assurdo,
percheé un punto lasciato fisso da una trasformazione di G’ non pud essere
distinto dai punti 4, B. Dunque G coincide con G, ossia le trasformazioni
di G lasciano fissi ciascuno dei punti 4, B, ossia sono del tipo «'=h .
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Le funzioni # automorfe invariantr per @, sono anche invarianti per G, e
di pil, essendo per definizione funzioni uniformi della x, sono anche fun-
zioni uniformi di y = log @, invarianti per le trasformazioni y' =y --logh,
indotte da G sulla y. Di pit evidentemente le z, considerate come funzioni
di y, sono anche invarianti per le trasformazioni y' =y + 2 = ¢ (" = numero
intero), a cui sulla  corrisponde la trasformazione identica.

Consideriamo ora il primo caso, in cui il sistema X si riduce al solo
punto ©=oc. In tal caso tutte le trasformazioni di G sono trasformazioni
paraboliche, lascianti fisso il punto x = oo, ossia sono trasformazioni del
tipo

'=x+a (o = costante).

In ambedue i casi dunque le funzioni z considerate come funzioni di x,
o di logx, sono funzioni periodiche, che quindi ammettono o un periodo,
o al piu due periodi distinti.

Nel caso che 2 contenga il solo punto © = oo, le trasformazioni di &,
dovendo essere permutabili con quelle di G, dovranno essere pure del
tipo

¥=x+« (« = cost.).

Nel caso che = contenga i due punti =0, =00, le trasformazioni
di’ ¢, dovendo lasciare fissi ciaseuno di questi due punti, saranno del tipo

"= ka (k=cost) ossia y =y p(§=cost).

Ed & ben evidente in ambedue i casi che il gruppo G’ trasforma G in
se stesso.

Dunque:

Se una funzione automorfa z di una variabile x é fale che per ogni.
trasformazione T di un gruppo continuo lineare esista una relazione algebrica
tra z(x) e z(Tx), allora la z, considerata come funzione di x, o di y = log x,
e una funzione una o due volte periodica : tutte queste funzioni z si riducono
quindi in sostanza alle funzioni esponenziali e alle funzioni ellittiche.

Escluse le funzioni esponenziali ed ellittiche, le trasformazioni T in di-
scorso possono al massimo formare un gruppo contenente trasformazioni in-
finitesime : ¢id che avviene appunto per le funzioni automorfe, citate piu
sopra, definite dai gruppi corrispondenti ai gruppi aritmetici riproduttori
delle forme aritmetiche ternarie indefinite.
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§ 3. Passiamo ora alle funzioni automorfe z di due variabili «, y. E
limitiamoci al easo pilt noto che il gruppo riproduttore della z sia un gruppo
iperfuchsiano. Noi ci chiediamo: Quando esisterd un gruppo continuo G' di
trasformazioni proiettive T tali che per ogwi trasformazione T di G, le z (x, )
e z(Twx, Ty) sieno legate da wna relazione algebrica ?

Per chiarezza ricorderd che si chiamano gruppi iperfuchsiani (Cfr. § 5,
parte I) i gruppi che si ottengono nel modo seguente.

Al solito indicheremo con 4° o con 4, la quantitd immaginaria coniu-
gata di una qualsiasi quantita 4. E consideriamo la forma Hermitiana
F=wx o+ x, ) —ax, ) di tre variabili x,, x,, #,. Sia I' un gruppo di
trasformazioni lineari intere sulle «,, che trasforma F in sé stessa. Esso in-

duce sui rapporti mz%, Y= Zi—z un gruppo G. A tali gruppi G si da il

3
nome di gruppi iperfuchsiani.

Per risolvere la nostra questione, osserverd anzitutto che, come nel § 2,
essa si puo ridurre alla seguente:

Trovare i gruppi iperfuchsiani G, privi di trasformazioni infinitesime, le
cui trasformazioni = sono permulabili con ogni trasformazione T di un gruppo
proiettivo continuo G

In uno spazio euclideo rappresentativo, in cui siano coordinate carte-

0 {
TR e =Ty =gty =t
il gruppo G trasforma in sé stessa la regione R interna all'ipersfera
(@) 4+ (") 4+ (¥)’ + (y")* =1, la quale & in generale il campo di esistenza
della funzione z (x, y). Ogni trasformazione 7T di G’ dovra quindi trasfor-
mare R in sé stessa; e quindi esisterd un gruppo I’ di trasformazioni li-
neari intere omogenee sulle «;, che trasforma F in s¢ stessa, e che induce

siane ortogonali le "=

&Ly

&€ c e e oy
sulle =", y= ;‘l le trasformazioni di G'.

3 3

Consideriamo una qualsiasi trasformazione t di G'; potrd darsi, o che
esistano tre punti isolati 4, 4, 4” (distinti o no) lasciati fissi da 7, oppure
che la = sia una omologia con un certo asse «, e con un certo centro 4.
Consideriamo il luogo X dei punti 4, che o sono centri di un’omologia con-
tenuta in @, oppure sono lasciati fissi da una trasformazione di &, che non
¢ una omologia.

Come nel § 2, si dimostra che ogni punto di = & lasciato fisso da
tutte le trasformazioni di G'. Poiché G’ & un gruppo proiettivo, non ri-
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dotto alla sola trasformazione identica, si possono avere soltanto i seguenti
tre casi:

1.) > contiene un numero finito & di puunti distinti.

2.9 x contiene infiniti punti posti su una stessa retta r.

3.°) » contiene infiniti punti, posti su una stessa retta r, ed un punto B
non posto sulla retta ».

Nel primo caso G trasforma in sé stesso ognuno dei k punti di x; le
trasformazioni di G possono al pitt permutare tra loro questi punti. Ed esi-
stera quindi G un sottogruppo di indice finito, che indicheremo ancora con G,
che lascia fisso ognuno dei & punti di 2.

Nel secondo caso tanto @, che G trasformano in sé stessa la retta .

Nel terzo caso tanto G, che G’ trasformano in sé stessi il punto B e
la retta r. ‘

§ 4. Cominciamo dunque a trovare i gruppi I' che trasformano in sé
stesso un punto (z, = a,, @, = «,, 2, = «,). Diremo movimenti quelle trasfor-
mazioni lineari intere omogenee sulle x,, che trasformano F in sé stessa. I
gruppi I' sono gruppi di movimenti. Con un movimento M il punto («,,
@, , o) si pud portare nell'uno o nell'altro dei tre punti (0, 0, 1), (1, 0, 0),
(0, 1, 1) sccondo che «, o)+ o, ) — «, 25 & minore, maggiore, o uguale a
zero. In quest'ultimo caso si dird che il punte (=, 2., ;) giace sull’iperco-
nica @, x + x, x5 — x, xy = 0. Il gruppo I sard da M trasformato in un altro
gruppo simile, che trasforma ancora in sé stessa la F, e le cui operazioni
sono rispettivamente del tipo:

gw,1:“$1+?‘w2 . x',zvml—{—)\oc,—}—p,wz
Y, =y o, S, oppure del tipo: { &, = & &L, + P,
ew'3=7\ml—}—p.w2—{—vw3, w,3: Ta;2_‘._3w8,

oppure del tipo:

(\wllszl"l_g(wsa—‘ws)
y

?

L X =y ® +r(@,— ) +c,.

Xy — 'y = px, + (3 —2) (x, —x;)

Ricordando che la F deve essere trasformata in sé stessa, troviamo delle
relazioni tra i coefficienti di queste trasformazioni, che permettono di dare
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alle precedenti formole il seguente pitt semplice aspetto:
x,=owx + L,
N{a,=yx,+d0x, dove ax’+yy" =pL +38=1;af+v5=0
x'y = xs
wtl =&
Iy {'y= ax,+Lar, dove aa’—yy°'=—(CE"—yy")=1; 2f°—y3°=0
= yux,+dua,

x, =x, + B (e, — ;) dove
) § o'y — o'y = (8 — ) (x, — @) e(d, — %) =pB + 38, —2A%,=1;
wlazkfwl"f‘)‘(wz_ws)_’_sws B=7,(r—9).

Quindi: I gruppi I che trasformano un punfo (x,) in sé stesso, sono si-
wmili @ un gruppo di trasformazioni, le quali appartengono tutte @ uno stesso
dei tre tipi precedenti.

‘ E precisamente si ha proprio il I, o il Il tipo, se il punto («;) non giace
sull’iperconica F' = 0.

Si osservi ora che i gruppi I' del primo, secondo o terzo tipo trasfor-
mano rispettivamente in sé stessa la retta x, =0 (che ha nessun punto co-
mune con l'iperconica F=0) o la retta «, =0 (che ha oo' punti con detta
iperconica) o la retta x, —a; =0 (che ha 1l solo punto (0, 1, 1) comune con
I'iperconica, e clie percio si chiamerd la retia fangente all’'iperconica in detto
punto). . .

E viceversa si puo dimostrare che un gruppo T che trasformi in sé stessa
une retta r & simile a un gruppo I di trasformazioni del tipo 1) o del tipo 1I),
se r non é tangente nell’iperconica. Se poi un gruppo I' trasforma in sé stessa
una retta » tangente nell’iperconica, esso é simile a un gruppo T di trasfor-
mazioni I1I).

Si vede anche facilmente che un gruppo I' che trasformi in sé stessi due
punti A, B (due tangenti «, P) dell’iperconica & simile a un gruppo T' di lras-
formazioni I), 1I). Infatti I' dovra trasformare in sé stessa la retta 4 B (il
punto «g), che non & una tangente (un punto dell'iperconica), perché una
tangente all’iperconica contiene un solo punto dell’iperconica stessa (perche
per un punto delliperconica passa una sola tangente alliperconica).
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§ 5. Ritornando al nostro problema, abbiamo dunque, per i risultati
del § 3, che possono avvenire soltanto due casi.

@) 1 gruppi G, &' sono gruppi di movimenti del tipo I) o del tipo II).
(Indico senz’altro con G e G’ anche i gruppi I" e I').

g) I gruppi G, G non rientrano nel caso precedente, e sono quindi
gruppi di movimenti del tipo III). Questo caso si suddistingue alla sua volta
in altri due.

B,) * contiene un solo punto 4 dell’iperconica, che possiamo supporre
essere 1l punto (0, 1, 1). Le omologie di G hanno questo punto per centro;
le proiettivita di G, che non sono omologie, trasformano in se stesso il solo
punto (0, 1, 1). [Se % contenesse due punti dell'iperconica, G e G’ trasforme-
rebbero in sé stessa la retta 4 B. Le loro trasformazioni sarebbero del tipo
(I) o (ID)].

£,) = contiene infiniti punti di una retta r tangente all’iperconica, che
possiamo supporre essere la retta a, —x, = 0. Le trasformazioni di G, o la-
sciano fissi soltanto punti di , o sono omologie col centro sulla retta r.

Facendo le considerazioni duali, si indichi con ¢ il sistema delle rette,
che o sono assi di una omologia di G, o sono lasciate fisse da qualche tras-
formazione di @, che non & un’omologia. Troveremo che il caso ) si po-
" trebbe distinguere anche nei seguenti due sottocasi:

) ¢ contiene una sola retta » tangente all'iperconica, che possiamo
supporre essere la retta x, —x, = 0. Le omologie di ¢ hanno questa retta
per asse; le proiettivitd di G che non sono omologie, lasciano fissa la sola
retta r.

£") ¢ contiene infinite rette passanti per un punto 4 dell’iperconica,
che possiamo supporre essere il punto (0, 1, 1). Le trasformazioni di G, o
lasciano fisse rette uscenti da 4, o sono omologie, il cui asse passa per A4.

Noi studieremo dapprima il caso £). Se X (s) contiene un numero infi-
nito di punti (rette) posti su » (passanti per 4), il gruppo &, che deve tra-
sformare in sé stessi questi punti (queste rette), dd origine alla proiettivita
identica sulla punteggiata », (sul fascio di rette di centro 4).

Ma le trasformazioni di G' sono del tipo III); e se i punti della retta +
(le rette uscenti da 4) sono lasciate fisse dalle trasformazioni di @', allora
1 coefficienti di queste trasformazioni sono legati anche dalle ¢ =1,

*{zO((xlﬁzl; B=O). Per le relazioni, che legano v, B, 4, 8, ¢ si vede

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



64 Fubini: Sulla teoria delle funzdohi automorfe

che in tutti e due questi casi, le trasformazioni di @' sono del tipo

’ - ’ r’ — . __-
IV) y=wx; &,—x,=x,—x,; &3=1L(x,—x;)+ x4

(L = quantitd reale).

Se dunque siamo nel caso " o nel caso P,, le trasformazioni di G’ sono
del tipo IV.

Ma se noi siamo nel caso §, e non avviene né il caso ', né il caso 2,,
il gruppo G deve godere contemporaneamente delle proprieta considerate per
i casi 8,, §. Vale a dire: Le trasformazioni di G, o sono omologie, che hanno
per centro il punto (0, 1, 1) e per asse la retta x, —ax, =0, oppure sono pro-
iettivita che lasciano fisso il solo punto (0,1, 1) e la sola retta x, — o, =0. 1
coefficienti delle trasformazioni III) di G soddisfano dunque alle:

828—-7\21; p_'_}/o:YYo =242 =0.

Ossia le (rasformazioni G sono del tipo:
&y =x, — v, (1, — )
V) 3 Xy, —x'y = x, — @, dove ¥y, x+2=0.
m’a :?aﬂ _!_)\ (we - ws) -+,

Concludiamo infine che unici casi possibili sono 1 seguenti :

A) Le trasformazioni dei gruppl & e G’ sono del tipo 1).

B) Le trasformazioni dei gruppi G e G’ sono del tipo II).

C) Le trasformazioni del gruppo G' sono del tipo IV; quelle di G sono
del tipo III; su r esistono infiniti punti di &, oppure per 4 passano infinite
rette di o.

D) Le trasformazioni di G sono del tipo V); le trasformazioni di &
sono del tipo III).

Studiamo successivamente i quattro casi 4, B, C, D. Nel caso B posto
x,

w= " y:w"’, le trasformazioni dei gruppi G e G divenlano del tipo
1 1

VI) o' =a2axc+Ly; y=vyx+dy.
I gruppt G, G’ diventano gruppi di trasformazioni lineari su una varia-
bile v’ scritti sotto forma omogenea. Questo caso rientra quindi sostan-

zialmente nello studio fatto al § 2.
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Nel caso 4 si possono ripetere le considerazioni precedenti; ma anzi si

ottiene un risultato pitt semplice. Posto w=%, Y= %, i gruppi G, ¢ di-
3 3

ventano gruppi di trasformazioni del tipo VI, che trasformano in sé stessa
la forma definita positiva ®x, +yy,. Quindi il gruppo G & un gruppo dis-
continuo finito, i1 quale, per i risultati del § 2, non pud essere che un gruppo
ciclico.

Studiamo ora il caso C). Noi sappiamo che tutte le trasformazioni di G
sono permutabili con ogni trasformazione di ¢'. Le trasformazioni di G’ sono
del tipo IV. Affinché una trasformazione = di @, che & certamente del tipo III,
sia permutabile con quelle di &, & necessario (come si riconosce con nn fa-
cile calcolo) che i coefficienti di = soddisfino alla § — A =¢. Quindi, poiche
e(d, — %) =1, sard c¢, =1, ossia ¢=¢i® dove § & un angolo reale. Le tra-
sformazioni di G sono dunque del tipo

x,=wx, —pe¥? (v, —x,) dove
(IV)bis @'y — oy = ei® (X, — ;) 6, @, ¢, 1
’ _ ' o SONo
Xy=0p et &, "}_ et (__ q —+1 l) (w'z - ma) -+ eil X3 quantit& reali.
Dunque nel caso C le trasformazioni del gruppo @ sono del tipo (IV)is;
quelle di & sono del tipo IV.
Si trova facilmente che i coefficienti delle trasformazioni (III) permuta-
bili con una trasformazione V) soddisfano alle:

Yo@—=2=1)=0 7,(c—1)=0 7A@ =2 —5)+yy, =0

oltre alle: ¢ (3, — %) =0 P, + 33, —Ax=1; B=1y, (A —9J).
Se dunque noi siamo nel caso D, potremo distinguere due casi:
D) Per una almeno delle trasformazioni di @ & y-|=0; allora per tutte
le trasformazioni di @& si ha: § —A=c¢=1; yyo=-+77,. Se & dunque
Yy =oce™ (s, « reali), si avrd y=pe* (p, « reali), e « non muta (*) al variare

(*) Infatti 'anomalia del coefficiente y di una qualungue trasformazione di G’ deve es-

sere uguale all’anomalia del coefficiente y di una trasformazione qualunque di G: donde
segue l'affermazione del testo. Unico caso eccezionale sarebbe quello che per tutte le trasfor-
mazioni di G’ fosse p=0; in tal caso tutte queste trasformazioni sarebbero del tipo IV. Si
ritornerebbe cosi al caso (C).

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV. 9
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della trasformazione considerata in G e G'. Si ha poi fp=—y,=—pei?;
o 43 +% =1, ossia A= — % +- 1, dove I &€ una costante reale. Le trasfor-

mazioni di. G sono del tipo V, dove y = c ¢i* (« = cost.) mentre le trasforma-
ziont di @ sono del tipo

o, =, —pe i (X, — ;)

xy — 'y =, — X,

(V’)bis
@', =Peiam1+(_%+il)(m2—m3)+ws

che si deduce dal tipo 11, ponendovi 6 —0.

D"} Per tutte le trasformazioni di G & y=0. Allora le trasformazioni
di G sono del tipo IV, e quindi quelle di G’ sono del tipo IV¥s. Quest'ultimo

Ly

caso € da trascurarsi. Infatti, posto x = y Y= = il gruppo G

g — @y Ly — Xy
st trasforma nel gruppo
x'=uw y=y-+1iL

che & un gruppo di trasformazioni lineari sulla sola variabile y.
Gli unici casi non banali, sono dunque i seguenti due:
C) Le trasformazioni di G sono del tipo 1V¥s). Sulla retta «, —a, =0
esistono infiniti punti di %, o nel fascio di rette di centro (0, 1, 1) esistono in-
finite rette di ; ossia, al variare della trasformazione considerata di G, la

6l
quantita p prp—
poi del tipo IV (¥).

D) Le trasformazioni di G sono del tipo V, dove y = g ei*, essendo ¢
e o quantitd reali; lo costante « conserva uno stesso valore per tutle le tras-

formazioni di G. Le trasformazioni di G sono dunque del tipo:

assume infiniti valori distinti. Le trasformazioni di G’ sono

4

ay=0w, —ceTi (X, —x,); Xy— X3 =10,— &y,
(IV)yter , . ¢t .
x,=o0e*x + -—@—}—zl (20, — 25) + 4

dove « & una costante reale invariabile, s é una quantita reale non sempre
nulle, cd 1 & pure una costante reale.

(*) Cfr. anche la nota a pié della pag. precedente.
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Posto « = ;w’ Y= w—330_ le trasformazioni di G diventano rispet-
2 T Q3 2~ 3

tivamente del tipo:

o — e i g — o e i :l/’ =y _l—P i@ 5 +
(©) & N[ e R
~+ —g+ il pow—q assume infiniti valori distinti
= —ceit ¥y =y-+oerx+
(D) +( o* i l) (oc & una costante di G)

2 ¢ non & sempre nullo

2

~dove le p, 5, «, 6, I sono quantitd reali.

Le funzioni invarianti per un gruppo di trasformazioni del tipo C o del
tipo D' costituiscono, dal nostro punto di vista, la pii semplice generalizzazione
delle funzioni ellittiche.

Osservazione. Con metodi affatto simili si puo risolvere il problema ge-
nerale di trovare i varii tipi di gruppi discontinui di trasformazioni lineari
su due variabili x, y, le quali sono tutte permutabili con ogni trasformazione
di un gruppo lineare contiuuo.

(*) In questo caso si pud considerare incluso quello ricordato nell’ultima osservazione
e 1. . . 5 Lo . e'e PRI .
a pié di pagina, per il quale perd non si puo asserire che p o assuma infiniti valori

distinti.
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Sur quelques propriétés fondamentales
des fonctions sphériques.

(Par NieLs NIELSEN, & Copenrhague.)

PREMIERE PARTIE.

Etude des équations fonctionnelles.

; v,0 v,0
§ 1. EQUATION DIFFERENTIELLE OBTENUE POUR K () . K, ().

Désignons par
¥,0 v,0
U=K(@®), V=K, (@)

deux fonctions métasphériques (*) ayant le méme argument w, le méme para-

(*) Je définis la fonction métasphérique de 'argument , du paramétre v et de I'indice p
comme la solution la plus générale de ces deux équations fonctionnelles

7,0 V50 V.01
(1—a?) De K (@) =(p + 2¥) e K@) — (p + 1) K ()

v, v,041 v,0—1
2+ 0 K@) —(+)E@® +@+2v—1)K @),

d’olt I’'on obtiendra sans peine l'équation différentielle (1) dans le texte.
Comme les plus simples des fonctions métasphériques on trouve pour le|>1:

vo Tw+p@me ,M1—p _p 4, _, 1
P(x)=l‘(v)l‘(p+1) K 9 ’ 9,1 ¥ ‘o’xl)

ve  \w.T(p+2nw-e-w _(  p41 P L)
Q(x): 29+1F(”+P+1) -F(I+ ,y+ 9 ’ 1+" +P’ %3
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meétre v mais des indices quelconques p et o, les équations différentielles

[ v+ 5 ] ¥— :»
Dt —a) vl ——a - Y, A= 2y

1

2

1
3T s g
Dx[(l—wcg) v ’]:——B(l—-w?)

donnent immédiatement pour le produit

V, B=a(s+2v)

y="U.V=K(x).K, (x)
une relation de la forme

1 ]

1
t—a 00— ol gy — ey — 2

‘

oll nous avons posé pour abréger

1 1

Z=2(l—a) U®. (1—at) ®yw,

et pour |x|<1l:

0 (”4__%‘)0058_" QI‘(VJ;P"-)sm—,—r
v 2 2
M () = 3 -y F 1 - Ya
T +1) ror(tr!
2 2
ve -2z T (v+ 5 ) sin £.F 9v-1\/zT (v + 2 g 1) cos%r
x) P 'y1+ P+1 ‘yi’
I‘(f%—-l-i) I‘(——T )
oll nous avons posé pour ahréger
_ e e 1 1—p 14+, 3 )
yl—F(—§_7v+_2_, o “’2)’ y2=w.F( 9 ~”+T’ —2“7m2v

Dans le cas, ou p est égal & un eatier non négatif », on aura

sy
P =) = I‘}v) (—si);(l;z(vjé 9T 9. @y

v,n ) 1
je désigne les fonetions P(x) et Q (x) fonctions ultrasphériques; supposons encore V=g

les fonctions ultrasphériques coincident avec les fonctions sphériques ordinaires,
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Cela posé, différentions par rapport a « la fonction Z, nous aurons, en
vertu de (1)

ZV=—2A1 -2 UV —2B(1 —a)™ U? 7V,
ou, ce qui est la méme chose
ZVW=—24(1—a)y*+2(Ad—B) (1 —2*)” U V. 6)]

Supposons ensuite particulierement p =6, ce qui donnera 4 = B, nous
aurons, en vertu de (3) et (), cette proposition:
Le produit de deux fonclions mélasphériques

y=K{@). K {x)

ayant le méme argwinent x, le méme parameétre v et le méme indice p est in-
tégrale de Uéquation différentielle suivante

1=y —@B+6v)a(l—a’)y®+p (@) y” +ps@)y=0  (6)
o nous avons posé pour abréger
Pa (w)=4_‘p(p—l—9v)—Qv—l—(@p(p—{—%v)—(%v—l— 1) (4.‘\4—l-1))062

(™)
Pps (@) =—8vp(p+2v) .

Quant au cas général, ot les indices ¢ et 6, sont différents, nous avons
a différentier encore une fois l'identité (5), ce qui donnera, en vertu de (%)

1—a) 294+ ©2v—1)xZ¥—(A—B) Z=—
l ol 8)
—24(A—B)(1—a*y—24(1—a) 9D,[(1_x2) 2y

introduisons ensuite dans (8) l'expression tirée de (3), nous aurons finale-
ment cette autre proposition:

Le produit de deux fonctions métasphériques
v,0 V,0
y=K(x). K, (%)

ayant le méme arqument x, le mémme parameétre v mais des indices quelcon-
ques p et o est intégrale de Uéquation différentielle suivante :

(I—a' g — (6 +8v) & (1 — &)y +p. @)y +pa (@) y* +-p. (¥) y = 0, (9)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



72 Niels Nielsen: Sur quelques propriétés fondamentales

0l HOUS AQVONS Poseé pour abréger

po (@) =[2(4+ B) (1 —a) — @v41) (k— (109 + Ty &)] . (1 — )
Py (@) =[10v+1) 2v4+1)— Bv+2)(A+B). (1 —x*)—

— Ay —1). 2 )
P @) =[(4 — BY —kv(A-+B)]. (1— %) + 4 @v— 1) (A + B) .

(10)

On voit que le cas particulier v= % est le plus simple, parce que les der-

niers termes figurant dans p, (x) et p, (x) s’évanoniront pour cette valeur
de v, de sorle que le premier membre de (9) deviendra divisible par 1 — a?,
Supposons encore que p et ¢ soient des entiers non négatifs, les deux équa-
tions correspondantes (6) et (9) sont dues & F.-E. Neumany (*) de Ko-
nigsherg.

Il est digne de remarque que I'équation trés compliquée (9) se présente
sous cette forme symbolique

1—a?) %D, [(1 —e? o ((136)} (A B) o (@) +

(11)
y+% [ T @ ]
+A+B(1—a?) *D|1l—a)® w(@)|+(Ad— B)v@) =0,
ol nous avons posé pour abréger
1r+i 1/-|-i Y
v @=0—a" 01 —a*? o] ; (12)

¥ (@) = (1 — ") y.

On voit que l'analogie formelle entre les résultats que nous venons d’ob-
tenir pour les fonctions métasphériques et ceux que jai obtenus pour les
fonctions eylindriques est parfaite. Cependant les équations obtenues pour
les fonctions métasphériques sont beaucoup plus compliquées que celles
connues de la théorie des fonctions eylindriques, ce qui s’accorde bien avec
le fait que le produit de deux fonctions métasphériques ne peut pas étre
développé en série de puissances, dont les coefficients sont de forme simple,
ce qui a lieu pour le produit de deux fonctions cylindriques.

(¥) Beitrage zur Theorie der Kugelfunktionen, p, 94-96; Leipzig, Teubner, 1878,
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Dans le cas particulier v=%, p et s entiers F.-E. Neumaxy a déduit

de I'équation différentielle correspondante, des développements pour la fone-
tion y selon des fonctions sphériques. J'ai essayé de généraliser ces résultats
de NruMANN; cependant mes efforts ont été en vain & cause des calcus in-
surmontables.

, v, 0tn
§ 2. FoRMULES RECURSIVES POUR K ().

Prenons pour point de départ I'équation aux différences finies

v,0—-1

(+1). Ef) =26-+va. K@) —(-+2v—1). K@), )

la conclusion ordinaire de » & # -+ 1 donnera immédiatement une formule
plus générale de la forme

v,04+n V,0M 7,0 v,0,0 v.0+n
K(x) =4 (x) . K (#)+ B (x) . K (), @)
ol n désigne un positif entier, tandis que 4 et B sont deux polynomes

entiers de « du degré » respectivement » — 1 qui satisfont aux deux con-
ditions

v,0.M . v,0,n V,0,M et v,0,1
A(—x)=(=1)'4@®, B(—2)=(=1)"B@); ®)
de plus nous aurons particuliérement pour ¢ =0
»,0,n v,n
4 (x) = P (x), *)
ce qui est une conséquence immédiate des identités trés connues
»,0 7—1
P(x)=1, P(x)=0.

Cela posé, le déterminant fonctionnel (*)

?, ¥, v, v,041 ; v 1 —
Pl — ol PO =~ Ere 2 e @)

(*) Voir mon Mémoire: Recherches sur les fonctions sphériques. Mémoires de 1’Académie

Royale de Danemark, (7), t. 2, p. 248; 1906.
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 10
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donnera immédiatement, en vertu de (2)

n v N V,0— ; y — 4 ,1,*,, v, ,:n

P o) — 0@ Pl = EreE2 2l @t d
vodn v, votn v, =T (o v — 1,
Pl — 0@ Pl —— VLA T @07 e @

d’oli, en mettant dans (7) p+1 au lieu de p et » —1 au lieu de »:

Vo o+2v—1 ettt
B () = B -4 (),

ce qui donnera finalement la formule récursive

K@ =A@ . £l — L2 4 £l ®

qui est certainement nouvelle.

On voit du reste sans peine que la formule (8) est une généralisation
trés étendue d’une formule de Gauss (¥).

En effet, mettons dans (8) p =0, il en résulte, en vertu de (4)

1 v,n
¢l =2 ¢l — " E 8 @ — 1 ATy o)
oll nous avons posé pour abréger
Al = 4"@); (10)

. 1 bk
mettons ensuite dans (9) v= 5’ Dous aurons en posant pour abréger

1

—1,n—1
A =4 @), (11)
cette formule plus particuliere
n 1 n @€ 1 "
Q) =5 P().log o1 — A (@) (19)

ce qui est précisément la formule de Gauss.

(*) Hewg: Handbuch der Kugelfunktionen, t. 1, p. 96; 1878.
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Revenons maintenant a la formule (8), nous aurons immédiatement, en
vertu de (5), cette analogie de la formule fondamentale de LomMEL (*)

v vo+1,m—1

voin = 1
G CR L) BT 5 o P

¥,0 v.04n v,0
Q@) P) —P@e®) = rGroryy
Posons ensuite dans (5) p + » au lieu de p, puis appliquons la formule (8),
nous aurons cette autre formule intéressante

¥,0,1 vo+im v,e+1,n—1 v,0,n4-1 r Q r Q

(14)

qui nous sera trés utile bientot.
En effet, la formule (14) nous permet de résoudre par rapport a Ky(’ga)
v,0—1

et K (%c) Iéquation (8) et I'équation analogue obtenue en mettant dans (8)

n— 1 au lieu de ». Posons, dans 'expression ainsi obtenue pour K (’ae:), p—n
au lieu de p, nous aurons cette analogie de (3):

s Dle—nt T (+2v—1)
K@) == )r e+ 2v—n)
v,0—ntl,n—1 v,0—1

( TG kG- K (W),)

(19)

d’oli, en mettant p =n, pour les fonctions ultrasphériques ces relations par-
ticulieres

Koy = — Ui (A6 Ko — 4T K@) ) (16)
Plw) 4w — Py Aw) — ERLLLY L) W (::9(% ). 5 (17)

d’olt pour V=4 ces relations entre les fonections sphériques ordinaires et

les polynomes de Gauss

n—1

Pla) Aw)— Pla) @) =n (18)

(*) Voir mon Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, p, 23; 1904,
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n—i n " n—t
@) 40)—Q'e) 4Tw) = 5 log 2T (19)

On voit que ’analogie entre les formules que nous venons de développer

et celles connues de la théorie des fonctions cylindriques est parfaite ; cepen-
dant les formules contenant les fonctions métasphériques sont beaucoup plus
compliquées que les formules correspondantes contenant les fonctions cylin-
driques parce qu’ll n’est pas possible de donner sous forme simple les coef-

v,0,1
ficients du polynome A4 (x) de Gauss, pour »>1. Nous aurons particulie-
rement

Aty =1, A”’("’) ~ Qs‘f 1”) . a. 20)

Cette difficulté trouvée dans la théorie du polynome de Gauss a conduit
a d’autres représentations de cette fonction difficile. En effet, CHRISTOFFEL (*)

a développé la fonction An(w) selon des polynomes de LEGENDRE, tandis que
ScHLAFLI (**) et HerMITE (***) ont développé la méme fonction selon des pro-
duits de deux polynomes de LEGENDRE,

§ 3. PROPRIETES FONDAMENTALES DU POLYNOME DE (GAUSS.

L’analogie formelle entre le polynome de Gauss et celui de LouMMEL peut
étre poussée un peu plus loin encore, parce qu’il est possible d’obtenir pour

notre polynome Ay(’gcﬂ)l, susdit une suite de relations fonetionnelles analogues
a celles connues pour les fonctions métasphériques elles-mémes.

En premier lieu mettons dans § 2, (8) #n+p au lieu de #, puis rédui-
sons, en vertu de la formule susdite elle-méme, les fonctions métasphériques
ainsi obtenues, nous aurons la formule récursive suivante

7,01} vietpn v,e,p e+p+2v— ,e+p+1 n—1 ne’p—

qui est fondamentale dans la théorie des polynomes de Gauss.

(*) Dissertation, Berlin, 1856. G. BAUER, Journal de Crelle, t. 56, p. 101 ; 1859,
(**) Kugelfunktionen mit beliebigen Parameter, p. 61 ; Bern, 1881,
(***) Journal de Teixeira; t. 6, p. 81; 1887,
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Posons particulierement dans (1} n=1 et » au lieu de p, il en résulte
Iéquation aux différences finies

v,0,nH1 v,0,0 »,0,n—1
e+n+1)A (@) =20+n+vVed@x)—(+n+2v—1) 4 (x) 2
qui est de la méme forme que I'équation fondamentale des fonctions méta-
sphériques § 2, (1) et qui coincide avec cette derniére équation pour p =0,
ce qui s’accorde bien avec la formule § 2, (4).

Posons ensuite dans (1) p =1, nous aurons

v,0,n-41 . Q (P _+_ v) vo+1in e + v »,04+2,n—1
4 (w) == F1 -4 () —m-A (), (3)

équation qui est beaucoup plus compliquée que (2).
Différentions maintenant par rapport & « la formule récursive § 2, (8),
puis appliquons cette autre équation fonctionnelle des fonctions métasphé-

riques
(1—a") D, K (1) = (o +2%) @ K () — (¢ +1) K (&), *

la formule récursive § 2, (8) donnera

. v,om v,0,1 v,0,n+1
(1—o)D, A@)=Q2¢+v+nad@—(e+n+1)4(x) —

_M—_i) vief1,n—1
w14 @

®)

équation qui est de la méme forme que (4); pour p =0 les deux formules (%)
et (b) deviennent identiques, ce qui s’accorde bien avec la formule § 2, (4).
Pour obtenir une formule développée pour le calcul successif des poly-
nomes de Gauss, nous déduirons d’abord de I'équation aux différences finies
des fonctions métasphériques § 2, (1) cette autre identité plus générale

r (v_l_%) smn—t (—1)°T (% — )

m. S5 (v—s+§")
' P (£ —

LC i E;f 1))2((9; +j 1)) K

“(o+v —28—1).

Ky(’ga) = -
(6)
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dont le cas particulier'v:% et p positif entier est da & F-E. Nev-

MANN (*).
Mettons ensuite dans (6) p+ 2% au lieu de p, pu1s appliquons la for-
mule § 2, (8), il en résulte ces deux formules récursives:

r (v—l—%—{—n) s=?(——1)"_8.1‘(%—|—3) '

v.0,2n

Adx)=a- .
flgnet) S orpe b
: (7)
votot T (H— £+ n) r (& + 1)
(vHp+2s—1).4 () + )
I‘(H—%)F(%—{—n—{—l)
_1 n—s—1 1
v,0,2n—1 F(p 9 +V+n) s=n—1 (— l) F(P—; +8) ,0,28
4 (x) =w- " . SZ Py -4 () +
F(q-{-”) .. r 3 +V+8)
8)

T () sy
(e

formules qui semblent étre nouvelles.

Posons dans (7), (8) p=1, v= %, nous obtenons des formules pour le

calcul successif des polynomes A”(x) figurant dans la formule de Gauss

§ 2, (12).

Enfin nous avons a4 combiner 1’équation différentielle § 1, (9) avec la

formule fondamentale § 2, (13).
A cet effet, mettons dans § 1, (9) e=p—+n et

1
B

y=(1—a%" .z,
nous aurons aprés un simple calcul ce théoréme intéressant :

(*) Beitrage zur Theorie der Kugelfunktionen, p, 61; 1878,
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Le polynome de GATSS
v,0H,n—1
e=4" (@) (9)
est toujours intégrale particuliére de Uéquation différentielle du quatriéme ordre :
(1 — @) 2 + p, (@) 27 =, (@) 2% +p, (1) 27 +-p, (@) 2 =0, (10)
ol nous avons posé pour abréger
Py (@)=—102 (1 —x*)
P (@) =4v—10—(4v* — W)’ +2(4+ B) (1 — =) an
Ps () =—[6(4+B)+12v* — 15]»
p. @) = (4 — By —2(4+B)— (b —1),

tandis qu'il faut admettre

A=p(+2v), B=(+mn)(+n+2v). 12)

Pour v=% nos deux équations différentielles (10) et § 1, (9) coinci-
dent. Posons encore dans I'équation commune ainsi obtenue
p=p, c=n-+p,

ou » et p désignent deux positifs entiers, nous aurons la proposition :
L’équation différentielle de NEUMANN admet toujours comme intégrale par-
ticuliere ce polynome de GAUSS :

1 .
TB"P+1,”_1

y=A4 (). (13)

Cela posé, il est digne de remarque que Nreumany (*) a développé en
série de polynome de LecENDRE la différence

ndp P nip p
P (x) Q (x) — Q (%) P (x);
c’est-d-dire précisément la fonction (13), de sorte que ce développement‘ de

NeuMmaNN est une généralisation frés étendue de celui de CHRISTOFFEL ob-
tenu en mettant simplement ‘p = 0.

(*) Bettrdge, p. 91.
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¥,0,% .
L’analogie parfaite entre le polynome 4 (%c) de Gauss et celul de LoMMEL
qui figure dans la théorie des fonctions cylindrigques saute aux yeux. Cepen-

dant le polynome de Gauss est beaucoup plus compliqué que celui de
LoMMEL. '

§ 4. SUR UNE INTEGRALE INDAFINTIE.

Pour pousser un peu plus loin I'analogie entre les fonctions métasphé-
riques et cylindriques nous avons encore d étudier l'intégrale indéfinie:

) v— % v,0 V,0
.J:f 1—a) *K) K lw)da. 1)
A cet effet, appliquons Péquation différentielle § 1, (1) il en résulte

s,
—eG+2)7=[ &), D,[(I o) D,K(‘éc)] dw,

d’oti, en intégrant par parties
1
V,0 ) v+ T ¥,0
—ple+2) =K (x) (1 —2) ° D K(x)—
4 }— V,0 7,0
-f 1—a*)  *D,K (x).D,K ) da,
de sorte qu'une nouvelle intégration par parties donnera
v L V,0 v,0 7,0 V¢
—pr eI =(=o" (K. 0. Kl — Kl 0. K)o+ 207

d’ou finalement

=l e+ [a—a) TKH K@ a0 -

1 v, v 2 Y.a (Q)
=(1— :)(;’)7~ 2 (Kl’(w) .D, K((]a:) — K’(ew) .D. K(w)) )
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Posons dans (2) v=%, p=mn, %:p, ou » et p désignent des entiers

non négatifs, puis K= K, = P, la formule (2) est due & LEGENDRE (*). Avec

la méme signification de » et p, nous obtenons pour R (v) > — % ce résultat

trés connu -
H 1
v,n

Ja=a)" F Pl Plwyae=0, n2p ®)

Quant & lintégrale générale (2), la formule § 3, (4) donnera aprés une
‘simple réduction :

IER
G+ot29). [1—a) *K@K@de—
1
—(—a") ®K(x) (K @ — . 15’(9(;)) + %)
1 V,0 »,04-1 044 v,0
Fer) oy OO KD K,

c—¢

de sorte qu’il faut, pour ¢ =p, chercher la vraie valeur du dernier terme
qui figure au second membre.

I’analogie de la formule (4) et une formule connue de la théorie des
fonctions cylindriques (**) saute.aux yeux.

(*) Heing, Handbuch, t. I, p. 69; 1878.
(**) Handbuch der Zylinderfunktionen, p. 8%.
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SECONDE PARTIE.

Sur quelques représentations intégrales.

§ 5. APPLICATIONS D'UNE INTHEGRALE DE M. pE SoNIN.

Dans mon T'raité des fonctions cylindriques (*) j’ai déduit comme une ap-
plication directe de mes fonctions cylindriques Hankéliennes, une formule qui
donnera comme cas particulier la suivante, due & M. N. bE SowNIn (*)

- Q7 B '
fﬂUwJﬂdeh=ﬂFm~w&§@+y+@.Q (1)

0

ol nous avons posé pour abréger
FG+¢ga+qF€+ﬁ;a+g

re+1 - (2)
.F(@+Y4Q~«+1, by el gy g)

Yy

Q=

F désignant la série hypergéométrique ordinaire.
La formule de M. pe Sonin est valable, pourvu que

y>2>0, R(a+L+y)>—1, BH<L ()

Dans ce qui suit nous avons & appliquer sur les fonctions métasphériques
la formule (1), probléeme qui n’est que touché légérement dans mon Traité
susdit, dans mes Recherches sur les fonctions sphériques (***) et dans des Mé-
moires précédents d’autres auteurs (****). ’

(*) Hondbuch der Zylinderfunktionen, p. 191.
(**) Mathematische Annalen, t. 16, p. 51 ; 1880.
(**¥) Mémoires de UAcadémie Royale de Danemark, (7), t. 2; 1906.
(¥¥¥¥) HANKEL, Mathematische Awnnalen, t. 8; 1875. ScHAFHEITLIN, Math. Annalen,

t. 30; 1887.
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Etudions tout d’abord les fonctions wétasphériques applicables pour
|| <<1, savoir les fonctions (*):

"o 1“(v—{—%)cos%7 Qr,v+9_gl sin%:
M () = p Y+ R T ()
r(v)r(§+1) r(v)rk 3 )
ve 22 \/nr (v +%) sinp—g 9»-ir (v 42 _g 1) cos %—
gar &

ol nous avons posé pour abréger

1 1— 1 3 \
?Ith(-——;—, V—'}—%’ q’ w2)7 y2=wF( 9 P’ V“l“iﬁ’ 3 ° wg);

la formule (1) donnera immédiatement ces deux autres

> I‘(v—}—i)
J J(-I_oce) cos(tx) ' dt=2"" 2] Yy (6)
v . I‘(]—l—*%)
S oty
f J @) sin () £ dt = Ly, (7)
*()
0 2

d’ott en vertu de (4) (b) ces.représentations intégrales

f J'(@) cos (t x— %) O At=271(). M (@) ®)
0

va&e) sin (tm—%) dt= — . N, 9)
0 ot \/77

ou il faut admettre 1 >x>0, R (2v-+4¢) >0, R(v) <% .

]

(*) Voir la note aux pp. 69, 70,
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La formule (9) semble étre nouvelle, tandis que le cas particulier de (8)
qui correspond 4 p=n, n désignant un entier non négatif, est connu (¥);

pour v=% la formule particuliére est due a HaNkEeL (**).

Quant & la fonction métasphérique pour |x|>1, nous pouvons nous
borner & étudier la seule fonction

e Ve . T (o42v) +-1 +2 1y,
Q (@)= QP+1'(I“(V+:+1) .F(v—*—PT’ vt 9’ 1y, 0—72_)’ 10

la formule intégrale de HANKEL (***),‘ cas particulier de (1):

J T(l) e 1B dt —
0

P(a4p1)
Q“I‘(a—{— 1) petgt?

1 o} 1
-F(v—}—‘g_g ,v—}-P_g s T4v—+p 532—)

donnera immédiatement cette autre représentation intégrale

o
Q= P e

J'JV(J{)"e—tat“-l dt=>"—""¢ i), (11)
; V=

ot il faut admettre généralement
R@)>0, R(e+2v)>0
ou particuliérement
3
R @)=0, R@E-+2v)>0, ,Sﬁ(v)<—2— -

Posons maintenant dans (11). —i4a au lieu de «, nous aurons, en vertu
de (6), (7):

1
I S o
[ ’ (w)Z————P—\-yl—f—@-—lT.yg’ (19)
v (5] r (457

(*) Handbuch der Zylinderfunktionen, pp. 200, 201 ; 1904,

(**) Loc. cit., p. 468.
(*+*) Loc. cit., p. 467. Handbuch der Zylinderfunktionen, p. 185,
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ou il faut admettre
i
i P
i=e

On voit que la formule (12) donne immédiatement le prolongement ana-

lytique & Pintérieur du cercle [« |=1, de la fonction Q&).
Appliquons ensuite la formule (*)

7, pe | P2y
Oy = RN pp o b ta ), (13
ot il faut admettre

' E=wx\o'—1, |E|<1,

nous aurons en vertu de (1)

i’ov+ ¢ ;
J J(t)"Jy(tE)t”-*dt=M$
0 2\Jn

. ¢ (), (14)

ou il faut admettre 96>1,§R(Qv—|—3p)>0,§ﬁ(v)<%, f—w—\Ja*=1; pour

v=% la valeur-de notre intégrale est zéro.

Le développement (**)

e m T (o 2v) (5 )Pt +1 1
Q(Jl“w)=dgp+gr(v+)p(+i) F(P 2’ v—}—%, Ity +», ?)’ |[>1

donnera de méme la formule analogue

i—i +2vv—1—
b 3 gy 2 yl‘(%)cos%.f S J— -
[J(t)J(m)—_.—_ ‘ — QWT—a%), (15)
0 \/t wF(v—{-PT)

ol il faut admettre R (p+2+v) >0, £>0; dans le cas particulier, ol p est
égal & un entier impair, la valeur de notre intégrale deviendra égale & zéro,

(*) Recherches sur les fonctions sphériques, p. 294,
(**) Loe, cit., p. 263,
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§ 6. APPLICATIONS AUX FONGTIONS ULTRASPHERIQUES.

Nous avons encore & appliquer sur la fonction ultrasphérique

=

K

7,0 1

P(x) =

(=)re+ ) (9 o te
F(V) =" 'S‘!(’l”b Qg : (@)

la formule de M. pE SoNIN.

A cet effet, prenons pour point de départ ces développements (¥):

»in r ) e 1 .
P(cosO);—ﬁ%)ﬁ-F(—%—, %-]—v, "“l"'g*’ s1n“‘_6)
Pltosty — Lct20oost p(lon Lny L )
Py(,gose) :%"T—%%—;)-F(—n, n-+2v, v—i—%, sin“‘%e),

nous aurons immédiatement ces représentations intégrales:

1
)

o L1 v n+1Y) , . 6”
’nJyﬁj)t.J(tsQine)d—_t_—_r()F( 2 )(Sm )1' . P (cos 0)
; Vi \/'Q——;-;.I‘( _l_ﬁ_) _

1

,°°V in v—i rVr 41 (sme) v
J 7 (¢ sin 8)y tdt—\/Q ( ) . P{cos b)
( -+ v) cos 0
© ran T g 9" T ro)@ene) T,
J J (f) (tsm G)t = P(cos 29),

0

(*) Recherches sur les fonctions sphériques, pp. 282, 283,
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ol il faut admettre respectivement

RO+n)>0;, Ro+n)>—1; REV+220)>0, %(v)<%

Posons particuliérement v = % il en résultent ces formules plus élé-

gantes
% v+% r w "
f T (1) J (¢ sinb) ‘if:——(—?—) . Plcos ) @)
0 \/ ¢ ’_2 r ( -+ 1)
© ardl \/M(g-u) .
f (t) J (¢ sin 0) Vidt=——"—""P(cos) (5)
o r (%—g ) cos 9
‘w n+ 0 n
J (t) J (tsin ) d t = P (cos 29), 6)
0
L

ou P (a:)—P(m) désigne le polynome de LraeNDRE; les formules (5); (6) sont
dues & M. SCHAFHEITLIN.

Posons maintenant v =0, puis appliquons les identités

__2— . 0 '
J (@) =\/ Qw COS 2, (D,P(ac)) =?—C-OZ—’"§,— n>1,

nous aurons, en vertu de (1), (2):

-

[

[ 70 cos tsin A )
0- N ¥
7't) cos (tsin 6 a ¢ = B0, 8)
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tandis que I’hypothése v=1 donnera de'méme, en vertu des identités

1
!Jg(w)=\/?—;-sin x, PE?OSG):SID(M—PI—I)6 )

sin
ces autres formules intégrales :

o0
J J”(t) sin (¢ sin 0) ? _sinnb
0

n
[ T@sin tsin o) at= LY

0

§ 7. GENERALISATION D'UNE FORMULE DE HEINE.

La formule § 5, (13)

v, /; y) Ept2v
Ol VT (28

—21_2'.F(V—l—p+1) 'F(P+Qv7 .'7'1 +v E2)9

ou il faut admettre

=x+ ' —1, [§<1

(10)

nous permet de généraliser beaucoup une formule de Heixe et de corriger

une remarque inexacte fait par l'illustre géomeétre allemand.
A cet effet, appliquons la formule intégrale d’EuLEr

- 1 -
F(z B, v, &) ﬁrfml%-(%r)—_—_—@ oj ub? (1L —u)r 8 t—ud) " du,

ou il faut admettre & la fois
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nous aurons immeédiatement

1
Vil (o429 =t (1 —uy

¢l = TG+ (T:?T)Fﬁd“’ - @

ot il faut supposer
R (6)>0, R()>—1.

Posons maintenant dans (1)

u__v-—l 1 +twu | — e 2 diw 2
o1 T—u o1 de (wEOT
nous aurons immédiatement
VaT (p42v) (QE'*‘“ 1y=tdw ’ o
e N ay '@+1~ﬂ@ V) @

ce qui nous conduira & poser

e
L\-[ —_

5 (e*+e) = Cosu,
d’out
3—2 = % (e — ™) = Sin u.

Cela posé, nous aurons immédiatement

e \ErG4-2) [ (Sinwtdu
@ = MU e+1) J (- Cosu. \Jao? — 1)+ ®)

ou il faut admettre § (v) >0, % () > — 1, tandis que le signe de \'a? — 1 est
a4 déterminer de sorte que dans le cas ou « est réel, les deux quantités x et
J@* — 1 doivent avoir le méme signe.
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Posons dans *(3) v =%, il en résulte quel que soit p:

2 s du )
Q(w)IOJ (@ Cosu.Ya' — 1P+’ @

supposons ensuite ¢+ 1 égal & un positif entier, la formule ainsi obtenue
de (4) est due & Hring (¥). L’existence de notre formule (4) montre claire-
ment l'inexactitude de la remarque de Hewe qu'il faut supposer dans (4)
¢ égal & zéro ou & un positif entier.

Copenhague, le 20 décembre 1908.

(*) Handbuch der Kugelfunktionen, t. I, p. 132; 1878,
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MONUMENTO A ABEL.

Pubblichiamo con piacere la seguente Circolare nella fiducia che i let-
tori degli Annali vorranno corrispondere all’invito del Comitato norvegese per
Verezione di un monumento a ABEL.

Le sottoscrizioni si possono inviare alla Direzione degli Annali di Mate-
matica presso la Tipografia Rebeschini di Turati e C., Milano, Via‘Rovello, 16;
le somme che le perverranno saranno da essa trasmesse al signor Elling Holst,
presidente del detto Comitato a Cristiania.

LA DIREZIONE.

Lors du Centenaire d’Abel, le monde entier a témoigné par sa gran-
diose participation en quelle haute estime on avait ce génie transcendant.

Au moment ou ils se disposent & lui éléver un monument digne de lui,
ses compatriotes ont eru ne pas devoir donner & leur manifestation un ca-
ractere exclusif, mais ont trouvé qu’ils rendraient mieux hommage au ca-
ractere international de I'ccuvre d’Abel, en conviant les mathématiciens des
autres nations & collaborer avec les Norvegiens.

Le monument, qui aura 13™ de hauteur, est achevé en platre, et prét a
étre coulé en bronze. Il est da au ciseau de Gustav Vigeland, le premier des
sculpteurs norvégiens. Sur un haut piédestal planent deux génies de taille
gigantesque sur le dos desquels repose le jeune voyant, dont les traits ren-
dent, en une male adaptation, ceux de l'illustre Abel. Cette ceuvre a excité
ladmiration de connaisseurs distingués, méme en dehors des limites de la
Norvége.

Il s’agit ici de la mémoire d’'un homme par lequel la Norvege a apporté
une part contributive tout a fait unique a I'ceuvre scientifique de tous les
pays et de tous les dges: c’est pourquoi nous nous adressons en toute con-
fiance a I'ensemble du monde savant.

Kristiania, Mars 1907.

W. C. BROGGER - ELLING HoLST - FRiDTJOF NANSEN - CARL STORMER.
L. Synow - AxeEL THUE.

KaARrL FiscHER.
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Sopra una classe di trascendenti meromorfe.

{Del Dott. Eucenio Evia Levi, @ Pisa.)

1. Nella presente Nota mi propongo di risolvere la questione seguente:
Costrurre tutte le funzioni f(2), meromorfe in tutto il piano (al finito) della va-
riabile complessa 2, che soddisfanno le equazioni funzionali

fz4oe) =f(?)
[(z4w)=RB(f(2)

dove w ed w, sono costanti arbitrarie e B (x) é il simbolo di una funzione razio-
nale di «(*). B naturale che una tale funzione non esisterd qualunque siano
o, w,, B: si tratterd quindi sia di trovare le condizioni sotto cui le (1) pos-
sono essere soddisfatte da qualche funzione f(z), sia di costrurre effettiva-
mente le f(z) corrispondenti.

iz

(1)

«

Se si pone u=-¢ “, una funzione f(z) che soddisfaccia alle precedenti
condizioni diviene una funzione uniforme della variabile # con punti singo-
lari essenziali al pit nei punti # =0 ed u=oo; le equazioni (1) si ridur-

2riw,
ranno ad una sola equazione ¢ (mu) = K (¢ (#)) dove m=e “ . Ed inversa-
mente una funzione ¢ (#) con punti singolari solo nell’origine e per u = o

riz

e soddisfacente all’equazione ¢ (m u) = R (¢ (u)) si trasforma ponendou =e “

(*) 11 Picarp trattd un problema analogo nelle Memeorie: Sur une classe nowvelle de tra-
scendentes uniformes (Acta Mathematica. Vol. 18 e 23). In queste il Prcarp dimostrd che
date m funzioni razionali R,, R,,..., Rm in m variabili & sempre possibile costruire delle
funzioni meromorfe nel semipiano che soddisfacciano le equazioni

f.(z—l—w):f,(z), fi(z""wl):Ri(fl(z)v fs(z)"---y fm(z})v (1‘_1, Q,,.., m)-

Se le x';=R; (x, x,. .. ®.a) definiscono una trasformazione birazionale le funzioni costruite sono
meromorfe in tutto il piano.
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in una funzione f(2) che soddisfa alle condizioni del problema: onde potremo
concludere che il problema proposto equivale all’altro:

Costruire le funzioni ¢ (u) della variabile complessa u i cui punti singo-
lari essenziali, se esistono, cadono nell’ origine od all’'infinito e che soddisfano
Vequazione

¢ (mu) = R (9 (u)) (2)

dove m & una costante arbitraria ed R (x) é, come precedentemente, il simbolo
di una funzione razionale di x (*).

2. Occorre che premettiamo qualche osservazione riguardante la fun-
zione razionale R (x).

Si ponga
2 —M, 0(\—— o e .
sara
$(z+o0) =4 (2)
b(z+0,) =R, ({(2)
con
—dx4-8
Rl(m>=aR(_Y§cJﬁp)+p' @)
d=Ak

Vale a dire che una sostituzione lineare qualunque (non degenere) porta
da una funzione f(2) che soddisfa alle condizioni del problema ad una ¢ (z)
che soddisfa ancora alle condizioni del problema per una conveniente fun-
zione razionale R. ,

Usufruendo dell’arbitrarietd di «, g, y, 8 si puo fare in modo che R, (x)
P(x)
Q (x)

soddisfaccia ad alcune condizioni. Ponendo R (x)= la (3) si puo

(*) 11 Poincarg trattdo sotto qualche restrizione un problema analogo a questo nella Me-
moria: Sur une classe nouvelle de trascendentes uniformes (Journal de Mathématiques, IV série,
vol. 6, 1890), anche nel caso di piu funzioni incognite. I risultati di quella Memoria saranno
richiamati piu in 14 per quella parte che ci sara necessaria (vedi n. 6).
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serivere P (M ) +B8@Q (M)
= Yw_a a |
R, (w) yp(%g)+sg(%ﬁc_¥)

Si determinino anzitutto y e 8 in modo che sia soddisfatta 'equazione
3 3§ (— 238
-2 2ol
Y Y ¢ 1

Se Q( (@) ¢ irreduttibile, P( YS) e Q(— %) non saranno ambedue =0.
7

Si scelgano allora « e § in modo che R 5 e quindi « § — g y==0; sara

ool )

ed in R, (x) il numeratore restera di grado maggiore di una unitd almeno
del denominatore. Ponendo di nuovo R al posto di R, e chiamando % il
P, ()
Qi_s ()
dove P, (x) € un polinomio di grado h e Q,_, (x) ¢ un polinomio di grado
h—1 al pia.

Ma si pud fare di pid. Formiamo 1’equazione P, (%) —x Q,_, (x)=0
o essa non ammette radici, ed in tal caso si .deve avere identicamente
P, (x) —x Q,_, (¥) =a, o essendo una costante diversa da zero, e cioé

grado del numeratore, potremo quindi anzitutto supporre R (x) =

Bx)=ow+ ~— (@ = cost.) ;

Qi (x)

oppure essa ammette radici: sia £ una di esse. Colla sostituzione &' =a —
la funzione razionale R (x) verrd sostituita da una funzione ancora della

forma P, (2) » ma per cui si avrd P, (0)=0 ossia P, (x)=xP,_, (x). Pos-

Qs ()

siamo «quindi limitarci a cercare le funzioni meromorfe f(2) per cui le equa-
zioni funzionali (1) appartengono ad uno dei tipi seguenti:

feta=r@, f+o)=ELALED (1,
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dove P,_, (x) & un polinomio di grado »—1 e @,_, (x) & un polinomio di
grado . —1 al pit:
a

fet+o)=Ffk), fla+o)=/[()+4 m (@ = cost. == 0) (1)

dove @Q,_, (x) & un polinomio di grado & —1 (*).

Possiamo ancora semplificare la questione: poiché se una funzione sod-
disfa un sistema (1)’, se ne pud dedurre una che soddisfaccia un sistema
di equazioni del tipo (1)',. Infatti o @, ,{(x) & una costante (b = 1), oppure
Q,_: (x) & un polinomio vero e proprio.

Nel primo caso f(z) soddisfa il sistema

feto0)=f(), flz+o)=f()+a,
e la funzione ¢ (2) = e soddisfa il sistema
$eto)=y¢(), y@eto)=ki@E) (k=¢)
che & del tipo (1), (**).

(*) Geometricamente: la relazione x' = R (x) delinisce una corrispondenza sopra la retta,
la quale si pud ottenere ponendo &' — f(z 4 w,), ©=f (2) dove f(2) soddisfa alle (1). Se questa
corrispondenza ha due punti uniti, si pud mediante una trasformazione lineare assumere
questi come punti 0 e co: fatta una tale trasformazione lineare sulla x, per ottenere la corrispon-
denza basterd porre o' =7 (z+ w,)e x=f(2) dove f(2) soddisfa alle (1),. Se invece la cor-
rispondenza ha un solo punte unito si potrd prendere, con una sostituzione lineare, questo
punto come punto all’co: in tal modo &' —ax deve annullarsi solo per &£ =o0 e cioé es-

sere della forma (@ =cost) : in tal caso la f(2) corrispondente soddisfa alle (1),. E

e
On-1 () ‘
qui debbonsi distinguere due casi: se la corrispondenza & una proiettivita parabolica (k=1)
ogni sua potenza & ancora una proiettivitd parabolica collo stesso punto unito: se non é una
proiettivitd, la discussione che segue nel testo dimostra rigorosamente che il suo quadrato
possiede altri punti uniti distinti da quelli della corrispondenza primitiva: cosa che facil-
mente si pud prevedere conteggiando il loro numero. Ed allora sostituendo alla corrispon-
denza primitiva il quadrato di essa si ricade nel primo caso. E questo in sostanza il risul-
tato espresso dal teorema finale del presente n. 2.

(**) Si noti che la proposizione inversa non é valida: poiché non sempre il logaritmo di
una funzione ¢ (¢) che soddisfaccia l’equazione v (z + w) =1 (2) soddisfa pure 1’equazione
medesima : occorre percié che il logaritmo riprenda la stessa determinazione nei punti z e
z 4o, Non sarebbe difficile esaurire direttamente lo studio del ecaso in cui le equazioni sono
del tipo f(z+w)=71(2), f(z+ o) =f(2) + a: tuttavia per omogeneitd di trattazione, segui-
remo l’artificio indicato nel testo.
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Se @,_.(x) non & costante si avrd

a + a o
0 1 (F(2) a1
s [f @+ 6 (f(Z))] %)

o Qe () B ()
=) +a Qu—in (F (2)) - Qi (f (2)

ove Q,u_,, () rappresenta un polinomio di grado % (b — 1). Ora Q,, ,, (x)=0
e Q,_, (x) =0 non hanno radici comuni; infatti se §,...#,_, sono le radici
della equazione Q,_, (x) =0, quelle di @,,_,, () =0 sono le radici delle » — 1
equazioni @ Q,_, (%) + a =20, Q,_, (x), ossia 9,_, (x) (&, --x) — ¢ = 0; e quindi
non possono mai coincidere colle £,. La frazione del secondo membro di (%)
¢ quindi irreduttibile: il suo denominatore risulta un polinomio di grado
(h+1) (h —1); ed il suo numeratore, se si osserva che in Q,,_,, (x) e @;_, (¥)
i coefficienti di #"® " sono uguali, risulta un polinomio di grado h (k—1).
Esisteranno quindi delle radici dell’equazione @, ., (x) + @ «(x)=0: se §
¢ una di esse, si vede facilmente che la funzione ¢ (z)=f(s) — P sod-
disfa ad un sistema di equazioni del tipo di (1), relativamente ai pe-
riodi o e 2o,

Concludendo possiamo dunque dire che basta risolvere la questione se-
guente :

Costrurre tulte le funzioni meromorfe f(2) che soddisfanno le equazioni

fle+20)=f()+

dove P,_, (x) & un poliromio di grado h —1 e Q,_, (x) & un polinomio di grado
h—1 al pin.

Assoggettando queste funzioni ad una qualunque sostituzione lineare, si
otterranno altrettante nuove funzioni del tipo cercato. Inoltre potranno an-
cora essere funzioni che soddisfanno al nostro problema i logaritmi delle
funzioni f(z) che si ottengono quando nella seconda delle (1), sia h=1
talche essa si riduca a f(z 4+ o,) =k f(2) (K = cost.) (¥).

Oppure possiamo anche limitarci a

Costrurre tutte le funzioni ¢ () i cui punti singolari essenziali, se esistono,

(*) Cfr. la nota precedente.
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cadono nell’ origine e all'infinito e che soddisfanno all’equazione

(W) oy (5 ()

_°?
P =0 G ) @

2rim,
dove m=e “ e P,_, (x), Q,_, () hanno il solito significato.
Si noti che, se invece delle funzioni f(z) o ¢ (#) soddisfacenti (1), o (2),,

si considerano le funzioni —1— 0 —1—, le nuove funzioni soddisfanno an-
fz)  ou)

cora delle equazioni del tipo (1), o (2),. Ed ancora dal modo stesso con cui
sl & dimostrato la possibilita di giungere ad equazioni del tipo (1), (od (1))
e (2), risulta che se § & una radice dell'equazione P,_, (x) — Q,_, () =0, le
funzioni f(2) — ¢ e ¢ (u) — p soddisfanno insieme colle f(z) e ¢ (u) ad equa-
zioni dei tipi (1), e (2), (¥).

- - - . (0] N -
3. Incominciamo coll’esaminare se il rapporto - bud essere reale: in
1
tal caso m & di modulo 1 e tutti i punti u, mwu, m* u... stanno su un cer-

. . .« . - I . . O
chio di centro l'origine. Dobbiamo distinguere due casi secondoché — & ra-

1

zionale o no.

o . . © - . ...
Se — & razionale, si ponga ;:% p e g essendo interi primi fra loro.
o, 1

Si considerino allora due interi & e k tali che hp+kq=1, e si ponga

o, =ho-Fko : sl avrd o, = (h + k %) 0= % = %‘ - D’altra parte se si

pone R, (x) =R (R,_, (x)), R, ()= R (R (x)), si ha
fe+o)=fG+hotho)=f(a+ko)=R, (/).

Quindi la funzione cercata soddisfa ad una equazione del tipo della seconda

delle (1), anche rispetto al periodo o', = % :

(*) Si ricordi che per passare dal tipo di equazioni f(z + w,) = Py (FE) di cui é un
On-1(F (2)

caso particolare il tipo (1), — al tipo (1)} (od (1),) bastava sostituire a f(z) la funzione
Y(2) =f(2) — g dove g era radice di P; (x) — « Qun_, (o) =0. Nel caso presente in cui

Py, (%) = Pr—y (x)

tale equazione si riduce a Pa_; () — Qn—1(x)=0.
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Inversamente se f(z) & tale che f(z+o',)=R,_,(f(2)), si avrd che
f(z+o,)=f(z+qe’,) & una funzione razionale di f(z). Quindi in questo
caso possiamo sostituire al periodo e, che ha rapporto razionale con « un
periodo che sia precisamente un sottomultiplo di o: e quindi limitarei a
cercare le funzioni f(2) che soddisfanno le equazioni

fle+o)=1@ f(e+2) =@

Le due equazioni non sono indipendenti: perché esse siano compatibili
occorre che R, , (x) =2.

Ma in tal caso la sostituzione ' = R (x) si inverte univocamente colla
x=R, ,(«), quindi R (x) deve essere lineare e quindi riducibile con una
trasformazione lineare alla forma k« od 4 a (@ =-0) corrispondentemente
ai tipi (1), ed (1), del n.° 2. Ma le equazioni

[ e+ 0) = [ (&) f(z+‘;‘j) —f@)+a (a==0)

non sono compatibili; e le altre

©

Fe+0) =1 (), f(z+p

) =kree ®)
rir
sono compatibili solo quando k*=1 ossia k=e¢? (r=0,1,2,..., p—1).

2rire

Una funzione di # che soddisfa in tal caso le B)yee®. E se f(z) &
(=
nirz

w
e

~
~—

una qualunque altra funzione che soddisfaccia le (5) la funzione ¢ (z) =

soddisfa ’equazione (L(z—i—%):up(z), onde notoriamente & una funzione

ipz 2ripz
meromorfa di e ® . E inversamente una funzione meromorfa di e “ soddi-

sfa I'equazione 4a(z—}—%) =4{¢ (2). Quindi le funzioni che soddisfanno al no-

stro problema quando il rapporto 3 ¢ della forma % sono le funzioni
1

f (z) _ eQnaz;rz 4’ (e‘l‘n‘ipz) ,
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dove § ¢ il simbolo di una qualunque funzione meromorfa ed r é uno dei nu-
meri 0, 1, 2,..., p—1, (e le loro funzioni lineari fratte). Le equazioni corri-
spondenti sono

rirg

fetro)=f(e) fleto)=e? f(2)

Sia da una osservazione precedente, sia dalla diretta ispezione della for-
mula risulta che i logaritmi di queste funzioni non soddisfanno alle condi-
zioni del problema, tranne quando.r =0, nel qual caso non possono dare
che delle funzioni della stessa forma che le precedenti.

. ©) . - . N .
4. Ne!l caso che il rapporto — sia irrazionale non pud esistere alcun
1

tipo di funzioni f(2) o ¢ (u) che soddisfacciano ad equazioni della forma (1)

2nirz
0 (2) oltre al caso evidente f(2)=Fke “ ossia ¢ (u)=Fku"

Torna pil comodo in questo caso porci il problema nella seconda forma:
allora i punti u, mu, m*u,..., che, come gia si & notato, sono su un cerchio,
sono tutti distinti e tali che vicino quanto si vuole ad un punto arbitrario
del cerchio si potrd trovare dei punti m'u con s grande a piacere. Cio
posto, si osservi anzitutto che una funzione ¢ (#) che soddisfaccia una equa-
zione del tipo (2),, non pud avere in un punto al finito diverso dall’origine
uno zero od un polo, od assumere un valore « radice di P,_, () =10 od un
valore { radice di @,_, (x) =0. Poiché se in un punto u, ¢ (u) assumesse
il valore zero od un valore «, nei punti mwu, W’ u,..., m’u,... la funzione
avrebbe degli zeri: onde nell'intorno di u cadrebbero infiniti zeri il che &
assurdo se si suppone che ¢ () non abbia punti singolari essenziali altro che
nell’origine od all’infinito. Analogamente se ¢ (#) avesse un polo iu % oppure
assumesse un valore §, in mu, m’u,..., m*u,... avrebbe sempre dei poli
(poiché nella funzione razionale del secondo membro di (2), il numeratore
& di grado superiore al denominatore); onde in prossimitd di « si avranno
infiniti poli: il che, come prima & assurdo.

Ma per un noto teorema del Picarp la funzione deve assumere qualunque
valore, due al pill eccettuati, in punti al finito diversi dall’origine, quindi
tutti i valori « e f§ devono coincidere collo 0 o coll’'co: e quindi P'equazione (2),
deve essere della forma:

¢ (mu) =c (3 (u)".
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Oraoé|c|=1,h=1,0ppuree h=2e ¢ qualunque o h=1 e |¢c|-|]=1.
Cominciando dal caso in cui h=2 e ¢ qualunque, o k=1 e |¢| —1 sl os-

servi che cambiando al pit m in o i pud supporre senz’altro o h=2 o

h=1 |c|>1. Si prenda allora un numero positivo 4 tale che |¢ 4">=y 4
con y reale e >1: ¢io & sempre possibile; poiche, se h =2 basta prendere
un qualunque y>>1 e scegliere poi 4 cosi grande che y << ¢ 4", se poi
k=1 |c¢|>1 basta prendere 4 qualunque e per y lo stesso valore ¢ . Si
prenda poi un punto u diverso dall’origine in cui ¢ (u) = 4: siccome ¢ (u)
non prende gia in punti diversi dall’origine i valori zero ed oo, tali punti
esisteranno certamente. Allora nei punti mu, m* u,..., m* u,... si avra

[o(mu) | =[cd" =74
lp (m*u)[=]e(y )| =y"" 4=124

o (m u)[=]c(y™" 4) =%

4]

E quindi ricordando che y>1, vicino quanto si vuole ad » si troveranno
altri punti in cui ¢ |u | prende valori in modulo maggiori di una qualunque
quantitd assegnata: cid che & assurdo.

Se poik =1 |c|=1, si deduce su un qualunque cerchio di centro 'ori-
gine ¢ (#) & di modulo costante. Ed infatti preso un punto arbitrario =, in
cui la funzione abbia un valore di modulo = 4, in tutti i punti = u, #w*«u,...,
m'u,..., 9 (u) prendera dei valori in modulo uguali ad 4; e siccome questi
punti formano un insieme ovunque denso sul cerchio; ne segue per conti-
- nuitd che il modulo di ¢ (u) & costante sul cerchio medesimo. Si deduce che
| o ()| & funzione di |u |, e quindi che, posto-u =u, + i u,, log| ¢ (») | &€ una
funzione armonica di #, e u, dipendente da |u| solamente. Si deduce che
log | ¢ (u) | =rlog|u|+ k (*), dove r e k sono costanti, e quindi ¢ (u) =k u

(*) Sia u=1u, + iu;—p e, e cioé |u|=p. Una funzione yx (u, u;) armonica di «, ed u,,
considerata come funzione di ¢ e § deve come & noto soddisfare I’equazione :

0’z 1 o'x 1ox_g

0’ 0% ede
se quindi x per ipotesi & indipendente da & deve necessariamente avere la forma
x=rloge+k . (r ek costanti).

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV. 14
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dove r e k sono ancora costanti: la condizione che ¢(u) sia meromorfa im-
pone che r sia intero positivo o negativo. Questa soluzione fu gia trovata
nel numero precedente e, come & naturale, la ritroveremo in seguito anche
per qualunque valore di .

.. . . O TN .
5, Gl rimane a trattare il caso in cui o & complesso : ricorrendo an-
1

cora alla seconda forma del nostro problema dovremo cercare le funzioni
¢ (u) che soddisfanno a (2), ed hanno singolarita essenziali al pit nell’origine
ed all’infinito, it numero m essendo di modulo —|=1. Se ¢ (#) ha un solo
punto singolare essenziale si pud sempre supporre che esso sia all’ infinito,

perche ove fosse nell’origine basterebbe cambiare « in % per ricondurci a
quel caso.
Possiamo quindi distinguere tre casi:
1° ¢ (u) & regolare od ha una singolaritd polare nell’origine, ed &
|m| > 1.
20 o(u) & regolare od ha una singolarita polare nell’origine, ed é
|m | <<1.
3.2 ¢ (u) ha una singolaritd essenziale sia nell’ origine che all’ infinito.
Tratteremo nei numeri seguenti dei tre casi notati.

6. La ricerca relativa ai primi due casi si pud facilmente esaurire ri-
correndo ai risultati ottenuti dal Poincarg nella’Memoria citata. Da (2), po-
nendo u =0 segue

=0 e

quindi: 0 ¢ (0) =0, o ¢ (0) = oo, od infine ¢ (0) & tale che g"‘—‘gz%(% =11

secondo di questi casi si riconduce al primo cambiando ¢ (u) in ——

cambiando ¢ (u) in ¢ (u) —B, B essendo una radice (il valore di ¢ (0)) di
P,_,(x)— Q,_, (x) =0: con cio in virth dell’osservazione finale del n.° 2 non
si muta la forma dell’equazione cui soddisfa la funzione cercata: onde pos-
siamo supporre che la funzione ¢ (u) soddisfaccia all’equazione (2), ed in-
sieme sia tale che ¢ (0)=0.
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Cio posto ricordiamo che il risultato del PoiNcar# si pud enunciare nel
modo seguente :

Condizione necessaria e sufficiente affincheé esistano funzioni ¢ (u), regolari
in un intorno dell’origine che soddisfacciano Vequazione (2), ed abbiano nello-
rigine uno zero di primo ordine, é che si abbia [i (M) ] =m. Tutte

da\ @ (@) ] |-
queste funzioni si ottengono sostituendo p.uw ad u in una di esse, p. essendo
una costante arbitraria (*).

Per giungere a risolvere il nostro problema occorre studiare quando gli
sviluppi del PoincarE rappresentano funzioni monodrome in tutto il piano,
e come si modificano le precedenti conclusioni quando si supponga che ¢ (u)
abbia nell’origine uno zero di ordine A qualsiasi >1.

Incominciamo da quest’ultima questione. E facile vedere che in tal caso
deve essere [— (M)] —m* e che la funzione ¢ (u), se esiste deve

daw\ @ (®) ) Jeo
essere funzione di u*. Essendo infatti ¢ («) regolare nell’origine per ipotesi,
la st potra sviluppare in serie di #, per mostrare I'asserto basterad mostrare
che la derivata r-esima & nell’origine diversa da zero solo quando » =0 (mod k).

Invero posto w—(f‘;‘(g—) = R (x) dall’equazione ¢ (m u) = R (y (u)) si deduce

s’ (mw) = R (p () ¢' (1),

m' " (i u) = K (p () 9" () + B (9 (u)) 3" (w),

m” ¥ (mu) = R’ (3 (u) ¢ () + H, (w),

dove H,(u) & una somma di termini ciaseuno dei quali contiene a fattore
tante derivate di ¢ (u) di ordine <k che la somma degli indici di ogni ter-
mine ¢ k, ed almeno una derivata di R (x) di ordine maggiore di 1. Onde
intanto dall’ipotesi che le prime ¥ —1 derivate si annullino per u =0 segue
H, (0) =0; e quindi affinche sia ¢® (0) -0, occorre che sia R’ (0) = wm*. Si

(*) 11 PoincaRE suppone |m |>>1. E chiaro che per la dimostrazione della convergenza
degli sviluppi ottenuti dal Poincari tale restrizione non & necessaria. Essa & necessaria nei
ragionamenti del Poincarg solo in quanto gli serve a dedurre che lo sviluppo regolare nel-
l'origine rappresenta una funzione regolare e monodroma in tutto il piano,
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ha poi
w0 (mow) = B (o (w) 90 () + H,y, (u),
m oM (mu) = B (v (w) 9% (u) + H, s (),

m' o (m u) = R’ (¢ (u) 9 (u) + H, (u),

dove H,(u) ¢ una somma di termini ciascuno dei quali contiene a fattore
tante derivate di ¢ («) di ordine <! che la somma degli indici sia =1, ed
almeno una derivata di R (x) di ordine maggiore di 1. Ricordiamo che non
pud mai essere w' =m* per I |=k, poiché si suppose [m| |-1; dall’ egua-
glianza R’ (0) = m"* segue allora che ¢ (0) =0 tutte le volte che H, (0) =0. Ora
ogni termine di H,,,, H,,,..., H,_, deve contenere almeno una derivata di
ordine < *, quindi sard M, (0)= H,,,(0)...= H,,_, (0) =0; invece H,, (u)
pud contenere un termine in cui compaia [¢* (u)]’, onde potrd darsi che
H,, (0)=|-0 e quindi ¢** (0) |=0. Ed in generale, ammesso che tutte le deri-
vate di ordine #—=|=0(mod k) minore di un certo numero ! siano nulle nel-
lorigine, lo saranno ancora tutte quelle di ordine ! se non & =0 (mod k);
perché quando cid non sia ogni termine di H, deve pure contenere una de-
rivata di ordine »=j=0 (mod k) e quindi sard H,(0)=0 e ¢ (0) =0. Onde
risulta dimostrato I'assunto.

Cosicché se esiste una funzione che soddisfaccia alle nostre condizioni
ed abbia uno zero di ordine k nell’origine, questa dovra essere funzione di u*
e come tale soddisfera Pequazione ¢ (m* u*) = R (¢ (u")), dove R (x) & tale che
R(0)=0, (%)bo:m".

Ponendo #* = v, la nostra funzione diventa una funzione di v che sod-
disfa l'equazione

¢ (m* v) = R (g (v))

e che ha in =0 uno zero di primo ordine. Ma’ allora il teorema del Poin-
cARE ci dice che le condizioni imposte ad R (x) sono sufficienti per assicu-
rarci dell’esistenza di una tale funzione, onde ne verra di conseguenza che
la funzione cercata avente uno zero di ordine k nell’origine esiste.

Dai calcoli precedenti segue inoltre che, quando % =1, e quindi ’equa-
zione si riduce alla forma ¢ (m w)=rc ¢ (%), ¢ (#) non puo differire da ', k
essendo un’intero positivo e ¢ essendo uguale ad w*, o dalle funzioni (p )"
che da quelle si ottengono mutando » in v u: ed invero tutte le quantita
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H,(uw) saranno identicamente nulle percheé le derivate di ordine >1 di
R (x) = ¢ « sono nulle. .

Rimane ad esaminare quali di queste funzioni sono monodrome in tutto
il piano. Se si ¢ nella prima delle ipotesi fatte nel numero antecedente e
cioé |m |>1, dal fatto stesso che la funzione & regolare nell’origine e sod-
disfa 'equazione (2),, segue, come gid osserva il PoincarE, che la funzione
¢ (u) & regolare in tutto il piano. Diremo che queste funzioni appartengono
alla classe del POINCARE.

Se invece {m | <1, tale deduzione non & possibile. Ma si osservi allora
che la funzione non puod avere poli in nessun punto al finito del piano ec-
cettuata l'origine, poiche in virtu dell’equazione (2), se u € un polo di ¢ (u)
anche m u, m* u,..., m' u,... sono poli di ¢ (u), e di tali punti in virta dell’i-
potesi |m |<C1 se ne potrd trovare quanti se ne vuole vicino all’origine onde
lorigine risulterebbe un punto singolare essenziale per ¢ (u) contro I'ipotesi;
e per la stessa ragione ¢ () non puo avere zeri al finito fuori dell’origine. Ed
analogamente +(«) non puo assumere al finito, fuori dell’origine un valore « ra-
dice di P,_, (x) =0, o un valore § radice di @,_, (x) = 0 perché in m u avrebbe
uno zero od un polo rispettivamente. Quindi per un ragionamento analogo a
quello del n.° 4 'equazione avra la forma ¢ (imu) =c[p (u)]’, e dovrd essere

d . :
[% (cx®)| =m" ossia [hca"'],_, = m" onde h =1 ¢ = w". Per una osser-
Jx=0

vazione fatta precedentemente otterremo di qui necessariamente ¢ (u) = (» u)".
Queste ultime funzioni le abbiamo gid trovate: di piu rientrano nella classe
ora studiata, poiché esse si comportano regolarmente anche all’infinito onde

' . o1 . .
basta cambiare # in - ber ottenere che esse soddisfacciano ad una equa-

zione per cui |m|>1. Quindi tutle le funzioni che rispondono alle condizioni del
problema nelle ipofesi 1" e 2. del n.” 5 si possono considerare come rispondenti
al problema nell’ipolesi 1. ed appartengono tutte alla classe del POINCARE.

Si noti che nessuna di queste funzioni & tale che il suo logaritmo sod-
disfaccia alle condizioni del problema, poiche, essendo esse regolari nell’ori-
gine, il logaritmo & necessariamente funzione polidroma di w.

7. Andiamo ora a studiare l'ipotesi 3.2 del n.° 5. Potremo senz’altro
supporre |m|>>1; ove cid non fosse basterebbe mutare  in % e cioé z

in —z, Ci proponiamo di mostrare che in questa ipotesi la (2), deve ridursi
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alla forma
¢ (mu) = c ¢ (u).

Rammentiamo infatti che, come pi volte si & notato, in virta di (2), se
w & un polo per ¢ (u) anche mu, w®u,... m°u,... sono poli per ¢ (u). Cosi
a clascun polo u di ¢ (u) ne corrisponde una serie infinita contenuta in una
successione

T, T e, .., U (S)
e precisamente, tosto che un numero di questa successione e un polo di ¢ (u),
sono pure poli tuttii successivi. Ora una successione (S), contiene sempre un
termine ed uno solo in ogni corona circolare ' compresa fra due cerchi di
centro l'origine e raggiop e |m p. Quindi le serie (S) che nell'intorno dell’o-
rigine contengono dei poli sono in numero finito, altrimenti dentro una tale
corona I esisterebbero infiniti poli e un punto singolare essenziale in un loro
punto di condensazione. Ma vi & di piu: se il grado di Q,_, (x) € h —j(j=1)
e se ¢ (u) ha un polo in « di ordine ¢, in »°» ha un polo di ordine ¢j, in
m*w un polo di ordine tj°, ece.; quindi anche nelle suceessioni (S) non vi
potranno essere poli nel punti m—u per valori di s grandi a piacere se non
¢ j=1, poiché altrimenti in un punto arbitrario di (§) vi sarebbe un polo
di ordine grande a piacere il che & assurdo. Quindi o nell’intorno dell’ori-
gine non vi sono poli, oppure Q,_, (x) & proprio di grado 2 —1 e 1 poli sono
tutti su un numero finito di successioni (S). Analogamente ragionando per
gl zeri, si conchiude che nell'intorno dell’origine non vi sono zeri oppure sono
distribuiti su un numero finito di successioni (S) e P,_, (¢) = 0 non ammette
lo zero come radice. '

Sia ora £ () una radice di @,_, () =0 (di P,_, (x) = 0): se ¢ (u) prende
in u il valore £ («), in mwu o () ha un polo (uno zero), quindi in ogni suc-
cessione (S) non pud aversi che un punto al pil in cui v (#) assume il va-
lore B (il valore «) ed una serie (S) che contenga un tal punto & una serie
contenente poli (o zeri). Ma per essere finito il numero delle serie (S) contenente
poli (o zeri) segue che nell’intorno dell’origine ¢ (#) non assumerd mai né un
valore «, né un valore . Ma pel gia ricordato teorema del Picarp nell’ in-
torno di un punto singolare ogni funzione deve prendere un qualunque suo
valore fatta astrazione al pitt per due di questi; ne verra che tre casi sol-
tanto possono darsi:

12 k<=1, e @, (x) &di grado h —1; esistono un valore « ed un va-
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lore 8, ma pud essere a =0. L’equazione (2), & della forma

¢ () (p () — )"
(p () —B)" 7

la funzione ¢ (u) non prende né il 'valore « ne il valore B nell’intorno del-
I'origine; prenderd quindi ogni altro valore.

2° h==1, ma Q,_, (x) & di grado <<h—1; ancora P,_, (x) =0 deve
ammettere una sola radice « che pud essere anche uguale allo zero: e ¢ (u)
non pud assumere né il valore « né il valore oo nell'intorno dell’origine, onde
segue che @, , () =0 non dovra ammettere radice e quindi 'equazione (2),
diverrd della forma ¢ (mu) =c ¢ (u) (p (u) — «)" .

3.2 h=1; I'equazione (2), & della forma

p(mu)=c

p (mu) = 0.9 (1)

Ma il primo caso non puo verificarsi. Invero siccome nell'intorno dell’o-
rigine ¢ (#) non pud prendere né il valore « né il valore §, essa non pud
o, (o, — )

(“1 - B)h—l

= f: questi valori «, e B, dovrebbero quindi coincidere tutti

prendere neppure i valori di «, e B, tali che

Bl (Bl _ “)h_l
(& —p)r
con « o P: cio che evidentemente per essere «-| B non pud avvenire.
Analogamente non pud aversi il secondo caso. Invero: se « | 0 esi-
sterd ancora un valore «, =}= « tale che ¢ «, (¢, — «)"' =«, e neppure questo
valore «, non dovrebbe essere ammesso da ¢ (u) il che & assurdo. Se poi
a =0 l'equazione diviene ¢ (mu)=c (¢ (»))", e ¢ () non deve nell’intorno
dell’origine prendere il valore zero né avervi dei poli. Dall’equazione mede-
sima si deduce che lo stesso si avra allora in tutto il piano. Ma nell’intorno
dell’origine essa prenderd un qualunque valore diverso da 0 e da oo: in
particolare un valore 4 tale che |c|4">y A y essendo un numero reale

e >1. Ma se u & un tale punto, nel punto m’u — come risulta da un ra-
hs—1

gionamento del n° 4 — ¢ (u) prenderd un valore di modulo >7ﬁ 4 e
quindi un valore che diviene col crescere di s in modulo maggiore di una
qualunque quantitd assegnata. Fissato allora s arbitrariamente grande, si

= a oppure

prenda un punto # in cui ¢ (u) = 4 e tale che |u <mi’; nella corona T

compresa fra i cerchi di raggi p ed |m|p e centro l'origine esisterd un punto
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in cui ¢ (u) diviene maggiore in modulo di y* 4: quindi in una tale corona
' ¢ (u) prenderd dei valori di modulo maggiore di ogni quantitd assegnata, il
che contradice alla conclusione tratta precedentemente che ¢ (%) non ha poli
in tutto il piano.

Non ci resta quindi che di trattare il terzo dei casi precedentemente
enumerati.

Ritorniamo percid alla prima forma del nostro problema: si deve allora
cercare le funzioni meromorfe della variabile complessa z che soddisfanno
alle equazioni

feto)=f(2), [flrto)=cf(?)

e sotto questa forma si riconosce che queste funzioni esistono e non sono
che una classe delle funzioni doppiamente periodiche di seconda categoria
relative ai periodi o e o,: precisamente esse (*) si ottengono tutte mediante
la formula

@) e
f(z):—logc—me boe(e)
G(z_ 2 7:'&')

dove con ¢ (#) si indica una qualunque funzione ellittica di periodi o ed o,,
con o (2) la funzione ¢ relativa agli stessi periodi ed infine con =« si indica
il primo dei periodi di seconda specie.

Resta ancora a vedere, per terminare la nostra classificazione se i lo-
garitmi delle ultime funzioni trovate possono considerarsi come funzioni me-
romorfe di z che soddisfacciano il sistema :

fe+o)=fk), fl+o)=FF)+a

Sarebbe facile vedere che si: del resto immediatamente si vede che le
funzioni che soddisfanno a queste equazioni sono tutte e sole le funzioni
della forma

f(z)=%[*wC(Z)+nz]+s(z).

(2

(*) Cfr. ad esempio BiancHi: Lezioni sulla teoria delle funzioni di variabile complessa e
sulle funzioni ellittiche, pag. 270 e ss.
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8. Riassumendo possiamo conchiudere :
Le funzioni che soddisfanno alle condizioni del problema del n.’ 1 sono
funzioni lineari fratle delle seguenti :
1.° funzioni della classe del POINCARE;
2.° funzioni per cui il secondo membro della seconda equazione (1) e li-
neare in ¢ (u): e precisamente :

2.% a) se §=% (p e q interi primi fra loro) funzioni della forma
1

Yrire [ 2mipz
fy)=e"” q,(e ¢ ) dove r ¢ uno dei primi q nuwmeri dello serie naturale e
$ & il simbolo di una funzione meromorfa ;
- 2.° D) funzioni ellittiche di prima o seconda calegoria di periodi » ed o,
della forma

c(z)_ 'Eu’zs (2)

G(z—ﬂk:z')

dove k ¢ una costante ed ¢ (2) ¢ una qualunque funzione ellittica di prima ca-
legoria di periodi o ed o, ;
2.% ¢) funzioni del tipo

k[—-ofC((z) + 0 2] +e(2).

Osservazione I. Se invece di una sola funzione prendiamo a considerare
come il Prcarp ed il PoiNcarE nelle Memorie citate un sistema di pit fun-
zioni, I'immediata generalizzazione delle due classi di funzioni del precedente
teorema ci riporta ai due tipi gia trovati da questi autori e cioé alle fun-
zioni del Poixcarg ed a quelle per cui la trasformazione subita dalle fun-
zioni quando la variabile aumenta di o, & birazionale. Sarebbe interessante
riconoscere se si pud, come nel caso trattato nel presente lavoro, invertire
la proposizione anche nel caso generale: ¢id non mi & finora riuscito.

Osservazione I1. 1 risultati precedenti si possono facilmente estendere a
casi pitt generali. Cosi si supponga di sostituire alla prima delle (1) I'equa-

zione f (2 4 0) = w% talche si abbiano a cercare le funzioni meromorfe
vF() +
Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XIV. 15
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per cui si ha

L af B s
it )_Vf(z)—|—b‘ (20 —By= 0) 8 ),
fe+0) = B(f(2), )

Anzitutto dovra essere

o R (x) + p
T E@+5 ©

I 'ocw—l—fi)
(yw—|—b
a5

Ma una sostituzione lineare data (Y 3) sl puod notoriamente trasformare
. ) G . . . )
mediante una conveniente sostituzione lineare in una delle forme 01l °

((1) !i) con §=-0. Si puo quindi sempre passare con una sostituzione lineare

dalla f(z) ad una ¢ (2) che soddisfaccia alle equazioni

¢eto)=20(), ¢(+0)=R(() (1)’s
oppure

oeto)=9(@)+8 o(E+o)=E(() (1)’

dove R*(x) & una conveniente funzione razionale. Nei due casi rispettiva-
mente la (6) si riduce alla forma

RB* (xa) = « ID* (x) (6)s

B* (x + B) = B* (x) + 8. (6),

Cominciamo dal 1.° caso. Dai ragionamenti dei n.' 3, 4, 6 risulta in partico-
lare che una funzione ¢ (u) regolare nell’origine che soddisfaccia ad una equa-
zione o (i u) = ¢ ¢ () deve essere mediante una trasformazione lineare riduci-
bile ad una delle forme ¢ (1) = p. «¢* (k intero) oppure ¢ (u) = u" ¢ (u”) ¢ essendo
una funzione meromorfa ed », p essendo interi: nei due casi rispettivamente

2ni 2mir
& m* =c¢, oppure m=¢e¢?, c=e? . Per avere le soluzioni di (6), basta cer-
care quando per le funzioni precedenti si ha ¢ =m =« e ¢ & razionale. Si
deduce che tre soli casi possono aversi:
1.2 « =1, R* () qualunque,
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i
2° a=e?, B*(x) = R* (x*) dove R** & ancora il risultato di una
funzione razionale,
3.° a qualunque, B* (x) = o, ® («, costante).
Il primo caso e quello da noi studiato nel presente lavoro.
Nel secondo caso si avra

s(zto)=e? 0(), 9(z+0)=0 () R™ (o))
Quindi
ortpo)=9(), o@E+o)=09@) B* (@)D

Si ricade quindi ancora in funzioni che soddisfanno anche ad equazioni
del tipo gid studiato. Quindi nuove funzioni si possono ottenere solo mnel
terzo caso: le funzioni cercate soddisfanno alle equazioni

Pzt o) =u9(), ¢+o)=o0aq¢). (1),

Nel caso che si abbiano le equazioni (1), la (6), ci dice che R* (x) deve
avere la forma R* (xv) =« -+ B, (§, costante). Onde si avra 1l sistema

o(z10)=0() 8 ¢(—o)=0()-+F. (1),

Quindi le funzioni soddisfacenti (1), 0 sono tra le funzioni gia trovate, o
soddisfanno ad (1), o ad (1),, od infine sono funzioni lineari di queste.
Come al n.° 2 basta studiare il sistema di equazioni (1);. Se ¢ () sod-

— 1o
disfa ad (1), la funzione ¢ (z) =e “ .o (2) soddisfa le equazioni

4’(2+w)= I (z), ‘xy”(z—}"w,)——:c&b(z) (0:0,1 e—logaw‘)

quindi & una delle funzioni dei tipi 2°a) o 2.°b) di quelle gia trovate da
noi. E viceversa da ogni funzione ¢ (z) se ne deduce una ¢(z) soddisfacente (1),.
Onde le funzioni soddisfacenti (1), sono : ~

ripz
a) le funzioni o (z) = d{(e ¢ ) dove k & costante, ¢ & il simbolo di

una funzione meromorfa, p € intero (tranne che nel caso in cul ¢ & una

. . o . /
costante, dovrad per queste funzioni essere o razionale della forma 1(.1 )’
1
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b) le funzioni doppiamente periodiche di prima o seconda categoria.
Corrispondentemente le funzioni che soddisfanno (1), sono :

2ripz

w

a) le funzioni ¢ (2) ==kz+a{z(e ) Ancora se ¢ non ¢ una costante

. . . [0
per tali funzioni deve essere — = £) .

©, q
b) le funzioni della forma

€, G (2) ¢y 2 4 (u).
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Nuove applicazioni del principio di minimo.

(I Problema di Lord Kelvin.)

(Di Gumno Fusmni, a Genova.)

INTRODUZIONE.

In questo lavoro studio, col principio di minimo, il problema di costruire
una funzione armonica U in un campo I', quando sul contorno ¢ di I & data
la derivata normale di U, o, pit precisamente, studio il problema di minimo,
che Lord Kelvin ha sostituito al problema citato, e che, in certi casi, gli &
equivalente. L’'idea fondamentale & la stessa, che mi ha servito in altro la-
voro (*); perd la diversitd del problema studiato porta svariate differenze nei
singoli punti della trattazione. Il problema & studiato per il caso di tre va-
riabili indipendenti: non avrebbe infatti avuto alcuno scopo lo studio della
questione per il caso di due sole variabili. Io tratto il problema di Lord
Kelvin soltanto a titolo d’esempio: metodo e risultato si estendono ai pro-
blemi dello stesso tipo per (ualsiasi equazione lineare, o per qualsiasi si-
stema di equazioni lineari in modo analogo a quello esposto nei §§ 9-10 della
mia Memoria citata. Il problema di Lord Kelvin & da noi scelto soltanto come
un problema tipico, perche il pill conosciuto e il pit semplice dei problemi
dello stesso genere. E io eredo fermamente che per equazioni differenziali li-
neari (e forse anche per equazioni non lineari, appena si sappia superare
qualche difficoltd ancora non sormontata (**)) il metodo di minimo sia uno
dei pitt potenti e semplici metodi per stabilire i teoremi di esistenza.

(*) Il principio di minimo, ecc. (Rend. del Cire. Matem. di Palermo, Tomo 23). In questa
Mem., il lettore trovera notizie bibliografiche di altri lavori (di WeBer, HiLBerT, LEevI) sul
principio di DiricarneT. Ricordo ancora una nota del Prof. ArzeLA (Rend. dell’Accademia di
Bologna 1897), in cui sono contenute molte eleganti osservazioni a proposito della validita
del principio di minimo.

(**) Queste difficoltd non consistono gia nel determinare la funzione, o le funzioni cer-
cate, ma piuttosto nel verificare che questa funzione, o queste funzioni soddisfano all’equa-
zione differenziale, o al sistema di equazioni differerenziali proposto.
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Sard bene dare qui un’idea dei risultati, cui si perviene in questo ordine
di studii. I problemi, di cui si tratta, si propongono di trovare, in un certo
insieme di funzioni, una funzione U, la quale rende minimo un certo inte-
grale I(U), il cui integrando & una funzione definita positiva di U e delle
sue derivate. Come ha osservato WEIERSTRASS, P'esistenza di un tale minimo
ha bisogno di essere rigorosamente dimostrata: a priori si puo soltanto af-
fermare l'esistenza di un limite inferiore d. Nel campo di funzioni conside-
rato si pud dunque trovare una successione (minimizzante) di funzioni v,,
v,,..., tali che, posto I(u,,)zd—{—%s“, si abbia igg e,=0. E anzi si puo

supporre che le ¢, tendano a zero con una rapiditd grande ad arbitrio, che
1

p. es. la serie Y, o sia convergente. Ora avviene questo fatto, che in alcuni

112

punti del campo I' il lim u, esiste ed & uguale al valore della funzione U

Nn=00

cercata; mentre in altri punti c¢id pud non avvenire (né per la successione
delle u,, né per alcuna successione subordinata, come HILBERT enuncid in
un caso particolare). Questi punti eccezionali formano un aggregato, il quale
da ogni piano, da ogni sfera, da ogni superficie o regolare, che soddisfi cioe
a certe condizioni di continuitd, ecc.) & intersecato in un aggregato di punti
di misura superficiale nulla, (vale a dire in un aggregato di punti, che si pud
trascurare, quando si calecolino, al modo di Lesescug, gli integrali di una
funzione estesi a una porzione del piano, o della sfera, o della superficie ¢
in discorso). In altre parole, se £ & un pezzo di una superficie regolare (piano,
o sfera, ecc.), e do ne & l'elemento d’area, si ha identicamente:

’ Uds=|limu,ds=1lm [undc.
2

) m=00 Nn=00 _
=

Naturalmente io qui parlo di sfere, di piani, ecc., perché T & supposto
a tre dimensioni. Se I' fosse supposto a 2 dimensioni, dovrei parlare di rette,
cerchi, ecé.; se I' fosse supposto a = dimensioni, parlerei di ipersuperficie
sferiche, o piane, ecc., ecc.
Mi spieghero piti chiaramente: Sia S una qualsiasi sfera, interna a I';
e supponiamo che sul contorno di S le #, siano sviluppabili in serie di fun-
zioni sferiche. Allora anche U ¢ sviluppabile in serie di funzioni sferiche; e
i’ coefficienti dello sviluppo si ottengono precisamente come limite dei coefficienti
dello sviluppo in serie delle funzioni u,.
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Come si vede, pure non potendosi porre (in ogni punto di r) U=1limu,,,

n=o0
si pud ciononostante dire che U ¢ la funzione limite delle u,; il teorema pre-
cedente infatti non vale soltanto per gli sviluppi in serie di funzioni sferiche,
ma per uno qualsiasi di quegli sviluppi in serie, © cui coefficienti si ottengono
mediante quadrature.

In questo lavoro io uso degli integrali del LeBescUE, e cerco di appro-
fondire i minimi dettagli dello studio. Si potrebbe fors’anche limitarei all’'uso
degli integrali del Riemaxn; ma la trattazione perderebbe la sua semplicita,
per divenire di una ben maggiore complicazione. D’altra parte mi sia per-
messo esporre l'opinione che degli studii di questi ultimi anni sui fonda-
menti del calcolo il concetto di misura e di integrale secondo LEBESGUE &
la pitt grande conquista. Per consiglio di autorevoli amici, e per essere pil
chiaro, nei §§ 1-2 ho riassunto nel modo pill conciso la definizione e la pro-
prietd di detti integrali: e forse il lettore potra da essi riconoscere quante e
quante questioni fondamentali si possano risolvere col loro mezzo, quanti
teoremi guadagnino di gewreralita e di semplicita !

Ne si deve credere che il concetto di integrali del LeBEsGUE sia un con-
cetto, che esca assolutamente fuori del quadro delle idee abituali agli ana-
listi d’oggi. Le seguenti considerazioni dimostrano anzi che esso vi rientra
nel modo pitu semplice.

Si chiami énfegrale di una funzione continua, o di una funzione integra-
bile secondo Riemany, lintegrale di essa (definito come nelle solite esposi-
zioni del calcolo integrale). .

Si ponga poi per definizione uguale a zero lintegrale di una qualsiasi
funzione, la quale & nulla dappertutto, eccetto che in un aggregato E di punti,
il quale si possa racchiudere in un numero finito, o in un’infinitd nuinera-
bile di intervalli, tali che la somma delle loro lunghezze sia minore di un
numero prefissato, piccolo a piacere.

Se f(x) & una funzione uguale a lim £, (x), dove le f, (x) sono funzioni

n=d

tutte inferiori a una stessa costante in valore assoluto, e per ciascuna delle
quali in un modo qualunque si conosca 1l valore dell’integrale, si ponga per

definizione f f (@) da—1lim [, d=.
n=0oo ./,

Si pud dimostrare che queste definizioni non sono mai contradditorie (*):

(*) Che le precedenti definizioni esauriscano il campo delle funzioni limitate integrabili se-
condo LEBESGUE, segue da un teorema del prof. VitaLi: « Ogni funzione misurabile & somma
di una funzione di Bairg di classe 0, oppure 1, oppure 2, e di una funzione a integrale nullo,
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e che, per mezzo di esse, molte funzioni, non integrabili secondo RiEmaANN,
acquistano un integrale perfettamente determinato. Si puo dire che le pre-
cedenti definizioni costituiscano, rispetto alla definizione di integrali di RiE-
MANN, un progresso affatto simile a quello, che questa ultima definizione co-
stituisce rispetto all’altra: « Dicesi integrale indefinito di una funzione f ()
ogni funzione F'(x), che abbia f(x) per derivata (quando una tal funzione
F (x) esiste». N& questi integrali sono una creazione arbitraria. Basti notare
che, mentre la derivata f'(x) di una funzione f(x), pure essendo limitata,
non & sempre (VOLTERRA) integrabile secondo RIEmaNN, essa (se limitata) e
sempre integrabile secondo LeBrscuE : il suo integrale indefinito & poi (a meno
della solita costante additiva) uguale a f(x).

Nel nostro caso l'ufficio dei nuovi integrali & massimamente quello di
ristabilire la continuita. Mi spiegherd eon un esempio. La funzione ¢ (x) della «,
nulla per tutti e sollanto per i valori irrazionali della x, non & integrabile se-
condo Riemany, ma & integrabile secondo LEeBesGue. E precisamente il suo

integrale indefinito possiede in ogni punto derivata: e si ha i [(p () =0.

Vale a dire la funzione f(x) = T f o (x) d 2 & una funzione dappertutto con-

tinua, mentre ¢ (x) era dappertutto discontinua.

Per il presente lavoro, il concetto di misura secondo LEBESGUE € un con-
cetto fondamentale : soltanto mercé sua io ho potuto compiere le presenti
ricerche. Esso rientra perd nel concetto piti generale di integrale. La misura
di un aggregato misurabile E di punti del segmento (0, 1) non & che I'in-
tegrale, esteso a detto segmento, di una funzione uguale a 1 nei punti di E,
nulla negli altri punti.

§ 1. MISURA E INTEGRALE SECONDO LEBESGUE.

Un insieme E di punti su una retta si dird limiltalo, se esiste un seg-
mento finito, che contiene lutti i punti dell'insieme. Indicheremo con I tanto
questo segmento, quanto la sua lunghezza. Rinchiudiamo E in un numero
finito, o in un’infinitd numerabile di segmenti §, interni a I, in guisa che
ogni punto di E sia interno almeno a uno dei segmenti d. Sia D la somma
delle lunghezze dei segmenti d; le quantitd D avranno un limite inferiore m,.
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che chiameremo misura esterna di E. I punti di/, che non sono punti di E,
formano un insieme E’, che si dice I'insieme complementare di E. Se m, &
la misura esteriore di E’, noi chiameremo la quantitd m, =1 — m, la misura
interiore di E. Si dimostra che m, =m,. Gli insiemi E, per cui m,=m,, si
dicono insiemi misurabili. La quantitda m = m, = m, si dice misura di E e si
indica con m (E). Si dimostra che:

1.° Due insiemi uguali (trasformati I'uno dell’altro mediante un movi-
mento) hanno la stessa misura.

2.° I’insieme E somma d’'un numero finito, o di un’infinitd numera-
bile di insiemi E, misurabili senza punti comuni a due a due, & anch’esso
misurabile e ha per misura la somma delle misure degli insiemi E,.

3.° La misura di tutti i punti di un intervallo ha per misura la lun-
ghezza dell'intervallo.

4.° Un insieme numerabile di punti ha misura nulla.

5° L’insieme comune a piu insiemi E,, E,, E,,... misurabili & misu-
rabile; esso ha per misura il limm (E)), se ogni insieme E, contiene quelli

. =
di indice maggiore.

6.° Condizione necessaria e sufficiente, affinche una funzione sia in-
tegrabile secondo RieMANN & che i suoi punti di discontinuitd formino un
insieme di misura nulla.

Noi diremo che una funzione f(x) é misurabile, se, qualunque sieno le co-
stanti «, B, Vinsieme dei punti, in ¢ui o < f () << P (se « <), oppure Uinsieme
dei punti, in cui a>f(x)>p (se «>B) & misurabile.

11 limite di una serie convergente di funzioni misurabili, o in particolare
la somma di pit funzioni misurabili ¢ misurabile (LEBESGUE).

Quindi, poiché le funzioni y =1, y =" (r intero) sono evidentemente
misurabili, ogni polinomio, ogni funzione limite di polinomi, e quindi in partico-
lare ogni funzione continua, ogni funzione limite di funzioni continue (*) (fun-
zione di Baire di prima classe), ogni funzione limite di tali funzioni, ecc., ecc.,
sono altrettante funzioni misurabili.

E viceversa si puod dimostrare (ViraLi) che se # ¢ una funzione misu-
rabile, esiste una funzione v di Bamre di seconda classe (vale a dire una
funzione limite di funzioni di Baire di prima classe) tale che u— v & diffe-
rente da zero soltanto in un aggregato di punti di misura nulla.

(*) Che & anche, per un teorema di WEIERSTRASS, limite di polinomii,
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Sia y = f(x) una funzione misurabile della 50, definita in un aggregato
limitato E di punti (p. es. un segmento finito). E siano I, L i limiti inferiori
e superiori della .

Se 1, L sono finite, la funzione si dird limitata. Supponiamo dapprima
di essere in questo caso. Dividiamo lintervallo I —¢, L + ¢ in intervalli par-
ziali per mezzo di numeri I, '

l—e=l, <<, <<l,<<---<l,=L—+c¢e (s=cost, e>0)

Poniamo m, ed m’; uguale rispettivamente alla misura di quell’aggregato
di punti, in cui I, =f(x)<ly, o l_,<f(x)=I. Le due somme

n—1 n
%} I.m,, ; I,w, (1)

differiscono di una quantitd non maggiore del prodotto della misura di E
per la pit grande delle differenze I, —I,. Se noi facciamo diminuire inde-
finitamente tutte queste differenze, le due sommatorie citate fendono a wuno
stesso limite, che si dird Uintegrale di g, esteso ad E. Questo integrale non
dipende dal modo, con cui si fanno impicciolire le differenze 1., —1,, e di-
pende soltanto dall’aggregato E e dalla funzione y. Se E & laggregato dei
punti formanti il segmento @ =ax = b, l'integrale in discorso si indica col

b a b
simbolo | ydx. E si pone poiJ ydw:—J y da. Si ha quindi:

a b a

Ogni funzione limitata misurabile & integrabile (ammette un integrale) (*).
Se una delle quantitd I ed L non & finita, ossia, se la funzione misura-
bile ¥ non & limitata, si scelgano infinite quantita

A< <L <<L<,...

il cui limite inferiore (superiore) sia — oo (-+ o). Ripetendo le considera-
zioni precedenti, saremo condotti allo studio delle (1), le quali perd, non sa-
ranno piu semplici sommatorie, ma vere e proprie serie. Se si ammette la
loro convergenza, si pud ancora dimostrare che esse tendono a uno stesso

(¥) Se poi la funzione & integrabile secondo Riemann, I’integrale cosi definito coincide
con l'integrale ordinario,
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limite, quando la massima delle differenze I,—1,_, tende a zero. E di nuovo
si definisce l'integrale di y come uguale a questo limite. La funzione f(x) &
quindi integrabile, secondo LEeBESGUE, allora e allora soltanto che |f(x)| &
integrabile. Si dimostra:

1.% Se le funzioni misurabili f,(x) sono tulle inferiori a una stessa co-
stante K in valore assolulo, e se f(x)=1lim f, (x), allora f(x) é integrabile, e

ha per integrale il limite dell’'integrale di f, (x) per w = co. (LEBESGUE).

2.°%) Se i resti di una serie di funzioni wmiswrabili sono tutti inferiori a
una stessa costante in valore assoluto, la serie si puo integrare termine a
termine. (LEBESGUE).

3.%) Se la serie u, + u, + us+ -+ & convergente, e se converge la serie
degli integrali delle funzioni |u,|, la serie si puo integrare termine a termine.
(Levr).

4.%) Se f(x) & integrabile in ogni segmento interno a un segmento (@, b)
(per il che occorre e basta che sia integrabile nel segmento (a, b)), la deri-

@x

vala di f f (@) dax éuguale a f(x)in tulti i punti del segmento, escluso al pii
a

un aggregato di misura nulla. (LEBESGUE, Levi, ViTALl). )

5.% 1l valore dell'integrale di una funzione f(x) non muta, quando si
cambino i valori di f(x) in un aggregato di punti di misura nulla. Cosicche
si puo parlare di integrale di una funzione, anche quando questa funzione
non é definita in un aggregato di punli di wisura nulle.

Diremo che una funzione f(x), definita in un segmento a=x <=5, &
assolulamente continua, se, dato un qualsiasi numero positivo ¢, si pud tro-
vare un numero positivo 3 tale che:

Se (a;, =2 =0, dove a,=a, b, = b) sono dei segmenti qualunque in nu-
mero finito, o formanti un’ infinitd numerabile, la somma delle lunghezze dei
quali ¢ inferiore a 9, allora:

|3 (re) — r@) | <

Vale allora il teorema (ViraLl):

Condizione necessaria e sufficiente, affinché una funzione f(x) possegga
una derivate f’(x) (escluso al pidt un aggregato di punti di misura nulla)
tale che Vintegrale indefinito di f'(x) sia (a meno di una costante additiva)
uguale a f(x), & che la funzione f(x) sia assolutamente continua.
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Daremo ora un semplicissimo corollario della definizione d’integrale:
TeorEMA I. Se f(x) & una funzione positiva definita nell’ intervallo
B
a=x=_0, e se J f(x) d ®x = L, la misura dell’ aggregato di punti, ove f(x) = K

a

(K costante qualunque) ¢ non maggiore di % Siano ora fi, fa, f:,... infinite
: 8

funzioni positive definite nello stesso intervallo « =x =8; e sia [f‘ dx=c¢,.
a

L’aggregato dei punti dove f;=¢? (@ = cost.) ha una misura non maggiore

di e7e. L’aggregato S, dei punti, dove vale almeno wuna delle disugua-

glianze: fi=¢?, f,=¢f,, fiys=¢%,,... ha una misura non maggiore di

em® el + it <4 - - - Supponiamo che si possa trovare una costante @ in

guisa che Y, ¢i~®sia una serie convergente. Allora lim (e}~ -} +-elf 8+ ) =0.

i1
1=00
Notiamo ora che l'aggregato S; contiene tutti gli aggregati S,,,, S.1,,... L’ag-
gregato S, comune a tutti gli aggregati S;, S.,,..., ha quindi per misura il
limite per ¢ = oo della misura di S;, ossia ha misura nulla. Ogni punto A4,
esterno a S, & poi esterno a tutti gli aggregati S,, da un certo valore di %
in poi, p. es. per k>4, dove j & un intero, che variera generalmente col
variare di 4. E quindi, per £>>j, sard (nel punto 4) f, <<ef. Quindi:
TroreMA II. Se le funzioni positive f., definite in uno stesso intervallo

8 .
a<<x << B, soddisfano alleJ f:dx<c, e se aé una costante tale, che la serie

a
2“ ei=% sia convergente, allora, escluso al piit un aggregato di punto di misura

nulla, esiste per ogni altro punto A del citalo segmenlo un numero j, tale
che per © >j sia f,<ef.

§ 2. GENERALIZZAZIONE ALLE FUNZIONI DI DUE O PIU VARIABILI

La misura esteriore di un insieme E di punti, posti in un piano, si de-
finisce come il limite inferiore della somma delle misure (aree) dei triangoli
(in numero finito, o formanti un’infinitd numerabile), nei quali si possono
racchiudere i punti di E. La definizione & la stessa, che nel § | abbiamo dato
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per gli insiemi di punti di una retta: soltanto che ai segmenti abbiamo ora
sostituito dei triangoli. Come nel § 1 si definisce poi la misura inferiore; si
dicono misurabili gli aggregati, la cui misura interiore e esteriore sono uguali.
Il valore comune di queste misure si dice misura dell’aggregato.

Per la misura degli aggregati di punti di un piano valgono proprietad
affatto analoghe a quelle enunciate nel § 1 per la misura degli aggregati di
punti posti sopra una retta.

Quando si voglia distinguere la misura di un aggregato, definita teste,
dalla misura definita al § 1, si chiama quest’ultima misura lineare, e 1'altra
misura superficiale. Cosi p. es. un aggregato E di punti posti su una retta »
di un piano = ha misura superficiale nulla, mentre pud avere una qualsiasi
misura lineare, € pud anche non essere misurabile linearmente.

L’insieme comune a due o pil aggregati si dird intersezione degli ag-
gregati stessi. A

Un aggregato di punti del piano (x, y) si dice essere linearmente misu-
rabile se la sua infersezione con una qualsiasi retta = cost.,, 0 gy =cost. &
(linearmente) misurabile (nel senso del § 1). (Ricordo che con («, ) indichero
qui e pitt avanti coordinate cartesiane ortogonali).

Un aggregato E di punti del piano (x, y) si dice (FuBInI) essere linear-
mente nullo, se i valori di un parametro K, tali che la retta @ = K, o la retta
y =K, o il cerchio (x — a)* 4 (y — 8)* = K* (dove («, ) & un punto fisso, ma
qualunque del piano), o ecc., contenga almeno un punto di E, formano un ag-
gregato di misura nulla. Gli aggregati linearmente nulli hanno misura super-
ficiale nulla.

Oss. Per definire la misura esteriore di un aggregato posto in un piano
(donde abbiamo dedotto i concetti di misura interiore, di aggregati misura-
bili, ecc.), siamo partiti dall’ insieme dei triangoli del piano. Invece di trian-
goli, avremmo potuto usare rettangoli, o in particolare rettangoli con lati
paralleli agli assi coordinati, o pill generalmente ogni insieme s di aree s
il quale goda delle due seguenti proprieta:

1.*) Ogni area ¢ di = & misurabile.

2.%) Preso un qualsiasi triangolo A del piano, si pud trovare un nu-
mero finito, o un’infinitd numerabile di aree ¢ di 2, tale che ogni punto in-
terno a A sia interno ad almeno una delle aree ¢ considerate, e che la somma
di queste aree differisca dall’area di A di una quantitd piccola a piacere.
Tra tali sistemi di aree, ricorderemo, come specialmente notevole, il sistema
dei quadrangoli, due lati dei quali sono segmenti di rette uscenti da un
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punto O fisso, mentre gli altri due lati sono archi di cerchii, aventi il centro
nel punto 0. Questo sistema di aree serve, quando si usano coordinate po-
lari. Considerazioni simili si possono ripetere per i sistemi pit svariati di
coordinate curvilinee.

Come nel § 1, si definiscono poi le funzioni f(x, y) misurabili di due
variabili «, ¥, e gli integrali di dette funzioni, estesi a un campo I' del piano
(2, ¥); si pud dimostrare che le funzioni f(x, y) misurabili e limitate sono
integrabili superficialmente, e si possono estendere gli altri teoremi, enun-
ciati nel § 1 per le funzioni di una sola variabile.

Se noi indichiamo con (f(x, y) dx d y lintegrale di f(x, y) esteso a un
T
campo I' del piano (x, y), si puo dimostrare che detto integrale & in ogni

caso (LEBEsGUE, FuUBINI) uguale a[d ® J“f (, 9) dy=de“f (@, y)da.

Questa formola, che riconduce nel caso piu generale il calcolo di inte-
grali superficiali al caleolo di integrali lineari, si pu6 estendere anche a coor-
dinate polari, o ad altri sistemi di coordinate curvilinee.

In modo analogo si definiscono la misura a tre o piu dimensioni di un
aggregato di punti, e I'integrale di una funzione di tre, o pitt variabili; e
si estendono a questo caso le proprieti enunciate per gli aggregati di punti
su una retta, o su un piano, e per gli integrali delle funzioni a una o due
variabili.

§ 3. LA COSTRUZIONE DI UNA FUNZIONE ARMONICA U IN UN CAMPO T DATO,
QUANDO SIANO PREFISSI I VALORI DELLA DERIVATA NORMALE DI U SUL CON-
TORNO 6 DI T.

Il problema enunciato nel titolo del presente paragrafo & stato, come &
noto, trasformato da Lord KeLviN in un problema di minimo, che enuncie-
remo (per il momento sotto forma un po’ grossolana) per il caso di campi
a tre dimensioni:

Sia T un campo dello spazio a tre dimensioni, in cui (x, ¥, ) sono coor-
dinate cartesiane ortogonali. I ne sia ¢ la superficie contorno. Sia f una fun-
zione integrabile dei punti di . Si costruisca wuna funzione U, esistente in T,
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lale che

~

JfUdc:l (1)

(quando Tintegrazione sia estesa a tutta la superficie o, e si indichi con de

Pelemento d’area della s), e che I integrale I(U) =’ A, Ud~ (dove, al so-
T

R .. . (0 U\’ o U\ o U\?
lito, ho indicato con A, U il parametro (Wc) -+ (a—y) -+ (W) > con drT

Ielemento di volume di I, e dove I'integrazione & estesa a tutto il campo I)
abbia ¢l minimo valore possibile, compatibile con la (1). Dimostrare poi che U
¢ armonica. Faremo anzitutto alcune osservazioni:

1> La funzione f dei punti di s & una funzione, che differisce soltanto
per un fattore costante dai valori prefissati della derivata normale di U.
Ammessa per un momento l'esistenza della funzione armonica U, che risolve
il problema di Lord KeLviN, e ammessa l'esistenza della derivata normale
di U nel punti di s, si pud infatti (*) (con convenienti ipotesi restrittive di
continuita, ecc., relativamente alla superficie o, e alla .derivata normale di U)
dimostrare che la derivata normale della U & proporzionale alla funzione f.
Il problema di Lord Kervin & quindi pit generale del problema, ricordato
nel titolo dell’attuale paragrafo, non solo percheé il problema di Lord KeLvin
impone alla f la sola condizione della integrabilitd, ma anche perché nel-
I'enunciato di esso non figura per nulla la condizione che il contorno ¢ di T
possegga normali.

23) Nel problema ricordato nel titolo del presente paragrafo si am-
mette sempre, come & noto, che i valori f della derivata normale della fun-
zione cercata soddisfino alla

ff de=0. | )

Qual’ & Pefficacia di questa condizione per il problema di Lord KeLvin?
Se la (2) é soddisfatta, allora in virtd di (1), la funzione U non pud essere
una costante. E invece, se la (2) non fosse soddisfatta, la funzione U, che

risolve il problema di Lord KrrLviy, & uguale alla costante ,1 - L’ effetto
dea

[

%) Cfr., p. es., HADAMARD, Lecons sur la propagation des ondes (1906), page 6.
p P
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dunque della, (2) per il problema di Lord KELVIN & quello di assicurare che
la funzione cercala U mon sia una costante.
3.*) Faremo ora un’ultima osservazione. Abbiamo detto nell’enunciato

del problema di Lord KeLviN che I(U)= JAI Ud e ha il valore minino pos-

sibile, compatibile con la (1). Ma in modo analogo a questo fu gid osservato
(Levi) per il problema di DirtcHLET, si pud dimostrare che il problema, cosi
enunciato, non ammette in generale risoluzione. Cid si evita precisando il
problema di Lord Kervix nel modo seguente:

Si potrebbe p. es. dire che una funzione » (x, y, 2) appartiene al campo
funzionale (u), se essa esiste in I, soddisfa su ¢ alla (1), ed ha in ogni punto 4
interno a I derivate prime 0v , ov 5 90 continue, le quali possono anche

dx dy 0¢z
crescere indefinitamente quando 4 si avvicina a o, in guisa pero che esista

e sia finito l'integrale I (v) =‘ A;vd~. Ammessa per un momento l'esistenza
r

di tali funzioni, si dica d il limite inferiore dei valori di I(v). Il problema

di Lord KeLviN si pud enunciare cosi:

Dimostrare che d é un minimo, ossia che in (u) esiste una funzione U,
tale che I(U)==d. Dimostrare poi che U é armonica.

E perd interessante notare, che le condizioni da noi imposte alle fun-
zioni di (#) non sono tutte essenziali, e che, pure lasciando al campo (u) di
funzioni una maggiore generalitd, non si complicano per nulla le future con-
siderazioni. E anzi il risultato che ciononostante la funzione U minimizzante
& unica ed é analitica acquista maggior rilievo. Il campo (u) funzionale, a
cui ci riferiremo, & il seguente :

) Le funzioni di (#) esistono in ogni punto 4 internoarT,e vi sono
continue. Per ogni funzione v di (u) esiste ed & finito I(v).

P) I valori, assunti da una funzione v di (#) in un punto 4 di I, hanno,
quando 4 tende a un punto di o, limiti, che soddisfano la (1) (¥).

1) Sopra ogni retta coordinata, escluso al piti un aggregato G di rette
di misura nulla, ogni funzione » di (#) & assolutamente continua. (G potrebbe

(*) E, per quanto si é visto al § 1, potrebbe anche darsi che esistesse in ¢ un aggregato @
di punti di misura nulla, tale che il valore di una funzione v di (#) in un punto 4 interno
a I' non tendesse ad alcun limite, quando 4 si avvicinasse a un punto di G. Naturalmente
questo gruppo G potrebbe variare, al variare di v in (u).
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anche variare al variare di v in (u)). Ricordo che con le parole: rette coor-
dinate e piani coordinati indico, secondo una terminologia universalmente
addottata, le rette ¢ i piani paralleli rispettivamente agli assi e ai piani
coordinati.

La condizione (y) (Cfr. § 1) ha per conseguenza, che su una retta coor-
dinata, p. es. una retta y=1y,, 2 = 2,, (escluso al pilt un aggregato di mi-

sura nulla di tali rette) esiste la g; e vale la

—’U(w,, Yo, 060)'—"0(900, Yo, zO)

J av ml yo, 00 (2, y,, 2)
se il segmento congiungente i punti (x,, y,, 2,) e (@, ¥, %) & formato tutto
di punti appartenenti a . L'esistenza di funzioni v (x, g, 2) soddisfacenti alle
precedenti condizioni & un fatto intuitivo, e si puo dimostrare rigorosamente

nei casi pilt ampii e svariati. Se infatti w (x, ¢, 2) ¢ una funzione esistente
in T, oin un campo pilt ampio, che entro I soddisfa alle («), (y), € su ¢ non

soddisfa proprio alla ff wdo=1, esiste una costante h =|=0, tale che la fun-

zione v = h w soddisfa alla ().
Sul campo I' e sul contorno s & necessario imporre qualche condizione :

le condizioni si possono enunciare dicendo che il problema precedente deve
avere un significato: vale a dire che si possa parlare di integrali estesi a T,
0 a 6, di punti interni a T, ece. Né diminuisce la generalitd il supporre T
connesso. Naturalmente si deve poi ammettere la integrabilitad di f su o, af-
finché le (1), (2) abbiano un significato. Nel § b perd per semplicitd impor-
remo alla funzione f, e alla superficie ¢ ulteriori condizioni, poco restrittive,
che abbreviano la trattazione in qualche punto. Noi supporremo ciog;

«) che ¢ si possa suddividere in un numero finito di pezzi ¢,, o,,..., 5,,
ciascuno dei quali sia in relazione biunivoca con la sua proiezione (ortogo-
nale) su almeno uno dei piani coordinati.

P) Che, se o, (i =mn) & in relazione biunivoca con la sua proiezione or-
togonale ¢’; p. es. sul piano @ = cost., esiste una costante finita L, tale che
valga la

ﬁfcplda,.fLﬁq;ldydz
0 o'y

qualunque sia la funzione ¢ (purché integrabile) dei punti di o, o, cid ch’
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lo stesso, dei punti di ¢’;. Questa ultima condizione & soddisfatta p. es. se f
e una funzione limitata, e se o, ha in ogni punto un piano tangente varia-
bile con continuitd, e giammai normale al piano x = 0.

§ 4. LE SUCCESSIONI MINIMIZZANTI PER IL PROBLEMA DI Lorp KEeLvIN.

Essendo @ il limite inferiore dei valori di I (v), quando v & una funzione
dell'insieme (u), noi potremo in infiniti modi scegliere in (u) una successione
minimizzante di funzioni »,, v,,...: ciog una successione di funzioni tale che

I(v,) abbia per m=oc il limite d, ossia che, posto I(v,;)zd—i—ibt‘—, sia

lime,=0. E anzi noi potremo sceglierla in guisa che ¢, <1, ¢,_, >c¢,, e che
n=
1

. T . 1 . ) .
la serie Esff sia convergente. Se k =5 la serie Y ¢k ha per n“™ termine
n n

1 1

la quantitd et=-¢, ¢, 3. Ossia (poiché k—%EO, 0<<e<<l, e quindi

k—
€n _4_1) i termini della serie Y, ¢ sono minori dei termini della serie
n

w| =

1 -
J.cn ; quindi la serie Y, ¢k & pure convergente. Noi dunque potremo riferirei
% "

- - - . : 8”
a una successione minimizzante v,, v,,.... tale che, posto I(v,)=d -+ 6’

sla g, <1, £,>0, ¢,>c¢,,, per =1, 2, 3,..., e che la serie 3¢ converga
n

per k= % - Porremo M,=v,— v,_,.

Studieremo ora il comportamento della successione delle v, sulle rette
coordinate: noi parleremo delle rette y =2 = cost. Ma naturalmente quanto
diremo per esse varrd ancora per le rette parallele all’asse delle y, 0 a quello
delle 2. Le rette parallele all’asse delle  si divideranno in due categorie:
rette regolari e rette eccezionali. Diremo rette regolari quelle, su cui sono
soddisfatte le seguenti proprieta :

1.2) Le funzioni v, (considerate come funzioni della sola x) vi sono
assolutamente continue.
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: .
2.%) L’integrale f (Bal\i,.) dx (dove M,=v,—v,_,) esteso a un qualsiasi
l

segmento, 0 a un qualsiasi gruppo di punti ! della retta considerata, tutto

interno a I, &, da un cerfo valore di ¢ in poi (che varierd in generale col va-
2

riare della retta considerata) minore o uguale a ¢’. Chiameremo rette ecce-
zionali quelle, su cul non & soddisfatta I'una o l'altra delle precedenti pro-
prieta.

Vale il teorema:

Le rette eccezionali formano un aggregato di misura (superficiale) nulla.

Infatti, siccome per ipotesi ogni funzione » appartiene all'insieme (), le
rette, su cui una qualunque delie v, p. es. la ,, non & assolutamente con-
tinua formano un aggregato di misura nulla. E, poiché la somma di un’in-
finitd numerabile di aggregati di misura nulla ¢ ancora un aggregato di mi-
sura nulla, le rette, su cui non & soddisfatta la prima delle due condizioni
enunciate pitt sopra, formano un aggregato di misura nulla.

Basterd dunque dimostrare che le rette, su cui non & soddisfatta la se-
conda delle due condizioni precedenti, formano anch’esse un aggregato di
misura nulla. Si puo infatti dimostrare che I (3,) =¢, (¥). Ora, per i teoremi
del § 2, si ha

1 (M) =dedzJA1 Mdw=s¢,.

E quindi, per il Teor. I del § 1 (che si estende immediatamente alle
funzioni di due variabili) si ha che esiste al pit un aggregato di rette di
misura nulla, in cui non & soddisfatta, a partire da un certo valore di ¢ (varia-

1 2
1— = =
bile in generale al variare della retta considerata) la ( AMde=c¢ °>=¢.

o

(La quantitd a, cui si accenna nell’enunciato del citato Teor. I[ & nel nostro

caso uguale a 1 —%:%)- A fortiori resta dimostrato il nostro teorema,

percheé (%)’ =A, M,.

(*) Levr, Sul principio di DiricaLer (Rend. del Cire. Mat. di Palermo, tomo 22), §§ 30-31;
e Fusint (loc. cit.), § 2. Il teorema in discorso é il seguente: Se v, w sono funzioni di (u), se
ITwy=I(w)=d+e¢, allora I (v —w)=6e.
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Studieremo ora i piani coordinati, e ci riferiremo ai piani « = cost. Di-
videremo 1 piani &= cost. in due categorie: i piani regolari, e i piani ecce-
zionali. Diremo piani regolari quelli, che soddisfano alle due seguenti pro-
prieta :

~ 2 2
1.%) Su un tal pianoJf[(aa]g‘) —1—(361‘3‘) ]dydz é, a partire da un

certo valore dell'indice ¢ (variabile in generale col variare del piano), minore
2

di <, quando Pintegrale sia esteso a una qualsiasi porzione, o a un qual-
siasi gruppo di punti del piano considerato, che & interno a I
22) Le rette eccezionali, parallele all’asse delle y o all’asse delle z,
poste su un tal piano, formano un aggregato che ha misura (lineare) nulla.
Vale il teorema:
I piani eccezionali formano un aggregato di misura (lineare) nulla.

Poicheé 1 () =[ A, M,d==c, e, per i risultati del § 2,

’AAl lVLdr:demfAI Mdyds,

si ha, per il Teor. Il del § 1, che esiste al pit un aggregato di piani = cost.,
di misura nulla, in cui, a partire da un certo valore dell’indice ¢ (variabile
in generale da piano a piano) non & soddisfatta la

L o M,\* (9 M,\?
3 \ F 2 1 P A
fAIM,.dydzfs‘.. Poiche (8y)+(6z)_A‘M”

ne segue immediatamente che i piani, i quali non godono della prima delle
due citate proprietd, formano un aggregato di misura (lineare) nulla.

Consideriamo ora le rette eccezionali parallele, p. es., -all’asse delle y.
Esse formano un aggregato di misura (superficiale) nulla: vale a dire esse
intersecano il piano y=0 in un aggregato E di punti di misura (superfi-
ciale) nulla.

Ma per i teoremi del § 2 tale misura si ottiene integrando rapporto a «
la misura (lineare) dell’aggregato, in cul E ¢ intersecato da una retta « = cost.
Le rette @ = cost. del piano y =0, su cui questa misura o non esiste, o &
differente da zero, formano dunque un aggregato di misura (lineare) nulla.
Percid i piani «= cost.,, che contengono un aggregato di rette eccezionali
parallele all’asse delle y, la cui misura lineare o non esiste, © non & nulla,
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formano un aggregato di misura nulla. Altrettanto si puo ripetere per le
rette parallele all’asse delle z: e resta cosi dimostrato completamente il teo-
rema enunciato.

Teorema fondamentale. Se la successione minimizzante delle v,
converge in un punto A di una retla regolare r, essa converge uniformemente
in ogni segmento 1 di r, inlerno a T e conlenente il punto A.

Sia B un punto qualunque di tale segmento I. Sara, a partire da un
certo valore di 4

2

B
1 (aM‘)’dw f[(aM") dwés?.
" ox ., 0x

Ora per la formola di Scawarz, che vale anche per gli integrali del Lg-
BESGUE (¥), se ne deduce:

1

B
(LI l =T ¢’ (I = lunghezza del segmento 7).

da
A

Poiché r & una retta regolare, se ne deduce

1
| M, (B) — M, (4) | =T}

ossia
1

M, '(B) =M, (4)+0,JTed (—1=0,=1).

Questa disuguaglianza vale, a partire da un certo valore di ¢, dipendente
dalla retta » considerata, per tutti i punti B di L
Ora la convergenza della successione delle v, equivale alla convergenza

[+ ]
della serie v, -+ Z (vi4, — v;), ossia alla convergenza della serie = M;. Questa
t=1

1

serie converge dunque per ipotesi nel punto 4; e, poiche la serie 3¢’ & asso-

(*) Levy, loc. cit., n.° 27. Veramente noi qui adoperiamo soltanto un caso particolare
della formola di ScEwARz: che cioé 1’integrale di una funzione ¢, esteso a un aggregato 4

di misura «, & minore in valore assoluto del prodotto della radice quadrata di « per la
radice quadrata dell’integrale di ¢2, esteso allo stesso aggregato 4.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 18
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lutamente convergente, dalla uguaglianza precedentemente stabilita segue che
la serie % M, converge uniformemente nel segmento . c¢. d. d.

Osserviamo ora che, essendo I' per ipotesi un campo connesso, due punti
di I si potranno sempre (e in infiniti modi) congiungere con una spezzata
rettilinea, formata tutta di segmenti interni a I' e paralleli a uno degli assi
coordinati. Una tale spezzata si dird una spezzata coordinata.

Diremo poi che una spezzata coordinata & regolare, se i suoi lati sono
tutti rette coordinate regolari.

Dal teorema precedente si deduce :

Se la successione delle v, é convergente in un punto A, essa converge in
tutti © punti B, che si possono congiungere con A mediante una spezzata coor-
dinala regolare.

E poi ben evidente che:

Se S é un’ area piana, connessa, interna a I’y posta su un piano coordi-
nato = (parallelo, p. es., al piano delle x) e regolare, due punti A e B di S
sono sempre congiungibili mediante una spezzata regolare, se U'uno e Ualtro
sono posti su una refla coordinata regolare del piano =.

Infatti siano r, " le due rette, su cui sono posti rispettivamente i punti
4, B; e supponiamole dapprima concorrenti in un punto C, tale che i seg-
menti 4 C, C B siano interni a I'. La spezzata 4 C B congiunge i punti 4, B
ed e regolare.

Se invece non é soddisfatta I'ipotesi, da cui siamo partiti, & ben evidente
che potremo congiungere i punti 4, B con una spezzata 4C, C,...C, B, tale
che i lati 4 C,, C, B siano posti rispettivamente sulle rette r, +’; e che ogni
altro lato della spezzata sia una retta coordinata del piano =.

Le rette coordinate eccezionali di = formano aggregati di misura (lineare)
nulla. Quindi le rette regolari formano aggregati dappertutto densi in S;
potremo dunque sostituire ai punti € altri punti C’, vicini quanto si vuole
ai corrispondenti punti C, in guisa che la spezzata 4 C’, C',... (', B sia una
spe\zzata regolare c. d. d.

Sia ora S una qualsiasi regione piana connessa, interna a T. Essa si
potra evidentemente dividere in un numero finito, o-in un’infinitd numera-
bile di pezzi S,, S., Ss,... ciascuno dei quali si pud proiettare ortogonal-
mente in un pezzo, tutto interno a I, di un piano coordinato regolare (*).

(*) Infatti i piani coordinati non regolari (eccezionali) formano aggregati di misura nulla;
e quindi i piani regolari formano aggregati dappertutto densi in I'.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



del principio di minimo. 131

Sia p. es. S, proiettato ortogonalmente in un pezzo S’, di un piano =, re-
golare, coordinato, e parallelo al piano delle . I punti di §,, S’; sono
in corrispondenza biunivoca. Le rette eccezionali parallele all’asse delle =
formano un aggregato di misura nulla. Quindi, escluso al pili un aggregato
di punti di misura nulla di S,, ogni altro punto di S, & unito al corrispon-
dente di S’, da una retta regolare. I punti di S’;, che non sono posti su
alcuna retta regolare di =,, formano un aggregato di misura nulla. Escluso
quindi al pitt un nuovo aggregato di punti di misura nulla, ogni altro punto
di S, & congiungibile mediante una retta regolare a un punto di =,, posto su
una retla coordinata regolare di =,.

Ripetendo analoghi ragionamenti per S;, S;,... e ricordando che un ag-
gregato, somma di un numero finito o di un’infinitd numerabile di aggregati
di misura nulla, & pure di misura nulla, otteniamo: Se S ¢ una qualsiasi
regione piona connessa interna o T, ogni punto di S (escluso al pilt un aggre-
gato di punti di misura nulla) é congiungibile con una retta coordinata re-
golare a un punto posto su una retla coordinata regolare di un piano coor-
dinato regolare.

Siano ora S, S due aree piane interne a I, che supporremo senz’altro
poste su due piani =, =’ regolari (*). E ben evidente che noi potremo trovare
due aree S,, S, interne rispettivamente a S, S’ e un numero finito di piani
T, Tg,eee, T,, in modo che ogni punto di S, sia congiungibile a un punto
di &, mediante una spezzata coordinata, i cui vertici sono posti su =,, =,,...,
%,. E anzi, se escludiamo un aggregato di punti di misura nulla su §,, S,
potremo supporre che questa spezzata sia regolare. E, se escludiamo altri
aggregati di misura nulla, potremo supporre che punti corrispondenti di
S;, &', siano posti rispettivamente su rette regolari dei corrispondenti piani
=, =. Dunque:

Se m, &' sono piani coordinati regolari, possiamo sempre trovare, data una
regione S di © interna a T e una regione S’ di = interna pure a T, un punto
A di S, e un punto A" di S’, posti U'uno su una retla regolare di =, Ualtro
su una retta regolare di =', i quali siano congiungibili mediante una spezzata
regolare. Se ora ricordiamo i risultati fin qui ottenuti, e ricordiamo che,
se un punto 4 & congiungibile tanto a un punto B, che a un punto C me-

(*) Potrebbe anche darsi che #, »' coincidessero in uno stesso piano =, che l'interse-
zione di =, e di T risultasse composta di pill aree distinte B,, R,,..., e che S, S fossero
parti di due di queste aree, non connesse tra di loro.
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diante una spezzata regolare, anche i punti B, C sono congiungibili mediante
una spezzata regolare, troviamo :

Sia A un punfo di un piano regolare =, posto su una retta regolarve di .
I punti di T non congiungibili con A mediante una spezzata regolare formano
su ogni piano (coordinato, o no) un aggregato di misura superficiale nulla,
e in particolare formano su ogni piano regolare =" un aggregato Fn, tale che
le rette coordinate, le quali contengono un punlto di E,-, formano aggregati di
misura (lineare) nulle. L'insieme E di questi punti ha dunque misura (a tre
dimensioni) nulla. Se esiste ed ¢ finito in A il lim v, , questo limite esiste ed é finito

=X

in tutto T, esclusi al pit © punti di E. Le rette coordinate che contengono un punto
di E formano aggregati di misura (superficiale) nulla. L’ intersezione di E con
un piano coordinato regolare & un aggregato linearmente nullo. Ad altri e
analoghi risultati perverremmo, se, in luogo di coordinate cartesiane ortogo-
nali, usassimo coordinate polari, o altre coordinate curvilinee.

Osserviamo ora che in virta della (2) (§ 3), se una funzione v appartiene
a (u), anche la funzione v cost. appartiene a (u). Se v,, v,,... € una suc-
cessione minimizzante, e k,, hy, h,,... sono costanti arbitrarie, anche v, + h,,
V0, + I,,... &€ una successione minimizzante, che ha a comune con la succes-
sione iniziale relte e piani coordinati regolari. Noi potremo servirci di queste
costanti additive, che sono in nostro arbitrio, in guisa che la successione
minimizzante v, - k,,{v;, -+ he,... converga nel punto 4 verso un valore finito.
E, per non introdurre nuove notazioni, indicheremo questa successione an-
COra CON ¥, , ¥y,... Eissa convergerda in tutto T, esclusi al pitt i punti dell’aggre-
gato E; ossia (come potremo dire con linguaggio analogo a quello della mia
Mem. cit.) sara quasi-convergente in T. Di pill, per quanto abbiamo visto, la
funzione limite v = lim v, sard una funzione continua su ogni retta regolare,

Nn=00
non contenente punti di E. In modo ancora pil‘l semplice si potrebbe dimo-

owv,
n=oo a LI—IEO 01 Yy }zl—oo

in un aggregato F di misura nulle (* ) Ma cid ha per noi scarso interesse.

(*) Del teor. 1I del §1 si deduce che, escluso al pit un aggregato di punti di misura nulla,
2

esiste per ogni altro punto 4 di T un intero %, tale che per ¢ >k, si ha (in 4) 4, M;ss?,

1 1
s as . |0 M; o M; 3 |0M;
e quindi anche a fortiori |~~~ l =e?, 7y | = 2, ”4 ¢3. In questi punti CONVergono
. 3 M,' 5 Mf B
dunque le serie f: P T 2 ﬂ ed esistono quindi i lim ——* ov 11 00, , lim 9on
x Yy i 0z n=00 6 Y n= 0#
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§ 5. LA FUNZIONE ARMONICA LIMITE.

Noi dimostreremo ora che esiste in I' una funzione armonica U, la quale
coincide con v = lim v, in tutti i punti, esclusi al piw ¢ punti di un aggregato E’

Nn=00
di misura nulla, e che di piu le rette coordinale, che conlengono un punto di E o
di E' formano un aggregato di misura (superficiale) nulla. Dimostreremo poi
che U é la funzione che risolve il nostro problema. Premetteremo lo studio di
alcune proprieta della v, a cui abbiamo gia alluso nell'introduzione. Sia = un
piano coordinato @ = « (« = cost.) regolare. Sia R un rettangolo posto su =, in-
terno a I', coi lati paralleli agli assi coordinati. Le rette eccezionali di = for-
mano un aggregato di misura (lineare) nulla: quindi le rette regolari di =
formano un aggregato dappertutto denso. Sia y =y, una retta regolare, in-
tersecante K. Se le integrazioni sono estese a un qualsiasi segmento 1 di

questa retta, interno a R, la serie f| v, |dz —1—f| M,| dz+J | M, |dz—+--- &
l l l

uniformemente convergente. (Cfr. il Teor. fond. del § 4). Sia y =y, un’altra
retta, regolare o no, parallela alla precedente, e intersecante R. Sia I’ un seg-
mento di questa retta, tale che I, I’ formino due lati opposti di un rettan-
golo R, interno a R. Si ha (se 2, 2, sono le terze coordinate degli estremi

di?odi?)
Un[Mkydz——ﬁMkldz dzfﬂ
11 R
2 2
Poiché = & un piano coordinato regolare, l'integrale di (?—1‘—[") _}_(?J‘_Ik) ,

W
0y 0z
ed «a fortiori» l'integrale di ( 3 ") » esteso a una qualsiasi regione, posta

dydz ()

oM,
0y

= jl (Mk)gggo - (ﬂlk)¥:z1
2

2
su = e interna a I', e quindi anche in particolare I'integrale di (%) esteso
2
a R, & minore di ¢5, almeno a partire da un certo valore di % in poi (va-
lore, che dipende soltanto dal piano =). Se p" & l'area di R’, si ha per una
formola di Scewarz gia citata (Cfr. il teor. fondam. del § 4):

[R[ aalg’c dydz=\7 \/[J ‘ aalgk

1

7

dydz=\pe 8)
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e, se p & larea di R, (p=1¢') si ha a fortiori

f f ' 0 M,
oy
e
almeno a partire da un certo valore di k. Ma dalla (), (§) scende
i

[0 de=[100 az +0V5 & (—1=8=1).
l‘

1
dydz=\lpe} (&)

i'
Ora, per le ipotesi fatte su I e sulle ¢ le serie
1

%ﬁMkldz, 3
1

sono convergenti (e la prima converge anzi in ugual grado). Quindi la serie

~

%} ]|Mk|dz converge : per un teor. (del Lgvi) ricordato al § 1, segue che

su U, ossia su ogni segimento parallelo all’ asse delle z, posto su =, la serie
w, + M, —+ M, --- ¢ integrabile lermine a termine; e la serie degli integrali
rappresenta Uintegrale della serie, ossia U integrale di v=Ilimwv, esteso al

n=x

seqmmento considerato.

2

Notiamo poi che le M, sono per ipotesi continue; quindifl\[kdz € una

2
2

1
funzione continua della y. La serie EJMkdz converge, come abbiamo di-
k
“
mostrato testé, uniformemente. Essa rappresenta quindi una funzione con-
2

tinua della y. Ossia J vdz &, su =, una funzione continua della y.

%y

Da quanto abbiamo detto fin qui, si deduce facilmente che anche la
serie, ottenuta integrando (superficialmente) termine a termine la serie
v, + |M,| 4| M|+ --- in una qualsiasi regione di =, interna a I', converge;
e che quindi la serie v, + M,+ M,—+--- si pud infegrare superficialimente
termmine a termine in una qualsiasi regione di =, interna o T :la serie cosi
ottenuta rappresenta proprio l'integrale di v esteso a detta regione.

Nello stesso modo, con cui dall’integrabilitd termine a termine della
serie v, + M, + M, --- su una retta regolare di = abbiamo dedotto I'inte-
grabilitd termine a termine su ogni altra retta regolare, o no, di =, cosi
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dall'integrabilitd termine a termine della solita serie in una qualsiasi regione
di =, interna a T, possiamo dedurre Uintegrabilita termine a termine della
serie v, +M, + M, - - - in una qualsiasi regione di un altro piano coordi-
nato, regolare o no. Anzi con lo stesso metodo potremmo dedurne l'integrabi-
litd termine a termine in un qualsiasi pezzo di una superficie S, apparte-
nente a I', che si proietti biunivocamente su una regione S’ di un piano =
coordinato, in guisa che il rapporto tra la misura (superficiale) di una por-
zione di S o di un aggregato di punti di S, e la misura della sua proiezione
su = sia inferiore a una costante K. Noi potremo anzi dimostrare una formola
pitt generale, da cui in particolare potremo dedurre che v soddisfa la (1).

Sia S una superficie che goda delle citate proprieta: e sia = un piano
x = cost. Le proprieta volute saranno soddisfatte, se p. es. S & rappresen-
tata da un’equazione x =1 (y, 2), dove ¢ & una funzione che possegga de-
rivate prime finite. Sia f una funzione limitata dei punti di S, e quindi anche
delle y, 2. K sia p. es. |f|=H (H= cost.). La misura M di un aggregato G
di punti di S sia minore di Km, dove K = cost., m ¢ la misura della pro-
iezione di G su =, o, cio che & lo stesso, su S'.

Se ¢ & una qualsiasi funzione dei punti di S, integrabile in S, si avra

ﬂf<9|dafLﬁq>ydydz (L= HEK)
S S

quando con d¢ si intende I'elemento d’area di S. Quindi per dimostrare che

la serie %} ﬂ fM,|ds & convergente, basterd dimostrare che & convergente
N

la serie Zﬁ M,|dd, (quando con la notazionejq;dc’ si intenda I’integrale
"5 5

esteso a S di una funzione ¢ dei punti di S, calcolato con la convenzione di

assumere come misura di una porzione, o di un aggregato di punti di Sla

misura della sua proiezione su S'). Come precedentemente (*) si dimostra

(*) Come sopra, si comincia coll’osservare che

1
l[le,da"_J.]MklddeIf_f,%% dcr:dy(lzf\/?ek2
S s B

dove con R si indica quella regione di I', che é luogo delle normali calate dai punti di S
sul piano =, e con p il volume di R. Questa formola si dimostra come le precedenti («), (8),
e ha nella attuale questione un ufficio affatto analogo, a quello che le (2), () avevano nella
questione precedente.
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una tale convergenza, "dalla quale si deduce la integrabilitd termine a ter-
mine della serie

fvl+fM2+fle3+""

quando lintegrazione sia estesa a S.
In particolare per il contorno ¢ di T si deduce che

ffvdo‘={(fvl—}—fM2—+—fM,'+---)do=lim fo,de=1.

La funzione v soddisfa quindi sul contorno ¢ di T alla condizione (1), imposta
alle funzioni di (u).

2

Come nel caso precedente abbiamo dimostrato che f vd 2z (funzione chia-
)
ramente continua delle z,, #,) & funzione continua della g, cosi ora si pud
dimostrare (se il parallelopipedo avente per spigoli rette coordinate, e per
vertici opposti 1 punti (¢, 0, 0) e (x, y, #) & tutto interno a T') che gli inte-
z Yy Yy # x 2
grali f f@ dxdy, IJ’U dydz, ffv dedz (e quindi anche a fortiori gli in-
00 00

00

x Y & ® x Y 2
tegrali f J fq; dxdydz, Jd mfd wJ-d Y ( vdz, ecc.) sono funzioni continue
000 0 6 o 0

delle @, y, z. Per dimostrare che la nostra funzione U esiste ed & armonica,
ci serviremo delle proprietd testé dimostrate degli integrali della v. Siccome
la » puo non esistere in qualche punto di T, bisogna cercare di dedurre da essa
una funzione U, che differisca dalla » soltanto in un aggregato E’, e che esista
in tutto r. Poiché deve essere v— U=0 in tutti i punti interni a I, escluso
al pit un aggregato E’, che per ipotesi deve essere intersecato da ogni su-
perficie in un aggregato di misura nulla, gli integrali di v, U, estesi a uno
stesso pezzo di superficie interno a I, devono essere uguali. Noi dunque co-
nosciamo i valori dell'integrale di U esteso a un qualsiasi pezzo di superficie,
interno a I. Si tratta di ricavare da questo fatto una determinazione di U
in ogni punto interno a I'. Tra le proprieta delle funzioni armoniche che
potremmo utilizzare vi sono le seguenti due:

1.9) La formola di Poisson, che esprime il valore di U in un punto
interno a una sfera per mezzo di un integrale esteso al contorno della sfera.
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2.% La formola di GrEEwn, che esprime il valore di U in un punto in-
terno a una superficie chiusa S, mediante un integrale esteso al contorno
di S di una espressione dipendente dai valori di U e della sua derivata nor-
male sul contorno di S.

Tanto I'una, che laltra di queste formole possono servire allo scopo no-
stro (*); ma io per ragione di brevita non me ne occupero, rinviando il let-
tore ai §§ 6-7 della mia Mem. pilt volte citata.

Noi procederemo piut semplicemente con un metodo, che
I'applicazione al caso nostro di un’idea di HILBERT.

Supporremo per un momento gid dimostrato il nostro asserto.

.

¢ in sostanza

Noi osserveremo allora che, poiché si ha JUd G =Jv ds. quando linte-

grazione sia estesa a una qualsiasi superficie S, di cui con d ¢ sl indica l'e-
lemento d’area, si ha pure in particolare
Y

JJ})dwdy:fJnwady; fj”d@/dz=fJUdydz;
jfodzdw:JJUdzdm,

quando le integrazioni siano estese rispettivamente a un pezzo di un piano
z = cost., o & = cost., o y =cost. E siamo cosi condotti a definire U come
uguale a

0’ i ) o’ 0*
amayf[vdmdf, 0a ayazf[vdydz, oa PV [Jvdzdm.

Per simmetria, noi definiremo senz’altro U come uguale a

Ewaya fffvdmdydz

e ne studieremo le proprietd, partendo appunto da questa definizione. Con-
sideriamo un qualsiasi parallelopipedo R, interno a T'; e ne siano (0, 0, 0)
e (a, b, ¢) (a>0, 5>0, ¢c>0) due vertici opposti.

(*) Nel secondo caso compariscono anche integrali della derivata di U; dovremmo quindi
utilizzare 1’ultimo risultato del § 4, assumendo come superficie S p. es. una superficie sfe-
rica generica e quindi intersecante F in un aggregato di misura superficiale nulla.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 19
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Porremo in ogni punto «, y, 2 interno a R

® y =

33

Noi dovremo dimostrare che U esiste in ogni punfo di R, e che vi rap-
presenta una funzione armonica. Poniamo

AT

V:“ [vdwayde.
00
Si ha che V esiste in ogni punto di R, e che

© Yy 2
V:lim”Jv dwdydz.

n=co .
000

Se noi seguiamo un metodo analogo a quello di HiLBErT (*) troviamo,

posto
2 s oy oy oz e
W:defdwjddeyfdzJde,
0 0 0 ] 0
che
aW=IW oW oW wBta O+ LtyMty N+
0 x* oy’ 02

+P+z2Q42R

dove 4, B, C, (L, M, N), (P, @, R) sono funzioni indipendenti dalla « (dalla y),
(dalla #). Ora a,W & nullo per =0, perché V si annulla per definizione
sul piano x = 0.

Quindi A=—(L~+yM-+y*N),_, — (P+ 2Q+ 2" R),_,. Sostituendo
ad 4 questo suo valore, e scrivendo L, M, ecc., al posto di L — (L),_,,
M — (M),_,, ecc., troviamo potersi supporre 4 =0. Nello stesso modo tro-
viamo potersi anche supporre P=0, L=0. Ma, com’&¢ ben evidente, A, W
ammette derivata prima rapporto p. es. alla x; poiché x B+ a* C ammette
derivata prima rapporto a x, anche y M + y* N+ 2 Q -+ 2 B ammette deri-

(*) Math. Ann., tomo 59; Ueber Dirichlet’s Princip.
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vata prima rapporto a «. Supponiamo, per fissare le idee, che ¢>2; po-
nendo successivamente z =1, 2=2 troviamo che anche

yM)u+yv (N)eo+Q+R

Yy s+y* (N)..+2Q+4R
e quindi anche le

2Rty 3 (M), —2 (M)._, $+ v W —2 ). (

20+ | 40— (D) |+ 9| 4 (e — ().

ammettono derivata prima rapporto . Noi indicheremo queste due ultime
espressioni rispettivamente con

2B+yX+9y'X); 2@+yX:+y' X,)

dove X, X,, X,, X, sono funzioni della sola .
Cosi pure si troverebbe, indicando con Y, Y,, Y,, Y, delle funzioni della
sola 9, che
2R+2Y+2*Y,); 2@+xY,+2*Y,)

ammettono derivata prima rapporto a y, ossia che
2R, =2R+ax Y+ Y, +y X+ 9y X)
20 =2Q 4= Y, +2'Y,+ y Xo+ ¢ X,)

sono funzioni della y e della @, derivabili tanto rispetto alla @, che rispetto
alla y. Ma si pud scrivere :

AW=2Q, +2"R +2(B—Y,2— Y +a*(C— Y, — Y,2)
F+y(M—X,z2— X))+ 9’ (N— X, 2" — X, 2)
ossia, con notazioni, che & superfluo spiegare:
A W=z, +777R, +aB, +2*C,+yM,+y* N,

dove @, ed B, sono derivabili tanto rispetto alla y, che alla «.
Se ne deduce e. s. che ® B, +x* C,+y M, + y* N, & derivabile rispetto
* ciascuna delle variabili «, ¥, 2.
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Con metodo analogo al precedente si dimostra che questa espressione si
puo scrivere sotto la forma « B, + «* C, +y M, + y° N,, dove B,, C, (M,, N,)
sono indipendenti da « (y), e dove B,, C,, M,, N, sono derivabili rap-
porto a z. '

Poiché poi « B, + «* ¢, ammette derivata rapporto a «, altrettanto av-
verrd di y M, 4+ y* NV,, qualunque sia la y. E quindi M,, N, ammettono de-
rivata rapporto a . In simile modo si riconosce che B,, ¢, ammettono de-

rivata rapporto a . In conclusione dunque vediamo che si pud porre (con
notazioni evidenti):

A, W=2Q+7ZR+xcB+2*Ct+yM-+y*'N

dove @, R(B, (), (M, N) sono funzioni delle sole y, =, (y, 2), (x, 2), che hanno
derivate prime (finite e continue).
Si sa allora che esistono (*) delle funzioni derivabili =, p, (&, 7), (& V)
delle sole variabili y, @ (y, #2), (x, #) tali che A,x= @, 8, o= B, A, § = B, ecc.
Quindi
A (W—2x—2p—aB—2"y—yp—y'v)=—20—27y—2v.
Esiste pure una funzione r (¢) (r) delle sole variabili ¢, «, (y, 2), (», 2)

tale (**) che A,r =2p, Ayc=+27, Ay =+ 2.
Quindi, posto

T=W—zr—2p—axPl—a"y—yv—y'v+r—+c+n,

si avrd 4, T=0. La funzione T & dunque armonica, ed ha quindi derivate
di tutti gli ordini, che sono pure armoniche. In particolare dunque é armo-
nica la funzione ’
U= _ 0T
T o0x*oy’ oz’
Ma ora ¢ facile dimostrare che Vequazione precedente equivale alla
*w
U= 0y’ 0y’ 02’

e quindi anche alla (3) del presente paragrafo.

(*) In virta, p. es., dei noti teoremi sugli integrali di Poisson, che valgono, quando
la densitd ha derivata prima limitata integrabile.

(**) Infatti 9, p, » hanno derivate prime, e si pud quindi applicare il ragionamento pre-
cedente.
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Infatti una qualsiasi derivata di una funzione a piu variabili si puo de-
finire come il limite di un rapporto incrementale: cosi p. es.

0T =hmT(w+h’ Y, z)_T(ma Y, z)

0w h=0 h
*T i T(x—+h,y+k2)—T(@x+hy2)— T(x,y+k, 2)+ T(x,y, 2) ecc.
= 1lm
oxdy h=0 hE

3

Se noi definiamo in modo analogo la Ty riconosciamo subito I'equi-

valenza delle due definizioni date pitt sopra per la funzione U.

Ripetendo questi ragionamenti per ogni parallelopipedo interno a T, e
ricordando i teoremi sulle derivate degli integrali (*) deduciamo che U=w,
tranne al pitt in un aggregato E’' di misura nulla. Le rette coordinate pa-
rallele p. es. all’asse delle x, che intersecano E od E’ in un aggregato di
misura (lineare) non nulla, formano dunque un aggregato di misura nulla.
Ma su ogni altra retta » tanto v che U sono funzioni continue; quindi esse
devono essere uguali in ogni punito di r, in quanto che esse sulla r differi-
scono per ipotesi soltanto in un aggregato di misura (lineare) nulla, e quindi
coincidono in un aggregato di punti denso su tutta » (**).

In particolare ne scende che U =w in tutti i punti del contorno T, escluso
al pit un aggregato di misura nulla. E quindi U soddisfa pure la (1).

Poiché poi gli integrali superficiali di U e di v, estesi p. es. a una su-
perficie sferica interna a I, coincidono, segue pure il teorema enunciato nel-
Pintroduzione.

Il teoremna di esistenza propostoci & cosi completamente dimostrato. E
sarebbe ben facile dimostrare (Cfr. Levi, loc. cit,, HiLserr, loc. cit.) che si
ha proprio I (U)=d.

(*) CGfr. il § 1.
(**) Due funzioni continue, che coineidono in un aggregato di punti dappertulto denso,

coincidono in ogni punto: questo teorema & immediata conseguenza della definizione di fun-
zioni conlinue.
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Applicazione della teoria di Fredholm
al problema del raffreddamento dei corpi.

(Di GrusePPE LAURICELLA, @ Catania.)

Il Picarp nella sua elegante Memoria: Sur quelques applications de
Véquation fonctionnelle de M. FrepHOLM (*) integra I'equazione delle vibrazioni
delle membrane, introducendo la funzione di GREEN e facendo uso della nota
teoria delle equazioni integrali di FreEpHOLM, a simiglianza di quanto fa
I'HILBERT in quistioni analoghe, nei suoi lavori dei Nachrichten di Gottinga.
In tal modo Egli ritrova con notevole rapiditd e generalitd quei risultati, che
erano stati ottenuti solo mediante 'applicazione del noto lemna di PoiNCARE.

' L’estensione delle considerazioni del Picarp al problema del raffredda-
mento dei corpi richiede anzitutto che sia risoluto il problema delle tempe-
rature stazionarie, ed inoltre che siano generalizzate la funzione di GREEN
ed alcune formole ricorrenti che ne seguono.

Una nuova ed elegante soluzione del problema delle temperature stazio-
narie si trova nella detta Memoria di Prcarp, come applicazione dei risultati
di FrepaOLM. La generalizzazione della funzione di GREEN ¢ delle menzionate
formole ricorrenti puo farsi, seguendo, ad esempio, le orme di LiaApounorF (**);
benche essa nei dettagli deve certamente offrire maggiori difficolta di quelle
che si presentano nello studio della funzione di GReEEN e sue applicazioni. Fu
appunto per evitare tali difficoltd ed anche in vista dell’ estensione del me-
todo di NEUMANN ai campi non convessi, fatta dal Poixcarg, che nella mia
Memoria: Sull’ integrazione dell’equazione della propagazione del calore (***)
mi valsi esclusivamente del metodo di Neumany e non feci alcun uso della
funzione di GrEEN e delle sue generalizzazioni.

(*) Rendiconti del Circolo Matematico, tom. XXII, anno 1906.
(**) Sur certaines questions . . . (Journal de Mathématiques, s. 5.2, tom. 1V, anno 1898).
(***) Memorie della Socigta italianu delle Scienze (detta dei XL), s. 3.*, tom. XII).
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Nel presente lavoro, mediante l'uso di una conveniente equazione inte-
grale, ritrovo i noti risultati del PoincarE sul raffreddamento dei corpi, in-
dipendentemente dal problema delle temperature stazionarie, dal lemma di
Poincarg, dalla funzione di Green e dalle sue estensioni. Le superficie, con-
vesse o non convesse, che considero, e per le quali valgono cosi 1 detti ri-
sultati, sono generali quanto quelle per le quali sirisolve il problema di Di-
RICHLET col mefodo di FrREDHOLM (*).

L’estensione dei risultati del PoiNcArg ai campi non convessi & stato og-
getto di vari importanti lavori, tra i quali stanno in prima linea quelli dello
STEKLOFF (**) e dello ZaremBa (***); perd i metodi a tal uopo escogitati fin
qui, oltre diessere poco semplici, dipendono sempre dal lemma di PoINCARE.
Questo lemma & stato esteso, & vero, ai campl non convessi (****); ma con
alcune restrizioni sulla natura della superficie limitante il campo, € non con
quella generalitd che, come si vedra, apporta I’ applicazione della teoria di
FrEDHOLM.

Dovendo, in cid che segue, riferirmi spesso alle mie due citate Memorie,
indichero quella Sull’integrazione delle equazioni, ecc., col simbolo (M),, l'altra
Alcune applicazioni della teoria, ecc., col simbolo (M),.

1. Sia S lo spazio finito limitato da una superficie s ed S’ lo spazio
infinito limitato dalla medesima superficie.

Prendiamo per direzione positiva della normale » in ogni punto p di o,
quella rivolta verso il campo finito S; riferiamo i punti dello spazio ad una
terna di assi cartesiani ortogonali; ed indichiamo con » il vettore congiun-
gente due punti (z, y, 2), (, %, {) qualsiasi dello spazio, con 7’ il vettore con-
giungente due punti p, p' qualsiasi della superficie s, con k¥ un parametro
variabile, il quale possa assumere qualunque valore reale o complesso, con h
(cocfficiente di permeabilitd) una costante qualsiasi reale e non negativa. Po-

(*) Cfr. ad es. la mia Memoria: Adlcune applicazioni della teoria delle equazioni fun-
zionali . . ., Cap. II, § 8 (Il Nuovo Cimento, anno 1907).

(¥*) Sur les problémes fondamentaux de la physique mathématique (Annales de I'Ecole
Normale supérieure, anno 1902) ; Théorie générale des fonctions fondamentales (Annales de la
Faculté des Sc. de Toulouse, 2.¢ s., VI).

(***) Solution générale du probléme de Fourier (Bulletin international de I’Acad. des
Se. de Cracovie; Février 1905).

(***¥) A. Kory, Abhandlungen zur Potentialtheorie, 4 (Berlin, 1902). — E. E. Lgvr, Su
un lemmoe del PoincARE (Rendiconti della R. Ace. dei Lincei, vol. XV).
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niamo poi:

a 2 a 2 a 2 2_— aﬁ 82 82
A“(“a’%)+(ﬁ)+(a_z) L Y-l pra s yrh

j——i cosﬁ\w—}——a—cosﬁ —}—icosﬁ
dn 9¢& dn Y157 ’
5 @ D N R
Sn,_a—mcosnx—l—wcosny—{—a—z(,osnz,

intendendo nella terza formola che le derivazioni siano fatte nel punto
p=(, n, {) di ¢ e che n sia la direzione positiva della normale a ¢ nel
punto p stesso, ed intendendo nell’'ultima che le derivazioni siano fatte nel
punto (x, y, #), preso ad arbitrio nello spazio, e che »' sia la direzione po-
sitiva della normale in un punto arbitrario p’ = («', ¥, #’) della superficie o.
Finalmente supponiamo che la superficie s soddisfaccia alle seguenti
condizioni: :
1.° abbia un piano tangente determinato in ogni punto, variabile con
continuitd al variare con continuita del punto di conlatto;
2.9 esista un numero finito positivo @ tale che, presi su di essa su-

. N\ .
perficie due punti arbitrari p e p’ ed indicato con nwn' I’angolo acuto fatto

dalle corrispondenti normali, si abbia:

”\, ,
nn < ar.

ESTENSIONE DEI TEOREMI SULLE FUNZIONI POTENZIALL

2. Come caso particolare di teoremi sui potenziali ritardati (*), si hanno
1 seguenti, che sono una estensione di quelli noti sulle funzioni potenziali
di spazio, di doppio strato e di strato.

I. Indichiamo con p(x, y, 2) una funzione del campo § finita e con-
tinua insieme alle sue derivate del primo ordine, i punti di ¢ al pit esclusi

(*) V. VOLTERRA, Sul principio di Huyauens (Nuovo Cimento, 8. 3.2, tom. XXXII e XXXIII).
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 20
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per queste derivate; e costruiamo l’espressione :

(1)

- 1 .
Wl(m, ’l,z; \/k)=4—wf9(;,-
S

Si ha che la funzione ¥, (z, y, z; \k), per qualsiasi valore finito di %, &
finita e continua insieme alle sue derivate del primo ordine rispetto ad «,
y, 2 in tutto lo spazio, ha le derivate del secondo ordine finite e continue
in tutti i punti dell'interno di S (i punti di ¢ cioé¢ al pit esclusi), e soddisfa
alla seguente equazione :

(nei punti di §) AW, kY, (2, ¥, 2; ) +p (@, 4, 2) =0O. 2

II. Consideriamo sulla superficie s un sistema ortogonale («, £); ed
indichiamo con p («, 8) una funzione finita e continua qualsiasi dei suoi punti
(2, B) = (€, m, {). Posto:

_ w\/
U, (2, ¥y, 25 \//i)—— ' o(z, B #(e k)dc, (3)
si ha, per qualunque valore di %,
S 1 . d iryic
[ 5 VBl = o ) g [eln 8 (B Jan @
., _ , , 1 d 1r\lk
[7, (%, 65 VBL=—p (&, )+ g e B 5 (S ) a6

dove la notazione [ ], serve ad indicare il limite dei valori della funzione,
che si considera, quando il punto (x, y, 2) si avvicina indefinitamente al
punto (', ¥, 2) = («, &) di 5, mantenendosi nell’interno del campo S, I'altra
[ ]. serve ad indicare il limite dei valori della funzione, che si considera,
quando il punto (x, gy, 2) si avvicina indefinitamente al punto (&, §') di o,
mantenendosi nell’interno del campo S°.

II1. Sia p(a, B) una funzione finita e continua qualsiasi dei punti di ».
Posto.

‘Fa(m> Y, %, \/k)

o(a, B)

[

1 J e"\/"c (6)

'T
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si ha, per qualunque valore finito di %, che la funzione ¥, (%, y, 2; V%) &
finita e continua in tutti 1 punti dello spazio e neipunti («, ') = (2, ¥/, ?)
di s soddisfa alle equazioni:

8 ‘If3> ’ ’ 1 d 6"""/%
T R AN o PR
dw, . 1 7 d (eirVE
lW]az ? (0( ’ B) -+ Q? ’ ° (“9 B) ﬂ/( 7 ) d 9 (8)
dove si & posto:
d 0 /N P N 0
an "% cosnx+7cosny~}—a , COS %'z,

RAFFREDDAMENTO DEI CORPI NEI CASI DI A FINITO.

3. Sia f(«x, y, 2) una funzione finita e continua insieme alle sue de-
rivate del primo ordine in tutto il campo §, i punti di ¢ al pit esclusi per
queste derivate. Poniamo :

[ EA 1 d ) P P tr\/}? - . ir vki—
8 VB =gz [ 16 0 DS ds—h[r 6w D
. / |

S

J; (9)

e consideriamo l'equazione integrale :

. o iry & irvEk
g [ )

r’ dn'\ 7

o(x, B3V E)ds=H(«, §';VEk)  (10)

e la corrispondente equazione omogenea :

~

R
Y B VR g [R5 =

eir’\/ & ezr’ \/ k
r d n

)U(a g yEB) do—0. (11)

Dimostriamo che Uequazione omogenea (11) non aminette soluzione alcuna
diversa da zero per k reale e negativa o complessa.
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Infatti formiamo con una qualsiasi soluzione dell’equazione (11) espres-
sione :

~ _ eiVE

1
V(@ gy 55 VKB =g |4 (2 b5 B~ do.

r

Dalla (7), (8) si ricava, in virtl della continuitd della ¢ (=, B; V&),

Sw , _ 1 d irvE ,
i R A AL LR o FY OO SR P s ("—)d ™)
* g

[Fal= v g e s O (s @

e quindi, in virta della (11),
. - oW
(nei punti di o) Sl k[¥], = 0.

Di qui, rammentando che la ¥ (x, ¥, z; k) soddisfa all’equazionc inde-
finita :

AW kv (x, g, 2; k) =0, (12)
risulta, come & notorio, per k reale e negativa o complessa,

(nei punti di S) ¥ (x, 9, 2; Vk)=0;

ed ancora:
(nei punti di o) [8 W] =0. (13)
3w, :
Posto :
k=p (cos o+ isenw),

sara :
. —_ w . — w
L= —rVg sen — ITVQ 08 —
ek —¢ Pe 2.

Questa ci dimostra che per o diversa da zero e da 2w, ossia per k reale
e negativa o complessa, il modulo dell’espressione eV | al crescere indefinito

di r, diviene infinitesimo d’ordine superiore a qualsiasi ordine rispetto a -

e quindi si puo alla funzione ¥ (x, y, #; \'k), considerata nel campo infinito S,
applicare il lemma di GREEN.
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. La ¥ (w, y, z; Jk) & continua in tutto lo spazio; quindi si avrd nei punti
di o: [¥],=0; ed allora tenendo conto dell’equazione indefinita (12) nei punti
del campo S’, ne segue, mediante 'applicazione del detto lemma, per k reale
e negativa o complessa,

(nei punti di S) ¥ (x, y, 2; k)= 0;
ed ancora:

. - W
(ne1l punti di o) [W]z 0.

Questa, insieme alla (13) ed alle (7), (8), ci da, come volevamo dimo-
strare,

(nei punti di ¢) ¢(«, B; VE)=0.

4. Dal teorema, testé dimostrato, segue che il determinante D' (Jk) del-
I’equazione integrale (10) & certamente diverso da zero per qualunque valore
reale e negativo o complesso di k; quindi esso non & identicamente nullo.
Dal fatto poi che la funzione caratteristica della detta equazione (10) & fun-
zione olomorfa di \k, si deduce che 4l determinante D' (Jk) é anch’ esso una

funzione olomorfa di \k; e quindi ancora che Pequazione:
D=0 (14)

puo avere al pitn un nummero infinito di radici, ciascuna di ordine finito, e
tali che qualunque porzione finita del piano della wvariabile complessa A non
puod contenerne che un numero finito.

’

Osserviamo ancora che la funzione H («, f'; \'k) & olomorfa in \k; quindi
la soluzione dell’equazione integrale (10) sard una funzione meromorfa di

\k (*), la quale potrd avere dei poli nei punti corrispondenti ai valori di
Vk, che annullano il determinante D’ (Jk), e si potrd scrivere:

YA _‘b(aa@;\/k).
(o B VB) ==

La @ («, §; V&) sard funzione olomorfa di \/+ e, in virta della (10), sod-

(*) J. PLeMELY, Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung, pag. 126 (Monatshefte
fiir Math. und Physik, XV, Jahrg.).
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disfera all’equazione integrale:

i'r'\/ﬁ zr’\/—
e e
T T aw ( ’ )

TR

& (2, B; Vk—)dc:

(10y
=D (Jk). H(«, 5 VR).
5. Cid premesso, si costruisca la funzione:
1
P @, g, 5K fD B 160 “ st gk o608/ e (19

ag

In virtd della formola (2), segue:
(nei punti di 8) AP kP (x, y, 25 VE)+ D (k). f (2, y, ©)=0. (l6)

Si ba poi, in virti della formola (7) e dell’'equazione (10)’,

o

.:2‘ ezr\/k

2 (1w H? dSJ— (1)
j=h S

§ _ M ik iry i _

ES _<p(x',p';\/k)—giﬁ”h‘37_ (" ):q)(a,p;\/k,)dc:().

Osserviamo che l'equazione: D' (— 1) =0 ha le medesime radici, mu-
tate di segno, dell’equazione (14); sicché l'espressione:

D' (). D (—2) =D ()

non & identicamente nulla ed & funzione olomorfa di A*. Ne councludiamo
che la .D (k) é funzione olomorfa di k e Uequazione:

D(k)=0 (1)
puo avere al pitt un numero infinilo di radici, ciascuna di ordine finilo,
aventi per uwico valore limite il valore k= oc

Poniamo:

P,('E; Y, &5 \/E)D/(—\/E):P(a% Y, #; VTi),
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e moltiplichiamo ambo i membri delle (16), (17) per D’ (— k). Risulta:

(nei punti di S) A* P(w, y, 2;\Vk) +k.P(w, y,2;VE)+ D (k) f (x, y, 2) = 0, (16Y

(nei punti di o) [g—§]=h[P],.. 17y

Da queste equazioni si ottiene ovviamente:
(nei punti di §) A*{P(»,y,2;Vk)—P(x, y, 2;— k) |+
+k{P(w’ Y, % \/Z)—P(w, Y, Z,_\/k)’:(L
. . 3 ;
(nei punti di o) [s—n,{P(w, Y, 2; Vk)— P(x, y, z;—\/k)}]iz

=h[P(x, y, 2; Jk)— P(x, y, 2;—\ k)]..
Queste ci danno, come & noto, per & quantitd reale e negativa o complessa,
(in tutto S) P(x, y, 2; k) — P(w, y, 25—\ k) =0;

e quindi, osservando che il primo membro di questa uguaglianza & funzione
olomorfa di \/&, risulterd identicamente rispetto a \k:

(in tutto S) P(x, y, 2; VE) = P(, y, 2;—\k).

Adunque la funzione P (x, y, z; JE) & funzione pari di J&; sicch® essa
¢ funzione olomorfa di k, e si pud serivere:

P'(x, y, 2; k). D' (— k)= P(x, y, 2; k)

Osserviamo ancora che la funzione P’(x, y, #; k) e il determinante

D' (k) contengono esplicitamente I'unitd immaginaria ¢ nello stesso modo
che contengono \&; quindi la P (x, y, z; k) & funzione reale di k.

6. La funzione P’ (x, y, #; J k), come risulta dalla (15), ha le derivate

di primo ordine rispetto ad @, y, # finite e continue in tutto il campo S, i
punti di ¢ al piu esclusi; sicche lo stesso avverrd della funzione P (x, y, 2; k);
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e per conseguenza si potrd scrivere, come & noto, in virta delle (16), (17),

(nei punti diS) P(x, y, 2; k) =4T17‘7J‘{kP(E’ n, § k)—{—D(k).f(z, n, C))dr_s_*_
: '8

1
d=
+%J M pae.
(nei punti di §) 0
Da queste formole risulta:
0P\ _ 1 (| 0P, 0P 0D ' as
(nelpuntldlS)dk, = ; akf+takt1+akt f n Q) T—I—
s
1 . (15)
' +ix - [g—ﬂd
(nei puntidiS’) 0 p !

La prima di queste ultime ci da, in virt del teorema di Poisson,

(nei punti di §) a2 L1 x gk,+t%k, 1+‘2D. @, 5, 2)—0. (16)

Dalla seconda risulta che esiste ed ¢ finita e continua su ¢ I'espressione:

d1

b,
Sn'Jdn ok' |, ).

[
di modo che si avra, in virtd del feorema di LiapouNorr (*¥),

al

gl
[RAYpea e P A 2 P
Su')dnl|ok]" | Sn’fdn kL")

Cid premesso, si avrd, da ambedue le (15) e dalla formola di disconti-
nuitd della derivata normale di strato,

(nei punti di o) [% (%—m h[gtk] (17y"

(*) V. ad es. la Memoria (M), ; Cap. III, § 14.
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7. Ora sia %' una radice dell’equazione (14)' di ordine ¢ + 1 (¥ =0).
Sard per k=k":
0D 9D ot'D
0=D= ah 2_""—aktl7

e risultera dalle (16), (17), (16)", (17)" pure per k=Fk':

(nei punti di S) (nei punti di ¢)

oL 5P

ANPLKP=0, Dn] n[P],

0P 0P S (0P 2P

NeE TG T P=0 7'(97)]=’”[T]’ 18)
P P 9P > P
A6k2+kék2+28k o S—(aT)J h[ k?],.’

P P 9P L[ (P [P
Yo TR et = T(W)J‘h[ﬁ] /

Queste equazioni ci danno per k' quantitd complessa o negativa, come
¢ noto,

. - o P of P
(net punti di S) P=ﬁ=---=akt,=0.

Applicando il lemma di GRrEEN, si ricava ancora dalle (18):

JPWS OJ‘PaZ 2(%_?)2{”:0,...

at QP aL’ , 6L’—1P2 Y
,”(t 1) f e o _t.(W)gds_o,
S

e quindi, poiche la P (x, y, #; k) ¢ funzione reale di k. avremo in tutto il
campo S per k' quantitd reale:

0P _ 9P o—p
e TR e ) (19)

In conclusione si ha che se & & radice multipla dell’ordine ¢ 41 del-
I'equazione (14), si pud scrivere:

D= (K —kf+.D,, P=( —Fk).P, (20)
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con D, funzione olomorfa di k, che non si annulla per k = %'e con P, (x, y, 2; k)
funzione finita e continua insieme alle derivate prime e seconde rispetto ad
x, y, 2 in tutto S, 1 punti di s al piu esclusi per queste derivate, e tale che

I’espressione:
3 P,
3w |,

¢ finita e continua in tutti i punti (o, ) di -
i .
8. Se la g—k}) per k =k’ (quantitd reale e non negativa) non & iden-

ticamente nulla in tutto il campo S, si avra, dalle ultime due equazioni
delle (18) e dalle (19),

(nei punti di §) &* & 4w g;f— 0, )
v P o' P #D

“(nel punti di ») [ (8kt')],»= h [W]f; ’

e sard ancora, in virtd della seconda delle (20),
Py vy
(W)k‘.—_—k’_ (=D (). (Pr=w - (22)
Da tutto cio che precede risulta che la funzione:
oy Py, 25 k) :

w(x, y, 2; k)= —Dm (23)

¢ meromorfa in k. Essa puo solamente avere una serie finita o infinita di poli
semplici, corrispondenti alla serie finila od infinila di radici reali e non ne-
gative dell’equazione (14). Questa serie di radici, nel caso che é infinita, ha
per unico valore limite il valore k = oo, La funzione w, per i valori di k per
i quali non ha poli, & finita e continua in tutlo lo spazio, ha le derivate dei
due primi ordini rispetto ad x, y, z finile e conlinue in qualunque campo in-

terno al campo S, & lale ancora che Uespressione [g—::),] ¢ finita e continua
in tutti i punti (=, ') di o, e, In virtd delle (16), (17)', soddisfa alle equazioni:
(nei punti di S) A*w+Ekw(x, y, 2; )+ f(x, y, 2) =0,

3w (24)

(nei punti di o) [WJZ I [m],.
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Per ogni valore K di k, per cui la w diviene infinita, il residuo:

v =timEnn=(5)_ =@ (5 )

¢ funzione di ®, y, z della medesima natura della funzione P e soddisfa alle
equazioni: .

(nei punti di ) A*p'+ k' p' =0, (nei punti di o) [ ]_ R[p].. (21Y

Diremo che k' & un valore eccezionale e p’ una corrispondente soluzione
eccezionale.

CASO DI PERFETTA PERMEABILITA (b = 00).

9. In questo caso si consmlerl in luogo dell’equazione integrale (10), la
seguente:

C e T 1 (d (e 4 s eirVE _
@Whm+%hAr)MahMM— = [F6 n 0= as; @)
o S
e, in luogo della (11), la corrispondente equazione omogenea:

v nr T 1 d (erVE
§ (« BQ\/k)‘*—Q—ﬁJ%(e e )4/(&, B§\/k)d°=0- (26)

Si pud dimostrare, ragionando come al § 3, che l'equazione integrale
coniugata a quest’ultima non ammette soluzione alcuna diversa da zero per k
reale e negativa o complessa. Lo stesso sara allora della (26) medesima; e quindi

avremo che il determinante D'(/%) dell’equazione integrale (25) & certamente
diverso da zero per k reale e negativa o complessa.

Osserviamo poi che la funzione caratteristica della medesima equa-
zione (25) & funzione olomorfa di \Jk; per conseguenza il determinante D’ (y k)

dell’ equazione (29) & funzione olomorfa di VEk e non ¢ identicamente nullo.

Risulta ancora, come al § 4, che la soluzione dell’equazione (29) si puo
serivere sotto la forma:

2 _ P (a5 VR)
x, J; By—= —2 "2~
(o, &5 V) k)
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dove la ® («, P; k) & funzione olomorfa di V%, che soddisfa allequazione in-
tegrale:

o (2, B85 \VE) +

1 fd(er'® o U (ot ez o m €VE (25),
—l—%"‘%(—,)d’(d,ﬂ,\/lz)d6=——4—ﬁ:!D(Vk).f(3,*n,5) ds.

r r

1). Analogamente a quanto fu fatto al § 5, si costruisca con questa
& (2, §; VE) la funzione: B
P (x, y, 2; \/k)=

4 e . J
=%TJD'(\/7¢).f(E, a C)‘?dsjﬁ%f@ (, p;x/%)j—n(“”:k)da | &
S o )
Dalla (2), dalla (4) e dalla (25), risulta per questa funzione:
(nei punti di 8) AP’ +kP (x, 9, z; VE)+D V&) .f(x, 9, 2) =0, g @)
(nei punti di o) [P(, £'; Vk)],=0;
e quindi, ponendo:
D(R)=D\k).D (—VE),
P, y, 2; k) =P’ (x, y, 2; VE). D' (— k),
e ragionando come al § b, si avra:
(nei puntidi §) A*P—+EkP(x, y, 2; B)+D(E).f (2, y, 2) =0, ? (o8

(nei punti di ¢) [P(«, B’; k)], =0. )

Dalla. (27) segue che la funzione P’ (x, y, 2; V&) ha le derivate dei due
primi ordini rispetto ad «, y, # finite e continue in ogni campo interno al
campo S, e che si pud invertire 'ordine di derivazione in qualsiasi derivala

di P’'(x, y, 2; JVE) di un ordine qualsiasi rispetto a % e di primo o di se-
condo ordine rispetto ad «, y, #; e poiche le derivate di P (, y, 2; k) si pos-
sono esprimere linearmente per le derivate di P’ (x, y, #; k) (queste ultime
moltiplicate per le derivate di D’'(— k) e per potenze positive e negative
di V&), ne segue, per k== 0 (*), che Pordine di derivazione si pud scambiare

(*) Si esclude il valore £ ==0, che non avremo a considerare, per risparmio di ulteriori
discussioni.
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pure nelle derivate di P(x, y, #; k) di un ordine qualsiasi rispetto a k e di
primo o di secondo ordine rispetto ad «, y, 2
Cio posto, per k=]=0 si avra dalle (28), derivando ¢ volte rispetto a k,
. - 0' 6’ 8' ‘P 9D
»p (28)
(nei punti di o) [m]zo.
Osserviamo ancora che 'equazione omogenea (26) per £ =0 non am-

mette soluzione alcuna diversa da zero (*), ossia che il determinante D’ (Y %)
non si annulla per 2 =0; di modo che lequazione:

D(E)=0

non & verificata dal valore k= 0.

Arrivati a questo punto, basterd ripetere i ragionamenti dei §§ 7 e 8 per
concludere che il teorema enunciato al § 8 sulla funzione w(x, y, z; k), data
dalla formola (23), vale anche nel caso di h = oo, ossia nel caso in cui le
condizioni nei punti di ¢ sono:

[w]i = Oa [p’].‘ == 0,

invece di quelle che compariscono nelle (2%4), (21).
S’ intende che in questo caso la funzione P(w, y, 2; k), che va seritta
nella formola (23), & quella introdotta nel presente paragrafo

ESISTENZA DI INFINITI VALORI ECGEZIONALL

11. Dimostriamo, indipendentemente dal teorema del § 8, che ¢ possi-
bili valori eccezionali sono radici dell’equazione (14)'.
Infatti, come & noto, una soluzione eccezionale p (x, y, z; k) pud sempre
esprimersi mediante la formola:

ird & irV &
| d(ef )—he (% &5 ) do,

1
P(w,y,Z,k)=ﬂ )ﬂ r

(*) Cfr. ad es. la Memoria (M),; Cap. III, §§ 4 e 5.
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la quale ci da, in virta della (%),

A pk—}—gﬂ:f

W\/k iryx
ne d(e )p(a B; k)yds=0.

T dn\ ¥

Questa equazione integrale omogenea & coniugata alla (11); quindi per-
- che la p («, B; k) sia generalmente diversa da zero, & necessario che il valore
di % sia radice dell’equazione (14), come si voleva dimostrare.

Nel caso di k= oo, dopo di avere osservato che ogni soluzione eccezio-
nale ammette nei punti ¢ la derivata normale finita e continua, bastera ri-
petere su questa derivata i precedenti ragionamenti.

Il teorema ora dimostrato ci da, a complemento del teorema enunciato
al § 8, che Vintegrale w(x, y, z; k) delle equazioni (2%) é certamente wunico
per tutti i valori di k, che non sono radici dell’equazione (14)'.

12. Rammentiamo (§ 10) che Vequazione (14) nel caso di h = oo non
¢ soddisfalta dal valore k= 0. Ora vogliamo dimostrare che anche per h finita
e diversa da zero (h > 0) Uequazione (14)" non ¢é soddisfatta dal valore k=20.

Infatti si costruisca con una soluzione qualsiasi ¢ (=, ) dell’equazione
omogenea (11) per k=0 lo strato ¥ (x, y, 2). Esso si pud ottenere dalla fun-
zione ¥ (x, y, z; V) del § 3 ponendo & —=0; e si pud dimostrare, come in
quel paragrafo, che si ha:

(nei punti di S) ¥ (x, y, 2) =0,
da cui, come & notorio, risulta :
(nei punti di 8" w(x, y, 2) =0.

Avremo allora:
. - 3w dw
(nei punti di 5) [s—n,l: 0, [b\—n,]sz,
e quindi dalle (7)), (8), scritte per k=20, si ricava, come si voleva dimostrare,
(nei punti di 6) ¢ («, £)=0.

Per h =0 Vequazione (14) ammette invece la radice k = 0. Infatti, come
e noto, 'equazione coniugata alla (11) per h =0, & =0, ossia 'equazione in-
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tegrale omogenea:

1 (%
£ (@ B —Q—me x (2, B)de=0

ammette 'unica soluzione diversa da zero: y («, ) = C (costante) (*).
13. Allora per k>0 (finita) e =0 la soluzione dell’equazione inte-

grale (10) sard finita, per k=0 la soluzione dell’ equazione integrale (25)
(b= o00) sarda anch’essa finita; quindi per k=0 ed h >0 (finita od infinita)
la soluzione delle equazioni (24) sara finita e unica.

Per =0, k =0 invece la soluzione dell’equazione integrale (10) non &
finita. Condizione necessaria e sufficiente affinché essa sia finita & (**) che
si abbia:

0=J‘H(a,[’);0).0dc [[4 dan(s ] 6=

« L
=SJ"f(z, 0 0) [,%_%da]m:g_[f(z, w, 1) ds,

(2

ossia:

Jlf(E, n, ) dS=0. (29)

S

Se questa condizione & soddisfatta, I'integrale delle equazioni (24) per
h=Fk=0 sard finito e, come & noto, determinato a meno di una costante
addittiva.

Se la condizione (29) non & soddisfaita, determiniamo una costante p,
in modo che si abbia:

f{f(i’ n, C)—polds=0
N

Allora la soluzione dell’equazione integrale, che si ottiene dalla (10) po-
nendo f(x, y, 2) — p, al posto di f(x, y, 2), sara finita per h=k =0, con-
seguentemente la soluzione w, (x, y, #; k) delle equazioni, che si ottengono

(*) Cfr. la Memoria (M), ; Cap. 111, § 7.
(**) FrepHOLM, Sur une classe d’équations fonctionnelles, pag. 378 (Acta mathematica,
tome 27).
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dalle (24) facendo =0 e ponendo f(«, ¥, 2) — p, al posto di f(x, y, 2), sard
finita per k= 0; e quindi, come si verifica immediatamente, I’ integrale delle
equazioni (24) per h =0 avra la formo:

W@, y, 55 k)= — L0+ mw (@ y, 7 k) (30)

14. Nel caso di A finita, I'integrale delle equazioni (24) per k =0, ossia
I'integrale delle equazioni:

’

dv ,
dn=hv (31)

(nei punti di S) A’V +f(x, y, 2) =0, (nei punti di o)
si pud esprimere mediante la formola:

1
v =g [fEn 0 (= v pan @)

S o

Quindi la v’ nei punti di 6, ossia la v’ («, 8), soddisfera all’equazione integrale:

dl

) g | (2= gh) v Bas =K e, 6

dove:

1 (.,
K (o ) == 160, )%
S

L’equazione integrale omogenea corrispondente all’equazione (33) & co-
niugata all’equazione (11) per &= 0; quindi (§ 12) per &> 0 I'equazione (33)
ha il suo determinante diverso da zero e, per conseguenza, ammette una
soluzione finita, la quale sard unica e si potrd esprimere mediante la for-
mola (*):

V(& §) =K (& B)+[F s 85 <, 8). K(s, B)do,

con F(«, B; «' §) funzione analoga alla funzione caratteristica della (33),

(*) J. PLemELl, 1. c., pag. 124
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al problema del raffreddamento dei corpi. 161

ossia finita e continua per tutti i valori che possono assumere «, o, P, §
ad eccezione dei valori « =o', § =, per i quali si comporta come -

Di qui risulta:

ﬁF(a, B; o, P)|do= 4,

o

con 4 quantita finita ed indipendente da «', p".
Dalla nota disuguaglianza di ScEwaRrZ si ha:

K ,ml_%\/"ds \/f’dS

o (o, ) 1+A\/‘d8 \/'f ds.

Adunque per & finita & maggiore di zero si pud scrivere, in virtl
della (32),

quindi si avra:

WV (, 4, z)|éB\/‘f2dS, (34)
8
|v' (¢, 4, 2) | =E.M, (34)

dove M & il massimo valore assoluto della funzione f(x, y, 2), e dove B
ed E sono due costanti finite e positive, indipendenti dal punto (x, 7, 2) e
dalla funzione f(x, ¥, 2).

15. Nel caso di h_ o la soluzione dell’ equazione integrale (25) per
k=0 si puo esprimere mediante la formola:

0 B)=— 5 K (%, 8)+|F.(x b5 o, §) . K (o, §)do

con F,(a, §; o, ¢') funzione della medesima natura della F (o, ; «', §); quindi,
ragionando come precedentemente e sostituendo alla formola (32) laltra:

i
, L PPN
v (@ 9 2) == |f(€ W04 o e 07 do, (32)

¢
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risultera:
| o (, 8] |=G.M (34)”

con G costante finita e positiva, analoga alle B, E, ed inoltre risulteranno
valide anche per 4 =oc le (34), (34).
16. Per esaminare il caso k=0, si consideri 'equazione integrale:

1
(7 )
e («, P52+ Q—nfﬂ o (a, f);_ MNde=K(, () (39)

e la corrispondente equazione omogenea :

1
% -
V& ) g [ b B N ds=0. (35)
Per » = — 1 I'equazione (35)" ammette I'unica soluzione ¢ (2, £;—1)=C

(costante) e 'equazione omogenea coniugata I'unica soluzione ¢, (o, £), la
quale, come & noto, rlsolve il problema dell’elettrostatica, ossia & tale che
si ha (*):

(net punti di S) ’ Pl ) p) d s = C, (costante).

La o, (¢, £) & determinata a meno di un fattore costante e 'integrale di
¢, («, B) esteso a ¢ & diverso da zero (**). Allora, se supponiamo soddisfaita
la condizione:

[0 (2, B)ds=1,
K
la soluzione dell’equazione (35) avra la forma:

9 (¢ B2 =K (o, ) +J‘F(a, B; @, B %) . K(s B)ds,
dove (**¥): ’

O R N S AN A )

(*) V. la Memoria (M),; Cap. III, § 7.

(**) Ibid.; Cap. IlI, § 12.
(***) V. PLemeLT; 1. c., pag. 1927,
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essendo L (a, B; o, p'; %), per A= — 1 e nelle vicinanze di X = — 1, della me-
desima natura della funzione caratteristica dell’equazione (35).

Supposto che la funzione f(x, y, z) soddisfaccia alla condizione (29), si
avra:

Q

r

J‘?l (2, ). K (2, P)do :Jn [cpl («, B) (;_W"f (g, 7, %) @J d
o s

:ﬂf(z, n z)giw&’"q’l(j—’mdc]d8= O,Sff(i, ) dS=0;

e quindi risultera per la soluzione dell’equazione (35) nell’ipotesi di 2 = — 1,
ossia per la soluzione dell’equazione (33) nell’ipotesi di #=0:

v, )=, i —1)=K(« )+ |La p; «, 5 —1). K(s, p)ds

Da questa formola si possono dedurre, come al § 14, le formole (34), (3%)’
nell’ipotesi che sia # =0 e che la funzione f(x, y, 2) soddisfaccia alla con-
dizione (29). .

17. Cio premesso, si considerino successivamente le equazioni:

(nei punti di S) (nei punti di o) \
2 . dv, .
A?Jo+f(90,% z)_O, dn—hv"’
. dvl . (3())
A’Ul—|—’l)o(93, ?/, Z)—O, dn_hv”

nelle quali » abbia un valore reale qualsiasi del campo (0, oo) (gli estremi
inclusi), e con la condizione che la funzione arbitraria f(x, y, 2) nel caso
di =0 soddisfaccia alla (29).

Le precedenti equazioni sono della medesima natura delle (31), e deter-
minano una serie v,, v;, ¥,,... di funzioni finite e continue del campo S
(i punti di s inclusi).

Nel caso h =0 l’integrale v, ¢ determinato a meno di una costante ar-
bitraria; e noi disporremo di questa costante in modo clie sia soddisfatta la
condizione:

fvo (€ n, {)dS=0.

s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



164 Lauricella: Applicazione della teoria di Fredholn

Lo stesso faremo per le successive funzioni v,, v,,...

Nel caso di k= oo indicheremo con o,, qi,, ¢s,... le funzioni analoghe
alla funzione ¢ («, £) del § 15 e corrispondenti rispettivamente agli integrali
Uy, Uy, Uy,... delle equazioni (36).

18. Dalla (34)" si ha in tutti 1 casi:

v (2, y, 2) | =E. M, |v,(x, 9, 2)| <=E"M, |v,(2, y, 2)| =E*. M,.
e dalla (34)” st ha nel caso di h= o0
loo (@, B) =G.M, lo («, 8)|=G.E.M, |o, (o ¢) =G.E.I,...
Risulta quindi per & qualsiasi che la serie:
V=0,4+0 k40, k" + - (37)

¢ convergente in ugual grado in tutto il campo S (i punti di ¢ inclusi) per tulti
¢ walori di k di modulo mfenore ad un certo numero k, maggiore di zero; e
per k= oo che la serie.

o=09,+ o k+o k... 37y
¢ convergente in ugual grado su ¢ anche essa per tulti i valori di k di modulo

inferiore a k,.
In virth delle (31) si ha, insieme alla formola (32), T'altra:

)
d1

: e 1 (.. as 1 r h\,
(nelpuntldls) 0= ’f(@, N, z)T—FHJ(ﬂ_‘?)U(Q, @)dc

L

77 .

Applicando questa e la (32) e integrando per serie, risulta per % finita:

(nei punti di 8) v(a, 9, 2 k) = 1= | (F+ k) +4J( _g)v(q,wda, (39)

S
al
(nei punti di §) 0=ﬁj(f+kv)9’rﬁ+;—ﬁf(a’;_%)v(a, oydo. (38)

Dalla seconda di queste formole segue che il doppio strato:
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considerato nel campo infinito S, & tale che nei punti di ¢ ammette la de-
rivata normale finita e continua; quindi, in virta della continuitd della fun-
zione v e del teorema di LiAPONNOFF (*), esso ammettera la derivata nor-
male nei punti di o, anche quando viene considerato nel campo finito S, e
i valori negli stessi punti di - delle due derivate normali saranno uguali.

Dalla (38) segue poi che la funzione v in ogni campo interno al campo S
ha le derivate del primo ordine rispetto ad «, y, 2 finite e continue.

Questi risultati sono sufficienti per concludere, servendosi ancora delle
(38), (38)', che per & finita la funzione v (x, y, #; k), determinata dalla serie (37),
soddisfa alle equazioni:

(nei punti di §) A*v+Ekov(x,y,2; k) +f(x, y, 2)=0, 2
: .o do (24)
(nei punti di o) d_rl:h v. ’
Nel caso di = oo si ha, applicando la (32)° e integrando per serie,
, oal
(neipuntidi S) v (x, y, 2; k)=i'(f—§—kv)@+L o(a B)l da; (38Y
_ i 47:S r QW& dn
e da questa segue che il risultato precedentemente enunciato per la funzione
v(x, y, #; k) vale anche nel caso di h = oo,
19. Le equazioni (24) coincidono con le (24); quindi, in virtu del teo-
rema di unicitd del § 11, si ha che U integrale w (x, y, z; k) delle equazioni (2%)
coincide per | k| <k, con la funzione v, data dalla serie (37).

Da questo risultato e da quello dei §§ 8 e 10 segue che il raggio k, (>>0)
di convergenza della serie (37), se é finito, corrisponde ad un primo polo (del
1° ordine) dell’ integrale w delle equazioni (24). '

S’intende qui che per A =0 la funzione arbitraria f(x, y, 2) deve sod-
disfare alla condizione (29).

20. Posto:

W, :fv,.u,ds,
S

si dimostra facilmente (**) che I'espressione W,, dipende solo dalla somma

(*) Cfr. la Memoria (M), ; Cap. III, § 14.
(**) Vedi ad es. la Memoria (M), ; Cap. II, §§ 11 e 12.
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dei suoi indici; per cui si puod scrivere:

W, =W,.;
e si dimostra ancora che le espressioni W, sono tutte positive e soddisfano
alla serie di disuguaglianze :

w, W, w, o
WEw=" =y . =" (39)

Moltiplicando i termini della serie (37) per v, e applicando il teorema
dell’integrazione per serie, risulta che la serie:

W=W,+ W, k+ W, &+

e certamente convergente per |k| <k, (k,>0).
Se ne deduce che laserie dei rapporti, che compariscono nella (39), deve

- - 1 . . W, oo :
avere un limite ¢ finito = 5| e maggiore di zero =7l e quindi che 1l
1 0

valore reale e positivo di %, deve essere finito (f% = ?‘;")
1
La formola ricorrente (3%4) ci da poi che il raggio di convergenza k, della

\

serie (37) non & inferiore al raggio di convergenza P della serie:

VW, + ENW, R W -
ossia el da:

Bi==.
¢

In conclusione risulta: & = - e cosi, riepilogando, si ha che Uintegrale
wix, y, z; k) delle equazioni (24) ha un primo polo del primo ordine per il

valore finito e maggiore di zero :

21. Indichiamo con p, il residuo (soluzione eccezionale corrispondente
al valore eccezionale k) della funzione w (x, y, z; k) nel polo &, ; e poniamo:

by . A
— —+w, (%, y, 2; k). (40)

w (e, y, 2 k) =
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Se si tiene conto del fatto che la funzione p, soddisfa alle equazioni:

(nei punti di §) A°p, 4k p, =0, (nei punti di o) lew:hp,,
e che la w(x, y, #; k) soddisfa alle equazioni (24), si verifica immediatamente
che la w, (x, y, 2; k) soddisfa alle sequenti equazions :

(nei punti di S) A*w, +Ekw, (%, y, 2; k) + (f—p,) =0,
w, (24),

dn

(nei punti di o) =hw,.

Si ha poi (cfr. § 8) che la funzione w, (x, y, z; k) & certamente finita
per k complessa e per k==Fk,; essa puod solamente avere una serie finita o in-
fivita di poli del 1.° ordine per valori di k reali e superiori a k,. Questa seric
di poli, nel caso che sia infinita, ha il solo punlo limite k = oc.

Nel caso di =0 abbiamo supposto che la funzione f(x, y, ) sod-
disfaccia alla condizione (29). Se questa condizione non ¢& verificata, la
w(x, y, #; k) avra la forma (30), la funzione f(x, y, 2) — p, soddisfera alla
condizione (29) e la funzione w, (@, y, 2; k), che comparisce nella (30), avra
la forma (40). Quindi nel caso di h =0, se la condizione (29) non & verificata,
avremo:

w (@, y, 2 k)=—%+k1’_‘k+w,(m,z,z; k). (40Y

22. Arrivati a questo punto, basterd porre nelle equazioni (36) la fun-
zione f(x, y, 2) —p, (@, ¥y, 2) (*) al posto della f(x, y, 2) e ripetere le con-
siderazioni dei §§17,...21, per dimostrare che 'integrale w, (x, y, z; k) delle
equazioni (24), ha un primo polo semplice per & =k, con k, numero reale,
positivo e maggiore di k,; e quindi che I’ integrale w (x, y, z; k) delle equa-
zioni (24) ha un secondo polo (terzo nel caso di h=0) del primo ordine per
kh="Fk,>k,.

Indicando con p, (z, y, 2) il residuo (soluzione eccezionale corrispondente
al valore eccezionale k,) di w (x, y, #; k) nel polo k,, si potrd secrivere (**):
b

w(w, Y, #; k):k — -+

kzlﬁk ~+ w, (@, ¥y, 2; k),

*) Nel caso di =0 la funzione f —p,—p, .
A by —ps
(**) E superfluo qui notare le modificazioni occorrenti nel caso di & —C.
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la funzione w, (x, ¥y, #; k) sara certamente finita per 2 complessa e per k =&,
e soddisferd alle equazioni:

(nei punti di S) A*w,+kw,(x, y, 2; k) +f—p, —p, =0, ?

: - (24),
(nei punti di 6)

=hw,.
d n 2 .
Evidentemente si pud seguitare a ragionare sempre nella medesima guisa,
a meno che dopo un certo numero ¢ (= 1) di operazioni non risulti identi-
camente in tutto il campo S':

fl@ 9y, 2)—p —p,—-- —p,=0. (41)

In questo caso l'integrale regolare delle equazioni :

(nei punti di §) A*w,+Ekw, (2, ¥, 2; k) +f—p,—ps- - —p. =0,
. . . w; ((24)1
(nei punti di o) Tn hw,

sard w, (¢, 4, z; k) =0; e quindi risultera :
¥ ? J7 b 2

e+

w(x, ¥, 2; k) =

k—k+k %—k

Importa osservare allora che la funzione f (x, y, 2), come le p,, p,,..., p
che la compongono, deve necessariamente soddisfare nei punti di ¢ alla con-
dizione :

af '
an = hf (42)

Se la funzione f(x, y, 2) non soddisfa o questa condizione, non potra
mai aver luogo la (41); e quindi Vintegrale w (x, y, z; k) delle corrispondenti
equazioni (2%) avra certamente una serie infinita di poli del primo ordine.

Finalmente, se osserviamo che si pud sempre scegliere una funzione
f (x, y, 2), la quale non soddisfaccia alla condizione (42), se rammentiamo (§8)
che 1 poli della funzione w (x, y, 2; k) sono valori eccezionali e ancora ra-
dici dell’equazione (14), e che le radici di questa equazione sono tali (§ 4)
che qualunque porzione finita dal piano della variabile & ne contiene sempre
un numero finito, se ne deduce, come si voleva dimostrare, che esiste una
serie G infinita di valori eccezionali (reali e non megativi), aventi per wunico
valore limite il valore k = oo

Sappiamo poi che solo nel caso h =0 fa parte della serie 'G di valori
eccezionali il valore k=0 (§ 13).
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SVILUPPI IN SERIE DI SOLUZIONT ECGEZIONALI.

23. I risultati fin qui ottenuti sono sufficienti per dimostrare che quando
la funzione f(x, y, #) soddisfa nei punti di s alla condizione (42) ed é finila
e continua insieme alle sue derivale parziali dei primi lre ordini in tullo il
campo S (i punti di ¢ al pin esclusi per le derivate terze), si ha che essa &
sempre uguale alle somma della serie finita [form. (41)] od infinita delle cor-
rispondenti soluzioni eccezionali (*) P, Dyy Psy. - -

Bastera infatti ripetere 1 ragionamenti dei §§ 32, 33, 34, 35 (Cap. 1I) della
Memoria (M), .

Si puo ottenere il medesimo risultato ponendo per la funzione f (x, y, 2)
condizioni un po’ meno restrittive. A tal uopo bastera ripetere i ragionamenti
che lo STEKLOFF fa nei n.i 25,26, 27 (Cap. IL, § III) della sua citata Memoria
degli Annales de UEcole Normale, i quali perd sono meno semplici di quelli
sopra richiamati della Memoria (M),.

PROBLEMA DEL RAFFREDDAMENTO DEI CORPI SOLIDI OMOGENEL

24. Dimostrata in un modo qualsiasi la sviluppabilitd in serie (finita
od infinita) di soluzioni eccezionali della funzione arbitraria f(x, y, 2), la ri-
soluzione del problema del raffreddamento dei corpi solidi omogenei, che
inizialmente hanno la temperatura arbitraria f (x, y, ), immersi in un mezzo
il quale nei punti della superficie contatto ha la temperatura zero, non
presenta pitt alcuna difficoltd. Infatti bastera ripetere le considerazioni, assai
semplici, dei §§ 37,...40 (Cap. II) della Memoria (M),.

Catania, Luglio 1907.

(*) Aggiungere la p, nel caso di k=0, se la f(x, y, 2) non verifica la condizione (29).

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 23
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Il teorema di Desargues, il teorema di Pappo
e l'esistenza d’'una reciprocitd o d’'una po-
larita.

(Di Bepro Levi, a Cagliari.)

\

E noto come, sul fondamento dei teoremi di Desarcues e di Paero-
Pascar, si possa costruire I'intera geometria projettiva (*). Questa osserva-
zione ha ispirato a vari geometri di ricercare le mutue dipendenze fra questi
teoremi e le proposizioni che pill comunemente usano mettersi a base della
geometria projettiva : postulati metrici, postulati dell’ordine, postulati di con-
tinuitd (d’ArcHIMEDE e di DEDEKIND) (*¥).

L’ammettere il teorema di DEsARGUES in una geometria piana in cui
valgano le proprietd projettive di appartenenza (***) equivale (***) ad am-
mettere quel piano immergibile in uno spazio di tre dimensioni nel quale
siano verificate le proprietd projettive e di appartenenza di punti, rette,
piani (**++). Si pud allora parlare di projezioni e sezioni nel significato pit

(*) Si trova questa costruzione raccolta in modo sistematico nelle Vorlesungen diber

die neuere Geometrie del PAscH.

(**) Ricordo in particolar modo il ScHUR, lo HiLBERT, il ScHENFLIES, lo HESSENBERG :
in connessione con queste ricerche fondamentali, molte altre di altri autori si ebbero in
questi ultimi anni, che sarebbe gui lungo il ricordare. Io stesso me ne occupai sotto pilt
punti di vista nella Memoria: Fondamenti della metrica projettiva (Memorie della R. Accad.
delle Scienze di Torino, 1904), che sara ancora ricordata in seguito. .

(***) Due punti individuano una retta cui essi appartengono; due rette individuano
un punto, per cui passano. .

(****y Cfr, HiLert, Grundlagen der Geometrie (2.te Auflage, Leipzig, Teubner, 1903),
pag. 66-67. v o

(#**#%) Vale a dire che ai postulati di appartenenza enunciati nella nota (¥**) occorre ag-
giungere gli analoghi dello spazio: tre punti individuano un piano cui appartengono, due
piani individuano una retta per cui essi passano.
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vasto in cul ricorrono ordinariamente nella geometria projettiva, e, seguendo
il CREMONA, il THOMAE, il PAscH, definire collineari od omografiche (o, trattando
di sole forme di 1.* specie, anche projettive) due forme di prima o di seconda
specie che siano fra loro riferite mediante una corrispondenza definibile con
una successione di projezioni e di sezioni (*). Non si pud perd affermare che
tal corrispondenza sia interamente determinata da tre coppie (per le forme
di 1.* specie — quattro, per quelle di 2.*) di elementi omologhi.

A stabilire questo fatto occorre appunto il teorema di Pappo-Pascar:
«I punti d’incontro delle coppie di lati opposti di un esagono inscritto in
una coppia di rette sono allineati. »

Si & questa proposizione che si puo ritenere equivalente al teorema fon-
damentale di StaupT; ed in virth di essa si pud costruire I'intera geometria
projettiva lineare (**). Devesi perd osservare — e ¢io non fu forse spesso suf-
ficientemente rilevato (**) — che tale equivalenza al teorema fondamentale

(*) Si pud pure definire la collineazione fra due spazi (sovrapposti necessariamente se
si pensa di restare in un determinato spazio di tre dimensioni); la nozione di projezione e
della conseguenle corrispondenza prospettica va allora completata colla condizione di colli-
nearitd (cioé che ogni retta si muta in una retta) che ¢ allora indipendente da quella di
prospettivitd. Cfr. Pasch, l. c.

Questa definizione della projettivita si attribuisce di solito al THoMAE che la espose nella
sua Geometrie der Lage. Ma prima della pubblicazione di questo, nel 1873, anche il CrREMoONA
aveva gid adottata questa definizione nelle sue Lezioni, e la troviamo riprodotta nella sua
Geometria projettiva, pubblicata precisamente nello stesso anno 1873 di quella del THOMAE.

(**) Non naturalmente la geometria quadratica; non si potra cioé asserire ancora nulla
sull’esistenza di punti uniti d’'una projettivitd e sulle questioni connesse a questa.

(***) Invero fu dimostrato dal PascH (l. ¢.) e per via aritmetica dallo HiLsert (. c.,
pag. 68 e 71) che il solo postulato di continuitd che occorra per stabilire il teorema di PascAL
& quello d’ARCHIMEDE, e che si possono dopo cio dimostrare tutte le proposizioni grafiche
senza piu far intervenire considerazioni di continuitd: ma il Pascn finisce tali considera-
zioni osservando (pag. 125-126) che al postulato d’ArcHiMEDE (di apparenza metrica) si pud
sostituirne un’altro (forma projettiva del postulato di DEperiND — si possono a tal riguardo
consultare le Lezioni di Geometria projettiva del BErzoLari, Torino, 1894-95, o dell’ENRrIQUES,
Bologna, 1898), col quale si colma la lacuna indicata dal KueiN (Math. Ann., 7, pag. 532) nella
dimostrazione di Staupr. Ora, se il nuovo postulato (quando sia unito al postulato dell’or-
dine) include quello d’ArcHIMEDE, ['inverso non avviene, onde esso & esorbitante e non
omogeneo al sistema del PascH. Questa insufficiente distinzione nello scritto del Pasch
fu causa, certo, che in scritti posteriori in cui non si aveva di mira la critica di questo punto
particolare, si affermasse senz’altro una equivalenza che non sussiste. Cosi il Pier1, Circa il
teorema fondamentale di StaupT, ecc. Atti della R. Accad. di Torino, 1904; Introduzione.
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¢ essenzialmente connessa alla definizione adottata per 'omografia. Se ap-
pena si seguisse invece la definizione staudtiana «si dicono omografiche due
forme di prima specie quando sono riferite in modo che ad ogni quaterna
armonica corrisponda una quaterna armonica » (*), essa cesserebbe d’un

.

tratto: la proposizione di Staupr, che la corrispondenza & completamente
definita da tre coppie di elementi omologhi, non si potrebbe stabilire senza
ricorrere al postulato di DepexiNp od a qualche altro pili o meno equiva-
lente (**¥).

(*) €fr. Geometrie der Lage, pag. 50. 11 Pier: ha rilevato che questa definizione in quanto
chiede che il fatto si verifichi per ogni quaterna armonica, contiene del sovrabbondante (Cfr.
Sulla definizione Staudiiona dell’omografia fra forme semplici reali. Periodico di Matematica,
Vol. 21, 1905).

(*¥) Per es., & ben noto che al postulato di DEpekinD, che involge I’esistenza di punti
aventi per ascissa ogni numero irrazionale, hastera sostituirne un altro da cui derivi, sotto
convenienti condizioni, Uesistenza di punti corrispondenti solo a radici di equazioni risolu-
bili con una catena di equazioni quadratiche. Cosi opera il PIer1 (I principii della geometria
di posizione, ecc. Mem. della R. Acc. delle Scienze di Torino, 1898, e 1l. cc.) e cosi risulta .
gid dalle ricerche del DarBoUux (Sur la géométrie projective, Math. Ann. 17, 1880, pag. 55
e seg.).

Da altro punto di vista, si pud cercare di sostituire al post. di DepEkIND un altro rela-
tivo alla natura dell’aggregato degli elementi di una forma di prima specie. Per vero, in se-
guito ad una nota osservazione del DarBoux 1. c. la questione assume la forma datale dal
SEGRE (Intermédiaire des mathématiciens, 1. 1, 189%, pag. 182): « quali possono essere in un
campo in cui non si verifichi o I'ordinamento lineare degli elementi, ovvero il postulato di
DepEkIND (0 una parte conveniente di esso, come sopra si disse) le soluzioni del sistema d’e-
quazioni funzionali ¢ (x + y)=19 (®) + ¢ (¥), ¢ (@®)=[p (®)]2?»

It facile vedere che la soluzione non & sempre la sola identita come vorrebbe il teorema
di StaupT, quando sia numerabile, od almeno ben ordinabile I’aggregato dei punti della retta
(Cfr. VeBLeN and Bussey, Finite projective geometries. Transact. of the Amer. Math. Soc., 1906.
— B. Levi, Geometrie projettive di congruenza e geometrie projettive finite. Trans. of the Amer.
Math. Soe., 1907. — Vorpi, Sopra le funzioni che godono della proprieta distributiva. Giornale
di Battaglini, Vol. 35, 1897. — HawmzrL, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lisungen
der Functionalgleichung f(x + y) = f(x) + f (y). Math. Ann., 60, 1905).

[La questione proposta dal prof. SEGre ha richiamato recentemente l’attenzione del si-
gnor LeBEsGuk il quale ha dimostrato (Sur les transformations ponctuelles etc., Atti della
R. Ace. di Torino, Marzo 1907) che l'identitd & la sola funzione ¢ definibile analiticamente.
Mi si permetta di ricordare che in una Nota: Sulla teoria delle funzioni e degli insiemi (Ren-
diconti della R. Ace. dei Lincei, Serie 5, Vol. IX, 2.¢ sem., 1900) io annunciavo una simile
proposizione come conseguenza di una proposizione (prop. V; pag. 76) che non differisce es-
senzialmente dalle conseguenze della definibilitd analitica su cui si fonda il LEBESGUE.

Ma, poiché in quello studio io attribuivo molto maggior generalitd alla definizione delle
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Questa differenza essenziale fra le due forme del teorema fondamentale
si riflette intensamente sulla definizione delle corrispondenze projettive fra
forme di 2% specie: invero, mentre ammettendo la definizione della projet-
tivitd fra forme di 1.* specie e il teorema fondamentale nella forma dello
STAUDT, si pud accettare pure la definizione che questi da di corrispondenza
projettiva fra forme di 2.* specie: «che per essa le forme fondamentali di
prima specie si mutino in forme fondamentali di 1.* specie » e dedurne una
trattazione uniforme e simultanea di omografie e di reciprocitd; ben diver-
samente avviene accettando la definizione di CREMoxA, THOMAE e PascH. Non
si pud infatti allora estendere alle reciprocitad la definizione ricordata in
principio per le omografie, che riduce queste a successioni di projezioni e
sezioni, ne¢ si puo adottare la definizione staudtiana senza che cessi il teo-
rema che la corrispondenza & determinata da quattro coppie di elementi omo-
loghi (*). Percido il Pascu definisce la reciprocitd spaziale (e conseguente-
mente — mediante una projezione o una sezione — la reciprocitd fra forme
di 2.* specie) come il prodotto di una omografia e di una polaritd nulla,
determinata questa mediante la projettivita che su due rette reciproche se-
gano le rette reciproche che le incontrano (**). Si potrebbe d’altronde evitare
la considerazione dello spazio definendo direttamente la reciprocitd (come
caso particolare, la polarita) fra forme di 2.* specie coll’assegnare le projet-
tivitd da esse subordinate fra due coppie di forme di 1.* specie omologhe.

funzioni, in una pit completa redazione insorsero difficoltd circa la dipendenza di quella
proposizione V dai procedimenti di definizione delle funzioni, onde quella Nota non ebbe
per allora altro seguito.

Ritengo percio doveroso il riconoscere al sig. LEBESGUE la prioritd del nuovo enunciato
della proposizione e della pubblicazione d’una dimostrazione della medesima] (Ottobre 1907).

(*) Cosl in una geometria projetliva finita P G (p*), quali furono studiate dai signori
ViBLEN e Bussey (cfr. la nota precedente) una collineazione in un piano di coordinate
omogenee x;, ¥y, &z ¢ definita dalle formole (1. c., p. 252)

']
_zja/.fiwl.;' i=1’ 21 ]:‘13 (273
- %
zjaigx§ 0ék<n

m';
x's

(V. pure VEBLEN, Collineations in a finite projective Geometry, Trans. of the Amer. Math.
Soec., 1907, pag. 366).

Se allora si fissa che a 4 dati punti di coordinate numeri interi (per cui ac‘}k = x; (mod p))
debbano corrisponidere 4 punti di coordinate pure numeri interi, le a;; risultano pure numeri
interi indipendenti dalla scelta di %, e, attribuendo a k gli » valori di eui & capace, si ot-
tengono # diverse collineazioni (secondo la definizione staudtiana) che stabiliscono la data
corrispondenza fra le due quaterne.

(**) V. PascH, L. c., pag. 140 e segg.
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Per tal modo il teorema di Pappro-PascAL viene ad assumere, apparen-
temente almeno, una posizione essenziale nella possibilitd di definire una
reciprocitd. Alcune osservazioni complementari paiono aggiungere interesse
a queste osservazioni.

Si noti anzitutto che la legge di dualitd, che si pud verificare sui po-
stulati projettivi prima di giungere al teorema di PascaL e alle ipotesi che
ne concedono la dimostrazione, non pud essere argomento perché si possa
inferirne (come potrebbe parere) 'esistenza di una reciprocita. Infatti la legge
di dualitd stabilisce fra due figure reciproche una corrispondenza nominale:
ammessa l'esistenza di una determinata configurazione di punti e rette di
un piano (per es.), essa permette di affermare l’esistenza della configurazione
che, in parole, si definisce scambiando nella descrizione della prima le pa-
role punto e retta; fra le due configurazioni essa permette altresi di stabilire
una corrispondenza reciproca, e permette in seguito di estendere, in modo
ben definito, tale corrispondenza a tutti gli elementi (punti e rette) che dalle
due configurazioni si possono ottenere mediante sole operazioni lineari ef-
fettuate sugli elementi di esse: ma nulla dice la legge di dualitd sulla pos-
sibilitd di estendere, in modo ben definito tale corrispondenza ad altri ele-
menti che in tal modo non possano generarsi. L’osservazione prende forma
pilt precisa quando si introduca una rappresentazione per coordinate: due
sistemi piani, punteggiato I'uno, rigato l'altro, si riferiscano a due sistemi
di coordinate projettive (il che pud farsi col solo sussidio del teorema di
Desarcues (*)): se allora queste coordinate potessero avere una rappresenta-
zione comune, per es. mediante numeri dell’ordinaria aritmetica, si potrebbe
definire una reciprocitd fra i due sistemi piani chiamando corrispondenti
elementi che abbiano le stesse coordinate: ma le coordinate nel senso ge-
nerico qui considerato non sono gid numeri aritmetici, bensl gli elementi me-
desimi delle forme (di 1.” specie) di riferimento, onde non ha alecun senso
parlare di « stesse coordinate » sopra due diverse forme di prima specie: le
coordinate diverranno numeri solo coll’aggiunzione dei postulati che permet-
tono di far corrispondere un’ascissa numerica agli elementi d’'una forma di
1.* specie, quindi solo coll’aggiunzione del postulato di DEDEKIND, se si esce
dal campo delle ascisse razionali.

La dimostrazione del teorema di Pascan & riuscita, d’altronde, per pit
vie mediante I'uso dei postulati metrici: qual & la parte ch’essi hanno in

(*) Cfr. Hwserr, L c., pag. 64.
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tal deduzione? Se appena si esaminano le dimostrazioni diverse che ne fu-
rono date (indipendenti dal postulato d’ArcHIMEDE, perché ammesso tal po-
stulato — anche solo in una sua qualunque forma projettiva —, il teorema
di PascaL ¢ immediata conseguenza di quello di DESARGUES (*)) tosto si ri-
leva l'importanza che assume in essa l'ipotesi dell’esistenza d’una polaritd —
a definizione metrica (**).

E quindi naturale il chiedersi qual dipendenza esista fra l'ipotesi dell’e-
sistenza di una reciprocitd in una forma di 2.* specie (ed in particolare di
una polaritd) e il teorema di Pappo-Pascar. Nel n.° 33 della mia Memoria:
Fondamenti della metrica projetiiva (***) ho trattato appunto questa questione:
ma una svista incorsa alla pag. 59 (****) mi ha fatto concludere per I'equiva-
lenza delle due proposizioni (quando sia ammesso il teorema di DESARGUES).
Tale equivalenza non sussiste di fatto; le due proposizioni: « Nella geome-
tria considerata si pud definire una reciprocita », « Nella geometria considerata
st pud definire una polarild » possono intercalarsi successivamente fra il teo-
rema di DEsArRGUES e il teorema di Papro-PascaL: esse sono ordinatamente
indipendenti fra loro e da queste due proposizioni, e rappresentano cosi una
effettiva scomposizione dei postulati della geometria projettiva.

Egli & cid che mi propongo di mostrare in questo breve scritto.

Si immaginino percido due piani (eventualmente sovrapposti) riferiti cia-
scuno ad un sistema di coordinate (desarguiane (*****)) non omogenee (&, =)

(*) Al modo medesimo che, in conseguenza del postulato d’ArcriMEDE e della defini-
zione Euclidea delle proporzioni, si stabilisce la commutabilitd dei medi in una proporzione,
e quindi il teorema di Papro.

(**) Cosi nella dimostrazione dello ScHUR (Math. Ann., 51) in cui si fa uso dello spazio,
ma non si fanno limitazioni circa !'ipotesi euclidea, si ricorre alla considerazione di simme-
trie rispetto a piani e quindi, implicitamente, alla considerazione della polaritd assoluta, In
altre dimostrazioni, in cui invece si evita la considerazione dello spazio, e si deve percio
distinguere quale delle tre ipotesi sulle rette parallele si voglia ammettere, I'uso di polarita
metriche compare diversamente : cosi nella dimostrazione dello HiLBERT (Math. Ann., 57 e
Grundlagen der Geometrie, Il Auflage, Anhang III, pag. 107) relativa al piano di Losa-
CEWSKY e in quella dello HessenBEre (Math. Ann., 61) relativa alla sfera (piano di Rizmann)
compie ancora funzione essenziale la polaritd assoluta (che in queste geometrie non & dege-
nere) e nella dimostrazione dello HiLerT (Grundlagen der Geometrie, § 14. — Cfr. pure B. Lzvi,
Supplemento al periodico di Matematica, 1903. MOLLERUP, Math. Ann., 56) relativa al piano
euclideo hanno parte essenziale le proprietd del cerchio.

(***) Memorie della R. Accad. delle Sc. di Torino, 1904.
(¥**¥) Della Memoria, pag. 339 del volume.
) Cfr. Hiueert, Grundlagen der Geometrie, . ¢., §§ 2429 e la mia Memoria citata,
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e (@, y) rispettivamente, in cui l'origine del primo abbia per corrispondente
la retta all'infinito del secondo. Al punto (4). corrisponderd generalmente
una retta

aEn)@+b(En)y+1=0; (1)

questa equazione (1) pud dunque considerarsi come la rappresentazione ana-
litica della reciprocitd. Dall’ipotesi che all’origine del piano &« corrisponda
la retta all’infinito del piano ¥ si ha

@ (00) =0 (00) =0,

Si semplificano ancora notevolmente i caleoli supponendo che nel piano
xy gli assi x =0, y =0 siano le rette reciproche ai punti all’infinito degli
assi n =0, £ =0, rispettivamente. Se allora si pone in (1) y =0, 'equazione
risultante

a(En)=—%

deve essere equivalente (nelle variabili §, =) a
£ = cost,,

questa cost. dipendendo biunivocamente dal valore di «.
Quindi @ () & funzione della sola &, e si pud porre

a((n)=0() e analogamente b(Zn)=o0(n). *

Si osservi inoltre che, se il punto (§4) si muove su una retta per l'ori-
gine, la (1) deve descrivere un fascio di rette parallele; cid equivale a dire
che se & ed m si wmoltiplicano posteriormente per uno stesso numero X, p (£) e
s (n) debbono moltiplicarsi anleriormente per uno stesso numero; in simboli:

1 1
Y = Q) — -
s (n )3(71) o (€ )P(E)
Mantenendo fisso n e facendo variare £ si vede cosi che g (§-2) " 25) ¢ fun-

pag. 34 e segg. (314 e segg. del volume): particolarmente quest’ultimo luogo per le avver-
tenze da usarsi nel calecolo con questi numeri, per cui si suppone valgano le proprietd fon-
damentali delle operazioni con numeri razionali, salvo la proprieti commutativa del prodotto.
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zione della sola A; indicando con = () questa funzione e ponendo

s()=r o(t)=s @

si ha

p)=7()r ) =7()s
e I'equazione (1) diviene

@ re+Tm)sy+1=0 (1)
con
(1) =1, 7(0)=0. 3)

Si consideri la costruzione con cui si ottiene il punto &, +Z, (*); ad essa
la reciprocita fara corrispondere la costruzione seguente (fig. 1):

1

e A N/ Ve T
| S
\ § N
\.\ = >( N/

Fig. 1.

St consideri la retta =(§,)ra—+(8,)sy + 1 =0, reciproca del punto
(&, &), la si seghi colla retta ra 4+ (—1)sy=0. La parallela alla 2 =0

pel punto d’intersezione & la retta « — — 1 » reciproca del punto

SNy
€ +&, 0).

(*) Cfr. HiLBerT, L c., pag. bl
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Esprimendo analiticamente si ha
. 1 . 1
(6 &) T » 1 .
( ) [T (El) — T (QQ) m] r

Osservando che &, 4 & =&, +&,, si ricava da questa stessa uguaglianza

che deve essere v (—1)=—1, e quindi

TEAL) =1 E) ().

(%)

Del pari, alla costruzione sul piano &= del punto (0, £, £,) (*) corrisponde,

per la reciprocitd, nel piano «y, la seguente (fig. 2):

1 1
r’ _T(El)s

Si consideri la retta (0, 0) (—

1 . .
§y=— AT reciproca di (0, &, &,).

Esprimendo analiticamente si ha

S S SRS S S
T (51 52)8 o T (EI) s T (E..z) T (’Ez) T (51) § ‘

(*) Cfr. HiLBERT, . c,, pag. B4
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ossia
TG &) =" (52) 7 (1) )

Dalle equazioni (3), (4), (5) si ha tosto che qualunque sia il numero )

razionale (*) sara _
T(N) =2 (I)

In generale poi le relazioni (4) e (5) si riassumono nell’'unica seguente:
Sia R (1, & =,...) un’espressione razionale a coefficienti razionali nelle
g, My,...: Cio& une somma di termini ciascuno dei quali sia il prodotto di un
coefficiente numerico razionale, di altri fattori, potenze delle Z, u,... e infine

di fattori della forma —; > dove R é una espressione razionale della stessa

K
natura (e, naturalimente, pii semplice (**)). Si chiami R (1, Z,1,...) la funzione
che si ottiene scrivendo in ogni termine di B i fattori, diversi dal coefficiente
numerico, tn ordine invertito, coll’ avvertenza che, per ogni fattore della forma

R’ oltre all’operare lo spostamento richiesto da questa inversione, si sostituisca

all’espressione K la corrispondente espressione K. Dovrd allora essere:
T[R , £ n,...)]zR(I, (), = (1),...) - (In)
/

Tosto che una funzione t soddisfacente a questa condizione sia nota,
equazione (1), qualunque siano le costanti r ed s, definird una reciprocita
fra 1 piani (£4) ed (zy). Ad ogni punto (£7) essa fa corrispondere infatti la
retta rappresentata dalla (1') per quei valori particolari di £ e di =; e se il
punto (£1) si muove sulla retta

af4Bn4+1=0 (« B costanti),

(*) Ogni sistema di numeri desarguiani contiene come parte il sistema dei razionali:
in ogni prodotto i fattori razionali sono commutabili con tutti gli altri (Cfr. HiLBERT e
B. Levy, 1. ce.).

(**) Per modo che, esaminando i termini di R’ e in questi i fattori della forma e

1
4
cosi proseguendo, si giunga alfine (dopo un numero finito di passaggi) a termini che non
contengono piu fattori di questa forma.
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st avrd, per le (II), i
S®)7 () )7 (B)+1=0

cosicche tutte le corrispondenti rette (1) passeranno pel punto
1 1
90_71'(01), y_?'r(@)

Il problema della definizione di una reciprociti assume cosi una forma
funzionale singolarmente analoga a quella che risulta dalle considerazioni
del DarBoux pel problema della definizione di una corrispondenza armonica
in una forma di 1.2 specie.

La reciprocitd diverra una polaritd quando (), (x ) si interpretino
come simboli diversi per le stesse coordinate e la funzione + sia tale che,
qualunque sia 1,

T(r)P ) =rx t(s)sF () =s%

Facendo A razionale, per cui » =< (X)) =" (), si ha
T(ry=r 7(s)=s (I
onde segue che, per ogni X, dovrd essere

S 0) = Cav)

Le condizioni (I) e (II) che definiscono una reciprocitd generica si sod-
disfano immediatamente ogni volta che il campo numerico in cui si possono
scegliere arbitrariamente le coordinate delle nostre forme di 2.* specie ain-
metta una base; esista cioé un gruppo, finito o non, di numeri (¥) razional-
mente indipendenti

1, %, Ayt

tale che ogni altro numero del campo si ottenga da essi mediante opera-

(*) Numeri desarguiani, non necessariamente numeri aritmetici (razionali od irrazionali),
come fu ricordato al principio del paragrafo precedente.
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zioni razionali: bastera allora indicare con 1, ¥,, %,,... un’altra base del
campo, quale si otterrebbe, per es. moltiplicando le %, per numeri razionali
arbitrari, ovvero facendo loro subire una sostituzione lineare a determinante
non nullo, e porre, per es.,

t)=1 )=\, (i=1, 2..);
ogni altro numero del campo sard un’espressione razionale nelle 1,
B (1, X, A,..),
e la (II) definird il suo trasformato per l'operazione t
T[R (1, Ay, Ay )] =R (1, Xy, Vayold)

E da notare che, se £,, £,,... sono numeri del campo, e, indicando con
=i, E,,... espressioni razionali, & precisamente

E==(1, A, 2sy.n),
la condizione (II)

T [R (1, S1y ’27 )] — (1 T (51)7 T (”")3 )
sard identicamente soddisfatta, poiche, se si pone

R(1, &, & ) =R E (1, %, Ay) B (L 2, 2,0,

[x

=81, %, Ay,.n0)
si ha

R, (), v(5),.)=R[1, E (L, Vi, Xoyotl), (1, ), 7o,0),00]

Ne segue che, nell'ipotesi considerata, la possibilita di definire una re-
ciprocitd non impone nulla riguardo alla proprietd ecommutativa della mol-
tiplicazione e quindi riguardo al verificarsi o meno del teorema di Papro-
PascaL.

Ma si supponga che dal campo numerico totale non si sappia estrarre
una base: cid avviene per es., almeno nello stato attuale delle nostre cono-
scenze, per il campo di tutti 1 numeri reali E assai probabile che in questo
caso non si riesca a definire una funzione = per cui sia soddisfatta la (1),
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altrimenti che ponendo, per ogni A
T(A) =2
e supponendo che sia quindi

R(1, 5 n,..)=R(®,E n,.)

Se allora &, » sono due numeri qualunque del campo, sard £n==n¢&;
vale dunque la proprietd commutativa della moltiplicazione e il teorema di
Parpo (*). ' :

E naturale che si ricadrebbe in una ovvia generalizzazione del 1.° caso
quando, in luogo di supporre che pel nostro campo di numeri esista una
base costituita di una determinata successione di numeri fra loro razional-
mente indipendenti, si supponesse che il campo risultasse da tutte le espres-
sioni razionali composte mediante i numeri di un certo gruppo di campi
parziali, ciascuno dei quali possa non ammettere una base ma ammetta la
proprietd commutativa pei prodotti di numeri che ad esso esclusivamente
appartengono.

Se si considera la difficolta quasi insormontabile che si presenta a wvoler
esemplificare in modo esplicito la possibilita di numeri desarguioni, non pa-
scaliani i quali non posseggano una base, alimeno nel senso pit generale
esposto ora, si vede che se ipotesi dell esistenza di una reciprocitec non puo
mostrarsi come consequenza del teorema di DESARGUES, essa aggiunge perd ben
poco @ questo leorema. '

Ben diversamente avviene quando si chiede invece l'esistenza di una
polarita, per i pil stretti vincoli imposti dalla (IV).
Si consideri, per es., un campo di numeri desarguiani avente la base

1, ¢ u
coll’ipotesi
P=—1 ktu=ul

(*) Si ricordi che in ogni geometria desarguiana il teorema di PAppo € equivalente alla
proprietd commutativa del prodotto (Cfr. Hiuert, L. c., Kap. VI, §§ 31-34).
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ove k sia un numero razionale; basterd supporre che le diverse potenze di u
non siano fra loro legate da alcuna relazione lineare con un numero finito
od infinito di termini, a coefficienti appartenenti al campo definito dalla base
(1, t), perché k possa essere un numero qualunque. Ogni numero del campo
potrd rappresentarsi nella forma:

P (u) 4t P (w)

dove P e P’ sono serie di potenze intere (positive o negative), ascendenti di u,
con coefficienti razionali, Dovra essere

[F (O] == () == (— 1) =—1;

onde, ponendo t (i) =P (u) + ¢ B (u), e indicando con P, (u), P (u),... le
serie che si ottengono sostituendo in P (u), B (u),..., u con ku

(B () — P () By ()} + £ P () [ B (w) + P () |} = — 1.

Segue
P (u) B (u) + B, (w) ] =0
(W) = B () B () — 1.
Se B —1¢& sempre B(w) + B (u) -] O tosto che P(u)  0; ma allora
la 1. equazione da P’ (uw) =0 e la 2.* di la condizione impossibile P (u)’ = —1;

dovra quindi essere

P(w) =0, P (u) P (w) =1,

onde P’ (u) deve essere indipendente da e precisamente ' (u) = P, (u) = %= 1,
e

S(f) =+t

Si ponga ancora 7 (u) =P (u) + ¢ P (u), 7, (u) = L, (w) -+ ¢ P'5 ().
Deve pure essere

2 (tu)y=1tu
e d’altra parte, in forza della (II) e della precedente relazione, si ha
T(lu)==x1u)t==2tr,(u)

2 (b)) == [ 47, ()] =7, [« ()] L= L%, [, (W)
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quindi, poiché t,[v, (u)] si ottiene sostituendo k*u ad w in = [t (u)] =" (u) = u,

u=kFu FPF=1 k==+1.

~ In un campo DESARGUIANO avente per base (1, i, u) con = —1, ktu=ul
e k=|- == 1 non pud dunque esistere una polarita. Ma dall’esistenza della polarita
non sequird ancora il fteorema di Parpo, perche, per k= —1 la moltiplica-

zione non €& commulaliva.

Risulta da questa discussione che nella dimostrazione del teorema di
Pascan mediante proprietd metriche diverse dai postulati della continuita,
queste hanno una parte maggiore di quella costituita della semplice esistenza
della polarita assoluta: & facile riconoscere che questo maggior contributo &
portato da ipotesi che toccano fatti di 2.9 grado: tali sono per la metrica
iperbolica l'esistenza dei due punti all’infinito su ciascuna retta metrica, per
la metrica parabolica e per lellittica le proprietd della circonferenza (*).

Nella forma projettiva eh’e¢ piu propria del presente lavoro, una tale pro-
prietd potrebbe essere la seguente:

Assegnato alla £ un valore costante, mentre si lascia variare la =, il
punto (¢4) e la sua ‘polare descrivono due forme projettive nel senso di
StaupT: nello stesso senso sono allora projettivi il fascio di queste polari e
il fascio delle corrispondenti rette y = che dal punto all’ infinito dell’asse
delle « projettano i loro poli; si chiami conica il luogo delle intersezioni delle
rette omologhe dei due fasci.

Si ammetterd che, qualunque sia il valore di x,, esiste un numero razio-
nale k tale che la retta x = kx, interseca la conica (**).

*) Invero I’HiLBERT ha mostrato, per la metrica parabolica, la dipendenza del teorema
di Parpro dall’ipotesi dell’uguaglianza degli angoli alla base del triangolo isoscele; si con-
sideri il cerchio definito come luogo delle intersezioni delle rette ortogonali uscenti da due
punti fissi: si potrd considerare tale uguaglianza come equivalente all’esistenza delle inter-
sezioni della circonferenza con ogni retta uscente dal centro. Riguardo alla geometria ellit-
tica i procedimenti dell’HessenNBERrG la riconducono alla paraholica.

(**) Si noti ’analogia di questa richiesta con quella che le rette di una certa striscia
o d’'un certo angolo incontrino una circonferenza.
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Per rappresentare analiticamente questa ipotesi, si osservi che la conica
sard rappresentata, nelle variabili x, y, da

t@)re+ry)sy+1=0;

cosi il postulato enunciato si esprimerd in c¢id che, qualunque sia il nu-
mero x,, esiste un % razionale tale che l'equazione

t(Y)sy=—1—k=(E)ra,
ammette soluzioni (*); sia y, una di queste soluzioni: dalla
E<@)roe,+v¥)sy,+1=0
segue, operando sui due membri coll’operazione «
k(@) ré—+ () syo+1=0
a causa della (II) e della (IV); qumdl
t(&)ra, =7 (x,) rt.

Si faccia anzitutto r x, razionale: essendo allora = (x,) r = < (r &) = r @,
risulterd = () = &; si faccia poi @, =17 &; siotterrd Er Ar E=E&r « (A) r £ ossia,
qualunque sia 1, ‘ ‘

T(A) ="

Se infine per X si assume un prodotto qualunque ) = ‘u; v, risultera da
t(ev)=r1(v)7(»), p.v=vp onde la proprietdi commutativa del prodotto.

(*) Almeno due, perché se y, € una prima soluzione, sard pure soluzione della stessa
equazione —y, .

Gennaio, 1907.
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Sull’equazione del calore.

(Del Dott. Eveenio Evia Levi, a Pisa.)

1. La teoria delle equazioni del secondo ordine di tipo parabolico &
assal pit arretrata della teoria delle equazioni ellittiche ed iperboliche, spe-
cialmente dal punto di vista delle funzioni di variabile reale. [’equazione
della propagazione del calore in una sbarra omogenea & forse l'unica equa-
zione di tipo parabolico che sia stata studiata fin qui: ed anche per questa
le nostre cognizioni sono ancora assai limitate: poiché non furono studiati
che quei particolari problemi al contorno che hanno interesse per la Fisica:
e mentre tali problemi nel caso delle equazioni ellittiche ed iperboliche rap-
presentano un tipo assai generale, sia per quanto riguarda la natura dei
dati impostt al contorno, sia per quanto si riferisce alla forma del contorno
medesimo, nel caso dell’equazione del calore essi sono al tutto particolari.

Io mi sono proposto di costruire per le equazioni paraboliche una
teoria analoga alla teoria delle equazioni ellittiche; ed in questo lavoro mi
occupo della pitt semplice delle equazioni paraboliche: dell’equazione del
calore
o°'uw 0w

E noto (*¥) che non esistono due soluzioni di (I) che nei punti di una
curva aperta, i cui estremi si trovino in una medesima caratteristica y = cost.

(*) E evidente che con una semplice trasformazione delle variabili si pud sempre ri-
durre a questa forma I’equazione pil generale della propagazione del calore in una sbarra
omogenea:

ot ou

(**) Cfr. E. W. Hosson, Art. Wirmeleitung nell’ Encyclopiidie der Math. Wiss. Bd. V, 1,
pag. 174. E piu in generale V. VOLTERRA, Legons sur Uintégration des équations diff. efc.,
professées ¢ Stockholm, 1906, pag. 64-65.
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188 E. E. Levi: Sull’equazione del calore.

e giaccia tutta al disotto della caratteristica medesima, prendano i medesimi
valori. Scopo principale della presente Memoria é linvertire questa propo-
sizione dimostrando che, data sopra una tale curva s una qualunque catena
continua di valori, esiste sempre una soluzione di (I), la quale prende sul
contorno i valori assegnati. Nel corso del lavoro mi occorse perd di notare
alcune proprietd delle soluzioni dell’equazione (I) che non mi paiono del
tutto prive di interesse. -

Nel primo paragrafo richiamo la dimostrazione del teorema di unicitd
precedentemente citato, onde precisare le condizioni in cui & applicabile e
dedurne alcune notevoli proprietd circa i massimi ed i minimi delle solu-
zioni dell’equazione

2
x* 0y

affatto analoghe a quelle delle funzioni armoniche, ed i ‘teoremi sulle serie
di soluzioni di (II) corrispondenti ai teoremi dell’Har~ack. Precisate nel § 2
le condizioni che si possono intendere soddisfatte per il contorno, mi ac-
cingo alla dimostrazione del teorema di esistenza per I'equazione (II). Indico
a tale scopo due metodi: del primo, analogo al metodo del NEuMANN tratto
a lungo e, spero, completamente nei § 3-6: esso & fondato su una formola
analoga a quella dei potenziali di doppio strato che deduco dalla formula
di GREEN nei § 3-4; e ci permette di ottenere la soluzione cercata sotto
forma di una serie che si presta assai bene allo studio della soluzione me-
desima: ad esempio alla derivazione (¥).

Per il secondo metodo mi limito ad una trattazione pitt sommaria,
tracciando nel § 7 per sommi capi la via da seguirsi: esso si fonda sul
principio delle immagini, che nella forma generale datagli dal prof. Vor-
TERRA (*¥) permette di risolvere agevolmente il problema nel caso del con-
torno poligonale: io mostro come si possa ottenere il caso generale consi-
derando una curva come limite dei poligoni inscritti in essa.

Il § 8 & dedicato alla dimostrazione di una formola analoga a quella
di Poisson che permette di ricondurre il problema relativo alla equazione (I)
a quello relativo all’equazione (II).

(*) In altri termini riduco il problema alla risoluzione di una equazione integrale di
FrepHOLM: noterd perd esplicitamente che in quanto segue non é mai necessario conoscere
{a teoria delle equazioni integrali.

(**) VOLTERRA, l. c., pag. 67-69.
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Nel § 9 dimostro che le soluzioni dell’equazione (I) sono funzioni ana-
litiche della @, tosto che si suppone che la funzione f (x y) sia funzione ana-
litica di « (*). Infine nel § 10 estendo tutti i precedenti risultati all’equa-
zione del calore pil generale

_u__ ok _y JSu
su— g — (@, w ) () (Agu_z,. 3—90) (I10)

1

Il massimo interesse di questo studio & dal punto di vista dell’analisi.
Dal punto di vista della Fisica Matematica il teorema di esistenza dimostrato
nel presente lavoro non ha una interpretazione semplice che nel caso in
cui al contorno si attribuiscano forme particolari: per es.: quando si sup-
pone che esso sia formato da una porzione di varietd caratteristica (per es.,
della y =0) e del cilindro a generatrici parallele all’asse delle y projettante
il contorno della varietd medesima. In tal caso la soluzione che prende va-
lori assegnati su questo contorno da la distribuzione delle temperature in
un corpo omogeneo ad 1, 2,..., n dimensioni, quando si suppone nota la
temperatura iniziale in tutti i punti del corpo, e quella nei punti del con-
torno per i successivi valori del tempo. Quando l'equazione data ¢ la (III)
(o la (I)), si suppone inoltre che in ogni punio del corpo vi sia una sorgente
di calore di intensitd nota variabile da punto a punto e col variare del
tempo: quando f(x,,...x,y) =0 non vi & allora sorgente di calore al-
Pinterno.

il problema fisico cosi proposto era gid stato risoluto fin dal Fourier
per il caso dell’equazione (II): per I'equazione (III) in pit variabili esso fu
in sostanza risolto nei recenti studi del Lr Rovy, dello StexLorr, dello Za-
REMBA, del LavuricELLA (***) mediante sviluppi in serie di funzioni armoniche
del Poincarf. La sua soluzione sard compresa come caso particolarissimo

(*¥) Tale risultato fu da me dimostrato per 1’equazione (II) nella Nota : Sul problema di
Cauchy (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Vol. XVI, serie 5.2, 1907, 2.° semestre,
pag. 105 e sg). Cfr. anche la Memoria di E. HoLMGREN, Om Cauchy’s problem vid de li-
nedra, ete. (Archiv for Matematik Astronomi och Fysik, Stockholm, Vol. II, (1906)).

(**) Valgono relativamente a questa equazione le osservazioni fatte relativamente all’equa-
zione (I) in una Nota precedente a pag. 187.

(¥*¥*) Questi lavori si ispirano tutti ai metodi della celebre Memoria del PoiNcARE: Sur les
équations de la Physigue Mathématique (Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, 1894). Per
le indicazioni bibliografiche cfr. la Memoria del LAURICELLA, Applicazioni della teoria di Fred-
holm al problema del raffreddamento dei corpi, a pag. 143 e sg. del presente volume degli
Annali.
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190 E. E. Levi: Sull’ equazione del calore.

nella soluzione del problema proposto in questo lavoro: ed il metodo che
qui propongo fornira, spero, della funzione cercata una forma forse pi ma-
neggevole e perspicua (*).

§ 1. 1L TEOREMA DI UNICITA E LE SUE GONSEGUENZE.

2. Consideriamo una curva ¢, tutta al finito, la quale ammetta gene-
ralmente tangente e sia incontrata dalle parallele agli assi delle « e delle y
in un numero finito di punti: e sia C il campo da esso racchiuso. Sia u
una funzione che nel campo C, il contorno ¢ inchiuso, soddisfaccia alle con-
dizioni seguenti:

12ue ou sono finite e continue,

ox

2
2.0 gw —g—% sono linearmente integrabili rapporto ad x ed y rispel-
tivamente e sono tali che
C0'u ou Cou
‘a—'de—%’ deJ—M

Si ha allora coi soliti processi di integrazione per parti

H [T 3’;]dde——"( )dwd./—i—’ Gudy+gudal ()

dove nel secondo integrale ¢ devesi intendere percorso nel senso positivo

(*) I risultati del presente lavoro furono gia riassunti in una Nota pubblicata nei Rend.
della R, Ace. dei Lincei (tomo XVI, serie 5.2, 6 ottobre 1907) portante lo stesso titolo di
questa Memoria. Recentemente, quando gia questo lavoro era in bozze seppi che qualeuno di
questi risultati era gia stato ottenuto per altra via dal sig. E. HoLMGREN, Sur une applica-
tion de Uéquation intégrale de M. Volterra. Archiv for Mat. (9 aprile 1907); precisamente
I’H. dimostra il teorema di esistenza per i contorni che nel lavoro sono detti di seconda
specie. Vedi anche E. HoLmgren, C. R. 30 dicembre 1907. E. E. Levi, C. R. 27 gennaio 1908.
Ed anche vedi S. BernsteiN, C. R. gennaio 1905. Gli stessi metodi usati in questa Memoria
‘ho applicato a risolvere altri problemi analoghi nella Nota: Sul problema di Fourier, pub-
blicata negli Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino (1907-1908). .
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rapporto all’area interna C, e, detto in questa ipotesi d ¢ il differenziale del-
e T _dx _dy
larco di c,eda:._dcdc, dy—%dc.

4 E facile dedurre di qui un notevole teorema di unicitd per le soluzioni
dell’equazione
o’z 0%

Sia s una curva aperta la quale goda delle proprietd pur ora ammesse
per ¢, ed i cui estremi 4 B siano su una medesima caratteristica y = g, del-
Pequazione (I), mentre gli altri punti di s stanno tutti al disotto di questa
caratteristica (abbiano sempre ordinata <Zy,): porremo 4=(a,¥,), B=(b,y,),
a<b. Potremo allora asserire che esiste non pin di una soluzione di (1) che
su s prenda assegnati valori e soddisfaccia in S (s ed A B inchiusi) alle con-
dizioni 1.° e 2.° sopra slabilite per u.

Ed invero siano, se possibile, 2z, e 2z, due tali soluzioni, la funzione
u =2, — 2, soddisfa all’equazione

’u  ou
A T (II)

e si annulla su s. Si applichi la (1) prendendo come campo C il campo S,
— il che per le nostre ipotesi & legittimo -—: il primo membro di (1) diviene
identicamente nullo in forza di (II), nel secondo membro lintegrale curvi-
lineo si riduce, poiché¢ su s ¢ u=0esu ABe&dy=0, a

1 1 b

= 2 _ 2

9 J wdr= 3 wda

b , o

(si ricordi che per percorrere il tratto 4 B del contorno nel verso positivo
rapporto all’area S che si trova al disotto di essa lo si deve percorrere nel

verso delle x decrescenti): onde da (1) si dedurra

b
C(Ow\? 17
S hlhad — 1w 9
0 ” (am)dxdy g | wa. @
S [
E di qui osservando che i due integrali del secondo membro sono es-
senzialmente positivi, tranne quando & Z%=O inS, ed u=0 su 4 B, side-

duce senz’altro, ricordando che su s € =20, che » & nullo in tutto S, e
- b
quindi il nostro enunciato.
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Ma il teorema di unicitd sopra enunciato si pud ancora estendere (e cid
importa a noi per le deduzioni del numero seguente): in quanto che si puo
allargare alquanto la classe dei campi S che si possono considerare. Si
prenda invero come campo S un insieme di punti, tutti interni al rettangolo
R compreso fra le rette y =0, =0, y=1y,, =, il quale sia tale che,
preso un punto dell'insieme, si possa sempre costruire un piccolo rettangolo di
culi esso sia il centro e che sia formato tutto di punti interni ad S: e si chiami
contorno di S l'insieme dei punti limiti di § non appartenenti ad S§. Suppor-
remo che al contorno di S appartengano uno o piu tratti 4, B;[4. = (a,y,)
B, = (b, y,) a;<b,| della caratteristica y =y,; diremo s l'insieme dei punti
residui del contorno. Ogni retta x=%&, od y=n 0=¢{=w,) 0=n=y,) ha
comuni con § i punti di un insieme numerabile (finito od infinito) di seg-
menti, gli estremi dei quali appartengono ad s oppure agli 4, B,.

Con tali significati di S ed s si pud dimostrare che, se due .soluzioni
z, e z, di (I), finite e continue nei punti di § e di ¢ insieme colle loro de-

. 0o 0 0 Co .o .. -
rivate 75 7% 0y sono uguali nei punti di s, esse sono uguali in tutti i
punti di S. Si ponga invero z, — 2, =wu, e si consideri la funzione v definita

2
in tutti i punti di B la quale nei punti di S & uguale a u %=“Z—Z’ e

nei punti di s e fuori di S & nulla. E questa una funzione continua in
0 2
tutto R, esisteranno quindi gli integrali ” vdxdy, l (xy)dy, Jv (xy)dx

o

B 0 0

Ly

e sl avra

o Yo Yo

1’v(my)ddezjdwiv(my)dy=Jd y‘v(wy)dw.
"R ] o0

Ma si osservi che, presa una parallela all'asse delle @, o una parallela
all’asse delle 4, i soli punti in cui v=]=0 sono i punti dei segmenti s, (¥), o
Yo

6; (), che quella ha interni ad S. Quindi sard ' v(xy)dy=2s, [v(w y)dy,
0 ail)

f” (y)de=:3, [@ (xy)dwx. Ora, preso un qualunque integrale fv(wy)dw, si
0

8 () 8i(y)
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C s o0*u . .
ha, poiché in esso v (x y) =uzse negli estremi & u =0,

‘v((m)da}——’( )

3¢'y) si(y)

Analogamente preso un qualunque integrale { v(xy)dy si avra che esso
i)
¢ zero, tranne quando o, (x) & l'intervallo ¢, (x) il quale ha un estremo su uno
dei tratti 4, B, nel qual caso &

’v(ccy)dac:%u2 (2 y,)-
ay(x)
Abbiamo quindi I'uguaglianza
o 2 .
¥ zfu @y do -+ | (z[(g—Z) d :1:) dy =0 (¥
aq 0 s(y)

Questo non puo essere se non @

be

J"’(wJo)dm_O |( (‘(au)dw)dJ—O

ai 3i(y)
Siccome u* (x y,) € una funzione continua di «, sara quindi »*(x y,) =0. Lo
stesso non si puo dire senza ulteriori ragionamenti per 'altro integrale, perche

. . (Du\® . . . .
non possiamo asserire che EJ (9_90) dx sia continua, ma tuttavia noi sap-
7/
si(y)

piamo che 2:.[ (au) dax =0, fatta eccezione per un aggregato di valori di y

ox
2¢(y)

di misura nulla nel senso di BoreL; e quindi ancora su ogni retta y = cost.

. 0u . -

non appartenente a questo aggregato sara %=O, tranne che nei punti di
.. .. o . . . . .

un insieme di misura nulla. Ma 7w © continua in ogni punto interno ad S,

quindi sard in tutto S, gu——O ed infine v =0. c. v. d.

(*) Si noti il significato dell’'ultimo integrale, il quale non rappresenta senz’altro un in-
tegrale di area: per quanto sarebbe agevole ridurcl ad un vero e proprio integrale di area.
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3. Dal teorema precedente segue una importante proprieta delle solu-
zioni di (IT), fondamentale per le considerazioni che seguiranno.

Data una funzione z (xy) soddisfacente all’equazione (I1) in un campo S
come quelli del numero precedente, finita e continua in S e sul contorno 8,
con derivate prime finite e continue nei punli interni ad S, il massimo (mi-
nimo) valore che essa asswmne su 8 & maggiore uguale (minore od uguale)
dei valori che assume entro S. .

Ove infatti ¢id non fosse, esisterebbe un punto M interno ad S in cui
z (xy) avrebbe un valore Z maggiore del massimo valore { che essa assume
su s. Consideriamo la caratteristica » per M, e sia S’ la parte di S che si
trova al disotto di ». Fissato un numero ¢ arbitrario, ma tale che {4-¢<CZ,
si consideri in S’ I'insieme dei punti in cui & z(@y)>Z—c¢ e che si pos-
sono congiungere con M mediante cammini in cui sia sempre z(xy)>Z—c¢.
Otterremo cosi un insieme S, di punti tutti interni ad S — e quindi tali
che in essi esistono e sono finite anche le derivate di 2 — ed affatto ana-
logo a quello di cui si & parlato nel numero precedente: ogni punto del-
I'insieme potrd considerarsi quale centro di un piccolo rettangolo tutto in-
terno all'insieme medesimo: ed il contorno di esso & formato da uno o piu
segmenti di » e da un insieme s, di punti ancora tutti interni ad S, in cui
& 2=7—z: Ma una soluzione di (Il) che nei punti di s, assume i valori
Z—¢ & la costante Z — ¢ medesima; e con questa deve quindi coincidere
per il teorema del n. 2 la funzione da cui eravamo partiti. Quindi #z deve
prendere in M il valore Z—z¢, il che & contro I'ipotesi che in M sia z=2>7—c.
Onde 1’ enunciato.

4. 11 teorema precedente ci permette di estendere alle soluzioni del-
I'equazione (I) il seguente teorema relativo alle funzioni armoniche. "

Se una serie di funzioni soddisfacenti all’equazione (II) converge unifor-’

memente nei punti di un contorno s come quelli dei nwmeri precedenti,
1.0 la serie converge uniformemente in S;
2.° la serie rappresenta in S una soluzione di (II).

Invero la somma dei termini della serie compresi fra I'n-esimo e
I'(n +p)esimo & ancora una soluzione di (II) che sul contorno s & in valore
assoluto inferiore ad una quantitd =, tendente a zero col crescere di n: e
quindi pel teorema precedente & anche all’interno numericamente minore
di ¢,: onde risulta intanto la prima parte del nostro enunciato.

Per dimostrare la seconda parte, preso un punto M = (x, y,) di S si con-
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-sideri una ciirva s, formata da un segmento di caratteristica y = gy, — 9 e dai
-due tratti delle parallele all’asse delle @ =x.— 3, x =, + 0 compresi fra
le caratteristiche y =y, — 3 ed y =1y, :  si potra prendere cosi piccolo che
s, sia tutto interno ad S; s, limita quindi colla y =y, un campo S, in cul
la serie converge uniformemente.

I valori assunti da una soluzione z di (II) in S, sono pienamente de-
terminati da quelli assunti su s,: ma in questo caso & ben noto che di pit
essi possono esprimersi in funzione dei valori di z su s, mediante la formula (¥)

@ +d __ nny—y,+9)

O Jz(”" p—9[Se” T sen"T@—@H0) sen"ﬁ(w_f”t+b)]dm'+
RS ! 23 73
1 y nr(y—y+9)
T 0 . . 8 _ -
oy [ e, y/)[znsen"_@%w;ﬁe —n———]_
y—3 1
N %ﬁ(w_w __3) _n‘zn?(y}y’-{-&)
—z (@, + 9, ?/’)[Znsen——%‘—e R de,.
1

E viceversa se in questa formula a z (x, — 9, y"), 2z (x, + 9, y), 2 («’,y, — 9)
si danno valori arbitrarii, il secondo membro di (3) rappresenta una funzione
che in 8, & soluzione di (II) e su s, prende i valori assegnati.

Applichiamo ai singoli termini della serie la formula (3) ed osserviamo
che perché la serie converge uniformemente su s,, la serie degli integrali &
uguale all’integrale della serie: otterremo la somma della serie espressa per
‘i valori che essa assume su s, mediante la (3), onde, per quanto sopra si
disse, tale somma rappresentera una soluzione di (I1). ec. v. d.

5. 11 teorema di unicitd del n. 2 si pud estendere al caso in cui S
non sia tutto al finito. Supporrd perd in tal caso che il campo non si
estenda all’infinito dalla parte delle y negative, talché possa intendersi
sempre che esso sia interno alla striscia compresa fra le rette y =0, ed
y=1,. Mi limitero ad un caso molto particolare di questi campi tanto per
‘mostrare con un esempio quali mutazioni debbano farsi ai precedenti ragio-
namenti: e cioé al caso in cui s sia formata da un tratto di curva tutto al
finito e da un tratto infinito di caratteristica, E per dimostrare che due fun-

(*) Cfr., E. W. Hosson, L. c., pag. 184%. ¢). Ed anche RieMANN-WEBER, Partielle Differen-
tialgleichungen. Vol. 1I, § 44-48. E chiaro del resto come I'ufficio di questa formula in questa
dimostrazione & del tutto accessorio: cfr. il n. 17 e specialmente la seconda nota a pag. 219
ed il n. 31 e la nota relativa a pag. 263.
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zioni 2, € #, soluzioni di (I) le quali su s prendano gli stessi valori sono identi-
camente uguali in S supporrd di pit che, detta R la distanza di un punto dal-
lorigine delle coordinate, le funzioni 2, e 2, od almeno la funzione z==z,—z,,
quando il punto si allontana all'infinito, rimangano finite insieme colla loro
derivata rapporto ad x, od almeno divengano infinite di ordine non mag-
giore di R?, — & essendo un numero arbitrario, ma determinato (¥).

Dimostreremo piu tardi (n. 11) che una funzione z soluzione di (II) che
soddisfaccia a queste ipotesi e si annulli sul tratto infinito della caratteri-
stica y = 0 appartenente ad s, necessariamente si annulla insieme colle sue
derivate quando il punto si allontana all’infinito.

Ammesso per ora questo teorema, & facile completare la discussione pre-
cedente. Invero si applichi il ragionamento del n. 2 al campo S’ limitato da s
e dalla retta @ =a, a essendo una costante arbltrarla che si puo fare cre
scere a piacere. Avremo

0*||( )dde—i-’z(wyo dm—u ) dy,

(ay)

dove il primo integrale lineare devesi intendere esteso al segmento della
y = Y, che appartiene ad §’. Ora per il teorema sopra ricordato, quando la

(*) Sarebbe facile mostrare che quando il campo S sia infinito, lo si potra sempre spezzare
mediante caratteristiche in tanti campi parziali per modo che questi campi parzialt o siano
di quelli notati nel testo, oppure siano di una delle forme seguenti: 1.° la curva s & assinto-
tica alla caratteristica dei punti di ordinata massima del campo, ogni caratteristica diversa
da questa ha un segmento finito in S; 2.° la curva s & assintotica alla caratteristica di or-
dinata minima y==0 un tratto infinito della quale appartiene ad s, tutte le altre caratteri-
stiche hanno in S un tratto finito; 8.° la curva s & assintotica alla y=0 la quale non ha
punti interni al campo, e tutte le caratteristiche y =y, <C0 hanno un segmento infinito interno
ad 8. 1l caso trattato nel testo si pud considerare come un caso particolare di questo ultimo.

Basterd dimostrare il teorema di unicitd per questi diversi tipi perché facilmente lo si
deduca per i campi pilt generali (ragionando come pitt oltre al n.°7), Quando siamo nel primo
dei casi sopra ricordati il teorema di unicitd & immediata conseguenza del teorema del n. 2.

0z

Negli altri due casi occorre supporre che z e FES siano limitate in S: allora nel caso 2.° segue

seng’ altro con un ragionamento analogo a quello del testo il teorema di unicitd; e nel caso 3.°
lo stesso teorema segue quando si completi convenientemente il teorema del n. 11 che verrd
tosto citato nel testo, come & indicato in quel luogo (nota a pag. 205-6). Bastino. questi brevi
cenni ad indicare quali diverse condizioni si presentino per il diverso comportarsi del campo
rispetto alle caratteristiche: non svolgeremo pili a lungo queste considerazioni la cui precisa
discussione ci distrarrebbe dallo scopo del presente lavore piu di quaunto convenga.
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costante a cresce, I'ultimo integrale tende a zero poiche il tratto di integrazione
rimane sempre finito (=y,) e l'integrando tende a zero; mentre all’opposto
gh altri due integrali crescono, oppure restano fissi. Quindi la precedente
equazione non puo valere che quando sia, in tutto S, 2=0. c. v. d

Ed & chiaro che queste osservazioni potrebbero ancora avere ulteriori
estensioni.

6. Tutti questi risultati valgono ancora per l'equazione del calore in
pilt variabili: :

ou _w T
Azu“—'a—y"_’f(wlm2"'wny)'[A2u E aw] (III)

Bastera osservare che, indicato con C un campo tutto al finito dello
spazio ad n -+ 1 dimensioni in cui sono coordinate le x, x,...x,y e con ¢
la sua ipersuperficie contorno, se supponiamo che ¢ abbia ovunque piano

tangente determinato ed indichiamo con (x;v) o (yv) 'angolo che la nor-
male v alla superficie e diretta verso l'interno di C fa colla direzione positiva
dell’asse delle «; o delle y, e con da I'elemento della superficie ¢ medesima;
si avra

’T...Jﬂ(Azu—g—Z)udwlde...dw,,dy=—(f...JAludwldwz...dw,ldy—i—
T g

IS EE

E da questa formola segue il teorema di unicitd delle soluzioni di (III):
le varietd caratteristiche saranno qui gli iperpiani ¢ = cost.: e presa una
ipersuperficie s posta al finito ¢ cui punti abbiane coordinata y <y, che tagli
Viperpiano y =1y, in una varietad chiusa, una soluzione di (Ill) sara piena-
mente determinata nel campo racchiuse S da s e dalliperpiane y =y, dai
valori che essa prende su s.

Del pari sard agevole estendere i ragionamenti della seconda parte del
n. 2 e di qui trarre il teorema relativo ai massimi ed ai minimi delle solu-
zioni dell’equazione (III) per f(x, x,...»,y)=0.

Ancora varrd la prima parte del teorema del n. 4: una serie di solu-

J—u]da

_— . ou . s
zioni dell’equazione A, u =W convergente in ugual grado su s, & convergente
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198 E. E. Levi: Sull’ equazione del calore,

in ugual grado in S; ma non potremo dire senz’altro che lo stesso valga della
seconda parte del teorema medesimo, poiché non abbiamo ancora pel caso
di pitt variabili una formula pienamente analoga alla (3)(*): il teorema & tut-
tavia vero e cid risulterd da ragionamenti che faremo pid tardi (cf. n. 31),

§ 2. NUOVE IPOTESI SULLA NATURA DEL CONTORNO,

7. Noi ci proponiamo in quanto segue di Invertire il feorema di uni-
cita stabilito nei numeri precedenti, dimostrando il corrispondente teorema
di esistenza, dimostrando cio¢ lesistenza di una soluzione di (I) che su una
curva s prenda valori arbitrariamente assegnati. Conviene percido premettere
lo studio della formula di GrEEN, ma prima ancora & necessario fissare le
idee sulla natura del contorno enunciando le ipotesi che potremo o vorremo
intendere soddisfatte.

Supporremo che s sia incontrata in uno o due punti soltanto da ogni
caratteristica che abbia punti comuni con S: fatta eccezione al pilt per tutto
un segmento di caratteristica che pud appartenere ad s medesimo. Suppor-
remo che tale tratto di caratteristica appartenga a quella posta piti in basso
fra le caratteristiche che hanno punti comuni con S. Queste:restrizioni non
sono essenziali: perché ove non fossero soddisfatte si potrd spezzare il campo
S mediante caratteristiche in tanti campi parziali 8, §”, 8”,... che soddisfac-
ciano alle condizioni precedenti e il cui contorno sia formato da pezzi del
contorno primitivo e da tratti di caratteristica: questi compariranno ad un
tempo quali limitanti superiormente un campo S ed inferiormente un
campo 8 con j>14. Una tale decomposizione & indicata nella figura qui
annessa. Ed il problema di determinare la funzione nel campo S si ridurra
a quello della successiva determinazione di essa nei campi S'S”S”...: poiché
i valori che prende la funzione in quei tratti di caratteristica che apparten-
gono al contorno di S“ e non appartengono ad s, sono gid determinati
dai valori che la funzione prende negli S'* per ¢ <<j.

Quando il campo si estenda all’infinito, noi supporremo anche qui che

(*) Sarebbe forse possibile dedurla dalle dimostrazioni dei teoremi di esistenza citati in
fine dell’introduzione, ma cid non ci pare opportuno, perché la deduzione del n, 31 & pil
consona coi nostri metodi.
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esso sia limitato da una curva tutta al finito e da un tratto infinito di ca-
ratteristica, o che a questo tipo ci si possa ridurre spezzando conveniente-
mente il campo mediante caratteristiche in modo analogo al precedente: sup-
porremo allora che il tratto di curva al finito sia incontrato dalle rette
caratteristiche una sola volta.

\ Ayw /Sm

X

Non tratteremo il caso in cui il campo sia un semipiano e ciod sia limi
tato da una caratteristica intera: la soluzione di esso & ben nota (¥).

Per le nostre ipotesi possiamo dunque supporre che il campo sia tutto
nel semipiano delle y positive ed anzi che la caratteristica posta pitt in basso
tra quelle aventi punti comuni col campo, sia proprio l'asse delle x: chia-
meremo il campo di prima specie, se non ha che un punto comune all’asse
delle «, (se cioé al contorno non appartiene alcun tratto di caratteristica),
di seconda specie se al contorno appartiene un tratto infinito dell’asse delle ,
di ferza specie se il campo é infinito.

Se il contorno & di prima o di seconda specie la curva s si compone
di due tratti s, ed s, compresi fra le caratteristiche y=0 ed y=y, ed
eventualmente di un tratto % dell’asse x: su s, si avrd € =2E&, (y), su s,
x=2E&,(y), & e%, essendo funzioni finite e continue e ad un solo valore di y,
le quali fatta al pit eccezione per un numero finito di punti hanno derivata
rapporto ad y: supporremo £, (y)<<&; (y): in altri termini s, & la parte del

(*) Cfr. RiEMANN-WEBER, 1. c., Vol. II, § 36; Hossox, 1. c., pag. 186-7.4): e pel caso di
pit dimensioni, Hosson, L. ¢., pag. 195. d).
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contorno posta a sinistra, s, quella posta a destra. Se il contorno & di prima
specie st ha &, (0) =£,(0), se di seconda &, (0)<<§&, (0).

Se il eontorno & di terza specie esso & formato da un tratto di curva s,
su eui & =2, (y) e da un tratto infinito della caratteristica y =0 (¥).

Indicheremo con s (y,), s, (y,), 8. (¥.), S (y,).1e partidi s, s,, s,, S che si
trovano al disotto della caratteristica y=1y,: i teoremi dei numeri prece-
denti ci dicono che i valori di una soluzione di (I) o di (II) in S(y,) sono
determinati dai valori che essa prende su s, (y,). Con s, (y,) ed s, (y,) indi-
cheremo anche talora le lunghezze di s, (y,) ed s,(y,) a partire dai punti
2(0), &, (0). \

Alle condizioni precedenti occorre aggiungere una condizione che avremo
da richiamare sovente, per quanto essa non riesca poi essenziale nei risul-
tati finali: la chiameremo condizione (a): per essa supporremo che esista un
numero positivo H tale che, presi due punti qualunque di s, [o di s,] di

3

coordinate , (4)y) e (G (3)9) [E ®)9) e (Ga(y.)y.)] si abbia sempre

& (y) — ¢, ()

S (y) — £, (9, < H.
Yy—U .

Yy—U

<,

Risulta di qui che si avra pure |, (y) | << H, | &5 (y) | <<H: in particolare
le curve s, ed s, non saranno mai tangenti ad una caratteristica.

§ 3. LA FOoRMULA DI GREEN.

8. Premesso c¢id, prima di procedere occorre richiamare una notevole
formula che nella presente teoria compie l'ufficio della formula di Greex per
le funzioni armoniche. Si supponga che la z(x y) soddisfaccia alla (I) e sia

(*) Se volessimo considerare pure i casi degli altri contorni infiniti della nota al n. 5
dovremmo chiamare di quarta, quinfa, sesta specie i campi 14 osservati: i campi di quarta
specie sarebbero come quelli di seconda con questo solo che delle funzioni & (y) e E, (y) una
almeno dovrebbe diventare infinita per y =y, ; i campi di quinta specie sarebbero limitati da
un tratto k& di caratteristica e da due tratti di curva s; ed s, su cui x=§ () e «=§ (),
ma & (y) e & (y) diverrebbero, uno almeno, infiniti per y =0; i campi di sesta specie sa-
rebbero limitati da una curva s, per cui x=§ (¥} e & (0) =00,
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v (2 y) una soluzione dell’equazione aggiunta di (II)

2y ov .

Si avrd coi soliti processi di integrazione per parti

Jil‘vf(wy)dwdy=f['og—;i—zg—g]dy—{—fvzdw, 1)
C [ e

C e ¢ avendo qui lo stesso significato che al n. 2: e sempre intendendo
negli integrali curvilinei del secondo membro, che ¢ sia percorso nel verso
positivo rapporto all’area C. Naturalmente occorrera che v e #z soddisfacciano
in C e su ¢ alle condizioni 1.° e 2.° del n. 2. E propriamente non sard nep-
pure strettamente necessario che queste condizioni siano soddisfatte ovunque
su ¢: potranno fare eccezione alcuni punti del contorno: purché avvenga
che gli integrali del secondo membro conservino sempre un senso deter-
minato.

E questa formola vale ancora quando C sia infinito ma, come suppo-
niamo sempre, compreso fra due caratteristiche y =0, y =y,, purché v e =
siano tali che col tendere di « all'infinito vf(xy) e vz tendano a zero di

ordine >é—, e fvg%, zg—;:, tendano semplicemente a zero.

9. Assumeremo quale funzione v (xy) la funzione definita da

1
vy, ¥y) == e W per y=y
’ v —y @)
vy, zy)=0 per ¥ <y.

Questa funzione soddisfa evidentemente a (IV) considerata come fun-
zione di # ed y, a (II) considerata come funzione di (x'%’): si ha % =— aa ;, ’
dv__ ov |
oy 0y

Essa ha un punto singolare in (xy)=(x'y’): studiamo un poco piu
davvicino questa singolaritd. Anzi pilt in generale consideriamo la funzione
( ’ )a (' —x)?

hop (@ g5 @ ¥) = (o sge” T (0 =), (3)
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di cui v(xy; ' y) &€ un caso particolare corrispondenté ad « =0, p= %
Queste funzioni sono tutte finite nei punti in cui (x y)== (" %), e nei punti in

cui y =y ma « =|= «’ esse si annullano insieme con tutte le loro derivate. Nel-
I'intorno dei puntiin cui () = (x'y) esse assumono (almeno quando 2f —a«>0)
sia valori grandi a piacere, sia valori piccoli a piacere: invero, se con r in-
dichiamo la distanza del punto (xy) dal punto (x’¢’), esistono curve pas-
santi per («y') e tali che, quando (xy) si avvicina ad (2" ') lungo di esse,

hog(xy; o« y') cresce dell’ordine di — tali sono ad esempio le parabole

rife
(® —x) =Fk(y —y), & essendo una costante positiva finita arbitraria —,
mentre esistono curve — quali la retta y =4 od anche le parabole di or-
dine superiore al secondo (x— )" =k (y'— y) (m>2), od infine se >0
la retta x=«', — su cui la funzione & sempre nulla o tende allo zero
quando (xy) tende ad (2 y’). Ci importa perd di osservare che, quando il
punto (xy) tende al punto («' ') muovendo su una linea che soddisfi alla
condizione (@) del n. 7, heg(xy; a'y') resterd sempre inferiore ad una quan-
tita della forma H” m

Dimostreremo pitt tardi (*) che la funzione h.p(xy; «'y’) & assoluta-
mente integrabile quando « +1>0, 3+ «—28>0; ora ci basti osservare
che essa & assolutamente integrabile quando «>0, 24+ 2 — 2§ >0, poiché
si ha, osservando che r>|a'— x|,

14 2 _ *
| hep (X y; ' y) | << I e Wt

(v —u)f . '
1 e N VAR IY l )
S R

! indicando una costante finita.
Si noti infine che quando il punto (x y) si allontana all’infinito restando
sempre entro la striscia compresa fra y =0 ed y =y, (quando cioé x cresce

1 :
yori E essendo la di-
stanza di (z y) dall’origine e 8 essendo un numero arbitrario, ma fissato. E lo

all'infinito) %,z (xy; « ') tende a zero di ordine >

(*) Cfr. n, 22. Ed anche per ulteriori studii analoghi cfr. n. 27,
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stesso vale per le derivate di has (xy; «'y'), poiché basta osservare che le
derivale di hag (xy; «'y') sono somme di funzioni dello stesso tipo di

heg (35 " y').

10. Applichiamo dunque la (1) del n. 8 assumendo quale funzione
v(cy)la b, (xy; « y), e quale campo C il campo S(y' —=z) (:>0): in
Oh)

S(y’ —¢) la funzione ho1 (xy; ' y') & regolare.
o

Osservando che

] ho1 (cy; ' y)

2 1 ., L @
7% =Qhlg(w'l,w?/)=h0%(an,my)m,
avremo
&(y'—e) 1 _@—=r
’Z(x?l'—s)te e dop =

Ei(yb'—f) \/U .
—[|n ey @) 52— g by @5 @) 2] ®
_J Oi(w?/, w@l)a—w—- 9 lj—s— Y, y)z ¥+
sy’ —e) 2 2
+Jhol(we; w'y')Zdw—ffhoi(w“ &) fey)dwdy,
sy—e) 2 Siy—e) 2

dove il contorno s devesi intendere percorso nel senso positivo rapporto ad S.
E per l'osservazione finale del n. 9, la formula precedente sard ancora
valida quando il campo sia di terza specie, purche, quando « cresce all'in-
finito, la funzione z e le sue derivate rimangano finite od almeno crescano
di ordine <C R?, dove § & un numero arbitrariamente grande, ma determinato.
Facciamo tendere ¢ a zero. Per una osservazione del n. 9 la funzione
h01 (xy; = y') & assolutamente integrabile: quindi I'integrale di area del se-
2 .
condo membro di (4) ha per limite l'integrale medesimo esteso ad S(y').
Quanto agli integrali curvilinei del secondo membro essi hanno pure per
limite gli integrali medesimi estesi ad s(y). Cid & chiaro quando il punto
(" y') non appartiene ad s poiche allora I'integrando & sempre finito. Quando
il punto (x'y') appartiene ad s occorre invece supporre che la curva mede-
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV. 928
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sima soddisfaccia alla condizione (a), poiché in tali ipotesi per le osserva-
zioni del n. 9 sara

1 L
Vo—y o —w

=

h,(@y; 2y

-

2

p—
7

Yy —y

Le?ua

h 3 (@y; ©y)
'y

e quindi entrambe le funzioni sotto il segno di integrale negli integrali cur-
vilinei del secondo membro di (4) rimangono integrabili sia rapporto ad
che rapporto ad y anche nel punto (xy) = («'¥'). Non resta quindi che da
cercare il limite dell'integrale del primo membro. E noto come esso si ottenga:

’
. . . . X — X . . .
sl introduea una nuova variabile ¢ = — : esso diviene

2e
¥y’ —¢)
) 1(?
QJ z(@ —2t\e, y —c)e"dt. (6)
a'—&,(y'—¢)
2 e

Quando ¢ tende a zero, questo integrale ha per limite 2V = 2 (4 se «’

& interno all'intervallo £, (i) . . . %, (¢f), poiche allora lim e 11 S
&=0 2\/c

e lim T — % (¥ —¢)

N, = o0; ha per limite 0 se (x'y’) ¢ esterno all'intervallo
&=( €

L ’ . ’ - )>_‘ ’ .

£ (). .. & (), poiche allora lim & =W =9 _ @ =5 —=8) .
=0 2y &=0 2\/e

ed infine, se (x' y') & sulla curva s e se questa soddisfa nell'intorno di («' y')

alla condizione (a), esso tende a \mz(x'y), perché, se ad esempio

(@ y)=(E () y) si avrd in virtd della condizione (a) lim :B_—E_,\/(_y;s) =0
e=0 €
(g —
e lim =W =) ().

&=0 \/ S_

(*) Tale proposizione & notissima. Cfr. ad es. Riemann-WeBER, 1. c., Vol. II, § 36. Del
resto piu oltre io ho dimostrato per disteso il teorema analogo per il caso di 2 variabili:
ed i ragionamenti la usati si possono ripetere in questo luogo. Cfr. la nota al n. 26.
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Riassumendo, da quanto precede otterremo:

7, 9\/732(93’!,’) 2 ’h%(wJ, x'y )%[g;—zg%——fw]dy+zdw:_~
() \/wz(w?/)) Uh @y; ' y) f(@y) dady;
' s T

e la formula (7), vale se (x'y) ¢ in S, la (7), quando (x'y’) & su s ed s
soddisfa alla condizione (@), la formula (7), quando (2’ y") & fuori di S.

Si noti ancora che la formula (4) ha senso, e vale tutta la dedu-
zione successiva, solo quando ¢ —|=0: tuttavia potremo dire che quando
(" 9") tende al punto (x', 0) dell’asse delle « il valore del secondo membro

di (4) & 2yrz(«,0), se (x'y) tende a (v, 0) restando sempre entro S; a

(M)s 0

Vr 2 (5, (0)0) o a =2z (% (0)0), se il punto (=’ y') muove su s,, o su s,;a 0
se (x'y’) resta sempre fuori di S.

Ed infine si osservi che anche le formole (7), cosi come gia si osservo per
la (4) valgono ancora se il campo & di terza specie, purche z e le sue derivate
restino finite oppure crescano di ordine < R? quando « cresce indefinitamente.

11. La formula (7) ci permette di completare un punto che al n. 5 ave-
vamo lasciato in sospeso; poiché da essa immediatamente risulta che una solu-
zione 2z (xy) di (I1) che in un campo di terza specie si annulli sulla carat-
teristica che limita inferiormente il campo, e di cui si supponga solo che al-
Pinfinito cresca di ordine minore di E?, necessariamente si annulla all’infi-
nito. Infatti si chiami, come si disse, s, il tratto di s, tutto al finito, che non
appartiene alla caratteristica y =0: applicando alla nostra funzione la (7),
avremo, ricordando che su s & 2=0 e sulla caratteristica y=0 & d y=0, 2=0

’ ’ 1 y 7 az
2@ y)=—= [ h,(xy; wy)a—d
2z o5
8:(y")

Ora, se ricordiamo che quando, (xy) restando al finito (per es.: su
8, (¥)), (@ y) si allontana indefinitamente » , (xy; «'y) tende a zero di or-

. 0_

2
dine >]-T%13—1 dove 8, & un numero arbitrario, evidentemente dalla formula

precedente segue l'asserto (¥).

(*) Come abbiamo gia accennato al n. 5, quando il campo sia di sesta specie si ha un
teorema analogo. Allora s é asintotica all’ asse delle x: e si pud affermare che, tosto che
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12. Ma la formula (7) ci permette di trovare altre conseguenze no-
tevoll.
Applichiamola ponendo per z(x"y’) una costante qualunque: ad es.:
ponendo z (xy)=1: si avrd una formula analoga a quella di Gauss:

®), 2
(8)s V= 'hz(”J’”)[z(J " d””]
(8)3 O sy(y’)

si suppone che z e le sue derivate siano finite anche all’infinito e che 2z sia nulla su s,
presi due numeri ¢ ed » positivi piccoli a piacere, si pud trovare un numero x, tale che per
y>n, £>x, sia z(xy)<s. Invero da (7) segue ancora che si ha

N Coaon 02
2 (« y)ﬁ‘m Ihoé(xﬁl»wy)mdﬁ-
S(y

072
e

vare un valore a tanto grande che pel tratto s di s a destra della x—a sia y <<= e

‘Ju\/’n—y ‘<JN

8

Ora si indichi con m il massimo valore di ; essendo s asintotica ad y = 0 si potrd tro-

Si spezzi allora s su due parti: s ed s —s; osservando che, se y’ = ese (xy) & su s, siha

1 ys o)< e < L
0g Vy —y Va—y’

si ottiene per y' ==, qualunque sia =’

v o002
xY; X dx<m d
%V"I 1(?/ y)ax 9\/"_’-\/71—14 y<2
Resta allora a considerarsi [hol (xy; 'y’ 33: dy; ma siccome s (y) —s ¢& tutto al finito

D)
8—8

¢ chiaro che si pud prendere x, tanto grande che per &' =z, sia

1 072 _a
—— 1h 4y (xy; y)E-d =
VL I 0%( y y)aw- 1<y
8=8
Sommando queste due disuguaglianze si dedurra dalla formula precedente 2 (x'y’) < @, tosto
che y’ =% a'=xp. E questo teorema serve facilmente a dimostrare il teorema di unicita pei
campi di sesta specie,
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Spezziamo s (y') nelle tre parti s, (¢), &, s: (y') (*), ed osserviamo che le

funzioni

1(E (y)y’wy)[ ( = (Jg y— d'”] [ 1(,2(J)J,w.j)[%—(?j;dy—-dW],
31(J) ﬁ sy 2
£(0)
‘h (@0 ' y)de,
Ko 2

sono finite e continue in tutti i punti (« y) che non sono rispettivamente
punti di s, (¥), . (y'), k; si deduce allora da (8):

lim |h G @y; 2y )[Q(J "(J) 1(y)]dy:

S i )
- [ L (1) —4 )
G O PRSI e SE AT LN

1
¥

purché si supponga y, ——0. Su questa formula debbono prendersi contem-

poraneamente i segni superiori od inferiori. Ed una formula analoga si ha

quando si sostituisca &, (y) a &, (y). La convergenza al limite & superficial-

mente uniforme.
Ma possiamo dire di pit. Si osservi che la funzione

;
[h, E @y o) 5 @) d,

continua ovunque, anche su s,: basti osservare che

- Si potrd quindi sem-

¢ anche essa finita e

l'integrando & sempre in modo inferiore ad S
VY — Yy

(*) B chiaro che quando il campo sia di prima o terza specie (0 (uarta o quinta o sesta

specie) qualcuno di questi integrali pud mancare.
(**) Col simbolo lim intendo che il limite indicato & preso, quando il punto («’ ) tende

e YA
al punto (§; (»,) 1) per modo che per oguni valore di y' sia & (y') <<«' oppure § (y)<x.
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plificare la (9) e scrivere:

?g' EQ

lim [k, G @)y @' y)dy =22z +|hE Wy & @)y dy.  (10)
: 2

Y=y 12
w’=§1(?hst0 0 2 0

13. Terminiamo questo paragrafo con alcune osservazioni circa la pos-
sibilitd per definire una funzione analoga a quella di GrEen: quello che
segue non € essenziale pel seguito; solo mi pare possa utilmente servire ad
illuminare il problema. Se nella (1) del n. 8 ponessimo per » in luogo di
h(ﬁ (xy; « ¢) una funzione della forma ho1 (xy; €y)+Y(xy; ©'y'), dove

2 2

Y (xy; o y) fosse una soluzione di (IV) nulla essa pure su tutta la y =y,
si potrebbe dedurre una formula analoga a (7). E si & indotti a pensare se
non & possibile usufruire dell’arbitrario che si ha in ¢ (xy; «'y’) per fare
0%
dw
allora di esprimere la funzione z (% y) in S per mezzo dei valori che prende
su s: ed il teorema di esistenza si ridurrebbe a studiare se inversamente la
funzione ottenuta, ponendo delle funzioni arbitrarie per i valori di z su s
soddisfa realmente entro S ad ([) e prende su s i valori assegnati.

A tale scopo occorrerebbe scegliere ¢ per modo che su s, ed s, prenda
1 valori —h01 Gy, €y) e — hoi (. () y; « y'). Applichiamo a (IV) 1 ri-

2 2

in modo che nella (7) scompaiano i termini in =—: la (7) ci permetterebbe

sultati del § 1: noi vediamo che queste condizioni insieme con quella che
¢ sia nulla su y =y determinano la ¢. Ma vi ¢ qualcosa di pit: se il con-
torno & di terza o di seconda specie la determinazione di ¢ & un problema
affatto analogo a quello che ci proponiamo: ma se il contorno & di prima
specie le condizioni imposte a ¢ sono in certo modo sovrabbondanti poiche
ne sono assegnati i valori sopra un contorno chiuso. Ed & a prevedere che
tali condizioni ci porteranno in generale ad una funzione ¢ la quale ha un
punto singolare nel punto comune all’asse delle « ed al contorno. Come os-
servammo al n. 8 non percio la formula (1) cesserd necessariamente di es-
sere applicabile: tuttavia si richiederanno speciali considerazioni. Questa
osservazione vale a farci intuire la ragione intima della maggiore difficolta
che presentano i contorni di prima specie in confronto di quelli di terza e
di seconda specie: e giustificano fin d’ora la distinzione da noi introdotta (¥).

(*) Cfr. ancora a proposito della funzione di Green il § 7.
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§ 4. TEOREMI PRELIMINARI.

14. & opportuno riassumere ora brevemente il concetto che seguiremo
nella nostra ricerca. Consideriamo la formola (7) del paragrafo precedente:
lintegrale curvilineo & funzione che soddisfa I'equazione (II) mentre il primo
membro soddisfa 'equazione (I). B quindi da prevedere che Iintegrale di
area che compare in essa & soluzione dell’equazione (I): noi dimostreremo
piu tardi (§ 8) questa affermazione: ammettendo cid per il momento & chiaro
che la ricerca della soluzione di (I) che abbia dati valori al contorno si ri-
duce alla ricerca analoga per 'equazione (II).

Limitiamoci a questo caso: supponiamo che i valori assegnati per z al
contorno formino una catena continua: indichiamo con ¢, (), ¢ (x), ¢, (y) 1
valori datisu s,, k, s,; sard ¢, (0) =9 (§, (0)), 0, (0) = ¢ (§, (0)). Naturalmente
una di queste funzioni mancherd se il contorno & di terza o di prima specie.

Possiamo ancora semplificare le condizioni del problema: possiamo cioe
supporre ¢ (x) = 0. Poiche, ove cid non fosse, sia @ (x) una funzione definita
sullasse delle © tra — o0 e 4-oo finita e continua che su & coincida con
o (x): la formula

C'y) = (x0; «'y) @ (x) d

?
1 J b,
2/ wJ 0
definisce una funzione in tutto il semipiano delle gy positive, soluzione

di (II), la quale si riduce sull’asse delle « alla funzione ¢ (x). La ricerca
della funzione z(x'y’) si pud quindi ridurre alla rvicerca della funzione

(@ y)=C (' y)—=z@y) che su s, k, s si riduce rispettivamente a

W) =LCWY—e @) 0, 9.1 =0G ®y)—e (y) (*) Quindi si pud
sempre supporre che sia ¢ (x) =0 e che ¢, () e ¢, (y) si annullino per y =0.

(*) Si noti che se |9 ()| <M, |9, (NI <M, |9, (y)| < M, anche dopo questa trasformazione
del problema & 192} <<2M,|9,] <<2 M. Invero si pud supporre che sia |® (x)] < M e allora per
il teorema del n. 2sard 1§} << M onde I’asserto. — Analogamente se esistono ¢', (y) e ¢, (y) e
giha |9, ()| <M, e |95 (y)|<<M, si avra che anche le tunzioni o'y (%), 95 () esistono e sono
finite anche in prossimitd di y =0 purché si supponga che nell’intorno dei punti (¢, (0)0) e
(53 (0) 0) la funzione ¢ (x) abbia derivate prime e seconde finite. Invero si potra supporre che
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Ciod posto, noi cercheremo di porre la funzione sotto la forma

¢@y) =3 1/~= fhii(f; @y; y)bhwdy —
o y (1)
—J ko G ) y; 2 y) b (y) dy: ,

0

¢, (y) e ¢, (y) essendo funzioni da determinarsi convenientemente. Questa
formula rappresenta una funzione soluzione di (II) che in ogni punto del-
lasse delle  diverso da (Z, (0) 0) (%, (0)0) &, certo nulla.

D’altra parte la formula (10) del n. 12 ¢i fa prevedere che gli integrali
che qui compaiono godono delle proprietd degli integrali di doppio strato;
e che, quindi, in modo analogo a quanto avviene nel metodo di NEUMANN,
quando si cerchi di esprimere 'unica condizione che ancora deve soddisfare
la z (2" y) e cioé che sus, ed s, si riduca a ¢, (y) e ¢, (y), saremo portati ad
una equazione integrale del tipo di FrepHOLM.

Nel presente paragrafo io mi propongo di studiare pit davvicino gli in-
tegrali che compaiono in (1) per confermare in modo rigoroso le presun-
zioni qui esposte.

15. Consideriamo dunque !’integrale

yl

s G @y @ ) ) dy. G

2

Ricordiamo anzitutto che come gid si vide al n. 10, questo integrale ha

.

un senso anche quando il punto (x'y’) & su s,, purche s, soddisfaccia alla
condizione (a). Ed anzi se il massimo modulo di ¢, & M poiche

jod ol ’ ’ H ¢
by G@y; G @)Y) | =———= 3)
13 \/i’l_?/

anche la @ (x) soddisfaccia a queste condizioni, ed allora sard facile vedere che la § ammette
su tutto s, ed s, derivate prime e seconde rapporto ad «x finite, e quindi per la (II) anche
derivata rapporto ad y finita; onde ricordando che s, ed s; hanno tangente, otterremo che

anche ¢, (y) e ¢, (y) sono finite. E per simile via in generale & facile vedere quali limitazioni

porti alle primitive funzioni ¢, (y), v, (y) e ¢ (x) il fare determinate ipotesi sulle ¢, (y), ¢, ().
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sl avrda evidentemente

y’
Uhiz Gy L0 N4 @ dy | <2MHY. W
0 2

Supponiamo ora che la ¢, (y) sia anche continua, vogliamo mostrare che
allora

y .
lim ’hiz@ W) y; @y) b (y)dy=
o ZEhx0 0 2

Yy

0 2

(®)
=254 (y) +Jhﬁ(5‘ W y; & @)Y () dy. \

Quando la funzione ¢, (y) sia una costante la (b) non & che una conse-

guenza evidente della (10) § 3 e quindi & gid stata dimostrata: in particolare
quindi noi gia sappiamo che

yl

i Jh JE Wy oY) () dy=

2y 2
a'=§,(y :)io 0 | y.} . (6)
— = 2mh ) + [, @) 5 B W)Y b 0 .
0 2

Sottraendo (6) da (5), noi vediamo che basta dimostrare la (5) per la
funzione ¢, (y) — ¢, (y',): in altri termini che si pud supporre ¢, (%,) =0, nel
qual caso essa si riduce a

yl

lim by CWy; 2y h@dy=
w’=£?(y;f)ﬁ.0 0 2
Y

S

h Gy &)y (y)dy.

|

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV.
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Sia ¢ un numero arbitrario: si prenda un intervallo ¢, +3...y", -—9
tale che, se y & interno ad esso, sia

() [ <oy 8
e che inoltre quando ¢ & fra y', — 3 ed ¢, + 9 sia

¥
3 1
[
y;i—(?\/y_y -

fQ\/Ts<O‘. (9)

—2|Vy=1|

o
y'1—
Si supponga infine che (x'y) sia tanto prossimo a (&, (¢,) ¢,) che y' sia

compreso fra g, —3J e ¢', +9d e che si abbia:
. 1o quando y & nell'intervallo 0...y', — 39

s G ys @ o) —h s 6 ) ys &) o) <o (10)

1

) E)

cid si puo fare éoiché q—uandd y &in tale intervallo & ;(51 (y) g); ' y') & fun-
12
3

zione continua di 3 nell’intorno di (¢, (v/)) ¥,);

j

anche questa disuguaglianza si pud soddisfare quando (x'y’) sia convenien-
temente vicino a (&, (¢/,) ¢,), perche vale la (10) del § 3.

Spezziamo gli integrali del primo e del secondo membro -di (7) in due
parti, 'una estesa da 0 a 3/, — 9, laltra da ¢, — 3 a » od a ¢, rispettiva-
mente. Per (10) si avra '

e

2 GOy @y dy— (b, Gy HE)Y) T2 <s (1)
2 0 ) :

2

2.0

—J
|1 G @us v =1y G @4 wdy|<err a2

M essendo il massimo modulo di :l»l (y). In secondo luogo si ha per (3),
(8) e (9)

D)

Y v
I J hsG@ys L @)Y 4w dy fSHJ ,—,—‘_d9562ﬂ- (13)
s T ys\Yr Y '
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Non resta quindi che ad esaminare il secondo degli integrali in cui fu
spezzato il primo membro di (7): si ha per esso

Mgﬂ@wwz¢@my(w%@»ﬁ<mwbwmwﬁw+

yi—d 2 , V-2t (14)
+ [, € @y ay) D=2 Wy, gy ay,
yi—d 2 !

Ma per la solita condizione (@), da (8) e (9) si ottiene:

o —

Y0

h ;o
Vo Co)ys @'y) = y
yi—d 2

dy<<Hd". (15)
y

Resta il primo integrale del secondo membro di (14); osserviamo che

h 5 & (y)y; «y) & essenzialmente positiva; dedurremo allora per (8):
0—
2

v \
@ =5y G0y 7 0) b @) dy| =
Y1—~0 g
y (16)
=s w’—El(y')rJ 03( (W) y; @y dy=s|a'—E, (y)lfh 3( ) y; «y)dy.

Yi—

D’altro canto operando sul prlmo integrale di (11) allo stesso modo che
sull’ mtegrale (14), si ha,

,
‘ @ —4 (y’)]fhi G Wy; @y)dy+ )
; g . (17)
-+ ’ Ey; @ y)“ (Jy) y( dy— | h 3(1.(y)./,»1( ) )dyF2Vr | < S
0 e o

e quindi, poiché ¢ <<y, -+ 39,
Y

| % (%) hoi(i‘(y)y; y)dy=c+2/z+2H(y,+3). (I8)
0 2
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Quindi infine da (14) (15) (16) e (18) si deduce

yl
‘Jﬂgmwmﬁm%@Wyf@HWH4H4%+9W+ﬂ¢ (19)
] 2 :

E da (12) (13) (19) segue immediatamente la (7), e quindi la (5) tosto
che si osservi che ¢ pud prendersi arbitrariamente piccolo.

0ss. — Abbiamo supposto ', —|=0. Ove il punto (a’y’) tendesse al punto
(3, (0) 0), il limite di (2) & diverso a seconda delle diverse direzioni secondo
cui tendiamo ad esso punto. Perd se ¢, (y) € continua nel punto zero e si
ha ¢, (0)=0, sara sempre :

Y
im (b, G )ys @ 9) b (o) dy=0. (20)

Sk ¢ 2
I ragionamenti che servono a dimostrare questa formola sono perfetta-
mente analoghi a quelli usati per dedurre la (19).

§ . IL TEOREMA DI ESISTENZA PER L’EQUAZIONE (II).

16. Possiamo ora accingerci alla dimostrazione del teorema di esistenza.
Supporremo il contorno di seconda o di terza specie: per fissare le idee
supporremo, ad esempio, che sia di seconda specie, — l'altro caso & per ta-
luni riguardi ancora pitt semplice. — Supporremo che s, ed s, soddisfacciano
alla condizione (@) del n. 7: ed inoltre, come sempre si puo fare dividendo,
ove occorra, il campo nello stesso modo che al § 2, che la differenza tra le
ascisse di un punto di s, e di un punto di s, sia maggiore di un numero .
finito. Segue allora che, se (xy) € sus, ed (®'y’) su s,, (o viceversa) si puo
scrivere
@y e <aH=ter ()

Vo' —y

J/
| 51%
« essendo una conveniente costante; mentre quando (xy) ed (2’ y’) sono
entrambi su s, o su s, noi sappiamo che vale la (3) del n. 15 (§ 4).

Cio posto, seguendo i concetti esposti nel n. 14, cerchiamo a quali con-
dizioni debbano soddisfare le ¢, (y), ¢y, (y), perché la funzione z data dalla
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formula (1) del n. 14, prenda su s, ed s, i valori assegnati ¢, (y) e ¢, ().
Ammesso che le funzioni &, (y) e ¢, (y) siano finite e continue, dal n. 15
(form. (B)) segue che, affinché la z prenda su 8, ed s, per y=|-0 i valori as-
segnati, é necessario e sufficiente che

B+ g | f 3@1% G & )9 b W dy— |

9

—-J by G y; Sy)y)d:(y)d 3/] =0, (9,)

Y 0 2 (Q)

v (9:) + @—j/: [ ‘h’ia Gy &y ydy—
“a\T 0 3

=1 G )05 5 )9 ) dy| =)

Ma ora, ammesso che le funzioni }, (y), ¢, (y) siano soluzioni di (2) finite
e continue, noi vediamo che anche quando il puntoe («' %) tende al punto
(5.(0)0) o (%, (0) 0) la funzione z(x'y’) data da (1) del n. 14 & regolare: ri-
cordiamo invero che per le nostre ipotesi 9, (0) = ¢, (0) = 0 e che per la (%) del
n. 15, se le ¢, (y), ¢, (y) sono finite, gli integrali che compaiono in (2) tendono
a zero per y, =0, seguird allora da (2) che si ha pure ¢, (0)=1¢, (0)=0;e
quindi dall’osservazione finale del n. 14 che nei punti (%, (0) 0) e (2, (0)0) la
funzione (1) del n. 14 tende a zero uniformemente,.

Poniamo per abbreviare '

fly)="1b(y) f—y)=1 (g1) (0 =y9.=y) (31)
Flg)=2@) Fl-y)=9w) (82)
Qmr( oy )= kG @y L))

Wrrnl—y y)=—"hy GOy &)y
2

Wrr( ys—y)=—hs G W Y &)y
2

Vmp(—gi—y) = ;3G @y &y )
2
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Le equazioni (2) si riassumeranno nella

W

F)+ 1w 9 F@) dy=F @), @

—Hh

E questa una equazione del tipo del FrepHoLM: e ad essa si potrebbe
applicare la teoria del FreoHoLM, poicheé 7 (y; y,) diviene infinita in y =y,,

ma di ordine f%<1 (*). Quindi ove il determinante non sia nullo, esiste

una soluzione di (4) finita e continua, poiché la F(y) & finita e continua; e
per quanto precede tale funzione risolve certamente il problema.

Non rimane che la domanda: il determinante di (4) ¢ o non & diverso
da zero?

17. Potremmo dimostrare che il determinante di (4) & certo == 0 per’
via analoga a quella che si tiene ordinariamente nel metodo di NEuMANN, mo-
strando che (4) non pud avere soluzione omogenea (**) diversa da zero.

(*) Cfr. FrREDHOLM, Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta Math. 27, § 16. Del resto
nella Nota: Sulle equazioni integrali (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1907, 2.° sem.,
Vol. XVI, serie 3.2) ho dimostrato che perché si possano applicare i teoremi del FrREDHOLM
¢ sufficiente che la funzione caratteristica sia assolutamente ed uniformemente integrabile sia
rapporto ad y che ad y,.

(**) Invero se f(y) fosse una soluzione di questa equazione omogenea e ¥, (), ¥, (%), i
valori corrispondenti delle ¥ (y), sostituiti questi valori in (1) del n. 14, questa darebbe per
il teorema di unicitd una funzione 2z (x y) nulla in tutto il campo S. Ora si supponga ad es.:
il campo S di secgnda specie, e si considerino i campi di terza specie S, ed S; laterali (i quali
si trovano a sinistra di s, ed adestra di s,): la (1) del n. 14 rappresenta anche in S, ed S,
una funzione soluzione di (II) nulla su y=0: e se chiamiamo 2z e z, i valori limiti di (1)
quando (x'y") tende ad un punto di s, o di s, restando in S, od in S;, i teoremi precedenti ci
1 1 0z
‘/; #1y ‘pz_ 4\/_; a_w
che i limiti di questa funzione quando (xy) tende ad s, o ad s, sono uguali, sia quando {xy)

é¢in Schein S, o in S;: siccome in S &€ 2=0, la derivata 0z in S, ed in S, tendera anche

ox

a zero quando il i)unto tende ad un punto di s, 0 ad un punto di s;: quindi, poiché anche

dicono che ¥y = 2,. Si cerchi la in §, §,, 8;: facili calcoli mostrano
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Perd ci pare pit opportuno seguire altra via; maostreremo direttamente
che la serie che si ottiene sviluppando la soluzione di (4) in serie di NEv-
MANN & convergente; e per tal modo la nostra dimostrazione sara indipen-
dente dalla teoria di FrepHoLM. Anzi dimostreremo pitt in generale che le-

quazione
Yy

F)+2 [ ws 9 F 0 dy=F ) @)

—Y

ammette soluzione qualunque sia la costante A (*), e che questa & data da

F@)=F@) —2F @) +2F )+ +(— 1)V FE @)+ (6)

dove

Y
F@)=[10: 9 e w)dy. Fo) =F5) (). )

-y

Si ricordi invero che per la definizione di F (y) [(3), del n. precedente]
¢ | F(y) | <<M (M indicando il massimo valore assoluto di ¢, (y) e ¢,(¥)):
inoltre in forza della (1) del n. 16 e della (3).del n. 15 per la definizione (3),
della funzione y (y; ¥,) esiste una costante «, tale che

Ix(yl;y)|<«lH.—17—<a1H;__ 8)
Vig—y.] Vy — u

(si ricordi che qui si considerano solo i valori per cui |y >|y, ). Si ri-

PR

g—i é urf;a soluzione di (I[) in S, ed S, e si annulla evidentemente su x=0, sara ancora
per il teprema di unicitd del n. 5, nulla in tutto S; ed .S;. Ma allora sara ancora nulla in
tutto S,jed S, la funzione z; e quindi si avrd z,=0 e 2, =0, e per quanto precede sara
Y1=% =0 c v. d,

(*) In altri termini dimostreremo che il determinante di (5) non & maé nullo per nessun
valore di 2.

(**) La ragione di cio sta nel fatto che i limiti dell’integrale in () sono variabili: ’equa-
zione (D) risulta cosi perfettamente analoga a quelle studiate dal VoLrerra nelle note Me-
morie degli Annali di Matematica, (vol. XXV serie 2% 1897, Sopra alcune questioni di inver-
stone degli integrali definiti) e degli Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino (1896). —

4 Note, Sulla inversione degli integrali definiti.

H
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chiami inoltre la formula (valida per « 4 1>0)

1

+ 1 1 1
tgenrijesiva iy
0

0

—yte
Si avra allora facilmente:
| F, (y) | = M.
Y { lyl 1
F,(y)| =o H. Mj dy,—2a, H. M| ———dy, =
\/J| IJI 6\/?”“ Y.

Fg(y)|£[‘2«1H.F(%)].M;(—l%—),algj'm%dynfh > o
Y i

f[@a,ﬂ.l‘(i)jl Qu, H / ’J1| dy, =
. 2 ( )0 Viyl— 1y

:[QaIHI‘ _;—)] Mrzg) 9|

| F.(y) [QaIHLk;)]” MLy
*(5+1)
Onde, ricordando che

r(%):ﬁ r(%):r(h):(h—m 1‘(Qh;l)>(h—1); (10)

(*) B(a, b), T (a) indicando le ben note funzioni Euleriane.
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si dedurrd

1
Fo(y) =M F,(y)| =2« Hz.M y * \
— 1 _
=)’ ) 7 (29 =)?
P = 2RIV ) ag e ar g 2 22V
. 1
oo — . [2a HYm)? g | T (@ HYm)® y
F.(y) =M- 31 :

Fo(y) =2, H\=z.3[ y* 5 \

_ 1 -
20, HVzw): oy 1" 7 [Qa, Hy®)® o |
Fg,,(y)]f)[-[( ;“) y] Foopi ()| =24, HJs. M y [( X!) y] . /

Dalla formola (11) si deduce che la serie (6) &€ convergente come una
serie esponenziale, e precisamente si ha

Fy)| = M1+ 2V7 a, H\y,) 257, (12)

Ed & cosi perfettamente dimostrato il nostro teorema (*) (**).

(*) Si noti la differenza che passa tra il problema qui trattato ed il problema di Di-
RICHLET trattato col metodo di Neumann. In ambi i casi si giunge ad una equazione inte-
grale, ma nel caso delle funzioni armoniche la funzione caratteristica dell’equazione integrale
ammette valori eccezionali e funzioni eccezionali, che, assunte quali momenti di doppi strati,
danno luogo a funzioni fondamentali del PoINCARE. E noto I'importanza di queste funzioni
nella teoria delle funzioni armoniche. Nulla di simile nel caso presente; I’equazione integrale
non ha mai valori eccezionali, e quindi almeno per questa via non si ottiene nulla di simile
alle funzioni fondamentali. '

(**) La forma in cui si ottiene la funzione & assai comoda allo siudio delle proprieta
della funzione medesima. Se noi sostituissimo lo sviluppo (6) nella (1) del n. 14 otterremmo
facilmente la nostra funzione sotto forma di un integrale o meglio di una somma di inte-
grali affatto analoghi a quelli della formula (3) del n. 4, che vale pel caso in cui s sia for-
mato da un tratto di caratteristica e di due pezzi di parallela all’asse della y; e in quella
dimostrazione potremmo fare uso di questa formula invece che della (3). — Auncora: si vo-
gliano, ad es.: studiare le derivate della funzione nei punti del contorno. E facile vedere
che se la funzione f(y) & derivabile, esistono anche le derivate prime rapporto ad y ed «x e
la derivata seconda rapporto ad x. Ed & facile vedere che se le funzioni ¢, (¥), ¢; (y) e quindi
la F(y), ammettono derivate, anche le successive funzioni F;(y) hanno derivate, e, con ra-
gionamenti analoghi a quelli di questo numero, che la serie formata con le derivate con-
verge. Non entriamo in discussioni pilt minute a questo proposito perché esse ci allontane-
rebbero dal preciso scopo di questo lavoro.
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220 E. E. Levi: Sull equazione del calore.

§ 6. CONTINUA SUL TEOREMA DI ESISTENZA.

18. Dai due numeri precedenti il teorema di esistenza risulta dimo-
strato sotto alcune ipotesi relative al contorno; precisamente si suppone che
il contorno soddisfaccia alla condizione (a) del n. 7 e non sia di prima
specie. Ove il contorno abbia generalmente tangente che muova con conti-
nuitd, esso soddisferd alla condizione (@) quando si escludano gli intorni dei
punti in cui la tangente abbia una discontinuitd, o sia parallela all’asse
delle «; coll'impiccolire di questi intorni la costante H che compare nella
condizione {a) andrd indefinitamente crescendo. Perd ove si supponga che
questi punti eccezionali siano in numero finito noi potremo condurre le ca-
ratteristiche per essi e cosl analogamente a quanto si fece al n. 7 dividere
il campo in tanti campi parziali per i quali i punti eccezionali del contorno
corrispondano al valore massimo od al valore minimo dell’ordinata. Cosicché
noi potremo limitarci a considerare qui tre specie di contorni, secondoché:

1.° la condizione (a) ¢ soddisfatta su s, ed s, quando si escludano
con intorni eomunque piccoli i punti di ordinata massima y,,
2.° la condizione (a) e soddisfatta quando si escludano gli intorni
dei punti di s, e di s, appartenenti all’asse delle «,
3.2 il contorno e prima specie: folto l'intorno del punto apparte-
nente all’asse delle « esso soddisfa ovunque alla condizione (@) (¥).
Cominciamo dal primo caso. In queste ipotesi i nostri studii precedenti
ci dimostrano ehe in ogni campo S(y, —c¢) dove ¢ & piccolo a piacere si
pud determinare una funzione che prenda i valori assegnati al contorno:
quindi preso un qualunque punto (x,y,) la funzione & determinata in tutti i
punti di un intorno di esso che hanno l'ordinata inferiore a g,; si tratta di
vedere se i valori che la funzione prende nei punti di questi intorni hanno
un limite nel punto (x, y,). Useremo percio di un ragionamento analogo ad
uno usato nel n. 4. ‘
Si osservi anzitutto che la funzione determinata in ogni campo S (y,—¢)
¢ sempre limitata, poiché pel n. 3 & sempre, qualunque sia ¢, inferiore in

(*) Analogamente si potrebbe anche considerare i contorni di quarta, quinta, sesta specie,
I ragionamenti del presente n. servono anche per contorni di quarta specie, cuelli del numero
seguente servono anche per quelli di 5.* e 6.% specie.
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E. E. Levi: Sull’ equazione del calore. 221

modulo al massimo tra i valori assegnati sul contorno s. Preso un punto
(e, y4,) interno al campo, si consideri, come al n. 4, la spezzata formata dalle
rette ®=w,— 3 ed x=wx,+ 3 e dal segmento della retta y =y, —9J com-
preso fra quelle, § essendo scelto per modo che questa spezzata sia tutta in-

terna a S. Questa spezzata si pud considerare come una curva s: su di
essa, tolto che nei punti (€, —9, y,) (%, 49, ¥,), i valori della funzione z
sono pienamente noti, e, come abbiamo gii osservato, sono limitati. Nol po-

tremo quindi esprimere i valori di # all’interno del campo S limitato da s
corrispondenti a valori inferiori ad y, dell’ordinata mediante la formula (3)
del n. 4 Ma questa formula rappresenta una funzione finita e continua in

tutto il campo S, pienamente determinata anche nei punti della caratte-
ristica y =y, che sono a distanza non infinitesima dai punti (x, —3, ¥,)
(@, + 3, 9,) (poiché l'indeterminazione del valore di z (2, — 3, ¥,), 2 (€, 49, )
non toglie che gli integrali di (3) abbiano un valore determinato anche in
questi punti). Concludiamo dunque che per continuitd si pud determinare
la funzione z anche nei punti della caratteristica y =y, (*).

19. Restano a studiarsi gli altri due casi: li tratteremo con metodo
unico.

Ricordiamo che si pud supporre che nei punti comuni all’asse delle =
ed alla curva si abbia ¢ {(x) =0; sara allora ¢, (0) = ¢, (0) =0. Per la con-
tinuitd delle funzioni ¢, (y) e ¢, (y), fissata una successione di numeri posi-
tivi ¢, £,..., &,,... decrescenti e tendenti a zero, potremo trovare un’altra
successione di numeri =,, ,,..., n,,... pure positivi, decrescenti e tendenti a
zero, tali che nei punti di s (»,) 1 valori assegnati di ¢, (y) e ¢, (y) siano in-
feriori in modulo ad ¢,. Le rette y ==, incontrano ciascuna s, ed s, in due
punti A® A®: chiamiamo s ed s i tratti di s, ed s, che si trovano al di-
sopra di y ==»,. Chiamiamo s” il contorno formato da s{, dal segmento
AP 49 e da s, e sia S il campo da questo racchiuso. Ad §“ potremo ap-
plicare gli studi dei n. 16 e 17; e si potrd pertanto determinare una fun-
zione 2 soluzione di (II) che su s ed s si riduca ai valori assegnati, e su
AP A9 siriduca ad es.: alla catena dei valori che si ottiene interpolando li-
nearmente tra i valori assegnati in AP ed in 4¥. lo dico che le funzioni 2

(*) Valga anche qui l'osservazione fatta al n. 4, e alla seconda nota della pagina 219, che
I'uso della formula (3) (n. 4) e del contorno rettangolare & accessorio e che ad essa si po-
trebbe benissimo sostituire la formula analoga pit geunerale data dalla (1) n. 14 e (6) del n. 17.
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222 ‘ E. E. Levi: Sull equazione del calore,

hanno un limite determinato e finito in ogni punto interno ad S. Percid si
osservi che la funzione |z —2z| & per j>14 sempre <2¢,. Invero la fun-
zione |7 | sul contorno formato dagli archi AP A? e AP 49 e dal segmento
di caratteristica 49 A & sempre inferiore a ¢;, quindi pel teorema del n. 3
¢ ancora inferiore a ¢, nei punti del segmento di caratteristica 4% 4. Co-
sicche la funzione |2® — 2| & definita in S” e si annulla su s? e su &
mentre sul tratto AD AP prende valori inferiori in modulo a 2¢,. Segue di
qui, applicando ancora il teorema del n. 3, che |2? —2"| & in tutto S in-
feriore a 2s,. '

Quindi in ogni campo S le funzioni 2 (j>+¢) convergono uniforme-
mente ad una funzione z la quale prendera come le 22 su s¥ e s¢ i valori
assegnati 9, (y) e ¢, (y). E questa funzione limite z esisterd sempre in tutto S
e per il teorema del n. 4 vi soddisfa all’equazione (II). Essa & dunque la
funzione cercata.

§ 7. ALTRA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI ESISTENZA.

20. In questo paragrafo vogliamo mostrare come si potrebbe giungere
per altra via alla dimostrazione dei teoremi di esistenza: noi ci limiteremo
perd ad esporre la dimostrazione nelle sue linee essenziali, senza entrare
nei particolari.

Riprendiamo la formola (7), del n. 10 che nel caso dell’equazione (II)
possiamo scrivere

|

N R X x — [
¢ (@ @/)—2——\/7:u’h%(wy,wy);[a—m—zg

s =gy 4 tede- O

In ogni tratto del contorno s(y’) che appartenga ad una caratteristica,

non compaiono, come abbiamo notato di gia, i valori di - Ma si puo os-

ox
servare come, usando di un principio analogo al principio delle immagini
di Lorp KELVIN, si possano in questa formola eliminare i valori di 7 Suun

tratto di s, 1l quale appartenga ad una retta che lasci S tutto da una banda (¥).

(*) VoLrerra, Legons, pag. 67-68,
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Sia infatti ¢ D un tratto del contorno appartenente ad una retta di coeffi-
ciente angolare «: e sia £ =(ay’) il punto in cui CD incontra la caratte-
ristica y =g': E sard un punto esterno al segmento (3, () #)... (& () y)
della caratteristica =1y  che appartiene al campo S, od al pit coincidera
con uno degli estremi del segmento medesimo. Il punto M’ simmetrico di
M= («"y") rapporto ad E avra le coordinate (2a — ', y) e sard come E
esterno al segmento (Z,(y)¥)...(5.(y)y"): lo diremo col VOLTERRA immagine
del punto («'y’) rapporto a CD. Quindi la funzione h ,(xy; 2a —2"y) sarad
2

regolare in S(y’) ed in virta della (7), del n. 10 si avra

[8z 204 —

oz\/“ Q |

Moltiplicando (2) per e*s=*) e sottraendo da (1) si avra quindi

z2@'y) = L : J‘a—z[h [y y) — e (cy; 2a—a’y)]dy —
Qv; ()aw 0? 05
sy’

<

'”fz[hol(wy; a'y) (QT———J) d”) y ()

siy") 2

20—’ —

—__eola—u' 1(93J,Qa ax'y') \m—dJ dx)]:/

Ma si osservi che quando (x y) € un punto della retta C D e quindi tale
che per esso ¥ =a + a (y — ¥') si ha

h(ey; ©y)—e @ h (xy; 2a—x y)=0, (%)
03 03

come immediatamente si vede sostituendo ad & | il suo valore. La formula (3)
2
0z

ci dd quindi un’ espressione di z in cui non compaiono i valori di P

su OD.
Indicheremo per brevitd in quanto segue la funzione & , (xy; «'y’) con
0=
2
h(M) e la funzione e~ con I, (M): la (4) dice che le funzioni h (3M) e
l.(M).h(M') sono uguali su CD.
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E chiaro intanto che se il campo & di terza specie e limitato da un
tratto s, appartenente ad una retta di coefficiente angolare « e da una ca-
ratteristica, le considerazioni precedenti risolvono il problema di esistenza:
se usiamo delle notazioni del § 2 possiamo dire che lao funzione di GREEN
per questo contorno & data da
- o, EE—EG—)

&) =) 1(:703/; Qsl(y')-w'y')=h 1(wy; x'y)e (5)
05 05

2

Supponiamo ora che il contorno sia di prima o di seconda specie e che

s, ed s, siano segmenti di retta, i cui coefficienti angolari chiamiamo «,
ed a, (¥). Indichiamo con M’, ed M’, i punti immagine di M= (x'y’) rap-
porto ad s, ed s,; con M”, ed M", le immagini di M’, ed M’, rapporto ad
s, ed s, rispettivamente,..., con M9 ed M¥ le immagini di M ¢, M$" rap-
porto ad s, ed s,. Useremo di queste successive immagini in modo analogo
a quello tenuto precedentemente. Poniamo ¥, (xy; &' y') =1la, (M), By =1la, (M);
By = Tay (M) oy (M) =Ky oy (M5), Ky = Ky Loy (M) ;... ; BP = B4 L, (M$)
EY = R4, s, (M¥7). Se consideriamo le funzioni

R(M)—h(M')E ,=h(M)—h(M',)le, (D)

h(M)—T (M) &'y =h (M) — h (M) lay (D)

(M) —R(M' K, —h(B ) Vs (M) R =h(M)—R(M ) Loy A )+ Ly (M) [R(M ") —h(DL" ) 1,,(30")]

B(M)—T(M) B —R(M ) KT (M )y = (L)~ T M) Lo M )~+-Loo (M) [ (M) —R(M"3) 1,,( 31,

B () — (YK —= B (M) Ky~ A (— 1) [ (M=) S0 4 B (M=) kS04 (— 1) R (M D) o

B — (L) — B (Lo (= 1) [ ()RS B ()R (— ) B (L) g

si vede immediatamente applicando -ripetutamente la (4) che quelle dj

(*) VoLterra, L c., pag. 69.
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posto pari sono nulle su s,, quelle di posto dispari sono nulle su s, (*).
E facile vedere che, fissato un punto (& y'), queste funzioni convergono tutte
uniformemente verso una imedesima funzione limite — somma delle serie
h oL (xy; x'y)+ :‘.:“(— 1) [R(MPVED + R (M) ED)] — per ¢ valori di (xy), per
2

cui y=1y' e che sono interni ad uno qualunque dei trapezii limitati dalle retle
815 83, Yy=1 e da una qualunque caratteristica y =y, corrispondente ad un
valore y, <y, e che giace insieme con y =y da una stessa parte rispetto al
punto di intersezione delle retle cui appartengono s, ed s, (escluso naturalmente
un piccolo inforno di («' y') in cui il primo termife della serie & singolare) (**).
Questa funzione limite si annulla su s, ed s,: ed & facile vedere che nel
campo precedentemente descritto ammette derivate le quali si possono ot-
tenere derivando termine a termine la serie medesima, e soddisfa all’equa-
zione (1I). Onde intanto possiamo conchiudere di qui che la funzione

— S 1 ey R+ 1 QD) R (©)

(*) Si puo ealcolare ’effettiva espressione di queste funzioni: si trova
b (MY EEN —=h | (zy; @ y) >
' '3

- y,ify } (i+1)i(s1(y’)—£:(vl))(§1(?/)—Eﬂ(y))'H(El(V')‘sz(!I')) (El(y) —-”H"i(&l(’l) -Eg(.v))(Ez(11')—1’)-!-(51(1/)"90')(51(31)—%)l
> e

h(MEO)RE =h 4 (@y; 2'y)><
2

— 7 | BN 50 NE W —EIHEW) W M= )~ 6 )~ Eip)
x e

E si ottengono facilmente le espressioni analoghe per h(M@Z+1) k@+v e h (M%) k2 scam-
biando nella formula precedente &, con &;.

(**) Che la serie scritta sopra converga per tali valori di (xy) e di («'y’) risulta facil-
mente dalle formule della nota precedente. Infatti queste indicano che per valori fissi di (xy)
ed («'y’) ad es. le funzioni h (M) k@9 sono del tipo h01 (cy; «'y)eirrtirdrs, v, 1y, 15 e8-

2
sendo funzioni fisse di (xy) ed («'y’) (indipendenti da ¢): di pili 7, & certamente negativa e
si annulla solo quando sia & (y)=5&;(y) cosi quando il punto (xy) sia il punto di in-
contro delle rette s, ed s,. Lo stesso vale per le altre funzioni & (Mg%) k), b (M@+0) k@)
b (M@H0) Et44+0, Quindi la serie converge certamente.
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rappresenta la funzione di GREEN per un campo di seconda specie in cui le
curve s, ed s, stano due segmenti ‘retiilined.

Si osservi pero che quando il campo & di prima specie — esso avrd
allora una forma triangolare, un vertice essendo il punto di incontro V di
s, ed s, — la serie (6) convergerd ancora evidentemente in ogni punto
fatta eccezione per il vertice V: il limite cui tende la somma della serie (6)
quando, (x'y’) rimanendo fisso, il punto (xy) tende verso V, & diverso a
seconda del diverso cammino percorso: cosicché la funzione (6) non & pil
regolare in V. E cid se rammentiamo le considerazioni del n. 13, era hen
da prevedersi. Tuttavia alla funzione (6) per quanto sia singolare in un
punto del campo possono ancora applicarsi i ragionamenti del § 3: e quindi
puo essere presa quale funzione di GREEN per il campo di prima specie linvi-
tato da due segmenti di retta uscenti da un punto.

Abbiamo cosi trovata la funzione di GREEN per tutte e tre le specie di
contorni quando le curve s, ed s, siano segmenti rettilinei, mediante essa
potremo trovare una formula che esprima i valori di una soluzione di (II)
per i valori che essa prende al contorno. Ed & facile verificare che la for-
mula cosl trovata da una funzione che prende realmente i valori assegnati
al contorno; e quindi permette di stabilire i teoremi di esistenza: bastera
percio applicarla anzitutto al caso particolare che i valori assegnati siano
costanti, nella qual ipotesi noi sappiamo che la soluzione di (II) esiste ed
e uguale alla costante medesima: indi usare di ragionamenti analoght a quelli
del n. 15.

Stabilito il teorema di esistenza in questo caso particolare, esso si dimo-
strera facilmente per un contorno poligonale arbitrario: poiché dividendo il
campo con caratteristiche condotte pei vertici del poligono potremo ridurre
questo problema alla risoluzione successiva di problemi del tipo precedente.
In particolare si potriv ottenere la funzione di GREEN per un contorno poligo-
nale qualunque; e se il conforno poligonale é di seconda o di terza specie
questa funzione sard ovunque regolare, mentre avra un punto singolare nel
vertice posto piit in basso, se il conlorno é di prima specie.

21. Quando si voglia stabilire il teorema di esistenza per un qualunque
contorno s si considererd questo come limite di una successione di poligoni
PiPyevePa... inscritti, di cui cresca indefinitamente il numero dei lati. E
questo il metodo tenuto dall’Harnack per la risoluzione del problema di Dr-
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RICHLET (¥). Supporremo che ogni poligono sia interno a tutti i successivi:
io mi limiterd a dimostrare che le funzioni di Grren relative a questi poli-
goni hanno un limite, sard questo la funzione di Green per il contorno s.

Dimostrero percio anzitutto la seguente proposizione fondamentale: siano
s*(y') ed s** (y') due contorni che colla retta y = ¢ determinano due campi
S* (y') ed S* (y), di cui il primo sia tutto interno al secondo od abbia al
pitt punti del contorno comuni col contorno del secondo: sia («'y’) un punto
interno a S*(y'); g* (xy) e g** (x y) siano le funzioni di GreEx relative al
punto (x'y’) ed ai campi S*(y') ed S*(y") rispettivamente: e supponiamo
che s*(y') ed s** (y) siano tali che queste funzioni g*(xy), g** (x y) siano
ovunque regolari (e ciog, per quanto si & visto, che s* ed ¢** non siano di
prima specie). lo dico che g* (xy) = g** (x ). .

Infatti g* (@ y) e g** (cc ) sono soluzioni dell’equazione (IV) 5650—2+ %:0,
che rispettivamente su s*, (¥) e s*, () e sus**, (y) e s*, (y') prendono i valori
di h(‘l(w y; «'y’) e sulla retta y =  si annullano. Ora si osservi che all'in-

E]

terno di S*™*(y) & g™ (wy)<<h , (xy; «'y). [nvero, descritto in S** (y)
0=
2

un piccolo semicerchio ¢ col centro nel punto («'y’), dall’ espressione di

h ,(xy; « y) segue che il valore che questa funzione prende in un
0
P

punto di ¢ & certamente superiore al valore che essa prende nei punti di
§** (y') di uguale ordinata. Invece, se applichiamo il teorema del n. 3 al-
I’'equazione (IV) noi vediamo che g** (xy) prende in quei punti valori mi-
nori od uguali di quelli che prende nei punti di s**(y) di uguale o mag-
giore ordinata: pertanto ho1 (xy; o y)—g*™ (xy) sard una funzione solu-
zione di (IV) regolare in tutto il campo S§** (y') esterno al semicerchio ¢, e
che si annulla su s**, (), su $**,(y’) e sulla retta y =y mentre sul semi-
cerchio ¢ & positiva: onde pel teorema del n. 3 applicato alla equazione (LV)
essa sard positiva o nulla in ogni punto di S**(y) esterno a ¢. Ma ¢ puo
essere preso piceolo a piacere: sard quindi in ogni punto di S** ('), diverso da
(«" v, hol (cy; " y)= g** (r y). In particolare questa disuguaglianza varrd

-/

(*) A. Harnack, Die Grundlagen der Theorie des logaritmischen Potentiales, ete. Leipzig,
Teubner, 1887. Cap. %, pag. 116 e sg.
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sulle curve s* (y) ed s* (y) che per ipotesi sono interne a S** (y); e poiche
su s*(y) ed s*(y) si ha b , (xy; ' y')=g*(xy), le due funzioni g*(x y)
0=
2

g** (x y) saranno in S*(y') soluzioni di (IV) nulle su y=14" e tali che su
s* (¥) e s* (¥) la prima & maggiore od uguale alla seconda; onde sard in
tutto S* (y):

g*(@y)=g*(xy).. c. v. d.

Se quindi si considera una successione di poligoni p,, ps,..., p.,... 'uno
interno all’altro e tutti interni a S (y), i cui contorni al crescere di n tendano
ad s(y), e siano tutti, come si pud sempre supporre, di seconda specie, e si
costruiscono le funzioni di GREEN g, (€ ¥), ¢, (€ Y),..., ¢. (€ y),... ad essi re-
lative, pel teorema precedente si avra

g@y)=g. @y =g (cy) = -=9/(0y) =---

Se osserviamo d’altro canto che le funzioni g; sono sempre positive o
nulle, noi concludiamo che le funzioni g, (¢ y) hanno un limite determinato
e finito g («y) in ogni punto interno ad S(y), e a questo limile tendono
uniformemente in qualunque campeo interno a S(y’); la g(xy) rappresenta
quindi per il teorema del n. 4 una soluzione dell’equazione (IV).

Per mostrare che g (xy) prende al contorno i valori assegnati, (o pil
propriamente che quando, essendo (x'y) un punto interno ad S(y'), (xy)
tende ad un punto di s, o di s,, g(xy) tende a b ,(xy; x'y’), si osservi intanto

0—

2
che, preso un punto M = (x, y,) del contorno, e fissato un numero positivo ¢
piccolo a piacere, si puod trovare un intorno di M cosi piccolo che in esso sia
g(@y)=nh (xy;x y)—: Invero sia @ un poligono il cui contorno passi per M

0=
2

il quale contenga S (y) e quindi anche tutti i poligoni p;; go(xy) la fun-
zione di GrEEN ad esso relativa: sard, qualunque sia 4, g, (®xy) = g.(xy), e
quindi g (x y) =g (wy). Main M e gy(x, y) =h ,(x, y,; @ ¥); e per la conti-

0=

2
nuitd di go (xy) e di b, (xy; o y), fissato un numero ¢ piccolo a piacere, si

0—
2
pud sempre prendere un intorno di M tale che in esso go(@y)=n ,(xy; «'y)—=;
)
quindi a pit forte ragione sard in questo intorno g(xy)="n ,(cy; «'y)—-e.
0—
3
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D’altro canto, preso un punto qualunque dellintorno medesimo, esiste un
poligono p, a cui esso & interno, ed in cui la funzione g, (xy) & inferiore a
hoi (@y; «'y): quindi In questo punto sard g(ry)=g, (ry) = hol(wy; x'y).
2 9
Segue che, preso un z piccolo a piacere, esiste un intorno di 3, tale che in tutti i
punti (xy) di esso interniad S(y') siha & , (xy; ©'y) =g(xy)=h 1(901 ;a'y)—e.
Y Oy

Quindi g (x y) avrd un valore limite anche in M e precisamente esso sard

uguale a kb ,(xy; 'y). La g(xy) & quindi realmente la funzione di GREEN
O
2

cercata.

§ 8. LA FUNZIONE ’Jh Ly; 2y fley)daedy.
sy 2

22, Riprendiamo ora una questione che al n. 14 avevamo lasciato in
S0speso.
La funzione definita da

z(w’y’=—w Jlf;(wy,w YV fwy)daedy (1

¢ soluzione di (I)? E prima ancora: ammette essa le derivate prime rapporto
ad « ed y, la derivata seconda rapporto ad x? Solo dopo avere risposto a
queste domande potremo dire che il teorema di esistenza per (I) & equivalente
all’analogo teorema per (II).

Per studiare facilmente la funzione (1) e le sue derivate occorre premet-
tere qualche considerazione sopra gli integrali

’ ’h pley; ¥y)dxdy, | ]haﬁ(m;w’y’)f(wy)dwdy; (2)
"8y "Sly)

studiare per quali valori di « ¢ § hanno senso, se essi sono limitati, ecc.

Questo studio noi avevamo gia iniziato al n. 9; avevamo trovato in quel
luogo che, se 2+ a — 28> 0,2> 0, gli integrali (2) esistono; ma qui vogliamo
trovare condizioni meno restrittive.
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Possiamo limitarci a studiare gli integrali del tipo

[ (it @ys o'y) dwdy. ®)
“Siy)

Quando questo esista, esisteranno pure certamente gli integrali (2), al-
meno quando f(xy) sia finita o non abbia punti di infinito nell’intorno di
(X') e sia integrabile nel campo residuo.

Per studiare I’integrale (3) occorre calcolare I’integrale escludendo dal
campo una piccola area v contenente il punto («’¢’) indi fare tendere a zero <
e vedere se l'integrale ha un limite. Perd quando si vogliano ammettere
per « valori negativi, occorrerd essere certi che nei punti in cuix=2a', y= 4
la funzione sia integrabile, e quindi occorrerd supporre « > — 1.

Potremmo limitarei al considerare 1’integrale esteso ad un piccolo campo
contenente (2 ¢'); perd noi vogliamo anche trovare un limite superiore per (3)
quando S (y') & tutto contenuto nel semipiano delle y positive (o pit gene-
ralmente & tutto al disopra della caratteristica y =y,): prenderemo quindi,
poiche |heg(xy; o' 9)| & sempre positiva, per S(y’) il massimo di questi
campi, e cioé tutta la striscia compresa fra le caratteristiche y =0 ed y—y’.
Perd se consideriamo che |fag (€ y; «'y)| & funzione pari di (' — x) pos-
siamo anche semplicemente supporre che S (y’) sia la meta di questa striscia,
e cioe la regione compresa tra le rette y =0, y =y, x = a; il valore dell’in-
tegrale esteso a tutta la striscia sard il doppio del valore dell’integrale esteso
a questa regione.

Per quanto riguarda il campo che dovremo escludere da S (y') per poi
passare al limite, osserveremo che potremo anche per nostro comodo attri-
buirgli una forma arbitrariamente determinata: infatti, ove per una tale forma
esista un limite, questo esistera per qualunque altra forma del campo, ed avra
il valore trovato per quella, poiche |k (xy; " y')| & sempre positivo. E
percio potremo prendere per tale campo quello compreso fra le rette x =,
y=1y, y=19y —a; e fare poi tendere a zero la s. Avremo quindi da calcolare

% =
‘ f | hag (w5 @ y') | dw dy,

x® 0

e da trovarne il limite per ¢ =0. Poniamo:

_ (@) o X
p—4‘(y"ftj) 9=y —Y; (+)
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tale cambiamento di variabili sara regolare ogni volta che nel campo di in-
tegrazione non & compreso alecun punto per cui ¥’ = y. Quindi avremo:

© Yo * et Y ati-2p
] | [hop(@y; & y)|dody=2|e*p? dp-Jq P dg ()
0 0 4
Abbiamo cosi spezzato il nostro integrale nel prodotto di due altri: il
primo esistera certamente in virth dell'ipotesi « + 1>0; anzi esso & un in-
tegrale Euleriano

o0 a—1

oc—}—'l) (b)

J.e”?p 2 dp—_—l‘(T .

0

Quanto al secondo esso esistera per ogni valore di ¢ diverso da zero
qualunque siano « e f, ed avrd per s =0 un limite finito tosto che sia

“—w > —1 ossia 3 +«—28>0. Deduciamo quindi che condizione

necessaria e sufficiente affinche 1’integrale (5) abbia senso & che a>—1
34+a—28>0.
Ma di piu, se poniamo 3 +«-—2% =23 ed osserviamo che

Y a9 ¥y s b s
o198 u 9

e ricordiamo le osservazioni fatte sopra, otterremo che, qualunque sia il
campo S (¥), si ha la disuguaglianza
: N s
|| | hog (@ y; @ ) [dwdy = Lepy'®
"Siy)

L N

Qa+2 . (“+ 1) -

E si potra quindi conchiudere:

L'integrale (3), e con esso gli integrali (2), hanno senso allora ed allora
soltanto- che « +1>0 e 3+ —26>0. Se si pone 3-+a—2p =17, Vinte
~ grale (3) esteso ad un qualunque campo posto al disotto della retta y— y' nel
semipiano delle y positive (oppure pidt generalmente al disopra della retta
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y =y, soddisfa alla limitazione

| o

(2
—_
N

[| 1hog@ys o y) | dwdy =Lopy
)

3

 (oppure = Los (y —y,)*) dove

a2
Laﬁ — QT r (OCT—H) .

Ci importa pero pel seguito aggiungere un’osservazione, per il caso che
si abbia a considerare un integrale (2) in cui f(xy) soddisfaccia ad una li-

mitazione della forma

| f@ey) =Ny, (8)

N essendo una costante finita e y >—1. Sard allora
® Y

EQNJ ]lhaﬁ(wy; oy)lyrdedy;
@ 0

Ujh“ﬁ (@y; 'y)f(xy)dwdy
S)

e con la trasformazione (4)

S el Y oada-98
’ffhap(wy;m’y')f(my)dmdylf?l‘“ N'e“’p 2 dpJq 2 (Y —q)rdqg=
Sy) 0 0
d 1 o198 3
+g [ r+ 5
=Q¢+1Nr(“;—1) yﬂ' T(q 2 ([_q)7dq=2¢+11\71‘(a——~;1)B(%, y—}—l)y' 2,
0
d
I‘(—Q— r(y+1)
— ——, avremo la wnole-

E quindi infine, poiché B(%, - 1): i
e d)
vole formula :
5
r(y-+1) MY"‘ ER—

[J fhap (y; ' y) f(ey) do dylfNL::;, s
P(‘r+1+@

Sty
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dove L{) & una costante dipendente soltanto da o e {:

LS},,:QH‘F(“;_i)F(%)-

Osservazione I. Il teorema precedente si presta a varie generalizzazioni.
Anzitutto supponiamo che invece di due sole variabili  ed y si abbiano n + 1
variabili ¢, a,...«, y: e posto (¢, — «',)* + (@, — )’ + - - - + (2, — &',)* = 7°,
si consideri la funzione

2
hop(, 5.2, Y; €' &y..."y) = (y’i—y)ﬁe W, (10)
e lintegrale

| ’ . ’m,ﬁ (@, @y 0,43 1 0., y) | A, Ay ... dee, d y, (11)
T Sy

S (y) indicando un campo ad » + 1 dimensioni compreso fra gli iperpiani
y=1y ed y=0: si avra allora che quando « +1>0, a+n+2—2£ >0,
ed allora soltanto, Uintegrale (11) esiste. Basta invero riferire lo spazio al nuovo
sistema di coordinate che si ottiene non mutando la coordinata y e pren-
dendo nell’ iperpiano y =0 le coordinate polari invece delle cartesiane
X, &, ...x,. L'elemento di volume del nostro spazio sard allora rappresentato
da o' dpdwdy, — dove dw indica I'elemento della ipersfera di raggio 1
nello spazio di » dimensioni. E sara

' ’ cee '|ha,§ (e y...0,y; '\ oy, y) | de, da, ... de, dy =
o Sty

= [+ [dof [harase e 3 0y) e a,
onde si deduce immediatamente il nostro enunciato. E similmente si pu® os-

servare che, posto a4 n 4-2 — 2 =9 esistera un numero L'sp dipendente solo
da « e [ e da n tale che

b.lq,

' ’ ’ ]|hap(m,mg...w”y;w’lm’g...w',,y’)}dw,dacg...dw,,dy<L'apy'“ .
“ sy "

(12)

E se la funzione f (x, @, ...x,¥) soddisfa ad una limitazione della forma

[ f(o @, .2, y) =Ny,
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dove N & una costante finita e y+1>0, si ha

"---Jhap(wlwg...ac,,@;w"w’g...m'”a’)f(m,wz...w,,y)dm,dme...dw,,dyf \ '
T Su) '

d <
rgat) e

= NLY, 5
r (Y +1+ g) |
Osservazione IT. Analoghi risultati si hanno quando in luogo di h.g (xy; @ )
si considerino funzioni analoghe: per es.: una funzione
_ Moy, )
K (wy; @ y)=e Hy'—v) —8;, :Z) 5

4

* essendo >0, Infatti posto y — . si ha Wb (e y; © y)= iﬁ Tag (x4 ).

>l

Onde l’asserto.

23. Premesse queste considerazioni non & difficile studiare le derivate
delle funzioni (1)

’ ’ 1 ’ ’ ’ ’ .
z(m“:—F’ lhoi(acy;wy)f(wy)dwdy. (1)
VF sy 2

Intanto, se osserviamo che

a 4 1
b (@y; Y)=— 5 b 4(xy; 2'Y),
da" oL 23 - (14)

e che per il teorema precedente, quando f (x y) & finita nell’intorno del punto
(xy)= (@' 9), ha senso ed ¢ finito l'integrale

| Jns@ys @y r@ydedy

Sy *
e converge uniformemente pei varii valori dix, deduciamo immediatamente (¥)
(*) Se f(xy; p) e 9(xy; p) sono due funzioni dipendenti da un parametro p e tali che

0% (xy; p)

30 — f(xy; p), e se in un campo C del piano x y esiste 'integrale l If(acy; pydxdy
“C
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che esiste la derivata di (1) rapporto ad «' ‘e che & data da

’ 0 1 " o . ]
3z§0;,y)=4\/;" f]@13(wy;my)f(wy)dmdg, (13)

Sy £

oz(@y) 0z y)
oy = 0
remo per gueste che f(xy) abbia in un intorno < del punto («'y') rapporti
incrementali finiti, od almeno che esistano dei numeri positivi N, ed « tali

fEy) —f@Y) | -~y o
(@ —®) 4G —y*

«

<N dove N=27% N, (*). Indicheremo

- Suppor-

Meno semplice & lo studio delle derivate

che, se (xy) & un punto di v, si abbia

fey)—rf@y)
| —w|*+]y —y|*
con = (y,) la parte di = posta al disotto della caratteristica y=y, .
Cominciamo dal caso pilt semplice in cui f(xy) &€ una qualunque co-
stante, ad es. I'unitys.
La funzione ¢ (x y) = «* + y soddisfa all’equazione

quindi anche

[ A T
o 0y

e converge uniformemente per i varii valori di p si ha notoriamente

- 'ﬂdpﬂf(wy;' P)dwdy=“dwdy_|'f(?vy: P)dP=Jf§(wy; pdxdy.
- ¢ ¢ C

E quindi esiste la derivata dell’integrale J’jy (xy; p)dxdy ed & data da ij(acy; p)daxdy.
¢ C

(*) Basta osservare che, se & e b sono positivi, ed « & qualunque >0, si ha sempre
(@ + b)* <22 (a2 + b%). [avero sia ad es. a=b; sara

b b\®
142 142
—b-ft, =, (——3)51<1+‘g)a.
a 2 2 a
Quindi sard pure
(1+§)“<9a(1+(§)") e (a+ by <2 (as + ba). c. v. d.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV, 32
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quindi applicando al campo S (y) la (7), del n. 10 otterremo

w”+y'=§% f hol(wy;w’y’):[%—(wgﬂLy)Q(y )]dy+(w +J)dw§—

)

’ 4 1 ([ ’ ’
‘f h wzf,wy)dwdy=x(w Y)— = | ’ h (@wy; «'y)dedy;
Q\/r 2{x. &) o
Y

1 (@' y) 1ndlcdnd0 una funzione regolare colle sue derivate all'interno di S (¥'),
soluzione di (II). Si avra quindi che in questo caso particolare esiste la de-
rivata di (1) rapporto ad ', e precisamente &

0

a.
93/[ QV-th wy,wy)dwdy]=1__/(._,_

o 0y

Quando f(xy) non sia costante si ponga ¢ (xy)=7f(xy) —f(x'y’); per
le nostre ipotesi si avra in =: |9 (xy) | << N[ &' —x*+ ¥ —y|*]. Per (16)
si potrd scrivere, ponendo f(x y)="{f",

F@ ) =— 5= [] h @y @) p(@y)dwdy — 1@ §)+F @) (1)
v J ) 2
Gli ultimi due termini di (17) ammettono ‘evidentemente derivata rap-
porto ad y° poiché lammettono y («'y’) ed «” 4y, ed [’ & costante. Non
rimane che ad esaminare il primo termine. Si ha, ricordando il significato
sopra assegnato a = ed a 7 (y,)

1 ’ ’ a
[JJ h@y; @y +ay)e@y)dedy —

' A 1
Ay'=0 y Sw4dy) 2
*JJ h o (@y; w’y')Q(xy)dmdy]=
S(y) OE ’
i 1 [ LA
=‘41;'I£{)Ay'= i(wy’wy—l—ﬁy)’p(my)dwdy—
" Syt Ay -ty +dy) 2

—[[  rueneneendedy]+ Y as

L
- © 8@ty 2

+J ’ [hoi(wy; w'y'+Ay’)—h01(wy;w’y’)]@(wy)dwdwr
W) 2 2

+JJ _(wy,wy+Ay)9(wy)dwdy§—

. ly'+dy)—ly) 2
= lim ry, [Il —+ I2 -+ Ig].

Ay =0
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E facile esaminare le singble I di (18). Osservando che I , (xy; ') e
. N 0=
2
la sua derivata rapporto ad y’

a r ‘ N 1
77 (wy,wy)—hﬁ(wy;wy)~ (@y; o y) (19)
oy ‘ o> 2

lETC.';

sono regolari in tutto S (') —= (¥), e che perx=o, y |-y e h , (xy; y)=0
: oL
2

si ottiene

0 .
H W’@O%(Wy;wy)?(wwdwdy- (20)

Ay=001 .
Y J Sy)-ty")

Allo stesso modo per (19) e per I'ipotesi fatta su 9 (xy) quando (xy) &
in =, per il teorema precedente I'integrale

ffh(,i(wy, x y)?(wy)dwdy
T(y)

esiste ed & uniformemente convergente per tutti i valori di 37 = y’: Invero
esso & inferiore a

— 1 o=l ,
N ﬂhzf,(wy; 96"3/)—97@03(00!/;003/)][]50—96%L Y—y = ldady=
2

W) 2

“Nf

7(y)

4meh 5(my, my)H]h _2,,(90@1, wy)‘+

2(y)

wy, a y)——h (wy, @ y)"lw —wlet+y—y *dedy =

_1_@-‘11,“2(903/; w’gj)\—{—g\ho.s__%(mz; w’?)“dwdy.
2 2

Il precedente integrale rappresenta quindi la derivata rapporto ad y del-
I'integrale fJ h,(xy; y)y(@y)dady; quindi si ha che
0—
oWy 2

lim L I_Jl I (wJ,wy)?(wJ)dde (21
AJ—OA z(Y) 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



238 E. E. Levi: Sull’ equazione del calore.

Infine devesi studiare lim L,Ia. Si ha facilmente
dy=08Y

.1

lim — I, =0. (22)
Ay=0 Dy

Invero si ricordi la solita condizione cui soddisfa ¢ (@ y); si avra

I, = ] hi@y; @y +4ay)g@y)dedy =
ty +Ayy-1(y) 2

~

fNUf h(wy; @y +ay)
T+ dy' () 2

dedy+

+ H hoi(wz/;w’y'+Ay')1!y'—yi“dwdy:.
Dyt dyy—ily) 2
Ora si ricordi che v (¥ +-Ay’) —=<(y) & interno ad una striscia di al-
tezza Ay’ e dal teorema del n. 22 si avra

~

oL

LY
‘h1(my; &) ldedy =1L (ay) 2 -
o ag

"ty -y
E ancora facendo la sostituzione y =y —=, per la (9) del n. 22 si ha

U h@y; @y +ay) |y —yPdedy =
Uty A=) 2 .
[ oo 4 . 1 I (9(—!'—-1 q. ’
fj 'hol(mfnwAy) ﬂadeﬂfL(;%w__}_Q))Ay +[._4_L(31Aya-+l.

(y+Ayy—y’) 2 .
Onde infine

L<N(L 10, (a0)F ) (™ T,
7 )
e di qui segue la (22).

Riassumendo quindi dalle formole (17) (18) (20) (21) (22) otteniamo che
esiste la derivata di z (' y) rapporto ad y, ed & data dalla formula

08 cir @ y)) 1 2 L
ay'_f(xy)(l_ 9y' QV';V’SL’)W%O%(%’)w?])‘?(a’y)dw‘i@]

()
[p@y)=F(@y) —7F@y)l.
Analogamente si trova

0%z ., 0° 7 (x'¥) 1 (¢ o .,
awq:f(m !})(Q—‘ awlz —QV;L’SL amfzh(%(x!/;w?/)(P(wy)dwdy. (‘24‘)
) .
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E da (23) (24) si deduce evidentemente che lao funzione z (&' y) definita
da (1), quando la funzione f(x y) sia integrabile in S(y'), finila nell’ intorno
di (x'y') e tale che esistano due nuwmeri positivi o e N per modo che in questo
intorno

fen —r@y) |

[
2

[(w — &)y +@—y)
anunetle le due derivate prime e la derivata seconda rapporto ad x; e soddisfa
all’equazione )
;)aw—i—;—;=f(w' y)- (D)
Onde ormai si puo dire che abbiamo dimostrato il teorema di esistenza
anche per Uequazione (I).

§ 9. SULL’ANALITICITA RAPPORTO ALLA VARIABILE @
DELLE SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE (I).

2%. In una mia Nota (*) ho mostrato che le soluzioni dell’equazione (LI)
sono sempre funzioni analitiche della variabile x, e cioé della coordinata
che varia su ogni caratteristica. Vogliamo ora dimostrare un teorema ana-
logo per le soluzioni della equazione (I):

Se well’ equazione
0’z 0dz
awa—ﬂ_‘f(wy) ) (I)

la funzione f(xy) & nell’intorno del punto ax,y,, funzione analitica della va-
riabile x, ogni soluzione z dell’equazione (1) finita e continua insieme colle
0z dz 0z

sue derivate Frk ay’ Tk é nell’intorno medesimo funzione analitica della

variabile .

Per dimostrare tale proposizione si applichi alla funzione # la formula (7),
del n. 10 prendendo quale campo S un campo qualunque contenente (x, y,)
in cui siano soddisfatte le condizioni enunciate sopra per le derivate e per
la funzione f(xy): in virta del teorema relativo all’equazione (I1) che ho

(*) E. E. Levi, Sul problema di Cauchy. (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei 1907
2.° semestre) Cfr. pure E. HoLMGREN, Om Cauchys problem etc. (Arkiv for Matematik etc.
Vol. IT (1906)).
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richiamato pilt sopra, risultera ¢he.gli integrali curvilinei che compaiono
nella (7), del n. 10 sono funzioni analitiche di #: onde bastera dimostrare
Panaliticita rispetto ad «’ della funzione

@) =[ [0 @y &y f@y) dway. 0
) 2

Questa formula definisce la z(x'y’) per («'y’) reali, ma perde senso

quando ad «’ si-diano valori complessi. Invero studiamo s , (xy; «'y') per i
0=
2

-valori complessi di #'— @ quando y — y resti reale. Si ponga = x-iwx,
e rappresentino le variabili a, @, y le coordinate in uno spazio a 3 dimen-

sioni: diremo in esso piano reale quello in cui = 0. Fissato 'y, la fun-
zione ho1 (xy; ' y') sard analitica regolare in tutti i punti in culi y<<y'e
2
sara singolare sopra tutto il piano y = ¢': ma, mentre quando ci si avvicina
per valori di ¥y <<y ad un punto del piano y =y’ determinato da un valore
di ®=wo+ix per cui |[x—a >|z—x|, b, (xy; «y) tende a zero,
153
quando invece ci si avvicina ad un punto « del piano y=gy' per cui
| o —a'|=|@—a | il modulo di b, (xy; « y) cresce all'infinito; ed anzi se
3
nella precedente condizione vale precisamente il segno di disuguaglianza noi
siamo sicuri che questo modulo cresce pill rapidamente di qualunque po-
tenza dell'inversa della distanza dei punti «'y" ed xy.

Risulta di qui evidente perché il precedente integrale non ha senso per
valori complessi di «": invero il campo S (y') essendo sul piano reale si avra
su esso x =0, e, tosto che a’'-|=0 in S(y’) vi saranno certamente valori di
tali che | —a’ <<|«'|; e quindi hy (@y; «'y) non sard integrabile nel

£l
campo S (¥).
Tuttavia puo avere senso la domanda : la funzione definita da (1) per va-

N

lori reali di «" & analitica? e se si, quali sono i suoi valori per «' com-
plessa? E cid che noi vogliamo ora esaminare (¥).

(*) 11 metodo che seguiremo & simile a quello che ho tenuto nel dimostrare il teorema
analogo per le soluzioni delle equazioni ellittiche nella Memoria: Sulle equazioni lineari total-
mente ellittiche alle derivate parziali, § 11 (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 1907,
tomo XXIV). Cfr. anche una Nota collo stesso titolo pubblicata nei Rendiconti della R. Acc.
dei Lincei, 2.° semestre 1907.
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95. Si osservi anzitutto che possiame supporre di assegnare ad S (¥)
forma e dimensioni arbitrarie; cosl ad esempio possiamo supporre che S ()
sia un semicerchio con centro sulla y =4 e posto tutto al disotto della ca-
ratteristica y =4': per semplicitd supporremo, facendo, ove occorra, una
traslazione di assi, che esso abbia il centro nel punto (0y') e abbia per
raggio R: contando su questo 'arco & a partire dal punto in cui il semi-
cerchio incontra la semiretta y = ' contenente valori positivi di &/, le coordi-
nate dei punti della semicirconferenza saranno date da R cos S, y"— Rsen S.
Volendo studiare (1) quando « varia, ma ¢ ha un valore fisso, possiamo
senz’altro indicare S (y') con S.

Supponiamo inoltre che f(xy) sia funzione analitica regolare di x in
tutto un campo complesso = contenente nel suo interno il campo S del piano
reale: sia M il suo massimo valore assoluto in =.

Infine indichiamo con Py, (y<<1) quella parte del piano y =y  in cui
|¢|=y|R—|x |. Preso un qualunque punto di P, lo si unisca coi punti del
contorno di S: supporremo che tutti i punti dei segmenti rettilinei cosl ot-
tenuti siano in X: e ¢id sara sempre possibile se si restringe sufficientemente
il campo S impiccolendo R. Indicheremo con P il campo somma di tutti i
campi Py, (corrispondenti ai varii valori di y): & questo un insieme di punti
non chiuso.

Cid posto, ricorriamo alla definizione medesima dell’integrale (1). Si
escluda dal campo § il punto (¢’y) mediante un intorno = (') che divenga
infinitesimo con ¢: sard per definizione

’ Fi =1' . ’ I; Q

¢@y)=limg @ ¥) 2

@) =[[ h @y &) [ @) azdy 3)
Sy 2

dove abbiamo posto S¢ (') =8 — te («'). Supporremo che = (x) sia la figura
omotetica di S con centro di omotetia in (x"y’) e rapporto di omotetia «.
Cominciamo dallo studiare z(x'y’) considerata quale funzione di ” per
valori reali di « in quanto & definita da (3). Essa dipende da « in quanto
ne dipende !'integrando ed in quanto ne dipende il campo di integrazione:
per facilitarne lo studio introduciamo due nuove invariabili & e p tali che
il campo di integrazione variabile si rappresenti sopra un campo fisso. Percio
preso un punto (x'y') attribuiamo ai punti (xy) che sono su uno stesso
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raggio per («’y’) la stessa coordinata S del punto in cui il raggio ineontra
il contorno semicircolare di S: e su ogni raggio prendiamo come coordinata p
quel valore che si ottiene interpolando linearmente sul raggio medesimo per
modo che al punto (x y) = («' ') corrisponda il valore ¢ =0, al punto in cui
il raggio incontra il contorno di S corrisponda o= 1. Le formule di trasfor-
mazione saranno

x=a —p(® —Rcos3) y=y —pRsens, (%)

ed il campo S. sard rappresentato nel piano in cui g e $ sono coordinate
polari, nella semicorona circolare k. compresa fra i due archi di raggio ¢ ed
1in cui & vada 0 a =, ed il campo S sard rappresentato nel semicerehio &
di raggio 1 in cui & va da 0 e = E si avra '

2@ y)=R| |1, @y; @9 f@y)e(R—a cos5)deds (5)
L% ;‘-‘ ? -

dove per (xy) devonsi intendere i valori dati da (4).

La funzione sotto il segno integrale dipende da «’ %, pe $; ove per ogni
valore di p e ¥ in k. e per il valore prefissato di y" essa fosse funzione
analitica di «, anche z. (z'y) sarebbe funzione analitica di «’. Ma ¢i0 non &
poiché nei punti in cui $=0 0 $== e quindi y= ¢, noi sappiamo che
I, (xy; ' 3’) non & analitica in a’. Ma si asservi che chiamando k., quel

°%
settore della corona circolare k. il quale & compreso fra i raggi di anomalia =
e = —mn, e ponendo

Zeq (@ 'tJ’)=Rffh01 (wy; @ y)f(ey)p (B —a'cosT)dpd 3, (6)
e 2

Key
si ha
ze (@ y) = lim 2z, (@'9), 2(2'y)= lim lim ze, (2. (7)
=0 e=0 7=0

Se osserviamo che I'integrando dell’integrale (6) & per ogni valere fisso
di p, $ in ke« funzione analitica di «” nell’intorno di un qualunque punto
reale (x'y’), otteniamo evidentemente che z., («'¢') & funzione analitica di '
E per (7) risultera che per valori reali di &,z (¢’ ') e z(«'y) sono limiti di
una successione di funzioni analitiche 2, (x"#'); onde sard dimostrato che
anche queste funzioni sono analitiche nell’intorno di un punto (' y’) appena
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si provi che la successione delle z, («'4) converge uniformemente nell’ in-
torno (complesso) del punto medesimo. Cerchiamo a tal fine di determinare
il valore di ze, (" %') per valori complessi di «'.

Si consideri la superficie conica projettante da («'y’) i punti di S per
cut & & compreso fra n e ©#—=; quando in (4) si.danno valori complessi
ad «’ il campo ke, viene rappresentato, nelle variabili (x y) da quei punti che
si trovano su questa superficie conica tra il contorno di S e la curva omo-
tetica a questo con centro di omotetia in (x"y’) e rapporto di omotetia =¢:
chiameremo questo campo I', (2’ 3'). Siccome esso & formato da punti in cui
y==v, ho1 (xy; o' y') sard sempre funzione analitica regolare sia di « che

2
di «: o in altri termini, quando p e S sono fissi in ke, ho‘ (xy; «'y) sara
2

sempre funzione analitica regolare di «’. Di piu, se @'y’ & in ¥, anche tutti i
punti (xy) di T, (x'y) sono in = e quindi la funzione f(x y) & analitica re-
golare in « e in quei punti: anche qui possiamo dire che fissati p e S in k&,
sara f(ay) funzione analitica regolare di «’. Quindi la funzione z., (x'y) &
analitica regolare di a finche («’¢') & in ¥; essa & data anche per valori com-
plessi dalla (6): possiamo anche dire, introducendo nuovamente le variabili «
ed y, che essa & data da

@) =[[ B, lwy o) f@panay. ®)
Faq(w’./) 2

Si prenda ora un numero ¢ arbitrariamente piccolo, e, fissato y, si.sup-
ponga che il punto (x'¢’) sta in un campo interno a P, in cui si abbia
B —|a'|>0¢: vogliamo mostrare che in tale campo 2., («"y’) tende unifor-
memente ad un limite. Infatti sia y, un numero positivo tale che vy, <<1;
noi potremo trovare un angolo H tale che quando S & sempre fra 0 ed H
ofraw—MNe = siabbia ||#] —R|cosS >(y—+7.)[R—|«|] Consideriamo
allora la differenza ze, — 2+, supponendo che sia ¢’ <e, 2" <a<H. Avremo:

& n—H (2" —ax)?
—y RBR—a' cos S
ey | =| [ [T EEEE  peypdeds -
& H ~ p
¢ H & 7T—y 1 n—r ('))

+H”+[ J+f [+f (‘ i R,Risﬁsjf(my)pdeds{

& m—H ¢

Annali di Matematwa, Serle 111, Tomo XIV. 33
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Si osservi ora che, per la limitazione cui & soggetto |;’[ in P,
|R—a'cos | <<V2(TF7°) R<2R, e quindi quando & varia tra He = —n
R—a'cosS 2VR

- Inoltre, se con R («) indichiamo la parte reale
VRosen S VosenH

si ha

@ —x)?\ @ — (@ —Rcos )
Ak —y)) 4RsenS

di «, si bha per questi valori di $: éﬁ(

@ Y [R—|a [ _ _py'e
<P4Rsen9< 4 RsenS ~4 R sent
zione f(xy) & in modulo <M, si avrd intanto per il primo integrale

- Quindi, ricordando che la fun-

& w—H (x'—x)?

UI o 0= BT 0087 p ) pdpas|<
) VRosen
: (10)
_ e 202 = &y’o® 3 3
<Q7c\/RMJ‘ oot =g AT VE M min (57_3'7).
Vsen H " ysenH .

&

Quando poi $ & minore di H o maggiore di = — H si avrd, rammentando
che | —ReosS|>||a' | — R|cos S| [>(v+1.)(R—| &)

_BE—FE e

< L RsenS " PiRsens

(@ =) (@ —RcosS) —a"
Ly —y)) LRsen S

Quindi si avra in questo caso

_@—)? / e a0t ¢ —
=y It —a' cos S D iR m\/ P
e ————f (21 M2\R e :

’ VRosenS Fley)e|< V sen

1
Ma il massimo valore assoluto di ey ¢ ¢ 2

h V2«

—

» quindi avremo

re

ancora

(x'—2)?

’ = 1
—iy—y B—a' cos S VRM -5 92RM
e e ———— m? —_— .
VEBosen S Fley)e|< e ©0S Y16

Sostituendo quindi nel secondo gruppo degli integrali di (9) otterremo
che la loro somma & inferiore a

ARM
Tio

[(e—¢)H +n—1] (11)
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E quindi da (9) (10) (11) dedurremo che fincheé (x'y) & in quella parte
di Py in cui @ BR—|a'|>q, si ha

| #eq — 2oy | << A (e —¢) 4 B (0 — '),

4 e B essendo due numeri finiti dipendenti soltanto da ¢ e da y. In quella
regione ze, (x'y’) tende quindi uniformemente al suo limite z(x'y'): quindi
z(x"y') sard funzione regolare analitica di «’ in tutti i punti della regione
medesima. Siccome y e s sono arbitrarii potremo quindi anche conchiudere
che nelle ipotesi fatte la funzione z (x'y') definita da (1) per valori reali di a’
rappresenta una funzione analitica regolare di x' nell’intorno di un qualunque
punto interno a P.

E se ricorriamo alla formula (8) e passiamo al limite per ¢ ed = ten-
denti a zero noi potremo ancora dire che la funzione z (x'y’) é rappresentata
nei punti interni a P dall’integrale

ff hoi(”“ xy)flxy)dxdy,

Iwy) 2

L' (a" y') indicando la superficie conica che projetta da (x' y') il conforno di S (*).

§ 10. ESTENSIONE AL CASO DI PIU VARIABILIL

26. In questo ultimo paragrafo vogliamo brevemente indicare le modifi-
cazioni che richiedono i ragionamenti precedenti quando si supponga che le
variabili siano pit di 2, e che in luogo delle (I) e (II) si abbiano le equazioni

oz 5 0%z
Agz—a—y—f(wlxz---wny) (A2z—%iéx—'_2) (IH)
Agz—ﬁ=0. (V)

oy

Supporremo per semplicitd » = 2: nessun’altra complicazione fuori che
nella notazione porterebbe il trattare il caso generale. Indicheremo con s

(*) E chiaro come queste considerazioni permettono di estendere la formula di GREEN
del § 3 ai valori complessi della variabile w.
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una superficie tutta al finito (*), posta nel semispazio delle y positive. Sup-
porremo che ogni piano caratteristico y =y per cui 0 =y =y, limiti in-
sieme con ¢ una porzione finita di spazio che indicheremo con § (y’) posta
tutta al disotto del piano caratteristico medesimo: indicheremo con s (y) la
porzione di & che si trova al disotto di y =y’, con ¢(y’) la linea in cui s
sega y =1/, e con p (y') I'area racchiusa da ¢ (y'). Supporremo infine che s (i)
abbia piano tangente determinato mobile con continuitd al variare del punto
di contatlo fatta al pit eccezione per alcune linee o punti eccezionali e sod-
disfaccia inoltre a qualche minore condizione che porremo pitt tardi nel corso
della discussione: ¢ (y’) avrd anche essa tangente nei punti generici: chiame-
remo » la direzione della normale alla curva ¢ (y’) in un suo punto arbitrario
volta verso l'interno di p (¥).

E ci proporremo di invertire la proposizione del n. 6 e di mostrare che,
assegnata ad arbitrio una funzione finita e continua del punto di s, esiste in S
wuna soluzione di (II1) (ed una di (V)) la quale prende su s ¢ valori assegnali.

Incominciamo coll’estendere la formula di GREEN e le considerazioni del
§ 3: vedremo per tal via quali ipotesi convenga aggiungere sulla natura del
contorno. Si consideri 'equazione aggiunta di (V)

81;_0

A, v -+ 3_@; == (VYI)

Se v (x, x, y) & una soluzione di (VI) e #z (x, x, y) una di (II) ed entrambe

sono finite e continue in S (y) e su s(y) otterremo facilmente, ricordando
che su p(y) & dy=0, la seguente formula analoga alla (1) del § 3:

fffvf(mlwgy)dw,dmgdy=—ff(vg—:;—zg:;)dcdy—}— ‘
8(y)

S(y)

. 1)
—}—J"vzdmldwg——ffvzdwldxg;

s(y’) oy

(*) Potremmo anche supporre che S ed s non siano tutte al finito: ma che, restando sempre
in uno stato compreso fra i piani caratteristici y =0 ed y==y,, si estendano anche all’infi-
nito. Otterremo cosi Panalogo dei campi di terza specie: ma al modo stesso che quelli non
presentirono negli studii precedenti difficoltd loro proprie e sempre si poterono far rientrare
con assai semplici considerazioni nel tipo dei campi ordinari, cosl avverra in questo luogo:
onde noi in quanto segue non staremo a distinguere questo caso e sottintenderemo questa
possibile estensione,
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nel primo integrale del secondo membro 'dc¢ indica l'elemento d’arco della
curva c¢(y) percorsa nel verso positivo rapporto a p(y): ed analogamente
nel secondo integrale devesi intendere che la faccia positiva del piano tan-
gente sia volta verso l'interno di S.
Applichiamo questa formula al campo S(y'—¢) prendendo quale fun-
zione v (¢, @, y) la
— T e
’ ’ ’ Hy'—
ho,(mlmgy;wlmz,y):e =4 y—'———y (Q)
e facendo poi tendere a zero la e. Noi otterremo in modo analogo a quanto

si vide nel n. 10
2 1 _(‘”1_‘”,1)?“'(-1«'-:—%/:)2 \
lim_”z(w‘wzy’—s)—ge te dx,dx, =
=0
ply'—e)
= —ffg h’ox(xlmzy; m"m'gy') g—j’_‘ahm(wlwgg{rz v 1w2?/)zs de!j+
s(y!) > (3)

+jf ko (0,20, y; &', &) 2d e, d o, -+
y"

—}—Jf hoy (@, y; &, &, y) (e, 0, y)da, dx, dy
Sy’)

poiche, gli integrali del secondo membro hanno senso almeno finche il punto
(@', a's y') & dinterno od estermo a p (y)(¥). Prima di procedere a cercare il
limite del primo membro della formula precedente, si osservi che il se-
condo membro si pud scrivere pilt semplicemente: si noti invero che
. hey (@, 2, y; 'y ', y') dipende da @, e x, solo in quanto ne dipende da

Y= V(mx - m,l)2 —+ (wz _w’2)2’

. e

e che y & indipendente dalla variabile =, talché si ha

0o, (@3 0,95 2, y') _ Ohy (@2, y; 0, X y) 3_"‘
on - or on

1 , N
=—Q—h,2(m1w2y; ' @ y)cos(rn),

(*) Invero si ha che esiste I’ultimo integrale di (3) ed & finito e continuo in tutto lo
spazio, poiché essendo a=0, =1, n=1 sard e+ n+3—2F=2>0 (cfr. n. 29): e gli
integrali di superficie che compaiono in (3) esistono pure, perché quando (x; ;) é distante
da (x', «’yy') I’'integrando & sempre finito.
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N _ :
quando con r# st indichi 'angolo della direzione positiva della normale a ¢(y)
col raggio vettore (a', «',) > (0, 2,).

Quindi la (3) si puod scrivere:

- -
lim J" z (@, X, yf — €) % e ¥da, da,—
=0 .

) ply'—¢)

=_J’fhm(x,w21; x, &, y) %dcdy—zdw,dw2%+
s(y”)

. ~
+‘]Q_' ’hlz(wlmzy; m’lm’gy’) COS(T")ZdCdy+
sty)

+‘~thm(wl ;s y)f (e, xyy)da, dac, d y. f
TSty

Esaminiamo ora il primo membro di (4) (o di (3)). Procederemo nel modo
seguente (¥). Presa la funzione z (x, 2, y) che per le nostre ipotesi & definita
in p(y), la estenderemo in tutti i punti del piano caratteristico ponendo nei
punti fuori di p (y), z (@, %, y) = 0: essa avra cosl una discontinuita solo su ¢ (y)
Cid posto introduciamo nel piano y=y —= le coordinate polari » e S di
centro in (a', «’,) e asse polare parallelo all’asse delle x,; e si ponga

an

Lry —e)= : z(x',+reosS, & ,+rsenS, y —<)d 3. (5)
0

Sard {(ry —e) una funzione sempre finita di r ed y" —ec.
Si avra allora

2

2 o0
* N s - NN B
” Z(0 @y —e) e “dmlda%:fﬁ(ry—s)?e “rdr
“plr-9) 0

ossia facendo 1l cambiamento di variabile r* =4¢2?

x©

” z(wlmgy'——a)%e_gdmldmgzi_ﬁ(%lvg, y—e)e rdr.  (6)

Py —e) 0

(*) Cfr. RiemMANN-WEBER, Partielle Differentialgleichungen, Vol. 2, § 50.
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Se noi supponiamo che esista il lim ¢ (22, " —¢) per e =0 e sia in-
dipendente da % ed uniformemente convergente quando X & compreso in un
qualsiasi intervallo \,... A, interno all’intervallo 0... oo, e poniamo

Z(y)=1lim L 22V3, ¢ —e), (7)
=0
si avra da ()
lim f j 2 (w0, 20y —s)—e-ﬁdwldw,—LQZ(J)(*) (8)
&=0 .

Py-9)

Cerchiamo quindi il limite (7). Se il punto (', «’,y’) & interno a p (¥)
per la supposta continuitd di z(x, 2, y) si avrd che Z (y') esiste e che &

(7). Zy)=2zz( o\ y) (")

(*) Invero sia m il massimo valore di & (r " —¢) e quindi anche di Z (). Ricordiamo che
(- ]

Ie—lzldl=i fissato un numero o piccolo a piacere si potrda prendere A, tanto piccolo

0
e A, tanfo grande che

4, o0
Ie—12l(ll<c e Je—lgzdl<a.
0 A,

Fissati cosi A, e A,, si prenda un numero ¢ tanto piccolo che, per X compreso tra A, e A;, sia

[€(22 Ve, y —8) — Z(y') | <o, — e cid potra farsi per la supposta uniforme convergenza del
limite (7), —; si avra

Uc(m‘/, y—c)e—l“ldl———-Z(y' ]J[c(m\/s y—t)—Z(y)]e—l"Xdl“
Y]

A, o \ A, .
é%m[f—l—j]e—pldl-i-le(“Zh/?, y — e)—Z(y’)!e—l“ldl<q(4111+ —é—)
0 A, A,

Donde la (8).
(**) Infatti fissato un 8 arbitrariamente piccolo, possiamo trovare un intorno = di (&', « %"
cosi piecolo che l'oscillazione di z in esso sia inferiore a &, Fissato poi A, arbitrariamente

grande, potremo trovare un ¢, cosi piccolo che per ¢ < ¢, e 0 =1 = A, il punto (', + 22\ cos 3,
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Se il punto («, &, ') & esterno a p(y') si avra similmente
(7)s Z(y)=0.
Quindi intanto da (%) (8) (7), (7). si ottiene

(9)1 47:.%’(06,002@/') z—th01(m1m2y; a;'lﬂ'}lz/l')‘a—dedy—Zdwldng—*—
|on s
(9). 0 (y)

1(( s
—}—§ ”hm(xlwgy; ' o )cos(rn)zdedy —

sy

—ff rh‘”(w‘w?y; w'1w'2y’)f(w1w2y)dw1 du,dy.
Sy

La prima di queste vale quando (&, &, y') & interno, la seconda quando
é esterno a p (¥).

Se il punto (x", «’, %) € su c¢(y), e cioe se & un punto di s, tali conclu-
sioni non sono valide e noi ancora non conosciamo neé se esiste il limite
del primo membro di (4), né se hanno senso gli integrali del secondo membro,
e se rappresentano il limite degli integrali analoghi estesia s (y'—¢), S (' —¢).
Dobbiamo quindi esaminare meglio i due membri di (4).

Incominciando dal primo, bastera per i ragionamenti precedenti esami-
nare il limite (7). Se noi supponiamo che la superficie ¢ abbia in un intorno
di (', o, 4') piano tangente non mai parallelo al piano y =0 e mobile con
continuitd nell'intorno del punto medesimo, si avra

ImT@2aVe, oy —o) =Z(y) == 2@ . o) (5); ©(Ds

oy + 2 e sen 8, ' —4) sia in 7. Allora da ) si Ha‘per tali valori di 4 e di ¢

E@We, y —9—2me(a ahy) | =

27
EJ[ #(x',+2) Vs cos 3, o’y + 22y e send, y—e)—z@' 2, y)dS<2rms,
0
Donde segue che vale la formula (7),: e che la convergenza ¢ uniforme pei valori di A com-
presi fra 0 e un numero A, grande a piacere. In modo analogo si dimostra la (7),.
(*) Infatti in virtd dell’ipotesi fatta relativamente al piano tangente, la distanza del
punto (&', «', 4" -8) da ¢(y" —e¢) & dell’ordine infinitesimale di ¢; onde I'ampiezza . dell’arco
del cerchio di centro (x'y 2’y 4" &) e raggio 22\ e— per 0 <A, =1 =4, < oo — ed interno
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e questo limite convergerd uniformemente rispetto ai valori di * compresi
in un qualsiasi intervallo A, ... \, inferno all'intervallo 0...o. Onde intanto
risulta cosi che in questa ipotesi esiste ed & noto il primo membro di (4).

Resta ora da studiare il secondo membro di (4). A tale scopo sono ne-
cessarie alcune considerazioni sugli integrali che in esso compaiono, e su
cui mi pare opportuno soffermarmi alquanto poiché si presenteranno ancora
nel seguito.

27. Consideriamo la superfice s e, conforme alle ipotesi gia fatte nel-
I'ultime deduzioni del n. precedente, supponiamo che la superficie conside-
rata, almeno in un conveniente campo ¢ contenente il punto che studiamo, non
sia tangente a nessun piano caratteristico: esisterd allora un valore minimo
dell’angolo che la normale alla superficie fa coll’asse delle y: lo chiame-
remo ©. Per maggiore comoditd supporremo inoltre che la superflcle am-
metta entrambe le curvature e queste siano finite e continue (*). Presi allora
due punti qualunque M, = (z 2 y™) ed M, = (2@ x? y®) della superficie e

. c e e 4N ,
detta p“” la loro distanza, si indichi con ("*v") I'angolo della normale v
alla superficie nel punto M, e della congiungente A, M,: esisterd un numero

a p(y’ —¢) differisce da m di uny quantita che ha 1’ordine infinitesimale di ye; cosicché
scelti ad arbitrio A, e A; e fissato un numero o arbitrariamente piceolo, si potra trovare un ¢,
tale che per e<Cs,, sia |y — = | <{e. Si osservi poi che z(x, x,%) & continua in ogni in-
torno di (', #, %) interno a S: si potra prendere un intorno = di (¢, «, ) interno a S tanto
piccolo che in esso la oscillazione di # sia inferiore a o: e si impicciolisca, se occorre e per
modo che per e<Ce;, A, =) = A, oltre ad essere soddisfatta la precedente condizione, si abbia
che i punti (', +23 & cos?, «, +230/e send, ' — ¢) che sono interni a § siano interni a 7 :
si avra allora

BT, =9 =2, 2y 0) ! = [l H 2 Teos, 2y + T sen s, y'—o) (a1 49+
Ve

+ire—7l 2@ 2 y) | =0l +12@ 22 9))).

Onde la formula (7); resta dimostrata: e in pari tempo l'uniforme convergenza al limite
pei valori di X tali che A, ==} = A, Se il piano y = ¢' & tangente la superficie si vede facilmente
che la (7); pud essere sostituita dalle formule pilt varie e che in generale il limite (7) non
ha un valore unico pei varii valori di

(*) Queste ipotesi sono certo sovrabbondanti: tuttavia non entreremo qui in maggiori
discussioni le quali noan farebbero che distrarci dallo scopo del presente lavoro.
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finito N tale che sia sempre

(3 /\
o — (V) < (10)

In queste ipotesi potremo scegliere sulla superficie s, almeno per quanto
riguarda il campo s, un sistema di coordinate curvilinee formato dalle
y=-cost. e dalle loro trajettorie ortogonali che prenderemo come linee
# = cost.: in virth dell'ipotesi che il piano tangente alla superficie non sia
mai un piano y = cost. tale sistema di coordinate sara regolare: e si potrd
scegliere la » per modo che indicate con (u® y®), (u® y®) le coordinate dei
punti M, ed MM, sulla superficie e posto 7' — V(2 — &?)’ 4- (@) — x?)*
risultino soddisfatte le limitazioni

(’ll/(” o u(ﬂ))a —y (y(u - y(z))g < Trm)?

(1)

C —

g (UD — u®) v, (P — yP) = pu2? (*).

v, 1y, v, essendo costanti finite positive.

Osserviamo subito che insieme colla seconda delle (11) sard soddisfatta
per ¢ >0 l'altra pitt generale

T l ’ll/(l) . u(2) |2£ + Ve l y(l) _ y(?)

26~ 122 (1@)

dove pe = 2" p, ve=2¢v, (**).

(*) Invero si fissi per un momento sulle y=cost. la variabile % in modo arbitrario:
I’elemento lineare della superficie sara dato da Edu?+ Gdy?: E, G essendo funzioni finite
e continue e sempre =|=0 di y ed »: siano &k e K i massimi e i minimi valori di % e G.

- . . u— u® — y2
Se allora consideriamo la curva che sulla superficie & determinata dalle =YY s
UM — y® ) —

la sua lunghezza (2 soddisfa alle limitazioni

2 RV — W T G g0 = 109 = o Vg

Ma in virtu della supposta regolaritd della superficie il rapporto di 12 alla distanza
p42) dei due punti & sempre finito, compreso fra due valori 3, };: quindi si avra

92 ll KV(’M/(‘) — “('2))2 + (y — y(?))ﬁ = P(n?) = XTJTk J(u(l) - u(z‘)z -+ (y(l) — y(?))2 .
E di qui cambiando, ove occorra, » in hu, dove kh indica un conveniente fattore di propor-

zionalitd e, ricordando che p(122 — #0122 L (50 —4@)? gi deducono senz’altro le (11).
(**) Cfr. nota a pag. 234 (n. 23).
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Cid posto, sia (x, x, 1) un punto mobile su s, sia § (x, x, y) una funzione
del punto mobile su s; é facile vedere che se « +1>0 e 34+a—2£>0
Vintegrale '

J ' Toag (2, 5 y; ' o Y)Y (@, y)dedy (13)
s()
— il quale evidentemente rappresenta una funzione finita e continua di
(¥, 2, y) quando questo punto é fuori di s, — é una funzione finita e con-
tinua del punto (&', 'y ) anche nei punti di s purché nel loro intorno siano
soddisfatte le precedenti condizioni.

Osserviamo percid che se, preso un punto (x, ., y) della superficie, noi
stacchiamo da essa un suo intorno arbitrariamente piccolo =, I'integrale
esteso al campo s (y') — 7 (y), — = (y) indicando la parte di = che sta al di-
sotto del piano caratteristico y =¢’, — & sempre continuo nell'intorno del
punto (w, %, y), poiché Iintegrando & sempre finito e sia esso che il campo
di integrazione variano con continuitd al variare del punto («',«’,y’). Ba-
sterd quindi per dimostrare I’ asserita continuitd provare che se = & suffi-
cientemente piccolo, 1’integrale residuo & arbitrariamente piccolo qua-
lunque sia il punto (&, «/, ) nell’intorno di (x,x.y). Percid si osservi
che se il campo t & interno al campo o in cui sono soddisfatte le condi-
zionl enunclate precedentemente ed & sufficientemente piccolo e se il punto
(o, ') & sufficientemente vicino alla superficie — anche sulla superficie

medesima — le quantita r = \/(ac’,—oz:l)2 + (2, —x,)* e p=1y —y possono
ritenersi come coordinate del punto della superficie, in quanto che ad una
coppia di valori di » e p corrispondono al pitt 2 punti della superficie (¥).

(*) Invero dato il valore di p il punto dovra trovarsi sulla curva ¢ di s che & segata dal
piano y =gy — p. Siecome le curvature della superficie sono finite e continue ed il piano tan-
gente ad s fa un angolo > ® >0 coi piani y = cost., la curva ¢ avrd una curvatura finita e
continua. Basterd quindi per provare 1’asserzione del testo dimostrare che un cerchio posto
nel piano di una curva ¢ la quale abbia curvatura finita col centro sufficientemente prossimo
a ¢ e con raggio sufiicientemente piccolo non puod incontrare ¢ in pit di due punti. Sia invero
0 un punto del piano di ¢ il quale varii avvicinandosi a ¢, che assumiamo come centro di
un cerchio di raggio r variabile che si puo fare arbitrariamente decrescere. Se per r suffi-
cientemente piccolo la circonferenza potesse tagliare + in pitt di 2 punti, tutti questi punti
sarebbero fra loro arbitrariamente prossimi: onde vi sarebbe su ¢ un punto 4 tale che una
circonferenza passante per esso e per altri due punti di ¢ che tendono ad 4 in modo conve-
niente, tende ad avere raggio nullo: in quel punto quindi ¢ avrebbe raggio nullo e curvatura
infinita, il che contraddice all’ipotesi.
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Cosicche si avra per tale campo

. i R

] ’h"?‘(wxwzy; © oy ) Y, y)dedy é”ZLPDUhaﬁ(w;Oy')drdy

1) 00

dove R indiea il massimo valore assoluto di r quando (x, &,y) & In
7 (y), n il massimo valore di ' — y in = (y), ¢ il massimo modulo di ¢ (x, @, y),
D il massimo modulo del rapporto dell’elemento dr dy all’elemento d’area
ded y di s. Quindi, rammentando il teorema del n. 22 si avra se a4+ [ >0,

34+a2—28=0>0

Qs

lffhaﬁ (@, y; &, X))y, y)dedyl=%bD Lo a? . (1%)
T(y') .

L.g essendo indipendente da ¢ (x, x, ). E quindi pienamente dimostrato il
nostro teorema.

Si noti perd che la relazione (14) vale quando il campo =(y’) & suffi-
cientemente piccolo: nei vogliamo aggiungere qualche osservazione che valga
a dimostrare che quando si suppone che il punto (2, «, 3/') sia precisamente
un punto della superficie, la precedente relazione vale anehe quando eome
campo = (y') si prenda il campo ¢ in cui siano soddisfatte le condizioni del
principio del presente numero. Supporremo senz’altro che ¢ coincida con s.
In queste ipotesi, potendosi scegliere su s un sistema di eoordinate u, y quale
fu precedentemente descritto, indicando con (u”y’) il punto («, ', ¥'), 'inte-
grale (13) si potra scrivere nella forma :

[Jll’ﬁ (2, y; @ @ y) (2, @, ) VEd“d?/
" s(y

poiche, se Edu’+ Gdy® & I elemento lineare di s, sardk dc=VEdu. Ma
per (11) si ha
" (' —u)? y'—=y (' —u)*

— = = i 4 Ty —
0=¢ W9 _—, ’t(y—y)e1 1 =ge =),

’

Yo . y—y
iy . . "1
dove g=e * & il massimo valore che possa assumere e

O=y=y=uy,.

quando
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Quindi per (12) si avra tosto che (x, @, y)==(2", &, ¥'):

o N - HUT;?/) __r_a._
]kap(m,mzy,w1a’z?f”—e (y,—-y)plf /
(w'—u) ’
—4(U’—J/) (u _ ”)a 1 J (15)
=ge "o (=8 T Ve (o = |=
g [y{f_ W —yr ey —yP

=gv, lp(wy; Wy)+gv, | hp-omy; wy).
2 2

Onde segue pel teorema del n. 22, supposto sempre «—+1>0 e
3 +a—2p=0>0,se¢ indica ancora il massimo valore assoluto di  (x, x, )
e k il massimo valore di VE,

Ufhap (w, 2 y; o s y) Y (o, wgy)dody‘f

5(y’)
| fgk&'-ijflhaﬁ(%y; wy)||b@ o, y)|dudy+ /
2 “s(y) , (16)
gy, [ [1hpms teys W)l 4 @ 20y) [ dudy =
ERe))
3 o, 2
f'#gk[y-,, Loay/® 4+, Lop—ayy'* ]f¢ﬁ’aﬁy’2
T T

dove

La“ﬁ =g k (p‘ [ L“ﬁ' =+ v o Loﬂ-—a yoa) :
2 2

Ed ancora, se si suppone che la funzione ¢ (x, «, y) soddisfi ad una li-

mitazione della forma
b(@ @ y) =4y,
si avra pure
J
+5 .

Ufha,e(wlmy; w'lm'gy’)q/(wlmgy)dcdy'f\pl ﬁ“,‘;——r(i_ti)—ay'r L (L6)ys
sty) r (Y +1 ‘I__Q‘)
L§) essendo come Lup una costante indipendente da ¢ (x, , y).

Questa formula sard di capitale importanza per i calcoli del n. 30.
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28. Premesse queste considerazioni ritorniamo allo studio degli inte-
grali del secondo membro di (4) quando («', ', ¥') € un punto di s. Suppor-
remo che in un campo ¢ attorno ad esso s soddisfaccia alle condizioni del
n. precedente. L’ultimo integrale di (4), il quale & un integrale di volume,
evidentemente esiste ed & funzione continua in qualunque punto dello spazio
in virtu dei risultati del n. 22 (osservazione I).

Del pari il primo integrale di superficie esiste e rappresenta una fun-
zione finita e continua in virtl delle discussioni del n. precedente. Quindi
non resta che ad esaminare 'ultimo integrale cui evidentemente non si puo
senz’altro applicare le considerazioni del n. 27. Si osservi perd che anche
per esso possiamo limitarci a studiarlo quando il campo di integrazione sia
in ¢, in questo solo caso esistendo singolaritd per lintegrando. Ed allora
poiché & soddisfatta la (10) e si suppone che I'angolo della normale e del-
Passe delle y abbia un minimo © >0, avremo

U v—y (",
sene  r

loos(rn)|< —}—

sen ©

(*) Infatti presi due punti (x, x, y), (', «',9), dal triedro che ha il vertice in (x, xy) e
ha per spigoli »,v ed il raggio + che unisce (%, w;y) con (', «,y) (il cui angolo diedro

N ax /™
che ha lo spigolo in = & retto) si ottiene |cos (rn)|= 23: E: :3) = C(;sel(;g) . Si consideri

poi I’altro triedro che ha il vertice ancora in (x, %, y) e per spigoli »; v ed il segmento p che
unisce (x, o, y) con (&, £, y"), si avra, indicando con p I'angolo diedro che ha lo spigolo in p,

N\ AN AN AN L
cos (rv) = cos (p ¥) cos (r p) + sen (p ¥)sen (r p) cos p.

y e per (10

- ™\ VAN ¥ /\ Y —
Ma |cosp|=1, |sen(pv)|= 1, |cos (rp)l=—, |sen(rp)|= P

P
|cos ( ,n)| lsen[":—pv] <Np;

’

Lo N\ y—y
quindi sara |cos(rv)|<<Nr+ p . E quindi infine poiche -- >l

N y—y
Lot <o (V7Y

lcos(1 n)| < Sen @ (

sene(

che é la formula del testo.
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Si avrd allora se (x,«,y) € un punto di s diverso da (x', 2, %)

/\ * ’ ’
[ By (2, 20,y; & &'y y') cos (rn)| = hoo (0 2,y ' s y) +

sen @
(17)

+ 56—31—0 Boy (2.2, 45 20,25 y).

Quindi ricordando le discussioni del n. precedente otteniamo che esiste
ancora l'ultimo integrale di superficie della formula (4).

E noi potremo quindi finalmente conchiudere che, nelle ipotesi fatte sopra
relativamente alla superficie, e cioé quando si supponga che la superficie s
in un conveniente campo s contenente il punto (x', x', y') abbia piano tangente
non mai parallelo al piano x,x, ed abbia le curvature finite e continue, vale

insieme colle (9), e (9), anche la formula
’ ’ ’ " . ’ » ’ ‘az f
sz(wlwzJ)zf’ho,(m,w2y, wlwgt/))a—ndcdy——zdwlde ‘—i—
s(y)
1 ~ N
+ 9 th”(m, X, y; ' &y cos(rn)zdedy — )

s(y')

—fJJ Toos (20,5 ' s 4) [, 20, y) A, dac, d y
S(y’)
dove («',2',%") indica un punto di s ().
Dalle formule (9) si possono trarre conclusioni perfettamente simili a
quelle che nei §§ 3 e 4 abbiamo tratto dalle (7) del § 3. Facendo in esse
z(x, , ) =1 si ha intanto

\

17, 4= ):-f{ho, (x, o y; ', @y y)do, dx,+
17n, o' )

1 Ah o N p
(17), Qw\ +§r‘ p (@ xy; o &y y)cos(rn)dedy

8(y’)
che sono l'analogo delle (8) del § 3.
Si osservi ora che per i risultati del n. 27 la funzione
J lh01 (0,0, 45 @' 0 y) do, d ,
siy)

rappresenta una funzione finita e continua di (x',«’, %) anche quando il
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punto (x',«, %) & sulla superficie s{y) purché questa soddisfaccia nell’in-
torno di (', «’, ') le solite condizioni; mentre dalle formule precedenti ri-
sulta che il secondo membro & discontinuo quando il punto attraversa s.
Quindi dovra essere discontinuo il secondo degli integrali di (17): e dalle (17)
si dedurrd I'importante formula

AN
lim ffhlz(mlwgy; ayx,y)cos(rn)dedy =
(”’1”’214’)5(5'1‘;'2-?}') 3(') (18)
AN
= =+ 4-w+(fhm (¢, 2,935 o, @, y)ceos(rn)ydcdy.

s(y")

In essa vale il segno -+ o il segno — a seconda che il punto s’avvicina
alla superficie s dall’interno o dall’esterno di § (*); e perche¢ sia valida &
sufficiente che in un campo ¢ contenente (', ', %) soddisfaccia alle condi-
zioni ripetutamente gia esposte. Questa formula & I'analogo della (10)
del § 3.

Ed infine in modo analogo a quanto si vede nel § 4 si potrd in base
al risultati del n. 27 estendere ulteriormente la formula (18) e dedurre: detta
¢(uy) una funzione del punto (x, x,y) = (v y) di s continua nel punto
(@', @,y )=(w'y) e supposte soddisfatte per s le solite condizioni,

AN
lim f By (e, 2,5 o', s yY¥d(uwy)cos{rn)ydecdy=
(! ot )= 7o) o)
__ o A~ (19)
=x4dm{uy)-+ | Jh” (X, y; ' s y) b (uy) cos (Fr)dedy.
R

La (19) corrisponde alla (5) del n. 15 (§ 4).

Ed infine si pud dedurre la seguente formula analoga alla (20) del n. 15:
se si suppone che anche nei punti di s per cui & y =0 la s soddisfaccia alle
condizioni del n. 27 e che ¢ (uy) sia funzione, continua e nulla per y =0

(*) La formula (18) vale anche evidentemente quando la superficie s non racchiude un
campo S poiché non dipende che dal comportamento dell’ integrando nell’intorno di (& o', ¥).
In tal caso dovremo dire che vale il segno + od il segno — a seconda che il punto si trova
a destra od a sinistra della direzione positiva di ¢, od ancora a seconda che il punto si trova
dalla banda delle direzioni positive di # o dall’opposta.
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si avra, indicando eon (x, 2,0) un punto di s:

A
lim f h (s y; @, y)d (wy) cos(rnydedy=0. (20)
sy’

(' )= ma0) )

29. Le ipotesi introdotte nei due n. precedenti per poter dedurre le (9),,
(17), (18),(19), (20) ¢i additano le limitazioni che dobbiamo porre alla forma
dei campi che vogliamo studiare. Oltre alle ipotesi fatte al n. 26 noi sup-
porremo che s sia una superficie la quale ammetta piano tangente determi-
nato e curvature finite fatta esclusione per un numero finito di punti od
anche di linee, purché queste si trovino su un numero finito di piani ca-
ratteristici. E noi potremo allora spezzare il campo mediante piani caratte-
ristici passanti per queste linee o punti eccezionali, e per tal mode ci ri-
durremo a trattare il caso in cui la superficie sia regolare in tutti i punti
tranne quelli corrispondenti ai minimi od ai massimi valori di y: poiché
ivi la superficie potrd non avere piano tangente ed in generale incon-
trerd sotto un certo angolo il piano caratteristico che con essa racchiude
il eampo.

Supponiamo che il minimo valore di ¥ corrispondente a punti della su-
perficie sia 4 =0: chiameremo £ il tratto di piano caratteristico y =0 ap-
partenente alla superficie: il quale potra anche ridursi a un punto, s* la parte
residua della superficie. Diremo il campo di prima specie se & & un punto,
di seconda specie nel caso opposto.

La condizione analoga alla condizione (a) del n. 7 gid comparve negli
studii precedenti: la chiameremo ancora condizione (a): e la esprimeremo
dicendo che la normale alla superficie s* deve formare coll'asse delle y un
angolo sempre maggiore di un angolo ® > 0. Qualora essa non sia soddisfatta
noi potremo in generale spezzare il campo per mezzo dei piani caratteristici
tangenti a s*; e cosi ridurci a studiare quei soli campi in cui la condi-
zione (a) é soddisfatta in tutti i punti di s*, fatta eccezione per quelli la cui y
appartiene ad un intorno piccolo a piacere del massimo e del minimo valore
che y pud assumere su s*

Noteremo che quando su tutto s* & soddisfatta la condizione (a), s* sard
appunto il campo ¢ di cui si & parlato al n. 27, e quindi si potrd trovare
un sistema di coordinate (u y) quale 13 & descritto e per un integrale del
tipo di (13) esteso ad una qualunque parte di s* varranno le (16)¥s.

Possiamo dopo ¢id procedere alla dimostrazione del teorema di esistenza
per equazione (ILI).
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30. Premettiamo percid due osservazioni generali.
Anzitutto osservando la (9) prevediamo come al n. 14 che la funzione

2@ )= lplwa Jh‘” (X, o ' s y)f(e, e, y)dae, da, dy
S

soddisfa all’equazione (III). La dimostrazione, basata sul teorema del n. 22, &
affatto analoga a quella dei n. 23 e ss.; onde noi non insisteremo su ¢io
ulteriormente. In conseguenza potremo limitarci a studiare I'equazione (V).

Ancora si pud supporre che i valori assegnati nei punti del contorno
per cui y==0 siano nulli (efr. n. 14). Invero, sia @ (w, x,) una funzione sempre
finita, definita in tutto il piano y =0 la quale nei punti comuni a y =0 ed
a s prenda i valori assegnati, la funzione

¢ (& &, o) 24% f f ® (6, @) oy (10, % 05 o o ) A, dac,

¢ una soluzione di (V) che su y =0 prende 1 valori ¢ (x, @.).

Cio posto si supponga che il campo sia di seconda specie e che su s*
soddisfaccia alla condizione (a). Tale sard ad esempio il campo che si pre-
senta quando si studii il problema della distribuzione delle temperature nei
punti di una superficie per cui si conosca la distribuzione iniziale delle tem-
perature e siano assegnate le temperature dei punti del contorno pei valori
successivi del tempo. Infatti la superficie s sard allora formata dalla regione
del piano y = 0 che rappresenta la superficie e del cilindro a generatrici pa-
rallele all’asse delle y che ne projetta il contorno.

Per una osservazione precedente supporremo che su % i valori assegnati
siano nulli.

Poiche & soddisfatta la condizione (a) noi potremo prendere su s* un
sistema di coordinate (uy) quale fu indicato al n. 26: siano ¢ (uy) i valori
assegnati su s* sard ¢ (u0)=0. '

Cercheremo di porre la funzione cercata sotto la forma

- AN
2, xhy)= 417:'1 Ja{a(u Y) o (2, 20, 5 2", y)cos(rn) dedy  (21)

s¥(y')

dove si pone (x, 2, y) = (uy), e ¢ (uy) indica una funzione da determinarsi
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convenientemente. Questa funzione soddista a (V) in S(y), si annulla nei
punti di k non appartenenti a s*. Se si suppone di pitt che ¢ (uy) sia con-
tinua la formula (19) ci mostra che perche (21) prenda i valori assegnati nei
punti di s* per cui ' —-0 & necessario e sufficiente che

. N
¢ (u'y')+ 41: | ft(a (wy) by (0,2, y; ', y)cos(rn)ydedy=q (u'y). (22)

(')

E se troveremo che la funzione ¢ (u y) soddisfacente (22) tende a zero
per y =0, per (20) potremo conchiudere che la z data da (21) si annulla nei
punti del contorno di %, comuni a k ed s: e quindi (21) soddisfa a tutte le
condizioni impostele.

La (22) & una equazione integrale di FrepHoLm. Sarebbe facile dimo-
strare che la funzione caratteristica di essa & tale che si puo applicare la
teoria di 'REDHOLM e noi potremmo agevolmente dimostrare che il suo deter-
minante non e zero poggiandoci sul teorema di unicita.

Preferiamo mostrare, analogamente a quanto gia facemmo al n. 17, come
la serie di NEumanN per la soluzione dell’equazione (22) sia convergente.
Invero la serie di NEUMANN sard

W) = 509) — gz o)+ (o) m o+ (o @

™
dove

: N \
4. (w'y)= ' fhm(wlwgy; ' x', ) eos(rn) o, (uy)dedy ’
s*(z}') (0.4)!1‘)
0 (wy) = o (uy).

Sia @ il massimo valore di ¢ (u y). Si ricordino le formule (17) e (16); si

. C . .1
avra, con G indicando il valore di ——
’ sen ©

| oo (wy) | <@
o (wy) | <<®G : NJ fhgg (,x.y; &',y ) dudy +J [

Yy *v
*(y) sy
L

<OG[NB,—+ L)y

e f
fol(mlw2y7mlm2!j}dudy ‘é (95)
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Ed ancora applicando (16)V:
1
|9, (w'y') | <<®G[NL,, + Ly 3 ijh.” (c,,y; 2" &'y y) y'zdudy -+

. 1
+JI h (2,205 % @y y *dudy | =

oL =
sy 2 \

F(i
=G NE, + 0] G N2+ 22)- 3) T

) (26)
o'y} | = GND, + L) (GIN LY+ By

|2.(Wy) |=®G [N, + L] (G[NDY~+ L))

AOnde, se poniamo G2 (N LY+ L8 = H e chiamiamo ¢, il massimo dei
(bG[NEc,-n“"ﬁm] V“___: q)G[Nﬁn +Laox]
2QVH " 2

numeri @, V ® 1,, ricordando che per

I intero

r (‘Qh) —r)=(—1)] T (%;i)>(h~— 1)1

avremo
|90 (w0 g) | <@, Lo (uy) | << o, \
H H
9. (0 ) | < @, —J lou (ny) | <o, TY
(27)
Hy'y H
I?4(lt!/)l<¢’1(%ﬂ!)« |(P(uJ|<¢(___~i_ “‘

Onde si trae la serie (23) converge come una serie esponenziale e che
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si ha sempre

b uy)|<2o, ™ (28)

Osserveremo ancora che poiché ¢ (u0) =0 segue che, impieciolendo ¥,
si pud impicciolire a piacere la quantitd ¢, e quindi per (28) si avra ancora

lim ¢ (u y) = 0. Onde, costruita la ¢ (uy) data da (23) noi avremo pienamente
y=0

dimostrato il teorema di esistenza per la (IlI), almeno quando il campo §
¢ di seconda specie ¢ soddisfa alla condizione (a).

31. A questo punto possiamo completare la dimostrazione dei teoremi
del § I relativi all’equazione in piu variabili che l& avevamo lasciato in so-
speso. Invero noi possediamo, per quanto precede, nella formula che si ot-
tiene sostituendo (23) in (21) una espressione delle soluzioni di (V) che per
un contorno come quelli trattati fin qui — ad esempio per un cilindro a ge-
neratrici parallele all’asse delle 4y — prende valori assegnati per s* e si an-
nulla su k, data per mezzo di un integrale il quale porta sui valori assegnati
su &*(*): e di qui si puo dedurre una formula perfettamente equivalente

i /\
(*) Invero si avra z (), x', )= E (4%) JJ hyg (0, cpy; 'y Xyy)cos(rn)¢;(uy)dedy. Ma

sy
se poniamo

¢ , /N ;o T ) el ’ v’ ”
g (o0 203 Y5 o'y o'y y) €OS (1) hyg (o0, wy; @y 2, y) dedy =1, (0, X395 %1 %5Y)
s(y)

AN —_— - J .
X1 (g @ Y5 'y @g Y) cOS () hyg (i, X5 Xy Xgy) dedy =os (@ w35 0y x3'y')
sly')

dove (i, x,y), (2, 2, ;) indicano punti di s*, ed («'y oy ¥') un punto interno a S: si vede pel
ragionamento fatto nel n. precedente che la serie

1’ 1 ! ! ’ 1 2 ! U 4
Ko (% Xz y; oy g !/)—‘1_1‘,‘%1 (o w5 y; oy x39) + (4—") Xe (X XY Fyxhy) ..., («)
dove si pose ¥, (¢ x,y; oy Xy y) =hyg (0, 23 y; xy oy y'), converge uniformemente quando
(x zy) & su s, ed (o, 3y) ¢ un puato di un campo interno ad S. Ma d’altro canto la

serie che da # si puo pure scrivere per le (24) nella forma

’ ’ ” N —1 i ' g g /\
z(xlwsy)=‘>;i(4—,,] I Xilwy 2395 &) dyy)cos(rn) e (wy)dedy
. e
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alla (3) del § 1. E merce di essa ci potranno completare i ragionamenti del
n. 6 ed estendere i teoremi di Harvack sulla convergenza delle serie di fun-
zioni armoniche alle serie di soluzioni di (V).

E dopo cid non occorreranno che semplici modificazioni verbali ai ra-
gionamenti del § 6 per estendere la dimostrazione del teorema di esistenza
ai campi di prima specie ed a quelli per cui non & soddisfatta la condi- -
zione (a). )

e quindi per la convergenza uniforme di (a)

N * —1 ! ’ v N\
z(ac,x,y)=f [(20,(4—7[) xi(ryxay; xyxay)cos(rn)e(uy)dedy
s(y')

che é una formula del tipo richiesto.

E chiaro come la formula si estenda al caso in cui i valori assegnati su & non siano
nulli, invertendo il ragionamento del n. 30 mediante cui ci siamo ridotti a questi tipi par-
ticolari. Od anche, ove piaccia maggiormente, si potra ottenere i teoremi di HaArNAck ridu-
cendosi coll’artificio del numero pure ora rammentato, al caso che i valori che i termini suc-
cessivi prendono su k siano identicamente nulli.

Ottobre 1907.
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Sulla riduzione a forma canonica di una
sostituzione lineare omogenea ¢ di un
fascio di forme bilineari.

(Di OnoraTO NICOLETTI, @ Pisa.)

Si debbono al WErersTrAss le condizioni necessarie e sufficienti perché
due fasci di forme bilineari in due serie di » variabili

n
Amwv)—oB (uv)=N,(0, —oby)u v,
1

n
A (W v')—oB ()= %:,.L. (@ g —oby)uw. v,

tali che 1 determinanti dei due fasci:
D@ =|a,—ob,|, D=|ds—obs], i k=1,.., n)

non siano identicamente nulli, siano equivalenti; perché esistano cioé due
trasformazioni lineari, non degeneri, una delle u relle «’, 'altra delle v nelle ¢’,
che portino una forma qualunque 4 — o B del primo fascio nella corrispon-
dente A'— o B’ (collo stesso valore di o) dell’altro. B percid necessario e suf-
ficiente che i due determinanti D (»), D’ (w) abbiano gli stessi divisori ele-
mentari (*). .

La dimostrazione del WeiersTrASs ha carattere trascendente e consiste
essenzialmente nel ridurre, con un’opportuna trasformazione lineare delle
variabili, il fascio 4 —w B ad una forma canonicae, la quale dipende soltanto

(*) Per tutto quel che riguarda la teoria dei divisori elementari, come anche per la ric-
chissima bibliografia sulla questione, rimandiamo al libro del MuTtH: Theorie und Anwendung
der Elementartheiler (Leipzig, Teubner, 1899) ed all’articolo del MEYER: Invariantentheorie
nel 1.° volume dell’Enciclopedia Matematica (p. 327-33%).

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV. 36
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266 Nicoletti: Sulla riduzione a forma canonice

dai divisori elementari di primo grado del determinante D (w). Questo dimo-
stra il teorema di WEIERSTRASS e di insieme una trasformazione lineare sulle
variabili che porta il fascio 4 — o B nell’equivalente 4" — o B".

Le condizioni, che il teorema di WEIERSTRASS assegna come necessarie e
sufficienti per l'equivalenza di due fasci di forme bilineari, sono evidente-
mente razionali. E questo & ben naturale, in quanto il problema di rico-
noscere se due fasci siano equivalenti ed in questo caso la determinazione
di tutte le trasformazioni dell’'un fascio nell’altro possono ricondursi alla di-
scussione di un sistema di equazioni lineari, dipendenti razionalmente dai
due fasci (*); il problema stesso & quindi essenzialmente razionale.

Era quindi naturale il cercare del teorema stesso una dimostrazione ra-
zionale. Una tale dimostrazione fu data dal Frosenius (**) e si fonda essen-
zialmente su un procedimento di KroNeckEr per la riduzione delle matrici
(che pone In evidenza 1 divisorl elementari delle matrici stesse) e sul calcolo
simbolico delle forme bilineari. Anche la dimostrazione del FroBeNius da una
trasformazione particolare di un fascio nell’altro (supposti equivalenti); ma,
quando si voglia venire fino alle applicazioni numeriche, & facile persuadersi
che il procedimento del Frosexius & tutt’altro che pratico.

Le altre dimostrazioni razionali del teorema di W. non si scostano es-
senzialmente da quella di FroBeN1uS; ricorderemo soltanto, a questo riguardo,
una notevole Memoria del LanpsBErG (**¥), nella quale il teorema di W. &
dimostrato, riconducendo la teoria dei fasci di forme bilineari a quella dei
sistemi fondamentali (secondo la denominazione di LanpsBERG) di funzioni
in un determinato campo di razionalitd. Anche la dimostrazione di LANDSBERG
si fonda (nel caso generale) sul procedimento di riduzione delle matrici, dato
dal KronNeckER; per la sua applicazione pratica valgono quindi le stesse os-
servazioni che per la dimostrazione del FroBe~IUS.

Lo studio accurato della dimosirazione di W. mi ha portato facilmente
a concludere che in essa dimostrazione la parte trascendente ed anche la
parte irrazionale del procedimento & soltanto apparente, e si pud dare alla
dimostrazione stessa una veste del tulto razionale. Basta per questo assumere
come campo fondamentale di razionalitd, invece che il campo totale (come nella

(*) Cf. Muts, L c., pag. 67.
(**) Cf. Mutsh, L. c., pag. 61.
(***) LaxDsBERG, Ueber Fundamentalsysteme und bilineare Formen (Giornale di Crelle,

Vol. 116, pag. 331-319).
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dimostrazione del W.) un campo determinato R (del resto arbitrario) il quale
contenga © coefficienti delle due formme A, B. La decomposizione, nel campo R,
del determinante D (o) del fascio nei suoi divisori elementari conduce allora,
in modo affatto naturale, alla considerazione di un sistema notevole di con-
gruenze, i cui moduli sono i divisori elementari del determinante D (w); e
dagli elementi stessi del determinante D (») si hanno agevolmente le solu-
zioni piu generali delle congruenze stesse. Dai coefficienti delle soluzioni
(polinomiali) di queste congruenze si trae una trasformazione lineare sulle
variabili del fascio, la quale riduce il fascio stesso ad una forma che puod
dirsi ancora canonica, in quanto dipende esclusivamente dai divisori elemen-
tari di D (@) nel campo R.

Le stesse considerazioni conducono inoltre ad infinite di tali forme ca-
noniche; e, fissata una qualunque tra esse, si ha subito la trasformazione
piu generale delle variabili che riduce il fascio alla forma assegnata. Ne segue
il teorema di W. e si ha insieme la piu generale trasformazione delle va-
riabili che porta I'uno nell’altro due fasci equivalenti.

E da osservare anche che Poperare entro un campo determinato R di
razionalita, invece che nel campo totale, lungi dal complicare, conferisce alla
trattazione una grande semplicitd, non disgiunta, a mio avviso, da una certa
eleganza; si & infatti costretti in tal guisa a rinunciare a qualunque calcolo
di carattere particolare, e a fondare invece le proprie deduzioni sui primi e
pitt semplici teoremi della teoria delle funzioni razionali intere (senza il sus-
sidio del teorema fondamentale dell’algebra).

Il problema della riduzione a forma canonica di una sostituzione lineare
omogenea (nel campo dato R) & contenuto in quello pitt generale della ri-
duzione di un fascio di forme bilineari; la sua trattazione diretta & perd
molto pit semplice. Ne ho trattato distesamente nel primo capitolo, arrivando
fino a dare due esempi numerici, i quali dimostrano chiaramente la praticita
del metodo esposto.

Avrei voluto trattare in un terzo capitolo il caso di KRONECKER, quando
il determinante del fascio di forme considerato & identicamente nullo, ed in
un quarto della riduzione a forma canonica di un fascio di forme quadra-
tiche, od emisimmetriche, o di un fascio che contenga insieme una forma
simmetrica ed una emisimmetrica. La mole, gia notevole, della Memoria pre-
sente mi ha persuaso a rimandarne la trattazione, insieme con altre appli-
cazioni della teoria generale qui svolta, ad un’altra prossima Memoria.
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GAPITOLO PRIMO.

Riduzione a forma canonica di una sostituzione lineare omogenea,

IDENTITA FONDAMENTALIL

1. Si abbia un determinante di ordine n: .
D=|c,|, (i, k=1, 2,..., n) (1)
‘i cut elementi pensiamo come altrettante variabili indipendenti. Abbiamo
identicamente, introducendo i simboli 3, di KRONECKER :

znlk cﬂcg—cllzsil -D’ (7:; l= 17 Q,"'a n; 81’1‘ = 1: 8:’2:()’ per i_lt l)’ (Q)
1 [/

donde, derivando rispetto ad una qualunque tra le ¢, otteniamo:

2D 2D oD . e
Zk ,hac”ac +811)a 3:15 ’ (1'7 LI%Q*L ~7-'-7%)7

2 pq)

e derivando ancora:

< 0D D 0°D N o' D
r Uik 8 8;‘ o N - \
; " € 0 Cpg, 0 Cpog. O 0 Cig, 0 Cpg, + O 0 Cig, 0 Cpyg, "0 Cpg, © Cpg,

’

(¢ 1, Py @iy P2y @2 =1, 2,..., n).

Cosi seguitando, otteniamo in generale I'identitd, che si dimostra subito
per induzione:

n‘ . aa+1 D
T° 00w 0Cpg, - C Cpagq
< 0* D
+ Y dip, = — @),
%‘g s 4 Clqﬁ 0 Cpgie 0 Cpﬁ“qﬂ" 0 Cjo/3 Liggtie 0 Cpage.

”acpq 0Cpge -+ 0Cpag s (LLDy Quyeers PayQa=1,2,..., m; a<n).
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Insieme con questa si ha ancora:

{1,‘ o Za.l].lD \
‘T‘i ﬂr a (',-m (3 ('p gree 5 (’pa'qa‘ ' /
LA a "D _
-+ ¥z - - = L (D
fﬁ qﬂa Cpﬁm ¢ Cogi++- 0 Cp/i—gﬁ‘l 0 CpﬁH'lqﬂH L0 Cpa'qa’ \ ( /

0'D
rmA A,
0 Cpgpoee 0 Cpa'qa’

=3

’ (l% N, Py, Q17--'7p¢'7(1¢'_1702;-“7“;7' <1’l>

e da questa si ottiene l'identitd notevolissima (¥)

2" 741 D oc't' D \
3 0 0
Aoar = A‘.J”f Cix G . ==
- T 0 0Cpg - -0Cpaga 00 0Cpgq---0Cpaga
3./—1—1 D 811) per .
= . I =
0Cm0Cpg -+0Cpyga €Cpg -« C Cpaga (3)
ot D ¥ D per =z’
— . - =
0Cm0Cpg - 0Cpaga €Cpg -+ 0Cpaga
. ’
(la Wy Piy Qisees Doy Qayeeey Pary Jor == 1, Qa'“a R; 2, % <n) /
In particolare ne segue:
Ang =0 ‘ per ‘z>°"a M =Ca't15:++y Qas (3/)

? per a7, l=DPa, 15005 Pa-

Sia invece x=4«, e si ponga, per uniformitd di scrittura, I =p,,,,
m=q,,; Si ottiene:

* L6*"' D "' D )
Aoz = Zuntn T Coara d 7 7 Conae @ Cigers
1 Coa -+ 0Cpaga O Cpatik O0Cpg .0 Cpaga 0 Cigaytr .
2* D 5% D (3")

y

- 0 Cpg .- 0 Cpaqa 0 Cpq - 0 Cpaga aCPa. F1Ge r1
(0'<’n, Pis Qiyeery Pas Qas Patrs Queor = 19 29"', n)

2. Gli elementi ¢, di D siano ora funzioni lineari intere di una va-

riabile :
ci1'=a1'k—wb1‘k’ (i; k= 1, 0-)"--', 1’&) (4)

(*) Si ricordi che il determinante D & una funzione lineare intera degli elementi di ogni
sua linea e quindi ¢ ad es.
2D

A — 0 perp - 0O ‘.
0°¢pa0cre perp -l ¢ 1
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tali che il determinante di ordine n:
B= by|, G, k=1,2,...,n) , (%)

sia diverso da zero (*). In questa ipotesi il determinante D, che indicheremo
anche con
D(w)=|a;— 2by] (1)*

sard un polinomio in o del grado .

Sia ora R un campo determinato di razionalita, che contenga le a,., b,
(e nel quale valgano le leggi fondamentali del campo razionale) e sia
P= P(») un divisore primo in R (variabile) di D (), del grado ¢ in . Al
divisore P corrisponderanno un certo numero h =n di divisori elementarl
di D(w):

Pe, Pe,..., P, (con e, =e, = -=¢,>=1) (*) (9)
e, posto in generale
L=ey+en+--+e, per 0=i<h, (6)
si avrd per ogni minore di ordine » —z di D (w):

o D
0Cpg .0 Cpage

=0 (mod Pl), («=0,1,...,h—1); (Ma

vi sard inoltre un minore di ordine n — « regolare (***) rispetto a P; esistera
cio¢ almeno un sistema particolare (s, ¢,, s,t,,..., Saf,), per il quale insieme
colla (7), si avra anche:

) t*D

v g+ 1y . 3
Ton. 7o OA (mod Pla¥1); (8)

ricordando inoltre che qualunque minore di D () regolare rispetto a P con-
tiene dei minori (di qualunque ordine) ancora regolari rispetto a P, si puo
supporre (il che noi faremo) che i successivi sistemi (s, f,...8, 1) (2 =0,
1,..., k) siano ciascuno compreso nel successivo.

(*) Potremmo supporre soltanto D (w) non identicamente nullo; ma, in questa ipotesi,

con una trasformazione lineare sulla variabile » possiamo sempre ridurci al caso superiore,
(**) Cf. MurH, L. c., pag. 7.

(***) Cf. MurH, L. c., pag. 6, 7.
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Cambiamo ora nella (2), =« in 2 —1; dalle (7),_, avremo le congruenze:

3 6" D
5 Car v
? ¢ Cue 17} Cpgy+ - 0 Cpa=:ga—1

=0 (mod Pla-1)

ma, per la (7)., si pud porre

o> D

. : — Pla, X
0 Cpu OCpgy«+ 7 Cpa—1ga-1

1R, 1500y Por—: T 2—1°

(9)a

essendo le X dei polinomi in »; sard quindi anche

pJ c"’vX%,)pm,.--.pa- - =0 (mod P«), («=1,2,..., h; i=1,2,..., n). (10)a
Facendo ==1,2,..., i e prendendo (p; q,,..., Pa 1 Qo) = (81 t,y S2tayurry
851 ty_y), | =84, otteniamo h sistemi di funzioni che indichiamo semplice-
mente con X@(x=1, 2,..., h; k=1, 2,..., n). Dimostriamo che:
La matrice di questi sistemi

IX(Z)| (o::i, Q,..., h, k:1, 9’“'7 %) (11)

ha (mod P) la caratteristica h.

Consideriamo infatti in questa matrice il minore delle colonne ¢,, ¢,,..., {,;
esso si riduce al prodotto degli elementi principali, ciascuno dei quali per
le 8)z, (9)« ¢ ==0 (mod P). Ne segue senz’altro la nostra asserzione.

SISTEMI E MATRICI CANONICHE
PER UN DIVISORE PRIMO (E PER LE RIGHE) DI D (w).

3. Sia sempre P un divisore, primo nel campo B, di D (), di grado g.
Insieme coi numeri e,, e,,..., ¢, (di WEIERSTRASS) ad esso relativi conviene in-
trodurre anche i cosidetti numeri del Preberra (¥). Sia percio %, il numero degli
esponenti e, che sono maggiori di uno, &, quello di essi numeri maggiori di
2,..., in generale sia &, il numero degli esponenti e, maggiori di £. Abbiamo

(*) Cf. ad es.: BerTini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi, pag. 99 (Pisa,
Spoérri, 1907). ‘ Co
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evidentemente:
t=e, —1; b=, ; h+nh, +hy+ by =0+, + e =1. (6)*

Consideriamo ora le n congruenze :

‘T‘L s X, =0 (mod P’) , (con 0<<l=e), (i=1,2,.., n); (12)
¢ chiaro che le X@ (z =1, 2,..., I, ), date dalle (9). costituiscone un sistema
di h,_, soluzioni indipendenti dl queste congruenze, la cui matrice ha (mod P)
la caratleristica h,_,; questa matrice & infatti una parte della matrice (11).

Siamo in tal guisa condotti a studiare le soluzioni (polinomiali) delle
congruenze (12).

Siano percid, in generale, X4, X?,..., X% r soluzioni comunque deter-
minate di esse congruenze, la cui matrice | X9 (k=1,2,...,n;p=1,2,...,7)
abbia (mod P) la caratteristica r.

La matrice stessa puo allora, in infiniti modi (*), completarsi in una qua-
drata 3, di ordine n, diversa da zero (mod P). Componiamo il determinante
D (m) colla matrice AL Il determinante prodotto

D ()= D (w). ()

per le (12) ha » colonne =0 (mod P’), e quindi hv r divisori elementari
wuguali ad una potenza di P, il cui esponente non ¢ minore di 1. Diciamo in-
fatti 1, ’esponente della potenza di P che divide tutti i minori di ordine
n—o di D' (w); sara [,=0 e poiché ogni minore di ordine »— r 44 (i >0)
di D' (o) contiene almeno una colonna =0 (modP’),' potra svilupparsi per
gli elementi di questa colonna; si ha quindi I, ;=1,_,,, 41, donde e,_,, =1,
il che per i=1, 2,..., r dimostra ’asserto.

Si dica ora M’ la matrice di ordine mn, definita rispetto al modulo P
dalla congruenza (*¥)

(M) (M) = (3,) (mod P) (i, k=1, 2,..., n)

(*) Se ¢ades. | X' = o (mod P)(k, p=1, 2,..., r) basla porre
X}f"‘i)— Oppi(b=1,2, ..., m;s—1,2,..., u—r).
(**) La congruenza simbolica (M) (M') = (¥ir) (mod P) equivale alle n? congruenze lineari

n
I mir sk = 0 (mod P) (i, k=1,2,..., n)
1

essendo mir, w'rk gli elementi delle due matrici (M) ed (M'): e queste congruenze determi-
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il determinante D () si otterrd componendo (mod P) I (») colla matrice (M");
sara cioé:
D (0)=D" (w). (M) (mod P)

e di qui risulta che, rispetto al modulo P, i due determinanti D (o), D’ (w)
hanno gli stessi divisori elementari. Deve essere dunque r» =5, ,. D’altra
parte si hanno h,_, soluzioni delle (12), la cui matrice ha (mod P) la carat-
teristica 7, ,. Abbiamo cosi il teorcma :

Le congruenze
Ne, Xy =0(mod P’), (l=l=e,)

ammeltono h,_, soluzioni (indipendenti) la cui matrice ha (mod P) la caratte-
ristica h,_, .

Qualunque matrice di soluzioni di esse congruenze ha (mod P) una ca-
ratteristica non maggiore di h,_, (*).

4. Si abbia ora un sistema di & »n funzioni
X9 k=12,.,n;0=1,2,.,0) (13)

che abbia le proprietd seguenti:
a) Per hy<<p=h,_, (conl=e,, e,—1,..., 1; oy =0, hy="0) si abbia:

3

Y6 X9 =0(modP’), (i=1,2,.., n); (15)
1

b) la matrice

X9 (o=1,2,..,h; k=1,2,..., n)

abbia (mod P) la caratteristica h. .

Un tal sistema si dird wn sistema canonico di soluzioni relativo al divi-
sore P ed alle righe di D (o).

Le X9, date dalle (9). del n.°2, formano, ad es., per la (11), un tale sistema.

nano in modo unico (mod P) gli elementi #'sx, in quanto (M) = (mir) == o (mod P). (Ctr.
per il teorema fondamentale sulla teoria delle congruenze linearirispetto ad un modulo primo :
KRONECKER, Vorlesungen iber Zahlentheorie, 1er Band. S. 396-40% (Lipsia, Teubner, 1901)).

(*) Il teorema dimostrato vale evidentemente qualunque sia il grado in = dei poli-
nomi cik.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 37

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



274 Nicoletti: Sulla riduzione a forma canonica

Sia il sistema (13) un sistema canonico per il divisore P (e per le righe)
di D (), e sia X, (k=1, 2,..., »n) una qualunque soluzione delle congruenze

7

20X, =0 (mod P), O<i=e), (i=1,2,.., n). (12),

La matrice
[ XY, X9, X9, X, |, (k=1,2,..., n)

ha allora (mod P) la caratteristica h,_,; si ha quindi una relazione della

forma .
AX,+ 2‘ 5, XP =0 (mod P),
con 4 |[=0 (mod P). Determinando 4’ dalla congruenza
4 4'=—1 (mod P),
e ponendo 2, = 4’0, (mod P), si avrd anche:
X,,E%j A X% (modP), (k=1,2,..., n)

cloé sara:
h

X,= N0 XO L PX,, (=1, 2,..., n)
1

2 N

e, per [>1, le X', soddisfano evidentemente alle congruenze

v Ca X, =0 (mod P). (12),_,

RTE

Inversamente sia X', una soluzione (arbitraria) delle (12),_, e si ponga,
indicando colle A, dei polinomi arbitrari di grado g—1 in :

h-i
X,= ;,.x,.X(;>+PX',,. (mod Py, (k=1, 2,..., n); (15)

le X, danno evid. una soluzione delle congruenze (12),. Ne segue che la espres-
sione generale di una tale soluzione X, per le soluzioni di wn sistema cano-

nico é:

Ry 1-1 ho—1
X,= 3 M, (0) X9 (0) - 3 P 2,,, Mip(0) Xl (0) (mod PY),  (16)
1 h(’ 1

indicando le M, (w), My (») dei polinomi arbitrari in ». La (16) si riduce in-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di una sostituzione lineare omogenea e di un fascio di forme bilineari. 275

fatti alla (15) per I =1; quando inoltre si ammetta per il valore { — 1, in virta
della (15) stessa, vale anche per il valore I; & dunque vera in generale.
Nella (16) ogni polinomio M, (w) (r=1,..., h,_,) & determinato solo ri-
spetto al modulo P’, ogni polinomio M, (w) rispetto al modulo PP. Ne segue
subito che: la soluzione piiv generale delle congruenze (12), dipende da

1-1
g l.lL,_1~{»—;‘ﬁ‘s(h,,_,—hp)==g(h—{—h1 G+ hly)

parametri arbitrari.

Una soluzione delle congruenze (12), si dira infinc primitiva, quando
non tutte le X, siano =0 (mod P).

Dalla (16) si ha subito che la soluzione X, sard primitiva allora ed al-
lora soltanto che non tutte le M, (0) (r=1, 2,..., h,_,) siano =0 (mod P).

9. Si abbiano ora due sistemi canonici:
Xe, X9 (k=12,.,n;p c=1,2,.., h)

relativi al divisore P (ed alle righe) di D (w). Avremo allora, per le (16):

o1
X‘Z)Ei M (0) XG (o —}—z,, P- e_‘rp M‘“’(w) Lo () (modP),)
1 R (7
per h,<<es=h,_,, (¢=1,2,..,h;l=e,.., 1) 5

e quindi anche:
lX( |—|X(r)\ l‘[“f.] ’ (mOdP) (k: 17 2’“-’ n; 7, 6= 1! Q"“’ h) (18)

quando, per h,<6=h,_,, si supponga M‘? =0 (mod P) per r>h,_,. Ne
segue:
| M@ |==0modP), (r,s=1,2,..., 1) (19)

o cid che & lo stesso, sara:
| MQ|==0(mod P) (perr,c=h,+1,.. h ,,1=1,2,..,¢) (19)*

Inversamente nelle (17) si prendano le M9 (o) affatto arbitrarie (mod P’),
colla condizione ulteriore che valgan le (19) (o le (19)*); dalla (18) si ottiene
che la matrice | X | ha (mod P) la caratteristica h, e quindi le X‘@ formano
un sistema canonico relativo al divisore P ed alle righe di D ().

Ne segue evidentemente :
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Il sistema canonico piiv generale relativo al divisore P (ed alle righe) di
D (») dipende da

€4 e, 1 .
g %}, hy — Ry (g + e+~ +h,+h)=g i}, =g H, (H=Xh) (20)

parametri arbitrari.

In quanto precede si ha inoltre un mezzo per dedurre da un parti-
colare sistema canonico per il divisore P il pit generale di tali sistemi.
E poiché come abbiamo visto, le funzioni X®, definite dalle (9) del n.° 2
formano un tale sistema, da queste, mediante le (17), abbiamo il modo di
ottenere il pin generale sistema canonico relativo al divisore P ed alle righe
di D (w).

Del numero g H dei parametri, da cui dipende il piti generale sistema
canonico per il divisore P, si pud dare un’espressione notevole per i nu-
meri I,. Si ha infatti, come si riconosce facilmente

e -1 :
L= X, (h,—d), =0,1,.,57—1)
0

dovendosi nella somma del secondo membro tener conto soltanto dei termini
non negativi; & dunque:

e~-1 e—1 .
H= ;; h; = %i{’li+2(1+2+ "'+(]li_1))}:l0+9(ll+l2+"'+lln—l):L

e quindi:
Il sistema canonico pii generale relativo al divisore P (ed alle righe) di
D (») dipende da

gL=g{lL+ 20 +L+---+1_)] (20)*
parametri arbitrari.
6. Sia X (E=1,2,..., »; =1,2,..., ) un sistema canonico, relativo

al divisore P e si ponga:

9‘1 -1

XP=Y., X agt " P (mod P’), (pers="h,+1,..., b_y; 1 =e,,..., 1). (13)
0

[U

Abbiamo il teorema notevole:
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La wmatrice dei coefficienti di un tal sistemn

|agre

. . . . 21
(=1, 2,..., h; t,=0,1,..., gl—1 per h,<o=h_,; l=e,..., 1) @)

la la caratteristica g(h+h, +-- -+ he_,) =gl, (& cioé diversa da zero).
La dimostrazione del teorema enunciato si trae in modo molto semplice
dalle osservazioni che seguono. -
a) Una soluzione delle congruenze (12) (con l=e,) nella quale tutte
le X, abbiano un grado minore di g1-— 1 (o, come diremo, una soluzione di
grado minore di gl — 1) & identicamente nalla.
Infatti, in tale ipotesi, il primo membro di ciascana delle (12) ha un

grado minore di gl; le congruenze stesse possono dunque aver luogo sol-
tanto quando sia: ‘

" .
‘T:kcika:Oa (izl, Qa:": n)a

ciog, poicheé D (0)=|<0, 'quando sia X, =0, (k=1, 2,..., n).
b) Sia:
P=uw 4 a,o . —I—ag,,m—l—a

e, detto A (») un polinomio arbitrario di grado g—1:

A®)=a, 0" 4 a o? —}—« cota, g,
poniamo:

*A@) =o'+ - (mod P), (u=0,1,...,9—1);

si ha facilmente
» ﬁuEau‘}“)‘u.l o,y '—}—lu,u %oy (“an 19-'-7 9“1)

indicando le X delle costanti opportune. Ne segue che possono determinarsi

le « in guisa che le £,, Bi,..., B, assumano valori assegnatl a piacere.
Veniamo ora a dimostrare il teorema enunciato.

[N

Si abbia, se ¢ possibile, una relazione non identicamente nulla della
forma:
eog—1

Zp g‘ Xeozo mﬁ’te =0, (k= 1, 2,..., n;ep=1 per h,<p="h_) (23)

e poniamo, colle p. arhitrarie:

e,—1 g-1

h
N=% X Bt o PN %ﬂ-;, M, (o) PP X9, (mod Pe)
1 0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



278 Nicoletti: Sulla riduzione a forma canonica

con

M, () = i ¥ty @ PO (mod Pe)
[{]

le X, danno_evidentemente una soluzione delle congruenze .

L4

» G X =0 (mod P&), (=1, 2,..., n),
nella quale il coefficiente di P+ & congruo (mod P) a

no €1l g1 . 3
EF 20 zum Yyt a£.09+u ot :
1 0

0

quindi, se si determinano le p,,, in guisa che si abbia per tutti i valori
di p e v (come & possibile per b)):

g—1
0" N Porotn @ =pgry -0 4o (mod P), (w'=0,1,..,g—1)
0

il coefficiente di o’ P4 nella X, sard
egg—i

oty
?P .atP )‘.‘.’e 03

cioé per la (23) ogni X, avra un grado minore di ge, — 1. Si avrebbe dunque

X, =0, e quindi, poiché le X¢ (p=1, 2,..., h) sono indipendenti, dovrebbe

aversi M, (0)=0 (p=1, 2,..., h) e quindi y,-,=0. Ne seguirebbe allora anche,

(per a)) 2pe =0, contro lipotesi che la (23) non sia identicamente nulla.
Il teorema enunciato & cosi dimostrato.

7. Esprimiamo che le X¢@ soddisfano alle congruenze:

Y. X® =0 (mod P), (per ,<<o=h,,, l=e,..., 1). (14)
1

Abbiamo subito nelle af’ le equazioni lineari:

R

n % .
L ooty — %k ba we’vﬁu-l +a,_, 2:41: b wf'whw_l = 07 (24')

e come scriveremo brevemente {convenendo di porre ag '=0, per p=1, 2,..., Ii;
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k=1, 2,.., n);

A, (arroty — By @Pt) o, B (aPCT7) =0
t=1,2,.,no=1,2,.., h u=0,1,.,9g—1; (2%)*
v=0,1,..,1—1 per h,<<p=h,_,; l=e¢,..., 1).

Inversamente queste equazioni, insieme colla condizione che la matrice
o]

sia diversa da zero, definiscono i coefficienti di un sistema canonico relativo
al divisore P ed alle righe di D ().

Infatti, per le (2%), le funzioni X'¢ definite dalle (13)" soddisfano alle con-
gruenze (14); la loro matrice ha poi (mod P) la caratteristica A; infatti l'i-
potesi contraria porterebbe che una di esse soluzioni si esprimerebbe linear-
mente ed omogeneamente per le altre (mod P) e quindi 1 suoi coefficienti
si esprimerebbero in ugual modo per i coefficienti delle altre soluzioni; la

matrice \ac,c’te’\ avrebbe quindi una caratteristica minore di gl,.

La matrice dei coefficienti di un sistema canonico per il divisore P e
per le righe di D (w) si dird brevemente una matrice canonica per il divi-
sore P e per le righe di D ().

Dal n.° 5 si ha evidentemente il modo di costruire la pii generale di
queste matrici. Essa dipende, come il pitt generale sistema canonico, da
g H= g L parametri arbitrari.

8. Consideriamo alcuni casi particolari notevoli.
a) Sia, per il divisore P che si considera, h =1, cioe D (») abbia
un solo divisore elementare uguale ad una potenza di P, sia P°. Le con-
gruenze:

%’;’k X, =0 (mod P), (i=1,2,..., n)

ammettono in questo caso una soluzione. unica, determinata a meno di un
fattore arbitrario di proporzionalita (mod P°), la quale si ottiené (n.° 2) pren-
A 0D (v .
a—c('k)(k=1, 2,..., n) di
una riga generica, la », di D (), che non siano tutti = 0 (mod P); si ha ciog,
indicando con 1M (») un polinomio arbitrario (mod P°):
0D

Xo=M(). T(“’) (mod P?), (k=1,2,.... n).

dendo le X, proporzionali ai complementi algebrici
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Una tal soluzione dipende evidentemente (come viene anche dalla teoria
generale) da ge =g, parametri arbitrari.
b) Il divisore P abbia il primo grado e sia

P=w—auo,. (22y
Le congruenze (12) si serivono

‘?:A. ¢ X, =0 (mod (0 — o,)), (0<<l=e,); (12y

I—
XP=N, 28 (0 —0,) (mod (v —,)) per h, <o=h_ (I=1, 2,..., ) (13)
0

formano un sistema canonico per il divisore P e per le righe di D (»), le
¢’ soddisferanno alle equazioni lineari:

A, (@) — 0, B; (x9') — B, (=) =0 2
(i=1,2,...,n; t=1,2,..., I per h_, <<p=h,,). )
Poniamo nelle (17) del n.° 5 che danno le relazioni tra due sistemi ca-
nonici X@, X9, oltre le (13)" ancora:
-1t

IE (0) = Fpi2 (0 — 0" (mod P), M2 (o) = 5y, (0 — o) (mod P)

0

per I, <ls=h,,, p<l; ti="hy+1,.., he,

X —z a7’ (0 — 0,)” (mod P’), per h,<o=0h, ; (13y

le p2, y‘["u saranno costanti affatto arbitrarie, e dalle (17) si otterrauno le

identita:
d Jd he—l \l l; ’
}‘, 3D x4 z,; um et per h<<s=h_ (17
1 w0 I + we ¢
(ete=v) w'-{-v =nwto 1)

le quali danno le relazioni tra due matrici canoniche 'y , xf* | relative
ambedue al divisore v —w,. Le (19)* del n.° 5 danno poi semplicemente che
1 determinanti [p9 | (r, s=h,+1,..., h_,; l=1¢, —1,..., 1) debbono essere
diversi da zero.

Osserviamo infine che dalle (17) si ha, per gli elementi di una matrice

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di una sostituzione lineare omogenea e di un fascio di forme bilineari. 981

canonica:
Eu__l‘ d! X(g)( (t___o 1 l 1 .] < 47 . l_ Y
o= t!)dw' lomay” 7T TP hse=hg b=en 1) (19)

¢) Un caso particolare molto semplice, che dovremo considerare nel
seguito, si ha supponendo P=wo, h =n.
E allora evidentemente a,=0, (4, k=1, 2,..., n) e, per le nostre ipotesi,
b, | —=0.In questo caso le congruenze (12) diventano identiche ed il sistema
canonico o la matrice canonica pili generale per il divisore w & data dal pia
generale determinante (con elementi costanti) di ordine = diverso da zero.
d) Consideriamo il caso in cui il divisore P abbia il 2.° grado, e sia

P=o"+a, 0+ a,. (QQ)”

Ci limitiamo a scrivere in modo esplicito le eq.nt (24)* del n.° 7. Esse
si serivono:
A, (xe¥) — B, (0" + a, B, (o) =0
A, (we2tH) — B, (202) —+a, B, (x0¥+) =0~ (24)"
(i=12..,nt=0 1,..,e—1;0=1 2,..., h).

MATRICI CANONICHE PER LE RIGHE DI D (w).

9. Riprendiamo le considerazioni generali, e siano P,, P,,..., P, s di-
visori primi diversi di D (), dei gradi ¢,, g.,..., g., € sia:

Py =¥+ af o™ . fald, (a=1,2,...,9) (22)a

Indichiamo coll’indice « (o P.) gli elementi tutti relativi al divisore Ps (x =1,
2,..., 8) e consideriamo s matrici canoniche relative ad essi divisori ed alle
righe di D (0):
agte (Po) |, (a=1, 2,..., ) (21)a
e riuniamole in una matrice di » righe e di
Gl g 04+ g, 1= Ha gu 17
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colonne. Abbiamo il teorema:
' s
Unv tale matrice ha la caratteristica : Yo go 19,
1

Si abbia infatti, se & possibile, tra gli elementi di ogni riga di essa ma-
trice una relazione che scriviamo brevemente:

A1 (mk (Pl))+A2 ("Uk (P2)) + e _I_ J/X.e (xl\' (Ps)): Oa (k = 1’ Q""y H) (A)

essendo le A. delle combinazioni lineari omogenee (non tutte identicamente
nulle) degli elementi delle colonne corrispondenti alla matrice relativa a P,.
Come al n.° 6, costruiamo dal sistema canonico relativo al divisore P,

quella soluzione X§ delle congruenze:
n (a)
Y ¢ X =0 (mod P=™),

i

nella quale il coefficiente del termine di grado g.e® —1 & dato dalla
A (i, (Ps)). Poniamo inoltre:

(1) @) ) 11 S .
I=P{0 . Pjv...P;v; “f’=1:?o_z)’ (a: ""78); XA-:X“H”X(F?);
pal 1

sl avra :

n
%]l.c,.kaEO(modP;(?)), (i=1,2,.., n;a=12.., ),

e poiche i divisori primi P,, P,,..., P, sono diversi, anche:

n

i 6s X, =0 (mod 11).
1

5 (@) _y

. Tala’ . -
Ma, per la (A), nella X, & nullo il coefficiente di ©**"  ; si ha quindi

identicamente (n.° 6, a):

X,=0, (=1, 2,..., n).
Ne segue, rispetto al modulo P;(i’), poichg¢ 1, & primo con P.:
X9 =0mod P¢), (k=1,2,...,n; 2=1,2,..., s),

e, poiché la X@ ha un grado minore di g,e®, anche:

N =0, (k=1,2,...,5n;a=1,2,.,., %)
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cioé (se non & A, identicamente nulla) le soluzioni del sistema canonico re-
lativo al divisore P.(z=1, 2,..., s) sarebbero dipendenti, il che non & K
dunque A. =0, (x=1, 2,..., s), il che dimostra il teorema.

10. Siano ora P,, P,,..., P, tutti i divisori primi distinti di D (o); sard
g 10+ g, 12 4. 4 ¢, 12 = n; e riunendo s matrici canoniche relative ad essi
divisori (ed alle righe di D (»)) avremo una matrice quadrata di ordine »n, la
quale, per quanto precede, & diversa da zero. Una tale matrice du‘emo una
matrice canonica per le righe di D ().

Le (9) del n.° 2, nelle quali si faccia successivamente P=P,, P,,..., P,,
danno il modo di costruire dagli elementi del determinante D (o) una par-
ticolare matrice canonica per le sue righe; le considerazioni del n.°5 danno
poi il modo di costruire da una matrice canonica particolare la pitt gene-
rale di esse matrici e dimostrano insieme che la pitt generale matrice ca-
nonica per le righe di D (») dipende da:

V=2 H gy=Yaga | 1§+ 2 (9 419 4+ 1)) (25)
1

parametri arbitrari.
Si puo dare del numero N una espressione notevolissima. Si dica D, (o)
il massimo comun divisore del minori di ordine »—r di D (w) e sia n, il

(1)
suo grado; sara D, = P!~ PSP e quindi anche :

v 3

o Ju 1'%y (r=0, 1,..., n; n,=n).

=
I
“t

La (25) si scrive allora semplicemente :

N=1n,+2(n 4+ 1y + 0y -4+ n,). (25)*

Si ha cosi il teorema:
La piiv generale matrice canonica per le righe del determinante D (w) di-

pende-da
N=mwn,+2(n,~+ n,+ 0y —--- -+ n,

parametri arbitrari, indicando con n, (r =20, 1,..., n) il grado in o del mas-

simo comun divisore dei minori di ordine n —r di D ().
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11. Si abbia una matrice canonica per le righe di D (), ¢ sia, decom-
posto D (») net suoi divisori elementari: '

D (@)= (—1)"| bu . Up Pe.
1

Ad ogni divisore Pg di D (o) (dove P, ha il grado g,) corrisponde un
grappo di g, e, colonne della malrice canonica considerata, che indichiamo
con aget (u=0,1,..., g.— L, v=0,1,..., e, — 1), le quali soddisfano (n.° 7)
alle relazioni:

A[ (a,@"'”9+'”) J— B.- (me.vy9+u—1) —+ a;g)_u Bi (Q(H-‘.).’/Q—l) — O, )
! e

2., =1,2. . mo=01,.,e—1;u=0,1,..,9, ;" '=0). )

)
Inversamente si abbia una matrice quadrata di ordine », diversa da zero:

Large )
n
(}"“:17‘2""7”; P 2, m; tP:Oa 1>"'7eﬁg."— 1; z{’eﬁg{':”)
1

le cui colonne possano distribuirsi in e gruppi (corrispondenti ai diversi
valori di p) toli che le righe di ogni gruppo soddisfino a relazioni come le
(2%, (indicando le a‘® opportune costanti).

Posto allora:

Po=vlet+a@ue™ +- - +a?, (=1,2,.., mn) (22),
ce‘—l o1
X = 3N . a2t Py (mod Pg). (=1, 2,..., n) (13)p
T

si avra (n.° 7):

n

;k ¢ X2 =0 (mod Pg), (i=1, 2,..., n);

ese e ades. P,=P,=... =D, |-Pp per o>, quando P, sia prino nel

campo R considerato, saranno le N¢ (k=1, 2,..., n; 5 =1,2,..., h) gli ele-

menti di un sistema canonico per il divisore P, e per le righe di D (). Ana-

logamente si avrd per gli altri divisori P,; quando dunque questi siano primi

in R, il determinante D (w) sara decomposto nei suoi divisori elementari in R
D(w):(— 1)”16‘7;] Pil Pz .. P:";'

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di wna sostituzione lineare omogenea e di un fascio di forme bilineari. 285

e la matrice ag’| sard canonica per le rvighe di D(w). Le (2%), adunque,
insieme colla condizione che i polinomi P, sian primi in R e la matrice
lagte| sia diversa da zero, sono caratteristiche per gli elementi di una ma-
trice canonica per le righe di D (w).

12. Consideriamo ancora alcuni casi particolari.

a) Siano I, P,,..., P, i divisori primi distinti di D (@), dei gradi

Gis Gayeery O © ad ogni divisore primo P, corrisponda un solo divisore ele-
n

mentare Pge; si avrd quindi Y, e, g, = n. Il sistema canonico relativo al di-
1

visore Pge (ed alle righe di D (»)) conterrd n sole funzioni, che indicheremo

coi simboli X¢, (=1, 2,..., n), per le quali si avrda (n.° 8, a):

0D (o

Xe=2M, ((”)—Ej—cj_l(m()d Pi), (p=1,2,..., m),

7

0’:

essendo [, una qualunque colonna di D (w), per la quale non tutti i com-
plementi algebrici dei suoi elementi sono =0 (mod P,) ed M, (») un poli-
nomio arbitrario (mod Pg). I coefficienti ag’ di esse funzioni conterranno
quindi e, g, parametri arbitrari e la matrice canonica pitt generale per le
righe di D (o) dipenderd da » parametri arbitrarl. Questo risulta anche del
resto dalla (25)* del n.° 10; si ha infatti in questo caso n, =n,=---=n,=0.

b) I divisori primi di D (o) sian tutti lineari: questo caso (che di-
ciamo di WeigrsTrass, il quale lo considerd per il primo) si ha in partico-
lare quando il campo fondamentale di razionalitd sia il campo di tutti i nu-
meri reali e complessi. Il determinante D (), decomposto nei suoi divisori
elementari, si scriverd :

D () = (— 1) | ba ﬁl (0— e, (€15t e, = N);

sard o, una radice dell'equazione D (0)=0 e a ciascuno dei divisori elemen-

tari (o — ©p)’e corrisponde in una matrice canonica per le righe di D (o)
agte , (B=1,2,...,m;50=1,2,...,m; t,=0, 1,..., e,—1)

un gruppo di e, colonne:

ag’, xf' ..., aget, (R=1,..., n)
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le quali soddisfano alle relazioni (caratteristiche):
d; (x2%e) = ¢, B, (x%°¢) + B, (x@%e™"),

N . J— . —_ . , 1 ___ .
(i=1,2,.., n;p=1,2,...,m; v,=0, 1,..., ¢,—1; af '=0);

e posto:
e(,—l
X9 = %:Taag-"g (0 —o)e, (B=1,2,..., n;e=12,..., m),

sioavra:

112
N X =0(mod (o —wp)e), (i=1,2,..,n;:=1,2,..,m)
1

ed insieme:

l v X(o)
Jf,vo P \ (l e k (

=1,2 jo=12 j Uy = ey €p—
=l ] dote by o =12, n;0=12,...,m; v,=0, 1,..., 06— 1).

¢) Ancora pit particolarmente supponiamo che l'equazione D (0) =0
abbia tutte le radici distinte e diciamole o,, 0,,..., o,; sard allora m = n,
eo=1per p=1, 2,..., n; e glielementi di una matrice canonica che (omet-
tendo l'ultimo indice superiore che ¢ sempre nullo) indichiamo con '@, sod-
disferanno alle equazioni lineari omogenee (il cui determinante ha per ogni
valore di p la caratteristica n—1):

1w
21]‘. (g — 0 0,) 29 =0, (i, s=1,..., n).

d) Si abbia infine @, =0 per i, £ = 1,2,...; n. Il determinante D (w)
ha in questo caso n divisori elementari uguali ad o; le congruenze (12) del
n.” 3 diventano identiche e qualunque determinante di ordine » diverso da
zero puod assumersi come una matrice canonica per lerighe di D () (cf. n.°8, ¢).

RIDUZIONE A FORMA CANONICA DI UNA SOSTITUZIONE LINEARE.
TRASFORMAZIONI LINEARI PERMUTABILI CON UNA SOSTITUZIONE LINEARE.

13. T risultati precedenti hanno un’immediata applicazione al problema
della riduzione di una sostituzione lineare a forma canonica.
Si abbia una sostituzione lineare S sulle variabili u,, «", (i =1, 2,..., #)
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definita dalle relazioni :
S) )1‘ Ut = %‘bu k=1, 92,.., n; [by] O (26)
o brevemente:
S) A, (u)= B, (W), k=1, 2,..., n);
e, conservando tutte le notazioni superiori, sia:
[afle |, (6=1,2,..., m; t, =0, 1,..., e,g,— 1)

una matrice canonica per le righe del determinante caratteristico della so-
stituzione
D(w)=|a, —wb,|
Introduciamo delle nuove variabili (variabili canonicle) .

o ’p,te me-

diante le relazioni:

n
Uty = Yo ba afle u,= B (u, x"”é’); 0 pe, = B (W, a®'e) = A (u, x®'e)
- ¢

(27)
e=1,2,...,m; t,=0,1,..., e,9.,—1). /
Si avrd allora subito, per le relazioni (24), del n.° 11:
""p,r~g9+u = Npyggtu—t az“-;’-u Ty (r+1)gp—1 ) (28)

(6=1,2,...,m;v=01,...,e,—1;u=0,1,..., gp—1; 1, ,=0) )

ciod la sostituzione sulle variabili 4, +" si decompone nel prodotto di tante
sostituzioni parziali, operanti su variabili diverse, (uanti sono (nel campo di
razionalitd considerato) i divisori elementari del determinante caratteristico;
e la sostituzione relativa al divisore Pg, di grado e, g,, opera sue,g, va-
riabili ed ha la forma canonica:
’n/Pw‘rr tu = fpeg tu1 a’fzg)—“ Tip,(r-F1)g4—1 )
o 3 ) 4

(28)e
(v=0,1,..., ,6—1; u=0,1,..., g —1; 4p_, =0).

[nversamente, se una trasformazione lineare non degenere sulle u; (e
sulle ;) posta sotto la forma (27) (e qualunque trasformazione lineare puo
scriversi sotto questa forma,in quanto b, | | 0) trasforma la sostituzione S
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in una 8’ che ha la forma canonica (28), dovranno le xg¢% soddisfare alle
relazioni (24), del n.° 11, e quindi (quando i polinomi P, siano primi nel
campo R) costituiranno una matrice canonica per le righe del delerminante
D (w), caratteristico della sostituzione S.

Abbiamo ecosi il teorema:

Si abbia una sostituzione linenre omogenea su n variabili:

" 7
S) )‘fbil-it’i=2iaik’ui (k=1, 2,0, 1; lbil;|7! 0,
1 1

ed il determinante caratteristico della sostituzione :
D(o)=|a,—ob,l, (G kt=1,2,..,n)

si decomponga, in un campo I di razionalita (che contiene le a, e b,) nel
prodotto dei suoi divisori elementari al modo seguente: ‘

D(w)=(——1)"]b,‘klpil-P§~’ ... Penm

m’

La sostituzione S puo allora ridursi, con operazioni razionali, ed in oc”

modi, alla forma canonice S” data dalle (28).

La piiv generale trasformazione che riduce la S a forima canonica si serive
sotto la forma (27), nella quale le xg'e sono gli elementi di wna matrice ca-
nonica (in R) per le righe di D (v).

Una tale trasformazione dipende quindi da

N=1L0+@(711+n2+"'+n1:)

parametri arbitrari, indicando con n, il grado in o del massimo comun di-
visore D, (w) di tutti i minori di ordine n —r di D (o).

14. a) Quando i divisori primi P, sono tutti lineari (caso di WEIER-
STRASS), la parte della sostituzione canoniea relativa al divisore P = (0 — )%

diventa: .
Wy = Tps - 0ppy (6=1, 2500y s 0 =0, L,y e —1) (28]
o esplicitamente (*):

! . pl — ., . . . ! — [y 1
i po = Up Npp; Tpr = fipo = Wp fipy 3+ o5 pep 1 fipep—2 ) hp,ep—1 (9 =1,2,.., 'm')-

(*) Ponendo, conformemente al n.» 12, b):

e,—1
o n (

}[9 — 3 No.c (w — mg)l‘ — Ei],»bi],\Xh?) ui,
1] 1
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b) Se in particolare i divisori » — w, sono tutti lineari, la sostitu-
zione canonica diventa

e =wpnp, (p=1,2,..., n) (28)",

(omettendo I'indice v che deve essere sempre fatto uguale allo zero).

¢) Consideriamo ancora il caso reale, quando cioe le a, e le b, sono
reali e si assume come campo fondamentale il campo di tutti i numeri reali.
In questo caso i divisori primi di D (e) hanno tutti il primo od il secondo
grado. Abbhiamo gid considerato i divisori primi lineari; sia ora:

P,= o'+ 0?0+ a§
un divisore primo di secondo grado di D (e)e Pg un divisore elementare di
D (»); la parte della sostituzione canonica ad esso relaliva si serivera:

i 5 © -
Npor == fpar 17 OF Npgiy ,

(t=0,1,..., eo0—1; 1,_, —O). (28)”,

o’ o (o) .,
0 pets == fipar  — W' Npg.iy,
15. Le (206) possono risolversi rispetto alle «';; si ha in tal guisa:

S) o',= ;; a,. B,;u,
dove abbiamo posto (*)

_510g|b,.l.|,

Bu="—"7- (G, k=1,2,.,n)
si ha:
1 (gv H
’”e~"=m§ o ngwé" w—0,1,..., eg — 1).

E cosi giustificata un’ asserzione, a pag. 20, della mia Memoria: Sulla teoria della conver-

genza degli algoritmi di iterazione (Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XIV, pagg. 1-30,
1907).

Osservo insieme che nella formula (3%) di pag. 20 della Memoria stessa € incorso un
errore di stampa; essa deve seriversi:
n n
G—%3%0, G(u)=zl,-s§")?,-=i(3i‘ﬁ w—1,2,..., t—1). (34
1

ul aw“ w=w1,

(*) Questa notazione, leggermente diversa dall’ordinaria, & suggerita dal calcolo delle
forme bilineari.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV, 39
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od anche, ponendo 4 =(a,), B=(b,), (4, k=1, 2,..., n), dove i & I'indice
delle righe e % quello delle colonne e introducendo le notazioni del calcolo
simbolico sulle forme bilineari (¥), la S pud scriversi:

S=AB7". (26)*

Sia X =|a¢% | una matrice canonica per le righe di D (»); le (27) si seri-
vono simbolicamente :
n=BXu, n=BXwu (27)*

e quindi la sostituzione canonica @' = 8", che dalle 4 fa passare alle 4, si
scriverd:

S=BXSX'B™, (29)
donde risulta anche :

S=X"'"B*'SBX; (30)

e I'una o laltra di queste due relazioni caratterizza, per quanto abbiam detto
al n.° 13, una matrice canonica per le righe di D (). Se quindi X, & un’altra
di queste matrici, si avrd anche:

S'=BX,SX'B!
e per la (30):
S=X"X,SX'X;
cioé posto:
T=XmX, (31)
si ha:
S=T'ST, oppure ST=TS; (32)

la trasformazione T & cioé permutabile colla S. Inversamente dalle (32)-e
(29) si ottiene:

S=BXT'STX'B*=BXT"SXTI ') B;

posto dunque:
X, =XT"", cioe T=XX,
sard X, una matrice canonica per le righe di D (w). Abbiamo cosi il teorema:

Lo trasformazione lineare (non degenere) piit generale permutabile colle

(*) Murs, Elementartheiler ... pag. 20 e sg.
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sostituzione lineare :

" n

S) Meagu,=Qu b, (i=1,2,..., 10 [b;[-] 0
1 1

e data simbolicamente dalla formula :
T=X7X, (31)

essendo X, una particolare (qualunque), X la pilv generale matrice canonice
per le righe del determinante

D(w)zlaik_wbik], ('i, E=1,2,..., n)

caratteristico della sostituzione S.
Una tale trasformazione T puo quindi deterninarsi razionalmente e di-
pende da :
N=mn,+2(n,+n,+---+mn,

parametri arbitrart.

16. Diamo infine due esempi numerici, i quali provano la praticita del
nmetodo esposto.
Il primo di questi & dovuto al BURNSIDE (¥).
Si abbia la sostituzione S in 5 variabili

U, =—2u, —u, —u,+3u,+2u,,
wy=—4%u, +u, —u,+3u,~42u,,
Wy = w, + U, —3u,—2u,,
w, = —4du, —2u, — 4, + 5u, - u,,

Vu's = du,+u, + u,—3u,.

Il determinante caratteristico della S si scrivera (conformemente alla (26)

(*) Gf. W. BursSIDE, On the reduction of a Linear Substitution to its Canonical Form.
(Proceedings of the London Math. Society; Vol. XXX (1899), pag. 191-194), ed insieme :

A. C. Dickson, id. id. (ibidem. Vol. XXXI (1900), pag. 175-176) ed anche:

T. J. I. A. BroMwics, id. id. (ibidem, Vol. XXXI1 (1900), pag. 295-297). Il processo di ri-
duzione del BroMmwicH conduce, salvo alcune lievi modificazioni, agli stessi caleoli del testo,
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del n.° 13):

D(o)=|cta]|=]0n —0bsl= | —2—0 — 4 1 — 4 &
—1 1—o 1 —2 1

—1 —1 —o —1 1

3 3 -3 d—w —'3

2 i —92 1 —®

Si ha quindi:

oD , 8D q b q
g—c‘—l=w(m—9)'> %;z_((v)+1)'(0)—2), %ﬂz—(‘“—‘ﬂ)"
60_30)_!_1 o —2) 0D = (04 1)(0—2) (20 —7),

30“ ac
%:w3;5w2+20)_1,

D((x)):c“ac -+ 123012+ n.a _{" ua + Xoa o (0)-{—1) (O)—-Q)'.

[1 determinante D (w) si decompone inoltre (come si riconosce con sem-
plici trasformazioni sulle sue righe e colonne) nei suoi divisori clementari
al modo seguente

D(0)=— (0 +1)*. (0 —2)* . (0 —9),

- S dD . .
e per le relazioni precedenti, il minore —— (ad es.) & regolare rispetto al

0 ¢y,
. .. .0 0* D - ..
divisore ® 41, 1 minori -— ————— sono regolari rispetto al divisore
065, 006, 00y
©— 2.

Consideriamo prima il divisore o - 1. Dobbiamo allora soddisfare le con-
gruenze:

- @+0)X,— 4iX, + X, — 4X, +4X,=0
—X+(l—wX+ X, — 2%, + X, =0
—X— X, —oeoX,— X, + X, =0[mod(e+1)"j()
3X,+ 383X, —3X,+(—w)X —3X,=0
92X, 4+ 2X, —2X,4 X, —0X=0
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alle quali si soddisfa nel modo pit generale, ponendo

D D oD
X151a+3(w+1):§c—“’ XE{H@("H“‘)';C”’ Xo=latblorig,

D )
Xe=(atBo+DIF2, X,=(a+pl+1)) g (mod(+1)].

In particolare ponendo o —+-1==1¢ e prendendo il moltiplicatore e (w—4-1)
in guisa che sia

—3{za+PLw+1)}(0—2)=1{mod (o 1)}
otterremo la soluzione particolare (canonica):
XW=3—_5H¢t XP=0, X»=3—2¢, X¢=3t, XO=3¢ (modt);
donde si trae che la matrice :

3 0 3 00
—5 0 —2 3 3

210 al0 010 010 10
x° xl wl x w

woa owt owl x
¢ canonica per il divisore (o 4-1) ¢ per le righe di D (w). La pit generale

xl® . . ’ .. .
l , (6=1,2,..., 5) di queste matrici si ha poi ponendo:

al
e =oawl, w'=axi'+pal’, (=1, 2,.., 5,

indicando « e p delle costanti arbitrarie, di cui « 0.
Veniamo ora a considerare il divisore o — 2, Dobbiamo considerare le
congruenze («) rispetto al modulo (o —2)* e rispetto al modulo (v — 2).
N ) 0* D .o .. .
Poiché 1 minori =—» z—=— sono regolari rispetto al divisore o — 2, si
0¢, iz 0Cyy
avra un sistema canonico particolare per questo divisore, ponendo (c¢f. n.'2¢ 4):

- 1 8D - 1 9D o, 1 4D
@ — 92, xo— __. Y Neo____ - 9T
=369 %a, X" T3w—970, YT 350—9 de,
{ 2D 1 4D
e 7 ‘(?):—‘— —Q")
= —3e—9de,” T T 3w—9 70, [Mmodl—2
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- 1 D o { #D -. 1 #D
W—___ 1 O o=_.- 92  Fo=_- 97 |

A= 9 dc,, 00y, X5 = 9 04 00 9 0y 00
- { D - {1 #D
Ww—=_r oY o= 7 od (& — 2
X == g 5050, XC="9Gonde, (Modle—2)

ciog, posto t =0 —2:
X9=0, X9=3+2¢f X9=0, X9=-—3{ XP=3—1 (mod?#)
X9=1, X9=0, X9=0, X9=0, XP=1 (mod?).

Si avrd di qui il sistema pit generale, ponendo (n.° 5):

XY=(+3) X9+t X9 (mod #),
X9=nX9+LXY (mod?),
essendo v, 3, ¢, u, { cinque costanti arbitrarie, delle quali y e £ sono diverse

da zero.
Ne segue che la matrice:

Xl o g 0 3 0 0 3
ot owd e wd a | =|0 2 0 —3 —1
el Y Vol VA 1 0 0 0 1

¢ una particolare matrice canonica per il divisore @ —2 e per le righe di
D (»), e la pit generale :

x

x|, (i=1,2,...

xP

di queste matrici si ha ponendo:

9

o=y ad; =yl 0 fead; af =nar+laf, (i=1, 2., b

con y, 9, ¢, 0, { costanti arbitrarie, di cui y e { diverse da zero.
Porremo quindi (n.° 13):

53
v N 10, . - . o . o . e .
o = %i W5 0y = Qi hgg = NAP U Ny = N UG Ty == D0 U
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ciod:
;1o=3(u1+“a); ;11:‘_57/51*%%3+3“4+3”5;
520=3(u2—}—u5); ;21: 2“2_3“4’_’“5; ’;ao=u1+“:-;

e si avrd la forma normale (come subito si verifica):

71’10:_7710; 0’y =Ny — N115
059 = 27120; 0y ="1~20+(271~21; N g0 ZQ'nao-
La pilt generale trasformazione che riduce la S a forma normale si avrd

ponendo :

Nyo = X Nyg; "111=°"’111+B7\10; Noo == Y Noo; '“21:Y’521+8"120+5n30;
"130="\"120+Z"130:

essendo le «, §...% 7 costanti arbitrarie, tali che ay{-| 0.
Sinoti che nel nostrocaso ¢ =25, n, =1, ny,=n,=-..=n, =0, quindi

e N=n-+2(n,+n+ --+mn)=5+2=7, come abbiamo trovato diret-
tamente.

Facendo rispettivamente :

1 1 1 2 1
(OC@YSEQC):(—S, 0, —"3, 0, 0,—§)7 (737 0, gv O, —gr 0, —_ = 1)’

L2 19 1
(_g, P - 1), (1, 0,1,0,0 3L, zl),

si hanno le sostituzioni date dal Burnsipe (p. 194), dal Dickson (p. 176) e
dal BromwicH (p. 296) nei lavori gid ricordati.

17. Come secondo esempio, consideriamo la sostituzione su quattro
variabili :

u', = Uy —— g,
Qu, = uy, - u, —u; — 2u,,
2u's = 3u,+u,—us—2u,
w,=— U, -+,
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Il suo determinante caratteristico &:

D)= | —u 1 3 1| =44 1)
1 1—20 1 1
1 —1 —(1+2a) O
0 —2 2 —w

s1 ha inoltre:

2D gty —2@ 1) 22 = ot ) @ H ) (1 20);
a_D 2 a-D 2
6023:w+1+(w +1); 5—0—24=4‘(‘° +1);

e di qui sitrae che D (w) ha un solo divisore elementare uguale ad (o 4 1),

. o oD . . - .
rispetto al quale, ad es. il minore 5o © regolare. Dobbiamo quindl consi-
21

derare le congruenze:

—wX, X, 43X, —X, =0

X, +(1—2w) X, X, X, =0
B} ( ) ) + ; " (mod (o + 1)%),

— X, — 4, “(14_2‘0)}‘3 =0

—2X, —2X, —0X, =

alle quali si soddisfa nel modo pitt generale ponendo :
X,i=M.X, (mod(e*--1)), (i=1,2 3, 4:

con:

X, =—2(0—1) =20 +1), X,=—(o+1)—(+1) (1+20),
X,;=(+1)+ (@ +1), X,=4--1) (mod (o4 1))
ed indicando :

M=a+4fot(o"41) (y+06) (mod(w®--1)%)
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un polinomio arbitrario (mod (o® +-1)*). Ne segue che la matrice :

R 2 —1 1 0
vow ow @ | —|—92 1 1 0
v X X x —2 —t 1 4
© X o x 0 —2 0 0

¢ una particolare matrice canonica per le righe di D (o) e la pitt generale
di queste matrici:

wi, (1=1,23,4;r=0,1,2 3)

-
1T

si ha ponendo (cf. n.° 5):

wi=owi—fay; wi=Paitawl; df=yul4+ @ — @ tam— pui;
wf =S} yui-partanl, (i=1,2 3 4

essendo «, B, v, § quattro costanti arbitrarie, tali che a® - €*- 0. Si noti
che nel nostro caso & ny,=n==4, n,=n,=.-.=n, —0e quindi N = n =14,
Ponendo allora (cf. la (27) del n.° 13):

No=b @& ,~b. 50,0 , U5 b, XU = xU, %sf_,‘ug—l—ng’us—LE‘;u,zﬁ(ul—uZ—‘ru 2y

7 = =2(—u,—u,- u,),
;2: . =Q(~u1_u2+“3+gu’4),
;3: - =_4‘u2’

la sostituzione prende la forma normale (cf.la (28) del n.° 13) semplicissima
(che subito si verifica):

= - ot o 7 . I
Do=—"MNy, Ny =TTy, Nyg="N— %3, B;=1m",,.

La piu generale trasformazione, per cui la sostiluzione prende la stessa
forma normale, & data da:

fo=aiy— B = Fn, 4 an;
'M:T'_’lo_’_(ﬁ_s);1+7-;z_ﬁ;3; "'lss:s;O_*_Y;l_*_g'n‘-’_*_“:;a

con a, £, y, 8 arbitrari ed of 4-*--0.
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 40
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CAPITOLO SECONDO.

Riduzione a forma canonica di un fascio di forme bilineari.
Il teorema di Weierstrass.

SISTEMI CANONICI PER LE RIGHE E LE COLONNE DI D (»). IDENTITA RELATIVE.

18. 1 risultati ottenuti sui sistemi e sulle matrici canoniche relative ai
divisori primi ed alle righe di D (o) valgono evidentemente anche per le
colonne, ed & superfluo enunciarli.

Fra due sistemi e maftriei canoniche, I'una per le righe, I'altra per le
B ’ i) b

colonne di D(w) si hanno delle relazioni identiche notevolissime, che ci pro-
poniamo di determinare.

Siano percid P e P’ due divisori primi (uguali o diversi) di D (), dei
>} ’
gradl g, ¢ esiano X;, Y, (¢, k=1, 2,..., n) due soluzioni delle congruenze:

(@) Xp¢a X, =0 (mod P’), () B¢, Y, =0 (mod P"), (i, h=1,2,...,m). (1)

S1 avra allora insieme:

3000 Y, X, = (Y, X)=0 (mod P) | °)
=0(mod P'") )

e quindi, se i due divisori P e P’ sono diversi, anche:
C(Y, X)=0 (mod P'. P'").

Ma avendo i polinomi X, un grado minore di g/, i polinomi Y, uno minore
di ¢'7, il polinomio C(Y, X) ha un grado minore di gl ¢ I'; si ha quindi
identicamente:

C(Y, X)—0 (2

donde il teorema:
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Ler due soluzioni X, Y delle congruenze (1), relative a due divisort primi
diversi del determinante D (w), si ha la relazione identica :

C(Y, X)= ﬁfk ¢ ¥, (0) X, (0) = 0.

1

\

Sia invece P= P’; dalla (2) si ha (e del resto & evidente):

C(Y, X)=0 (mod P"),

indicando con 1, il maggiore dei due nuwineri 1, 1.

19a). Conservando le notazioni del n.°2, sia P un divisore primo di D (o) e

> D

3csmacsm...acma’ (120’ j""’ h) (3)

un minore di D (w) di ordine » — « regolare rispetto al divisore P. Le for-
mule :
0D
OCsits .. 0 Csy_10_1 0 Csgh

=P X9 (a=1,2,..., h; k=1,2,..., ) (%)
definiscono allora un sistema canonico X‘¢ relativo al divisore P ed alle

righe di D (@) (cf. n.° 2). Ugualimente, ponendo:

0% D
OCsity...0Csy 10410 City

= PeY® (=19, h;i=1 2.0 &

si ha un sistema canonico Y@ per il divisore P e per le colonne di D («).

Tra @ due sistemi X, Y cosi definiti si hanno le relazioni identiche :

a C(Yes, X*)=0, per «-| o
( ) ( ? ) p l (2’ 0.’: .[, 0_‘),'“, ”L) ) (5)
(b) C(Y*, X°)=P*Q., con Q.= o (mod P),

Cambiamo infatti nella (3) del n.° | « ed « risp.in « — 1, &' — 1, e sup-
posto ad es.: « = «', facciamovi:

(pl Qs P2q2y-evs Par Qa_l) = (81 tl, S» tg,.-., Sa_1y faa_,\), l— Say M= la.

Si avra allora:

Agorar_y = P P& ¢ (Y7, X*)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



300 Nicoletti: Sulla riduzione @ forma canonica

e quindi per a—=2, dalle (3) si hanno la (5,a); per « =, la {3)" porta
alla (5,b), con:
0 = 1 0" ' D 0% D
= Platla-1 0 Csity o o« ¢ Csg1lg _1 0 Csity e o 0 Csq la

(mod P*), (6)

donde, ricordando che i minori (3) sono regolari rispetto a I”, segue essere -
Q2==0 (mod P).
b) La considerazione dei due sistemi canonici X'¢, Y (z = 1,2,..., h)
sopra definiti porta a conseguenze notevolissime.
Siano X (k=1,2,...,n), Y, (i=1,2,..., n) due soluzioni delle congruenze :

26X, =0 (mod P’), 3,¢, Y,=0(mod P"), (l, m=e,; i, k=1,2,..., n) (7)
e sia, ad es.: I=m. Per le (16) del n.°% si avra:
P~ Tg—|

X=X M, (0) X9 (0) z,, Pl-¢ ;Z.r» Mip (0) Xie (0) =
1

= zm M, (») X§ () (mod P’

hy—y . 7’0—
Y % IV (0)) Y(S) ((J)) + “ P” 4 ]24_7;0' Z‘[u (()) Yu ( ) e
111

A = za N (@) Y¢ () (mod Py
e c¢id che ¢ lo stesso:
ho i , h‘ .
Xp= 3 Mo X +-p, P, Yo Mo No Y v, P, (i k=1, 9,..., 0)

?

indicando le p,, v, dei polinomi in ». Ne segue:
h . _ —
C(¥, X)= 2 M NaC(Y% X >+P’>r C (Nar Y, ) +

-+ P EmC(V Mo Xo) 4 P O (v, 1)
ed avendosi anche:

C(No Y%, p) =0(mod P*), ¢ (, Mo X*) =0 (mod P'), (x=1,2,..., h)
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sard infine, per le (5):
h J
C(Y, X)= 3 Ma Nu P’ Q, (mod P'™).
1
Osserviamo ora che per e ="h,, € e, >1; per a>h, | (visp. per a>h,, ,)
(donde e, <<l o <<m), si ha
M, Pe=0(mod P’), N,P'«=0(modPP")
e quindi anche per «a>h,_, &:
My NP e=0 (mod P'*').
Ne segue la formula:

[
C(Y, X)=P' ¥, M, N, Qu (mod P, (8)
In41

¢) Siano ora X', X°,..., X*; Y', Y*,...., Y" delle soluzioni delle con-
gruenze (7); con notazioni analoghe alle superiori avremo:
1 . o
P,C(Yf*, Xf);lzﬁyg)zvx" Q.(mod P), (A=1,2,..., u; n=1,2,..., v)
:

e uindi la matrice di « righe e v colonne:

11,,0(1'»,-)0) S =12 usn=1,2,...,0) )

1}

si decompone (mod P) nel prodotto delle tre matrici:
MP ,|0p Qu y, N (g, p=h—+1,. 0, s A=12, . u;p—12,.. 0

la seconda delle quali & ='=0 (mod P).
Ne segue che la matrice (9) ha una caratteristica non maggiore di
I,._, — h,; quando inoltre si prenda v =v="h,_, — k,, ed i due determinanti

MB|, IN® (a0 =y Lo B

si prendano ==0(mod P), la matrice stessa avrd la carattevistica b,_, T,.
Abbiamo cosi il teorema notevole: .
Siano XP, YW, (6, k=1,2,..., n; A=1, 2,..., u; p.=1, 2,..., v) due

ststemi di soluzioni delle congruenze:

Y. X, =0(mod P), ¢, Y,=0(mod P"), (m=1l=e,).
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La matrice

lll—,;C(Yl‘,X)‘) , =12, u; p.=1,2,.., v
ha (mod P) una caratteristice minore od uguale ad h,_, —h, .

Si possono determinare (ed in infiniti modi) h,_, — h, soluzioni dell’'uno
e dellaltro sistema di congruenze per le quali la matrice (9) abbia (mod P)
lo caratleristica I, , —h,. 4

Per I=m =1, e nel caso che il divisore P sia lineare il teorema dimo-
strato si riduce ad un noto teorema di STIGKELBERGER (¥).

d) Siano X9, Y, (i, k=1,2,...,n; 5, 5=1,2,..., k) due sistemi ca-
nonici arbitrari, relativi al divisore P, 'uno per le righe, l'altro per le co-
lonne di D (0); le Xi, Y si esprimeranno per le X, Y date dalle (%)
e (4)' con formole analoghe alle (7). Facciamo allora nel teorema precedente
l=m e\ p=h+1,..., h_,; 1 due determinanti:

| ML N, (o p=R+ 1, k)

sono allora ==0 (mod P), (n.° 5). Abbiamo quindi il teorema:

Siano X¥, Y due sistemi canonici arbitrari, relativi al divisore P, U'uio
per le righe, Ualtro per le colonne di D (o). Il determinante di ordine h,_, — I,

Pl,C(YI‘,X")’, (, y.:h,—}—l,...,h,‘l;l¥1, 2,...,e) ~ (10)
¢ ==0 (mod P).

20, Siano X, Y, (b k=1,2, .., n; ¢, 6==1,2,..., ) due sistemi

\

canonici per il divisore P e per le righe e per le colonne di D (w); si avra:

Y ¢, XP =0 (mod P), ¥ ¢, Y =0 (modP o), (5,5 =1,2,..., 05k =1,2,.. ,n).

Indicando con e, il maggiore dei due esponenti e,, e;, possiamo porre:
C()vq, X‘{I):.P"QUQ‘LJ, (P, G=1, 9).4,...,7@)

dove Qg € un polinomio in o, perfettamente determinato, di grado minore

(*) Cf. ad es. Murn, L. ¢., pag. 190.
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od uguale a g (e, +es—em) — 1 e gli e, determinanti:
| Qes|, (o o=l +1,..., b3 1=1,2,..., )

sono inoltre (n.° 19, d) ='=0 (mod P).

Questo risultato pud invertirsi col teorema seguente.

Si abbiano b polinomi Qs (o, =1, 2,..., h) dei gradi (e, — es — eps) g — 1,
affatto arbitrart, ma tali che gli e, determinanti:

QPO' ’ (P,G=th17'-',hl-—l;lzl,Qr-"el) (11)
siano diversi da zero (mod P); e sia:

X (h=1,2,...,0n;0=1,2,..., 1) [Y?, i=1,2,...,n50=1,2,..., })]
un sistema canonico per il divisore P e per le righe [per le colonne] di D (o).

E possibile, ed in un modo solo, associare al sistema X[Y| un sistema
canonico Y, [X] per il divisore P e per le colonne [per le righe] di D (), per
il quale st abbia :

C(Y, XP)=Peo Qpe, (5 6=1,2,..., I). (12)

Due tali sistemi Y, X si diranno associati al sistema (11) dei polinomi Q..

- . . . . ~(0 . 1 coren . i
Sia ad es.: )x(;i” il sistema canonico dafto, L') quello che si cerca; essi

si esprimeranno per i due sistemj X, Y che abbiamo definito aln.?19 a)
al modo seguente:

! _ 1—1 o —
X = '\T MPXE (o) + ZPP’_P]E_{_QL M X% (0) (mod P’
1 1 0
¢

(per h,<x=h,_,, 1=1,2,.,¢)

! m-—1 hg—1

[/ _ —
v =N T 0) 4 3 poe S N2 T @) (mod P)
1 hott
(per b, <<p=h,_,; m=12,...,¢)
ed i polinomi M saranno noti, i polinomi N si devono invece determinare

secondo le condizioni del teorema.
Cominciamo dal dimostrare che i polinomi N possono determinarsi ri-
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spetto al modulo P in modo che si abbia intanto:

_P_{e_ﬂ C(Y, Xt) =Qu(mod P), (p,s=1,2,..., 7). (12),

Ricordiamo intanto che per la formula (8) si ha:

1
.P,

hm—l

C(Yr, X = ¥ MP N® Q. (mod P) 2
hi+1

per L, <i=h,_, h,<p=h,, ed I=m; S

(13)

quando sia invece h,<<i=l, ,, h,<<v.=h,_, ed l=m, si ha, ancora
per la (8):

h-l
L ooye Xy = 3 M N® Q, (mod P). (13y
P hw1

Le condizioni cui devono soddisfare i polinomi N% (mod P) (h,,<<p.=h,._,)
sono quindi :

Hopay

per I=m, (a) Y

-3
hl+1

M%»N®Q,= Q). (mod P)

Moy (14)
per l=m, (b) Yo MP NP Qu=Q,.(modP

Tegs

(h<iy=h_,h,<v=h,,,,lL,m=1,2,.,¢).

Si dia ora ad m un valore fisso e facciamo I = m; dovremo avere:

Iipy
7 ‘¢] MPN® Q= @u(modP) (, v=h,+1,..., h,_,).
o
Ora & possibile, ed in un modo solo, determinare le N in guisa da
soddisfare alle congruenze superiori; e infatti (n.° 5):

I ‘Z‘[‘al) l E1E (nlOd P), (a! 1 = hm + 1)"'7 h’m—l)'

Facciamo poil=m+1,..., e;; Il=m—1, m—2,..., 1, le (14) (a) (b) deter-
minano successivamente (mod P) le N# (e =h, +1,..., h,_,), in quanto si
ha ogni volta un sistema di %,_, — k, congruenze lineari il cui determinante
M% (¢, h="h,~=1,..., h,_) & ==0 (mod P). Per m =1, 2,..., e, ne segue
la nostra asserzione.

Si osservi che con cid0 sono completamente determinati i polinomi
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N® (n.=1,2,..., h; « =h,+1,..., k) i quali, come le P, relative, hanno il
grado g — 1.

Procediamo ora per induzione, ed ammettiamo sia possibile determi-
nare, ed in un modo solo, le N4, («,u.=1, 2,..., I) (mod P*) (s <Te,), in guisa
che valgano le congruenze:

|
5 O (Y7, X9 =

Qs (Mmod P°), (12),

(cid che determina completamente le N4 (n.=1,2,...., 0 a=h,—1,..., I))
e dimostriamo che & possibile determinare le N4, (y =1, 2,..., h; a="h)
in guisa che si abbia ancora: '

o

proz O (Y% X)= Qe (mod P (12),.4

Per quanto precede baslerd occuparsi delle N4, per le quali « & mi-
nore od uguale ad %,. Si abbia gid: ’

P—}ME&LJ\[‘:},’N%) Q= @y (mod P*) (h,<2=h_,, h,<<p=h,_,;e, =1, m=s)

(dove ogni volta i valori che deve assumere l'indice « sono determinati dalle
(13) essendo le N determinate (mod P*) e si ponga:

N® = N® 4 P°N% (mod P*')
essendo le N da determinare (mod P). Siavran da soddisfare le econgruenze:

1

5 B MP (N + P N'%) Qu = Qs (mod ™),

o posto:

Za M N Qp -+ Qr = P, @p (mod P,

'ﬂ u

le congruenze :

s ‘ 1 ‘ —_~( —_— 9 8
P | P Yo M® N® Qo) = P° gau(mod P),
cioé
A .
P % 3. M%P N& Qa‘_qx,‘ (mod P);
Annali di Matematica, Serie 11, Tomo XIV. 41
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il che & possibile, ed in un modo solo, ripetendo le considerazioni falte per

\

le (14). Facendo s=1, 2,..., ¢,—1, si ha che & possibile determinare le
N («,p.=1, 2,..,, h) in guisa che si abbia:

P—]‘:—Q“ C(Y°, XP)=Qps (mod P ¢*"s%a);

e poicheé ambedue i membri delle congruenze superiori hanno un grado mi-
nore di (e, + es — e45) g, sara infine:

C(Y° XP)=Qp Pes, (p,6=1,2,..., I)

il che dimostra il teorema enunciato.
Secondo questo teorema i polinomi @, quando soddisfino alle condi-
zioni superiori relative al loro grado e ai determinanti (minori) principali:

Qs !, 6 — N +1,0.., I3 1=1,2,...,¢),

sono del tutto arbitrari. Il loro insieme dipende, come dimostra un calcolo
semplicissimo, da

g¥hi=gll,+20 L+ L )|=gL

parametri arvbitrari, il che & in completo accordo col teorema sopra dimo-
strato.

21. Riprendiamo le congruenze (1) del n.e 18 e poniamovi:
Y gor=t 5
X, = %‘, Yoay e P Y, = Z”'%v'ﬂﬁ" o P (i, k=1,2,..., n); (19
0 0
dalle (1) stesse si avrd, confrontando i termini di grado maggiore :

(@) B s Xo = — P'B @ ), () BeaY,=—P By )6,k —1,2,...,m). (15
1

Ne segue anche:
C(Y, X\)=—P'B(Y,2"")——P"'"B(y"" ", X). (16)
a) Supponiaino ora che si abbia identicamente, per le soluzioni considerate :

¢(Y, X)=0 (20)
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(questo in particolare accadrd quando sia P_|-P'(no 18)); si avra anche:

B(Y, 2 )=B(y"”, X)=0
e percio:
B.(y'*, a1 =0, B( ) =0, (r=0,1,.,lg—1; §=0,1,..,I'g —1). (17)

b) Sia ora P—=P’ ed insieme 1=1; la (16) da allora:

By, X)=P' "B(Y, o), (16)*
donde come sopra si traggono le identita:
(@) By™ ', )=0, per r<<(I—1)g;

(r=0, 1,...,l9g— 1)} (18)

(b) By, ®)=DBy ", «"), per r=01—1)g

La (16)* conduce ancora ad un’altra proprieta notevolissima.
Deriviamo le (15, b) rispetto ad o; avremo:
2ol — B () == P S B,
e moltiplicando per X, e sommando, si ottiene:

ar

ay . o W
c(d ,A)—B(Y,X)_—lP O BN
e per le (16), (16)*:
d ‘e ’ I—de ;o dg—1\ M“%”P S
O(Eo‘) B(Y, \)=—1 P OB, e =1 P87 oy, N).
Ne segue, rispetto al modulo P, la relazione notevole :
dlog P -
=1 P’ 19
B(Y, X)= do C(Y, X) (mod P’), (19)
o ¢io che & lo stesso:
B((Y, X)=0 (mod P,
P \ (20)
}%B(Y, N=—t 5 ar1 p 0T X) (mod P). |
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¢) Piu generalmente si ponga, indicando con o, una costante arbitraria:
Co, (Y, X)=(d — o0, B)(Y, X) =X (as— o0, b,) Y, X,;

sl avra:
Cor(Y, X)=C (Y, X) +(0— o) B (Y, X),

e per la (19):
Co (Y, X)= — 1 (0 —u0)) di(‘;go:f C(Y, X) (mod P, (19)*
cioe :
Co, (Y, X)=0(mod P"),

1 . dP 1
IFCQI(Y, X):—l("’—wx)d; P

(20)*
C(Y, X) (mod P). ’

N —

. . . aprP .
Si supponga ora P diverso da o —a,; ¢ allora (0 — o)) T Drimo con P
e si ricordino i due teoremi c), d) del n.° 19. Dalle (20), (20)* si ha subito
che due teoremi affatto identici valgono per le matrici :

1 bl

. . I
Pﬁ B (Y‘u, X )‘) s prt C% () 2 X})

analoghe alle matrici (9) e (10) ivi considerale.
Quando pot sia P=w— o, si ha semplicemente :

Co (Y, X)=—(I' — 1) C(Y, X). (20

donde si traggono conclusioni analoghe.

MATRIGI CANONIGHE ASSOCIATE PER IL DETERMINANTE D (w).

22. 1 risultati ottenuti sui sistemi canonici per le righe e le colonne
di D (w) conducono a relazioni notevoli tra due matrici canoniche tratte da

essi sistemi. . .
Supponiamo percid nuovamente che per le due soluzioni X, Y delle
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congruenze (1) del n.° 18 si abbia:
C(Y, X)=0;
avremo allora le (17) del n.” precedente:
By, )=B@y"” ,e)=0r=0,1,.,lg—1; s=0,1,..., 'g — 1). (17)

Osserviamo ora che insieme colle X, (¢ —1, 2,..., ») anche le X,, defi-
nite dalle congruenze :
X, (0) = M (0) . X, (0) (mod P’)
dove
K -1 g—1
M) =3, Ypp. o P (mod P)
1] [

é un polinomio arbitrario (mod P’), danno una soluzione delle (1),; poslo
dunque :
-1 g—1 _
=%, 2 a7 o' P"(mod P’),

0

insieme colle (17) si avranno anche le altre identita:
By, ©)=0 (s=0, 1,..., I'g —1). (17)

Osserviamo ora che le x;, sono delle forme bilineari nelle a; ¢ nelle p
ed & facile vedere che possiamo prendere le u in guisa che nelle 2= ven-
gano a mancare tutte le «;, tranne una fissa aj di esse. Si hanno infatti in
tal guisa I g—1 equazioni lineari omogenee nelle p. stesse, alle quali & dunque
possibile di soddisfare con valori delle g. non tutti nulli. Determinate in tal
guisa le v (od 1 loro rapporti) non pud accadere che si annulli il coefficiente
delle «p, altrimenti si avrebbe a¥~'=0 per k=1, 2,..., n e quindi ogni X,
avrebbe un grado minore di g!—1 e sarebbe percido identicamente nulla,
il che non & se non tutte le v sono nulle. Saranno quindi le a¥™* propor-
zionali alle (¢ =1, 2,..., ») e dalle (17) si ottengono cosi le relazioni no-
tevolissime :

By, )=0, (r=0,1,..., lg—1; 6——0 1,...,l'g—1). (17)*
Insieme con queste si avra anche, con simboli analoghi:

Ay, @) =0, (d— o0, B) (', @) = Co, (s, @) =0; |

17**
r=0,1,.,lg—1;8=0,1,..,l'g—1). (1)
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Infatti per le equazioni cui soddisfano le y* (o le x"), le 4 (y°, @) e per-
cido anche le Co, (y°, ) si esprimono linearmente ed omogeneamente per le

B (y, @)
Dalle (17)%, (17)** si ha poi evidentemente:

(dPY d“X)_ (df*Y d"X): (dﬂ) (l“X):O, 20y

_ — = _— = _
dor do "Ndo*  do’ dot  do’,

qualunque siano gli intieri p e v, positivi o nulli e per qualunque o,; queste
relazioni sono dunque conseguenza della (20).

93. Sia ora nelle (1) P-= P’ ed insieme I =1. Indicando con { un in-
tero qualunque, non maggiore di !, poniamo

Y, =YY% (mod P, (i=1, 2,..., n)
sara dalle (19),:
ng t—‘l L , -
Y(? — %”, )r, y"gg{»u ©" Pu, (l/:l, 2"“, ")
0
ed insieme

C(Y", X)=—P'B(Y", 2" Y=—P B(y"”"', X) (16),
donde
B (ym—l’ X) - Pl—f B ()‘(I), mm l), (1 f t f l/) (21),

Ne seguono le identita :

() B(y* 'a)—0, per r<<(I—1t)g; t—1,2,..., I.

22
(b) By ,x)=By ", a""), 1)e1r>(l—t)J,t—l 2., 1. 22

Usiamo ora il solito artificio e sostituiamo alle Y, (i=1, 2,..., n)le Y,
definite da:

Y, =M (@) Y, (o) (mod P"), (i=1,2,..., n)
con :
Ir—1 J-—
M za Lp Vogip P P* (mod P");

sl avranno le altre relazioni:

(@) By ' a)=0; t=1,2,..,0, r<<(I—1t)g;

\,/-\,
-
no\
1<
s

) B@=, a)=B@ v ); (=12, r=(0—1g
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Dalle (22, a) si hanno, come al n.’ antecedente, le relazioni notevolissime :

By, a*t)=0, per v+o<<l—1; wu,w'=01,..,9—1; (23),

ed altre relazioni si avrebbero confrontando nei due membri delle (22,b) i
coefficienti delle stesse p. Non scriviamo queste relazioni nel caso generale,
poiché non hanno una forma semplice e non ei occorrono nel seguito. Ci
limitiamo_ a darle nel caso che il divisore F abbia il primo grado. E allora
g=1 ed insieme:

?7'.:24}’”3/“*1, (U:(), 17"'7 l,_l)
[U

e le (22,b) danno le identita:

. B (yga wr) — B (yH aa x1'7a)7 ) )})

(r+s=1—1; r=0,1.,1—1;8=0,1,.,I'—1; s--a2=0,r —a=0). 5 (25

Nel caso generale (facendo nelle (22) =1 si hanno dalle (22) Vg (lg—1)
(per r=0, 1,..., 1 g—2) relazioni lineari omogenee nelle

By, ), (r=0,1,...,lg—1;s=0,1,..., Vg —1),

di cui le (23)e sono una parte. Queste I'g(lg — 1) relazioni sono tutte indi-
pendenti. Aggiungiamo infatti ad esse le ' g relazioni:

By, «")=0, (s=0,1,.,Tg 1); (2%)
si avra allora:
B(Y, 2" )= 0
e per la (16) del n.” 21 anche:
C(Y, X)—0,
donde (n.° 22) si trae:
B(y,x)=0, (r=0,1,..,19g—1, s—0,1,...,0U'g—1)

Quindi le relazioni che si hanno delle (22) insieme colle (2%) formano
un sistema di 11 ¢g* equazioni lineari omogenee nelle 11 g° quantita B(y", « )
che hanno come unica soluzione la soluzione identicamente nulla; 4l loro
determinante é quindi diverso da zero.

[0 cosi dimostrata la nostra asserzione: si ha di pitt un altro risultato.

Per le soluzioni X, Y delle (1) si ha:

C(Y, X)=P .Q (16)**
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dove:

Q=—DB(Y, ") (16)s
¢ un polinomio determinato di grado I'g — 1. La conoscenza del polinowio Q
determina in modo unico le B (y°,«"), (r =0,1,..., lg—1;s=0,1,..., g —1);
per quanto precede infatti si hanno in tal guisa 11'g* equazioni lineari nelle

B (y, «") stesse, il cui determinante & diverso da zero. Sono allora determinate
anche, in modo unico, le Cy (¥°, @), con o, qualunque (n.c 22).

2%. @) Supponiamo in particolare che il divisore P sia lineare, sia:
P=0o— o,

In questa ipotesi se &:

U'—1

Q= zo‘t q. (o) — (o‘,)',

si avrd dalla (16)** (poiche g=1):

R, o — = 1178

0o w=w,
e quindi, per le (23) a), b), & anche (con I =1):

By, «)=0, per O=r-f+s<<l—1;
o 1 QL
Frs— IO T {4m’ 5 (23)
l—l=r+s=1+1-2;
(r=0,1,...,1—1;8=0,1,..., I'—1). /

V] (y'", .’B") =gy =

Avendosi inoltre dalle (24)" del n.° 8:
Ay, @) =0, B(y, @) + By, @)
sard anche:

Ay, «)=0, per r+s<<l—1;
A(y3, w"):_{(’)o QT-Ls—H—l + qT}’s—7}’ per l_lf‘r_}_'gfl_{_l,_g; (23)
(r=0,1,..,1—1,s=0,1,..., I'—1).

’”

/
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b) Sia ora Qps, (o, 6=1, 2,..., k) un sistema di * polinomi in o de-
terminati in guisa da soddisfare al teorema del n.e 20, e siano:

« —
X® Y (o,6=1,2,..., })
due sistemi associati al sistema Q,; poniamo:

Clam .
Opo=3, 07 (0 — ), (s = et — ps),

e,—1

xo=" 2t (0— o) (mod (o — o), (23)
0_1 (¢, 6=1,2,...,h)

YO=3, 57 (0 — o0, (mod (o —oo);
0

dalle relazioni precedenti si ha subito:
B (yos, wrr) =0, per r—+4s<epw—1; )
B (yos, xer) = — qggﬂ)s_’leu 410 Per rtHs=ep—1; (26)
(r=0,1,.,e—1;8=01,., e—1)
Ay, arr) =0
Ay, @r) = — 00 Qi — Gy, (@ =0 ; @
¢) Consideriamo il casc; particolarissimo in cui si abbia:
Qs=0, per p-|-¢ e Qp=—1; (27)

si ha in questo caso, per due sistemi associati X®, Y©:

A S =Bl =0 7y
(r—0,1,...,—1;58=0,1,..,es—1)
per p=g¢ & invece, col simbolo & di KRONECKER :
B (yrs, apr) = 3r+s—ee+1 )
(r,8=0,1,..., ¢g—1) (28),
A (yps, xPr) =, 9, toeptt + 9, tomeg
o brevemente :
B (y®s, arr)= 3¢ . 8"+"“’€+1 s (28%
A(yos, xery = ps . (@, 8v~i—e—’-’9+l ~+ 3r+x—ee)-
Annali° di Matematica, Serie [II, Tomo XIV, 42
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d) Dai due sistemi canonici X, Y definiti al n.° 19 & facile dedurre due
sistemi canonici associati al sistema (27). Si determinino infatti 2% polinomi
Mg (0), Na(w) determinati rispetto al modulo (o — o,)%, (¢ =1,2,..., h) per
i quali si abbla

Ma (©) Na (0) Qe = —1 (mod (0 — 0)*, (a=1,2,..., h) (29)
essendo @« espresso dalla (6) (con P= o —,). Uno deil polinomi stessi &
completamente arbitrario, purché ==0(mod(» — w,)*) e posto:

X — Y@ Yo — yie — )
X@=M,XP, YP=N. Y? (mod (0 — ©,)®) 2 (29>
(G r=1,2,...,n;a=1,2,..., h) \

/

saranno, come & chiaro dalla (5) del n.° 19, X, Y@ due sistemi canonici
associati al sistema (27) relativo al divisore o — o,.

25. Quando il divisore P non ha il primo grado, la determinazione
delle B(y', o), (r=0,..., lg—1; s=0, 1,..., I'g — 1) associate ad un poli-
nomio @ di grado lg—l (essendo I=17) ¢ data dalla risoluzione di un
sistema di equazioni lineari, la cui forma non & semplice. Terremo in questo
caso una via inversa; supporremo date le B (y°, «") in guisa che sian sod-
disfatte le condizioni imposte dall‘essere X, Y soluzioni delle congruenze (1)
e determineremo dalla (16)*** del n.® 23 il polinomio @ che figura nella (16)**

Conviene percio tener conto delle condizioni cui devono soddisfare le
B (y°, «"). Queste condizioni (le quali comprendono evidentemente le rela-
zioni date ai n. 22, 23) troviamo al modo seguente.

Siano

P&, P%,..., Pm

1 divisori elementari di D (») e sia, come al n.° 11:

m
P,,—w”ﬂ—}—a(")mqp“—{—...+a(;’3_1w—i—ag’3, (3:1, 2,.0., m; 21‘,,,9,,99=n)
siano poi:
_ X=laple|, Y=|yp|
(Gk=1,2,..,n; poo=1,2,...,m; =0, 1,..., gg,— 1;

T¢=0, 1,..., quq— 1)

due matrici quadrate éi ordine » diverse da zero, ma affatto arbitrarie, e
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poniamo per brevitd di scrittura:

B, ;o'razB %o, xle) 5 4, ;a;rﬂ:A Y*%o; x0le);
£lg% (y ) 2 (y ) ) (30)
(p,G: 1, Q,...’ ?n; tp:O, 1,--., epg{; _1; TU=O’ 1,0-~, qu._.l) )
sara allora anche:
(30y

| Betgoso| =1 B|. X. Y-|-0.

Supponiamo ora che la matrice X sia canonica per le righe di D («); mol-
tiplicando le (24) del n.e 8 per y#%, e sommando rispetto all'indice ¢ da |1
ad », abbiamo le identitd (nelle quali intendiamo che sian nulle le B in cui

un indice #, 0o 7, sia negativo):
Aergorwors= Bopggru—tiore — “;;Z,’—u Bp,v+1)go—10776 5 ) 1)
(po=1,2..,m;v=0,1,.,6—1;u=0,1,.,90—1;7=0,1,.., s gs—1)
inversamente, poiché la matrice Y si suppone diversa da zero, queste rela-

zionl equivalgono alle (24), del n.® 8; esse sono quindi caratteristiche per
una matrice canonica X per le righe di D (w).

Y

Analogamente, se la matrice Y & canonica per le colonne di D (w), si
avranno le relazioni:

Ap,tg;o"v’gg+u’ = -Bp'tg;o,’()'go'+u'—l — a},’;)_u, BP,tg;O,(v‘+1)go—l; g (31),
(e,6=1,2..,m;0'=0,1,..,es—1;u'=0,1,..,90—1;t,=0,1,..,e09,—1).
Se quindi ambedue le matrici X, Y sono canoniche, 'una per le righe,
Valtra per le colonne di D (»), si avranno le identita fondamentali:
Bovge o gou — ai,";_u By (041)9¢-10,v'90 1w = Bpogeruor gt —1 —

—a g?—u' Be,vge v v+195-1
(32)

(e, =1, 2,...,m; v=0,1,..,¢—1; 0 =0, 1,..., e, — 1;
u=0,1,...,90—1; w'=0,1,..., gg—1).

Osserviamo esplicitamente che: le identita: superiori dipendono wunica-
mente dai divisori elementari (nel campo R) del determinante D (o).

Inversamente si abbiano »*® quantita Bp,,e;a;a, il cui determinante sia
diverso da zero e che soddisfino alle (32); o come diremo, si abbia una solu-
zione propria Bp,ox, delle (32), e sia ad es. X una matrice canonica per
le righe di D (»); le prime »* delle (30) definiscono allora una matrice Y, la
quale, per quanto precede, sard canonica per le colonne di D (w). Due tali
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matrici X, Y, evidentemente legate in ugual modo alla soluzione propria
, considerata, si diranno associate a questa soluzione. Ad ogni solu-
zione propria delle relazioni (32) sono quindi associate co” coppie di matrici
canoniche. ' ‘

Segue anche di qui che la pii generale soluzione propria delle (32) si
ottiene dalle prime delle (30), quando sia X la piu generale matrice cano-
nica per le righe di D (w), Y una particolare per le colonne (o inversamente,
il che & lo stesso); una tal soluzione contiene quindi linearmente ed omo-

genamente N =mn, + 2 (n, +n, ---+n,) parametri arbitrari.
E anche chiaro, che quando tutti i divisori P,, P,,..., P, abbiano il

1.° grado (nel caso di WEIERSTRASS), le (26), del n.® 24 danno la pii generale
soluzione propria delle relazioni (32).

B
(ARES

26. Nel caso generale si ha un sistema notevole di soluzioni delle re-
lazioni (32) al modo seguente. _
Cerchiamo di soddisfare alle (32) stesse ponendo (indicando 3z il sim-
bolo di KRONECKER):

- ( )
Bp’te;a'ro d‘pg . stg)‘l"’fd ? ( (33)
(pyo=1,2,...,m; {=0,1,.,¢6g¢—1;, 7=0,1,.., s gs — 1) 5
essendo le S delle quantitda da determinare. Per f{, = — 1, si ha intanto
dalle (33):
5@ =0, per sp<eogp—1; (34).
4

le (32) diventano poi identiche per P, =w; per P, -| o diventano semplice-

mente: -
S(o) S

Thgp=1 7 gt
o~ a, o,
(h=epep+1,...,2ea—1; u=1,2,,..,00—1; p=1,2,..., m)
-e si soddisfa ad esse ponendo:
S;fy)n+u—1 = A‘f) . agz—u s
con: ) (34).

=0, 1 go—1; h=0,1,...,205—1; AP=0, per h<es; p=1,2,..,m.

Con queste posizioni il determinante | Bprgors| si riduce al prodotto
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sard quindi diverso da zero, quando, per Pp=-o, si prenda A® = 0, e per
e
Pp = si prenda S© - 0,
0

Otteniamo in questo modo una soluzione delle (32), la quale contiene

ne

Ezzl“p ep parametri arbitrari. Per una tale soluzione le (30) e (31) diventano:
B""e;"”e = Aeyte;ﬂﬂa =0, per p=-g0;
(s o=1,...,m; =0, 1,..., pgo—1; 7 =0, 1,..., € gs — 1)
Be,ugse’vg = Al a;i)_t, con up+vp=hge+1t—1;
(e=1, 2,..., m;up, v,=0,1,..., 00— 1) (35)
Ae’vye+u;gfv'ge+u' = A(;f) : a’;};)—t+1 — A(g-)l-v‘+1 a;g;_u a;,ee)__un
per (q—{— V)go-+u—+u'=hg,+t—1et>0, cioeperu—+u- g—1;

( ’
A?)”99+“;Q,U'g(,+“' = A'L(:;-l)' a,gé') - A(é’-)i-v'+1 a’gg—u ° a;?—u" per u + U = g - 1' |
Per P, = o si ha semplicemente:

Be,tg;u,ra = Ae,te;a,'re =0, per p -9, (f‘, =1, 2,..., /'n);

= Slo)

Boagony g0 0

A%”“git”"g == S”t’_l-ve_l, (5§§)=0 == 0 p@r .Sp < eP _ 1).
Consideriamo il caso particolarissimo in cui si abbia:
AD =0, per h-| e (0o per P,—o sia S@=0, per s | e,—1),
essendo sempre A(gg -1-0 (‘95;’_1 -]-0). La soluzione corrispondente delle (32)

si dird la loro soluzione principale e due malrici canoniche associate ad essa
si diranno semplicemente associate. Le (39) in questo caso diventano:

B?at9§“,70' = Ae!te§¢y70 = 0 per P I G;
Bg,ue;g,ve = Shée . .A.‘(f) . agg_t . per Up +’Up = h/gp + t— 1 N
Ac,ogg-[-u;g,v’ge-l-u' == A(ei,) , Shee a‘(g{;)—t-}-l - bu+o’+1,e<, a’;i,)—u CI/}]%)_“, E
per t>0, cioe u-t+u'=| g—1;

 (35)*
Ae,vgg+me’v'y<.+”' = Agg)’ 80_,_,,.,% alp) — 3,,_|_!,,_,_,,e9 afge;)_u ag’g_u. ‘
per t=0,ciotu+u'=g—1;
(e=1,2,...,m;v, up=0,1,..., egp—1; u, w' =0, 1,..., go —1;
v, V=0,1,..., ¢—1) /
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e per P=w:
B{’7t9;orro: A(’?te;a’ra - 0’ per Pklh o)

(o, o=1,2...,m; tp=0,1,...,€g—1;7%«=0,1,..., ags—1)

o

(35)*
_ (o) - _
= 8“9"'”9’96-1 . ~f§£’)’ 5 Aé’r“g;(””g - 8”9"'”9’&9 .3

(e=1,2,..., m; up, v,=0, 1,...,6,— 1)

Scriviamo le (35)* anche nel caso che P, abbia il primo grado e sia
P,=w—wp (con wp —|- 0). Abbiamo allora g, =1, ag;) = —wp ¢ prendendo
Al — — i, otteniamo le relazioni:

4 Wp

N
Bougspry = Sugtrpep=t5 Aougiong = dutepay 0o Suptupe,—13 (3b)**

(e=1,2,..., m; up, vp=0,..., ep— 1)

che contengono le precedenti (per S(e%) =1) e coincidono colle (28) del n.® 24,

nelle quali si sia fatto w, = wp.
Facciamo ancora un’osservazione. Siano |2l |, | y7%| due matrici ca-

noniche, per le righe e per le colonne di D (), tra loro associate e si dicano
X, YD (4, k=1,2,...,p 06=1,2,..., m) i polinomi corrispondenti.
Dalla (16)*** del n.c 23 e dalle (35)* si traggono le identitd notevolissime
C(Y°, Xr)=— 3,,0.Ag<;) P Doy, (5 6=1,2,..., m)
(Pe-|=0) ¢ (36)
con P, = P, — 0¥ = af?) w9e~1 + afp) o;gg—Q + e, ag’; ;
e per Pr=uo, .%gz’: 1, semplicemente:

C(Y7, XP) = 3y %, (36)

Osserviamo infine che & possibile, in modo molto semplice, trarre dai
due sistemi canonici particolari definiti al n.° 19, due sistemi canonici (e
quindi due matrici canoniche) associati. Si determinino infatti dei polinomi
-Mp, Np (p=1, 2,..., m) definiti rispetto al modulo P,* dalle congruenze:
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essendo @, definito dalla (6) del n.? 19, fattovi « = ed analoghe. Posto:
XP=MXP, YO=N,T® (mod PY), (6=1,2,..., m)

v

saranno X', Y® due sistemi canonici associati.

RIDUZIONE A FORMA CANONICA DI UN FASCIO DI FORME BILINEARIL.
IL TEOREMA DI WEIERSTRASS.

27. Siano:
A (u, ru) — ;ik @ W; U,y B (% U) = Za- bil- u; v, (37)
T

due forme bilineari in due serie di » variabili «,, u,,..., »,; v, 0,,..., v,,
la seconda delle guali abbia il determinante |b, [ diverso da zero. Il deter-
minante :

D(wy=|a, —wb,|, (f k=1,2,..., n)
si dird il determinante del fascio 4 —w B. Sia R un campo determinato di
razionalita -(che contiene le a,, b,) e si decomponga, nel campo R, il de-
terminante D nel suoi divisori elementari al modo seguente:

D (@) =(—1)"| by|. Pt Pg... Pop
con: Pp=w0+aglmge—1+...+a§3, (b=1,2,.... m).
Sia inoltre : '
BPrtF'»""’t” (?’ o=1 Qw‘-, " ; tp=0, 13---; ePgP_i; To=—’0, 1,..-, 6«96“1)

una soluzione propria (appartenente ad R) delle relazioni fondamentali (32)
€ siano:
X—:‘]m,g;‘e], Y=|y>%

due matrici canoniche, 'una per le righe, I'altra per le colonne di D (w), as-
sociate alla soluzione stessa.
Assumiamo, invece delle u, v, delle nuove variabili 7z, Cozo, Mediante le
formule: '
m eggp—1
Wy == ;P }‘;tp Y8 Mot )
- @t k=1,2,..., n); (38)

TR
U = %p %tp xSte Cp,tg ’
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per un tale cambiamento di variabili le forme A (uwv), B(uv) ed il fascio
4 — o B si mutano rispettivamente in

Awo)= A0 = X Aptyor, ety Corys
B (uv)= B(nC) = X Byt or, tet, Lory; 2

A(wv)—oB@o)=4(1l)—o B (1) =3 (detyor, — © Betyor,) ety lory ; s

(e o=1,2,..., m; L=0,1,..., epgp—1; 7, 6=0, 1,..., esgo— 1);

(39)

e per le (31), (32) del n.® 25 ¢ coefficienti dipendono soltanto dalla soluzione
considerata By oy, delle (32) stesse.
La (39) si dird la forma canonica del fascio di forme bilineari:

A(uwv) — o B(uv),

associato alla soluzione Botyoq,.

Abbiamo cosi il teorema:

Se (Betg:ma) ¢ una soluzione qualunque (propria) delle relazioni fonda-
mentali (32) del n.° 25, il fascio di forme bilineari:

A(uv) —oBuv)= (0, —ob,)u v,
1

pud (in coN modi) ridursi alla forma canowica, associata alla soluzione con-
siderata:

A (n Z) —oB(n{)= 2: (Ae,te;a,ra — o Be,te;ma) Mot Za’ra’

nella quale le Ae,ge;g,,a si esprimono per la Be,te;ma nel modo dato dalle rela-
zions (31).

Il risultato ottenuto pud invertirsi al modo seguente.

Sia ancora Be,ge;a,,a una soluzione propria delle (32), ed il cambiamento

(38) di variabili riduca il fascio 4 — o B alla forma (39), essendo le dyzy07,
espresse per le B?’tgw"[o‘ mediante le (31); allora, per quanto abbiam visto al

" n.° 25, saranno le matrici | X| ed | Y| due matrici canoniche, per le righe e
le colonne di D (), associate alla soluzione considerata.
Ora i risultati del n.° 26 ci danno il modo di determinare infinite solu-
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zioni proprie delle relazioni (32) (quando i divisori P, sian lineari, dal n.° 2%
ne abbiamo tutte le soluzioni); sappiamo inoltre (n.° 10) costruire la piu
generale matrice canonica per le righe di D (@), dopo di che le prime tra (30)
del n.° 25 determinano razionalmente la matrice canonica Y associata. Ab-
biamo dunque:

La pii generale trasformazione di variabili che riduce il fascio A — o B
alla forma canonica associate ad una soluzione propria delle relazioni (32)
si ha considerando due wmaltrici canoniche, per le righe e colonne di D (v),
associate alla soluzione stessa.

Una tale trasformazione di variabili é determinabile razionalmente e con-
tiene

N:no—{_g(nl_i_n?—{_"‘nn)

parametri arbitrari, essendo n.(r=20, 1,..., n) il grado del m. ¢. d. D, (») di
tutti i minori di ordine n—» del determinante D (v) del fascio.

28. Dal teorema dimostrato segue, come corollario immediato, il feo-
rema di WEIERSTRASS (¥):

Condizione necessaria e sufficiente perché due fasci di forme bilineari
in due serie di n variabili, i cui determinanti non siano identicamente nulli,
siano equivalenti, & che i determinanti dei due fasci abbiano gli stessi divi-
sori elementari. .

Due fasci di forme bilineari 4 — e B, A'— o B’ si dicono, come & neoto,
equivalenti, quando esiste una trasformazione di variabili, indipendente da o,
che muta la forma generica 4 —o B del 1° fascio nella 4"— o B’ del se-
condo, corrispondente allo stesso valore di o. L’ipotesi che i determinanti
delle due forme B, B’ siano diversi da zero, & inoltre, come subito si rico-
nosce, equivalente all’altra che i determinanti dei due fasci non siano iden-
ticamente nulli (**).

PN

Cio premesso, & ehiaro che la cendizione enunciata nel teorema di
WEIERSTRASS & necessaria per 'equivalenza dei due fasci 4 — o B, 4'— o B;
dimostriamone la sufficienza.

Siano D (0), D' (w) i determinanti dei due fasci; poiché essi hanno, per

ipotesi, gli stessi divisori elementari, avranno comuni le relazioni fondamen-

(*) Cf. Murs, L. c., pag. 61.
(**) Cf. MurH, L. c., pag. 84.
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tali (32) e.le (31) del n.e 25 e quindi anche le soluzioni relative. Fissata una
qualunque soluzione (propria) Bpt,ers delle relazioni stesse, & possibile ri-
durre (in modo razionale) 'uno e l'altro fascio alla forma canonica asso-
ciata alla soluzione considerata; i due fasci sono dunque equivalenti. E inoltre
chiaro che:

Si puod determinare, in modo razionale, la pii generale trasformazione
dell'uno nell’altro fascio. Una tale trasformazione contiene

N=mn,+2(n, +n,+---+mn,)
parametri arbitrart. . .

Se infatti S & la pitt generale trasformazione di variabili (data dalle (38))
che porta il fascio 4 — o B nella forma canonica (39), T, una particolare
che porta il fascio 4'— o B’ nella stessa forma canonica, la pilt generale
trasformazione che porta il fascio 4 — o B nell’altro 4'— o B’ sara data da
S T il che dimostra quanto abbiamo affermato.

Facciamo ancora 'osservazione seguente.

Siano P, P, ,..., P, dei polinomi in o, uguali o diversi, primi nel campo R,
dei gradi g,, 9:,..., g, ed indicando con e,,e,,..., e, dei numeri interi non
minori di uno, si ponga n=e, g, +e,¢9,+ -+ e, g.,; si considerino quindi
le relazioni (32) del n.° 25 (dove le a® hanno i valori corrispondenti al po-
linomio P, (p= 1, 2,..., m)) e ne sia Bpzeers una soluzione propria, affatto
arbitraria (ad es. determinata come al n.° 26). Il fascio (39) di forme bili-
neari nelle variabili » e { ha i divisori elementari P», Pg,..., P Consi-
deriamo infatti il determinante del fascio ed aggiungiamo alla colonna (p, 0)
di esso le colonne (p, v gp -+ u) moltiplicate per

WP, (0=0,1,..., —1;u=0,1,..., g—1; p=1,2,..., m);
la colonna (p, 0), per le (31) del n.e 25, verra a contenere il fattore Pge (cfr.

n.° 3), donde, poiche f],, ep gp = n, ordine del determinante, segue senz’altro
1 : .
la nostra asserzione)
Abbiamo cosi il risultato: . .
Siano P, P,,..., P, dei polinomi in o, uguali o diversi, dei gradi
Gis 9o sev vy Guy, primi nel campo R (ma del resto affatto arbitrart) e siano
€,€,. .-, ¢, dei numeri interi mon minori di uno, e 8i ponga:

n=e g, +eg+,..., + ¢€.9.
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Esistono infiniti fasci di forme bilineari in due serie di n variabili, che hanno
i divisori elementari Py, Pg,..., Pi™ (¥).

29. E da osservare in modo speciale la forma canonica del fascio
A — o B, associata alla soluzione principale delle relazioni (32). Questa forma
si dird semplicemente canonica. Le (35)* del n.° 26 danno:

n

A@Y) —0B (1l = S ARIA® (10 —w B® (1)) (10)
essendo, per P, |- w:

o Yd gg { g
AP(1{)—aB?(x 5):%“, (“’(53-&1 —o a;eg_t) B@(n ) — %;u P@ (n) sz)_w—i )

B (0 0) =Y, npug Cpmes CONUp+Vp=es0p+t— 1;up, 0,=0, 1,..., €0 gp—1;

(41)
Bi{,’_l (n,0)=0, per e=1;
99_1 v go—1 "

- [N ¢ — \} .

Pss) (n) o }(.)h a!(l?_t ne-“ge“’ P-S)e, (‘) - ‘Dz‘ a(g&’;__f SPyrgpte
e convenendo insieme di porre aff) = “f;‘;)-m =0; per P,= o si ha invece sem-

plicemente (facendo Sg;’ =1): '

eg—1 e%—l .

B(H (ﬂ C) = %w 'npu Cp.ee—u—l; A(F) .(7]’ C) = ﬁ‘“ ﬂp,u cP?ee—u' (41)

Abbiamo quindi:
Il fascio A (n{)— o B(n{) si decompone nella somma di m fasci:

AP (1) —o BP (L), (p=1,2,..., m),

corrispondenti ai singoli divisori elementari del determinante D (»). Il fascio
corrispondente al divisore elementare P, di grado epg,, contiene due serie

di e, gp variabili npu,, Lowys (g, 0 =0, 1,..., eogp—1) ed ha la forma ri-
dotta data dalle (41), (41) (**).

(*) Cf. MuTs, L c., pag. 86.

(**) 11 decomporsi il fasecio 4 — e B negli m fasci Ae) —w B & evidentemente conse-
guenza delle sole:

Be,te;a,‘ruﬁo, (Pya=1’ %’”-7 m; P°l=ca To =0’ 11“" € ge—l; ‘l'a=0, 1""760 go _1)'
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30, Consideriamo infine aleuni casi particolari.
a) 11 divisore P, sia lineare, Pp=o—a, (con w,—|-0). Facendo
Ag;) = —%, si ha semplicemente (*):
/]
A_ge; (AP — w B®) = (0p — ©) (1p, C(,,eg_i —+ Mgy ‘C_e,ee_Z e e Coo) s
2)
-+ ('npx Cg,ee_x —+ Tips Ce,ee_z S+t 'nq,ee_x Z.Px)

(e la seconda parte mancheri per e,—1); e questa forma, come & chiaro
dalla (41), comprende anche il caso di w, =0, cioe¢ di P= .
b) 1l divisore P, abbia il 2.° grado, e sia:

. . Pp =o'+ af) o - a),
®1 ha in tal caso:

AY — o B = — ag’)'b) ('ﬂpo Ce,&eg_l +'ﬂp1 (g,?ee_z + te + 'ﬂe,‘Zee_l Zpo)
"I_ (ag’) -— a/(le) (y)) (npl Ce,%e_l + ‘npg Ze,@,ee_2 + e + 'n(),gee—l ZPL)

. . . AN
-+ a, (ﬂpz Z.Q,Qee_l -+ fips 7;9,299_2 44 ﬂp,Qeg_x zpz) ('LQ)
e,—1

— .0‘ (0 1,20+ 0P 0 1) (@40 S 0o p—u—ty =+ A L 200, —1)

(ed il terzo termine mancherd per e, =1).

c) 11 divisare P, abbia un grado arbitraria g, e sia e,— 1. E in questo
caso Bse‘i (n{)=0 e si ha:

A® — o B = — aff; o (15 Ce,ge—l —+ Moy Z-o,ge—ﬁ T+ Mg, Geo)
-+ (“Ef; - a,(;eg—1 w) (7‘91 59,99_1 —+ Yips ze,g—z R Ng,gg—1 C.pl)
"
+ (@p) — alp) ©) g, Lpgs — (42)

- (‘”(19) T‘e,ye—x —+ 0/&9) "19,99_2 i ag;z "ﬂp,o)-
7
(a’(le) Ceyge—l + 0!/&4’) S0:gg—2 o R o a'ifg Z.po).

d) Quando tutti i divisori P, abbiano il 1.° grado e sia e,=1, (p = 1,
2,..., m) e quindi il determinante D decomposto nei suoi divisori elemen-

(*y Cf. Muts, p. 82.
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tarl sia:

D () = (— 1) | b | I:;,, (0— o),

ponendo per brevitd np, = np, Loy =104 (e=1, 2,..., 1) € facendo (per w, | O
I Py Sp e \P p P )

1 . C ..
Agg) =——>si ha la forma semplicissima :
o

Al —owB) =$p (wp — ©) 1p L. (42)"

Inversamente questa forma puo aversi soltanto in questo caso (*).
¢) Una tal forma si ha in particolare quando sia a,, =0, (i,k=1, 2,..., n)
e |b.|=| 0. E infatti allora Pp=w, per p=1, 2,..., n. Si ha cosi il teorema
(cfr. n.' 8, ¢) e 12, d)):
Qualunque forma bilineare B in due serie di n variabili, il cui delermi-
nante sia diverso da zero, puo trasformarsi, tn infiniti modi, nella forma unitc:

E:mz‘gﬂ—mzs'*" o4, L.

La pite generale di lali trasformazioni é delerminabile razionalinenle e
contiene n* parametri arbitrari.

* Cf. Murs, L c., pag. 93.
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On a class of periodic solutions in the problem
of four bodies.

(By E. O. LoverT, & Princeton, New Jersey).

In a recent number of the Annali Mr. G. Pavanivt (*) has constructed
a new category of periodic solutions of the problem of three bodies. It is
the object of the present note to write out the corresponding solutions for
a case of the problem of four bodies which was the subject of a short study
published in a previous volume of this journal (**).

Consider three finite bodies P,, P,, P,, of masses m,, m,, m, respect-
ively, in motion according to one of the Langrangian equilateral triangle so-
lutions of the problem of three bodies. Let the order of magnitude of the
three bodies be

My = Wy, =M, (1)
and take

P,P,=P,P,—=P, P, —1. ()

Let «, y, #z be the coordinates of an infinitesimal body @, referred to a
system of rectangular axes whose origin is at P,, the x-axis coinciding with
P, P,, and the y-axis lying in the plane P, P, P,.

The equations of motion of a particle (X, Y, Z) referred to rectangular
axes rotating with angular velocity » about the Z-axis, under the influence

(*) PavaniNg, Sopra una nuova categoria di soluzioni periodiche nel problema dei tre corpi.
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII, pp. 179-203.

(**) Loverr, Singular trajectories in the restricted problem of four bodies. Ibid., Vol. XI,
pp. 18
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328 Lovelt: On a class of periodic solutions

of forces whose potential is U, are

d [dX . d oU
ﬁ?(aﬁs““)“ (37+”X)—,x’
d.

ay .
dt( +n4)+n( nY,zﬁ—Y’ (3)
ddz_oU
at dt 97

If in the present pfoblem the origin be taken at the center of inertia
of the rotating system P, P, P,, with the X-axis parallel to P, P, and the

Y-axis in the plane P, P, P,, the coordinates of the infinitesimal body @
become

S T N my I3 .,
X=w 2 (m, + m, + ) Y=y 3 (i, + n, - my) Z=z; (4
we have further
n =m, 1+ m, -+ m,; (®)
hence the equations of motion of the particle become
ax dy . 2m, +m, oU
Tl TR e e v
@y de  , 3 oU /
dt2+2 T =N y——Q—ma—kaky, \ (6)
dz__oU ,
e bz '

Now let p,, ¢,, s be the tripolar coordinates of the point Q referred to
P, P,, P, as poles; then

ol ="+ y" 42,
2= (x— 1)+ 9y 427
( 1) 2 Y \B 2 (7)
93———( — \2)+(l ——'Q—)‘{—Z ;
and if we put
1
():——-@n (9624’\!)“—L Qmo—ﬁ—ms)m——ﬁmsy+ +%ﬁ +%’ (8)
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the equations of motion (6) can be written

a’x dy 00

Tl TRt T

d*y de 00

@s_00

. a0z
Observing that

we find after an easy reduction that the function @ may be made to assume
the form

6.0 = (m, 4 m, 4 mo) (¢} (pf — i — 1)+ i (i —pi — 1) +
' i=3 1
+ = — 1))+ G (4 + constant ()

i=1 ]

This corresponds to DarwiN’s symmetrical form

20 = m, (p?—{— %) —+m, (p§+ 92) (12)
of the force-function for the restricted problem of three bodies in the plane.
If the infinitesimal body moves in the plane of the finite bodies, the quantity
within the brackets of (11) vanishes, and the similarity of (11) and (12) is
immediately evident.

Consider now the particular case where

1 1 1
m1=§+y-, 1nz='§’ My = 3 — (13)
we have then
nw=1. (14)

and the equations (9) become

@a _gdy_09 &y  gde_9o dz_09
ar dt  dx At dt 9y df 9z

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 44

(15)
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If we put
rx=u,, Y =%y, 2=w3;
dx dy . dz |
d_t—y_y” W‘*—w—ye, d_t-y“ ’ (16)

F = (g @)+ (g — w3 — 9

the equations of motion (15) may be written in the canonical form as
follows
de, 0F dy,__ 9F
at ~ ty,

dat = dw,

. (6=1, 2, 3).. (17)

The equations (15) and (17) may now be studied in precisely the same
manner as the equations (1) and (1') of PavanNiNr's memoir.
In fact if we take up first the case in which p. =0 we have

1
My, = My —=my; = —3— >

1 (18)
OP1=OP2=0P3=§\/§.

The resultant attraction of P,, P,, P, on @ in this case will be always di-
rected along the z-axis. If we suppose further that the infinitesimal body is
initially on the z-axis with initial velocity directed along that axis, the mo-
tion of @ will be defined by the equations

x=y=0, )
zu - a_(_z ; (19)
Yy )
where
1
o=, (20)
and
T=P‘=92293='v%+z2\. (Ql)
We have then :
WO 22)
(14-32%)°
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1

from which we derive the equation

1 e V3

8 =———1E, 23
9 \/1—{-3z2+ 23)

where E, a constant of integration, is the total energy.

The equation (23) expresses the manner in which the velocity of @
varies with respect to the position of @ and the total energy E.

We satisfy ourselves without difficulty that the only values to be attri-
buted to the total energy are those which are included in the inequalities

—\/3<E<NO. (24)

Following Pavaninr’s lead it is now a simple matter to show that the
motion of @ along the z-axis is periodic between two points

V3—E® -

—_ = a,nd. — 2z ’ QO

T 3E ’ ®)

symmetrically placed with 'respect to the origin, and the period of the mo-

tion is determined at the same time by a mere numerical change in Pava-

NINI'S reckoning.
To this end put
1 E
— — —_— 26
Tirss 2t3y3 (26)

whence, by the aid of (23), it appears that

D _Blo+—=) V2B —2(VS+——)p— 5 B, —1]- (@7
at =Vl V2V V +305)2 7 3 Ela (27)

Introduce an auxiliary variable defined by the differential equation

d _
ﬁ:\/ﬁ\/3p3—gzp—g“ (28)
in which
- B L (B .
gz—Q(\/i)_}‘g\/g)’ g3—§E(Q7_1)3 (29)

this is equivalent to regarding p as a Weierstrassian elliptic function whose
invariants are g, and g,; and hence p is a doubly periodic function of u.
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Remarking that the roots of the equation

(“%)2: 0 (30)

arranged in order of magnitude are

E 2 ( E) _
__1 2-=7_117, = — 1 — > 31
33 “ T3l ° NG G1)

we see that it is always possible to determine the periods 2w and 2e’ of p,
and in fact by the formulae

-”"m ’ -r!-m
dp o ' dp _ (32)

wze;' Ve \/§p3—g2p—g3’ 7:_4 V2V3p' —g.p— g,

[t follows-readily from (26) that we have as in PavaNiNr's problem
e =p=e,, (33)
and from the parallelogram of periods that

w=o+&, (34)

where £ is a real variable.
From (27) and (28) we have

\/§t=ﬁ—d%+o; (35)
Pr5s \/3)

to evaluate this quadrature in terms of elliptic functions we employ the
substitution

M=—_% (36)

and after a reduction differing only in numerical details from the process
worked out by Pavanini we find

Git=—

’

pv(lo M_Quzv)_ﬂ_
po G (u—v) pu—po

—quz+ \/a+o (37)
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The formula (37) differs from PavaNizrs in but two numerical particu-
lars: — in his the coefficient of { is 2 and the divisor of the last term
in » is 6.

Finally we have the period of z in the form

4 \p'e
\/gplg’v'plv

(nv—wﬁv)—‘n:—l—%n (38)

where n is Co.

All the remaining results of Pavaninr's memoir for the case v.=0 are,
with slight modifications, applicable to the problem in hand here.

When p. is different from zero the parallel is quite as close, the only
deviations being in the coefficients of the equations of the variations: we
are then in a position to conclude from a study of equations (17) similar
to Pavaninr’s discussion of his equations (1°), that the problem of this note
admits of a doubly infinite number of periodic solutions, the arbitrary ele-

ments defining them being, for example, the origin of time and the total
energy.
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