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Die Normalform des allgemeinen Wurzelausdrucks 
und ihre Eigenschaften. 

Von 

Dr. GOTTL'. FRIEDR. LIPPS 
iu Straseburg (Elartee). 

IZI. Die Eigenschaften der  allgemeinen Normalform. 

$ 1 Nachdem die vorbereitenden speciellen Falle erledigt sind, 
konnen jetzt die Grade n, , n2 . . . n, der Einheitswurzeln ganz beliebig 
gewahlt werden. 

Rezeichnet n l k  den grosdien gemeinsamen Theiler zweier Zahlen rzl 

und nk, so dass n l k  = atz; 1211 - n A ,  so kann in den Equivalenten Symbolen 

gesetzt merden: 
"2 "v i l  - i v k n  

1) 
V z k = E n ,  " I k . & , ,  " 2 k . . . r n y  V k  

Denn der kleinste Exponent einer Potenz von E , ~ ,  die eine Einheits- 
wurzel Tom Grade nk darstellen soll, ist  (von der Nul1 abgesehen): n d / n ~ k ,  

so dass: " k  - -- 

2) &"Ak , &  % k .  
"A- "k 

Es stellt daher qnk in allgemeinster Form eine Einheitswurzel Yom 
Grade dar, nsmlich: 

"t nk 
t i r G  + i 2 r - + . i v r  

3) "2 k  
Tnl; - 

Die Grossen iAk Sind hier Zahlen aus der Reihe: 1, 2.. . n l k ;  sie 
müssen aber derart aus der Reihe dieser Zahlen gewahlt werden, dass 
die q n i . .  . qnv durch Einsetzen der successiven Potenzen 6 2 ,  E:.  . . E" an 

nv 
Stelle von r,, ,  E ,,.. . alle .rz, . lz, . . . n, Srsterne darstellen, die man aus 
den Einheitswurzeln vom Grade T+, n 2 . .  . nv bilden kann. Die i ik  müssen 
somit die Bedingung erfüllen, dass die v Congrueneen: 

Zsitscbnft f, Mathematik u.Physik. 39. Jahrg. 1894. 1. Heft 1 
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2 Die Normalform des allgem. Wurzelausdrucks u. ihre Eigonschaften. 

zugleich mit den n, . n, . . . r, Werthensystemen 

A1=1, 2...n1;...1v=11 2 . . . T t , ,  

alle r, . n, . . . n, Systeme von Werthen 

a, O, 1 . . .  n,-I(modn,); . . .  a,=O, l . . . n , - l ( m o d n , )  
darstollen. 

Dazu ist nothwendig und hinreichend, dass die v Systeme 

relativ prim zu nk und unabhangig von cinander seion. Sie sind aber 
unabhangig von einander, wcnn v - 1 beliebig gewihlte Congruenzen er- 
filllt werden und unter Festhalten dieser Congruenzenwerthe die noch 
iibrige Congruenz beliebig bestimmbar bleibt. 

Diese Bedingimg lasst sich detaillirter in  folgender A r t  formuliren: 

1 s t  p e i n e  P r i m z a h l ,  w e l c h e  i n  d e n  Z a h l e n  nu,, n ,,... nu,, u n d  
r 

n u r  i n  d i e s e n  a u f g e h t ,  w o  n ,,,... naP i r g e n d  w e l c h e  Z a h l e n  d e r  
R e i h e  n,, f i , . .  .n ,  d a r s t e l l e n ,  s o  m u s s  d e r  W e r t h  d e r  D e t e r m i n a n t e  

r e l a t i v  p r i m  z u  p, s e i n  u n d  e s  w i r d  s i c h  j e d e r  P r i m z a h l ,  d i e  i n  
Z a h l e n  a u s  d e r  R e i h e  n,, n,..:n, a u f g e h t ,  e i n e  s o l c h e  D e t e r -  
m i n a n t e  z u o r d n e n ,  d i e  b e z t i g l i c h  j e n e r  r e l a t i v p r i m s e i n  m u s s .  G e h t  
i n s b e s o n d e r e  e i n e  P r i m z a h l  n u r  i n  e i n e r  d e r  Z a h l e n  n,, n, . . . n, 
z. B. i n  la, a u f ,  so  . m u s s  ia, r e l a t i v  p r i m  z u  i h r  se in .  

Daraus l i s s t  sich auch die Anzahl der iiquivalenten Symbole bestimmen. 
Ich ziehe es jedoch Tor, auf folgendem Wege zur Kennlniss dieser Anzahl 
zu gelangen. 

5 2. 1 s t  eine Zahl f i  gleich dem Producte zweier relativer Prim- 
zahlen m und m', so ist jede Einheitswurzel E: darstellbar durch das 

Product EL.  c$, wo: 
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sein muss. Sind nun zwei Normalformen vorgelegt: 

1st farneï in  
,, , , 1." = 2 ' & : ' 1 .  . . :a+' nv * am,. . , a" 1 

ni =.nti .  mi', wo mi relativ prim zu mi' (i - 1, 2 . .  ,y) 
und setzt man: 

Ai p i ~ ? ~ i r  + m; (waod ni ) ;  ai- P i m i '  + Pi'rn, ( m ~ ~ d  ni) (i - 1, 2.. . v ) ,  

6 0  erhtilt man: 
E ~ l  m ' P j  c;'mi P l ' )  , 

X P . ~  + r I 8 m L  r v m /  +pvr7n, -z( M. 

? ,PL' . . .P ,! ,G 
E ? ~ ~  '"') . 9% m,,+ pi.rn, .. . i s y m , , , + , ~ ~ ~ m ,  - 

Dieser Normalform oïdnet sich sornit das Product 6) eindeutig zu. 

Sie kann direct durch dieses Product ersetzt werden, wenn man symbolisch 

darstellt. Iu  entsprechender Weise kann auch das die Fiinctionen der 
Normalform darstellende Symbol 

zerlegt werden. Diese Zerlegung hat  aber zur Polge, dass auch jedos 
aquivalente Sy rnbol 

F ( ~ n , i  7 % .  . ~ n , )  
durch 

darstellbar wird, B O  dass die Anzabl der Lquivalenten Symbole F(q,, ; q,. . . qn,) 
diirch das Product der Anzahlen angegoben wird, die man ftir die &qui- 
valenten Symbolo 

F ( ~ / v q  ; 7%. . . q m v )  und F(7nq'j  7%. . . . qrnv') 
erhllt. 

l* 
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4 Die NormalForm des allgem. Wurzelausdrucks u. ihre Eigenschaften. 

1 s t  n u n :  1 I Z ~  = pnl . r@I . su! ... 

u n d  s c h r e i b t  m a n  d e r  E i n f a c h h e i t  w s g e n  pi s t a t t  p"i, s t a t t  rei, 

si s t a t t  sui u. S. W., s o  z e r l e g t  s i c h  

F(E*, ; E , b  - -. €?IV) 

i n  da8 P r o d u c t :  

11) F ( E ~ ~ ;  E ~ ,  ... E ~ ~ ) .  F(E,.,; E , . ~ .  .. e,J . F ( E ~ , ;  E ~ ,  ... E ~ , )  . . . .  
E s  bleibt daher blos noch die Anzahl der Symbole zu ermitteln, 

die je einem der Factoren dieses Productes iiquivalent aind. Diese Anzahl 
wurde aber bei der Behandlung der durch besondere Annahmen modi- 
ficirten Normalformen a n  dritter Stelle gewonnen, wo die Voraussetzung 
gemacht war, dass die Zahlen la, ... a, Potenzen einer Primzahl p seien. 

. Man bezeichne demgemass die Exponenten der Potenzen pnl, pz%. .pnv, 
von welchen A einen von der Null verschiedenen Exponenten haben sollen, 
der Grosse nach geordnet durch 

I n  glsichor Weise vcrfahre man mit den Potenzen der übrigen Prim- 
zahlen, die i n  den Zahlen n,, f i , .  . .n ,  enthalten sind. 

Ebenso bezeichne man die Exponenten der Potenzen Y?', rcJ.. . . 1 - ? ~ ,  von 
welchen A' einen von der Null verschiedenen Werth haben sollen, der 
Grosse nach geordnet durch 

& 2 & 2 . . . > p ~ r >  1 
und nehme an ,  dass: 

/ ps - - - - = Bkl' = (p'lcil) 

'2b) ' 

p n j + ~  - Bk,'+% = - . . = j%,*+rt,' = ( ~ l l I c z l )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Bkl'+ ... k / - l + ~ = k l ' +  ... i v - , + ~ = - . m p i i ' +  ... k;=(P(')k:) 

( P ' k l 1 )  > (pr1k2') > . - - (B(''kv1) 2 1 
i 7cI1 + k,' + ... + k,' = nl. 
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Als  G e s a m m t z a h l  ü q u i v a l e n t e ï  S y m b o l e  f i n d e t  m a n  a l sdann :  

g 3. Kehrt man nun von den Symbolen 3' zu dem Systeme der 
Functionen der Normalform zurück, so ergiebt fiich, dass die Functionen 
ungeandert bleiben, wenn an Stelle der Einheitswureeln E.., E,, . . .en. die 
Einheitswurzeln T,,,, qn2.. , rlnv treten) wo 

und wo die i ~ k  die in 5) ausgesprochencn Bedingungen erfüllen mtissen. 
Es ist daber: 

... av 

a,... 

Den von den iak erfüllten Bedingungen zu Folge stellen aber die 
v Summen 

. a1 illcil -+ i l 2 5 c i 2  +. . -z1 , -c i ,  

'n12 f i l  v 

alle Systeme dar, die aus den bezüglich a,, nz ... f i u  incongruenten Zahlen 
gebildet werden konnen, wenn die or,, ci,. .. or, alle Werthensysteme der Zahlen 
1, 2 ... n,; 1, 2 . . .  L,; . . .  1, 2 . . .  12, durchlaufen. 

ES ist folglich 

.. a , .  uy 
- a  i , , a ,+  ... i l v A a v ;  ... i v l - u , +  ... i v ya , j  

"1 v "1 v 

wo die Indices der a auf ihre kleinsten positiven Werthe bezüglich der 
Nodulen ml ,  m2.. . lz, zu reduciren sind. 
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6 Die Normalform des allgem. Wurzclausdrucks u. ihre Eigenschaften. 

Die Relation 14) kann daher in folgende Form gebracht werden: 

Daraus i s t  gonau in dersolbon Weise wie in den früheren speciellen 
Falien ersichtlich, dass es Vertauschungen der a giebt, die das System 
der Functionen der Normalform unverandert lassen; zugleich kann in 
gleicher Weise wie früher nachgewiesen werden, dass es nur die durch 
die Lquivalenten Symbole bedingten Vertauschungen der a giebt, so lange 
keine Bedingungsgleichungen fü r  die a bestehen, die anderweitige Ver- 
tauschungen dcr n motiviren. 

E s  rosultirt somit folgender S$z, der die Eigenschaften der all- 
geineinen Normalforin eines aus v beliebigen Wurzelgr6ssen vom Grade 

ml ,  n, . . . lz gebildeten WuEzelausdrucks angiebt. 
D i e  n,.n,. . ..nu F u n c t i o n e n  d e r  N o r m a l f o r m :  

XA,. , . A v  = ~ E ~ ~ ~ .  . . E ~ ; ~ V .  a.. . . 
a, ... eV 

g e s t a t t o n  V e r t a u s c h u n g e n  d e r  n v o n  d e r  A r t ,  d a s s  a n  S t e l l e  
. n a l l e r  a d i e  a;,,,,+ ... ; l v ~ a y ; . . . l l v a l + . . . i , Y U v  t r e t e n ,  w o  d i e  

"'1 v "ll v 
I n d i c e s  d e r  a a u f  i h r e  k l e i n s t e n  p o s i t i v e n  W e r t h e  b e z ü g l i c h  
d e r  M o d u l e n  fi,, TL,. . .  n, z u  r e d u c i r e n  s i n d ,  wo f e r n e r  d i e  ink d i e  
i n  5) a n g e g e b e n e n  B e d i n g u n g e n  e r f u l l e n  m ü s s e n .  D i e  A n z a h l  
d i e s e r  V e r t a u s c h u n g e n  w i r d  d u r c h  d a s  P r o d u c t  13) a n g e g e b e n ,  
w o  d i e  z a h l o n t h e o r e t i s c h e  F u n c t i o n  

( p ( u ' k  1, p(="*J,  . . , p ( ~  @) kp) ; = kl + . . . kt,), 

d u r c h  1127) d e f i n i r t  w i r d .  Es  e x i s t i r e n  b l o s s  d i e  V e r t a u s c h u n g e n  
d e r  a n g e g e b e n e n  A r t ,  s o  l a n g e  k e i n e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  b e -  
s t e h e n ,  d i e  d a s H i n z u t r e t e n  w e i t e r e r V e r t a u s c h u n g e n  v e r a n l a s s e n .  

5 4. Dio Untersuchung der Eigenschaften dor Normalform gipfelt 
somit in der Erkenntniss, dass die Grossen a,, . , . vertauschbar sind. 

' 

Dadurch wird eine Beziehung dieser Untersuchungen zu der Theorie 
der Substitutionen gewonnen, die seit G a l o i s  grundlegendon Entdeckungen 
31s Ausgangspunkt für die Erforschung der Aufl6sbarkeitsbedingungen 
der algebraischen Gleichungen aient.* Es heruhen zwar die im Vor- 
- ~ - -  

* Vergl. Handbuch der hoheren Algebra von S e r r e t  II. I3d. - Trait6 des 
substitutions e t  des 6quations algébriques von J o r d a n .  Paris 1870. 
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stehenden gewonnenen Resultate nicht auf den Begriffen und Methoden der 
Substitutionentheorie, sie sind auch keineswegs der Einkleidung in das 
Gewand der Siibçtitutionentheorie bedürftig, sondern genügen in der oben 
gegebenen Form. E s  ist aber nothwendig aneugeben, in  wie weit die vor- 
stehenden Resultate ohne die Anlehnung a n  die Normalform auf Grund 
von rein substitutionentheore%ischen Untersuchungen bereits entwickelt 
wurden. 

Die Vertauschung der a,, , . .*,, mit don 

ist gleichwerthig der 8ubstitution der Indices a, . . . a,: 

Diese Snbstitutionen xeigen sich in der anslytischen Darstellungsform; 
es sind lineare Substitutionen, die eine Gruppe bilden, da die successive 
Ausführung zweier Substitutionen wieder eine lineare Substitution der- 
selben Art darstellt. 

Stellt man nLimlich die Substitution 17)  symbolisch durch 

darstellbar und es ist evident, dass die Bedingungen 5) ,  welche von jeder 
einzelnen Determinante der Formel 17b)  erf i l l t  werden miissen, auch von 
der das Product derselben darstellenden Determinante erfiillt werden. 

Lasst sich nun B O  mit Hilfe des Begriffs der Substitutionengruppe 
die Eigenschaft der Normalform dahin bestimmen, dass die Grosse ci,, . , . 
die Gruppe der linearen Substitutionen 17)  gestatten, so muse bemerkt 
werden, dass i n  der Theorie der Substitutionen als lineare Gruppe nur  die 
Gruppe der .nY Substitiitionen auftritt ,  die man aus 17) erhiilt, wenn 
12,- .n, - . . . - 12, = la gesetzt wird,  wonn man also die Normalform anf den 
an zweiter Stelle behandelten speciellen Fall des II. Capitels beschriinkt. Zum 

dar ,  so is t  das Resultat der successiven Ausführung zweier Substitutionen 
durch 

17 b) 

., nv il, ... tvl- 
n l v  

. I  "1 ., 
% I V -  . . Z y l  

ml v 

. 
. nv 1 i,, . . .2, 

. n, . nlu (a,, a 2 . . . a v )  
7 . l v - . . . 2 , v  

fil v 
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8 Die Normalform des allgem. Wurzclausdrucks u. ihre Eigenschaftcn. 
- ----,- ---.,------ - -------- - ,.----. 

Studium der allgemeinen Gruppe, zu welcher die Untersuchufig der Eigen- 
schaften der allgemeinen Normalform führte, scheint dagegen die Theorie der 
Substitutionen keine Veranlassung zu haben. Demgemass wird denn auch die 
Bedingung, welcher die i A k  einer Substitution vorn Grade .lzv genügen 
müsson und die Ordnung dicscr Gruppe, die durch p(m, v )  bezeichnet 
wurde, i n  den Darstellungen der Substitutionentheorie" angegeben. Die 
Ordnung der Gruppe vorn Grade pu, nZmlich cp(p, v), wo p eine Prim- 
zahl bedeutet, war  schon Ga1 ois*" bekannt. 

E s  zeigt sich somit, dass die aus v Einheitswurzeln eines und des- 
selben Grades gebildete Normalform ein bequemes Fundament zu Unter- 
suchungen über die lineare Substitutionengruppe vom Grade m bildet; 
ebenso i s t  bemerkenswcrth, dass die allgcmeinc Normalform als Grundlage 
dienen kann,  um die allgemeine Gruppe der linearen Substitutionen 17) 
einer Untersuchung leicht zuganglich zu machen. 

5 5. Ich erganze die Kenntniss von den Eigenschaften der n'ormal- 
form, indem ich Bedingungsgleichungen zwischen den a,, . . . ,, voraussetze 
und angebe, welcher Art diese Bedingungsgleichungen sein müssen, damit 
zu den oben gefundenen iioch andere Vertauschungen der a hinzutreten. 

D a  das System der Functionen XA, , . ,  2 ,  durch einc solche Ver- 
tauschung der a nicht geiindert werden soll, so müssen die Zr,. . , 2,  vor 
und nach der Substitution in irgend welche Reihenfolge gebracht und 
dann einzeln einander gleich gesetzt werden. Es entstehen so lz, n, . . . n, 
homogene und lineare Gleichungen zwischen den fi, rz, .. . f i ,  Grossen a,, . . . ,,, die 
indessen nicht unabhiingig von einander sein dürfen. Denn wtiren die Gleich- 
nngen unabhangig von einander, so müsste jedes a,,.,,,, gleich Nid1 sein 
und die vorausgesetzte Substitution wiire mit der Existenz der Normal- 
form nicht vertriiglich. 

Jede mit der Existenz der Normalform vertrzgliche Substitution hat 
somit eine Anzahl von l i n e  a r e n  und h o m o g e  n e n  Gleichungen zwischen den 
a,, ,. ,, im Gefolge, in welchen die Grossen a lediglich Einheitswurzeln zu 
Coefficienten haben. 

Daraus ziehe ich folgende Scblüsse: 

B e s t e h e n  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  z w i s c h e n  d e n  a,,,,,,y, d i e  
s i c h  n i c h t  a u f  h o m o g e n e  u n d  l i n e a r e  G l e i c h u n g e n  d e r  a n g e g e b e n e n  
A r t  r e d n c i r e n  l a s s e n ,  so e rh t ihon  s i e  n i c h t  d i e  V e r t a u s c h b a r -  
k e i t  d e r  a,, ...,,,; d i e  o b e n  g e f u n d e n e n  S t i t ze  b l e i b e n  d a h e r  i n  
v o l l e r  K r a f t  b e s t e h e n .  

* Vergl. J o r d a n ,  trait6 des substitutions etc. S. 91 flg. - N e t t o ,  Theorie 
der Substitutionen und ihre Anwendung auf die Algebra. Leipzig 1892. S. 150 flg. 

** Journal des mathématiques pures et  a p p l i q u h ;  tome X I ,  1846; p. 426. 
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S o l l e n  d i e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  d e r  a,,...a; v o n  d e n  E i n -  
h e i t s w u r z e l n  u n a b h t i n g i g  s e i n ,  s o  m i i s s e n  d i e  p e r m u t i r t e n  a,,.,..,, 
e i n a n d e r  g l e i c h  soin.  

Unter den homogenen und linearen Beding~n~sgleichungen zwischen den 
Grossen a,, . , ~ i n d  insbesondere diejenigen bemerkenswerth, durch welche 
einzelne Functionen der Normalform für  den ganzen Convergenzbereich der un- 
abhangigen Variablen einander gleich werden. Ih r  Vorhandensein führt zu der 
wichtigen Unterscheidung der Einheitswurzeln einer Normalform in w e s e n t -  
l i c h e  und u n w e s e n t l i c h e  E i n h e i t s w n r z e l n .  

Es soi eine Normalform vorgelegt mit den v + p Einheitswurzeln 
E , , ,  E ~ , .  .. E",,; E,,,,, cm.. . E ~ ~ ,  so dam: 

18) , , , , , l . . .  -2 . . E .  . P .  a , .  , . % p l  . . p p .  
ai.. .ay ,qi. .. "v "P 

Dio Grossen a sollen nun aber dcr Art bedingt sein, dass unter 
Pesthalten der Einheitswurzeln c i : .  . . die n, . n, . . . m, Functionen 
xq..,~~ 2, , . . .  (Li = 1, 2 .  . . ni; i - 1, 2 . .  . v )  irn Allgemeinen alle ver- 
schieden sind, dass ferner der Uebergang von einem Systeme der Potenzen 
von E ,,,,, E ~ .  . . E,,, zu einem anderen Systeme das Sgstem der al . f i , .  . .n, 

P 
Functionen z in keiner Weise, abgesehen von der Reihenfolge, verandert. 
Es k t  daher, wenn S den Inbegriff der den ml. .n, . . . a, Werthen- 
systemen A, - 1, 2.. .ml; A, - 1, 2.. .la,; . . . A, = 1, 2.. . f i v  zugehorenden 
Functionen bedeutet 

fiir 1,' - 1 ,  2 . . . m, ; i - 1 , 2 . . . p ,  wo die Summe der rechten Seite den 
speciellen Werthen A/ - mi( i  =- 1, 2 .  . . p) entspriüht. 

S i n d  n u n  d i e  d u r c h  d i e  F o r m e l  19) a n g e d e u t e t e n  S y s t e m e  v o n  
l i n e a r e n  u n d  h o m o g e n e n  G l e i c h u n g e n  z w i s c h e n  d e n  a ,,.,., y p  ,... p, 
e r f ü l l t ,  s o  n e n n e  i c h  d i e  v E i n h e i t s w u r z e l n  E,,, E,, . . . enV w e s e n t -  
l i c h e  E i n h e i t s w u r z e l n ,  d a  s i e  d i e  V i e l d e u t i g k e i t  d e r  N o r m a l -  
f o r m  w e s e n t l i c h  b e d i n g e n ;  d i e  p E i n h e i t s w u r z e l n  &,, , E",,. . . E ~ , ,  

s o l l e n  d a g e g e n  u n w e s e n t l i c h e  E i n h e i t s w u r z e l n  h o i s s e n ,  d a  d e r  
U s b e r g a n g  v o n  e i n e m  W e r t h e n s y s t e r n s  d e r  r;:. .. 2;; z u  e i n e m  
a n d e r e n  z w a r  d i e  R e i h e n f o l g e  d e r  n, . n, .. . n, F u n c t i o n e n  d e r  
N o r m a l f o r m  r e r i i n d e r n  k a n n ,  a b e r  k e i n e  n e u e n  F u n c t i o n e n  z n  
d e n  v o r h a n d e n e n  h i n z u f ü g t .  

Die Bestimmung der unwesentlichen Einheitswurzeln, die zu beliebigen 
boreits gegebenen wesentlichen Einheitswurzeln hinzutreten konnen, kann 
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vollstandig nur durch eine Discussion der aus 19) sich ergebenden Systemen 
von linearen Gleichungen geleistet werden. Eine grosse Classe unwesent- 
licher Einheitswurxeln kann aber auf Grund der im Vorstehenden ent- 
wickelten Eigenschaften dor Normalform mit Leichtigkeit nngegeben werden. 

Eiierzu dient die unmittelbar ersichtliche Bemerkung, daas die Eigen- 
schaFten der n, . n, . . . nu Functjonen 

die in  dor Vertauschharkeit der Grossen a,, , . , ,, bestehen, in  keinor 
Weise dadurch gesndort werd.cn, dass 

gesetzt wird. Die Vertauschbarkeit der u,,. . . ,, selbst bleibt nach wie 
vor bestehen, da die aus 19) sich ergebenden Bediugungsgleichungen 
ihrer Natur  nach swar die a,, , . . a y , ~ ,  ... pp aber nicht die a,, ..,,, aolbst 
bcdingen. Es  k6nnen nun die Einheitswurzcln E,,, . . E,/, von solchor Art 
vorausgesetzt worden, dass das Einsetzen der successiven Potenzen 
si,', . . . si$ an Stelle von E ~ , .  . . tmp gerade solche Vertauschungen der 
a,, . . selbst hervorruft, die kraft der Eigenschaften der Functionen 
XA,. . .A,, gestattet sind. Trifft dieae Voraussetzung zu, so folçt für die 
unwesentlichen Einheitswurzeln, daas ihre Grade m,, m, . . . mp Theiler 
der Ordnung der Substitutionengruppe sein müssen, welche von den 
a,, gestattet wird, daos sie ferner hihhstens in  solcher Anzahl und 
von solchem Grade vorhauden sein kgnuen, d a ~ s  das Pruduct ihrer 
Grade gleich der Ordnung der Substitutionengruppe, mithin qleich der 
Gesammtzahl der Vertauschungen der a,, ist. 

E s  ist  zu beachten, dass dadurch bloa die Moglichkeit des Vorhsnden- 
seins solcher unwesentlicher Einheitswurzeln erwiesen is t ,  dass aber damit 
nicht gesagt k t ,  dass nicht auch andore Rinheitswurzoln als unwesentliche 
i n  der Normalform auftreten konnen. 
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II. 

Neue Grundlagen einer allgemeinen Zahlonlehre.* 

Von 

Dr. J. KRAUS 
in Darmstadt. 

Z w e i t e  A b h a n d l u n g .  

III. Ueber den  Zusammenhang zwischen den  Ziffern eines 

in zwei  beliebigen Zahlensystemen t~ u n d  U' dargestellten 
echten Bruches -. 

k 
g 10. 

Wir haben im vorigen Abschnitte'* unsere Entwicklungen auf die 
specielle Voraussetzung 

a A ~ - a i + i , ~ + ~  ( A , p = = l , 2 , 3 ,  ...) 
gegründet. Im gegenwartigen Capitcl sollen die dort angestellten Retracht- 
ungen auf den Fa11 

1) ~ A , U  = ai+n, p+n. .(A, p = 1, 2, 3,. . .), 
wo n und n' positive oder negative ganze Zahlcn bedeuten, ausgedehnt 
werden; das heiust, es sol1 untersucht werden, für  welche Werthe von 
n und n' diese Glcichung moglich ist und welche Wirkung ihr Bestehen 
auf die Fundamentalgleichung ausIibt. 

* Da wir gleichzeitig nehen den in vorliegender Zeitschrift erscheinenden 
Aufeiiteen eine besondere Schrift über denselben Gegenstend ausarbeiten, welche, 
bei Einordnung des vorhandenen Materials, die hier vorgetragenen Unterauchungen 
in zusammenhangender Darfitellung und von einfachen allgemeinen Gesiçhtspiinkten 
aus zu behandeln sucht, so wollen wir uns hier auf eine mehr skizzenartige Vor- 
führung der haupts%chlichsten der von uns erhaltenen Resultate beschranken. 
Viele Einzelheiten des sich in Fülle darbietenden Stoffes werden demgemass thcil- 
weise nur flüchtig berührt, theilweise bleiben sie überhaupt der vorerwiihnten 
ausführlicheren Darstellung vorbehalten. In dieser werden überdies von den hier 
befolgtcn zumeist abweichende Methoden zur Anwendunz kommen. Insbesondere 
werden die Beweise durchweg eine pracisere Fassung erhalten, aie es in der vor- 
liegenden, einer ersten Uebersicht gewidmeten Bearbeitung erforderlich erschien. 

** Die erste Abhandlung, auf die im Nachfolgendcn vielfach Bczug genommen 
wird, befindet sich im XXXVII. Bande (Jahrgang 1892) der Zeitschrift für Mathe- 
matik und Ehysik. 
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I n  Zhnlicher Weise, wie früher (§ 6), wird zunachst wieder, die 
Gleichung 1) als richtig vorausgesetzt, geschlossen, dass 

afzAL = a r ~ + n r , p + n ,  TA,,  = ri+n,p+nfr T r 2 p  = rr2+n',,u+n (L, 1,21 31 . - .), 
w i e  t i b e r h a u p t  a u s  j e d e r  d i e s e r  v i e r  G l e i c h u n g e n  s i c h  d i e  d r e i  
I i b r i g e n  a l s  n o t h w e n d i g e  F o l g e r u n g e n  e r g e b e n .  Weiier folgt 
aus l), genau wie früher : 

2) alp  = a ' ~ , , =  p + v n  (1, p, v = l , 2 ,3 , .  . .). 
8 

Es m6ge 6 die Anzahl der Ziffern der Periode des Bruches - im 
k 

Systeme a ,  6' ciiejenige im Systeme or' bedeuten, so wollen wir daftir in 
der Folge kurz sagen, die al ,  hiitten die Perioden 6 / 6'. Offenbar be- 
sitzen hiernach die a'ip die Perioden d'l S. Dies vorausgeschickt, findet . 
man mit Hilfe einer Betrachtung, die der im 5 7 angestellten durchaus 
entspricht, die folgenden Reziehungen hestatigt: 

3) anafn' - 1 = u k ,  

4) an(ar1af,  .. .a1,,),,+ (asAn+i ao- .+z. .  . a ~ ) ~ -  MG", 

wo der Einfachheit wegen die zweiten Indices 1 wieder weggelassen wurden. 
Umgekehrt ergeben sich aus 3) leicht die Gleichungen: 

al ,  = al+., p+nrr  rl,, - T A + , ,  ,+il.. .**; 
der im 8 7 S. 334 ausgesprochene Satz erweitert sich soniach, zunachst 
ftir positive Werthe von n und PZ', zu dern folgenden: 

, D i e  n o t h w e n d i g e  u n d  h i n r e i c h e n d e  B e d i n g u n g  f t i r  
d i e  E x i s t e n z  d e r  G l e i c h u n g  

a+ = al+n, p+nP (L! p = 1,2,3, . . .) 
i s t  d a s  B e s t e h e n  d e r  B e z i e h u n g  

- 1 - 21 k***, 
wo zc e i n e  p o s i t i v e  g a n z e  Z a h l  b e d e u t e t .  

E s  ware leicht, den Nachweis zu flihren, dass - von dem evidenten 
Falle r. = Vielf. v. 6, m' = Vielf. v. 6' abgcsehen - Gleichungen von der 
Form 3) m 6 g l i  c h sind, und auf diese Weise darzuthun, dass die nach- 
folgender? Untersuchungen, welche auf der Moglichkeit dieser Gleichung 
beruhen, nicht in der Luft schweben. Da uns jedoch dasselbe Resultat 
noch spiiter im 5 13 in Gestalt gewisser Umkehrungssatze entgegentreten 
wird, so begnügen wir uns hiar damit,  auf diesen Paragraphen zu verweisen. 

* Oder s'n'(ai a2 . . . an)a + (a'dl- na+ i a'& - n p  + z . . . a'de)d = us. 

** Bus Gleichung 10) des 1 7 folgt nanilich: 
r a ~  ~al- lu'p- l ,  PI+,, p + n S  zz ~ < u l - l ~ ~ ' p - l p r n c ~ ' n ' ( m ~ d  k); 

durch Subtraction leitet man aus diesen Congruenzen, bei Berücksichtigung von 3), 
unmittelbar die Gleichung r l f ,  = r 2 t n ,  p + n 8  her, ails welcher ohne Weiteres die 
übrigen folgen. 

*** Oder der Congruenz an or'n' r 1 (nzod E ) .  
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F, 11. 

Wenn die al, die Perioden 618, also die a;, diejenigen 6 ' (6 be- 
sitzen , B O  bestehen die Gleichungen : 

Wir setzen vorlaafig die Zahleil n und w' als positiv voraus und be- 
fassen uns zunachst wieder mit dem einfachsten der in Betracht kommenden 
Fiille, indem wir annehmen, dass sowohl lz prim zu 6, als auch n' prim 
zu 8: sein solle.* Setzt man dann in 2 ) ,  die Zulassigkeit der Gleichung 1) 
vorausgesetzt, fllr v den Werth 6 ein, so ergiebt sich mit Rticksicht auf 5): 

adp = aA+Lîn,pf d a ' -  al,,+Jn'. 

Hieraus folgt, dass B n '  ein Vielfaches von 8, also auch, da lz' und 6' 
prim unter einander sind, 6 ein Vielfaches von 8' sein muss. I n  ahdicher 
Weise wird auf Grund der Gleichung 

a f i p - a ' ~ + n ' , p + n  ( ~ , ~ ~ 1 ) 2 j 3 , . ~ - )  

geschlossen, dass auch umgekehrt d' ein Vielfaches von d sein muss. Dies 
ist aber nur mtiglich , wenn a = dl. 

Wir bezeichnen jetzt mit n, und m', die kleinsten positiven Reste 
von bezw. u n  und vw' nach dem Modul 8, so dass: 

6) u n =  n v ,  un'= n', (mod 6). 

Alsdann kann man die Gleichungen 2) auoh folgendermassen schreiben: 

7) al,= aa+.,, p + n o y l  a f l p -  a12+n',,, p+nY (A, P = 42, 3, .). 

Durchlkft  nun v ein vollstandiges System i n  Bezug auf 6 incongruenter 
Zahlen, etwe die Zahlen von 1 bis 13, so durchlaufen gleichzeitig auch ns und n', 
vollstandige Restesysteme. Dabei entspricht jedem Werthe von ein be- 
stimmter Werth von n',, und umgekehrt. Sollen n, und n', wiedsr relativ prim 
zu 8 sein, so is t  erforderlich und hinreichend, dass v prim zu 6 gewahlt werde. 
Wenn v alle Zahlen eines vollsthdigen Restesystems durchlluft, welche 

Haben unter dieser Voraussetzung n und n' einen von 1 verschiedenen 
groseten gemeinachaftlichen Theiler q r  und ist 

n = q N ,  V i = q N f ,  
ao folgt aus 

aRfi= aA+n, p+n'=al+qN,fi+qK', das heisst: 
a,+ = a l + r , q s , p + , q ~ l  ( A ,  p l  Y = 1, Zr 3, ...), 

wenn 9' BO gewahlt wird, dass v g ' E  I (mod 1) wird, bei r = q' leicht 

und umgekehrt. Der Theiler 9 kann daher in diesem Falle unterdrückt werden. 
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prim zu d sind, so nehmen hierbei sowohl die nu als auch die m', die 
Werthe aller zu 6 relativ primen Zahlen < 6 a n ,  und zwar jeden nur 
einmal. Die Zahlen n, und n', , die in  diesem Falle ein sogenanntes reducirtes 
Restesystem bilden, hlngen alsdann mit n und fi' durch die Congruenz 

die sich aus 6)  leicht ergiebt, zusarnmen. 
Die Gleichiingen 7) vermtigen, fa119 nv und A', beide prim zu d sind, 

die ursprtingliche Gleichung 1) vollstiindig zu ersetzen. Wie nitnlich jene 
Gleichungen aus 1 )  gefol'ert wurden, so lasst sich a,uch umgekehrt leicht 
nachweiseu, dass ihr Rcstehen das der Gleichung 1) zur Polge hat.* 

Nun kommt unter den Zahlen n, der Werth 1 einmal (und n u r  ein- 
mal) vor. Der entsprechende Werth von fi',, mage mit m' bezeichnet 
werden. Flihrt man diese speciellen Werthe in die erste der Gleichungen 7) 
ein, so verwandelt sie sich in:  

Ebenso kommt unter den Zahlen PZ', der Werth 1 ein einziges Mal 
vor. Bezeichnet man den zugehorigen Werth von n, mit wa, so ergiebt 
sich weiter die Gleichung: 

Aus 9) und 10) folgen ohne Weiteres die Gleichungen: 

Die Zahlen m und m' geniigen den Congruenzen: 

und daher auch der Congruenz: 

13) mm'- 1 (mod 8). 

Es entsteht jetzt die Frage,  wie sich die Fnndameiitalgleichung ge- 
s tal te t ,  wenn wir sie mit Gleichung 2) i n  Verbindung bringen. Nach dem 
oben Bemerkten kommt es auf dasselbc hinaus, ob wir dabci Gleichung 2) 
selbst benutzen, oder ob wir sie etma diirch 10) ersetzen. Im letzteren 
Falle ergiebt sich zunachst: 

* Aue 7) folgt nümlich: 
ai f i  = a2 + v 'n , ,  ,AL+ v'n'y (1, EL, y'= 1, 2, 3, . . .). 

Wahlt man uun, was nach der Voraussetzung (v prim zu 6) immer moglich ist, 
v' 80, dass die Congruenz v v ' ~  1 (mod d) 

erfiillt k t ,  BO folgt bei Berücksichtigung von 6 ) :  

alfi  = al+n, p+n ' .  
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a l ! ~ = u I - ~ , , ~ - ~ =  a a - 2 m , p - 2 = . . . = n ~ - ~ p - ~ ) m , ~  ( A ,  ~ = 1 , 2 , 3  ,... ), 
oder, indem wir wieder die zweiten Indices 1 nnterdr8cken: 

14) alb = a~,-(~-i),,,, a%, , , + I  = an-pm* (A, p - 1 , 2 , 3 , .  . .). 
In  tihnlicher Weise folgt : 

15) a ' p ~ = a ' F - ~ ~ - ~ ~ m ~ z  U ' ~ , Z + I = ~ ' ~ - ~ . , ~  (J.,p==l12,3 , . . .  ). 
Mit RUcksicht auf diese Beziehungen schreibt sich die Fundamental- 

gleichung c r ' u ~ ~ + a ' , ~ ~ + l = c r a ' , ~ + a a , , , + i  ( A , p = 1 , 2 , 3  ,...) 
jetzt folgendermassen : 

16) ~ ' ~ ~ - ~ ~ ~ - i ) r n + a ' p - ~ ~ , ~ ~ = a o ' , ~ - ( ~ - i ) ~ , ~ + u r - ~ ~ m  ( ~ , p = l , Z , 3 ,  ...) . 
Ftihrt man in dieser Gleichung itir A den Werth d ein,  so ergiebt ~ i c l i  : 

17) af~$-(, , - l ) rn + art, - cra:,+,, + (p = 1, 2,3,. . .). 
Aus Gründen der Symmetrie kann man hierflir auch schreiben: 

18) n'a, +, + U'J-,,. = au's -(, - i),, + a,** (p - 1,  2,3, . . .). 
Für  p = 1, 2, 3, .. . , 6 - 1, d liefert die Gleichung 17) das System 

folgender Gleichungen : 

18 a) 

a'ag + a', = ua',,+l + ad-, 

.  ad-^ + a', - uarm,+z + ad-zm 

C L ' U J - ~ ,  + afg = aa',!+3 + ad-s,,, 
. . . . . . . . . . , 

crlaam+ a'g-1 = crarm,-l + a, 

cr'a,, + a' 8 = ai arn,t + ad. 
\ 

Hatte man die Gleichung 18) zu Grunde gelegt, 80 wtirde man bei 
p = 1,2, 3,. . . , a dieselben Gleichungen wie in 18 a) erhalten haben, nur 
in anderer Anordnung. 

Es  k6nnte noch eingewendet werden, dass m6glicherweise wesentlich 
von einander verschiedene Algorithmen entstehen dadurch, dass man in 
Gleichung 16)  dem Index A andere und andere Werthe ertheilt. Dass dies 
jedoch thatsachlich nicht der Fa11 sein kann,  das heisst, dass man stets 
dieselben Gleichungen 18 a) erhalten muss,  nur  jedesmal mit einer anderen 
unter ihnen als Anfangsgleichung, davon tiberzeugt man sich leicht, wenu 
man für A den Werth 6 - v ( v  = 1, 2, 3,. . . , 6 - 1) einführt und gleich- 
zeitig p - vna' für y substituirt. Dann nimmt Gleichung 16)  schliesslich 
fiir jeden Werth von v wieder genau die Form 17)  an. 

* Soweit bei entsprechendcr Wahl von I und p in diescr und den folgenden 
Gleichungen des vorliegenden Abschnittes die Indices nul1 oder negativ werden, 
muss man wiederum solche Vielfaehe von 6 sich hinzugefügt denken, welche sie 
pouitiv macheu. 

** Bei m = 1, n~' = 1 erlialt man den im vorigen Abschnitte betrachteteu be- 
sonderen Fa11 (der Buchstabe m hat dort dieselbe Bedeutung wie hier 6) .  
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16 Neue Grundlagen einer allgemeinen Zahlenlehre. 
I ~ ~ - ~ - ^ ~ ~ - - ^ ~ ~ ~ ^ ^ ~ ~  

Das Voranstehende führt zu den folgenden Satze: 
, E s  mt igen d i e  Z i f f e r n  aAc, u n d  a'lp d e s  i n  d e n  S y s t e m a n  

Z 
( a ,  a') bezw. (a', a) d a r g e s t e l l t e n  e c h t e n  B r u c h e s  - d i e  P e r i o d e n  
616' bezw. 8'16 b e s i t z e n .  W e n n  d a n n  

7c 

EC" , - 1 ( mo d k ) ,  a l s o  auch  a ~ , = a ~ + , , , + , ~  (48=11213 ,... ), 
mo n u n d  n ' p o s i t i v e  g a n z e  Z a h l e n  s i n d  von  s o l c h e r  B e s c h a f f e n -  
h e i t ,  d a s s  s o w o h l  n p r i m  zu 8 ,  a l s  a u c h  m' p r i m  zu 8' i s t ,  so 
i s t  6 = d 1 ;  d a s  h e i s s t ,  d i e  P e r i o d e n  d e r  D a r s t e l l u n g e n  des  

B 
B r u c h e s  - h a b e n  i n  d e n  Z a h l e n s y s t e m e n  a u n d  a' g l e i c h v i e l ,  

k 
I I  

n t iml ich  6, S t e l l e n .  D i e  Z i f f e r n  a,, a,, a3,,.. bezw. a'l, a , ,  a ,  ,... 
d i e s e r  D a r s t e l l u n g e n  g e h o r c h e n  d e m  A l g o r i t h m u s  

ara,+,+ a ' ~ - ~ m , -  aard-k-i)m'+ a,, 
w i ih rend  m u n d  m' d e n  C o n g r u e n z e n  

n'na = n ,  nm' = fi', m na' 1 (mod d) 
Gent îge  l e i s t e n .  

B 18 
B e i s p i e l :  Essei-=.y a=1O1a '=9 ;  alsdann hatman6=6'=15.  

k d l  
Die al, genügen, wie man durch Aufstellung des entsprechenden Systems 
findet , der Beziehung : 

BAp - a~+7 ,  p+ii  (Ar (*. = 1, 2,3,. - .)- 
Wir konnen demnach .n = 7, .a' = 1 1  setzeil. Beide Zahlen sind prim 

zu 6= 15 und entsprechen sonach der Voraussetzung des obigen Lehr- 
satzes. Die Zahlen m und m' berechnen sich leicht aus den Congrueneen 

7mt=11 ,  l l m r 7 ( r n o d 1 5 ) ,  

nus welchen die Werthe m = 2 ,  m' = 8 gefonden werden. Der Algorithmus 1.7) 
nimmt daher im vorliegenden Falle die folgende Gestalt an:  

9 a 1 5 - 2 ~ - ~ ~ +  a',= 10ar,+a+ ais-2)' (p -1,2,3 ,... ). 
Da nun 18 

-=(0,58OG45161290322...),, 3 1 
= ( 0 , 5 2 0 2 5 4 6 7 2 2 8 1  1 4 0  ...),, 

also : 
a l = 5 ,  a ,=& a,=O, a 4 = 6 ,  a , = 4  ,... 
a'1 = 5, at8 = 2, aly = Ol al4= 2, an5= 5 ,..., 

so hat man der Reihe nach: 

9a I5+  a', =lOa', +al ,  oder 9 . 2 + 5 = 1 0 , 2 + 3 = 2 3  
9a,,+a',=lOa',,+a,, ,, 9 . 3 + 2 = 1 0 . 2 + 9 = 2 9  

9a,,+a1, =10a f I1+a ,  9 . 9 + 0 = 1 0 . 8 + 1 = 8 1  
m . . . . . . . .  . . . . . . . . . . 
9 a 4  +a',,=lOa', +a ,  9 . 6 + 4 = 1 0 . 5 + 8 = 5 8  

gaz +a',,=lOa', +a,, 9 . 8 + 0 = 1 0 . 7 + 2 = 7 2 .  
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Von Dr. J. KRAUS. 1 7  
. . 

5 12. 
Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall,  in  welchem n und 6 den 

grossten gemeinschaftlichen Theiler F, n' und 6' denjenigen E' besitzen. Es sei: 

19) n = N F ,  8 = A F ,  n' = NIE', 8' = A'/.* 
Setzt man danu i n  der Gleichung 

al,,  = an+,,, p+,nf (Il  p i  v = 1,2) 3,.  . .) 
für v die Werthe A und A' ein, so ergeben sich resp. die Beziehungen: 

aAp = a2.+d'n, ,u+d'n'  = aA+dh, ~ + w 8  = a l + d l n , p .  

Dioselben lassen erkennen, dam An' durch S', also A durch A', ebenso 
A'n durch d l  daher auch umgekehrt A' durch A theilbar sein muss. 
Dies ist aber nur  unter der Bedingung 

A =  A' 
moglich. Wenn E prim zu E' i s t ,  so stellt A = A' zugleich den grossten 
gemeinschaftlichen Theiler von 6 und 8' var; das heisst, d e r  , g r 6  s s t e  
g e m e i n s c h a f t l i c h e  T h e i l e r  v o n  8 u n d  6' i s t  i n  d i e s e m  F a l l e  
g le ic l i  d e m  Q u o t i e n t e n  a u s  6 (bezw.  6') u n d  d e m  g r o s s t e n  g e -  
m e i n s c h a f t l i e h e n  T h e i l e r  v o n  va u n d  S ( b e z w .  n' u n d  8'). 

m i r  machen jetzt in der Gleichung 

~ A ~ = ~ A + v ~ , , + v . ~  ( 4 p , v = l , 2 , 3 , . . . )  
die folgenden Substitutionen: 

201 v n = ~ w , ( m o d 8 ) ,  ~ . n ' ~ E ' n ' , ( m o d 6 ' ) ,  
wobei EA,, und ~ ' l z ' ,  posit.ive ganze Zahlen < 6 bexw. < 6' sein sollen, 
somit TZ, und n', positive ganze Zahlen < A  sein müssen. Unter der 
Voraussetzung, dass v prim eu A = A' ist, gelangt man dann zu der Congruenz : 

21) ATn', N 1 n y  (mod A). 
Durcb eine der irn letzten Paragraphen angestellten genau analoge 

Betrachtung ergeben sich hierauf wieder ewei Werthe m und m', die ails 
den Congruenzen ATm' N', hTrm N(rnod A) 

zu berechnen sind, und welche die Congruenz 

22) mm' 1 (mod A) 
befriedigen. F ü h ï t  man dieselben in die Gleichnng 

mcAr = aA+rn ,p+a'nVy (a, p, = 1) 2,3,  . . .) 
ein, so erhalt man die Beziehungen: 

* Nach der im vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung dürfen im Uin- 
blick auf das Folgende etweige gemeinschaftliche Theiler der Zahlen N und N' 
ohue Weiteres fortgestrichen werden. 

Zeitschrift f. lbathematik u. l'hyeik. 39. Jshrg. 18%. Hoft 1. 2 
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18 Neue Grundlagen- einer allgemeinen Zahlenlehre. - >.,--, ----- -a- * Y Y---  - I -,YI-^Y .̂ - 7-- 1 - ^_ I < - -Y' 

Eç werde nun gesetzt: 

r l L I 1 . ~ + i ,  p = , u i . ~ ' + i l ,  

wobei dl, p, ,  i, i' positive ganze Zahlen bedeuten, i und i' insbesondere 
noch den Bedingungen i < E ,  i' 5 8' genügen sollen. 

Wenn man diese Werthe fitr I und p in die Gleichungen 23) und 24) 
einführt, so folgt: 

- UAL,= al-ern,!c-~~ - . . . -  al-C~ie~n,i' 
a' 1 =  a',-,.,,* A-,= . . .=a' 

P p-2, n ' m ' ,  i. 

In  ahnlicher Weise erhalt man : 

 as,/^+^= ar-p,em,l.+i, a ' , , ,~+l -  a',-).,ént,,iSi. 
Bei Borücksichtigung dieser Bezietiungeu 1Lsst sich die Fundamental- 

gleichung 
a ' a ~ ~ +  a l P , ~ + l =  cra1,2+ a a , p + ~  ( A ,  p = 1,2,3 ,...) 

in folgender Gestalt schïeiben: 

Setzt man darin zunachst A = 8, so ist 1, = A - 1 = A'- 1 ,  i = E ,  und 
man erhalt für  p= 1, 2, 3, ..., 8' der Reihe nnch: 

Der vorstehende Algorithmus umfasst d' Gleichungen. Wenn nun noch 
für  A nacheinander die Werthe d - 1 , 6 - 2,. .., 8 - E + 1 eingefuhrt 
werden, so erhalt man E - 1 weitere, dein obigen ahnliche Algorithmen, 
die wir der Raumeroparniss halber nieht hinschreiben. Dagegen liefern die 
übrigen Werthe von 1, von 1 = d - E bis i, = 1, nur Wiederholung des 
Früheren. Wir erhalten daher iin Ganzen E Algorithmen von je d' Gleich. 
ungen. Würde rnan zuerst y = S', A = 1, 2, 3,. .., d' u. S. W. eingeführt haben, oo 
ware man in ahnlicher Weise auf Algorithnien von je 6 Gleichungen ge- 
führt worden; man hatte dieselben Gleichungen 'wie oben erhalten, nur i n  
anderer Anordnung. 

X 
Kommt es lediglich auf den Zusammenhang der Ziffern des Bruchea - 

k 
in den Systemen a: und a' a n ,  so entsteht die Aufgabe, aus den Algorith- 
men 26), . . .  alle Ziffern a lp  und a i p ,  deren zweite Indices p von 1 ver- 
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schiedene Werthe haben,  zu eliminiren. Dicsclbe ktinnte in der Weise 
gelost werden, dass man in den genannten Systemen zuerst mit ar'tr-', 

a16'-2 ,,.., a', 1 und dann mit 1, cr ,..., a"-2, auf geeignete ~ r t  com- 
poniren würde. Indess verdient das folgende einfachere Verfahren, welches 
ohne Weiteres auf die im 5 11 gegebenen Entwicklungen zurückführt, 
den Vorzug. 

Um aus den Ziffern einer im Systeme IY dargestellten Zahl diejenigen 
im Systeme a* zu erhalten, wo v irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, 
hat man offenbar nur nothig, von jenen Ziffern, von vornc ab gercchnet, 
jedesmal je v aufeinander folgende zu einer Zahl zil vereinigen. Die 60 

erhalt.encn Zahlen stellen d a m  der Reihe nach die Ziffern der betreffenden 
£3 

Zahl im Systeme av dar. Bezeichnet man nun die Ziffern des Bruches - 
k 

in den Systemen (af, a'E') und (i,'", aE)  bezw. mit AA@ und Atnr, so h a t  
man hiernach : 

A l p  = ( U I + ( ~ - I ) , , I + ( ~ - I ) ~ ,  a2+(1-1)~, I + ( ~ - I ) - '  . . . a ~ r , i + ( p - I ) ~ ' )  

Aixp= ( ~ ' I + ( L - I ) ~ , , I + ~ - ~ ) ~  a'2++1)Ff, I + @ - I ) E .  . . a ' i é , ~ + ~ - i ~ ~ ) ;  

die Periodicitkit dieser Ziffern ist durch die Gleichungen ausgedrückt: 

das heisst, die 8 2 ,  bezw. A i r  besitzen die Perioden A [  A' bezw. A'/ A. 
Die Gleichungen 27) lassen sogleich die Richtigkeit der Beziehung 

Alp = A A + ~ v , ~ + N ,  (A., ,p = 1,2 ,3 , .  . .) 
erkennen, in welcher N prim zu A ,  N' prirn zu A' = A  ist. Es  findet 
somit der Satz des § 11 Anwendung, wonach wir bei Weglassung der  
zweiten Indices den nachfolgenden Algorithmus erhalten: 

1 
cuff'Ad + Afl = CPA'~~*,.+~ + Ad-,,, 

alt'A,,-,n + A 1 ,  = a'A',,+2 + AA-zni 

28) n ' " A ~ - 2 ~  + Alg = u'A',,+~ + Ad--3in 
. . . . . . . . . . . . . 

~ ' ~ ' 8 ,  + A'A' = cr'Af,, + A j ,  
in welchern , wie bemerkt,  xur Abkiiraung 

( a l a .  a ) =  ( a , + t a . + ~  ... az . )a=A ,,... 
(a', a', . . . u',,)., = A',, (a',. + 1 a'., + 2 . . . d2 .,)a, = A i ,  . . . 

gesetzt ist. Dieser Algorithmus lësst sich kurz durch die Formel ausdrückeii: 

29) a'a'Ao-(2-ilm + A'i = uaA'n.+~ + Ad-1,  ( A  = 1 ,  2, 3,. . . ), 
oder, der Symmetrie wegen, auch durch: 
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20 Neue Grundlagen einer allgemeinen Zahlenlehre. 

Wir  gelangen auf diese Weise zu dem nachstehenden Ergetiniss: 
, ,Es  m t i g e n  d i e  Z i f f e r n  al,, u n d  ailr d e s  i n  d e n  S y s t e m e n  

B 
(a ,  a') b e z w .  (a', <Y) d a r g e s t e l l t e n  e c h t e n  B r u c h e s -  d i e  P e r i o d e n  
616' bezw.  S'Id h a b e n .  W e n n  d a n n  

k 

a n d n ' z l ( m o d k ) ,  a l s o  a u c h  a ~ ~ , = a ~ + , , ~ + ~ ~  (A-, p = l , 2 , 3  ,...), 
w o  la u n d  m ' p o s i t i v e  g a n z e  Z a h l e n  s i n d  v o n  s o l c h e r  B e s c h a f f e n -  
h e i t ,  d a s s  n m i t  6 d e n  g r o s s t e r i  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T h e i l e r  E, 

n' m i t  6' d e n j e n g e n  E' b e s i t z t ,  u n d  w e n n  & a n  

r z = N ~ ,  & = A & ,  ~ ' = N ' E ' ,  S'=A1El 
s e t z t ,  so e r g i e b t  s i c h  z u n a c h s t  A = A ' .  D i e  Z i f f e r n  a,, a,, a ,,... 
bezw.  a',, a',, a',, .. d e s  i n  d e n  S y s t e m e n  cr b e z w .  a' d a r g e s t e l l t e n  

Z 
B r u c h e s  - g e h o r c h e n  d e m  A l g o r i t h m u s  

k 
c ~ ' ~ ' A A + ~  + A'd-Lm' = afAfA-(~- i )m '  + AA. (A = 1,2, 3, .  . .), 

i n  w e l c h e m  z u r  A b k ü r z n n g  

(a,a ,... a t ) ,=A, ,  (a ,+ ,a ,+z  . . . a z ~ ) ~ = A ~  ,... 
(a', a', . . .a1,,),, =. A', . (a',,+ a',,+ 2 . . .a's = A',, . . . 

g e s e t z t  i s t .  D i e  Z a h l e n  m u n d  m' e n d l i c h  g e n ü g e n  d e n  C o n -  

g r u e n z e n :  N n a r _ N ' ,  N ' m = N ,  n a m ' ~ l ( r n ~ d A ) . ~  
Dieser Satz begreift die in  den 35 8 und I l  mitgetheilten als Special- 

falle in sich. Wenn n = 6 ,  n' = 8' wird, so reducirt sich der Algorithmus 
auf die Gleichung : 

(ad - 1) (asi a', . . . a'a'),~ = (a'd' - 1)  (al a2 . . . ad)@. 

r 5 
R o i s p i e l :  E s  sei - = - i  a = 7 ,  a t = 2 7 ;  alsdann hat man 8=15, 

k 31 
d ' =  10. Durch Aufs.tellung des Systems der al,, findet man z. B. die 
Beziehung 

anr=a;c+e,,,+4 ( L ,  P -  1,2) 3, ...) 
besfatigt. Indem man n = 6, n' = 4 setzt, ergiebt sich : 

N = S ,  E =  3 ,  N'=2,  EI=2, A = A t = 5 .  
Die Grossen m und m' sind hier beide gleich 1. Der Blgorithmiis 29)  

lautet unter diesen Umstinden : 

27YA~g-%+l+ A ' L = ~ ~ . A ' , + , $ - A , - ; ~  ( L = l , 2 , 3  ,... ). 
Da nun 

- - = (0,106 215 434  201 4 0 3  ...), 
31 

lj 5 4 7  52 17 1 1 8  a...),, 
ist und in Folge dessen 

A, = (los),, A, = (215),, A,  = (434), , A,= (2C,1), , A, = (403),, 
-- -- - 

A',= (49),,, A',=(1518),,, A ' ,=(7B) , , ,  A',=(1711),,, A',=(819),, 

gesetzt werden rnuss, BO hat man: 
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Von Dr. J. KRAUS. 2 1 
-.-A - - - - <- - 

rj 13. 
Die in den beiden letzten Paragraphen aufgestellten Satze gestatten 

a 
für den Fall,  dass der Nenner des Bruches -- ciue Primzahl (=p) i s t ,  stets 

k 
eine einfache Umkehrung, ohne dass jedoch eine solche für zusammen- 
gesetzte Nenner ausgeschlossen ware. 

Wenn namlich zunSchst 6 =  8' vorausgesetzt wird, so sind a und a' 
zwei primitive Wurzeln der Congruenz 

xd z 1 (modp)." 
Dekanntlich ist nun aber jede Wurzel einer derartigen Congruenz 

einer Potenz irgend einer und derselben primitiven Wurzel nach dem hlodul p 
congruent. Die Zahl a' muss sich daher unter den Potenzresten von a 

und a unter denjenigen von or' vorfinden. Hieraus folgt ohne Weiteres, 
dass der Rest r,, nothwcndiger Weise unter den Resten r, ,  ( = z ) ,  r,,, 
r,,, ..., rd1 enthalten ist. E s  sei etwa r, ,=rl+i ,  1 ,  so muss i prim zu 
d sein"*, und es ist sodann = rA+i, 1. Ebenso ergiebt sich iris = T l + ; ,  2, 

n c = r l + ; , s ;  ...; allgemein: 

r1,,~+1 - TA+i,p oder r;cp r ~ - i , @ f  i (A-, p =  132, 31..-). 

Setzt man noch d - i = wa, so schreibt sich die letzte Gleichung 

nP = ~ A + ~ , ~ + I  (k, P = 1,2, 31. .  .). 
Dabei ist m prim zu 8.  Nach dem Prüheren folgt daraus unmittelbar: 

aLEL=al+m,r+i ( A ,  p =  1 ,2 ,3  ,... ). 
In  ahnlicher Weise gelangt man zu der Gleichung 

a ~ ~ = a i + i , ~ + r n  ( A - , P -  1 , 2 , 3 , . . .  1, 
i n  welcher m' prim zu 6 ist. Es  lasst sich nun leicht zeigen, dass 

mm' G 1 (mod 8) .  

Bestimmt man jetzt, was immer [auf cp (6) verschiedene Arten] d g -  
lich k t ,  zwei zu 6 prime Zahlen n und n' so, dass sie der Congruenz: 

* Vcrgl. J. A. S e r r e t ,  Algebra, deutsch von W e r t h e i m ,  S. 45, Anmerkung. 
** Hiitte namlich i mit 8 den von 1 verschiedenen grossten gemeinschaftlichen 

Theiler E ,  und wiire etwlt i = si,, 8 =  sa,, so würde pus r, ,=ri+i ,  1, oder 
or' f d (mod p )  sich U'JI  = orJ ii z 1 (modg) 

ergeben; das heisst, ct' würdc, entgegen der Voraussetzung, zu eiuem Exponenten 
< 6 gelioren. 
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22' Neue Griindlagen einer allgemeinen Zahlenlehre. 

YZ m' =. s' (rnod 8 )  oder M' m - n (mod 8) 

genügen, so lassen sich die beiden vorerwahnten Gleichungen in der folgenden 
vereinigen : 

= an+n,p+~l l  (1, p = 1,2 ,3 , .  . .). 
Wir  entnehtnen hierauv den Satz: 
, ,Wenn d i e  Z i f f e r n  a l p  b e z w .  a'lp d e s  i n  d e n  S y s t e m e u  (cc ,  a')  

bezw.(nS,  n )  d a r g e s t e l l t e n  e c h t e n  B r u c h e s - d i e ~ e r i o d e n  d G V b e z w .  
k 

d ' / f i  h e s i t z e n ,  u n d  e s  i s t  d = O', s o  b e s t e h e n  f ü r  i e n  F a l l ,  d a s s  d e r  
K e n n e i  X: e i n e  P r i m z a h l  i s t ,  s t e t s  B e z i e l i u n g e n  v o n  d e r  P o r i n  

= a 2 + n . p + n e  ( d l  P =  1) 2732. - -), 
w o  n u n d  n' p r i m  z u  6 s i n d .  E s  f i n d e t  s o m i t  d e r  L e h r s a t s  d e s  
5 11 A . n w e n d u n g . '  

Besitaen zweitens S und 8' den griissten gemeinsühaftlichen Theiler A ,  
und wird d = e A ,  #=;A 

gesetzt, so sind ore und or'" primitive Wurzeln der Congrucnz 

xd G 1 (modp). 

Diirch eine der ohen angewandten gcnau analoge Betrachtung gelnngt 
man dann ohne Schwierigkeit zu den Gleichungen: 

u3,== a z + ~ n ~ , p + ~ , ~  K , U =  ~ A + E , ~ , + E ~ ~ L .  ( A ,  p = 1,2,3,...). 
Dabei ist mwa' 1 (mod A). Bestimmt man nun noch, was st.ets 

jaiif cp (A) verschiedene Arten] geschehen kann ,  zwei zu A prime Zahlen 
N und N' derar t ,  dass sie der Congruenz 

Nrn' E N' (rnod A )  

genügen, so konnen die letzteren beiden Gleichungen in der Form 

a l t [ = a A + e ~ , p + É ~ '  (Ai = 1,213,.. .) 
zusammengefasst werden. Dies führt uns zu detn folgenden Satze: 

, W e n n  d i e  Z i f f e r n  alp b e z w .  afAtt d e s  i n  d e n  S y s t e m e n  (a, a') bezw. 
z 

(a', u )  d a r g e s t e l l t e n  e c h t e n  B r u c h e s  - d i e  P e r i o d e n  61d' b e z w .  8'16 
k 

b e s i t z e n ,  u n d  C S  i s t  d = c A ,  d'=;A, wo A d e n  g r o s s t e n  g e m e i n .  
s c h a f t l i c h e n  T h e i l e r  v o n  6 u n d  6' b e d e u t e t ,  s o  b e s t e h e n  f ü r  d e n  
F a l l ,  d a s s  d e r  N e n n e r  lc e i n e  P r i m z a h l  i s t o  s t e t s  B e s i e h u n g e n  

'er F o r m  a lp=  U A +  ,,,, +n, ( r i ,  p - 1, 2 , 3 , . .  .), 
i n  w e l c h e n  n m i t  d d e n  g r o s s t e n  g e m e i n ~ c h a f t l i c h e n  T h e i l e r  E ,  

n' m i t  8' d e n j e n i g e n  E' b e s i t z t .  E s  f i n d e t  s o m i t  d e r  Sa tz  d e s  
5 12 A n w e n d ~ n g . ~ *  

Diese Satze rechtfertigen xugleich nachtraglich die von uns in den 
$5 10, 11 und 12 gemachte AnnaIIme.* 
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Wenn schliesslich 8 und 8' keinen Theiler aiisser 1 gemeinsam haben, 
so giebt es keine Gleichung von der Form: 

a + - a ~ + ~ , ~ + ~ ,  ( A , ~ = 1 , 2 ~ 3 , - . . ) ,  
in welcher n und n' von 6 bezw. S'* verschiedene Werthe hatten. In diesem 
Falle ist auch die Fundamentalgleichung einer weiteren Vereinfachung im 
seitherigen Sinne niclit mehr faliig. Mit anderen Worten: Es  existirt als- 

B .  
dann für die Ziffern von -- in den Systemen n und ci' kein den voraus- 

k 
gehenden Algorithmen Lhnlicher vereinfachter Algorithmus mehr. 

5 14. 
Nachdem im Voranstehenden die Gleichung . 

mP= ar7-j-n,p+n' (1, p = 1,2, 3,.  ..) 
fiir den Fa11, dass die Zahlcn n und r ~ '  beide positiv sind, eine eingehende 
Behandlung erfahren ha t ,  kgnuen wir uns bei der Betrachtung der tibrigen 
Felle, in  welchen eine dieser Zahlen oder beidc negative Werthe annehmen, 
urn so ktirzer fassen. 

Was ziin%hst die Gleichung 

a ~ ~ L = a A - n , ~ c - n ,  (A, p =  1 ,2 ,31 . . . ) ,  

wo n uud n' positive ganze Zahlen sind, angeht, so ist  dieselbe offenbar 
mit der Gleichung 

azl '=az+n,P+n, ( L , p  - 1 , 2 , 3 , . . . )  
identisch. Denn durch Einführung von A + n ,  p. +- n' a n  Stelle von A 
bezw. p wird jene sogleich auf die letztere Form zuriickgefilhrt. Ebenso 
leuchtct ein, dass die Gleichungen 

a).,, = al +n,r-n'  und al ,=  UA-,,,,,+,, ( I . ,  p = 1,2,3 ,...) 
niclit von einander verxhieden sind. Es  gentigt also, wenn wir noch den Fal l  

30) al ,  = a ~ + , ~ - , ,  0, I*. = 1,2,3,. . .), 
wo n und n' positive ganze Zahlen bedeuten, in Betracht ziehen. 

Bus den Entwickliingen des § 7 folgt zilniichst wieder ohne Weiteres 
der Satz: 

, ,Die n o t h w e n d i g e  u n d  h i n r e i e h e u d e  B e d i n g u n g  f i i r  d i e  
E x i s t e n x  d e r  G l e i c h u n g  

a ~ ~ = U z + , , ~ , - d  oder a l p = a l - n , p + n s  ( ~ , p - ~ , 2 , 3 ~ . . . ) ,  

i n  w e l c h e r  n u n d  n' p o s i t i v e  g a n z e  Z a h l e n  b e d e u t e n ,  i s t  d a s  
B e s t e h e n  d e r  B e z i e h u n g  

<Y" = a'"' + u k **, 
wo u e i n e  ( p o s i t i v e  o d e r  n e g a t i v e )  g a n z e  Z a h l  v o r ~ t e l l t . ~  

* Oder von Viclfachen derselben. 
** Oder der Congruene cfn a'"' (mod k) .  
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I m  Uebrigen führt  man den vorliegenden FaIl leicht auf den früher be- 
trachteten zuriick, indem man 6'- & für - n' setzt. Da stets n'< S' vor- 
ausgesctzt werden darf,, so kann (6'- n') als eine pasitive ganze Zahl < d' 

angesehen werden. Eine einfache Betrachtung lehrt alsdann, dass unter 
der Bedingung 

= a i + n . p - n r  (1, p = 1,2,3,. . .) 
die Satze der 55 11 und 12 bestehen bleiben, sofern man nur in den 
darin vorkornmenden Gleichungen und Algorithmen - n', - m l  - m' für 
bezw. d, m l  m' einsetzt. 

Greifen wir z. B. den einfachsten Fa11 heraus, in welchem n und r i  
beide gleich 1 sind,  so folgt: 

, ,Wenn a u n d  a' n a c h  d e m  J i lodul  k c o n g r u e n t e  Z a h l e n  s i n d ,  80 

a 
b e s i t f e n  d i e  P e r i o d e n  d e r  D a r s t e l l u n g e n  d e s  e c h t e n  B r u c h e s  - 

76 

i n  d e n  Z a h l e n s y s t e m e n  ci u n d  a' g l e i c h v i e l  S t e l l e n ,  u n d  d i e  
8 ,  a .  

Z i f f e r n  al,  a,, a ,,... b e z w .  all, a g ,  a 8 , ,  . .  v o n  - l n  d i e s e n  S y s t e m e n  
g e h o r c h e n  d e m  b l g o r i t h m u s :  

k 

u l a A + a ' l + i = a a ' ~ + u ~ + ,  ( h = 1 , 2 , 3  ,... ).' 
B e i s p i e l :  E s  sei 2 - 1 ,  k = 7 ,  a = 3 ,  a ' =  1 0 = 3 + 1 . 7 .  Danu 

ist 6 = d 1 = 6 ,  und da 

a f l = l ,  ar2=4, a ' ,=2,  a r , = 8 ,  a1,=5, a ' , = ï  ,..., 
so hat man: 

1 0 a , + a ' , = 3 a ' , + a 2  oder 1 0 . 0 + 4 - 3 . 1 + 1 =  4 

1 0 a 2 + a ' , = 3 a ' , + a ,  ,, 1 0 . 1 + 2 = . 3 . 4 + 0 = 1 2  
1 0 a 3 + a ' , = 3 a ' , + a ,  1 0 . 0 + 8 = 3 . 2 + 2 =  ,9 

10a ,+a ' ,=3a ' ,+05  ,, 1 0 . 2 + 5 = 3 . 8 + 1 = 2 5  
10a ,+a ' ,=3a ' ,+n6  , 1 0 . 1 + 7 = 3 . 5 + 2 = 1 7  

1Oa,+a ' ,=3a1 ,+a ,  1 0 . 2 + 1 = 3 . 7 + 0 = 2 1 .  

5 15. 
Uevor wir zu einem neuen Abschnitt übergehen, m6ge es gestattet 

seiu, einerseits einen kurzen Rückhlick auf das bis jetzt Behandelte xu 
werfen und andererseits mit wenigen Worten die Richtung anzudeuten, in 
welcher sich die nachfolgenden Untersuchungen bewegen. 

Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildete die Aufgabe, den 
Zusammenhang m m  Ausdruck zu bringen, der zwischen den Darstellungen 
eines echten Bruches in zwei beliebigen Zahlensystemen LY und a' besteht. 
Es zeigte sich, dass zur allgemeinen AuflGsung dieser Aiifgabe eine Er- 
weiterung des Begriffes Zahlensystem nothwendig wird. So wurden wir 
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zur Definition des Zahlensystems (N, a') mit xwei Grundzahlen a und a' 
veranlasst. Wiihrend die Ziffern eines im Systerrie N dargestellten echten 
Bruches eine einfache Serie bilden und sich wie die in  bestimmten Ab- 
standen aufeinander folgenden Theilpunkte einer geraden Linie aneinander 
reihen, machten die Ziffern eines im Systeme ( a ,  a') dargeatellten Brriches 
eine Doppelserie aus. Sie konnten als iiber einen Winkelraum vertheilt 
gedacht werden, etwa wie die Gitterpunkte eiries Quadranten, der durch 
ein System aufeinander senkrecht stehender Parallelen getheilt wird." Diese 
Ziffern waren nun mit den Ziffern der Dartitelluug des Bruches im Systeme 
(a', ix) durch eine einfache Gleichung, die sogenannte F u n  d a m e  n t a l -  
g l  e i c  h u  n g ,  verbunden. Die soweit nur  für echte Brüche angestellten 
Betrachtungen liessen sich leicht erweitern und auf beliebige positive 
Zahlen ausdehnen. Sie lieferten alsdann zwei Systeme von Ziffern, deren 
Verbreitungsgebiet die g m z e  Ebene war ,  und ftir welche die Buudamental- 
gleichung gleichfalls noch Bestand hatte. 

Die weiteren Untersuchungen brachteu hierauf gewisse Besonderheiten 
zur Sprache, die sich für die Darstellungen eines echten Bruches in  den 
Systemen a und a' bei specieller Wahl der Grundzahlen a und rr' ergeben. 
Hier bot der Fa11 ,zugeordneteru Zahlcn u und a' ein besondercs Interosse 
dar, indem er nnter Anderem in Gestalt eines Algorithmus ein einfaches 
Mittel an die Hand gab ,  um die Ziffern eines im decadischen Zahlensysteme 
darmstelleuden echten Bruches successive zu berechnen.'" Dabei war die 
Thatsache besonders bemerkenswerth , dass nur d i r e c t e  O p e r a  t i O n e n 
(MultiplicationenY*") in Anwendung kommen , also jedes P r  o b i  r e n , wie 
es die Ausfiihrung einer Division sonst erfordert, vermieden wird. 

Gegenstaud der nachstehenden Capitel nun ist zuntichst die Darlegung 
des einfachen Zusammenhangs, welcher zwischen den Ziffern der Dar- 
stellungen eines echten Bruches (sowie weiterhin einer beliebigen positiven 
Zahl liberbaupt) in  den Zahlensystemen ( a ,  a') bezw. (u', a) und in Systemen 
besteht, deren Grundzahlen durch blosses Multipliciren und Potenziren aus 
den Grundzahlen n und a' erhalten werdon. Von besondcrem Intercsse ist 
hier wiederum der einfachste Fa l l ,  in  dem es sich um die Beziehungen 
zwischen den Darstellungen i n  den Zahlerisystemen (a, a'), (a', a) einer- 
seits und (au', a ) ,  (au', a') andererseits handelt. Die Erorterung gewisser 
specieller Fiille liefert interessante Sonderergebnisse. 

Nach Einftihrung der Zahlensysteme mit drei und mehr Grundzahlen 
und Betrachtung ihrer haupts%hlichsten Eigenthtimlichkeiten werden wir 
alsdann , unter Zugrundelegung des irn Vorausgehenden entwickelten Dar- 

* Es braucht wohl kaum hervorgehoben zu werden, dass die Beweisführung 
selbst von geometrischen Vorstellungen vollkomrnen frei ist. 

** Diescr Algorithmus Benn umgckehrt daau benntzt werden, um einen echten 
Brueh (dessen Nenner prim zu a! ist) zu de  f i n i r  en. 

*** Und zwar nur Multiplicationen, bei denen ein Factor eine einstellige Zahl ist. 
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stellungsbegriffes , einw allgemeine Theorie der Rechnungsoperationen für 
die systernatischen Brüche* zu geben versuchen. Mit einer Reihe erganzender 
Bemerkungen und verschiedenartigcr Anwendungen (zum Theil auf bekannte 
Probleme) gedenken wir alsdann den ersten Theil unserer Untersuchuugen 
abzuschliessen, um uns danach der Betrachtung der hoheren Congruenzen 
und Forinen zuzuwenden. Das Ziol derselben, die allgemcine ganzzahligc 
Auflosung der unbestimmten algebraischen Gleichungen, 'ist zugleich das 
hihliste Ziel der Algebra tiberhaiipt -* Die unbestimmte Analytik dürfte 
auch allein die Mittel zu einer rein aualytischen Definition der negativen, 
gebrochenen, irrationalen und imaginaren Zahlen zu bieten im Stande 
sein. Ucber diesen letzteren Punkt  beabsichtigcn wir uns dcmnachst 
an anderer Stelle ausführlicher aiiszusprechen. F ü r  jetzt mogen nur noch 
einige Bemerkungen gestattet sein. 

Die üblichen Definitionen der negativcn und gebrochenen Zahlen, sowie 
die in  neuerer Zeit aufgestellten Definitionen der Irrationalzahlen stützen 
sich anf Begriffo und Anschauungen, die der reinen Analysis eigentlich 
fremd sind. Dahin gehoren insbesondere de r  Uegriff der Stetigkeit, sowie 
alle Grenzbetrachtungen. Schon bei der Einführung der negativen, und 
noch mchr der gebrochcnen Zahlen sieht man sich genüthigt, entweder das 
unsichere Gebiet des Transcendenten zu betreten und die Existenz hypo- 
thetischer Zahlen v o r a u s z u s  e t z e n ,  mit denen in keiner Weise der Be- 
griff des ZBhlenv mehr verbunden werden kann, oder geometrische Vor- 
stellungen behufs Begriffsbildnng heranzuziehen."*" Die ganze Zahl ist, 
rein analytisch betraclitet, i nl A l l g e  m e  i n  e n eines Getheiltwerdens nicht 
fihig. Von einern solchen kann erst die Rede sein, sobaid man sich die 
Zahl mit einer Raumgr6sse, z. B. einer Strecke, in Verbindung gebracht 
denkt. Da aber damit zuglcich eine geometrische Vorstellung mit herein- 
genouirnen wird, so kann eine darauf sich grundeude Definition der ge- 
brochenen Zahl keine rein analytische mehr sein. Gleichwohl kann und muss 
aber ,  wie wir glauben, die gesammte Analysis auf rein analytischer Gruud- 
lage aufgebaut werden, frei von geometrischem wie transcendentem Beiwerk. 
Diese Grundlage dürfte aber ,  wie bemerkt, niir die u n b e s  t i m m  t e  Ana-  
l y t i k  (im weitesten Siriiie des mortes) zu liefern im Stande sein, wie es auch 
von E r  o n e c  k e r (a. a. O.) ausgesprochen worden ist. 

Dicser Auffassung gcmxss mochtcn wir die ncgativen , gebrochencn, 
irrationalen und imaginaren Zahlen als Systeme von ganzzahligen Losungen 

Einschliesslich der ganzen Zahlen. 
** Vergl. L. K r  O ne  c k e r ,  Ueber den Zahlbegriff, Crelle's Joorn. 101 S. 355. 

*** Man vergleiche r B. 8 t o lz ,  Vorleaungeu über allgemeine Arithmetik. 
Leipzig 1885. 1. Theil. S. 43,  47, 58; A. H a r  nack  , Die Elemente der Differential- 
und Integralrechniing. Leipzig 1881. S. 4, A Y ~ .  4 ,  u. S. W. Dieselben Aiisstellungcn 
lasseu sich auch noch bezüglich der neuerlichen Bemerkungen des Herrn P a s c h  
(Math, Ann. Bd. 40 S. 150) über die Einführung der rationalen Zahlen machen. 
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entsprechender unbestimmter Gleichungen definiren, die algebraischen Zahlen 
insbesondere a18 ganzzahlige L6sungssysteme algebrnischer Gleichungen bezw. 
Formen. Man hat  es so in Wirklichkeit nur mit positiven ganzen Zahlen zu 
thun, nnd die Erweiterungen des Zahlbegriffs besitzen lediglich eine formale 
Bedeutung.* Sie sind keineswegs nothwendig. wohl aber erweist sich ihre 
Einftihrung als ein vorzügliches Hilfsmittel, um die oft verwickelten Gesetze, 
denen die ganzen Zahlen gehorchen, leiehter überblicken und durchschauen 
zu konnen. Dazu kommt,  dass sich auf diese Systeme ganzer Zahlen die 
auf die ganzen Zahlen selbst anwendliaren Rechnungsoperationen in gewissem 
Sinne iibertragen lassen, wie auch umgekehrt in  besonderen Fallen solche 
Systeme wieder ganze Zahlen b e s t i m m en.** Aiif diesem Umstande beruht 
zugleich die Berechtigung, das Wort Zahl in  erweitertem Sinne zur kurzen 
Bezeichnung derartiger Systeme zu verwenden. 

Der Ktirzo wcgcn wurde in den vorliegendcn Untersuchungen von einer 
consequenten Durchführung der soeben andeutungsweise besprochenen An- 
whauungen, die wir freilich zur strengen B e  g r  ii n d u  n g der reinen Zahlen- 
lehre für unerl~sslich erachten, Abstand genommen., Es  is t  hier nur beab- 
sichtigt, die Aufmerksamkeit auf ein Cebiet der mathematischen Wissen- 
schaft zu lenken, das bis jetzt so gut  wie nicht bebaut worden ist,  welches 
aber bei sorgsamer Bearbeitung reiche Früchte zu tragen verspricht. Wir  
meinen das Gebiot der sogcnannten systematischen Zahlen, das der Ein- 
führung des Positions-Systems in die Arithmetik seine Entstehung verdankt. 
0 ~ w o l i l  in  der niederen Arithmetik die fundamentale Bedeutung des 
Positionsprinzips 15ngst erkannt und gewtirdigt worden is t ,  hat  man merk- 
wlirdigerweise bis jetzt den weiteren Schritt nicht gethan, dasselbe in all- 
gemeiner Weise auch der Forschung auf dem Gebiete der hoheren Arith- 
metik dienstbar zu machen. Darum durfte ein Versuch nach dieser Richtung, 
wie ihn die vorliegcnden Untersuchungen darstellen , des Interesses nicht 
entbehren. 

-- 

* Wie mit den erwciterten Zahlbegriffen Quantitiitsvorstelliingen zu ver- 
binden seien, dies zu zeigen ist nicht Sache der reinen Zahlenlehre, sondern der 
Anwendungea, insbesondere der (rechnenden) Geometrie. Von diesem Standpunkt 
aus hetrachtet scheinen uns die von H. I l l i g  eus  (Math. Ann. Bd. 30 S. 166, Bd. 35 
S. 451) den Thcorien von Wei  e r  a t r a s s  und C a n t o r  gegeniiber gerügten angeb- 
lichen Mange1 eher einen Vorzug dieser Theorien zu bedeuten. 

** Xum Beispiel das System aller ganzzahligen Auflijsungen x- y der Gleichung 
J + x = S + y  

bestirnrnt die ganze Zahl 2; man schreibt in diesem Falle z - y fiir x y. Ebenso 
bestimmt die Geseinmtheit aller ganzzahligen Losungen x 1 y der Gleichung 

3 x =  12y 
x 

die ganze Zahl 4 ;  man sclireibt hier - für z y. Dagegen wird in der Gleichung 
Y 

5 + x = 3 + y  

durch die x 1 y die ganze Zahl x - y = - 2 bestimmt. 
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Wir bernerken noch zutri Schlusse, dass die bereits am Eingange dieses 
Aufsatzes angekündigte Schrift sich zugleich dio Aiifgabe stellt, das Ge- 
baude der Zahlenlehre [worunter wir die gesammte Analysis verstehen) 
auf denjenigen Anschauungen zn  begründen, welche die oben berührten 
Definitionen der ermeiterten Zahlbegriffe zur Voraussetzung haben. Die 
diesbezilglichen Ausftihrungen gestalten sich hier,  wo die Zahlen als in 
systematischer Form dargestellt vorausgesetet werden, besonders einfach. 

IV. Die Daretellung einer Zahl  in den Syetemen (ana'"', oc va'^') 
und  av'rr'") in Beziehung zu den Darstel lungen i n  den 

Systemen ( u ,  a ' )  und (cr' a). 

5 16. 
Die in diesem Abschnit,te anzustellenden Betrachtungen geminnen be- 

deutend an Einfachheit und Durchsichtigkeit, wenn wir sie vorerst an einem 
Z 

echten Bruche - und zwar für den besonderen Fa11 durchftihren, i n  welchem 
k 

= m' = 1, Y = 1, Y' = O ist. Zudem verdient dieser Fal l ,  wie wir sehen 
werden, auch aus anderen Gründen besonders hervorgehobeu zu werden. 

Wir  legen wieder die Gleichungen 

1) u T A r - r d + ~ , f i = k a ~ p ,  cf'l.'dp-r'2+i,p= ka1dp (L i  p = 1, 2, 3,. . .) 
zu Grunde und nehmen a n ,  dass die Grossen a+ und r d p  bezw. u ' ~ ~  und kl" 
die Perioden d 6' bezw. 6' / 6 besitzen. Verschiebt man alsdann das System 

derart,  dass die Diagonalreihen sich in Horizontalreihen verwandeln, wlhrend 
die Horizontalreihen zuverticalreihen werden, so gelangt man zu dem folgenden 
neuen Systeme : 

t . . . . . .  
Wenn 

4) r n , = s , , ~ . - ~ + i ( l i _ y )  oder S A , U = ~ A + ~ - ~ , A  ( b ,  p = 1 , 2 , 3 , . . . )  

gesetzt wird,  so überzeugt man sich leicht, dass das System 3) mit dem 
nachstehenden identisch wird -(s,, = r,,) : 
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ES werde nun die erste der beiden Gleichungen 

( ~ ' ~ ' , 2 - r ' ~ + 1 , 2 = k a ' ~ ~ ,  W~L, ,+I  - ~ + I , ~ + I = ~ , , + I  
mit (Y multiplicirt und die zweite zu dem erhaltenen Producte hinzugezahlt. 
Dann erhalt man wegen VI, = r',,: 

6) a n ' r ~ p - r a + i , P + i = k ( c r a ' p z + ~ ~ , p t l )  (A, p = l ,  2 ,  3 ,  ..,). 
Mit Rticksicht auf 4) folgt hieraus 

7) ~ ~ ' s p , ~ - r + l  -Sp+i,I-r f i = k ( ( ~ a ' ~ l +  al,.+l) 
oder, indem man il + p - 1 flir A setzt : 

8) ~ Y U ' S ~ I  - S,+IJ= k ( ~ l a ' , , l + ~ - l  i- al+,-i,.tl). 
Bezeichnet man 

pal= ua'lb,~+,-l + aL+p-~,,+l 
9) { oder 1 (A, ,L=1, 2, 3 ,... )*, 

P,,I-~+I = u a h a  + m,,+l 
eo schreibt sich Gleichung 8) auch: 

10)  YU'S^^ - Spf1,1= kprl .  
Nun besteht nach 1) und 4) neben dieser Gleichung noch die folgende: 

" ~ ~ 1 -  s F , l + i  = w+,-I,. - rA+,,, = kalSa-l ,p .  
Wenn man daher 

11) s ~ A = s ' A ~ ,  a ~ ' ~ ~ - ~ ' l ~ ~ , ~ = k p ' . +  
einftihrt, so is t :  

12) PA, = UA+ p - ~ , p  ( A ,  p = 1 , 2 , 3  ,... ). 
Nach der frliher ($ 2 S. 325) gegebenen Definition stellen die SA,, S'A, 

die Reste und die pl,, p'~, die Ziffern des in den Zahlensystemen ((YU:, a) 
Z 

bezw. ((Y, (Y (Y') dargestellten Bruches - dar. 
k 

Die Richtigkeit der Gleichungen 9) und 12) ist zunachst nur  fur  positive 
Werthe von 1 und (I. erwiesen. E s  wore jedoch nicht schwer, den Nach- 
weis zn flihren, dass aie bei Zugrundelegung der im 5 5 S. 331 aufgestellten 
erweiterten Definition des Darstellungsbcgriffes auch noch ftir 

a , p = o ,  - 1 ,  - 2 ,  - 3  ,... 
richtig sind. Wir unterdrticken jedoch diesen Beweis, da wir im $ 1 7  
ganz allgemein zeigen werden , dass die erwahnten Gleichungen auch bei 
Ausdehnung der Betrachtnng auf beliebige Zahlen für  alle ganzen Werthe 
von A und p ihre Giltigkeit behalten. 

Vergleicht man Gleichung 9) mit der in  der Form 

13) a ' a ~ ! ~  + ~ ' , , A + I =  o ~ ' @ A  + a ~ , p + i  
geschrielienen Fundamentalgleichung, so iiberzeugt man 
dass d e r  W e r t h  v o n  pp,A-r+l m i t  d e r  r e c h t e n  
i d e n t i s c h  i s t .  

Bei A=p hat m a n p ~ i  = p ~ = c r a ' ~ ~  +al ,L+i .  

sich ohne Weiteres, 
S e i t e  d e r s e l b e n  
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Wenn man andererseits eine Ver~chiebung des S y s t e m  1) in der 
Weise vornimmt, dass man zwar die Diagonalreihen wieder zu Horizontal- 
rcihen macht, die Verticalreihen dagegen als solchc beibchiilt, so ergieht 
sich als neues System : 

l 
r,, r,, r S 3 . . .  

14) 
'-12 "-2, '-34 "' 

'-1s '-24 '-35 .'. 
. m . . . .  

Indem man 

sctzt,  fallt das letztere System augenscheinlich mit dern Syüteme 

zusammen (t,, = r ,J .  Dabei stellen die Grossen tAP die Reste des im Zahlen- 
z 

sgsteme (mai',  ai') dargestellten Bruches - dar. Durch ein dem vorhin dar- 
72 

gelegten genau analoges Verfahren findet man weiter leicht die Gleichung 

B 
e in ,  wobei die p lp ,  ¶'Aw die Ziffern von - in  den Systemen ( c lcu l ,  a') bezw. 
(a', au') vorstellen, so ergiebt sich: 

k 

Von den beiden letzteren Gleichungen l h s t  sich dasselbe beweisen, 
wie von den Gleichuugen 9) und 12) ,  dass sie n h l i c h  fü r  a l l e  g a n z e n  
Werthe von 1 und p richtig Sind (vergl. 3 17). Vergleicht man 20) mit 
dcr Fundamentdglcichunq 13), so ergiebt sich, dass d e r  W e r t h  von 
q 1 , ~ - 1 + 1  m i t  d e r  l i n k e n  S e i t e  d e r s e l b e n  i d e n t i s c h  i s t .  

Wir  gelangen auf diese Weise zu dem bemerkenswerthen Ergebniss: 
8 .  

, D i e  Z i f f e r n  p l p ,  92, d e s  B r u c h e s  - i n  d e n  Z a h l e n ~ ~ s t e r n e n  k 
(au', a) b e z w .  (aia', a') h i i n g e n  u n t e r  e i n a n d e r  u n d  m i t  d e n  Z i f f e r n  
a+,  a;, d e r  S y s t e m e  (ai, a') b e z w .  (a', a) d u r c h  d i e  f o l g e n d o n  
G l e i c h u n g e n  z u s a m m e n :  
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pp,2-~+i = C T ~ , I < - A + ~  = aaPp1  4- a;.,.+~= u ' a ~ ~ ,  + a g r , ~ + i ,  

w e l c h e  f i i r  a l l e  g a n z e n  W e r t h e  v o n  i u n d  y g i l t i g  s ind . '  
Gleichzeitig ergiebt sich : 

, ,Die Z i f f e r n  p ' l p ,  d e s  i n  d e n  Z a h l e n s y s t e m e n  (cr, a d )  
a 

bezw. (a', acr') d a r g e v t e l l t e n  B r u c h e s  - s i n d  m i t  d e n j e n i g e n  a l p ,  
k 

a;, i n  d e n  S y s t e m e n  ( a ,  a') b e z w .  (a', a )  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g e n  
v e r b u n d e n :  

~ ' 3 w  -aL+w-l,p, P'W = a'l+.-l,P, 

g i l t i g  f u r  a l l e  g a n z e n  W e r t h e  v o n  A u n d  p.'' 

I n  dem speciellen Fall,  in welchem A = p is t ,  liisst sich der vorerwabnte 
Eatz folgendermassen aussprechen : 

z ,,Die Ata Z i f f e r  d e s  B r u c h e s  - i m  S y s t e m e  aa' e r h i i l t  m a n ,  
k a2-1 

a .  i i i d e m  m a n  d i e  ite Z i f f e r  d e s  B r u c h e s  - 
k 

i m  S y s t e m e  n' 

a'J--] a . 
(bezw. - 

k 
l m  S y s t e m e  a m i t  d e r  Z a h l  a ( b e z w .  or') m u l t i p l i -  ) 

a'J.2 
c i r t  u n d  z u  d e m  P r o d u c t e  d i e  Ate Z i f f e r  d e s  B r u c h e s  -- i m  

k 

5 17. 
Wenn unter p ~ ~ ,  qap die Ziffern eines in den Zahlensystemen (cru', u) 

a 
und (aor', a') dargestellten echten Bruches - verstanden werden, so be- 

k 
stehen, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, die folgenden Gleichungen : 

Es ist daselbst auch bereits bemcrkt wordcn, dass dicse Beziehnngen nicht 
blos fur echte Bruche, sondern tiberhaupt für beliebige positive Zahlen, 
und zwar für  a l l e  g a n  z e n  Werthe von A und p l  Giltigkeit haben. Dies 
sol1 nun im Folgenden bewiesen werden. 

Es seien also ai,, a'Ap die Ziffern einer in den Zahlensystemen (a, a') 

bezw. (u', a )  dargestellten beliebigen positiven Zahla. Setzt man dann allgemein: 

PL/' = aa12,2+.-1 + - 1 , L t l  
0 1  P - - m.. .  + "), 

4 ~ p  = f f r a 2 , ~ - f  1 + a'2+p-1,1tl 

so ist zunachst ohne Weiteres klar,  dass beispielsweise die p i p  siimmtlich 
< <Y a' sind. Da niimlich die Xifferii a;. + p -  1 und a l + p - , ,  A+ 1 hochstens 
gleich (a'- 1) bezw. (cr - 1) werden konnen, so vermag y+ dcn Werth 
or(& - 1) + (OL - 1) = un' - 1 nicht zu Ilbersteigen. Die p ~ p  lassen sich 
daher für irgcnd einen Werth von y jedenfalls als Ziffern einer im-Systeme 
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32 Neue Grundlagen einer allgemeinen Zahlenlehre. 
-C-p--'IYVY-MMTp ------------A- 

a i  dargestellten Zahl. u &-' auffassen, Die Zahl u kt,  wie wir jetzt 
zeigen wollen , nicht verschieden von 8. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir zunachst, dass 

Bezeichnet man in dieser Gleichung mit p lp  die erste der Ziffern pipi 
die einen von Nul1 verschiedenen Werth hat ,  wahrend gleichzeitig die Be- 
ziehungen alr -,, l tp-i = 0,  arl+ ~ + ~ - 2 =  O , .  . . bestehen, wo 1 jede ganze 
Zahl sein kann,  so lasst sich dieselbe auch schreiben: 

oder : 

23) 

Wenn man rechts je zwei benachbarte Glieder, die verschiedenen 
IClainmern entnommen sind, zusamrnenfasst , so kann Gleichung 23) auch 
folgendermassen gcschrieben werden: 

Da der Fundamentalgleichung zu Folga für 

gesetzt werden darf ,  so hat  man auch: 
m 

24) uuu-1 = .l+jd-ra',, r i p . l + z [ a - k d - l - '  ( ~ a ' ~ + , , ~ + , u - , + a ~ + ~ - 1 , ~ + 2 ) ~ .  
j.=l 

Indem man hierin wieder je  zwei benachbarte, aber verschiedenen 
Klarnmern angehorige Glieder vereinigt, ergiebt sich mit Rücksicht auf die 
Fundamentalgleichung : 

,u .au-l=a-z-t lN'-  z a ~ , ~ + p - l + ~ - ' + i ~ ' - z - l a ' ~ + ~ , ~ + r - i  ' 

Durch Wiederholung desselben Verfahrens erhiilt man allgemein: 

oder nach Division durch O-'+': 

wo i eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 
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Aus Gleichung 26) folgt, da 

a a ' l + i + v ,  l + v + p - 1  + a l + v + f i - l ,  I t i t - v - 1  

cia 
< 1, 

dass die Zahl U Û . ' + " - ~  mit einem Fehler 

ausgedrückt wird. Wenn i = a, so ist bei verschwindend kleinem Pehler 

27) ~ a ' + " - ~ = (  ... a'-2, I + ~ - I ~ ' - I , I + ~ - ~ ~ ' O , ~ + M - I ,  ~ ' I , I + ~ - I ~ ' z , I - ~   fi-^...).,. 
Da diese Beziehung für  jeden ganzen Werth von p Giltigkeit hat ,  so 

wird die ZaEl u im Systeme (a' ,  ci) durch die Ziffern anLr dargestellt, da3 
heisst, zc iat mit B identisch. Die plp stellen daher i n  der That die Ziffern 
der Zahl z im Systeme (au', or) vor. In ahnlicher Weise findet man,  dass 
die pl, die Ziffern von 8 im Zahlensysteme (or a', 0') bezeichnen. 8180: 

, ,Die Z i f f e r n  plpl qlP e i n e r  i n  d e n  Z a h l e n s y s t e m e n  (au', a )  
bezw. (cuci', ci') d a r g e s t e l l t e n  b e l i e b i g e n  ( g a n z e n ,  g e b r o c h e n e n  
o d e r  i r r a t i o n a i e n )  p o s i t i v e n  Z a h l  B h ë n g e n  u n t e r  e i n a n d e r  u n d  
m i t  d e n  Z i f f e r n  anp, a;,, v o n  a i n  d e n  S y s t e m e n  (ci, or') bezw. (ci', a) 
d u r c h  d i e  f o l g e n d e n  G l e i c h u n g e n  z u s a m m e n :  

P , , ~ - ~ + I =  C T ~ , ~ - ~ + L ~  a a ' , z + a ~ , ~ + i  = ci'azp + a v p , n + i I  

w e l c h e  f ü r  a l l e  g a n z e n  W e r t h e  v o n  A u n d  p g i l t i g  ~ i n d . ~  

Systems das nachstehende : 

g 18. 
Die im 5 16 gegebenen Entwicklnngen lassen sich ohne Schwierig- 

keit erheblich verallgemeinern. Flihrt man namlich an Stelle des Systems 1) 
dieses Paragraphen das Folgende ein : 

. 
29) 

SI2 SZ2 S32.. 

'13 '23 S33''' . . . . . .  
so überzeugt man sich leiclit von der Richtigkeit der Beziehung: 

30) slp = r i + c ~ - l ) ~ + ~ - i ) ~ ,  l+( l - i )n1+&-1jvn ( A l  p=  1, 2, 3, . .  s). 
Dieselbe liefert umgekehrt unter der Redingung': 

31) nv'-n'y = E ,  

wo E die -positive oder negative Einhrit  bedeutet, die Relation : 
32) r l p = S l + i ( ~ - ~ ) v l - r ~ - ~ ) v ,  i - c ( ~ - ~ ) n * + c ( p - ~ ) n  (A, P = 11 2, 31...). 

- - - 

28) 

Auf den allçemeinen Fa11 werden wir zurückkommen. 
Zeitschrift f .  Mstheniatik u.Physig. 39. Jahrg. 1894. 1. Heft 3 

. '-11 Tl+n,  l f n '  Tl +2n, 1 + 2 n r . .  

' - l+v, i+u'  r l + n + v ,  1+n'+uf r l + Z n + v ,  1+2r i f+v ' . . -  

'-1+2v, I+Zv' ~ l + n + 2 y , l + n ' + Z v '  r l + ~ n + ~ v , 1 + 2 n ~ + 2 v ' - ~ .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

wo n, R', II, V' positive ganze Zahlen bedeuten, und setzt a n  Stelle dieses 
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34 Neue Grundlngen einer nllgemeinen Zahlenlehro. 
---- , --< <- . -- - -< \ - -4- - >< 

Niin folgt aus Gleichung 2) des 5 1: 

oder, indem wir zur Abkürzung 

einflihren : 

gesetzt wird. Multiplicirt man Gleichung 33) mit a'"' und addirt dam 
die Gleichung 34), nechdem man darin (A + n) fiir A gesetzt hat ,  so folgt 
wegen r+, = r i a :  

35)  ai"^'^'^^^ - ri+n,CL+nl = k(oi'"'Aap + A f p , ~ + n ) .  

In Shnlicher Weise gelangt man zur Beziehung: , 

36) ancrrnr r p ~  ' - r fp+n~,z+n  = k (anArlrl + A~,p+n, ) .  

Gleichzeitig ergiebt sich (vergl. auch I j  4 S. 329, Anmerkung): 

37)  AI.^ +Arp, A + = anA>, A. + AiJp + ,p. 

Wi r  setzen jetet zur Abkllrzung: 

9 = 1 + ~ ( ~ - 1 ) ~ ' - ~ ( ( 1 . - 1 ) ~ ,  ~ = 1 - & ( k - 1 ) 1 2 ' + & ( ~ - 1 ) 1 2 .  

Alsdann erhalt man ails Gleichung 32) bei Berücksichtigung von 31): 

Dies in die Gleichung 35) eingeführt, giebt: 

38) an cr 'n '~ea  - se +i ,  a = k + Arp, +,). 
Setzt man allgemein: 

~ n c ~ n ' ~ ~ ~ r -  sI+1,,,=kpi.p, 

so stellen die die Ziffern des Bruches 5 im Zahlensgsterne (crnapnf, n"arv') 

dar*; und man hat den Zusammenhang: 
k 

39 p e u =   AI.^ + Anp, ~ + n .  

Wenn man andererseits 

40) t A p = ~ ~ + ~ L l ) m + ~ - l ~ ~ ,  l+@-l)m,+~'-l ,  v ,  ( A ,  p = 1, 2 ,  3, ...) 
einführt, so erhalt man unter der Dediiigung 31): 

* Führt man nBrnlich seo = s'ne ein, so l'asst sich nach einem dem eben an- 
gewandteu ahnlichen Verfahren leicht die Gleichung 

a v  a ' v  s ' , ~  - s ' ~ +  1, = Iù(u'v'B+ + B BI I.+ ") 
bestitigen , wo zur Abkiirzung 

BA,= j a ~ p  a i + i , ~  . . . a i . + ~ - l ,  + ~ ) a ,  B'/, I. = ( a ' p a ~ ' ~ + ~ ,  A . . . u ' .u+Vp-  1, ).)O' 

gesetzt k t .  
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Bezeichnet man Lhnlich, wie oben, 
~ + E ( ~ - I ) v ' - E ( A - ~ ) v ,  ~ ' = 1  - ~ ( p - l ) m l +  €(il-1)n*, 

so folgt: un ~ ' " ' t ~ , ~ , -  t p , +  1, = k (anA>2 +AA,,+;). 

Indem man an rupnr tJ., - tJ.+l, P = k q ~ f i  

einführt, wo die q2, die Ziffern des im Systeme (un'u'", nv'a'v) dargestellten 
B 

Bruches - bedeuten, ergiebt sich: 
k 

42) ge'ov = unA'/, .i + AA, p + nr . 
Die Vergleichung von 42) und 39) liefert sodann mit Riicksicht auf 

37) den Zusamrpgnhang : 

43) pl, O = qq,o, . 
Wir gelangen somit zu dem folgenden allgemeinen Stltz: 

a 
, D i e  Z i f f e r n p + ,  qlp d e r  D a r s t e l l u n g e n  d e s  e c h t e n  B r u c h e s -  

k 
i n  d e n  Z a h l e n s y s t e m e n  (anu'"', uvu'v') bezw.  (an'a'n, crv'a'v) h a n g e n  
u n t e r  d e r  B e d i n g u n g  = 

wo E d i e  p o s i t i v e  o d e r  n e g a t i v e  E i n h e i t  b e d e u t e t ,  m i t  d e n  
a 

Z i f f e r n  aAP, a ' ~ ,  v o n  i n  d e n  S y s t e m e n  (ru, a') b e z w .  (a', a) u n d  

u n t e r  e i n a n d e r  d u r c h  d i e  G l e i c h n n g e n  z u s a m m e n :  
I I 

p e o = ~ e ' o ' = u  A A ~ + A ' ~ , ~ + ~ = ~ ~ " A ' ~ A  f A ~ , ~ + n r ,  

g i l t i g  f u r  A ,  y =  1 ,  2,  3 ,  . . .  D a b e i  i s t  z u r  A b k U r z u n g  

l + ( - 1 - F - 1 )  ~ = l - ~ ( A - l ) n ' + ~ ( ~ - l ) n  

@'= I + E ( ~ -  1)"'- ~ ( k - l ) v ,  < r ' = 1 - ~ ( ~ - 1 ) n ' f & ( k -  1)7i 

g e s e t z t  w o r d e n . "  
B 

Es wiirde nicht schwer sein,  die hier für den echten Bruch - gegebenen 
76 

Entwicklungen auf eine beliebige positive Zahl a auszudebnen, wie es fur  
den besonderen Fa11 rt = d= 1, v = 1, u'= O im 5 1 7  bereits geschehen 
ist. Der Kürze halber nehmen wir jedoch hiervon, sowie von einer weiteren 
Ausfiihrung dieses Gegenstandes jetzt Abstand; wir gedenken aber, spLter 
darauf zurückzukommen. 

5 19. 
Es ist eine interessante Aufgabe, die Ergebnisse der $5 16 und 18 

für diejenigen speciellen Palle zu discut.iren, ftir welche die schon mehrfach 
erwahnte Bedingungacongruenz 

ana'n' -- = 1 (mod k)  

erfüllt ist. Wir  beschrkken uns hier der KUrze wegen auf die Betrtlchtung 
des einfachsten und zugleich interessantesten Falles , b e z i i g l  i c h k z u g e  - 
o r  d n e t e  ru ,  oder, wie wir uns dafur in der Folge lieber ausdrücken wollen, 

* Die e', cr' çehen aus bezw. Q ,  G durch Vertauschen von A mit  p hervor. 

a* 
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. b e z i i g l i c h  k c o n j u g i r t e r U  Grundzahlen ci, ci'. Dieselben genügen 
(5  7, S. 335) einer Gleichung von der Form: 

44) a m ' -  1 = uk. 
Nach dem Lehrsatze des 3 8 hat  man in diesem Falle die Beziehung 

anFr a ~ + l , ~  +I ( A ,  p = l ,  2, 3 , . . . ) ,  
aus welcher (nach 3 7) zugleich diese andere folgt: 

n p = r i + i , p + l  ( A ,  p -  1, 2, 3 , .  ..). 
Pilhrt man letztere in Gleichung 6) des 5 16 ein,  so verwandelt sich 

dieselbe mit Rücksicht auf die Pundamentalgleichung in die folgende: 

(aa ' -  l ) r ~ ~ = k ( a a ' ~ ~ + a z , , , + l )  =k(u7aap+ a ' f i , ~ + l ) = k p p , z - , + ~ ) ,  
oder wegen Gleichung 44) i n :  

Wenn man hierin noch i. + p -  1 für i. setzt, so ergiebt sich: 

Unter diesen Umstiinden schreibt sich Gleichung 45):  

46) ~rz=p~~=:or 'an+a'a-z+i** ( I , , p = l , 2 , 3  ,... ). 
Zugleich ergiebt sich nebcnbei : 

pi1 = p z 1  = p 3 1 . = . . .  

I n  ahnlicher Weise erhiilt man:  

uf'n = cra'i + ao-n+i. 
In  Worten: 
. E s  m o g e n  ai u n d  or' z w e i  b e z i i g l i c h  k c o n j u g i r t e  Zahlen 

v o r s t e l l e n ,  d a s  h e i s s t ,  e s  s'oll d i e  R e d i n g u n g s g l e i c h u n g  

a a'- 1 = u k  

e r f l i l l t  se in .  W e n n  a l s d a n n  r , ,  r,, r 3 , . . .  b e z w .  r',, r',, r' S,... d i e  
I r  

R e s t e  u n d  a , ,  a,, a ,,... bezw. a',, a , ,  a ,,... d i e  Z i f f e r n  d e s  Bruches 
2 - - - - - r.1 - - i n  d e n  Z a h l e n s y s t e m e n  or b e z w .  or' b e d e u t e n ,  so Ise- 
k k k  
s t e h t  f o l g e n d e r  Z u s a m m e u h a n g :  

z c r ~ = n ' a ~ + a ' d - ~ + i ,  ~ r ' ~ = o r a ' ~ + a s - n + i ~ .  

Diese Gleichungen lehren in Verbindong mit dem im 5 S abgeleiteten 
Algorithmus, die ri bezw. r ' ~  in einfacher Weise siiccessive zu berechnen. 

+ 8 bedeutet die Stellenanzahl der Perioden von - in den Zahlensystemen 
rx und a'. k 

** Vergl. 3 9 S. 338. 
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Beispie l :  Es sei, um ein einfaches Beispiel anauführen, a = 1 ,  
k = 7 ,  & = 3 ,  or'=5. Alsdann ist u = 2 ,  d = 6 ,  und man bat: 

also 

= 1, T ' ~  = 5, rt3 = 4, rr4 = 6, rt5 = 2, rrE = 3,. . . 
a,=O, a,=1: a,=O, a,=2, a5=1, a,=2 ,... 
a'l = 0, al2 =L 3, ao3 = 2> al4 = 4, a', = 1, a', = 2, ... 

Sonach bestehen die folgenden Gleichungen ( P  = 1, 2, 3,. . .) : 
pl,l=ur,=a'a,+a', oder 2=2 .1=5 .0+2  
pr2=zcra=a'a,+a1, 6=2 .3=5 .1+1  

p,,,=ur,=a'a,+a', 4=2.2.=5.0+4 
pra=ur4=a'a4+af, 12=2.6=5.2+2 
ppFi =ur5=a'ns+a', 8=2 .4=5 .1+3  
prs=ur,=ai'a,+n8, , 10=2.5=5.2+0. 

Ebenso erhalt man: 

grl=ur',=aa', + a ,  oder 2 2 . l = 3 . 0 + 2  

y,2=zc;,=ora',+a, 10=2.5=3.3+1 
q,3=ur'g=aa'3+a4 8=2 .4=3 .2+2  
qr4=~r '4=aap4+a,  12=2.6=3.4+0 
q r j r 5 z ~ / 5 = a a ' 6 + a ,  4=2 .2=3-1  + 1  
qfi6=ur',=ora'6+a, 6=2 .3=3 .2+0 .  

(h'ortseteung folgt.) 

Berichtigungen zur ersten Abhandluiig. 

(Bd. XXXVII d Zeitechr S .  321 flg.) 
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Bestimmung der Anzahl aller unter einer gegebenen 
Zahl a liegenden Primzahlen, wenn die unter 1/E 

Iiegenden Primzahlen bekannt sind. 

Von 

Prof. Dr. FR. GRAEFE 
in D a r m ~ t a d t .  

Wenn man alle Primzahlen, ausser den Zahlen 2 und 3 ,  durch 
6 theilt ,  so sieht man, dass sie entweder den Rest 1 oder 5 geben. 
Sammtliche Primzahlen, ausser den Zahlen 2 und 3 ,  sind demnach in 
den beiden arithmetischen Reihen 

1, 7, 13,  19 ,  25, 31, 37, 43, 49, 55, 61,67,  73, 79, .  . . p l .  .. 
I) { p 1 = 6 n + l ,  n - O ,  1, 2,  3 ,  4 .  . .  

5, 11, 17, 23, 29, 35, 41, 47, 53, 59, 65, 71, 77, . . . p u .  .. 
11> ( . p l ' - 6 i n + 5 ,  % = O ,  1, 2 ,  3 ,  4 . . .  

enthalten. Die Primzahlenproducto aus Primfactoren > 3 hahen die Porm 
6 n  $- 1 oder 6 n  + 5 ;  denn es ist: 

(6m+1)(6r+1)=6[m(6r4-1)+r ]+1=61~+1,  

in -m(6r+  1 )+r ;  

( 6 m + 5 ) ( 6 r + 5 ) = 6 [ m ( 6 r + 5 ) + 5 r + 4 ] + 1 = 6 n + I l  

n . - 4 + 5 r + m ( 6 r + 5 ) ;  

( 6 m + 1 ) ( 6 r + 5 ) = 6 [ m ( 6 r + 5 ) + r ] + 5 = 6 n + 5 ,  

n = m ( 6 r +  6) +r.  

I n  den Reihen 1) und II) sind noch Primzahlenproducte aus Prim- 
factoren > 3. Ferner befinden sich die Zahlen 

(6in+1)', (6m + 5)", n=O,  1, 2, 3 ..., r = O ,  1 , 2 , 3 , 4 ,  5 . . .  

in der Eeihe 1) und die Zahlen 

( 6 r 1 + 5 ) ~ ' + ' ,  n = 0 , 1 , 2 , 3  ..., ~ 4 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5  . . .  
in der Reihe II). 
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Von Prof. Dr. FR. GRAEFE. 39 - / --/<------. . . -., . , . . .. < - - - 
Die geraden Potenzen aller Primzahlen > 3 sind für  den Modul 6 

congruent. Die Quadrate der Zahlen der Reihe 1) 

1; i", i32,. . . 
und die der Reihe II) 

5', 114 17',.. . 
bilden arithmetische Reihen zweiter Ordnung. 

Die Zahl 6n + 1 is t  theilbar durch die Zahl 692, + 5 , .  wenn ist 

n = 4 + 5 ? z , + ( 6 . n 1 + 5 ) a ,  s = O , 1 , 2 , 3  ... 
und durch die Zahl 6@, + 1, wenn ist 

f i - f l l f  (61a,+l)s, ~ = 0 , 1 , 2 , 3  ... 
Die Zahl 6 n + 5 is t  theilbar durch die Zahl 6n ,  + 5, wenn is t  

n = n , i - ( 6 a 1 + 5 ) s ,  a E O ) 1 , 2 , 3 . . .  

und durch die Zahl 672, + 1 ,  wenn is t  

n - 5 % + ( 6 n , + l ) ~ ,  ~ = O , l , 2 , 3  . . .  
Die Zahl 6 n  + 1 ist  das (n + l)te Glied der Reihe 1) und die Zahl 

612 + 5 ist  das (r. + l)te Glied der Reihe II). 
I n  der Reihe 1) ist also das 

( 5  -j- 5n, + (6n, + 5 ) ~ ) ~ ~  Glied 

durch die Zahl 6 ~ ,  + 5 und das 

{ n, + 1 + (6 n, + 1) a)te Glied 

durch die Zahl 6n, 4- 1 theilbar und in der Beihe 11) ist das 

{n, $- 1 + (612, + 5)8Jte Glied 

durch die Zahl 6 a;+ 5 und das 

{ 5 n ,  + 1 + (6 m, + 1 ) ~ ) ~ ~  Qliod 

durch die Zahl 672, $ 1 theilbar. Setzt man i n  den 
Zahleu O ,  1, 2, 3 . . ., so erhalt man die umstehende 

Formeln fur  n, die 
Tabelle. 

Rine unterstrichene Zahl - xeigt a n ,  dass die Zahl 6 n + 1 (6 n + 5) 
nicht nui. durch die entsprechendo Primzahl p ,  sondern auch dnrch eine 
Primzahl, kleiner als p ,  theilhar ist; z. B.: die Zahl 6 .  64  + 1 ist  theilbar 
durch 5, 7, 11, denn der Zahl n = 64 entspricht in der Tabelle p - 5, 

7, 11; die Zahl 6 . 75 + 5 ist theilbac durch 5, 7, 13. I n  dieser Tabelle 
sind die untorstrichenen a fir p > 19 meistene weggelassen. 

Mit Hilfe dieser Tabelle kann man sehr leicht die Anzahl der Prim- 
zahlen unter 10000 finden und ferner bestimmen, ob eine gegebene Zahl, 
die kleiner ah 2400 is t ,  eine Primzahl ist. 

Um die Anzahl der Primzahlen nnter einor Zahl, die grtisser als 10 000 
ist, zu finden, muss man die Reihe der Werthe von p und n fortsetzen. 
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Die Zahl 6 n  + 1 ist durch die Zahl p theilbar, wenn ist l va = 

alle Zahlen, die auf 4 oder 9 endigen. 
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Die Zahl 6n + 5 i s t  durch die Zahl p thoilbar, wenn ist 
'n = 

O 5 1 0  alle Zahlen, die durch 5 thoilbar sind. 
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Es sind z. B. die Zahlen 2387, 2363  keine Primzablen, dagegen sind 
die Zahlen 2399,  1 9 4 9  Primzahlen. E s  ist namlich: 

2 3 8 7 = 6 . 3 9 7 ' + 5 ,  2 3 6 3 - 6 . 3 9 3 + 5 ;  

der Zahl .n = 397  entspricht p - 7, und der Zahl fi - 3 9 3  entspricht p - 1 7 ;  
also is t  2387  durch 7 und 2 3 6 3  durch 17  theilbar; es ist: 

2387 = 7 . 1 1 . 3 1 ,  2 3 6 3  = 1 7 . 1 3 9 .  
Ferner ist: 

2399 = 6 . 3 9 9  + 5, 1949 - 6 . 3 2 4  + 5 ;  

da die Zahlen n = 399, n = 324 in vorstehender Tabolle nicht enthalton 
sind, so sind die beiden Zahlen Primzahlen. 

Bus  den Formeln oder auch aus der Tabelle folgt: 

Diese Andeutungen gentigen, um die A n z a h l  d e r  Pr i rnzah lun  
u n t e r h a l b  e i n e r  Z a h l  m zu f i n d e n ,  w e n n  d i e  P r i m z a h l e n  k l e i n s r  
a l s  vk b e k a n n t  s ind .  Ein Primzahlenproduct kleiner als die Zahl nz 

sei ml. m,; ist einer der Factoren, z. B. ml ,  grosser als 6, BO kt  der 
andere Factor rn, natürlich kleiner al8 I /m.  Urn daher die Primzllblen- 
producte, die weder den Factor 2 ,  noch den Factor 3 enthalten, und 
kleiner als die Zahl m sind, xu finden, genügt es, in den Reihen 1) und II) 
die Zahlen zu bestimmen, deren eine Factor kleiner als l/m ist. 

Die grosste Zahl der Reihe 1), die kleiner als m kt,  sei nbl und die 
grosste Zahl der Reihe II), die kleiner als nz k t ,  sei mrl. Die Anzahl der 
Glieder der Reihe 1) von 1 bis mr ist 

und die Anzahl der Glieder der Reihe II) von 5 bis WL'' ist  

Wenn in der Reihe 1) von 1 bis mr: 

1. die Zahl 612iTt5 + 1 die grù'sste durch 6 r  -j- 5 theilbare Zahl 
ist, so ist die Anzahl der durch 6 r  + 5 theilbaren Zahlen der 
Beihe 1) von 1 bis nar: 
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2. die Zahl 6 n i r + ,  + 1 die grosste durch 6 r  + 1 theilbare Zahl 
kt, so is t  die Anzahl der durch 6 7 + 1  theilbaren Zahlen 
(ausgenommen die Zahl 6 r  + 1) der Reihe 1) von 1 bis na1: 

Wenn in der Rcihe II) von 5 bis d l :  

1 .  die Zab1 612GC5+ 5 die grosste durch 69  + 5 theilbare Zahl 
ist, so ist die Anzahl der durch 6 q  + 5 theilbaren Zahlen 
(ausgenommen die Zahl 6 y + 5) der Reihe II) von 5 bis mzr: 

2. die Zahl 6 n g  + + 5 die grosste durch 6 p + 1 theilbare Zahl 
ist ,  so ist  die Anzahl der durch 6 g  +- 1 theilbaren Zahlen 
der Reihe II) von 5 bis m":. 

Es sei m = 1 0 0 0 0 .  E s  is t  dann m l =  9997,  mrr= 9995.  
Die Anzahl der Glieder der Reihe 1) von 1 bis 9997  is t  

und die Anzahl der Glieder der Reihe II) von 1 bis 9 9 9 5  is t  

Die grosste durch 5 theilbare Zahl der Reihe 1) i s t  9985 - 6 . 1 6 6 4  + 1; 
die Anzahl der durch 5 theilbaren Zahlen der Reihe 1) des Intervalls von 

Die grosste durch 7 theilbare Zahl der Reihe 1) ist  9961 - 6 . 1 6 6 0  + 1; 
die Anzahl der durch 7 theilbaren Zahlen der Reihe 1) des Intervalls von 
1 bis 9997  (mit Ausnahme der Zahl 7) ist 

1 6 6 0  - 1 
7 

- 237. 

Unter den durch 7 theilbaren Zahlen befinden sich einige, die auch 
durch 5 theilbar sind; die durch 7 theilbaren Zahlen sind: 

7 ( 6 n + l ) ,  n-1,  2, 3, 4 . . . 2 3 7  

und die grosste durch 3 5  theilbare Zahl der Reihe ist demnach: 
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( 6 . 2 3 4 $ 1 ) 7 = 6 . 1 6 3 9 + 1 ;  

die Anzahl der durch 35 theilbaren Zahlen is t  

1639 + 5 + 1 
35 

= 47. 

Die Anzahl der durch 5 und der durch 7 theilbaren Zahlen der 
Reihe 1) des Intervalls von 1  bis 9997 (mit Ausnahme der Primzahl 7) 

Die grosste durch 5 theilbare Zahl der Reihe II) ist 

die Anzahl der durch 5 theilbaren Zahlen der Reihe II) des Intervalls von 
1 - 9995  (mit Ausnahme der Zahl 5) is t  

Die grosste durch 7 theilbare Zahl der Reihe II) ist 

9989 = 6 . 1 6 6 4  + 5 ;  

die Ansahl der durch 7 theilbaren Zahlen der Reihe II) des Iatervalls von 
1  - 9995 ist 

1664 + 1  + 1 _ 238. 
7 

Die durch 7  theilbaren Zahlen sind 

(61a + 5) 7, m = 0, 1, 2, 3  . . . 237 

und die grosste durch 35 theilbare Zahl der Reihe ist demnach 

(6.235+5)7=(6.47+1)35-6.1650+5; 

die Anzahl der durch 35 thcilbaren Zahlen ist 

Die Anzahl der durch 5 und der durch 7  theilbaren Zahlen der 
Reihe II) des Intervalls von 1  - 9995 (mit Ausnahme dar Primzahl 5) 
ist demnach gleich 333 + 2 3 8  - 48 = 523. 

Diese Rechnungen sind leichter mit Hilfe der Tabelle ausauführen. 
Es  sci die Anzahl dor durch 19 theilbaren Zahlen der Rcihe 1) zu be- 
stimmen und unter den duich 19 theilbaren Zahlon die Anzahl dor Zahlen, die 

1. durch 5  

2. durch 7 

3.  durch 11 

4. durch 13 

5. durch 17 

theilbar sind. Die grosete durch 19 theilbare Zahl der Reihe 1) ist 

( 6 . 8 7  + 1) 19. 
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Die Anzahl der durch 1 9  theilbaren Zahlen ist 8 7  (mit Ansnahme 
der Zahl 19). Setzt man in 6 n  + 

fiir n die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 . .  .87,  so zeigt die Tabelle, dass 612+ 1, 

1. f ü r  1 7  Werthe von n  durch 5, 

2. ,, 1 3  :, 11 a ,, 7, 
3 , 8 11 , fi ,1 11, 
4. ;r 7 ,, 1 ,, 13, 
5 .  1 5 ,, , 9 ,  1 7  

theilbar ist. Unter den 8 7  durch 1 9  theilbaren Zahlen sind 1 7  durch 5 ,  
1 3  durch 7 ,  8 durch 11, 7 durch 1 3  und 5 durch 1 7  theilbar. Die 
unterstrichenen Zahlen dcr Tabelle zeigen an,  dass unter den durch 

7 theilbaren Zahlen 2 durch 5 theilbar sind, 

l1 ,, ,, 1 ,, 5 und 1 durch 7 theilbar ist ,  
l3 7 7  7 1  11 7, 11 91 

1 7  ,; , 1 ,, 5 1, 1 ,, 11 ,, I l  

Cnter den 8 7  durch 1 9  theilbarcn Zablen giebt es weder durch 5 
nooh durch 11, noch durch 1 3 ,  noch durch 1 7  theilbare Zahlen, deren 

Führt  man diese Rerechnungen für  alle Primzahlenproducte des 
Intervalls von 1 bis 1 0 0 0 0  aus, so erliiilt man die umstchenden Tabellen. 

Im Schnittpunkte der Horizontalreihe p und der Verticalreihe pl steht 
die Anzahl der durch p .  p, theilbaren Zahlen des Intervalls von 1 bis 9997. 
Diese Anzahl enthiilt n i  ch  t die Anzahl der durch p .pl p, theilbaren Zahlen, 
wenn die Primzahl p, kleiner als die Primzahl p,  ist. 

In dor Reihe 1) des lntervalls von 1 bis 9997 sind z. B. 8 7  Zahlen 
(mit Ausnahme der Primzalil 19)  durch die Zab1 1 9  theilbar; unter diesen 
87 Zahlen sind 1 7  durch 5, 11 durch 7, aber diese nicht durch 5; 
6 durch 11, aber diese nicht durch 5 ,  7 ;  5 durch 1 3 ,  diese nicht durch 
5 ,  7, 11; 3 durch 17,  diese nicht durch 5, 7, 11, 1 3  theilbar. 

Die Anzahl der Primzahlen der Reihe 1) unterhalb 1 0 0 0 0  ist (wenn 
die Einheit zu den Primzahlen gezahlt wird) 

und die Anzahl der Primzahlen der Reihe II) unterhalb 1 0 0 0 0  ist 

Die Anzahl der Primzahlen des Intervalls von 1 bis 1 0  0 0 0  ist 
mit Einschluss der Einhoit 
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Sa. d.Verti- 
ealiaihen: 1603 1 

548 
Es ist fur m =10000: 

612,'+1=9985= 5 . 1 9 9 7 = 6 . 1 6 6 4 + 1 =  5 (6 .332+5)  

6n:+1-9961= 7 . 1 4 2 3 = 6 . 1 6 6 0 + 1 -  7(6 .237+1)  . 

6 n f 1 + i = 9 9 5 5 = 1 1 .  9 0 5 = 6 . 1 6 5 9 + 1 = 1 1 ( 6 . 1 5 0 + 5 ) - 5 . 1 1 . 1 8 1  

6n:,+1=9997=13. 7 6 9 = 6 . 1 6 6 6 + 1 = 1 3 ( 6 . 1 2 8 + 1 )  

6n:,,+1=9979-17. 5 8 7 - 6 . 1 6 6 3 + 1 = 1 7 ( 6 .  974-5) 

6rn:,+1=9937=19. 5 2 3 - 6 . 1 6 5 6 + 1 = 1 9 ( 6 ,  873 -1 )  

6n,',+1-91)13-23. 4 3 1 = 6 . 1 6 5 2 + 1 = 2 3 ( 6 .  71+5 )  

6&+ 1 - 9889 = 2 9 .  341 -6 .1648  + 1 - 29 (6 .  56 $5)  
= 1 1 . 2 9 . 3 1 = 6 . n & + 1 = 3 1 ( 6 . 5 3 + 1 ) .  

Anzahl der Primzahlenproducte 6  n -+ 1 

Pl = 

5 711131719232931374143475359616771737983?  
P 

1 
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Pl - 1 1  / 5  7  11 13 17 1923293137414347535961677173198389  

5 
7  
11 
13 
17 
19 
23 
29 
31 
37 
41 
43 
47 
53 
59 
61 
67 
71 
73 
79 
83 
89 
97 

Sa. d.Verti- 
,,ir0;ù,,:1605 256 120 53 31 13 10 8 8  7 7 6 6 5 5 6 3  3  3  2 2  1 1 

333 
238 
151 
128 

97 
87 
72 
57 
53 
45 
40 
38 
35 
31 
28 
27 
25 
23 
22 
21 
19 
18 
17 

48 
30 18  
26 14 8 
19 12  7 6 
18 9 6 3  2  
14 9 4 4 2 2  
11 8 4 3 1 1  
11 5 3 2 1 0 1 1  

9 4 3 1 1 0 1 1  
8 5 2 2 O i û O i i  
8 4 3  1 1 0 1 1 0 0 1  
7 4 2 2 0  1 0 0 1 1 0 1  
6 4 2  2 0  i 0 0 1 1 0 1  
5 4  1 2 0  1 0 0 1 1 0 1  
6 3 2 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1  
5  2 2 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1  

4  4 1 i O 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1  
5  2  1 0  1 0 1 1 U 0 1 0 1 1 1 0 0 1  
5  2  1 0  1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1  
4  3 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1  
3 3 O i O i o o i i o i o o o i i o i i  
4  1 1  O 1  o i i o o i o i 1 i o o 1 o o 1 i  
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G n Y + 5 = 9 9 9 5 =  5 . 1 9 9 9 = 6 . 1 6 6 5 + 5 =  5 ( 6 . 3 3 3 + 1 )  

6121+5=9989=  7 . 1 4 2 7 = 6 . 1 6 6 4 + 5 -  7 ( 6 . 2 3 7 + 5 )  

6$:+5-9977=11.  9 0 7 = 6 . 1 6 6 2 $ 5 = 1 1 ( 6 . 1 5 1 + 1 )  

6 n ~ , ' + 5 = 9 9 7 1 = 1 3 ? 5 9 = 6 . 1 6 6 1 + 5 = 1 3 ( 6 . 1 2 7 + 5 ~  

= 6nEf  5 = 5 9 ( 6 . 2 8  $1) 

6n~~+5=9911=~1.17.53=6.1651+5=17(6.97+5) 
=6n,{l+ 5  = 53 (6 . 3 1  + 1) 

6n$+ 5  = 9899 = 1 9 . 5 2 1  = 6 . 1 6 4 9  + 5  = 19  (6 .86  + 5) 

6 n ~ ~ + 5 = 9 9 5 9 - 2 3 . 4 3 3 = 6 . 1 6 5 9 + 5 = 2 3 ( 6 . 7 2 +  1) 

6 n ; i + 5 = 9 9 4 7 = ~ 9 . 3 4 3 = 6 . 1 6 5 7 $ . 5 = 2 9 ( 6 . 5 7 + 1 ) = 7 ~ . 2 9  

6a$+ 5 = 9827 - 31 .317  = 6 .1637  + 5  = 3 1  ( 6 . 5 2  + 5) 
I 

612$+5=9953=37 .269=6 .1658$5=37 (6 .44+  5) 

6124{+5=9881=41 2 4 1 - 6 . i 6 4 6 + 5 = 4 i ( 6 . 4 0 +  1) 

6 1 2 ~ ~ $ 5 = 9 7 6 1 = 4 3 . 2 2 7 = 6 . 1 6 2 6 + 5 - 4 3 ( 6 . 3 7 +  5) 

~VL;:$- 5 = 9917 = 4 7 . 2 1 1  - 6 . 1 6 5 2  + 5 - 47  ( 6 . 3 5  + 1) 

6 n E - l - 5 - 9 8 2 1 = 6 1 . 1 6 1 = 6 . 1 6 3 6 + 5 = 6 1 ( 6 . 2 6 + 5 ) = 7 . 2 3 . 6 1  

6 n , ' : + 5 = 9 9 8 3 = 6 7 . 1 4 9 = 6 . 1 6 6 3 + 5 = 6 7 ( 6 . 2 4 +  5) 

6 ~ ~ $ + 5 = 9 8 6 9 = 7 1 . 1 3 9 = 6 . 1 6 4 4 + 5 - 7 1 ( 6 . 2 3 + 1 )  

6 f i ~ + 5 = 9 5 6 3 = 7 3 . 1 3 1 = 6 . 1 5 9 3 $ 5 = 7 3 ( 6 . 2 1 + 5 )  

6~~~~+5=9875=79.125=6.1645+5=79(6.20+5)=5~.79 

6 n i i  f 5=9545=83.i15=6.l590+5=83(6.19+ 1 ) = 5 . 2 3  83 

en:;+ 5 = 9701 = 8 9 . 1 0 9  = 6 . 1 6 1 6  $ 5  - 89 ( 6 . 1 8  + 1) 

~vL;;+ 5 = 9797 = 9 7 . 1 0 1  = 6 . 1 6 3 2  $ 5  - 97 ( 6 . 1 6  + 5) 

Diese Zahlen siud der Berechnung der letzten Tabelle zu Grunde 
gelegt. S t a t t  der Primzahlenproducte, die mehr als zwei Primfactoren 
haben, kann man die kleineren Primzahlenproducte nehmen; z. B. statt 
l l ( 6 . l 5 O +  5) kann man nehmen 1 1  ( 6 . 1 4 9 +  5 )  und s ta t t  61(6 .26+5)  

kann man 61  ( 6 . 2 4  $5) nehmen. Nimmt man 11 (6 .149 + 5), so aird 
in der Tabelle die Horizontalreihe 

( 1 ' 5  7  
-- 

1 1  5  7 
Z U  - 1  

11 / 151  1 31 16  11 1 1 5 0  30 16  

und nimmt man 61 (6.24 + 5), so wird in der Tabelle die Horizontalreihe: 
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1 5 7 11  1 3  17 19 23 29 3 1  37 4 1  4 3  47  5 3  59 
--- - 1 - 

6 1 2 7 1 6 3  2 O 1 O 1 1 O O 1 O 1 1 1 

1 5 7 11  13  17 19 23 29 31 37 4 1  4 3  47 5 3  59 
zu -i-l 

6 1 1 2 5 5 2  2 O 1 O 1 1 O O 1 O 1 1 1 

Diese Annahmen andern natürlich nicht die Differenzen 
1603  - 548 1602 - 547, 1605 - 555 = 1603  - 553. 

Die letzte Tnbelle zeigt ferner, dass die Anzahl der durch 5 und der 
durch 7 theilbaren Zahlen (inclusive 7) der Reihe 1) unterhalb 1 0 0 0 0  gleich ist 

333  + 238 - 47  = 5 2 4  

und die Anzahl der durch 5 und der durch 7 theilbaren Zahlen (inclusive 5 )  
der Roiho TI) untcrhalb 1 0 0 0 0  gleich is t  

334  + 238 - 48 - 524. 

Die Anzahl der Zahlen des Intervalls von 1 bis 1 0 0 0 0 ,  die weder 
durch 2 ,  noch durch 3,  noch durch 5 und noch durch 7 theilbar sind, 

ist somit: 1667 + 1666 - 524 - 5 2 4  - 2285. 

Schliesslich sei noch erwiihnt, dass man die gegebenen Zahlen 

6 4 4 -  1 - 9961  etc., 612ir+ 6 = 9989 etc. 

benutzen kann, um mittelst hochstens 20 Differenzen zu ermitteln, ob 
eine gegebene Zahl < 1 0 0 0 0  und > 2400 eine Primzahl ist. Wenn 
namlich die Zshl 6 p z +  1 durch 6 r  5 1  theilbar îst ,  so ist auch die Zab1 

d T f l - p 1 = d r + i ,  6 r - t 1 < V 6 p 1 + 1  

durch 6 r  I 1 theilbar, und wenn die Zahl 6p" + 5 durch 6 r  f 1 theil- 
bar ist, so ist  die Zuhl 

II 
- P " = D ; ~ I ,  6 r k  1 < v 6 ~ " + 1  - 

durch 6 r  + 1 theilbar. Wenn für einen bestimmten Werth von r  die 
Difïerenz D ~ , + , ( U ~ + , )  den Factor 6 r  + 1 ha t ,  60 ist die Zahl 6 p r  + 1 
(6pz1+ 5 )  durch 6 &- 1 theilbar. 

Es sei 6 p J r +  5 = 4997,  6 p J  + 1 = 4999.  

l> 4 9 9 7 = 6 . 8 3 2 +  5, 6 r k 1 < 7 1  
6n:I+ 5 = 9989,  6n:f+ 5 = 9977 etc. 

1 6 6 4  - 832  - 832 = 26.  13  - 07 
1662  - 832 = 2 .  5 .  83  = DK 
1661 - 832 = 829 = Di; 

1651  - 832  = 819 = 3'. 7  . 1 3  = 

1649 - 832  = 817 = 6 . 136 + 1 = 1 9 .  43 = Di;; 

da Di', den Factor 19 h a t ,  80 ist die Zahl 4997 durch 19 bheilbar; es 
ist 4997 = 1 9 .  263. 

Zeitschrift f. Yathematik u. Phyeik. YS.  Jahrg. 1894. LHeft. 4 
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- A - -7 - --/---- - - 

Die Factoren der Zahlen nir+ l(D,+l) erhait man leicht aus der 

ersten Sabelle, denn der grossie ~ e r t h  dey Diffcrenz D ist fur 

6 p 1 + 1 >  2400,  6 $ I + 5 >  2400; 
< 10 000, < 10000,  

B = 1666 - 400 = 1266. 

2) 4 9 9 9 = 6 . 8 3 3 + 1 ,  G r k l < 7 1  

612:+ 1 = 9961, 612f1 $1 - 9955 etc. 

1660 - 833  = 827 = Di 

1659 - 833  = 826 = 2 . 7 . 5 9  = Di, 

1666 - 833  = 833 = 7'. 17  = Di, 
1663  - 833 = 830 = 2 . 5 . 8 3  = D:, 
1656 - 833  = 823  = Bi, 

1652 - 833 = 819 = 32. 7 . 1 3  = Bé, 

1 6 4 8 -  8 3 3 - 8 1 5 = 3 . 6 . 6 1 = D ~ 9 - D 9 ,  

1634 - 833  = 801  = 32. 79 = = Dr 53 

1633 - 833  - 800 = 25. 5" BU' 41 

1641 - 833 = 808 = 23. 101  = DA 

1637 - 833 = 804 = 22.  3 . 6 7  = Bi, 
1642 - 833 = 809 = Di, 

1657 - 833 = 824 = 23.  103 = ni, 
1619 - 833 = 786 = 2 . 3 . 1 3 1  = DA; 

da kein DSrI, den Factor 6 r *  1 hat, so ist die Zah l  4999 eine 

Pr im~ahl .  

D a r m s t a d t ,  25. Octoher 1892. 
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Ueber zwei Fusspunktenflachen des Achsencomplexes 

einer Flache zweiter Ordnung. 

Von 

CH. BORLE 
i n  Franksnthal (Hheinhayern) 

Hierzu Tafel 1. 
- 

1. 

Wir finden im 23. Vortrage von R e y  e 's  Geometrie der Lage (zweite 
Abtheilung , zweite Auflage 1892) eine iiusserst interessante Fusspunkteu- 
flscho des Achsencomplexea einer FlBche zweiter Ordnung erwiihnt und 
deren Gleichung in Bezug au€ ein rechtwinkliges Coordinatensystem in 
einer Anmerkung beigefitgt. 

Die nachstehenden Mittheilungen betreffs dieser Flache haben den 
Zweck, die merkwürdige Thatsache zu begrtinden , dass dieselbe eine 
Dupin 'scl ie  Cyklide k t  und ihre Entstehung in diesem Sinne anzugeben. 
Behufs Charakterisirung der in Rede stehenden Flache nehmen wir wohl 
am besten den Wort,laut des betreffenden Satzoe aus dem angcgebenen Werke: 

Werden zwei Sgmmetrie-Ebenen y und y' (einer Fliiche Fa 
zweiter Oidnnng) von irgend einer Achse* in den resp. Punkten P 
und Pl geschnitten. und sind g und g, die Perpendikel, welche 
aus resp. P und Pl auf die gemeinschaftliche Hauptachse von y 
und y' gecdlt werden konnen, so is t  jede Oerade des Raumes, 
welche einen Punkt von g mit .einetn Punkte von g, verbindet, 
eine Achse (S. 171). 

Die Fusspunkte** aller dieser Achsen erfüllen eine durch g und g, 
gehende Flache, von welcher y und y' zwei Symmetrie- Ebenen sind, 
und welche von jeder durch g oder g, gelegten Ebene i n  dieser 
Geraden und einem Kreise geschnitten wird. 

Eine ,,Achsc6' einer Fkche F2 zwciter O~dnung heisst jede Gerade des 
Raumes, die zu ihrer Polaren in Bezug auf F2normal  ist (Re y ec Geometrie der Lage, 
21. Vortrag). 

** Der Punkt, in welchcm eine Ache  von der ihr conjugirten Ebene recht- 
winklig geschnitten wird, heisst ,,Fuaspunkt" der Achse (23. Vortrag). 

4' 
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Diese Fusspunktenflache ist demnach vollig bestimmt und leicht 
construirbar, sobald ausser den Geraden g und g, noch ein Punkt 
derselben bekannt isLU 

I n  einer hierauf bezüglichcn Anmerkung heisst es dann weiter: 

,,Wird die Flache auf ein rechtwinkliges Coordinateusystem 
bezogen, in dessen X-Achse die Symrnetrie-Ebenen y und y' sich 
schneiden, dessen Y-Achse mit g zusammenfillt und dessen iu y' 
liegende 2-Achse folglich zu g, parallel ist, so lautet die 
Gleichung der Flàche : 

( x 2 + , e 2 - d x ) i x - k )  + x y 2 = 0 .  

Hierin bezeichnet 76 den Ahstand der Geraden gl von der 2-Achse, 
und d  den Durchmesser des Kreises, in welchem die Ebene X Z  
oder y' der Flache begegnet. 

Jede zur X-Achsc normale, nlso zu den Geraden g und g, parallele 
Ebene hat ebenfalls einen Kegelschnitt mit dieser Flache gemeinmL 

Halten wir die Gleichung der Blache einstweilen im Auge. 
Gelegentlich einer Untersuchung niimlich . über quadratische Kugel- 

schaaren ergab sich eine Einhlillungsflache einer solchen Schaar , deren 
Gleichung sich leicht mit der R e y  e 'schen identificiren liess. Die Definition 
der Schaar mus; so ausfallen: 

Durch den Mittelpunkt einer Kugel ist eine Ebene y senk- 
recht zn einer Ebene E gelegt. 

Alle Kugeln n u n ,  die die gegebene Kugel und die Ebene e 

berühren und ihre Mittelpunkte in y haben, bilden eine quadratische 
Schaar. 

Die Einhtillungsfliiche dieser Schaar xeigt alle Eigenschaften 
der erwahnten Fusspunktenflache. 

Es werde die gegebcne Kugel von der Ebene y nach dem Grosskreise 
mit dem Mittelpunkte C geschnitten, die.Ebene E liings der Geraden g ge- 
troffen, die in  einem rechtwinkligen Coordinatensystern Y- Achse seiu soll. 
Unsere X-Achse sei das Loth von dern Mittelpunkte C der Kugel und des 
Grosskreises auf g ;  dieselbe schneide den Letzteren in  den Punkten A und A', 
die Gerade g im Ursprung 0 (siehe Tafel 1). 

Die Z -  Achse legen wir diirch den Letzteren lothrecht zur Ebene y. 
I n  dem so festgelegten System sei A0 = E, 8'0 = 2d.  

Will man jetzt den Mittelpunkt 111 einer Ki~gel  der Schaar auffinden, 
B O  ziehe man einen Strahl A B ,  wo D der Treffpunkt dieses Strahles mit 
g is t ,  wiihrend der Grosskreis von ihm zum xweiten Male in B geschnitten 
wird. Der Radius CB und des Loth in D auf g treffen sich dann in 
dem im Mittelpunkte M einer Kugel der Schaar, die die Ebene E in 
D und die Kugel C in B berührt. Der Beweis stützt sich in ausserst 
elementarer Weise auf die Aehnlichkeit der Dreiecke H B  D und CBA.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



auf 
der 

Von CH. ROKLE. 
- . -. - - - - - -.- 

53 
- ,.-, . -*/,--" --. . ---- ~ 

Weil daher MD = Ml3 i s t ,  so ist stets auch M E  = MC, wenn E 
der Parallelen 1 zu g sich verschiebt , wo D E  = C B  gleich dem Radius 
Kugel ist. 
Wir sehen BO leicht ein, dass d e r  O r t  d e r  M i t t e l p u n k t e  M d e r  

K u g e l n  u n s e r e r  S c h a a r  e i n e  P a r a b e l  m i t  d e m  D r e n n p u n k t e  C 
u n d  d e r  D i r e c t r i x  1 i s t .  

Die kleinste Kugel der Schear hat iliren Mittelpuukt in 9i auf der 
X- Achse und der Parabelparameter ist 2 .  C %JI = k.  

Die Gleichung der Parabel in Bezug auf ihre Scheiteltangente als 
Y- Achse is t  daher : y2 = 2 k x .  

I 

In unserem Coordinatensystem müssen wir x ersetzen durch 6 - d, 
daher erhklt sie die Form: 

1) 91" 22k([- d) .  

Die Gleichung einer Kugel der Schaar lautet :  

(x - 6Ie + (Y - d 2  + 8 = t2, 
oder : 

~ ~ + y ~ + ~ ~ - 2 y ~ + q ~ = 2 x k ,  
worin & und q  die Coordinaten des Mittelpunktes vorstellen. 

Setzen mir hierin den Werth von aus Gleichung l ) ,  so bekommen 
wir die Gleichung der Kugel in  folgender Form: 

Aendcrt hier q  seinen Werth,  so beschreiht unsere Kugel 2) die Schaar. 
Sie wird von ihrer Nachbarlage in einem Kreise geschnitten und die 

Gleichung der Ebene dieser Charakteristik der Einhüllungsfl~che ist:  

wie wir sie durch Differention von 2) nach q  finden, oder umgeformt: 

Aus 2) und 3) folgt für die Gleichung der Einhüllungsfl%che: 

oder : 

4) ( x2+  y 2 + ~ 9 - 2 d x ) ( x -  k)+kyz=O, 
oder : 

4 a) ( ~ " 8 - 2 d x ) ( x - k ) + z y 2 = 0 .  

D i e s e  G l e i c h u n g 4 a )  w i r d  i d e n t i s c h  m i t d e r  o b e n  a n g e f t i h r t e n  
G l e i c h u n g  d e r P u s s p u ~ l k t e n f l % c h e ,  w e n n  w i r  2 d  d u r c h d e r s e t z e n .  

Die FusspunktenflZche ist demnach eine D upln 'sche Cyklide, 
die sieh in das Unendliche erstreckt. 
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Dieselbe besitzt zwei geradlinige Kriimmungslinien, die sich recht- 
winklig kreuzen." 

In  unserern Falle Sind dies die Geradcn g und die Parallele g, durch 
A zu der 2- Achse. 

Die Ebenen normal zur X-  Achse, also parallel zii den Geraden g und g,, 
schneiden die FlSche nach Hyperbeln. 

Pührt  man den Sclinitt durch A', so zerfillt die Hyperbel in zwei sich 
in A' schneidende Geraden. 

Die Flache enthiilt demnach aiisser g und g, noch zwei Geraden, 
die aber nicht Krümmungslinien sind. 

Set& wir namlich z = 2 d ,  so orhalten wir als Gleichung der Schnitt- 
curve der Ebene x = 2 d  mit unsereï Flache: 

(4d2f  2'- 4 d 2 ) ( Z d -  k ) + B d y 2 = 0 ,  
oder : 

P Z - B d  2 - 0 ,  

das heisst : -- 
k - 2 d Y  - 

(z+ /AY) (P- J X g )  k - 2 d  = O .  

Die Gleichiingen unserer beiden Geraden sind demuach: 

Wir  wollen noch eine kleine Bemerkung machen über die Regelflacbe, 
deren Erzeugeude die Asymptoten unserer Hyperbeln sind. 

Diese Asymptoten gehiiren in den Tangcntencoinplex unscrer Fliiche; 
dieser Complex ist daher dritten Grades. Dieselben Asymptoten gehoren 
aber auch in die Congruenz erster Ordnung und erster Classe, gebildet von 
alleu Strahlen, die die X-Achse schneiden und zur Y Z -  Ebene paraliel laufen. 

Da nun ein Complex vom Grade p und eine Congruenz von der Ord- 
nung rn und der Classe PZ einc Regelfiache vom Grade ** p (m + n) gemein- 
sam haben, so ist unsere Asymptotenfliiche Tom Grade 3(1 + 1) = 6. 

Dieselbe enthiilt die Geraden g und g, und durchdringt die Cyklide in 
zwei Geraden, die durch A' gehen (siehe oben: Schnitt durch A').  Wir 
kounten zu demselben Resultate auch so gelangen: 

Die Erzeugenden unserer Flache stützen sich 
1. auf die X -  Achse, 
2. auf die dazu normale unendlich ferne Gerade, 

* Vergl. hierüber: R e y e ,  Synthetische Geometrie der Kugeln und linearen 
Kugelsysteme. 

*' Vergl. hierüber: R. S t u r m ,  Die Gebilde ersten und zweiten Grades der 
Linicngeonietrie 1. Bd. S. 43.  
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3. auf die Curve dritter Ordnung, welche die unendlich ferne Ebene 
aus unserer Flache ausschneidet'. . 

Ihr Grad* ist daher 2.1.1.3=6. 
Zum Schlusse seien noch einige Eigenschaften der Fusspunktenflache 

erwtihnt, die sich leicht aus unserer Definition ableiten lassen. Die Durch- 
dringungspunkte der X -  Achse mit der Kugel, die mehrfach erwahnten 
Punkte A und A' sind die Achnlichkeitspunkto der Kugel und der Ebene p.  

Daher haben alle Kugeln der Schaar i n  A z. B. gleiche Potenz 
(AF2  = A B . A D ) .  Zieht man daher von A aus die Tangenten an die 
Kugeln der Schaar, so sind dieselben alle gleich gross. Fassen wir eine 
bestimmte Kugel in's Auge, so erhalten wir einen Tangentenkegel, auf 
welchem zwei Tangenten an unsere Cyklide liegen. Dieselben sind die 
Tangeuten an den Kreis, in welchem diese Kugel von ihrer Nachbarlage 
geschnitten wird, dessen Ebene j a  durch A geht. Wir  gelangen dadurch 
zu folgendem Resultate: 

Die Tangenten vom Punkte A a n  unsere Fusspunktenfiache 
sind alle gleich gross. Ihre  Lange is t :  

Der Ort der Berührungspunkte auf der Flache ist demnach 
eine spharische Curve, nkrnlich der Schnitt einer Kugel um A  mit 

dern Radius d2 und der FIBche. 

Die Projection dieser Curve suf die X Y - E b e n e n  oiler y ist  leicht 
aulfindbar. Auf der Kugel M liegt der Kreis mit dern Durchmesser BD, 
langs welchem die Kugel die Flache bertihrt. Die Ebene des Kreises steht 
senkrecht auf der X Y - E b e n e .  

Denkt man sich diesen Kreis in die Ebene X Y  urngeklappt, so ist 
der Schuittpunkt H desuelhcn mit dem Kroise um A mit dem Radius 

[ - I V  - -de die Umklappung des Bertihrungspuuktes der Tangente von A 

an den Kreis. 
Das Loth U J  auf A B  ist die Umklappung des projicirenden Lothes 

des Punktes H, sornit J die P r ~ ~ j e c t i o n  des Punktes auf die Ebene y. 
Die Gleichung des Ortes für  J und demit auch die Gleichung des 

Cylinders, der die Berlihrungscurve auf die X Y- Ebene projicirt , erhalten 
wir, wenn wir aus der Gleichung unserer Kugel um A,  welche ssmmtliche 
Kugeln der Schaar rechtwinklig  chn ne id et und aus der Gleichung unserer 
Flriche s eliminiren. 

Vergl. hierüber: R. S t u r m ,  Die üebilde ersten und zweiten Grttdea der 
Liniengeometrie 1. Bd. S. 11, woselbst verwiesen wird auf: , , ,Cayley, Cnm- 
bridge and Duhlin Mathematical Journal, Bd. VIII ,  S. 146; S a  1 m o  n -Fi edl  e r ,  
Analytisehe Geometrie der Reihen Bd. II Art. 232 (3. Aufl.). 
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Wir erhalten dadurch eine Gleichung zweiten Grades in x und y .  
Der projicirende Cylinder i d  daher von der zweiten Ordnung; 

der Ort fur J ist eine Ellipse. 
Der Schnitt der Rugel um A mit diesem Cylinder ist  eine Curve 

vierter Ordnung. 
Unsere Berührungscurve, die von der sechsten Ordnung sein muss, 

zerfallt daher in eine Curve vierter Ordnung (Schnitt der Kugel und des 
Cylinders) und in die Gerade g,, die als Doppelgerade aufzufassen ist. 

Wir wollen nicht alrischliessen ohne die Bemerkung, dass durch unsere 
angenommene Kugel und der Ebene s noch eine zweite Cyklide gegeben 
i s t ,  welche die Schaar Kugcln umhüllt, welche die Kugel berührend ein- 
schliesseri. E s  ist Grund xu der Annahme vorhaaden, dass die eine oder 
andere Cyklide als Fusspunktenfliiche auftritt ,  je nachdem die X -  Achse eiu 
Paar reeller oder imaginarer Brennpunkte der Flache zweiter Ordnung tragt. 

Der Pal1 d = O bietet wcnig Neues. 

II. 
Am Schlusse des 23. Vortrages wird noch eine zweite Fusspunkten- 

flache erwahnt im beifolgenden Satze: 
Diejenigen Normalen einer Schaar confocaler Flachen zweiter 

Ordnung, welche von einer Symmetrie-Ebene y in  den Punkten 
eines Durchmessers geschnitten werden, sind zu einer auf y senk-  
rechten Ebene E parallel. Ihre Fusapunkte liegen auf einer durch d 
geheuden Fliiche, von welcher y eine Symmetrie-Ebene k t .  Die- 
selbe wird von jeder zu E p;trallelen Ebene in einem Rreise und 
einer iinendlich fernen Geraden gaschnitten, und von jeder diirch d 
gelegten Ebene in diesem Durchmesser und einer gleichseitigen 
Hyperbel, deren Mittelpunkt mit demjenigen der confocalen Fliichen 
xusammenfillt und von deren Asymptoten die eine zu e parallel kt. 

Wir wolleu nuu von dieser Flache zeigen, dnss sie diirch ein verhaltiiiss- 
massig sehr einfaches Princip in eine Ebene transfonnirt werden kann. 

Denkcn wir uns irgend ein rechtwiukliges Cooidinatensystem, so sol1 
in dieser Weise ilbgelildet werden: 

E i n e  d e r  C o o r d i n a t e n  b l c i b t  b e s t e h e n ,  z. B. d e r  A b s t a n d  
v o n  d e r  P Z - E h e n e .  

I n  j e d e r  E b e n e  d a g e g e n  p a r a l l e l  z u r  Y Z - E b e n e ,  a l s o  n o r m a l  
z u r  X - A c h s c ,  w i r d  n a c h  d e m  P r i n c i p e  d e r  r e c i p r o k e n  R a d i e n  
a b g e b i l d e t ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t  a u f  d e r  X - A c h s e  l i e g t  u n d  deren  
P o t e n z  f ü r  a l l e  E b e n e n  c o n s t a n t  i s t .  

Man konnte dieses Abbildungsprincip das Priucip der r e c i p r O k e n 
A c h s e n d i s t a n z e n  nennen. 

Es  ist leicht ersichtlich, dass die Bilder einer Geradeu je nach Lage 
dcr letzteren verschieden ausfallcn und zwar: 
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1. Jede Gerade parallel zur Achse (bei obiger Annahme die X-Achse) 
wird als Parallele zur Achse abgebildet. 

2. Jede Gerade normal zur Achse wird als Kreis abgebildet, der 
durch einen Punkt  der Achse geht. Schneidet die Normale die 
Achse, so wird sie in  sich selbst abgebildet. 

3. Jede Gerade, welche die Achse schneidet, wird als gleichseitige 
Hyperbel abgebildet. 

Legen wir durch beidc Gcraden, die Achse und die abzubildende, eine 
Ebene, nehmen i n  derselben die Achse als X-Achse,  die Y-Aohse aber senk- 
recht daeu durch den Schnitt der Geraden mit derselben, so lautet die Gleichung 
der Geraden im Allgemeinen : =y  taw <p, 

wo rp die Beigung unserer Geraden gegen die Y- Achse bedeutet. 
Für  die Coordinaten des Bildes haben wir die Substitutionen: 

1) k = x ,  

2) Y9 = P ,  
wo p constant, oder: 

daraus ziehen wir die Gleichung: 
P = -.tala<p, 

oder : 11 
57 = p.tang 9. 

wodurch die Behauptung 3) erwiesen ist. 
Nehmen wir noch die letztmtigliche Lage einer Geraden zur Achse 

des Systems, so konnen wir hehaupten: 

4. Jede zur Achse windschiefe Gerade, die nicht zu ihr normal ist, 
wird als Raumcurve kS dritter Ordnung abgebildet. 

Wir ktinncn das auf die e i u f d s t e  Weise so zeigen: 
Durch die Gerade denken wir uns eine Ebene parallel zur Achse ge-  

legt, so ist deren Bild ein Cylinder, auf wclchem die Achse Mautellinie 
ist. Auf diesem Cylinder liegen somit die ~ i l d p u n k t e  der Punkte unserer 
Geraden. Diese Bilder liegen aber auch auf den Lothen durch die Punkte 
zur Achse. Da letztere ein hyperbolisches Paraboloid erzeugen, auf welchem 
auch unsere Achse liegt,  so ist  die Bildcurve unserer Geraden der Schnitt 
des Cylinders und der Regelschaar. Da dieso beiden indes eine Gerade, 
die Achse, gemeinsam haben, so ist dieser Schnitt eine Raumcnrve dritter 
Ordnung. 

Wie sieht nun das Bild einer beliebigen Ebene aus? 
L h f t  die Ebene parallel zur Achse, so wissen wir schon, dass wir 

ejnen Cylinder bekommen, dessen Schnitte normal zur Achse Kreisc sind 
(die Bilder der Geraden der Ebene normal zur Achse). 

Schneidet die Ebene E unserc Achse (X-Achse) im Punkte O,  so 
ziehen wir in  E eine Gerade senkrecht zur Achse und nehmen dieselbe als 
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Y- Achse; die Z -  Achse sol1 auf beiden senkrecht stehen. Die Glcichung 
der Ebene E wird dann allgemein so ausfallen: 

1st die Entfernung eines Punktes von der X-Achse r,  die Entferuung 
des Bildpunktes e ,  so k t :  r.Q = p  
(Potenz der reciproken Radien). 

Die Coordinaten des Bildpunktes seien k ,  q ,  5 ;  es gelten dann folgende 
Gleichungeri : z : & =  r :  Q, 

Aber : 

Unsere Ebene wird daher in die Flache 

5 (qe+  t2) = k p  Cl 

rrlso in  eine Flache III transformirt. 
Wir  brauchen kaum noch hinzuzufügen, dass diese Flache alle Eigen- 

heiten der zweiten Reye'schen Pusspunktenflache besitzt. 
Diese Fiache kann als Bild von unendlich vielen Ebenen aufgefasst 

werden, die einen Büschel mit der Y- Achse als Trager bilden. Da sich 
hierbei k bndert, so musv sich p derart iindern, dasv 

4 = k p  
constant bleibt. 

Es  muss nun offenbar p eine Function der Bestimmungsstticke der 
beiden Focalkegelschnitte der confocalen Flachenschaar sein, welche a u -  

findig zu machen uns nicht gelungen ist. 
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Kleinere 

1. Ueber Ordinalfunctionen. 

Die intensiven Grossen lassen sioh als solche kennzeichnen, die nur 
durch Ordinalzahlen messbar sind. Eine Anzahl von Farben gleicher Art 
aber verschiedener Intensitat kann man nach dieser ordnen und jeder Inten- 
sitat eine bestimmte Ordnungszahl beilegen. Kommen jetzt neue Intensitiiten 
hinzu, E O  muss man entweder die Ordnungszahlen iindern, oder man muss 
interpoliren, wobei man sich wiederum entweder damit begntigen kann, 
zu constatiren, dass eine der neuen Intensitaten zwischen zweien der ur- 
sprünglichen Grade liegt, oder man kann jcdes Intervall entsprechend der 
Anzahl der einzuschaltenden Intensitëten in Bruchgrade eintheilen. Die 
M o  h s ' d e  Hiirtescala der Mineralien kann auch zur Veranschaulichung 
dieser Verhaltnisse dienen. 

Liegt ein bestimmtes, abgeschlossenes System von Intensitaten vor, 
so kann man jeder Intensitb't eine Zahl aus einem Zahlensystem in der 
Weise zuordnen , dass gleichen Intensitiiten gleiche Zahlen entsprechen, 
htiheren IntensitBtcn h6here Zahlen. Die Wahl  des Zahlensystems ist nur  
an die Bedingung gebunden, dass sie eine vollstandige und eindeutige Ab- 
bildung der Intensitaten ermoglicht; im Uehrigen hleiht es der Willkiir 
Uberlassen, ob man z. B. nur ganze oder auch gebrochene Zahlen verwenden, 
ob man im ersteren Falle die nat.iirliche Zahlenreihe oder eine nnterbrochene 
Zahlenreihe wahlen will; denn, gleichen Differenzen der Zahlen brauchen 
nicht gleiche Unterschiede der Intensitaten zu entsprechen. Von gleichen 
Unterschieden intensiver Grossen kann man Uberhaupt nur in  zwei Ftillen 
sprechen , namlich ersteris, wenn neben der u n  m i t t e l  b a r  e n Vergleichung 
derselben noch eine m i t t e l  b a r e  Vergleichuiig moglich ist,  aie eine andere 
Art des Maasses liefert.* So kann man die unmittelbar empfundene Inten- 
sitit  der Warme auch durch das Thermometer messen, welches iibrigens 

* Der Begriff der intensiven Grosse ist hiernach also ein relativer, namlich 
relativ zn der Art, wie sie gemessen wird. Die unmittelbar empfundene Ton- 
stiirke iut eine intensive Grosse, die durch die Sch-ning~ngsam~litiide gemessene 
:,I~tensitiit '~ de3 Tones dagegen eine extsnsive Grosse. Wenn in philosophiscten 
und manchmal sogar in mathematischen Werken der Bogengrad für eine intensive 
Grosse erklart wird, so ist das natürlich iiur ein grobea Missverstlndniss. Der 
Name ü r a  d beweist nichte. 
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auch noch kein absolutes Maass liefert, und man kann die Hiirte der Mineralien 
auch vermittelst des Druckes messen, der auf eine sie ritzende Spitze aus- 
geübt wsrden muss, und nur  mit Rücksicht auf diese Art der Messung 
hat es einen Sinn, zu sagen, dms die den Mohs'schen Hkirtegradeu ent- 
sprechenden Harteunterschiede nicht gleich seien. Der zweite Fall ist der, 
dass das System der Intensitaten ein v o  11s t i i n d i g e s  is t ,  das heisst, so 
beschafen, dass eine Interpolation zwischen zwei auf einander folgenden 
der gegebenen Intensitiiten unmoglicli ist. Das ist der Fal l ,  wenn die auf 
einander folgenden Grade durch die e b e n  m c r k 1 i ch c n Unterschiede he- 
stimmt werden. Mit einem gewissen Xechte kann man dann diese Grade 
als absolnte Einheiten der Int,ensit&t betrachten. Das psychophysische 
Messcn trifft diese Festsetzung.* 

Denken wir uns nun eine intensive Grosse abhangig von einem oder 
mehreren Argumenten, die nicht selber intensive Grtiasen sind, eondern 
deren Maass in Cardinalzahlen ausgedrückt ist. Eine solche Punction mage 
eine O r d  i n a 1 f u n c t i O n genanut werden , weil ihre Werthe durch ein 
System von Ordinalzahlen , dem die oben erorterte Willkürlichkeit anhaftet, 
dargestellt werden. Durch diese Willkürlichkeit unterscheidet sich die 
Ordinalfunction von der gewohnlichen Fiinction. Wahrend diese, wenn sie 
von zwei Variablen abhangig is t ,  durch eine bestimmte Flache dargestcllt 
wird,  wird jene durch eine Schaar verwaudter Fliichen reprasentirt, mit 
deren gemeinsamen Eigenschaften wir uns im Folgenden bescbiiftigen wollen. 
Diese Untersuchung ist für diejenigen Wissenschaften, die sich vor- 
wiegend mit intensiven Grossen beschbftigen, von Bedeutung, indem sie 
zeigt, welche Eigenschaften der Functionec solcher Grossen von der theil- 
weisen Unbestimmtheit derselben, die man manchmal als ein Hinderniss 
exacter mathernatischer Schlüsse überhaupt hinstellte , vollig unberiihrt 
bleiben. 

Die Ebene der unabhangigen Variablen m6ge die Horizontalebene sein. 
Jede Parallele zu derselben schneidet dann aus einer der Flkichen, welche 
die Ordinalfunction darstellcn, eine Niveaulinic aus , auf welcher gleiche 
Functionalwerthe liegen. Auf jeder anderen Fliiche der Schaar müssen 
nun den Punkten der Horizontalebene, die durch die Projection jener 
Niveaulinie bezeichnet werden , ebenfallv gleiche Functiondwerthe ent- 
sprechen, welches auch immer deren absolute Grosse sein mag. Es  haben 
also siimmtliche Fliichen dieselben Niveaulinien und deren Projectionen 
fallen zusammen. Man kann sich die Fliichen der Schaar dadurch aus ein- 
ander hervorgegangen denkén, dass die Niveaulinien vertical und parallel 
mit sich selbcr vcrschohen wurden und die zaischen ihnen liegenden 
Fliichenstïeifen entsprechende Dehnungen oder Zusammenziehungen erfuhren. 

* Vergl W i e n e r  , Die Empfindungseinheit und da8 Messen der Empfiudungs- 
stirke. Wiedcmann's Annalen. N. F Ba. XLVII,  S. 669. 
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Betrachten wir ein Fl%chenelement wabrend einer solchen Deformation, 
so werden die auf einander folgenden Lagen der zugehorigen Tangenten- 
ebene sich in horizontalen Geraden schneiden und die zugehorige Normale 
wird in einer und derselben Verticalebene bleiben. Daraus ergiebt sich 
die analptische Bedingung, der alle Flachen genügen müssen. 

Wir  denken uns die Normale in  den Coordinatenanfang verschoben. 
Mit der X-Achse bilde sie den Winkel cc, mit der Y - A c h e  den Winkel P, 
mit der X-, Y- Ebene den Winkel A ,  und die Projection der Normalen 
in diese Ebene bilde mit der Y- Achse den Winkel p. Es ist d a m :  

cos a == cos A sila p , cos /3 = cos A cos p ,  
woraus: 

cos cc : cos fi = tang p. 

Da nun der Winkel ,u bei allen Lagen des Flachenelementes derselbe 
bleibt, so h h g t  tangp und damit das Verhëltniss der Cosinus der Winkel, 
welche die Fliichennormale mit der X-  und Y-Achse machen, nur  von x 
nnd y ab,  und wir konnen setzen: 

cosa! : cosp = f (x ,  y). 

Nun sind aber diese Winkelcasinus den Differentialquotienten der 
Fliichenordinate z nach x und y proportional, also auch: 

1) 
as a2  a a a a 

- = f ( z ,  y) oder - - f ( x ,  y)- = O  Z ' a y  a z a Y 
und dies ist somit die partielle Differentialgleichung, der alle Flachen 
genügen müssen. 

Der Winkel p der Projection der Normalen mit der positiven Richtung 
der Y-Achse ist zugleich der Winkel, den die Tangente an  àie Niveau- 
h i e  des Fusspunktes der Normalen mit der negativen Richtung der 
X-Achse bildet. Rezeichnen daher d x  und d y  die Incrcmente von x und y 
auf der Niveaulinie, so ist:  

oder d y + f ( z ,  y ) d x = O .  

Dieser totalen Differentialgleichiing, die bekanntlich auch aus 1 ab- 
geleitet werden kann ,  mtisscn hiernach alle Niveaulinien gentigen, für  die 
nattirlich ausserdem d 8  = 0 gilt. 

Es sei nun q (x, y) = a das allgemeine Integral von 2,  wo a eine will- 
kürlicbe Constante, also die ailgemeine Gleichung der Niveaulinien , so stellt 

das allgemeine Integral von 1 dar ,  wo F eine willkürliche Function be- 
zeichnet. Keilnen wir eine der Flachen, die 1 genügen, z B. z = cp (x, y), 
so erhalten wir also alle moglichen ihr genügenden FlSchen, indem wir 
ftir z eine willkürliche Function derselben Grosse setzen. 
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Nicht aber die Gesammtheit der durch 3) dargestellten Fltichcn 
stellt dieselbe Ordinalfunction d a r ,  denn die ErfIillung der Differential- 
gleichung 1) war nur eine nothwendige aber keine hinreichende Bedinguug 
fur  dieselbe. Doch, bevor wir die Gleichung 3) weiter beschranken, sei 
eine allgemeine Eigenschaft der durch sie dargestellten Fliichen hervorgehoben. 
Alle haben gemeinsame Maxima, Minima, Wendepunkte n. S. W.; denn es wird 

d i  = F r [ m ( x ,  y)] (g d x  + * d y ) ,  a Y 
~ n a b h a n g i g  von der Wahl von Z', null überall, wo 

sind. Ausserdem kann allerdings in besonderen Flachen noch d z  = O werden, 
ntimlich dadurch, dass 

.Ff[cp(x, Y)] = 0 

wird, des wLre nicht in einzelnen i'unkten, sondern für alle Werthe von 
x und y ,  die auf der durch diese Gleichung bezeichneten Curve liegen. 
Sie stellt eine Niveaulinie dar ,  da sie der Gleichung 2) genügt. Geo. 
metrisch gedeutet wird auf diese zweite Art  d z  dadurch null, dass 
die Flache Einsttilpungen erleidet, wobei Niveaulinien die Einstülpungs- 
rander bilden. 

Sol1 nun 3) eine Ordinalfunction darstellen, so muss F so gewahlt 
werden , dass keine derartige Einstülpiingen entstehen. Es gentîgt niim- 
lich nicht, dass alle Flachen, die eine Ordinalfunction darstellen sollen, 
dieselben Niveaulinien haben, diese mIissen auch auf alleu Pl%chen die. 
selhe Reihenfolge behalten. Das geschieht aber dann und nur  dann, 
wenn F und damit auch die Inverse von F eine eindeutige, mit wachseo- 
dem Argument fortwahrend steigende Function ist,  deren Ableitung niemals 
null wird. 

Ausser den Maximumeigenschaften haben die Flachen einer Schaar ferner 
die Eigenschaft gemein, dass sie mit einer gegebenen Flache alle dieselben 
Begleit- bezw. Schneidecurven* haben und zwar ohne jede Einschrankung 
bezüglich der Wahl von F. Die für Ordinalfunctionen nothige Beschrankung 
ha t  nur zur Folge, dass ein Regleitpunkt für eine der Flgchen nothwcndig 
ein solcher für alle ist ,  ein Scheidepunkt ebenso, wihrend ohne dieselbe 
ein Begleitpunkt ftir eine Fliiche der Schaar Scheidepunkt für eine andere 
sein konntc. 

* Siehe Jahrgang 38 S. 315 dieser Zeitschrift. 

Kar l s ruhe .  Dr. ANDREAS VOIGT. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 63 
- -..---- --- --------.,-*/-,-------c7---n----<--,,.----- 

II. Znr Construction eines Kegelschnittes a n s  ftinf Pnnkten. 

Hat  man auf einem Kegelschnitt als Trager die Involution JI gleich 
CC.MN, . 23 Nb und die Involution J,  gleich %B .S, Tl .S, T,. . . und ist 
.?Ta& ein Paar der Involution J,, so sind auch die beiden Doppelpunkte 
CC' von J1 ein Paar von J , .  . . Die Geraden (%Na), (BNd) schneiden 
sich in einem Punlrte Q, der Tangente c in Cl dem Involutionscentrum 
von JI.  Die Geraden (Yi  23) (Nah7b) schneiden sich in  einem Punkte Q, 
der Polare q, von Q,, dem Involutionscentrum von J,. Die Gerade q,  
bestimmt einerseits den zweiten Doppelpunkt C' von JI auf 8, anderseits 
CC' als ein Paar der Involution J , ,  womit der Satz erwiesen ist,  der 
nun offenbar auch gi l t ,  wenn J, J ,  auf einem geraden Triiger liegen. 

Demit wird die von mir auf Seite 382 des vorigen Jahrganges dieser Zeit- 
schrift gegebene Construction eines Kegelschnittes aus zwei Involutionen und 
einem reellen Punkte C wesentlich abgekürzt. Denn es ist dort nun in der Invo- 
lution 6 X . % 23.. . nur zum Punkte C der entsprechende Punkt  Cf zu con- 
struiren. Dies lësst sich z. B. so ausführen: Die Gerade (&C) treffe s, in U, 
die Gerade UX, treffe sa in 7. n i e  Gerade s, trifft dann die sechs Seiten des 
Vierecks ULb Mc V in der Involution 5 5. 9. CC', womit C' gefunden ist. 

-- J. THOMAE. 

III. Ueber die barometrische Hohenmessungsformel. 

Die von mir im Repertorium der Physik vom Jahre 1890 S. 578 ,,end- 
giltigU angenommene Formel 

a. - 2, = 18 M O  log 
400 

wurde auch im ,Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematiku, Berlin 1893 
Reimer, S. 1249 angefiihrt und daranffolgend diejenige von J o r d a n  aus 
der ,Meteorologischen Zeitschrift VIIU mit Hinweis auf dessen zweite Auf- 
lage seines Handbuchs der Verrnessungskunde vom Jahre 1877. Letztere 
Formel lautet im Eingange gleich obiger, statt  des flinfgliedrigen Aggregates 
stehen aber bei J O  r d  a n ,  oder wenigstens im Jahrbuch, die vier Factoren: 

Ich will nun den Unterschied beider Ausdrticke kurz besprechen. 
Erstens ist  die Aggregat - und Producteuform kein wesentlicher Unterschied; 
erstere beruht nur  auf der Annahme, dass die Correctur wegen Temperatur, 
Feuchtigkcit, geographischer Rreite und mittlerer Hohenlage gegen die Einheit 
klein sei. 1 

Der Unterschied wegen <p ist nicht bedeutend, f a  400 = 0,00250 ist. 
L 

-0,00260. Ich habe F. Ne n m a n  n hat in seiner ,Theoretischen Physik Y 384,2- 
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Die Auflosung der Gleichungen mit te ls t  der  Normalform." 

Von 

Dr. GOTTL. FRIEDR. LIPPS 
in Strassburg (Elsass). 

1. Die Begleiterin d e r  Normalform. 

5 1. Gegeben sei eine Normalform mit den v w e s e n t l i c h e n  Ein- 

(cri-0,l ... n k - 1 ;  Ak51,2 ... nk; k = 1 , 2  ... v). 
Dio a,,, , . ,,, oind naoh den etwa voïhandenen u n w e s e n t l i c  h e n  Ein- 

heitvwurzeln entwickelt zu denken. Sie gestatten die linearen Substitutionen 

und keine anderen, da die linearen und homogenen Gleiohungen zwischen 
don a , ,  ,, ,y, welche die Existenz anderweitiger Substitutionen begrlinden, 
nicht erfiillt sein sollen. 

Ich eliminire nun aus der Normalform die Einheitswurzeln s,, , E, . . .en,, 
i d e m  ich aus 

XII .. . -2~::. . - a.,. . .." 

die n, . n, . . . nu Gleichungen abluite : 

wo negative Indiceswerthe ah - Bk durch nk $ o r k - P k  zu ersetzen sind. 

* Dieser Artikel steht in unmittelbarem Zusammenhange mit den Unter- 
euchungen über ,,die Normalbrm des allgemeinen Wurzelausdrucka und ihro 
Eigenschaften" im 38. Jahrg. 6. Heft und im 39. Jahrg. 1. Heft. Sie sollen, wo 
es nothig id ,  als ,,Normalform" citirt werden. 

Zeitauùrift f. Xathsmatiku. Physik. 39. Jahrg. 1894 2. Heft. 5 
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~ ~- 

Als Eliminationsresultat erhalt man eine der Null gleichgesetzte 
Determinante, deren Verticalreihen aus den Elementen 

bestehen; nur  zu dem Elemonte a m . ,  . O t r i t t  noch - ~ 1 1 . .  .1. Insbesondere 
konnen die Reihen der Deteminante so geordnet werden, dass das Eleuient 

- XII,. , l  + aoo.. . O  eine Diagoualieihe ausfüllt. 
Es ist  klar ,  dass die namliche Determinante für alle Functionen xi,..,lv 

die von den Einheitswurzeln E , ,  , E,, . . . E , ~  unabhiingige Beziehung zwischen 
jenen Functionen und den a,, . , , aw zum Ausdruck bringt, so dass an Stelle 
von X I I . .  . , die allgemeine Punction xi, . . . iv  gesetzt werden kann 

Pühr t  man nun x als Collectivbezeichnung ftir die Y+. in,. . . lz, Functionen 
- xil . . . iV  ein, so erhiilt man dsdurch eine Gleichung vom Grado 

a,. n2 . . . fiv. Die von der Null getrennte Determinante ist folglich 
eine Function desselben Grades bezüglich x. Sio kann in folgender Form 
angedeutet werden: 

Es bleibt nun A, ungeandert, wenn die Elemente der iten Vertical- 
reihe mit der Constanten ci multiplicirt und die Elemente der iten Horizontal- 
reihe dnrch dieselbe Constante dividirt werden ( f ü r  i = 1, 2.. . TZ). Es 
darf ferner die ito Verticalreihe mit der kten und die itVorizontalreihe 
mit der kten in vertauschbarer Aufeinlznderfolge pcrmutirt  werden (fur 
i - 1 ,  2 . . . n ;  k = l ,  2.. .n) .  

Die Coefficienten der nach Potenzen von x entwickelten Function Az sind 
somit ganze, homogene Functionen von solcher Beschaffenheit, dass aie un- 

wo der negative Index - or:. durch n i  - ori ersetzt werden rnuss. 
Diese Function sol1 die B e g l e i t e r i n  d e r  N o r m a l f o r m  genannt 

werden. 
5 2. Die Begleiterin der Normalform ist somit eine Specialisirung 

der allgemeineren Function: 
x aI2 . . . aln  

5) az= a21 X - . - a z n  
. . . . . .  
a.1 a n n . .  .x 

. . 
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geandort bleibon, wenn jedes aik mit ck/ci multiplicirt wird, und wenn alle a,; 
mit den a,k und dann alle ai, mit den ah,, oder umgekehrt alle a i ,  mit den 
f i ka  und d a m  alle a,; mit den a,k ( a  = 1 ,  2 .  . . 12) vertauscht werden. 

Dieselben Bemerkungen in modificirter Form gelten auch für  die 
Begleiterin. Bus ihnen leite ich die Eigenschaften der Begleiterin ab. 

Ich bestimme zunachst die multiplicirenden Factoren für  die Elemente 
a,,. der Art ,  dass die Verticalreihe, deren erstes Element a, ,..., ist, 
mit c,, . , .,, multiplicirt und die Horizontalreihe, deren erstes Elernent 

i s t ,  durch denselben Coefficienten dividirt erscheint. Damit nun 
aber ein und dasselbe Element, i n  weleher Horizontal- odeï Verticalreihe 
es stehen mag, mit ainem und demsolben Coefficionten multiplicirt und 
dividirt erscheine, muss für alle Indices tx und P 

Ca,- p, . , . av  - pv - - Ca, . . . av : C p ,  . . . pv 

sein. Es ist dies der Fall,  wenn 

C ,  ,.,. ,,= ~ n , ~ i . . .  ( A i = l ,  2 . . . n i ;  i-1, 2 . . . v )  
v 

gesetzt wird. 
Daraus folgt, dass die Begleiterin sich nicht andert, wenn jedee Ele- 

ment a ,,... ,, mit E ~ " I  .. . E ' U ~ U  multiplicirt wird. 

Fiihrt man diese Multiplication thatsachlich aus und addirt man sodann 
zur ersten Verticalreihe die Summe der tibrigen Verticalreihen in 4), so 
sind die Elemente dieser Reihe alle gleich 

z + z l a ~ .  nl . . riEav.  a., . . aw, 
a,..,ay 

also gleich 
x $. XA, ... 1, 

und man erhiilt den Satz: 
D i e  R e g l e i t e r i n  k a n n  i n  d a s  P r o d u c t  

z e r l e g t  w e r d e n ,  s o  d a s s  d i e  W u r z e l n  d e r  g l e i c h  N u l 1  g e s e t z t e n  
R e g l e i t e r i n  d i e  F u n c t i o n e n  d e r  N o r m a l f o r m  m i t  n e g a t i v e m  V o r -  
z e i c h e n  s ind .  

Eritwickelt man ferner die Begleiterin 4) nachPotenzen von (x + a o o  .. ,O), 

so sind die Coefficienten dieser Potenzen homogene, ganze Functionen der 
a,, .,.,, von solcher Art,  dass sie ungeandert bleiben, wenn jedes a, ,..., , 
mit ekai..  . ri:av multiplicirt wir$ Daraus ergiebt sich folgende Kennt- 
niss von der Natur  jener Coefficienten: 

D i e  a l s  C o e f f i c i e n t e n  d e r  P o t e n z e n  v o n  (x + aoo..,o) a u f -  
t r e t e n d o n  h o m o g e n e n ,  g a n z e n  F u n c t i o n e n  d e r  a,,,,,,, s i n d  S u m m e n  
v o n  P r o d u c t e n  d e r  v o n  d e r  A r t ,  d a s s  f ü r  j e d e s  P r o d u c t  

6' 
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--- _X1_ --l-V1- _I__*__ A--- 

a,,, ., ay . .. . ,zeV. . . aa"1 ... a", 

d i e  C o n g r u e n z e n :  
ori+u: +. . .  u : ' _ O  (modlz,) 

(a-1, 2 . . . v )  
e r f ü l l t  s i n d .  

Wird nun g e m h  der in  ,,Normalform " 1. 27) gewonnenen Formel 
(38. Jahrg.  S. 331) in diesen Coefficienten 

p i . .  . P v  
gesetzt, so werden sie zu Punctionon der xp, E s  entspricht aber der 

Multiplication der a,, , . , mit &ka,. . . ~ b ~ u  die Vertauschung aller z ! , ,  ,,+, 

"Y 

mit T ~ , + ~ ~ .  . . A , ,  denn es ist: 
- - 

- 2 ~ " ~ ' .  . . . - * v a y .  X P l + l l  . . / ,  , ,+A; l a )  nl.n,. . .nu. ~ $ ~ 1 . .  . 
"Y 

E s  gilt daher der Satz: 
D i e  a l s  F u n c t i o n e n  d e r  r P l . , , p v  d a r g e s t e l l t e n  Coeff icionten 

d e r  n a c h  P o t e n z e n  v o n  (2: + a ~ ~ , . . ~ )  e n t w i c k e l t e n  B e g l e i t e r i n  ge- 
s t a t t e n  d i e  lz, . n, . . . .nv S u b s t i t u t i o n e n :  

8) ( 1 ,  v ;  P l - t A I ,  C C ~ + & ~ . ' . P V + ~ W ! ~  
l i = = 1 , 2 .  ..ni. 

5 3. Dieoe drei Satzo sind Folgerungen aus der a n  erster Stelle genannten 
Eigenschaft der Function A,, ungetindert zu bleiben, wenn alle aii: mit 
c k / c i  multiplicirt werden. Bus der an zweiter Stelle angegebenen Vertausch. 
barkeit der aik folgen entsprechend modificirte Substitutionen der a,, 
Um ihre Form und ihre Anzahl festzustellen, brsuchen der Kefintniss der 
für A, geltenden Substitutionen lediglich die Bedingungen hinzugefügt zu 
werden, durch welche die aik zu den a,, ..., werden. 

Indessen weise ich blos darauf hin, dass dadurch eine Methode ge. 

geben ist,  nach welcher die Substitutionen der a,, , , welche die Be- 
gleiterin gestattet,  gofunden werden konnen. Die Kenntniss der Sub 
stitutionen gewinne ich direct durch folgende Bemoïkung : 

Lia die Begleiterin nichts Anderes ist, als das Product 6), niimlich: 

und - nach dem Fundainentalsatze der Algebra - jede Function 
nien Grades nur  auf eine Weise in  ein Product von lzlinearen Factoren 
zerlegt werden kann, so muss jede Verlauschung der a,, , . ,  au, welche dic 
Begleiterin u n g e k d e r t  lasst, auch das System der linearen Factoren 9), 
das heisst das System der Functionen der Normalform, u n g e k d e r t  lassen 
und jede von diesem Functionensysteme gestattete Vertauschung muss auch 
von der Bogleiterin gestattet werden. 
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Daraus folgt unmittelbar: 
Dis B e g l e i t e r i n  u n d  i n s b e s o n d e r e  d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  

n a c h  P o t e n z e n  v o n  ( x  + a o o . , . o )  e n t w i c k e l t e n  B e g l e i t e r i n  g e -  
s t a t t e n  d i e s e l b e n  S u b s t i t u t i o n e n  d e r  a, , . . . , , ,  w e l c h e  d a s  S y s t e m  
der F u n c t i o n e n  d e r  N o r m a l f o r m  g e s t a t t e t ,  u n d  k e i n e  a n d e r e n .  

Hinxugefügt kann werden, dass zwar einzelne joner Coefficienten der 
Potenzen von (x- $ aoo , , . 0) mebr Substitutionen gestatten kiinnen; dass es 
aber mindestens e i n e n  geben mUS6, der nur die Substitutionen der Normal- 
form gestattet. Ein solcher is t  das von (x f a o o . .  . ") freie Glied der 
Begleiterin. 

Werden nun wieder mittelst der Formel 

10) nl . . . n u .  a., .,. ,. - ~ n ; p l ~ ~ .  . . I - ~ u ~ v .  "Y x P ,  
Pi . . , P ,  

die a,,, in den Coefficienten der Begleiterin durch die x,, . , . , , ,  dar- 

gestellt, so ergiebt sich, dass der Vertauschung der Grossen a,, . . , ,, mit 
"j "v den Griissen ai l lo l  + ... i l ,  - a , ; .  . . i , ,  - ,, + . . . i,, a, als gleichwerthig die 

"1 v "'1 v 
"v Vertauschung der Grossen Z ~ L , , ~ ~  +,  . . p V i u  . , p l i l v  - +.. . p v i v v  mit den 

7'lv "1 v 
Grossen xP1.. zur Seite steht. Es  folgt dies daraus, dass zufolge der 

Gleichung "2 nk - - 

f"Ak - &"Rk 
"1 "k 

die Relation 10) in der Form 

f ik  . n k  
geschrieben werden kann, wenn dortselbst a k  durch iki - ol, + . . . zk, - U V  

121 k fit v  

ersetzt wird. Dieselbe Relation 10) kann aber auch in die Form 

gebracht werden, da  der Eigenschaft der i l k  zufolge die v Summen 

fik % nk 
~ i ~ l k -  + ~ 2 ' h k -  + . . . p v i u k -  ( k = l ,  2 . .  . v )  zugleich mit dén pl, h. . .Pv  

fil k  f l 2  k m v k  

die TL, . n 2 . .  . n, Restensysteme bezüglich der Modulen nl ,  n, . . . n, darstellen. 
Aus der Vergleichung der Formeln 1Oa) und l o b )  folgt aber die 

obige Behauptung, dass der Vertauschung der a die genannte Ver- 
tauschucg der x zur Seite steht. 
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l,^^__^^_____l_V_ -̂-̂  

Nan erhalt daher mit Rticksicht auf die bereits festgestellten Si~b- 
stitutionen der xpl.. . P u :  

(p1,.. .pv; ~ I + ~ ~ , . . ~ P V + ~ U )  
den Satz: 

W e r d e n  d i e  Coef f i c i en ten  d e r  nach  P o t e n z e n  von (s+a,,,.~,) 

e n t w i c k e l t e n  B e g l e i t e r i n  a l s  F u n c t i o n e n  d e r  x~,...~, darges t e l l t ,  
s o  g e s t a t t e n  d i e s e  F u n c t i o n e n  f o l g e n d e  S u b s t i t u t i o n e n  d e r  x ~ , , . , ~ ~ :  

wo die  il, d ie  i n  , ,NormalformL' 111.5) (S. 2 d. Jahrg.) angegebenen 
B e d i n g u n g b n  e r f ü l l e n  müssen ,  u n d  wo d ie  A, d ie  W e r t h e  1, 
2 . . . n,(a = 1, 2 . .  . v )  a n n e h m e n  konnen .  D i e  Anzah l  d e r  Sub- 
s t i t u t i o n e n  i s t  d a h e r  g le ich  d e m  P r o d n c t e  d e r  Anzahl  d e r  Sub- 
s t i t u t i o n e n :  (pl,. . . p,,; ,ul + A , ,  . . . pv + r l y )  u n d  d e r  Anzahl dor  
S u b s t i t u t i o n e n :  

d i e  m i t  d e r  i n  , , N o r r n a l f ~ r m ' ~  III. 13) a n g e d e u t e t e n  Zah l  ü b e r -  
e in s t immt .  Man erhi i l t  d a h e r  d i e  Gesammtzah l ,  wenn  diese 
l e t z t e r e  Z a h l  m i t  la,. la,. . .nu m u l t i p l i c i r t  wird .  

5 4. Bus den bis jetzt aufgestellten Siitzen tiber die Begleiterin 
der Normalform lassen sich einestheilii für die xp, . . . pv, anderntheils £tir die 

a,, Bedingungen angeben, die sich als einfacho Folgen der Existenz 
der Normalform prasentiren. 

Da niimlich die Wurzeln der gleich Nul1 gesetzten Begleiterin die 
PZ., ..n, . . . m, Functionen xp, ..!,, sind, so fol& dass die als Functionen der 

xr, dargestellten Coefficienten der Begleiterin symmetrischen Ver- 
bindungen der x ~ , - . . ~ ~  gleich zu setzen sind. Wahrend also' diese Coeffi- 
cienten im Allgemeinen ihre F o r m  gndern bei jeder Substitution der 
x ~ , . . , ~ ~ ,  die nicht der Gruppe 11) angeilort, andern sie bei keiner der 
(n,. 12, ... nu)! Substitutionen ihren W e r t h .  D a r a u s  e r g e b e n  sicb Be- 
d i n g n n g s g l e i c h u n g e n  zwischen den x ~ , , . , ~ ~ ,  wofe rn  n i ch t  die als 
F u n c t i o n e n  d e r  x,,,.,.,~ d a r g e s t e l l t e n  Coef f i c i en ten  der Be- 
g l e i t e r i n ,  d a  s i e  b los  b i s  zum G r a d e  a, . f a 2 . .  . n, a n s t e i g e n ,  scbon 
i h r e r  P o r m  nach  sy rnmet r i s che  V e r b i n d u n g e n  d e r  x ~ , , . , , , ~  sind; 
d i e s  i s t  d e r  F a l l ,  wenn  w, .n ,... = 2, 3 oder  4 iut .  

In  gleicher Weise sind die als Functionen der a,, , , . ,, dargostollten 
Coefficienten der Begleitorin don symmetrischen Verbindungen der q,,..,,, 
gleich zu setzen, so dass die a=,. . . in Abhangigkeit von diesen sym- 
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metrischen Verbindungen stehen. Da nun diese Abhangigkeit dieselbe is t  
für alle a,, , , . ,,, die kraft der Substitntionen 

ihron Platz mit einandor vertauschen, so muss sie eine entsprechend viel- 
deutige Abhlingigkeit sein. Diese vieldeutigen Abhangigkeiten konnen nur 
die u n  w e s e n  t l i c h  e n  Einheitswurzeln vermitteln. E s  wird somit das 
Wesen und die Bedeutung der u n  w e s e n t  l i c  h e n  Einheitswurzeln i n  soweit 
erhellt, als der Satz gilt: 

A l l e  a,,. . , , , ,  d i e  i n  F o l g e  d e r  S u b s t i t u t i o n e n  l l a )  i h r e  S t e l l e n  
m i t  e i n a n d e r  w e c h s e l n ,  k 6 n n e n  m i t t e l s t  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  
G r u p p e  v o n  u n w e s e n t l i c h e n  E i n h e i t s w u r z e l n  d e r  N o r m a l f o r m  
d a r g e s t e l l t  w e r d e n .  

E s  bestatigt sich an dieser St,elle die schon früher* gemactite Be- 
merliung, dass die Grade der unwesentlichen Einheitswurzeln Divisoren 
der die Anzahl der Substitutionen 'der a,, hestimmenden Zahl sein 
konnen; ziigleich muss aber daran erinnert werden, dass nichts darüber 
bekannt ist, oh nicht auss- den gnnannten auch noch andere unwesent- 
liche Einheitswurzeln vorhanden sind. 

Von besonderem Interesse i d  nun noch die Frage, welche Besonder- 
heiten eintreten, wenn die Kormalform keine unwesentlichen Einheitswurzeln 
anfweist. Die Begleiterin selbst und ihre Eigenschaften bleiben selbst- 
verstiindlich bestehen, da ja  das Vorhandensein unwesentlicher Einheits- 
wurzeln bei den diesbezüglichen Darlegungen keine Rolle spielte. E s  t r i t t  aber 
zu den bereits gefundenen Eigen~chaften der Normalform noch folgende. 

Da die a,,. nicht al8 Entwickelungen nach unwesentlichen Ein- 
heitswurzeln aufgefasst werden diirfen, so sind sie geaass  der Herstellung 
der Normalfora eindeutig bestimmbare Potenzreihen der ursprünglichen 
Variablen des Wurzelaiisdrucks und gewisser Hilfsgrossen. Diese Her- 
leitnng lehrt aber zugleich, dass an Stelle der a,, . , , ,, mit demselben 
Rechte die . . zkyav. a,, , , ,,,, treten ktinnen. Stellt nun m das kleinste 

"Y 

gemeinsame Vielfache der Zahlen TL,, n, . . . nu dar, so ist klar,  dass a~,...,,, 
unbeeiriflusst ist  von den als Coefficienteu zu a,, . . . a ,  etwa binzutretenden 
Producten der Einheitswurzeln. Es muss daher auch gemass den Re- 
lationen 7) zwischen den a,, und den x!,, . , p v :  

vollig eindeutig sein. D i e  F ~ ~ n c t i o n e n  d e r  N o r m a l f o r m  
u n t e r l i e g e n  d a h e r  i n  d i e s e m  F a l l e  d e r  B e d i n g u n g ,  das s  d i e  

* ,,Normalformu 111. 5 6 ;  S. 10 d.  Jahrg. 
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s o g e n a n n t e n  c y k l i s c h e n  F u n c t i o n e n *  d e r  x/,, ...,, e i n d e u t i g e r  
N a t u r  s e i n  m ü s s e n .  

II. Die Aufltisnng der Qleichnngen mittelst der Normalform. 

5 1. Die durch G a l o i s  begründete Theorie der Auflosung der 
Gleichungen beruht im Wesentlichen auf dem Begriffe der Reso lven te  
der aufidosenden Gleichung , auf dem Begriffe der G r  u p  p e v o n  Suh- 
s t i t u t i o n e n ,  welche durch die Resolvente an die Hand gegeben wird und 
den Charakter der vorgelegten Gleichung bestimmt und auf dem Begriffe 
der a d j u n g i r t e n  G r o s s e n ,  die irrationale Grossen darstellen u n d  als 
bekannt betrachtet werden, so dass durch sie die Zerlegung der vorher 
irreduciblen Resolvente miiglich wird. Wird aber die Resolvente rcducirt, 
so wird auch die Gruppe der Gleichung erniedrigt. 

Mau gelangt so zu einer Angabe der Bedingung der Auflosbarkeit 
der Gleichungen, die in  der ,,Theorie der algebraischen Gleichungent( von 
P e t  e r  s e n  folgendermassen formulirt wird:** 

,,Die nothwendige und ausreichende Bedingung dafür, dass eine 
Gleichung algebraisch aufgelost werden konne, besteht darin, dass ihre 
Gruppe eine andere Gruppe enthalt, diese wieder eine andere u. s. n., 

bis man zur Gruppe 1 gelangt, und zwar muss diese Reihe von Gruppen 
so beschaffen sein, dass jede von ibnen mit ailen Substitutionen der vor- 
hergehenden permutabol ist, und dass ihre Ordnung aus der Ordnung der 
vorhergehenden durch Division mit einor Prirnzahl gcfundon wird:' 

Dadurch wird die Richtung angegeben, in der man auf Grund der 
Galois 'schen Begriffe voigehen muss, um zu einer thats&chlichen Angabe 

' 

der Aufl tkbarkei tsbedinpgen von Gleichungen zu gelangen. 
Galois*** selbst hat  seine Theorie auf die irreduciblen Gleichungen 

vom Primzahlgrade angewendet und als wesentliche Resultate gefunden, 
dass die Gruppe dieser Gleichungen die p ( p  - 1) Substitutionen (2 ;  az $ b) 

enthlilt, wenn die Wurzeln durch x,  bezeichnet werden, oder dass alle 
W n n e l n  einer solchen Gleichnng durch irgend zwei derselben rational dar- 
gestellt werden konnen. 

Ferner ha t  insbesondere J o r d a n  den von G a l o i s  eingeschlagenen 
W e g  in sainem Traiti: des substitutions ct des bquations a1gi:briques weiter 
verfolgt und von S y l o  w wurden detaillirte dufl6sbarkeitsbedingungen i m  
5. Bande der matbematischen Anualen entwickeltt. - 

* Die Functionen 12)  nenne ich cykli~che Functionen in Uebereinstimrnung 
mit der Bezeichnungsweise Kronecker 's .  Vergl. die Fussnote eu S. 567 im 
II. Bd. von Ser re t ' s  Algebra; übersetzt von W e r t h e i m .  

** P e t  e r  sen ,  Theorie der algebraischen Gleichungen S. 315; Kopenhageu 1878. 
*** Journal des mathchatiques pures et appliquees t .  XI,  année 1846. 
f Vergl. die Darstellung dieser Ilesultate in N e t to 's  Substitut.-Theone S. 274flg. 
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Betreffs der Galois 'schen Resultate über die Gleichungen vom Prim- 
zahlgrade sagt nun aber K r o n e c k e r  in einer der Berliner Akademie der 
Wissenschaften am 20. J u n i  1853 vorgelegten Arbeit:* 

,,Die bisherigen Untersuchungen iiber die Aufl6sbarkeit voii Gleichungen, 
deron Grad eine Primzahl ist  - namentlich die Abol'schen und G a l o i s -  
schen, welche die Grundlage aller weiteren Forsohungen in diesem Gebiete 
bilden - haben im Wesentlichen als Resultat zwei Kriterien ergeben, 
vermittelst deren man beurtheilen konnte, ob eine gegebene Gleichung 
auflosbar sei oder nicht. Indessen gaben diese Kriterien über die Natur  
der auflosbaren Gleichungen s e  1 b s t eigentlich nicht das geringste Licht." 

Dassclbe kann mit demselben Rechte auch von den weiterhin gefiin- 
denen, auf die Begriffe der Substitutionentheorie allein gegründeten Kriterien 
der Auflosbarkeit von Gleichungen gesagt ~ e r d e n .  

Dem gegenüber betont K r o n e c k e r  in  derselben Arbeit als Haupt- 
problem, das alle anderen Probleme i n  sich schliesst, das Aufsuchen aller 
auflosbaren Gleichungen , wie es bereits von A b  e 1 in allerdings unvoll- 
standiger Fsssung in der fragmentarischen Abhandlung tiber die alge- 
braische Auflosung der Gleichungen aufgcstellt wird. 

Dieses Hauptproblem in vollstiindiger und praciser Fassung lautet in 
der citirten Abhandlung: 

,,Für eine gegebene Zahl 72 die allgemeinste algebraische Function 
von A,  B, C u. B. W. zu finden, welche durch die Variirung der darin 
enthaltenen Wurzelzeichen verschiedene Ausdrücke ergiebt, unter denen lz 

so beschaffun sind, dass ihro symmetriscben Functionen sammtlich rationale 
Functionen jener Grossen A ,  B, C u. S. W. sind." 

5 2. Wenn nun hier versucht wird darzulegen, wie mittelst der 
Normalform des allgemeinen Wurzelausdrucks die Iledingung der Auflos- 
barkeit der Gleichungen und ihre Auflosung selbst zu finden sei, 60 wird 
der soeben angefühihm Porderung K r  o n e  c k e r ' s  Rechnung getragen, da 
es der allgemeine Wuizelausdruck ist,  der, in seine Normalform gebracht, 
der Untorsuchung zu Grundo gelogt wird. Indem abor dio Wurzelgrossen 
nicht als arithmetische Grossen, sondern als Functionen variabler Argu- 
mente betrachtet werden, ergeben sich Modificationen in der Stellung und 
Behandlung des Problems, die nicbt willkürlich hineingetragen werden, 
sondern aus der Xatur der durch die Kormalform geschaffenen Grundlage 
fliessen. 

Da die Wurzolgr6sse als Function der beliobig variablen Zahl a 
aufgefasst wird, ist  es ohne Bedeutung, wenn die Wurzelgrosse für indi- 
viduelle Werthe von a rational wird. Das Wesen der Wurzelgr~sse besteht 

* Abgedruckt in S e r r e  t's Handbuch der Algebra, deutsch von  W e r t h e i m ,  
Bd. II S. 566 flg. 
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vielmehr darin, dass sie a v6llig gloichborechtigte Functionon von a 

definirt, die in  einheitlicher Form durch 

2 n  2 n  
wo E ,  = COS - $ i . sin -1 dargestellt werden konnen. In  entsprechender 

Th 12 

Weise ist es ohne Interesse, ob der in  die Kormalform gebrachte all- 
gemeine Wurzelausdruck f ü r  individuelle Werthensysterne der unahhiingigen 
Variablen gsnz oder tbeilweise mtional werden kann. Vielmehr besteht 
das Wesen der Normalforrn darin, dass aie eine Anzahl von gleich- 
bereühtigten Functionen in einer blos diirch die Einheitswurzeln vermittelten 
Vieldeutigkeit su einer einheitlichen Darstellung b ~ i n g t .  

Es ha t  somit im vorliegenden Falle keinen Sinn, von einem Rationalitiits- 
bereich zu reden, dsm die durch den Wurzelausdruck dargestellten Zahlen- 
werthe angehoren. Sind ja doch die Argumente der durch die Wurzel- 
grosson definirtcn Functionen selbst schon beliebige rationale oder irrationale, 
reelle oder complexo Zahlen. Der Rcgriff des liationalitiitsberoichs, wie 
K r o n o c k o r  ihn aafstellt, kann dahor hier keine Verwendung finden. 

Indem die Wurzelgrfisse als E'unction varia,bler Argumente betrachtet 
wiid, ergiebt sich fiir die a~ifzul5sende Gleichung, dass auch ilire Coefficienten 
als Functionen beliebiger variabler Zahlen aufzufassen sind; ein specieller 
Fal l  ist es, a e n n  die Coefficienten selbst die unabhangigen Variablen 
sind. E s  ist  folglich ohne Bedeutung, welche Zahlenwerthe durch die 
Coefficienten für sin specielles Werthensystem der i ~ n a b h h g i g e n  Variablen 
dargestellt werden, Insbosondore kann der Aufl6sungsprocess keinen Vor- 
theil daraus ziehen, wenn für solche individuelle Werthensysteme der 
unabhangigen Veranderlichen die Gleichung zerlegbar wird. 

Die Galois7sche Methode, die sich gerade auf eine derartige Zerleg- 
barkeit der Gleichungen und aiif die Herbeiführung der Zerlegbarkeit durch 
Adjungiren von Irrationalitaten stützt,  kann darum im vorliegenden Falle 
nicht befolgt merden. 

Die aus der Variabilitgt der Coot'ficienton rosultirendo wesentliche 
Bedeutung der Gleichung liegt vielmehr darin , dass ihre Wurzeln Functionen 
derselben Argumente sind, von welchen die Coefficienten der Gleichimg 
abhiingen. Dabei ist  zu beacbten, dass keine der Wurzeln vor der anderen 
bevorzugt is t ,  dass im Gegentheil jede in  gleicher MTeise, wie jede andere, 
durch die Gleichung bestimmt wird. Die Gleichung nten Grades defioirt 
somit 1û Functionen - ibre  W u n e l n  - in  gleichberechtigter Weise und 
die Argunlcnto dieser Functionen sind dio Variablen, von welchen die 
Coefficienten der Glsichung abhangen, oder a18 welche in speüiellen Fallen 
die Coefficienten selbst su gelten haben. 
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Zerlegbar wird eine Gleichung bei dieser Auffassungsweise nur  dam,  
wenn z. B. die Coefficienten a ,  b, . . . c der Gleichung (n + m) Grades 

derart an dio Coefficienten a,, bl . . . cl und az,  b, . . . c, der Gleichungen 
nten und mten Grades 

gekniipft sind, dass 

p + m +  a ~ n + ~ - l +  . .- c = (xn + a,%"-l+ . . . c,)(xm + a,xnl-l + . . . c,), 

wo a ,  b ,  c ;  a,, b, ,  c,; a,, b,, c, Functionen der unabhhngigen Variablen 
sind. Aber auch i n  diesem Falie bleibt die Aufgabe zu losen, die (n + m) 

Wurzeln der Gleichung Grades in  e i n h e i t l i c h e r  W e i s e  als 
Functionen dor unabhangigen Variablen darzustellen, a h  welche sie durch 
die Gleichung definirt werden. 

Für  die durch die Coefficienten der Gleichungen dargestellten Functionen 
gilt die eigentlich selbstverstandliche Bedingung, dass sie in  thatsnchlich 
entwickelter Form vorliegen messen, wobei es an sich gleichgiltig kt, 
ob aie durch eine endlicbe oder durch eine unendlich oft wiedcrholte 
Anzahl von Grundoperationen aus den unabhangigen Variablen hergestellt 
werden. 

Man wird daher zu folgender Fassung des Aufl6sungsproblems der 
Gleichungen geführt : 

D u r c h  e i n e  G l e i c h u n g  den G r a d e s  

1) X ~ + ~ X ~ - ~ + ~ X ~ - ~ + . . . C - ~ ,  

wo a, b, . . . c e n t w e d e r  F u n c t i o n e n  v o n  h e l i e b i g  v a r i a b l e n  a l l -  
g e m e i n e n  Z a h l e n  o d e r  s e l b s t  u n a b h z n g i g e  V a r i a b l e  s e i n  s o l l e n ,  
w e r d e n  ri F u n c t i o n e n  - d i e  W n r x e l n  d e r  G l e i c h u n g  - i n  g l e i c h -  
b e r e c h t i g t e r  TITeise d e f i n i r t .  

E s  i s t  z u  u n t e r s u c h e n ,  o b  u n d  i n  w i e  w e i t  d i e s e  W u r z e l n  
d u r c h  d a s  F u n c t i o n e n s y s t e m  d e r  N o r m a l f o r m  

d a r g e s t e l l t  w e r d e n  k o n n e n ,  w o  e n , ,  E, ... rnV w e s e n t l i c h e  E i n h e i t s -  
w n r z e l n  u n d  d i e  a,, , . . ,v n a c h  u n w e s e n t l i c h e n  E i n h e i t s w u r z e l n  
e n t w i c k e l t  z u  d e n k e n  s i n d ,  u n d  w o  d i e  u,,...,~ P o t e n z r e i h e n  
d a r ~ t e l l e n ,  d i e ,  a b g e s e h e n  v o n  d e n  b e i  i h r e r  H e r s t e l l u n g  s n f -  
t r e t e n d e n  H i l f s g r t i s s e n ,  v o n  d e n  n i i i n l i c h e n  A r g u m e n t e n  a b -  
h a n g e n ,  w i e  d io  C o e f f i c i e n t e n  d e r  a n f z u l o s e n d e n  G l e i c h u n g .  
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5 3. Bei der Losung dieses Problems ist die Frage  nach den 
Aufl6~barkeitsbedin~ungon von der Frage nach der thatsichlichen Auf- 
16sung der Gleichung 1) zu unterscheiden. 

Beide Fragen finden jhre Beantwortung nicht dadurch, dass aus der 
Gleichung 1) die ihre Auflosung darstellende Normalform 2) herzustellen 
unternommen wird - denn dies konnte blos durch unsicher tastendes 
Probiren geschehen -, sondern vielmehr dadurch, dass aus der Normal- 
form 2) die Gleichung 1) gewonnen wird, deren Auflosung alsdann durch 
die vorgelegte Normalform gegeben wird. 

1st somit eine h'oi.malform aus einem thatsgchlich gogebonen Wurzel- 
ausdrucke gewonnen, deren wesentliche und unwesentliche Einheitswurzeln 
hekannt sind, so muss die Begleiterin der Normalform construirt und die 
Coefficienten derselben miissen als Functionen der unabhangigen Variablen 
des Wurzelausdrucks dargestellt werden. Die so v o l l s t a n d i g  entwickelte 
Begleiterin stellt alsdann die durch den allgemeinen Wurzelausdruck auf- 
Iosbare Gleichung dar. 1st die Normalform die denkbar allgemeinste, so 
resultirt auf diesem Wege die auflosbare Gleichung allgemeinster Form. 

Daraus ergiebt sich, dass der Grad w der aufzulGsenden Gleichung 
blos von den wesentlichen Einheitswurzeln der Normalforrn abhangt, da 
der Grad der Begleiterin gleich dom Grade der aufgeloaten Gleichung ist 
und also 

3) I z=ml .n  2 . . . I z ,  

sein muss; es folgt ferner, dass die Normalform der auflosbaren Gleichung 
nt8" Grades allgemeinster Form blos wesentliche Einheitswurzeln vom 
Primzahlgrade enthalten darf. 

Es  ist  daher die Normalform, die als Auflosung einer Gleichung 
fiken Grades vorausgesetzt werden muss , wenigstens insofern bestimmbar, 
ais ihre wcsenthhen Einbcitswurzelii bekannt sind. Dadurch ist zwar 

fiir dio Auflosung blos ein erstcr Scbritt gethan, auch die Auflosharkeits- 
bedingungon sind noch nicht vollstsndig angebbar, es lassen sich aber 
auf Grund der wesentlichen Einheitswurzeln nothwendige Bedingungen 
bestimmen. 

Man erhalt sie dadurch, dass die a,, .. ,,, der Coefficienten der 
Regleiterin durch ihre Ausdrücke i n  den xp,. nach 1. 7) ersetzt und 

die so gewonnenen Functionen der rp,. den entsprechenden sym- 
metrischen Functionen der x,, .,,, welche aus den Coefficienten der auf- 
zul5senden Gleichungen sich ergeben, gleichgesetzt werden. Es werden so 

thatsaehliche B e d i n g ~ n ~ s ~ l e i c h u n g e n  fur die Wurzeln der durch die Normal- 
form auflosbaren Gleichung gefunden und die Bedingungen selbst lassen 
sich in allgemeiner Fassung dahin bestimmen, dass Punctionen dieser 
Wurzeln, die ihre F o r m  nur für  eine gewisso Gruppe von Substitutionen 
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nicht andern, für  alle übrigen Substitutionen aber im Allgemeinen andern, 
ihren W e r t h  für jede beliobige Substitution, dcnen die Wurzeln untor- 
worfen werden konnen, unverandert lassen. Die Gruppe der Substitutionen 
aber, welche die Form jener Functionen nicht andern, ist die in 1. 11) 
angegebene. 

Die Weiterführung des begonnenen Auflosungsprocesses und die Bin- 
zufügung der etwa noch vorhandenen einschrinkenden Auflosbarkeits- 
bedingungen, welche die soeben charakterisirten nothwendigen Bedingungen 
zu hinreichenden machen, beruht auf dor Bestimmung der unwesentlichcn 
Einheitswurzeln der Normalform, das heisst a u €  der Ergründung der 
Normalformen, durch welche die Grossen a,, ... ,,, darzustellen sind. 

Hierzu dient die Badingung, dass die Functionen der u,, . .. ,,,, welche 
ale Coefficienten der Begleiterin auftreten, den zugehorigen Coefficienten 
der aufzulosenden Gleichung, das heisst den durch diese Coefficienten dar- 
gestellten Functionen der unahhiingigen Variablen gleich zu setzen sind 
und somit eindeutig sein müssen. Es folgt daraus, dass alle diejonigen 
Grossen u,, .. . ,,, welche in Polge. der erlaubten Subatitutionen ihre Stellen 
wechseln konnen, durch eine und dieselhe Normalform darzustellen sind; 
ganz allgemein aber folgt, dass für  jede der Grüssen a,, . . , ,,, eine Gleichung 
gewonnen werden kann, die nun ihrerseits durch eine Kormalform auf- 
zulosen ist, deren weeentliche Einheitswurzeln in  Einklang mit den von 
den a,, zu erfüllenden Bedingungen zu bringen sind. Diese fiir die 
Darstellung der a,, . , . ,,, wesentlichen Einheitsw urzeln sind für  die 
ursprüngliche Normalform unwesentliche Einheitswurzeln. In Folge der 
Darstellung der a,,,,.,v durch geeignete Normalformea erwachsen aber 
jenen Grossen im Allgemeinen neue Bedingungen, die sich auf die Wurzeln 
der auFzul6senden Gleichung übertragen. Die v o l l s t a n d i g e  Entwickelung 
der Normalform fur die a,, .,, führt schliesslich zur vollstiindigen 
Kenntniss der anfinglich deni Aufl6sungsprocess zii Grundo gelcgten 
Normalform, aus der dio fertige Form der auflosbaren Gleichung 
gewonrien werden kann, wihrend gleichzeitig die unbeliindtrte Angabe 
der nothwendigen und hinreichenden Auflosbarkeitsbedingungen sich 
ermoglicht. 

5 4. Der soeben in seinen wesentlichen Momenten dargelegte Auf- 
lüsungsprocess sol1 durch die Aufltisung dor Gleichungen dritten und 
vierten Grades e r l h t e r t  werden. 

Um die Gleichung dritten Grades 

aufzulGsen, muss eine Normalform mit der wesentlichen Einheitswurzel 
E - COS 2 a / 3  + i sin 2 n / 3  vorausgesetzt werden. 
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E s  sei demgemass 

5 )  ~ ~ = a ~ $ ~ . a , + ~ ~ ~ . a ~  & = 1 ,  2, 3)) 

wo a, und a2 nach den vorlgufig noch unbekannten unwesentlichen Ein- 
heitswurzeln entwickelt zu denken sind. Daraus erhrilt man die EegLeiterin: 

Somit müssen a, und a2 und ebenso a: und a: durch eine und die- 
selbe Normalform mit der weaentlichen Einheitswurzel zweiten Grades 
s = - 1 darstellbar sein; dieses E ist dann die einzige unwesentliche Ein- 
heitswurzel der Normalform 5). Es ist daher 

6 )  

al = a& + e aii ; a, - n h  + E' a!, , 
8) [ al50 auch 

a ~ = a , , + e a , , ;  a ~ = a , o + 2 a 1 1  

zu setzen. Substituirt man diese Darstellungen in 7),  so folgt 

x + a, al a, 1 
a, z + a o  u, ~ ~ ( z + a o ) 3 - 3 a , a , ( z + a , ) + ~ ~ $ a ~ ,  

al a, 2 + aO ( 

und es zeigt sich, daas als unabhringige Variable der Normalform 5) die 
Coefficienten a, b, c der Gleichung 9) selbst gewahlt werden konnen. Die 

vorausgesetzte Normalform muss dann folgende Gestalt haben: 

die gleich Nul1 gesetzt die Wurzeln - xl, - r2, - x, hat. Sol1 die 
Gleichung 1) dieselben Wurzeln haben, so mus8 sein: 

wo die Wurzelgrossen die syrnbolischen Zussmmenfsssungen der die 
Normalform constituirenden Potenzreihen sind. Aus ihr folgt als vollig 
entwickelte Eegleiterin die von der Nul1 getrennte Gleichung 4). 

Die Gleichung vierten Grades 

muss durch aina Normalfortu 

mit  den wesentlichen Einheitswurzeln e und q Tom zweiten Grade 
(e = q = - 1) aufgelost werden. A18 Begleiterin erhiilt man: 
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Sol1 nun die Gleichung 11) in gleicher Weiso wio dio der Nul1 gleichgesetzte 
Begleiterin die Wurzeln - x,,, - x12, - xB1, - rZ8 haben, 6 0  mus9 sein: 

\ a , , , = a ;  2 ( a S o + & + a ? 1 ) - b ;  8aloa,,a, ,-c; 
14) \ a h  + o& + a& - 2 (alooUl + al,a& + = ci. 

Daraus ergiebt sich, dass ayo, u ~ ~ ,  a?i die W u n e l n  der Gleichun* 
dritten Grades 

15) 2 16 

sein müssen. Die a,,, a,, , a,, werden somit die Einheitswurzeln dritten und 
zweiten Grades aufweisen, die fur die Normalform 12) die unwesentlichen Ein- 
heitswurzeln darstellen. E s  ktinnen wiederum die Coefficienten a ,  b, cl  d als 
unabhtingige Variable der Normalform 12) angenommen werden, die nach Auf- 
16sung dcr Gleichung 15) in vd l ig  ontwickolter Form angegeben worden kann. 

Da die Normalformen, welche die Gleichungen dritten und vierten 
Grades auflüsen, die Coefficienten dieser Gleichungen als unabhkgige 
Variable besitzen konnen, so folgt schon daraus die bedingungslose Auf- 
losbarkeit dieser Gleichungen. Ueberdies wird das Substituiren der Aus- 
drücke der a , ,  a., resp. a,,, a,, a,, duïch die x,, x,, x, resp. x,,, xl,, 
x,,, x2, fiir die Coofficionten der Begleitorinnen 6) und 13) symmetrische 
Verbindungen der Wurzeln ergeben, die naoh Gleichsetzen mit den eut- 
sprechenden symmetrischen Verbindungen der Wurzeln für die Coefficienten 
der Gleichungen 4) und 11) blose Identitriten ergeben. E s  wird sich somit 
au0 dem Fehlen jeglicher Eedingung die Auflosbarkeit der allgemeinen 
Gleichung ergeben. 

Nach dieser ErEutorung des Auflijsungsprocessci: der Gleichungen 
durch die Normalforni des allgemeinen Wurzelausdrucks bemerke ich noch, 
dass sich die hier benutzte Xethode dem Grundgedsnken nach mit einer 
schon von E u l e r "  benutzten berührt,  nach welcher der Auflosung der 
Gleichungen eine mogliche Darstellung ibrer Wurzeln zu Grunde gelegt 
wird, um nachtïaglich die vorausgesetzte Wurzeldarstellung in ihter Ab- 
hangigkeit von den Coefficienten der aufzulosenden Gleichung zu bestimmen. 
Es fehlt nur  bei E u l e r  die Kenntniss von der Natur  des allgemeinen 
Wurzelausdrucks; diesen letzteren entwickelt A b e l  systematisch; er be- 

* Leonh. E u l e r i  de formis radicum aequationum cuicusque ordinis con- 
jectatio; Comment. acad. scientiarum petropolitanae T. V I  pag. 216. 
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trachtet aber das Wunelzeichen als Operationszeichen; die Auffassung 
der Wurzelgrosse als Punction führte zu der im Vorhergehenden ent- 
wickelten Normalform und so zu der soeben beleuchteten Aufl6sung~methode 
der Gleichungen. 

5 B. I n  gloithor Weisc, wie für  die Gleichungen dritten und vierten 
Grades eine Normalforrn mit bestimmten wosontlichen Einheitswnneln 
vorausgesetzt wurde, um durch Gleichsetzen der Coefficienten ihrer Be- 
gleiterin mi t  den Coefficienten der aufzulosenden Gleichung die Kenntniss 
der unwesentlichen Einheitswurzeln zu gewinnen und so zur vollst&ndigen 
Bestimmung der Normalform zu gelmgen,  kann auch fiir die Gleichungen 
ftinften, sechsten Grades u. S. W. die Normalform gefunden, die Bedingung 
der Auflosbarkeit angegeben und die Form der auflosbaren Gleichungen 
entwickelt werden. 

Uabei ist zu beachten, dass fiir j e d e  Normalform, deren wesentliche 
Einheitswur~eln b e l i e b i g  bestirumt wurden, die zugehorige auflosbare 
Gleichung gebildet und die Bedingung ihrer Auflosbarkeit angegsben 
merden kann; denn die wesentlichen Einheitswurzeln müssen nicht nothwendig 
Primzahlen sein. Das zu einer solchen vol ls thdigen Bebandlung des Auf- 

losungsprobleuis nothwendige Material liegt in  denEntwicklungen des zweiten 
und dritten Capitels der Untersuchungen iiber die ,,Normalforml' bereit. 

Indessen begnüge ich mich vorerst damit, auf diesos allgemeine Problem 
hinzuweisen, und gebe blos diejenigen Ausfhhrungen des Aufltisungs- 
processes, die ohnc Weiteres bei Zugrundelegon der allgemeinsten, mit 

wesentlichen Einheitswurzeln vom Primzahlgrade ausgestatteten Normalform 
gemacht werden konnen. 

Die zur huflosung der Gleichung nteu Grades 

demgemise vorausznsetzende Norrnalform enthalt die Functiorien: 

wo p - p  = .  . . = p  ,; q = q i = . .  . qp; . . . und p, q . . . Primzahlen ~ind. 

Die Coefficienten ihrer Begleiterin sind Fimctionen der a,, p, . . ., welche 
den Entwicklnngen des ersten Capitels zufolge die 

gestatten. Durch Gleichsetzen dieser Coefficienten mit den Coefficienten 
der Gleichung 16), welche als bestimmte, aber  vorlaufig noch unbekannte 
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Functionen unabh~ngiger  Variablen varausgesetzt werden, kann man direct 

die Darstellung der a,, , p,. . . und damit die vollstindige Kenntniss 
von der Normalform 17) gewinnen. 

Vereinfacht wird diese Aufgabe, wenn nicht alle Einheitswurzeln aus 
der Kormalform eliminirt w e r d ~ n ,  um so direct die Begleiterin vom 
Grade lz zu construiron, sondern wonn boispielswoise zunachst nur die 
Einheitswurzeln vom Grade p von der Elimination getroffen werden. 1st  
m =pT, so erhalt man auf diese Weise n / m  Begleiterinnen vorn Grade m, 
deren Coefficienten die Functionen von Normalformen mit den Einheits- 
wurzeln E ~ ,  . . E  4 p . . .  darstellen. Dieser Form der Begleiterin entspricht 
die Zerlegung der Gleichung rzten Grades in  alvn Gleichungen mten Grades, 
deren Coefficienten durcb die Wurzeln einer Gleichung n/tnten Grades be- 
stimmbar sind. l n  diesor Bemerkung eihellt der bereits von A b e l *  gefiindeno 
Satz, dass eine Gleichung, deren Grad durch zwei Priazahlen theilbar ist, 
in m Gleichungen ite" Grades zerfiillt werden k a m ,  deren Coefficienten 
durch Aufl6sen einer Gleichung mte" Grades gefunden werden. 

Werden die Normalformen, welche die Coefficienten der Begleiterin 
yLten Grades darstellen, und welche alle dieselben Einheitswurzeln ent- 
halten, ihrerseits wioder behandelt wie die ursprüngliche Normalform, so 
zeigt sich, d a s s  d i e  A u f l G s u n g  e i n e r  G l e i c h u n g  v o m  G r a d e  
p v .  pp,. , z u r ü c k g e f ü h r t  w e r d e n  k a n n  auf  d i e  A u f l o s u n g  v o n  
G l e i c h u n g e n  v o m  G r a d e  pv, @', . , . 

E s  sei demgemiiss der Grad der aufzulosenden Gleichung n = p v .  
An Stelle der Normalform 17) t r i t t  nun die einfachere: 

wo p = p l  - .  . . p v .  

Die Coefficienten ihrer Begleiterin: 

gestatten die q(p, v )  Substitutionen: 

A b e l ,  oeuvres complètes Bd. I I .  S. 191. 
Zeitschrift f. Mathemstik u. Physik. 39. Jahrg. 1894. P. Hef t .  
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Ihnen zufolge kann jedes a,, a n  Stelle jedes andercn treten, 
mi t  Ausnahmo von a o , , ,  0. Denn es t r i t t  beispielsweise an Stelle von 

a10 .. . O  die Grosse ai,,i,,. . . i , , l ,  durch welche jede der (p' - 1) Grijssen 

a ,,.,.," (excl. aoo...o) dargestellt werden kaun,  da die Werthe i,,i,, . .. ivl 
unbeschadet der von dem Systeme der ilk zu erfüllenden Bedingung 
jedes der (p' - 1) Werthensysteme a,, <y, . . . <y, (mit Ausschluss des aus 
v Nullen bestehenden Systems) bedeuten konnen, die aus den Zahlen 

cuk = O, 1, . . . (p.- 1) hergestellt werden konnen. 
Setzt man nun dic Coefficienten dieser Regleitorin gleich den i!oeffi- 

cieuten der aufiulosenden Gleichung, die durch vorlaufig noch unbekannte, 
aber bestimrnte und eindeutige Functionen dargestellt werden, so fol@ 
der Satz: 

D i e  p v -  1 G r O s s e n  a (excl. a o ,  . . O )  m ü s s e n  d u r c h  eine 
u n d  d i e s e l b e  F o r m a l f o r m  d a r g e s t e l l t  w e r d e n  u n d  z w a r  d e r  Art ,  
d a s s  V e r b i n d u n g e n  d e r  a,,,.,,v, w e l c h e  d i e  S u b s t i t u t i o n e n  21) 
g e s t a t t e n ,  e i n d e u t i g e ,  b e s t i m m t e  F u n c t i o n e n  s i n d .  

Daraus folgt zwar, dass die a,, . , . durch eine (pv - 1)-deutige 

Normalform dargostellt werden müsson. E s  is t  aber nicht von vornherein 
bekannt, wie die wesentlichen Einhei tswur~eln dieseï Normalform anzu- 
nehmen sind, da  schou die soeben angegebene Bedingung für  die a,,. .,,, 

besteht. So oft niimlich ( p v  - 1) nicht eiri Product von lauter verschie- 
denen Primzahlen darstellt, müssen die wesentlichen Einheitswurzeln der 
neuen Normalform nicht nothwendig Primzahlgrad besitzen. Es  ist alsdann 
Sache besonderer Untersuchung, die geeignete Darstellungsform der a,, 
aufzusuchen, so dass die bereits angegebene Bedingung von den aa,.,,,p 
erfüllt wird und es ist  zu erwarten, dass ausser dieser Bedingung noch 
andere ails der Darstellung der a,, , , durch dio ncue Normalform sich 
ergeben werden. 

F ü r  den Fall, dass n = p (dass also v = l), lasst sich indessen die 
Darstellung der (P - 1) Griisse a, ohne Weiteres gewinnen. Die Coefficienten 
der Begleiterin sind nunmehr Punctionen der a,, welche die ( p  - 1) Sub- 
stitutiouen 

22) (a; ia); i = 1, 2 . .  . p  - 1 

gcstatton. Uie Helationen zwischen den Coofficienten der Begleiterin und der 
aufzulosenden Gleichung fuhren ferner zur Erkenntniss, dass die pton Potenzen 
der a, Wurzeln einer Gleichung (P - l ) t"n Grades sein müssen und zwar 
der Ar t ,  dass Verbindungen der a,: welche die Substitutionen 22) 
gestatten, eindeutig sein müssen. Diese Substitutionen konnen nun 
aber ais cyklische Substitutionen aufgefasst werden, wenn man eine 
Zahl c bestiinmt, für aelche erst die ( p  - l ) t c  Potenx: cp-' 1 1 (modp)> 
alsdann a CU'; i - - ci' (modp) setzt und schliesslich die Grossen a, in 
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die R,eihe: a,lu,Q, . . . a,p- i  ordnet. Dann werden die Substitutionen 22) 
zu dan cyklischen Substitutionen: 

22a) ( a i ' ;  <Y' + i f )  i f=l ,  2 . . . p - 1 .  

Die  G r o s s e n  m ü s s e n  s o m i t  d i e  W u r z e l n  e i n e r  s o l c h e n  
G l e i c h u n g  (p - l)t'ln Gi a d e s  s e i n ,  d a s s  c y k l i s c h e  V e r b i n d u n g e n  
i h r e r  in  p a s s c n d e  R e i h e n f o l g e  g e b r a c h t e n  W u r z e l n  b e s t i m m t e ,  
e i n d e u t i g e  F u n c t i o n e n  d a r s t e l l e n .  

Aus der im 1. Capitel angegebenen Eigenschaft einer blos mit 
wesentlichen Einlieitswurzeln tausgestattaten Normalform folgt nun unmittel- 
bar, dass die Normalform dor p - 1 Grossen af: blos e i n e  wesentliche 
Einheitswurzel vom ( p  - l)ten Grade aufweisen darf. 

Es sei dementsprechend: 

Daraus folgt: 

Da aber cyklische Verbindungen der eindeutige Functionen sein 
müssen, so ergiebt sich, wenn solche Functionen durch r,, r, . . . r,- 2 

bezeichnet werden, durch Entwicklung von 24): 

Durch Einsetzen dieser Darstellungen in die als Losung der Gleichung 
pten Grades vorauszusetzende Normalform 

erhalt man die letztere in  ihrer fertigen Form; die auftretenden Wurzsl- 
grossen sind hier als symbolische Bezaichnungon von eindcutig be- 
stimmten Functionen zu betrachten, welche für  einen geeigneten Con- 
vergenzbereich der unabhiingigen Variablen in Reihenform dargestellt werden 
k6nnen. 

Die Begleiterin dieser vol ls t~ndig hergestellten pc!ieutigen Normal- 
form stellt die auflosbare Gleichung pten Grades dar. Werden r,, r, . . . rpFz  
als unabhzngige Variable angenommen, so werden die Coefficienten der 
Gleichung nicht als rationale Functionen sich ergeben. Sol1 dies der Fa11 

sein, a o  müssen an Stelle der r,, r,  . . . r p - 2  geeignete Ausdrücke in 
anderen unabhkgigen Variablen treten. 

6 *  
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Insbesondere folgt für die Gleichung fünften Grades 

die Normalform: 

Die Grossen ai, az, as, a4 sind hier in die Reihe a i ,  an, ap, an! 
geordnet worden. 

Aus der Gleichsetzung der Begleiterin mit der Gleichung folgt: 

30) ' 

' a , = a ;  5(a ,a ,+a2a3)=b;  5(ala,Z+a,2a,+a,2a,+a2a,")=c; 

5(aL3a ,+  03a,3+ a,a33+a,Ya,-a,2a,~a2Z03e+a,a,a,a4)=d; 

a,5+a25+a,~ta,5+6(a,a,-a,a,)(a,a,2+a32a,-o,2a3-a,a,2- e. 

Daraiis erhiilt man dio allgemeinste Form der auflosbaren Gleichung 
fünften Grades, wenn die entwickelten Ausdrücke 29) für die u,, a,, 
a,, a, eingesetat werden. Will man für  die Coefficienten der auflosbaren 
Gleichung r a t i o n a l e  Ausdrücke erhalten, so müssen für die r,, r,, r,, r, 
geeignete Functionsformen substituirt werden. Die alsdann resultirende 
Gleichung stellt thatsachlich die auflosbare Gleichung dar ,  wenn von 
vornherein bestimmt wird, dass ihre Coefficienten r a t i o  n a 1  e Functionon 
unabhiingiger Variablen sein sollen. 

Um niin zum Schlusse noch die Auflosbarkeitsbedingungen für die 
Gleichungen pvton und pten Grades, zhnlich wie die Auflosung selbet, in~o. 
weit anzugeben, als sie ohne Weiteres hestimmhar sind, stello man di0 
Coefficienten der Begleiterin 20) als Functionen der z~,,,.,~ dar und setze 
sie den entsprechenden syrnmetrischen Functionen der x~,,..~,, gleich, ais 
welche die Coefficienten der aufzulosenden Gleichung sich darbieten. 
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Den Ei enschaften der Begleiterin zufolge gestatten ihre mittelst 
der Relation 

% 

31) p. a,, , . ., -2 c z p l a l .  . . c ~ ~ ~ v  nv . %, . . . py 

P t . .  .!'Y 

51s Functionen der 5FI . . .Fy  dargestellten Coefficienten die pv . < p ( p ,  v) Sub- 
stitutionen 

3 2) ( ( lk i  i lnp l  + i a k ( ~ q  f . . G t ~ v  + Av), 

die sich f ü r  v = 1 auf die p ( p  - 1) Substitutionen 

32 a) ( P ;  ip -t 1) 
reduciren. 

Da diese Functionen nur für pv= 2, 3 oder 4 symmetrisch sind, so 
ergeben sich i n  jedem anderen Falle Bedingungsgleichungen zwischen den 
x ~ , . . . ~ ~ ,  die nothwendig erfüllt sein müssen, wenn die Wurzeln der Gleichung 
durch die Normalform darstellbar sein sollen. 

Daraus folgt die Cnmoglichkeit, die allgemeine Gleichung vom Grade 
pv > 4 durch Wurzelfunctionen darzustellen. Diese Unmoglichkeit kann 
a b ~ r  schon daraus gefolgert werden, dass bereits solche Functionen der 

welche nur  die q ~ ( p ,  v )  Substitutionen 21) gestatten und nicht 
erst symmetrische Functionen der a,,...,v cindoutig bestimmt sein miissen. 
Ueberdios ergiebt sie sich auch daraus, dass in die Normalform der 
Gleichungen vom htiheren Grade als den vierten nicht mehr d h  
Coefficienten der Gleichung als unabhkngige Variable eingeführt werden 
konnen. 

Die erwlhnten Bedingungsgleichungen müssen nothwendig erfüllt 
sein. Die dadurch erfüllten Bedingungen sind aber nur f ü r  die Gleich- 
ungen vom Grade p;  (v = 1) hinreichend, um die Auflosung der Gleichung 
zu ermoglichen. Darum war auch nur  füï  diesen Fa11 die vollstandige 
Ausführung des Aulf6sungsprocesses ohne Weiteres moglich. Die Grossen 
a, konnten niirnlich, nachdem die Substitutionengruppe 22) als die cyk- 
lische Gruppa 22a) erkannt war, direct durch eine Normalform dar- 
geatellt werden, ohne d a s ~  die Erfüllung einer weiteren Bedingung nothig 
wurde. 

Für die Gleiçhungen vom Grade p v ;  (v > 1) müssen dagegen im A11- 
gemeinen noch andere Bedingungen neben den aus den genannten Be- 
dingungsgleichungen folgenden erfüllt werden. 

1st z .  B. pv = 2" und pv - 1 = q ,  wo y eine Primeahl bedeutet, 30 

gelten für die y Grossen a ,  ,. ,,, ausserdem noch die Bedingungen, die aus 
ihrer Darstellung durch eine Normalform mit der wesentlichen Einheits- 
wurzel E ,  sich ergeben. Diese Bedingungen bestehen darin, dass Functionen 
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der in passende Reihenfolge gebrachten q Grossen a,,,. "r ' die in der 

neuen A u f e i n a n d e r f ~ l ~ e  durch a@(! = 1, 2 . . . q )  bezeichnet werdon msgen, 
eindeutig sein müssen, falls sie die q (g  - 1) Substitutionen 

(Pi ~ , B + A ) ;  i = l ,  2 . . . q - 1 ;  A = 1 ,  2 . . . g  
gestatten. 

Alsdann sind die aus der Darstellung der a,, . . , ,y durch eine Normal- 
form sich ergebenden Bedingungen auf solche für  die x / ~ , , . , ~ ~ ~  zu reduciren 
iind den bereits bekannten, nothwendigen Bedingungen hinzuzufügen, um 
zu den für die buflosung der Gleichungen binreichendcn zu gelangen. 

Die vorstehenden Darlegungen genügen wohl, uin die Rrauchbsrkeit 
der auf die functionentheoretieche Normalform des allgemeinen Wurzel- 
ausdrncks gegründeten Methode aur Aufl6çnng der Gleichungen nach- 
zuweisen. Dies war das zunachst von mir verblgte  Ziel. ES sind so die 

Grundianen zu einer Theorie der Aufl6sung der Gleiuhucgeri durch Wurzel- 
grossen vorbereitet, zu deren vollstiindigen Durchführung allerdings noch 
weitergehende Untersuchungen nothig sind. AIS ein Ergebniss der bis. 
herigen Untersuchungen darE indessen die Einsicht bezeichnet werden, dass 

die Normalfortn des allgemeinen Wurzelausdrlicks ein geeignetes Instrument 
darstellt ,  um die AuflGsbarkeitsbedingungen der Gleichungen und ihre 
Auflosung selbst, insowoit hierfür WurzolgrGssen i n  Betracht gezogan 
werden, im Zusammenhange zu tintwiokeln. Uabei sollten die einzelnen 
Durchführungen nur  als einfache Beispiele zur Illustrirung der Methode 
dienen. Diese Methode erhielt aber i b r  charakteristisclies Geprage von 
vornherein dadurch, dass die Wurzelgrossen als P u n c  t i o n e n  und nicht 
als symbolische Hezeichnungen für oine besondere Art von O p e r a  t ionen 
aufgefasst wurden, wozu man auf Grund principieller Ermagungen über 
die Natur  der Zahlen geführt wird. 
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VI. 

Aequivalenz d e r  Linientheilsysteme. 

D a r g e s t e l l t  n l i t t e l s t  d e s  g e o r n e t r i s c h e n  K a l k ü l s .  

Von 

Hierzu Tafel 111, Fig. 1 - 9. 

E i n l e i t u n g .  

Die Aequivalenz der Tinientheilsysteme und deren Eigenschaften sind 
ftir die theoretische Nechatiik von fundamentaler Redeutung, worauf bereits 
G r a s s m  a n  n in seiner Ausdehnungslehre von 1862 (A , ,  Nr. 346, 347) 
hingewiesen hat. S c h e I l ,  der hervorragendste Vertreter der theoretischen 
Mechanik , stiitzt sich in  seinem Lehrbuche liber diesen Gegenstand , welches 
nach jeder Richtung hin dem Bedlirfnisse des wissenschaftlich gebildeten oder 
sich bildenden Maschinenbauers angepasst is t ,  auf die Aequivalenz der 
Streckensysteme, konnte aber nur von dem Additionsgesetze der Strecken, 
nach der Auffassung unseres N 6 b i u s , Gcbrauch machen. 

. Nachdem nunmehr der geometrische Kalkül weiteren Rreisen durch 
mich zughglich geworden i s t ,  wenn auch vorerst nuï  in roher Form, 
sind wir in der Lage,  in exacterer Weise diesen Gegenstand zu behandeln, 
was der Hauptsache nach durch diese Publication gezeigt wird. 

Untcr einem Vereine oder eiiiem Systeme von Linientheilen verstehen 
wir alle die Liuientheile, welche wir als zusammengehtirend, als mit ein- 
ander zu einem Ganzen verbunden aufzufassen haben. Jeder Linientheil 
eines Vereines von Linientheilen heisst ein Element desselben. Befinden 
~ i c h  die Elemente eines solchen Vereines nicht in  e i n e r  Ebene, dann 
nennen wir ihn einen raumlichen, im anderen Falle einen ebenen Verein. 

5 1. Aequivalenz von Linientheilvereinen im Strahlenbündel 
und Strahlenbüschel. 

1. D i e  S u m m e  a u s  z w e i  L i n i e n t h e i l e n  A B  u n d  C D ,  deren 
Trager im Punkte O sich schneiden, is t ,  wenn wir dieselbe mit G bezeichnen, 
OB, = A B ,  OD, = CD nehmen: 
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und wenn wir B, + Dl = 2 El setzen : 

G = 20E,= OF; 
ferncr haben wir: 

e = A B + C D = A ( B - A ) + C ( D - C )  
= 0 ( ( B , - 0 ) + ( D 1 - 0 ) ~ = 0 ( P - 0 ) = 0 1 ~ ' ,  

wobei : 
( B - A ) + ( D - C j = ( B , - O ) + ( C , - O ) = ( F - 0 ) .  

,,Die Summe aus zwei Linientheilen, deren Trager in einem Punkte 
sich schneiden , ist Lquivalent einem dritten Linientheile , seinc Strecke ist 
gleich der Summe der Strecken der gegebenen Linientheile und sein 
TrXger geht durch den Schnittpunkt der Linien beider Posten.' 

Multipliciren wir die Gleichung 

A B + C D = O F  

mit einem beliabigen Punkte 31, so ergicbt sich: 

M A B  + M C D  = M O F ,  

M ( A -  M ) ( B - A )  + M(C-  M ) i D - C ) =  M ( 0 - M ) ( F - O ) .  

,Die Summe der FlLchentheile zweier Linientheile auf sich schnei- 
denden Triigern i n  Bexug auf einen beliebigen Punkt  des Raimes ist 
gleich dem Fl%chentheilo der Summe d i e ~ e r  Linientheile bezüglich desselben 
Punktes." 

Wir  nennen das Feld, die Plache des Parallelogrammes (nicht die 
Fliichenzahl des Fcldes) des Fliichentheiles eines Linientheiles in Reziehung 
auf irgend einen Punkt des Raumes sein Moment bezüglich dieses Punktes. 

Dadurch entsteht der Batz: 
,Die Sumrne der Nomente zweier Linientheile auf sich schneidenden 

Triigern ist gleich dem Momente der Siimme dieser Linientheile bezüglich 
ein und desselben Punktes.' 

Setzen wir 

dann ist: 

Weil wir die Strecke y die ,AchsenrnomentenstreckeY des Linientheiles 
O P  bezuglich des Punktes M nennen, diese Strecke auch kurzweg ,,Achsen- 
momentl1 heissen , so folgt : 

,Die Summe der Achsenmomente zweier Linientheile auf sich schnei- 
denden Tragern ist gleich dem Achsenmomente ihrer Summe bezüglich ein 
und desvelben Punkteo. 

FLllt der Punkt  M mit dem TrLger eines der drei Linientheile LU- 

samrnen, so verschwindet das Moment und damit auch das Achsenmoment 
dieses Linientheiles. 
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2. Z w e i  p a r a l l e l e  L i n i e n t h e i l e .  Liegt der Schnittpunkt der 
Triiger der beiden Linientheile A B und C D  unendlich fern , dann sind 
die Linientheile parallel. 

Die Summe zweier solcher Linientheile ist zunachst: 

Aber es ist (D- C )  = m ( B  - A),  mithin auch 

G = A ( B - A ) + m C ( B - A ) = ( A +  n a C ) ( B - A ) ,  
so dass mit 

A + r n C =  (1 + m ) S ,  

in welcher Formel S den Summenpunkt der ~ u n k t ~ r f i s s e n  A und rnC be- 
deutet, 

G = ( i  + m ) S i B - A ) = S { ( B - A ) + m ( B -  A)! ,  

und wenn wir 
(3- A) +(D- C )  =: (R-S) 

setzen, so ergiebt sich: 
G = S ( R -  S ) = S R .  

Dlts durch die Gleichiing 1) ausgedrückte Ergebniss lBsst sich auch 
schreiben: 

G = s ( ( B + D ) - ( A + C ) t ,  
wodurch, wenn wir 

B + U = 2 E ,  A + C = Z E '  
setzen, 

G = S ( Z ( F - E ) t = Z S ( F -  E) = Z ( S F - S E )  
wird, wobei 

2 ( F - E ) = ( B - A ) +  ( D - C )  
kt. 

Sind die Posten der Summe gleichl5ufig parallel, so ist rn positiv, 
der resultirende Linientheil gleichen Sinnes mit beiden Posten; ~ i n d  sie 
gegenlaufig parallel, so ist m eine negative Zahl. 

Sind A B  und C D  Posten entgegengesetzten Sinnes (Fig. l ) ,  so er- 
giebt sich der Summenpunkt S dadurch, dass wir (B'- C) = (A - B),  
(De- A) = (D- C) zeichnen und den Strahl D'Br xiehen, welcher den 
Strahl AC in S schneidet, denn es ist ,  wegen 

Zeichnen wir weiter (R-S) = (D- B ') = (D- C )  + (B-A) = 2 (F-E),  
wo E und F die Halbirungspunkte der Strecken (C- A) und ( D  - B )  sind, 
so ist SR die Summe von A B  und C U ,  welcher Linientheil auf seinem 
Trager beliebig verschoben werden darf. 

In  ganz conformer Weive gestaltet sich die Constriiction, wenn die 
beiden Linientheile gleichlaufig parallel sind. 
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Multipliciren wir die Gleichung 

A R $ C D = S R  

mit dern beljebigen Punkte M l  dann ist: 

. M A B + X C D = H S R ,  

N ( A -  M ) ( B -  A) + N(C-  M) ( D  - C) = M ( S -  N )  ( R  - S ) .  

,,Die Summe aus zwei parallelen Linientheilen, deren Strecken nicht 
entgegengesetzt gleich sind, kt  ein zu diesen Linientheilcn paralleler Linien- 
theil, welcher in  der Ebene der Posten liegt und dessen Strecke gleich der 
Summe der Strecken der Posten ist. Der Sclinittpuukt S des Triigers der Summe 
und der durch die Anfangselemente der Linientheile A B  und C D  bestimmten 
Linie befiudet sich zmiechen A und C, wenn die Posten gleichliiufig parallel 
sind, und theilt die Strecke (C- A) imumgekehrten VerhLltnisse ihrer Langen, 
ausserhalb dicser Strecke, zuniichst dern absolut grüsstcn Posten, wenn sie 
gegenlaufig siud. Im ersten Falle ist die Resultante (die Summe) mit 
den Componenten (Posten) gleichen Sinnes, im zweiten sind sie und die 
absolut grosste Componente gleichlMig. Die Summe der Nomente der 
Componenten ist gleich dern Momente der Resultanteu bezüglich eines jeden 
Punktes des Raumes. 

Sind die Strecken der beiden Linientheile ertgegengesetzt gleich, daun 
bilden sie ein ,,Linientheilpaaru und es ist m = - 1, mit welchem Werthe 
wir erhalten : 

6 = A B +  C D = O S ( B - - A ) = ( A - C ) ( B - A ) ,  

N A B + M C D = ï W ( A - C ) ( B - A ) ,  

und mit ( A  - C )  ( B  - A )  = 1 y ergiebt sich : 

,,Sind die Strecken zweier Liuientheile entgegengesetzt gleich, handelt 
es sich um ein Linientheilpaar, so ist ihre Summe ein in unendlicher Ferne 
verschwindender Linientheil, iiquivalent dern durch die Posten bestimmten 
Spathecke , dessen Cntstehungssinn dern Sinne der Posten entspricht , und 
mithin die Lage der Summe als Spatheck beliebig. Das Moment eines 
Linientheilpaares ist  für jeden Punkt  des - Raumes dasselbe , gleich der 
Flache des eben genannten Spatheckes." 

Wir  erkennen noch, dass das Moment des Linientheilpaares (AB+ CD) 
gleich dem Momente des Linientheiles A B  in  Beziehung auf den Punkt C kt. 

3. L i n i e n t h e i l v e r e i n  i m  S t r a h l e n b ü n d e l  u n d  S t r a h l e n .  
b ü s  c h e  1. Sind nun Bk Bk, 7c = 1 , 2, . . . r. die Elemente eines Vereines 
von Linientheilen suf den Strahlen eines Strahlenbiindels oder Strahlen- 
büschels mit dern Mittelpunkte O, so ist deren Summe, wenn a i r  OB'k= &Bk 
nehmen : 
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= O(R- 0)  = O R ,  
k - n 

mit Z(B'- O) = (R-  O ) ,  

wenn wir den Summenpunkt der Summe des Puuktvereines der  Punkte 
mit S bezeichnen. 

,,Die Surnme der Elemente eines Vereines von Linientheilen im Strahlen- 
bündel und Strahlenbüschel ist wieder ein Linientheil, seine Strecke ist 
gleich der Summe der Strecken der Posten, sein Triiger geht durch den 
Mittelpunkt des Strahlengebildes und durch den Mittelpunkt der Endelemente 
der auf ihren Triigern so verschobenen Posten, daus ihre Anfangselemente mit 
dem Centrum des Strahlengebildes eoincidiren. Die Summe verschwindet, 
wenn das Surninationspolygon der Strecken sich ~ c h l i e s s t . ~  

Multipliciren wir die Gleichung 

mit Uem beliebigen Punkte M, so folgt: 

Ferner liabcn wir :  

,,Die Summe der Momente der Posten eines Vereines von Linien- 
theilen auf den Strahlen eines Strahlcnbündels i n  Beziehung auf irgend 
einen Punkt des Raumes ist gleich dem Momente der Resultanten beztîg- 
lich desselben Punktes. 

5 2. Aequivalenz von Linientheilpaaren. 

1. Sind A B  und C D  die Linientheile, die Seiten eines Linientheil- 
paares, dann ist:  A B +  C D = ( A - C ) ( B - A ) = I  y ,  
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Setzen wir (A - C) = 1 ,  ( B  - A) = r.,  so erhalten wir: 

A B + C D = k x ,  

M ( A B  + CD) = X ( A x ) ,  

y =  I(13~), f F = ~ k s i . n ( ~ , , x ) .  

Weil zwei Linientheile einander gleich sind, wenn sie auf derselben 
Linie liegen und gleiche Strecken besitzen, so besteht der Satz: 

,Ein Linientheilpaar andert seinen Werth nicht, wenn seine Seiten 
beliebig auf ihren Triigern verschoben ~ e r d e n . ~  

Weil gleichliiufig parallele Strecken von gleichen Langen, sowie Spath- 
ecke in parallelen Ebeuen von gleichen Ausdehnungen und demselben Ent- 
stehungssinne für einander substituirt werden dürfen, so folgt : 

,Ein Linientheilpaar iindert seinen Werth nicht, gleichviel wohin 
wir dasselbe, ohne die Stellung seiner Ebene zu andern, im Raume ver- 
schieben. " 

Damit ein Linientheilpaar verschwinde, nluss 

sein, was entweder mit rl = 0 oder mit x = O eintritt ,  im ersten Falle 
liegen die Seiten auf demselhen Trager , im zweiten verschwinden die Seiten. 

, Z n  Linientheilpaar verechwindct, wenn seine Seiten auf demselben 
Trager liegen, oder wenn diese gleich Nul1 sind." 

2. Sind A B ,  C D  die Seiten eines Paares , A, B, , Cl D, diejenigen eines 
anderen Paares, dann ist: 

A B +  C D = ( A -  c ) ( B - A )  = ( ~ = A x ,  

A,B,+C;D,=(A, -C;) (B, -A, )=I  ~ 1 = 4 x , .  

Für die Gleichheit der beiden Paare besteht die Relation 

oder ( A - C ) ( B - A ) = ( A , - C I ) ( B , - A , ) ,  
Y = Yi. 

,Zwei Linientheilpaare sind einander aquivalerit, wenn sie gleiche Spath- 
ecke oder gleiche Achsenmomentenstrecken besitzen." 

Aus der Bedingung für die Gleichheit 

1% = Llx l  
folgt 

1) lksin(L, x )  = l,klsin(kl, n,) ,  

9=91,  

und mit 1 sin ( A ,  x )  =p,  1, sin(l,, n,) =pl erhalten wir 

2) pk=p ,k , ,  

wobei p und pl dio numerischen Abstiinde der Triiger der Seiten der Paare, 
deren Breiten bedeuten. 
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, Zwei Paare sind einander aquivalent , wenn die Producte aus je ihrer 
Breite und der Lange einer S e i h  einander gleich sind und sie den niim- 
lichen Entetehungs - resp. Drehungssinn aufweisen. " 

Xit p =pi ist k = k,, daher : 
,Paare von gleichen Breiten, gleichen Seitenllingen und demselben 

Entstehungssinne sind einander iiquivaient." 
Infolge der Gleichungen 1) und 2) Iasst sich jedes Paar  in  ein ihm 

Lquivalentes von gegebener Breite oder Seitenliinge verwandeln, denn es iut: 

Zksin(A, x )  
1 - P k 

7 p - - .  ' - k l  sin [Al, x , )  ' - kl 

3. Sind A, B I ,  Cl Dl und A,&, C,U, irgend zwei Paare, dann ist:  

,Die Summe zweier Paare ist einem dritten Paare aquivalent. Die 
Ebene dieses Paares ist senkrccht zu der Summe der Achsenrnomenten- 
strecken der gegebenen Paare , die Flachenzahl seiner Nomentenfliche gleich 
der Ltingonzahl des resultirenden Ach~enrnomentes .~ 

Sind insbesondere die zu addirenden Paare in einer Ebene gelegen 
oder einer Ebene parallel, so sind auch ihre Achsen parallel, die resultirende 
Achsenstrecke ist deshalb parallel den gegebenen Achsenstrcckcn und die 
Ebene des resultirenden Paares parallel zu den Ebenen der gegebenen Paare. 

Mit y, = - y, verschwindet die Summe , die Paare sind entgegengesetzt 
gleich. 

,,Die Summe zweier Paare mit entgegengesetzt gleichen Achsenstrecken 
oder Momentenflachen ist stets glcich Null.' 

Wir erkennen unmittelbar, dass, wenn zwei Paare von gleichen Seiten- 
Iangen und gelegen iu parallelen Ebenen zu addiren sind, ein Paar  ent- 
steht, desven Breite gleich der Summe der Breiten der gegebenen Paare 
ist, wenn das neue Paar dieselbe Seitenliinge erhalt. - Denn es ist: 

A-, x + k e n  = ( A ,  + A,)x.  

Wir sehen sofort, dass zwei Paare gleichen Sinnes, welche von den 
beidcn Gegenseitciipanren cines Flkichentheiles gebildet werden, cinander 
aquivalent sind. - Denn ihre Momentenflkhen sind einander gleich. 

1st die Figur A'B'C'D' (Fig. 2) ein Parallelogramrn, dann k t  

A'B'+ C'D'= (A'- C') (B'-  A'),  
B'C'+  D'A' = (B.- D') (C'-  B'), 

und weil die rcchten Seiten dieser Gleich~ingen einander gleich sind, 

A' B' + C' D' = B' C' + D'A'. 
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Die Multiplication diescr Gleichung mit der beliebigen reellen Zahl na 
giebt : m (A'B' + C' D') = m (B' C' + D'A'), 
und wenn wir na A'B'=Al B, , m CID'= Cl Dl, m B' C'=A, R,, mD'AT= C 2 D 2 

setzen , so resultirt : A, B~ + D~ = A ~ B ,  + c,D,. 
,,Zwei Paare gleichen Sinnes, deren Streifen sich in  irgend einem 

Spathecke durchschneiden, und deren Seiten den Seiten des Parallelogrammoa 
proportional sind , sind einander g l e i ~ h . ~  

3. Resteht ein Verein von Paaren aus TZ Paaren (BIBI  + C';DI) in 
beliebigen Ebenen, dann ist deren Summe: 

= 1 = ( A -  C ) ( B - A )  - A B +  CD. 

,,Ein Verein von Linientheilpaaren ist entweder einem einzigen Paare 
iiquivalent oder tiquivalent Null, je nachdem das Polygon der Achsen- 
strecken der gegebenen Paare sich nicht schliesst oder sich schliesst. Das 
im ersten Falle durch die Summation rosultirende Paar  hat bestimmten Sinn, 
bestirnmte Grosse, bestimmte Stellung, aber beliebige Lage im Baume.' 

Sind die Streifen s&mmtlicher gegebenen Paare einer Ebene parallel, 
dann sind sammtliche Achsenstrecken parallel eu einander, die resultirendo 
Achsenstrecke besitzt dieselbe Richtung, wie die gegebenen Achsenstrecken, 
das  resultirende Paar  mithin dieselbe Stellung , wie die gegebenen Paare. 

Sind E ~ ,  8, und f3 die Einheitsstrecken der Achsen eincs Normal- 
Coordinatensystems der x ,  y und z ,  dann haben wir: 

y1 = 71, + yr, y  + y!, x = ( y 1  I €1) + ( I L  1 4 €2 + ( Y [  I ~ 3 )  €3 , 
y1 = g1 cos I I  E~ + g~ COS ni1 E, 4- g l  cos n l  E,. 

Y [ =  1 [(Az - C l )  (BI - A i ) ]  = 1 (QL X I )  , 
Yi = 1 [ (T I ,  x €1 + '2, y &a $ r l ,  z €3) ( b ,  x E l  f h ,  3 f 2  + h, z3)] , 

(Tl,  ~ k l ,  y - TI ,  9 kr, + ( T I ,  y h, z - 71, k l ,  y )  E~ + (VI ,  kl, t. - T I ,  ki, =) E ~ .  

Dadurch erhalten wir : 

Y = 2 y 1 = 2 ( y i 3  r + Y &  y + y;, J 
1 1 

Das resultirende Achsenmoment kann nur dann verschwinden, wenn 
gleichzeitig y, = O ,  y ,  = O ,  y ,  = O ist. 
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§ 3. Aeqnivalenz eines Linientheiles. 

1. Sei A B  irgend ein Linientheil, O  ein beliebiger Punkt des Kaumes; 
daun ist 

A B = A ( B - A ) =  [ O + ( A - O ) ] ( B - A ) ;  

il A B = O ( B - A ) + ( A -  O ) ( B - A ) ,  
oder, weni wir ( B - A ) = % ,  ( A - O ) = e ,  p x = ( y  setzen, 

, E h  Linientheil ist bezüglich eines beliebigen Punktes des Raumes 
aquiralent der Summe aus einem i n  diesem Punkte entspringenden Linien- 
theile mit einer der Strecke des gegebcnen Linientheiles gleichen Strecke 
und dem Momente des gegebenen Linientheiles beziiglich des Reductions- 
punktes oder einem diesen Momente gleichen Paare.u 

Sind e l ,  r2 uud E ,  die Einheitsstrecken der RicEtachsen eines normalen 
Coordinatcnsystemes mit O als Ursprung, dann ist 

r = 3  T = Q  

A O a , .  ~ = z b ~ ~ ~ ~  
r = l  r=l  

welche Werthe in Gleichung 1) eingesetzt geben 

A B  - O ( @ ,  - a , )  E l  + (b2 - a2) €2  + (b9 - a,,) € 3 :  

Diese Relation giebt offenbar die Componenten des resultirenden 
Linientheiles parallel zu den Coordinatenachsen und die Componenten des 
resultirenden Momentes parallel zu den Coordinatenebenen. 

Gehen wir von der Reductionsformel 

aus, setzen wir i n  ihr  

x = b ~ ~ + k ~ ~ 2 + k z f ~ y  Q = X € ~ + Y E , + Z F ~ ,  
so ergiebt sich 

A B  = O (k, f1 + ky  F~ + k ,  e3) + l Y  a l ~ ~ q + / '  ! E ~ F ~ + / '  Y l ~ ~ g ,  
k y  k k, 7b kx ky 

und es ist ,  wenn a ,  6 ,  c die Winkel sind, welche x mit den Coordinaten- 
achsen einschliesst , ' 

cosa cos6 cusc - 1 
- k 2 = ~ ~ = k ~ , + k \ + k ~ , ,  -- - - - - -- -. 

kz k!, 2, k 
Perner haben wir: 

Y = S r E l  +g! ,~2 + g a r s  

und es sind die Zahlenwerthe der Componenten der Achsenstrecke: 
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Sind noch I l  m und n die Neigungswinkel von y gegen die Achson, 
daun ist:  COSI c o s m  cosn 1 -- y ~ = g 2 = g 2 z + g 2 ,  +g", - - 5-=. 

SI g y  9% 9 
2. 1st die Reduction eines Linientheiles fur irgend einen Punkt des 

Raumes bekannt, dann Iasst sich von da aus die Reduction für jeden 
anderen Punkt des Raumes bestimmen, ftir die Punkte einer Fltiühe oder 
einer Cnrve angeben. 

I s t ,  wenn U  irgend einen Punkt einer Blache bedeutet, 

U- O =  r = F ( u ,  v )  
die Gleichung der Flache, also 

O =  U - r =  U - F ( u ,  v ) ,  
so ergiebt sich aus 
dass auch 

A B = ( O + p ) x ,  
A R = ( U - z + p ) x = [ U - F ( u ,  v ) + p ] x ,  

A B =  U x +  [ e - F ( ~ ,  v)lx 
is t ,  woraua der Satz hervorgeht: 

.Fur die Punkte des Raurnes als Reductionspunkte ist  die Reductions- 
resultante nach Grosse, Richtung und Richtungssinn constant, das Reductions- 
moment im Allgemeinen variabel.' 

1st insbesondere das Gebilde, für dessen Punkte die Reduction zu er. 
mitteln, eine durch den Punkt O1 = O + 1 geliende zu der Einheitsstrccke E 

parallele Gerade, so ist die Fahrstrahlgleichung dieser Linie 

U - O = ~ + U . E ,  O =  O - - ( k + u ~ ) ,  
womit sich ergiebt: 

A B =  U x + p x - ( A + u E ) x  

= U x + I y - I y ' = U x + I y u ,  

wenn ( A + z c ~ ) x = I y '  , y - y' = y, gesetzt wird. 
1st die Gerade parallel zu dem gegebenen Linientheile, danu ist 

& % = O l  also: A B =  U K +  (p -  l ) x =  U x f  Iy , , .  

,,FUr die Punktc einos jeden Strahles, welcher parallel zu dem ge. 
geLenen Linientheile ltiuft, ist die Reduction constant.' 

Die Gleichung des Kreiscylinders Yom Radius r, mit der Gcradcn AB 81s 
Achse und dem belicbigcn Punkte 0 auf ihr als Coordinatenursprnng, lautet: 

U - O = z = r ( c o s t ~ ~ + ~ i n t ~ ~ ) + u ~ ~ ,  
daher ist die Reduction für seine Punkte 

A R  = U k e , - k r ( s i n i ~ , ~ , - c o s t ~ , ~ , )  = U ~ E , -  1 y; 
und weil 

y,= k r ( s in t  E~ - C O S ~ F ~ )  
i,st, so folgt: 

y: = k2r2, g,, = k r.  
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,Für alle Punkte eines Kreiscylinders um die Gerade A B  als A c h e  
ist die Reductionsresultante nach Grosse und Richtung, das ~ e d i c t i o n s -  
moment der Grosse nach constant und senkrecht zu der A c h ~ e . ~  

Für den Punkt  O, als weiteren Reductionspunkt haben wir: 

A B = O 1 x + e x - k x = O , x + I y - I  y', 

= o , ~ + l Y , ,  ( Y , = Y - Y ' ) .  

Setzen wir noch A = x, E, + yl E~ + al E ~ ,  dann folgt au8 der vor- 
stehenden Gleichung: 

A B =  0, ( k x ~ l  + ky E 2  + kz 53) + {(%-x1) E l +  ( ~ - 9 ~ )  f2+ (fi-ai) ~ ~ ) ( k ~ ~ + k ~ f 2 + k z ~ ~ ) ,  

"-XI Y-Y' 
+ / kx 4, 1 € 1  €2  9 

Die letzte Formel giebt die Componenten der Momentenflache bezdg- 
lich des Punktes O und die Componenten der Momentenflache, welche durch 
den Uebergang von O nach O1 hinzutritt, parallel den Coordinatenebenen. 

welche Gleichung die Componenten des Achvenmomentes des Punktes O, 
giebt, und es konnen die Wertho der gGr6ssen unmittclbar aus den vor- 
hergehenden Gleichungen entnommen werden. 

5 4. Aeqnivalenz eines Vereines von  Linientheilen einer Resnl tanten 
und  einem Momente. 

1. Sind Al Bi, 1 = 1 , 2,. . . .n die Elemeiite eines Yereines von Linien- 
theilen, so ist die Summe G dieser Linientheile bezüglich irgend eiiies 
Punktes O des Raumes: 

und wenn 
Zsitrichrift f hfathematik u.Phyaik. 39. Jahrg. 1894. 2.Heft. 
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98 Aequivalenz der Linientheilsysteme. 

gesetzt wird : 
~ = = ~ x + ~ v = O x + / ~ .  

,Die Summe der Elemente eines Vereines von Linientheilen ftir irgend 
einen Punkt  O des Raumes als Eeductionspunkt ist im Allgemeinen i q u i -  
valent einem Linientheile und einem Momente resp. Paare. Die Strecke 
des resultirenden Linientheiles jst gleich der Summe dcr Strccken der Posten 
und er ist auf dem zu dieser Strecke parallelen Strahle durch den Reductions- 
punkt beliebig gelegen. Das resultirende Moment ist gleich der Summe 
der Momentenfelder der Posten bezüglich des Rcductionspunktes, das 
resultirende Paar  gleich der Summe der Paare der Posten bezüglich  de^ 
Reductionspunktes. 

Nehmen wir don Punkt  O als Ursprung eines rechtwinkligen Coordi. 
natensystemes und die Bezeichnung entsprechend der in 5 3,  so ist: 

cos6 cosc 1 cos - - = - . k2 = kax + kay + k2,, - - Ic, k ,  k ,  k ' 

cos1 cos in cosn 1 -- 
g Z = g P z + g Z y +  gPz,. 

- = -- = - - 
g-. gy SI 9 

2. 1st die Reduct,ion 6 = Ox + ( y  fur den Punkt  O bekannt, dann 
ist  diejenige fur die Punkte U des zu  der Reductionsresultanten parallelen 
Strahles p, durch O, , mit O1 = O + A ,  U= Oi + ~ x ,  

~ = ( U + Q - A - u x ) x =  U x + ( e - A ) x =  U x f  Q X -  Ax, 

B =  U ~ . + ! Y - ( ~ ' =  U x + ) y , ,  ( y l = y - y ' ) .  

,,Für die Punkte eines Strahles y parallel zur Reductionsresultanten Ox 
ist  die Reduction constant, für sammtliche Strahlen p ist der Resultanten 
linientheil nach Grosse, Richtung und Sinn dorselbe, hingegen andert sich 
das Reductionspaar im Allgemeinen von Strahl zu Strahl." 
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^ I 4̂ _̂YMY_̂ M--_Ŷ -__CMM -̂----M --- 

Das Moment des Reductionspaares flir den Strahl p, ist: 

I Y I = I Y  - a n .  

Multipliciren mir die beidcn Seiten dieser Gleichung mit x ,  sO folgt: 

X I  Y1 = Z I Y I  ( X I Y I ) ' ~ = ( K I Y ) & , U I  

g l ~ ~ ~ ( ~ r y l ) = g ~ ~ ~ ( ~ r Y ) r  g l : g = ~ ~ ~ ( ~ , y ) : ~ ~ ~ ( ~ l Y l ) .  

,Die Projectionen der Ac,hsenmomente der verschiedenen Punkte des 
Raumes auf die Richtung der Strahlen p sind einander gleich. Die Achsen- 
momente der verschiedenen Punkte des Raumes schliessen im Allgemeinen 
mit der Richtuiig der Strahlen p verschiedene Winkel e in,  ihre Langen 
verhalten sich umgekehrt mie die Cosinuse dieser Winkel." 

Setzen wir wieder A = xl E~ + yI + z1 es und beacliten wir die Ergeb- 
nisse des vorigen Paragraphen, so haben wir unmittelbar: 

Die vorletzte Gleichung giebt 1 y und dessen Zuwachs - 1 y' durch 
deren Componenten parallel den Coordinatenebenen, die letzte das resultirende 
Moment durch seine Componenten parallel diesen Ebenen. 

Setzen wir 
Y' = s'x F1 + g',, Fg + g." E3 1 

so ist 

g r =  Y = 
k,  k, k z  k x  kz k ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



100 Aequivalenz der Linientbeilsysteme. 
--̂ ---W--CIYII.NWIANIIWYIWI---.-,.-.-.- --̂ __c-x_-II 

und wenn y, mit E ~ ,  fg die Winkel 4 ,  m,, n, einschliesst, so haben 
wir noch: cosl, -- cos m, cosn, 1 - - --- -- - -. 

gz - 9.z gy- g'y gz - g'z 91 

3. D i e  C e n t r a l a c h s e .  Wir fanden 

Iiy, = 1 y - Ax.  

Hiernach iindert sich ~ R Y  resultirende Moment im Allgerneinen mit A .  
Unter den Strahlen p wird es mithin m5glicherweisc eincn solchen geben, 
ftir den die Ebene der resultirenden Momentenflache senkrecht, das 
resultirende Achsenmoment parallel zu ihm ist. 

F ü r  einen ~olchen Strahl p , ,  dessen Achsenmoiuent y. i s t ,  haben wir, 
wenn 0, = 0 + A ,  gesetzt wird, wobei O, einen beliebigen Punkt von p, 

bedeutet , zun6chst: 
Y0 = Y - I (Aox). 

Weil y, und x zu einander parallel sind, so giebt die Multiplication 
der vorstehenden Gleichung mit x ,  indem x y,, = O sein muss , die Bedingung: 

oder : 

Aber es ist (A, x) 1 x = (A, 1 x )  x - xz A,, mithin 

IoJx) + X ~ A . ~  - (A,Ix)x= 0,  
und wenn wir A,  senkrecht zu r nehmen, was A,lx = O rnacht, so folgt: 

%:A.,,= I b y ) ,  

1st nun Uo = O + p, ein beliehiger Punkt des Strahles p,, so ist seine 
Gleichung : I (.Y) uo- O = Q ~ = ~ +  v x ,  

oder : 

Mit dem ftir A, gefundenen Werthe ergiebt sich für das Achseu. 
moment y, die Relation: 

(xy) Ix  1 
Y ~ = Y  - ~ = ~ - ~ [ k ~ y - ( x I y ) x l ,  

go=gcos(x ,  y). 

Wir  erkennen, dass y, das kleinste Achsenmoment des Linientheil- 
systemes ist. Wir nennen den Strahl pn die Centralachse des Vereines von 
Linientheilen. 

,Ein Linientheilsystem besitzt im Allgemeinen eine Centralachso, sie 
ist derjenige Reductionsstrahl, welchem das kleinste Achsenmoment des 
Syatemes zukornmt.'l 
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Zu demaelben Resultate gelangen wir aber auch noeh auf etwas an-  

derem Wege. 
Für den Strahl po muss y, ein gewisses Vielfache von x  sein, so dass 

mit Uo= 0 + p, , wo UO auf po gelegen sein soll, 

yo= 4 x = y  - I(p0.). 

Die Multiplication der zweiten dieser Gleichungen mit ( x  giebt 

Mit diesem Werthe von y,  erhalten wir 

Die Multiplication dieser Gleichung mit 1s giebt 

nun ist 

und weil (n l e o ) x  = ur. is t ,  so haben wir 

k2eo = I ( x y ) + ~ x  

als Fahrstrahlgleichung der Centralachse, und aus dieser Gleichung geht die 
weitere : 
hervor. 

Das Aohsenmoment bezliglioh der Centralachse ist: 

Y o = 9 0 , x f l  + 9 0 , r % + + b z f y .  
Durch die erste dieser Gleichungen erhalten wir ,  indem wir von ihr rtus 

zu den Coordinaten tibergehen, 

und es ist: 
k,  

go,. = ( k g ,  + k y g g  + k ,g3 ,  govy = $ ( k ~ g .  i- i- k g z )  

Weil auch Y"= Y - ~ ( Q O K )  
is t ,  so ergiebt sich noch: 
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102 Aequivalene der Linientheilsysteme. 

Sind l , ,  m, , mo .die Rich tungscosinusse der Centralachse, dann ist : 

Weil, wenn a ,  b , c die Richtungscosinusse der Resultanten bedeuten! 

a - b - c -  - - - 
1 ---- 

k x  ky ka k 

is t ,  so erhalten wir durch Verkntipfung der beiden letzten Formeln: 

welche Gleichung, wenn wir die Multiplication ausführen, in die drei 

sich spaltet. 
Weil die Gleichung X I Y  = 4 y o  

besteht, so haben wir 
k g  cos(%, Y )  = kg0 

und wenn wir in der ~ o r h e r ~ e h e n d e i i  Gleichung die Strecken durch ihre  

Componenten parallel zu den C~o~dinatenachsen ausdrücken, sehen wir , dasa 

k z g x +  kyg,  + k,gz=k,go ,x+k,go ,y  + kzgo , . .  
Noch haben wir 

x Y = (kgy - 7cygx) ~1 E~ + ( k y g z  - SY) €2  Es f ( k g x  - k x g J  Es E i  9 

mithin ist, indem wir auf diese Gleichung innere Quadratur anwenden, 

Nunmehr ermitteln mir die Gleichungen der Centralachse in recht- 
winkligen Coordinaten. 

Die erste Fahrstrahlgleichung der Centralachse lautet:  

k2po= ( ( x y )  + 
Zuntichst ist  mit zc = O die Strecke p, = A,, 

und durch den obigen Werth von (xy) erhalten wir: 
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1 k ,  kz k, kz 
4, = (x10 E,  + E~ + a', F,) = - 51E3), 

k2 fl gy 57% l + 1 g. gz l + gx gy 
so dass die Coordinaten des Punktes O0 durch 

Multipliciren wir die Gleichung der Centralachse mit 1 n ,  so ergiebt sich 

U = ~ ~ I X ,  
womit sie übergeht in:  

k2eo = I ( x Y )  + (eoI%)n- 

Nun erhaltcn wir,  wenn wir in dieser Gleichung die Strecken mittclst 
ihrer Coordinaten ausdrücken, 

k2(~"~E1 + B o  E 3 )  = (kygz - kzgz) E l  + (kzgz-kzgz)% + ( k z g y - k ~ g z ) %  

+ ( k z x 0 + k y ~ o  +&zzo)(JGr~l + k y b + k z ~ y ) ,  

rnithin sind die Coordinatengleichungen des Strahles (1,: 

zu deren Bestimmiing je zwei derselben genügeri. 
Es ist k"(eo-ÀO) = M Y . =  ( g O ] n ) ~ ,  

woraus durch innere Quadratur folgt: 

mithin : k2 (po - A,)! = ('O 1 , 
1 

l / ~ ~ o - i o ~ ~ = P n J x = ~ ~ ~ z ~ + ~ y y o + ~ z ~ o ~ = s ,  k 

die durch die Lange der Reductionsresultantcn getheilte symmetrische 
Function giebt die Lange des Abstandes des Punktes Do der Centralachse 
vom Endelemente Lo der Strecke A,. 

Beachten wir die obigen Werthe der Determinanten auf den rechten 
Seiten der Gleichungen der Centralachse und die letzte Relation, d a m  
nehrnen ihre Gleichungen die einfachste Parm a n ,  es ist: 

I - 2 , - 2 0 , y O - l l o - ~ o  8 0 -  - -- S 

kx 4 kz  k 
Die zweite Form der Gleichung der Centralachse lautet: 

{k2eo- I ( X Y ) I X  =o. 
Setzen wir in diese die durch die Coordinaten ausgedrlickten Werthe 

der Strecken ein, multipliciren wir sodann aus und ziehen wir die Grossen, 
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welche gleiche Einheiten zweiter Stufe aufweisen, zusammen, dann zerfalit 
die resultirende Gleichung in die drei Gleichungen 

k 2 ( k y x 0  - k z y o )  = (ky gs - kzgy)ky - (k lgz  - k z g z ) k z ,  

k2(kz  a, - k,x,)  = ( k x g y  - k,gz)kx - ( k y g z  - k,g,)k, ,  

k"kz y. - k y  z,,) = (kZ gz - k z g I ) k l  - ( k g y  - k y g Z )  k y  , 
womit drei weitere Coordinatengleichungen der Centralachse gegeben sind. 

Sind x und y fiir irgend cinen Strahl y gegeben, dann liegt der 
Strahl po fiir einen vom Endpunkte des Achsenmomentes y nach dem End- 
punkte von O x  sehenden Punkt  links von diesem Punkte (Fig. 3). 

Bereits die Gleichung der Centralachse zeigt, dass es nur eine solche 
geben kann. Beziiglich der Centralachse ist 

~ = O , X + / Y , .  

Gabe es uoch eine zweite Centralachse, dann mUsste sein: 

G = O ' , x  + Iy'o, 
es rniisste also soin: 

( 0 0 -  0'0) x + I ( Y , -  Y',) = O ,  
welche Gleichung aber nur mit O', = 0, und y', = y, befriedigt'werden 
kann,  so dass beide Centralachsen zusammenfullen müssen. 

4. Ein Verein von Linientheilen k t  im Allgemeinen iiquivalent einer 
Resultanten iind einem Paare,  es ist 

G = O x + l y  
fur  den durch O gehenden zu x parallelen Strahl p. 

Die verschiedenen Falle , welche eintreten k h n e n  , sind : 

a) O x = O ,  y 3 0 ,  

b )  O x  >< O, y = 0 ,  
0) O H = O ,  y = O ,  

d ) 0 x > < 0 ,  Y S O .  

a)  O H  - O, y >< O. In diesem Falle haben wir: 

a = I Y .  
Das System ist einem Paare aquivalent, das Summationspolygon der 

Strecken der Linientheile schliesst sich fur alle Keductionen, das resultirende 
Paar ist für jede Reduction dasselbe, es ist  

jede zu y parallele Gerade kann als Centralachse angesehen werden, es ist 

7 c z - k y = k z = O ,  y = g z f ,  + g y e , + g z ~ , ,  

und es ist wenigstens eine der Componenten von y ungleich F u l l .  
b )  O x  >< O, y = O. Das Polygon der Achsenmomente schliesst sicb 

fur den Strahl p des Punktes O, für alle Ilbrigen Strahlen y nicht, meil 
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x > < O  i d ;  ferner haben wir 1, = O, der Strahl p des Punktes O ist Central- 
achse, das System &quivalent einer Einxelresultante langs dieser, die 
Achsenmomente sind normal zu den Strahleu p. Damit das System auf 
eine Einzelresultante sich reducire , mnss sein : 

x ]  y = O, das ist  y l x ,  k,g, + k,gy + k,g, = 0, 
und es siud die Coordinatengleichungen der Centralachse: 

, -0, g, - l x O  Y0 O/ =o. 
! kx 76, 

o .  
c) Ox = O, y = O. Das System ist aquivalent Null,  1 - -, die Fahr- 

0 - 0  

strahlen der Centralachse sind unbestimmt, jeder Strahl des Baumes kann 
als Centralachse angesehen werden. 

Damit das System liquivalent Null sei,  miissen wir haben: 

x = O, Y = 0, 
kx=O, ky=O, k,=O, &=O, g,=O, g*=O, 

fur irgend eine Reduction. 

d) Ox >< O, y 3 O. Dann ist im Allgemeinen das System aquivalent 
eiilcr Resultanten 1 h g s  der Centralachse und einem Paare,  dessen Ebene 
aiif diesem Strahle senkrecht steht. 

Damit das System eincr Einzelstrecke iiquivalent se i l  muss 

y, = O, das ist x 1 y = O, y 1 x 
sein. 

5. D i e  L a g e r u n g  d e r  A c h s e n m o m e n t e  e i n e s  V e r e i n e s  v o n  
L i n i e n t h e i l e n .  1st die Reduction des Systemes ftîr die Centralachse p, 

bekannt , G = O o x  + IyOl 

dann ist die Reduction fur den Strahl p durch O = O, + A : 

$ = O x + I y o - A x = O x +  Iyo- i l  
6 = 0 x + J y ,  y = y o - y '  

Das Achsenmoment audert sich M Allgemeinen von Punkt zu Punkt  
und es kommt nun darauf a n ,  zu untersuchen, wie diese Aenderung be. 
schaffen kt .  

a )  D i e  A c h s e n m o m e n t e  e i n e r  g e r a d e n  P u n k t r e i h e .  Die 
Gleichung der durch den Punkt 0 = O0 + A gehenden, zu E paralleien 
Geraden lautet: U - O 0 = ~ = A + u ~ ,  

daher ist die Reduction fiir die Punkte dieses Strahles: 

B= U n +  ] y o - ( A f u e ) " ,  

mithin besteht für  deren Achsenmomente die Gleichung : 

r = r o -  I [ @ + u 4 x I  = [ ~ ' , - l ( A x ) l - ~ l ( ~ ~ ) ,  
welche diejenige einer geraden Linie i s t ,  wenn wir y,, und y in irgend 
einem Punkte des Baumes entspringen lassen, dieselbe geht durch den End- 
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punkt von [y, - 1 (An)] und ist parallel zu 1 ( E X )  , sie heisst der Hodograph 
der Achsenmomente der gegebenen Ceraden. 

Lassen wir die Strecken y in den Punkten der Geraden entspringen, 
setzen p + y = t, dann ist 

r = A + y, - 1 (L X )  + U. [E -- 1 ( E  ï.)] 
die Pahrstrahlgleichung der Geraden , welche durch O, + [L + y,, - 1 (A x ) ]  

geht und parallel zii [ E  - 1 (EX)] ist. 
,,Der Hodograph der Achsenmomente einer geradtin Punktreihe ist eine 

gerade Linie, die Achsenmomente sind einer Ebene parallel. Der Ort der End- 
punkte der Achsenmornente einer geraden Punktreihe ist eine gerade LinieBu 

Sei die Gleichung der durch die Punkte A, = O0 + g,, A, = 0, $es 
gehenden geraden Linie 

U- O , = g = m p , + ~ g , ,  m+.n=1. 

Das Achsenmoment irn Punkte 77 = 0, + p ist:  . 
G -  ~ o = ~ = = ~ o - I ( p . ) ,  

r = m [Y, - l (pi XII + n Iro - 1 (ezx)l,  + 91 = 1, 
daher der Hodograph der Achsenmomente eine durch O,+ y. gehende 
gerade Linie, welche senkreüht zu y, ist. 

Mit O, + t = 0, + p + y erhalten wir 

~ = ~ C ~ , + f ' l - I ( @ , x ) l + ~ l v o + ~ % -  I ( P ~ x ) I ,  m + n = l ,  
die Frthrstrahlgleichung des geradlinigen Ortes der Endelemente der Achsen- 
momente der geraden Punktreihe. 

1st die gerade Liuie parallel zur Centralachse, so ist  ihre Gleichung: 

daher : 

,,Die Achsenmomente einer zur Centralachse parallelen geraden Punkt- 
reihe sind einander gleich, ihre Endelemente liegen auf tiiner zur Central- 
achse parallelen geraden Linie. Der Hodograph der Achsenmomente id 
ein P ~ n k t . ~  

1st noch A = O ,  dann ist y = y,; die Achsenmornente der mit der 
Centralachse zosam~nenfallenden Punktreihe sind, wie bereits bekannt, con- 
stant und parallcl eur Centralachse. 

Mit A = m ~ '  ergiebt sich: 

y =  Y ~ - [ [ X ~ X ]  = - ~ I ( f l x ) ,  

so dass im Allgenieinen den unendlich ferntin Strahlen p unendlich 
grosse Achsenmomente zukommen. 

b) D i e  A c h s e n m o m e n t e  e i n e s  P u n k t f e l d e s .  Die Ebene schneide 
die Centralachse in O und gehe durch die Punkte A = O $ a ,  B = O $ p, 
alsdann ist ihre Gleichung: 
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U - O = e = u a + ~ ~ ,  

in welcher u und v von einander unabhiingige Variablen sind. 
Das Achsenmoment im Punkte u ist 

Y = Y ~ - I ( ~ ~ ) = Y O - ~ I ( ~ X ) - V I ( P ~ ) .  
Mit y = G - 0 ist diese Gleichung diejenige einer Ebene, welche 

durch O + y, geht und parallel zu den Strecken ( (a  x ) ,  1 ( p  x) ist. 
,Der Hodograph der Achsenmomente eines Punktfeldes ist eine Ebene.' 
Mit u = v = 0 ist y = y,, resultirt das Achsenmoment der Central- 

acbse. Mit u = m, oder ei = cc, oder u = v = m wird y unendlich gross, 
dis Achsenmomente der Punkte der unendlich fernen Geraden einer Ebene 
sind im Allgemeinen unendlich gross. 

Die Gleichung des Hodographen kaun geachrieben werden: 

Y o - - ~ = ~ l ( a x ) + v I ( B x )  I 

multipliciren wir diese Relation mit 1 y,, so folgt,  indem xy, = O ist, 

(yu - Y) I Y0 = 01 
und es ist (y, - y)  eine in der Hodographenebene gelegene Strecke. 

,Der Hodograph der Achsenmomente eines Punktfeldes ist eine zu der 
Richtung der Strahlen p senkrechte Ebene, welche vom Coordinatenpole 
den Normalabstand y, besitzt. Alle Punktfelder haben ein und denselben 
Hodographen '. 

Dadurch lasst sich die Centralachse construiren, wenn die Achsen- 
momente y, y', y" der Punkte H, M', M", die nicht in  einer Geraden 
liegen, bekannt sind. Nit  G - A + y, G' = A + Y', Go= A + Y", wobei 
A irgend ein Ponkt des Raurnes i s t ,  liegen G, G' und G" in einer Ebene; 
die zu dieser Ebene senkrechte Strecke (Go - 8) k t  gleich y,, womit die 
Richtung der Strahlen p gegeben ist. Legen wir nun durch p von M' die 
su [py]  senkrechte Ebene, durch p' von M' die zu [ply' ]  senkrechte Ebene, 
BO ist die Schnittlinie dieser beiden Ebenen die Ccntralachse p,. 

Ferner erhalten wir,  mit O + s = O + q + y, 

= y u + u [ a - / ( o r x ) ]  +v[IS-I(SX)I, 

die F a h r s t r a l ~ l ~ l e i c h u n ~  des Ortes der Endelemente der Achsenmomente 
eines Punktfeldes. 

,Der Ort der Endelemente der Achseninomente eines Punktfeldes ist 
eine Ebene, welche die Centralachse im Punkte 0 + y,  chn ne id et.' 

Die Achsenmomente eines Punktfeldes bilden mit seiner Ebene irn 
Allgemeinen verschiedone Winkel,  so dass eti Punkte geben kann,  deren 
Achsenmomente senkrecht zu der Ebene sind, Punkte vorhanden sein konnen, 
deren Achsenmomente i n  das Feld hineinfallen. 

Die zum Felde senkrechten Achsenmomente sind Vielfache von 1 (a p) ,  
frir diese Momente haben wir daher die Bedingung: 

Y = yo-I[!ua + v P ) x l =  cz1( a8)- 
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Die Multiplication der zweiten dieser Gleichungen mit 1 giebt , indem 
xy,=O is t ,  

Bezeichnet yn die zum Punktfelde senkrechten Achsenuiomente, EO ist 

aus welcher Gleichung die Werthe von u und v für die ausgezeichneten 
Punkte folgen. Multipliciren wir sie zuerst mit l/3, sodann mit la,- sa 

Diese Wérthe von u und v in die Gleichung der Ebene substituirt, 
erhalten wir , wenn Q, den PahrstrahI nach den ausgezeichneten Punkten 
bezeichnet , YAP yola 

g s = - - - a  +---pi 
a x p  p x u  

und diese Gleichung liefert nur  einen Punkt P= O+ es, welcher der Pol 
des Punktfeldes genannt wird. 

Berner haben wir den Ort der Punkte des Feldes zu ermitteln, 
deren Achsenmomente in dasselbe hineinfallen. 

Diese Achsenmomente sind Vielhohensummen der Strecken a  und f, 
daher haben wir für  sie die Bedingung: 

y o - u ( ( a ? ( ) - v l ( p ~ ) = ( l a f  r p .  
Die Multiplication dieser Gleichung mit (ap) giebt: 

4 y o -  ~ ( a P ) I ( a ~ ) - v ( ~ p ) l ( B x ) = O i  
woraus 

v =  P Y o - u ( a P ) I ( ~ x )  
(aP) I (B.) 

folgt. Seteen wir diesen Wert,h von v in  die Gleichung der Ebene ein, 
so ergiebt sich: 

die Pahrstrahlgleichung ciner geraden Linie, wclche parallel zu der Streck~ 
in der Hakenklammer kt und die Charakteristik der Ebene genannt wird. 

Substituiren wir den Wertli von v in die Gleichung des Achsen- 
momentes, so resultirt,: 

,,Jede Ebene besitzt im Allgemeinen einen Punkt  (Pol), in dern das Achsen- 
moment seukrecht zu ihr i s t ,  und eine gerade Punktreihe (Charakteristik), 
deren Achsenmomente in dieselbe hineinfallen.u 
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Bilden wir das Product aus der Richtstrecke der Charakteristik, x und 
der zu dem Punktfelde senkrechten Strecke I ( a j ) ,  so erhalten wir: 

,Die Ceutralachse, die Charakteristik und die Normale eines Feldes 
sind einer Ebene parallel." 

1st das Punktfeld senkrecht zur Centralachse, dann i s t ,  wenn E die 
Einheitsstrecke dieser Linie bedeutet , a 1 E = 0, 1 E = 0, 

y80 ys=--ab.silz(a, ~ ) E = ~ ~ E = Y , ,  g s = O ,  
~ B y o  

für die Charakteristik erhalten wir,  da dann v = co ist ,  

e = u a + ~ ~ : B ,  
und die Achsenmomente dieser Punktreihe sind: 

Y = Uo - U I (ax)  -a 1 (Px) = 1 (xB). 
"1st die Ebene senkrecht zur Centralachse, d a m  is t  ihr Schnittpunkt 

mit der Centralachse ihr Pol ,  das Achsenmoment des Poles gleich dem der 
Centralachse, die unendlich ferne Gerade dcrselben ihre Charakteristik." 

Geht das Punktfeld durch die Centralachse, dann ist ar = m y,, mithin 

P = u Y ~ +  V B  
seine Gleichung. Wir  haben in diesem Falle : 

~ s = m I ( ~ o B ) 1  ~ s = m ( ~ o + P ) r  
die Gleichung der Charakteristik und die Achsenmomente ihrer Punkte sind: 

Q = u Y o ,  Y =?'o. 
,Enth%lt ein Punktfeld die Centralachse, dann liegt sein Pol unendlich 

fern, seine Charakteristik coincidirt mit der C e n t r a l a c h ~ e . ~  
c) D i e  R e d u c t i o n  f ü r  a l l e  S t r a h l e n  y ,  w e l c h e  a u f  e i n e r  

K r e i s c y l i n d e r f l a c h e  m i t  p a l s  A c h s e  l i e g e n .  
Bedcutet A die Halbmesserstrecke des Cylinders, dann ist: 

G =  U x + ( y o - A % ,  y = y o - I ( A x ) .  

Das Rechteck a m  y, und - ( ( A  x) ist  ftir alle Cylinderstrahlen von 
constanter Grosse und Gestalt, es ist 

Y" '(,+ 4 ,  X I Y = kg, , 
ftir sammtliche Cylinderstrahlen das Achsenmoment von constanter Grosse 
und gleich geneigt gegen dieselben. 

Legen wir durch die Endelemonte der Strecken A zu den Achsen- 
momenten daselbst parallele Strahlen, dann entsteht eine geradlinige Flache, 
deren Erzeugenden den Cylinder berühren, denn diese sind senkrecht xu A! 
1 s t  U = O + p ein beliebiger Punkt  eiuer ~ r z e u g e n d e n ,  dann ist 

e = A + v [Y, - I (1 x)l  
ihre Fahrstrahlgleichung, bei variahlem A diejenige der geradlinigen Flache. 
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Nit  O als Ursprung rechtwinkliger Coordinaten, wobei die ~Achse  mit 
der Centralachse zusammenf%llt, k t  

,- 
k = U E l $ i i 2 - i 2 E 2 ,  Y = ~ 0 E Y + k ( ~ E 2 - ~ ~ L - ~ 2 ~ , ) l  

und darnit ergiebt sich als Fahrstrahlgleichung dor geradlinigen Flache 

@ =(zc-vk/ l" uzc")xl + ( i l 2 -  ua+ t i k u ) ~ ~  + v,q,~,, 

welche einem Rotations - Hyperboloide angehort. 

Mit zc = E cos t ist  ( 1 2  - u2 = Z sin t ,  wodurch wir die Gleichung der 
Fliiche schreiben dürfen : 

p =  COS^ - k v s i n t ) ~ ~  + Zjsint + k v c o s t ) ~ ~  + g 0 v ~ 3 .  

Nun i s t ,  mit e = x E~ + y  F~ + $ E ~ ,  wo jetzt X, y und 8 die laufenden 
Coordinaten der Flacho bedenten, 

x = l ( c o s t - k v s i r a t ) ,  y = l ( s i n t + k v c o s t ) ,  z = g 0 v ,  

und es giebt die Elimination der Variablen t und a aus diesen Gleichungon: 

womit die gewtihnliche Gleichung eines geradlinigen Hyperboloides vor uns 

steht. J e  weiter sich die Strahleu p des Cylinders von der Central~achse 
entfernen, um so grosser wird 1 ( l x ) ,  um so grosser der Winkel c): ( % , y ) .  

Mit 1 = w wird <K ( x ,  y )  = f n ,  

y = r n ( c o s t z 2 - s i n t r , l ,  

Q = w { (cos t - sin t )  E~ + (sin t + COS i) E~ 1, 
, % = x " y ~ =  ,, 

die Achsenmomente liegen senkrecht zu p, ,  das Hyperboloid degenerirt in 
die unendlich ferne Gerade der x y  Ebene. 

Mit 1 = 0 wird: 
Y = YOI  e = M E S )  

das ITyperboloid degenerirt in die Centralachse. 
d) D i e  L a g e r u n g  d e r  A c h s e n r n o m e n t e  e i n e s  d u r c h  d i a  

C e n t r a l a c h s e  g e h e n d e n  P u n k t f e l d e s .  
Die Achsenmomente der Strahlen p einer solchen Ebene in den Ab 

standen I von p, sind: 
y = y,,-1 ( L x ) .  

Weil 
r {Y, t ( L x )  1 = 0 

ist ,  so Sind die Achsenmomeiite parallel zu der durch y, und 1 ( l x )  be. 
stirnmten Ebene. 

Legen wir durch die Schnittpunkte der Strahlen p und der zu ihnen 
senkrechten Geraden durch O in dern Felde parallele Strahlen zu den 
Achsenmomenten der Stralilen p ,  so entsteht eine geradlinige Flache, deren 
allgemeine Gleichung : 
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Q = f ( t )  + v cP ( t )  
lautet. Nehmen wir O als ursprung rechtwinkliger Coordinaten, die vor- 
hin genannte Gerade a.ls Achse der x ,  die Centralache als Achse der 8, 

dann ist die Gleichung der Leitlinie der Plache: 

f ( t )  = I = t E , ,  

ihre Erzeugenden sind parallel zu 

'P(t)= Y0 - / ( A . x )  = 9 0 & 3 + t k s s ,  

rnithin ist die Fahrstrahlgleichung der Flache: 

@ = 1 ~ 1  f ~ ( t k ~ e  + g o ~ g ) ,  
und aus dieser folgt mit v = 1: 

Q = t(&l + k f 2 )  +go%, 
die Gleichung des Ortes der Endelemente der Achsenmomente der Punktreihe 
auf der Geraden E,. 

Nun ist: x = t ,  y = vtk, fi = vgoi 

die Elimination von t und v aus diesen Gleichungen gieht: 

g o y -  k ~ 8  = 0 ,  
so dass die Coordinatengleichung der Fiache gewonnen ist,  welche ein 
hyperbolisches Paraboloid ist. 

§ 5. Aeqnivalenz eines Vereines v o n  Linientheilen, d ie  einer  
gegebenen Richtnng paral le l  sina. 

1. Besteht ein Linientheilsystem aue parellelen Elementen, dann sind 
die Strecken derselben Vielfache einer zu ihnen parallelen Strecke e ,  es ist:  

A1B1=Ar(B1- ~ , ) = A ~ ~ ~ E = I ) I L & E ,  
wobei wir uns E als Einheitsstrecke denken wollen. 

Dadurch wird die Reduction des Systemes fiir den beliebigen Punkt  O 
des Raumes: 

6 = 0 2 l m n  +2r prmr~, 
1 1 

und wenn wir 2r ni1 = n, 2r mr pi r = 1 y setcen: 
1 1 

G = m ( O e ) + I  y. 

.Di0 Reductionsresultante ist parallel zu den Linientheilen des Systernes, 
da8 Summationspolygon der Strecken der Linientheile fallt in eine zu F 

parallele Gerade hinein. Das Achsenrnoment Y I  = ml 1 ( ~ 1  E )  ist senkrecht 
ru E ,  daher ist das Summationspolygon der Achsenmomente ein ebeiles 
Polygon, seine Ebene senkrecht zur Richtung der Strahlen P." 
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Wiihlen wir den Punkt O als Ursprung rechtwinkliger Coordinaten, 

Damit sind die Componenten der Hesultanten parallel den Coordinaten- 
achsen und diejenigen des resultirenden Momentes parallel den Coordinaten- 
ebenen gegeben, dieselben sind: 

n 

1 y. = k22i  mzi - a 1 2 1  miyi) r, r,, 
und eu ist: 1 1 

y = yz + yy + yzj ga% + gy% + gr+j, g2 = g2s + gZy + yZz.  

2. P ü r  einen anderen Reductionvstrahl p, is t ,  wenn die Roduction fur 
den Strahl y bekannt is t ,  0, = O f A gesetzt wird: 

" 

Nehmen wir A = X ' E ,  + + a' e s ,  so ergiebt sich durch den Ueber- 
gang zu den Coordinaten: 
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Von FERDINAND KRAFT. 113 

6 = O , ( ~ Z E ~  + + + {gz- m(a3g1- agzr ) }  E g E g  

+ (gy  - " ( a 1 ~ ' - a 3 ~ 1 ) ) ~ 3 ê 1 +  { g z  - ~ ( a 2 ~ ' - a , ~ ' ) } ~ l ~ , ,  
welche Formel sagt ,  dass 

g'z=m(n,y ' -a2d),  g 'y=m(ald-a,z ' ) ,  g',=rn(a,zr-a,y') 
ist. 

3. Die allgemeine Fahrstrahlgleichung der Centralachse lautet: 

kzQ ,  = 1 ( % y )  + v x .  
Im vorliegcnden Palle ist x = m E ,  y [  == ml 1 (e l  E )  , mithin : 

n 

Setzon wir fur den Augenblick 2, nil pi = p', so wird 
1 

die Fahrstrahlgleichung der Centralachse, aus der als weitere Gleichung 
derselben hervorgeht: 

( m p o - $ z m t e l )  =o .  

Drticken wir in dieser Gleichung Q , ,  und E mittelst ihrer Coordinaten 
aus, so folgt: 

Diese Gleichung spaltet sich, wenn wir die Multiplication auf ihrer 
linken Seite ausführen , in: 

n n 

ma2x0 -ma,y0 - a , z z m ~ x i  + a l E t  W Y Z  = O. 
1 1 

ma, 7 - nio3zo - . u l z z  m1at+ a 3 E l w w z =  0, 
1 1 

womit die Coordinatengleichungen der Centralachse bekannt geworden sind. 
ZnitscLuift f. Yathematik u. Pùyuik. 39. Jahrg. 1894. 2.Eeft. 8 
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114 Aequivalenz der Linientheilsysteme. 

4, 1st Uo ein beliebiger Punkt der Centralachse, dann haben wir: 
1 

m m 

Geht E i n  er tiber, wtlhrend die Anfangspunkte nnd Grossen der 
Linientheile dieselben wie vorher bleiben, dann ist die Gleichung der 
Centralachse des neuen Systemes: 

(l' E' 1 QI ul, = O + @Io = O + - + - - e'3 ul&l. 
rn na 

F u r  den etwaigen Schnittpunkt S der beiden Centralachsen musa 
Uo = UrO = S sein, a190 : 

E l e' I I  1 
-- ' &l + ?AIE1, E + U>E =- 

Ira rn 
woraus durch Multiplication mit E' folgt: 

14 - + u = o .  
no dass 

k t .  Der Punkt S is t  von der Richtung der Linientheile des Systemes 
unabhiingig, weshalb er der Mittelpunkt des Vereines genannt wird; fiir 

seine Coordinaten x,, y,, B, bestehen die Gleichungen: 

1 1 1 

5. Weil das resultirende Achsenmoment stets normal zu der Richtung 
der ~ t r a h l e n  p is t ,  so ist der Verein tlquivalent einer Einzelresultltnte Iangs 
der Centralachse, wenn das Polygon der Strecken der Linientheile sich 
nicht schliesst, was stets statt  hat ,  wenn sammtliche Elemente des Vereines 
gleichen Sinnes sind, im anderen Palle ist  der Terein tiquivalent Null. 

5 6. Aequivalenz ebener Vereine von Linientheilen. 

1. Befinden sich die Elemente eines Vereines von Linientheilen in  
einer Ebene,  dann sind die allgemeinen Betrachtungen ganz dieselben; es 
ist nur jetzt jedes Element ails einem Punkte und zwei ungleichartigen 
Strecken dieser Ebene numerisch ableitbar. Weil die Triiger der Elemente 
sich schneiden, so ist deren Summe ein Linientheil oder Null. Die Achsen. 
momcnte der Elemente und dadurch dns resultirende Achsenmomeiit sind 
senkrecht zu der Ebene des Systemes, weshalb stets y, = 0 ist. 

Nehmen wir die ursprünglichen Einheiten E, und E, a1s in der Ebene 
des Systems gelcgen m ,  dann ist: 

k,=O, g z = O ,  g y = O ,  g z = g i  n = k , ~ , + k ~ ~ ~ ,  Y = ~ E ~ ,  

wodurch wir aus den Formeln fiir einen riiumlichen Verein unmitteib~r 
die entsprechenden für  einen ebenen Verein numerisch ableiten konnen. 
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Die Recluction fiir den Punkt O ist: 

S = O x + I y ,  

die Momentenflachen sind zu der Ebens des Vereines parallel. 
Für das kleinste Achsenmoment erhalten wir: 

Daher i s t ,  wenn x nicht verschwindet, der Verein %quivalent einor 
Einzelresultanten l lngs der Centralachse, sonst gleich Null. 

Die Streckengleichung der Centralachse lautet wie frtiher: 

k " o = l ( " Y ) + ~ ~ ,  oder [7zago-/(xy)]st=O, 

ihr Normalabstand vom Reductionspunkte O ist: 

und ihre Coordinatengleichung is t :  

k,zo - 7c,y0 = g. 

2. Beziig!ich der speciellen Falle gilt dasselbe wie fIir das raumliche 
System, nur mit der Modification, dass das kleinste Moment stets verschwindet. 

3. Sind die Elemente des Vereines xu einander parallel, dann ist:  

die Coordinatengleichung der Centralachse: 

und für den Mittelpunkt des Vereines haben wir: 

(Schluss folgt) 
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Kleinere Mittheilungen. 

V. Projective Form eines metrischen Satzee. 

Der in meiner Note ,Zur hyperboloidischen Lage von TetraederpaarenU 
in dieser Zeitschrift (38. Jahrg S. 315) gegebene Satz II gilt seiner Herleitung 
nach zunachst nur für nicht ausgeartete raumliche Polarsysteme ; dass er 
bei geeigneter Passung auch für ausgeartote Polarsysterne gi l t ,  ist zwar 
analytisch unschwer einxusehen, doch dtirfte ein rein geometrischer Reweis 
auch in diesem Falle erwünscht sein. 

Wir  fassen jenen Satz für  ausgeartete Systerne wie folgt: 

, Liegen die Geraden, welche die &ken ABC D eines Tetraedera. 
mit den Polen a' b'c' d' der Seitenebenen B' C' D', C'D'A', D'A' B', 
A'B'C' eines aweiten Tetraeders A'B' C'B' in Bemg auf einen Kegel- 
schnitt bes. verbinden, in einem IIyperboloid, so gilt dus Gleiche von 
den Geradm, welche die Ecken A'B'C'D' des sweiten Tetraeders 
mit den Po7en abc  d der Seitcnebenen B C D ,  C D A ,  D AB, 
ABC des ersten Tetraeders in  Bezug auf denselben Kcgebchnitt 
bes. uerbindelz. " 

B e w e i s .  Wir  bezeichnen die Geraden, in welcher die Ebene des 
Kegelschnittes von den Seitenebenen des ersten und zweiten Tetraeders in 
der aufgeführten Reihenfolge geschnitten wird,  mit u/3ycY und a'fl1y'S'. 

Nach Voraussetxung gehoren die Ebenen DAa' DBb'  DCc' einem Büschel 
a n ,  rnithin lieken die Dreiecke a'b'c' und y ,  y a ,  (Y /3 perspectiv. Analog 
erkennt man, dass die Dreiecke O' b'd' und B ,  Ba, a 9 pcrspectiv liegcn u. s. w, 
Bie Figuren a' O'c'd' zcnd a /3 y 6 sind polarreciprok ; ihnen entsprechen in dem 
durch den Kegelschnitt gegebenen ebenen Polarsystem die Figuren a'fl'y'd' und 
n b c d , welche gleichfalls polarreciprok sind. Die Dreiecke abc und B'y' 
y'a', a'$ sind perspectiv, die Ebenen D'A'a,  D'B' b ,  D'C'c gehoren 
einern Biischel a n ,  das heisst, es giebt eine Gerade durch D', welche Ara, 
B ' b ,  C'ç schneidet. Analog woist men eine Gerado diirch A' nach, 
welche B'b, C'c,  D'd schneidet u. S. W. Die Geraden A'a, B ' b ,  C'c, D'd 
liegen ira einem HyperboZoid; denn keine zwei derselben treffen sich, wie 
sofort gezeigt wird. 
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Angenommen, A'a und B'b triifen sich, also auch A'B' und a b ,  so 
lige y' 8' auf Q b ,  nlso ging c' d' dnrch o (3, C D  trafc c'd', Cc' also Dd'  gegen 
die Voraussetzung. 

Lasd man den Kegelschnitt in  den unendlich fernen imaginaren Kugel- 
breis Bbergehcn, so erhalt man aus obigem Satze den a. a. O. unter III 
aufgeführten metrischen Satz. Letzterer gilt sonach in jeder der drei m6g- 
lichen Geometrien. 

Der C h a s  l e  s'oche Satz über polare Tetraeder, sowie die Umkehrung 
desselben, gelten, wie aus obigem Beweise hervorgeht, bei geeigneter 
Fassung ailch für ausgcortote Polarsysteme. 

Es mtige an dieser Stelle noch nachgetragen werden, dass der Satz 1 
meiner citirten Note analytisch zuerst von H e  r m e s ,  Crelles Journ. 1859 
Rd. 56 S. 222, bewiesen wnrde. Man kann ihn auch aus dern C h a  s - 
les'schen Satxe folgern. Vergl. noch S c h u r ,  Mathem. Ann. 1852 Bd. 19 
S. 429. 

O s  t h O f e II (Rlieinhcsscn). Dr. P. MUTH. 

VI. Ueber die Construction von  Kegelschnitten aus  fünf Punkten 
oder fünf Tangenten. 

Wie es scheint , ist bisher unbemerkt geblieben, dass die obengenannten 
Aufgaben durch die einfachsten Hilfsmittel der gewohnlichen Perspective 
gelost werden konnen. Bezeichnet namlich 
in Fig, 1 pp  den Horizont, PQ l lpq  die Fig. 1. 

Grundlinie, O das Projectionscentrum (auf- 0 *. 
geklappt in die erweiterte Bildehene) , end- ,' 1:. ., 

,' i ', '., 
lich Pp eine gegebene Gcrade, welcher in I' ) \, \. 
der Grundebene die Gerade PP, entsprechen 
rnBge, 80 ergiebt sich letztere dadurch, 
dass Op  und hierzu parallel PPm ge.togen 
wird. 

Ytir eine zwoite 6crade ~p ist a n a i o g  
Q Q, 1 Oq , und wenn P P ,  und QQ, sich 
rechtwinuig schneiden sollen, mus8 O au€  
dem über pp construirten Halbkreise liegen. 

1. Die Punkte a ,  b ,  c ,  d ,  e (Fig. 2), 
durch welche ein Kegelschnitt geheu soll, 
denke man sich als Punkte der Bildebene 
und gruppire sie zu dein Vierecke a b c d  
iind dem Dreieke ace .  Die Gegenseiten des Vierecks m6gen sich in g 
und h schneiden; nimmt, man g h  zum Horizont und miihlt das Projections- 
centrum willkürlich auf dem Halbkreise über g h ,  so entspricht dem 
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Vierecke a 71 c d  ein Rechteck. Wenn ferner a  c  und c e  den Horizont in 
i und k schneiden, und das Projectionscentrum auf den Halbkreis tiber i k  
gelcgt wird,  so eutspricht dem Dreiccke a c e  ein rechtwinkliges Drcieck. 
Als Projsctionscentrum wahle man nun den Durchschnitt O der IIalbkreise 
tiber g h  und i k ;  dem Fünfecke a  b c d e  entspricht dann das F'ünf. 
eck A B C D E ,  welches aus dem Rechtecke A B C B  und dem bei 2*: recbt- 

Fig. 2. 

winkligen Dreiecke BEC besteht. Um dieses Fünfeck l k s t  sich, ein Kreifi 
beschreiben, und das Perspectivbild des letzteren ist der gesuchte Kegel- 
schnitt. 

Diese Construction liefert zugleich einen elementaren synthetischen 
Beweis daftir, dass ein Kegelschnitt durch flinf Punkte eindeutig bestimmt 
ist ,  was sonst auf weniger einfache Weise dargethan wird. 

II. Sol1 ein Kegelschnitt von ftinf Geraden berührt werden, deren 
Durchschnitte des Pünfeck a b c d  e geben (Fig. 3), so nehme man dessen 
Ebene zur Bildebene und construire durch VerlLngerung von ae  und cd  
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, . _ W _ _ ^ A ^ M _ _ ^ - M M _ Y I I - ~ ~ n - - .  -- 
das Viereck a b c f ;  die Gegenseiten desselben m6gen sich in p und q 
schneiden, die Diagonalen a c und b f mogen der Geraden p q  in s und f 
begegnen. Nimmt man p q  m m  IIorizont und wahlt das Projectionscentrum 

Fig. 3. 

willktirlich auf dem Halbkreise liber s t  , so entspricht dem Vierecke a h c f  
ein Parallelogramm , deasen Diagonalen sich rechtwinklig schneiden , a130 
ein Rhombus ABCF; in diesen 15sst sich ein Kreis beschreiben, desven 
hIittelpunkt 211 der Durchschnitt der Diagonalen A C  und B P  ist. Um 
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noch den Punkt  H zu finden, in welchem dieser Kreis die Gerade D E  
(estsprechend de) berührt,  erinnere man sich an den Satz: 1st G der 

Fig. 4. Durchschnitt dor Fünfecksdiagonalen AD und 
C E ,  so geht die Gerade B G  durch den ge- 
suchten Berührungspunkt H, und d a m  stehen 

1 '; D E  und HM senkrecht auf einander.* 1st 

1 ", nun u der Durchschnitt von d e  mit dem 
Horizonte, so construirt man der-Reihe nach 

o .  a d ,  c e ,  y, bg, h und zieht die Verbiudunga. 
"i 

\ linie hm, welche den Horizont in v trifft; 
\ der Durchschnitt O der Halbkreise über s t  
\ 
\ und U V  ist nun das gesuchte Projections- 

I+l. 

centrum. 
Hierin liegt zugloich pin elementar- 

r synthetischer Beweis dafür, dass ein Kegel- 
schnitt durch fünf Tangenten eindeutig be- 
stimmt ist. 

' J' III. Nur der Vollstandigkeit wegen er. 
wahnen wir noch die Construction der 

Kegelschnittsachsen (Fig. 4). Es sei O das 
Projectionscentrum , O der Augenpunkt, PQ 
der verticale Durchmesser des abzubildenden 
Kreises, pq die Projection von PQ, ferner 
n die Nitte von pq, welcher N entspricht, 
endlich RS  die diirch AT gehende horizontale 
Kreissehne und r s  deren Projection; dnno 

sind pq und r s  zwei conjiigirte Durchmesser, 
aus welchen die Achscn auf bekannte Weise hergeleitet werden konncn. 

VU. Nachtrag zu dem Aufsatz ,,Einige Methoden etc." 
im 5. Hefte des 38. Jahrganges S. 283 ff. 

Durch die Gleichiingen 16) 8. a. 0. ist mau in den Stand geset,zt,, dis 
Grbssen der Ilalbachsen eines Cent,ralkegelechnittes zu finden; denn die 
Wurzeln der daraus hergeleiteten Gleichung 

sind die Quadrate der Achsen. Es bleibt nur noch tibrig, für  den Fall, 
wo A = O, der Kegelschnitt also eine P a r a  b e l  i d ,  deren Parameter su 
bestimmen. Wenn man bei dieser Untersuchung die allgemeine Kegel- 

* Dieser sehr specielle Fa11 des B r i  a n c h  O n 'schen Satzes lasst sich leicht 
elementargeometrisch beweiuen. 
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schnittsgleichung 1) verbunden mit der Bedingung A =  O, zu Grunde legte, 
BO wtîrden schr umfangrciche und unerquickliche Rechnungcn nothwendig 
werden; wir ziehen es daher vor ,  die Parabel auf ein Polardreieck zu 
beziehen, wodurch ihre Gleichung die einfachere Gestalt 

a,xI2 + a,x,2 +a3x32= O 
annimmt, mit der Bedingung: 

a, a:, sin2 + asal sin" + a, a, sin2 y = 0. 
Hier icit 

Al1=a2a3,  Az2=a,a, ,  A,,=a,a,, A,,=A3,= A l 2 = 0 ,  

also ergiebt sich aus Gleichung 19): 

P = a l ( a 2 + a 3 ) ,  Q=a,(a,+a,) ,  R=a , (a ,+a , ) ;  
ferner ist: A=a,a ,a , ,  e=a,+a,+a,. 

Daraus folgen nach Gleichung 20) die Coordinaten des Brennpunktes: 

N a ,  a2 a3 (a,  + aJsinPsiny '- 2Aes inas in /3 s iny  l x -  [ = -  
M 

(a ,  + a,) sinp sin y etc. , 
2 e sin a sinp sin y 

und nach Gleichung 21) die Gleichung der Directrix: 

Nun ist aber der Parameter p gleich der Entfernung des Brennpunkts 
von der Directrix, und diese wird ausgedrlickt durch einen Bruch, dessen 
ZBhler gleich der iinken Seite der Gleichung der Directrix is t ,  wenn man 
darin die absoluten Werthe der Coordinaten des Brennpunktos einsetzt, 
der Nenner aber gleich dem Ausdruck: 

ale (a2 + a3) "sin2 /3 sin" + +,"(a, + a,) % i d y  sir." + as8 (a,  + a,), sine a sinZ /3 

- 2 a, a, (a, + a,)  ( a ,  + a,) sin2 a sin /3 sir. y cos a 

- 2 a, a, (a, + a,) (a ,  + a,) sin a sin2 /3 sin y cosp 

s - 2 a, a, (a,  + a,) (a,  + a,) sin a sin fl sin2 y COS y. 

Zieht man von den drei ersten Posten dieses Ausdruckes das Quadrat 
der linken Seite der Bedingungsgleichung a b ,  wodurch ihr Werth nicht 
verandert wird, so erhalt man unter Berkksichtigung der Relationen 
sin" + +Sin2 y - sin" = =sin j3 sin y cos a etc. : 

( 2a,2a,esin2a sinj3 sin y cos LY + 2 ~ , 2 a , ~ s i n u  sin" sin y cosfi 

1 + 2  sin ci sin t!3 sinay cos y ,  

und, wenn man jetzt die drei letzten Posten hinzufiigt, als vollst&~diges 
Quadrat des Nenners : 
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Der Zkihler aber erhiilt, wenn man, wie oben angegeben worden 
ist ,  verfghrt, den Werth: 

M 
2 e s i n a  s inps inr  

( ( a ,  (a, + a,)'sin2 p sin2 y + a, (a ,  + a,)2sin" sin2 a + a, (a, + aa)2si~~2cr sine/I. 

Der Klammerausdruck l k s t  sich auf folgende Form bringen: 

(a, a, sin" + aa, a ,  sin2/3 + a, a, sina y )  (a,  sin2 a + a,  sin2 i3 + a, sin") 
+ a ,  a,  a, ( 2  sin2 t¶ sin2 y + 2 sina y sin2 a + 2 sin% sin2 ,9 

u n d ,  da der erste Posten dieses Resultat,~ vermoge der Bedingungsgleichung 
verschwindet , der zweite aber gleich 4 a ,  a, a,sin2 a sin2p sin" ist , so id 
der Ziihler gleich 

So erhalten wir denn als Werth des Parameters: 

Hier wirft sich aber die Frage auf ,  ob dieser Werth reell sei, was 
nur stattfinden kann ,  wenn entweder zugleich A negativ und e positiv 
oder zugleich A positiv und e negativ ist;  es Iasst sich beweisen, dass 
immer das ersteïe der Fa11 ist. 

Die Parabelgleichung , von der wir ausgingen , 
a, 2," a2 x," + n, x,2 = 0, 

kann nur  dann eine reelle Curve bezeichnen, wenn eines der a ,  z. B. a,, 
negativ is t ,  whhrend die anderen , a, und a,, positiv bleiben; denn der 
Ball, wo zwoi a negntivo Zeichen haben, lasst sich auf diesen zuriick- 
führen, i d e m  man die Seiten der Gleichung vertauscht. Dann ist aber 
A =  -a,a2a,, also n e g a t i v ;  der Werth von e ,  namlich - a ,  +a2+o, 
erhalt vermittelst der Bedingungsgleichung 

a, a, sin2 ci - a, (a, sin2 P + ag sin2 y) = O 
durch Elimination von a,  die Gestalt: 

e = 
+ a,) (a ,  s i d  + aZ sine y )  - a, a, sin2 or -. 

a, sin" + aa, sina y 

Der Nenner ist nach der gemachten Voreuveetzung positiv, die Ent- 
wickelung des Zahlers aber liefert: 

( aZB sine y + a: sin" + a2 a, (sin2 ,9 + sina y - sin2 <Y) = (a, sin y - a3 sinp)' 

ein Werth,  der immer p o s  i t i v ist. 
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Ich fiige ftir diesen nicht umkehrbaren Satz, dass bei jeder Gleichung 
zweiten Grades, die eine Parabel darstellt , die Determinante n e  g a t i v  
und die Function e p LI s i t i v  sei, nooh einen zweiten Beweis bei, der auf 
einem anderen Princip beruht. Da namlich eine Parabel mit dem aus 
einer ihrer Tanganten und der unendlich fcrnen Gcraden gebildeten System 
eine doppelte Bertihrung ha.t, so kann man ihre Gleichung in unendlich 
vielfacher Weise auf die Form 

(alx,+a,x,+a,x3)2+ 2 (b l x1+  b2x2+ b,x3)(x,sincr+x,sin~+x,siny)=0 

bringen. Die Determinante dieseç Gleichung aher lasst sich schreiben: 

alP+hlsilzu+b,sinu ala2+b2sina+h1ain/3 a,n,+b,silzu+b,siny 

a,a,+blsin/3+b2sinar az2+bzsiraPfb2sin(3 a 2 u , + b , s i n ~ + b 2 s i n y ;  

a,al+b,siny+b,sinar a3a2+b2siny+b,sin/3 a ,2+b,~iny+b,s iny  

ihre Bildungsweise lehrt sofort, dass sie das Product von zwei Deter- 
minanten 

das heisr it, 

a, sinu LI 

a, sinp b, 

a, sin y b, 

i Quadrat ist. 

namlich : 

a, b, sin ar , 

Die Function e ferner ist hier: 

a, b, sinP 

a, b, s iny 

Ersetzt man cos cr durch - cosp cos y + sinp sin y, so wird : 

e = a,' + aa2 (sine y  + cos2 y )  + a,' ( s i d  p + cos2 p )  + 2 a2 a3 COS P COS Y 

- 2 a 2 a , s i n ~ s i n y  - 2a,alcos/3 - 2a,a,cosy 
= + (a, cos y + a, cos P)' + (a,  sia y - a, silz Pi2  - 2 al (a,  cos y + as cos@) 
= (a, cos y + a, cos - a J 2  + (azsin y - a,  inf fi)^, 

also immer p o s i  t i v .  
B e i s p i e l .  Die Parabel ,  deren Brennpunkt wir a. a. O. S. 292 und 308 

bestimmten , hatte die Gleichung : 

2,2~sin2 or + z2"sin2 y - sin2 a! sinZ p )  + x,' (sin9j3 - sinZY sin") 

+ 2x,x,silzj3sinycos2ar - 2 ~ , ~ ~ s i l z u s i ~ i ~ c o s o  

-2x,x2sinysin.<ucosa = O ;  
A fanden wir gleich - sin8 CY sin2 ( p  - y )  

. 

und 

a190 ist: 

ein n e g a t i v e ~  

c =. sin% (sin2 a + 4 sin /3 sin y cos a ) ,  
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X. sin4 cr sin(/3 - y )  - 2 r sin2 u sin B sin y sin (/3 -y) P =  . - 
smS u (sin" + 4 sinp sirz y cos u ) j  (sin2 s + 4si.n /3 sin y cos c r ) j  

oder, wenn man den Pllcheninhalt des Pundarnentaldreiecks mit F und 
die Mitteltransversalo vc?n A aus mit t, bezeichnet, 

B e n s h e i m ,  im October 1893. Dr. STOLL. 

VIII. Die thermischen Capacitaten der  festen und tropfbar 
flüssigen Korper , insbesondere des Wassers .  

5 1. Ueber diü beiden thermischen Capacitaten der Gasc habe ich, ausser 
friiheren Mittheilungen Iiber den in vielen LehrbIichern enthaltenen Ver. 
such von C l e m e n t  und D e s o r m e s  im Repertorium der Physik (das 
mit  dem 27. Bande im Jahre 1891 zu erscheinen aufgehort hat),  auch iu 
der letzten Naturforscherversammlung zu Nürnberg einen Vortrag gehalten.* 

Dieselben thermischen Capacitaten der luft- und wasserftrmigen K6rppr 
habe ich seither wieder nachgesehen, das heisst im Abschnitte VI11 des 
in der Anmerkung citirten Buches von C l a u s i u s  faud ich die Formel: 

wobei sich der Suffix p auf constanten Druck und u auf constantes Volum 
beziehen, sowia T die absolute Temperatur und E das mechanische Warrne- 
iiquivalent bedeuten. 

Zum Beweise dieser Formel muss man ausser dem ersten auch den 
zweiten Hauptsatz der mechanisühen Wiirrnetheorie herbeixiehen (sieiie 
V. Abschnitt bei C 1 a u  s i u  s). Aber die Specialisirung für gasformige 
Korper, die ich nnr im Vorbeigehen kurz erwahnen will, giebt die bekannte, 
auch elementar ableitbare und zur Berechnung von E benutzte Formel: 

K 
c,=c, + - 1  

E 
wo K die Constante des (allgemeinen) ,,Gasgesetzes" ist: 

p v = I i T .  
5 2. Noch eine Vergleichung: Bei den Qasen ist unmittelbar ein- 

zusehen, dass die (kleine) Warmezufuhr d Q theils zur Erwarmung dT, 
theils zur (âusseren) Arbeitsleistung p d v  verwendet wird, dass J s o :  

* Im elften Capitel der ,, Theoric der Würmeu von Ma xw el1 ist jener Ver- 
suçh kritisch erwahnt, aber theilweise unrichtig beurtheilt. C laus ius  erwihnt 
denselben in seiner ,,Mechanischen Warrnetheoriei< (2. Autl. 1876) gar niclit tind 

benutzt statt dessen eur Bestirnrnung des Verhaltnisses der beidin thermischen 
Capacitaten die Now t o n-L a p  l ace'sche Formel für die Schallgeschwindigkeit, 
L)eu genannten Vortrag ~ i e h e  im gedruckten Bericht der Versammlung. 
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aus den beiden letzten Gleichungen entsteht also, w e n n  m a n  p c o n s t a n t  
d e n k t ,  E 

d , Q = c , . d T + - d T ,  
E 

d  Q und der Quotient 2- stellt cp vor, so dass wir hiermit wiederum zur 
d T  

zweiten Gleichung vom Eingange des Gegenwartigen gelangt sind. 

Bei den festen und tropflriar flüssigen Korpern kommt auf die im 
dritten Absatze des 5 1 blos angedeutete Weise statt  der vorletzten Gleichung 
zu Stande: T d.p d Q = c , . d T + - - d v  

E d T  

und analog zur jetzigen vorletzten Gleichung : 

und hieraus die erste Gleichung oben entsteht. Bus dieser Vergleichung 
der Theorie der Gase mit der Theorie der Warme,  wenn der verrnittelnde 
Kbper einem der beiden anderen Aggregatzustande angehort, mag nur her- 
vorgehen, dass im ersteren Falle der erste Hauptsatz der Theorie hinreicht, 
im zweiten nicht. 

$ 3. I n  der obersten Gleichung ist der erste vorkommende Differential- 
quotient augenscheinlich U V  und der zweite pu, wenn mit a der thermische 
und mit j3 der mechanisühe Ausdehnungs-Coefficient bezeichnet werden, 
und der letztere Quotient ist negativ, so dam die Gleichung wird: 

Es fxllt mir auf, dass C l  a u  s i u  s diese vereinfachende UeberfUhrung 
nicht wahlt, sondern in  dem gleich darauffolgenden Zahlenbeispiele für 
Wasser von 0°, 250 und 50° bei jedem der beiden Differentialquotienten 
das n einbezieht. Dabei begegnet ihm noch das Veïsehen, dass er im 
selben Falle von 25O bei ol das v = 0,001 und bei /3 das v = 0,001003 
annirnmt, was allerdings im rechnerischen Resultate nicht sehr vie1 verdirbt. 

I m  Falle von O0 besteht kein Unterschied. Ich fand durch logarith- 
mische Rechnung 

cl, - c,  = 0,0004951, 

was C l a u s i u s  mit Recht auf 0,0005 
abkllrzt. 
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wo C l a u s i u s  0,0098 schreibt, ich also 

0,0099 

schreiben muss. Aber im Falle von 50° finde ich 

0,03666,  

wo C l a u s i u  s nur 0,0338 hat ,  also statt. 

0,0367 ; 

das ist um 2l/, Procent bleibt das unrichtige Resultat zu klein. Es id 
niimlich Cubikmeter 

v,, = 0,001012 
Kilogramm ' 

also verhalten sich das richtige und unrichtige Result,at wie 1,012' zu 1. 
Mit R e g n  a u 1  t 's Werthen von c, filr diese drei Temperaturen wird 

alsdann bei: 0° 25 O 50 O 

c. = 0,9995 0,9917 0,9673, 
statt  

c, = 0,9995 0,9918 0,9684 
bei C l a u s i u s .  

5 4. Dasselbe Versehen vom 5 5 des VIII. Abschnittes kommt auch 
iin 8 6 wieder vor, wo C l a u s i  u s  eine andere thermische Capacitat be. 

rechnet als die beiden bisher genannten, und zwar für Wasser von 100" 
in Berlihrung mit geeattigtem Dampfe. C 1 a u  s i u s leitet hierfür die 
Gleichung a b  : T d v (127 c = = c  --A- 

r E i t ~ ' = '  
d , v  . 

worin ep die frühere Bedeutung und für - wieder /?v gesetzt werden 
dT 

kann. Bei Wasser von 100° ist = 0 ,00080;  aber v ist nicht 1, be. 
ziehnngsweise 0,001 Meter3: Kilogramm, sondern 1,043 oder 0,001043. 

Als Minuend benut,zt C l a u s i u s  den Werth von R e g n a u l t ,  cp = 1,013, 
ala Subtrahend findet er 0,00026; das ist  nach voriger Angabe uni 

4,3 Procent zu wenig, so dass es 0,00027 lauten sollte. Aber da cp nur  
auf drei Decimalen angegeben ist,  so ist ohnehin c nahe gleich c,,. 

Hiernsch wendet C l a u s i u s  vorige Gleichung auf Wasser und Eis 
bei O0  a n ,  wo wirklich das vorige v = 0,001 ist und cp = 1, also 

c = 1 - 0,058 = 0,945. 

Endlich für das Eis: Da setzt C l a u s i u s  das richtige v = 0,00108TI 
so dsss c = 0,48 + 0,151 = 0,631. 

P I n  den beiden letzten Fgllen ist namlich --Y negativ und zwar gleicii 
10333 

d l  
- -- 

0,00733 
weil sich der Gefrierpunkt um 0,00733 bei einer Atmosphare 

Mehrdruck erniedrigt. 
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5 5 .  Ich gehe noch zu 5 7 über ,  welcher von der Adiabase handelt 
oder den ,, isentropischen Aenderungen eines Korpers ". Da C l a u  s i u s  die 
Entropie mit S bezeichnet, so verstehen wir seine Gleichung 12: 

im obigen 5 3 habe ich den letzteren Differentialquotienten gleich - p v  
gesebzt und jetzt werde ich statt  clieses P setzen /3,, um die dabei zu 
machende Vorausset~zung der constanten Temperatur ansudeuten. Dann ist 
sofort einzusehen die Identitat: 

und die vorige Gleic,hung wird ZII 

Man liberzeugt sich sofort, dass diese beiden Compressibilitiits-Coefficienten, 
der adiabatische (oder isentropische) P ,  und der isothermische die reci- 
proken Elasticitatsrnoüuli des Korpers vorstellen, so dass, diese mit E, und 
Et bezeichnet ," 

1') 

wodurch man wiederum an die irn Jahre 1819 von L iapl a c  e der N e w  ton'schen 
Formel ,fur die Geschwindigkeit des Schalles in der Luft zugefügte Correctur 
erinnert wird. 

Setzt man in 1 für c. den aus der ersten Gleichung des obigen 8 3 sich 
ergebenden Werth,  wobei das dort ohne Suffix geschriebene jetzt zur 
Unterscheidung von P, al3 Pt zu schreiben ist (bei a: ist der Suffix p un- 
nothig, da kein anderer thermischer Ausdehnungs - Coefficient hier vorkommt), 
so erhalt man: 

II) p, - p - 2. asv. '- Ecp 
So hat man a190 hier in 1 und II die nothigen Gleichungen zur Be- 

stimmung der beiden (3, wenn die beiden c und das rt bekannt sind. 
Umgekelirt sind 1 und die erste Gleichung im 5 3 zur Bestimmung der 
beiden c brauchbar, wenn die beiden j3 und das a: bekannt sind. Beide 
Male ist der Quotient und die Differenz der beiden Unbekannten gegeben. 

3 6. Es erinnert dies an die weiter verbreitete Aufgabe, fur Gase 
C, und cp zu bestimmen, wozu 1' und die erste Gleichung des 5 3 in der Form: 

1 
cp - c,,= -povoa 

E 

erscheint; p,voui (flir 0°) ist das K am Schlusse des obigen 3 1 und für 
O0 ist T. a = 1. 

* Eine Verwechslung mit clem nichtindicirten E,  welches ich von Clausius 
als das mechanische Wiirmciiquivalent herübernehme, ist wohl nicht zu besorgen. 
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II kt, was C 1 a u s i  u s mit den Differentialquotienten statt des a und 

der beiden a h  Gleichung 13 schreibt; 14 ist von 1 fast nicht ver. 
schieden und wegeu 13 sage ich: 

Analog II entsteht auch noch, wenn man statt  c, das cp elirninirt 
(oder durch Einsetzen aus 1 ftir cp in I I  und Division mit dern Producte 
der beiden 6 ) :  1 1  T -----. - p.  Pt E.cu (;Yu; 
diese Form bietet auch den Vortheil vor derjenigen des C l a u s i u s ,  dass 
sie ihre wesentliche Uebereinstimmung sofort darthut und desbalb neben 
1 und II ganz wegbloiben kann. Nur als Zusatz mag bemerkt werden, 
dass wir hiermit auch noch einen meiteren Differentialquotienten wegschaffen 
k6nnen , indem 

sich ergiebt. Dieser Differentialquotient ist aber mit demjenigen 2 im 
d T 

obigen $ 4 nicht zu verwechseln, sowenig wie dau dortige c mit dem c,. 
5 7. Zum Schlusse will ich noch die Dimensionen der in II vor. 

kommenden Grossen aufstelleu und dabei neben dem Neter und Kilogramm 
als den bekannten Einheiten die Beschleunigung (darin steckt also die Zeit- 
einheit) und den Warmegrad als Hilfseinheiten bestehen lassen; dieve beiden 
letzteren entfernen sich bei der Verification von II am schnellsten. 

Es sincl die beiden P ;Metere : Kilogramm mal Beschleunigung, 
T Grad, 
a Grad hoch minus 1, 
v Meter : Kilogramm, 
(E. c,) Meter mal Beschleunigung durch Grad; 

zur Erkliirung der letzten Zeile diene, dass (Ec,) die mechanisch (nicht 
thermisch) gemessene Warmemenge für ein Kilogramrn und ein Grad dar  
stellt; die entsprechende Arbeit ist aber Kilogramm mal Beschleunigiing 
mal Neter. 

Augsburg .  Prof. Dr. KURZ. 
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VIT. 

Aequivalenz der Linientheilsysteme. 

D a r g e s t e l l t  m i t t e l s t  d e s  g e o m e t r i s c h e n  K a l k ü l s .  

Von 

FERDINAN~ KRAFT, 
Privatdocent an der Univeraitiit Ziirich. 

5 7. Das Moment eines Vereines von Linientheilen 
beziiglich einer  Achse. 

1. Sind E O  und A B  irgend zwei Linientheile, dann ist 

( E O ) ( A B ) = E O A B = E ( O - E ) ( A - O ) ( B - A ) ,  

oder, wenn wir o - E = ~ ,  A - o = ? ,  B - A = %  
setzen, 

(EO) (AB)=E(xex ) .  ' 

Der Spath ( E @  x )  wird das Moment des Linientheiles A B  bezliglich 
der mit E O  zusammenfallenden Geraden alu Achse genannt, wobei E eine 
Strecke von ganz beliebiger Lange sein kaiin, der gewohnlich die Lange 
Eins beigelegt wird. 

Die Nomente eines Linientheiles beziiglich einos Punktes und bezUg- 
lich einer Achse unterscheiden sich wesentlich dadurch, dass das erstere 
stets eine ebene Fiiiche, das letztere stets ein Korperraum resp. eine Zahl 
k t ,  wodurch im Allgemeinen die Momente bezüglich e i n e s  Punktes nngleich- 
artige Grossen, die Momente beztiglich Achsen aber stets gleichartige 
Grossen sind. 

Weil pic das Moment von A B  bezüglich des Punktes O is t ,  so ist 
sein Moment bezüglich einer durch den Punkt  O gehenden Achse gleich dem 
Producte aus einer Strecke auf dieser Achse und seinem Polarmomente fur 
irgend einen Punkt dieser Achse, 30 dass mit g x = m :  

(20) ( A B )  = E ( E ~ ) =  E(!Ex). 

Weil die Linientheile (30) und ( A B )  auf ihren Triigern sich beliebig 
verschieben lassen, ohne ihre Werlhe zu andern, so entvteht der Setz: 

Zeitachrift f. Xntliematik n. Physik. 39. Jahrg. 1894. 3. Heft. 9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



130 Aequivalenz der Linientheilsystcme. 
__M____-.^^-^^_MMM^n^^^^I^^L^^^^^^^_.^^^_ ^^XI,.^YF^^- 

,,Da8 Moment eines Linientheiles bezllglich einer Achse ist gleich dem 
Spathe ubcr irgend einer Strecke der Achse und einer der Strecke des 
Linientheiles gleichen Strecke auf dem Trager dieses Linientheiles als 
gegenüherliogende Kanten. Der Entstehungssinn des Spathes giebt den 
Sinn des Nomentes beztiglich der Aclise an.  Das Moment eines Linien- 
theiles bezüglich einer Achse ist gleich dem Producte aus einer Strecke 
auf der Achse und seinem Polarmomente beztiglich eines Punktcs der 
Achse." 

Weil ( e x )  = 1 y ist , so haben wir noch: 

( E O ) ( A B )  = E(E Iy). 

,,Das Moment eines Linientheiles bezüglich einer Achse ist gleich 
dem inneren Producte aus einer Strecke auf dieeer Achse und der Achsen. 
strecke seines Momentes bezüglich irgend eines Punktes dieser Achse, 
gleich cier Lange der Projection der Achsenstrecke auf die Achse, wenn 
E Einheitsstrecke isLu 

Bezeichnen wir das Moment des Linientheiles bezüglich der Achse t 

mit M, <): ( E ,  y) mit b ,  setzen g = p k ,  dann ist:  

M =  E ~ C O S D  = epkcosb. 

Dabei bedeutet p den Langenabstand des Tragers des Linientheiles AB 
von dem Punkte O der Achse, p k  die Fl%chenzahl der durch die Punkte O, 
A und B bestim~nten Plache des Spathes, dessen Hühe mit dieser Fllche 
als Grundfiache e cosb ist. 

Ferner haben wir mit (x s) = 1 p : 

~ = ~ ( x ~ ) = ~ I ~ = r m e o s ( p ,  p )= t -kes i f&(x ,  E ) C O S ( ~ ,  p). 

Hier bedeutet rcos(e,  p )  die zu dor Grundfiache (XE)  gehürende Hoha 
des Spathcs, welche gleich dem kiirzesten Abstande der TrLger von (EO) 
und ( A B )  ist. Setzen wir die Hohenstrecke gleich S ,  eo ist  

M = S ~ E - X E ~ .  

Nun I h s t  sich noch setzen x = 1 E + x', wo X' die Projection von K auf 
eine zu 6 senkrechte Ebene bedeuten soll, was ftihrt zu 

M =  6%'~ = E ~ X ' .  

,,Das Moment eines Linientheiles bezüglich einer Achse ist gleich dem 
Producte aus der Achscnstrecke, der kürzesten Abstandsstrecke der Trxgrr 
der Linientheile ( E O )  und ( A B ) ,  sowie der Projection des Linientheiles 
auf eine zur Achse senkrechte Ebene". 

N =  e g x .  

Setzen wir x = x ,  + x,, wobei x ,  = p e ,  xo parallel zu einer zu e senk- 
rechten Ebene i s t ,  
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,Das Moment eines Linientheiles in  Bezug auf eine Achse ist gleich 
dem iiusseren Producte aus der Achseiistrecke, dem kürzesten Abstande 
der Achse und des Tragers der Projection des Linientheiles auf eine zur 
Achse senkrcchte E bene, sowic der Projectionsstrccke des Ljnicntheiles." 

Diese Definition des Zahlmomentes eines Linientheiles stellte man 
bisher an die Spitze. 

2. Sind E , ,  f z  und F, die Strecken dreier, im Punkte O sich schnei- 
dendcr Achsen, N I ,  Jf2 und M3 die auf sie bezogenen Momeute des Linien- 
tbeiles A B ,  ist 3 . =zl a1 € 1  

1 

die Strecka eincr vierten diirch O gehendcn Achsc, welchcr das Moment 
112 zukommt, das Moment des Linientheiles bezüglich des Punktes O gleich 

dann Mi = E ~ S D Z ( , ,  1 = 0, 1, 2, 3, 

mithin: s 

M =z, a, = al  + a2 M, + a, M3. 
1 

, ,Am den Momenten bezüglich dreier durch einen Punkt  gehender 
Achsen, die nicht einer Ebene parallel s ind ,  lasst sich das Moment des 
Linientheiles für jede andere, durch denselben Punkt laufende Achse 
numerisch ableiten, und es beateht dabei zwischen den Momenten dieselbe 
Vielfachengleichung wie zwischen den Achsen." 

Nehmen wir 

E = ~ , E ~ + ~ ~ E ~ + ~ ~ E ~ ,  Q = X E ~ + ~ E ~ + Z E ~ ,  i ~ = k ~ ~ ~ + k ~ ~ ~ + k ~ ~ ~ ,  
daun kt auch 

M = ( % E ,  + % F ,  + a 3 ~ J ( ~ ~ 1 + ~ r 2 f  ~ ~ , ) ( k z ~ l + k y ~ , + k z ~ , ) ,  
das heisst, ( E ~  E~ E ~ )  = 1 gedacht : 

M = x  
a1 a2 a3 

y  2 ,  
k, k ,  kz 

und wenn wir diese Determinante entwickeln: - 
X = a , ! y k , - a k , )  + a , ( z k , - x k , ) + a , ( x k y  - yk, ) ,  

M = a,gz + a ,gy  + a&, 

so dass die Momcnte bezüglich der Achsen r i ,  und E ,  sind: 

M, =yk, -  a k , = g , = l g ,  M z = # k , - ~ k , = g , = m g ,  
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3. Geht die Achse E nicht durch den Punkt 0, sondern durch den 
Punkt  O, = O + 8 ,  nehmen wir A = O, + Q ,  = O + q ,  dann erhalten wir 
zunachst M =  E Q ~ X ,  

und weil pl = p - 6 kt, so ergiebt sich: 

M = E ( Q -  6 ) x = € ~ x - € d % .  

,,Das Moment des Linientheiles AB bezüglich der Achse O, E ist gleich 
dem Unterschiede der Momente der Linientheile Ax und O,% beziiglich 
der Achse O&." 

Bus der letzten Gleichung folgt unmittelbar, wenn wir noch 

Bus der Streckengleichung des Momentes, oder durch Auswerthung 
der vorstehenden Determinante ergiebt sich: 

4. Nunmehr sei ein Verein von Linientheilen gegeben. 
Sein Moment bezüglich irgend einer Achse O E  des Raumes ist, wenn 

O Coordinatenpol ist:  

;- e z l  .yl cos DI = eztpi kl  cos Li, 
1 1 

Befindet sich der Coordinatenpol ausserhalb der Achse E ,  dann haben wir: 
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Setzen wir noch 

$il;;,y ; , J = W l  - * - ,  

dann erscheint die Gleichung 1) wieder, wenn wir die Determinauten losen. 
5. Wenn II 

H = rzr (p - 8 )  x i  = O 

ist, dann ist : 1 

k,=O, k,=O, k,=O, M1=O,  M,=O, M3=0, 

und das ist der Pall,  wenn G = O ist. 

,,Ist G=O, daon verschwindet die Summe der Momente der sammt- 
lichen Elemente des Vereines beztiglich jeder A c h e  des Raumes, die 
Summe der Spathe, welche eiue beliebige Strecke des Raumes zur gemein- 
samen Kante und die Strecken der Linientheile des Vereines zu Gegen- 
kanten haben." 

,,Damit (5 = O  sei, müssen die Summen der Momente der Linientheile 
des Vereines bezüglich dreier unqleichartiger Achsen des Raumes ver- 
schwinden; ist solches nicht der Fal l ,  dann verschwindet wenigstens eirie 
dieser Siimmen nicht." 

fj 8. Aequivalenz eines ranmlichen Vereines von Linientheilen 
mi t  zwei  s ich kreuzenden Linientheilen. 

1. Jeder Linientheil A B  lasst sich ans vier in keiner Zahlbeziehung 
stehenden Punkten des Raumes numerisch ableiten. 

Sei 

dann ist: 

AB=m, ,EIE ,  + m,,El,E, +wal,E,R4 + m , , E Z E E , +  m2,Ei,E4+rn3,E,E4. 

Nun dtirfen wir setren: 

A B = E 1 ; , ( m , 2 a 2 + m 1 3 E ~ + m 1 4 x 4 : , )  + (m , ,E ,~3++24E,E ,+m,4E,E4) ,  

wodurch der Linientheil AB als die Summe zweier Linientheile erscheint, 
von denen der Triiger des ervten durch den Punkt ICI geht ,  welcher die 
ihm gegenüberliegende Ebene des Grund - Tetraeders in dem Punkte F 
schneidet, der durch die Gleichung gegeben i d :  
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(m,, + na,, + m , J P  = q 2 E 2  + + +m,434, 
der zweite in  der eben genannten Ebene sich befindet. Die Trtiger dieser 
beiden Linientheile fichneiden sich in  Ir, denn es iet das Sussere Produc: 
aus ihnen gleich Null. Wir  erhalten namlich: 

( m 1 2 E 1 E 2  + m , , E I E s  + n z 1 4 E l E 4 ) ( m , 3 E 2 E 3  + m , , E 2 q  f m 3 4 E 3 E , )  

= (rnI2vns4 - vnlsm24 f mlames)El,EeE3 E4 = O,  

wenn wir die Werthe der na- Grossen substituiren. 
Sind nun 

Al& = E,(aLE2 + bLE3 + c&) + (d& E3 + el 7%E4 + f&E,), 
1 = 1 , 2,. . . .n die m Elemente einea Vereines von Linieilttieilen, so ist ihre 
Summe : n n 

F =zl A, B1 = E,Z, (a& i,+ b1X, + GE,) 
1 1 

+ zl (a, q, q + e, 4 q + fi q E ~ ) .  
1 

Hiernach besteht die Summe aus zwei Linientheilen, von denen der 
TrBger des einen durch einen bestimmten Piiukt geht ,  der andere in einer 
diesen Punkt  nicht enthaltenden Ebene liegt,  so dass diesc Linientheile i m  
Allgemeinen 8ich kreuzen. - Weil die Fundamentalpunkte des Raumes 
unter der Beschrhkung  willktirlich wiihlbar sind, dass sie in keiner Zahl. 
beziehung ~ t e h e n  , lehrt diese Betrachtiing : 

, , E h  rauinlicher Verein von Linientheilen ist auf unendlich viele 
Arten zwei sich kreuzenden Linientheilen aquivalent: von denen der 
Triiger des einen durch einen beliebig angenommerien Punkt geht, der 
andere in  einer diesen Punkt  nicht enthaltenden willkürlich angenommenen 
Ebene liegt." 

Wenn der Verein einem Linientheile kquivalent i s t ,  wenn 

I 

is t ,  dann ist: 6 S = ( A B )  ( A B )  = 0. 
1st dagegen der Verein zwei sich kreuzenden Linientheilen aquivalent 

n 

G = ~ , A , B ,  = A B  + C D ,  
1 

dann k t :  G G  = ( A B  + C D ) ( A B  + C D )  = 2 ( A B C D )  

Der letzta Ausdruck verschwindet nur dann,  wenn seine vier Punkle 
in einer Ebene liegen, und d a m  ist ( A B  + CU) einem Linientheile in 
dieser Ebene gleich. 

Die Bedingnng dafür , dass ein Verein von Linientheilen einem Linien- 
theile liquivalent sei, ist mithin: 

G6 = O. 
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,,Eine Summe von Linientheilen ist nur dann einem Linientheile 
aquivalent, wenn das aussere Product aus ihr  und ihr  selbet verschwindet." 

Diesen und dcn vorhergehenden Satz, welcher in allgemeinster Weise 
die Aequivalenz eines Systemes von Linientheilen zwei sich kreuzenden 
Linientheilen giebt,  hat bereits G r  a s s m a n n  (A, ,  Nr. 285) bewiesen. 

3. Mit dem beliebigen Punkte O als Reductionspunkt ist: 

Hierbei ist 1 y ein Feld,  dessen Fliiche und Stellung bestimmte Geltung 
hat, welches aber jedwede Lage im R'aume haben kann. Wir  diirfen des- 
halb setzen: 1 y = (O - C)x'= Onf- Cr.', 

womit das Feld zu einem Spathecke wird, dessen einer Eckpunkt 0 ,  das 
%quivalent den beiden Linientheilen 0%' und - Cx' ist. Dadurch erhalten 
mir : (3 = OK + 0 % ' -  CX' ,  

den Linientheilverein liquivalent drei Linientheilen, von denen zwei auf sich 
schneidenden Trligern liegen , und es ist : 

Aber 0%" und - Cx' sind zwei Linientheile., deren Trager sich 
kreuzen, und es giebt unendlich viele Paare in  Ebenen senkrecht zu y, 
welche gleich 1 y sind , auch ist O ein beliebiger , willkllrlicher Plinkt des 
Raumes, so dass im Allgemeinen ein Verein von Linientheilen auf unend- 
lich viele Arten zwei sich kreuzenden Linientheilen aquivalent kt. 

Setzen wir (siehe Ileft 2, Taf. III, Fig. 4) : 
Oz"= L''=OS, - C % ' = & ' =  C D ,  

dann erhalten wir: . 
B = X " + X ' =  O S  $ C D ,  

X"X'= ( O S ) ( C D )  = O S C D  = O(S- O)(C- O)(D - C), 
- , a - ,  
x x = Or"! y = O(% + r ' )  
- 1 1 - 1 -  

x x = x 1 y = x 1 y, = kg cos ( x ,  y )  = kg,, 
- P t - ,  

x x kzgz + kggg + kzgz = kzgo,z+ + k,g~,,. 
,, Ein Verein von Linientheilen , dessen Resultante nicht verschwindet, 

ist auf unendlich viele Arten zwei sich kreuzenden Linientheilen aquivalent, 
der Spath üher jedem solchen Paare a1s Gegenkanten ist von derselben 
Grosse, seine Voliimenzahl gleich dem Produkte aus den Ltingenzahlen der 
Resultanten und dern Achsenmoment für  die Centralachse, gleich der I n -  

varianten des Vereines." 
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8 9. Rednction eirien Vereines von Linientheilen auf zwei sich 
senkrecht krenzende Linientheile, wenn  die  Reduction für die 
Centralachse p, bekannt i s t ,  de r  e ine Linientheil in  einer 

gegebenen Ebene l iegen soll. 

1. Diese Ebene schneide die Centralachse po in O ,  E sei ihre Stellungs. 
strecke , E, die Einheitsstrecke der Strahlen p ,  c): (E , x) = a. 

Xit  O  als Coordinatenpol ist die Gleichung der Ebene !J3 mit der 
Stellungsstrecke E: r l p  = 0;  

die durch E und E, bestimmte Ebene durch O  hat dio Gleichung: 

Z = UE + V E ~ .  

Ftir die Schnittlinic beider Ebenen ist:  

so dam die Einheitsstrecke dieser Linie: 

, Ex - casa € 
E = 

sin a 

Für  die Centralachse p, ist: 

G = O x + I y o .  

Wir diirfen setzen (siehe Heft 2,  Taf. I I I ,  Fig. 5)  : 

y 0 = g 1 ~ + g 2 ~  = g o s i f i a i +  g , c o s a ~  = y,+ y z ,  
womit wir erhalten : ' = ( O x l  + ! Y I )  + (''8 + 1 y211 

wodurch der Verein von Linientheilen in zwei Partialsysteme zerallt, flir 
die die Aequivalenzgleichungen bestehen : 

Gl= O % +  Iy,, '2= O % + I Y ~ ,  

und weil x ,  1 y, = O, x ,  1 y2 = O ist, so ist  jedes Partialsystem iiquivalent 
einer Einzelresultanten langs seiner Centralachse, welche Resultanten die 
Linientheile H, und x2 langs der Strahlen x1 und X, sind, von denen der 
erste normal zur Ebene Q ist ,  der zweite in aie hineinfgllt. Die Gleichiingen 
dieeer Centralachsen Sind : 

ihre Abstande von dem Punkte O  sind: 
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so dass Al und A, in gerader Linie liegend entgegengesetzten Sinnes sind. 
Die Strecken Al und A, sind die kürzesten Abstënde von p,, X,  und 
p,,, zn, Al - A z  = (P - Q) ist der kurzeste Abstand von 1, und x2, welcher 
po rechtwinklig schneidet. Damit ist der Verein von Linientheilen auf 
zwei sich rechtwinklig kreuzende Linientheile langs den Geraden X ,  und 
zr reducirt, wir haben : = + &%,. 

Mit Kl = P Pl, ii, = QQ, erhalten mir: 

gleich der Invarianten des Vereines. 
Fur die Lange des kürzesten Abstandes der Centralachsen X ,  und X ,  

Für das Product aus den Langen der Linientheile Zl und X, ergiebt sich: 

k, k2 = f k2SLn 2 a. 
Perner haben wir 

Lassen wir den Neiguugswinkel der Ebene Q gegen die Centralachse 
variiren, d a m  beschrciben die Punkte P und Q eine Punktinvolution mit 
dem Mittelpunkte O. 

Wir haben : G = Pa,  + Q x , .  

1st M ein beliebiger Punkt  der Ebeile !$, dann ist die Reduction fur 
diesen Punkt ,  wenn wir von der vorstehenden Gleichung ansgehen: 
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fij = Mxl + ( P  - X j x ,  + M x ,  + (Q - M ) x ,  

= M x + ( P - M ) x l + ( Q - M ) x , ,  

~ = M x + / y ' ~ + I Y l r ~  
wenu gesetzt wird: 

( P - ~ ) x , = l y ' , ,  ( Q  - W x z = I î J ' s ,  

und das Xoment im Punkte M is t :  

I Y = I  ( i l +  y ' a ) = ( P - M ) x i + ( Q - M ) ~ s r  
aus welcher Gleichung folgt: 

( P - W I Y  = O ,  
denn es ist (P - a )  (Q - M ) x ,  = O, weil diese drei Streckeu in einer 
Ebene liegeu. 

Das resultirende Achsenmoment steht senkrecht auf dem Strahle NP, 
P a l k  X mit P zusammen, dann ergiebt sich: 

. . 
y r  = I [(Q - P )  x,l. 

Weil (Q - P )  und x ,  in  der Ebene liegen, so ist yp senkrecht eu 
5$, f i l l t  in x , ,  P der Pol  der Ebene Q. 

Weil M ein beliebiger Pnokt von 9, so sind die Achsenmomente der 
Punkte eines jeden Strahles der Ebene 9 durch ihren Pol P senkreclit zu 
diesenl Strahle. 

Flillt M mit Q zusammen, dann erhaltcn wir: 

7a=I [ ( P -  &)%il ,  
und weil (P- Q) in der Ebene $ liegt, x ,  zil ihr normal i s t ,  so falit das 
Achsenmornent des Punktes ' Q  in  die Ebene Q, in x,. 

Coincidirt der Punkt M  mit irgend einem Punkte V der Geraden I,, 
dann haben wir : 1 Y P =  (p - V)%, + ( Q  - v) x ~ ,  

aber (Q  - P) x ,  = O ,  denn (Q - V) und x, Sind parallele Strecken, folg. 
lich ist: I Y V =  (p- n x , ,  

und weil ( P  - 7) in liegk, x,  zu P  senkrecht i s t ,  so liegt y v in ip, 
mithin ist die Gerade X,  die Charakteristik der Ebene 13. 

Das Moment des Systemes für  den beliebigen Punkt U von 1, ist 

I y u = ( P - U ) ~ l +  ( Q -  mx,, 
aber ( P  - U) x ,  = 0, mithin: 

I r v = ( Q - m x , ,  
€0 dass nur  für den Punlrt P von X ,  das Achsenmoment in 1, f'allt. 

Weil / Y U = ( & -  U ) x , ,  I y v = ( P - V ) x l  

is t ,  so schiieiden sich die Ebenen der Momente der Punkte von x , ,  (1,) in 

x s i  ( X I ) '  

Die Achsenmomentenstrecire des beliebigen Punktes N der E ~ C U C  '$ iat 

~ = v ' i + i a = I  [ ( P - M ) x , I + I [ ( Q - M ) x , I l  
es is t  y; senkrecht zu ( P -  M) und liegt in 13, i, senkrecht zu g. 
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Bezeichnet b den Winkel zwisehen-E und y, so ist: 
- -- 

tgt! = J Z Z  - - v'(Y'~Y'J' - - -- - . 
Y'? l Y ~ ' e '  

es ist:(i 1- - i1x  ( P -  M > ~ ( Q  - wo k : ~ , ;  
2 y i s -  

nehmen , und damit ergiebt sich : 

,, Dau resultirende Achsenmoment eines beliebigen Punktes 212 der 
Ebene !$ ist stets senkrecht zu der Verbindungslinie des Redpctionspunktes 
und des Poles P der Ebene 9, mit der Aenderung des Ortes von M wechselt 
seine Neigung gegen die Ebene 9.'' 

Mit M = P  ist t g b = O ,  y normal zii p, mit M=Q ist N = Q ,  
fgb = w,  y fill t  in 9. 

Die Neigpngswinkel von x und y gegen die Normale der Ebene 9 
liegen im Allgerneinch in verschiedenen Ebenen. Jliese Ebenen sind durch 
die Felder ( ~ x j  und (€y) gegeben. Bezeichnet iu ihi-en Winkel,  dann ist, 

mit 1 ! E X ) =  5 ,  I ( e y ) =  7: 

wenn ~y die Einheitsstrecke von (P- M) bedeutet. 
Fallt insbesondere M mit P zusammen, dann i ~ t  cos iü = #, der Winkel 

unbeetimmt, x, und y sind parallel; mit M =  & haben wir  COS^ = 1 ,  die 
heiden Ebenen fallen zuaammen. 

Die erhaltenen Resultate sind von 

dem Parameter des Linientlieilvereines und dem Neigungswinkel der 
Ebene !$ gegen die Centralachse p, abhangig. Dreht sich die Ebene 
hei demselben Neigungswinkel gegen die Centralachse, orler verschieht sie 
sich parallel zu der Centralachse, dann bleiben diese Resultate ungeandert. 

,,Der Verein ist Bquivaient zwei sich rechtwinklig kreuzenden Linien- 
theilen langs doï  Normalen der Ebene durch ihren Pol und lkings deren 
Charakteri~tik.~' 
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Wenn a = O i s t ,  dann ist die Ebene senkrecht zur Centralachse, x ,  

und y, werden verschwindend klein, der Pol flillt mit O zusammen und 
die Charakteristik ist die unendlich ferne Gerade der Ebene, der Verein 
ist  itquivalent ii langs p0 und einem verschwindenden Linientheile kngs 
der Charakteristik. 

Wenn a = in; is t ,  dann geht die Ebeue (P durch die Centralachse, 
es wird x,  = O, y, = O ,  x2  = x ,  y, = y,, der Pol rückt in unendliche Ferne, 
die Charakteristik liegt auf der Centralachse, der Verein ist iiquivalent X 
entlang po und einem verschwindenden Linientheile langs der Normalen 
der Ebene durch ihren unendlich fernen Pol. 

2. Der Pol und die Charakteristik einer Ebene lassen sich, witi 
bereits gezeigt worden is t ,  direct bestimmen. 

Nttch 5 4 sind die Centralachse, die Normale der Bbene und ihre 
Charakteristik einer Ebene parallel. 1st 

 etz zen wir 

d a m  ist das Achsenmoment im Pole P parallel zu x , ,  die Charakteristik 
parallel zu x ,  und die Achsenrnomente ihrer Punkte fallen in die Ebene y. 

Das Achsenmoment für den Punkt  P ist 

Y P ' Y O + I  C ( o - p ) ~ l = ~ l x ; ,  
worttus folgt : 

Y 0  1 %  y o ~ x = Z G i X ~ ~ x ,  u1=-7j-- =- go 1 
x,- k cosZ a 

mithin is t :  

- Weiter haben wir , mit (P - O) = : 

und es ist A, senkrecht zu der Ebene des Neigungswinkels der Ebene 9 
gegen die Centralachse y,. 

Die Gleichung des Strahles X, lautet:  

oder : 

Die Gleichung der Charakteristik k t :  

Q = A2 f a x 2 .  

Weil das Achsenmoment in Q = 0 + A, parallel zu x, is t ,  so haben wir: 

ru = Y 0  + I [ ( O  - &) xl = u, x ,  7 

woraus hervorgeht : 
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141 -- - 
X I  y0 - 90 

x 1 y,, = 2l2xlx2, U2 =-- - - 
x k sine a ' 

so dass 

ist. 
Ferner haben wir : 

4 Z2 = cotg a. 
76 

Daher ist  die Gleichung der Charakteristik x 2 :  
9 0  e = k 3 S i P q  I ( x ~ x ~ )  + U x p ~  

oder : {kYsin4ae -gO1(xnxl)tx,=O. 

Die Strecken A-, und A, fallen i n  eine zu 1 (xlx,) parallelo Gerade, so 
dass (Q - P) = A = - al + Ap der ktirzeste Abstand der Strahlen z, und 1, 
k t ,  welcher die Centralachse in  O rechtwinklig schneidot. Wir finden 

Nehmen wir noch auf zl und X, die Linientheile PP, =Z,,  QQ1 = & 
an und bilden wir das Lussere Product aus denselben, so ergiebt sich: 

- - 
~ 1 ~ a = ( P P i ) ( & Q 1 ) = P ( P ~ - P ) ( & - P ) ( Q l -  QI, 

gleich der Invarianten des Systemes. 

5 10. Bednction eines Vereinea von Linientheilen anf zwei  sich 
senkrecht kreuzende Linienthei le ,  wenn  die  Reduction fiir einen 

beliebigen Strahl p bekannt  ist. 

1. 1st O irgend ein Punkt  des Strahles p ,  d a m  ist: 

G = O x + l  y. 

Wir gehen von einer Ebene FP durch O aus, deren Stellungsstrecke E 

mit p den Winkel a einschliesst. 
Die Ebenen der Neigungswinkel der Strecken x und y gegen E schneiden 

im Allgemeinen die Ebene 3 in zwei von einander verschiedenen Geraden, 
deren Einheitsstrecken E' und E" sein mogen. 

Die Gleichung der Ebene 9 ist  mit O als Pol: 

r 1 q=0. 

Die Strecken f und &" ergeben sich ebenso wie im vorigen Pare- 
graphen E',  es ist: 
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, I ~ - C O S ~ E  , gf= FY - cos 6 E 
6 = 

s i n  a s i n b  ' 
wenn noch F~ die Einheitsstrecke von y und 6 den Winkel zwischen e und 
y bedeutet. Wir dtirfen setzen: 

x = k l & +  k , ~ ' =  k c o s a ~ + k s i n a ~ ' =  X ,  + x , ,  

y = g , ~ + g ~ d " = g c o s ' b e + ~ s i n b ~ " =  y 2 +  

Ilamit wird: g - 0% + 1 y  = O ( x ,  + x , )  + 1 ( y 1  + y , ) ,  

B = ( O n ,  + 1 Y , )  + + I y z ) ,  
momit der Verein in zwei Partinlsysteme 

E 1 = ( O % l + I y l ) ,  g z = ( O % a + ~ J  

von solcher Deschaffenheit zerlegt ist , dass x,  1 yl = 0, x ,  1 y, = 0 ,  jedes 
System iiquivalent einer Einzelrevultanten langs seiner Centralachse kt, 
und es Sind diese Resultanten Z,, ;i, , welche sich rechtwinklig kreuzen 
(siehe Heft 2 ,  Tafel III, Fig. 6), so dass wir haben : 

6 =?r,+ze. 
Sind A,  und A, die Normalabstiinde der Trager dieser Linicntheilo von 0, 

dann ist: I (%y21 , 1 , A, = (QI- 0 )  = - A,=(P-O)=- k", k2, 

und die Gleichungen dieser Trageï 1 ,  und 1, sind mit O als Coordinatenpol: 

I ( x i  Y,) I ( x , ~ , j  
el =- 

k2,  
+ " X I ,  Be= k", + ~ ' 2 ,  

oder : 
[kel g, - 1 (x, y,)] E = 0, LkZ2 ez - l ( ~ 2 ~ 2 ) l  E'= 0; 

A , ,  1, und 1, liegen in Q, sind senkrecht zu x , ,  1, ist der kürzeste Ab- 
stand von x1 und p l  A,  derjenige von X ,  und p .  Ziehen wir die Parallele 
zu A, durch P, d a m  schneidet dieselbe 1 ,  in einem Punkte Q ,  und eu kt 
(Q - P) der ktirzeste Abstand von x ,  und 1,. 

Das Achsenmoment des Punktes P folgt nus:  

5 y p = y +  1 [ ( O - P ) r . I = y  + l  [r.h11, 

womit sich ergiebt, wenn wir den Werth von 1, substituiren und reduciren. 

und hieraus erhalten wir,  indern x 2 =  x -  n , ,  y = yl + y, is t ,  

womit yp a18 ein Tielfaches von x ,  resp. E erscheint, der Punkt P demnach 
der Pol der Ebene kt. 
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Wir ermitteln ferner das Achsenmoment eines beliebigen Punktes P 
des Strahles n,, wobei wir von der Reduction für den Strahl p p  des 
Poles P t~usgchen wollen. 

Zunachst k t ;  

)'V = YP + I [(P - V )  xl = yP + I [(P - 7 )  x, ]  + 1 [A, - A, - 21x2) n2l 

= I [(P - VI ~ 1 1  + I [(il - 12) x,  1- 
Setzen wir die Werthe von A, und A, ein und reduciren, so ergiebt sich: 

yv = I [ ( P - 7 )  KI]. 

Die Achsenmomente der Punkte 7 fallen in die Ebene !)l, mithin ist 
la die Charakteristik dieser Ebene. 

Mit V = & ergiebt sich: 

YQ = I KP- Q)x,l. 

Gelien wir von V als Reductionspunkt aus ,  dann ist: 

Yp=yv+I I(V-J')xl = I  [(P - V d +  I l ( ~ - P 1 ( ~ 1 + ~ 2 ~ 1 ,  

Y P =  I [ ( -P)xPI = I  [ ( & - - P ) ~ s l .  

2. Mit P als Coordinatcnpol sind die Gleichungen der Geradcn P Q  

Bus diesen Gleichungen folgt mit pl = pz = = (Q - P) : 

die Multiplication dieser Relation mit ( x ,  y,) gicbt: 

und hieraus folgt nach gehoriger Reduction: 

90 zc = - (2 cosec2 a)2. 
k" 

Damit ergiebt sich : 

A - (Q - P) = - ~ ( 2 c o s e c ~ a ) 2 1  ( x , ~ , ) ,  
k3 

3. Bezeichnet 1, deu Abstand der Centralachse po vom Punkte O, 
dann ist : I (%Y)  , 

A o = k "  

und die Gleichung der Centralachse y, mit O al8 Coordinatenpol lautet: 
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ferner ist die Gleichung des Strahles PQ: 

F u r  den Schnittpunkt dieser beiden Geraden muss sein: 

woraus durch Multiplication mit 1 x folgt: 

go dass der Fahrstrahl z, des Schnittpunktes: 

Die Gleichung der Ebeile !J lautet: 

xi p = o. 
Fur den Schnittpunkt dieser Ebene und der Centralachse muss p = T ,  

also, wenn wir die Gleichung der Centralachse mit 1 sc1 multipliciren, sein: 

mithin ist der Pahrstrahl z,~ dieses Punktes: 

so dass die Centralachse den kürzesten Abstand der Geraden l1 und 1, 
rechtwinklig in C schneidet, ihn nicht kreuzt. 

Bezeichnet A' = (C - P)  den Abstand der Centralachse vom Pole P, 

und wir haben nun uoch: , 
b : A" = l' : l"= @2 a, 
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5 11. Ein Verein von Linientheilen ist aquivalent  zwei nnter  
beliebigem Winke l  sich krenzenden Linientheilen XI und a, anf  
den Tragern X ,  und x,, deren kürzester Abstand (Q - P) = i 

bekannt sei. 

1. B e s t i m m u n g  d e r  C e n t r a l a c h s e  p,. 
Weil der Werth eines Linientheiles von der Lage auf seinem Trager 

unabhiingig i s t ,  so la,ssen wir die hnfangsclemente von Z, und Z2 mit P 
und Q (siehe Heft 2, Taf. III, Fig. 7) susammenfallen. - Wiihlen wir P 
und & zu Reductionspunkten, so k t :  

Ep=P(sc, $ x z ) + ~ x z = P x + A x z l  

GY=&(x2  $ x l )  - L x I =  & x  - L x 1 ,  

und es sind hiernach die Achsenmomente in den Punkten P und Q :  

YI' = 1 (A"s) I ./Q =- 1 ( A ' $ )  i 

welche senkrecht zu dem kürzesten Abstande von 2, und x,, sowie normal 
zu den Linientheilen und ;il resp. sind. 

Bezeichnet A, den kürzesten Abstand der Centralachsc y, von P, so ist : 

Nennen wir A', den Normalabstand der Centralachse p, von Q ,  dann 

und mit A 2  = - A', ist: 

Die Centralachse schneidet daher den klirzesten Abstand der Tragsr 
;1, und xz rcchtwinklig, der Schnittpunkt C der Centralachse mit (Q - P )  
theilt die letztere Strecke in  dern Verhaltnisee: 

x l x  = X I X 2 , ,  x x 2  - x 1 x 2 ,  

BO dass mit <): ( x ,  , x , )  = c , welcher der Kreuzungswinkel von xl und zS istl 

Vermoge dieser Relationen erhalten wir: 

si%(% x ) 
kg = k s i n ( x l + L 1  k.k I L ,  

s i n  c sin c 
ferner hieraus : 16, : k, = s i n ( x l  , X )  : sir. ( x . ,  x, ) .  

Zeitschrift f .  Mathematik u. Physik. 39. Jslirg. 1894. 3. Heft 
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Hiermit ergiebt sich : 

sin ( x ,  , x )  sin ( x  , x,)  1, = c0s(x,xg)1, A , =  ---- 
sin c silz c cos (XI,  x )  1, 

,,Die Centralachse theilt den kürzesten Abstnnd der Triiger der Linien- 
theile Tc, und -A, nach dem Verhiiltnisse der Tangenten der Neigungswinkd 
von x ,  gegen x und von x gegen x , . ~  

Bus der Relation . x = it, + x2 

folgt ferner, wenn wir innere Multiplication anwenden, 

und wenn wir diese Werthe von x, / x und x 1 x ,  in  die Gleichungen für 1, 
und A, snbstituiren, so ergiebt sich: 

und mithin ist auch: 
1, - k, k ,  cos c + k ,  
- - - 
A, k, k,  + k2 COS c 

Sind insbesoudere XI und Z2 zu einander senkrecht, d a m  ist  cos c = 0, 
folglich : 

Das Achsenmoment in P ist:  

Y P  = l ( A d 1  
also ist:  

x y p =  xIYo= X I . % , =  - A x x 2 = - A x l x z i  

sin (r ,  , x,)  sin ( x ,  ,xJ 
kg,= -lkk,sivz(x, x , ) =  -Zk2 

sin c 
J 

@ - -  - 1 sin ( x ,  x,) sin ( x ,  , x )  

k sila c 

Setzen wir <I_ (xi, X )  = I), dann ist c)', ( x ,  x,)  = c - I), und es wird: 

%L-z sin ( c  - a )  sin u 
k sin c 

Damit ist  der sogenannte Parameter tg, : k) des Vereines bestimmt. 

2. D i e  A c h s e n m o m e n t e  d e r  P u n k t r e i h e n  a u f  X ,  u n d  1,. 
F ü r  das Achsenmoment des beliebigen Punktes U nuf dem Stralile 1, 

erhalten wir : Y O = Y P + I  [(P- U)x11 

so dass, mit (P- U )  = - ux,;  
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aber es k t :  
Y r.7 = I (A x,) - I (xlx,) = I [(A - x , )  x,]  , 

- u n l = P -  U = ( P - Q )  + ( Q -  O)=-Afi, 
dahor : 

Das Achsenmoment im Punkte U ist senkrecht zu x', der Verbindungs- 
strecke von 77 und Q ,  sowie zu x 2 ,  so dass die Achsenmomente der Punkt- 
reihe X, sammtlich senkrecht zii 1, sind,  die entsprechendeil Momenten- 
ebenen durch U bammtlich durch x, gehen. Die Gleichung des Hodographen 
der Achsenmomente der Punktreihe X, lautet:  

yu= I - u x 1 ) ~ 2 1 >  

und die Gleichung der Geraden 1, mit P als Ursprung: 

1) e - u XI.  

Die Addition der beiden letzten Gleichungen giebt, wenn wir p + y 0 = 
setzen, 

i, = I (A x , )  + 1x1 - I (x1  x2)l 1 

oder, mit 1 (xlx2) = 6: 

2) II = yp + zc (xl - 8). 
Diese Gerade, welche durch den Endpunkt von yp gelit und parallel 

zu der Geraden q = u ( x l  - 6 )  ist  (siehe Eef t  2 ,  Taf. III, Fig. 7), schneidet 
im Allgemeinen die Gerade 1, nicht. 

Bezüglich der Achsenmomente der Punktreihe V auf x2 ergiebt sich 
entçprechendes. Nehmen wir (P- P) = 1", erhalten wir: 

yv = 1 [v x ,  - 1) x,l = I (x" XI). 

Die Gleichung der Geraden 1, ist mit Q als Ursprung 

P = Q % i  

mithin ist der Ort der Endelemente der Achsenmomente der Punktreihe 
auf zz: II' = Y Q  + (xg + 6). 

Ftir den etwaigen Schnitt der Geraden 1) und 2) haben wir die Be- 
dingung: 

u,x, = Y P  + 4 x 1  - 6) )  
woraus folgt : 

yP X1 8 = 0, 

( x ,  d)  kann nicht verschwinden , demnach muss sein : 

ypx, = 0,  das ist  x l  1 ( A x a )  = 0 ,  das heisst ( x , l  x,) A = 0 ,  
mitliin muss sein: 

Xl 1 Xa = 0. 

Die Strecken y p  und x, müssen parallel sein, yp muss mit X ,  zusammen- 
fallen, X, und i , ,  resp. zl und X, mtissen sich rechtwinklig kreuzen. 

Was von 1, gilt ,  das gilt in  entsprechendar Weise von x,. 
"Kreuzen fiich die Trager 1, und 1, von ", und 2, unter rechtem Winkel, 

dann liegen die Achsenmomente der Punktreihen auf x1 und y, je in einer 
Ebene, es ist P der Pol und n2 die Charakteristik der Ebene durch F und 1,.' 

IO* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



148 Aequivalenz der Linientheilsysteme. 
--. __.__y___-Y_-^I^~- - - - -  ----. XY-YWI-.- --.-" 

Weil yu= 1 ({xz), y v =( (<xi), 80 sind yu und y v  senkrecht su il Y., und 
{, xi ,  resp., mithin ist in unserem Specialfalle die Ebene der Acheen. 
mornente der Punktreihe auf x, ,  (x,) scnkrecht zu x,, ( x , ) ,  und geht durch 
xi (xi). Die erste Xbene ist die Polarebene des Punktes Q und 1, ihm 
Charakteristik, die zweite die Polarebene des Punktes P und x 2  ihre 
Charakteristik. 

3. C o n j u g i r t e  G e r a d e n .  
Das Achsenmoment des beliebigen Punktes V auf 1, ist:  

Y v = 1 (x"x1). 
Die Ebene durch f und TI ist normal zu yv, sie ist mithin die Polar 

ebene des Punktes VI es laufen die Polarebenen der Punkte V auf 1, 
durch x,. 

Weil ferner: 
~ o = l ( x ' x z )  

is t ,  so gehen die Polarebenen der Punkte von 1, durch x2. - Deshalb heissen 
x i  und xz conjugirte Geraden des Linientheilvereines. 

,,Zwei Geraden eind in Reiiug auf ein Linientheilsystem conjiigirt, 
wenn die Polarebenen der Punkte der einen Geraden dorch die andere 
Gerade h indur~hgehen .~  

Nun ergeben sich unmittelbar die folgendon Satze: 
,Die Pole der Ebenen eines Ebenenbüschels liegen in einer Geraden, 

diese Gerade und die Achse des Ebenenbiischels sind conjugirte Linien," - 
Dio Polarebenen der Punkte einer Geraden bilden ein Ebenenbüschel, dkse 
Gerade und die Achse des Ebenenbflschels sind conjugirte Geraden. Be- 
findet sich eine Gerade %, in einer Ebene p ,  daim gebt die ihr conjugirte 
Gerade 2, durch den Pol diescr Ebene. 

5 12. Reduction eines Vereines von Linientheilen anf zwei sich 
kreuzende Linientheile , wenn die Reduction für  die Centralachse 

bekannt  und der  Trllger des einen Linientheiles gegeben ist. 

1. Sei gegeben der Trager 1, von-z,, dann sind die zu ihr conjugirte 
Gerade x,, x ,  und x, zu crmitteln. 

Der kureeste Abstand ( P -  Q) = A der beiden Geraden X ,  und 1, muss 
die Centralachse rechtwinklig schneiden , was in C geschehen mage. 

Mit ( P - C ) = 1 , ,  (C'-&)=A,, A , + A , = A .  musa sein: 

) ' Q = ~ o +  I ( A 2 x ) = I ( A ~ ~ ) i  

A ' ~ 2 , - t d x l d .  

A, 4 t g ( % ,  x,) 

Bekannt sind die Reductionseiemente Fi und y, für die Centralachse, 
sowie A , ,  der kürzeste Abstand von 1, und p o ;  zu ermitteln haben wir 
L2, A ,  ~ 2 ,  und x,. 
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Dnrch die Gleichungen für  die Achsenmomente erhalten wir: 

X I Y O = A ~ ~ X Z ,  n B ( ï O = A 1 x n 9 1  X I (  Y ~ = ~ ~ x ~ x ,  
woraus folgt: 

go COS ( x  , xz )  = 2, k si% ( x  , x,) , 

so d a s s  

iut, woraus folgt: 4 Su @ ( x i  ~5,) = - t g ( x l ,  x )  = - r 
4 k 4 

Damit sind die Neigung des Strahles X, gegen po und die LLnge des 
khrzesten Abstandes beider Strahlen bestimmt. 

l m  Balle senkrecht conjugirter Achsen haben wir t g ( % ,  xq )  = cotg(x lr  x ) ,  

so dass 
g ~ , c o t g ( x l , x ) = l B t g ( % , , c ) = ~ ,  t,l,= 
k 

Nachdem die Lage von 1, bekannt geworden ist,  haben wir die Grossen 
von 1i', und X 2  auf X, und x , ,  welchen der Verein aquivalent sein so11, zu 
bestimmen. E s  kt: 

An, 1 y O + A z ~ ,  I , x 2 = A l x - ]  y,. 

Bus diesen Gleichungen ergiebt sich durch innere Quadratur ihrer 
Seiten : 

(Lni)' = rB0 + ( A ~ x ) ~  + 2 y o 1 2 x ,  

( A X , ) ~  = + ( A ~ x ) ~  - 2 Y o ~ I ~ ,  

aber es ist ( x  = O ,  daher : 

(A x,)z = + (Az n)-  , (AzZ)! = yg0 + (A1 x)! , 
12 kZ1 = gZ0 + lZ2 k2,  l2 3 gZ0 + PI k2, 

womit sich ergiebt : 
- gzo+kel2z , k2 - , 

k 1 -  P 2 - 1" 

Aber es ist ausser go und k nur 1, gegahen, weshalb k ,  und k2 ledig- 
lich mittelst dieser Grossen darzustellen sind, und weil 

12= - c o t g ( x l , x ) ,  1 =1,+l2 
Ic 

ist, 90 ergiebt sich: 

k2  g20 , k2, = kB (gZO + k2 E l )  sin2 (n l  n )  , k9, = 
[kl,sin(x,, x )  +gocos (x , ,  x )]"  [ k l ,  sin ( x ,  , x )  + g,cos(x,, x)I2 '! 

5 -  - gS0 c0secS (x,, n). 
kZ2 gZ0 + kZ lZl 
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Weil 

is t ,  so erhalten wir rioch: 
kl - - - sin(% , 4 . 
k, sim (x, , X) 

2. Unsere Reduction lasst sich aber auch noch in einer etwas anderen 
Weise diirchführen. 

Mit 1, und p, ist  der kürzeste Abstand (C- P) = A, dieser Geraden 
gegeben. Das Achsenmomerit im Punkte P ist:  

Die Einheitsstrecke der Schnittlinie der Ebene durch 1, und yp  urid 
der Polarebene des Punktes P sei E', diejenige von 2,  sei E ,  dann k t  
sich setzen: x - k l ~ + k 2 É = x l + x 2 ,  
und es ist damit: 

Gr = X I  + (X2 + / YI>), xs 1 y p  = 0. 
Durch diese Zerlegung wird der Verein iiquivalent 2,  und i ,  l i n p  

2, und eines Strahles 1,. Bezeichnet A = (Q - P) den Normalabstand 
dieses Strahles von P, so ist: 

I ( ~ 2  Y P) a = ---, 
k2z 

mithin die Gleichung von x,, wenn P Coordinatenpol i s t ,  

Mit dem obigcn Werthe von yp ergieht sich: 

Sind xl und x, normal zu einander, in welchem Falle y p  und 1, 
coincidiren , dann ist : 

Sa ~ I = k ~ ~ f g ( ~ O , ~ ) ,  k 2 = k ~ d s ( x , x 2 ) ,  

womit sich ergiebt : 
90 b = sec2 (3, x) A I  , Z = 2 - cosec 2 (x, , x). 
k 

3. Um unter den gegebenen Verhkltnissen die Reduction eines Vereines 
auf zwei sich kreuzende Linientheile vorzunehmen, ist es nicht unbedingt 
nothig, von dem kürzesten Abstande der Strahlen p, und z1 auszugehen. 

1s t  P' )< P irgend ein Punkt  von X ,  , (Cr- P') = 1' der Abstand dieses 
Punktes von der Centralachse pO,  so is t  das Achsenmoment in diesem Punkte 

Y P  = % +  I(A'4 
und fg ' - -  P - x + 1 y ~ .  = X + 1 y 0  + o. '~).  

Nun schneido die Polarebene des Punktes P' die Ebene [ y p p F ]  in 
der Geraden É, so dass wir i i n  der Richtung von 2, und E' zerlegen, 
setzen darfen : 
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X =  k l e + k , ~ ' = ~ I  + x 2 ,  
womit wir erhaltcn: 

6 P . = X 1 + ( I l p + I Y P . ) ,  X g Y P ' = O .  

Daher ist der Verein Lquivalent k, und langs X, und x, ,  der Normal- 
abstsnd des Strahlcs 2, von P r  ist: 

und die Gleichung der Geraden xz lautet mit P' als Ursprung: 

Mit dem Reductionspunkte auf x i  mechselt dns Achsenmoment, daher 
lndert Z, dsnn seine Grosse, X, seine Richtung iind Grosse, es iindert sich 
die Stellung der Polarebene, mithin wechselt, wenu P' die 2, beschreiht, 
die X, ihre Richtung und Lage im Raume, woraus folgt: 

,Zu einer Geraden giebt es unendlich viele conjugirte Geraden, ein 
Linientbeilverein ist auf unendlich viele Arten zwei sich kreuzenden Linien- 
theilen Lquivalent, wenn eine der conjugirten Geraden gegeben ist,  voraus- 
gesetzt, dass die Reductionsresultante des Systemes nicht vere~hwinde t .~  

5 13. Das Nullsystem eines Vereines von Linientheilen. 

Jede Ebene des Raiirnes besitzt in Beziehung auf ein Linientheilsystem 
einen Pol und eine Charakteristik. Jeder Punkt des Raimes ist der Pol 
einer durch ihn hindurchgehenden Ebene, welche senkrecht zu dem Achsen- 
momente dieses Punktes k t .  

Die Gesammtheit aller Punkte des Raumes als Pole und der durch 
sie hindurchgehenden Ebenen, welche senkrecht zu den Achsenmomenten 
dieser Punkte s ind,  der Polarebcnen dieser Punkte,  nennen wir das Null- 
system oder das Polarsystem des Linientheilvereines. 

Die Achsenmomente der Punkte eines durch den Pol einer Ebene 
gehenden, in ifir liegenden Strahles sind senkrecht xi1 dem Strahle. 1st  E 

seine Einheitsetrecke und sehen mir ibn als Achse an, dann ist das Moment 
des Vereines bezüglich dieser Achse, wenn y , ~  das Achsenmoment ihres 
Piiuktes M ist ,  E / yu = O ,  so dass da3 Moment für  alle Achsen durch den 
Pol einer Ebene in ihr verschwindet. In  jeder Ebene des Nullsystemes 
liegt daher ein Strahlenbüschel von Achsen, für welche die Momente des 
Vereines verschwinden. Der Pol der Ebene ist der Mittelpunkt des Büschels. 
Jeder Punkt des Ranmes ist dcr Tragcr eines Strahlenbilschels von Achsen 
mit verschwindenden Momenten, dasselbe liegt in der Polarebeue dieses 
PunkCes. 

Schneiden wir den Verein durch ein Parallelebenenbüschel , so liegen 
die Pole der Ebenen dieses Rüschels iii einer zur Centralachse parallelen 
Geraden, ihre Charakteristiken in einer zu ihr paralleleu Ebene. - Sind 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



152 Aequivalenz der Linientheilsysteme. ----- 
die Elemente eines solchen Btischels senkrecht zur Centralachse, dann 1st 

der Ort ihrer Pole die Centralachse, der Ort ihrer Charakteristiken die 
unendlich ferne Ebene des Raumes. 

Schneiden wir den Verein durch ein System von Ebenen, walche 
parallel zur Centralachse sind, dann liegen die Pole der Ebenen unendlicli 
fern und ihre Charakteristiken sind die Projectionen der Centralachsc auf sie. 

Die Pole der Ebenen eines Ebenenbüschels, dessen Achse die Central- 
achse is t ,  liegen unendlich fern und ihre Charakteristiken falleri mit der  
Centralachse zusammen. 

Die Orte der Pole aller Systeme von Parallelebenen, welch' erstere 
parallel zur Centralachse sind, deren conjugirte Geraden unendlich fern 
liegen, heissen Dnrchmesser dcs Linientheilvereines. Die Centralachsc ist 
der einzige Durchmesser , welcher auf den zu ihm conjugirten Ebenen senk. 
recht steht. 

5 14. Die Doppelstrahlen eines Linientheilvereines. 

1. Die Trager zweier Linientheile, welche einem Vereine von Linien- 
theilen lquivalcnt sind, sind stet.9 conjugirte Geraden. - Nur im AIL 
gemeinen sind zwei conjugirte Geraden die Trager von zwei dem Vereine 
iiquivalenten Linientheilen, denn es sind auch zusammenfallende conjugirte 
Geraden , sogenannte Doppellinien des Nullsystemes , vorhanden. 

Sind x1 und l2 zwei conjugirte Geraden, so sind die Polarebenen der 
Punktreihe X, , (l,) senkrecht zu den Achsenmomenten der Punkte von l , ,  (1,) 

und gehen durch x,, (1,). Mit X, =x ,  sind die Achvenmomente der Punkt. 
reihe 1, auch senkreckt zu x,. 1st das Achsenmoment eines Punktes einer 
Geraden senkrecht zu ih r ,  so sind die Achsenmomente aller ihrer Punkte 
zu ihr senkrecht. 

,,Eine Gerade ist Doppellinie, wenn das Achsenmoment eines ihrer 
Punkte senkrecht zu ihr ist.' - ,Die Gtrahlen des StrahlenbUschels in 
eincr Ebcne, devsen Mittelpunkt der P o l  dieser Ebene ist,  Sind Doppel- 
linien." - .Jeder Punkt des Raumes ist der Mittelpunkt eines Strahleu. 
büschels von Doppellinien, derselbe befindet sich in der Polarebene dieses 
Punktes. 

2. Sind X, und zwei conjugirte Geraden und ist eine dritte Gerade, 
welche 1, und X, in A, und A, resp. schneidet, dann ist A, der Pol der 
Eliene [JIX~], sein Achsenmoment ist normal zu q, A, der Pol der Ebene 
[qXl], sein Achsenmoment normal Q, rnithin ist I) eine Doppellinie. 

,,Jede Gerade, welche zwei conjugirte Geraden des Nullsystemes 
schneidet, ist eine Doppellinie.' 

3. Das Achsenmoment im Schnittpunkte einer zur Centralachse nor- 
malen Creraden ist senkrecht zu ihr. 

,Alle dio Centralachse scnkrecht schneidende Strah!en sind sich selbst 
conjugirt.' 
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5 15. Der Complex ereter Ordnnng. 

1. Die Doppellinien des Nullsystemes eincs Linientheilvereines machen 
einen Complex erster Ordnung aus;  alle durch eiuen Punkt gehende 
Doppelstrahlen erfullen eine Regelfiache erster Ordnung, eine Xbene; alle 
in eine Ebene fallenden Doppelstrahlen umhüllen eine Linie erster C'lasse, 
namlich einen Punkt. 

2. Sobald po und die Reduction G = ii + 1 y, resp. go : k = p  gegeben 
sind, ist das Nullsystem des Linientheilvereines, sind seine conjugirten Geraden 
und sein Complex bestimmt. 

3. Sei .Ji irgend eine Doppellinie, (P - C )  = A ihr kürzester Abstand 
von der Centralachse po (siehe Heft 2 ,  Taf. I I I ,  Fig. 8). Das Achsen- 
moment in P ist: 

y r=y , - I (Ax)  

und es ist, weil y p  senkrecht zu ist , yp 1 = O. Ferner haben mir: 

wenn <): ( x ,  p) = c gesetzt wird, woraus folgt: 

,Da8 Product aus der Lange des Abstandes eines Complexstr~hles von 
der Centralachse und der Tangente seines Neigungswinkels gegeu die 
Centralachse ist gleich einer constanten Grosse, gleich dem Parameter des 
Complexes. ' 

Sei O irgend eiu Punkt  von p o ,  U irgend sin solcher von q, 

P = O + e o ,  U = O + e .  

Weil der Complexstrahl senkrecht zu A und yp i s t ,  so ist derselbe 
pardlel zu 1 (Ayp), mithin seine Gleichung: 

~ = e 0 + 4 O c y p ) ,  

und wenn wir den Werth von y p  substituiren, ao erhalten wir: 

a = a o + u I  i ~ b 0 - I ( ~ x ) l L  

als Gleichung des Complexstrahles. 
Aber es ist 
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(e - PO) 1 I (POYJ  + (ea 1 = 0, 
die Gleichung des Complexstrahles. Lassen wir Q, als Parameter variiren, 
so gieht diese Gleichung alle Complexstrahlen des Syetemes. 

Wahlen wir den Punkt O als Ursprung eines rechtwinkligen Coordinaten. 
systemes, p, als Achse der B , E = E , ,  setzen QI = xl pi +YI + ,el p 3 ,  be. 
denken, dass y, = g o  E ~ ,  x = Z C E ~  ist, und substituiren mir diese Werths in 
die letzte Gleichung, so bekommen wir :. 

[(x - xo) €1 + (Y - 2/01 F2 + (2 - 80) €31 { 1 [(%OF, + Y0 €2 + 2" E,)&$! 

+ [("OE~ + Y " E ~ + ~ ~ E , ) E , ~ ~ ~ E Q J = ~ .  
Losen wir die Klammer nnd reduciren, dann s p a l t ~ t  sich diese Gleichuiig 

in die drei Gleichungen: 
2 -xo  - 90-Y - - - a - a, 

- - -PT' 
Y0 xo 

womit die Gleichuiigen der Cornplexstrahlen in  rechtwinkligen Coordinaten 
bekannt sind. 

Die Gleichung einer Schraubenlinie aiif einem Cylinder vom Radius 1 
um die Centralachse ist: 

p = E{coste, + s i n . t ~ *  + natr,). 

Die Tangente dieser Curve ist parttllel zu der Strecke 

fur den Neigungswinkel t, der Tangente, resp. der Curve gegen die Achse 

Wihlen wir nun die Steigung der Schraubenlinie so,  daso 

ist ,  dann Sind die Tangenten der Curve Cornplexstrahlen. 
,,Auf jedem Kreiscylinder um die Centralachse als dessen Achse lieger 

uncndlich viele Schraubenlinien gleicher Ganghohe , deren Tangenten 
Complexstrahlen des Linientheilvereines ~ i n d . ~  

Weil jede Schmiegungsebene einer ~olchen Schrnubenlinie durch me 
aufeinander folgende Complexstrahlen geht ,  so ist jeder Punkt der Schrauben- 
linie der Pol seiner Schrniegungsebene daselbst. 

Mit 1=0 ist tgc=m, <):c= a ' z 1  der Cylinder degenerirt in dis 
Centralachse, die Complexstrahlen sind senkrecht zu ihr. Wachst 1 ,  dam 
nimmt der Werth tgc a b ,  die Keigung der Complexstrahlen gegen die 

Centralachse verkleinert sich und mit l = m werden die Complexstiahlen 
parallel zu der Centralachse. 
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§ 16. Die Centralachsenfiache. 

1. Sind XI und 1, irgend zwei conjugirte Geraden eines Vereines von 
Linientheilen, drtnn schneidet seine Centralachse den kürzesten Abstand 
( Q -  P) = l. dieser Geraden rechtwinklig und es ist:  

Lassen wir die Grossen der Linientheile il und ii2 au€ l1 und x,, 
denen der Verein %quivalent i s t ,  variiren, da.nn variirt die Centralachse 
nacb Lage und Neigung gegen X ,  und xp. Dadurch erhalten wir die 
Centralachseii siimmtlicher Vereine von Linientheilen, welche je  zwei Linien- 
theilen auf X, und X, lquivalent sind. Diese Centralachsen bilden in ihrer 
Gesammtheit eine geradlinige Flache, deren Erzeugenden in zu dem krirzesien 
Alist,ande der conjiigirten Geraden senkrechten Ebenen liegen und den- 
selben whneiden, es ist die Gerade des kiirzetit,en Abstandes die Leitlinie 
der Flache. 

1. Die Fahrstrahlgleichung der Centralachse ist mit  P ale Beziehungs- 
punkt: 

Q = ~ . , + u x ,  
oder ,  wenn wir setzen: 

A, = a, E s ,  X = kl El + k2 f2, 

wobei c l ,  E~ und E ,  die Einheitsstrecken von T l ,  Gs resp. x i ,  zz und i. 
bedeuten : e = 4 + ,u (4 €1 + 7% ~ 2 ) .  

Aber es ist k 
I ,  = (k ,  cos c + Ir,) 2 .  

mithin auch: 
k,(k, cos c + k,) 

e = r r  
kL,  + Lklk2cosc+ks2 

1 %  + ~ ( k l  El + k, 4. 
Weil noch 

Q = X E ~ + ~ / % + ~ E Q  

kt, so geht die vorletzte Gleichung mit x = uk,, y = u k ,  iiber in 

nomit eine Gleichung der Achsenflache vor uns s teht ,  und es ist  ihre 
Gleichung in schiefwinkligen Coordinaten: 

(xZ + 2 x y cos c + y') # = (x y COS C + y4) 1. 
1 

M i t  M = -(P + Q) als Coordinatenpl erhalten wir,  wenn wir nehmen 2 1 
u = P + e = M + ~ i ,  wodurch g = ( M - P ) f  A + @ ,  k t :  
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Die Achscnfliiche ist vom drittcn Grade. 
Im letzteren Falle ist mit  z = f a :  

wodurch wir erkennen, dass es vier Vereine von Liuientheilen giebt, deren 
Centralachsen vom Punkte M gleiche Abstande besitzen. 

2. Die Fehrstrahlgleichung der Centralachse lautet:  

Nun ist auch: 

sin (xl , X )  COS ( X  , x,) s in  ( x  , x , )  sin (x ,  , x )  I ,  = 1 ,  k , = k  sine , k 2 = k  
s in  c sin c 

mit welchen Werthen wir erhaltcn : 

sin ( x l ,  X )  COS ( X  , x 2 )  
e = sin. c I ~ ~ + u [ s i n ( x ,  x , ) ~ ,  +silz(x,, x ) ~ , ] ,  

oder , wcnn wir -<): ( x ,  , x) = setzen : 

sin iu cos (c - b) 
e = 1 c, + u [sin (c - ro) E ,  + s in  IU E,]  , 

sin. c  
nud diese Gleichung ist bei variablem iu und u eine Fahrstrahlgleichung 
der Achsenfliiche. 

Setzen wir jetzt: 
u s i n ( c - i n ) = % ,  zcsinru=y, 

wodurch 

u2 = r 2 + 2 x y c o s c + y 2  
sin2 c 

wird, dann geht die Gleichung der Achsenfliiche über in 

3. Eine Gleichung der Aühsenflache in rechtwinkligen Coordiuaten lisst 
sich auf folgendern Wege construiren. 

Mit P als Ursprung legen wir die Achven des Richtsystemes so, dass 
die Achse E,  den Winkel c = 2b halbirt ,  E, in der Ebene dieses Winkels 
zu i h r  senkrecht i s t ,  8 ,  wieder mit dem kürzesten Abstande der beideu 
conjugirten Geraden zusammenfillt , und setzen <): ( E ,  , x )  = b, dann ist zu- 
nachst die Gleichung der geradlinigen Flachu: 

Aber es ist: 
s in  ( b  - b) cos (b + b) - 1 s in  2 u a, = 

sirn 2 '6 2 
wodurch wir erhalten: 

als Gleichung der Flache in den Variablen zl und b. 
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Nehinen wir 
ZCCOSL) = x ,  us inL)=y,  

wodurch sin2u = 2 x y  : (x2+ yÏ)  
wird, dann ist: 1 2 x y  

p=zEi+yr ,+a( l  --  - -  -- 
(x" yY") sin 2 b 

mithin die Gleichung der Flache in rcchtwinkligen Coordinaten: 

i?8(z2 + y2) = (z2+ y2 - 2 x Y  ~osec26)l .  
4 

Verlegcn wir den Coordinatenursprung nach M -  ' ( P  + Q) ,  so er- 
giebt sich: 

2 
1 sin2b 

pl = U. (COS t) E~ + sin t~ E,) - , 1 E, , sanLb 

"Y 
& ' L = X € I +  9 %  - ( b + s ~ j ~ i ~ l ~ ~ ,  

und dio Coordinatengleichung der P k c h e  lautet: 

x y  $ = O .  (x2 +yZ)fl+= 

4. Die Gleichung des Kreiscylinders vom Radius Eins,  devsen Achse 
mit E~ zusammenf~llt ,  ist  mit P als Ursprung und bei rechtwinkligen 
Coordinaten: 

t = C O S O , E ~  + S ~ ~ Z \ ) ~ E , + W F ~ ,  

diejenige der Achsenflache ist: 
1 sin 2 \) 

p = U ( C O S ~ E ~  + 2 s i n 0 1 ~ ) + ~ j l - ~ ) 1 ~ ~  s tn l  b  

Fur die Schnittlinie beider Plgchen ist z = Q, was bedingt u = 1, 
so dass die Gleichung der Schnittcurve: 

oder, mit coso = X :  
1 2% J I - x "  

= r i , + ~ 1 - ~ ~ z , + i ( l -  L .  sinau 

Die Curve verlauft, da ihre Fahrstrahlen nur endliche. Langen be- 
sitzen , vollstandig im Endlichen, sie ist keine gemeine Schraubenlinie , auch 
liegt sie nicht in einer Ebene, denn das Bussere Product aus den drei 
ersten aufeinander folgenden Derivationsstrecken des Fahrstrahles nach der 
Variablen verschwindet nicht, was aussagt,  dass xwci aufeinander folgende 
Schmiegungsebenen der Curve nicht zusammenfallen. 

5. Die Achsenflache werde von einem Kreiscylinder geschnitten, welcher 
1 

durch ihre Leitlinie hindurchgeht, sein Radius sei gleich Eins, M = - (P + Q) 
2  

sei Ursprung rechtwinkliger Coordinaten. - Die Fahrstrahlgleichungen der 
beiden Flachen sind : 

1 sin20 
- ~ ~ ( c o s u E ~ + s ~ ~ D E ~ )  - ----- 2 sin2b "3' 
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Ftir die Schnittlinie beider Flachen iot z = p l  was gieht: 

1 2  
w = - l ' s i n Z p ,  l ' = -  - 

worans folgt : O s i n 2 b 1  
u = 2 ( a , c o s b  + a,s lnb) ,  

80 ditss die Fahrstrahlgleichung der Schnittcurve: 

G = (2alcos2b + a , s i n 2 b ) ~ ~  + (alsin2\) + 2a,s inZb) e2 - Z ' s i n . 2 ~ ~ ~  
lautct. 

Auch diese Curve besitzt keine unendlich fernen Punkte, denn ihre 
sarnintlichen Fahrstrahlen haben endliche Langen,  sie ist eiue ebene Curve, 
eine Ellipse, denn das iiussere Product aus der ersten, zweittm und dritten 
Ableitung des Fahrstrahles nach der Variablen verschwindet. 

, Jeder durch die nirectrix der Achsenflache gehende Kreiscylinder 
schneidet diese Fliiche in einer Ellipse.' 

17. Zwei Vereine von Linientheilen. 

1. Sind G und &' zwei Vereine von Linientheileu und reduciren wir 
dieselben ftir den Punkt O ,  dann ist:  

Damit diese Vereine einander &quivalent seien , museen wir haben: 

G-e'=O, das ist O ( % - X )  + I  ( y - i ) = O ,  
mithin: 

x = X' und y = y'. 

,,Zwei Vereine von Linientheilen sind einander iiquivalent, wenn f t r  
den nlimlichon Reductionspnnkt die resiiltirenden Linientheile fur sich und 
die resultirenden Momente resp. Achsenmomente einander gleich sind,' 

-, 2. Seien XI, 1 = 1 , 2 ,. . . n ,  + l a ,  i= 1, 2, .  . .n' die Elemente zweier 
Vereine von Linientheilen. 

Reducireu wir diese Vereine für denselben beliebigen Punkt O des 
Raurnes, dann ist: 

~ ~ O ~ ~ , + ~ y = O ~ + ~ y - o ~ + o v ~ + ü ~ ,  v 2 = - v , ,  

Ftihreu wir die Reduction so durch, dass ( v ,  + ü,) und (y', + Yi) Praare 
gleicher Breite sind, alsdann liegen, wie G ,  und y',, B O  auch und TJ'! in 
einer Ebene, deren TrKger sich in einem Punkte S schnciden (siehe Heft II, 
Taf. I I I ,  Fig. '3), und es ist : 

6 = 0 %  + ov, + S v 2 ,  

G' = ox l+  ovpl+ svJg 
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Multipliciren wir die Gleichung: 

l/J = x + v,. 

,Die Summe der Spathe mit dem Linientheile 2'11 als gemeinsamer Kante 
und den Linientheilen des ersten Systemes als Gegenkanten ist gleich der 
Summe der Spathe mit derselben gemeinsamen Kante und den beiden sich 
kreuzenden Linientheilen , welchen das erste System iiquivalent ist , als 
Gegenkanten. 

Bilden wir nun die Spathsummen von @ beztiglich aller Linienthejle 
von G', so ist: 

zX',, ;rii = ZI;'~~ (, + Y ,  + ü2) = ( X I  + + ifZ) ( X I  + YI + Y 2 > .  
Die Durchftihrung der Multiplication auf der rechten Seite dieser 

Gleichung giebt: 
, - - - -, - 

Z.ZZ'l,K~=iifZ + x ' i ,  +&, + ;'lX+'i',;l +y']; ,  + v 2 x  + vP2v1 + v  g ~ a .  
Aber wir haben : 

, -,- -< - -,- -,- 
X x = x  u 1 = v 1 Y . =  v 1 Y 1 = U g v 2 = O ,  

denn die Linientheile dieser Producte liegen auf sich schneidenden Triigern. 
Ferner k t :  -, - v 2 v 1 + Y l i q = 0 ,  

denn diese beiden Korpertheile sind entgegengesetzt gleich, es ist: 

(Z2Ü,) = (SN',) (ON,)  = S N ' ,  O N ,  = S ( N ' ,  - S )  (0 - S )  (NI - O) v', U ,  

(i', Ü,) = (SN',) (O N,) = S N  ', O N, = S (N',  - S )  (O - S)  (N2 - 0) v', 6 v2 
- I - - v l d v ' , ~ - v ' g 6 v l ~ - ( ~ 2 ~ l ) .  

Demnach erhaltcn wir: 
.EL%'i, XI = XY'2  + X' - P. 

-, - 
x U ,  = O(K'- O) (8- O)(Np - S )  = X ' S V ~ ,  

daher : 

aber es ist:  

folglich auch: - 
I I 2ZÏ.'l,xl r x (  y + x 1 y E kg'cos(x, y') + k'gcos(~' ,  y) .  

Wir nennen CSi'd-%l die doppelte Momentensumme der beiden Vereine 
von Linientheilen in Bezieliung aufeinander, wobei wir aber nur die Spathe 
der Korpertheile in Frage ziehen, tibrigens auch die Kiirpertheile gesetzt 
werden kounen, indem solche gleichartige Grossen sind. 

,Die doppelte Momentensumme zweier Vereine von Linientheilen in  
Bezug aufeinander ist gleich der Summe sus  den inneren Producten der 
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Resultantenstrecke des ersten Systemes und dem Achsenmomente des zweiten, 
der Resultantenstrecke des zweiten und dem Achsenmomente des eruen 

Systemes. 
Diese Momentensumme verscbwindet in den folgenden Fallex 

1. Wenn G + 1 y = O ,  oder k' + 1 y'= O i s t ,  des heisst, wenn G ode: 
G' tiquivalent Null ist. 

2. Wenn Z = O und K' = O sind, das heisst , wenn jeder Verein gleich. 
zeitig einem Paare %quivalent ist. 

3. Wenn y = O und y'= 0 sind, des heisst, wenn 6 und 6' Einzel. 
resultanten kquivalent sind. 

4. Weun gleichzeitig x 1 y'= O und r.' 1 y = O sind, das heisst , wenn je 
die Reductionsresultante des einen Vereins auf dern resultirenden 
Achsenmomente des anderen senkrecht steht. 

5. Wenn (x' 1 y )  = - ( x  1 i) i d ,  oder (Z'G) = - Gu' , )  is t ,  dass heisst, 
wenn die resultirenden Korpertheile oder Spathe entgegengesetzt 
gleich sind. 

Sind die beiden Vereine bediglicb- eines Punktes O einander &quivaleni, 

stellt eine Relation zwischen den Momenten der Eleniente des Linientheil. 
vereines der ùl in Bezug auf Achsen dar ,  welche die Trager der Xleimente 
des Vereines der X p 1 .  sind. und umgekehrt. - Yerschwindet diese Doppd .  
summe, d a m  i s t ,  wenn @ = 0% + 1 y ist ,  G'= O, das heisst, (5' reducirt 
sich auf Null,  und umgekehrt. 

,,Die Doppelsumme verschwindet, wenn irgend einer der beideu Vereine 
tiquivalent Null ist." 

3. Sind €1 und ~ ' f  die Einheitsstrecken irgend zweier Geraden, dann 
nennen wir den Spath des Productes É'llii das Moment dieser beiden Geraden 
in Bezug auf einander. 

Bezeichnen wir dieses Moment mit N, dann ist: 

wenn 6 die Abstandsstrecke der beiden Geraden bedeutet. 

Dadurch, aber auch direct, kann geschrieben werden : 

Es  bedeutet ~ L ( E I ~ J E ~ )  das Moment von Zl bezuglich der Achse 6 ' 1 8 ,  

Zkl(E1l 'E[)  da3 Moment des Vereines der X I  in  Bezug auf die Achse Y r ,  
2Zk'fkl(il,hl) dio doppelte Momentensumme von ($5 und 6' in Bezu; 
aufeinander. 
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Setzen wir: 

dann ist: 
k ' 4 4  

1st nun 

dann ist: 

und es besteht die Gleichung: 

k ' l M , + k ' , M , + k ' , ~ ~ + . . . + k ' , , x , , , = O  . 
,,Verschwindet die doppelte Momentensumme, dann besteht zwischen 

den Momenten des einen Vereins in Bezug auf die SrEger des anderen 
eine lineare Gleichung, die Coefficienten der Momente sind die Lkingen der 
Linientheile auf den Trzgern , deren Summe v e r s ~ h w i n d e t . ~  

So'l um,rrekehrt z&pI. 112 f 1( 1 + 1 Y 
eine Relation zwischcn den Momenten des Vereins der El i n  Bezug auf die 
Achsen Xll darstellen, die unabhingig von der Lage gegen die Achsen ist, 
so muss die rechte Seite dieser Gleichung verschminden, es muss Z' = O 
und y'= O sein, das heisst , G' = O sein , es muss ein Linientheilsystem 63' 
langs den Achsen E;* geben, dessen Summe verschwindet. 

4. Wiihlen wir den Punkt O als Ursprung rechtwinkliger Coordinateii, 

Die Entwickelung weiterer Beziehungcn zwischen zwei Linientheil- 
systemen, namentlich die Darstellung des sogenannten Gleichgewichtes, 
habe ich mir ftir eine spatere Abhandlung vorbehalten, indem namlich der 
Inhalt dieser Arbeit,  die .sich ganz absichtlich an den Gedankengang 
Sc he l l ' s  anschliesst , genügt , um vorerst die Kinematik, insoweit solche 
der Ingenieur n6thig hat ,  zu behandeln. Alsdann wird der Werth des 
geornetrischen Kalküls vie1 markanter hervortreten. Mit Rücksicht hierauf 
empfehle ich die Arbeit liber Curven und Flkichen von H e r m a n n  G r  a s  s - 
manu dem Jüugeren, deren Kenntniss ich voraussetzen muss, zum ge- 
filligen Studium. Ein Lehrbuch der analytischen Geometrie ist überdies 
für den Druck in Vorhereitung. 

Zürich, im Marz 1893. 

Zoit~ohrift f. M a t h c m ~ t i k  n. Phyeik. 39. Jahrg. 1894. 3. Heft. 
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Ueber die Auflosung der Gleichungen 

vom fünften Grade. 

Von 

Dr. W. HEYMANN 
in Chonmitn. 

V o r b  e m e r k u n g .  

Seit ungefahr acht Jahren habe ich mich ab und zu mit der traus- 
cendenten Auflosung algebraischer Gleichungen beschaftigt. Meinen Unter- 
suchungen lag zumeist die Idee zu Grunde, solchen algebraischen Gleichungen 
nachzugehen, deren Wurzeln durch hypergeometrische Reihen hoherer 
Ordnung dargestcllt werden konnon. Auf solche Weise erledigte ich ins. 
besondere die t r i  n O m i s c h  e Gleichung in vtillig allgemeiner Darstellung. 

Durch einen speciellen Ansatz wurde ich immer zu Gleichungen mit 
nur  e i n e m Parameter geführt , und diese Gleichungen waren ausserdem 
noch dadurch ausgezeichnet , dass ihre Discriminante die b i n O m i a c h e  
Form v = @(l - x)q 

annahm, unter p ,  p ganze Zahlen verstanden. Dies ist in Ueber- 
einstimmung damit,  dass die zugehorigen hypergeornetrischen Differential- 
gleichungen - Differentialresolventen, wie ich sie nenne -- die ein~igen 
singuliiren Punkte s = O und x = 1 besitzen. 

Ich haba mich sodann quadrinomischen und mehrgliedrigen Gleichiingen 
mit  e i n e  m Pararieter xugewendet und die Bedingung festgehalten , dacs 
deren Discriminante die oben erwahnte zweigliedrige Form habe. Auf 
diese Weisc tretcn nun uuendlich viele besondere Glcichungcn auf, die 
theils ganz direct, theils auch indirect mit hypergeometrischeu Functiouen 
hoherer Ordnung in Verbindung gesetzt werden konnen. Ich will im 
zweiten Theil dieser Abhandlurig eine Anzahl solcher Gleiohungen mit. 
theilen, und es wird sich zeigen, dass die Gleichungen für die Kreistheilung, 
die einfachsten Modulargleichiingen r e s p  die J rt c o h  i'schen Gleichungen, 
ebenso die bekannten Resolventen der Gleichung fünften Grades u. s. f. 
erscheinen. Das Auftreten jener Gleichungen ist eigentlich selbstverstand- 
lieh, insofern selbige eben eine Discriminante der besprochenen Form be 
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sitzen. Unser Ansatz liefert aber auch noch andere bemerkenswerthe 
Gleichungen, die bisher nirgends erwzhnt wurden. 

Was insbcsondere die Gleichungen vom f ü n  f t  e n  Grade anlangt, so 
stellte sich unter Anderem eine Resolvente ein, deren Porm folgende k t :  

x w 5 + 6 0 w 2 +  l 5 w  + 1 = O ,  
mit der Discriminante : v = ~ " 6 ~  - x ) ~ ,  

und welche ich weder in den diesbeaüglichen Aufsatzen der Herren G O r d  a n  
und K l e i n ,  noch in K l e i n ' s  ,Vorlesungen liber das IkosaederY auf- 
finden konnto. Bemcrkt sei sogleich, dass obigo Resolvente ihre Gestalt 
nach Anwendung der Transformation : 

w+w'+  6 w w p = 0  
nicht Lndert; die neue Gleichung in w' besitzt aber ein neuee 2 = x', 
welches mit dem urspriinglichen durch 

= 64 - 
verknüpft ist. Dieses Resultat veranlasste mich schon vor langerer Zeit 
mit Hilfe jener zwei Resolventen eine Auflijsung der allgemeinen Gleichung 
fünften Grades eu versuchen, und ich erreichte es auch. Wenn ich mit 
der Publication dieser Untersuchungen bisber zurkkgehalten habe, so hat  
dieses einen zweifachen Grund. 

Zunachst ergab sich für rnich die ausserordentlich lohnende aber auch 
zeitraubende Aufgabe, die einscblagigen Arbeiten zu studiren, um zu er- 
fahren, welche Stellung meine Resolvente in der Theorie von G o r d a n  
und K l e i n  einnimmt. Es zeigte sich, wie zu erwarten, dass die seither 
bekannten Resolventen fünften Grades mit obcn erwghntcr durch eine 
selir einfache T s c h i  r n h a u  s - Transformation in Verbindung gesetzt werden 
konnen. Eben deswegen kann ich auch meiner Resolvente eine principielle 
Bedeutung nicht beimessen, nur  will ich auf die S y m m e t r i e  in meiner 
spëteren Darstellung hinweisen , welche gerade durch jene Resolvente, nach- 
dem sie gespalten is t ,  erreicht wird. 

Ein anderer Grund fur die Verzogerung meiner Mittheilungen war 
eine Anregung, die mir durch Herrn K r o n e c k e r  im Jahre 1886 wurde. 
Ich hatte Herrn K r  o n e  c k e r zwei bestimmte Integrale mitgetlieilt , welche 
die Auflosung einer allgemeinen q u a  d r i n O m i s c h e n Gleichung darstellen, 
und auf seine Veranlsssung hin beschaftigte ich mich mit jcnen Integralen 
gmauer und entwickelte seIbige in Reihen. Die Entwickelung bezog sich 
ursprünglich aiif dia Gleichung: 

, e5+az3+ b z + 1  = O  
und ergicbt daller ein Integral, beziehentlich eine Reihe mit zwei Ver- 
anderlichen. Spater habe ich dann die Aufgabe ganz allgemein in  Angriff 
genommen und in meinen ,StudienG veroffentlicht.* 

* Studien über die Transformation und Integration der Differential- und 
Differenzengleichungen nebst einem Anliar~gverwandter Aufpaben. B.G.Teubner. 1891. 

11. 
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Bestimmend für alle diese Untersuchungen war aber: Eine Auf16sucg 
der Gleichung fünften Grades zu finden, welche der K r  o n  ec k er'schen 
Anfordcrung genügt, dass eine ,accessorische Irrationalitjitu vermieden 
werde. Betreffs der vorhin erwahnten Integrale und Reihen muss ich be- 
merken, dass sie zunachst nur  eine formale Bedeutung haben, da die 
Grenzcn ihrer Giltigkeit schwcr festzustellen sind. Aus diesem Gruni 
habe ich noch eine zweite Aufl5sungsmethode in Retracht gezogen, bel 

welchen die Wurzeln der Gleichungen durch , K e t t e  n f u n c  t i O n en ' dar. 
gestellt werden. Solche Kettenfunctionen werden durch uncndliche Processe 
definirt, so etwa, dass man auf eine Grosse x unendlich oft eitie bestimmte 
Operation f ausübt. Kettenbrriche sind ein specieller Fa11 derselben. Die 
Couvergena der Processe liisst sich hier leichter feststellen d a  bei den ent- 
sprechenden Reihen, besonders d a m ,  wenn man die geometrische Deutung 
nicht ausser Acht lasst. 

Die vorliegende Abhandlnng zerftillt in zwei Theile. Im e r s t e n  Theil, 
der ein abgeschlossenes Ganzes für  sich bildet, sol1 eine vollstiindige Auf. 
losung der Gleichung fünften Grades gegeben werden, und es sei bemerkt, 
dass der Versuch gemacht ist ,  jene Auflosung s O e l e m e  n t s r  zn begriinden, 
als nur moglich. Es sollen alle functionen- und invariantentheoretischen 
Begriffe ausgeschlossen werden; nur die in  Mitten auftretende Ikosaeder. 
Irrationalitiit bedarf zu ihrer numeriochen Berechnung der hypergeometrischen 
Reihe, weil ohne transcendente Hilfsmittel eine Gleichung fünften Grades 
überhanpt nicht losbar ist. 

E s  versteht sich ganz von selbst, dass unsere Resultate an vie!en 
Stellen mit denen von G o r  d a n  und K l e i n  übereinstimmen mtissen. Ieh 
habe, damit diese Uebereinstimmung nirgends verschleiert und die Prioritdt 
genannter Autoren gewahrt werde, moglichst die Kle in ' sche  Bezeichnung 
angenommen. I m  Uebrigen sei auf die unten genannte einscblagige Literatur 
verwiesen. 

Hiernach ist also der erste Theil dieser Arbeit für solche Leser be. 
stimmt, welche in Kürze die Auflosung der Gleichung fünften Grades Bber. 
blicken wollen, ctwa in der Weise, wie man das bci don Gleichungen 
dritten und vierten Grades gewohnt ist. Selbstverst%ndlich gestalten sicb 
die Vorgiinge bei den Gleichungen fünften Grades verwickelter, und man 
wird am Schlusse eine natürliche, von Kunstgriffen frcie Darstollung ver- 
langen, wie sie eben von dem hoheren Standpunkt der Theorie des Ikosaeders 
au8 thats5chlich gewonnen wird. I n  dieseru Sinne - al8 vorbereitends 
Lectüre - mochte jener erste Thcil verstanden werden! 

Der z w e i t e T h e  i 1 der Abhandlung enthalt allgemeine Erorterungen. 
Insbesondere wünschte ich eine kurze Mittheilung über Gleichungen mit 
b i n O m i s c h e r  Discriminante und über die directe Darstellung der Wurzeln 
mittelst Functionen m e h r  e r  e r Veranderlicher zu machen. Diese Frag~n 
beziehen sich allerdings auf die Gleichungen ganz im Allgemeinen; sie sind 
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aber hier dazu bestimrnt, den ersten Theil meiner Arbeit zu vervollstlndigcn, 
indem sie sich unmittelbar auf die Gleichung fünften Grades tibertragen 
lassen. 
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1. Theil. 

1. Die Resolvente von B r  i O s c h i .  

Wenn man in die Theorie der Gleichungen fünften Grades eindringt, 
sei es nun von Seiten her der Modiilfiinctionen ( J a c o  b i ) ,  oder der hjper. 
geometrischen Fiinctionen ( S c  h w a r  z ) ,  oder der Invariantentheorie (Gor dan), 
oder der Theorie des Ikosaeders ( K l e i n ) ,  immer wird man zunkchst a ~ f  
einige sehr specielle und merkwiirdige Resolventen geführt, welche eine 
allgeineine Sufl6sung des Problems ermoglichen, Diese Resolventen stellen 
sich auch ein, wenn man die Gleichung füuften Grades iu quadrinomisclier 
Form voraussetzt und derselbeu dic Bedingung auferlcgt, dass ihre Die- 
criminante binomisch sei. Vergl. Theil I I ,  A dieser Abhandlung. 

Wir  stellen an die Spitxe unserer Untersuchung eine der funda. 
mentalsten dieser Gleichungen , namlich: 

Dicse Resolvcnte findct sich schon bei R r i o s  c h i * ;  in ihr bcdciitcn 

f und T zunachst gegebene Zahlen, die Bezeichnung f ,  T, t ist die Rlein'sche 
und entspricht der Theorie des Ikosaeders. 

Wir  versuchen jctzt, die Gleichung 1) in Verbindung mit anderen 
Resolventen zu setzen, insbesondere mit solchen, in denen ausser der 
vierten auch die d r i t t e Potenz der Unbekannten fehlt , und eireichen es iii 
einfachster Weise durch die Substitutioii : 

wenn k dermassen bestimmt wird, dass 
k2 - 3 = 0. 

Somit finden wir zwei neue Resolventen, welche in der gerneinsanieo 
Form **: 

3) r15+ 2011a+5kB+1=0 

enthalten sind, wobei: 

4) k = +  J3, q =  
i f  

t - k  (7' 

2. Die Besolvente der  q. 

Wir wollen von jetzt ab die Gleichung: 

5) h T 5 +  20qa+5kr l  + 1 = O ,  
in  welcher: 

* Annali di Maternatica ser. 1 ,  t. 1 (1868). 
** Es ist dies die bereits in der Vorbemerkung erwahnte Rel;olvento, nnr dass 

dort die Klaiumergr6sse mit x bezeichnct und 7 - kw gcsetzt wurde. 
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gesetzt wurde, als R e s o l v e n t e  d e r  7 bezeichnen. J e  nachdem wir dein 
k die Werthe: k ,  = + p's oder k, = - f i  
ertheilen , werden wir h , ,  q, beziehentlich II, ,  qs schreiben." Die beiden 
h eind offenbar die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

7 )  f5hZ+ 2~ f $ h  + (T2 - 1728 f5 ) ,  

und man bemerke, dass: 

8) h, - h,, = 48 f 3 .  

Fur die beiden hat man;  

sio k6nnen als Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

angesehen werden. Bildet man mittelst 9) die AusdrIicke für 7 i q z  und 
7, - v2 und vergleicht selbige, so findet man, dass 

11) VI - Te 2 ~ i  qg J3. 
Diese von f und t frcie Rexiehung ist fur  das Folgende wichtig; ver- 

m6ge derselben transformirt man die Resolvente der 7 ,  in die der 7 ,  und 
umgekehrt. 

3. Simnltane Resolventen der q. 

Ausser den heiden Resolventen der q ,  welche in Nr. 5 Ahschnitt 2 
enthalten sind, bestehen noch weitere algebraische neziehungen, welche 
die sich entsprechenden Grossen q, und qz gleichxeitig enthalten, und 
welche s i m u 1 t a n  e B e  s O 1 v e n t e  n heissen m6gen. Ich stelle hier vor 
Allem diejenigen Resolventen fünften Grades zusammen, deren ich spater 
bedarf. Dieee sind: 

R , = h , q 1 5 + 2 0 q l e + 5 k , 1 i +  1=0, 

12) 

RI = hl rii% + 8 'II riz + 2 %  7,  + k ,  qs + 1 = 0, 

R, = 12, 7L38i" 2 ~ 2 2  + k ,  v 2  + 1 = 0, 

R, = h , r i 1 P ~ 3 3  + 211,- kk, vl + 1 = 0, 

R4 = h27,q,4 + 8q172 + 7%7i + 2k2'12 + 1 = 0, 

\ R5 = h,ve5 + 20qi2 + 5 k s q n  + 1 = 0 .  

* Wenn man - qe an Stelle von + 7jp schreiht, BO kann man die Unter- 
scheidung von k, und k, ganz aufgeben; die der beiden h bleibt jedoch bestehen. 
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jene Transformation eine Uberflüssige Complic~tion des ganzen Ansatzes 
herbeifiihrt. 

Fragen wir jetzt, welcher Gleichung eine lineare Verbindung unserer q, also 

17) 
genugt, unter p und 
Bezeichnen wir die 

durch 71" und q z ~ ,  
Form der Resolvente 

Y = p q i  + 9121 
p zunachst vollig unbestimmte Zahlen verstanden. - 
sich entsprechenden W e r t h e  von 7 ,  und q, genauer 
wo v = 0 ,  1, 2 ,  3 ,  4,  so folgt zunachst aus der 

der r ] ,  dass: 

dass weiter auch wegen: 

die Beziehung : 

besteht. Hieraus erhellt , dass obige lineare Verbindung der q ,  bei volliger 
Unbestimmtheit der p ,  q ,  einer Gleichung fiinften Grades geniigen wird, 
in welcher die vierte und dritte Potenx von y nicht vorkommen kann. 
Wir bezeichnen eiue solche Gleichung nach K l e i n  als H a n  p t g l  e i  c h u  n g 
und schreiben sic, wie unter Nr. 16 angegeben. 

Auf eine Hauptgleichung kommen wir nun ,  wenn wir die Substitution: 

17) Y = P %  + 4% 
beiderseits in die fünfte Potenz erheben und die Verbindungen fünften 
Gradea wie q 1 5 ,  ri,4 l l , , .  . . sofort wieder rnittelst der simultanen Resolventen 
unter Nr. 12 in Gebilde deri zweiten Grades umsetzen. Das Sühluuwesultat 
enthalt, wie zu erwarten, die 7 nun in der durch 17) bezeichneten Ver- 
bindung und zwar in  Crater und zwciter Potcnz, woflir wieder y und y' 
zu schreiben ist. Es  lautet: 

18) { ~ ~ , h ~ ~ ~ + 2 0 l h ~ ~ ~ + h ~ ~ ~ I ~  + 5 J 3 l h a p S ( p  + 2 4 )  - - ~ , Q ~ ( Z P  + ~ I Y  
+ { h,21Yp2 + 5 p q  + 10P" + hW, q3(10r2 + 5 p p  + 4,) 1 = O 

und enthëlt naturlich flir q = O resp. p = O die beiden Resolventen von 
ql und q2 als specielle Falle in  sich. 

Wenn man sich damit begniigen will, nur  die Existenz der Resol- 
vente 18) festzustellen, so kann man auch so verfahren, dass man i n  18) 
einfach die Substitution 1 7 )  eintragt. Auf solche Weise entsteht folgende 
Gleichung : 
19) h2p5R,+5h,p4qR,+ 10h,p3p2B,+ 1 ~ h , p 2 q 3 R 3 + 5 h , p p 4 R , + h l  p6R, =O, 

wo die R dic linken Seiten der fruher angegebencn sirnultanen Resolventen 
vorstellen. Da diese alle einzeln ftir sich verschwinden, so ist auch 
Gleichung 19) identisch erfiillt und damit die Existenz der Resolvente 18) 
gesichert. 
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5. Die Hauptgleichnng. 

Wir haben jetzt die Mittel in der Hand,  die Aufltisung einer Haupt- 
gleichung : 

16) Y ~ + ~ ~ Y ~ + ~ B Y + Y  = O  

von der Auflosung der Resolvente der 7 beziehentlich der t abhiingig zd  

machen. Vergleichen wir namlich Gleichung 16) mit der im Abschnitt 4 
hergeleiteten allgemeinen Resolvente l a ) ,  so k6nneu wir Identitiit eintreten 
lassen, wenn wir nachstehendes Gleichungssystem in Bezug auf die Groseeo 
p ,  q und h aufzul6sen vermogen: 

Der Vorgaug bei der Elimination ist nun folgender: 
Man eliminire aus dem System zunachst die beiden h oder, wia man 

auch sagen kann, die Grossen p3h1-1 und q3h2-', dann ergiebt sich: 

21)  a r - P s - y  =O, 
wobei zur Abkürzung 

22)  p + p = f i  und ( p - q )  J 3 = s  
gesetzt wurde. b 

Sodann eliminire man aus den ersten beiden Gleichungen a) und bj, 
sowie der im Abschnitt 2 auftretenden Bedingung 

nochmals die Grossen h ,  dann folgt mit Riicksicht auf 21) eine Gleicliung 
zur Bestirnmung des r, nlimlich: 

Endlich verschaffe man sich au€ Grund der Gleichungen a) uud b 
einen Ausdruck für hl h2 und findet: 

- lZ3.  p2p3q3r 
h,h, = - 

Hier lBsst sich der Nenner mittelst der Gleichung 23) ganz unmittel. 
bar in einen anderen verwandeln, und dann erlialt man 

Wollte man die h für sich haben, so brauchte 
Ausdruck nur in Verliindung mit Nr. 8 zu setzen; 

einfach : 

man deil letzten 
aber wir werden 
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diese Grossen tiberhaiipt nicht benothigen und mit dem Ausdruck 24) aus- 
kommen. 

Wir haben sonach folgende einzelne Schritte zu thuu. Zunachst l6st 
man die rluadrat,ische Gleichung 23) auf ,  wobei sich crgiebt: 

wie man sich liberzeugcn mtige, die D i s c r i m  i n  a n  t e  der Hauptgleichung 16). 
Ueber das Vorzeichen von v konnen wir erst spater im Abschnitt 6 ent- 
scheiden. 

Nun bestimme man ~ u f  Grund der Gleichung 21): 

u r - y  
s = --- 

B 
und sodann p und p aus: - 

22) 
s p + q = f r  und p - q = - - a  

i 3  
I n  Wirklichkeit braucht man tibrigens nur  das Product: 

welches, in Nr. 2 4  eingeftihrt, folgendes ergiebt: 

Erinnert man sich, dass mit RIicksicht auf Gleichung 7) im Abschnitt 2 
die Beziehung : 

30) h, h, = (PZ  - 1728  f 5 )  : f 5 

statt hat, so ist deutlich, dass verm6ge der zuletzt angegebenen Pormeln 
das Verhaltniss T 5  f 5  durch die Coefficienten tr, /3, y der Hauptgleichung 16) 
ausgedrückt werden kann ,  und jenes Verhiiltniss ist ja  gerade der einzige 
Parameter der Resolvente der v. 

Die L6sung der Hauptgleichung kat nun die Gestalt: 

Y =%'VI + qr2 = P 

oder, mit BerUcksichtigung von Nr. 22: 

Der letzte Ausdruck stellt zugleich die T s c h  i r n  h a u  s - Transformation' 
dar, welche die Hauptgleichung in die H r i  o s c  hi'sche Resolvente der t 
Liberfuhrt. Wlirde man dagegen aus: 

* Vergl. auch G o r d a n ,  Math. Annalen XIII. Bd. S. 400, Nr. 19 und K i e p e r t ,  
Journal f. d. r. u. a. M. ,  87. Bd. S. 131, Nr. 34. 
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eines der q eliminiren, so kgme man zu jener T s c h i r  n h a u  s - Transformation, 
welche die Hauptgleichung in die Resolvente der ri umwandelt. 

A n  m e r k u n g e n .  Stat t  der quadratischen Gleichung 23) für r benutzen 
K l e i n *  und K i e p e r t * "  eine andcre, bei welcher s dio Unbekannte ist, 
Wir  erhalten jene Gleichung, wenn wir aus Nr. 21 

entnehmen und dieses in 23) eintragen; es entsteht: 

33) (a4+u(yy-p3)s2-(11 a3P-uy2+2P2y)s+64ar2(32-27(u3y-~y2=0 ,  

wahrend der Ausdruck 24) tibergeht in: 

Noch anders ist  dio Darstelliing bei G o r  d an*"*, welcher eine qua- 
dratische Gleichung aufutellt, deren Unbekannte c mit unserem r durch: 

35) 
verbunden ist. 

ory - 88" = ---- 
or" 3 3 c  

Bemerkt Sei, dass die Klein 'schen Formeln ftir ar = 0 versagen, dia 
unsrigen ftir (y = O ;  durch obige zweifache Darstellung erledigen sich jene 
Ausnahmefalle von selbst. Die K 1 e i n 'schen Ausdrücke sind ziemlich eom- 
plicirt , daftir erweisen sie sich von einer allerdings nur s c h e i  n b a r  e n  
Irrationalitat frei, die in unsere Formeln (siehe Nr. 31) durch die Grosse Jrf 
eingefhhrt wird. Man vergl. hiertiber den analogen Fa11 bei E i e p e r t .  

6. Die Resolventen von Gordan und Klein. 

Wie bereits im Abschnitt 4 erwtihnt, siud die beiden Resolventen der 
r i ,  und q z ,  welche wir bei unserer Darstellung gebraucht haben, specielle 
Hauptgleichungen , charakterisirt durch p = O resp. p = O. G o r  d a n  und 
K l e i n  bonutzen dagegen zwei andere Resolventen, welche durch die Be- 
dingungen : p + q = O  und p - p = O ,  

das heisst r = 0 resp. s = O ,  bestimmt werden. Von jcnen Resolventen 
ist die erstgenannte (für r = 0) die einfachste, und wir wollen sie j e t z t  

Ikosaeder S. 193. 
*+ Journal f. d. r. u. a. M. 87. Bd. S. 132. 

*** Nath. Annalen, XIII. Bd. S. 389. 
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niher betrachten, weil wir mittelvt derselben spiiter zum Ikosaeder gelangen 
werden. 

Soli r = O ,  so muss in  Gleichung 23) des vorigen Abschnittes das 
absolute Glied verschwinden, also : 

Wenn aber auch umgekehrt zii Folge der Bedingung 36) r = 0 ge- 
setzt, die zweite Lfisung dcr Gleichung 23) dagegen unterdrückt werden 
soll, BO muss die Quadratwurzel i m  Ausdruck Nr. 25 mit dem unteren 
n eg a t i v  e n Vorzeichen eingefiihrt werden. Anders würden wir nicht zu 
dem in Aussicht genommenen und ganz bcstimmten Anuatz kommen. 

Um die Bedingung 36) ein fiir alle mal zu erftillen, setze man:  

daun wird auf Grund unserer allgemeinen Formeln Nr. 27, 29 und 30 im 
Abschnitt 5 : 

s = -  Ya 
- 9  h,h2" 

T2- 1728 f 5  yzs = -. 
.Y1 

f" 
Yi" 

Hier kann man nun y, mit f zusammenfallen lassen, womit auch 

wird. In der Folge m5ge aber statt  des Buchstabens y, die Klein 'sche 
Bezeichnung y2 = - H in Anwendung kommen. 

Wir sind so ail€ die erste der G o  r d an  - K l  e i  n ' s c h ~  Resolventen ge- 
kommen, namlich au€ die Gleichung*: 

35) W 5 + 4 0 f 2 W 2 -  5 f a W + H n = 0 ,  
welcher gentigt : 

39) W=P(V~-T~), P = a :  2 f J 3 ,  

oder auch, mit RIicksicht auf Nr. 31, 

Die nen hinzugekommene Grosse a ist  mit  den andercn beiden Para- 
metern verbunden durch : 

41) T e  = 1 7 2 8 f 5  - Tl3 ,  

und man bemerke noch, dass wegen: 

Klein, Math. Annalen XII. Bd. S. 623, Nr. 29; G o r d a n ,  Math. Annaler 
XIII. Bd. S. 394, Nr. 11. 
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174 Ueber die AuflGsung der Gleichungen vom fUnften Grade -- 
Da die Gleichung 38),  welche kurz die Resolvente der W heissen 

moge, in unserer bisherigen Darstellung mit den Xesolventen der t ,  q und 
auch mit der Hauptgleichung 16) innig verbunden erscheint, so werden 
wir jetzt die e i g e n  t l  i c  h e A u  flti  s u n  g derselben in Angriff nehmen, 
Dabei werdcn sich nun die Groosen f, 8, 1'; t ,  W, welche für uns bisher 
nur die Bedeutung von Zahlen hatten, als jene Gebilde erweisen, die durch 
S c h w a r z  und K l e i  n schon vor lsngcr als zwanzig Jahren untcr vie1 al]. 
gemeineren und hoheren Gesichtspunkten entdeckt und eingefùhrt wurden; 
insbesondere wird uns in  dem Symbol f eine Form entgegentreten, welche 
ein Ikosaeder zu definiren vermag. 

Erwahnen wir am Ende auch kurz die zweite G o r d  an-Klein'sche 
Resolvente, obwohl wir dieselbe nicht weiter bentithigen. Sie wird 
charakterisirt durch s = O und kornmt mit einer Hauptgleichung 16) 
tiberein, deren Coefficienten die Bedingung : 

43)  640i2p2- 27<x3y - Py2=0  

erfüllen. Man vergl. Abschnitt 5 Nr. 33. Ihre Auflosung wird vermittelt durch: 

44) 
2~ t i f  Y = P ( V I  + n 2 )  = is=3j Y 2 - ,  

oder, weil nach Nr. 40:  
Ji 

auch durch: 
45) 

Man kann noch, ahnlich wie oben, s ta t t  der Coefficienten a ,  ,ô, g 

direct die Grossen f, Hl T einfnhren, dann wird: 

46)  a = fT, P = 2 7 f S D ,  y = IIaT, 
und dic Bedingung 43) reducirt sich auf jene, welche unter Nr. 41 au. 

gegeben wurde. Die gesuchte Resolvente nimrnt die Porm: 

47) y + 5 f T y 2 +  1 3 5 f 3 H y  + H 4 T =  0 

a n ,  und ihr genügt einfach: 

48) y = tw. 
Eben Gleichung 47) ist es ,  welche in den Arbeiten K l e i n ' s *  implicite 

vorkommt und auch gelegentlich bei G o r  d a n * *  auftritt. 

7. Allgemeiner Ansatz für d i e  Auflbsung. 

Schon E u  1 e r und U é z O u t  haben die Losung der allgemeinen Gleichung 
vom fünften Grade in folgender Form: 

" Ikosaeder S. 106, Nr. 31 (O = 0, z = 1). 
'* A. a. 0. S. 394, Nr. 12. 
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Von Dr. W. HEYPANN. 175 

vorausgesetzt; ea gelang diesen Forschern aber nicht, die A in den Coeffi- 
cienten der Gleichung aiisaudrücken. 

Sol1 obiger Ausdruck einer Hauptgleichung: 

genügen, so muss: 

2~~ - 09 .Y+ 00, 
das heisst: v Y 

Die lctzte Bedingung befriedigt man nach G o r d  a n einfach , indem 
man setzt: 

A 1 = 1 2 ~ % >  A i ~ 2 i  A2(11i  A 1 ~ l i  
S ~ E O  : 

Durch Bildung der Summen: 

Herrn G o r d  a n  iot es mit Hilfe der Invariantentheorie gelungen, das 
obige Gleichungssystem thatsachlich aufzulosen, das heisst, wie wir es 
elementar ausdrückeu wollen, die "doppelt biniiren Formen mit zwei Reihen 
unabhkngiger Variablenu su unter sich zu verbinden, dass sie in einfach 
binare Formen der A beziehcntlieh p zerFallen. Und gerade dicse letzt- 
erwiihnten Formen ermoglichen auf Grund der Theorie von S c h w a r z  und 
Klein eino Auflosung der Hauptgleichung diirch G a u  s s'sche hypergeo- 
nietrische Reihen oder diirch Nodulfuuctionen. Wir kommen auf die G o r  - 
dan'sche Arbeit*, die eine fundamentale Bedeutung für die Theorie der 
Gleichungen fünften Grades z u  allen Zeiten behalten wird, noch einmal 
kurz zuriick. Hier aber moge der allgemeine Ansatz vorerst zur Auflosung 
der Xesolvente der W benutet werden. 

verschafft man sich nun leicht folgendes Gleichungssystem zur Bestimmung 
der A und p :  

a) blS pl%2 f lll2 a2 ps3 + h2 pl3 - 189;p1 (1.8' = - a, 

* Math. Annalen XIII. Bd. - Vergl. auch Kle in ,  Ikosaeder Cap. I I I ,  $5 6, 
10 und 11. 

51) ' 
b) A , 4 p l F t 2 3  - A 1 3 A 2 r 1 4  - 3A12A2' y , e y ~  + 1, AZp: - AZ4pl3p2 = - p 
C) A l 5  (pl5 + pz5) - l O A I 4  1, pl3 p22 + 1OAl3 Ag2 PI (l.2 + 1oAl2Lg3 p l 4 p z  

+ 1 0  Al A,* p i2  p2 - A: = - y. 
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0- 

B. Anflosnng" der Resolvente der  W. 

Die betreffende Resolvente lautet nech Abschnitt 6 : 

und sie stellt einen speciellen Fa11 der Hauptgleichung: 

.gesetzt wird. 
Was nun den letzten Ausdruck P anlangt, so stellt er in den Fer 

anderlichen A, y eine doppclt binsre Form 16. Grades dar ,  dio sich in- 
dessen als r e d u c i b e l  erweist und in zwei Formen rachten Grades zer. 

fallt."* I n  der That ergiebt eine einfache Rechnung , dass 

wobei: 

54, { Ni = pl (7 Ai5 Az2 + ha7) - k2 (Al7  - Aie AZ5) 

N2 = 4 ( 7 d  py2 + pa7) + A l  (pl7 - 7 d~e5). 
Die Bedingung P = O wird erfüllt ,  wenn eines der N verschwindet. 

Setzen wir etwa NI =O, dann folgt: 

mo g einen Proportionalitëtsfactor bezeichnet. Tragen wir diese Werthe 
von y in die bilineare Verbindung 50) des vorigen Abschnittes ein, sc 

ergiebt sich : 
E ~ '  Al3 (Al5 - 7 As5) - e 3 ~  blZ hg (LI5 - 7 ÀZ5) 

Durch dieselbe Eintragung der p in da8 Gleichungssystem 51) massen 
sich nun auch die Coefficienten a i ,  f i ,  y der Hauptglcichung als einfach 
biniire Formen der A legitimiren. Man Gndet auf Grund der ersten Gleichund 
jenes Systems 8 @3 q A 10 + 1 1 A 5~ 5 - A 10)~ = - ai, 1 2 ( i  1 2  2 

und weil i n  der Resolvente der W 
LY = 8f2, 

so wird, wenn man von jetxt ab e = - 1 w5hlt: 

57) f = A, A, (1," + 11 Al5 Ad5 - L2l0)>. 
Es handelt sich in diesem und dem nachsten Abschnitt noch nicht um eine 

,,definitive Auflosungi', sondern immcr um die Reduction des Problems auf tic 
einfacheres. Oie endgiltige , transcendente L6suug ergiebt sich ertit im Abscbuitt I! 

**  G o r d a n ,  a. a. O. S. 38'2, Nr. 22 und 23 und S. 390, Nr. 38 
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DieseForm ist es nun, welche S c h w a r z u n d K l e i n  als , I k o s a e d e r u  
bezeichnen, weil sie , gleich Nul1 gesetzt , zw6lf Wurzelwerthe liefert , die 
auf der Kugel die Ecken eines Ikosaeders bestimrnen." . 

Durch Eintragung der y in die zweite Gleichung des Systems 51) 
findet man eine binüro Form 32. Grades, welche jedoch in die vorige 
Form f und eine neue Form 20. Grades zerïkillt. D a  nun des Product 
jener Formen nach Nr. 52 mit - = f H  übereinstirnmen muss, so ist 
erwahnte Form 2O:Grades genau das, was wir mit H bezeichnen. Die 
Rechnung ergiebt : 

58) H = - ( A l z 0  + A,20) + 228 A , ~ A , ~ ( A , ' O  - A,lO) - 494 l,lOA,lO. 

Wollte man endlich auch die dritte Gleichung des Systems 51) herbei- 
ziehen, so erscheint selbstverstandlich: 

y =  HB,  

weil die Bedingung P = O von vornherein erfüllt worden ist. 
Das Endergebnivv der Untersuchung ist nun folgendes: 

D i e  R e s o l v e n t e  d e r  W: 

wird b e f r i e d i g t  d u r c h :  

59, ( Wv = - E~~ Al8 + A3 il7 Ag - 7 tZ Al6 ize - 7 E~ A,6A23 

+ ~ E ~ ~ A , ~ ~ ~ ~ ~ - ~ E ~ ~ A ~ A  1 a 6 -  E ~ v A ~ ~ ~ ~ -  E ~ A ~ ~ ,  

wobei d i e  V e r a n d e r l i c h e n  Al u n d  A2 d u r c h  d i e  G l e i c h u n g e n :  

9. AnflDsong der Besolventen der t und 7. 

Zwischen der Unbekannten t der Resolvente: 

1) t 5 -  1OftS+ 4 5 f 2 t -  T== O 

und dern soeben ermittelten W besteht nach Abschnitt 6 der Zusammenhang: 

40 a) t e - 3 f = H : W .  

Trsgt man hier die vorberechneten Werthe von f ,  H, Wy ein,  BO er- 
gieht sich nach Ausziehung der Quadratwurzel: 

* Schwarz ,  Journal f. d. r. 11. a. M. 75. Bd., oder aiich: Gesammelte mathem. 
Abhandlungen 2. Bd. S. 253. 

** Gordan, a. a. O. S. 391, Nr. 3. - K l e i n ,  Ikosaeder S. 104, Nr. 25. 

Zeitachrift f. Mathernati9t II. Physik. 39. Jahrg. 1894. Y. Heft. 12 
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60) t, = . $ V ; ~ ~ ~ + ~ E ~ V A ~ ~ A ~ - ~ E V  A ; A ~ ' -  ~ E ~ v A ~ ~ A ~ ~ - ~ E ~ ~ A ~  k g 5 +  ~ ' ~ l l g ~ ,  

und dieses ist die Ltisuug der Br iosch i ' schen  Resolvente in Gordan. 
Kle in ' scher  Bezeichnungsweise. Bernerkt sci, dass man bei solchen Rech. 
nungen wie der letzten kurz mit den Ausdrücken t, und W,, in deuen also 
E gar nicht vorkommt, operiren kann. Zuletzt vertausche man 

A, mit + E ~ V A ,  und A, mit + t2"1,, 

dann bleiben die Formen f, 8, T ungetindert, nahrend t, und W, wieder 
in die allgemeinen Ausdriicke t v  und TVv übergehen. 

F ü r  die Kesolvente der q ,  welche nach Abschnitt 2 folgendermassen 
lautete : 

5 )  Ar," 20q2 + 5krj + 1 = O !  
wobei : 

6) h = 2 4 k - - -  
hatten wir gefundcn : 

4) riv = 
P'7 

t , - k  J f '  
und das l iss t  sich wegen Nr. 40 auch schreilen: 

Dem k, und k2 entsprechend sind mithin qi und q2 die Wurzeln de r  
quadratischen Gleichung : 

62) HV='-  atVwV Jfrlv +fwV=o, 
und h , ,  h, die Wurzeln von: 

63) f5h2  + 2 ~ J p h -  H ~ = O ;  
vergl. Nr. 7 und 10. 

Die L6sung der Haupkgleichuiig 16) wird demgerriiiss mit Rücksichr 
auf Nr. 31: 

64) 

Xndlich wnllen wir die in obigen Resolventen auftretende Grosse T 
dorch die i ausdrtîcken. I m  Abschnitt 6 war gefunden: 

41) - T 2  = 1728 f 5  - n3, 
und die rechte Seite dieser Beziehung erweist sich nach Einführung v o n /  
und H aus Nr. 57 und 58 als das Quadrat einor Form 30. Grades; 
man findet: 

65) T = ( A , 3 0  + 1,'" + 522A,5~ ,5  (il2" k2") - Io005 A l l O A , ' O ( h l ' ~  fb,l" 

Hiermit haben wir die für die Theorie der Gleichungen fünften Grade: 
wichtigsten Pormen als f ,  Hl T, t ,  W gefuuden. Die Form sechaten 
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Grades fiir t und die achten Grades für W reprasentiren, gleich Nul1 ge- 
setzt, die Ecken eincs Oktacders beziehentlich eincs Wiirfels; die Formen 
H =  O und T = O markiren auf der Kugel ebenfalls 20 resp. 30 aus- 
pzeichuete Puukte, doch moge betreffs dieser geometrischen Interpretationen 
auf die ausf'ührliühe Darstellung des K l  e in'schen Uuches verwiesen sein. 

10. Rückblick. 

Unserer gesammten Darstellung liegt vom Abschnitt 1 an die B r  i O s c h i - 
sche Resolvente der t zu Grunde, wir haben sie einfach historisch iiber- 
nommen. Eben deshalb und auch mit Rücksicht darauf ,  dass jene Resol- 
vente nicht zur Classe der Hauptgleichungen gehort, mochte ieh jetzt noch 
auf eine andere Art des Ansatzcs aufmerksam machen, wodurch die Resol- 
vente der t bei Seite gesetzt und unsere Darstellung aus sich selbst heraus 
begründet wird. 

Man gehe von der Hauptgleichung 

16) y 6 + 5 f f y 2 + 5 P y + y  = O  
aus und frage nach der Beschaffenheit ihrer Coefficienten, wenn die 
Gleichung nach einer Transformation mittelst 

wieder eine -Hauptgleichung werden 6011. 
Nun findet man ,  dass die ~ocfficienten vou 84 und B~ in  dor trans- 

formirten Gleichung verschwinden, wenn : 

und diese Bedingungen k6nnen nur  gleichzeitig bestehen, wenn: 

Ga] 3 a y  - 4 P 2 = 0 ,  
dann wird: 

69) 

Die Bedingung 68) charakterisirt aber gerade unsere Resolvente der q, 
narnlich : 

5) h T 5 + 2 o V 2 +  6 k q  + 1 = O ,  
denn für diese ist: 

orn4h-1, p = k h - l ,  y =h-1  
das heisst : 

3 a y -  4p" 4 h - 2 ( 3  - k2), 

eine Grosse, welche verschwindet, wenn k = -i-& gewBhlt wird. Fur  9 
ergiebt sich dementsprechend : 

70) Q = 2 k ,  
und mir sehen, dass die y  und e der specialisirten Hauptgleichnng genau 
mit unseren Grossen 7, und qp zusammenf.dllen; es ist wie friiher: 

12 * 
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_ Y _ _ I _ _ _ _ U ^ ^ Y _ _ Y Y _ _ Y Y - Y _ _ ^ ~ . ,  

NO eine Vertauschung der q unter sich einem Zeichenwëchsel des k ent. 
spricht. 

Jetzt bliebe noch die ~ubst i t i i t ion unter Nr. 66 resp. Nr. 11 zu moti. 
viren. Nun,  diese Substitution ist die denkbar einfachste, welche das 

Verschwinden von Zn,. a anreigt,  wenn einzeln und zY2 ver- 
v v Y 

schwinden, und darauf kommt in der Folge vie1 an. Denn da unsere 
Resolventen der g, und 7 ,  so bestimmt wurden, dass auch: 

O und zv:= 0 ,  
d 

v Y 

80 geniigt, wie schon friiher erwahnt, eine lineare Verbindung 

mit disponiblen Coefficienten wieder einer vollig allgemeinen Haupt. 
gleichung 16). 

Unter den Sonderfdlen Sind ausser den beiden q = 0  und p = 0 noch 
die anderen p + q = O und p - q = O von Wichtigkeit; das sind, wie wir 
sahen, die G o  r d a n - K 1 ei  n'schen Resolventen. 

Die B r  i O s c h i'sche Resolvente der t lasst sich, wenn gewtinscht wird, 
nachtrtiglich dadurch ableiten, dass man die Substitution 11) in: 

spaltet,  wo x ein Proportionalittltsfactor ist und hieraus den Werth von 7, 
oder 7 ,  in Resolvente 5) eintrtigt. Das so geschilderte Verfahren kann 
in gewisscm Sinn auch auf Hauptgleichungen htiherer Grade tibertrngan 
werden. 

Bei den Gleichungen vom ftinften Grade erweist sich nun der Fall: 

das heisst : 

a h  ein besonders einfacher; die durch ihn bestimmte Resolvente fur 

'5'1 - 112 ist die Resolvente der W und ftihrt unmittelbar zum Ikosaeder 
hin. Nachdem r ] ,  - r ] ,  gefiinden ist,  ergeben sich unter Berticksichtigung 
von Nr. 11 die Werthe q, und qs, ein jeder ftir sich, und damit sind 
alle oben genannten Resolventen, sowie die ursprüngliche Hauptgleicbung, 
aufgelost. 

11. Ristorische Bemerknngen. 

Bisher bewegte sich unsere Untersuchung auf ganz elemontarem und 
algebraischem Gebiet, aber auf diesem allein kann die AuflVsung der 
Gleichungen fünften Grades nicht vollzogen werden. 
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Nachdem A b e l  die Unmoglichkeit der Auflosung durch Wnrzelzeichen 
streng erwiesen hatte, konnte man mit um so  grosserer Sicherheit eine 
Losung des Problems mittelst hoherer Transcendenten erhoffen. und in der 
That stiess auch gerade in  jener Zeit J e c  O b i  bei seinen Porschungen im 
Gebietc der elliptischeii Functionen auf eine merkwürdige Classe alge- 
braischer Gleichungen , die Modular - und Multiplicatorgleichungen , welche 
eben durch genannte Transcendenten losbar sind. 

Unter den J a c o b i ' s c h e n  Gleichuugen befinden sich etliche sechsten 
Grades, die unter sich innig zusammenhangen und für welche durch die 
Untersuchungen von G a l o i s  sichergestellt war ,  dass sich ihr Grad um 
eine Einheit erniedrigen lasst , genauer gesprochen, dass sie eine Resolvente 
flinften Grades besitzen miissen. H e  r m i t e hat  zuerst die Briîcke zwischen 
diesen Einzelheiten geschlagen , indem er zeigte , dass die B r  i n  g - J e r r a r  d - 
sche Form: Y ~ + ~ P I / + Y = O  

direct von der Jacobi 'schen Modulargleichung sechsten Grades abhiingig 
gemacht werden kann. 

Indessen hatte schon J a c o b i  darüber Angaben gemacht, wie seine 
Gleichungen mit einer grosseren Anzahl von Parametern ausgestattet werden 
konnten, und dies wurde für B r i o s  c h i  und K r  o n e  ck  e r  der Ausgangs- 
punkt einer Reihe schwicriger aber hochst erfolgreicher Untersuchungen. 
Es gelang diesen Forschern die Form: 

Y ~ + ~ ~ Y ~ + ~ B Y + Y = O  
in Verbindung mit den allgemeineren J a  c O b i'schen Gleichungen zu setzen 
und so direct durch elliptische Modulfunctionen zu losen. 

Nach diesem hatte F u  c h s seine fundamentalen Untersuchungen Uber 
die linearen Differentialgleichungen begonnen , wahrend S c h w a r z sich 
specieller mit der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe be- 
schaftigte und sis auf ihre algebraische Integrirbarkeit hin prufte. Beinahe 
gleichzeitig tritt  K l e i n mit seinen Arheiten hervor und stellt sich das 
Programm, ,solche geometrische oder analytische Gebilde in Betracht zu 
ziehen, welche durch Gruppen von Aenderungen in sich selbst transformirt 
werden". Unter diesem Gevichtspunkte entwickelto er die moderne Theorio 
des Ikosaeders, in welcher fast Alles, was das Wesen der bis jetzt bekannten 
Auflosungen einer Gleichung finften Grades ausmacht, ebenso bewunderungs- 
wlirdig als natürlich verbunden erscheint. Inzwischen entstand auch die 
d o n  oft genannte ausgezeichnete G o r d a n ' s c h e  Arbeit, in welcher unter 
ganz neuen und zwar invarisntentheoretischen Gesichtspunkten die Gleichung 

Y ~ + ~ ~ Y ~ + ~ B Y + Y  = O  
auf die Ikosaedergloichung zuriîckgcführt wird. G o r  d a  n giebt eine 
definitive Schlussl6sung durch Ei e r  m i  te'sche Formeln a n ,  wahrend K l e i n  
und Kiep  e r t in ihren parallel laufenden Untersuchungen die bequemeren 
W e ie r  s t r  a p s'sohen Ausdrtfcke benutzen. 
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Tch habe diese historischen Notizen eingeschaltet, weil fiir unsere 
eigene Darstellung ein Wendepunkt eingetreten kt .  W i r  mussen uns ent- 
scheiden, ob wir die Aufl6sung der Gleichung fünften Grades, welche also 
auf die Hestimmiing der A hinaiiskommt, diirch elliptische Modulfunctionen 
oder durch hypergeometrische Reihen bewerkstelligen wollen. Es ist das Eine 
so fundamental wie das Andere, aber die Einführung von Modulfunctionen 
wird umst8ndlich, wenn man an der Forderung einer rein analytischen 
Darstellung festhalt. Anders, menu inan die geometrische Anschauiing 
heranzieht, dann wird dae Ikosaeder ganz von selbst eine Quelle fur jen- 
doppeltperiodischen Punctionen. 

So wollen wir also den anderen Weg gehen und zeigen, dass die 1, 
und L, particulare Integrale der Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe sind. Eben deswegen haben wir auch die J a c O b i'schen Gleichungen 
bei Seite gelassen. 

(Fortsetzung folgt.) 
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Kleinere Mittheiliingen. 

IX. Independente Darstellung der Bernoulli'schen und  Euler 'schen Zahlen 
durch Determinanten. 

Für die unabhsngige Darstellung der B ernoull i ' schen und E u l e r -  
schen Zatilen existiren Forrueln der mannigfachsten Art. Diese, sowie die 
Netliodeu, durch welche sie erhalten worden sind, hat Herr  S a a l s c h ü t z  
in dom zweiten Abschnitte seiner ,,Vorlesungen über die Bernoul l i ' schen  
Zahlen" (Berlin, Springer, 1893) in, wie es mir scheint, vollstandiger 
Weise zusammengestellt. In  einer kürzlich vertiffentlichten Arbeit* habe 
ich gezoigt, wie sich mit Benutzung von 2qtonEinheitswureeln (wo p eine 
beliebige positive game Zahl bedeutet) Recursionsforrneln für  die B e r  n o u l l i  - 
d e n  und Euler 'schen Zahlen aufstellen lassen, in welchen beliebig viele 
der, der gesuchten Zahl vorangehenden, Zahlen fehlen. Alle diese beliebig 
stark verkürzten Recursionsforrneln lieferten als specielle Palle neue in-  
dependente Darstellungen der U e i n o  u 11 i'schen und Euler 'schen Zahlen. 

Jede Bornoull i ' sche oder E ulor'scho Zahl lasst sich aber auch sehr 
leicht und in ijbersichtlichster Form durch eine Determinante, deren 
Elemente einfachen Gesetzen folgen, independeut darstellen. Durch fort- 
gesetzte Zerlegung der Determinante in Subdeterminanten von irnmer 
niedrigerem Grade und durch wiederholte Anwendung der ftir die 
B e  rno u lli'schen und E u 1  e r'schen Zahlen gefundenen independenten 
Formeln gelangt man zu der Mehrzahl nach bekanuten Recursionsforrneln 
dieser Zahlen. So naheliegend diese Darstellungsart auch is t ,  so habe ich 
sie in der mir hier zugznglichen Literatur nicht finden konnen; da  sie 
wohl nicht ohne Interesse ist und mir die einfachste zu sein scheint, so 
erlaube ich mir diesolbe hier miteutheilen. 

Die erwahnten independenten Darstelliingen der Rernoul l i ' schen  und 
Euler'schen Zahlen gewinnt man mit Hilfe dos M a c - L a u r i n ' s c h e n  
Lehrsatzes. Das Verfahren ist im Principe dasselbe, wie das von den 

Herren S c h e r k  und S c h l o m i l c h * *  benutzte; es unterscheidet sich aber 

* H a u s s n e r ,  Zur Theorie der Bernoull i '8chen und Euler 'achen Zahlen. 
Nachrichten v. d. K. Gesellschaft d. Wiss. zu Gtittingen, Jahrgang 1893, S. 777. 

** Sc h er k ,  Mathematische Abhandlungeii (Berlin 1825). Erste Abhandlung. 
Sc h 1 o m i l  ch,  Neue Formeln zur independenten Bestimmung der Secanten- und 
Tangentencoefficienten. Giunert '~  Archiv, Bd. 16. (1850) S. 411. Vergleiche 
auch S a a l s c h ü t z  a. a. O. S. 66. 
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P 

von diesem durch die Art  der Rerechnung der hoheren Differentialquotienten 
der Punctionen, welche den Entwicklungen xu Grunde gelegt sind. 

Es seien f (x) ,  u(lc), v(s)' drei beliebig oft differentiirbare Functionon 
von x, welche durch die Gleichung: 

mit einander verknüpft sind. Dann lasst sich bekanntlich der nach x ge- 

nommene de Differentialquotient von f (v irgend eine positive ganze Zahl) 
als Determinante (v + l)t"n Grades folgendermassen schreiben: 

l O O . O 1 

A) f (y) (z) - - &- l 1 l 
I V ' "  ( )  v w -  (t)  v'"-s' .(y:l)vl u(v) 

wo (9) den gten Binoxni~lcoefficienten von hl  die obere Marke an f ,  u, 1 
die Ordnung des nach x genommenen Differentialquotienten der betreffenden 
Function bezeichnet und wo bei den Elementen der Determinante das 
Argument x  fortgelassen ist. Die Gleichung A) liefert nun die unab. 
hangige Darstellung der hoheren Differentialquotienten von f ( x ) ,  wenn 

aiio Differentialquotienten von o ( x )  iind v ( x )  indepondent angcgebon 
werden konnen. Dies iet z. B. moglich, wenn für  f ( x )  eine der Functionen 

e z - 1  2e" 
tgx, sec., tg + x ) ,  - cf+-1' 2"$1 gesetzt wird. 

Bezeichnet nun j3, den mt" Tangentencoefficienten, welcher mit der 
mten B e rnoul l i ' schen  Zahl durch die Beziehung 

2'2" (SZm - 1 
P m  2m ) ~m 

verbunden ist, G~ die mto Euler ' sche  Zahl (6 , -  1) und kt . j z m - l  

y z m  - cm, sa golten für die oben genannten fünf Punctionen die folgendcn 
Entwicklungen: 
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Entwickelt man andererseits die Functionen 1) bis 4) nach dem 
Mac-Laurin'schen Lehrsatze: 

w -LIi 

die Function 5) nach dem T a y l o r ' s c h e n  Satee: 

und vergleicht man dann in den beiden Reihenentwicklungen, welche 
man so für jede der fünf Functionen erhalten h a t ,  die Coefficienten gleich 
hoher Potenzen von x mit einander, so erliiilt man dic R e rnoul l i ' schen  
und Eulor'schcn Zahlon durch die DitYerentialquotienten dieser Functionen, 
also nach dem oben Bemerkten independent durch Determinanten dar- 
gestellt. 

Nimmt man zunachst f (x) = f g x ,  

Fm - f v m - 1 )  0 ( 1, 
Um dio auf den rechten Feiten 

berechnen, ha t  man in der Gleichung 
Werthe einzusetzen: 

U P - l ) ( o )  = ( - 1 ) v -  

v ( e  v - 1 )  
(0) = O, 

so folgen die beiden Gleichungen: 

O = f ' Z  " ' (O).  

stohenden Diffcrentialquotienten zu 
A) für U ( Y )  und V(V) dio folgenden 

Man zerlege nun diese Determinante nach den Elementen der vor- 
letzten Colonne i n  die Summe zweier Subdeterminanten (m - l)ten Grades 
und beachte, dass die eine dieser Subdeterminanten, abpesehen vom Vor- 
zeichen, gleich Pm-, ist; die andere Subdeterminante zerlege man wieder 
nsch den Elementen der vorletzten Colonne in die Summe zweier Sub- 
determinanten (m - 2)ten Grades, deren eine, abgesehen vom Vorzeichen, 
gleich ist. Die andore Determinaute zerlege man wieder in der 

Dadurch erhalt man 8, independent durch eine Determinante 2 ~ 1 ~ 0 ~  
Grades dargestellt, welche sich aber leicht auf eine Determinante mten 
Grades reduciren l iss t .  Man erhiilt schliesslich für Pm die folgendo unab- 
hangige Darstellung: 

1) p, = (- 1)"-' 

1 O o .  O 1 

(3 1 o .  . O 1  

(3 (3  1 - . 0 1  

( 2 m 1 - S )  ( 2 m ; Y )  (%moS) . 1 1  

(2 ml- 1) ( 2  m8- 1 )  ( 2  m5 1 )  a m-1 
( a m - 3 )  1 
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angepebenen Weise und setze dieses FTerfahren fort, bis der Grad dor 
Deteiminante gleirh 1 geworden ist. ' Dann erhlilt man schliesslich durch disse 
wiederholte Anwendung der independenten Formel 1) die bekannte Recuisions- 
formel: p =" 

14 Z'(- l)? ((>l:)pc - 1 - o. 
& k l  

Für f ( x )  = secx ergeben sich die beiden Gleichungen: 

Hier haben die Differentialquotienten von u ( s )  und v ( x )  für x = 0 
die Werthe: 

= 1, u.' = u'' I . . = U(") = . , = O ,  
u ( e v - l ) ( 0 ) = ( - l ) v I  * ( ~ ~ ) ( 0 ) ~ 0 .  

n i e '  G, independent darstellende Determinante 2mten Grades lasst 
sich wieder auf eine solche nzten Grades reduciren, und man orhiilt: 

1 1  O .  . O 

1 .  , O O 

pm (- l)m-122,-1 f (am-1)  ( O ) ,  O = f ( Z m ) ( ~ ) ,  

und da  % ( O )  = 0, V ( O )  = 2 ist und s%mmtliche Differentialquotienten von 
U ( X )  und v(s) fur x  = O den Werth 1 haben, crgiebt sich schliesslich: 

I O  o .  . O 11 

JI) Gm = 
1 (2) (3 . . O O 

1  ( y 2 )  (y2) . . ( 4 3  1 

1 ("1 (2:) - . ( , Y : , )  ( 2 , 2 3  

Indem man das früher fur die Deterniinante, welche Pm darstellte, 
geschilderte Zerlegnngsverfahren aiif die hier auftretende Determinante 
mit der Modification anwendet, dass jede Determinante nach den Elementen 
der letzten Colonne zerlegt wird, erhalt man die bekannte Recursionsformel: 

p-m 

II a) 2 (- ' ) l n  (i F) ri,  = O. 
p=o 

ez-1 
Wahlt nian weiter f(x) - ez -- + 1, so folgt: 
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Unter Berücksichtigung der Nulldeterminante f(") (O) = O erhalt man 
durch die unter 1) angegehene Zerlegmg und durch Einführung der 
B ern ou11 i'schen Zahlen an Stelle der Tangentencoefficienten die bekannte 
Recursionsformel: pz-m-1 

1112) (- 1)R2(22m - 1) B. +Z(- l ) ~  ( 2 ' ~  - I ) ( ; ; ) B ( ,  + m = 0. 
q z 1  

2 ez 
Durch Benutzung von f ( x )  = erhalt man: 

e + 1  
0 = f ( 2 m - 1 )  ( 0 ) Gm = (- l)m f c z m )  (0). 

Nun ist: 

u(0) = uf(o) = . . - u ( v ) ( o )  - . . = 2 

~ ( 0 )  = 2, vf(o) = 2, v"(0) = 22,. ., v y o )  - 2v,. ., 
und es ergiebt sich: 

I l  O O O 1 

Hieraus folgt unter Beriicksichtigung der Nulldeterminante f ( 2 m - 1 ) ( ~ ) = 0  

durch Zeriegung der Determinante nach den Elementen der vorletzten 
Colonne die Recursionsformel: 

@ = O  

welche ich in der mir zug!inglichen Litcratur nicht habo auffinden konnen. 

Schliesslich ergeben sich für  f unter Benutzung 

der lleihenentwicklung 5)  und der Entr icklung von (: -tS) nach 
dem T a y l o r  'schen Satze die Gleichungen: 

v> p., = 2 - z m + l p m - l )  (z) ,  Gm = 2 - ~ m f ( a m ) ( z ) .  

Beachtet man, dass 

kt, und setzt man abkürzend: 

) - , 1 / ~ ~ ( ~ ) p )  - b(v), 
4 \4 

definirt durch die Determinante: 
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Weise und wiederholte Anwendung der E'ormeln V) gelangt man, j s  
nachdern man von der zweiten oder der ersten der Gleichungen V) aus. 

geht ,  zu den bekannten Recursionsformeln*: 

Die independenten Darstellungen 1) und II) sind die einfachsten, d a  
bei ihnen die Determinante nur  vom mien Grade is t ,  wahrend sie bei den 

anderen nur  auf eine solche des (2m - l)ten resp. (2m)ten Grades reducirt 
werden kann. 

N a u m b u r g  a. S., im Mirz 1894. ROBERT HAUSSNEH. 
(Würzburg.) 

X. Ueber die gleitende und rollende Reibnng 
bei der Fallmaschine. 

1 s t  p das Gewicht der Hauptrolle (62 Gramm) mit Einrechnung der 
beiden inittelst der gewichtlos gedachten Schnur aufgelegten je 50 Gramm 
betragenden Gewichte, also bei vorliegendem Apparate : 

und rp der Coefficient der Zapfenreibung, so kt, wenn q das kleine Ueber. 
gewicht heisst, welches am Umfang 21tR der Rolle gerade hinreicht, diese 
Reibung zu überwinden, 

p . R  = p 9 . r .  (r der Zapfenradius.) 

* Die Recursionsformeln Ia) ,  IIa),  III a) und Va) sind identisch mit del 
Formeln XIV, XIII, VI, XIX a ,  XIX b der ,,Vorlesungen über die Ber n O u l l i  'achen 
Zahlen" von S a a l s c h ü t z  
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Liegt aber die Hauptrolle, das ist deren Welle vom Umfange 2rz, 
auf vier Frictionsrollen vom Umfange 2r iz  und Zapfenradien r,, so ist 
das entsprechende Uebergewicht q' aus der Gleichung zu entnehmen : 

worin cp' der Coefficient der rollenden Reibung ist mit Einrechniing des 

Divisors sifi!. Der Winkel ai ist  von den beiden Tangenten an den Um- 
2 

fingen 2r, .n gebildet, wo dieselben von 2rn; berührt werden; diese Achse 
vom Umfange 2rz Iauft je in der Keilnut, welche von beiden Frictions- 
rollenpaaren gebildet wird. Das Gewicht dieser boiden Paare betragt am 
vorliegenden Apparate 

p' = 120 Gramm. 

Der Leitfaden von B e e t z - H e n r  i c i  setzt und p' stillschweigend 
gleich Null. Dass diese Annahme hinsichtlich p' unzul%ssig, leuchtet also 
sogleich cin. Es  is t  dicser Fehler noch vie1 bedeutender als derjenigo, dass 
man, wie auch in vielen anderen BIichern geschieht, bei der Formel ftir 
die durch ein grtisseres Uebergewicht (als oben q) hervorgebrachte Be- 
schleunigung das Gewicht der Fadenrolle als Null betrachtet. 

Ob aber der Betrag der rollenden Reibung, in der dritten Gleichung 

p p', gegen denjenigen der Zapfenreibnng (p  + p') cp 2 klein genug ist, 
'-1 

dass man ersteren vernachl%ssigen kann gegen den letzteren, das lasst sich 
wegen der schwierigen Bestimmung der beiden Coefficienten ~JJ' und cp 

schwer entscheiden. Von vornherein ist es zn bezweifeln, da  das Ver- 
haltniss r, : r, die Zepfenreibung sehr hcrabdrlickt. 

Aus den Messungen der Durchmesser ergiebt sich: 

R e 4 2 ,  r =  1,5, r l=45,  rg=  1 Millimeter. 

Wir hraben also die Betrgge der Reibung: 

(rollend) (glcitend) 

282 
162. --y Gramme. 

45 

Diese Betrkge sind gemass der dritten Gleichung zu vergleicheii mit: 

. 1 42 
- - oder 2,8, 
10 1,5 

da 0,1 Grarnm, auf eines der 50 Grammstticke gelegt, Bewegung einzu- 
M e n  schien (p'= 0,i). E s  sind namlich die beiden 50Grammstticke selbst 
nicht genau gleich schwer; auf das eine 0,i gelegt,  war noch Ruhe, auf 
das andere aber wirkte 0,i bewegend ein. 
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282 
Setzt man nun --rp oder 6,393 = 2,8 unter der e rwbnten  Voraus- 

45 
setzung, als ob die rollende Eeibung 162qi' gegen 6,s 9 verschwindend 

2 8 
ware, so ergiebt sich p = 1 = 0,45, was augenscheinlich viel zu hoch is t ,  

613 
Nacht man die entgegengesetzte Annahme, dass die gleitende Reibung 

gegenüber der rollenden verschwinde, so kommt 162 rp' = 2,8, oder  
1 

rpf = 0,017 = - was viel eher mit den über ïollende Keibuug bekannteu 
60' 

Verhaltnissen stimmt. 
Also ist von beiden Annahmen dic letztere wohl zutreffender und 

somit der Ausspruch gewiss richtig : 
, D u r c h  d i e  F r i c t i o n s r o l l e  w i r d  d i e  ZapfenreiLi ing 

d e r  H a u p t r o l l e  i n  r o l l e n d e  v e r w a n c l e l t ;  d i e  a n  d e n  
F r i c t i o n s r o l l e n  s e l b s t  n o c h  v o r h a n d e n e  Z a p f e n r e i b u n g  
i s t  g e g e n ü b e r  d e r j e n i g e n  a m  H a u p t r a d e ,  w e n n  d i e s e s  
o h n e F r i c t i o u s r o l l e n  s i c h  d r e h t ,  b e d e u t e n d  h e r a b g e s e t z t ,  
n a m l i c h  i m  V e r h a l t n i s s  d e r  b e i d e n  D u r c h m e s s e r  d e r  
F r i c t i o n s r o l l e n . "  

Mit diesem Ausspruche üenke ich namlich nicht an einen der voran. 
gegangenen extremen Fiille, obwohl die Auswahl aus beiden auch sclion 
zur Annahme, dass die rollencle Reibung nicht vernachliissigt werden diirfe, 
führt,  sondern ich denke au die mit obigen Ziffern hier wiederholte Gleichung: 

162qi1+ 6,31p = 2,8, 

in  der beide Arten von Reibung neben einander bestehen. Fiîr rp = 0,i 
1 

wird daraus beispielsweise ~ p ' =  0,014 odcr - was nicht viel von d m  
Resultate des vorletzten Absatzes differirt. 

70' 

Acht Sage  spater, nachdem der Apparat im kalten Zimmer gestanden, 
musste fast O,? statt  0,l Grarnm aufgewendet werden, um gleichf6ro;igs 
13ewegung zu erzielen." Ich will nur annehrnen 0,151, so kame: 

162 9' + 6,3 ~p" = 4,2, 

werin angenommen werden dürfte, dass inzwischen nur der Zapfenreibungs. 
Coefficient <p sich auf den Werth QI" erhoht hatte. Durch Abziehung der 
beiden letzten Gleichungen von einander wird: 

6,3 (93"- rp) = 1,4, 

woraus IJI''= 0,3, wenn qi = 0 , l .  Wenn man diese Verdreifachung der  
Zapfenreibung bezweifelt, so muss auch eine Steigerung der rollenden 
Reibung (cp') angenommen werdcn, etwa diirch Zwischenlagerung von Staob. 

* Beim früheren Yersuche ïvaren die Zapfen der Frictionsrollen frisch geV!t, 
überhaupt der ganze Apparat frisch geputzt worden; beim spateren nicht. 
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Ich ziehe den Schluss der mitgetheilten Untersrichung: 
1. Ich habe noch nirgends von einem derartigen messenden Versuche, 

wenn derselbe auch nur zu eiiier ungefghren Ab~ch%tzuug der beiderlei 
Reibungsarten führt oder führen kann, gelesen.* 

2. Ausser dem erwahnten Buche wurde ich bei Gclegenheit dieser Ver- 
offentlichung auch von kollegialer Seite auswarts auf drei andere Bticher auf- 
merksam gemacht. Erstens auf dns im Erscheinen begriffene Lehrbuch 
Vi ol le  s ,  dessen ersteï Theil des ersten Bandes im § 90 und 185 auf obigen 
Gegenstand zu sprechen kommt und die rollende Reibung vernachlassigt. 
Ferner setzt ausdrücklich auch die 6. wie die 2. Auflage des Lehrbuchs der 
technischen Mechanik von R i t  t e r als Moment der Reibung, wenn ich statt  
der dortigen die hiesige Bezeichnung wahle: 

<P 
--- ( p  + r .2-  
sin 

Man sieht durch 
heissen sollte : 

und dass also dcm 

Vergleichung mit obiger dritter Gleichung, dass es 

Verfasser hicrbci cine fatale Verwochslung, odcr 
richtiger gesagt, Confundiruug der beiderlei Reibungsarten passirt ist. 
Bei dieser Gelegenheit hebe ich auch die Gleichung 322 nuf S. 333 (2. Aufl.) 
noch heraus für das Moment der Reibung eines sich in f e s  t e r  Keilnut 
drehenden Kreises : 

.B.P..  
a 

sin 

no D der Druck ist. Diese Gleichung gewinnt man sofort diirch Zerlegung 
a 

von D in die zwei gleichen Componenten D durch sin- welche auf den 
2 ' 

beiden Seiten der Keilnut senkrecht stehen , als s t r  e n g  r i  c h t i ge G l e i c  h - 
u n g ,  wahrend R i t t e r  vorher auf einem umst%ndlicheren und,  wie der 
Erfolg lehrt, nicht richtigem Wego eine andere Gleichung ableitet, aus 
welcher, ,wenn der Reibungswirikel sehr klein is t ,  fiir praktische Zwecke 
hinreicbend genauY die erwiihnte Gleichung herdrgeheu sollte. 

Endlich schweigt V o  i g t s ,,Elementare MechanikU (1889), welche mir 
auch genannt worden war ,  auf S. 195 - 197 ginzlich von der rollenden 
Reibung, indem sie nur  den allgemeinen Tite1 ,Achsenreibungu auffbhrt. 

In mehrfacher Beziehung intereesant ist der soeben in der Zeitschr. f. phys. 
und chcm. Unt. erschienene Artikel von V o l  k m a n n  über die Pallrinne S. 161 
bis 166, in welcher auch der Coefficient der rollenden Reibung gemass messenden 
Versuchen zu 0,004 geschitzt wird. Iiierbei darf ich auch wohl meinen Apparat 
vom Rep. d Phys. 1891 S. 345 in Erinnerung bringen. (Anmerk. bei der Korr.) 

Augsburg.  Prof. Dr. KURZ. 
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XI. Notiz zu meinem Aufsatz über die  thermischen Capacitaten 
(S. 1 2 4  u. f.) und über Kirchhoff's Vorlesungen ,,Theorie der  WILrmeu. 

Die von C 1 si1 s i u s  engegebenen Werthe fiir c, (S. 126) sind auch in 
den soeben erschienenen Vorlesungen K i r  c h h O f f 's (vierter und letzter 
Band) VI1 5 2 wiedergegeben worden. Der Herausgeber, Professor Planck,  
hat  auch vor wenigen Jahren im Vereine mit P u l  f r i c  h den dritten Band 
des Werkes von C 1 a u  s i u s edirt. 
- Gelegentlich mochte ich mein Interesse an dur Sache noch damit be. 
kunden, dass ich einige Abkürzungen der Rechnung andeute: In VI § 10 
reicht die Gleichung w2 = y .  pv hin zur Rerechnung von y ;  die Berechnung 
von R ist erst irn 5 11 erforderlich, wo es sich uni einen dritten Wpg 
zur Gewinnung von y handelt. Und hierbei kann man die numerische 
Einbeziehung des Factors g = 981 ganz ersparen, d a  

1033.773 .g 
R =  

2 7 3  

und a = 424008 ,  so dass in der Gleichung 

dau g fortfillt. Letzteres kacn auch in VI1 5 
I n  VI11 ist 22 der Durchmesser. 

A u g s b u r g .  

1 (am Schlusse) geschehen. 

Prof. Dr. KURZ. 

XII. Bemerkung zu dem Ar t ike l  ,Eh stereometrisches Analogon 
zum Pythagoreischen Satz. Y 

(Band 38 Seite 383 und Band 39 Seite 64.) 

Der von Herrn Dr. B e a u  mitgetheilte Satz findet sich in ,Carnot, 
D e  l a  C o r r é l a t i o n  d e s  f i g u r e s  d e  g é o m é t r i e u  ( P a r i s  1801) S. 170 
Nr. 230 in dcr ~ & s u n ~ :  

,,Dans toute pyramide triangulaire dont les trois faces soï t  

perpendiculaires entre elles, le quarré de la, quatrième face est 
bgale B l a  somme des quarrbs des trois premiùresu, 

und zwar als Beispiel fiir die Anwendung des allgemeinen Satzes über P oly e d e r  
mit den SeitenfEachen a ,  6, c , .  .. 

a 2 = b 2 +  c 4 + d 2 + .  . . - 2 ( b ~ . c o s b ,  C +  b d , c o s b ,  d + . .  .), 

der im gleichen Werke (S. 169, Nr. 227 - 229) aufgeftihrt ist. Die ent. 
sprechenden Satze über e b e n e  u n d  w i n d s c h i e  f e Polygone stehen 
S. 151 Nr. 204. 

Dieselben Entwicklungen wurden von C a r  n O t in seine ,Géométrie de 
positionu (Paris 1803) aufgenommen (S. 309 - 31 1). 

T ü b i n g e n .  K. FINK. 
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IX. 

Ueber die Auflosung der Gleichungen 
vom fünften Grade. 

Von 

Ur. W. HEYMANN 
in Chemnitz. 

Schluss des ersten 'i'heilca. 

12. Die Differentialresolvente des Ikosaeders. 

Es seien f' und H zwei homogene Functionen der Veründerlichen 
s, und z2. Man setze 

a) f (a1,  a,) = c = const. 
72) b) ~ ( z , , z , ) = u  

und frage nach jener l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  (Differential- 
resolventa), wolcher 

73) Z = c;zi + C,z,  
genügt, unter u die unabhüngige Veranderliche verstanden. Von welcher 
Bescliaffenheit f und H sein müssen, damit die Coefficienten der Differential- 
resolvente rationale Functionen von zc werden, ergiebt sich beilaufig. 

Bus 72) folgt sunachfit: 

- 
- I G  

abermals eine gewisse homogene Function der zl, z, bedeutet. Durch 
eine zweite Differentiation nach u ergiebt sich aus 74): 

d2z a f 76) 62-l = G I -  - q, ~ 2 -  - - a f 
d u2 

Gr- + D,, 
a 82 d u2 a a1 

wo zur AbkUrzung : 
Zedschrift f.Yathematiku.lJliysik. YS. Jahrg. 1894. 4.Hoft. 
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gesetzt wurde. Es lassen sich aber die letzten beiden Determinanten auf 
eine einzige reduciren. Nimmt man niimlich a n ,  dass f eine ganze homogene 
Function nton Grades sei,  so bestehen nach E u l e r  die Identitiiten: 

und I6st man diese nach z, und z2 auf, so folgt: 

F z 1 = ( n - l ) D 1 ,  Fzz= - (f i  -1)D,,  
unter 3' die neue Determinante: 

a2f a2f I . - 

7 7) 

verstanden. 
Sonach ergiebt sich durch Eintragung von D, und D, in  Nr. 76) und 

mit  Rücksicht auf Nr. 74):  

welche Gleichungen in dor gomeinsamon Form: 

enthalten sind. Aber es id  noch gefordert, dass F und Ga rationale 
Punctionen der Veranderlichen zc seien. 

Setzen wir jetzt f speciell als erste I k o s a e d e r f o r m  voraus, also in 

obiger Bezeichnungsweise: 

7 9) f - zla, (eli0 + 1 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~  - z210) 

und bilden die unter 75)  aufgestellte Determinante, so ergiebt sich: 

80) F = 121 [- (zIz0 + Z , ~ O )  $ 2 2 8 ~ , " z , ~ z , ' ~  - z,l0) - 4 9 4 ~ , ' ~ ~ , ~ ~ ] .  

Ein Vergleich mit Nr. 58) im Abschnitt 8 zeigt, dass die in der 
Klammer auftretende Grosse genau mit der Ikosacderform H zusammcn 
f'illt; es is t  mithin: 

81)  F =  121z. 
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Nun moge vorausgcsotet werden, dass die linke Seito der Gleichung 72b) 
eben jene Function H(z, ,  z,) sei; durch die Bczoichnung is t  dies tibrigens 
alles schon von vornheréin i n  Unklang  gebracht. 

,Für die Determinante unter Nr. 73) ergiebt sich sodann: 

82) G =  - 2 0 [ ( ~ , ~ ~ +  z , ~ O ) +  2,") - 1 0 0 0 5 ~ ~ ~ ~ a , ' ~ ( z ~ ' ~ +  z,lO)], 

und man bemerkt, dass die Klammergrosse genau mit der im Ahschnitt IX 
unter Nr. 65) aiifgestellten Ikosaederforrn T coincidirt; es ist: 

83) G =- 20T; 
nur wire zu erwahnen, dass s tat t  der Buchstaben 4, A2 hier immer pl, 8, 

stehen. Endlich sei daran erinnert, dass zwischen f ,  11, T die Identitat 

statt hat.* Der mit Invariantentheorie vertraute Leser findet i n  obigen 
Zeilon boilhfig, dass Z I  und T Covarianton dor Form f sind; Z ist die 
Eesse'sche und T d i e  F u n c t i o n a l - D e t e r m i n a n t e  von f. Jene Covarianten 
bilden das vollst%ndige Formensystem von f, alle drei Pormen sind durch 
die dreigliedrige Relation 41) mit einander verknüpft. 

Tragen wir nun die Werthe für F und G ans 81) und 83) in die 
Differentialgleichung 78) ein, so entsteht: 

oder wegen 41) und weil zc - H: 

Dieses ist  die D i f f e r e n t i a l r e s o l v e n t e  d e s  I k o s a e d e r s .  Sie ist  
bereits hypergeometrischer Natur  und geht speciell i n  die Gauss'sche 
Gleichung über. wenn man setet: 

wo J die neue undhiangige Veranderliche, der sogenannte I k o  s a e  d e  r - 
p a r a m e t e r  i s t .  Die transformirte Gleichung lautet: 

und die Elemcnto a, p ,  y hahen die Werthe: 

Zufolge dieser Beziehung ist Te ,  d.  h. Ge,  eine rationale Function von u = H. 
13 * 
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Hiermit haben wir unser Ziel erreicht; die zl, az, d. h. die A,, n, 
erscheinen als particulare Integrale der Gleichung 87), mithin als mohl. 
bekannte hypcrgeometrische Reihen zweiter Ordnung. Herr Klein* hat 
alle diese Reihon, wie aie fü r  verschicdene Werthe des Paramet~rs d 
erforderlich werden, angegeben und auch die zugehljrigen Integrations- 
coustanten bestimmt. 

Uebrigens se i  bernerkt, dass man bei der Reihenaufstollung betrsffs 
der Transformationstheorie von Gleichung 87) gar  keine Vornussetzungen 
zu machen braucht,  es genügt die Eenntniss einer einzigen Integralform, 
also etwa die der gewohnlichen Gauss'schen Reihe: 

Die übrigen wesentlichen Integrale kann men durch Transformation 
des a l g e b r a i s  c h e n  Gleichungssystems: 

mittelst der sinfachen Substitutionen: 

"i= "5 ; ,  z,= v $  

erhalten, wo v derartig bestimmt werden m u s ,  dass die rechten Seiten 
der vorigen Gleichungen ihre Bedeutung wechseln, also f versnderlich 
und H oder T constant gedacht wird u. S. f. In jedem einzelnen Falle 
existirt dann ein Ansatz, ahnlich dem wie irn gegenwzrtigen Alischnitt, 
und es stellen sich Formen (h6hcre Uoborschiebungen) ein, die unmittelbar 
durch dio ursprünglichen Formen f ,  R, T ausgodrückt wcrden kannen. 
dnf solche Weise kommt man zu den bckannten sochs Fiillon, in denen 

das vierte Element der Reihe die Gestalt 

13. Znsammenstellnng der Resultate. 

Die Ergebnisse der früheren Abschnitte, soweit aie sich auf eine 
Hauptgleichung beeiehen, lassen sich zusamrnenfassen wie folgt: 

Einer Hauptgleichung fünften Grades : 

16) y5+ 5 f f y 2 +  5 B y  + y  = 0 
wird durch den Ausdruck: 

genügt, wo t u  und VITv nachstehende fünfwerthige Ausdrücke sind: 

* Math. Annalen. XII. Bd. S. 514 u. 615. - Erwahnt sei, dass Herr Klein 
in seinen in den Math. Annalen erschienenen Arbeiten immer 12% statt H und 

12 T statt T schieibt. Unsere Bezeichnung ents~richt  der neueren im ,,lkosaederU. 
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f ~ E ~ ~ L ~ ~ A , ~  - 7 ~ ~ ~ ~ ~ ~ 4 ~ -  - E " A ~ ~ ,  

Zn: 2% 
e = cos + .i sin-; v = 0, 1, 2, 3, 4, 

5 5 
wahrend f das Ikosaeder: 

57) f = LIA2 ( A ~ ~ O  + 11 Al5LZ5 - L2l0) 

und die zugehorige Form: 

55) R = - (nlZ0 + L , ~ O )  + 2 2 8 ~ ~ ~ ~ ~ ~  (n1l0 - 1,1°) - 4 9 1 ~ ~ ~ ~ 4 ~ ~  
reprasentirt. 

Die Veranderlichen A, und A, sind die particularen Integrale der 
Differentialgleichung 

8 7 )  
d% 2 7 ddl 11 

J -+--A=O, ~ ( 1 -  J ) ~ ~ + ( ~ - - . )  6 d J  3600 

also znei hypergeometrische Reihen, deren Quotient in das unter Nr. 64) 
angegebene y eingeht. Das vierte Element der Reihen, d. h. der Ikosaeder- 
parame ter: 

86) J =  I I S  : 1728f" - h Ic : 1728 
l. 

ist bestimmt durch 

29) 
P(3r - sZ)' 

J- 
1 7 2 8  [(pz - a. y )  r 4- y2J I 

und die Grossen r und s werden auf Grund folgender Bormeln gewonnen: 

Wir bernerken weiter, dass s tat t  des Ausdruüks 64) auch der im 
Abschnitt 7 aufgestellte: 

50) y, = e4"AlPl - e3vA2E*l + e2'LlP2 + êYLZp2, 

die vorgelegte Hanptgleichung 16) befriedigt. Das Verhaltniss der 1 folgt 
genau wie vorhin aus Nr. 29); dorielbe Ansdruck orgiebt aber auch dae 
Verhaltniss der y und zwar d a m ,  we,nn das Vorzeichen von v in dem 
Werthe für r in das entgegengesetzte umgewandelt wird. Nan überzeugt 
sich hiervon. wenn man zu einem bekannten Specialfall, z. B. zur Resolvente 
der W, zuriickkehrt. 

Es ist  sehr interessant, den inneran Zusammenhang zwischen den 
erwihnten Aufl6sungsmethoden zu studiren. G o r d a n *  geht in  seiner 
Arbeit van der doppeltbinaren Grundform: 

* Math. Amalen XIII. Bd. 
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51 a) ~ ~ ~ r ~ ~ ~ c ~  + 4912 pas + ~ I & % I ~  - Lz3u1 pp2 - - 
aus, wendet auf dieselbe die Processe der Invariantentheorie an und gelan& 
so zu 36 verschiedenen Pormen, unter denen dann gewisee Relationen 
stattfinden. Auf solche Weise kornmt G o r  d a n  zanachst zu den einfachsteg 
Resolventon für t ,  W und (tW), endlich zur Hauptgloichung salbst. 

K l o i n *  schlagt einon umgekehrten Weg ein. E r  vergleicht die 
unter Xr. 64) und 50) aufgestellten Losungen und berechnet die von uns 
mit r und s bezeichneten Grossen rückwarts, d. h , ,  er drückt sie in den 
A ,  p aus. IIierbei ergieht sich, dass r und s proportional gewissen doppelt- 
binaren Formen werden, eben jenen Formen, die G o r  d a n  direct aufstellt 

Endlich sei an dieser Stelle einer Untersuchung gedacht, die als 
speciell und aufhaltlich in vorliegender Arbeit nicht aufgenommen werdcn 
konnto, dio aher nicht intcressclos ist. Wir  mcinen die Behandlung d C r  
Besolventen der 11, W und ( tW) ,  ingleichen der trinomischen Formen: 

y 5 + 5 B ~ + y = O ,  y 5 + 5 a y 2 + y = O ,  

als besondere Falle der H a u p t g l e i c h u n g :  

in  welcher dementsprechend also 

68) 31ry - 46" O,  
36) ciy - 8P2= O, 
43) 64a28" 27crSy - P y 2 -  O 

oder u = O ,  
resp. /l - 0 ist. 

Bestimmt man für die eraten drei Resolventen die A , ,  A,, so komlnt 

man natürlich auf die früher mitgethoilten Resultate xuriick. Bevorzugen 
wir dagegen die p, d. h. benutzen wir in der Rochnung ein v mit ent. 
gcgengesetztem Zeichen (+ v stat t  - v), so stoiien sich für den Ikosaeder 
parameter J auf Grund von Nr. 29) ziemlich complicirte Ausdrücks sir. 
E s  sind dies im Wesentlichen jene Verbindungen, welche Klein** unter 
ganz anderen Gesichtspunkten i n  einer Arbeit ,,Ueber lineare Differential 
gleichungen" gefunden hat ,  und deren Existenz schon durch die Unter- 
suchungen von Schwarz*"" festgestel!t war, es erscheinen eben dia mit 

XII, XIV und XV bezeichneten Falle der Schwarz 'schen Tabelle. 
W a s  die anderen beiden Sonderf&lle der Hauptgleichung anlangt, 

ci = O  und = O, so bekommt man für J Ausdrücke dritten und vierten 
Grades, die sich ebenfalls der S c h w  arzlscheu und B r i o  a c hi'schen Tabellet 

* Ikosaeder II, 3. 5 6 bis 9. 
"* &th. Annalcn XII. Bd. S. 167. 

'** S c h w a r z ,  Gesammelte mathem. Abhandlungen 2. Rd. S. 246. 
f B r i o s c h i ,  Math. Annalen XI. Bd. S. 401. 
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einordnen und eine Transformation zweiter respective dritter Ordnung vor- 
stsllen. Zugleich treten uns in  diesen Ausdrücken jene Gleichungen 
dritten und vierten Grades entgegen, deren die T s c  h i r n h a u s - B r i n g ' s c h e  
Transformation bcdarf, wonn die Hauptgleichung auf eine trinomischo 
Form zurückgeflihrt werden soll. (Vergl. auch K l e i n ,  Math. Annalen 
XII. Bd. S. 553 und XIV. Bd. S. 166.) 

So kann man also mit E l f e  rein algebraischer Betrachtungen a n  der 
Gleichung fünften Grades Vorgange studiren und Resultate reproduciren, 
die ursprtînglich der Transformationstheorie der hypergeometrischen Fune- 
tionen beziehentlich der Theorie der Differentialgleichungen angehoren. 

14. Die allgemeinen Gleichnngen flinften Grades. 
Die allgemeine Gleichung 

go] d + a z 4 +  b s 3 + c x 2 + d x +  e = O  
kann mittelst der T s c  h i r n h a u  s -Transformation: 

91) x Z + m x + ~ = y  
auf eine Hauptgleichung: 

l G )  y 5 +  5uy2+ 5 8 ~  + y = 0 

gebracht werden und hierbei bestimmen sich m und n durch*: 

Man denke sich die Substitution 91) auf bekannte Weiee umgesetzt in 

94) x - a f y 4 +  bb'ys+ c ' y 2 +  d'y  + et 

und führe hier a n  Stelle von y dio Grosso t ein. 
Es war nach Abschnitt 5 

P' t + ¶' 
Y = P % +  ~ l l n =  =3/ 

wobei p' und nur gegebene Grossen enthalten, folglich wird 

u 2 = 
(t2 - 3 f ) 4 ,  

wobei U eine gewisse ganze Function achten Grades in  t vorstellt, deren 
CoefGcienten sich von selbst ergeben. Spaltet man obiges x wie folgt: 

so kann man den ersten Factor auf die Form: 

a ' ' @ +  b l ' tS+  c" tZ+  d r r t  + el1 

gebracht denken und dann nacistehende Partialbruchxerlegung vornehmen: 

* Vergl. Kieper  t a. a. O.  S. 131. 
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d. h. aber in den 7' , T~ ausgedrückt: 

Zu eben diesem Resultat gelanpt man auch, wenn man 

Y = P% + qri2 
in Nr. 94) einfiihrt und beachtet, dass die Glieder 7,372,. . . 71;; 
rli3, . . . einzeln sich durüh einen Ausdruck zweiten Grades der 7 ;  dar- 
stellen lassen, in welchem das Glied qlq2 fehlt. (Vorgl. Abschnitt 3.) 

Y Y 

so verschwindet in 96) auch P, falls die reducirte Gleichung: 

97) x 5 +  bxS+ cx2+ d x + e  = O  
vorgelegt wird. 

Bus dioser Darstcllung, die nur schematisch zu verstehan ist, geht 
hervor, dass der reducirten Gleichung 97) ein Ausdruck: 

98) x = AqI4 + Bvg2 f D q l +  

genügt, in welcher die Grossen A , .  . . E sich in bekannter Weise rational und 
irrational durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen. 
Aber es ist wichtig zu bemerken, dass hierbei nur z w e i  Irrationalitaten 
in Frage kommen: erstens die Quadratwurzel aus der Discriminante und 
zweitens jene Quadratwurzel, welche durch AuflGsung der quadratischenGleich- 
ung für m, d. h. 5bmZ $ 1 5 ~ ~  - (3b2  - 10d) = O 
in die Rechnung gezogen wird. (Vergl. Nr. 92.) 

Wiihrend nun die erste Quadratwurzel immer eine r a t i o n a l e  Function 
der Wurzeln der vorgelegten Gleichung , niimlich das Differenzenproduct 
der Wurzeln vorstellt, ist die zweite Quadratwurzel: 

99) 
12b3-  4 o b a  + 452 

= 2,b2 

n i c h t  durch jenewurzoln r a t i o n a l  da,rstellbar, also naeh Kronocker oine 

, , a ccesso r i sche I r ra t iona l i t%t" ,  dieinkeinerweisevermiedenwerdonkann. 
Die ql und 7, sind die Mrurzeln zweier Retiolventen, welche die gomein 

same Form: 

5)  
haben, 

6) 

!l' und 

gesetzt 

wobei 

f bekannte Grossen und wo, dem 7, und 7, entsprechend, 

k, = + 1/3 bez. k2 = - Y3 
werden musa. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. W. HEYMANN. 20 1 ----- ------ 
15. Andere Darstellung der Schlusslosung. 

Sgmmetrischer wird die Darstellung des vorigen Abschnitts , wenn 
man nicht eine, sondern beide Wurzeln m und m' der quadratischen 
Gleichung 92) bei der Rechnung benutzt. 

Die Tschirnhaus-Transformation 91) reprasentirt sich jetzt in der 
zweifachon Gestalt: 

91) x"+x + n  =y 

9 1') d + rn'x + d =y')' 

unter y und y' die Losmgen der Hauptgleichung verstanden, falls in 
deren Coefficienten einmal das rn, dann das m' eingegangen ist. Die 
Losnng der allgemeinen Gleichung fünften Grades ergiebt sich nun mit 
Rücksicht auf 91) und 91') aus: 

100) (na - m l ) x  + (n - n') = y  -y'. 

1st die allgemeine Gleichung eine redncirte wie unter-iNr. 97), so 
hingen n und nr von m iiberhaupt nicht ab, denn es wird wegen a = 0, 
vergl. Nr. 93): 

2 
f i - n l - - - b ,  d.h. f i - la f=O;  

ausserdem ist 
5 

m-rn1-20 
und sonaüh 

101) 2 w x  - y  - y 1 .  

Erinnem wir uns der Porm der Wuneln einer Hauptgleichung, so 
konnen wir folgendes Resultat aussprechen: Die Wurxoln von 

97) x 5 + b x s +  c x 2 + d z + e - O  
sind dargestellt durch: 

102) x'P%+ ! 7 % + ~ ~ 7 1 ' $ .  ql%', 

wobei die p, . . . q' von derselben Beschaffenheit sind, wie die A , .  . . E i n  
Nr. 98), und die vier q die Losungen von vier Rusolventen bedeuten, die 
aiiesammt dieselbe Grundforui : 

5, h r l " 2 0 r 1 2 + 5 k r l + l - 0  
besitzen. Hier iat h respective h' eine bekannte Grosse und k  = 1- 1 / 3  

L6st man die Hauptgleichung dagegen mittelst des Ansatxes 

50) Y,= E ~ ~ A ~ ~ ~  - ~ ~ ~ a p p ~  + € a v A I p p  + €'&p2 

auf, BO ergiebt sich f'ür die allgemeinere Gleichung h f t e n  Grades unter 
Nr. 97) nachstohendo Losung: 

wobei die ( A , ,  h), (k ,  P%), (Alr, A,'), (P:, pz1) auf Grund von vier Ikosaeder- 
gleichungen zu bestimmen sind, deren Parameter aus den Coefficienten 
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der vorgelegten Gleichung fünften Grades gebildet werden konnen, und 
zwar dermasson durch elemontare Processe, dass ausser rationalen Ver- 

bindungen nur die beiden vorhin erwlihnten Quadratwiirzeln, also insbesondere 
auch die accessorische IrrationalitLt w i n  die Rechnung verwebt werden. 

Man bemerke, dass die Losungen y und der beiden Haupt- 
gleichungen stets -conjugirt zu verbinden sind, slso in der einen v = O; 
1, 2, 3,  4, in der anderen gleichzeitig v = 0; 4, 3, 2 ,  1 zu setzen kt, 
und dass zwischen y und die Boziehung 

(y- 2 0 ( m ' ~  - myl)  $ 4120" 0 
s ta t t  hat. 

Obgleich nun hiermit schematisch Alles, was sich auf die AuflGsung 
einer allgemeinen Gleichung fünften Grades bezieht, erledigt ist, und alle 
Elernente, welche die L6sung zusamrnensetzen, einzeln bekannt sind, so 
fehlt es dennoch zur Zeit s n  einem Algorithmus, welcher eine wirklith 
hinschreibbare und übersichtliche Auflosung des allgemeinen Falles 
ermoglicht. Es is t  zweifellos, dass bei allen bis jetzt bekannten Methoden 
der algebraische Theil i n  zu viele einzelne Schnitte zorlegt ist, und das~  

das oft umworbene Problem der Gleichungen fünften Grades in mehr als 
einer Hinsicht noch nicht als abgeschlossen bezeiclinet werden kann. 

(Der zwoito Theil dicser Arbeit erscheint in den nachsten Heften 
diesee Jahrgangs). 
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Ueber relative Primzahlen. 

Von 

Dr. L. GOLDSCHMIDT 
in Gotha. 

Im 70. Bande des C r e 11 e'schen Journals i d  von Herrn V i c t O r 
S ch e m me 1 eine Verallgemeinerung der Satze über relative Primzahlen 
gegeben worden, mit deren Beweis wir uns in  den nachstehendcn Aus- 
fiihrungen beschaftigen werden, indem wir damit einem gütigen Hinweis 
des Herrn Professor S t e r n  Folge leisten. 

Es lassen sich aus den relativen Primzahlen einor ungeraden Zahl m, 

welche kleiner als diese s ind,  eine bestimmte Anzahl Gruppen von ta auf- 
einanderfolgenden Zahlen zusammenstellen. 

Bevor gezeigt werden soll, dsss für diese Gruppen iihnliche Gesetze 
wie die bekannten für relative Primzahlen bestehen, wollen wir erst den Satz: 

,(m) = aa-I (a-  1)bP-'(b - 1)cy-?(c-  1 )  ... 
in ein wenig anderer Weise ableiten, als das in den Lehrbüchern zu geschehen 
pfleit. 

Wie üblich , bedeutet <p (m)  die Anxahl der kleineren , xu na = aa bP cr . . . 
relativen Primzahlen, wahrend a ,  b ,  c . . .  beliebige Primzahlen, u, P ,  y . .  . 
beliebige ganze Zahlen bedeutcn. 

Die zu a relativ primen ersten a  - 1 Zahlen der natürlichen Reihe 
kehren alu Reste mod a  in den b  Intervallen : 

von O bis a  

n a  .2a  
, 2 a  , 3 a  

m . . . . .  

S . . . . .  

von ( b  - 1) a  bis b  a  
bmal  wiedcr, wghrend gleichzeitig alle Reste ru in den je b Zahlen: 

4 Y,,, r u t a ,  r , + 2 a  ,... r , + ( b - l ) a  
vollstlindige Restsysteme mod b  durchlaiifen. Wahrend also bis zu a d  im 
Ganzen ( a -  l ) b  relative Primzahlen zu a  auftreten, finden sich in  den 
a -  1 Restsystemen A) ebensoviele, das heisst a  - 1 Vielfache von b  vor, 
80 dass nach deren Ausscheidung : 

< p ( a b ) = ( a - 1 ) b - ( a - 1 ) =  ( a - l ) ( b - 1 )  
wird. 
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Diese ( a  - 1) (b - 1) zu a b  relativen Primzahlen finden sich als Reste 
mod a  b in den c Gruppen: 

von O bis a b  

a b  . 2 a b  . Zab , 3 a b  
a . . . . . .  

. . . . . . . 
von (c- 1)ab bis c a b  

cmal  vor ,  wahrend gleichzeitig d l e  diese Reste rp in  den je c Zahlen: 

B) r,, r , + a b ,  r, f 2 a 7 ~  ,... r l l +  ( c - 1 ) a b  
wiederum vollstiindige Restsysteme nach dem Modul c  erschopfen, sa dass 
in  jeder Reihe B) auch einmal ein Vielfaches von c enthalten ist. Indem 
mir also diese ( a  - l ) ( b  - 1)  durch c  theilbaren Zahlen aus den vorhandenen 

( a  - 1 )  (b - 1) c 

zu a b  relativen Primzahlen ausmerzen , erhalten wir alle kleineren, mit 
abc  theilerfremden Zahlen durch die Relation: 

q ( a b c )  = ( a - l ) ( b - 1 ) c - ( a - l ) ( b - 1 )  = ( a - l ) ( b - l ) ( c - 1 ) .  
So kann man weiter schliessen, um zu zeigcn, dass für eine beliebige 

Zahl von Primfactoren sich die Grosse rp analog zusammensetzt, wahrend 
ftir eine Zahl m = aabBcY ... 
aus dem Anblick der Intervalle: 

von O bis abc ... 
,, abc , 2 a b c . . .  

, 2 a b c  . 3abg ... 
. . . . . . . . 
. . . . . . . . 

von (aa- lbP- lcr- l . .  .- l ) a b c  bis aabPcr ... 
die bekannte Gleichung : 

rp(m) = aa-'(a - 1)bP-l ( b  - 1)cy-l ( c -  1)  ... 
folgt. 

Wir  werden nunmehr mit cp,(na) die Zahl der Gruppen bezeichnen, 
welche sieh aus je la sufeinanderfolgenden, zu m theilerfremden Zahlen au3 

allen den Zalilen bilden lassen, welche kleiner als m sind. 
PIir eine Primzahl a  giebt es a  - rt solcher Gruppen, deren erste mit 

1  beginnt und mit fi schliesst, deren letzte dagegen aus den Elementen: 
a - a ,  a - R  f l , . . . a - 1  

besteht. Offenbar wiederholen sich diese Gruppen in nach dem Yodul a 
congruenten Zahlen zwischen je  zwei aufeinander folgenden Vielfachen von a. 
Gehen wir bis a b ,  so sind von den 

( a -  la)  b  
Gruppen diejenigen auszuschliessen , welche b oder ein Vielfaches von b 
enthalten. 
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Alle diese Gruppen entsprechen den folgenden Formen: 

1 +/la, 2 f l i a ,  3 + h a ,  ........ n + h . a  

i n  welchen 72 die Zahlen von O bis b - 1 dnrchlëuft, so dass in jeder 
dieser Formen einmal ein Vielfaches von b  an erster, einmal an  zweiter etc. 
Stelle stehen wird und somit: 

a - @  Gruppen, deren erste Z a h l z  O m o d b ,  

a - n  ,, zweite r O ,, b ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
a - 91 Gruppen , deren nte Zahl zz O m o d  b ,  

im Ganzen n ( a  - n )  auszuschliessen sein werden. 
Damit keine der Gruppen zugleich an verschiedenen Stellen ein Viel- 

faches von b enthalten konne, ist es nur erforderlich, a  als die kleinste 
von den in Frage kommenden Primzahlen anzusehen, was die Allgemein- 
heit der Unter~uchung nicht stort,  wahrend einleuchtend ist,  dass in  n 
aufeinander folgenden Zahlen nicht mehr als hochstens einmal ein Vielfaches 
einer grossen Zahl erscheinen kann. 

Wir konnen nach dem Vorhcrgehenden die Gleichung: 

 ab) = ( a - m ) b - n ( a  -n )  = (a-  n ) ( b - n )  
aufstellen. 

Diese (a  - n) ( b  - m) Gruppen finden sich in Zahlen , welche beziehungs- 
weise nach dem Modul a b  congruent sind, immer zwischen zwei aufeinander 
folgenden Vielfechen von a b  vor ,  wenn wir xu dern Product a b c  über- 
gehen, also: ( a  - n) (6 - n) c mal 

vor und um q,(a b c )  zu finden, muss ich von diesen diejenigen Gruppcn 
abziehen, in welchen durch die Primzahl c  theilbare Elemente auftreten. 

Wiederum werden a n  jeder einzelnen Stelle dieser Gruppen vollst~ndige 
Restsysteme m o d c  ersrhopft, so dass die den vorigen analogen Schlüsse zu 

qn(ubc)  = ( a - n ) ( b - n ) c - n ( a - n ) ( b - m )  = ( a - n ) ( b - n ) ( c - n )  
ftihren. 

Indem wir so fortfahren und in Bezug auf die Zahl m - aabP CY ... 
bedenken, dass immer zwischen xwei aufeinander folgenden Vielfachen von 
a b c . .  . sich die den ( a  - n) ( b  - n) (c - n )  ... Gruppen entsprechenden in 
relativen Primzahlen zu a h  c . .  . vorfinden mtissen, dass ferner a" -1  OB- 1 CY - a,.. 

solcher Intervallo bis m vorkommen , erhalt man den von Herrn S c h  e m m e 1 
aufgestellten Satz : 

cp,(m) = aa- l (a-n)bP- ' (b-n)cy- l (c  -n) . . . ,  

vielcher ftir n = 1 in den znnachst Wr ~ ( m )  abgeleiteten üborgeht. Wie 
aus diesem fur zwei theilerfremde Zahlen rn und na': 
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'P (m na') = rp !m) r? (ml), 
so folgt aus dem allgemeineren unmittelbar: 

îPn (mm') = <pa (m) î ~ n  (dl- 
Ein einfaches Beispiel sol1 hier eingeftigt werden. Ivt ab = 5 - 7  und 

nehmen wir la = 3 ,  so giebt es 2 . 4  = 8 Gruppen der gekennzeichneten 
A r t ,  ngmlich : mod 5 snod 7 - -  

1 2 3  1 2 3  1 2 3  
2 3 4  2 3 4  2 3 4  

1 1 1 2 1 3  1 2 3  4 0 6  
1 6 1 7 1 8  1 2 3  2 3 4  
1 7 1 8 1 9  2 3 4 3 4 5  
2 2 2 3 2 4  2  3 4 1 2  3  
3 1 3 2 3 3  1 2  3  3 4  5 
32 33 34 2 3  4  4  5 6. 

Wie man sieht, geben die ZaElen, nech dem Modul 5 betrachtet, 
7  - 3 = 4 ma1 die der Zahl fünf eigenen Gruppen: 

1 2 3  
2 3 4  

nach dem Modul 7 betrachtet 5 - 3  = 2  mal die der Zahl sieben eigenen 
Gruppen : 1 2 3  

2 3 4  
3 4 5  
4 5 6  

wenn auch in anderer Ordnung. So ist es allgemein. Bis zur Zahl 
rra = aa bP c y . .  . lassen sich: 

bP-i (b-f i )c7- i (c-n) . . .mal  

die zur Zahl aa gehorigen au-'(a-n) Gruppen der Zahl a  nachweisen, 
wenn man alle Zahlen mod a betrachtet, ferner: 

( a - n ) c y - l ( ~ - . n )  . . .  mal 

die zur Zahl bP gehorigen bP-l ( b  - n) Gruppen der Zahl b, wenn man 
alle Elemente mod b betrachtet u. S. f. 

F ü r  den besonderen, zun8chst behandelten Fa11 liisst sich die Formel: 

~ ( m )  = a a - l ( a -  1)bP-l(b -1)cY- ' (c-  1 )  ... 
dahin interpretiren, dass alle kleineren, mit m theilerfremden Zahlen ebenso 
vielmal alle Reste von 1  bis a - 1 mod a erschtipfen , als alle Factoren von cp (m) 

ausser (a - 1) dies angeben und entsprechend ist es für die übrigen Prim. 
factoren von m. 

Dasv hierauf der Ueweis der Formel in  den Disquisitiones arithrneticae 
beruht,  welcher combinatorisch vorgeht, bedarf kaum der Erwiihnung. 
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Ij t  k eine beliebige relative Primzahl zu m, so stimmon, wie bekannt, 
die Producte : l k ,  2 k ,  3 k ,  4 k ,  ...(na- l ) k  

in Rezug auf den Modul m mit den ersten m- 1 Zahlen bis auf die andero 
Reihenfolge vollig liberein. Daraus ergiebt sich, dass jenen cpn (m) Gruppen 
immer ebenso viele andere entsprechen, deren Glieder sich nicht um eine 
Einheit, ~ondern um k Einheiten unterscheiden. 

So entsprechen fiir unser Beispiel den 8 Gruppen die folgenden, deren 
Elemente nrn die Zahl 11 verschieden sind: 

1 12 23 
2 13 24 

11 22 33 
12 23 34 
16 27 3 
22 33 9 
2 6  2 13 
32 8 19 

Es heisse irgend ein Divisor von m 8 ,  so ist derselbe in der Form 
a ' b f  cf , . . enthalten , wzhrend die Exponenten : 

CL'< -- 01 ,  

P'S P l  
Y's Y 

etc. 
sein müssen. Dem für diese Divisoren bekannten Satze: 

Zrp(d) =: m 
entspricht im vorliegenden allgemeineren Falle die Beziehung; 

welche unter Vermeidung des Bruches rechter Hand auch 

~ n ~ - ~ ' n P - P ' l z r - y ' . .  . (p(6)  = m 
geschrieben werden kann. 

Riidet man namlich, analog wie bei dem Beweise für den speciellen 
Fall, die Summen : 

nayn(1) + na-'rpn(a) + ~ z ~ - ~ < p , , ( a " +  + .  - + cpn(aa), 

d ~ n ( l )  + n P - ' c p n ( h ) + d - 2 < p n ( b 2 ) + . - . +  cpn(bP), 

n " ~ n ( 1 )  + n " - ' ~ n ( ~ )  + aY-'<pn(c2) + . .  + ~pm(cY), 
. . . . - . . . m . . . . . . . . . . . . . . . . .  

so entspricht das Product aller der linken Seite der zuletzt geschriebenen 
Gleichung, wahrend für die erste Summe aus :  

na+na- ' (a -m)  + n a - 2 a ( a - n )  . - .  + n a a - 2 ( u - ~ ) + a a - 1 ( a - n ) 1  
oder aus: 
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nach leichter Rechnung aa ebenro, wie für  die folgenden beziehungsneise 
bP, CY etc. und also für das Product aller der Werth m folgt. 

E s  bleibt hierzu nur zu bemerken, dass man entweder q~ , ( l )  ein- fiir 
allemal = 1 zu setzen h a t ,  oder dass man die Definition der Crosse cp,(m) 
dahin abiindert, dass sie die Zahl derjenigen nicht grossercn und zu m 

relativen Primzahlen angiebt, welche Gruppen von je n aufeinander 
folgenden, mit rn theilerfremden Zahlen eroffnen konnen. 

Die Verallgemeinerung der Siitze über relative Primzahlen, mit welcher 
wir uns beschaftigt haben, erhalt ein besonderes Interesse durch folgenden 
eleganten Satz , welehen Herr S c h e m  m e 1 aufstellt : 

,W%hlt man aus jeder der qn(m) Gruppen das rlte Glied und bi!det 
aus diesen Gliedern das Product,  welches ich mit 

Tin A A k  

bezeichnen will, wo k die Differenz je zweier aufeinander folgenden Glieder 
i n  einer Gruppe bedeutet, so erhiilt man fur  dieses Product im Falle 
ra = 1 den W i l  s O n'schen, wenn dagegen n > 1, folgenden Satz: 

{n,a,,)n-l= { ( - I ) ~ - ~ P ~ - ~  (A-  l)! ( a - ~ ) ! ~ ~ n ( ~ ) m ~ d m ,  

wo die Facultaten (A - 1 )  ! und (pz - A)!, wenn A = 1 odcr A = va wird, durch 
die Einheit zu ersetzen Sind.' 

Betrachtet man zunachst die Gruppen: 

3 2 3 ... A. .......... .va 
2 3 4 A + 1 ...va f 1 

und bezeichnet man das Product: 

1 .1+1 ... a - n + l - 1  m i t n n r ~ ,  
a 

so ist nach dem W i l s o n ' s c h e n  Satze: 

oder, wenn ich für  den auf n r ~  folgendcn Theil des Ausdrucks linker Band lJ 
die kleinsten Reste nehme, nachdem der Factor (- l ) n - l  herausgexogen ist, 
so folgt : 

( - l )n - l (A- l ) !  (n- A)! nnr2z- 1 moda 
a 

und nach Multiplication mit - 1 : 
) - - )  
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Durch Erhehcn zur (a - %)ton Potenz ergiebt sich weiter: 

wofiir man auch schreiben darf: 

1 a - n [ ~ Y n r ~ I a + " '  1 wod a ,  {(-  1)L-'(A - l ) !  (TbT A).}  

vie eine leiehte Ueberlegung zeigt. Das Vorzeichen linker Hand hangt von 
dem Producte : [m-(A -l)](a -a) 

ab, welches in seiiiem Verhalten als gcrade oder ungerade Zahl mit 

($1 -j- A - l )(a - m), 
und ebenso mit 

(A - 1) (a - m) 

iibereiustimmt. 1st narnlich n eine gerade Zahl, so kann ich es ohne 
Weiteres unterdrückeil, is t  m dagegen ungerade, so ist der zweite Factor 
a - la und somit auch das Product imrner gerade, gleichviel, ob 1û im ersten 
Factor steht oder nicht. 

Dass für (i - l ) !  die Einheit zu setzen ist;  wenn man die erste 
Colonne der Reste zu Factoren des Products ll nimmt, ist ebenao eiu- 
leuchtend, als es ftir (lz - A)! erforderlich i s t ,  wenn A = n gewahlt wird. 

Nach dem F e r m a t'schen Lehrsatze gilt die Congruenz : 

Setzt man also auf der rechten Seite der zuletzt aufgestellten Beziehung 

fiir die Einheit [ g , , r A ] a - ' u n d  disidirt man auf beiùen Seiten, n a s  

zuliissig k t ,  mit [.]a-n, B O  ergiebt sich: 

Die analoge Congruenx gilt nattirlich für jcden Primzahlmodul und 
ich gelange so zu: 

nelche Beziehungen durch entsprechende Potenzirnng von C) und der nach 
den Moduln b ,  c analogen Congruenzen entstanden sind. 

Zeitschrift f. Nathematik n. Physik. 39. Jahrg. 1884. 4, Heft. 14 
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Nach unseren früheren Bemerkungen sagt aber der Ausdrnck: 

dass die a n  Iter Stelle stehenden Elernente der zu a gehorenden a-rn Gruppen 
zunl Product vereinigt ( b  - lz) ( c  - rn) . . . mal,  das heisst so oft als Factor 
gesetzt sind , als sie überhaupt unter den y, ( a b c .  . .) nach dem Modul a 
betrachteten Gruppen sich vorfinden. Roaeichnen wir also mit 

a. A, 
das Product aller in allen Gruppen in  Ate' Stelle tiberhaupt auftretenden 
Zahlen, BO erhalten wir die Congruenx: 

G II,, A1 mod a 

und analog: 
[ g n r L ] ( a - n I  (c-n). .. = II,A1 nzod b ,  

Substituiren wir den Ausdruck rechts in  den Congruenzen D ) ,  sa 
ergiebt sich aowohl nach dem Modul a ,  als nach b ,  c  etc.: 

woraus diese Congruenz auch modabc ... 
folgen muss. 

Bus der Gleichun~:  
u 

{ ( - i ) u ( n -  111 (%-il! ) l 1 r i = l + o p ,  
a 

welche einer früher abgeleiteten Congruenz entspricht, ergiebt sich durch 
Erheben zur a=- 'ton Potenz :' 

und a190 auch: 

= 1 mod a", 

wKhrend analoge Congruenzen auch für jede andere Primzahlpotenz als 
Modul gelten. 

Nach dem allgemeinen F o r m a  t'sohen Satze ist  aber: 

so dass ich die zuletzt aufgestellte Congruene auch schreiben kann: 

aus welcher wiederum: 
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Durch entsprechende Potenzirung erhalte ich somit das folgende System 
von Congruonzen : 

..  b - ' ( n - i ) u ~ - l ( a - g i ) c ~ - l ( c . ~ ) .  

El ((- 111-!(A - 11 ! (a- a) \yn@)= mod b ~ ,  

- -  1 )  ( n  - i ) ! } q n i r n ) =  [go.] ~ Y - l ( n - l ) a ~ - l ( a - n ) h ~ - ~  ( & - X I . . .  mod cy, 
I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
wllirend sich wieder wie in dern besonderen Falle der Zahl a b c  ... auf 
Grund der früher angestellten Betrachtungen: 

' [ n r l ] a " - l b B - ' ( b - n ) " -  l ( ~ - , t )  = Iln Ad mod aa, 

... r i ~ ~ - ~ n ~ - l ( a - n ) c Y - l ( c - n )  
7- nn A, mod bP, 

. - .. [[iInrA] c ~ - ' a ~ - ' ( ~ - n )  l ( b  .n). - Iln Al mod c 7  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
ergiebt, wobei &AA das Product aller in  alleu Gruppen a n  Ater Stelle 
befindlichen Zahlen bedeutet. 

Ersetze ich i n  den Congruenzen E) die rechts beEndlichen Ausdrücke 
durch dies Product und vcrbinde ich sic alle mit einander, so ergiebt sich: 

{(- l ) l - ' ( A  - 1 )  ! (n  - A ) !  \ ~ n ! ~ ] =  [ f l , ,A l ]n- l  modm 
als Resultat. 

Für den Fall, dass die einzelnen Glieder einer jeden Gruppe um den 
Werth k dlfferiren, folgt aus: 

[ ( - I ) ~ - ~ ( A  -l)! ( f i -  ~ ) ! } f l ~ r ~ k ~ - ~ = l  moda, 
wegen : a 

nnrl ka - =Hrtn k ,  
a a 

und wenn ich die übrigbleibende Potenz ka-'- (a-n) = kn-' mit 
Rlammer aufnehme : 

wihrend im weiteren Gang des geführten Beweises alle Schlüsse d 
bleiben würden. 

Damit ist also der von Herrn S c h e m m  e l  aufgestellte Satz: 

die 

{ n , ~ , , } " - ~  L ( ( - l ) A - l k n - l ( l . - l ) !  (n - A ) ! ] ~ " ( ~ )  modm 
als richtig erwiesen. 

14 * 
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Derselbe würde natürlich mannigfache Specialisirungen zulassen. Fiir 
k = 1, ,i = 1, n = 2 ergiebt sich, dass das Product derjenigen relativen 
Primzahlen, wolohe um 1 vergr5ssert wiederiim zu m relativ p r ia  sind, 

1 ist mod na. 
Wir  wollen schliesslich noch kurz bemerken, dass sich eine noch al]. 

gemeinere als die behandelte Function aufstcllen la&, welche ebcnfalls 
der cp - Function kihnliche Eigenschaften zeigt. 

Greift man aus der Reihe der Zahlen: 

1 2 3 . . . a - 1 ,  

1 2 3 . . . b - 1 ,  

1 2 3 . . . c - 1  
. . . . . . . . 

beziehungsweise a - va,  b - va, c - v, . . . beliebige Zahlen heraus, so 
sagt die Gleichung : 

q,(m) = a a - ' ( a - v a ) b P - i ( b - v b ) ~ ~ - ' ( c - ~ , ) . .  ., 
wieviel es bis zu m Zahlen giebt,  welche zugleich ciner der 

a - va Individuen mod a, 

b - va n n hi  

C- V ,  n n C 

a . . . . . . . . . .  

congruent sind. 

Ich habe im zweiten Hefte des 38. Jahrganges dieser Zeitschrift einen 
einfachen Beweis des Eule r ' schen  Satzes über die Pentagonalzahlen ver- 
offentlicht, dcn ich für neu gehalten habe. Wie ich aus der jüngst er- 
schienenen Abhandlung: ,,Beitrage zu einer additiven Zahlentheorieu von 
Dr. K. Th .  V a h l e n  ersehe, ist  derselbe Beweis bereits im 92. Bande der 
Comptes rendus von Herrn J. F r a n k l i n  gegeben worden. 
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XI. 

Einige metrische Eigenschaften der cubischen 
raumlichen Hyperbel. 

Von 

Dr. ERNST HEINRICHS 
in KTiln. 

- -  

Hierzu Tafel 1 V, Fig. 1-7. 

In Folgenden ist der Versuch gemacht worden, ausgehend von einer 
bestimmten, an der cubischen raumlichen Hyperbel auftretenden Ebenen- 
configuration zu metrischen Eigenschaften dieser Curve zu gelangen. Die 
nur rascheren Begründung einzelner Resultate stellenweise mitbenutzten 
analytischen Hilfsmittel führten zu einer parametrischen Darstellung der 
Curve, welche wegen ihrer Beziehung auf orthogonale Coordinaten viel- 
leicht geeignet k t ,  differentialgeometrischen Untersuchungen zum Ansgangs- 
punkte zu dienen. 

1. - 
1. Die Reumeurvo dritter Ordnung hat mit der unendlich fernen 

Ebene drei Punkte gemein. Die Schmiegungsebenen a,, a,, ci3 der Curve 
in diesen drei Punkten,  oder die Asymptotenebenen der Raumcurve schnei- 
den sicli in einem Funkte der unendlich fernen Ebene; sie umschliessen 
daher einen dreiseitig - prismatischen Raum A. 

A l l e  aï4 R a u m c u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  ( h S ) ,  w e l c h e  d r e i  i n  
p ; i s m a t i s c h e r  S t e l l u n g  g e g e b e n e  E b e n e n  (ai) z u  A s y m p t o t e n -  
ebencn h a b e n ,  l i e g e n  a u f  d o m j e n i g e n  C y l i n d e r  d r i t t c r  O r d -  
nung ,  y': d e r  d i e  d r e i  E b e n e n  zu  W e n d e a s y m p t o t e n e b e n e n  h a t  
und e i n e  D o p p e l e r z e u g e n d e ,  s, b e s i t z t .  

Es ist niimlich eine zweifache Bedingung für  jede Raumcurve, eine 
bestimmte Ebene zur Schmiegungsebene zu haben. Also ist es eine sechs- 
fache Bedingung für die Curven h3, die drei Ebenen ai in  irgend welchen 
Punkten zu osculiren. Die Ebene der drei Osculationspunkte [h3, a,] geht 
nun aber durch den unendlich fernen Schnittpunkt A ,  der Ebenen ai und kann 
daher m2 verschiedene Lagen annehmen. Sol1 sie, wie in unserem Falle, 
die unendlich ferne Ebene selbst sein, so erh6ht die Zahl der Bedingungen 
fdr die Raurncurve sich somit um zwei. Also giebt es unter den CCJ'~ 
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cubischen Raumcurven des Raumes m4, welche die drei Ebenen ai zu 
A s  y m p  t O t e n e  b e n  e n  haben. Eine beliebige unter den Curven h3 wird 
aus dem Punkte Am durch einen Cylinder dritter Ordnung, y3, projicirt, 
der die Ebenen ai zu Wendeasymptotenebenen hat  und ausserdem eine 
Doppclcrzcugende besitzt. Dersclbe ist durch die hierin liegende neunfache 
Gesammtbedingung (bei festliegendem Scheitelpunkte A,) eindeutig bestimmt. 
Also liegen auf ihm alle m4 C u r g n  (lz"). 

2. D i e  D o p p o l c r z c u g c n d e  s d e s  C y l i n d e r s  y3, o d c r  d i e  ge- 
m e i n s a m e  B i s e k a n t e  a l l e r  C u r v e n  d e s  S y s t e m e s  (h3) i s t  d i e  
S c h w e r p u n k t s a c h s e  d e s  p r i s m a t i s c h e n  R a u m e s  A. 

B e  w e i s .  Eine beliebige Ebene E schneidet den Cylindcr y3 in eiucr 
ebenen Curve dritter Ordnung, c3, seine Doppelerzeugende s in  dem Doppel- 
punkte O und scinc Wendeasymptotenobencn ai in den drei Wende. 
asymptoten wi dieser Curve. In einem (hier und für die Folge immer 
rechtwinkeligen) Coordinatensysteme der Ebene E .  dessen Anfangspunkt der 
Doppelpunkt O sein mage, sollen die Gcradon w, durch die Gleichungen: 

cpi = u;x + vi-y - 1 = O  

dargestellt sein. Dann hat  die Curve c3 die Gleichung: 

Weil der Anfangspunkt ein Doppelpunkt der Ciirve is t ,  !O haben die 
Coefficienten der Glieder nullter und erster Dimension in der Gleictiung 
den Werth Null. Demnach ist: 

1) - 1 + p = o ,  
also : 

p = l ;  

a f u ,+zc3=G 

und v, + v, + v, = 0. 

Bus der Gleichung 1) folgt als Form der Curvengleichung: 

sus  den Gleichungen 2) ergiebt sich, dasti die Coordinaten des z u m  
D r e i e c k  d e r  d r e i  G e r a d e n  wi g e h o r i g e n  S c h m e r p u n k t e s ,  ndmlicb: 

den Werth Null haben. Denn die hier vorkommenden Nenner haben den 
gleichen Werth d ,  den wir spater noch verwenden werden: 
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Also ist der Coordinatenanfangspunkt, das heisst der Doppelpunkt der 
Curve 2, zugleich der Schwerpunkt des Wendeasyrnptotendreiecks dieser 
Curve; und somit ist fcrner, da  E eine beliebige Ebene war ,  die Doppel- 
erzeugende s des Cylinders y 3  die S c h  w e r p u n k t s a c h s e des Wende- 
asymptotenprismas A dieses Cylinders. 

Wir nehnen für die Folge a n ,  dass die drei Ebenen <ri sammtlich 
reell sind. Dann sind alle Curven des Systems (h3) cubische raumliche 
Hypcrbeln. - Die Schnittcurven c3 der c û 3  Ebeiien des Raiimes mit dem 
Cylinder y3 sind offenbar ausgeartete Curven des Systems (h3). 

3. E i n e  c u b i s c h e  r i i u m l i c h e  H y p e r b e l  d e s  S y s t e m s  (7$) 
wird e i n d e u t i g  b e e t i m m t  d u r c h  i h r o  i n  z w e i e n  d e r  d r e i  
A s y m p t o t e n e b e n e n  b e l i e b i g  g e g e b e n e n  A s y m p t o t e n  (Fig, 1). 

Die Geraden rr,, < u 3 0 1 1 ,  <rl 0, m6gen bezw. mit p l ,  p z ,  p3 bezeichnet 
werden. Bestimrnt man in den Ebenen CY, und ci2 die Geraden a,  beÿw. a,, 
welche den Strahl pJ in  den Punkten A,3 und Aa3 schneiden nlogen, zu 
Asymptoten einer Curve (h3) und zicht durch den Punkt A?3 die Gcrade 
b, lia, und durch A,, die Gerade b, 1 az,  so bildet die Gesamrntheit der- 
jenigen cubischen Ranmcurven, welche die Ebenen ci, und 0, zu Asymp- 
totembeneu, die Geraden a, und a, xu Asymptoten haben, einen Bündel, 
fur dessen Curven (b3)  das durch die Ebenen b, a, ,  b2a, ,  u,, a, gebildete 
Tetraeder in bestimmter Zuordnung ein gcmeinsames Schmiegungstelracdcr 
ist. Ich habe nnn a n  auderer Stelle bewiesen', dass eine beliebige Ebene 
des Raumes von nur einer Curve dieses Bündels oscnlirt wird;  und zwar 
liegt der Osculatiouspunkt auf dem in der betreffenden Ebene enthaltenen 
Treffst~ahle der Kante p, und der dieser gegenüber liegenden, hier unend- 
lich fernen Kante des Tetraeders. Demgemass osculirt die Ebene 013 eine 
eiuzige Curve b3 und zwar in  einem Punkte ihrer unendlich fernen Geraden; 
das heisst die Ebene u3 ist Asymptotenebene für  nur eine der Curven, 
welche die Asymptotenebenen a, und a,, die Asymptoten a, und a, haben. 

4. D i e  d r e i  S t r e c k e n ,  w e l c h e  a u f  d e n  K a n t e n  pi d e e  p r i s -  
m a t i s c h e n  E a u m e s  A v o n  d e n  A s y m p t o t e n  e i n e r  C u r v e  7b3 a b -  
g e g r e n z t  w e r d e n ,  s i n d  g l e i c h  u n d  l i e g e u  bezw.  i n  j e d e r  d e r  
d re i  A s p m p t o t e n c b e n c n  a u f  o n t g e g c n g e s e t z t o n  S e i t e n  d e r  i n  
d e r s e l b e n  e n t h a l t e n e n  A s y m p t o t e  (Fig. 1). 

Das ereiebt sich aus der Construction der in der Ebene u3 enthaltenen 
Asymptote a, der durch ihre Asyniptoten a, und a, bestimmten Curve h3. 
Man erhalt n8mlich als Schnittpunkt A,, (bezw. A,,) der Asymptote a, mit 
der Ebene a, (bezw. O,) den durch den Schnittpunkt der Strahlen p3 und 
p,  (bezw. pl)  und den Punkt  A,, vom Punkte B,, ~ p ,  b, (bezw. BPI - p l  b2) 

- 

* In meiner Dissertation: Uebcr dcn Biindel dcrjenigcn cubischen Raum- 
curven, welche ein gegebeuea Tetraeder in derselben Art zum gemeinsamen 
Schmiegungstetraeder haben (Münster 1887) S. 11 und 17. 
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harmonisch getrennten Punkt." Da der Punkt  P 3 p 2  (bezw. p3pl) unendlich 
fern liegt, so Sind die Strecken A32 A,, und A,, B,, bezw. A,, A,, und A,, B,, 
gleich. Wegen des Parallelismus der Geraden a, und 6, bezw. a, 'und b, 

sind aber die Streckcn AI2B,, und A,,BZ1 gleich der Strecke A,3A,3: 
also folgt: 

A,, 4, = = A21 -%. 
Dio im Satze zngcgebcne Lage der drei Strecken zu den Asymptoten 

zeigt sich bei der Construction sofort. W e n n  a l s o  d r  e i  i n  d e n  Ebenen 
or, l i e g e n d e  G e r a d e n  ai e i n e  s o l c h e  L a g e  z u  e i n a n d e r  haben, 
d a s s  s i e  a u f  d e n  K a n t e n  d e s  P r i s m a s  A g l e i c h e  S t r e c k e n  ab-  
s c h n e i d e n ,  w e l c h e  i n  j e d e r  d e r  d r e i  A s y m p t o t e n e b e n e n  auf 
c n t g e g e n g o s o t z t e n  S e i t e n  d e r  i n  d i e s e r  e n t h a l t c n e n  Gcraden 
ai l i e g e n ,  s o  s i n d  d i e s e l b e n  d i e  A s y m p t o t e n  e i n e r  C u r v e  des 
S y s t e m s  (h3). 

Wirwollen die Lange der drei auf denKanten abgegrenzten StreckenAikAlk 
die A s y m p t o t e n w e i t e  a ( o d e r  A s y m p t o t e n d i s t a n z ,  A s y m p t o t e n -  
a b  s t a n d )  der betreffenden Curve laS nennen. Die ebenen Curven c3 des Cylinders 
y3 sind solche Ciirven des Sgstems (h3), deren Asymptotenweite gleich Nul1 ist. 

6 .  Die durch die Mitten Ml,  Jf,, M3 der Strecken APlA3L, Aa2, A,ei 
A,, A,, gelegte Ebene p halbirt offenbar auch die auf den Asymptoten a, 
durch die Geraden pi abgegrenzten Strecken. Die Halbirungspunkte seien 

NI auf A1,Al9, auf A,,A,, , N3 auf A31 A3,. Der Punkt  M ,  in welchem 
die Schworpunktsachso p des Prismas A die Ebene p durchbohrt, ist der 
Schwerpunkt des Dreieeks b f Ml dl2 M3. In  ihm schneiden sich also die 
drei Geraden MiNi (Fig. 2 und 3). 

A u f  j e d e r  d e r  d r e i  M i t t e l l i n i e n  NiNi d e s  D r e i e c k s  d liegt 
e i n  P u n k t  d e r  C u r v e  h3, n a m l i c h  b e z w .  SI, S, ,  S,, i n  der jenigen 
E n t f e r n u n g  S i x  vorn S c h w e r p u n k t e  Ml w e l c h e  d e r  L a n g e  und 
d e m  B i c h t u n g s s i n n e  n a c h  g l e i c h  MiNi i s t .  

Zum Beweise dieses Satzes legen wir durch die Geraden b, und b, (vergl. 
Fig. 1) die zur Asymptote a, parallelen Ebenen, welche bezw. den Strahl pl 
inR, ,  den Strahlp, inB,  schneiden mogen. S,, sei der Schnittpunkt der ersteren 
Ebene mit der Geraden b,, und S,, der Schnitt der anderen Ebene mit b,. 
Der Strahl S,,S2, ist sodann der Asymptote a, parallel, enthalt also den 
auf letzteret befindichen unendlich fernen Punkt  der Curve h3. Nun be- _ findet sich aber, nach einem C r  e m O na'schen Satze über das Schmiegungs- 
tetraedcr, den wir auf des oben beschriebene Schmiegiingstetraeder der 
Curve h3 anwenden wollen, auf jedem der Curve h3 i n  einem Punkte be- 
gegnenden Treffstrahle der Tetraederkanten b, und b,  noch ein zweiter 
Punkt  derselben Curve, harmonisch gctrcnnt vom ersten durch die beiden 
Treffpunkte des Strahles mit b, und b,.*" Der erste Begegnungspunkt 

* A. a. O. S. 17 (5 11, 3). 
** Cr em on a ,  Journal für Mathematik Bd. 68 S. 138. 
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(S12S,, , hS) liegt unendlich fern auf S,,h',,, der zweite daher in  der Mitte 
S, der Strecke S,,S,,. Eine einfache Betrachtung der Ebene S1,S2,a3 lssst 
leicht erkennen, dass der Punkt  S, auf der Verlangerung der Mi t te lh ie  
M,N3 des Dreieeks d liegt. Durch analoge, die Asymptoten a, bezw. a, 
bevorzugende Betraclitungen erhalt nian den Nachweis, dass auch auf den 
beiden anderen Mittellinien HINl und N2N,  je ein Punkt der Curve, 8, 
bezw. S,, sich befindct E s  ist ferner an der Figur ersichtlich: 

SI, A,, : SI, B, = SI, AZ3 : SI, BI, = Al, AZ3 : Ba .Bis= 1 : 4, 

S2,A, , :S , ,B , ,=S , lA ,3:S , ,B ,=A,3A23:B, ,B ,  =1:4. 

Nun ist aber auch 

und 
A S l , ~ 2 , 4 3  B, B21Al31 

AS,, 8 2 1  4 3  n, .B73,, 8 2 %  

Untcr Benutzung der hieraus sich ergebenden Aehnlichkeit der Dreiecke 

erhilt man leicht: 

Folglich ist: 

und ebenso: 

6. D i e  i n  d e n  P u n k t e n  Si a n  d i e  C u r v e  h 3 g e l e g t e n  T a n g e n t e n  
s i  s ind  p a r a l l e l  d e n  g e g e n ü b e r  l i e g e n d e n  A s y m p t o t e n e b e n e n  
der Curve.  D i e  S c h m i e g u n g s e b e n e n  ci,, G,, G~ d e r s e l b e n  i n  
jenen P u n k t e n  s c h n e i d e n  s i c h  i m  S c h w e r p u n k t e  M d e s  
D r e i e c k s  6 ,  w e l c h e r  s o m i t  i n  d e m  d u r c h  d i e  C u r v e  e r a e u g t e n  
l i n e a r e n  N u l l s y s t e m e  d e r  N u l l p u n k t  d e r  E b e n e  p i s t .  

Nach einem Satze Ilber das Schmiegungstetraeder", den wir wieder 
auf das mehrfach benutzte Schmiegungstetraeder der vorliegenden Curve h3 
anwenden wollen, liegt die Tangente eines Curvenpnnktes in  der Ebcne 
der vom Curvenpunkte nach den Kantenpaaren a,, a, und b,, b, gezogenen 
Treffstrahlen. Wenn nun RI und R, die Schnittpunkte der durch den 
Strahl S12S,, parallel zur Ebene a, gelegten Ebene mit den Tetraeder- 
kauten a, und a, sind, so erweisen sich leicht die Diagonalen des Parallelo- 
gramms R, S,,R,S,, als dio vom Punkte S3 der Curvo h3 ausgehenden Treff- 
strahlen der genannten Kantenpaare. Die in S, an die Curve h3 gezogene 
Tangente s, ist also parallel zur Asymptotenebene a,, weil sio gemiiss dem 
angeführten Satae in  der zu a, parallelen Ebene R,S,,R,S;,, liegt. 

Nach einem weiteren Satze über das Schmiegungstetraeder*" gehen 
die Schmiegungsebenen der beiden Punkte der Curve h3, welche auf einem 
Treffstrahle der Kanten b, und b, liegen, durch einen diesem zugeordneten 

' Bewiesen in meiner Uissertation 5 11 ,  5. 

** A. a. O. 5 23. 
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Treffstrahl derselben Tetraederkanten. Die Gerade S,zS21 hat mit der 
Curve h-en Punkt S, und,  wcil sic zur Geraden a:, parallel i d ,  itren 
unendlich ferneu Punkt  gemein. Da nun die Schmiegungsebene a, des 
letzteren Curvenpunktes die Geraden b, und b2 in B,, bczw. R2, schneidet, 
so ist S, Bl,B, ,  die Schmiegungsebene ci3 der Curve h3 im Punkt,e S3. 
Die Gerade B1,B2,  enthalt ersichtlich den Punkf N3;  daher geht die Ebene 
G, durch die Mittcllinio M,N, des Dreiccks 6 ,  also auch durch dessen 
Schwerpunkt M. Die analogen Betrachtungen lehren , dass die Schmiegungs- 
ebenen der Curve in den Punkten SI und S2 die beiden anderen Mittel- 
linien des Dreiecks d enthahen. Nebcnbei zeigt sich an der Pigur: 

D i e  v o n  d e r  S c h m i e g u n g s e b e n e  ui u n d  d e r  A s y m p t o t e  n i  
auf  d e n  i n  d e r  A s y m p t o t u n c b e n c  ui e n t h n l t e n c n  K a n t c n  d e s  

P r i s m a s  A a b g e s c h n i t t e n e n  S t r e c k e n  w e r d e n  d u r c h  d i e  beiden 
a n d e r e n  A s y m p t o t e n  d e r  C u r v e n  h3 h a l b i r t  u n d  s i n d  daher 
g l e i c h  d e m  d o p p e l t e n  A s y m p t o t e n a b s t a n d e  a d e r  C u r v e .  

P ü r  die Polge wollen wir die Punkte Si d i e  S c  h e i  t e l ,  die Ebene p 
d i e  M o d i a n -  o d c r  C c n t r a l e b e n e .  die Geradrn HiNi  d i e  Medianen, 
den Punkt  J!i d e n  M i t t e l -  o d e r  S c h w e r p u n k t  d e r  C u r v e  h3nennen, 

Die vierfache Mannigfaltigkeit der Curven des Systems h3 zeigt sich 
hier nochmals, indeni man jeden Punkt  der Schwerpunktsachse p des Pris- 
mas A xum Mittelpunkte (cc'), jede durch ihn gelegte Ebene zur Mediaa 
ebene einer Systcmcurve annehrnen (a2) und dann noch die Lange der 
Asymptotendistanz Leliebig (ml )  festsetzen kann. Dann ist die Curve 
bestimmt , aber zweideutig, weil die Enden der Asymptotendistanzstrecken 
in zweifacher Weise durch die Asymptoten verbunden gedacht werden 
koniien. Setzt man nur die S t e l l u n g  der Centralebene und die Lange 
des Asyrnptotenabstandes fcst, so erhiilt man zwei einfach unendliche Systeme 
unter eimnder congruenter Curven h3. 

7. D i e  C e n t r a l c b e n e  p d e r  c u b i s c h e n  S y s t e m c u r v e  hS ent. 
h a l t  d i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  (m2) F l a c h e n  z w e i t e r  Classe, 
w e l c h e  d e m  S c h r n i e g u n g s e b e n e n t o r s u s  d e r  C u r v e n  hg e i n -  
b e s c h r i e b e n  w e r d e n  k o n n e n .  D i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  von der 
T a n g e n t e n d e v e l o p p a b l e n  v o n  h3 i n  d i e  S c h m i e g u n g s e b e n e n  
d i e s e r  C u r v e n  e i n g e s c h n i t t e n c n  H y p e r b e l n  (1z2) l i e g e n  in der 
C e n t . r a l e b e n e  p a u f  d e r j e n i g e n  E l l i p s e  e2, w e l c h e  d e n  Mittel.  
p u n k f  N v o n  h3 z u m  M i t t e l p u n k t e  h a t  u n d  d i e  Asympto ten-  
e b e n e n  ai d e r  C u r v e  i n  d e n  M i t t e n  Ni d e r  S e i t e n  d e s  Dreiecks 
8 b e r ü h r t .  

Herr  R e y  e erwzhnt in einer var einiger Zeit erschienenen Abhandlung* 
eine ,,Centralebene a u  der cubischen Raumcurve, welche dadurch charakterisir: 

* ,,Der gegenwkrtige Stand unserer Kenntniss der cubischen Raumcurven, 
übersichtlich dargestellt," in der Festschrift der mathematischen Gesellschaft in 
Hamburg 1890 S. 54. 
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ist, dass in ihr die Mittelpunkte der dem Schmiegungsebenentorsus der 
Ciirvc einbeschriebenen Flachen zweiter Classe liegen - und zwar die 
Mittelpunkte der zu Kegelschnitten ausgearteten i n  einem Kegelschnitte, 
der fiir die cubische Hyperbel eine Ellipse ist. W i r  haben daher nur noch 
zu beweisen, dass unsere "Medianebene mit der R e  y e'schen ,,Central- 
ebene S u  identisch ist,  und dass die i n  ihr enthaltene Mittelpunktsellipse e2 
die in obigem Satze angegebene Lage hat. 

Die in der Asymptotenebene cr, euthaltene Ilyperbel h2 bat die 
h3.Asymptote a, ebenfalls zu einer Asymptote, und die Prismenkanten 
pz und p3 sind parallele Tangenten derselben. I)iiher liegt d e r  Mittelpunkt 
dieser Hyperbel 1i2 iu der Nitte der Strecke Ai2Ai3,  also im Punkte NI 
auf der Medianebene p. Ebenso liegen die Mittclpunkte der in den 
Asymptotenebenen a, und as enthaitenen Hyperbeln 72' in  den Punkten 
N, bezw. N,. Polglich ist p die vou Herrn R e y e  als ,Centralebene d u  
charakterisirtc Ebeno. 

Die Geraden s3 und B,,B,, sind parallele Tangenten der in der 
Schmiegungsebene G ,  enthaltenen Hyperbel h" und zwar berührt letztere 
dieselben in den Punkten S3 bezw. N3 - in N,, weil durch diesen Punkt 
die Asymptote a, der Ebene as geht. Somit liegt der Mittelpuukt der in 
u, enthaltenen Hyperbel (h2) in  der Mitte L3 der Strecke S,q,. Da aber, 
wie früher bewiesen , S3N, = 4 MN3 ist. so ist L3N= MN,. Aehnliches 
lksst sich bezuglich der Mittelpunkte der in  den Ebenen G, und G, ent- 
haltenen Byperbeln (h2) zeigen. Diese Mittelpunkte mogen L, und L,  heissen. 
Somit enthiilt die Nittelpunktsellipse e2 die sechs Punkte Li und Ni, und 
der Punkt M ist ihr Mittelpunkt. 

Die parallelen Sehnen NIN, und L, L, der Ellipse eZ werden, wie 
aus der Configuration ersichtlich, von dem Durchmesser L3N, derselben 
halbirt. Daher berührt die Ellipse im Punkte N, die zu diesen Sehnen 
parallele Seito NlH2 des Dreieckes 6. Analog k s s t  sich xeigen, dass sie 
in den Punkten N ,  und N,  die beiden andcren Seiten des Dreiecks 6 
berührt. 

Bus den a. a. 0. von Herrn R e y  e angeführten Eigenschaften der 
Centralebene p ergiebt sich fiir unsere Systemcurven noch Folgendes: 

D e r  N i t t e l p u n k t  M' d e r  C u r v e  h3 i s t  d i e  r e e l l e  M i t t e  
der b e i d e n  c o n j u g i r t  i m a g i n a r e n  P u n k t e ,  i n  w e l c h e n  d i e  
S c h w e r p u n k t s a c h s o  p d e s  P r i s m a s  A d e r  C u r v o  h3 b e g e g -  
net. D i e  b e i d e n  i m a g i n a r e n  S c h m i e g u n g s e b e n e n  d e r  C u r v e  
in j e n e n  P u n k t e n  g e h e n  d u r c h  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  
der  E b e n e  p. 

D i e  B i s e c a n t e  p d e r  C u r v e  h3 i s t  a l s o  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  
S c h n i t t l i n i e  z w e i e r  S c h m i e g u n g s e b e n e n  i n  d o m  d e r  C u r v e  zu- 
g e h o r i g e n  l i n e a r e n  N u l l s y s t e m e  z u g e o r d n e t ,  u n d  d i e  M e d i a n -  
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e b e n e  p i s t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  i n  B e z u g  auf  die 
C u r v e  hS c o n j u g i r t . *  

8. Die Tangente si der Curve h3 im Scheitelpunkte Si ist ziigleich 
Tangente des Cylindcrs y3 in demselben Punkte. Nach den Satzen des 
5 6 ist daher die Tangentialebene dieses Cylinders Iangs derjenigen seiner 
Erzeugenden, welche den Punkt  Si enthalt, parallel zur gcgenüber liegenden 
Ebene des Prismas A. Die drei so bevorzugten Erzeugenden des Cylinders, 
welche in den die Kanten pi des Prismas mit dessen Schwerpunktsachsep 
vcrbindendcn Ebencn enthalten sind, wollcn wir die Scheitelerzeugenden 
desselben nennen. Auf ihnen liegen die Scheitelpunkte aller Curven des 
Systems (729). Schneiden wir das Prisma A und den Cylinder y3 diirch 
eine beliebige Ebene, so ergiebt sich für die Schnittcurve c3, die wir schon 
oben als ausgeartete Curve (h") bezeichnet haben, Folgendes: 

A u f  j e d e r  d e r  d r c i  M i t t e l l i n i e n  d e s  A s y m p t o t e n d r o i e c k s  d 
e i n e r  C u r v e  c3 ( a l l g e i n e i n  g e s p r o c h e n :  e i n e r  e b e n e n  un icursa len  
C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  m i t  d r e i  r e e l l e n  W e n d e a s y m p t o t e n )  
l i e g t  a u s s e r  d e m  i m  S c h w e r p u n k t e  .M d i e s e s  U r e i e c k s  befind-  
l i c h e n  D o p p e l p u n k t e  d e r  C u r v e  n o c h  e i n  w e i t e r e r  Punkt  
( S c h e i t e l p u n k t )  Si d e r s e l b e n  s o l  d a s s  d c r  A b s t a n d  S,M nnch 
LLinge  u n d  R i c h t u n g  g l e i c h  d e r  b e t r e f f e n d e n  M i t t e l l i n i e ,  ge- 
m e s s e n  v o m  D r e i e c k s p u n k t e  n a c h  d e r  g e g e n ü b e r  l i e g e n d e n s e i t e  
h i n ,  i s t .  D i e  T a n g e n t e  si d e r  C u r v e  c3 i m  P u n k t e  Si i s t  parallel 
d e r  g e g e n ü b e r  l i e g e n d e n  W e n d e a s y m p t o t e  d e r s e l b e n  (Fig.4). 

Die Curve c3 besteht als Doppelpunktscurve dritter Ordnung aus einem 
einzigen Zuge. D a  derselbe keine der drei Wendeasymptoten im end. 
lichen Gebiete der Ebene durchschneiden kann,  die Punkte Si aber inner- 
halb der Scheitelwinkel des Dreiecks d liegen, so folgt, dass die gesammte 
Curve c3 - abgesehen von ihrem isolirten Doppelpunkte M - in drei 
Zweigen innerhalb dieser Scheitelwinkel liegt. Daraus ergiebt sich: 

D e r  C y l i n d e r  y3, a l s o  a u c h  j e d e  C u r v e  d e s  S y s t e m s  (hS) liegt 
i n n e r h a l b  d e r  d r e i  z u m  P r i s m a  A g e h o r i g e n  S c h e i t e l w i n k e l -  
rLume.  

9. Zu jeder cubischen Raumcurve erhalt man bekanntlich ein lineares 
Nullsystem, wenn man jeder Ebene denjenigen ihrer Punkte zuordnet, in 
welcheui sich die drei vou der Raumcurve irinerhalb der Ebene osculirten 
Ebenen schneiden. Das Nullsy~tem erzeugt durch die in ihm sich selbst 
zugeordneten Strahlen, zu wolchen u. A. die Tangenten und Schmiegungs- 
strahlen der Raumcurve gehoren, einén linearen Complex. Die Haupt. 
achse dieses Complexes geht durch den Nuilpunkt der unendlich fernen 
Ebcnc, also durch den unendlich fernen Schnittpuiikt der drei Asymptoten- 
ebenen ir; einer Curve h3. Sie ist daher den Schnittjtrahlen pi dieser 
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Ebenen parallel. Wiihrend somit die Richtung der Hauptachse für  alle 
Curven unseres Systcms (7b3) dieselbe ist , Lndcrt sich ihr  Ort  je  nach der 
Richtung der Asymptoten ai der Curven (h3). Denn bekanntlich ist die 
senkrechte Entfernung q der Hauptachse von oinem der Leitstrahlen des 
Nullsystems, also speciell von den Asymptoten der Curve (hS) durch die 
Gleichiing: 

III) q tang p = e* 

mit der Tangente desjenigen Wiukels p verbunden, den der betreffende 
Leitstrahl mit der Richtung der Hauptachse bildet. c ist eine für das 
Nullsystem und den Complex charakteristische Constante, mit der wir uns 
noch wiederholt beschaftigen werden. Wir wollen die Hauptachse des 
mit der vorliegenden Cilrvo des Systems (h3) verbundenen Complexes 
als H a u p t n u l l a c h s e  h dieser Curve bezeichnen. Es  ist also zunachst 
festgestellt : 

Die  H a u p t n u l l a c h s e  h d e r  C u r v e  h3 i s t  p a r a l l e l  z u  d e n  
Kanten  u n d  d e r  S c h w e r p u n k t s a c h s e  d e s  P r i s i n a s  A. 

Nimmt man den Ort  der Hauptachse und die Constante c al; gegebcn 
an, so kann man eine zugehorige Curve des Systems h3 successive ent- 
stehen lassen, sobald man cinen ihrer Punkte kennt. Man legt in  letzterem, 
auf dem Cylinder gegebenen Punkte P, die Tangcntialebene z an den 
Cylinder, bestimmt deren Abstand q von der Htluptachse h und sodann 
nach der obigen Formel die Richtung der in  z enthaltenen Tangente t der 
Curve h3. Die Tangente liefert den ntichstfolgenden Punkt ,  P', der Curve. 
Von diesem gehen wir nun in derselben Weise zum zweitfolgenden Punkte 
iiber u. S. f. 

Die siimmtlichen in der Tangcntialebene z des Cylinders y3 enthaltcnon 
Parallelen zur  Tangente t sind Leitstrahlen des Nullsystems. Denn da die 
Ebene r zur Hauptnullachse h parallel i s t ,  so liegt ihr Nullpunkt unendlich 
fern. Denkt man sich nun in der angegebeneu Weise die sfimmtlichen 
Leitstrahlen, welche in  allen Tangentialebenen des Cylinders y3 enthalten 
sind, construirt, und reiht man dann die Schnitte je zweier in benach- 
barten Tangentialebenen liegender Leitstrahlen fortschreitend an einander, 
ao erhalt man ausser der ersten Curve h3 noch nnendlich viele weitere, 
welche alle der ersten congruent. sind (man kann sich dieselben auch durch 
Verschiebiing der ersten Curve anf dem Cylinder i n  der Richtung seiner 
Erzengenden entstanden denken). Da nun die Verbindungsebene zweier 
aufeinander folgenden Tangenten einer Raumcurve die letztere im Schnitt- 
punkte der lieiden Tangenten osculirt, und da andererseits die Tangenten 
hier Leitstrahlen des Nullsystems sind , ihr Schnittpunkt somit der Null- 
punkt ihrer Verbindungsebene i s t ,  so folgt: 

* Reye, Geonietrie der Lage II. Theil 10. Vortreg. 
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D u r c h  d a s  N u l l s y s t e m  e i n e r  C u r v e  d e s  S y s t e m s  hg weraen 
a u c h  d i e  e i n f a c h  u n e n d l i c h  v i e l e n  i h r  c o n g r u e n t e n  Curvendes  
S y s t e m s  i n  s i c h  s e l b s t  t r a n s f o r m i r t ,  u n d m a n  k a n n ,  u m d a s N u l l -  
s y s t e m  d e r  e r s t e r e n  C u r v e  z u  e r h a l t e n ,  v o n  c i n e r  b e l i e b i g o n  der 
l e t z t e r e n  a u s g e h e n .  

Die Iiauptnullachse kann,  da ihre Richtung beim Systeme jk") be. 
stimmt k t ,  noch zweifach unendlich viele Lagen, die Constante c einfach 
unendlich viele Werthe annehmen, und zu jedem bestimmten unter den 
hiernach in dreifach unendlicher Mannigfaltigkeit auftretendeu Nullsystemen 
gehoren einfach unendlich viele congruente Curven h3. Damit ist noclirnal3 
erwiesen, dass es w4 Curven h3 auf dem Cylinder y3 giebt. 

IO. Z w i s c h e n  d e r  L a n g e  a d e r  A s y m p t o t e n w e i t e  einer 
C u r v e  (7z3) u n d  d e r  C o n s t a n t e  c d e s  z u r  C u r v e  g e h o r i g e n  Null- 
s y s t e m s  f i n d e t  d i e  e i n f a c h e  B e z i e h u n g  s t a t t :  

IV> 3 a . c  = 2J,  
w o  J d e n  P l a c h e n i n h a l t  d e s j e n i g e n  D r e i e c k s  b e d e u t e t ,  in 
w c l c h e m  d a s  P r i s m a  A v o n  c i n e r  b c l i e b i g e n ,  z u  s e i n e r  Kanten- 
r i c h t u n g  senkrechten E b e n e  d u r c h s c h n i t t e n  w i r d .  

Q sei ein beliebiger Punkt der Hauptnullachse h einer Curve (il"), 
und q , ,  q e ,  q3 seien die senkrechten Abstënde dieses Punktes von dcn 
Seitenflachen des Prismas A ,  den Asymptotenebenen q. Das Dreieck E,  

in  welchem die Ebene der drei Lothe das Prisma schneidet, habe die 

Seitenlangeu ll , 1, , Z3. Die drei Asymptoten - Distanzstrecken ($ 4) bilden 
mit den von ihnen auf den Asymptoten ai selbst abgegrenzten Strecken, 
deren Lëngen wir vorübcrgehcnd mit ai bezeichnen wollen, einen ge. 
schlossenen Streckenzug. Als positiven Richtungssinn setzen wir für die 
Strecken li und ai denjenigen fest,  welcher sich bei der Umlaufung des 
Dreiecks bexw. Streckenzuges nach der Folge des Indices ergiebt; dagegen 
mogen die Asyniptotenweiten, deren absolute Lange mit a bezeichnet 
wcrden 6011, bei solcher Umlaufung negativ werden. Daraus folgt dann 
sofort, dass die Summe der Projectionen der drei Strecken ai auf eina 
der Kanten des Prismas auch dem Vorzeichen nach gleich 3a ist: 

a,cosq, + a,cosp, + a,cosq, = 3 a .  

<pi sei der Winkel, welchen die Strecke ai mit den ihr anliegenden 
Asymptoten - Uistanzstrecken bildet. 

Die Strecke pi ist gleich dem Abstande der Asymptote ai von der 
Hauptnullachsa. Daher besteht die Formel (5 10): 

gi. tangqi  = c ,  

und wir konnen somit die obige Gleichung in folgenbe umwandeln: 
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Die linke Seite dieser Gleichung stellt den doppelten Inhalt J des 
Dreiecks E dar. Demnach haben wir: 

2 J =  s a c ,  , 

aus welcher Formel sich ergiebt, d a s s  d i e  A s y m p t o t e n w e i t e  e i n e r  
Curve d e s  S y s t e r n s  (?$) n u r  v o n  d e r  Constante d e s  d i e s e r  C u r v e  
z u g e h o r i g c n  N u l l s y s t e m s  a b h i i n g i g  i s t .  

Denn der Inhalt des Dreiecks c ist eine fü r  dau ganze voriiegende 
System (lu" constante Grosse. Bei der Verwendung der gewonnenen Gleichung 
werden die über die Vorzeichen oben gemachten Bemerkungen xu lieriick- 
sicht,igen sein. 

1 1 .  Die Curve h3 wird aus ihren unendlich fernen Punkten durch drei 
hyperbolische Cylinder zweiter Ordnung projicirt. Die Achsen dieser drei 
Cylinder sollen die C e n  t r  a l e  n sri der Curve h3 genannt werden, weil die 
drei Schnittpunkte der Curve mit einer beliebigen durch eine solche Achse 
gelegten Ebene gleichen Abstand von der Achse haben. 

J e d e  d e r  d r e i  C e n t r a l e n  afi d e r  C u r v e  h3 b e g e g n e t  z w e i e n  
von d e n  d r e i  A s y m p t o t e n  ai d e r  C u r v e .  D i e  T r e f f p u n k t e  d e r  
C e n t r a l e n  m i t  d e n  A s y m p t o t e n  t h e i l e n  d i e  v o n  d e n  K a n t e n  pi 
des P r i s m a s  A a u f  l e t z t e r e n  a b g e g r e n z t e n  S t r e c k e n  i n  d r e i  
g le iche  T h e i l e .  D i e  C e n t r a l e  ali i s t  d e r  A s y m p t o t e  ai p a r a l l e l  
(Fig. 5). 

Be weis. Die Centrale a', ist  der Schnitt der beiden Asymptotenebenen 
desjenigen Cylinders, der die Curve h3 aus dem unendlich fernen Puukte 
der Asymptote a, projicirt. Damit ist der letzte Theil des Satzes bewiesen. 
Jene Asymptotenebenen sind nun die durch die Asymptoten a, und a3 
parallel zu a, gelegten Ebenen. Die erstere derselben schneide a, in Cs,, 
p, in D,, die letztere a, i n  C,,, p, in  D,. Dann ist C,, C,, die Schnitt- 
h i e  der beiden Ebenen, also die Centrale a',. Betrachten wir an der 
Figur die Dreiecke A,, D, C,, und A3, A, ,  C,, , so finden wir leicht, dass 

also : 

und bei Betrachtung der Dreiecke AZ3D, CE, und A,, C ~ I ,  dass 

also : 

kt. Ebenso ergeben sich ais die beideo anderen Centralen der Curve 7h3 

die Geraden a', C3, Cl, und a'3, C13 C23, wo unter C I B ,  Cl,, CZ3 
diejenigen auf den Asyrnptoten ai gelegenen Punkte zu vorstehen sind, 
welche den Bedingungen genügen : 
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4 3 ,  C72 = 2C32-432, A13C12 = 2 Q 1 2 4 2 ,  

'12 ' 1 3  = '13 '13, '21 '23 = C23BZ3' 

12. .Wenn ein ebenes Feld G in seiner Ebone durch eine Drehung von 
180' um einen beliebigen seiner Punkte in  die neue Lage CI' gebracht 
wird, so Sind die Felder a und G' congruent und perspectivisch. Ilire 
Collineationsachse licgt iinendlich fern und ihr Collineationscentrum, nam. 
lich der Drehpunkt, ist die Mitte zwischen je zwei entsprechenden Punkten. 
Construirt man nun zu einem dem Felde G angehorenden Dreiecke 8 ,  dessen 
Schwerpunkt 2çi im Collineationscentrum liegt,  das entsprtkhende Dreieck 6' 
im anderen Pelde, so zeigt sich, dass die entsprechenden Seiten der beiden 
Dreiecke parallel sind, und dass jede Seite des einen Dreiecks von den 
beiden sie durchsctineidenden Seiten des anderen i n  drei gleiche Strecken 
zerlegt wird. Den Schwerpunkt und die Schwerpunkttransversalen haben 
die beidcn Dreiecke gemeinsam. Wir wollen zwei in solcher gegenscit,iger Lage 
befindliche Dreiecke d und d', h O m O c e n t  r a 1 e D r e i e c k e nennen. Die 
ebenen, unicursalen Curven dritter Ordnung c3 und c ' ~ ,  deren Wende. 
asymptotendreieck S bezw. 8' und deren Doppelpunkt M ist,  sollen con. 
j u g i r  t e  C u r v e n  heissen. Sie sind als entsprechende Curven der beiden 
Pelder congruent, und auf jedem durch ihren gemeinsamen Doppelpunkt Y 
gelegten Strahle liegt der Doppelpunkt iu der Mitte zwischen den beiden 
weiteren Schnittpunkten des Strahles mit den Curven (Fig. 4). 

Durch Projection der Gesammtfigur aus einom unendlich ferncn Punkte 
des Baumes erhalten wir zwei h o m o  c e n t r a l e  P r i s r n e n ,  A und A', und 
die dazu gehorenden, zu einander c o n j u g i r t e n  c u b i s c h e n  Cylinder 
y%nd iS. Offenbar ist der Punkt ,  i n  welchem die gemeinsame Schwer- 
punktsachse p der beiden Prismen von irgend einer Geraden getroffen 
wird, die Mitte zwischen den beiden weiteren Schnittpunkten dieser Geraden 
mit den Cylindern y3 und y'" Die homocentralen Prismen und die eu. 
gehtirigen conjugirten Cylinder werden von jeder Ebene in zwei homocentralen 
Droiecken und den diescn zugehorigen conjugirten Curven geschnitten. - 
Legt man durch die Centralen a'i ( 5  11) der Curve h3 die zu den gegen. 
tiberliegenden Asymptotenebenen a, dieser Curve parallelen Ebenen, uti ,  EO 

erhalt m a n ,  wie aus dem in 5 11 Gesagten leioht folgt, das zum Wcnde- 
asymptotenebenen-Prisma A der Curve hS homocentrale Prisma A'. Auf 
dem zu diesem gehorigen, dem Cylinder 9 conjugirten Cylinder ,p befindet 
sich das vierfach unendliche System (h'3) derjenigen cubischen rLumliclien 
Hyperbeln, welche die Ebenen des Prismas A' zu Asymptotenebenen haben. 

J e d e r  c u b i s c h e n  H y p e r b e l  d e s  e i n e n  d i e s e r  b e i d e n  Systeme 
i s t  e i n e  c u b i s c h e  H y p e r b e l  d e s  a n d e r e n  i n  d e r  A r t  zugeordnet ,  
d a s s  d i e  C e n t r a l e n  d e r  e r s t e r e n  C u r v e  d i e  A s y m p t o t e n  d e r  
l e t z t e r e n  s i n d ,  und nmgekehrt .  Z w e i  i n  s o l c h c r  wcchsc l se i t iger  
B e z i e h u n g  s t e h e n d e  c u b i s c h e  R a u m - H y p e r b e l n ,  welche air 
a l s  c o n j u g i r t e  b e z e i c h n e n  w o l l e n ,  h a b e n  d i e s e l b e n  unendlich 
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f e r n e n  P u n k t e  u n d  g l e i c h e  A s y m p t o t e n w e i t e  a. D i e  S c h w e r -  
p u n k t s a c h s e  p d e r  h o m o c e n t r a l e n  P r i s m e n  i s t  o f f e n b a r  f ü r  
beide e i n e  i d e e l l e  B i s e k a n t e .  

Um den Satz zu beweisen? haben wir nur  die asymptotische Lage 
der Geraden auf dern Prisma A' nachzuweisen. 

Die Ebene a, a', is t ,  weil a', I l  a, und a, 11 a', , parallel zur Ebene a', a,. 
Die beiden Ebenen schneiden auf dern Strahle p, die von den Asymptoten 
a, und a, eingeschlossene Asymptotenweite der Curve h3, auf dern Schnitt- 
strahle p', der Ebenen <y', und a', des Prismas A' aber die von den Geraden 
a; und a'z begrenzte Strecke ab. Wegen des Parallelismus der Geraden 
p, und p', sind diese beiden Strecken gleich. Ebenso sind die von den 
Geradenpaaren a',, as3 und a',, a; auf den K a n t e n ~ ' ~  und abgegrenzten 
Strecken gleich den von den Asymptotenpaaren a2 ,  a, bezw. a, ,  a, auf 
den Kanten pl und p, eingeschlossenen Asymptotec-Distanzstrecken der 
Curve h3. Da nun die drei Asymptotendistanzen der letzteren Curve gleiche 
Lange a haben, so sind die auf den Kanten des Prismas A' durch die 
Strahlen a'i abgegrenzten Strecken untereinauder und mit der Asymptoten- 
weite o gleich. Man ersieht ferner leicht an der Figur, dass jene Strecken 
in jedcr der drei Ehencn orfi auf entgegengesetzten Seiten der in  denselben 
enthaltenen Centralen ari liegen. Demnach haben letztere auf dern Prisma 
A' asymptotische Lage; das heisst, es giebt auf dem Cylinder yr3 eine 
cubisühe R a u m - H ~ p e r b e l  hrS, deren Asymptoten sie sind. Die Asymptoten 
der beiden Curven hS und hl3 sind paarweise parallel; also haben die ge- 
nannten Curven ihre unendlich fernen Punkt.e gemein. Da alle hier auf- 
tretenden Beziehungen zwischen den Curven h3 und h', ersichtlich wechsel- 
seitig umkehrbare sind, so sind die Asymptoten ai der Curve h3 zugleich 
die Centralen filr die Curve h',. 

13. Z w e i  c o n j u g i r t e  c u b i s c h e  R a u m - H y p e r b e l n  hS u n d  hl3 
haben  d i e  C e n t r a l e b e n e  p ,  d e n  M i t t e l p u n k t  M u n d  d i o  v o n  d e n  
M i t t e l p u n k t e n  d e r  i n  i h r e n  S c h m i e g u n g s e b e n e n  e n t h a l t e n e n  
K e g e l s c h n i t t e  e r z e u g t e  E l l i p s e  eZ g e m e i n s a m .  I h r e  s e c h s  
S c h e i t e l p u n k t e  l i e g e n  a u f  e i n e m  i n  d e r  E b e n e  p b e f i n d l i c h e n ,  
die  C y l i n d e r  y b n d  a u f  d e r e n  S c h e i t e l e r z e u g e n d e n  b e -  
r t i h r e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  f a ,  d e r  d e n  P u n k t  M z u m  M i t t e l -  
punkte  h a t ,  s i c h  p a a r w e i s e  d i a m e t r a l  g e g e n ü b e r .  

Es lisst sich an der im 5 11 benutzten Figur 5 leicht nachweisen, dass 
die Centralebene p der Curve h3 durch die Mittelpunkte der Strecken 
C,, C,s, Cs, C,, , C2, Cs, geht. Bus der homocentralen Lage der Prismen A 
und A' folgt aber, dass diese Punkte zugleich die Mittelpunkte der auf 
den Geraden a'i von den Strahlen p'i abgeschnittenen Strecken sind. Nach 
dern zu Anfang des 5 5 Gesagten ist dnher die Ebeno p auch die Central- 
ebene fur die Curve h", und der Spurpunkt M der gemeinsamen Schwer- 
pnnktsachse der beiden Prismen in der Ebene p ist  der gemeinsame Mittel- 

Zeiischrift f. Nathemat* u. Physik. 99. Jaiug. 1894.4.Heft. 15 
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punkt der beiden conjugirten Raum-Hyperbeln. Die drei somit ebenfalls 
in  der Ebene p liegenden Scheitel der Curve h'3 m6gen mit S'' bczcichnet 
werden. Aus der homocentralen Lage der beiden Dreiecke: 

â M1N2M3 und CS'= M;M'2M'3, 

in  welchen die Ebene p vori den Prismen A und A' geschnitten wird, 
ergiebt sich sodann unter Berticksichtigung des im 5 5 über die Scheitel- 
punkte Gcsagten leicht, dass die secbs Scheitel S, und S'i paarweise den 
Punkt  M in  die Mitte nehmen. Legen wir daher durch die drei Punkte 
S, den Kegelschnitt f2, der den Punkt  M zum Centrum hat,  so nimmt 
derselbe auch die Punkte 8; auf. Die Tangente des Kegelschnittes f Z  in 
einem der ersteren Scheitelpunkte, etwa in S,, ist nun bekanntlich parallel 
den Sehnen von f 2 ,  welche auf dein Durchmesser SIS', des Kegelschnittes 
ihren Mittelpunkt haben. Zu diesen Sehnen gehoren ersichtlich die zu den 
Ebenen ol, und ofl parallelen Geraden S e s 3  und Sr2S',. Demnach sind 
die Tangenten des Kegelschnittes f a  in den Punkten S, und S', parallel 
zu den gegenüber liegenden Asymptotenebenen der Raumcurven; sie liegen 
in den Scbeitelberührungsebenen der beiden Cylinder und y', - folglich 
berührt auch der Kegelschnitt selbst die Cylinder in den Scheitelpunkten 
SI und und ebenso in den vier anderen Scheitelpunkten von h3 
und  IL'^. 

14. D i e  O s c u l a t i o n s e b e n e n  ui und u'i g e g e n ü b e r  l i egender  
S c h e i t e l  d e r  b e i d e n  c o n j u g i r t e n  c u b i s c h e n  H y p e r b e l n  h3 und 
h'S f a l l e n  z u s a m m e n  u n d  d i e  T a n g o n t c n  d e r  C u r v e n  i n  dieeen 
P u n k t e n  s i n d  p a r a l l e l .  D a h e r  w e r d e n  d i e  b e i d e n  C u r v e n  sus 
i h r e m  g e m e i n s a m e n  X i t t e l p u n k t e  illl d u r c h  e i n  u n d  denselben 
K e g e l  d r i t t e r  O r d n u n g ,  kS, d e r  d i e  g e m e i n s a m e  S c h w e r p u n k t s -  
a c h s e p  d e r  P r i s m e n  A u n d  A' z u r  i s o l i r t e n  D o p p e l g e r a d e n  
h a t ,  p r o j i c i r t .  

Die Schmieguugsebene der Curve h3 im Scheitelpunkt S, ist nach 8 5 
diejenige die Mittellinie BIIN, des Dreiecks 8 enthaltende Ebene, welche 
mit der Asymptote a, auf den von letzterer getroffenen Kanten p, und p, 
des Prisrnas A Strecken von der doppelten Lange des Asymptotenabstandes 
abschneidet. Die so bcstimmte Ebene G, geht ,  weil sie die Linie X,N, 
enthi l t  , welche unter der Bezeichnung M'I Nfl zugleich Mittellinie des 
Dreiecks d' der Ebene p ist , durch den Mittelpunkt der auf der Asymptoie 
a i  von den Kanten p', und p', des Prismas A' abgeschnittenen Streeke. 
Da nun die Asymptote a', parallel der Asymptote a, is t ,  und da die auf 
den Kanten p', und p, (oder auf p's und p,) gelegenen Asymptoten-Distanz- 
strecken gleiche LBnge und, von den Asymptoten a, und a', aus gerechnet 
gleiche Richtung haben, so schneidet die Ebene G, auch auf den Kanten 
p', und yr3 mit der Asymptote a', Strecken von der doppelten Lange der 

Asyrnptotenweite ab. Sie ist daher auch die Schmiegungsebene G ' ~  des auf 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. ERNBT HEINRICHS. 227 

der Mittellinie M',N1,  gelegenen Scheitelpunktes S', der Curve h'3. Ana- 
loges gilt von den beiden anderen Scheitelosculationsebenen der Curve h3. - 
Die seclis, zu je zweien zusammenfallenden Schmiegungsebenen ui und d i  

schneiden sich alle im gemeinsamen Mittelpunkte ïlf der beiden conjugirten 
Hyperbeln. Nun wird aber der Kcgel dritt.er Ordnung, welchcr eine der 
beiden Curven aus dem Mittelpunkte .M projicirt, durch die Bedingungen, 
die drei Ebenen G; langs der MitteIlinien des Dreiecks B zu Wende- 
berührungsebenen zu haben, und einen Doppelstrahl zu besitzen , eindeutig 
bestimmt. Daher ist  e r  der Projectionskegel fur die Curven A3 und ht3 
zugleich. 

A u f  j e d e r  E r z e u g e n d e n  d e s  g e m e i n s c h a i t l i c h e n  P r o j e c t i o n s -  
kegels  d e r  b e i d e n  c o n j u g i r t e n  c u b i s c h e n  R a u m - H y p e r b e l n  l i e g t  
der M i t t c l p u n k t  X i n  d e r  M i t t e  z w i s c h e n  d e n  v o n  d e r  E r z e u g e n -  
d e n  g e t r o f f e n e n  C u r v e n p u n k t e n .  

Die Tangenten si und sSi der Curven h3 und ZL'S in den gegenüber 
liegenden Scheitelpunkten derselben sind die Schnitte der Ebene ~i ~ ' i  

mit den parallelen Berühungsebenen der Cylinder y3 und y'3 langs gegenüber 
liegender Scheitelerzeugender der letzteren. Daher sind sie selbst parallel. 

(Schlusn folgt.) 
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XII. 

Eine mue Ableitung des Satzes von Cayley-Bru 
über Punktsysteme auf einer algebraischen Curve. 

Von 

BENEDICT SPOEER 
iu Stuttgart. 

- 

I n  folgender Arbeit geben wir auf Grund einfacher geometrischer 
Betrachtungen eine neue Ableitung des oben genannten Satzes über Punkt- 
systeme auf algebraischen CurvenY. Wir  gehen dabei wesentlich davon 
aus,  dass wir irgend eine Curve als einem Blischel angehorig ansehen und 
die Untersuchung auf Punktsysteme auf den Curven eines Büschels ausdehnen, 
Wir  erhalten dadurch geometrische Oerter, deren Schnitte mit einer einzelnen 
der Curven uns dann auf die gewünschten Resultate fuhren. 

1. 
Die Punkte einer Ebene seien so aufeinander bezogen, dass j e d e m  

Punkt  X derselben die Punkte einer Curve vom Grade r, Yr entsprechen, 
und dass umgekehrt jedem Punkte P wieder die Punkto X eincr Curve 
vom Grade s, X" zugeordnet sind. 

Lassen wir den Punkt X eine Curve vom Grade fi und dem Geschlecht pl 
Cn,, durchlaufen, so werden die Punkte dieser Curve einander so zugeord- 
net  sein, dass jedem Punkte X der Curve r .  N- y Punkte Y und j e d e m  
Punkte Y wicdcr S. a - y Punkte X entsprechen, wobei y angiebt, wie 
viele Punkte die zu den Punkten X und Y gehorigen Curven Y' und X" 
i n  den Punkten X und Y selbst mit der Curve Cnp gemein haben. W e i t e r  
rn6gen unter den obigen r .  n- y und a s -  y Punkten noch a und Ii feate 
Punkte der Curve Cnp sein, durch die alle Curven Pr resp. Xa für Pole 
auf Cnp hindurchgehen. Sind also: 

r .w-  y - a = = ,  s.m-y-b=P, 

so eutsprechen jedem Punkte X auf C> a veriinderliche Punkte Y und 
ebenso jedem Punkte Y wieder P veriinderliche Punkte XI oder auf der  

Den Satz fand C a y  l c y  durch Induction (Comptes rendus Bd. 62 S. 6581. 
Herr B r i l l  bewies ihn zuerst (Mathem. Anualen Bd. 6 S. 33;  Bd. 7 S. 607 und 
Bd. 31 S. 374). Betreffs der weiteren Literatur verweisen wir auf Herrn Zeuthen'~ 
Abhandlung über diesen Ratz in Mathem. Annalen Bd. 40 S. 99. Zu dieser Arbeit 
selbst ïvurden wir , was wir niclit unerwihnt lassen wollen, von Herrn B r  il1 angeregt. 
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Curve selbst is t ,  wie wir uns kurz ausdrücken wollen, eine Correspondenx 
( a ,  b )  von Punkten X und Y bestimmt. 

Ausserdem konncn wir annehmen, dass die Curven Y' und X-lle- 
mal die zugehorigen Punkte X und Y zii yfachen Punkten haben. Ware 
dem nicht sol so konnten wir namlich z. B. jede Curve Y+ durch eine 
solche vom Grade r + p., , Pr -!- 'c, mit X als y fachem Punkte, ersetzen, die 
jetzt anf der Curve Cnp dieselben veranderlichen und Eesten Punkte bestimmen 
wiirdo, wio Y', nbor sueserdem noch durch n.r,  weitere feste Punkte der- 
selben ginge, die zudem noch auf einer festen Curve vom Grade r,, PI 
gelegen waren*. Und zwar is t  dies immer moglich, indem wir nur  r, 
hinreichend gross zu wshlen haben. 

Weiter wolien wir festsetzen, dass sich dies Entsprechen nicht auf die 
Punkte einer einzelnen Curve allein beziehe, sondorn dass diese Zuordnung 
auf die siimmtlichen Curven eines Büschels ausgedehnt soi, und dass also 
jedem Punkte X der Ebene durch eine ihm zugehorige Curve Y' ar Punkte, 
Y der durch X gehenden Curve CR des Büschels und umgekehrt ebenso 
jedem Punkte Y wieder f i  Punkte X entsprechen. 

II. 
Ein Punkt X bewege sich auf einer Geraden G ,  dann bestimmt alle- 

mal die zu jedem Punkt  X gehorige Curve Pr auf einer zweiten Geraden H 
rPunkte Po und durch jeden Punkt  X sind also auch r Geraden XY, 
bestimmt, die im Allgemeinen von G verschieden sind. Die Gerade X Y ,  
kann aber auch auf die Gerade G selbst zu liegen kommen und zwar ge- 
schieht dies für jeden Punkt  X o ,  der dem Schnittpunkte A von G und H 
als Punkt Y entspricht. Da es s - y solche Punkte giebt,  so fill t  also 
XY, auch (s - y )  mal auf G selbst. Ebenso kommt X y. auch r - y mal 
auf H zu liegen und zwar ebenfalls fur den Punkt A ,  aber diesen Punkt  
als Punkt X angesehen. Durch jeden Punkt  X auf G gehen also immer 
(r + s -y)  Geraden X Y,, von denen aber nur  r von G selbst verschieden 
sind, wahrend die übrigen arif G zu liegen kommen. 

h i r  erhalten also den Satz: 
D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  X Y ,  i s t  e i n e  C n r v e  v o n  d e r  C l a s s e  

( r i - s -  y) m i t  d e n  G e r a d e n  G u n d  II a i s  (s- y ) -  u n d  ( r -  y ) f a c h e n  
T a n g e n t e n .  

Drehen wir jetzt die Gerade H um den Schnittpunkt A mit G ,  so 
wird sich zwar der Ort  der Geraden X Y o  verandern, aber die Classe der- 
se!ben wird unverlindert' bleiben. Dies wird auch d a m  noch so sein, 
wenn der Winkel beider Geraden sehr klein wird, oder aber, wenn e r  
ganz verschwindet. Nun treten aber zwei Fiille auf, je nachdem y =O, 
y > 0 ist. 

Vergl. auch Zeu t h  e n ,  Mathem, Annalen Bd. 40 S. 106. 
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1. F a l l :  y - O. Die Curve zerfdlt in lauter Curven der ersten Classe 
oder in r + s Punkte, die alle auf G liegen. F ü r  jeden solchen Punkt 
geht aber die Curve Pr, die ihm als Punkt  X zugehort, durch ihren Pal 
X selbst, oder wir finden fiir diesen Fall:  

1st y = O ,  so liegen auf jeder Geraden G r + s Punkte X, für  die 
die Curve Y r  durch ihren Pol X selbst geht ,  oder der Ort  der Punkte X 
(oder Y), für  welche die Curven Pr (oder X E )  durch den Punkt X (oder 
Y) selbst gehen, ist eine Curve vom Grade r 3 s, E r + = .  

II. F a l l :  y > O. Die durch jeden Punkt  X auf G gehenden Geraden 
X Y o  werden theils zu Tangenten an die y durch den Punkt X gehende 
Zweige der Curve Pr und zwar ist die Anzahl dersellien gleich y ,  theils 
aber fallen sie mit G selbst zusammen. Durch jeden Punkt X auf G 
gehen also nur noch y von G verschiedene Geraden X Y , ,  wiihrend die 
tibrigen r + s - 2 y auf G selbst zu liegen kommen; und wir erhalten also 
den Satz: 

B e w e g t  s i c h  e i n  P u n k t  X a n f  e i n e r  G e r a d e n  G u n d  ziehen 
w i r  a n  j e d e n  d e r  y d u r c h  i h n  g e h e n d e n  Z w e i g e  d e r  ihm z u -  
g e o r d n e t e n  C u r v e  Pr d i e  T a n g e n t e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  di'eser 
T a n g e n t e  e i n e  C u r v e  v o n  d e r  C l a s s e  r + s - - y ,  R r f  S - Y ,  m i t  G a i s  
( r +  s -  2 y ) f a c h e r  T a n g e n t e .  

III. 
Ziehen wir in den 12 Schnitten einer Curve Cn, welche einem Büschel 

von Curven durch ne Grundpunkte angehort,  mit einer Geraden G an die 
Curve Cn die Tangenten, so ist  der Ort dieser Tangenten allemal eine 
Curve der (2 PZ - l)ten Classe G2" - mit G als (2 B - 2) facher Tangente*, 
Diese Curve hat mit der oben genannten Curve Br+s-Y ausser der Geraden G 
selbst noch 

( 2 n - l ) ( r + ~ - y ) - ( 2 n - Z ) ( r + s - 2 ~ )  = r + s + y ( 2 1 t - 3 )  

Tangcnten gemein. Einer jeden solchen Tangente entepricht aber eine 
Curve Pr, die von der durch den Pol X gehenden Curve C n  des l3üsehds 
langs eines der y Zweige von Pr  berührt wird. Auf jeder Geraden liegen 
also auch r + s - y (212 - 3) solche Punkte,  oder wir erhalten : 

S o l 1  d i e  C u r v e  Pr i n  d e m  z u g e h t i r i g e n  P u n k t e  X d i e  durch 
d i e s e n  P u n k t  g e h e n d e  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s  m i t  e i n e m  Zweige 
b e r l i h r e n ,  B O  i s t  d e r  O r t  d i e s e s  B e r l i h r u n g s p u n k t e s  e i n e  Curve 
v o m  G r a d e  r + s + y ( 2 n - 3 ) ,  R r + s + r ( 2 n - 3 ) .  

WEhlen wir den Punkt  X s o l  dass e r  in  eincn der Grundpunkte des 
13üschels zu liegen kommt, so wird jeder der y Zweige der Curve Y', die 
zu diesem Punkte X gehtirt, im Grundpunkte von einer Curve des Biischels 
berührt,  oder: 

Vergl. diese Zeitschrift Bd. 37 S. 69. 
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J e d e r  G r u n d p u n k t  d e s  B ü s c h e l s  i s t  y f a c h e r  P u n k t  d e s  
O r t e s  R'S~+ri2n-3), 

Piillt auf die Gerade G ein Doppolpunkt einer einzelnen Curve des 
Büschels, so zerfillt für diese Gerade die obige Curve G""-' i n  diesen 
Doppelpunkt und eine Curve von der Classe 2%- 2 ,  G2n-2. I n  dem 
Doppelpunkt wird nlimlich jede durch ihn gehende Gerade zur Tangente 
an die Curve Cn,  welche diesen Doppelpunkt enthalt, und zwar zahlt 
dieser Punkt als Curve erster Classe nur  einfach, was schon ein bestirnmtes 
Beispiel, etwa fi = 2, zeigt. Die so erhaltene Curve G2n-2  hat  mit der 
obigen Curve Rr+"-y ausser der Geraden G selbst noch 

( r + s - y ) ( 2 . n - 2 ) - ( ~ . + ~ - 2 y ) ( 2 m - 3 ) = r  + s + y ( 2 n - 4 )  

Tangenten gemein. Durch den Doppelpunkt Sind also y solcher Tangenten 
absorbirt worden , oder wir finden : 

Die O r t s c u r v e  R r + 8 + ~ ( 2 n - 3 )  h a t  d i e  3(.1a-1)~ D o p p e l p u n k t e  
e i n z e l n e r  C u r v e n  d e s  B i i s c h e l s  z u  y f a c h e n  P u n k t e n .  

Da weiter jeder mehrfache Punkt als Grenzfall einer bestimmten An- 
zahl von Doppelpunkten aufgefasst werden kann ,  so folgt auch noch, dnss 
in ihm die zugehorige Curve C R  mit der Ortscurve auch Bymal  sovicl 
Punkte gemein hat ,  als er Doppelpunkte vertritt. 1st ebenso ein Punkt  
der Geraden G ein Rtickkehrpuiikt einer einzelnen Curve Cn des Btischels, 
so ist aueserdem jede der y durch ihn gehenden Tangenten a n  die y Zmeige 
eine der Curve Y', die dem Riickkehrpunkt als Punkt  X zugehort, einmal als 
eigentliche Tangente einor CR mitzuzBhlen , wonn da8 unten gegebene 
Theorem allgemein giltig sein 5011, da jetzt die Ortscurve die Ruckkehr- 
tangente mit y Zweigen berührt. 

Hierbei haben wir bis j e t ~ t  stillschweigend vorausgesetzt, dass y > O 
id ,  indem mir fiir y = 0 das hierher gehorige Resultat bereits in II. aus- 
gesprochen haben. 

IV. 
Der Satz von Cayley-Rrill. 

D u r c h  d i e  C u r v e n  Pr u n d  XS i s t  a u f  e i n e r  C u r v e  CnP v o m  
Grade  n u n d  v o m  G e s c h l e c h t  p e i n o  C o r r e s p o n d e n z  (a, p) v o n  
P u n k t e r i  X u n d  Y b e s t i m m t  u n d  e s  k o m m t  d a n n  a l l e m a l  

+ B + 2 y p  m a l  

vor ,  d a s s  e i n  P u n k t  X m i t  e i n e m  s e i n e r  c o n j u g i r t e n  P u n k t e  Y 
znssmmenfë l l t .  

B e  weis .  1. B a l 1  y = O. Wjr  sahen in II., dass fiir diesen Fa11 
der Ort der Punkte X, ftir die die zugehorigo Curve Y' durch den Punkt  
X selbst geht,  eine Curve vom Grade r + s, Rr k S  ist. Diese Curve hat 
mit irgend einer Curve Cnp des BLischels fi(r + s) Punkte gemein, und 
jedem solchen Punkt  X entspricht ein Punkt  Y, der mit X zusammenfiillt. 
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Geht die Curve Pr durch einen festen Punkt  der Curve OP, so geht für 
diesen Punkt  als Punkt  X auch die zu ihm gehorige Curve YT durch den- 
selben oder dieser Punkt  gehort ebenfalls der Ortscurve Rr+S a n ,  und zwar 
ist dieser Punkt als uneigentliche Losung von den ~ ( r  + s) Punkten ab- 
zuziehen. Da es a solche Punkte auf der Curvo giebt,  und ebenso auch 
b Punkte,  durch welche alle Curven Xa für  Punkte Y auf Cnp gehen, sa 
ist die Anzahl der obigen Punkte nur  noch: 

n r + n s - a - b = a i + p .  

II. F a l l :  y > O. Die oben gefundene Curve R r + a + ~ ( 2 n - 3 )  hat mit 
jeder einzelnen Curve C m p  des Büschels von Curven Cn durch N' Grund- 
punkte ausser den Grundpunkten und den B Doppelpunkten noch 

n ( r + s )  + n y ( 2 n - 3 )  - y n 2 - 2 y d = ( ~ r - y )  + ( n s - y )  

+ y ( n 2 - 3 n + 2 - 2 8 )  = ~ + @ + 2 ~ ~  

Punkte gemein, wobei wir n r  - y = C Y ,  n s  - y = f i  gesctzt haben. Geht 
auch hier die Curve Y* durch einen festen Punkt  der Curve C P ,  so haben wir 
n u r  den Punkt  X sich dem festen Punkte nahern zu lassen, bis er mit 
ihm zuletzt zusammenfiillt; wodurch ohne Weiteres folgt, dass in diesem 
Punkt  die Curven Yr und Cnp (y + 1) Punkte gemein haben; oder aber, 
dass dieser Punkt  ebenfalls auf der Ortscurve gelegen und dass für ihn 
die obige Anzahl or + f i  + 2 y p  um eins zu verkleinern ist. Und zwar 
i s t  es gleichgiltig, ob der Punkt  von Anfang an ein fester Punkt der 
Curvan Yr waï ,  oder ob er es erst durch die in  1. erwahnten Aenderungen 
geworden ist. Gleiches gilt fü ï  feste Punkte der Curve C$, durch welche 
die Curven X8 gehen müssen, das heisst, die obige Formel hat auch 
ihre Giltigkcit, wenn die Anzahlcn der verKnderlichen Punkte X und Y, 
die sich gegenseitig entsprechen, 

@ = N T - y - a ,  ! = f i s - y - b  
sind. 

v. 
Wir  erhielten die Anzahl LY + + 2 y p  zusammenfallender Punkte 

X und Y als Schnitte der Curve CRP mit  einer Ortscur-re vom Grade 
r + s + y (Sn - 3 ) ,  welche dio Grundpunkte des Büschels zu y P.ilchen 
Punkten hatte und auch durch die Doppelpunkte einer einzelnen Curve 
Cnp ging. Die Grundpunkte der Curven Cn kGnnen wir aber als aiif y 
anderen Curven des B ~ s c h e l s  gclegen ansehen, das heisst, wir finden, datis 
die n" yemeinsamen Punkte der Ortscurve mit der Curve CP in den 
nZ Grundpunkten als auf einer Curve vom Grade f i .  y gelegen angesehen 
werden konnen. Daraus folgt jedoch, dass die übrigen n.r + ns + la y (n - 3) 
gemeinsamen Punkte der Curve Cnp mit der Ortscurve allemal auf einer 
Curve vorn Grade r + s + y (n  - 3) gelegen sind; oder : 
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D i e  e r h a l t e n e n  CY + p + 2 p y  P u n k t e  X, d i e  m i t  e i n e m  P u n k t e  
Y z u s a m m e n f a l l e n ,  l i e g e n  m i t  d e n  a u n d  b f e s é e n  P u n k t e n  a n f  
der C u r v e  C p  u n d  d e r e n  D o p p e l p u n k t e  a l l c m a l  n u f  C u r v e n  
v o m  G r a d e  r + s +  y(fi-3)". 

VI. 

Die Punkte X und Y einer Ebene seien einander in der oben fest- 
gesetztcn Art durch Curven Pr und Xe mit den xugehfirigen Punkten X 
und Y als yfachen Punkten zugeordnet. Ebenso seien die Punkte X und 
Z derselben Ebene einander durch Curven Zrl und Xsl mit den Punkten 
X und Z als ylfachen Punkten conjugirt. Irgend einem Punkte X ent- 
sprechen alsdann zwei Curven Pr und Zrl mit dem Punkte X als y - und 
al3 y,fachem Punkte. Ausser dem Punkto X selbst haben beide Curven 
noch weiter r.r, - y .  y, Punkte gemein. Nehmen wir wieder zwei Gerade 
G und H an und lassen den Punkt  X sich auf der Geraden G bewegen, 
so bestimmt die zu ihm gehorigo Curve Pr auf der Geraden H allemal 
r Punkte Yo, und der Ort  der Geraden X Po ist jetzt eine Curve von der 
Classe (r + s  -y), Rr++y, mit G und H als (s - y) - und als (r - y) fachcn 
Tangenten. Ebenso bestimmen die zum Punkte X auf G gehorigen Curven 
27'1 auf H Punkt z0, so dass der Ort der Geraden XZ,  eine Curve von 
der Classe Y, + sl - y,, Rri+ai-rl ist  mit  G und H als (s, - y,) - und 
(r, - yL)fachen Tangenten. Beide Curven haben ausser der Geraden ff 
und H aelbst noch 

( r + ~ - ~ ) ( l . L + ~ l - ~ l l  - ( r - y l ( ~ l - y ~ ) - ( s - ~ ~ ( s - ~ l ) = ~ ~ 1 + ~ 1 ~ - y ~ l  

Tangenten gemejn. Auf jeder Geraden H liegen also aucli r sl + rls - y y, 
Punkte, welche zugleich auf je einer Curve Yr und einer Curve Zrl liegen, 
die einem und demselben Punkte X auf G conjugirt sind, oder wir finden: 

B e w e g t  s i c h  e i n  P u n k t  X a u f  e i n e r  G e r a d e n  G,  s o  i s t  d e r  
Ort  d e r  t i b r i g e n  (rrl- yy,) S c h n i t t p u n k t e  ( a u s s e r  X s e l b s t )  
der  be iden  i h m  c o n j u g i r t e n  C u r v e n  Pr u n d  Zrl e i n e  C u r v e  v o m  
Grade rs, +ris- y y , ,  Rrnl+rla-~+'l. 

Halten wir umgekehrt die Gerade H fest und lassen die Lage der 
Gerade G sich veriindern, so folgt in  ganz gleicher Weise: 

B e s t i m m e n  w i r  z u  j e d e m  P u n k t e  d e r  G e r a d e n  H d i e  Z I I  

ihm g e h o r i g e n  C u r v e n  XS u n d  Xe., s o  i a t  d e r  O r t  d e r  t i b r i g e n  
(ss, - yy,) S c h n i t t e  b e i d e r  C u r v e n  e i n e  C u r v e  vom G r a d e  
rs, + r i s -  yy,, B r B ~ + r 1 8 - ~ y 1 ,  i n d e m  a u f  i r g e n d  e i n e r  b e l i e b i g e n  
Geraden G s o  v i e l e  g e m e i n s a m e  P u n k t e  s o l c h e r  C u r v e n X S  u n d  
X'l ftir  d i e s e l b e n  P o l e  a u f  H g e l e g e n  s i n d .  

Die so erhaltene Curve ha t  mit irgend einer Curve des d e n  Gradee 
n(rs, + r, s - y y,) Punkte gemein , oder, lassen wir den Punkt  B' auf einer 
-- -- 

* Mathem. Annalen Bd. 7 S. 616. 
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Curve des .nt"" Grades Cn sich bewegen, so liegen auf irgend einer 
Geraden LT auch ra(rs, + rl s - y y , )  Punkte,  die zugleich sls Punkte Y 
und Z  denselben Punkten auf CP entsprechen; das heisst wir finden: 

B e w e g t  s i c h  e i n  P u n k t  X a u f  e i n e r  C u r v e  d e s  nt"" Grades Cn, 
s o  h a b e u  d i e  z u  ihrn g e h o r i g e n  C u r v e n  Y r  u n d  Zr1 ausser  d e m  
P u n k t  X n o c h  a l l e m a l  ( r r , - y y , )  P u n k t e  g e m e i n  u n d  der O r t  
d i e s e r  P u n k t e  1 s t  e i n e  C u r v e  v o m  G r a d e  n(rs ,  + r,s -?y, ) ,  
p ( r . %  + ~ , ~ - Y Y I ) .  

VII. 
Wie wir oben snhen ist der Ort  der Tangenten an die y Zweige der 

zu einem Punkte X gehorigen Curve P r  für Punkte X auf einer Geraden 
G eine Curve von der Classe ( r  + s  - y), Rr+a-y ,  mit G als (r  $ s - Z y ) -  
facher Tangente. Ganz ebenso geh6rt xu dern System von Curven 2'1 fur 

Punkte X auf derselben Geraden eine Curve der Classe (r, + s, - y,), 
Rrl -t -71, mit G als (r,  + s, - 2 yJfacher Tangente. Diese beiden Curven 
haben jedoch ausser der Geraden G allemal noch 

Cr f s - y )  (r, + si - Y,) - (r  f s -  2 Y) (9.1 + S I  - 2 ~ 1 )  = y1 (r + 4 
+ Y (r,  + s,) - 3 y Y ,  

Tangenten gemein. Jeder solchen gemeinsamen Tangcgte entspriclit aber 
ein solcher Punkt  X auf G ,  in dern die zu ihm gehorigen Curven Pr und 
Zrl sich mit je einem Zweige berühren, oder in  dem sie y y ,  + 1 Punkte mit 
einander gemein haben, oder wir finden: 

S o l 1  i n  e i n e m  P u n k t e  X d i e  z u  i h m  g e h o r i g e  C u r v e  Y' die  
z u  d e m s e l b e n  P u n k t e  g e h o r i g e  C u r v e  Zrl m i t  e i n e m  Z w e i g e  b e -  
r ü h r e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  P u n k t e s  X e i n e  C u r v e  v o m  Grade 
y i ( r + s ) + y ( r , + s , )  - 3 y y , ,  R h ( r + 8 ) f y ( r ~ + a i ) - 3 ~ ~ l . *  

VIII. 
Setzen wir ferner zunachst wieder voraus die Curven Pr, Xs, Zr, und 

XSk gehen fur Punkte X I  Y  und Z auf einer Curve des nton Grades Cnp 
durch keine festen Punkte auf dieser' Curve und diese selbst halie keine 
mehrfachen Punkte, dann ist allemal: 

a = m r - y ,  
und 

f f 1 =  fl'.,-Y,, 

Die in VI. gefundeiie Ortscurve 

Punkten ; die sich aus folgenden Pnnktgruppen zusammensetzen , nimlicb: 

* Ea ist dies eine der Curven, welche in Clebsch-Lindemann:  ,,Va? 
lesungen über GeometrieiL mit X,  bezeichnet werden (Bd. 1 S. 733), wiihieud die 

i n  VI. gefundene Curve l tn(ral i -r~~-rrJ dort My heisst. 
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1. ru  hl + SI) + Y1 ( r  + 4 - 3 Y y11 

Punkten X,, i n  denen je  die zugeh6rige Curve Y' die Curve 2'1 
mit je einem ihrer Zweige herührt,  und zwar sind dies die Schnitt- 
punkte der Curve R Y  ( r 1 + d + r ~ ( r + a J - 3 u r ~  mit CRp. (VII.) 

2. ( f i r - y ) ( m s , - / ~ ~ )  + ( . n r , - y l ) ( f i s - y )  - 2 y y 1  ( in2 -3n+2)  

= ~ P I + ~ , P - ~ Y Y ~ P  

weiteren Punkten, womit die Anzahl gerneinsamer Punkte beider 
Curven gerade emcli6pft ist. Dies giebt uns folgenden Satz: 

L i e g e n  a u f  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  C u r v e  Cnp ( z u n a c h s t  o h n e  
D o p p e l p u n k t e )  z w e i  C o r r e s p o n d e n z e n  ( a p )  u n d  (alfli) v o n  
P u n k t e n  X u n d  Y r e s p .  X n n d  Z ,  s o  k o m m t  e s  a l l e m a l  

(+Ji + LYI B - 2 ~ y l p l m a 1  

vor, d a s s  e i n  P u n k t e p a a r  (X,  Y) m i t  e i n e m  P u n k t e p a a r  ( X Z )  
z u s a m m e n f 5 l l t . *  

Geht die Curve Pr durch einen festen Punkt  auf der Grundcurve Cnp, 
so fallt (s, m - y , )  mal ein Punkt Y in ihn ,  der mit  einem Punkte Z ver- 
einigt ist, und die beide demselben Punkte X auf der Basis zugehoren, und 
zwar ist dies der Fa11 für  die Puukta X ,  welche Xsl ftir den festen Punkt  
als Punkt Z auf der Curve C P  ausser dem festen Punkt  selbst noch aus- 
schneidet. Fiir jeden festen Punkt auf Cnpl durch den die Curven Y' 
gehen mtissen, verkleinert sich also obige Anzahl um (fis,  - y) Einheiten; 
das heisst, die obigo Formel iat auch noch giltig, wenn wir ftir o! einen 
Werth einsetzen, der gleich der Anzahl von veranderlichen Punkten P ist, 
welche X entsprechen. Analoges gilt  auch ftir den Pall,  dass die anderen 
Curven XSl 2'1, XS1 durch feste Punkte auf der Curve C P  gehen. 

Hat die Curve Cnp einen mehrfachen Punkt ,  und zwar zunachst 
einen Doppelpunkt, so wird durch diesen kein Einfluss auf obige Formel 
ausgetibt und es ist  also, wenn die Bedeutung von p aufrecht erholten 
werden soll, fiir jeden Doppelpunkt 2 y y, ahzuziehcn , oder die Formel geht 
fiir diesen Fa11 liber in 

aBi + alP - ~ Y Y I P  - 2 ~ ~ l 8 - * '  

In einem Doppelpunkte der Curve CP ist  namlich im Allgemeinen 
kein Punkte Y mit einem Punkt Z, die denselben Punkten X entsprechen, 
vereinigt, indem wir uicht annehmen konnen, dass demselben als Punkt  
Y resp. als Punkt Z zwei Curven XE und XSl entsprechen, die einen 
weikren Schnittpunkt auf C> haben. Will man aber doch die obige 
Formel : 

Brill  a. a. O. 
' 8  C l e b a c h - L i n d e m a n n ,  ,,Vorleaurigen über GeometrieLL Bd. 1 S. 732 u. 739. 
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Ueber die Darstellung der Fundamental -Invarianten 
eines Systems linearer Differentialgleichungen erster 

Ordnung mit eindeutigen Coefficienten. 

Von 

Dr. E. GEÜNFELD 
in Nikolsborg (biahren). 

- 

Das Problem , die sogenannten ,Fundamental - Invariantenu der linearen 
Differentialgleichung d e *  Ordnung: 

das iut die Coefficienten der nach Potenzen von w geordneten, zu dieser 
Differentialgleichung gehorigen Fundamentalgleichung: 

a,, - w a,, ... a:,, 
a21 a2% - ~...cr2,, . . . . . . . . . . . 

1 un, unz ... a,, - O 

ais Functionen der Coefficienten pl,. . . , pn darzustellen , ist ftir den Fa11, 
daas diese letzteren eindeutige Functionen der unabhiingig Verlinderlichen x 
sind, zuerst von Herrn H a m b u r g e r  (Journal für  die reine und angewandte 
Mathematik Bd. 83 und 84) und spliter von Her rn  P o i n c a r é  (Acta 
mathernatica t. 4) behandelt worden. I n  neuerer Zeit ha t  sich Herr M i t  t a g -  
Le f f l e  r mit demselben Gegenshnde beschaftigt (Acte mathernatica t. 16) 
und für die erwiihnte Darstellung der Fundamental- Invarianten als Functionen 
der Differentialgleichung 1) zwei Methoden angegeben, welche gewisse 
Beschrankungen , unter denen die Xethode der Herren H a  rn b u r g e r  und 
P o i n c a r é  Giltigkeit hatten , beseitigen und als allgemeine Losungen des 
erwihnten Problems betrachtet werden konnen. 

Die analoge Aufgabe, die Fundamental - Invarianten eines Systems 
linearer Differentialgleichungen erster Ordnung mit  eindeutigen Coeffi- 
cient en : 
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welchem bekanntlich gleichfalls eine Fundamentalgleichung von der Art 
der vorstchenden 2) ziigehort, als Functionen der Coefficienten 

a($), aii(~),.-.~ ain(x) 
darzustellen, ist  von mir im XXXVI. Bande dieser Zeitschrift insoweit be. 
handelt worden, als ich nach der erwiihnten Methode des Fierrn H a m b u  rger 
gezeigt habe, wie die in der Fundamentalgleichung 2) vorkomrnenden Grossen 

u i k ( i =  1 ,...,fi; 7 6 3  1 ..,fi) 

als Functionen der Coefficienten aik(x) fü r  die Punkte eines gewissen 
Bereiches dargestellt werden konnen. Die Giltigkeit dieser Darstellung war 
jedoch a n  gewisse Bcdingungen geknüpft , denen der ltadius dicses Bereiches 
genügen musste. I m  Polgenden will ich nun zeigen, wie man sich von 
diesen Beschrankungen befreien und eine, für  alle Punkte eines Kreisringes 
giltige Darstellung sowohl der Grossen uik, als auch der von diesen in 
ganzer rationaler Weise abhangenden Fundamental - Invarianten erhalten 
kann,  wenn man ein Verfahren anwendet, welches der zweiten von Herrn 
M i t  t a g -  L cf  f l e r  angegebenen Methode analog kt. 

Die Coefficienten a($) und aik (x) von 3) sind, wie erwahnt, ein. 
deutige Functionen der unalihbngig Veranderlichen: . 

4) x = Q e i q  l x l = e  
und insbesondere sei : 

a(%) = (x- a,)@ - a,) ...( x - ap), 
so dass 

5) a, = pl e p ~ ,  a, =. p, eiqs, . . . , a p  = g , e i ~ p  

die singularcn Punkte des Differentialgleichungs-Systems 3) vorstellen. 
Es  bezeichne C einen Kreisring, der von zwei Kreisen begrenzt kt, 

die, vom Punkte x = O aus beschrieben, durch einen oder mehrere der 
singulBren Punkte 5) hindurch gehen, ohne dass einer dieser Punkte inner- 
halb C selbst liegt. 

Es sei x0 ein beliebiger Punkt im Innern von C. Auf der Geraden, 
die durch diesen Punkt und den Punkt  x = O geht ,  nchme man innerhalb G 
xwei Punkte x l ,  x2 a n ,  so dass 1 X, 1 < 1 x, 1 < ( X, 1. Nan kann daun setzen: 

6) xl = x,, e- xZ = xo . eh, 
also : 

xo = J K ,  
wo 18 die positive Crosse bezeichnet: 

Es bezeichne ferner X einen Kreisring, begrenzt von zwei Kreisen, 
die vom Punkte x = 0 aus mit beziehungsweise den Halbmessern 1 X, ( nnd 
1 X, 1 beschrieben werden, und welcher daher ganz innerhalb C lie&. 
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Setzt man: 

8) x = xOem 
so wird der Kreisring X der xEhene auf einen Streifen AS in der wEbene 
abgebildet, der von zwei parallelen Geraden gebildet wird, die in den 
Alistinden h und - lz vom Ersprunge anf der reellen w Achse senkrecht 
stehen. Jedem Punkte w im Innern oder auf der Grenze von S entspricht 
ein und nur ein Wertliepaar p ,  q, durch welches ein Punkt  x im Innern 
oder auf der Grenze von X bestimmt wird, und umgekehrt: Jedem Werthe- 
paare p l  9, welches einen Punkt x im Innern oder auf der Grenze von 
X bestimmt, entspricht ein einziger Punkt  im Innern oder auf der Grenze 
von S. Dem Punkte: 

9) x = x0 = go e%' 

insbesondere entspricht der Punkt  w = 0 und umgekehrt. 
Das durch die Substitution 8) in w transformirte Differentialgleichungs- 

System 3) bcsitzt in der Umgcbung des Punktes w = O  eine Losung (siehe 
diese Zeitschrift Bd. XXXVI S. 22): 

so dass 

11) (~ . l ) i o=~=  c l , . . . ,  ( u n j m = o = ~ n ,  

wo C, , . . . , C, beliebig gegebene Werthe bezeichnen , und es ist  ferner : 

ein System von TZ linear unabhiingigen Losungen desselben Bifferential- 
gleichungs-Systems vorstellt. I n  demselben sind die fLik(x0) Quotienten, 
deren Ziihler additiv und multiplicotiv aus den Ausdrllcken: 

zusammengesetzt sind, und deren Nenner eine Potenz von a (2,) ist  ; tiberdies ist  : 

14) fo i i ( zo)= l  und pik(xO)=O, wenn i 2 k  

Da innerhalb des Streifens S kein singularer Punkt  sich befindet, so 
kt der Radius des Convergenzkreises der Reihen 13) die Grosse 7): 

~orausgesetzt jedoch, dass von den beiden Punkten x, und x2 weriigstens 
der eine auf der Grenze des Ringes C liegt. Dieser Radius Endert sich 
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nicht, wenn x n e ~ i  statt  xo gesetzt, wird, wo zc eine beliebige reells Grosse 
bezeichnet. Wird aber z,eUi an Stelle von x0 gesetzt, so verwandelt sich 
der aus 8) sieh ergebende Werth von 

woraus hervorgelit, dass auch die AusdrBcke: 

ein System linear unabhkingiger Losungen des i n  w transformirten Gleichungs- 
systems 3) bilden. 

E s  ist selbstverst%ndlich, dass sowohl die Ausdriicke: 

x 
wo log- =1 für Q = P ,  und < p = < p o ,  als auch: 

$0 

15') 5 
uik( log- ,  xo ez Y xoeiu)v 

a 
wo log-= 1 für Q = po und rp = 9, + zc is t ,  je  ein System linear unab- 

zo ei * 
hangiger Losungen des ursprünglichen Gleichungssgstems 3) repriisentiren. 

Es bezeichne nunmehr g eine ganze positive Zahl, die hinlanglich 
gross is t ,  auf dass 

16) 
Bn: 
-<h  
9 

sei, wo h durch Gleichung 7') bestimmt ist. 

2 n i  
Alsdann licgt der Punkt  w = -- jedonfalls noch im Convergemgebiek 

B 
der Reihen 13)  und es ist daher: 

ferner ist zufolge der Gleichungen 12): 

Eewegt sich daher die unabhsngig VerBnderliche vom Punkte 2 ~ ' = 0  
2 ni 

bis w = -, so finden die den Beziehungen 12)  analogen statt: 
9 
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oder : 

Andererseits folgt aus den Gleichungen 12): 

daher gelten zufolge 18) und 19) die Beziehungen: 

2 n i  2 ni 
Setzt man x 0 e - T  anstatt x, und daher w -- anstatt  w, so gehen 

9 
diese Beziehungen, wenn noch statt  der /3,k ihre Werthe aus 17) gesetzt 
werden, Uber in: 
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Bus diesen Gleichungen ergeben eich unmittelbar die folgenden: 

( i = l  ,..., Vz;  k = l ,  ..., n). 
Setzt man : w-2zi=w' 

und bemerkt , dass wegen xu e7ni = xO,  fl ik(so $ni) = f L i k  (xo), also, wie 

aus 13) hervorgeht: 
%ik(wl, x0eZni) = ~ i l i  (w', xO) ,  

so ergiebt sich aus den Gleichungen 20) und 21), wenn wieder w statt 

w' geschrieben wird, die Beziehung : 

jenigen Substitution, welche erhalten wird , wenn man nach einander die 
Substitutionen, deren Coefficienten: 

sind, anwendet; es ist  also, wenn S. die Substitution: 

rn . . . . . . . . . . . . . .  
2 - i  2ni 

% = O ,  1 ,  . . . g -  1 I 

' 

und 8, die Substitution: 
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bezeichnet : 

Da aber, wonn dio Variable w vom Punkte w = 0 zum Punkte 
2 n i  2 n i  

w =  -- 
2 n i  

9 vom Punkte m = - nach w = 2 - I von da nach 
9 9 9 
2ni  2 n i  

w = 3 -- II. S. W. und schliesslich xum Punkte w = g . - = 2 n i  sich 
9 9 

bewegt, die Variable x vom Funkte x, ausgehend einen gesohlossenen Um- 
kreis K beschreibt, der vollstandig innerhalb des Kreisringes C liegt und 
daher dieselben singulBren Punkte wie dieser umfasst, so folgt,  dass die 
Elemente der Losungen 13') : 

die dem Punkte x = zo für x0 = Qaei% entsprechen, sich bei diesem Um- 
laufe von x in andere Elemente mit Hilfe der Substitution Sa verwandeln. 

Die Coefficienten dieser Substitution: uil(yl xo) konnen, da wie rus  
17) sich ergiebt: 

k t ,  in der Form dargestellt werden : 

2 n 

aa dia rn%ix(z0) in unmittelbar eersichtlicber Weise aus den p i k ( i , , o x 9 )  

hervorgehen. 
Diese Grossen cl ik dienen xum Aufbau der dem Umkreiso K ent- 

sprechenden Funda~nental~leichung (siehe diese Zeitschrift Bd. XXXVI S. 25): 
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Schreibt man letztere i n  der Form: 

s o  s i n d  d i e  C o e f f i c i e n t e n :  

d i e  e i n g a n g s  e r w a h n t e n  , I n v a r i a n t e n u ,  u n d  d i c s e  k o n n e n ,  w i e  
a u s  23) h e r v o r g e h t ,  i n  d e r  F'orm d a r g e s t e l l t  w e r d e n :  

w o  d i e  F $ p ( ~ o )  u n m i t t e l b a r  iaus d e n  < p $ k ( ~ o )  e r h a l t e n  werden. 
Fur  g =  1 f a l l e n  d i e  A u s d r t i c k e  23) f ü r  d i e  S u b s t i t u t i o n s -  

C o e f f i c i e n t e n  cuik m i t  d e n j e n i g e n  z u s a m m e n ,  w e l c h e  ich a u f  
S e i t e  24 d e s  c i t i r t e n  A u f s a t z e s  n a c h  d e r  M e t h o d e  d e s  H e r r n  
H a m b u r g e r  e n t w i c k e l t  h a b e .  D i e s e  l e t z t e r e n  c o n v e r g i r e n  aber 
n u r  d a n n ,  w e n n  d i e  G r o s s e  h i n  7') h i p l a n g l i c h  g r o s s  i s t ,  auf 
d a s s  m a n  i n  16) g - 1  a n n e h m e n  k a n n .  U n d  d a s  i s t  e s ,  wodurch 
d i e  A l l g e m e i n h e i t  d e r  d o r t i g e n  E n t w i c k e l u n g e n  d e r  cyik  be. 
s c h r a n k t  w i r d .  

Da die A,+(?) von q unabhnngig sind, so hat man zur Berecb- 

nung der F$,(x,) von den Grossen aik (2; - 1 z,,) , daher auch von den 
2 l l i  

(so) und den pi> (so ex 7) m u  die von q, freicn Gliedcr beizubcballea, 
denn hierdurch fallen alle mit x, multiplicirten Glieder in den Flgp(zC) 
wcg und es reduciren sich diese letzteren Grossen auf die von x ,  freien 
Glieder derselben. Werden diese mit F$k (O) bezeichnet, so ist alsa: 

d i e  e i n g a n g s  e r w i i h n t e  D a r s t e l l u n g  d e r  I n v a r i a n t e n .  I n  der .  
s e l b e n  b e x e i c h n e t  g e i n e  g a n z e  p o s i t i v e  Z a h l ,  d i e  blos  derBe. 
d i n g u n g  u n t e r l i c g t :  2~ 1 R2 

- < - l o g - >  
g 2 R, 

wo A', = 1 z2 1 u n d  Rl = 1 x, 1 d i e  H a l b m e s s e r  d e r  b e i d e n  den K r e i s -  
r i n g  C b i l d e n d e n  K r e i s e  b e z e i c h n e n .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 

XIII. Ueber die Kegelschnitte urn und  i n  ein Fiinfeck. 
(Zur ErgSnzuug des Artikels auf S. 117 dcs 39. Jahrg.) 

1. Die von m i r  angegebenc Construction des durch fünf Punlrte 
a, b ,  c,  d ,  e bestimmten Kegelschnitts kommt darauf hinaus, das Fünf- 
eck a b c d  e in das Viereck ab c d  und in das Dreieck a c e  zu zerlegen und 
die Figur N O  zu projiciren, dass ARCD ein Rechteck und ACE ein bei 
E rechtwinkliges Dreieck wird. Des Folgenden wegen empfiehlt es sich, 

Fig. 1 

die Durchschnitte der Gegenseiten von a b c d  mit p und p, die Schnitte von 
p g  mit e a  und e c  durch a' und c' su  bezeichnen (Fig. l), so dass der 
Durchschnitt der Halbkreise über p q und a'6 das Projectionscentrum O giebt. 

Statt des Dreiecks a c e  liber der Vierecksdiagonale ac kann man auch 
das über der anderen Diagonale b d stehende Dreieck b d e  nehmen, dessen 
Seiten e O  und e d  die Polare pg in b' und d' treffen; das Projections- 
centrum ist d a m  der Durchschnitt der Halbkreise über pq uud b'd'. Da 
nun die Aufgabe nur  eine L6sung ha t ,  so müssen die Halbkreise ilber 
p q ,  a'c' b'd' durch einen und denselben Punkt  gehen. 
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Dieses Ergebniss lasst sich in der folgenden bemerkenswerthen Form 
aussprechcn: W e n n  d e s  V i e r e c k  abcd z u  e i n e m  V i e r s e i t  m i t  den 
D i a g o n a l e n  a c ,  bd ,  pp e r g i i n z t  w i r d ,  u n d  w e n n  d i e  E c k e n  a ,  b, 
c ,  d m i t t e l s t  e i n e s  b e l i e b i g e n  P r o j e c t i o n s c e n t r i i m s  e auf  pp 
p r o j i c i r t  w e r d e n ,  w o d u r c h  d i e  P u n k t e  a', fi', c', d' e n t s t e h e n ,  
s o  b e s i t z e n  d i e  K r e i s e  ü b e r  pp ,  arc', b'd e i n e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  
P o t e n z l i n i e .  

Big. 2. 

II. Um in das Flinfeck a b c  d e  (Pig. 2) den angehorigen Kegel- 
schnitt zu construiren, m6ge wie friîher durch Verliingerung von ae  
und c d  das Viereck a b  c f gebildet werden , dessen Gegenseiten sich in p 
und q schnciden, und dessen Diagonalen a c  und b f der Geraden p q  in 
s und t begeguen. Nimmt man p q zum Ilorizont und wahlt das Projections. 
contrum willkürlich auf dem Halbkreise liber s t ,  so entspricht dem Vier 
ecke a b  c f der Rhombus A B  C F  (Pig. 3). Um weiter zu komrnen, habe 
ich auf S. 120 den Berührungspunkt der Tangente de und des eingeschrk 
benen Kegelschnitts bestimmt und d u u  einen Specialfall des Brianchon- 
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schen Satzes benutzt; nach einer brieflichen Bemerkung des IIerrn Pro- 
fesior P e l z  (an der technischen Hoohschule in  Graz) Issst sich aber die 
Construction vie1 einfacher zu Ende führen mit Hilfe des elementaren Satzes: 
,Werden an einen um den Mittelpunkt M beschriebenen Kreis zwei parallele 
Tangenten gelegt und diese von einer dritten Tangente in den Punkten 
X, Y geschnitteu, so stehen ZX und M Y  senkrecht auf einander.' 
Als parallele Tangenten kann man zunachst die Rhombusseiten A B ,  C F  
bctrachten und als Sransversaltangente die Pünfecksseite D E ,  welche jene 
Tangenten in D und G schneidet; das Perspectivbild des rechten Winkels 
D M G  ist dann dmg.  Bezcichnen d*  und g* die Punkte,  in welchen md 
und mg den Horizont trefïen, so 
mus8 das Projectionscentrum auf Big. 3. 

dem Halbkreise über d*,g* liegen, 
also der Durchschnitt der Halbkreise 
über st  und sein. Dem analog 

G 
lassen sich A F  und B C als Parallel- y:.- - 
taugenten ansehen, welche von E D  
in E und H geschnitten werden. 
Im Peispectivbilde mogen nun me 
und m h den Horizoiit in e* und h*  
schneiden , der Durchtichnitt der 
Halbkreise tiber s t  und e*h* giebt 
dann das Pro,jectionscentrurn O. 

Dieses Resultat gestattet auch 
folgende Fassung : 

W e n n  d u r c h  d a s  V i e r e c k  
a b c f ,  d e s s e n  D i a g o n a l e n  s i e h  
iii rn, u n d  d e s s e n  G e g e n s e i t c n  s i c h  i n  p u n d  q s c h n e i d e n ,  e i n e  
T r a n s v e r s a l e  g e l e g t  w i r d ,  d i e  a f i n  e ,  c f  i n  d ,  a b  i n  g u n d  lie 
i n  h b e g e g n e t ,  u n d  w e n n  f e r n e r  d i e  G e r a d e p p  m i t  d e n  S t r a h l e n  
ma, mb, m d ,  me, m g ,  m h  d e r  R e i h e  n a c h  d i e  D u r c h s c h n i t t e  s,  
t ,  d*, e*, g*, h* b i l d e t ,  s o  b e s i t z e n  d i e  K r e i s e  i i b e r  d e n  D u r c h -  
messern  s t ,  d*g*, e*h* e i n e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  P o t e n z l i n i e .  

XIV. Ueber die Projection von fünf Pnnkten einer Ebene 
in fiinf Punkte eines Kreises. 

Von der im Tite1 bezeichneten Aufgabe hat der Herr  Herausgeber 
dieser Zeitschrift auf Seite 118 dieses Jahrganges eine ausserordentlich 
einfache und besoiiders dadurch ausgezeichnete L6sung gogcben , dass sie 
gar keine Lehrsstze aus der Theorie der Kegelschnitte voraussetzt. Einer 
Aiifforderung des Herrn Herausgebers entsprechend, will ich die Ausfuhrungen 
desselben durch den I3eweis vervollstandigen, dass jene Construction bei 
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jeder Lage der fünf Punkte durchfllhrbar sei. Sind niimlich a ,  b ,  c ,  d ,  e die 
fünf Ponkte, g = ( a b ,  cd ) ,  h= ( a d ,  bc) ,  i =  ( a e ,  gh)  und k=(ce ,  gh), 
so wird die Aufgabe durch diejenige Perspective geltht,  bci welchcr einer 
der beiden Schnittpunkte der Kreise tiber g h  und i k  als Durchmessern Pro- 
jectionscentrum, g h  Horizontlinie und irgend eine dieser parallele Gerade 
Grundlinie ist;  denn sie verwandelt a b c d  in ein Elechteck uud aec in 
ein rechtwinkliges Cireieck, dessen Hypotenuse a c  eine Diagonale des 
Rechtecks ist. Sol1 aber diese Losung eine r e e l l  e sein, so ist hierfür 
nothwendig und hinreichend, dass die Punkte g und h der Horizontlinie 
durch i und k getrennt werden. Das wird bei beliebiger Annahme und 
Anordnung der gegebenen fünf Punkte nicht immer der Fali sein, wie 
wir sogleich sehen werden. Verwandeln wir n h l i c h  mit Hilfe irgend 

einer Perspective, 
bei welchcr g h  
Horizont und ir- 
gend ein P u n k t  
auf dem Kreise 
Iiber g h als Durch- 
messer Projec- 
tionscentrum ist, 
das Viereck abcd 
i n  ein Rechteck 
a'b'c'd', wobei y 
und h nach i, und 
h> fallen, so wer- 
den i und k dann 
und nur dann 
durch g und h ge- 
trennt sein, wenn 
das Bild e' von e 

in einen der vier Busseren FlLchenrlume f'illt, welche an die Seiten des 

Rechtecks anstossen; denn dann und nur dann werden, wie aus der Figur 
leicht ersichtlich i s t ,  die Strahlen e'a' und e'c' in  Beziehung a u f  die 
Parallclcn ez und e'h; durch e' zu den Seiten dos Rechtecks in Neben. 
winkeln liegen. Liegt aber e z. B. innerhalb des Dreiecks m'b'c', wo m' 
die Mitte des Rechtecks i s t ,  so schneidet c'a' die m'h; immer oberlialb 
von m' in  l', e'b', dagegen unterhalb in  n'. Es sind demnach auch in der 
ursprünglichen Figur .na und h durch 1 und n getrennt,  die beiden Kreise 
tiber rnh und Zrz als Durchmessern werden sich in zwei Punkten treffen, 
und jede Perspective, deren Projectionscentrum eincr dicser Punkte und 
deren Horizontlinie mh is t ,  wird das Viereck a b  c d  in ein Rechteck und 
das Dreieck e a b  i n  ein rechtwinkliges verwandeln, dessen Hypotenuse eine 
Diagonale des Bechtecks iut. Ganz ebenso kann man verfahren, wenn e' 
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innerhalb des Dreiecks a'na'd, und der Scheitelwinkel der Winkel dieser 
beiden Dreiecke bei b', c', d' und a' liegt. wie das in  der Figur durch 
Schrafirung angedeutet ist. Liegt endlich e' innerhalb der beiden Dreiecke 
a'b'ni und c'd'm' oder der Scheitelwinkel ihrer Winkel bci a', b', c und 
d', so wird man das Viereck a b c d  in ein Rechteck und das Dreieclr e b c  
in ein rechtwinkliges verwandeln k6nnen , dessen Hypotenuse eine Diagonale 
des Rechtecks ist. In jedem Falle also wird man der Lage des Punktes e 
entsprechend die iibrigen vier Punkte so auordnen konnen, dass die von 
Herrn S c h l  5 m i l  c h  angegebene Construction ausführbar ist. Es ist natür- 
licli nicht schwer, die jedem der Felder, in  welche die Ebene durch die 
sechs Seiten des vollstiindigen Vierecks a b cd eingetheilt wird, entsprechende 
'Anordnung dieser Punkte direct anzugeben, doch glaubten wir durch obige 
Reductioii grossere Anschaulichkeit erreichen zu konnen. 

Aachen .  

XV. Bestimmnng des NLherungswerthes 
eines Productes. 

Es sol1 der Niiherungswerth des Productes 
m 

1) 
-- 

U = a  a-iUr, 

F. SCIIUR. 

bez. Grenzwerthes 

77. 

worin a eine boliebige pûsitive Zahl 5 2 und sn eine ganze positive Zahl 
ist, für grosse Werthe von m gefunden werden. 

Wir setzen: 

3) 
1 1 - a  --- -- 
a 2 l u  " 

so dass a und f i  positive echte Brüche sind, dann i d :  

m - k  1 2m-k 2m 
+a  2 k  

dadurch nimmt U', welches m - 1 Facioren besitzt, die Forrn an: 

4) = (1 + a)m-l ufr 01" 

Heben wir im Zahler und Nenner von U" die gleichen Factoren fort 
und multipliciren dann oben und unten mit 1 . 3 . 5. .  . m, falls m ungerade, 
und mit 1. 3 . 5 . .  . (m - 1), falls ne gerade ist, so erhalten wir in beiden 
Fillen: 
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und folglich, wie durch speciellere Eetrachtiing des Wal l i s ' schen  Productes 

sich ergiebt*: - 

1 9 
8) U f 1 = 2 m i 8  TCJ /~GS ( I + - - ~ )  1nnz 8 m  0 < 8 < 1 .  

Feinor is t ,  da  Gleichung 3) zufolge, fü r  alle endlichen Werthe von v, 
1 p<z, 2 8 < 1  is t :  

aber der pracisirten M a c  Laurin 'schen Summenformel gemass erhalt man 
1 1 

nach Addition und Subtraction von $ A. 
mk (2m)k' 

2 m 

* Bezeichnen wir mit Q den Bruch in 7) und mit G eine sogleich su defi- 
nirende Zahl, grosser als 1 ,  so ist: 

2 
4 Q 3 ( 2 m + i ) = - G  l z  

und 

Sind nun e,c, . . . positive Zahlen, deren Summe s kleiner als 1 iut, e u  ist 
das Product P: 

cl Y = ( l + c , ) ( 1  +c, ) .  . . 
grtisser als 1 + s, aber, da 1 + c, < ec, etc. ist: 

sa s8 P < e s = I + s + -  +- + . . .  
2! 3 !  und da, für s < 1, 

s8 s = 
- +s+...<-, 
3! 4 !  4 

so ist P< 1 + s f Ts2; wir konnen also, uuter 8 einen positiven echten Bruch 
4 

verstehend, 

4 
3 

P = l + s + - a s a  
4 

setzen. Für das Product G ist ,  wie leicht zu erkehnen, 
1 s=--- 

~ ( z m + l ) '  
oder, wenn wir unter' el , e,, F ,  . . . Zahlen verstehen, welche sich, nach der 

1 
kleiueren Seite hin, wenig von - unteracheiden: 

m 
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worin: 2m Eg2 . . . . . . . für k = l ,  

m 

Sornit ist: 

worin 0' ein Mittelwerth der ex. isl,. Die erste der in 10) vorkouimenden 

Summen hat wegen 

den Werth: (1 - 2P) lg (1 - 2 p )  - 2 (1 - P )  lg (1 - g); die anderen 

lassen sich ebenfalls leicht finden, und wir erhalten, wenn wir  nun 

von Zg U"' zu U"' ubergehen " und 

1 1  =--- 1--? 
4m srna( k )  
1 

sa= - 16m'(1  - €2) 

und daher nach d): 

Hier liegt der Werth der ( 1  zwiachen 1 und einer Grenze sehr nahe 2 
8 

(indcm P, und E~ vernachlissigt wcrden); cine derartigc Grosse moge mit rp be- 
zeichet werden, dann ist, wegen 

Der obere Grenewerth der Klamrner liegt unter 9 ,  und der untere etwas 
6 6 8 

unter -, aber sicher über -, es ist also: 
8 8 

und durch Substitution dieses Werthes in die radicirte a) ergiebt sich unmittel- 
bar der im Text angegebene Wcrth von U", nur dass das Intervall, innerhalb 

6 9 
dessen 9. liegt, von 0 bis 1 auf -- biu - beschrankt werden kann. 

16 16 
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1 2 1 
21 = 

24(1 - P)(1- 2P) 720 (1-Zp)3 4(1-p)3 
setzen: 

11) u"' = -- 

Setzt man jetzt für a! und p die s u s  3) folgendon Werthe: 

a - 2  a - 2  
a! - --- 

a '-2(a-1) 
sin, so ergiebt sich, d a s s  d i e  B a s i s  zum E x p o n e n t e n  m m i t  d e r  

4(a - 1 )  
B a s i s  z u m  E x p o n e n t e n  (- m) d e n s e l b e n  W e r t h  besitzt,  

a 
dass das Product dieser Factoren also die Einheit ist; der constante Factor 

r 

wird i o  und die Werthe von p und q vereinfachan sich zo: 
m 

(a - 2)  (2a - 1) 
12) p = 

P , g =  4 a + - -  
24 a 120 ( ( %>'-2(a+ ' ) -+  a 

es mira dcmnach: 

womit die gestellte Aufgabe gelost ist. - Dias Resultat gewinnt mit 
wachsendem m an Genauigkeit, verliert solche aber mit wachsendem a. 
1s t  jodoch a < 14, so ist p < 1 und q : p  < 6+ und in diesem Faile 
erhalten wir folgende bczüglich dor Schatzung des Behlers ühersicbtlichers 

Z. B. folgt durch directe Berechnung und Vergleich mit Gleichung 14) 
für a = e (wofür Verfasser der Formel zuniiclist bedurfte) und .m - 7 :  
@"= - 0,06586 und fü r  a = 10, 9% = 15: 0" = 0,14236. - Ans 13) 
folgt für j c d o s  endliche a(% 2) der Grenzwerth: 

- 

15) nz=m lim Ics(!! + f)(!!' + f). . + :) . v2zg l= f% 
na-1  % 

EBnigaberg ,  im October 1893. LOUIS SAALSCH~TZ. 
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XVI. Nene Herlei tnng des Additionstheorems f ü r  die elliptischen In tegra le  
ers ter  Gattung. 

Im XVII. Jahrgang der Zeitschrift fur Mathematik und Physik findet 
sich auf Seite 508 ein Artikel von H e i n r i c h  S c h r t i t e r :  ,Bemerkung 
zu dem S t u r m ' s c h e n  Beweise des Additionstheorems für die elliptischen 
Integrale erster Gattung.' Schroter giebt dabei verschiedene Methoden zur 
Auffinduug des integrirenden Factors der Differentialgleichung: 

an, diese Methoden stimmen sammtlich darin liberein, dass die für  den zu 
suchenden Factor M aufgestcllte partielle Differentialgleichung in zwei Theile 
zerlegt wird, indem die rationalen Glieder, ebenso wie die irrationalen 
Glieder unter sich, gleichgesetzt werden. Dass die beiden dabei ftir M sich er- 
gebcnden Werthe untcr einander Bbereinstimrnen , erscheint mehr als Zufall, 
wtihrend zugleich zu bemingeln ist,  dass bei jeder der S c h r  6 t e  r'schen 
Uethoden , auch bei der ersten die zu integrirende. Differentialgleichung 
selbst vor der Hinzufiigung des Factors M in  einer den Charakter des 
Kunstgriffs tragenden Weise verandert wird. 

Die im Nachstehenden dargelegte Nethode znr Auffindung des inte- 
grirenden Factors darf vielleicht den Vorzug einer grtisseren Nattirlichkeit 
fiir sich in Anspruch nehmen. Sie weicht von vornherein von dem 
S c h r  ü t e r 'schen Verfahren insofern a b ,  als sie die elliptische Differential- 
gleichung nicht in der von S c  h r ti t e r  benutzten trigonometrischen Form, 
sondern in der algebraischen Gestalt: 

verwendet, boi der 
f (x) = ((1 - $7 (1 - P x s ' ) ,  

also : 

ist. 
Für die Integralgleichuug der Gleichung 1) wird durch die Analogie 

mit den entsprechenden , auf die trigonometrischen Functionen bezüglichen 
Gleichungen die Form nahegeltigt : 

2) M [ x f ( y )  + y f  ($11 = constans, 

der Factor M sol1 dann dadurch bestirnmt werden, dass er als nothwondig 
symmetrische Function von x und y  in seiner Abhangigkeit von den ein- 
faclisten syrnmetrischen Functionen diesor Grfissen z + y und x y  auf- 
gefasst wird. 

Zunachst ergiebt die Difforentiation der Gleichung 2), wie leicht zn 
sehen : 
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woraus wegen der Gleichung 1) folgt, dass die beiden mit 

d x  
- -- 

a Y und - 
f (XI f (Y) 

multiplicirten Ansdrücke unter sich gleich sein miissen. Die Gleichsetzung 
derselben liefert bei leichter Umformung die Gleichung: 

Setzt man nun x + y = u ,  z y = v ,  80 i s t :  

d l y X  - d l g M  a l g N  dlgM - d l g M  âlgN - - - 
+ Y d v  

, ---i-- +Zav' a5  d  u  d Y d u  
also : 

Iiieser Gleichung wird offenbar gentigt durch die mit einander har- 
nionirenden Annahrnen: 

Aus der zweiten dieser Gleichuiigen folgt dann,  w e m  man die Inte- 
grations - Constante mit g bezeichnet , ohne Weiteres der bekannte Werth: 

8) M =  
1 - 1 

g(1- CJ(1 -k2x2y$)' 

N o r d h a u s e n .  F. PIETZKER , Gymnasialprofes~or. 
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XVII. Preisaufgaben der  mathematinch - naturwissenschaftlichen Section 
der Piirstlich Jablonowski'schen Gesellschaft i n  Leipzig. 

F ü r  d a s  J a h r  1894. 
Die von L e v e r  r i e r ausgeftihrte Bestimmung der sticularen Storungen 

der Bahnen, namentlich der inneren Planeten, hat bekanntlich unbefrie- 
digende Resultate ergeben, insofern die Glieder der zweiten Naherung, 
welcho nur ungenau und unter Umstlinden selbst grosser ais die Glieder 
der ersten Naherung gefunden wurden, sich für die Berechnung der 
Storiingen als iinbrnuchbar erwiesen haben. nieses unbefriedigende Er- 
gebniss, das in seinen weiteren Folgen mit gewissen Anomalien in der 
Rewegung des Mercur beziehungsweise seines Perihels zusammenzuh&ngen 
scheint , ist L e v e r  r i e  r * geneigt , der bisher befolgten Behandlungsweise 
zuzuschreihen, bei welcher in erster Naherung die Differentialgleichungen des 
Prohlems als linear bctrachtet werden. Die Gesellschaft wünscht demgembss 

e i n e  n e u o  B e s t i m m u n g  d e r  s a c u l a r e n  S t o r u n g e n ,  
w e n i g s t e n s  d e r  B a h n e n  v o n  M e r c u r ,  V e n u s ,  E r d e  
u n d  M a r s ,  u n t e r  B e r l l c k e i c h t i g u n g  d e r  G l i e d e r  
h t i h e r e r  O r d n u n g ,  

mittelst einer einwurfsfreien Methode, bei welcheï die von L e v e r  r i  e r  
angetroffene Schwierigkeit, welche gegen die Brauchbarkeit der erhaltenen 
Resultate sprechen wBrde, als beseitigt betrachtet werden knnn. 

Preis 1000 Uark. 

F i i r  d a s  J a h r  1897. 

Die von Mon g e , A m  p é r e und D a r  b O il x herriihrendon Integrations- 
methoden der p a r t i  e l l e n  Differentialgleichuiigen zweiter und hoherer Ord- 
nung finden bekanntlich nur für  solche Gleichungen Anwendung, die mit 
andereu Gleichungen Losungen gemein haben, welche nicùt nur von arbi- 
triiren Constanten abhangen. Es geht andererseits aus L i e ' s  Untersuchungen 
liber unendliche Gruppen hervor , dastl Gleichungen, die eine u n  e n d  l i  c h e  
Gruppe von Berührungs - Transformationen gestatten, im Allgemeinen zu 

anderen Gleichungen in der soebcn besprochenen Beziehung (Involutions- 
beziehung) stehen**. Die Gesellschafl wünscht, 

d a s v  d i e  a u s  d i e s e r  B e m e r k u n g  f l i e s s e n d e n  I n t e -  
g r a t i o n s - M e t h o d e n  e n t w i c k e l t  u n d  an  m o g l i c h s t  i n -  
s t r u c t i v e n  u n d  v o l l s t S n d i g  d u r c h g e f t i h r t e n  B e i s p i e l o n  
i l l u s t r i r t  w e r d e n .  

Preis 1000 Mark. 

* Recherches astronomiques Chap. IX art. 16 und Additions III S. 51. 
** Vergl. D a r b  O u x ,  Journal de l'école normale 1870. - L i  c ,  Bcrichte der 

k6nigl. sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften 1891-1894. 
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Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind , wo nicht die 
Gesellschaft im besonderen Falle ausdrkkl ich den Gebrauc'n einer anderen 
Sprache gestattet, in d e u t s c h e r ,  l a t e i n i s c h e r  oder f ranzos i scher  
Sprache zu verfassen, müssen deutlich geschrieben und p a g i n i r  t ,  ferner 
mit einem M o t t o  versehen und von einem v e r s i e g e l t e n  U m s c h l a g e  
begleitet sein, welcher auf der Aussenscitc das Motto der Arbeit trigt, 
inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Be- 
werbungsschrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse ent- 
halten, a n  welche die Arbeit für den Fall, dass sie nicht preiswürdig 
befunden wird, zuriickzusenden ist. Die Zeit der Einsendung endet mit 
dem 30. N o v e m b e r  d e s  a n g o g c b e n c n  J a b r e s ,  und die Zusendung ist 
a n  den SecretSr der Gesellschaft (für das Jahr  1894: Prof. Dr. B. Lipsius, 
Weststrasse Nr. 89) zu ricliten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen 
Schriften werden durch die ,,Leipiger Zeitung'' irn Marz oder April des 
folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekronten Bewerbungsschriften 
werden Eigenthum der Gesellschaft. 

W. Roscher, PrBses. 
H. Lipsius. F. Zirkel. W. Scbeibner. R. Leueknrt. 
W. Iiaiikel. A. Leskien. E. Sievers. K. Lampreclit. 

Berichtigung. 

In der Formel II (3. Heft S. 186) ist v durch 
S. 187) ist Q durüh v a  zu eruetzen. 

na und in der Formel IV (3. Heft 
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XIV. 

Ueber die Auflosung der Gleichungen 

vom fünften Grade. 

Von 

Dr. W. HEYMANK 
in Chemnitz. 

II. Theil. 

Erggnzende Erorterungen. 

In vorliegendem zweiten Theil sollen, wie schon in der Einleitung 
zum ersten Theil erwiilint, einige allgemeinere Erorterungen folgen, welche 
zur Vervollstindigung der früheren Angaben dienen. 

A. Gleichungen mit binomischer Discriminante. 
1. Ueber den Ansatz im Allgemeinen. 

Trinomische Gleichungen haben stets eine zweigliedrige-Discriminante. 
Beaeichnet man letztore mit V, so ist für 

yn + y"-'+ x - 0, v - nn(n - .~)~-~r '  - (- lys9, 
y" + % y n - V  1 = O, v = an(n - s)"-"- (- l)"sqxn. 

Bei den quadrinomischen Gleichungen ist die Sache hedeutend:compli- 
cirter; wir beschrkken uns daher auf die Behandlung nachstehenden Falles: 

1) [ ~ ' " + 2 ( 2 n + p ) a v ~ + ( 2 n + p ) b ] v p = s = ~ ( v ) ,  p20. 
Diese Gleichung ist in den Coefficienten zunachst ganz allgemein, in 

den Exponenten aber derartig specialisirt, dsss die abgeleitete Gleichung 

nach Art der quadratischen Gleichungen gelost werden kann, ein Umstand, 
der grosse Vereinfachung herbeiführt. 

Behufs Hersteliung der Discriminante setze man cp'(?;) = 0, also: 

2, [vZn+ 2(la +p )avn+  b p ] ~ p - ~ =  0, 

und nun ist aus 1) und 2) die Grosse v ni eliminiren. Führt man den 
Werth von van, wie er  der letzten KlammergrGsse entnomrnen wird, in 

1) ein, so entsteht: 
Zsitschrift f. Mathomntiku. Phyriik 39. Jahrg. 1894. 5.Hoft. 17 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



238 Deber die Auflosung der Gieichungen vom fünften Grade. 
---__MM_----M__YM_MY__ -- --- -__.-A- y- 

x = 2 n ( a v n +  b)vP 
oder : 

3, xn= (2.11>n(ut + t ~ ) ~ t p ,  
wobei vn - t gosetzt wurde. Da nun wegen 2) die yuadratischc Gleichung 

4) t 2 + 2 ( n + p ) a t +  bp = O  
vorliegt, so konnen ta1 t3,. . ., überhaupt alie Potenzen mit ganzen EH- 
ponenten linear in t ausgedrückt werden, also muss sich 3) auf die Form 

5 )  xn = ( 2 ~ ) ~ ( A t  + B)  

bringen lasson, wo A und H von 1 unahhangig sind. Aber das Verhaltniss 
2> : a 2  = p, welches in die Coefficienten A und B eingelit, kann so bestimmt 
werden, dass A = O, und auf diese Weise i s t  i n  der That t ,  also auch v 
eliminirt,. 

Die Discriminante von 1) wird hierdurch binomisch; sie lautet bis 
auf einen numerischen Factor 

6, v - xp-l[xn - ( ~ B ) ~ R ] ~ .  

Der Factor xPdl muss mit llücksicht au€ die p - 1 verschaindonden 
Wurzeln der Gleichung 2) hinzugefügt werden, und der zweite Factor 
zzhlt doppelt, weil das annullirte A mit dom zweidoutigeu t in TTer- 

bindung stand. 
Die Gleichung 1) erscheint jetzt in  den Coefficienten nicht mehr 

allgemein, weil b - und p rein numerisch ist; ausserdem bemerke 
man, dass jene Gleichung durch die Substitution 

1 - 
21 - unw 

i n  eine solcbe mit nur  e i n e r n  Parameter r : a'+: iibergeht. Fiir p kaon 

man  auch n e g a  t i v e  ganze Zahlen ziilasçen. In  diosem Fnlle gndert der 
Farameter x seine Stellung i n  der geordneten Gleichung, er tritt an wp, 

wiihrend i n  der Discriminante 6) der Factor x p - l  zu uuterdrucken kt. 
1 

Noch andsrs wird die Stellung von x In der Gleichung l), wenn wir - 
W 

an Stelle von v setzen, dann geht der Parameter als Factor zur hoclisten 
Potenz von W. . 

Was die Rerstellung der Form 5) anlangt, so muss also die Identitit 

V ( a t  + b)"= At + B  

durch stetes Zurückgreifen auf die Gleichung 4) erzeugt werden. Nan 

kauu dabei ganz elenientar verFahren, d. h. linker Hand die hi5heren 
Potenzen E O  lange mittelst 4) herabdrücken, bis ein liuearer Ausdruch: 
erscheint. Uebeïsichtlicher wird der Vorgang auf folgende Art, 

Es  seien tl und t, die beiden Wurzeln von 4), dnnn m u s  

At, + B = t,p(nt1 + b)n 

und hieraus ergiebt sich: At" = + O): 
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t,P(atl + b)n - t2p(at, + b)" 

7) 
fl - t2 

t Pt, (ut, + b)" - f,t,P(af, + b)" [ Y  1 -  2 -. 
t l  - t 2  

Diese Ausdrücke enthalten nach Ausscheidung von t, - f ,  nur noch 
symmetrische Functionen der Wurzeln der Gleichung 4), sie sind also 
raiional, und dio Rechnung wird auch im Falle negativer p nicht gestfirt. 

Die Gleichung A = 0 ha t ,  wie man sich leicht überdeugl, unter 
anderen s t e t s  die Wurzel: 

8) b~ = (n. + P)"', 
nnd das zugehorige R wird: 

9) B = (- l)PrPp-n (m  f p)n+pa2n+p. 

Es entspricht das dem Fa11 t, = f,. Eine besondere Discussion der 
an sich interessanten Gleichung A - O würde an dieser Stelle zu weit 
führen. Wir wollen uns auf solche Falle beschriinken, in denen jene 
Gleichung den dritten Grad nicht übersteigt und also mit Verwendung 
der a priori bekannten Wurzel bequem gol6st werden kann. 

Endlich sei noch eines Specialfalles der Gleichung 1) gedacht, welcher 
in unserem Ansatz nicht mit enthalten ist. Für 

O = (212 + p ) a 2  

wird namlich dio Klammergr6ss~ in Nr. 1) eu cinem vollst~ndigen Qoadrat. 
Zieht man die Wurzel auf beiden Seiten der Gleichung und setzt v - wZ, 
falls p ungerade i e t ,  so entsteht eine trinomische Gleichung, und folglich 
ist wieder eine zweigliedrige Discriminante vorhanden. Die Gleichung 2) 
hat in diesem Falle rationale Losungen, nsmlich: 

2. Specielle Fiille. 

a) Fa11 n - 2, p = - 1. 

Die Gleichung 1) lautet: 
v 4 +  6 a v 2 +  3 b  = x v  

und die Gleichung 4): 
ts+ 2 a t  - b = 0, 

. ausserdem wird 
A = a 2 + b ,  B = 4 a b .  

Die Gleichung A = 0 liofcrt: 

b = - a 2 ,  also B =  - 4a3, 
vergl. auch NT. 8) und 9). 

Sonach ergiebt sich als gesuchte Gleichung mit binomischerDiscriminante: 

v4+  6 a v 2  - 3 a 2 =  x v  mit v - (x2+ 26a3)2, 

d. h. die J a c  obi'sche Gleichung vierten Grades. 
l'i * 
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h) Fall m = l ,  p -2. 
Die gesuchte Gleichung lautet:  

v4+ 8 a v 5 +  18a2va= x mit v - z ( x  - 33a4)2. 
c) Pal1 m - 2 ,  JI = 1. 

Die Gleichung 1) laiitot: 
u5 $- 1oav3 + 5 0 ~  = 

und die  Gleichung 4): 
t" 6 a t  + b -  0 ,  

ausserdem wird 
A = 3 6 a 4 - 1 3 a 2 b + b q  B = 2 a b ( 3 a " b ) .  

Die Gleichung A - O liefert 
b, = 9 a2 (vergl. Nr. f ) ,  b, = 4 a2, 

WOZU 
BI - - 108 a5, B, = - f a "  

gchort. Die beiden gesuchten Gleichungon sind daher: 
u5+10av3+45a%==x mit  v = (2+123a5)"  
v" 10av3 + 20a2v - x mit v = (x2 + 27a5)2. 

Wir haben in der ersten die Resolvente von B r i o s c h i  (vergl. Theil 1 
dieser Abhandlung) vor uns, in  der zweiten die Moivre'sche Gleichuq, 
von welcher die Fünftheilung des Winkels abhiingt. Setzt man in dieser 

a 
letzten Gleichung - an Stelle von a ,  so wird sie einfacher: 

2 
v5 + 5av3+ 5 a 2 v  = z mit v = (x2 + 22a5)2. 

d) Fa11 la = 1, p = 3. 
Die Gleichung 1 )  lautet:  

u5+ 10av4+ 5bvY  = x 
und die Gleichuug 4): 

t" f a t +  3b  ==O,  
ausserdem wird 

Die Gleichung A = 0 liefert: 

3 
E s  erscheint zweckmiissig, im ersten Fall den Buchstaben a mit - a ,  

a 2 
irn zweiten a mit - au vertauschen, dann kommt man zu den Gleichungen: 

2 
v5 + 15av4 + 60 a2v3 = x mit  v = z2(x  + 64 a5)q 

v5 + 5av4 + 40a8v3 = x mit v = x2(x - 12Sa5)2. 
1 

Setzt man noch v - - 2  so entsteht: 
W 

xw5 - 40a2w2 - 5 a w  --- 1 = 0 ,  
und das sind im Wesentlichon jene Rcsolventen, die wir in Theil 1 bei 
der Aufl6sung der allgemoincn Gleichung fünften Grades benutat haben. 
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Die erste dorselbon geht für x  = - h,  a  = f - 7  ui = 11 in  unsere Ro- i / 8  i ,? 

solvente der r ]  über; die zweite verwandelt sich' für x - - '2 a = - 
w W in die G o r  d a n - K l  ein'sche Resolvezite der TV. 

H2 d 

e) Fall n - 3, p = - 1. 
Die Gleichung 1 )  lautet:  

v" 10av3 + 5 b  = x v  
und die Gleiühung 4) :  

t" 4 a t  - b = 0 ,  
ausserdem ist 

A = ( b + 4 a 2 ) ( b - a 2 ) = 0 ,  B = ab(a2+ Tb). 
Dern Werthe b = - 4 a 2  (vergl. Nr. 8) entsprechend entsteht, wenn 

a 
a mit - vertauscht wird: 

2 
v6 + 5 a v 3  - 5ae = xv  mit v (313- 36a5)Z. 

Dem Werthe b = a%ntsprechend entsteht: 

v6 + 10  a  vS + 5 aZ = xv mit v = (x3 - 1 23a5)21 
d. h. die reducirte Jacobi ' sche  Gleichung secheten Grades. 

f )  Fa11 n - 1 ,  p = 4. 
Die Gleichung 1)  lautet:  

v" 12av5  + 6bv4 - x  
und die Gleichung 4): 

t Z +  lOat  + 4 b  - 0 ,  
ausserdem wird 

Die Gleichung A = 0 liefert: 

a 
und wenn im ersten Falle a durch 2 a ,  im zwoiton a durch ersetzt wird, 
so gelangt man zu den Gleichungen: 

2 

v6 + 24av6 + 150a2v4 = x mit v = x3(z - 105a")q 

v 6 + 6 a v 5 + 2 5 a 2 v 4 = x  mit v=x5 
1 

welche durch die Substitution u = 5 in  eine zweckmassigere Form gebracht 
w 

werden konnen. 

g) Fall n = 3,  p = 1. 
Die Gleichung 1 )  lautet: 

v 7 + 1 4 a n 4 + 7 b v - x  
und die Gleichung 4 ) :  

1" Bat + b = 0 ,  
ausserdem wird 

A = ( b - I 6 ~ ~ ) ( b ~ - l l a ~ b f  32a4),  B - -  aù(64a4-  2 5 a Z b  + 3ù". 
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Auu A = O folgt: 

b, = 16a2, 4) = ~1 
6, 

a4, 
WOZU 

BI = - Z 8 .  33a7, B2} = - 4 a 7 ( 1 3  + 7 y 3 )  
B3 

geh6rt. Nithin sind die gesuchten Gleichungen: 

v 7 f  14av4+ 112aav = x mit v = (x3+ 211. .">'a7)" 
und 

mit v - [z3 + Z 5 .  33 . ( 1 3  + 7 Vr7)a7l2. 
a 

Vertauscht man in der ersten a mit - 7  so entsteht 
2 

v7 -t 7av4 + 28aev = x mit v = (x9 + S4.  3%')'; 
vertauscht man in der zweiten 

1 
a mit - -a ( 1  v=7), 4 

so entsteht genau jeno Gleichungj wolche Herr  K l e i n  unter ganz andercn 
Gcsichtspunkton als Resolvente der  Modulargleichung achten Grad~s ge- 

f unden hat*. 

h) Fa11 r. - 2 ,  p = 3. 
Die Gleichung 1) lautet:  

v 7 3  14av5+ 7bvS= x 
und die Gleichung 4): 

t2 + 10at + 32i = 04: 
ausserdem wird A=(25a"3b)(400n4- 6 8 a 9 + b 2 ) = 0 ,  

B= 12ab(250a4- 65a2b + 4b2). 

Die gesuchten Gleichungen sind daher: 

und sie besitzen eine binomische Discriminante: 

v = x2(x2 - z4.  bai)2, 
wo den entspïechenden numerischen Factor bezeichnot,. 

i) Fa11 r. - 1 ,  p = 5. 
Die Gleichung 1 )  lautet :  

v7+ 14av6+7 bu" x 
und die Gleichung 4 ) :  

t 2 +  12at  + 5 b  = 0 ,  
ausserdem wird: 

* Nath. Annalen XIV. Bd. : ,, Ueber die Transformation uiebenter Ordnung der 
clliptischen FunctionenL' S. 458 Nr. 52. Vergl. auch: Hermite in Tortolini's hnnali 
di Matematica II  p. 59 : ,,Sur l'abaissement de l'équation modulaire du huitième depk." 
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Nach Nr. 8) muss A = 0 die Wurxel 

besitzen, wozu 

gehort. Nach Ausscheidung jencr Wurzol verbleibt noch die quadratische 
Gleichung : 

4 .  l Z S a 4  - 4 .  12'a2b + 5b2  = 0,  
und diese ergiebt: 

b 2 }  = a' (6 & v 2  1). 
b, 5 1 

Hiernach hat  man drei Gleichungen, welche für  v = 2 in der ge- 
w 

meinsamen Form 
x w 7 - 7 b w 2 - 1 4 a w  - 1  = O  

enthalten sind und denen eine binomische Discriminante 

V - X ~ ( X  - 2 p a 7 y  

zukommt, wo den entsprechenden numerischon Factor bezeichnet. 
Indem wir uns mit diesen Beispielen begnngen, wollen wir noch 

eine Andeutung machen, wie sich iinser Verfahren auf mehrgliedrige 
Gleichungen ausdehnen lasst. 

3. Behandlnng des Fal les  

1) [vSn+ 3 ( 3 ~  + p ) a v a n  + 3(312 +p)bwn+ (3% + p)c lvp= x  - q(v) -  

Behufv Herstellung der Discriminante bilden wir 

und fiihrcn den Worth von v3*, wie e r  der letzten Klammer entnommen 
wird, in 1) ein, dann ergiebt sich: 

oder 

wobei vn= t gesetzt wurde. Kun kann mit Rücksicht auf 

4) t 3 + 3 ( 2 . n + p ) a t 2 + 3 ( n + p ) b t + c ~ = 0  
die Identitat $bt  + c)n= Atz+ 2Bt + CI 

wo A, B, C von t unabhangige Grossen sind, erzeugt worden. Die Grossen 
A und B kkonnen zum Verschwinden gebracht werden, und hierbei 
ergiebt sich: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



264 Ueber die Aufltkung der Gleichungen vom fünften Grade. 

t ~ = ~ a ~ ,  c - v a 3 )  

wobei p und v aus den Exponenten n und p zusammengesetzt iind also 
numerisch sind. Indem sich nun 3 )  einfach anf 

xn - (3 n)" . C 
reducirt, erhült man für die specialisirte Gleichung 1 )  folgende binomische 
Discriminanten: 

5)  = xP-l[xn - (3n)nC]3,  resp. \J = [Zn - (3n)nC]3, 

je nachdemp eine positive oder negative Zab1 ist. Man vorgl. Abschnitt A, 1. 
Zur B ~ r e c h n u n g  der Grüssen 8 ,  B,  C httt man 

6) t,p(atS + 2bt,+ c)~- At8 + 2 B t i +  Cl 

unter lil (i = 1 ,  2 ,  3) die Wuxzeln der G l e i c h u q  4) verstanden. Hari 

81s Beispiel behandeln mir den 

Fa11 n - 2, p = -1. 
Die Gleichung 1 )  lautot: 

v6+ 15av4+ 15bv2+ 5 c  = z v  
und die Gleichung 4): 

t3+ 9a t2+  3b t  - c = OI 
ausserdem wird 

A = - 9 a S +  4 a b  + c ,  B = - 3a2b  $. l l a c  + 4t 

Die Gleichungen A  = O und B = O liefern: 

c = Q u S -  4 a b ,  
B =  99a4-47a% + 4 b 2 = 0 ,  

folglich: 
11 

6,-9a2, b --a2 
2 -  4 

und dem entsprechend 

achte hierbei wie früher auf das Eintreten gleicher Wurzeln. 

j2, C=c(a2+ 

8 1  
c, = - 27ag c, - - 2 a 3 ;  Cl = - 123a5, C;, = - - a5. 

a 
Vertauscht man noch im ersten Falle a mit  - 9  im zweiten a mit 2a, 

3 
so gelangt man zu folgenden quintinomischen Gleichungen: 

v" 5aa4  + 15agv2 - 5a3 = z v  mit v = (z" 228a5)3, 
v6 + 30av4 + 165a2v2 - 80a3 = xv  mit \J = (x" 66"a5)3. 

Die erste dicser Gleichung ist die M a l f  a t t  i 'sche Rcsolvento der 

Gleichung : 12 - 

Y ~ - ~ ~ Y + B = O >  (ai=% P - V V . )  
Die cubische Gleichung für  t reducirt sich in obigen Specialfüllen auf 

(t + a)J=  O resp. (t + a)2(t + 1 6 a )  = 0.  
Wie diese Untersuchungen fortgesetzt werden konnen, ist wohl 

ersichtlich. Gelegentlich kann man den Ansatz von vornherein passend 
specialisiren, wie nachfolgendes Beispiel zeigt. 
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4. Specialfall e iner  sextinomischen Gleichung. 

,Mrir legen uns die Gleichung: 

7 
us-14av6+-(25a2+ 2b)v4- 70abv2- T b B =  xv 

3 
vor, in welcher die Coefficienten so gewahlt sind, 

Sotzt man, zwecks Bildung der Discriminante, 

dass 

diesen Ausdruck gleich 

Null, entnimmt dann v4, so muss auf  Grund der vorgelegten Gloichung x" 
in der Form: x2= Av2+ B 
darstellbsr sein. Hierbei ergiebt sich: 

also, wenn A annullirt wird, 
25 

b, = aa und b2 = -a2, 
4 

wozu 
BI = 123a7 und B, = 2'. 5%' 

gehort, wiihrend v - (x" BI4. 

Die gesuchten Gleichungen lauten: 

us- 14av6 + 63a2v4 - 70a3v" 7a4 =. av mit v = (xe - 1 z3 a7)4 

va- 28az6+ 350a2v4 - 350003v2- 7 .  625a4= xv mit v = (x2- Y 4 .  5"a7)4. 
In der zweiten Gleichung ist 2 a  an Stelle von a gesetzt worden. 

Die erste Gleichung kommt mit der Klein'schen Modulargleichung aohten 
Grades der elliptischen Functionen überein. Vergl. dio bereits erwahnte 
Abhandlung von K l e i n  in  don Math. Annalen XIV. Bd. S. 452. 

5. Anwendungen. 

EB mag nooh eine Andeutung folgen, wie die bisher gefundenen 
Resultate in der Integralrechnung verwerthet werden konnen. 

Fiihrt man in die Discriminante v = ~ ( x )  das Gleichnngspolynom 

x = d4 
ein, so muEs das so entstehende Polynom aus bekannten Gründen rational 
zerlegbar sein, und ein Factor muss mindestens doppelt zahlend (in zweiter 

d x  
Potenz) auftreten. Ebenderselbe Factor m u s  aber auch in - = rpr(v) 

du 
entlialten seiu. Hieraus ergiebt sich, dafis die Gleichung x = <p(v) bei 
dor Transformation gowisser Transcendenten von der Form: 
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gebraucht werden kann.* 
J& 

Nehmen wir als Beispiel die J a  c O b i'sche Gleichung vierten Grades 
(Abschnitt 2 Pal1 a): 

v4 + 6 a v 2 -  3a2  = x v  mit v ( z )  = (x2 + 26a3)2. 
Hier ist  1 

x"+' 64a3 = o,2-(2+ al3 (v" 9 a)  

und folglioh : 
- - 

[x2 + 6 4  a l 3  [v (u2 + 9 a)]' ' 

F ü r  v = w2 ergiebt eine nochmalige Differentiation: 

d. h. dio Diffor~ntialrosolvente der Jacobi ' schen  Gleichung, welche eclion 

Herr  B r i o s c h i  aufgostellt bat.*" 
Betzt man in obigen Differentialen: - x2 + 64a3 = 64aSt3,  v (v2  + 9a)  = v3wY, 

so entsteht: 
d t dw  - 

2 d m  1 / W 3 r 1 1  

wahrend die zugehorige Gleichung in 

übergeht und duroh Zweitheilung der elliptischen Functionen aufgeloat 
werden kann. 

Ejn anderes Beispiel bietet die Moivre'sche Gleichung 

v5 + 5 a v s  + 5u2v  = x mit  V(z) = ( 2  + 22a5)2 

dar. (Vergl. Abschnitt 2 Fa11 c.) Hier wird 

s2+ 4a5=  (v2+ 4a)(v4+ 3av2+ a2)2 
und demnach: 

d x  5 dv 
= --. 

1/2+ 4 2  )'- 
Mittelst Integration k6nnte man jetet die Aufl6sung der Moivre'sclion 

Gleichung sowohl durch Wurzelzeichen, als auch durch Fünftheilung des 
Winkels bewerkstelligen.*"* Differenzirt man nochmals, nachdem zuvor 

* Vergl. die ,,StudienU des Verf. XIII: Beitrage zur Trnnsformation der 
hypcrclliptischen Diff'erectiale" S. 108, oder auch: Diese Zeitechr. Jahrg. XXXIII. 

** B r  i O s c h i: ,,Die Aufl5sung der Gleichungen vorn fünften Grade1'. Math. 
Annalen Xm. Bd. S. 126.  

*** Vergl. die Abhandl. deuverf.: ,, Zur Integration der Differentialgleichungen." 
Diese Zeitschr. XXIX. Jahrg. 
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beide Seiten obiger Differentialgleichung quadrirt  sind, so gelangt man 
zur entsprechenden Differentialresolvente, namlich: 

Am Schluss seien noch die Falle d) und e) aus Abschnitt 2 herbei- 
gezogen. F ü r  die Gleichung: 

u5 + 5av4 + 40a2v3 = s mit v (x) - x2(x - 123a"2 
wird 

z - 1728a5= (v - 3 a ) ( v 2  + 4 u v  + 24a4)2, 
folglich: 

d x 5 v d v  - 
v s ( z T 7 2 8 a " )  T/v(v - 3a)  (v2 + 5 a v  + 40a2) 

Das letzte Differential ist also paeudoelliptisch. 
Pür  die Jacobi 'sche Gleichung sechsten Grades 

. - 
v6 + 10av3 $- 5a2 = xv mit ~ ( x )  = (x3 - 123a5)2 

wird 
1 

z3 -  1728a5=-(v6+ 
v3 

mithin: 
dx 

-- - 
I/xY - 1728a5 

B. Bemerknngen zu den Reihen und den Differentialresolventen. 
Die Aufl&ung der algebraischen Gleichungen durch Transcendenten, 

d. h. durch Reihen, Kettenfunctioncn, elliptische Functionen u. fi. f. hat  
keineswegs blos eine prsktische Bedeutung. Sie dient nicht etwa nur  
der nunierischen Berechnung, sondern sie lasst auch Schlüsse über die 
Natur der Wurzeln im Allgerneinen zu. Ich erlaube mir, betreffs dieses 
Punktes, auf einige Resultate aufmerksam zu machen, die ich i n  meinen 
,,Studien(' veroffentlicht habe.* Es gelingt, wie dort gezeigt wird, die 
Wurzeln einer Gleichung lzten Grades in der Porm: 

l> y = AO+ Al& + A , E ~ + . - - +  A , - I E ~ - '  
daraustellen. F ü r  E hat  man nach und nach siimmtliche Wuneln der 
Gleichung : 

E" = 1 

einzutragen, und die A, bangen in übersichtlicher Weise von den CoefE- 
cienten der vorgelegten Gleichung ab. 

Der Ausdruck 1) lasst sich in  bequemster Art potenziren, wobei der 
Exponent einfach in die A, eingeht. Infolge dessen kann man die Existenz 
der L6sung 1)  durch directes Eintragen derselben in die Gloichung dar- 

* Drittes Kapitel St. XIX: ,,Theorie der trinomischen Gleichungen" und 
St. XX: ,,Transcendente AuflBsung der allgemein=m Gleichung nt#" Grades.': - 
Vergl. auch Math. Annalen XXVIII. Bd. 
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thun. Ebenso lasst sich mittelst 1) die G i r a r d  - W a r i n g f s c h e  Formel für 
die Potenzsummen der Wurzeln müholos anschroiben. 

Am Einfachsten gestaltet sich die Sache bei den trinomischen Gleich- 
ungen. Für  diese sind die Ai hypergeometrische Reihen der Ordnung, 
und man ist daher in der Lage, füï die trinomischen Gleichungen sofort 
die zugehorigen Differentialresolventen angeben zu konnen, die eben nichts 
anderes als die wohlbekanntm Differentialgleichungen sind, denen jene 
hyporgeometriechen Reihen genügon. 

Was  die trinomischon Formen: 

2) y5+ ~ P Y  + y = Q  

3) y5+ 5uy4+ y =  O 
anlangt, so ~ i n d  die zugehorigen Differentialresolventen hypergeometrische 
Differentialgleichungen vierter Ordnung. Die Ordnung filit niimlich von 
5 auf 4, meil die lineare Reziehung: 

Y 

stat t  hat. Aber die Ordnung jener Differentialgleichungen lasst sich noch 
weiter herabdrücken, denn das allgemeine Integral erweist sich als das 
Product der vollstandigen Integrale zweier Differentialgleichungen z w e i t e r 
Ordnung. 

Hiorzu soi Folgendes bemerkt. Schon L i o u v i l l e  * ha t  gezoigt, dass 
ein Auridruck 

4) Y = (CI V I +  c2 

i n  melchem u, und v, ein Fundamentalsystem von Integralen einer linearen 
Di f fe ren t ia lg le ich~n~ zweiter Ordnung sind, einer linearen Differential- 
gleichung ( p  + l)b Ordnung genügt, und dass deren allgemeines Integral 
die Form: 

5) y ' C,v,fi + C2111fi-1v2 + . . . + C p S 1 v g ~  

besitzt. Herr F u c h s * *  f i g t  hinzu, daos auch die Integrale v,P, vf-IV,,. . . 
ein F ~ n d a m e n t a l s ~ s t e m  bilden, und dass die Differentialgleichung ( p  $1)'~' 
Ordnung keine anderen singulLren Punkte haben kann, als jene Gleichung 
zweiter Ordnuug. 

Diese Fragen lassen sich auf Producte von Integralen ausdehnen. 
81s einfachsten Fal l  setze man: 

unter v,, w2 und w,, wz Fundamentalsysteme von Integralen zweier linearer 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung verstanden. Xan findet, dass der 

* Journal des mathematiques (1839) t. I V  p. 429. 
** Journal f. d. r. u. a Mathematik 81. Bd.: ,,Ueber die linearen Differential- 

gleichungen zweiter Ordnung etc." Vergl. S. 129-131. 
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Ansdruck 6) einer linearen Difforentialgleichung vierter Ordnung genügt, 
deren allgemeines Integral die Form: 

7) y  = C1v1w, + c2v2w, + c3v'32ilw2+ C4v2w2 
besitzt. Umgekehrt kann man durch ein blosses Eliniinationsverfahren die 
Frage zur Entscheidung bringen: Wie  müseen die Coefficienten einer 
linearen Differcntialglcichung beschaffen sein, damit ihr allgemeines Inte- 
gnl in der geschilderten Art  reducibel sei? 

Erimert  man sich nun,  dass die Anfl6sung jeder Hauptgleichung 

fünften Grades: 

8) ~ ~ + 5 f f Y ~ + 5 p Y + y - o  
in der Form: 

9, yv=  ~ ~ ~ l t , p ~  - E ~ ~ A ~ ~ ~  + ~ ~ ~ l ~ h  f ~ ~ 1 . ~ p ~  

ausdrückbar ist, so liegt es sehr nahe, die Difforentialresolventen viertor 
Ordnung der Gleichungen 2) und 3) auf ihre Reducibilitit hin zn prüfen. 

In der That ergiebt sich, dass die in Betracht kommenden hypergeo- 
metrischen Reihen vierter Ordnung in das Product j e  zweier hypergeo- 
metrischen Reihen zweiter Ordnung zerfallen. Die entsprechenden Differential- 
gleichungen xwciter Ordnung erweisen sich nach gehtiriger Transformation 
als die Differentialresolventon des Ikosaoders.* 

* Es dürfte angemessen sein, an dioser Stelle auf die entsprechenden Ver- 
hiltnisse bei den Gleichungen vierten Grades hinzuweisen. Setzt man die 
LBsung einer solchen in der Form: 

y v = ~ e , + ~ s , 2 + A , ~ r 8  ( v = O , 1 , 2 , 3 ) ,  e 4 = l  
voraua, BO ist z y v =  O. Damit auch 

v 
Z Y V "  =(Ae + 2 4 4 )  

rerechwinde. wahle man ' 
A , = z l B I  a , = z , z , i z ,  A,=-z,2, 

dadnrch wird 
~ y v s = 1 2 f ~ < l  2 y y 4 = 4  Hl 

7 

wobei 
f = z,z,(zI4+ 2i4)1 H =  zi8- I ~ z , ~ z . , ~ +  .zZ8, 

und yv slellt nun die Wurzeln einer Hauptgleichung vieiten Grades: 
y 4 - 4 f i f y - H = 0  

vor. - Bekanntlich reprasentirt f ein Oktaeder, H einen Würfel. EZ erweist 
sich ala Hesse'sche Determinante von f, und diesen Formen gesellt eich als 
Functional-Determinante, gebildet aus beiden, noch eine dritte Form T vom 
zwolften G r d e  zu, die mit den vorigen durch 

T k  H3 + 108 f i l  

verknüpft ist. Man hat hier also ganz ahnliche Verhiltnisse wie früher und kann 
genan wie im Theil 1 Abschnitt 11 eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordoung aufstellen, welcher jene z, und z, genügen. Die Differentialresolvente 
dritter Ordnung dm yv aber muss so beschaffen sein, dass sie durch die Sub- 
stitution y = 5, auf die zweite Ordnung herabgesotzt wcrdon kann. - Man vergl. 
auch die diesbezüglichen Bernerkun~en bei K I  e i n  : Ikosaeder S. 266 u. 257 und 

bei G o  r d an: Vorlesungeu 5. 161 u. 162. 
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Der hiermit angedeutete Vorgang is t  in  der Ausführung ziemlich 
umstandlich. Herr  D. B e s  so * ba t  die Rechnung fùr die Gleichung: 

y " y 2 - x = o  

mitgetheilt. Es zerfellt die zugoh6rigo Differentialresolvente vierter Ord- 
nung in zwei Difirentialgleichungen zweiter Ordnung, welche in der 
gemeinsamen Form: 

onthalt.cn sind. Dabei stellen sich noch die Bedingungen: 

4 f + 2 a - a 2 = 0  und 2 g + 2 b - a b = O  

ein. Nun untersuclit er obige Gleichung iind fiudet, dass selbige untcr 
den namlichen Bedingungen auf die gewohnliche hypergeometrische Diffe- 
rcntialgleichiing reducirt werdcn kann. - Was dieses letzte Resiiltat 
anlangt, ao muss ich hernerkcn, dass ich dassolbe schon vor langercr Zeit 
gefunden und auch veroffentlicht halve."" 

Selbstverst%ndlich kaun man,  wie auch früher (vergl. Theil 1 Ab- 
schnitt 12 dieser Arbeit) erwühnt wurde, das Verfahren umkehren und 
von der Differentialresolverite des Ikosaeders nach Anwendung einer Trans- 
formation zweiter resp. dritter Ordnung zur Differentialresolvente vierter 
Ordnung kommon, also auch xu den entsprcchenden Reihon. Aber ich 
erlaube mir, hier eine Ansicht auszusprechen, zu der mich meine frülieren 
und neneren Untersuchungen mehr und mehr hingedriingt haben: Die  
t r i n o m i s c h e n  G l e i c h u n g e n  j e d e n  G r a d e s  b i l d e n  e i n e  Gattung 
v o n  G l e i c h u n g e n  f ü r  s i c h ,  d i e  e i n e  d u r c b a u s  g e m e i n s a m e  B e -  
h a n d l u n g  a ls  x w e c k m & a s i g  e r s c h e i n e n  lassen.*** Es ist schon ftir 
den fünften Grad nicht zu empfehlen, die trinomische Form al3 Spocialfall 
einer mehrgliedrigen Form anzusetzen. Der Einwand, dass die Losung 
einer trinomischen Gleichung fünften Grades in dem einen Falle ans hyper- 
geonietrischen Reihen zweiter Ordnung, im anderen aus solchen vierter 
Ordnung gebildet und also weniger einfach sei, ist  vielleicht unter gewissen 
Gesichtspunkten berechtigt, im Allgemeinen aber nicht. 

Die 1)arstellung der Wurmln einer Gleichung fiinften Gradcs durch 

Mejhen vierter Ordnung ist übrigens nicht nur  fü r  die trinornische Form 

* Rom. Acc. L. Rend. II, 593 - 697 : ,, Sopra una classe d'equazioni differen- 
ziali lineari del second' ordine e sull' equazione del quinto gradoii (1886). 

** Diese Zeitschrift XXIX. Jahrg. S. 151 : ,, Ceber Differentialgleichungen, 
welche durch hypergeometrische Functionen integrirt werden k6nnen" (1884). 

*** Vergl. die Arbeit des Vecfassers : ,,Die trinomische uncl quadrinomisch~ 
Gleichung in elernentarer Bohandlungs~cise.~' Diese Zeitschrift XXXVIL Jahrg. 
S. 90 (1892). 
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angezeigt, sondern auch für  eine grosse Anzahl anderer Gleichungen. 
Bernerken nir zunachst ganz allgcmein, dass die R'cihen, welche den 
trinomiechen Formen: 

~ " + y ~ - ~ + x = O  und y n + x y n - s + l - O  
genügen, ihren Charakter nicht lindern, d. h. hypergeometrische Reihen 
nt" Ordnung bleiben, wenn sie potenzirt oder nach dem Parameter x 
differenzirt resp. integrirt werden. Eben diese Processe gestatten aber, 
aus der trinomischen Gleichung neue algebraische Gleichungen desselben 

@Y Grades abzuleiten (für ym = e ,  -- =. a u. S. f.), denen dann die ver- 
d ll;p 

andertel Reihen genügen. 
Erwihnen wir einige Beispiele. 

a) Die Gleichung: z" 5 u z  = b 
giebt quadrirt und für x 2  = t :  

t5 - 10at3 + %a2t - b 2 =  0, 
und dieser letzteren genügen direct hyporgcometrisch~ Roihon vierter 
Ordnung. Die Sussere Aehnlichkeit d i e ~ e r  Gleichung mit der Rusolveute 
von B r i o s c h i  kann nach dem Ergebniss von Abschnitt 1 Theil 1 Ver- 
anlassung werden, auch hier die Substitution: 

1+ 7211 t ---va 
17 

zu versuchon, und es zeigt sich, dafis, wie dort,  bei passender Wahl von k 

z w e i Coefficienten der transformirten Gleichung gleichzeitig aiinullirt 
werden konnen. Man findet: 

und diose Gloichung ist sonach rückwarts auf die trinomische Y o m  reducirbar 
b) Dia Gleichung: e5= 5 a s 2 +  b 

giebt quadrirt und für s2 = y: 
y5-  25a8y2 - lOuby - 02= 0 ,  

also eine Hauptgleichung: 

y5+ 5f fy2  4- 5 p y  + y  = 0, 
mit der Redingung: 

4 f f Y  - 5p2 = 0. 
Offenbar würde für  diese Gleichung die allgemeine Aufl6sungsmethode 

sehr unzweckmiissig sein. 
c) Die Gleichung: z 5 - 5 a + 4 x = O  

ds  v 
giebt nach x differcnzirt und für  - - = 7: 

d x  3 
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Eliminirt man hieraus und aus der ursprünglichen Gleichung z, so 

entsteht: 
x4v5 - (V - 4 ) ( ~  + il4 = O, 

und dieser genügt abermals direct eine hypergeometrische Reihe vierter 
Ordnung, namlich: d z  

v = 5-7 
d x 

unter z die uraprüngliche Reihe verstanden. 
Uebungsbeispiel: Wie E s t  man mittelst hypergeometrischer Reihen 

d i r e c t  die Gleichung zl(u - l ) v 5  + 10u03 + 51; + 16 = O ?  
Diese Beispiele, welche noch reichlich vermehrt werden konnten, 

xeigen, dass man bei Gleichungen fünften Grades durch Anwendung all- 
gemeiner Methoden sehr auf Umwege gerathen kann. 

Ftir Gleichungen mit zwei und mehreren wesentlichen Parameteni 
t r i t t  nun die Frage auf, oh es nicht angezeigt ist, direct transcendente 
Losungen zu construiren, die der voigclegten Gleichung geniigen, also 
etwa Reihen, welche nach Potcnzen eines Coefficienten oder einer bestimmten 
Verbindung der Coefficienten fortschreiten.* Schon Hcrr  E r o n e c k o r  hat 
au€ diesen Umstand Gewicht gelegt, um accessorische Irrationalitateu zu 

vermeiden. Jene Reihen müssen sich, wofern sie die L6sung einer Haupt- 
gleichung fünften Grades darstellen, in die hypergeometrischen Reihen 
des Ikosaeders spalten lassen, und das dürfte ein erstes Mittel abgeben, 
n m  über die Convergcnebedingiingon , über die Eigenschaften dor zu- 

gehDrigen Different,ialresolvonton u. S. f. Aufschluss zu erhalten. 

* Vergl. die Reihenentwickelungen in den citirten Arbeiten dos Vorfaseers. 

(Schluss folgt.) 
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XV. 

Einige metrische Eigenschaftea der cubischen 
raumlichen Hyperbel. 

Von 

Dr. ERNST HEINRICHS 
in Küln. 

- 

S o h l u s s .  - 

II. 
16. Schneidet man den zum Prisma A der drei Asymptotenebenen ai 

einer cubischen riumlichen Hyperbel hS gehorigen cubischen Cylinder y" 
(8 1) durch eine beliebige Ebene, so entsteht in  dieser eine ausgeartete 
ebene Curve c3 des Systems der auf dem Cylinder enthaltenen cubischen 
Rnumhyperbeln, sowie deren Wondoasymptotondreieck 6. Es ist gezoigt 
worden, dass die Curve cY aus drei Zweigen besteht, welche in den Scheitel- 
winkelraumen des Dreiecks d liegen. Als Doppelpunkt der Curve haben 
wir den Schwerpunkt 31 des Dreiecks 6 erkannt, und als Scheitelpunkte 
derselben sind ihre auf den Nittellinien dieses Dreiecks ausser M noch 
liegenden Punkte L !  bezeichnot worden. Der Abstand eines jedon der 
Punkte Si vorn Doppelpunkte M ist  beziehungsweise gleich derjenigen 
Mittellinie des Dreiecks 6, auf deren Verlangerung der betreffende Punkt  
Si liegt und die Tangente si der Curve in einem ihrer Scheitelpunkte ist  
der gegenüberliegenden Wendeasymptote parallel. Die drei Wendeasymptoten 
mogen mit w,,  die ihnen gegenüberliegenden Eckpunkte des Dreiecks S 
mit Bi und die Fusspunktc der Mittollinien desselben mit Ni bezoichnet 
werden (siehe Heft 4 Taf. IV, Fig. 4 u. 6). 

Wenn man die Curve c3 mit einem u m  den nnendlich fernen Punkt  
der Asymptote w; sich drehenden Strahle schneidet, so eneugen die 

Strahlenpaare, welche den Doppelpunkt 22' mit den beiden variabelen 
Schnittpunkten Xk und Xl verbinden, bekanntlich aine Strahleninvolution. 
Die Doppelgeiaden der Involution sind der vom Doppelpunkte M zum 
Punkte W,* und der von ihm zum Scheitel Si gezogene Strahl, n h l i c h  
die Mittellinie mi des Droieçks 6. Wenn nun Yk und Pl die Schnittpunkte 
der Geraden X k X ,  mit den Seiten wk und wL des Dreiecks S sind, wiihrend 
der Schnittpunkt dorselben Gornde mit  der Nittellinie mi durch X bezeichnet 
werden mb'go, so folgt aus den Eigenschaften der Involution, dass der 

Zeitschrift f. Mathematik u Physik. 39. Jahrg. 1894. 5.Heft. 18 
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Punkt Z die K t t e  der Strecke X k X l ,  aus den Eigenschaften der Mittel- 
linie aber, dass er auch die Mitte der Strecke Y k Y i  ist. Demgemass ist: 

Y k  xr; = Xl P,. 

Es ergiebt sich daher folgender Satz, in welchem wir unter den 
F l u r e n  d e r  C u r v e  c3 die drei FlBchenstücke verstehon wollon, wolche 
einerseits von je einem Zweige dcr Curve, andororsoits von dem diesen 
einscliliessenden Asymptotenpaare begrenzt werden: 

D ie  zwe i  S t r e c k e n ,  i n  w e l c h e n  e ine  zu e ine r  Wende- 
a s y m p t o t e  d e r  C n r v e  c3 p a r a l l e l e  G e r a d e  e i n e  ode r  zwei von 
d e n  F l u r e n  d e r  C u r v e  d u r c h s c h n e i d e t ,  s i n d  g le ich .  

Zieht man die der Geraden X k X L  unendlich nahe Parallele, so sind 
die beiden unendlich schmalon Paralloltrapcze, welche von den zwei 
Pnrallelcn aus don Fluren dor Curve ausgeschnitton wordon, inhaltsgleich, 
weil die parallelen Seiten des einen gleich den parallelen Seiten des 
anderen sind. Daraue folgt durch Aneinanderlegen unendlich vider von 
diesen Paralleltrapezen: 

Die  be iden  e n d l i c h e n  F l % c h e n s t ü c k e ,  we lche  zwei zu einer 
W e n d e a s y m p t o t e  d e r  Curve  c3 p a r a l l e l e  (das Dre ieck  B nicht 
e inschl iessende)  G e r a d e n  a u s  de r  e inen  o d e r  d e n  zwei von ihnen 
du rchzogenen  F l u r e n  d e r  Curve  a u s s c h n e i d e n ,  s i n d  inhaltsgleich. 

Lasst man die eine der beiden Parallelen unendlich fern werden, die 
andere aber mit der ihr parallelen Wendeasymptote der Curve, oder, 
wenn heide nur eine Flur durchschneiden, mit der zuniiclistliegenden Ecke 
des Dreiecks zusammenfallen, so folgt: 

J e  zwei,  a l so  a l l e  d r e i  F l u r e n  d e r  C u r v e  cS s ind  inhalts-  
g l e i c h  u n d  j e d e  d e r s e l b e n  w i r d  von d e r  s i e  durchschneidenden 
M i t t e l l i n i e  des  W o n d e a s y m p t o t e n - D r e i o c k ç  S ha lb i r t .  

16. Die Gleichung der Curve c3, bezogen auf ein rechtwinkeliges 
Coordinatensystem, dessen Nittelpunkt im Doppelpunkte der Curve liegt, 
war folgonde (5 2): 

1) ( ~ i ~ + ~ l Y - ~ ) ( ~ 2 ~ + v , Y - ~ ) ( u , ~ + v 3 Y - 1 ) + 1 - 0 ,  
wobei für die ui und vi die Bedingungsgleichungen galten: 

11) 
1) u,+ u,+ us= O ,  

{ 2) V l  4- $9 + v3 = O, 
aus welchen sich auch noch ergab: 

DI 3) d ~ u , v , - w 2 v , ~ u , v 3 -  z c , v , ~ u 3 v l -  u,v,. 
Setzen wir zur Abkiirzung: 

uix + V i Y  - r;, 

80 k6nnen wir die Bedingungsgleichungen II) 1) und 2) durch die ihnen 
Bquivalente Identitiit: 
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11) 4) z, + 7, + z3 -- 0 

ersetzen. Mit deren Hilfe liisst sich die Gleichung I): 

(zl - l)(t2- l ) (z3 - 1) + 1 = 0 ,  
in die Form: 

Zi Z, C3 - Z1 Z2 - C, Z3 - Z3 Cl = 0 

bringen. Setzt man niin: 

11) 
Y 

5)  ; =, A, ui + viA G f i ;  also ri = x . 4, 

s o  e r g i e b t  s ich  f o l g e n d e  p a r a m e t r i s c h e ,  D a r s t e l l u n g  d e r  C u r v e  c3: 

Die p a r a m e t r i s c h e  D a r s t e l l u n g  f ü r  d i e  z u r  C u r v e  c3 ( n a c h  
5 12) c o n j u g i r t e  C n r v e  cfS i s t  o f f e n b a r :  

VI) 

Die obigen Identitaten II) 1) bis 4) bestehen für beide Curven. Es 
lassen sich aus denselben folgcnde mehrfach zu verwondende woitoro 
Identititen leicht herleiten: 

tl + tz + t a -  O, 

7) t , "+ t , e+ t3e= -2 ( t , t 2+ t2 t ,+ t3 t , ) ,  

Ir> 8) ( t I 2  + t82)2= 4(tI2tza + t,st32+ t3qta), 
9) t 1 3 +  t23+ t33, 3t l t2t3,  

ti3 - t k 3  = (tl t, + d, t3 + t, t,) ( t k  - ti). 

Die  C o o r d i n a t e n  d e r  E c k e n  il& d e s  W e n d e a s y m p t o t e n -  
Dre ieckes  B s i n d :  

wo d den in Gleichung II) 3) angegebenen Wer th  hat. 
D e r  F l i i c h e n i n h a l t  d o s  D r e i e c k s  6 i s t  s o m i t ,  gemass der 

Determinsntenformel : 
18* 
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Der Inhalt desjenigen Dreiecks 8, welches durch eine beliebige Ebene 
aus dem Prisma der Wendeasymptotenebenen einer cubischen r%unilichen 
Hyperbel hS ausgesehnitten wird, ist  nicht zu verwechseln mit dem für 

das ganze vorliegende Curvensystem (h3) constanten Werthe J, welcher 
durch die Formel IV) (des $ 10) dargestellt wird. Bei der spiter her- 
zuleitenden parametrischen Darstellung der cubischen Raumcume h3 selbst 
jedoch werden wir als xy-Ebene eine (zunachst beliebige) zur Kanten- 
richtung des Prismas A noymale Ebene annehmen. F ü r  diese ist sodann 
der Werth F mit dem Werthe J identisch, und wir erhalten sornit durch 
Verbindung der Formeln IV) und VIII) die Relation: 

rx> a . c . d = 3 .  
17. Wenn wir in den Gleichungen F) die Brüche vereinigen, sodann 

au€ den Zabler die Identitat II) 7) anwenden, so erhlilt die parametrische 
Darstellung der Curve cS die neue Porm: 

2 3 ~ " -  

Nun ist die Entfernung PM des Punktes P (zy) der Curve is 
vom Anfangspunkte M bestimmt durch die Gleichung: 

P H 2  = z2 + y2> 
oder nach den Gleichnngen X): 

"1, Y i ,  1 
3;21 Y2, 1 

Durch Umformung des Ziihlers gemgss der Identitiit II) 8) erhalten wir: 

2 3 ,  Y31 1 
für rechtwinklige Coordinaten, die wir ein für allcmal annchmen: 

Der Strahl P N  m6ge die Wendeasymptoten w; i n  den Punkten Pi 
durchschneiden. Der Punkt  .Pi ha t  daun die Coordinaten: 

1 
2i = 1 

I 
Yi ' 

t i t i l  
daher ist: 
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and somit: 

Daraus ergiobt sich der Satz: 
J e d e r  v o m  D o p p e l p u n k t e  d e r  C u r v e  cS a u s g e h e n d e  S t r a h l  m 

d u r c h s c h n e i d e t  j e  e i n n i a l  d i e  C u r v e  s e l b s t ,  s o w i e  i h r e  d r e i  
W e n d e a s y m p t o t e n .  D i e  E n t f e r n u n g  d e s  e r s t e r e n  S c h n i t t p u n k t e s  
vom D o p p e l p u n k t e  i s t  g l e i c h  d e r  D i a g o n a l e  d e s j e n i g e n  r e c h t -  
w i n k e l i g e n  P a r a l l e l e p i p e d u m s ,  d e s s e n  K a n t e n  g l e i c h  d e n  E n t -  
f e r n u n g e n  d e r  d r e i  l e t z t e r e n  S c h n i t t p u n k t e  v o m  D o p p e l p u n k t e  
sind. 

Der Satz kann xur Construction der Curve c9, deren Wendeaysmptoten- 
Dreieck gegeben ist,  benutzt werden. 

18. dg, sei im Bogenmaasse der Winkel zweier aufeinander folgender 
vorn Schwerpunkte M des Dreiecks 6 ausgehender TTectoren m und ml 

der Curve cS. Aus der Gleichung XI) folgt sodann: 

P M 2 d 9  - P i Z 2 d p  - P k M 2 d p  + P l M 2 d p ,  

wo Pi der dem Punkte P znntichstliegende unter den drei Schnittpunkten 
des Strahles m mit den Wendeasymptoten wi sein m6ge. Die linke Seite 
der Gleichung giebt dann den Inhalt desjenigen unendlich schmalen Flachen- 
stückes an ,  welches der Winkol mm, aus der von ihm durchsetzten Flur 
der Curve cS, und die rechte Seite giebt den Inhal t  derjenigen Fliiclie, 
welche derselbe Winkel aus der F l lche  des Dreiecks d ausschneidet. Nach 
unserer Gleichung sind beide Flachenstücke gleich. Denkt man sich nun 
eine Reihe unendlich kleiner Winkel mm,, mlm2 u. S. W. durch Drehung 
des StrahIes m um den Sçhwerpunkt M aneinandcr gelegt, so folgt: 

D a s  v o n  z w e i  b e l i o b i g o n  V e c t o r e n  d e r  C u r v e  cS a u s  d e n  
F l u r e n  d e r s e l b e n  C u r v e  a u s g e s c h n i t t e n e  F l % c h e n s t ü c k  i s t  g l e i c h  
dem v o n  d i e s e n V e c t o r e n  a u s  d e m  W e n d e a s y m p t o t e n - D r e i e c k  d e r  
Curve a n s g e s c h n i t t e n e n  S t ü c k e .  

Halten wir den Vector m fest, wahrend m, eine ganze Umdrehung- 
beschreibt, so ergiebt sich: 

D e r  G e s a m m t i n h a l t  d e r  d r e i  F l n r e n  e i n e r  C u r v e  c3 i s t  g l e i c h  
dem F l i i c h e n i n h a l t  d e s  W e n d o a s y m p t o t e n - D r e i e c k s  d e r s e l b e n .  

Bezüglich der auf dem Cylinder (5 1) liegenden doppelt g e h ü m m t e n  

Curven gilt folgender Satz: 
P r o j i c i r t  m a n  e i n e  g a n z  b e l i e b i g  a u f  d e m  C y l i n d e r  g e -  

zogene C u r v e ,  w e l c h e  s i c h  j e d o c h  n i c h t  i n  d e r  R i c h t u n g  d e r  
E r z e u g e n d e n  d e s  C y l i n d e r s  i n s  U n e n d l i c h e  e r s t r e c k e n  d a r f ,  a u s  
einem b e l i e b i g e n  P u n k t e  d e r  S c h w e r p u n k t s a c h s e  d e s  P r i s m a s  A, 
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s o  i s t  v o n  d e m  z w i s c h e n  i r g e n d  zwei  b e l i e b i g e n  E r z e u g e n d e n  
d e s  P r o j e c t i o n s k e g e l s  e n t h a l t e n e n  T h e i l e  d e r  O b e r f l a c h e  dieses 
K e g e l s  d a s j e n i g e  S t ü c k ,  w e l c h e s  i n n e r h a l b  d e s  P r i s m a s  A l i eg t ,  
i n h a l t s g l e i c h  d e m j e n i g e n  F l i t c h e n s t ü c k e ,  w e l c h e s  d u r c h  die 
S c h a l e n  d e s  C y l i n d e r s  u n d  d i e  d i e s e  e i n s c h l i e s s c n d c n  Se i ten-  
f l a c h o n  d o s  P r i s m a s  b e g r e n z t  w i r d .  

Denn in jede Tangentialebene des Projectionbkegels  chn ne id et der 
Cylinder eine Curve es, das Prisma A aber  deren Wendeasymptoten- 
Dreieck 6 ein. Daher gilt für den in der Tangentialebene hefindlichen, 
von zwei aufeinander folgenden Eizeugenden des Projectionskegels einge- 
schlossenen unendlich schmalen Flachenstreifen dieses Kegels der aus der 
Gleichung XI) abgeleitete Satz, nach welchem dor innerhalb des Pr i~mas  A 
cnthaltcne Thoil des Streihns gleich dern zwischen Prisma und Cylinder 
eingoschlossenen Theile desselben ist. Legt  man eine Serie solcher Streifen 
aneinander, so folgt gleiches für den zwischen den beiden Zussersten Kegel- 
erzeugenden dieser Serie eingeschlossenen Theil der Kegeloberflkhe. 

Diejenigen Theile der Oberflache des eine cubische Raumcurve des 
Systems (h3) a i l s  i h r e m  M i t t e l p u n k t e  M (5  6) projicirenden Kegels kq 
welche zwischen dem Cylinder y 3  und dern Prisma A eingeschlossen sind, 
mogen dio B l u r o n  d e r  b e t r c f f e n d e n  R a u m c u r v e  genannt werden. 
Bezüglich derselben erhalten wir also das Besultat: 

D e r  G e ~ a m m t i n h a l t  d e r  d r e i  F l u r e n  e i n e r  C u r v e  h3 i s t  
g l e i c h  dern i n n e r h a l b  d e s  P r i s m a s  A e i n g e s c h l o s s e n e n  Theile 
d e r  O b e r f l a c h e  i h r e s  P r o j e c t i o n s k e g e l s  k3. A u c h  i s t  d e r  zwischen 
zwei  E r z e u g e n d e n  d e s  K e g e l s  kS  e n t h a l t e n e  T h e i l  d e r  F luren  
d e r  C u r v e  g l e i c h  d e m  z w i s c h e n  d i e s e n  E r a e u g e n d e n  innerha lb  
d e s  P r i s m a s  A e i n g e s c l i l o s s e n e n  T h e i l e  d e r  K e g e l o b e r f l a c h o .  

D a  auf diesem Projectionskegel (nach 5 14) auch die zur Curve k3 
conjugirte Curve hl3 l ieçt,  so ergiebt sich: 

D e r  G e s a m m t i n h a l t  d e r  d r e i  F l u r e n  e i n e r  C u r v e  h3 ist  
g l e i c h  d e m  G e s a m m t i n h a l t e  d e r  d r e i  F l u r e n  d e r  z u  d ieser  can- 
j u g i r t e n  C u r v e  hl4 A u c h  i s t  d e r  z w i s c h e n  zwei  hal iebigen 
E r z e u g e n d e n  d e s  P r o j o c t i o n s k e g o l s  k3 e n t h a l t e n e  The i l  der 
F l u r e n  d e r  e i n e n  C u r v e  g l e i c h  dern z w i s c h e n  d e n s e l b e n  Er -  
z e u g e n d e n  e n t h a l t e n e n  T h e i l e  d e r  F l u r e n  d e r  a n d e r e n  Curve. 

19. Bus der parametrischen Darstellung der ebenen Curve c3 als 
Punktort llisst sich die parametrifiche Darstellung derselben sls Tangenten- 
enveloppe herleiten. Die Verbindungalinie zweier beliebiger Punkte (x,, y,) 
und (2, , y,) h a t  die Gleichung : 
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Die Coordinaten der Verbindungslinie sind also: 

Liegen die heiden Punkte auf der Curve c S  sa konnen wir die Werthe 
von u und v mit Hilfe der Gleichungen V) als Punctionon der Parameter 
A, und A, der vom Anfangspunkte nach diesen Punkten hinfihrenden 
Vectoreu der Curve c3 ausdrücken. Wir erhalten, indem wir ui + A, vi 

mit lli und ' ~ i  S. AZv; mit t"i bezeichnen, folgenden Ausdruck für  U ,  i n  
welchem Zahier und Nenner schon beide mit der Grosse t ' ,~,t ' , t"l~'2t'f ,  
multiplicirt sind: 

&(t f l  t,lr +tu tl1 + 1" tl1 ). tr t1 t1 - a1(tf2tls + t1,tr1 +tr1tl2) . t",t112t", u , z s p  S L ' - Z  1-2 3_- -- P. 
(A2 - 11) ( t f f 2  tll, + trr3 trr1 + Pl trf2)(t', t fg  + tg tfl + tf1 t ' ,)  

Indem wir im Zahler jeden Summanden der ersten Klammer mit dem 
entsprechendou der Lweiten zusamrnenfasssn, erhalt derselbe die folgende 
Form: 

trr2 t r 3  . t f z  t 'S (~Zt ' l  - A, t",) + t", tl', . trs tl, (A,  t', - A-,tl',) 

+ t",tfr2t', tr2 (12t1, - qt",). 
Die drei hier auftretenden Klammern haben, wie sich durch Ein- 

führuiig der Werthe für  t'i und t"i ergiebt, bezw. den Werth ui. (A, -A,). 
Der Factor (1, - A,) Iiisst sich daher aus Zahler und Nenner durch 

gleichzeitige Division eatfernen, und es bleibt: 

In ganz ahnlicher Weise wird die Berechnung für v vorgenommen. 
Wir erhalten: 

u t" t" t' t' + v t" t" t' t' + v3 . t"lt'f2t'lt', v7  1 -  2 3 2 3  2 '  3 1 3 1  -- 
(t'a tl', Jr tl',t", + tl', t",) (t', t', + tr3t', + t y , )  

Lassen wir nun die ~ u k e n ~ u n k t e  (x, , y,) und (r,, y,) in den Curven- 
punkt (x, y), dessen Parameter 1 ist,  zusammenfallen, so erhalten wir d i e  
C o o r d i n a t e n  zc, v d e r  T a n g e n t e  d e r  C u r v e  c3 i n  d i e s e r n  P u n k t e  
als  P u n c t i o n a n  d e s  P a r a m o t e r s  A:  

Hier ist für  den Nenner noch die Formel II) €9 zur Verwendung 
gckommen. P ü r  die conjugirte Curve clS ist: 

21 t ,t + + ec3tlzt2e , 
XII) 

u - 4 .  l 2  

(t," tg2 + tg2)2 

- 4 .  2.'lt,Z62+ %tsetIs -t 2i3f12t2e 

(fi2 + tZ2 + t3,)l 
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20. Wir  k6nncn nunmehr zur parametrischen Bestimmung dos eine 
Curve des rLumlichen Systems (h3) durchlaufenden Punktes übergehen. 
Zu dem Ende nehmen wir irgend oinen Punkt  O der Schwerpunktsachse p 

des Prismas A der Asymptotenebenen zum Anfangspunkte eines recht- 
winkeligen Coordinatensystems, dessen a-Achse die Schwerpunktsachse p 

selbst sei und dessen X -  und y-Achse in der durch O senkrecht zu p 
gelegten Ebone boliebig, jcdoch rechtwinkelig zu einandor angenommcn 
werden m6gen (siehe Heft 4 Taf. I V  Fig. 7). Die Schnittcurve c3 der 
xy-Ebene mit dem Cylinder y 3  ha t  sodann die i n  den Gleichungen V) 
angegebene parametrische Darstellung. Ein beliebiger Punkt  P der ge- 
wahlten Curve h3 m6ge die Coordinaten x ,  y, 5 haben. Den auf der Curve cg 

enthaltenen Punkt  x, y nennen wir  sodann Pr.  Die Tangente der Curve h" 

im Punkte P heisse t z PT. Ihre  Projection auf dio xy-Ebone ist die 
Tangente t f  P f ï "  der Curve c3 im Punkte Pr. Der den Punkt P ent- 
haltende Zweig der Ciirve h3 durchschneide die xy-Ebene, also auch die 
Curve c3, im Punkte Pu, dessen Parameter wir mit 1, hezeichnen wollen, 
wahrend 1 der Parameter des Punktes P' ist. Die Hauptachse h des zur 
Curve h3 gehorigen Nullsystemes m6ge die xy-Ebene jm Punkte (k, 
durchbohren. Der  senkrechte Abstand der Hauptnullachse h von der 
Tangcntialobone tt' dos Cylinders IBngs der Erzeugenden YP' desselben 
werde mit e bezeichnet. cp ist  im Bogenmaasse die Grosse des Winkels, 
den die Tangente t ,  ein Leitstrahl des Nullsystems, mit der Hauptachse h 
des letzteren bildet. 

Wenn wir nun unter  u und v  die im vorigen Paragraphen berechneten 
Coordinaten verstehen, so i s t  

die Gleichung der Tangente t'. Die senkrechte Entfernung des Punktes (&, 
von der G'eraden t' is t  d a m :  

4 4 - v u - 1  
e = v i q 2  

Bekanntlich wird nun der Winkel q, den die Tangonte t mit der 
Hauptachse des Nullsystems bildet, bestimmt duroh die Formel: 

C 
tang cp = -1  

e 
in  welcher c, wie früher, die Constante des Nullsystems bedeutet. Be- 
zeichnen wir das Bogenelement der Curve cs im Punkte Pr = (x, y )  mit ds, 

das Inkrement der z-Coordinate im Punkte P mit d , ~ ,  so kt: 

also: 
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I n  der rechten Seite dieser Formel sind c ,  k, q Constanten, wahrend 
die Grossen $, y, U ,  v i n  den Gleichungen V) und XII) ais Bunctionen ein 
und desselben Parameters A sngegeben wurden. Wir  erhalten daher 
durch Integration die Coordinate ar als Function des Parameters A: 

1 

Die untere Grenze des Integrals ist  A,, weil der Werth der Coordinate 8 

für den Werth A, des Parameters A verschwinden muss. 
Ans den Gleichungen V) oder auch X) berechnen wir: 

Untcr Benutzung der Gleichungen X) unCi XII) ergiebt sich hieraus: 

wodurch sich das Integral für a in  folgendes verwandelt: 

wie sich unter Bennt,zung der Formeln X) oder V) und der Identitiiten II)  
leicht zeigen lzsst. 

Durch geeignete Zusammenfassung der Glieder unter dem Integrale 
verwandelt sich letzteros i n  die folgendon drei Tntograle: 
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XIII) 
gefiotzt wurde. 

Die Umwandung : 

1  1 2d 1 tl (v2 - w3) - ?il (4 - t 3 ) ,  z-2d.t,r - .  
ti 2 d 4 " 1 1  

gernass den Formeln II) i), 2), 3) durchgeführt und auf s r  -5 in gleicher 
12 *3 

Weise angewendet, erleichtert die Integration, weil der Ausdruck: 

4 (73 - ~ 3 )  - VI (4 - t 3 )  

t .  
. dA 

-1 

das Differential von y " - 'S nach dem Parameter A k t .  
61 

Die Integration ergiebt daher den folgenden Wer th  für 8 :  

Unter t: verstehen wir den Ausdruck: 

XIV) t i0= u; + viAo. 

De die z- und y-Coordinaten des Punktes P der Curve h3 mit den 
entsprcchonden Coordinaten des Punktes Pr der Curve cS, welche in den 
Gleichungen V) oder X) parametrisch dargestollt wurden, idontisch sind, 
B O  i s t  h i e r m i t  d i e  v o l l s t % n d i g e  p a r a m e t r i s c h e  D a r s t e l l u n g  der 
C u r v e  h3 g e g e b e n :  

21. Durch eine besondere Festsetzung über den Werth der Constante 1, 
konnen wir die parametrische Darstellung der Curve h3 noch vereinfacheii. 
Zunachst mogen zu diesem Zwecke die Coordinaten der drei Scheitelpunkte Si 
dcr  Curve berechnet werden. Dieselben bezeichnen wir mit gir qii lia 
Dann sind die Coordinaten &il qi zugleich die Coordinaten der Scheitelpunkte 
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der in der xy-Ebene enthaltenen ebenen Curve cS. Gemass dem im 8 aus- 
gesprochenen Satze erhalten wir letztere, indem wir die Coordinaten der Eck- 

punkte XidesWendeasymptotendreiecks mit - rnultipliziren. Nach Formel VII) 
ist daher : 

2 
3 v3-v,  3 u, - us i l - - . -  2 ' 1 d p '  

Demnach ist der Paramoter A, des aus dem Anfangspunkto nach 
dem zum Index 1 gehorigen Soheitelpunkte der Curve c3 gezogenen Strahles: 

u2 - u3 Ai- 3 ==. 
1 V Q  - 'U2 

Diesen Werth brauchen wir nur  in  die letzte ~ l e i c h u n g  der Formel XV) 
einzusetzen, um den Werth der Coordinate 5; zu erhalten. Nach einer 
einfachen Anmendung der Formel IL) 3) ergiebt sich: 

Hier ist unter cpo der zweite Elammerausdruck in der Formel für 8 (XV) 
verstanden. I n  gleicher Weise bereclinen wir 5, und t3 und finden für d i e  
C o o r d i n a t e n  d e r  d r e i  S c h e i t e l p u n k t e  Si d e r  C u r v e  hS d i e  W e r t h e :  

Die Summe der ki ist ebenso wie die Summe der qi Null; die Summe 
der Ci würde verschwinden, wenn <po den Werth Null hatte. In letzterem 
Falle würde also aiich die aus den neun Grossen gebildete Determinanto ver- 
schwinden. Diese aber ist  das Absolutglied dor mittelst Determinante gobildeten 
Gleichung der Medianebene p der Curve hS. Bestimmen wir aiso AG als 
Wurael der Gleichung: 'Po = O, 
so  g e h e n  d i e  M e d i a n e b e n e n  p d e r  h i e r m i t  a u f  e i n e  d r e i f a c h  
u n e n d l i c h e  Y a n n i g f a l t i g k e i t  r e d u c i r t e n  C u r v e n  hS d u r c h  d e n  
C o o r d i n a t  e n -  A n f a n g  s p u n k t ,  welüher demnach der Mittelpunkt M aller 
dieser Curven h3 ist. D i e  W e r t h e  f ü r  d i e  Li w e r d e n  s a d a n n :  

xvr S) 

3 1 L-3 = % V I -  f*); 
und d i e  p a r a m e t r i s c h e  B e s t i m r u u n g  d e r  C u r v e n  hs v o r e i n f a c h t  
s ich i n  d i e  f o l g e n d e :  
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I n  dieser Formel ist  beim Werthe von a noch der Ausdruck -A 
a 2 c d  

durch den ihm nach Formel IX) gleichwerthigen Ausdruck - ersetzt worden. 
6 

D i e s e  D a r s t e l l u n g  d e r  C u r v e n  h3 w o l l e n  w i r  d e n  w e i t e r e n  E n t -  
w i c k e l u n g e n  n u n m e h r  a l l e i n  z u  G r u n d e  l e g e n .  D a  d e r  Mit tel-  
p u n k t  a l l e r  d i e s o r  C u r v e n  i m  C o o r  d i n a t o n - A n f a n g s p u n k t e  l i eg t ,  
s o  i s t  i h r e  M a n n i g f a l t i g k e i t  n u r  n o c h  003, wie auch die Zahl der 
drei willkürlichen Constanten a ,  6, 7 beweist. 

22. Zur Bestatigung des Mittelpunkts-Charakters des Coordinaten- 
Anfangspunktes wollen wir hier nachweisen, dass der letztere Punkt die 
reelle Mitte der beiden conjugirt imaginaren Schnittpunkte unserer jetzigen 
Curven h3 mit dor Schwerpunktsachso p des Prismas A ist, wie das fur 
den Mittelpunkt der Curven h3 schon im 5 7 hervorgehoben wurde. 

Von den Coordinaten der beiden Schnittpunkte haben X und Y den 
Wer th  Null; Z werden wir demnach finden, wenn wir diejenigen Werthe 
von A. ermitteln und in die obige Gleichung für  8 einsetzen, durch welche 
die Werthe von x und y gleichzeitig annilllirt werden. Die gesuchten 
Werthe von ergeben sich leicht als die beiden Wurzeln der Gleichung: 

A> tl t2 1- t2 ts + ts tl - o. 
Aus dieser fol& unter 13enutzung von II)  6) und 7): 

2t12-- 2f2t3 = 0, 
und : 

t12 + tzZ + tse - O. 
Addiren wir die linken Seiten dieser Gleichungcn, so ergiebt sich: 

also: 

I n  gleicher Weise folgt aus Gleichung A), dass: 

ist. Führen wir diesen Werth in die unter Formel XVII) stehende Gleichung 
für  8 ein, so erhalten wir, da zudem nach Glcichung XII) 

f i +  fi+ f s -  - 3 
kt, a l s  C o o r d i n a t e n  d e r  b e i d e n  S c h n i t t p u n k t e  d e r  cubischen 
f i a u m h y p e r b e l  h b i t  d e r  a - A c h s e  d i e  f o l g e n d e n :  
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Da 2, + 2, = O ist,  so is t  der Coordinaten- Anfangapunkt die reelle 
Mitte der beiden conjugirt imaginaren Schnittpunkte, also nach 5 7 der 
Mittelpunkt der Curve h3, was zu beweisen war. 

D e r  A b s t a n d  d o r  b e i d e n  S c h n i t t p u n k t e  d e r  C u r v e  hS m i t  
der S c h w e r p u n k t s a c h s e  p d e s  P r i s m a s  A i s t :  

XVIII a) A = a . i . f i .  
23. Gemtiss d e n  Siitzen des 5 14 werden zwei conjugirte cubische 

Rsumcurven h3 und hl3 aus ihrem gemeinschaftlichen Mittelpunkte M 
diirch denselben Kegel dritter Ordnung projicirt und ist der Scheitcl- 
p u k t  LW dieses Xegels jedesmal dio Mitte dorjenigen Strecke, welche suf 
einer Generatrix des Kegels durch die Curven h3 und hls abgeschnitlen 
wird. Nun ist ohne Weiteres klar ,  dass aus jedem rzumlichen Gebilde, 
welches in  bestimmter Eigenschaft mit einer der beiden conjugirten Curven 
verbunden ist,  das entsprechende, zur conjugirten Curve gehorige Gebilde 
sich vermittelst derselben Projectionsart ergeben muss, durch welche die 
eine Curve aus der anderen entstanden ist. Demgemiiss giabt uns die 
obige h6chst einfache Beziehung der beiden conjugirten Cnrven zu einander 
für die Lage der Hauptnullachse h' der Curve hlS den Satz: 

D i e  H a u p t n u l l a c h s e  h' d e r  z u  h3 c o n j u g i r t e n  C u r v e  hlS l i e g t  
i n  d e r  E b e n e  [ h p ] ,  w e l c h e  d i e  H a u p t n u l l a c h s e  d e r  e r s t e r e n  
C u r v e  m i t  d e r  S c h w e r p u n k t s a c h s e  d e s  P r i s m a s  A v e r b i n d e t ,  
auf d e r  e n t g e g e n g e s e t z t e n  S e i t e  i n  g l o i c h e m  A b s t a n d e  v o n  y ,  
wie d ie  G e r a d e  h. D i e  C o o r d i n a t e n  d e s  S p u r p u n k t e s  d e r  
Achse h' i n  d e r  z y - E b e n e  Sind d e i n n a c h :  

k l = - & ,  q l - -  9- 

Wir k6nnen nun die parametrischo Darstellung für  die Curvo hf9  in  
zweifacher Weise auti derjenigen der Curve h3 herleiten. Nach den oben 
angeführten Sitzen des 5 14 ergiebt sich niimlich aus den Gleich- 
nngen XVII), dass 1 1  1 

XIX) 

eine parametriscbe Darstellung der Coordinaten des die Curve hl3 durch- 
laufenden Punktes ist. Andererseits erhalten wir aber auch eine para- 
metrische Darstellucg f ü r  hlS, wenn wir in den Gleichungen XVII) die 
Constanten zci, vi durch -ui, - vi ,  6 und q durch - &, - g  und schliess- 
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lich c durch den noch unbekannten Werth cf ersetzen. Wir sind damit 
nur  vom Prisma hl und der Hauptnullachse h', s ta t t  von A und h aus- 
gegangcn. D a  nun i. in  dieser zweiten parametrischen Darstellnng dasselbe 
bedeutet, wio in  der obigen (XIX), E O  müssen die Werthe von xi, y', 2' 

in beiden gleich sein. F ü r  z' und trifft das ersiohtlich zu, für  d erhalten 

wir i m  jetzigen Falle, da dl fi und t2 - - t3  u. S. W. durch die Einaetiung der 
negativen Werthe sich nicht iindern: 4 

& - .  l ( f 1 ( t 2 t ~ t 3 . ' + , . . t #  pp 

2 c'd 

Setzen wir bcide Worthe von B' gleich, so ergiebt sich: 

CI = - C. 

D i e  N u l l c o n s t a n t e  d e r  C u r v e  h" i s t  a l s o  g l e i c h  dem nega-  
t i v e n  W e r t h e  d e r  N u l l c o n s t a n t e  d e r  c o n j u g i r t e n  C u r v e  h3. 

24. Sind x, y, z die Coordinaten eines bcliebigen Punktos N im 
Baume und PA, v, tu die Coordinatcn derjonigon Ebene v ,  welche ihul in 
dem aur Curvo hS gchtrigen Nullqsteme entspriüht, so besteht die Gleichung: 

1 > z c z + v y + w z = l ,  
weil die Ebene u den Punkt  N enthtilt. Bekanntlich geh6rt die vom 
Punkte N auf die Hauptnullachse h des Prismas A gefgllte Senkreclite, 
also auch deren Fusspunkt, der Ebene u a n *  

n a  der Fusspunkt dio Coordinnten 6 ,  q, z hat,  wo & u n d  7 die 
Coordinaten des Spurpunktes der Hauptuullachse h in der x y -Ebene 
sind, so ist: 

2, z c E  + v q  + w z = I .  

Die Lange der genannten Senkrechten Q ist: 

Q = V ( x  - t)" ((Y - 7 7  
Dio Normale vnm Coordinaten-Anfangspunkte auf die Ebono v bildet 

mit der e-Achse des Coordinatensystemes den Winkel tp', f ü r  dessen Cosinus 
die Gleichung gilt: 

W 
costp' = - 

v u 2  + v2 + w2 

Der Winkel ist ,  weil die 8-Achse der Achse h parallel ist, das 
Complement des Winkels rp, den die Ebene v mit letzterer bildet. Dem- 
nach haben wir: w 

tang rp = cotg tp' - -- - 
v2q-3 

D a  nun nach bekannter Eigenschaft des h'illlsystemes 

is t ,  so ergiebt sich: 

* R e  y e, Geometrie der Lage, Bd. II 10. Vortrag. 
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W 
i / ( x  - 6)' + (Y - 11)' - = C, 

oder: 

3) L(x - g ) 2  + ( y  - Tp] w a  = c"(. " vu"). 

Xit Hilfe der Gleichungen l), 2), 3) lassen sich die Coordinaten der 
Nullebene durch die des Nullpunktes, und umgekehrt, ausdrücken. 

Bus Gleichung 1) und 2) folgt: 

4) 
.(E - x )  v = -  - -. 

Y - 7  
Eingesetzt in Gleichung 1) ergiebt das: 

Durch Verbindung von Gleichung 4) mit Cleichung 3) aber erhalten wir: 

c2 uP 
w 2 =  - 

oder : 
(Y - rlYJ 

6) 
f CU. w = -. 
(Y - 7 )  

Das unbestimmte Vorzeichen bleibe mit c verbunden, bis es sich 
bestimmen Iasst. Aus den Gleichungen 5) und 6) folgt sodann: 

Setzen wir diesen Wer th  in  die Gleichung 4) ein, ao ergiebt sich: 

und, wenn wir don Werth fü r  u in  die Gleichung 6) einführen: 

Um nun über das unbestimmte Vorzeichen richtig zu verfügen, be- 
achten wir, dass die Nuilebene des Anfangspunktes als Medianebene der 
Curve h3 deren Scheitelpunkte enthalten m u s .  Setzen wir die coordina?en 
des Punktes N E  M alle gleich Null, so erhalten wir als Coordinaten- 
Verhaltniss der Ebene v p das folgende: 

u : v : w = ~ : - & : T c .  
Dernnach ist die Gleichung der Medianebena: 

q x  - &y f cz = 0. 
Man kann sich nun durch Einsetzen der in Formel XVI) und XVl a) 

gegebenen Coordinatenwerthe der drei Scheitelpunkte leicht überzeugen, 
dass die linke Seite der Gleichung nur dann verschwindet, wenn das 
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nntore Vorzeichen von c gewahlt wird. D e m n a c h  s i n d  d i e  W e r t h e  
f i i r  d i e  C o o r d i n a t e n  d e r  N u l l e b e n e  v d e s  P u n k t e s  N die 
f o l g e n d e n :  

r l - Y  
7 %  - ky + C S '  ' 

=> v  - x - 6  , 
72: - &Y + C S  

lw = 7" - [Y C + CS 

D i e  G l e i c h u n g  d e r  M e d i a n e b e n e  i s t :  

=O q x  - ty + CZ = o. 
B u s  Gleichung 6) erhalten wir den Werth von y,  aus Gleichung 2) 

den Werth von 8 ,  und wenn wir diese Werthe in  Gleichung 1) einselzen, 
so ergiebt sich der Werth von x. 

Es  ist also: 
C v 

x = & + - r  
W 

l - z c & - v q  
W 

25. Mittelst der erhaltenen Gleichungen für  z c ,  V ,  w sind wir im 
Stande, die parametrische Darstellung des Schmiegungsebenen-Torsus der 
Curve h3 sofort anzugeben. Wir  brauchen nur  in die Gleichungen XX) 
die Werthe der Coordinaten x, y, 4 aus den Gleichungen XVII) einzusetzen. 
Denn, wenn sin Punkt  die Curve h3 durchlauft, so beschreibt seine 
Nullebene den Schmiegungsebenen - Torsus derselben. 

Bei der Einsetzung der gonannton Werthe erhalten mir als Nennsr 
der drei Bruche in XX) den Ausdruck: 

1 * Vereinigen wir die Coefficienten von - 7  so ergiebt sich z. B. als 
1 4 

Coefficient von - der folgende: 

1 4 
cl ,{7[2d + vl(t2- t ,)] + b[ui(tn-t3) - 214 - ~t,- 'sI}. 

Nun ist aber: 2d  = u,v, - %VI  + - zc,v,, 

t, 2 24, + v, a, f, = zc, + v, 2.. 
Demgemass erhalten wir : 
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Entsprechende Werthe bilden die Coefficienten C, und Cs von 
i 1 - bezw. -- Es is t  daher: 
le ts  

folglich ergiebt sich : 
ZdIIA.(t,t, t,t, 4- t 3 t l )  - qtltzt,lp 

a l s  die p a r a m e t r i s c h e  D a r s t e l l u n g  des  Schmiegungsebonen-  
Torsus de r  Curve hS. 

Es lasst eich leicht zeigen, dass die Coordinaten der Ebenen des 
Torsus der conjugirten Curve h f 3  absolut gleich und nur dem Vorzeichen 
noch verschieden von denen des Torsus von hS oind; also ist: 

Koln, 20. September 1893. 
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XVI. 

Ein System monoconfocaler Kegelschnitte. 

Von 

Dr. J. KELLER 
in Zurich. 

Hierzu Tafel V Fig. 1 - 16. 

Den Leser dieser Abhandlung verweise ich auf meine zwei früheren 
mit demselben Gegenstand sich befassenden Arbeiten , erschienen in der 

Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in  Zürich: ,Ueber  
m o n o c o n f o c a l e  K e g e l s c h n i t t e U  Bd. XXVII S. 1-29 und ,Or tho .  
g o n a l - c o n j u g i r t e  S c b a a r e n  m o n o c o n f o c a l e r  K e g e l s c h n i t t e U  
Bd. XXXII S. 33 - 79. Diesen geometrischen Betrachtungen liegt folgendes 
Princip zu Grunde : E s  werde ein Rotationskegel gedacht, dessen Mittel- 
punkt auf der Bildebene liegt,  dessen Achse auf diescr senkrecht steht und 
dessen Erzeugenden mit der Achse Winkel von 45' einschliessen. Schneidet 
man diese Kegelfliiche mit einer Ebene E von der Spur f und dem Neigungs- 
winkel ci mit der Bildebene und projicirt den Schnitt orthogonal auf die 
Bildebene, so erh& man eine Curve zweiter Ordnung, welche den Kegel- 
mittelpunkt 211 einem ihrer Brennpunkte F, die Spur f zur entsprechenden 
Directrix und tg a = e zur numerischen Excentricitat besitzt. Dieser Beziehung 
gemass entspricht jeder Ebene des Raumes ein Kegelschnitt der Bildebene, 
welcher F zum Brennpunkte hat und umgckehrt. Damit übcrtragcn sich 
alle Pragen über Kegelschnitte in  der Bildebene mit einem gemeinsamen 
13rennpunkte auf Fragen nach Ebenen des Raumes, welche mit jener Funda- 
mentalkegeltl&che in gcwisser Bezichung stchen. Auf S. 34 -37 der zweiten 
der vorhin citirten Abhandlungen ist eine kurz gefasste Recapitulation der 
ersteren grundlegenden gegeben. Diese zweite Abhandlung selbst befasst sich 
dann eingehend mit dem System monoconfocaler Kegelschnitte, welche zwei 
gemeinsame Tangenten besitzen , sowie mit seinem orthogonal - conjugirten 
System mit zwei imaginaren gemeinsamen Tangenten. 

Die vorliegende dritte Arbeit über dieses Thema beschiiftigt sich mit 
der Frage nach solchen Kegelschnitten des Systems, welche einen fest ge- 
gebenen bcriihren und denen ein vorgeschriebenes Achsenverhaltniss resp. 
eine vorgeschriebeiie numerische Excentricitat xukommt, Riiumlich kommt 
diese Frage auf die Untersuchung der Flache zuriick, gebildet von den 
Ebenen, welche einen bestimmten auf der Fundamentalkegclfiache liegenden 
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Kegelschnitt berühren und mit der Bildebene einen vorgeschriebenen Winkel 
einschliesscn. 

Seien P und f Brennpunkt und entsprechende Directrix eines auf der 
Bildebene liegenden Kegelschnittes E, der Parameter p die Entfernung (F, f )  
und e die niimerische ExccntricitBt. Wiihlen wir f als Ordinaten- und das 
Perpendikel aus F auf f als Abscissenachse eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems, dann lautet die Gleichung des Kegelschnittes E: 

1 )  ( 1  - e 2 ) x 2 + y 2 -  2 p x + p 2 = 0 .  
Die entsprechende Ebene E des Raumes hat  f zur Spur mit der Bild- 

ebene und schliesst mit dieser einen Winkel or e in ,  so dass tgu = e ist. 
Bezogen auf das rechtwinklige riiumliche Coordinatensystem, dessen X -  und 
y -  Achse mit den auf der Rildebene liegenden iibereinstimmen, heisst die 
Gleichung dieser Ebene : 

2) e x - a = O .  
Die mit dieser zur Bildebene symmetrisch gelegene Ebene ex + a =  0 

wiirde die Pundamentalkegelfliiche in einer Curve schneiden, deren Ortho- 
gonalprojection mit X zusammenf~llt. - Sei Y ein beliebiger l'unkt des 
Kegelschnittes lI von den Coordinaten x1, y,, dann ist 

3) KI-eZ)xl - P I %  +Y,Y +P(P-x,) = O  
die Gleichung der Tangente t in  P an K. Die Ebene E schneidet die Funda- 
mentalkegelfliiche in einer Curve K r ,  deren Orthogonalprojcction K ist. 
Dem Punkte P auf K entspricht auf IZ, ein Punkt Pr und der Tangente t 
die Tangente t ,  in Pr .  Es  sollen jetzt durch t, die zwei Ebenen gelegt 
werden, welche mit der Bildebene den vorgeschriebenen Winkel p einschliessen. 
Die Tangente t ,  erscheint als Schnittlinie der zwei Ebenen: 

E r e x - # = O ,  N =  [(l-e2)x1-p]z+y,y+p(p-zl)=O. 
Demnach ist 

4) E-AN=ex-z-Ali(]-e2)x,-p]z+y,y+p(p-zl)I=O 
die Gleichung irgend einer durch t, gehenden Ebene. Transformiren wir 
diese Gleichung auf die Normalform: 

dann ist der Winkel <p, den diese Eoene mit der Uildebene einschliesst, 
durch die Gleichung bestimmt: 

Dorch Umformung geht diese Gleichung über in 

7) n t 2 { [ ( ]  -e2)xl-p]e+y2,)~2-2m2e[(1-e2)x1-p]A+m~2+mB-1= 0, 

odcr unter nenutzung der Bedingung, dass P ( z , y , )  auf K liegt, in  

7') na2e2x1[(1-e2)x~-~p]~B-~m2~[(1-ea)x,-p]A+m2e2+m~- 1 =o. 
19 * 
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Die Gleichung 7) ist in A vom zweiten Grade und liefert zwei Wurzeln 
1,) A,; diesen entsprechen nach 4) die zwei Ebenen: 

{ 
E-A,Nzez-~-A~{[(1-e~)x~-p]x+~~y+p(p-x,)}=0, 

E - 1 , N r e z - a -  A2[[(1-e?x2, - ~ ] ~ + y , y + p ( p - a , ) } = 0 .  

Die Wurzelwerthe Al, A, sind recll und von einander verschieden, 
reell und einander gleich oder conjugirt-cornplex, je nachdem 

> 9) m~e2[(1-e')s,-p]'-(m2e2+~a-1){[(1-~2)~1-P]2+~2,}C0. 

1. Fall: m2e2+m2-1<0 .  

Rei diescr Annahmo wird die linke Seite der Ungleichung 9) positiv, 
folglich werden Al und 1, reell und von einander verschieden; aus 

m2e2+m2- 1 < 0  
folgt : 1 

rn2 <- 
das heisst : 

1 + et' 

cos2 rp < cos2 LI, 

also : 
rp > a. 

Wenn somit die gesuchte Ebene mit der Bildebene 'einen Winkel ip 

einschliesst, der grosser ist als der Winkel a ,  den die gegebene Ebene E 
mit der Bildebene macht ,  d a m  giebt es durch jede Tangente des Kegel- 
schnittes Kr stets zwei reelle und von einander verschiedene Ebenen der 
verlangten Art. 

II.Fal1: m%e+ma- 1 = 0 .  

I n  diesem Falle is t  die eine Wurzel der Gleichung in 1, z. B. 1,=0 
und dieser entspricht die Ebene E e x  - B = O  selbst; die andere Wurzel 
wird : 

10) 

Bus der Annahme: ' m2 e2 + me - 1 = O folgt rp = a ,  das heisst : Wenn 
die gesuchte Ebene mit der Bildebene denselben Winkel or einschliesst, wie 
die gegebene Ebene R, so gehen gleichfalls durch jede Tangente des Kegel- 
sc,hnittea Er zwei Ebenen; die eine falit jeweileii mit der gegebenen ru- 
sammen, die andere ist davon verschieden und besitzt die Gleichung: 

III Fa11 : m2e2 + me - 1 7 0. 
Bei diesec Voraussetzung kann die linke Seite der Ungleichung 9) negativ 

werden. Fassen mir für einen Augenblick sl und y, als variable Coordinaten 
auf, so stellt die Gleicliung 

r n 2 e 2 ~ ( ~ - e 2 ) s , - p 1 " ( & e 2 + m a -  1 ) ( [ ( 1 - ~ ' ) 2 ~ - p ] ~ + y ~ }  = O  

ein Paar gerader Linien dar ,  denn sie liisvt sich i n  der Form schreibeii: 
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1st nun e von 1 verschieden, das heisst ist K Ellipse oder Hyperbel, 
so liegt dieses Linienpaaï symmetrisch zur x - Achse und sein Schnittpunkt 
fillt in den Mittelpunkt des Eegelschnittes K. Die Winkel 6, welche diese 
Geraden mit der positivcn x -  Achse einschlicssen, sind bestimmt dureh die 
Gleichung : 

1 2) 

1s t  e = 1, das heisst der Kegelschnitt K eine Parabel, dann besteht 
dicses Linienpaar aus zwei zur x-Achse perallelcn Geraden und ihre Ent- 
fernungen von derselben sind gegeben durch den Ausdruck: 

Für  die Schnittpunkte dieses Linienpaares mit dem Kegelschnitt K 
(Grenzpunkte) sind die zwei Wurzeln A. reell und zusammenfallend. 1st g, = 0, 
das heisst m = 1 , dann vereinigen sich die zwei Geraden mit der x - Achse, 
die Grenzpunkte rücken in die Scheitel der grosilen Achse resp. in  den Scheitel 
der Parabel; für  alle anderen Punkte des Eegelschnittes E sind die 1 con- 
jugirt -cornplex. Wiichst nnn cp, so verkleinert sich m l  folglich vergr6sscrt 
sich 6 resp. d ,  das heisst, die Grenzpunkte entfernen sich von den Scheiteln 
der grossen Achse und nahern sich den Scheiteln der kleinen resp. bei der 
Parabel dem Unendlichen. Fiir die Theile der Curve zwischen den Scheiteln 
der grossen Achse und den Grenzpunkten Sind 1, und A, reell und von 
einander verschieden, fiir die Grenzpunkte reell und einander gleich, für die 
übrigen Theile conjugirt - cornplex. 

Es ist [ E - L , N ] [ E - A , N ]  =O, 
oder 

Ea - (A1 + le)  E N +  1, A,Xs = O 

die Gleichung des gesuchten durch t, gehenden Ebenenpaares. Nun folgt 
aus der Gleichung 7): 

Demnach laotet die Gleichung unsercs Ebenenpaarcs : 

Variren wir den Punkt ( x , ,  y,) anf dem Kegelvchnitte K, so varirt 
auch dieses Ebenenpaar und nmhüllt einc gcwisse dcveloppable Plache F, 

I 2 e [(l -e2) %,-pl 

14) 

( e x  - 2)" - - (ex-a) l [ (1-e2)x1-p l~  +Y,Y +P (P-2,) 1 [(l-e2) X ~ - P ] ~ +  y', 

rn2 e2 + m" 1 { ( [ ~ - ~ Y X ~ - P ] X S Y , Y  +P(P-~,)P==O. + n2 { [ (L -e2 ) r l  - p l P ~ -  yPl \  
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die Enveloppe der Ebenen, welche Kr berühren und mit der Bildebene den 
Winkel cp einschliessen. z = 0 liefert den Schnitt dieses Ebenenpaares mit 
der Bildebene : 

eiii Linienpaar, die Directrixen der zwei Kegelschnitte reprascntirend, welche 
K in dem Punkte (xl, y,) berühren und eine vorgeschriebene numerische 
Excentricitiit besitzen. Durch Variation des Punktes (x,, yi) auf li varirt 
auch diescs Linienpaar und umhiillt eine gewisse Curve, den Schnitt der 
vorhin erwahnten developpablen Plache mit der Bildebene , die Enveloppe 
der Directrixen aller Kegelschnitte, welche den gegebenen K berühren und 
ein bestimmtes Achsenverh%ltniss besitzen. 

Treten wir nun vorlaufig etwas naher auf die constructive Seite der 
Sache ein. Sei $ ein beliebig im Raume gewahlter Punkt ,  gcgeben durch 
seine Orthogonalprojection S und die Cote s (siehe Fig. 1 resp. l*). Denken 
wir uns durch S, successive Ebenen gelegt, die zu den Tangentidelienen der 
developpablen Flache 3' parallel sind, so umhüllen diese einen geraden Kreiu- 
kegel, dessen Erzeugenden mit der Bildebene den Winkel cp einschliessen; 
es ist der Richtungskegel der dcveloppablen Flache. Diusor besitzt auch die 
weitere Eigenschaft, dass seine Erzeugenden zu den entsprechenden Er- 
zeugenden der developpablen Plache parallel sind. Sollen nun durch die 
Tangente t, die Ebenen gelegt werden, welche mit der Bildebene den Winkel q 

einschliessen , so geschieht dieses am einfachsten durch Benutzung des 
Richtungskegels: Wir  legen durch die Spitze S, desselben die Ebene E*, welche 
zu E parallel k t ;  f*  ist die Spur derselben. Durch Sr denken wir uns 

ferner eine Parallele tr zu t ,  gezogen; t* parallel zu t ist deren Ortho- 
gonalprojection. Sowie nun T die Spur der Tangente tr mit der Bildebene 
i s t ,  so ist auch T" die Spur des Parallelstrahles t;. Durch t: legen a i r  
jetzt die zwei im Allgerneinen mtiglichen Tangentialebenen an den Richtungs- 
kegel; die Tangenten aus T* an die Kegelbasis S sind die Spuren derselben. 
Sie berühren den Kegel langs den Erzeugenden Sr Qy , Sr Q:. Die durch t ,  
:in unsere developpable Flache gehenden Tangentialebenen sind nun zu 
diesen Tangentialebenen des Richtungskegels parallel, sowie auch ihre Be- 

rührungserzeugenden Pr &, , Pr Q2 zu & &: resp. 8, &.?. Ziehen wir dalier 
durch 2' die Parallelen zu T* Q: und T*QT, so ergeben sich die Spuren 
dieser Tangentialebenen und die Perpendikel nus P auf sie sind die Ortho- 
gonalprojectionen der Erzeugenden P,Qi, Pr Q 2 ,  in denen die Ebenen die 
developpable Flgche berühren. Demnach sind nuch QI und Q, die Berührungs- 
punkte der Tangenten TQ1,  T Q, mit der Spurcurve der developpablen Fliiche. 

I n  dem Falle, wo cp < ff ist ,  schneidet die Spur f *  der Ebene E* 
die Basiv des Richtungkegels (siehe Pig. 2 resp. 2*). Den Strahlen ta ,  
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welche aus S nach diesen Schnittpunkten Q; und Q$ gehen, entsprechcn je 
zwei zusamrnenfallende Tangentialebenen des Richtungskegels, somit auch den 
resp. parallelen Tangenten t des Kegelschnittes E je zwci zus~mmcnfallendc 
Tangentialebenen der developpablen Flache. PIlr alle Strahlen t*, welche 
~wischen SQ; und SQX liegen, werden die bezflglichen Tangentialebenen 
imaginsr; fnr die ausserhalb SQ:, S Q ;  liegenden reell und von einander 
verschieden; es entspricht diese Annahme dem Falle III auf S. 292. W%re 
p > a ,  würde f *  ganz ausserhalb der Spurcurvc S liegen und jeder be- 
liebigen Richtung von i* entsprechen dann zwei von einander verschiedene 
Tangentialebenen (Fall 1 auf S. 292). Im Grenzfalle cp = or wiirde f* den 
Kreis S bertihren und es entsprechen jeder beliebigen Richtung von t* zwei 
von einander verschiedene Tangentialebenen , von denen die eine jeweilen 
mit E*, also ihre Paralleleliene durch t ,  mit E zusammenf'àllt (Fall II auf 
8.292). - Den horizontalen Tangenten der Spurcurve S des Richtungskegels in  
Q:, Qz und QÇ, QU (siehe Fig. 2*resp. 2) entsprechen horizontale Tangenten 
der Spiircurve der developpablen Flache; ihre Berührungspunkte Q,, Q,, 
Q,, Qu liefern somit die Maximal- resp. Minimalstellen dieser Curve. 
Natürlich liegen diese Punkte mit den entsprechcndcn Punktcn des Funda- 
mentalkeçelschnittes K aiif Parallelen zur y - Achse. 

Zurn Zwecke der vollstiindigen analytischen Bestimmung der develop- 
pablen Flache gehen wir jetzt darauf aus ,  die Gleichung der Beriilirungs- 
sehne QI Q, abzuleiten (siehe Fig. 1). Diese ist die Polare des Punktes T 
in Bezug auf den Kreis P, wclcher P m m  Mittelpunkte und den R,adius 
PQ, = P Q ,  besitzt. Bezeichoen wir diesen Radius mi t  Q und die Hühe 
des Punktes P iiber der Rildebene mit c, BO ist 

aus der Gleichung 2) der Ebene E folgt aber 

Demnech lautet die Gleichung des Kreises P: 

Gleichung 3), hat die Coordinaten: 

$"=O, y,=- P I P  - '"1); 

YI 
somit lautet die Gleichung der Berührungssehne QI Q2: 
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oder nach gehoriger Umformung und unter Benutzung der Bedingung, dass 

P ( x ~ ,  y,) auf E liegt: 

17) (1-me)yl.x-(1-m2)[(1-eS)x,-p](y-yi~+(~~e+~2-~~zly,=0. 

Die Ebene, welche aus dem Punkte Pr nach dieser Geraden geht, 
schneidet das Tangentidebenenpaar 14) in den bezüglichen Berührungs- 
erzeugenden der developpablcn Flsche. Schreiben wir für einen Augenblick 
die Gleichung der Berührungssehne Q, Q, nbkürzungsweise: 

A x + B y + C = O ,  
d a m  stellt die Gleichnng 

A x + B y + C - A a = O  

irgend eine durch (QI Q,) gehende Ebene dar. Sol1 diese Ebene den Punkt Pr 
enthalten, so mussen seine Coordinaten diese Gleichung erfiillen; es ergiebt 
sich somit fur A die Bedingungsgleichung: 

A x , + B y , + C - A e x l = O ,  
woraus folgt: 

1 = A % +  BY, $C - 
e  51 

Setzen wir ftir A ,  B, C die aus der Gleichung 17) zu entnehmenden 
Werthe ein,  so folgt: 

(1-mz) y x - ( l - m Y ) [ ( l - c e ) x , - p ]  y , + ( l - m ~ [ ( l - e ~ x l - p l  ~ l+ (m2ca+rne -1 ) z l y l  1 = - L -- -- 

ex, 
oder : A = m2eyi .  

Demnach erhalt die Ebene Pr QI Q2 die Gleichung: 

Die Elimination der zwei Grossen e l ,  y, ans diesen Gleichungen würde 
die Gleichung der Flache in  x ,  y ,  z ergeben. Sie wird in diesen Variablen 
vom achten Grade. Ersctzen wir a durch - e l  ergiebt sich die developpable 
Flache - F, welche dem zur Bildebene symmetrischen Kegelschnitte -K, 
entspricht. Lassen rvir in dem Gleichungssystem 1) a = O merden, erfahren 
wir die Spurcurve der developpablen Flache mit der Bildebene; dieselbe 
ist somit bestimmt durch das System folgender Gleichungen: 

Unsere devoleppable Flache is t  nunmehr bestimmt durch das System 
folgender drei Gleichungen: 

1) ' 

1 )  (1 - e2) x8, + y" - 22p z: 1 + p 2 = O i  

m 2 { [ ( 1 - e 2 ) ~ , - p ] ~ + y ~ ~ \  ( e ~ - ~ ) ~ - 2 c r l y l ~ [ ( l -  e2 )xI -p ] ( ex -a )  

141 ( x I [ ( 1 - e 2 ) x 1 - ~ l x + ~ i ~  + P ( P - x , ) ~  
+(rn"2+m2-l){C(~-e"~1-p]s+yly+~(~~z,~\=Ul 
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1 )  ( 1 - e"xe l+y2 , -2px l+pZ=0 ,  

I 
m2([(1-e2)x,-pl" y21/e2x2- 2ezm2[(1-  e 2 ) x I -  p] 

1' 14') X ~ [ ( ~ - ~ ~ ) X I - P ] X + Y I Y  + P ( P -  X I ) ! X  

+ (~%2+me-1){[(1-e2)xl-~lx+~l~+~(~-x,)~=01 
1 8 )  (1-m2) y,x-  (1-m2) [ ( l -  ee)xl-pJ(Y-y1)+(naze2+m2- l)xly, -0. 

J e  zwei Erzengende der devoleppablen Flache liegen symmetrisch zur 
XB-Ebene. Der Ort dcr Schnittpunkte solcher Erzeugenden ist eine auf der 
~ 8 - E b e n e  gelegene Doppelcurve der Fliiche; sie ist  vom vierten Grade und 
wird bestimmt durch das Systcm von Gleichungen, das oich aus dem 
Spsteme 1) ergieht, indem man dort x = 0 setzt: 

1) (1 - e2)xel + y', - Zpxl  + p z =  O 

me([(1-e2)x,-p]e +y ; /  (ex- 8)'- 2 e m 2 [ ( 1 - e 2 ) x 1 - p ] ( e x - z )  

( k l -  e Z ) z 1 - ~ I x + ~ ( ~ - ~ 1 ) }  

+ ( m ~ z + m Z - ~ ) ~ i ( 1 - e 2 ) x l - ~ l x + ~ ( ~ - ~ , ) \ = 0 ,  
18") (1-m"x+(l-m2)[(1-e2)x,-pl+ (m2e2+m2-I)x1-m%z=O. 

Specieller Fa11 der Parabel. 

Ich behalte mir eine nahere Discussion dieser auf den allgemeinen 
Fa11 sich beziehenden Gleichungssysteme auf eine spatere Untersuühung 
vor und wende mich hier noch zur Betrachtung eines Secialfalles. - 
Geometrischerseits sind in den Figuren 3 - 9 einige typische Hauptfalle 
zusammengestellt. I n  denselben ist der fest gegebene Kegelschnitt d 
durch den Brennpunkt F, die Directrix f und die numerische Excentricifit 
e =  tgu  bestimmt; die letztere ist geometrisch reprasentirt durch die Fall- 

1st der gegebene Kegelschnitt R eine Parabcl,  so geben die bezüg- 
lichen Resultate aus den Cle ich~ngss~s temen 1) II) III) hervor, indem man 
in denselben e = 1 setzt: 

1,) y z 1 - 2 ~ x , + P e = O ,  

1,) 
m"p2+ Y ~ ~ ] ( X - ~ ) ~ + ~ ~ ~ ' P ( ~ - Z ) [ - P X  t ~ , Y + P ( P - ~ , ) ]  

141) ( + (2m"11)[-px + Y , Y + P ( P - x , ) ]  = O 1  

, 18,) (1-nz2)y , z+ ( ~ - ~ ? P ( Y - Y , )  + (2m" l1 )%~1-naY~z  = 0. 

i 1,) y21-2w,+ p 2 = 0 ,  

rn2 [p" yz,l xe+ 2 m 9 [ -  P X  + Y,Y + P (P - %)lx 
1;) 14;) { + P m P -   PX + Y , Y + P ( P -  4 1 = 0 ,  

18;) ( 1 - m 2 ) y , x + ( 1 - m 2 ) ~ ( y - ~ l ) + ( 2 m 2 - 1 ) ~ l ~ ~ = 0 .  

1,) y " - 2 ~ ~ 1 + ~ ~ = 0 ,  

1;) , 

rnZ [pz  + y',] (3; - sJe  + 2 rn?' ( x  - 8 )  [- x  + P - xll 

14;) { + ( 2 m L 1 ) p [ - z + p - x , ]  =O,  

,18;') ( 1 - m 2 ) x - ( l - ~ > a ~ p + ( 2 m ~ l ) x , - m % = ~ .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



298 Ein System monoconfocaler Kegelschnitte. 
VIW-YYNWY ̂ IC_^NI-X_Y-. ^ M̂--------p--- -- -. 

Linie M(B, )  der Ebene E ,  welche der riiumliche Vertreter des Regel- 
schnittes K ist. Die von F ausgehenden zur Brennpunktaachse des Kegel- 
schnittes K unter 45'' geneigte Gorade F(A,)  (R,) schneidet die Fall-Linie 
in (B,) und ihre symmetrische in (A,),  woraus sich die Ortliogonalprojectionen 
B , A sofort ergeben. Damit findet man dann den Mittelpunkt O und die kleine 
Achse C, D rcsp. die Asymptoten des Kegelschnittos K. Die punktirte 
Curve ist die Spurourve der developpablen Fltiche, die Enveloppe der 
Directrixeri aller Kegelschnitte des gesuchten Systems, mittelst des Richtungs- 
kegels aus der beliebig angenommenen Spitze S construirt. Ausser einigen 
Punkten von allgemeiner Lage sind von dieser Spurcurve im Besondern 
die Maximal- und Minimalstellen Q,, Qy, Q,, Qu angegeben; eventuell ferner 
die auf der Directrix f befindlichen Grenzpunkte Q,, Q h ,  in  welchen die 
Tangcntcn auf den beziiglichen Tangenten des Kegelschnittes 3 scnkrecht 
stehen. Die auf der x -  Achse gelegenen Scheitel Q,, Q b  dieser Curve sind 
ebenfalls leicht erhaltlich mittelst der Strahlen, die von (A,) und (Br )  
ausgchcn und unter dem Winkel <p zu jener geneigt sind. 1st K eine 
Eyperbel und rp < c r .  so entsprechen ihren Asymptoten Asymptoten unserer 
Spurcurve. I m  Allgemeinen zeigt diese Curm cincn auf der x -  Achse 
liegenden Doppelpunkt; offenbar die Stelle, wo die Doppelcurve der 
developpablen Flache die Ebene (3 ,  y) schneidet; ferner weist sie zaei zur 
x -Achse symmetrisch liegende Rückkchrpunkte auf;  i n  diesen wird die Rtick- 
kehrcurve der developpablen Flache die Ebene (x ,  y) treffen. Im Allgemeinen 
besteht die gesammte Curve aus zwei von eintander gesonderten Theilen. 
Wenn <p > cr ist, BO zeigen sich keine Grenzpunkte und der eine Theil ist 
alsdann der Ort  der Gegenpunkte zu den Punkten des anderen in Bezug 
auf die Tangenten des Kegelschnittes E; ist  rp < o r ,  dann giebt es Grenz- 
punkte und rücksichtlich dieser Gegenpunkte entspriüht jeder Theil sich selbst. 

2 7 
I n  Figur 3 ist e = tg a! = Y tg rp = - . a  Die gegebene Ellipse be- 3 12 

b - 1 - 
sitzt somit das Achsenverhiiltniss -= JI- e" =, J5, wiihrend den Xllipsen 

a 1 3 
des gesuchten Systems ein solches von xukornmt. Da rp < a ,  giebt 1 L 
es vier Grenzpunkte auf K ,  Gr, Gr( H1, Hl f ,  denen auf der Spurcurve 
die Punkte Qj, Qjl, Qh, QL' entsprechen. Jeder der xwei Theile dieser 
Curve enspricht hezüglich der vorhin erwahnten Gegenpunkte sich selbst. 

2 3 
In  Figur 4 ist e gleichfalls - >  dagegen tg rp = - -  Die Kegelschnitte 

3 4 4 
1 

des gesuchten Systems haben daher mit - J7 ein kleineres Achsenverhiiltniss 
4 

als K. Grenzpunkte giebt es hier keine; die Spurcurve trifft daher die 
Directrix f nicht. Das grosse Oval entspricht dern kleineren, den Doppel- 
punkt und die Rückkehrpunkte enthaltenden Curventheil bczüglich der 
Gegenpunkte. 
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Figur 5 bietet uns in E eine Hyperbel mit der numerischen Excentri- - 
5 

citzt e = z; ftir das gesuchte System ist tg rp = '-. dasselhe bastcht daher 
7/2' 

nus Ellipsen, deren lineare Excentricitiit mit 'der kleinen Achse Uber- 
einstimmt. Da rp <,a, treten wieder vier Grenzpiinkte aiif; jeder Curven- 
theil entspricht sich selbst bezüglich der Gegenpunkte. Asymptoten besitzt 
die Spurcurve keine. 5 

In Figur 6 ist K wieder eine Hyperbel mit e =-, dagegen ist tgrp 4 
zu dern vorhergehenden Werthe reciprok, also gleich (5; das gesuchte 
Systern bestelit somit aus gleic'nseitigen Hyperbeln. Grenzpunkte existiren 
keine; die Spurcurve besteht aus zwei Theilen, jeder mit zwei Asyrnptoten. 
Dcm einen entspricht hezüglich der Gegenpunkte der andere. Des Maximum 
Q, und das Minimum Qu fallen nahezu in die Rückkehrpunkte. 

Figur 7 enthiilt als Fundament,alcurve K oine Parabcl, somit e = tg cr = 1 ; 
4 

tg cp ist -. E s  sind somit die Kegelschnitte des gesuchten Systems Ellipsen 
5 3 

mit dern Achsenverh%ltniss - . Grenzpunkte giebt es hier nur  zwei ; die 
5 

Spurcurve besteht aus einem einzigen Theile, der in Bezug auf die Gegen- 
punkte sich selbst entspricht. 

5 
In Figur 8 ist K wieder eine Parabel, dagegen tg <p = -.  Die pesuchten 

4 
Kegelschnitte sind daheï Hyperbeln mit dem Achseuverhiltnisse: 

Grenzpunkte sind keine vorhanden. Die Enveloppe der Directrixen besteht 
sus zwei Aesten, die sich gegenpuuktlich entsprechen. 

Die Figur 9 zeigt uns noch den Speeialfall, wo die Curven des ge-  
siichten Systems Parabeln sind. Hier reducirt sich der eine Theil dor Spur- 
ciirve auf den Brennpunkt F resp. auf das Strahlenbtischel aus diesem; 
die bezüglichen Curven bestehen aus den doppelt gelegten Strecken FP. 
Der endere Theil ist der Kreis, beschrieben RUS dem zweiten Brennpunkte 
des Kegelschnittes E als Mittelpunkt mit dem Radins gleich der grossen 
Achse dieses Kegelschnittes; i n  der That  ist dieser Kreis der Ort der Gegen- 
punkte des Brennpunktes F in Bezug auf alle Tangenten des Kegel- 
schnittes K. 

Specialfall: cp = a. 

Eine nshere Betrachtung wollen wir dem Falle zumenden, wo rp = CY 
kt .  Die gesuehten Kegelschnitte besitzen dann das namliche Achsen- 
verhaltniss, wie der fest gegehene E. Die dcvcloppnble Flache zerfiillt 
hier in zwei Theile; der eine besteht in der Ebene E (vierfach zu rechnen), 
der andere aus einer eigentlichen developpablen Flache vierter Ordnung, 
unihüllt von den Ebenen, welche den Pundamentalkegelschnitt K,. berühren 
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und mit der Rildebene den Winkel or einschliessen. Die Spurcurve au£ 
der Ebene (x, y )  zerfallt in  die Directrix f (vierfach zu rechnen) und in 
eine Curve vierter Ordnung, die Enveloppe der Directrixen aller Kegel- 
schnitte, welche den fest gegebenen bertihren und mit ihm das gleiche 
Ach~enverhaltniss besitzen. Diese Spurcurve ist der Ort  der Gegenpunkte 
zu den Punkten der Directrix f bezüglich der Tangenten des Kegelschnittcs K; 
infolge dessen ist sie geometrisch sehr leicht zu construiren, ahne nenutzung 
des Richtungskegelçi. Die Doppelcurve der developpablen Flache zerfallt 
gleichfalls in zwei Theile; in  eine Gerade (doppelt zu rechnen), die auf 
der Ebene (x, 8) liegende Fall-Linie der Bbene E und in eine Curve zweiten 
Grades, die eigentliche Doppelcurve der hier auftretenden developpablen Fliiche 
vierter Ordnung. Die sich auf diesen Fa11 beziehenden analytischen Resultate 
ergeben sich aus den auf S. 296 und 297 aufgestellten Gleichungssystemen 
1) , 1'), I V ) ,  wenn man in denselben m2e2 + m2 - 1 = O setzt. Man findat: 

Developpable Plache. 

Doppelcurve auf  der  Ebene (x, 2). 

Anfstellung der ffleichnng der Doppelcurve in den Variablen z, z. 

Zurn Zwecke der Elimination der zwei Grossen s,, y, au8 den 
Gleichungen des Systems II") drücken wir aus der Gleichung 18") xl durch 
x und B aus; es ergiebt sich: - + 

x - 
- e(1-e2) ' 

somit : 
2 -  ex  e x - 8 - p e 3  

(1 -e")z,-p=- und p-x,=- - .  
e e  (1 - e2) 

Diese Wert,he substituiren wir in der Gleichung 14"), wodurch diese 
übergeht in : 
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iind hieraus folgt: 
(a -ex) '  2 ( a - e x ) [ e x ( 2 - e 2 ) - a - e p ]  

Y'I= ,e f-- -. 
e2 ( 1  - eg)  

Substituiren wir nun die Werthe ftir x, und ys1 in die Gleichung l), 
so ergiebt sich: 
(B-ex+ep)' (8-ex) '  ~ ( # - O X ) [ ~ X ( ~ - C ~ ) - ~ - C ~ ] _  ~ - e x + e p + ~ ~ =  O, 

e"1 - e2) + --- e" + e2 (1 - e2) 2 p  e(1- 6') 

oder nach gehoriger Reduction : 

19) e ( e x - ~ ) 2 + 2 ( l - e 2 ) ( e x - r ) x - 2 p ( e x - ~ ) + e 3 p ~ 0 .  

Aufstellnng der Gleichnng der Spnrcnrve anf der  Ebene (x, y )  
in den Variablen x ,  y. 

In Polge der Gleichung 1) konnen wir titatt des in der Gleichung 14') 
auftretenden Klammerausdruckes : 

[(l - e " ~ 2 , - ~ 1 ~ + ~ 1 ~  + p ( p - x , 1  
den folgenden setzen : 

[(l - e" X I  - Pl (x - x,)  + Y1 (Y -Y,). 
Aus der Gleichung 1) folgt nun: 

y2 l -  - - ( 1  -e2)x21+2px,-p2,  

und aus der Gleichung 18') : 

somit : 

oder : 

Diese Werthe ftir ye, und y , @  -yi) ftihren wir in  die Gleichung 14') 
ein und bekommen dann eine Gleichung i n  x, allein: 

Bei der Umformiing dieser Gleichung zeigt sich, dass die von x, un- 
abhangigen Glieder sich gegenseitig aufheben, so dass die Gleichung durch 
x, dividirbar wird; nach vollstandiger Reduction findet man eine Gleichung, 
die in x,  vom zweiten Grade ist und lautet: 

20) 2 ( 1 - e ~ 2 x 2 1 + ( 1 - e 2 ) ( e 2 x - 4 p ) x , - 2 p ( e 2 x - p ) = 0 .  

Zur Herleitung einer zweiten Gleichung in x, combiniren wir die 
Gleichung 1) mit  la'), indem wir aus der letzteren yl durch x, ausdrücken 
und den betreffenden Werth i n  die erstere einsetzen. Bus 18') folgt: 
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Dl- e2)x, - PIY . 
Y1 = (1-e2)xl- p + x l  

diesen Werth in  1) snbstituirt, giebt: 

Durch Umformung ergiebt sich hieraus eine Gleichung vierten Grades in x,: 

e 2 ) 3 ~ 4 ~ + 2 ( 1 - e ~ ) 2 ( ~ - 2 p ] x ~ ~ +  (1-e2)[x2+(l-e2) ~ ~ - 6 p x + ( 6 - e ~ ) p ~ ] x ~ ~  

-2p[x2+ ( 1 - e 2 ) y 2 - ( 3 - e e ) p x + ( 2 - e 2 ) p ~ x l + p 2 [ ( ~ - ~ ) 2 + y e ]  = 0. 

Durch successive Elimination der hoheren Potenxen von x1 aus den 
Gleichungen 20) und 20') ergeben sich schliesslich die zwei folgenden 
Gleichungen ersten Grades in xl: 

-e2)[(2-ee)zx2+ 4 ( l -  e2)y2+4(e2-2)px+4(4-e2)p2]x1 
- 2 ~ [ ( 2 - e ~ ) % ~ +  4'1 -e2)yB+ ( 3 ~ ~ - 8 ) ~ ~ + 4 ( 2 - e ~ ) p ~ ]  = O ,  

(1-e5)[(2- e2)zx2+ 4(1-e2)y2+(3e2-8)px+4(2- eS)p2]x, 

Hieraus folgt als Gleichung unserer Spurcurve i n  ( z ,  y): 

[ (2-e2)2x2+4(1-e2)y2+4(e2-2)px+4(4-ez)p2]  
. [ ( 3 -  3e"e4)x2+3(1-ea)y2+2(2e2-3)px+(4-3e2)p2] 

- [ ( 2 - e 2 ) 2 x 2 + 4 ( 1 - e 2 ) y ~ ( 3 e 2 - 8 ) p x + 4 ( 2 - e ~ p 2 ] 2 = 0 .  

Discnssion der Doppelcnrve. 

a) B e s t i m m u n g  d e s  M i t t e l p u n k t e s .  

Die Gleichung 19) ,  nach Potenzen von x und a geordnet, lautet: 

19,) e ( 2 - e 2 ) x 2 - 2 x ~ + e z 2 - 2 p e x + 2 p ~ + p % g = 0 .  

Zur Bestimrnung der Coordinaten des Mittelpunktes dieses Kegelschnittes 
bedienen wir uns der Methode der Coordinatentransformation resp. der Ver- 
scliiebung des Coordinatensystems. Wir  setxen zu dicscm Zwecke: 

x = x l + q ,  B =  x f + r ,  

wodurch die Gleichung 19,) tibergeht in:  

e(2-ee)(x'+g)2-2(x'+ q)(z '+r)+e(z '+r)2-2pe(x '+q)+2p(z '+r)+pze3=0.  

Bilden wir hieraus die Glieder, welche x, und 8, im ersten Grade eut- 
halten und setzen dicselben = O ,  so ergeben sich zur Uest,immuug der 
Mittelpunktscoordinaten q ,  r folgende zwei Gleichuugen: 

e ( 2 -  eZ)q  - r - p e = O ,  

q - e r - p = 0 ,  
aus welchen man findet: 
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Bus diesen Werthen geht hervor, dass der Mittelpunkt der Doppel- 
curvc senkrecht liber dem Mittelpunkte O des Kegelschnittes K liegt in einem 
Abstande gleich der halben groseen Achse dieses Kegelschniites. 

b) R e s t i m m u n g  d e r  A s y m p t o t e n .  

Die Tangente in  einem beliebigen Punkte der Doppelcurve ist die 
Schnittlinie der Ebene (z, 8) mit dcr Tangentialcbene der devcloppabeln 
Flache langs der bezüglichen Erzeugenden. Es  geht hieraus hervor, dass 
die Schnittlinie der Ebene (x, 5) mit der Ebene El welche der raumliche 
Reprisentant den Fundamentalkegelschnittes E i s t ,  eine Asymptote der 
Doppelcurve darstellt (siehe Pig. IO) ,  so dass diese stets eine Hyperbel 
sein wird, r a s  aiich aus der Gleichung 19,) sich ergiebt. Schreibeu wir 
niimlich diese in der abgekürzten Form: 

A z 2 + B z 5 +  C B ~ +  D x + E z +  E I = 0  
und bilden den Ausdruck: 

B 2 - 4 A C = 4 - 4 e ( ( 2 - e " e = 4 ( 1  -eY2, 

so sehen wir,  dass derselbe, abgesehen von dem Falle, wo e = i, also der 
Fundamentalkegelschnitt eine Parabel ist, stets positiv, also unsere Doppel- 
curve eine Hyperbel ist. 

Zum Zwecke der analytischen Bestimrnung beider Asymptoten ver- 
schieben wir das Coordinatensystem (z, s)  nach dem vorhin bestimmten 
Uittelpnnkte der Doppelcurve; dann lautet die Gleichung der letzteren: 

23) e ( 2  - ea) x ' ~  - 2 XIE'+ e + C = 0 ,  
wobei P" p2 e2 

C=e(2-e2)  -- 

Führen wir jetxt Polarcoordinaten ein, indem wir setzen: 

xr = e COS (P? cl= sin <p, 

so geht die Gleichung 23) über in: 

p2[e(2 -e"cos2tp + esine<p - 2sincpcosrpl + p V = O .  
Damit p uriendlich werde, muss der Coefficient von e2 versühwinden: 

oder : 

Hieraus ergehen sich für tgcg die zwei Werthe: 

2 -eZ 
tgvi=- tg<p2=e. e 

Dem Werthe cg, entspricht demnach die schon oben anf geornetrischem 
Wege gefundene Asymptote, die Fal l -  Linie der Ebene E. Dern Wertho <pl 
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304 Ein System monoconfocaler Kegelschnitte. 

entspricht die zweite Asymptote, deren Gloichung, bezogen auf das 
ursprlinpliche Coordinatensystem (x, a) lautet:  

oder : 

c) B e s t i m m u n g  d e r  G r e n z p u n k t e .  

Nicht der vollsthdige Kegelschnitt 19) ist Doppelcurve der developpablen 
Flache, sondern nur  ein begrenzter Theil desselben. Dieser erstreckt sich 
von dem unendlich fernen Punkte der auf (z, a) liegenden Asymptote bis 
zu den zwei Punkten Da, Dg, welche den auf der Brennpunktsachse liegenden 
Scheiteln A ,  B des Fundamentalkegelschnittes K correspondiren (Grenz- 
punkte der Doppelcurve). Auu der Gleichung des Kegelschnittes K ergeben 
sich für  die Scheitel der Brennpunktsachse die Abscissen: 

Setzen wir den zweiten dicser Werthe i n  die Gleichung 18") des 
Systexns II") a n  die Stelle von xl ein,  so folgt : 

27 ez+e[(l-es)-- p]-s=O,  
1-e 

und hieraus : 
a = e ( x  + e p ) .  

Diesen Werth in  die Gleichung 19) der Doppelcurve für a substituirt, 
liefert den entsprechenden Werth fur  a: 

und damit findet man für  s selbst: 

s = e ( x + e p ) =  p e ! - e 2 + e + 2 ) .  
2(1 -e) 

Die Coordinaten des ervten Grenzpunktes ergeben sich auf dieselbe 

Weise, wenn man den Werth -- benutzt. Wir  haben daher ftir beide 
l + e  

Grenzpunkte folgende Coordinatenwerthe: 

Die arithmetischen Mittel dieser Coordinaten stimmen mit den Mittel- 
punkts - Coordinaten der Doppelcurve liberein, woraus hervorgeht , dass die 

Grenapurikte die Endpunkte eiues Durchmessers sind. 
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d )  S c h n i t t p u n k t e  d e r  D o p p e l c u r v e  m i t  d e r  A c h s e  x. 

Setzen wir in  der Gleichung lgl) 0 = O ,  so folgt eine qnadratisclie 
Gleichung in x:  

( 2 - e 2 ) x z - 2 p x + p 2 e 2 =  0. 

Ans dieser ergeben sich für die zwei Werthe: 

Dem ersteren entspricht der Brennpunkt des fest gepebenen Kegel- 
schnittes K, ein Punkt des Kegelschnittes 19), der aber nicht zu dem 
Theile gehort, der wirklich Doppelcurve ist. Dem zweiten Werthe k" 
jedoch ein Punkt der Curve 19),  der wirklieh zur eigentlichen Doppelcurve 
gehort; in diesem besitzt die Spurcurve der developpablen Flache auf (x, y) 
einen Doppelpunkt K". Mittelst der Gleichungen 18") und 1) findet man 
fur die zwei symmetrisch zur 2-Achse liegendcn Punkte des festen Kegel- 
schnittes E, welche diesem Doppelpunkte correspondiren , die Coordinaten: 

Wiihrend xk stets reell ausfiillt, kann y k  auch ixnaginar werden; dies 
passirt fur e > 2. Gemass des Werthes ftir 76" liegt für e < (2 der Doppel- 
punkt stots auf derselben Seite der Dircctrix f ,  wie der Rrennpunkt; fiîr 
e =Js,  wo also K eine gleichseitige Hyperbel i s t ,  f i l l t  der Doppelpunkt ins 
Unendliche. F ü r  e  > J& wird k" negativ, das heisst, der Doppelpunkt 
liegt jetzt auf der entgegengesetxten Seite der Directrix, wie der Brennpunkt. 
Bei e = 2 ,  wo yk = O wird, fiillt der Doppelpunkt in den auf der negativen 
x-Achse gelegenen Scheitcl Do und verliert infolge dieser Lage dio Natur 
eines Doppelpunktes; er is t  ein gewohnlicher Punkt  der Spurcurve ge- 
worden. Dic Doppelcurve besitzt bei dieser Annahme den Punkt  K" zum 
Greuxpunkt. Ftir e )  2 wird der Doppelpunkt isolirt, denn nach dem 
Ausdruck in 27) wird jetzt yk imaginLr, das heisst, der bezügliche Funkt 
des Originalkegelschnitte~ & ist nicht mehr reell. 

Discussion der  Spurcurve anf (x, y). 

a )  B e e t i m m u n g  d e r  M a x i m a  u n d  M i n i m a .  

Diese Punkte eutsprechen denjenigen des Originalkegelschnitte~ E, wo 
die Tangenten mit der positiven Richtung der x -  Achse Winkel von 45' 
resp. von 135' einschliessen.. 1st & der Winkel,  den die Tangente im 
Punkte ( x , ,  y,) des Kegelschnittes K mit der positiven Richtung der x -  Achse 
bildet , so folgt aus der Glcichung 3) : 
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Somit ergiebt sich für =450 die Bedingung: 

(1-e2)x, - p  1 = -  1 

oder: Y i  
( 1 - e " x l + y l - p =  O 

und für  = 135': 
- 1 =- (1 - e2)x1 - P 

oder : Y1 

(1-e2)xi - y i -p  = O .  
Diese Gleichungen , in Verbindung mit der Redingung , dass (x, , y,) 

auf dem Origiualkegelschnittt: liege, liefern folgende vier Punkte auf 
(siehe Fig. 10): 

- 
JI [2-e~+ e JZ-] -- ~p -- 

( I L  e2) (2 - el) 
' 

- P e 
in' 

Die entsprechenden Punkte Q,, Qy, Q r ,  Qu der Spurcurve ergelien 
sich nun durch Substitution dieser Werthe in die Gleichungen: 

Man sieht,  dass die Abscissen diescr Punkte auf der Spurcurve und 
der entsprechenden Punkte auf K mit eiuander tibereinstiuimen, was auch 
geometrisch evident i s t ,  wia frtiher schon beim allgemeinen Falle bemerkt 
wurde. 

J e  einem Maximum und Minimum der Spurcurve entspricht auch ein 
Maximum resp. Minimum der Doppelcurve ; denn geometrisch folgt , d a s ~  
sic,h die Tangentcn in entsprechenden Punkten dieser zwei Curven auf der 
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Diese zwei Punkte sind gleichfalls wie die Grenzpunkte die Endpunkte 
eine~ Durchmessers der Uoppelcrirve. 

s-Achse schneiden. Gcometriscli ist auch klar ,  dass diese Stellen der Doppel- 
curve dieselben Abscissen wie die entsprechenden Punkte der Spurcurve 
besitzen und ihre Ordinaten z ails den Ordinaten y der Letzteren durch 
Multiplication mit e sich ergeben. Man hat  daher für  diese zwei Stellen 
der Doppelcurve folgende Coordinaten : 

, p [2  - e2 + e J m ]  

b)  S c h e i t c l  d e r  S p u r c u r v e .  

Den Scbeiteln A ,  B des Fundarnentalkegelschnittes K auf der Brenn- 
punktsachse entsprechen Punkte &,, Qb der Spurcurve auE eben derselben. 
I)a die Spur-Curve der Ort  des Gegenpunkte zu den Punkten der Directrix f 
in Beziig auf die Tangenten des Kegelschnittes K ist, so folgt, dass die 
Abscissen dieser Scheitel der Spurcurve das Doppelte der Abscissen 
der entsprechenden Scheitel von iC betragen. Es  ergeben sich daher für 

1 

D, id. mit Dy 

Q, und Qb dio Abscissen: 

31) 
2 P 2 p  , $In = ---- x,=- 

1 + e  1 - e  

x = - -- 
( l + p ) ( 2 X ) j  =- x , 

,J"= e p  [i + e J 5 5 P ]  
1 - e2 = e Y ,  

(~iehe die Abscissen z, und xb auf S. 304). 

c )  R t i c k k e h r p u n k t e  d e r  S p u r c u r v e .  

Die Schnittpunkte der Rtickkehrcurve der developpablen Fliiche mit 
der Biidebeno sind Rückkehrpunkte dur Spurcurvo derselben. Zu ihrer 
Bestimmuug ordnen wir die Gleichung 21) nach Potenzen von y :  

4(1 - e 2 ) 2 y 4 +  (1-e2)[ (8-8e2+e4)x2-4(ea+4)px-  8 e 2 p z ] y 2  
') (+ ( ( 2  - e2)2(I -  e2) x4- 2 (2 - e2) (4 - eZ-  e4) p x3+ ( 1  6 - 3 C e )  p2x2- 4 e2(4  - e2) pSx+4 e4p4] = O. 

30) 

Jedem Werthe von x entsprechen zwei im Allgemeinen von einander 
verschiedene Werthe von also vier Werthe von y, wovon je zwei dem 
absoluten Werthe nach einander gleich , dem Vorzeichen nach entgegen- 
gesetzt sind. Wenn nun die Curve Rtickkehrpunkte aufweist, so ktinnen 

p [ Z  - e2 - e (2-] 
- -  = x ,  

( 1  - e Q )  (2  - e2 
D, id. mit  Du 

e p [ l - e f Z P ]  
\ - 

es deren nur zwei sein, da die Curve vierter Ordnung ist und bereits 
einen Doppelpunkt besitzt. Bus Syrnmetriegriinden liegen diese zwei Rtick- 
kehrpunkte symmctrisch zur x-Achee; ftir den betreffenden Werth von x 

20 * 

I /"= 
- 

l-e" - e y .  
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stimmen die zwei zugehtirigen Werthe von y2 mit einander iiberein. Wir 
werden daher diesen Werth von x finden, wenn wir in  der Gleichung 21,) 
die Bedingung einführen, dass ihre Discriminante gleich Nul1 se i ,  das heisst: 

Entwickelt man diese Gleichung nach Potenzen von x ,  so zeigt sich, 
dass die von x unabhiingigen Glieder sich gegenseitig aufheben, die Gleichung 
daher mit x resp. mit e2x dividirbar wird und alsdann lautet: 

Hieraus ergiebt sich : 8 P 
3 ; = -  . 

e2 

Substituiren wir diesen Werth in die Gleichung SI,),  so folgt: 

Die zwei Rtîckkehrpunkte besitzen somit folgende Coordinaten: 

Wahrend x immer reell aiisfillt, konnen die Werthe von y auch irnaginar 
werden. Dies tritt  immer s in,  wenn e < 1 i s t ,  das heisst, wenn der 
Fundamentalkegelschnitt und damit auch die Kegelschnitte des gesuchten 
Systems Ellipsen sind. In  diesem Falle besitzt die Spurcurve kcine 
Rtickkehrpunkte. 1st 1 < e < 2, so hat unsere Curve stets zwei reelle 
und von einander verschiedene Rtickkehrpunkte, welche auf der ent- 
gegengesetzten Seite von der Directrix f, wie der Brennpunkt F, liegen. 
Ftir e = 2 fallen die zwei Rückkehrpunkte zusammen und zwar, wie aus 
den Ausdrticken in 31) folgt, in den auf der negaiiven x -  Achse gelegenen 
Scheitel Qb. Nach Fruherem, Gleichung 27), rlickt in diesem Falle auch 
der Doppelpunkt an diese Stelle und es hehen sich die Singularitateu 
auf zu sineln gewohnlichen Punkte der Spurcurve. Rücksichtlich der 
developpablen Plache bertihrt in diesem Grenzfalle die Rückkehrcurve iu 
Qb die Bildobene. Fiir e > 2 werden die Rückkehrpunkte wioder imaginxr. 

Bestimmen wir noch die Punkte des Origiualkegelschnittes , welche den 
Rückkehrpunktan der Spurcurve entsprechen. Wir  benulzen hierzu die 
Gleichung 20) : 

2(1-ee)s52,+ (1-e2)(e2x -4p)x1- 2p(e2a-p)  - 0. 
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Setxen wir hierin für x  den Werth - - LP 1 so folgt : 

und hieraus : 

Die Gleichung 1) des Fundamentalkegelschnittes liefert alsdann den 
entsprecheiiden Werth für y,: 

P yi=  + y J(4-e2)(ee-1). 
1 - e  

Die zwei betreffendcn Stellen des Kegelschnittes K haben somit die 
folgenden Coordinaten: 

d )  A s y m p t o t e n  d e r  S p u r c u r v e .  

1st der fundamentale Kegelschnitt K eine Hyperbel, erhalt die 
Enveloppe der Directrixen stets zwei Asymptoten. Sie schneiden sich mit den 
Asymptoten des Kegelschnittes K auf der Dircctrix f und liegen resp. mit 
diesen symmetrisch zu f. Iliermit ist  ihre geometrische Construction 
gegeben; aber auch die analytische Bestimmung gestaltet sich sehr einfach. 
Diu Bichtungen der Asymptoten des Kegelschnittes K ergeben sich aus der 
Gleichung 1) zu 

und da sie selbst den Mittelpunkt O von der Abscisse - enthalten, so 
4 - e 2  

lauten ihre Gleichungeri : 

oder : 
v r :  ( e 2 - i ) x - J e 2 - ~ . y + p = ~ ,  

35) 
v": ( e 2 - 1 ) x + f e 2 - l . y + p  =O. 

Ihre Schnittpunktc mit der Directrix f, der y -Achse, besitzcn somit die 
Coordinaten : 

Aus der Gleichung 21,) der Spurcnrve ergeben sich die Richtungen 
ihrer Asymptoten, indem man das Polynom, bestehend aus den Gliedern 

Y vierten Grades in z, y ,  gleich Ku11 setzt und aus dieser Gleichung - 
x  

bestimmt: 4(l-e2)2y4+(1-e2)(8-8eP+e4)zzy2+(l-e2)(2-c~)~x4=O1 
oder : 4( l -e2) (~)4+(8-8ea+e4)  

x 
woraus folgt : 
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- ( a - 8 e 2 + e 4 ) + e 4  

8 (1 - e2) 
> 

somit: 

Dem ersteren Werthe entsprechen imaginare Richtungeu 
aus dem zweiten folgt: 

P Da niin diese Asymptoten die Punkt,e y = + - auf der y-Aühse 
enthalten , so werden ihre Gleichungen : Je2 - 1 

Die Figuren 10- 15 zeigen uns die verschiedenen Formen, welche die 
Enveloppe der Directrixen (punktirt) annehmen kann. I n  Figur 10 ist 

3 
5 

Die e = -, somit das Achsenverhiltniss der bezüglichen Ellipsen - - 
a -5 '  

Spurcurve besitzt keine Rtickkebrpunkte , wohl aber den zwischen der Direetrix 
f und dem Brennpunkte gelegenen Doppelpunkt K" in der Entfernung: 

von der Directrix; seine entsprechenden Punkte E auf dem Fundamental- 
kegelschnitte K besitzen die Abscisso: 

Die ~ ~ u r c u r v e '  hat hier die Directrix f zur Doppeltangente; die be- 
treffenden Bertihrungspunkte Q,, Qd entsprechen den Scheiteln c, D der 
kleinen Achse des Kegelschnittes K. Ausscr dcn Scheiteln Q,, Q6 und den 
Maximal- und Xinimalstellen Q,, Q,; Qy, Qu sind noch vier weitere zur 
2- Achse symmetrisch gclcgene Punktepaare der Spur - Curve nebst ihren 
entsprechenden Punkten auf E markirt. Die strich-punktirte Curve re- 
prkisentirt die Umklappung der Doppelcurve in  die Bildebene. Die Fall- 
Linie E(B,)  der Ebene E ist eine ihrer Asymptotcn. Da, Db sind die 
Grenzpunkte von den Coordinaten: 

., p ( e y  + + 2) - 37 .. p e ( -  e" e + 2) 39 
xa = 2(1+e)  -aP, ZR=--- - 

2(1 + el 
P ,  200 

Die Tangenten in diesen Punkten geben Q, resp. Qb und schliessen 
mit dcr positiven Richtung der x -  Achse den Winkel 180 - a! ein. Unsere 
Figur enthalt für  den beliebigen Punkt  P auf IC die vollstandige Con- 
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struction des entsprechenden Punbtes Q der Spurcurve mit seiner Tangente 
und des entsprechenden Punktes Dp der Doppelcurve nebst sciner Tangente.' 
Skizzirt sind auch als Enveloppen ihrer Tangenten die Projectionen der 
Rückkehrcurve der developpablen Flnche auf die Bildebene und auf dia 
Ebene (x, a). Die Erstere ist  symmetrisch xur Achse x und zeigt auf der- 
selben zwei Rückkehrpunkte , welche den Grenzpunkten der Doppelcurve 
entsprechen; sie berührt E in den Scheiteln der kleinen Achso und bevitzt 
die Sehnen X Y ,  U Z  zu Doppeltangenten. Die Letztere ist von einfacherer 
Gestalt a19 diese ; denn je zwei zur Ebene (x, B) symmetrisch gelegene 
Tangenten projiciren sich auf (z, a) in eine einzige; diese Curve hat den 
Mittelpunkt der Doppelcurve zum Wendepunkte und die Asymptote EB, 
zur Tangente in demselben. 

Je  kleiner e wird, desto kleincr wird die Ellipse E - bei festem 
Brennpunkte P und €ester Direetrix f -, desto naher rüeken somit die 
Punkte Q,, Q,I auf f und der Doppelpunkt K" nach E und desto mehr 
riicken die Scheitel Q, und Qb einander naher. Im Grenzfalle e = 0 
reducirt sich K auf den Punkt  F, nach 1) anzusehen als uncndlich kleinen 
Kreis von der Gleichung : ($ - p)e + y2, 0. 

Dic Spurcurve geht über in  den doppclt gelegten Kreis von1 Mittcl- 
punkte F und dem Radius p ,  was durch die Gleichung 21,) auch bestgtigt 
wird. F ü r  e = O geht namlich dieselbe über in: 

4y4+ [8x2- 1 6 ~ x 1  y2+ 4z4- 1 6 p x 3 +  1 6 p e z z =  0, 
oder in: 

(x" yYS - 2 ~ 2 ) ~  = o. 
Die Kegelechnitte des gesuchten Systems Sind Punkte, die als unendlich 

kleine Kreise anzusehen sind und alle mit F zusammenfallen. 
Nahert sich e dem Werthe 1, so entfernen sich Q, und Qd von E und 

der Doppelpunkt hl", sowie der Scheitel Q, nahern sich dem Brennpunkte F, 
wahrend der andere Scheitel Q, sich immer weiter von diesem entfernt. 
In1 Grenzfalle e = 1, wo K eine Parabel is t ,  degenerirt die Spurcurve in 
die unendlich ferne Gerade und in das Perpendikel in F auf die x -  Achse 
nls dreifaeh zu rechnende Gerade, was durch die Gleiehung 211) bestiitigt 
wird; denn setzen wir in  derselben e = 1 ,  so geht sie über in:  

0 ,  y4 + O$+ O x 4  - 44px3+ 12p2x2- 12p32  + 4 p 4 =  0 ,  
Oder in: 

( ~ - p p ) ~ = o .  

Die Kegelschnitte des Systems bestehen hier aus dem Büsehel der 
doppelt gelegten Strecken FP. 

5 
I n  Figur 11 ist K eine Hyperbel mit e = - a  Uer Doppelpunkt K" 

4 
23 

liegt niin rechts vom Rrennpiinkte F und hat die Abscisse - p ;  den ent- 
7 32 

sprechenden PunktenE des Fundamentalkegelschnittev kommt dieabscisse - p 7 
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zu. Die Spurcurve hat  zwci Asymptoten und zwei Rückkehrpunkte von 
' den Coordinaten : 

8 p  128 x = - -  =-- SY. Ja ~ ( ~ - e ~ )  1/(4-e?(cs_l)3 
e2 25 Pl y=+= 7 5 p = 3,24p. 

Diese Letzteren fallen nahezu mit dem Maximalpunkte Q,, resp. Minimal- 
punkte &, zusammen. 

I n  Figur 12 ist e =  @, also K eine gleichseitige Hyperbel. Der Doppel- 
punkt fallt ins Unendliche; die Tangenten in demselben sind die zur x-Achse 
parallelen Asyrnptoten. Die Rückkehrpunkte haben die Coordinaten: - 

x = - 4 2 1 ,  y = f p  J2=a .  

Die èntsprechenden Punkte R des Fundamentalkegelfichnittes haben die 
Abscisse - 3p und sind daher die Endpunkle der Ordinate iiri zweiten 
~ r e n n ~ u n k t e  F". 

3 
I n  Figiir 13 ist e = - . der Asyrnptotenwinkel des Regelschnittcs K ist 

2 '  
stumpf. Der Doppelpunkt K" liegt nun auf der negativen x-Achse und 
besitzt die Abscisse - 9 p ;  den entsprechendcn Punkten R des Fundamental- 
kegelschnittes kommt die Abscisse - 8 p  zu. Die Rückkehrpunkte haben 
die Coordinaten : 32 7 /% 

2 = -  - p ,  y = + - p = O 1 9 2 p .  9 45 - - 

12 
Die entsprechenden Punkte auf E sind durch die Abscisse - -p bestimmt. 

5 
I n  Figur  14 ist e = 2. Diese Annahme liefert den auf S. 305 erwalinten 

Grenzfall. Der Doppelpunkt und die Rückkehrpunkte fallen zusammen in 
den Punkt  x = - 2 p  und loscn sich auf in  einen gewühnlichcn Punkt der 
Spurcurve; die entsprechenden Punkte von H fallen in  den auf der nega- 
tiven x- Achse liegenden Scheitel B. 

I n  Figur  15 besitxt e noch einen grosseren Wer th ,  namlich 3. Der 
9 

isolirte Doppelpunkt Km hat die Abscisse - - p ,  wahrend der rechts davon 
7 

gelegene Scheitel Qa durch x'b = - p  bestimmt ist. Die Rückkehrpunkte 
sind nun wieder imaginar und befinden sich auf der Parallelen zur y-Achse 

8 
im Abstande - -p von derselben. 9 

1st e = a>, also LY = 90°, so degenerirt K in  die doppelt gelegte Gerade f 
und die Spurcurve besteht gleichfalls aus dieser Linie als Doppelgeraden 
und dem isolirten Doppelpunkte K" auf der x -  Achse von der Abscisse 

- - p ,  anzusehen als unendlich kleinen Kreis, was auch durch 

die Gleichung 21,) bestatigt wird; denn setzt man dort die Glieder, welche e 
i n  der hochsten Potenz enthalten (in der sechsten) = O, so folgt die Glcichung: 

x " 2 + x 4 + 2 p x 3 + p 2 ~ 2 = 0 ,  
oder: x" [y2+ (x + p y j  = o. 
Die Ki:gelschnitte des Systems degeneriren ebenfalls in die Doppellinie f. 
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In Figur 16 sind in Beaiehung zu Figur 10 einige Paare der Kegel- 
schnitte des gesuchten Systems selbst gezeichnet. Der Einfachheit wegen 

die Punkte des Fundamentalkegelschnittes mit arabischen und die ent- 
qrechenderi Punkte der Spurcurve mit den entsprechenden rümischen Ziffern 
bezeichnet. Für  die Pankte 1-4 und jhre zur x -  Achse symmetrischen 
fallen die bextiglichen Kegelschnitte Ki ins Innere von 1, für 4 und J O  
vereinigen sie sich mit K und f ü r  die übrigen Punkte von 4 bis 7 und 
ihre symmetrischen liegen sie ausserhalb K. KI ist die kleinste, K, die 
gr6ssLe Ellipse des Systems. 

Zum Schlusse glaube ich noch die Bemerkung hinzufügen zu dürfen, 
dass ich im Besitzo cines von mir ausgeführten, geliingenen Fadenmadelles 
der developpablen Fllche vierter Ordnung bin, welches bei Anlass der 
Matbematikerversammlung in München ausgestellt war. 

Z ü r i c h ,  im Mar2 1893. 
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Kleinere Mittheilungen. 

XVIII. Ueber da6 Quadrat  des I n t e g r a l s  e iner  l inearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung. 

F ü r  die Differentialgleichu~g der hypergeometrischen Eeilie ist  jenes 
Quadrat schon 6fters betrachtet worden. Man vergleiche C 1 a u s  e n , Crelle's 
Journal Rd. 3 S. 89. - M a r k o f  f ,  Methem. Annalen Rd. 28 S. 586. - 
In  diesen Arbeiten handelt es sich hauptsHchlich um die Multiplication 
von hypergeometrischen Reihen; auf das eigentliehe Integrationsproblem, 
auf Bestimmung des integrirenden Factors und dergleichen wird nicht ein- 
gegangen. Das sol1 nun in folgenden Zeilen geschehen. 

Es sei 

1) 

vorgelcgt, u n d  man fragc nach jener linearen Diffcrontialglcichung, welcher 
s = y-enügt. Durch Substitution von y = fy und Differentiation nach s 
ergiebt sich: 

~ T Y ~ = ~ Z ~ " - Z ' ~ +  221~a+ 4X0Z2, 

mithin, wenn z r Z  eliminirt mird , 

1st wie oben T =  O ,  so lautet die g e s u c h t e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g :  

2) zP"+ 3 xXi z"+ (xnl + 2 xZi + 434 a'+ 2 (2 s, 2, + x',) a = 0. 

Aber diese Gleichiing besteht bereits : wenn 

5 ( î y "  + z ~ T ~ = o ,  
d x  

das heisst : 
T = 7 ~ y - ~ e - ~ J ~ l ' ' ~ ,  (k  = const.), 

woraus folgt,  daas 

3) Y"+ a,?/'+ X,Y = 1ty-3e-21z1dx 

ein e r s  t e s  I n t c g r a l  der Cleichung 2) vorstellt. 
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In B geschrieben lautet es: 

und hiermit wird ersichtlich, dass Q = ~ e ~ ~ " ~ " "  ein i n  t e g r i r e n d e r  
F a c t  O r der Gleichung 2) ist. 

Zuweilen kann man aus der Bemerkung Vortheil ziehen, dass sich 
die nicht l ineare Gleichung 3) oder 4) auf die lineare 2) zurückführen 
lisst. 1st speciell x,  = O, so folgt also das Integral von 

y"+ x, y = k y- 
aus - 

Z ~ ~ ~ + ~ X ~ Z ~ + ~ X ~ ~ Z = O ,  y =  JZ. 

Zwischen den drei willkürlichen Constanten, welche das Integral 8 
besitzt und der gegebenen Constanten k findet jetzt eine Beziehung statt, 
und diese crgiebt sich, menn man dcm z einen passendon Specialwerth 
beilegt. 

Sei etwa vorgelegt: 
y"- y = ky-" 

dann wird 
42'= 0 

Für x = O folgt k = 4 cl c2 - c2,, sonach larutet das Integral der vor- 
gelegten Gleichung : 

- 

Y = i w k .  

Diese Form controlirt man leicht durch die Anilahme k = O ,  womit 

als wohlbekannt,es Integral der entsprechenden Gleichung erhalten wird. 

XIX. Project iv-  geometrischer Beweis des Satzes: Der geometrische 
Ort a l ler  Punkte, für  welche d ie  scheinbare Orosse eines Kegel- 

schnittes dem Quadranten gleich kommt, i s t  ein Kreis. 

In  der reinen projectiven Geometrie existirt der Kreis, wie ihn die 
Massgeometrie definirt , bekanntlich nicht. Wenn man aber au€ der uneigent- 
lichen (unendlich fernen) Geraden eine elliptische Involution ein- für allemal 
auszeichnet, die man die absolute Involution, ihre (idealen) Doppelpunkte 
a b  s O 1 u t  e P u n k  t e nennt, so künn man jeden durch die absoluten Punkte 
gehenden Kegelschnitt einen Kreis, und den Winkel, den zwei durch die 
ahsoluten Punkte harmonisch getrennte Geraden mit  einander einschlicsscn, 
einen rechten oder einen Q u  a d  r a n t e n  nennen, iind dadurch dem oben aus- 
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Der Beweis kann demnach nicht als ein projectiv- geometrischer angesehen 
nerden. Nach einem Referat in dern Jahrbuche der Fortschritte der Mathe- 
matik hat Herr A n d r  e i e f  f im Jahre 1884 in Charkow zwei Abhandlungen 
in russischer Sprache veroffentlicht, welche den Zweck haben, die 
Ponce  1 e t  'sühen Satze rein projectiv und descriptiv zu erweisen; es ware 
wünschenswerth , dass diese Untersuchungen durch Uebertragung in eine 
gelaufigere Sprache zugBnglichor gcmacht würdcn. 

Liegen die Punkte M ,  M2 M3 M, M5 auf K und sind (Ml M2) (M2 M,) 
( N 3 M J ( M 4 z 5 )  Tangenten an Hl so walzt sich (&Ml) auf einem Rreise des 
Büschels ( H E ) ,  wenn die fünf Ecken des Polygons auf R laufen, und 
dabei die vier ersten Seiten Tangenten an D bleiben. Denn nach dem 
berniesenen Satze walzen sich (Ml M3) (M3 M5) auf einem Kreise El des 
Büschels, und wenn man jetzt El für H eintreten lgsst, so folgt, dass 
sich (M,Hl )  auf e ine~n  Kreise K2 des Büschels ( H E )  walzt. - Füllt M5 
mit M, zusammen, so rill t  K, mit Ii zusammen, und man hat  dcn Satz: 
Id ein Viereckvierseit einem Kreise E eingeschrieben und einem Kreise II 
umschrieben, so giebt es unendlich vieler solcher Vierecke, die geradlinige 
Pigur lasst sich mit kirhaltung der vorgeschriebenen Bedingungen con- 
tinuirlich drehen. Es  ist leicht, aus Sktzen tiber das eingeschriebene Viereck 
und das umschriebene Vierseit nachzuweisen , dass die Verbindungslinicn 
gegenüber liegender Ecken des Viereckvierseits durch einen Punkt  P' gehen, 
der für H und E dieselbe Polare ha t ,  also durch einen Grenzpunkt des 
Büschels (HK). 

Berührt die Gerade M6Ml in einer Lage des Polygons den Kreis H, 
so berührt sie ihn fortwiihrend, so dass der Ponce le t ' sche  Satz für das 
Fünfeckfünfseit erwiesen ist. Ftir das Sechsecksechsseit Ml M,. . . Xti gilt 
der Satz, weil er für das Dreieck MlM3M5 richtig ist. Im Sechsecksechs- 
seit gchcn die Verbindungslinien gegenüber liegender Ecken (M1B4)  (M, M5) 
(M3X6)  durch einen Punkt ,  und zwar durch den Punkt  P., einen Grenz- 
punkt des Btischels ( B K ) .  Die Berührnngspunkt,e der Sciten ( M ,  M,) 
(M2 B3). . . (MG M l )  mit H seien bez. Mfl Mt4 . . . M ' ~ .  Betrachten wir das 
Vierseit (NI H z )  ( H z  Na) (314N5)(M6 M,), so schneiden sich nach bekannten 
Satzen (M', II1',) (M', M',) (Jf,M,) in einem Punkt (S. Die Polare dieses 
Punktes fur H ist die die Schnittpunkte von (MIN2)  mit (M4M5) und 
von (MzH3)  mit (M5 MG) verbindende Gerade, die Pasca l ' sche  Gerade 
des Sechsecksechsseits MIN2 M3 Zkî4 112, MG. Betrachten wir das Vierseit (M2Ms) 
(M3 N,) (116, MG) (MG Ml) ,  so gehen die Geraden (M', 1715) (Mt3 M ',J (M3 MJ 
ebenfalls durch einen Punkt  Q', dcssen Polare ftir H die Pasca l ' sche  
Gerade des Sechsecksechsseits Ml JI2.. . MG kt. Die Punkte Q Q' fallen 
mithin zusammen, weii sie für H dieselbe Polare haben. Also gehen die 
Verbindungslinien der gegenüber liegenden Berührung~punkte des K ein- 
geschriebenen II umschriebenen Sechsecksechsseits durch einen Punkt ,  den 
Pol der P a s o  a l'schen Geraden des Sechsecksechsseits. - Das Princip der 
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Dualitiit giebt den Satz: In  einem H umschriebenen K eingeschriebenen 
Sechsseitsechseck (IIIl M,)(M2 M 3 ) .  . . ( M G  Ml)  schneiden sich die gegentiber 
liegenden Seiten i n  Punkten einer Geraden, der Polare des B r i a n c h o n -  
schen Piinktee des Sechsseits in Eezug auf K. Hieraus schliesst man 
weiter, dass die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken des E 
eingeschriebenen H umschriebenen Sechsecksseits M, M ,  . . . III6 sich in 
einem Punkte P' schnciden, der ftir K und H dieselbe Polare hat ,  in einem 
Grenzpunkte des Büschels ( H E ) .  

Liegen die Punkte Ml M2.. . M, auf K und berühren die Seitcn ( N ,  &Y2) 
(M2 MJ . . . (M8 M9) den Kreis E,  so beschreibt die Seite Mg Ml, wecn Ji', 

sich auf K veriindert, einen Büschel zweiter Ordnung, umhüllt einen 
Kegelschnitt K' des Büsohels (HK). Denn die Seiten (Ml M5), ( M 5 n I 9 )  
b e r t h e n ,  wie eben bewiesen, fortwiihrend einen Kreis K1 des BBschels 
und daraus folgt, dass (Mg Ml) oinen Kreis K' desselbcn Büschels fort- 
wshrend berührt. Fallt fil9 mit Ml zusammen, oder berührt Mg 'NI deu 
Kreis B, so folgt daraus der P o n  celet 'sche Satz für das Achteck und 
das Neuneck. Für's Zehneck folgt er aus dem Fünfeck, hingegen bleilit 
e r  fur's Siebeneck unerwiesen. 

Es  ist mir noch gelungen den folgenden Fa11 des P o n c e  l e  t'schen 
Satzes projectiv-geometrisch zu erweisen. Liegen die Ecken eines Dreiecks 
Ml M2 M, auf dem Kreise K des Hüschels ( H E )  und berührt (Ml W,) den 
Kreis K', (M,iW,) den Kreis K", und geht (M, Dl2)  durch den Grenzpunkt P' 
des Kreisbüschels, so liisst sich das Dreieck unter Erhaltung dieser Eigen- 
schaften drehen. Um der Vorstellung eine bestimmtere Grundlage zu geben, 
nehrnen wir a n ,  K umschliesse die Kreise K ' K "  und P' sei der im Innern 
dieser Kreise gelegene Grenzpunkt des Kreisbüschels ( B K ) ,  Pr' sei der 
iiussere Grenxpunkt, und P sei der Pol der Geraden P'P", der Sclinitt- 
punkt des realen im Btischel enthaltenen Geradenpaares, P ist ein uneigent- 
licher Punkt. Die Sciten des den Curven des Büschels gemcinsamen 
Polardreiecks PF'P" seien P'P"= pl  Y " P  =p., PP'=pl'. - Nimmt man 
einen der drei Punkte P zum Centrnm einer Collineation, die gegenüber 
liegende Seite des Polardreiecks zur Fluchtlinie, und ordnet jedem Punkte 
auf einer Geraden durch diesen Punkt P den Punkt  zu, der von ihm 
durch P und p harmonisch getrennt is t ,  so crhzlt man drei Collincatianen, 
i n  denen jeder Kreis des Kreisbüschels ( B K )  sich selbst entspricht. 1st 
das DreiecK il4 M, 4 dem Kreise Ii' eingeschrieben und sind ( M l  M,) (fi4 Al,) 

( M l  M,) bez. Tangenten der K r e i s ~  K'KWK"' des Büschels, so ergiebt die 
Collineation mit dern Centrum P ein neues Dreieck mit denselben Eigen- 
schaften, dessen Seiten aber in umgekehrter Rcihe auf einander folgcn. 
Man kann es das Spiegelbild des urspriinglichen in'Bezug auf die Geradep 
nennen. Die Colline~tion mit dem Centrum P" liefert zwei neue Dreiecke 
mit denselben Eigenschaften, man kann sie die Spiegelbilder der vorigen 
in Bezug auf die Gerade p" nennen. In zweien dieser vier Dreiecke folgen 
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die Seiten auf einander i n  gleichem Sinne, i n  den beiden anderen in ent-  
gegengesetztem. Sind von den Kreisen K'K"K"' zwei einander gleich, 
so ist die Aufeinanderfolge der Seiten ohne Belang. Die Collineation mit 
dem Centrum Pr licfert lreine neueii Drciceke. 

Nun construiren wir ein Dreieck, von dem ~ w e i  Ecken Ml% auf die 
Punkte fallen, i n  denen p den Kreis Ii trifft, wahrend (Ml  hl,) den Kreis K' 
und ( X , M J  den Kreis B" bcrlihrt. Dcr Punkt  M', sei von M, durch p 
und P harmonisch getrennt , er liegt auf Ir; und ( M , M ' , )  (BI2 JI',) berühren 
ebenfalls B' bez. K", wie aus der Collineation mit dem Centrum P folgt. 
Dreht man jctzt die beiden Dreiecke s o l  dass ( M l  M,) auf K bleiben und ihre 
Verbindungslinie durch P' geht ,  wahrend (Ml  M,) und (!Ml M',) den Kreis K',  

(Mx M,) (,V, M f 4 )  den Kreis K" bertîhren , und M,  M ,  111 ', M ', auf Ir' liegen, 
BO fallen in der Anfangslage Al, M ,  und M ', M ' ,  zusammen. (IF, M',) m a g  
mit h , ,  (M4M',J mit h, bezeichnet merden, in der Anfangslage fallen h,h, 
zusammen, berührcn aber auch weitcr bci der Drehung fortwahrend einen 
und denselben Kreis H des Büschels (HK) nach den bisher bewiesenen Satzen. 
Die Geraden hl sind die Polaren der Punkte M ,  von K für einen Kegelschnitt $', 
wenn K' die harmonische Contravarimte zu KR' iüt und h, sind die Polaren 
der Punkte M, von B in Bezug auf einen Regelschnitt $", wenn K" die 
harmonivch Contravariante zu KQ" ist. Wie aber die Punkte M, M, ein- 
ander projectiv (involutorisch) zugeorduet siud , so sind auch die Geraden 
h,h,, die Polaren von M, fil, für 9' und R" einander projectiv zugeordnet. 
ln  vier Lagen aber, namlich nrenn All auf cincn der Punkte f i l l t ,  die p 
mit h' gemein h a t ,  oder wenn M, auf einen Punkt fallt, die p" mit 
K gernein hat ,  falleu hl hB zusammen. I n  diesen FaIlen gehen namlich 
h,h, gleichzeitig entweder durch P oder dnrcti 2"'. Folglich fallen hl hg 
und folglich fallen die Punkte M3 M 4 ,  und die Punkte M' ,  M', fortwahrend 
zusammen, das Drcieck Ml Jf2 MJ lasst sich also BO drchcn , dass M, M ,  M, 
fortwahrend auf B bleibeu und (hl1 M , )  (M, M 3 )  fortwahrend K'B" berühren 
und (Y, 84) durch P' geht. 

Nun üchreiten wir zum Beweise des an der Spitze dieser Zeilen stehenden 
Satzes. Es  sol1 der geometrische Ort der Punkte gesucht werden, in denen die 
an einen Kegclscbnitt H gezogcnen Tangenten von den absulutcn Punktcn 
harmonisch getrennt sind. Der Mittelpunkt, der Pol der uneigentlichen 
Geraden für H sei P'. Von einem Paare 88' der absoluten Involution 
ziehen wir die vier Tangenten an H, al a, von A ,  a', a', von A'. Ein Kreis 
K durch die Punkte (a l  a',) (a,  aP2), für den die Verbindungslinie (a,  arl) 
(a,aP,) Durchmesser ist , enthalt auch die Punkte (a, a',) (a,ar,),  weil die 
Geraden alci.', und ebenso a,af, mit einander dem Quadranten gleiche Wiukel 
bilden. Die Verbindungalinien der gegenüber liegenden Eerührungpunkte des 
Vierecks a,a',a,a', und die Verbindungsliiiien der gegenüber liegenden Ecken 
des Vierseits (a, a',) (a', a,) (a, a',) (a'% a,) schneiden sich in einem Punkte, der 
sowohl für H d s  auch fur K dieselbe Polare (die uneigentliche Gerade) hat, 
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das heisst, der Kegelschnitt H und der Kreis haben beide denselben Mittel. 
punkt P'. Einfache Lagenbetrachtungen lehren, dass Kreis und Kegel- 
schnitt sich nicht in reellen Punkten schneiden. Das iC eingeschriebene 
Dreieck (a, a',) (a,a',) (a', a,) berührt mit seinen zwei ersten Seiten a, a', den 
Kegelschnitt .U und die dritte Seite (a,a',) (a', a,) geht durch den Grenz- 
punkt P' des Kegelschnittbtischels ( H E ) .  Polglich lasst cs sich mit Er- 
haltung dieser Eigenschaften nach den hier bewiesenen P o n c e l e t  'schen 
Satzen drehen. Zieht man demnach von irgend einem Punkte des Kreises K 
Tangenten an 8, so liegen die beiden weiteren Schnittpunkte dieeer 
Tangenten mit .K auf einem Durchmesser von K ,  und die Tangenten schliessen 
deshalb einen Quadranten e i n ,  gehen durch ein Paar der absolutcn In- 
volution. Der Kreis E kt  demnach der geometrische Ort aller Punkte, 
in denen die scheinbare Grosse des Kegelschnittes H einem Quadranten 
gleiclikommt. 

N a c  h w o r  t. Inzwischen ist mir der allgemcine projective Beweis der 
P o n c  e l  u t'schcn S8tze golungen. J. THOMAE. 
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XVII. 

Ueber die Auflosung der Gleichungen 
vom fünften. Grade. 

Von 

Dr. W. HEYMANN 
in Chemnitz. 

(Schluss des zweiten 'rheiles.) 

Hierzu Tafel V I  Fig. 1 - 25. 

C. Ueber Kettenfunctionen.* 

Ein weiteres Mittel, die Wurzeln einer Gleichung durch convergente 
nnendliche Processe zu erhalten, bieten die Kettenfunctionen dar. Die- 
selben sind, abgesehen von den Kettenbrüchen, bisher nicht so beachtet 
worden, als sie es verdienen. Dies mag seinen Grund darin finden, dass 
wir Annlherungsmethoden besitzen, die schneller zum Ziele führen. Aber 
bei jenen praktischen Methoden, wie die Newton ' sche  und G r  iiffe'sühe, 
tritt der Functionsbegriff, also das analytische Gebilde, welches die Wurzeln 
der Gleichung darstellt, derartig zurück, dam eigentlich blos eine Zahlen- 
tabelle der Naherungswerthe übrig bleibt. Die einfachsten Kettenfunctionen, 
iind nur solche wollen wir verwenden, sind dagegen hinschreibbare ana- 
lytische Ausdrücke, so woit wenigstens, dam, wie bei unendlichen Reihcn, das 
Bildungsgesetz deutlich hervortritt. E s  lasst sich mit ihnen mindestens in 
dem Umfang rechnen, als mit Reihen, und sie erlauben eine sehr einfache 
geometrische Deutung, durch welche zugleich ersichtlich wird, ob sie 
convergent oder divergent sind. 

* Vergl. die Abhandlung des Verfassers ,, Theorie der An - und Umliufe und 
Auflosung der Gleichungen vom vierten, fiinften und sechsten Grade mittelst 
goniometrischer und hyperbolischer Functionenu. Journal für Matheni. Bd. CXIII. - 
In dieser Arbeit muasten die ürundprincipien unserer Theorie nochmals kurz 
gestreift werden. Die dort mitgetheilten Anwendungen sind aber n e u  und achliessen 
sich den hier folgenden erganzend an. 

Zeitschrift f. Yathematik n.I'hysik. 39. Jahrg. 1894. 6. Heft. 2 1 
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Eine Kettenfunction wird durcli ein System von Gleichungen 

definirt, wobci die <p gegabenen Functionen bedeuten.* 
F ü r  1 

q k =  a k f  - (k= 1 ,  2 ,  ...??J) 
xk 

entsteht ein gewohnlicher Kettenbruch; für 
P- 

v k  = J a k  + x k  
würde man eine Kettenwurzel 

erhalten, und in gleicher Weise kann man von einer Kottenpotenz, einem 
Rettenlogarithmus u. a. f. sprechen. Offenbar wird man endliclie und un- 
endliche Eettenfunctionen zu nnterscheiden haben, und von den letzteren 
sind die periodischen besonders bemerkenswerth. Eine solche ist durcli 
nachstehendes Gleichungssystem definirt : 

und die Periode heisst rp, q, . . . cpk. 
Der besondere Gegenstand unserer Abhandlung erlaubt uns nicht, auf 

allgemeine Fragen über Kettenfunctionen einzugehen. Wir beschrbken uns 
vielmehr auf den Fa11 z w e i e r  Gleiehungen , dio einc resp. zwoi periodische 
Kettenfunctionen definiren, und zeigen, dass diese Functionen unter allen 
Umstanden die reellen Wnrzeln jener Gleichungen darzustellen vermtigen, 
aus denen sie eben abgeleitet wurden. 

1. Allgemeine ErPrterungen. 
E s  seien 

1) y=<p(x) und y=y i (4  

irgend zxei Functionen, aber man nehme a n ,  dass sich selbige leicht umkehren 
lassen und bezeichne die Umkehrung, also die inversen Functionen, durch 

dann definiren die Gleichung bei kreuzweiser Zusammenstellung zwei Ketten- 
funetionen. 

Das gelegentliche Fortlassen der Kiammern hinter dem Functionszeicben 
kann hier nicht zu Missverstindnis~en führen. 
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Bus x = rp-'y und y = qx folgt namlich 

aus x = q CI 'y und y = cpx folgt dagegen 

und hier bedeutet x, eiilen zunachst unbestimmten Anfangswerth, wahrend 
die positive ganzc Zahl k die Anzahl der Periodcn c p - ' ~  resp. v-'cp an-  
giebt. Man bemerke auch, dass zwei auseinander abgeleitete Gleichungen, 
a ie  y = rpx und x = rp-'y, die Relationen 

tpcp-'a=cpOa=a und cp-lrpa=cpoa=a 
nach sich ziehen. 

Fragen wir aunachst nach der geometrischen Bedeutung obiger Ketten- 
functionen und sehen demgemass y = cp (x) und y = v (x) als Gleichungen zweier 
Curvcn a n ,  die sich mindestens in  einem reellen Punkte schneiden mogen. - 
Indem wir das erste Element der Kettenfunction 3) bilden also Vx,, so 
berechnen wir die Ordinate y, der Curve ql, welche zu x, gehort. (Man 
bctrachte die beiden Figuren 1 und 2 leichzeitig.) Denken wir jene 
Ordinate parallel zu sich verschoben, bis sie Ordinate der Curve cp wird, 
so gch6rt zu ihr eino Abscisse x, ,  welche offenbar durch I J I - ~ ~ X ,  aus- 
driickbar ist. Verlsngern resp. kürzen wir jetzt die Ordinate wieder bis 
zur Curve q , so berechnet sich ihr Werth mittelst cp-l q~ xo = yy,, und 
wenn der Process so fortgeführt wird, dann erhalten wir einen gebrochenen 
Zug, der dem Schnittpunkte der Curven cp und .ii' zustrebt. Die Coordinaten 
der Brechpunkte sind durch die sich aneinandcr reihenden Glieder der 
Kettenfunction bestimmt, insbesondere liefert die Function 3) durch ihre 
Perioden successive Abscissenwerthe x,, z, , . . . xk, welche sich von der 
Abscisse des Schniltpunkteu immer weniger unterscheiden. 

Durchlauft man die gebrochenen Züge rückwiirts, wendet man also 
die Rcttenfunction 4) a n ,  so entfernt man sich vom Schnittpunkto. Die 
erste Kettenfunction ist daher als c o n v e  r g e n  t ,  die zweite a h  d i v e r g e n t  
zu bezeichnen. 

Bus den Figuren ist weiier ersichtlich, dass man , A n l i i u f e  ' und 
, U m l a u f e  zu unterscheiden hat. Liegt ein Umlauf vor (Fig. 2), so 
oscillirt der Werth der convergenten Kettenfunction gegen den Werth der 
festen Schnittpunktsabscisse und unterscheidet sich immer weniger von 
dersclben. Bei Umliiufen wird man von rechts drehenden (Uhrzeiger- 
bewegung) und links drehenden zu sprechen haben. A n l h f e  sind im All- 
gemeinen doppelt (links und rechts vom Schnittpunkte) vorhanden (Pig. 1). 

Cnserer geometrischen Deutung liegt die wesentliche Voraussehung 
zu Grunde, dass wenigstens e i n  reeller Schnittpunkt der Curven cp und 
$ vorhanden iut. Andernfalls sind die Kettenentwickelungen zunachst sinnlos. 
Man hat sich von demvorhandensein des Schnittpunktes um so mehr zu fiber- 

21 * 
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zeugen, als die Laufe resp. Kettenfunctionen arifünglich convergent erscheinen 
konnen, dann niimlich, wenn die Curven sich anfangs einauder nahern, 
ohne i n d c ~ s  zum Schnitt zu gelangen (Fig. 3 und 4). - Auch solche Fragen, 
ob der Umlauf rechts oder links drel-iend is t ,  auf welche Curve der Anfangs- 
punkt xo, y, des Laufes gelegt wird, ob die eine Kettenfunction 3) oder 
die inverse Function 4) convergirt, entscheidet man gewohnlich am zweck- 
massigsten durch eine Orientirung a n  der Figur. 

Immerhin lassen sich analytische Kriterien aufstellen, sobald man die 
beiden Curventangenten des Schnittpunktes construirt denkt und die Laufe 
zwischen jenen Tangenten in der Kaho des Schnittpunktes verfolgt. Ueber- 
haupt empfiehlt es sich, den Fa11 xweier sich schneidenden Geraden als ein 
erstes Uebungsbeispiel zu wahlen. 

Bemerkcn wir über die analytischen Kriterien nun Folgendes: 3m 
festzustellen, auf welcher Curve der Anfangspunkt des convergirenden 
Laufes liegt,  errichte man die zu x, gehorige Ordinate dem Schnittpunkte 
so nahe, dass die Curven rp und .J, sicher b e i d e  getroffen werden. Denkt 
man sich a n  beide Curven die zu x, gehorigen Tangenten construirt; so 
ist  der Anfangspunkt des convergirenden Zuges der BcrUhrungspnnkt der 
s c h w  % c h e r  geneigten Tangente. I n  den Figuren 1 und 2 liegt jener 
Anfangspunkt auf tp, denn wir wollen ausdrücklich verabreden, dass wir 
die Züge stets in  A b  s c i s s e n  r i c h t u n g beginnen. Die analy tische Be- 
dingung dafür, dass der convergirende Zug auf + beginnt, ist demnach 
absolut (ohne Rücksicht auf das Voraeichen) 

.J,' (20) < 9' (20) > 

wobei der Strich die Ableitung nach x anzeigt. 
Zugleich erkennt man ,  àass 

SI xk = [cp-l~xo]!k) convcrgirt rcsp. divcrgirt ,  

4) xk = q~x,J(~) divergirt resp. convergirt, 
je nachdem absolut 

v'(x0) >( cp'(xJ. 
Uebrigens muss vorausgesetzt werden, dass obige Ungleichung für 

einen Punkt zwischen dem Anfangspunkt und Schnittpunkt nicht etwa in 
die entgegengesetzte umschliigt. Sollte dies eintreten, so ware eiu neuer 
Anfangspunkt zwischen der fraglichcn Stelle und dem Schnittpunkte zu 
wahlen. Gleiches gilt , wenn zufüllig q1(x0)  = + cp'(xo) ; sollte diese Ue- 
ziehung aber für jedwedes x stattfinden, dann wiire überhaupt 

Ip (x) = * q7 (x) + colzst., 

ein Fall,  der ftir uns belanglos ist. Man vergleiche die Untersuchung der 
trinomischcn Gleichung in Abschnitt 2. 

In  der Nihe  des Schnittpunktes x ,  y der Curvcn <p und q findet ein 
Anlauf resp. ein Umlauf s tal t ,  je  nachdem rp'(x) und qf(x) gleiche oder entgegen- 
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gesetate Vorzeichen besitzen. 1st für den Schnittpunkt cp'(x) = ~ ' ( x ) ,  so 
findet Reriihrung statt. Bildct man die Resultante der gleichzeitig be- 
stehenden Gleichungen 

c p ( ~ ) - v ( x ) = O ,  

BO wird man, wie bekannt, anf die Discriminante A der erstgenannten 
Gleichung geführt ,  und das Vorzeichen von A entscheidet d a m ,  ob xwei 
reelle oder imaginare Schnittpunkte vorhanden sind, mahrend A = 0 die 
Berfihrung anzeigt. 

1st für den Schiiittpunkt rp'(x) = - ~ ' ( x ) ,  ein Fal l ,  der nur  bei Um- 
liiufen eintreten kann,  so bilden die Tengenten, welche irn Schnittpunkte 
an die Curven cp und w gclegt wcrden, mit der positiven Biühtung der 
Abscissenachse zwei Winkel,  die sich zu 1SO"ergiinzen. Die Bedingung 
fdr das Eintreten eines solchen Schnittes, welcher ,,supplementaru heissen 
moge, wird erhalten, wenn man die Resultante A' der gleichzeitig be- 
stehenden Gleichungen 

cp(4 - v ( 4  = O,  

bildct und leutet A'= 0. 1st  A' von Nul1 verschieden, so entscheidct 
sein Vorzeichen, ob der convergente Umlauf in der Nshe des Schnittpunktes 
rechts oder links drehend ist. Eine definitive Angabe hiertiber kann jedoch 
n u r  im besonderen Falle gernuüht werden. Die Abscissen solcher Schnitt- 
punkte, für welche 9'(x) = & ~ ' ( x ) ,  lassen sich selbstverstandlich ohne 
Kettcnentwickelung finden, sobald p und ganze Functioncn bedeutcn 
(gemeinschaftlicher Theiler). 

Wenn eine oder beide der Functionen <p und v transcendent sind, so 
verstehm siüh die Begriffe Resultante und Discriminante im weiteren 
Sinne. Sei etwa 

und der Logarithmus auf die Dasis e bezogen, dann hat  man nach obigen 
Vorschriften Folgende~:  Berührung tritt  ein, sobald 

also 1 
m = - .  oder A = m e - 1 = 0 .  

e 

Die Abscisse des Berührungspunktes ist x = e,  und es existiren 

zwei reelle Schnittpunkte fur A <O (Fig. 5), 

,, zusamrnenfallende , A =  0 
(m > 0). 

keine Schnittpunkte A > o  
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Ein supplementarer Schnitt trit t  ein, sobald 

1 - - - - ml das heisst wenn log -- 
5 ( ; ) + ~ = o .  

a,lso na= - e ,  oder A'=m+e=O. 
1 

Die Abscisse jenes Schnittpunktes ist x = - 7  und es existirt in der 
e 

Niihe dieses Punktes ein convergenter 

rechts drehender Umlauf fur  A' > O (Fig. 5), 
links n n A'< O (m<O). 

Ftir A'= O wird die Drehrichtung unbestimmt. 
Bei Uml5ufen kann der cigenthümliche Fa11 vorkommen, dass der 

gebrochene Zug immer in  sich zurückkehrt, also ein Rechteck bildet. Ein 
solcher Umlaiif mage , i n  d i f f e r e n  t ' heissen, und er tritt  ein, wenn d ie  

Abscisse des ersten Brechpunktes mit jener des vierten Brechpunktes zu- 
sammenFàllt, das heisst , wenn x, = zo (vergl. Fig. 6). Nun iat für einen Umlauf 
entweder xz = [ 'p-"11,~~](~) ,  

oder x2 = [q-l 

und üben wir hier beiderseits die Operation ~ ~ i - l r p  resp. rp-lq aus, so 

entsteht ~ - 1 p ~ 2 = r p - L ~ ~ o  regp. r p - 1 i , x , = ~ ~ 4 ' 1 ~ ~ n l  

also fttr x, = x, in  beiden FaIlen: 

5 )  cp-'i ix0 = V-lrpxo=xI. 

Dieses is t  die Bedingung, dass der vom Anfanpspunkt xo,  y, aus- 
gehende Umlauf ein indifferenter sei. 1st sie erfüllt ,  so reduciren sich die 
beiden Kettenfunctionen 

3) xk = [ rp- l i ,  xJk) resp. - 

4) nk = [ i , - l C p 0 ] ( k )  

auf xk = x,, wenn k gerade k t ,  

xk = xl, wenn k ungerade ist. 

Der indifferente Zug kann natürlich vermieden werden, wenn man für  
x, einen anderen Werth setzt, welcher der Schnittpunktsabscisse niihcr komrnt. 
NiIr beiliufig sei darauf hingewiesen, dass ein Umlauf erst nach zwei rollen 
Umdrehungen (Fjg. 7) oder nach n Drehungen i n  sich zurtickkehren kann, 
dann dass zwei Curven cp (2) = c + f (x) und V (x) = c - f (x), für welche dem- 
nach rpf(x) = - y'(%) überhaupt nur  indifferente Umlaufe besitzen. 

Endlich sci noch bemerkt, dass ein anfhg l ich  convergcnter Umlauf 
nach und nach i n  einen indifferenten übergehen kann. E r  erreicht alsdann 
den etwa im Innern des indifferentcn Umlaufes licgenden Schnittpunkt nie, 
und die entsprechende Kettenfunction für xk schwankt schliesslich zwischen 
zwei bestimmten endlichen Werthen hin und her. Zu gleicher Zeit kann 
innerhalb des indifferenten Umlaufes ein dem Schnittpunkt zustrebender 
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Lauf vor'nanden sein, der riickw?irts durchlaufen ebenfalls in den in- 
differenten Zug übergeht. 

Erortern wir jetzt jene VorgLnge an dem einfachen Beispiel einer 
trinomischen Gleichung. 

2. Die trinomische Gleichung zn + a z  + b = O. 

Es sei n eine ganze positive Zahl, a und b positiv, sonst aber be- 
liebig, dann hat man folgende vier Falle zu unterseheiden: 

a) z n + a z + 6 = 0 ,  

p )  , e n - a z + b = O ,  

y) 8" + a z  - b = O, 
8) zn -as-  b =O. 

1st n ungerade, so gehen die Formen a) und i3) aus y) und J) her- 
vor, wenn man e mit -8 vertauscht; wir betrachten in diesern Palle nur 
die letztgenannten. 

1st n gerade, so gehen die Pormen a) und y)  bei der gleichen Ver- 
tanschung aus 8) und 8) hervor; es nürden  daher abermals die letzt- 
genannten in Frage kommen. 

Uebrigens wollen wir uns schon mit Rücksicht auf den Fa11 n= 5 
auf u n g  e r  a d e  n beschrsnken ; es treten hierbci bereits alle die Vorgiinge 
ein, die uns interessiren. - Transformiren wir die Formen y )  und 8 )  
mittelst - 1 

a = x . a n - '  
und setzen n -- 

b . a  "-' = c l  
so entsteht beziehentlich 

1) x n + x - c = o ,  

wo c eine p O s i  t i v e Zahl bedeutet. 

B e t r a c h t u n g  d e r  F o r m  

1) xn + x - c = O (n ungerade). 

Wir zerfallen dieselhe in  

dann stellt y = rp eine h6here Parabel dar ,  welche durch die Punkte 
(- 1 ,  - 1); (0, O ) ;  (+ 1, + 1) geht und in (O, O) ihren einzigen 
Infiexionspnnkt besitzt. Die Tangente in (O, O) fallt mit der Abscissenachse 
zusammen. Weiter ist  y = eino Gerade, welche auf beiden positiven 
Achsen die Streeke c abschneidet (Fig. 8- 10). 

kommen hier n u r  Umlaufe vor. 
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Die Stelle, wo für  ein gewisses c > O 

wird , ist bestimmt durch 12x,,-1 = 1 
1 

das heisst 

Führt  man diesen Werth in  1) ein, so ergiebt 

das heisst die in unserer Theorie mit A' bezeichnete Form* wird 

Sonach beginnt der convergente Umlauf 

auf yi, rechts drehcnd, wenn A') O (Fig. 8 LI. 9), 

auf cp, links drehend, wenn A'< 0 (Fig. 10). 

I m  ersten Fallle ist  die Sühnittpunktsabscisse bestimmt durcb 

das heisst durch die Kettenwurzel 

im zweiten Palle durch 
2 = c - y ,  y = x n ,  

das heisst durch die Kettenpotenz 

Als Anfangswerth kann man in beiden Fallen x = O wtihlen; die dann 
sofort erscheinenden genaueren Naherungswerthe konnen natürlich für sich 
als geeignet,ere Anfangswertlie angesehen weïden. 

1st Ar=O, so versagt die Regel, nach welcher der Anfangspunkt des 
Umlaufes für  eine fest angenommene Abscisse x, auf der schmacher gepeigten 
Curve liegt, denn links vom Schnittpunkte wtirde I J I ' ( X ~ )  <vf(x,), dagegen rechts 
<p'(x,) > ~ ' ( x , ) ,  wobei sich die Betrachtung selbstverstXndlich auf ein Gebiet 
bezieht, welches passend zu begrenzen ist und hior etwa t~ls  <las durch 
die Achsenabschnitte c ,  s bestimmte Quadrat i n  Frage kommen kann. Je 
naher man dem Schnittpunkte kommt , desto weniger unterscheidet sich der 
Umlauf von einem indifferenten. Die entsprechende ganz ungenügend con- 
vergirende Kettenfunction kommt aber gar  uicht i n  Betracht, weil die 
Abscisse des Schnittpunktes auf andere Art ermittelt  wurde. Ueberdies 

* A' wird also genau nach denselben Regeln hergeleitet, wie die Dis- 
criminante A,  nur dam bei dieser rp'= +$' ist. 
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sei bemerkt, dass wir in Abschnitt 3 auf den Fa11 ungentigender Convergcnz 
zurückkommen und ihn durch Drehung des Coordinatensystems heben. 

Z a h l e n b e i s p i e l :  (n = 5 )  x5+ - = 0. 

Die Coordinaten des kritischen Punktes sind: 

wobei c = 0,802 483 4. 

Pür andere c entscheidet da3 Vorzeichen von 

A'=: 55~4- 64= 312Zc4- 1296 

darüber, welche Kettenfunction anzuwenden ist. 
cu) Sei c = 10; A') 0 ,  d a m  ergeben sich die Coordinaten der Brecli- 

punkte des rechts drehenden Umlaufes aus folgender Tabelle: 

nierdurch ist nach drei einzelnen Umlaufen die einzige reelle Wiirzel 
von 

2 5 + ~ -  10 = O  
bestimmt; sie hat  den Werth 

x = 1,533 012  7 

und ihre Genauigkeit reicht bis an die siebente Decimale. 
Wegen der Beurtheilung des Fehleïs beachte man, dass die zu losende 

Gleichung 
cP (x) - @ (XI = 0 

nach Eintragung von 

3) xk = [ r p - l ~ x o ] ( k )  resp. 

Die Differenz 6 der beiden zuletzt berechneten Ordinaten ist daher ein 
Naass fur di0 Genauigkeit der ermittdten Abscisse (Wurzel). I n  obigern 
Beispiel wird 6 = y5-ys =- 0,000000 1. 
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/?) Sei c = 0,2; A'< O ,  dann ergeben sich die Coordinaten der Brech- 
punkte des links drehendcn Umlaufes aus folgendcr Tabelle: 

x = 0,2 - y 1 y = 2 '  

Hierdurch ist nach einem einzigen Umlauf die rcelle Wurzcl von 

x5 + x - 0,2 = O 
bestimmt; sie hat den Werth 

s=O,l9!l 6826 

und ihre Gcnauigkeit reicht bis an die siebente Decimale. Der Fchler lietragt 

Untersuchen wir jetxt, unter welchen UrnstUnden ein i n  d if f e r e n t  e r  
Umlauf eintreten kann. Die Bedingung für  einen solchen war 

5) rp-'Vz, = îci-'cpx,, 
und weil für unser Beispiel 

rp-'qm, +GO, q-'px, = c - x;, 
so wird 

Diese Gleichung vorn Grade G î t i r  x, fasst zunachst s%mmtliche Wurzeln 
der Gleichung 

'P @ O )  - v ($0) = 0 

in sich, denn Nr. 5) reducirt sich auf die Identitfit x, = x,, sobald cp = q. 
Hierin spricht sich nun das selbstvcrstàndliche Resultat aus: Wird der 
Anfangspuukt des Umlaufes in den Schnittpunkt der Curven <p und T/J verlegt, 
dann ist der Lauf indifferent; e r  hat  sich zu einem Punkte verdichtet. 

So genügt beispielsweise der Gleichung: 

x= 1, und dieser Werth wird, weil A') O ,  durch die Kettenwurzcl 

dargestellt. Unter den unendlich vielen Anfangswerthen, die man dem xo 
ertheilen küiin, reducirt der Wurzelwerth x, = 1 augenblicklich die unend- 
liche Kettenfunction auf x = 1. 

Hetrachtcn wir die Sache aber zuerst B O ,  dass wir x, bestimmt a,n- 

nehmen und nach den zugehürigen Werthen von c fragen. Sei X, - 0, 
dann folgt aus 10): 
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und hier sind die reellen Wurzeln c = O und c = + 1 ,  von denen aber 
nur c = + 1  mit der Bedingung eines positiven c vertriiglich ist. 

In  der That besteht jetzt der Umlauf in  jenem Quadrat, welches 
durch die Achsenabschnitte 1  und 1 bestimmt ist (Fig. 9). Die Drehrichtung 
erscheint im Quadratenumfange natürlich. iinbestimmt, in  den benachbarten 
Umlaufen entspricht sie der Uhrzeigerbewegung. Denn da fur jedes positive 
ganze n immer nn > (la + l ) " - l ,  so lautet das cntscheidende Kriterium 7): 

A'= 12" - (la + 1)"-' >o. 
Eben deshalb hat  man für die Schnittpunktsabscisse 

und diese Kettenwurzel oscillirt für x, = O (oder x, = 1) zwischen O und 1  
hin und her. Setzt man dagegen für  xo einen Werth zwischen 0  und 1, 
so tritt Convergenz ein. So ergiebt sich beispielsweisc fiir lz = 5; xo = 0,5 
nach zn6lf einzelnen Umlaufen 

x  = 0,754 877 7, 
y = 0,245 122 3 

mit einer Genauigkeit bis a n  die siebente Decimale. Die Convergenz ist 
eine schwsche, weil dieser Schnittpunkt nicht weit von dem früher be- 
stimmten kritischen Punkte entfernt liegt. Wir  kommen auf eine bequemere 
Rerechnung in Abschnitt 3 zurlick. 

Für das Studium der Kettenfunctionen ist es nicht unwichtig, dass 
man auf a l l e  indifferenten Umlaufe achte. Die vorliegende, durch 

y = x n  und y = l - x  
definirte Kettenfunction besitzt fiir ungerade (positive) r. noch einen zweiten 
indifferenten Umlauf. Orientiren wir uns zunachst an einem Beispiel und 
setzen n = 3 ,  dann lautet die Gleichung 10) zur Bestimmung des Anfangs- 

punktes jencr Umliufa ( 1  - $13 = 1  - x, 

das heisst x9-3x6+ 3x3-x  = 0, 
wobei der Index von x unterdrückt wurde. Dieses zerfsllt nun in  

x(x-  1 ) ( ~ " x - l ) ( x 4 + x ~ - 2 x - 1 )  =o .  
Die ersten beiden Factoren bestimmen den schon bekannten qua- 

dratischen Umlauf; der nachste Factor bestimmt die Wurzeln der eigent- 
lich EU Grunde liegenden Glcichung 

x ~ + x - ~ = o ,  
deren reelle Wurzel auf einen zu cinem Punkte verdichteten Umlauf hiu- 
weist; es verbleibt daher z4 + 3x9 - 2 %  - 1 = O, 

und diese Gleichung besitzt, wie sich soglcich zeigen wird, ausser zwei 
cornplexen Wurzeln die beiden reellen: 
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x'= + 1,153 721 3 ,  
x"= - 0,535 687 2. 

Thatsnchlich ergeben sich diese Werthe, wenn wir einen rechts drehenden 
Urnlauf ansetzen durch die Gleichungen 

3 - 2=vy, y = l - x ,  

wobei als Anfangsabscisse ein Werth zu nehmen k t ,  der sicher ausserhalb 
des qu~dret ischen Umlaufes (0  ; 1) licgt also etwa, 2 = - 1 oder a =; - 0,5. 

I m  ersten Falle nahert man sich dem gesuchten indifferenten Umlauf 
(3'; 2.") von aussen lier, im zweiten von innen her (Fig. 11). Dass auch ,' 
im zweiten Falle der gegen (x'; x") convergirende Umlauf rechts dreheud 
i s t ,  kann BUS dem geometrischen Bild kaum ersehen werden, wir stellen 
daher die Coordinsten einiger Brechpunkte des erst nach elf UmlBufen gc- 
nügend convergircnden Laufes i n  folgender Tabelle zusammen. .= fy 

x, = - 0,500 

X, = + 1,145 

X, = - 0,625 
n3 O, + 1,151 
. . . . . . .  
. - . . . m .  

2,, = + 1,153 721 2 

xz0 = - 0,535 687 2 
x,, = + 1,153 7 2 1  3 

xZP = - 0,535 687 2 

y = 1 - x  

y, = + 1,500 

y, = - 0,143 

y2 = + 1,523 
y, =-0,151 
m . . . . .  - 
S . . . . . .  

y,, = - 0,153 721 2 
y2, = + 1,536 687  2 
y,, = - 0 ,153  721  3 
y,, = + 1,535 657 2 

Dic Coordinaten der Brechpunkte des indiffeïenten Umlaufes (z'; x") 
sind daher e'=+ 1 ,153721  3,  y'=+ 1 ,635687  2, 

X" = - O;5% 687 2 ,  y"= - 0,153 721 3 
uud man bemerke, dass 

a'- x"= y'- y"= 1,689 408 5, 
wowus zu schliessen k t ,  dass auch der zweite indifferento Umlauf (x'; x") 
quadratisch ist. Das vorliegende Beispiel zeigt, wie die gegen zwei feste 
Wcrthe oscillirendc Kettenfunction gleichzeitig z w eiWurzeln einer Gleichiing 
zu bestimmen vermag. 

Würde man die inverse Kettenfimction, welche durch 

x = 1 - y ,  y = r 3  

definirt ist ,  benutzen, so durchliefe man die soeben betrachteten UmlYiife 
rückwarts. Der erste, dessen Anfangsabscisse x = - 1 war , divergirt links 
drehend, wie man sofort sieht,  ausserordentlich stark. Der zweite, dessen 
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Anfangsabscisse 2 =- 0,5 war, convergirt links drehend gegen den in- 
differenten Umlauf (O; 1). - Endlich, um alle Falle zu erledigen, sci 
liinzugefügt, dass ein links drehender im Innern des Quadrates (0; 1) 
beginnender Uuilauf gegen (O;  1) convergirt, dass dagegen ein ebendort 
beginnender rechts drehender Umlauf, der wieder mittelst 

3 - 
x = v y ,  y = 1 - x  

anzusetzen ware, dem einzig vorhandenen reellen Schnittpunkt der Curven 
cp und 9 zustrebt und dessen Coordinaten zu 

z0 = 0,682 327 8 (x, = 0,5) 
y" = 0,317 672 2 

ergiebt. 
Um die letzten Uetrachtungen allgemeiner zu fassen, kehren wir noch 

einmal zu der Gleichung 

5 )  q-17px = q-=,pz 
zurück. 1)ieselbe ergiebt, wie wir sahen , ausser den ~Zmmilichen Wurzeln 
der Gleichnng q (x) - 11 ( r )  = O 

auch alle jenen 2, welche den Anfangspunkt eines einfachen* indifferenten 
Umlaufes bestimmen. Offenbar konnen wir alle Fragen unter e i n e n  
Gesichtspunkt bringen, wenn wir die Schnitlpurikte der beiden Curven 

12) 117 = 9-1 I)X = y(x) und 7  = v - l q ~ x  = O(z) 
aufsuchen. Obwohl jetzt couiplicirtere geometrisühe Bilder entstehen, so 
bleiben doch die Ketknfunctionen die alten, namlich 

3) I k  = [rp - 1 ?$ jlp,] (k) 

und 

4, xk = [v-' 9 x~] (~ ) .  

Sollcn ftir unser Beispiel 

y = xn = c p ,  y = c - z = 7~ (n ungerade) 

ausser dem Schnittpunkt auch die Anfangsabscissen der indifferenten Um- 
18ufe bestimmt wcrden, so ermittele man die reellen Schnittpunkte der 
beiden parabolischen Curven 

q = - = y  q = c - x " = Q > .  ( c = l ) .  

Diese beiden Curven sind der früheren Parabel cp congruent, und ihre 
Lagenrerhiiltnisse erkennt man aus Figur 12 und 13. E s  sind f ü n f  
reelle Schnittpunkte vorhanden, und diese werden - ganz dem vorigen 
Ansatz entgegengesetzt - sammtlich durch A n l a u f e  erreicht. 

Speciell für c = 1 , wic auch in Fig. 12 angcnommen ist , findct man : 
1. Zwei Schnittpunkte mit  den Coordinaten O; 1 und 1; O. Diese 

entsprechen dem friiheren indifferenten Umlauf (O; 1). 

* ,,Einfachil bedeutet hier: Nach e iner  Umdrehung in sich zurückkkehrend. 
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2. Zwei Bchnittpunkte mit den Coordinaten x'; und z"; T,". Diese 
entsprechen dem früheren indifferenten Umlauf (2'; 3"). 

2. Ein Schnittpunkt mit den Coordinaten xO; qfl. Dieser entspricht 
dem früheren Schnittpunkte xO; yO. 
Da nur A n l h f e  vorkommen, besteht kein Zweifel dartiber, dass die 

Anfangspunkte der Laufe, welche nach den Punkten (d'; @), (2'; 
(x"; 9'') zustreben, auf der Curve Y' gelcgen sind. F ü r  die Abscissen 
dieser drei Puukte gilt daher die convergente Kettenentwickeluug 

wobei etwa folgende drei Anfangswerthe fiir x, in Betracht kommen: 

xO = O,5, X, = 1,2 , x0 = - 0,5. 

Man vergleiche die vorhin genau angegebenen Werthe von xO, x' und z", 
welche jene Anfangswerthe rechtfertigen und welche durch die letzte Kettcn- 
wurzel in  der That reproducirt werden. Die besonderen Zahlen beziehen sich 
auf den Fa11 n = 3. Durch die inverse Kettenfunction mit den Anfaugs- 
werthen ro =0,5 resp. x, = 0,7 (dieselben liegen, wie nothig, auf ver- 
schiedenen Seiten von xO) wtirde man die Abscissen x = O resp. x = 1 be- 
stimmen, wenn solches tiberhaupt erforderlich w8re. - Man beachte noch, 
dass infolge der symmetrischen Lage der Parabeln (Fig. 12) ganx all- 
gemein die Beziehungen 

"' = qc= 1 -y'f und x I r  = q  I = 1 - y '  

stattfinden, so dass immer 
I I I '  I I I  x - x = y - y ,  

also der Umlauf (1;'; x") ein quadratischer ist. 
Schwieriger liegt die Sache, wenn c > 1 I n  diesem Falle hat man < : 

zu untersuchen, für welche Werthe von c die Curven Q und 'l.' zur Be- 
rtihrung kommen, womit entschieden wird,  ob ein oder drei oder fthf 
Schnittpunkte und clementsprechend kcin oder ein oder xwei indiffeïente Um- 
laufe zwischen p und + vorhanden sind. Sei f i =  3, so ergiebt die Rech- 
nung, dass für . 4 -  

c = -1/3 und c = ;VC 
9 

Berührung eintritt. Im ersten Falle haben sich die friiheren Punkte (O; l) ,  
(zo; qO) und (1; O) zu einem einxigen zusammcngezogen. I n  diesem 
Punkte durchsetzen sich die Curven, es findet eine Berührung zweiter 
Ordnung stat t ,  und er entspricht dern kritischen Punkt  des Curvensystems 

p, (mit supplementarem Schnitt). Zwischen <p und + existirt jetzt nur 
noch e i n  indifferenter Umlauf. - Im zweiten Falle haben sich die 
früheren Punkte (O;  1) und (x"; VJ") einorseits und ( 1 ;  0) und (x'; ri') 
andererseits zu einem Punkte zusammengezogen. Mithin findet zwischen 
cp und T/J abermals nur e i n  indifferenter Umlauf statt  (Quadrat mit der 
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Seite 1/2), und innerhalb desselben' verbleibt der Schnittpunkt (sO; go). 
Diese Bemerkungen behalten ihre Giltigkeit auch für  jedes andere positive 
gauze ungerade lz; nur die numerischen Werthe von c andern sich. Her- 
vorgehoben sei: Anlaufe zwivchen Curven, welche eine Berührong zweiter 
Ordnung eingehen, convergiren in der NBhe des Berührungspunktes elienso 
unvollkommen, als Umliiufe i n  der Nahe eines supplementaren Schnittes. 

Ganz im Allgemeinen steht fcst; dass bei obiger Untersuchung nur  
drei wesentlich verschiedene Falle eintreten konnen, von denen die zwei 
erwahnten Grenzf'àlle bilden. Ililmer wird sich ein Anfangswerth x,, so 
angeben lassen*, dass man den gesuchten Schnittpunkt (xO; qo) durch einen 
Anlauf, also (a0;  yo) durch einen Urnlauf erreichen kann. Nur daun, wenn 
in ($0, qo) aine Rcrührung hoherer Ordnung oder in  (xO; yO) ein supplementarer 
Schnitt eintritt, ist das Verfahren unzureichend, aber auch iiberflüssig. 

1st n gerade, so kann hochstens e i n  indifferenter Umlauf vorkommen. 
B e t r a c h t u n g  d e r  1' o r m  

11) xn- x - c = O (n  ungerade). 
Wir zcrfàllen dieselbe in  

y = x n = i p  und y = c + x = v ,  

daun stellt y = cp dieselbe Parabel wie früher dar ,  wahrend die Gerade 

y = jetzt auf der negativen Abscissenachse und positiven Ordinatenachse 

d P die gegebene Strecke c abschneidet (Fig. 14 u. 15). Weil - = nxn-l und 
d x  

3= 1 immer positiv is t ,  so kommen hier n u r  Anlliufe vor. 
d x 

Die Stclle, wo für ein gewisses c > O 

wird, also Bertihrung stattfindet, ist  bestimmt durch 

1 ,  1 

das heisst 

und das betreffendo c ,  welches diosen Pal1 veranlasst, ist 
n -- 

13) c = (a- l ) n  
Dcmentsprechend wird die ~ i s c r i m i n a n t e  der trinomischen Gleichung II) 

14) A = lz~lp- l  - (n-  1 )" -1 ,  

und wir haben für: 

n -- 
Insbesondere ist der Anfangswerth x,= O zullssig, so lange c < (n+ l )n  "-1 

oder c > 1; liegt aber c zwischen diesen Grenzen, BO übersehe man den indifferenten 
Umlauf nicht, der den Schnittpunkt (x" yo) moglicherweise sehr eng umschliessen 
kann. Eiu stets passender Anfangswerth ist die Abscisse des kritischen Punktes 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



336 Ueber die Auflijsung der Gleichungen vom fünften Grade. 
-- - -- - P 

A > O einen reellen Schnittpunkt (Fig. 14), 

A < O drei reelle Schnittpunkte (Fig. 15). 

Die Schnittpunktsabscisse des Punktes a, welche positiv ist, wird unter 
allen Umstiinden durch einen Anlauf erreicht, der etwa im Coordiuaten- 
anfang beginnt (xo = O), und er ist durch die aus den Gleichungen 

bestimmt. 
Durch dieselbc Kettenwurzel ergiebt sich auch die (negative) Abscisse 

des Schnittpunktes P. Der Anlauf beginnt auf 9 und zwar entweder 
zwischen den Punkten und y oder auch unterhalb des Punktes P. Im 

1 

ersten Fa11 kann man ohngef'ahr xo = - ( i ) n ~ w ~ l e n ,  im zweiten ro = -1, 

weil die negativen Wurzeln der Gleichuiig II) sicher e c h t e  Hrüche sind. 
Der dritte Schnittpunkt y wird durch einen Anlauf erreicht, der auf cp 

beginnt,  daher ist seine Abscisse durch die inverse Kettenentwickelung 
(Kettenpotenz) 

16) xk = [ ? p - l ( P ~ O ] ( k )  
bestimmt,. 

Als Anfangsabscisse wiihlt man hier zo .-y O oder x, = - c oder auch, 

1 - 
falls man rwiscben und y begionen will, xo = - (--) n' '. 

1st A  = O, so andert sich in der Rechnung nichta wesentliches. 
Die Abscisse von a wird nach wie vor mittelst der Kettenwurzel 15) be- 
stimmt; fiir die Abscisse von P resp. y sind beide Entwickelungen 

und 

gleichzeitig convergent und liefern den bereits bekannten Werth. 
Z a h l e n b e i s p i e l e :  (12 = 5) x5- Z - c = ~ .  

Die Coordinaten des Rerührungspunktes sind 

wobei c = 0,634 992 2; 

für  die Discriminante findet man 

A = 5 5 ~ ' - 4 ~ = 3 1 2 6 ~ ~ -  256. 
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a,,) Sei c = 10; A > 0, d a m  ergeben sich die Coordinaten der Brech- 
punkte des auf der Geraden beginnenden Anlaufes aus folgender Tabelle: 

Die einzige reelle Wurzel der Gleichung 

2 5 - x - 1 0 = 0  
iut also 

x = 1 ,633  588  9 
dnd der Pehler betriigt 

d =  y,-y, =+ 0 , 0 0 0 0 0 0 0 ,  

das heisst, er k6nnte erst in der achten Decimale constatirt werden. 
ru) Sei c = 0,2; A < 0, dann sind drei Schnittpunkte vorhanden. 

Für den Schnittpunkt a ,  dessen Abscisse stets positiv und > 1 ist ,  setze 
man x, = 1, dann ergeben sich die Coordinaten der tibrigen Brechpunkte 
wie folgt: ~- 

Die positive reelle Wurzel der Gleichung 

d - x - 0 , 2 = 0 ,  
ist also 

2 ' 2  1,044 761  6 
und der Fehler betriigt 

13 = y, - y, = - 0,000 0 0 0  2. 

,6) Filr den Schnittpunkt 8,  dessen Abscisse negativ ist, ergiebt sich, 
falls mit x, = - 1 bagonnen wird: 

Zeitachrift f Mathernatik u.Pliyeik. 39. Jahrg. 1994 ii. Heft. 2 2 
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y) F ü r  den Schnittpunkt y, dessen Abscisse ebenfalls negativ k t ,  er- 
giebt sich, fa119 mit x, = 0 begonnen wird: 

x, = - 1,000 1 y, = - 0,800 

X, = - 0,956 

x2 = - O, 9 4 5  7 

X, = - 0,942 9 
x,, = - 0,942 32 
x, = - 0,942 145 
xc = - 0,942 101 
X, = - 0,942 0 9 0  7 

x, = - 0,942 087 8 
X, = - 0,942 087 1 

x,, = - 0,942 086  Y 

~ 5 - ~ - 0 , 2 - 0  
sind demnach 

x"= - 0,942 086 9 und z"'= - 0,20ii 3 2 2  6. 

y, = - 0,756 

y2 = - 0,745 7 
y3 = - 0,742 9 
?/, = - 0,742 32 
y, = - 0,742 1 4 5  

2/, = - 0,742 IO1 

y, = - 0,742 090 7 
y, = - 0,742 087 8 ' 
y, = - 0,742 087  1 
y," = - 0,742 056 9 

x', = - 0,000 

X, = - 0,200 
x, = - 0,200 3 2  

z, = - 0,200 322 5, 

3. Ueber die Steigerung der Convergenz. 

Die Betrachtung der geometrischen Bilder für  die Kettenfunctionen 
zeigt, dass der Schnittpunkt der Curven bisweilen erst nach Ueberschreitung 
einer erheblich grossen Amahl  von Brechpunkten mit brauchbarer An- 
nkherung erreicht wird. Das Extrem einer ungenügenden Convergenz ist 
beispielsweive ein indifferenter Umlauf, aber auch bei Anliiufen kann dio 
Convergenz selir zu w h s c h e n  übrig lassen. Im Allgemeinen ist das Vor- 
dringen zum Schnittpunkt ein asymptotisches, das heisst, die Laufe sind 
unendlich oft gebrochen; immerhin kann man bei passender Fortschreitungs- 
richtung dem Schnittpunkte oft nach wenigen einzelnen Zügen betriichtlich 

a = y$- y,, = - 0,000 000 2. 

y,) = - 0,000 

y, = - 0,000 3 2  

y2 = - 0,000 322  56 
y, = - 0,000 322  5, 

d'= y, - y, = - 0,000 O00 O,. 
Die negativen Wurzeln der Gleichung 
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uahe kommen. Diese E'ortschreitungsrichtunp ist durch das Coordinaten- 
system bedingt und kann durch Drehung desselben abgeandert werden. 

Drehen wir die positive Abscissenachse OX entweder im positiven 
Sinn (Fig. 16 u. 18) oder auch im negativen Sinn (Fig. 17 u. 19) um den 
Winkel a, bis sie in die Lage 0 1i kommt, so gelten folgende Trans- 
formationsgleichungen : 

x=uCoSLY, y = u s i v a f f  + v ,  
das heisst : 

17) 
wobei 

AU Stelle der Curvengleichungen y = <p (x) und y =-- .S (x) treten die 
anderen 

P r =  cp(x)- &Ix=O(x) und v=.ilr(~)-~x=Y[x), 

und hier kann &I so gewahlt werden, dass die Convergenz erheblich steigt. 
In der That giebt es ein g ,  fü r  welches der in  (xo, go) auf + beginnende 
Lsuf den Sohnittpunkt (z', y') sofort erreicht, namlicli: 

aber dieser Werth ist von vornherein ebenso wenig bekannt, als die Schnitt- 
piinktscoordinaten selbst. Man muss sich also zunlchst damit begnügcn, 
einen ohngefahr passenden Werth f i r  Q auszuwahlen; zur genauen Be- 
stimrnung von x' dient die Kettenfunction. 

Die Curven v = 0 und v =Y konnen von Neuem auf ein rechtwinkliges 
System bezogen werden, so dass unsere frtiheren Betrachtungen ohne Weiteres 
Geltung behalten. Weun fur den Schnittpunkt der Curven 11> und gi die 
Gleichung 

4 

erftillt ist, so waren die Umlaufe in der Nahe des Schuittpunktes beinahe 
indifferent. Dieselbe Redingung für  die Curven 0 und Y (auf rechtwinklige 
Coordinaten bezogen) lautet: 

b) 
a 0  d'l' - + - = O ,  
dx d a  

das heisst 

Die Bedingungen a) und b) widersprechen sich also, das heisst : 
Werden die Umllufe in der Nahe des Schnittpunktes der 

Curven <p und 9 indifferent, so werden sie es sicher n i c h t  fur 
die Curven 0 und Y. 

Weiter iiberzeuge man sich am geometrischen Bilde, sowie an den friiher 
aufgestellten analytischen Kriterien, dass man in dem disponiblen ein Mittel 

d @  d Y  
besitzt, das Vorzeichen von - und - fiir ein bestimmtes x zu reguliren, 

d x d x 
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das heisst: Man kann der Abscissenachse imnier eine solche Lage ertheilen, 
dass nach Belieben ein Anlauf oder ein Umlauf erscheint. Ebenso sei be- 
merkt, dass man das Vorzeichen von A' (vergl. Abschnitt 2) in der Hand 
hat ,  das heisst: Man kann bcwirken, dass der Umlauf sich nach Belieben rechts 
oder links d reh t ,  oder anders gesagt: Man kann vorschreiben, auf welcher 
Corve der Lauf beginnen soll; und das ist  für  das Folgende sehr wichtig. 

Hingegen ist g ohne Einfluss auf die Bedingung 

d @  d'i' 
- = O, 

dx d z  

denn selbstverstindlich kann die Coordinaten-Transformation an etwa ein- 
tretender Berilhrung der Curven nichts k d e r n .  - So lange aber Berührung 
nicht statt  ha t ,  existiren im Schnittpunkte zwei getrennte Tangenten an 
beide ' Curven , und es  mag dem geneigten Leser Bberlassen bleiben , sich 
darüber zu orientiren, wie die Lage der Abscissenachse zu wahlen ist, 
damit der eine oder der andere der soeben erwahnten Falle eintritt. 

Dagegcn müssen wir eine andcrc Angclcgenheit noch erortern. Die 
Darstelliiug der Kettenfunction verlangt, dass rnindestens eine der Functionen 
4, oder Y invers angeschrieben werden kanii. Dies ist  aber nur moglich, 
wenn eine der Functionen <p oder linear, hochstens quadratisch ist; in 
alleu anderen Fallen wiirde die Rechnung weitlaufig, meistens sogar un- 
ausführbar. Wir  setzen daher von jetzt ab voraus, dass 

q = a x + b ,  
mithin v = ' i ' ( x ) = ( a - p ) x + b ,  

das heisst V - b  x=- = Y-' (v). 
a - e  

Uebrigens führt das keine Einschrankung herbei, weil die zu losende 
Gleichung < p ( x ) - a x -  b = 0  

so allgemein bleibt, wie die Function IJI selbst. 
Indem nun auf die Umkehrbarkeit von 0 verzichtet wird, muss der 

Anfangspunkt des convergirenden Laufes stets au€. die Curve cp verlegt 
werdec, n i c h t  auf die Gerade 9. Der Lauf geht dann unter schiefer 
Abscissenricbtung nach I/I, von da in (verticalor) Ordinatcnrichtung wicdcr 
nach <p u. S. f. - Man vergl. Pig. 16 und 18 und ersetze in selbigen durch 
eine Gerade. 

Die convcrgente Kettenfunction ist jetzt ausschliesslich definirt durch 

V - b  x=- = Y - ' ( v ) ,  v =  cp(x)-px=Q>(x) ,  

das heisst 
a -  e 

Statt der Abscissenachse k h n t e  auch die Ordinatenachse gedreht werden; 
doch kommt das nur auf eine Verhuschung der Rollen von cp und I/J mit 

0 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. W. REYMANN. 341 
___l__^-XYYIX_^XYYC_ p--.yyyWWYVWW-MMylYI, 

cp-l resp. 9 - 1  hinaus. I3eide Achsen zii drehen ist ebenso überflüssig a]s 

in der Rechnung undurchftihrbar. 
Z a h l e n b e i s p i e l :  x ~ + x - 1 = 0 .  

Wir zerlegten bereits i n  Abschnitt 2 diese Gleichung in 

2/=iz5=(P1 y = l - x - q ,  

und sahen, dass die Kettenwurzel xk = [ c p - l ~  x ~ ] ( ~ )  flir a, = 0 einem vdl ig  
indiEerenten, für x,, = 0,5 einem sehr schwach convergirenden Umlaufe ent- 
sprach. Transformiren wir daher obige Curvengleichungen mittelst 

so entsteht 1 - v  v = z " p x = O ( x )  und x=---=Y'-'(v). 
l + P  

Als Anfangsabscisse wiihlen wir auf Grund der früheren Angabe 
x,= 0,75; das ist also ein Wer th ,  welcher sich sehr bald bei der gewohn- 
lichen Kettenentwickelung einstellt, dessen Verbeçoerung auf sieben geltende 
Decimalen aber nur  langsam von statten geht. Da der Punkt ( x ~ ;  y,) den 
gevuchten Schnittpnnkt (z; y) immerhin naho liegt, so drehen wir die 
Abscissenachse zweckm&ssig parallel der Tangente", welche im Punkte 
(x,; y,) an die Curve cp gelegt wird und erhalten 

( 2 )  = 5 ~ ~ ~ - 1 , 6 ,  
dns heisst .z = Io  

Die Tabelle zur Berechnucg der genaueren Schnittpunktscoordinaten 
ist hiernach : - -- 

x5+x-1=0 
kt, wie früher angegeben, 

x = 0,764 877 7. 

Bisweilen wird Q erst nach Anwendiing einer geeigneten Substitution 
linear. Nehmen wir als Beispiel die allgemeine trinomioohe Gleiühung: 

* M m  wird jetzt auch die Ursache der schnellen Convergenz in den Beispielen 
auf Seite 330 und 338 erkennen. 
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in welcher n. und p g a n  z e p o s i t i v e  Zablen bezeicbnen , die zu einander 
relativ prim seien. Dieselbe lfisst sich mittelst 

1 n - - 
Z =  an-Px und b = an-pc 

auf vier Normalformen reduciren und zwar, wenn n und p gleichzeitig 
u n g e r a d e  sind, auf x n + x P - c = O ,  

und,  wenn n. g e r a d e ,  p u n g e r a d e  ist,  auf 

wobei c irnmer p o s i  t i v  ist. Vergl. die analoge Darsteliung für p = 1 
(Abschnitt 2). Der Fa11 eines geraden p la& sich v6llig ausschliessen 

1 

c P 
durch die Substitution x = -, weil vermoge derselben n - p  an Stelle 

u 
von p tr i t t ,  und etwaige Abweichungen betreffs der Vorzcichon lassen sich 
durch die Vertauschung von x mit -s vermeiden. Die Untersuchung hat 
sich daher mit den Parabeln 

y 3 an und resp. y = c - X P  oder y = c  + zp oder y = xP - c 

zu beschiiftigen. 
Ini Falle ungenügender Convergenz setze man xP = 6 ,  dann treteu 

statt  obiger Curven die folgenden auf: 

yp  = tn und resp. y = c  - oder y = c + ij oder y = 8 - c. 

Xan erreicbt hiermit, mie verlangt, dass irnmer die eine der Curven, 
n 

narnlich q,  eine Gerade vorstellt. Was die Parabel y = &$ anlangt, so 

überzeugt man sich, dass sie sich in  der ausseren Erscheinung von einer 
Parabel y = 2'' nur dadurch unterscheidet, dass sie'weniger ateil ansteigt 
als letztere. Man kann daher die Curvenbilder in  Figur 8 -15 zu einer 
ersten Orientirung benutzen. Etwas anders würden die Betrachtungen, 
wenn wir für  p geradc Zahlen zulassen wollten. Die Parabel verliuft 
dann nur auf e i n e r  Seite der Ordinatenachse und besitzt ini Coordinaten- 
anfttng eine Spitee. 

Fügen wir noch hinzu, dass die logarithmischen Gleichungen 

loga + azp f b = O ,  
resp. v + a e p v +  b = O  ( e = b u s Z o g . n a t )  
stets in die Normalformen 

logx  2 m x = 0  Oder auch l o g x + x +  c=0  

transformirt werden konnen und sich dann unseren Betrachtungen gut 
anpassen (Fig. 5). 
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Als Uebungsbeispiel sei auf die Glcichiingen 

hingewiesen, welche in Abschnitt 2 zur Bestimmung der indifferenten Um- 
liiufe dienten. Nachdem hier qn = q i  gesetzt is t ,  kann die Drehung der 
Abscissenachse leicht vorgenommen werden, und dann ergiebt sich x weit 
schneller a h  in der auf Seite 332 mitgetheilten Tabelle. 

4, Die Formel  von Newton. - Differenzengleichnngen. 

Nachdem wir uns im vorigen Abschnitte dahin verstàndigt hatten, dass 
y = I/J als beliebige Gerade eingeftihrt werde, gehen wir jetzt noch einen 
Schritt weiter und setzen $ = O. Wir betrachten also die Schnitte der 
Curve y = cp mit der X- Achse, das heisst, wir suchen die reellen Wurzeln 
der Gleichung cp = 0. 

In diesem Falle ergiebt eine Drehung der X- Achse um a Folgendes: 

v x = -  - v = c p ( x ) - p z  ( Q = @ c Y ) ,  
e 

und man kann nun die Abscissenrichtnng nach und nach zweckm~ssig ah- 
anderu, so namlich, dass sie mit der Richtung der Tangenten übereinstimmt, 
welche in den aufeinander folgenden Brechpunkten an cp gezogen werden 
(Fig. 20). Uezeichnen x k  und x k  + 1 zwei sich folgende Abscissen des 
Aulaufes an c p ,  vk und u k  + die zugehtirigen Ordinateil, so ist 

oder 

wa cp' die Ableitung von cp nach x bedeutet. 
Hiermit gelangen wir zur N e w  t O n'schcn N%herungsformel, die cben 

nichts anderes als eine Kettenentwickelung definirt. Nun konnte es scheinen, 
a19 oh uuser friiherer Kettenansatz ein erster und unvollkommener Scliritt 
zu einer Naherungsmethode sei, welche schliesslich einer Verbesserung 
fahig wird und auf die von N e w  t o n  hinauslauft. Aber man da,rf nicht 
verkennen, dass eine einfache Kettenfunction - und nur solche sind gc- 
meint - an sich ein so elementares Gebilde darstellt, dass dieses einer 
analytischon wie geometrischen Betrachtung wohl werth ist. Uebrigens 
zeigt sich in  der Analysis, z. 13. bei der elementaren Berechnung von n, 
dass man auf einfache Kettenfunctionen, selbst wenn sie schwach con- 
vergiren, keinesfalls verzichteu kann. 

In der Theorie der Differenzengleichungen, die wir nur ganz beilaiifig 
streifen wollen , wird die Kettenfunction : 
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XU = f (u) (x") , xo = const. 

betreffs ihrer Abhhgigkei t  von zc stiidirt resp. als Integral der Gleichiing 

angesehen. Dort werden im Allgemeincn dem TL nicht mehr ganz positive 
Zahlwerthe beigelegt, und es erwachst die Aufgabe, die letzte Gleichung 
durch solche Funetionen xn integriren, welche filr jedes zl Geltung haben. 
Gelingt e s ,  eine solche Fiinction in endlicher Form ausfindig zu rnachen, 
so ist diese ftir ganze positive u  nach gehoriger Bestimmung der periodischen 
Constanten zugleich ein endlicher (geschlossener) Ausdrnck für die unend- 
liche Eettenentwickelung. 

Ein Beispicl hicrzu bildet die Diffcrenxenglcichung 

~ ~ $ 1 = ~ + x u ,  
welcher augenscheinlich 

genügt. Die Indices (l), ( 2 ) ,  . . . (u)  zeigen die Anzahl der vorhandenen 
Wiirzelzeichen a n ,  und man wolle bemerken, dass hier von einer Abanderung 
der Kettenfunction (Versthkung der Convergenz) nicht die Rede sein kann. 
Die Form ist c h a r  a k  t e r i s t i s c h. Andererseits genügt obiger Gleichung 
auch, wie leicht zu prlifen , 

x, = 2 cos (k  . 2  - =) , k = period. Const. 

Setzt man den Werth von z, fest,  xo= 0,  so muss sich die periodische 
Constante k so ausmitteln lassen, dass die beiden fü r  x, gewonnenen 
Functionen coincidircn. F u r  u = 1 ergiebt sich 

das heisst 

Wir gelangen mithin zu der bekannten Formel: 

x u = i J 8 + 1 J 2 + y B = 2 m ( n . ~ - [ u + ~ ~  1. 
(1) (2) U) 

TG VZ Hierbei is t  über TC nur so vie1 vorausgesetzt, dass cos - = - 3 das 
4 2 

heisst, dass n der halbe Umfang eines Kreises vom Radius 1 ist. Will 
man n; numerisch feststellen, EO bilde man 
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Der letzte Ausdruck geht fiir 2- (U + 2)  = 8 tiber iu 

sin. nô 
6 

und nahert sich mit abnehmenden 5 der Zahl n. Ein solches 8 stellt sich 
aber ein, wcnn u hinreichcnd gross angenommen wird , und es ist belrannt, 
dasv man beispielsweise für  zc = 10, wo die Kettenentwickelung links den 
halben Urnfang des regelmassigen 2"+2= 40% -Ecks vorstellt, das einern 
Kreise mit dem Radius 1 inschrieben is t ,  den Werth von n bis auf sielien 
Decimalen genau erhiilt. 

Was die Kottenwiirzcl fur x, anlangt, so entspricht ihr ein convergenter 
Anlauf zwischen einer Geraden 

y = 2 + x  

und dern positiven Zweig einer Parabel 

x = + fi (x, = O) (Pig. 21). 
Die betreffende Kettenwurzel convergirt gegen den Werth 2 ,  das heisst, 

sie liefert. die positive Wurzel der quadratischen Gleichung 

x 2 - x - 2 = 0 .  
Die audere Wurzel konnte durch einen links drehenden convergenten 

Urnlauf erhalten werden , dem die Kettenwurzel 

entspricht ; letztere convergirt gegen den Werth - 1 , kommt aber jetxt 
nicht in Betracht." 

Die dem Sinus entsprechende Kettenwurxel 

wird geometrisch veranschaulicht durch einen convergenten Anlauf zwischen 
eiriem Kreis y = + 1 / 4 - z "  

und einer Parabel 
z = + V 2 y ,  (x, = 1/2) (Fig. 22). 

Die Kettenentwickelung convergirt nach Nul1 (Scheitel der Parabel), 
und die mit 2 U f  multiplicirlen Abscissenwerthe nahern sich ffir zu- 
nehmende zc, (zc = O, 1, 2, . . .) der Zahl n. . 

Die betreffende Kettenwurzel geht aus der Gleichung 

x 4 - 3 x 2 = 0  
hervor und stellt speciell die Doppell6snng x = O  dar. Aber auch die 
anderen Losmgen gelangen zur Darstdlung, niimlich durch: 

* Allgemeiner ist  f ü r  c z A(A  + l), unter L eine positive Zahl > 1 verstanden, 

I ' ,+V,+I/==A+I und VC-I/C-~/C-...=Â . Oben war A=I;  c = 2 .  
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z = - t i / =  y=-1/4-z2,  x o = $ . ~ ~  
das heisst -- -- -- 

und dieser Kettenwurzel entsprechen mit Rücksicht anf das doppelte Vor- 
zeichen zwei Umlaufe (Fig. 22). 

5. Quadrinomische Gleichungen. 

E s  kommt hier auf eine m6glichst zweckmissige Spaltung der vor- 
gelegten Gleichung i n  zwei Curvengleichungen 

y = c p ( x )  ")und y = v ( x )  
an. Wir  gehen daher am besten von letzteren ans ,  um rückwarts die zu 
losende Gleichung zu formiren und machen folgende Annahmen. 

A. Es sei 

.) 1 xn=. + y 

y Z =  b + x  
das heisst 

11  
p )  (en - - x - b = 0. 

Diere Gleichung ist so allgemein, wie 

7) x Z n - ( ~ x " - p x - y = O ,  

weil der Coefficient von x durch eine einfache Transformation in 1 verwandelt 
werden kann. Durch dos definirende Gleichungssystem a) ist nur ein bcstimrnter 
Fa11 lierausgegriffen. Bei einer erschopfenden Behandlung müssten (ihnlicli 
wie bei den trinomischen Gleichungen) die verschiedenen Vorzeichenwechsel, 
welche in obigen Gleichungen m6glich ~ i n d ,  unterschieden werden. 

Z a h l e n b e i s p i e l :  rn = 2. 
Aus ~ ~ - 1 6 ~ ~ + 8 z + 2 4 =  O 

entsteht fiir z=- 22: 
x 4 - 4 2 2 - Z +  1 ,5 = 0, 

das hcisst (xZ- 2 )8  = x + 2 , 5  = ya, 
oder 

(Fig. 23). 
y" z2,5 + z 

Die tabellarische Kettenentwickelung hierzu findet man am Schluss. 
B. E s  sei xn= a + y 

{ Y = ( b  + zI2 
das heisst 

1. 
p )  x " - x a - 2 b z - a - b Z = O .  

Diese Gleichung ist so allgemein wie 

y) ~ ~ - l r z ~ - , ! I x - ~ = 0 .  
Z a h l e u b e i s p i e l :  n = 5. 
A us 25-zZ- 2 x +  1 = O  

folgt 
s5 + 2 = (z + l)? = y (Fig. 24). 
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C. Es sei an= a + y  

Aus 
folgt 

das heisst 

cder 

das heisst p)  x ( ~ ç " -  a;'- b x  - 1 = O .  
Diese Gleichung ist so allgemein, wie 

y )  I ç z n  t l - ( ~ l ~ n i I - P z -  y = 0. 
Z a h l e n b e i s p i e l :  w --; 2. 

x5-8n3+15x- 1 = O  
X ( X ~ - ~ ) ~ = Z +  1, 

1 
(x2 - 4)2 = 1 + - = y2, 

x 2 = 4  + y 
1 1 :Kg, 25). 

y2= 1 +; 
)Ilen damit abxhliessen, dasa wir fiir die drei letzten Zahlen- 

beispiele die Curvenbilder geben und die Kettenfunctionen explicita be- 
rechnen. Die jeweiligen Anfangswerthe z, der Laufe entuehmen wir der 

.Anschauung. Betrachtct man die obigen quadrinomischen Gleichungen 
ganz im Allgemeinen, so lassen sich immer bestimmte Grenzen angeben, 
zwischen welchen diese Anfangswerthe liegen. Eine solche Untersuchmg 
müaste die verschiedeilen Falle herausgreifen, in denen die Curven rp und 

zur Berührung kommen oder supplementare Schuitte liefern. Sie er- 
fordert also einti genauere Discussion der Coordinaten der kritischen Punkte 
sowie der Discriminante A und der Form A'. Hierdurch kanu aber das 
Aufl6sungsproblem der algebraischen Gleichungen durch Kettenfunctionen 
an theoretischem Interesse nur gewinnen. 

Tabellcn der  Keltenfiinetionswertlie. 
A. A u f l 6 s u u g  v o n  x 4 - 4 2 - . z : +  1,5 = 0. 

Coordinaten des Aiilaufes für Punkt or (Fig. 23): 

2, = 0,000 / y0=1,5Y1 

X~ - 1,892 
X, = 2,025 
X, = 2,03 1 54 
X, = 2,031 938 
x, z 2,031 933 7 
xti .= 2,031 954 3 

y, = 2,096 
y,= 2,127 
y3 = 2,128 74 
y, = 2,128 835 
y, = 2,128 838 3 

y, = 2,128 838 5 
Pebler : 8 = y5 - y,: = - 0,000 000 2.* 

* Der Pehler bezieht sich nach dem Früheren auf die Gleichung q ( x ) - @ ( x )  = 0. 
Pür die Glcicliung q 2 ( x )  -1$2(x) = O  ist er dagcgen ~ b - i  - xt. 
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348 Ueber die Auflosung der Gleichungen vom fünften Grade. 
U _ Y _ _ _ _ _ _ ^ ^ _ M U _ _ ^ ^ ^ Y M Y _ ~ _ Z  

Coordinaten des rechts drehenden Umlaufes ftir Punkt  P :  

Coordinaten des links drehenden Umlaufes ftir Punkt  y:  

X, = 0,000 

X, = 0,647 

x, = 0,476 

x, = 0,525 

x4 = 0,511 

x6 = 0,514 8 

x, = 0,513 5 

x, = 0,513 81 

x, = 0,513 781 

x, = 0,513 782 O 

x,, = 0,513 785 1 

x , ~  = 0,513 784 4 

y, = - 1,581 
j, = - 1,774 

yB = - 1,725 

y, = - 1,739 

y4 = - 1,735 

y, = - 1,736 3 

y, = - 1,736 O 

y, = - 1,736 03 

YR ' - 1,736 028 

y, = - 1,736 024 8 

y,, = - 1,736 025 6 

yIl = - 1,730 025 6 

Fetiler : 6' = y,, - y,, = 0,000 000 0. 
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Von Dr. W. HEYMANN. 
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349 
--. 

Coordinaten des Anlaufes ftir Punkt  6 :  

~ = - ~ P + ~ = - c p - l I  y = -  Je,a+x=-w 

y, = - 1,581 

y, = - 1,361 
yi = - 1,304 

Y3 = - 1,291 
y, = - 1 $?87 6 
y, = - 1,286 9 
y, = - 1,286 66 
y, = - 1,286 659 

Ys = - 1,280 622 
y, = -- 1,286 617 

Yio= - 1,286 615 2 
y,, = - 1,286 615 O 

Fehler ; dJ=  y,, -y,, = 0,000 000 2. 

Sonech sind dio Wiirzeln dor Glcichung 

m i t  einer Genauigkeit bis an die siebente Decimale bestimmt zu 

2 = 2,031 954 3 x"' = - 1,701 117 9 

eV= 0,513 784 4 - 0,844 6 2 1  O 

x'+ x"= 2,545 738 7 x"'+ z'F= - 2,543 738 9 
das heisst 

2' + x"+ x'"+ x'V = 0,000 000. 

Man bemerke, dass siimmtliche Losungen in dem Typus 

enthalten sind, wenn die Vorzeichen in festgesetzter Weise wechseln. Die 
Gleichung vierten Grades kann also durch wiederholtes Aufschlagen einer 
einfachen Q u a d r a t w u r z e l - T a f e l  g e l k t  werden. 

Um Einwanden zu begegnen, die sich etwa gegen den Umfang und 
praktischen Werth obiger Tabellen richten , sei Folgendes hervorgehoben : 
Die Genauigkeit der Coordinatenwerthe ist nach und nach zu steigern; man 
kann sich anfànglich mit einer Decimale, d a m  mit xweien u. S. f. begntigen. 
Sollte einmal die neu hinzukommende Stelle durch ein Versehen fehlerhaft 
sein, so wird dennoch ein richtiges Schlussresultat erzielt. Dieses schein- 
Lare Paradoxon erklart sich augenblicklich durch das Wesen der An-  und 
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350 Ueber die Auflosung der Gleichungen vorn fünften Grade. 

Umliufe, die eben an den verschiedensten Stellen begonuen werden konneri 
und trotzdern nach dern Schnittpunkt convergiren. 

Wem die Anzahl der Operationen (Quadratwurzeln) su gross crscheint, 
dem bleibt allerdings nichts anderes iibrig, als die Convergeno durch 
Achsendrehung zu steigern (Abschnitt 3) oder von der N e w  t on'schen Formel 
Gebrauch zu machen (Abschnitt 4). Indessen wolle man nicht verkennen, 
dass die Gleichung s 2 n  - - - Y = O ,  

nach N e w  t O n 's  Methode, also durch 

gelost, für jeden neuen Naherungswerth eiu fünfmaliges Aufschlagen der 
Tafeln erfordert, weil vier Potenzen und ein Quotient zu ermitteln kt .  
Vier Naherungswerthe auE diese Weise berechnet dürften also nicht weniger 
Mühe machen, als die Restimmung von zwanzig Coordinaten in den vorhin 
mitgetheilten Tabellen. 

B. A u f l o s u n g  v o n  x 5 - x L - 2 ~  + 1 =o. 
Coordinaten des Anlaufes fiir Punkt  a (Fig. 24): 

x', = 1,000 

x, = 1,149 

x, 2 1,212 

x3 3 1,234 

x, 3 1,246 

x, 1,249 

e, 1,231 

x, 1,251 12 

2, 1,251 29 

s, 1,251 35 

x,, + 1 ,'%l 372 9 

x,, 1,251 383 O 

xI2 + 1,251 386 7 

x,,+ 1,251 387 9 

SI.,\ 1,251 387 9 

Fshl0~: 6 = y 13 
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Fehler: d = y, - 2/5 = - 0,000 000 1. 
Sonach sind die drei reellen Wurzeln der Gleichung 

Von Dr. W. HEYMANN. 35 1 
-̂ ^C_Î XYÎ -YI-IIY -̂---- ----,.---^-.--------n -.- 

Coordinaten des Anlaufes für Punkt  f i :  

x 6 - z a - 2 x + 1  = O  
mit einer Genauigkeit bis a n  die siebente Decimale bestimmt 

- 
Z = - ~ + ~ y  = + - 1  

x, = 0,000 
X, = 0,414 
x, = 0,418 40 
X, = 0,418 740 O 
x4 = 0,418 757 O 
X, = 0,418 758 8 

C. A u f l 6 s u n g  v o n  x5- 8x3+ 152 - 1 = 0. 
Coordinaten des rechts drehenden Umlaufes für  Punkt  <Y 

y = x 5 + 2 = p ,  

y, = 2,000 
yl = 2,012 
y, = 2,012 82 
y, = 2,012 874 O 
ya = 2,012 876 8 
y, = 2,012 876 8 

ZU 

(Fig. 25) : 

Fehler : 6' = y5 - y4 = 0,000 000 0. 

Coordinaten des rechts drehenden Umlaufes für Punkt  y :  
- -- - 
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352 Ueber die Auflosung der Gleichungen vom fünften Grade. 
----,.?.MM-WYIWY ----- -----~^ll__- 

Coordinaten des Anlaufes für Punkt  f l :  

Coordinaten des Anlaufes fiir Punkt  y :  

- 

x, = 2,000 1 y, = - 1,225 

xl = 1,666 
x, = 1,653 8 
x3 = 1,653 27 
X, = 1,653 230 
x5 = 1,653 2.28 O 

x, = 1,653 227 8 

Coordinnten dos links drehenden Umlaufcs für Punkt 6: 

y, - - 1,265 
y2 = - 1,266 7 
y, = - 1,266 83 
y, = - 1,266 537 
y5 = - 1,266 837 5 
y, = - 1,266 837 5 

- 

Fehler : 8' = y, - y, = 0,000 000 0. 

X, = 0,000 

x, = 0,066 66 
x, = 0,066 82 
x3 = 0,066 825 7 
x4 = 0,066 835 7 

y. = - 4,000 

y, = - 3,995 56 
y, = - 3,993 53 
y, = - 3,995 534 3 
y, = - 3,996 534 3 

Fehler : 6' = y4 - y3 = 0,000 000 0. 
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Von Dr. W. BEYMANN. 353 

Coordinaten des Anlaufes für Punkt  E :  

Nachschrift. 

Kurze Zeit nach Abschluss der vorliegonden Abhandlung fand ich in  
H b f f m a n  n 's Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht I l .  Jahrgang S. 68 in dem ,,Bericht iiber die Thatigkeit der 
matheniatisch - naturwissenechaftlichen Section der 34. Versammlung deut- 
scher Philologen und Schulmanner zu Trieru (September 1879), dass R e r r  
Dr. S. G ti n t h e  r dasclbst auf unendliche Radicale aufmerksam gemacht hat. 
In  einem Vortrag ,Eine didaktisch wichtige Auflosung trinomischer Gleich- 
ungenu behandelte er insbesondere die der Rentenrechnung entnornmene 
Gleichuiig qn4-l- ( l + ~ ) q " f  E = O ,  e = r : a  ( l < a < ~ )  

iind gab eine L6snng derselben in Form einer Kcttenwurzel. - Moine Unter- 
suchungen sind von denen des Herrn G ü n t h e r  v d l i g  verschieden, aber 
ich mochte umsomehr auf den erwahnten Vortrag zufmcrksam machen, als 
hier von berufener Seite die d i d a  k t i s  c h e n VorzIige des sehr elementaren 
Verfahrens, welches sich auch in meiner Arbeit findet, gewürdigt werden. 
Was die priricipiellen Mgngel des Verfahreus anlangt , welche vor circa 
14 Jabreii thatsachlich noch bestanden, und die Herr G t in  t h  e r  nicht ver- 
schweigt, so hoffe ich dieselben zum grossten Theil durch die geometrische 
Theorie der An- und Umliiufe beseitigt zu haben. 

Zeitschrift f. Mûtliemutik u. I'hysik. 33. Jahrg. 1894. 6. Heft. 23 

X, = - 2,000 
X, = - 2,169 
x, = - 2,175 8 
X, = - 2,17603 
X, = - 2,176 040 2 
x, = - 2,176040 7 

y, = 0,707 
y, = 0,734 
ys = 0,735 1 
y, = 0,735 15 
y, = 0,735 152 7 
y, = 0,735 152 8 

Fehler : 6' = y5 - y4 = 0,000 000 1. 
Sonach sind die fünf reellen Wurzeln der Gleichung 

25-8x3+ 1 5 2 - 1 = 0  
mit einer Genauigkeit bis a n  die siebente Decimale bestimmt zu 

x'= 2,280 218 9 x'Y = - 1,824 23 1 5 
x"= 1,653 227 8 x V =  - 2,176 040 7 
x"'= 0,066 825 7 

x'+ x"+ x"'= 4,000 272 4 xIY + xV= - 4,000 272 2 
das heisst x'+ x"+ xP"+ xzP+ x V =  0,000 000. 
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I m  Anschluss a n  G ü n  t h e r  hat  &ch Herr  v o n  S c  h a e w e n  die Auf. 
Iüsung obiger Gleichnng mittelst Kettenwurzeln resp. Ketlenpotenxen lie- 
werkstelligt (dieselbe Zeitschrift 11. Jahrgang S.  264). 

Untersucht men die G ü n  t h c r -  S c  h a e w e n'schcn KettcnlCsungen auf 
Grund der früher aufgestellten geometrischen Principien, so wird man 
finden, dass es sich bei ihnen um den Schnitt einer gleichseitigen Hyperbel 
mit einer holieren Parabel y = xn handelt. Kach unserem Verfahren kommt 
hingegen der Schnitt einer Gernden 

z = y  + c  mit y = z n f l  

in Frage,  und dementsprechend würde eine Losung der vorgelegten Gleichung 
durch die Ketten~otenz 

dargestellt sein, wobei zur Abkürzuug 

E 1 

gesetzt wurde. Dass dicse Losung convergirf; und neben den anderen die 
einzig hier in Detracht kommende i s t ,  zeigt das entsprechende Curvenbild. 

Chemni tz ,  Juni 1893. 
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XVIII. 

Integration der allgemeinen partiellen Differential- 
glcichung erster Ordnung. 

Von 

Profcssor Dr. AUGUST WEILER. 

1. Der Verfasser des vorliegenden Aufsatzes ha t  1863 in dem 8. Band 
von S c h l  6 m i  1 c h  's Zeitschrift eine Methode veroffentlicht eur Integration 
der allgemeinen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. F ü r  den Fall, 
dass die partielle Differentialgleichung neben der abhangigen Verlnderlichen 
B nur zwei unabhiingige Veranderliche x und y enthalt, dass es sich also 
um die Integration der Gleichung V J  (2, x ,  y, p i  4) = O  handelt, ist bekannt- 
lich dicsc Aufgabo von L a g r  a n g  e in  unübertrcfflicher Wcise gelost worden. 
Ich hatte mir die von L a g r a n g e  gegebene Losung eum Vorbild genommen, 
und es war mir gclungen, die Integration der allgemeinen partiellen 
Differentialgleictiung mit r. unabhingigen Veranderlichen in ahnlicher Weise 
auszuführen. Neuerdings ist meiner Methode die Berechtigung abgesprochen 
worden. Das hat mich veranlasst, die Entwickelung des Gegenstandes 
historisch und sachlicli nochmals zu verfolgen. 

AIS ich x u  der L6sung der Aufgabe gelangt war ,  wusste ich nicht, 
dass J a c o  b i  schon vorher eine Losung der Aufgabe gegeben und in 
seinen Vorlesungen vorgetragen hatte. Ich habe das erfahren, als ich von 
meinen Resultaten C l e b s  c h Mittheilung machte, welcher damals einer 
Lehrstelle an dem Polytechnikum in Karlsruhe vorstand. C l e  b s e  h hat  
mir sogleich bemerkt, dass die von J a c o  b i  gegebene L6sung eine erheb- 
lich grossere Anzahl von Integrationen erfordere als die meinige. Da die 
letztere auf einer anderen Grundlage beruht als die Jacobi ' sche ,  so war 
das für C l e  b s c  h ein Anlass, zu zeigen, dass man auf der J a c  O b i'schen 
Gruudlage mit derselben Anzahl von Integrationen ausreiche , xu welcher 
meine Methode geführt hat. C l e b s  c h  hat  das i n  dem Journal für reine 
und aiigewandte Mathematik Band 65 vertiffentlicht. 

2. Die Ltisung der in Rede stehenden Aufgabe stützt sich in der Ilaupt- 
sache aiif die Integration eines vollstiindigen Systems partieller Diffcrentinl- 

23 * 
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356 Integration der allgem. partielleu Differentialgleichung erster Ordniing. 
-- \,\, ,.c , --. -~- -. 

glcichiingen, in welchcn die partiellen Differentialquotienten der gesuchten 
Function nur linear vorkommen. Damit sich der Leser von vornberein eine 
Vorstellung davon machen konne, wie sich die von niir gegebene Integrations- 
methode von der J a c  O h i'schen unterscheidet, muss ich auf die Betrachtuiig 
zweier partieller Differentialgleichungen von linearer Form eingehen, welche 
ein vullst~ndiges System bilden. 

Diese Gleichungen seien : 

w d UJ [P dg> 
a,-+ a,-+ a -+ +a,-- = 0 ,  

d x ,  dx, ' d x 3  dx, 

dcp d~ d<p d<p b,--+ b,--+ b, - -+  . .. + b,-- = 0 ,  
dx, d x ,  d  ~3 d x ,  

iu welchen a,, a2 . . . b, , fi,. . . gegebene Functionen der n Verindciliclien 
x,, x, ... x, sind. Jede der Gleichungen für sich genommen, hat bekannt- 
lich ra - 1 Losungcn cp. Das System wird aber ein vollstindigcs genannt, 
wenn die beiden Gleichungen m -2 gemeinsame Losungen haben. Zur 
Abkürzung seien die beiden Gleichungen mit A (9) = O ,  B (p) = O be- 
zeichnet. Um die n - 2 gemeinsamen Losungen <p zu bestimmen, tletzt 
J a  c O b i eine besondere Beschaffenheit des vollstandigen Systems voraus. 
Es is t  bekanntlich schon von P o i s s  O n gezeigt worden, dass es Systemc 
partieller Differentialgleichungen giebt,  welche die folgende Eigenscliaft 
haben: 1st p = cp, eine Losung der Gleichung B (9) = 0, ist also B(g>,) = O 
eine identische Gleichung, so ist  auch cp = A ( q )  eine Losung der Gleichung 
B (q~) = O ,  also anch B [ A  (pl)] = O eine identische Gleichung. J a  c O h i 
hat  aber gezeigt , dass die von P o i s  s o n  nachgemiesene Eigenschaft immer 
dann besteht, Tenu die Gleichung: 

für jedes beliebige cp eine identische ist. Das System der Gleichuugen 1) 
und 2) ist in diesem Falle von C 1 e b s c h ein J s C O  b i 'sches genannt worden. 
Giebt man den beiden Gleichungen, von welchen vorausgesetA sei, dass sie 
ein J a c o  bi'sches System bilden, irgend welche Factoren. welche Functionen 
der VerBnderlichen x l ,  x, . . . z, sind, oder setzt man an deren Stelle zwei 
andere Gleichungen, welche sich als lineare Verbindungen der Gleichungen 1) 
und 2) darstellen, so bilden die ncuen Glcichungen immer noch ein voll- 
st%udiges Systcrn , aber sie h6reu auf, ein J a  c O b i'sches System zu seiu. 
Wenn also ein vollstiindiges System partieller Differentialgleichungen vor- 
liegt, welches die erwghnte Eigenschaft nicht ha t ,  BO verlangt J a c o b i ,  
dass man zwei lineare Verbindungen dieser Gleichungen herstelle , welche 
die erwahnte Eigenschaft besitzen, um dasselbe integriren zu konnen. 

Die von mir gegebene Metliode Lur Integration eines vollstXndigen 
Systems setzt nicht voraus, dass dasselbe ein Jacobi ' sches  sei. Ich integrire 
das vollstCndigo System in jedem anderon Fallc cbenso wie das J acu bi'sclie 
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System. Xeine Methode, das vollst%ndige System zu integriren , beruht 
darauf, dass die von P O i s s o n  nachgewiesene Eigenschaft des Systems auch 
dann vorhanden sein kann, wenn dasselbe nicht ein J a c  O b ilsches ist. 

3. Die unter 1. besprochene Arbeit von C l e b s  c h  berechtigt zu noch 
einer andercn Auffassung. I m  Jahre 1875 hat Herr Professor M a n s  i o n  
seine ,Théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordreU heraus- 
gegeben. Kapitel IV ist überschrieben: ,,bléthode de Clebsch et  de Weilcr 
pour l'intbgration des Gquations linéaires aux dérivées partielles, aux quellcs 
conduit la méthode de Jacobi.' Ich habe zur Zeit dem Herrn M a n  s i o n  
angezeigt, dass das,  mas C l e b s c h  in dem Journal für reine und angewandte 
Mathematik Band 65 über die Integration der allgemeinen partiellen 
Differentialgleichung geschrieben habe, nicht gleichbedeutend sei mit der 
von mir aufgestellten Methode. Daraufhin hat mir Herr  M a n s  i o n  die 
Uerichtiqung seiner Darstellung in einer spnter folgenden zweiten Ausgabe 
seines Werkes in Aussicht gestellt. 

C l e b s c h  hat sich in seiner Besprechung meiner Methode durch seine 
Voreingenommenheit für den grossen Analytiker J a c o b i  zu einer Un- 
gerechtigkeit verleiten lassen. I n  jenem Aufsatz, Journal für reine und 
angewandte Mathematik Band 65, heisst es auf S. 263: ,,Diese Ver- 
einfachung, 'wclchc die Aneahl der erforderlichen Integrationcn verringert, 
und sich bei genauerer Prtifung als eine nattîrliche Fortentwickelung der 
J a c o b  i'schen Methode erweiut, besteht in Polgendern u. S. W.' Auf meine 
Methode zur Integration eines vollstindigen Systems partieller Differential- 
gleichungen ist C 1 e b s c  h in  seiner Besprechung nicht einpegangen, e r  hat 
lediglich die verminderte Anzahl der erforderlichen Integrationen in Betracht 
gezogen. Indem er sag t ,  dass die Jacobi ' sche  Methode mit der gleichcn 
Anzahl Intcgrationen ausrcicha, und dass sich dicse Vereinfachung als eine 
natiirliche Fortentwickelung der Jacobi ' schen  Methode erweise, erweckt 
er in dern Leser die Meinung, dass die von der J a c o b  i 'schen abweichende 
Grundlage meiner Methode etwas Entbehrliches oder Gleichgiltiges sei, 
aas kennen zu lernen sich nicht verlohne. C l e  b s c h  hat nicht erwahnt, 
dass die Verminderung der Anzahl erforderlicher Integrationen auf der 
J ac O b i'schen Gï;ndlage Schwierigkeiten begegnet, welche in  meiner 
Mcthode nicht vorhanden sind. 

In seiner Besprechung hat C 1 e b s c h auch nicht erwahnt, dass meine 
Methode zur Integration der allgemeinen partiellen Differentialgleichung in 
keinerlei Weise der Aufgabe eine Beschrankung auferlegt. Dies pavst freilich 
par nicht in die J a c o  bi'sche Theorie, in welcher neben den n unabhhngigen 
Verduderlichen die abhsngige VerLnderliche als niçht vorhanden angcnommen 
ist. Um die Integration der allgemeinen partiellen Differentialgleichung, in 
wclcher die Anwesenheit der abhhgigen  Vertinderlichen vorausgesetzt ist, zu 
erledigen, ist J a c o b i  zu eiuer Transformation der zu integrirenden Differeut~al- 
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gleichung genothigt, in  deren Folge die abhzngige Veranderliche wegfiillt, 
die Anzahl der unabhangigen Voranderlichen aber um eine weitere s,+i 

vermehrt wird. Wollte man diesu LGsung für den Fall,  dass neben zwei 
unabhangigen Ver%derlichen auch die abhiingige Veranderliche in der nu 
integrirenden Differentialgleichung vorkommt, an die Stelle der von 
L a g r a n g e  für diesen Fa11 gegebenen LGsung setzen, so hatte man etwas 
vie1 weniger Einfaches als vorher, es würde das unbedingt einen Rück- 
schritt der Analysis bedeuten. Schon hieraus ist ersichtlich, dass die 
J a c O b i 'sche eine unvollkommene Methode ist. Die von mir aufgestellte 
Methodo ha t  die Eigenschaft, dass sie für  den Pal1 TZ = 2 unmittelbnr in 
die von L a g r a n g e  gegebene Loaung iibergeht. Ich muss auch erwahnen, 
dass es keine andere Integrationsmethode giebt ,  welche das leistet. 

E'ür alles das scheint C l e b s  c h  kein Verstiindniss gehabt zu haben. 
Die Ungerechtigkeit, deren ich denselben beschddige, liegt darin, dass er 
i n  der Besprechung meiner Integrationsmethode fur dieselbe nur insoweit 
eine Werthschatzung hat te ,  als e r  sie für geeignet hielt, die J a c O b i 'sche 
Theorie zu vervollkommnen. 

4. Es  ist mir damals bemerkt worden, mein Aufsatz vom Jahre 1863 
sei schwer verst%ndlich, insbesondere seien die Begründungen nicht ein- 
gehend erortert. Ich habe daher iii S c h l G m i l c h ' s  Zeitschrift Band XX 
über denselben Gegenstand 1873  einen zweiten Aufsate ver6ffentlicht: 
,,Integratmion der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung von un- 
beschriinkter AllgemeinheitY. Dieser Aufsatz iet theilweise misslungen, 
insofern, als ich in  demselben versucht habe, einige meiner Begründungen 
auf die in anderen Integrationsmothoden gegebenen Hülfsmittel zu stützen. 
I n  diesem I3etreff enthalten die $5 4 und 5 des Aufsatzes I I  Eehlerhaftes. 
I n  dem gleichen Sinne ist der 5 7 des Aufsatzes 1 verfehlt. 

In  den rnathematisühen Annalen Band IX hat H-ierr Professor A. Mayer 
1 8 7 5  diesem Aufsatz II eine Besprechung gewidmet. In  derselben hat im 
Gegcnsatz zu C l e b s  c h  Herr M a  y e r von vornhcrcin den Unterschicd 
zwischen meiner Methode zur Integration eines vollstand'igen Systems 
partieller Differentialgleichungen von linearer Form und der von J a c  O bi 
aufgestellten hervorgehoben. Im 5 1 seines Ueriühtes ist  eine Uarstcllung 
meiner Methode gegeben, durch welche vollstandige Systeme integrirt 
werden, obwohl sie nicht J a C O  b i'sche Systeme sind. Im 5 2 des Berichtes 
werden die simultanen Systeme partieller Differentialgleichungen von linearer 
Form untersucht, zu welchen die Integration der allgemeinen partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung führt. Inhaltlich seines 8 3 geht Herr 
M a y e r  alsdann auf die Integration dieser simultanen Systeme ein, und 
zeigt, dass meine Xethode zur Integration des simultanen Systems in der 
LGsung der allgemeinen Aufgabe zu einfacheren Resultaten ftihrt, als die 
von C 1 e b s c h vervollkommnete J a c O b i'sche Methode. 
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Herr X a y  e r  hat  aber jene simultanen Systeme, zu welchen die 
L6sung der allgemeinen Aufgaba flihrt, nur unter der Beschriinkung i n  
Betracht gezogen, dass die abhangige Verhderliche in der zii inte- 
grirenden partiellen Differentialgleichung nicht vorkomme. Ich muss an- 
nehmen, dass Herr  M a  y e r  geglaubt hat , es sei diese Beschrhkunp un- 
erliisslich. Ich kann nicht anerkennen, dass die in den §§ 2 und 3 seines 
Rerichtes gegcbcno Darstellung des Gegcnstandcs meino Methode Sei. 

Die allgemeinere Auffassung meiuer L6sung betreffend sagt Herr M a y e r  
auf S. 369 seines Berichtes: .Herr Weiler behandelt den allgemeinen 
Fall, wo in der gegebenen partiellen Uifferentialgleichung die unbekannte 
Function selbst auftritt. I n  dieser Allgemeinheit genommen sind aber 
seine Resultatc nicht blos unklar dargcstellt, sondcrn auch gcradczu f t ~ l s c h . ~  
Es ist das ein Irr thum, in welchen Herr M a y e r  vermuthlich nur  darum 
verfallen ist,  weil er unterlassen ha t ,  auf den im 8 3 meines Aufsatzes II 
gegebenen Beweis der Behauptung einzugehen, dass jene simultanen Systeme, 
zu welchen mich die L6sung der allgemeinen Aufgabe geführt hat ,  in  der 
That vollstindige Systeme sind. 

5. Im Hinblick auf die unter 4. erwahnten Miingel meiner Aufs%tze 
war ich genothigt, eine dritte Bearbeitung des Gegenvtandes vorzunehmen. 
Dieselbe ist 1877 in dem Band XXII der Sch16mi lch1schen  Zeitschrift 
crschienen: .Nachtr%ge zu meinen Abhandlungen Iiber Intcgration partiellcr 
Differentialgleichungen erster Ordnungu. In  derselben werden diejenigen 
Begründungen, welche unter 4. von mir als mangelhaft bezeichnet sind, 
berichtigt. Die Resultate meiner Methode erleiden in derselben keine 
Aendernng. 

Auch diesem Aufsatz hat Herr M a y e r  eine Besprechung gewidmet. 
In dem Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik Band 9 (1877) sagt 
Herr M a y e r  auf S. 265 über denselben Folgendes: ,Der Aufsatz bringt 
eine neue von den früheren Miingeln befreite Darstellung der Weiler'schen 
Integrationsmetbode. Auch die - - -. Dass aber die Weiler'sche 
Reduction niçht in alleu Fillen anwendbar ist, wird bei dieser Auseinander- 
setzung der Vortheile der Methode nicht besonders erwahntu. Der Leser 
des Jahrbuchs wird diesem Berichte entnehmen, dass die oben unter 4. be- 
sprochene Allgemeinheit der Integrationsmethode in der neuen Bearbeitung 
weggef'allen sei. Es  ist das aber nicht richtig. Denn ich habe in dem 
Aufsatz III die Allgemeinheit meiner Integrationsmethode aufrecht gehalten. 

6. Die zweite Ausgabe des von Herrn M a n  s i  o n  verfassten Werkes 
,Tbeorie der partiellen Differentialgleichung erster OrdnungY ist 1892 in 
deutscher Uebersetzung erschienen. Dieselbe bringt das , was C l e b s  c h  
in dem Journal für reine und angewandte Nathematik Band 65 tiber diesen 
Gegenstand ver6ffentlicht hat , als Methode von C l e b s  c h  (S. 184 - 190). 
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I n  Betreff des Anderen sagt Herr M a  n s i o n  in einer Anmerkung: ,In 
der ersten fi-anaGsischen Auflage dieses Werkes hatben wir nach Clebs  c h 
die im 5 23 auseinandergesetzte Methode die Weiler'sche genannt, aber 
Weilcr ha t  bemcrkt, dass seine Methode von der in diesem Kapitcl aus- 
einandergesetzten verschieden ist. Die Weiler'sche Xethode wurde von 
N a y  e r  in  den Math. Ann. 1875 Band 9 einer kritischen Untersuchung unter- 
zogen. Es  fehlte uns an Zeit,  um eine Analyse der Arbeiten von Weiler 
su gebenu. Da ich dem Herrn M a n s i o n  mein Bedauern darüber aus- 
drückte, dam er  auf meine Nethode einen so geringen Werth legc, sagt 
Herr M a n s i o n  in seiner Erwiderung vom 22. Mai 1892 unter Anderem 
Folgendes : ,,M. M a y  e r ,  qui a combattu votre méthode, a du la fin 
avouer qu'elle btait irrkprochable; mais il  a accompagni: cet aveu de 
restrictions. J e  n'ai pas voulu citer ces-restrictionsu. 

Da also C l e b s  c h  in der Vergleichung meiner Methode zur Integratioii 
der allgemeinen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit der 
J a c o  b i  'schen den Umstand verschwiegen hat , dass meine Methode die 
Verallgemeinerung der von L a g r a n g e  gegebenen Integration der Gleichung 

+(z, x ,  y ,  p ,  q) = 0 is t ,  was die J a c o b i ' s c h e  Methode nicht is t ,  Herr 
M a y e r  zehn Jahre nachher dicse Thatsache in Abrede zu stellcn für gut 
gefunden ha t  , da  ferner Herr M a n  s i  o n  derselben in seinem neuesten Werke 
die Anerkennung versagt, so halte ich mich für  verpflichtet, meinen 
fruheren Darstellungen der Methode eine neue folgen su lassen. Ich 
werde in den folgenden Erorterungen alle diejenigen Hülfsmittel, welche 
anderen Methoden entlehnt sind, unbcrtihrt lassen, und auf diescm Wcge 
den Beweis führen, dass meine Methode, ebenso wie sie entstanden, un- 
abhangig von anderen Methoden auch leicht verstandlich ist. 

'7. Bevor ich zu dem sachlichen Theile meines Aufsatzes tibergehe, 
rnochte ich mir nicht versagen, dem Vorwort des Herrn M a s e r ,  des 
Herausgebers des l i a  n s i  O n'schen Werkes , einige Zeilen zu widmen. 
In diesem Vorwort wird gesagt: ,,Das M a n s i o n ' s c h e  Buch ist bisher das 
einnige geblieben, welches in  so eingehender Weise die verschiedenen 
Methoden, welche zur Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung vorgoschlagen wurden , historiuch- kritisch belcuchtet , ihro 
Beziehungen zu einander klar legt , ihre Vorziige und Mange1 gegenseitig 
abwagt und jedem Begrtinder dieser Methoden das Verdienst lasst, welches 
ihm zukornmt. Es  ist das einzige Werk dieser Ar t  geblieben, einfach aus 
dem Grunde, weil es seine Aufgabe gleich in vollkommener und un- 
übertrefflicher Weise 16steu. Die grosse und schwierige Unternehmung 
betreffend , bez weifle ich nicht , dass Herr M a n s  i o n  vie1 Mühe aufgeweudet 
hat ,  dieser Aufgabe gerecht zu werden. Ich muss aber gestehen, dass mir, 
den in diesem Aufsotz besprochenen Theil seiner Unternehmung bctreffcnd, 
die Lobeserhebung des Herrn M a s  e r unverstiindlich ist. Herr M a n s  i O n 
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hat eingeraumt, dass e r  unterlassen habe, sich selbst ein Urtheil über meine 
Methode zu bilden, dass e r  sich in diesem Betreff darauf beschrankt habe, 
die Besprechungen und Auslegungen der Herren C l e b s  c h  und Ma y e r  in 
Retracht zu ziehen. 

3 1. Integration des vollstZndigen Systeius particller Difi'eren1,ial- 
gleichuiigen von linearer Foriii. 

8. Es  seien in den partiellen Differentialgleichungen 

d w d v  drp d<p a,--+a,--+a --+ . . - + a , - - = O ,  
d ~ ,  dz, dx, d X, 

d v  d rP dv  d v b,-+ b -+ b,-- + . m . +  b,-=O, 
dx, Qxs,  dx, d xn 

welche zur Bbkifrzunp mit A(q)  = O ,  B ( y )  = O bezeichnet werden , die 
Coefficienten a,, a, ... b,, b, ... gegebene Functionen der lz Veranderlichen 
x , x . . . . Das Syst.em der Gleichungen A ( q )  = O ,  B (rp) = O wird ein 
vollstindiges genannt, wenn dieselben lz - 2 gemeinsame Losungen haben. 
Ich nehme a n ,  diese Eigenschaft sei vorhanden, und merde aus meiner 
Annahme eine weitere Eigenschaft des Systems ableiten. 

Die Gleichung B (y)  = O hat bekanntlich n - 1 Losungen cp = pl, 
cp = pz . . . q = &+i. Die gemeinsamen Losungen der Gleichungen B ( v )  = O 
und A(v) = O sind daher als Functionen von p l ,  pz . . . P,- 1 zu betrachten. 
Betrachtet man die Unbekannte <p als cine Function dieser va - 1 LGsungen, 
so ist die Gleichung B(<p) = O eine identische, die Gleichung A ( 9 )  = O 
aber geht über in die folgende: 

Ich tiieile durch A & ) ,  und habe die Gleichung: 

In die Coefficienten der Gleichung 1') setze ich an die Stelle der Ver- 
anderlichen x,, xy .,. 2,-i die neuen Veranderlichen &, & ... ein. 
Die Veranderliche xn fallt dann aus den Coefficienten von selbst hinaus. 
Dieser Satz folgt ohne Weiteres aus meiner Annahme, dass die beideii 
Gleichungen A(v)  = O und R(cp) = O ein vollstandiges System bilden. 
Wenn bei der Elimination von x:, x, . . . x,-1 nicht auch die Veriinderliche 
x. aus den Coefficienten hinausfiele, so konnte die Gleichung 1') nicht n - 2 
LGsungen haben, welche unabhangig von z, als Functionen der rn - 1 Ver- 
inderlichen & ,  Pz .. . pz- i gegeben sind. 

Wird diese Polgerung nicht als überzeugend angesehen, so muss ich 
freilich den Beweis w eiter ausführen. Gegenüber der Llehauptung , die Ter- 
aiiderliche X. sei in den Coefficienten der Gleichung 1') noch vorhanden, 
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nachdem man die VerBnderlichen x , ,  z, ... x,-1 vermittelst P L ,  pz . . . P n b i  
eliminirt ha t ,  kann ich darauf hinweisen, dass die Gleichung 1') eine 
identische is t ,  nachdcm man irgend cine der in - 2 den Gleichungen 
A(p)  = O  und B ( m )  = O  gemeinsamen Losungen an die Stelle von cp eingesetat 
hat. Die Gleichung 1') wtiide auch dann eine identische sein, wenn sie 
partiel1 nach x, differentiirt wird. Da nach der Voraussetiung <p als Function 
von pi, Pz . . . pn - 1 unabhangig von x, is t ,  so erstreckt sich diese partielle 
JXfferentiation nnr auf die Coefficienten der Glcichung I r ) ,  welche alsdann 

Die neue Gleichung hat  nur  i n  dcm Falle die erwbhntcn vz - 2 Losungen y, 
wenn sie mit der Gleichung 1') identisch ist. Des Letztere ist aber cicht 

d v  moglich, wegen des fehlenden Differentialquotienten-- Es  müssen daher 
Pl 

in  der neuen Gleichung auch die tibrigen Coefficienten gleich Nul1 sein, 
und es folgt aus dieser Forderung, dnss die Coefficienten der Gleichung 1') 
u n a l h h g i g  von x,, sind. 

Eine weitere Eigenschaft des vollvtbndigen Systerns der Gleichungen 
A ( p )  = O und B(m) = O ist nun durch den folgenden Satz ausgedrückt: 
Sind cp = pl und rp = p, Losungen der  Gleichung B(cp) = O ,  so ist der 

Quotient '0 s ine  Fnnct ion der  n - 1 Lbsungen j3,, 8, . . . &-l  und 
A ( P d  

demzufolge selbst e ine Losnng der  Gleichnng B (q )  = 0. 
Urn diesen Satz für die Integration des vollstandigen Systems der zwei 

partiellen Differentialgleichungen forderlicher zu machen, schreibe ich anstatt 
der letzteren die lineare Verbindung der bciden Glcichungcn, welche diirch die 

drp Elimination von '  - entsteht. Die zu integrirenden Gleichungen sind dann: 
d XI 

drp dm drp Dg--+ b:,- + - o .  + h,--=O, 
dx, dz3 tix, 

von welchen die letztere nur ra - 1 nnabhangige Veranderliche hat, Es ist 

rp = x, eine Losung der Glcichung 2). Ich bestimme ,cine zweite LGsung 
p = p, durch die Integration dieser Gleichung, und erhalte alsdann weitere 
Losungen derselben Gleichung in der Borrn : 

Es  versteht sich, dass p, = niciit noch eine neitere Ltisuug der 
A (XII 
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Gleichung B(T)  = 0 is t ,  sondern nur eino Function der voreusgchcnden lz - 1 
Losungen XI,  p z ,  P3 . . . 8.-1. Da nun die IÛ - 1 Losungen der Gleichung 
B ( q )  = 0 bekannt sind, so setxe ich dieselben als neue Veranderliche in  die 
Glcichung A(Y)  = 0 e h .  Die trmsformirte Gleichung 

hat n - 1 unabhtingige Veranderliche. Durch deren Integration crgeben 
sich die verlangten n - 2 Losungen des vollstiindigen Systems. 

Es kann der Fa11 eintreten, dass sich der Quotient A ( 8 i - i ) ,  wo 
A (J,) 

i < n. i s t ,  als eine Function der bekannten Losungen x,, p, . . . pZ-z der 
Gleichung 2) darstellt. Durch die vorgeschriebene Transformation wird 
dnnn die Gleichung 1) übergeführt in  eine partielle- 1)ifferentialgleichung 
mit  i - 1 unabhangigen Veranderlichen. Die Integration dieser Gleichung 
liefert selbstveratiindlich nur i- 2 Losungen des vollstindigen Systems. 

In den obigen Losungen ist der Nenner A(x,) = a,. Es steht Nichts 
im Wege, in der Gleichung A ( T )  = O  den Coefficientcn a, = 1 zu scfzen, 
und man sieht riun, dass das vorliegende System, obwohl es nicht ein 
J a c o b  i'sches ist , doch jeue Eigenschaft besitzt, auf welche P o i s s  O n zuerst 
hingewiesen hat. Wenn namlich cp = pz eine Losung der Gleichung B (9)  = O 
ist, so sind p, = A(&) ,  p4 = A(&) . . . als weitere Losungen dieser Gleichung 
zii bctrachten. 

9. Drei partielle Di~erent ial~leichungen A (cp) = O ,  B (cp) = 0, C (cp) = O 
bilden ein vollstlindiges System, wenn sie n - 3 gemeinsarne Losungen 
liaben. Um ein vollstandiges Systein dieser Art zu integriren, bilde ich 
xwci lincaro Verbindungen der drci Gleichungen, in welchen der Differential- 

v quotient - fehlt. Die zwei neuen Gleichungen geben eine lineare Ver- 
d x, d v  biudung, in welcher auch der Differentialquotient -- fehlt. Die zu inte- 

d ~2 

grircnden Gleichungen haben nun die folgende Form:  

d v  cl m d m  drp a,-+a,--+a - - + - . - + a n - = O  
d x ,  dx, 3 d x ,  dx ,  ' 

d v  dp, d 9  fi,--+b,--+.m.+ b,-=O, 
dx, dx, d  3-n 

Es  ist zu beachten, dass die Gleichungen 2) und 3) fur siçh geuommen 
ein vollstindiges System bilden. Denn diese Gleichungen haben naeh der 
Voraussetzung die TI - 3 Losungen des Systems der drei Gleichungen, 
ausserdem habon sie die gemeinsarne LGsung cp = z,, welche nicht eine 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



364 Integration der allgem. partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 
------- -_*ll-*_l-l-. - - _._I_-___-ll--"I\ ----^-----. ^- 

Losung des Systems der drei Gleiühungen ist. Die Gleichungen 2) und 3) 
haben also n - 2 gemeinsame Losungen, und bilden demzufolge ein voll- 
stindiges Systern. Die Gleichung 3) hat  n - 2 unabhhgigc  Veranderliche. 
Es sind cp = x,, cp = x, Losungen der Gleichung 3), von denen die erstere 
eine der den Gleichungen 3) und 2) gemeinsamen k t .  Ich beetimme eine 
drilte Losung c~ = y ,  durch die Integration der Gleichung 3) und erhaltc 
alsdann die weiteren Eosungen in der Form: 

Da nun die n - 1 Losungcn der Glcichung 3) bekannt sind, so setze ich 
dieselben als neue Veranderliche in  die Gleichung 2) ein. Diesclbe geht 

über in: 

2') 
d v  b ( y 3 )  ~ C P  + -  -+ . . .+  B ( y , - , l  -- d v  
d %  B(x2) d ~ 3  B(x,) d y n - i  

- 0 ,  

welche gleichfalls .n - 2 unabhsngige Verlnderliche hat. Es  ergelien sich 
aus derselben die den Gleichungen 2) und 3) gemeinsamen Losungen. 

Die Glcichung 2') hat  die Losung <p = x ,  und die weiteren Lüsungcn 
B e ,  P3 . . . P a - 2 ,  welche sich als Functionen der lz Veranderlichen x,, x ,... x ,  
darstellen. Die gemeinsamen Losungen der drei Gleichungen A(p)  = O ,  
B(cp) = O ,  C(T) = O sind als Functionen der n. - 2 Losungen x,, P z ,  &.. .pn-2 
zu betrachten. Setzt man diese Losungen als neue Veriinderliche an die 
Stelle von a,, x, . . . xn - in die Gleichiing A(cp) = O ein , so geht die- 
selbe liber in: 

Die noch iibrigen Veranderlichen x,-I, x, fallen aus den Cocfficicnten der 
transformirten Gleichung von selbst hinauu. E s  bedarf das nicht einev 
weiteren Beweises. Wenn bei der Elimination der Veranderlichen x,, x,. . .xn-l  

nicht auch die VerLinderlichen xn- 1, x, aus dcn Coefficienten hinausfielen, 
so h6nnte die Gleichung 1') nicht n - 3 Losungen haben, welche unabhangig 
von xn-i,  x. als Functionen der n. - 2 Losungen x,, p,, /3, . . . p n - 2  gegeben 
sind. Die Coefficienten d e r  Gleichung 1') enthal ten also neben den n - 2 
Losnngen x,, P,, p,. . . P n d 2  keine wei te ren  Veranderlichen des Systems 
der d re i  Gleichungen, und  s ind  demznfolge selbst als Losungen der 
Gleichung 2') zn betrachten. 

Es  ist schon erwiibnt worden , dass die Gleichung 2') die Losung cp = x, 
habe. Ich bestimme durch die Integration dieser Gleichung einc zweite 
Lüsung cp = p z ,  und erhalte alsdann neitere Losungen derselben Gleichurig 
in der Form: 
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Die n - 2 Losungen der Gleichung 2') sind als neue Veranderliche in die 
Gleichung A (9) = 0 einznsetzen. Die transformirte Gleichung 1') hat n - 2 
unabhangige Ver%derliche. Durch deren Integration etgeben sich die ver- 
langten n - 3 gemeinsamen Losungen der Gleichungen 1) , 2), 3). 

10. Es  hat nun keine Schwierigkeit, diese Methode auf die Integration 
eines vollstandigen Systems von rn partiellen Diffcrcntialgleichungen anzuwen- 
den, wo selbstverst~pdlich m < n ist. I n  der ersten Gleichung belialte man 
die skmmtlichen n partiellen Differentialquotienten von cp nach x,,  x, . . .x,. 
Durch lineare Verbindungen der m Gleichungen bilde man eine zweite, in 

d 9 welcher der Differentialquotient -- fehlt, eine dritte, in welcher die 
X I  

d 9  d<p Differentialquotienten -- und - fehlen u. S. W . ,  eine mte, in welcher die 
d XI dx2 
d<p d<p Differentialquotienten -- 7 - . . . fehlen. Es ist eu beachten, 
d x ,  d x 2  dx,-,+i 

dass die na - 1 letzten Gleichungen ein vollstandiges System bilden, weil 
sie neben den ra - rn Losmgen des Systems der m Gleichungen die weitere 
gemeinsame Losung cp = x,  haben. Ebenso bilden die m - 2 letzten 
Gleichungen ein vollstùndiges System, weil aie neben jenen n - m Lüsungen 
die weiteren gemeinsamen Losungen p = x, und <p = x2 haben u. B. W. 

Auch die zwei letzten Gleichungen bilden ein vollst6ndiges System. Denn 
es haben dieselben neben jenen n - na Losungen die weitereu gemeinsamen 
Losungen rp = x, , <p = x, . . . <p = xm-2 .  

Die Integration des vollstandigen Systems gestaltet sich in folgender 
Weiso: Von der letzten Gleichung und von jedem der  vorerwahnten m - 2 
vollstiindigen Systeme ha t  m a n  je  eine LOsnng dnrch die  Integrat ion 
einer gegebenen partiellen Differentialgleichnng mit  n - m + 1 nn- 
abhangigen Veranderlichen zn bestimmen. Anch die  ri - m Losnngen 
des Systems der  m Qleichungen bestimmen sich dnrch die Integrat ion 
einer part ie l len Differentialgleichung mit n - m + 1 unabhangigen Ver- 
anderlichen. l m  Ganzen sind also (m- 1) + (n -m) = n - 1 Integrationen 
von partiellen Differentialgleichnngen mit  je  ra - m + 1 unabhtingigen 
Veranderlichen ansznführen, n m  die  n - na Losungen des Systems d e r  
na Gleichungen zn erhalten. 

Die zu integrirenden partiellen Differentialgleichung.en liaben eine be- 
niei.kenswerthc Eigcnschaft: Nnr  die a n  erster Stelle zn integrirendc 
Gleichnng m) enthtilt die sammtlichen lz Veranderl ichen x, , z, . . . x, des 
Systems der m part ie l len Differentialgleichnngen , m - 1 derselben 
übrigens nicht a l s  Veriinderliche der  Gleichnng m ) ,  sondern a l s  blose 
Parameter. I n  d e r  Reihenfolge der  zn integrirenden Gleichnngen ent- 
halt die zweite neben den n - na + 1 nnabhgngigen Veranderlichen n n r  
m - 2 derar t ige Parameter ,  die dr i t te  deren nur  m - 3 n. S. W. Die 
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mt" Gleichnng , aus  welcher  s ich die n - m LOsungen des vollstiindigen 
Systems der  m partiellen Differentialgleichnngen ergeben , enthiilt neben 
den n - m + 1 nnabhtingigen Vertinderlichen keinen derar t igen Para- 
meter. 

Infolge dieser Eigenschaft der zu integrirenden partiellen Differential- 
gleichungen werden die n- m Losungen des Vollstindigen Systems in 
einer vorzugsweise einfachen Form dargestellt. Diese n - m Losungen er- 
geben sich als Fnnctionen von ra - m  + 1 Veranderlichen. Neben den 
letzteren enthalten dieselben nicht noch andere Veriinderliche des Systems 
der on Gleichungen. Man kann dieselben leicht auch als Functionen der 
ursprünglichcn Verhderlichcn darstellen. Uenn es sind jene B - m + 1 
Veranderlichen als Functionen von z,, x, . . .xn bestimmt worden. Man 
darf aber annehmen, dass durch die hierzu erforderlichen Substitutionen 
die n - m Losungen des Systems eine Gestalt annehmen, welche meist 
verwickelter ist  als die vorliegende. 

5 2. Die allgemeine partielle Differentialgleichiing der  ersten Ordniing 
wird xurückgerührt aiif v o l l s t h l i g e  Sgsteme partieller Diffrrei~t~inl- 

gleichungen von l inearer  Form. 
11. Ich schreibe die allgemeine partielle Differentialgleichung der 

ersten Ordnung in der Form: 

9 1 ( ~ ,  Xz . - ~ n ,  Plr P z - ~ . P ~ ) = O ,  

wo p l ,  p, . . . p ,  die partiellen Differentialquotienten von z nach x, , x, . . . x, 
sind. Entsprechend der von L a g r a n g e  für  den Fa11 n = 2 gegebenen 
Losung der Aufgabe sollen nun die m partiellen Differentialquotienten 
p, , p, . . . p ,  als Functioncn der f i  + 1 Verlinderliclien 8 ,  el ,  x, . . . x, dar- 
gestellt werden. Sind diese Functionen bekannt, 80 gelangt man zu dem 
Integral der Gleichung T+U, = O  durch die Integration der vollstindigen 
Differentialgleichung : 

d z  = p , d x ,  + p , d x 2  + S . .  + p , d ~ , .  

Die Bestimmung der Werthe von p l ,  p z .  . .pn wird bekanntlich in 
folgender Weise zu Stande gebracht. Bus der vorliegenden Gleichung QI = O  
wcrden die rz - 1 gholichcn .n Gleichungen hergeleitet: 

1) ? / ,?=O,  % = O  . . .  qn==0, 
in  dcren jcdcr links eine E'iinction der 2.n + 1 Verhderlichen z ,  x,, a,. . .x,, 
p l ,  p, . . .p,  steht. Durch die Auflosung der n Gleichungen 

?p 1 - 0 ,  - Q z = O ,  v,= O.. .y in=O 

ergeben sich die Werthe von pl, p, . . .pn als Functionen der .r, + 1 Ver- 
anderlichen z, x,, x, . . . x,. 

Die Gleichungen 1) sind bekanntlich Integrale gegebener Systeme 
partieller ~ifferentialgleichiin~en von linearer Form. Auf die Herleitung 
dieser Systeme brauche ich hier nicht einzugehcn. Die Herleitung, welche 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von BUG. WEILER. 367 

von mir im 9 1 mcines Aufsatzes 11 (1875) gegeben is t ,  stimmt im Wesent- 
lichen mit den auch anderen Orts gegebenen Herleitungen überein. Ich 
setze zur Abkürzung . 

Durch die den partiellen Differentialquotienten nach xi beigefügten Klammern 
wird angezeigt, dass bei der partiellen Differentiation auch die Grosse 8 

als Function von xi gedacht wird , dass also die identischen Gleichungen 
bestehen : d 9  

Es ist cp = q, eine L6sung der Gleic'nung: 

(VI 9 )  = o. 
Es ist ferner g, = q3 eine gemeinsame L6sung der zwei Gleichungen: 

(*,m)=01 ( ' ~ , 9 ) =  0,  
cp = I+, eine gemeinsame LGsung der drei Gleichungen: 

(9J,cp)=O, ( % ( ~ ) = 0 ,  ( * 3 ( ~ ) = 0 ,  
und schliesslich <p = V n  eine gemeinsame Loaung der n - 1 Gleichungen : 

( * l ~ ) = o i  (9J29))=01 ( ~ 3 9 ) = ~ . . . ( î C l n - . 1 ( ~ ) = 0 .  

12. Man bestimmt aber auf diesem Wege nicht das allgemeine Inte- 
gral der Gleichung q1 = O, sondern nur  ein vollstandiges Integral. Das 
lctztere hat die Form <Y = cl,  wo cl eine willkürliche Bestandige und a eine 
bestimmte Function der ~t + 1 Veranderlichen a ,  xi, x, . . . xn is t ,  welche 
ri - 1 weitere willkürliche RestBndige c,, c, . . . c, enthalt. 1st ein voll- 
stündiges Integral bekannt, so gelangt man xu dem allgemeinen Irite- 
gral auf dem folgendeu Wege. M m  setze in das vollstandige Integral an 
die Stelle von c, eine willkürliche Function von c,, c, . . . c,, schreibe das- 
selbe demzufolge in  der Form: 

n = v ( c z l  cY.. .cn). 

Es zeigt sich, dass man aus der Function a leicht n - 1 weitere 
Functionen von B, x,, xz . . . xn ableitet, welche die Eigenschaft haben, 
das vollstindige Integral in das allgemeine Integral überzuführen , sobald 
sie an die Stelle von c,, c, . . . C, eingesetzt werden. 

Durch die Differentiation des vollsthdigen Inlegrals a = entstcht die 
Gleichung : d  n d a d a -dx,=O, 

U z d  x, 

welche au€ Grund der Gleichungen: 

in die unter 11. erw8hnte vollstandige Differentialgleichung: 
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übergeht. Es sind die Gleichungen II) durch partielle Differentiationen ails 
a 2 @ abgeleitet, uud gleichbedeutend mit jenen Gleichuugen, durch welche 
sich die partiellen Different,ialqnotientcn p , ,  p,  . . . p,, als Functionen der 
TZ + 1 Verinderlichen 5 ,  z,, x,. . . z, und der Bestzndigen c2, c 3 . .  . c,, 
bestimmen. 

Betrachtet man bei der Uifferentiation der Glcichung u = .Ji die 
Grossen c,, c, . . . cn als veranderlich, so entsteht die folgende Gleichung: 

dru d ru d n dru 
- d ~ + - d ~ , + - d ~ ~ + . . . + - d ~ , z  
d B d %  d z, d z ,  

Werden aber m m  Bchufe einer Bestimmung der vcrSndcrlich gedachtcn 
Grossen c,, c, . . . C, die folgenden lz - 1 Gleichungen aufgestellt: 

111) 
dru d q  d a  d v  d n  d ~ i  -- -- , - = - . . . - -  - - 
dç, dc, d c ,  dc, d c ,  dc,' 

so hat man wieder die vollst$ndige Ilifferentialgleichung : 

welche sich von der obigen gleichlautenden nur dadurch unterscheidet, dass 

in derselben die Grossen c,, c,. . . c, nicht bestandig, sondern verander- 
lich sind. 

Auch die Gleichungen II) erleiden bei dieser Anordnung keine Aenderung. 
Indem man die la -1 Grossen c,, c3 . . . c, xwischen den .n Gleichungcn 

eliminirt, gelangt man zu ein und derselben partiellen Differentialgleichung 
W ,  = O ,  mogen nun dic Grossen c,, c, . . . c, als bcstiindig oder als ver- 
anderlich gedacht werden. Es  folgt hieraus, dass die Gleichung 

<Y = (cZI C3 . . . c ~ )  
auch daun ein Integral der partiellen DiiTerentialgleichuug .Ji, = 0 ist,  weiin 
an die Stelle der Bestiindigen c,, c 3 . .  . C, die erwahnten veranderlichen 
WerLhe eingesetzt werden. Uie Gleichung u = y, ist in dern letzteren Falle 
als das allgemeine Integral der Gleichung q, = O zii betrachten. 

13. Es lassen sieh nun leicht auch diejenigen Werthe der partiellen 
Differentialquotienten p l ,  p, . . .p,,  welche in die vollstündige Differentinl- 
gleichiing eingesetzt zu dem allgemeincn Integral der Gleichung tp, = O  
führen, aus den dem vollstDndigen Integral entspréchenden Werthen dieser 
Differentialquotienten ableiten. Werden die .n Gleichungen 
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d u  d ci d d B p 2 + - = O - . .  d ce d u  - p n + = O ,  d a  
I I )  & p 1 + - = 0 ,  - 

x1 d 3% d g  d x ,  

durch welche die pr t ie l len Diffeferentialquotienten pl, pz . . . p ,  als Functionen 
von a ,  x , ,  x,  . . . zn und von c, ,  c, . . . c, ausgedrückt sind, nach den m - 1 
Grossen 5, c, . . . c, aufgelost, so ergeben sich hiermit neben der zo 
integrirenden Gleichung .Ji, = 0 die lz - 1 weiteren Gleichungen: 

netrachtet man die Grossen c,, c 3 . .  . C ,  als bestiindig, so dienen diese 
Gleichungen in Verbindung mit der zu integrirenden Gleichung VI = O zur 
Bestimmung eines vollstandigen Integrals. Setzt m a s  aber die aus den 
Gleichungen 

III) 
d u  d+ d a  d ~ )  dcr d q  
-=- - , . . . -  - - -- 
d c ,  d c ,  d c ,  dc ,  d c ,  d c ,  

herzuleitenden Werthe von c , ,  C ,  . . . C ,  in  die Gleichungen IV)  ein ? so sind 
die letzteren identisch mit jenen Gleichnngen 

welche in Verbindung mit der zu integrirenden Gleichung V, = O  zu dem 
allgerneinen Integral hhren .  

Die verlinderlichen Werthe von c, ,  c, . . . c, betreffend führe ich die 
neuen VerAnderlichen 

d a! - -- d ai - - da! 
x23 - - ZnA 

d c, d c3 x 3 " ' -  - d c, 

in die Gleichungen III)  ein. Offenbar sind nun die Werthe von cg,  c f . .  . C, 

willkürliche Punctionen von x,, x , .  . . x,. Man hat demgemiiss jede der 
Grossen q,, ~4~ . . . .Jin "1s eine willkürliche Function der n - 1 VerXnderr 
lichen x,  , x, . . . x, und je  einer der Veranderlichen vP , rp3 . . . q n  zu be- 
trachten. 

14. Da es sich nun um die Bestimmung eines vollstandigen Integrals 
handelt, da rtlso dio Gleichungen 

für den Pal1 hergaleitet werden sollcn, dass die Grossen c,, c , .  . . C, be- 
standig sind, so treten andere Systeme partieller ~ifferent ialgleichnn~en 
an die Stelle der unter 11. angegebenen. Es ist rp = q2 eine ~ 6 s u n g  der 
Gleichung : 

1) (y ,  cp) = 0. 

Es ist ferner p = q8 eine gemeinsame LOsung der zwei Gleichungen: 

9 = q4 eine gemeinsame LOsung der drei Gleichungen: 
Zeiteehrift f. Mathomatik u.Physik. 39.  Jahrg. 1894. G.Heft. 24 
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3) ('Ji,cp)=O, (<p,cp)=O, ( c p s c p ) = ~ l  
und schliesslich cp = cp, eine gemeinsame L8sung der n - 1 Gleichungen: 

n - 1 )  ('Ji,<p)=O, (cp,<p)=O, ( c p , c p ) = O . . . ( c p n - t < p ) = O .  

Der Nachweis, dass die Systeme 2), 3) . . . r. - 1) vollstiindige sind, 
hat  keine Schwierigkeit , wenn man den Zusammenhang , welcher zwischen 
dem vollsthdigen Integral der Gleichung 'Ji, = 0 und dem allgemeinen 
Integral dieser Gleichung besteht, nicht aus dem Auge verliert. Ich brauche 
zu dem Vorausgehenden nur hinzuziiftigen, dass es nicht n6thig is t ,  in der 
Gleichung C I = T ~ ( C ~ ,  c ~ . . .  cn) 

die Beutandigen r , ,  c,. . . c,, somrntlich zu variiren, um neben dem voll- 
standigen ein weiteres Integral der Gleichung QI = O zu erhalten. Es ist 
anheim gestellt , von diesen RestLndigen beliebig viele zu variiren , auf 
Grund. von ebenso vielen der Gleichungen I I I ) ,  und die tilirigen Bestiindigen 
unvariirt zu lassen. Man gelangt auf diesem Wege jedesmal zu einem Integral 
der Gleichung I/I, = O, welches zmar nicht das allgemeine Integral, doch 
allgemeiner als das vollst5ndige Integral ist. 

Jede der unter 11. angegebenen partiellen Differentialgleichungen 

( v , v ) = O ,  ( l ~ , 9 ) = 0 ,  (Tp3~) ' 0 . .  . ( T p n - l , > = O  
hat  die 2.n + 1 unabhtingigen Veranderlichen s, x, , x2 . . . x,, pl, p, . . .p , ,  
und demzufolge Z n  Lotimgen. Der Entstehnngsart dieser Gleichungen ist 
bekanntlich zu entnehmen, dass dieselben neben der Losung cp = q, die 
n - 1 gemeinsamen Losungen: 

a) < p = ' J i 2 -  < P = '  /'y.. . V = q J n  
haben. Dass die Gleichung (qiji,cp) = O diese n - 1 Losungen hat,  ist mit 
Bezug auf das unter 13. Gesagte nur damit ermoglicht, dasti in dervelben 
neben den Losungen 

0) <P = < P Z >  = ( P S < - . ' P  = Tn 
auch die LGsungen: 

Y )  cp = X z r  Ip = X3...cp = Xn 

vorhanden sind. 
Ich habe unter 13. gezeigt, dass die Gleichungen 

IV) ( P z =  C2, <Ps=c s . . . c p n  = c n  

i n  Verbindung mit der Gleichung .rCi, = O gleichbedeutend sind mit jenen 
Gleichungcn I I ) ,  welche durch partielle Differcntiationen der Glcichung 
a = cl entstanden sind, und zufolge der unter 11. vorgeschlagenen Ab- 
kiirzung in der einfacheren Form: 

geschrieben werden. E s  folgt hierrtus, dass in  jeder der obigen partiellen 
Differentialgleichungen , wenn dieselbe neben der Losung 9 = ql die 
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Lbungen 8) hat ,  auch die Losung rp = u vorhanden ist. Denkt man sich 
die Veranderlichen p l ,  p, . ...p, vermittelst der Gleichungen 

v l = O ,  c p 2 = c 2 ,  ( P 3 = c  3 . . ' c p n = C n  

eliminirt , so fallen die partiellen Differentialquotienten von rp nach p,, p,. . .pn 
aus der Gleichung weg. Wird alsdann cp = n gesetzt, so ist  dieselbe nuf 
Grund der Gleichungen II) eine identische. Da also rp = <u eine Losiing 
der Gleichung (v, p) = O i s t ,  so sind nun die sammtlichen 2.n Losungen 
dieser Gleichung auf das vollstandige Integral or = cl xurUekgeftihrt. . 

Daraus , dass die Gleichung (v,rp) = O die Losungen a) ha t ,  kann 
nicht gefolgert werden, dass sie auch die Losungen 8) und y) habe. Führt  
man aber die Gleichung ( r p ,  cp) = O iiber i n  (rp,rp) = 0, indem man a n  
die Stelle von @, = O die weniger allgemeine Gleichung v, = ce setzt,  in 
nelcher c, eine Bestiindige i s t ,  so hat die Gleichung (cp,cp) = O  neben den 
Losungen cp  = +, , cp  = 9, die weiteren n - 2 Losungen 

a') q='&! < P = ' $ 4 . * . < P = ' h  

Da also c, eine Bestiindige ist, so ftillt die ereto der Gleichungen III) weg, 
und es ist die Veranderliche x, nicht vorhanden. Die Werthe von c,, 

c, . . . c, sind nun a1s willktirliche Punctionen der Veriinderlichen x,, x, .. . x ,  

zu betrachten. Die Gleichung ( r P p  q ~ )  = O kann aber die n - 2 L k u n g e n  a') 
nur dann enthalten, wenn sie neben den Losungen 

B') ' ~ = 9 ) ~ 7  ( P = Y ~ - . . < P = V ~  
auch die Losungen: 

Y') rp =if3, p = X 4 ' . . ( P = X n  

hat. Die Gleichung (q,cp) = O ha t  auch die Losung cp = n. Es  Sind daher 
im Ganzeu 212 - 1 Losungen dieser Gleichung bekannt. 

Daraus, dass ferner die Gleichung (q,pj = O die Liisungen a') hat, 
kann nicht gefolgert werden, dass sie auch die Losungen f i ' )  und y') hsbe. 
Lasst man aber diese Gleichung iibergehen in (rpsrp) = 0 ,  indem man a n  
die Stelle von v, = O die weniger allgemeine Gleichung y, = c, sctzt, in 
welcher c3 eine Bestandige is t ,  so hat die Gleichung (9,~) = O neben den 
Losungen cp = q,, <p = rp,, rp = cp,  die weiteren n - 3 Losungen : 

CI") cp =q, . . .  cp = v,. 
Aus der Annahme, dass c, eine Bestindige sei, folgt, dass hier die Ver- 
iinderliche xs wegfdl t ,  dass also die Wcrthe von c , .  . . cn als willkiirlicl~e 
PuocLionen von x, . . .  x ,  vorliegen. Die Gleichung ( < g , c p )  = O kann aber 
die n- 3 Losungen ci") nur dann enthnlten, wenn neben den Losungen 

B") rp = c p 4 . . . Q ' =  (PR 

auch die Losungen 
Y") p P X , . .  ' (P = Xn 

vorhanden siiid. Die Gleichung (rp3 (P) = O hat auch die Losung rp = a, 
und es Sind biermit 2n - 2 Losungen dieser Gleichung festgestellt. Schliess- 

24 * 
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lich findet man,  daes in der Gleichung (cp,-, p) = O neben den n + 1 Losungen 

9 = V I ,  rp = ( P ~ ,  cp = q3 . . . cp = qn ,  cp = a! nur die eine weitere Losung 
<p = xn gegeben ist,  dass also im Ganzen 12 + 2 Losungen der Gleichung 

1 y) = O bekannt sind. 
Das Vorausgehende ftihrt zu dem folgenden Resultat: Das System 2) 

ist e in  vol ls tandiges,  weil e s  2 f i -  1 Losnngen,  2 weniger  als  nn- 
abhangige  Veranderliche h a t  ; das System 3) ist e in  vollstDndiges , weil 
es 2.n - 2 Loeungen, 3 weniger  a l s  nnabhangige Veranderliche 
h a t  n. a. W. Anch das  System lz - 1) i s t  e in  vollstandiges, weil es 
n + 2 LOsungen, n - 1 weniger  als  nnabhangige Veranderliche hat.  

9 3. Bestinirnung des vollstàndigen Iritegral&. 

15. Zur Bestimmung des vollsttindigen Integrals bedarf es der 
Gleichungen : 

IV> rp,=c,, cp3=c J...cp,=ç,, 

und es sind unter 14. die vollsttindigen Systeme partieller Differential- 
glcichungen aufgcstcllt, aus welchen sich die Gleichungen IV) herleiten. 
Die Integration der vollsttindigen Systeme vereinfacht sich erheblich truf 
Grund der folgenden Regel: Kennt man ein Integral des vollstiindigen Systems, 
so eliminire man hierrnit ein und dieselbe Vertinderliche aus den Coeffi- 
cienten einer jeden Gleichung des Systems. E s  wird also in jeder Gleichung 
dio Anzahl der Vcriinderlichen und auch die Anzahl der den Gleichungen 
gemeinsamen Losungen um eine vermindert. Das tfansforrnirte System 
partieller Differentialgleichungen ist gleichfalls ein vollstandiges. 

Ich habe unter 11. die Abkürzung 

eingeführt, -und es ist p =y, eine L b u n g  der partiellen Differentialgleichung : 

1) (VI 9) = 0. 
Diese Gleichung hat 212 + 1 unabhhgige Veranderliche. Eliminirt man 
ails den Coefficienten vermit.telst der Gleichung 'ICIl = O die Vertinderlichc p,, 

d v so ist die gesuchte Punction cp unabhangig von p , ,  a190 -=O.  Die 
d p ,  

transformirte Gleichung, welche mit (q, - O bezeichnet wird, hat 2n. 
unabhtingige Verznderliche. Durch ein Integral dieser Gleichung k t  die 
Gleichung -cp, = c2 gegeben. 

E s  is t  firner cp = cp3 aine gemeinsame L6sung der partiellen ~ifferent ial-  
gleichungen : 

2) (VI ~ ) i  = 0, ( 'PZ <~)i = 0- 

Wogen * = O i s t  i n  der nweiten Gleichung der Differentialquotient 
d Pl 

nicht vorhanden. Dieselbe ha t  daher Zn - 1 unabhangige Veranderliche. 
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Eliminirt man vermittelst der Gleichung cp, = c2 die Veranderliche pz, so 
geht das System 2) über in das neue System: 

(v,'P)X=G> (929)2=09 
in welchem die zweito Gleichung 2n - 2 unabhzngige Veriinderliche hat. 
Eine Losung dieser Gleichung ist cp = x,. Durch Integration bestirnme ich 
eine zweite Losnng çc = ,ô, und erhalte alsdann die weitercn Losungen dieser 
Gleichung : 

( ~ i  B J z l  ,ô4 - (91 P s ) ~  . . . = ( ' ~ 1 8 2 n - 3 ) 8 ,  

ps=i.v,.;), (% 2112 (v1xA2 
Diese Lbsungen führo ich als neuo Verznderlichc in die Gleichung (v, = 0 
ein. Ich bestimme alsdann ein Integral der transformirten Gleichung, 
welche gleichfalls 2 n  - 2 unabhtingige Veranderliche hat. Dies ist die 
Gleichung rp, = c,. 

Es ist ferner cp = 9, eine L6sung des vollstandigen Systems: 

3) 1  2 = 0, ( ~ 2 ~ 1 %  = 0, ( 9 3  ' ~ 1 2  = 0- 
d<p Wegen %%= 0, -3 = O ~ i n d  in der dritten Gleichung die Differenlid- 

d Pi dP2 

quotienten (s) und (s) nicht vorhanden. Diese Gleichung hat 

daher 2n - 3 unabhiingige Veriinderliche. Eliminirt man vermittelst der 
Gleichung çc, = c,  die Veranderliche p,, so geht das System 3) Uber in das 
folgende : ( Y I V ) ) ~ = O I  (Yz<P)s=O, ( ( P ~ < P ) S = O I  

in welchem die dritte Gleichung 2n - 4 unabhangige Veranderliche hat. 
Die beiden letzten Gleichungen des Systerns bilden fiir sich gonommen 

ein vollstindiges System, weil aie neben den Losungen des Systems der 
drei Gleichungen die gemeinsame LGsung rp = xl heben, welche nicht einc 
Losung der ersten Gleichung ist. l m  Uebrigen ist die Integration des 
Systems 3) etwas abweichend von dem unter 9. vorgeschriebenen Ver- 
fahren, insofern, als hier nicht wie dort die letzte, sondern die vorletzte 
Gleichung zuerst integrirt wird, weil die Losungen der Gleichung ( y p , 9 ) 3  = 0 
gegeben sind. Dio Gleichung (q2 = 0 hat  namlich die 2% - 2 
L6sungen q ,  P,, &, P I .  . . P 2 n - 2 .  Ich habe die Gleichung 9, = c, zur 
Elimination von p:, verwendet. D a  rp, einc Function der L6sungen xl ,  P,, 
BJ1 B I .  . . P Z R - 2  ist, so hat die Gleichung ( ip ,  Y ) ,  = O die 2 n  - 3 Losungen 
x, , fi3, P4 . . . f i2  n - 2 ,  welche als Functionen der 2 fi - 2 Veranderlichen 8 ,  z,, 
x2 , . . z,~, p4 . . . pn gegeben sind. Vermittelst dieser 2n - 3 ~ 6 ; u n ~ e n  eli- 
miniren sich die sammtlichen 212 - 2 unabhangigen Veranderlichen a, x,, 
z2 . . . x,, p4 . . . pn der Gleichung (cp, p), = O. Die tramformirte Gleichung 
hat die Losung rp = x ,  und die 2%-  4 unabhangigen Veranderlichen p,, 
P d . .  . P2,,-> Durch dercn Integration bestimmo ich eino zweite L6sung 
<p = yp und erhalte alsdann die weiteren L6sunçen dieser Gleichung in 
der Form: 

( % % ~ 2 n - 5 ) 3  . 
(VJI xA3 
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Diese Ltjsungen sind als neue Veranderliche in  die Gleichung (q, = O 
einzuführen. Die transformirte Gleichung hat gleichfalls 2n - 4 Verander- 
liche. Durch ein Integral derselben ist die Gleichung cp4 = c4 gegeben. 

Die Integration des Systemes 2)  flihrt bekanntlich nicht immer zu den 
siimmtlichen 2.n - 4 Losungen &,  p 4 .  . . &,.2 der Gleichung (<p,rp), = O. 
Wenn mindestens die beiden Losuiigen & ,  p4 gegebcn sind, so e rhd t  man 
die weiteren LGsungen der Gleichuiig (<p,<p), = O vermittelst der Gleichunj 
((y,p)S = O, in welche aie eingesetzt werden solleu, nach der bekannteii 
Regel in der Form: 

( ~ 3  8415 , B, = - ( 9 3 @ &  , . . 
( y3 P3)3 " = (9% 

Es ist ferner rp = rpb eine Losung des vollst%ndigen Systems: 

4) (VI 91, = O, (cp, <pl, = 0 1 ( ~ 3  (PIS = o. (cp4 9 ) s  = O- 
d ~4 

- O &% = 0 sind in der vierten Gleichung die Wegen --=O, -- 
~ P L  dp2 ' d.Ps 

Differentialquotienten ) (s), (2) nicht rorhanden. Dieselùe 

ha t  daher 2% - 5 unabhangige Veranderliche. Eliminirt man vermittelst der 
Gleichung cp,=c4 die Ver!inderliche p,, so geht das System 4) liber in das 

i n  welchem die vierte Gleichung 211 - 6 unabhiingige Veranderliche hat. 
Die drei letzten Gleichungen des Systerns bilden gleichfalls ein voll- 

standiges System, weil sie neben den Losungen des Systems der vier 
Gleichungen die gemeinsame Losung rp = xl haben, welche nicht eine 
Losung der ersten Gleichung ist. Zum Behuf der Integration des Systerns 
dieser drei Gleichungen hat man daraiif zu achten, dass die gemeinsamen 
Losungen der Gleichungen (ys ( P ) ~  = O und (qY cp)4 = O bekannt sind. Die 
beiden Gleichungen (y, y),  = 0 und (cp3 = 0 haben nlmlich die 211 - 4 
gemeinsamen Losungen q , y,, yS ,  y4.. . p n - 4 -  Ich habe die Gleichung 
<p4 = c, zur Elimination von p, verwendet. D a  cp, cine Punction der 2.n - 4 
Losungeu x,, y,, y3 , y 4 . .  . y2n-4  kt, so haben die Gleichungen (pz rp)4 = 
und (cp, rp), = O die 2 .n - 5 Losungen x, ,  y,, y , .  . . y2, , -4,  welche als Functionen 
der 2 ra - 3 Veranderlichen z ,  x, , 5, . . . x,, P ,  . . . p, gegeben sind. Ver- 
mittelst dieser 212 - 5 Losungen elimiuiren sich die siimmtlichen 2,n - 3 
unabhangigen Veranderlichen 8, x , ,  x, . . . X, , p, .  . . p,  der Gleichung (cp4 <p)(= O. 
Die transfnrmirto Gleichung hat  die Losung 9, = z, und die 2 n  -6  un- 
abhangigen Veranderlichen y3, y, . . . y2, , -4 .  Yan bestimme durch Integration 
eine zweite Losung rp = 6, dieser Gleichung, und erhalt alsdann die weitereii 
LGsungen in  der Form: 

Die80 Losungen werden nun als neue Versndeiliche in die Gleichung 
('1'1 9 1 4  = O eingeftihrt. Die transforrnirte Gleichung hat  2% - 6 unabhiingige 
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Vcranderliche. Durch ein Integrel derselben ist die Gleichung gis = c5 

gegeben. 
Es hat keine Schwierigkeit, auch die übrigen Systeme partieller Differential- 

glcichungen zu integriren. Demzufolge h a t  man  znr Bestimmung der  
Gleichungen cp,= c,, cp, =c,, cp,=c4.. . cp,= en je eine Integrat ion ansznführen: 
von einer Differentialgleichung mit 2 12 nnabhangigen Veranderlichen 

zwei Differentialgleichnngen ,, 2s - 2 w 

n n n 212-4 ,, n 

und schliesslich : 
von zwei Differentialgleichnngen mi t  4 nnabhangigen Ver%nderlichen. 

16. Da nun die Gleichungen CF, = c2, rp, = C, .. . rpn = Cn bekannt sind, 
so gelangt man zu dem vollstiindiqen Integral durch die Integration der 
vollstandigen Differentialgleichurig: 

d z = p , d x , + p , d x , + ~ . . + ~ ~ , d x , .  

Man kann ütirigens die Eechnung so einrichten, dass das vollstandige 
Integral diirch je eine Integration von zwei partiellen Differentidgleichungen 
mit zwei unabhangigen Veriinderlichen bestimmt wird. Es  ist offenbar, dass 
auch die partielle Differentialgleichung (<pncp) = O neben den Losungen 

'P'viv V=cPn, ' P " P s - . . T = ' P n  
die Losung cp = ci hat. Man kann daher das System der Gleichungen II),  
welches gleichbedeutend ist mit der obigen vollsthdigen Differentialgleichung, 
durch das folgende System ersetzen: 

(v11~)n-i  = 0, (~p<p)n- i  = 0 ,  ([PQ cP)n-1 0 . .  . ( c ~ n c ~ ) n - ~  = 0. 
Liset mau die erste und die letxte Gleichung fort ,  so hut das System der 
tibrigen vz - 2 Gleichungen die vier Losungen x,, O,, G,, G,, welche als 
Functionen von z! x, , x, . . . z,, p,  gegeben sind. Vermittelst der Gleichung 
cp, = C, eliminire ich die Veranderliche pn- Da 'pn eine Function der Ver- 
andcrlichen x,, G,, ci,, ist ,  so hat  das transformirte System der er- 
wahnten - 2 Gleichuugen die Losungen x , ,  G,, O,, welche als Functionen 
der VcrBnderlichen a ,  x, , z, . . . x. gegeben sind. Diese Losungen sind als 
neue Veranderliche in die Gleichung ( T n ~ ) n  = O einzuflihren. Ilie trans- 
formirte Gleichung hat die Losung <p = x, und die zwei unabhangigen Ver- 
inderlichen ci,, G,. Durch die Integration dieser Gleiohung bestimme ich 
eine zweite Losung çn = s,. Fiihrt man diese beiden Losungen ah neue 
Veranderliche in die Gleichung (I), q), = 0 ein , so ergiebt sich durch deren 
Integration das vollstlindige Integral a = cl. 

Dies ist die Integrationsmethode, welche ich 1863 ver6ffentlicht habe. 
Ich behaupte nicht, dass man durch sndere Nethoden nicht zu noch weiteren 
Reaultaten gclangen konne. Aber es giebt keine andere Methode, durch welche 
das, was diese Methode leistet, in  oiner ebenso einfaohen Weise erreicht wird. 

K a r l s r u h e ,  im Mai 1894 
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Hleinere Mittheilungen. 

XX. Ueber vollstandige und  complementare Perioden 
und Restreihen unendlicher Decimalbrüche. 

Die p e r i o d i s c h e n  D e c i m a l b r i i c h e  zerfallen i n  solehe ara-stellige, 
in welchen die Ziffern der crstcn Hlilfte der Pcriode dio entsprechenden 
der zweiten zu 9 und die zugehorigen Reste sich zum Nenner P des ge- 
meinen Bruches, aus welchen dieselben hervorgegangen sind, ergiinzen, 
und in solche 212- oder ( I n  - 1) - stellige, in  welchen die Ziffern der Periode 
und die Reste sich zu den Ziffern und den Resten eines anderen aus einein 
gemeinen Bruchc mit dernselben Nenner P hervorgegangenen Decimalbruches 
sich zu 9 bezw. P erganzen. Erstere Perioden und Restreihen heisst man 
v o l l s t a n d i g e ,  letztere c o m p l e m e n t L r e .  

I n  den mir zur Hand gekommenen diesbeztlglichen Schriften sind diese 
Eigenschaften der Decimalbrüche auf elementarern und daher weitlaufigen 
Wege oder nur für  Rrüehe mit einem Prirnzahlnenner nachgewiesen und 
ist tiberhaupt nur  gezeigt, dass solche Decimalbrliche existiren, ohne dass 
darauf eingegangen wird, ob nur die eine oder andere Art  vorkommt, oder 
ohne dass: untersucht wird , w a n n  diese vorkommen. Ich nehme bei der 
Untersuchung dieser Frage das zunachst Liegende , namlich die Lehre von 
den Potenzrasten zu Hilfe, wodurch auch noch erreicht wird, dass die er- 
haltenen Resultate für  jedes Zalilensystem gelten. Wenn allerdings dann 
und wann statt  allgemein einer Zahl a die Grnndzahl unseres Zahlensystems 
eingeführt wird, so geschieht es ,  um mijglichst a n  darauf folgende bestimmte 
Beispiele anschliessen zu konnen. I m  Uebrigen beschranke ich mich aus 
naheliegenden Gründon a u  f r e i n p e r i o d i s c h e  Decimalbrliche , da, ein 

a .  3 B 
gemeiner Bruch - in der Form - . 

P 
geschrieben werden kann, 

1 
20L. 5P ppyp . .  . 

- aber einen a- oder p-  stelligen Decimalbruch, je nachdem a >< p ,  und 
BS5P 

a - einen rein periodischen giebt und das Product beider ein gemischt- 
pi"1pa. . . 
pcriadischer mit or oder ausserperiodischen Ziffern ist. Die Bucbstaben 
p,,  p z , .  . . bedeuten immer Primzahlen ausser 2 und 5 und P ist im Folgenden 
immer das Product aus solchen Prirnzahlen oder aus Potcnzen dcrselben. 

Gehort a zu t = 2 m  (mod P), is t  also a' I 1 (mod P), BO ist auch 

~ ( a ' -  1) = z ( a m +  l ) ( a m  l )=O(modP),  

wobei wir 8 relativ prim zu P voraussetzen. 
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1st nun am-1 a u c h  r e l a t i v  p r i m  zu P, dann muss s ( a m + l )  
d u r c h  P t h e i l b a r ,  a h  - t 

za2 = - au', 
t -- U 

folglich auch 5a2 - zat-"(modP) 
sein. L 

- - V A  
Wenn dann sa2 = % - v n n d  z a ~ - ~ r ~ - ~ ( m o d P ) ,  w o r t  - - undr , - ,  

2 2 

die klcinsten positivcn Eeste (modP) sind, so ist 

Sind die kleinsten positiven Reste von a z ,  a%, a 3 z ,  . . . ra2z(naud P) 
bezw. r , ,  r2, r , ,  . .. rt und die zugehorigen Quotienten q, , y,, 4, . . . qr , so ist: 

Z U ~  Beispiel : 104 1 (mod 101) 

und 10" 1 (mod l3), 

also 101% 1 (mod 19.101). 

Nun ist aber - 1 = (10" 1) (Io6- 1) O (moà 13.101). 

106 - 1 ist aber O (mod 19). . 
Z 

Daher giebt -- 
1313 

keine vollstlndige Periode. I n  der That ist ziim 

UeIspiel -- l9  - 0 ,o~47@6iWiOi44 . .  . 
1313 - 

Oder : 105 G 1 (mod41) 

und 104 z 1 (11~0d 101) , 
daher 

Nnn i s t  
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Hingegen erhalt man aus: 
10% 1 (mod 13) 

und ioiO= i(m&z9091) 

1 (mod118183), 

oder 1030- 1 = (IOL5+ 1) (10'5- 1) O (mod 118183). 

lW5- 1 is t  aber weder (mod 13) noch (mod9091) G 0, daher giebt 
2 

eine vollstindige Periode. Es ist auch zum Beiupiel: 
118Ï83 

-- 
118183 

- o , ~ o T 4 2 3 0 7 ~ 6 9 ~ 3 4 9 ~ 7 6 9 a 7 3 0 7 8 a  0000423..  . 

B 
(mod 1 12) und (mod 137 e 0 k t ,  so giebt - 

11" 13" 
eine vollstlndige Periode. 

Man tibcrzeugt sich leicht, dass nach Obigem am- 1 relativ prim zii 
P ist ,  oder dass man eine vollst%ndige Periode erhiilt, wenn die Halfte 
des kleinsten Vielfachen der Exponenten, zu welehen 10 nach tien einzelnen 
in P'enthaltenen Primzahlpotenzen gehort, durch keinen dieser Exponenten 
tbeilbar ist. 

P -1 . 21-1 , E s  gehorc a zu L p f i  (modpyi), zi2 - 2- p;l(mod p?) u. S. W., 
A l  12 

es sei also: F I - 1  -- . a PIU'l - 1 (modp?), 

pl- 1 . Pza'. 

a - 1 (mod p?) , . . . . . . . . . . .  
Wenn nun p das kleinste gemeinschaftliche Vielfache dieser Rxponenteii 

P von a ,  daher a' E 1 (modp? p t t  ...) is t ,  so entsteht die Frage,  ob - nicht 2 
durcb einen der obigen Exponenten , zu welchen a (rnodp?) , (rnodpp). . . 
gehort, oder durch eine Zahl, su welcher a (mod p f " ' )  , (mod p g ' ? ) ,  . . . , wo 
" ,, 

ni, <y, . . . bezw. kleiner als al, u,. . . seien, theilbar ist. Diese letzteren 

P -1 Zahlen Sind aber von der Form p f . 1 ,  Pd pd:, . . . , entùalten 
11 k2 

Pi-1 also keine niedrigere Potenz von 2 als bezw. --• p f ~ ,  -. "-' P I , . . ,  
4 1, 

I n  meiner Abhandlung: , U e b e r  d i e  G r o s s e  d e r  P e r i o d e  e i n e s  u n -  
e n d l i c h e n  D e c i m a l b r u c h e s  o d e r  d i e  C o n g r u e n z  1 O X =  1 (modYj" 
(Programm der konigl. Studienanstalt Uurghausen 1887/88) wurde in $ 3 3  be- 
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wiesen, dass, w e n n  d i e  Z a h l  a z u  - - '  (nodp) g e h a r t ,  wo A eine in A 
p -  1 enthaltene ganze Zahl bedeutet, u n d  p" d i e  h o c h s t e  P o t e n z  v o n  

P' 
p i s t ,  d u r c h  w e l c h e  a A -1 g e t h e i l t  w e r d e n  k a n n ,  o z u m  E x -  

ponen  t e n  p=' p"-"(modpn) g e h  6 r t .  Es llisst sich auoh umgekehrt zeigen, 
i 

P-1 '-' p " - 7 ( m o d p n ) g e h 6 r t ,  a z u  - pn-'-z' dass, w e n n  a z u  -- 
A A 

(mod pn-%') 

gehfiren muss, d. h., d a s s  b e i d e  E x p o n e n t e n  v o n  a d i e s e l b e  
P o t e n z  v o n  2 e n t h a l t e n  rn l i s sen ,  da  diese Potenzen von 2 nur in  

-1 vorkommen klnnen. Denn a e n n  nicht ~-:p"-"-< dieser klcinste 
A A' 

P - 1 .  pn.+.tvr Exponent ware, so musste er von der Form -- sein, wo 
A 

A'> A und z"> z' izt. Es würde sich aber dann nach den dortselbst durch- - P" 
gefiihrten Schlussfolgerungen ergeben , dass a L' t 1 (mod p"), 

P-1 dass also a nicht zu -pn-" (modp"), sondern, gegen die Voraus- 
A 

setzung, zu einem kleineren Exponenten (modpn) gchlren wiirde. 
!! 

1st daher a2- 1 durch keinen der Moduln ppl, p ;~ ,  . . . theilbar, so 
kann es auch durch keine niedrigere Potenz der Prirnzahlen p,, p , ,  . . . 
getheilt werden. Durch eine oder mehrere der ersten Gruppe angehorige 

P - 1  P,-1 Prirnzahlpotenzen ist es aber t h e i  l b  a r ,  w e n n  LI - 9  n i c h t  
4 1 2  

d i e s e l b e  P o t e n z  v o n  2 e n t h a l t e n ,  a u s s e r d e m  a b e r  n i c h t .  Denn 
ist p = Z n .  q P , l  p@. . . p f l p 5 .  . ., wo p,, q,, . . . ungerade Primzahlen be- 

so ist 

- !?dl.. . ist, und 2". $' q + .  , . das kleinste Vielfache von 
A, A2 ' - 2"-1 q P ~  P Z . .  . pfl . . Dieses kann aber durch einen oder 3 -  1 9 2  

P -1 dcr Enponentcn - pfi,  pfz. . . getheilt r e rden  , w e n n 
A, 1 2  

51'1 n i c h t  d i e s e l b e  P o t e n z  v o n  2 e n t h a l t e n ,  a u s s e r -  
i 2  

dem u i c h t .  
Mittelvt des ,Canon arithmeticusu von C.  G. J. J a  c O b i ergiebt sich 

zurn Beispiel Folgendes : 

1. Es  sei pal = 7 3 ,  

pz= 19'. 

Nun ist,: 10 EZ 32ea (mod P), 
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daher : 

mithin : 

Ferner ist: 10 2239 (mod l g e ) ,  

also : 102 -! 2833" 20 - = 1 ( na0d19~), 

daher : 233x z O(mod18.19), 

folglich : z = 342. 

Mithin hat man 1 OZg4 1 (mod 73) 

und 10542 2 1 (mod 1g2) , 

folglich : 1018. '"44 9 1 ( m 0 d 7 ~ .  197.  

Nun enthalten 294 und 342 dieselbe Potenz von 2 ,  n a d i c h  2';  daher 
ist die Halfte ihres kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen durch keine dieser 

E 
Zahlen theilbar. --- 7" 19" 

giebt folglich eine volls~iindige Periode, da 

10"199.4" 1 nach keinem der Modulen 1 9 ,  19" 7, 7" 7: 0 ist. 
2. E s  sei; p1.I = 34, 

p 2  = l12. 
Nun findet man wie in 1) : 

10" 1 (mod 34) 

und 1 0 a a ~  1(mod112),  

also ist 101g8 3 1 ( r n 0 d 3 ~ .  1 12). 

9 und 22 enthalten verschiedene Potenzen von 2; die HRlftc ihres 
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen ist daher durch 9 ,  10"- 1, aber 

B 
auch schon IO9- 1 durch 34 theilbar. Mithin giebt -- 

34. 11% 
keine voll- 

stiindige Periode. 
B 

Giebt der Bruch keine vollsttindige Periode, was auch immer der 
P - 

Fa11 is t ,  wenn in 10' 1 (mod P), wo 10 zu t gehort,  t eine ungerade 
Zahl is t ,  so erhalt man ftir alle moglichen zu P relativ primen Werthe 
von z eine gerade Anzahl von Perioden und Restreihen, deren Glieder sich 
paarweise zu 9 bezw. P erganzen, d. i. c o m p l e m e n t a r e .  

Sind die Reste, welche sich bei der Verwandlung eines solchen Bruches 
mi t  dem Nenner P in einen Decimalbruch ergeben, r,, r , ,  . . . rd,  so geben 

dic Bruche r l .  T2, - - - )" dieselben Perioden mit derselben Reihenfolge der 
P Y Y 

Ziffern, nur mit verschiedenen Anfangsgliedern. Alle diese Reste sind relativ 
prirn eu P. Dcnn ist z. B. 1 0 U ~  rw(modP)  iind hi t ten r p  und P einen 
gemeinschaftlichen Theiler, so mtisste derselbe auch in loi,  das ist in 10 
enthalten sein gegen die Voraussetzung, dass P nur aus ungeraden Prim- 
zahlen ausser 5 zusammengesetzt ist. Nimmt man einen anderen der q ( P )  
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381 _ _X.__._I_ --- - 
zu P relativ primen Zahlen, welche kleiner als P sind, etwa s, als Zahler, 

S 
so giebt - I in einen Decimalbruch verwandelt, wicdcr 6 Reste e l ,  Q,, ... pd, 

P 
welche wieder als Zahler zu dem Nenner P genommen dieselben Perioden 
mit anderen Anfangsziffern geben und von den Reston r,, r,, ... rd ver- 
schieden sind. 1st nun allgemein m iigend eine zu P relativ prime Zahl 
und kleiner als Pl  so kann sie als Zahler eines solchen Bruches mit dem 
Nenner P genommen werden; dann ist aber auch Y - m relativ prirn zu 
P und kleiner als P, kann daher ebenfalls zum Ziihler eines Bruches mit 
dem Nenner P gernacht werdon. Die Reste und Qnoticnten, die sich bci 

m 
der Verwandlung des Bruches - in  einen Decimalbruch ergeben, ergiinzen die 

P 
P - m  

entsprechenden Reste und Quotienten bei der Verwcandlung des Bruches - 
P 

zu P bezw. 9, welches letztere sich ebenso wie oben beweisen Iasst. Da nun 
zu j e  xwei solchen sich ergamenden Brüchen 26 Reste, welche kleiner als P 
und relativ prim zu P sind,  gehoren, und auf diese Weise alle cp (P) Zahlen, 
wclcho kleiner als P und relativ prim zn P sind, erschopft wcrden, so ist  

cP (Pl. d i e  A n z a h l  d i e s e r  P a a r e  v o n  c o m p l e m e n t i i r e n  P e r i o d e n  - 
2 6 

Z u s a t z e  u n d  F o l g e r u n g e n :  

1. 1st pa der Nenner eines gemeinen Bruches und der Exponent 6, zu 
welçhem 10 (mod pa) gehort , eine gerade Zahl = 2 v ,  B O  ist die Periode 
immer eine vollstandige. 

2. In einer vollstindigen p-stelligon Periode ist die Summe dor Reste 

p .  Pl wenn P der Nenner des gemeinen Bruches is t ,  und die der 
2 

CL Ziffern der Periode - .9. 
2 

3. Die Summe der Reste zweier 8-stelligen compleinentiiren Rest- 
reihen ist 8 .  P und die der Ziffern beider Perioden 96. 

4. Dass die Summe der Ziffern einer p - 1 - stelligen Periode eines 

gemeinen Bruohes mit dem Primrahlnemer p - y, lissr sich 
auch folgendermaassen beweisen: 

1st a der Zahler, sind ferncr q,, p,, . . . q,,-1 die Ziffern der Periode 
und r , ,  r 2 , .  . .r,,i die Reste, so ist: 
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Aber r,  + r ,  + . . . + r P - ,  ist die Summe der ersten p - 1 Zahlen, 

Ebenso erhalt man die bekannte Eigenschaft, auch wenn die Teriode 
allgemein eine 8 - stellige ist und man die Summe der Reste mit R und 
die der Quotienten mit Q beaeichnet: 

ion = P. Q + x, 
oder 9R = P . Q ,  

daher p. Q R=- 
9 

und 

d. i., wenn P den Primfactor 3 nicht enthalt,  ist die Summe der Reste irnmer 
durch 9 und die Summe der Ziffern der Periode immer durch P theilbar. 

F r e i s i n g .  JOS. M A Y E R .  

XXI. Ueber I t e r i rnng  gebrochener Fnnctionen. 

Bezeichnet man mit 0 ( x )  eine rationale 
Bnderlichen x und setzt,  wie gewohnlich, 

O [ O  (x)] - O, (XI, O [ O ,  (x)] 
llann ist bei der Form a x + b  O (x) = - + B 
die Frago h h 6 g  beantwortet worden, unter 

gebrochene Function der Ver- 

= 0 3 ( x ) ,  ... 

welchen Bedingungen für ein 
gegebenes PZ 

1) 
wird. Ich werde zeigen, dass , wenn in 8 (2) der ZBhler oder der Nenner 
von hoherem als dem ersten Grade wird, fiîr keine Wahl der Constanten 
und kein .n die Gleichung 1) erftillt werden, dass also bei der Iterirung 
keine Periode entstehen kann. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir den Quotienten 

aweier ganzer Functionen rp (x), +(x), die keinen Theiler mit einander ge- 
meinsam haben sollen, so dxss bei der Zerlegung in lineare Factoren lcein 
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a1 einern ap gleich wird ( A ,  p > O). F ü r  z setzen wir in diesen Quotienten 
nun 

- Z ( 4  0 (x) = - 
N (x) 

ein, wobei rnindestens eine der beiden ganzen Functionen Z ( x )  und N ( x )  
von hoherem als dem ersten Grade sein soll, und Z ( z )  iiud N(z)  keinen 
gemeinsamen Factor besitzen. Dann wird 

wobei p die Differenz der Grade von yi (x) nnd cp (x) bedeutet. 
In dem Bruche auf der rechten Seite kann sich kein Factor in x ,  der 

im Ziihler auftritt, gegen einen gleichen des Nenners wegheben. n a n n  
hattcn zwei Klammern von der Form 

Z ( x ) - a z N ( x )  und ~ ( x )  - a@N(x)  

einen gemeinsamen Theiler, danu hatte ihn auch ihre Differenz 

(a2 - a,) NK4 

uud da a l  - cip eine von Nul1 verschiedene Constante ist ,  auch N(x) und 
folglich ebenso Z(x).  Dass aber in 

X ( x )  O(X) = 
fl (XI 

Zgliler und Nenner keinen gemeinsamen Theiler besitzen, hatten wir ja 
von vornherein vorausgesetzt. 

Ware nun &(xj  = x,  so setzen wir fu r  

dann folgt aus dem bewiesenen Hilfssatze, dass 0, (x) nur daun = z sein 
kann, wenn schon cp : 1 ~ ,  und e selbst linear ist ,  und damit ist die Richtig- 
keit der Behauptung dargelegt. 

80 einfach der gegebene Beweis des Hilfssatzes is t ,  so hat er doch 
nach der Seito hin einen Mangel, dass bei einem rein arithrnetischen Satze 
die Existenz der Wurzeln, also ein algebraisches Theorem vorausgesetzt 
wurde. Um dem abzuhelfcn rnag ein zweiter, zwar etwas weniger einfacher, 
aber doch rein arithrnetischer Beweis des Hilfssatzes folgen. 

Es seien rp(x), a (2)  zwei ganze Functionen, unter denen q ( x )  dern 
Grado nach hoher oder mindestens gleich ~ ( z )  sei. Ferner sollen beide 
Functionen ohne gemeinsarnen Theiler angenommen werden. Setzt man 
nun in cp und in Ji ftir die Variable z den Bruch 

ein und entfernt die Nenner durch Multiplication mit den niedrigsten d a m  
ntithigen Potenzen von N ;  dann behaupte ich, dass dio neuen Functionen, 
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3 84 Kleinere Mittheilungen. 
-X_X_X-~^-Y.~-^--^ _ -.III .. -_̂-IIXI- ------------- 
die mit  q ( Z ,  N )  und V ( Z ,  AT) bezeichnet werden rnogen, auch keinen 
gemeinsamen Theiler haban. 

Zum Beweise wenden wir auf rp und 9 die E u k l i d ' s c h e  hlethode des 
grossten gemeinsamen Theilers an. Dabei moge 

cp ($1 = P, (4 v (4 + V l ( 4  

die erste Zeile des Schemas sein; q, ist  der Quotient, v, der Hest der 
Division. Setzt man jetzt wieder 0 für  a ein und bezeichnet ahnlich wie 
soeben, dann entsteht 

' ~ ( 2 ,  N )  = q,(Z,  N ) v W ,  + N P i . v l ( Z ,  

Hier ist p, die Differenz der Grade von rp (x) und ~ I , ( x ) .  Hatten nun 

p ( Z ,  N) und q ( Z ,  N) einen gemeinsamen Theiler, so hlitte ihn nuch 

.Np! v1 ( 2 ,  N ) .  

E s  kann ihn aber N nicht haben, weil ihn sonst wegen cp ( 2 ,  N) auch 
Z beslisse ; also kommt er in + , (Z ,  N )  vor. 

Die zweite Zeile des E ukl id ' schen  Schemas sei 

9 (4 = a, (4 q1 (4 + 1 ~ ' a  ( 4  

und entsprechend bilden wir 

@ ( Z ,  N )  = q , (Z ,  N )  V,@, N )  + NPZ~,(Z, N )  

und schliessen, dass auch q , ( Z ,  N) den Theiler besitzt. SO geht es 
weiter, und da wir schliesslich auf eine Constante 9, kommen, so folgt 
die behauptete Unm6glichkeiL 
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Geschichte der optischen und katoptriachen 
Anamorphosen. 

Von 

Dr. H. Ruoss 
in Cannstatt. 

Hierzu Tafel II,  Figur 1 - 9 
-- 

Als Anamorpliosen bezeichnet man verzerrte Rilder eines Vorbildes 
(prototyp), welche von einem gewissen Punkte aus, direct oder in einem 
Spiegel gesehen , als unverzerrtes Vorbild wieder erscheinen. 

Die Construction der Anamorphosen ist von den Mathematikern und 
Physikern des 17. uiid 18. Jabrhunderts behandelt worden, und der be- 
riihmto Mcchaniker und Physikcr J a c O b L e u  p O l d hat --drei Maschinen 
hergestellt: mit denen man dieselben zeichnen kann. 

Diese Ansicht, die sich von Buch zu Buch fortgepflanzt h a t ,  zu be- 
richtigen, wird Gegenstend dieser Abhandlung sein; es wird sich zeigen, 
dass alle Constructionen , die sich auf Cylinderspiegel beziehen , vom wissen- 
schaftlichen Standpunkte a m  unrichtig sind, und dass die drei Bkschiuen 
L e u p o l d ' s  Anamorphosen liefern, welche den Gesetzen der Anamorphosen 
widersprechen. 

Als der Erote, der sich mit Anamorphosen beochgftigte, wird in 
franzosischen Werken" S i m  o n S t e v  i n  bezeichnet. I n  der Geschichte der 
Physik von H c l l e r  dagegon wird besonders dem Jesuitcn C a s  p a r  S c  h o t  t 
das Verdienst zugeschrieben, Regeln für die Anamorphosen der cjlindrischen 
und conischen Spiegel aiifgestellt zu habeii. 

Wau S i m o n  S t e v i n  aulangt, so liegt offenbar eine Verwechsluug 
mit  S c h o t t  vor. Dies geht daraus hervor, dass das vermeiutliche Werk 
S t e v i n ' s  ,Magia, universalis, Herbipol. 1657" uuter demselben Titel im 
gleichen Jabre in  Wilrzburg von S c h  O t t erschienen is t ,  dass S t e v i n  1620 
in Leydcn gestorben ist, und dass wcdcr ein von ihm herausgegebenes 
Werk, noch das nach seinem Tode erschienene ,,les oeuvres mathem. de 
S. S t e v i n ,  Leyden 1634U obigen Titel tràgt. 

* Cfr. Cours d e  physique de l'école polyt. von J a m i n  1892 ,,Miroire coniques 
e t  cylindriques". 

Eüst.-iit.Abth. d. ZeitacLir. f. Math. u. Phys. 59. Jahrg. 1594. 1. Heft. 1 
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Was S c h o  t t  anlangt, so bin ich nach dem Studium seiner ,,Magia 
universalis" der Ansicht, dass ihm beztiglicb der Forderung der Anamor- 
phosen nur das Verdienst zukommt, die verschiedenen, in  anderen Werken 
zerstreut liegenden Constructionen gesammelt zu haben, ohne indessen etwas 
Neues zu liefern. 

Der Erste, der über Anamorphosen geschrieben haben dürfte, ist 
V a u  l e z  a r  d : Perspective cylindrique et  conique, Paris 1630,  

daran wiîrden sich anreihen: 
H e  r i  g o  n i u  s: Cursus mathematicus, Paris 1 6 3 4 ;  
A t h a n a s i u s  C i r c h e r i u s :  Ars magna lucis e t  umbrae, Rom 1646; 
P h i  1. H a r z  d 6 r f  e r : Xathematische und philosophische Erquickungs- 

stunden, Nürnberg 1633 ; 
J e a n  F r a n ç o i s  N i c e r o n :  L a  perspective curieuse, Paris 1652; 
C a s  p a r  u s  S c h  O t t LI a : Magia universalis naturae et artiu, 

(Herbipol.) Würzburg 1662;  
J O  h. C h r i s t .  S t u  r m : Mathesis juvenalis , Nürnbcrg 1699; 
L e O nh .  C h  r. S t u r m  : Kurzer Begriff der gesammten Uathesiu, 

Frankfurt a. 0. 1710. 
Als das umfassendste dieser Werke,  in Bezug auf Anamorphosen, muss 

das von S c h  O t t bezeichnet werden. Obgleich die Darstellung an Klarheit 
und Kürze zu münschen tibrig lasst, so ist sie doch noch iibersichtlicher 
a h  die andererfAutoren. Dass in einem solch' vielseitigen Werke, das 
die reine und angewandte Mathematik, die Physik und praktische 
Mechanik etc. behandelt und alle nur denkbaren Anwendungen im prak- 
tischen Leben in Betracht zieht, Manches aufgenommen aurde ,  das der 
Verfasser selbst nicht genügend beherrschte, is t  wohl zu entschuldigen und 
trifft auch für dieses Werk zu. Ich verweise hier z. B. au€ die ganz un- 
verstandliche Construction S. 1 6 2  pragmatia II des obigen Werkes. 

Die Beschreibung der Maschinen L e u  p 01 d 's  erschien 1713  in Leipzig 
unter dem Titel: 

J a  C O  b L e u  p O 1 d 's  Mechanici, zu Leipzig, Anamorphosis m e c  h a n  ica 
n O v a oder Beschreibung dreier Maschinen , mit welchen sehr geschwinde 
und leicht, auch von Denen, die solcher Wissenschaft unerfahren, mancherlei 
Bilder und Figuren konnen gezeichnet werden, dass sie ganz ungestalt 
und unkenntlich , dennoch aber die ersteren durch einen Cylinderspiegel, 
die anderen durch einen conischen und die dritten mit einem flachen Spiegel 
von einem gewissen Augpunkt mus wiederum in recbter Gestalt iind Pro- 
portion erscheinen. 

Man wird sich, namentlich bezüglich der drei letzten Maschinen, fragen, 
mie dio unrichtigen Constructionen der Anamorpliosen als solche so lange 
unerkannt blieben. Wir finden eine Erklarung dafür, wenn wir uns den 
damaligen Zweck der Anamorphosen klar machen. Es  handelte sich 
da ium,  etwa von einer Person oder irgend einem Thier cine Cylinder- 
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Geschichte der optischen und katoptrischen Anamorphosen. 3 --- 
anamorphose herzustellen, also ein verzerrtes Rild des Or ig ina l~ ,  das ,  im 
Cylinderspiegel gesehen, richtig erscheint. War auch das im Spiegel ge- 
seliene Bild in vielen Punkten dem Original nicht ahnlich, so war doch 
der Gesammteindruck der eines wohlgestalteten Bildes, das man um so 
mehr dem Original tihnlich h ~ l t e n  musste, nls das letztere bei der Re- 
sichtigung nicht zur Verfügung stand,  und so ein Vergleich im Einzelnen 
nicht angestellt werden konnte. 

HBtten dagegen die Physiker und Nathematiker jener Zeit sich die 
Aufgabe gestellt, eine Curve zu zeichnen, welche in  einem Cylinderspiegel 
gesehen als Gerade erscheint, so hl t ten sie finden miissen, dass ihre Con- 
structionen und Apparate die richtigen Anamorphosen der Gerade nicht 
liefern konnten. 

Optische Anamarphosen. 

Die Aufgabe ist hier,  auf eine beliebige Fliiche ein verzerrtes Bild 
eines Vorbildes zu zeichnen, das von einem Puukte aus richtig erscheint. 
Diese Anamorphosen fanden in jener Zeit mannigfache Anwendungen. So 
erwihnt S ü h o t t Y ,  dass in dem Kloster des Franciscus de Parula auf dem 
Monte Pincio in Rom das Bild des Franciscus de Parula von einem Punkte 
aus an einer Wand zu sehen sci, dass aber von anderen Punkten aus nur 
Baume, Kenschen, Thiere an dieser Steile zu sehen seien. Diese Anamor- 
phose wurde von P. E m a n u e l  M a g n a  n n s  hergestellt und in seiner 
perspectiva horaria lib. 3 prop. 77 beschrieben. 

Weitere Anwendungen, die in Capellen damals oft gesehen wurden, 
waren die Anamorphosen schiefer Balken.*' 

Auf zwei zueammenstossende W h d e  wurden Balken gemalt, die von 
einem gewissen Punkte der Capelle aus so erschienen, als ob sie in beide 
Wande eingefügt und über den Rinke l  der W h d e  gespannt waren. 

S c  h o  t t  schreibt darüher , dass, wenn man sich vom richtigen Stand- 
punkte entferne, das Bild sich aufzulosen, die SBulen sich zu bewegen und 
einzustürzen scheinen.*** 

Auch in Garten wurden solche Anamorphosen angelegt , welche, von 
einem Punkte ausserhalb gesehen, die Form eines Adlers, Lowens etc. zeigten. 

Diese Anamcrphosen wurden theils auf geometrische Weise, theils auf 
praktisch meclianische hergestellt; wir werden im Folgenden beide Methoden 
behandeln. 

ZuuYchst bandelt es sich darum: Was i d  ein nicht verzerrtes (richtiges) 
Bild eines Vorbildes und was ein verzerrtes? 

Uetrachtet man einen Korper von cinem Punkte P aus in bestimmter 
Richtung (Richtung der Augenachse), so erhtilt man eine bestimmte An- 

* p. 138 ,,Vidi saepissime Romae e t ~ . ~ '  
** p. 135 coroll. II. ibid. 
*** p. 135 ann. ad. cor. II. 
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sicht desselben. Dicselbe kann graphisch wiedergegeben werden durch daç 
perspectivische Bild, das anf einer Ebene s e n  k r e  c h t z u r g e  n a n n  t e n  
R i  c h t u n  g derch Zentralprojection aus dem Auge entstehen würde. 

H a t  man ein e b e  n e  s Vorbild, so erscheint es von allen Punkten aus 
unverzerrt, wenn man es in einer Richtung betrachtet, die senkrecht zur 
Ebene des Vorbildes is t ;  denn die graphische Wiedergabe der Ansichten 
giebt perspectivische Bilder, welche dem Vorbild iihnlich sind. 

1. A n a m o r p h o s e n  i n  d e r  E b e n e  E, w e l c h e  v o n  e i n e m  
P u n k t e  P a u s  n a c h  v o r g e s c h r i e b e n e r  R i c h t u n g  g e s e h e n  

e i n e  i i n v e r z e r r t e  A n s i c h t  d e s  V o r b i l d e s  l i e f e r n .  

1. G e o m e t r i s c h e  L o s u n g .  1st El die Ebene senkrecht zur vor- 
geschriebenen Richtung, so lautet die Aufgabe in geometrischer Fassung: 

Das Vorbild in der Ebene E, von P aus auf Ebene E zu projiciren. 
Diese Aufgabe wurde besonders einfach durch die sogenannten Qua-  

d r  a t n  e t z e  gelost. Figur 1 und 2 giebt eine solche Construction wieder. 
Das Vorbild wird mit einem Nctz von Quadraten übcrzogen, wie A B  CD zeigt. 
In  der Ebene E wird eine Strecke A'D' in ebenso vie1 Theile getheilt 
als A D .  1st nun O die Projection des Auges auf Ebene E, so ziehe man 
durch O uud die Theilpunkte Strahlen. In  unseier Figur liegt O  auf K'J' 
und zwar so weit von J' entfernt, dass O J 1 =  16. A'D'. Die Augh6he ist 
P O  = 48'0'. Triigt man diese H6he in der Ehent: E aaf der Senkrechten 
in O auf, und bezeichnet den Endpunkt mit P', so giebt P'A' die Dia- 
gonale A'C' der Anamorphose, und wenn man durch die Schnittpunkte 
der Diagonale Parallelen mit A'D' zieht,  so erhiilt man die Anamorphose 
des Quadratnetzes. Zeichnet man nun in die einzelnen Vierecke derselben 
die entsprechenden Theile des Vorbildes, so erhiilt man die gesuchte Ana- 
morphose. Durch Construction der Diagonalen von den Quadraten des 
Netzes und den Diagonalen der Vierecke der Anamorphose lassen sich die 
Punkte des Vorbildes und seiner Anamorphose noch genaner bestimmen. 

Halt man in O (wo also J ' O  = 16A'D') ein Papier seukrecht zur 
Zeichenebene und bringt in einer H6he von 4A'D' im Papier ein kleines 
Loch an ,  so erscheint die Anamorphose, durch dieses Loch gesehcn, al8 

Quadrat und unverzerrt. Einfacher kann man dies auch erreichen, wenn 
man das Zeichenblatt schief halt und mit einem Auge dasselbe so betrachtet, 
dass die Sehstrahlen schief aiiffallcn und von dem genannten Punkte O 
aus gehen. Spiiter wird noch gezeigt, wie sich diese Anamorphosen bequem 
in einem Spiegel betrachten lassen. 

Die Richtigkeit obiger Construction ergiebt sich sofart, wenn man 
sich das Vorbild A B  CD senkrecht zur Ebene E über A'D' aufgestellt denkt. . 

2. M e c h a n i s c h e  L 6 s u  ng. Hierbei kamen zwei Instrumente zur 
Anwendung ; dns v e 1 u m m e s  o p  t i c u m und die spatcr zu beschreibende 
p o r t u l a  o p t i c a .  
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Das velum mesopticum K i r c  h e r s  * war ein Rahmen, der mit einem 
Schleier oder transparenten Papier überzogen war,  und in die Ebene E, 
des Vorbildes gebracht wurde. Auf das Velum wurde das Vorbild gezeich- 
uet und von P aus beleuchtet. Es  entstand dann auf E ein Schatten des 
Bildes, der nachgezeichnet wurde. Eiaufig wurde auch das Bild durch 
Locher markirt, und die Lichtpiinkte dieser Locher auf E aufgezeichnet. 
Eine wcitere Anwendung des Velum bestand darin, dass man das Bild 
beinahe ganz ausschnitt und mit gespanntem Faden, der durch P ging, 
dem Ausschnitt nachfuhr; der Schnittpunkt des Fadens mit E beschrieb 
dann die Anamorphose. 

II. A n a m o r p h o s e n  a u f  c o n v e x e n  u n d  c o n c a v e n  P y r a m i d e n .  

Geometrisch wurden nur  die Anamorphosen regulkrer Pyramiden be- 
handelt. Diese Anamorphosen wurden Iangs der H6he der Pyramiden 
betrachtet, EQ dass sich das Auge über (bei convexen) oder unter (bei 
concaven) der Spitze befand. 

Figur 3 und 4 giebt eine solche Construction ftir eine fanfseitige Pyra- 
mide. Um das Vorbild wird ein regul5res Fiinfeck bsschriehen, und i n  
dasselbe weitere concentrische Fünfecke, deren Seiten sich wie 1 : 2 : 3 : 4 
verhalten. In  eincm Achsenschnitt, durch eine Kante der Pyramide, wird 
die Seite der Basis in vier gleiche Theile getheilt (Fig. 4) und dieselben 
von P aus auf die Kante projicirt. Parallelen durch die Projectionspunkte 
mit den Seiten des Ftinfecks der Pyramideubasis ergeben dann die ent- 
sprechende Eintheilung der Anamorphose. 

Diese Eintheilung kann noch weiter vervollsthdigt werden durch 
Strahlen aus der Pyramidenspitze. Das Einzeichnen der Anamorphose ge- 
schieht dann wie bei 1. 

Durch Iirnlegen eines Papiers um die Pyramide, des hernach in eine 
Ebene ausgebreitet wird, kann die Anamorphose bequem auf des Papier 
gezeichnet und nachher wieder um die Pyramide gelegt werden. 

Die mechanische Herstellung geschah durch Licht und Schatten oder 
durch Fiiden wie bei 1. 

III. A n a m o r p h o s e n  a u f  c o n v e x e n  u n d  c o n c a v e n  K e g e l n .  

Statt der regnlaren concentrischen Polygone wurden, da es sich nur  
um senkrechte Kreiskegel hnndelte, eoncentrische Kreise verwendet ; im 
Cebrigen aber ganz das vorige Verfahren eingeschlagen. 

IV.  A n a m o r p h o s e n  a u f  b e l i e l i i g  u n t e r b r o c h e n e n  F l i i c h e n .  

Es handelte sich hier z. B. darum, in einem Bof mit Saulen, Fenstern, 
Thilren eine Anamorphose eines Vorbildes auf diesen Gegenstanden zu ent- 
werfen. 

.- 

* K i r c h e r ,  lib. II. dc lum. et unibr. par. II. 
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Die Ausführung, welche P. M a r i u s  B e  t t i n u  s (.4piar. 5, Progymn. 2 
cap. 3) beschreibt, war eine mechanische und geschah unteï Auwendung 
des velum mesopticum mit  Licht,  Schatten oder Fiiden. 

Bei diesen Anamorphosen wurde auch die p o r t  i i la  o p  t i  c a  von 
A l b e r t  D u r e r  in  Kiirnberg benützt und z. B. bei Herstellung des oben 
genannten Bildes des F r a n p o i  s d e  P a r u l a  verwendet. 

Dieses Instrument bestand aus zwei Rahmen, die wie zwei Bliitter 
eines Buches zusarnmengeklappt werdcn konnten; auf dem eiuen tiber- 
spannten Rahmen befand sich das Vorbild, der andere besass an der Um- 
rahmung Haken, zwischen denen zwei Fiiden gespannt werden konnten. 
Dieser z w e i t ~  Rahmcn wurde in der Lage befestigt, welche das Vorliild 
einnehmen sollte. Um zum Punkte A des Vorbildes den Punkt A' der 
Anamorphose zu erhalten, wurde die Portula geschlossen, die zwei Fiiden 
so gespannt, dass oie durch A gingen, sodann die Portula wieder ge6ffriet. 
Ein Paden, der im Augpunkte P aber  eine Rolle ging und dort ein Ge- 
wicht t rug,  wurde nun durch den Kre~zungspunkt  der Faden gelegt und 
angezogen; derselbe bestimmte dann A'. Von den beeprochenen Methoden 
wiirden mancherlei Anwendungen gemacht auf gefurchte Fliichen. So 
wurdcn Anamorphosen erzcugt auf aneinander gclegtcn dreiseitigen Pyrn- 
miden; von unten, von der Mitte und von oben gesehen erschien je ein 
verschiedenes Bild. Aehnliche Anamorphosen wurden mit Faden gemacht, 
die auf einen Rahmen sufgezogen warcn. Solche Anamorphosen werden 
noch heute im Grossen hergestellt. 

Katoptrische Anamorphosen. 

Die Anamorphosen eines Vorbildes werdcn hicr in  einem Spiegcl von 
einem Punkte P aus nach hestimmter Richtung betrachtet und mussen danu 
eine unverzerrte Ansicht des Vorbildee liefern. 

Diese Bichtung wurde bei Planspiegeln senkrecht zum Spiegel ange- 
nommen, bei Kegelspiegeln wurde P in die Achse des Kegels gelegt und 
die Richtung parallel dieser Achse gewiihlt. 

Bei Cylinderspiegeln war das Vorbild ausnatimsweise kein ebenes mehr, 
vielmekr ein auf einem Cylinder befindliches Bild. Die Anamorphose dieses 
Vorbildes, im Spiegel gesehen, rnusste dann eine richtige (unverzerrte) An- 
sicht des Vorbildes liefern. 

Den genannten Autoren lag indessen das Vorbild in einer Ebene ab- 
gewickelt vor, und sie bezeichneten die Anamorphosc als Anamorphose 
dieses e b e n e n  B i l d e s .  D a  nun aber eiue solche Anamorphose riie die- 
selbe Ansicht liefern kann wie das ebene Vorbild, sondern nur wie 
des cylindrische Vorbild, so ist eine derartige Bczeichnung nicl-it correct; 
sie war eine Polge des Mangels einer Definition tiber verzerrte nnd unver- 
zerrte Bilder. 
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Anamorphosen der  Planspiegel.  

Die Aufgabe ist hier: Eine Anamorphose eines ebenen Vorbildes zu 
zeichnen, welche, von einem bestimmten Punkte P aus senkrecht zu einem 
~ l a n s ~ i e g &  El gesehen, im letzteren unverzerrt erecheint. 

Stellt man nun in Figur 1 einen Spiegel auf A'B' senkrecht zur 
Zeiahnungsebene und sucht ziim Punkte P d i e s  e r  F i g u r den symmetrischen 
Punkt in Bezug auf die Spiegelebene, so erhalt m a n ,  von diesem Punkte 
aus gesehen, ein unverzerrtes Spiegelbild. Hieraus folgt, das jede Plan- 
spiegel - Anamorphose auf gauz dieselbe Weise construirt wird , wie eine 
optische Anamorphose. 

U e b e r  d i e  A c c o m m o d a t i o n  d e r  A u g e n .  Die perspectivische 
Wiedergabe einer Ansicht ergab, wie wir früher anfiihrten, ein ebeues 
Bild. Dasselbe bringt im Auge nicht ganz denselben Eindruck hervor, wie 
die Ansicht selbst, denn jedes Auge kann durch Accommodation auch die dritte 
Djmension der Ansicht zum Bewusstsein bringen, indem es die einzelnen 
Theile der Ansicht für sich uach einandcr fixirt, und beide Augen ver- 
mogen dieses 13ewusstsein durch die stereoskopische Ansicht noch deutlicher 
zu machen. 

Damit die optische Tauschung bei den Anamorphosen eine vollkommene 
i d ,  empfiehlt es sich daher, die Anamorphosen wenigstens bei kleinen 
Entfernungen mit einem Auge xu betrachten und dieselben auf ein glcich- 
formiges weisses oder schwrtrzes Papier auszubreiten. Bei Planspiegeln 
kann man auch den Spiegel so gross als dlis Vorbild ( A B C D  der Fig. 1) 
nehmen, indem man auf dem Spiegel ein Papier ausbreitet, ails dem man 
ein Rechteck von der Grosse A B C D  ausgeschnitten hat. 1st der Spiegel 
vertical, so kann man auch die Anamorphose Bber dem oberen Rand senk- 
recht zur Spiegelebene anbringen. I n  diesem Falie wird das verzerrte 
Bild selbst nicht gesehen, wodurch die Tiiuschung noch vollstandiger wird. 

Die früher erwiihnten Anamorphosen auf gefurchten Plkichen (aneinander 
gereihten Prismen) k6nnen ebenso in einem Spiegel betrachtet werden und 
zeigen dann drei versohiedene Bilder, je nachdem man in den Spiegel sieht. 

Die Anamorphosen des Cglinderspiegele und des ~ e ~ e l s ~ i e ~ & .  

Die Aufgabe i s t  hier: Eine Anamorphose eines auf einem Cglinder 
ausgespannten Vorbildes zu suchen, das, von einem bestimmten Punkte P 
irn Cylinderspiegel geselien, eine richtige (unverzerrte) Ansichf des Vor- 
bildes ergiebt. 

Die hier vorhandenen Methoden von P. M a r i u s  R e  t t i n u s  Ap 5 
Progymn. 1 cap. 3 ; von P e t  r u s II e r i g O n i u s tom. 5, cursus math. prop. 9 
perspeetivae; von P. A t h a n a s i u s  K i r  c h e r u s  lib. 2 ,  lucis et. umbr. par. 2. 
cap. 3 prop. II konnen keinen Anspruch auf Genauigkeit machen, denselben 
liegen willkiirliche Annahmen liber die Verzerrungen der Anamorphosen 
zu Grunde. 
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Auch hier wird das ebene 13ild mit einem Quadratnetz tiberzogen, und 
so auf den Cylinder aufgeklebt gedacht, dass die einen Seiten, die Rori- 
zontalen , parallel der Basis, die anderen, die Verticalen, parallel den 
Mantellinien gehen. Der Cylinder ist immer ein Rotationscylinder. 

Dass die Verticalen im Anamorphosenbild als Gcrade erscheincn miisscn, 
findet sich bei H e r i  g o  n i  u s  und K j  r c h e r u s ;  die Horizontalen dagegen, 
welche im Bilde der Anamorphosen P ascal ' sche Schnecken siud, wie ich 
an  Schlusse zeigan werde, sind nicht richtig übertragen. 

Desonders ungenau ist das Verfahren des B e  t t i n u s .  E r  zieht tîber 
den Cylinderspiegel ein Papier, auf das das Vorbild aufgezeichnet ist ,  und 
nimmt dasselbe als Papiercylinder a b ;  projicirt das Bild von einem Punkte 
auf der concaven Seite desselben auf die Ebene. Die Projection geschielit 
mittelst Construction oder mittelst eines Lichtes. Diese Projection ist dann 
seine Anamorphose. 

F ü r  die Kegelspiegel findet man in dern Werke von S c h o t t  nur eine 
Methode angegeben, die der Projection mittelst eines Lichtes aus dem 
Innern eines Papierkegels, der wie obiger Papiercylinder hergestellt rrird. 
Die Lage des Augpunktes, der jedenfalls nicht senkrecht über der Kegel- 
spitze angenommen i s t ,  ist dabei ganz ausser Acht gelasuen. Das Werk 
von L e  o n  h. C h r. S t u  r m giebt für  Cylinder - und Kegel - Anamorphosen 
bcssera Constructionen. Bei Cylindcrspiogcln sind die Verticalen ganz 
richtig in den Anamorphosen abgebildet, unter Berüdxsichtigung des Re- 
flectionsgesetzes; ftir die Abbildung der Horizontalen sind wenigstens drei 
Punkte derselben richtig angegeben. 

Wir  sehen daher, dass die richtigen Abbildungen der Horizontalen 
keinem der genannten Physiker und Mathematikei. geglückt i s t ,  obgleich 
die Schnecken P a s c a l ' s  damals schon bekanut waren. 

W i r  geben imLFolgenden die richtigen Constructionen für Cylinder- 
spiegel und Kegelspiegel. 

Denkt man sich den Cylinder mit einem Quadratnetz von oben ange. 
gebener Beschaffenheit überzogen, sa lasst sich in der Zeichnungsebene E 
ein Netz zeichnen, das, von P aua im Spiegel gedehen, mit dem Cylinder- 
netz zusammenfallt. Greift man eine Mantellinie hcraus und zieht von P 
Strahlen nach i h r ,  so liegen die reflectirten Strahlen in einer Ebene der 
Reflectionsebene zu derjenigen Ebene, die durch P und die Mantellinie ge- 
legt wird.. Diese Reflectionsebene wird die Ebene E in  einer Geraden 
schneiden, welche Anamorphoso der blantollinie kt. 

1st (Fig. 5) O die Projection von P auf Ebene E, A B  die Mantel- 
h i e ,  so ist  A B  O P  die Ebene durch P und AB.  Macht man jeizt 

L A'BlN - L O B N ,  

so erhiilt man die Anamorphose A'B von A B  und Ebene ABA' ist jene 
Reflectionsebene. 
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1st A ein Punkt  des Cylinders, Q Mittelpunkt des entsprechenden 
Kreises auf dem Cylinder, so erhiilt man den Anamorphosenpukt A' 
durch folgondo Construction: 

Ziehe P Q  und P A ,  diese liefern mit Ebene E die Schnittpunkte J 
und A", wo J auf 0M l iegt,  und JA" 1 1  Q A geht. Der  Einfallsstralil PA 
wird nun nach A' so reflectirt, dass L A'AR = R A  P ist. I m  A AA'A" 
geht also die Halbirungslinie A R  des Aussenwinkels parallel A'A", das 
Drcieck ist also gleichschenklig , somit A A"= BA' und A"B = DA'. 1st 
nun O P =  c und h der Abstand des Punktes P vom Kreise um Q, so is t  

c 
JA"=p = - - a ,  wo a der Cylinderadius. Betrachtet man jetat in  der 

6 
Ebene .E die Figur  J N B  A'A", in  der B B  = a ,  JAf'= p und BA"= A'B 
ist, so ergaben einfacho Betrachtungen, dass ein um M mit Radius MJ 
lieschriebener Kreis JA' i n  einem Punkte S  so schneidet , dass A'S = 2 a  - p  
ist; denn ist AVA'= 2 2 ,  so ist J S =  2 ( p  + x - a ) ,  J A ' = p  + 22. Eucht 
man jetzt für alle Pnnkte A des Kreises um Q die Punkte A', so bleibt 
J und p constant, die Punkte A' liegen auf einer Pasca l ' schen  Schnecke*, 
deren Verltingerungsstück (oder Verkürzungsstück) 2a - p ist. Diese 
Schnecke hat  J entweder als Doppelpunkt, Rückkehrpunkt oder isolirten 
Punkt. 

Um dicjcnigen Punkte x und y auf J M  zu finden, durch welche die 
Schnecke noch weiter geht ,  ziehe man Q L 1~ MO und Mantellinie LK.  

Macht man jetzt LPLQ = LxL Q, so ergiebt sich x;  denn der ein- 
fallende Strahl PL giebt den Iteflectionsstrahl L x .  

- 

Wiederholt man die Construction fiir den zweiten Endpunkt des 
Durchmessers L Q ,  so findet man y (y ist in  der Fig. 5 uicht gezeichnet). 

Bus drei von den Punkten J, Ml x und y k s s t  sich aber die Schnecke 
construiren. 

1st daher in Figur 6 das Zeichnungsblatt die Ebene der Basis des 
Rotationscylindera, Kreis M diese Rasis und O die Projection des Aug- 
punktes, so mache man . O P 1  MO und gleich der Aughohe, trage auf den 
Lothen in El M und I) die Theile der Verticalen des Quadratnetzes auf 
und construire zu P die in Bezug auf die Lothe in E und D symmetrischen 
Punkte n und n,. Nunmehr projicire man die ersten Theile (die anf XL) 
aus n, die zweiten a m  P, die dritten aus n, auf O B .  Diese Projectionen 
liefern die Punkte x ,  J, y. 

Die P ascal ' schen Schnecken, die dann durch x und y gehen und J 
zum mehrfachen Punkte haben, sind d a m  die Anamorphosen der Horizon- 
talen des Netzes. Alle diese Schnecken haben concentrische um M be- 
schriebene Grundkreise. 

* Zieht man von einem Punkte eines Ereises aus Sehnen und verlangert oder 
~erkürzt dieselben van ihren Endpunkten aus um eine constante Strecke, RO be- 
achreibt der Endpunkt dieser Strecke cine Pascal 'sche Schnecke. 
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Tragt  nian endlich von K aus nach beiden Seiten auf der Rasis Bogen 
a b ,  gleich den Theilen der Horizontalen des Quadratnetzes und verbindet 
die so erhaltenen Punkte B mit O und macht Ml3 A'= L M B  O ,  so er- 
halt man die Anamorphosen BA' der Verticalen des Netzes. 

A n  rn e r k u n  g. Das Spiegelbild der Anamorphosen liegt nicht etwa 
auf dem Spiegel, sondern in der Basisebene selbst, wie aus Figur 5 er- 
sichtlich ist. Die Strahlen, wclclio namlich von A' ausgehcn und das Auge 
treffen, gehen (uach der Reflection) in ihrer VerlBngerung durch A''. 

Um auch für den Fa11 des convexen Cylinderspiegeis die Anamor- 
phosen der Verticalen des Quadratnetzes zu erhalten, triigt man (wie bei K)  
von D aus auf der Basis die Theile der IIorizontalen des Netzes nach 
beidcn Seiten au€  und construirt, wie bei B, die Reflcctionsstrahlen. Wir 
behandeln jetzt,  da sich wesentliche Unterschiede herausstellen werden, 
beide Arten von Spiegeln. 

1. D e r  c o n v e x e  C y l i n d e r s p i e g e l .  

Die mehrfachen Punkte der Schnecken liegen der Construction gemass 
auf der abgclcgnen Halfte M J  des Cylinders; vom Cylinder und den 
Anamorphosen komint nur der Theil in Betracht,  melcher von den Ver- 
langeruugen der Grenztangeuten aus O und dem zugewandten Theile des 
Spiegels eingebchlossen wird, der andere Theil der Ebene ist unsichtbar. 
Bei denjenigen Schnecken (wie die grosse der Figur),  welche zwei B6gen 
in den sichtbaren Thcil sendcn, kommt nur  einer (der vollst%~dig ausge- 
zogene) in Betracht, - der andere beziehf sich auf den concaven Spiegel. 
D a  sich in dem betrachteten Theile weder die Schnecken unter einander, 
noch (lie Gcraden unter einandcr schneiden, so wird die Anamorphose im 
Spiegel nur einmal gesehen. 

2. D e r  c o n c a v e  S p i e g e l .  

3eber  denselben dürften nach meinen Kenntnissen der einschlligigen 
Literatur noch keine thecretischen Untersuchungen angestellt worden sein. 
Da sich diesclhen indesscn cnge an die vorigen' apreihcn, so habo ich sio 
dieser historischen Abhandlung beigefügt. 

Entweder befindet sich hier das Auge im Cylinderraum. oder bei 
unvollstiindigcn Cylindern ausserhalb. 

Im ersteren (selteneren) Fall bedeckt das im Spiegel sichtbare Ana- 
morphosennetz die Basis, im anderen Pal1 bedeckl es den durch die Grenz. 
strahlen abgeschnittenen sichtbaren Theil der Ebene. Da sich die Schneckcn, 
namentlich in der Nahe von il, gegenseitig schneiden, so wird jeder solche 
Schnitt, wie auch die Doppelpunkte, mehrmals im Spiegel gesehen. Dazu 
kommt noch, dass sich auch die Geraden der Anamorphosen schneiden. 

Zeichnet man jetzt in ein Fach des Netzes der Anamorphoseil eine 
F igur ,  so siebt man diesellie von P aus mehrere Male, wobei es sogar 
moglich is t ,  dass Theile der Pigur auf anderen Theilen derselben Figur zu 
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liegen kornmen. Von dieeen Bildern wird im Allgemeinen von P aus nur 
ein einziges unverzerrt erscheinen. 

Indessen giebt eu auch einen Theil des Netzes der Anamorphose, von 
dem hochstem ein Bild im Spiegel erscheinen kaun; es ist dies derjenige 
Tbeil der Ebenc, welcher von der Berührungsebene*, die man durch die 
Grenztangenten von O an den Spiegel erhült, und dem Spiegel begrenzt wird. 

Das Netz dieses Theiles darf nicht mit dem des convexen Spiegels ver- 
wechselt werden. I n  unserer Figiir wird eu gebildet von den punktirten 
Schneckentheilen und von den verlangerten Strahlen, die in  der Nahe 
von D (nicht etwa K) gezogen worden sind. 

Der convexe Kegelspiegel. 

Punkt P befinde sich in  der Achve des Rotationskegels, die Anamor- 
phose in der Basisebene. Der Strahl nach der Spitze trifft daun die Ana- 
morphose noch, wenn dcr Oeffnungswinkel des Eegels kleiner a1s 45' ist. 

Das Vorbild wird durch concentrische Rreise und Radien mit einem 
Netz überzogen. Die Basis des Kegels elrienfails mit einem Netz, das dem 
genannten ahnlich k t .  I n  Figur 7 ist die Halfte dieses Netzes durch die 
concentrischen Halbkreise 1, 2, 3 dargestellt. Projicirt man die Punkte 
1, 2, 3 auf die &fanteIliaie S A  des Kegels und construirt zu YS,  Pl' ,  
Pz', P3' die Reflectionsstrahlen S o ,  S I ,  S I I ,  SIII (vermittelst der Strablen 
nach dem symmetriechcn Punktc P r ) ,  so erhalt man die Punkte O ,  1, I I ,  III 
und durch Kreise um O die Anamorphosen der Kreise des Vorbildes, durch 
die verlaugerten Radien endlich die Anamorphosen der Radien. 

Ware der Kegel concav (etwa ein Kegelrumpf, au€ dessen kleinerem 
Kreise die Anamorphose auFliegt, walirend man vom grosseren aus in den 
Rumpf hineinsieht), so würde im Allgemeinen jeder Punkt mehrfach gesehen. 

Der Kugelspiegel.  

Le$ man bei beliebigen Rotationsflachen den Augpunkt P in die 
Rotationsachse, die Ebene der Anamorphosen senkrecht zu dieser Achse und 
tiberzieht das Vorbild wieder mit  einem Netz durch concentrische Kreise 
und Radien, so lasst sich, ganz wie beim Kegel die Anamorphose derselben 
construiren, man erhiilt wieder concentrische Kreise und Badien. 

Bei der Kugel wird man dann im Xittelpunkte der Anamorphose eine 
Oeffnung anbringen, die Anamorphose der Kugel zuwenden und durch die 
Oeffnung das unverzerrte Bild erblicken. 

* Gennuer ware dieser Theil diirch die caustische Linie des leuchteoden 
Punktes O anzugebeu. Diese iwt für deu ganzen Basiskreis eine Curve mit nwei 
Rückkehrpunkten a u f  DK und Evolute einer P asc  al'schen Schnecke. Bei Angabe 
des oben genannten Theilcs der Elicne ware dann statt der Berührungssehne die 
caustische Linie der Spiegelbasis, welche ein Theil der Evolute k t ,  zu setzen. 
Von den Pascal'schen Schnecken sei hier noch erwahnt,  dass sie verlangerte 
oder verkürzte Epicykloiden sind, fiir die Eollkreis und fester Kreis gleich gross sind. 
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Es  bleibt jetzt noch Ubrig, die Instrumente L e n  p o 1 d's zu behandeln. 
Wlirde man die früheren Netze des Vorbildes für Plan-, Cylinder- und 

Kegelspiegel mit diesen Instrumenten Iibertragen, BO würden auf jeder 
Geraden der Anamorphosen gleiche Theile entstehen. 

Reim Cylinderspiegel waren neben diesen Theilpunkten auch die Geraden 
selbst unrichtig ; statt  der P a s  c al'schen Schnecken wnrde man concentrische 
Kreise erhalten. 

Bei den Planspiegeln wiren die Anamorphosen richtig, wenn der Aug- 
punkt unendlich fern wiire, da aber dies ausdrücklich nicht der Fa11 ist, 
so sind auch diese Anamorphosen uncorrect. 

Pigur  8 giebt die Radtransmission der Maschine für  Kegel-Anamor- 
phosen. Das grosse Rad R ist mit einer Saite überzogen, deren beide 
Enden a und b an einem horizontalen Lineal befestigt sind. Mil dem grossen 
Rad dreht sich das mit ihm fest verbundene kleine r, das durch eine Saite 
ein anderes r,  in Diehung versetzen kann. Diese Saite geht nach den 
Enden c und d eines anderen Lineals. Die drei Rader sind in einem Ge- 
hsuse, das um den Punkt  O dcs Zcichnungsblattes gedreht wcrden kann, 
wobei die Mittelpunkte der Rader in  der Drehachse bleiben. Fahrt man 
mit Stift t dem Vorbilde auf der Zeichnungsebene nach, so beschreibt Stift s 

die Anamorphose. Aus der Fjgur folgt, dass, wenn 1 gegen O hin den Weg 
R 

y macht, s den Weg y -- machen muss, also ein constantes Vielfaches 
r 

des vorigen. 
Beim Cylinderspiegel hat man wieder ein Wellrad (Fig. 9) mit Rkdern 

R und r ,  nebst Saiten, von denen die liber R gespannte nach den Enden 
a und b eines horizontalen Lineals geht ,  wahrend die andere, tlber r ge- 
spannte, nnch den Enden c und d eines verticalen Lineals geht. 

'In Wirklichkeit sind noch zwei weitere RXder vorhanden, die durch 
die letzte Saite in Drehung gebracht werden konnen, aber nur den Zweck 
haben, das Verschieben gleichmassig zu rcguliren. Am verticden Lineal 
ist ein Arm mit Stift s,  ebenso am horizontalen. Das Vorbild wird auf 
einen Holzcylinder aufgeklebt, um dcssen Achse x das Gchiiuse der Rollen 
gedreht werden kann. Fahrt  man mit dem Stifte s dern Vorbilde auf dem 
Cylinder nach, so heschreibt Stift t die Anamorphose. Die Unrichtigkeit 
dieaer Anamorphosen folgt schon daraus, dass die Lage des Auges gar 
nicht in  Betracht gezogen wurde. 

Die Planspiegel - Anamorphosen werden mit einem Apparat gemacht, 
der ein Wellrad ohne weitere Rolle besitzt und dem Apparat f ü r  Kegel- 
spiegel eonst ganz entspricht. 

C a n n s t a t t ,  April 1893 
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UN FRAGNENT DES METRIQUES DE HERON. 

Von 

P A ~ J L  TANNERY 
in Paris. 

Dans son édition de Pappus, Hultsch a publié (vol. III, praef. XVII-XXI, 
1139-1165) le dbbut d e P r o l é g o m è n e s  à l a  S y n t a x e  d e  P t o l é m é e ,  
qui dans certains manuscrits sont anonymes, dans d'autres sont attribues 
à Pappus ou encore à Diophante. En rkalith ces Prolégoménes ont étb 

compilés, principalement d'aprhs Pappus et  Théon, par un auteur postérieur 
à Syrianiis* (!je siècle de notre Are), mais qui doit avoir vécu à Alexandrie 
et parait devoir Atre rattaché à l'école dlAmmonius le  fils d'Hermias. 
Ainsi il qualifie Ptolémée de O E ~ O Ç  (divin); ce n'est donc pas un  
chrétien ; etc. 

Dans la partie inédite de ces Prolégoménes, j'ai rencontre un  frag- 
ment  des M é t r i q u e s  de Héron, que je crois d'autant plus intéressant de 
publier qu'il s'agit de l'extraction approchhe de la racine d'un nombre non 
carre parfait, c'est à dire de la  question pour laquelle Eutocius (comm. i n  
dim. circuli Archimedis p. 270, Heiberg) renvoie prhcisbment aux M 6 t r i q u e s  
de Héron, eu mbme temps qu'à Pappus, à Théon et à d'autres commen- 
tateurs de la Syntaxe de Ptolémée." 

J e  donnerai le texte d'aprbs le  manuscrit de la Bibliothèque Nationale 
de Paris grec 2390, du XIIE siècle (folio 9 verso 28 colonne): 

* 11 attribue à ce philosophe, le maitre de Proclus, d'avoir inventd, pour 
faciliter la division d'une fraction sexagésimale simple par une autre, par exemple 
de 120'" par 240jv, de substituer au dividende et  au diviseur leurs quotients par 
un facteur commun. Preuve singulière des lacunes que, dans l'antiquité, prdnentait 
l'enseignement classique pour le calcul. 

** 11 est possible que parmi ces autres commentateurs, Eutocius, disciple 
d'Animonius, ait précishent en vue l'auteur des ProlBgo m B nes. Le manuscrit 
auquel nous les empruntons semble d'ailleurs dériver d'un exemplaire ayant 
appartenu à Héliodare, le frère d'hmmonius; cet Héliodore y avait noté des obser- 
vations faites par lui-même; ce sont celles qui ont été rapportées par Bnulliau sous 
le nom de Thius (parce qu' Héliodore en a ajouté une faite à Athènes sous le 
mention Z O G  O f i o v  ~ ~ Q Q O L S ;  cc d i v i n  n'est autre évidemment que Proclus). Elles 
ont été publi6es, très fautivement, par Halma ( C h r o n o l o g i e  d e  PtolémBe,  
seconde partie, pages 10-12) qui a omk la phrase importante dont elles sont 
précédées: zuCra: $no roc oivr~yecirgov zoü rp~loolrpov i ' ypc~~rr .  D'après cet indice, 
en pourrait attribuer l e b  P r  01 égo m è n es à Uéliodore, 
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--A- 

T r a d u c t i o n .  Nous  montrerons donc comment il f au t  trouver la 
racine carrbe d 'un nombre donné. Proposons-nous  d e  le montrer  à la fois 
suivant ce qu i  s e  trouve dans les Métriques d e  Héron pour  l a  mesure du 
tr iangle e n  gknkral e t  d'après ce qu'en d i t  l e  philosophe Théon dans son 
commentaire.  Hé ron  en  effet renconlre u n  certain nombre  720, dont il 
prend l a  rac ine ,  pour  t rouver  l 'aire du  tr iangle d'après l a  mesure gknérale. 
Voici co qu'il dit. 

"Puisque 720 n'a pas  d e  racine rationelle,  nous prendrons comme suit 
la racine avec l a  différence minima. Comme le carré le plus voisin de 

2 tt 720 es t  729, dont  l a  racine e s t  27, divisez 720 pa r  27; il vient 26-- 
-- - 

3 

Le texte de l'original avait primitivement porté ,UE@~GEL; f i t o v u  p f t e r j u ~ i  

est l'indication de la véritable leyou, qui de  la marge a passd d a ~ s  le corpfi. 
Après , U E ~ Q ~ G E L  j'indique une lacune; on peut suppléer xcli IV rois. 

** Il s'agit du commentaire de Théon sur Pt,olérn6e, que notre auteur compile 
ensui te. 

*** J'ai ajouté le mot f X ~ i .  
+ Toute cette phrase, qui se rapporte aux précédents d6veloppements donnés 

sur l a  division n'appartient pas au  tcxte de  Héron. 
i-f J e  supprime la phrase intercalée dans le texte héronien: ,,on a dit corn- 

ment il faut effectuer la division; dans le cas actuel, elle est très simple, les 
ordrca (de fractions sexagésirnalrs) étant les mêmes pour ces nombrestt c'est à dire 
qu'ils peuvent ëtre consid6rées comme des degrés, e t  qu'il ne s'agit - pas de diviser, 
par exemple, des tierces par  des quartes. 
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2 1 1  
Ajoutez- y 27, il  vient 53 -; prenez la moitié, qui est 26- -. Ainsi 1% 

3 . . 2 3 
1 1  

racine de 720 sera à très peu près 261 -; car en multipliant ce nombre 
1 

2 3 
par lui-meme, on a 720,- S i  nous voulons que la différence soit encore 

4 36 
1 

moindre que la fraction - nous prenons 7 2 0 L  e t  faisant la meme chose, 
36' 30 

1 
nous trouverons que la  diffkrence tombe beaucoup au dessous de 

Voilà ce que dit Héron." 
3G. 

Rem a r q u e s .  L'extraction de la racine carrée de 720 se trouve dans 
la G e o m e t r i a  H e r o n i s  (p. 110 de l'éd. Hultsch) pour le calcul d'un 
triangle fuisant partie d'un trapdze e t  dont les cbtés sent les nombres 7, 
8 ,  9 (périmhtre 2 p  = 24). L'aire est obtenue par la formule: 

. -- - - - -- -- - - 

A = JP ( P - a) (P - b )  (P - CI- 
Il est évident que c'est l'application de cette formule que notre 

auteur entend par les mots xu6od~x$ p h ~ q ~ i ç  zoù zg~ydvov. Or 
dans la G e o m e t r i a ,  nous trouvons précisément ces mots comme titre 
pour les p r o b l h e s  où la mcme formule est emp1oyi.e pour le calcul 
de l'aire (p. 71 ,  ne 31). Mais nous ne la  rencontrons là que pour deux 
triangles dont l'aire est rationelle avec les côths (13, 14, 15 et  le  
rectangle 5, 12, 13). 

On doit en conclure que la G e o m  e t r i a  ne peut tout au plus valoir 
que comme un extrait incomplet des MET!ILX&. 

2 O .  Soit A = a2 + r ,  un nombre non carré parfait, une valeur 
approchée de la racine, r  positif ou nbgatif. Héron enseigne à prendre 
pour l a  valeur approchée 

qui, comme on sait,' explique à peu prEs lc tiers des 25 racines non exactes 
de la collection héronienne (a étant supposé entier). 

Comme second degré d'approximation, il enseigne de prendre 

C'est également le procédé connu de Barlaarn et de Nicolas Rhabdas* au 
XIVe siécle; l'antiquité de ce procédé est donc démontrée. Mais comme 
aucune des racines non exactes de la collection hbronienne ne parait etre 
donnbe directement par un calcul de ce genre, le problème que soulévent 
ces racines pour le second degré d'approximation reste entier. 

* Voir N o t i c e s  e t  e x t r a i t e s  d e s  Manuscr i t e  XXXIi,  1886; Lettre de 
Rhabdas à Tsavoukhe 7, 8 ,  9 ,  IO, i l .  
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KARL KRUMBACRER, Woher s tammt d a s  Wort Ziffer (Chiffre)? Sonder- 
abdruck aus den Études de philologie néo-grecque. Paris 1892. 
11 S. und Noch einmal  des  Wor t  Ziffer. Sonderahdruck ans der 
Byzantinischen Zeitschrift. Leipzig 1893. 5 S. 

Herr  K r u m b a c h e r  ha t  in zwei Aufsatzen mit dem Ursprung des 
Wortes Ziffer sieh beschaftigt, hat  das zweite M a l  eine Neinung selbst 
widerlegt, die e r  da8 ersfe Mal wahrscheinlich zu machen wusste. Da 
unsere Fachgenossen nicht leicht in die Lage kommen dürften, die Zeit- 
schriften zur Hand zu nehmen, in welchen beide Aeusserungen erschienen, 
so gestatten wir uns, in aller K ü n e  deren Inhal t  anzudeuten. Die Ab- 
stammung der Worter  Ziffer, Chiffre von as - sifr is t  nie angezweifelt 
worden, aber was jst as - sifr? 1 s t  es ein arabisches Wort  mit der 
ursprünglichen Bcdeutung l e e l ,  welches dann spBter die abgeleitcte Be- 
deutung Nul1 annahm, oder ist es ein fremdes Lehnwort? Herr K r u m -  
b a c h e r  war zuerst geneigt, diese Meinung für  die richtige zu halten. 
Er glaubte, das griechische qiFiTjyos sei allmalig in  sifr tibergegangen, habe 
dabei den Sinn der Null angenommen, und da diese auf Sanskrit sunya, 
d. h. leer hiess, habe auch sifr als arabisches Wort  für  leer eintreten 
müssen. I n  dem zweiten Aufsatze ist  dagegen as - sifr als oin arabischos 
Wor t  erkannt, welches früher leer als Null hiess. Ueberdies ist ge~eigt, 
dass der  Laut  q niemals i n  ein arabisches s tiberzngehen vermag, sondern 
- mit Rücksicht darauf, dass den Arabern ein p fehlt - entweder in 
b s 'oder i n  f s zerfgllt. So wurde nachweislich +?jyoç zu fsif~h, vocalisirt 
fesrfisa. 

. . CANTOR, 

Die Ari thmetik des E l i a  Misrachi.  Ein Beitrag zur Geschichte der Mathe- 
matik von GUSTAV WERTHEIM, Oberlehrer. Programm der Real- 
schule der israelitischen Gemeinde (Philanthropin) zu Frankfurt a. M. 
[1893. Programm Nr. 419.1 42 S. Uruck von Iiumpf und b i s .  
Frankfurt a. M. 

Dio Frage is t  dem Referenten schon vorgelegt worden, ist ihm beim 
Niederschreiben der beiden ersten Bande seiner Vorlesungen über Geschichte 
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der Mathematik von selhst aufgetaucht, ob die M a t h e m a t i k  d e r  J u d e n  
nicht einen eigenen Abschnitt beanspruche? E r  hat  die Frage stets ver- 
neint und hat auch in die am Jahresende 1803 erschienene neue Auflage des 
1. Eandes kcinen solchen Abschnitt eingeschobcn, E r  wüsste in  der That 
fur denselben keinen Inhalt. War  die mathematische Begabung der Juden 
znr Zeit, als sie noch ein Volk bildeten, sowie im Mittelalter, so lange sie 
in hebrtiischer Sprache zu schreiben ptlegten, eine wesentlich geringere, 
als sie im Laufe der Jahrhunderte alsdann geworden is t ,  bis sie in unseren 
Zeiten einen J a c o b i ,  einen E i s e n s t e i n ,  einen K r o n e c k e r ,  einen 
H a l p h e n ,  um nur Verstorbene zu nennen, a n  die Spitze der Forscher 
brachte? Sind alte Werke von grosser Tragweite spiirlos verloren ge- 
gangen? Sind solcho gar noch vorhanden, aber unbekannt, weil Die, 
welche sie lesen konnen, den Inhalt nicht verstehen, und die d m  Inhalt 
beurtheilen konnten, der Sprache nicht machtig sind? Wir wissen es nicht. 
Wir wissen nur ,  dass die bekannten mathematischcn Schriften hebrtiisch 
schreibender Gelehrten von so seltenem Werthe sind, dass sie gar wohl in  
die Literatur anderer Nationen eingeschaltet werden konnen. Auch das 
,Buch der ZahlU dcs 6 1 i a  M i s r  a c h i ,  welches 1534 im Original, dann 
auszugsweise und mit einer lateinischen Uebersetzung von S c  h r e c  k e n - 
fuchs  begleitet 1546 im Drucke erschien, macht keine Aiisnahme. Es 
wird künftig in  unserem XIII. Abschnitte, walirscheinlich in Capitel LX, 
einen angemessenen Platz finden und zugleich aus dem LIV. Capitel [Bd. II 
S. 2101 verschminden, da natiirlich der früher lebendc J O  h a n  n e s W i d - 
ni a n  n keine Kenntniss von M i s  r a c h i ' s  Rechenbuch besitzen konnte. Mit 
dieser Richtigstellnng einer unserer eigenen Angaben haben wir zuglaich 
angedeutet, mas wir noch bestimmter auszusprechen wtinschen, dass Herr 
W e r  t h e i m in seiner Programmabhandlung einen Gelehrten zu allgemeinerer 
Kenntniss gebracht ha t ,  dey so gut  wie verschollen war ,  und dass wir 
personlich ihm für die uns gewordene Belehrung ausserordentlich erkennt- 
lich sind. M i s  r a c h i hat zwar , wie Herr W e r t h e i m  ausdrücklich hervor- 
hcbt, das Mat,crial zu seinem Buche Griechen und Arabern, scwie einem 
Schüler von diesen, A b r a h a m  i b n  E s r a ,  entnommen, aber doch nicht 
sol dass nicht an vielen Orten der selbstdenkende Verfasser zu Tage trLte. 
Am Interessautesten vielleicht ist  M i s  r a c h i 's Summirung der Cubikzahlen 

13+ 23 l3 
auf Grundlage der Gleichungen -7 

13+ 23+38 13+ 33 --- 
- e l  i + n + s  i + a  1 + L  -ï- - 3 

u. S. W.,  deren Verallgemeinerung allerdings auf bloser Induction zu be- 
ruhen scheint. Herr W e r t h e i m  berichtet (S. 6), Dr. M. S i l b e r b e r g  in  
Posen besitze eine von ihm angefertigte deutsche Ucbersetzung des Muster- 
werkes von A b r a h a m  i b n  E s  r a (1093- 1167). Vielleicht mürde auch sie 
eine gelegentliche Veroffentlichung, sci es vollstiindig, sei es im Anszuge, 
verdienen. CANTOR. 

Hiut.-lit. Abth. d. Zoitsïhr. f. Math. u. Phye. 39.Jsbrg. 1394. 1.Heft. 2 
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Die Behandlnng der  Logarithmen und  der Sinus im Unterricht von 
MAX KOPPE. Wissenschaftliche Beilage zum Programm des Andreas- 
Real- Gymnasiums in Berlin. Ostern 1893 [1893. Programm Nr. 931. 
Berlin 1893. K. .Gaertner's Verlagsbuchhandlung. Hermann Hey- 
felder. 34 S. mit 5 P i y r e n .  

Wir  stehen nicht a n ,  dae uns vorliegende Programm als ein solches 
zu bezeichnen, welches ganz besondere Beachtung verdient. Die Aufgabe, 
welche Herr  K O p p e sich gestellt ha t  , ist zunachst eine padagogisch sehr 
wichtige. Die Bedeutang von Logarithrnen - und Sinustafeln für die 
Praxis steht nicht im &inklange mit der A r t ,  mie der Schiiler dort, 
wo sie ihm zuerst vorgeführt werden, also in der Mittelschule sje 
kennen lernt. Fertige Tafeln liegen ihm vor;  in  i h e n  als erfahrungs- 
massig gegebenen nacbzuschlagen lernt e r ;  wie die Tafeln entstanden, 
wird ihm hochstens angedeutet, und zwar so angedeutet, dass der Ver- 
such, das seit dritthalb Jahrhunderten Vorhandene wenigstens an einigen 
Zahlen selbststlindig zu prüfen, statt  Reiz uur abschreckendes Grauen er- 
zeugen kann. Herr  K o p p e  sucht nun zu zeigen, wie nach seiner Meinung 
der Lehrer verfahren soll. E r  wünecht, dass die Logarithmen in Ver- 
bindung mit  der Zinseszinsrechnung gelehrt werden. Dass man Liuses- 
zinsaufgaben mittelst Logarithmen behandle , geschieht ja immer , aber Herr 
K o p p e  will den umgekebrten W e g  eingeschlagen wissen. E r  will von 
der Zinseszinstafel ausgehend a n  ihr zeigen, wie nach einer Zeit Z dsr 
Anfangswerth sich verdoppelt habe, nach der Zeit 2 2  vervierfacht u. S. W., 

und will nun die Interpolation der arithmetischen, wie der geometrischen 
Reihe vorgenommen wissen , welche in der Zinseszinstafel einander gegen- 
iîberstehen. So etwa, allerdings ohne den Namen Zinscszins: verfuhr 
schon J O  h n N e p e r  , und an ihn soll man auch heute noch anknüpfen. Was 
die Einführung der Sinustafel betrifft, so befürwortet der Verfasser eine 
Benutzung der Tafel selbst , bevor man logarithmisch - trigonometrische 
Tafeln anwende , deren Auftreten immerhir ein ktiustliches genannt werden 
muss,  dessen man sich erwehren 5011, so lange der Sinusbegriff selbst 
noch nicht ganz fest eingepragt ist. Mit mehreren anderen Verfassern von 
Schulbüchern verlangt deshalb Herr K o p p e ,  die Lehre von den Logarithmen 
solle überhaupt erst nach der Trigonomctrie aof der Mittelschule in Angriff 
genommen werden. Herr R o p  p e i s t ,  wie man aus dieser sehr gedraugten 
Darstellung seiner Gawiidgedanken entnehmen mag,  Anliiinger der geschicht- 
lich bcglaubigten Entwickelung. Theoretisch mag eine solche ja oftmals, 
man wird sogar getrost sagen konnen meistens, durch spateres Wissen 
tiberholt sein, fur das Erlernen bleibt sie darurn doch, wenigstens auf ele- 
menhrem Gebiete nach Herrn K o p p e ' s  Glaubcnsbekenntniss, dei natur-. 
gernasse Weg. Zu einem solchen Glaubensbekenutnisse gelangt man durch 
eigene geschichtliche Forschung, und Herr I< o p p  e hat in seinem Pro- 
gramme den Beweis geliefert, dass er auch hier mit Glllck sich versucht 
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hat. Er  hat  die Gelegenheit gehabt, verhXltnissm#ssig seltene Bücher, 
welche Referent nie in der Hand gehabt ha t ,  zu lesen und hat diese Ge- 
legenheit benutzt und ausgenutzt. Herrn K O p p e's Darstellung zu Folge 
hat z. B. B r i g g s  in seiner Trigonometria Britannica von 1633 die 
unabhangige Bildung der Rinoniialcoefficientcn bei Potenzen mit ganzen 
positiven Exponenten gekannt, wahrend bis dahin nur  die recurrirende Dar- 
stellung derselben vorhanden war. Eine weiteie Behauptung geht dahin, P l a t  O 

von T i v o l i  habe nicht, wie man allgemein annahm, in ~ e i n e r  Ueber- 
setzung des A 1 B a t t a n i das Wort  sinus eingeführt; nur  Randbemerkungen 
R e g i o m o n t a n ' s  enthielten jenes W o r t ,  und aus ihnen sei an einer 
einzigen Stelle sinus versus in den Text eingedrungen. Das Alter des 
Wortes sinus wird dadiirch allerdings nicht wesentlich geandert, da Herr 
Koppc annimmt, es sei von G e r h a r d  v o n  C r e r n o n a  cingeführt wordcn. 
Eine dritte Bemerkung bezieht sich auf den A l  m a g e s  t. Herr K o p  p e  
findet es schwer glaublich, dass die peydlrl G V Y L ~ & L ~  zu einer p ~ y i ~ r q  ge- 
worden und daraus al-megist = Almagest entstanden sei. E r  vermuthet 
vielmehr die Verstümmelung p ~ y u .  GUSI. ,  woraus megasiti wurde und daraus 
Almagest. E r  beruft sich ouf die Thatsachc, dass einer alten Uebersctzung 
des Almagestes aus dem Arabischen in das Lateinische geradezu die Be- 
merkung beigefügt sei,  das Werk habe griechisch ,,megasitiu geheissen. 

Car1 Heinrich Schellbach. Gedachtnissrede, gehalten in  der Aula des 
Konigl. Friedrich -Wilhelms - Gymnasiums am 29. October 1892  von 
FELIX MÜLLER. Mit einem Bildnisse S c  h e l l  b a c  h's. 35 S. Berlin 18% 
bci Georg Reimer. 

S c h e l l b a c h ' s  Leben umspannt eine lange Zeit. Vom 25. December 
1804 bis zum 29. Mai 1892 hat er fast 87'/, Jahre  durchmcssen, und 
der grosste Theil dieser vielen Jehre war fruchtbarer Arbeit geweiht. Wir 
haben nicht das Vergntigen gehabt, in personlichen Beziehungen zu dem 
Verstorhenen zu stehen. Als wir 1852 in Berlin studirten, war S c h e l l -  
bac h's "Mathematisch -padagogisches Seminaru noch nicht vorhanden. 
Erst 1855 hat  e r  es gcgründet. Nahe Freunde von uns, welche demselben 
angehorten, haben uns mit grosater Refriedigung, ja mit einer Art von 
Begeisterung von dieser Anstalt gesprochen und stimmten hier,  wie in 
Allem, w ~ s  sie zu S c  h e l l b a c  h ' s  Lobe erzahlten , vollkommen mit dern 
Verfasser cler uns vorliegenden warmen Gedachtnissrede überein. S c  h e l 1  - 
bach war ja  gowiçs ein gelehrter und scharfsinniger Mathematiker und 
Physiker. Diese Ueberzeugung gewinnt jeder Leser seiner weder nach 
Zahl noch Inhalt unbedeutenden Schriften. Aber der Schwerpunkt seines 
Wirkeiis lag doch in seiner Lehrthatigkeit. I n  der S ~ h u l e ,  wie im Seluinare 
war es seine Freude, tüchtige Ztiglinge heranzubilden, und diese Freude 
ist ihm h8ufig gcworden. War doch R u d o l E  C l e b s c h  der Erste von 

2* 
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S c h  e l  1 b a c  h 's  Seminaristen , und hundert Andere wirken heute noch in 

S c  h e l 1  b a c h's Geist und in seinem Sinne an deutschen Mittelschulen. 
Wir  brauchen nicht erst zu . sagen, dass der Verfavser der Gediichtniss- 
rede zu dieser Schaar gehort. CANTOR. 

- 

Notice eur  lee t r a v a u x  scientifiques de Louis. Philippe Gilbert, professeur 
& l'universith catholique de Louvain, correspondant de l'institut de 
France par P. MANGION, professeur ordinaire à l'université de Gand, 
membre de l'académie royale de Belgique. Paris 1893. Gauthier- 
Villars & Fils. 5 6  p. avec le portrait de K r .  G i l b e r t .  

L o u i s - P h i l i p p e  G i l b e r t ,  von vaterlicher Seite Franzose, durch 
die Mutter einer alten Flamjindischen Adelsfamilie entstarnmend , ist am 
7. Februar 1832 geboren, am 4. Februar 1892 gestorben. Schon im 
October 1555 ,  also im Alter von noch nicht 24 Jahren,  wurde er der 
Nachfolger seines Lehrers P a g a n  i als Professor der hüheren Analysis und 
analytischen Mechanik a n  der Universitat Lowen, und diese Lehrstelle ver- 
waltete er durch 35 Jahre. I m  Jahre 1590 ,  demselben Jahre, in welchem 
ihn die ehrende Wahl zum correspondirenden Mitgliede der Pariser Akademie 
traf,  t ra t  er von der Professur zurück, mit der Absicht, sich ausschliess- 
licher der Société scientifique de Rruxcllcs, zu deren Gründer er gehorte, 
zu widmen, und ihr gehorte in der That seine letzte Wirksamkeit an. 
G i l b e r t war Lehrer , war Gelehrter. In ersterer Eigenschaft sol1 er Vor- 
treffliches geleistet haben, und die gedruckten Vorlesungen , Cours d'analyse 
infinitésimale und Cours de mécanique analytique, von welchen jene bereits 
in vierter, diese in dritter Auflage erscheinen konnte, bestitigen des von 
anlilnglichen Schtilern gespendete Lob. Die eigentliche Gelehrtenthiitigkeit 
G i l b e r t ' s  zu schildern, ist  die Aufgabe, welche Her r  M a n s i o n  sich ge- 
stellt hat ,  dem Berufsgenossenschaft und 24jLhrige Freundscliaft mit den 
Verstorbenen das Recht einraumten, seinen wissenschaftlichen Nekrolog zu 

schreiben. Wir  folgen ihm nicht in  der Kennzeichnung der zahlreichen 
gr6ssoren und kleinoren Abhandlungen G i l b e r t ' s .  Wir erwiihnen nur 
eine Abhandlung über die Gammafunctionen i n  dem XLI. Bande der Memoiren 
der Belgischen Akademie (1873), eine solche iiber Curven auf Oberflachen 
(ebenda Bd. XXXVII von 1869),  welche eine Ableitung der Stitzo von 
G a u s s  und von O s s i a n  B o n n e t  Iiber Krümmungsmaasse enthiilt, von 
deren Vorzügen Kerr  M a n s  i O n sich in seinen eigenen Vorlesungen, wo er sich 
ihrer zu bedienen pflegt, ü b e r ~ e u g t  ha t ,  endlich drei grosse Arbeiten tiber 
Rotationsbemegungen und relative Bewegungen in den Annalen der Socibté 
scientifique de nruxelles für 1878 ,  1883, 1583. Herr  M a n s i o n  rfihmt 
auch noch geschichtliche Arbeiten G i l  b e r  t ' s  liber den G a l  i l e i -  P r o  cess. 
Unsere wivsenschaftliche Ueberzeugung steht in  dieser D'rage der von G i l b e r t  
mit grosser Beftiglreit verflochtencn fast diametral gegenüher. Wir wollen 
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und k6nnen hier nicht so bei lhf ig die Frage von der Echtheit des Proto- 
colles von 1616 behandoln. Wir  wollen es namentlich darum nicht, weil 
für uns die Frage eine einfach geschichtliche is t ;  für G i l b e r t  aber und, 
wie es scheint, auch für Herrn M a n s i  o n  ist das geschichtliche Interesse 
hier mit Fragen dos kirchlichen Glaubens vermengt, und über solche ent- 
halten wir uns grundsatzlich des Streites. CANTOR. 

Vorlesungen über  die  Beriionlli'schen Zahlen , ihren Zusammenhang mit 
den Secanten- Coefficienten und ihre wichtigeren Anwendungen von 
Ur. LOUIS SAALSCH~TZ,  a. O. Professor der Mathematik a n  der Uni- 
versitat Konigsberg. Berlin 1893, bei Julius Springer FIII, 208 S. 

Von den sechs Seiten, auf welchen im Klügc l ' schen  Worterbuche 
mit einer ftir das Erscheinungsjahr 1803 genügenden Vollstiindigkeit die 
Bernoull i ' schen Zahlen abgehandelt sind, zu den 26 Seiten, welche sie 
30 Jahre spater in  dem G r  u n e r  t 'schen Supplemente xu jenem' Worter- 
buche beanspruchten, von diesen zu dem nach weiteren 60 Jahren mog- 
lich gewordenen Blindchen, welches vor uns liegt,  das is t ,  an einem einzelnen 
Beispiele gezeigt, die Erweiternng, welche die Mathematik des XIX. Jahr- 
hunderts nicht blos in Gestalt von Angliederung ganz neuer, früher unbe- 
kannter Gebiete, sondern auch im blosven Ausbau von Iangst Vorhandencm 
erfahren hat. Wir  geben allerdings zu , dass IIerr S a  a l  s c h ii t z einen 
selir günstigen Gegenstand gewBhlt ha t ,  den er zuerat i n  Gestalt von 
Universit&tsvorlesungen, dann als Druckwerk monographi~ch behandelt bat, 
aber derartige Gegenstlinde bietet die moderne Wissenschaft noch mehrere, 
und wir sind überzeugt, es ware kein Fehlgriff, wenn wiedor einmal ein 
Lehrbuch der Kettenbrüche etwa geschrieben werden wollte, so vortrefflich 
fur seine Zeit Herr S t e r n  vor nahezu 60 Jahren diese Lehre behandelte. 
Wir haben der Zwischenzeit von 90 Jahren gedaclit, welche zwischen dem 
Kltigel'schen Worterbuche und den S a a l  s c h ti t z'schen Vorlesungen liegt. 
Eino gcnau ebenso lange Frist trennt das Erscheinen jencs Wortcrbuches 
nach rückwarts von dem ersteri Auftauchen der B e r n O u l 1 i 'schen Zahlen 
in der 1713 gedruclrten, wenn auch früher verfassten A r s  c o n j  e c  t a n d  i 
von J a c  o b B e r n o u  11-i. Mit dessen Recursionsformel beginnt Herr  S a a l -  
s c h ü t z  sein Bandchen, dessen vier Abschnitte der Reihe nach die den 
Inhalt scharf bezeichnenden Ueberschriften tragen: Becursionsformeln. 
Unabhtingige Darstellungen. Zahlentheoretische ~ n t e r s u c h u n ~ e n .  Die 
Nac - L a u  r i n'sche Summenformel. Innerhalb jedes Abschnittes ist so vie1 
als thunlich die geschichtliche Reihenfolge beibehalten, und vergleicht man 
das in den einzelnen Absehnitten Dargebotene mit e imnder ,  so zeigt sich 
ein ganz ahnliches Wachsthumsgesetz wie wir es oben aus dern Umfange 
verschiedener Bearbeitungen erschlossen. Mit Ausnahme einer durchaus 
ungenügcnden Summenformel M a c  - L a  u r i n 's , welche erst im XIX. Jahr-  
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hunderte vervollstiindigt und ausgebeutet worden i s t ,  einer Reihenent- 
wickelung E u  l e  r 's von 1769 , mit fernerer Ausnahme einer unabhangigcn 
Darstellung der B e  r n o  ulli 'schen Zahlen durch L a p l a c e  (1777) ist Alles, 
waa bis 1820 gelcislet worden is t ,  im ersten Abschnitte enthalten. 
Recursionsformeln für die B e r  n o  ul l i ' schen Zahlen herzustellen, war der 
einzige Zielpunkt der Betrachtnng derselben. Die zahlentheoretischen An- 
wendongen vollends stammen eràt aus dem Jahre 1840, in welchem C l  a u  s en 
und v o n  S t a u d t  gleichzeitig und unabhangig von einander den Satz ent- 
deckten. dass die m. B e r n o u l l i ' s c h e  Zahl durch die positiv oder negativ zu 
nehmende Summe einer Anzahl von Stammbrtichen mit theilerlosen Nennern 
zu einer positiven oder negativen ganzen Zahl erganzt werde. Die Thatig- 
kcit des Herrn Verfasaers war eine doppelte. Herr S a a l s c  h ü  t z  hat, 
mochten wir sagen, seine Befiihigung zur geschichtlichen wie zur dog- 
matischen Darstellung an den Tag legen wollen und wirklich an dan Tag 
gelegt. Seine Berichte über fremde Arbeiten sind getreu und thunlichst 
im Geiste der Verfasser gehalten. Dabei aber hat  e r ,  da er denn doch keine 
Geschichte der B e r n O u I l  ilt;chen Zahlen ? sondern Vorlesungen über dieselben 
veroffentlichen wollte , es nicht unterlassen, auch eigene neue Untersuchungen 
da und dort einzuschalten. Unter den verkürzten Recursionsformeln, wie 
Herr  S a a l  s c h ti t z solche nennt , in welchen nicht sammtliche der gesuchten 
B e r n O u 11 i'schen Zahl Vorhergehenden vorkommt , findet man solche neue 
Untersuchungen, ebenso einen neuen Bewcis des C l  s u s  e n  - S t a u  d t'schen 
Sahes im dritten Abschnitte , Neues ilber die E u  1 e r'sche Arbeit von 1769 
im vierten Abschnitte. Noch Anderes hat der Verfasser allerdings ausser- 
halb des Rahmens seines Buches zu Tage gefordert,  wovon uns ein der 
phpikalisch-okonomischen Gesellschaft zu Konigsberg am 3. November 1892 
vorgelegter Auszug in Kenntniss setzt. Das ganze Buch bildet eine hochst 
interessante und bei dem vielseitigen Gehrauche der B e r n O u 11 i'schen 
Zahlen auch hochst werthvolle Bereicherung der mathematischen Literatur. 

Einlei tung in die  analyt ische Geometrie und  in die Lehre von den 
Kegelschnitten von Dr. W. ERLER, Professor und Oberlehrer a m  
Konigl. Padagogium bei Züllichau. Mit einer Tafel in  Steindruck. 
Zweite vermehrte und verbesserte Auflage. Berlin 1893. Ferd. 
Dümmler's Verlagsbuchhandlung. V, 82 S. 

Der Verfasaer hat sein Bestreben dahin gerichtet, dem Anfinger nicht viele, 
aber gesicherte Kenntnisse beizubringen. Desbalb k t ,  nachdem eine Formel an 
einer bestimmten Figur hergeleitct worden, eine weitere Erorterung daran ge- 
knüpft,  inwieweit die gleiche Formel auch bei anderer gegenseitiger Lage 
der in  Prage stehenden Raumgebilde Rercclitigung besitze. Schon bei der 
Translation des Coordinatenanfangspunktes (S. 2 - 3) ist hierauf Gewicht ge- 

legt,  und an anderen Stellen jst gleich sorgfaltig verfahren. Ein zweites Be- 
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streben ging dahin, die eingeflochtenen Aiifgahen derart zu behandeln, dass sie 
nicht blosse Pechenexempel bilden, sondern dass auf den Sinn der all- 
malig sich ergebenden Gleichungen geachtet wi rd ,  so dass ausser der 
Auflosung der eigentlichen Aufgabe noch andere geometrische Wahrheiten 
als Nebengewinn erscheinen. Als Beispiel solcher Bebandlung mag die 
Aufgabe (S. 20-21) erwiihnt min ,  dil: Gleichung eincs Kroises zu suchen, 
der durch drei Punkte geht. Sie Iiisst nebenher erkennen, dass die Senk- 
reckten auf die Mitten der durch die drei Punkte bestimmten Strecken 
einen gemeinsamen Durchachriittspunkt besitzen. Der in dieser Aufgabe 
(S. 21 Z. 2) vorkommende Druckfehler an2bt2  statt a'2 + b f 2  dürfte keinem 
ai~frnerksarnen Schüler Schwierigkeit bereiten. CANTOR. 

Leitfaden der  analytischen Geometrie der  Ebene  , aum Gebrauch für 
bohere Lehranstalten, von Prof. Dr. MAX SIMON, Oberlehrer am 
Lyceum zu Strassburg i. E. Mit 38 in den Text gedruekten Figuren. 
Berlin 1892. Weidmann'sche Buchhandlung. 71 S. 

Der Verfasser hat sich durch verschiedene Lehrbücher allzu vortheil- 
haf t  in die Literatur eingeführt, als dass nioht gesteigerte Erwartungen 
an jedes Folgende sich knüpfen und auch die vorwortlichen Bemerkungen 
Reachtung finden sollten. I n  scinem dicsmaligen Vorworte sieht er bcreits 
die Zeit kommen, wo die grossen und einfachen Gedanken P o n c e l e t ' s  und 
S t e i n e r ' s  ihren Einzug ins Gymnasium halten werden, und dann werde 
man mit dem P a s  c a 1 'schen Sechseclisatze beginnen , vor welchem man 
heute Halt zu inachen genothigt sei. 

Wir wiinsehen uns mit diescm Zukunftsbilde aus cinander zu setzen, tLn 
vielches wir nun und nimmermehr glauben, so einverstanden wir damit sind, 
dass Anfangsgrtinde der analytischen Geometrie der Rhene in der Gymnasial- 
prima gelehrt aerden. Die Schulen haben au£ alleu Stufen daftir zu sorgen, 
dass der Unterricht der Fassungskraft des mittelbegabten Sehiilers sich 
anpasse. Wir verfechten \ralirlicli nicht die Meinung, es solle ein so lang- 
sarnes Tempo eingehalten werden, dass auch die Geisteslahmen mitkommen 
konnen, aber noch wcniger darf man der ganzen Classe einen Geschwind- 
schritt zumuthen, der schon bei facultativem Unterrichte, der von selbst 
eine Auswahl unter den Schülern trifft, den Meisten den Athem rauben 
müsste. Ein geistreicher Lehrer au einern badischen Realgymnasium, der 
mit fiberschw%nglichen Hoffniingen au€  das Erreichbare an diese Anstalt 
versetzt worden war,  kleidete seine Enttliuüchung in die drastischen Worte : 
In ein Viertelliterglas geht nur ein Viertel l i ter,  rnag man es noch so 
lange unter den getiffneten Hahn der Wasserleitung halten! Die .grossen 
und einfachenu Gedanken P o n c e l e t ' s  und S t e i n e r ' s  als gross und 
einfach zu erkennen, ist nach unserer Ueberzeugung der hlittelschiiler 
der Prima geistig nichi reif und wird d a m  nicht reif gemacht werden 
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konnen, denn dazu müsste man eben in früheren Classen entsprechend 
jüngcren Schiîlern eine Geisteskost vorsctzen , welche diese zu verdauen 
unfahig sind und bleiben werden. Wir glauben im Grossen und Ganzen 
mit alleu Universit%tslehrern der Mathematik in dem Wiinsche uns zu be- 
gegnen, der mathematische Unterricht a n  der Mittelschule moge auch 
künftig die Grenzen nicht tiberschreiten, die heute schon fast zu weit ge- 
steckt sind, ala dass der Schüler das ganze ihm crschlossene Gebiet gründ- 
lich kennen lernen konnte. Mukturn non rnzclta sei der Wahrspruch des 
Mathematiklehrers bis in Oberprima. 

Unsere Bemangelung des Vorwortes hat zum Glück auf unser Urtbeil 
Iiber den Leitfaden selbst keinen EinAuss tiben konnen, denn hier hat 
IIerr S i  m O n selbst dasjenige beobachtct, was wir beobachtet wünschcn. 
E r  beschrkkt  das Thema, nm,  so weit es zur Behandlung kommt, desto 
tiefer eindringen zu konnen. So sind beispielsweise nur rechtwinklige 
Coordinaten benutzt, weder schiefwinklige uoch Polarcoordinaten. Von 
einer Betrachtung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades ist keine 
Rede. Dagegen sind Symbole fllr gsnze Gleichungpolyuome eingesetzt, wie 
P l t i c  k e r  sie in die Geometrie eingefuhrt b a t ,  sind die Eigenschaften 
harrnonischer Theilung einer Strecke und harmonischer Strahlen ausgiebig 
benutzt. Bei der geraden Linie is t  die Gleichungsform L = O  vorzugs- 
weise in  Anwendung, wo L G y - a x  - b. Hier hiitten wir den Verfasser 
gern den kleinen Schritt bis zur H c3 'ss e'schen Normalform weiter machen 
sehen. Wir  glauben nicht, dass diese, insbesondere wenn man bei dern 
rechtwinkligen Coordinatensysteme es bewenden lasst, also die Form 
x . cos a + y.  sin <u - d = 0 benutzt,  irgend Schwierigkeiten bieten kann, 
wiihrend sie dem Schüler beim Uebergang zur Universititsvorlesung die 
Fragc erspart,  warum er mit dieser uncntbehrliclicn Form nicht früher 
bekannt gemacht worden sei. Vielleicht entschliesst sich IIerr S i m o n  
in einer wiederholten Auflage , welche wir dem kleinen Buche wlinschen, 
zu dieser Aenderung. CANTOR. 

GASTON DARBOVX, Leçons s u r  1s. théorie  generale des surfaces e t  les 
applications géorn6t;riques du calcul  infinitésimal. Premiére 
partie. Gén6raliths. Coordonnhs curvilignec;. Surfaces minima. 
Paris 1887. Gauthier -Villars. VI und 514 S. 15 Frs. 

Das vorliegende W e r k ,  eine der bedeutendsten Erscheinungen im 
Gebiete der Lehrbticher über krumme Flachen, ist ,  wie der Verfasser in 
der Vorrede angiebt, aus Vorlesungen entstanden, die derselbe an der 
Sorbonue gehalten hat. Es verfolgt den Zweck, neue Anwendungen der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen auf die Theorie der Flochen 
zu finden, und domit ist zugleich die Eigenart des Buches gekennzeichnet. 
Es giebt nicht eine allgemeine Theorie der krummen Fltichen, welche 
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uns, wie etwa das S a l m o n - F i e d l c r ' s c h c  Werk,  von dcn A n f b g e n  bis 
zu den neuesten Ergebnissen fiihrte, es setzt vielmehr bedeutende Kennt- 
nisse sowohl in  de: Theorie der krummen Flachen, wie der partiellen 
L)ifferentialgleichungen voraus, führt uns aber, vom Grundgedanken aus, 
in schonster Weise von Ergebniss zu Ergebniss, ein schones und wohl- 
gefiigtes Gebaude vor uns aufftihrend. 

Eigenartig und in dieser Weise meines Wissens zum ersten Male 
in einem Lehrbuche der Geometrie durchgeführt ist bereits die Einlcitung, 
die zur Bestimmung einer Curve und einer Flache von kinematischeii Ge- 
danken ausgeht. I n  einem festen Coordinatensysteme mird ein bewegliches 
angenommen, desscn Anfangspunkt - j c  nachdem die Bewcgung von ein 
oder zwei unabhangisen Veranderlichen 'abhangig ist - eine Curve oder 
eine Plache beschreibt, und zwar wird für die allgemeine Raumcurve das 
bewegliche Coordinatensystem so bestimmt, dass die drei Achsen von der 
Tangente, der Hauptnormale und der Binormale gebildet werden. Nach 
Einführung der spharischen Indicatrix, der Curve suf der Kugel mit dem 
Radius 1, welche durch Radien parallel zu den Tangenten erzeugt wird, 
wird sogleich eine Reihe wichtiger bekannter Satze mit Hilfe der Be- 
wcgungstheorie abgeleitct. Die Curven werden bestimmt, bei welchen das 
Verhiiltniss der beiden Krümmungsradien constant, ferner diejenigen , deren 
Hauptnormalen zugleich Hauptnormalen einer anderen Curve sind, und es 
zeigt sich, dass die Schraubenflkhe mit Richtungsebene die einzige gerad- 
linige Flache ist, deren Hauptkrammungsradien gleich gross und entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. 

Es werden dann die Differentialgleichungen integrirt, welchen die drei 
Gruppen der Richtungscosinus des bcweglichen Systcms gentigen mtissen, 
indem die L6siing auf die Integration einer R i  c c a  t i  s c h  e n  Gleichung 
zurückgeftihrt wird,  und damit ist  j a  zugleich die allgemeinste ortho- 
gonale Substitution gegeben. Aus diesen Gleichungen ergeben sich 
dann ungezwungen die Curven, deren Torsion, sowie die, deren erste 
Krümmung constant ist, und von den ersteren wird speciell die Gleichung 
derjenigen bestimmt, deren spharische Indicatrix ein spharischer Kegel- 
schnitt ist. 

Die Bewegung des beweglichen Systems , abhBngig von zwei Variabeln, 
wird erst für festen Anfangspunkt des beweglichen Systems und dann fur  
beweglichen Anfangspunkt durchgeführt, die Integration der entstehenden 
Differentialgleichungen wieder von der einer R i  c c a t i s c h e n Gleichung ab- 
hangig gemacht und sogleich eine Anwendung auf die Theorie der Ab- 
wickelung der Flachen auf einander gegeben. Der Verfasser verlësst nun 
zunachst die kinematische Theorie , um die G a  u s s'schen Bezeichnungen 
einzuführen und zeigt bei einigen Flachen an der Form des Linienelementes, 
dass gewisse Coordinatencurven auf ihnen ein isometrisches Netz bilden, 
sowie dass andere sich nuf einander abwickeln lassen. 
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Im letzten Capitel des ersten Buches werden dann Gleichungen von 
Flachen abgeleitet, die durch kinematische Eigenschaften bestimmt sind, 
so die der Schraubenflachen und Rotationsflachen, die sich in sich selbst 
verschieben lassen, unter denen besonders die auf die Kugel abwickel- 
baren Flachen behandelt werden, sowie die Fllchen, die durch Bewegiing 
einer Curve entstehen, die Gesimsfliicheil und die Spiralfliichen. 

Das z w e i t e Buch führt uns in die verschiedcnen Systeme der krumm- 
linigen Coordinaten und zwar zunachst in die conjugirten Systeme. Den Beginn 
macht der Satz des Herrn K 6  n i g s ,  dass man auf jeder Flache eine unend- 
liche Ananhl von conjugirten Systemen ohne Ausführung einer Iritegration 
bestimmen kann. Die Schnittcurven einer Fliche durch Ebenen, die eine 
bestimmte Gerade enthalten, haben als cnnjugirte Linien die Berührungs- 
curven der Berührungskegel der Flache, die ihre Sp ihe  auf der bestimmten 
Geraden haben. AIS Anwendung dieses Satzes werden die Flachen ge- 
sucht, bei welchen die eine Schaar der Krümmungslinien in Ebenen liegt, 
die durch eine Gerade gehen , Flacheu, die zuerst von J O  a c h i m s t h a l  (1846) 
behandelt sind. Es  werden dann verschiedene Eigenschaften der con- 
jugirten Systeme abgeleitet und die Differentialgleichung bestimmt, der 
zwei Cui-vensysteme zu genügen haben, um conjugirte Systeme zu sein. 
Es ergiebt eich dartius, dass sich eine unendliche Mcnge von Flachen con- 
s t r u i r e ~  lasst,  auf welchen man conjugirte Systeme kennt, und es werden 
nun diejenigen Fliichen gesucht, welche zwei conjugirte Systeme haben, 
die aus geraden Linien bestehen. Die Specialiairuiig der Aufgabe dahin: 
dass die conjugirten Linien Krummungslinien sind , liefert die D u p in'schen 
Cykliden. 

Ein Specialfall der conjugirten Linien sind die Asymptotenlinien a h  
die sich selbst conjugirten Linien, die zunachst behandelt werden und die 
auf den tetraedalen E'lachen bestimmt werden, ein Problem, das zuerst 
von Herrn S. L i e  gel6st ist. 

I m  folgenden Capitel merden die Systeme behandelt, die zugleich 
ortbogouel und isotherm sind und damit zugleich die conforme Abbilditng 
der krummen Fliiche auf eine Ebene, die für den wichtigen Fa11 der 
FlBchen zweiten Grades eingehender durchgeftihrt. wird. Dieses ftihrt danu 
zu der Aufgabe, ein beliebiges gegebenes Ebenenstück auf die FISche 
eines Ilreises abzubilden , welche in der Behandlung des Herrn S c h w a r z  
für den bis jetzt allein untersuchten Fa11 gel6st wird, dass die Re- 
grenzung aus geraden Linien und Kreisbogen zusammengesetzt ist. 

Die letzten Capitel sind dem wichtigsten uiiter den orthogonalen 
Systemen, den Krümmungsiinien gemidmet. Es wird zunachst die 
Differentialgleichung derselben aufgestellt und die Methode auf die Flache 

angewendet. Nach Ableitung der R O d r i g u e s 'schen Formeln geht der 
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Verfasser zu dem spharischen Bilde von G a u  s s durch parallele Normalen 
über und giebt eine linea,re Differentialgleichung, deren Charakteristiken 
die Krtimmungslinien Sind und die uns in einer besonders einfachen Porm 
die Krümmungslinien der Cykliden liefert. 

Zum genaueren Studium der Krümmungslinien ftihrt der Verfasser 
ein besonderes Coordinatensystem , das pentasphërische, ein. Man denke 
sich fünf Kugeln, die sich gegenseitig rechtwinklig schneiden, so siud die 
pent,asphürischen Coordinaten eines Punktes seine Potenzen in Beziehung 
auf die Kugeln, dividirt durch den Radius derselbcn, und es sind die 
iünf pentaspharischen Coordinaten x;  verbunden durch die homogene 
Gleichung : Ex& = O. 

Es mird die Bedeutung der neueingeführten Coordinaten für das 
Studium der Krümmungslinien gezeigt und genauer auf die pentaspharischen 
Coordinaten einer Kugel eingegangen , von denen nachgewiesen wird , dam 
sie pioportional sind den Cosinus der Winkel dieser Kugel mit den Coordi- 
naten-Iiugeln. Die Winkelbexiehungen sind für -swei Kugeln malog denen 
fur Ebenen bei C a r t e s i a n  i s c h e n  Coordinaten. Nimmt man noch eine 
sechste Coordinate, definirt durch die Gleichung 

/- 

hinau, durch welche das Vorzeichen des Kugelradius bestimmt wird, so 
entsprechen die homogeneu pentaspharischen Coordinaten einer Kugel den 
P lückerschen  eiuer geraden Linie, so dass einer Geraden im einen 
Systeme eine Kugel im andern Systeme entapricht, einer Schaar von 
Geraden, die eine Flëche berlihrt eine Schaar von Kugeln, die einc andcre 
Fliiche berührt,  den Krtimmungslinien der einen die Asymptotenlinien der 
andern. Diese Transformation, ,,eiue der schonsten Entdeckungen der 
modernen Geometrieo, verdarikt man Herrn L i e .  

Irn Weiteren wird die Gleichung der Krümmungslinien bestirnmt, wenn 
die Flache in Ebenen-Coordinaten gegeben kt, und specicll die der FlBche 

und a13 weitere Anwendung die partielle Differentialgleicbung der Flachen, 
die als sphlriaches Bild zwei beliebig gegebene orthogonale Curvenschaaren 
auf der Einheitskugel besitzen. Eine besonders einfache Gestalt nimmt 
die Gleichung der Krümmungslinien a n ,  wenn man ein besonderes zuerst 
von B o n n e t  eingefuhrtes Coordinatensystem annimmt , welches eich aus 
folgendem Satze ergiebt: Die Bertihrungscurven der Kegel, die der Flache 
umbeschrieben sind und die ihre Spitze auf dem unendlich fernen Kreise 
haben, bestimmen auf der Flache ein System krummliniger Coordinaten, 
die als spharisches Bild das System der geradlinigen Erzeugenden der 
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Kugel haben. Die Tangenten an zwei durch einen Punkt  der Blache 
gehenden Coordinatencurven haben als Halbirungslinien die Richtung der 
Kriimmungslinien der Flache. Die Gleichung der Krümmungslinien hat 
unter der Annahme dieses Coordinatensystems sonach die einfache Form: 

A d a 2  + BdO2=0. 

Von den entwickelten Bormeln werden dann einige schone Anwendungen 
gemacht, dic sich auf einfache Weise ergeben. 

Das l e t z t e  Buch des ersten Bandes, das fast die Htilfte desselben 
einnimmt, enthait eine eingeliende Behandlung der MinimalIlichen und 
umfasst ziemlich Alles, was bis jetzt über diesen Gegenstand geschrieben ist. 

Das erste Capitel giebt uns eine vollstandige Geschichte der Theorie 
der Minimalflachen bis zum Jahre  1866 ,  in  welchem die schonen Unter- 
snchungen von Herrn W e i  e r s  t r a s s beginnen, denen sich dann spater die von 
Hcrrn S c  h w ar z anschliessen. Benutzt is t  dazu besonders der Aufsatz 
des IIerrn B e l t r a m i  : Sulle proprieta generali delle superficie d'area 
minima (Mem. della Acad. di Bologna. Ser. 2 :  Hd. 7. 1868). 

Sodarin wird die Gleichung der Miuinialfl~chen in Punkt  - Coordinaten 
abgeleitet und zwar die Formeln von M o n g e ,  L e g e n d r e  und W e i e r -  
s t r a s s ,  aus welch' lctztoron sich die Gleichung shrn t l i cher  algobraischer 
und reeller Minimalfllichen ergiebt, so dass jeder analytischen Function 
eine reelle Minimalfliiche entspricht. Durch Ableitung der Gleichung der 
Tangentialebene und der Normale erhalt man die Gleichung der Minimal- 
fllichen in Ebenen - Coordinaten, die dann zur einfachsten Bestimmung der 
Rrümmungslinien und dcr Asymptotenlinien führt ,  und die gewonnenen 
Formeln werden zur Bestimmung verschiedener Minimalflachen verwendet. 
Von den conformen Abbildungen mird zuerst die auf eine Kugel durch 
parallele Normalen durchgefllhrt, die zugleich eine conforme Abbildung 
i s t ,  die die Minimalfiachen als solche charakterisirt. Darnach lasst sich 
die Aufgabe losen, die Minimalflachen zu bestimmen , deren Krümrniings- 
linien ais spharisches Bild die Curven eines gegebenen orthogonalen Systems 
auf der Einheitskugel haben. Als Beispiel dienen die Minimalflachen, 
deren Krllmmungslinien a h  sphariaches Bild zwei orthogonale Schaaren 
von Kreisen haben, die zuerst von B o n  n e t  bestimmt sind, und die 
E n  n e  p e r 'sche Flache als Minimalfl&che neunten Grades. 

Es folgt dann die Rehandlung der Biegungsllkchen einer Minimal- 
f i c h e ,  die wiedar Ninimalflachen Sind (associirte Minimalfliichen) und die 
ciurch Ersetzen der Function F(s) durch eiaF(s) entstehen, von denen 

7z 
B o n  n e t  (1853) zuerst den speciellen Bal1 a = , fand, die er die adjiingirte 

2 
Flache nannte. Auf diese wird nlher  eingegangen und einzelne Eigen- 
schaften werden abgeleitet, die sich freilich zum grossen Theile auch von 
den anderen Biegungsfliichen aussprechen lassen. Dem Referent will es 
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hier überhaupt scheinen, als ob die adjungirte Flache zu sehr vor den 
anderen Biegungsfliichen bevorzugt werde. Zum Schluss wird nach die 
Umkchrung bewiescn, dass, wenn zwei Flachen so auf einander abwickel- 
bar sind, dass die Tangentialebenen in entsprechenden Punkten parallel 
bleiben, sie nothwendig zwei associirte Miniinalfl%chen sein müssen. 

Der Verfasser kommt dann auf die Formeln von M o n g e  xurück und 
geht auf die elegante geometrische Interpretation ein, welche Herr S. L i e  
denselben gegeben bat ,  die Erzcugung der Minimalfliichcn durch zwei 
Uinimalcurven. Minimalcurven sind solche, deren Tangenten durch den 
irnendlich fernen Kreis gehen oder den imaginaren Kreis aller Kugeln im 
Unendlichen schneiden, dieselben sind imaginar, da ihre Liinge gleich Nul1 
ist. Die Mitte der Verbindungsgeraden zweier beliebiger Punkte zweier 
Minimalcurven beschreibt eine Minimalfl%che. Soll die Fliiche algebraisch 
sein, so miissen auch die Ninimalcurven algebraisch sein, und damit die 
Flache reell is t ,  muss man mit einer Minimalcurve die conjugirte 
verbinden. Nehmen wir statt  zweier Minimalcurven nur  eine, deren 
Punkte wir durch Gerade verbinden, die wir dann halbiren, so erhalten 
wir Doppelfl%chen , die Minimalflkhen sind. I n  der W e i e r s t r a s s  'schen 
Bexeichnung muss in diesem Falle 

1 
F(%) = - -&FI (- ;) 

sein. Soll die Flache ausserdem reell sein, so ist  

zu setzen. Auch fur  die anderen Gleichungsformen werden die Be- 
dingungen aufgestellt, wann eine Minimalflache einfach oder doppelt kt. 

Bus der Gleichung der Minimalcurven wird nun die Ordnung und 
die Classe der Minimnlfliiche bestimmt, wie es auch zucrst von Herrn 
S. L i e  geschehen ist , und es wird gezeigt , dass die einfache Xinimalflache 
niedrigster Ordnurg die von E n n e p e r  ist ,  also von der neunten Ordnung 
und der sechsten Classe, sowie die einfachste Doppelflache die H e n n e -  
berg'sche, die von der flinften Classe ist. 

Nachdem so eine Reihe allgemeiner Eigenschaften der MinimalflBchen 
entwickelt i s t ,  werden Minimalflachen gesucht, die gewissen Dedingungen 
geniigen und zwar zunachst diojenige, welche durch eino beliehige ge- 
gebene Linie geht und in jedem Punkte derselben eine gegebene Tangential- 
ebene ha t ,  eine Frage ,  die zuerst von B j o r l i n g  und von B o n n e t  und 
spater in eleganter Weise von Herrn S c h w a r z  in  seinen hliscellen aus 
dem Gebiete der Minimalfiachen (Crelle, Bd. 80. 1875. S. 280) behandelt 
ist. Dic Siitze von S c h w a r z ,  ~ o w i e  die von L i e  uud H e n n e b o r g ,  
werden dabei abgeleitet. Die folgende Aufgabe, alle algebraischen Minimal- 
flachen zu bestimmen, die einer gegebenen algebraischen Flache einge- 
schrieben sind, war bisher nur ftir den Fa11 gelost, dass die gegebene 
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Flache eine Kegelflache ist , oder , wenn eine abwickelbare Flache, dass 
man schon eine eingeschriebene Minimalfliiche kennt. Der Verfasser lest 
die Aufgabe allgemein für den Pàl l ,  dass die gegebene Flache eine ab- 
wickelbnre Flache ist. Dieses Problem giebt zugleich Anlass zu einer 
neuen Definition der Minirnalflachen , die von Herrn R i b a u c O u r gegeben 
ist:  Die allgemeinste Minimalflache ist die Enveloppe der Ebenen, die auf 
den gerneinsamen Tangenten zweier dem unendlich fernen Kugclkreise um- 
beschriebenen abwickelbaren Flichen senkrecht stehen und von den Be- 
rührungspunkten dieser gemeinsamen Tangenten gleich weit entfernt sind. 
Die letzte der behandelten Aufgaben ist die von L a g r a n g e  aufgestellle 
und von P l  a t  e a u  in praxi geloste, diejenige Minimalflache zu bestimmen, 
welche eine gegebene Begrenzung ha t ,  und die bisher und auch in diesem 
Werke nur für den Fa11 in Angriff genommen i s t ,  dass die Begrenzung 
aus geraden Linien besteht oder aus Ebenen, welche die Flache normal 
schneidet. Es  werden die Arbeiten von R i e m a n n ,  den Herren W e i e r -  
s t r a s s  und S c h  w a r z über diesen Gegenstand besprochen und verschie- 
dene Beispiele durcl~gefiihrt. Die L6siing des Problems wird gefikdert 
durch Untersuchungen , welche Veranderungen mit F(u) vorgehen, wenn 
statt  u eine Function von u eingeführt wird, oder wenn ein anderes 
rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde gelegt wird, doch gelingt 
dieselbe nicht, da die auftretende lineare Differentialgleichung nicht all- 
gemein integrabel ist. Daher wird nun die Aufgahe umgekehrt und von 
gewissen E'ormen der Differentialgleichung ausgegangen , deren Integral 
man kennt und untersucht, ftir welche Begreneungen diese die L6sung 
liefern. Dadurch erhalt man unter Anderem die Minimalflache, deren Be- 
greneung von Geraden gebildet wird, die einer festen Ebene parallel sind 
nnd von Ebenen, die auf dieser Ebene senkrecht stehen, von welcher das 
letzte Reispiel R i e m  a n n n s  ein specicller Fa11 ist. WILLGROD. 

Magnetische Beobachtungen anf der Nordsee,  angestellt in den .Jaliren 
1884 bis 1886, 1890 und 1891. Von A. S c a ü c ~ .  Hamburg 1893. 
Selbstverlag des Verfassers. IV. 58 S. 5 Tafeln. gr. 4'. 

So namhafte Fortschritte die Lohre vom Erdmagnctismus in neuer 
Zeit auch gemacht bat ,  so hat  doch gerade in deren eigentlichem Vater- 
lande die praktische Forscherthatigkeit mit jenen keineswegs gleichen 
Schritt gehalten. Nicht als ob nicht J. v. L a m  o n t  und A. v. H u m b o l d t ,  
auf deren unermüdlicher Thiitigkeit das Meiste von dem beruht, was wir 
über das geomagnetische Verhalten des deutschen Bodens wissen, spater 
noch viele tüchtige Nachfolger gehabt hztten; aber was dieselben leisteten, 
ging mehr aus der Initiative des Einzelnen hervor, und erst in aller- 
neuester Zeit sehen wir auch staatliche Anstalten wieder mehr diesen 
Fragen ibre Aufmerksarnkcit zuwenden. Dcr Verfasser der hier vorliegenden 
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Schrift, durch eine Reihe von Arbeiten auf dem Gebiete der wissenschaft- 
lichen Seemannskunde wohl bekannt, hat sich das deutsche Meer und dessen 
Küstengegenden zu seineni Operationsfelde ausersehen und auf zahlreiclien 
auf einander folgenden Seereisen eine stattliche Menge von Thatsachen 
für seinen Zweck zusammengebracht. E r  hielt dabei es fiir notbwcndig, 
sich mit seinen Instrumenten ausschliesslich Holzschiffen anzuvertrauen, und 
daran that er gewiss recht, denn wenn auch die von A i r y  u. A. ent- 
wickelten Formeln es moplich machen, die durch den permanenten und den 
zeitweise inducirten Magnetismus bedingten Compassfehler auszugleichen, 
80 wird man es doch jedenfdls für das Beste halten mtissen, solchen 
Storungen von vornhereiu aus dem Wege zu gehen. Andererseits jedoch 
wuchsen dadurch die Schwierigkeiten ftir den Beobachter, der nun auf 
viele Fahrzeuge verzichten musste, die sonst für ihn und seine Absichten 
geeignet gewesen waren. 

Die Bcschreibung , wolche Herr S c h ii c k von seinen Apparaten giebt, 
ist eine sehr eingehende, und sowohl dadurch, wie auch durch die Dar- 
legung der Vorsichtsmassregeln, welche auf der Reise selbst zum Schutze 
dieser Apparate ~ngewendet  wurden, dlirfte sich die Scbrift der Beachtung 
Derjenigen empfehlen, welche eine ahnliche Studienreise zu unternehmen 
gedenken. Azimutalcompass , Inclinatorium und L a m  o n t  'scher Theodolit 
waren in der Hauptsache die in Verwendung genommenen Instruniente.' 
Die Theorie derselben wird vom Verfasser im Resonderen entwickelt, wobei 
auch auf Probleme Rücksicht genommen ward, für welche sich in der 
Literatur kein ausreichender Anhalt vorfand; vergl. z. B. die Berechnung 
der Warmeeorrection bei Inclinationsmessungen mit Hilfe des Theodoliten. 
Einschaltend rnocbten wir dabei bemerken, dass wenn der Verfasser (S. 26) 
die ,Gel. AnzeigenU, in welchen' ein L a m o n  t'scher Aufsatz über eben 
diesen Gegenstand zu finden sein soll, nicht kennt, dies leicht zu be- 
greifen is t ,  denn es werden nur  Wenige wissen, dass vor liingerer Zeit 
auch die bayerische Akademie der Wissenschaften eine periodische Ver- 
offentlichung unter diesen Tite1 besass, und offenbar ist  auf diese von 
L a m  O n t  selbst ' hingewiesen worden. Von entschiedenem Intercsse sind 
die Mittheilungen liber die Intensitatsmessungen auf offener See, fiir 
welche sich der Verfasser verschiedener Methoden bediente, denn gerade 
nach dieser Seite hin fehlt es noch sehr an zuverlassigen Bestimmungen, 
und die Isodynamenkarten sind, soweit d ~ h e i  das Meer in Frage kommt, 
vielfach nur als Ergebnisse einer Scblitzung zu betrachten. Die unserer 
Vorlage beigefügten Karten dagegen, deren tecbnische Vollkommenheit 
freilich unter dem Umstande etwas leiden, dass dem Verfasser fur die 
Publication seiner mtihevollen Studien n.ur seine eigenen Mittel zur Ver- 

* Wenn englische Autoren über das lnstrumentarium Sch  ück's die Nase 
rümpften, BO vergassen sie, dass ein deutscher Pnvatmann aich eben nach seiner 
Decke strecken musa. 
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fügung standen, verdienen das vollste Vertrauen ; sie geben die Curven 
gleicher Missweisung, Neigung und horizontaler Intensitzt für den Erd- 
raum zwischen 48O und Cil0 nordlicher Breite einerseits, xwischen 11° 
Lange (v. Gr.) andererseits. Soweit dabei das Festland in Betracht kommt und 
die eigenen Beobachtungen nicht ausreichten, ha t  der Verfasser solche 
von den besten Fachmannern der betreffenden Staaten zu Hilfe genommen, 
wie denn filr die Niederlande Dr. v a n  R i j  k e v o r s e l  die noch nicht der 
Oeffentlichkeit tibergebeuc rnagneti~che Aiifnahrne dieses Landes zur theil- 
weisen Verfügnng stellte. Dei solcher Sachlage hat  man alles Recht, in 
der Schrift des Herrn S c h t i c k  einen werthvollen Beitrag zur Physik der 
Erde zu erblicken. 

München.  Dr. S. G ~ N T H E R .  

A t rea t i se  on analgt ical  statics w i t h  numerous examples, by EDWARD 
JOHN ROUTH. Vol. II. Cambridge, a t  the university press. 1-92. 224 S. 

Das Buch enthalt die in den crsten Band nicht mehr aufgenommencn 
drei Capitel, Attractions, Bending of rods, Astatics. Bei dem ersten 
Capitel hat  der Verfasser mancherlei beigefiigt, was nicht leicht zu finden 
kt ,  weshalb er sich entschlossen ha t ,  ein ausführlicheo Inhaltsverzeichniss 
beizufügen, welches der Vollstandigkeit wegen auch die beiden anderen 
Capitel umfasst. Der Verfasser w&r bestrebt, zu jedem Resultat den 
ursprünglicheii Butor anzugeben , was sehr anzuerkennen ist. Die Reispiele 
sind grosstentheils den Examenaufgaben an der Univeraitat Cambridge 
entnommcn. Die Bussere Ausstattung ist ebenso sorgfaltig behandelt, wie 
die des ersten Bandes. B. NEBRL. 

Lehrbuch der  Phgsik.  Von J. VIOLLE. Deutsche Ausgabe von ftinf Assistenten 
der pbysikalisch - technischen Reichsanstalt. Erster Theil : Mechanik. 
Zweiter Band: Mechanik der flüssigen und gasformigen Korper. 
Mit 309 Textfiguren. Berlin 1893. Verlag von Julius Springer. 
489 S. Preis 10 Mk. 

Dass der zweite Eand nicht mehr in einzelncn ~ i c f e r u n ~ c u  erschienen 
i s t ,  kann nur  als im Interesse der schnellen Verbreitung des Buches 
liegend empfunden werden. Die tibersichtliche Anordnung des Stoffes. 
der sch6ne und reine Druck, sowie die saubere Durchführung der bild- 
lichen Darstellungen stehen der eleganten Schreibweise gut au. Die 
Schattirung der Glasgefisse ist vielfach so eigenartig, dass man einen 
Riss s tat t  den Schatten vor sich zu haben glaubt. Bexüglich der gediegenen 
Darstellung wird auf die Besprechung des ersten Bandes des eraten Theiles 
verwiesen. 

Hofïentlich gelingt es dem Verleger, den zweiten Theil dieses Lebr- 
buches, welcher die Akustik und Optik umfassen soll, im Laufe dieses 
Jahres  der Oeffentlichkeit zu übergeben. B. NEBEL. 
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Anfgaben ans  d e r  theoret ischen Mechanik nebst Auflosungen. Von ZECH. 

Zweite Auflage unter Mithilfe von C. CRANE. Stuttgart 1891. Verlag 
von J. B. Metzler. 225 S. Preis 4 Mk. 20 Pf. 

Die zweite Auflage ist gegenüber der ersten nicht nur  durch einzelne 
Beispiele, sondern auch durch neue Capitel vermehrt worden. Die neuen 
Aufgaben sind grosstentheils den Prüfungen bei dem realistischen Professorats- 
examen in Württemberg entnommen, weshalb diese 8ammlung ein guter 
Prtifstein für die betreffenden Candidaten sein wird. Die beiden Capitel 
üher Graphostatik und iiber mechanischo Principien riihren von C. C r a n z  
her. Leider sind die Buchstaben und deren Indices bei den Figuren oft 
so klein ausgefallen, dass man sie n u r  lusserst scbwierig erkennen kani?, 
z. B. Fig. 7-13. Den Aufgaben sind die Losungen beigefligt, so dass 
sich das Buch besonders zum Selbststudium der Studirenden eignet. 

B. NEBEL. 

Elementarphysik unter Zugrundelegung des Grundrisses der Experimental- 
physik von E. JO~HMANN und 0. HERNES, fiir den Arifangsunterricht 
in hoheren Lehranstalten , herausgegeben von 0. HERMES. Mit 
186 Holzschnitten. Berlin 1892. Verlag von Winkelmann & Sohne. 
188 S. Preis 2 Znk. 

Das vorliegende Büchlein verdankt seine Entstehung der EinfBhrung der 
neuen Lehrplëne in  Prelissen. Im Text schliesst es sich eng an den allseitig 
sehr beliebten Grundriss der Experimentalphysik von E. J O  c h  m a n  n an ,  au8 
dem auch die Figuren entnommen sind. Das letztere Buch bildet die Er- 
ganzung dieser Elementarphgsik. I n  der Wahl des Stoffes hatte nach 
unserem Dafürhalten mehr Rticksicht auf das t5gliche Leben genommcn 
werden sollen, so ist die elektrische Beleuchtung nicht ihrem Werthe nach 
behandelt, die Glühlampe konnten wir nicht finden. Zu wünschen ware 
fiir eine Neuauflage, dass der Herausgeber diesem Gesichtspunkte seine 
Aufmerksamkeit zuwenden mochte. B. NEBEL. 

Grnndzüge der Molecular - P hysik nnd  der mathematischen Chemie, dar- 
gestellt von W. C. WITTWER. Zweite vermehrte und verbewerte Auflage. 
Stuttgart 1893. Verlag von Konrad Wittwer. 304 S. Preis 6 Mk. 

Die zwcite Auflagc enthslt als Erweiterung diejenigen Ergebnisse, 
welche seit dem Erscheinen der ersten Auflage von dern Verfasser gefunden 
wurden. I n  der Einleitiing begrtindet der Verfasser, weshalb e r  nicht der 
modernen Richtung zu folgen vermag, welche mehr und mehr von den 
Fernewirkungen bei physikalischen Kraft5usserungen abgeht. E r  sucht den 
Nachweiv xu liefern, dass die modernen Ausdrücke sich alle auf Ferue- 
wirkungen zurückführeii lassen. Im Verfolg seiner Anschauungen gelangt 
der Verfasser zu neuen Vorstellungen über den Aether und dessen Dichtig- 

I i i e ;  -lit Abth. d. Zeituchr.f. Math.u.Phys. 39. Jahrg. 1894. 1. Heft. 3 
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keit im intermolecularen Zustand. Bei der Zusammenfassung der mit den 
heutigen Anschauungen im Widerspruch stehenden Resultate auf S. 34 muss 
wohl unter 4 das letzte Wort ,zuU statt  ,,abY heissen. Sehr interessant 
sind die Beziehungen zwischen den Massen - und Aethertheilchen. Die Con- 
stitution der K6rper bildet die Brlicke zu dem grossen Abschnitt, welcher 
den Grundzügen der Chemie gewidmet ist. Ein ebenso grosser Abschnitt 
beschbftigt sich mit der Wbrme, wtilirend das Wesen der Elcktricitit in 
einem kleinen Schlussabschnitt in die Betrachtungen hereingezogen wird. 
Alle die interessanten Resultste und Schlussfolgerungen mitzutheilen, 
wlirde hier zu weit führen; wollten wir aber einzelne herausgreifen, so 
wtîrde der Gegensatz zu den heutigen Anschauungen zu schroff und unver- 
mittelt sein. Daher mlissen wir das Lesen der; Buches auf's Warmste 
empfehlen. B. NEBEL. 

Die Bestimmung des Moleculargewichts in theoretischer u n d  praktischer 
Beziehung von K. WINDISCH. Mit einem Vorwort von E. SELL. 
Ni t  in  den Text gedruckten Figuren. Berlin 1892. Verlag von 
Julius Springer. 542 S. Preis 12 Mk. 

Die neuen Methoden zur Bestimmung des Moleculargewichts und die 
sich daran anschliessenden Schlussfolgerungen s i ~ d  filr die theoretische 
Chemie von solcher Wichtigkeit, dass sich auch der lediglich in der Praxis 
arbeitende Cherniker wenigstens mit den Resultateu liekannt machen muss, 
wenn er nicht in  kurzer Zeit als mit  veralteten Anschauungen behaftet 
erklart werden will. Um nun das Studium der Moleculargewiohts- 
Bestimmung zu erleichtern , hat es der Verfasser unternommen, in einheitlicher 
Porm die geschichtliche Entwickelung der Nethoden der Moleculargewichts- 
Bestimmung kritisch zusammen zu stellen, an deren Spitze sich die Ent- 
wickelung der Moleculartheorie befindet. Mit Bienenfleiss hat  der Verfasser 
Alles zusammengetragen und überall mit Literaturvermcrke versehen, so 
dass auch Derjenige, welcher auf diesem Gebiete selbst forschend thatig 
is t ,  den grossten Nutzen von diesem Biiche haben wird. Denjenigen, 
welche sich erst i n  das Gebiet der physikalischen Chemie einarbeiten niiissen, 
ist das Studium durch dieses Werk  wesentlich erleichtert, denn sie finden 
wohl Alles, was auf diescm Fclde geschaffen wurde. Die aussere Aus- 
stattung lbsst nichts zu wünschen tibrig. B. NEBEL, 

BeitrElge z u r  Theorie der  centro-dynamischen Korper. Von AIEX. WEBNICKE, 
Wissenschaftliche Beilage zu dem Programm des Herzoglichen Neuen 
Gymnasiums zu Braunschweig 1892. Braunschweig 1892. Job .  
Heinr. Meyer. 36 S. 

Nach einer geschichtlichen Entwicklung des centro-dynamischen Charakters 
der K6rper geht der Verfas~er  naher auf die Frage ein: ,,Welches sind dis 
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allgemeinen Beziehungen zwischen K6rper -Formationen und B e s ~ h l e u n i ~ u n g s -  

Gesetz, welche die Existenz centro-dynamischer K6rper bedingen?u Diese 
allgemeine Aufgabe Iasst sich zuriickfiihren auf die Beantwortung der Frage : 
,,Welche Form hat das Gesetz rp(p) der elementaren Beschleunigung ftir 
eine homogen belegte Kugelflache, wenn dieselbe in  Bezug auf ihren Mittel- 

1 .  punkt centro - dynamisch ist ? Aus dem Gasetz rp (p) =B.  Q + C . 
folgt filr den Sonderfall la = 3 : 

1. Die aussere Umgrenzung jedes (endlichen) centro - dynamischen 
Korpers ist  eine einzige geschlossene Oberfl~che, in deren Innen- 
raum das dynamische Centrum liegt. 

II. Das dynamische Centrum eines centro - dynamischen Korpers fsllt 
mit dom Schwerpnnkte dessolben zusammen. 

III. Dae Tragheits -Ellipsoid , dessen Centrum mit dem dynamischen 
' ~ e n t r u m  eines centro -dynamischen K6rpers zusammenf'allt, ist  stets 
eine Kugel. 

Ans den weiteren Betrachtungen folgt die Behauptung : ,Nur bei dem 
elementaren Beschleunigungsgesetzc 

1 1 
q (e )=  B.p + 6 - ,  bezw. .(Q) = B . Q  + Cm- 

en-' 
giebt es in unserem Raume centro - dynamische K6rper bezw. in fi fachen 
Mannigfaltigkeiten centro - dynamische Gebilde. B. NEBEL. 

ffrnndlehren der mathematischen Qeographie und  elementaren Astronomie, 
fiir den Unterricht bearboitet von S I E ~ M U N D  G ~ N T H E R .  Dritte 
durchaus umgearbeitete und revidirte Auflage. Mtinchen 1893. Ver- 
lag von Theodor Ackermann. 133 S. und 2 Karten. Preis 2 Mk. 

Verfasser hat diese dritte Auflage den Forderungen der neuen Schul- 
ordnung in Bayern angepasst, weshalb das Werkchen gegenüber seinem 
fr-heren Umfang wesentlich gekürzt wurde. Ein Hauptwerth wurde darsuf 
gelegt, dass dem SchIiler für Uebungsmaterial gesorgt wurde. Zur An- 
regung sind zwei Sternkiirtchen beigefügt, bei denen es aber für den Schiiler 
von Werth gewesen ware, wenn die einzelnen Sternbilder durch dünne 
Linien umgrenzt wsren. Vielleicht nimmt der Verfasser Anlass, diesem 
Wunsche bei einer Neuauflage zu entsprechen! B. NEBEL. 

Elektricitht und  Magnetismua im  Lichte einheitlicher Naturanschaunng 
von Ta. SCHWARTZE. Berlin 1892. Verlag von A. Seyder (Poly- 
technische Buchhandlung). 62 S. Preis 1 Mk. 80 Pfg. 

Nach den heutigen Anachauungen in der Physik lasst sich Schall, Licht, 
Magnetismus und Elektricitlt auf Bewegungserscbeinungen zurilckführen, 
weshalb die scheinbar eine Ausnahme bildende Gravitation von vielen 
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Seiten schon als eine Bewegungserscheinung zu erkliiren versucht wurde. 
I n  dem ersten Capitel sucht der Verfasser die Gravitation als eine Stoss- 
wirkucg des Aethers darxustellen, so dass sich die Masscnanxichung mit 
Hilfe der Mechanik erklaren liesse. Bei diesen Untersuchungen wird man 
direct auf das Rotationsproblem gelangen, dem der Verfasser das zweite 
Capitel gewidmet hat. Das dritte Capitel behandelt Elektricitiit und Magnetiu- 
mus. Darin entwickelt der Verfasser eine Anschauung, die uns unver- 
standlich ist und mit den hcutigen Anschauungcn sich nicht im Einklang 
befindet. Es  sol1 niimlich eine Winkelfunction die Dimension einer Zeit 
besitzen. Natürlich sind auch die Folgerungen daraus solche, welche sich 
mit den heutigen Forschungsergebnissen nicht decken. B. NEBEL. 

Das rLumliche W i r k e n  und Wesen der Elek t r ic i t a t  und  des Mag~et i smus  
von MAX MOLLER. Mit 8 Textabbildungen und 3 Tafeln. Hannover- 
Linden 1892. Verlag von Nanz &; Lange. 73 S. Preis 3 hlk. 50 Ffg. 

Aus den vielfachen Beobachtungen, welche der Verfasser als Wasserbau- 
Ingenieiir bei den Wasserwellen gemacht; h a t h ,  drzngte sich ihm dic Frage 
auf ,  ob denn das Wirkeii nnd Wesen der Elektricitiit und des Magnetismus 
nicht auf ahnliche Bewegungen, die der Aether auszuführen hatte, hinaus- 
komme. Seine Vermuthung fand noch Unterstützung durch die Schallwellen 
in der Luft und durch sonstige meteorologische Studien. Bei diesen Unter- 
suchungen betrachtet der Verfasser die Elektricitat als eine Wellenreihe i m  
Aether, und zwar ist der galvanische Btrom aufgefasst als eine fort- 
schreitende Welle, wahrend die statische Elektricitat mit stehenden Wellen 
übereinstimme. Die Elektricitat und der Magnetismus wird hier von einem 
ganz anderen Standpunkte aus behandelt, als dies gewohnlich geschieht, 
so dass der Physiker vom Fach sicherlich neue Anregung erfahrt. 

B. NEBEL. 

Physikalisch-bkonomische Stndien. Die Bedeutung der Elektricitat fiir 
das sociale Leben. Von J. SANOY. Konstanz 1592. Verlag von 
Ernst Ackermann. 60 S. Preis  1 Mk. 50 Pfg. 

Der erste Theil urnfasst eine analytisch-synthetische Entwickliing eines 
physikalisch - okonomischen Standpunktes , von welchem aus theoretische 
Schlüssc gczogen werden, wio z. B. der Werthunterschied zwischen Arbcits- 
kraft uiid Arbeitserzeugniss muss ein unendlich grosser werden. Von diesem 
Standpunkte aus unternimrnt der Verfasser eine historische Prüfung dieses 
Satzes. I n  der ElektricitBt glaubt der Verfasser eine Kraft zii besitzen, 
die nichts kostet und unkorperlich i s t ,  sie allein konne nur m m  Ziele ftihren. 
- Derartige Pliantasiegebilde wollen wir ,  die wir noch dem festen Boden 
unter deu Füssen haben,  niclit mit rauher Hand zerstoren. 

B. XEBEL. 
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Principles of the  Algebra of Physics. By A.  MACFARLANE. Printed by 
the salem press publiehing and printing Co., Salem Mass 1891. 

Verfasser ist bestrebt,  die Algebra dahin zu erweitern und zu verall- 
gemeinern , dass sie die Quaterpionen, die G r  a s s m a n n'sche Methode und 
die ~eterminanten vereinigt und sich anwenden liisst auf physikalische 
Grossen im Raum, dass sie aber zur gewohnlichen Algebra wird, sobald 
man specialisirt. -- ~ B. NEIIEL. 

Die Wtirmeqnelle d e r  Gestirne in mechanischem Maass, ein Beitrag zur 
mechanischen Warmetheorie. Von W. GEF. Heidelberg und Leipzig 
1892. Verlag von August Siebert. 11 S. Preis 1 Mk. 

Vcrfasser geht von der Anschauung aus,  dass die Schwerkraft eine 
zum anziehenden Korper hintreibende Kraft i s t ,  welche von der Sonne ver- 
nichtet wird, wobei von der Sonne Arbeit geleistet wird. Diese Arbeit 
berechnet nun der Verfasser und setzt sie i n  Vergleich mit der von der 
Sonne abgegebenen Calorien. Eine Uebereinstimmung, die nicht einmal i n  
der Dimension auftritt  , sei deshalb unmoglich , weil unsere Messinstrumente 
ftir den grossten Theil der von der Sonne ausgehenden Strshlen durch- 
lissig seien. Das Ergebniss fasst der Verfasser in  folgenden Zusatzen zur 
mechanischen Warmetheorie zusammen: ,Uem Energieverlust der Weltkorper 
durch Ausstrahlung steht gleichwerthig gegeutiber Energieerzengung inner- 
halb der Gestirne durch die Schwerkraftu und ,Die Arbeit, die der Korper 
im Widerstand gegen Druckkrafte verbraucht, ist  umgesetzte Energie der 
Schwerkraft.' R.  NEBEL. 

Lehrbuch der Phys ik  für hohere Lehranstalten, sowie zur Einfllhrung in 
das Studium der neueren Physik. Von H. BORNER. Mit 470 i n  
den Text gedruckten Abbildungen. Berlin 1892. Verlag der Weid- 
mann'schen Buchhandlung. 584 S. Preis 6 Mk. 

Dieseu Physikbuch ist mit Rücksicht auf die neuen LehrplCine in den 
preussischen Schulen geschrieben worden und zerfiillt demnach in zwei 
(fortschreitende) Stufen. Die erste Stufe, welche einen mehr inductiven 
Charakter tragt,  umfasst Alles, was ein gebildeter Mensch von Physik wissen 
soll, wahrend die zweite Stufe, die ein mehr deductives Gepriige besitzt, 
fdr die oberen Classen bestimmt i s t ,  wo sich auch die Mathematik besser 
verwenden Iiisst. Das Euch ist aber auf beiden Stufen doch so reich mit 
Stoff versorgt, dass schon der Verfasser diejenigen Partien, die ohne Wei- 
teres übergangen werden konnen, durch ein Sternchen versehen hat. Nach 
unsercr Auffassung hst te  der Verfasser bei dem absoluten Maass-System 
auch auf die Dimensionen eingehen sollen; denn dadurch erhalt der Schliler 
crst den richtigen Einblick in das Wesen desselbcn und erkennt den damit 
verbundenen grossen Vortheil bei der rechnerischen Verwandlung der 
Energieformen. Bei dem 80 inhaltsreiehen Buche wird dieser wichtige 
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Theil der Physik u m  so mehr vermisst, wir hoffen, dass der Verfasser bei 
einer Neueuflage diesen Wunsch berkksichtigen werde. B. NEBEL. 

Einlei tung in da8 Studinm der  modernen Elektricitti tslehre von JGNAZ 
G. WALLENTIN. Mit 233 in den Text gedruckten Holzschnitten. 
Stuttgart 1892. Verlag von Ferdinand Euke. 560 S. Preis 12 Nk. 

Zur Zeit existiren nicht viole Physikbüchcr, welche dem Schüler den 
Uebergang von der Experimentalphysik zu der theoretischen Physik er- 
leichtern. Die Bücher iiber theoretische Physik sind bezüglich der mathe- 
matischen Ansprüche vielfach nur für die eigentlichen Fachleute bestimmt 
und nehrnen auf solche, welchen die Kenntnisse in der hoheren Mathematik 
abgehen, keinerlei Riicksicht. Nun giebt es aber eine grosse Zahl unter 
den Studirenden, welche etwas tiefer in die Physik einzudringen wtinschen, 
als dies bei der Experimentalphysik moglich ist. Vür einen solchen Leser- 
kreis ist das vorliegende Werk bestimmt, das die gewaltigen Fortschritte 
der Elektricitatslehre in der Neuzeit zum Gegenstande hat. Die mathe- 
matischen Kenntnisse, welche bei dem Absch!uss eines Gymnasiums erlangt 
werden, reichcn vollstëndig auç, um das Werk mit Nutzen lcsen zu konnen. 
Auf angehende Elektrotechniker ist besondere Rücksicht genommen, die 
Maschinen und Messmethoden sind relativ eingehend behandelt worden; 
auch wurde den olektrischen Einhciten, der Wichtigkeit cntsprechend , ein 
besonderes Capitel zugewiesen. Ausserdem zeichnet sich das Werk durch 
einen deutlichen Druck und sorgfëltig ausgeführte Piguren aus, so dass 

es Vielen sehr zweckdienlich sein wird. B. NEBEL. 
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Ueber die Wasseruhr und das Astrolabium des Arzachel. 

Von 

Dr. Artmx WITTSTEIX. 

Einleitnng. 

Wohl die Gesçliichte jeder Wissenschdt hat einige homines acleres auf- 
z~weisen, über die nicht selten in  urn so bestimrnterer ~usdrucks&eise 
geschriebcn wird,  je weniger man von ihncn wciss, je mangolhafter die 
hhal tspunkte sind, welche kargliche Nachrichten von ihren ausseren Eebens- 
umstanden uns gewahrcn. Als ein solcher Mann erscheint in  der Astro- 
nomie des Mittelalters der Arabo-Hispanier Arzachel (corrumpirten Namens), 
dessen Gestalt immer noch merklich verstiirkter Beleuchtung bedarf, um 
hinreichend scharf begrenzt wahrgenoinmen werden zu kiinnen. Ceber seine 
Lebensdauer , deren Fixirung im 11. JaErhunderte und die Zeit seiner 
wissenschaftlichen Shatigkeit sind wir so gut  wie gar nicht unterrichtet. 
Letztere veruiuthe ich zwischen 1060 und 1080, ihren Schauplalx aber irn 
überwiegenden Maasse in Toledo, woselbst er u. A.  im Jahre 1.080 die 
geoccntrischo Lange des Regulus (le lieu de RBgulus ü 132O 33' de l'équinoxe 
vrai) zu 132O 33' bestimmt haben soll, wie der jüngere Siddlot, wahrschein- 
lich in  der Ahsicht damit, stillschweigend den Beweis für die Vortrefflichkeit 
der angewandten Methode (eines Ausgleichungsverîahrens) zu erbringen, 
mittlieilt.') Schado, dass der ,,wahre OrtLL in Lange um 4O.5 zu klein 
eihalten wurde! An eine mogliche Vtirwechselung von 2 und 6 im 
Arabischen, d. h. an eincn nur scheinbaren Bestand jenes bedauerlichen 
Blisserfolgcs, dlrhci eu denken, m6cht.e ich nicht beftirworten. Dass ich 
bei meiner Vergleichung nur das mittlere Aequinoctium ftir den Jahres- 
anfang irn Auge haben konnte, dürfte k a u h  ntit,hig sein hinzuzufügen, 
eben so wenig wie die Bemerkung, dasv das ,,wahre Aequinoct i~rn '~ Skdillot's 
nicht im Sinne unserer heutigen Terminologie aufzufassen kt. Befreit man 
nsmlich die beobachtete Position irgend eines Gestirnes von den Instru- 
mentalfehlern, sowie von dem Einflusse der astronomischen Ilefraction und, 
wenn ntitbig, von dem der Porallaxc, so heisst dieselbe j o t z t  auf des schein- 
bure Aequinoctium zur Zeit der Beobachtung, oder auf die scheinbare 
Durchschnittslinie von Aeqiiator und Ekliptik bezogen, - wahrend fruher, 
so lange dus uralte Dogma von der unendlich grossen Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Lichtes noch unbeanstandet gal t ,  die am Instrumente 

Ii i~t.- l it .  Ahth. d.%eitschr.f.Moth.u. l'hgs. 39. Jahrg. 1894. 4.Heft. 4 
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abgelesene und entsprechend verbesserte Coordinate eines Okjectes am 
Himmel schon dessen wahren Ort  zur angegebenen Epoche reprasentirte. 
Da ferner der Glaube a n  .die momentane Ausbreitung des Lichtcs cinen 
eben so grossen Zeitraum hindurch seine IIerrschaft behauptete, als das 
periodische Schwanken der Erdachse, die Nutation, unbekannt hlieh,  so 
war der aus der Beobachtung hervorgehende Ort  auçh zugleich der milllere. 

Hinsichtlich der Beinameîz unseres Toledaner Astronomen herrscht bei 
Allon, die sich mit  ihm,  aber gr~sstcntheilu in reçht unhfriedigerider 
Weise2), beschaftigt haben, nahezu Uebereinstimmung; sie lauteten Jlj1 

Zarkâln oder &ILlj Zarkale und ,&Jj an-nakkâs'. Der erste, wenn auçli 

in  der (mindest-)verderbten Schreibweise ,,Arzachel", wurde von Anfang 
an von europaischen Schriftstellern conserrirt, den zweiten, der verschiedcne 
IJebçrsetzungen zuliisst, mag er sich entweder durch wirkliclies Talent zum 
Malen oder, was wahrscheinlicher ist, durch seine mechanische Kunstfertig- 
keit in der Herstellung metallener Astrolabien und im dufreissen der 
nothigeri Linien darauf erworlien haben. Seine eiyerzllichen Kamen an- 
langend, halte ich mich an das, was M. SteinschneZder3) zu Recht erkannt 
hs t ;  danach hiess er Ahiil'l K4sim Ibr. 'Abdi'r - Rahman. Dieses, dio 
früheren schwankenden Angaben endlich berichtigende Ergebniss scheint 
nicht allgemein angenommen oder genligena bekannt geworden zu sein; 
denn noch bei E. Dozy (Supplkment aux dictionnaires arabes. Leyden, 
1881. 2 Diinde in gr.  4O.) lese ich Abou-Ishâc IbrAhPm ibn-Yahy0 an- 
Naccâch, surnomm6 Ibn-az-.ZarkBl. 

Als siüher bekannt liisst sich von Zarküh registriren, dass er etwa 
um das Jahr  1080, gelegentlich der Vergleichiing der aus seinen eigenen 
Beohachtungcn folgenden Sonnen-Excentricitiit mit der al-Rdtdwz*'s4), ein 
Zurü~kgehen des Apogaeums der Sonne constatirt zu haben glaubte und 
dadurch das Zustandekommen der sogenannten Trepidations-Theorie der 
Fixsterne wesentlich gefordert hat. Letztere, dern Roden griechischer 
Astronomie entsprossen, war schon n h i t  belz &orru ( 8 2  u+ &Li, geb. 

836 zu Harrân,  gest. 901 zu Bagdad) plausibel erschienen, der mit Zu- 
hülfenahme einer beweglichen Ekliptik, die sich abwechselnd über die feste 
erhob oder unter sie herabsenkte, die Aequinoctialpunkte um Detrage, die 
bis zu 10° 45' steigen konnten, vor- oder rtickwiirts schreiten liess, an die 
Stelle der fortschreitenden Rüükwiirtsbewegung der Aequinoctien in der 
Ekliptik also eine oscillirende um ein mittleres Aequinoctium setzte. Um 
seine Beobachtungen mit denen des al-Battani i n  Einklang zu bringen, gah 
Zarkâlf deni Mittelpunkte des excentrischen Kreises eine Bewegung auf 
der Peripherio eines kleinen Kreises und verfuhr sonach ahnlich, wie 
Ptolemaeus heim Monde. 

Zarkâl? theilt das Schicksal aller halb mythischen Pers6nlichkeiten: 
die Einen heben ihn,  sozusagen, in den Himrnel, die Anderen weisen ihm 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ueber die Wasseruhr und das Astrolabium des Aizachel. 43 
-.-.--- -,,, >-,--J* 

ein recht bescheidenes Platzchen hienieden an. %II den ersteron, so vie1 
steht Lest, gehorten seine Fachgenossen im Orient,  die ihm, wovon man 
sich mehrfach überzeugcn kann, rüçklialtlose Anerkennung zollten ; so 
schatzt ihn x. B. Abû'l Hasan 'Ali (bekaniiter uiarokkanischer Astronom 
des 13. Jahrhunderts) als einen Gelehrten ersten Ranges. Ihnen ist im 
Abendlande der jüngere Sédillot beixiiziihlen, der zwar kein Astronom, 
dlrfür aber mit der Verleihung des Priidicatcs ,,berühmt" a n  orieptalische 
Bstronamen um so freigebiger war. Von den Vertretern der zweiten 
Partei, mit entgogengesetzter Ansicht, will ich nur Delnnzbre nennen, dcr 
in seincr Zistoire de l'astronomie du moyen ûge (Paris, 1819; gr. 4O. Mit 
17 Figuren-Tafeln.) zu der Verm~ithung gelsngt,  ,,dass er niclits weiter 
war, als ein ungeschickter Beobachtcr". Düs Mittel aus diesen divergiren- 
den Urtheilen wird, denke ich mir,  das Richtige treffen. Um Zarkrîlî's 
Leistungen in der theoretischen Astronomie, und damit ilin selbst, nacli 
Verdienst, würdigen zu ktinnen, ist  eine ganz andere Kliiruug des that- 
sachlichen Sachverhaltes, vor Allem eine object,ivere, erforderlich , als sie 
augenblicklich dns gesammte Müterial über ihn zu bieten vcrmag; aber zur 
Erreichung dieses Zweckev dürfen nicht auss~liesslich philologisehe Krifte 
Hand an's Wcrk legen, so bcreitwillig ich auch anerkenne, dass wir die 
wenigen Lichtstrahlen, die bis jetzt auf  Z. gefallen sind, fast allein derri 
Eifer der Orientalisten zu verdanken haben. Das dicitur muss noch gar 
zu ofl bei ihm aushelfen, ja wir sind nicht eirimal im Slande genau an- 
eugeben, welche Tafeln (die zu wiederholten Malen ins Lateinische übersetzt 
und in einigen Manuscripten uns eyhalten sein sollen) er eigentlich verfasst 
habe, ob die ,,ToledanischenC' von ihm herrülirten, u. S. W . ?  Letzteres ist, 
wenigstens fur mich, durchsus nicht erwiesen. 

Wcnn ich hier versuche, in dem soeben angedeut,cten Sinnc mit einem, 
wie ich hoffe, guten ~ e i s ~ i e l e  voranzugehen und zunachst Zweiei-lei von 
Dem, was man dem Zarkhli xiischreibt, iüh will nicht gerade behaupten: 
zum ersten Male au behandeln, - wohl aber ,  auî  Grund von Urkunden, 
die mir dabei zu Gebote stehen, in's rechte Licht zu stellen, so glaube ich 
domit für die Geschichte der Astronomie nichts Ueberflüssiges zu  inter- 
nehmen, sondern einen Beitrag zu ihr zu liefern, von dem ich nur wunsche, 
dass er, als Aequivalent fur  die Mühc, die er mir gekostet, hat, Andcre x u  
weiteren Untersuchungen über einen Mann veranlassen moge, dessen An- 
sehen sich Jahrhunderte lang i n  ungeuchiiliilertem Fortbestande erhalten hat. 

Ein Astrolabium, Zurkullu, das unzweifelhaft au3 Zarkklf's HBnden'her- 
rorgegangen, und dessen Construction wesentlich von der ahnlicher Beob- 
achtungs-Werkzcuge, dcren man sich bis dahin allgemein bediento5), ver- 
schieden war, hat  hochst wahrscheinlich seinen Ruhm begründet; und zwar 
nicht blos im Morgenlande, sondern auch bei den Abendliindern, denen 
das ,,Zarcallicurul' zu Gcsicht kam,  hat es ,  hier wie dort,  so immenses 
Erstaunen hervorgerufen, dass man es nur mit Hülfe gottlicher Inspiration 

4* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 4 Historisch -1iteretrische Abtbeilung. 
------------,. 
glaubte  begreifen zu k6nnen : I n  p i n l i s  ce l~b re  est i l lud (i9zstrumenfzcnz/ 
Za rwl l i rum numcupatum, quod ob cximiam, q u 6  dclinentzrr, breaitaleruz, lùnz 

oO mirabilern quanz conywlectitur Aslrolzomiae doctrinnwz, omnzum lnylime 
disciplinue P~ofes so rum malzibus teri tur.  Enimverb ub i  prirnkm id 1mtvu- 
menti  gemus a d  Oriemlules Astronornos pervenit, id s t a l ~ m  veltcmenler sunt 

admiradi; .nec sine divznâ ope vel zntellzgere potuerunt.  (Von Casiri 1. c. aus 
d e m  Arabischen übersetzt .)  Hat, diescs Ins t , rument ,  d e m  eine ,,8usserst 

~ e r l i e h ,  i hm in  astronomischen Kreisen sein Haupt-KenornmBc vcrschafft, 
so w a r  eu eine Wasseruhr ,  die m a n  alu sein W e r k  pr ies ,  welche breitere 

Schichten m i t  hoher Verehrung f ü r  i h n  erfüllen musste,  wenn  sie wirklich 
dns loistote, was die F a m a  ih r  nachrührnte. S ie  niiher zu betraçhten,  sol1 
meine ers te  Aufgabe sein. 

Anrnerknngen. 

1) L. Am. Sddillot, Mémoire s u r  les instruments astroliomiques des Arabes. 
M. 36 lithograph. Tafeln. (Mémoires présent60 par divers Savants l'Acad6mie 
royale des inscriptions e t  hellcs-lcttres de  l 'Institut de  France. Prcmière sbrie. 
Torne 1. Paris, MUCCCXLIV. 40.) Stets meine ich dieses Werk  von 86dillot, 
wenn ich im Verlaufe meiner Arbeit  noch e in ige  Male genothigt sein werde, auf 
den Verfasser zu recurriren; den Schliiss desselben hildet, mie ich gleich anti- 
cipiren will, ein eehr werthvoller, 19 Seiten umfassender Index arabischer Kunst- 
ausdrücke, die der reinen Mathematik und Astronomie entlehnt eind. - Ausser 
einer Menge von Reschreibiingen und Zeiclinungen verschiedener Astrolabien und 
sonstiger Instrumente, auch der  der Sternwarte zu Merâgah, darunter einer Art 
von îdauersextant ( + J f ) ,  der  vertical im Meridian stand, mit Sehrohr aus- 
geriistet und von betrachtlicher Grosso war ,  - findet der Leser darin die aehr 
detaillirte Untersuühung einev arabischen Himmelsglot>us, womit Jowtard das 
Département der geographischen Karten der Pariser Bibliothek bereichert hat. 
Im Gegensatze zu aeinem Entdecker, dem Mailander Dr .  Schiepati, der  ihn aus 
der Mitte dos II. Jahrhunderts stammen lasst, glaubt Sédillot hierfür keina 
f'rühere Zeit, als den Anfang des 13. Jahrhunderts,  annehmen zu dürferi; ver- 
muthlich i s t  e r  in Aegypten verfertigt worden. Ueber den Schrift-Charakter theilt 
S. nichts mit. Der Globus, welcher einen Durchmesser von etwa 18 cm hat, ist 
von JvIessing und besteht aus xwei Halbkugeln, die langs des Horizontalkreises 
(von 25 cm l)urchmesser),zusammengel6thet sind. An seinen Polen ragen, 
ungefihr 25 mm lange,  eiserne Zapfen hcrvor,  die, wie es scheint, einer den 
gauzen Globus durchdringenden 1Lotatioris-Achse angehoren und ihre Lager in 
dem festen, aber nicht mehr  vorhandenen Meridian hatten. Letzterer ist unver- 
anderlich mi t  dern Horieontalkreis verbunden, der selhst wieder von 4 metallenen 
Armen getragen wird , die zu einem modernen holzernen Fassgestelle gehoren. 
Das Ganze ha t  eine II6he von 39 cm. Ausser denen des Thierkreises, sind noch 
22 nordliche und 15 südliche Sternbilder darauf angegeben und, soweit sie nicht 
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diirch das Alter gelitten haben, was leider mehrfach der Fa11 (Séd. hoffte jedoch 
von Jom., der solçhe Lücken nicht dulden werde,  eine gründliche Wieder- 
herstellung), ziemlich sauber ausgeführt. In ihrer Bezeichnung weiçhen aie aber 
von der auf andercn, uns bekannten, Globen iiblichen theilweise sehr a b ;  so 

Yi 5 

heisst, urn nur Ein Beispiel zu riennen, die Andromeda dort & 3X abJI 
Al-mar7atii'l-latî lam tara  b j l d n ,  ,,die Frau ,  welche keinen Mann geaehen hatC6, 

statt Al-muaalsela, ,,die Angekettete". Aequator und Ekliptik sind 

in Grade eingetheilt. - Mit diesem Pariser ha t  ein anderer arabischer IIimmels- 
glohus, der in Florenz aufbewahrt wird, und von desscn Existenz ich leider erat 
jetzt Kenntuiss erhielt, grosse Aehl ichkei t .  Herr E: Neucci  ha t  ihn in einer 
besonderen, ala Yubblicazione del B. Ist i tuto d i  S t u d i  superiori prnt ici  e d i  Per -  
fezionamento in Firenze, im Jah re  1878 zii Florenz (in kl. 40. m. 2 Figiiren-'ïafeln) 
erschiencncn Schrift niiher beschrieben, welcho betitelt iut: I l  Globo ceteste 
a~ubico del secolo X I ,  esistente ne1 Gabinetto degli Strumenti antichi di Astro- 
nomia, di Fisica e di hlatematica dcl R. Istituto d i  Studi superiori. Er k t  gleich- 
Falls aus zwei verlotheten messingenen Halbkugeln, von 209 mm Durchmemer, 
msammengesetzt und enthiilt 47 Sternbilder, 21 nordliche, 14 südliche und 12 im 
Thierkreis; auch bei i hm sind Aequator und Ekliptik in Grade eingetheilt. Unter 
den Namen der  einzelnen Sternbilder, welche nicht selten denen auf dem Pariser 
Globus (so bei der Andromeda) vollig identisch sind, überraschte es mich, für 
Cepheus ,,der Flammige'L zu finden, namlich eine Bezeichnung, d ie ,  menu ich 
mich nicht sehr irre, zum ersten Male in den alpbonsiuischen Tafeln, also in der 
Xitte des 13. Jahrhundertes, erscheint. Der Florentiner Globus enthiilt folgende, 
wie alles Uebrige, in kufischen Charakteren ausgedrückte Inschrift: 

w ,,Diesen, mit  einem Fussgestelle ver- 
,A UI 3 B-W ?;JJ sehenen Globus h a t  für den,  mit  der  

Würde beider Weeirate [nirnlich des 
J- ckLëi' e>5yi Kriegeç und des Friedens] belehnten 

= . " . A  .. obersten Commandanteii, Abû 'Isâ Ibn 
aA+LiJ  y 211.1 ?id! I-JyJ U3 

Labbûn, - Gott verlkngere seine hfacht 

3 S~^JI --- U' e b + i  und seinen Halt!  - sein Diener Ibrahim 
Ibn Sa'îd as -Sahlî. der Wagenmacher, - 

,~.iSj'i 2c+ -1 +-& in Valencia, in Gemeinschaft mit seinem 
Soline Muhammed, verf'ertigt und die 

kd  SUI Fixsterne, nach ihren Grossen undDurch- 

Herr Professor E'. Lus in io ,  der sich der miihsamen Uebersetzung aller auf 
dem Globus vorkommenden Worte  unterzogen hat ,  ist der Ansicht, dass die 
Jahreezahl in den Hunderten jedenfalls zuverlassig sei und hochstens 478 gelesen 
nerden konne, in Uebereinstimmung mit  IIerrn Meucci, der auf einem ganz 
anderen, von dem seinigen diirchaiis unabhkngigen Wege xi1  demselben Rcsultrtte 
gelangt sei. Letzterer prüf'te die Position des Regulus u n d  f and ,  dass die 
Himmelskugel seine Lange um 14V 10' grosser angiebt,  als das Verzeichniss des 
Ptolemacus, mithin, die Pracession zu l0 in 66 Jahren nach al-Battani an- 
genonimeii, die Zeit der Verfertigung des Globus in  die K i h e  dea Jahies 1075 
fallen müsse, Ende Juli 1080, wie die Inschrift besagt. Cleiches constatirte e r  
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daun für die übrigcn Sterne. Als maassgcbcnd für die Bcstimmung seines Altcrs, 
da  die Jahreszahl undeutlich gravirt zu sein scheint, und in Folge dessen, was 
Prof. L. beeser als ich weias, im Kufischen ausserordentlich leicht falsch gelesen 
werden kann,  erachtc ieh den Umstand, dass die Personlichkeit des Besitzers 
eine wohlbekannte und zur angegebenen Zeit lebende war. So findet sich denn 
~uirkZic7~ in einer unsever europiiischen S a m m l u ~ g e n  ein arabischer Ilimmelsg2obz~s 
aus dem letzten Drittel des 11. Jahrhundertes, n r d  mein friiherer Ausspruch, dak 
wir nirgends einen alteren, als aus dem Anfauge des 13. dahrhnndertes stammen- 
d e n ,  unter den vorhandenen nachweisen konnten,  liisst sich, zu meiner Freude, 
jetzt nicht mehr aufrecht erhalten. Die Palme, uns zu dicser Entdeckung ver- 
holfen zu haberi, gebührt  uuatreitig Prof. F. Lasinio. Was den Priicessions-Werth - 
des iIerrn Meueci anlangt, so ware es erforderlich gewesen, dabei zu  bemerken, 
fiir welche Gattuiig von Jahren er gelten sollte, d a  in Strenge iinser Sonneiijahr 
nicht gemeint sein kann, sondern das altagyptische von 365 Sagen ,  an das siüh 
die arabischen Astronomen, die es beim l'tolemaeus rorfanden, gewohnt hatten, 
wiihrend es den persischen besonders bequem war,  weil es seit dern 9. Jahr- 
hunderte mit ihrern eigenen beweglichen Sonnenjahre znsammenfiel. Dass weiter 
die Einfiihrung von 1" PrLcession in 66 altiigyptischen oder persischen Jahren 
(die, wenn man die Schalttage hinzurechnet, nahe mit 68 synodischen Nond.jahren 
ühereinkommen) .von al  - Battânî herrühre , wird sich kaum beweisen lassen, 
sonderri diesellie ist hüchst wahrscheinlich schon vor ihm erfolgt, da, so vie1 ich 
weiss, bereits die Astronomen des a l -Mâmûn danach rechneten; in den Tabulzs 
probatis ( u s n u J I  F2j-:!), als deren Verfasser der  831 verst. Jahîa bcn ab? - 
M a n ~ û r  y+ genanrit wird,  ist sie wenigstens adoptirt. 

Die sonstigen Priicessions-Wertlie der Orientalen und denjenigen, welchen ich 
cinst selbst dem Astronomen aus Baihan beigelegt habc ,  hier n&her zii erortern, 
würde zu weit fiihren. 

2) 1. Leaicon bCbliogruphicum et encyclopnedicum a Mustafa Ben Abdallah 
Katib Jelebi dicto et  nomine IIaji Khalfa celebrato compositum. Ad codiciim 
Vindohonensium, Parisiensiiim e t  Rerolinensis fidem primum cdidit, latine vertit 
et  commentario indicibusque instruxit Gustavzcs Fluegel. Tomus tertius. London, 
RIDCCCXLII. Gr. 4O. S. 540, 541, 556. 

Auf der ziiletzt angegebenen Seite sagt Hâgi Ealîfa (6 c5=L), 
dass der Spanier Ibn Hammâd, aiif Grund der  Bcobachtungcn von Ibrlîhîm Ben 
Yahya Naccksh (n51nlich von Arzachel), drei Tafeln entworfen habe, von denen 

die eine ( p 4 ~ 2 : !  al-moktebes, promptuariiim) einen kurzen Auszug ans den 

lieiden andcren enthiclt. 
2. d'Herbelot, B~bliolhdgue orientale etc. I I I .  Band. Paris, 1778. 40. S. 589. 
3. M. Casiri, Bzbliotkeca Arabico-Hispana Bscurialensis etc. 1. Band. Madrid, 

1760. Folio. S. 393. 
4. Géographie d'Aboulféda, tradnite de  l'arabe en franyais e t  arconipagnée 

de riotes et  d'6claircissemerits, par Reinaud. Tome 1. (EnthLlt lediglich Ein- 
lei tendes) Paris, MDCCCXLVIII. 4O. S.CII. 

Der Werth  dicses, im hohen Grade verdienstvollen Werkes Liegt darin, dass 
es mit seltener Umsicht und niclit geringem Fleisse Alles, was niir über arnbische 
(eben so persisclie und türkisclie) Heisende und Geographen (zum Theil auch 
Astronomen) zu erreichen w a r ,  in sich vereinigt; weit weniger Interes~e bietet 
cs in dcr  Bichtung, die hier Vcranlafisung war, es anzufüliren. So begegnen wir 
darin einer, der  des Kosmae eehr iihnlichen, Anscliaunng arabischer Cosmograplien, 
welche annahmen, dass Erde und Ocran von einem unzugiinglichen Ringgebirge, 
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UL kgf, umgeben seien, hinter dessen Hücken die Sonne des Naçhts ver- 

çchwinde. Ferner wird aus einer türkischen Schnft ( k ~ n  mohi t ,  Umkreis, 

haufig an Stelle von -I?.+ln =si? babr-i rnobyt, Ocean, stehend) eine Wirid- 

rose, deren Ungenauigkeit übrigens dem Verfasser nicht entgangen war, 
abgehildet; sic enthil t  32 Striche und 16 Sterne, von denen 15, weil ihre 
AuS- und Untergangsrichtnngen angegeben sind , zweimal auftreten. Südpol 

(&+A +I") und Kordpol (8. A) werden Pol des Suhail und Weltpol 

genannt. Ein einzelner Strich heisst + henn, das verkiirzte persische ek- 
hâne, Haus, Pl. hi& hânahâ, hier ul.&\, weil in das Sürkische nur die 

ungehrauchliche p e r s i d e  Pluralcndnng iihergegangen iat.  Rein t i i rksch würdc 

der Plural > e L  hâneler lautcn,  der Singular ist der persische. 

5 .  In dcr Wiistenfeld'schen Text-Ausg;~be des Ibn FJallikLn (u& U![), 
die in den Jahren 1835 bis 1850 zu Gottingen in  zwei Quart-Bindeu ersciien, 
babe ich Arxachel nicht finden konnen. 

3) M. Steinschneider, Vite di matematici ara7n' t ra t te  da  un' opcra  ineditn 
di Bernardino Baldi. (Bullcttino di bibliografia e di storia delle scienze mate- 
matiche e fisiche - Tomo V. Roma, 1874. gr.  40.) 

S. 68: Osserub egli cento e trent' anni dopo Albategnio, e troub che a' suoi 
tempi la massirna declinatione del Sole era di  gradi uentitrè e trentaquattro 
minuti. Der Vordersatz (nicht v. St.) bestiitigt meine Vermuthung über die 
Beobachtungsxeit des Zarkâlî im Grossen und Ganzen. 

4) yiL.AL+ ~j.,rrll d ' J ~ ! I  &'! A+ ,i ,L, dJ?k LLSA 

wurde in der Mitte des 9. Jahrhundertes zu Hattân in 'ilesopotamien, in der  
Nihe von HarrLn, geboren und starb 929. Seine Beobachtungen stellte er  zu 
lZskka ani Euphrat  von 878 bis 918 an. 

5) Eines der alteeten arabischen Astrolabien, die wir besitzen, wenn nicht 
daa alteste überhaupt, befindet sich in Pana und wurde in der  ersten H&lfte des 
10. Jahrhundertes von Ahrned ben Qalaf für den Chalifen Ga'far ben Almoktafi 
Billah verfertigt. Fiir das fehlende Datum - eine .Jahreszahl ist namlich nicht 
darauf angegeben - nimmt SBdillot einmal (S. 150) das J ah r  912, das andere Mal, 
2.2 Seiten spiiter, 905 an. Da aber zu beiden Zeiten jener Fürst in noch gar  zu 
jugendlichcm Alter stand, als dass man ihm schon cin Beobachtungs-Instrument 
dedicirt hatte, habe ich mir er laubt ,  hierin eine kleine Aeuderuug vorzuuehmeu, 
die allerdings voraussetzt , dass das tout - comme-chez-nous für die arabischen 
Potentaten des friihen Mittelalters noch nicht galt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Wassernhr. 

F ü n f ~ i ç  Jahre sind verfiossen, seit den Abendlandern durch P. 
de Gayangos") Uebersetzung das Geschichtswerk des bereits 1631 - 
gernde zur Zeit der Wende, wenn auoh niüht der Schre~ken des schlimmsten 
aller Kriege, so doch der zur allmiiligen Befveiiiclzg von der geistigen 
Knechtschnft Roms - verstorbenen Al-Makkari in  einer ihrer Sprachen 
bekannt geworden war. Darin konnte man eine gar  wundersame &hre 
lesen von einer ülieraus kunstvollen Wasseruhr, welche Az-Zarkal in Toledo 
ersonnen und daselbst in Gang gesetzt hatte. U a  mir die ganze, lebheft  
an ahnliche, aber sehr in's Dunkel der Sage gehüllte, Kunstwerke der 
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Chaldiier erinnernde Erzahlung ein wenig romanhaft gefàrbt erschien, und 
dam noch das Bedenken kam, ob Zark91r's Schopfung ihn, nur vom Jahre 
seiner Bestimmung des Ortes von cr Leonis an gerechnet, wirklich tibcr 
ein halbes Jahrhundert im Zustande unnnterbrochen befriedigenden Func- 
tionirens üherdauert haben konnte, - habe ich mich, um nach Moglichkeit 
alle Zweifel zu beseitigen, mit der vorhandenen Uebersetzung nicht tiegnügt, 
sondern, auf Grund der Leydener Text-Ansgabe in emendirter Gestaltz), 
cino zweite angefertigt, die ich im Nachstehenden, nebst Urtext und der  
englischen , absichtlich nicht in's Deutsche übertragenen Conversion, hier 
vorlege. - Ob neischer's ,,Textverbesserungen" und eine spatere Schrift 
Dozy's üher diese aich auch auf jene fragliçhe Stelle e r~ t recken ,  weiss iüh 
nicht. - Alles, was ich aus Anlass meiner Uebersetzung in sachlicher oder 
sprachlicher Hinsicht glaubte betonen oder naher discutiren zu müssen, 
habe ich im Deutschen durch beigefügte Zahlen gekennzeichnet und dann 
unter der Rubrik , , A n m e r k u ~ g e n ' ~  einzeln der Reihe nach abgehandelt. 

,,Einige berichten, als Merkwür- 
digkeiten Andalusiens 3 ) ,  von z ~ e i  
Becken4), welche rAbdtm-ahman 5 ,  zu 
Toledo verfertigt hatte, nachdem ihm 
Kunde von dern Talisman in der Stadt 
Ozein" in Indien geworden war, von 
dern Al-Mas'U.di7) eine Bcschreibung 
gegeben hat, der zu Folge jener vom 
Eintritte der Morgendammerung an 
bis m m  Untergange der Sonne eincn 
Zeiger in Bewegung setzte. Diese bei- 
den Becken stellte nun 'Abdurrahman 
ausserhalb Toledo's, dort  wo sich das 
sogenannte Gerber-Thor (Bâbu - 'd - 
dabbâgfn) befindot, a n  dern Damme 
des grossten Flusses auf, und zwar 
in einem Hause, das gewolbte Keller- 
iiurne besassm8) Seine beiden wunder- 
baren Gefàsse wurden gefüllt oder 
geleert mit dern Wachsen dos Mondcs 
oder mit dern Abnehmen desselben, 
und das geschnh, weil vor dern Er -  
scheinen der ersten Mondpliase" sich 
(bereits) eine Xleinigkeit Wasser in  
ilinen befand'u), die bei Tagesanbruch 
auf ein Viertel Siebentel und am 
Endc des Tages aiif ein halbes Sie- 

Several authors describe most mi- 
niitely two water-clocks which Abn-l- 
Kasirn-Ibn-Abdi-r-rahman, known by  
the surname of Az-zarkal,  built in  
Toledo, when he heard of the famous 
talisman which is in the city of Arin 
in India, and which Medudi describes 
as inarking the tiine with a hand 
from sunset to sunrise. These clocks 
consisted of two basins, which filled 
with water or emptied aecording to 
the increasing or waning of the rnoon. 
Sz.zarkal placed them in a house out 
of the city, to the southwest, and 
on the banks of the river Tajjoh 
(Tagus), near to  the spot called 
Babu-1-dabbaghin (the gate of the 
tanners); their action was as follows. 
A t  the moment when the new moon 
appeared on the horizon water began 
to flow into the basins by means O F  
subterranean pipes so that there 
would be at  day - break the fourth 
of a seventh par t ,  and a t  the end 
of the day half a seventh part ,  of 
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bentel der ganzen Füllung stieg. ") the water required to fil1 the basins. 
Und diese Füllung von einem halben I n  this proportion tho water woiild 
Siebentel innerhalb eines Zeitraumes continue to flow until seven days 
von 24 Stunden12) hGrt,e niclit auf, and as many nights of the month 
bis 7 Tngc und 7 Naobtc des M o n a t ~ i  wcre elapiecl, when both basins would 
vorüber, und dann beide Becken hall) ' be half filled; the same process 
vol1 Karen; sie dauerte fort, bis ziii during the following seven days and 
Füilung des noch übrjgen Restes, d. h. , nights would make the two basins 
14 Tage lang, zu welcher Zeit Voll- quite full, a t  the same time that  the 
mond eintrüt. 1)ann waren beide moon wns a t  its full. However, on  
Bassins gnnz mit Wasçer angefüllt. the fifteentli night of the rnonth, 

I n  der 15. Nacht,, als der hiond when the muon began to wane, the 
abzunehmen begann, nahm auch-das basins would also begin t o  lose evcry 
Wasser ab, und zwar um ein halbes ' d ~ y  and night half a seventh part 
Siebentel in  dern Zeitraume einefi of their watei, until by the twenty- 
Sages und ejner Kacht, so dass, als first of the rnonth they wonld be 
der BTond 21 Tage vollendet hatt.e, half empty, and wben the moon 
die Becken z u r  Hiilfte leer waren. reached her twenty-ninth night  not 
Und auch dieser Process h6rte nicht a drop of water would rcmain in 
auf, bis in  der 29. Nacht des No- them; it being worthy of remark 
nates endlich in  den Recken nichts that ,  should any one go to any of 
mehr von Wssser iibrig bliab. the basins when tiiey were not fillc?d, 

Wenn Jemand,  den die Sache and pour water into them with a 
nichts anging, sich zii der Zeit zu 
den Becken begab, als ihre Füllung 
nbnahm, und Wasser hinzufüllte, so 
wurde es sogleich verschluckt, so dass 
kein Wasser in ihnen zurüekblieb, als 
chen das in dom entsprechenden Zeit- 
momente nothige. Eben so, sobalù ein 
Unbefngter aus ihnen, wenn sienahezu 
gefüllt waren, Wasser entnahrn, so 
Eüllten sie in demselhen Augenhlicke, 
in welchem er seine Hand von ihnen 
zurückzog , das verlorene Quantum 
wieder nach. Und seine beiden Becken 
lyaren wunderbarer als der indische 
Talisman, wcil sich dieser unter dem 
Aequator, da wo Tag und Naçht ein- 
ander gleich sind, befand; was aber 
diese beiden betrifft, so hatten sie 
ihren Platz nicht auf dem Aequa- 
tor.13) 

vicw to quicken its filling, the  basins 
would imrnediately absorb the ad- 
ditional water,  and retain no more 
than the just quantity; and, on the 
contrary, were one to try, when they 
were nearly filled, to  extract any or 
the whole of their water, the moment 
he raised- his bands from the work 
the basins would pour out sufficient 
water to fil1 the vacuum in an in- 
stant. These clocks were undoub- 
tedly a greater work of science than 
tBhe Indian talisman, for thia lotter 
is placed in a country under the 
eqninoctisl linc, where the days and 
nights are of the same length, while 
in Andalus, which is in the tempe- 
rate zone, i t  does not happen thus. 
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Der Schluss, der vom Juden Honain, melcher noch Besseres leisten 
wollte, als schon da war, und seinem misslungenen Versuche handelt, ist, 
eben so wie das Voraufgehende vom KBnig Alphons, ftir meine Zwecke 
durchaus von keinem Intereuse; ich habe desshalb auch keine besondere 
Uebersetzung, die fast genau wie die englische lauten würde (nur nimmt 
mein Text ftir die Begebenheit das Jahr  527 an), davon gemacht, sondern 
geglaubt, nur lctzterc mittheilen zu sollen: Othors say thnt the causa of 
their being spoilt was Honeyn the Jew, he who conveyed al1 the baths of  
Andalus to Toledo in one day in the said year of five hundred and 
twenty-eight and who predicted to  Alfonso, that  his son would conquer 
Cordova, as i t  happened. This accursed Jew,  being anxious to  discover 
the motion of the clocks, said once to Alfonso. ,,O king! were 1 ta  look 
3t them in the inside, and see how they are made, not only could 1 restore 
them to their ancient state, but  even construct two others still more won- 
derful, and which would fill during the day and empty a t  night." Alfonso 
granted him his resquet, and the J e w  then had one opened; but when-he 
aftermards tried to restore i t  t o  its former state he was unable to  accom- 
plish what he had promised, and the machinary being damaged the works 
were stopped. The other basin, nevertheless, continued still to fill and 
empty in the same wonderful manner; but God is all-knowing, he knows 
tho t ruth of the mattcr. - 

Da uns bedauerlioherweise nicht eine einzige niihere Angabe über die, 
blos ihrer Wirkungsweise nach, skizzirte Wasseruhr aufklart, wir also, hin- 
sichtlich ihrer inneren Einrichtung, nur auf Vermnthungen angewiesen sind, 
so is t  es eine etwas undankbare Aufgabe, endgiltig und zugleich gerecht, 
über dieses mechanische Kunstwerk abzuurtheilen, von welchem, strenge 
genommen, kein sehr zuvcrl5ssigcr Commontator berichtet, und das - ein 
Gedarike, der durchaus nicht kurz von der Hand zu weisen ist - vielleicht 
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nur in der Tradition existirt hat. Zu letzterer Ansicht neigt man unwill- 
kürlich hin, wenn man, von anderen Grtinden ganz zu schweigen, sich ver- 
gegenwiirtigt, dass nicht. einnial die Vornahme unerlaubter Manipulationen, 
wie Binzufüllen oder Ausschopfen von Wasser, in  seinem gleichmiissigen 
Gange eine StGrung hervorrufen konnte, da deren schadlicher Rinfluss im 
Nu vom Nechanismus paralysirt wurde. Doch, dergleichen ist nebensach- 
lich und kann unerortert bleiben. 

Jedenfalls sollte die Wasseruhr dazu dienen, der grosscn Menge den 
Verlauf und die Dauer eines synodischen Mond-Monates (des unter den 
5 müglichen Monaten allein hier i n  Betracht kommenden), so zu sagen: 
handgreiflich, ad oculos zu demonstriren. Wollte man sich aber dabei, 
wie dieser Zweck erreicht wurde, lediglich vom Wortlaute der Beschreibung 
leiten lassen, so stiinde man schliosslich vor dcm curiosen Rcsultatc, dass 
os hierzu gentigte, einen oder zwei Behiilter innerhalb 28 Tagen durch 
constanten Zu- oder Abfluss von Wasser zu füllen, resp. wieder zu leeren. 

Sie waren wohl stets an Ort und , They remained for a long time i n  
Stelle in ihrer Unverglcichlichkeit cr- Toledo, until that city was taken by  
lialten geblieben, weun die Christen, the Christians (may God send con- 
Gott verderhe eie!, nicht Toledo ein. fnsion amongst them!), when the 
genommen hatten. Alfonb j 4 )  ernpfand tirant Al-Ponsh (Alfonso) felt a great 
namlicheine grossemTissbegierdel ihre curiosity to know bon; they were 
Einrichtung kcnnen zii lerncn, und rcgnlatcd, and caused one of them 

Einen solchen Apparat zu construiren, ware aber sicherlich keinem Astro- 
nomen eingefalen; denn dieser wusste, dass derselbe schon nach Ablauf 
eines Jahres 18 Tage (odor 19, wcnn das betrcffcndo Jahr 355 Tago hatte, 
mindestens aber etwa 14 Tage) vom Jahre der Muhammedaner16) abweichen 
wtirde, was denn doch zu starlr w a r ,  a19 dass sellist der Glëubigsten Ver- 
t,rauen auf seine Correctheit niüht bald erschüttert worden wëre. Wie 
mochte es nun erst ein halbes Jahrhundert spiiter ausgesehen haben! 

Falls man dahcr dem Kunstwerke nicht jede Existenz Rerechtigung 
absprechen und versuchen will, es auf seinern Ehrenplat,ze zu erhalten, so 
iet man zu der Annahme gezwungen, der Berichterstatter habe von der 
Zeiteintheilung der Becken nur so obenhin gesprochen, und die Füllung 
(oder Entleerung) sei vielmehr in  Wahrheit so vor sich gegangen, dass 
der Gesammtzufluss (oder -Abfluss) innerhslb ca. 14d 1tlh2zm beendigt, und 

befahl, eine Naschinerie auszugrahen, 
damit er sahe, woher ihrwasser  kam'"), 
und wie ihr Mechanismue beschaffen 
war. Sie wurde vom Platze weg- 
genommen, und dalriei ihr  Mechanis- 
mus  zerstGrt. Dieses ha t  sich im 
Jahre 528 der Flucht ereignet." 

to  be excavated, which being done 
the interior machinery a a s  damaged, 
and the water ceased to flow into 
the basins. This appened in the year 
five hundred and twenty-eight of the 
Hijra (A. D. 3133-1134). 
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die Gefisse selbst so eingetheilt waren,  dass jedes Siebentel derselbeu in 
2"h37.43m gefüllt  oder geleert wurde. Um das W e r k  nach diesen (wohl 
gemerkt!)  n u r  genaherten Angaben zu reguliren,  waren sehr gutc  Uhren 
erforderlich, die einen Genauigkeits-Grad besassen, der  den der  arabischen 
Zeitmesser vor 800 Jahren  weit überragen musstc, - iias darf man nicht 
übersehen. O b  hiernach, und  mit  dem srwogensten Urtiieile geptüft, 
mein Vorschlag noch auf Beifall rechnen kann ,  bezweifele ich sehr;  ver- 
leiht  e r  doch auch nicht  meiner inners ten  Uoberzeugung Ausdruck, die ich 
i n  dem Bedauern zusammenfassen mochte, dass die hübsche Erzahlung von 
Zarkalî's Wasseruhr  n icht  i n  ,, Tuusend und eine Nucht" Aufnahme 
gefunden Lat. Zwar liesse sich noch Manches ariführen, um das Cliiiriiirische, 
das der  gsnzen Darstellung anhaf te t ,  eclatant zu erweisen, doch wird das 

Bisherige, glaube ich, als hierzu ausreiühend befunden werden. 

1 )  The  history o f  the niohammedan dynasties in Spain  b y  Alzmed ibn Mo- 
hammed Al-Mulc7;a~;i. 'Yranslated and illiistra.ted by Pascuai de Gayangas. 2 vol. 
London, 1840-18.43. 40. 1. Band, S. 81. 

2 )  Analectes sur l'histoire et l a  littérature des Arabes dlXspagne,  par Al- 
Makkavi. Publiés par MM. R. Doxy, G. Dugat, L. Krehl e t  W. Wright,.- Tome 
premier. Première partie, publi6e par M. Wil l iam Wright.  Leyde, 1855. 4O. 

S. Ii'Y bis ! l ' f i .  

3) Von den Araliern zur Bezeichnung von ganz Spanien gebraucht. 
, 

4) d.+ bîia bedeutet eigentlich einen Fisch, Walfisch, dantiben aber auch, 

wie ich bei Dozy fand, das Bassin eines R&r- oder Springbrunnens. 
5) Man beachte, dass hier nur ein einziger, nuf ZarkBIî nicht passender 

Name genannt ist. - 
6) Ganz gewiss musa man, statt  der fehlerhaften Lesart u22f Brin, so 

lesen; es i d  das o'Sivq des Ptolemaeus, ein indisches Wort, das weder von Uiesem, 
noch von den Arabern, r iclt ig wiedergegeben wurde. 

7)  Gehoren i i i  Bagdad, gest. 956 oder 957. Schrieb in der ersten Halfte des 
10. Jahrhundertes mehrere historische Werke und unternahm sehr weite Beisen, 
so nach Spanien, Persien, Indien, Ceylon u. S. W. 

8) Ich kann nicht anders übersetzen, da mir nicht von einem leeren IIause, 
sondern von einem solchen die Bede zu sein schcirit, desscn unterirdische Ver- 
bindung mit dem Plusse Tajo ,  deren übrigens nirgends ausdriicklich gedacht 
wird, angedeutet werden sollte. Dass dieses Gebiiude siidweatlich (ader, wie die 
Araber auch sagen: im Westen de8 Winters) von der Stadt lag, finde ich gleich- 
falls nicht bemerkt. 

9) Der synodische, von Neumond zu Neumond dauernde, Monat beginnt 
stets au dem Abende, an  welchem man in der Dammerung die Mondsichel eiierst 
erblickt. XaturgemZss liess sieh von einer derartigeu Fixirung des Mouat- 
Anfangos keine grosse Schirfe erwarten, sondern ihre uriausbleibliche Folge war 
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ein bestiindiges Scliwanken des Volkskalendera, das schon Al-Fergiinî (in der 
Mitte des Y. Jahrhundertes) schildert, wenn er sagt:  ,,Die Beobachtung der Xond- 
phase giebt den Monat bald langer ,  hald kürzer, so dass zwci auf einander 
folgende Monate 30 oder 29 Tage halten kounen, und der Anfaug dea hlonates, 
wie ihn die Reclinung und die Beobachtung geben, nicht allemal auf Einen S a g  
trifft, sondern sich hcide erst im Verlaufe der Zcit ausgleichen." 

10) 80 zu verstehen, dass ini Moment dea Neumondes dau Wasser an- 
gefangen hatte zu fliessen, seitdcm aber sehon einige Zeit verstrichen war. Die 
Ausdrueksweise k t  eine auff;tllcnd prseise. 

I I )  Wortlich: , , ln diesem Sinne wird bei Tagesanbruch '1, Siebentel Wasser 
in ihnen sein." Das ,,ViertelU, das hbchstens dann approximative Geltung haben 
würde, wenn der Neumond in der N5he der Aequinoctien eintri t t ,  habe ich 
auch nur als einen Aushülfs-Bruchtheil gelten lassen. Den biirgerlichen S a g  

(a** jaum bilailathi, den T a g  niit ~ e i n e r  ~ a c h t )  beginnen die dral-ier - 
mit  deiri Untergange der Sonne, so dass am iLgAj 3 1  eine Nacht und eiri 

natürlicher Tag  abgelaufen waren, letzterer selbatverotandlich in der Bedeutung 
von Tageshelle genommcn, nieht i n  seiner aatronomischen, wonach cr die Zeit 
bezeichnen würde, in  der die Sonne zum Meridian zurückkehrt. 

12) Wortlich: ,,Zwiochen Tüg und Nacht.'< 
13) Was mag sich der Beriehterstatter eigentlieh dabei gedacht haben? 

Offenbar etwasVerworrenes; denn sonst hatte er nicht Begriffe znr Vergleichung 
herbeigczogen, die daxii gar  nicht auffordern, und angenommen, dass heim 
Toledaner Apparat der  Einfluss wechselnder Sageslinge durch eine im Ver- 
borgenen wirkende Kraft ausgeglichen würde, beispielsweise also, indem er die 
tiglichen echeinbarcn Moud-Umlaufe mit denen dcr Sonne vcrmcngte, bei Tages- 
anbruch otets ein i u  Voraus bestimnibares Wasoer-Quantum darin vorhanden 
sein müsse. Ceberhaupt lasst sich kein Sinn in das Ganze hineinbringen, und 
hat unser Gewahrsmann wahracheinlich nur cin wenig sein Licht lcuchten 
Lisaeri wollen. 

14) Alphons VII. von Castilien. 
1s) Wortlich: ,,Wic ihrc Abhangigkeit voin W a s ~ e r . ' ~  
1 6 )  18d.36706 vorn Himmel, weun man die nzittlere Dauer einer synodischen 

Bevolution, die von der für eine gegebene Zeit geltenden um mehrere Stiinden 
im positiven oder negativen Sinne verschieden sein kann,  zu 29d  12h 44m 28.9 
rechnet. 

Endlich, um an Nichts aehtlos vorübergegangen zu sein, konime ieh noch 
einmal auf die Stelle zurück, die G a p n g o s  ao überaetzt hat:  At the moment 
when the new moon appeared on the horizon. Mtiglich, dass in seinem Texte 

JW! du stand, und diesea dann he i~sen  konnte: ,,Genau im Augenblicke, 

als Neumond eintrat." Ich würde aber vorxieheu, zu sagen: , , ah  die erste feine 
5 .  

Mondsichel erschien"; denn j$lu3 hilâl bezeichnet eigentlieh eincn Spielraum 

vou ein Paar Tagen, innerhalb dessen man (etwa durch die Ungunst der  Witte- 
rnng verhindert) zum ersten Male das Vorhandensein einer hellen Sichel eon- 
statirt, ja sogar dient es xur Bexeichnung einer ganzen Lunation. 

(Schluas folgt.) 
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CLISSE DINI, Grnndlagen f ü r  eine Theorie der  Functionen einer ver- 
anderlichen reellen Grosse. Deutsch bearbeitet von Dr. JACOB 
LÜROTH und ADOLF SCREPP. Leipzig, B. G. Teubner. 1892. XVIII 
u. 554 S. 

Obschon das vorliegende Werk  in seiner Original-Gestalt bereits in 

den Jahren 1875-78 erschien, so bildet es doch bis zum heutigen Tage 
das einzige ausführliche Lehr-  und Iiandbuch fur die moderne Theorie 
der Functionen einer reellen Variablen, wie sie sich nach Eiuführung des 
allgemeinen Functions- Regiiffes durch D i r i c h l e t  und seit Riemann's 
grundlegcnder Abhandlung iiber die Four ic r ' scho  Reihe insbosondtirti 
durch die Arbeiten von H a n k e l ,  D e d e k i n d ,  H e i n e ,  G. Cantor, 
D u  B o i s - R e y m o n d ,  T h o m a e ,  D a r b o u x ,  diirch W e i e r s t r a s s '  Vor- 
lesungen und D i n i ' s  eigene Untersuchungen herausgebildet hat. Deiin 
auch das im Jahre 1886 publicirte Lehrbuch von J. T a n n e r y :  , , In t ro -  
d u c t i o n  2 l a  T h é o r i e  d e s  F o n c t i o n s  d ' u n e  V a r i a b l e L L  will, wie 

schon der Tite1 besagt, nur  zur , , E i n f ~ h r u n g ' ~  in diesen Zweig der 
Functionon - Theorie dienon und kann hierfür namentlich dcm angeliondon 
blathematiker in  der Tha t  vortreffliche Dienste leisten: dasselbe beùchrankt 
sich indesstin auf eine pr;icise und anschauliclie Darstellung der zu mer 
strengen Begründung der Infinitesimal- Analysis dienenden IIaupt-Principien, 
ohne in eine ausführliche Discussion der mannigfachen complicirteren 
M6glichkeiten einzutreten, zu welchen die Begriffe der Stetigkeit, des 
Differentid-Quotienten und des Integrales einer Function Veranlassung 
bieteri. Wcr sich über diese n i n g e  im Zusammenhange zu orientiren 
wünschte oder übor irgendwolche hierher gehorige Spocialfragon Rath 
suchte, blieb nach wie vor auf das Dini 'sche Buüh angewiesen. 

Nun liegt es aber in der besonderen Katur  der vorliegenden Materie, 
bei deren Behandlung es weit mehr auf Feinheit und Schzrfe des Wort- 
ausdruckes , als auf complicirte analytische Entwickelungen ankommt, dass 

hier dem Nicht - Italiener die fremde Sprache ganz besondere Schwieiig- 
keiten bereiten musste. Sodann kam aber, namentlich für die Benützung 
des Biiches mm Nachschlagen, noch ein anderer Umstand als ausserst 
erschwerond i n  Botracht: das Fohlen einer ausreichenden, auch typographisch 
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hinliinglich kenntlich gemachten Gliederung und eines ausführlichen Inhalts- 
verzeichnisses - Mangel, welche um so schwerer in's Gewicht fallen 
mussten, als das Buch infolge Busserer Umstande nicht aus einem Gusse 

entstanden war und infolge dessen in Bezug auf Disposition mancherlei 
zii wüuschen übrig liisst. , 

Hiernach' kann es wohl keinem Zweifel unterliegen, dass die Herren 
Lür  O t h  und S c  h e  p p durch die Herausgabe einer deutschen Uebersetzung, 
welche zugleich die eben angedeuteten hlangel beseitigt, der mathematischen 
Welt (und zKar nicht blos der deutschen allein) einen wiiklichen Dienst 
geleistot, zumal sie auch dafür Sorge getragen haben, diirch mancherlei 
anderweitige Verbesserungen und Zuthaten den Werth und die Brauch- 
barkeit des B-aches noch zu erhohen. Ein überaus sorgfiiltig gearbeitetes 
Register, in welchem der Inhalt eines jeden der 294 Paragraphen speci- 
ficirt erscheint, gestattet eine rasche und bequeme Orientirung über das 
gmze Buch, welches auch durch passende Gliederung der im Originale 
unverh%ltnissm~ssig lang gersthonen (namlich nicht weniger als 241 Seit.en 
umfassenden) beiden lebzten Kapitel an Uebersichtlichkeit merklich gewonnen 
hat. I n  einer Reihe von Zusatz-Paragraphen, welche a n  entsprechender 
Stelle eingeschaltet und als solche kenntlich geinacht sind, werden die 
wichtigsten Ergebnisse neuerer Arbeiten mitgetheilt, wahrend im Uebrigen 
die neuere Literatur durch zahlreiche Fussnoten und ein am Ende des 
Buches befindliches ausführliches Literatur-Verzeichniss berücksichtigt wird. 

Eine vollstilndige Umarbeitung ha t  das e r s  t e, von den r a t  i o n  a l  e n  
und  i r r  a t i o n a l o n  Z a h l e n  handelnde Kapitel erlitteii. Wahrend niimlich 
Dini  die D e d e  kind'sche Definition der Irrationalzahlen m m  Ausgangs- 
puiikte nahm, wird hier, i n  Uebereinstimmung mit dem jetzt in Deutsch- 
land zumeist herrschenden Usus, die Cantor 'sche Definition der Irrational- 
rahlen durch ,,regulare Zahlenfolgen" oder, mie sie hier genannt werden, 
,,convergente G r  u p p  en" zu Grunde gologt. Konnen wir uns hiermii 
im Principe zwar vollkommen einverstanden erklsren, so erscheint es uns 
doch incorrect, wenn im $j 3 gesagt wird: , , E i n e  G r u p p e ,  d e r e n  
E l e m e n t e  c o n v e r g i r e n ,  b e z e i c h n e n  w i r  a l s  i r rat ionale  Zahl" .  
Denn da eine solche Gruppe doch ebenso gut  auch eine r a t i o n a l e  Zahl 
definiren kann, so erschiene hier die r a t i o n a l e  Zahl als ein s p e c i e l l e r  
Fa11 der i r r a t i o n a l e n  (etwa wie os üblich ist, die r e e l l e  Zahl als 
speciellen Fa11 der c o m p l  e x  e n  aufiufassen), was doch dem Sprachgebrauch 
ganzlich zuwiderlauft und thatsachlich auch zu einer voiiigen Begriffs- 
verwirrung führen würde. Es  müsste also etwa heissen: , , F i n e  G r n p p e ,  
d e r e n  E l e m e n t e  c o n v e r g i r e n ,  b o z e i c h n e n  w i r  alfi  e i n e  allgemeine 
Z ah 1". Sodann wBre zunachst der Begriff der Gleichheit bezw. Lngleich- 
heit solcher ,,allgemeiner Zahlen" in der üblichen Weise zu definiren, wobei 

Hist.. lit. Ahth. d.  Zeitschr. f. Math. n. Phys. 39. Jahrg. 1894. 2. Heft. 5 
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also insbesondere die ,,allgemeine Zahl" (a,, a,, a,, . . . .) der natürlichen 
oder rationalen Zahl b g l e i c h  genannt wird, wenn die Elemente der 
Gruppe (b - a,, b - a,, ZJ - a,, . . . .) gegen Nul1 convergiren. Nun erst 
kann man die irrationale Zab1 in folgender Weise definiren: , , J e d e  a l l g e -  
m e i n e  Z a h l ,  w e l c h e  k e i n e r  n a t ü r l i c h e n  ( r a t i o n a l e n )  g l e i c h  i s t ,  
h e i s s t  e i n e  i r rat ionale  Z a h l "  - wobei dann freilich noch zuï Vervoll- 
standigung dieser Definition zu zeigen ware, dass es thatsachlich ,, allge- 
meino Zahlen" giebt, welche diese Eigenschaft besitzen. 

Von den nun folgenden, dem Uini 'schen Originale sich genau sn- 
scbliessenden Capiteln behandelt das e w e i t e  die C a n  t orlscbe Theorie der 
Z a h l e n -  bezw. P u n k t - M e n g e n ,  das d r i t t e  den Begriff des Grenz-  
w e r t h e s ,  sowie den des U n e n d l i c h k l e i n e n  und U n e n d l i c h g r o s s e n ,  
Nachdem sodann im v i e r t  e n  Capitel der Begriff der F u n c t i o n  und daran 
anknüpfend derjenige der Con t i n u i  t a t und die verschiedeneu Moglich- 
keiten von D o s c o n t i n u i t i i t  erortert sind, beschiftigt sich das fünf te  
Capitel zunachst mit den i n  irgend einem Intervalle s t e t i g e n  Functionen. 
Dabei ergiebt sich im Anschluss an den von W e  i e r s  t r  a s  fi herrührendeli, 
für die Charakterisirung der stetigen Functionen fundamentalen Satz, dass 
jede i n  einem Intervalle stetige Function daselbst mindestens ein Maximum 
und blinimum besitzt, eine Eintheilung der stetigen Functionen in znei 
wesentlich verschiedene Klassen: fiolche, die in jedem endlichen Intervalle 
nur  eine e n d l i c h e  Anzahl Schwankungcn, d. h. Maxima und Minima 
besitzen und die nach C. N e u m a n n ' s  Terminologie als a b  t h e i l u n g s -  
w e i s e  m o n o t o n  bezeichnet werden, und solche mit u n e n d l i c h  vielen 
Schwenkungen. An die Erwilinung der a b t h e i l u n g s w e i s e  monotonen 
P u n c t i o n e n  schliesst sich im folgenden Capitel naturgemass diejenige 
der a b t h  e i l u n g s w e i s e  s t e  t i g e n ,  deren Studium sich im Wesentlichen 
auf das der schlechthin stetigen reduciren lasst, und denen sodsnn die 
u n e n d l i c h  o f t  u n s t e t i g e n  P u n c t i o n e n  gegenüber gestellt werden. 

Das ziemlich umfangreiche s i  e b e n  t e  Capitel bringt zunachst den 
wichtigen Begriff der D e r i v i r t e n  einer Function und - nach einer Kritik 
der früheren, heutzutage alu fiilsch erkannten Ansichten über die Noth- 
w e n d i g k e i t  der Exifitenz einer bestimmten Deriviïten als blosse Folge 
der Stetigkeit - eine Reihe von Skitzen, welche umgekehrt darauf aus- 

gehen, aus der A n n a h m e  der Existenz einer bestimmteu. Derivirten gewisse 
Eigenschaften der betreffenden Functionen zu erschliessen. Daran knüpfen 
sich Betrachtungen über die Ordnung des Verschwindens von f (x + h) - f (x) 
mi t  verschwindendem h und über die z w e i t e  D e r i v i r t e .  

Um sodann die nothigen analytisclien Hilfsmittel zur Rerstellung von 
Beispielen fiir die bisher gewonneneu Ergebnisse, wie auch für weitere 
Untersuchungen 7u gewinnen, folgt als a c  h t e s  C a p i t e l  ein Excurs über 
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i inendl iche  R oih e n ,  insbesondere über deren sogenannte g l e i c h -  
m i s s i g e  C o n v e r g e n z  und g l i e d w e i s e  D i f f e r e n z i r b a r k e i t .  Was nun 
den Begriff der gleich;riassigen Convergenz betrifft, so verdient hier bemerkt 
zu werden, dass derselbe nicht von allen mathematischen Autoren in 
gleicher Weise definirt wird. Wtihrend namlich die Mehnahl derselben 
eine Reihe für sin gewisses Intervall der Variablen x nur dann gleich- 
rnissig convergent nennt, wenn zu beliebig klein vorgelegtem positiven e 

eino Zab1 rn sich so bestirnmen lasst, dass fù r  a l l e  Zahlen PZ 2 - na der 
absolute Betrag des Restes R, (x) unter E herabsinkt, so verlangen andere 
(z. B. D a r b o u x  in seinem M b m o i r e  s u r  l e s  f o n c t i o n s  d i s c o n t i n u e s )  
von einer als gleichmassig convergent zu bezeichnenden Reihe nur  so viel, 
dass für i r g e n d  e i n  b e s t i m m t e s  m stets 

1 Enz (2) 1 < E 
wird. Da diese letztere, offenbar w e i t e r e  Definition bei allen Betracht- 
ungen, welche sich auf Stetigkeit, Differentiation und Integration unend- 
licher Reihen beziehen, genau dasselhe leistet, wie die zuerst angeführte, 
w8hrond thatsiichlich f a s t  a l l e  bekannten Reihen, die in  diesem w e i t e r  e n  
Sinne ,,gleichmiissigU convergiren, eo ipso auch jener e n g e r e n  Definit'ion 
genügen und somit die charakteristische Eigenschaft besitzen, dass die 
Anniiberung, die durch Summation einer gewissen endlichen Gliederzahl 
erreicht wird, stets auch erhalten bleibt bei weiterer Hinzufügung beliebig 
vieler Glieder - sa erscheint es zweckmiissig, b e i d e  Definitionen neben 
einander einzuführen. Dios geschieht hier in dor Weiae, dass die Erfüllung 
jener engeren Bedingung schlechthin als g l e i c h m a s s i g e  C o n v e r g e n z ,  
dagegen diejenige der weiteren als e i n f a c h  g le ichm! iss ige  C o n v e r g e n z  
bezeichnet wird; anch wird au einem Beispiele gezeigt, dass es thatsachlich 
Reihen giebt, welche in  der Umgebung gewisser Stellen nur e i n f a c h ,  
nicht aber. s c h l e c h t h i n  g le ichrn i i s s ig  convergiren (S. 138, Pussnote). 
Hierauf wird im Anschlusse an den Begriff der gloicbm%sigen Convergenz 
eine Anzahl von Lehrsatzen über S t e t i g k e i t  und D i f f e r e n t i a t i o n  
u n e n d l i c h e r  R e i h e n  e n t ~ i c k e l t ,  welche zuriachst im n e u n t e n  C s p i t e l  
dam benützt wird, um dss sogenannte P r i n c i p  d e r  V e r d i c h t a n g  d e r  
S i n g u l a r i t Z t e n  mit aller' Strenge z u  begründen. 

Wahrenù aber l l i n i  bei der Abfassung seines Buches lediglich auf 
die in mehrfacher Beziehung unvollkommene H a n  k e 1 'sche Methode mge-  
wiesen war, wird hier noch in einer Reihe von Zusatz-Paragraphen die 
inzwischen publicirte, wesentlich vollkommenere Cantor ' sche  Methode 
mitgetheilt und, wio jene erstore, zur anal~t ischon Darstellung von Func- 
tionen verwendet, welche in jedem endlichen Intervalle eine unendlich 
grosse Anzshl von Singularitiiten in Bezug auf Continuitat, Maxima und 
Hinima oder Existenz der Derivirten besitzen. Die hierbei sich ergebende 

5' 
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Moglichkeit, stetige Functionen zu construiren, welche i n  unendlich vielen 
Punkten jedes beliebigen Intervalles k e i n e  oder e i n e  u n e n d l i c h  grosse 
D e r i v i r t e  haben, wahrend in allen tibrigen Punkten die Existena einer 
bestimmten, endlichen Derivirten festgestellt werden kanu oder allenfalls 
fraglich bleibt, führt dann im folgenden - z e h n t e n  - Capitel zur 
Construction von Functionen, welche, obgleich stets endlich und continuir- 
lich, i n  k e i n e m  P u n k t e  e i n e  b e s t i m m t e  u n d  e n d l i c h e  D e r i v i r t e  
haben. E s  werden zwei Methoden angegeben, um ganz allgemeine Typen solcher 
Functionen herzustellen, von denen dann das erste bekannte Beispiol dieser 
Art, die W e i e r s  t rass ' sche  Fonction I a n  sin bn 2, als specieller Fa11 erscheint. 

Es folgen nun im e l f t e n  C a p i  t e l  weitere allgemeine Untersuchungen 
über Z u w a c h s v e r h ë l t n i s s e  u n d  D e r i v i r t e ,  welche vor allem zu einer 
zweckmassigen Eintheilung aller s t e  t i g e n  Functionen in z w e i  schsrf 
getrennte Classen führt. Als stetige Function d e r  e r s t e n  A r t  wird 
ausser den abtheilungsweise monotonen jede solche bezeichnet, die zwar 
u n e n d l i c h  v i e l e  M a x i m a  u n d  M i n i m a  oder , , I n v a r i a b i l i t a t s z ü g e "  
(d. h. Strecken, i n  denen sie confitant ist) besitzt, aber dnrch Addition 
bezw. Subtraction giner  passenden Linear-Function i n  sine m o n o t o n  m -  
bezw. a b n e h m e n d e  verwandelt werden, oder - was offenbar auf dasselbe 
hinauslauft - in die Summe einer monoton zu- und einer monoton sb- 
nehmenden Function zerlegt werden kann. (Dabei zeigt sich insbesondere, 
dass nicht einmal die Mo n o  t o n i e  in Verbindung mit  der S t e t i  gkeit 
das Fehlen einer bestimmten Derivirten für  unendlich viele Punkte jedes 
endlichen Intervalles ausschliesst.) Als stetige Functionen z w ei  t e r  A r t  
oder auch sls i r r e d u c i b e l  o s c i l l i r e n d e  Functionen werden dagegen 
diejenigon bezeichnot, welche die genannte Eigenschnft n ic l i t  besitzon. 
Diese Einthcilung erscheint u. A. aus dem Grunde vortheilhaft, weil sich 
nnnmehr gowisse Satze, die zunschst nur  für a b t h e i l u n g s w e i s e  monotone 
Functionen bewiesen sind, O h n e  W e i  t e r  e s auf die stetigen Fnnctionen 
e r s  t e r  A r t  (,,reducibel oscillirende" Functionen*) übertragen lassen, so 
z. B., wie ich erlauternd bemerken will, die D ir  i c  hlet 'schen Ergebniese 
über die F o u r i e r ' s c h e  Reihe. 

Beruht schon die eben erwiihnte Classification auf einer priicisen 
Unterscheidung der  moglichen Grenzen, innerhalb deren der Differenzen- 
quotent oder, wie e r  hier genannt wird, das Z u w a c h s v e r h a l t n i s s  

(' + 
- (9 fiir alle Werthe z eines gewissen Intervalles (a, h )  sich 

h 
bewegen kann , wahrend h ,  nur Werthe e i n e s  bestimmten Vorzeichens 
annehmend, bestëndig verkleinert wird, so folgt nun aine genauere Unter- 

- - - - 

* C a m i l l e  J o r d a n  bezeichnet aie analog als: F o n c t i o n s  à v a r i a t i o n  
l i m i t é e .  Cours d'Analyse. T. II. p. 216. 
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snchung derjenigen Beziehungen, welche sich aus der Betrachtung der 
r e c h t s -  u n d  l i n k e s e i t i g e n  d. h fiir p o s i t i v e  u n d  n e g a t i v e  h ge- 
bildeten Z u w a c  h s v  e r h  a l t n i s s e  ergeben. Bezeichnet man mit lx die 
n n t e r e ,  mit L, die o b e r e  Grenze* des r e c h t s s e i t i g e n  Zuwachs- 
verhkiltnisses fiir i r g e n d  e i n e n  dem Intervalle (a, b) angehorigen Werth s 
und fiir a l l e  m o g l i c h e n  (positiven) Werthe h < h - x, mit Z die untere 
Grenzo allor Z,, mit L die obere Grenze aller Lx, wenn x successive 
alle Werthe des Intervallts ( a ,  b )  durchlsuft; desgleichen mit l',, L',, L' 
die analogen Grossen fir das l i n k s  s e i t  i g e  Zuwachsverhiiltniss: alsdann 
lasst sich zunachst zeigen, dass stets Z r =  1, L f =  L sein muss. Bus der 
eventuellen Beschaffenheit dieser z w e i  fùr die Function f (x) im Intervalle 
(a, b) c h a r a k  t e r i s t i s c  h e n Zahlen erschliesst der Verfasser gewisse 
FundamentalsBtze über die Existenz einer Derivirten, die zunaühst dazu 
dienen sollen, jenes gltere, a h  falsch erkannte Postulatum einer weriigstens 
im Allgemeinen bestimmten Derivirten für  jede stetige Function zu ersetzen, 
sodann aber auch, wie der Verfasser bemerkt,  moglicherweise die Grnnd- 
lagen einer allgemeineren Rechnungsmethode zu bilden, die über die 
Leistungsfahigkeit der Differentialrechnung hinaus auch die n i c h t -  
differenzirbsren Functionen einer analytischen Rehandlung zugiinglich 
machen würde. 

Um diesem Ziele naher zu kommen, werden nunmehr diejenigen fiir 
be l ieb ige  stetige Functionen stets existirenden Grossen eingeführt, welche 
den g e  w o h n l i c h e n  D e r i v i r  t e n  (vor- und rückwiirts genommenen 
Dzerentialquotienten) der d i f f e r e n  z i r b a r e n  Functionen i n  der Weise ent- 
sprechen, dass sie dieselben als specielle Palle enthalten. Es sind dies 
die mit A,, A, bezeichnete u n t e r e  u n d  o b e r e  U n b e s t i m m t h e i t s -  
g r e n z e  des r e c h t s s e i t i g e n  Zuwachsverhiiltnisses für  lim h = + O ,  welche 
als r e c h t e  u n t e r e  und r e c h t e  o b e r e  D e r i v i r t e  definirt werden; und 
ebenso die mit A',, A', bezeichneten analogen Grossen für das l i n k s -  
sei t ige Zuwachsverhiiltniss als l i n k e  u n t e r e  und l i n k e  o b e r e  D e r i -  
vir te :  Dieselben Bonnon auch aufgefasst werden als die Grenxwerthe der 
oben mit lx, Lx bezw. Zr,, L', bezeichnoten Grossen, für den Fall, dass 
b bezw. a der Grenze z zustrebt. Diese v i e r  versçhiedenen Derivirten 

* In der Uebersetzung steht in diesem ganzen Abschnitt atatt: ,,unter0 
(obere) Grenze"  (= Schranke) durchweg: ,,unterer (oberer) G r e n z w e r t h " ,  
was leicht zu Missverst'kndnisscn führen kana, da an anderen Stellen dos Buches 
diese Bezeichnung im Sinne von: ,,unter0 (obere) U n b e s t i m  m t h e i t s - G r e  n zeCC 
gebraucht wird. Bekanntlich fallt der 1 e t  z t e r e  Begriff mit demjenigen der 
unteren (oberen) G r e n z e  einer Zahlenmenge dann und nur dann zusammen, 
wenn die betreffende untere (obere) Grenze unter der Zahlenmenge selbst n i c h t  
vorkommt. 
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gehen offenbar in die g e w o h n l i c h e n  r e c h t s -  u n d  l i n k s s e i t i g e n  
D e r i v i r t e n  über, welche von nun a b  stets als A b l e i t u n g e n  bezeichnet 
werden, falls A, - A, und A', = A',; wahrend das Zusammenfallen a l l e r  
v i e r  Grossen A,, /lx, A',, A', mit der Existenz einer e i n z i g e n  (gleich- 
giltig ob vorwarts oder rückwzrts gebildeten) A b l e i t u n g  identisch ist. 
Bezeichnet man sodann mit A die u n t  e r e ,  mit A die o b e r  e Grenze von 
A,, für den Fal l ,  dass x wiederum irgend ein Tntervall (a, b) durchliiuft, 
so lasst sich zoigen, dass diese Grosse A bezw. A auch die u n t e r e  bezw. 
O b e r  e Grenze fur  A,, il',, A', bilden, und dass sie mit den früher 
1 bezw. L genannten Grossen zusammenfitllen. (Die zwei früher mit 1, L, 
jetzt mit A ,  A bezeichneten, für die Function f (x) im Intervalle (a, b) 

c h a r a k  t e r i s t i s c h e n  Zahlen fassen somit die Werthe a l l e r  diesem Inter- 
valle angehorigen D e r i v i r t e n  und Z u w a c h s v e r h ~ l t n i s s e  zwischen sich.) 
Indom man nun das irgend eine Stello x, umgobonde Intervall (a, O) hinlanglich 
verkleinert, l h t  sicli liieraus der wiofitige Schluss zielien, dass in  j e d e r  
b e l i e b i g e n  N a h e  jener Stelle x,, wenn auch rlz0 und A,, um eine be- 
liebige e n d l i c h e  Grosse differiren, unendlich viele Stellen x liegen müssen, 
fur welche i, und A, einander b e l i e b i g  n a h e  k o m m e n ;  das analoge 
gilt natürlich für II,, A',. Daraus folgt dann u. A., dass die S t e t i g k a i t  
irgcnd e i n e r  der vior Dorivirton auch diejenige der drei anderen und dio 
Existenz einer bestimmten A b l e i t u n g  nach sich eieht, und dass urn so 

mehr aus der Existenz einer r e c h t s s e i t i g e n  s t e t i g e n  A b l e i t u n g  stete 
auch diejenige einer m i t  i h r  z u s a m m e n f a l l e n d e n  l i n k s s e i t i g e n  folgt. 

Weitere S a h e  tiber die A b l e i t u n g e n  u n d  i h r e  E x i s t e n z  bringt 
sodann das z w o l f t e  Capitel. Nach einer Discussion der mtiglichen Unstetig- 
keiten der Derivirten und Ableitungen, sowie der Bedingungen, unter 
denen aus dem Verschwinden z. B. der rechtaseitigen Ableitung (bezw., 
wie in einem Zusatz - Paragraphen bemerkt wird, auch e i n  e r  rechtsseitigen 
Derivirten) ;tuf die Clonstanz der Function geschlossen weïden kann, wird 
die Untersuchung über die Existenz der Ableitungen einer Function f (x) 
zurückgeführt auf die Betrachtung aller Functionen 

wo p und v veranderliche Parameter bedeuten. Erinnert man sich n h -  
lich der Bemerkung, dass eine stetige Function (erster Art) mis unendlich 
vielen Maximis und Minimis oder Invariabilitiitszügen durch Addition einer 
passenden Linearfunction pz + v diese Singularitaten verlieren kann, so folgt 
urngekehrt, dass eine abtheilungaweise monotone, stetige Function f (x) 
durch Subtraction von pz + v in eine Function p (x) mit derartigen 
Singularitiiten übergehcn kann; und da  sich dio Derivirten von f (x) urd 
rp (x) nur um die Grosse y unterscheiden, so wird die Existenz einer 
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Ableitung ftir f ( x )  wesentlich davon a b h h g e n ,  ob unter a l l e n  m8g-  
l ichen diirch Variation des Parameters y entstehenden Functionen <p (x) 
solche ~ i n d ,  die vermoge ihror SingularitBten die Xxistonz ciner Ableitiing 
ausschliessen oder niüht. Nach verschiedenen, auf Grundlage dieses Prin- 

cipes gawonnenen s p e c i e  1 l e  r e n  Satzen gelnngt der Verfasser schliesslich 
zn dem folgenden H a u p  t -R e s u l  t a t: Wenn unter allen moglichen Func- 
tionen cp (2) einschliesslich der für  p = O ,  v = O resultirenden, als endlich 
und stetig vorausgesetxten Function f (x) für j e  d e n  Punkt  x des Inter- 
valles (a,  b )  htichstens e i n e  e i n z i g e  existirt, welche in  der Umgebung 
von x uncndliche viele Maxima und Minima hat ,  so besitzt f  (x) für  jede 
Stello x im Innern von (a, b) und auch fü r  x  = a eine endliche oder 
bestimmt unendliche, iu i  Allgemeinen stetige rechtsseitige Ableitung d,, 
ebenso für alle x innerhalb (a, O) und für x - b eine linksseitige Ableitung dl, 
mit den ntimlichen Eigenschaften; und zwar ist  stets: 

(Die fragliche Bedingung ist u. A. stets erfüllt, nenn unter allen mog- 
lichen g>(r)  nur eine e n d l i c h e  Anzahl von ~ u n c t i o n è n  enthalten ist, 
welche innerhalb (a, b) unendlich vjele Maxima und Ninima haben.) Der  
obige Sntz ist auch umkehrbar, sodass also die für die Existenz der Ab- 
leibungen in dem niihcr priicisirten Sinne als h i  n r e i c h  e n d  erkannten 
Bedingungcn sich auch als n o t h w e u d i g e  erweisen. 

Nach verschiedenen Nodificationen des erwahnten Hauptsatzes und 
einigen weiteren daran sich kniipfenden Folgerungen, insbesonderè auch 
nach einem Vergleiche des gefuudenen Resultates mit dem Ampère ' schen  
Versuche, die Existenz der Ableitung xu bemeisen, wendet sich der Ver- 
fasser zu einer kurzen Betrachtung über die z w e i t e  Derivirte, in  welcher 
darauf hingewiesen wird, dass man hier durch Adaptirnng der zuvor 
angewendeten Methode, namlich dnrch Einführuug aller Functionen I+ (x), 
welche sich von der zu untersuchenden f (x) urn eine Function zw e i  t e  n 
Grades unterficheiden, zu analogen Resultaten gelangen ktinne. Als 
erlauterndcs Boispiel zu dieser Bemerkung wird dor Satz abgeloitet, dass 
unter geeigneten Voraussetzungen die zweite Uerivirle mit dern Grenowerthe 
des zweiten mittlereu Differenzen-Quotienten übereinstimmt. 

Das Capitel schliesst mit  einigen Bemerkungen über die T a y  10 r 'sche 
Reihe, wobei insbesondere hervorgehoben wird, dass aus dern Verschwinden 
von f (z) mit sKmmtlichen Ablcitungen für irgend eine Stelle x, selbst 
dann noch nicht auf das Verschwinden von f(x) fiir irgend welche 
Bachbarschaft von z, geschlossen werden dürfe, wenn von vornherein 

feststeht, dass f(x) daselbst nicht unendlich viele Maxima und Minima 
besitzt, und dass die Endlichkeit von f ( ~ )  und & n ~ t l i c h e n  Ableitungen 
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fü r  irgend eine Stelle a, und deren Umgebung noch keineswegs die Ent- 
wickelbarkeit nach Potenzen von (3: - xo) nach sich ziehe.* 

Der gesammte übrige Theil des Bucbes beschaftigt sich mit der 
Theorie der b e s  t i m m t  e n  I n  t e g r  a le .  Nachdem zunachst im Beginne 
des d r  e ia  e h n  t e n  Capitels auf das Unaul%ngliche der alteren Methode 
hingewiesen, den Integral-Begriff auf die Umkehrung der Differentiation 
zu basiren, erfolgt sodann die Definition des bestimmten Integrales als 
G r  e n z w e r t h e i n e r  S u m m e , an die sich naturgemass die Aufsuchung 
der nothwendigen und hinreichenden Integrabilit8ts-Bedingungen knüpft. 
Es werden verschiedene Formen dicscr Bedingungen aufgestollt und mit 
ihrer Hilfe gewisse Functions- Classen sehr allgemeiner Natur als integrabel 
erkannt: Neben den schlechthin oder im Allgemeinen stetigen und den 
schon von R i e m a n n  als integrabel erwkihnten unstetigen Punctionen, welche 
nur  eine endlithe Annahl von Sprüngen > G besitzen, insbesondere ûuch 
diejcnigon unstetigen FunetBionen f (x), fiir welche, mit eventuellem Ausschluss 
einer Punktmenge e r  s t e r  G a t t u n g ,  durchweg f (x + O) [oder auch 
durchweg f (x - O)] existirt. Die letztere Kategorie wird in eineui Zusatz- 
Paragraphen noch dahin erweitert, dass die zulüssigen Ausnahmepunkte 
auch eine sogenannte n i c h t  a u  s g e d e h n t e  Yenge zw e i t e r  Gattung bilden 
dürfen. Schlieaslich wird an einigen Beispielen gezeigt, wie die gegebene 
Definition des bestimmten Integrales in gewissen FBllen gcradezu zur Be- 

rechnung desselben benützt werden kann. 
Das v i e r z e h n t e  Capitel bandelt von den H a u p t e i g e n s c h a f t e n  

d e r  b e s  t i m m t e n  I n t e g r  a l e :  der Vertauschung der Grenzen, der Zer- 
legung in Theil-Integrale, der Integrabilitiit einer Summe, eines Productes, 
eines Quotienten und der n%herungsweisen Berechnung eines Integrales. 
Sodann wird gezcigt, dass die Integrale zweier integrabler Funotionen f (x) 
und rp (x) zwischen irgend welchen Grenzen N ,  /3 schon übereinstimmen, 
wenn die Beziehung f(z) = rp (x) nur für  eine innerhalb (or, p)  überall 
dichte Menge gilt. Das Capitel schliesst mit Betrachtungen über dss 
Integral eines Productes f (x) . q (x), welche m m  Reweise des sogenannten 
e r s t e n  M i t t e l w e r t h - S a t z e s  führen. 

Tm f ü n f z e h n t e n  Capitel wird das Integral als F u n c t i o n  s e i n c r  
o b e r e n  G r e n z e  betrachtet und zunachst deren S t e t i g k e i t  und die 

* Zur Vervollstandigung der fraglichen Bemerkung hatte vielleicht von den 
Uerausgebern auf einen Aufsatz D u  B o i s  R e  y mon d's: ,, Ueber den Gültigkeits- 
bereich der T a y  1 or'schen Raihe" - Math. Ann. Rd. 21. i. 109 - verwiesen werden 
konnen. Weitere Erganzungen findet man in den neuerdings von mir publicirten Auf- 
satien: , ,Zur T h e o r i e  d e r  Taylor ' schen  R e i h e  etc.&' - Math.Ann.Bd.42, 
, ,Ueber  E 'unct ionen,  w e l c h e  i n  g e w i s s e n  P u n k t e n  . . . . keineTaylor 'sche 
R e i h e n e n t w i c k e l u n g  bes i tzen ."  , ,Ueber  d i e  n o t h w e n d i g e n  und hin-  
r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  d e s  Taylor ' schen  L e h r s a t z e s  e t  cmi i -M.A.Bd.44 .  
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Exis tenz  der A b l e i t u n g  in der üblichen Weise erortert. Die hieran 
Z 

geknüpfte Bemerkung, dass ,[f(x)dz stetd eine stetige Funct.ion e r s t e r  
a 

Art sein muss, lasst sich ginfacher beweisen, wenn man bemerkt, dass 
für f ( x )  / < c das Integral der positiven Function { f (x) + c ) mit x stets 

z Z 

monoton  z u n i m m t  und J'{f(z) + c } d z = [ f ( x ) d x + c ( z :  - a) ist. - 
a a 

Es folgt nun der sogenannte Fundamentalsatz der Integralrechnung über 
den Zusammenhang des bestimmten und des unbestimmten Integrals in  
der Form, dass die Giltigkeit der Beziehung 

b 

Jd,  . d lç = F ( E i )  - P ( a )  
a 

für den allgemeinen Fa11 bewiesen wird, dass die i m  Intervalle (a, b )  
durchweg stetige Function P ( z )  mit eventuellem Ausschluss einer Menge 
erster Gattung (allgemeiner: einer abzahlbaren, nicht ausgedehnten Menge) 
die i n t e g r a b l e  r e c h t s s e i t i g e  Ableitung dx besitzt. Dieses Resultat 
wird sodann noch dahin erweitort, dass die Beziehung 

als giltig erwiesen wird, falls P(x) im Intervalle (a, b )  stetig und i r g e n d  
eine der vier Derivirten A,, A,, A',, A', integrabel is t ;  woraus dann 
wiederum noch in dem zuerst betrachteten Falle die Relation 

sioh ergiebt, falls F ( x )  auch eine l i n k s  s e i t i g e  integrable Ableitung cl', 
besitzt. Das Haupt-Ergebniss dieser Untersuchang lasst sich dahin 
zusammenfassen, dass I n t e g r a t i o n  und , , D e r i v a t i o n u  - beide in dem 
hier geltenden allgemeinen Sinnc gmommen - i n v e r s e  O p e r a t  i o  n e n  
sind. Schliesslich llisst sich noch an die letzte Gleiühung, wenn man sie 

b. 
in die Form setzt \(dZ - ci',) d z  = O, in Verbindung mit dem Umstande, 

a 

dass es thatskhlich stetige Functionen giebt, welche integrable d,, dl ,  

mit unendlich oft von Null verlichiedener Differenz besitzen, die interessante 
Remerkung kntipfen, dass man au€ diese Weise Functionen bilden kann, 
welche für unendlich viele Punkte jedes Intervalles von Null vorschieden 
siud, wihrend ihr Integral den Werth Null hat.  

Das s e c h z e h n t e  Capitel behandelt den sogenannten z w e i t e n  M i t t e l -  
w er t h s a t z  der Integralrechnung in seinen verschiedenen Formen. Dabei 
wiire vielleicht zu erwzhnen gewesen, dass der Satz in seiner Fundamcntalform: 
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6 5 

, f f ( x ) . c p ( . ) . d x = f ( a ) . . [ ~ ( x ) d x  ( a < & < b ) ,  
a a 

wo f(x) eine im Intervalle (a, 6) niemals zunehmende positive Function 
bedeutet, von Herrn B o n n e t  herriihrt, der auch die grosse Bedeutung 
dieser Ueziehung für die Theorie der E'o u r  i er'schen Beihen und ahnlicho 
Entwickelungen vollkommen erkanut hat.  Die sogenannte D u Bois  - 
Reymond ' sche  Form des zweiten Mittelwerthsatzes, oder, wie sie von 
Herrn D i n i  genannt wird, die W e i e r  s t  r a s  s'sche Formel ist thatsiichlich 
ein blosses C o r  o l l a r  des obigen Hauptsatzes und die heftige Polemik, 
welche D u  B o i s - R e y m o n d  gegen die letztere Bezeichnung zur Ver- 
theidigung sciner Prioritats-Ansprüche mehrfach gefïihrt hat, ist in Wahr- 
heit ziemlich gegenstandslos, da das H a u p t v e r d i e n s t  a n  der Eutdeckung 
des zweiten Mittelwerthsatzes zaeifellos Herrn B o n n e t  gebührt. Ich 
gedenke, anf diesen Punkt  bei anderer Gelegenheit noch zurückzukommen. 

I m  s i e b z e h n t e n  Capitel wird die Definition des bestimmten Integrales 
auf solche Fiinctionen ausgedehnt, welche im Integrationsgebiet auch 
u n e n d l i c h  g r o s s  werden und zwar für eine Amahl von Punkten, die 
entweder endlich ist oder eine Monge erster Gat t~ ing  bildet. Hieran schliesst 
sich die Uebertragung der im vierzehnten Capitel bewiesenen Hauptsatze 
auf Integrale der jetzt betrschteten Ar t ,  insbesondere auch eine genaue 

'le) ftir den Fall, Untersuchung der Integrabilitiit von f ( x )  . Y(%) bezm. -- 
Y (4' 

dass p(x) im Integrationsgebiet Unendlichkeits- bezw. Null-Stellen besitzt. 
Sodann wird gezeigt, wie sich auch die Ergebnisse des fünfzehnten Capitels, 
betreffend die Stetigkeit eines Intograles als Function seiner oberen Grenze, 
sowie den Zu~amuieuhang zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten 
Integrale stuf den vorliegenden Fa11 übertragen lassen, und wie man aus 
der Existena des u n b e s  t i m m t  e n  Integrals S f ( x )  dx auf die Integrabilitiit 
von f (z) schliessen kann. E s  folgen dann noch die bekannten Iiltegrabilittits- 
Kriterien, welche sich aus der Vergleichung einer fü r  x = unendlich 
gross werdenden Function f (x) mit den Ausdrüc.ken 

1 1 
-- - - -  

1 
- 

(P-x)'-pl @ - z ) { ~ g ( @ - x ) } ~ + ~ '  ( P - z ) k ~ ( @  - 2 ) . { $ 7 ~ 9 ( ~ - 2 ) ) ~ + p '  

. . . . ( p  > O beaw. ( 0) 
ergeben, nebst dem durch Beispiele erliuterten Hinweis, dass flir solche 
f (x), welche in  der Umgebung von x = P unendlich viele Maxima und 
Minima besitzen, auch ein Unendlichwerden von hoherer Ordnung die 
Integrabilitat nicht ausschliesst. 

Das a c h t z e h n t e  Capitel enthalt die analogen Betrachtungen für 
solche Intcgrale, die sich über u n e n d l i c h  g r o s s e  I n t e r v a l l e  erstrocken. 
Dabei wird gezeigt, dass ausser der üblichen Definition: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



die fiir ein Integcal mit e n  d l i c h e m  Integrations-Intervall geltende 
Dofinition als Grenzwerth einer Summo unter gewissen Voraussetzungen 
auch auf ein solches mit u n e n  d l i  c h e  rn Integrations-Interva11 übertragen 
werden kann, sodass also ganz direct 

02 
m 

Jf ( x )  d z = ~iniz,~ E, . d,, 
a , E U  1 

mird. Nachdem sodann auch hier der Zusammenhang zwischen dem be- 
stiiumton und dem unbestimmten Integrale seine Erledigung gefunden, 
wird noch der zweite Mittelwerthsatz in seinen verschiedenen Pormen auf 
den vorliegenden Fa11 ausgedehnt. Das Capitel schliesst wiederum mit 

der Ableituog der Convergenz- bezw. Diveï-genz-Kriterien fiir f f  (z) . d z ,  
LI 

welche sich aus der Vergleichung von f (x) mit z-('+p), x-'. ( lg  x)  -('+r), 
xP1 ( l g x )  -'. (QI 1.q~)  - ( l+p)  . . . . ( p  > O bezw. p < 0) ergeben. Zugleich 
wird auch wieder an Beispielon gczeigt, dass dic betreffenden D i v e r g e n z -  
Kriterien für aolche Punctionen, welche im Cneiidlichen unendlii h viele 
Maxima und Minima besitzen, niclit in Frage konirnen. 

Irn n e u n z e h r i t e n  Capitel wird zunachst die Methode der p a r t i e l l e n  
In t e g r  a t i o n  mit moglichster Allgemeinheit behandelt und jnsbesondere 
auch auf den Fa11 ausgedehnt, dass die zii integrirenden Functionen oder 
das Integrations lntervall unendlich gross werden. Alsdann folgt eine 
genaue Untersuüliung der I n t e g r a t i o n  d u r c h  S u b s t i t u t i o n ,  wobei 
eunachst statt  der bekauntsn Relation 

die fdgende allgemeinere ontwickelt wird: 

P b 

J f ( 4 d x  =Jf[q!Y)l %J. d l l ,  
a a 

in welcher irgend eine der vier Derivirten von +(Y) bedeutet. Auch 
werden die allgerneinsten Moglichkeiten für  die Auswahl der Function 1p(? / )  

fostgostellt und  die gofundenen Resultate wiedor auf den Fa11 eines unend- 
lich grossen Integrations-intervalles ausgodehnt. Schliesslich wird noch 
der Fali erürtert, dass s tat t  der Beziehung x - +(Y) eine von der Forrn 

P 
y = cp (x )  zzur Transformation von J f ' ( x ) d x  vorgelegt i s t ,  und auf gewisse 

a 

hierbei zu beachtende Vorsichtsmassregeln aufmerksam gemscht. 
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Das z w a n z i g s t e  und letzte Capitel handelt zunkhs t  von der g l i e d -  
w e i s e n  I n t e g r a t i o n  u n e n d l i c h e r  R e i h e n .  Als h i n r e i c h e n d e  Be- 
dingung ftir die Giltigkeit der Bexiehung 

mird die g l e i c h m a s s i g e  und auch schon die e i n f a c h  g l e i c h m a s s i g e  
Convergenz der Reihe Ilu, für  das Intervall (a, b )  erkannt. Erleidet die 
gleichmLissige Convergenz von Xu, eine Unterbrechung in einer endlichen 
oder unendlich grossen Punktrnenge erster Gattung, so bleibt die obige 

" P 
Beziehung noch bestehen, falls die R e i h e  d e r  I n t  e g r a l e  A1&dr für 

1 a 

alle x des Intervalles (or, p) g l e i c h m a s s i g  convergirt. Diese Siitze gelten 
auch noch für den Pal1 /3 = w ,  sobald die fraglichen Bedingungen für 

jedes noch so grosse endliche Intervall (a, /3) erfüllt sind. Analoge Satze 
werden sodann aufgestollt fü r  die Integration von E U .  un, wo U eine 
gewisse Function von ~ç bezeiohnet. Hieran schliesson sich noch Botracht- 

ungen über Integrale von der ForrnjfA(x))dsc, wobei f'(z) eine Function 
L I  

bedeutet, die ausser von der Integrations-Variablen x: noch von einem 
Parameter A abhangen, wahrend die Grenzen or,  p entweder als constant 
oder gleichfalls von b abhiingig angenommen werden k6nnen. Bedeutet 
dann A., irgend einen speciellen Werth von i., so wird zuniichst, falla 
ct = a,, p - p,, constant sind, die Giltigkeit der Bezeichnung erwiesen: 

sobald f~ (3s) für i. = 1, gegen die integrirbare Punction $ (x) convergirt 
und zwar g l e i c h m l i s s i g  für alle b zwischen I o  und Io + E, und alle z 

des Intervalles (lu,, Po) mit eventuellem Ausschlusse einer endlichen oder 
unendlich grossen Punktrnenge erster Gattung. Dieses Ergebniss wird 
dann noch in gewisser Weise modificirt und schliesslich auf den Fa11 über- 
t ragen,  dass auch die Grenzon von A. abhangig sind odor eine derselben 
unendlich gross i s  t bezw. fiir A. = Lo ins Vnendliche w iic h s  t. 

Die vorstehende Uebersicht, in  der natürlich nur  das Wesentlichste 
hervorgehoben werden konnte, wird immerhin genügen, um eine deutliche 
Vorstellung von dem tiberaus reichen und interessaden Inhalte des ganzen 
Buches zu geben. Die Darstellung is t  durchweg klar und bei der vielfach 
nicht unerheblichen Schwierigkeit der behandelten Materiale verhaltnissmiissig 
leicht verstandlich, mitunter vielleicht ein wenig zu breit. Die Uebersetzung 
darf geradezu vortrefflich genannt werden. ALFRED PRIN~BHEIM, 
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G. DARBOUX, Legons s u r  la theorie g6nérale des surfaces e t  l es  appli- 
cations geom6triques du calcul infinit6simal. Deuxiome partie. 
Les congruences et  les equations linéaires aux dérivbe? partielles. 
Des lignes traches sur  les surfaces. Paris, Gauthier-Villars e t  file. 
1889. 522 S. 15 Fr. 

Der zweite Band dieses hervorragenden Werkes besteht aus zwei 
Büchern, und das erste desselben, Buch IV, behandelt die Congruenzen 
und die linearen partiellen Differentialgleichungen, besonders der zweiten 
Ordnung, um da analytische Entwickelungen zu geben, die spater vielfache 
zum Theil fast unmittelbare geometrische Anwendungen finden. 

Es  wird zunachst der Begriff der Congruenz von Curven erkliirt, die 
Focalpunkte und Focalflache derselben, und eine Reihe von Satzon über 
allgemeine Congruenzen abgeleitet, worauf zu der Congruenz von geraden 
Linien übergegangen wird und besonders zu der Focalfliche und den 
Schaaren von abwickelbaren Flachen, die von den Geraden der Congruenz 
gebildet werden. Von besonderer Wichtigkeit sind die Congruenzen, die 
aus den Tangenten einer Curvenschaar auf einer Flache bestehen , deren 
abwickelbare Flaclien der zweiten Schaar auf der ursprünglichen Flache 
ein conjugirtcs System ausschneiden. Auf der cinen Schale der Focalflacho 
wird dadurch eine Curvenschaar bestimmt, deron Tangenton eine noue 
Congruenz mit einer neuen Focalflache bilden. Setzt man dieses Verfahren 
fort, so wird man auf rein geometrischem Wege zu einer Transformation 
der linearen partiellen Differentialgleichungen geführt, die zuerst von 
L a p l a c e  1773 entwickelt ist. Diese wichtige Xethode wird mit allen 
Entwickelungen durchgeführt und dio Gesarnmtheit der linearen Gleichungen 
aufgesucht, für  welche dieselbe die volle Losung liefert. 

Die gewonnenen Satze werden angewendet auf die Gleichung 
aPz n m a z  --P.- +-.--- " Z = O ,  

axay az x-y a y  ( X - Y ) ~  
die zuerst E u l e r  fü r  den Bal1 m = n behandelt hat. Dieselbe wird dnrch 
die Substitution 5 = (x - y)"@ in die Porm 

übergeführt. Kach Aufstellung einiger particulirer Losungen und dor 
Invarianten der Gleichung wird die L a p l  a c  e'sche Methode darauf ange- 
wendet, die L6sung für  ganze /3 und P' durchgeführt, und für den Fall, 
dass 9 und p' Brüche sind, werden diese Zahlen auf echte Brüche zurück- 
geführt. Es wird darauf die Riemann ' sche  Integrationsmethode ent- 
wickelt und zunBchst aus der Gleichung 

die neue 
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a i + k  

G ( u )  = 11 (- l ) i + k  - ,a k (Ai, a ~ ) = 0  
2% Y 

gebildet, die nach Analogie der Bezeichnung von L a g r a n g e  für eine 
unabhsngige Variabele die adjungirte genannt wird und die zuerst bei 
R i e m a n n  vorkommt. Die weitere Betiandlung beschrankt sich auf die 

a2 2  a z  
Gleichung - + a - + b - + c z  = 0, und, nachdem dieselbe nach der a x a y  a x  a y  
Riemann ' schen  Methode unter Angabe von zwei verschiedenen Formen 
des Integrals gelost ist, wird gezeigt, dass die beiden Invarianten für 
diese Gleichung und ihre adjungirte gleich sind, aber in  verechiedener 
Ordnung. Entwickelt man die Beihe von Gleichungen von L a p l a c e ,  so 
erhalt man bei der adjungirten Gleichung Invarianten, die denen der 
ursprünglichen Gleichung gleich ? i d ,  wenn die Reihe nach der negativen 
Seite genomrnen wird. 

DRS Integrationsproblem wird nun dahin vereinfacht, dass nur eine 
unabhangige Variabele genommen wird, 

- 

1 

wo die Li Functionen von x sind. Es wird die adjungirte Gleichung 
L a g r  a n g e  '6  g (v) aufgestellt , die Bedeutung derselben für die Integration 
gezeigt und eine Zahl von Relationen zwischen den beiden adjungirten 
Gleichungen abgeleitet. Dieselben werden auf den besonderen Fa11 ange- 
wendet;, dass die d j u n g i r t e  Gleichung dieselben Integrale hat ,  wie die 
gegobene. Dann ist g(u) - f f (u), je nachdem die Ordnung der Gleichung 
gerade oder ungerade ist. Von den ersteren hat  J a c  o b i  die wesentlichsteu 
Eigenschaften angegeben, die letzteren werden hier zuerst behandelt. Mit 
Hilfe der gefundenen Siitze werden dann die Losungen nach der L a p l a c e -  
schen Methode vervollstandigt, die Reihe der Invarianten für die ver- 
schiedenen Gleichongen der Laplace ' schen  Reihe abgeleitet und besonders 
der Fa11 behandelt, duss diese Reihe in  beiden Richtungen endet. Es 
folgt oine neue Losung dor Gloichuug und es werden drei verschiedane 
Formen angegeben, in welche man das allgemeine Integral der partiellen 
Differentialgleichung bringen kann. 

Besonders einfach fiind die l inearm partiellen ~iffcfcntial~leichungen 
sweiter Ordnung, doren Invarianten gloich sind; dieselben lassen sich auf 

a2z 
die Form = Ac bringen und sind eingehend von Herrn Mou t a r d  

2z ?y 
beliandelt worden. Bei ihnen kaun die Reihe der Laplace ' schen  Gleichungen 
nicht in uur  einem Sinne enden und man kann nun alle Gleichungen der 
betrachteten Form finden, für welche die Methode von L a p l a c e  das 
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allgemeine Tntcgral giebt. Die Moutard ' schen  Untersuchungen werden 
rum Schluss noch vervollstiindigt. 

Sodann wird das allgemeine Problem bohandelt, aus einer Reihe 
linearer partieller Differentialgleichungen zmeiter Ordnung eine Reihe von 
Gleichungen von derselben Form und derselben Ordnung zu erhalten, welche 
man integriren kann, wenn sich die ursprüngliche Gleichung integriren 
lasst. Es  wird eine Methode gefunden, von welcher die Transformation 
von L a p l a c e  ein besonderer Fa11 ist. Den Schliiss der rein analytischen 
Behandlung der Differentialgleicbungen inacht die Behandlung der vom 
Verfasser harmonisch genannten Gleichungen, welche die Form: 

haben, wo cp und q zwei beliebige Punctionen bezeichnen. Sie haben die 
Eigenschaft, unendlich viele particulare Losungen von der Form 

f ( x  + Y>f I ( .  - Y) 
(harmonische Losmgen) zu besitzen und zwar haben sie eine unbegrenzte 
Zahl von Gruppen zu j e  vier Losungen, die einer homogenen Gleichung 
rweiten Gramdes mit constanten Coefficienten genügen. Auf die Losung 

w = f (x  + y ) f , ( x -  Y )  
wird die Mou t a r d'sche Methode angewendet und untersucht , was aus den 
homogenen Losungen der ursprünglichen Gleichung wird. AUS jeder har- 
monischen Gleichung lasst sich eiue unbegrenxte Zahl harmonischer 
Gleichungen ableiten,' die sich integriren lassen, wenn sich die urspriing- 
liche Gleichung integriren l&sst, und kennt man die harmonischen 
Ltisungen der ersten Gleichung, so kann man daraus ohne Integration 
auch die harmonischen Losungen aller anderen ableiten. Auch durch 
andere Methoden ergiebt sich das gleiche Resultat. Die Ilntersuchung, 
wann eine Gleichung zweiter Ordnung, deren Invarianten gleich sind, eine 
harmonische ist ,  ergiebt sich als gleich mit der, xu erkennen, ob dau 
Linienelement einer Flache auf die L i o u v i l l  e'sche Form 

ds2 - [q(n)  - q ( v ) ] ( d u 2  + dv2) 
gebracht werden kann. Bei der Behandlung dieser Frage zeigt sicb, dass 
wann sich eine Gleichung auf zwei verschiedene Weisen i n  die Iiarmonische 
Form bringeli lasst, so kann es auf unendlich vie1 verschiedeno Weisen 
geschehen. Als Anwendung wird die Eule r ' sche  Gleichung 

eingehend besprochen und trsnsformirt, und es ergeben die Berechnungen 
zngleich die Losung der Aufgabe: Das Linionelement einer  kge el auf die 
Liouville 'sche Form a u  bringen. - Es  werden dann einige Aufgaben 
angegeben, die noch einer 13earbeitung harren. 
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Damit schliesst der rein analytische Theil, und es werden sogleich 
einige einfache Resultate gegeben, die gewissermassen die geometrische 
Interpretation der gefundenen analytischen Satze sind. So werden alle 
Flachen gesucht, auf welchen die Abwickelbaren einer gegebenen Congruenz 
ein conjugirtes System bildcn; es zeigt sich, dass die Integration einer 
einzigen partiellen Differentialgleichung die L6sung dieses Problems für 
unendlich viele geradlinige Congruenzen liefert. Die Aufgabe wird dann 
umgekehrt, und es werden die geradlinigen Congrnenzen gesucht, deren 
abwickelbare Plachen eine Blache langs eines gegebenen conjngirten Netzes 
schneiden, und zwsr wird die L6sung sowohl für Pnnkt-,  wie für  Ebenen- 
Coordinaten durchgeEührt. Aus der Losung dioser beiden Fragen crgiobt 
sich d a m  die der wichtigeren, alle Flachen zu finden, die von den Ab- 
wickelbaren einer (unbekannten) geradlinigen Congruenz in einem con- 
jugirten Systeme geschnitten werden, wenn die Congruenz die Bedingung 
erfüllt, eine gegebene Blache in einem gegebenen conjugirteu Spsteme zu 
schneiden. Davon werden wichtige Anwendungen und Satze abgeleitet, 
untor Anderem: Wenn man auf xwei Flachen S und l !  parallele Tangential- 
ebenen hat,  so erzeugt die Verhindungsgerade entsprechender Punkte eine 
Congruenz, deren abwickelbare Fliichen auf S und SI ein conjugirtes Netz 
ausschneiden. Dieser Satz wird angewendet zur LBsung der Chr i s to f f  el- 
schen Prage, alle Flachen aufzusuchen, i n  welchen die Beziehung durch 
parallele Tangentialebenen zwischen zwei Fliichen auf der einen ein conformes 
Bild der anderen giebt, und führt dadurch zu dem Problem der Auf- 
suchung der Fliichen mit isothermen Krümmungslinien oder isothermischen 
F l k h e n ,  wie aie der Verfasser nennt. Aus einer isothermischen Fiache 
kann man unendlich viele andere erhalten, indem man abwechtielnd durch 
Inversion und durch die C h r i s t  offel 'sche Methode zu neuen Flachen über- 
geht. Neben der W e i n g a r t e n ' s c h e n  Differentialgleichung, die die iso- 
thermischen Blachen bestimmt, wird auch die aufgestellt, der die penta- 
spharischen Coordinaten genügen müssen. 

E s  folgt nun die Behandlung der orthogonalen Trajectorien einer 
Familie von Flachen, wo die Aufsuchung der Bodingung den Ausgangs- 
punkt  bildot, unter welcher die Curven einor Congruonz der angcgebcnon 
Anfordemng genügen. Von dem allgemeinen Fa11 der krummlinigen Con- 
grnerizen wird eine grossere Zahl von Satzen abgeleitet und dann zu dem 
specielleren der Normalen einer Flache übergegangen. Unter gewissen 
Bedingungen ist diese Congruenz von Normalen zugleich normal zu einer 
anderen Flache und unter anderen zu einer Schaar von Flachen. Die 
erhaltenen Satze werden auch auf das Gebiet der Optik übertragen und 
unter  anderen wird der G e r g o n n e ' s c h e  Satz bewiesen. 

Dio Hotraehtung der Fliichen, deron Hauptnoïmalebencn conjugirt 
sind in Bezug auf eine Flache zweiten Grades, fiihrt zu der L iouvi l l e -  
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schen Flzche, deren Krümmungsmittelpunkte auf zwei confocalen Flachen 
zweiten Grades liegen und die definirt ist durch die Gleichung: 

wo F ( a ,  j3) eine beliebige L6sung der linearen Gleichung 

ist. Auf einfache Weise werdon dadiirch die geodiitischen Linien eines 
Eilipsoids bestimmt. Die Eigenschaften der linearen Differentialgleichungen 
meiter Ordnung werden nun auch angewendet auf gewisse besondere 
Congruenzen hoherer Grade und ldiese dann dahin specialisirt, dass die 
Curven der Congruenz Kreise sind. Eingehende Betrachtung wird den 
sch6nen Untersuchungen des Herrn R i b  a u c  O u r  geschenkt, dessen cyklische 
Systeme eine sebr wichtige Rolle in  der Theorie der Flachen constanter 
Krümmung spielen. 

Das f ü n f t e  Buch beschaftigt sich mit den auf den Flachen gelegenen 
Linien und besonders den geodatischen Linien, deren Studium spliter im 
dritten Bande fortgesetzt wird, und es werden dazu besonders die Codazz i -  
schen Formeln angewendet. 

Die e r ~ t e n  Capitel dieses Buches geben, anknüpfend a n  die kine- 
matischen Retrachtiingen am Eingange des Werkes, die allgemeinen Be- 
wogiingsgleichuigen des Triedors, dessen Spitze die FlBche beschreibt, die 
Gleichungen der verschiedenen Liniensysteme , der Krtimmungsradien , der 
mittleren und totalen Krümmung für  verschiedene Coordinaten-Systeme uiid 
am Ende des zweiten C'apitels werden die Resultate tabellarisch zusammen- 
gestellt. Bei der Ableitung dieeer Gleichungen ergiebt sich unmittelbar 
eine Reihe bekannter Satze über d i e  genannten Grossen. Von den erhal- 
tenen Pormeln werden zuniicbst die einem genaueren Studium unterzogen, 
die die Krümmung und die Torsion von Linien liofern, die auf einer Flache 
gezogen sind, und auoh die von Herrn B o n n e t  sogenannte geodatische 
Torsion, die Torsion der eine Curve auf der P l k h e  in einem Punkte be- 
ruhrenden geodiitischen Linie wird eingefuhrt. Darauf beginnt die sehr 
eingehende Behandlung der geodatischen Linien, die einen grossen Theil 
des Werkes einnimmt (II, 402-511; III, 1-192). 

Kachdern verschiedene Formen der Difforentialgleichung der geodiitischen 
Linien aufgestellt sind, werden die Satze von G a u s s  über diese Linien 
abgeleitet, sowie die verschiedenen Erzeugungsweisen angegeben. Von den 
confocalen geodatischen Ellipsen und Eyperbeln wird der W e i n g a r t e  n'sche 
Satz abgeleitet und auf zwei Arten bewiesen. Dann wird der Differential- 
parameter erster Ordnung B e l t r a m i ' s  (A 0) eingeführt und gezeigt, dass jede 

Elet.-lit Abth a. Zeitsohr f. Math. ". p h p .  39. Jahrg 1694. 2.Heft 6 
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Punction, deren Parameter gleich 1 ist, eine Schaar von parallelen Curven 
(orthogonalen Trajectorien einer Schsar von geodatischen Linien) erkennen 
lasst und dass, wenn eine L6sung von A 0  = 1 eine willkiirliche Constante 
enthalt, man die geodatischen Linien der Flache bestirnmen kann. Bus 
der Betrachtung des Differentialparameters ergiebt sich eine Reihe von 
Satzen, unter anderen der wichtige von J a c o  bi: ,,Wenn man ein erstes 
Integral der Differentialgleichung der geodiitischen Linien kennt, so kann 
man die Gleichnng dieser Linien in bestimmter Form durch eine einfache 
Quadratur erhalten." Zum Schluss werden noch die geodatischen Linien 
mit Hilfe der Variationsrechnung hestimmt. 

Die letzten Capitel dieses Bandes handeln von den Beziohungen zwischen 
der Theorie der geodatischen Linien und den Problemen der Dynamik, 
zwischen den Gauss'schen Methoden beim Studium der geodatischen Linien 
und denen, welche J a  c o b i  spiiter auf die Probleme der analytischen Mechanik 
angewendet bat. Der Verfasser ha t  so ,,das Interesse klargelegt, welches 
die schonen Entdeckungen J a c o b  i's verdienen, wenn man sie unter speciell 
geometrischem Gesichtspunkte betrachtet". Es wird dabei die Bewegung 
in der Ebene und auf krummen Plachen behandelt, nach Aufstellung der 
J a c  obi'schen Differentialgleichungen das Princip der kleinsten Wirkung, 
sowie das Hami l ton ' sche  Princip direct durch eine Methode abgeleitet, 
die der Theorie der geodatischen Linien entnomrnen ist und eine grosse 
Zrahl von S h e n  entwickelt über die Bahnen eines beweglichen Punktes. 
Die Methoden, welche dabei angewendet sind, werden in d e p  letzten Capitel 
auch auf das allgemeine Problem der Dynamik ausgedehnt. 

T o m  dritten Theile sind bis jetzt nur  zwei Bücher (S. 1-444) er- 
schienen, von denen das erate sich noch mit den geodiitischen Linien und 
der geodatischen Erürnmung beschiiftigt. 

I m  ersten Capitel desselben werden nach der Jacobi 'schen Methode 
die gsodatischen Linien auf gewiesen Flachen bestimmt und untersucht, 
wann eine Flgche nur geschlossone geodiitischo Linion enthalt. Bei der 
Bestimmung der geodatischen Linien der Eotationsfliiçhen ergiebt sich 
zugleich, dass die einzigen Rotationsflachen mit Aequator, welche nur ge- 
schlossene geodStische Linien besitzen, die Kugel und die auf sie BO ab- 
wickelbaren Flachen sind, dass jedem Punkte der einen Flache Punkte der 
anderen i n  begrenzter Zahl entsprechen. Auch auf den Flaehen, deren 
Linienelement zurückführbar ist  auf die Liouvil le 'sche Form 

ds2= (77- V)(U12du2 +V12dv2) 
und von welchon das Ellipsoid oin specieller Fa11 ist, werden die goodatischen 
Linien durch einen Kunstgriff gefunden und es wird der Dini'sche Satz bewiesen, 
dass die Coordinatencuïven auf ihnen ein isotherm'es Netz von geodiitischen 
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Ellipsen und Hyperbeln liilden. Einige Sgtze von G r  a v  e s und Herrn C h a s  1 e s  
über Polygone, deren Seiten geodXtische Linien auf FlBchen sind, werden 
erweitert. 

Da der erwiihnte Kunstgriff sich nur  sehr schwer ausdehnen lasst, 
kommt der Verfasser auf die allgemeine Theorie zurück und behandelt die 
schon im vorigen Bande abgeleitete Gleichung A 0  = 1. Dieselbe wird auf 
ein canoniscbes System gebracht und gezeigt, welchen Gebrauch man davon 
machen kann, wenn man ein oder zwei Integralo kennt. E s  werden nun, 
m i l  eine allgomeino Intogration der Gloichung A 0  = 1 nicht durchführbar 
ist, verschiedene allgemeine Forruen des Integrals als bekannt vorausgesetzt 
und das Linienelement wird dann dureh die Bedingung bestirnmt, dass 
diese Formen zu einer vollstiindigen L6sung des Problems führen k h n e n .  
Es werden die algebraischen und ganzen homogenen ersten Integrale gesucht 
( h o m o p  in den ersten Ableitungen p und q). F ü r  ein homogenes erstes 
Integral ersten Grades erhalt man die RotationsflBchen und ihre Biegungs- 
flBchon, für ein solchos zwciten Grades giebt es zwei verschiedene Bormen 
des Linienelementee. Fiir don orsten und wichtigsten Fall ist es zurück- 
führbar aiif die L i o u v i l l e ' s c h e  Form, für den anderen ha t  es die Form 

ds2  = 4(X Y' + Y1)dx ay, 

der aber im Allgemeinen imaginare Fliichen oder hei reellen Flgchen eine 
imaginlire Ltisiing liefert. Der  Verfassor kornmt dabei zurück auf die Frage, 
alle FlLchen zu bestiaimen, deren Linienolement sich auf zwei verschiedene 
Arten auf die L iouvi l l e ' sche  Form bringen lasst. Es  ist  das jetzt gleich- 
bedeutend mit dem Problem: Alle Plachen zu suchen oder vielmehr alle 
Linienelemente, fü r  welche das Problem der geodatischen Linien zwei ver- 
d i e d e n e  homogene Integrale zweiten Grades zulasst. Herr  S. L i e  ha t  eine 
Zahl von Losnngen dioses Problems gogoben, und der Vorfasser führt  es 
vullstandig durch für  den Pall, dass das eine Integral vom ersten, das 
andere vom xweiten Grade ist. Die erhaltenen F l k h e n  sind auf Rotationa- 
flachen abwickelbar. - Bei der Betrachtung der homogenen Integrale 
hoheren Grades und bei Bruchintegralen ha t  sich die Eintheilung des 
Herrn M a u r i c e  L é v y  bewahrt nach der Zahl der linearen Factoren, i n  
wslchc man sie zerlegen kann, so dass von den Functionen 

alle zu derselben Classe gehoren, für welche m dieselbe Zahl ist: Der Fa11 
n - 2 wird allgemein durchgeführt; von 12 = 3 mir ein besonderer Fall. 

Das nachste Capitel handelt von der geodatischen Abbildung zweier 
Flichen auf einander und zuerst wird der B e l t r  ami'sche Satz abgeleitet, 
dasa die einzigen Plachen, die sich so auf die Ebene abbilden lassen, dass 
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ihre  geodiitischen Linien den Ceraden der Ebene entsprechen, die Flrchen 
constanten Krümmungsmaaçses sind. E s  folgt dann die L6sung des Pro- 
blems von Herrn D i n i ,  die Paare von Flachen zu finden, welche man so 
auf einander abbilden kann, dass jeder geodiitischen Linie der einen eine 
geodatische Linie der anderen entspricht. Das Linieneloment der gcsucliton 
Fliichen lssst sich auf die L iouvi l l e ' sche  F o r a  bringen. Der Beweis stützt 
sich auf den Satz des Herrn T i s s o t :  Wenn sich zwei Flachen punktweise 
entsprechen, so giebt es auf jeder derselben ein orthogonales System und 
bei reellen Flachen im Allgemeinen (wenn die Abbildung nicht conform ist) 
nur  eins, welchem auch auf der anderen Plache ein orthogonales System 
entspricht. 

E s  wird dann die geodatische Linie betrachtet als kürzester Weg 
zwischen zwei Punkten, indem sie mit den unendlich benachbarten verglichen 
wird und gezeigt, wann die geodiitische Linie aufhort, die kürzeste zu sein, 
was zur Definition der Curve um einen Punkt  führ t ,  an welcher die geo- 
datische Linie aufhort,  die h z e s t e  zu sein. Auch auf die Analogie der 
kürzesten Entfernung eines Punktes von einer C u v e  in der Ebene wird 
hingewiesen. Nur wenn die Flache entgegengesetzt gerichtete Hanpt- 
krümmungsradien hat ,  h6rt  die geodatische Linie nie auf, die kürzeste zu 
soin, wonn man sie mit don unendlich bcnachbartcn vorgleicht. Wenn in 
allen Punkten einer geod8tischen Linie das Product der Hauptkrümmungs- 
radien grosser als a2 ist,  so ist  die geoditische Linie kürzer als alle be- 
nachbarten in  einem Intervalle wenigstens gleich na  (Erweiterung eines 
Bonne t ' schen  Satzes). Bei der Aufsuchung des kürzesten Weges wird 
auch die reducirte Lange von Herrn C h r i s t  off  e l  nnd die reducirte Distanz 
eingefiihrt. 

E s  folgt nun die Behandlung der geoditischen.Krümmung von Curven 
suf  Flachen, wo z. B. alle Plachen gesucht werden, deren Krümmungs'hien 
constante geodiitische Krümmung haben (analytisch zuerst von Herrn 
O. B o n n e t ,  peometrisch von Herrn R i b a n c o u r  gelost). Die einzigen 
Fliichen dieser Ar t  sind die Rotationsfliichen, die Kegel, die Cylinder und 
die Flachen, die aus ihnen durch Inversion hervorgehen. Auf die Gleichung, 
die den Radius der geodatischen Krümmung giebt,  wird der Green'sche 
Satz angewcndct und dsdurch eine Beziehung zwi~chcn dem geoditischen 
Krümmungsradius und dem Krümmungsmaass gefunden. Sodann wird ein 
neuer Ausdruck der geoditischen Krümmung von Herrn L i o u v i l l e  abgeleitet 
durch Benutzung des geodatischen Contingenzwinkels, aus dem sich mehrere 
Satze ergeben. 

Besondere Beachtung finden die geodatischen Kreise, die Curven, 
deren geodatische Krlimmung constant is t ,  von denen auch Perimeter- 
Aufgaben gelost werden. 
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Den Schluss dieses Buches machen Untersuchungen über geodiitisühe 
Dreiecke, von denen zuerst die Gauss'schen Satze abgeleitet werden. Be- 
sonders interessant is t  dsnn die durch die Arbeiten des IIerren C h r i s t  off  e l  
veranlasste Aufsucliuiig der Flachen, für welche es unter den sechs Ele- 
menten eines geodatischen Dreiecks eine oder mehrere von einander unab- 
hhgige Relationen giebt. J e  nachdem keine, eins, zwei oder drei Relationen 
vorhandcn sind, gohoren die Fliichen zur erston, zweiten, dritten oder vierten 
Classe, wobei natürlich alle auf einandor abwickelbare Flachen zn derselben 
Classe gehoren. Die dritte und vierte machen dabei nach den Unter- 
suchungen des Herrn W e i n g a r t e n  nur  eine Classe aus und umfassen 
die Flachen constanter Krümmung. Die zweite Klasse besteht aus den 
Rotationsfliichen p i t  variabebr Krümmung (v. M a n  go 1 d t). 

Das siebente Buch behandelt die Deformation der Flachen und geht von 
der Definition und Untereuchung der Differentialparameter erster Ordnung: 

A T ,  A b ,  VI, O(P, i i) 
und der zweiter Ordnung A2p aus, die auf die Losung einer grosseren Zahl 
von Aufgaben angewendet werden. E s  erfolgt d a m  die Losung des Funda- 
mentalsatzes: Zu erkennen, ob zwei Flachen auf einander abwickelbar sind 
oder nicht, oder ob zwei Formen des Linienelementes einander &quivalent 
sind. Zunachst erkennt man, dass zwei Flachen gleicher constanter Krümmung 
immer auf einander abwickelbar sind und zwar auf unondlich viele Arten. 
Da man aber bei der befolgten Methode zur wirklichen Abwickelung die 
geodatischen Linien auf h i d e n  Flachen kennen muss, was allgemein nur  
bei den F l a c h a  vom constanten Krümmungsmaass O der Fall ist, so kann 
man sie bei den übrigen nicht allgemein vornehmen; es hangt das von der 
Integration einer R i  c c a  ti'schen Gleichung ab. 1st die Krtimmung variabel, 
so müssen doch die Krümmungsmaasse in  entsprechenden Punkten gleich 
sein. Es wird da der ~pccielle Fa11 behandelt, in  welchem die Curven, auf 
welchen das Krümmungsmaass constant ist, einander prtraUel sind, und der 
rioch speciellere, dass diese Curven eine isotherme Familie bilden. In  diesem 
letzteren sind die Fliichen auf unendlich viele Weisen abwickelbar auf 
Rotationsflachen, die überhaupt neben den Flacben constanter Krümmung 
die einzigen sind, die sich auf unendlich vie1 verschiedene Weisen auf 
cino Biegungsflache abwickeln lassen. Nach Einführung der Gauss 'schen 
Grossen D, Dr, Drr und ihren Bezichungen zu don Iihrigon wird die 
Gleichung, die bei der Biegung identisch befriedigt werden muss, 

d x 2 + d y 2 + d z P =  E d u 2 + 2 F d u d v + G d v ~  

durch den einfachen Kunstgriff wesentlich vereinfacht, dass daQransponirt 
wird und man dadurch das Linienelement einer Fliiche erhlilt, deren Rriîmmung 
Nul1 ist. Man erhIilt daraus einc Differentialgleichung für a. Auch durch 
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andere Methoden erhalt man dieselbe Gleichung, wie die entsprechenden 
auch fur  andere Coordinatensysteme abgelritet werden. Die Charakteristiken 
der partiellen Differentialgleichung, von der das Problem der Biegung ab- 
hiingt, liefern die Asymptotenlinien der gesuchten Flache. Dieser Satz giebt 
Anlass zur Behandlung des Problems: Eine gegebene Flache ~ o ' z u  deformiren, 
daes eine auf derselben gezeiohnete Curve mit einer ini Raume gegebenen 
D zusammenf%llt. E s  kann dies stets dann geechehen, wenn die se auf- 
gestellte 13edingung nicht die Folge nach sich zieht, dass die Curve nach 
der Biegung eine Asymptotenlinie sein würde, oder, anders ausgedrückt, 
wenn nicht die Krümmung in jedem Punkte von D gleich ist der geo- 
datischen Krümmung von r i n  dem entsprechendrn Piinkto. E s  wcrden 
daher die Bedingungen aufgestellt, denen die Grossen E, -F, G zu gentigcn 
haben, damit die Coordinatenlinien die Asymptotenliuien von einer der Flichen 
sind, die durch Biegung aus der gegebenen hervorgehen und mehrere 
darauf bezhgliche Satze bewiesen. Als Beispiel wird die Biegung der wind- 
schiefen Flachen eingehend durchgefuhrt, deren Strictionslinie einer genauewn 
Betrachtung unterzogen wird. Mannigfache Gelegenheit zum Studium der 
Deformation hietet die Beschaftigung mit den Flachen, deren Raupt- 
krümmnngsradien Functioncn von einandor sind. Der  Verfassor nennt die- 
selben Flachen W, sugenscheinlich, wie aus dem Zusammenhange hervor- 

geht,  nach dem Mathematiker, der sich am meisten mit  ihnen erfolgreich 
beschaftigt ha t ,  Herrn W e i n g a r t e n ,  und der Referent mochte vorschlagen, 
sie kurz W e i n g a r l e n ' s c h e  FlLchen zu nennen. Die Aufsuchung aller 
W e i n g a r t e n ' s c h e n  Flachen lasst sich zurückführen auf die aller ortho- 
gonalen spharischen Systeme, für welche das Linienelement der Kugel dio 
Form : d~~ - du2 + cP ( u ) ~ z : ~  

annimmt, wo u eine Hilfsvariabele bezeichnot. Die Eigenschaften dieser 
Plschen, von denen eine grosse Zahl von Herrn W e i n g a r t e n  angegeben 
ist, werden aufgesuchl und nach einer Herleitung derjenigen der Flachen 
der Hauptkrümmungs-Nittelpunkte einer beliebigen Flache auch die der 
W e i n g a  r t  e n'sçhen niiher untersucht und mehrere sehr interessante Eigen- 
schaften von ihnen abgeleitet. Dann werden die Flachen constanten 
ITrümmungsmaasses und die constanter mittlerer Krümmung betrachtet. 
Die Schwierigkeiten beim Studium dieser beiden Arten von Flachen sind 
die gleichen, da ja  zu jeder Elache mit dem constanten Krümmungsmaass 
1 1 
- zwei parallole Flachon mit der constanten mittleren Krümmung - ge- 
a2 2 a 
h6ren. Als Beispiel der Flachen constanter negativer Krümmung wird die 
pseudosptiiirische Flache gewshlt,  auf die alle anderon abwickelbar sind 
und besonders die Abbildung derselben auf die Ebene behandelt. Der 
Verfasser k o m t  d a m  auch auf die nicht-euklidische Geometrie zu sprechen 
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und schlicsst im letzton Capitel mit den Transformationen der FlBchen 
constanter Krümmung der Herren B i a n o h i  und Lie ,  durch die man aus 
oiner Flache dieser A r t  unendlich viele ableiten kann. 

Vorstehende Besprechung kann freilich nur  ein schwaches Bild von 
dem überaus reichen Inhalte des Werkes und der Eleganz in der Dureh- 
führung der Methoden geben; als ein besonderer V o n u g  ist noch die 
genaue Literaturangabe zu rühmen, die überall ein Studium der Original- 
abhandlungen gestattet,  in  denen der betreffende Satz zum ersten Male 
aufgostellt ist. Vielleicht hBtton beim Capitel iibcr isotherme FlUchen 
noch einige kürzere Abhandlungon von Herrn C a y  1 e y in den Philosophical 
transactions angegeben werden konnen. Ein tiefes Studium des Werkes 
wird gewiss zu vielen neuen Arbeiten Anlass geben, zn denen die Grund- 
lage an vielen Stellen geliefert ist. Moge es uns recht bald vergonnt 
sein, auch das Erscheinen des Schlusses dieses trefflichen Werkes begrüssen 
zu konnen. WILLGROD. 
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Ristlorisch-lit'erarische Abtheilmg, 

Ueber die Wasseruhr und das Astrolabium des Arzachel. 

Von 

Dr. ARMIN WITTSTEIN. 

Das Astrolabinm. 

1. 
War es im vorigon Abschnitte der Sage trügorischer Boden, der 

mir unsicheren Halt  gewshrte, so is t  es i n  diesem ein durchaus realer, 
au€ dern ich stehe. M u ~ s t e  ich d o r t ,  als Facit meiner Untersuchung, 
offen aussprechen, was ich langst geahnt, dass aus Gründen, deren innere 
Wahrscheinlichkeit der Evidenz sehr nahe kommen dürfte, wenigstens d e r  
Nimbus um Zarkali's Haupt  in eitel' Dunst zerfliesst, mit  dem ein noch 
im kindlichon Wahne der Thaumaturgie befangonos Zeitalter ihn bokrsnzte, 
- so kann ich h i e r  gleich von vornherein erklaren, dass das Zarcallicum 
an sich, als ein unzweideutig definirtes Beobachtungsinstrument des Mittel- 
alters, kein Schleier verhüllt. Eben so wenig habe ich, hinsichtlich der 
Persbnlichkeit des Verfertigers, die geringste Ursache Zweifel zn hegen; 
denn mehrere iibereinstirnmende Angaben lassen mir als v6llig glaubwürdig 
erscheinen, dass es in der That  von Zark&lî erdacht war ,  vielleicht sogar 
zum ersten hlale, da ich niimlich nirgends bemerkt ( ja  nicht einmal die 
Frage danach aufgeworfen) finde, dass schon v o r  i h m  sich Jeniand seiner 
Projections- Ar t  zu gleichem Zwecke bedient hat. N a c  h i h  m dagegen 
kann ich awei Trager bekannter Namen anführen, die, wohl unabhiingig 
von einandei., fiir den Entwurf von Planisphiirien dringend die Annahme 
des gleichon Projections-Contrums oder desselben Augenpunktes empfahlen; 
R e g i o m o n t a n u s 1 )  in der zweiten Haifte des 15. Jahrhunderts und (der 
iltere) G e m m a  F r i s i u s 2 )  i n  der ersten Halfte des 16. sind es, die ich 

Hiut.-lit. Abth. d. Zeitschr. f. Math.n.Phyu 39. Jahrg. 1894. 3 HefL 7 
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meine. Aber wxhrend sich Ersterer,  odor violmehr sein Schüler Schoener, 
dabei direct auf Arzachel bezieht, treffen wir bei Letzterem nur etwas 
.wie eine dnnkele Ahnung an, daes ,,schon Alles dagewesen", wenn er 
sagt ,  dasa zwar ,,die erste flüchtige AndeutunglL von seiner Methode oder 
dem Instrumente, welches er hier beschreibe, bereits langst vergangenen 
Zeiten, die Mare und erschopfende Ar t  und Weise der Darstellung jedoch, 
die er devon gegeben, durchaus ihni angehüre: Hoc ,igitur Arialemma, haec 
inquam Sphaera plana omnium est commodissima atque universalissirna, 
innumerabiles habens usus, ad omnem caeli ilzclinationem aepuè accomrttoda. 
Inuentum vatus est guod ad &noygacpy'v atti.net, serum usus eius uberrintus, 
ac faciilimus, nunc primum in, lucern datur à nobis. Attigerunt puaedam 
problemnta, Petrus Apianus i n  su0 Cacsareo Asironomico, ubi de Meteoros- 
copio àgit, quod quidem quadrans est hzcius nostrae Sphaerae: 8 Orontius 
Finaeus De@hinas, qui 6"' ipse quadrantem hinc abscidit. Sed oplima 
puaeque, ut in  progressu docebinzus clarè, obmissa sunt, & magnai cum 
diffieultate illic traduuntur, qzrae hic sulltmam habere facilitatem docebimus. 

Den Anhiingern des Propheten nehme ich es nicht sehr übel, wenn sie, 
einem Sprachgebrauchc folgend, i n  u n s  e r e m  S i n n  o fü r  das ,,Instrument" 
des Zarkslî  keine recht charakteristische, sein Weven treffende Bezeichnung 
haben, aber abendlandische Schriftsteller sd l ten  jede Unbestimmtheit ver- 
meiden, bei der man nur auf die Vermuthung kommt,  es habe ,,wolil 
zur rechten Zeit ein Wort siüh eingestellt". Die meisten orientalischen 
Berichterstatter, ja gerade diejenigen, welche nicht blos oberfliichlich 

5 ,  - 
darüber hinweggloiten, nennen es ngmlich kurzweg eine ka& safiha 

(Pl. & G), odsr diinne metallene Scheibe (tgrnpaoum), als ob iw 
1 - ' , < O F  

Arabischen der terminus technicns u 7 hl asterleb für Astrolabium, 
von dem die Safiha (die überdiess meistens in der Mehrzahl auftritt) 
immerhin nur  einen Theil, obschon einen sehr wesentlichen, bildet, gar 
nicht vorhanden würe. Weit entfernt davon, in solchem Irr thum bestuken 
zu wollen, - haben sie doch sogar einigen Astronomen, ihrer Eigenschaft 
als Verfertiger von Astrolabien halber, den Ehrennamen y,b, 1 
Gaterlkbi beigclegt! - beabsichtigten die Araber mit jener (nicht sehr 

glücklich gewahlten) Bezeichnung nur ein unterscheidendel; Merkmal von 
anderen Astrolabien einzufuhren, deren sie selir verschiedenartige besassen3), 
darunter auch ein gan6 interessantes spharisches ( 5 55 1 &,,, 51 1). 5, 

Von fiolchon dünncn Metall- Schoibon ist in  der Regel mehr alu ein 
halbes Dutzend in der Vertiefurig (ma t~r  astro1aDiQ der Vorderseite des 
Astrulabiums untergebracht; sie liegen über einander und werden, gleich 
dem zu oberst hefindlichen, sehr zierlich gearbeiteten ,,NetzU oder rcie 
(u ,+XAL 'ankabût, Spinne), über einen centralen Bolzen geschoben, zu 
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welchem Zwecke Scheiben und Netz in  der Mitte genau gleich grosse, 
kreisformige Oeffnungen haben. Ein Querriegel durch das eine Ende des 
Dolzens halt die ganze Gesellschaft zusammen. Das rete ist  für  sich voll- 
kommen um die Achse des Astrolabiums (jenen Bolzen) drehbar, die 
Scheiben hindert eine Sperr-Vorrichtung, a n  dieser Drehung Theil zu 
nehmen. Eine jede Scheibe enthalt,  selbstverstiindlich für  eine gcgebene 
Polhohc, stereograpliischo Prnjectioncn der hauptsXchlichsten Kreise der 
Himnielskugel, dabei, wie wohl in den allermeisten Fallen, dss Auge im 
Südpol der Spliiire und als Projectionsebene die Tangentialebene im Nord- 
pol angenonimen, so dass die Projectionen von Aequator und den beiden 
Wendekreisen als drei concentrische Kreise erscheinen. Auf jeder der 
beiden Seiten einer jeden Scheibe findet sich, neben der Bezeichnung des 
Ortes, für den sie gilt, noch die demselben entsprechende Dauer des 
lsngsten Tages i n  Aequinoctialstundcn angegcben. Auf dem rote prasen- 
tiren sich, in gleicher Projection, die Ekliptik und eine Anzahl der hellsten 
Sterne; die Projection der Ekliptik würde, falls sie auf einer Scheibe 
verzeichnet wÿre, ein beide Wendekreise ungleichartig berührender Kreis 
sein. Das Ganze ist somit das, was man nnter einem , ,Plani~phiir ium'~ 
versteht, d. h. eine Voratellung des gestirnten Himmels und seiner Kreise 
auf einer Ebcne, in der mittelst dioscr Projectionen die Aufgabcn der 
sph%rischen Astronomie, ais da sind: zu finden die Morgen- und Abend- 
weite, Htihen, Auf- und Untergange u.  S. W. - einstens gel6st wurden. 
Ausser den Almukantaraten, Verticalen, Wendekreisen, dem Aequator, den 
von einem Tage zum anderen veranderlichen Zeitstunden etc., sind die 
Zeiten der Morgen- und Abenddiimmerung, die Linie des wahren Mittages 
(J!,+i zawal)  und endlich dio Curven für  den J M I L J I  'Asr und &JI 
Zohr aiif den Scheiben eingravirt. Zohr reicht vorn wahren Mittage bis 
zum Anfange des 'Asr, der selbst wieder mit den Sonnenhohen r j  und 
beginnt und endigt, die durch die Forineln 

cotg 7 = cotg H + cotg 45 O, 

cotg r j  ' = cotg H + 2 . cotg 45 
bestimmt werden, i n  denen H die Mittagshohe der Sonne bedeutet. Am 
Anfange und Ende des 'Asr, sowie zu den Zeiten der Morgen- und Abend- 
dammerung und des Sonnen-Unterganges, sind die fünf vom I s h m  vor- 
geschriebenen Gebete zu verrichten. 

Für  Leser, die nicht selbst schon lange mit dem Gegenstande ver- 
traut waren, glaube ich, im Voraufgehenden ausführlich genug geschildert 
z u  haben, wie man den Begriff ,,!sfoaL', als proprium astrolabii, auf- 
zufas~en hat. Noch langer im Allgemeinen bei dieeem alten Hilfsmittel 
der Beobachtung zu verweilen, ware nur  ermüdend und nicht zu recht- 
fertigen. F ü r  weitergehende Ansprüche und xur Gcwinnung gründlicher 

7 * 
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Einsicht in seine Handhabung verweise ich in erster Linie auf die licht- 
volle Abhandlung von F. W O epcke4) ,  die sich in der eingehendsten Weise 
mit tiinem arabischen Astrolabium aus dem Jahre 1029 beschaftigt, das 
zu Toledo angefertigt, und vielleicht noch dem %arkâh bokannt war; 
hinsichtlich der geschichtlichen Entwickelung nenne ich, neben dem 
L. Am. Sédillot's, noch das Werk von Morley". Des letzteren IIaupt- 
inhalt bildet die Beschreibung eines im Jahre  1712 (August bis September) 
zu 1-fahân (?) von 'Abd alcAlii ibn M+ammed Raff al-6uz'i construirten 
Astrolabiums; es ist  von Messing, mit Goldfarbe riber~ogon und hat  einen 
Durchmessor von etwa 40,5 cm. Hieran rejhcn sich noch andere arabische, 
sowie persische, indische (mit Devanâgarî-Schrift) und endlich zwei eng. 
lische Aatrolabien aus den Jahren 1340 und 1342; ein drittes englisches, 
vom Jahre 1 5 7 4  und ,,von der gewohnlichen Ar t  dieser Instrumente v6llig 
vers chie de^^^, wird nur mit wenigen Worten bedacht. Von Arzachel, der 
urn das J a h r  1180 (!) in Spanien gelebt haben soll, und seinern Astro- 
labium bericbtet gleichfalls nur  eine ganz kurze Notiz. AIS Schluss ist 
eine Literatur-Uehersicht beigegeben, die, soweit ich ein Urtheil darüber 
habe, recht vollstiindig zu sein scheint, doch fehlen darin die beiden 
Schoener'schen Schriften, aus denen ich in  der ersten Anmerkung zu diesem 
Abschnitte Einiges mitgetheilt babe. 

Derselbe Constructeur, von dem das in der dritten Anmerkung 
erwahnte Astrolabium herrührt,  hat  im Jahre 1218  ein Zarcallicurn ver- 
fertigt,, welches J o m  a r  d für das Karten-DBpôt der Pariser Bibliothek 
acquirirt hatte, und das damals noch in sehr gutem Zustande war. Es 
t ragt  die Inschrift: 

f J ,,Verfertigt hat  diese Scheibe 
Muhammed ben ~ a t û b  al-EJarnaïry 

.S',++Ji L+- SAAU j bltihend!, irn Jahre 615 der F l~cht .~ '  

Sédillot ü b e r h ~ s h  es Jomard,  cine ausführliche Beschreibung davon zu gahen, 
und wiederholt bei dieser Gelegenheit nur einen Satz, den e r   cho on einige 
Male und fast mit denselben Worten ausgesprochen hat: On voit par cet 
instrument qu' Arzachel faisait tourner le centre de l'excentrique dsns un 
petit cercle pour expliquer l a  différence qu'il trouvait entre l'excentricitb 
d u  soleil e t  celle qu'indique Albatégni. D a m  aber theilt er mehrere 
Abschnitte aus dem lateinischen Manuscript Nr. 7193 d. Par. Bibl. mit, 
das, wie er sagt, die Uebersetzung eines von Zarkâlî selbst herrtihrenden 
Schriftstückee über seine Erfindung cuthalt. Nxchstehendes sei, unter 
BeschrBnkung auf das Allern6thigste, daraus oxcerpirt: 

Incipit composilio tubulue quae Saphea dicitur sive aslrolabium 
Arsachelis. - Siderei motus et effectus rnotzcum speculator et duplex dut 
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Ptholomaeus, inter caetera sui ingenia, astrolabium edidit et unicuique 
climatum propriam tabuiam deputavit, quas omnes Arzachel Tholetanus, 
admi~abilis inventor, in unum tabulana reduxit, quae, cum (sit) universis 
terris cornmunis, Astrolabium univerçnlo 9zon irnmerito nuncupatur. Cujus 
rei scéentia uspue ad hoc nostrwn tempus, nnno domini 1231, omnes fere 
modo nos latuit; viam ifaque inventoris (imituntes), distinctiones ejusdm 
ilzstmnzenti primo in corpore, dehinc lineationes ejus in plano, postremo opus 
et zctilitates ejus enodabimus . . . . . . . . . . Ptholomaeus quidem istius scientiae 
fundamentunz suzcna de hoc instrumenta machinamentuna super aequatorem in 

planum convertit. Hocpue instrumenturn super meridianum ilz planum 
componitur; et hoc est de corpore. 

. . . . . . . Habita itaqut: lamina vel tabula i n  utraque parte sui planissimn, 
in una ejus ylanitie fiant omnia puae in dorso astrolabii fievi solent, vide- 
licet lirnbus et alia sequentia, vel, pro taedio euilando, in  quarta inferiwi 
quae est a dextris linetur quadrans sine cursore. Designanfur horae (e) 
contrario ei quadranti qui annulum sive pendiculum habet, quia itii movetur 
i~zstmmentum, hic movetur regula, et consideretur puanfa sit altitudo solis 
meridiana; numera i.n regione tua vel climate (quarto quuntam quia) cùmmune 
est omnibus terris, et fiota eam in  linea dividenfe quartam circuli ductam 
per medium, et sccundum portionmn ejus superiorem, versus centrurn fiat 
quadratwn ortlzogonium, secuncihm doctrinam Ptholomaei. Deinde lilzeentur 
horae sccundum doctrinam datarn de yuadrante, tamen, ut dixi, e contrario 
ei quadranti qui nzovetur, et sistant omnes ad contactum orthogonii; 
et dividantur (lafera) orthogonii in 32 puncta sicut in astrolabio fiunt, 
sieut etiana patet i n  subscripta figura. Beilzde fiat regula c m  pinnulis et 
clavus rcgulam tabuiae conjung~ns; similiter et armilia, sicut in astrolabio 
fieri solet, et hoc in exteriori planitie opus complebitur. 

. . . . . . . Sequitur de horizonte obliquo [wshrer Horizont]. - Ad ultimum 
horizon hoc modo fiut; enumeretur latitude regwnis A C  versus A, et ibidem 
fiat minutissimzcm foramen et similiter in ejus opposito. Deilzde filum sericum 
bene extensum et bene firmatum in  praedictis punctis colloces, et simt variantzw 
latitudines regionum, sic variabitzcr fili positio; et haec de covnpositiorae. 
ast~olabii universalis dicta sufficiunt". 

Der Gedanke, von dem Zarkâlî bei der Construction seines, im Princip 
hochst einfachen Astrolabiums ausging, war also dor, dass e r  das Auge 
iu  den Ost- oder Westpunkt des Horizontes und zugleich i n  einen der 
Aequinoctialpunkte setzte; die Projectionsebene bildeten d a m  der Meridian 
(der für den Nullpunkt der Stundenwinkel) und der damit zusamnien- 
fallende Colur der Solstitien. Diese Projectionsebene passirt die Sonne am 
ersten Prühlingstage in der H6he des Aequators, naho um On Sternzeit; 
ihr Auf- und Untergang an jenem Tage erfolgte im Ost: und Westpunkte. 
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Wie die Bilder der haupts%chlichsten Kreise der Iiimmelskugel durch eine 

solehe Projections -Methode erhalten werden, zeigt nebensteheude Figur. Es 
bedeuten darin A 8  den 

Aequator mit seiner Achse 

PP', Eh' die Ekliptik mit 
ihrer Achse Q Q', HH den 

Horizont fur diePolh6he von 

Toledo mit seiner Achse 

(Zenith, Kadir) ZN, S 
einen Stern, in welchem 

sich der zugehfirige Decli- 

nations- und Parallelkreis 

(wie angedeutet) recht- 

winkelig schneiden; endlich 

ist für S der Hohenkreis 

Z S N u n d  Almukantarat hh  

angegeben, die sich gleich- 

falls unter rechtem Winkel 

treffen müseen. 

Annierkungen. 

1) 1. P r o b l e m a t a  XXIX S a p h a  e a e  Nobilis Instrumenti Astronomici, ab 
J O  a n n e  d e  Mon t e r  e g i o  Mathematicorum omnium Gcile principe conscripta. Anno 
M.D.XXX1III. Ohne Ort. 26 Quartseiten ohne Paginirung, herausgegeb. von Bchoener. 

S. 6 .  8aphaea jam pridem vocata creditur, szve quasi sphaera per elasionem 
pendtirni elementi, uatimique ingemiltationenl: sace à graeco epitheto GLYCJI>S ( G L Y ~ < S ] ,  

quod T,atinl manifestum dicunt. - Eine eigenthümliche Etymologie von Safiha! 
Unmittelbar darauf hcisst CS: ,,Mit Hiilfe cines solchcn Instrumentes lassen sich 
nun, eben so leicht wie genau, so ziemlieh alle diejenigen Aufgaben zu klarer 
Anschauung bringen und losen, wozu sonst eine künstliçhe Hirnmelskugel ge- 
braucht wird, die aber in ihrer Handhabung ungleich schwieriger und complicirter 
ist. Es liegt ihm eine gewisse, hochst merkwürdige Art von Projection der 
Himmelskugel au€ eine Ebene zu Grunde, bei der das Auge auf dem Aequatùr 
angenommen id, und deren Kreise und gerade Linien dann alles Abxubildende 
unzweideutig, klar und vollig wie in der Natur darstellen. Dam kommt noch, 
dass ein und dcrselbe Kreis dicses Planisphariums in der Regel viclcrlei Zwecken 
dient, wie wii spiiter oft genug sehen werden, wenn wir zu den einzelnen Auf- 
gaben übergehen . . . . . . . . . . Da die gande Vorriehtung fast wie ein gewvhnliches 
Astrolabium aussieht, so werden wir uns, insoferri wir Veranlassung haben sollten, 
von Theilen I I I  sprechen, die beiden gemeinschaîtlich sind, mit Recht der fur 
letzteres geltenden Bezeichnungsweise bedienen. So nennen wir ,,Ruckent' der 
Saphaea diejenige Seite, auf der man viele concentiische, gleich weit von 
einander abstehende Kreise erblickt, dagegen ,,Vorderseite die Ansicht derselben, 
auf der ein Gewirr von Kreislinien erscheint, die in je zwei entgegengesetzten 
Polen endigen und hierin, gleichsam wie in Knoten, zusammengeschnürt werden". 
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2. S a p h e a e  R e c e n t i o r e s  D o c t r i n a e  Patris Abrusahk Azarchelis Summi 
Astronomi, A JO  a n n e  S c h  o n e r o  Carolostadio Germano, Innumeris in locis 
eniendatao correctis errorib. eiiis qui ex Arahico convertit, i n  lucem foelici 
Sydere prodeunt. M. D.XXXIII1. 26 nicht paginirte Qwrtseiten Am Schlusee: 
Norimberge excusum. Anno gratiae. 1534. 

S. 2 bis 3. Sapheae duae sunl partes principales. Una dicta facies, allera 
ver0 postica sive dorsum Sapheae nuncupari demeruit. lTuius etenim Sapheae 
facies, linibo graduum 360 circumambitur, adnotatis numeris suis, a duabus literis 
A scilicet & B de 10 in 10 defluentibus, utrique tamen ad literas G d B scandendo 
in 90. concurrentes, Hz' sunt numeri rfr gradus rcvolutionum sive para2lelorum ab 
arquatore lateraliter declinantes. Est  autem linca AB media rcaolutionum pro 
circulo aequinoctiali in hoc opera sita. Post limbum ab intra in nlodiea distalztia 
supremus inteyer Ascensionum circulus: qui etium hora 12. notut. Meridianus dicilur. 
Huic succedunt reliqui Ascensionum rcctarum circuli, etc. Es  folgen die Gerade, 
welche die Ekliptik mit  den zwolf Zeichen enthalt, ,,hier und d a  zerstreute Fix- 
stern - Scheibchen " und eine urn den Mittelpunkt (centralen Zapfen) drehbare 
Regel aus Metall, die an Stelle des wahren Horizontes, der selbfit wiedei. (wie 
oben) durch einen diinnen Seidenfaden markirt wird, die ganxe facies des In- 
strumentes durchlauïen kann. ,, Dcr Eückon weist, ausser allcn Theilen und 
Kreiseu des Uormuis eiries Astrolabiums, noch eirieu besonderen Kreis auf ,  den 
man Aszimilth nenrit, und der die Verticalen enthalt. In seiner Mitte hefindet 
sich ein Index der Linie des magnetischen Neridians, daselbst ein Metallstift: 
index Asximuth Eolis." 

2) G e m m a e  Er i s i i 'Med ic i  Ac Mathematici D e  A a t r o l a b o  C a t h o l i c o  
L ibe r  quo latissime patentis Instrumenti multiplex usus explicatiir, & quicqiiid 
uspiam rerum Mat,hematicarum t iadi  possit continetur. Antuerpiae, M. D.LVI.KI. 8 O. 

Der Libcralitst des Herrn Dr.  6. L a u b m a n n ,  Directors der Konigl. Bajer .  
Hof- und Staats-Bibliothek zu Yünühen, verdanke ich meine Kenntniss dieses 
Werkes. 

Ueber das Planispharium des Ptolemaeus sagt der Verfasser (Fol. 6 recto): 
Cuius yuidem inuentor quis f u e ~ i t ,  hactenus quidem ignorare me fateor, quanquàn~ 
sciam. Ptolomaeo à nonnullis adscribi, inter quos & Joannes fioflerus est qui 
conzpositionem 6. usum eius docet e x  professo . . . . . . . . . . Sed dicatur etiam per 
excellelztiam Astrolabum siue Astrolabium, de .nomine non est certandum. 

Der Beschreibung des ,,Astrol:ibum Catholicum" (von Fol. 8 an) ectnehme 
ich folgende Satze: Astrolabum nostrum Sphaera item pluna est, ex visus defluxu 
sinditer ut praecrdens descripta. Verum eo solum differt, pur2 oculus no,n i n  polo, 
sed in Aepuinoctiali constituitur, atque ita oppositum oculo hemisplzaerium ir. 
planum pcr centrum extensum, ocukjque ad perpendicuium obiectum visu descrihitur. 
Acc+i~nits auteln in hunc usum sphaeram quae contineat Meridianos quotcunque 
poterit pro magnitudine proposita , similiter 0. circulos parallelos ipsi Aequatori 
quotcwnpue poterit, atque illos in planum sic deducitt~us. (Folgt eiue Figur,  die 
weggelassen we-den kann.) Sit  igitur colurus aeyuinodio7um a f i  y 8 ,  Cccius polus 
sit Boreus p ,  Austrinus 8, Centrum E, Punctum occasus in quo oculum statuimus 
siue zcç  ;*taç centrum. Planum intelligitur cxrculus per centrum ?,lundi E transiens 
yuod sit idem cum Coluro Solstitioruna ut  Sphaerae ratio postulat. Cornmunis 
intersectio duarum dicturum superficierum erit (38 Einea. Igitur ex or oculi centro 
partes p y 8  hemicyclii ducantur ad lineam Pd'. W quonaam Meridianm Colurus 
Aequinoctialis atqzle u t  uno verbo explicena, eireuli maiores omnes aequaies habent 
partes sirnilis ra t imis ,  diameter aequinoctialis ex transuerso oculo obiectus per 
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partes aequatoris obiectas oculo, eodem prorsus modo secatw. Unde sicut p b  linea 
secta est in partes, ita in sirniles pTflTSU8 secabitur ciy linea p a e  Aepatoris uicem 
refert. Dann weiter: ,,Vor Allem sind seine Vorder- und Rück~ei te  als dns 
Wesentlichste eines solchen Instrumentes zu betraühten. Erstere, die wir im 
weiteren Verlaufe die ,,allgemeine Tafel" oder sein ,,Antlitz (facies)" nennen 
wollen, entihalt zunachst zwei Systeme von Kreisen, die sich in zwei Polen 
schneiden und die Declinations- oder Stundenkreise heissen, zu diesen kommen 
die dem Aequator parallelen hinzn, die zwar in der Projection nicht parallel 
erscheinen, am Himmel aber doch unter sich parallel sind. Sodann sind dasclbst 
noch die Fixstcrne, nach Langon und Breiten , angegeben ; jedoch deren nicht 
zu viele, damit nicht durch sie die so sehr nothigen Kreise undeutlich werden." 
. . . . . . . . . , , In der Mitte der facies ist  eine drehbare Ilegel mit Laufer, die wir 

entweder einfach mit ,,Regelu oder mit ,,Horizontu bezeichnen, insofern sie 
nimlich sehr haufig die Stelle de, Horizontes vertritt." - Doch, genug der 
Einzelnheitenl Sie zu vermehren, ohne gleichxeitig einen neuen Tractat über 
das Astrolabium im Allgemeinen zu liefern (das Einfachste ware, irgend einen 
abzuschrciben), brschte ntimlich nicht den geringstcn Nutzcn. - Zum Schlusse 
noch die Bemerkung, davs weder Gemma Frisius, noch Schoener, siüh zur Ent- 
wickelung einer allgemeinen Theorie der stereographiuchen IJrojection erheben; 
die Schriften des O r o n c e  F i n e ,  von denen der Erstere spricht, sind betitelt: 
Quadrans astrolabicus, omnibus Europae regionibus inserviens (Paris, 1534), und 
De universali quadrante (Paris, 1660). 

3) Eine grosse, augenblicklich im  J o u r n a l  A s  i a t  i q u  e (NenviGme série, 
Tome premier; Paris,  1893) in  der Publication begriffene Arbeit über e h ,  in 
seiner Art einziges, Astrolabium will ich hier nicht ganz mit Stillschweigen 
übergehen, obglcich sie mit der meinigcn nichts Gcmeinsamcs aufzuweiscn hat; 
ihr Tite1 lautet: S u r  u n e  m è r e  d ' a s t r o l a b e  a r a b e  d u  XIIIe s i b c l e  (609 de 
l'H8gire) portant un calendrier perpktuel avec corresponclance musulmane et 
ch16tienne. Traduction et  interpretation par H. S a u v a i r e  e t  J. d e  R e y  P a i l -  
h a d e .  Einer der beiden Verfasser erstand es 1873 zu Kairo. Es ist  von Kupfer, 
lasst noch Spuren von Vergoldung erkennen und besitzt ein Gewicht von 
300 Gramm; die Schriftzeichen darauf sind kufische. Sein Durchmesser, ein- 
schliesslich des 6 mm breiten, au€ der ,,Mutteri' mittelst 14 kleiner Eisenstifte 
befestigten Limbns, betragt 165 mm. Eine Inschrift besagt, dass ,,Muhammed ben 
Fatûh al-TJamaïry es in  der Stadt Sevilla im  Jahre 609 verfertigt hatic, dao 
ungefihr in der Mitte des Jahres 1212. 

4) F. W o  e p c k  e,  Ueber ein in  der Küniglicheh Bibliothek zu Berlin befind- 
liches arabisches Astrolabium. (Au8 den Abhandluugen der Konigl. Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin 1858.) Berlin, 1858; gr. 4". Mit drei Kupfertafeln. 
- Durchweg afrikanische Schriftzeichen. 

5) W i l l i a m  H. M o r l e y ,  D e s c r i p t i o n  of  a p l a n i s p h e r i c  a s t r o l a b e ,  
constructed for Shah Sul t in  Husain Safawï, king of Persia, and now preserved 
in the  British Museum; comprising an  account of the  Astrolabe generally, with 
notes illustrative and explanatory:to which are  added, concise notices of twelre 
othcr astrolabes, eastern and european, hithcrto undcscribed. London, 1856. 
Fol. max. III u. 49 S. mit 21 Figuren-Tafeln in  Zinkplatten-Druek. 

6) Ueber eine andere, im Manuscript (Cod. Pal. Vind. 6280) erhaltene, 
, , l a t e i n i s c h e  B e a r b e i t u n g  v o n  Z a r k a l i ' s  S a p h e a ,  die unedirt und fast 
unbekannt ist  'l, beriühtete Mo r i t  z S t e i n s  c h u  e i d  s r  vor drei Jahren (Bibliotheca 
mathematica, Zeitschrift für Geschichte der Mathernatik, herauagegeben von 
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G. Enestrom. Neue Folge. 4. Band. Berlin, Stockholm, Paris, 1890. gr. 8 O). 

Sie ist im Jahre 1504 von einem gewissen Jacobus Lateranus verfasst, dessen 
Personlichkeit sich vorlaufig noch nicht niiher feststellen liess. Herr Stein- 
schneider komriit im Verlaufe der Mittheilung auf seine k t u d e s  s u r  Z a r k a l i  
zu sprechen, die er im 16. und 17. Bande des Bullcttino di bibliografia e di 
storia delle scienze matematiche e fisiche pubblicato da B. Boncompagni [Roma, 
1883 und 1881; gr. 4O) veroffentlicht hat,  und deren erster (mir unbekannt 
gebliebencr) Theil bereite im 14. Bande erschienen ist. Unter den, i m  16. Bande 
angeführten, arabischen und hebriiischen Handschrifien, die sich mit ZarkOlî 
beschaftigen, befindet sich die Leipxiger, von der ich gleich sprechen werde, nicht. 

EY ist nothwendig zu bemerken, dam ich diese ganze Anmerkung erst 
hinzugefügt habe, nachden1 meine . Arbeit vollig abgeachlosscn und nieder- 
gcschrieben war; eino iirgcrliche buchh5ndlcriache Verschleppung tr5gt dio 
Schuld daran, dass ioh dio Stcinschneider'schen Publicationen 80 sehr Versp5tet 
zu Gesicht bekam. Eine Beeinflussung meiner Schrift durch letztere hat daher 
nicht im G e r i n g s t e n  stattfindm konnen. 

II. 
Die , , R e f a ~ ~ a ' ~ * ,  eine aus 487 Nummern bestehende, in  einem 

besonderen Schranke der Le i~z iger  Universitiits -Bibliothek verwahrte Samm- 

lu* arabischer Handschriften, in  der alle mogliehen Wissens- Gebiete 

vertreten sind, enthiilt auch zwei, die fiir den Astronomen Interesse haben. 
I 0 -  

Beide sind vortrefflioh erhalten, in Neschi ( L i ,  der am hgufigsten 
fi< 

in Manuscripten anzutreffenden Schreihweise) und,  wenigstens im Anfange, 

ziemlich leserlich getichrieben; die diakritischen Punkte aber fehlen leider 

in beiden fast übernll. 

D e r  o r s t c  C o d e x  (D.C.115, 93 Blctter einnr Art  von Oel-Papier, 

je 24,O x 13,s cm im Geviert haltend) giebt einen C o m m e n t  a r  
(p+h %.&, etwa ,,Commentar, um klar zu machen''; beide Worte 

bedeuten, lm Grunde genommen, dasselbe.) zu A l - M u 1  a h b i s  f9'1-hai'a 
.c 

( b + J 1 6 5  &IJ! ,,Dm Ganze der Astronomiell) des C a g m ~ n ~  und ist 
POU K â d î z â d e  verfasst. Untor dom Letzteren wird man vcrmuthlich den 

helteren dieses Namens ( s b x d  ! X ~ A  d!, p s -  

adij &b) zu vcrstohen haben, de r  ein Mitarbeiter des Clug Beg war, 
und von dem die Bibliothek xu St. Petersburg und die Bodleyana in 

Oxford, dem Tite1 nach, gleich lautende Commentare besitzen. Die, in  

* Sie stammt aus Damaekiie und bildete ursprünglich ein, von einem An- 
gehorigen des Geschlechtes der Ref ârE gestiftetes, erblichee Familienverm%chtniss 
(wakf). Ende des Jahres 1853 wurde aie, durch Yermittelung des Consuls 
Dr. Wetzstein, ihrem damaligen Besitzer , 'Omar Efendi , von der Konigl. Sachs. 
Staats-Eegierung abgekauft. 
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der Handschrift vorkommenden Figuren ahneln in  ihrer Ausführung denen 
unserer Schiiler in  den unteren Klassen und stellen der Gcschicklichkoit 
des Verfassers oder Abschreibers im Zeichnen kein günstiges Zeugniss aus; 
die beigefüpten Bezeiclinungen, grossten Theils roth, sind meist schwer 
leserlich, weil sehr flüchtig geschrieben und stark verblasst. Das erste 
Blatt  triigt die Abdrücke dreier Siegel (eines ovalen, rechteckigen und 
nnregelrnassig achteckigen); der erste und let7te ist  fast v6llig verwiecht, 
und nur der des dritten liisst noch einigo Züge orkennen, sowie auch dia 
Worte über ihm deutlich zu lesen sind und aussagen, dass das Manuscript 
im Jahre 1143 (beg. 1735 Mai 11) in den Besitz des Siegel-Inhabers 
übergegangen sei. Die ausserordentlich feine Schrift a u €  dern rechteckigen 
Siegel kt ganz erhalten und liefert einen neuen Beweis für die Xeister- 
~ c h a f t  orientalischer Siegelstecher. 

D e r  zw o i t e  C o d e x  (D. C. 56, 90 Rlatter einos sehr starken Holz- 
papieres, je 12,6 x 16,7 cm im Gev. halt.), ebenso wie der erste, von 
Einer Hand und gleichfalls gegen das Ende zu betrachtlich undeutlicher 
als anfangs geschrieben, zerfillt in zwei Handschriften, von denen die erste, 
aus zwei Theilen bestehende, 49 Bliitter umfasst. Siegel oder Stempel 
fehlen, auch sind keine Figuren vorhanden, dagegen finden sich mehrfach 
Marginal-Koten von Interpreten. Sehr t ragt  zur 'L'ebersiclitlichkeit Lei, 

r B 
dass durchweg roth geschrioben ist. Das J,Y\ LIU\ der ersten 

Handschrift scheint nachtriiglich von einer anderen Hand hinzugefügt 
worden zu sein; denn weder liest man irgendwo i.dj + LJI u. S. W., noch 

ha t  ihr zweiter Theil eine besondere Eintheilung in Abschriitte, sondern 
vielrnehr eine fortlaufende, dem ersten sich anschliessende. Die zweite 
Handschrift aber kann füglich nicht als Fortsetzung der ersten an&- 
sehen werden; auf Folio 50 recto beginnend, , , b e s c h r e i b t  s i e  die 
A r t  u n d  W e i s e  d e r  O p e r a t i o n  m i t  e i n e m  A s t r o l a b i u m  ("Li5 
+ YJb.,,,Y& J + J I  a%,& ~^j,% &) undL',  heisst es weiter, , ,be r ich te t  

h i e r ü b e r  i n  96 A b ~ c h n i t t e n . ' ~  Die sich h a d g  bietende und benutzte 
Gelegenheit zu einem Excurs auf das Gebiet der mathematischen Geographie 
und Astronomie bowirkt, dass die Schrift umfassender ist ,  als ihr Tite1 
angiebt. An verschiedenen Stellen hebt der Vorfasser Unterschiede . 
zwischen den einzelnen Instrumenten hervor, indem e r  sagt: ++&Y> 
CJ & 4dJL 7 l , ,mit Bezeichnung anE einigen Astrolabien ". Wie von siner 

scpweren Miihsal befreit, schliesst er aufathrnend: 3bjj 2 J,Jj P 
.a 3 + Y  #z+... Y L? Wer diesen zwciiten Codex verfasst hat,  und ob beide 

nur  Copieen sind, weiss ich nicht; eben so wenig bin ich genug bewandert, 
iim aus dem Schrift-Ductus oder sonstigen Anzeichen auf ihr Alter zii 

schliessen. 
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Auf der Innenseite des Einbanddeckels von D. C. 56 steht der allgemeine 
Tite1 für beide Handschriften: 

, ,Zwei  D i s s e r t a t i o n e n  
&k5+k2&'-J &^j  JI*^ ü b e r  

d i e  L e h r e  v o n  d e r  H i m m e l s k u g e l .  

~~~ & d i  ke-> Gottes Gnade walte über deren Verfasser 

Ihm folgt auf Folio 1 verso der spezielle für die erste: 
1 - ,,Tm Namen Gottes, des Barmherzigen, 

GJ G~ ~~2~ y? des Erbarmers, des Herrn, der beisteht 1 

J ; ~ I  WI Das erste Capitel. 

. i ~ J b ~ ~ ~ l  k a + i , a J &  V o n  d e r  S c h e i b e  d e s  Z a r k â l ~ . ~ '  

Nach der Einleitung, welche die ausgezeichneten Eigenschaften des ,,be- 
rühmtesten der Instrumente, das sich, seiner Allgemeinheit wegen, f ü r  

alle Gcgenden der Rrde eiçcnet': aufxahlt, kommen die einzelnen Abschnitte 
an die Reihe, von denen der erste der inbaltreichste ist und ,,di0 Be- 
nennung der Verzeiühnungen, wie fie sowohl auf der Aussen- wie a u f  
der Innenseite einer solchen Scheibe angegeben sind, zum Gegenstande 

An letztere sühliessen sich dann die gewohnlichen Aufgaben an, z. B.: 

WI aj 2 J - ~  u~ kJ l JaPJ I ,,Der 18. Abschnitt. Von der Re- 
stimmung der Declination, grossten 

,,Li ,a J+dl b> ~ ~ ) ~ l  Raic> Hoho und Morgenweite aus Polliohe 

L#dl e9 Liai, l und dem halben TagbogeaL' 
.J 

<; 0 .  

Unter &+ mejl,  ohne Zusatz, is t  zwar in der Regel die ,,erste 
Schiefe", d. h. der (kürzeste) Bogen des Declinationskreises eines Sternes 
zwischen Aequator und Ekliptik, zu verstehen, hier aber glaubte ich, mie 
auch schon von anderer Seite geschehen, es mit 1)ecl. iibersetzen zu 
rnüssen, weil sich dann Alles ungezwungen giebt und ganz nnseren Formbln 
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.̂ _MY__----------YXIX_̂ -___ 

sia d 
 COS^, = - tgp . t g d ,  .sifiAl - --Y B = cp - d 

COS q 

entspricht. - Ein gründliches Studium (nicht selten mit Entzifferung 
identisch) der Hsndschrift, das ich mir für  eine spatere Zeit vorbehalten 
muss,  wird zeipen, ob es sich verlohnt, dieselbe in  extenso in deutscher 
Sprache herauszngeben; bis jetzt finde ich dazu keinen recht zwingenden 
Anlass. 

- - ---- . 

III. 
Sein pietiitrolles Gedenken ha t  vor 371 Jahren H e i n r i c h  S c h r e i b e r  

(oder Grammateus) zur Herausgabe eines Schnftchens (@in lritnrtrei~ anb 
be!pitbt 3nprutnEt yumimn am tag beg ber $uititen unb in ber nndjf 
b u r a  ùie $tern maitdJerleg nuSiterperlreit un auffgab iit alleir orten mi 
enbt ber melf BerdJriben biirdJ fleinricii 6rrimmafei  nber rtipeiber air 
E r fu rb t  ber $gbeit freyë k h f l e n  mayper. Am Schlusse: Gebrudrt 
yu ni'irnberg bur* @eronintunt f$l@el/ bur& uerlegttitg Cure Alnntree 
@gerr ititb @lidJfurer th mtenn 2(nnu, 1522. - 8 nicht paginirte 
Bl i t t e r  in kl. 4O.) veranlasst, das unverkernbar von einem Astrolabiurn 
handelt, dessen planisph%rischer Entwurf sich auf dieselbe Projections-Art 
stützt,  die wir bei Zark&11 und spiiter Gemma Prisius fanden, wenngleich 
darin weder diese auch nur mit einer Sylbe angcdeutet ist, noch d a  

Instrument selbvt namhaft gemacht wird. In  der Widmung an den 
Bürgerrueister und Ratli der Stadt Nürnberg sagt Schreiber, dass er bei 
seiiiem prerepiorent kerra aea rgen  Eaitttfteteter ber d;gbeit freyoit 
k f f i t ~ e n  unb Zr ty teg  f l & I r  verschiedene Instrumente gesehen habe, 
darunter ein a l t s  t r~rntorfens l  32% (alti tnair rugi) flaifler ~ e o r g e n  
aeurba@itrf; erfuitben rein rolt; dessen habe er sich et-barntbt, damit das 
Gediichtniss an die alten gelehrten Mariner der beriihmten Eïochschule zu 
Wien nit aitgieng. Auf F. 2 r. hoisst es d a m :  7 $ d d ~  inflrumenf bat 
p a g  vurit. D a s  erfl/ mel4es ban ifl geyirt ntif ben Xturnbet-gir@ 
mappen bat yu aitrerp ein rirdzel uben mit einen rittglen/ bar an man 
e s  helt genüt fleribiaititsj bns tJt ber mttIags r'tnkel, Uttb ip alru 
gefeqlt, Das auf batbe reqten IyJitaitff uitb herngber gekeir (an jufaqen 
non 3em @ripiri) .90+ grab. uitb 90. abeit bebettfen senit)/ bas iR bue 
p u i t ~ t /  tael@# aben im @giirel attidJamet unrer heiibier. Xira bie ntrberit 
.go. gra, uitterfldj bringen appafifnit rettit. Pas ifl b a s  punst/ meldJr5 
gegeit ttnierm tenit in. Oripir ntirùt gerprodJen egtt ettber ùes grFdjtii/ 
..... .. . . . . J u  lebt erjaggt PdJ oyn bemegli@er rirdrel/ mif ben 
Bmelff ?egdJen meldJer Bubiacus mirb genant. Suff rulae f@egben Tep 
geratjt etlirtJe flertt al1 egitgeFrtJriben na@ ber breyte uitb lenge- - 
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Demnach hatte P e u r b a c h  vielleicht  cho on kurze Zeit vor Regiomontanus 
jene ungew6hnliche Art von stereographischer Projection in Anwendung 
gebracht. 

Das bekannte posthume Werk S t o  ef f l e r ' s :  De compositione aut fubrica 
astrolabii, eiusdemque uszh multifariispue utilitatibus, JohaZe Stollerino 
Juslingemi Authore, das e r  zu Tübingen im Jahre 1510 vollendet hatte*, 
enthalt dagegen Nichts von Arzachei's Construction. Wohl aber stimmt 
die Beschreibung des ,,Rückens" ganz mit der des Pariser lat. Manuscriptes 
überein, d. h. nicht al10 Kreise auf dcmselhen sind concentrisch, wie bei 
den gewohnlichen arahischen Astrolabien der Pall,  sondern dau innere 
System, welches die zw6lf julianischen Monate mit Eintheilung in einzelue 
Tage enthalt, is t  excentrisch. F. 24v.: Augenz igitur soiis ad tempus 
fabrieae lui astrolabii ex tabulis Alphonsinis, aut aliis extrahe. Quae gratia 
ezempli Anno Christi maximi decimo supra mi27esimum quingentesinzum 
eurrente ia 1. gradu, & 16. fere minzcto Cancri [ira System der iiusseren 
concentrischen Kreise] cxacto calcula reperta est. Hanc ah iaitio Arietis 
orbis signorum supra descripti supputabis. ï'errninat autern se solaris aux 
annorwm Christi mernoratorum perte in 16. milzuto, secuadi gradus Caneri. 
IB termino igitur eiusdem fac punctunz. f i  quem cum centro. e. yer lineanz 
reehm leniter impressam continuabus. Dieses f ist  der gemeinsame Mittel- 
punkt der excentrischen Kreise, deren ausserster den innersten der librigen 
Kreise ungleichartig berührt. 

Aus einem Abrisse der Geschichte des Astrolabiums, den Stoeffler 
(F. 30 bis 31) giebt,  kann ich mir nicht versagen, Einiges hier zu 
reproduciren: 

. . . . . & dicitur, quod primus &us inventor fuerit Abraham: & dicitur, 
quod fuerit inventum tempore regis Salomonis blii David, vel ante eum. 
Et dicitur, quod quidam qui ?;ocabalur Lab, invenit ipsum, et aslro vel 
astor vult dicere liaeae, m d e  vocatum est Astrolabium. id est lineae Lab. 
haec ille & plura alia utilia. 

Alii interyraetantur astrolabium ab astroa greco, quod est 
sydus, & labi aasa vel manubrium, quasi syderwm ansa. est enim 
iastrumelztum ansanz habens, per quam suspensum astrorum motus 
& plura notatu dignissima colligirnus. 

* Mir liegt folgende Ausgabe vor: Petrus Jordan Lectori S. D. En Tibi 
Nunc Iterum Candide Lector , C e  o l e  s t i u m  R e r u m  Disciplinae, Atque Totius 
Sphaericae peritissirni, Johannis Stoeflerini Justingensis, uiri Germani, uariorum 
Astrolabiorum compositionem seu fabricam, . . . . . . . . . ., in meliorem formam quàm 
antea fuerant, redigenda, atque imprimenda curauimue. Vale. Anno Salutis. 
M.D.XXXV. Menae Martio. (Zu ergknzen: Moguntiae.) Ein Folio-Band von XVI 
und 156 Seiten. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



94 Historisch-literorische Abtheilung. Ueber die Wasseruhr etc. 

5 Hoc praeterea instrumentum Eerwaanus Co~tractus vocat 
Walzagoram. . . . . . . . . . . Walzagora igitur Arabice sonat plana 
sphaera uel planisphacrium, azct astrolapsus Latilze. 

Ptolernezcs uppellat astrolabium planom sphaeram aut plani- 
sphaerium ex eo, q w d  sit quasi sphaern extema in plano. 

I m  3. und 4. Quadranten jenes excentrischen Ringes des ,,RückensU 
sind Quadrate, die sogenannten S c a l a e  a l t i m e t r  a e ,  mit der umbra 
recta und umbra versa verzeichnet, denen bei den arabischen Astrolabien, 
so bei dem Arxschel's im Par. Man., ganz Bhnliche Constructionen 
entsprechen, welche au€ eine sehr einfache Weise die Tangente 
(J",~d J 32111 al-$ al-menkûs) der Winkel von 0' bis 45' und die 
Cotangente (bywJi ,'&Ji al-zill al-mebsûk) der Winkel von 45' bis 90' 
geben. 

Die Excentricitat auf dem Rücken von 
Arzachel's Scheibe is t  eine bedeutend grossere, ~f l  als Stoeffler annimmt, und aus nebenstehendern 
Schema ersichtlich. 

W a s  endlich die UniversalitLt des Zarkblî- 
schen Astrolabiums anlangt, so braucht nur 
darauf hingewiesen zu werden, dass die systeme 
der Stundenwinkel, sowie die der Azimuthe und 

Hohen, durchaus vom Standpunkte des Beobachters abhangen; alls drei 
sind in demselben Augenblicke a n  veischiedenen Ort,en der Erde ver- 
fichieden. 
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S. LIE. Theorie der  Transformationsgruppen. Zweiter Abschnitt Unter 

Mitmirkung von F. ENGEL. Leipzig, B. G. Teubner. 1890. IV u. 554 S. 

Beziiglich des ersten Abschnittes dieses Werkes, der  die allgemeiue 
Theorie der endlichen, continuirlichen Transformationsgruppen behandelte, 
sei auf die i n  dieser Zeitschrift Rd. XXXIV 1889. S. 1 7 1  u. flg. erschienene, 
eingehende Anzeige von Horrn S t u d y  verwiosen. 

Der vorliegende ameite Abschnitt beschaftigt sich mit der Theorie 
der Berührungstransformationen, und den von solchen gebildeten Gruppen, 
ein dritter Abschnitt wird Anwendungen bringen. 

Um in das Wesen der Berührungatransformationen leichter einzudringen, 
wird man am Resten auf die geometrische Entstehung derselben aurück- 
greifen. (Vcrgl. dazu vor Allcm die grosse Abhandlung L i e ' s  im V. Band 
der Mathem. Annalen.) 

Bekanntlich ha t  P o n c e  1 e t  die Grundlagen einer Theorie der reciproken 
Polaren in Ebene und Raum geschaffen und damit den Dualismus in der 
Geometrie begründet; so fruchtbar diese Lehre zweifellos gewirkt hat ,  so 
wird man doch bebaupten müsscn, dass die Nachfolger P o n c e l e t ' s  den 
von ihm eingeschlagenen Weg xu einseitig verfolgt haben, so dass ihnen 
wichtige Partien der Geometrie verborgen blieben. 

Nach dem Vorgange L i  0'8, der durch P l i i c k  e r  'sche Speculationen 
dam angeregt wurde, kann man der Theorie der  Reciprocitat eine neue, 
fmchtbare Seite abgewinnen. 

Um vorerst in  der Ebene zu bleiben, so ordnet eine gegebene Raci- 
procitat zunachst irgend einem Punkte P eine Gerade gl zu, weiterhin 
aber einer jeden Geraden oder Richtung g durch P wiedenun einen Punkt 
Pl auf g,. Basst man daher den Inbegriff eines Punktes P und einer 
durch ihn gehenden Richtung g als ein Ganzes auf, das ûls , , L i n i e n -  
e lement"  beaeichnot sei, so kann man auch sagen, dass vermoge der 
Reciprocitat irgend ein Linienelement (P, g) in  ein m u e s  Linienelement 
(pl, g,) übergeht. Die Ebene erscheint nunmehr nicht sowohl als ein 
zweifach, sondern vielmehr als ein dreifach ausgedehates Feld, insofern 
j a  ein Linienelement von drei Bestimmungsstiicken abhangt. Die Linion- 
elemente einer Curve (d. i. Inbegriffc von Punkt  und ~ a n p n t e )  gehen 
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wiederum liber in die Linienelemente einer Curve, und haben zwei Cui-ven 
ein Linienelement gemein, so gilt offenbar das Gleiche von den beiden 
transformirten Curven; mit anderen Worten, Curven, die sich berühren, 
gehen bei unserer Transformation wiederum in solche iiber. Damit ist 
ein erstes einfaches Beispiel oiner sogenannten ,,RerührungstransformationL' 
gegeben. Der so gewonnene Begriff bietet jedenfalls den Vortheil, lineare 
(oder auch hohere) Reciprocitaten und andererseits Punkttransformstionen, 
wie z. B. die Collineationen, unter einem gemeinsamen hoheren Gesichts- 
punkte zusammen~ufassen, da  j a  eine Collineation zweifellos auch eine 
Berührungstransformation ist. Man wird aber weiterhin fragen, ob es 
nicht nnch hijhere Classen von Berührungstransformationen giebt, bei 
denen Linionelomento stets wiodor in  Linienelemente übergehen. 

Gehen wir jetzt zum Raume über, so wird man bald erkennen, dass 
sich das bei der Ebene Bemerkte nach zwei getrennten Richtungen hin 
ausdehnen lasst. 

Liegt eine rGumliche, lineare Reciprocitiit vor, so ordnet dieselbe 
wiedorum nicht nur  einom Punkte P eine Ebene XI zu, sondern 
auçh jeder durch P gehenden Ebene (oder besser Stollung) b' einen 
Punkt  Pl auf El. Versteht man also unter , , F l 3 c h e n e l e m e n t "  den 
Inbegriff eines Punktes P und einer mit  ihm incidenten Ebene (Stellung) E, 
so geht jedes Flachenelement (P, E) liber in  ein anderes (Pl,  El). Die 
cm2 Flachenelemente einer Flache transformiren sich im Allgemeinen eben- 
falls in  die CE Flachenelemente einer neuen Flacho, sodass Berührung 
von Flachen bei der ,,Berührungstransformation<' erhalten bleibt. Da eine 
Stellung von zwei Stüoken, etwa zwei Winkeln p, q abhangt, ein Punkt 
selber von drei Coordinaten x, y, a, mithin ein Flachenelement von fünf 
Stücken x, y ,  z, p l  q ,  so sieht man jetzt deutlicher, dass das Wesen der 
neuen Auffassung i n  einer ,, E r w e i t  e r u n g t '  der ursprünglichen Reci- 
proeitiit besteht, insofern nunmehr - analytisch mit Hilfe von fünf 
Gleichungen - die ,,Coordinaten" x, y,  a ,  p, q eines Flachenelement~ 
transformirt werdon in die Coordinaten x,, y,, cl, pi, 4, eines nouen 
Plachenelements. Hieran werden sich analoge Betrachtungen anlehoen, wie 
oben bei der Ebene. 

E s  ist aber von Wiohtigkeit, dass man bei consequenter Verfolgung der 
scizzirten Gedankenreihe zu einer zweiten, von der ersten wesentlich ver- 
schiedenen Gattung von Berührungstransformationen gelangt. Man denke 
sich namlich zwei Reciprocitaten gleichzeitig gegeben, so ordnen dieselben 
einem Punkte P eine Gerade g, zu, zugleich aber  auch einer Ebene 
(Stellung) E durch P eine weitore Gorade g',, welche mit g1 in einor 
Ebene XI liegt, und also auch y, in einem Punkte Pl begegnot. Dann 
wird man es als eine Folge der ursprünglichen Reciprocitaten ansehen, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 97 
- - . -  - - * ^ x . _  

dass wiederum ein ,,Fl$chenelement" (PE) übergeht in ein neues Plachen- 
element und die Zuordiiung der Pliichenelemente besitzt offenbar 
gleichfalls das charakteristische Merkmal der Berührungstransforrnationen, 
die Invarianz der Berührung. 

Urn gleich das merkwiirdigstc, hierhcr gohorige, von L i e  zuorst 
gofundene Beispiel anzuführen, E O  seien zwei (lineare) Reciprocititen 
definirt durch die Gleichungen (i =1/-1): 

Den ao3Punkten des einen itaumes entsprechen dabei die (imaginaren) 
m g  Geraden, welche den Kugelkreis treffen, irn zweiten Raume; umgekehrt 
den Punkten des zweiten Raumes die Geraden eines gewissen linearen 
Complexcs. Tri t t  jetzt aber die Erweitorung auf Fl$chenelomente oin, so 
ergiebt sich, dass die w Pl%chentilernente einer G e r a d e n  des ersten 
Raunies übergeführt werden in die cl3"l~chenelemente einer K u g e l  des 
zweiten Raumes; insbesondere müssen also zwei sich schneidenden Geraden 
zwei sich berührende Kugeln entsprechen. Hieraus ersieht man schou, 
welchen Werth die fragliche Abhildung für  die Berührungsprobleme der 
Kugel hat. Eine weit wichtigere Folgeriing ist aber, dass, wenn zwei 
Flhhen vermogo der Transformationen sich ontsprechen, dia K r  ü m m u n g s  - 
l inien der einen dabei übergehen in die H a u p t t a n g e n t e n c u r v e n  der 
anderen. Hierauf gestützt ha t  L i e  für  eine Reihe bemerkenswerther 
Flachen die Iiaupttangentencurven bestimmt. 

Wir haben diese geometrische Einleitung mit besonderer Rücksicht 
darauf ausgedehnt, dass dieee so fruchtbaren und eleganten Untersuchungen 
von den eigentlichen Geometern bishcr nicht ausreichend gewürdigt, zu 
eoin schcinon. 

m a s  die Geschichte der vorliegenden Theorie betrifft, so  muss aller- 
dings betont werden, dass bei L i e  selber die geometrische Speculation 
nur die eine Saite der Sache war: er ha t  nicht weniger von vornherein die 
Anwendungen auf (gewohnliche und vor Allem auf) partielle Differential- 
gleiehungen im Auge gehabt; es mag hier vor der Hand an der Remerkung 
genügcn, dass CS geradc solche Berührungstransformationen sind, welche 
die partiellen Differentialgleichungen in Formen bringen, welche der Inte- 
gration zugiinglicher sind. 

m i r  gehen jetzt d a m  über, das Wesentliche der oben betrachteten 
Beispiele zu erfassen und in analytische Form zu kleiden, um so den 
Brgriff der Eerührungstransformation i n  seiner wahren Allgemeinheit zu 
erkeiinen. Um unnothigo Wiederholungen zu vermeiden, wcrden wir gloich 
den gewohnlichen Raum als Muster zu Grunde legen. 

Ais Coordinaten eines Flachenelements (PB) wird man zunachst 
nebst den rechtwinkligen Coordinaten z, ?/, f i  des Punktes P die Verhalt- 

Eiist.-lit. Abth. d.  Zcitschr. f. liath. n. Phys. 39. Jahrg. 1984. 3. Hoft. 8 
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a z as 
nisse p = - 7  q = - der Projectionen , einer unendlich kleinen Ver- a~ a v 
schiebung wshlen, welche man dem Punkte lëngs des Lothes zur Stellung E 
ertheilcn mag. 

Setzt man nunmehr fünf Trausformationsgleichungen zwischen den 
X, y,  a, p, p und neuen Grossen x,, y,, a,, p l ,  pl an: 

I) 1 x i - X ( z ,  Y, a, p ,  4)) Y,=. Y(%,  Y i  z , p ,  ¶), % = Z ( x ,  Y, 2, P, q), 

2% = P (x, Y, 8, Pl dl 91 - Q (xi Y1 2, P, d, 
so definirt man,  a b g e s e h e n  v o n  d e r  s t e t s  v o r a u s g e s e t z t e n  Be-  
d i n g u n g  d e r  A u f l o s b a r k e i t  n a c h  d e n  X, y, z, p ,  q ,  eine B e -  
r ~ h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n  durch die Forderung, dass vermoge 1) ein 
Fliichenelement stets wieder in ein Fl~chenelernent übergehe, oder analytisch, 
dass die , ,Pfaff lsche G l e i c h ~ n g ' ~  d a  - p a x  - pdy = O stets die andere 
Pfaff ' sche Gloichung dz, - pl dx, - q, dy, nach sich ziehe, d. i. dass 
identisch vermoge 1) die Proportionalitzt der beiden , ,Pfafflschen Aus- 
drücke" da - p d x  - qdy und dz, - pl dx, - q, dy, erfüllt werde: 

1 )  dsl - p,dxl - q,dy, r 9 (2, Y ,  8, P, n)(dz - P ~ X  - @y), 

wo g eine (nicht identisch vcrschwindende) Function der eingeklammerten 
Grossen bedeute. 

Offenbar sind drei FBlle zu unterscheiden, j e  nachdem aus den 
Gleichungen 1) nur eine, oder aber zwei, oder endlich drei Relationen 
zwischen den x, y, Z; xl , yl, .el allein folgen. 

Der  letzte Fa11 ist der einfachste; dann liegen drei Gleichungen vor 
von der Form: 

111) x , = X ( w , a ) ,  Yl -Y(x ,Y,a) ,  % = z ( x , Y , z ) l  
aus denen durch Differentiation und Elimination mit Nothwendigkeit die 
beiden letzten Gleichungen 1) resultiren; eine derartige Berührungs- 
transformation ist als eine , , u n e i g  e n t l i c h e t L  zu bezeichnen, da sie nur 
durch , , E r  w e i  t e r  ung" einer gewohnlichen Punkttransformation III) ent- 
standen ist. 

I m  ersterwshnten Falle kommt nur  eine einzige Relation in Betracht: 

Q(x, Y ,  s, xl, YI, 21) = 0. 
Differenzirt man total, so muss die Gleichung: 

mit der Forderung II) %quivalent sein; in  der That erhiilt man durch 
partielle Diffcrentiation vier Gleichungen: 
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die zusammen mit IV) ein den Gleichungen 1) liqiiivalentes System liefern, 
nur dass dasselbe, um eine brauclibare Berühr~n~stransformation zu ergeben, 
sowohl nach den x, y ,  8 ,  p, q als nach den x,, yl, z,, pl, p, auflfisbar 
sein muss. Sieht man diese Redingung als eine selbstverstitndlich zu 
erfüllendo an, so ha t  man das Resultat: 

, , A l l e  e i g e n t l i c h e n  B e r ü h r ~ n ~ s t r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  
e r s t e n  K a t e g o r i e  w e r d e n  d u r c h  e i n e  beliebige R e l a t i o n  IV) 
r e p r a s e n t i r t . "  

Hierher gehoren demnach die oben be t ra~hte t~en  dualistischen Trans- 
formationen. Aehnlich erledigt sich der zweiterwahnte Fa11 mit xwei von 
einander unabhangigen Relatîonen: 

Man operirt ganz wie oben, nur  dass jetzt a n  Stelle von SL die 
lineare Combination 1, fi1 + A,SL, trit t .  Durch Elimination des Quotienten 

5 hat m m  wicder fiinf Glniohungen, die unter der Bedingung der Auf- 
I ,  
liiabarkeit ein System 1) bilden. Somit gilt: 

, , A l l e  e i g e n t l i c h e n  R e r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  
z w e i t e n  K a t e g o r i e  w e r d e n  d u r c h  i rgend z w e i  v o n  e i n a n d e r  
u n a b h i i n g i g e  R e l a t i o n e n  V) repr i i sen t i r t . "  

Der innere Unterschied zwischen den uneigentlichen und eigentlichen 
Berührungstransformationen einerseits, sowie derjenigen zwischen den Be- 
rühriingstransformationon iihorhaupt und den gowohnlichen Transformationen 
lasst sich jetzt deutlich charaktsrisiren. W i r  benützen dabei geometrische 
Redeweise. Wkihrend bei den uneigentlichen Berührungstransformationen 
ein Punkt wieder in einen Punkt  (oder in  eine endliche Anzahl von Punkten) 
übergeht, trit t  bei den eigentlichen ein W e c h s e l  in  d e r  A r t  d e s  Ranm- 
e l e m e n t e s  ein: die m3 Punkte des R.aumes transformiren sich in eine 
cc3 Plachen- respoctivo Cnrvenschaar. Dagegon stehen die Berührunga- 
transformalionen als solche den gewtihnlichen Raumtransformationen insofern 
gegenüber, als man sich nicht darauf beschrankt, ZLI fragen, wie sich ein 
einzelner Punkt  transformirt, sondern zugleich seine , ,Umgebungt '  auf 
einem ebenen beliebig kleinen lWchenstück. 

Daher sind die Berührungstransformationen wie geschaffen zur Unter- 
suchung von Problemen aus dor sogenannten ,, Geometiie auf der Flacheu. 

Die Rerührungütransformationcn sind wesentlich a n  die ContinuitBt 
des Punktraumes gebunden; der Raum erscheint, um uns einer gelegent- 
lichen, drastischen Aeusserung von F. K l e i n  zu bedienen, mit lauter 
(beliebig kleinen) Flachenstücken ,,gepflastertlL, wahrend er in der modernen 
Xannigfaltigkeitslehre und der sich daran anschliessenden Theorie der Punc- 
tionen mit disoontinuirlichen Gruppen von ,,lsuter einzelnen Spitzen starrtil .  

8 
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Bei den eigentlichen Berührungstransformationen, von denen von nun 
a b  ausschliesslich die Rede sein wird, vertauschen sich, allgemein gesagt, 
Punkte,  Curven und Flachen wechselseitig. Man wird demnach versucht 
sein, diese drei Inbegriffe von ma Flachenelementen unter einen Begriff 
zusammenzufassen, der von L i e  als ,,Element-iW2" bezeichnet wird. Wie 
sich weiterhin zeigt, erhsl t  erst dadurch nicht allein die Thearie als solche, 
sondern auch ihre Anwendungen auf die partiellen Differentialgleichungen 
eine vollige Durchsichtigkeit. 

Der gemeinten Zusammenfassung liegt aber auch eine innere Be- 
rechtigung zu Grunde. Eine continuirliche Schaar von Flachenelementen 
wird als , , E l e m e n t - M a n n i g f a l t i g k e i t "  definirt, wenn das dieselben 
darstellonde Gloichungssystem i n  a,. y, z, p, q der P f  aff'schon Gleichung 
d z  - p d z  - qdy - O genügt. Besteht nun eine solçhe Elementmannig- 
faltigkeit gerade aus CO' Elementen, so fdllt sie mit dem obigen Begriff 
der Element-M, zusammen; aus der E l e m e n t - 4  geht  eine Element- 
mannigfaltigkeit von m' Elementen, d. i. eine Element - M, einfach dadurch 
hervor, dass man vermoge irgend eines Gesetzes aus den m a  Elementen 
eine cc '- Schaar ausscheidet. 

Eine unmittelbare Anwendung erf'ghrt der Begriff der Element-N2 
bei dem Problem der Integration einer partiellen Difforentialgleichung: 

Nach der gewohnlichen Auffassung handelt es sich darum, alle 
G1eichungc;systeme von der besonderen Form: 

aufzustellen, welche die Gleichung SZ = O umfassen. Offenbar wird dam 
die Pfaff ' sche Gleichung dc - y d x  - qdy  = O identisch befriedigt. 

Auf dem jeteigen Standpunkt ivird man a n  Stelle jenes speciellen 
Gleichungssystems tiberhaupt jedes System von drei Gleichungen zwischen 
x, y, 8, p ,  4 ni setzen haben, welches sowohl der Pfaff ' schen Gleichung, 
wie SZ = O genügt. Mit anderen Worten,  es werden alle Element-H2 
gesucht, deren Elemente der m4-Schaar  von Elementen angehoren, welche 
die vorgelegte Gleichiing SL (z, y ,  z, p, p) = O aus der m5-Schaar aller 
Fliichenelemente ausscheidet. 

Auf die abstracten und verwickelten Fragen, welche hieraus für die 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen entstehen - nicht nur im 
Falle von drei, sondern allgemein von ~z Variabeln, dem dann in gleicher 
Weise Berührungstransformationen im Raum von lz Dimensionen zu G r u n d e  
zu legen sind - kasin hier nicht eingegangen werden; nur ein Punkt 
von besonderer Wichtigkeit m6ge zur Sprache kommen. Die Gesammtheit 
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der Berührungstransformationen des Raumes ist oben mit Hilfe bloser 
Differentiationen und  Eliminationen ermittelt worden. Es giebt indessen 
zu ihrer Bestimmung einen zweiton Weg, der zwar weit weniger einfach 
ist, dafür aber tiefer in  die Theorie bineinführt, und für das Verstündniss 
des organischen Zusammenhangs mit den partiellen Differentialgleichungen 
unerl&dich ist. 

Man frage nach den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, 
welche die Punctionen X, Y, 2, P, Q in  1) zu erfüllen haben, damit die 
Identitat II) befriedigt werde. Die Antwort lgsst sich sehr verschieden 
formuliren; die fruchtbarste dürfte folgende sein. Bedient man sich, wenn 
F, @ irgend zwei Functionen der x, y,  s, p, p sind, des P oisson'schen 
Zeichens : 

und nennt man F und @ , , in I n v o l u t i o n  l i egendtL ,  sobald [F@] identisch 
verschwindet, so sagt das fragliche Kriterium aus, dass je  zwei der droi 
ersten Functionen i n  1), X, Y, Z in  Involution zu liegeu haben; is t  das 
Kriterium erfüllt, so sind damit von selber die fehlenden Functionen P, Q 
(wie auch der Proportionalit~tsfactor g in  II) eindeutig bestimmt. 

Gerade dieser Involutionsbeziehung habeq sich die früheren Analytiker 
bei den Integrationen einzolner partieller Differentialgleichungen bedient, 
erst L i e  war es aber vorbehalten, deren innere Bedeutung -und ihren 
nothwendigen Zusammenhang mit den Berührungstransformationen auf- 
zudecken. Auch einzelne Bertihrungstransformationen sind früher wieder- 
holt zu dem genannten Zwecke verwandt worden, obne dass man auch 
nur zu einer allgemeinen Definition der Berührungstransformationen gelangt 
wiire, obgloich sich bei L a g r a n g o  von analytischer Seite her, und bei 
Pl  iic k e r  von geometrischer Seite her , beachtenswerthe Ansiitze dazu finden. 

Ehe wir uns zum zweiten Theile des Duches, der Invariantentheorie 
der Berührungstransformationen wenden, greife noch eine formale Be- 
merkung Platz, die der Geometer bereits erwartet haben wird. 

Die Groàsen p, p, welche die Stellung einer Ebene bestimmten, eind 
die VerhMtniese der Cosinus der Winkel, welche das Loth der Ebene mit 
den Coordinatenachsen bildet. Um nicht immer gewisse Ansnahmefalle, 
welche mit dem Unendlich-Fernen zusammenhangen, namhaft machen zu 
müssen, empfiehlt es sich, die fraglichen Cosinus (odor auch ihnen pro- 
portionale Grossen) als homogene Stellungscoordinaten p l ,  p,, p3 einzuführen. 

Es zeigt sich, dass gerade für die Invariantentheorie der Berlihrnngs- 
transformationen die Homogenitiit in den p eine hervorragende Rolle spielt. 
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Zu dem Behuf ist  der Begriff der homogenen Berührungstransformationen 
-vormzustellen, Wegen der Bezeichnungen ist es bequemer, jetzt allgemein 
von 2.n + 1 Variabeln z; x,, x,. . . x,; pl, p 2 . .  .p, zu sprechen; dieselbcn 
erfahren vermoge der Functionen Z ;  XI, X,  . . . X,; Pl ,  Pz . . . P, eine 
Berührungstransforrnation, wenn 

II) 2-P,dX,-P,dX,- ...- P , d X , ~ ~ ( e , r , p )  ( ~ - p , d ~ ~ - p , d ~ ~ - . . . - ~ n d ~ , ) .  

Diese Berührungstransformationen zerfallen, je nach der Art des 
Raumelements, welches gewechselt wird, in n Kategorien. Ganz unab- 
hingig von dieser Eintheilung ist aber eine andere, nach der Natur der 
Functionen Z, X, P. Eine erste, wichtige Untcrgattung wird durch die 
Fordorung definirt, dass die 2r. Functionen X, P von z ganz frei sind, 
s o d a s  die X, p unter sich transformirt werden. Sobald man noch die 
specielle Bedingung hinzufugt, dass Z =  a wird, d. h. dass z eine Invariante 
der Bertihrungstransformation k t ,  so werden die X ,  P von selhst homogen 
in den p (und zwar die X von der nullten, die P von der ersten Ordnung), 
und dio Identitat II) nimmt die syrnmetrische Form an: I P d X z -  Zpdr.  

I n  diosem Falle heisst die Transformation selbst oine homogene ,  
und auf solche beschranken wir uns für das Nachstfolgende; desglcichcn 
sollen die weiteren in  Betracht kommenden Functionen der s, p in den p 
homogen sein und kurz homogen heissen. 

Wie  in  der gewohnlichen (projectiven) Forrnentheorie ist dann als 
allgemeines Aequivalenzproblem aufzustellen: Wann sind zwei Systeme von 

je m homogenen Functionen FI (x, p), EY2(x, p) . . .Fm($,  p);  @, (XI, 

@, (XI, . . am (xfJ iiquivalent, d. h. wann kann das eine System durch 
eine homogene Berührungstransformation zwischen den x ,  p, x', in das 
andere tibergeführt werden, und,  wenn das der pall,  wie bwtimmt man 
sammtliche derartige 13erührungstransformationen? 

Zu dem Behuf wird ein System von nz Functionen F ( x , p )  erst auf eine 
csnonische Form gebracht,. E s  gelingt n%mlich, durch Aufnahme weiterer 
geeigneter Functionen der X, p ,  oin derartigos Systom von r von einandor 
unnbhiingigen Functionen FI (x, p )  , . . . E;(X,~)  zu erzeugen, dass der P o i s  Bon- 
sche Klammerausdruck [11:,4], angewandt auf irgend zwei der r FunctionenF, 
eine Function der  z, p wird, welche mit  bloser Hilfe der F darstellbar ist. 

Dann aber gilt die namliche Eigenschaft auch ftir irgend zwei Functionen 
der F, und es bietet sich so der wesentliche Fortschritt  vom nz gliedrigen 
Functionensystem zur r g l i e d r i g e n  F u n c t i o n e n g r u p p e ,  dem Inbegriff 
siimmtlicher Functionen der T nnabhiingigen F, ein Fortschritt, der die 
Invariantentheorie der Reriihrungstransformationen in Bhnlicher Weise 
bohorrscht, wie dor des vollen Systems die gewohnlicha Invariantentheorie. 

Die Sheorie der Functionengruppon erhalt ihre Durchsichtigkeit durch 
einen specifischen Dualismus. Eine r gliedrige Functionengruppe bedingt 
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namlich stets die Existenz einer zweiten (la - r) gliedrigen, der sogenannten 
Polsrgruppe, welcho dadurch definirt ist, dass jede Function der einen 
Gruppo mit jeder Function der andercn Gruppe in Involution liegt. Die 
Beziehung beider Gruppen ist eine wecliselseitige. Die beiden Gruppen 
gemeinsamen (unabhingigen) Functionen bilden wiederum eine Gruppe, 
man nennt sie die der a u s g e z e i c h n e t e n  oder i n v a r i a n t e n  Functionen 
(SC. der gegebenen Gruppe). Das Hauptresultat geht nun dahin, dass es 
n u r  d r e i  Eigenschaften giebt, welche einer homogenen Functionengruppe 
in den na Veranderlichen x1 . . . x,, p l . .  . p ,  gegentiber allen homogenen 
Berührungstransformationen in den x, p erhaltcn bloiben, erstens ihre  
Gliederanzahl v, zweitens die Anzahl g ihrer  invarianten Functionen, und 
drittens die Anzahl q' (wo q'= p oder g - 1 ist) der unabhiingigen 
invarianten Functionen nullter Ordnung (in den p). Umgekehrt sind bei 
Erfülltsein der drei Bedingungen beide Gruppen %quivalent. 

Kehrt man zurück 811 den iirsprünglich vorgelegten beiden Systcmon 
von vn Functionen E', @, so l%sst siüh die Aequivalenz der beiden Systeme 
diirch blose Differentiationen und Eliminationen entscheiden, und es lassen 
sich auch alle Eigenschaften eines m gliedrigen Functionensystems angeben, 
welche gegenIiber allen homogenen Berührungstransformationen invariant 
blei ben. 

Zu einem lihnlichen Schlussresultat gelangt man,  wenn man die Be- 
dingung d& Hornogenitiit wieder aufgiebt. 

Das dritte und letzte Hauptkapitel des Buches handelt von den end- 
lichen, continuirlichen Gruppen von Berlihrungstransformationen. Ers t  
hier wird von den Methoden, Begriffen und Satzen des ersten Abschnitts 
(1888) Gebrauch gemacht. Wabrend indessen manche Entwickelungen 
von da schlankweg übertragen wcrdon ktinnen, giebt es bei den Gruppen 
der Berübrungstransformationen auch eine Reihe specifischer Eigenthümliüh- 
keiten. Die Hauptsache ist wiederum, dam eine derartige Gruppe durch 
ihre infinitesimale Transformation vollig charakterisirt wird, sodass fast 
ausschliesslich mit den letzteren und deren Symbolen operirt wird. 

Eino belicsbige inhi tcsimalo Berührungstransformation im Gebiete der 
2 n  + 1 Varjabeln z ,  x,. . . zn, p l .  . . p, enthtilt nooh eine willkiirliche 
Function der $, x , p ;  aber auch umgekehrt is t  sie nach Wahl der letzteren 
einieutig bestimmt: diese Function heisst daher die c h r t r a k t e r i s t i s c h e  
F u n c t i o n  der infinitesimalen Transformation, i n  Wirklichkeit rechnet man 
daher direct mit den charakeristischen Functionen. Das Auftreten einer 
solchen Function entspricht dem Umstande, d a ~ s  die Gesammtheit aller 
Ber~hrungstraiisformationen im Gebiete der z, z ,p  selber eine (unendliche) 
Gruppe constituirt, d. h. irgend zwei ~erührun~stransformationen, hinter- 
einander ausgeübt, sind einer einzigen solchen Transformation iiquivalent. 
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Analoges gilt von den homogenen Berührungstransformatiocen und 
von einer Reihe weiterer Kategorien. Der wichtige Process der ,,Klammer- 
operationCL gehl besondérs elegant vor sich: zwei infinitesimale Berührungs- 
transformationen mit den charakteristischen Punctionen TV,, W, ergeben 
durch Klammeroperation die infinitesimale Berührungstransformation mit 
der charakteristischen Function [ W, , W2]. 

Auch der Process der Einführung neuer TTeriinderlichen ltisst sich 
direct am Symbol der infinitesinialen Transformation vollziehen. 

Die Theorie der ,,ZusammensetzungC' der endlichen continuirlichen 
Gruppen von Berührungstransformationen gestaltet sich ahnlich, wie die 
der endlichen continuirlichen Gruppen von Punkttransforrnationen; will 
man alle Gruppen bestimmen, die zu einer vorgelegten Zusarnmensetzung 
gehoren, so bedarf man htichstens der Integration gewohnlicher Differential- 
glcichungen. 

Jede  endliche contiiiuirliche Gruppe von Berührungstransformationen 
b e s i t ~ t  ,,DifFerentialinvarianten", die alle gleichfalls durch Integration ge- 

wohnlicher Differentialgleichungen bestimmt werden konnen. Indem wir 
uns ein Eingehen auf diese Probleme versagen, mogen wir lieber noch 
einige Worte der fundamentalen, fü r  geometrische Anwendungen besonders 
fruchtbaren Aufgabe widmen, alle endlichen continuirlichen Gruppen von 
Berührungstransformationen im Raume von n. Dimensionen zu ermitteln. 

Man wird hierbei alle ~ r u ~ ~ f n ,  die selbst wieder durch Berührungs- 
transformationen ineinander tibergeführt werden konnen, einem und dem- 
selben T y p u s  zuordnen und wird sich auf die Bestimmung der verschiedenen 
Typen beschriinken dürfen. 

Diese Typen von Gruppen zerfallen in zwei Gattungen: enthilt  ein 
Typus eine Gruppe von erweiterten Punkttransformationen, so heisst er 
r e  d u c i b e l ,  im andern Falle i r r e  d u c i  be l .  Nur die letzteren werden 
hier behandelt. (Wegen der ersteren muss auf den demnichst erscheinenden 
dritten Abschnitt des Werkes verwiesen werden.) Die Bestimmung aller 
Typen von irroducibeln Gruppen von Rcrührungstransformationen in 2.n + 1 
Variaheln z, z, p st6sst auf solche Schwierigkeiten, dass eine Boschriinkung 
auf gewisse, allerdings besonders bemerkenswerthe Klassen geboten erschien. 

F ü r  die Ebene wird das Problem dagegon vollstandig durchgefùhrt. 
Nerlrwürdiger Woise rosultiren nur d r e i  T y p e n  v o n  r e s p e c t i v e  z e h n - ,  
s i e b e n - ,  s e c h s g l i e d r i g e n  G r u p p e n .  Das wesentliche Hilfsmittel dabei 
is t  die Verwendung gewisser Reihenentwicklungen der infinitesimalen 
Transformationen der Gruppen und die Ausübung des Klammerprocesses 
auf dieselben. 

Von den drei Typen ist der zehngliedrige der bedeutsamste; wahlt 
man irgend eine Gruppe desselben als Reprasentanton, so sind die beiden 
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weiteren Typon durch zwei gewisse Untergruppen der Gruppe dargestellt. 
Dem zehngliedrigen Typns gchort vor Allcm dio Gruppe siimmtlicher 
Uertihrungstransformationen a n ,  welche K r e i s  e w>e d c r u m  in K r o i s e  
iiberführen. 

Aendert man die Auffassung der Gr6ssen z, y, y' = 9 der Coordinaten 
d x  

eines Linienelements der Ebene, und dentet dieselben als Coordinaten eines 
Raumpnnktes - wobei die Element-Ml der Ebene eine sebr einfache 
Abbildung auf gewiose Raumcurven erfahren - so erkennt man, dass 
der fragliche Typus auch durch sehr bckannte Gruppen von Raumpunkt- 
transformationen reprasentirt werden k m n .  Dahin geh6rt einmal die 
Gruppe von projectiven Transformationen, welche einen linearen Complex 
unverandert laasen, sodann die Gruppe aller conformen Punkttransformationen 
des Raumes. 

Von besonderer Einfachheit ist auch die L6sung der Frage,  welches 
die Differentialgleichungen niedrigster Ordnung sind, welche bci den 
erwihnten drei Typen der Ebene invariant bloiben. 

Die niedrigste Ordnung ist drei, in  der Tha t  giebt es nur  eine 
einzige Differentialgleichunp dritter Ordnung in x, y ,  welche bei irgend 
einer irreducibeln Gruppe von BerIihrungstransformationen der Ebene 

invariant bleibt; dieselbe liisst sich auf die canoniscbe Form 9 - O 
doY 

bringen. 

Lcider ha t  sich der Referent im Hinblick auf den Umfang der Be- 
sprechung versagen müssen, auf die gedankenreichen Methoden des Buches 
noch tiefer einzugehen, es genügt ihm, dem Leser eine Vorstellung von der 
Bedeutung der skizzirten Theorien gegeben zu haben. Herrn E n g e l  ist 
für seine selbstlose und mit grossem Geschick durchgeführte Behandlung 
des schwierigen Stoffes der wkrmste Dank zu zollen. 

W. FBANZ MEYER. 

Zu den Grundlagen der  nicht - euklidischen Geometrie von MAX SIMON. 
Strassburg 1891. 

In  der Einleitung giebt der Verfasser eine kurze historische Ueber- 
sicht liber die Entwickelung der nicht-euklidiscben Geometrie, in welcher 
er besonders den charakteristischen Unterschied der Standpunkte von 
G a u s s  und B o l z a n o  hervorhebt. Im 5 2 wird die Mtiglichkeit einer 
Metageometrie erortert und die Berechtigung derselben als hypothetiscber 
Mathematik einor moglichon Zukunft auf physiologischom Wcgo durch die 
Entwicklungsfahigkeit unserer Sinnesorgane abgeleitet. Der dritte Para- 
graph enthslt eine Unteisuchung der verschiedenen Definitionen von den 
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drei Grundgebilden der Geometrie: Punkt ,  Gerade und Ebene, wobei sich 
die Unmoglicbkeit einer logischen Definition dieser Grenzbegriffe ergiebt. 
Der Grund dafür, dass uns diese Gebilde trotzdem so vertraut sind, ist 
nach der Ansicht des Verfassers ein physiologischer. I m  5 4, welcher 
von den Ilimensionen handelt, wird nach dam Vorgange R i e m a n n ' s  auf die 
besondere Beziehung u n s  e r e  s Raumes zur Geraden und Ebene hinge- 
wieseu. Hieran echliesst sich im 5 5 eine Besprechung der darauf bezüg- 
lichen Schriften von R i e m a n n  und I I e l m  h o l t z .  Im 5 6 giebt der Ver- 
fasser selbst die Grundzüge einer Geometrie des vierdimensionalen Raumes, 
wahrend er im $ 7 nachweist, dass jeder Verauch eines Beweises der 
[Jnmtiglichkeit einor vierten Dimension misslingen musa, da  dorselbo wcdor 
rein logisch noch anschaulich sein kann. Im letzten Pilragraphen unter- 
zieht der Verfasser die bekanntesten Versuche, das Parallelenaxiom zu 
beweisen, einer Kritik, deren Ergebniss die Unhaltbarkeit derselben ist, 
und giebt m m  Schluss bei einer Vergleichung der beiden Geometrien des 
endlichen Raumes der KLein'schen, welche ihre Versinnlichung im Strahlen- 
bündol findet, vor der Riemann ' schen ,  welche statt  der Ebene die Kugel 
setzt, den Vor~ug .  Dr. MAX MEYER. 

Theorie der Differentialgleichungen von Dr. ANDREW RUSSELL FORSYTH, 
F. R.  S., Professor a m  Trinity College zu Cambridge. - Erster 
Theil: Exacte Gleichungen und das P f a  f f'sche Problem. - 
Autorjsirte deutsche Ausgabe von II. MASER. - Leipzig, B. G. Teub- 
ner. 1893. 

Der unermüdliche und berufene Uebersetzer Herr  M a s e r  hat es 
unternommen, eine deutsche Ausgabe des Tor drei Jahren erschienenen 
oben bezeichneten F o r  s y  t h'schen Werkes zu liefein. Da unterzeichneter 
Referent bereits den Originalband ausführlicher zu besprechen Gelegenheit 
hatte - diese Zeitschrift, Jahrg.  XXXVI, Rist.-liter. Ab+. S. 190 bia 196 - 
so b r m c h t  hier auf don eigentlichen Inhalt des Buchev wohl nicht mehr 
eingegangen zu werden. Nur  so vie1 sei gesagt, dass der Verfasser das 
Pfaff ' sche Problem auf Grund der msssgebenden, zum Theil klassischen 
Arbeiten behandelt, und dass die Untersuchungen von J a c o  bi ,  N a t a n i ,  
O r a s s m a n n ,  C l e h s c h ,  L i e ,  F r o b e n i u s ,  A. M a y e r  und Darboux  
besonders berücksichtigt worden sind. Studirenden, welche sich i n  die 
Theorio der partiollen Differentialgloichungoa einlobon wollen, kann das 
Werk umsomehr empfohlon werdcn, nls es sehr lohrreiche Uobungsbeispiele 
enthalt und mit historischen und bibliographisühen Notizen reich am- 

gestattet kt. Dr. W O L D .  HEYYAXX. 
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Ueber gewisse partielle Differentialgleichnngen hoherer Ordnnng. Von 
Dr. A. GUTZMER. Berlin, Bernstein. 1893. 

Die partielle Differentialgleichung der Potentialtheorie 

ist nach verscliiedenen Richtungen hin verallgemeinert worden. So wurde 
an Stelle der Potentialfunction zweier beziehungsweise dreier Variahlen 
die entsprechende Function für  einen rz dimensionalen Raum untersucht, 
wo sich wieder der Differentialparameter zweiter Ordnung als von hervor- 
ragondster Bedeutung erwies. Weitor orfuhr die Potentialtheorie eine 
Erweiterung in dem Sinne, dass man die der Potentialfunction im Euklidi- 
schen Raume entsprechende Function im Gauss 'schen und R i e m a n n -  
schen Raume in Betracht zog. (Wegen der Literatur vergl. B a c h a r a c h ,  
Geschichte der Potentialtheorie, Gottingen, Vandenhoeck u. Ruprecht. 1893.) 
Endlich wurde M a t h i e u  durch die Theorie der Elasticitat zur Einführung 
des zwei ton  P o t e n t i a l s  veranlasat; und es entstnnd hier dio Frage nach 
der Verallgemeinerung dieses Begriffs, der sich übrigens schon bei L a m é  
findet. Der Beant.wortung dieser Prage sind eine Reihe von Abhandlungen 
gewidruet, welche der Verfasser nach einander in  verschiedenen Zeitschriften 
(Liouvi l l e ' s  Journal (4) VI; Jornal  de' Sciencias Mathematicas e Astro- 
nomicas X;  Sitzungsberichte der Konigl. Rohmischen Gesellschaft der Wisseli- 
schaften 1892) verGffentlicht hat. 

Die vorliegende in Halle eingereichte Inaugural - Dissertation bietet eine 
zusammenfassende Darstellung dieser Entersuchungen. 

Wird auf den Ausdruck 

i =l 

die Operation A noch TZ - 1 msl angewendet, so ergiebt sich ein Ausdruck, 
den der Verfasser in  Analogie mit M a t h i e u ' s  z w e i t e m  P o t e n t i a l  als ntes 
P o t e n t i a l  Anu bezeichnet. Die Aufgabe besteht nun in der Bestimmung der 

allgemeinen L6sung von Anu - 0 

für einen ausserhdb des Boreichos gelogcncn Punkt, sowie von der der 
P o i s  s O n'schen entsprechenden allgerneineren Differentialgleichung für einen 
innerhalb des nereiches gelegenen Pnnkt  - unter der Voraussetzung, dass zc 

von x,, x,, . . . xh, nur in der durch p 

r 2  - y x e ;  
I 

gegebenon Verbindung abhangt. '=l 

Dieses Problem wird schrittweise, znnticbst für  zwoi, sodann für  drei 
und endlich für  variable gelost, wobei jedoch die Stetigkeitsbedingungeu 
bei Seite gelassen werden, die nothwendig sind, damit die Operationen 
nicht ihren Sinn verlieren. 
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Weiter wird gezeigt, dass die für 

Anu = O 
gefundenen Losungen - es treten namlich zwei verfichiedene Formcn ftir 
das Integral auf, je nachdem Q gerade oder ungerade ist - die allge- 
meinsten Functionen von r sind, welche der Differentialgleichung genüge~i, 
ein Resultat,  das auf den Fa11 verallgemeinert wird, wo u eine Function 
von v und v seinerseits von r a b h h g t .  

Zum Schluss giebt der Verfasser noch eine Verallgemeinerung de6 
Green'schen Theorems in dern Sinne, dass auch hier die n'on Potentiale 
eingohen. F ü ï  n = 2 ergiebt sich als Specialfall dcr schon von M a t h i e u  
für  das zweite Potential aufgevtellte Green 'sche Satz. E. JAHNKE. 

II. G ~ N T S C H E ,  Beitrag zur Integrat ion der  Differentialgleichung: 

9 = pu + p,y + ppy2 + J I ~ Y ' .  Wissenschaftliche Beilage zum Pro- 
dz 
gramm der Dritten Realschule zu Berlin. Gaertner. 1893. 

Die vorliegende Programmabhandlung bildet theilweise die Erganzung 
heziehungsweise Fortsotzung zu der Iriaugiiral-Dissertation des Verfassers, 
über welche Referent bereits Gelegenheit gehabt ha t  zu referiren. (Vergl. 
Bd. XXXV S. 105.) In  dem Falle, wo die Integralgleichung die Form hat: 

wird die in jenem Referate angedeutete Lücke ausgefüllt: Der von dem 
Verfasser in der Inaugural-Dissertation aufgestellte Satz, wonach die zu- 
gehorige Difforontialgleichungeichung stote in  eino solche mit constanten Coofficienton 
trarisFormirt werden kann, behalt in  der That  allgemein seine Giltigkeit. 
Auch die Behandlung des Falles, wo die Integralgleichung lautet: 

4 4 

wird verallgemeinert, insofern, als die Anzahl der in der Inaugural-Dissertation 
gemachton Annahmen verringert wird. (Vorgl. das Beferst Bd. XXXV S. 106.) 
Es  gelingt, die Differentialgleichung auf eine einfache Form z u  tramformiren. 

Ein anderer Theil der Programmabhandlung legt sine zweite Metfiode 
zu Grunde, um Integrationsfalle der Differentialgleichung 

zu gewinnen. Herr  A p p e l 1  hat  in L i o u v i l l e ' s  Journal (4) V eine Reihe 
solchor Intcgrationsf6llc nachgowiesen. Derselbe Weg wird auch hier htitroten, 
um weitere 1ntegrationsfj;lle aufzustellcn. E. JAHNKE. 
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Die qnadratische Zerf&llnng der  Prirnzahlen. Von Dr. H. SCHEFFLEB. Leipzig 
1892. Foerster. 169  S. 

Die vorliegende Schrift versucht die von E i  s e n s  t e i n  ftir die drei 
speciellen Palle q = 8 12 + 3 ,  7 n + 2 ,  7 12 + 4 angestelltcn Untcrsuchungen 
zu verallgemeinern und entwickelt ein Verfahren, um die Primzahlen der 
Form q = p n  + m und die Zahlen I q t ,  I ,  t ganze Zahlen, in die qua- 
dratische Form A2 S pB2,  wo p als Primzahl vorausgesetzt ist ,  xu zer- 
fgllen. Insbesondere behandelt sie die Zerfallung der Primzahlen von der 
Form 812 + 1, 8 n  + 3 ,  812 + 5, 8n  + 7. 

Ein Anhang beschaftigt 'sich noch mit der Auflosung der quadratischen 
Congruenzen, entwickelt Satze tiber Binomial - und Polynomialcoefficienten 
und giebt zum Schluss Eriterien einer Primzahl und ein strenges Ver- 
fahren zur Bestimmung der Factoren einer Zahl. E .  JARNKE. 

Geerling's Rechenbnch. Hand- und Hilfsbuch für  h6here und Subaltern- 
beamte, Militaranwarter und Praktikanten, welche zum Zwecke ihrer 
Anstellung oder Beforderung in hohere Amtsstellungen eine Yrüfung im 
Rechnen abzulegen haben. 12. Aufl. Leipzig1892. Geritewitz. 104s. 2Mk. 

Nach einer Uebersicht iiber die Paragraphen der beztiglichen Prtifungs- 
ordnungen , giebt der Verfasser eine Anleitung , die einzelnen Rechnungs- 
arten richtig aufzufassen und die einfachsten Aufgaben zu losen. Von den 
Elemcntcn aufstcigend, behandelt er die Anwendung dcr vicr Species in  
der Regeldetri - insbesondere die Zinsrechnung (incl. Discont - und Wechsel- 
rechnung) , die Gewinn - und Verlustrechnung , die Vertheilungs -, Mischungs- 
und Kettenrechnung. Die Aufgaben sind alleu moglichen Gebieten des prak- 
tischen Lebens, soweit es fur  Militaranwiirter in Betracht kommt, entnommen; 
u. A. finden sich auch Aufgaben aber  die InvaliditLts- und Versicherungs- 
berechnungen. Hierauf folgt eine Anleitung zur Berechnung von Fliichen 
und Korpern , erliiutert durch zahlreiche Aufgaben. Den Schluss bildet 
eine Unterweisung im algebraischen Rechnen, insbesondere also in  der 
Losung von Aufgaben mittelst Gleichungen, wobei auch Aufgaben aus dam 
Gebiete der Mechanik behandelt werden (gleichf6rmigeI gleichformig be- 
schleunigte Bewegung, der freie Fal l ,  der senkrechte Wurf 11. S. W.). 

Unter den Aufgaben, insbesondere unter den geometrisch eingekleideten, 
finden sich einige, die auch an Ilcheren Lehranstalten verwendet zu werden 
verdienen. Dagegen leidet das geometrische Einleitungskapitel , wo tibrigens 
allgemein tibliche Bezeichnungen ohne Grund geandert worden riind, an 
Ungenauigkeiten in der Ausdrucksweise. E; JAHNKE. 

J. SCHNELLINGER. Fünfstellige Tafeln fur die Zehner - Logari thmen der  
natürlichen und  trigonometrischen Zahlen. Wien 1892. Manz. 2,80Mk. 

Es wird der Versuch gemacht, das Logarithmenrechnen mit fünf 
Decimalen genauer als bisher zu vermitteln, und eine Reihe von Ver- 
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besserungen vorgeschlagen, um die Uebersichtlichkeit der Tafeln und die 
Sicherheit im Rechnen zu erhtihen. So is t  u. A. die Logarithmenanderung 
für 10 Zetintel eutgegen dem bisherigen Gebrauche durch Buchstaben aus- 
gedrückt, welche auf die beigeftigten Hilfstafeln verweisen. I n  der Tafel 
der trigonometrischen Zahlen s ind,  wie es bei den netiirlichen Zahlen schon 
tihlich war, ebenfalls die hochsten gemeinsamen Stellen des Logarithmus 
herausgehohen worclen. Für das Aufsuchon des Logarithmus eincr trigono- 
metrischen Zahl, wenn der Winkel Sekunden enthalt, wird eine einfachere 
Regel sufgestellt. Auch gewisse Mange1 der bisherigen Ar t ,  die Nebentafeln 
(P. P) zu berechnen, sind in glücklicher Weise vermieden. Dagegen sind 
die natürlichen Zahlen nicht zu je 50 auf die Seiten vertheilt, iondern nur 
zu je 35. Die Ausstattung des Buches darf,  besondcrs hinsichtlich der 
Typenwahl , eine vorzligliche genannt werden , und erscheinen daher diese 
verbesserten Logarithmentafeln geeignet, weitere Verbreitung zu finden. 

E. JAHNKE. 

H. WEHNER. Leitfaden fur den stereometrischen U n t e n i c h t  an Real- 
achulen. Leipzig 1892. B. G. Teubuer. 54 S. . 

Der vorliegende Leitfaden ist nach Umfang des Stoffcs und Methode 
im Besonderen fiir den Gebrauch an Realschulen geschrieben, wo dem 
stereometrischen Unterricht nur kurze Zeit zubemessen ist. Die duswahl 
des Stoffes und seine Behandlung ist eine geschickte. So attitzt der Verfssser 
die Berechnung der K6rper durchgehend auf den C a v a l i e r i  'schen Grundsatz ; 
was aber hierbei an Strenge verloren geht ,  wird an Kürzc, Einfachheit und 
Uebersichtlichkeit gewonnen. Bei den Beweisen findet sich neben der Synthesis 
auch die Analysis in knapper Form angedeutet. Doch sind den regelmassigen 
Korpern nur zwei Seiten gewidmet, was etwas gering bemessen sein dürfte. 
Auch lassen die Figuren durchweg die Hauptlehren der Perspective vermissen. 
Der dritte Abschnitt enthalt 141 Aufgaben. E. JAHNKE. 

Bibliographie 
vom 1. Februar bis 15. April 1894. 

Periodiaohe SchriRen. 

Abhandlungen der konigl. bayer. Akademie der Wissenschaften. Mathem.- 
pbys. Classe. 18. Bd. München, Franz. 8 Nk. 

Sitzungsberichte der ' konigl. bayer. Akademie der Wissenschaft,en. Mathem.- 
phys. Classe. 1893. 3. Heft. Ebendaselbst. 1 Mk. 20 Pf. 

Sitzungsberichte der konigl. sachs. Gesellschaft der Wissenschaften. Mathem.- 
phys. Classe. 1893. VI1 - IX. Leipzig, Hirzel. 3 Mk. 
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Denkschriften der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in  Wien. Mathem.- 
naturw. Classe. 60. Bd. Wien, Tempsky. 60 Mk. 

Sitsungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien. hlathem.- 
naturw. Classe I I a .  102 Bd. 8. Heft. Ebendaselbst. 4 Mk. 30 Pf. 

Vierteljahrsschrift der astronomischcn Gesellschaft. 28. Jahrgang. 4. Heft. 
Leipzig, Engelmann. 2 Mk. 

Annalen der Physik und Chemie. Namenregister m m  151 -160. Bd., nebst 
Ergiinzungsbanden VI1 und VI11 der Poggendorff'schen Reihe und zu 
Bd. 1 - 50 der Reihe von Wiedemann. Leipzig, Barth. 4 Mk. 

Mittheilungen der mathem. Gesellschaft in Hamburg. 3. Bd. 4. Heft. 
Leipzig, B. G. Teubner. 1 Mk. 

Matliematische Berichte aus Ungarn. 10. Bd. zweite Halfte und 11. Bd. erste 
Halfte. Budapest, Kilian. 8 Mk. 

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 23. Bd. Herausgegeben von 
E. LAMPE. 1. Heft. Berlin, G. Reimer. 13 Mk. 

Fortschritte der Physik irn Jahre 1887. 43. Jahrg. 3. Abtheilung (Physik 
der Erde. Von ASSMANN). Berlin, O. Beimer. 17  Mk. 

Fortschritte der Physik im Jahre 1888. 44. Jahrg. 1. Abtheilung (Physik 
der Materie. Von BORNBTEIN). Braunschweig , Vieweg. 20 Mk. 

Annalen des physikal. Centralobservatoriums zu Petersburg. 1892. Zwei 
Theile. Herausgegeben von H. WILD. Leipzig, Voss. 25 Xk. 60 Pf. 

Jahrbuch der meteorologischen Beobachtungen der Magdeburger Wetterwerte. 
9. Bd. Magdeburg, Faber. 6 Mk. 

Meteorologisches Jahrbuch d. k h i g l .  preuss. Beobachtungssystems. Beobachtet 
irn Jahre 1890.3. Reft. Herausgeg.vonW. v. BEZOLD. Berlin, Asher. 22 Mk. 

Deutsche tiberseeische meteorologische Beobachtungen. EIerauegegeben von 
der deutschen Seewarte. 6. Heft. Hamburg, Friedrichsen. 7 Mk. 

Bus dem Archiv der deutschen Seewarte. Herausgegeben von der Direction. 
16. Jahrgang. Hamburg , Friedrichsen. 35 Mk. 

Deutsches meteorologisches Jahrbuch für 1892. Beobachtiingssystem der 
deutschen Seewarte. 15. Jahrgang. Ebendaselbst. 13 Mk. 

Mkmoires de l'académie des SC. de St.  Pétersbourg. VII. sbrie, tome XLI, 
No. 6 - 8. Leipzig, Vous. 18 Mk. 

Reine Mathematik. 

KRONECKER, L.,  Vorlesungen Hber Mathematik. 1. Bd. Einfache und viel- 
fache Integrale. Herausg. von E. NETTO. Leipzig, B. G. Teubner. 12 Mk. 

HEFFTER, L., Einleitung in die Theorie der lincaren Differentialgleichungen 
mit einer unabhiingigen Variablen. Leipzig. Ebendaselbst. 6 Mk. 

WEINMEISTER, P , Sammlung mathem. Formeln und Stitze. Leipzig, Sigis- 
mund & Volkening. 1 Mk. 50 Pf. 

BUSSLRB, F'. , Sammlung mathematischer Aufgaben fur Oberclassen. Dresden, 
Ehlermaun. 1 Mk. 40 Pf. 
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REUM, A., Der mathem. Lehrstoff für  Secunda bez. Prima. Essen, 
Badecker. 60 Pf. 

H O L Z M ~ L L E R  , G., Methodisches Lehrbuch dcr Elernentarmathematik. 1. Theil. 
Leipzig, B. G. Teubner. 2 Mk. 4 0  Pf. 

MARTUS, H., Leitfaden für  den Unterricht in der Raumlehre. 2. Theil. 
Bielefeld, Velhagen & Klasing. 1 Mk. 80 Pf. 
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Mayer & Miîller. 3 Mk, 

SCHWERINU, K. ,  Stereometrie für h6here Lehraust. Preiburg, Herder. 80 Pf. 
- Anfangsgründe der analyt. Geometrie. Ebendaselbst. 40 Pf. 

Angewandte Mathematik. 

Astronomischcs Jahrbuch ftir 1896. Herausgegcben von der Berlincr Etern- 
warte unter Leitung von P. TIETJEN. Berlin, Dümmler. 12 Mk. 

FORSTER, W. und P. LEHMATN , Die veranderlichen Tafeln des preuss. Normal- 
kalenders für 1895. Berlin, Verlag des statist. Bureaus. 5 Mk. 

G Y L D ~ N ,  H. ,  Traité analytique des orbites absolues des huit planètes prin- 
cipales. Tome 1. Théorie gbnkrale. Berlin, Mayer 6t Müller. 28 Mk. 

NARTIN, P., Untersuchungen über d.wahrscheiulichste Bahn d. Kometen 1823,I r 
und dessen Identitët mit dem Kometen 1790, I I I  (Dissert.). GOttiugen. 
Vandenhoeck & Kupreoht. 3 Uk. 6 0  PF. 

HEATH, R., Lehrbuch der geometrischen Optik. Deutsch von R. KANTHACK. 
Berlin, Springer. 10 Mk. 

Cleschichte der Astronomie. 

RERTROLD , G., Der Magister J O  h. F a  b r i c i  u s und die Sonnenflecken. 
Eine Studie. Leipzig, Veit & Co. . 1 Mk. 80 Pf. 

Physik und Meteorologie. 

W. WEBER'S Werke. Herausgegeben von der konigl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Gottingen. 4. und 6. Bd. (Schluss). Berlin, Springer. 32 Mk. 

Das Ausdehnungsgesetz der Gase. Abhandlungen von GAY - Lussqc, DALTON, 
DULONG und PETIT, RUDBERG, MAGNUS und REGNAULT. AUS OSTWALD'B 
, Classiker der exacten WissenschaftenU. Nr. 44. Leipzig, Engelmann. 3 Mk. 
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Pathmatisches Abhandlungsregister. 

1893. 

Erste Hilfte: 1. Januar bis 30. Jiini 

A. 
Analytische Geometrie der Ebene. 

1. Limite du rapport des tangentes en deux points infiniments voisine d'une courbe 
jiisqu' à leur point d'intersection sous certaines conditions. E. Cesa ro .  
hTafhesis Sé r i ez ,  I I I ,  257. 

2. Propriété des podaires. E. C a t a l a n .  ~ a t h e s i s  Série 2 ,  I I I ,  124. 
3. Prooridté du limacon de Pascal. G o  b. Nathesis Skrie 2.  III .  144. 
4. ~ 0 4 t r u c t i o n  d'un'arigle dont l a  tangente soit le carré 'de la tangente d'un 

angle donné. F r a i p  o n  t. Mathesis Sér. 2 ,  III,  95.  
5. Courbe servant à construire un augle dout le cosinus soit la racine carrée de la 

tangente d'un angle donné. Q u i n t  etc. Nathesis Scrie 2 ,  III ,  172. 
tgx3 

6. De la courbe y = -. P. D e c a m p s .  Mathesis Série 2 ,  I I I ,  254. - Xlore l  
ebenda 255. 

7. Sur deux courbe# symétriques. J o a c h i m e s c i ~ .  Matliesis Série 2 ,  III, 93. - 
ü h u  y s ebenda 91. 

Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kegelschnitte. Krürnmung. Parabel. Quadrntur. 
Rectification. 

Analytische Geometrie des Ranmes. 

8. Essai de  geométrie analytique générale. J. d e  T i l l y .  Mathesis Série 2 ,  111, 
Supplcment II. 

9. Sur les sphBres tangentes à deux autres e h h e s  dorinées ainsi qu' à un plan 
oii ?i un cUne de  révolulion. J. ~ e u e e r ~ .  Mathesia Bt'rie 2,  111, 181. 

Vergl. Ellipsoid. Krümmung. Oberfliichen. Oberflachen zweiter Ordnung. 
Tetraeder 164. 

B. 
Bessel'sche Fnnctionen. 

10. Ueber einige Eigenschaften der Bessei'schen Fiinction erster Art, insbesondere 
für ein grosses Argument. J. H. G r a f .  Zeitschr.Math. Phys. XXXVIII, 115. 

Bestimmte Integrale. 

Il .  Si a est supérieur à - 1 on a d x = i o g 2 .  P. D e l v i l l e .  
O 

Mathesis Sér. 2 ,  111, 71. - H. M a n d a r t  ebenda 73. - P. M a n s i o n  
ebenda 74. 1 - 

- z- 
12. Détermination de  dx  quand O < m  < 1. W a l t o n .  Mathesis 

d e  
13. Valeur de i'intdgrïla 

+ . . bfd ie .  P r i  m e 

thesis. Sdrie 2 ,  III, 26. 

, L i s t r a y .  Ma 

z 
14. Trouver farc lg(x .  .yin J) d S. V. J a rn e t. l a thes i s  Série 2 ,  

ii 
Hi8t.-1it.Abth. d. Zeitschr.f. Msth.u.  Phys. 39. Jahrg. 1884. 3.Hnft  
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Binomialcoefficienten. 
15. Sur  une fonction représentative des coefficients du  binome. A. L a i a a n t .  

Nathesis Série 2 ,  III, 153. . . 

C. 
Complanation. 

16. Eine neue Formel für den Fliicheninhalt der Zone eines Rotat,ionsellipsoids. 
E. R o  e del .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 56. 

D. 
Deteminanten. 

17. Décomposition d'un déterminant de 3. degré en z en trois facteurs linéaires. 
R e t a l i  etc. Matheais Serie 2 ,  111, 172. 

18. Das alternirende Exponentialdifferenzenproduct. L. S c h  e n d el .  Zeitschr. Math. 
Phys. XXXVIII, 84. 

Differentialgleichungen. 
19. Ueber lineare Differentialgleicli~~ngen, welche von Parametern unabhangige 

Siibstitutionsgriippen besitzen. L. F u c h s .  Berl. Akad. Ber. 1892, 157. 
20. Ucber die Relationcn, welche dic zwischcu je zwei singularen Punkten erstrecktcn 

Integrale der Losungen linearer L)iEerentialgleichungen mit den Coefii- 
cienten der Fundamentalsubstitutionen der Gruppe derselben verbinden. 
I d .  F u c h s .  Berl. Akad. Rer. 1892, 1113. 

21. Uelier cinige lincare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. L o h n s t e i n .  
Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 27. 

22. Ueber die partiellen Differentialgleichungen, denen die symmetrischenFunctionen 
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung genügen. E. N e  t t  o. Zeitschr. 
Math. Phys. XXXVIII, 357. 

Vergl. Analytische üeonietrie der Ebene 1. 

Differentialqnotient. 
23. Sur l e  formule de Leibniz pour l a  dérivée nie du produit PQ. P. Mansion.  

Mathesis Série 2 ,  111, 36. 

Dreiecksgeometrie. 
24. Propriétés des projections des sommets d'un triangle sur les bissectrices in- 

terieures. D e l v i l l e .  hlnthesis Sdrie 2 ,  III,  142. 
25. Sur quelques propriétés du  triangle. E: m. B e r t r a n  d. Xathesis Série 2 ,  111, 155, 
26. Sur les triangles formés dans l'interieur d'un cercle au moyen d'un rayon fixe, 

d'un rayon variabIe e t  de la corde correspondante. E. N. Ba r i s i en .  
Mathesis Série 2 ,  111, 274. 

27. Sur les Urocardiens d'un point par rapport  à un point. Socolof. Mathesis Serie 2, 
111, 166. 

28. Proportions dans lesquelles surviennent les cotangentes du double de l'angle 
de Brocard. B. B r o c a r d  u. D r o z  F a r n y .  Mathesis Série 2 ,  III, 123. - 
ü r e e n s t r e e t ,  D é p r e z ,  Q u i n t ,  Ydlle. d e  H a a s  ebenda 124. 

29. Propriéte du  cercle de neuf oints d'un triangle. S o l l e r t i n s k y .  Mathesis 
Série 2 ,  111, 251. - J.  I?eprez ebenda 252. 

30. Sur le cercle orthoeentroidal. Mdmo. P r i m e .  Mathcsis Série 2 ,  III, 33. 
Vergl. Ellipse 40. Hyperbel 92, 95. 

E. 
Elasticitlt. 

31. Zur Theorie der Busdehniing von Hohlkorpern. A. K u r z .  Zeitschr. Math. 
Phys. XXXVIII, 224. 

Elektricitgt. 
32. Das Princip der kleinsten Wirkung in der  Elektrodynamik. B. v. H e l m  ho1 tz .  

Berl. Akad. Berl. 1892, 459. 
33. Elektromagnetische Theorie der Farbenzerstreuung. H. v. H e  1 m h O l tz.  Berl. 

Akad. Ber. 1892, 1093. 
Eliipse. 

34. Sur l e  produit des coordonnées d'un point de l'ellipse par  rapport à ses axes. 
B e l l e n s  etc. Mathesis Série 2 ,  III, 233. - R e t a l i  etc. ebenda 334. - 
B r o c a r d  ebenda 234. 
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35. Trouver la relation qui existe entre l a  longueur d'une corde de l'ellipse, les  
rayons vecteurs des deux extrémités e t  les distances des deux foyers i 
cette corde. B a l r i s i e n .  Mathesiu Série 2 ,  III, 98. 

36. Lieu des foyers d'une ellipse dont un diamètre est do11nd en grandeur e t  en  
position, son conjugué en grandeur seulement. 1) r o z ,  D e p r e z .  Mathesis 
Série 2 ,  III ,  62. - h l a n d a r t ,  D e n y s ,  J e l a b e c k  ebenda 53. 

37. Sur les distances mutnrelles des p i è d ~  des quatre normales abaissées d'un point 
à une ellipse D r o e  - F a r n y  etc. Mathesis Série 2,  LIT, 258. 

38. Sur l'hyperbole équilatkre passant par quatre points d'une ellipse, dout les  
normales parteut d'un point commun. B a  r i €  i en .  Mathesis Série 2, 
111. 259. -. 7 

,19 Lieu du point dc contact dcs tangcntes paralklcs à une direction donnée à, 
une série d'ellipses ou d'hyperbules homofocales. B a r i s i e n .  ILthes is  
Série 2 ,  III ,  150. 

40. Quartique obtenue au moyen de l'ellipse de Steiner D r o  z - F a r n y .  Mathesis. 
Serie 2 ,  I I I ,  70. 

41. Courbe du 6 ordre lieu du point de rencontre de deux tangentes d'uue ellipss, 
qui tourne dans son plan autoiir de son centre. B a r i s i e n .  Mathesis 
Série 2 ,  III ,  125. 

Vergl. Krümmung 121. 
Ellipsoid. 

42 Sur les lignes de courbure de l'ellipsoide. J. N e u b  e r  g. Mattiesis Série 2, 
I I I ,  244. 

F. 
Fnnctionen. 

Vergl. Bessel'sclie Functiorien. Bestimmte Inteçrsle. l3inoniialcoefficienten. 
Beterminanten. Differentialgleichungen. Difl'erentialquotient. Geschichte 
der Natheniatik 71. Gleichungen. Eetteubrüche. Maxima und Minima. 
Rcihen. 

a. 
Qeometrie (hohere). 

43. Geometrische Lehrsatze. B. S p o r e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 318. 
44. Darstelliing der Curven dritter Ordnung iind Classe aus zwei Reciprocitaten. 

Ch r. B e  y el. Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 65. 
45. Eeber die Stellen innigster Berührung einer ebenen Curve dritter Ordnung 

mit einer ebenen Curve nt= Ordnung. M D i s t e l i .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXXVIII, 257. 

46. Ucber eine besondere cubischc Raumcurve (die gleichwinklige cubische Hgperbel). 
H. K r ü  g e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 344. 

41. Sur les courbes du qiiatrième ordre qui ont trois points doubles d'inflexion. 
Ba l i t r r and .  Mathesis Série 2 ,  111, 5. [Vergl. Bd. XXXVlI  Nr. 110.1 

48. Ueber einen zerfdlcnden quadratischen Strahlencomplex. K i  1 b i n g er .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXXVIII, 376. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 62, 61. 

Geschichte der Xathematik. 
49. Sur la propagation des signes numériques cunéiformes. Y. B o  b g n  in.  Biblioth. 

math. 1893, 18. 
BU. Kote eur la rA.olution gkométrique d'une équation du 39 degrd par Archimede. 

H. ü. Z e n t h e n .  Biblioth math. 1893, 97. 
51. Ein matheinatischer Papyrus in griechischer Sprache. M. C a n t o r .  Zeitçchr. 

Math. I'hys. XXXklII ,  Hi&-liter. Abthlg. 81. 
5 2  Un nuovo documenta relativo alIo logistica greco-egiziana. G. Lor i a .  Riblioth 

math. 1893, 79. 
53. Nachtrag zur Uebersetzung des Mathematikerverzeichnisses im Fihrist. H. S u t  e r .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, Hist -1iter. Abthlg. 146. [Vergl. Bd. XXXVIII 
Er .  96.1 - - .. 

54. Der V.  and' des Katalogs der arabischen Bücher der vieekGnigliehrn Biblio- 
thek in Kairo. H. S u t e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVILI, Hist.-liter. 
Abthig. 1, 41, 161. 

55. Zur Geschichte der Trigonometrie. H. 8 u t  e r .  Biblioth. math. 1893, 1. 
66. Die Mathematik bei den Juden. M. S t e i n s e h n e i d e r ,  Biblioth. math. 1895, 

66, 105. 
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57. hlathematische Werke in hebrkischen Uebersetzungen. M.  S t e i n  s c h u  e i  d e r. 
Biblioth. math. 1893, 51. 

53. Sopra un codice ebraico contenente alcuni scritti matematici ed astronomici. 
P. B i c c a r d i .  Biblioth. math. 1893, 64.-M. S t e i n s c h n e i d e r  ebenda 73. 

59. Die beiden Euklidausgabeu des Jahres 1482. G.V a l  e n t i n .  Biblioth. math 1893,33. 
60. Jntorno ad una pretesa seconda edieiooe dell' Algebra di  Rafael nombelli. 

Biblioth. math. 1893,  15. 
61. Zur Geschichte der Decimalbrüche. K. H u n r a t h ,  Zeitschr.Math.Phys.XXXVIL1, 

IZist.-liter. Abthlg. 26. 
62. Desargiins und Pascal über die Kegelschnitte. C. J. G e r h a r d t .  Berl. Akad. - 

Ber. 1892, 183. 
63. Maupertuis. E. d u  B o i s - I l e y m o n d .  Berl. Akad. Ber. 1892, 393. 
64. Sur le théorème de Stewart. M a c k e y .  Mathesis Série 2 ,  I I I ,  63. 
65. Notizen eurücschichte der Phvsik. G. B e r t h o l d .  Zeitschr.Math.Phvs.XXXV111. 

Hiat.-liter. Abthlg. 121. * 
66. Nota storica sulla vanazione delle latitudini. 0. Z. B i a n c o .  Biblioth. math. 

1895,  75. 
67. Eine scltene ScLrift über Winkeldreitheilung. G. V a l e n t i n .  Biblioth. math. - 

1893,  113. 
68. Ancora su1 teorema fondamentale della teoria delle equazioni algebriche. 

G. L o r i  a. Biblioth. math. 1893. 47.  
69. ~ ' o d i e r n o  indiiizzo e~ gli attuali p;oblemi della storia delle matematiche. 

G. L o r i  a. Bibliotli. math.  1893, 39. 
70. Le centenaire de Lobatschefsky. P. M a n s i o n .  Mathesis Série 2 ,  III ,  117, 193. 
71. Sur les découvertes ma théma t i~ues  de Wronski. S. D i  c k s t e i n .  Biblioth. 

math.  1893, 9. 
72. Notice sur C. Gerono. Mathesis %rie 2 ,  III ,  46. [Vergl. Bd. XXXVIII Kr.388.1 
73. Todesanzeige von E. Kahl (24.111. 1827-31.11. 1893). 0. S c h l o m i l c h  und 

M. C a n t o r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVIH , Hi&.-liter. Abthlg. 120. 
74. Nécrologue d'Albert Ribaucour (28./Xl. 1846-13./IX. 1893). P. Mansion.  

Mathesis SErie 2 ,  111, 270. . . 
Gleichnngen. 

75. Die Normalform des allgemeinen Wiirzelausdriicks und ihre Eigenscliaften. 
G. F. L i p p a .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVIiI, 321. 

76. Zur flesultautenbildune. L. S c  h e n d e  1. Zeitschr. Math. Phvs. XXXVIII. 87. 
77.  Zur Theorie der ~ tu rm ' schen  Fonctionen. L. s c h e n  d e l .  Zeitschr. ~ a t h . ' ~ h ; s .  

XXXVIII ,  90. 
78. Pièges mathématiques. R e b i è r  e etc. Mathesis SErie 2 ,  III, 184,  224. 
79. Demonstration d'une certaine identité. S o l l e r t i n s k y .  Mathesis Serie 2 ,  III, 

122. - C a t a l a n  ebenda 136. 
80. A et A 6tant positifs et  rn entier positif on a tonjours ( A  + N ) m <  zm - '(Am+ Um), 

D e l a h a e y e ,  D r o z - F a , r n y .  Mathesis Série 2 ,  III, 210. 
81.  l?galités entre quantités proportionelles. J. W a s t e e l s .  Mathesis Série 2,111,67. 
82. Resolution trigonométrique de l'équation x2 + P X  + g = O. B l  O um e, Mathesis 

Série 2 ,  111, 64. 
83. Sur l e s p o l y n ô m e s P , = x ~ ~ - x k + l .  J o a c h i m e s o u  et  V l a d i m i r e s c u .  Mathesis 

Série 2 ,  III,  50. 
84.  Surl'équation ( x - a ) ( x - b ) ( x - c ) - A ( x - a ) - B ( x - b ) - C ( x - e ) = O .  F a u .  

q i l e m b e r g u e .  Mathesis Série 2 ,  I I I ,  48. 
85.  Sur l'kquation du 4 O e g r é .  CI.  S e r v a i s .  Mathesis Série 2 ,  III, 67. 
86.  Condition pour que deux Bquations du second de  grthient une raciue commune. 

E. G e l i n .  Mathesis Série 2 ,  III, 265. 
87. Résolution d'un s y s t h e  de  trois équations cubiques. M a n d a r t .  Mathesis 

Série 2 ,  I I I ,  97. 
85.  Trouver les valeurs de y e t  de  z telles que les polynômes z4- 2 x 3 +  3 x 2 +  2s + y, 

x ~ 3 x 3 + 4 x 2 + 3 x + z  aient un facteur commun du second deçr6. L ippens .  
Mathesis Serie 2 ,  III, 149. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 5 0 ,  68. 

H. 
Hydrodynamik. 

89. Tlieorie uud Versuche über h~draul ichen Druck A. Kurz .  Zeitschr. Xath. 
Phgs. XXXVIIl, 48. 

90.  Der Mittleaunkt des hvdrostatischen Druckes in ebencn Fieurcn. A.  Kurz. 
~e i t s ch r .  Math. phYs. XXXVIII, 371. 

- 
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Hyperbel. 

91. Hyberbole passant par deux points donnés et  par les points de contact des 
tangentes menées des premiers points à une conique donnee. Cl. S e r v a i s .  
Mathesis Séric 2 ,  I I I ,  20. [Vergl. Bd. XXXVIII Nr. 132 ] 

92. Sur l'hyperbole de Feuerbach. J. N e u b e r g .  Mathesia Série 2 ,  III, 81. 
93. Sur les perpendiculaires à une asymptote d'une hyperbole tirées par les 

extrémites de ses diamètres de courbure. D r o z  F a  r n  y. Mathesis 
Série 2, III, 71. - M a n d a r t  ebenda 73. 

91. Sur l'hyperbole 6quilatère. J. N e u b e r g .  Mathesis Série ?, I I I ,  92. 
95. Sur l'hyperbole kquilatère passant par  les points de  Nage1 et  de Gergonue 

correspondant au cercle inscrit d'un triangle donné. S o 11 e r  t i n s  k y. 
Nathesis Série 2 ,  I I I .  23. - D r o z  ebenda 23. - I l é p r e z  ebenda 24. 

96. Lieu d'un oint M dans le plan d'un rectangle A B C I )  tel que les triangles  AB^ B C M ,  C U N ,  D A M  aient des cercles circonscritu égaux. 
P. II. S c h o u t e .  Mathesis Série 2 ,  111, 171. 

Vergl. Ellipse 38,  39. 
Hyperboloid. 

Vergl. Oberflkchen zweiter Ordnung 128. Setraeder 154. 

a. 
Kegelschnitte. 

97. Einige Methoden der Bestirnmung der Erennpunktscoordinaten und Achsen- 
gleichungen eines Regelschnittes in trimetrischen Coordinaten. S t O Il. 
Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 282. 

98. Uebcr eino Potenzbeziehun hei den Curven zweiter Ordnung. T h  cod.  M e y e r .  
Zeitachr. Math. Phys. ~ H X V I I I ,  253. 

99. Ersatz des Pascal'scheu Satzes für  den Fall imaginarer Punkte. J. 'Thornae.  
Zeitschr. Math. I'hys. XXXVIII, 381. 

100. Sur les noints de rencontre des droitca ioiznant les extr6mitds d'un diamètre 
d'une conique avec iiu foyer et  du" d&nè t r e  conjugu6. 9 o l l e r t i n s  ky, 
D r o z - P a r n y  etc. Matheais Série 2, H l ,  273. 

101 Quatre points conjogués harmoniques dans une conique. Fi a r i s i e n .  Mathesis 
Série 2 ,  111, 173.- J. N e u b e r g  ebenda 174. -L.  M e u r i c e  ebenda 174. 

102. Sur les coniques homofocales. Cl.  S e r v a i s .  Mathesis Serie 2, III, 129. 
103. Théorèmes sur les courbes et  les surfaces du second ordre. B a r b a r i n .  

Mathesis Série 2 ,  I I I ,  60. 
104. Ueber eine bevoudcre mi t  dem Kegelschnittbüschel in Verbindung stehende 

Curve. 13. S p  O rer .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 3%. 
Vergl. Ellipse. Geschichte der Mathematik 62. Hyperbel. Kreis. Krümm- 

ung 119, 120, 121. Parabel. 

Kettenbrüche. 
105. Ueber Kettenbrüche, die durch Ausziehen einer Qiiadratwurzel aus einer 

rationalen Zahl entstehen. H.Will  g r  O d. Zeitschr. Math. Phys,XXXVlII,366. 

Kinematik. 
106. Mechanische Vorrichtungen eum Zeichnen von Curven zweiter Ordnung. 

W. J ü r g e s .  Zeit~chr. Math. Phys. XXXVIII, 350. 
107. Construction der Burrneoter'echen Punkte für  ein ebenes Gelenkviereck. 

R. M ü l l e r .  Zeitschr. Math. Phgs. XXXVIII, 129. [Yergl. Bd. XXXYIII 
Nr. 160.1 

108. DieBrennpunktmechanismen. L.B u r m  e s t e r .  Zeitschr.Math.Phys XXXVIII, 193. 

Kreiri. 
109. Propriété du cercle inscrit à un triangle. D r o  z - F a r n  y et  T h i r y .  Mathesis 

Séri6 2 ,  DI ,  238. 
110. Inscrire dans un cercle donné un triangle isoscèle tel que la somme des di- 

stances du centre du  cercle aux trois côtés d u  triangle soit égale à une 
Iougiiei~r donnée. De l a h a y  e etc. Mathesis Série 2, 111, 203. 

111, Les côtés d'un triangle Btant divises en P, Q ,  R dans un même rapport e t  
en P', W'. 21; dans le r a  port inverse chercher l'axe radical des cercles 
P&R et P'QR'. Mdm,e. H r i m e ,  M a n d a r t ,  D r o s ,  1 ) é p r e s .  Mathesis 
Série 2 ,  I I I ,  28. 
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Trois paralldlogrammes ayant pour centre commun le centre d'un cercle 
donné. P. D e l v i l l e .  Mathesis Série 2 ,  I!1, 118. - D r o z - F a r n g ,  
C a t a n i a ,  D é p r e z  ebenda 119. 

La  troisième diagonale d'un quadrilatère inscriptible est  tangente commune 
de deux eireonf6rcnces passant chaounc par  lea milieux des deux autres 
diagonales. D r o z - E ' a r n y .  Mathesis SErie2,  111, 24. - S o l l e r t i u s k y ,  
E m m e r i c l i  ebenda 26. -- D é p r e z  ebenda 26. 

Sur les polygones inscrits d'un nombre pair  de côtés tels qiie le prodilit des 
côt& de rang pair est égal à celui des côtés de raug impair. S o l l e r -  
t i n s k y .  Mathesis Série 2 ,  III, 121. 

Différents lieux g6ométriques se rapportant à deux circonfereuccs qui se coupent 
orthogonalement et dout chacune passe par deux sommets d'un quadri- 
latère. A. More l .  Mathesis Série 2 ,  HI, 201. 

Vergl. Ureiecksgeoruetrie 26, 29, 30. 

Krümmnng. 
Untersuchungen über die auf die Krürnmung von Curven und Flachcn bezüg- 

lichen Eigenschafteu der Ueriihrungstransformationen. 11. Mehmke.  
Zeitschr. Math. Phys. XXXLII, 7. [Vergl .  Bd.  XXXVLiI Nr. 172.1 

Das Verh'iltniss der Krürnmungsradien im Berührungspunkte zweier Curvcn. 
E.  W o l f f i n g .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVLIL, 237. 

Rayon d e  courbure de certaines courbes planes. J. N e  u b e rg .  Mathesis 
Série 2 ,  III, Supplément 1. 

Sur les rayons de courbure de coniques. E .  C e s a r o .  Mathesis Série 2 ,  III, 217. 
Construction du centre de  courbure d'une conique. Y 011 e r  t i n a  ky.  Mathesis 

S6rie 2 ,  111, 250. 
Con~truction des centres de courbure d'une ellipse. E. N. R a r i s i e n .  Mathesis 

Série 2 ,  111, 76. 
Courbes dont les cercles de courbure l~aeuent par un point Gxe P. Maus iou .  

Mathesis Série 2. III. 120. - G o b  ebenda 144. - E. C e s a r o  ebendü 

Maxima und Minima. 
Eine Erweiteriiug des Maximumbegriffes. A. V o i  g t. Zeitschr. Math. Phys 

X x x v n I ,  316. 
Mechanik. 

Queutions de mécanique. L. M e u r i c e .  Mathesis Série 2 ,  111, 222, 213. 
Ueber bedingt periodische Bewegungen eines materiellen Punktes aiif Ober- 

flichen zweiter Ordnung mit besonderer Herücksichtigung der Grenzfille. 
O. P u n d .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 95, 165. 

Verg1.Elasticitit. Elektricitiit. Geschichte der Mathematik 63. Hydrodgnarnik. 
Kinernatik. Optik. Schwerpunkt. Warmelehre. 

Sur une sorte de surface de révolution engendrée par une courbe variable de 
forme. E. G e n t y .  Mathesis Serie 2 ,  III, 100 

'fcrgl. Krürnmung 116. 

Oberfllchen aweiter Ordnung. 
Une propriété des quadriques. Cl. S e r v a i s .  Pilathesis Série 2 ,  III, 14, 64. 
Propriété de I'hgperboloïde passant pa r  trois droites données dans l'espace. 

E. G e n t y .  Mathesis Série 2 ,  111, 211. - S o l l e r t i n s  k y  ebenda 212. 
Sur les quadriques homofocales. C l  S e r v a i s .  Matliesis Série 2 ,  III, 186. - 

J. N e u b e i g  ebenda 186. 
Vergl. Ellipsoid. Eegelschnitte 103. Meclianik 125. 

Die kleinste Ahlenkung irn Prisma. A. K u rz .  Zeitsclir. Math. Phys. XXXVIII,  
319. [Vergl. Bd. XXXVIIl Nr. 218.1 

Construction des Collineationscentrums eines dioptrischen Sgstems. M a t -  
t h i e s s e n .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII, 190. [Vergl, Bd, XXXVIII 
Kr.  221.1 

Vergl. ~ l e & r i c i t i t  33. 
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P. 
Parabel. 

132. Sur des paraboles inscrites à un triangle. S e r v a i s .  Mathesis Série 2,  III, 
208. - B a r i s i e n  ebenda 209. - J. N e u b e r g  ebenda 210. 

133. Sur les deux paraboles circonscrites h un quadrangle donné. K l u  y v e r .  
Mathesis Serie 2 ,  III, 106. 

134. Sur un nouveau groupe de trois paraboles. M a n d a r  t. Mathesia Série 2, 
III. 10. 

Blanimetrie. 
135. Picges mathématiques. G. D e l a h a y  e etc. Mathesis SQrie 2, LII, 169, 185, 225. 
136. Discusoion et  co~istruction d'un triangle étant donnés l'angle A ,  le côté a e t  

le produit b(b  + e). Mathesis Série 2 ,  111, 192. 
137. Propriétés de deux triangles. J. W a s t e e l s .  &Tathesis Série 2 ,  LII, 89. 
138. Constr~iction d'une valeur approchQe de n. A. L. P o i r i e r .  Mathesis SBrie 2, 

I I I ,  248. 
139. Encore un quadrateur. J. B. J. D e s s o y  e. Mathesis SBrie 2 ,  I I I ,  248. 
140. Trisection par tatonnement d'un angle. A. P e g r a s s i .  Mathesis Série 2, 

111, 247. 
141. Conslruction d'une moyenne proportionelle. ?YI a c  k a y. Mathesis Série 2, 

111, 47. - U h l i c h  ebenda 136. [Vergl. Bd. XXXVllI Nr. 229 ] 
Vergl. Dreiecksgeometrie. 

CL* 
Qnadratnr. 

112. Aire de  la cycloïde. H o l z m ü l l e r .  Mathesis Série 2 ,  111, 166. 

B. 
Bectification . 

143. Un nouveau quadrateur. C. Lopea .  Mathesis Serie 2 ,  III, 137. 
Vergl. Planimetrie 138, 139. 

Reihen. 
144. Limite on génératrice. P. X a n s i o  n. Mathesis Série 2,  111, 225. 
145. Sur deux series convergentes our 1 x 1 < 1 qui deriennent divergentes lorsque 

a = 1. E. C e s a r o .  Mattesis Série 2 ,  UI. 241. 
146. Sommation des sinus et  des cosinus ci'anglea en progression arithmétique. 

L. M e u r i c e .  Mathesis Série 2 ,  III ,  19. 

S. 
Schwerpunkt. 

147. Volume e t  centre de gravité du prismatoïde. F r é t i l l e .  Xathesis SBrie 2, 
UI,  138,  169. 

Bpharik. 
148. Propriété du  quadrangle sphèrique. Lléprez.  Mathesis S é ~ i e  2 ,  III, 231. - 

J. N e u b e r g  ebenda 232. 
149. La droite XAX' passant par le sommet d d'un triangle A 73 C ,  Btudier l a  
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einea Ureiecks. O. S c h  16 m i  1 ch.  Zeitschr. Math. Phye. XXXVIII , 310. 
157. Eine einfache Berechuung des Siebzehnecks. B o  c h O W. Zeitschr. Math. Phys. 

xxxv[II, 260. 
158. DBmonstration d'une identit6 dans laquelle entrent des fonctions tngono- 

métriques. U e l a h  a y  e u. L i s t r a y .  Mathesis SBrie 2, 111, 55. 
159. Equations entre les fonctions trigonomBtriques de trois angles. D é p r e  z. 
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Bistoriseli-lit erarischc Abtheilmg. 

Zur Kreismessung des Archimedes. 

Von 

Für  die L o g i s  t i k  und A r i t h m e t i k  der alten Griechen fliessen unsere 
Quellen weit sparlicher als für die Geometrie. Immerhin aber lassen sich 
die grossen Lücken der Ueberlieferung einigermaassen dadurch erganzen, 
dass wir den Methodon nachspüren, nach denen die Alten zu gewissen, 
uns überlieferten E n d r e s u l t a t e n  von Rechnungen gelangt sind. Auf 
diesem Wege ist aus den Handbüchern der praktischen Gcometrie und  
Stereometrie, welche auf H e r o n  von Alexandria zurücksuführen sind, 
schon mancher, früher unbekannter Satz der alten Logistik wieder erniittelt 
worden und vieles Andere der Ar t  wird sich aus derselben Quelle noch 
schopfen lassen. Aber schon vor Heron ha t  A r c h i m e d e s  durch seine 
Sandrechnung und seine Rreismessung eine vollkornmen ausgebildete Kennt- 
niss der Logistik und allgemeinen Arithmetik uns bezeugt; nur  erschwert 
es die kurze Fassung bcidor Schriftcn ungemoin, das Lehrgebsudc dor 
Arithmetik wieder lieraustellen, das einst Archimedes mit  voller Beherrschung 
der Theorie, wie der Praxis, sich gebildet hatte. Wahrend er nun in der 
Eandrechuung zu einer reinen Darstellung des decimalen Systems gelangte 
und alles Rechnen auf die Operationen mit den Zahlbegriffen eims bis 
neum und auf die Einreihung jeder innerhalb dieser Grenzen gefundenen 
Zahl nach ihrer decimalon Stellung beschrankte*, so konnte er boi der 
Krejsmeosung ein iihnliches rationelles Verfahren nicht zulassen. Denn 
dann hatte er eine bisher unbekannte Rechnungsweise nach Zehnteln, 
Hundert~ln u. a. W. einführen, mithin die Abtheilungen dixam, Exa to~t i ,  
X ~ A ~ o u t & ,   LOG& U. S. W. bilden müssen, in  deren jeder dann nur von 
1 bis 9 zu eiihlen war. Das ware also unscro docimale Bruchrechnung, 
nur im fremdartigen Gewande griechischer Zahlworter und Zahlzeichen 
gewesen. Allein niemals, weder vor noch nach Archimedes, ist  ein Grieche 

* Vergl. in Wissowa's Real-Encyclopiidie der classischen Alterthumswisscn- 
schaft A r c h i m e d e s  von Syrakus 5 6. 

Hi&-lit. Abth. d. Zeitschr:f. Math.n.Phys. 39. Jalirg. 1894. 4.Heft .  1 0 
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auf diese Gruppirung der Brüche nach dekadischen Nennern gekommen, 

und das i s t  nicht zu verwundern, da es keine decimale Stellenbezeichriung 

vermittelst der uus gelaufigen neun Ziffern und der Nul1 gab. Vieluiehr 

wurde, um auch die feinsten Brüche übersichtlich darzustellen, entweder s exa- 

g e s i m a l  getheilt*, oder man bildete nach Analogie der Sexagesimalhrüche 
Abtheilungen von p v e ~ o ~ z d  in erster,  zweiter Potenz u. S. W., also X y r i a d e n -  

b r ü c h e ,  wie wir sie kurz bezeichnen dürfen (siohe unten Abschn. II,  III). 

Allein für  Archimedes war bei allen arithmetischen Darstellungen die 

Rücksicht auf das Maass des Verstiindnisses, das er im Allgemeinen bei 

seinen Zeitgenossen voraussetzen konnte, entscheidend.** So wies er in 

der Sandrechnung die Unendlichkeit der Zahlenreihe nach, ohne auch nur 
ein einziges Zahlwort abwoichend von dom gew8hnliclien Sprachgebrauche 

zu bilden, so rechnete er auch in der Kreismessung, wo allenthalben mit 
gebroclienen Zahlen zu operiren war,  i n  den üblichen gemeinen Bïüchen 

und beschriinkte die Endresultate seiner vielverschlungenen Recbnungen 

auf leicht aussprechbare Abmndungen. 

* Die Bildung grosaer Zahlen nach sexagesimaler Gruppirung liegt den 
Darstellungen P l a t o n ' s  über die geometrische Zahl zu Grunde (VII I .  Buch vom 
Staate S. 546  R.C, und vergl. H u l t s c h  in dieser Zeitschr., 11ist.-lit. Abtheilung 
XXVlI 1882 S. 61 bis 5 4 ,  68 bis 60). Einc T h c i l u n g  nach Scchzigstcln, und 
zwar angewendet auf den rechten Winkel, erscheint bei Anstarchos von Samov 
(S. Nachrichten von der K. Gesellsch. der Wissensch. zu Gottingen 1893 S. 373). 
Die bis heute übliche a s  t r o u  omis c h e  Sexagesimaltheilung tritt schon bei 
Ei yp s i  k 1 e s  (um 180 v. Chr.) in vollkommen ausgebildeter Gestalt hervor (Manitius, 
desHypsikles Schrift Anaphorikos, Progr. Kreuzsch.Dresden 1888 S.V flg.,XXlX Ag.). 
Rei P t o l e m a i o  s wird nicht niir der Kreis in dieser Weise eingethcilt, sondern 
es werden auch die Einhundcrtzwanzigstel des Diameters (d. i. Sechzigstel des 
Radius) gezshlt nach Ganzen (z,u?jpuz<r), Sechzigsteln dieser Ganzen, zweiten 
Sechzigsteln u. 8. W. 

** Aehnlich hat schon H e  r a  k l  e i d  e s  in seiner Biographie des Archimedes 
P e i  Eutokios zu Archim. Kreismessung S. 2 6 6 ,  1 IIeib.) sich gesussert. Nur ist 
ihm nicht beizustimmen, wenn er sein Urtheil dahin zuspitzt, Archimedes habe 
bei seiner Kreismessung lediglich auf den Bedarf des praktischen Lebens Kick- 
sicht genommen ( F u n  ZO&O di> PL~~LL'ov - z e à C  z& ZOG Piou ~ p i u ç  ~ V C Z ~ X C Z L O V ) ,  
eine Meinung, welche dann E u t  o k i o  s am Schlusse seines Commcntara wciter 
ausführt (S. 300, 20 bis 302, 13). Auch insofern hat Herakleides, vom streng 
mathematischen Standpunkte aus, ungenau sich ausgedrückt, als er die Lüoung 
des Archimedes schlechthin bezeichnet als ein ~ & ~ ~ ~ u ç  CYELYETX~LYL (S. 266, 6). 
Denn G Z ; Y E * / ~ V ~  bedeutet nach dem allgemcinen Gebrauche dur griechischen Mathe- 
matiker einen Ni iherungsw e r t  h schlechthin, nicht einen Werth, der an sich 
unbestirnmbar bleibt und nur zwischen zwei Grenzen eingeschlossen werden kann 
(in letzterem Sinne bezeichnet Eiitokios S. 300, 18 ganz richtig die Herstellung 
eincr noch engereu Umgrcnzung durch f'nl zi> G & J E ~ ~ V S  pGliLov 6yuY~;v). Fur 
den alltiglicl-ien Bedarf aber tsugt ein solcher, lediglich umgrcnator Werth gar 
nicht. In der Shat  haben die Spateren von Heron an, wenn sie für das prak- 
tische Bechnen eine Niiherung brauçliten (abgesehen daron, davs manche auf 
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- C-----l--., -W.--,- -Y-- ----, 

1. 
Ueberliefert sind uns in der Kreismessung* der Reihe nach folgende 

auslaufende Drüche von Wurzelwerthen aus mehrstelligen Zahlen: 

Die Nachrechnung ha t  ergeben, dass dsmit AnnZherungen, s ta t t  

u. S. W . ?  gesetzt worden sind-** Also ha t  Archimedes, nur um sich dem 

populiiren Verstandniss anzuliequernen , die ziemlich complicirten Rrüche, 

auf welcho er durch den Gang der Ausrcchnungcn kam, durch anff5llig 

starlie, für uns zum Theil  schwer vorst%ndliche Kürzungen auf Brüche mit den 

sinstelligen Nennern 2, 4, 6, 8 gebracht. Nur ausnahmsweise ha t  er einen 

noch ungenauere Werthe verfielen), lediglich den oberen und so bequemen 

Archimedischen ürenzwerth 3L verwendet, niemals aber mit der Umgrenznng 
1 - 10 7 

rwischen 3 und 3- gerechnet. IIatte Archimedes ein <i?;vsyyvç, d. i. eine 
7 71 

mittlere Naherung zwischen seinen beiden Grenzwerthen aufsteilcn und dabei auf 
einen Bruch mit zweistelligem Nenner sich besclirLnken wollen, so ware es ihm, 

14 
wie die folgenden Erôrterungen zeigen werden, oin Leiehtes gewesen, 3- aus- 

14 1 
99 

Gndig zu machen (denn - ist zu - der nachste kleinere Rruch mit zweistelligem 
9 9 7 

10 
Nenner und andererseits moglichst weit von - entfernt). Witte er aber, ixnrner 

7 1 
das prektische Bedürfniss berücksichtigend, einen noeh genaueren und doch 
thunlichst bequemen Mittelwerth mit dreistelligem Nenner gesueht, su würde 

443 20 sich ihm - = 3 -- dargeboten haben, wie noch (in Abschnitt IV) zu zeigen ist. 
141 141 

Allein von alledem hat er Nichts gethan, also auch nicht bei Abfassung seiner 
Schrift die Tendenz verfolgt, dem Bedarfe des gewohnlichen Lebens zu dienen. 
Wohl aber hat er ,  genau wie bei der Sandrcchnung (die doch aller Praxis fern 
hg) ,  zwar ganz abstract mathcmatisch gedacht und dio schwiorigsten Polgor- 
ungen in kürzester und deshalb oft schwer verstindlicher Form aneinander 
geknüpft, die Endresultate aber durühaus in Anlehnung an den popularen Sprach- 
gebraucfi ausgedrückt, mithin in ciieser Hinsicht ganz dem allgemeinen Yerstind- 
niss seiner Zeitgenossen sich anbequemt. 

* Archimerlis opera rec. Heiberg 1 S. 264 bis 270. Ausserdem werden 
S. 268, 15 und 270, 2 behufs Kürzung von Rriichen, die im Laufe der Rechnung 

4 11 sich ergebcn haben, die Brüche - und - verwendet. 
13 40 

*' Siehe das Nifiere in meiner Abhandlung: ,,Die Niherungriwerthe irratio- 
naler Quadratwurzeln bei Archimedes" in Nr. 10 des Jahrgangea 1893 der Nach- 
richten von der K. Gesellsch. der Wissensch. zu Gottingen S. 418 bis 423, 413 
bis 418. 

10' 
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9 
Bruch mit xweistelligem Nenner, - 1  gesetzt; allein es liess sich gorade 

11 
in diesem Falle nachweisen, dass die nachste Kürzung, auf welche an 

3 
dieser Stelle die Ausrechnung ihn führen musste, - war, und s tat t  dessen 
9 

4 
- nur aus dem Grunde gewahlt worden ist,  urn spater einen Bruch 
11 
durch 40 kürzon zu k6nnen.* 

D a  alle diese Brüche weit grüsseren ganzen Zahlen angefigt und 
diese ganzen Zahlen, beaiehentlich ihre Quadrate, für  den Portgang der 
Rechnung hauptsiichlich massgebend sind, so haben die starken Eürzungen 
der auslaufenden Brüche keinen nachtheiligen Einfluss auf das Schlues- 
resultat der Kreismessung ausgeübt.** 

Wenn man nun alle dieoe Rechnungen bis ins Einzolste vorfolgt, so 

stelit  sich zunachst heraus, dass Archimedes nicht nur recht schwierige 
Operationen mit gemeinen Brüchen gelaufig durchgeführt, sondern auch 
die Aufgaben, verschiedene gemeine Brüche mit einander zu rergleichen 
und Brüche mit vierstelligen Nennern thunlichst zu kürzen, anf durch- 
sichtige Formeln zurückgeführt ha€. 

Dies gilt  offenbar aueh für den Schluss sowohl des ersten als des 
zwciten Theilos der Bewoisfiihrung xum dritton Satze der Kreismessung. 
Durch seine Ausrechnungen war Archimedes auf die Umgrenzung: 

geführt worden.*** Diese umstsndlichen Brüche musstun moglichst gokürzt 
werden, um das Schlussergebniss der Kreismessung fiir das allgemeine 
Verstiindniss zurecht zu machen. 

Nach Auswois der handschriftlichen Ueberlieferung ha t  Archimedes 
1 

s ta t t  des eben angeführten oberen Grenzwerthes die Naherung 3,r und 
1 O 

1 

staih des unteren 3 - -  gesetzt. Die erstere Abrundung ergab sich ihm 
7 1 

sofort, wenn er nach einer anderwarts bewiihrten Nethode den Nenner 
des gegebenen Bruches u m  1 verminderte. Denn da es sich urn den obe ren  - - 

667-!- 
Grenzwerth handelte, so musste der s tat t  -- gesuchte, moglichst an 

4673; 
küzende  Bruch einen g r  6 s s  e r e  n Werth  darstellen, und dieser wurde 
erreicht durch V e r k l e i n e r u n g  des Nenners. D a  nun von dem gegebenen 

- - - -  

* Vergl. meine vorher angeführte Abhandlung S. 417 flg. 
** Ebenda S. 420 flg. 

*** Archim. ed. Heib. 1 S. 2 6 6 , 1 3 ;  2 7 0 , 7  und vergl. meino vorher angefiihrte 
Abhandlung S. 389 ,  392 flg. 
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1 
Nenner nur etwa - 

5 0 0 0  
dieses Nenners abgezogen a u r d e ,  so lag von vorn- 

herein eine a n  Gewissheit grenzende Wahracheinlichkeit vor, dass mit der 
1 

Kürzung - die allergeeignetste Anniiherung s tat t  des berechneten Bruches 
7 

1 
gefuiidcn sei. Ueberdies wird hala sich zeigen, dass zu - - der nachste 

667; 14 
kleiners Broch m i t  z w o i s t e l l i g e m  N o n n o r  l4 ist. Da nun - > - 

99 4673;- 99 
ist, so liegt klar vor Augen, dass Archimedes, entsprechend dem unteren 

- ~ 

1 O 
Grenzwerthe -7 als oberen Grenzwerth nur 

10 1 
7 1 7 0 = 7  

finden konnte. 

Nicht so glat t  verlief die Kürzung des anderen berechneten I3ruches. 
1 

Ali; oberer Grenzwerth war angesetzt 3-9 dann kam als kleinerer Werth 
7 

dor im zwoiten Theilo des Beweises berechncte Bruch: 

und statt  dessen musste ein noch kleinerer gekürzter Wer th  gesncht werden. 
. . 1 

Da als obere Grenze hinter den 3 Ganzen bereits der Bruch - gefunden 
7 

Far, B O  bot sich zuniichst als untere Grenze der niichste Bruch mit e i n -  
1 1 

s t e l l i g e m  Nenner -=-- 
8 7 4 - 1  

dar. Somit war die Umgrenzong: 

hergestellt. 
Nun würde es eine ganz müssige Frage sein, ob nicht Archimedes 
1 

bei - ala unterem Grenzwerthe sich hiitte beruhigen konnen*; denn die 
8 

1 O 
Ueberlieferung lehrt ,  dass er - gesetzt und damit eine weit genauere 

1 
7 1 

Annaherung als - gewahlt hak  
8 

Wir schliessen hieraue, dass e r  seine Umgrenzung für  a dnrch Biüche, 
deren Nenner kleiner als 1 0 0  sind, auszudrticken beabsichtigte. Es t ra t  
demnach hei der unteren Begrenzung die Aufgabe an ihn heran, in der 

1 2842 1 
Reihe - > - - > zwischen dom zweiten und dritten Gliede einen 

7 20176 8 

* Dieser für die Praxis bequeme Niherungswcrth findet sich zuerst bei 
Vi t ruv ius ,  dann bei i n d i s c h e n  M a t l i e r n a t i k e r n  und spiter noch bei 
Bouvel les  (1470 bis 1533) und Albrecht D ü r e r  (1471 bis 1528). C a n t o r ,  
Vorles. über Gesch. der Mathematik I a  S. 508 (vergl. mit II 290 flg.), 602 (vergl. 
mit ii 427), 11 353 flg., 427,  483. 
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Rruch mit zwoistelligem Nenner oinzuschalten, der mtiglichst nahe bei dern 
zweiten Gliedo liegen sollto. 

Gewiss is t  die Annahme zulassig, Archimedes habe don elementaren 

a c a a + c  c . 
Satz gekannt, dass, wenn -> - kt, auch -> -- > - 1st. Mehrere 

b d b  b + d  d 
Hilfssiitze, welche Aristarchos über  die Grossen und Entfcrnungen von 
Sonne und Mond und Arehimedcs in  der Kreismessung angowondct haben, 
lassen sich aus dem Sammelwerke des Pappos als Bestandtheile alter 
mathematischer Hilfsbücher nachweisen*, und da bei Pappos VI1 Propos. 8 

a  c .  a  a + c  
der Theilsatz, dass, wenn ->- ist ,  auch -> -- is t ,  sich vorfindet, 

b d  b b + d  
so spricht alle Wahrscheinlichkeit dafür, dass schon Archirnellos auch diesen 
ganz elcmentaren und für  das ihm vorlicgcnde Problom nnerliisslichen 

a c 
Hilfssalz, und zwar iu der vollen Borrn: ->a+C> - gekaont bat.** 

b b + d  d 
Nun sind meines Erachtens zwei Fragen genau auseinander zu halten, 

narnlich erstens, auf welchem Wege Archimedes die von ihm gesuchte 
284 1, 1 

Einschaltung zwischen - -, und - gofiinden h a t ,  und zweitens, nach 
2017, 

10 
welcher Methode er,  nachdom or auf - gekommen war,  ~ i c h  davon über- 

71 
zeugte, dass dieser Bruch in der That die nxchste, den Voraussetznngen 
der  Rechnung entsprechende AnnZheriing darstellt. 

Anlangena die erste Frage habe ich unter verschiedenen Moglichkeiten, 
die sich darboten, diejenige Losung vorgeschlagen, welche verrnittelst des 

1 
Endgliedes am einfachsten danustellen kt.*** Den früher besprochenun 

8 
oberen Grenzwerth hatte Archimedes vergrtissert, indem er den Nenner 

1 
um 1 verminderte und dadurch unmittelbar auf die Kürzung - kam. Nach 

7 
dieser Analogie war hier, bei dem unterep Grenzwerthe, zunachst Ver.. 
grosserung des Nenners u m  1 zu versuchen, um einen kleineren Grenzwerth 

* Siehe meine vorher angeführte Abhandlung S. 3 7 3 , 2 ,  375, 1 und2, 389,1, 
392, 1,  394, 1. 

** Vergl. ebenda S. 425. Ohne von dem Satze des Pappos Kunde  zu haben 
(denn die Ausgabe von Commandino ist erst 1688/89 erschienen) hat Ficalas 
C h u q u e t  in scinem irn Jahre 1484 veifassten Triparty en la science des nombres 

a, + a, . den Satz, jedoch ohne Beweis, aufgestellt, dass der Zahlenwerth - - immer 
4 + b, 

zwischen und 5 liegt. C a n t o r ,  Vorles. II S. 318, 322 Hg. Bei Briichcn mit 
b, b 2  

g l e i c h e m  Nenner fàllt eine solche Einschaltung zusarninen mit dem arith- 
metischen Mittel. 

*** Niherungswertho u. S. W. S. 424 Hg. 
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zu finden. Der  Weg der Rechnung lag klar vor Augen, sotald man den 
6336 284' 1 1 3 7  

gegebenen Bruch - - (S. 270,  7 IIeib.) zerlegte in 3- -4- = 3-- 
2017 4- 2 0 1 7 2  8069 

und nun zu dem letzteren Nenner 1 hinzuz&lte. Der so gewonnene kleinere 
379 1 

Bruch liess sich dnrch 3 kürzen, und a m  der Ungleichung --- 

379 + 1 10 
;1~90>8  

ergab sich nun das Zwischenglied 
2690 + 8 =71' 

10 1 1 3 7  
Der noch rückstandige Beweis aber, dass - i n  der Tha t  zu - 

7 1 8 0 6 9  
den niichsten unteren Grenzwerth mit  zweistelligem Nenner darstellt ,  ist 
folgendermaassen zu führen.* 

1 1 
Zwischen und -- 

7 7 + 1  
lassen sich unendlich viele Zwischenglieder 

n 
von der Form --- 

7 n +  1 
oinschieben, wobei ftir a eine beliebige ganze oder 

gebrochene Zahl, die > 1 kt,  eingesetzt werdcn kann. J o  grosser la wird, 
1 

desto nLher liegt der so gebildete Bruch bei der oberen Grenze - i  und 

1 
7 

umgekehrt u m  so naher bei -, je  mehr sich n dem Werthe 1 niihert. 
8 

Allenthalben nun,  wo es sich darum handelt, verschiedene, uns über- 
lieferte Anniiherungen f ü r  n mit einander zu vergleichen, wird es sich 
ernpfehlon, jedosmal die Werthe fiir n auszurechnen und in Vergleich zu 

Den von hier bis S. 131 reichenden Abschnitt habe ich niedergeschrieben, 
nachden mir von Prof. Franz R i e  t z s  c h ,  dem ich schon in der Abhandlung über 
die Kiherungsmerthe meinen Dank auszusprechen hatte, folgende Vermuthung 

1 1137 mitgetheilt worden war, wie Archimedes von der Begrenzung 3 - > n >  3- 
7 8069 

10  1 2  
auf die Abrundung n > 3- gckommen sci: Da, der Bruch - = - = 2 = . . - - 

71  7 14 21  7 n 
IZ 

zii gross war, so suchte Archimedes einen Bruch - 1137 
7 n +  1 '  

der kleiner als -- 
8069 

war, aber mtiglichst nahe bei diesem Bruche lag. Bus der Ungleichung 
n. < folgte n < 1 0 : : ~ ~  &O,  da n eine ganze Zahl bcdeutet, n - 10, 

7 m + 1  
10  

d. h. - war derjenige Bruch, welcher den gestellten Bedingungen genügte. E'ür 
7 1 

n < 10  werden dio Brüche zu klein und für n > 10 zu gross. Es ist namlich, 
1 2 3  

wenn man der Rcihe nach n =  1 ,  2 ,  3 . .  . setzt, -- < i B < E . . . ~  und es zeigt 
1 10 1137 11 

8 
sich 1 < -- < -- < - . Hatte Archimedes einen Bruch mit dreistelligem 

64 71  8069 78 
3 7 1 

Nenner zugclasscn, so würde er 12 = 10- = I O - -  gesetzt und daraus für n 

3 1 
1 1 0 + 1  3 

die untere Begrenzung 3 - ermittelt haben. 
220 
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stollen. Um im Folgonden nnnothige Weiterungen zii vermeiden, werde 
ich die zu jedem Wortho für  z berechnete Zahl .la die K e n n z i f f e r  
nennen. 

Zwischen zwei beliebigen Gliedern der eben erwiihnten Reihe lasst 

a 3- einschieben. Selbst- sich jedesmal ein Zwischenwerth von der Porm - 
b + 

versthdl ich liegt die Keiinziffer jedes so berechneton Zwischenwerthes 
zwischen den Kennziffern der beidon Grenzwerthc. 

1 1 
Da Archimedes zwischen , und nur Brüche mit zweistelligom 

1 O 

l+lL!? Nenner gesucht ha t ,  so ist die gmze Reihe dieser Brüche, von -- 
a m ,  nach beiden Seiten hin zu entwickeln. 

7+8-15  

2 3 4 
dufsteigend von - erhalten wir - 7 - m .  . l0 - .  - A4 Letzteres Gliod 

15 22 29 7 1  99' 
stellt den nachsten Bruch 

1 10 
Gronzwerthe - = - dar. 

7 70 
Herabsteigend von - - 

1 9  15 
I A 

bis zu - T  dem nkichsten 
95 

mit zwcistolligem Nenncr bci dem obersten 

2 + 1  3 
erhalten wir - - 

4 
15 + 8 - 23 

dann - u. Y .  W., 
3 1 

Bruche mit zweistelligem Nenner bei dern 
1 

untersten Grenzwerthe -. 
2 

Das Nittelglied -r von dem wir ausgingen, t ragt  die Kennziffer 2; 
15 

davon aufsteigend erhielten wir ülicdor mit den Kennziffcrn 3 bis 14, 
1 1  1 

herabsteigend solche mit den KennziEern 1-1 1- - u. s. W. bis 1 - - a  

2 3 11 
. Um nun die v o l l s t a n d i g e  Reihe aller Brüche mit zweistelligem 

1 1 
Nenner zwischen - und - zu erhalten, sind ausser den eben erwiihnten 

7 8 
Kennziffern noch diejenigen aufxnsuchen, welche ebenfdlls au€ Zwischen- 

1 
wortho mit den Nennern < 1 0 0  führen. So giebt uns die Kennziffor 6 o  

13 7 G 
a 

den Bruch 9 den wir zwischen - und - (Kennziffern 7 und 6) ein- 
93 50 43 

1 11 
zuordnen haben. Demnachst führt  die Kennziffer 5-  au€  - - y  zwischen 
- 2 79 
6 5 

- und - - 9 u . s . w .  
43 3 6 

Doch sehen wir jetzt von d e n ,  übrigen Einachaltungen ab, da alle 
7 

diese Werthe < ' sind. Für die Archimedische Rechnung allein würden 
50 

1 1 O 
wir j a  nur  die Glieder zwischen - und - brauchen; da aber ein historischor 

7 7 1 
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Excurs uns ~ p a t e r  noch auf andere Annaherungen für 7~ führen wird, so 
1 

stellen wir hier in einer Uebersicht die ewischen - und 
7 

7 
50 liegendcn 

Briiche mit zweiatelligem Kenner zusammen und sühalten je an Ort  und 

Stelle sowohl die von Archimedes a u  s g e r  e c h n e t e n  Grenzwerthu als 
auch rnehrere von spiiteren Mathernatikern beïechnete Annaherutigen fur  TC 

1 
ein. Am Schluss fügen wir noch das Endglied der ganzen Reihe, - 

i 8' 
hinzu, weil auch die Naherung 3' in der Zeit nach Archimedes mehr- 

mals aufgestellt worden ist. 
8 

Allen diesen Werthen, die mir kurz als u n r o l l k o m m o n e  N i i h e r -  

ungen  bezeichnen konnen, stehen rationale Kennziffern zur Seite (denn 
l 

auch die Kennziffer zu - ist ,  obschon unendlich gross, als eine ratioriale 
7 

Zahl zu betrachten). Die vo l lkorn  m e n  e Niiherung fiir die transcendent0 
Zahl ic ist  bekanntlich nach den neuesten Methoden nicht blos fi jeden 
denkbaren Redarf det; Rechnens, sondern noch weiter über slle menschliche 
Fassungskraft hinaua bestimmt worden.* Für dio nun folgenden TJeher- 

sichten genügt es, 8 I)ecimalstellen von n; aufzuführen."* Um den Ver- 
gleich mit den rationalen Naherungen zu erleichtern, sei noch bemerkt, 
dass zu n nach Analogie die angenkherte Kennziffer 15,9966 gebildet 
werden kann. Auch die achtstelligen Annaherungen für die Werthe 
u U ' 
- und - (wobei D den Diameter, U bez. 27' den Umfang des um- und 
11 L) 

des eingeschriebenen 96 - Ecks bezoichnen) mfigon sammt ihren angeniiherten 
Kennziffern*** zunachst hier Plrttz finden: 

" Vergl. F. R u  d i  O : Archimedes, Huygens, Lambert, Legendre, vicr Ab- 
handluugen über die Kreismessung u. s. W. S. 4 1  flg., besonder~ S. 46. 

** Für die Bezeiühnung a n  g en% h e r t  e r Werthe durch Deüimalbrüche ~ t e h e n  
bekanntlich zmei Methoden zu Gebote, entweder die Hinzufiigung von Punkten 
hinter der letzten Stelle, oder die Erhohung der letzten Stelle um 1 und Ueber- 
streichung dieser erhohten Zahl, wenn die nachste Stelle = 6 oder > 6 sein 
würde, wiihrcnd die lctzte Zahl ohne Strich bedeutet, dass die nachste Stclle < 6  
sein würde. Ich habe in den folgenden Uebersichten die zweite Bezeichnungs- 
weise vorgezogen, nicht blos, sie im Allgerneinen üblicher ist ,  sondern 
auch, weil sie den Vortheil gewahrt, davs man je eine Stelle weniger zu vetzeu 
braucht, um annahernà denselben Grad von Genauigkeit zu erreichen, wie wenn 
man je eine Stelle mehr niederschreibt und daun Punkte beifügt. Auch hier 
habe ich die frcundlichc Mitwirkung von R i  c t z s c h ,  dcr unauf'gefordert allc 
Annkherungen nachgerechnet und jede letzte Stelle fixirt hat, mit Dank zu 
erwiihnen. 

*** Berechnet nach dcn zehnatelligen Anniiherungen 3,142714600 beziehentliüh 
3,141031963. 
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M__N___̂ Y__YMp-------.----I___̂  A_- 

Annaherung, auf 8 Stellen ausgerechnet. 
Kennziffer. 1 

Hieraus i s t  snfort ersichtlich, dass in  der folgondon Tabelle dar von 
M e t i u s  aufgestellte Mittalwerth (vergl. unten IV) der Zahl z am aller- 
nachsten liegt. Ferner ist  leicht zu ersehen, dass die o b e r e n ,  von ver- 
schiedenen Xathematikern gesetzten G r e  n z w e r  t h e sammtlich , wie es sein 

U 
soll, grosser sind als r dass aber uuter den u n t e r e n  G r e n z w e r t h e n ,  

D fiTl 

dio siimmtlich klcinor als - sein sollon, derjcnige von Loonardo irrthüm- 
Ur 

D 
lich grosser als - ausgefallen ist. 

D - - 
Kenn- 
zifi'er. - 

Ch, 

~ppp -- 

~ a c h w e i s  der Mathematiker, welche die Annaherung 
gtifunden haben, und andere Bemerkungen. 

Obere von Archimedes gesetzte Anniiherung. 

Oberer von Archimedes ausgerechneter Grenz- 
werth. 
- 

Oberor von Leonardo von Pisa berechneter 
Grenzworth. 

Bereühnet nach einer Construction des Nicolaus 
Cusanus. 

- 

Anniiherung, die aus dcn Archimedischen Grenz- 
werthen abgoleitet ~ e r d o n  kann. 

Annaherung des Leonardo von Pisa. 

Anuaherung des Ptolemsios. 
Obere von Metius gesetzte Greuze. 

Anriaherung d. Aryabhatta nach einem griechischen 
Autor, der um das 3. b. 4. Jahrb.n.Chr. gelebt hat. 

Annsherung des Metius. 

Untere von Netius gesetzte Grenze. 

Nachster Werth mit zweistelligem Nenner, der 
kleiner d s  3 i  ist; (siehe oben S. 122 Anm."). 
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Ken'- Anniiherung für z. 
ziffer. I Nachwcis der Mathematiker, welche die Annsherung 

gcfunden habcn, und andero Bcmerkungen. 

Unterer von Leonardo von Pisa berechneter 
Gronxwerth. 

- - ~- - -- ~ - 

Annahernng des Orontius Finaeus. 

Unterer von Archimedes ausgerechnetor Grenz- 
werth. 

3 & - 3,14 (son-) 

IJntere von Archimedes gesetztc Ann%lieriing. 
-- - -- - p. .. - 

Annaherung des Liu-hwiiy. 

Annaherung für die Praxis nach Vitruvius, Bou- 
velles, Dürer u. A. (siehe oben S. 126 Anm."). 

Wir kehren nun xu Archirnodos zurück. AIS unteren Grenzwerlh 
1137 1137 

hatte er berechnet 3- = 3 + -- ---. Der ausiaufende Bruch 
8069 7 . 1137 + 110 

1137 3 7 11 10 
triigt also die Kennziffer - 

110 = 10 - und liegt mithin zwischen 78 uud -- 
110 11 37 

7 1 

(Ihxziffern 11 und 10). Da nun ein kleinerer Bruch a18 - - - erforderlich 
A ,. 8069 
1 V 

ist, so ergiebt sich als der nachste untere Gronzwerth, wenn der 
71 

Nenner des Bruches < 100 bleiben sou. 

II. 
Wie Eutokios in seinem Commentare (S. 300, 15 bis 302, 13 Hoib.) 

mittheilt, is t  die Kreisrnessung des Archim~des z u n ~ c h s t  von dessen 
jüngerem Zeitgonossen Ap o i l  o n i o  s von Perge, spater von P hi10 n von 
Gadaia und von dessen Schüler S p o r o s  von Nikaia in der Schrift 
' A Q ~ r n f l r € ~ ~ ~ à '  xqgia* kritisirt worden. Untcr dieson ha t  nur Sporos es 
- - -- 

* Bei Eutokios ist (S. 300, 23) I I d e o ~  Werliefert; aber im Commentar zum 
2. Buclie über Kugel und Cylinder (S 90, 4 Heib.) wird rjnOeos durch die beste 
Handschrift bezeugt. Daher hs t  schon F a b r i c i u s  Biblioth. Gr. I V  S. 203 Harles. 
stillschweigend die Namensform Sporus nicht blos fur Eutokios S. 90, 4 ,  son- 
dern auch für S. 300, 23 in  Anspruch genommen und eugleich festgestellt, 
dass die S. 300, 26 erwahnte Schrift des Sporos uq~ior  mit ihrem vollen Tite1 
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gewagt, einen Tadel gegen Archimedes zn erheben; dieser habe namlich 
die Gerade, welche dem Umfange des Kreises gleich sein soll, nicht genau 
ermitlolt. Mit Becht nimmt Eutokios seinen Autor gegen dicsen Vorwurf 
i n  Schutz, indem er ,  ganz im Sinne des Archimedes, betont, dass eine 
solche Gerade nach ihrem Verhaltniss zum Durchmesser nimmermehr durch 
Zahlen bestimmt, sondern nur zwischen zwei, durch Zahlen ausgedrtickte 
Grenzen eingeschlossen werden konne. Die neuesten Untersuchungen über 
diese Frage haben ihm Recht gegcbeii und eugleich, was mir Widerlegung 
dos Sporos hier kurz bemcrkt sei, erwiosen, dass oine constructive LGsung 
des I'roblems der Quadratur des Zirkels überhaupt unmoglich kt.* 

Dagegen haben Apollonios und Philon, soweit wir aus dem nerichte 
des Eutokios orsohen konncn, sich darauf bcschrsnkt, zu zeigen, dam man 

noch genauere Umgrenzungen fur das Verhiiltuiss des Kreisumfanges zum 
Durchmesser finden kGnne, als von Archimedes gesetzt waren. Nun hat 
der Letztere seine ganze Darstellung von vornherein darauf gerichtet, 
gewisse leicht aussprechbare Grenzen festzustellen, mithin die Moglichlieit, 
noch genauere, wenn auch weniger leicht aussprechbare Grenzen zu finden, 
niemals geleugnet. J a ,  e r  selbst ha t  j a  genauere Werthe, und zwar Brüche 

1 1 
mit den Nennern 4673 - und 2017 - 7  das ist (nach Einrichtung der Brüche) 

2 4 i 1 n 
9347 und 8069, ausgerechnet, ehe er mit seinen Annaherungen 3? und 3'-y 

7 7 1 
abschloss. Wenn also Apollonios und Philon noch genauere Grenzmerthe 
gesetzt haben, so haben sie die Kreismessung des Archimedes nur nach 
der rechnerischen Seite hin erginzt, nicht im Yindesten aber die Funda- 
mente seiner Beweise erschüttert und ebenso wenig seine Anniiherungen 
als ungeeignet nachgewiesen. 

Mit geringen formalen Abweichungen berichtet Eutokios inhsltlich 
ganz dasselbe von Apollonios wie von Philon: 

; i e ~ i i t o t e A ~ x &  xqQ& (5.264,lLJ) gelautet hat. Den Ausdruck x q ~ i c c ,  Honigwaben, 
deutet T a n n e r y  in Sirnplicii in Arist. phys. libros quattuor priores comment. ed. 
TE. Diels, pracfat. p. XXVII, iintcr Rerufung auf Gell. N. A. praefat. 6 als eleeta, 
B i r t ,  Das antike Buchwesen S. 94 ,  als ein gelehrtes Werk vol1 Süssigkeit und mit 
Bienenfleies zusarnmengetragen. Als Epoche des Sporos setzt T a n n e r y  dae 
Ende des 3. Jahrh. u. Chr. an: S. deus. Sur les fragments d'Eudèrne de Iihodes 
in den Annales de la faculté des lettres de Bordeaux, tome 1V (1882) p. 75 Ug. 
Erwahnt wird Sporos auch in den Scholien zu Aratos und in den Doxogrnphi 
p. 231 Diels: s. T a n n e r y ,  Sporos de h'icée a. a. O. p. 257 flg., und Diels in 
seincr Ausgabe des Simplicius in Arist. phys. etc. praefat. p. XXVII. Vergl. auch 
T a n n e  r y ,  Le fragment d'Budème sur la quadrature des runules in den Me'm. de 
la societé des sciences de Bordeaux, 20 série, V (1883) S. 216. 

* Vergl. B u d i o  a. a. O. S. 6 biii 68. 
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* Von dem M a t h e m a t i k e r  Magnus k t  ausser der obigen Angabe des 
Eutokios Nichts bekannt. Dass er jünger als S p o r o s  war, darf. nach dem 
Zusammenhange der Worte des Eutokios als wahrscheinlich gelten. Demnach 
würde die Epoche des Magnus in das 4. bis 5. Jahrhundert zu setzen sein. Eine 
genaiiere Datirung wiirde sich ergeben, wenn der Verfasser der Logistik identisch 

~ u l  ~ f i o ? . h h ~ ~ o ~  6 ITEppLog i v  z@ ;>;r.vzoxiy @i,iovrr- ~ i ç  ~ X ~ L ~ E G -  

ware mit dem C h r o n o g r a p h e n  M a g n u s  von Karrhai, der nach M a l a l a s  
S. 329,  2 Bonn. mit dem Kaiser Julianus (361 bis 363) in Verkehr gestanden hat. 
Dieser Magnus wird (laut freundlicher Mittheilung von B ü t  t u e r -  W O b ut) ausser 
a a. O. auch S. 332 13onn. von Malalas als Quelle angeführf. Nach der Aonahme 
Mendelssohn's in seiner Ausgabe des Zosimos S. XXXIX flg. sol1 Magnus auch 
von Zosimos III, 1 2  bis 34 benutzt worden sein. Doch hat B ü t t n e r -  Wobs t :  
Der Tod des Eaisers Julian, in Philol. L I  S. 574 Anm. 34, einen nicht unwesent- 
lichen Einwand gcgcn dicsc Hypothcso crhoben. Ein um vier Jahrhunderte jüngerer 
Chronograph  M a g n u s ,  der zuerst von F a b r i ü i u s  Bibl. ür.VII S. 444 Harles 

(;zEI~EL&Ev u&8 (das Problem der Kreismessung) 

6 1  6 Q ~ @ r a l v  f t é g w v  E i d  z; civ'v~~yuç pCiLlov 
1 1  

cuycrywv. zo6m d i  6 n g ~ ~ é c i c e g o  v ,uév EIVUL 
domi. . . 

aus dem p ' y a ç  XQovuyp&poç herausgedeutet worden ist, welcher am Eande der 
Bandscbrift des Chronicon paschale verschiedene bis in das 8. Jahrhundert 
reichende Notizen eingetragen hat, kann hier, wo es sich um den von E u t o  k i  os  
citirten Mathcmstiker Magnus handelt, nicht in  Retracht kommen. 

** P a p p i  collectio II Propos. 1 4  bis 26 (S. 2 bis 24), H u l t s c h  zu Pappos 
Bd. III S. 1212 flg. und Index unter OPWvvpo~, Nesse lmann:  Algebra der Griechen 

T ~ ~ O U  6 g c 6 p o d S  Lyu- 

y ~ c v  zGv &' )AQX~p<60vS 

E @ ~ , ~ É V W V ,  TOV TE 5'' yqp ;  

xal zWv L' ou". 

Dann giebt der Commentator sein Urtheil dahin ab: ~ ~ C V V ~ E ~  ElVe&jç 
(alla der Reihe nach, also auch die beiden eben Genannten) rpcdvovrar zdv 

G ~ O Z ~ V  cr&o.îj r j y v ~ ~ x & & ~ .  x i ~ y v z u ~  6; %cri zocç v p u g r  &8mv no?. Au fi Au- 

ci~aripoLç x u l  p e p ~ c i p o l ç ,  O& O& EVZOAOV ~cagaxorlov&iv zbv pjl 8 d  zWv 

~ ; y  vov Aoyr~t~r.Dv qypivov. 

Vier Autoren nennt Eutokios in  dem bisher besprochenen Abschnitte, 

und von diesen ist ihm offenbar der letzte, und gewiss auch der jüngste 

von allen*, verhZltnissmassig am besten bekannt. M a g n u s  lehrte also 

in seiner Logistik, wie man die Multiplication und die Division grosser 

Zahlen bewsltigen konno durch die V e r v i e l f % l t i g u n g  und die T h e i l u n g  

der My r i a d e n ,  oder, m i t  anderen Worten, er führte alle Ausrechnungen 

auf den Bereich der Zahlen von 1 bis 9999 zurück und bestininite durch 

besondere Ausdrücke, welche Stufen in der ganzen Zahlenreihe, sowohl der 

Ganzen als der entsprechend zu benennenden Theile, jeder Myriade zukommen. 

Wie wir uns des Magnus Darstellung der ~ O ~ A U ~ C A ~ G L U G ~ O ~  tWv pv~r&dwv 

zu denken haben, das lernen wir aus dem zweiten, leider zn Anfang ver- 

stümmclten Buche der Sammlung des Pappos. Hier wird oin ausfiihrlichcr 

Bericht über oin verloren gegangenes, auch dem Tite1 nach unbekanntos 

Werk des Apollonios gageben.** Trotz der lückenbaften Ueberlieferung 
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bei Pappos is t  es gelungen, die Nultiplicationsmethode, welche Apollonios 

in  der verloren gegangenen Schrift zur Darstellung grosster Zalilen ein- 

geschlagen bat ,  klar zu stellen, und es ha t  sich dabei xugleich gczeigt, 

dass die Schrift durch die Sandrechnung des Archimedes angeregt worden 

viar. Man braucht nicht etwa anzunehmen, Apollonios hahe darin gegen 

den letzteren polemisirt,; aber sicher ha t  er xeigen wollen, dass man die 

Zahlenreihe bis zu unfasvbar hohen Betrügen fortsetzen bonne, ohne zu 

dom künstlichen Rahmen der Archimedischen Okt,aden seine Zuflucht zu 

nehmen. Die Griechen beginnen, wenn sie von 1 bis 9999 Einheiten 

gczahlt haben, wieder mit 1, nümlich der Einheit der Myriaden.* Waren 

nun auch die pve~&GeS, gerade so wie vorher die p o v ~ d ~ s ,  ausgezahlt, so 

liess Apollonios wieder von 1 anfangen, namlich in dom Rahmen der 

8~nAcrL ~ V ~ L & ~ E ~ ,  wo 1 die Geltung von 100002, und die f'olgenden Zahlen 

entsprechende Geltung (2 . 10 000"is 9999 . 10 000') hatten. Dann kam 
die Einheit der z~~nil<uL pvgrddsg (1 = 100003), dann die der zsz~anla l  und 

so fort. Wie Apollonios nach dieser Methode die Multiplicat,ion bis zu 

einer überaus grossen Zahl durchgeführt hat,  ist  aus den Siitzen des Pappos 

dcutlich zu erkennen. E s  war kein decimales Rechnen in unserem Sinne, denn 

es fchlten unsere Ziffern m i t  der Null, mithin auch dic dekadische Stellen- 

bezeiclinung; aber es war dem wirklichen dacimalonEechnen so weit mgenshort, 

als es nur  immer mit griechischen Z a h l ~ o r t e r n  und Zahlzeichen moglich ist. 

Hiernach konnen wir das IIauptsiichliche betreffs der Multiplication, 

wie sie in  der Logistik des Magnus gelehrt wurde, a ieder  herstellen. 

Magnus liess keinen Betrag von pov&Jeç über 9999 zu. Waren so vie10 

pov4S~ç erreicht, so begann die Zahlung wieder mit 1 im Rahmcn der 

p v g ~ & d ~ ç ,  hiernach weiter im Ea.hmcn der drnlai,  z p ~ d n i  pvg~&deS und so 

fort. Das waren also bei ihrn die pug~ch3wv noA~anAcr~~crupoi. 

S. 123 Ag., C a n t o r  Vorlesungen I 9  330 flg., 425 flg., H u l t s c h  in Zeitschr. für 
Matheru. u. Phys., hi&-liter. Abtheil., XXVII S. 58 flg., dcrs. in Berliner Fhilol. 
Wochenschr. 1885 S. 569 Ag. und in Wissowa's Real-Encgclopiidie unter Apcl- 
l o n i u s  von Perge vergl. mit A r i t h m e t i c a  5 10, T a n n e r y :  L'arithmétique des 
Grecs dans Pappns i n  MBm. de  la soc. des sciences de Rordeaiix, 2. sér., III S. 351 flg. 

* Nach dcr Analogie von BLGXL'LLOL, ZQLGXL'LLOL U. S. W. bildet der gewohnlichc 
Sprachgebrauch zwar rtuch ~ ' L G ~ ~ Q L O L ,  z Q ~ r i , u 6 ~ ~ o ~  u. B.  W.; allein überall, wo es 
sich um eigentliche Ausrechnuugen handclt, bei denen man die Zahl von 
9999 Einheiten iibersteigt, wird gleiclim%suig im llalimen der Myriaden, wie in 
deru der Eiriheiten, von 1 aus weiter geziihlt und gerechnet. Archimedes 
(Aren. S. 288, 24, 290, 0 ,  8 Heib.) hat xwar gelcgentlich p ~ 9 ~ L ; ~ ~ ç  P ~ P ~ ~ ~ ,  da8 ist 
die h~chstmogliche Bezeichuung mit eiueni Zahladverb, gebildet, jedoch nur, um 
so viele M y r i a d e n  in allgemein verstiindlicher Weise ziihlen zu konnen. Dann 
ordnet er diese Zalil sofort in das System seiner Oktnden ein, welches lediglich 
zn dern Zweckc von ihm aufgebaut ist, um keine grossere Zahlbczcichnung als 
hoclistens 9999 pvQ~&dcç + 9999 pov( ( t ( l~~  zuzulassen. 
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Wie stand es aber mit den Divisionsregeln? Zunüchst ist  klar, dass 
eine noch B O  g r o s e  Zahl, als Dividendus gesetzt, rücklaufig nach denselben 
Principien sich theilen liess, a i e  sie vorher zum Product angeschwollen 
nar. In  der vorerwahntcn Schrift des Apollonios war die lotzte Multipli- 
cation (nach Pappos Ud. 1 S. 24): 

(19 M4 + 6036 M3 + 8480M2) 10 M9, 
wobei s ta t t  10000 die griechische Abkürzung M - pwQ&kS gesetzt worden 
ist. Das Resultat ist: 

196 MlS $ 368 Ml2 + 4800 Ml1. 

Setzon wir nun letzteres Product als Dividendus und 10 MS als Divisor, 
so lasst sich leicht zeigen, auf welche Weisc rücklaufig der Quotient 
19 M4 $ 6036 M3 $ 8 4 8 0  M2 herauskommt. Schwieriger ~ c h o n  würde die 
Darstellung werden, wenn im Divisor zu den lOM%och eine Anzahl 
von M8 ilinzutrate, und immerfort schwieriger, je mehr Glieder, herab- 
steigend von der hochsten Potenz von M bis zu den einfachen Myriaden 
und zuletzt bis zu don ~ o v ~ R E ~ ,  im Divisor sich vorfinden wiirden. 

Das sind die p ~ g i d d w v  p ~ g l ~ p ~ i ,  soweit sie unmittolbar aus den 
Multiplicationen bei Apollonios sich entwickeln lassen. War, geschah aber, 
venu die Division nicht aufging oder von vornherein der Dividendus kleiner 
als der Divisor war? Auch darüber giebt Eutokios einen Wink. Um den 
Kiherungsrechnungen des Apollonios und Philon, so sagt er,  folgen zu 

ktinnen, müssc man nach dor L o g i s  t i k  d o s  M a g n u s  geschult soin. Das 
sei aber schwierig, und deshalb empfehle sich weit mehr die AnnBheruugs- 
niethode durch die Sesagesimalrechnung, wie. sie aus der Syntaxis des 
Ptolernaios bckannt sei. Rieraus geht doch deutlich hervor (was übrigens 
schon von vornherein als wahrscheinlich gelten muaste), dass Magnus mit 
eeinen pwg~ddwv pgrriuoi nicht bei den Ganzen stehen geblieben, sondern 
auch zur Briichrechnung fortgoschritten ist. Und zwar kann das, wenn 
wir den Spuren im Berichte des Eutokiov folgen, nicht anders geschehen 
min, als durch fortgesetzte Umrahmung nach Myriaden, ganz analog der 
Umrahmung durch die Zahl 60 und ihre Potenzen bei der Sexagesirnal- 
rechnung. E r  bildete also der Reihe nsch Brüche mit den Nennern 
10000,  100002 und meiter, wenn man diese Vermuthung wagen will 
(denn schon bis zu dom Neriner 100002 herabzusteigen war fiir den 
Griechen eine rechnerische Herculesarbeit, und auch heutigen Tages pflngt 
man ja nur ausuahms~eise  bis zur 8. Stelle hinter dem Komma zu rechnen). 

Um nun die Zahiengruppen, auf welche Xagnus durch fortgesetzte 
Theilung kam, zu benennen, war g e w i ~ s  die Analogie der Sexagesimal- 
rochnung massgobcnd. Wio vorhcr dio Nyriadcn nsch Potenzcn gruppirt 
waren, um die Theilung bis zu den Nonaden zu ermoglichen, so folgten 
nun irn Quotienten die Zehotausendstel, das ist p v g ~ o ~ t &  (namlich zg~ror),  
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danu, wann nothig, dio ,uugroric& G~dzegct: d.  i. Briiche mit dem Nenner 
100002, und es konnte auch weiter gezeigt werdan, dass, a e n n  man dieses 
System, unabhiingig vom praktischen Rechnen, fortsetzen will, auch noch 
p ~ ~ ~ o t i t i  zgitor und so fort sich ansetzen lassen. 

Die Hauptsache blieb, ganz so wie bei der Rechnung nach Potenzen 
von Jiiyriaden, die Feststellung des Rahmens, ehe man zilr Einzelausrechnung 
schritt. Ails dem Divisionsexempel, welches vor kurzem in Anschluss nn 
Apollonios aufgestellt wurdo, soi jotzt, um die Vergleichung recht deutlich 
zu maühen, die Aufgabe (1% Ml3 + 368 Ml2) : 10 Mg herausgeschnitten. 
Das oberste Glied des Quotienten i i l l t  offenbar in  den Rahmen der 
~ ~ L ~ C Y E ~  13-9 - M4. Nun dividirt man 1 9 6  Ganze durch 10 Ganze, und 
erhalt als Quotienten 19, namlich M4. Es sind aber 6 M 1 3  als Rest ge- 
blieben. Diese wcrden zil 60000M12 verwandelt und die obigen .368MlZ 
dos Dividondus hinzugeziihlt. Es  waron also 60368 Ml2 durch 1 0  M%u 
dividiren. Wiederum war zuerst der Kahmen für das nun folgende Glied 
des Quotienten, n%nilich M3,  festeustellen und dann weiter zu verfahren 
wie vorher. Genau in dieser Weise konnte die Bruchrecbnung auageführt 
werden. Behalten wir dieselben Ziffern, wie vorher, bei und stellen 
zuniichst als Aufgabe die Division 196 : 10 (namlich pov&deç). Als oberstes 
Glied des Quotienten ergabon sich sofort 19 pov&d~s. Der Rcst 6 wird 
in Zohntausendstel verwandelt und durch woitere Division erhLilt man (in 
d i e ~ e m  Falle ohne Rest) ,; p u ~ ~ o < i t & ,  die sich zu ç' 8ixcusu = 0,6 kürzen lassen. 

368 
Ferner is t  leicht zu ersehen, wie die Divisionraufgaùe (196 + rn) : 10 

mit griechischen Zahlenbezeichnungen zu 16sen sein würde, und, wenn wir 
weiter gehen wollen, so brauchen wir nur  s tat t  10 etwa 11 als Divisor zn 
wahlen, u m  ausser den p u g ~ ~ ~ z Ù  rcpGtc~ auch p u Q ~ o ~ z &  S~v't~gcr, zghct u. s. w. 
zu erhalten. 

Wir  habon soebon, im Anschluss an Apollonios, mijglichst einfscho 
Beispiele gewalt; allein auch für  alle anderen Falle, rri6gen Dividenaus 
und Divisor auch noch so complicirt sein, gelten dieselben Gesetze. Fur 
die Sexagesimaltheilung haben Theon zu Ptolemaios und ein Anonymns, 
der besonders über die Sexagesimalrechnung gehandelt hat ,  die Haupt- 
regeln uns überliefert*; wenn wir nun diese Texte zu Crunde legen und 
s tat t  ELri?ouz& allenthalhen pug~oucn' einsetzen, so werden wir eine miiglichst 
mgcnsherte Varstollung von den Regoln erhaltcn, wclche Magnus in seiner 
Logistik über die p ~ g ~ 6 b w v  pegr6poi aufgestcllt hat. 

Dass die Ausrechnungen in , u ~ ~ L u G ~ &  ungleich schwieriger waren, als 
die in  E&llxo<iz&, fallt sofort in die Augen. Denn bei der Seaagesimal- 

* T h e o n  zum 1. Buche der Sgntaxis des I'tolem. S. 110 bis 113, 118 Ag. 
Halma , Op us c u l  u m  de multipl. et divis. sexagesim. Uiophanto vel Pappo attri- 
buendum S. 6 flg. Denry. 
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rechn~ng kann innerhalb einer jeden Abtheilung keine grossere Zahl a]s 59 
vorkommen, wahrend bei der Myriadenrecbnung die Bahlen bis 9999 
snschwellen. Bis 59 sind sowohl die Primzahlen, als die thoilbaren Zahlen 
mit iliren verschiedenen Theilern leicht kenntlich, sodass ein geübter 
Rschner das Meiste durch Kopfrechnen erledigen kann; wenn es sich 
dagegen um Betrage bis 9999 handelt, so geht es nicht ohne urnstand- 
liche, und zwar schriftlich zu fixirende Zwischenrechnungen ab. 

'dan darf es daher dem Eutokios nicht verdenken, wenn e r  allein 
die sexagesimale Sheilung für praktisch brauchbar erklart und es ablehnt, 
aiif die schwer verstBndlichen p a ~ ~ d w v  p p u p o i ,  wie sie Magnus nach 
dem Vorgange des Apollonios und Philon dargestellt hatte , nahor einzugehen. 

(Schluse folgt.) 

Hiet.-lit. Aùth. d. Zeitsïhr. f. Math n. Phys. 39. Jahrg. 1394. 4. Heft 
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Saggio d'introduzione a l la  teoria  delle qnant i t à  complesse geometricamente 
rappressentate per B. CARKAHA. Cremona 1893. 

Der Zweck des Werkes ist, wie der Verfasser in  seiner Vorrede sagt, 
das Studium der geometrisch dargestellten complexen Grossen in Italien 
zu f6rdern. Diese Vorrede ist besonders aus dem Grunde interessant, weil 
sie oine tiborsichtliche Darstellung der Geschichte des i n  Rcdo stehmden 
Gebietes giebt. - Was den Inhalt des Werkes selbst anbetrifft, so giobt 
der Verfasser i n  dem ersten Theile die Definition der coniplexen Grüssen, 
sowie die Ausführung der verschiedenen Rechnungsarten mit denselben. 
Im zweiten Theile bringt e r  zunachst einige Satze über Reihen; sodann 
wendet er sich zur Functionentheorie, in  welcher nur die eindeutigen 
Functionen betrachtet werden und  entwickelt die Fundamentaleigenschaften 
einer Function einer eomplexen Variabeln, die Satee übor Wiirzeln einer 
Gleichung fiten Grades und den C auchy'schen Satz über bestimmte lntegrale. 
Man ersieht hieraus, dass besouders der auf die Functionentheorie bezüg- 
liche Theil des Werkes sehr knapp gehalten ist und dass es sich wohl 
empfehlen würde, densellxn bei spiiteren Auflagen etwas ausführlicher zu 
gestalten. Bei der Ableitung der SZtze des ersten Theiles wird irn All- 
gomeinen die goometrische Mcthode bevorzugt. Die Bcwcisführung ist fast 
irnrner klar  und verstiindlich, nur die Darstellung der Kreisbogen als 
Loparitlimen (S. 56) Iiisst die nothwendige Deutlichkeit vermissen. Dagigen 
sind die Auseinandersetzungen im Anfange des ersten und im zweiten Capitel 
des zweiten Theiles etwss zu sehr ausgedehnt. Jedenfalls ist das Werk 
sehr wohl zur Einführung in das Studium der complexen Grossen geeignet. 
E s  würde aber diesen Zweck in noch hoherem Grade erfüllen, wenn der Ver- 
fasscr die angedeuteten Aenderungen vornehmcn würde. jaAx bIEusn. 

Lehrbuch der Geometrie für h6here Lehranstalten von Dr. H. RUMPEN ~ ~ n d  
Dr. Aua. BLIND. Druck und Verlag von Albert Ahn. Koln und 
Leipzig 1893. 

1. Theil: Planimetrie (zweite, nach den ,,LehrplSnen der hoheren 
Schulen" verbesserte Auflage). 

Das vorliegende Werk zeichnet sich im Allgemeinen durch eine klare 
Ausdrucksweise und übersichtliche Darstellung aus, so dass es wohl der 
Abeicht dor Verfasser, oin gutcs Schullehrbuch zu soin, entspricht. Aller- 
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dings ist der Inhalt nicht zn reichlich bemessen, und man vermisst manche 
lieb gewordenen Lehrsatze. Einige Reweise hiitten wohl vereinfacht werden 
konnen, wie z. B. der dos vierten Congriienzsatxes, wiihrend in anderen 
FaIlen, wio z. B. i n  Aufgabe Nr. 302 ,,Ein gegebenes Dreieck A B C  von 
einern Punkte E auf A B  aus in sieben gleiche Theile zu theilen" eine 
etwas ausführlichere Anleitung erwünscht gewesen wiire. 

II. und III. Theil: Tïigonometrie und Stereometrie. 
Dasselbe, was wir aber Inhalt und Umfang des 1. Theiles gesagt 

haben, gilt auch für  den II. und III. Theil. Die trigonometrischen Func- 
tionen werden zunachst nur fiir spitze Winkel aus dem rechtwinkligon 
Droieck definirt und in Vorbindung mit dieson die Drciecksborechnung 
auseinandergesetzt. Die trigonometrischen Functionen der stumpfen Winkel 
werden erst spater eingeführt, wtihrend der Verlauf dieser Functionen für  
grossere Winkel nicht in I3etracht gezogen wird. Auch die Anordnung der 
Lehrsatze in  der Stereometrie weicht von der 'üblichen ab. Die Eintheilung 
wird nach den verschiedenen zu besprechenden Korpern ausgeführt, wahrend 
die Lehrsiitze über  Ebenen und Linien immer nur  d a m  erortert werden, 
wenn sio zur Abloitung der Korpor gobraucht werden. Weslialb der plani- 
metrisühe Satz Br. 62 bei der Besprechung des Setraeders ers t  eingesohoben 
ist, will uns niüht einleuçhten. Es ware doch praktischer, denselben nach 
Erledigung der Congruenzsiitze, also im 1. Theil des Werkes, aufzuführen. 

MAX MEYER. 

Lehrbuch der Geometrie für  den mathematischen Unterricht an hoheren 
Lehranstalten von Dr. Hcco FENKNER, mit einem Vorworte von 
Dr. W. KRUMME, in  zwei Theilen. Erster Theil: Ebene Geometrie. 
Zweite verbesserte und vermehrte Anflage. Verlag von Otto Salle. 
Bfiunschweig 1892. 

Das vorliegende Werk verfolgt einen von denjenigen der meisten Lehr- 
bücher verschiedenen Zweck. Es  will dern Schülor nicht die Kenntniss 
einer gewissen Anzahl von LelirsSteen und deren Beweise übermitteln, 
sondern es will denselben i n  den Stand setzen, selbststindig die Beweise 
zu finden. ,,Der Schüler sol1 nicht die Beweise, sondern das Beweisen 
lemen'', wie es in  der Yorrede beisst. Das hierzu in Anwendung gebrachte 
Verfahren besteht im Wesentliclien darin, dass das Lehrbuch nicht den 
Beweis selhst, sondern eine Analysis des Beweises giebt, welche der bei 
den Constructionsaufgaben üblichen ahnlich kt. ,,Ans den Siitzen werden 
diejenigen als 'Beweisinittel' hervorgehoben, welche zum Beweise der 
anderen Satze dienen." Ob dieses Verfahren im geometrischen Unterricht 
vortheilhaft is t ,  kann nur  die Praxis entscbeiden. Gewiss wird jeder 
Lehrer diese Methode a n  geeigneten Stellen anwenden, da man sich aber 
im Allgemeinen wohl. nicht darauf beschranken kann, nur  die Analysis 

11: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



140 Historisch - literarische Abtheilung. ------- 
des Beweises durchzunehmen, so fragt es sich, ob das vorgeschriebene 
mathematische Pensum in der zur Verfügung stehondon Zeit auf diese 
Wcise erledigt werden kann. Ein sehr wichtiges Erfordorniss cines Lehr- 
buches is t  es dagegen, dass die Lehrsatze in einer bestimmten und zu 
keiner Zweideutigkeit veranlassenden Form ausgesprochen werden. Hierauf 
ist aber nicht immer genügend Rücksicht genommen worden. Als Beispiele 
mogen folgende Falle dienen. Lehrsatz 22: Zwei Dreiecke sind congruent, 
wenn sie in einer Seite und zwei Winkeln übereinstirnmen. Lehrsatz 61: 

a. (n - 3) 
Die S u m m e  der Diagondon einos a Ecks ist gleich Auch die 

2 
Beweisführung ist nicht immer die einfachste, wie z. B. im Lehrsatz 57, 
in  welchem es sehr wohl mtiglich ist, mit einer Hilfslinie auszukommen. 

MAX MEYER. 

Arithmetische Aufgaben. Mit besonderer Berücksichtigung von Anwend- 
ungen aus dem Gebiete der Geometrie, Trigonometrie, Physik und 
Chemie. Zum Schnlgebrauch , sowie zum Selbstunterricht bearbeitet 
von Dr. Huco FENKNER. Ausgabe A) : Ftir Gymnasien , Realgymnasien 
und Oberrealschulen. Pensum der Prima. Verlag von Otto Salle. 
Braunschweig 1893. 

Die unter dem vorstehonden Tito1 erschienene Sammlung enthalt eine 
reiche Auswahl von Aufgaben aus d e n  gesammten für  Prima bestimmten 
Gebiete, welche besonders durch die Anwendungen auf Physik und Chemie 
anregend wirken. Der Inhalt is t  folgendermassen eingetheilt: 

Erster Abschnitt: Maxima und Minima. 
Zweiter Abschnitt: Die Combinationslehre. 
Ilritter Abschnitt: Der binornische Lehrsatz. 
Vierter Abschnitt: Elornonte der Wahrscheinlichlrcitsrochnuiig. 
Fünfter Abschnitt: Die Kettenbrüche. 
Sechster Abschnitt: Rechnung mit complexen Zahlen. 
Siebenter Abschnitt: a) Arithmetische Reihen htiherer Ordnung; 

b) Die Exponentialreihe und die logarithmischeneihe; 
c) Die Convergenz der unendlichen Reihen. 

Achter Abschnitt: Gleichungen dritten Grades. 
Neunter Abschnitt: Gleichungen vierten Grades. 
Anhang : Unbestimmtc Glcichungen. 

Ob dieses Werk allerdings sich zum Selbstunterricht eignet, dürftc 
vielleicht zu bezweifeln sein, denn dazu sind die den Aufgaben voran- 
gehenden Erlauterurigen haufig zu kurx gefasst. Besonders gilt dies von 
dem Abschnitt der Combinationslehre und  den arithmetischen Reihen hoherer 
Ordnung. In der Schule dagegen dürfte aus den oben angefiihrten Grüuden 
aieses Werk seinem Zweck vollkommen entsprechen. MAX MEYEB. 
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Die Quadratnr des Kreises von Dr. ANDR. OZEGOWSKI. Selbstverlag des 
Verfassers. In Commission von W. Niesiotowski. Ostrowo 1893. 

Eine crnste wissenschaftliche Besprechung kann man dem vorliegenden 
Werke beim besten Willen niüht zu Theil werden lassen, und es wirù, 
uin die grosse Sachkenntniss des Verfassers zu veranschaulichen, genügen, 
wenn air einzelne'seiner Aussprüche anführen. So sagt  er z. B. Seite 6: 
,,Es i ~ t  uns auch bekannt, dass materielle Kreise, die einem von allen 
Richtungen her gleichmassigen Drucke ausgesetzt werden, sich in gleich- 
seitige Sechsecke verwandeln. Die Kroislinie verwandelt sich hierbei in  
eine gerade Linie.'' Ferner behauptet er ,  dass, wenn man auf dio Scito 
eines rcgelm%ssigcn Sechsecks vom Mittelpunkte des umschriebenen Kreises 

6 
ein Loth fgllt, dieses Loth gleich - des Radius ist. Zum Schluss gelangt 

7 
48 R 

der Verfa:ser xu folgendem Resultat: Der Cmfang des Kreises ist gleich - 
7 ' 

der Inhalt gleich Il2. 3. ,,Wir sehen, dass wir den Kreisumfang bisher 
zu klein und die Kreisfliiche zu gross bereehnet haben". Besonders genuss- 
reich gestaltet sich das Studium dieser Abhandlung dadurch, dass der 
Verfasser aus Princip seine Figuren nicht erkliirt hat,. E r  spricht ~ i c h  
darüber folgendormassen aus: ,,Es würdo ausreichen, nur  die mnthematische 
Pigur zu liefern, die gemeinverstandlich ist, und zu dor sich Jeder  die 
Lehrsiitxe, Behauptungen und Beweise i n  seiner Muttersprache aufstellen 
kann!" Diese Bemerkungen mtigen genügen, um den wissenschaftlichen 
Werth dieser Arbeit zu kennzeichnen. Allen Denjenigen, welche sich einmal 
eine heitere Stunde bereiten wollen, konnen wir die Lectüre derselben 
dringend empfehlen. MAX MEYER. 

Grnndzitge der Differential- n n d  In tegra l rechnnng  von Dr. OTTO STOLZ, 
ord. Profossor an der Universitiit zu Innsbruck. Erster Theil: Roelle 
Veriinderliche und Functionen. Mit vier Figuren ixn Text. Druck 
und Verlag von B. G. Teiibner. Leipzig 1893. 

Das vorliegende Werk  ist vor allen Dingen für  Denjenigen zum Studinm 
geeignet, welcher in  die Differential- und Integralrechnung vom Stand- 
punkte der neueren Functionentbeorie eingeführt werden will. F ü r  einen 
Anfànger ist dasselbe indessen weniger geeignet, da  die functionen- 
theoretischen Grundlagen nicht eingehend genug behandelt worden sind 
und auch zionilich bodcutonde Vorkcnntnisse in  der Reihentheorie und 
Algebra vorausgesetzt werden. Sehr anerkennenswerth i s t  die Gründlichkeit 
und Strenge in der Ableitung der einzelnen Bewejse. Besonders interessant 
ist der Abschnitt über Xaxima und Xinima, in welchem der Verfasser 
auch seine eigenen Untersuchungen über Functionen mehrerer Verander- 
lichen darstellt. Dern gew[ihlten Tite1 bleibt or indessen nicht immor treu, 
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indem er bei der Entwickelung der algebraischen Functionen auch complexe 
Verinderliche hinzuzieht. I n  der Integralrechnung ist noch hosondors 
hervorzuheben, dass der Zweck und die Verwendbarkeit der einzelnen 
Methoden immer deutlich hervortritt. MAX MEYER. 

Kri t ische Cfrnndlegung der Arithmetik von HEINI~ICH KLOOCK. RGhr- 
scheid & Ebbecke. Bonn 1893. 

Die vorliegende Schrift zerfallt in vier Theile: 
1. Auffindungszeiten und uisprüngliche Form der hauptsach- 

lichsten Neuheiten meiner ,,Neuen Arithmetik", 
II. Die Arithmetik E u k l i d s ,  

III. E u l e r ,  
IV. D ü h r i n g ,  

und bildet die Vorbereitung zu einer Arithmetik, die der Verfasser dern- 
nachst erscheinen lassen will. Der erste Theil hesteht aus einer Reihe 
von Aufzeichnungen, welche genau mit dem Datum ihrer Entstehung ver- 
sehen worden sind. Wenn es nun wohl auch interessant is t ,  bei einem 
hervorragenden Werke den allmaligen Entwickelungsgang verfolgen zu 

konnen, so darf man das in Bezug auf ein noch unveroffentlichtes Buch 
wohl gerade nicht behaupten. Da der Verfasser m c h  Vieles angeführt, 
was e r  sphter als irrthümlich wieder verworfen hat, so ist  es sehr schwierig, 
dasjenige herauszuhebsn, was er definitiv bestehen lassen will. Sein haupt- 
sachlicher Widerspmch gegen die bisherige Arithmetik beruht darauf, dass 
e r  die negativen irrationalen imaginaren Grossen nicht als eigentliche 
Zahlen anerkennen will; sie sind nach ihm nur  aufgeschobene Rechnungs- 
operationen. Indem e r  versucht, die einzelnen Rechnungsartcn auf eine 
einfache Weise abzuleiton, giebt er für dieselbe folgendes Schema: 

1 -Basis -Index -Product 

4 ll - . C  Prim - 
(Addend) (Summe) 

I a 7, - - 
Bi - C 

Tri - 

(Multiplicant) (Multiplicator) (Prodiict,) 

a hoch b - c 
(Basis) (Exponent) (Potenz) 

U. S. W. 

E s  wird nun die Frage aufgeworfen, ob man dieses Schema nicht 
srweitern und so zu neuen Rechnungsarten gelangen konnte, und der 

Verfasser findet eine solche Erweiterung in dem Ausdruck a {"[" .. "} (n ma'), 

für  welche er die Bezeichnung a(") oder n in  der nt'" Bipotenz einführt. 
Auf die Untersuchung dieser Grossen wird aber nicht weiter eingegangon 
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und al8 Grund hierfür Polgendes angegeben: ,, Jedoch kamen mir schon die Bi- 
potenzen so widerlich unaug%nglich vor, dass ich überhaupt nicht versucht habe, 
die Intraimaginaritët ihror selbstverstiindlichon Umkehrungen zu erproben." 

Die folgenden Abbchnitte en thd ten  nicht eine Besprechung der ge- 
sainrnten Arithmetik der drei oben genannten Mathematiker, sondern 
beschrënken sich auf die Erorterung einzelner Punkte. Wie sich der Ver- 
fasser im Allgemeinen zu diesen stellt, ist schon durch das Vorhergesagte 
gekennzeichnet. Bei E u k l i d  wird besonders die Anordnung der Satze im 
siebenten Ruche gerügt. Sehr wharf wird mit E u l e r  umgegangen, iiber 
dessen Algebra der Verfasser folgendcs Drtheil ahgiobt: ,,In bahaglicher 
Breite wird die malhematische Zeichenaprache, wie sie sich in don letzton 
Jahrhunderten herausgebildet hat te ,  erliiutert. I n  fast allen Capiteln scheint 
das die IIauptsache zu sein. Die Lehrsatze werden nur so beiltiufig als 
leicht durchschaubare Wahrheiten angeführt. Stat t  der gründlichen und  
strengen Beweise E u k l i d ' a  findet man hier hochstens Erpirobungen ihrer 
Richtigkeit an ein~clnen Beispielen bestimmter Zahlen". Und ferner : 
,,Wem also d u a n  liegt, die mathematische Sondersprache und -Schrift, 
sowie die Hauptsafze der Arithmetik an sich ohne scliarfere Bepründung 
kennen zu lernen oder sich wieder ins Gediichtniss zurückzuruten, dem 
wird die lesbare und ausführliche Darstellung E u l e r ' s  gute Dienste t h ~ n . ~ '  

Vie1 günstiger wird die Arithmetik D ü h r  i n  g's behandelt, mit welcher 
sich der Verfasser in v iden  Punkten einverstanden erklart. Auf alle Einzel- 
heiten dor vorliegenden Schrift einzugehen, konnen wir wohl vorlhf ig ver- 
zichten. Der geeignete Zeitpunkt hierfiir dürfte erst dann gekommen sein, wenn 
in dem angekündigten grosseren Werke eine zusammenhangende und eingehende 
Darlegung der Grundprincipien gegeben sein wird. MAX MEYER. 

The Xethod of Indeterminate  Coefficients and  Expanents appl ied t o  
Differential Eqnations. Dissertation submitted in partive fulfilment 
of the requirements for the degree of doetor of philosophy in the 
university faculty of pure Science, Columbia College by EDWIN 
~ ~ O R T I M E R  BLAKE, E. M. New -York 1893. 

Der Verfasser behandelt in  den ersten beiden Abschnitten Systeme 
von 3ifferentialgleichungen erster Ordnung, die aus einer endlichen oder 
unendlichen Summe von Gliedern der Porm 

bestehen, wo E und die Exponenten complexe Constanten, x die unab- 
hingipe, y, . . .y, die abhiingigen Veranderlichen sind. E r  sucht diese dui-ch 
Reihen mit cornplexen Coefficienten zu integriren unter Anwendung der 
Transformation y - x"+ '" (C i- Y'). 
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Dieselbe Methode wird sodann im dritten Abschnitte au€ ein System 
von partiellen Differentialgleichungen angewendot, dercn linke Seiten aus 
Summon der Form bestehen: 

Im vierten Abschnitte werden einige Beispiele für die Anwendbarlreit 
der Methode gegeben. MAX MEYER. 

Lehrbnch der  Stereometrie. Auf Grund von Dr. FERD. KOMMERELL'G 
Lehrbuch neu bearbeitet und erweitert von Dr. GUIDO IIAUCK, Geh. 
Regieruugsrath und Professor an der Ktinigl. Technischen Hochschule 
zu Berlin (früher Professor an der KGnigl. Oberrealschule zu Tübingen). 
Siebente Auflage (sechste der Neubearbeitung). Verlag der II. Laupp- 
schen Buchhandlung. TüLingen 1893. 

Das Werk zerMl t  in  drei Bücher. Im ersten wird das Verhaltniss 
der Geraden und Ebenen im Raume behandelt, im zweiten krumme Fliichen 
und Vielkant, und im dritten Polyeder und Umdrehungsktirper. Der lnhalt 
ist sehr reichlich bemessen und im Besonderen i ~ t  die Einfuhrung des 
Prismatoids i m  Vergleich zu anderen Lehrbüchern eine sehr glückliche. 
Eine fernere Abweichung von den gebrkuchlichcn Worken besteht in der 
Benennung einiger KGrpor. Wenngleich auch im Allgemeinen in dieser 
Beziehung die moglichst grosate Einheitlichkeit zu wünsclien ist, so dürften 
doch die hier eingeführten Namen schon ihrer Kürze wegen sich empfehlen. 
Die Beweise sind leicht verstiindlich dargestellt; storend wirkt es nur, dass 
fast durchgangig, je nachdem zwei, drei und vier Lehrsiitze zusamrnengestellt 
sind, die Beweise dann erat der Reihe nach gegeben werden, ohne dsss 
hierdurch eine wesentliche Raurner~parniss bcwirkt wird. In  don dem 
eigentlichen Lehrtheil folgenden Anhiingen scheint vielfach die Kraft eines 
Durchschnittschülers überschatzt su sein. Vielleicht empfiehlt es sich auch, 
Satze, auf die spaterhin Bezug genommen wird, von dem Anhang in den 
Haupttheil zu versetzen. MAX MEYER. 

Der Coordinatenbegriff und die  Kegelschnitte in elementarer Behandlung. 
Ein Beitrag sur  Eiuftihrung der neuen Lehrplane vom Oberlehrer 
Dr. WILHELM KRIMPHOFF. Programmbeilage zum Jahresbericht des 
Konigl. Gymnasiums zu Paderborn. Innfermnnn'scho Buchdruckerci. 
Paderborn 1893. 

E s  wird zunachst der Coordinatenbegriff kurz auseinander gesetzt und 
die Gleichung der geraden Linie und des Kreises abgeleitet. Sodsnn wendet 
sich der Verfasser zur Theorie der Kegelschnitte, von welchen in dem 
vorliegenden Theile n u r  die Ellipse behandolt ist. Die betreffenden Lehr- 
satze werden aber auf rein synthetischem Wege abgeleitet, wahrend die 
Gleichung der Ellipse erst zum Schluss entwickelt wird. Auf dieae Weive 
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fehlt die eigentliche Verbindung zwischen dem ersten und zweiten Theile, 
und dor Schülor erkonnt hierbei nicht die Bedeutung der Coordinaten für 
die Behandlung der Kegolschnitte. Dass die Abhandlung nur  die not,h- 
wendigsten Satze enthalt,  is t  bei ihrern geringen Umfange von 32 Seiten 
wohl selbstverst%ndlich. MAX MEYER. 

Synthetische Gaometrie der Kegelschnitte nebst Uebungsaufgaben fur  die 
Prima hoherer Lehranstalten von Dr.  J. LANGE, Oberlehrer an der 
Fr. Werder'schen Oberrealschule in Berlin. Verlag von H. W. Müller. 
Berlin 1893. Preis 1.20 Mk. 

Zunachst werden die wichtigsten Satze über die harmonischen Gebilde 
kurz abgeleitet und die Fundamentaleigenschaften der Ellipse, Hyperbel 
und Parabel auf elementarem Wege entwickelt. Sodann werden diese drei 
Curven als Schnitte eines geraden Kegels mit einer Ebene betrachtet, und 
die Erorterung für  dieselben von hier ab ,  so weit dieses moglich k t ,  
gsmeinsitm durchgeführt. Die Auswahl der gebotenen Lehrsatze ist sehr 
reichlich, so dass in  dieser Beziehung wolil allen Wünschen genüpt wird. 
Die letzten Abschnitte über projectivische und involutorische Beziehungen 
hitten allerdings entbehrt werden konnen, denn diese Untersuchungen 
erhalten nur dann ihre richtige Bedeutung, wenn sie als Grundlage einer 
Theorie der Kegelschnitte dienen, wahrend sie hier nur in  einem losen 
Zusammenhang mit dem Vorhergehenden stehen. MAX MEYER. 

Elementar - synthetische Kegelschnittslehre. Zum Gebrauch an hoheren 
Lehranstalten bearbeitet von Ur. HANDEL,  Oùerlehrer am Konigl. 
Realgymnasium zu Reichenbach i. Schl. Weidmann'sche Buchhandlung. 
Berlin 1893. , 

Das unter dem vorstehenden Tite1 erschienene Lelirtiuch stellt sich die 
Aufgabe, die Theorie der Kegelschnitte auf elementar-synthetischem Wege 
mit Ausschluss der projectivischen Beziehungen darzustellen. Dasselbe 
behandelt i n  den ersten Abschnitten Parabel, Ellipse und Hyperbel getrennt. 
Im vierten Abschnitte werden sie gemeinsam als Schnitte eines Kegels mit; 
einer Ebene abgeleitet und hieran die Satze über Pol  und Polare angeschlossen. 
Die Aufeiuanderfolge der Lehrsaize ist  fü r  die drei einzelnen Curven mog- 
lichst übereinstimmend angeordnet und bei der Beweisführung oft nur au€  
den entspreçhenden Satz bei der Farabel verwiesen. Eine gewisse Ver- 
einfaehung wird durch den von dem Verfasser i m  Jahre 1889 ver6ffentliçhten 
Satz herbeigeführt, dass der Schnittpunbt zweier Tangenten von den Brenn- 
strahlen der Berührungspunkte gleichweit entfernt ist. (Metrische Bezieh- 
nngen an Tangentenfiguren der Kegelschnitte. Ostern 1889. Im Commissions- 
verlag von Meyer & Müller. Berlin.) Eine reiche Sammlung von Uebungs- 
aufgaben bildot den Schluss des Werkes. MAX NEYER. 
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Theory of functions of a complex variable, by A. B. FORSYTH, SC. Il., 
B. R. S., Fellow of Trinity college, Cambridge -- University Press, 
1893 - XXII und 682 S. 

Die Handbücher der Functionentheorie, über welche die moderne 
Mathernatik verfügt, sind bislang zumeist von einem einheitlichen und 
danlit auch freilich eineeitigen Standpunkte verfasst. Wir  haben da im 
Gebiete der Functionen einer complexen Veriinderlichen (um nur die Haupt- 
richtungen zu bertihren) neben W e i  e r s  t r a s  s '  Theorie diejenige R i e -  
m a n  n 's ,  wir haben des Ferneren die von C l e  b s c h  inaugurirte Behandlung 
der algebraischen Functionen auf curventheoretischer Basis , endlich etwa 
die dem arithmetischen Denken sinnverwandten Richtungen von K r  o n  e c  k e r  
und D e  d e  k i n  d -  W e b er .  I m  Gegensatz zu dem bisher verbreiteten Brauche 
hat Herr  P o r s  y t h  in seinem oben genannten Werke eine Vielseitigkeit 
des Standpunktes bevorzugt , indem er  die auf C a  u c h  y, W e i e r s t r a s s und 
R i e m a n n  zuriîckgehenden Zweige der Functionentheorie neben einander 
behandelt. Es ist dabei aber mehr eine encyklopzdische Darstellung an- 
gestrebt, als dass es sich um den Versuch einer organischen Verschmelzung 
der W e i e r  s t r a  3 s'schen mit den R i e m  a n  n'schen Resultaten gehandelt 
hiitte. Ein solcher Versuch hatte auch nicht im Sinne des vorliegenden 
Duches gelegen, das in erster Linie ein einführendes Lehrbuch sein will 
und die Theorien von C a u c h y ,  W e i e r s t r a s s  und R i e m a n n  unter mog- 
lichster Wahrung ihres jeweiligen Charakters darzustellen sucht. Fuiictionen- 
theoretische Denkweisen, die sich bisher weniger in  den Vordergrund stellten 
(wio z. B. die dor Arithmetik entsprungenc), werden bei Seito gelassen, 
und auch in den behandelten Theorien wird weniger auf die Entwickelung 
neuer Probleme gesehen, als vielmehr auf eine ausfiihrliche und wohl- 
begründete Darstellung der Fundamente. 

F O r s y t h's Buch wird auf die Weise ein willkommenes Hilfsmittel 
für  das einführende Studium, wobei in der klaren und wohlgeordneten Art 
der Darstellung ein besonderer Vorxug zu erkennen ist. Es  sei in dieser 
Deziehung poch bemerkt, dass dem InLaltsverzeichnisse eine kurze 
Empfehlung über eine zweckmSissige Capitelfolge beim ersten Studium voraus- 
gesandt i s t ,  und dass tiberdies eine grosse Reihe von Uebungsbeispielen, 
wo es angeht, dem Texte eingestreut sind. Nicht minder werthvoll ist da3 
vorliegende Werk für den Forscher zumal anch deshalb, weil Herr F o r s  y t h  
mit ausserordentlicher Sorgfalt die Literatur der jeweils behandelten Gegon- 
stiinde verfolgt hat  und die Nachweise auf die in  Frage kommenden 
Originalabhandlungen bis in  die neueste Zeit giebt. 

Die nachfolgende Inhaltsangabe muss sich bei einem so reichhaltigen 
Werke natürlich auf das Hauptsachlichste beschranken. 

I n  dcm ersten eine allgemeine Einleitung enthaltenden Capitel wird 
die Interpretation der complexen Veranderlichen i n  der  Ebene und auf der 
Kugeloberfliiche besprochen sammt den Rechnungsregelii , welche für com- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 147 

plexe Grossen gelteu. Die Definition des FunctionsbegriiTes wird nach 
R i e m a n n  gegeben und sogleich des Zusammenhangs dieser Definition mit 
der Theorie der conformen Abbildung gedncht. Es folgcn eino Rcihe 
weiterer 13egriffubestimmungen, wie die der Eindeutigkeit , der Mehrdeutig- 
keit, der verzweig&+ste!le u. S. W. 

Das zweite Capitel behandelt die Integration im cornplexen Gebiete 
und ist insbesondere der Ableitung der bekannten C a  u c h y 'schen Satze ge- 
widmet, die auch noch im ersten Thcile des folgcnden Capitels fortgesetzt 
werden. Zur Einübung der Integrationen im complexen Gebiete sind in 
einern besonderen Paragraphen des zweiten Capitels mehrere Beispiele aus- 
ftihrlich entwickelt. 

Es folgt ein Capitel liber die Potenzreihen - Entwickelungen der Functionen, 
welche noch C a u c h y  und L a u r e n t  gegeben werden. Hier wird dann 
die Wendung auf W e i  e r  s t r  a s  s '  Theorie genommen, indem im Anschluss 
an die Potenzreihen-Entwickelungen der Functionen einige principielle 
Begriffsbestimmungen der in Rede stehenden Theorie abgeleitet werden. 
Es handelt sich namentlich um die erste Artunterscheidung der Singulari- 
taten in wesentliche und ausserwesentliche, um das Princip der analytischen 
Fortsetzung, sowie auch um das von S c  h w a r  z besonders caltivirte Princip 
der Symmetrie. 

Die weitere Fortsetzung gilt nun zunachst der Durchbildiing der 
W e i e r s  t r a s s 'schen Ideenentwickelungen in der ollgemeinen Theorie der 
analytischen Functionen. Ein besonderes Capitel wird neben einigen all- 
gemeinen Satzen der Besprechung der rationalen j?unctionen gewidmet, 
wahrend die Capitel V und VI den Stoff der bekannten Abhandlung von 
W e i e r s t r a s s  ,,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionenu vom 
Jahre 1876 behandeln. Die Eintheilung ist so getroffen, dass im fünften 
Capitel die Functionen mit nur  einer wesentlich singularen Stelle unter- 
sucht werden, im sechsten Capitel diejenigen mit einer endlichen Anzahl 
solcher Stellen. 

Das Hauptinteresse i n  dem erstgn Thoilo des Werkcs haftet a n  den Aus- 
einandersetzungen im siebenten Capitel, die eiudeutigen Functionen mit unend- 
lich vielen wesentlich singuliiren Punkten betreffend, Functionen, zu denen 
man in neuerer Zeit von verschiedenen Seiten her geftihrt worden iat. I m  Sinne 
von W e i e r s t r a s s  wird die Entwickelung auf analytische Bildungsgesetze der 
Functionen gegründet, in Gestalt von Reihenentwickelungen, die entwcdcr nach 
Potenzen oder nach complicirteren Functionen fortschreiten. Voran fiteht hier 
die Behandlung des bekannten lI i t t a g  - L e ff 1 er'schen Theorems liber die 
Darstellung von Functionen mit unendlich vielen wesentlich singulhen Stellen. 
Des Weiteren folgen die interessanten Untersuchungcn tiber die natiirlichen 
Grenzen analytischer Functionen, liber analytische Bildungsgesetze, die in  
verschiedenen Bereichen der complexen Ebene verschiedene, in  einander 
nicht fortsetzbaro Functionen darstellen, über Functionen mit  endlich aus- 
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gedehnten Lticken u. S. W. Es  kommen hier neben W e i e  r s  t r a s s  nament- 
lich auch neuere Untersuchungen franzosischer Autoren, wie T a  n n  e r y  u. A., 
zur Geltung. Besonders iliteressaute Beispiele für  diese Richtung des 
functionenthcoretischen Porschens licfert bckanntlich die modcrne Theorie 
der automorphen Functionen, wo dann mit den Hilfsmitteln der conformen 
Abbildung zumal das Zustandekommen natilrlicher Grenzen unmittelbar 
evident wird. E s  liegt aber in  der Disposition des F o r  s y  t h'schen Werkes 
begründet, dass von diesen GegenstMnden erst a n  einer sehr vie1 spriteren 
Stelle die Rede ist. 

I n  den demnachst folgenden Capiteln war es schwer, einen einheitlich 
geordneten Gedankengang der Gesammtentwickelung zu Grunde zu legen. 
Es hritten sich dicse Untersuchungen zumeist ohne Weiteres in  don Rahmen 
der Functionentheorie von R i e m a n n  einordnen lassen, deren Darstellung 
mit dem vierzehnten Capitel anhebt. Es wer vielleicht eine Concession an 
einen namentlich in  der franzosischen Literatur hervortretenden Geschmack, 
die Herrn F O r s y t h veranlasste , die Besprechung der aehrdeutigen (nament- 
lich algebraischen) Functionen, der Perioden der Integrale, der doppelt- 
periodischen Functionen u. S. W. hier den eigentlichen R i e  m a n  n'schen 
Capiteln vorweg zu nehmen; vielleicht lag auch der Wunsch vor ,  die ana- 
lytiscl-icn Bildungsgesetze der Functionen hier von vornherein mehr in den 
Vordergrund zu stellen, als dies innerhalb der R i  e m  ann'schen Functionen- 
theorie geschieht. Man wird j a  auch sagen dtirfen, dass die Behandlung 
der doppeltperiodischen Functionen durchaus i n  dem bekannten Stile von 
W e i e r s t r a s s  gehalten is t ,  und dass zumal das dreizehnte Capitel (die 
Functionen mit einem slgebraiscben Additionstheorem hetreffend) ganz 
W e i  e r s t r  a s s eigen k t .  Immerhin darf man den Gedankeq andeuten, 
dass , wenn irgendwo , hier ein Zusammengehen von W e i e  r s t r a s  s und 
R i e m a n n  moglich gewesen wxre, und dess die dem Riemann'schen 
Denken so sinnverwandten Entwickelungen der Capitel VI11 bis XI auch 
nach den principiellen R i e  m ann'schen Capiteln (XIV flg.) als Aus- 
ftihrungen der letzteren gute Dienstc Ipistcn konnten. Dass sich tibrigens 
die i n  den wenigen Capiteln I X  bis XII1 entworfene Theorie der elliptischen 
Functionen durch ausserordentliche Reichhaltigkeit auszeichnet, kann nur 
rühmend anerkannt werden. 

Die Capitel XIV bis XVIII  sind der Theorie der Riemann'schen 
Fliichen gewidmet, und man hat in  diesen fünf Capiteln einen besonders 
werthvollen Theil des F o r s y  th'schen Werkes zu sehen, der sich ebenso 
sehr durch umfassende Gründlichkeit, wie durch klare Anordnung im Ein- 
zelnen auszeichnet. So darf besonders anerkannt werden, dass in den 
Capiteln über die topologische Behandlung der 12 i e m a n  n'schen Flaohsn 
auoh die beziiglichen Theoreme von L ü r  O t h  und C 1 e b s c h  behandelt 
werden, denen man vielfach nicht die ihnen gebührende Beachtung schenkt. 
Besonders wird man es bewillkommnen, dass im Capitel XYII der Beweis 
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der R i e  mann'schen Existenztheoreme nach den Methoden von S c h  w a r z  
uud N e u m a n n  ausführlich entwickelt wird. Dass in dem reichhaltigen 
Capitel XVIII (Anwendungen der Existenztheoreme) viele Gegenstande be- 
rtihrt werden , deren volle Durchbildung nur besondere Monographieen 
geben konnen, versteht sicli j a  von selbst. Zum Zeichen, dass Herr 
F o r s y  t h  auch hier die Literatur bis in die neueste Zeit verfolgt hat, 
erwBhnen wir etwa die multiplicativen Functionen, auf welche A p p e 11 vor 
wenigen Jahren die Aufmerksamkeit lenkte, und die jetzt eben durch 
Hu r w i t z und R i t  t e r des ausführlichen untersucht sind. 

Die letzten vier Capitel (XIX bis XXII) bilden wiederum eine Gruppe 
von zusammengehorigen Capiteln. Dem Charakter der in Frage kommenden 
Functionen nach konnte man tibrigens auch schon die am Schlusse des 
Capitel XVIII gegebenen Entwickelungen über Differentialgleichungen hierzu 
rechnen. Es  folgt zunachst in  zwei Capiteln (XIX und XX) eine sehr 
interessante Theorie der conformen Abbildungen, welche bis hierhin ver- 
schoben wurde, um auf diese Weise den Eingang zu den Untersuchungen 
von S c h w a r z  Iiber Dreiecksfunctionen zu gewinnen , sowie dann weiter 
zu den Untersuchungen von K l e i n  und P o i n c a r é  Uber automorphe 
Functionen. Capitel XIX giebt ausser allgemeinen analytischen Grundlagen 
der conformen Abbildungen cinc grosse Rcihe von Beispielen, wobei vor 
Allem die von M 6 1-i i u s  als Kreisverwandtschaften bezeichneten Abbildungen 
und deren von K l e i n  gelieferte Artentheilung Berticksichtigung finden. 
R i e m a n n ' s  Grundsatz von der MGglichkeit, einfach zusammenhiingende 
Bereiche auf einander conform abzubilden, ist an die Spitze von Capitel XX 
gestellt. Die Anwendungen bezichen sich auf dio Abbildung von Polygoncn 
mit geradlinigen oder kreisformigen Grenzen auf eine Halbebene. I m  Be- 
sonderen wird wieder auf Dreiecksfunctionen specificirt, und zumal auf 
diejenigen, welche in  der Theorie der regul&ren Korper auftreten. 

Berr P o r s  y t h ist solchergestalt a n  die Theorie der automorphen 
Functionen unmittelbar herangekomrnen, und es lag der Wunsch nahe, 
dem Leser auch noch hiervon ein kurzes Bild zu vermitteln. Diesem Zwecke 
dienen die beiden Schlusscapitel', die griippentheoretisch bez. functionen- 
theoretisch gehalten sind, und die sich a n  die Theorie der Modulfunctioiien, 
sowie an die bekannten Arbeiten P o  i n c a r  6's anschliessen. E s  sollte sich 
hier natürlich nur  um einige Stichproben dieser ausgedehnten Thcorie 
handeln, wobei ührigens bemerkt sein mag,  dass die Begriffe der eigent- 
lichen und uneigentlichen Discontinuitat zwar nach den b;züglichen 
P O  i n c a  r b'schen Festsetzungen (in den Acta mathem. Bd. III S. 57) ge- 
braucht sind; dass aber der ZweckrnZssigkeit dieser Festsetzungen berech- 
tigte Bedenken entgegenstehen. Die k'olge ist z. B. die Inconvenienz, dass 
die von B i a n c h i  u. A. untersuchte Gruppe mit ganzen complexen Coeffi- 
cienten der Form (a + i b) hier u n e i g  e n  t 1 i c h  discontinuirlich heisst , ob- 
wohl ihr eine regulare Eintheilung des Raumes i n  endlich ausgedehnte 
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Polyeder zur Seite steht. I m  functionentheoretischen Capitel (XXlI)  werden 
ausser einigen auf die Theorie der reguliiren Korper bezüglichen Ent- 
wickelungen die P o i  n c a r  B'schen OReihen ausfiihrlicher betrachtet. Eben 
diese Reihen waren es, vermoge deren P o i n c a r é  seiner Zeit die Existenz der 
automorphen Functionen bewies. Hierbei darf bemerkt werden, dass die 
inzwischen auf das S c  h w a r  z'sche alternirende Verfahren basirten directen 
Existenzheweise der automorphen Functionen nicht nur vollen Ersatz für 
die P o  i n c a r B'schen Beweismethoden liefern , sondern nach gewisser Seite 
hin sich als weitertragend erweisen. 

Der  grosse Werth des F o r s  y t h'schen Werkes als eines zuverlSssigen 
Handbuchs der modernen Functionentheorie wird nur noch erhoht durch 
mehrere ausftihrliche Sach - und Autorenregister, welche dem Schlusse des 
Buches angehkingt sind. -- - R. FRICKE. 

Stndien über d i e  Reduction der  Potent ialgleichung anf gewohnliche 
Differentialgleichungen. Ein Anhang zu HEINE'S Handbuch der 
Kiigelfunctionen. Von Dr. E. I~AENTZSCHEL. G. Reimer. Berlin 1893. 
180 S. 6 Mk. 

Nachdem L a m 6  das System der dreifach orthogonalen krurnmlinigen 
Coordinaten, speciell zur Behandlung des Ellipsoidproblems die elliptischen 
Coordinaton eingcführt hatte , entstand die Fragc , ob ausser den Fliichen 
zweiten Grades noch weitere sich rechtwinklig schneidende Flachenschaaren 
vorhanclen sind. Als solche wies Herr  M o  o t a r d die Cyklidenfliichen nach, 
welche spater auch von Hcrrn U a r b o u  x und Herrn W a n  g e  r i n auf anderem 
Wege gefunden worden sind. Weitere Beispiele von solchen Fliiehengattungcn 
kennt man bis jetzt nicht. 

I n  innigern Zusammenhang mit dieser Frage steht die andere: Für 
welche Korper ist es moglich, bei der Berechnung des Potentials die 
Potentialgleichung A r =  O auf gewohnliche Diffcrontialgleichungen su re- 
duciren? Die Herren S c h w a r z ,  W a n g e r i n  und D a r b o u x  habeu çich 
mit diesem Gegenstande eingehend beschaftigt. Die vorliegende Arbeit 
stellt sich als eine wesentliçhe Erganzung und werthvolle Fortsetzung dieser 
Untersuchungen dar. Es ist zu einem Theile eine zusammenhiingende Dar- 
stellung der vom Verfasser schon frtiher an verschiedenen Stellen veroffenb 
lichten Resultate (E. H a  e n t z s c h  e 1, ,Ueber das Cartesische Ovalu, 
Grunerts Archiv 69, 1883. - ,,Ueber die Reduction der Gleichung A V =  O 
auf gewohnliche Differentialgleichungen. Ein Ucitrag zur Theorie der 
L a m  B 'schen Fonctionen zweiter Ordnung." Inauguraldissertation. Jena 
(Berlin, Mayer und Muller) 1883. - ,,Ueber den functionentheoretischen 
Zusammenhang zwischen den L a m  O'schcn , L a p l  a ce'ochen und B e s s e l -  
schen Functionen." S c  h l  G m i l c  h's Zeitschr. fiir Mathem. und Physik 31, 
1886. - ,,Zur Theorie der Functionen des elliptischen Cylindersu. Programm 
des Realgymnasiums zu Duisburg 1886. - ,Ceber die Uifferentialgleichung 
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der Functionen des parabolischen Cylinders. ' S c  h l 6 m  i 1 c h  ' 8  Zeihchr. ftir 
Mathem. und Physik 33, 1888. - ,,Ueber die F o u r i e r - R e s s e l ' s c h e  
Transscendente.'' S C  h l  6 m i  l c  h's Zeitschr. ftir Mathem. und Physik 33,1888.- 
,Beitrag zur Theorie der Functionen des elliptischen und des Kreiscylinders.' 
Programm der III. etadtischen Ilealschule su Berlin 1889). 

Die Hauptresultate der Eierrn W a n g  e r i n zugeeigneten Arbeit sollen 
kurz angedeutet werden (vergl. das Referat in  den Verhandlungen der physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. Jahrg. 12 Nr. 11. 

Herr W a n g  e r  i n hatte in seiner Preisarbeit gefunden , dass die Reduction 
der Potentialgleichung auf gew6hnliche Differentialgleichungen nur ftir solche 
Rotationskorper ausführbar k t ,  deren Meridiancurve die ebene algebraische 
Içothermencurve 

(x2+ r2)'+ A ~ ( x ~ + r ~ ) + B ( ~ o ~ + r ~ )  + C x 2 +  D x + E = O  

darstellt. Der Verfasser findet eine vie1 allgemeinere Meridiancurve , nam- 
lich jede ebene algebraische Isotherme, definirt durch 

x + i r = F ( t + i u ) ,  F ' " t + i u ) = A F 4 + B F 3 + C F 2 + B ' F + A ' .  

Als Fundamcntelcurve ergiebt sich das cartesische Oval, das durch 
eine Inversion mit reellen Coefficienten die Curve des Herrn W a n g e  r i n , 
durch einc solche mit cornplexen Coefficienten die Corve 

A ( ~ ~ + r ~ ) ~ + B x ( ~ ~ + r ~ )  + Cr(z2+r2)  + Dx2+ Ere 

+ F x r + G x + R r + J = O  
liefert. Aus der letxteren erhalt man Botationsktirper von der achten 
Ordnung. Verrnittelst der Transformationstheorie der elliptischen Functionen 
Itisst sich leicht übersehen, dass die Zehl der Meridiancurven ins Un- 
begrenzte gesteigert werden kann. 

Die Losung des in  Rede stehenden Problems hangt f ü r  Rotations- 
k8rper a b  von der Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
durch welche gewisse Lamé'sche Functionen xwoiter Ordnung definirt 
werden. Der Verfasser unierscheidet xwei 'ïypen von derartigen L a m e -  
schen Functionen; der  erste is t  definirt durch: 

der zweite durch: 
d'y  _  CI- -- -- e , J ( e ~  -- - - e V )  
due p u -  el 

Unter den verschiedenen Gattungen, die jeder der beiden Sypen ent- 
halt ,  werden besonders zwei hervorgehoben, die L a m  é -H e r m  i t e'sctien 
und die L a m g - W a n g e r i n ' s c h e n  Functionen, dort ist  cr = n(n + l), hier 

1 
ist CY = va - - wo n und v ganzzahlig sind. Ordnet man den L a m  O - 

4 .  
H e r m i  t e'schen beziehungsweise L a m h - W  anger in ' schon  Functionen vom 
ersten Typus gewisse Functionen E zu, so erhiilt man eine Classe von 
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Riemann'schen P Functionen mit vier s i n p l g r e n  Stellen von der Eigen- 
schaft, das eine Mal an der Grenze Laplace ' sche  Functionen zweiter 
Ordnung beziehungsweise Kugelfnnctionen darzustellen, welche Functionen 
selbst wiederum a n  der Grenze in Bessel1i;che Functionen entarten, oder 
(bei einem anderen Grenziihergang) i n  gewisse Riemann ' sche  P Functionen 
mit drei singularen Stellen überzugehen. Ordnet man ebenso den Lamé-  
H e r m i  t e'schen beziehungsweise Lamé-W anger in ' schen  Functionen vom 
zweiten Typus gewisse a Functionen zu, so ergiebt sich eine Classe von 
Riemann'scl ien P Functionen mit  vier singularen Stellen von der Eigen- 
schaft, das eine Mal an der Grenze geschlossene einfach periodische Func- 
tionen darzustellon, odor in gewisse Riomann ' sche  P Punctionen mit drei 
singulsren Stellen überzugehen. 

Der  Verfasser betrachtet sodann die Lamb 'sche  Function hoheror 
Ordnung , definirt durch : 

wo rp (x) und T/J (a) ganze rationale Functionen sten beziehungsweise s - ZtRn 

Grades von a bedouten, und legt sich die Prage vor, wann ist diese 
Uifferentinlgleichung in geschlossener Form integrirbar, im Bosondqren, 
wann ist das Product v der beiden particulZren Integrale oder eine Potenz 
derselben vr eine ganze rationale Function? I n  Vervollstandigung der 
bezüglichen B r i o s  c hi'schen Untersuchungen zeigt sich, dass im Allgerneinen 
r htichstens = 2 sein, dass aber, wenn rp(x) einen quadratischen Factor 
besitzt, r jeden Wer th  annehmen darf. Ferner  ergiebt sich das Resultat, 
welches bisher nur  für specielle Fiille bekannt war: 1 s t  

v r = F ( x )  =P. Q, Y =  XQ $--'., Q =z"+.- . ,  

q(x)  = ffox3-=+ c Y l ~ - 3 $ . -  .+ U s - 2 ,  

und definirt die Differentialgleichung die verallgemeinerte L a m é - D e r m i t e -  
sche Function, so muss Bo - 11(12 + - 2) 
sein ; definirt sie die verallgemeinerte L a m é - W a n g e r i n ' s c h e  Function, so 

sein; definirt sie die vorallgemeinerte L a p l a c e ' s c h e  Punction, so muss 

sein. Ein Nebenresultat dieser interessanten Unteruuühung is t  die explicite 
Integration der verallgemeinerten L a m  6 - H e r  rn i t e'schen DiiTerential- 

gleichung für  n = l ,  s - 3 ;  n . = l ,  s -  4. 
E s  wird noch gezeigt, dass die Gauss ' sche  hypergeornetrische Reihe, 

die Riemann ' sche  P Function mit drei singuliiren Stellen und die Heine- 
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sche Kugelfunction hoherer Ordnung sammtlich durch Laplace 'sche Punc- 
tionen zweiter Ordnung darstellbar sind. 

Bei der ~ e d u c t i o n  der Potentialgleichung für KGrper, die von Cylinder- 
flkhen zweiten Grades und den aus diesen darch die Transformation mittelst 
reci~roker Radienvectoren entstehenden begrenzt sind, gelangt man zu den 
Functionen des elliptischen und des Kreiscylinders. Hiervon handelt der 
fünfte Theil, wo der Verfasser Anlsss nimmt, auf eine Bruns ' sche  Arbeit 
[,,Deber eine Differentialglcichilng der St6rung~thcorio(~,  Astronomische 
Nachrichten Nr. 2 5 3 3  (1883) und Nr. 2 5 5 3  (1884)l genauer einzugehen 
und dieselbe i n  wesentlichen Punkten zu erglireen. Diese Betrachtungen 
werden specialisirt und auf die B e  s s el'sche Transscendente angewendet, 
um die bezüglichen Ca  y 1 ey'schen Cntersuchungen zu vertiefen. E s  folgt 
eine Auseinandersetzung mit Herrn H a m b u r g e r  wegen der kritischen Be- 
merkungen, die i n  der Arbeit Crelle's Journal 103 gegen die C a y  l e  y'sche 
Arbeit, Crelle's Joiirnal 100, erhoben worden sind. Die Polemik dreht 
sich um die Frage: Habon nur  die Kormalintcgrale mit geschlossonor 
Poteiizreihe EHistenzbereclitigung, wie Herr  H a m b u r g e r  meint, oder sind 
auch divergente Entwickelungen zulassig, was Herr  H a e n t z s c h e l  bebauptet? 

Das Problem, die Bewegung der Wiirme im Rotationsellipsoid zu be- 
etimmen, führt nach H e i n e  zu einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, deren Integral eine Cylinderfunction dritter Ordnung ist. Nach 
Andeutungen, die H e i n e  in  seinem Handbuch tiber die Weiterführung der 
Untersuchung gemacht hat,  wendet der Verfasser die H e r  rn i te'sche Methode 
z u r  Integration dieser Differentialgleichung an, für deren Integral der 
Kame ,,II0 i n  e'sche F u n  c t i  O n u  in  Vorschlag gebracht wird. Es  wird die 
Iledingung ermittelt ,  unter welcher die Heine'sche Function in geschlosaener 
Form darstellbar ist, und für diesen Fa11 werden die geschlossenen Normal- 
integralo aufgestollt. Dio Resultate werden für don Fall der , , h y p e r -  
B esse l'sühen T r a n s  s c e n  d e n  t e " specialisirt. Hieran schliessen sich Reihen- 

1 
entwickelungen des allgemeinen Integrals, die nach Potenzen von - 

COS EU 

und nach solchen von aufsteigen. Die vorliegende Function ha t  
sin EU 

noch insofern ein besonderes Interesse, als sich zeigen Iiisst, dass die 
Kugelfunctionen, welche schon vorher als Grenzfalle der den L a m  15 - 
W a n g  e rin'schen Functionen zweitor Ordnung adjungirten Functionen er- 
schienen waren, auch als specieller Fa11 in der der genannten Cylinderfunction 
dritter Ordnung adjungirten Function enthalten sind. E. JAHNKE. 

O. FLOH, L i s u n g  des Problems:  ,,Die Qnadrattu des Kreisesu. Berich- 
tigung der Zahl n. Stieda. Riga 1892. 

Der Werth der Zahl TC wird berichtigt, n ist nicht = 3,1415.. ., 
sondern gleich 3 , 2 !  E. JAHNKE. 

Hi&-lit. Abth d. Zsitschr.f Math.n.Phys. 39. Jahrg. 1894. 4. iïeft. 12 
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P. MICHELSEN, Die bestimmten algebraiachen Gleichnngen des ersten 
b i s  vier ten Grades. Nebst einem Anhang: Unbestimmte Gleichungen. 
C. Meyer. Hannover 1893. 306 S. 4 Mk. 

Dass auch der Verfasser sich die Frage vorgelegt ha t ,  ob das Er- 
scheinen seines Buches einem fühlbaren Bedürfniss abhelfe, geht aus einer 
Stelle der Einleitung hervor. Dieselbe Stelle 1Zsst aber gleichzeitig ver- 
muthen, dass der Verfasser die neucrdings erschienenen Aufgabensammlungen, 
insbesondere die von Herrn W r O b e l  (,Uebungsbuch zur Arithmetik und 
AlgebraY Werther. Rostock 1889) nicht kennt oder zu ingnoriren ent- 
schlossen ist. Denn von einem Fortschritt etwa gegen das eben erwahnte 
Uebungsbuch weiss selbst der Verfasser nicht zu berichten. 

Indessen hat das vorliegende Ruch als Aufgabensammlung, welcher 
zahlreiche Winke und i n  einem Anhange auch die Resultate beigegeben 
sind, immerhin Anspruch auf Beachtung. E. JAHNKE. 

Anwendung der  Ausdehnungslehre auf d ie  allgemeine Theorie der 
Raumcurven und krummen Flachen. Beilagen zu den Programmen 
der lateinischen Bauptschule in Halle a. S., Ostern 1886, 1888,  1893; 
Programm Nr. 217, 220, 237. Von Oberlehrer Dr. HERMANN 
GRASSMANN. 

Diese, einige achtzig grosse Quartseiten umfassende Arbeit ist a19 
die erste im Drucke erschienene zu bezeichnen, die Raumcurven und 
krumme Flachen mittelst der Streckenrechnung im S i m e  R. G. G r a s s  - 
m a n  n 's betrachtot, welche Rechnungsart wesentlieh einfacher als die 
H a  m i l  t O n'sclie Quaternionenrechnung ist. 

Der Herr  Verfasser ha t  die Streckenrechnung, insoweit solches für 
seine Zwecke nothig wsr , nicht im Zusrtmmenhange seiner Untersuchung 
vorausgeschickt, sondern jeder Abtheilung derselben die erforderlichen Sitze 
der Rechnung mit Strecken vorangehen lassen, um dem Leser moglichst 
rasch den Nutzen der neuen Rechnungsart erkennbar xu machen, ihn nicht 
mit ausfiihrlichen rein theoretischen Dingen der Streckenrechnung zu er- 
müden, ehe derselbe eine Anwendung sieht. 

Dadurch ist nun freilich die Entwickelung dieses Theiles seiner Arbeit 
eine weniger exakte geworden , was sich jedoch mit Rücksicht auf deren Zaeck 
und die beschrankte Bogenzahl bei Progamm- Abhandlungen sehr wohl ent- 
schuldigen l k s t ,  zumal auch heute noch von solcher Seite das Studium 
der Ausdehnungslehre als schwierig bezeichnet wird,  ihr noch Vorurtheile 
entgegen gebracht werden, von der es nicht zu erwarten sein dürfte. 

' 
Diese Schwierigkeit hat  vorzugsweise ihren Grund in der derzeitigen 

Richtiing des Studiums unserer angehenden Mathernatiker, denen es im 
Allgemeinen, selbst nach abgeleistetern Staatsexamen und Doctorexamen, 
Uühe macht , sich anderen, tieferen geometrischen Begriffen anzupassen, 
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wahrend tiltere Ingenieure gegenwsrtig mit verhiiltnissmiissiger Leichtigkeit 
und mit Freudigkeit sich in den anfangs etwas fremdartig erscheinenden 
Gegenstand hineinarbeiten, was mich die Erfahrung lehrt. 

Zunachst ist es geboten, den Gang der Abhandlung zu charakterisiren, 
welche dreizehn Abschnitte umfasut. 

Der erste Abschnitt entwickelt das Additionsgesetz der Strecken, das 
iiussere Product aus zwei und das ans drei Strecken, den Begriff der Er -  
ginzung eines Parallelogrammes, das innere Product aus zwei Strecken und 
giebt die Differentiationsregeln für  das iiussere und das innere Product aus 
zwei Strecken. 

Wahrend in der Quaternioncntheorie das Product aus zwei und aus 
mehreren Strecken im Allgemeinen die Summe aus einer Zahl und einer 
Strecke is t ,  bedeutet das Zussere Product aus zwei Strecken das durch sie 
bestimmte Parallelogramm mit Riicksicht auf den Entstehungssinn des 
letzteren, das aussere Product aus drei Strecken daa durch diese Strecken 
als in einer Ecke zusammenstossende Kanten bestimmte Parallelepiped 
mit Rücksicht auf den Entstehungssinn des letzteren. Unmittelbar fàllt in 
die Augen, dass H. G. G r  a s s m a n n  den natürlichen Weg ging. Die Er -  
giinzung eines Parallelogranimes ist eino zu ihm senkrechte Strecke, deren 
Lange gleich der Flachenzahl des Parallelograrnmes is t ,  und erscheint, vom 
Endelemente einer solchen Strecke aus gesehen, der Entstehungssinn des 
Parallelogrammes positiv. Das innere Product aus zwei Strecken ist gleich 
dem Producte aus ihren Langen und dem Cosinus des von ihnen ein- 
geschlossenen Winkels. 

Nun werden im zweiten Abschnitte, nachdem daselbst die Fahrstrahl- 
gleichung einer Raumcurve in kurzer Fassung aufgestellt worden ist, 
Streckengleichungen fiir die Tangente, die Schmiegungsebene und die ersto 
KrIimmung einer solchen Curve abgeleitet. 

Der dritte Abschnitt enthiilt weitere Belehrung tiber die Strecken- 
rechnung, er giebt iiussere und innere Producte hoherer A r t ,  von Parallelo- 
grammen, innere Producte von Parallelogramrnen und Strecken. 

Im vierten Abschnitte werden nun die erste Krümmung in etwas 
anderer Weise, die zweite Kriimmung und die Schmiegungskugel einer 
Raumcurve behandelt. 

Der fünfte Abschnitt giebt die Elemente der Lehre von den dreizeiligen 
Dctorminanten und einige weitere Satze der Streckenrechnung. 

Der sechste Abschnitt ist  der Ableitung der Pahrstrahlgleichung der 
krummen Fliichen , der Tangentenebene , der Flichennormalen und den 
Curven auf einer Flache gewidmet. 

Im siebenten Abschnitte stossen wir auf das Kriimmungsmaass und 
die Abwickelung der Flachen. 

Der achte Abschnitt beschaftiçt sich mit den ebenen Schnitten, den 
Norrnalschnitten, schiefen Schnittan uud Hauptschnitten einer Flache. 
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Der neunte Abschnitt erziihlt von den Krümmungslinien und den con- 
jugirten Richtungon auf einer Flëche. 

Der zehnte und elfte Abschnitt belehren uns über die Asymptoten- 
linien und die geodatischen Linien auf Fliichen. 

Irn zwolften Abschnitte finden wir die geradlinigen und die abwicltel- 
baren Flachen. 

Endlich giebt uns der dreizehnte Abschnitt Aiifschliiss über die Minimal- 
ilachen. 

Der Entwickelungsgang schliesst sich somit a n  den von J O  a c h i  m s - 
t h a 1  in seinern Werke über die Anwendung der Differentialrechnung auf 
die Untersuchung von Curven und Flachen inne gehaltenen ungefiihr an, 
nur sind die Gleichungen der geometrischen Gebilde von anderer Beschaffen- 
heit, niimlich rein geometrischer Natur, wodurch die Behandliing des 
Stoffes einfacher, leichtlebiger sich gestaltet. 

Denselben Gegenstand hat Herr  ~ r o f e s s o r ' ~ r .  F. G r 5 f e in seinen .Tor- 
lesungen Iiber die Theorie der Quaternionenu (Leipzig, B. G. Teubner 1883) 
kurz i n  ëhnlicher Weiae besprochen. I n  beiden Fsllen sind die Gleichungen 
der Raurneurven und Flachen dieselben. 

Dadurch ist der Leser in der Lage, nunmehr selbst zu entscheiden, 
dass i n  der Geornetrie die Streckenrechnung nacli G r  a s  s m  a n n der Rech- 
nung mit Quaterniouen vorzuzielien is t ,  gewisse FLlle ausgenommen, wo 
die mittlere Multiplication (die Quaternionenrechnung) fast von selbst in  
die Untersuebung eintritt. Auch diese Fiille gestalten sich nunmchr oin- 
facher, denn wir haben die sehr storenden Zeichen S, T, U, V der 
Quaternionenrechnung nicht mehr nothig. Von dieser mittleren Multipli- 
cation hatte der Her r  Verfasser keinen Gebrauch zu machen. 

Wie der Tite1 der Abhandlung aussagt,  giebt sie keine analytische 
Geometrie, sondern nur einen wesentlichen Theil derselben. 

1st  Q der Fahrstrahl einer Raumcurve, t eine Zalilvariable, siiid E,, 

E ,  und E, drei nicht einer Ebene parallele Strecken, dann ist 

die Fahrstrahlgleichung der Raumcurve. 
1st g der Fahrstrahl einer Flache, sind zc und v von einander un- 

abhiirigige ZahlvariaLlen , dann is t  

dio Fahrstrahlgleichung der Plzche. 
Nur mittelst dieser Glcichungen führt der Herr  Verfasser seine Unter- 

suchungen durch, Sie sind es, welche fur einen Theil der theoretischen 
Neehanik von qrosser Wicbtigkeit sind, cine vie1 elegantere und exactere 
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Behandlungsweise dieses Theiles herbeiführen, als solcbes mittelst der ge- 
wohnlichen Coordinatengleichungen m6glich is t ,  denn jedes mit iiinen er- 
zielte Resultat lasst fast unmittelbar eine mechanische Deutung zu. 

Dic in dcr Abhandliing für Strecken und Zahlen verwcndetcn Zeichcn 
werden, so weit ich die Sache übersehe, jedenfalls spaterhin eine Aenderung 
erfahren, worauf ich besonders aufmerksam mache, wenngleich diese Zeichen 
mit den von unseren genialen H. G G r a  s s m a n  n benutzten identisch sind. 
Nach meiner Meinung dürfen wir die Zahlen nicht durch griechische und 
die Streüken durch lateinische Buchstaben benennen, sondern wir müssen 
umgekehrt vorgehen. Bisher ist  es fast diirchweg gebrauchlich gewesen, 
Mr die Bezeichnung der Zahlen die Buchstaben des kleinen lateinischen 
Alpliabetes zu nehmen , es ist das Lescn vcrschiedener mathematischcr 
Werke nicht angenehm, wenn unter denselben Zeichen d a  Zahlen, dort 
Strecken verstanden werden müssen. Nach dieser Richtung hin ha t  jeden- 
falls H a  ni i 1 t O n richtig disponirt. Sollen die G r  a s s m a n  n 'schen Kechnungs- 
methoden sich leicht und bald einbürgern, dann haben wir sicher diesen 
Umstand sehr 211 beachtcn. 

Den Radius der ersten Krümmung einer Raumcurve hat  der Herr  
Verfasser i n  mehrfacher Weise abgeleitet, es fehlt nur  noch die der ge- 
wohnlichen Formel entsprechenüe Streckenformel , welche sehr leicht her- 
zustellen ist. 

Wie schon bcmerkt,  benutzt der Herr  Verfasser nur je eine Gleichung 
ftir die Curven und Flachen, er discutirt nicht die specielle Flachengleichung 

e = x f I + 2 / ~ 2 + f ( ~ I  Y)%, 
welche sus der allgemeinen Flachengleichung leiçht resultirt, auch geht e r  
nichf auf specielle Curven und Plichen ein. 

Die verwendeten Gleichungen sind nicht die einzigen, welche der gco- 
metrische Kalkül an die fIand giebt,  vielmehr sind auch noch andere 
Gleichungen aufstellbar , die besondere Vortheile bieten, so z. B. existirt 
für die Flachen zweiten Grades eine sehr erspriessliche Streckengleichung. 
Diese Bemerkung mache ich lediglich deshalb, um dem Leser die etwaige 
Meinung zii nehmen, dass wir nur mit den angcführtcn Gleichungen rech- 
nen konnen. H a t  ja bereits M o b i u s  in  seinem barycentrisehen Kalküle 
Punktgleichungen von Curven und Flachen aufgestellt. 

Durchweg sind in der Abhandlung die Relationen zwischen den car- 
tesischen Coordinaten nicht berücksichtigt, das heisst von den Strecken- 
gleichungen, welche die Untersuchung~ergebnisse darstellen, ist nicht zu den 
entsprechenden gewohnlichen Coordinatengleichungen iibergegangen worden, 
was nur rein mcchanische Rechnnngsoporationen erfordert. Diese Qleichungcn 
Sind immerhin werthvoll , sie sind , was die eigentliche Entwickelung an- 
langt: nebensachlicher Natur. 

Für  das leichtere Verstindniss ware es nicht unzweckmlssig gewesen, 
an einigen speciellen Curven und Flachen zu zeigen, wie die Methode 
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praktisch arbeitet, zumal Geometer bohaupten, man k6nno nach H. G. (3 r a  s s  - 
m a n n  wohl Satze finden, aber nicht praktisch rechnen, welche Behaoptung 
total ails der Luft gegriffen ist. 

Bei der geringen freien Zeit, welche einem Gymnasiallehrer für Neben- 
arbeiten bleibt, sind die beregten fehlenden Dinge dem Herrn Verfasser 
nicht anzurechnen. 

Die Aufgabe, welche der IIerr Verfasser vor mehreren Jahren sich 
stellte, ha t  e r  durshweg gelost. Die Entwickelung k t  in  allen ihren 
Theilen correct, die Sprache eine leicht verstkindliche. Der Leser muss 
durch diese Arbeit zum Studium der Werke seines Vaters und zur Mit- 
wirkung a n  der Fruchtbarmachung der Rechnung mit geometrischen Grossen 
angeregt werden. 

Um so mehr kann ich die Abhandlung empfehlen, da ich schon seit 
einigen Jahren im Besitze einer analytischen Geornetrie auf Grund der 
Rechnung mit extensiven Grossen bin,  für welche ich denselben Gegenstand 
discutiren miisste, und im Ganzen meino Durchftihrung mit der des Herrn 
Verfassers Ubereinstimmt, was zeigt, dass auf beiden Seiten, unabhangig 
von einander , richtig gearbeitet worden ist. 

E g e  es dem Herrn Verfasser vergonnt sein, auch in Zukunft seine 
Thatigkeit auf dem betretenen Wege fortzusetzen. F E ~ ~ r ~ ~ ~ ~  K R ~ F T .  
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Historisch-lit erarischo Abtheilmg, 

Zur Kreismessung des Archimedes. 

Von 

FRIEDRICH HULTSCH 
in Dresden. 

Apollonios sol1 in seiner Schrift Bxvro'x~ov (oben S. 132 flg.) die Kreis- 
messung des Archimedes dadurch verbessert haben, dass er a n d  e r e Zahlen, 
als jener bei seinen Ntiherung3rechnungen, anwendete und dadurch die 
Grenzen verengerte, a180 ein genaueres Endresultat erzielte. 

Leider ist  dicscs Zeugniss so kurz gefasst, dass sich daraus nichts 
Zuverliissiges über die Methode, welche Apollonios bei seiner Correctur 
anaendete, entnehmen lasst. Doch wird unter verschiedenen moglichen 
Hypothesen diejenige den grüssten Grad von Wshrscheinlichkeit für sich 
haben, welche ein Minimum in den Abweichungen von der Schrift des Archi- 
medes voraussetzt und dabei doch eine Verbesserung der Ausrechnungen 
des Vorgangers nachweist. 

Folgende Hypothesen dtirften hier in Betracht kommen. Apollonios 
kann ein anderes Vieleck als das Sechseck, von welchem Archimedes aus- 
gegangen ist,  zu Grunde gelegt haben, und es ist in dieser Hinsicht auf 
den Versucb des Mathematikers Antiphon zu verweiscn, dcr um zwci 
Jahrhunderte früher vom eingeschriebenen Quadrat zum Achteck, Sech- 
zehneck u. S. W. fortgeschritten war.* Oder, wenn er mit Archimedes vom 

Sechseck ausging, so konnte er etwa über das 96eck hinaus noch das 
192eck rechnerisch verwerthen, oder er konnte zwar mit dem 96eck sich be- 
gnügen, aber für i 3 ,  wovon alle Rechnungen abhingen, genauere Naherungs- 
werthe ermittelnx', oder e r  konnte endlich auch alle Voraussetzungen des 
Archimedes beibehalten und nur die starken Kürzungen der auslaufendcn 
Rrüche, die jener gewagt hatte, vermeiden. 

* B r e  tachne ider :  ,,Die Geometrie von Euklides<l S. 101, 124 flg., Cantor ,  
,,Voriesungen la" S. i9O. 

** Den Weg, wie dies leicht zu erreichen war, habe ich in den Niherungs- 
werthen S. 404 Anmerkung 1 in Vmbindung mit S. 398 flg. gczeigt. 

liist. -lit. Abth. d. 57eitschr.f Math.n.Phye. S9.Jahrg. 1894. 5 IIeft. 13 
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Wir  wenden uns also der letzten von diesen Eypothesen als der relativ 
wahrscheinlichsten zii und nehmen an ,  dass Apollonios lediglich diirch ge- 
naucro Ausrechnungen eine erigere Begrenauug für  rr, als sein Vorganger, 
ermittelt hat. 

Darltuf weist auch der Tito1 der Apollonischen Schrift, Wnvr8xrov, 
hin. Ein ausgeliehenes Kapital, das ist  ein verh%ltnissn~assig grosser 
Betrag Geldes, ~ e b i e r t  kleinere Retrage, die als Zinsen an den Glëiihiger 
abzuführcn sind. Von dem Gebahren, rb r r rv ,  hiessen bei den Griechen 
die Zinsen ZO'XOL. Als normaler Zinsfuss gal t ,  wie auch spater bei den 
Romern, 1 Procent monatlich. Dic wirklich vereinbarten Zinsen waren 
meist hoher, doch wurden auch diese nach Procenten monatlich gerechnet, 
z. B. 14 Drachme auf 1 Mine (= 100 Drachmen), das ist 18 Procent jahr- 
licli." Aehnlicli niin wie die Zinsrechnung von dern Kapitale zu den monat- 
lichen Ilunderteln lierabstieg , so gelaugte man ,  a i e  nach dem Vorgange 
des Apollonios vor kurzem gezeigt worden is t ,  von den grossten Znhlen- 
betragcn durch fortgesetzte Division zu irriruer kleineren, jedesmal in den 
Rahmen der zweiten Potenzen von 100, das ist der Myriaden, einzuord- 
nenden Betriigen, bii; man endlich auch die als Kest veiblieheuen Einheiten 
in so und so viele yverocird, und wenn nothig, auch ~ E ~ Z E ~ C Y  ~ Z ~ Q L O G ~ ~  U. S. W. 

thcilte. l n  diesem Sinne hat Apollonios ftir seine Schrift tiber die Bruch- 
rechnung den Titel d x v ~ & m v ,  das ist die schnelle Bereohnung auch der 
kleinsten Theile, gewiihlt. 

Sein Zicl war, wie gcsagt,  die genauerc Darstelliing der Brüche, 
welche in der Archimedischen Kreismessung vorkamen. Wenn er seine 
Methode als ein s c h  ne11 e s  Verfahren bezeichnete, so dürfen wir dièses 
Ueiwort nicht vom modernen Standpunkte aus beurtheilen. Die Apollonische 
Rechnung nach puproorci' niihert sich sehr der uns gelëufigen decimalen 
Rruchrechnung, zeigt sich aber doch, wcil dia moderncn Ziffern mit der 
Nul1 und die streng dekadische Stellenbezeiclinung fehlten, als recht unge- 
f ige und s teht ,  wie schon bemerkt wurde, wenn einmal mit griechischen 
Zahlenbezeichnungen gcrcchnct werden m u s s t , ~ ,  an bequcmer Handhabung 
weit hinter der Sexagesimalrechnung zurück. Allein, wenn . man mit 
S C  h n  e l l e m  Rechnen ein s i c  h e r e s Rechnen meint, das heisst ein solches, 
welches nicht zwischen verschiedenen N~herungsversuchen und Kürzungen 
gemeiner Brüche hin und her schwankt, sondern für die Tbeilung der 
Einheiten dieeelbe Grnppirung nach Myriaden, wie für  die Vervielfültignng 
der Einheiten, durchführt, so kaun man dem Apolloriios nur  Recht gehen. 

Denn dass Archimedes im Laufe seiner Ausrechnungen nicht nur alle 
Rriiche stark gektirzt, sondern nus verschiedenen Rücksichten einige Male 
auch Naherungswerthe gewühlt h a t ,  die mehr von dem anfauglich berech- 

* Vergl. ,, Griecliische Privatalterthiimer " von K. Fr. H e r  rn a n n ,  3. Auflage 
von II. Bliixnncr, S. 457 flg. 
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neten genaueren Bruche abweichen, als es sein sollte, habe ich in der 
Schrift über die Naherungswerthe ausführlich gezeigt. Zwar hat ihn seine 
Meisteischaft i n  der Theorie wie in der Praxis des Rechnens davor bawahrt, 
Feliler in das Endresultat zu bringen (seine ürenzwerthe sind und bleibeu 
die besten , nach den gegebenen Voraussetzunçen erreichbaren) ; allein einem 
zeitgentissischen Mathematiker , der sich die Mühe nahm, die von Archi- 
medes nur entferiit angedeuteten Ausrechnungen Zug um Zug zu controliien, 
war es gewiss nicht zu verdenken, wenn e r  Anstoss an den scheinbaren 
Willkürlichkcitcn nahm und eine sichere Methode der Ausrechnnng in 
Vorscl~lag brachte. 

Das scheint Apollonios in  seinem d x v r 6 x ~ o v  gethan zu haben, und 
zwar nach der rriehrerw&hnten Methode der rnyriadischen Theilung. 

Lassen wir diese Hypothese zu, so ist auch der Versuch gestattet, 
jetzt noch dcm Apollonios ebenso nnchzurechnen, wie dieser einst dem 
Archimedes nacbgerechnet haben mag. 

Jedenfalls hat  er bei Ausrechnung von Quadratwurzeln aile ~ Q L O G ~ &  

ermittelt, vielleicht anch darüber hinaus eine Annaherung im Hahmen der 
G ~ U t r ~ c r  p v Q i o ~ r ~  gesucht. Wie weit er bei der Quadrirung von Zahlen, 
welche R U S  Ganzen und Myriadenbrüchen gemischh waren, die Stellen aus- 
gerechnet hat ,  lasst vor der Hand sich nicbt entscheiden. Wahrscheinlich 
h a t  er hier moglicliat gekürzt, da spater durch Summir~ing grtisserer 
ganzer Zahlen und dann durch erneutes Wurzelausziehen, auch eine starkere 
ICürzung des im Radicandus auslaufenden Bruches zu keinem andern Be- 
trage von p v Q ~ ~ ~ ~ d  der Wurzel führte, als aus dem ungekürzten Bruchtheile 
des Radicandus sich ergeben hiitte. 

Ausserdem war vorzusehen, n a c h  w e l c h e r  S e i t e  h i n  an jeder 
S'telle der Rechnung die Brüche zu kürzen maren. Denn im e r s t e n  Theile 
des Archimedischen Beweises zum dritten Satze der Kreismessung waren 
von Anfang herein statt  der genaueren BetrBge, welche Schritt für 
Schritt herauskamen , jedesmal k 1 e i n e r e angenaherte Werthe einzusetzen, 
so dass am Ende, wo der Bruch umgekehrt wird, eine Annaherung, die 
g r 6  s s e r  a19 der zuletzt berechnete Uetrag ist , herauskam.* Irn z w e i  t e n 
Theile des Beweises war allenthalben im entgegengesetzten Sinne su verfahren."* 

So Gonnte Apollonios bei der Correctur des ersten Theiles der Archi- 
medischen Ausrechnungen, je nachdem er  kürzte, zu folgenden Endergeb- 
nissen gelmgen,  wobei ich statt  der schwerf'alligen Bezeichnung nach 
pv~ iourd  und d ~ v ' r e ~ a  p v q i » ~ z d  regulare Decimalbrüche einsetze: 

rr < 3,142 730, 
oder < 3,14274, 
oder < 3,1428. 

* Vergl. Naherungswerthe S. 381 bis 389; 419 bia 423. 
** ELenda S. 389 bis  393; 413 bis 418. 

13' 
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Alle dicse Wcrthc liegen, entsprechend den Voraussetzungen der Rech- 
nung ,  zwischen der von Archimedes berechneten oberen Grenze - 

und der Anniiherung fur das Verhaltniss des Umfanges des umgeschriebenen 
96 eckes zum Kreisdurchmesser , welche, bis zur zehnten Stelle berechnet 
auf 3,142 7 14 500 auskommt? 

Welchen von diesen drei Betriigcn Apollonios am Ende als dcfinitive 
Nëherung gesetzt hat ,  lasst sich nicht bestimmen. Zu Gunsten der obersten 
und relativ genauesten Zahl spricht die Analogie mit der Kreismessung 
des Leonardo von Pisa, der als oberen Grenzwerth 

berechnet hat. Dem für Apollonios' Ausrechnung angenommenen Werthe 
3,142 735 éntspricht als nachst grosscre gemischte Zahl , welche auf einen 

'n 
gemeinen Bruch von der Form - 

7.n+ 1 
mit vierstelligem Nenner ausliiuft, 

3 x  (Kennziffer 167). 
1170 

Die Rechnungen im zweiten Theile des Archimedischen Beweises sind 
weit complicirter als die im ersten Theile, und der Versuch, dicsclbcn 
durch Nachrechnen mit Myriadenbrücheri zu controliren, führt bald zu 
Schwierigkeiten , die mir als unlosbar erschienen sind. Ich unterlasse es 
dahcr , auch nur verrnuthiingswcise eine Zahl anzugeben , die Apollonios 
vielleicht gefunden haben konnte. Wohl aber lasst sich die unbekannte 
Zahl wenigstens in  sehr enge Grenzen einschliessen. 

Die genaue Annsherung für das Verhaltniss des Umfanges des ein- 
geschriebenen 96 eckes zum Kreisdurchmesser ist  3,141031953 . . . Statt 

0336 - 3,1409096.. . ermittelt. dessen hat Archimedes den kleineren Bctrag - - 2017) 
Die von Apollonios ausgerechnete Zahl muss zwischen diesen Grenzen ge- 

l l 
legen haben. Nun ist 3 - = 5,1410366..  . , es lkge also die Vermuthung 

7 8 
nahe, dass Apollonios einen Werth in  Myriadcnbrüchen ermittelt habc, den 

11 
er  zuletzt zu - kürzen konnte. Allein ich glaube nicht, dass man, aus- 

7 8 1351 11 
gehend von der Archimedischen Niiherung j/z< - 7 bis auf 3 - kommen 

780 78 
k a n n ;  vielmehr wird eine etwas niedrigere Zahl sich ergeben. Ueberdies 

* Diese Anniiherung, sowie die spiiter folgenden für das eirigeschriebene 96eck 
und für das um- und cingcecliricbene i92eck (S. 166 Anm.) hat Prof.Rictzsch 
mir freundlichst mitgetheilt. 
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11 
steht auch ein indirecter Bemeis gegen die Annahme, dass Apollonios 3 - 

7 8 
ausgerechnet habe,  zu Gebote. Denn wenn e r  diese Naherung mit nur  

10 
zweistelligem Nenner , welche weit genauer als die Archimedische Zahl 3- 

7 1 
ist, gefunden hatte, so musste das zur Kenntniss der alexandrinischen 
Mathematiker kommen, und eine so einschneidende Verbesserung der Archi- 
medischen Krcismessung konnte auch bei dem jüngeren Nachwiichs in den 
dortigen mathematischen Schulen nicht in Vergessenheit gerathen. Ptolemaios 
aber weiss a n  der demntichst anzuführenden Stelle nur  von einer Kreis- 
messung des Archimedes und begutigt sich zu constatircn, dass dic von 
ihm (Ptolemaios) gefundene Naherung innerhalb der Archimedischen Grenzen 
1 i n  

37 und 3 - liegt. 
7 1 

Wir dürfen demnach als wahrscheinlich hinstellen, dass die von Apollo- 
nios in  Myriüdenbrüchcn berechnete untere Grenze nicht auf einen klein- 
zaliligen gemeinen Bruch sich kürzen liess, der eine augenfallige und all- 
gemein verstiindliche Verbesserung des Archimedischen Resultates dargestellt 
hztte. Daraus folgt dann weiter, dass der untere Grenzwerth des Apollonios - 

11 
7 8 

37 ) I das ist zwischen 3 - (Kennziffer 11)  und Kennziffer 10 -- 
1 1 0  

zwischen 3,14102 und 3,14091 lag." 

IV. 
Um die Kreismessung des Archimedes vollstiindig würdigen zu konnen, 

ist noch ein Ueberblick übcr verschiedene Versucho nothig, welche nach 
Archimedes bis in die neuere Zeit gemacht worden sind, um die Zahl 7s 

durch mehr oder minder genaue Anniiherungen ungefiihr darzustel!en. 
Eine streng methodische Berechnung, durch welche nicht nur  7s liber allen 
praktischen Bedarf hinaus bestimmt, sonderu auch der Weg gezeigt wurde, 
wie man jede etwa noch aufgcgebeno genauere Bcst,immung auffinden 
konne, hat bekanntliah zuerst L u d o l p  h v a n  C e u l e n  (1540 -- 1610) aus- 
geftihrt. Doch schlug noch nach der Ver6Eentliehung der C e u  1 e n  'schen 
Rechnungen A d r  i a e  n M e t i u s  (1527-1607) den alten Weg der ungefiihren 
Annaherung ein. Mit diesem wird also unser Ueberblick abschliessen. 

Archimedcs hatte schlcchterdings kcine NMhcrung fur  n finden, sondcrn 
diesen transcendenten Werth nur zwischen leicht kenntliche Grenzen ein- 
schliessen wollen (oben S. 122 Anmerk."). Auch Apollonios ha t  daran 
nichts geiindert, nur  die Grenzen etwas enger gezogen. Um eine wirkliche 
Annaheriing zu finden, bedurfte es der Trigonometrie, und so jst denn in 

* Zu erwahnen ist mm Schluas noch clic von T a  n n e  r y ,  Recherches sur 
l'histoire de l'astrouomieancienne, p. 6 6 , l  angedeutete Hypothese, aase Apollonios 
den Diameter in 10000 gleiche Sheile getheilt und deuselben Werth für c, wie 
er durch Aryabhatta (unten S. 168) überliefert ist, gefiinden habe. 
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der Tha t  der erste, m c h  Utustanden recht genaue Nsherungswerth für n  

von P t o l e m  a i o s  im sechsten Buche seiner Syntaris (1 p. 421 Kalma) 
aufgestelli worden: zo;  A O ' ~ O I J  zWv n ~ p i d t ~ o v  (namlich der Sonne und des 
Mondes) n g d ç  t&s  8 ~ r ~ ~ é t g o u ~  OuzoS Sv & E L  7;  y rl' A-" me& rd 2 o:zoç 

y&g 6 rloyos u s r a t d  i o t ~ v  Fyy~circr zoC re  z g r n b a ~ i o v  n e &  t$  iBdo'py pigtr 

x a i  zoG r p x l n c i i o v  n e &  z o ï s  8 É m  E ~ B O ~ ~ Z O G ~ O ~ O I I O ~  0:s 8 ' A Q x ~ r l j 8 q S  

% a t d  7 8  ~ ~ Z ~ O ~ G Z E @ O V  ~ ~ l J ~ ~ ~ ' ( G f f t 0 .  

Auch hier ist  ein fertiges Resultat mitgetheilt, aber über die Methode, 
wie es ermittelt wurde, nichts bemerkt. Doch ist es leicht, das Fehlende 
zu erganzen. Wie Archimedes, so ha t  auch Ptole~naios seiner Iieclinung 
das 96ecl; zu Grunde gelegt, und zwar musste e r ,  um seine Sehnentafel 
benutzen zu k6nnen , vom e i n g e s c h r i e b e n e n 96 eck ausgehen. Der 
Centriwinkel zur Seite dieses Vieleckes betriigt 3O45'. In den Tafeln des 
Ptolemaios sind nur  7.11 den Wiiikeln von 30 zu 30 Minuten die Sehnen 
ausgerechnet; es ist  aber durch Ueifügung von Interpolationszalile~i vor- 
gesehen, dass auch zu jedem bis auf die einzelne Minute bestimmten Winkel 
die Sehne berechnet werden kann. 

So erhalten wir (nach Ptolem. 1 p. 38 vergl. mit 37) zu dem Winkel von 
3 55' 34" 3O45' die Schne - -- - - *" 

120 
, und berechnen daraiis, iudem wir den Diameter 

= 1 setzen , den Umfang des eingeschriebenen 96 ecks zu 3 8' 27" 12'". 
Diesen Uetrag nun hat Ptolemaios i n  Erwügung, dass der Umfang des 
eingeschriebenen Vieleckes kleiner ist nls die Kreisperipherie , abgerundet 

- 17 
zu 3 8' 3 0 ' ' ~  3 -Y**. 

120 
Damit war eine Niiherung gefunden, welche die früheren Berechnungen 

Eei Weitem übertraf. Denn menn auch weder Archimedes noch Apollonio~ 
auf einen Mittelmerth fur n ausgegangen s ind,  so bleibt es uns doch unver- 
wehrt,  behufs der V e r  g l e i c h  u n g mit der Ptolemaischen Zshl, ails jenen 
-- - 

* So ist nach den Handschriften und iin Einlilang mit Arrhimedes 1 S. 262,21 

IIeib die Lesart Halrnas i./3d'op~xoaroïç po'vorç zu verbessern. Vergl. Jahrb. F. Philal. 
herausgegeben von Fleckeisen 1893 S. 748 iig. 

** Mit Ptolcmaios bezeichne ich diirch überstricbene Zahlen die ganxen Ein- 
hundertzwanzigstel des Diameters. Vergl. oben S. 122 Anmerkung*. 

*** Es darf nicht unerwilint bleiben, dnss ciiese Eiherung genau das arith- 
metische Mittel xwischen den Vcrhkltnisaen der Perimeter des uni- und ein- 
geschriebenen 192eckes zum Kreisdurchmcsscr darstellt Denn, wenn wir das 
eretere Verhaltniss mit Uj9,, das letztere mit U',,, bezeichnen und dafür die 
genauen siebenstelligen Annaherungen eiüsetzen, so erhalten wir: 

Grise = 3,141880, 
r i s 2  = 3,141452, 

17 und daraus das Mittel . . . . . . = 3,141 666 = 3 - . 
120 

Biernach konnte die Frage aiifgeworfen werden, ob etwa Ptalemaios scine 
vom eingeschriebenen 96eck abgeleitete Annaherung mit Hilf'e des um- und ein- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



II 
Grenzwerthcn Mittelwerthe voii der  Form 7 -- abzuleiten. Die Ptole- 

m + l  
msischc 7;ahl trzgt die Rennziffer 17. AUS den von Archimedes a u s -  

1335 1137 
g e r e c h n  e t e n  Grenawerthen 3 - und 3--- 

8069 
berechnet sich ein Mi tk l -  

9347 
309 

werth 3- mit  der  Kennaiffer 22-. Der Fehler  in dieser Anntiheriing 
2177 14 

fiir TC wird inerklich vcrringert ,  wenn wi r ,  ganz irn Sinne des Archimedes, 
die von ihm g e k ü r  z t e n Grenzmerthe zu Grunde legen ; denn von der  a u  s -  
g e r e c h n e t e n  n n t e r e n  Grenze is t  die Ai-chimedische y n t e r e  K ü r z u n g  
weiter entfernt als die o b e r e  I < ü r z u n g  von der a u s g e r e c h n e t e n  o b e r e n  

1 
Grenze. So erhalten m i r ,  indem wir stntt a u s  leicht ersichtlichem Griindc 
1 O 10+ 10 20 i 

- einsetzen, 3- 
70 

x 3 -- 
70+ T l  141 

mit  der Kennziffer 20. Apollonios ha t  

die Archimedischen Grenzen verengert;  d a  e r  aber  wahrschcinlich die 
Methode des Archimedes im  Uebrigen beibehalten h a t ,  so dürfen wir  nicht 
erwarten, dass aus  seiuen U~grcnzungen  ein genaiierer Jfi t telwerth sich er- 

geben werde. Setzen mir nach den obigen Darlegungen die Grenzen auf 
etwa 3,1428 und 3,1409, so ergiebt sich ein Mittelwerth mit de r  Kenn- 
ziffer 20,l ..., also keine wesentliche Abweichunp von de r  soeben gcfun- 

denen Keunziffer 20. 
Ptolemaios hat  d s o  nicht n u r  dadurch sich ein Verdiençt erworbcn, 

dass e r  zuerst schlechthin eine Niiherung fü r  TC setzte,  sondern diese Naherung 
ist auch lnerklich genauer als die Mittelmerthe, welche mi t  einiger Wahr -  
~cheinlichkeit  aus  den Grenabestimmungen des Archimedes und Apollonios 
sich ableiten lassen. 

Einen bedeutenden Schrit t  wcitcr h a t  ein unbekanntcr griechischer 

Mat l i e~na t ike~  ge thau ,  den zwar keiiie von unseren Quelleu nennt ,  dem 
aber der Inder A r y a b h a t t a  (geb. 476) ohne Zweifel gefolgt ist ,  wenn 
er in seinem Bechenluche schreibt :  Zu 100 (kt) 4 zu nddires,  (die Sumrne) 

geschriebeuen 192eckes controlirt habe. Um hierauf zu antwortcn bedürfte es 
cher  besondercn Untersuchiing derübcr, wclchc Anniihcrungen für UIv, und lT,,, 
Ptolemaios hat auftindeu konneii. Dasv dabei u ich t  die eben augefiilirten gerinuen 
Annàherungen in Eetrncht kommen dürfen, ist  k l a r ;  doch !iegt es nicht ausser 
dcm Rerciche der Wahrscheinlichkeit,, dsse auch weniger gcnaue, für Ft.olcmaioa 

17 
aber erreichbare Anniihcrungcn einen Mittclwerth nahc bei 3.- ergeben hnben 

120 
würdcn. - Ohne Rclaiig ist die Rrkliirung des Thco (p. 316,524 edit. Basil.) zu der 
obigen Stelle. E r  denkt nicht daran,  dabs PtoIemaios doch das eingeschriebene 
96ec.k nach seinen eigcnen Sehuentafeln bercchnen musste, iind beruhigt sich da- 

1 10 bei, die ~rc1;imedischen Gr~nzwerthe 3 -  und 3- urnzusetzen zu 'den sexagesi- 
7 7 1 

maleu Annaheruugen 3 8' 34" und 3 8' 27" und daraus als ungefzhres Mittel die 
von Ptolemaios gesctzte Zahl 9 8' JO" zu eutnehmen (GY y~zal$  darlv à r6v  y rl' 1" 
zqàç r à  û l i y o s ) .  
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mit 8 zil multipliciren, dazu noch 62000 zu addiren, so (erhglt man) fur  einen 
Diameter von 2 Myrkadcn den angengherten Werth der Peripherie des Kreises.* 

Als einen Glücksfall dürfen wir es bezeichnen, dass der indische 
Matbematiker seiner Quelle ganz wortlich gefolgt k t ,  anstatt die nahe 

3927 
liegende Kilrzung ----- 1 welche spiiter von B h a s k a r a  gesetzt worden 

1250 
ist*" anzuftihren. So erkennen wir,  dass der Bruch mit dem Ztihler 62832 
und dem Nenner ,,2 Myriadenu das arithmetische Mittel ELUS zwei Thlichen, 
deren jeder 1 Myriade zum Nenner hat te ,  darstellt. Nach den Tafeln des 
Ptolemaios habe ich vor Kurzem die Schno des Winkels von 3'45' auf 
?I 8' 27" 12"' berechnet. Das ergiebt, zu einer gemischten Zahl mit 
Myriadenbrüchen umgerechnet, 3,140888..  . , wofür in  Anbetracht , daes 
es sioh um die u n t e r e  Grenze handelt, als Abriindungen die k l e i n e r e n  
Werthe 3,14088,  oder, wenn n u r  die pvpro~ra' berücksichtigt wurden, 
3,1408 zu setzen sind. E s  stellt also die von Aryabhatta überlieferte Zahl 
3,1416 das arithmetische Mittel aus den Grenzwerthen 3,14088 und 3,14232, 
bez. 3,1408 und 3,1424, dm. 

Der griechische Butor des Aryabhatta hat  sich der Myriadcnbrüchc 
bedient, das heisst, er ist in derjenigen Bruchrechnung geschult gewesen, 
die, wie Eutokios meldet, in  der Logistik des Magnus gelehrt wurde (siehe 
Abschnitt II). E r  hat mit volliger Sachkenntuias aus den Tafeln des 
Ptolemaios, etatt  der von letzterem gewahlten Abrundung, das genauere 
Verhaltniss des Umfanges des eingeschriebencn 96eckes zum Kreisdurch- 
messer ermittelt und dieses mit riehtiger Annaherung zu 3,14088 oder 
3,1408 umgesetzt. Dann hat  er dieser unteren Grenze als obere Grenze 
einen Werth gegcnübergestellt, der wahrsoheinliçh alu Mittel zwischen den 
Verhiiitnissen der Perimeter des umgeschriebenen 9 6 -  und 192eckes zum 
Ereisdurchrnesser zu betrachten ist. Denn wenn wir das erstere Verh%ltniss 
mit U,,, das letztere mit U,,, bezeichnen, so koniien wir dafür zwei 
Werthe einsetzen, welche nur  nach Methoden, die im Alterthum erwiesener 
Maaesen bekannt waren, berechnet sind. F ü r  U,, i ç t  oben (S. 163 flg.) ganz 
nach Archimedischen Voraussetzungen und mit Anwendung der Xyriaden- 
brtîche 3,142735 oser in  ftinfstelliger Abrundung 3,1428 ermittelt worden. 

* So habe ich die franzosische Uebersetzung von L. R o d e t ,  Leçons de cal- 
cul dlÂrgabhata, Journal asiatique, 7. série, tome XII1 (1879) S. 399 wortlich ina 
Deutsche übertragen. Nit Recht bemerkt Ro de t S. 411, dass die eigenthiimliche. - 

'3927 von Aryabhatta statt des Bruchea gewkhlte Beseichnung ,,Verh%ltniss von 1200 
62832 zu 2 Myriaden" unverkeunbar auf eine gricchische Quelle hinweist: car les 
Grecs seuls au monde ont fait de la myriade l'unit6 numérique de second ordre. 
Vergl. auch C a n t o r ,  Vorlesungen I2 S. 558, 561 flg., 595-604, 612. 

" Vergl. Algebra with arithmetic - from the Sanscrit - translated by 
H. Th. Cole  b r o o k e ,  London 1817, p. 87; E o d e t  a. a. O.; C a n t o r ,  Yorlesnngen 12, 
S. 612; R u d i o ,  Archimedes II. s. W. S. 18. 
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Berechnet man dann weiter , genau nach denselben Voraussetzungen, UIg2, 
so erhalt man 3,141985 oder abgerundet 3,1420. Mag man nun die ge- 
naueren oder die abgerundeten Zahlen zu Grunde legen, so ergiebt sich 
als arithrnetisches Mit.tel in fünfstelliger Ausrechnung 3,1424. Hochstwahr- 
scheinlich hat  diese Zahl dem unbekannten Autor als obere Grenze vor- 
geschwebt, und daraus folgt weiter, dass e r  als untere Grenae nicht die 
oben angeführte sechsstellige Zalil, sondern ebenfalls eine fünfstellige Ab- 
rundung , namlich 3,1408,  gewahlt hat. 

Wie der unbekannte Autor dazu gekommen ist,  jenes Mittel ails 
U9, und UIg2 zu wiihlen, bleibt freilich vor der Hand eine ungeloste Frage. 
Jedenfalls stellt die von ihm gefundene Annaheruug für n: einen wesent- 
lichen Portschritt gegen früher dar. Denn das Mittel aus seinen beiden - - 

Grenzwerthen ergiebt 3-- 1 
17' mit der Kennzitfer 16-9 und dieser Werth 
1230 

17 l 1  
liegt merklich nBher bei n alu der Ptoleniaische 3- mit der Kennziffar 17. 

120 
Die Epoche des unbekannten iiutors fallt awischen Ptolernaios und 

Aryabhatta , und zwar gewivs n k h t  unmittelbar nach dem ersteren, aber 
auch nicht ganz nahe vor dem letzteren (denn im 5. Jahrhundert gah es 
nur Erklarcr und Bcarbciter der Slteren griechisehen Werke, keine produ- 
cirenden Mathematiker mehr). So erhalten wir als ungefiihre Epoche das 
dritte bis vierte Jahrhundert.* 1 

Von der AnnLherung mit der Kennziffer 16- wlire es nur ein kleiner 
16 

11 
Schritt bis zn der besseren 3- mit der glatten Kennziffer 16 gewesen. 

113 
Damit hat es indes gute Weile gehabt; erst M e t i u s  hat zu Ende des 
16. Jahrhunderts diesen Werth gefunden. Dazwischen aber is t  eine grosse 
Keihe von anderen Niiherungsversuchen zu verzeichuen, welche weit weniger 
genau als die Zahlen des Ptolemaics und des griechischen Autors des 
Aryabhatta sind. Es seien jedoch hier nur dicjcnigen Versuche erwshnt, 
welche für den Vergleich mit den altgriechischen Kreismessungen bemerkens- 
werth sind. 

7 
ZunBchst sei der Nüherung des L i u  - h w u y 3- (Kennziffer 7) ge- 

50 
dacht.** Ein Blick auf die obige Uebersicht (S. 130 flg.) zeigt, dass dieser 
Werth weit von der unteren Archimedischen Begrenzung, mithiu um so 
weiter von z entfernt ist. MGglicherweise ist uns hier nur die u n t e r e  

Wenn M a g n u s ,  der Verfasser der Logistik, für identiach mit Magnus ,  
dem Zeitgenossen des Kaisers Julianus (oben S. 133 Anmerka*), gelten darf, so 
ist der A u t o r  des  A r y  a b h a t  t a genaner an das Ende des 4. Jahrhunderts zu 
setzen. 

** C a n t o r  1". 641; R u d i  O S. 20. Die Epoche des Liu-hwuy iut unbekannt. 
Er wird genannt von T e u - t s c h u n g - t s c h e ,  der dem 6. Jahrhnndert angehort 
haben soll. 
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Crenze einer Annaherung tiberliefert, die wir  decimal als 3 ,14  zn lesen 

haben." 
E r s t  L e o n a r  d o  v o n  P i s a  i s t  i m  J a h r e  1220 i n  seiner Practica 

geometrine =ach dem Vorgange des Archimedcs xu eincr Umgrenzung für 
u 

x zurückgekehrt  , die e r  ebenfalls vom um - und eingeschriebenen 96 ecke 

4589 
-- 3,141057 i s t  g r  6 s s e r  als das  Verlialt- denn die untere Grenze - -- 

des Umfanges  des eingeschriebenen 96 eckes m m  Rreisdurchmesser 
(ol-ien S. 129 flg.), wtihrend sie duch nach Archimedischer Nethode k l e i n e r  

sein sollte. Aus  beiden Grenzwerthen berechnete e r  im Pu'enner das arith- 
9 +  20 29 1 

metische Mittel 458 - 
2 . 4 5  

und  rundete  den auslaufenden Bruch - zu - 

1440 90 3 
ab. So  erhielt  e r  f ü r  n die Naherung - 

reichte also u u r  eiue unbedeutende Verbesserung des Nittelwerthes, 
welcher vo r  Kurzem aus  den Archimcdischen Grenzen gezogen worden 
ist  (S. 167). 

Mehr a ls  zwei J a h r h u n d e r t ~  vergingen , bis N i c  o l a u s  C u s a n  u s  
(1401  - 1464) i n  de r  Schrift  d e  transformationibus geometricis,  welche 
sieh mi t  der  Aufgahe d e r  Arcufioation einer Geraden besûhif t ig t ,  eine 
Construction a n g a b ,  ails welcher nachtraglich f ü r  n: die Annaherung 

3,142337.. . ermit te l t  worden kt.*" Cusanus selbst  hat vermuthlich die 

Ntiherung 3 - 430 3,142337 i m  Auge gehabt.f  D i e s e r  Bet rag  steht dem 3021 = 

L u d o l p h  v a n  C e u l e n  de  circulo p. 28 (vcrgl, unten S. 171 Anaerk.**') 
setnt 3,14 ais erste untere Degrenzung für n, und stellt als obere Grenze 
3,14+0,01 gcgenübcr. Spater (p. 31 flg.) wird eine 19stellige nnd dann eine 
Zlstellige Zahl von der Art  ausgerechnet, dasa die obere Greuze jedesmal niir 
um e i n e  Einheit der l e t z  t e n  Stelle griisser ist als die untere Grenze. 

** Scritti di  Leonardo Pisano pubbl. da B. B o n c o m p a g n i  II S. 90 flg. 
1 

(am Ende der fiioîten Zeile auf S. 90 ist - 458 eu verbessern statt  
5 3 

triiglich ist hier auf die Schrift von H. W e i  s s e n  b O r n ,  Die Berechnung dcs Rreis- 
Umfanges bei Archimedes und Leonardo Pisano, Berlin 1594, zu verweiaen, die 
einige blonate spater, sls  d u  Manuscript meiner dbhündlung der Redaction über- 
reicht worden war,  erschienen iind vom Yerfasser frt-undlichst mir zugesendet 
worden ist. Daselbst findet siüh S. 30 flg. ein interessanter Vergleich des von Leonardo 
augewandten Verfahrena mit der Archimedischen Methode. 

*** C a n t o r  II S. 1 7 8  flg. 
t Da  zu 3,142331.. . dic angenaherte Kennziffer 39,09.. . i s t ,  BO hat R i e t z s c h  

1 darin den rationalen Werth  39- erkannt nnd danach die von Cusanus beabsiclitigte 
430 11 

Naherung auf 3 -- bestimmt. 
3021 
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oberen Grenzwerthe des griechischen Mathematikers,  dern Aiyabha t t a  gefolgt 
ist (S. 1 6 9 ) ,  sehr nahe. 

Wicder um cin Jah rhunder t  sp%tcr  wurdc cin nachgelassenes W e r k  des 
O r  o n t  i u s F i n  a e u s (1494 - 1555) de  rebus mathematicis hactenus desi- 
deratis veroffentlicht, in welchem als ohere Grenze fü r  TC die  Archimedischc 

22 245 11 
Zahl - 9  als untere Grenze abe r  -- = 3c (Kennziffer 11) gesetzt  wurde.* 

7 7 8 r 8 
Nit letzterem Werthe  hat te  Finacus  die untere  Grenze des Archimedcs dahin 

verbessert, dass e r  den niichsten hoheren Bruch mi t  zweistelligem Nenner 
auffaod, de r  zugleich die Bedinguug erfül l te ,  kleiner als das Verhaltniss 
des Umfanges des eingeschriebeneii 9Geckes zurn Ureisdurchmesser zu sein 
(oben S. 1 2 9  flg.). Allein e r  beging dann den Fehler ,  i r  g l  e i c h  dieser 
unteren Grenze zu setzen*", wahlto also eine R i h e r u n g ,  d ie  weit  a b  von 

1 
den vorher besprochenen Mittelwerthen mit  den Kennziffern 20 bis 16- lag. 

11 
I m  J a h r e  1596 verGffentlichte L u d o l p h  v a n  C e u l e n ,  nachdern e r  

die spater nach ihm benannte Zahl schon in  Einzelschriften bekannt  ge-  
geben hat te ,  sein W e r k  van den, Circkei:**"adurch a n g e r e g t ,  ha t te  
A d  r i a e n  A n  t h o n i B ,  gewtihnlich nach seinem Geburtsoïte Metz M e t i u s  
benaunt (1327 - 1607), in  Er ine rung  an die Kreismessnng des Archimedes 

eine Umgrenzuug fu r  n i n  moglichst kleinzahligen Brüchen von de r  Form 

* C a n t o r  II S. 347 dg. ;  R u d i o  S. 30. 
** C a n t o r  II S. 318. 

*" R u d i o  S. 36 flg., C a n t o r  II S. 651 flg. Mir stand zur Benutzung die latei- 
nische Ausgabe: Ludolphi a Ceulen de circulo et  adscriptis liber - omnia e 
vernaculo scrmoneLatina fecit - Willebrordus Snellius, Lugd. Bat. 1619, zu Gebote. 
Der Verfasuer schliesst sich insol'ern ganz an  Arcl~iniedetl (den er p. 32 erwahnt) 
an, als er a lediglich zwischen eine obere und untere Grenze einschliesst. E r  bringt 
aber d a m  als Neues (tot retro scculis a ncinine unquam tcntatum, nedum u t  inventum 
sit) die Ausreehnurig der Perimeter vonvielecken von sehr hohen Seitenzahlen nach 
eioer übersichtliohen, freilich für das praktische Rechnen schwer zu handhabenden 
Methode. Zuerst geht er vom Fünfeck aus und gelangt durch fortgesetzte Ver- 
doppelung der Seitenzahlen zu einer olieren und unteren Grenze von j e  12 Deci- 
malstellen hinter deni Komma. Dann legt e r  der Reihe nach dae Quadrat, das 
Zwolfeck und da8 Sechzigeck zu Grunde und bildet dazu wieder durch Verdoppelung 
der Seitcn audere Vielecke von niijglichst hohen Seitenzahlen. Aus dem um-  und 
ringeschriebenen Yielecke von 60.Z2"eitcn (Rudio S. 36) leitet er eine Umgrenzung 
von 20 Stellen ab. Spster hat  er i n  dem Werke ,,De Arithmetische en Geometrische 
fondamenton" eine ~ h l e i t u n ~  bis auf 32 Stelien, und zuletzt nach glaul~würdigen 
Rerichten eine solche von 35 Stellen brrechnet (Rudio S. 37). Mag auch die von 
ihm arigewendote Methode im Vergleich zu den spLter gefundenen schwerf2,llig 
erscheineu, so bleibt ihm doch das Verdienst, zuerst ausdrücklich einen Weg  ge- 
zeigt zu habcn, wie man zu immer genaueren Anniihcrungen gelangen k6nne (81 
cui libeat eanclern viam irisistere, huius rationis terminos etiam longe ulterius 
producere licebit). - Beiliiufig sei bemerkt, dass durch die genauen Ausrechnungen 
Ludolph's van Ceulen zum ersten Male der Weg  gezeigt worden i s t ,  wie man an 
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1 7 2  Historisch - literarische Abtheilung. Zur Kreismessung d. Archimedes. 

fi 15 
narnlich 3 und 3 l7 aufgestollt.* Dar sind Wcrthc mit den 

7 n + l  106 ï% 
Kennziffern 15 und 17, und Uetius hat auch, wie sein Sohn Adriaen Metius 
der Jtingere berichtet, es nicht versaurnt , darails nach Archimedischer 

Methode das Mittel 3 
16 15+ l7 = 3 7  (KennziBer 16) = 3,1415829.. . 

106+120 113 
xu ziehen. So is t ,  als schon einc weit vollkomrnenere Anniiherungsmethode 
gefunden worden war ,  nachtraglich noch der beste Mittelwerth für n fest- 
gestellt worden, der nach den Anschauungen und Weisungen des Archimedes 

17 
tiberhaupt zu erreichen war. Die Ptolemaische Naherung 3- war als 

120 
O b e r e  Grenee verwerthct und dazu die pnssendste u n t e r e  Grenze er- 
mittelt worden. Denn wenn wir die erstere mit O ,  die letztere mit u 
bezeichuen; so war niin die Differenz n.- u der Differenz o - T C  moglichst 

genahert, und so ergab siüh leicht für  n ein Uruch mit dreistelligem Nenner, 
355 
- 9  das ist die richtige Annaherung bis auf 6 Stellen hinter dem Komma. 
113 
Natürlich war das aber nicht èher herauszubekommen, als bis die Ludolphi- 
sche Zahl bekannt geworden war. 
- . - 

Stelle der Umgrenxiing die A nn ii h c  r u n g  s c h l  e ch t h i n  setzcn kann, ohne damit 
von der strengen Forderung der Archimedischen hiethode abzuweiçhen. Ceulen 
schrieb noch allenthalben sowohl den grtisseren als den kleineren Grenznerth hin. 
Ua aber jeder grossere Werth den kleineren nur um e i n e  Einheit der l e tz ten  
Stelle übertraf, so haben die Spiiteren mit Recht eiüh begnügt, nur den kleineren 
Grenzwerth zn schreiben und dahinter Punkte zu setzen. Somit bedeutet z. B. 
3,14159.. . nicht blos, dass die so geschriebene Znhl noch mehr Stellen als die 
hier aufgeführten hat,  sondern zugleich auch, dass sie zwisühen dtn Grenzen 
3,14160 und 3,14159 liegt. Auch die andere, oben S. 129 Anmerk.**, erwihnte 
Rezeichiiungsweise lasst sich, wie leicht ersichtlich, anf eine Archimedische Um- 
grenzung zurückfiihren. Denn es bedeutet e. 13. 3,145 eine Zahl die kleiner als 
3,1420 und grosser als 3,1416 ist;  dagegegen bedeutet 3,142 (niimlich als an- 
geniiherter, nicht etwa als genauer Werth) eine Zslil, die grosser als 3,1420 und 
kleiner als 3,1425 id .  

* R u d i o  S.  32 flg.; C a n t o r  II S. 55'2 flg. 
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Recensionen. 

J. DERUYTS. Essai  d'une Théorie Génerale des Formes Algébriques. 
Bruxelles 1891. Hagez. I V  und 156 S. 

Die neueren Untersuchungen in der Fornientheorie gehoren zwei 
wesentlich verschiedenen Richtungen an ;  auf der einen Seite steht das 
Specialstudium einzelner Formen und Formenklassen, das grosse hierbei 
angesammelte Rechnungsmaterial geht über die Bedürfnisse der Gegenwart 
weit hinaus ; auf der anderen Seite bewegen sich Probleme ganz allgemeinen 
Charakters (Endlichkeitsfragen , Reihenentwickelungen u. dergl.). Zu dieser 
zweiten Kategorie ist  auch die vorliegende Schrift des talentvollen bel- 
gischen Mathematikers zu rechnen, die das wichtige Problem der ,,Rednctionu 
der Formen behandelt. 

Bekannt ist eine Abhandliing von C l e b  S C  h aus seiner letzten Lebenszeit, 
in der untersucht wird, wie sich die invarianten Eigenschaften von Formen, 
welche von einer beliebigen Reihe von Variabelnsystemen a b h h g e n ,  zurück- 
führen lassen auf diejcnigen von Formen,  für welcho sich die Anzahl der 
Variabelnsysteme verringert hat. Das wesentliche Hilfsmittel ist  ihm das 
gleichzeitige Operiren mit Coordinaten von verschiedenen ebenen Mannig- 
faltigkeiten , die sich als vollstandige Determinanten von Y a t r i c e s dar- 
stellen, deren Elemente nur Variabeln einer und derselben Art  (Punkt- 
variabeln) enthalten. 

Eine ganz andere Behandlung des Gegenstandes verdankt man sodann 
Cap el1 i ,  der es vorzieht, ausschliesslich Punktvariabeln xu Grunde zu 
legen. Indcm er in den Mittelpunkt der Theorie den Polarenprocess und 
den inneren Zusammenhang zwischen den verschiedenen Polaroperationen 
stcllt, vermag er eine elegante (endliche) Reihenentwickclung aufzustellen, 
welche das u rsprhp l iche  Problem direct 1Gst. 

D e r  u y t s hat nun seinerseits einen Weg eingeschlagen, der zwar 
forma1 einige Aehnlichkcit mit dem C a p  e l 1  i'sühen Verf'ahren aufweist, 
jedoch in den Grundzügen durchsichtiger ist und vor Allem für eine 
weitcre Entwickeluug der Theorie geeigneter erschcint. 

Der Grundgedanke des Verfassers - merkwürdiger Weise tibrigens 
zieinlich gleichzeitig von K r  o n e  c k e r entwickelt - ist , die allgerneine lineare 
Substitution von PZ Variabeln , oder, besser gesagt , die allgemeine lineare 
Gruppe, naufzu18senu in eine Anzahl weit einfacherer Untergruppen. Eine 
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Punction der Variabeln, welche siüh gegenüber einer solchen Untergruppe, 
bis au€ eine Potenz der Substitutions - Determinante, invariant verhalt, und 
demnach einer charakteristischen linearen partiellen Differentialglrichung 
genügt ,  heisst eine ,seminvarianteu Function; ers t ,  wenn gewisse einfaclie 
arithmetische Bedingungen erfüllt sind, geht sie in  die gewohnlich allein 
betrachtete ,,invariante Functionu über, und t r i t t ,  als Leitglied der letz- 
teren, unmittelbar in  Evidenz. 

Die Untersuchung der Eigcnscliaften dieser seminvarianten Functioneii 
bildet das Fundarnent des Ganzen, insbesondere ergeben sich so alle die 
speciellen Eigenschaften mieder, welche von früheren Autoren ( C a  y l e y, 
S y l v e s t e r ,  d ' o c a g n e ,  P e r r i n  u. A.) über Seminvarianten aus- 
gesprochen sind. 

Der Verfasser bekundet in der analytischen Deduction eine grosse 
Gewandtheit, indem er einmal die C l e b s  c h -  A r o  n ho ld ' sche  Symbolik auf 
die seminvarianten Functionen übertrilgt, andererseits aber, wo es zweck- 
massiger erscheint, die charakteristisühen partiellen Diiferentialgleichungen 
benützt. 

Mit Hilfe eben dieser seminvarianten Functionen gelingt es in der 
That,, Formen mit mehreren Variabelnreihen auf einfaclieren Bildungen 
aufzubauen. 

Der Voreug der neuen Methode zeigt sich beispielsweise bei der bis- 
her vergeblich versuchten Durchführung der Aufgabe, die Anzahl der 
linear unabhiingigen invarianten Functionen von vorgegebenen Grad - und 
Gewichtszahlen xu ermitteln. 

Der Referent mochte dem Verfasser nur empfehlen, an die Abstractions- 
kraft der Leser nicht au grosse Aufordcrungen au stcllen, und dic Ein- 
streuung leichter Beispiele nicht zu verschmiihen. I m  Uebrigen ist die 
Diction eine lrlare und flüssige. 

-- W. FRANZ MEYER. 

E. STUDY. Spharische Trigonemetrie, or thogonale Substitutionen und 
elliptische Functionen. Eine analytisch - geoinetrische Uiitersuchuog. 
Abhaudlungen der kouigl. siichs. Gesellschaft der Wissenscliaften. XX. 
Leipzig 1893. Hirzel. 146 S. 

l rotzdem die vorliegende Abhandlung in einer Zeitschrift erschicnen 
is t ,  so verdient sie hier wohl doch eine eingeliendere Besprechung, 
einrnal, weil urspriinglich eine Ruchausgabe geplant war und hiervon nur 
aus ausseren Gründen abgegangen is t ,  sodaun aber mit Rücksiüht ~ u f  
den Inhalt. 

Im Verhiiltniss zn der ausgcdehntcn mathemakischen Production der 
Gegenwart ist es eiue seltene Erscheinung, wenn ein elementarer, io- 
sonderheit geometrischer Gegenstand von hoheren Gesicbtspunkten aus 
betrachtet und  hierdurch mit neuen Gedanken erfüllt wird. Es ist wohl  
ausser Prage,  dass die heutzutage bestehende Eluft zwischen Schulmathe- 
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matik und akademischer Mathematik der Wissenschaft als Ganzem keines- 
wegs zum Heile gereicht. Umsomehr mochte der Referent die Arbeit des 
Herrn Verfassers bcgrüssen, in wclcher die sphtirische Trigonometrie zu 
drei wichtigen Gebieteii der hoheren Mathematik in Beziehnng gesetzt wird, 
zur Groppentheorie, znr Sheorie der orthogonalcn Substitutionen und vor 
Allem zu derjeriige~i der elliplischen Functionen. Das eigentliche, fort- 
laufende Leitmotiv ist der Gruppenbegriff, der ja  unzweifelhaft dazu be- 
rufen is t ,  die künftige Wissenschaft zu lieherrschen, 

Da der Verfasser nicht in letzter Linie Schulrniinner RIS Leser im 
Auge gehabt hat ,  sa ist das Zilanss der zum Verstandniss nothwendigen 
Vorkenntuisse so gering wie moglich bemessen worden; die grundlegenden 
Begriffe der Groppentheorie werden überall d a ,  wo sie zaerst auftreten, 
erklart , und selbst im dritten Abschriitte, wo die elliptisclien E'uuctionen 
im Vordergrunde stehen, wird nur  auf die Fundamentalformeln der W e i  e r -  
s t r  a s  s'schen Thcorie recurrirt, die durch die S c  h w a r t  z'sche Formelsamm- 
lung, wie durch das H a l p h e n ' s c h e  Werk Jedem zuganglich geworden sind. 

Die Hauptschwierigkeit in der Auffasaung scheinen nach der bieinung 
des Referenten die geometrischen Conceptionen des ersten Abschnittes dar- 
zubieten; mancher Leser wird sich eines unbehaglichen Gefühls nicht er- 
nehren konnen, wenn er gleich im Anfange auf die ihru lieb und vertraut 
gewordene Vorstellung des spharischen Dreiecks verzichten soll; die vom 
Verfasser su Grunde gelegte Verallgemeinerung der fraglichen Vorstellung 
geht sogar über die bekannten Ideen vou M 6 b i u  s hinaus. Das Massgebende 
ist, dass sowohl die Seiten, wie die Winkel eines sphiirischen Dreiecks mi t  
eiuern bestiriiuiten D r  e h u n g  s s i n  n behaftet erscheinen. 

Für  die Winkel um einen Punkt  A der Rugelflache wird als positiver 
Drehungssinn etwa der festgesetat, der für einen ausserhalb stehenden 
Beobachter dem Sinne der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzt k t .  
Dio Grenzen eiues Winkels sind O u n i  2n. 

Auf jedem der drei Hauptkreise, welche je zwei der drei Punkte dl, 
A, ,  AS verbinden, wird ebenfalls ein positiver Drehungssinn willkürlich 
angenommen. Lauft man in positivem Sinne von A, nach A , ,  von A, 
iiach A,, und von AS mieder nach A , ,  so sind damit drei ,  zwischen 
0 und 2, enthaltene Bogen a3,  a,, a, gegeben; ferner sei a, der Winkel, 
nm den man den Ha~iptkreis A3A,,  unter Festhaltung der Ecke A , .  positiv 
drehen muss, damit seine positive Richtung mit der positiven Richtung des 
Hauptkreises A,A, eueaminenfallt, entsprechend ua,  a3. 

Der Inbegriff solchcr scclis Stücke: dreier Seiten a und dreier Winkel a, 
ist ein , s p h a r i s c h e s  D r e i e c k u ,  je zwei Dreiecke, die in  diesen sechs 
Stückeii übereinstimmen, gelten als i d  e n  t i s e h. 

Ein unmittelbarer Erfolg der getroffenen Definitionen ist ein v o l l -  
k o m m e n e s  R e c i p r o c i t i i t s v e r  h a l k n i s s  xwisehen den Seiten und Winkeln 
eines Dreiecks. 
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Drei gegebene Kreisbogen lassen sich nicht immer zu einem Dreieck 
zusammensetzen, sie haben vielmehr einem Systeme von acht Ungleichungen 
(Determinationen) zu genügen; es ist von Bedeutung , dass diese Un- 
gleichungen ohne vorherige Entwickelung der Formcln der sph&rischen 
Trigonometrie direct aus den Definitionen fliessen. Die einfachste Form 
der Ungleichungen wird durch Einführung der Stücke: 

2 s 0 = 2 z - a , - a , - a , ,  2 s , = - a , + a , + a , ,  

2 s z = a l -  a , + a , ,  Z s , = a , + a , - a ,  
erzielt. 

Abgesehen von Grenzfillen resultiren so 16 Typen vollstLndig reeller 
Dreiecke, 32 Typen solcher, bei denen nur die Seiten resp. die Winkel 
reell siiid. Diese verschiedenen Gestalten von Dreiecken sind aber keines- 
wegs getrennte Mannigfaltigkeiten, sondern konnen, wenigstens zum Theil, 
durch Vermittelung ausgeartetcr Dreiccke stetig in einander übergeführt 
werden. 

Wahrend bisher ein Dreieck durch drei Punkte einer Kugel bestimrnt 
wurde, moge nunmehr die weitergehende Verallgemeinerung Platz greifen, 
wonach ein Dreikant (oder Dreiflach), mit dem Mittelpunkte der Kugel als 
Scheitel, als das Erzeugende anzusehen ist. E s  entstehen dann 64 so- 
genannte n N a c  h b a r  d r  e i e c k e  u ,  die sich auf 16 reduciren , wenn man je 
vier zusammenfasst, die durch gleichzeitige Vorzeichenwechsel aller Seifen 
oder allcr Winkel in cinandcr übcrgeführt werden. 

Die Grundlage alles Folgenden ist die Thatsache, dass die Seiten und 
Winkel von 64 Nachhardreiecken dureh eine G r  u p p e Y 64 1 i n  e a r  e r  
S u b s t i t u t  i o  n e n G,, zusarnmeiihaiigen. Um die wichtigoten hier anzuführen, 
so transformiren sich die Seiten a und die Winkel a bei den Substitutionen 
SI resp. Tl in: 

4) a , ,  ~ i - a , ,  n + a , ;  2 n + ~ , ,  -a,, -a3, 

T) - a l ,  - a 2 7  --a37 "1 4, ff3- 

Hierzu kommen die durch cyklische Vertauschung hervorgehenden S,S,, 
sowie die zu alleu diesen dualistischen El, E,, E3, T. 

Vermi3go dieser acht erzeugenden Opcrationen liisst sich jede Sub- 
stitution der GS4 im Wesentlichen auf eine und nur eine Weise dar- 
stellen. 

Unter den Untergruppen von G,, ist namentlich eine G,,  bemerkens- 
werth, die aus der Zusammensetzung der S mit den I: und der Identitat 
erwiichst. Diese Gruppen reichen indessen noch nicht sus,  um die ,Vorzeichen- 
Modificationenu, welche die Formeln der spharischen Trigonometrie ein- 
gehen konnen, vd l ig  zu tibersehen , hierzu ist eine Art ,Erweiterungu 
nothig. 

Es wird n k ~ l i c h  nunmehr die Beschrankung aufgehoben, wonach 
Dreiecke als identisch gelten sollten, deren Seiten und Winkel sich nur 
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um Vielfache von 2 n unterscheiden. Mit anderen Worten , die fruheren Sub- 
~titutiouen werden jetzt erganzt durch solche von der Form: 

a ' i=ai+Zkirc ,  u'i=ct,+2Kiz (i= 1, 2, 3: k ,  K ganzzahlig). 

Hierhci crweist, es sich als zweckmtissig, die Bedingung hinzuzuftigcn, 
dass die Summe aller sechs k und K eine gerade Zahl sein 0011. 

Die ursprüngliche GC4 erweitert sich dadurch zu einer (unendlichen) 
ihr isomorphen Gruppe 8 ;  man kann leicht von @ zu G,, und GI6 zurück- 
gelangen. Endlich bedarf es noch der Eintheilung aller Dreiecke in xwei 
Klassen, die e i g e n t l i c h e n  und u n e i g e n t l i o h e n  Dreiccke: die ersteren 
konnen aus einem Dreiecke , dessen Seiten und Winkel zwischen den Grenzen 
O und 2 a  liegen, durch stetige Aenderilng hergeleitet werden, w!ihrend 
das bei den letzteren, selbst auf imaginarem Wege - durch analytisçhe 
Fortsetzung - nicht moglich ist. Jede der beiden Dreiecks-Mannigfaltig- 
keiten geht durch @ in sich riber. 

Die G,, giebt damit zu einer Glss Veranlassung. 
Neben der Eiweiterung der endlichen Gruppen auf unendliche geht 

nuu eine zweite, die im cndlichen Gebiet verbleibt. 
Einmal nehme man die sechs Vertauschungen der Indices 1 ,  2 ,  3 

hinzu, wodurch insbesondere aus der G,, eine GG m 1 6 =  Gg6 wird, andererseits 
vollxiehe man durch Vertauschung der Seiten mit den Winkeln den Ueber- 
gang zum Polardreieck. Mittelst der Vereinigung beider Erweiterungen 
trcten an die Stello von G,,, und G,, die neuen bemerkenswerthen Gruppen 

G2.  f i .  128= '1536 Ilnd G ~ .  6-16 = G192' 

Weshalb gerade die genannten Gruppen eine besondere Rolle spielen, 
ersieht man aus den Vorzeichenhderungen , welche die trigonometrischen 
Functionen der ganzcn und halben Seiten resp. Winkcl denselben gegenliber 
erleiden. 

Nach diesen gruppentheoretischen Vorbereitungen, die übrigens der 
Sy~tematik halber ausführlicher gediehen sind, als es fur das Versthdniss  
des Folgenden erforderlich gewesen wiire, wendet sich der Verfasser 
im zwciten Abschnitte zu den Formeln der spharischen Trigonometrie 
selbst und ihrer algebraischen Durcharheitung , welche im Zusammenhange 
mit den orthogonalen Substitutionen ihren prsgnanten Ausdruck findet. 

Obgleich schon L a g r a n g e  nachgewiesen hatte, dass die zu seiner 
Zeit bekannten Formeln der spharischen Trigonometrie ausschliesslich aus den 
drei Fundamentalformeln des Cosinussatzes durch trigonometrische Uniformung 
abgeleitet werden konnen, so hat  man spater doch mieder diesen einfachen 
Weg verlassen, indem man zum Aufbau des Systems die Geometrie mehr 
als nothig heranzog. 

Der Verfasser nimmt hier den Weg von L a g r  a n g e  wieder auf, 
und erhëlt auf klirzeste Weise der Reihe nach s b m t l i c h e  Formeln von 
Bedeutung, 

IIiat. -lit. Abth d. Zeitachr. f. Math  o. Phye. 39. Johrg. 1894. 5. Heft. 14 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



178 IIistorisch-literarische Abtheilung. 

Die 'D e l a m  b r  e'schen Formeln zeigen hierbei a m  deutlichsten die 
Folgenschwere der friiher getroffenen Eintheilung der Dreiecke in eigent- 
liche und uneigentliche: Bei den einen gelten die oberen, bei den andercn 
die unteren Vorzeichen, wahrend z. B. der Cosinus- und Sinussatz für beide 
gleichm8ssig gilt. Da nun die eigentlichen Dreiecko nicht wieder in  ge- 
trennte Schaaren zerfallen, sondern eine continuirliche Mannigfaltigkeit 
bilden, so ist ein zweiter Fortschritt, mie der vom Cosinus- und Sinussatz 
zu den D e l  a m b r e  'schen Formeln flihrende , der die Bestimmung des Vor- 
zeichens einer a n  sich rational bekannten Quadratwurzel involvirt, nicht 
mfiglich: D i e  E n t w i c k e l u n g  d e r  s p h t i r i s c h e n  T r i g o n o m e t r i e  
i s t  a l s o  n a c h  g e w i s s e r  R i c h t u n g  h i n . a b g e s c h l o s s e n .  

Ohne auf die fortlaufende Bezugnahme auf die friiher aufgestellten 
Gruppen einzugehen, kommen wir sofort zu dem Kernpunkte des Abschnittes, 
der algebraischen Umformung der D e l a m  b r e'schen Gleichungen. 

a .  ffi 
Fiihrt man in ihnen die Grossen Zi= c t g l ~  A i  = ctgi als Fundamental- L 2 

elemente ein, so findet man,  dass sich die Producte li lk und A i l k  gegen- 
seitig linear ausdrücken nach dem Muster der Formel: 

D i e s e  d r e i  P o r m e l n  e n t h a l t e n  w o h l  d e n  a l g e b r a i s c h  e in-  
f a c h s t e n  A n s d r u c k  d e r  A b h a n g i g k e i t  z w i s c h e n  d e n  S e i t e n  
u n d  W i n k e l n  e i n e s  s p h a r i s c h e n  D r e i e c k s .  

Andererseits stehen dieselben Producte liik und AiAk auch zu den 
Anfangs cingeführtcn Stücken s, G i n  hochst oleganter Beziehung: 

sin s, : sin s, : sin s, : si.n s, = 1 : A, A, : i, A, : 1, I, (nebst der dualistischen). 

E s  liegt nunmehr nahe, Ziihler und Nenner der Ausdrücke für die 
IiAk und l i l k  als selbstandige Grfissen Y , ,  Y,, Y,, Y,; Z,,  Z , ,  Z,, 2, 
cinzuführen. Dann drücken sich sowohl die Y durch die Z (und umgekehrt), 
als auch beide durch vier neue Hilfsgrfissen X, ,  XI,  X,, X, linear in 
Formeln aus ,  die bereits einen unmittelbaren Zusammenhang mit der 
J a c o  bi'schen Regründung dcr elliptischen Funct,ionen diirch die O-Functionen 
erkennen lassen. 

Vor der Hand ist es von grosserer Wichtigkeit, aus den Y und Z 
quadratische Ausdrüüke aufzubauen nnch dem Schemil: 

a,, = 1 YZi = E Z e .  ,, a, ,=2(ZzZ3+ZOZ1) =2(y2 YOyJ ,  

a,,=2(Z2Z3-Zo.Z1), a , ,=2(Y2Y3-  Y,Y,). 

D i e s e  n e u n  G r o s s e n  aik s i n d  d i e  C o e f f i c i e n t e n  e i n e r  o r t h o -  
g o n a l e n  S u b s t i t u t i o n  i n  d r e i  V e r a n d e r l i c h e n .  Umgekehrt sind 

X ,  Y, Z proportional einfachen linearen Verbindungen der aik. 
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Mit dem Cosinus der Seiten und Winkel eines sphiirischen Dreiecks 
hangen die a i k  in  sehr einfacher Weise zusammen, wie man aus dem 
Nuster der rational umkehrbaren Formeln 

sieht. Es ist  aber von Bedeutnng, dass die Zghler und Nenner dieser Ver- 
hiiltnisse, einzeln genommen , einfachere Eigenschaften besitzen , als die 
COS ai, cos ai selber. 

Mit Hilfe der aik kann man zu einer unbegrenzten Zahl n e u e r  
Relationen der sphiirischen Trigonometrie gelangen. 

Man wird nun weiterhin den Formeln der spharischen Trigonometrie 
eine sehr anschauliche Bedeutung unterlegen konnen, wenn man die X a h  
homogene Coordinaten eines Raumpunktes auffasst. Da die X, Y, Z durch 
die Identitit  

verknüpft sind, so sind die 3.4 Ebenen Xi = O,  Yi = O ,  Zi = 0 die dreier 
, d e s m i s c h e n  T e t r a e d e r . ' '  

E s  gicbt gcwisse Gruppen von Raumcollineationen, welche die Figur 
der drei Tetraeder als Ûanzes unverandert lassen; unter diesen Gruppen 
ragt vorzliglich eine G,, hervor. Unterwirft man einen beliehigen Punkt  
des Baumes den Collineationen der G,, , so nimmt e r  16 Lagen a n ,  die 

'eine ,Kummer ' sche  C o n f i g u r a t i o n  bilden. 
D a p i t  sind die Vorbedingungen geschaffen, um die Mannigfaltigkeit 

aller spharischen Dreiecke auf den Punktraum abzubilden, wodurch er- 
reicht wird, dass man sich von einer Reihe merkwnrdiger Dreiecks- 
typen, die auf der Kugel nahezu unzugliiiglich sind, eine Vorstellung 
machen kann. 

Ohne auf die ermtidende und nicht wesentliche Erorterung dieser ver- 
wickelten Raumfiguren einzugelien, gedenken wir lieber noch einer zweiten, 
planimetrischen Abbildung, die sich sogar für den elementaren Unterricht 
gut verwerthen lisst. Man kann ntimlich die Halbmesser zweier Kreise so 
wahlen , dass sich ihnen je ein Viereck von den Seiten Yi resp. Zi einbeschreiben 
liisst. Verhindet man noch die Ecken jedes Vierecks mit dern bez. Mittel- 
punkte, und zieht die Diagonalen, so treten nunmehr die Winkel s ,  a ,  a, a 

unmittelbar vor's Auge. Als Anwendung Iasst sich z. B. die Aufgahe, sus  
den Seiten eines spharischen Dreiecks die Winkel zu finden, oder umgekehrt, 
sehr elegant constructiv losen. 

Wir  mlissen uns beeilen, um wenigstens das Wichtigste aus dem 
dritten Abschnitt, der den Zusammenhang der spharischen Trigonometrie 
mit den eIliptischen Functiouen darlegt ,  herauszugreifen. 

Um gleich das Hauptergebniss anzuftihren: Wtihrend man sich seit 
L a g r  a n g e  damit begnügte, die Elemente eines sphiirischen Dreiecks durch 

14 ' 
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elliptische Functionen z w e i e  r Argumente darzustellen, werden hier all- 
gemeiner solche von v i e r  A r g ~ m e n t e n  zn Grunde gelegt. Hierdurüh wird 
es erst ermoglicht , den Zusammenhang beider Gebiete , und dieser wiederum 
mit den orthogonalen Substitutionen, zu einem vollst&ndigen und über- 
sichtlichen zu gestalten. 

Vom formalen Gesichtspunkte aus betrachtet ist  es unschwer zu sehen, 
dass sich die im zweiten Abschnitte entwickelten Beziehungen zwischen 
den X, Y, Z im Wesentlichen alle so i n  der W e i  e r s  t rass 'schen Theorie 
der G ,  G,, fi,, ci, vorfinden, wenigstens, sobald man die letzteren 
gewissen Nodificationen unterwirft. Der tiefere Grund liegt aber in der 
Erkenntniss, dass die zahlreiche Nenge der von J a c o b i  und W e i e r -  
s t r a s s  aufgestellten Additionstheoreine wiederum vermoge des Gruppen- 
begriffs ein organisches Ganze ausrnachen. Man gelangt zu 256 Additions- 
theoremen, die z. B. durch eine G r u p  p e  von ebensoviel Substitutionen 
der auftretenden vier Argumente in sich tibergehen. Die Substitutionen 
drücken aus,  dass immer einige der Argumente um PeriodcnhLlften vcr- 
mehrt werden. 

Diese Gruppen und andere sich daran anschliessende, stehen zu den mit 
der Figur  der desmischen Tetraeder verknüpften i n  engster Beziehung. Die 
Coefficienten aik der orthogonalen Substitutionen stellen sich zunachst un- 
mittelbar dar als ganzo , homogeno Punctionen z w e i t e n  Grades von 
O-Functionen; fuhrt man aber geeignete neue Argumente ein,  so gelingt 
es sogar , die ai k in  die Gestalt von ganzen homogenen Functionen e r s  t e n 
Grades der O-Functionen der transformirten Argumente zu sctzen; es ist 
das ein wesentlicher Fortschritt gegenüber Resultaten , die von Herrn Cas  - 
p a r  y herrühren. Gemass den 256 Additionstheoremen giebt es 256 solcher 
Coefficiententafeln. 

E s  sei noch betont, dass die hier im Pordergrund stehenden Relationen 
zwischen den aik  keineswegs ohne Weiteres aus den Additionstheoremen flicssen, 
sondern a l  g e b r a i s  c h e Folgen der zwischen den Quadraten der ci - Functionen 
bestehenden linearen Gleichungen sind. 

Der Verfasser hatte in  diesem Sinne geradezu seine Schrift als eice 
,,hohereAlgebra der spharischen Trigonometrie und der elliptischen FunctionenU 
bczeichnen k h n e n .  Das Wesentlicho ist eben, dass die sus der Trigono- 
metrie abgeleiteten Gruppen i s O m o r  p h sind zu gewissen Gruppen linearer 
Substitutionen der Argumente elliptischer Punctionen. 

Es ist  von vornherein zu vermuthen, dass sieh ein derartiger Isomor- 
phismus noch auf mannigfaltige andere Arten realisiren ltisst, wofiir der 
Verfassor selbst ein Beispiel anführt. 

I n  einem Schlussworte deutet der Verfasser darauf hin,  einer wie reichen 
Entwickelung die spharische Trigonometrie in Zukunft noch f&hig ist. 

Wir  schliessen diese gerade im Interesse der Lehrer so auafiîhrlich ge- 
haltene Besprechung mit dem Hinweis auf die vom Verfasser besonders 
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empfohlene, in  Deutschland aber fast unbekannt gebliebene ,,Spharische 
Trigonometrie" von J. A. S e r s e  t (Tme éd. Paris 1888). 

B e r i c h t i g u n g .  S. 98 Zeile 11 statt  : ,ein Flachenelement stets wieder 
in ein Fl#chenelement tibergeheu muss es heissen: ,,eh Paar benachbarter 
Flachenelemente stets wieder in ein Paar benachbarter Fliichenelemente 
übergehe. ' W. FRANZ MEYER. 

Recherches s u r  l 'histoire de l 'astronomie ancienne par PAUL TANNERY. 
Paris 1893. Gauthier-Villars & fils. VITI, 370 p. 

Wcnn Referent es unternimmt, über das neue geschichtliche Werk 
des geistreichen franzosischen Fachgenossen ganz kurz zu berichten, so 
muss er von vornherein zugestehen, dass man seiner Berechtigung zu einer 
solchen Darlegung Zweifel entgegenbringe. Auf dem Gebiete der Stern- 
kunde sind wir nie thiitig gewesen. Wir  haben vielmehr stets die Noth- 
wendigkeit eingesehen und vorkommenden Falles betont, uns auf die 
Geschichte der reinen Mathematik zu beschranken. Wir  stehen daher dem 
Hauptinhalte des uns vorliegenden Bandes fast als Laie gegentiber. Herr 
T a n n e r y  hat  indessen vielfach rein mathematische Fragen in das Bereich 

- seiner Untersuchungen mit hineingezogen , und diese Einschaltungen dlirften 
unserer Beurtheilung anheimfallen. 

Herr T a  n n e r y  hat  seinen Stoff in 15 Kapitel getheilt, welchen noch 
einige Anhiinge folgen. Die Ceberschriften der Kapitel lassen sich etwa 
so verdeutschen: 1. Bedeutung des Wortes Astronomie bei den Griechen. 
2. Bedeutung des Wortes Astrologie bei den Griechen. 3. Die Alexandri- 
nischen Mathematiker. 4. Die astronomischen Postulate nach Ptolemaeus 
und Elementarschriftstellern. 5. Kugelgestalt der Erde und Gradmessung. 
6. Planetenbewegnng. 7. Kugelkreise. 8. Das Sonnenjahr. 9. Sonnentafeln. 
10. Hipparch und die Perioden der Mondbewegung. 11. Mondtafeln. 
12. Die Parallaxen der Sonne und des Mondes. 13. Voraussagung von 
Finster~iissen. 14. Planetentheorie. 15. Der Fixsternenkatalog. Anhang : 
1. Debersetzung eines astronomischen Lehrgedichtes aus dem zweiten vor: 
christlichen Jahrhunderte. 2. Das Leben des Eudoxus. 3. Antike Trigono- 
metrie. 4. Das grosse Jahr  des Josephus. 5.  Meinungen der Alten liber 
die Entfernungen der Planeten von der Erde. 6. Die Himmelskugeln nach 
Nasîr - Eddîn AttCisi von H. Carra de Vaux. 

Dass die Bedeutung der beiden Worter A s t r O n O m i  e und A s t r o  - 
1 O g i e nicht alle Zeit die gleiche war , dürfte als sicher gelten. Herr T a n  n e r y 
hait Astronomie für das iiltere und findet seine Urbedeutung in der Unter- 
scheidung von Sternhildern und in deren Benutzung bei der Eintheilung 
der Nacht i n  Stunden und des Jahres in  Jahreszeiten. Wesentlich h6her 
stand, wieder nach Herrn T a n n e r  y ' s  Anffassung , die Astrologie als Anfang 
einer wissenschaftlichen Sternkunde, der Lehre von den Bewegungeu der 
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Wandelsterne. Die Beschaftigung mit ihr  setzt bereits eine Spharik 
voraus, deren AnPinge man deshalb ziemlich frtih vermuthen darf. Herr 
T a n n e r  hllt; E u d o x  u s ftir den Verfasser eines dieses Wisseiisgebiet 
behandelnden Werkes, und wir haben wiederholt dieser Vermuthung bei- 
gepflichtet. Ueber T h e  od O s i  u s  , den Verfasser einer heute vorhandenen 
SphLrik, weichen Herrn T a n  n e r y 's  Ansichten von den landl%ufigen ab. 
Suidas berichtct über T h e  O d o s i u  s und dessen mathcmatische und astro- 
logische Schriften. E r  f ih r t  dann fort: , T e o d o  s i  u s schrieb in Versen 
aber  den Friihling und andere Gegenstande. E r  war aus Tripolisu. Daraus 
folgert Herr T a n  n e r y ,  es seien zwei verschiedene Theodosius gemeint, 
und nur  der Dichter eei aus Tripolis. Der Mathematiker dagegen sei gleich 
Hipparch , viclleicht alu dessen Zeitgenosse, in  Bithynicn zu Hltuse gewcsen, 
denn Strabon spreche von ,,Hipparch, Theodosius und dessen Sohnen, Mathe- 
aa t ikernU.  Die Streitfrage dürfte eine ziemlich unwichtige sein, da Theo- 
dosius wesentlich Zusammensteller früher bekannter Wahrheiten und nicht 
ihr Erfinder war ,  aber *ir vermogen nicht einzusehen, warum ein Mathe- 
matiker nicht auch Dichter gewesen sein und Iiber den Prühling geschrieben 
haben soll; Strabon's Ausdruck legen wir dann vollends keine Beweiskraft 
bei. I m  dritten Rapitel geht Herr T a n n e r y  dern Ursprunge der Trigono- 
metrio entgcgcn. E r  hait Hipparch fur allzuwenig mathcmatisch begabt, 
um Erfinder der Trigonometrie sein zu konnen; Archimed und Apollonius 
müssen schon die Grundlagen gelegt haben, Letzterer in dem Okytokion, 
welches eine genauere Berechnung von x lehrte, uls die Kreismessung 
Archimed's. Inder setzten in  vom griechischen Einflusse zeugenden Schriftcn 
n=3,1416. Woher dieser Werth stammt, ist  unbckannt. Herr T a n n e r y  
stellt die geistreiche, nur  leider durchaus in  der L u f t  schwebende Meinung 
auf ,  das eei ehen der von Apollonius im Okytokion berechnete Naherungs- 
werth; Apollonius habe die Myriade als Nenner des Verhaltnisses gewahlt, 
wie er liberhaupt die Myriade i n  iihnlicher Weise bevorzugte, wie 
Archimed die Chiliade. Ware diescr Vcrgleich richtig, dann müsste 

1 1 O 
Archirned als Grenzen für z niclit 3- > n > 3 - gesetzt haben, sondern 

7 7 1 
3,142 > z > 3,141, und davon ist nirgend eine Spur zu finden. Wir 
glauben dahcr vor Herrn T a n n e r  y ' s  noch weitergehenden Schlüssen 
IIalt machen zu müssen. Dürfen wir noch eine weitere Bemangelung 
hinzufügen? W i r  vermissen ein Namen- und Sachverzeichniss , dessen 
Pehlen die Henutzbarkeit von Herrn T a n  n e r y 's  Werken ungemein beein- 
trachtigt. CAKTOR. 

La Correspondance de Descartes dans les  inédi ts  du  fonds Libri étudike 
pour l'histoire des mathématiques par  PAUL SANNERY. Paris 1893. 
Gauthier-Villars et fils. V I I ,  94 p. 

Der Ankanf eines Theiles der Handschriften der Ashburnham-Bihlio- 
thek durch die frauzijsiche Regierung hat werthvolle Briefe wieder nach 
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Paris zuriickgebracht, wo sie früher aufbewahrt waren, bis L i  b r i  es verstand, 
sie sich widerrechtlich anzueignen und ausser Landes zu ftihren. Herr  P a u l  
T a n n e r  y, welcher , seit die Herausgabe von Fermat's Werken in seine Dande 
gelegt ist, seine geschichtliche Regabung zwischen dem gricchischen Altcrthume 
und dem XVII. Jahrhundert fast halftig getheilt hat ,  ist in der günstigen Lage 
gewesen, jene neuen Erwerbungen oder Wiedererwerbungen durchsehen zu 
konnen, und er hat darunter eine Anzahl von noch nicht herausgegebenen 
Briefen von Descartes erkannt. Den ganzen Wortlaut dieser Briefe hat 
Herr T a n  n o r y  in dem Archiv fur Geschichte der Philosophie (Berlin bei 
Reimer, I V ,  442 - 449, 529 -556; V, 217-222, 469 -477) veroffent- 
licht, aber e r  hat  daneben, und dafür sind wir ihm besonderen Dank 
schuldig, in  einem dünnen aber inhaltreichen Bandchen diejenigen Brief- 
stellen ausgewBhlt und erlautert, welche für die Geschichte der Physik und 
der Mathematik von Bcdeutung sind. Wir  werden vielleicht Gelegenheit 
haben von diesen Briefen an anderer Stelle Gebrauch machen zu konnen, 
hier wollen wir nur ganz allgemein bemerken, dass, wenn wir auch an Herrn 
T a n n e r  y's sachlichen Bemerkungen nicht riitteln , dennoch unsere Auf- 
fassung manchmal in dem Maasue von der seinigen abweicht, in  welchem 
wir Descartes Perstinlichkeit verschieden beurtheilen. Herr T a n  n e  r y - 
das wissen wir auch aus mit ihm gefiihrten Gesprachen - liebt seinen 
Descartes, wie er ihn hewundert. Uns ist bei gleicher Bewundernng des 
Gelehrten der Mensch Descartes mindestens unsympathisch. Ausser den 
Briefen hat  Herr T a n  n e r y  auch drei gegen die Geometrie Descartes ge- 
richtete Flugblatter verüffentlicht, welche nach seiner offenbar das Richtige 
keffenden Ansicht von D e  B e  a n  g r a n d herruhren , jenem Breunde Rober- 
val's, dessen Kamen man in der Geschichte vieler Streitigkeiten jener Zeit, 
z. B. auch der Fehde zwischen Roberval und Torricelli, begegnet. De Beau- 
grand hat den Lehrsatz von den Zeichenfolgen und Zeichenwechseln nicht 
verstanden. &fit den imaginiiren Gleichungswurzeln ist es ihm ebenso ge- 
gangen. Bus  diesen hIissverstandnissen und einer ribertriebenen IIochschatzung 
von T h  O m a s H a r  r i O t braut sich eine Gemenge von Anklagen zusarnmen, 
denen tihnlich, welche W a l l i  s spater i n  seiner Algebra iiusserte. Sollte 
hier das post hoc zugleich auch ein propter hoc sein? Wenn man die 
Anwesenheit des L O r d C a v e n  d i s h i n  Frankreich berticksiclotigt , der 
sieben Jabre, nachdem die Plugblatter herausgekomrnen waren, gerade in den 
Kreisen verkehrte, in welchen sie Verbreitung geliabt haben miissen , so 
ist der Weg nicht lange zu suchen, auf welchem dis Anklage zu Wallis 
gelangt sein konnte. Wallis freilich beruft sich nirgend auf De Beaugrand, 
allein auch das ist begreiflich. Wallis stand in dem vorerwahnten Streite 
zwischen Torricelli und den Franzosen vollstandig auf Seiten des Ersteren. 
E r  hattc also in De Beaugrand einen Gegner, und dicsen als Quelle zu 
nennen, lag nicht in  Wallis schriftstellerischen Gewohnheiten. Als Anhang 
hat Herr T a n n  e r  y auch noch einzelne treffliche Bemerkungen zu den drei 
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ersten Banden der neuen hollander Ausgabe von Huygens' Briefwechsel 
drucken lassen und bei dieser Gelegenheit die immer noch nicht ganz 
sichere Rntstehung~geschichte der Pariser Akademie der WissenschaFten 
um ein gutes Theil aufgekliirt. CANTOR. 

Le scienze esatte nell'antica Grecia di GINO LORIA, Prof. di geometria 
superiore nell' università di Genova. Libro 1. 1 geometri greci 
precursori  d i  Euclide. Modena 1893  coi tipi della Società tipo- 
grafica, antica tipografia Soliani. 168  p. Estratto da1 Vol. XI 
Serie I I  delle Memorie della R. Accademia di Scienze, Lettere ed 
Arti di Modena. Sczione di Scienze, p. 3 e seguenti. 

Herr G i n  O L o r i a  hat  1890  in den Abhandlungen der Suriner Aka- 
demie unter dem Tite1 ,Il  periodo aureo della geometria grecaU eine Ueber- 
sicht liber die Leistungen des grofsen Euklidisclien Jahrhunderts verofTeni- 
licht. Als wir im XXXVi. Bande dieser Zeitschrift Histor.-liter. Abthlg. 
S. 29-30 jcno Schrift bespachen,  schlossen wir mit dom Satze: ,Wir 
sind berechtigt anzunehmen , Herr  L O r i a werde seine Forschungen liber 
griechische Geometrie fortsetzen, und wir freuen uns znm Voraus auf seine 
weiteren Arbciten rtuf diescm Gcbiete." Unsere Annahme fusste auf 
Aeusserungen des Verfassers selbst. Heuta sind seine damaligen Ver- 
sprechungen bereits xur Wahrheit geworden, und wir konnen das Erscheinen 
des ersten Abschnittes seines umfangreichen Werkes anzeigen. Dae G a n ~ e  
wird nus fünf Abschnitten bestehen: 1. Die Zeit der Vorbereitung, 2. die 
Zeit des grossten Glanzes, 3. die Zeit des Verfalles und der Commentatoren, 
4. die Mathernatik der Astronomen und der Feldmesser, 5. die griechische 
Arithmetik. Davon is t ,  wie schon gemeldet und wie aus der Ueberschrift 
orsichtlich, der ersto Abschnitt der Oeffentlichkeit übergeben. 

Herr  L o r i a  ha t ,  wie er selbst erklart,  vielfachen Nutzen aus dem 
ersten Bande unserer Vorles. Gesch. Mathem. von 1 8 8 0  gezogeii; er hat 
dnneben siimmtliche anderen seit 1880 erschienene geschichtlichen Arbeiten 
benutzt; er hat zum Vergleiche iiberall die Quellenschriften beigezogen. 
E r  hat also ungeftihr das Gleiche gethan, was unsere eigene Aufgabe bei 
der Bearbeitung der zweiten Auflage unseres ersten Bandes bildete, und 
sein erster Abschnitt entspricht etwa unseren Kapiteln 4-11 auF S. 104 bis 
244 nach Ausschluss der von uns mitbehendelten Arithmetik. Es dürfte 
xur Bekundung der gegenseitigen Selbststhdigkeit geeignet sein festzustellen, 
dass Herrn L o r  i a ' s  Heft in  unsere Hande k a m ,  bevor die zweite Auflage 
unseres crsten Bandes ausgegeben war,  aber nachdein die 3 0  ersten Bogen 
(Kapitel 1-21) im Reindrucke vollendet uns vorlagen. Vielleicht gereicht 
es unserem beiderseitigen Bestreben nach Vollstandigkeit zurn Lobe, dass 
trotz dieser Unabliangigkeit von einander zwischen beiden Schriften eine 
Aehnlichkeit stattfindet, welche leicht bis in5 Einzelne zu verfolgen wiire. 
Naturgemans sind auch Abweiçhungen und Gegensatze vorhanden, denn wo 
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die Gewissheit fehlt und man swischen Wahrscheinlichkeiten sich entscheiden 
muss, kann ein Porscher sehr leicht der einen Partei, wenn wir dieses 
Wort gebrauchen dürfen, beitreten, ein anderer der anderen. I m  All- 
gemeinen hat Herr L O r i a die strittigen Fragen ausführlicher behandelt, 
als wir es gedhan haben. Die von Simplicius aufbewahrte Stelle des 
Hippokrates von Chios z. B. ist mit grosster Weitliiufigkeit behandelt, 
die berüchtigte Menonstelle nicht minder. Ueber die Kenntnisse des 
Eudoxm und die darauf beeüglichan Meinungen ist weit genauer berichtat, 
als wir es fur nothwendig hielten. Uas sind, mochten wir sagen, Ge- 
schmackssachen , und jeder Schriftsteller richtet sich nach dem eigenen 
Geschmack. Eine Bemerkung war uns neu, und wir bedauern, sie nicht 
früher kennen gelernt zu habeii. Uns war namlich immer entgangen, dass 
C l a v  i u s  bereits in  seiner Euklid -Ausgabe die Vermuthung aussprach, die 
Erfindung des pythagoraischen Lehrsatzes sei eine arithmetisch-geometriscbe 
geweseu und von dem Dreiecke mit den Seiten 3 ,  4, 5 ausgegangen. Ob 
übrigens Herr L o r i a  bei Gelegenheit des pythagoraischen Lehrsatzes und 
ebenso bei Erwahnung der Lehren von Speusippus nicht das Gefühl 
empfand, es sei misslich, in jenen altesten Zeiten die Arithmetik so scharf 
von der Geometrie zu trennen, dass man sie erst am Schlusse des Werkes 
im Zusammenhang behandele? Wir stellen nur die Frage. Wir  geben zu, 
dass ihre Beantwortung eine verschiedene sein kann. CANTOR. 

Della var ia  fortuna die Eucl ide in rolaxione con i problemi dell' inscgna- 
mento geometrico elementare di GINO LORIA. Roma 1893. Tipo- 
grafia Elzeviriana. A Corrado Segre ne1 dl delle sue nome XXVI 
Marzo MDCCCXCIII. 37 p. 

Sollen wir den Inhalt des Btichleins, durch welches der Verfasser 
nach italienischem Brauche die Hochzeitsfeier seines Jugendfreundes , des 
auch in Deut,schland wohlbekannten Schriftstellers Uber mehrdimensionale 
Geometrie und Mechanik C o r  r a d  O S e  g r  e ,  mitbeging, kurz angeben, so 
besteht er in  Folgendem. Euklid's Geometrie besitzt nehen unleugbaren 
grossen Vorzügen auch eben solche Mangel. Schon dem Alterthume waren 
dieselben weniger unbekannt, als man in der Itegel annimmt, und unserem 
Jahrhunderte insbesondere scheint es vorbehalten geblieben zu sein, mit gewalt- 
Sam urnsttirsendar Vergesslichkeit geleistetcr Dienste Euklid sus den Schulen 
zu verdrangen, in  welchen er fast zwei Jahrtausende unbeschrankt herrschte. 
Herr L o  r i a  weist diese neue Stromung, welcher der Hauptsache nach 
L e g  e n d r e zuerst , danu schier zahllose Nachfolger audere und andere 
Balinen zu eroffnen versuchten, in  d e n  Theilen der gebildeten Welt  nach. 
E r  schliesst sich der Neinung an,  Euklid's Geometrie habe im Wesent- 
lichen sich überlebt und müsse eiuem Lehrbuche der Zukunft den Platz 
raumen. Wir sagen absichtlich einem Lchrbuche der Zukunft, denn durch 
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Recensionen. 187 
__M___-.-I^____Y-x^_ p.---- 

von Pisa zu der Archimedischen Kreismessung gemacht hat ,  in  drrs Bereich 
seiner Betrachtungen einbezieht. E r  sieht sich auch bestiirkt in  der 
Ueberzeugung, der kuns t -  und sinnreiche Aufbau der Archimedischen 
Untersuchung konne nur die Absicht verfolgt haben, zu bewaisen, was in 
einem Lande, i n  welchem vie1 gebaut wurde, durch Versuche gefunden 
worden war. Als jenes Land wird vermuthungsweise Aegypten genannt. 
Wenn wir Herrn W c i  s s  e n b o r n  richtig vcrstehen , so nimmt C r  also an, 

10 1 
die fortlaufende Ungleichnng 3- < n < 3- sei den Aegyptem um 260 

7 1 7 
v. Chr. bekannt gewcsen. Irgeud eine geschichtliche Beglaubigung sammt- 
licher Behauptungen ist nicht beigebracht, scheint uns auch nnbeibringlich. 

Monge, der Begriinder der  darstellenden Geometrie als Wiesenschaft. 
Eine mathemtisüh-  historische Studie von Prof. FEHDIN, Jos. OBEN- 
RAUCH. Separatabdruck aus dem Jahresberichte der Landes - Oberreal- 
schule i n  Brünn für das Schuljahr 1892/93. Briinn. Druck von 
R. M. Rohrer. 33 S.  

Der Verfasser beabsichtigt, wie wir brieflicher Mittheilung desselben 
entnehmen , der Aufgabe , deren Inhalt in dem Wortlautc der UeberschriFt 
klar vorgezeichnet i s t ,  drei bis  vier Abhandlungen zu widmen, deren erste 
nunmchr durch den Druck Verbreitung gcfunden hat. Sein dcmgemsss 
etwas auegreifender Plan gestattet ihm eine gewisse Ausf'uhrlichkeit, und 
diese wiedcr macht es, dass gleich die erste Abhandlung nicht ganz zu 
ihrem Tite1 passeu will. Von Gaspard Monge is t  nur  soweit die Rede, 
als ein Theil seiner Lebensgeschichte geschildert wird, und bei dieser 
Gelcgonhcit k e  Ueberschriften einiger seiner Arbeiten bekannt werden. 
Deren jnhaltliche Tragweite kommt noch nicht zur Sprache. Dagegen sind 
Bückblicke auf die Entwickelung der vzrschiedenen geometrischen Auf- 
fassungen und Behandlungsweisen geworfen , welche der ganzen Programm- 
Abhandlung den beabsichtigten Charakter einer Einleitung verleihen. Eigene 
Untersuchungen wird man hier nicht beansprucbeii, und erst in der Port- 
setzung darf man erwarten, dass Herr O b e n r a u c h  zeige, wie tief er in 
den Schriftsteller eingedrungen i s t ,  zu dessen Schildcrung und Würdigung 
er die Feder ergriff. Indem mir dementsprechend auch unser Urtheil bis 
zu dem Augenblicke zurückhalten, der uns gestattet, es in  gerechter Weise 
zu bilden, benutzen wir die Gelegenheit, hier offentlich auf eine ahnliche 
Arbeit hinzuweisen, die sonst vielleicht weniger bekannt werden mochte, 
als sie es verdient. Herr Dr. K. F i n  k ,  Professor a n  der Realschule zu 
Tübingen, hat  die Entwickelungsgeschichte der projectiven Geometrie als 
ein Gebiet erkannt, auf welchem noch Vieles zu thun bleibt, und cr hat 
vorliiufig einige Ergebnisse seines Studiums in dem in Tübingen er- 
scheinenden, Mathematikern nur  verhiiltnissmiissig selten in die HSnde 
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fdlenden Correspondenzblatte f. d. Gel.- und Kealschulen niedergelegt. Im 
7. und 8. IIefte des Jahrganges 1892 erschien sein Monge (47 S.), im 
1. und 2. Hefte des Jahrganges 1893 sein Dupin (27 S.). Andere Bio- 
graphien sollen, eei es in der gleiehen Zeitschrift, sei es in einer anderen, 
nachfolgen, und wenn unser personlicher Wunsch in Erfüllung geht, wird 
aus der Zusammenfassung derselben ain BBndchen entstehen, geeignet, eine 

- nach unserer Meinung vorhandene Lticke auszuftillen, insofern die tibrigen 
Schilderungen halten, was die beiden ersten versprechen, woran wir keinen 
Augenblick zweifeln. CANTOR. 

Inha l t  und  Methode des planimetrisohen Unterrichtes. Eine vergleichmde 
Planimetrie von Dr. HEINRICH SCBOTTEN. Zweiter Band. Leipzig 1893. 
B. G. Teubner. I V ,  410  S. 

W i ï  haben Bd. XXXVI dieser Zoitschrift, Historisch-literarische Ab- 
theilung S. 98- 100, den ersten Band des S c h  O t t e  n'schen Werkes be- 
sprochen und dabei geaussert, dass wir dem zweiten Bande mit Begierde 
entgegensehen. Heute dürfen wir liber die Erfüllung dieser Regierde be- 
richten, dürfen zugleich bezeugen, dass der zweite Band dem ersten min- 
destens ebenbürtig ausgefallen ist und den neuen Wunsch rege inacht, den 
dritten Band und in ihrn das ganze Werk vollendet zu sehen. Noch ein 
Band? Eine Planimetrie von vielleicht 73 Druckbogen, wahrend es an 
ganz guten Planimetrien von etwa 73 Seiten nicht fehlt? Dicso Frage 
aufzuwerfen ist gewiss nur  im Stande, wer das Werk selbst nicht kennt, 
und sei es  auch nur  aus darüber vorhandenen Referaten. Herr S c h o t t e n  
giebt eine Planimetrie, seine Planimetrie. Aber er begntigt sich nicht 
damit ,  sie xu yeben. Er begrtindet jede Definition, jeden mit dem Schüler 
gemachten noch so kleincn von dem alltiiglichen ~xercieryeglement ab- 
weichenden Schritt durch unùnterbrochene Vergleiohung alles deosen, wau ilim 
anderweitig darüber bekannt wurde. Es ist eine Padagogik der Plani- 
mctrie, welche Her ï  S c h o  t t  e n  schreibt, und diese konnte und durfte 
nicht ktirzer ausfallen. 

Der zweite Band besteht aus vier Kapiteln mit folgenden Ueber- 
schriften : 1. Richtung und Abstand. Lagen - und Naassuntersuehiingen. 
2. Der Winkel. 3. Die Lehre vom Parallelismus. 4. Anwenduugen zur 
Winkel- und Parallelenlehre. 

Wir  wünschen zunachst, diejenigen Definitionen anzugeben , welche der 
Verfasser als Ergebniss seiner interessanten Untersuchungen erzielt. 12ich- 
tung ist ihrn (S. 106) die unmittelbare Beziehung zweier Punkte auf ein- 
ander, die im Strahle zur Anschauung kommt,  Abstand (S. 106 Koto 1) 
die unmittelbare Beziehung zweier Punkte auf einander, die in  der Strecke 
zur Anschauung kommt. Der Winkel ist (S. 114) das Maass der Drehung. 
Parallel heissen (S. 208) zwci Gerade, welche constonten Abstand von 
einander, also keinen Punkt  gemeinsam haben. 
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Diese Definitionen sind in mancher Beziehiing erweiterungsfihig. Man 
kann z. B. von dem Abstande zweier Punkte ausgehend zu dem Abstande 
eines Punktes von einem hoheren Raiimgebilde oder gar  zu dem Abstande 
.zweier hoheren Raumgebilde gelangen. Herr  S c h o  t t e n  schlagt vor, den 
Begriff des Nachbarpunktes (S. 44- 45) einzuführen. Der Abstand eines 
Punktes von sitmmtlichen Punkten einer Linie, einer Flache ist im All- 
gcmeinen verschieden. Ein solcher Abstand ist der kleinste, und der 
Punkt des raumlichen Gebildes, von welchem zum gegebenen Punkte der 
kleinste Abstand vorhandcn is t ,  heisst desscn Nachbarpunkt. Wir sind 
sonst mit Herrn S c h  O t t e n's Vorschlagen , auch soweit sie Benennungen 
betreffen, durchweg einverstanden , nur dieser Nachbarpunkt will uns nicht 
bchagen. Unter Kachbarpunkt dürften weitaus die meistens Leser dasselbe 
verstehen, was franzosisch un point coisin, deutsch unter Benutzung eines 
Fremdwortes ein colzsecutiver Punkt genannt zu werden pflegt, das heisst 
ein uuendlich nahe liegender Punkt  des gleichen Raumgebildes, dem der 
gegebene Punkt angehort. Was Herr S c h  o t t  e n  meint, diirfte vielleicht 
besser G e g e n ü b e r p u n k t ,  point de wis-à-vis, genannt werden. 

Auch der Begriff des Parallelismus ist (S. 185) der Erweiterung fihig, 
das heisst auch auf andere Gebilde als Gerade anwendbar. Herr S c h  O t t e n 
nennt solche Gebilde dann parallel, wenn je zwei gegenseitige Nachbar- 
punkte (in der vorerwahnten Bedeutung dieses mortes) constanten Abstand 
von einander haben. Wir  bemerken hierzu erganzend , dass L e i b n i  z 
zuerst diesen allgemeinen Parallelismus mit der gleichen Definitiou 1692 
in einem Aufsatze der Acta Eruditorum in die Wissenschaft einführte 
( L e i  b n i  z e n ' s  Mathematische Werke herausgegeben von C. J. G e r  ha  r d t , 
Bd. V S. 280) und ausdrücklich erklarte, guae duduna mihi fuit definiiio 
parnllelismi ilz gewere sumti. 

Die er wfihnten Definitionen begründet Herr S c h  O t t e n in den drei 
ersten Kapiteln des Bandes, indeui e r  sie mit den ührigcn verglcicht, 
welche in früheren und spiteren Zeiten fiir die entvprechenden Begriffe auf- 
gestellt worden sind. Da e r ,  vielleicht auf den von ihm als berechtigt erkannten, 
in unserem Berichte über den ersten Band ausgesproehenen Wunsch hin, 
die Schriftsteller nach ihrer Zeitfolge und nicht nach ihren Ansichten 
ordnot, so ist um so deutlicher zu erkennen, wie in  abwechselnden Zeit- 
laufen bald die eine, bald die andere Definition die Oberhand hat te ,  was 
keineswegs ausschloss, dass nicht lange darnach die vorher unterlegene 
wieder in  Aufnahme kam. I m  vierten Kapitel Wendet Herr S c h o  t t e n  
seine Begriffsbestimmungen a n ,  um auf ihnen die Grundlehren der Plani- 
metrie bis zur Lehre vom Dreiecke aufdubauen. 

Wir  haben oben von Rerrn S c h  O t t  e n's eigenthilmlichen Benennungen 
gesprochen , welche uns sehr wohlgefallen. Wir  denken dabei vorzugsweise 
an die 16 beim Durchschnitt zweier Parallelen durch eine Transversale auf- 
tretenden Winkelpaere. Jedermann weiss, in  wie heilloser Weise hier bei 
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den Schriftstellern eine Namensverwirrung auftritt ,  nicht am Wenigsten 
dadurch veranlasst, dass die gewahlten Namen nicht durchsichtig sind. 
Herr  S c h o t  t e n  suchte einem einheitlichen Gedanken in den Namen Aus- 
druck zu geben. Eines der 16 Winkelpaare liegt niimlich entweder in 
Bezug au€  beide Schenkel gleichm%ssig, das heisst auf derselben Seite 
der Transvcrsalen (2. B. rechts oder links) und au8 gleichen Seiten der 
Geschnittenen (2. B. oberhalb oder unterhalb). Dann eolleii die Winkel 
g l e i c h l i e g e n d  heissen. Der zweite Pal1 ist der,  dass die Winkel auf 
derselben Seite der Transversalen und auf ungleichen Seiten' der Ge- 
schnittenen , oder aber auf verschiedenen Seiten der Transversalen, dagegen 
auf gleichen Seiten der Geschnittenen liegen. Solchen Winkcln ist der Name 
h a l b g l e i c h l i e g e n d  zugedacht. U n g l e i c h l i e g e n d  endlich heissenwinkel, 
die ebensowohl auf verschiedenen Seiten der Transversalen, als auf un- 
gleichen Seiteri der Geschnittenen liegen. Wenn wir nach unsercr Meiriung 
über neue Namen gefragt werden, so pflegen wir immer auch darauf zu achten, 
ab es Namen sind, wclcho übcrsetzungsfahig sind, welche also den Mathe- 
matikern nichtdeutscher Zunge gleichfalls dienstbar gemacht werden k0nnen. 
Das ist aber mit h o m o l o g ,  h e m i h o m o l o g ,  h e t e r o l o g  entschieden der 
Fall, und somit bewahren sieh die von Hcrrn S c  h o t  t e  n in  Anschluss an 
Herrn Z i e g l  e r (S. 369) gewahlten Namen auch a n  diesem Prüfsteine, dessen 
Benutzung wir den Fachgenossen nicht warm genug ernpfehlen konnen. 

Wir konnten auch noch auf A n  f a n g  - und E n d s c h e n  k e l  eines Winkels 
(S. 356) hinweisen , wie I ierr  S c h  o t t  e n in Nachbildung des Anfangs- 
und Rndpunktes einer Strecke vorschlagt, eine Unterscheidung, welche nie 
gernacht wird, welche aber beim Unterrichte ihre V o r ~ ü g e  besitzen mag. 
Wir  konnten hinweisen auf die dem Aussenwinkel eines Dreiecks gleichen 
v o n  i h m  g e t r e n n t  l i e g o n d e n  I n n e n w i n k e l  (S. 366) ,  ein jedenfalls 
schiirfer bezeichnender Ausdruck, als die landlaufigen gegenüber liegenden 
Winkel. Bewusst oder unbewusst schwebten Herrn S c h  O t t e n  hier offen- 
bar die partes eztremac uieinae und rernotac dor N eper'schen Formeln 
für  das rechtwinklige spharische Dreieck vor. Wir  konnten noch auf gar 
Manches die Aufnierksamkeit zu lenken suchen, wenn wir nicht unseren 
Zweck darin silien, auf das ganze Uuch taufmerkoarn zu niachen, und dazu 
geniigen hoffentlich die bisherigen Ausführungen. CANTOR. 

Lehrbnch der  Physik. ' Von J. VIOLLE. Deutsche Ausgabe von E. GUM- 
LICH , L. HOLBOKN, W. JACER , ST. LINDECK. Zweiter Theil: Akustik 
und Optik. Erster Rand: Akustik. Mit 163 Textfiguren. Berlin 1893. 
Verlag von Julius Springer. 307 S. Preis 8 Mk. 

Der vorliegendo Band entspricht ebenfalls dcm schon bei der Mechanik 
Gesagten. Die ausfiihrliche Wiedergabe der Beobachtungsdaten Lei der 
Schallgeschmindigkeitsbestimmung überschreitet eigentlich den Rahmen dieses 
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Werkes, indessen ist die den Landsleuten gegeniiber geübte Riickvicht des 
Verfassers entschuldbar. Die geschichtlichen Studien ergeben Namen, die 
in den deutschen Werken bisher nicht aufgeführt waren. Die wissenschaft- 
liche Bethatigung der Uebersetzer giebt sieh aus den Anmerkungen zu 
erkennen. Naeh einer Mittheilung der Verlagsbuchhandlung befindet sich 
die Optik in Vorbereitung. B. NEBEL. 

Lehrbnch d e r  Experimentalphyfiik fur Studirende. Von EMIL WARBURG. 
Mit 403 Original - Abbildungen im Text. P e i b u r g  i. B. II. Leipzig 1893. 
Akademische Verlagsbuchhandliing von J. C. B. Mohr (Paul Siebeck). 
382 S. Preis 7 Mk. 60 Pf. 

I n  dem Vorwort wird' mitgetheilt, dass das Buch zum Gebrauche neben 
der Expcrimentalphysik bevtimmt sei, und dass dieser Zwcck fiir dio Aus- 
wahl und die Dehandlung des Stoffes massgebend gewesen sei. Dertick- 
sichtigt man,  dass die rncisten Zuhorer der ~ x ~ e r i m ~ n t a l ~ b ~ s i k  a n  der 
Universitat Mediciner sind, die in der Mehrzahl nur  das wahrend der 
Studienzeit angeschaffte Buch im spateren Lebeu zu Rathe ziehen, so is t  
es wünschenswerth, dass die Stoffwahl moglichst Rücksicht auf das prak- 
tische Leben nimmt. Wir  vermissen z. B. daher den Phonographen, ein kurzes 
Eingehen auf die Wechselstrommaschine, den Transformator, die Kraft- 
übertragung und den Drehstrom. Zum leichteren Verstanduiss des al~soluten 
Maass-Systems sollten auch die Dimensionen der einzelnen Grossen an- 
gegeben wcrdcn, bcginnend mit der Gcschwindigkeit, Besehleunigung u. s. W., 

damit der innige Zusammenhang klar zu Tage tritt. Eine Zusammen- 
stellung in Form einer Tabelle wtirde von wesentliehen Nutzen sein. 
Leider ivt das international angenommene Wort nAmpèreu aueh hier durch 
den ungliickseligen Ausdruck .Amperu ersetzt. Es  ist  wohI etmas zuviel 
gesagt , wenn S i e m e n s  als der Erfinder der Dynamomasehine bezeichnet 
wird , da er nur das elektrodynamische Princip, nicht aber den G r a m m e  - 
schen Ring erfunden hat. 

I n  der Anordnung des Stoffes weicht das Buch von der allgemein 
tiblichen Aufeinanderfolge nicht ab. Druck und Figuren zeichnen sich 
durch Xeinheit und Deutlichkeit aus. Die bildliche Darstellung der Kreuze 
in den Figuren 283,  2 8 5 a  und b kann für denjenigen, der die Dinge noch 
nicht gesehen hnt ,  zu Irrthümern Vcranlassung geben , die Strichmanier 
eignet sich i n  diesem Falle nicht. Erfreulich ist die Anerkennung, die 
R o b e r t  M a y e r  zu Theil wird. - Das Buch kann den Studirenden warm 
empfohlen werden. B. NEBEL. 

Lehrbnch der  Physik.  Mit einem Anhange: Die Grundlehren der Chemie 
und der mathematischen Geographie. Von PETEE MÜNCH. Mit 327 
in den Text gedruckten Abbildungen und einer Spectraltafel in  
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Farbendruck. Zehnte verbesserte Auflage. Preiburg i. Br. 1893. 
Herder'sche Verlagsbuchhandlung. 352 S. Prcis 4 Mk. 

Bei der in  kurzer Zeit erschienenen zehnten Auflage sind die früher 
geriigten Miingel beseitigt. Das absolute Maas- System ist wegen seiner 
Wichtigkeit entsprechend erweitert worden. Zum ersten Male wurden auch 
die Elemente der Potentialtheorie aufgenommen. Damit aber der Umfang 
das frühere Naass nicht wescntlich tiberschreite, mussten andere Abband- 
lungen gekürzt werden. Bei der Verbreitung des Buches ware es dringend 
wünschenswerth, dass der Verfasser nur  die allgemein üblichen Grossen- 
bezeichnungen gebraucht und nicht solctie, die nach seiner Ansicht viel- 
leicht vorzuziehen sind. Durch die internationale Festsetzung der Bezeich- 
nungen wurde der Wirrwarr beseitigt, und c's muss nun streng darauf 
gesehen werden, dass sich der Einzelne zum Wohle des Ganzen unterordne, 
und nicht durch Neuschaffung von Ausdrücken das alte Uebel wieder zu 
Tage fordert. In  'den Lehrbüchern müssen die Ramen einheitliüh sein, 
dabei bleibt es Jedem unbenommen , seine eigenen Ansichten in  Zeitschriften 
niederxiilegen. Rewegungsrnoment und Intensitiit dcr Arbeitsleistung müssen 
daher durch Bewegungsgrosse und Effect ersetzt werden. 

Bei der Durchsicht der Correctur batte die Fig. 111 auf S. 112 durch 
eine bessere ersetzt werden müssen. Da das Buch gerne empfohlen wird, 
so muss darauf gehalten werden, dass eingeschlichene Nangel bei Neu- 
auflagen nicht wieder vorkomrnen. B. NEBEL. 

Elasticitat u n d  Elektricittl t .  Von R. REIFF. Preibiirg i. Hr. und Leipzig 1893. 
Akademische Verlagsbuchhandlung von J. C. B. Mohï (Paul Siebeck). 
181 S. Preis 5 Mk. 

Um gcwisse Analogien zwischen der Theorie der Elektricitat und der 
Theorie der Elasticitit derart durchführen zu konnen, dass jedem elektrischen 
Problem das entsprechende Problem der Elasticitatstheorie gegentiber gestellt 
wird, eignet sich die gewohnliche Shcorie der Elasticitit nicht; es muss 
die Theorie des W. T h O m s O n 'schen quasi -elastischen Mediums zu Grunde 
gelegt werden, nach welchem die den magnetischen Krsften ziigeordneten 
Drehungscomponenten die Drucke des Mediums veranlassen. In  dem ersten 
Abschnitte werden die Differentialgleichungen des elastischen und des ab- 
sorbirenden Mediums entwickelt und in den folgenden Abschnitten die 
Analogien zu den Erscheinungen der ruhenden Elektricitlit, der stationken 
Strome und des ruhenden Magnetismus aufgestellt. I n  besonderen Ab- 
schnitten werden die Beziehungen zwischen der Wiïbelbcwegung und den 
Geschwindigkeiten , der Elektromagnetismus und die Inductionserscheinungen 
i n  absorbirenden und elastischen Korpern nntersucht. I n  dem letzten Ab- 
schnitte, welcher Anwendungen auf die Optik nmfasst, giebt dor Verfasser 
eine Deutung der R O w 1 a n d  'schen Drehungscomponente für die Theorie 
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des Aethers. - Wenngleich S O m m e r  f e l  d schon auf die Uebereinstimmung 
der Differentialgleichungen und der Grenzbedingungeu hingewiesen h a t ,  so 
ist es doch ein Verdienst des Verfasseru, auf die Behandlung der einzelnen 
Probleme niiher eingegangen zu sein. B. NEBEL. 

-- 

Beitrage zu einzelnen Theilen d e r  mathematischen P h y s i k ,  insbesondere 
z u r  Elektrodynamik u n d  Hydrodynamik ,  Elektrostat ik  und  mag- 
netischen Induction. Von CARL NEUMANN. Mit Figuren im Text. 
Leipzig 1893. Druck und Verlag von B. G. Seubner. 314 S. 

Dem heutigen Streben, das Wesen der Elektricitat und des Nagnetismus 
moglichst auf rein mechanische Grundvorstellungen zurückzufuhren, sucht 
der Verfasser insofern Einhalt zu gebieten. dass e r  die Worte F o u r i e r ' s  
bezüglich der Stellung der Mechanik zur Erkliirung der Warmewirkungen 
ins Gedachtniss zurückruft, zumal der Zusamrnenhang zwischen Elektricitat 
und Waruie ein sa inniger kt. Um nicht auf falsche IVege zu gelangen, 
ist es vor Allern nothig, die in  der Elektrodynamik und in der Theorie 
des Nagnetismus gefundenen Gesotze cingehender zu studiren, um mtiglichst 
viele Consequenzen daraus ziehrn zu konnen. Am besten liisst sich dies 
erreichen, indem die Gesetze E Ù U ~  die verschiedensten Aufgaben angewendet 
werden, worin der Zweck dieses Buches besteht. Bei den von K i r c h h o f f  
entdeckten Analogieen zwischen Elektrodynamik und Hydrodynamik kommt 
der Vcrfitsser zu dem Reaultat, dass die Analogieen rein &merlicher Natur 
sind, weil die physikalischen Vorgiinge in stetiger Weise erfolgen, also 
sich dnrch stetige Fuuctionen ausdrücken lassen. B. NRRBI.. 

Die Methoden der  Ausgleichung von Massenerscheinungen mit besonderer 
Berücksichtigung der  Ausgleichung v o n  Absterbe - und Invaliden- 
Ordnungen. Von Dr. ERNST BLASCHKE. Mit drei Ziffern- und einer 
Figurentafel. Wien 1893. Alfred Htilder , kaiserl. konigl. Hof - und 
Universitiitsbuchhandler. 122 S. 

Wie es in der Physik und Astronomie üblich ist,  die Beobaühtungs- 
und die sonstigen Fehler in ihrer Wirkung auf das Endresultat unschad- 
lich zu machen, so ist  man zum Theil auch bei den lfassenerscheinungen, 
die bei den Versicherungsanstalten und dergleichen der Deobachtung unter- 
liegen , dazu übergegangen , die einzelnen Werthe und die ihnen zu Grunde 
lisgenden Ereignisse einer sorgfiiltigen Ausgleichucg zu unterziehen. Wahrend 
in den erstgenannten Disciplinen in den meisten FLllen die Methode der 
kleinsten Quedrate zur Anwendung kommt,  ftihren bei den allgemeinen 
Massenerscheinungen , die von der Statistik behandelf werden , zahllose 
Mcthoden zum Ziol, wcil man bei diesen Beobachtungen von vornherein 
nicht mit Bestimmtheit auf ein Naturgesetz schliessen kann ,  wie dies in 

Hist .- l i t .  Abth. d .  Beitachr. f. Nath. n. Pliya. 99. Jshrg. 1894.5. Heft. 15 
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der Physik und Astronomie der Fa11 i s t ,  obwohl nicht behauptet werden 
soll,  dass diese Massenerscheinungen nicht auch einem Naturgesetz zu sub- 
sumiren sind. Die Ergebnisse aller dieser Ausgleichungsmethoden lehren, 
dass jede gu t  ausgedachte Beobachtungsreihe von Reobachtungsfehlern 
freiere Endresultate liefert , als die ursprüngliche Reihe , ganz unabhangig 
davon, nach welcher Methode die Ausgleichung stattgefunden hat. Der 
Verfasser hat seine Methoden mit anderen dadurch am besten vcrglichen, 
dass e r  ihnen dieselben Verhaltnisse zu Grunde gelegt hat ,  worüber die 
bcigefügten Tafeln naheren Aufschluss geben. Allen, welche mit Ver- 
sicherungen und dergleichen zu thun haben, wird dieses Buch einen 
interessanten Einblick i n  das Weseu der richtigen Beurtheilung des enormen 
Zahlenmaterials gewahren. B. NEBEL. 

Seifenblasen. Vorlesungen über CapillaritBt. Von C. V. BOYS. Autorisirte 
deutsche Uebersetzung von G. MEYER. Mit. 56 Figuren im Text und 
einer lithographischen Tafel. Leipzig 1893. Verlag von Johann Am- 
brosius Barth (Arthiir Mciner). 86 S. 

Das in freier Uebersetzung aus dem Englischen vorliegende Buch 
zeigt, wie sonst schmierige Theile der Physik bei geschickter Behandlung 
auch einem grtisseren Publikum zug!inglich gemacht werden konnen. Mit 
Befriedigung wird Jeder das kleine Werk lesen, dessen Stoff ursprlinglich 
den Gegenstand dreier populiirer Vortrage bildete. Zum Theil Sind auch 
neue Experimente angegeben, die in den bisherigen Lehrbüchern der 
Physik nicht zu finden sind. Damit nun jedes der schonen Experimente 
nachgemacht werden kann ,  ohne durch das Misslingen enttaiiseht und ent- 
muthigt zu werden, sind in dem Anhange zu jedem Experiment praktische 
Winke mitgetheilt und die etwaigen Schwierigkeiten besonders hervor- 
gehoben. Nach dem Kapitel iiber das Wesen der Oberfl&chenspannung 
werden die Flüssigkeitsstrahlen und sodann die Seifenblasen einer ein- 
gehenden experimentellen Untersuchung unterzogen. Die beiden Zusatze 
des Uebersetxers bexiehen sich au€ die Bewegungen des Kamphers auf 
einer reinen Wasseroberflache und auf die Anwendung des Oeles zur Be- 
ruhigung der Meereswellen. Mit sehr geringen Rilfsmitteln lassen sich die 
schonen Versuche nachmachen, was ungemein zur Belehrung beitPLgt, 
Daher kann dieses Buch auf's Wiirmste empfohlen werden. B. NEBEL. 

Die physikalische Behandlnng und die  Messung hoher Temperatnren. 
Von CARL BARUS. Mit  30 eingedruckten Figuren und zwei Tafeln. 
Leipzig 1892. Verlag von Johann Ambrosius Barth (Arthur Meiner). 
92 S. Preis 3 Mk. 

Auf den ersten 37 Seiten giebt der Verfasser eine sorgfaltige ge- 
schichtliche Gruppirung der Arbeiten tiber Pgrometrie, so dass Jeder, der 
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anf diesem Gebiete arbeiten will, sich in  kürzester Zeit orientiren kann, 
ein Vorxug, der bei dor schnell anwachsenden und weit zerstreuten Literatur 
nicht hoch genug angeschlagen werden kann. Der Verfasser glaubt,  dass 
die thermoelektrische Methode die grossten Vorzüge vor den übrigen Methoden 
besitzt. I n  dern zweiten Theile wird die Calibrirung solcher Pyrometer 
durch bekannte Siede- oder Schmelzpunkte eingehend beschrieben und die 
für niedcre und hohe Siedcpunkte, sowie fiir Schrnelzpunkto erforder- 
lichen Apparate durch Zeichnungen ausführlich erlautert. Besonderes In- 
teresse erwecken die Versuche von L e  C h  a t e 1 i e r  s , die mit einem Rhodio- 
platiuelement durchgeführt wurden, das nahezu gleich stark ist mit dem von 
dem Veïfasser verwendeten Iridioplatinelement. Die Vergleiche werden auch 
auf die Galvanometer und die damit ausgefiihrten Messmethoden ausgedehnt. 
Als Resultat ergiebt sich deutlich zu erkennen, dass das Thermoelement 
sehr zuverl&ssig, und die thermoelektrische Pyrometrie daher von grosser 
Wichtigkeit i s t ,  dass es aber bis zur Stunde an oicher bestimmten Haupt- 
calibrirungspunkten fehlt, was mit der Schwierigkeit derartiger Versuche 
zusammenhangt. - Das Buch wird dauornd einen guten Platz in der Literatur 
über Pyrometrie einnehmen. B. NEBEL. 

Molecnlarkriifte. Physikalisch - chemische  tud die der verschiedenen Korper- 
xustinde. Von ED. SEELIG. Zweite Auflage. Durch zahlreiche Tabellen 
vervollst%ndigt. Berlin 1893. Commissionsverlag von R. Fried- 
lander & Sohn. 6G S. 2 Mk. 40 Pf. 

I n  der 13 Seiten einnehmenden Einleitung werden eine Reihe von 
thatsachlich vorhandenen Erscheinungen mitgetheilt, die besonders geeignet 
erscheinen, die den neueren Porschungen entsprechenden Gesichtspunkte 
über die Auffavsung der verschiedenen Khperxustande anzudeuten. Die 
eigentliche Aufgabe erstreckt sich nur auf die Wechselwirkungen zwischen 
Flüssigkeiten und Gasen, die bei der Verdichtung eines Gases zu einer 
Flüssigkeit und der Ueberfilhrung von Bltissigkeit in Gas auftreten. Die 
Wechselwirkungen fester K6rper nnter sich, sowie mit Plüssigkoiten und 
Gasen sind in dem vorliegenden Werkchen nicht behandelt. B. NEBEL. 

Die Akkumulatoren.  Eine gemeinfassliche Darlegung ihrer Wirkungsweise, 
Leistung und Behandlung von KARL ELBE. Mit drei Figuren im Text. 
Leipzig 1893. Verlag von Johann Ambrosius Barth (Arthur Meiner). 
35. S. Preis 1 Mk. 

J e  mehr sich die Akkumulatoren ausbreiten und die bisher meistens 
gebrauchten galvanischen Elemente verdrangen, desto grosser ist  das Be- 
dürfniss, auch den Nicht -Elcktrotechniker mit dem Wcsen und der Behand- 
lung der Akkumulatoren bekannt zu machen. Verfasser sucht dieses 
Bedürfniss durch das vorliegende Werkchen zu befriedigcn. Ausgehend 
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von der Wirkungsweke und Umkehrbarkeit des D a n  i e I l  'schen Elemeutes 
und der dabei stattfindenden chemischen Umsetzungen ist diejenige der 
AkkumuMoren bei der Ladung und Entladung leicht verstandlich.. Daraus 
folgt auch,  wie die Akkumulatoren am besten eingerichtet sein müssen, 
was auf verschiedene Weise erstrebt wird. Um keinerlei Tauschungen zu 
unterliegen, ist es nothig, dass man sich über die Leietungsfahigkeit der 
Akkumulatoren v6llig im Klaren is t ,  weshalb in  diesem Kapitel auch 
durchgerechnete Rcispiele sich fiudcn. Die Haltbarkeit der Akkumulatoren 
hiingt wesentlich von deren Behandlung a b ;  wird denselben beim Füllen, 
Laden und Eiitladen die nothige Aufmerksamkeit geschenkt, so kaiin die 
Lebensdauer derselben wesentlich verlingert werden; es siud daher die in 
diesem Kapitel gegebenen Winke auf's Sorgfaltigste zu beachten. Den 
Anhang bilden die wichtigsten Einheiten des elektrischen Maass- Systcms. 
Die Schreibweise ist eiiifach und klar ,  daher auch dern Nichtfachmanne zu 
empfehlen. B. NEBEL. 

Die elementaren Grundlagen der astronomischen Geographie. Gemeiu- 
verstindlieh dargestellt von ADOLF Jos. PICK. Mit zwei Sternkarten 
und mehr als 80 Holxschnitten, Zweite, sorgfzltig durchgesehene 
und vermehrte Auflage. Wien 1893. Manz'sche kaiser]. und konigl. 
Hof- Verlags- u. ITnivcrsit~tsbuchhnndlung (Julius Klinkhardt & Co.) 
1. Iiohlmarkt BO. 173 S. Preis 2 Mk. 4 0  Pf. 

Das gegenüber der ersten Auflage nur unwesentlich erweiterte Buch 
zeichnet sich vor allen Dingen dadurch aus, dass es den Anfiinger durch 
passend gewahlte Beispiele und Figuren einübt, raumlich zu denken, was 
bci dem Unterricht in  der Himinclsgeographic absolut nothwendig ist. 
Neue Eindrücke an dem Himmelsgew6lbe versteht der Verfasser dadurch 
fasslich zu machen, ,dass e r  zuvor ein den Himmel g a r  nicht betreffendes 
irdisühes Beispiel wahlt und an diesem die Erecheinung deutlich ma,cht. 
Der Uebergang zur Astronomie ist dann nicht mehr mit Schaierigkeiten 
vcrhundcn. Die einfacho Darstellungsweise ist es,  welche uns vcranlasst, 
das Buch Allen zu empfehlen, welche sich an der Grüsse der Natur er- 
freuen und nicht blind gegen die Umgebung sind. Der Verfasser rnoge, 
angcspornt durch den Erfolg diescs Theilcs, auch den zweiten in  der gleichen 
Weise bearbeiten; denn die Zeitgleichung und namentlich der Kalender 
sind für den Laien von hohem Interesse. B. 'JEBEL. 

Neue ballistische Theorien. Beitriige zum Studium neuer Probleme der 
inneren und ausseren Ballistik. 1. Analytische Theorie dor Wiirme- 
Ieitung in Geschiitzrohren. Von ALOIS IXDRA. Pola 1893. Commissions- 
Verlag von E. Scharff. 1 7 8  S. 

Das Problem, die Wiirmeleitung i n  Bezug auf die beim Schnsse in 
Kanonenrohren und Gewehrlaufen sich entwickelnden Ziistande zu unter- 
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suchen, würde sich allgemein mathemativch gar  nicht losen lassen, weil 
dic Rcdingungen so complicirtcir Natur sind, dars den Formeln jede Ueber- 
sicht fehlen und daher jede Deutung von vornherein ausgesclilossen wire. 
Um aber doch einen Einblick in diese verwickelten Veïhaltnisse zu er-  
lmgen, ist es nothig, zucrst die Uedingungen so einfach als irgend m6g- 
lich zu wiihlen und darauf die F o u r i e r ' s c h e  Theorie der Wiirme anzu- 
wenden. Verfasser geht daheï zunachst von einem cylindrischen Rohre aus 
mit unendlich dicker Wandung und eiuer inneren constanten WZrrneque!le. 
Erst dann werden die einzelnen Bedingungen derart variirt ,  dass man den 
wirklichen Verhiiitnissen naher kommt. Es  ergiebt sich, dass die an der 
Oberflache des Rohres gemessene Temperatur -Erhohung nach a Schüssen 
nicht von der Fortpflanzung der Verbrennungs - Temperatur herrühren kann, 
sondern der in Wgrme umgewandelten Stosawirkung der Pulvergase in 
weit Uberwiegendem Maasse zuzuschreiben ist. Nan kann daher umgekehrt 
ails dem Temperatiirzustande der Oberflkhe nach irgend einer Zeit, bei 
sorgfaltiger Berücksichtigung aller geometrischen Verhaltnisse, auf den an- 
fanglichen Zustand irn Innern des Rohres und somit auf die Ursache des- 
selben, namlich die Spannung der Pulvergase irn Rohre, schliessen und die 
Spannungen in jedem Punkte des Rohres feststellen. Dieses Problem unter- 
zieht der Verfasser im Weiteren der matheinatischen Behandlung. - Die 
im Laufe der Untersuchungen auftretenden Integral- Logarithmen veranlassten 
den Verfasser, i n  einem Anhange die Tafeln ftir den Integrallogarithmus 
von 0,00 bis 1280 aus dem Werko: ,,Thl.oric et  tables d'une nouvelle 
fonction transcenàente" von J. S o 1 d n e r ,  München 1809, abzudrucken. - 
Die praktische Anwendung der aus der theoretischen Behandlung des 
obigen Problems gcwonnen Formeln wird einer spater folgenden Abhand- 
lung zu Grunde gelegt werden. B. NEBEL. 

Die Mechanik der Warme.  I n  gesammelten Schriften von ROBERT MAYER. 
Dritte erganzte und mit historisch - literarischen Mitthsilungen ver- 
sehcnc Auflage, herausgegeben von JACOB J. WEYRAUCU. Stutt- 
gar t  1893. Verlag der J. G. Cotta'schen Buchhandlung Nachfolger. 
464 S. Prcis 10 Nk. 

Mit dieser dritten Auflage von M a y e r ' s  Nechanik der Wiirme ha t  
der Herausgeber durch seine historisch - literarischen Mittheilungen R O b e r t 
M a y e r  eiu Denkmal gesetzt, dau im Vergleich mit den beiden in Stein 
errichteten (in Stuttgart und in Eeilbronn) von M a y e r  sicher den Vorzug 
crhallen hatte, wenn er es hiitte erleben dürfen. Dieses Kiimpfen um sein 
geistiges Eigenthum, das der Gesundheit M a y e r ' s  so schwer zugesetzt hatte, 
ist in allen Stadien so eingehend mitgetheilt morden, dass die verhreiteten 
irrigen literarischen Notiaen, entstanden durch die Wirren der fünfziger 
Jahre, hier erwahnt und richtig gestellt werden. Da ails Pietat an dem 

iTayer'sclien Texte nichts gesndcrt merden sollte, so hat der Heraus- 
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geher am Schlusse von jedem Aufsatze in  Anmerkungen die nothigen Er- 
lanterungen beigefügt, wahrend er die Aufsatze selbst durch historisch- 
literarische Mittheilungen derart zu einem Ganzen vereinigt hat ,  dass man 
mit grossem Genuss das geistige und physische Leben M a  y e r ' s  verfolgt. 
AIS Zusserer Schmuck dieses literarischen Denkmals ist ,  abgesehen von der 
vorzüglichen Ausstattung des Buches, z y  erwahnen die Beiîilgung eines 
Bildes von R o b e r t  M a  y e r  ails dem Jahre 1842 ,  und eines solchen von 
seinem Denkmsl in  Heilbronn, sowie die genaue Wiedergabe seines Briefes 
an B a u r  vorn 24. Juli 1841. I n  dem vorliegenden Exemplare liest man diese 
Zahl eher für  4 0  als für 41, hoffentlich trifft dies bei den tibrigen nicht 
zu, damit riicht etwa neue Zweifel entbtehen, obwohl Seite 17 gana deut- 
iich 1841 zu lesen i s t ,  und sich diese Zahl auch aus dem Vorhergehenden 
ergeben muss. - Mit dem Herausgeber sind wir vollst5ndig einverstanden, 
wenn er in  dem Vorworte sagt ,  ,,jeder berufsmiissig mit Naturwissenschaften 
und deren Anwendungen Befasste sollte dies Werk gelesen haben, in keiner 
Studien- und Schülerbibliothek sollte es fehlen". B. NEBEL. 

Oberirdische und  nnter i rdische W i r k u n g e n  eines Blitzstrahles. Von 
O. HOPPE. Verlag von Grosse in Clausthal, Graz und Gerlach in  
Freiberg 1893. 15 S. Preis 60 Pf. 

Verfasser beschreibt beinahe zu ausftihrlich einen Blitzschlag vom 
20. Jul i  1881 und die von Rergleuten beobachteten unterirdischen Inductions- 
wirkungen bei Gewittern. B. NEBEL. 
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Fiirst Baldassarre Boncompagni Ludovisi. 

Ein Nacki~uf  
von 

M. CANTOR. 

Der 10. Mai 1821 als Geburtstag, der 13. April 1894 als Todestag 
begrenzteu das fast 73jLhrige Leben des vortrefflichen Mannes, mit welchem 
ein zwar nie regelmiissig gefuhrter, aber riber lange Zeitraume sich er- 
streckender Briefwechsel uns so iiahe verband, dass wir es für eine Ehren- 
pfiicht halten, ihm in unserer Zeitschrift einen Nachruf zu widmen. Hat  
er ihn doch nach den verschiedensten Richtungen reichlich verdient. 

Fürst Baldassarre Boncompagni , ein Sprossling jener alten Familie, der 
auch Papst Gregor XIII . ,  unter welchem die Kalenderreform zu Stande 
kam, angehorte, war ein Gelehrter von umfassendem Wisson. Lieblings- 
gegenstand seiiies Studiums und seiner ~ o r s c h u n ~ e n  war die Geschichte 
der Jilathematik, und wenn wir auch nicht beabsichtigen, alle Leistungen 
Boncompagni's auf diesem Gebiete aufzuzlhlen, so mogen doch seine 
wichtigsten Arbeiten genennt wcrden. 

E r  hat sich Zeit gclassen mit Veroffentlichungen. I n  engeron Kreisen 
war seine geistige Bedeutung zwar sehon frUhe bekannt. Als Pius IX. im 
Juli 1847 die papstliche Akademie De1 Nuovi Lincei grlindete, wurde Bon- 
compagni scho~i  als Mitglied beigeeogen, aber erst 1851 kamen rasch hinter 
eiiiander drei Druckschriften heraus, welche die Berechtigung jener W h -  
zeitigen Erncnnung dnrthaten. G u i d o  B o n a t i ,  G e r h a r d  v o n  C r e m o n a ,  
P l a t  O v o n  T i v o l i  sind, wie man getrost behaupten kann, erst durch 
jene ilinen in der hier eingehaltenen Rcihenfolge gewidmeten Sehriftan be- 
kannt geworden. 

Sie alle freilich waren immerhin weniger hervorragende PersMich-  
keiten. I n  ganz anderer Grosse tritt  L e o  n a r d o  v o n  P i s a  aus dem 
XIII. Jahrhunderte hervor, der Lehrer der nachsten drei Jahrhunderte. Und 
was wusste man von ihm? Wir wollen die bahnbrechenden Arbeiten 
C o s  s a l i ' s  (1797) und L i  b r i ' s  (1838) gewiss nicht unterschatzt haben, 
aber doeh war cs noncompagni mit seinern Rande Idorno ad alcune opere 

Hist. -lit. Abth. d. Zeitschr.f.hLotli. u Phys. 39. Jaiug. 1894. 6. Hsft. 16 
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di Leonardo Pisano von 1854 ,  mit seiner Ausgabe von Leonardo's Schriften 
(1857 bis 1862) ,  welcher erst eingehende Porschungen über den gewaltigen 
Mann ermoglichte und hervorrief. 

Die Beschtiftigung mit Leonardo von Pisa führte zu zwci weiteren 
Fragen: was war vor Leonardo in Europa an arithmetischem Wissen vor- 
handen, was bildete nach Leonardo in Italien den Uebergang von ihm bis 
zu L u c a  P a c i u o l o ' ?  Um die Bcantwortung der ersten Frage hat vor- 
nehmlich Mi  c h e l  Ch a s  1 e s  sich verdient gemacht. Boncompagni unter- 
stützte die hierher gehorenden Arbeiten durch Ausgaben alter Arithrnetiken, 
welche e r  1857 veranstaltete. Die zweite Frage machte e r  zum Gegenstande 
eindringender Forschung, deren Ergebnisse 1862- 1863 in den Abhand- 
lungen der obengenannten pBpstlichen Akademie vertiffentlicht sind. 

Wir  haben eigene Arbeiten Boncompagui's, wir haben durch denselben 
veranstaltete Ausgaben erwiihnt. Die Liste ist in dem von uns Genannten 
keineswegs erschopft. Eine den Fachmannern unter dem Namen des 
Bulletino Boncompaglzi wohlbekennta Zeitschrift, deren zwanzig Bande aus 
den Jahren 1868  bis 1887 herriîhran, enthalt noch weitere zahlreiche Ab- 
handlungen des fürstlichen Herausgebers, enthtilt nicht minder zahlreiche 
erstmalige Abdrücke von alteren und jüngeren Handschriften , welche, 
wenn auch vielfaüh durch andere Gelehrte m m  Druck vorbereitet, nicht 
minder die Spuren von Boncompagni's Mitarbeit, und zwar in  starkerem 
Grade, als es den eigentlichen Herausgebern lieb war,  aufweisen. 

Wir  berühren damit eine kleiue schriftstellerische Schwache Boncom- 
pagni's, welche aber so kennzeichnend für ihn i s t ,  dass wir sie nicht mit 
Stillschweigen übergehcn diirfen. Wir  meinen seine Neigung , sich für Alles 
und Jedes auf miiglich zahlreiche Werke zu berufen, und die Anfühningen, 
auch wenn es um allgemein zugangliche neuere Sammelschriften, Encyklo- 
piidien, Biographien u. S. W. sich handelte, in  so unertriiglicher Breite und 
Ausftihrlichkeit zii gehen, als wenn es Incunabeln waren, die nur  in ganz 
vereinzelten Excmplaren erhalten blicbcn. Dadurch wuchsen die von Bon- 
compagni hergestellten Anmerkungen oftmals zu einer den Text tiberwuchernden 
Ansdehnung an. 

F ü r  andere Neutbusgabeu begntîgte sich Boncompagni allerdjngs damit, 
die Kosten des Druckes zu decken. Wir  nennen hier C o s s a l i ' s  nach- 
gelasselie Schriften (1857), mir nennen den facsimilirten und mit einer 
werthvollen Einleitung von Herrn G i O r d  a n  i versehenen Neudruck der 
einst zwischen F e r r a r  i und T a r t  a g  1 i a gewechselten Schmiihschriften (1876), 
den erstmaligen Druck wichtiger Briefe von L a g r a n g e  (1877 und 1878). 

Unsummen hat  der Fürst für solche Veroffentlichungen ausgegeben. 
Unsummen hat  seine Bibliothek verschlungen, welche auf über 600 Hand- 
schriften und 18000 Druckwerke tbngewachsen ist. Ein fürstliches Vermtigen 
und eine in des Wortes bester Bedeutung fürstliche Gesinnung waren er- 
forderlich, nm solche Ausgaben mtiglich zu machen. Und sie waren nicht 
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die einzigen. Der Gelehrte, dem die Erreichung wissenschaftlicher Zwecke 
nie zu theuer erkauft war ,  der Sammler, der mit findigem Sptirgeiste 
Seltenheiten aufzust.6bern wusste, er war auch Mensch! Das szihil humalzi 
a me alienum puto des Romers begegnete sich in  seinem warmen Hcrzcn 
mit dem Sinnspruche .AToblesse oblige! Wo Boncompagni von einem auf- 
keirnenden Talente wusste, dern ungtinstige Verhaltnisse die Schwingen 
fesuelten, sprang e r  in zartester Weise bei. Wie viele Abschriften vor- 
handener Manuscripte hat  e r  nicht da und dort anfertigen lassen, sei es, 
um sie i n  uneigcnnütziger Weise jungen Gelehrten zur Verfigiing zu stellen, 
sei es auch n u r ,  um dem Abschreiber Gelegenheit zum Erwerbe zu geben. 
Und wie viele andere Unglücklicbe beweinen heute in  ihm ihren Wohl- 
thLtcr, der ,  wcnn wir unseren fremdlzndischen Anftihrungen ein Wort  
Lessing's hinzufügen, tiberall nur  den einen Beweggrond für  seine Mild- 
thtitigkeit kannte: Geaug,  es war ein Mefisch. 

Boncompagni ist einem bosartigen Leberleiden erlegen, welches er 
kaunte, aber  verheimlichte, um sich, wie er  sagte, der Langeweile der 
Aerzte und der Arzneien zu entziehen. So Iiherraschte ihn der Tod nicht, 
aber er t ra t  doch früher ein, als der Kranke es vermuthete, und bevor er 
seine Absicht erfüllte, seine bibliographischen Schatze rechtskriiftig der 
Vaticanisohen Bibliothek zu vermachen. Die 18 Erben gedenken nunmehr 
die, grossartige Sammlung zu veraussefn. Die Bibliothek Boncompagni wird 
verschwinden. D a s  G e d a c h t n i s s  d e s  F r i r s t e n  B a l d a s s a r r e  B o n -  
c o m p a g n i  w i r d  b l e i b e n .  
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Georg von Vega. 

Von 

Dr. KARL DOEHLEMANN.~ 

Die Logarithmentafeln von Vega gehoren zu den bekanntesten und 
verbreitcstcn Blichern der Welt. Die im reiferen Mannosaltcr Stchenden 
erinnern sich, viele vielleicht mit einem leichten Schauder, an dies von 
ihnen auf der Schule bentîtzte Buch. Denn erst gegen Ende der 70er  Jahre 
wurden al lm~hlich die Vega'schen Logarithrnentafeln a n  den Mittelschulen 
abgeschafft und dafür kleinere, fünfstellige eingeführt. Für  exactere Gnter- 
suchungen der Mathematik, Astronomie oder Tcchnik dagcgen ist das Vega'sche 
Handbuch in seiner jetzigen Bearbeitiing auch heute noch allgemein in 
Verwendung. 

Man kann fast sicher annohmen, dass die Meisten sich den Heraus- 
geber dieses Tabellenwerkes als einen einseitigen Zahlenmenschen vorstellen 
werden, der über seinen Logarithmen Welt und Menschen vergass. Dies 
widerspricht durchaus allen Thatsachen. Vega hat  nicht nur als Gelehrter, 
sondern auch als Lehrer, sowie als thatkraftiger, umsichtiger Officier cine 
so vielseitigo, glgnzende Thgtigkeit cntwickelt, dass es nicht uninteressant 
sein dtirfte, etwas naher auf die wechselvollen und gegensatzreichen Schick- 
sale dieses Mannes einzugehen, die des Zaubers einer gewissen Romantik nicht 
entbehren. Ueberdies feiern wir in diesem Jahre des 100jtihrige Jubilaum 
eines der Bücher dieses Mannes. Denn im October 1794 erschien Vega's 
grosstes logarithmisches Tabellenwerk: Thesaurus logarithmorum completus. 

Sieht man von einigen alteren und schwer zuganglichen Publicationeri 
ab ,  so findet man eine eingehendere und sachgemasse Würdigung von 
Vega's Leben und Wirken erst in  einem vor noch nicht allzu langer Zcit 
erschienenen Schriftchen.'* Auf dieses hinzuweisen rnag gleichzeitig der 
Zweck der folgenden Zeilen sein. 

Georg Vega wurde geboren irn Jahre 1 7 5 4  zu Zagorika in Krain als 
Sohn armer Bauersleute. E r  besuchte die Schule i n  Laibach und ,  nach- 
dem man seine Begabung erkannt hatte, das Lyceum. Auf Grund cines 
vorzüglichen Absolutoriums fand er sofort eine gu t  bezahlte Anstellung als 
kaiserl. ktinigl. Navigations -1ngenieur in Innerosterreich. In  dieser Thatig- 

* Nach cinem Vortrag , gehaltan im ,, Mathematischen Vcreine in Miinchen. 
** Prof. Ur. Andrens Wretschko: ,,Georg Freiherr von Vegaii. Wien 1885. 
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k i t  gaben ihm die Correctionsbauten an der wilden Save mannigfache Ge- 
legenheit, seine mathematisch-technischen Kenntnisse zu erweitern. Aber 
seine Neigung m m  Militsr machte sich bei ihm, wie e r  selbst gelegentlich 
erzahlt, so machtig geltend, dass e r  nach fünf Jahren die sichere Stellung 
aufgab und ,  26 Jahre a l t ,  als Kanonier, also als gemeiner Mann bei dern 
2. kaiserl. künigl. Feldartillerieregiment eintrat. Und in der That hatte er 
seine Fahigkeiten richtig beurtheilt. Denn schon nach der ungewohnlich 
kurzen Fris t  eines Jahres wurdo e r  Unterlieutenant und bald darauf er- 
folgte seine Ernennung zum Lehrer der Wathernatik a n  den Schulen des 
Gsterreichischen Artilleriecorps. 1787 sehen wir Vega zum Hauptmann 
avancirt und gleichzeitig wurde er zum Professor der Mathernatik an dem 
ein J a h r  vorher gegründeten Bombardiercorps i n  Wien ernannt. 

I n  diesen Stellungen war er wahrend eines Zeitraumes von elf Jahren 
als Lelirer und Schriftsteller unausgesetzt bemüht, das Ziel, das er sich 
vorgesteckt hatte, zu erreichen: namlich die osterreichische Artillerie hin- 
sichtlich ihrer wissenschaftlichen Vorbildung und praktischen Leistungs- 
fiihipkeit auf eine moglichst hohe Stufe zu heben. Den von ihm vor- 
getragenen mathematischen Disciplinen suchte er dadurch eine nachhaltigere 
Wirkung und grossere Verbreitnng zu sichern, dass e r  seine Vortrzge in 
einem in sich vollstiindig abgeschlossenen Werke: ,,Vorlesungen llber Mathe- 
matiku herausgab, dessen vier Bande in der Zeit von 1782 bis 1800 der 
Reihe nach erschienen. Der Inhalt dieses Handbuches der reinen und an- 
gewandten Mathematik is t  im wesentlichen folgender : Elementarrnathemrttik 
- Trigonometrie, praktisohe Geometrie, Anfangsgründe der Differential- und 
Iutegral - Rechnung - Mechanik der festen Korper - Hydrodynami k. Die 
fünfte Vorlesung sus dern dritten Brande, welche die freie Bewegung 
geworfener schwerer K6rper behandelt, erschien auch einzeln (1787) unter 
dern Tite1 : ,,Praktische Anweisung zurn Bombenwerfen mittelst dazu ein- 
gerichteter Hilfstafeln". Welch' grossen Werth Vega den mathematischen 
Studien beilegte, ersehen wir am besten, wenn wir dern jungen Unter- 
lieutenant aelbst das Wort  ertheilen, der dern ersten Bande dieser Vor- 
lesungen (1782) folgende Widmung vorsetzt: 

,,Dem skimmtlichen, kaiserlichen koniglichen Artilleriecorps. Cregenwiirtige 
Vorlesungen sind Ihnen gewidmet und Ihr  Urtheil sol1 ihren Werth bestimrnen. 
Ich habe sie zum Drucke befordert, weil sie schon von einigen aus Ihnen, 
denen ich sie vorliiufig rnitgetheilte, des Druckes wiirdig gefunQn worden. 
Dieser Theil enthalt nur  die nothwendigsten Grtinde der allgemeinen 
Rechenkunst; jene der gemeinen und h6hern Messkunst nebst einer An- 
wendung sollen darauf folgen. Neine Absicht ist ,  denjenigen einen sichern 
Leitfaden in die Hiinde zu geben, welche in  einer schicklichen von den 
iibrigen Dienstgeschiiften freyen Zeit die unentbehrliahaten Kenntniase der 
h6hern und angewandten Mathematik sich zu erwerben wunschen. K6nnte 
ich wohl diesen Wunsch h i  Ihnen vermissen, da es Ihnen bekannt ist, 
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d a s s  m a n  s i c h  k a u m  e r k t i h n e n  d a r f  o h n e  d i e s e n  K e n n t n i s s e n  
e i n  A r t i l l e r i e b u c h  z u  o f f n e n ?  . . ." 

Auf die Abrundung und Verbesserung der Darstellung in diesen 
Vortragen verwandte Vega den grossten Fleiss. E r  liess sich durch einen 
seiner Schüler genau dartiber Bericht erstatten, welche Stellen in  seinen 
Vorlesungen unklar oder schwer verst!indlich blieben , um dementsprechend 
Verbesserungen anzubringen. E s  ist  daher nicht zu verwundern, dass dieses 
Buch sich in Oesterreich lange grosser Beliebtheit erfreute. Der erste Band 
der ,Vorlesungenu ist noch 1850 i n  siebenter Auflage, der zweite Band 
1 8 4 8  in achter Auflage beide von Matzka bearbeitet worden. Uebrigens 
konnte Vega selbst noch sich des Erfolges seiner Thtitigkeit freuen, wenn 
wir uns anders dem Urtheil des gereiften Mannes anvertrauen, der in der 
Vorrede zur dritten Auflage des ersten Bandes seiner Vorlesungen (1802) 
sich wie folgt ausspricht: 

,Nun sind es gerade 20 Jahre ,  dass dieser erste Theil meines Lehr- 
buches in  den mathematiscben Schulen des kaiserlichen koniglichen Brtillerie- 
corps zum Leitfaden des Unterrichtes eingefuhrt ist. 

Die 13 Kriegsjahre dieses Zeitraumes haben den Satz ,  dass d i e  
M a t h e m a t i k  d i e  s i c h e r s t e  G r u n d l a g e  d e r  e c h t e n  K r i e g s w i s s e n -  
s c h a f t  is t ,  fiir alle cultivirten Nationen evident gemacht. Ich selbst ge- 
noss das belohnende Vergntîgen, mich i n  den Feldzügen sowohl gegen die 
Pforte als auch gegen Frankreieh zu tiberzeugen, dass diejenigen meiner 
Schtîler, welche sich mit ununterbrochenem Eifer den mathematischen Wissen- 
schaften gewidmet hatten, sich auch vorzüglich vor dem Feinde durch kluge 
Tapferkeit ausgezeichnet und zur Aufrechterhaltung und Vermehrung des 
alten Ruhmes des osterreichischen Artilleriecorps bestens mitgewirkt haben. - 
E s  wtîrde tiberflüssig sein, mehreres zur Aneiferung derjenigen anzuftihren, 
für  welche nach hergestelltem Frieden die mathematischen Schulen wieder 
erofnet  sind, da die wahre Wilrdigung der Mathematik bei dem ganzen 
Artilleriecorps einheimisch und so allgemein is t  , dass sehr Viele, selbst aus 
der gemeinen Mannschaft, im Felde ihre wenigen Ruhestunden a m  eigenem 
Antriebe dieser Wissenschaft gewidmet haben, welches ich , nicht ohne innigste 
Rührung, sehr oft als Augenzeuge wuhrzunehmen die Gelegenheit hatte.' 

Vega ha t  ein hervorragendes Verdienst daran , dass die hohere , wissen- 
schaftliche Ausbildung der Artillerie in  Oesterreich stets im Auge behalten 
wurde. 

r)  
Wenden wir uns jetzt zu einer anderen S e i h  von Vega's Thiitigkeit: 

der von ihm durchgeführten Herausgabe logarithmischer Tabellenwerke. 
Nicht als ob e r  der Erste  gewesen ware,  der diese zwar nndankbare, aber 
doch so nützliche und nothwendige Arbeit auf sich nahm. Es hat ja fiir 
die gemeinen Logarithmen (mit der Basis 10) schon Henry Briggs (1618) 
eine 8stellige Tafel berechnet und zur Zeit Vega's gab es  eine ganze Reihe 
solcher Werke, wie die Tafeln von Adrian Vlacq, Schulze, Gardiner. 
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Allein Vega, berechnete a u r s  Neue s8mmtliche Logaritbmen, verglich sie 
mit den angegebenen Werthen und constatirte so eine ziemliche Anzahl 
von Fehlern in den vorhandenen Tafeln. Correctur und Drucklcgung seiner 
Tafeln überwachte e r  mit der grossten Sorgfalt. Seine erste Logarithmen- 
tafel erschien im Jahre  1783 in Wien unter dem Titel: nLogarithmische, 
trigonometrische und andere zum Gebrauche der Wathematik eingerichteta 
Tafeln und Formelnu, eine 7stellige Tafel, die ausser den Logarithmen der 
Zahlen und trigonometrischen Punctionen i n  24 Abschnitten Formeln aus 
den verschiedensten Gebieten der Mathematik und Geographie enthalt. Der 
Vorbericht dazu beginnt wie folgt: 

,,Durch den Beystand meiner Schüler, welche theils aus Kanonieren, 
theils auch aus einigen UnterofGcieren des k. k. zweyten Feld-Artillerie- 
Regiments bestehen, durch den egfrigsten Beystand dieser meiner Schiiler 
unterstutzet, und mit allen erforderlichen HiIfsrnitteln versehen, wagte ich 
es, den Wunsch derjenigen einigermaassen zu befriedigen, welche einer 
hinlk~glich ausgednhnten, dabei soviel als moglich fehlerfreyen, und um 
einen massigen Preis zu verkaufenden Sammlung von mathematischen Hilfs- 
tafeln und Bormeln schon lange vergebens en tgegen~ahen .~  

Es  folgt dann das Verzeichniss der in don einzelnen Tafeln entdeckten 
Fehler und daran schliesst sich die bekrtnnte Bemerkung, .dasa man sich 
Kraft einer iiffentlichen Ankündigung verbindlich macht, fur jede erste 
Anzeige eines jeden i n  gegenwartigen Tafeln entdeckten wirklichen Fehlers 
einen kaiserlichen Ducaten zu bezahlenu. Dieses Mittel, das Vega an- 
wandto, um die grosse Zahl der die Tafel Benützenden zur Eruirung noch 
vorhandener Fehler heranzuziehen, hatte nur zur Folge, dam bis zum 
October 1784 zwei Fehler angezeigt wurden. Sympathisch bertihrt uns 
übrigens in diesem Vorbericht die rückhaltlose Anerkennung der Mtihe- 
leistung seiner Mitarbeiter, wie iiberhaupt Dankbarkeit einen hervorragenden 
Zug in Vega's Charakter bildet. -- Des Buch erschien 1797 in zweiter 
und 1814 i n  dritter Auflage, spiiter (1848) ist es von J. A. Htilsse als 
eine Sammlung mathematischer Formeln neu bearbeitet worden. 

I m  Jahre 1794 erschien in Leipzig das zweite Tabellenwerk Vega's 
unter dem Titel: ,,Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch, anstatt der 
kleinen Vlackischen , Wolfischen und andern dergleichen, meistens sehr 
fehlerhaften , logarithmisch- trigonometrischen Tafeln ftir die Mathematik- 
Beflissenen eing8richtetu. Diese 7 stellige Tafel enthilt  weniger mathe- 
matische Formeln wie die eben genannte; sie ist der Starnmvater, von dem 
in langer Ahnenreihe - habent sua fata libelli - das heute noch in 
Gebrauch befindliche Handbuch abstammt. Schon im Jahre 1800 erschien 
die zweite Auflage dieses Buches, die Vega in dankbarer Verehrung seinem 
früheren Mathematiklehrer am Lyceum in Laibach, dem infulirten Probst 
in Alt-Bunzlau, Josef Ritter von Maffei, widmete. Die sechste Anflage 
war bereits ein Stercotypdruck, von der zwanzigsten Auflnge an besorgte 
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J. A. Htilsse, von der vierzigsten a n  C. Bremiker die Herausgabe. Der 
Letztere verbesserte die Tafcl insofern bedeutend, als jetzt die Winkel nicht 
mehr blos von Minute zu Minute, sondern von zehn zu zehn Secunden fort- 
schreiten. Die neuesten Ausgaben besorgte F. Tietjen und zwar hat  das Buch 
jotzt seine 74. Auflage erlcbt. E s  ist  in's Englischc, Franz6sischc1 Italienische, 
Holl<indische und Eussische tibertragen worden. 

Sein grosstes logarithmisches Werk endlich, den schon erwahnten Thesau- 
r u s ,  eine vorztigliche 10 stellige Tafel , aus einem Folioband von 684 Seiten 
bestehend, gab Vega auch im Jahre 1794 heraus. Der deutsche Tite1 lautet: 
,Vollst%ndige Sammlung grosserer logarithmisch- trigonometrischer Tafeln 
nach Adrian Vlack's Arithmetica Logarithmica und Trigonometria artificialis, 
verbessert, neugeordnet und ~ e r m e h r t . ~  Nach Vega's Intention sollte das 
, Logarithmisch - trigonometrische Randbuchu dem nur oberfliichlich in der 
Mathematik Ausgebildeten, die ,,Tafelnu dem Mathematiker vom Fach, die 
,,Vollstandige SammlungU aber  dem Astronomen oder tiberhaupt Jedem fur 
sehr gonaue Rechnungen dienen. Auch hier findet sich i n  der Einleitung 
eine genaue Zusammenstellung der constatirten Fehler,  sowie das schon 
erwahnte Versprechen. Das Datum am Schius~e  der Einleitung lautet: 
,Geschrieben bei der kaiserlich koniglichen Armee am obern Rhcin am 
ersten October 1794'. Dies l%st uns erkennen, dass diese der friedlichen 
Fordenmg stiller, geistiger Arbeit dienenden Werke zum Theil unter recht 
kriegerischen Auspicien das Licht der Welt erblickt haben. 

Begleiten wir also Vega auch noch auf den Eriegsschauplatz, wo er 
seltene Proben von Umsicht, Unerschrockenheit und Muth abgelegt hat. 
Als Kaiser Josef II. im Jahre 1788 den Krieg gegen die Türken begann, 
bat Hauptmann Vega ,  obgleich e r  tals Professor der Mathematik in Wien 
bleiben sollte, selbst um die Erlaubniss, ins Feld ziehen zu dürfen, um, 
wie e r  sagte, vor dem Feinde praktisch ausführen zu konnen, was er im 
Corps theoretisch vortrage. Im Jahre darauf wurde dieser Bitte Folge 
geleistet und Vega nahm Theil a n  der Belagerung von Belgrad (5. bis 
7. September), wo er das Commando mehrerer Mürserbatterien erhielt. Nach 
seinen Anordnungen wurde das Laden der scbweren Geschütze anders vor- 
genommen, wodurch sich eine erhebliche Vergrosserung der Schussweite er- 
gab ,  s8 dass die Geschosse ihr  Ziel erreichten. Die rasche Uebergabe der 
wichtigen Fcstung nach dem erfolgreichcn Bombardcmcnt war zum grtisten 
Theil sein Werk. Ein kleiner Vorfall aus der Belagerung , den unser Gewahrs- 
mann erziihlt, verdient Erwiibnung. Hauptmann Vega hatte sich in einen 
Laufgraben begeben, der im Bereiche der feindlichen Geschosswirkung h g .  
Als er nach Verlauf von zwei Stunden noch nicht zurückgekehrt war, 
gingen Officiere und Mannschaften ab,  ihn zu suchen. Sie fanden ihn 
i n  dem Laufgraben ~ i t z e n d  und in die Bercchnung von Logarithmen 
vertieft, obwohl in nichster Nahe eine Bombe eingeschlagen hatte und 
crepirt war. 
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Fast unwillkürlich ergiebt sich gelegentlich dieses Herganges ein Ver- 
gleich mit Archimedes. 

I m  ersten Revolutionskriege (1793-1797) finden wir Vega, der in- 
zwischen zum Major avancirt war ,  am Rhein, wo e r  nnter dem Oberbefchl 
des General Wurmser das Commando der Belaperungs-Artillerie führte. 
Hier erzwang e r  ohne Schwer t~ t~e ich  blos durch den Eindruck seiner 
Personlichkeit, der tiberhaupt ein imponirender gewesen sein muss, die Ueber- 
gabe der starken Festung Lauterburg, eines wichtigen Stütapunktes der 
Franzosen. E r  besetzte die Stadt und flihrte in musterhafter Weise das 
Commando, bis er von der Oberleitung neue Befehle erhielt. 14 Stunden 
lang, den Sabel ununterbrochen in der Faust ,  commandirte er selbst alle 
Patrouillen. Bald darauf fand er Gelegenheit, sich noch mehr auszueeichnen. 
Dem weiteren Vorrlicken der kaiserlichen Armee setzte da8 Fort Louis, 
das auf einer Insel im Rhein liegt,  einen scheinbar uniiberwindlichen 
Widerstand entgegen. Drei Tage lang hatte schon die Beschiesvung ge- 
dauert , viele kaiserliche Geschütze waren bereits demontirt. Es  machte 
sich eine gewisse Missstimmung und T~offnungslosigkeit bernerkbar und 
man mass sogar bei der Officierstafel dem Major Vega die Schuld an diesen 
Misserfolgen bei. D a  erklarte dieser, dass er sich verpflichte, in  24 Stunden 
das Port  zur Uehergabc zu zwingon, falls ihm nur die gesammte Artillerie 
zur alleinigen und unumschrankten Verfügung gestellt wiîrde. Der com- 
mandirende General (Lauer) sagte dies zu , gleichzeitig in Gegenwart 
aller Officiere beifllgend, wenn Vega sein m o r t  halte, so werde er ihn 
für den Maria - Theresien - Orden, die hochste militërische Auszeichung in 
Oesterreich, in Vorschlag bringen. Von der Tafel weg schritt Vega zur 
Ausftihrung seines Angriffplanes. E s  beschoss die Bestung zwolf Stunden 
lang nach seiner neuen Methode aus zehnpflindigen Haubitzen mit 6016thigen 
Patronen unter einem geringen Elevations-Winkel mit solchem Erfolge, 
dass am folgenden Tage die Capitulation erfolgte. Cieneral Lauer brachte 
dementsprechend Vega i n  Vorschlag fur  das Bitterkreuz des genannten 
Ordens und in der folgenden Kapitelsitzung wurde ihm diese Ausaeichnung 
einstimmig zuerkannt. Doch erhielt Vega infolge irgond eines Versehens 
den Orden factisch erst drei Jahre spiiter. 

Die neue Schussweise Vega's bestand in Folgendem: Vor ihrn hatte 
man Mtirser und Haubitzen nur zum sogenannten indirecten Schuss ver- 
wendet, d. h. man hatte die schweren Geschosse unter einem sehr grossen 
Elevationswinkel von 50'- 76O geworfen, sodass sie fast senkrecht auf 
das hinter einer Deckuug befindliche Ziel herabfielen. Vega wandte auch 
bei diesen Geschützen den directen Schuss an unter geringer Elevation 
von 15'- 16O. Vega hat übrigens auch eigene ,weittreibendeu Morser con- 
struirt und von einer Commission von Generalen , Artillerie - und Genie- 
Stabs-Officieren wurdc durch genaue Versuche zu Mannheim (1795) fest- 
gestellt, dass er mit diesen weitaus die grosste Wurfweite erreichte, 
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niimlich 1 6 4 0  Klafter (2900 m). Zwei solche 30pfündige M6rscr wurden 
vor Mannheim auf Reichskosten gegossen und spater (1838) in  der oster- 
reichischen Arniee eingeflihrt. Der rapide Aufschwung freilich, den das 
Artilleriewesen in unserem Jahrhunderte spater nahm, hatte sur Folge, 
dass Vega's Leistungen, die für s e i n e  Zeit nicht unbedeutende waren, 
jotzt wohl selten noch i n  einem Lchrbuch der Waffenlehro einc Xrwtihnung 
finden." 

Die Vortrefflichkeit dieser Moruer bestiitigte sich übrigens kurz darauf 
bei der Belagerung Mannheims. Der überraschenden Feuerwirkung der- 
selben schrieb der General Wurmser in  seinem Berichte die rasche Ein- 
nahme Mannheims zu. Auf dies hin erhielt Vega den ihm schon frühcr 
zuerkannten Maria- Theresien- Orden. Uebergehen wir manch' andere Kriegs- 
that ,  so finden wir Vega seit dem Frieden von Campo-Formio (1797) wieder 
stiindig in Wien, wo er sich mit der Reform des Artilleriewesens beschiiftigte. 
Ehrungen aller Art bewiesen dem verdienten Nanne,  dass man seine Dienste 
wohl zu würdigen verstand. 1800 wurde er in  den Freiherrnstand er- 
hoben, bald darauf folgte seine Beforderung zum Oberstlieutenant; wissen- 
schaftliche Gesellschaften, so z. B. die Berliner Akademie der Wissen- 
schaften, ernannten ihn zum Mitgliede. 

Um die Mitte September 1802 verschwand der Oberstlieutenant pl6tdich 
aus Wien. Neun Tage forschte man vergeblich nach ihm,  da fand man am 
26. Septcmber seine Leiche i n  der Donau, mittelst eines dünnen Strickes 
an einen Pfahl gebunden. Lange Zeit wusste man sich dieses Ende des 
berühmten, erst 49  Jahre alten Mannes nicht zu erklaren. Man vermuthete 
sogar einen Selbstrnord infolge irgend einer ZurBcksetzung, andere er- 
zahlten, e r  sei bei einer Fahr t  liber Land von einem neidischen Freunde 
ermordet worden. 

E r s t  9 Jahre spkiter kam durch einen Zufull Licht in die Sache. Wiihrend 
des Krieges von 1509 lag bei einem Müller i n  Nnssdorf vor den Linien von 
Wien ein Artillerist im Quartier. Dieser wtinschte flir einen Augenblick 
einen Proportional~irkel. Der Mliller sagte ihm,  dass e r  ein solches In- 
strument besitze und brachte es herbei. Da es dem Artilleristen gut 
gefiel, schenkte er es ihm beim Wcggange. - Sptitcr, 1811, bemcrkte ein 
Officier, der im Zeichnungssaal die Anfsicht führte, das Instrument in den 
Hiinden des Kanoniers und erkannte darauf den Namen Vega's. Nach den 
Aussagen des Soldaten wurde der Mtiller verhaftet und geshnd zuletzt 
folgendes: Vega war bei dem Müller abgestiegen. Xun besass dieser 
Miiller einen sehr schonen Schimmel, den Vega, schon im Besitze eines 
Zhnlichen Thieres, gerne kaufen wollte. Allein der Muller wollte das Thier 
nicht hergeben. Als der Oberstlieutenant aber eine sehr grosse Summe bot, 

* In  Dolleczek: ,,Geschichte der Esterreichischen Artillerie" (Wieti 1887) wird 
der Tliiitigkeit Vega's m i t  Anerkennung gedacht. 
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entschloss er sich doch zum Verkauf und ging mit dem Officier in den 
Stall. Der Weg ftihrte tiber einen Steg,  der Müller ging hinterdrein. 
Da überfiel den Müller pl6tzlich der Gedmke, den Officier zu t6dten. E r  
schlug ihn nieder und warf den Leichnam in die Donau. Nach diesem 
Gestiindniss biisste der Müller seine That am Galgen. 

Damit sind wir am Ende eines thaten- und arbeitsreichen Lebens 
angelangt. Gewiss ginge man zu weit, wollte man sich dem Urtheile des 
Her~ogs  Ernst II. von Sachsen - Gotha anschliessen, der in  seiner Verehrung 
für Vega den Ausspruch that: .Ich wusste es j a ,  dass Euler einen Nachfolger 
haben würde; Vega ist der wiedererstandene Euler." Aber durch die 
Herstellung seiner exacten Tabellenwerke und durch die Liebe und Be- 
geisterung, mit der e r  fur die mathematischen Studien eintrat,  hat sich.Vega 
unbestreitbare Verdienste erworben. Der Mann, der Jahre lang ans innerster 
Ueberzeugung die Verbreitung mathematischer Studien durch Wort  und 
Schrift fordert und ihre Anwendung durch mühselige Rechnungen sicher- 
stellt, der d a m ,  obwohl liber die erste Jugend schon hinaus, freiwillig 
die Peder mit dem Sabel vertauscht, um seine Kenntnisse praktisch zn 
erproben und der dem Vaterland durch seine personlichen Eigenschaften 
unschatzbare Dienste leistet, der Mann zwingt uns auch a1s Mensch rtick- 
haltlose Bewunderung ab. 
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Recensionen. 

Hilfsbuch f ü r  die  Ausführung elektr ischer  Messungen. Von AD. IIEYD- 
WEILLER. Mit 58 Figuren im Text. Leipzig 3892. Verlag von 
Johann Ambrosius Barth (Arthur Meiner). 262 S. 

Unter alIen physikalischen Messmethoden haben in den letzteu Jahr- 
zchnten die elektrischen die grosste Uurchbildung und Uereicherung er- 
fahren, so dass es als ein Bediirfniss angesehen werden muss, dass dieselben 
zusnmmengestellt wurden. Die iiussere Anordnung ist im Wesentlichen 
übereinstiinmend mit derjenigen in K O h 1 r a u  s c h's  Leitfaden der prak- 
tischen Physik. Da das vorliegende Buch hauptsiichlich für  Studirende 
berechnet i s t ,  so dürfte es sich bei einer Neuauflage doch empfehlen, statt 
nur  die Endformel anzugeben , ahnlich wie bei K o h  1 r a u  s c h  noch Einiges 
tiber deren Ableitung mitzutheilen. Der Verfasser glaubte, davon abseheii 
zu ruüssen, da  e r  die Literaturnachweise sorgfiiltig mitgetheilt ha t ;  indessen 
lehrt die Erfahrung, dass die jungen Leute unter solchen Umstanden sich 
mit den Bcobachtungen begnügen und die erhttltencn Werthe mechanisch 
i n  die vorgedruckte Formel einsetzen. Nach unserem Ermessen ist es auch 
eine grosse Zumuthung, alle die angeftihrten Literaturquellen erst ein- 
zusehen, was mit einem grossen Zeitverlust verbunden ist. Xit  Rücksicht 
auf den genannten Leserkreis ware es wünschenswerth, den Behauptungen 
auch eine kurze Begrtindung beizuftigen, z. B. Seite 18 ïst zu lescn: ,In 
England wird die Fernrohrablesung weniger zweckrn&ssig u. s. W.' ; hier 
fehlt dem Studirenden das .warumu. Diese Wünfiche führen wir nur an, 
urn den unstreitig vorhandenen Werth dieses Buches bei einem Neudruck 
noch erhtiht zu wissen. --- B. NEBEL. 

Die Theorie der  Beobachtungsfehler und  d ie  Methode der  kleinsten 
Quadrate  mit  i h r e r  Anwendung auf die  Geodbsie und die Wasser- 
messungen. Von OTTO KOLL. Mit in den Text gedruckten Figuren. 
Berlin 1893. Verlag von Julius Springer. 323 S. nebst zwei Bogen 
Formeln. Preis 10 Mk. 

Das Werk ist ausschliesslich für Geometer bestimmt und sucht den- 
selben die Arbeit thunlichst zu erleichtern. Um die Anwendung von 
Naheriingsverfahren soviel wie moglich zu beschrhken , ist der Verfasser 
bemüht, durch zweckmiissige Anordnung die Methode der kleinsten Quadrate 
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auch in solchen Flillen anzuwenden, in denen dies bisher nicht üblich war. 
Errcicht wird dies durch die Aufstellung mechanischer Regeln und ge- 
eigneter Formulare. Diese konnen auch von Hilfskraften beniitzt werden, 
um den Geodiiten von den oft umfangreichen Arbeiten zu entlasten. Die 
Hauptformeln sind daher auf zwei besonderen Bogen xusammengestallt 
norden, die nicht in  das Werk hineingebunden werden sollen. Um jedem 
Fachmanne dieses Ruch zug~nglich zu machen, sind die theoretischen Ab- 
leitungen durch praktische Zahlenbeispiele erganxt worden, so dass es jedem 
Geometer empfohlen werden kann. B. NEBEL. 

Lehrbuch der  Experimentalphysik. Von E. VON LOMMEL. Mit 424 Figuren 
im Texte. Leipzig 1893. Verlag von Johann Ambrosius Barth 
(Arthur Meiner). 643 S. Preis 6 Mk. 40 Pf. geheftet und 7 Mk. 20 Pf. 
gebunden. 

Die Anordnung des Stoffcs ist tibereinstimmend mit der an den deut- 
schen Hochschulen üblichen Aufeinanderfolge der einxelnen Kupitel in der 
Experimentalphysik, weicht somit ab von dem Gange, wie ihn die meisten 
Physikbücher verfolgen. Damit des Buch einem grossen Leserkreise zu- 
ganglich wird,  ist in  dem Haupttext, der ein zusammenhangendes Ganzes 
bildet, die Mathematik auf ein Minimum beschriinkt worden, wahrend die 
eingestreuten , durch kleinen Druck iiusserlich zu erkennenden Abschnitte 
auf die Entwickelungen und Beweise in elementarer Weise nliher eingehen. 
Der Wichtigkeit entsprechend wird schon bei der Bewegung mit dem 
absoluten Maass-System begonnen, das sich dann, mie ein rother Faden, 
durch das ganze Bnch hindiirchzieht. Ueberall sind die Dimensionen an-  
gegeben, und die Eiuheiten, wo es erforderlich ist, tabellarisch xusammen- 
gestellt. Die Darstellung entspricht der historischen Entwickelung der 
Phyaik, die durch beigefiigte Daten noch unterstützt wurde. - Weshalb 
bei den Dynamomaschinen deren Eintheilung nicht erwiihnt worden is t ,  ist  
nicht ersichtlich. Die Maschinen liaben sich auch Eingeng in die physi- 
kalischen und chemisrhen Laboratorien verschafft, und ein junger Physiker 
und Chemiker musa wissen, dass z. B. zum Laden der Akkumulatoren und 
Lei der Elektrolytje Nebenschlusomaschinen verwendet werden. Dass dies 
der Elektrotechnik und nicht der Physik angehore, kann wohl nicht der 
Grund sein; denn wir finden Abschnitte tiber Kraftübertragung, Trans- 
formatoren. Drehstrome und dergleichen. - I n  der Photometrie fanden 
wir iiieht den Ersatz des Papierblattes mit dein Fettfleck durch den 
Lurnmer-Brodhun Glaswürfel, sowie die Arnylacetatlampe; denn beide 
Gegenstiinde finden eine immer grossere Verbreitung und haben zu der 
genaueren Messung beigetragen. - Es  ist sicher, dass dieseu Buch Jedem, 
der es wahrend seiner Studienzeit benutzt hat ,  auch ein treuer Berather 
durch das ganze Leben sein wird; es kann daher nur  a u f s  Warmste 
empfohlen werden. B. NEBEL. 
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Theorie der  optischen Ins t rumente  nach Abbé. Von SIEGFRIED CZAPSKI. 
Breslau 1893. Verlag von Eduard Trewendt. 292 S. 

Aus dem grossen, zur Zeit noch im Entstehen begriffenen Handbuch 
der Physik von A. W i n  k e l m a n n  sind die Artikel tiber Dioptrik und die 
Theorie der optischen Instrumente vereinigt und in dem vorliegenden Bucbe 
xu einer besonderen Ausgabe abgedruckt worden. Wie schon aus den 
einzelnen Lieferungen des genannten Werkes ersichtlich war, ist die Dar- 
stellung auf die collineare Verwandtschaft der neueren (synthetischen) 
Geometrie basirt, deren Anweudung A b b é zuzuschreiben ist. Schon aus 
diesem Grunde erweckt dieses Buch Allcr Interesse, denn wir sehen, wie 
sich die Optik auf einer vie1 allgemeineren Grundlage aufbauen lasst, als 
dies bisher der Fa11 war. Der innere Werth dieser Methode heruht aber 
darin, dass sie leichter und schneller die Verhaltnisse beurtheilen lasst, 
unter welchen in einem Instrumente die Bilder zu Stande kommen, als 
dies nach den praktisch - rechnerischen Besultaten der bisherigen Behand- 
lungsweise moglich ist. Der grosse Nutzen, welchen diese Methode dem 
Optiker darbietet, rcchtfertigt dahcr i n  vollcm Maassc den Sonderabdruck 
aus dem grosseu Physikbuche. Wahrend der Druck, insbesondere auch der- 
je&ge der Formeln, nichts zu wünschen übrig lasst,  so kann dies leider 
nicht von vielen Holzschnitten gesagt werden, wo die Linien nicht rein 
sind. Der gediegene Inhalt des Buches mit der ausführlichen Literatur- 
angabe empfiehlt das Buch von selbst. B. NEBEL. 

Notes an recent rescarches in electricity a n d  magnetism intended a s  a 
seqnel t o  Professor Clerk - Maxwell's t reat ise  on electricity and 
magnetism by J. J. THOMSON. Oxford 1893. At the Clarendon 
press. 578 S. 

Die bei der Besprechung der dritten Auflage von hl a xw e l l ' s  Elektrici- 
Fit und Magnetismus erwiihnten Erganzungen durch den Herausgeber 
J. J. T h o m  s O n Sind in dem vorliegenden Bande enthalten , der als eine 
Fortsetzung des M a x  w e l  1 'schen Werlies aufzufassen ist;  denn e r  enthalt 
die Neuerungen, die auf diesem Gebiete seit M a x w e l l ' s  Tode zu ver- 
zeiehnen sind. - Das erste Kapitel behandelt das elektrische Feld mit 
Hilfe der F a r  a d  a y 'schen Kraftrohren, eine Methode, die physikalisch- 
geometrischer Natur ist  und den analytischen Charakter zurücktreten l a d .  
I n  dem zweiten Kapitel werden die Erscheinungen eingehend betrachtet, 
die bei dern Durchgange der Elektricitat durch Gase auftreten. Das dritte 
Kapitel e n t h d t  eine Anwendung der S c h  w a r  z und C h r i s t  o f f  e l  'schen 
Transformation auf Elektrostatik beziehungsweise die Condensatoren. Die 
Untersuchung Uber die elektrischen Wellen und Oscillationen, die bei 
Stromcn in cylindrischen oder spharischen Leitern auftreten, bildet den 
lnhalt des vierten Kapitels , wahrend das ftinfte ausschliesslich den II s r  t z - 
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schen Versuchen über elektromagnetische Wellen gewidmet ist. Das scchste 
Kapitel enthalt einen Bericht über Lord R a  y 1 e i g  h's Untersuchungen der 
Gesetze, nach welchen sich Wechselstrome in einem Netzwerk von Leitern 
vertheilen. In  dem siebenten Kapitel iindet sich eine Discussion dcr Gleich- 
nngen, welche man erhiilt , wenn ein Dielektricum i n  einem magnetischen 
Felde bcwegt wird. Vcrfasser iibergeht absichtlich die Untersuchungen Uber 
die magnetische Induction, weil dieselben in Professor E w i n  g 's ,,Treatise 
on inagnetic induction in jron and other metalsu vollutiindig zu finden 
sind. I n  einem Anhange werden Untersuchungen über die Elektrolyse von 
Dtlmpfen mitgetheilt. B. NEBEL. 

Observatoire d'astronomie physique. L e  syetdme du monde Blectro- 
dynamique, par Ch.-V. ZEBGER. Prag  1892. Selbstverlag. 24 S. 

Der Inhalt besteht aus einer Reihe kleinerer Mittheilungen, die sich 
alle auf den Zusammenhang zwischen den atmospharischen Bewegungen 
und dcnen des Erdinnern beziehen, die der Verfasser seit dem Jahre 1876 
verfolgt. B. NEBEL. 

Derivation a n d  discussion of  t h e  general  solution f o r  the  c a r r e n t  flowing 
i n  a circui t  containing resistance, self-induction and capacity, 
w i t h  a n y  impressed electromotive force. By FREDJCRICK BEDELL 
and ALBERT C. CREHORE. A paper presented a t  the General Meeting 
of the American Institute of Electrical Eogineers, Chicago. III., 
June  ïth, 1892. 

Zuerst wird der Ausdruck abgeleitet, der die Slromstiirke zu irgend 
einer Zcit in dcr allgemoinsten Form darstellt, und sodann die erhaltenc 
Gleichung unter der Annahme von vier Arten elektromotorischer Krlifte 
eingehend discutirt. 

-- B. NEBEL. 

Raumlehre fur hohere Schnlen. Von Prof. H. C. E. MARTUS, Director des 
Sophien-Realgymnasiums in Berlin. Z w e i t e r  T h e i l :  D r e i e c k s -  
r e c h n n n g  u n d  K o r p e r l e h r e .  Bielefeld und Leipzig 1892. Verlag 
von Velhagen & Klasing. 259 S. Preis geheftet 3 Mk. 60 Pf. 

Den ersten Theil dieses Werkes ,Ebene PignrenU haben wir schon im 
vorigen Jahrgange (S. 157) besprochen und dort seine Eigenheiten und 
Vorztige angegeben, die auch diesem zweiten Theile i n  gleieher Weise an- 
haften, so die Vermeidung fremclsprachlicher Ausdrucke und deren Ver- 
deutschung, dio auch hicr oft sehr glücklicli gewiihlt ist. Jetzt wollen 
wir auf andere VorzIige eingehen. Gleich auf der ersten Seite, wo es sich 
nm die Erklarung der Winkelfunct,ionen handelt, erkennt man die hervor- 
ragende Darstellungsgabe des Verfassers. Xan sieht das erfolgreiche Be- 
mühen, durch Wort ,  13ild und praktische Beispiele eine Sache klar zu 
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machen, sa ~ o r g f i l t i g ,  dass alsbald ein volliges Verstehen und Eindringen 
erzielt wird. Ueberhaupt ist  kein wichtiger Satz, keine Aufgabe ohne ein 
sorgfaltig ausgeftihrtes Zahlenbeispiel dahin gestellt. Fiir die Dreiecks- 
rechnungen sind Beispiele gewshlt,  die der Verfasser selbst in Berlin und 
Potsdam ausgefiihrt hat. N a g  auch für diejenigen, die die dortige Gegend 
nicht aus eigener Anschauung kennen, der Reiz dieser Aufgaben etwas 
geringer sein, sa ist doch die Erkenntniss, wie solche H6hen und 
Entfernungen praktisch gemessen, und wie die Grundlagen für eine 
zuverliissigc Karte gewonnen werden, hochst belehrend und anziehend. 
Auch ist der ftir die Winkelmessungen benutzte Theodolith abgebildet, was 
noch kein Lehrbuch der Trigonometrie für Schulen für nothig erachtet hat. 
Ebenso Gnden sich in keinem Lehrbuche der Ar t  wie hier die Grund- 
lehren für die Darstellung von Schau- (das ist  perspectivischen) Bildern. 
I n  den Lehrbüchern der Perspective werden sie fiir die Schule zu weit- 
Iaufig dargestellt. Mit den drei hier angeführten Satzen lassen sich alle 
Darstcllungen ausführen, und die schonan Figuren dicses Ruches sind nach 
diesen Satzen gezeichnet. Sie ragen ebenso sehr durch die Sauberkeit der 
Ausführung, als auch durch Klarheit und namentlich durch mathematische 
Richtigkeit vor den Figuren vieler anderer Lehrbüclier, die es hierin gar 
nicht genau nehmen, angenehm hervor. Der Lebrstoff und das Aufgaben- 
makerial ist sehr reich bcmessen und kann nur mit Auswahl vcrwendet 
werden. I n  die Korperlehre ist  auch die Lehre von den Kegelscbnitten 
und die sphiirische Trigonometrie in  ziernlicher Vollstindigkeit mit ein- 
geschlossen. Ferner sind eingefügt N e w  t O n 's  Reihen , der MO i v  r e'sche 
Satz und die AuflGsung der Gleichungen dritten Grades. Das letzte Kapitel 
über schwcreï zu bchandelnde K6rper enthalt viele ftir den fortgcschrittenen 
Schiiler interessante Einzelheiten. Unser Gesammturtheil : Das Lehrbuch 
von M a r t u s  gehort zu den Iiesten seiner Art und nimmt unter diesen 
dwch seine Eigenart eiuen hervorragenden Plstz ein. F. S C H ~ T T E .  

Rechenbnch nnd geometrische Anschauungslehre,  zunachst für die drei 
unteren Gymnasialklassen. Von Prof. Dr. B. Fi.S~ux, Oberlehrer am 

Gymnasium zu Arnsberg. Neunte, vcrbesserte Auflage besorgt durch 
FR.  BUSCH, Obcrlehrer am Gymnasium zu Arnsberg. Paderborn 1892. 
Verlag von Ferdinand Schoningh. 214 S. Preis geh. 1 Mk. 20 Pf. 

Schon der Umstand, dass dieses so ganz aus dem praktischen Unter- 
richte herausgewachsene und fortwiihrend in ihm gross gewordene Buch 
jetzt in n e u  n t e  r Auflage vorliegt, ist eine genügende Empfehlung fiir 
seine Brauchbarkeit, so dass es einer weiteren nicht bedarf. Aenderungen 

gegen die frühere Auflage sind folgcnào eingetretcn. Der letzte Rcst des 
alteren Maass- und Gewichtssystems ist entfernt worden; einige neue Auf- 
gaben sind eingefügt und schwierigere alterere sind entfernt. Der Abschnitt 
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iiber dic Zahlensysteme ist gefallen; andere Abschnitte haben durch sine 
kleine Verschicbung bessere Anordnung erhalten; das abgekürzte Rechnen 
mit Decimalbrüchen ist ausfiihrlieher behandelt worden. - MCge das 
durchaus bewahrte Buch auch weiterhin günstige Aufnahme und Verbreitung 
finden. F. SCH~TTE.  

Die wichtigeren Dreiecksaufgaben ans  d e r  ebenen Triganometrie. F ü r  
den Schulgebrauch und zum Selbstudium zusammengestellt und auf- 
gelEst von WALDI~~MAR MADEL. Berlin 1892. Verlag von Max Rüger. 
64 S. Preis broch. 1 Mk. 80 Pf. 

Vorliegende Sammlung enthalt 305 Dreiecksaufgaben, geordnet nach 
den gcgebcncn Stücken und der Schwierigkcit nebst dcren Losungen, und 
verfolgt den Zweck, den Schülern eine Anleitung zu geben, wie sie bei 
der Auflosung derartiger Aufgaben zu verfahren haben. Die LCsungen sind 
jedoch so f 1 o t  t s c i z z i r  t ,  dass die selbstandige Arbeit des Schiilers 
nicht tiberflüssig wird. Bei ihnen ist die hochst beachtenswerthe Methode 
befolgt, gegen die Schiller oft fehlen, d m  z u e r s t  die Winkel. und d m n  
die Seiten des Dreieckes berechnet werden. Dadurch, und indem die 
Formeln für die h a l b e n  Winkel bevorzugt wurden, is t  der Verfasser fast 
irumer zu eleganten, j a  man kann sageri den elegantesten Losungen ge- 
langt. Unter den gegebenen Stücken liisst Verfasser die Mittellinien und 
Winkclhalbirer nicht auftreten, wohl mit Absicht; dagcgen sind viele hikhst 
interessante Aufgaben vorhanden, in denen die Radien der drei angeschrie- 
benen Kreise vorkommen, und die oft zu sehr hübschen Losmgen füliren. 

F. S c n ü ~ ~ e .  

Lehrbuch der  Elementar  - Geometrie. Von Dr. E. GLINZER , Lehrer der 
allgemeinen Gewerbeschule und der Schule für  Bauhandwerker in 
Hamburg. Zweiter Theil: S t e  r e  orne t r i e .  Mit 142 Figuren und 
einer Sarnmlung von 260 Aufgaben. Zwcito vermehrto und ver- 
besserte Auflage. Dresden 1892. Verlag von Gerhard Kühtmann. 
148 S. Prois geh. 2 hfk. 80 Pf. 

Die frühere Auflage und der erste Theil dieses Lehrbuches sind schon 
in dieser Zeitschrift sehr anerkennend besprochen worden. Hervorgehoben 
wurde die p r k i s e  Uarstellung, der Geist einer gesunden Praxis, der wie 
ein belebender Hauch empfunden wird,  die Schonheit der Aufgaben, die vor- 
zügliche Ausstnttung. Diese neue Auflage ha t  nur wenige Verlnderungen 
erfahren: Kleine ZusXtze und Verbesserungen wurden aufgenommen; die 
Zahl der Aufgaben ist etwas erweitert und zwar durch solche, die den 
praktischen Gewerben entnommen sind, und einigen ist die AuflGsung bei- 
gefügt; einige ~ i ~ u i e n  sind neu erstanden; die Hinweisungen sind mit der 
neuen Auflage der Planimetrie in Einklang gebrltcht; die Rechtschreibung ist 
die neue geworden; endlich ist das Format vergrossert worden. Moge das 
Uuch auch weiterhin wohlwollende Aufnahme finden! F. S C A ~ T T E .  

II%.-lit. Abth. d. Zoitschr. f. Math. n. Phys. 39. Jahrg. 1894.6. Haf t .  17 
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Leitfaden für  den stereometrischen Unter r ich t  a n  Realschulen von 
Dr. HERMANN WEHXER, Lehrer an der stadtischen Realschule zu 
Plauen i. V. Mit zablreichen in den Text gedruckten E'iguren. 
Leipzig 1892. Druck und Verlag von B. G. Teubner. 54 S. 

Der vorliegende Leitfiadcn soll ein Hilfsmittel für den stereometrischen 
Unterricht in den ersten Klassen einer Realschule sein, da die meisten 
Lehrhücher der Stereometrie, für Gymnasien und Oberrealschulcn ge- 
schrieben, den Stoff in  zu grossem Umfange und in zu schwieriger Forni 
liefern. Daher is t  hier der ganze Lehrstoff auf 39 Seiten, der Uebungs- 
stoff auf 14 Seiten zusarnmengedriingt. Dabei ist es dem Verfasser 
gelungen, doch ein abgerundetes Ganze zu liefern, so dass er nicht 
nBruchstüekc eiilem grosseren TIauwerk entlehntY vorführt,  sondern ,ein 
kleines, htibsches Gebaude, dass mit geringen Mitteln errichtet istu. 
Dies gelang durch kurze, klare Fassung, durch Ausscheidung alles tiber- 
flüssigen Stoffes, durch Beschrinkung der Korperlehre auf die einfaehsten 
Eigenschaften und, worauf es hauptsachlich hinaus soll, auf die Berechnung 
der Oberflache und des Inhaltes. Die Reweise sind einfach, wenn auch, 
wie der Verfasser selbst gesteht, nicht immer strenge. So stützt sich die 
Inhaltsberechnung meist auf den C a v a  11 i e r  i 'schen Satz. Die Angabe auf 
dem Tite1 ,mit z a  h l r e i c  h e  n FigurenU is t  etwas Reklnrne, im Ucbrigcn 
ist aber die Ausstattung, der Druck etc. hervorragend schon. 

F. SCUÜTTE. 

Lehrbuch der  elementaren Geometrie für Gymnasien und Realschulen 
bearbeitet von F. J. BROCIHANN, vorm. ~ b e r l e h r e r  am konigl. Gym- 
nasium zu Cleve. Zweiter Theil: Die Stereometrie. Zweite, revidirte 
Auflage mit 84 Figuren in Holzschnitt. Leipzig 1892. Druck und 
Verlag von B. G. Teubner. 144 S. Preis kart. 1 Mk. 80 Pf. 

Inhalt und Einrichtung diesos Wcrkes weichen von der iiblichcn Dar- 
stellung kaum a b ,  so d a s ~  hierüber nicht vie1 zu sagen wiire. Das Schluss- 
lrapitel hildet eine systematische Zusarnrnenstellung von Uebungslehrslitzen 
und Aufgaben, theils mit Losung, theils mit Andeutung zur Losung. 
Diese neue zweite Auflape unterscheidet sich von der 1874 erschienenen 
orstcn nur  wenig ,,da - wie die Vorrede selbst sagt - diesclbe in  An- 
ordnung des Stoffes und im Vortrage desselben nach dem tibereinstimmen- 
den Urtheil der Presse von den verschiedensten Seiten als im Ganzen 
richtig und bewiihrt gelten darfu. Hinzugefügt kt ,  wir wollen es lobend an- 
erkennen, die Theorie der Sternpolyeder, was wegen des htichst interessanten 
Stoffes und der innigen Xeziehung zu den gewohnlichen Polyedern hin- 
reichend begründet ist. Der Verfasser musste aber ,  da  wohl wenige 
Anstalten sich eines Modelles dieser Ktirper erfreuen, Zeichnungen der 
Sternpolyeder beigeben, denn nach den gogebcnen Besühreibungen konnen 
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die Schüler sich keine Vorstellung von ihnen machen. Die Orthogonal- 
projectionen der Sternpolyeder sind nicht schwer zu zeichnen. Allerdings 
scheint nach den in vorliegendem Buche vorhandenen Proben das richtige 
Entwerfen stereometrischer Figuren nicht eine starke Seite des Herrn Ver- 
ktssers zu sein. Die Figuren sind ntimlich ohne ein erkennbares Princip 
gezeichnet , man weiss nicht ob Orthogonal-, Parallel- oder Central- 
projection angewandt ist. Zwar die einfacheren Figuren verrathen dieses 
nicht, untersucht man aber die etwas complicirteren Figuren, so findet 
man die merkwiirdigsten Widersprüche mit den einfachsten Gesetzen der 
darst,cllcndcn Geometrie. Gleich die Fig. 1 ist fehlerhaft, indem Linien, 
die nothwendig parallel sein müssten, convergent gezeichnet sind. Bei der 
hochst einfachen Zeichnung eines regulëren Tetraeders oder Oktaeders 
mird ausser Acht gelassen, dass Linien, die gegcn die Projectionsebene ge- 
ueigt sind, sich verkürzen, und nun erst die Zeichnung des Ikosaeders und 
Dodctkaeders! Gernc wollen wir zugestehcn, dass im Ucbrigcn die Pigiireu 
recht sauber ausgeführt sind und z. B. nicht den Pehler vieler anderer 
Lehrhücher zeigen, dass statt  einer Ellipse ein aus Kreisbogen gebildetes 
Zweieck erscheint. Wann wird doch dieser Fehler aus den Lehrbüchern endlich 
verschwinden? Wie mag einer, der Stereometrie lehren will und sich 
sogar xur Hcrausgabe eincs Lehrbuchcs versteigt, s o  gegen einen der 
wichtigsten Zweige dieser Wissenschaft sich versündigen. Sollte den Heraus- 
gebern die Perspective unbekannt sein?? P. SCH~TTE. 

Lehrbuch d e r  ebenen Geometrie fiir hohore Schulen. Von H. BENSEMANN, 
Gpmnasiallehrer in  Cothen. Dessau 1892. Verlag von Paul Baumann. 
118 S. Preis 1 Mk. 60 Pf. 

Eine glückliche Verschmelzung der alt  hergebrachten Form mit der 
den Unt,erricht so sehr belebenden heuristisch-analytischen Lehrform ist 
es vor Allem, was dieses Lehrbuch vor vielen anderen vortheilhaft unter- 
scheidet. Beziehungen an den Figuren und Sëtze werden erst dann unter- 
sucht, nachdem gezeigt i s t ,  dass jene Beziehungen und derartige Figuren 
auch wirklich construirt werden konnen. Eine Constructionsaufgabe bildet also 
das Fundament; die durch Construction an der Figur hergestellten Eigen- 
schaften bildcn die Voraussetziing; die Behauptung wird durch eine Prage 
ersetzt, die Frage wird untersucht und als Ergebniss der Untersuchung 
erschcint am Schlussc dcr Lehrsatz. Ein zweiter Vorzug, durch den dieses 
Btichlein sich ebenfalls vor anderen auszeichnet, und der sozusagen als 
Folge des erstgenannten sich ergiebt, ist die richtiga Darstellung der 
Parallelen-'i'heorie Wiihrend Viele als parallel solche Geraden definiren, 
die sich nie schneiden, o h n e  n a c h z u w e i s e n ,  d a s s  e s  a u c h  s o l c h e  
G c r a d e n  g i o b t ,  wird hier zunzchst der Satz von der Winkelsumrne des 
Dreiecks vorgenommen. Ers t  spater bei der Lehre vom Viereck erscheinen 

17 * 
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die Sütze tiber Parallele. Sehr zweckmassig beginnt iinser Büchlein mit 
einem Vorcursus, worin die einfachsten Constructionsaiifgaben rein praktisch, 
z. B. die Winkeltheilung mittelst des Transporteurs, gelost werden; dann 
folgt zunachst das gleichschenkelige, d a m  das ungleichseitige Dreieck. 
Lobend hervorgehoben zu werden verdient das Kapitel ,Zusammenhang 
zwischen Planimetrie und ArithmetikY, sowie die Kreisberechnnng, wo das 
Verfahren x zu berechnen sich durch Einfachheit und Ktirze auszeichnet. 
Knappe und klare Darstellung, die überall das wirklich brauchbare und 
namentlich das für  Aufgaben Wichtige heraushebt, zeichnet anch das ganze 
Büchlein aus. Die reichlich beigegebeuen Figusen sind sauber, Druck und 
Papier gut. B. S C E ~ T T E .  

Ebene Geometrie, Lehrbuch mit systematisch geordneter Aufgabensammlung 
für Schulen und zum Selbststudium. Von Dr. GEORG RECKNAGEL, 
Professor der Mathematik und Physik am konigl. llealgymnasium au 
Augsburg. Vierte verbesserte Auflage. Mtinchen 1892. Verlag von 
Theodor Aekermann. 214 S. 

Wahrend man auf alleu Gebieten, so auch in der Mathematik sich 
bemüht , die unnothigen Fremdwh-ter auszumerzen , scheint der Verfasser 
dieses Lehrbuches die entgegengesetzte Richtung zu vertreten. F ü r  den- 
sslben Regriff braucht er z. R. auf Seitc 46 die Wortc Vieleck, T A - E c k ,  und 
Polygon, um spater das letatere zu bevoraugen; den Umfang einer Figur 
nennt er Perimeter, fü r  umfangsgleich gebraucht e r  i s O p e r i m e t  r i s c h. 
Dicscs herrliche Wort  gcfüllt ihm so sehr, dass er sogar isoperimetrisühe 
Satze kennt und diesen ein besonderes Kapitel widmet. Den Kreisumfang 
dagegen nennt er wie andere Sterbliche auch Peripherie, und die Lehre 
vom Kreise Cyklometrie. Langenstücke heissen bei ihm Dimensionen. 
Haufig kommt es vor , dass auf derselben Seite, ja i n  d e  m s e l  b e  n Satze 
für ein und denselben Ecgriff verschiedene Ausdrüeke gebraucht werden, 
so Basis und Grundlinie, Radius und IIalbmesser, Rhombus und Raute. 
Der Umfang des Lehrstoffes ist ungemein reich bemessen und die Aus- 
führungen oft sehr urnstandlich; vieles ist sowohl für  den theoretischen 
Aufbau, als auch für die L6sung von Aufgaben überflüssig. Als verfehlt 
müssen wir den Versuch ansehen, zu Anfang die geometrischcn Gruud- 
begriffe anders als auf rein praktischem Wege, durch philosophische Aus- 
einandersetzungen zu erlautern. Was die Anordnimg des Stoffes angeht, 
so sollten die Aufgaben und die neu hinaugekommeuen Theile aus der 
neueren Geometrie nicht beliebig als Anhang irgendwo hingestellt, sondern 
organisch mit dem Uebrigen verknüpft werden. Die Anleitung zur Auf- 
losnng von Aufgaben steht nicht auf der H6he der Zeit. Der Druck ist 
nicht frei von Felilern, namentlich ist die neue Rechtschreibung nicht 
gleichmissig befolgt. Die Figuren sind sparlich. F. SCB~TTE. 
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Leitfaden der Elementar - Mathematik. Iierausgegeben von Professor Dr. 
R. LIEBER, Oberlehrer am Friedrich - Wilhclm - Realgymnasium su 
Stettin und F. VON L ~ H M A N N ,  Oberlehrer am Gymnasium i n  Konigs- 
berg in der Neumark. Berlin 1892. Verlag von Leonh. Simion. 
Erster Theil : P l a n i  m e t r i  0. Mit sioben Figurentafeln. Achte Auflage. 
124 S. 8'. Preis 1 Mk. 80 Pf. Dritter Theil: Ebene T r i g  o n  o m  e t r i  e l  
S t e r e  O m e  t r i e ,  Spharische Trigonometrie. Mit drei Figurentafeln. 
Sechste Auflage. Preis 1 Mk. 50 Pf. 

Beide Theile haben in diesen neuen Auflagen wesentliche Erweiterungen 
erfahren. In den ersten Theil sind entsprecliend den neuen Lehrplanen 
der. Coordinatenbegriff und einige Grundlehren von den Kegelschnitten auf- 
genommen und dementsprechend ist eine siebente lithographirte Tafel hinten 
beigefügt. Nach Inhal t ,  Umfang und Darstellung weicht die hier gcgebene 
Erweiterung kaum von ahnlichen kleineren Arbeiten, die denselben Zweck 
verfolgen, ab. Der dritte Theil ist durch einen propadeutischen Unterricht 
in der Korperlehre vermehrt worden, und dafür ebenfallv eine dritte Tafel 
mit stereometrischen Figuren hinzugefiigt. Die beiden anderen Tafeln hatten 
auch wohl cinor Erncuerung bedurft, da  dio Figurcn auf ihnen mancherlei 
Fehler in  der Zeichnung aufweisen. Was nun die genannte Erweiterung 
betrifft, so sol1 sie ebenfalls den neuen Bestimmungen entsprechen, den 
Sohülern der Untersecunda bine Kenntniss der einfachsten ~ h - ~ e r b e r e c h n u b ~  
zu verschaffen. Daher tritt  die Berechnung der Oberflkhe und des Inhaltes 
der Korper in den Vordergrund. Die Bormeln sind aber nicht blos an- 
gegeben, sondern auch begründet und zwar theilweise mit Hilfe des Grund- 
satzes von C a v a  l l i e r i  (hier C a v a l e r i  genannt), wodurch z. B. der Inhalt 
der Pyramide (ohne die Berlegung des dreiseitigen Prismas) auf eine sehr 
hübsche Weise abgeleitet wird. F. S C H ~ T T E .  

H. SCHEFFLER, Beleuchtung und Beweis einee Satzes aus Legendre's 
Zahlentheorie. Leipzig 1893. Focrster. 40 S. 

TJ e g  e n  d r e hat in  seiner Zahlentheorie (Bd. II S. 76, 1830) einen 
sehr hemerkenswerthen Lehrsr~te ausgesprochen , fiir denselben aber einen 
Beweis geliefert, der offenbar unzureichend ist. Deshalb stellte die Parker  
Akademie der Wissenschaften für das Jahr  1858  die Preisaufgabe, 
L e g e n d r c ' s  Setz ftir die FXlle , wo er zutrLfe, streng zu beweisen. Der 
Satz lautet:  

1st eine Folge von k beliebigen ungeraden Primzahlen p l ,  . . . p ,  
gegeben, und versteht man unter ni das ite Glied in der natürlichen Reihe 
der Primzahlen 3 ,  5 ,  7, . . . , so giebt es unter z k - 1  aufeinander folgenden 
Gliedern einer arithmetischen Progression, wo Anfitngsglied und Differenz 
relativ prim sind, mindestens e i n e s ,  das durch keine der Primzahlen 
Pi ,  - . p k  theilbar ist. 
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Die Preisaufgabe fand drei Bearbeitungen, von denen aber keine des 
Preises würdig befunden wurde. Nur die Bearbeitung von Herrn D u p r é  
enthielt ein Besultat, das die Commission besonders hervorhob. 

Verfasser stellt sich die Aofgabe, diese Lbcke auszufüllen. E r  sucht 
den Beweis des L e g  e n  d r e'schen Satzes , nach dem Vorgange des franz6sischen 
Natliematikers, auf den Bcweis eines anderen zurückzuftihren. Dieser 
andere stellt sich als eine Erweiterung eines Satzes von T c  h e b i c h e f dar. 
T ch e b i c h c f ' s  Satz sagt aus , dass zwischen p und 2 p  - 2 mindestens e i n e 
Primzahl liegt ; und hieraus ergiebt sich zuniichst , wie Verfasser nacli- 
zuweisen sucht,  dass unter n k  aufeinander folgenden Gliedern der aritli- 
metischen Progression mindestens e i  n e s  existirt , welches durch keine 
der Primzahlen p l , .  . . pk theilbar ist. L e g e n d r e ' s  Theorem verlangt aber 
mehr;  es verlangt nach dem Verfasser den Reweis des Satzes, dass zwiechen 
p excl. und 2 p  + 1 incl. mindestens z w e i Primzahlen liegen, und das ist 
die Erganzung , welche T c h  e b i c h e f ' s  Satz erfghrt. Den Beweis hierfür 
führt Verfasser analog demjeuigen, welchen der russische Mathernatiker f ü r  
seinen Satz gegeben. 

Dicsen Hilfssatz hatte L e g e n d r e  , gestiitzt auf dessen Giltigkeit liei 
den ersten Primzahlen, als einen selbstverstlndlichen Grundsatz betrachtet. 

Ein dnhang  handelt noch von der ,,Sichtung der Zahlen nach ihrer Zu- 
sammensetzungU. -- - JAHNKE. 

G. SPECKMANN , Beitrage z u r  Zahlentheorie. Oldenburg 1893. Eschen und 
Fasting. 64 S. 

E s  sind eine Reihe kurzer Bemerkungen, unter denen die zweite durcli 
iliren Tite1 das besondere Interesse wachruft. Der Verfasser versuclit hier, 
auf drei Seiten, einen neuen Beweis für den zuerst von D i  r i c h l e  t lie- 
wiasenen Satz ,  dass jedo unendliche arithmetische Rcihe, in welcher Anfangs- 
glied und Differenz theilerfremde ganze Zahlen sind, iinendlich viele Prim- 
zahlen enthiilt. Indessen, es wird nur  gezeigt, dass jede Reihe der 
vorgeschriebenen Art  unendlich viele Zahlen der Form G l z  f 1 enthiilt. I u  
einer folgenden Notiz verspricht der Verfasser eine neue Losung eincs 
anderen viclumworbenen Problems zu gcben: die Anzahl dcr in der natür- 
lichen Zahlenreihe von I bis m enthaltenen Primzahlen zu bestimmen und 
diese Primzahlen selber zu ermitteln. Referent hat jedoch eine solche 
LGsung vergebens gesucht. JAHNKE. 

G. HEINITZ , Elementare Berechnnng der  Zahl p , welche den qnadratischen 
Res tcharak te r  bestimmt. Inaugural- Disciertation. GGttingen 1893. 

G a u  s s führt in seinem dritten Beweise fü r  das Recjprocitatsgesetz der 
quadratischen Reste eine Zahl y e in ,  die allein durch ihre Eigenschaft, 
gerade oder nngerade zu sein, den quadratischen Bestcharakter bestimmt. 
Eine genüue Bestiinmung des Werthes der Zahl p wird daselbst nicht ver- 
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sucht. Uaher ist G a u s s  genothigt, neben p eino zwcite analoge Zahl p' 

einzuführen. Letztere wird aber entbehrlich, sobald der Werth von p in  
, geschlossener Form vorliegt. Herrn Z e l l e r  verdaiikt man die ersten Regelu 

xur Hetrleitung dieses Werthes. Spater hat Herr S c  h e r i n g allgemeine 
Beziehungen aufgestellt, in denen die Z el ler ' schen als Specialfall enthalten 
sind. Die vorliegende Dissertation bietet eine elementare, auf blossem Ab- 
zahlen beruhende Berechnung des Werthes von y ,  wobei nur der Begriff 
der Congruenz vorausgesetzt wird. 

Wenn a2 ez q (mod p)  

gegeben is t ,  so besteht ein enger Zusamrnenhang dieser quadratischen Con- 
gruenz mit den linearen Congruenzen: 

7J- 1. 1 . q = c ( m o d p ) ,  1 = 1 ,  2,.------  
2 

p bezeichnet hier die Anzahl der negativen unter den Grossen c. Der 
Verfasser führt behufs der AbzLhlung eine neue Reihenfolge ein, indein er 
nicht wie G a u s s  nach dern Coefficienten von q ,  sondern nach den Werthen 
xiihlt, welche die Zahlen c erhalten. Wenn dann 

so besteht die Aufgabe darin,  die Anzahl der negativen Zahlen unter den 
bi aus den Werthen p und p zu berechnen. Die Losbarkeit dieser Auf- 
gabe beruht auf einer gewissen Gesetzm%ssigkeit, die sich in der Auf- 
einanderfolge der Vorzeichen der Coefficienten b herausstellt. 

Die Berechnung gilt ftir den P d ,  dass p und q positive u n g e r a d ~  
Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind. JAHNKE. 

J. BEBGBOHM , 1. Nene Rechnungsmethoden der  hoheren Mathematik,  
1891, 30 S. ; 2. Neue Integrationsmethoden auf  Grnnd der  Potenzial-, 
Logar i thmal -  u n d  Numeralrechnnng,  Stuttgart 1892, 58 S., Selbst- 
verlag; 3. Entwurf  einer  nenen Integralrechnnng auf  Grund d e r  
Potenzial - , Logari thmal  - nnd Numeralrechnung : 1. Die rationelen 
algcbraischen und die goniometrischen Integralo, 1892, 66 S. ; 
4. Entwurf  einer  neuen  Integralrechnnng anf Grnnd der  
Potenzial-,  Logari thmal-  und Numeralrechnnng : II. Die irrationalen, 
exponentiellen, logarithrnischen und cyklometrischen Integrale, Leipzig 
1893, 122 S. : B. G. Teuhner. 

Anlass zu Erweiterungen der Analysis liegt vor, wenn eine neue 
Rechnungsmethode .gefunden i s t ,  mit deren IIilfe sich eine Reihe neuer, viel- 
umworbener Probleme losen lasst, odcr mindestcns schon geloste Probleine 
eine überraschend einfache Losung finden. Diese Forderung ist auch an- 
gesichts der neuen Rechnungsarteri zu erheben, welche in  der ersten der 
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vorliegeriden Arbeiten zur Einftihrung in die Analysis vorgeschlagen werden: 
Es  sind die Immensalrechnung, wclchc die uncndlich grossen Gr8ssen, 
Lhnlich wie die Differentialrechnung die unendlich kleinen Grossen sum. 
Gegenstande hat , ferner die Potenzial-, Radical -, Logarithmal- und 
Nuineralrechnung, welche sich dem Verfasser durch Ausdehnung der 
Potenzen- und Logarithmenrechnung au€ die Analysis des Unendlichen ergeben. 

I n  der ersten Arbeit beschrankt sich der Verfasser darauf, dio wich- 
tigsten Formeln dieser Rechnungsmethoden zu entwickeln. 

Die drei folgenden Arbeiten sind einer Darlegung der Vortheile ge- 
widmet, welche sich aus den neuen Rechnungsmethoden für die Integral- 
rechnung ergeben sollen, ein Gebiet, das dem Verfasser ,,seit jeher als 
besonders reformbedtirftig erschienu. AIS Ziel schwebt dem Verfasser eine 
allgemeine Integrationsmethode vor , welche erlaubt , die Integrale unmittel- 
bar aus den Differentialen durch Rechnung abzuleiten, im Wesentlichen also 
eine rückwiirtv schreitende, eine negative Differentiation, wie sie schon 
mehrfach versucht worden k t ,  so zwar, dass ,,bei jedem Differential, welches 
der Integration in einom gcschlossenen Ausdruck f thig is t ,  diese Operation 
wirklich vol l~ogen,  bei jedem Differential dagegen , welches die Integration 
in einem geschlossenen Ausdruck nicht zulasst, der Grund dieser Unmog- 
lichkeit klar erkannt werden kannu. 

Wahrend sich die zweite Arbeit vornehmlich mit principiellen Frageu 
befasst, wird in der dritten nnd vierten Arbeit die Iutegrntionsmethode 
an zahlreichen Beispielen erlautert. Wenn sich auch Integrale finden, 
die theils neu, theils allgemeiner als sonst gefasst sind, so führt doch 
die neue Integrationsmethode schon bei den einfachsten Ueivpielen zu einer 
Weitl%ufigkeit der Entwickelungen, die es zweifelhaft erscheinen lassen, ob 
dieser neuo Kalktil geeignct is t ,  in  dcn Kanon der mathematischcn Erkenut- 
nisse aufgenommen zu werden. Zudem ware der Kachweis noch zu erbringen, 
dass die neuen Methoden den Zugang zu Problemen ermoglichen, welche den 
bisherigen Methoden unüberwindliche Schwierigkeiten darzubieten scheinen. 

JAHNKE. 
T,OTIIAE HEETTER, Einlei tung i n  die  Theorie d e r  l inearen Differential- 

gleichungen mit einer unabhangigen Variablen. Leipzig 1894. 
B. G. Teubner. 8'. XIV und 258 S. 

Trotzdem die Theorie der linearen Differentialgleichurigen nun schon 
seit geraumer Zeit in ihren Hauptzügen feststeht, existirte bisher kein in àie- 
s d h e  einführendcs Lchrbuch; dcnn C r a i g ' s  ,Treatise on Linear Diffcrentiai 
EquationsU giebt zwar eine Zusammenstellung der wichtigeren Theile des 
Naterials, verzichtet jedoch auf eine einheitliche Darstellung, wie sie gefordert 
werden muss. Es  ist daher mit Preuden zu begrüssen, dass diese wohl all- 
seitig empfundene Lücke in der mathematischen Literatur durch das vor- 
liegende Buch auspefüllt und,  wie wir gleich bernerken wollen , innerhalb 
der Grenzen, die sich der Verfasser gevteckt h a t ,  unseres Erachtens in vor- 
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trefflicher Weise ausgefüllt wird. Sein Buch, das nur zur Einftihrung in 
die genannte Theorie dionon soll, beschrhkt  sich im Wesontlichen daraiif, 
die allgemeinen Grundlagen derselben fur lineare Differentialgleichungen mit 
eindeutigen Coefficienten zu geben; diesen Stoff aber behandelt es in durch- 
%us selbstiindiger und pldagogisch sehr zwcckmiissiger Weise. 

I n  einer kurzen Einleitung wird Gegenstand und Ziel der Untersuchung 
genau bestimmt und für den ziisammenh&ngenden Bereich, in dem sarnmt- 
liche Coefficienten der Differentialgleichung 

poy(")+ p,ol("-')+.. . +P,-IY'+ P"Y = 0 
defiuirt sind, der Name ,,Gebiet der Differentialgleichung' eingeführt. Unter 
der beschriinkenden Annahme, dass die Coefficienten i n  diesem Gebiet end- 
liche, eindeutige und stetige analytische Functionen seien, werden alsdann 
die singularen Punkte der Uifferentialgleichung aus der Beschaffenheit der 
Coefficienten selbst definirt und,  je  nachdem sie dem Gebiet der Differential- 
gleichung sngehoren oder nicht, als ausserwesentlich und wesentlich singullire 
Punkte unterschieden. Doch zeigt sich bald, dass noch eine weitere, alle 
reguliiren* und singiiliiren Stellen umfassende Eintheilung in Stellen der Be- 
stimmtheit bezw. der Unbeatimmtheit nothwendig wird, je nachdem bei ihnen 
der Grad der determinirenden Gleichung gleich oder < PZ ist. Hiernach 
gliedert sich das Buch, ahgesehen von den letzten beiden Kapiteln, in  zwei 
Ilauptabschnitte, deren erster (Kap. 1- X) den Stellen der Bestimmtheit, 
deren zweiter (Kap. XI-XIII)  den Stellen der Unbestimmtheit gewidmet ist. 
Indem der Verfasser sofort a l l e  S t e l l c n  d e r  B e s t i m m t h c i t  in  Betracht 
zieht, gewinnt er einmal den Vortheil, für regulare Stellen keine besondere 
Untersuchung anstellen zu mtissen, dann aber wird durch die vorltiiifige ne-  
sehrankung auf diese Stellen allein dem Leser der Eiugang in die Theorie 
bedeutend erleichtert. 

Die e r s t e n  d r e i  Kapitel liefern den Beweis für die E x i s t e n z  e i n e s  
1 n t  e g r  a 1 S. Die Beschaffenheit der Coefficienten der Differentialgleichung 
rechtfertigt den Versuch, auch ein Integral bei einer beliebigen Stelle in  Form 
einer Potenzreihe anzusetzen. Um aber fü r  die Coefficienten dieser Reihe eine 
brauchbare Recursionsformel zu erhalten, xrluss vorausgesetzt werden, dass die 
betrachtete Stelle nicht wescntlich singular sei, und dass die zu bildende Rcihe 
sich bei ihr bestimmt verhalte, d. h. hochstens in Richtung der wachsenden 
Exponenten ins Unendliche gehe. Unter dieser Voraussetzung gelingt die 
fornale Herstellung der Integralreihe, und es zeigt sich zugleich, dass sie im 
F uc  h s'schen Sinne zu einer Wurzel der determinirenden Gleichung gehoren 
muss. - Der letztere Umstand ftihrt zu der vom Verfasser zum ersten Mal auf- 
geworfeneu Prage ,  wann auch umgekehrt zu einer Wurzel der determinirenden 
Gleichung eine Reiho geh6rt , die im z w e i  t c n  Kapitel beantwortet wird. Die 

* Die Beaeichnung ,,reguliirl' wird irnmer in dem von W e i e r s  t ras8 ein- 
geführten Siune gebraucht. 
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Wurzeln dieser Gleichung werden in bekannter Weise in  Gruppen eingetheilt 
und die gcsuchtcn Kritcricn in  dem Qcrschwindcn von sehr iibcrsichtlich ge- 
bildeten Determinanten gefunden, wobei auch alle in der Reihe millkürlich 
bleibenden Coefficienten bekannt werden. - Falls die betrachtete Stelle eine 
Stelle der Bestimmtheit i s t ,  geliugt fü ï  solche Keihen der Convergen~beweis, 
der die beiden F u c h s  'schen Beweise elegant in einen einzigen zusammen- 
ziclit und vcroinfacht. 

Nachdem so die Existenz von unendlich vielen Integralen nachgewiesen 
ist,  muss ermittelt werden, ob und welche Beeiehungen zwischen den- 
selben stattfinden (Kap. IV-VI). Dabei gelangt man zum Begriff und xu den 
Eigenschaften eines E ' u n d a m e n t a l s y s t e m s  v o n  I n t e g r a l e n .  Und da 
sich aiich die Integration einer nicht homogenen linearen Differentialgleicliung 
stets auf diejeuige einer homogenen zurtickführen la&, so ergiebt sich fiir 
a l l e  linearen Differentialgleichungen als nachstes Problem die Anfstellung 
eines Fundamentalsysteins. - P ü r  r c g u l B  r e Stellen erhalt man ein soluhes 
unmittelbar in Form von lz gewohnlichen Potenzreihen, wahrend die Frage, 
ob auch umgekehrt 11, linear unabhhngige regolare Integrale eine Stelle 
als regular charakterisiren, zur Betrachtung der s c  h e  i n  b a r  s i  n g  u l  a r  e n 
Punkte führt. - Wenn man nun aber für jede regulare Stelle ein Funda- 
mentttls~stem angeben kann,  so muss der Z u s a m m e n h a n g  z w i s c h e n  
z w e i  solchen F u n d a m e n  t a l s  y s t e m e n  festgestellt werden. Man findet 
ihn durch die aualytische Fortseteung der Integrale und kommt dabei zum 
Begriff des m o n o g e n e n  G e b i l d e s  d e r  I n t e g r a l f u n c t i o n  und aur 
Definition der G r u p p e  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g .  

Der Fortgang der Untersuchung führt zu den s i n g u l i i r e n  S t e l l e n  
d e r B e s  t i  m m t h e  i t (Eap. VII- X)  . in  deren Umgebung ein Fundamental- 
system nach der F u  c hs'schcn Mothode aufgestcllt und in G r  u p p  e n v o n  
1 n t  e g r a l  e n  eingetheilt wird. Die Bedingungen fiir den speciellen Fall, 
dass eine ganze Integralgruppe logarithmenfrei sei,  k6nnen direct dem 
zweiten Kapitel entnommen werden. Die Form der Umlaufsrelationen für 
ein solches Fundamentalsystem im allgerneinen Falle erhalt der Verfasser 
auf einfache Weise, indem er den Regriff des ,,Gch6rcns eincr Function zu 
einer Zahlu auf logarithmenbehaftete Integrale ausdehnt und weitergehend, 
als es bivher anderswo gesehehen, in folgender Weise definirt: das In tepa l  

Y =  Qo+ V 1 l o g x  + . S . +  ? C . ' a - i l ~ g O - ' ~  
(das der Verfasser als I n t e g r a l  c i t e r  S t u f e  bezeichnet) g e h o r t  b e i  x = 0  
z u  d e m  a n  y t e r  S t e l l c  s t e h e n d e n  E x p o n e n t e n  p, wenn ~ o x - Q ,  
&ix-e, .. . , q,-tx-Q gewohnliche Potenzreilien sind und das constante Qlied 
in qy_ix-Q von Null verschieden, in vyx-Q,  q y + l ~ - Q ,  . . . q,-1%-e aber 
gleich Null ist. - Der Verfasser nimmt dann im a c h t  e u  Kapitel die Unter- 
suchung der logarithmenbehafteten Integrale nochmals nach einer anderen 
Biethode auf ,  die sich eng an diejcnige der ersten Kapitel anschliesst, und 
findet für alle in y auftretenden Reihen q Recursionsformeln, die sich direct 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sus derjenigen für Integrale erster Stufe durch einen Differentiationsprocess 
herleiten lassen. E r  gelangt so unmittelbar zu den von F r  O b e n  i u s auf 
anderem Wege ermittelten Beziehungen zwischen den Eeihen eines lu te -  
grals cite* Stufe und zu den Bedlngungen dafür, dass die Differential- 
gleichung durch ein solches Integral befriedigt werde. Bus diesen Redingiingen 
ergiebt sich für das a l l g e  m e i n  s t e  Integral citer Stufe in einer Gruppe das 
iuteressante Resultat, dass in der Reihe q, desselben die Coefficienten 
derjenigen Potenzen von z willkürlich bleiben , welche Anfüngbpotenzen von 
Integralen erster Stufe sein konnen, in 9, die Coefficienten derj'enigen 
Potenzen von x ,  welche Anfangspotenzen der mit Iogz multiplicirten Reihe 
in Iutegralen zweiter Stufe sein konnen u. S. W. Hiernach ist es moglich, 
das a l l g e m e i n s t e  I n t e g r a l  e i n e r  G r u p p e  aufiustellen, und gewiss wird 
mancher Leser des Ruches bedauern, dass der Verfasscr darauf verzichtet hat, 
seine Untersuchungen in Analogie mit denjenigen des zweiten Kapitels noch 
weiter zu führen und die Frage zu beantworten, wann das einfachste zu einer 
bestimmten Wurzel der determinirenden Gleichung gehorige Integral von der 
zweiten bezw. dritten u. S. W. Stufe kt. - Die Aufstellung der U n  t e r g r  u p p e n , 
deren Definition, wie beilZiifig bemerkt werden mag,  bei ihrer Einführung 
nicht pracis genug gefasst ist ,  erfolgt nach J ü r g e n s  und wird dadurch 
praktisch ausführbar, dass da3 allgemeinste Integral einer Gruppe schon 
vorher bekannt ist. Aus den J ü r g e n s'schen werden die H a m b u r g e r  'schen 
Untergrappen hergeleitet und dann die Bedingungen dafür ungegeben , dass 
s&mmtliche Integrale einer Gruppe eine einzige Untergruppe bilden. - Don 
Abschluss der Untersuchungen über Stellen der Bestimmtheit bringt der 
eich durch die Ergebnisse des achten Kapitels sehr einfach gestaltende Be- 
weis des Fuchs 'schen Satzes, dass jede Stelle, an der eich s k ~ m t l i c h e  
Integrale bestimmt verhalten , eine Stelle der Bestimmtheit i s t ,  wodurch 
dieser Name nun seine volle Herechtigung erhLlt. 

Jetzt ers t ,  wo sich die Untersuchung den S t e l l e n  d e r  U n b e s t i m m t -  
h e i  t oder allgemeiner den innerhalb eines Kreisrings giltigen Integralen 
zuwendet (Kap. XI-XIII), erscheint die P u n d  a m e n  t a l  g l e i c  h u n g .  Ihre 
charakteristischen Eigenschaften werden aufgesucht und,  da sie sich für  
j e d  e Stelle bilden issst ,  wird für Stellen der Bestimmtheit ihre Ueziehung 
zur determinirenden Gleichung festgestellt , wobei sich sofort der Zusammen- 
haug der Gruppen und Untergruppen eines Fundamentalsysterns mit den 
Linear - und Elementartheilern der zugehorigen Fundamentalgleichung ergiebt. 
- Damit ist ein werthvoller Fingerzeig für die Folge gewonnen. Es zeigt 
biçh n h l i c h ,  dass für die Eintheilung der Integrale in Gruppen und Unter- 
gruppen bei einer beliebigen singularen Stelle die Fundamentalgleichung 
genau dassclbe leistet, was bei Stellen der Restimmtlieit die Recursionsforrnel 
und die determinirende Gleichung zu leisteii vermogen. Durch diese Aus- 
nützung der Fundamentalgleichung wird die Bestimmung der a n  a l y  t i s c h  e n  
G e s t a l t  d e r  i m  K r e i s r i n g  g i l t i g e n  I n t e g r a l e  wesentlich erleichtert, 
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und dies würde noch deutlicher hervortreten, wenn (S. 175) der Reweis, 
dass das Integral yi, mit y", in dieselbe Gruppc gehort,  nicht mit der stets 
Misstrauen erweckenden Wendung ,hierails folgert man leichtu übergangen, 
sondern wirklich ausgeftihrt worden wiire. - Die Frage, ob es auch an 
Stellen der Unbeatimmtheit sich bestimmt verhaltende Integrale geben konne, 
führt auf die Z e r 1 e g b a r  k e i t eines Differentialausdrucks und zu der B e  - 
d u c  t i b i 1 tii t bezw. 1 r r e d u c t i b i 1 i t a t einer linearen Differentialgleichuiig 
b e i  e i n e r  S t e l l e  in dem Sinne, wie diese durch die zweite Definition von 
F r o b e n i u s  erklart wird. Die Wahl  gerade dieser Definition ist hier be- 
rechtigt, wo es sich um die Untersuchung der Integrale in  der Umgebung 
der einzelnen Stellen handelt. Doeh hiitten die beiden anderen von F r o -  
b e n  i u s bezw. von K 6 n i g s b e r  g e r  herrührenden Definitionen der Irreducti- 
bilitët wenigstens kurz angegeben werden konnen. Mit dem Nachweis der 
Existenz irreductibler Differentialgleichungen schliesst dieser Abschnitt des 
Buches. 

Da u n e n d l i c h  g r o s s e  W e r t h e  d e r  u n a b h i i n g i g e n  V a r i a b l e n  
bisher ausser Betracht geblieben sind, werden diese noch der Untersuchung 

unterworfcn (Kap. XIV) und insofcrn originel1 bchandelt, als die durch x = 
1 
Z 

transformirte Differentialgleichung moglichst in  den Hintergrund gerückt ist 
und z. B. Recursionsformel und determinirende Gleichung für x = m direct 
aus der ursprünglichen Differentialgleichiing hergeleitet werden. Dadurch 
treten interessante Analogien zwischen den Formeln bei x = m und den- 
jenigen bei einer endlichen Stelle ans Licht. Noch deutlicher zeigen sich 
diese im f ü n f z e h n t e n  und letzten Kapitel, das für  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h n n g e n  m i t  r a t i o n a l e n  C o e f f i c i e n t e n  eine gemeinsame Re- 
cursionsformel bei x = O und x = W, sowie einen gemeinschaftlichen Algorith- 
mus für  die sich bei diesen beiden Stellen bestimmt verhaltenden Integrale 
erster Stufe aufstellt. Uieses Kapitel bringt dann die Hmpteigenschaften 
der D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  d e r  P u c h s ' s c h e n  K l a s s e ,  berührt kurz 
die Differentialgleichungen mit nur ~lgcbraischen Integralen und dcren 
Gruppeneigenschaft und schliesst mit der G a  u s s'schen als der allgemeiusten 
Differentialgleichung zweiter Ordnung dieser Klasse. D e  die letztere bereits in 
verschicdenen Kapiteln als Beispiel gedient hat - wie Iiberhaupt schr gut ge- 
wiihlte Deispiele fast jede Untersuchung erlautern -, sa ist  eine Zusammen- 
fassung und Vervollstandignng der für  sie gefundenen Resultate erwünscht. 
Ihre Jntegrale in der Umgebung der singularen Stellen werden deshalb fur alle 
moglichen Palle aufgestellt, wobei die Methoden des achten Kapitels deren 
vollsthdige explicite Angabe mittelst der Gauss 'schen und einer aus diescr 
leicht herzuleitenden Reihe gestatten. 

Um die Darstellung der Theorie selbst ohne Unterbrechung durchftihren 
zu k6nnen und dabei doeh keine Lücken su lassen, bringt der Verfasser alle 
Hilfssatze und Hilfsbetrachtungeu , soweit sie sich nicht in leicht zuganglichen 
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Büchern finden, in einem Anhang am Ende des Buches. Unter denselben 
verdient eine besondere Heachtung der strenge Beweis des von F u c h s  
siammenden, hier aber weiter ausgeführten Satzes, welcher den Exponenten, 
zu dem J q d x  gehort,  und die Stelle, an der er steht, bestimmt, wenn 

~ P = ' L / l " + ~ I l ~ g x + . . . + ~ ~ G 1 O g a x  

eine sich bestimmt verhaltende Function ist. 
Einige Ansstellungen , die wir ausser den schon gelegentlicb angeführten 

zu machen haben, mogen sich der vorstehenden Inhaltsangabe anschliesuen. 
Auf S. 57 dürfte die Bezeichnung ,,Hauptintegral%ls überflüssig und zu Miss- 
deutungen Anlass gebend zu streichen sein. Ferner müsste dort das ,Funda- 
mentalsystem von Integralen (?) einer nicht homogenen linearen Differential- 
gleichungU - ein Begriff, dessen Einführnng uns übrigens ebenfalls nicht 
nothwendig und nicht unbedenklioh erscheint - als aus einem beliebigen 
Integral derselben und einem Fundamentalsystem der zugehorigen reducirten 
Diffcrentialglcichnng bestehend ausdrücklich definirt werden. - I n  Artike143 
fehlt die für  spater (S. 153) wichtige Bemerkung, dass seine Betrachtungen 
auch Geltung behalten, wenn y,,, y,,, .. . y ~ n  und yoli  ya2, ... yan zwei be- 
liebige, i n  der Umgebung s i n  g u l  a r e r Punkte giltige Fundamentaisysteme 
sind. - Satz 5 und 6 irn Anhang ,,Zu Kapitel I V U  sollten erst im Anhnng 
,,Zu Kapitel V I I U  stehen, weil bei ihrem Beweis auf das siebente Kapitel ver- 
wiesen wird und sie auch erst in diesern zur Anwendung gelangen. -Rein tiusser- 
liche Verselien sind folgende zu l-ierichtigen: S. 15 Z. 10 ist zu lesen ,,A- > v ,  

wahrend für  1 < v u  statt  ,v > A ,  wiihrend fur v < Au, S. 15 Z. 15 überall ,kU 
statt ,su, S. 99 Z. 4 ,Art. 49' statt  ,Art. 4 g U ,  S. 100 Z. 11 ,Art. 50' statt  
,Art. 4Y '. 

Siimmtliche Ausstellungen sind, wie man sieht,  von geringem Belang, 
und ihre Ursache ist jedcsmal leicht zu bescitigen. Sie fallen gegentîber 
den grossen Vorzügen des Buches nicht ins Gewicht. Um von seinen Vor- 
zügen ein moglichst anschauliches Bild zu geben, haben wir über seinen 
Inhalt so ausführlich und in derjenigen Anordnung, die der Verfasser für 
ihn gewahlt hat ,  berichtet. Wir hoffen gezeigt zu haben, wie es seinen Stoff 
rach einem consequent durchgeführten Plan orgmisch entwickelt, und in 
welchen Punkten es an Methoden oder Resultaten Neues l~ietet.  Das durch- 
weg klar und friseh geschriebene Buch besitzt auch die in padagogischer 
Hinsicht nicht hoch genug anzuschlagende Eigenschaft: welches Kapitel man 
auch aufschlagen mag,  man ist stets sofort dartiber orientirt, woraiif die 
g:me Untersuchung, zu welcher der gerade behandelte Gegenstand gehort, 
abzielt, und wie weit man in ihr  bereits gelangt ist. Fügen wir noch hinzu, 
dass ein ausführliches ,Register der angewandten Bezeichnungenu und ein 
Inhaltsverzeichnies, das den Inhalt jedes einzelnen Artikels angiebt, das 
Bueh auch zum Nachschlagen sehr brauchbar macht, so bleibt uns nur  
übrig, ihm wegen aller dieser Eigenschaften einen recht grossen Leserkreis 
zu wüiisclien. . C. KOEHLER. 

-- --  -- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bibliographie 
vom 1. August bis 30. September 1894. 

Periodische Schriften. 

Abhnndlungcn der kaiser]. Leopo1d.- Carol. Akademie. Bd. 61 u. 62. Leipzig, 
Engelmann. 30 Mk. 

Sitzungsberichte der mathem. -naturw. Klasse der Akademie zu Wien. Abth. 118, 
3. - 5. IIeft. Wien , Tempsky. 2 Mk. 40 Pf. 

Nachrichten von der mathem. - p h p .  Klasse der Gottinger konigl. Gesellschaft 
der Wissenschaften 1894, Nr. 1 und 2. Gottingen, Dietrich. 5 Mk. 

Mathematische und naturwissenschaftliche Uerichte aus Unparn, redigirt 
von J. FROHLICH. 11. Bd. 2. Halfte. Budapest. Verlag der Unger. 
Akademie der Wissenschaften. 4 Mk. 

Verhandlungen der vnm 12.-18. Scptember 1893  in Genf abgchaltcnen 
Conferenz der Commission der internationalen Erdmessung. Redigirt 
von A. H~asca .  Berlin, G. Reimer. 6 Mk. 

Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft. 20. Jahrgaug. 2. Heft. 
Leipzig, Engelmann. 2 Mk. 

Die Fortsehrifte dcr Physik, dargestcllt von der physikalischen Gesellschrtft 
in Berlin. Jahrgang 44 (ftir das J a h r  18881, Abth. 2,  Physik des 
Aethers; von R. BORNSTEIN. Rraunsehweig, Vieweg. 30 Mk. 

Jahresbericht des bad. Centralbureaus für Meteorologie und Hydrographie. 
Jahrgang 1893. Karlsruhe, Braun. 6 Mk. 

Geschichte der Mathematik. 

OBBNI<AUCH, J. MONGE, als Begründer der darstellenden Geometrie. 2. Theil. 
Brtinn, Selbstverlag. 1 Mk. 

Reine Mathematik. 

WEIERSTRAS~,  K. ,  Mathematische Werke. Heransgegebeu von der konigi. 
prcuss. Akademie der Wisscnschaften. 1. Ud. Abhandlungen. Berlin, 
Mayer & Müller. 21 Mk. 

GRASSMANN'S , H. , Gesammelte Wcrke. Hcrausgegeben von der konigl. s&chs. 
Gesellschaft der Wissenschaften. 1. Ud. 1. Theil. Die Ausdehnungslehre 
und die geornetrische Analyse. Herausgegeben von E. S T ~ D Y  und 
F. ENGEL. Leipzig, E. G. Seubncr. 12 M k .  

GLAUNER, TH., Ueber den Verlauf von Potentialfunctionen im Raume 
(Dissertation). Gottingen und Leipzig, Fock. 1 Mk. 20 Pf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



STROH , E., Theorie der Combinanten algebraischer Formen (Programm). 
München, Kcllerer. 1 Mk. 

STEINITZ, E . ,  Ueber die Construction der Configurationen n3 (Dissertation). 
Breslau (Leipzig, Kahler). 1 Mk. 

SEEGER, H., Leitfaden für den arithmetisühen Untcrricht in  der Prima 
einer neunkl. Realschule. Wismar, IIinstorff. 2 Mk. 

BUSSLER , F., Mathernatisches Uebungsbuch für h6here Lehranstalten. 
Dresden , Ehlermann. 2 Mk. 40 Pf. 

H O L Z M ~ L L E R  , G., Methodisches Lehrbuch der Elementarrnathematik. 2. Theil 
f ü r  die drei Obcrklasscn d. h6h. Lehranstalt. Leipzig, B. G.Teubner. 3Mk.  

SCHWERING. K. und KRIMPHOFF , W., Anfangsgründe der ebenen Geometrie. 
Freiburg i. B., Herder. 1 Mk. 80 Pf. 

KONIG , M., Die geometrisühe Theilung des Winkels. Berlin, Siemens. 2 Mk. 
REISHAUS, T a . ,  Zur Parallelenfrage. 13eweis des Parallelensatzes etc. ohne 

Hilfe eines zweifelhaften Axioms. Stralsund, Rremer. 1 Mk. 

Angewsndte Mathematik. 

Coordinaten und H6hen sammtlicher von der trigon. Landesaufnahme be- 
stimmten Punkte des Reg. - B a .  Frankfurt. Berlin, Mittler. 2 Mk. 

PI~ESTON, S. ,  Ueber das gegenseitige Verhtiltniss einiger zur dynaniischcn 
Erklarung der Gravitation aufgeetellten Hypothesen (Dissertation). 
Leipzig, Pock. 80 Pf. 

SCIILEM~LLEB , W., Die Fortpflanzungs - Geschwindigkeit des Sclialles in 
einem theoretischen Gase nach der dynamischen Gastheorie. Prag, 
I)ominicus. 50 Pf. 

Physik und  Meteorologie. 

KUNDT, A . ,  Gediichtnissrede auf W. v. Bezold. Leipzig, Barth. 60 Pf. 
HERTZ, H., Gesammelte Werke. 3. Bd. Die Principien der Mechanik. 

Herausgegeben von P. LENARD, mit Vorwort von H. v. HELMHOLTZ. 
Leipzig, Barth. 12 Mk. 

ANDERSSOHN, A . ,  Physikalischc Principien der Nnturlehre. Halle a. S., 
Schwetschke. 1 Mk. 60 Pf. 

GRIMSEHL , Die Vorgange beim elektrisclien Strome , veranschaulicht durch 
Flüssigkeitsstr6me (Progr.). Cuxhaven (Hamburg, Herold). i Mk. 50 Pf. 

NIEMOLLEIL, F., Apparate und Versuche für physikalische Scliülerübungen. 
Osnabrück, Lückcrdt. Y0 Pf. 

Handbuch der Physik. 22. Lieferung. Breslau, Trewendt. 3 Mk. 60 Pf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



bfathematisches Abhandlungsregistor. 

1893. 
Zmeite LIalfte: 1. Juli bis 31. December. 

A. 
Absolute Geometrie. 

173. Sur l a  geometrie non Euclidienne. G é r a r à .  N. ann. math.  Série 3 ,  XII, 7.1. 
Vcrgl. Geschichtc der Mathcmatik 253. 

Abzahlende Geometrie. 
174. On Balphen's characteristic vz in the theory of curves in space. C a  y ley.  

Crcllc CXI, 347. 
Analytische Geometrie der Ebene. 

175. Sur un système d e  coordonnées tangentielles. B a l i t r a n d .  N. ann. math. 
série 3 ,  XII, 256. 

176. Sur un système de coordonnées triangulaires. P. S o n d a t .  N. ann. math. 
Série 3 ,  XII, 360, 503. 

177. Sur une classe de transformations dans l e  triangle et  notamment sur certaine 
transformation quadratique birationelle. M. d '  0 ca, go e. N. aun. math. 
SBrie 4 ,  XII, 337. 

178. Sur une généralisation d'un théorème de Newton. P. De lens .  N. ann. math. 
Série 3 ,  XII,  407. 

17'3. Pur l'orientation des systèmes de droites. G. H u m b e r t .  N. ann. math. 
Série 3 ,  XU, 37, 129. 

180. I'ropriété d'une classe de courbes. W e i l l .  N. ann. math.  Série 3 ,  XII, 93. 
181. Sur les cubiques à point de  rebroussement. Ch. B i o c h e .  N. ann. niath. 

Sirie 3 ,  XII, 294. 
182. Sur l a  Kreuzcurvo. 11. B r o c a r d .  N. ann. math. Sarie 3 .  XLI. Exerï. 53. 
183. I'ropriétés du limaçon de  Pascal. J. - ~ e m a i r e .  N. ann. mat'h. Série 3 ,  XLI, 

Exerc. 33. 
184. Sur la strophoïde e t  l a  cissoïde. B a l i t  r a n d .  N. ann. math. Série 3 ,  XII ,  430. 
185. Sur les huit points de rencontre d'une cardioïtle avec un cercle J. L e m a i r e .  

N. ann. math. Série 3 ,  XII, Exerc. 35. 
1%. Sin un faixeau de cardioïdes ayant toutes même axe de symétrie e t  meme 

point de re~roussement.  J. L e m a i r e .  N. ann.math. Série 3 ,  Xi i ,  Exerc 34. 
Vcrgl. Kegelschuitte. Hrürrimung. 

Analytische Geornetrie des Ranmes. 
187. PropriétB des droites joignant le somrnêt d'un cône aux centres des sphères 

oscidatrices d'une trajectoire oblique des génératrices. E. ü e u t  y. N. a m .  
rnath. Série 3,  XLI, Exerc. 29. 

Vergl. Abzahlendc Geometrie. Cubatur. Oberfkchen, Oberfiiichen zweiter 
Ordnung. Sphirik.  Tetraeder. 

Astronomie. 
188. Nouvelles Recherches sur les séries employ6es dans les th6ories des planètes. 

H. Gy  l d e n .  Acta Math. XVII, 1. 
188. Expression complete e t  sigiiification véritable de l a  riutation initiale. E'. Fo l i e .  

Acta Math. XVI, 365. 
190. On the Theory of stellar scintillation. Lord R a y l e i g l i .  Fhil. Mag. Série 5, 

XXXVI, 1%. 
Vergi. Nautik. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Abhandlungsregister. 233 

Ansdehnnngslehre. 
Quelques théorèmes de mécanique et  l a  methode de Grassmann. E. C a r -  

v a l l o .  N. ann. math. Série 3,  XLt, 65. [Vergl. Bd. XXXVIiI, Nr. 289.1 

Sur une formule &nérale de l a  mesure des volumes. A. d e  S a i n  t - G e r m a i n. 
N. ann. math. Série 3, XII, 291. 

Determinanten. - 
Zwei Determinantensiitze. E. N e t  t o. Acta Math. XVII, 199. 
Ueber einige arithnietische Determinanten hoheren Ranges. L. G e g e n -  

b a  uer .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  CI, k26. 
Deber die Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix. K. T h. Va h l  en. 

Crelie LXII. 306. 
Sur les ddtermin&nts infinis e t  les Equations differentielles lineairea. H. v. Koch .  

Acta Math. XVI, 217. [Vergl. Bd. XXXV.U Nr. 307.1 

Differentialgleichnngen. 
Uebcr eine Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungeu auf 

die algehraischen Functionen. L. W. T h o m  4. Crelle CXLI, 165. [Vergl. 
Bd. XXXVII Nr. 45.1 

Ziir Theorie der linearen Differentialgleichungen mi t  rationalen Cocfficienten. 
P. S c h  a f h e i  t l i n .  Crelle CXI, 44. [Vergl. Bd. XXXVI Nr. 36.1 

Sur l a  gchération de  ~gs t èmes  récurrents a u  moyen d'une equation linéaire 
différentielle. S .  P i n c h e r l e .  Acta Math. XYI, 341. 

Ueber adjungirte lineare Differentialgleichiingen. G. P i c k .  Wiener Akad. 
Ber. (Abthlg. II a)  CI,  893. 

Ueber lineare hornogene Differentialgleichungen mit algebraischen Relationen 
zwischen den Fundamentalintegralen. ü. W a l l e n  b e r g .  Crelle CXI ,  89. 

Ueber die Roductibilitat linearcr homogener Differcntialgleichungen. M. H a m -  - 
b u r g e r .  Crelle CXl,  121. 

Lineare homogene Differentialgleichnngen mit  symmetrischer Integraldeter- 
minante. J. N. H a z x i d a k i a .  Crelle CXI, 316. 

Uober die Multialicatoren eines Svstems linearer h o m o ~ e n c r  Differential- 
gleictiungen.A G. v.  5: s c h  erich." W i e ~ r  Akad Ber. ( ~ b t h l  JIa) CI,  1222. 

Die Differentialbezirhungen für die eindeutigen doppel eriodiscf;én Functionen 
zweitcr bczw. dri t tcr  Art. E. J a h n k o .  Crelle 8x11, 265. 

Ueber die Reduction der Uifferentialgleichung der dlgemeineren 2'-Reihe. 
L. P o  c h h a  m m  er. Crelle CXII, 68. 

Ueber Transformationen von Differentialgleichungen. P. S t ii ck e 1. Crelle - - 
CXI, 290. 

Remaruues sur les éauations différentielles. E. P i c a r d .  Acta Math. XVII. 297. 
dy P,+Pi Y + p 2 y 2 + ~ d .  Uelier die Form des Integrals dtirDifferentialgleichung - = 

E. H a e n t z s c h e l .  Crelle CXII, 148. dx !Z'o '0 -t4i Y 
Ueber die sinoularen Losuneen de r  aleeliraiachen Differentialeleichuneen 

crster Ordiung. M. ~ a m b  u r g e r .  '~rel!e CXlI, 205. 
u 

Ueber die Irreduütibilitit der algebraischen partiellen Uifferentialgleichungs- 
systeme. L. K o n i g s b e r g e r .  Crelle CS1, 1. 

Satz von der Erhaltung der algebraischen Beziehung zwischen den Integralen 
verschicdener algebraischer r t i e l l e r  Differentiülgleichunga - Systeme. 
L K ü n i g s b e r g e r .  Crelle C 1, 156. 

L'eber die ConvergenzLereiche der Integrale partieller Differentialgleichungen. 
L. K o n i g a b e r g e r .  Crelle CXLI, 181. 

Vergl. Determinanten 196. 

214. Ueber die Differcntialquoticnten vonFunctionen mehrerer Varjabeln. l3 C z u  b er.  
Wiener Akad. Ber. (Abthlg. Ha) CI, 1417. 

Dreiecksgeometrie. 
216. Sur la transformation continiie. E m. L e  moine .  N. ann. math. Série 3, XII, 20. 

ïiist. . l i t  bbth a. Zeitschr E. Math. o. Pligs. 39. Julirg. 1894. 6. Heft 18 
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E. 
Elasticitat. 

216. On the  elasticity of a crystal according to  Boscovich. Lord Ke lv in .  Phil. 
Mag. Serie 5, XXXVI, 414. 

217. On the finite bending of thin shells. A. B. B a s s e t .  Phil. Mag. serie 5, 
XXXV, 496. 

Elektricitat. 
218. Ueber das Gleichgewicht der Elektricitat auf einer Scheibe und einem Ellipsoid. 

J. S t e f a n .  Wierier Akad. Ber. (Abthlg. ii a) CI, 1583. 
219. On the  differential equation of electrical flow. T. H. B l a k e s l e y .  Phil. Mag. 

Serie 5 ,  XXXV, 419. 
220. On a modification oFMaxwell'ii electrical theory. A lex .  Mo. A u l a y .  Phil. Mag. 

Serie 5,  XXXVI, 175. 
221. On the theory of Pyro-electricity and Piezo-electricity. Lord K e l v i n .  Phil. 

Mag. Serie 5 ,  XXXVI, 453. 

Ellipse. 
222. Propriété d e  l'ellipse. E. N. B a r i s i e n .  N. a m .  math. Série 3 ,  XII, Exerc. 62. 

Vergl. Maxima und Minima. Normalen 308. Oberfiachen ewciter Ordnung3?3. 

Ellipsoid. 
223. Solution par  l a  géométrie vectorielle de quelques problèmes sur l'ellipsoïde. 

E. G e n t y .  N. ann. math. Série 3 ,  XII ,  99. 
Vergl. Elektricitat 218. 

Elliptische Transcendenten. 
224. Zur Auflosung der lemniskatischen Theilungsgleichungen. K. S C  h w  e r i n g .  

Crclie CXi, 170. CXiI,  37. 

F. 
Formen. 

225. Ueber terniire d e h i t e  Formen. D. H i l b e r t .  Acta Math. XVIi, 169. 
226. Nachtrag zu einer früheren Abhandlung über ternare Formen. A. Meyer .  

Crelle CXII, 87. [Vergl. Bd. XXXI Nr. 6'2.1 
227. Siir le discriminant des formes cubiques ternaires. S. M a n  g e o t .  N. a m .  

math. SBrie 3 ,  XLI, 4-21. 
Fnnctionen. 

228. Ueber die Darsbllung der ganzen algebraischen Functionen einer Variablen 
durch ein Fundamentalsystem. K. I I e n s e l .  Crelle CXI, 139. 

229. Zur Theorie der eindeutigen analytiachen Functionen. P. S t ii c k e 1. Crelle 
CXII, 262. 

230. Ueber algebraische Gleichungen zwischen eindeutigen Functionen, welche 
lineare Substitutioneu in sich gestatten. P. S t a c  ke l .  Crelle CXII, 287. 

231. Ueber Systeme von Functionen reeller Variabeln. P. S t a c  k e 1. Crelle CXII , 311. 
232. Entwicklungen zur Transformation fünfter und siebenter Orduung einiger 

sperieller automorpher Functionen. IL. F r i c k ~ .  Acta Math. XVII, 316. 
233. Application du calcul des résidus. E A m  i g u e  S. K. ann. math. S6rie 3, 

XII, 142. 
234. Sur l'introduction des nombres négatifs. M. F o u c h é .  N. anu. math. Série 3, 

XII ,  164. - Luc .  L e v  y ibid. 225. 
235. lieconnaitre si un polynome à plusieurs variables peut  être décomposb en 

facteurs entiers. H. L a u r e n t .  N. aun. math. Série 3 ,  XII, 315. 
236. Ueber einen algebraischen Satz. F. M e r t  e n  a. Wiener Akad. Ber. (Abthlg. Ii a) 

CI, 1660. 
Vergl. Determinanten. Differentialgleichungen. iMerentialquotient. Ellip- 

tische Transcendenten. E'ormen. Gleichiingen. Invarianten. Modul- 
fuuction. Reihen. Substitutionen. Thetafunctionen. Umkehrproblem. 
Zahlentheorie. 

61. 
Geometrie (descriptive). 

237. Zur constructiven Theorïe der windschiefen Regelflachen mit zwei Leitgeraden 
und einem Leitkegelschnitt. H. D r  a s  c h. Wiener Akad. Ber. (Abthlg. II a) 
c i ,  171. 
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Sur les coneruences de  droites e t  la courbure des surfaces. FI. Ader .  N. ann. 
math. Série 3, XE,  484. 

Ueber die Ieophoten einer FlLche bei centraler Beleuchtung. E m.  W a e l  a c h. 
Wiener Akad. Ber. (Abthlg. Il a) CI, 79. - . .  

Vergl. Kriimrnung Nr. 283. 
Qeometrie Wohere). 

Die Punktsysteme auf der Geraden und ihre Anwendung zur Erzeugung der 
aleebraischen ebenen Curven. R. S c h  u m  a c h e r .  Crelle CXI. 254. ~ - 

# - - -  
[V"eg1.~~d.  XXXVIIL Nr. 370.1 

Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener Sgsteme. G. H a u c k .  Crelle 
CXI, 207. [Vergl. Bd. XXXVIl Nr. 99.1 

Ueber Vervollstindigung von Involutionen auf Tragcrn vom Geschlechte 1 
und über Steiner'sche Polvaone. Em. W e v r .  Wiener Akad. Ber. " - 
(Abthle. H a \  CI. 1457. 1695. 

~ e b &  abgeïiitete J";-, auf Sragern vom Geschlechte 1. E m. We y r. Wiener 
Akad. Ber. (Abthlg. D a )  C I ,  1506. 

Isodynamische und metaharrnonischs Gebilde. J. d e  V r i e s .  Wiener Akad. 
Ber. (Abthlg. I I a )  CI, 66. 

Bemerkungeu zu der Abhandlung von H. S c h r o  t e r .  Die Hesse'sche Con- 
figuration ( i2, ,  16,). E .Hess .  Crcllc CXI, 63. [Vergl. Bd. XXXVII Nr. 112.1 

Sur un mode de génération des courbes anallaymatiques. J. H é v e i l l e .  N. ann. 
math. Série 3, XII, 180. 

Propriété des 9 points d'inflexion d'une cubique. Juc l .  N. anu. mnth. Série 3, 
-XI I ,  Exerc.-IO. 

Des figures homoth6tiqnes qui on t  une droite homologno commune e t  dont 
une courbe pasle par un point fixe. J. R é v e i l l e .  N. ann. math. 
%rie 3 ,  XE, 185. 

Des figures semblablement variables ayant un centre permanent de similitude, 
e t  dont une courbe passe par un point fixe. J. R é v e i l l e .  N. aun. math. 
Série 3, XII, 277. 

Les points a ,  b ,  c e t  a, ,  b , ,  c, faisant partie de  deox divisions hornographiques, 
les cgclea de  même sens construits sur au,, b b , .  cci comme diamètres 
seront 'tous touchés par un même cycle. J u e l .  N. anu. math.  Série 3, 
XiI, Excrc. 17. 

Sur neuf droites concourantes eonatruites au moyen de trois triangles homo- 
logiques par  rapport  à un axe. R,. S o n d a t .  N. ann. math.  Série 3, 
XII ,  Exerc. 40. 

Vergl. Absolute Geometrie. Kegelschnitte. Nehrdimensionale Geometric. 

Geschichte der Mathematik. 
Der Kalender dcr Babylonicr. E d. M a  h l  e r .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. IIa) 

CI, 337, 1655. 
N. J. Lobatcheffsky. A .  W a a s i l i e f f .  N. anu. math. SBrie 3, XII, 188. 
A u  sujet d'un livre récent sur Auguste Comte. Jos. B e r t r a n d .  N. ann. 

math. Serie 3,  XII, 152. 
Ueber eine Methode xur numerischen Umkehrung gewisser Transcendenten. 

Th .  L o  h n s  t e  in .  Acta Math. XVI, 141. [Vergl. Bd. XXXVII  Nr. 367.1 
Sophie Kovalevsky, notice biographique. G. M i t t a g - L o f f l e r .  Acta Math. 

XVI, 385. 
Vergl. Warmelehre 350. 

Gleichnngen. 
Der Fundamentalsatz der Algebra. F M e r t e n s .  Wiener Aknd. Ber. (Abthlg. II a) 

CI. 416. , 
Démonstration du théorème de d'Alembert. E. J a b  10 nsk i .  N. ann. math. 

Série 3 ,  XII ,  301. 
Siir les fonctions symétriques. W o r  o n t z o  f f. N. ann. math. Série 3, XII, 116. 
Théorème d'algèbre relatir à la nomographie. M. d ' O  c a g n e .  N. ann. math. 

Série 3, XII, 469. 
Ueber ein aewisses Svstem linearer homopener Gleichuneen. L. H e f f t e r .  

Crolle CXI,  69. - - 
Démonetration d'une formule qui donne, sous forme explicite, l a  resultante 

de plusieurs équations algébriqiies. H. L a u r e  n t .  K. anu. math. Série 3, 
XII, 305. 

Sur l'éliminat?on. H. L a u r e n t .  N. ann. math. SBrie 3, XII,  355. 
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H. 
Hydrodynamik. 

264. A hydrodynamical proof of the equations of motion of a perforated solid with 
applications to the  motion of a fine rigid framework in circulating liquid. 
G. H. B r y a n .  Phil. Mag. Serie 5 ,  XXXV, 358, 352. - C . V .  B u r t o n  
ibid. 351. 

265. On t h e  applicability of Lagrange's equations of motion in a general cl:rss of 
problems, with especial reference t o  the motion of a perforated solid in 
a liquid. C. V. B u r t o n .  Phil. Mag. Serie 5,  XXXV, 490. 

Vergl. Wellenbewegung. 
Hyperbel. 

266. Sur une hyperbole Bquilatère e t  une circonférence décrite sur une corde de 
l'hyperbole comme diamètre. E. G e n t  y. N. ann. math. Série 3 ,  XLI, 425. 

267. Hgperbolo sur laquelle se trouvent les pôles des droites menées des bouts 
d'un diainètres d'une ellipse, de l'un aux bouts d'un diamètre donné, de 
l'autre aux bouts du  diamètre conjugu6. X.  N. ann. math. Série 3, 
XII, Exerc. 27. 

268. Sur un faisceau d'hyperboles Cquilatèrcs coupant les axes des coordonnées l'une 
en deux points, l'autre en un point donnés tous leu trois. A u d i b  e r  t. 
N. a m .  math.  Série 3 ,  XII, 466. 

Vergl. Krümmung 282. 
1. 

Invariantentheorie. 
269. Ueber Biegungsinvarianten , eine Anweudung der Lie'schen Gruppentheorie. 

Kas.  Z a r a w s t i .  Acta Math. XVI, 1. 
270. Ueber Biegungacovarianten. S. K n o b l a u c h .  Crelle CXI, 276. 
271. Zur Theorie der UiEerentialparameter. J. K n o  b l a u  c h. Çrelle CXI  , 329. 

Vergl. Differentialgleichungen 201. Oberfliichen 311. 

. K. 
Kegelschnitte. 

272. Lieu géométrique des foyers des coniques qui touchent deux droites fixes 
chacune en un point fixe. J. L e m a i r e .  N. ann. math. Série. 3 ,  XII, 
Exerc. 36. 

273. Le lieu des foyers des coniques doublement tangentes à deux cercles donnés 
se compose de cinq cercles. E. N. B a r i s i e n .  N. ann. math.  Série 3, 
XII, Exerc. 18. - J. R é v e i l l e .  N. ann. math.  Série 3 ,  XII, 427. 

274. Coniques doiiblement tangentes à un cercle donné. A u d i  b e r t  $ F a r j  on. 
N. ann. math. S6rie 3 ,  XLI, 426. [Vergl. Bd. XXXVlII Nr. 430.1 

275. Sur  des coniques engendrées au  moyen de  deux circonférences. G. S. N. ann. 
math. Série 3 ,  XII, 403. 

276. Coniques ayant pour diamètres deux droites données. A u d i b e r t .  x. ann. 
math.  Série 3 ,  XII, 520. 

377. Sur u n  lieu gkométrique e t  ses applications. A. C a z a m i a n .  N. a m .  math. 
SBrie 3,  XE, 387. 

278. ThBo+rnes sur les coniques, applications de l a  méthode des polaires ré- 
ciproques. 13,. G o  d e f r o  y. N. ann. math. Série 3 ,  XII ,  106. 

279. Sur les polaires des milieux des côtés d'un triangle ar rapport  à une conique 
inscrite à ce triangle. R. S O n d  a t. N. ann. mat!. Série 3 ,  XIi ,  Excrc. 40. 

280. Propriété des parallèles aux côtés d'un triangle tirées d'un point d'une conique. 
E. N. B a r i s i e n .  N. ann. math. SBrie 3 ,  XLI, Exerc. 86. 

Vergl. Ellipse. Hyperbel. Narmalen 309. Parabel. 

Xrümmang. 
281. Construction du centre de  courbure de certaines courbes. R .  G o d e f r o y .  

N. ann. math. Série 3, XII, 85. 
282. Construction du cercle osculateur en un point d'une hyperbolc. B a l i t r a n d .  

N. a m .  math. Série 3 ,  XLI, 451. 
283. On the drawing of curves bg their  curvature. C. V. Boys .  Phil. Mag. Serie 8, 

XXXVI. 75. 
284. Construire uEe parabole connaissant u n  de  ses points A ,  le diamètre 

par  A et le centre do courbure répondant i ce point. S e r v a i s  k?LEt 
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math. SBrie 3 ,  XII ,  19. - E. D e w u l f  ibid. 72. - E. N. B a r i s i e n  ibid. 
179. - S. M a i l l a r d  ibid. 428. [Vergl. Bd. XXXVIII Nr. 444.1 

Vergl. Oberfliichen 310,  311,  312. 

M. 
Magnetismns. 

286. The magnetic field of e circuler current. G. M. M i n e h i n .  Phil. Mag. Serie 6, 
XXXV, 354. 

286. The magnetic field close to  the surface of a wire conveging an  electrical 
current. G. M. M i n c h i n .  Phil. Mag. Série 5 ,  XXXVI, 201. 

287. Ueber die an  Eisenkiirpern im Magnetfelde wirksamen Oberfl~.chenspannungen. 
G. A d l e r .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. I I  a) CI, 1537. 

Maxima und Minima. 
288. Maximum ou minimum d'un scgmeut d'une transversale d'une ellipee. Lez .  

N. ann. math. S6rie 3 ,  XL1, Exerc. 2. 
Vergl. Variationsrechnung. 

Mechanik. 
289. Der Fkchensatz bei der Bewegiing auf abwickclbarcn Flüchen. J. N. H a z z i -  

d a k i s .  Crelle CXII. 140. 
290. Sur le c a s  traité ~ o v a l e v s k i  de  rotation d'un corps solide pesant 

autour d'un point fixe. F r .  K o t t e r .  Acta Math. XVII,  209. 
291. On the cquilibrium of Vis vive. L. B o l t z m a n n .  Phil. Mag. Serie 5 ,  XXXV. 153. 
292. On t h e  methods of theoretical pbysics. L. B o l t z m a n n .  Phil. Mag. Série 5, 

XXXVI, 37. 
293. The fouudations of Dynamics. 01. TA o d g e .  Phil. Mag. Seric 5 ,  XXXVI, 1. 
291. On the hypotheses of Dynamics. J. G. M a c  G r  ego r .  Phil. Mag. Serie 6 ,  

XXXVI, 233. 
295. Ueber jenes Massenmoment eines materiellen Punktsystems, welches aus dem 

Tragheitsmomente und dem Deviationsmomente in Bezug auf irgcnd eine 
Achse resultirt. J O s. F i n  g e r. Wiener Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  C I ,  1649. 

296. Sur les forces centrales. E. C a r v a l l o .  N. ann. math.  Série 3 ,  XII, 228. 
297. Sur l 'image d'une force sur un plan. E. C a r v a l l o .  N. ann. Math. Série 3, 

XII,  454. 
298. Sur le mouvement d'un point sur une surface polie sous l'action d'une force 

dérivant d'un potentiel et  dont 1 s  grandeur dépend en chaque point uni- 
y m e n t  de  l a  valeur du potentiel cn ce point,. A. d e  S a i n t - G e r m a i n .  
. ann. math. SBrie 3 ,  XII ,  6. 

299. Condition pour que dans le mouvement d'une plaque abandonnée à l'action 
de son poids une droite, segment du phimètre  de  l a  pla ue reste 

ara11610 A elle meme. A. d o  S a i n t - G c r m a i  n. N. ann. ma%. idr ie  3 ,  
%II, 325. 

300. &tude de statique physique. Calcul des actions mutuelles des solides en 
contact. L. B o a e u t .  N. ann. math.  Série 3 ,  XII, 239. 

301. Contact-Action and the  Conservation of Energy. J. G. M a c  G r e g o r .  Phil. 
Mag. Serie 5 ,  XXXV, 134. 

302. Die Dichte der Erde berechnet aus der Schwerebeschleunigung und der Ab- 
plattung. 0. T u m l i r z .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  C I ,  1528. 

Vergl. Astronomie. .Ausdehnungelehre. Elatllicitit. Elektricitit. Hydro- 
dynamik. Magnetismiis. Oberfliichen zweiter Ordnung 321. Optik. Pendel. 
Warmelehre. Wellenbewegnng. 

Mehrdimensionale Qeometne. 
303. Syntlietische Gewinnung geometrischer linearer Mannigfaltigkeiten beliebiger 

Dimension. K. Z i n d l e r .  Crelle CXT, 303. . 
304. Nachweis linearer Mannigfaltigkeiten beliebiger Din~ension in unserem Raume; 

linearer Complexe und Strahlensysteuie in demselben. K. Z i n d l e r .  Wiener 
Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  CI, 215. 

305. Ueber di0 allgemeinsten abwickelbaren R&ume, ein Beitrag zur mehr- 
dimensionalen Geometrie. A n  t. P u c  h t a. Wiener Akad. Ber. (Abthlg. Ila) 
CI, 355. 

Modulfnnction. 
306. Zur Theorie der ModulTunctionen (Note zur Abhandlung Crelle LXXXIII, 13). 

L. F u c h s .  Crelle CXU, 156. 
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lu. 
Rantik. 

307. Die Bestimmung der geogra hischen Schiffsposition in  dem sogenannten 
kritischen Falle. E u g .  ( iePcich.  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. Ha)  CI, 205. 

Normalen. 
308. Trouver le lieu dea points tels que les quatre normales menées des ces points 

B une ellipse donnée forment un faisceau harmonique. E. N. B a r i s i e n .  
N. ann. math. Série 3 ,  XII ,  Exerc. 2 5 .  

309. Ueber ein Paar  unicursaler Degenerirungscurven dritter Ordniing des Norinalen- 
problems und das Normalenproblem einer confocalen Kegelschnittschaar. 
J O  S. T e s  ai .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. I l a )  CI,  1248. 

0. 
Oberfiachen. 

310. Zur Theorie des Krümmungsmaasses der Flachen. R. v. L i l i e n t h a l .  Acta 
Math. XVI, 143. 

311. Zur Erhaltung dea Gauss'schen Kriimmungsmaasses einer Flache bei ihren 
Biegungen. P. S t s c k e l .  Crelle CXI ,~  205. 

312. Ueber Krünirnuug und lndicatricen der Helikoide. J. S O b o  t k a .  Wiener 
Akad. Ber. (Abthlg. I Ia)  CI, 899. 

319. Ueber einen besonderen Fa11 des F 2 -  Gebiisches und das d a m  projectivische 
raumliche Systcm. J. C a r  d i  n a a l .  Crelle CXI,  31. 

314. Ucqier die bei einer üa t tung centrischer RückungsfXichen der vierten Ordnung 
auftretende Reciurocitiit. An t .  S u  c h a  r d a.  Wiener Akad. Ber (Abthla. U a )  - ,  
C I ,  585. 

315. Ueber windschiefe Flachen vierten Grades mit drei Doppelgeraden. D. S e g en.  
Crelle C U I ,  39. 

316. Sur les surfaces réglées qui passent par  une courbe. Ch.  B i  oche .  N. ann. 
math. Série 3 ,  XII, 412. 

317. Sur les plans tangent6 à certaines surfaces alghbriques. S. M a n g c o  t. N. ann. 
math. Série 3 ,  XII ,  185. 

318. Sur deux surfaceic, dont l'une est la transformée de l 'autre par rapport à un 
pôle donné. E. G en ty .  N. ann. math. Série 3 ,  XII, Exerc. i l .  

2 
319. Surface contenant la courbe s=- 

2 2 
y = -, z = - en snpposant 

t - a '  t - b  t -  c 
a > b > c > 0. A u d i  b c r t .  N. ann. math. Série Y ,  XII, 464. 

320. IAieii des points d'intersection de trois sphères ayant  les côtés d'un triangle 
variable comme diamètree. X. N. ann. math. Série 3 ,  XI[, Exerc. 43. 

Vergl. Geometrie (descriptive). Mechanik 289, 298. 

Oberflachen zweiter Ordnnng. 
321. Ueber die gegenseitigen Beziehungen gewisser in der Mechanik mit Fortheil 

anwendtixren Flkchen zweiter Ordnuug nebst Anweudungen aul' Probleuie 
der Astatik. J o s .  F i n g e r .  Wiener Akad. Ber. (hbthlg.  11%) CI, 1105. 

323. Transformation ornaloïdale des qiiadriqaes. P.  M i c h e l .  N. ann. math. 
Série 3 ,  XLI, 192. 

323. Ellipse produite pa r  un point pendant qu'une quadrique tourne autour d 'me 
droite E. G e n t y .  N. ann. math.  Série 3 ,  XII, Exerc. 15. 

Vergl. Ellipsoid. Optik. 
324. Sur les vibrations lumineuses dans les milieiix biréfringents. V. V o l t e r r a .  

Acta Math. XVI, 153: 
325. Sur la polarisation par diffraction. H. P o i n c a r  6. Acta Math. XVI, 297. 
326. The diEusion of light.. W. E. S u m p u e r .  Phil. Mag. Serie 5 ,  XXXV, 81. 
327. Gratin s in theory and practice. Fi. A. R O w l  a n d .  Phil. Müg. Serie 5,  

X ~ X V ,  397. 
328. On the  construction of a coloiir map. W. B a i l y .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXXV, 46. 

Vergl. Astronomie 190. Geometrie (descriptive) 239. 

P. 
Parabel. 

329. Démonstration d'un théorème de Steiner et d'un théorème de Kewton. R. G o d e  - 
f roy .  N. a m .  math. Série 3 ,  XII, 137. 
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330. Milieux des tangentes communes d'une parabole e t  d'uno circonf6renee passaut 
par  l e  foyer. B. B r o c a r d .  N. ann. math. Série 3 ,  XII, Exerc. 54. 

331. Sur une droite par tagie  dans le rapport  de 1 à 3 par le foyer d'une para- 
bole. P. M i c h e l .  N. ann. math. Série 3 ,  XII ,  Exct:rc. 43. 

332. Sur  les tangentes communes d'une parabole e t  d'une autre conique. E. N. 
B a r i s i e n .  K. aun. math. Serie 3 ,  XII ,  Exerc. 60. 

333. Paraboles circonscrites à un triangle isoscèle rectangulaire. E. N. B a r i  s i e n. 
N. ann. math. Série 3 ,  XII, 330. 

Vergl. Krümmung 284. 
Pendel. 

334. Ueber isochrone Pendelschwingungen. H. R u o s s .  Crelle CXII ,  53. 

Blanimetrie. 
335. Sur la géomktrographie de Mr. Lemoine. R. S O u d é  e. N. ann. math. Série 3, 

XII,  148. - E. M a r c h a n t  ibid. 150. 
Vergl. Dreiccksgeornetrie. 

B. 
Eeihen. 

336. Le r e + ?  .de la serie de Taylor dans le cas d'une fonction de variable ima- 
ginaire. E. A m i g u e s .  N. ann. math.  Série 3 ,  XII ,  88. 

Sur uue serie fonctionelle. V.  J a m e  t. N. ann. math. SCrie 3,  XII, 419. 
Valeur du produit (1-x)l-PE'(x) lorsque x tend vers t et E'(x)=cq,+ a, z+ 

- t a . x n + .  . - S o u d é e .  K. ann. math. Série 3 .  XII. Kxerc. 4. - C e s a r o  
ibid. 30. 

! [( -~)41  (A);. . ] = lorsque n augmente indf finimcnt. k r a n e. 
n 1 n + 2  PT? 

R o r l e t t i .  N. ann. math. Serie 3, XII ,  Exerc. 58. 
Vergl. Astronomie 188. Uifferentialgleichungen 206. 

Geometrische Unterauchungen. H e  rm.  S c h m i d t .  Crelle CXII, 112 ,  319. 
Vergl. O berflichen 320. 

Snbstitntionen. 
Zur Theorie der linearen Substitutionen. E. N e t t o .  Acta Math. XVII, 265. 

T. 
Tetraeder. 

Sur des corps produits par des plans menés par un point donné parallèle- 
ment eux faces d'un thtraèdre donné. E. G e n t y .  N. ann. math. Série 3, 
XII,  Exerc. 6. 

Trois points dépendants d'un t6tritèdre situes en ligne droite. E. G e n t y .  
N. ann. math. Série 3 ,  XII ,  Exerc. 9. 

Thetafunctionen. 
Ueber ein specielles Problem der Transformation der Thetafunctionen. 

Ad. K r a z e r .  Crelle CXI, 62. 
Ucber linenre Relationen zwischen Thetaproducten. A. K r a z e r .  Acta Math. 

XVlI,  281. 
Zur Theorie der Gauss'schen Summen und der linearen Transformation der 

Thetafunctionen. G. L s n d s b e r  g. Crelle CXI, 434. 
Ariwendung der Transforniation zweiten Grades der Thetafunctionen zweitr 

Variabeln alif das arithmetisch- çeometrische Mittel aus vier Elerneriteu. 
G. H e t t n e r .  Crelle CXII, 89. 

U. 
Umkehrproblem. 

IJebcr eine allgemeine Formel ziir Losung des .Jacobi'schen Umlrehrprobleiiis. 
B. S t a h l .  Crelle CXI, 98. 

V. 
Variationsrechnong. 

Sur les maxima et  les minima des intégrales doubles. G u s  t .  Ko bb.  Acta 
Math. XVI, 65. XVII, 321. 
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Zur Geschichte und Kritik des Carnot'schen Warmegesetzes. E. Mach. Wiencr 
Akad. Ber. (Abthlg. 11%) CI, 1589. 

The viscosity of gases and moleüular force. W. S u t h e r l a n d .  Phil. Mag. 
Serie 5 ,  XXXVI, 607. 

Ueber die Ar t  der Kriifte, wclche Gasmolekule auf einander ausüben. G u s  t. 
J i i ge r .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. Ua)  CI, 1520. 

Ueber die Temperaturfiinction der Zustandsgleichung der Gase. G u s t .  J a g e r .  
Wiener Akad. Ber. (Abthlg. D a )  CI, 1675. 

Lufbewcgungcn in einer rotirenden Spharoidschalc bei zonalcr Druckvertheilung. 
M. M a r g u l e s .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CI,  597. 

On radiant energy. B. G a l i t z i n e .  I'hil. Nag. Ser. 5, XXXV, 113. 
%ur Rlasticitit der  Gase. C. P u s c h l .  Wiener Akad. Ber. fAbthlér. l l a l  CI. 541. 

357. Die Zustandsgleichung dcr Gnse iu ihrcr ~ e e i c h u n g  zu dèn ~ & u n g e &  ~ u a t .  
J a g e r .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CI, 553. 

358. Eiu einfaches Gesetz für die VerdampfungswBrme der Flüssigkeiten. O. T u m -  
l i rz .  Wiener Akad. Ber. (Abthlg. n a )  CI ,  184. 

Wahrseheinlichkeitsrechnnng. 
359. A new method of treating correlated averages. F. Y. E d g e w o r t h. Phil. 

Mag. Scrie 5, XXXV, 663. [Vcrgl. Bd. XXXVLII Nr. 540.1 
360. Exercices in the  calculation of errors. F. Y. E d g e  w o r t h. Phil. Mag. Serie 5 ,  

XXXVI, 98. 
361. On the calculation of correlation between organs. F. Y. E d g  e w O r t  h. Fhil. 

Mag. Scrie 5, XXXVI, 350. 
362. An exemple in  correlation of avcrages for four variables. S o p h i e  B r y a n t .  

Phil. Mag. Serie 6 ,  XXXVI, 372. 

Weiienhewegnng. 
363. On plane and spherical sound-waves of finite amplitude. Ch. V. B u r t o n .  

Phil. Mag. Serie 5 ,  XXXV, 317. 
364. On the  flow of viscous liquids especially i n  two dimensions. Lord R a  y 1 e i g h. 

Phil. Mag. Serie 5 ,  XXXVI, 364. 
366. The highest waves in water. J. H. M i c h e  11. Phil. Mag. Serie 5, XXXVI, 430. 

z. 
Zahlentheorie. 

366. Beitrage zu einer additiven Zahlentheorie. K. T h .  V a h l e n .  Crelle CLII, 1. 
367. Ueber einige für Primzahlen charakteristische Beziehungen. J. H a c k s .  Acta 

Math. XVLI, 205. 
3fi8. Sur quelqpes calculs entrepris par  M. B c r t e l s e n  e t  concernant les nombres 

premiers. J. P. G r a m .  Acta Math. XVII, 301. 
369. Drei neue Beweise dea Reciprocititssatzes in der Theorie der quadratischen 

Reste. H e r m .  S c h m i d t .  Crelle CXI, 107. 
370. Das allgeiueinc bicubiachc Beciprocitatsgesetz. J. A. G m c  i n  e r. Wiener Akad. 

Ber. (Abthlg. D a )  CI ,  562. 
371. Zur Verallgemeinerung der Function q(m)  i n  der Zahlentheorie. K. Z s i g -  

m o n d y .  Crelle C X I ,  344. 
37.2. Tabelle der kleinsten primitiven Wurzeln aller ungeraden Primeahlen unter 

3000. G. W e r t h e i m .  Acta Math. XVII,  315. 
373. Uelier den grossten gemeinsamen Theiler. L. G e g  e n b a u e r .  Wiener Akad. 

Ber. (Abthlg. IIa) CI, 1143. 
374. Ueber eine Anzahlbestimmung und eine damit zusammenhiingende Reihe. 

G. L a n d s b e r g .  Crelle CXI, 87. 
375. The numbers of sums of quadratic reaidues and of quadratic non-residues 

respcctively taken n nt a time and congruent to any givcn integer to 
a n  odd prime inodulus p. J. C. F i e l d s .  Crelle CXII, 247. 

326. l'équation x37+ y3?+ z37= 0. D. M i r i m a n o f f .  Crelle CXI, 26. 
S I .  mli i r r  die aus den 4. Einheitswarzeln gebildcten primiiren ganzen cornplexen 

1 Zahlcn. L. G e g e n  b a u e r .  Wicncr Akad. Ber. (Abthlg. I Ia)  CI, 984. 
%rgl. Deterniinanten 194. Elliptische Trausceudenteu. 
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Fig. 4. 
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