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78, liane 9, lisez : — = — T , ^ r dz. 
' p k (1 - f ai) 

81, derniôre ligne, '̂sê : : — = . 

108, ligne 5 en bas, lisez : Cette équalion (4) servira à déter
miner la vitesse c à l'orifice de sortie. Cette vitesse 
étant connue, f'équation (2) déterminera la vitesse u 

dans une section quelconque co, et l'équation (3) 
donnera la pression p dans cette section. 

140, ligne 4 en bas, lisez : A ̂ 2ff (h + ~— ~)-

160, ligne 4, lisez : Yl = A + — — -21 _ ( V ' ~ ( 4 ) 

2^ m ro 2^ 

279, dernière ligne, lisez : Hrriim^fiJriJ. 

334, ligne 10, au lieu de : suivant Oir, lisez : suivant Ox. 

338, ligne2 en bas,lisez : Or,les forces élastiques apxbpycpz 

e t p V , exercées sur les faces, sont du second ordre. 
352, ligne 19, au lieu de : la môme direction, lisez : les 

mêmes directions. 
350, ligne 9, lisez : 

x< — x y—y 
PP*, y + Pï, x Pz, x — Px,xPz,y Pp*, x + P„, X P*, V — P„, « P*, ^ 

*' — * 0 
PPy,* 4" P,,» P*,„ — p*, » ft,, * 

» 354, ligne 10, K M lieu de : u, Zz'sê  ; 
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C O U R S 

D E M É C A N I Q U E A N A L Y T I Q U E . 

Q U A T R I È M E P A R T I E . 

M É C A N I Q U E D E S F L U I D E S . 

LIVRE I. 

H Y D R O S T A T I Q U E . 

CHAPITRE PREMIER. 

P R I N C I P E S F O N D A M E N T A U X . 

1 . Nous allons étudier maintenant les conditions 
•de l'équilibre et du mouvement des fluides. Cette partie 
de la Mécanique s'appelle la Mécanique des fluides1. 

On donne le nom de fluides à des corps formés de 
molécules très rapprochées les unes des au t res , 

1. Elle porte aussi le nom A'Hydraulique, lorsqu'elle est étudiée 
particulièrement au point de vue de ses applications usuelles. 
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et jouissant d'une très grande mobilité les unes p a r 
rapport aux autres. VHydrostatique a pour objet l'étude 
des lois de l'équilibre des fluides. C'est la Statique des
fluides. 

2. La fluidité parfaite suppose que les molécules 
puissent glisser les unes sur les autres sans exercer 
aucun frottement. Les fluides, tels qu'ils existent dans, 
la nature, ne jouissent pas d'une fluidité parfaite. 
Ils possèdent une certaine viscosité ou cohésion, qui 
s'oppose au mouvement relatif de leurs molécules. 
Cependant, la plupart d'entre eux se rapprochent 
suffisamment de cette fluidité parfaite, pour que nous 
puissions, sans erreur sensible, les supposer parfai
tement fluides. 

On divise les fluides en liquides et gaz ou fluides 
aériformeSj 

Les liquides n'éprouvent que des variations de volume 
inappréciables sous l'action de pressions même très 
grandes . C'est' pour cette raison qu'on les appelle 
fluides incompressibles. Nous les considérerons comme 
jouissant d'une incompressibilité absolue. 

Les gaz, au contraire, sont compressibles. On peut, 
en les soumettant à des pressions, réduire leur volume. 
Si la pression vient à cesser, le gaz revient de lui-même 
à son volume primitif, pourvu que la température n'ait 
pas varié. On donne aux gaz, pour cette raison, le 
nom de fluides élastiques. 

Les fluides étant des systèmes de points matériels, 
les lois et les propriétés générales de l'équilibre et du. 
mouvement des systèmes leur sont applicables. Mais, 
à cause de l'ignorance où nous sommes des liaisons-
et des réactions intérieures dans ces systèmes, on a dû 
fonder la théorie des fluides sur certains principes-
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spéciaux tirés de l'expérience et que nous allons faire 
connaître. 

3 . Considérons un fluide quelconque, contenu dans 
un vase ouvert ou fermé, et en équilibre sous l'action 
de forces quelconques. Ce fluide exercera une pression 
sur les parois du vase qui le renferme. Cette pression 
peut varier d'un point à. un autre. Nous allons définir 
ce que l'on entend par pression en un point de la paroi. 
A cet effet, considérons un élément quelconque de la 
paroi du vase, et supposons cet élément plan. Il éprou
vera de la part du fluide une certaine pression, et la 
direction de cette pression est normale à la surface de 
l'élément. On peut facilement s'en assurer de la manière 
suivante: Pratiquons dans l'enveloppe une ouverture 
plane, dont la surface soit égale à m . Imaginons un bout 
de tuyau adapté à cette ouverture, et faisons glisser 
dans ce tuyau un piston A. L'expérience nous apprend 
que les forces qu'il faut appliquer sur le piston A pour 
le maintenir en équilibre, se réduisent à une force 
normale à l'aire &>, et appliquée en un point de cette 
aire. 

En divisant la pression exercée sur l'élément m par 
Paire de cet élément, on a la pression moyenne sur cet 
élément, ou la pression par unité de surface sur cet 
élément. 

On appelle pression en un point M donné de la paroi, 
la limite de la pression moyenne, lorsque la surface ta 
de l'élément devient infiniment petite. 

4 . Nous admettrons comme second principe expé
rimental que, si une certaine quantité de fluide, 
en équilibre sous l'action de forces quelconques, remplit 
exactement un vase fermé de toutes parts, et si, 
au moyen d'un piston, on exerce une pression quelconque 
sur une portion de la surface de ce fluide, cette pression 
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est transmise avec la même intensité sur toute portion 
équivalente de la surface des parois. Par conséquent, 
sur deux portions inégales, la pression est en raison 
directe des aires, pourvu que ces surfaces soient planes. 
Pour les surfaces courbes, il n'en sera de même que 
pour des portions infiniment petites. Si nous considérons, 
au contraire, une portion finie, la pression sur chaque 
élément de surface étant normale à cet élément, 
les pressions élémentaires ne seront pas parallèles, 
et, par conséquent, ces forces ne se composent pas en 
une force unique. 

5. Les deux principes que nous venons d'établir 
pour les parois des vases, s'appliquent aux pressions 
intérieures. Un élément placé à l'intérieur du vase est 
de même soumis à une pression normale à cet élément. 
En effet, le fluide étant supposé en équilibre, l'équilibre 
ne serait pas troublé si l'on supposait une partie du 
fluide solidifiée. On peut donc supposer au point M 
une paroi plane solide, et sur chaque élément de cette 
surface on aura une pression normale à son plan, tout 
comme dans le premier cas (n° 3) . De même aussi, 
si cette pression provient d'une pression exercée à la 
surface du fluid,e renfermé dans un vase plein, elle 
sera égale à la première pour une surface d'égale 
étendue. C'est le principe de la transmission des 
pressions. 

On définira comme précédemment la pression 
moyenne, et alors la pression en un point M à 
l'intérieur de la masse fluide sera la limite du rapport 
de la pression normale à un élément u, divisée par 
la surface de cet élément, lorsque la surface de 
l'élément devient infiniment petite. 

6. Enfin, il est facile de voir que l'intensité de la 
pression en un point M d'une masse fluide en équilibre* 
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est indépendante de l'orientation autour du point M 
de l'élément plan auquel elle est normale. C'est le 
principe de Pascal, ou le principe de l'égalité de la 
pression dans tous les sens autour d'un point du fluide. 

Pour démontrer cette proposition, faisons passer par 
le point M deux plans (fig. 1). Soient MA, MB les traces 
de ces deux plans sur le plan de la figure, supposé 
perpendiculaire à leur intersection. Considérons cette 
intersection comme la base de deux rectangles égaux 

l'on ne détruira pas l'équilibre du prisme en le supposant 
solidifié. Cela posé, les forces qui sollicitent ce prisme 
sont les pressions exercées sur ses faces et les forces 
extérieures. Or, ces dernières sont négligeables en 
présence des pressions; car, elles sont de l'ordre du 
cube des dimensions du prisme, tandis que les pressions 
sont de l'ordre du carré de ces mêmes dimensions. Nous 
devrons écrire que la somme des projections des forces 
qui sollicitent le prisme sur une droite quelconque, 
par exemple sur la droite AB, est nulle. Mais cette 
somme se réduit à la somme des projections des 
pressions exercées sur les faces MA et MB, puisque les 
autres pressions sont normales à AB. L'équilibre exige 
donc que ces projections soient égales et de signes 
contraires. Mais les faces MA et MB étant également, 
inclinées sur AB, les pressions sur ces faces font avec 
AB des angles supplémentaires. Donc, ces pressions,, 
dont les projections sont égales et de signes contraires,. 

A 

F i g . 1. 

M 

B 

ayant pour hauteurs les lignes 
très petites et égales MA et MB. 
Ces deux rectangles pourront 
être considérés comme les faces 
d'un prisme triangulaire droit 
dont la base serait le triangle 
isocèle AMB. Or, le fluide étant 
en équilibre, il est évident que 
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doivent être égales. Par conséquent, la pression sur un 
élément plan est indépendante de l'orientation de cet 
élément. 

7. R e m a r q u e I. — On peut arriver aux mêmes 
conséquences de la manière suivante : 

Considérons un liquide en équilibre sous l'action de 
forces quelconques, variant d'une manière continue en 
passant d'un point à un point voisin. Imaginons dans 
ce fluide un filet cylindrique (fig. 2) dont les deux bases 
o- et a' soient inclinées par rapport aux génératrices, 

F i g . 2. 

et soit m la section droite du filet, et l la distance 
des centres de gravité des deux bases. Il est évident 
que l'on ne détruira pas l'équilibre, en supposant le filet 
solidifié. Or, il y a équilibre entre les forces extérieures 
appliquées aux différents éléments du filet, et les 
pressions exercées sur les éléments de sa surface. 
Par conséquent, il y a équilibre entre les pressions sur 
les faces a et a', les pressions sur les surfaces latérales 
et les forces extérieures. Il nous suffira d'écrire que la 
somme des projections de ces forces sur une direction 
quelconque, par exemple sur l'axe du cylindre, est nulle. 
Or, les projections sur cet axe des pressions latérales 
sont nulles, puisqu'elles sont perpendiculaires à l 'axe. 
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D'autre part, les pressions sur les deux bases sont : 
pa et p's', et elle sont normales à ces bases (n° 5) . 
Si a et a< sont les angles aigus que ces pressions font 
avec l'axe du cylindre, on a pour les projections de ces 
pressions sur l'axe : 

pa cos a, et p'a' COS a', 

ou bien : 

pu, et p'w. 

Cela posé, soient P la force acçéléralrice en un point M 
du filet, tel que l'on ait AM = s, et p la densité du 
fluide en ce point. 

La masse de l'élément correspondant sera puds, 
et par conséquent la force motrice au point M est 
Vpwds ; sa projection sur l'axe sera Ppads cos 0, 
en désignant par 9 l'angle aigu qu'elle fait avec l'axe. 
La force totale projetée sur l'axe aura donc pour 

i 
expression J'Ppwds cosO. 

o 
Par conséquent, la condition d'équilibre nous donne : 

i 
p'ui = pm + y P p w ds cos 9 ; 

0 

ou bien : 

i 

p' = p -f- j Pads cos S. 
o 

Cette formule nous apprend que la pression exercée 
sur l'élément a' est indépendante de la position de cet 
élément par rapport à l'axe, puisque le second membre 
ne change pas avec la direction de a'. 
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D'ailleurs, si l = 0, c'est-à-dire si les éléments a et a* 
de directions différentes passent par un même point du 
fluide, on a : 

P' — P-

Donc, la pression en un point quelconque est indépen
dante de l'orientation de l'élément autour du point 
considéré (n° 6) . 

En particulier, si les forces se réduisent à l'action 
de la pesanteur, nous aurons P = g ; de plus, 9 est 
constant, la direction de la pesanteur étant constante. 
Enfin, si l'on suppose le fluide homogène, p est constant, 
et l'on a alors : 

i i i 
j Ppe?scos6= Jgp ds cos 6 = go cos 9 Çds = gplcosQ. 
o o o 

Or, si nous désignons par z la différence de niveau 
des centres de gravité des deux bases a et a\ on a : .' 

I cos 9 = z, 

et, par suite, 

P' = P +• 3?z-

Donc, la pression en un point est égale à la pression: 
en un autre point du fluide augmentée du poids d'une-
colonne fluide ayant pour base l'unité de surface, 
et pour hauteur la différence de niveau des deux-
points. 

Cette formule contient le principe de la transmission-
des pressions. En effet, si nous supposons le fluide 
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soustrait à l'action de la pesanteur, et de toute autre 
force accélératrice, nous aurons : 

Donc, si un fluide en équilibre est renfermé dans une 
enveloppe solide, et si l'on exerce une pression en un 
point quelconque de ce fluide, cette pression se transmet 
également dans toute l'étendue du fluide. 

REMARQUE II. — Dans un fluide pesant et homogène, 
la pression est la même en tous les points d'un même 
plan horizontal. Cela est évident, puisque, pour tous-
ces points, z a la même valeur. 

REMARQUE III. — Il résulte de la formule : 

que, quand un fluide en équilibre est sollicité par la-
pesanteur , ou par d'autres forces accélératrices, 
la pression en un point se compose de deux parties : 
la première, partout la même, provient des forces 
appliquées à la surface du fluide ; la seconde, variable 
d'un point à un autre, est due à la pesanteur ou aux 
forces accélératrices. 

REMARQUE IV. — Il résulte de tout ce que nous 
venons de voir que la pression en un point d'un fluide 
est une fonction de la position de ce point (c'est-à-dire 
des coordonnées de ce point) et des forces qui le 
sollicitent. 

p' = p. 

P p + j Ppds cos S, 
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CHAPITRE II. 

É q u a t i o n s g é n é r a l e s d e l ' é q u i l i b r e d e s f l u i d e s . 

8. Proposons-nous maintenant de trouver les équa
tions d'équilibre d'une molécule fluide. 

Supposons une masse fluide en équilibre, rapportée 
à trois axes rectangulaires ; considérons une molécule m 
de cette masse, ' et supposons que cette molécule ait la 
l'orme d'un parallélipipède rectangle. En désignant par 

x, y, z les coordonnées du 
point m (flg. 3), le volume 
de la molécule est dxdydz, 
et sa masse sera, en dési
gnant par p la densité du 
fluide au point m : 

F i g . 3 . 

P 
dm = pdxdydz. 

'y 

Soit p = f (x, y, z) la 
pression exercée au point m, 
rapportée à l'unité de sur
face. En vertu du principe de 

l'égalité des pressions dans tous les sens (n° 6) , p sera 
la pression par unité de surface sur chacune des trois 
faces qui forment le trièdre au point m. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 11 — 

Les pressions totales sur les trois faces adjacentes 
au point m sont : 

pdydz, pdzdx et pdxdy, 

respectivement perpendiculaires aux faces (n° 5 ) , 
-c'est-à-dire parallèles aux axes coordonnés, et dirigées 
vers l'intérieur du volume. 

Les pressions sur les faces o'pposées du parallélipipède 
seront : 

p'dydz, p''dzdx et p"'dxdy; 

-or, la pression p' étant fonction des coordonnées 
x + dx, y, z, on a : 

p' = f(x + dx,y,z)^=p + ^dx; 

par conséquent, les pressions sur les trois dernières 
faces sont : 

«lies sont perpendiculaires à ces faces et dirigées vers 
l'intérieur du volume. 

Les pressions pdydz et {p + dx^j dydz étant 

de sens contraires et dirigées suivant l'axe des x, 
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la résultante de ees deux pressions nous donne suivant 
l'axe des x une pression : 

— dxdydz. 

Nous aurons de même suivant les axes des y et des z, 
les deux pressions : 

— dxdydz, 

— ^2 d x d l J d z ' 

Mais, la force accélératrice au point m ayant pour 
composantes X, Y, Z, les composantes de la force 
motrice suivant les axes sont : 

Xdm = Xp dxdydz, 

Y dm — Yp dxdydz, 

Zdm = Zp dxdydz. 

Or, la molécule dm étant en équilibre sous l'action 
des pressions et des forces qui lui sont appliquées, 
l'équilibre ne sera pas troublé si l'on suppose le 
parallélipipède solidifié. Par conséquent, les sommes 
des composantes de toutes les forces suivant les axes-
sont nulles, et il vient : 

(xp — dxdydz = 0, 

( Y ? ~~ | y ) d x d y d z *= °> 

(zo — dxdydz ^ 0, 
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ou bien : 

dp 
dx = px, 

Ce sont les équations d'équilibre de la molécule dm. 
On en tire l'équation : 

dp = p [Xdx + Ydy + Zdz). - (2) 

Cette formule (2) nous donne la loi suivant laquelle 
la pression varie d'un point à un autre du fluide, 
<;n supposant que p, X, Y, Z soient connues. 

9. REMARQUE. — La pression p est une fonction 
des trois variables x, y, z ; par conséquent, le second 
membre de l'équation (2) doit être une différentielle 
exacte. Donc, si le fluide est en équilibre, on doit avoir 
les équations de condition : 

d(pX) ^ d(?Y) 
dy dx 

d(pY) = d[?Z) 
dz dy 

dtpZ) ^_ dtpX.) 
dx dz 

Les conditions exprimées par ces équations (3) sont 
donc nécessaires pour que le fluide soit en équilibre. 
Quand elles seront vérifiées, la pression p sera donnée 
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en fonction de x, y, z, au moyen de l'équation (2). 
Mais, ces concluions (3) ne sont pas suffisantes. 
En effet, si elles sont vérifiées, l'équation (2) sera 
integrable, et donnera p en fonction de x, y, z. Or, pour 
que le fluide soit en équilibre, il faut encore qu'en chaque 
point, la densité soit telle que le fluide puisse supporter 
la pression p relative à ce point. Cette dernière condition 
est toujours satisfaite pour les liquides qui sont incom
pressibles ; mais, il n'en est pas de même pour les gaz 
qui, avec une densité donnée, ne peuvent supporter 
qu'une pression donnée. 

Lorsque les équations (3) seront vérifiées, l'équation (2) 
nous donne : 

P = í(x,y, + consl. (4) 

La constante sera déterminée quand on connaîtra 
la pression p0 en un point particulier x0, y0, z0. 

10. PROPRIÉTÉ. — Lorsque le trinôme Xdx-\-Ydy+Zdz 
est la différentielle exacte d'une fonction tp (x, y, z), 
c'est-à-dire lorsqu'il existe une fonction de force tp, on a : 

Xdx 4- Ydy + Zdz = d<p (x, y, z), 

et il vient alors : 

dp = ?df. (5) 

Il résulte de là, puisque le second membre doit être 
une différentielle exacte, que p doit être une fonction 
de 9. Par conséquent, en intégrant, p sera une fonction 
de cp, et, par suite, p est une fonction de p. 

Il s'ensuit que, dans le cas où il existe une fonction 
de force, la pression p et la densité p sont des fondions 
Vune de Vautre, et, par conséquent, elles sont constantes 
en même temps. 
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Ce cas se présentera, par exemple, lorsque les forces 
motrices seront dirigées vers des centres fixes, et qu'elles 
ne dépendront que des distances à ces centres, ou bien 
encore, lorsqu'elles proviendront d'actions mutuelles 
entre les différents points de la masse fluide. 

S u r f a c e s d e n i v e a u . 

i l . On appelle surface de niveau dans une masse 
fluide en équilibre, le lieu géométrique des points 
où la pression a la même valeur. 

On a donc, pour une surface de niveau : 

p — const., ou bien dp = 0, 

ou bien encore : 

Xdx h Ydy + Zdz = 0. 

C'est l'équation différentielle des surfaces de niveau. 
Si p est la valeur constante de la pression, on aura-

pour l'équation finie des surfaces de niveau : 

P = f(x, y, z) + C, 

ou bien : 

/"(.r, y, z) = a. (6) 

Observons que f (x, y, z) est la fonction dont la 
différentielle est p (Xdx + Ydy + Zdz). En attribuant 
à a différentes valeurs, l'équation (6) nous donnera 
les différentes surfaces de niveau de la masse fluide. 
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12 . THÉORÈME. — Dans une masse fluideen équilibre, 
les surfaces de niveau ne peuvent se couper. 

En effet, l'équation d'une surface de niveau est : 

/ (x, y, z)=a; 

la constante a variant d'une surface à une autre , 
on aura pour une autre surface de niveau : 

f[x, y, z) = a'. 

Or, il est évident que ces deux équations ne peuvent 
<;tre vérifiées par les mêmes valeurs de x, y, z. 
Par suite, les deux surfaces ne peuvent pas se couper. 

Nous admettons nécessairement que l'équation : 

f{x, y, z) = a, 

ne représente qu'une seule surface pour chaque valeur 
de a. 

13 . PROPRIÉTÉ. — Par chaque point du fluide 
il passe une surface de niveau, c'est-à-dire une surface, 
lieu des points pour lesquels la pression est la même 
qu'en ce point. 

1 4 . PROPRIÉTÉ. — En chaque point du fluide 
la force motrice est normale à la surface de niveau 
qui passe par ce point. 

Cette propriété résulte immédiatement de l'équation : 

Xdx + Ydy + Zdz = 0, 

qui nous donne : 

X ^ e Y < 2 y _ Z dz __ 
P ds P ds + P ds~ ' 
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Or, cette équation exprime que la force P est 
perpendiculaire à un élément ds quelconque de courbe 
tracée sur la surface et passant par le point m. 

1 5 . REMARQUE. — Si la surface libre d'un liquide 
est soumise à une pression constante ou nulle, cette 
surface sera une surface de niveau. Dans certains-
liquides la pression à la surface peut être nulle ; mais, 
il n'en est pas de même pour les gaz, comme nous le 
verrons plus loin. 

16. PROPRIÉTÉ. — Nous avons vu (n° 10) que si 
le trinôme Xdx + Ydy -f- Zdz est une différentielle 
exacte d'une fonction tp de x, y, z, la pression et la 
densité sont fonctions l'une de l 'autre, et, par conséquent, 
elles sont constantes en même temps. La densité est 
donc constante en tous les points d'une surface de 
niveau. Il s'ensuit que, si l'expression ~X\dx + Ydy -f- Zdz 
est une différentielle exacte, les surfaces de niveau sont 
aussi des surfaces d'égale densité. 

17. PROPRIÉTÉ. — Dans un fluide pesant en 
équilibre, et sollicité uniquement par la pesanteur, 
les surfaces de niveau sont des plans horizontaux. 

En effet, si nous prenons l'axe des z parallèle 
à la direction de la pesanteur, nous aurons : 

X = 0, Y = 0, Z = g. 

L'équation différentielle des surfaces de niveau est 
donc : 

gdz = 0, ou bien : dz = 0,' 

d'où : 

z = const. 

C'est l'équation d'un plan horizontal. 
2 
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L'équation d'équilibre nous donne alors : 

dp = gpdz ; 

•or, l'expression gpdz ne peut être une différentielle 
exacte qu'à la condition que p dépende de z seulement. 
Donc, pour un fluide pesant en équilibre, la densité 
sera constante en tous les points d'un même plan 
horizontal. C'est d'ailleurs ce qui résulte de la propriété 
précédente que la densité est constante en tous les 
points d'une surface de niveau. 

18. PROPRIÉTÉ. — Lorsque, dans un fluide en 
équilibre, les forces sollicitantes sont dirigées vers 
un centre fixe, les surfaces de niveau sont des sphères 
ayant pour centre le point fixe. 

Prenons le centre fixe pour origine, et soit r la 
distance d'un point m (x, y, z) au centre fixe ; nous 
aurons : 

x2
 4 - y2 + z* = R 2 . 

Or, l'équation différentielle des surfaces de niveau 
est : 

Xdx + Ydy + Zdz = 0. 

Mais, si l'on désigne par P la force dirigée vers 
le centre fixe, on a : 

et l'équation des surfaces de niveau devient alors : 

- {xdx -f- ydy + zdz) = 0, 
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D i s c u s s i o n d e l ' é q u a t i o n dp = p (X.dx + Ydy + Zdz). 

19 . Lorsqu'il s'agit d'un liquide homogène, p est une 
constante. 

Alors évidemment l'équation d'équilibre : 

dp = p (Xdx -f- Ydy + Zdz), 

exige que l'expression Xdx -f- Ydy + Zdz soit une 
différentielle exacte d'une fonction de x, y, z. Par consé
quent, dans le cas d'un liquide homogène, pour qu'il 
y ait équilibre, il doit exister, pour les forces extérieures 
qui agissent sur le fluide, une fonction de force. 

2 0 . S'il s'agit d'un gaz à température constante, 
il résulte de la loi de Mariotte que la densité en chaque 
point est proportionnelle à la pression. On a donc, dans 
ce cas, 

p = Ap, 

et l'équation d'équilibre devient : 

k^- = Xdx - f - Ydy + Zdz. 

ou bien : 

Ydr = 0. 

On en tire : 

dr = 0, d'où r = const.; 

ce qui démontre la propriété énoncée. 
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Or, le premier membre étant évidemment une 
différentielle exacte d'une fonction de x, y, z, il doit 
en être de même du second membre, et, par consé
quent , dans ce cas encore, il devra exister une 
fonction de force. 

Nous aurons alors : 

d'où : 

l7- = * , 
c k ' 

ou bien : 

? 
h 

p = ce , 

et, par suite, 

9 

21. S'il s'agit d'un gaz dont la température n'est 
pas constante, k n'est pas constant, et l'on a, en vertu 
des lois de Mariotte et de Gay Lussac : 

p = ha (1 -f- a.t), 

k étant une constante, t la température et a le coefficient 

de dilatation des gaz, égal à 0,00366 ou • 
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L'équation d'équilibre devient alors : 

1 + ni 
1 

{Xdx + Ydy - F Zdz). 

L'équilibre exige que le second membre soit, comme 
le premier, une différentielle exacte. 

Si l'expression Xdx + Ydy + Zdz est une diffé
rentielle exacte d'une fonction de x, y, z, c'est-à-dire 
s'il existe une fonction de force, il vient : 

Il résulte de là que y-^p-^» et, par conséquent, t doit 

être une fonction de <p, et, par suite, une fonction de p. 
Donc, la température sera constante en même temps 
que p ; par conséquent, p, p et t seront constantes en 
même temps. Donc, si Xdx + Ydy + Zdz est une 
différentielle exacte, les surfaces de niveau (ou d'égale 
pression) sont des surfaces d'égale densité et d'égale 
température. 

De l'équation ci-dessus on tire : 

p — ce 

et, par suite, 

c 
? = h (1 + a.1) 6 

REMARQUE I . — Considérons, en particulier, l'atmo
sphère qui enveloppe la terre, et faisons abstraction 
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du mouvement de rotation de la terre que nous 
SHpposerons sphérique. La force motrice pour chaque 
molécule de l'atmosphère est dirigée vers le centre de 
la terre, et elle est fonction de la distirice. Les surfaces 
de niveau sont des sphères concentriques à la terre 
(n° 18) . L'équilibre de l'atmosphère exigerait donc que 
la température soit partout la môme à égale distance 
de la surface de la terre, ce qui est impossible à cause 
de la présence du soleil ; donc, l'équilibre ne saurait 
exister. 

REMARQUE II. — De l'équation p = ko, k étant 
constante ou variable, il résulte que les gaz ne 
peuvent avoir de surface libre sur laquelle la pression 
serait nulle. Car alors, on aurait, pour ces points, p = 0, 
et il faudrait qu'il n'y eût pas de matière à la surface. 

De là résulte la nécessité de maintenir les gaz dans 
des vases fermés de toutes parts. 

C a s o ù l e t r i n ô m e Xdx + Ydy + Zdz n ' e s t 

p a s u n e d i f f é r en t i e l l e e x a c t e . 

2 2 . Lorsque le trinôme Xdx + Ydy + Zdz n'est pas 
une différentielle exacte, les surfaces d'égale pression, 
d'égale densité et d'égale température ne coïncident 
plus. 

1 e r CAS. — Si le fluide est hétérogène et incom
pressible, les surfaces d'égale pression sont données par 
l'équation : 

dp = 0, ou Xdx + Ydy + Zdz = 0, 
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et les surfaces d'égale densité par l'équation :\ 

dp = 0, ou dx + 4^ du ~\- ^ dz = 0. 1 dx ' oy J dz 

Ces surfaces par leurs intersections déterminent des 
courbes d'égale pression et d'égale densité, représentées-
par ces deux équations. 

On en tire : 

dx dy dz 

Y Pl - Z | P ~ Z | £ - X | P X ^ - Y ^ " d,z dy da? d,z dx 

Mais les équations de condition (n° 9) : 

d(pX) _ d(PY) 
dy d» 

d(pY) = dfpZ) 
d̂ ; ~~ dy ' 

d(oZ) _ d(pX) 
da; dz ' 

nous donnent 
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Par conséquent, nous aurons pour les courbes d'égale 
pression et d'égale densité : 

dx dy dz 
dZ _ dY_ dX _ dZ àY__àX 
dy dz àz dx dx dy 

2 e CAS. — Si le fluide est élastique et à température 
variable, on a : 

k ? = TTTt ^ d x + Y d y + z d z ) -

Les surfaces d'égale pression sont données par 
l'équation : 

dp = 0, ou Xdx + Ydy + Zdz = 0, (1) 

les surfaces d'égale densité par l'équation : 

rfp= °- 0 U d% d x + % d y + IF D Z = 0 J ( 2 ) 

et les surfaces d'égale température par l'équation : 

dt = 0 , ou ^ dx + dy + ^ dz = 0. (3) 

Les courbes d'égale pression et d'égale densité sont 
donc déterminées par les équations (1) et (2), ou bien 
par les équations : 

dx dy dz 
dZ _ àY dX _ dZ d_Y dX 
dy dz dz dx dx dy 
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Les courbes d'égale pression et d'égale température 
sont déterminées par les équations (1) et (3), qui nous 
donnent : 

dx dy dz 

dz dy dx dz dy ôx 

Or, des conditions d'intégrabilité : 

dy\l+at) dx\l + at}' 

A / _ L \ = A / _ z \ 
dz \1 -\-<xt) dy\V + at) ' 

- (-2—) - - M M 
dx\l + at) dz U + AC/' 

on tire facilement : 

J — A Y ^ , 

,_ . , (àY dZ\ (v dt „ dt\ 

,. , . /dZ dX\ / „ dt dt\ 

et, par conséquent, on a pour les courbes d'égale 
pression et d'égale température : 

dx dy dz 
(5) 

'dX dY 
dx, 

dY dZ' 
,dz ày, 
'dZ dX' 
,dx dz t 

dZ _ d_Y dX _ dZ dY _ dX 
dy d.z d.z da; dx dy 

Ces équations (5) étant identiques aux équations (4), 
il s'ensuit que les courbes d'égale pression et d'égale 
densité sont aussi des courbes d'égale température. 
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CHAPITRE III. 

É q u i l i b r e r e l a t i f d ' u n f l u i d e . 

F i g u r e p e r m a n e n t e 

d ' u n f l u i d e t o u r n a n t a u t o u r d ' u n a x e . 

2 3 . Il résulte de ce que nous avons vu dans l'étude 
du mouvement relatif (II, n° 2 2 9 ) que, si un système 
matériel est en repos relativement à un système d'axes 
mobiles, on peut le considérer comme en repos absolu 
à la condition de joindre aux forces qui agissent 
réellement en chaque point, les forces apparentes ou 
fictives. D'ailleurs, dans ce cas, ces forces apparentes 
se réduisent pour chaque point à la force d'inertie 
d'entraînement (II, n° 2 1 4 ) . 

On arriverait au môme résultat en appliquant le 
principe de d'Alembert, et en écrivant qu'il y a équilibre 
entre les forces motrices et les forces d'inertie. En effet, 
dans le cas du repos relatif, l'accélération du mouvement 
d'entraînement et l'accélération du mouvement absolu 
sont identiques (I, n" 164) . Par conséquent, les forces 
d'inertie des différents points se réduisent aux forces 
d'inertie d'entraînement. 

2 4 . Comme application, considérons un fluide contenu 
dans un vase de forme quelconque, et supposons que 
le tout soit animé d'un mouvement de rotation uniforme 
autour d'un axe que nous prendrons pour axe des z. 
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Au bout d'un certain temps, le fluide prendra une figure 
permanente d'équilibre que nous nous proposons de 
déterminer. 

Soient X, Y, Z les composantes de la force accélé
ratrice en un point m (x, y, z) du fluide. Nous 
appliquerons le principe de d'Alembert, et nous écrirons 
qu'il y a équilibre entre les forces motrices et les forces 
d'inertie. Or, la molécule m décrit une circonférence 
de cercle autour de l'axe Oz, et si &> est la vitesse 
angulaire, et r le rayon du parallèle décrit par le 
point m, la force effective qui, dans ce cas, se réduit 
à la force centripète (I, n° 164) aura pour expression 
— rfrdm. La force d'inertie sera donc la force centrifuge 
u~rdm, dont les composantes sont xù-xdm et a-y dm. 

Nous aurons donc l'équation : 

dp = p [Xdx + Ydy + Zdz + vPxdx + uhjdy). (1) 

2 5 . Si le fluide est homogène, et sollicité par la 
pesanteur seule, on aura, en supposant l'axe des z 
vertical et dirigé en sens contraire de la pesanteur : 

X = 0, Y = 0, Z = - g, 

et l'équation (1) nous donne : 

dp = p (— gdz + u*xdx + u-ydy). (2) 

L'équation différentielle des surfaces de niveau est 
donc : 

i>)2xdx + u2ydy — gdz 0, 

ou bien, en intégrant, 

W 2 (£C2 + if) - 2 g (z — c) = 0. (3) 
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Par conséquent, les. surfaces de niveau sont des 
paraboloïdes de révolution, ayant pour axe l'axe 
des z. La parabole méridienne du plan des zx a pour 
équation : 

uitx2 = 2g [z — c). 

On voit que cette parabole ne change pas de 
grandeur avec c, c'est-à-dire avec la pression, puisque 

son paramètre est indépendant de c, et, par consé

quent, de p ; la position du sommet seule change avec c. 
D'ailleurs, en intégrant l'équation (2), on obtient 

pour la pression en un point quelconque de la masse 
fluide : 

ou bien : 

p - -• g?z + (afi + y2) + c'. 

REMARQUE. — La surface du liquide étant une 
surface de niveau, son équation doit être comprise 
dans l'équation (3). Cherchons à déterminer la valeur 
correspondante de c ; il suffira pour cela d'exprimer 
que le volume total compris entre cette surface et le 
vase est égal au volume primitif du liquide. 

Si le vase a la forme d'un cylindre circulaire, a étant 
son rayon, et h la hauteur du liquide dans le vase en 
repos, on a pour le volume primitif du liquide : 
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Le fond du vase étant pris pour plan des xy, soit h' 
la hauteur dans le vase en mouvement, c'est-à-dire la 
hauteur du point où la parabole génératrice rencontre 
le vase ; cette hauteur h' sera déterminée en faisant 
x = a, z = h', dans la section du plan des zx, ce qui 
nous donne : 

D'OÙ 

u 2 a 2 = 2g {h' — u), 

c = h — 
2*7 

Mais, il est facile de s'assurer que le volume 
compris entre cette surface de niveau et le vase a pour 
expression : 

*9 

On a donc, en égalant les deux expressions du 
volume : 

4<7 

d'où l'on tire : 

h' = h + —— 
4«7 

et, par suite, 
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L'équation de la surface libre du liquide est donc, 
en vertu de l'équation (3) : 

2 6 . Considérons encore le cas d'un liquide homogène 
animé d'un mouvement de rotation uniforme autour 
d'un axe Oz et dont tous les points sont attirés par 
un centre fixe 0 situé sur l'axe, et proportionnellement 
à la distance à ce point. 

En désignant par ¡1 la valeur de la force à l'unité 
de distance, et prenant le point fixe pour origine, nous 
aurons : 

et l'équation (1) nous donne : 

dp = p (— pxdx — uydy — fxzdz •+• <o*xdx -\-i>>îydy). 

L'équation différentielle des surfaces de niveau est : 

(w2 — ¡1) xdx -f- (w2 — ¡1) ydy — fj. zdz = 0, 

d'où, en intégrant : 

X = — ux, Y = = — yy, Z = — y.Z, 

(w! — f*) {X* + f/2) — p2 2 = COnst., 

ou bien : 

c étant une constante arbitraire. 
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Par conséquent, les surfaces de niveau sont des 
surfaces du second ordre, de révolution autour de l'axe 
de rotation. 

Si t o 2 < p, les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes. 
Si M 2 = y, ces surfaces sont des plans perpendi

culaires à l'axe des z, c'est-à-dire perpendiculaires à 
l'axe de rotation. 

Si « 2 > p, les surfaces de niveau sont des hyperbo-
loïdes à une nappe ou à deux nappes, ou un cône, 
suivant que c sera positif ou négatif, ou nul. 

Enfin, si w = 0, les surfaces de niveau sont des 
sphères concentriques. 

Il résulte de ce qui précède que, pour M = 0, les 
surfaces de niveau sont des sphères concentriques ; 
si « varie entre 0 et ces surfaces sont des 
ellipsoïdes do révolution autour de l'axe Oz ; pour 
M > | / ( j l , ces-surfaces deviennent des hyperboloïdes de 
révolution. 

Il est évident que l'on obtiendra la valeur de la 
constante c correspondante à la surface du liquide en 
calculant le volume du liquide compris entre cette 
surface de niveau et la surface du vase, et on égalant 
la valeur trouvée au volume de la masse donnée du 
liquide. 
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CHAPITRE IV. 

É q u i l i b r e d e s f l u i d e s p e s a n t s . 

P r e s s i o n s u r u n e p a r o i p l a n e . 

P r e s s i o n s u r le f o n d d ' u n v a s e . 

2 7 . Considérons un fluide pesant en équilibre rap
porté à trois axes rectangulaires, l'axe des z étant 
dirigé dans le sens de la pesanteur, et soit m (x, y, z) 
un point de ce fluide. Nous aurons : 

X = 0, Y = 0, Z = g, 

et il vient : 

dp = gpdz. 

Les surfaces de niveau qui ont pour équation (n° 11): 

dz = 0, d'où z = const, 

sont des plans horizontaux. 
Si le fluide est un liquide homogène, et si l'on désigne 

par p0 la pression correspondante à un plan horizontal 
situé à une distance z0 en dessous du plan des xy, 
par exemple, la surface supérieure du liquide, on a : 

p = p0 + gp (z — *„)• 
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On en conclut que la partie de la pression totale au 
point considéré, qui est indépendante de la pression p0 

exercée à la surface supérieure du liquide est go (z—zlt), 
c'est-à-dire qu'elle est proportionnelle à la profondeur 
z — î d de l'élément en dessous du niveau supérieur 
du liquide. 

2 8 . La formule qui détermine la pression en un 
point d'une masse fluide en équilibre est : 

dp = gpdz. 

Or, en désignant par m le poids spécifique du fluide 
au point considéré, on a (I, n° 3 2 9 ) : 

w = g?, 

d'où : 

dp = mlz. 

On en tire, en désignant par pn la pression corres
pondante à un plan horizontal situé à une dislance z0 

en dessous du plan des xy : 

2(1 

Z 

Or, l'intégrale fzsdz est évidemment le poids d'une 

colonne verticale du fluide ayant pour base l'unité de 
surface, et pour hauteur z — zQ. Nous aurons donc 
le théorème suivant : 

THÉORÈME. — La pression en un point d'un fluide 
pesant en équilibre, est égale à la pression exercée sur 

3 
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un plan horizontal, augmentée du poids d'une colonne 
verticale du fluide ayant pour base l'unité de surface, 
et pour hauteur la portion de verticale comprise entre 
ce plan horizontal et le point considéré. 

2 9 . Si le fluide est homogène, w = const., et la 
formule précédente nous donne pour la pression en un 
point de la masse fluide : 

P = P„ + "(* — *„)• 

Cette pression p rapportée à l'unité de surface peut 
être représentée par un certain nombre de kilogrammes 
appliqués sur l'unité de surface, ou par le poids d'une 
colonne verticale du fluide ayant pour base l'unité 
de surface. En désignant par H la hauteur de cette 
colonne, on a : 

p = = j H , 

d'où : 

H = £ = P± 

Cette hauteur H est la hauteur représentative de la 
pression p en colonne fluide, cette pression étant 
exprimée en kilogrammes par mètre carré. 

L'équation précédente nous apprend que Yaccrois-
semenl de la hauteur représentative de la pression dans 
un fluide pesant et homogène en équilibre est égal à 
l'accroissement de l'ordonnée z. 

REMARQUE I. — Nous venons de voir que l'on peut 
représenter une pression par la hauteur représentative 
correspondante. C'est ce que l'on fait souvent en 
Physique. Ainsi, par exemple, on dit : la pression 
de 7 6 0 M M de mercure, la pression de 10™333 d'eau. 
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ii est bon d'observer que les pressions et leurs hau

teurs représentatives dans un liquide sont seulement 
proportionnelles : le rapport entre ces deux quantités 
est le poids spécifique. 

D'après ce qui précède, la pression est un certain 
nombre de kilogrammes par mètre carré, et il est 
évident que l'on ne peut pas y substituer un certain 
nombre de mètres, à moins qu'il ne s'agisse d'évaluer 
le rapport de deux pressions. Si l'on voulait calculer 
la pression correspondante à 7 6 0 m m de mercure, 
il faudrait se rappeler que le mètre cube de mercure à 0° 
pèse 13596 kilogrammes ; donc, la pression de 7 6 0 m m 

serait égale à 13596 x 0,760 = 10333 kilogrammes par 
mètre carré. C'est la valeur de la pression atmosphérique 
moyenne. Elle est égale à la pression de 10m,333 d'eau, 
puisque le poids du mètre cube d'eau est de 1000 kilo
grammes. 

REMARQUE II. — L'équation : 

s; w 

nous donne : 

• 2 = * . - ^ 

Cette relation exprime que si, en chaque point d'un 
fluide en équilibre, on retranche de la profondeur z 

de ce point la hauteur représentative - de la pression 

en ce point, on obtient un résultat constant. Elle déter
mine donc un plan fixe situé à une distance du plan 

horizontal des œy égale à za — ^ . Ce plan a reçu 
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le нош de plan de charge. Sa distance au plan fixe 
des xy est : 

, _ ~ ËSL *1 — *0 w • 

D'ailleurs, si l'on remplace z par zl dans la formule : 

P = Po + ^ — zD), 

il vient : 

p = 0. 

On en conclut (pie la pression est nulle pour tous les 
points du plan de charge. 

Si l'on désigne par Ç la distance d'un point du fluide 
au plan de charge, la distance de ce point au plan 
des xy sera z1 -\- '£, et nous aurons pour la pression 
en ce point : 

P = P» + RA (-SI + С — z0), 

et, en remplaçant S, par sa valeur, il vient : 

p = raÇ. 

Donc, la pression en un point quelconque du fluide est 
représentée par le poids d'un cylindre du fluide ayant 
pour base l'unité de surface et pour hauteur la distance 
de ce point au plan de charge. 

3 0 . THÉORÈME. — La pression totale exercée par 
un fluide pesant et homogène sur une paroi plane est 
égale au poids d'un prisme de ce fluide ayant ce plan 
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Fie;. 4. 

pour base, et pour hauteur la dislance du cenU-e 
de gravité de ce plan à la surface du niveau supérieur. 

Soit ABCD une surface plane dans un fluide pesant 
et homogène en équilibre (fig\ 4 ) , et soit d\ un élément 

do cette surface situé à une 
profondeur z en dessous de la 
surface du niveau supérieur. 
La pression supportée par cet 
élément est (nD 2 7 ) : 

gçzd'i., 

en faisant abstraction de la 
pression exercée sur le niveau 
supérieur , c'est-à-dire, en 

général, la pression atmosphérique. Cette pression est 
normale à l'élément (n° 5) . Les pressions exercées sur 
tous les éléments de la surface plane ABCD sont donc 
parallèles : elles auront une résultante p égale à leur 
somme, et normale au plan : 

P g? f zdl. 

Or, en désignant par z0 la distance du centre de 
gravité de l'aire ABCD — A à la surface du niveau 
supérieur, on a (I, n° 3 2 9 ) : 

y"zdl = A-s„ ; 

par suite, 

p = g?z0\, 

formule qui démontre le théorème énoncé. 
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3 1 . REMARQUE. — Si la surface ABCD est horizontale, 
z0 est la profondeur totale de cette surface. 

En particulier, si A est la surface du fond du vase, 
l'équation : 

P = 0P*oA, 

nous donnera la pression exercée sur ce fond. 
Cette expression est indépendante de la forme du 

vase ; par conséquent, la pression exercée par un 
liquide sur le fond d'un vase est indépendante de la forme 
de ce vase. Si l'on fait varier la capacité du vase, sans 
changer le fond, la pression supportée par celui-ci ne 
change pas, pourvu que z0 reste constant. Ce phéno
mène est connu sur le nom de paradoxe hydrostatique. 

3 2 . Il en résulte que la pression d'un liquide sur le 
fond d'un vase non cylindrique peut être plus grande 
ou plus petite que le poids du liquide contenu dans 
le vase. Ainsi, la pression sur la paroi AB (fig. 5) sera 

Fig. 5 . F ig . 6. F i g . 7 . 

A ß M N 

C D 

égale au poids d'une colonne de liquide ayant pour base 
AB, et pour hauteur FG. 

Dans le trapèze ABCD (flg. 6) la pression sur le fond 
du vase AB est plus grande que le poids du liquide 
contenu dans le vase. Le contraire se présente pour 
le trapèze MNPQ (fig. 7 ) . 
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L i q u i d e s s u p e r p o s é s . 

3 3 . Supposons maintenant deux liquides pesants et 
homogènes contenus dans un même vase et qui ne se 
mélangent pas. La surface de séparation sera un plan 
horizontal. En effet, les surfaces de niveau sont des 
plans horizontaux pour chaque liquide (n n 17) ; en 
outre, la densité doit être la même pour tous les 
points de chacun de ces plans. Or, cela n'aurait pas 
lieu, si un même plan horizontal pouvait rencontrer 
les deux liquides. 

Oyela posé, soient b la base, h la hauteur et p la densité 
de la première couche reposant sur le fond du vase ; 
b\ h', p' les quantités analogues relatives à la seconde 
couche. La pression sur l'unité de surface de b' est go'h'; 
cette pression se transmet à la seconde couche et 
viendra s'ajouter à la pression geh exercée par cette 
seconde couche sur chaque unité de surface de sa base. 
La pression sur le fond du vase par unité de surface 
sera donc g oh! + gph, et, par conséquent, la pression 
totale sur ce fond est gh'h' + ph)b, c'est-à-dire qu'elle 
est égale au poids d'un prisme dont la base serait b, 
et qui contiendrait une hauteur h du liquide inférieur 
et une hauteur h' du liquide supérieur. 

Si l'on avait plusieurs liquides superposés dans un 
même vase, on aurait pour la pression totale sur le fond 
du vase : 

g (ph + ?'h' + ?"h" + )b. 
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V a s e s c o m m u n i q u a n t s . 

¥\g. 

fi 

3 4 . PROPRIÉTÉ. — Dans deux vases communiquants 
dont chacun contient un liquide pesant et homogène, 
la surface de séparation des deux liquides est un plan 
horizontal, cl les hauteurs des deux colonnes liquides 
au-dessus de ce plan sont en raison inverse des 
densités. 

Soient deux vases communiquants remplis de deux 
liquides différents (fig. 8). Ces deux liquides étant 

en équilibre, les surfaces de 
niveau sont des plans hori
zontaux pour chaque liquide, 
et, par conséquent, il en sera 
de même de la surface de 
séparation. Il en résulte que 
l'un des deux liquides remplira 
complètement le canal de 
communication et une partie 

L' D plus ou moins grande du vase 

qui contient l'autre liquide. 

Soient AK la surface de séparation, h et h' les hauteurs 
des deux liquides au-dessus de ce plan. Si nous prenons 
un point m de la surface de séparation, la pression 
exercée en ce point par le premier liquide sera égale 
à goh, en faisant abstraction de la pression extérieure, 
et la pression exercée par le second liquide sera égale 
à gp'h'. 

B B B 

m m 
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L'équilibre exige que ces deux pressions soient égales, 
et l'on a, par conséquent, 

g?h = g?'h', 

d'où : 

h _ p' 
h' p 

REMARQUE. — Si les deux liquides sont de même 
densité, on a h = h'. 
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CHAPITRE V. 

C o m p o s i t i o n d e s p r e s s i o n s 

s u r u n e p a r o i d e f o r m e q u e l c o n q u e . 

3 5 . Considérons une paroi de. forme quelconque, 
et proposons-nous de trouver l'action exercée sur cette 
paroi par un fluide en équilibre. 

Supposons donc que la surface pressée par le fluide 
soit une surface courbe dont la forme est définie par 
son équation. Soil M (x, y, 2) un point de cette surface. 
La pression sur un élément dl de la surface en ce point 
M est pdl, et elle est normale à cet élément (n° 5). 
Les pressions exercées sur les différents éléments 
de la surface étant normales à ces éléments ne sont donc 
pas des forces parallèles, et, par conséquent, elles ne se 
réduisent pas, en général, à une force unique. 

Mais, si nous désignons par a, (3, y les angles que la 
normale à l'élément dl fait avec les axes, les composantes 
de la pression pdl sont : 

pdl cos a, pdl cos ¡3, pdl cos y. 

Nous aurons pour chacun des éléments de la surface 
courbe trois composantes analogues. Si nous étendons 
à la surface entière, et si nous composons toutes les 
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pressions autour de l'origine, nous aurons suivant les 
axes les trois forces : 

A =ypdl eos a, B = Çpdl eos p, C = j"pdl cos y, 

et dans les plans coordonnés les trois couples : 

L = ypdÀ [y cos y - 5 cos ¡3), 

M = ypdX (2 cos a — x cos y), 

N = ypeu te cos ¡3 — y cos a). 

On en conclut qu'en général, les pressions exercées 
sur une surface courbe se composant en une force 
et un couple. 

Observons que les intégrales qui précèdent doivent 
s'étendre à la surface entière de la paroi pressée. 

Ainsi donc, lorsque la surface pressée par le lluide 
n'est pas plane, les pressions exercées sur les différents 
éléments de cette surface ne se réduisent pas, en 
général, à une résultante unique. Mais, si l'on a la 
condition (I, n° 2 8 8 ) : 

AL -f BM + CN = 0, 

le couple et la force sont situés dans un même plan, 
et les pressions se composent alors en une pression 
unique. 
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C e n t r e d e p r e s s i o n . 

3 6 . On appelle centre de pression d'une surface 
le point où cette surface est rencontrée par la résultante 
des pressions exercées sur ses différents éléments. 
En général, on restreint le sens de cette expression 
au cas où le fluide est un liquide pesant et homogène, 
et où l'on fait abstraction de la pression exercée sur 
le niveau supérieur. 

Une aire plane admet toujours un centre de pression, 
puisque les pressions exercées sur ses différents 
éléments étant normales à cette aire sont des forces 
parallèles et de même sens, qui admettent donc une 
résultante unique. Au contraire, dans une surface 
courbe, les pressions étant dirigées suivant les normales 
à la surface, le centre de pression n'existe pas toujours, 
puisqu'un système de forces quelconques n'admet pas 
toujours une résultante unique. Pour qu'une surlacc 
courbe admette un centre de pression, il faut que 
la condition (n° 35) : 

AL + BM -t- CN = 0, 

soit vérifiée. 

Lorsque cette condition sera satisfaite, nous pourrons 
déterminer les coordonnées du centre de pression, 
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En désignant par xlt yit zl ces coordonnées, nous 
pourrons faire équilibre aux pressions, en introduisant 
en ce point une force égale et directement opposée 
à leur résultante unique, et nous aurons les trois 
équations : 

Cyl — RSj = y pdl (y cos y — z cos ¡3], 

kzi — Cxx = jpdl (z cos =c — x cos y), 

Bajj — \yx = j"pdl [x cos[3 — y cos a). 

Or, ces trois équations se réduisent à deux, en vertu 
de la relation : 

AL 4- BM + CN = 0. 

Si nous joignons à ces deux équations, l'équation : 

qui exprime que le point xx, y , , zï est sur la surface 
courbe, nous aurons trois équations pour déterminer 
xv y„ zr 

37. THÉORÈME. — Le centre de pression d'une aire 
plane inclinée sur l'horizon est situé en dessous 
du centre de gravité de cette aire par rapport au plan 
du niveau supérieur. 
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Soient G le centre de gravité de l'aire plane située 
dans le planMNRS(flg.9), 

F i s - 9 ' et HH' une horizontale 
menée par le point G 
dans le plan de cette aire. 
Soit dl un élément de 
l'aire situé au-dessus de 
HH' : la pression sur cet 
élément sera gpzdl, z 
étant la distance de l'élé
ment à la surface du 
niveau supérieur. En 
désignant par u la dis

tance de l'élément dl à la droite HH', le moment de 
cette pression par rapport à HH' est ( I , n° 2 3 3 ) : 

gpzudl. 

Donc, la somme des moments par rapport à l'axe HH' 
des pressions exercées sur la partie de l'aire comprise 
dans MNHH1 sera : 

gp J zudl; 

de même, la somme des moments par rapport à HH1 des 
pressions exercées sur l'autre partie comprise dans 
IIH'RS sera : 

Il résulte de là que le plan MNRS est sollicité à tourner 
autour de HH' avec un moment égal à : 

gp f (z'u'dl' — zudl). 
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Or, pour tous les points de la partie supérieure, 
l'ordonnée z est moindre que la distance z0 du centre 
de gravité G au plan du niveau supérieur : on a donc, 
pour un quelconque de ces points : 

z0 > z, d'où zpudl > zudl ; 

par conséquent, 

zgJ"ud\ > j"zudX. 

De la même manière, puisque, pour tous les points 
de la partie inférieure, on a z' > z0, il en résulte : 

Y"z'u'dl' > ZgJ1 u'dV. 

Mais, d'autre part, la droite HH' passant par le centre 
de gravité G de l'aire, la somme des moments des' 
éléments de cette aire par rapport à cette droite est 
nulle (I, n° 3 2 3 ) . On a donc : 

Çud\ = Yu'dV ; 

par conséquent, 

z0J" udl =^zaj* u'dh', 

et, par suite, 

Y'z'u'dl' >Yzudl. 
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Il résulte de là que le moment j z'u'dV l'emporte sur 
le moment Çzudl pour faire tourner le plan autour de 
HH'. Donc, le point d'application de la résultante doit 
se trouver dans la partie du plan correspondant à ce 
moment, c'est-à-dire en dessous de la droite HIT par 
rapport au plan du niveau supérieur. 

C o o r d o n n é e s d u c e n t r e d e p r e s s i o n 

d ' u n e p a r o i p l a n e . 

3 8 . Considérons une paroi plane dans l'intérieur d'un 
liquide homogène et pesant. Prenons le plan du niveau 
supérieur du liquide pour plan des xy, l'axe des z étant 
dirigé dans le sens de la pesanteur. Soient dX un 
élément de la paroi plane, z sa distance au plan des xy : 
la pression exercée sur cet élément est gozd).. 

Les moments de cette pression par rapport aux trois 
plans coordonnés sont : 

gpzxdl, gpzydl, gpzhl).. 

Désignons par xx, yl, zt les coordonnées du centre 
de pression, et écrivons que le moment de la pression 
totale supposée appliquée au centre de pression, par 
rapport aux trois plans coordonnés, est égal à la somme 
des moments des pressions élémentaires par rapport 
à ces plans. 
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Nous aurons donc en représentant par R la pression 
totale : 

Rx^ = gpj zxdl, 

R!/i = 9?f zydl, 

Rz, = g? f z*dl. 

Mais, en désignant par za la distance du centre de 
gravité au plan du niveau supérieur, et par A l'aire 
de la paroi plane, on a : 

j " zdl = z0A. 

On a donc pour les coordonnées du centre de pression : 

zxdl j'zydl y zldl 

3 9 . REMARQUE. — Il est évident, puisque le centre 
de pression est situé dans le plan de la paroi, que l'on 
peut chercher à déterminer les coordonnées de ce point 
par rapport à deux axes pris dans ce plan. 

Prenons pour axes coordonnes l'intersection Ox de 
la paroi avec le plan horizontal à partir duquel 
on compte les profondeurs, une perpendiculaire Oy 
à cette droite dans le plan de la paroi, et une perpen
diculaire Oz à ce plan. 

4 
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La pression totale sur la paroi sera, en désignant 
par M la distance verticale d'un élément au plan 
horizontal (n° 38 ) ! 

R = g? j*udl -= </p\u 0, 

A étant l'aire totale de la paroi, et u0 la distance de son 
centre de gravité au plan horizontal. 

D'ailleurs, ac1, yl étant les coordonnées du centre 
de pression dans le plan des xy, on a évidemment : 

Rœ, = xudl, 

R 2 / i = 9? f V udl. 

Or, <p étant l'angle que fait le plan de la paroi avec 
le plan horizontal, et ya la distance de son centre 
de gravité à l'axe Ox, on a : 

M = y sin y, u0 = ya sin tp ; 

par suite, 

R = #pî/0Asmcp, 

lia;, = ga sin <p J xydl, 

Ry't = g? sin tp J yldl. 

Par conséquent, 

/ xydl 
x i = -—ï " • 
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Les formules précédentes nous permettent de recon
naître que le centre de pression dune paroi plane n'est 
autre que le centre de percussion de cette paroi, 
considérée comme un corps dont chaque élément aurait 
une masse égale à son aire, et qui tournerait autour 
de l'horizontale Ox. 

En effet, d'abord le centre de pression est situé dans 
un plan passant par le centre de gravité et par l'axe 
-de rotation ; d'autre part , sa distance à l'axe Ox est 
-donnée par la formule : 

et il est évident que j y*dl est le moment d'inertie 
de l'aire par rapport à l'axe Ox. Enfin, si nous 
transportons le plan yz parallèlement à lui-même, 
de manière à le faire passer par le centre de pression, 
alors la coordonnée x du centre de pression sera nulle, 
et nous aurons : 

yx'ydl = 0 ; 

d'ailleurs, on a aussi : 

J x'zdl = 0, 

puisque, pour tous les points de l'aire, z = 0. 
Il s'ensuit que l'axe Ox est principal pour la nouvelle 

origine, c'est-à-dire pour le point où il rencontre le plan 
mené par le centre de pression perpendiculairement 
à l'axe de rotation. Donc, le centre de pression 
satisfait aux conditions qui déterminent le centre de 
percussion de la paroi (II, n° 2 3 9 ) . 
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4 0 . La détermination du centre de pression d'une paror 
plane est encore simplifiée lorsque l'on connaît à priori 
une droite sur laquelle se trouve ce centre de pression. 

Supposons, par exemple, que l'horizontale MN soit 
l'intersection de la paroi avec le niveau du liquide, et 
divisons la surface pressée en tranches élémentaires par 
des parallèles à MN. Le centre de pression de chacune 
de ces tranches est évidemment situé en son milieu. 
Si le lieu des points milieux des cordes parallèles à MN 
est une ligne droite, le centre de pression sera situé 
sur cette droite. En d'autres termes, si la surface 
pressée a un diamètre conjugué à ses cordes horizon
tales , le centre de pression sera sur ce diamètre. 
Dans ce cas, il suffira de déterminer la distance de ce 
centre de pression au niveau du liquide, ou sa distance 
à l'horizontale MN. 

En désignant par zl la distance du centre de pression 
au niveau du liquide, nous aurons la formule : 

dl étant Paire d'une tranche élémentaire située à une 
distance z du niveau du liquide, za et A ayant la même 
signification que ci-dessus (n° 38 ) . 

Connaissant zt, il sera facile de trouver la distance 
du centre de pression à l'horizontale MN. 

En particulier, soit ABC la surface pressée (fig. 10), 
AB étant l'intersection de cette surface avec le niveau 
du liquide, et supposons que cette surface ait un axe 
de symétrie OC perpendiculaire à AB. Décomposons 
la surface ABC en tranches élémentaires par des paral
lèles à AB, et soit abcd -- dl une de ces tranches, dont 
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le centre de pression est en son milieu I. Soient ID z 
la distance de cette bande, abcd au niveau du liquide, 

€0D = <p l'angle que fait la surface ABC avec le plan 
horizontal, et posons : om = y, ma = x, les droites 
OA et OC étant prises pour axes des x et des y. Nous 
aurons : 

dl = 2xdy. 

Or, le centre de pression X de la surface ABC étant 
évidemment situé sur OC, soit zt sa distance au niveau 
du liquide ; la formule ci-dessus : 

*dl 
* 0A 

nous donne 

J" 2z2xdy Ç z*xdy 

zttj2xdy z a j xdy 
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Si l'on désigne par y1 la distance OX du centre de-
pression à l'horizontale MN, et par y0 la distance 
du centre de gravité à cette même horizontale, on a : 

z = ysin(p, z1 = yi sin<p, * 0 = y„ sia <p. 

Par suite, la formule précédente nous donne : 

j œy'dy 

Observons que x, y sont les coordonnées du point a 
par rapport aux deux axes Ox et Oy. 

APPLICATION. — Dans le cas d'un rectangle, nous 
aurons en désignant par a la base, par b la hauteur, 
et en supposant que la base soit à fleur d'eau : 

a _b 

par conséquent, 

4 1 . — Proposons-nous de trouver le centre de 
pression d'un trapèze dont les bases AB et GD sont 
horizontales. 

Le centre de pression I devant se trouver sur la droite 
EF qui joint les milieux des deux bases (n° 4 0 ) , il suffit 
de déterminer la coordonnée zl = QS de ce point I, 
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situé, comme on sait (n° 3 7 ) , en dessous du centre 
de gravité G du trapèze (h'g. 11). Soient AB =- a, 

Fig. n . 

O X 

CD = b les deux bases du trapèze, h sa hauteur, 
A'K = c la distance de la base supérieure au niveau 
du liquide, <p l'angle que fait le plan du trapèze avec 
le plan horizontal. 

Décomposons le trapèze en éléments parallèles aux 
bases, et appliquons la formule (n° 40 ) : 

f z*dl 
z. = il 

A étant l'aire du trapèze, et z 0 la distance de son centre 
de gravité G au plan horizontal. 

La surface d'un élément mnm'n', situé a u n e distance 
A'P •= u de la base supérieure, est : 

d\ • = mn . du. 

Or, on a évidemment : 

, b — a 
mn = a -\ t— u ; 
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"° ~ 3 (a + b) ' 

et, par conséquent, 

, h [2b 4- a) . c + ———r- sin cp. A (a -{- b\ r 

Nous aurons donc : 

b — a J [c + u sin cf)2 [a 4 -j— uj d 
u 

2 3 {a + b) M 

du 

Cette formule servira à calculer la distance zx du 
centre de pression au plan horizontal. Mais, il est 
préférable de déterminer la distance A'Q = u1 du point I 

par suite, 

dX = | a + ^ a
 Mj du. 

D'autre part, on a : 

z = PR = A'K - j - A'P sin <p c 4- w sin cp, 

A = (a + 6 ) | . 

5 0 = G'T = A'K -j- A'G' sin cp = c + u0 sin cp, 

en posant A'G' = u0. 

D'ailleurs, nous avons trouvé (I, n° 3 4 0 , 7°) : 

h (2b 4- a) 
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on aura 

y (c -f- u sin -4- ^ ^ CT uj 
c + uv sin » = - — , 

, , , A) . ht2b 4 - a) . / 

d'où l'on tire facilement : 

h1 (a + 36) sin ce 4- 2 fa 4- 26) 
1 2h (a 4- ¿¡6; sin «. 4- 6c (a 4- 6) 

CAS PARTICULIERS. — 1° Si c = 0, c'est-à-dire si la 
base supérieure du trapèze est à fleur d'eau, on a : 

_ h {a 4- 36) 
Ml _ 2{a -r-26) ; 

le centre de pression est indépendant de l'inclinaison 
de la pardi. 

2° Si tp = 0, c'est-à-dire si le trapèze est horizontal, 
on a : 

h (a 4- 26i. 
1 'S \a + b) ' 

le centre de pression coïncide avec le centre de gravite 
du trapèze. 

à la base supérieure du trapèze. Si Ton observe que 
l'on a : 

zl = QS = A'K + A'Q sin <p = c + ux sin 9, 
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3° Si a = 0, le trapèze se réduit à un triangle, 
et l'on a : 

h (3h sin œ + 2c) 
Il . 

1 a [2h sin © + 3c) 

4° Si l'on a en même temps a = 0, c = 0, le sommet 
du triangle est à fleur d'eau, et l'on a : 

5° Si l'on a en même temps b = 0, c = 0, la base du 
triangle est à fleur d'eau, et l'on a : 

h 
U l = 2 " 

6° Si a = &, la paroi est un parallélogramme, et il 
vient : 

_ h (2h sin <p + 3c) 
M 3 i/i sm <p + 2c) ' 

7° Si a = en même temps que c = 0, la èasc 
supérieure du parallélogramme est à fleur d'eau, et 
l'on a : 
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CHAPITRE VI. 

P r i n c i p e d ' A r c h i m e d e . 

4 2 . Quand un corps pesant est plongé dans un fluide 
pesant en équilibre, les pressions exercées sur la surface 
de ce corps ont une résultante unique, égale et contraire 
au poids du fluide déplacé par le corps et appliquée 
au centre de gravité de cette partie du fluide supposée 
solidifiée. 

Considérons donc un corps complètement plongé dans 
un fluide, et soit mn = dl un élément de la surface 
•de ce corps (fig. 12). Choisissons pour plan des xy un 

F i g . 12. 

o b x 

plan horizontal pris dans le fluide, l'axe des z étant 
dirigé dans le sens de la pesanteur. Imaginons un 
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cylindre vertical mnm'n' qui rencontre la surface 
suivant un élément m'n' = dV ; soient ma — z 
et ma =>= z' les distances respectives des points m et 
m' au plan des xy. 

La pression exercée sur l'élément mn est (n° 2 7 ) 1 : 

gpzdl, 

et elle est normale à cet élément. En désignant par 
a, ¡3, y les angles que la normale au point m fait avec 
les axes, les composantes de cette pression sont : 

gpzdl cos a, gpzdï cos {3, gpzdl cos y. 

De même, la pression exercée sur l'élément mW est : 

goz'dV, 

et elle a pour composantes : 

gpz'd/.' cos a', gpz'dX' cos ¡3', gpz'dl' cos y'. 

Imaginons aussi un cylindre mnpq, parallèle à l'axe 
des x, et qui rencontre la surface suivant un clément 
pq = d'r.". Nous aurons sur l'élément pq une pression : 

g?zdl", 

qui aura pour composantes : 

gpzd/." cos a", gazd!'1 cos ¡3", gpzdl" cos y". 

1. En faisant abstraction de la pression exercée sur le plan 
horizontal des xy. 
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Or, si l'on désigne par cfo la section droite du cylindre 
vertical de base mn, on a : 

par conséquent, nous aurons sur les deux éléments mn 
et m'n' deux pressions verticales de sens contraires : 

dirigée de bas en haut. 
D'autre part, si nous désignons par du' la section 

droite du cylindre horizontal mnpq, nous aurons : 

par conséquent, les composantes parallèles à l'axe des x 
des pressions exercées sur les deux éléments mn et pq 
sont égales et de sens contraires, et, par suite, elles se 
détruisent. Il en serait de môme des composantes paral
lèles à l'axe des y, si l'on considérait un cylindre 
parallèle à l'axe des y. 

Si donc nous considérons les pressions exercées aux 
différents points de la surface du corps, toutes les 
composantes horizontales se détruisent deux à deux, 
et les composantes verticales nous donnent une résul
tante égale à leur somme : 

di eos y = d'/J cos y' = dw ; 

gpzdiii et gpz'dw, 

qui se composent en une pression résultante : 

9? <>' — z) du», 

dì cos a d'h" cos a" = d^' ; 

et dirigée de bas en haut . 
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Or, J (z' — z) du est la somme des volumes des 

cylindres tels que mnm'n', e'est-à-dire le volume du 

corps plongé ; et, go f (z' — z) da est le poids du fluide 

Par conséquent, toutes les pressions exercées sur 
la surface du corps se composent en une seule force 
verticale agissant en sens contraire de la pesanteur, 
égale au poids de la masse du fluide déplacé par le corps, 
et appliquée au centre de gravité de cette masse. Cette 
résultante est appelée la poussée du fluide ; son point 
d'application est le centre de poussée. 

REMARQUE. — Nous avons suppose que les cylindres 
rencontrent la surface du corps deux fois seulement. 
Si ces cylindres la rencontraient plusieurs fois, ce serait 
toujours un nombre pair de fois. Il serait facile d'étendre 
la démonstration précédente en groupant les faces 
d'entrée avec les faces de sortie, et l'on arriverait 
au même résultat. Le théorème énoncé est donc 
démontré. 

4 3 . Le principe d'Archimède a encore lieu lorsque le 
fluide n'est pas homogène. En effet, si nous désignons 
par u la distance d'un point quelconque de ce fluide au 
plan des xy, on a : 

p et p étant les pressions par unité de surface en mn 
et m'n', z et z' les distances de ces éléments au plan 
des xy ; d'ailleurs, d™ étant la section droite du cylindre 
mn m'ri, nous aurons : 

dont le corps tient la place. 

z 
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Or, zsdtodu est le poids d'une colonne du fluide qui 
aurait une section droite du>, une hauteur du et un 
poids m par unité de volume égal à celui du fluide 

z' 

à la distance u ; par suite, J" mdudu est le poids 
z 

qu'aurait la colonne mnm'n', si le fluide occupait le 
volume de cette colonne. 

La résultante totale est donc égale et contraire au 
poids de la masse du fluide déplacé par le corps et 
passera par le centre de gravité de cette masse. 

4 4 . Nous avons supposé que le corps était entière
ment plongé dans le fluide. Le théorème s'applique 
facilement au cas d'un corps plongé en partie (corps 
flottant) dans un liquide pesant dont le plan des xy 
serait la surface libre. On verrait facilement, en effet, 
que les pressions horizontales se détruisent deux à deux ; 
•d'ailleurs, si un cylindre vertical mnm'n' a une partie 

F i g . L3. 

en dehors du fluide (fig. 13), les composantes verticales 
des pressions sur les deux bases mn et m'n' sont respec
tivement : 

pad<i) et p0du + gpz'dw, 

et elles sont de sens contraires ; la pression résultante 
est donc goz' da, c'est-à-dire qu'elle est égale au poids 
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d'un volume du liquide égal à la partie du cylindre 
plongée dans le liquide, et elle est dirigée de bas 
en haut. 

Par conséquent, toutes les pressions exercées sur 
la surface du corps se composent en une seule force 
verticale satisfaisant aux mêmes conditions que ci-dessus 
(n° 4 2 ) . On en conclut le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Tout corps solide plongé en tout ou 
en partie dans un liquide pesant en équilibre reçoit 
de ce liquide une poussée verticale, dirigée de bas en 
haut, égale au poids du liquide déplacé, et appliquée 
au centre de gravité de ce liquide. 

4 5 . REMARQUE. — Il résulte de la théorie précédente 
qu'un corps plongé dans un fluide en équilibre subit 
de la part de ce fluide une poussée de bas en haut. Cette 
poussée s'appelle improprement la perle de poids du 
corps. On énonce alors le principe d'Archimède de la 
manière suivante : 

THÉORÈME. — Tout corps plongé dans un fluide 
pesant en équilibre perd une partie de son poids, égale 
au poids du volume du fluide qu'il déplace. 

En effet, tout corps plongé dans un fluide est sollicité 
par deux forces verticales de sens contraires : l'une Z, 
égale à son poids, et appliquée à son centre de gravité 
G ; l'autre Z égale au poids du fluide déplacé, dirigée 
de bas en haut, et appliquée au centre de poussée G r 

Ces forces étant parallèles, si nous les composons autour 
du centre de gravité G, elles nous donnent une force 
unique Z 1 — Z, appliquée au point G, et un couple 
unique Zh, en désignant par h la perpendiculaire 
abaissée de G t sur G Z r 

On voit par là que la force unique Z, — Z qui sollicite 
réellement le corps de haut en bas est égale à son 
poids diminué du poids du volume du fluide déplacé. 
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Mais, cela ne signifie évidemment pas que le poids du 
corps a diminué. 

Dans le cas où le fluide et le corps sont homo
gènes, si nous désignons par p1 la densité du corps, 
par V, son volume, par V le volume du fluide déplacé 
(V étant différent de V, dans le cas où le corps est plongé 
en partie), par p la densité du fluide, les deux forces 
Zj et Z ont respectivement pour valeurs : 

et la force unique est : 

Z: - Z = g ( P l V 1 - ?V). 

DISCUSSION. — 1° Si p, > p, c'est-à-dire si la densité 
du corps est plus grande que celle du fluide, on aura, 
puisque le volume Vi du corps ne peut jamais être plus 
petit que V : 

z, — r > 0. 

Le solide descendra jusqu'à ce qu'il rencontre un 
obstacle qui arrête son mouvement, par exemple le fond 
du vase. 

2° Si Pj = p, c'est-à-dire si la densité du corps est 
égale à celle du fluide, le corps descendra à moins que 
l'on n'ait Vj = V, et alors il plonge complètement 
dans le fluide. 

3° Si p1 < p, c'est-à-dire si la densité du corps est 
moindre que celle du liquide, nous aurons : 

Z, — Z J 0, 
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à moins que l'on n'ait : 

y = P l V I _ 

p 

et alors le corps flottera. 

4 6 . PROPRIÉTÉ. — Pour qu'un .solide homogène 
plongé dans un fluide homogène soit en équilibre, il faut 
que le poids du solide soit égal à celui du fluide déplacé, 
et que le centre de gravité du solide et le centre de 
poussée se trouvent sur une même verticale. 

En effet, les forces qui sollicitent le corps se réduisant 
(n° 4 5 ) à une force unique Z1 — Z, et un couple Zh, 
il faut pour l'équilibre, que l'on ait : 

Zj — Z = 0, h = 0, 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

4 7 . REMARQUE. — Le raisonnement que nous 
avons fait ci-dessus (n° 4 2 ) nous permet de démontrer 
la propriété suivante : 

PROPRIÉTÉ. — Si une surface fermée est soumise en 
tous ses points à une pression constante par unité 
de surface, toutes les pressions élémentaires se réduisent 
à une résultante nulle, et, par conséquent se font 
équilibre. 

Il est, en effet, évident que, dans ce cas, la pression 
sur chaque élément d\ étant égale à pdl, non seulement 
les composantes horizontales des pressions élémentaires 
se détruisent deux à deux, mais aussi les composantes 
verticales. Par conséquent, les pressions élémentaires 
se réduisent à une résultante nulle. 
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CHAPITRE VII. 

S t a b i l i t é d e s c o r p s f l o t t a n t s . 

48 . Considérons un corps flottant sur un liquide 
homogène en équilibre. Les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que ce corps soit en équilibre sont : 
1° que le poids du corps soit égal au poids du liquide 
déplacé ; 2° que le centre de gravité du corps et le 
centre de poussée 1 soient sur la même verticale. 

L'équilibre sera stable ou instable suivant qu'après 
avoir été dérangé extrêmement peu de sa position 
d'équilibre, le corps, abandonné à lui-même, tend à y 

revenir sous l'action des forces 
qui lui sont appliquées ou à 
s'en écarter davantage. 

Soient AB le plan de flottai
son primitif du corps (fig. 14), 
c'est-à-dire le plan suivant 
lequel ce corps dans sa posi
tion d'équilibre est coupé par 
la surface libre du liquide, et 
AFB une section faite par un 

plan vertical passant par le centre de gravité G et par 
le centre de poussée 0. 

1. Ce point s'appelle aussi centre de Carène. 
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Le corps ayant été infiniment peu dérangé de sa 
position d'équilibre, soit ab la nouvelle section de flot
taison (fig. 15), et soit une coupe du corps par un plan 
perpendiculaire à l'intersection D des deux plans de-

flottaison. Soient 0' le nouveau centre de poussée, 
m la masse d'un élément du corps, p. la masse d'un 
élément du liquide homogène. Désignons par GC a0, 
OC = b0 les distances du centre |de gravité et du centre 
de poussée à la section de flottaison dans la position 
d'équilibre, et soient GGX = al, 001 = bl les distances-
de ces points à la nouvelle k section de flottaison au 
bout du temps t. 

Soient Imu2 la somme des forces vives communiquées 
au corps pour le déranger de sa position d'équilibre, 
et Imv2 la somme des forces vives acquises par le corps 
au bout du temps t. Nous aurons : 

F i g . 15. 

D 

y 

S J M W 8 — Zmu2 = 2 '(Xdx + Ydy + Zdz). 

Prenons la surface du niveau supérieur pour plan 
des xy, l'axe des z étant dirigé de haut en bas ; 
les seules forces qui agissent sur le corps pendant 
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Désignons par V - ARF le volume du liquide déplacé 
à l'origine du temps, et par p la densité du liquide ; 
le poids du volume déplacé sera go\. Or, dans la position 

le déplacement sont le poids du corps, et la poussée 
du liquide déplacé. Par suite, on a : 

X = 0, Y = 0, Z = mg — ?g ; 

•d'où : 

t 

Zmv* —• I.mu2 = 2 ^ ' Jg {m — jj) dz. 
o 

Considérons d'abord la partie du second membre 
relative au poids du corps ; nous aurons : 

t t 

ygmdz - gY,m J d z = gY,m {z —• zR), 

0 o 

en désignant par z et z0 les distances de l'élément m 
du corps au plan des xy à la fin du temps t, et à l'origine 
du temps. Or, ~Lmz est la somme des moments par 
rapport au plan des xy des éléments du corps à la fin 
du temps t ; par conséquent, 

Ymz = Mctj ; 

de môme, 

I.mz0 = Ma 0 . 

On a donc : 

t 

Jgmdz = gM {al — «„). 
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d'équilibre, le poids du liquide déplacé est égal au poids, 
du corps ; on a donc : 

g?V = gM, 

et, par suite, 

t 
j gmdz = g?Y (a, — a0). 
0 

Passons maintenant à la deuxième partie du second 
membre, c'est-à-dire à la partie qui se rapporte au poids 
du liquide déplacé ; nous aurons : 

t t 
f gudz = gy.pJdz = gììa [z — za). 
o o 

A l'origine du temps, la somme des moments Sui^ 
des éléments est égale au moment de la masse totale 
appliquée au centre de gravité du liquide déplacé, 
c'est-à-dire au centre de poussée O ; on a donc : 

2uz0 = pY&0. 

A la fin du temps t, YLuz est égal au moment de la 
masse totale appliquée au centre de poussée Or ; or, la 
masse totale du liquide déplacé à la fin du temps t est 
égale à la masse ABF, augmentée de la masse aABb. 
Le moment de la première de ces deux masses est pV^. 
Cherchons le moment do la masse aABb. 

Soit 9 le déplacement infiniment petit : le volume 
aABb peut être considéré comme engendré par la section 
de flottaison AB tournant autour de l'axe D d'un angle 9, 
Soit « un élément de la surface de flottaison, situé 
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à une distance r de l'axe ; cet élément engendrera un 
cylindre élémentaire dont la base est w, et dont la 
hauteur est wco' - rS. Le volume de ce cylindre est donc 
égal à wr9, et sa masse est pcorS ; le centre de gravite 
de ce cylindre étant au milieu de sa hauteur, sera à 

une distance de la surface de flottaison, et, par 

conséquent, le moment par rapport à la surface de 
flottaison est : 

pwr9 — = '—— -

La somme des moments des éléments par rapport 
à la section de flottaison est donc : 

\ p&2
 S u , * ; 

par suite, 

I.JZ = pV&, + | ?

r j l 2W*. 

On a donc enfin : 

v r r t i ; 2 — S î î i M 8 = 2g?V (av — a0) — 2grpVft1 

ou bien : 

Zmv* - S f f l i i 1 = 2<7pV \{b0 - a0) — (&! — a,)\ — gpPZw 
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4 9 . Cette formule peut encore être transformée de la 
manière suivante : d'abord, on a : 

c'est la distance du centre de poussée au : centre de 
gravité dans la position d'équilibre ; cette distance S 
sera positive ou négative, suivant que le centre 
de poussée est en dessous ou au-dessus du centre 
de gravité. 

D'autre part, on a : 

b0 — « o = OG = 5, 

OH OG cos 0 = 3 cos 9 ; 

par conséquent, 

(&0 — «o) — fi at) = 5 (1 — cos 5), 

et, comme l'angle G est très petit, 

[b0 — a0] — (6, — a,) = —. 

Il vient alors : 

"Lmv"- — SfflM' = #pVùG2 — #p9 22ur 2, 

ou bien : 

STOU2 — XOTM2 = — grpQ2 jSwr 2 T VÛ|. 

On prendra le signe - - ou le signe + , suivant que 
le centre de poussée 0 sera, en dessous ou au-dessus 
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4u centre de gravité G. Mais, Sur* est le moment 
d'inertie de la section AB par rapport à l'axe D. Soit g 
l'intersection par le plan vertical d'une parallèle à I), 
menée par le centre de gravité de AB : nous aurons, 
•en désignant par \ g le moment d'inertie de AB par 
rapport à cette parallèle, et en posant Y)g = l 
{II, n° 141) : 

Sur 2 = lg + Ql>, 

Q étant l'aire de la section AB. 
D'autre part, si h est la profondeur gg' à laquelle 

le centre de gravité de AB est descendu en dessous 
de la surface du niveau, nous aurons : 

h = l sin 9 = ¿9 ; 

•d'où : 

£M2 

«t, par suite, 

S T O K 2 - Xmu 2 = — g? [Q/i2 + 92 (Ig T Vo.i]. 

Cela posé, l'équilibre est stable ou instable, suivant 
que l'on a : 

c'est-à-dire suivant que les forces tendent à retarder ou 
à accélérer le mouvement. 
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Il en résulte donc que l'équilibre est stable ou instable,, 
suivant que l'on a : 

QH2 + 62 (JG T VS) > 0. 

Or, si le centre de gravité G est au-dessous du centre 
de poussée 0, on doit prendre avec le signe + ; 
tous les termes sont alors positifs, et Y équilibre est 
toujours stable. Si le centre de gravité G est au-dessus-
du centre de poussée 0, on doit prendre YS avec 
le signe —, et Y équilibre est encore stable, lorsque 

le minimum de I t / = V'J. Mais, si la < Y3, on ne pourra 

pas en conclure que l'équilibre est instable, puisque-
l'on peut avoir, en valeur absolue : 

QH* > G2 (Vo — \g\. 

5 0 . REMARQUE. — On peut encore établir les condi
tions de stabilité d'un corps flottant par la considération 
du métacenlre. 

Considérons un corps plongé en partie dans un liquide: 
il flottera lorsque le poids, 
du liquide déplacé sera 
égal au poids du corps, 
et il sera en équilibre 
lorsque le centre de gra
vité et le centre de poussée-
seront sur la même verti
cale. Supposons qu'après 
un déplacement, la sur
face de flottaison soit ab 
(fig. 16). Le centre de 

gravité G du corps restera invariable sur FF', et il sera 
entraîné par le corps. Le centre de poussée primitive
ment en 0 sur FF' , sera , après le déplacement, 
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le point 0', centre de gravite du volume liquide aVb. 
Par le point 0' menons la verticale qui rencontre FF ' 
au point I. Ce point I est le métacentre. 

Soient P et Q le poids du corps et le poids du liquide 
déplacé, appliqués respectivement en G et 0'. Si nous 
composons ces deux forces autour du point G, nous 
obtiendrons en ce point une force P — Q, et un couple 
(Q, — Q). Or, il est évident que si la force Q rencontre 
FF' au point I au-dessus de G, le couple tendra à ramener 
le corps dans sa position primitive, et l'équilibre sera 
stable. Au contraire, si le point I est constamment 
en dessous de G, le couple tendra à continuer 
le mouvement, et l'équilibre sera instable. 

Donc, l'équilibre est stable ou instable, suivant que le 
métacentre est constamment au-dessus ou au-dessous 
du centre de gravité. Si le métacentre peut être tantôt 
au-dessus, tantôt au-dessous de G, on ne pourra rien 
conclure pour la stabilité. 
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CHAPITRE VIII. 

M e s u r e d e s h a u t e u r s 

p a r l e s o b s e r v a t i o n s " b a r o m é t r i q u e s . 

5 1 . L'atmosphère terrestre est une masse gazeuse 
•que l'on peut supposer en équilibre sur le globe terrestre. 
Les molécules qui composent l'atmosphère sont pesantes: 
c'est sous l'action de la pesanteur qu'elles sont en équi
libre. La masse gazeuse enveloppant la terre de toutes 
par ts , et la pesanteur aux différents points de la surface 
de la terre étant à peu près dirigée vers le centre 
de la terre, il s'ensuit que les surfaces de niveau sont 
des sphères concentriques (n° 1 8 ) ayant leur centre 
au centre de la terre. Ces surfaces sont un peu aplaties 
vers les pôles, et renflées à l'équateur par l'effet de la 
force centrifuge qui se combine avec l'attraction terrestre 
pour produire ce que nous avons appelé la pesanteur 
(II, n° 2 1 8 ) . Dans le cas où l'on ne considère qu'une 
portion limitée do l'atmosphère, on peut supposer la 
pesanteur constante en grandeur et en direction : 
les surfaces de niveau sont alors des plans horizontaux 
(n° 17). 

5 2 . Nous nous proposons de trouver la formule qui 
sert à déterminer les différences de niveau au moyen 
des observations barométriques. A cet effet, nous 
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chercherons à déterminer la loi de variation de la 
pression atmosphérique quand on passe d'un point 
à un autre suivant la même verticale. 

Or, Taxe des z étant dirigé en sens contraire de la. 
pesanteur, on a la formule : 

dp = — gpdz ; 

d'ailleurs, d'après les lois de Mariotte et de Gay-Lussac,. 
si l'on désigne par t la température d'un gaz, par « son 
coefficient de dilatation, on a : 

p = ko (1 + at), 

p étant la pression et p la densité en un point de ce gaz : 
le coefficient a, gui est à peu près le même pour tous-

les gaz, a pour valeur 0,00366 ou - j - ^ . Cette formuler 

est applicable à l 'atmosphère, p étant la densité en 
un point de l 'atmosphère, t la température de l'air 
en ce point. Si la composition de l'air était partout 
la même, et si la température aux différents points 
de la verticale était connue en fonction de z, on obtien
drait facilement la valeur exacte de p en fonction de z ; 
il suffirait d'éliminer p entre les deux équations ci-dessus,, 
et ensuite d'intégrer. Mais, la température de l'air varie 
avec la hauteur du point, suivant une loi inconnue ; 
t est donc une fonction inconnue de z. D'autre part, 
la quantité de vapeur d'eau contenue dans l'air augmen
tant avec la température, et la vapeur d'eau ayant une 
densité moindre que l'air sous la même pression, 
il s'ensuit que la densité de l'air diminue un peu plus-
rapidement que ne l'indiquerait la formule ci-dessus. 
Pour suppléer à ce que nous ne connaissons pas, 
on prendra pour t la moyenne arithmétique des tempé
ratures tg et ll, correspondantes aux deux points pour 
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lesquels on veut calculer la différence des hauteurs ; 
de plus, afin de tenir compte de la présence de la vapeur 
d'eau, qui équivaut à une certaine augmentation du 
coefficient de dilatation, nous prendrons pour a la 
valeur 0,004 au lieu de 0,00366. 

En éliminant p, il vient : 

d p ~ h (/+ ci) dz' 

d'où 

dp = _ g ^ 
p k (1 + ai) 

Désignons par II la différence des hauteurs des deux 
points, et intégrons entre les limites correspondantes à 
ces deux points, p0 et px étant les valeurs de p en ces 
points, nous aurons : 

p, h (1 -f- at) 

d'où 

H = - (1 + «0 i • — 
g Pi 

On peut remplacer les pressions pB et px par les 
hauteurs h0 et h1 des colonnes barométriques qui leur 
servent de mesure et qui leur sont proportionnelles, 
et l'on a : 

H = * (1 + ai) l . ^ 
9 }h 
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Cette formule qui sert à déterminer la différence 
de niveau II de deux points a été trouvée en supposant 
les deux points sur une même verticale. Or, les surfaces 
de niveau de l'atmosphère sont parallèles dans une 
certaine étendue tout autour de chaque verticale. 
On peut donc appliquer la formule, môme si les deux 
points considérés ne sont pas sur la même verticale, 
pourvu qu'ils ne soient pas très éloignés l'un de l'autre. 

53 . Si l'on veut obtenir une formule plus exacte, 
il faudra tenir compte de la variation de l'intensité 
de la pesanteur avec la latitude du lieu et la hauteur 
du point considéré au-dessus de la surface de la terre. 

Supposons que la pesanteur varie en raison inverse 
du carré de la distance au centre de la terre, et ne 
tenons pas compte du changement insensible provenant 
de la force centrifuge dans l'étendue de la verticale 
où se trouvent les deux points considérés. En désignant 
par g' l'intensité de la pesanteur en un point, par z 
l'ordonnée verticale de ce point , comptée à partir 
de la surface de la terre, r la distance du point corres
pondant de la surface au centre de la terre, et par g 
l'intensité de la pesanteur en ce point de la surface, 
nous aurons : 

9^ . 
y (r z;1 ' 

par suite, l'équation d'équilibre : 

dp = — g'pdz, 

nous donne alors : 
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p = ftp (1 + al), 

on a : 

dp = — 
gr2 pdz 

ou bien : 

dp gr* dz 
k (1 + o.t) [>' + Zf 

En intégrant, et désignant par zG et p0 les valeurs, 
de z et p à la première des deux stations, il vient : 

' p k{i + *t) (r + *„)(»<• + *) " 

Désignons par H = z — z0 la différence des hauteurs-
des deux stations, et posons : 

r + z0 = R, d'où r + * = R + II ; 

nous aurons la formule : 

h (1 -|- aZ) R(R -+- H)' 

d'où l'on tire : 

et, en remplaçant p par sa valeur déduite de -la formule : 
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ou bien : 

H 
Kl . V - ' P 

Or, H étant très petit par rapport à R, nous pourrons 
poser : 

54 . On exprimera dans cette formule le rapport — 

en fonction des hauteurs barométriques correspondantes, 
le mercure étant ramené à une même température, 
à zéro degré, par exemple, et en ayant égard à la 
variation de la pesanteur aux deux stations. A cet effet, 
désignons par D la densité du mercure à 0 degré, 
par ha et h les hauteurs barométriques aux deux points, 
ces hauteurs étant ramenées à la température de 
0 degré, g0 et g' les valeurs de la pesanteur en ces 
poinLs, nous aurons : 

— î 

et nous aurons.: 

= 0M«i p = g'V>h, 

gu 
.7 -

(r + Zf 

gr'-

donc 
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5 5 . Voici comment on peut déterminer le rapport ~ . 

Soient H n et H, les hauteurs barométriques observées 
aux deux stations, t0 et tx les températures du mercure 
en ces deux points, indiquées par le thermomètre. 
Nous aurons ; 

(i+5-èô); H, = h 

d'où : 

1 ' 

ou bien 

h„ IT„ 5550 
"h ~ h , tn ' 

Nous conserverons, pour plus de simplicité, le rapport 

- - , et nous emploierons la formule trouvée ci-dessus : 
P 

U\ kR* (1 + p„ 
P \ R/ y>'4 

Dans une première approximation, on pourra négliger 

|^ par rapport à l'unité, et l'on aura la formule 

H ^ hW (1 + afl ^ p<i _ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 83 -

On pourra môme remplacer R par r, et l'on aura : 

H _ f t , l + «t l ? J L m 

<J P 

C'est la valeur que nous avons trouvée plus haut 
(n° 53) . Substituant cette valeur approchée de H dans 

le facteur 1 — ^ de la formule (A), on aura une valeur 

plus exacte de H, et ainsi de suite. 
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LIVRE II. 

H Y D R O D Y N A M I Q U E . 

CHAPITRE PREMIER. 

M o u v e m e n t des f l u i d e s . 

5 6 . \1 hydrodynamique est la science qui traite 
du mouvement des fluides. 

Pour se faire une idée exacte du problème que l'on a 
à résoudre, il faut supposer qu'à un instant déterminé 
que l'on prendra, par exemple, pour origine du temps 
(t = û), on connaisse les positions de toutes les molécules 
p i composent le fluide, et les vitesses dont elles sont 
animées. De plus, on donne les forces extérieures qui 
agissent sur tous les points du fluide, à un instant 
quelconque, les pressions et les autres conditions 
relatives à ses limites dans tous les sens. 
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Cela posé, il s'agit de déterminer le mouvement de 
chaque molécule en particulier, c'est-à-dire de trouver 
les coordonnées et la vitesse de cette molécule en 
fonction du temps, la trajectoire qu'elle décrit, et de 
connaître la pression et la densité en un point 
quelconque et à un instant quelconque. 

Dans le cas d'un gaz, il faut encore déterminer 
la température en un point quelconque. 

5 7 . Les coordonnées x\ y, z d'une molécule déter
minée sont des fonctions de la variable t ; mais, ces 
fonctions changent d'une molécule à l'autre, et dépen
dent, par conséquent, des coordonnées a, b, c du point 
où la molécule se trouvait à l'origine du mouvement. 

On doit donc regarder x, y, z comme des fonctions 
des quatre variables a, b, c, t, et si l'on peut trouver 
l'expression générale de ces trois fonctions, on connaîtra 
exactement le mouvement de telle molécule que l'on 
voudra à partir de sa position initiale. 

5 8 . Mais, ce n'est pas ainsi que l'on traite ordinai
rement, la question. Au lieu de suivre une seule et même 
molécule dans son mouvement, on se place en un point 
M (x, y, z) déterminé de l'espace occupe actuellement 
par le fluide, et l'on cherche à déterminer la vitesse 
de la molécule fluide qui, au bout d'un temps quelconque 
passe par ce point, ainsi que la pression et la densité 
du fluide en ce point qui reste fixe. 

Soient u- v, w les composantes de la vitesse de la 
molécule qui passe par ce point M à l'époque t. Au bout 
d'un certain temps, cette molécule se sera transportée 
ailleurs, et elle sera remplacée au point M par une 
autre molécule qui sera animée d'une autre vitesse 
(ult t\, w,)'. Il résulte de là qu'en un même point 
dû fluide, les composantes u, v, . w varient avec 
le temps t, et, à un même instant, elles varient quand 
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on passe d'un point à un autre. Donc, en résumé, les 
composantes u, v, w doivent être considérées comme 
des fonctions des quatre variables indépendantes x, y, 
Z et t ; il en sera de même de la pression p et de la 
densité p. 

Lorsque ces fonctions u, v, w, p et p seront connues, 
on connaîtra à un instant quelconque, et en un point 
quelconque : 

1° La vitesse en grandeur, direction et sens, ce qui 
caractérise l'état du mouvement; 2° la pression p 
et la densité p qui caractérisent l'état physique 
du fluide. 

59 . D'ailleurs, il est facile de s'assurer que, quand les 
trois quantités u, v, w seront déterminées, le problème 
primitif sera résolu. En effet, supposons que l'on ait 
trouvé les trois équations : 

dans lesquelles x, y, Z sont les coordonnées d'un point 
particulier pris à volonté dans l'espace occupé par 
le fluide. 

Si l'on veut connaître le mouvement d'une molécule 
particulière, les coordonnées x, y, Z de ce point cesse
ront d'être des variables indépendantes, et elles devront 
être considérées comme des fonctions du temps t. 
Nous aurons alors, pour les composantes de la vitesse 
de ce point: 

u f (•», y, z, t), 

v = F2 (x, y, Z, t), 

FI y, Z, t), 

DT, ' w = -, 
DZ 

Ht 
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É q u a t i o n s d i f f é r en t i e l l e s 

d u m o u v e m e n t d e s f l u i d e s . 

• 6 0 . Pour trouver ces équations, nous appliquerons 
le principe de d'Alembert, et nous écrirons qu'il y a 
équilibre entre les forces motrices et les forces d'inertie 
de toutes les molécules qui composent la masse fluide. 

Soient x, y, z les coordonnées d'un point M de l'espace 
rempli par le fluide, X, Y, Z les composantes de la force 
extérieure rapportée à l'unité de masse en ce point ; 
Xc?m, Y dm, '/.dm seront les composantes de la force 

et, en remplaçant u, v, w par leurs valeurs, il vient : 

^ = A y, z, t), 

-¿I = A. (œ. 2/. 0. 

= te> 2/, 

En intégrant ces équations du premier ordre, et déter
minant les constantes au moyen de la position initiale 
(a, b, c) de la molécule, on aura x, y, z en fonction de t, 
et le mouvement de la molécule sera déterminé. 
D'ailleurs, en éliminant t, on aura les deux équations 
de la trajectoire de la molécule. 

Le problème se réduit donc à déterminer u, v, w, p 
et p en fonction de x, y, z, t, considérées comme 
variables indépendantes. 
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motrice appliquée à la molécule dont la masse est dn, ; 
soient V la vitesse du fluide au point M à la fin 
du temps t ; u, v, w les composantes de V, nous aurons : 

dx djl 
dl 

Désignons par u', ?•', w', les dérivées totales de u, V, W 
par rapport à t : ce sont les projections sur les axes 
de l'accélération totale de la molécule qui occupe 
la position M à la fin du temps t. Les composantes 
de la force effective de la molécule de masse dm sont ; 

Il résulte du principe de d'Alembert que le fluide 
sera, on équilibre, si chaque molécule dm est sollicitée 
par une force ayant pour composantes : 

(X — u]) dm, (Y — v') dm, (Z — w') dm. 

Nous devrons donc remplacer dans les équations 
générales de l'équilibre des fluides (n° 8), X, Y, Z 
par X — u', Y — v', Z — w', ce qui nous donne 
les équations suivantes : 

u'dm, v'dm, w'dm. 
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Pour obtenir u\ v\ w', il faut différentiel' u, v, w 
en y regardant x, y , z comme des fonctions de t; 
on aura donc : 

du du dx du dy du dz 
U = Ht + dx Ht + dy lit + Hz Ht' 

, du dv dx dv dy âv dz 
v = H t + d x Ht + dy Ht + dz Ht' ' 

, dio div dx dw dy dw dz 
w = H t + dx T t + H y Ht + Hz Ht' 

ou bien : 

du 4- u 
du 

+ w 
du du 

u' = Ht 
4- u 

dx + w 
~ày 

-\- w Hz 

dv dv + v dv -f- w 
dv 

v' ~ àt 4- M dx + v àH 
-f- w 3 1 

dw 4- u 
dw 

4- t? 
dw 

4- w 
dw; 

w' = Ht 
4- u 

dx 4- t? 
~ày 

4- w 

On a alors pour les équations du mouvement : 

1 dp 
- X 

du du 
dx 

du 
— w 

du 
0 à dx 

- X 
~~ Ht 

du 
dx — v dy 

— w 
dz' 

1 
0 1 

dp 

àH 
= Y 

dv 
M 

dv 
dx 

- V 
dv 

ày 
— w 

dv 
Hz~' (1) 

1 dp y dw div 
dx 

— V 
dw 

— w 
dio 

G i dz =^ L ~ Ht 
div 
dx 

— V 
Hy 

— w 
Hz " 

Ces trois équations ne suffisent pas pour déterminer 
les cinq quantités u, v, w, p , f-. Il faut encore deux 
équations, à moins que a ne soit constant, et alors 
il y aurait encore une équation à trouver. 
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6 1 . On trouve une quatrième équation, en écrivant 
que la fluida ast continu, et l'on obtient ainsi Y équation 
de continuité. 

Pour exprimer la continuité du fluide, nous exprime
rons que la masse fluide reste constante dans le passage 
de la position ce, y, z, à la position infiniment voisine 
x', y', z. Or, le volume dccdydz et la densité p changent 
d'une manière continue, et deviennent dx' dy' dz' et p', 
en posant : 

x' — x -{• dx, y' = y 4- dy, . z' — z + dz : 

nous aurons donc, si la masse dm reste constante : 

p dxdydz = p' dx' dy' dz'. 

Or, des formules : 

on tire : 

ut = x + udt, y' = y -\- vdt, z' — z - J - wdt. 

Pour former dx'dy'dz' nous ferons varier successi
vement y, z, en supposant d'abord x variable, y et z 
constants ; puis, y variable, x et z constants, etc. 
Nous aurons ainsi : 

dx = udt, dy = vdt, dz = wdt ; 

d'où : 

dx' dx 4- ^ dxdt, 
dx 

dy' dy + 
do 
ày 

dy dt, 

dz' 
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D'autre part, on a : 

/da .dp dx dp dy dp dz\ 
> 1 1 1 1 1 \dt 1 dx dt dy dt oz dt 1 

, /ÀO , dp dp dp \ , 
' 1 \ ot dx dy dz I 

On a donc, en négligeant les infiniment petits d'un 
ordre supérieur : 

dx'dy'dz'^dxdydz^+^+^^^dl], 

d'où : 

p'dx'dydz' = dxdydz\i + (^ + ^ + ^)di\ 

j ' ^ V dt dx dy ^ dz I ) 

Par suite, l'équation : 

pdxdydz — p' dx' dy' dz', 

nous donne en négligeant les termes d'un ordre 
supérieur : 

(du , dv . dw\ , /dp , dp , dp , DO \ -,. 

' \dx 1 dy ' rb^ 1 \dt ^ dx ^ dy dz j 

Telle est Xéquation de continuité : elle doit être 
vérifiée en chacun des points de la masse. 

On peut mettre cette équation (2) sous la forma 
suivante : 
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62. La cinquième équation est déterminée par la 
nature du fluide 

1° Si la densité du fluide est constante dans toute 
la masse, pendant toute la durée du mouvement 
(c'est ce qui arrive pour les fluides homogènes et 
incompressibles), on a : 

p = const. 

L'équation de continuité nous donne alors : 

+ _i_ ^ J _ o (4) 
dx + dy ^ dz u' ( ' 

Cette équation (4) et les équations (1) suffisent pour 
déterminer les inconnues u, v, w et p en fonction 
de x, y, z, t. 

2" Si le fluide est incompressible et non homogène, 
la densité de chaque molécule est invariable dans le cours 
de son mouvement, mais elle varie à chaque instant 
avec le temps en un point M déterminé et fixe. 
Ainsi donc, la densité au point M est une fonction 
de x, y, z, t, et cette fonction reste constante pour 
une même molécule pendant toute la durée de son 
mouvement. Pour exprimer cette propriété, on cherchera 
la différentielle totale dp, en exprimant que dx, dy, dz 
ont les valeurs correspondantes au mouvement de cette 
molécule, et on égalera cette différentielle totale à zéro. 
On a donc : 

à? , dp , dp , dp 
dl dx 1 dy dz 

et l'équation de continuité (2) se réduit alors aux 
deux équations : 
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En joignant ces équations (5 ) aux équations (l), 
on aura cinq équations entre les cinq inconnues 
u, v, ic, p et p. 

3° Si le fluide est compressible et à température 
constante, on a : 

p = ka. (6) 

Cette équation (6), jointe aux équations (1) et (2), 
nous donnera les cinq équations nécessaires pour déter
miner les cinq inconnues u, v, 10, p et p en fonction 
de x, y, z et t. 

4° En général, la nature du fluide donne une relation 
entre la densité p et la pression p que cette densité 
permet au fluide de supporter. Cette relation qui est 
de la forme : 

P = f(P , 

étant jointe aux équations (1) et (2) donne un système 
de cinq équations pour déterminer u, v, w, p et p 
en fonction de x, y, z et t. 

6 3 . REMARQUE. - On peut encore obtenir l'équation 
de continuité en exprimant que le mouvement ne crée 
pas de vide au sein de la masse fluide. 

Soit au point M (x, y, z) un volume élémentaire 
a} rant la forme d'un parallélipipède dont les arêtes sont 
dx, dy, dz. La masse du fluide qui remplit ce paral
lélipipède à la fin du temps t est : 

c dx dy dz. 

Or, la densité p varie en un même point avec le temps t, 
et. par suite, p est une fonction de x, y, z et t. Au bout 
du temps t -\- dt, la densité au point M est donc devenue 
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p 4- — dt, et la masse fluide qui remplit le paralleli-

pipède à cet instant est : 

p 4 - ̂ -dt \ dxdijdz. 
dt ì 

Donc, pendant le temps dt la masse s'est accrue 

Nous pouvons trouver d'une autre manière l'expression 
de la variation de la masse fluide : il suffira pour cela 
d'évaluer la masse qui entre dans le parallélipipède 
pendant le temps dt, et celle qui en sort, et de faire 
la différence. Or, pendant le temps dt, le volume 
qui entre par la face dijdz est celui d'un prisme ayant 
pour base dydz et pour hauteur udl; par conséquent, 
la masse qui entre par cette lace est pudydzdt. 
Pendant le mémo temps, il sort par la face opposée 
une masse : 

dr> 
de dtdxdy dz. 

La différence entre ces deux masses est : 

d- u 
dx dx dydzdt. 

On obtient des résultats analogues pour les deux 
autres couples de faces ; par conséquent, l'accroissement 
total sera : 
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En égalant les deux expressions de l'accroissement 
total, nous aurons l'équation : 

dpu dpv d'-w dp 
~àx + ~dy + ~dz + ~di 

C'est l'équation que nous avons trouvée ci-dessus 
(n° 61 ) . 

6 4 . Les équations que nous venons d'obtenir sont 
suffisantes pour déterminer le mouvement, lorsque 
le fluide est indéfini, et que l'on connaît son état initial, 
c'est-à-dire les valeurs de u, v, to, p et p pour t = 0. 
Mais, si le fluide est terminé, on doit y ajouter des 
conditions particulières, que l'on appelle les conditions 
à la surface. 

On suppose que les molécules d'abord en contact avec 
une paroi fixe ou mobile, y restent indéfiniment, et que 
les molécules de la surface libre ne cessent jamais 
d'en faire partie. 

Soit f (x, y, z, t) = 0 l'équation d'une surface sur 
laquelle un point du fluide doit rester constamment. 
Pour exprimer cette condition, il suffit d'écrire que 
la molécule sera encore sur cette surface au bout 
du temps t + dt, ce qui nous donne : 

/ [x -f- dx, y + dy, z + dz, t -\- dt) = 0, 

ou bien ; 

f(x -f- udt, y -f vdt, z + ivdl, t -f- dt) = 0. 

On en tire l'équation de condition : 

dt 1 dx dii dz 
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Si la paroi est fixe, = 0, et l'on a alors l'équation : oc 

Cette équation nous apprend que la vitesse du point 
est à chaque instant dirigée suivant la tangente à 
la paroi. 

L'équation (7) doit être vérifiée pendant toute la durée 
du mouvement pour tous les points qui se trouvaient 
d'abord en contact avec la paroi. On aura des équations 
analogues pour les conditions du même genre. 

Quant à la surface libre, elle est soumise à une 
pression p0 qui est ordinairement la même en tous 
ses points, mais qui peut cependant varier avec le temps. 

L'équation de cette surface sera donc : 

d'où l'on tire : 

Les équations (7) et (9), ou (8) et (9), jointes aux 
conditions initiales, servent à déterminer les fonctions 
arbitraires introduites par l'intégration des équations 
(1) et (3). 

REMARQUE I . — Les équations que nous avons obte
nues ci-dessus, et qui donnent la solution complète 
du problème de l'hydrodynamique, n'ont pu être 
intégrées complètement jusqu'ici. On ne peut en tirer 
des .résultats utiles qu'en restreignant la généralité 
du problème. 

7 
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F o n c t i o n d e f o r c e . — F o n c t i o n d e v i t e s s e . 

6 5 . Supposons qu'il existe une fonction de force, 
c'est-à-dire que la fonction Xdx -4- Ydy + Zdz soit 
la différentielle exacte d'une fonction U de x, y, z, 
et supposons, en outre, que l'expression udx-\-vdy-{-wdz 
soit, à un instant t, la différentielle exacte par rapport 
à x, y, z d'une fonction <p de x, y, z, t. Cette fonction cp 
s'appelle fonction de vitesse. 

Il est facile de s'assurer que, dans ce cas, l'expression 
udx + vdy 4- wdz sera une différentielle exacte pendant 
toute la durée du mouvement. 

En effet, il résulte des conditions énoncées que l'on a, 
à l'instant t : 

d'où 

Xdx 4- Ydy 4- Zdz = du, 

udx 4- vdy + wdz = dy ; 

X = — Y = ^ Z = ^ , 
dx' dy' dz ' 

ôv ôv dv 
u = ~-, v = -r—, ic = 

ox a y oz 

Les équations (1) (n° 60 ) peuvent alors être mises 
sous la forme suivante : 
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1 dp _ dU du Idy d2o dy_ d2? , dy_ d2<p \ 

p dx dx dt \dx dx2 dy dxày dz dxdz) ' 

l dp du àv /c*cp d*ç> dr d2y dy d*?> \ 

p dy dy dt \fix dx dy dy dy1 dz dydz) ' 

1 dp _ du dw /dy d*y . d<p d2y dcp d2y\ 

p dz dz dt \dxdxdz dy dydz dz dz2)' 

En les multipliant respectivement par dx, dy, dz, 
et ajoutant, il vient : 

1 ,7 j r r (du T , dv , , dw , \ 

les différentielles étant prises par rapport à x, y, z, 
sans faire varier le temps t. 

Le premier membre de l'équation (10) est une diffé
rentielle exacte, lorsque p sera constant, ce qui arrive 
dans le cas des liquides homogènes, ou une fonction 
connue de p , ce qui arrive dans le cas des gaz 
à température constante. 

dv 
Or, de cette équation (10) il résulte que, si — est 

une différentielle exacte, il doit en être de même 
du second membre, et, par conséquent, l'expression : 

du , . dv , . dw , 
T t d x + T t d y + W dz, 

est une différentielle exacte. 
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Cela posé, soient ut, vi, wv les valeurs de u, v, w 
au temps ¿4-0,0 étant un infiniment petit; nous aurons : 

i n du . . dv , . dw 
o£ c« àt 

et, par suite, 

W j f f e -f- t'jrfy 4- w^ds = (udx 4 vdy -\- wdz) 

Mais, par hypothèse, le premier terme du second 
membre est une différentielle exacte, et nous venons 
de démontrer que le second terme est aussi une diffé
rentielle exacte ; il en sera donc de môme du premier 
membre uxdx 4- v,dy + wxdz, et nous aurons le 
théorème suivant : 

THÉORÈME DE LAGRANGE. — Lorsque l'expression 
udx 4- vdy 4- wdz est une différentielle exacte à une 
certaine époque, il en est de même à un instant 
quelconque du mouvement. 

Par conséquent, si udx 4- vdy 4- wdz est une diffé
rentielle exacte à l'origine du mouvement, ce que l'on 
peut toujours vérifier, cette condition sera remplie 
pendant toute la durée du mouvement. C'est ce qui 
arrive lorsque les vitesses initiales sont nulles, c'est-
à-dire lorsque le fluide part du repos. 

6 6 . Il résulte de ce qui précède que l'équation (10) 
a lieu à toute époque du mouvement. 

D'ailleurs, on a évidemment : 

+ 9 ( w c t e + Ttdy + Ttdz)-

ôxùt 
d*<? 

dx + T—rr dy 4- y—T, D Z 

dydl J dzàt 

d 
dv 
Tt' 
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par suite, l'équation (10) nous donne : 

1 dp = dû — d -~ — 1 d 
p ot 2 

ou bien : 

- dp = dU — d 4? — l dV\ {12} p f ot 2 

en observant que l'on a : 

(S ! +(l)' + fêr-'+-+«"=-

Sous la forme (12) on voit que l'équation est indépen
dante du choix des axes. 

L'équation (11) est integrable, comme nous l'avons dit 
plus haut, si p est une constante, ou une fonction de p, 
et même si a est une fonction de t, puisque t est considéré 
comme une constante dans les calculs. 

L'intégration de cette équation (11) introduit une 
fonction arbitraire de / ; mais, cette fonction peut être 
supposée contenue dans <p. On a alors : 

D'ailleurs, l'équation de continuité nous dorme : 

dt ' dx 1 dy + àz u' [ L l > 

Lorsque la loi de variation de la densité est connue, 
c'est-à-dire lorsque l'on connaît la relation entre p et p , 
l'équation (13) donne p en fonction de s, et, en substituant 
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dans l'équation ( 1 4 ) , on a une équation différentielle 
pour déterminer <p ; la fonction tp étant connue, on 
en déduira u, v, w, en prenant les dérivées partielles 
de la fonction 9 respectivement par rapport à x, y, z. 

6 7 . CAS PARTICULIER. — Dans le cas d'un liquide 
homogène, p - const. ; l'équation (14 ) devient : 

, < t y = Q ( 1 5 ) 

dafl + dy* + dz* °' ( l 0 ) 

et l'équation ( 1 3 ) nous donne : 

- s [ ( £ ) " + ( & ) • + ( £ - ) ' ] • " « 

L'équation ( 1 5 ) détermine la fonction 9, et l'équation 
(16) donne p en fonction de x, y, z et /. Quant à u, v, w, 
on les obtient comme ci-dessus, en différentiant la 
fonction (p. 

H y p o t h è s e d u m o u v e m e n t l i n é a i r e . 

6 8 . Dans le cas d'un liquide homogène et pesant, 
on fait une hypothèse appelée hypothèse du mouvement 
linéaire. Elle consiste en ceci : 

Quelles que soient la direction du courant, et la direc
trice du mouvement, on admet que, pour une section 
normale à la directrice, toutes les molécules possèdent 
des vitesses égales et parallèles à Vêlement de la direc
trice, c'est-à-dire à la tangente à la directrice au point 
considéré. 
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K g . 17-

La directrice dépend évidemment de la forme du vase. 
Ainsi, si LL' est la directrice (fig. 17), tous les points 
de la section XY sont animés de vitesses égales et 

parallèles à l'élément de la 
directrice au point 0', c'est-à-
dire que leur vitesse commune 
est parallèle à la tangente à 
la courbe LL' au point 0' . 

La vitesse commune à toutes 
les molécules d'une même sec
tion s'appelle vitesse moyenne. 
Elle doit satisfaire à la condition 
de fournir pour le volume 

passant par une section en un temps donné un volume 
égal au volume réel. 

6 9 . Lorsque la directrice est une ligne droite, l'hypo
thèse du mouvement linéaire nous conduit auparallélisme 

des tranches. Ainsi, soit un 
vase ABCD (fig. 18) contenant 
un liquide homogène et pesant, 
qui s'écoule par un orifice 
pratiqué au fond du vase. 
Toutes les molécules de la 
section XY sont animées de 
vitesses égales et parallèles 
à la droite RS , qui est la 
directrice. En d'autres termes, 
les tranches horizontales infi

niment minces se remplacent successivement en restant 
parallèles à elles-mêmes. 

7 0 . Il résulte de ce qui précède que, dans le cas 
d'un liquide homogène et pesant, la loi de continuité, 
combinée avec l'hypothèse du mouvement linéaire, peut 
se formuler très simplement de la manière suivante : 

Fig. 1 8 . 
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Par chaque section, à un instant donné, il passe 
pendant le même temps, la même quantité de liquide, 
mais la vitesse varie avec la section. 

S'il n'en était pas ainsi, il y aurait des ruptures. 
D ' après cela, si l'on désigne par w l'aire de la section 

en un point quelconque, V la vitesse moyenne des 
molécules dans cette section, w ' l'aire d'une autre section, 
V la vitesse moyenne des molécules dans cette section, 
les quantités de liquide qui passent par les sections 
« et to' pendant le temps dt, sont : 

M V G ^ et (ù'V'dt, 

et l'on aura : 

( o V = t d ' V . 

La quantité u V est le débit ou la dépense ; c'est 
le volume du liquide qui s'écoule par la section ro pendant 
l'unité de temps. 

L'équation c o V = w ' V s'appelle l'équation du débit ou 
de la dépense. 

7 1 . REMARQUE I. — Quand un liquide est en mouve
ment, ses diverses molécules frottent les unes contre 
les autres, et contre les parois. La pression élémentaire 
sur un élément est l'action du liquide sur cet élément, 
abstraction faite du frottement. L'action totale du 
liquide sur cet élément sera la résultante de la pression 
élémentaire et du frottement. Si l'on veut tenir compte 
des frottements, les forces de frottement pourront être 
traitées comme des forces extérieures (quoiqu'on réalité 
elles soient fies forces intérieures) appliquées aux 
diverses molécules du fluide. 

7 2 . REMARQUE IL — En général, dans un fluide 
en mouvement, la pression ne varie pas d'un point 
à un autre suivant la loi hydrostatique. 
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En effet, soient X, Y, Z les composantes de la force 
extérieure agissant sur le point M, force qui sera 
la résultante de la force extérieure donnée et du frotte
ment. Nous aurons les équations : 

p dx 

1 dp 
- -f- = Y — v , 
P ày 

1 dp 
p dz 

Or, ces formules, qui déterminent la pression au point 
M, diffèrent de celles qui déterminent la pression en 
hydrostatique (n° 8) . 
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CHAPITRE II. 

P r o p r i é t é s d u m o u v e m e n t d ' u n f l u i d e p e s a n t . 

7 3 . Considérons un liquide homogène et pesant 
renfermé dans un vase, et qui s'écoule par un orifice 
horizontal pratiqué dans le fond du vase ; supposons 
cet orifice très petit par rapport aux sections horizontales 
du vase. 

Nous appliquerons l'hypothèse du parallélisme des 
tranches, et nous négligerons les vitesses horizontales, 
ce qui est permis lorsque les sections varient peu dans 
toute l'étendue du vase, et que leurs dimensions sont 
très petites par rapport à la hauteur. 

Les inconnues de la question sont la vitesse verticale 
dune tranche et la pression, et nous nous proposons 
de déterminer ces inconnues en fonction du temps 
et de la distance de la tranche à un plan horizontal. 

Nous prendrons l'axe de x vertical et dirigé dans 
le sens de la pesanteur ; nous aurons : 

X = 0 , Y = 0, Z = 0, 

et, puisque nous négligeons les vitesses horizontales : 

v = 0, w = 0, v' = 0, w' = 0 . 
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Les équations du mouvement (n° 60 ) nous donnent 

dp I du du \ 

dy 

dz 

Ces deux dernières équations nous apprennent que 
la pression est la même pour tous les points d'une même 
tranche horizontale. 

L'équation du débit nous donne : 

ww = fc, (2) 

en désignant par « la section faite à la distance x 
du plan horizontal des yz, f la section de l'orifice de 
sortie, et c la vitesse à cet orifice. 

Les vitesses u et c se rapportent à un même instant t ; 
c est une fonction de t seulement, u est une fonction 
de x et de t. 

En éliminant u entre les équations (1) et (2), on a : 

dp ^ / f de f'c* diù \ 
dx ? \ g w dt + w3 dx) ' 

d'où, en multipliant par dx, et intégrant par rapport 
à x : 

„dc rdx / V 

€ étant une constante indépendante de x, mais qui peut 
être une fonction de t. 
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L'intégrale J — peut être obtenue dans charme cas 
particulier, puisque w est une fonction donnée de x. 

7 4 . Soient P la pression constante exercée sur la 
surface supérieure du liquide, et h la distance du niveau 
supérieur au plan horizontal des yz. Nous aurons pour 
x = h, p •= P, et il vient, en désignant par 0 l'aire 
de la section supérieure : 

p ^ F + 9?[x-h)-Pf^J _ _ p / _ ( - _ _ ) , (3) 
h 

formule qui détermine la pression pour une section 
quelconque du vase. 

Soient P' la pression à l'orifice de sortie, et l la dis
tance de cet orifice au niveau supérieur du liquide; 
nous aurons pour x = h + l, p = P', et u = /'; d'où -, 

« . T , , i s d c C+ldx f*c* / 1 1 \ 

* h 

ou bien, en posant : 

f = m, P - P1 = gpà, 

h 

il vient : 

* c + 8 > - < £ + ? ( * - £ ) • w 

Cette équation (4) servira à déterminer la vitesse c 
à l'orifice de sortie. 

Nous allons maintenant appliquer cette formule (1) 
aux deux cas particuliers où le niveau du liquide dans 
le vase est constant, ou variable. 
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N i v e a u c o n s t a n t . 

7 5 . Si nous posons : 

2g (l + 3) = h\ 1 -
Q 2 - a-

a étant une constante très peu différente de l'unité, 
l'équation (4) nous donne : 

d'où l'on tire, en intégrant, 

kl. k — ac 

Pour déterminer la constante C au moyen des circon
stances initiales, nous supposerons que, pour t = 0, 
les vitesses sont nulles; par conséquent, pour t = 0, 
on aura c = 0, et nous en déduirons C = 0. 

On a alors : 

mf ^ h 4- ac 
ko. k — ac ' 

•d'où 

k 1 — e 

Tczt 

•mf 

a 
1 4- e J 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cette équation (6) détermine la vitesse c à l'orifice 
de sortie. Cette vitesse étant connue, on déterminera u 
au moyen de l'équation (2) qui nous donne : 

fc 
u = -— , 

et alors la pression p dans la section u sera donnée par 
l'équation (3). 

7 6 . REMARQUE I . — De l'équation (6) on conclut 
qu'après un certain temps, qui sera d'autant moindre 
que f sera plus petit, les exponentielles sont sensible
ment nulles, et la vitesse c sera sensiblement constante, 
et tendra vers une limite : 

Les quantités u et p tendront vers des limites corres
pondantes. 

Si l'on néglige le carré ~ - , la vitesse c aura pour 

limite l/2gr (l + à), ou [/2,gl, lorsque 3 sera nul, c'est-
à-dire lorsque la pression extérieure sera la même 
à l'orifice de sortie qu'au niveau supérieur du liquide. 

Cette vitesse est donc la même que celle qu'acquerrait 
un corps pesant en tombant dans le vide dune hauteur 
égale à celle du liquide dans le vase. 

Cette propriété constitue le théorème de Torricelli. 

7 7 . REMARQUE II. — Lorsque la vitesse c est devenue 
de 

constante, on a — = 0, et l'équation (3) devient alors : 
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Or, dans l'état d'équilibre, la pression (n° 27 ) serait 
égale à : 

P + go [x — h) ; 

par conséquent, dans l'état de mouvement, la pression 
est moindre que dans l'état d'équilibre pour les sections 
telles que l'on ait w < Q, c'est-à-dire pour celles qui ont 
des aires moindres que celle de la surface libre du 
liquide ; elle est, au contraire, plus grande que dans 
l'état d'équilibre pour les sections dont les aires sont 
plus grandes que Q. 

78. REMARQUE III. — Si l'on veut connaître le volume 
du liquide qui est sorti du vase au bout du temps t, 
il faudra intégrer l'expression fedt entre les limites 0 et t, 
et l'on aura, en désignant ce volume par Q : 

kit 

Q _= j fcdt=fj* - — 7-777 dt. 

L + E 
MF 

ou bien : 

kit kit kit kvl 
2mf ~ 2MF RT 2MF ,

 _ 2m? 
Q 

2 m/ 2 MF R I 2MF , 

2MF . 2 m/ 
e J 4- e J 

d'où, en remplaçant « 2 par sa valeur 

lot k-xt 

Q ~ l F * 2 ' 
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Au bout d'un certain temps, on peut négliger la 
seconde exponentielle, et l'on aura sensiblement : 

2m , e 2m \ ka.t , 

p № p Уг 

= \/2 g (l + 5) t _ 2 m l g _ 

\ p - Q z p Q* 

il est facile de voir que le premier terme est le volume 
qui serait sorti, si la vitesse avait été constante, et égale 
à la valeur limite (n° 76) : 

k _ J2g (¿4-5 

" _ V 1 - f ~ 

7 9 . CAS PARTICULIER. — Nous avons vu (n° 76) 
qu'un liquide homogène et pesant, s'écoulant par un 
orifice, d'un vase à niveau constant, atteint en peu 
de temps une vitesse constante. On peut alors profiter 
de la force vive dont il est anime et l'introduire dans 
un espace où la pression serait supérieure à celle du 
liquide en mouvement à l'orifice. C'est le principe 
du bélier hydraulique. 

Pour trouver la loi du mouvement nous appliquerons 
la formule (n° 74) : 

' • - p + w - t f - S - ^ - S ) -

dans laquelle P' sera la pression dans l'espace où l'on 
introduit le liquide ; P' est supérieure à P , et même 
à P 4- gpl. 
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Si nous posons : 

P' — P = g?ù, 1 — Ç, = a » , 2g{l — a) = - h1 

nous aurons l'équation : 

2 m / ' ^ - f a«c*4-ft«=-0; 

d'où : 

2mfdc 
dt = 

kz 4- a * C 2 ' 

et, en intégrant, 

2m/'( . <xc. 4 „ a c l 

ou bien : 

2mf ^ a c, — c 
* = a r c tg ï : — l - '• 

« a « , , a» 
1 + TA C C . 

on en tire : 

h liai 
°l ~aS2mf 

, , a fta£ 

1 + ï ^ tg ; A 1 b 2m/' 

La durée du mouvement s'obtient en faisant c 

d'où : 

2m f , ac, 
T = -r1- arc tg - r 1 
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Quant au volume de liquide introduit au bout 
du temps t, il est donné par la formule : 

d'où, en observant que pour i = 0, on a Q = 0, 

^ 2m f2 , i kxt , ac. . kit \ 
Q = — f - l c o s - —T. -1- - r s i n —7-f •> 

Le volume total sera donc : 

Q = —f- l {cos-—r, H 7-!- sm -—-„ , 
\ 2m f h 2mf / 

ou, en remplaçant T par sa valeur, et réduisant : 

N i v e a u v a r i a b l e . 

8 0 . Dans le cas où le niveau est variable, h est une 
fonction de L Les équations (1), (2), (3) et (4) (n o s 73 
et 74 ) ont encore lieu ; mais alors m et Q sont des 
fonctions connues de h, et l est une fonction de h, reliée 
à cette dernière par l'équation : 

h-\-1 = a, 
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a étant la distance constante de l'orifice au plan hori
zontal des yz. Nous devons alors ajouter une équation 
qui exprime que la quantité du liquide écoidé pendant 
le temps dt, est égale au volume compris entre les deux 
niveaux qui correspondent au commencement et à la 
fin de cet intervalle de temps dt. Nous aurons donc 
l'équation : 

V étant la vitesse dans la section Q dont la distance 
au plan horizontal est égale à h. Or, on a évidemment : 

et l'équation précédente nous donne : 

L'équation (4) devient, en remplaçant l par a — h, 

et, en éliminant dt entre les deux dernières équations, 
il vient : 

QVdt = fcdt, 

dh fie 
lit = Q ' 

g (a-h + S] ^ mfi g - + \ f*<* 
0°-

g (a - h + 0) 

Si l'on pose 
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on a : 

g ( a - h + S] 
dz , „, / 1 1 \ 

d'où l'on tire : 

dz^ 
dh û 2 / TO/2 

Cette équation du premier ordre et linéaire par rapport 
à z peut être intégrée dans tous les cas, puisque Q et m 
sont des fonctions connues de h. 

Lorsque z sera connu en fonction de h, on déterminera 
c par l'équation : 

Par conséquent, h et c seront connues en fonction de t, 
et la valeur de u sera donnée par l'équation : 

et celle de p par l'équation (3). 

La quantité de liquide écoulé pendant un certain 
temps se détermine en calculant le volume du vase 
compris entre le niveau initial et le niveau variable ; 
enfin, on obtient la durée de l'écoulement total en faisant 
h = a dans la valeur de t. 

c1 = 2gz, 

et ensuite t, au moyen de l'équation : 

dh fc 
di = Q 

MU = fc, 
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81. REMARQUE. — Si l'on suppose f très petit par 
rapport aux sections horizontales du vase, l'équation (4) 

f 
se simplifie. En effet, on peut alors négliger ^ et mf 

de 

à moins que — ne soit très grand, ce qui a lieu au 

commencement du mouvement. 

L'équation (4) nous donne alors : 

c* = 2g [l + S), 

c'est-à-dire que nous trouvons pour c la valeur limite 
que l'on obtient pour t = o o dans le cas du niveau 
constant (n° 76 ) . 

La vitesse que donne l'expérience est moindre que 
la vitesse théorique déterminée par la formule précé
dente, dans le rapport de 0,62 à 1. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE III. 

Équation du régime permanent. 

8 2 . On appelle mouvement permanent ou régime 
permanent d'un fluide, l'état d'un fluide en mouvement, 
dans lequel il passe en chaque point, à chaque instant, 
une molécule possédant la même densité, soumise 
à la même pression par unité de surface, et animée 
de la même vitesse. 

Le mouvement permanent est donc tel que, pour 
chaque point de l'espace occupé par le fluide, les cinq 
quantités u, v, w, p, p conservent constamment les 
mêmes valeurs. Ces quantités ne changent que quand 
on passe d'un point à un autre de l'espace dont il s'agit. 
Dans ce mouvement, chaque molécule ne conserve pas 
constamment la même vitesse ; mais, les différentes 
molécules qui viennent successivement passer par 
un même point de l'espace, y prennent des vitesses 
de môme grandeur et de môme direction. Le mouve
ment du système reproduit à chaque instant l'état qui 
existait à l'instant précédent ; cela constitue donc une 
sorte d'équilibre mobile. Ainsi, un cours d'eau dans 
lequel chaque masse liquide qui s'écoule est remplacée 
immédiatement par une masse identique et animée 
du même mouvement, donne l'idée de la permanence 
du régime. 
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L'ensemble des molécules fluides qui ont passé, 
ou qui passeront par un même point géométrique, 
constitue un fdet fluide. 

Analytiquement, le régime permanent est défini par 
la condition que les cinq fonctions u, v, w, p et p sont 
indépendantes du temps t ; en d'autres termes, leurs 
dérivées partielles prises par rapport à t sont nulles. 
Ces cinq quantités ne sont fonctions que de x, y, z. 

83 . Proposons-nous de trouver Yéqualion du régime 
permanent. A cet effet nous remarquerons que les 
conditions nécessaires et suffisantes de la permanence 
sont : 

^ = 0 — = 0 — = 0 ^ = 0 - ^ = 0 
dt ' dt u' àt u' dt ' dt 

Or, si nous reprenons les équations du mouvement 
{tf 60) : 

X — u', 

Y - v\ 

Z — w\ 

si nous les multiplions respectivement par dx, dy, dz, 
et si nous ajoutons, il vient : 

= Xdx - f Ydy + Zdz 

— {u'dx + v'dy + ic'dz). 

1 dp 
p dx 

1 dp 

P ad 

1 dp 
p dz 
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Mais, le mouvement étant permanent, p ne dépend 
que de x, y, z seulement, et l'on a : 

^ dx 4- t^- dy -f- ~ dz = dp ; 
cte c'y 

d'autre part, en remplaçant dx, dy, dz par leurs valeurs 
udt, vdl, wdl qui se rapportent au mouvement de 
la molécule fluide sur sa trajectoire, on a : 

u'dx + Vdy 4- vj'dz = ( M M ' 4- vv' + ww') dt 

= udu 4- «cfc 4- wdw = ^d (u2 + v2 + W1), 

ou bien, en désignant par V la vitesse absolue de 
la molécule qui passe au point (x, y, z) : 

u'dx 4- v'dy 4- w;'flte = ^ dV2. 

On a donc l'équation : 

- dp = Xefcc + Yrfy 4- Zcfe — l dV2. p 2 

Si nous supposons qu'il existe une fonction de force, 
ne renfermant pas explicitement le temps, et si nous 
désignons par U cette fonction de x, y, z, dont la 
différentielle est Xdx + Ydy 4- Zdz, il vient : 

1 dp = - l dV2 ; 
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d'où en intégrant, 

J p 2 U — / — ^ V 2 = const.1 

P 

C'est Yéqualion du régime permanent. Dans cette 
équation V est la vitesse que possède la molécule dm 
à l'instant t où elle passe au point (x, y, z) ; dp est 
l'accroissement de la pression quand on passe du point 
M au point où la molécule arrive après le temps dt 
(la pression en un même point M étant indépendante 
du temps). 

L'intégrale f — pourra toujours être obtenue du 
J p 

moment où l'on connaîtra la relation entre p et p. 
84 . REMARQUE. — Dans le cas d'un liquide homogène, 

on a p = const ; d'où : 

/
dp p 

P P ' 

et l'équation ( 1 ) est alors : 

U — — — <s V 2 = const. (2) 
P 2 

Dans le cas d'un gaz à température constante, on a : 

p = hp; 

1. Il ne faut pas confondre cette équation avec celle que nous 
avons trouvée (n° 6 6 ) . En effet, l'équation du n° 6 6 a été obtenue 
en supposant qu'il existe une fonction de vitesse, et elle s'étend 
à tout déplacement. L'équation actuelle n'exige pas qu'il y ait 
une fonction do vitesse, mais les différentielles se rapportent à 
un déplacement suivant un filet. 
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d'où : 

l'équation (1) est alors : 

U — hip — \ V2 = const. (3) 

T h é o r è m e d e D a n i e l B e r n o u l l i . 

8 5 . Appliquons l'équation du régime permanent 
au cas d'un liquide homogène et pesant. Nous aurons, 
en supposant l'axe des z vertical : 

X = 0, Y = 0, Z = — g; 

d'où : 

U = — Jgdz - — gz, 

et l'équation (2) nous donne : 

gz + - -\- } V2 = consl, 

ou bien : 
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Or, si l'on désigne par m le poids spécifique du liquide, 
on a (I, n° 3 2 9 ) : 

ra = pg, 

et la formule ci-dessus nous donne : 

p V* 
2 -4- f" ïT~ = COnst = II. 

2# 
Cette formule constitue le théorème de Daniel Bernoulli. 
Tous les termes de cette équation représentent des 

hauteurs : z est la hauteur d'un point du liquide 
au dessus d'un plan de comparaison horizontal (plan 
des xi/) ; — est la hauteur due à la vitesse V en ce 

point; enfin, — est la hauteur représentative de la 

pression en ce point, la pression p étant exprimée 
en colonne liquide de poids spécifique m. 

La formule précédente exprime que la somme H 
de ces trois hauteurs est constante pour tous les points 
d'un même filet fluide soumis à un régime permanent, 
c'est-à-dire que la somme de ces trois hauteurs qui 
varient chacune avec le point considéré du filet est 
une constante H. On a donc le théorème suivant : 

THÉORÈME. — En chaque point d'un filet liquide 
pesant et homogène animé d'un mouvement permanent, 
la somme de la hauteur du point au-dessus d'un plan 
horizontal de comparaison, de la hauteur représentative 
de la pression, et de la hauteur due à la vitesse, 
est une quantité constante. 

86. Il résulte de là que la somme H de ces trois 
hauteurs détermine un niveau constant que l'on appelle 
le plan de charge, et nous aurons le théorème suivant : 

THÉORÈME. — En tous les points d'un filet liquide 
homogène et pesant satisfaisant aux conditions de 
la permanence du régime, la hauteur du plan de charge 
est constante. 
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Le théorème de D. Bernoulli permet de déterminer 
la vitesse V en un point quelconque d'un filet liquide 
animé d'un mouvement permanent, lorsque l'on connaît; 
la pression en ce point. 

87 . REMARQUE. — Comme nous l'avons dit (n° 71), 
lorsqu'un liquide est en mouvement, ses diverses 
molécules frottent les unes contre les autres, ou contre 
les parois. Dans la démonstration du théorème de 
D. Bernoulli que nous venons de donner, nous avons 
fait abstraction des forces de frottement. Nous avons 
supposé que les filets liquides n'éprouvent aucun 
frottement. Si l'on tenait compte du frottement, 
on constaterait d'un point à un autre d'un même filet, 
des différences de niveau dans le plan de charge, 
dues au travail des frottements. Ces différences s'appel
lent perles de charge : nous y reviendrons plus loin. 

8 8 . Comme application de la formule de D. Ber
noulli, considérons une masse liquide pesante comprise 
entre deux plans AUB„ et AB (fig 19), et un tuyau 
quelconque aboutissant normalement à ces deux 
surfaces. 

Fig. 19 . 
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Nous supposons que le mouvement du fluide soit 
permanent, et que les filets liquides n'éprouvent aucun 
frottement. Soient G0 et G les centres de gravité des 
sections A o B 0 et AB, V 0 et V les vitesses des molécules 
traversant ces sections ; enfin, nous supposerons que 
la section transversale du tuyau varie d'une manière 
continue. 

Le théorème de D. Bernoulli nous donne : 

M + P. + ^ S o + P s + ^ U. 
m lg w zg 

Soit n 0 le niveau d'un plan horizontal dont la hauteur 
au-dessus du point G 0 est égale à la hauteur due à 

la pression au point G0 : cette hauteur sera donc — , 
w 

c'est-à-dire la hauteur représentative de la pression p0 

au point G„ (n° 29 ) . Ce niveau s'appelle le niveau 
piézométrique1 de la section A 0 B 0 . Soit de même, n le 
niveau piézoméirique de la section AB. 

Posons : 

za ~\~ ~ — Z 0, 

z + ^ = Z; 
E7 

Z0 et Z seront les hauteurs de ces deux niveaux na et n 
au-dessus du plan de comparaison XY. 2 La formule 

1. De n-uTiç, pres s ion , ^ " f o v , m e s u r e . 

2. Si, a u x di f férents po int s du filet, on é l è v e des tubes é t r o i t s 
ouverts a u x d e u x bouts e t d é b o u c h a n t d a n s le v i d e , l e l iquide 
s'élèvera d a n s ce s t u b e s à des h a u t e u r s ind iquées par les v a l e u r s 

de ^ r e l a t i v e s à ces dif férents po int s . Ces tubes s 'appel lent tubes 

piezomëtriques. Z 0 e t Z s e r o n t les h a u t e u r s des c o l o n n e s p i é z o m é -
triques a u - d e s s u s du p lan de c o m p a r a i s o n X Y . 
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de Bernoulli exprime que, si, à la hauteur du niveau 
piézornétrique d'un point quelconque on ajoute une 
hauteur égale à la hauteur due à la vitesse du filet 
liquide en ce point, on arrive à un niveau constant 
qui est le plan de charge. 

Cette formule nous donne : 

2.9 2g~Z° Z-

Soit h la différence de niveau des deux niveaux 
piézométriques n„ et n, ou la dénivellation piézornétrique 
des deux points G0 et G. Nous aurons : 

V 2 V 2 

7T — )r=h- (Ai 2g 2g 

Cette quantité h, qui est l'abaissement vertical du 
niveau piézornétrique en passant de G 0 à G, s'appelle 
la charge entre les deux sections. 

La formule (A) nous donne le théorème suivant : 

THÉORÈME. — La différence des hauteurs dues 
aux vitesses en deux points quelconques d'un même 
filet fluide satisfaisant aux conditions de permanence 
est égale à la charge entre ces deux points, ou à la 
dénivellation piézornétrique de ces deux points. 

8 9 . REMARQUE T. On appelle charge en un point 
G la somme : 

Y! 4_ P • 

'¿9 *' 
c'est la distance du point G au plan. de charge. 
En hydrostatique, la charge se compose seulement 

du terme - : ici, la charge est augmentée de la hauteur 

— , due à la vitesse V. L'effet du mouvement est donc 
¿9 
de remonter le plan de charge. 
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90. REMARQUE I I . — Lorsque la constante I I est 
connue, comme la distance z au plan de comparaison 
est une donnée de la question, on connaîtra la charge 
V 2 p 
— + ^ en un point quelconque, laquelle est déter

minée par la formule : 
V2 v 

D'ailleurs, la loi de continuité nous donne : 

uV = u 0 V 0 = Q, 

w et w D étant les sections, et Q la dépense. 
Donc, connaissant la dépense Q et les sections M et co0, 

on connaîtra V et V 0 , et la formule (B) nous donnera 
les pressions p et p0 aux points G et G 0. 

91. REMARQUE. I I I . — On peut encore dans la formule 
de D. Bernoulli introduire le rapport des aires des 
sections M et w 0 . En effet, la formule : 

uV = u oV 0 , 

V 2 V 2 

nous permet de remplacer — — ~ par l'une ou l 'autre 

des expressions : 

Dans le premier cas, la formule de Bernoulli nous-
donne : 

2g \ w 0 7 m 
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d'où l'on tire : 

Si l'on suppose, en particulier, que la section w soit 
pratiquée au fond d'un vase dont t o Q serait l'aire de 
la section supérieure, z0 — z sera la distance de l'orifice 
au niveau supérieur, et cette formule sera identique 
à celle que nous avons trouvée précédemment (n° 76) . 

9 2 . REMARQUE I V . — Il résulte encore de la formule 
de Bernoulli (n° 88) que le plan de charge indique 
la plus grande hauteur à laquelle le filet liquide puisse 
parvenir sans vitesse, et à la condition de déboucher 
sous une pression nulle. 

En effet, si l'on fait V = 0, p = 0, il vient : 

^ ° + S + g = H-
9 3 . REMARQUE V . — La formule : 

nous apprend que la hauteur correspondante à la varia
tion de vitesse entre deux sections n'est pas égale 
à la différence za — z des niveaux de ces deux sections, 
mais à cette différence augmentée de la différence 
des hauteurs piézométriques de ces deux sections. 

9 4 . CAS PARTICULIERS. — 1° Si le filet liquide est 
horizontal, on a z = za, et alors il résulte de la formule 
de Bernoulli que la somme : 

1\ Po p 

I2
 I p 

2g b a 

sera constante pour une section quelconque. 
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Donc, dans un filet liquide horizontal, la somme 
de la hauteur due à la vitesse et de la hauteur représen
tative de la pression est constante pour une section 
quelconque. 

2° Si la section du filet est constante, on a w = M U , 
et, par suite, en vertu de la loi de continuité, V = V„. 
Il résulte alors de la formule de Bernoulli que la somme : 

m 

est constante pour toutes les sections. 
Donc, dans un filet liquide de section constante, 

la somme de la hauteur représentative de la pression 
et de la hauteur du centre de gravité de la section 
au-dessus du plan de comparaison est constante pour 
toutes les sections. 

3° Si le canal est horizontal et à section constante, 
on a en même temps z = z0, et V = VQ ; par conséquent, 
p = p0 = const. Donc, dans ce cas, la pression est 
constante dans toutes les sections. 

C a s p a r t i c u l i e r s d u m o u v e m e n t d e s f l u i d e s . 

9 5 . Nous avons vu (n° 72) que, dans un fluide 
en mouvement, la pression ne varie pas, en général, 
d'un point à un autre suivant la loi hydrostatique. 

Il est facile de s'assurer que si, dans un fluide 
parfait, les différentes molécules ont un mouvement 
rcctiligne et uniforme, la pression varie suivant 
la loi hydrostatique, quand on passe d'un point à 
un autre, à un même instant. 

9 
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En effet, si le mouvement est rectiligne et uniforme, 
on a : 

u' _ o, v' = 0, w' = 0, 

et les équations du mouvement (n° 60 ) deviennent 
alors : 

d X ~ ? X ' dy P Y ' dz~?Z' 

ce sont les formules de l'hydrostatique ( n° 8 ). 
Par conséquent, à un même instant, la pression varie 
avec x, y, z, comme dans le cas de l'équilibre. 

9 6 . PROPRIÉTÉ. — Dans un liquide homogène, 
si le mouvement est permanent et rectiligne, il sera 
uniforme. 

En effet, si nous prenons l'axe des x parallèle 
à la direction du mouvement des différentes molécules, 
nous aurons : 

par suite, on a 

0, w = 0 ; 

dy dz 

et l'équation (4) de continuité (n° 62 ) : 

du àv ^ àiv g 

óx dy dz 

nous donne alors 
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D'ailleurs, le mouvement étant permanent, on a 
(n° 83) : 

Par conséquent, puisque v et w sont nulles, il résulte 
de la formule (n° 60 ) : 

que u' = 0. Pa r suite, la vitesse u est constante pour 
un même filet. Le mouvement est donc uniforme. 

97. PROPRIÉTÉ — Lorsque les molécules d'un fluide 
sont animées de mouvements quelconques, mais très 
lents, la pression varie suivant la loi hydrostatique. 

En effet, les mouvements étant très lents, il s'ensuit 
que les forces satisfont à peu près aux conditions 
d'équilibre ; par conséquent, on peut, avec une appro
ximation suffisante, appliquer les équations qui auraient 
lieu si la masse fluide était en repos. 

98 . PROPRIÉTÉ. — Lorsque les molécules d'un fluide 
parfait ont des mouvements identiques à ceux qu'elles 
prendraient si chacune délies se mouvait isolément 
sous l'action des forces qui lui sont directement appli
quées, la pression est constante à un même instant 
dans toute Vétendue du fluide. 

En effet, on a alors : 

et, par conséquent, les équations du mouvement (n° 6 0 ) 
nous donnent : 

ou u ° u

 v ° u
 _ j _ 

àt dx dy 

du 

dz~' 

X = u', Y = v', Z = w', 

àp 
dy 

dp 

dz • 
= 0. 
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Il en résulte qu'à un même, instant la pression ne varie 
pas d'un point à un autre du iluide. D'ailleurs, dans 
le cas du mouvement permanent, elle serait constante 
d'une manière absolue, puisqu'alors la pression en un 
point donné ne varie pas avec le temps. 

Ce cas se présente quand un liquide pesant et 
homogène sort d'un vase à niveau constant par. un 
orifice de dimensions assez petites par rapport à celles 
du vase. On constate que le jet a une forme parabolique 
qui ne diffère pas de la trajectoire que décrirait une 
molécule isolée (II, n° 55) . 
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CHAPITRE IV. 

M o u v e m e n t d ' u n l i q u i d e 

s ' é c o u l a n t d ' u n r é s e r v o i r à n i v e a u c o n s t a n t 

p a r u n o r i f i ce p e r c é e n m i n c e p a r o i . 

99 . Considérons un liquide homogène contenu dans 
un vase et s'écoulant par un petit orifice pratiqué 
dans la paroi. Nous supposerons l'orifice percé en 
mince paroi, c'est-à-dire que l'épaisseur de la paroi 
soit très faible sur le contour de l'orifice. L'écoulement 
est supposé permanent, ce qui exige que le niveau soit 
entretenu à une hauteur constante. 

Lorsqu'un liquide s'écoule par un orifice, on observe 
que la section de la veine diminue à partir de l'orifice 
jusqu'à une certaine distance de cet orifice, où la section 
est minimum et appelée section contractée. Ainsi, 
au moment où le liquide sort du vase, les filets extrêmes 
convergent vers l'axe, et cette convergence cesse 
à une petite distance de l'orifice. 

Cette contraction de la veine entraîne pour les filets 
intérieurs une pression plus grande que celle qui résul
terait de la loi hydrostatique. 

On s'explique la contraction de la veine de la manière 
suivante : Pour que le liquide sorte du vase, il faut 
que ses molécules convergent vers le centre de l'orifice, 
suivant toutes les directions. Dans le cas où l'orifice 
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est percé au fond du vase, les filets vers l'axe de l'orifice 
seuls décrivent une ligne verticale ; les autres filets, 
qui sont obligés de se détourner de la verticale pour 
converger vers l'orifice, prennent des directions qui 
se rapprochent plus ou moins de l'horizontale. Ces filets 
i se gênent dans leurs mouvements, et les molécules 
liquides décrivent des trajectoires courbes. Ces trajec
toires donnent naissance à des forces centrifuges 
qui ont pour effet d'augmenter la pression dans 
l'intérieur de la veine. 

1 0 0 . Cela posé , soient AB le niveau constant 
du liquide (fig. 20), pQ la pression sur AB, et la pres
sion du gaz dans lequel s'échappe le filet qui sort 

contractée ab. La pression en tous les points de la section 
àb est égale à la pression pl : car, autrement la veine 
liquide tendrait soit à se dilater, soit à se contracter 
sous cette pression pr 

Considérons un filet liquide qui passe par le point m 
de la section ab : soit CDm ce filet prolongé vers 
l'intérieur du liquide. 

L'équation du débit étant : 

Fig. 20. 

b 

de l'orifice EF. Au bout 
d'un temps assez court, 
le régime permanent 
s'établit : les filets liqui
des vont en convergeant 
vers l'orifice, jusqu'à une 
section ab parallèle à 
l'orifice, et qui est la 
section contractée. Nous 
nous proposons de déter
miner la vitesse V du 
liquide dans cette section 

0 , 
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il en résulte que la vitesse varie en raison inverse 
de la section. Or, la section du vase étant beaucoup 
plus grande que celle de l'orifice, il s'ensuit que la vitesse 
à l'intérieur du vase est beaucoup moindre que la vitesse 
à la sortie. On peut donc admettre que la vitesse en M 
est négligeable. Si nous appliquons au filet le théorème 
de I). Bernoulli, et si nous désignons par V la vitesse 
en m, et par z la distance verticale des centres M et m 
des sections CD et ab,1 nous aurons : 

— = s + ;- - , 
2g ~ tu ta ' 

p étant la pression sur l'unité de surface au point M. 
Nous ne connaissons pas z et p ; mais, au point M, 
le liquide est, comme nous venons de le voir, à peu près 
en repos : il s'ensuit que l'on peut considérer la pression 
en ce point comme exprimée par la loi hydrostatique, 
comme s'il s'agissait d'un liquide pesant en repos. 
On a donc (n° 29) : 

ZD -m 

h0 étant la profondeur du point M en dessous du niveau 
du liquide. 

Par suite, il vient : 

~g ro 

ih 

1. z e s t donc la dif férence des d i s tances des points M e t m au p l a n 
horizontal de c o m p a r a i s o n . 
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Or, h0 varie avec la position du point M ; mais, si l'on 
désigne par H la profondeur du point m de la section 
contractée en dessous du niveau du liquide, on a : 

La quantité H + --" — -* est l'abaissement du niveau 
w m 

piézométrique en passant de l'intérieur du vase au 
point m de la section contractée (n" 88 ) . Le point 
de départ M est d'ailleurs indifférent, pourvu qu'on 
ne la prenne pas trop près de l'orifice. Cette quantité 

H 4- — — — e s t donc la charge sur l'élément au point 

m (n° 88) . 
On conclut de cette formule que la hauteur due 

à la vitesse dans un élément de la section contractée 
au point m est égale à la charge sur cet élément. 

La quantité H différant très peu de la profondeur 
du centre de gravité de ab en dessous du niveau 
supérieur du liquide, on peut, sans erreur sensible, 
prendre cette dernière profondeur pour la valeur de H ; 
mais la profondeur du centre de gravité de ab qui est 
inconnue, diffère peu de la profondeur du centre 
de gravité de l'orifice EF qui est une quantité connue. 

H = z + K ; 

par conséquent : 

d'où : 

(1) 
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Nous pourrons donc prendre pour l'expression de 
la vitesse moyenne dans la section contractée : 

en désignant par II la distance du centre de gravité 
de EF au niveau supérieur du liquide, m' étant un coef
ficient qui diffère très peu de l'unité. 

101. CAS PARTICULIER. — Si px = pa, ce qui est 

le cas ordinaire, on a, en faisant abstraction du coeffi
cient m' : 

V = V ^ H -

Donc, la vitesse d'écoulement d'un liquide par un 
orifice en mince paroi est égale à la, vitesse due 
à la hauteur de la surface libre du liquide au-dessus 
du centre de l'orifice, c'est-à-dire la vitesse d'un corps 
qui tombe librement dans le vide de cette hauteur H, 
sans vitesse initiale. C'est le théorème de Torricelli. 
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Coefficient de contrac t ion . 

Coefficient de dépense. 

1 0 2 . Nous avons appelé dépense d'un orifice la 
quantité de liquide qui s'écoule par cet oriiice pendant 
l'unité de temps. Il en résulte que co étant l'aire 
de la section contractée, la dépense par seconde sera : 

Ordinairement, on ne connaît pas l'aire « de la section 
contractée, mais on la déduit de l'aire de l'orifice qui 
est connue. En désignant par Q l'aire de l'orifice, 
on aura : 

Le coefficient m", qui est le rapport entre l'aire 
de la section contractée et l'aire de la section de l'orifice, 
s'appelle coefficient de contraction. Ce coefficient ne peut 
être obtenu théoriquement. On doit recourir à des 
expériences. 

et il vient alors, en posant m'm" = m : 
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En opérant sur des orifices circulaires de 0 , n,02 à 
()';,,16 de diamètre percés dans une paroi plane, on a 
trouvé par tâtonnements que la section contractée, 
qui est aussi de forme circulaire, est à une distance 
de l'orifice à peu près égale à la moitié du diamètre 
de l'orifice, et que le rapport des rayons de ces deux 
sections est environ 0,79 ; par suite, on a, pour 
le coefficient de contraction : 

Quand l'orifice n'est pas circulaire on admet comme 
valeur approximative de m" le nombre 0,02. Mais, il 
'est évident que cette valeur est plus ou moins incertaine. 
Aussi, on a eu recours à une autre méthode qui nous 
donne la valeur d'un coefficient que nous allons définir. 

103 . On appelle dépense théorique l'expression : 

que l'on obtiendrait en faisant abstraction de la 
contraction de la veine. D'autre part, on peut évaluer par 
expérience la dépense réelle, en recevant le liquide qui 
s'écoule "dans un bassin de forme simple, et déterminant 
lejvolume du liquide qui s'écoule pendant chaque seconde; 
on pourra alors obtenir le rapport entre la dépense 
réelle et la dépense théorique. Ce rapport, qui sera 
la valeur du nombre m, a reçu le nom de coefficient 
de dépense ; il diffère peu du coefficient de contraction, 
et est généralement confondu avec celui-ci. Il résulte 
des expériences que le coefficient de dépense est à peu 
près constant. 

m" = ^ = (0,79)"- = 0,024. 
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Pour un petit orifice circulaire de 0 i n ,02 à 0 m ,16 
percé en mince paroi et pour des charges inférieures à 
7 m , on a trouvé que ce coefficient est 0,62. On a 
la même valeur pour un orifice rectangulaire dont 
la hauteur est moindre que la moitié de la largeur. 
Pour un orifice carré, on trouve 0,60. 

Écoulement par u n orifice parfaitement évasé. 

21. 

104 . Imaginons un orifice évasé en dedans ABA'B', 
de manière à lui donner la forme 
que la veine prendrait en sortant 
d'un orifice A'B' percé en mince 
paroi (fig. 21). Il n'y aura plus 
de contraction ; l'orifice AB est alors 
la section contractée, et le, coefficient 
de contraction ra est égal à l'unité. 
Un tel orifice est ce que l'on appelle 
un orifice 'parfaitement évasé. 

Dans ce cas, la dépense diffère peu 1 du produit: 

A étant l'aire de la, section AB, et h la distance 
du centre de cette section au niveau supérieur du 
liquide. 

1. Cetle faible dif férence p r o v i e n t de l ' inf luence re tardatr ice due 
au f ro t t ement du condui t A'B'AB. 
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Si l'on prend le rapport entre la dépense réelle Q 
et l'expression ci-dessus, on trouve que ce rapport 
ou le coefficient de dépense a pour valeur 0,984. 
En représentant ce coefficient par p, nous aurons : 

Le coefficient ¡x porte évidemment sur la vitesse. 

É c o u l e m e n t p a r u n o r i f i c e l a t é r a l . 

105. Nous avons vu (n° 101) que si l'écoulement 
a lieu par un petit orifice et si la pression est la même 
à la surface libre du liquide et à l'orifice de sortie, 
la vitesse est donnée par la formule : 

h étant la distance du centre de gravité de l'orifice 
au niveau supérieur du liquide, et, par suite la dépense 
est : 

Cette formule n'est pas applicable à un orifice latéral 
de grandes dimensions , puisque pour ce dernier 
la charge est différente pour les différentes sections 
horizontales de l'orifice. Il en résulte que la vitesse 
varie pour chaque élément horizontal. 

Nous admettrons que les molécules qui partent 
successivement d'un même point de la surface, suivent 
toutes une même trajectoire jusqu'à l'orifice de sortie. 

V = 1/2.9/1, 

Q = to l/2 gh. 
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Nous pouvons donc décomposer la masse liquide 
en un faisceau de filets, à chacun desquels nous 
pourrons appliquer la formule de D. Bernoulli. Or, les 
sections extrêmes d'un filet étant du ctdQ, nous aurons 
pour ce filet (n° 91) : 

2 g \ dQ1/ zx m 

mais, il est évident que l'on peut remplacer le rapport 
dm M 

par - , et ensuite négliger ce dernier rapport en 

présence de l'unité, ce qui nous donne, en supposant 
P = A i la formule : 

V = , 2gJ, 

et la dépense par la section du du filet sera : 

dQ = du ] . 2gh, 

h étant la distance de cette section d n au niveau 
supérieur. 

106 . Nous allons déduire de là la formule à appliquer 
dans le cas d'un orifice latéral, 
que nous supposerons symétri-

B que par rapport à la verticale. 
Soit h la distance au niveau 
supérieur du point 0 (fig. 22) où 
la verticale rencontre la section 
de l'orifice : c'est la charge sur 
ce point. En prenant ce point 0 
pour origine de deux axes 

rectangulaires, l'axe des y étant vertical, nous aurons 
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da = dxdy, et alors la dépense totale aura pour 
expression : 

h + X 

Q = J'f dxdy \/2g {h + y), 
u — oc 

ou bien : 

s 

Q~f-2x / 2g {h + y) dy , 
o 

b étant la hauteur de l'orifice. 
Observons que l'on obtiendrait la même formule, 

si l'on divisait l'orifice en tranches horizontales infini
ment minces, et si l'on appliquait à chacune de ces 
tranches la formule relative à un orifice en mince paroi 
(n° 101) . Nous aurions, en effet (fig-. 22), pour une 
tranche mn =- 2xdy, dont la distance au niveau 
supériiur serait h + y, la dépense : 

2xdy [/2g di -h- y), 

et la dépense totale serait : 

Q = y 2x \/ 2g [h + y) dy. 
o 

Lorsque l'on connaîtra la forme de l'orifice, on pourra 
déterminer x en fonction de y, et alors on calculera 
la dépense totale en effectuant l'intégration indiquée. 

107 . On peut se proposer de déterminer ce que l'on 
appelle la hauteur moyenne de l'orifice, ou la charge 
moyenne. 
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A cet effet, nous observerons que la vitesse variant 
depuis la partie supérieure jusqu'à la partie inférieure 
de l'orifice, il existe nécessairement un point de cet 
orifice dont la vitesse est égale à la vitesse moyenne u, 
telle que l'on ait : 

M étant la section de l'orifice. 
Pin désignant par H la distance de ce point au niveau 

supérieur, distance que l'on appelle la hauteur moyenne 
de rorif.ee, nous aurons évidemment : 

En égalant les deux valeurs de Q, on a l'équation : 

qui servira à déterminer H. 
1 0 8 . Dans le cas d'un orifice rectangulaire (fig. 23), 

Q = (dm, 

u = \y 2gK, 

et, par suite, 

Q = w \/2gli. 

b 

u 

Fig. 2 3 . 

B 

soient l la longueur de l'orifice 
et b sa hauteur ; nous aurons 
2c; = l, et, par conséquent : 

h b 

m n u 

~3 l [/2g (h + bf - h* • 
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On a donc, puisque u = M 

& l / H = ! f (A + 6)« — K 
O I 

d'où : 

H = 96'- (/i + 6)* — A* 

En particulier, si le bord supérieur de Vorifice est 
à fleur d'eau, h = 0, et il vient : 

Q - § 1 l / 2 £ . b\ H = i 6. 

109. REMARQUE. — Si l'on avait déterminé la dépense 
Q' comme dans le cas où la hauteur de l'orifice est 
très petite, on aurait obtenu en appliquant les formules 
trouvées précédemment (n o s 1 0 0 et 101) : 

Q' bl 

Or, si l'on prend le rapport des deux dépenses, 
on trouve : 

Q _ 2lh + W — lil 

Q1 ~ 3 

Si l'on donne au rapport 
h 

différentes valeurs 
h + b 

particulières, on trouve que l'écart entre les deux 
valeurs de Q et Q1 n'atteint jamais 6 centièmes, 
et, par conséquent, l'on peut prendre l'use ou l'autre 
des deux formules pour déterminer la dépense. 

10 
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110 . Considérons encore le cas d'un orifice circulaire 
dont le diamètre soit égal à b. 

L'équation du cercle étant : 

y t + xi—by = 0 , 

on en tire : 

x = \/by — y'1. 

Par suite, 

Q = 2 l/2g f \'by - y2 i/h~+ydy. 

Pour trouver l'intégrale, nous poserons : 

d'où : 

b b 
2 — y = » c ° s <B, 

y = * (1 - cos;p), dy = * sia cpc??, 

et nous aurons 

Q % |/<7 j s i n 2 1 1 / 2h + 6 ( 1 — cos tp) d-j 

On a aussi.: 

t t 6 2 

Q' = 
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/ s i n 2 a 1/2h - 4 -0 (1 — cos a.) dz 
Q 2 ,j 
Q' 11 [/2h 

111. Kn particulier, pour ft = 0, on a : 

b 
Q = — \/2bg y*sin2

 cp sin - <pfify ; 

pour intégrer cette expression, on posera 1 <p = S, 
et il vient : 

Q = 4Z>2 \/2bg f sin 2 6 cos 2 G . sin 0d3 = 8Z> 2 1 / 26 .9 
15 

D'autre part, on a aussi : 

•no' 
Q= — Vbg, 

et par suite, 

Q 15 7r 

L'écart est donc moindre pour l'orifice circulaire 
que pour l'orifice rectangulaire, et l'on en conclut 
que l'on peut prendre aussi l'une ou l'autre des deux 
formules pour calculer la dépense. 

par conséquent, 
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112. On admet les mômes conclusions pour des 
orifices de forme quelconque. Il est bon d'observer 
que Q et Q' sont les dépenses théoriques qui se rappor
teraient à l'aire de l'orifice, tandis qu'il faut prendre 
l'aire de la section contractée. On doit donc multiplier 
dans les formules l'aire de l'orifice par 0,62 (n° 102) . 

1 1 3 . Un déversoir est un orifice découvert à sa 
partie supérieure, et dont le bord inférieur est une 
horizontale, appelée seuil. Un déversoir peut être 
assimilé à un orifice rectangulaire dont le côté supérieur 
aurait disparu. 

Soient l la longueur du seuil, y la distance verticale 
du seuil au niveau du réservoir, en un point où le 
liquide serait en repos, r\ l'épaisseur de la veine 
au-dessus du seuil et Q la dépense par seconde. Si nous 
appliquons la formule (3) (n° 102) , en observant que 
les pressions/);, et p^ sont égales 1 , et que le centre 
de gravité de l'orifice est au milieu de la hauteur r\, 
nous aurons : 

Écoulement par u n déversoir. 

et : 

1. Nous supposons que l'écoulement se produise librement dans 
l'air ou dans un gax quelconque. 
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Or, r\ est une inconnue évidemment moindre que y ; 
y) 

d'ailleurs, il résulte des expériences que le rapport -

n'est jamais inférieur à 0,72 ; de plus, il est toujours 
moindre que l'unité. Nous prendrons pour ce rapport 
la moyenne arithmétique entre 0,72 et 1, et nous 
poserons : 

r> = 0 , 8 6 2 / , 

ce qui nous donnera, en remplaçant m par la valeur 
moyenne 0,62 : 

Q = 0,62 x 0,86 ly 1 / 2 g x 0,57 y , 

ou bien : 

Q = 0,403 ly l'ÏÏgy. 

Or, il résulte d'expériences faites par Poncelet et 
Lesbros sur un déversoir de 0 m ,20 de longueur, que, 
si l'on pose : 

Q = Uly [/2gTj , 

on trouve que le coefficient M varie entre 0,424 et 
0,385, valeurs qui diffèrent peu de la valeur 0,403. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE V. 

E x t e n s i o n d u t h é o r è m e d e B e r n o u l l i 

a u m o u v e m e n t re la t i f . 

114 . D'après ce que nous avons vu (II, n° 229) , 
le mouvement relatif peut être traité comme un mouve
ment absolu, pourvu que l'on joigne en chaque point, 
aux forces réellement appliquées, deux forces fictives, 
savoir : la force d'inertie d'entraînement et la force 
centrifuge composée. 

Or, dans l'équation du mouvement permanent, si l'on 
considère les positions successives d'une même molécule 
iluide sur sa trajectoire, l'expression Xdx + Ydy + Zdz 
•est le travail élémentaire des forces appliquées à ce 
-point. Mais, d'après ce que nous avons vu (II, n" 215) , 
la force centrifuge composée étant perpendiculaire 
au déplacement relatif de son point, d'application, 
le travail relatif de cette force est nul en chaque point, 
e t , par conséquent ces forces n'entrent pas dans 
l'expression ~Kdx + Ydy + Zdz. Quant à l'autre force 
fictive, si nous désignons par c c l'accélération d'entraî
nement, la force d'inertie d'entraînement rapportée à 
l'unité do masse est — tpc. Nous devrons donc dans 
la formule de Bernoulli ajouter les composantes 
de cette dernière force aux composantes X, Y, Z. 
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1 1 5 . En particulier, considérons un liquide pesant 
animé d'un mouvement relatif permanent par rapport 
à des axes mobiles animés d'un mouvement de rotation 

uniforme autour de la verti-
Fig. 2 4 . cale 0 3 . 

Soient wla vitesse angulaire 
constante du mouvement de 
rotation, M un point du fluide 
(fig. 24), x, y, z ses coordon
nées, MN = OM' = r sa 
distance à l'axe de rotation 
Oz. Les forces que l'on a à 
considérer sont : le poids de 

/y la molécule et la force d'iner
tie d'entraînement qui se 

réduit ici à la force centrifuge (I, n° 164) . Cette 
dernière rapportée à l'unité de masse est uflr et ses 
composantes parallèles aux axes ()x et Oy sont '^x et 
co-y. Nous aurons donc : 

Xdx + Ydy 4 - Zdz = — gdz 4 - uf-xdx 4 - ^ydy 

= — gdz 4 - târdr, 

et, par suite, 

V = -gz+l «V 2 . 

Nous aurons donc, en désignant par V1 la vitesse 
relative au point M, et en appliquant au mouvement 
relatif l'équation (2) (n° 84) : 

— 92 + 1 — ^ — \ V 2 = const., 
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ou bien : 

m V'2 1 
z 4- - 4- —- — —- u 2 r ! = const. 

2g 2g 

Si nous désignons par V'„ la vitesse relative au point 
de départ M 0, situé sur la même trajectoire que M, 
et par z0, r0, pa les valeurs de z, r, p correspondantes, 
nous aurons : 

n V ' 2 1 
u 2g 2g 

d'où l'on tire : 

V 2 

* 0 2^ 
P° _ £ 4 - ^ 1 ( r 2 - r 2i 

Cette équation nous apprend que la différence des 
hauteurs dues aux vitesses relatives en deux points 
quelconques d'un même filet fluide, satisfaisant aux 
conditions de permanence, n'est plus égale à la charge 
comme dans le mouvement absolu (n° 88 ) , mais ci celte 

w 2 

charge augmentée de l'expression — ( r 2 — r 0

2 ) . 
Cette augmentation peut être considérée comme 

une charge fictive qu'il faut ajouter à la charge réelle 
pour pouvoir appliquer le théorème de D. Bernoulli 
au mouvement relatif. 

Il est bon d'observer que cette charge fictive n'est 
autre chose que la variation de la hauteur due à 
la vitesse d'entraînement. 
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E x t e n s i o n d u t h é o r è m e d e D . B e r n o u l l i 

a u x f l u i d e s i m p a r f a i t s . 

116. Dans les démonstrations qui précèdent nous 
avons supposé le fluide -parfait. 

Lorsque la viscosité produit des effets sensibles, 
il est évident que l'on peut en tenir compte, en intro
duisant les forces dues à la viscosité parmi les forces 
directement appliquées à chaque molécule, et alors 
on peut considérer le fluide comme parfait. 

Soit tp la force rapportée à l'unité de masse que produit 
la viscosité pour une molécule quelconque, et désignons 
par epa-, <fv, 'ÎZ les composantes de cette force. En intro
duisant cette force dans l'équation différentielle du 
régime permanent (nn 83 ) , on a, pour le cas d'un 
fluide imparfait, l'équation : 

- dp = dû -f- [yx dx 4 - cp y dy + <p z dz) — ^ r i V 2 ; 

si l'on désigne par y l'angle que fait la force (f avec 
l'élément ds de la trajectoire de la molécule, on a : 

- dp = du + tf. ds C U S y — ^ dV-. 

En intégrant entre deux positions d'une môme molé
cule et désignant par sQ et s les valeurs de l'arc de 
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s 

- J y cos yds, 

c'est-à-dire au dernier terme du second membre. 

la trajectoire correspondantes à ces deux points M0 et M, 
et par UQ la valeur de U pour s = sa, il vient : 

J ' d l = U - U0 + fycosyds-± (V2 — V0

2), 

ou bien : 

s 

\ (V2 - V0

2) = U — U 0 + fyçosyds - f 

En particulier, si le fluide est un liquide pesant 
et homogène, on a : 

f y = j (P — Po\ U = — f gdz = gz, 

et l'équation précédente nous donne : 

V2 V 0

2 . Pc p . 1 / , — = z0 — z + + - / 9 cas v ds. 2g 2g -m w g J r ' 

Il est facile de voir quelle est la signification du 
dernier ternie : en effet, la force de viscosité étant égale 
à mç, son travail entre les deux positions M0 et M sera 

J n v i cos ;ds ; en prenant la force rapportée à l'unité 

de poids il faut diviser par mg, et le travail sera égal à: 
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D'ailleurs, puisque la viscosité agit comme un frotte
ment, opposé à la vitesse de la molécule, ce travail 
sera négatif ; il en résulte que si nous désignons 
ce travail par — 'C, et si nous représentons comme 
précédemment (n° 88 ) par h la charge entre les deux 
points, on a : 

et, par suite, 

2g 2g 

Cette quantité s'appelle perte de charge puisqu'on 
la retranche de la charge h. Elle est égale au travail 
changé de signe, que produit la force de viscosité 
rapportée à l'unité de poids. 

Le théorème de Bernoulli s'énonce alors de la manière 
suivante : 

THÉORÈME. — La variation de la hauteur due à 
la vitesse est égale à la charge diminuée de la perle 
de charge. 
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C H A P I T R E V I . 

É c o u l e m e n t p a r l e s a j u t a g e s . -

117. Nous avons étudie (n° 99) le mouvement d'un 
liquide qui s'écoule d'un réservoir par un orifice percé 
en mince paroi. Lorsque l'on adapte à l'orifice un tuyau 
ou ajutage, les circonstances du mouvement sont modi
fiées. Nous nous proposons de trouver l'influence d'un 
ajutage sur les lois du mouvement. Ordinairement, 
les ajutages sont cylindriques ou coniques. Les ajutages 
cylindriques sont extérieurs ou intérieurs. Les ajutages 
coniques sont convergents ou divergents. 

A j u t a g e s c y l i n d r i q u e s e x t é r i e u r s . 

118 . Supposons que, l'orifice d'écoulement étant 
circulaire, on adapte à cet orifice un ajutage cylindrique 
de même diamètre que l'orifice, et d'une longueur égale 
à une fois et demie ce diamètre ; au bout d'un certain 
temps, l'écoulement se fait à plein tuyau, ou, comme 
on dit à gueule bée. Si la longueur de cet ajutage 
est moindre, le phénomène est variable selon les 
circonstances ; si la longueur est plus grande, il se 
produit des frottements dont il faudra tenir compte. 
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Par la présence de l'ajutage, il n'y a plus de contrac
tion sensible à la sortie de la veine ; mais on constate 
une diminution de vitesse, ou une perte de charge due 
au travail des actions moléculaires. 

119. Voici comment on peut se rendre compte 
du phénomène qui se produit. 

Au moment où le liquide commence à sortir par 
l'orifice AB, (fig. 25), il se forme une veine contractée 
jusqu'en ab, à une distance égale à la moitié du diamètre 
de l'orifice ; à partir de là, la veine s'élargit. Il se 
produit donc dans le tuyau un espace annulaire autour 
de la veine, et cet espace est rempli d'air au commen
cement du mouvement. Mais le courant entraîne en 

La veine contractée est donc entourée d'une portion 
de liquide à l'état de remous, c'est-à-dire qui tournoie 
lentement autour du courant, et cette portion est 
entourée elle-même de liquide à l'état stagnant. On peut 
donc dire que l'on a en ab une veine qui débouche dans 
une section plus grande déjà occupée par le même 
liquide. It en résulte une agitation et une perte 
de charge. 

120 . Nous nous proposons de déterminer cette perte 
de charge. A cet effet, considérons, en général, un liquide 
sortant d'un réservoir (fig; 26) par un orifice A'B', 
et possédant dans cette section une vitesse V . Suppo
sons que la veine fluide en sortant de l'orifice pénètre 
dans un tuyau dont la section AB est plus grande 

Fig. 25. 

A 

partie l'air qui l'entoure ; l'air 
restant se dilatant, la veine 
•sera moins pressée, et tendra 
à se dilater. Au bout d'un 

A 
certain temps, l'air est en
tièrement entraîné et rem
placé par du liquide qui ne 
participe pas au mouvement. 
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Fie. 2 6 . 

que la section A'Br de l'orifice, et proposons-nous 
d'étudier ce qui se passe par ce changement brusque 
de section. 

Soient pu la pression sur la surface libre du liquide, 
V et p' la vitesse et la 
pression du liquide, dans 
la section contractée A'B', 
V et p la vitesse et la 
pression à l'extrémité AB 
de l'ajutage, et h la hau-

-A teur du liquide dans le 
réservoir au-dessus du 

-B centre de gravité de l'ori
fice. 

Le théorème de Ber-
noulli qui est applicable 

depuis le niveau supérieur jusqu'à la section A'B' nous 
donne : 

• -- t 

hi 

yi 
2 g 

h + Po P 

en négligeant la vitesse au niveau supérieur, laquelle 
est assez faible. 

Appliquons pour la partie du liquide comprise entre 
AB et A'B1 le théorème des quantités de mouvement 
projetées sur un axe horizontal (II, n° 182) . 

Soient Q l'aire A'B', A l'aire AB : la dépense par seconde 
sera : 

Q = Qv' = AV. 

La masse élémentaire qui traverse chaque section est: 

•gQdt 

g 
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l'accroissement de la quantité de mouvement sera donc 

9 
(V - V). 

D'autre part , en projection, les forces extérieures 
se réduisent aux pressions horizontales. Or, la pression 
sur la section A'B' est dirigée dans le sens positif, 
et elle est égale à Ap' : en effet, le liquide en cet endroit 
se compose de deux parties : l'une qui est animée 
d'un mouvement rectiligne et uniforme, c'est la veine 
proprement dite ; l'autre qui est le volume annulaire 
du liquide qui entoure la veine, est animée d'un mouve
ment très lent. On peut donc, dans les deux cas, (n o s 9 5 
et 9 7 ) admettre que les pressions suivent la loi 
hydrostatique. 

La pression sur la section AB est égale à Ap, dirigée 
en sens contraire de la précédente. Par conséquent, 
le théorème des quantités de mouvement projetées 
nous donne : 

^ (V - Y) = A (p' - p) dt, 

ou bien, en remplaçant Q par AV, et divisant les deux 
membres par Awdi : 

V (V - V) = Pl _ P ,2) 

g ru m' 

Or, cette dernière équation peut être mise sous 
la forme suivante : 

2g~ ~ 2g ~ * w 2g 2g 2g 
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ou bien : 

29 
Y* = p[_ 
2g 37 

V (V - V)2 

2/7 

En ajoutant les équations (1) et (3), il vient : 

2# 

[V - V)2 

2g 

On voit par cette formule que l'on peut appliquer 
le théorème de D. Eernoulli depuis la surface libre 
jusqu'à l'orifice 1, à la condition de diminuer la charge 

de -—2g~' ^ c t t e dernière quantité, que nous désigne

rons par ~, est donc la perte de charge due au renflement. 
11 résulte de là que la perte de charge produite par 

un changement brusque de section est égale à la hauteur 
due à la diminution de vitesse. 

1 2 1 . REMARQUE. — On peut donner à la perte 
de charge une autre forme en y introduisant les aires 
des sections. En effet, de la formule : 

(V—V 

Q = Q\' = AV, 

on tire : 

1. Le théorème de D. Bernoulli, appliqué depuis la surface libre 
jusqu'à l'orifice, nous donnerait la formule : 
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et, par suite, on a, pour la perte rie charge : 

l = 
(V — V)2 

2g 2g \Q 

V2 /A 
( ± . - 1 Y = 9* (1 _ I V 

/ 2g\Q A) 

1 2 2 . Si l'on veut appliquer les résultats précédents 
au cas d'un orifice circulaire prolongé par un ajutage 
cylindrique d'une longueur égale à une Ibis et demie 
le diamètre de l'orifice, on peut admettre que Q est 
la section contractée (n° 1 1 9 ) , et, en désignant par m 
le coefficient de contraction, on a : 

d'où Y' V 
m. 

Par conséquent, 

La formule (4) nous donne alors 

d'où l'on tire : 

ou bien : 

l i 
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en posant : 

_ 1 m 

^"yÇT^^TJ1 ~ ^ / 1 - 2 ^ ( 1 - ^ ) ' 

D'ailleurs, la formule (1) nous donne : 

La dépense est donc : 

s'il n'y avait pas d'ajutage la dépense serait (n° 1 0 2 ) : 

Or, il est évident, puisque 1 — m > 0, que p. > ni ; 
par conséquent, l'ajutage a pour effet d'augmenter 
la dépense, quoiqu'il produise une perte de charge, 
et une diminution de la vitesse d'écoulement. Cette 
augmentation de la dépense est due à la suppression 
de la contraction de la veine à sa sortie. 

1 2 3 . Cherchons à déterminer la pression p' dans 
la section contractée ab. 

La formule (1) nous donne : 
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v 
ou bien, puisque V = — • 

d'où, en remplaçant V par sa valeur : 

n7 117 TO2 \ BJ E7 / 

_ . _ / £ _ w M. 
w 2 w \ m 2 / \ ^ / 

C'est la valeur de la pression à la section contractée 
en fonction de pQ et p. 

D'ailleurs, la formule (2) nous donne : 

p[ = P , V ( V — V ) = £ _ / _1_ 
ra s; $ m g \m I 

par conséquent, 

P.<P 
ZS W 

La pression dans la section contractée est donc 
toujours inférieure à celle du milieu environnant 
l'ajutage. 

1 2 4 . Il est facile de calculer la dépression dans 
la région de la section contractée. Elle est donnée par 
la formule : 

P — P 
g \m I • \m ) \ ' m ro/' 
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ou bien 

P — P 2 m (1 - m) 
B7 / 1 — 2 m [1 — m) 

2m (1 m) 
P > 

Do cette formule il résulte que le vide relatif créé 
par l'écoulement dans l'ajutage sera d'autant plus 
sensible que le produit m ( 1 — m) sera grand. 
Or, le maximum de ce produit dont la somme des 

facteurs est constante, correspond à m = ^ , et nous 

aurons pour ce cas limite : 

c'est-à-dire que le vide maximum dont l'écoulement est 
capable dans la région de la section contractée est 
représenté par la charge moyenne. 

La valeur correspondante de u est — 7 7 = 0,71. 

1 2 5 . La perte de charge Ç à l'extrémité de l'ajutage 

P — P w 
= / l + ^ — 

m 

p 

v 2 
sera. : 
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(V - W = 1 U , l h _ P \ . 
s _ 2.9 2 \ + m w) 

1 2 6 . On a fait de nombreuses expériences sur l'écou
lement de l'eau dans le but de déterminer les valeurs 
des coefficients m et \>. Ces paramètres doivent néces
sairement varier avec la charge : mais , pour des 
charges ne dépassant pas 7 m , l'expérience a donné : 

m = 0,62, et ^ = 0,82. 

En adoptant pour m la valeur 0,62, on trouve : 

a. = — 1 = 0,85, au lieu de 0,82; 

en prenant u. = 0,82, on trouve : 

m = ^ = 0,59, au lieu de 0,62. 

Ces faibles écarts s'expliquent : on a admis, en effet, 
que tous les filets constituant la veine avaient une même 
vitesse, la vitesse moyenne de l'écoulement. Or, cette 
supposition doit nécessairement altérer légèrement 
l'évaluation de la force vive de la veine dans la section 
considérée. 

1 2 7 . Quant à la dépression produite par la contrac
tion, l'équation (5) nous donne : 

pour m = 9 , on aura : 
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or, si l'on fait m = 0,62, et fx = 0,82, on a : 

0,749, 

et, par suite, 

P—P = 0,749 ',749 (h + P 
TU, 

Dans le cas où la pression est la même à la sortie 
et au niveau supérieur (pression atmosphérique), on a : 

La dépression à l'ajutage est donc approximativement 
égale aux trois quarts de la, hauteur h du niveau supé
rieur dans le réservoir au-dessus du centre de l'orifice. 

1 2 8 . Une expérience remarquable due à Venturi 
a mis ce résultat en évidence. Si l'on adapte à l'ajutage 
un tube en verre recourbé s'ouvrant par son extrémité 

dominent la différence entre la pression atmosphérique 
agissant sur l'eau du vase, et la pression autour 
de la veine contractée et dans cette veine elle-même. 

P ~ P' 0,749 A, à peu près. 

K g . 27 . 
supérieure autour de la veine 
contractée, et plongeant son 
extrémité inférieure dans un 
vase rempli d'eau (fig. 27), 
la dépression provoque l'as
cension du liquide inférieur 
qui se maintiendra sur une 
hauteur mn pendant toute 
la durée de l'écoulement. 
Cette hauteur mesure évi-
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Or, Vcnturi a constaté que, pour h = 0 m , 8 8 , on a 
mn = 0 m ,65 , et effectivement, la théorie nous donne : 

P ~ P > = 0,749A = 0,749 X 0,88 — 0,659. 
TU 

Ce phénomène d'aspiration latérale due au mouvement 
d'un fluide, qui s'applique également aux gaz et aux 
vapeurs, a reçu plusieurs applications industrielles. 

Il explique le tirage dans les cheminées des locomo
tives produit par l'échappement de la vapeur. 

L'injecteur Giffard est une des applications les plus 
remarquables de ce phénomène. 

1 2 9 . La perte de charge sera, d'après la formule (6) : 

pour u. = 0,82, Ç = 0,33 (h + — 

pour u. = 0,85, l = 0,28 [h 4- ^ — 7 ~\; 
\ za w I 

et. si l'on suppose p0 = p, on a : 

Ç = 0,33 A, ou ^ = 0,88 A. 

On voit que la perte de charge approche du tiers 
de la hauteur. 

1 3 0 . Ainsi donc , on peut résumer comme suit 
la théorie de l'ajutage cylindrique externe, l'écoulement 
se faisant à l'air libre sous des charges inférieures à 7"' : 

1° la vitesse à la sortie du tuyau a pour expression : 

V = 0,82 l/2gli ; 

2° la dépense est : 

Q = 0,82A V 2gh~. 
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Le coefficient 0,82 porte ici sur la vitesse, et non sur 
la section ; le contraire a lieu dans l'écoulement en mince 
paroi. 

3° les effets de l'ajutage sont : 

a) d'augmenter la section d'écoulement dans le 
rapport de 0,62 à 1, comparé au cas de l'écoulement 
en mince paroi. 

h) de diminuer la vitesse dans le rapport de 1 à 0,82. 
c) d'augmenter le débit dans le rapport de 0,62 à 0,82 

ou dans le rapport de 1 à 1,323. 
d) de produire à la section contractée une dépression 

égale aux trois quarts de la charge sur cette section, 
et à l'orifice de l'ajutage une baisse du plan de charge 
égale au tiers de cette charge. 

131. REMARQUE. — Les valeurs de m et p que nous 
avons adoptées jusqu'ici se rapportent à des charges 
ne dépassant pas 7 m . Si la charge devient plus grande, 
on ne pourra plus conserver ces valeurs. En effet, 

puisque l'on doit avoir '— > 0, il résulte de l'équation (5) 

Si donc h croît, le rapport — se trouve compris entre 

deux expressions qui différent de moins en moins de la 
limite p = m. 

que : 

d'où l'on conclut : 

m 
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D'un autre côté, si Ton admet — —- (f?) 
m1 \ 6 2 ' 

à peu près, on devra avoir, en vertu de la formule (5) 

ts -m i \ ta I 

d'où : 

ù aj zc 

et, si = pa, il vient : 

A < n -
à za 

et, comme - = 10m333, on a : 

h < f X 1 0 m , 3 3 3 = 1 3 m j 7 7 7 . 

Au-delà de cette limite, on ne connaîtrait donc pi 
d'une manière certaine les valeurs de m et u. 
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A j u t a g e r e n t r a n t d e B o r d a . 

F i s . 28 . 

1 3 2 . Les ajutages internes ne présentent qu'un 
intérêt théorique résultant de ce qu'ils permettent 
de déterminer par le calcul le coefficient de contraction. 
Us ne sont jamais employés. 

Imaginons que l'orifice de sortie, au lieu d'être 
en mince paroi, soit pourvu d'un ajutage cylindrique 
ABCD, pénétrant dans l'intérieur du vase (fig. 28). 
Cet ajutage doit être très mince, et sa longueur doit 

être telle que la veine liquide 
ne mouille pas les parois de 
ce tuyau. On peut prendre 
une longueur égale à une fois 
et demie le diamètre. 

Supposons le mouvement 
permanent établi, et soit ab 
le section contractée. A partir 
de ab, la veine sort dans un 
gaz de pression p, et prend 

la forme parabolique. D'ailleurs, l'orifice AB étant très 
petit par rapport à la section horizontale du vase, 
il s'ensuit que, dans l'intérieur du vase, on peut négliger 
la vitesse, même en C et D 1 , et, par conséquent, 
la pression varie suivant la loi hydrostatique aux 
différents points du liquide. 

1. Car, à cause de l'ajutage, il y a toujours une distance notable 
entre les parois du vase et l'orifice AB. 
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Cela posé, - appliquons le théorème des quantités 
de mouvement projetées (II, n° 1 8 2 ) à la portion de 
liquide comprise à un instant t entre le niveau MN 
et la section contractée ab. Prenons l'axe de projection 
horizontal dans le sens de la vitesse de sortie en ab. 

Au bout du temps ait, cette portion MNafr s'est 
transportée en M'N'a'í/. Or, en vertu de la permanence, 
la partie commune M'N'aft possède la même quantité 
de mouvement au commencement et à la fin du temps dt; 
par conséquent, la variation de la somme des quantités 
de mouvement projetées sera égale à la quantité 
de mouvement projetée relative à la portion aba'b', 
moins celle relative à la portion MNM'N'. Mais, cette 
dernière est négligeable, puisque les vitesses des diffé
rents points de MN sont verticales, et que l'on projette 
sur un axe horizontal. Par conséquent, l'accroissement 
total de la projection de la quantité de mouvement 
du système considéré se réduit à la projection de la 
quantité de mouvement de la partie aba'b'. Or, la quantité 
de mouvement de aba'b' se projette en vraie grandeur. 

D'ailleurs, si V est la vitesse de sortie, Q la section 
contractée, le volume aba'b' a pour expression LWdl, 

sa masse est ™ QVdl, et sa quantité de mouvement sera 
m- iïV-dt. Comme elle se projette en vraie grandeur, 

il s'ensuit que cette dernière quantité sera l'expression 
de l'accroissement de la somme des quantités de mou
vement projetées sur l'axe de l'ajutage. 

Cherchons maintenant la somme des impulsions 
élémentaires des forces extérieures projetées sur le 
même axe. D'abord, l'action de la pesanteur ne donne 
que des forces verticales perpendiculaires k l'axe, 
et dont les projections sont nulles ; par conséquent, 
ces forces disparaissent. On n'a donc à tenir compte 
que des pressions exercées sur tout le contour du 
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système, qui comprennent les pressions exercées par 
l'ajutage, par la surface du réservoir et par l'atmosphère 
gazeuse dans laquelle la veine liquide s'écoule. 

I o Les pressions exercées par la surface latérale 
extérieure de l'ajutage étant normales à l'axe dispa
raissent en projection ; 

2° Les pressions exercées par la surface annulaire 
qui entoure l'orifice AB (section droite du cylindre) 
sont négligeables à cause du peu d'étendue de cette 
surface annulaire ; 

;3° Les pressions sur toute la surface du vase suivent 
la loi hydrostatique ; les pressions exercées par les parois 
verticales sont des forces horizontales, qui se détruisent 
les unes les autres, excepté la pression exercée par 
la partie RS, de même étendue que la section de l'aju
tage ; cette dernière pression n'est pas équilibrée, 
et se réduit à une force normale à RS, 1 et égale à : 

A (p0 -f mh), 

A étant l'aire de l'orifice AB, p 0 la pression exercée sur 
le niveau supérieur, et h la distance du centre de l'orifice 
au niveau supérieur. Cette force étant parallèle à l'axe 
de projection, se projette en vraie grandeur, et l'impul
sion élémentaire correspondante est : 

A (pu -\- zj/I) dt. 

Les pressions exercées par le fond du réservoir sont 
verticales, et, par suite, leurs projections sur l'axe sont 
nulles. 

1. Cette force s era i t équi l ibrée , si l 'a jutage é t a i t s u p p r i m é , 
e t r e m p l a c é par une paroi so l ide de m ê m e é t e n d u e que la s e c t i o n 
AB de l 'ajutage . P a r c o n s é q u e n t , e l l e e s t é g a l e e t c o n t r a i r e à la 
pre s s ion q u ' e x e r c e r a i t c e t t e paroi so l ide . 
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4° Enfin, la portion de veine Aliab supporte sur sa 
surface latérale la pression p, et cette pression s'exerce 
aussi dans la section ab (n° 98) . Si l'on supposait cette 
pression p exercée de môme sur la section AB, exté
rieurement à ce volume, la résultante de ces pressions 
serait nulle (n° 4 7 ) . Donc, la résultante des pressions 
exercées sur la surface latérale de la veine et sur ab 
est égale et contraire à celle que supporterait AB, 
ce qui nous donne une force Ap dirigée en sens contraire 
de la vitesse V. Cette force se projette en vraie grandeur 
sur l'axe, et son impulsion élémentaire est Apdt. 

Par conséquent, la somme des impulsions élémen
taires des pressions exercées sur tout le contour du 
système liquide, projetées sur Taxe de l'ajutage est : 

A (p0 + roA) dt — Apdt, 

et nous aurons l'équation (II, n° 182) : 

^ Wdt = A (p, -f wh) dl - kpdt, 

ou bien : 

Kg bj 

D'autre part, en appliquant le théorème de D. Ber-
noulli qui est applicable depuis le niveau supérieur 
jusqu'en ab, on a : 
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En comparant les deux dernières formules, on a : 

c'est-à-dire que le coefficient de contraction est égal à 

Ce résultat a été vérifié par une expérience faite par 

Borda qui a trouvé = 0,515, valeur qui diffère très 

peu du résultat théorique. 

A j u t a g e s c o n i q u e s c o n v e r g e n t s . 

1 3 3 . Dans un ajutage convergent, il se produit : 
1° à l'intérieur, une contraction de la veine, suivie 

d'un renflement, et, par suite, une perte de charge ; 
2° à l'extérieur, une contraclion résultant de la 

convergence des filets sortants. 
Soit h la hauteur du niveau du liquide au-dessus 

Q 1 
A 

x-, ou 0,50. 

- F 

Fig. 2 9 . 

du centre de l'orifice 
d'écoulement (fig. 29); 
la vitesse théorique 
serait : 

\/2gh. 

et la vitesse réelle, 
vu la perte de charge, 
aura pour valeur : 

B c V = ^ J / 2gE, 

P étant un coefficient constant à déterminer dans chaque 
cas particulier. 
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En l'absence de contraction de la veine externe, 
la dépense serait : 

P A l/2gh ; 

si donc m est le coefficient dû à cette contraction, 
on aura : 

Q = wptA [/2gh. 

Les coefficients m et p- dépendent de l'angle d'ou
verture du cône. Si cet angle est nul, l'ajutage est 
cylindrique : la contraction externe ne se fera pas, et, 
par conséquent, m = 1 ; la perte de charge assignera 
au coefficient u. la valeur 0,82 (n° 126) . Si l'ouverture 
du cône est égale à tt, l'écoulement se fait en mince 
paroi : la perte de charge est nulle, et l'on a » = 1 ; 
la contraction externe a pour résultat de réduire m à la 
valeur 0,62 (n° 103) . 

Lorsque l'angle du cône varie de 0 à tt, la vitesse 
de sortie augmente, parce que la section diminue ; 
la perte de charge diminue donc aussi, et y. augmente. 
D'un autre côté, la convergence des filets s'accentuant, 
la contraction grandit et m diminue. Le produit mu. 
varie donc suivant une loi que la pratique seule peut 
déterminer. 

Dans certaines expériences, on a trouvé que ce produit 
mu, coefficient de la dépense, allait en augmentant 
avec l'ouverture du cône depuis 0 jusque 12". A cette 
limite, on constate que : 

m = 0,99, u = 0,935, et nia = 0.045. 

Au-delà, ce coefficient diminue jusqu'à la valeur 0,62 
relative à l'écoulement en mince paroi. 
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1 3 4 . Pour déterminer les coefficients m et u, on peut 
opérer de la manière suivante : 

Le jet liquide sortant de la section contractée en A 
a une vitesse horizontale V ; on le reçoit sur un plan 
horizontal DC à une distance AB = a de l'orifice et on 
mesure la portée du jet BC = b. La courbe AC étant 
une parabole, les coordonnées x, y d'un point quelconque 
de cette courbe sont données par les formules : 

x = V*, V = \ gtl, 

t désignant le temps employé par la molécule pour 
passer de l'orifice au point considéré. 

L'équation de la trajectoire est donc : 

V2 

X* = 2 — y; 
g 

on en déduit pour le point C : 

&2 = 2 — a, d'où Y=b\/JL-
g V 2a 

par conséquent, 

_ V _ 1 b 
11 ~~ [/2gh ~ 2 ]/àh' 

Quant au coefficient m, on l'obtiendra par le procédé 
indiqué (n° 103) , en mesurant la quantité de liquide 
écoulé pendant un temps donné, et recueilli dans 
un vase de forme simple ; si Q est la dépense par 
seconde, on aura : 

m AV 
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1 3 5 . CAS PARTICULIER. — Si l'on pratique dans 
la paroi suffisamment épaisse du réservoir un orifice 
ayant exactement la même forme que la veine depuis 
l'orifice interne jusqu'à la section contractée, la vitesse 
théorique sera égale à la vitesse pratique ; la perte 
de charge et la contraction externe seront annulées, 
et l'on aura : 

V = p 2gh, Q = A i/2gli. 
La vitesse et la dépense seront donc augmentées dans 

le rapport de 0 , 6 2 à 1, ou de 1 à 1 , 6 1 . 

A j u t a g e s c o n i q u e s d i v e r g e n t s . 

Fig 30. 

1 3 6 . Proposons-nous maintenant d'étudier l'effet 
des ajutages divergents. L'emploi de ces ajutages 
bien conçus permet d'augmenter très sensiblement 
le débit. Plusieurs dispositions ont été prises pour 
atteindre ce but dans un grand nombre d'appareils, 
notamment dans les ventilateurs où ces ajutages portent 
le nom spécial de diffusoirs ou cheminées. Pour déter
miner l'effet des ajutages divergents, imaginons que 

l'on ait ménagé dans la 
paroi du vase un orifice 
ayant exactement la forme 
de la veine qui sortirait 
librement par l'orifice A B 
en mince paroi, et dont CD 
serait la veine contractée 
(fig. 3 0 ) , ou, si la chose 
est impossible dans la paroi 
même, que l'on ait adapté 

à l'orifice un premier ajutage remplissant cette condition. 

12 
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Puis prolongeons l'orifice CD par un ajutage CDEF 
se raccordant tangentiellement avec la partie ABCD 
et s'élargissant progressivement jusqu'en EF. Dans 
ce cas, comme il n'y a pas de changement brusque 
de section, il n'y aura pas de tourbillons', ni, par consé
quent, de perte de charge, et l'écoulement se fera 
partout à gueule bée. Nous pourrons donc appliquer 
le théorème de D. Bernoulli (n° 85 ) depuis le niveau 
supérieur jusqu'en CD, et de CD en EF. 

En désignant par p0 la pression sur le niveau supérieur 
du liquide, par h la hauteur de ce niveau par rapport 
à l'axe de l'ajutage, par V et p' la vitesse et la 
pression en CD, par V et p les mêmes éléments 
à la sortie en EF, nous aurons : 

+ + »> 

et l'équation de continuité nous donne, en désignant 
par a la section contractée CD, et par A la section 
de sortie EF : 

a\' = AV. (2) 

Par conséquent, on a : 

*-\A»(A+î-S)-

Pi = £ _ yi№ _ A. 
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1 3 7 . On voit que l'ajutage a pour effet de diminuer-
la pression à l'orifice CD. La diminution de pression 
est donnée par la formule : 

P _ iL — /A! _ A 
•m m ~ 2g \ Cl1 I ' 

Quant à la dépense, elle serait, s'il n'y avait pas 
d'ajutage (n° 102) : • 

3 = a y / 2 i 7 ( A + £ _ £ ) ; 

grâce à l'ajutage divergent, on a : 

O - A V " ( * + S - T ) - * 4 -

Par conséquent, le débit croît proportionnellement 
à la section terminale A ; mais, il faut bien se garder 
d'admettre que la dépense peut être augmentée indéfi
niment. En effet, il est facile de s'assurer qu'il existe 
pour la section A une limite que l'on ne peut pas 
déliasser. 

1 3 8 . Les résultats de la théorie précédente ne se 
vérifient dans la pratique que pour autant que l'hypothèse 
de la continuité se réalise. Si l'écoulement ne se faisait 
pas à gueule bée dans l'ajutage, on ne pourrait pas écrire 
l'équation (2), et c'est ce qui arriverait infailliblement 
si la section A dépassait une certaine limite. 

1 3 9 . Il est évident que l'ajutage dont l'effet est 
de diminuer la pression p ' , ne saurait annuler complète
ment cette dernière, ou la rendre négative. En effet, 
un fluide parfait est incapable de se trouver en état 
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de tension ; car, l'absence de cohésion amènerait 
la rupture de la partie tendue. En admettant qu'il en soit 
de même pour les fluides naturels, nous pouvons dire 
qu'il doit réellement y avoir pression dans la section CD. 

On doit donc avoir : 

* 2g [a* I > ' 

ou bien : 

m 2g s? (X1 \ m ro/ 

donc, 

ou bien : 

\ / 1 + ~ 

La valeur limite de À doit donc être inférieure 
au second membre ; en supposant qu'elle puisse l'égaler, 
l'ajutage divergent aurait pour conséquence d'affranchir 
l'écoulement de la résistance due à la pression du milieu 
ambiant, puisque, dans cette hypothèse, on aurait 
p' = 0. 
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1 4 0 . En particulier, si l'on a p0 = p , ce qui est le cas 
ordinaire, nous aurons : 

La dépense Q serait égale au débit fourni par l'orifice 
CD parfaitement évasé à l'intérieur, et débouchant dans 
le vide (n n 104) . 

1 4 1 . REMARQUE T. — Anciennement, on a cherché 
à expliquer l'action des ajutages par l'attraction exercée 
sur le fluide par la matière même de la paroi de la 
conduite 1 . Or, les faits constatés s'expliquent complète
ment par la théorie sans qu'il soit nécessaire de recourir 
aux actions capillaires. 

Venturi a d'ailleurs montré que l'attraction est 
étrangère aux effets produits ; il suffit de percer 
quelques trous très petits dans la paroi de l'ajutage 
pour l'empêcher de fonctionner. C'est qu'alors on rétablit 
dans l'intérieur de la veine la pression atmosphérique 
sans rien changer cependant dans les attractions 
moléculaires. 

1 4 2 . REMARQUE II. — Il résulte des expériences 
de Péclet que lorsque l'ouverture d'un ajutage divergent 
débitant un gaz dépasse 10°, la veine fluide n'occupe 
plus toute la section de sortie, et il se produit latérale
ment des rentrées de l'air extérieur. 

lim A a 

1. D ' A u b u i s s o n . Traité d'Hydraulique. 
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Pour s'assurer des effets d'un semblable ajutage, 
il faut donc que son ouverture soit inférieure à 10°. 
On conseille même de ne pas dépasser 7°, qui serait 
donc l'ang^B naturel d'épanouissement de la veine fluide. 
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CHAPITRE VII. 

R é s i s t a n c e d e s f l u i d e s . 
P r e s s i o n d ' u n e v e i n e l i q u i d e s u r u n p l a n . 

1 4 3 . Un corps solide est plongé en tout ou en partie 
dans un fluide par rapport auquel il est en mouvement. 
Ce corps éprouve sur les éléments de sa surface 
des pressions de la part du fluide. Ces pressions qui 
constituent, une résistance au mouvement relatif du 
solide, et que l'on appelle la résistance du fluide, 
sont différentes de, ce qu'elles seraient dans le cas 
d'équilibre. 

Si l'on connaissait le mouvement du fluide, et si l'on 
pouvait faire abstraction de la viscosité, on pourrait 
appliquer les formules de l'Hydrostatique, en y intro
duisant les forces d'inertie, et l'on obtiendrait la pression 
totale supportée par le corps par un calcul analogue 
à celui que nous avons fait dans le cas de l'équilibre 
(n° 35) . Mais, en général, dans les questions de ce genre, 
on ne connaît pas le mouvement relatif du fluide par 
rapport au corps; tout au plus, on donne le mouvement 
absolu du corps, et le mouvement que le fluide aurait 
si le corps était enlevé. 

1 4 4 . Nous étudierons un cas simple : celui du choc 
exercé par une reine liquide contre un plan. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



- 184 — 

Considérons donc un liquide pesant et homogène 
sortant d'un vase par un orifice, et tombant dans l'air 
sous la forme d'un jet parabolique. Ce jet rencontre 
un plan fixe MN (fig. 31) qui l'oblige à se dévier. 
On constate par expérience que la veine s'élargit dans 
le voisinage du plan ; mais, à une certaine distance 
de ce plan, à partir de la section AB par exemple, 
le mouvement reste ce qu'il serait s'il n'y avait pas 
d'obstacle. D'autre part, en se rapprochant du plan MN, 
les filets liquides tendent à devenir parallèles à ce plan ; 
nous supposerons qu'en tous les points de la surface 
cylindrique CDEF les molécules se meuvent parallèle
ment au plan. 

ï'ig. 31. 

Le mouvement permanent étant établi, nous nous 
proposons de déterminer la réaction totale II exercée 
normalement par le plan sur le liquide dans l'étendue 
de la base DF du cylindre, en faisant abstraction 
de la pression atmosphérique. A cet effet, nous applique
rons au liquide compris entre la section AB et le cylindre 
CDEF le théorème des quantités de mouvement projetées 
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(II, n° 182) , en prenant pour axe une perpendiculaire 
au plan MN, c'est-à-dire la direction de R. 

Soient td l'aire de la section AB, V la vitesse du liquide 
dans cette section, a l'angle que la direction de cette 
vitesse fait avec la normale au plan fixe, (3 l'angle 
que ce plan fait avec l'horizon, P le poids du liquide 
ABCDEF, m le poids spécifique, dt un temps très petit 
pendant lequel le système passe de la position ABCDEF 
à la position A'B'C 'D'E 'F'. Cela posé, les points de la 
partie A'B'CDEF commune auront, en vertu de la perma
nence, les mêmes masses et les mêmes vitesses au 
commencement et à la fin du temps dl ; par conséquent, 
la quantité de mouvement de cette partie commune 
sera la même à ces deux instants, et, par suite, 
elle disparaîtra dans l'accroissement de la somme 
des quantités de mouvement projetées pendant ce temps. 
D'antre part, les vitesses des molécules comprises entre 
CD et CD', EF et E ' F ' , étant parallèles au plan, sont 
perpendiculaires à l'axe, et, par suite, la projection 
des quantités de mouvement de ces molécules n'entrera 
pas dans l'équation. 

Par conséquent, l'accroissement total de la quantité 
de mouvement projetée sera égal à la projection, prise 
en signe contraire, de la quantité de mouvement 
du liquide compris entre AB et A'B'. Or, la masse 
de cette tranche est : 

— tùMdt, 
9 

et la projection de la vitesse sur l'axe est — V cos 
la quantité de mouvement projetée sur l'axe aura donc 
pour valeur : 

— wV'dt cos ol. 
9 
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Par conséquent, cette quantité de mouvement prise 
en signe contraire est : 

- uVV/l C O S a. 
0 

Nous devons, en vertu du théorème (II, n° 182), 
écrire que cette dernière quantité est égale à la somme 
des impulsions des forces projetées sur le même axe. 

Or, ces forces comprennent : 1° le poids P du liquide 
considéré, dont la projection sur l'axe est — P cos |3, 
et l'impulsion correspondante : 

— P cos r£dt ; ' 

2° la force 11 parallèle à l'axe et dont l'impulsion est : 

Rdt ; 

enfin, 3° la pression atmosphérique. Or, il est évident 
que cette dernière force agit sur tout le contour 
du système, et, par conséquent, la somme des projections 
sur un axe quelconque est nulle (n° 4 7 ) . 

Nous aurons donc l'équation : 

R — P C O S 3 = — <oV* C O S a ; 
9 

d'où : 

R = P COS 3 + - <j)\i cos a. 
9 

Le premier terme du second membre est la compo
sante normale du poids P : c'est la pression qu'exercerait 
sur le plan le système ABCDEF rendu solide, s'il resl ait 
en repos ou glissait sur le plan MN. Le second terme 
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est égal au poids d'un cylindre liquide qui aurait pour 
base la section « du courant, et dont les arêtes auraient 

pour longueur le double de la hauteur ^ due à la vitesse 

V, ces arêtes faisant avec la. hauteur du cylindre 
l'angle a que la direction du courant fait avec la normale 
au plan MN. 

145. On peut encore écrire ce second terme sous 
la forme : 

(j (V cosai 2 

cos a ' g 

Sous cette forme, on voit que ce terme est le poids 

d'un cvlindrc liquide ayant pour base . c'est-à-dire 
1 J c o s a 

la portion du plan qu'intercepterait la veine, si toutes 
les molécules se mouvaient en ligne droite, à partir 
de la section AB suivant la direction de V, et pour 
hauteur c o s J ) c'est-à-dire le double de la hauteur 

9 
due à la vitesse V cos a, projection de V sur la normale 
au plan. 

Ce second terme s'appelle la pression vive ou la pres
sion supplémentaire due à l'existence de la vitesse V. 

1 4 6 . Si le plan MN au lieu d'être fixe est mobile, 
et se meut parallèlement à lui-même avec une vitesse V, 
on décomposera cette vitesse en deux composantes, 
l'une dans le sens du plan, l'autre suivant la direction 
de la veine. Cette dernière composante sera égale à 

V 
; or, si l'on donne au système entier une vitesse 

COS a ' y , 
égale et contraire à , le plan deviendra immobile 

cos a 1 

et la vitesse dans la section AB sera V . 
cos a 
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Le problème est ainsi ramené à celui que nous venons 
de traiter, et la pression vive a alors pour expression : 

w / V M 2

 m (V cos a — V')2 

- u V — COS a = - (O - . 
g \ cos xj g cos x 

Dans ce cas, on a : 

u o H , m (Vcosa—V')« R — P cos p H— w - , 
' ^ COS a 

formule qui se réduit à la précédente (n° 1 4 4 ) lorsque 
V = 0. 

147 . CAS PARTICULIER. — Si le plan M N est vertical, 
et si la direction de la vitesse V est normale au plan, 
on a a. = 0, p = 90°, et il vient alors : 

1° Si le plan est mobile : 

r = w « (V — v;2, 
g 

2° si le plan est fixe : 

r = - uV ! . 
g 

Dans ce dernier cas, R se réduit à la pression vive : 
elle est égale au poids d'un cylindre liquide ayant pour 
base u et pour longueur le double de la hauteur due à 
la vitesse. 

REMARQUE. — Il est évident que la pression subie par 
le plan se compose de la pression atmosphérique et 
de la force R dirigée en sens contraire. 
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M o u v e m e n t d e l ' e a u 

d a n s l e s t u y a u x d e c o n d u i t e . 

1 4 8 . Quand un liquide s'écoule par un tuyau cylin
drique d'une longueur appréciable, on constate que 
la dépense diminue à mesure que la longueur du tuyau 
augmente. Cela résulte de ce qu'un tuyau contenant 
un liquide en mouvement présente des aspérités qui 
retardent le mouvement de la couche liquide directe
ment en contact avec le tuyau. Celle-ci, en vertu de 
la viscosité du liquide, retarde la couche voisine, 
et ainsi de suite jusqu'au centre, où le retard est 
minimum. Il en résulte que le frottement de la paroi 
produit un effet sur toute la masse liquide. Dans le cas 
d'un écoulement uniforme, le frottement total produit 
sur le liquide est donné par la formule de Prony : 

F = Kl (aTJ 4- pU 2), 

dans laquelle F est la résistance longitudinale du tuyau 
circulaire, l la longueur de ce tuyau, K le périmètre 
de la section transversale, U la vitesse moyenne, 
c'est-à-dire le quotient de la dépense par la section Q 
du tuyau, c et fi deux coefficients indépendants de 
la nature et des dimensions du tuyau. 

1 4 9 . Considérons le liquide compris à un instant 
donné, entre deux sections transversales AQBQ et AB 
(fig 32) ; le mouvement des différentes molécules étant 
rectiligne et uniforme, il s'ensuit que les forces d'inertie 
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des différents points sont nulles. Par conséquent, 
si l'on applique le prin
cipe de d'Alembert, il y 
aura équilibre entre les 
forces réellement agis
santes, e t , par suite, 
la somme des projections 
de ces forces sur un axe 
quelconque, par exemple 
l'axe du tuyau C^C. est 
nulle. 

Or, les forces réellement agissantes sont : 1° le poids 
du volume liquide A 0B 0AB lequel est égal à mQl, et dont 
la projection sur C0C est wQlcosQ, en désignant par 6 
l'angle que l'axe C0C fait avec la verticale ; 2° les pres
sions sur les deux sections A 0 B o et AB qui sont égales 
à p0il et — pQ1

 ; 3° le frottement sur la paroi qui a 
pour expression : 

KZ(*U + SU2). 

Ces trois dernières forces étant parallèles à l'axe C0 0 
se projettent en vraie grandeur, et nous aurons l'équa
tion : 

vQl cos <3 + /; 0Q — pQ — Kl (aU + 3U2) = 0. 

D'ailleurs, si nous désignons par zu et z les distances 
des centres C 0et C au plan horizontal de comparaison XY, 
nous aurons : 

l C O S (l = Z„ — z, 

1. po et p étant les pressions moyennes chus les sections A„Bn 

et AB, c'est-à-dire les pressions en C0 et C. 
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et l'équation précédente nous donne, en divisant par 

z0 — z -\- Po ~ P 
TU 

(zU 4- ?U a). 

Or, le premier membre de cette dernière équation est 
la charge entre les deux points C0 et C, ou l'abaissement 
du niveau piézométrique de ces deux points (n° 88) . 
D'autre part, si l'on applique le théorème de D. Bernoulli, 
étendu au cas des fluides imparfaits, en faisant V = V 0 

dans la formule (A) (n° 116) , puisque le mouvement 
est uniforme, il vient : 

par suite, ce premier membre est la perle de charge 
éprouvée par une molécule quelconque en passant 
de la section AaBu à la section AB ; cette perte de charge 
aura donc pour expression : 

(au + 'm, 

ou bien, par mètre courant de tuyau : 

(«U -f- b\r-), 

en posant : 

- = a, 
a 

Si l'on désigne par I) le diamètre du tuyau, on a 
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i ' l'on obtient alors la formule généralement employée : 

* DJ = oU + b\]*. (I) 

De cette formule il résulte que la perte de charge J 
par unité de longueur est constante dans toute l'étendue 
du tuyau, puisque D et U sont des constantes pour 
toutes les sections. 

D'ailleurs, la dépense Q sera donnée par la formule : 

Q = Q U = ^ TTD 2 U. (2) 

Les quantités D, J, U, Q étant liées par les équations 
(1) et (2), il s'ensuit que, connaissant deux de ces 
quantités, on pourra en déduire les deux autres. 

Prony a conclu d'un assez grand nombre d'expériences 
les valeurs des constantes a et b ; il a trouvé : 

a = 0,0000173, b = 0,000348. 

Eytehvein et d'Aubuisson ont proposé respectivement 
les valeurs suivantes : 

a = 0,0000222, b = 0,000280, 
a = 0,0000188, b = 0,000343. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C H A P I T R E V I I I . 

É C O U L E M E N T D ' U N F L U I D E É L A S T I Q U E 

150 . Nous admettrons l'hypothèse du parallélisme 
des tranches, et nous ferons abstraction de la pesanteur 
qui n'influe pas sensiblement sur les pressions. 

Si nous prenons l'axe des x vertical, et si nous négli
geons les vitesses horizontales, comme nous l'avons fait 
(n a 7a) , nous aurons l'équation du mouvement : 

Pour obtenir l'équation de continuité, nous considére
rons deux sections horizontales correspondantes à x 
et x 4- dx, et nous chercherons (n° 63) la masse fluide 
qui entre pendant le temps dt, par la face supérieure, 
et celle qui sort pendant le môme temps par la face 
inférieure. L'excès de la première quantité sur la seconde 
sera égal à l'accroissement de la masse comprise entre 
les deux sections pendant le temps dt. 

Or, la masse qui entre par la face supérieure M 
pendant le temps dt est égale à pwitdt, et la masse 
qui sort par la face inférieure est égale à : 

1 3 
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D'autre part, la masse comprise entre les deux sections 
à la fin du temps t est p^dx ; à la fin du temps t + dt, 

dp 

la densité étant ? + ^ dt, la masse comprise entre 

les deux sections sera : 

('G 5? ̂ ) tù^or' ' 
par conséquent, l'accroissement de la masse pendant 
le temps dt est : 

~ iùdxdt. 
dt 

En égalant les deux expressions de l'accroissement, 
on a l'équation : 

D'ailleurs, en supposant la température constante, 
on a : 

P = Ap, (3) 

k étant une constante. 
Les équations (1), (2) et (3) déterminent p, p et u, 

en fonction de t et de x. 

L'excès de la première quantité sur la seconde est 
donc égal à : 
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En éliminant p, on a les deux équations : 

k dp 
p dx + 

du 
~dT 

dp 
Jt 

dptàU 
= 0. 

Ces équations aux dérivées partielles ne sont pas 
integrables sous forme finie. 

1 5 1 . Proposons-nous de déterminer la vitesse d'écou
lement, lorsque la pression et la vitesse sont devenues 
constantes en chaque point. C'est ce qui arrive assez vite, 
si l'on suppose que le vase communique avec un réservoir 
qui renouvelle le gaz, et détermine une pression constante 
à la partie supérieure. 

Nous aurons alors : 

du 
Ht 

= 0, 

et les équations (4) deviennent les suivantes : 

k dp 
p dx 

ôpwu 
dx — 0. 

En intégrant, il vient : 

p\ùu c, k l p + 2 = C'' 

c et c' étant des constantes arbitraires. 
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Soient P, U, Q la pression, la vitesse et l'aire de 
la section, relatives à la partie supérieure du vase, 
P', U', Q' les mêmes quantités relatives à l'orifice. 
Nous aurons : 

P Q U = c, 2klP + U2 = 2c', 

P'Û'U' = c, 2klP' + U 2 = 2c'. (6) 

Ces quatre équations déterminent c, c' et les vitesses 
U et U'. 

On en tire : 

d'où 

PQU = P'Û'U', 

U ! + 2klP = U'2 -f- 2klP' ; 

PQ 
U ' = p ^ U , 

U 2 = UZ + 2kl p; 

En éliminant U', il vient : 

U 
\ / ____ 

P2iî' 

Or, l'orifice Q' est plus petit que Q, et la pression P' est 
moindre que P (sans cela l'écoulement n'aurait pas lieu) ; 
donc, 

P , p PHI2 
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Par conséquent, le radical est réel, puisque les deux 
termes de la fraction sont positifs ; par suite, U est réel. 
On en déduit : 

Connaissant U et U ' , on obtient facilement c et c\ 
au moyen des équations (6), et alors les équations (5) 
déterminent les valeurs de p et u en fonction de «, 
et, par suite, de x. 

. Q' 

1 5 2 . REMARQUE. — Si g- est très petit, U est très 

petit, et, à la limite, on a pour U' : 

C'est la vitesse d'écoulement d'un gaz par un petit 
orifice, lorsque les pressions P et P' à la partie supé
rieure et à l'orifice sont constantes. 
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CHAPITRE IX. 

É q u a t i o n a n a l o g u e à l ' é q u a t i o n 
d e D . B e r n o u l l i . 

1 5 3 . Nous avons trouvé (n° 84) que l'équation 
du mouvement permanent d'un gaz à température 
constante est : 

U — hlp — | V2 = const. 

Comme nous l'avons vu, la propriété exprimée par 
cette équation se rapporte à tous les points d'un même 
filet, c'est-à-dire situés sur la trajectoire d'une même 
molécule. 

En appliquant cette formule au cas d'un gaz pesant, 
la seule force agissante, indépendamment des pressions 
exercées sur le contour de la masse gazeuse, est 
la pesanteur, et, si nous supposons l'axe des z vertical, 
nous aurons : 

X = 0, Y = 0, Z = — g, 

d'où : 

U = — y* gdz = — 9* ; 
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l'équation devient alors : 

gz + hlp + | V2 = const, 

ou bien 

9
 2.9 

Il en résulte que la quantité : 

2 H— to + r ^ .9 2.9 
est constante en tous les points d'un même filet. 

De cette formule on conclut la suivante : 

V2 V 2 k n 
¿5- — 7p- = 2 0 — Z -\~ — l — . (1) 25- 2g ^ g p 

(Test la formule qui, pour les gaz pesants à tempéra
ture constante, remplace la formule de D. Bernoulli. 

154 . REMARQUE I. — On peut transformer la formule 
(1) de manière à y introduire les aires des sections. 

A cet effet, nous écrirons que les masses fluides 
qui passent par les deux sections wc et w pendant 
le temps d t sont égales. Or, le volume qui passe par 
la section w pendant le temps d t est u \ d t , et sa masse 

est puVrff, ou u>\rdt ; la masse qui passe pendant 

ce même temps par la section w 0 est ^ a>0\Bdt. Nous 

aurons donc l'équation : 

p0<'>ovo = jaw V ; 

d'où 

Vo = J L - V, 
p„u0 
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et, par suite, l'équation (1) devient : 

o I
 n 1 

— z H 1 9 P ' 

d'où l'on tire : 

V = 

En general, on peut negliger 1 la distancc zQ — z 
des centres des deux sections w0 et u , et alors il vient : 

C'est la formule que nous avons trouvée précédem
ment (n" 1 5 1 ) . 

1 5 5 . REMARQUE II. — On peut encore donner à 
la formule (1) une autre forme dans laquelle n'entreront 
pas des logarithmes, lorsque les pressions p0 et p 
diffèrent très peu l'une de l'autre, ce qui arrive assez 
généralement, 

Posons pa = p 4- e, s étant une quantité très petite ; 
nous aurons : 

•P 

p + e 

P 
= l 

1. Cet te s u p p r e s s i o n se just i f ie , parce que les gaz é t a n t t r è s l é g e r s , 
on peut le plus s o u v e n t n é g l i g e r leur poids , d'où p r o v i e n t le t e r m e 
z? — z, en c o m p a r a i s o n des p r e s s i o n s e x e r c é e s à la surface. 
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d'où, en développant le logarithme : 

p p 2 p2 ' 3 ps 

Or, t étant une quantité très petite, nous pourrons 
négliger les puissances de — supérieures à la première, 

P 
et nous aurons : 

l h = 1 = P°~P 
p p p 

La formule (1) devient alors : 

v * v ° a , - i 'kPo — P 
-=— 7:— Z-o Z —j , 

2g 2g g p 
ou bien, en remplaçant p par sa valeur ko, et observant 
que l'on a pg — m, 

2 0 sj aj 

Cette formule n'est autre que celle que donnerait 
le théorème de D. Bernoulli, si l'on considérait le gaz 
comme un iluide homogène, ce qui est permis puisque 
sa pression et sa densité varient peu. 

Ainsi donc, dans le cas d'un fluidt élastique dont 
les modifications s'opèrent à température constante, 
on peut appliquer le théorème de Bernoulli lorsque 
les variations de la pression sont très faibles. 

Ces conditions se réalisent dans un très grand nombre 
d'applications industrielles, notamment dans la venti
lation des mines ou des édifices. Les ventilateurs les 
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plus puissants ne produisent pas de dépressions supé

rieures à 0 m ,20 d'eau. Le rapport aura donc, dans 

ce cas, la valeur : 

p 10,33 1033 u ' y ' 

par conséquent, le premier terme que l'on néglige dans 
le développement est inférieur à 0,00018. 

1 5 6 . REMARQUE I I I . — L'action de la pesanteur étant 
elle-même négligeable pour les fluides élastiques, nous 
pourrons écrire l'équation précédente sous la forme : 

1- - = const. 
2g 

1 5 7 . REMARQUE I V . — On peut remplacer dans 
k 

la formule (1) le coefficient — par une autre expression 
que nous allons chercher. 

On sait que le poids d'un mètre cube d'air à 0°, 
et sous la pression de 760 m / m est de l k , 2 9 3 ; il s'ensuit 
qu'à la température 6 et sous la pression p , ce poids 
sera : 

1,293 p 
10333 (1 + aS) ' 

a étant le coefficient de dilatation des gaz égal à 0,00366. 
Pour un gaz quelconque, si l'on désigne par 3 le 

rapport de la densité du gaz à celle de l'air, sous 
la même pression et à la même température, et par =J 
le poids du mètre cube de gaz, on a : 

1,293 pù pù 
W ~" 1U333 (1 + aû) ~ 7991 (1 + a6) ' 
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^ _ p_ _ p _ 7991 (1 4- aO) 

9 ~ 9P ~ ® ~~ s 

et, en substituant dans la formule (1), il vient : 

V* V 0

a _ 7991 (l + a8) , 

Écoulement d'un gaz à température constante 
par u n orifice en mince paroi. 

1 5 8 . Supposons un réservoir renfermant un gaz 
entretenu dans un état constant, et qui s'écoule d'un 

mouvement permanent par un 
F i s - 3 3 - petit orifice AB en mince paroi 

(fig. 3 3 ) . Considérons un filet 
gazeux abcd, compris entre 
les deux sections cd etab, cette 
dernière étant dans la section 
contractée CD. Soient w 0 et w 
les aires de ces deux sections, 
et appliquons la formule ( 3 ) au 
mouvement d'une molécule du 

gaz entre ces deux sections. Observons que nous pouvons 
considérer la vitesse V 0 relative à la section cd comme 
négligeable par rapport à V, et nous aurons l'équation : 

V 2 _ 7991 (1 4- a9) . p0 

2g ^ ù p 

par conséquent, 
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En général, on peut négliger la distance z0 — z 
des centres des deux sections « 0 et u (n° 154) , et alors 
il vient : 

V» _ 7991 (1 + aQ) p» 
2g ~ S p " 

Cette formule est identique à celle que nous avons 
trouvée précédemment (n° 152) . 
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CHAPITRE X. 

M o u v e m e n t s t o u r b i l l o n n a n t s . 

159 . Considérons un fluide animé d'un mouvement 
symétrique par rapport à un axe, les forces extérieures 
qui sollicitent ce fluide rencontrant l'axe de symétrie. 

On dit qu'un mouvement est symétrique par rapport 
à un axe lorsque, pour tous les points situés sur un 
même parallèle, la pression, la densité et la vitesse sont 
les mêmes. 

Prenons l'axe de symétrie pour axe des z, et soient 
M (x, y, z) un point du fluide, M' sa projection sur 
le plan des xy, r et 0 les coordonnées polaires du point 
M'. Nous aurons : 

x = r cos 0, y = r sin 9. 

Cela posé, les deux premières équations du mouve
ment (n° 60) , nous donnent : 
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multipliant par dx, dy et ajoutant, il vient : 

Or, si nous supposons que dx et dy se rapportent 
à un déplacement sur la circonférence de rayon r, 
on a : 

^P- dx + -v- dy — 0, 
Ôy 

puisque p est constant à un même instant pour tous 
les points situés sur cette circonférence. 

D'ailleurs, la force extérieure qui sollicite le point M 
étant normale à la circonférence décrite par ce point, 
on a aussi : 

Xdx + Ydy = 0. 

L'équation précédente se réduit alors à : 

u'dx - j - v'dy = 0 . 

Mais, dx et dy se rapportant à une même circon
férence, on a : 

dx = — r sin 8 dQ, 

dy = r cos QdQ. 

D'autre part, les coordonnées r et 6 de la molécule 
qui occupe la position M à la fin du temps l, sont des 
fonctions de t, et l'on a : 

dl {r cos G) . d2r rdB dr n i dQ \ 2 

W = — = cos o —— — 2 sin u — — — r cos 8 I ^ y 
dt* dt'- dt dl 

— r sin 6 — 
dt1 
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rissine, . d s d r . fl 

+ r c o s e _ . 

En substituant, il vient : 

d8 dr d20 
2 r * dt + r*Wi = o, 

ou bien, en désignant par w = ^ la vitesse angulaire 

de la molécule M, 

dt dt 

d'où, en intégrant : 

w rl = a, 

a étant une constante pour une molécule fluide. 

On en tire : 

a 
w = - • 

r 8 

Donc, dans le mouvement d'un fluide qui tourbillonne 
autour d'un axe de symétrie, la vitesse angulaire d une 
même molécule varie, pendant son mouvement, en raison 
inverse du carré de sa distance à l'axe. 
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A D D I T I O N S . 

P r o p r i é t é s d e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e . -

1 6 0 . Dans la démonstration des propriétés de la 
fonction potentielle V pour un point intérieur, nous 
avons supposé le corps homogène (I, n O B 4 0 4 et 4 0 5 ) . 

Lorsque le corps n'est pas homogène, notre démons
tration n'est plus applicable. Nous ferons un changement 
de variables, et nous transformerons l'intégrale en une 
autre telle que la fonction à intégrer reste finie pour 
tous les éléments des nouvelles variables. 

Reprenons la formulé : 

en désignant par a la densité du corps au point M 
(x, y, z), et par dv un élément de volume en ce point. 

Nous admettrons que p qui est une fonction de x, y, z, 
ne devienne infinie en aucun point. 

Prenons le point attiré P comme pôle d'un système 
de coordonnées polaires, et imaginons une pyramide 
élémentaire ayant son sommet au point P . Une sphère 
d'uu rayon égal à l'unité déterminera dans la pyramide 
une surface di, qui mesure l'angle solide de cette pyra
mide. Si donc nous prenons pour élément de volume, 

1 4 
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le volume compris entre deux sphères de rayons 
r et r + dr, le volume de cet élément sera 1 : 

dv = r2dadr, 

et il vient : 

ardadr. 

Or, la fonction pr n'est pas infinie pour les éléments 
voisins du point P (elle est, au contraire, infiniment 
petite pour ces éléments) ; par conséquent, l'intégrale V 
aura une valeur finie et déterminée, même dans le cas 
d'un point P situé à l'intérieur du corps. 

1 6 1 . Cherchons maintenant les composantes de la 
force pour un point P , situé à l'intérieur du corps. 
Nous déterminerons la composante suivant l'axe des x. 

L'action exercée sur le point P (a, 6, c) par l'élément 
dm au point M (x, y, z) est : 

la composante de cette force suivant l'axe des x est : 

On a donc pour la composante suivant l'axe des x de 
l'action totale : 

fdmdm' 

fdm — 
dm x — a 

r 

1. C'est le v o l u m e d'un pr i sme é l é m e n t a i r e de b a s e r2d7 e t de 
hauteur dr. 
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ou bien, en remplaçant dm par sa valeur pv-dndr 

= fdm' ^ p drdu. 

Or, x — a est toujours plus petit que r, ou tout 

au plus égal à r ; donc, x a a une valeur finie pour 

tous les éléments dr, et l'intégrale aura une valeur finie 
et déterminée. 

D'ailleurs, —-— est le cosinus de l'angle que fait 

le rayon r avec l'axe des x ; en désignant cet angle 
par 0, on a : 

X = fdm' ^ Çp cos 0 drda 

1 6 2 . Cherchons ensuite les quotients différentiels 
de la fonction V pour un point intérieur. Nous calcu
lerons donc et nous démontrerons que la compo
sante X que nous venons de trouver est égale au produit 
i W Aide -y- par fdm . 

Or, pour d é t e r m i n e r n o u s ne pouvons pas nous 

servir de l'expression : 

V =y j'prdrda, 

laquelle suppose le point P fixe, ce qui n'a pas lieu dans 
le calcul actuel. 

1. L'axe des x étant quelconque, cette formule est également 
applicable à la composante de la force suivant une direction quel
conque ; a est alors l'angle que fait le rayon r avec cette direction. 
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dv = l2 sinS dldïdf. 

D'ailleurs, on a : 

r'- = l* 4- {a — a,f — 21 {a — a,) cos 5 
= /* sin29 4- {l cos9 4- a, — a) 8. 

Nous continuerons à prendre le point donné^pour, 
origine, mais nous déterminerons la fonction «poten
tielle pour un point voisin de l'origine, point £ ,5rit 
nous supposerons les coordonnées variables. ""Nous 
calculerons les quotients différentiels de cette 'fonction, 
et dans les résultats obtenus, nous donnerons aux coor
données variables des valeurs déterminées que' nous 
choisirons de manière qu'elles correspondent à l'origine 
des coordonnées polaires. 

Observons encore que, pour obtenir le quotient^ diffé
rentiel par rapport à a, il n'est pas nécessaire que le 
point P soit mobile dans toutes les directions, mais 
seulement suivant l'axe des x, c'est-à-dire dans h 
direction suivant laquelle on veut différentier. 

Menons donc par le point P une droite parallèle à l'axe 
des x, et déterminons la fonction V pour un point quel

conque m de cette 
droite. Soient a{, i , , c 
les coordonnéesdupoim 
donné P , et a, blt c 
les coordonnées du poin" 
mobile m (fîg. 34). Pre 
nous le point P poui 
origine des coordon

nées polaires ; soient l la longueur du rayon vecteur men< 
de l'origine P à l'élément dm, 8 l'angle que ce rayon 
fait avec l'axe des x, et cp l'angle que le plan de ces deux 
droites fait avec un plan fixe passant par l'axe polaire. 
L'élément de volume est alors : 
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Par suite, la formule : 

nous donne : 

V = fff P ^ s i n 9 dlMdi. 

•J J J i/fc sin* 9 + [l cos 9 + al — af 

Or, il est évident que la fonction sous le signe 

est finie pour toutes les valeurs de l, a, 0, puisque 
le numérateur renferme le facteur l sin 6 qui ne peut 
jamais devenir plus grand que le dénominateur. 

De la formule précédente on tire : 

dV f P T pPsinS (ZcosQ + a, — a) 7, ,„ , 
j-= III •— - - — ---dldQdy, 

* J J Wn*9 + (Zcos9 + a, - «H7 

et si nous remplaçons a par la valeur déterminée av, 
qui correspond à l'origine des coordonnées polaires, 
il vient : 

J^^J J f? sin 9 cos G riZ «¿9 efo, 

et il est aussi évident que la fonction sous le signe j" 

est finie pour toutes les valeurs des variables l, 9, cp, 
c'est-à-dire pour tous les éléments auxquels s'étend 
l'intégration. 
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Il est facile de voir que, si l'on compare cette dernière 
expression à la formule que nous avons trouvée plus 
haut (n° 161) : 

En effet, le produit sinG dld? n'est autre que l'élément 
da de surface que la pyramide élémentaire intercepte 
sur la sphère de rayon égal à l'unité, décrite de l'origine 
comme centre ; d'autre part, puisque le point m coïncide 
avec l'origine P des coordonnées polaires, on peut 
remplacer dl par dr, et il vient : 

on a : 

X = fdm 
,dV 
da 

Par conséquent : 

X = fdm 
,dj 
da ' 

on trouverait de même : 

Y = fdm db 

Z = fdm de' 

Nous en concluons que, pour un point intérieur, 
comme pour un point extérieur, les composantes de la 
force s'expriment au moyen des quotients différentiels 
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du premier ordre de la fonction potentielle par rapport 
aux coordonnées du point attiré. 

163 . REMARQUE. — L'axe des x étant quelconque, 
il est évident que la propriété énoncée s'applique à une 
direction quelconque. 

F o r m u l e d e L a p l a c e . — F o r m u l e d e P o i s s o n . 

164. La formule de Laplace (I, n° 401) : 

suppose que le point P est à l'extérieur du corps. 
En employant les coordonnées polaires, nous avons 
reconnu (n o s 1 6 0 et 1 6 2 ) que la fonction potentielle 
et ses dérivées partielles du premier ordre restent finies 
et continues, lorsque le point P est à l'intérieur du corps. 
IL n'en est plus de même pour les dérivées secondes ; 

en effet, si, dans l'expression de (I, n° 4 0 1 ) , nous 

remplaçons dv par sa valeur r^drdc-, il vient : 

AV = 0, (A) 
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On peut effectuer l'intégrale relative à r , et l'on 

obtient l'intégrale indéfinie mais, les limites de cette 

intégrale dépendent de la forme du corps et de la 
position du point P . 

Si nous supposons le point P à l'intérieur du corps, 
et si la forme du corps est telle que tout rayon partant 
du point P ne rencontre qu'une seule fois la surface 
du corps, l'intégrale devra être prise de 0 à R, en dési
gnant par R la distance du point de rencontre au point 
P , et nous aurons : 

v = 

L'intégrale relative à a se rapporte évidemment à tout 
l'espace angulaire autour du point P. 

et l'on voit que la fonction sous le signe J est infinie 

pour les premiers éléments dr situés dans le voisinage 
du point P, puisque r reste au dénominateur. 

1 6 5 . Proposons-nous de trouver par quelle formule 
on doit remplacer (A) pour le cas d'un point intérieur. 
Nous avons déjà vu (I, n° 4 0 5 ) que, si le corps est 
homogène, on a : 

AV = — 4:rp. 

Pour obtenir la formule générale dans le cas d'un 
corps non homogène, nous allons donner à la fonction 
potentielle une autre forme. 

Considérons d'abord le cas d'un corps homogène, 
et reprenons la formule : 
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Si, le point P étant à l'intérieur du corps, la forme 
du corps est telle que les rayons vecteurs partant de P 
rencontrent plusieurs fois la surface du corps (fig. 35), 
il est évident que, si le corps est fini, c'est-à-dire si sa 
surface est entièrement fermée, le nombre des points 
d'intersection est toujours impair. Si donc nous consi
dérons une pyramide élémentaire ayant son sommet 

F i g . 35_ au point P , elle sera à l'inté-
. — r i e u r du corps depuis le sommet 

( . _\L f x "V jusqu'au premier point de ren-
\ F J contre, puis à l'extérieur depuis 
V / le premier jusqu'au deuxième, 

^ / à l'intérieur du deuxième au 
troisième, et ainsi de suite. 

Or, on ne doit considérer la fonction potentielle que pour 
les parties situées à l'intérieur du corps ; si nous 
désignons donc par R M R t , .... les distances du point P 
aux différents points de rencontre, nous devrons intégrer 
de 0 à R,, puis de R 4 à R 3 , . . r . , et nous aurons : 

V = •£ f iR,*—R., 2 + R 3

e — . . •) rfr. 

Fig. 36. 

P 

Si le point P est à 
l'extérieur du corps (fig. 
36), le nombre des points 
de rencontre est pair; 
nous devrons intégrer 
de Ri à R j , puis de 
R3' à R 4 et il 
viendra : 

V =- |y ( — R 1 * + R i * _ R 3 i + ....)clc. 

Dans cette dernière équation, l'intégrale relative à <7 
s'étend seulement à la partie de l'angle solide autour 
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du point P, dans laquelle le corps est situé. Si nous 
imaginons un cône ayant son sommet au point P 
et circonscrit au corps, l'intégrale s'étendra à l'ouverture 
de ce cône. 

Si le corps est creux, et a deux surfaces dont l'une 
renferme entièrement l'autre, et si le point P est dans 
la partie creuse, l'intégrale devra être étendue à tout 
l'espace angulaire 4rr. 

Si le point P est à la surface du corps, il est évident 
que l'on pourra employer indifféremment l'une ou l'autre 
des deux formules. 

1 6 6 . On peut encore donner à ces deux formules une 
autre forme. A cet effet, considérons dans la pyramide 
élémentaire dont l'angle solide est d?, l'élément de 
surface da suivant lequel cette pyramide coupe la surface 
du corps, et cherchons la relation entre da et da. 

Soit i le cosinus de l'angle que le rayon vecteur mené 
du point P à l'élément d<>> fait avec la normale à cet 
élément ; nous aurons : 

da idw 

idu étant la projection de l'élément dut sur la sphère 
de rayon R. 

On en tire : 

idu = ± R'da, 

ou bien : 

d7 = ± ~t du. 

On prendra dans cette formule le signe + ou le signe — 
suivant que i sera positif ou négatif. Nous conviendrons 
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de considérer la direction du rayon vecteur dans le sens 
suivant lequel sa longueur croît, et celle de la normale 
comme dirigée vers l'extérieur du corps. D'après cela, 

il est évident (fig. 37) que 
partout où le rayon vecteur 
en croissant sortira du corps, 
l'angle compris entre ce rayon 
et la normale sera moindre 
que 90°, et, par suite, son 
cosinus i sera positif ; au 
contraire, lorsque le rayon 

vecteur en croissant pénétrera dans le corps, l'angle est 
plus grand que 90°, et, par suite, i sera négatif. 

Cela posé, lorsque la pyramide élémentaire rencontre 
plusieurs fois la surface du corps, au même élément da 
correspondront plusieurs éléments de surface dal,datz,.. 
Or, à chacun de ces éléments dm correspondra une 
valeur particulière pour i, et les produits : 

R*d<r, R^da 

pourront être remplacés par les produits : 

D'ailleurs, si l'on recherche les signes dont sont affectés 
les différents facteurs R , on trouvera que, pour i positif, 
le facteur R 2 correspondant aura le signe 4- ; au con
traire, pour i négatif, R 8 aura le signe —. Il est donc 
inutile d'affecter d'aucun signe les produits ida, puisqu'à 
cause du facteur i, ils prennent d'eux-mêmes le signe 
convenable. Or, tous les éléments de surface du> cons
tituent précisément toute la surface du corps ; nous 
aurons donc : 

V = idtù, 
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formule qui convient à toutes les formes du corps, 
et à toutes les positions du point P . Dans cette formule, 
l'intégrale relative au volume du corps est remplacée 
par un intégrale relative à la surface : l'intégration 
se rapporte à la variable d-a indépendante des coordon
nées a, b, c du point P . Nous pouvons donc différentier 
par rapport à a, et nous aurons : 

1 6 7 . Pour trouver la valeur du second membre, 
cherchons d'abord à déterminer i; dans ce but, désignons 
par a, [3, 7 les cosinus directeurs du rayon vecteur mené 
du point P à l'élément da, et par a, -j les cosinus 
directeurs de la normale à cet élément. Nous aurons : 

Or, si £, r„ Ç sont les coordonnées de l'élément du, 
il vient : 

d2V 
àa2 

Par suite, 

ì = J,a 4- pi|3 -J- vy. 

E — a VI - 6 
R R 

par suite, 

i = 
il-a)l + (r,—b)p + (g —c)u 

R 
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formule dans laquelle 

R = y (l — af + (•„ - bf + (§ ^ c) 

Dé-'ces formules on tire : 

d'où : 

di 
da 

l -
R 2 

a . 
— i 

di 
db 

ri — 
R 2 

b . - i 

ài y 
s — 

c . 
de R* 

•¿(1 — a)« — R 2 

R " 

3 (fi -b)*- R ! 

R* 

3IS - 6-) ' - R 2 

A 

R ' 

R ' 

u 

R ' 

d2* = 3 (l — a)' — R 2 . _ 9 ; — a , 
da* ~" R" 2 ~ R 3 / ' 

< - 2 ^ , (1) (№2 R* R 3 

de2 R 4 R 3 

168 . Supposons maintenant que le point P se trouve 
à une dislance finie de la surface ; alors, R n'étant nul 
pour aucun des éléments de cette surface, les différents 
termes des trois formules (1) ne pourront pas devenir 
infinis, et l'on pourra les intégrer. 

Or, on a : 
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par conséquent, 

AY = -?f^ du. (2! 

Or, cette dennere intégrale est facile à obtenir. 
En effet, on a d'abord : 

^ du = ± drj, 

d<j étant l'élément d'angle solide correspondant à cta 
dans la pyramide élémentaire. 

Mais, d'après ce que nous avons vu (n° 166) plusieurs 
éléments du> peuvent correspondre à une même pyra
mide élémentaire ; par conséquent, le même élément d? 
peut entrer plusieurs fois dans l'intégrale avec différents 
signes, et nous aurons à distinguer si le point P est 
intérieur ou extérieur au corps. 

1° Si le point P est extérieur, chacune des pyramides 
élémentaires qui rencontre le corps coupe sa surface 
un nombre pair de fois, et l'élément dn entre autant 
de fois dans l'intégrale avec des signes alternativement 
négatifs et positifs. L'équation (2) se réduit donc à la 
suivante : 

AV = — (— 1 + 1 — 1 + )di; 

or, la quantité entre parenthèses renfermant un 
nombre pair de termes est nulle, et l'on a : 

AV = 0. 

2° Si le point P est intérieur, l'élément da entre 
un nombre impair de fois dans l'intégrale, avec le 
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signe -f d'abord, et ensuite avec les signes — et + 
alternativement. L'équation (2) nous donne alors : 

la quantité entre parenthèses renferme un nombre 
impair de termes, qui, à l'exception du premier se 
détruisent, et il vient : 

Or, l'intégrale relative à a devant s'étendre à tout 
l'espace angulaire solide, sera égale à 4tt, et nous 
aurons : 

C'est la formule que nous avons trouvée précédem
ment (I, n° 4 0 5 ) . 

169 . Proposons-nous maintenant de trouver la 
formule de Poisson pour le cas d'un corps non homogène. 
Nous supposerons que le point P, situé à l'intérieur du 
corps, ne se trouve pas dans le voisinage de la surface, 
et de plus que la densité du corps ne varie dans le voisi
nage du point P que d'une manière continue. Nous 
pouvons imaginer une surface fermée enveloppant 
le point P, située partout à une distance finie de ce 
point, et à l'intérieur de laquelle la densité varie d'une 
manière continue. Nous pourrons nous borner à consi
dérer la portion du corps renfermée dans cette surface. 
En effet, pour l'autre portion, le point P est extérieur, 
et situé à une distance finie de tous les éléments de cette 
portion. Par suite, la partie de AV qui se rapporte 
à cette seconde portion est nulle, en vertu des résultats 

AV = — 4ttc. 
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précédents (T, n° 401 ) . Comme on peut choisir arbitrai
rement la forme de la surface décrite autour du point P, 
nous admettrons que tout rayon vecteur émanant du 
point P ne la rencontre qu'une fois. • 

Nous avons vu que les composantes de la force que 
la portion du corps considérée exerce sur le point P 
s'expriment au moyen des quotients différentiels du pre
mier ordre de la fonction potentielle. Nous aurons donc, 
en désignant par a le cosinus de l'angle que le rayon 
vecteur fait avec l'axe des x (№ 161) : 

l'intégrale relative à r doit être prise de 0 à R, et celle 
relative à <r doit s'étendre à tout l'espace angulaire 
solide. D'ailleurs, a. étant indépendant de r, nous aurons: 

En remplaçant l'élément dn par l'élément du de la 
surface du corps, on a (n° 166) : 

formule dans laquelle on doit prendre le signe -f-, puisque, 
dans le cas actuel, chaque rayon vecteur ne rencontrant 
la surface qu'une seule fois, l'intersection a lieu de 
l'intérieur vers l'extérieur. 

Nous aurons donc : 

R 

Q 

da = ^r2 du, 

il 

o 
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R 

170 . Nous modifierons encore l'intégrale pdr ; 
0 

dans cette intégrale, on suppose que l'on parte du point 
P en s'avançant vers la surface. Nous supposerons, 

au contraire, que l'on parte du point 
Kg- 38 . o u \ e r a y o n rencontre la surface et que 

^ u l'on s'avance vers le point P. Si nous 
considérons un point quelconque sur 
cette droite (fig. 38), sa distance au 
point P est r ; désignons par u sa 
distance au point da> où la droite 

rencontre la surface. Nous aurons : 

r = R — u; 

d'où : 

dr = — du, 

et les limites de l'intégrale sont : pour r = 0, u «= R, 
et pour r = R, u = 0 ; par conséquent : 

J pdr = — J"pdu = j pdu. 
o H o 

On a donc : 

R 

X = fdm'J' a.du> y pdu. 
o 

Si l'on pose : 

ii 

H = j pdu, 
o 

15 
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— H du ; 

de même, 

Y = fdm'f^ IIdu, 

Z = fdm'J'jL Hdw. 

Comme l'élément d™ est indépendant des coordonnées 
a, b, c du point P, nous pourrons diffcrenfier les trois 
dernières équations par rapport à a, b, c, et nous aurons : 

_ = fdm' — — H H — \dtù. 

da J I da V R 2 / RÎ da ) 
Or, si l'on désigne par £, •/;, ? les coordonnées du point 

où se trouve l'élément da, et par \>,v les cosinus des 
angles que la normale en ce point fait avec les axes, 
on a : 

R = y (l - af -f- — £f K — c)2, 

ç — « y, — 6 Ç — c 

î = al + + Y^. 

On en tire : 

_ (S — afl + (£ — a) [y, — b)u + 'X — a) (Ç - c)u 

|(ç — + —c)*| ' 
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Différentiant par rapport à a, il vient : 

ô_ lù\ _ — a). 4- (4*2 — 1) ; 
da \Wj " K3 

riX 
et, en substituant dans l'expression de —̂ • on a : 

d x _ f d m . i\-«X + ( 4 a ' - l ) i a i ri H 1 

Ta ~ fdm j j W H + Rï dH \ d(*' 
de même, 

-db - fdm j j _ H + ^ m j du, 

— _ j j _ de \ 

Si nous ajoutons ces trois dernières équations, en 
ayant égard aux suivantes : 

«2 + P* + T 2 = 1. 

Ĵ. + 3y. + y.; = 
nous aurons : 

dX , riY , riZ „, , f / riH , „ rill , dH\ i , 
da + db + rie = f d m J (a ôH + p riô + * WJHF ^ 

171 . Occupons-nous maintenant des quotients diffé
rentiels de la fonction H ; remarquons d'abord que 
l'intégrale : 

K 
11 = 1" pdu, 
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s'étend à une droite dont les extrémités sont respective
ment le point y;, K) de la surface, et le point P (a, b, c). 
Nous pouvons donc considérer H comme une fonction 
des six variables l, r,, 'C, a, b, c. Or, les trois dernières 
a, b, c sont données par les formules : 

a = \ — aR, 

b = r, — [3R, 

C = Ç — vR. 

D'autre part, on peut exprimer une des variables 
a, fî, y en fonction des deux autres, ou bien les exprimer 
toutes les trois en fonction de deux variables qui déter
mineraient la direction de la droite qui va du point ri-.> 
au point P. Nous conserverons les variables a , (3, y ; 
si nous remplaçons a, b, c par les valeurs ci-dessus, 
la fonction TI deviendra une fonction de \, n, S, «, P, y , R. 
Pour différentier II par rapport à a, b, c, nous devons 
regarder les variables £, r„ Ç comme des constantes, 
et considérer H comme une fonction de a, Çi, y , R, 
lesquelles seront des fonctions de a, b, c. 

On a ainsi : 

rJœ dp fia fiy da dR da 

mais, on a 

ria _ — 1_ + a 2 fiP = ajî dy = ay dR 
da ~ R ' da R ' da R~ ' fia 

par suite, 

fiH _ fM — 1 -|- a 2 dR a|3 fiH ay rjll 
da ~' ô~* ' R dp R dy R (ÏR a ' 
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ou bien : 

da 
_1_ 
R 

Or, on a : 

(№ 
úR ÔR f?du> 

o 

p désignant la densité du corps au point qui se trouve 
à une distance u du point S, n, £ sur la droite qui joint 
ce dernier point au point P . La position de ce point, 
et, par conséquent, la densité p sont déterminées par 
les quantités a , [i, y et u, le point de la surface étant 
supposé donné. Or, dans l'intégration relative à u, les 
quantités «, |3, y doivent être considérées comme cons
tantes ; u seul étant variable, on pourra considérer p 
comme une fonction de u seulement. Nous aurons donc : 

f(R) étant la valeur que prend la densité p au point 
de la droite qui est à la distance R de la surface, 
c'est-à-dire au point P . En désignant cette valeur de p 
par pp, nous aurons : 

o 

OR ~
 pp' 

On a alors : 

— — — — ^ 
Oa R Ih. 

I nil 0 àE âR\ 
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Multipliant par a, fi, y et ajoutant, il vient : 

dR . a ór dn 

et, par suite, 

dx àY dz r i h — + y- = — fdm / p — d u . 
da db de J p R 2 

Mais, pp est une quantité qui ne varie pas quand on 
passe d'un élément de la surface à un autre ; par consé
quent, pp est constant dans l'intégrale qui précède, 
laquelle se rapporte à l'élément de la surface. Nous 
aurons donc : 

si maintenant nous remplaçons l'élément du de la surface 
en fonction de l'élément d'angle solide ds-, au moyen 
de la formule : 

d-7 = — dw, 
R 2 
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il viendra : 

àx dY ,dz . , , r . 

et comme l'intégrale doit s'étendre à tout l'espace angu
laire solide, elle est égale à 4n, et il vient : 

dx . dY , dz . „, , 

On a donc : 

AV = - 4 ^ P p , 

et la formule de Poisson est ainsi démontrée d'une 
manière générale. 

La démonstration qui précède est due à M. Clausius. 

F o n c t i o n p o t e n t i e l l e 

d ' u n e c o u c h e s u p e r f i c i e l l e . 

172 . Imaginons que la masse d'un corps soit répandue 
d'une manière continue sur une surface, et faisons 
abstraction de l'épaisseur (I, n° 331) . Proposons-nous 
de trouver la fonction potentielle de cette masse. Nous 
supposerons que la surface soit plane, et que la répar
tition de la masse sur cette surface soit uniforme. 

Soient pdw la masse répandue sur un élément du de la 
surface, p étant la densité superficielle, c'est-à-dire 
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la densité de la masse évaluée par unité de surface, 
r la distance de l'élément d-t au point P ; nous aurons : 

/• du 

l'intégrale étant étendue à toute la surface. 
Prenons le plan de la figure pour plan des xy, et soient 

a, b, c les coordonnées du point P (fig. 39). De ce point 
abaissons une perpendi-

„ F l g " 3 9 ' culaire P P ' sur le plan 
des xy ; les coordonnées 
du point P' seront a, 
b, 0. 

Nous prendrons le 
point P ' pour origine 

x d'un système de coor
données polaires ; en 
désignant par M le rayon 
vecteur qui va du point 
P' à l'élément dw, et 

par 9 l'angle que ce rayon vecteur fait avec l'axe des .r, 
nous aurons : 

fiw = u dudy. 

Or, ?, r, étant les coordonnées de l'élément dw, on a : 

u |/ (i — af + (/] — bf 

r = [/ [t — af + — bf + c* = L /V + c\ 

et il vient : 

y Ç (' ududy Ç^ C udu 
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D'ailleurs, l'intégrale relative à u nous donne : 

quant aux limites, elles doivent se rapporter aux circon
stances particulières de la question que l'on a à traiter, 
et il faudra distinguer deux cas, suivant que le pied P' 
de la perpendiculaire abaissée du point P sur le plan 
tombera à l'intérieur ou à l'extérieur de la surface 
plane. 

1 7 3 . Supposons le point P ' à Vintérieur (fîg. 40) : 
l'intégrale devra être prise depuis u = 0, jusqu'à la 
rencontre du rayon vecteur avec le périmètre de la figure. 

Si cette figure est telle que le rayon vecteur la rencontre 
un certain nombre de fois (nombre qui sera impair), 
il faudra en outre considérer les segments compris 
entre le deuxième et le troisième points d'intersection, 
le quatrième et le cinquième, etc. 

Fig . 40. 

z 
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Désignons par Uj, U.,, les valeurs de u corres
pondantes aux points d'intersection, et posons : 

R 1 = j / U i f 4 - c\ R 2 — | / U * 4 - C 2 

nous aurons : 

Observons que, dans le premier terme, nous ne 
pouvons pas remplacer c* par c, parce que cette racine 
est une valeur particulière de r, et doit, par conséquent, 
être positiva, tandis que c sera positif ou négatif suivant 
que le point P sera au dessus ou au dessous du plan. 

Or, i - c 2 étant indépendant de <p, on pourra intégrer 
le premier terme, et, comme l'intégrale doit être prise 
de 0 à 2 r r , il vient : 

V = — 2770 J / V + p / [R, — R, 4- R 3 — . . . . ) dy. 

Cette dernière intégrale peut être mise sous une forme 
plus avantageuse pour les calculs subséquents. A cet 
effet, nous introduirons, au lieu de l'angle d<?, l'élément 
ds du périmètre intercepté par les côtés de cet angle. 
Soit ï le cosinus de l'angle compris entre la normale 
à l'élément ds et le rayon vecteur, la normale étant 
dirigée vers l'extérieur, et le rayon vecteur dans le sens 
où il croît ; nous aurons : 

Dans cette formule, pour autant que ds et dy soient 
tous les deux supposés positifs, on devra prendre 
le signe 4- ou le signe —, suivant que le rayon vecteur 

?f(— V C 2 + R I — R 2 4 - R , — . . . . ) dy. 

i'ds = ± Udy. 
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en croissant coupe le périmètre de l'intérieur vers 
l'extérieur, ou vice versa. Ces signes seront donc les 
mêmes crue ceux qui affectent les quantités R,, R,, . . . 
Par conséquent, si l'on substitue à l'un des produits 

± Rdf, le produit i'ds, on devra toujours donner à ce 

dernier le signe explicite -(-. Comme, pour chaque 
angle dy, il entre dans l'intégrale autant de valeurs 
de R qu'il y a d'éléments ds correspondants à cet angle, 
tous les éléments d'arcs qui sont introduits ainsi forment 
ensemble le périmètre de la figure. Nous pourrons donc 
écrire : 

l'intégrale s'étendant à tout le périmètre. 

1 7 4 . Supposons ensuite que le point P ' tombe à 
l'extérieur de la figure : chaque rayon vecteur rencon
trera la figure un nombre pair de fois, et l'intégrale 
se rapportera au segment compris entre le premier 
et le deuxième points d'intersection, entre le troisième 
et le quatrième, etc. Nous aurons : 

l'intégrale relative à <s s'étend à tout l'espace angulaire 
qui correspond à la figure. 

Or, si, dans cette formule, nous remplaçons l'angle 
élémentaire dv par l'arc élémentaire ds, il viendra : 
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ds. 

La quantité s par rapport à laquelle on doit intégrer 
étant indépendante des coordonnées a, b, c du point P, 

on peut différentier sous le signe J. 
Désignons par -d les coordonnées de l'arc élémen

taire ds, par a ' , Çi' les cosinus des angles que la normale 
à cet élément fait avec les axes des x et des y ; nous 
aurons : 

U = 1/ (Ç1 — «i 1 + (V — Vf, 

R = (V— b)* + c\ 

a) a' + W—6) ¡3' 
ï 

i 

Si le pied P' de la perpendiculaire est à une distance 
finie du périmètre de la figure, U et R sont des quan
tités finies pour tous les éléments qui entrent dans 
l'intégrale. 

Cela posé, on a : 

de 
'¿1X0 

V o 

c 
la fraction — = sera égale à + 1 ou — 1, suivant que c 

VV 
sera positif ou négat if 1 

1. En effet, l / c 2 doit , d'après ce que nous a v o n s dit (n° 173), ê tre 

toujours positif. 

1 7 5 . Proposons-nous maintenant de trouver les 
quotients différentiels de la fonction potentielle : 
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. Cette dernière formule s'étend aussi au cas où la 
surface riesl pas plane, et lorsque la répartition de la 
masse n'est pas uniforme. 

1 7 7 . En différentiant, V par rapport à a, on trouve : 

àV = C 
da PJ 

' — a) (R' + c2; 
RU 3 ' 

R 
U 2 ds; 

176. Cherchons encore par quelles valeurs passe 

la fonction dans le voisinage de la couche superfi

cielle. 

Si c devient infiniment petit, puis nul, le second 
terme, qui ne renferme, outre le facteur c, que des 
facteurs qui restent finis, deviendra infiniment petit, 
et nul. Quant au premier terme, du côté où c est positif, 
il sera constamment égal à — 2 Î T O , de l'autre côté, où c 
est négatif, il sera constamment é g a l a + 2i:o. Tien 
résulte qu'au moment où le point P traverse la surface, 
la valeur de ce terme varie brusquement de 4 ™ . 

Désignons par ( -^-) > ( ^ - ) les limites vers 
° V de l+o \ de l-o 

lesquelles converge lorsque le point P s'approche 

indéfiniment de la surface du côté positif et du côté 
négatif ; nous aurons : 
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or, on a : 

R 
U 2 RU 2 

U 2 + c 2 

RL' 2 R + 
c 2 

R U 2 ' 

Par conséquent, 

(ÏV_ 
da ?fìds + i 

RU 3 

Il est facile de s'assurer que la seconde intégrale est 
nulle pour une courbe fermée quelconque. 

On a alors : 

On voit immédiatement que ces deux expressions ne 
subissent aucune variation brusque lorsque le point P 
s'approche indéfiniment de la surface plane, ou quïl 
la traverse ; elles sont donc applicables même quand 
le point P se trouve dans la surface. 

1 7 8 . Démontrons maintenant que la seconde intégrale 

courbe fermée quelconque. 
Soit une courbe plane fermée : prenons son plan pour 

plan des xy, et soit P au point de l'espace, a, b, c ses 
coordonnées : menons par ce point une perpendicu
laire PP ' au plan de la courbe. Considérons un point 

de même : 

ui entre dans l'expression de —— est nulle pour une 
da 
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quelconque de cette courbe, l', V ses coordonnées, R sa 
distance au point P, U le rayon vecteur mené du point P' 
au point de la courbe. Par ce point et dans le plan 
de la courbe menons une normale vers l'extérieur, 
et soient a! le cosinus de l'angle que cette normale fait 
avec l'axe des x, i le cosinus de l'angle qu'elle fait avec 
le prolongement du rayon vecteur U, et ds un élément 
de la courbe au point considéré. Nous devons démontrer 
que l'on a : 

J \ RU3 * RU*/ ' 

l'intégrale s'étendant à toute la courbe fermée. 

Posons : 

= (_R2 4- (?) - a) 
R U 3 

et nous aurons à démontrer que l'on a : 

Y*(A — R) ds = 0. 

Soient » l'angle que le rayon vecteur U fait avec 
l'axe des x, dy l'élément d'angle correspondant à l'arc ds ; 
nous aurons : 

i'ds = ± TJdy. 

On prendra le signe + ou le signe - , si ds et dz> sont 
tous les deux considérés comme positifs, selon que ï sera 
positif ou négatif, c 'est-à-dire selon que le rayon U 
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en croissant coupe le périmètre de l'intérieur vers l'exté
rieur, ou vice versa. Mais, si l'on admet qu'en parcourant 
la courbe dans un même sens, à partir d'un certain 
point, l'arc s aille toujours en croissant, le quotient 

différentiel ^ pourra être tantôt positif et tantôt négatif, 

et il changera de signe aux mêmes points de la courbe 
que le cosinus i'. Si donc on fait croître s dans un sens 

d& 
tel que le coefficient différentiel ^ ait en un point 

de la courbe le même signe que i\ ces deux quantités 
auront le môme signe en tous les points, et, par suite, 
on n'aura plus qu'à employer le signe + dans l'équation 
ci-dessus. Nous aurons donc : 

.- = u 
as 

D'autre part, ads est l'accroissement d-4 que subit 
l'ordonnée r/ d'un point mobile sur la courbe, lorsque 
le point parcourt l'élément ds de la courbe 1 . Mais, on a : 

d'où : 

et, par suite, 

ô-= U sin i 

dr,' = d (U sin mi, 

a'ds -= ± d (U sin tp). 

1. a' qui est le cosinus de l'angle de la normale avec l'axe des a; 
est égal au cosinus de l'angle de la tangento avec l'axe des y. 
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Quant au signe, on devra prendre le signe + , si 
l'arc s croît dans le même sens que précédemment. 
Nous aurons donc : 

, d (U sin tp) 
ds 

D ' autre part, on a aussi : 

f — a = U cos <p, 

et il vient : 

R2 + c2 (h 
A = ——-costp- - i - , 

RU ds 

„ c ! d (U sin cp) c« . rfU , c2 dy 

B i Li=, . sill tp , . 4- • COS tp —. 
RU2 ds RU2 * ds r RU ? ds 

Par conséquent, 

R do c2 . dU 
A — B = TfCOScp -f— —- sin o —. 

U ds RL 2 T 

Cela posé, de la formule 

R = j /u* 4- t 2, 

on tire, en observant que c est indépendant de s, 

clR = U dU . 
ds R ds ' 

par suite, 

f / ( [ l ) 1 dU R rfU U2 —R 2 dU c* dU 

ds R ds U2 ds m\ ds KU2 ds 1 

16 
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On a donc : 

A + Sll]<f) 

d 

U ds ds 

d'où : 

ds 

( u s i n ? ) , - ( u s i n ? ) o ' 

en indiquant par les indices 0 et 1 les limites de_ l'inté
grale. Si la courbe est fermée, le point initial et le point 
final coïncident; par suite, le second membre est nul, 
et l'on a ; 

179. REMARQUE. — Nous avons obtenu les quotients 
différentiels de la fonction V par rapport à trois axes 
dont l'un est perpendiculaire au plan de la figure, et les 
deux autres situés dans ce plan. 

On peut obtenir facilement le quotient différentiel 
de la fonction V par rapport à une direction quelconque. 
En effet, menons par le point P une droite quelconque 
sur laquelle nous supposerons ce point mobile, et 
soient l la distance du point P au point où cette droite 
rencontre le plan 1 , et cp, ù, 6 les angles de l avec les axes. 

1. Cette distance sera positive ou négative suivant crue le point 
est d'un côté du plan ou de l'autre côté. 
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On trouve facilement 

dv dv , av , , dV 

formule qui nous permet de déterminer le quotient 
dV 

différentiel -vr-. 

àl 
On en déduit : 

cos -f 1 \dl)+o \dl)-0~\\da)+o \ùâl-
+ î(S)+0-(£)_oico^ 
-i(£) +-(£L 0|--

., dV dV 
Or, on sait que — , ne subissent aucune variation 

brusque lorsque le point P traverse la surface; par 
suite, les deux premières parenthèses sont nulles, et la 
troisième est égale à — 4Tp. On a donc pour une direc
tion quelconque, faisant un angle 0 avec la normale à 
la surface : 

1 SO. Cherchons maintenant l'expression AV lorsque 
la masse est répandue sur une surface plane. 

De la formule : 
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D'autre part, les équations 

8W , 
¿ 0 — P / R * . 

nous donnent : 

da 2 

db1 ~ 

d'où l'on tire 

daJ + ~d¥=~pJ R- tóS_ 'Vp? 

et, par suite, 

A T = 0 . 

on tire, en observant que de chaque côté du plan 

fonction — 7 = reste constante, 
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Formule de Green. 

181. Désignons par U et V deux fonctions quel
conques de œ, y, z, finies et continues, ainsi que leurs 
dérivées partielles du premier ordre, et posons comme 
précédemment, 

'• d& dy* h dz*' 

Considérons l'intégrale : 

Pig. 4 L 

étendue au volume enveloppé par une surface fermée 
convexe S (flg. 41). Cette intégrale se compose de trois 
termes dont le premier est : 

I/Iv S d x d y d z = I I d x j d z /u \%dx-
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Or, dans l'intégrale : 

les coordonnées y et z restent constantes, et les limites 
de l'intégration sont les abscisses, xx et «;s des points 
M,, M 2, où une parallèle à l'axe des x rencontre la 
surface S. 

En intégrant par parties, on a : 

///uS'tod^=JJi-(^),+(u£)>d* 
-ffffxfxdxdydZ-

Le produit dx dy dz représente un élément de volume 
dv, et le produit dy dz un élément de surface du pris 
dans le plan des yz. Nous pourrons donc écrire l'équa
tion sous la forme suivante : 

Or, l'élément d^ est évidemment la projection sur le 
plan des yz de deux éléments oV, et r io- 2 de la surface S, 
situés aux deux points M, et M3. Si nous désignons donc 

par suite, 
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par « t , /3,, y,, «2, &, y 2 les cosinus directeurs des nor
males N I et N 2 à la surface aux points M I et M 2, ces 
normales étant menées vers l'extérieur, nous aurons : 

du = — us, d<Tt = «8 dcr2 ; 

par conséç[uent, 

Mais, le second membre de cette dernière formule 
n'est évidemment autre que l'intégrale : 

étendue à toute la surface S. On a donc : 

fjià'Y , r tt Ô Y j r d v W j / U dv = I « U -^-dv— I 3- TFO ; 
J oj? ./ oa; J ax ox 

de même, 

J dy2 J ày J dy dy 

r d2Y r tt d v
 7 dV , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 2 4 8 — 

En ajoutant, il 'vient : 

J \dx cte dy dz dz) 

Cela pose, si nous désignons par dn l'élément MM' de 
la normale à la surface S, menée par le point M (x, y, z) 
vers l'extérieur, et par dx, dy, dz les projections de cet 
élément sur les axes, nous aurons pour les cosinus 
directeurs de cette droite : 

dx g dy dz_ 
dn ' drC ^ dn1 

par conséquent, 

a dx dy ^ dz dx dn dy dn^~ dz dn dn' 

d'où enfin : 

/ • T T A T ^ /V«îV , /•/dUdV , dUdV , <3UdVV, 
J J dn J \àjt dx dy dy dz dz J 

Dans cette formule l'intégrale double doit être étendue 
à toute la surface S, et les intégrales triples au volume 
compris dans cette surface. C'est la formule de Green. 
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182. Si l'on permute U et V, et si l'on retranche, 
il vient : 

- / ( U A V - V A U ) d P - / ( u | X _ V g ) * r , 

les limites des intégrales étant déterminées comme 
précédemment. 

183. REMARQUE. — Nous avons supposé la surface S 
convexe, mais cette restriction est inutile. En effet, 
quelle que soit la forme de la surface fermée, une 
parallèle à l'axe des x la rencontrera un nombre pair 
de fois, aux points M,, M s, M3, . . . L'intégrale : 

j U c t e ^ ' 

doit être prise d'abord de x, à xs, puis de x5 à x„ etc. 
Nous aurons donc : 

dx1^00 ( ^ dx'Xl ~^~~( ^ dx)X2 ( ^ dœ)^ 

' \ dxjxi ' ' ' J àx dx ' 

et, par suite, il vient : 

dx^Xi I ^ J" dx dx d v ' 
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Or, on a : 

dcc = — - a , d(Tl — cCa d<r* = •— oyfo-s = . . . . 

Par conséquent, le premier terme du second membre 
n'est autre que l'intégrale : 

étendue à toute la surface S, la normale en chaque 
point étant dirigée vers l'extérieur du volume. 

On conclut de là que la formule deGreen est générale. 
. 184. Supposons maintenant que V soit la fonction 
potentielle d'un corps, ou d'un système de corps, et 
supposons la fonction U égale à l'unité. La formule de 
Green nous donne : 

or, V étant la fonction potentielle, on a, en général : 

AV = — 4tt?p, 

çp étant la densité du corps au point où se trouve 
l'élément at t iré; et, en remplaçant AV par sa valeur, 
il vient : 

Mais, j ppdv est la somme des masses agissantes 

comprises dans le volume considéré; en la désignant 
par M, on a : 

— 4 T M . 
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C'est la formule de Gauss. 
L'intégrale du premier membre est étendue à toute la 

surface S. 
185. Cette formule est applicable au cas où la masse 

attirée est extérieure pourvu que l'on regarde pp comme 
nul en dehors de la masse M . On a alors : 

186. Il résulte des théorèmes que nous avons exposés 
(II, p. 172 et suiv.) que les orbites des planètes sont 
des courbes fermées dont le Soleil serait le foyer. 
C'est la cause principale de la stabilité du système 
solaire. Cette circonstance importante résulte de la loi 
d'attraction qui, quelles que soient les circonstances 
initiales, fait mouvoir chaque corps céleste, qui n'est pas 
expulsé de notre système, suivant la circonférence 
d'une ellipse. M. Bertrand a reconnu le premier que 
la loi d'attraction newtonienne est la seule qui remplisse 
cette condition, c'est-à-dire la seule qui donne des orbites 
fermées. Il a, en effet, démontré le théorème suivant 1 : 

THÉORÈME. •— Parmi les lois d'attraction décroissant 
avec la distance, c'est-à-dire qui supposent l'action nulle 

1. Comptes-rendus des séances de l'Académie des sciences, 
t. LXXVII, 1873, p. 849. 

Théorèmes de M. Bertrand 
sur les forces centrales. 
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à une distance infinie, celle de la nature est la seule 
pour laquelle un corps attiré vers un centre fixe, et 
lancèdans une direction arbitraire avec une vitesse infé
rieure à une certaine limite, décrira certainement 
autour de ce centre une courbe fermée. 

Toutes les lois d'attraction permettent des orbites fer
mées, mais la loi de Newton est la seule qui les impose. 

Désignons par r la distance du corps au centre 
d'attraction, que nous prendrons pour origine des coor
données, par S l'angle que le rayon vecteur fait avec 
l'axe polaire, et par tp(r) l'attraction exercée par le 
centre sur le point. Les équations différentielles du 
mouvement sont : 

--*(*•>• 7' 

= - \ M . I. 
de

 v v ; r 

On en tire (II, n° 1 1 9 ) : 

En posant : 

1 Z, r'cp(r) =\p{z), 
r 

on obtient pour l'équation différentielle de la trajectoire : 
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Multiplions les deux membres par 2'iz, et intégrons, 
en posant : 

2 I $ (z) d* = »(*), 

nous aurons : 

dz 

Kdô 

h étant une constante arbitraire. 
Cette dernière équation nous donne : 

d>-± . i Z -. 0) 
za (z) — Z*' 

C'est l'équation de la trajectoire. 
187. Si la courbe représentée par cette équation est 

une courbe fermée, la valeur de z, ou celle de r, aura 
nécessairement des maximums et des minimums pour 

• dz 
lesquels — sera nul. Les rayons vecteurs correspon

du 
dants sont normaux à la trajectoire 1 ; de plus, ils sont 
des axes de symétrie de cette orbite;-En effet, si l'on fait 
varier r ou z à partir de l'une de ces valeurs, et si l'on 
compte l'angle 6 à partir du rayon correspondant à cette 
valeur, la formule (1) donnera pour fl deux valeurs égales 
et de signes contraires ; par conséquent, ce rayon vecteur 
est un axe de symétrie. Or, quand une courbe admet 
deux axes de symétrie, en pliant la ligure autour de l'un 

1. En effet, si l'on a ~ = 0, il en résulte^— = 0, et, par suite, 

tg V — oo, V étant l'angle du rayon vecteur avec la tangente. 
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de ces axes on obtient, par le rabattement du second, 
un troisième axe. Mais, si l'angle que font les deux pre
miers axes n'est pas commensurable avec deux angles 
droits, en pliant successivement la figure autour de 
chaque axe, on en obtiendra une infinité. Or, cela ne 
peut avoir lieu pour aucune courbe fermée autre que 
le cercle. Il s'ensuit que, quand une courbe admet deux 
axes de symétrie, la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'elle soit fermée, est que l'angle de ces axes soit 
commensurable avec v. Si donc a et G représentent un 
minimum de z, et le maximum qui le suit, nous aurons 
l'équation : 

où m désigne un nombre commensurable. 
Cette équation doit avoir lieu, quelles que soient les 

valeurs de A et c; or, puisque, pour z = a, et z = S, on 
dz 

on a -j7 = 0 , nous aurons : 

/3 

h + -,; -m (ce) ,2 

0 0 . 

De ces équations on tire : 

h 

1 

C 2 m (G) — m ( a ) ' 
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La fonction B ; (0) doit être telle que cette équation ait 
lieu pour toutes les valeurs de h et c, et, par suite, de 
a et de /3, et pour toute valeur de z intermédiaire. Le 
nombre commensurable m doit être constant d'une 
orbite à l 'autre; car, s'il changeait d'une orbite à l'autre, 
une variation infiniment petite dans les conditions ini
tiales apporterait un changement fini dans la disposi
tion des axes de symétrie de la trajectoire. 

ISS. Pour déterminer la fonction m, nous suppose
rons un cas particulier, celui où a. et /3 sont infiniment 
peu différents, et nous poserons : 

G = a. 4- u, 

u étant un infiniment petit. Comme z reste compris 
entre a et 8, nous aurons aussi : 

z = ce 4- y, 

y étant un infiniment petit comme u. 
Nous aurons, en négligeant les infiniment petits du 

second ordre au numérateur de l'intégrale (3) : 

m (S) — n; (x) — u-m' (ce) ; 

d'autre part, dans l'expression placée sous le radical au 
dénominateur, les infiniment petits du premier ordre 
se détruisent, ainsi que ceux du second ordre. Si donc 

et, en remplaçant h et c par leurs valeurs dans l'équa
tion (2), il vient : 

G 

J |/«V(,S)—(3fa(x)+(p—«>(*)—»'¡»(/3)— 
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fflr= y -
J [/„<(*) — l / u y — y' 

ou bien : 

xl ™ (•*) /y ̂  

nous conservons les infiniment petits du troisième ordre, 
et si nous négligeons ceux du quatrième ordre et les 
suivants, nous trouvons que la quantité sous le radical 
au dénominateur se réduit à la suivante : 

[ m' («) — cas" (a) j (u°y — uy'). 

En effet, on a, par la formule de Taylor : 

" (/3) — pv, («) + (£» — o?) m(z)-Z*\*> (P) — »(«)| 

— ( * , + W ,+ 2«tt)s:(«)+(M Ï+ 2*W)U(«) + + r4 

- ( « » + 2 ^ + f) | w (*) + 2L\ («) + „'» («) J 
| 1 . ̂  ) / 1 . /Zj \ 

= jzu' (a) — #zn" (a) | t*?y — uyv). 
D'ailleurs, de l 'équationz = a. + y, on tire : dz = dy; 

quant aux limites de y, on a : y = 0, pour z = «, et 
y = u, pour z = P. 

Par suite, l'équation ( 3 ) devient : 
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Mais, on a : 

u 
dy 

/uy—y1 

0 

par conséquent, 

' ( t e ) _ a n , ' ' («)' 

ou bien : 

(1 — m 2) ri (a) 4- m^ari' {ce) = 0. 

On tire de là : 

ri> {a) _ m 2 — 1 
m' {a.) m'a ' 

et, en intégrant, 

i 
à i 

ra (œ) = ~ ï A« 

• i 
a ' 

A 2 - ¿ (a) = — et m -\~ B, 
K 2 L 

m1 

A et B étant des constantes arbitraires. 
On en déduit successivement, d'après les relations 

ci-dessus : 
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<P (r) = V »" 

Cette dernière formule exprime la seule loi d'attrac
tion possible. 

IHii. Mais, m n'est pas un nombre commensurable 
quelconque. Pour le déterminer, nous observerons que 
l'équation ( 3 ) doit avoir lieu pour des valeurs quelcon
ques de a et /3; par conséquent, on doit avoir pour toutes 
les valeurs de a. et G : 

Cette équation devant avoir lieu pour toutes les 
valeurs de a. et /3, nous pourrons donner à a et /3 des 
valeurs particulières. 

Supposons d'abord 2 — positif, et posons a. = 0, 

/3 restant quelconque. L'équation (-1) devient alois : 

(') La constante B disparaît dans les substitutions. 
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Or, si l'on pose 

on trouve ; 

ml mi 

}• du 
mrt = 2m'i I —. --= )«V, 

/ 1 /1— u1 

et, par suite, 

On en conclut : 

i \ A 

et l'attraction a lieu en raison inverse du carré de la 
distance. 

Supposons ensuite 2 ^ négatif, ou bien i — 2 
mr m 

positif, et écrivons l'équation (4) sous la forme suivante : 
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Posons /3 = 0, en laissant a quelconque, 'et nous 
aurons : 

donc, m = ~ en valeur absolue, et il vient : 

Par conséquent, dans cette hypothèse, Y attraction est 
proportionnelle à la distance. 
- Ainsi donc, dans le mouvement d'un point matériel 

attiré vers un centre fixe par une force fonction de la 
distance, il existe seulement deux lois d'attraction pour 
lesquelles la trajectoire soit une courbe fermée : la loi 
de Newton, et celle pour laquelle la force est propor

tionnelle à la distance. La loi de la nature est donc la 
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seule loi d'attraction décroissant avec la distance, pour 
laquelle la trajectoire soit une courbe fermée. 

ltlO. Il est facile de s'assurer que, dans le premier 
cas, l'orbite fermée n'a qu'un axe de symétrie passant 
par le centre d'action ; dans le second cas, elle a deux 
axes de symétrie passant par le centre d'action. 

Pour démontrer cette dernière propriété, calculons 

^ dans les deux hypothèses. 

Dans le premier cas, on a m = 1, a. = 0; par suite, 

i(S)—v(x) 
Or, on a 

A 
, (o) = fi, E (fi) — w (o) = — - -fi 

2 — — 
m 2 

I 

m 2 

d'où : 

,32B 2 

et, pour m = 1, 

A 

/3*13 ij/3 

de même, on trouve 
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—^—z
 m2 + B = Az + B, 

2 • -
m} 

et l'équation (1) devient : 

dz 
£— z' 

dz 

Par conséquent, l'équation -— = 0, nous donne : 

Pz — z* =-- 0, 

ou bien : 
^ = 0, z = /3; 

d'où : 

r = O O , et r = -^j. 

Il en résulte que la courbe n'a qu'un axe de symétrie 
passant par le centre d'action. 

Dans le second cas, on a /3 = 0, m =^ par suite, 

ra(o) — A ' 

J _ _ _ « 2 2«4 

D'autre part , 
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dz 
~dô 

x t . j.- dz 
et 1 équation — = 0, nous donne 

z* — a! -s= 0, 

bu bien : 

z1 —• ar — 0 ; d'où : z = -i- <z ; 

par suite, 

1 . 1 

r = —, et r = , 

et, par conséquent, il y a deux axes de symétrie passant 
par le centre d'action. 

S u r l a p o s s i b i l i t é d e d é d u i r e d ' u n e s e u l e d e s 

l o i s d e K e p l e r l e p r i n c i p e d e l ' a t t r a c t i o n . 

1 9 1 . Les mouvements de révolution des planètes 
autour du soleil sont soumis à trois lois que Kepler a 
déduites de l'observation. Ces lois qui s'appellent les lots 
. de Kepler, et qui ont conduit Newton à la découverte de 
la gravitation universelle, sont les suivantes : 

- l r o Loi. — Les trajectoires des planètes sont des sec
tions coniques, dont le soleil occupe un des foyers. 

2 E Loi. — Les aires décrites par les rayons vecteurs 
des planètes dans leurs-mouvements autour du soleil 
sont proportionnelles au,x temps. 
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3 e Loi. — Les carrés des temps des révolutions des 
planètes autour du soleil sont proportionnels aux cubes 
des grands axes de leurs orbites. 

Nous avons établi ces lois (II, n° 123) en partant de 
la loi de l'attraction. Pour démontrer la troisième 
(II, n° 129), nous avons dû négliger les masses des pla
nètes comparées à celle du soleil. Il en résulte que cette 
troisième loi n'est qu'approximative. 

M. Bertrand, dans une suite de'communications faites 
à l'Académie des sciences de Paris, en 1877, disait 1 : 
« Si Kléper n'avait déduit de l'observation qu'une seule 
de ses lois : Les planètes décrivent des ellipses dont le 
soleil occupe le foyer, on aurait pu, de ce seul résultat 
érigé en principe général, conclure que la force qui les 
gouverne est dirigée vers le soleil, et inversement pro
portionnelle au carré de la distance. » 

Il ajoutait : « Il serait intéressant de résoudre la ques
tion suivante : En sachant que les planètes décrivent des 
sections coniques, et sans rien supposer déplus, trouver 
l'expression des composantes de la force qui les sollicite, 
exprimées en fonction des coordonnées de son point 
d'application. » 

AL Bertrand indiquait un moyen de simplifier les cal
culs 2 , et M. Darboux 3 résolut le problème, en profitant 
de la simplification indiquée par M. Bertrand. 

Cependant, M. Imschenetsky a traité la question 
d'une manière générale dans un remarquable travail, 
publié dans les Mémoires de la Société mathématique 
de Kharkoff, et que je crois intéressant de faire con-

1. Comptes rendus des séances de l'Académie des sciences, 
1877, t. 84, p. 67]. 

2. Comptes rendus, 1877, p. 731. 
3. Comptes rendus, 1877, pages 760 et 936. 
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naître, en y introduisant quelques modifications \ 
1 9 2 . En désignant par X, Y, les composantes de la 

force qui sollicite la planète, les équations différentielles 
du mouvement sont : 

dx _ , dx' 

±1 = y d-l = Y (1) " 
dt y ' dt [ > 

Le problème proposé consiste à déterminer X, Y, en 
fonction de x, y, de manière que l'équation de la trajec
toire soit de la forme : 

kf + 2Bxy + Cxz + 2Vy + 2Ex + F = 0. (2) 

Pour résoudre la question, observons que l'équa
tion (2) peut être mise sous la forme suivante : 

px* 4- qyl + 2rxy = (ax + by + c) !, (3) 

en posant : 

E D 

p — F - L, q p ' — p 

1. Mémoires de la Société royale des sciences de Liège, 2 e série, 
t. IX. 

Le travail de M. Imschenetsky a été traduit plus tard par 
M. Houë'l. {Mémoires de la Société des sciences de Bordeaux, 
2 e série, t. IV.) : 
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. Posant ensuite : 

M2 = px2 4- qy* + 2rxy, 

l'équation (3) prend la forme : 

u = ax d by + c, (4) 

et il s'agit de déterminer X, Y, de manière que l'équa
tion ( 4 ) soit une intégrale des équations (1), a, b, c, 
étant des constantes. 

A cet effet, nous allons effectuer les calculs néces
saires pour vérifier que l'équation (4) est une intégrale 
finie du système (1), c'est-à-dire que nous allons élimi
ner les constantes a, b, c. 

En différentiant (4) deux fois de suite par rapport à t, 
en ayant égard aux équations (1), il vient : 

ax' + by< = { p X + T y ) d + { r X + q y ) y ' , (5) 

aX + bY = ^PX + r y ^ X + ^ X + q y ) X 

u 

[(px' 4- ry')x' 4- (rx + qy)y'\ [(px -t- ry)x + (rx 4- qy)y] 
+ ~ ! = ' 

_ [(px + ry)x + (rx + qy)yj . . 

Or, le coefficient de ~ dans cette dernière équation 
u 

peut se simplifier. En effet, ce coefficient peut-être mis 
sous la forme d'un déterminant, et il nous donne suc
cessivement : 
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(px + ry)x + (rx + qy)y (px + ry)x' + (rx -\- qy)y' 

(px+ry)x' + (rx+gy)y' (px' + ry)x' -\-(rx' + qy')y' 

px 4- ry rx + qy x y p r x y 

px' 4- ry' rx' + qy' x' y r q x' y' 

= (pq — r2) (xy — yx')\ 

Par suite, l'équation (6) devient 

j X { i Y (px+ry)X+(rx+qy)Y t (pq-r,)(xy'-yx'Y 

Des équations (5) et (7) on tire : 

px + ry (pq — r')y' (xy' — yx'y 
a •• 

u u3(Xy' — Yx>) (8) 

b ^ rx + qy (pq — rfl)x' (xy' — yx'f 

u u'(Xy—Yx') 

Ces deux équations (8) et (9) sont des intégrales pre
mières des équations (1). 

Pour éliminer définitivement les constantes, il suffit 
de différentier l'une des deux équations (8) et (9), par 
exemple la première, par rapport à t, en ayant égard 
aux équations (1), et à l'équation : 

u1 = px"1 4- qy2- 4- 2rxy, 

et nous aurons : 

A px'\~ry' , , (px-Yry)xf ±(rx + qy)y' 
0 = _ (pX + ry) _ 
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IY—3y' 

+ (pq r^yxr] d x dY 

-y-
Xy' — Yx' . 

Or, les deux premiers termes de cette équation nous 
donnent successivement : 

u"-(px' 4 - ry) — (px 4 - ry) \ (px 4 - ry)x 4 - (rx -f- çy)y' \ 

(px 4- ry') | (px 4- ry).-.c 4 - (rx + q-y)y ! 

1 

(pa? + ry) ){px 4- ry)a?' 4 - (rx + çy)y'j 

(pœ + ry)x 4 - (ra; 4 - gy)y + ry 
(p.«' + ry')x + (ra1 + q>j')y px' + ry' 

pa; + ry rx 4 - ŷ 
pa-' 4 - ry' ra1 4 - qy' 

y \px 4 - ry rx 4 - çy 
•ws|pœ' + ry' rx' + çy1 

y 

x y 

1 0 

= — L P r x y 

r ? x' y1 

Il s'ensuit que tous les termes de l'équation précédente 
contiendront le facteur commun : 

(px 4 - ry)x' 4 - (rx - \- qy) y' \ 
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(pq — r-) {xy' — yx') 

et, en supprimant ce facteur, il vient : 

Y-èy' 
, (px -(- ry)x' + {rx + qy)y') 

u 
0 = -

X ^ - Y i c ' 

2/ ^ _ : ^ _ 
Xy' — Ta;" / 

+ 
2y'(Ya; - Xy) 

Xy' — Ya;' 
(10) 

Cette dernière équation, qui est la conséquence des 
équations (1), ne renferme pas de constante arbitraire. 
Par conséquent, si les expressions cherchées de X, Y, 
en fonction de x, y, étaient connues, cette équation 
devrait être une identité. Or, pour que cette équa
tion (10) soit une identité, quelles que soient X, Y, les
quelles sont indépendantes de x', y', il faut que le' 
binôme Xy' — Yx' soit un diviseur de xy' — yx'. Pour 
le démontrer, supposons x = x', y = y' ; le terme du 
milieu est nul, et les deux autres nous donnent — 3y = 0, 
équation évidemment absurde. Cette absurdité ne se 
présenterait pas, si le terme du milieu de l'équation (10) 
ne devenait pas nul pour x = x', y = y, c'est-à-dire si 
X et Y étaient tels que le facteur xy' — yx' se réduisît 
avec son dénominateur Xy — Yx'. Il faut donc que 
Xy' — Yx' soit divisible par xy' — yx'. 

Il en résulte que l'on doit avoir : 

X = Yx, (H) 

Y = Yy, 
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V étant une nouvelle fonction inconnue de x, y. 
On en tire : 

Xy — Yx = 0 ; 

par conséquent, la force passe par l'origine des coor
données. 

En remplaçant dans l'équation (10) X et Y par ces 
valeurs (11J, on trouve l'équation : 

,âV , ,dV 3 V i , , , , . , . , J 

Si la fonction V était connue, cette équation serait une 
identité; elle servira donc à déterminer V. Or, cette 
équation à laquelle doit satisfaire la fonction inconnue 
V, est une équation différentielle partielle linéaire du 
premier ordre. 

Pour l'intégrer, nous poserons les équations différen
tielles ordinaires suivantes : 

dx dy dV 
J — ̂ Ix'ipx + ry) +y'(rx + qy)[ 

On en tire : 

(px+ry)dœ-\-(rx+qy)dy dV 
x'ipx Vru)-\-y (rx Vqy) 3 V ( ,. . 

—r^x'(px+ry)+y'(rxi-qy) 
ou bien ; 

rJV 
(px + ry)dx + (rx-|-qy) dy = — ̂ , 
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ou bien encore : 

2 7 1 

_ dV 

On en tire : 

du dV _ 
H~ + 3V ' 

d'où, en intégrant, 

3l.u 4- l.V = l.p., 

et, par suite, 

On a donc : V = 
{pot? + qtf-\-2rocy)T . 

et, par conséquent, 

X = 

Y = 

(px1 + qy3 + 2rjy)z 

PU • _ 
(pxi+qyi + 2rxy)2 

Ce sont les composantes d'une force 

(px3+qyi+2rxy)i 

en désignant par R la distance du point à l'origine. 
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Si l'on désigne par 6 l'angle que le rayon R fait avec 
l'axe des x, il vient : 

Ainsi donc, du seul fait qu'un point matériel libre décrit 
une section conique, et, en supposant que la force accélé
ratrice ne varie qu'avec la position du point, on conclut : 

1° Que la direction de la force passe toujours par un 
centre fixe, qui peut être un point quelconque du plan de 
cette section conique ; 

2° Que l'intensité de la force F varie, non seulement 
avec la distance R du centre au point mobile, mais aussi 
avec la direction du rayon vecteur. 

193. Il nous reste à voir comment, de cette solution 
générale, on peut déduire les deux cas particuliers con
nus, où le centre d'action est au centre de la conique, ou 
au foyer, ce qui rend Y intensité de la force indépendante 
de sa direction, et, dans le premier cas, proportionnelle 
au rayon vecteur; dans le second cas, inversement pro
portionnelle au carré de ce rayon. 

1° Si nous supposons le centre d'action au centre de 
la conique, et si nous transportons l'origine en ce point, 
nous aurons : 

D = 0, E = 0; 

par suite, a — 0, b =- 0, et, par conséquent, l'on a, pour 
l'équation de la conique : 

px2 + qvf + 2rxy = c\ 

L'équation (12) nous donne alors : 

F = 
1 

i s - R a" 
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c'est-à-dire que Y intensité de la force ne dépend pas de 
sa direction, et est proportionnelle au rayon vecteur. 

2° Si nous supposons le centre d'action au foyer, et si 
nous prenons ce foyer pour origine, alors le rayon vec
teur R, mené de ce centre à un point de la courbe, est 
une fonction du premier degré des coordonnées du point, 
et l'équation de la courbe est : 

R = ax + by 4 - c. 

On a donc alors : 

u = R, 

et, par suite, l'équation (12) nous donne : 

R 2 ' 

c'est-à-dire que l'intensité de la force est indépendante de 
sa direction, et varie en raison inverse du carré du 
rayon vecteur. 

Théorème de M. Vi l larceau . — T h é o r è m e de 

M. Claus ius . — T h é o r è m e de Lipschi tz . 

1 9 4 . Le théorème que nous allons démontrer et qui 
est dû à M. Yvon Villarceau ' a des liens très étroits 
avec le théorème des forces vives. Il se rapporte à une 
fonction analogue à la fonction de force. 

1. Comptes rendus de l'Académie des sciences, 29 juillet 1872, 
p. 232. 

18 
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d2z 

on en tire : 

d*x d2y dlz 

m I x 

I d2x , d2y diz\ v , v . „ 

Or, on a : 
r 

d2x , d'y , dlz d I dx , dy , dz\ 
x d f + y d F + z W = d t \ x d i + yTt+z-dt) 

i dx2 dy2 dzz \ 

En désignant par r la distance du point à l'origine, 
et par v sa vitesse, on a : 

, , , , , , dx? ,, dy1 , dz2 

-1- </ t- /4 » dl*^ dt2^ di2 v ' 

par suite, 

dix d2y , dfz d ! dr\ O 1 d2(r2) 
• 4-y —- + 2 = — r — • ) — v2= — - — — — V-. 

dt2 y dt1 dt2 dt\ dt I 2 dt2 

L'équation ( 2 ) nous donne donc : 

1 dl(mr2) 

x 

2 dt2 -mv2 = Xœ + Yy + Zz; 

Les équations du mouvement d'un point matériel 
libre étant : 

d*x 
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d'où l'on tire 

1 dHmr*) 
mV%= ~2 dt* ~ ^ X + Y y + Z z ) • ( 3 ) 

Si le point m fait partie d'un système matériel, on 
aura, en faisant la somme des équations analogues (pue 
l'on obtiendrait pour chacun des points du système, 
supposés rendus libres : 

Sm,«r = i S (X,^,. + YtVi + Z A ) • (4) 

Il faut bien remarquer que dans X,, Y,-, Z, sont com
prises non seulement les forces extérieures, mais aussi 
les composantes des attractions mutuelles des différents 
points du système (actions moléculaires, etc.), puisque, 
pour établir l'équation (4), nous avons dû rendre libres 
tous les points du système. 

Cette équation (4) qui constitue le théorème de 
M. Villarceau se distingue du théorème des forces vives 
en ce qu'elle fait connaître la force vive du système à 
un instant donné, et non la variation de la force vive 
entre deux positions du système. 

1ÏI5. Si nous séparons dans le second membre de 
l'équation (4) la partie relative aux actions mutuelles, 
nous pourrons mettre cette équation sous une autre 
forme. Soient p la distance des deux points m et m, et 
fmm! la force, supposée attractive, que ces deux masses 
exercent l'une sur l'autre (si la force est répulsive, / s e r a 
négative). Nous aurons, pour les parties relatives aux 
actions mutuelles : 

1° pour le point m : 

. x'—X-
Hx = fmm. oc; 

' P 
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2° pour le point m' : 

Xx = — fmm . x ; 

par conséquent, 

Xx-{-x'x = — fmm (x—x)=—fmm . 

? P 
On obtiendrait des résultats analogues pour les deux 

autres axes ; donc, l'action mutuelle des points m et m' 
donne dans l'équation (4) le terme : 

— fmm \ ̂ — ^ ^ ^ — ^ _j_ ̂  _ zy ) — fmm'^ 

P ' I 
Il s'ensuit que, si nous ne désignons plus par X,-, Y,-, Z 

que les composantes des forces extérieures seulement, 
nous aurons : 

2m.»;=~z ^ i-+Zrn,m,'fii . ' - ^ X ^ + Y ^ + Z , * . ) , (5) 

r ^ / étant la distance 
Or, l'expression X,«,. 4- Y,?/,. 4- Z,;z,- peut être mise sous 

une autre forme. En effet, on a facilement : 

X,x{ + Y,-y, + Zp, - P.r.-cos (P,r,), 

et, par conséquent, 

Zmp.a = l d + Zm.m/f/r^ ;—S P,r,cos (P,- ,r,). (G) 

196. Pour trouver la signification du terme 
'ï.m^lfijrtj imaginons que toutes les masses m,-soient 
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transportées en un même point 0 de l'espace, et que dans 
ce transport leurs actions mutuelles conservent des 
valeurs constantes, et égales à celles qui ont lieu effec
tivement dans la situation réelle du système. Le terme 
Ymimjfi (Vij représentera le travail dû aux actions 
mutuelles à la suite de cette transformation. 

En effet, considérons deux points m et m' (fig. 42) ; 
le travail de la force fmm' 
appliquée en m (action de m' 
sur m), lorsque son point d'ap
plication se déplace de mO, 
sera : 

—fmm'. mn=—fmm'. Omcosfl 

, \x x'—x y y' —y z z' 
= — fmm r -. • -\—•. • + 

r P r P r P ) 

= _ fmrn<
 X — x) + y (V ' — Î/) + * (** - *) . 

F 
de même, le travail de la force fmm' (action de m sur 
m') appliquée en m', lorsque son point d'application se 
déplace de m'O, sera : 

fmm'. mn = fmm'. On'cos0' 

\x' x — x , y' y' — y z' z'—z] 
--= fmm'rl — . h ' 1 

r p R P r' P ) 

= fmm' A-'V -®) + y' (y' ~ y) + z'(z' — z) 
P 

La somme des travaux de ces deux forces sera donc : 

. , [x'—xf +(y' — yf + (z— zf , 
fmm - - - - - - - - - - - = fmm P. 

: P 
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D'autre part, si l'on observe que l'angle (P, :,r,) est le 
supplément de l'angle que fait la direction de P, avec la 

droite qui va du point m'i à l'origine 
(fig. 43), on voit facilement que le 
terme : 

— S P,r,. cos (P,, r,), 

représente le travail qui serait 
développé si toutes les masses m¡ 
étaient transportées à l'origine, et 
si, dans ce transport, les directions 

des forces P¿ restant constantes, leurs intensités restaient 
aussi constantes. 

11)7. REMARQUE. — Si le système n'est sollicité que 
par des forces intérieures (actions mutuelles), nous 
aurons : 

1 aTùmr? 
±m,v? = - — — 1- Zm,m,>fi¿ri¿. 

l ï ) S . Il est facile de s'assurer que le théorème de 
M. Villarceau subsiste lorsque l'origine des coordonnées 
coïncide avec le centre de gravité' du système, les axes 
conservant une direction constante. 

Nous allons d'abord démontrer que Y équation (5) s'ap
plique au mouvement du centre de gravité. 

A cet effet, multiplions les équations (1), respective
ment par les coordonnées du centre de gravité que nous 
désignerons par A, B, C, et ajoutons; il vient : 

Á£m¡ 
a^Xi 

~df 
- BI.mt 

d% 

dt2 

d% 

~dF 
^AIX. + BSY. + CSZ... 

Or, à cause des relations (I, n° 3 2 3 ) : 
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MA = 

MB = 

MC = 

on a : 

Mais, on trouve facilement : 

, d'A d'B . _ d3C d / . dA , _ dB . dCv 
dF df + C d r r = d ( \ dt"1"L

 d ï ) 

~\\dtl + \dt) +\dt! y 

par suite, en désignant par V la vitesse du centre de 
gravité et par rt sa distance à l'origine : 

A de + l i d r dt \r% dt) v ~ 2 de v • 

On obtient donc finalement l'équation : 

1 d 3Mr * 
M V 3 = 2 ^ - - ( A S X ( + B£Y, + C5:Z,.), (7) 

et l'on voit, par conséquent, que Y équation (5) s'applique 
au mouvement du centre de gravité où toute la niasse 
serait concentrée, et les forces transportées parallèle
ment à elles-mêmes. 

Il faut observer ici que les composantes des actions 
mutuelles disparaissent dans cette formule (7), comme 
égales et de sens contraires deux à deux» Par consé
quent, l'équation (7) ne renferme pas le terme 
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Cette équation (7) sera applicable aux questions astro
nomiques où l'on considère les mouvements des centres 
de gravité des systèmes. 

19ÏJ. Démontrons maintenant que l'équation (5) a 
lieu aussi dans le mouvement relatif du système par 
rapport à son centre de gravité. A cet effet, désignons 
par f,-, >7,-, les coordonnées de m,- par rapport à trois 
axes parallèles aux premiers et passant par le centre de 
gravité, par w, la vitesse de m, relative au centre de gra
vité, par p.- la distance de m{ au centre de gravité; le 
théorème de Kcenig (II, n° 2 0 7 ) nous donne : 

Imp? = MV2 + 
D'ailleurs, on a aussi (I, n° 3 2 ? ) : 

Sm,r, a = Mr, 2 + 2m,p?. 

Substituant dans l'équation (5) , il vient : 

- I ( X & + Y A + Z&) — (A2X, + B2Y, + CIZ,); 

d'où, en retranchant l'équation (7), 

1 d'im-o' 
~m'u-1=2 — ^ + 2 m w / ; i ^ i / - £ ( X ^ + Y ^ + Z 1 ^ . (8) 

Cette dernière formule est identique à (5 ) , et l'on 
voit par là que cette équation (5) convient non seulement 
au cas de trois axes fixes dans l'espace, mais aussi au 
cas d'axes mobiles de direction constante menés par le 
centre de gravité. 

Le théorème de M. Villarceau a donc ce point de 
commun avec le théorème des aires et celui des forces 
vives. 
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2 0 0 . REMARQUE. — L'équation (7) qui se rapporte 
au mouvement du centre de gravité peut être mise sous 
une forme très utile dans la solution de certaines ques
tions. En désignant par da l'angle de deux rayons vec
teurs consécutifs du centre de gravité, et par dst l'arc 
élémentaire décrit par le centre de gravité, on a : 

ds* = dr? + Vide}; 
par conséquent, 

de 1 dt* 
L'équation (7) devient alors : 

dr? „ do? 

Or, on a : 

dt 1 dt' df dP~*~ '~dFm 

Par suite, l'équation précédente nous donne : 

ou bien : 

Mr.;- ^ = Mr, ^ — (ASX, + BSY, 4- CXZ,). 

Or, si l'on désigne par R , la résultante des forces 
extérieures supposées transportées au centre de gra
vité, on a : 

AÏX, 4- BSY, 4- CSZ, = R,r, cos(R, , r , ) , 
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et il vient alors : 

Mr1g=M^-R,coB(RIlr1). 

2© 1. Appliquons le théorème de M. Villarceau à 
une masse gazeuse eh équilibre apparent. 

Remarquons que le dernier terme de l'équation (6) 
dépend des forces extérieures, telles que la pesanteur, 
et des pressions exercées par l'enveloppe qui contient la 
masse gazeuse. Si l'on néglige, comme d'ordinaire, 
l'action de la pesanteur, la pression est la môme sur les 
divers éléments riw d'égale étendue qui limitent la masse 
considérée (n° 4), et elle est normale à ces divers élé
ments (n° 3). 

Cela posé, désignons par ™ la pression par unité de 
surface, et supposons l'origine Opiacée 
à l'intérieur de la masse (flg. 44). Soit 
N la direction de la partie intérieure 
de la normale à l'élément dw. Nous 
aurons évidemment : 

P?'COS(P, r) = rodco. T-COS^, r) 

F i g . a. = — • cos (N, r), 

•et, par conséquent, 

SP,-, r,cos (P,-, r,) = — m J rcos(N,r)d( j , 

l'intégrale étant étendue à la surface entière. 

Or, ^ rcos(N, r)diù est le volume du cône ayant pour 

sommet l'origine 0, et dont la base est dw, la hauteur de 
•ce cône étant r cos (N , r ) . Si donc on désigne par V le 
volume total de la masse gazeuse, on a : : 

IP . r . cos (P , , r,) - — 3<?V, 
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et l'équation (6) nous donne alors la suivante : 

, 1 (Finir? 
U 2 —df— "M'tM'Ui, + 3=>V. 

Cette dernière formule est utile dans la thermodyna
mique *. 

Si l'on suppose que la température du gaz est la 
même dans toutes ses parties, la densité du gaz sera 
constante dans toute l'étendue de sa masse. Il en résulte 
qu'une portion très petite du volume total renfermera 
toujours la même masse do gaz, de sorte que la quantité 
Sm.-r,* pourra être considérée comme sensiblement con
stante. Si l'on admet, en outre, que les actions mutuelles 
sont nulles ou insensibles pour les gaz parfaits, la for
mule précédente nous donnera : 

Imp* — 3^V, 

formule qui montre la relation qui existe entre la pres
sion et le mouvement des molécules gazeuses. 

M. Villarceau a donné d'autres applications de son 
théorème 2 . 

2 0 2 . Le théorème de M. Villarceau nous donne 
immédiatement un autre théorème dû à M. Clausius et 
relatif à une quantité à laquelle ce dernier a donné le 
nom de vinel \ J 

Le théorème de M. Clausius se rapporte à un mouve
ment stationnaire, c'est-à-dire à un mouvement tel que 
les positions et les vitesses des différents points ne 

1. R É S A L . Traité de mécanique générale, II, pages 351 et 358. 
2. Comptes rendus de l'Académie des sciences,'^ juillet et 

12 août 1872. - • • v • 
3. Comptes rendus de VAcadémie des sciences, 20Vjuin 1870. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 284 — 

changent pas toujours dans un même sens, mais restent 
comprises dans de certaines limites. Le mouvement du 
système solaire, par exemple, est un mouvement station-
naire. 

Proposons-nous de déterminer la force vive moyenne 
du système pour un intervalle de temps compris entre 
deux époques t0 et t. 

En intégrant l'équation (4) entre les limites t0 et t, il 
vient : 

t 

t. 

et, en divisant les deux membres par t — t0, 

t 

t 

, . , ld(m,rf)\ d(m,rf) 
nous avons désigne par \-L-TI—-) la valeur de —^r,—-

pour t = t0. 
Les expressions : 

t i 

t0 t0 
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représentent les valeurs moyennes de 

yŷ .2, et de ^ ( X , « , + Y,2/, + Z..Z,). 

M. Clausius désigne ces valeurs moyennes par les nota
tions : 

, ^ (X,a?, 4 - Y#, 4 - Ztzt). 

Or. pour un mouvement périodique, le premier terme 
du second membre de l'équation (9) devient nul à la fin 

de chaque période, puisque 1 reprend sa valeur 

( cl ( tyi v ̂ \ \ 
' I à la fin de chaque période. Si le mou-

(Zù ' Q 

vement n'est pas régulièrement périodique, ce terme ne 
devient pas régulièrement nul ; mais, comme il le devient 
de temps en temps, et que d'ailleurs il est affecté du 
coefficient t — r , il est négligeable lorsque t—10 est très 

t t0 

grand. 
En supprimant ce terme, et adoptant la notation de 

M. Clausius, on peut écrire l'équation (9 ) sous la forme 
suivante : 

l Yfw? = —\ Z/X^- + Y>y< + z*)- (10) 

M. Clausius a donné à la quantité qui figure dans le 
second membre, c'est-à-dire à l'expression : 
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le nom de viriel du système de points. La formule (10) 
exprime alors le théorème suivant : 

THÉORÈME DE M . CLATJSIUS. — La demi force vive 
moyenne du système est égale à son viriel. 

2 0 3 . REMARQUE. — Dans l'équation (4) les lettres 
X,-, Y,-, Z,, ne désignent pas seulement les composantes 
des forces extérieures, mais les composantes de toutes 
les forces auxquelles les points sont soumis, Il en est 
donc de même des équations (9) et (10), et, par suite, les 
actions mutuelles sont comprises dans le théorème de 
M . Clausius. 

% 0 4 . La démonstration que M . Clausius a donnée 
de son théorème est différente de celle que nous venons 
de faire 

M M . Lucas ! et Lemoyne 3 ont déduit de ces deux 
théorèmes des propriétés intéressantes, pour lesquelles 
nous renverrons le lecteur aux travaux originaux. Nous 
allons cependant exposer quelques autres conséquences 
que M . Gilbert ' a tirées du théorème de M . Villarceau. 

2 0 5 . Dans le cas d'un point matériel libre, le théorème 
de M . Y. Villarceau nous donne, en supposant m = 1, 

1 d'ir*) 
v * = 9 ^HT~ p^cos(p> r)- (u) 

Or, M . Gilbert a mis cette équation sous une forme 
très utile pour la solution de certains problèmes 5 . En 
effet, si l'on désigne par a. l'angle décrit par lë rayon 

» I. Comptes rendus, 20 juin 1870 et 21 octobre 1872. 
2. Comptes rendus, 13 juillet 1874, p. 103. 
3. Comptes rendus, 4 février 1878, p. 301. 
4. Comptes rendus, 31 décembre 1877 et 7 janvier 1878. 
5. Comptes rendus de l'Académie des sciences, 31 décembre 

1877, p. 1280. ' ' 
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vecteur r , à partir d'une position "donnée, on à : 

df = drl + r'dcc*, 

et l'équation (11) devient, après quelques transforma
tions analogues à celles que nous avons faites plus haut 
(n° «OO) : 

^ = r ^ - + P rcos (P , r ) , (12) 

ou bien : 

d*r- • do? • 

en désignant par P R la projection de la force P sur le 
rayon r. 

Cette formule est avantageuse pour la solution des 
problèmes où a. est exprimé en fonction de t. 

20G. REMARQUE. — La formule (13) subsiste encore 
lorsque le point est assujetti à se mouvoir sur une sur
face dont la réaction N est normale au rayon vecteur r, 
par exemple, sur une surface conique ayant son sommet 
au point 0, et n'exerçant aucun frottement. 

Dans ce cas, en effet, le terme N„ correspondant à 
cette réaction, qui devrait être introduit dans P R , sera 
nul. 

207. PROBLÈME. — Trouver le mouvement d'un 
point matériel pesant dans un tube rectiligne qui décrit 
un cône droit autour de la verticale avec une vitesse 
angulaire constante w 

1. Voir II, n° 1«7. 
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Soient 6l'angle constant ZOM du cône (fîg. 45), aOm = i 
l'angle du plan mobile ZOM 
avec le plan fixe ZOa?, AOM«=a 
l'angle conique décrit par le 
rayon OM. 

On a évidemment : 

••p = dit. 

D'ailleurs, il est évident que 
le secteur aOm est la projection 
du secteur AOM sur le plan des 
xy; par conséquent, 

aOm - AOM sin S. 

Or, on a, en posant Om = r' : 

aOm = - r'll = \ r^sin'ô.Jj, 
2 1 2 

AOM = \ r'a. ; 

par suite, la formule (14) nous donne : 

a, = iisinfi = w£sin5, 

d'où 

d'autre part, 

da. 
— = w sin S ; 

P r = gcos6, 

et, par conséquent, l'équation (13) nous donne 

= r w ' s in ' f l+ #cos5. 
dt 

(14) 
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C'est l'équation que nous avons trouvée (II, n° 1 6 7 ) , 
et qui a pour intégrale : 

r = Ae 
w^sinfl 

+ Be 
g cos S 
(.>s sin's" 

2 0 8 . On peut encore déduire de l'équation de M. Vil-
larceau plusieurs conséquences remarquables. 

Si le point matériel se meut sur une sphère ayant son 
centre à l'origine, N étant la réaction normale de la 
surface, prise positive vers l'extérieur, et négative vers 
l'intérieur, l'équation (11) donne, puisque r est con
stant : 

Cette expression de la force vive est intéressante en 
ce qu'elle subsiste même si l'on tient compte du frotte
ment, de la résistance de l'air, etc. En effet, les termes 
que ces forces introduiraient dans l'équation (11) sont 
nuls, puisque, pour ces forces on a : 

Cette formule (15) nous apprend que la somme P r + N 
est toujours négative; en particulier, si P = 0, on a : 

v' = — (P r + N)r. (15) 

cos (P, r) = 0. 

«' = — Nr, 

d'où : 

2 0 ! ) . Si la force motrice P admet une fonction de 
force tp(.x, y, z) homogène et du degré h, nous aurons : 

(9 
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Xdx + Ydy + Zdz = dy, 

par suite, 

df df> dv P,r=Prcos(P,r)=Xa; ]-Yy+Zz=x-^+y^- + z^-^kf. 
OJC oy oz 

L'équation (15) nous donne alors, même en ayant 
égard au frottement : 

v' -= — (Nr + kf). 

D'ailleurs, si le frottement est négligeable, on a l'inté
grale des forces vives : 

v' = 2» + h; 

d'où, en éliminant v' entre les deux dernières équations : 

r 

En particulier, si nous supposons le point matériel 
soumis à l'action de la pesanteur seulement, l'axe des z 
étant dirigé dans le sens de la pesanteur, nous aurons 
pour la fonction de force : 

? = 

d'où : 

h — 1, 

et, par conséquent, il vient : 

3gz+h 
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formule que nous avons trouvée précédemment ( I I , 
n ° f l l ) . 

Observons que l'équation (15) aurait encore lieu, 
lorsque le carré de la distance du point matériel à l'ori
gine varie proportionnellement au temps au lieu d'être 
constant. 

îêlO. M. Gilbert est parvenu également 1 à déduire 
du théorème de M. Villarceau une formule curieuse, de 
laquelle on tire plusieurs théorèmes remarquables. 

Désignons par ç, y, Ç les coordonnées d'un point quel
conque Q pris sur la droite polaire (axe du cercle oscu-
lateur) de la trajectoire au point M, et par p la distance 
de ce point Q à l'origine. 

Les équations du mouvement d'un point libre nous 
donnent : 

Or, l'une des équations de la droite polaire est : 

(? — x) d'x 4- {n — y) d2y + (? — z) dlz = ds1 ; 

par conséquent, l'équation précédente nous donne : 

d'x d'y d*z ds* . 

*W+yW +
 zdï+lu=F?C0S^ti> 

ou bien, à cause de la relation a? + y* - [- z1 = r \ 

d V 
dt-

• = 2 P p c o s ( P , P ) . (16) 

Cette formule nous conduit, en particulier, à la con
séquence suivante : 

1. Comptes rendus, 7 janvier 1878, p. 42. 
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PROPRIÉTÉ. — Lorsque le carré de la distance d'un 
point matériel libre à un centre fixe varie proportion
nellement au temps, la force motrice est, à chaque 
instant, normale au plan mené par le centre fixe et la 
droite polaire de la trajectoire. 

En effet, dans cette hypothèse, on a : 

^ = 0 
dt* ' 

et, par suite, 

cos(P,P) = 0 . 

La force P est donc perpendiculaire au rayon p , et 
comme elle est d'ailleurs dans le plan oscillateur au 
point M, elle est perpendiculaire à la droite polaire; par 
conséquent, elle est perpendiculaire au plan passant 
par le point 0 et par la droite polaire. 

REMARQUE. — La même propriété a lieu lorque le 
point libre décrit une courbe sphôrique, puisqu'alors on 
a r = const. 

811. Le théorème de M. Villarceau permet encore 
de trouver une formule remarquable due à Jacobi. 

En posant R = Tm/rf, R étant ce que l'on appelle le 
moment d'inertie polaire du système, l'équation de 
M. Villarceau nous donne : 

y^PW<l==l^3+ J^m.mjf,, .'n, ^Pir,cos(P,ir-,.).(17) 

Or, en désignant par n(r,r' ) l'énergie poten
tielle du système (II, n° 206), c'est-à-dire la fonction dont 
la différentielle changée de signe est égale à la somme 
des travaux élémentaires des forces intérieures, on a : 
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et l'équation (17) devient alors : 

. 1 rJäR > mjOi = -
" 2 dt* 1 t i dr, 

Cela posé, admettons que la fonction TT soit homogène 
et du degré k en r, r', et qu'il existe une fonction 
des forces extérieures -Jj, homogène et du degré h' en 
x, y, z, x', . . . . ; nous aurons : 

En combinant cette équation avec l'intégrale des 
forces vives : 

En particulier, s'il n'y a pas de forces extérieures, et 
si k — — 2, c'est-à-dire si les points matériels s'attirent 
ou se repoussent en raison inverse du cube de la dis
tance, on a la formule de Jacobi 1 : 

1. — n est l'intégrale de la somme des travaux élémentaires 
des forées intérieures, 4 l'intégrale de la somme des travaux élé
mentaires des forces extérieures. 

2. Vorlesungen über Dynamik, Berlin, 1866, p. 27. 

il vient : 

1 cf R 
2 ~d¥ 

(A + 2)fl -f- (k' +- 2)1 + const. 
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on en tire 

R=h'P+ h"t+h"\ 

formule de laquelle on conclut le théorème suivant : 
THÉORÈME. — Dans un système de points matériels 

qui s'attirent ou se repoussent en raison inverse du cube 
de la distance, le moment d'inertie polaire R du système, 
par rapport à une origine fixe, est une fonction du 
second degré du temps. 

212. Les théorèmes que-nous venons de démontrer 
sont compris dans un théorème plus général dû à 
M. Lipschitz \ 

Soient yi, Z; les coordonnées d'un point mobile m,, 
et a,-, bi, c,les coordonnées d'un point fixe, l'indice i pou
vant prendre toutes les valeurs 1, 2, . . . n. Supposons, 
en outre, que le point «?..,• soit soumis à l'action d'une 
force motrice dont les composantes sont X,-, Y,, Zit et 
que les points du système soient assujettis à des liaisons 
exprimées par les équations : 

L, = 0 , L* = 0 , . . . Lm = 0 , 

L,, Lj, . . . L m étant des fonctions homogènes des diffé
rences : 

œi ai, yi b,, Z; C,. 

Les équations du mouvement du point m,- sont, en 

1. Journal de Crelle, t. 66. 
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désignant par a,, A,, . . . A m , des multiplicateurs indé
terminés : 

m,- <ffœt + . 
d L m 

m,-
a% 
d? 

Y,- -1- A, 
âL, 

+ • 

. dLm 
• + A f n - - , " , 

m,-
d% 
~dF~ Z, 4- A, dz, 

dhm 

dZi 
Posons : 

2G = £ » i , [ ( a : , - a)' 4 - (y, _ Z>,)2 + - c,.)*], 

et représentons la force vive totale du système par : 

«-iHfê),+(t)M£)ï- <»» 
Nous aurons : 

d ?G v - . r N dte, . , . d'y, , . . d'an 

+S-[(t)+(S),+(D^ 
et, pa r suite, en ayant égard aux équations (18) et (19) : 
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^ = £ [ X , ( a j , - a,) + Y,(y, - &,) + Z, (2,-- c,)] 

+ A, 2j_(*' - «<> + 6<) ̂  + ^ - C i ) ̂ . 

+^X(»<- *> + ( y - - h * wt

+{z' ~c!i 

. , dLm , , . dL m , f3L,„ 
+ 2TV 

Or, Li étant une fonction homogène du degré on 
a : 

puisque les coordonnées des différents points du système 
vérifient identiquement l'équation L, = 0 . 

On verrait de même que tous les coefficients des A 
sont nuls, et il vient alors : 

df — 2 T = ^ ( a , — a,)X, 4- (</,— fc,)Y, 4- (*, - c,)Z, ,(20) 

équation qui. est indépendante des fonctions L,, L 2 , . . 
Lm. 

213. En particulier, s'il existe une fonction de force 
U, il vient : 
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(21) 

Cette équation est celle que M. Lipschitz a donnée 
dans son mémoire. 

2 1 4 . Si tous les points fixes se confondent avec 
l'origine des coordonnées, on a : 

a, = 0, &j = 0, ct = 0, 

et l'équation (20) nous donne la suivante : 

2T =2 + Y,t/, 4 - Za). (22) 

Or, dans ce cas, on a 

2G = ^ mt (a? + yt* + z?) = ^ »i,r, 2 ; 

par suite, on peut remplacer l'équation (22) par la sui
vante : 

1 d'Env,* - ̂ jniVi » = £ ( X , a ; < + Y, yt + Z,*,). (23) 
2 df1 

C'est la formule de M. Yvon Villarceau généralisée 
(n° 1 9 4 ) . 

L'équation (20) a lieu môme en supposant qu'il y ait 
des équations de condition, puisqu'elle est indépendante 
de L,, Lj, . . . L m . Il en résulte donc que l'équation (23) 
a lieu, même dans le cas où les liaisons L,, L 2 , . . . L m 

existent; par conséquent, l'équation (22) qui contient 
celle de M. Villarceau est plus générale. 
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2 d£ j 
y]w,K,-a = ML (24) 

Si nous appliquons le principe des forces vives, qui 
est applicable puisqu'il existe une fonction de force, on 
a : 

2T = ImjOi1 = 2U + h, 

et, par suite, l'équation (24) nous donne : 

1 d2Sm,r,-2 

2 dt* 
( f t + 2 ) U + A . (25) 

C'est la formule de Jacobi '. 
!il(î, Si l'on multiplie les deux membres de l'équa

tion (20) par dt, et si l'on intègre entre les limites t„ et t, 
il vient : 

t t tr-
{aSf— a,)X,-+ (!/,. — &,)Y, (f ) -2fTdt=Xf 

tn lo tQ 

h—c,)Z,J. + (*«—c,)Z, di. (26) 

1. Vorlesungen über Dynamik, p. 22. 

215. Si, outre les hypothèses précédentes, on sup
pose qu'il existe une fonction de force homogène du 
degré h, il vient : 

^ / dU dU № v 

et, l'équation (22) nous donne la suivante : 

1 d'Em,*-,-* 
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Dans le cas où il existe une fonction de force, on a : 

X. .= — , Y , . = — , Z , = -—• dx-t ' ' dyt ' ' dZt ' 

d'ailleurs, l'équation des forces vives nous donne : 

2T = 2U 4- h, 

ou bien : 

T — T 0 = U — U„. (27) 

Si, de plus, la fonction de force U est une fonction 
homogène du degré h des différences a?,- — a,-, y,-— 
zt— ct, on a : 

'. .d\J , . . J U ^ . . dU , 

et l'équation (26) nous donne la suivante : 

t t t 

(^) —2fldt = f klldt, (28) 

ou bien, en remplaçant U par sa valeur tirée de (27) 

t t t t 

—2fTdt = kfTdt~kf (T„ — Zn)dt, 

tn ¿0 
ou enfin : 

t t 
^r) =(k + 2) J'Tdt— A ( T 0 - ! ! . ) ( * - g . (29) 
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i 217. En particulier, si les points fixes coïncident 
avec l'origine, l'équation (26) nous donne : 

t t t 

formule de laquelle on déduit facilement le théorème du 
viriel de M . Clausius. 

218. Enfin, si l'on suppose que la fonction de force 
homogène soit du degré — 1, la formule (28) nous 
donne : 

et, en ayant égard à l'intégrale des forces vives : 

REMARQUE. — La formule (30 ) est plus générale que 
celle de M . Clausius. En effet, il est évident que cette 
équation a lieu, comme l'équation ( 2 3 ) , même lorsqu'il 
existe des équations de condition. 

21t>. Lorsque le système n'est sollicité que par des 

ou bien : 
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forces attractives ou répulsives (action mutuelles) le 
mouvement du centre de gravité est rectiligne et uni
forme. On a alors (II, n° 179) : 

A = ct + c,, B = c't + c't, C = c'7 + cV 

D'ailleurs, l'équation {i, n° 32«) : 

ou bien : 

m , r , 2 = M ( A 8 + B 8 + C5)-f-
M 

nous donne dans ce cas : 

+ M 

Par suite, on a : 

d'Emir? 
df 

= 2M(e' + c' î + c"2)-r- d1Imimi'riii'i 

Mdt* 
et, si l'on pose : 

h — M(c' H - c'2 -h c'1-) = h'. 

l'équation (25) devient alors : 
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Md£ a 

Cette dernière formule qui a été donnée par Jacobi 1 

se distingue de la formule (25) en ce qu'elle ne contient 
que des quantités rt ,' qui ne changent pas avec l'ori
gine. 

D'ailleurs, si l'on a égard à la formule (I, n° 32?) : 

la formule précédente nous donne : (2h + 4 ) U + 2ti, 

p , désignant les rayons vecteurs menés du centre de gra
vité aux différents points du système. 

220. Cette formule, appliquée au système solaire, 
nous conduit à une propriété remarquable. En effet, 
pour ce système, les actions mutuelles étant en raison 
inverse du carré de la distance, on a k =— 1, et en 
posant, pour abréger : 

2w ,p, a = R, 

il vient : 

^ = 2 U + 2 A ' . 
dv 

Il est d'abord facile de s'assurer que la constante h' 

I. Vorlesungen über Dynamik, p. 23. 
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doit être négative, si le système est stable. En effet, en 
admettant que, dans le système solaire, il n'existe que 
dos forces attractives, il s'ensuit que la fonction de force 
U est essentiellement positive. 

Cela pose, si nous intégrons entre les limites 0 et t, il 
vient : 

t 
^ _ R ' „ = / '(2U + 2h')dt, 
Ut " 

v 

dR 
R' étant la valeur de — r - pour t = 0. 

dt 
Désignons par « la plus petite valeur de U entre 0 et t, 

nous aurons : 
dR 

• -fr—R'o >(2* + 2h')t\ 

d'où, en intégrant de nouveau entre 0 et t, et désignant 
par R„ la valeur de R pour t = 0, 

R — R„ — ll'J > (ce + h')t\ 
ou bien : 

R > R„ + R'J + (ce + K)t\ 

Or, si h' était positif, il en serait de même de « 4 - h' 
(car a est essentiellement positif, puisque la fonction U 
est positive) ; par suite, R croîtrait indéfiniment avec t, 
et comme R = Sm^p/, il devrait y avoir certaines valeurs 
de p ; qui deviendraient infinies : il y aurait donc dans le 
système, des points qui s'éloigneraient indéfiniment du 
centre de gravité, et le système ne serait pas stable. Il 
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en résulte donc que h' doit être négatif, et même, a + h' 
4oit être négatif. 

Mais la.valeur numérique de h' ne peut pas être plus 
grande que la plus grande valeur de U entre 0 et t; en 
d'autres termes, l'expression U + h' n'est pas constam
ment négative. 

Soit a' la valeur maximum de U, et h' négatif = — h"; 
nous aurons : 

d*R 
~dt 

- = 2(U •— h") < 2 («' — h"); 

d'où. 

- ^ - R ' . < 2 ( * ' - A " ) f . 

Mais, si h" > a en valeur absolue, on a : 

d — h" = — /3 = — (h" — a), 

et /3 sera la plus petite valeur numérique de U 4- h' entre 
les limites 0 et t, puisqu'au maximum d correspond le 
minimum h" — a!. On a donc : 

d'où : 

R < R„ 4- R'0t — pt\ 

Il résulte de cette formule que, lorsque t augmente 
indéfiniment, R s'approcherait de l'infini négatif, ce qui 
est absurde, puisque R = £m,-p,* est une somme de quan
tités positives. Ainsi donc, a 4- hf doit être négatif; en 
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oufre, U + h' n'est pas constamment négatif. Par con
séquent, U -|- h' est tantôt positif, et tantôt négatif; de 
plus, h' est négatif. U résulte de là que U + doit osciller 
continuellement autour de zéro, c'est-à-dire que U doit 
osciller autour de — h'. Il s'ensuit que 2U + h' oscille 
autour de I I ; d'ailleurs, puisque h' est négatif, 2U -j- h' 
est plus petit que 2U. Mais, 2U + h' est la force vive 
relative du système autour du centre de gravité '. 

Nous aurons donc le théorème suivant : 
THÉORÈME. — Dans un système libre sollicité par des 

actions mutuelles suivant la raison inverse du carré de 
la distance, la force vive du système autour du centre de 
gravité est tantôt plus grande, tantôt plus petite que la 

1. En effet, si dans l'intégrale des forces vives : 

on remplace x,. y/, z,- par + A, -f B, u -|- C, ¡1 vient : 

d'où, en remplaçant par leurs valeurs c, c', c" et 
rit rli / V / 

on obtient pour la force vive relative au centre de gravité : 

posant : 

h M (c2 + c'* -f- c"*) — h\ 
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fonction de force, mais elle est toujours plus petite que 
deux fois cette fonction de force. 

Il résulte de là que pour que le système soit stable, il 
faut que la force vive initiale autour du centre de gra
vité, soit plus petite que le double de la fonction de force 
à l'origine du mouvement. 

Théorème des aires. 

1421. Nous avons vu (II, n° 1111) que, si les forces 
X, Y, Z sont telles que l'on ait : 

2}Z¡,-Y*) = 0, ^(Xz-Zx) = 0, £ ( Y a ; - X ! , ) = 0, 

on a les équations : 

Z I dx dz\ 

Z I dy dx\ 
* w=c-

Ce sont trois intégrales premières du problème. On 
les appelle les intégrales des aires. 

222. Nous observerons ici que, ou bien les trois inté
grales des aires existent, ou bien une seule ; en d'autres 
termes, la troisième intégrale des aires est une consé
quence des deux autres 

1. Intégration des équations de la mécanique, Liege, Desoer, 
1889, p. 201. 
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223. PROPRIÉTÉ. — Lorsque les trois intégrales des 
aires existent, on peut toujours faire en sorte que deux 
des constantes c, d, c" soient égales à zéro. 

Rappelons d'abord que ces constantes sont, pour 
chaque problème, déterminées par les équations de con
dition. Or, on peut toujours prendre les axes coordonnés 
de telle manière que deux de ces constantes soient nulles. 
La démonstration de cette propriété repose sur un théo
rème que nous allons d'abord établir. 

Désignons par §, r¡, X, les coordonnées du point m par 
rapport à un nouveau système d'axes coordonnés de 
même origine O que les premiers. Nous aurons les for
mules de transformation suivantes : 

£ = ax -f By + yZ, 
11 = a'x + G'y 4- y'z, 

Ç = a"x 4 G"y + y"z, 

avec les conditions : 

G'y" — G"y' = ce, 
S'y - - Gy" = ce', 
fiy' — 07 = 

On a alors : 

. „ , , „ ,/ dx , ,dy , , dz\ 
-W+W+y"')^ Tt + l3-dt + ^ t h 

ou bien, en effectuant les calculs, et ayant égard aux 
conditions précédentes : 

d£ rjdi i dz dy\ , / dx dz\ 

i dy dx\ 
+*[xTt-ydt)-

y'cc'i _ y" a' = G, et'fi" — ce"0 = y, 
y"ce — yce"=G', c¿'G ~ ce,3" = y', 
y a! — y ce = G", aJ3l — a!G = y". 

*dt~ 
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Par conséquent : 

On en conclut le théorème suivant : 
THÉORÈME. — Si les intégrales des aires ont lieu dans 

un système de coordonnées, elles auront lieu pour un 
autre système quelconque de même origine. 

224. REMARQUE. •— Il est facile de voir que, si l'on 
pose : 

d'à -f d/s 4- cy = c", 
c'a! 4- c'/S' 4- cy' = c,', 
c'a" + c',3" + cy" = c,, 

il vient : 

c/ ' 2 + c/* 4- c,* = c"2 4- c" 4- c 2 . 

Par conséquent, on a, en général : 

\2Jn \y-dr-z^i)\+ \ZJn
 \ z dt - œTtl\ 

+|2M4! - y ï ( - |2> (* % - -ç S)f 

On conclut de là que la fonction : 

(v-« / dz dy\\2 , (v"1
 / d # 

I L ^ d l - * ! ) !
 + j Z - w ( z d ^ œ d 7 ) i 

SxT1 / 2̂/ dx\iî 
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ci une valeur indépendante de la position des axes coor
donnés, pourvu qu'ils soient rectangulaires \ 

2 2 5 . On peut encore donner une autre forme à la 
constante c'a. + c',3 + cy. En désignant par l, m, n les 
augles que l'axe 0^' fait avec les axes Ox, Oy, Oz, on a : 

a = cos l, /3 = cos m, y — cos n. 

Si l'on pose, en outre, : 

c" ' c' 

cosa, — - = = C 0 S ^ , l/V+c'2+c,/2 ' l/V-K -̂f-c"12 

-; ——̂= = cosu, 
l/ct+ci+c"i 

il vient 

c"a + c'/3 + cy = [/c2 + c'2 + c"2 (cos l cos A 4 - cos m cos y. 
4- cos n cos u) ; 

mais, puisque l'on a : 

cos2A 4- cosV + cos2u = 1, 

il s'ensuit que l'on peut considérer A, u comme les 
angles qu'une droite L fait avec les axes Ox, Oy, Oz. En 
désignant par V l'angle de cette droite L avec l'axe Oî', 
on a : 

cos l cos A 4- cos m cos (L + cos n cos u = cos V ; 

d'où : 

c"à + c'fi + cy = l/V 4- c'2 4- c"2 cos V. 

1. L A G R A N G E . Mécanique analytique. 
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La constante des aires dans le plan des est donc 

égale au produit de | / c 2 4 - c 2 4 - c"2 par le cosinus de 
l'angle que fait la droite L avec l'axe des §. On aura 
des résultats analogues pour les deux autres plans, en 
désignant par V et V" les angles de la droite L avec les 
axes des y¡ et des Ç. 

Cela posé, si l'on fait coïncider l'axe des § avec la 
droite L, on aura : 

V = 0, V = 90", V" — 90"; 

d'où : 

cosV = l , cosV' = 0, cos"V"=0. 

Par conséquent, les constantes des aires dans les 
plans £>¡ et Ç§ sont nulles, et la constante du plan des >;? 

est ]/c2 4- c'2 + c"2, c'est-à-dire qu'elle est égale à la 
valeur maximum que cette constante des aires peut 
avoir. 

Le plan des r% ainsi déterminé a reçu de Laplace le 
nom de plan invariable. 

226. Si maintenant nous employons pour les nou
velles coordonnées les notations œ, y, z, nous aurons : 

en posant : 

s = {/c* + c' ! + c"2, 

et le plan des yz est le plan invariable. 
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dxx dZi dxt dz.2 

Fig. 46. 

227. Cas particulier. — Dans le cas particulier de 
deux corps, lorsque les théorèmes des aires auront lieu, 
on peut en donner une interprétation géométrique inté
ressante. 

On a, en effet, les trois équations suivantes : 

, dxt dz,\ i dx} dZA 

m' ( *« -dT-Xi-di)+ ^-àT-^-di)= °-

/ dit, dx,\ / di/t dx}\ 

Des deux dernières on tire : 
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X z 
Pl~ q\ r, 
X ]L — z 

r2 

Imaginons en m, (f\g. 46) une tangente T, à la courbe 
décrite par ce point; par cette tangente et l'origine des 
coordonnées un plan E,, et menons par l'origine la nor
male Ni à ce plan. Soient , ç, , r , , les cosinus direc
teurs de N,; l'équation du plan E, étant : 

P^+q,y + r1z = 0, 

il vient, puisque ce plan passe par le point m, : 

p,xl + ç,j/, + rtzt = 0. 
D'autre part, la droite N, étant perpendiculaire à la 

tangente au point m, , on a : 

Pidx, + qxdyx + rJdz1 = 0. 

De ces deux équations on tire : 

Pi '• qi '• r-i = yrfz, — zxdyx : z{dx^ — xxdz, : œxdyx— y^dx,. 
Si nous opérons de la môme manière pour le point wis, 

et si nous menons la tangente T a , le plan E 2 et la nor
male N2 (PJ , g 3 , r3), nous aurons : 

PÎ- qt'-ra = ysdZi~Zidyt : Zidœ3-—œ^dz, : xtdyt— yidxt. 
Il en résulte que l'équation (1) nous donne : 

± = * (2) 

Or, il est facile de trouver la signification géomé
trique de cette dernière équation. En effet, les équations 
de N, et N, étant : 
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les projections de ces droites sur le plan des yz ont pour 
équations : 

£ = ! 

1 = £ 

Mais, de la relation (2) il résulte que les équations (3) 
sont identiques, et, par suite, les deux droites K, e t N s 

ont la même projection sur le plan des yz. Il s'ensuit que 
ces deux droites Ni et Is 2 sont dans un même plan per
pendiculaire au plan des yz. Mais, comme N, et N 2 passent 
par l'origine, le plan de X, et N2 passera par l'axe des x. 

Il en résulte encore que les plans E t et E 2 couperont 
le plan des yz suivant une seule et même droite. En 
effet, soient I, et I a les deux intersections de ces plans 
avec le plan des yz. 

La droite I, étant dans le plan E, est perpendiculaire 
à ; étant dans le plan des yz, elle est perpendiculaire 
à Ox : elle est donc perpendiculaire au plan N, N2a?. 

De même, la droite I 3 étant dans le plan E 2 et dans le 
plan des yz, est perpendiculaire à N s et à Ox : elle est 
donc perpendiculaire au plan N,N2a;. Par conséquent, 
ces deux droites coïncident, et nous aurons le théorème 
suivant, qui est dû à Poinsot : 

THÉORÈME. — Supposons que l'on mène en ml et m 2 les 
tangentes aux trajectoires de ces deux points; puis, par 
ces tangentes et le centre de gravité du système (origine 
des coordonnées) on mène des plans. Ces deux plans cou
peront le plan invariable (plan des yz) suivant une seule 
et même droite '. 

1, JACOBI, Vorlesungen ûber Dynamik, p. 36. 
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Ce cas particulier se présentera, par exemple, lorsque 
les deux corps sont attirés par un centre fixe, et s'attirent 
mutuellement. 

228. REMARQUE. — On peut encore énoncer ce théo
rème d'une autre manière. En effet, le plan de l'orbite 
de l'un des corps, à chaque instant, est le plan E, passant 
par le centre fixe et par la tangente T, à la courbe 
décrite par ce corps. 

Le démonstration qui précède nous donne la propriété 
suivante : 

PROPRIÉTÉ. — L'intersection des plans mobiles des 
deux orbites de ces corps se meut dans le plan invaria-

229. Comme nous l'avons vu, si l'on considère un 
système de points matériels soumis à leurs actions 
mutuelles, les trois intégrales des aires existent. Mais, 
si, aux actions mutuelles, se joignent des attractions 
vers des centres fixes, ces théorèmes cessent d'avoir 
lieu, excepté quand les centres fixes sont en ligne droite. 
Dans ce cas, le théorème des aires a lieu pour un pian 
perpendiculaire à la droite qui contient ces centres fixes. 

En effet, si nous supposons que ces centres fixes 
soient sur l'axe des x, par exemple, la somme des 
moments des forces correspondantes par rapport à cet 
axe est nulle, et, par conséquent (II, n° 187), on a : 

Il en résulte que le théorème des aires a lieu pour un 
plan perpendiculaire à l'axe des x, c'est-à-dire à la droite 
qui contient les centres fixes. 

ble1. 

1. M A T H I E U . Dynamique analytique, p. 2 9 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D'ailleurs, comme dans -ce cas, il existe une fonction 
de force, puisqu'il n'y a que des actions mutuelles et des 
attractions vers des centres fixes, l'intégrale des forces 
vives existe (II, n° 201). Il s'ensuit que nous aurons 
alors deux intégrales du problème : l'intégrale des forces 
vives et une intégrale des aires. 

S'il y a plusieurs centres fixes, non en ligne droite, il 
n'y aura plus qu'une intégrale : celle des forces vives. 

Enfin, si l'on suppose que les centres ne sont pas fixes, 
mais qu'ils aient un mouvement propre indépendant des 
autres points du système, de sorte que ce mouvement 
soit une fonction donnée du temps, l'intégrale des forces 
vives cesse également d'avoir lieu (II, n° 201). 

2CIO. 11 peut cependant arriver que, dans certains 
cas, on puisse encore exprimer les forces qui agissent 
sur les points du système, par les dérivées partielles 
d'une fonction U; mais, cette fonction, outre les coor
données des différents points, renfermera encore expli
citement le temps. Dans ce cas, l'expression : 

r̂~Y dx dy dz\ vWdU dx dU dy d\J dz\ 

2JI ~dt+ ~d¿+ ~dt/ = 2-\~dx ^ + ly~dt+l)zlUl 
, , , . d\J 

ne sera plus égale a 

En effet, on a alors : 

dU _d\J V^/dU dx dXJ dy d\¿dz_\ 
lit ~~ T¿ ' *~ 2J\ ~dx; ~dt + dy dt + "dz ~dl I ' 

Ceci établi, reprenons l'équation différentielle des 
forces vives (II, n° ' : 

1. Cette équation n'exige que la condition que les équations des 
liaisons ne renferment pas explicitement le temps. 
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cette équation qui est integrable lorsque U ne renferme 
pas explicitement le temps, et que, par suite, le second 

membre est égal à ^ , ne le sera plus dans le cas actuel, 

. . , . dU dXJ puisque le second membre est égal a •— et nous 

aurons l'équation non integrable : 

^ f d2x dx d'y dy d*z dz\_a"[] dll 
2Jn[Wlü + JtгJt + W~dtJ=:~dt~Tt, 

laquelle remplacera l'équation différentielle des forces 
vives. 

231. Si nous supposons, en particulier, que la fonc
tion de force puisse être décomposée en une somme de 
deux fonctions U et V, telles que V renferme explicite
ment le temps, et que U ne le renferme pas, nous pour
rons remplacer : 

dll dll dV d\] dV 

et, par conséquent, il vient : 

d2xdx d2y dy d'z dz\ dU dV c9V 
d ^ d i " 1 " ~df dl + ~df~dt) = 'dt + dt~~~dt- ' ' 

Cette équation qui remplace l'équation différentielle 
des forces vives, ne fournit pas d'intégrale du problème, 

dV 
à cause du terme D'autre part, le principe des aires 
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n'a pas lieu non plus, puisque les centres ne sont pas 
fixes et en ligne droite. Donc, il n'y a aucun principe qui 
donne séparément une intégrale du problème. 

232. Cependant, Jacobi a remarqué 1 qu'il existe un 
cas où l'on peut trouver une intégrale combinée des 
forces vives et des aires. Cette intégrale remplacera le 
principe des forces vives et le principe des aires qui ne 
sont pas applicables séparément. Ce cas se présente 
lorsque les centres mobiles se meuvent sur des cercles 
avec une même vitesse angulaire autour d'un seul et 
même axe, de manière que l'on ait pour les coordonnées 
(a, b, c) d'un de ces centres : 

a = const., b = /3 cos nt, c = G sin nt, 

n ayant la même valeur pour tous les centres, et l'axe 
des x étant l'axe commun de la rotation. 

23:*. Cherchons ce que devient, dans ce cas, l'équa
tion différentielle du principe des aires. 

Supposons donc un système de points matériels, sou
mis à leurs actions mutuelles, ces points étant attirés 
vers des centres mobiles, assujettis aux conditions que 
nous venons d'indiquer. 

La fonction de force, qui renferme explicitement le 
temps, se composera de deux espèces de termes : la pre
mière espèce, provient des actions mutuelles des diffé
rents points, et comprend des termes de la forme 2 . 

mm' 

]/{x-xy + (y-y'y + (z-zY1 

si l'on remplace les coordonnées rectangulaires y, z, dans 

1. Vorlesungen über Dynamik, p. 40. — Report of the British association for the advancement of sciences, 1857, p. 15. 
2. En supposant l'attraction suivant la loi de Newton. 
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le plan des yz, par des coordonnées polaires, en posant : 

y = r cos », 
z = r sin V, 

ces termes sont de la forme : 

mm' 
— • • (5) 

V (x — x'Y + r2 + r ' 8 — 2rr' cos (w — ?;') v ' 
La seconde espèce de termes provient de l'attraction 

des centres mobiles, et comprend des termes de la forme : 

\/(x — a)* + (y — bf + (z — c) 2 ' 

et, en remplaçant les coordonnées rectangulaires par les 
coordonnées polaires, et posant : 

b = /5 cos nt, c = /3 sin nt, 

ces termes sont de la forme : 

m ̂  
\/(x — a)* + r M - /3* — 2r/3 cos (v — nt) ^ 

Nous désignerons la première espèce de termes par U, 
et la seconde espèce par V ; alors la fonction de force 
sera une somme U -f- V de deux fonctions U et V, telles 
que V renferme explicitement le temps, et U ne le ren
ferme pas. 

L'équation de Lagrange nous donne alors, en rempla
çant, dans le cas actuel, U par U 4- V : 

m fi 

- r -» / d2x „ , d*y „ , d*z . \ 
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Or, puisque V renferme explicitement le temps, tandis 
que U ne le renferme pas, on a : 

dY NH/dV , „ , dV \ 

J T - I A ^ + ^ + ^ ) ' 
et l'équation de Lagrange nous donne : 

l̂ àT* di? J d<? J dt w 

Cela posé, supposons que l'on fasse varier tous les 
angles v d'une même quantité «c, et, en même temps, t 
de la n e partie de cette même quantité, en posant, pour 
les variations virtuelles : 

Sv = nSt. 

Il résultera de ce choix que les fonctions U et V reste
ront invariables, et, par suite, on a : 

JU = 0, SV = 0. 

D'ailleurs, on a aussi : 

Sx ^- 0, Sy = — r sin vSv = — zSv = — nzSt, 

Sz=-= r cos vSv = t/J-u = wyJ£, 

et l'équation (7) devient : 

V / d'z d'y\ dV 

Telle est l'équation qui, dans le cas actuel, remplace 
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l'équation différentielle des aires. V est une somme de 
termes de la forme (6), o u n doit être le même pour tous 
les termes, les autres quantités pouvant avoir des valeurs 
différentes d'un terme à l'autre Cette équation (8) n'est 
pas integrable, pas plus que l'équation (4). 

Or, l'équation (4) nous donne : 

1 ^ d r/ifey! fdy^ ,dz_\2] riU dV_cTV 
2~2Jndll\dt' \~dt' \ dV \~ dt dt~ ôt' 

Si de cette dernière nous retranchons l'équation (8), 
il vient : 

Cette dernière intégrale exprime un principe résultant 
de la combinaison des principes des forces vives et des 
aires. Elle a lieu, comme nous venons de le voir, lorsque 
les centres mobiles d'attraction se meuvent autour d'un 
axe de rotation avec une vitesse angulaire constante. 

et, en intégrant, 

— n 

1 
2 
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Stabilité de l'équilibre d'un système. 
Théorème de Dirichlet. 

23-1. On sait que, si un système de points matériels 
est sollicité par des forces attractives ou répulsives, 
dont l'intensité varie en fonction delà distance, l'expres
sion 2(Xdx + Ydy + Zdz) est une différentielle exacte 
d'une fonction f(x, y, z, x\ y', z, . . .). 

Considérons le cas plus général d'un système soumis 
à des liaisons quelconques, indépendantes du temps, et 
telles que l'expression £(XeLc + Ydy + Zdz) soit la 
différentielle exacte d'une fonction f(x, y, z, x', . . .), en 
considérant x, y, z, x', . . ., comme des variables indé
pendantes, c'est-à-dire telles qu'il existe une fonction de 
force. 

Nous savons que, dans le cas d'équilibre, on a : 

Z(Xdx + Ydy + Zdz) = 0 , 

et, par conséquent, dans ce cas, la fonction f sera un 
maximum ou un minimum relativement à toutes les 
variables indépendantes. Or, si le système est en équi
libre, et si on le déplace infiniment peu, en l'abandon
nant ensuite à l'action des forces, il peut se présenter 
deux cas : 

1° Les déplacements de chacun des points par rapport 
à leurs positions d'équilibre restent toujours très petits. 

2° Les déplacements peuvent au bout d'un certain 
temps acquérir des valeurs finies. 

Dans le premier cas, Y équilibre est stable, et, dans le 
second cas, il est instable. Nous allons démontrer que 
l'équilibre est stable ou instable suivant que la fonction 
l\x, y, z, x', . . .) sera maximum ou minimum. 

Supposons donc un système en équilibre sous l'action 

21 
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des forces X, Y, Z, X' telles que l'expression : 

Z(Xdx + Ydy + Zdz), 

soit la différentielle totale d'une fonction f, en considé
rant les variables x, y, z, x , . . , comme indépendantes. 
En vertu du principe des travaux virtuels, dans la posi
tion d'équilibre, la différentielle de cette fonction /"est 
nulle pour tout déplacement compatible avec les liaisons. 
Supposons qu'alors la fonction /"soit maximum relative
ment à toutes les valeurs qu'elle prend dans ces divers 
déplacements. Soient a, b, c, a', b\ c', . . , les valeurs de 
x, y, z, x', y', z', . . , dans la position d'équilibre ; dépla
çons infiniment peu les différents points, et communi
quons leur des vitesses très petites. 

• Nous allons démontrer que le dérangement du système 
sera toujours très petit, et, par conséquent, l'équilibre 
sera stable. 

Posons : 

x = a 4 - h, y ^b + k, z= c + l; 

nous aurons, en désignant par v„,v\, . . . les vitesses 
très petites communiquées à ces points : 

\^mv*— \yyymv0

i
 = f(a + h, b + h, c + l, . . .) 

— /'(a + h„, b + k0, c + /„, . . .), 
h„, K, h, • • > étant les déplacements primitifs. 

Cela posé, appliquons la formule de Taylor. Puisque, 
par hypothèse, la fonction f(a, b,c, . . .) est maximum, 
les termes du premier degré en h, k, l, . . . disparaîtront 
dans le développement. Ceux du second degré, pris en 
signes contraires, peuvent être mis sous la forme d'une 
somme de carrés s", s'a, . . . . ; chacun des termes dos 
.quantités s, s', . . . renfermera au premier degré l'une 
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des quantités h, k, l, et ces quantités sont en 
nombre égal à celui des variables indépendantes. 

Nous aurons donc, en désignant par R l'ensemble des 
termes d'un degré supérieur au second : 

f\a + h, b + k, c 4 l, . . .) f(a, b,c, . . .) 
— (,S-S + s" + s"* + . . .) + R; 

de même, 

/(a 4 h., b 4- K, G 4 L • • •) = f{a, b,c, . . .) 
— (s/ + sf.\ . . .) + R„. 

Par suite, 

^jnvr—^jnv* = - (s2 4 - s" + . . . ) + (s 0

s + s1»' + . . . ) 

+ R — R„. 

Si nous représentons par c la quantité très petite : 

c - 2\£jnv.* + s.' 4- s'." + . . . — R», 

nous aurons : 

^jnv' = c — (s* 4 s? 4 . . .) 4 R. (A) 

Or, les quantités h, h, l, . . . ne sont pas toutes indé
pendantes. En effet, au moyen des équations de liaison 
on pourra en éliminer un certain nombre ; celles qui 
resteront entreront au premier degré dans les divers 
termes des quantités s, s', s", . . . dont le nombre est 
égal à celui des variables h, k, l, . . , qui sont indépen
dantes. Il en résulte que, si ces dernières sont très 
petites, il en sera de même de s, s', s'1, . . ., et récipro
quement. Il suflit donc de démontrer que s, s', s", . . , 
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restent toujours très petits, pour en conclure que les 
déplacements des points du système restent très petits, 
et que, par conséquent, l'équilibre est stable. 

Or, le premier membre de l'équation (A) étant positif, 
il en sera de même du second. Il est facile de conclure 
de là que chacune des quantités s* est toujours inférieure 
à c. 

En effet, en vertu de la valeur de c, il est évident que 
chacune des valeurs initiales s„a, s'*, . . , est moindre 
que c; ces quantités s"-, s'\ . . , varient ensuite d'une 
manière continue. Or, supposons que l'une d'entre elles, 
par exemple s' (que nous supposerons la plus grande de 
toutes), devienne égale à c; elle sera toujours très petite, 
et il en sera de même à fortiori des autres. Par consé
quent, h, h, l, . . . seront très petits, et la quantité R 
sera moindre que chacune des quantités s 2, s'\ . . . 
L'hypothèse s 2 = c nous conduirait donc à cette consé
quence que le second membre de (A) serait négatif. 

Donc, les quantités s, s1 s", . . , sont toujours plus 

petites que V c, et, par conséquent, très petites : il en 
sera de même des déplacements h, k, l, . . . al Y équilibre 
sera stable. 

On démontre de même que, si la fonction f est mini
mum, Y équilibre est instable. 

235. Le théorème de Dirichlet nous permet de 
trouver la signification de la fonction 17, c'est-à-dire de 
l'énergie potentielle d'un système (II, n° 206). 

En effet, nous avons posé (II, n° 203) : 

Il = Smm'f (r), 

et l'on a : 

2t§F, = n 0 — n. 
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D'ailleurs, on a : 

fill = E m m 1 fitp (r) = Y.mm!f(r)dr = — dF, 

F désignant la fonction des forces intérieures ; c'est-à-
dire que la différentielle de la fonction n prise en signe 
contraire est égale à la somme des travaux élémentaires 
des forces intérieures. 

La fonction des forces intérieures est donc égale à—n. 
Les fonctions F et n contiennent évidemment une 

constante arbitraire. Or, parmi toutes les positions que 
peuvent prendre les points du système, il en existe 
nécessairement une pour laquelle la fonction n ou — F 
sera un minimum; c'est-à-dire pour laquelle la fonction 
F ou — n sera un maximum. C'est donc une position 
d'équilibre stable, s'il n'y a pas de forces extérieures. 
Nous pouvons disposer de la constante arbitraire de 
manière que la fonction de force F soit nulle quand les 
points du système occupent leurs positions d'équilibre 
stable, c'est-à-dire de manière que le maximum de F soit 
nul. Cette fonction sera donc négative pour toute autre 
position du système; par conséquent, la fonction IT qui 
est égale et de signe contraire à la fonction de force F 
sera positive. 

Cela posé, supposons que le système parte de la posi
tion d'équilibre stable correspondant au maximum de la 
fonction de force, pour arriver à sa position actuelle,- le 
travail des forces intérieures pendant cette transforma
tion sera : 

F(œ, y, z,x\ . . .) — 0 = — n (x, y, z, ai, . . ) . 

Cette quantité qui est négative représente le travail 
qu'il faut développer pour tirer le corps de sa position 
d'équilibre stable et l'amener à sa position actuelle. 

Réciproquement, si on laisse le corps revenir de sa 
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position actuelle à la position d'équilibre stable, les 
forces intérieures produiront un travail positif égal et 
contraire : 

0 — F (a?, y,z,x\ . . . ) = L L 

La fonction n ou Yènergie potentielle représente donc 
le travail positif que développeraient les forces inté
rieures, si le système quittait sa position actuelle pour 
revenir à sa position d'équilibre stable pour laquelle 
cette fonction est minimum. 

La fonction n est donc le maximum de travail que 
peuvent produire les forces intérieures (actions molécu
laires). 

Notions sur la théorie de l'élasticité. 

D É F I N I T I O N S . 

236. Un corps solide peut être considéré comme un 
assemblage de molécules ou de points matériels infini
ment rapprochés les uns des autres. 

Dans l'étude que nous avons faite de l'équilibre et du 
mouvement des corps solides, nous avons considéré ces 
corps comme étant d'une rigidité parfaite. Nous avons 
supposé que les distances entre les points d'application 
des forces restent invariables, quelles que soient les 
intensités de ces forces. Mais, cette rigidité parfaite 
n'existe pas dans la nature. 

Lorsque le corps est à l'état de repos relatif, les points 
matériels qui le composent sont sollicités par des forces 
nulles, ou par des forces qui se font équilibre. 
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Quand on exerce un effort, ou une action extérieure 
sur la surface du corps, celle-ci entre en mouvement, 
et l'ébranlement se communique aux molécules inté-. 
Heures du corps qui se déforme, et prend, au bout d'un 
certain temps, un nouvel état d'équilibre. L'action 
exercée à la surface se propage dans l'intérieur du 
corps. 

Lorsque l'effort extérieur cesse, les actions intérieures 
cessent, et le corps revient à l'état primitif, si l'effort, 
n'a pas dépassé une certaine limite. 

Cette tendance des corps de reprendre leur forme pri
mitive, lorsque la cause qui a produit la déformation 
vient à cesser est ce que l'on appelle l'élasticité. 

237. On dit qu'un corps est homogène, lorsqu'il est 
formé de molécules semblables, qui ont toutes les mêmes 
propriétés physiques et la même composition chimique. 
On suppose de plus qu'elles occupent des espaces égaux. 
' D'après cela, un corps homogène jouit de cette pro

priété qu'une droite de longueur appréciable L, ei&'une. 
direction déterminée, traverse le même nombre n de 
molécules, en quelqu'endroit qu'elle soit placée. Le rap
port ^ peut d'ailleurs varier avec la direction de la 

droite. Si le rapport ^ est indépendant de la direction 

de L, le corps est homogène et d'élasticité constante. 
On dit alors que le corps est isotrope. 

238. Les déformations du corps sont accompagnées 
du développement de forces attractives ou répulsives 
entre les différents points du corps. Dans la théorie de 
^élasticité, on se propose de rechercher les lois suivant 
lesquelles ces forces varient. 

Si, par suite de l'action extérieure qui vient à, agir sur 
le corps, deux points quelconques, mais infiniment voi-' 
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sins, se rapprochent ou ^éloignent l'un de l'autre, il en 
résulte entre ces deux molécules une action ou force, 
répulsive dans le premier cas , et attractive dans le 
second. Cette force est une fonction de la distance pri
mitive Ç des deux molécules, et de l'écartement AÇ, 
c'est-à-dire de la quantité dont elles se sont rapprochées 
ou éloignées. Évidemment, cette fonction sera nulle 
pour un même corps, quel que soit Ç, si AÇ est nul; en 
outre, elle diminue, quel que soit AÇ, si Ç acquiert une 
valeur sensible, puisque, si la distance % a une valeur 
appréciable, l'adhésion cesse. 

Les mêmes forces extérieures produiront un change
ment de forme du corps d'autant plus sensible que la 
fonction varie plus rapidement avec l'écartement. Dans 
la théorie de l'élasticité, on étudie le cas où les change
ments de forme résultant des actions extérieures sont 
très petits, soit que ces actions soient de faible intensité, 
ou que les corps aient une grande rigidité. Alors, la fonc
tion se réduit au produit de AÇ par une fonction F(Ç), 
qui est insensible du moment où K est appréciable. 

Cela posé, soient M et M' les positions primitives de 

puisque um! est très petit par rapport à MM' ou Ç. 

M m 
Fig. 47. 

deux points matériels 
(fig. 47), m et m' leurs 
nouvelles positions après 
une faible déformation, 

'et MM' = X- Menons par 
le point m une droite 
égale et parallèle à MM' ; 
l 'écartement AÇ, c'est à-
dire la différence entre 
mm' et rnp. peut être 
exprimé par la projection 
de pin' sur <UTO O U MM', 
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L'écarternent aura le signe 4 - si les molécules se 
sont éloignées, et le signe — si elles se sont rappro
chées. 

Remarquons que AÇ est un infiniment petit par rap
port à Ç; si donc K est un infiniment petit du premier 
ordre, A£ sera un infiniment petit du second ordre. 

239. Considérons donc un système matériel composé 
de points infiniment rapprochés, et supposons ce sys
tème soumis à des forces intérieures. Imaginons dans ce 
système au point M (fig. 48), un élément plan dont l'aire 

FiK. 48, 

soit égale à w, et une sphère ayant pour centre le point M, 
et pour rayon la plus grande distance au delà de 
laquelle F(Ç) est insensible. Cette distance limite s'ap
pelle le rayon d'activité de l'action moléculaire; la 
sphère a reçu le nom de sphère d'activité. Le plan LN 
de l'élément w divise la sphère en deux hémisphères SA 
et SB; les molécules contenues dans l'hémisphère SA 
exercent des actions sur l'hémisphère SB, et réciproque
ment. Considérons dans l'hémisphère SB un cylindre 
droit ayant pour base w. Les molécules contenues dans 
SA exercent des actions sur les molécules du cylindre. 
Ces actions supposées transportées parallèlement à elles-
mêmes en un point 0 de l'élément u (par exemple, son 
centre de gravité), se ramènent à une résultante R que 
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l'on appelle la force élastique exercée par SA sur l'élé
ment plan w : cette force R est, en général, oblique à 
l'élément u. Si, étant normale à w, elle est dirigée vers A, 
elle représente une traction; si, étant normale, elle est 
dirigée vers B, elle représente une pression; enfin, si 
elle çst comprise dans le plan de l'élément, on l'appelle 
force élastique tangentielle. 

De même, si le cylindre est situé dans SA, les actions 
exercées sur les molécules de ce cylindre par les molé
cules de SB se ramènent à une résultante R', qui est la 
force élastique exercée par SB sur l'élément plan w . 

Si le corps est. en équilibre d'élasticité, ces deux 
forces R et R' doivent être égales et de sens contraires. 
Elles seront l'une et l 'autre ou des tractions, ou des 
pressions, ou des forces tangentielles. 

'2 IO. On peut définir la force élastique d'une autre 
manière : il est évident que, si l'on imagine les deux 
parties A et R dans lesquelles le système est divisé pal
le plan LN de l'élément ^, et si l'on supprime la partie A, 
l'équilibre de B sera troublé. Mais, il est évident aussi 
que cet équilibre ne serait pas détruit, si l'on appliquait 
à chaque élément w une force d'intensité et de direc
tion convenables. Cette force sera la force élastique 
exercée par A sur B, rapportée à l'élément u. 

On voit que cette nouvelle définition est analogue à 
celles que nous avons données de la tension d'un fil en 
équilibre (I, n° 342), de la réaction d'une surface, etc. 
(I, n°225). 

241 Si l'on divise R par w, le quotient tend vers 
une certaine limite, lorsque w tend vers zéro : cette 
limite p est la force élastique par unité de surface, ou 
la force élastique spécifique au point M où se trouve 
l'élément, et l'on aura R. = pw. 

La force élastique élémentaire estdonc égale à laforce 
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élastique par unité de surface multipliée par la surface 
de l'élément. 

La force élastique p qui sollicite un élément plan 
étant, en général, oblique par rapport à cet élément 
(n° 239), on peut la décomposer en deux autres forces, 
l'une p, dirigée suivant la normale ON au plan de l'élé
ment, l'autre p. située dans ce plan. La première est la 
force élastique normale, qui s'appelle traction, si elle 
tend à produire l'extension du solide, pression dans le 
cas contraire. On lui donne le signe 4- ou le signe —, 
suivant qu'il s'agit d'une traction ou d'une pression. La 
seconde composante est la force élastique tangentielle 
ou de glissement. 

Si les molécules de A et de R sont groupées symétri
quement autour de la normale ON, on dit que le sys
tème matériel est isotrope par rapport à cette droite; 
dans ce cas, p, = 0 , et la force élastique est normale au 
plan de l'élément w. Si, quelle que soit l'orientation de 
ON, on a la même symétrie, le corps est isotrope autour 
du point 0 ; la force élastique est constante, quelle que 
soit l'orientation de l'élément w, et elle est normale à 
cet élément. 

242. La force élastique p varie d'un point à un 
autre, en grandeur et en direction; au point M, elle 
varie avec l'orientation de l'élément u, c'est-à-dire avec 
les angles que fait avec les axes la normale à l'élé
ment w '. Elle est donc une fonction do x, y, z, et des 
deux angles qui déterminent la normale. Les deux 
angles qui déterminent la direction d'une droite avec 
les axes sont ceux qui déterminent la parallèle à cette 
droite menée par l'origine, savoir : l'angle -b que fait 

1. Ces angles se réduisent, comme on sait, à deux, en vertu de 
la relation entre Les cosinus directeurs. 
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avec le plan des zx, le plan mené par cette parallèle et 
l'axe des z : il varie de 0 à 2x; et l'angle <p que fait la 
parallèle avec sa projection sur le plan des xy : il varie 

2 2 ' 
243. S'il y a mouvement intérieur, la force élastique 

varie pour un même point et pour une même direction 
de d ) , avec le temps t. Dans ce cas, la force élastique 
est donc une fonction des cinq variables précédentes et 
de t. 

244. Nous allons démontrer que les composantes de 
la force élastique, lesquelles sont des fonctions des six 
variables que nous venons d'indiquer (x, y, z, t et les 
deux angles), dépendent de six nouvelles fonctions de 
quatre variables x, y, z, t, et ces fonctions sont liées 
entre elles par trois équations aux dérivées partielles 
linéaires du premier ordre. Pour obtenir ces relations, 
nous aurons à écrire qu'une portion du système, est en 
équilibre sous l'action des forces élastiques exercées sur 
sa surface et des forces qui sollicitent sa masse. 

Équations de l'équilibre intérieur 
d'un corps solide. 

245. Rappoi^tons le système à trois axes rectangu
laires fixes dans l'espace, et imaginons le corps décom
posé en parallélipipèdes élémentaires par trois séries 
de plans parallèles aux plans coordonnés. 

Considérons un de ces parallélipipèdes au point M, et 
soient x, y, z, les coordonnées du sommet M le plus voi
sin de l'origine, dx, dy, dz, les arêtes du parallélipipède, 
p la densité au point M, et X, Y, Z les composantes de 
la force accélératrice en ce point. 
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Si le corps est en équilibre d'élasticité, les forces X, 
Y, Z se réduisent à la pesanteur, ou, en général, à des 
actions émanant de points extérieurs. 

Si le système est en mouvement, soit qu'il se déforme 
ou qu'il vibre, nous devrons comprendre dans X, Y, Z, 
en vertu du principe de d'Alembert, les composantes de 

d'x d^v d*z 
la force d ' i n e r t i e - ^ - , 

Désignons encore par : 

a = dydz, b = dzdx, c = dxdy, 

les faces du parallélipipède respectivement perpendicu
laires aux axes Ox, Oy, Oz, et adjacentes au point M. 
L'élément est en équilibre sous l'action des forces élas
tiques exercées sur les six faces du parallélipipède, et 
des forces motrices qui le sollicitent. Nous aurons à 
écrire les six équations d'équilibre entre ces forces, 
c'est-à-dire que les sommes des projections de ces forces 
sur les axes sont nulles, et que les sommes de leurs 
moments par rapport à ces axes sont aussi nulles. 

Nous désignerons par px la force élastique rapportée 
à l'unité de surface, exercée sur un élément plan per
pendiculaire à l'axe des x; de môme, py et pz seront les 
forces élastiques par unité de surface, exercées sur les 
éléments plans respectivement perpendiculaires à Oy et 
Oz. Nous emploierons, pour désigner les composantes 
parallèles aux axes, la même notation suivie de la lettre 
qui désigne l'axe sur lequel on projette. Ainsi, px,x sera 
la projection de p„ sur l'axe des x; de même, px,y et px„ 
seront les composantes de px suivant les axes Oy et 
Oz, etc. Ces neuf quantités px,x, px,y, px,*, • • , sont 
des fonctions des quatre variables x, y, z, t seulement. 

Cela posé, les composantes suivant l'axe des œ des 
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forces élastiques exercées sur la face a et sur son oppo
sée, sont respectivement : 

apXiX, et — a (px,u + dx 

dont la résultante parallèle à Ox est 

— a x di, ou bien — ^Fflldxdydz; 

de même, les composantes suivant l'axe des x des forces 
élastiques pour les faces b et c et leurs opposées nous 
donnent les deux forces : 

— dpy d x , . ^ — dp,, x ^ ^ 
dy J dz J 

enfin, la composante suivant Oz de la force motrice 
appliquée au point M est : 

P X dx dy dz. 

Nous aurons donc l'équation : 

dx dy dz 

de même, 

dx dy dz 
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24(1. Cherchons maintenant les équations des 
moments : à cet effet, menons par le centre de gravité 
du parallélipipède trois axes parallèles aux axes coor
donnés, et prenons la somme des moments des forces 
par rapport à chacun de ces trois axes. Remarquons 
d'abord que la force motrice étant appliquée au centre 
de gravité, les moments des forces X, Y, Z par rapport 
à chacun de ces axes sont nuls. 

Considérons d'abord l'axe parallèle à l'axe des x : les 
forces élastiques exercées sur les deux faces opposées a 
ont leurs résultantes appliquées aux milieux de ces 
faces; donc, leurs moments par rapport à l'axe qui 
passe par les milieux de ces faces, sont nuls (I, n° 233). 
Nous n'avons donc à considérer que les forces élasti
ques exercées sur les deux faces b et c et leurs oppo
sées. 

Or, la force élastique bpy exercée sur la face b a pour 
composantes bpy,x, bpy,y, bpyt, : le moment par rapport 
à l'axe de la force bpy,x, parallèle à cet axe, est nul 
(I, n" 233); le moment de bpy,y qui passe par le centre 
de gravité de l'élément est aussi nul ; enfin, le moment 

du 

de bpy,2 par rapport à l'axe est bpy,s ~~ (I,n° 233); de 
même, si nous prenons les moments des trois forces 
correspondantes relatives à la face opposée à b, nous 
trouvons que ces moments sont nuls, excepté celui de 

la force b ipy, z 4 — - 1 dy ), qui a pour valeur : 

Enfin, les composantes de la force élastique cpz exer
cée sur la face c sont : cpiix, cps, y, cp.,2 : le moment de 
CP* ! x fui est parallèle à l'axe est nul ; le moment de cps,, 

dp. 
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qui passe par le centre de gravité de l'élément est aussi 

nul; enfin, le moment de cpz, y par rapport à l'axe paral

lèle à Ox est — cps, v ^ ; de même, si nous prenons les 

moments des trois forces correspondantes relatives à la 
face opposée à c, nous trouvons que ces moments sont 

nuls, excepté celui de la force c [pz,y + ^—àz I, qui 

Nous aurons donc, en écrivant que la somme des 
moments par rapport à l'axe est nulle, 

d'où, en remplaçant S et c par leurs valeurs, divisant 

par ^ dxdy dz, et ne conservant que les quantités finies : 

dp: 

a pour valeur : 

»ft.4+»(»»+£§r*)f-

de même, 
(2) 

247. Ces équations (2) réduisent à six fonctions dis
tinctes, les neuf fonctions p X i x > Si nous posons, 
suivant la notation de Lamé : 
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PxiX N | , PI/IV -̂2» P*t 

P,j , z =
 Pz ] y = = T] ) Pz , x

 = Pj: , z T 3 , Pj. , y Py , 

les équations (1) deviennent les suivantes : 

px, 

PY, (3) 

pZ, 

lesquelles peuvent être considérées comme le résultat de 
l'élimination de trois des neuf composantes entre les six 
équations d'équilibre (1) et (2). Ces équations (3) expri
ment donc l'équilibre du parallélipipède élémentaire. 

Il résulte de ce qui précède que les six fonctions N,, 
T, de quatre variables qui entrent dans les équations (3 ) 
donnent les composantes, rapportées à l'unité de sur
face, de la force élastique exercée sur un élément plan & 
perpendiculaire à l'un quelconque des axes. En les écri
vant de la manière suivante : 

la première ligne horizontale ou verticale donne les 
composantes lorsque l'élément est perpendiculaire à 
l'axe des œ, la deuxième lorsqu'il est perpendiculaire à 
l'axe des y, la troisième lorsqu'il est perpendiculaire à 
l'axe des z. 

218. REMARQUE. — Si les composantes tangentielles 
sont nulles, et si la pression est la même dans toutes les 
directions autour du point considéré, les équations (1) 

N, T5 T2 

T, N 2 T, 
T, T, Ns. 
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nous donnent, en supprimant les indices qui sont alors 
inutiles : 

dP n T dp o V àp _ ^ p X , _ = PY, — pZ. 

Ce sont les équations d'équilibre d'une molécule fluide 
(n° 8 ) . 

249. Les équations (3) qui expriment l'équilibre du 
parallélipipède élémentaire, sont applicables à une por
tion quelconque d'un corps qui serait décomposable en 
prismes rectangles, ou dont la surface ne comprendrait 
que des facettes parallèles aux plans coordonnés. Mais, 
en général, la décomposition du corps en éléments 
parallélipipédiques laissera dans le voisinage de la sur
face des résidus qui seront des tétraèdres rectangulaires 
élémentaires dont l'équilibre, non établi par les équa
tions (3), exige de nouvelles équations. 

25<). Imaginons donc un tétraèdre élémentaire ayant 
son sommet au point M, et dont les arêtes dx, dy, dz 
sont parallèles aux axes ; soient w' la face inclinée, a, S, 
y les angles que fait avec les axes Ox, Oy, Oz la nor
male à cette face, et a, b, c les trois faces du tétraèdre, 
respectivement perpendiculaires à Ox, Oy, Oz. Nous 
aurons : 

a = W1 cos a, b = u ' cos G, c = u 1 cos y. 

Soient encore p'x, p'y, p'z les composantes de la force 
élastique p' relative à la face w'. Le tétraèdre étant en 
équilibre sous l'action des forces élastiques exercées sur 
les quatre faces et des forces motrices qui sollicitent sa 
masse, il s'ensuit que les sommes des composantes de 
ces forces suivant les axes sont nulles. 

Or, les forces élastiques exercées sur les faces, apx, 
bpy, cPz et p'u' sont du second ordre, tandis que la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 339 — 

résultante des forces motrices qui sollicitent la masse 
est de l'ordre du volume du tétraèdre, c'est-à-dire du 
troisième ordre. Cette dernière force disparaîtra donc 
par rapport aux autres, et nous aurons l'équation : 

apXi x + bp„, x + cpZi x — a'p'x = 0 , 

ou bien, en remplaçant a, b, c, et divisant par u' : 

p'* = P*.x cos et + pr,x cos P + pz,xcosy; \ 
de même, f 

p\r =pXiT cos ce + pXiX cos p + pz,r cos y, >(4) 

P'z = Px, z cos a 4- pyi z cos /3 -(- pz, z cos y. ) 

Ces équations (4) peuvent être mises sous la forme 
suivante : 

p'x = N, cos a + T3 cos /3 -f- T3 cos y, j 
p ' r = T, cos a + N 2 cos /3 + T, cos y, i (4''") 

p'z = Ta cos ce + T, cos /3 4 - N 3 cos y. ) 

Il résulte de ces équations que les composantes p ' x , 
p'y, p'z de la force élastique ne dépendent que des six 
fonctions N,-, T,- des quatre variables os, y , z, t, lesquelles 
doivent vérifier les trois équations (3) qui sont des équa
tions aux dérivées partielles linéaires et du premier 
ordre. 

-, 251. REMARQUE. — Si l'on observe que l'on a : 

cos a = cos f cos -dj, cos /3 = cos <p sin -di, cosy = sintp, 

les équations (4 bis) deviennent : 

p'x = N, cos cp cos •!> 4- -T3 cos <p sin d* 4- T2 sin », 

p'x = T, cos tp cos -di 4- N 2 cos t? sin \L + T, sin y, ; 

p'z = T 3 cos ç cos -di 4- Tt cos f sin + N 3 sin <p.ï 
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. 252. PROPRIÉTÉ. — La première des formules (4) 
nous apprend que la composante suivant Ox de la force 
élastique exercée sur w' est égale à la force élastique 
exercée sur la face a, estimée suivant la normale à w'. 

En effet, le second membre n'est autre que la somme 
des projections de px sur les axes projetées sur la nor
male à w'. 

D'ailleurs, l'axe des x étant quelconque, on en conclut 
le théorème suivant : 

TIIÉORÈMK. — Si p' et p" sont les forces élastiques 
relatives à deux éléments w' et w" passant par un même 
point, et ayant pour normales N' et N", la projection de 
p' sur N" est égale à la projection dep" sur N'. 

On a donc : 

p' cos (p1, N") = p" cos (p", N'). 

Cette propriété s'appelle Yégalité des composantes 
normales réciproques. 

253. Proposons-nous maintenant de trouver la com
posante de la force élastique suivant une direction quel
conque. Soient MN la normale à un plan passant parle 
point M, a, S, y les angles qu'elle fait avec les axes, et 
MS (a', 0, y) une direction quelconque. Soient p„ la force 
élastique relative à l'élément plan perpendiculaire àMN, 
et pni, la projection de cette force sur la direction WS. 

Nous appliquerons le théorème des projections, et 
nous aurons : 

Pn.s c o s < * ' + p n , 7 c o s G' + p„:Zcosy'. 

Or, Pn, x,pn,r et p„, z qui sont les projections de pn sur 
les axes, ne sont autres que pj,py',p'z (n° 250), et, 
par suite, on a : 
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Pn, x = Px,x COS ctArVy.x COS /3 -I" Pz, x COS y, 
Pn,R = Px,y COS A. +P,,rC0S/3 + p2,j.C0Sy,, 

Pn,z = Px, , COS « + pr> z COS /3 + Pz, z COS y. 
Par conséquent, en substituant, il vient : 

Pn, ,=Px,x COS a, COS a' + pr_}. COS /3 COS [J + <p^ z COS Y COS y 
+ P/. z (COS |S COS y' + COS y COS /3') + pz, x (COS y COS a! 

+ cos « cos y') + px,r (cos a COS /3' + COS /3 COS «'). (5 ) 

REMARQUE. — Comme cette expression ne change pas 
quanti on y change X, /3, Y en A', /3', Y' et réciproquement, 
on en conclut que l'on a la formule : 

dont les équations (2) ne sont que des cas particuliers. 
254. Cherchons maintenant la composante de la 

force élastique suivant la normale MN au plan sur 
lequel elle s'exerce. Il suffira, pour cela, de faire coïnci
der MS avec MN; par conséquent de faire : 

A! = A, 0 = /3, Y' = Y; 

nous aurons donc pour la composante de la force élas
tique suivant la normale : 

Pn,n = Px,x COS2a + pr,y COS2/3 + Pz,z cos 2?- (5 ' ) 

+ 2px,j COS a COS /3 + 2p/,z COS/3 cosy -f- 2pz,x cosy COS a:. 

Cette composante sera une pression ou une traction, 
suivant qu'elle sera positive ou négative. 

255. Si maintenant nous portons sur la normale, à 
partir du point M, une longueur MN = p, telle que l'on ait : 

P 5 = J " ' 
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et si, prenant le point M pour origine de trois axes rec
tangulaires, nous désignons par §, >j, ? les coordonnées 
du point N, nous aurons : 

g _ n _ K _ 1 

COS et COS/3 C O S y |/-f- p B ' 

où l'on prendra le signe + ou le signe •—, suivant que 
pn< „ sera positif ou négatif. 

L'équation (5') nous donne alors : 

ou bien : 

N,à + Njï)2 + N5Ç
24- 2T,»,? + + 2T3ê>, = + 1. 

Le lieu du point N est donc une surface du second 
degré à centre. 

Ellipsoïde d'élasticité. 

256. Si nous imaginons par le point M, trois axes 
rectangulaires parallèles aux axes Ox, Oy, Oz, et par ce 
point M une droite MK = p ' , qui représente en grandeur 
et en direction, la force élastique p' exercée sur un élé
ment plan w, dont la normale fait les angles a, /3, y avec 
les axes, les coordonnées rectangulaires de ce point K 
sont évidemment p ' x , p ' y , p \ : ce sont les projections de 
p' sur les axes. D'autre part, imaginons aussi trois axes 
obliques Mf, Mt/', Mz] respectivement parallèles à p x , 
Pyi Pz, c'est-à-dire aux forces élastiques qui s'exercent 
sur les éléments plans perpendiculaires aux axes Ox, 
Oy. Oz, et soient œ\ y ' , z' les coordonnées du point K, 
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par suite, 

de même, 

, Px, x , Py> x , , Pz. X \ 
Px Px Pz 

p,, =at£ïZ + y>^ +z< ,Pz 
Px Vr . Pz 

(7) 

p ' ^ x ' ^ + y i ^ + z ' ^ . , 

Px Vr Pz 1 
En comparant ces formules avec les formules (4), 

on a : 

x' y z< 

COS a, = — , COS /3 = — , COS V = —, 
P* p, P, 

et, en substituant dans la relation : 

COS 2 a 4 - COS 2 /3 -4- COS 2 y = 1, 

on trouve pour l'équation du lieu du point K : 

1. p' est la résultante d'un contour polygonal dont les côtés sont 
x', y\ z\ et la projection de p' sur une direction est égale à la 
somme des projections des côtés de ce contour sur cette direction. 

par rapport aux axes obliques. Nous aurons, en vertu 
du théorème des projections \ 

p'x = x' cos (x', x) + y' cos (y, x) + z' cos (z\ x). 

Or, on a : 

ces (œ\ x) = , cos (y1, x) = ^liSL^ c o s œ^ = E i i^ ; (6) 

Vz 
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C'est un ellipsoïde rapporté à trois diamètres conju
gués ; px, py, pz sont les demi diamètres conjugués. On 
a donc le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Le lieu géométrique des extrémités des 
droites qui représentent en grandeur et en direction les 
forces élastiques s'exerçant sur tous les éléments plans 
menés par un même point du milieu est un ellipsoïde. 
Les forces élastiques p x , p y , p2 qui correspondent à trois 
éléments plans rectangulaires forment un système de 
trois diamètres conjugués de cette surface, que l'on 
appelle ellipsoïde d'élasticité.' 

257. PROPRIÉTÉ:. — La force élastique exercée sur 
un élément plan au point M, coïncidant avec l'un ou 
l'autre des trois plans principaux de l'ellipsoïde, est 
normale à cet élément. 

En effet, on a d'abord respectivement pour ces trois 
éléments : 

Supposons que les axes Ox, Oy, Oz soient tels que les 
axes Ma?', My', Mz', coïncident avec les axes principaux 
de l'ellipsoïde, et désignons par P , P ' , P " les valeurs de 
Px, Py, Pz dans ce cas. Les formules (9) nous donnent 
alors : 

(10) 
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D'ailleurs, puisque les axes x\ y1, z' sont actuellement 
rectangulaires, on a : 

co^(x',x) 4 - Go^(y\x) + co^(z',x) = 1, 

coss(a?',2/) + cos*(y',y) + cos*(z',y) = 1, 

c o s 2 ^ ' , ^ + cos*(y',z) + cos a(z',z) = 1; 

par conséquent, les formules (6) nous donnent : 

En éliminant p x , x, p V : v et p 2 i z entre les équations (10) 
et (11), il vient : 

Dans ces formules P, P \ P"sontles axes de l'ellipsoïde: 
nous supposerons P > P' > P", et alors la première des 
formules (12) nous donne : 

(11) 

(12) 

Px, y=0,P*,* = °. 

et des deux autres on conclut : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Les équations ( 1 1 ) nous donnent alors ': 

Dx, x P) Py, y P , Pz, x P ) 

et les équations (7) se réduisent aux suivantes : 

p'x ^= ai, p'y = y1, p'z = z>, 

et les équations (6) nous donnent : 

cos(x',x) = 1, cos(y',x) = 0, cos(,z', x) = 0, 

cos(x',y) = 0, cos(y',y) = 1, ' cos(z',y) = 0, 

cos(«',2) = 0, COS(Î/',Z) = 0, cos(z',z) = 1. 

Par conséquent, les axes x', y', z' doivent coïncider 
avec les axes x, y, z, c'est-à-dire que les axes x, y, z 
coïncideront avec les axes de l'ellipsoïde. 

Ainsi donc, si l'on choisit les axes x, y, z de manière 
que les axes x', y', z' coïncident avec les axes de l'ellip
soïde, on voit que les axes x, y, z et d, y', z' doivent 
coïncider. Mais x', y', z' sont les axes qui représentent 
les forces élastiques exercées sur les éléments plans per
pendiculaires à Ox, Oy, Oz, et lorsque Ox, Oy, Oz coïn
cident avec les axes x', y', z', il en résulte que x', y', z', 
sont les axes qui représentent les forces élastiques exer
cées sur les éléments plans perpendiculaires à ces axes 
x, y', z' eux-mêmes. 

Par conséquent, les axes de l'ellipsoïde coïncideront 
avec les normales aux éléments plans, sur lesquels 
s'exercent les forces élastiques représentées par ces axes 
eux-mêmes. 

Donc, en chaque point du milieu il existe trois élé
ments plans rectangulaires entre eux, qui sont sollicités 
par des forces élastiques normales. Ces plans sont les 
plans principaux de ^ellipsoïde d'élasticité, et les trois 
forces élastiques normales à «es plans, que nous appel-
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lerons forces élastiques principales, sont représentées 
en grandeur et en direction par les axes de cet ellip
soïde. 

2 5 8 . Proposons-nous maintenant de déterminer les 
axes principaux de l'ellipsoïde en chaque point du 
milieu, c'est-à-dire de déterminer les grandeurs des 
forces élastiques principales et les positions des éléments 
plans sur lesquels elles s'exercent. 

Soient donc P la grandeur d'une force élastique nor
male s'exerçant en M, et «, /3, y les angles que sa direc
tion fait avec les axes Ox, Oy, Oz. Nous aurons : 

p'„ = P cosa, p r„ = Pcos/3, ^ = P c o s y ; 

les formules (4) nous donnent, en remplaçant p'x, p'y, 
p\ par leurs valeurs : 

' (jp*,x — P )cos« + pr, x cos p + pz xcosy = 0, 

px,x cos« + (p,,? — P)cos/3 + p J S y cosy = 0, (13) 

pz,xcos« + p z , r cos/3 + (pz,z — P)cosy = 0; 

d'où l'on tire, en éliminant cos«, cos /3, cos y, l'équation 
du troisième degré : 

Px,x P Py,x Pz,x 
Pj, x Pjr, j- P Pz, jr 
Pz,x ' Pz,r Pz,z— P 

(14) 

dont les racines sont P, P', P". Ce sont les valeurs des 
forces élastiques principales. 

Ces racines obtenues, on substituera successivement 
leurs valeurs dans les équations (13), auxquelles on join
dra la relation : 

cos 9 a. -f- cos 3 /3 + cos 2 y = 1, 
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et l'on obtiendra pour chaque valeur de P, les angles 
«, S, y correspondants. Nous aurons ainsi les directions 
des trois axes principaux de l'ellipsoïde. 

2 5 9 . Observons que l'équation (14) peut être écrite 
sous la forme suivante : 

N, - P T, T 3 

T 3 N 2 — P T, 

T a T, N 3 - P 

= 0. 

On en lire 

(N, - P) (Nj — P) (N3 — P) + 2T, T,T, - (N, — P)T,« 

- (N, - P) V - (N, - P ) T 3

2 = 0, 

ou bien : 

P ' - ( N 1 + N 2 4 - N 3 ) P J + ( N 2 N 3 + N ; N , + N 1 N 2 - T ]

i - T î

s - T / ) P 

—(N,N 2N 3 + 2T,T 2T 3 — N,T, 3 —N 2 T 2

S — N 3T/) = 0. 

Cette équation détermine non seulement les gran
deurs, mais aussi les signes des trois forces élastiques 
principales : le signe 4- correspondra à une traction, le 
s igne— à une pression (n° 2 4 1 ) . 

En désignant par P , P', P" les trois racines de cette 
équation, nous aurons les relations : 

P + p ' + P " = N l + N a + N 3 , 

PP ' + PP'< + P'P"=N,N3 + N3N, + N , N 3 — T , } — V — T , ' , 

PP'P" = N,N 8N 3 + 21 ,1 ,1 ,—N,1/—N 2 1V — N 3T 3

8. 

2(iO. REMARQUE. — Évidemment les axes de l'ellip
soïde d'élasticité seraient les mêmes, si, au lieu des axes 
x, y, z, l'on avait pris trois autres axes rectangulaires 
œ\ y', z de même origine. 
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Par conséquent, si nous désignons par N',-, T', les 
valeurs des N,, T , , relatives à ces nouveaux axes, nous 
aurons les relations suivantes : 

.Y, ; X [ .W NYi-Ni KN',, 
N '2N + N'jN', + N'.N', —TV—TV—TV 
= N 2N 3 + N3N, + N]N2—T,a — T/—T/, 

N',N'2N'3 + 2T',T'2T'3 — N'.T',2
 — N',TV—N'.TV 

= NiNjN3 + 2TiTaT3—NiT,s - N2T/—N3T3

2. 

Nous verrons plus loin que l'on retrouve ces mêmes 
relations par une autre méthode. 

2 6 1 . PROBLÈME. — Trouver l'équation du plan cor
respondant à une des racines P de l'équation du troi
sième degré, c'est-à-dire à une des forces élastiques 
principales. 

L'équation d'un plan perpendiculaire à la direction 
ce, P, y, étant : 

(œ' — œ) cos & + {y' — y) cos p + (z' — z) cos y = 0, 

il suffira de remplacer cos ce, cos P, cos y par leurs 
valeurs tirées des équations (13). Or, ces équations 
nous donnent : 

px. x COS a + py, x COS p + pz, x COS y = P COS ce, 
Ps,xCOSa + p ^ _ r C O S / 3 + pZi y COS y = P COS/3, 

Pz, x COS ce 4- pZl y COS P + pz, z COS y = P COS y. 

On en tire : 

P,, x Pi, j , COS 5 -f" Px, x P*, y C O S y — 

Py.xPz, «cos« 4 - a , s p , , x C o s y = 

A, x P„, i C0S<2 4" P,, y Py, x cos p = 

(PPz, y — P«, x Pz, Î,)C0S«, 

(Pp,,«--7>!M-P.,«)C08/3, 

(Pj>,..— P-, ,P„,x)cosy, 
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Dans ce cas, les forces élastiques exercées sur les 
plans coordonnés sont "normales à ces plans, et elles ont 
pour valeurs P , P ' , P". 

. ou bien : 

Py, x P,, x COS et 4" p„, x P,, y COS G + x pz¡ v cos y 

= (Pp 2, v + Py. x P,, M — PX,X Pz, v) COS a 

Py, x p,, x COS et -f" pyj x P,, y cos G 4- pz¡ „ COS y 

= (Pp,, « + P», « P,, v — Py, Ï P,, .) COS /3, 

Py, » Pz, x COS Ci + p», x p,, y cos G + p,, » p., y cos y 

• = (PPy, x + Pz.x Pz, y — Pz,z Py, x) COS y. 

Par conséquent, l'équation du plan est : 

x' — x y' — y 

•TPz.y+Py^P^o - Px,=cPz,y Pp* ,cc~\~Py,xPz, y Py,yPz,x 

z'— z 

PPy, œ 4" Pz,xPz,y Pz,zPy,x 

Dans cette équation x', y', z1 sont les coordonnées 
courantes d'un point quelconque du plan, et x, y, z les 
coordonnées du point M. 

262. PROBLÈME. — Trouver l'équation du plan de 
l'élément w' soumis à une force élastique donnée. Les 
grandeurs,les signes etles directions des forces élastiques 
principales au point M étant supposées connues, nous 
pouvons prendre le point M pour origine, et pour axes 
les axes principaux de l'ellipsoïde d'élasticité. L'équation 
de cette surface est alors : 

x Z , -2/2 , & -, 
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r = p , = V/p'x* + P'y* + P'z\ 

On a donc actuellement : 

Px,x = P) Py, y = P , Pz, z ' P"I 

Px,y ~ Px,z ~ Py, z = 0. 

Cela posé, soit p 1 la force élastique donnée, et soient 
P'x,P'y,p'z ses composantes; les formules (4) nous 
donnent : 

p ' x = P cos «, p'j, = P'cos/3, JS'J = P' 'eosy, 

a, P, y étant ici les angles que la normale au plan <•>' fait 
avec les axes principaux de l'ellipsoïde. 

On en tire : 

c o s « = ^ , cos/3 = ^f-, c o s y = ^ - . (16) 

Or, l'équation d'un plan perpendiculaire à la direction 
a, P, y étant : 

X COS a. -f- y COS p + Z COS y 0, 

on a pour l'équation du plan de l'élément w, rapporté 
aux axes principaux de l'ellipsoïde : 

a^+y -̂r-J -̂O. (H) 
Par conséquent, le plan de l'élément u ' est parallèle 

au plan tangent à la surface du second degré : 

? + £ + - p - ± K ' , ( 1 8 ) 

au point qui a pour coordonnées p'x, p'y, p'z, c'est-à-dire 
au point où le rayon vecteur : 
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dirigé suivant p', rencontre cette surface, K 5 étant une 
quantité positive quelconque. 

263. REMARQUE. — La formule (5'), appliquée au 
cas actuel, nous donne, en désignant par p'„ la compo
sante de p' suivant la normale à l'élément : 

p\ = P cos ' a + P'cos 2 /3 + P"cos z y. (19) 

Si nous désignons par x, y, z les coordonnées du point 
où la droite qui représente p' rencontre l'ellipsoïde 
d'élasticité, la formule (19) nous donne, en ayant égard 
aux formules (16), et en observant que js'^., p'v, p'z ne sont 
autres que les coordonnées x, y, z de l'extrémité de la 
direction p' : 

P'n=Ç + $- + Çr- (20) 

264. Discussion. — Si les trois racines de l'équation 
du troisième degré (14) sont de mêmes signes, c'est-à-
dire si elles représentent trois pressions ou trois trac
tions, l'équation (18) représente un ellipsoïde concen
trique à l'ellipsoïde d'élasticité. Les axes de ces deux 
ellipsoïdes ont la môme direction, mais les axes de 
l'ellipsoïde (18) sont proportionnels aux racines carrées 
des forces élastiques principales. 

Tout demi diamètre de cet ellipsoïde représente une 
force élastique de même espèce que les forces élastiques 
principales, c'est-à-dire une pression ou une traction 
oblique. 

Si les forces élastiques principales sont égales, les 
deux ellipsoïdes (15) et (18) deviennent des sphères : 
toutes les forces élastiques sont égales et elles sont 
normales aux éléments correspondants. Si l'une des 
forces élastiques principales est de signe contraire aux 
deux autres, l'équation (18) représente deux hyperbo-
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le passage de l'une à l'autre des deux espèces de forces 
élastiques a lieu sur ce cône asymptote. 

Il résulte de la formule (20) que, pour tout diamètre 
qui coïncide avec une génératrice du cône, la compo
sante normale de la force élastique p' est nulle : cette 
force élastique est donc dirigée suivant la génératrice 
du cône qui passe par l'élément qui lui correspond. Ainsi 
donc, la génératrice du cône représente une force élas
tique s'exerçant suivant le plan tangent correspondant : 
c'est pour cette raison que ce cône a reçu le nom de 
cône de glissement. 

2 G 5 . Cas particuliers. — I o Supposons que l'une 
des forces élastiques principales soit nulle, par exemple 
P" = 0, c'est-à-dire que l'une des racines de l'équation 
du troisième degré soit nulle. Il existe alors au point M 
un élément plan qui n'est soumis à aucune force élas
tique : cet élément w est perpendiculaire à Mz. Or, la 
propriété de l'égalité des composantes normales réci
proques nous apprend que ce plan doit contenir toutes 
les forces élastiques relatives à tous les éléments super
ficiels passant par M. En effet, la force élastique pour 
ce plan étant nulle, sa projection sur la normale à un 
autre plan quelconque Xi passant par M sera nulle; mais, 
en vertu de la propriété 'de l'égalité des composantes 

23 

loïdes, l'un à une nappe et l'autre à deux nappes. Si la 
direction de p rencontre le premier hyperboloïde, cette 
force élastique est de même nature que les deux forces 
élastiques principales de même signe; le contraire a lieu 
si la direction de p ' rencontre l'hyperboloïde à deux 
nappes. 

Ces deux surfaces ont le même cône asymptote : 
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normales réciproques, la projection de la force élastique 
relative au plan i l sur la normale au plan de l'élément 
u est égale à la projection sur la normale à i l de la force 
élastique relative à w, et cette dernière projection étant 
nulle, il en sera de même de la première. 

Donc, la force élastique relative à i l est dans le. plan 
de l'élément <o. 

Prenons ce plan pour plan des xy, et pour axes des 
x et des y les directions des deux forces élastiques prin
cipales P et P ' ; soient y l'angle d'un élément plan u, avec 
le plan des xy, et xlt yx et zt = 0 les coordonnées de 
l'extrémité du rayon vecteur représentatif de la force 
élastique relative à cet élément. Nous aurons : 

Xi y, 
COS« = — , 008/3 = - — , 

et la formule : 

cos2<* + cos2/3 + cos 2 r = 1, 

nous donne : 

^ + f£ = * in . r . (21) 

Donc, les forces élastiques exercées sur les éléments 
plans de môme inclinaison y sont les demi diamètres 
d'une ellipse dont les demi axes sont P sin y et P ' sin y. 

Le plan de l'élément u, a pour équation : 

oox, , yy, , 
- p - + ^ + * c o s y = 0 , 

et sa, trace sur le plan des xy est parallèle à la tangente 
à la conique dont l'équation est : 
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au point où cette courbe est rencontrée par le demi 
diamètre qui représente la force élastique sur l'élé
ment w,. 

L'équation (22) représente une ellipse si P et P' sont 
de même signe; si P et P 1 sont de signes contraires, elle 
représente deux hyperboles conjuguées dont les asymp
totes sont données par l'équation : 

^ + ^ . = 0 
P P ' 

Ces asymptotes remplacent dans le cas actuel le cône 
de glissement (n° 264). 

2° Supposons deux forces élastiques principales nulles, 
par exemple P ' = 0, P" = 0. D'après la propriété de 
l'égalité des composantes normales réciproques, on en 
conclut que toutes les forces élastiques sont dirigées 
suivant une même droite qui est la force élastique prin
cipale P . 

La force élastique p' pour un élément plan quelconque 
dont la normale est N' est donnée en grandeur par la 
formule : 

p = Pcos (P , N'), 

et elle est dirigée suivant P . 
266. REMARQUE. — Si deux des racines P de l'équa

tion (14) sont égales, les deux surfaces (15) et (18) sont 
de révolution; tous les demi diamètres situés dans l'équa-
teur de l'ellipsoïde (15) représentent des forces élastiques 
normales. 

Si les trois racines de l'équation (14) sont égales, les 
surfaces (15) et (18) sont des sphères; toutes les forces 
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Expression de l'écartement. 

367. Nous avons vu que les équations (3) (n° 247) 
et (4) (n° 250) renferment six fonctions N,, T,, dont 
dépendent les forces élastiques intérieures. Ces six fonc
tions vérifient trois équations différentielles partielles 
(n° 247), et doivent rendre identiques les équations (4) 
aux différents points de la surface du corps. Or, trois 
équations différentielles partielles ne permettent de 
déterminer que trois fonctions, et les équations de con
dition (4) entre ces fonctions servent à déterminer les 
constantes d'intégration. 

Il ne doit donc y avoir que trois fonctions dont 
dépendent les N,- et les T,- : c'est ce que nous allons recon
naître en cherchant les relations entre les forces élas
tiques et les déplacements moléculaires. 

268. Imaginons un système de points matériels 
infiniment rapprochés, et rapporté à trois axes rectan
gulaires. Ce système n'étant soumis à aucune force exté
rieure, soient x, y, z les coordonnées primitives d'un 
point M qui fait partie de ce système. 

Lorsque les efforts extérieurs ont déformé ce corps, 
le point M occupe une nouvelle position m. Soient x + u, 
y + v, z + w les nouvelles coordonnées de ce point; 
w, v, w sont les projections du déplacement Mm sur les 
axes. Ces projections varient au môme instant d'un point 

-à un autre, et pour un même point elles varient avec le 
temps, si le corps se déforme ou vibre. Ce sont donc des 
fonctions continues des quatre variables x, y, z, et t. 

Si le corps est légèrement déformé, u, v, w ont de 
petites valeurs dans toute l'étendue du milieu. 

élastiques sont normales, et elles ont la même valeur. 
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Soit M' un point du milieu voisin de M (Ag. 49), et 
soient : 

x' = x + h, y' = y + k, z' = z + l, 

ses coordonnées primi
tives; soit m'la position 
de M' après la déforma
tion. Les coordonnées de 
ce point m' sont : 

x' -\- u\ y' + v', z' 4 - w'\ 

h, k, l sont évidemment 
les projections de MM' = l 
sur les axes : ce sont 
des quantités très petites Fig. 49. 
comme Ç; les cosinus 

h k l 
directeurs de MM' sont ^, ^ , ^; u\ v', u>' sont les pro

jections du déplacement M W sur les axes : ce sont évi

demment les valeurs de u, v, w, quand on remplace x 
par x 4- h, y par y 4- h, et z par z + l. Nous aurons 

donc, par la formule de Taylor, 

du , , du du 
u' = u + h—- + h— + 1 —, 

dy d«' 

V = V + h d x + kTy+lTz> 
(23) 

dw dw dw w' = 10 -\-h— \- h——h l —. 
dx dy dz 

Nous supposerons h, h, l assez petits pour qu'on puisse 
négliger les puissances supérieures à la première : c'est 
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ce qui arrivera dans le cas actuel, puisque l'action 
mutuelle des points M et MF, venus en m et m', n'existe 
que si Ç est très petit. 

2 6 9 . Cherchons maintenant l'expression de l'écarte-
ment. 

Menons par le point m une droite mp égale et 
parallèle à MM1 (flg. 49) ; l'écartement AÇ sera égal à 
mm! — MM', ou bien mm' — m/z. Cet écartement peut 
être exprimé par la projection de v-mJ sur pm, ou sur 
MM'. Cherchons donc la projection de ixm! sur MM', en 
app l iquan te théorème des projections. Les projections 
de [t-m! sur les axes sont : v! — u, v' — v, VJ' •— w ; en 
effet, les coordonnées de p. sont : 

x + h + u, y + k + v, z+l + w, 

et celles de m< sont : 

cc'-\-u'=oc-\-h-\-u', y'+v'^-y+k+v', z'+w^z+l^w'; 

par suite, 

AÇ = (u' — u) | + (v' — v) | + (w — w) | , (24) 

ou bien, en remplaçant u' — u, v' — v, w' — w par leurs 
valeurs. 

, du -,„ dv , dw ,, /'dv dw\\ 
h'Tx + k % + ll-dz + kl[dz+'dyr)\ 

,, [dw , du\ , , (du dv\ 

+lh(te+-dzhhk\dy+TJ . 
Or, en désignant par cp et -li les angles qui déterminent 

la direction de £ (n o s 2 4 2 et 2 5 1 ) , on a : 

h — Ç cos <p cos \b, A = Ç cos <p sin ^, Z = Çsin.ip, 
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et, par conséquent, 

Tdu dv 
d x COSz<f c o s ^ + cos 2 ? sin2-^-

, / dv àw \ 

/du? dw\ + ' y fa + -fa ) cos ? sin y cos b 

I , / à d»V 
[ + t e + ^ R O s 2 ! f c o s ^ s i n ^ 

dio 
sin 2 

.(25) 

Mais, é tant très petit par rapport à %, il s'ensuit que 

. sont très petites. 
., . , du dv 

les dérivées 

AÇ 
Le rapport est la dilatation linéaire au point M 

dans la direction Ç déterminée par les angles <p et -1/. 
Cas particuliers..— 1° Si Ç ou MM' est paral

lèle à l'axe des x, on a <p = 0, -JJ = 0, et alors : 

AÇ__dw 

Ç dx' 
(26) 

2° Si ? ou MM' est parallèle à l'axe des y, on a « = 0, 
•4* = 90°, et il vient : 

AÇ _ àv 

1 W 
(27) 

3° Si ? = MM' est parallèle à l'axe des z, on a f = 90°, 
et il vient : 
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271. D'après cela donc, la ligne primitive dx, devient, 
après la déformation : 

de même, les lignes dy et dz deviennent respectivement : 

dy (} + - ) , etdz(l+-). 

Il en résulte que l'élément primitif : 

™ = dxdy dz, 

devient, après la déformation : 

, , /, du \ / dv \ i dw\ 
dxdydz(l + ^ ) (i + _)(i.^)f 

ou bien : 

/ 1 _|_ ^u
 _j_ ^ v _)_ ^ w \ \ dx dy dz /' 

en négligeant les produits des dilatations linéaires; il en 
résulte que la dilatation cubique au point M est : 

du dv dw 
6 = rx + Ty + Tz- W 

PROPRIÉTÉ. — La dilatation cubique en un point du 
milieu est égale à la somme des dilatations linéaires 
prises dans trois directions rectangulaires. 

Si ^ sont négatifs, ils représentent des con

tractions; si 9 est négatif, il donne la contraction cubique. 

272. Si, le point M restant le môme, M' se déplace 
dans l'hémisphère SA, AÇ change avec %, <p et d> ; mais, 
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restent constantes, et égales 

A 

Fig. 50. 

, ,, . , du dv les dérivées -r-, -3-, . . . dx ày' 
aux valeurs qui se rap
portent au point M. 

Supposons maintenant 
Mj (fig. 50) un point sur 
la normale à l'élément 
plan u et à une profon
deur égale f en dessous 
de M 1 et soient m, n, p 
les cosinus directeurs de 
la normale. Par le point M1 menons M'M', égal et paral
lèle à MMj et joignons M,Mr,. 

Soient M j , vu to, les valeurs de u, v, w en M,, et wu 

v\, w\ ces valeurs en M', ; évidemment Ç,=M 1M
f, est égal 

et parallèle à Ç = MM', et, par suite, Ç, = 
Nous allons démontrer que = A£ : en effet, les 

coordonnées primitives de M, sont : 

nB — mf, y — nf, z — pf; 

et les coordonnées primitives de M'] sont : 

x 4 - h — mf y 4- k^nf, z + l — pf. 

Il en résulte que u, qui est la valeur de u au point M, 
(x — mf, y — nf, z —pf) sera donnée par la formule 
de Taylor : 

du . du 
u, — u m f d x - n f - d y - p f 

du 
d7; 

de même, u\ qui est la valeur de u au point M', 

1. Le point Mi est donc à l'intérieur du cylindre de base 
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(oo + h — mf, y + k — nf, z+l — pf) est donnée par 
la formule : 

d'où : 

, du du , , du 
u'*-u> = hJec + kTy + l T z ^ u ' - u -

De même, 

V\ — Vj = V' — v, w\ — W-i = w' W. 

Les cosinus directeurs de M,M'i sont ^, ^, | , puisque 

M,Mr, est égal est parallèle à MM'; par conséquent, on 
a : 

h k l 
A?, = (u\ — w,) ç + {v\ — «,) ç 4- {w\ — w,) | 

= ( « ' - « ) ç + («' — «) ç 4- [W — w) ç, 

et, par suite, 

A?, = A?. 

Il résulte de là la propriété suivante : 

PROPRIÉTÉ. — Que la distance Ç (», ai£ ou won wwe 
rie ses extrémités en M, powrw qu'elle parte de l'inté
rieur du cylindre de base <•>, et aboutisse dans l'hémis
phère SA, son accroissement AÇ sera donné par la for
mule : 
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COS 2 ? COS
 2'X 4 - ~ cos2<psin2-^ 4- ^ s in 2 ? 

Idv , ôw\ 

(dz- + Ty) C 0 SWS 1 1^ 
idw , du\ 

- \ - - 5 - cos <p sin tf COS i 

en d'autres termes, A£ se composera de six termes 
variables avec Ç, <p, et ayant respectivement pour 
coefficients : ' 

du dv dw fàv dw\ idw du\ Idu dv\ 

dx' Ihf àz1 \dz + dy)' \dœ + 'dz:), \fr!/
 + dx')-

Ces coefficients sont constants et ont les valeurs rela
tives au point M où se trouve l'élément u. Lamé désigne 
ces coefficients par G,-. 

Expressions générales des N, et des TV, 
273. Pour déterminer les trois composantes de la 

force élastique exercée sur l'élément w, nous observe
rons que chaque couple de deux points M,, M', de 
masses pt, p\, donne lieu à une action mutuelle 
(̂/"•'î F(£) AÇ. Cette action se décompose en trois compo

santes respectivement égales à cette force multipliée 
par les cosinus des angles que sa direction £ fait avec 
les axes, c'est-à-dire par cos f cos •!>, cos <p sin d> et sin y. 
Nous aurons donc les trois composantes : 
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lHt*\ F(Ç) A£cos<?cosi/>, / ^ F ^ A Ç c o s y s i n ^ , 

nous obtiendrons un résultat analogue pour chaque 
couple de deux points M, M',, situés l'un dans le cylindre 
de base w, l'autre dans l'hémisphère SA. 

Nous aurons donc pour chacun de ces couples de 
points trois composantes analogues aux trois précé
dentes. En faisant la somme des composantes suivant 
chacun des axes pour chaque couple de deux points 
M,M',, nous aurons les trois composantes suivant les 
axes de la force élastique exercée sur l'élément w. Ainsi, 
la composante suivant l'axe des œ sera : 

de même, pour les axes des y et des z, nous aurons les 
deux composantes : 

2 1« 1 (u' ]F(Ç)AÇcos'?sin^ et 2,«,^', E(Ç) AÇsin f. 

Cela posé, si dans la première somme nous rempla
çons les AÇ par leurs valeurs, nous obtiendrons six 
espèces de termes qui auront pour coefficients les G,, 
c'est-à-dire : 

dx' dy' dz' \dz + dyh \dx + dz/' \dy + dx)'' 

nous aurons des résultats analogues pour les deux 
autres axes. 

Il résulte de là que la force élastique exercée sur 
l'élément plan w en M nous donne trois composantes 
comprenant chacune six termes ayant respectivement 
les G; pour coefficients. Par conséquent, la force élas
tique exercée en M sur l'élément parallélipipédique 

^^F(Ç)AÇsin<p; 

S fit ju,\ F (() A'( cos <p cos -Jj ; 

du dv 
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nous donnera neuf composantes (trois pour chacune des 
faces en M); donc, les N,-, T,- comprennent chacun six 
termes ayant les G( pour coefficients, et nous pourrons 
poser : 

du , , dv , du> , , /du , div\ 
' = a> Tx + &< d^ + C'- Si + d i \Tz + dy) 

!dw ,du\ u r ( d u d v \ 
+ e ' \ à x + dz! + , i \ d y + dxh 

pour î = \ , 2, 3 ; les coefficients A,, ait . . . sont au 
nombre de 12 X 3 = 36. 

2 7 4 . Les résultats auxquels nous venons d'arriver 
sont évidemment indépendants du nombre des couples 
de molécules, et, par conséquent, du nombre des termes 
multipliés par le même G,-. Ces termes peuvent différer 
par les valeurs de Ç , cp, iL , ainsi que par les valeurs de 
F (?) et de iu: et /*\ ; ils peuvent être plus nombreux pour 
certaines directions que pour d'autres. En d'autres 
termes, que le corps soit homogène ou non, qu'il soit 
composé d'une seule espèce de molécules ou de plusieurs 
espèces, que les lois des actions moléculaires soient les 
mêmes fonctions de la distance, ou des fonctions diffé
rentes, on arriverait aux mêmes conclusions. Si le corps 
n'est pas homogène, les coefficients A,, a,-. . . varieraient 
d'un point M à un autre. Lorsque le corps est homo
gène (n° 2 3 7 ) ces coefficients sont constants, c'est-à-
dire qu'ils ont les mêmes valeurs en tous les points du 
milieu. 

2 7 5 . REMARQUE. — Tous les phénomènes relatifs à 
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l'élasticité des corps solides homogènes se déduisent des 
formules (3), (4), (29) et (30) que nous avons établies 
(n 0 3 2 4 7 , 2 5 0 , 2 7 1 et 2 7 3 ) , sauf les différences 
provenant de ce que les développements (23) (n° 2 6 8 ) 
ne sont qu'approchés. 

2 7 G . Les expressions précédentes des N,-, T,, se sim
plifient lorsqu'il s'agit de corps homogènes et d'élasticité 
constante dans foutes les directions, c'est-à-dire de corps 
isotropes (n° 2 4 1 ) . A cet effet, nous allons étudier 
deux cas particuliers. 

C a s d ' u n e t r a c t i o n . 

2 7 7 . Considérons un corps solide homogène et d'élas
ticité constante, la loi du déplacement moléculaire étant 
exprimée par les valeurs : 

u = 0, v = 0, w = cz, 

c étant une constante. 
D ' après cette loi, les molécules se déplacent parallèle

ment à l'axe des z, de quantités proportionnelles à leurs 
distances au plan des xy : c'est donc une traction paral
lèle à l'axe des z. 

Cherchons la force élastique exercée sur un élément 
plan u perpendiculaire à Ox, dont le plan PQ sépare le 
milieu en deux parties, savoir : B du côté de l'origine, 
et du cylindre qui a pour base w, et A du côté opposé 
(fig. 51). Soient fc une molécule du cylindre, et m une 
molécule de A; par m-t*. et la normale^N faisons passer 
un plan. Prenons dans ce plan une droite fj.m! faisant 
avec /iN un angle égal à m^N, et soit /xm' — ftm. 

Cela posé, donnons au corps une translation descen
dante qui ramène ;j. à sa position, ce qui ne modifie pas 
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les forces élastiques. Le déplacement ascendant de m 
qui est proportionnel à l'ordonnée z, surpassant autant 

z 

ri P 
B 

A 

y 

0 X 

Fig. 51. 
celui de que le déplacement de p surpasse celui de 
m' (puisque m et m' sont symétriques par rapport à ^N), 
la translation descendante, qui est la même pour tous 
les points du corps, laissera le point m déplacé de mn, 
et déplacera le point m! de m'ri = mn, mais de sens 
contraire. En effet, le déplacement primitif est propor
tionnel à l'ordonnée z : donc, il est plus grand pour m 
que pour et plus grand pour & que pour m'. Si donc 
on ramène ^ à sa position première, m restera déplacé 
en n plus haut que m, tandis que m' viendra en ri plus 
bas. Après le déplacement primitif, la coordonnée z de 
(L devient z -f cz ; la coordonnée z + h de m devient 
z + h + cz + ch, et la coordonnée z — h de m' devient 
z-— h + cz — ch. Si l'on ramène ^ à sa position primi
tive par une translation descendante cz, les coordonnées 
de ces points diminueront de cz; par conséquent, le 
point m restera déplacé en n, tel que mn= ch, et le 
point m' sera déplacé on ri, tel que rriri = ch, de sens 
contraire. D'ailleurs, les distances pm et i^ml sont égales, 
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et les projections AÇ de mn et m'n' sur ces deux droites 
fi-m et pm' sont aussi égales; donc, les déplacements 
relatifs à ^ des deux points de même masse m et m' pro
duiront sur (j. deux attractions égales dirigées suivant 
fj-m et (mi, et dont la résultante sera dirigée suivant la 
bissectric ^N, c'est-à-dire suivant la normale. Il en sera 
de même pour tous les couples de points m et m'. Par 
conséquent, la résultante totale, c'est-à-dire la force 
élastique cherchée sera normale à l'élément plan u. 

Ainsi donc, lorsque la loi du déplacement est donnée 
par les formules : 

u = 0, v = 0, w = cz, 

et que le solide est homogène et d'élasticité constante, 
des trois composantes N,, T,, ï 3 de la force élastique 
pour un élément plan perpendiculaire à Ose-, la première 
seule N, existe, les deux autres T a et T 3 sont nulles. 

Cas d'une torsion. 

187H. Supposons maintenant que la loi du déplace
ment moléculaire soit exprimée par les formules : 

u = — mjz, v = uxz, w = 0, 

w étant une constante. Chaque molécule sè déplace 
parallèlement au plan des xy, et décrit autour de l'axe 
des z un arc de cercle proportionnel à sa distance à l'axe 
et à sa hauteur au-dessus du plan des xy : c'est donc 
une torsion autour de l'axe des z. 

Cherchons la force élastique pour un élément plan w 
perpendiculaire à l'axe des x en un point du plan méri
dien des zx. Soient ^ une molécule du cylindre (flg\ 52), 
m et m! deux points symétriques par rapport à - la nor-
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F ig . 52. 

male B,uA, et situés dans le plan méridien. Ces points 
sont : m la projection des deux points M et M, symétri
quement placés M en avant, et M, en arrière du plan 
méridien; m'la projec
tion des deux points M1 

et M', symétriques de 
M et M, par rapport à 
l'horizon de f*. 

Cela posé, donnons à 
tout le corps un mouve-
rnentde rotation autour 
de Oz, qui ramène p à 
sa position primitive, 
ce qui n'altère pas les 
forces élastiques. Les 
déplacements relatifs à 
jj. de M, M,, M', M', sont 
des arcs de cercle égaux. Mais, les points M et M, étant 
plus éloignés dil plan des œy que le point ces deux 
points, après la rotation en question, viendront en dehors 
du méridien aux points n et nt ; en d'autres termes, les 
déplacements de ces points, qui ne reviennent pas à leur 
position primitive, iront de l'arrière vers l'avant du 
méridien. Au contraire, les poims M' et M', étant moins 
éloignés du plan des œy que le point i*. viendront après 
la rotation aux points n' et n\ ; en d'autres termes, les 
déplacements de ces deux points iront de l'avant vers 
l'arrière du méridien. Il est d'ailleurs facile de se rendre 
compte de l'exactitude de ce que nous venons de dire. 
En effet, le déplacement moléculaire étant proportionnel 
à z, c'est-à-dire à la hauteur, est différent pour M et M, 
de ce qu'il est pour le z de M et M, étant plus grand 
que celui de p. D'ailleurs, il est différent pour p de ce 
qu'il est pour M' et M',, le z de & étant plus grand que 

24" 
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celui de M' et M',. Il résulte de là que, par la rotation 
qui ramène ^ à sa position primitive, M et M, resteront 
en n et n, en arrière des positions M et M,, tandis que 
M' et M', dépasseront en ri et ri, les positions M' et M',. 
En d'autres termes, on peut dire que les déplacements 
relatifs à p des points M et M, vont de l'arrière vers 
l'avant du méridien, tandis que ceux de M' et M', vont de 
l'avant vers l 'arrière. Il résulte de là que le point M 
venu en n, et le point M1,, venu en ri,, se sont éloignés 
de fj- ou du méridien, tandis que M, et M', venus respec
tivement en n, et n' se sont rapprochés de p. Mais, les 
distances ^M, /^M,, /tM', /uM\ sont égales;les projections 
des déplacements de ces points sur ces droites sont aussi 
égales. Donc, les actions exercées sur yu par ces quatre 
points sont égales, mais deux sont attractives (n° 238), 
savoir celles suivant ^M et fdA',, puisque les points se 
sont éloignés de : elles se composent en une résultante 
dirigée suivant la bissectrice /xX, c'est-à-dire suivant la 
normale. Les deux autres actions sont~rèpulsives, diri
gées suivant M„u et M'/*, et se composent aussi en une 
résultante dirigée suivant la bissectrice, c'est-à-dire 
suivant la normale /*B. Ces deux résultantes qui sont 
égales et de sens contraires se détruisent. Il en sera de 
même pour tous les groupes que l'on peut considérer. 
Donc, la résultante totale, c'est-à-dire la force élastique 
cherchée est nulle. 

Ainsi donc, lorsque la loi du déplacement moléculaire 
est donnée par les formules : 

u=-^-~wyz, V^uXZ, w = 0, 

et que le corps est homogène et d'élasticité constante, 
les trois composantes N,, T 3 , T 3 de la force élastique 
exercée eu un point du méridien des zx sur un élément 
plan perpendiculaire à l'axe des x, sont nulles. 
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279. Cherchons maintenant la force élastique exercée 
au même point sur un élément plan horizontal perpen
diculaire à l'axe Oz. Nous verrons que cette force élas
tique est parallèle à l'axe des y, c'est-à-dire tangentielle ; 
en d'autres termes, des trois composantes T a , T l t N 3 de 
cette force élastique, T, seule existe, et les deux autres 
sont nulles. En effet, soit p 
un point appartenant au 
cylindre de hase w (flg. 53), 
m un point projection des 
deux points M et M, symé
triques. 

Les actions de M et M, sur 
/u. sont égales et dirigées sui
vant et M„u, la première 
attractive, la seconde répul
sive. 

Leur résultante R est dirigée suivant la perpendicu
laire à la bissectrice Lira : elle est horizontale et perpen
diculaire au méridien. Il en est de même pour tous les 
groupes analogues. La résultante totale ou la force 
élastique cherchée est donc perpendiculaire au méridien, 
c'est-à-dire que T 2 = 0, ainsi que N 3 . 

280 Nous avons étudié le phénomène de la traction 
et celui de la torsion, lorsque le milieu présente par 
rapport à la ligne de traction et par rapport à deux-
plans, l'un perpendiculaire, l'autre parallèle à cette ligne 
les dispositions moléculaires symétriques que nous avons 
supposées. Il nous reste à vérifier si ces mêmes lois ont 
encore lieu lorsque le corps satisfaisant aux mêmes 
conditions de symétrie est tiré dans une autre direction 
ou tordu autour d'un autre axe. 

A cet effet, nous aurons à faire usage des formules 
de transformation des coordonnées. 
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FORMULES DE TRANSFORMATION DES FORCES 
ÉLASTIQUES. 

9H1. Soient donc œ', y', z les coordonnées du point 
M rapporté à trois nouveaux axes rectangulaires de 
môme origine, m, n, p les cosinus directeurs des nou
veaux axes, v', w les projections du déplacement du 
point M sur les nouveaux axes. 

Nous aurons les formules : 

œ = m^' + m 2y' + msz', 
y = n^œ' + n}y' + n^', 
z = p{x' 4- p,y' 4- p3z*, 

u' = niiU 4- n^v 4- PS», 
v' = m}u 4- ntv 4- p±w, 
w' = msu 4- nsv 4- P№, 

et l'on a les relations : 

(31) 

(32) 

m? 4- ni 4- pi = 1, 
m3'-\- n* + p?= 1, 

««A 4- nàns 4- p,p, = 0 , 
W s T O , 4- w sn, -F - p j p , = 0 , 

M1MI 4- n^rii 4- p ,p , = 0 ; 

(33) 

M,1 + M,* 4- M/ = I, 
n? 4- MS

S 4- n,,2 = 1, 

PI' 4- PI5 4- PJ 1, 
«IPI 4- n&t 4- njp 3 = 0 , 
PI'TTI 4-p2m24-p3?rc s= 0 , 
miW, 4-mjr!,A4-m3n3= 0 . 

(34) 
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Pour obtenir les nouvelles dérivées t",, T ^ - - . . 

dx"dy dx 
du 

en fonction des anciennes . . . . il faut différentier les 
équations (32), en y considérant u, v, w, comme des 
fonctions de x, y, z, lesquelles sont des fonctions de 
x', y', z', en vertu des équations (31). 

Nous aurons ainsi : 
du' ,du. „ dv , . dw / dv , dw \ 
M = w« Tx + n ' aï + * W + n^ \Tz + w) 

/ dw , du\ , /du , dv\ 
. +m\-dx- + Tz)+m^\Ty + Tz)> 

dw' , du , . dv , , dw / dv dw \ 
W = m*te + n°fy+P'lz-+n^\te+-dï) 

(dw , du\ (du dv\ > 
dw' «du , , dv , , dw (dv . dw\ 

w = m*Tx + n? Ty + p 3

s -gj- + nj>. [Tz + ) 
/dw , du\ , (du , dv\ 

+ v>mA^ + Tz) + m>nATy + dxh 

% + ^ - 2 w*w* S + < w * ' + {Tz + | t ) 
, „ , / , \(dw , du\ 

+ 2 n l W j ^ + (p,m 3 + № ) + T z ) 

dw , , Jdu dv\ 
+ 2ptPt -fc + + ^ ^ + ^J, 

dœ' + M = 2m'm> Tx + + n^\T + ~dj) 
dv , , , ./dw du\ + 2 n î W l ^ + (p^+p^)^ + Tz) 
dm , . /dw , d«\ 

+ 2p3Pl + ( m ^ + m № ) + -fc), 
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2818. Nous avons désigné (n° 247) par : 
N,, T 3, T 2 , T., N a , T,, 
T„ T„ N 3 , 

les composantes des forces élastiques exercées au point 
M sur des plans perpendiculaires aux anciens axes 
x, y, z. 

Représentons de même par : 

les composantes, suivant les nouveaux axes, des forces 
élastiques exercées en ce même point M, sur des plans 
perpendiculaires aux nouveaux axes x, y', z', et propo
sons nous de déterminer les N',, T',- en fonction des N,-, T,-. 

Désignons par X',-, Y',-, Z', les composantes de ces trois 
dernières forces élastiques suivant les anciens axes. 
Nous auions, en vertu du théorème des projections, 
puisque N',, T 3 , T' s sont les composantes suivant les 
axes œ\ y', z1 de la force élastique exercée sur un élé
ment plan perpendiculaire à Ox', et X', la composante 
de cette même force élastique suivant Ox ; 

N',, T's, T, 
T„ N',, T', 
T'„ T',, N' 11 

3 I 

X'-
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D'autre part, d'après les formules (4) (n° 2 5 0 ) , on a 
aussi : 

X\ = mJXt + n.Tj + p.T,, 
et, par suite, 

X', = m.N', + m/T, + mâV, = w,N, + n,T, + p.T, ; 

de même, 

Y', = n,N', + n,T', 4 «/T, = m,T, + w,N S 4 - p j , , 

Z', = p , N \ + p,T' 3 + p / F s = m,T, + »,T, •+- P , N 3 ; 

X', = m.T', + WjN'j + M X = m,N, + n,T3 + p 2 T s , 

Y', - n.T'. 4- ntf', + njT', = «i,T, + M 2 N 2 + p 2 T,, (36) 

Z'2 = P,T', + p 2 N' 2 + p a T\ = m$t + n/T, 4 - p,N 3 ; 

X', = m,T f

s + m 2T', 4 - m 3N' 3 = m 3N, + b J , + p 3 T 2 , 

Y'3 = «Ti 4 - M/T', 4 - n3W, = « i j , 4 - + p 3 T,, 

Z, = P,T'S 4- p j ' , 4 - p 3 N' 3 = m j , 4 - « 3T, + p 3 N 3 . 

Ces dernières formules nous permettent de déterminer 
les N',-, T', en fonction des N,, T,, en ayant égard aux 
formules (33) et (34). On en tire facilement : 

N',=«i,*N, + n 1 «N i - r -p, t N 3 + 2« 1 p 1 T 1 +2p 1 »î 1 T 1 -t 2w1№1TB, 
N ' , = m / N , + «/X2 + P / N , + 2« i p J T 1 4 - 2p 1m,T, 4 - 2m 1w 1T,, 
N',=m 3*N, + « 4 »> T

i 4-p 4 «N 3 4--2» 4 p 3 T 1 4-2p i m ï T î +2OT i «J, 1 

ï', = m 2 m 3 N 1 4 - '/(, 2njN 24-p 2p 3N 3 4 - + rc^) T, 

+ [Vimi + Pôm

2) T s + ( M A * + «V&j) T 5 , (37) 

T', = m ^ N , 4 - w 3 w i N 2 4-p J piN 3 4- KPi+^p 3) T, 

4 - {pimi 4 - P № ) T2 4- (m 3«, 4 - m ,n5) T 3 , 
T'3 = m 1 w J N 1 4-w 1 »i i N 2 4-p ,P2N 3 4- (^ iP2+w 2 p 1 )T 1 

+ {Pi^l+P^ni) Ï 3 + (»̂ lw2 + ŴWj) T 5. 
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Ajoutant les trois premières équations (35) et ayant 
égard aux formules (34), on trouve : 

par conséquent, la dilatation cubique (n° 271) peut être 
exprimée par la somme des trois dilatations linéaires 
prises parallèlement aux nouveaux axes. Cela était 
d'ailleurs évident, puisque le choix des anciens axes 
était arbitraire. 

De même, les trois premières équations (37) nous 
donnent en les ajoutant : 

283. Remarquons d'ailleurs que si, entre les douze 
équations (37) et (31) on élimine les neuf cosinus m,, 
on obtiendra trois relations symétriques entre les N',-, T',-
et les N,, T,-; l'équation (39) est une 'de ces relations. 
Pour trouver les deux autres on devrait faire un calcul 
assez long; nous les avons déjà obtenues précédemment 
(n° 260) par une autre méthode. 

Expressions des N",, T,, pour un corps 
homogène et d'élasticité constante. 

284. Proposons-nous maintenant de déterminer les 
valeurs des N,, T,- dans le cas d'un corps homogène et 
d'élasticité constante. A cet effet, reprenons les formules 
que nous avons obtenues (n° 273), et voyons comment 
elles se simplifient dans le cas actuel. 

D'abord N, = px, x est la composante suivant l'axe des 

(38) 

N ' F + N ' , + N', = N , + N Ï + N Ï . (39) 
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x de la force élastique exercée sur l'élément plan M per
pendiculaire à l'axe des x : c'est donc la composante 
normale de cette force élastique; d'autre part, la projec
tion u est perpendiculaire à w, tandis que les projections 
vetw sont parallèles à w, c'est-à-dire tangcntielles. 

Il en résulte que dans l'expression de N,, u joue un 
rôle différent de v et w, qui jouent des rôles identiques; 

du 
par conséquent, y - aura un coefficient distinct A, tandis 

que — et ^ auront des coefficients B identiques, puis

que rien ne doit changer quand on change y en z, et 

v en w, et réciproquement. Il est évident aussi que le 

binôme + - T — aura un certain coefficient D, et que les 
dz dy 

binômes + ^ et ~ + ~r- auront le même coefficient 
ox dz dy dx 

E, puisque rien ne doit changer quand on change y en z, 
et v en w ; ce coefficient E sera évidemment différent 
de D. 

Nous aurons pour N 2 et N 3 les mêmes coefficients, en 
observant cependant que pour N 8 , u devient v, perpen
diculaire à l'élément, et pour N 3 , u devient w. 

En ce qui concerne T,, qui est la composante de la 
force élastique exercée sur l'élément perpendiculaire à 
l'axe des y, et aussi la composante de la force élastique 
exercée sur l'élément perpendiculaire à l'axe des z, il 
est évident que vetw jouent le même rôle, et u un rôle 
distinct. D'où il résulte aussi que les coefficients des T,- se 
réduisent aussi à quatre : a, b, d, e. 

Nous avons ainsi en tout huit coefficients, qui se distri
buent comme l'indique le tableau suivant : 
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du 
dx 

àv 
dy 

àw 
d.z 

Idv dw\ 
[dz+~àyl 

1dw àu\ 
[foc + ~dz) 

1 du do \ 
[ày ^dxj 

N, A B B | D E E 

N 3 B A B E D E 

N 3 
B B A | E 

i 
E D 

T, a b b d e e 

T a b a b e d e 

T 3 
b b a e e d 

285. Bans le cas particulier où l'on a : 

u = 0, v = 0, w = cz, 

nous avons vu que l'on doit avoir (n° 277) : 

T3 = 0, T 2 = 0. 

Or, le tableau précédent nous donnerait : 

T3 = ac, T, = bc; 

il faut donc que : a = 0, & = 0. 

Dans le cas particulier où l'on a : 

u = — u>yz, v = u>œz, w = 0, 

nous avons vu que l'on doit avoir (n o s 278 et 279) : 

N, = 0, T 3 = 0, T s = 0, N 3 = 0. 
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Or, le tableau précédent nous donnerait : 

Ni = Duœ, T 3 = T3 = eux, Nj = Eux ; 

il faut donc que : D = 0, E = 0, e = 0. 
Ainsi donc, dans le cas actuel, c'est-à-dire pour un 

corps homogène et d'élasticité constante, les N,, T, ne 
contiennent que trois coefficients. Si nous posons ; 

B = A, A = A + 2 (a, 

du dv dw 
et si nous remplaçons ^ + ^ -f- ^ par 0, nous aurons 

les valeurs suivantes : 

N, = A f l + 2 ^ t N2 = Afl + 2 ^ , X,= M + 2f*~, 

m Jàv dw\ „ Jdw du\ ^ Idu dv\ T'=4^ + ^ ) ' T « =
 d(to+DÏ)'T' ,= DU + DÏ)-(40) 

286. Cela posé, si le corps est homogène et d'élasti
cité constante, il faut que, si l'on change d'axes coor
donnés, l'on obtienne les mêmes formes et les mêmes 
coefficients pour les N',-, T',-. On doit donc avoir : 

N',-M + 2 ^ . (41) 

Or, si l'on calcule N', par la première formule (37), 
dans laquelle on remplacera les N,, T,- par les valeurs 
(40), on trouve : 

„ / du dv , „dw\ N',-« + ̂ (m1.̂  + »1.̂  + Pt'̂ ) 
, 0 , i idv dw\ /dw du\ ,du àv\[ 
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Or, en vertu de la première des équations (35), le 
du 

coefficient de 2/u. est égal à — , diminué du coefficient 
dx 

de 2d ; on a donc : 

du' ( /dv , dw\ Idw du\ 

f du dv\) 
+ mm\Ty+Tx)[ 

et, pour que cette expression soit identique à (41), on 
doit avoir d = ^. On arriverait au môme résultat si l'on 
considérait les autres N';, T',-. 

287. Il résulte donc de là que, dans le cas d'un corps 
homogène et d'élasticité constante, on a : 

N, = Afl + 2 ^ ~ , N 9 = A3 + 2fi ~, N, = Afl + 2^ ^ , (42) 

m /dtf , dw\ m /r3t# dw\ m /du dv\ 
T - T ^ ^ b + d ' T 'H^+ 
et, comme on le voit, ces expressions ne contiennent 
que deux coefficients A et p. 

Cela posé, les lois que nous avons trouvées pour la 
traction et la torsion, lorsque le corps satisfait par rap
port aux anciens axes aux conditions que nous avons 
supposées (n o s 277, 278 et 279) nous donnent pour 
les N,- et les T,- la forme (40). Si d = fi, les N,-, T,- ont la 
forme (42), et il en est de môme des N',-, T',-, relatifs à 
d'autres axes quelconques. Par conséquent, ces N',-, T7, 
reproduiront pour la traction et la torsion exactement 
les mêmes lois que les N,-, T,-, et il en résulte qu'il est 
indifférent de tirer le corps parallèlement à l'axe des z 
ou parallèlement à l'axe des z' ; il est indifférent aussi 
de tordre le corps autour de l'axe des z, ou autour de 
l'axe des z'. 
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ÉQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE ET DU MOUVEMENT INTÉRIEUR 
DES CORPS HOMOGÈNES ET D'ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 

288. Nous avons vu (n° 287) que les valeurs des 
N,-, T.sont données en fonction des déplacements u, v, w, 
par les formules : 

du ^ Idw dv\ N. = « + 2 ^ , Tw(-+_), 
dv m làu dw\ 

~ dw m Idv du\ 

dans lesquelles A et /4 sont des constantes, et 0 est 
donnée par la formule : 

du dv dw ,r,. 
^ + d ^ ( 2 ) 

D'ailleurs, ces six fonctions N,, T, doivent vérifier les 
trois équations aux dérivées partielles du premier ordre: 

dN, âT1 + d T î + x = Q 

dx dy dz ' 

dT, dN s dT, „ „ 

dr! + dTI + aN J + z = 0 ) 

da; dy 
p étant la densité du milieu, X, Y, Z les composantes 
rapportées à l'unité de masse des forces extérieures qui 
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sollicitent le point M; si le corps se déforme ou vibre, 
les forces X, Y, Z comprendront en outre (n° 2 4 5 ) , en 
vertu du principe de d'Alembert, les forces d'inertie les-

d2x d'y d*z ^ 
quelles ont pour valeurs — ——, — — , •— — . Or, si 

U/b (J/t (AO 

nous observons que les coordonnées du point M déplacé 
et venu en m, sont x 4- u, y 4- v, z 4- iv, les forces 

, , . . d*u d2v d2w 
d inertie se réduisent a —, —, — • 

diï dt2 dt1 

Si l'on met en évidence les forces d'inertie, et si l'on 
désigne encore par X, Y, Z les composantes des forces 
extérieures qui agissent sur la masse du point M, les 
équations ( 3 ) précédentes deviennent : 

dN, d% , d_T2 cPu 
dx + dy + 'dz + P p dt2 ' 

dT 3 dN2 , dT, d2v ... 
te+ly- + lz- + ? Y = ?dï> ( 4 ) 

dT* dT, , d N . d?w 

dx + dy + d z + ? ? de; 

En remplaçant dans ces équations N,-, T, par leurs 
valeurs ci-dessus, et en ayant égard à l'expression (2) 
de 5, on a : 

. . dû /ô2u d2u d2w\ d2u 
( A + ^d^ + ^W + d7 + d^/ l + p X = p ^ ' 
. . dû /d2?; d2v d2Vs ^r d*v 
^ + ̂ d , + ^(d^+dF2 + d?) + p Y = p ^ ' <B> 

. dfl ,d2w d2w d2w\ d2w <A4-̂ )_4-̂ —+_ 4-—) + pZ = p - - ^ , 
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ou bien, en employant la notation que nous avons adoptée 
précédemment (I, n°401) : 

^ à6 ^r d2u 

(A4̂ )- + ^AW + pY = p - , ( 6 ) 

, dO A ,, d*w (A4r,«)- + ̂  + pZ = p—. 
Ces équations aux dérivées partielles du second ordre 

entre les fonctions u, v, w expriment les lois du déplace
ment moléculaire. Elles sont applicables à tous les points 
du système. 

Équations à la surface. 

2 8 9 . En général, des efforts extérieurs sont exercés 
sur la surface du système considéré. Il en résulte des 
équations qui doivent être satisfaites aux limites du 
corps, c'est-à-dire sur la surface du corps seulement, et 
que l'on appelle pour cette raison équations à la sur
face. 

On les obtient en écrivant que, pour un point quel
conque de la surface limite, Veffort extérieur s'exer-
çant sur un élément plan de cette surface est de même 
grandeur et de même direction que la force élastique 
correspondante. 

Soient donc en un point quelconque (os, y, z) de la sur
face, F l'effort extérieur par unité de surface, l, m, n les 
angles de F avec les axes, a, ,3, y les angles que fait 
avec les axes la normale en ce point, dirigée vers l'exté
rieur du corps, p ' x , p ' „ , p ' , les composantes de la force 
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élastique en ce point. Les équations à la surface seront : 

p ' x = Fcos i , p ' y = F c o s » 2 , p ' r = Fcosn ; 

en remplaçant p ' x , p ' v , p ' , par ces valeurs dans les équa
tions (4 b , s) (n° 250), il vient : 

F C O S l = N i C O S a 4- T 3 COS /3 + T a C O S y , 

FC0Sm= T 5 C O S a : + N j C O S / S -t- T ^ o s y , (A) 

FC0S»l= T a C O S a : 4" T , C O S | S 4- N 3 C O S y . 

Les premiers membres de ces équations, ainsi que 
cosa:, coS/3, cosy seront des fonctions données de x, y, z. 
En remplaçant les N f , T.- par leurs valeurs en fonction 
de u, v, w (n° 273), on a trois équations auxquelles 
doivent satisfaire sur la surface limite les déplacements 
u, v, w, fonctions de x, y, z, t. 

Ces mêmes fonctions doivent d'ailleurs satisfaire dans 
toute l'étendue du corps aux équations (6) (n° 288). 

En particulier, dans le cas d'un corps homogène et 
d'élasticité constante, on devra remplacer les T, par 
les valeurs (42) (n° 287). 

290. REMARQUE I . — Si dans les formules (5) nous 
avons égard à la valeur (2) de 0, nous pourrons les 
mettre sous la forme suivante : 

du dv 

dy dx 

\ d(dw du\ 

f \dx dz' 

dy dz 

dv dw 

dz ~d y ) >( 

du dv 

dy dx 

(7) 

"dz dx 
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291. Nous avons supposé jusqu'ici X, Y, Z quel
conques. Le plus souvent ces forces X, Y, Z se réduisent 
aux composantes de la pesanteur, ou d'une force con
stante en grandeur et en direction, ou à des forces 
attractives ou répulsives émanant de centres extérieurs 
fixes, et inversement proportionnelles au carré de la 
distance. Nous supposerons, en général, qu'il existe une 
fonction de force, c'est-à-dire que X, Y, Z soient les 
dérivées partielles d'une même fonction U : 

X = - ~ Y = — Z = — 
dx' dy' àz' 

On a évidemment la relation : 

dX , dY , dZ 

*F+-D7 + -di- = 0- ( §) 
ou bien : 

Â»« +
 !f + dz* = °- (8b") 

292. Si l'on ajoute les équations (5) ou (7), après les 
avoir respectivement différentiées par rapport à x, y, z, 
il vient : 

, , , „ , d>6 d*6\ (dX,dY,dZ\ d'O 

Or, dans le cas où il existe une fonction de force 
(n° 291), le second terme est nul; par conséquent, les 
forces extérieures disparaissent du résultat, et il vient : 

, , „ . Idn d26 , di6\ d*ô 

ou bien : 
25 
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(A + 2p.) AS = p f^. ( 1 0 ) 

Telle est l'équation à laquelle satisfait la fonction 0, 
c'est-à-dire la dilatation cubique pour un solide homo
gène d'élasticité constante. 

2 9 3 . Équilibre d'élasticité. — Dans le cas de l'équi
libre d'élasticité, les fonctions u, v, w, et par conséquent 
6, sont indépendantes du temps. Les équations (6) se 
réduisent alors aux suivantes : 

dô 
(A + m) + fiAu + pX = 0, 

(A + fc) — + pAv + pY = 0, (11) 

dS 
(A + ¡u) — + f¿Aw + pZ = 0, oz 

et l'équation (10) nous donne ; 

AS = 0. 

2 9 4 . Cas particuliers. — I o Si les seules forces 
extérieures sont ceiles qui s'exercent sur la surface du 
milieu, on a : 

X = 0, Y = 0, Z = 0, 

et les équations (11) deviennent : 

(A + fí) ^ + fiAu = 0, 

(A + fi) — + ,¿Av = 0, (12) 

dS 
(A + AC) — -f- fiAw = 0. 
x ' dz 
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Nous avons donc trois équations aux dérivées par
tielles auxquels satisfont les déplacements u, v, w, fonc
tions de x, y, z, et il s'agit de trouver des solutions de 
ces équations, telles que les équations à la surface (A) 
(n° 2 8 9 ) soient également vérifiées. 

2° Si les déplacements u, v, w sont les dérivées par
tielles d'une môme fonction de x, y, z, on a : 

du du di» ?;=d? w==Tz' 

par conséquent, 

d2<f d2œ _ 

D'ailleurs on a 

de même, 

_ ̂  dtp _ dAto _ d9 
dx dx dx ' 

Sv = - 3 - , Aie = 3 - . 0?/ dz 
Les équations (12) se réduisent alors aux suivantes : 

(A + 2 4 ^ - 0 , 

(A + 2 ^ ) ^ = 0, 

, d5 

(A+ 2 ^ = 0. 
Si nous supposons A 4- 2,<* différent de zéro, ces équa

tions nous donnent : 
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— — o d s — o d 6 — 0 

dx ' dy ~ ' dz * 
Or, pour que ces dernières équations soient vérifiées, 

il faut et il suffit que la dilatation cubique 6 soit con
stante dans toute l'étendue du système déformé. 

Propriété. 
2 9 5 . Reprenons les équations d'équilibre (n° 2 9 3 ) 

dans le cas où il existe une fonction de force U ; nous 
aurons : 

(A + *)g£ + Mu + p̂ ~o, 
<A + <*> % + ^ + P Ty = °' № 

(A + ,e)_ + A.AB,+ p_.-0. 

les fonctions U et 6 vérifient les équations : 

AU = 0, AS = 0. . (14) 

On en tire : 

(A + ^ A Ëc + ^ A A u + ?ATc = °' 

^ + A Ty + ^ A A v + p A ^ = °' ( 1 5 ) 

( A + ^ A Tz + * A A w + p A S = °" 
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Or, on a, en vertu des équation (14) : 

dû __ d'ô d3ù dH _ dM 
dx dxz dxdy1 dxdz1 dx ' 

A d\J d 3 U d 3 U d'U dAU 
A — = \- • H = = 0 dx dxs dxdy'* àxdz'1 dx 

et, par conséquent, les équations (15) nous donnent : 

AA« = 0, AA« = 0, AAW = 0. 

D'ailleurs, nous avons vu (n° 2-74) que les N,-, Tj 
sont des fonctions linéaires à coefficients constants de 
du du àv , , . ,„ im ^r-, —-, . . . —, . . . Il s ensuit que AN,-, AT,-, contien-àx dy dx 
dront des termes de la forme —, ~—, . . . : par con

çue dy 
séquent, les A AN,, AAT, contiendront des termes AAu, 
AAu, AAw, et par suite, on a : 

AAN, = 0, AAT, = 0. 

Donc, les N ; , T,- satisfont à l'équation : 

AA? = 0. 

Ainsi donc, les projections u, v, w du déplacement 
moléculaire, et les composantes des forces élastiques 
N,-, T,, dans l'intérieur d'un corps solide homogène et 
d'élasticité constante, en équilibre d'élasticité, satisfont 
à l'équation aux différences partielles : 

AAtp = 0, 

ou bien, en employant les notations ordinaires : 
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ou encore, en développant : 

dxk dy* • 'dz< dy'dz1 dz'dx* dxidyi 

MOUVEMENTS INTÉRIEURS DES SYSTÈMES HOMOGÈNES 
ET D'ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 

2 9 6 . Considérons un système homogène d'élasticité 
constante, et supposons que ce système indéfini dans 
tous les sens soit soustrait à l'action de toute force exté
rieure. Supposons que les points de ce système ayant été 
déplacés soient abandonnés avec des vitesses initiales 
à l'action des forces intérieures. Le système se mettra en 
mouvement, et si nous désignons par u, v, w les projec
tions du déplacement d'un point (x, y, z), ces projections 
seront des fonctions de x, y, z, t. 

Ces fonctions devront satisfaire aux équations (6) 
(n° 2 8 8 ) dans lesquelles on aura fait X = Y = Z = 0, 
c'est-à-dire aux équations : 

, , , dô d^u 

, ' , àS d^v 
(A + ^ + ^ w = P — , (16) 

/ , ^ dô , ' d'w 
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Ce sont ces équations que Ton appelle équations des 
petits mouvements. On peut d'ailleurs les remplacer par 
les équations équivalentes (n° 2 9 0 ) : 

(A + 2 ^ + p 

' /du dv\ ^Idw duX 

\dy dxl \dx dzl 

dy dz 

^Idv dw\ d(^U 

\dz àyl \ày dxl 

dz àx 

f̂ /dw àu\ ^lôv àw\ 

\ \dx dz! \dz àyl 

dx dy 

d^u 

d'v 

d*w 

' dt* 

Le problème général des mouvements vibratoires 

consiste à trouver des fonctions u, v, w satisfaisant à 

ces trois équations (16J, et telles que leurs valeurs ini

tiales, et leurs dérivées partielles . . . soient des 
dx' 

fonctions données de x, y, z. 

Équations d'équilibre en coordonnées 
cylindriques. 

2 9 7 . Imaginons que l'on divise le corps en éléments 
par trois séries de surfaces orthogonales, savoir : l °des 
cylindres circulaires ayant pour axe l'axe des z; 2° des 
.plans perpendiculaires à cet axe; 3° des plans passant 
par ce même axe. 

Soient CMM, un plan de la deuxième série (fig. 54), 
z la distance OC de ce plan au plan des xy, MCO un plan 
de la troisième série, s l'angle que ce plan fait avec un 
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plan fixe de cette série, le plan zœ par exemple, r = CM 
le rayon d'un cylindre de révolution autour de OZ. 

r + dr le rayon d'un second cylindre, infiniment voisin 
du premier; nous aurons donc MN = M]N, = dr. 

L'élément de volume étant MM, NN, M'M'iN'N'i 
= rdûdrdz, la masse de cet élément sera prdûdrdz. 

Cela posé, soient : 
Mr le prolongement de CM ; M? la perpendiculaire à 

Mr au point M dans le plan CMM, ; Mjr , et les 
positions de Mr et Mt après la rotation do autour de 
l'axe OZ ; enfin M« une parallèle à OZ menée par le point M. 

Désignons par R, T, Z les composantes suivant les 
axes Mr, Mt, Mz de la résultante des forces extérieures 
qui agissent sur la masse prdsdrdz. 

Conformément aux notations que nous avons adoptées 
précédemment (n° 8 4 5 ) , p , , r , /?,,,, p,,s seront les com
posantes suivant les axes Mr, Ut, Mz de la force élas
tique p, exercée sur la face MM'TsN' = drdz perpen
diculaire à Mt; de même, pr,r, pr,,, pT,z seront les 
composantes suivant ces mêmes axes de la force élas-

z 
Les trois quantités 

r , 6, z déterminent évi
demment la position du 
point M : ce sont les 
coordonnées cylindri
ques de ce point. 

Fig. 54. 

Soient C'M'M', un plan 
de la deuxième série 
infiniment voisin du 
premier, CC = dz sa 
distance à ce plan ; 
OCMi un plan de la troi
sième série faisant un 
angle MCM, = ds avec 
le plan OCM, et enfin 
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tique p,. exercée sur la face MM^M'M1, = rdèdz per
pendiculaire à Mr, et p^r, pXjt, pJit les composantes 
suivant ces mêmes axes de la force élastique pz exercée 
sur la face MMjNN, = rdôdr perpendiculaire à Mz. 

Remarquons encore que, si une force F est dirigée 
suivant M,£, ses projections sur Mr et Mt sont respecti
vement, en négligeant les infiniment petits d'un ordre 
supérieur au premier : 

suivant Mr : F cos (90° 4- dû) = — F sin di = — F dô, 
suivant Mt : Fcosdfl = F ; 

la composante de cette force suivant Mz est évidemment 
nulle. 

De même, si la force F est. dirigée suivant M, r , , ses 
composantes suivant Mr et Mt sont respectivement : 

suivant Mr : FcoscW = F, 
suivant Mt : F cos (90° — dô) = Fsindfl = Fdi; 

la composante suivant Mz est aussi nulle. 
2 9 8 . Cela posé, cherchons les forces élastiques qui 

s'exercent, sur les faces opposées MM'NN' et M,M' 1 N 1 N' ] . 
Nous aurons : 

1° Pour la face MM'NN' les composantes : 

suivant Mr : dr dzpt% r , 
suivant Mt : drdzp,<t, 
suivant Mz : dr dzp,: z ; 

2° Pour la face opposée M,M',NiN', : 

suivant M ^ , : 

suivant M,£, : — drdz ypl:, 4- ds 

suivant M,2, ou MjZ : — drdz , 4- dû 
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Cherchons maintenant les composantes de ces trois 
dernières forces suivant les trois directions Mr, Mt, Mz; 
nous aurons : 

1° Pour la première, dirigée suivant M, r , : 

suivant Mr : — drdz {pt r + dd j , 

suivant Mt : — dr dz (pti r + dO^J dS; 

ou bien, en faisant abstraction des termes d'un ordre 
supérieur : 

suivant Mr : — drdz (pt, r + dB j , 

suivant Mt : —drdzdSphr; 
la composante suivant Mz est nulle. 

2° Pour la deuxième, dirigée suivant M,i, : 

Pi, t H j d Q i 

suivant Mt : — drdz ^p,_, 4 - dè^j ; 

ou bien : 

suivant Mr : + drdzdip^ ,, 

suivant Mt : — dr dz [pt<, + dû j ; 

la composante suivant Mz est nulle. 
3 ° Pour la troisième, dirigée suivant M,*,, parallèle 

kMz: 

suivant Mz : —drdz (p,,, + ^jjr1 <^5 ) ; 
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ôpt 

suivant Mr : drdzdipti, — drdzdô ' de ' 

suivant Mt : —• drdzdO-^—— drdzdOp, T, 

suivant Mz : —drdzdô ''' 
as ' 

Les deux autres couples de faces sont parallèles, 
savoir MM,M'M', et N N ^ ' N ' , d'une par t ; MM.NN, et 
M'M', N'N', d'autre part. Par conséquent, les forces élas
tiques exercées sur chaque couple de faces sont paral
lèles. Si nous les décomposons suivant les directions 
Mr, Ut et Mz, nous aurons : 

1° Pour la face MM, M'M', les trois composantes : 

suivant Mr 

suivant Ut 

suivant Mz 

rdôdzpT!,., 
rd9dzpri,, 

rdBdzprjl; 
2° Pour la face opposée MM,N'A", les trois compo

santes : 

suivant Mr : — dSdz (rpr, r + ^ ^ r " d r ) > 

suivant Ut : — d$ dz (rpr,, + —-^r dr ^, 

suivant Uz ; /— dôdz (rpri, -f dr ^. 

les composantes suivant Mr et Ut sont évidemment 
nulles. 

Donc, les forces élastiques exercées sur les deux faces 
considérées nous donnent : 
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Ces forces se réduisent donc aux trois suivantes : 

dvp l dp \ 
suivant Mr; —dôdz- ^r dr = — dôdz\pr> r+r—^Jdr, 

suivant M £ : —dôdz ^''dr=—dôdz ypr, ,+i—~^rjdr, 

dvp i dp \ 
suivant Mz : — dô dz —^r dr = — dô dz ypr,, + r~^r J dr. 

De même, nous aurons : 
1° Pour la face MM,NN, les trois composantes : 

suivant Mr : rdôdrp^r, 
suivant Mt : rdôdrp^,, 
suivant Mz : r de drpZi t ; 

2° Pour la face opposée MM',N'N', les trois compo
santes : 

suivant Mr : — rdOdr (^pZj r + dz ̂ , 

suivant Mi : — r dô dr {p2i, + ^ *• ' dz ^, 

suivant Mz : —rdOdr [p^, + * dz j . 

Ces forces se réduisent donc aux trois suivantes : 

dp 
suivant Mr : — rdôdr • *'r dz, dz 

dp 
suivant Mt : — rdôdr ' dz, dz 

suivant Mz : — rdôdr dz. 
dz 
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2 9 9 . Si maintenant nous égalons à zéro la somme 
des composantes des forces élastiques et de la résultante 
des forces extérieures suivant chacune des trois direc
tions considérées, en supprimant le facteur drdùdz, et 
en observant que l'on a (n° 2 4 6 ) : 

Pr, t = Pl, r 1 Pr,z = Pz, r > Pt,z= Pz, t ) 

nous aurons pour les équations d'équilibre : 

àPr.r + 

dr 
1 dp,,, 

r dd 
dPr,z | Pr,r — 

àz ' r 

1 dp,,, 
r dô 

+ ôp 
dr 

dp«' + 2 p 
àz ^ r Pr' : = ?T, 

1 dp,, 
r àS 

t | àp,,r 

dr 4 > * ' + 1 Pz 
àz r 

;r=pZ. 

3 0 0 . Cas particulier. — Dans le cas d'un fluide, 
la pression est normale à l'élément (n° 5) , et elle est 
la même dans tous les sens, quelle que soit l'orientation 
de l'élément (n° 6 ) ; par suite, les composantes tan-
gentielles sont nulles, et les composantes normales sont 
égales. Il vient alors, en supprimant les indices devenus 
inutiles : 

dp „ 

7 ¥ = p T ' 

Tz = ?Z-
Ce sont les équations d'équilibre d'une molécule fluide 

en coordonnées cylindriques. 
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3 0 I . REMARQUE. — Si l'on suppose que p soit une 
fonction de p , et si l'on pose : 

on a : 
dP , . àP ÔP , 1 (dp , . dp A t , dp . \ 
—— dr -f- —— rffl 4- -5— dz = — f --- dr + - £ rj0 + -f dz , 
dr dfl ¿2 p \ d r dfl d.z y 

et alors les équations d'équilibre peuvent être mises sous 
la forme : 

dr ^' 

r àô 

dz L-

Équations du mouvement d'un fluide 
en coordonnées cylindriques. 

Î Ï 0 2 . Désignons par R', T', Z' les composantes de 
l'accélération totale de la molécule (r, 6, z) du fluide, 
respectivement suivant le rayon vecteur r, la perpendi
culaire à ce rayon dans le plan normal à l'axe OZ, et la 
parallèle à cet axe. Soient, en outre : 

dr dO dz 

dt dt dt 

les composantes suivant ces mêmes directions de la 
vitesse de cette molécule. 

Les équations du mouvement sont alors, en appliquant 
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le principe de d'Alembert, et introduisant les compo
santes de la force d'inertie dans les équations d'équilibre 
(n° SOI) : 

303. Si nous supposons que p soit une fonction de p 
seulement, et si nous posons : 

J p 

ces équations nous donnent les suivantes : 

or 
r ds 

dz 

En décomposant l'accélération totale suivant le rayon 
vecteur Mr, la perpendiculaire à ce rayon vecteur dans 
le plan MCMi (I, n° 83) et la parallèle à l'axe OZ, on a : 
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3 0 4 . REMARQUE. — On peut obtenir les expressions 
de R ' , T , Z' de la manière suivante : 

Le mouvement absolu du point M est la résullante du 
mouvement relatif du point M dans le plan passant par 
Taxe OZ, et par le point M, et du mouvement d'entraîne
ment de ce plan. 

L'accélération absolue sera donc la résultante : 
1° De l'accélération relative qui a pour composantes : 

2° De l'accélération d'entraînement qui a pour com
posantes : 

3° De l'accélération complémentaire 2ww suivant la 
perpendiculaire au plan passant par la vitesse relative 
et l'axe de rotation et dans le sens de la rotation 
(I, n° 162), c'est-à-dire suivant Mi. (L'angle a. est droit, 
puisque la vitesse relative et l'axe de rotation sont per
pendiculaires). 

Nous aurons donc comme précédemment : 

du 
~dJ 
dw 

— wV suivant Mr, 

R' 
du 

T 

Z' dw 
Ht' 
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du dr du d$ 
~dï 

du dz 
dr dt 

d$ 
~dï àz dt 

du 
• T~ + or 

du 
w"d7 + w 

du 
~àz; 

3 0 5 . Or, on a : 

du du 
~dt~~dt 

du 
= Tt 

de même, 

dw du du du dw 
.W-="dT + w

f > + u - d 7 + w Dz' 
dw dw dw dw dw 
dt dt dr ds ^ dz 

Les équations du mouvement peuvent donc être mises 
sous la forme suivante : 

du , dP 
M? w r 4 - -=r = R, 

dz dr . ' 

dw dw + dw 
"dT 4 - M dr + "dT 
dw du + ddi 
,dî + 'M dr + 

d*y 
+ M 

dw; + dw 

"¿»7 + M dr + u 
~àl 

d<A , „ , 1 dP 

dw; , dP „ 
dz , dz , 

i 

3 0 6 . D'ailleurs, si l'on exprime que la masse pdr.rdôdz 
n'a pas varié pendant le temps dt, on a Y équation de con
tinuité : 

p'dr'.r'dô'dz' = adr.rdôdz. 

Or, au bout du temps dt, on a : 

/do do dp , dp \ ,, •y = p + d? = p + +. « + ^ » 4- W J dt, 

20 
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r' = r + udt, 6' •= 6 + v>dt, z' = z + wdt ; 

d'où : 

du d w dw 
dr'=dr + ^-drdt, dQ =dfj -\--jrdbdt, dz]^dz + ^-dzdt. 

àr dû dz 

On a donc, en négligeant les infiniment petits d'un 
ordre supérieur au quatrième : 

dr'.rWdz = (r-h udt) ( 1 -f- ^ dt}dr ( 1 + ^ dt} ds 

r-\-udA-[ r 
l dw , d u , àw\ , / , , , 

par suite, 

p'.dr'.r'dffdz'=p< r-\-udt + r drdOdz 

+rdrdOdz 

prdrdôdz + \pu + r(-

L'équation de continuité est donc : 

dp dpu ^ d p w dpw ^_ pu 
dt dr d6 ^ dz r 

+ ^ = 0 . 

3 0 7 . Supposons maintenant qu'il existe une fonction 
de vitesse <p, et une fonction de force U ; nous aurons, 
puisque les composantes de la vitesse sont u, wr, w, et 
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ou bien : 

df — udr 4 - ur^dô 4 - wdz, 

dtp df , d<p 
dr dz 

d'autre part, les composantes de la force étant R, T, Z, 
on a : 

ou bien : 

dU = Rdr -f- T.rdB 4 - Zdz, 

dU „ dU r„ dU „ 
- r - = R, -чт = Тг, 3 - = Z . dr dS dz 

Par suite, l'équation (12) (n° 6 6 ) , nous donne : 

«-*>-4-T*№+-h&ï+&ïï 
et l'équation de continuité devient : 

d? df df 

dt dr r 2 dS dz r dr 

Mouvements tourbi l lonnants . 

3 0 8 . Appliquons les formules que nous venons de 
trouver au mouvement d'un fluide, pour lequel tout est 
symétrique autour d'un axe, que nous, prendrons pour 
axe des z. 

que les projections du déplacement élémentaire sur les 
axes sont dr, rdû, dz : 
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Dans ce' cas, u, w, w, P et p sont indépendants de 6 
(n° 2 9 7 ) ; il doit en être de même des valeurs initiales 
de ces fonctions, ainsi que de R, T, Z. 11 est d'ailleurs 
évident, puisque tout est symétrique autour de l'axe, 
que le fluide doit être limité par une surface de révolu
tion autour de l'axe de symétrie. 

Nous supposerons T — 0, ce qui aura lieu lorsque les 
molécules du fluide.sont attirées vers un point fixe ou 
mobile situé sur l'axe de symétrie OZ. 

Les équations du mouvement d'une molécule (n o s 3 0 5 
et 3 0 6 ) sont alors les suivantes : 

dP , du du ' du 
• — - f — 4 - u-—- 4 - w ---u V = R , 
dr dt dr dz 

(1) 

dco , dw , 2'JU 

dt dr dz r 

d P dw àw ^ dm . ^ 
dz dt dr dz 

dt dr dz r 

Or, on a : 

dt<i dw dw dw 

dt dt dr dz 

par conséquent, la deuxième équation (1) nous donne 

dw 2w dr 

du bien 

dw • dr 
r a — + 2 w r - - = 0; 

df di 
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. u r = a, 

a étant une constante pour une même molécule fluide. 
Cette constante varie, en général, d'une molécule à 
l'autre. 

On en conclut que la vitesse angulaire d'une molécule 
autour de Taxe de symétrie, aux divers points de sa tra
jectoire, varie en raison inverse du carré de sa distance 
à l'axe. 

SOÎ). Cas particulier. — Examinons le cas où la 
constante a a la même valeur pour toutes les molécules 
fluides, et supposons que les forces extérieures admettent 
une fonction de force, c'est-à-dire que l'on ait : 

Rdr + Zdz = dV. 

Nous aurons : 

dP du ^ du du dU 
dr dt dr àz dr ' 

dP , dw , àw , àw dU 
dz àt dr dz dz 

ou bien, à cause de la formule wr 2 = a, 

dP ^ du ^ du | du ^ (u a* \ 
dr dt dr àz _dr \ 2r*r 

dP . àw àw àw à ( a1 \ 

d7 + ^ + M"d7 + w ; d J = ^ l L - ^ -

(2) 

(3) 

Différentions ces deux équations respectivement par 
rapport à z et r, et retranchons, en posant : 

àu àw 
àz . -, dr 71 ' 
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par suite, en remplaçant u p a r — , il vient : 

dp du , dw , p dr 
M + ?-dr-+?-te+-r--dt-°> 

d'où : 

il viendra : 

dn , dn , ' dr, (du dw\ 

ou bien : 

D N _ L (âu
 _i_

 d w \ n m 

r ¥ + f c + - d 7 ) ^ 0 - ( 4 ) 

Or, l'équation de continuité (n° 3 0 6 ) nous donne, en 

observant que = 0, 

dp ^ dpu ^ dpw; pw ^ 

d£ d r d.z r ' 

ou bien : 

dp , dp , ds , du , dtw pw 

dt dr dz dr dz r 

D'ailleurs, on a : 

àt+U dr 1 W dz dt' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 407 — 

Par conséquent, si l'on remplace — + - ^ " P a r sa va

leur tirée de l'équation (4), il vient : 

1 dri rd? 4- pdr 
y, d t prdt ' 

d'où : 

dri pdr 4- rdp 

v pr 

En intégrant, on a : 

l.y\ = l.pr 4 - l.b; 

d'où : 

y - bpr. 

Par suite, 

du dw 
dz dr 

La constante b est indépendante de la position de la 
molécule (u, w, r, p, z); mais, elle peut varier d'une 
molécule à l'autre. 

Si b = 0 pour toutes les molécules à un instant donne, 
il sera nul pendant toute la durée du mouvement, et 
l'on aura, pendant toute la durée du mouvement, 

du dw 
dz dr' 

formule qui exprime que udr 4- wdz est une différen
tielle exacte, ce qui nous donne une vérification du 
théorème de Lagrange (n° <»5). 

310. Les équations ( 3 ) nous donnent alors, en les 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 4 0 8 — 

multipliant respectivement par dr et dz, et ajoutant, et 
en opérant comme nous l'avons fait (n° 6 6 ) : 

d'où, en intégrant, et comprenant dans p la fonction 
arbitraire du temps introduite par l'intégration : . 

2 \\drl 1 \dz> 2r Jf 2 \\drl 1 \dzl \ ~'2r*' 

D'ailleurs, la dernière des équations (1) devient 

dp +

 p dr + _p_ d? ? dz = Q 

dû dr r dr dz 

FIN 
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