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. : dp g
Page 178, ligne9, lisez : —— = — —————dz
' P (I + a2)
- 81, derniére ligne, lisez : P _ 'Zﬁ
) L3 gyh

» 108, ligne 5 en bas, lisez : Cette équalion (4) servira a déter-
miner la vitesse ¢ & l'orifice de sortie. Cette vitesse
étant connue, I'équation (2) déterminera la vitesse »
dans une section quelconque w, et I’déquation (3)
donnera la pression p dans cette section.

» 140, ligne 4 en bas, lisez : A \/29 (h + % — —&)

o
. R A D p (V'—V)
» 160, ligne 4, lisez : 23- = h -+ - - 5 (4)

» 279, derniére ligne, lisez : Zmm,'fi /7.
= 334, ligne 10, au liew de : suivant Oz, lisez : suivant Ox.
» 338, ligne 2 en bas, lisez : Or, les forces élastiques ap..bp, cp.
et p'w!, exercées sur les faces, sont du second ordre.
» 352, ligne 19, au liew de:la méme direction, lisez : les
mémes directions.
» 350, ligne 9, lisez :
' —z ¥y —y
Pps,y =4 Py = Pz — B2 Payy T Ppa,e - Py,x Pzy — Py,y Po,e
2l — 2z
+ Ppy,z - Poyz Poyy — Ps,2 Py, =

» 354, ligne 10, au liev de ! w, lisez : w).
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COURS

DE MECANIQUE ANALYTIQUE.

QUATRIEME PARTIE.

—_—

MECANIQUE DES FLUIDES.

LIVRE 1.

HYDROSTATIQUE.

CHAPITRE PREMIER.
Principes fondamentaux.

1. Nous allons étudier maintenant les conditions
de Iéquilibre et du mouvement des fluides. Cette partie
de la Mécanique sappelle la Mécanique des [fluides,

On donne le nom de Auides a des corps formés de
molécules trés rapprochées les unes des autres,

1. Elle porte aussi le nom d'Hydraulique, lorsqu’elle est étudiée
particuliérement au point de vue de ses applications usuelles.
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et jouissant d’une trés grande mobilité les unes par
rapport aux autres, L’ Hydrostatique a pour ohjet I'étude
des lois de I'équilibre des fluides. Cest la Statique des
Jluides. :

2. La fluidité parfaite suppose que les molécules:
puissent glisser les unes sur les autres sans exercer
aucun frottement. Les fluides, tels qu'ils existent dans.
la nature, ne jouissent pas d'une fluidité parfaite.
Ils possédent une certaine wiscosité ou cohésion, yui
s'oppose au mouvement relatif de leurs molécules.
Cependant, la plupart d’entre eux se rapprochent
suffisamment de cette fluidité parfaite, pour que nous
puissions, sans erreur sensible, les supposer parfai-
tement fluides.

On divise les fluides en liquides et gaz ou fluides
agriformes,

Les liguides n’éprouvent que des variations de volume
inappréciables sous laction de pressions méme trés
grandes. Cest- pour cette raison quon les appelle
fluides incompressibles. Nous les considérerons comme
Jjouissant d'une incompressibilité absolue.

Les gaz, au contraire, sont compressibles. On peut,.
en les soumettant a des pressions, réduire leur volume,
Si la pression vient a cesser, le gaz revient dc lui-méme
4 son volume primitif, pourva que la température n'ait
pas varié. On donne aux gaz, pour cette raison, le
nom de fluides élastiques.

Les fluides étant des systémes de points matériels,
les lois et les propriétés générales de I'équilibre et du
mouvement des systémes leur sont applicables. Mais,
4 cause de Tignorance ol nous sommes des liaisons
at des réactions intérieures dans ces systémes, on a di
fonder la théorie des fluides sur certains principes
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spéciaux tirés de l'expérience et que nous allons faire
connaitre.

3. Considérons un fluide quelconque, contenu dans
un vase ouvert ou fermé, et en équilibre sous I'action
de forces quelconques. Ce fluide exercera une pression
sur les parois du vase qui le renferme. Cette pression
peut varier d’'un point & un autre. Nous allons définir
ce que 'on entend par pression en un point de la paroi.
A cet effet, considérons un élément quelconque de la
paroi du vase, et supposons cet élément plan. Il éprou-
vera de la part du fluide une certaine pression, et la
direction de cette pression est normale a la surface de
l'élément. On peut facilement s’'en assurer de la maniére
suivante: Pratiquons dans l'enveloppe une ouverture
plane, dont la surface soit égale 4 w. Imaginons un bout
de fuyau adapté i cette ouverture, et faisons glisser
dans ce tuyau un piston A. L'expérience nous apprend
que les forces quil faut appliquer sur le piston A pour
le maintenir en équilibre, se réduisent a une force
normale 4 l'aire w, et appliquée en un point de cette
aire. '

En divisant la pression exercée sur l'élément w par
Taire de cet élément, on a la pression moyenne sur cet
dlément, ou la pression par unité de surface sur cet
élément.

On appelle pression en un point M douné de la paroi,
la limite de la pression moyenne, lorsque la surface w
de I'élément devient infiniment petite.

4. Nous admettrons comme second principe e.cpé-
rimental que, si une certaine quantité de fluide,
en équilibre sous I'action de forces quelconques, remplit
exactement un vase fermé de toutes parts, et si,
aumoyen d’un piston, on exerce une pression quelconque
sur une portion de la surface de ce fluide, cette pression
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est transmise avec la méme intensilé sur toule portion
équivalente de la surfuce des parois. Par conséquent,
sur deux portions inégales, ]la pression est en raison
directe des aires, pourvu que ces surfaces soient planes.
Pour les surfaces courbes, il n’en sera de méme que
pour des portions infiniment petites. Si nous considérons,
au contraire, une portion finie, la pression sur chaque
élément de surface étant normale a cet élément,
les pressions ¢lémentaires ne seront pas paralléles,
et, par conséquent, ces forces ne se composent pas en
une force unique.

5. Les deux principes que nous venons d'établir
pour les parois des vases, s'appliquent aux pressions
intérieures. Un élément placé a lintérieur du vase est
de méme soumis & une pression normale a cet élément,
En effet, le fluide étant supposé en équilibre, I'équilibre
ne serait pas troublé si I'on supposait une partie du
fluide solidifiée. On peut donc supposer au point M
une paroi plane solide, et sur chaque élément de cette
surface on aura une pression normale a son plan, tout
comme dans le premier cas (n°3). De méme aussi,
si cette pression provient d'une pression exercée & la
surface du fluide renfermé dans un vase plein, elle
sera égale 4 la premiére pour une surface d’égale
¢tendue. Cest le principe de la transmission des
pressions,

On définira comme précédemment la pression
moyenne, et alors la pression en un point M a
I'intérieur de la masse fluide sera la limite du rapport
de la pression normale & un élément w, divisée par
la surface de cet élément, lorsque la surface de
Iélément devient infiniment petite.

6. Enfin, il est facile de voir que ['intensité de la
pression en un point M d'une masse fluide en équilibre,
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ést indépendante de ['orientation autour du point M
de lélément plan auquel elle est normale. Cest le
principe de Pascal, ou le principe de Uégalité de la
pression dans {ous les sens autour d'un point du fluide.
Pour démontrer cette proposition, faisons passer par
le point M deux plans (fig. 1). Soient MA, MB les traces
de ces deux plans sur le plan de la figure, supposé
perpendiculaire a leur intersection. Considérons cette
intersection comme la bhase de deux rectangles égaux
ayant pour hauteurs les lignes
trés petites et égales MA et MB.
Ces deux rectangles pourront
étre considérés comme les faces
d’'un prisme triangulaire droit
dont la base serait le triangle
A B isocéle AMB. Or, le fluide étant
en équilibre, il est évident que

Ton ne détruira pas Péquilibre du prisme en le supposant.
solidifié. Cela posé, les forces qui sollicitent ce prisme
sont les pressions exercées sur ses faces et les forces
extérieures. Or, ces derniéres sont négligeables en
présence des pressions; car, elles sont de lordre du
cube des dimensions du prisme, tandis que les pressions
sont de l'ordre du carré de ces mémes dimensions. Nous
devrons écrire que la somme des projections des forces
qui sollicitent le prisme sur une droite quelconque,
par exemple sur la droite AB, est nulle. Mais cette
somme sc réduit a4 la somme des projections des
pressions exercées sur les faces MA et MB, puisque les
autres pressions sont normales &4 AB. L’équilibre exige
donc que ces projections soient égales et de signes
contraires. Mais les faces MA ¢t MB étant également.
inclinées sur AB, les pressions sur ces faces font avee
AB des angles supplémentaires. Donc, ces pressions,
dont les projections sont égales et de signes coniraires,
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doivent étre égales. Par conséquent, la pression sur un
élément plan est indépendante de Torientation de cet
élément.

7. REMARQUE I. — On peut arriver aux mémes
conséquences de la maniére suivante :

Considérons un liquide en équilibre sous l'action de
forces quelconques, variant d’'une maniére continue en
passant d'un point & un point voisin, Imaginons dans
ce fluide un filet cylindrique (fig. 2) dont les deux bases
¢ et ¢’ soient ineclinées par rapport aux génératrices,

Fig. 2.

¢t soit o la section droite du filet, et { la distance
des centres de gravité des deux bases. Il est évident
que I'on ne détruira pas I'équilibre, en supposant le filet
solidifié. Or, il y a équilibre entre les forces extérieures
appliquées aux différents éléments du filet, et les
pressions exercées sur les éléments de sa surface.
Par conséquent, il y a équilibre entre les pressions sur
les faces o et @/, les pressions sur les surfaces latérales
et les forces extérieures. Il nous suffira d’écrire que la
somme des projections de ces forces sur une dircction
quelconque, par exemple sur I'axe du cylindre, est nulle.
Or, les projections sur cet axe des pressions latérales
sont nulles, puisquelles sont perpendiculaires a Iaxe.
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D'autre part, les pressions sur les deux bases sont:
pe et p'd', et elle sont normales a ces bases (n° 5).
Si « et «' sont les angles aigus que ces pressions font
avec 'axe du cylindre, on a pour les projections de ces
pressions sur I'axe :

pecosa, et p'dcosd,
ou bien :

pw, el plo,

Cela posé, soient P la force accéléralrice en un point M
du filet, tel que l'on ait AM = s, et p la densité¢ du
fluide en ce point.

La masse de l'élément correspondant sera puds,
et par conséquent la force motrice au point M est
Pewds ; sa projection sur l'axe sera Ppwds cos b,
-en désignant par 6 l'angle aigu qu'elle fait avec l'axe.
La force totale projetée sur I'axe aura donc pour

4
expression /Ppwds cos 6.

0
Par conséquent, la condition d’équilibre nous donne :

l
p'w=pw + [ Prwdscos§;
/
ou hien :
!
p=p +/ Padscos .

Catte formule nous apprend que la pression exercéde .
sur U'élément o' est inddpendanle de la position de vet
élément par rapport & l'axe, puisque le second membre
ne change pas avec la direction de o',
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D’ailleurs, si { = 0, c’est-a-dire si les éléments ¢ ¢t a”
de directions différentes passent par un méme point du
fluide, on a :

Done, la pression en un point quelconque est indépen-
dante de lorienlalion de Uélément aulour du point
constdéré (n° 6).

En particulier, si les forces se réduisent i laction
de la pesanteur, nous aurons P = g; de plus, 9 est
constant, la direction de la pesanteur étant constante.

nfin, si Pon suppose le fluide homowone, ¢ est constant,
et l’on a alors

4 [ 4
j Prdscost =fgpds €os § = go cos § /‘ds=gplcose-,
4] L g

Or, sinous désignons par z la différence de niveau
des centres de gravité des deux bases s et o', on a : -

lcos§ = 2,
et, par suite,
p=p 1+ gez.

Donc, la pression en un point est égale o la pressior
en un autre point du fluide augmentée du poids dune
colonne fluide ayant pour base l'unité de surfuce,
el pour hauteur la différence de niveauw des deux
points.

Cette formule contlent le principe de la transmissiorn
des pressions. En cffet, si nous supposons le fluide
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soustrait & laction de la pesanteur, et de toute autre
force accélératrice, nous aurons :

p'=p.

Donc, si un fluide en équilibre est renfermé dans une

enveloppe solide, el st U'on exerce une pression en un

- point quelconque de ce fluide, cette pression se transmet
également dans toute Uétendue du fluide.

REMARQUE II. — Dans un fluide pesant et homogéne,
la pression est la méme en tous les points d'un méme
plan horizontal. Cela est évident, puisque, pour tous
ces points, z a la méme valeur.

REMARQUE III. — Il résulte de la formule :
!
p=np +/ Pods cos §,

.
que, quand un fluide en équilibre est sollicité par la
pesanteur, ou par dautres forces accélératrices,
la pression en un point se compose de deux parties :
la premiére, partout la méme, provient des forces
appliquées 4 la surface du fluide ; la seconde, variable
d'un point & un autre, est due & la pesanteur ou aux
forces accélératrices.

REMARquE IV. — 1II résultc de tout ce que nous
venons de voir que la pression en un point d'un fluide
est une fonction de la position de ce point (c'est-a-dire
des coordonnées de ce point) et des forces qui le
sollicitent.
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CHAPITRE II.

Equations générales de l'équilibre des fluides.

8. Proposons-nous maintenant de trouver les égua-
tions d’équilibre d'une molécule fluide.

Supposons une masse fluide en équilibre, rapportée
4 trois axes rectangulaires; considérons une molécule m
de cette masse, et supposons que cette molécule ait la
forme d’un parallélipipéde rectangle. En désignant par
2, ¥, % les coordonnées du
point m (fig. 3), le volume
z de la molécule est dedydz,
et sa masse sera, en dési-
gnant par p la densité du
fluide au point m :

Fig. 3.

dim = pdxdydz.

Soit p = f(x, ¥, 2) la

pression exercée au point m,

y rapportée 4 l'unité de sur-

face. En vertu du principe de

I'égalité des pressions dans tous les sens (n° 6), p sera

la pression par unité de surface sur chacune des trois
faces qui forment le triédre au point .
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Les pressions totales sur les trois faces adjacentes
au point m sont :

pdydz, pdzdx et pdxdy,

respectivement  perpendiculaires aux faces (n° 5),
<’est-a-dire paralléles aux axes coordonnés, et dirigées
vers l'intérieur du volume,.

Les pressions sur les faces opposées du parallélipipéde
seront :

p'dydz, p'dzdxr et p"dxdy;

or, la pression p' étant fonction des coordonnées
x4+ dxr,y, z,0na:

9
P =[lw+ de,y.2)=p + 5L dw;

par conséquent, les pressions sur les trois derniéres
faces sont :

op .
(p -+ oo dar:) dydz,
(r + /o ) dsd
p dy .7/ 3 xv
p+ op dz) drdy;
03z ) !
elles sont perpendiculaires & ces faces et dirigées vers
Iintérieur du volume,

Les pressions pdydz ct (p + % dm) dyds étant

de sens contraires et dirigées suivant T'axe des «,
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la résultante de ces deux pressions nous donne suivant
Taxe des » une pression :

d
—_ a%‘ d(L'dydu.

Nous aurons de méme suivant les axes des y et des z,
les deux pressions :

dp

)y dxdydz,
0

— 9z dxdyds.

Mais, la force accélératrice au point m ayant pour
composantes X, Y, Z, les composantes de la force
motrice suivant les axes sont :

Xdm = Xpdadydz,
Ydm = Ypdwdydz,
Zdin = ZLpdaxdydz.

Or, la molécule dm étant en équilibre sous laction
des pressions et des forces qui lui sont appliquécs,
Iéquilibre ne sera pas troublé si Ton suppose le
parallélipipéde soliditié. Par conséquent, les sommes
des composantes de toutes les forces suivant les axes
sont nulles, et il vient :

op _
(Xp — %) dxdydz = 0,
Yo — @) dedyds =0
{ oy g

; dp z
(Ap — ?fE) dedydz =0,
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ou bien :
%’ — oY, M

Ce sont les édquations d'équilibre de la molécule dim.
On en tire P'équation : -

dp = o (Xdx + Ydy + Zdz). 2)

Cette formule (2) nous donne la loi suivant laquelle
la pression varie d'un point & un autre du fluide,
cn supposant que p, X, Y, Z soient connues.

9. REMARQUE. -—— La pression p est une fonction
des trois variables », y, z; par conséquent, le second
membre de I'équation (2) doit étre une différentielle
exacte. Donce, si le fluide est en équilibre, on doit avoir
les équations de condition :

0(pX) a(2Y)
oy dx
0z oy

012Z) - 01pX)
dr 0z

Les conditions exprimées par ces ¢yuations (3) sont
done nécessaires pour que le fluide soit en équilibre,
Quand elles seront vérifiées, la pression p sera donnée
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en fonction de z, y, z, au moyen de léquation (2).
Mais, ces conditions (3) ne sont{ pas suffisantes.
En effel, si elles sont vérifies, l'équation (2) sera
intégrable, et donnera p en fonction de @, y, 2. Or, pour
que le fluide soit en équilibre, il faut encore qu’en chague
point, la densité soit telle que le fluide puisse supporter
la pression p relative a ce point. Cette derniére condition
est toujours satisfaite pour les liguides qui sont incom-
pressibles ; mais, il n'en est pas de méme pour les gaz
qui, avec une densité donnée, ne peuvent supporter
qu'une pression donnée.

Lorsque les équations (3) seront vérifiées, I'équation (2)
nous donne :

p=[f(x,¥y,32) + const. (4)

La constante sera déterminée quand on connaitra
la pression p, en un point particulier x,, ¥,, 2,-

10. ProrrifiTt. — Lorsque le trinome Xdx+Ydy +Zdz
est la différentielle exacte d'unc fonction ¢ (z, ¥, 2),
c’est-a-dire lorsquil existe une fonction de force ¢, on a:

Xdr + Ydy + Zdz = dg (@, ¥, 2),
et il vient alors :
ap — odlo. )

Il résulte de 14, puisque le second membre doit étre
une différenticlle exacte, que g doit étre une fonction
de ¢. Par conséquent, en intégrant, p sera une fonction
de g, et, par suite, p est une fonction de p.

Il s’ensuit que, dans le cas ot il existe une fonction
de force, la pression p el la densité p sonl des fonclions
Pune de lautre, et, par conséquent, elles sont constantes
en méme temps. '
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Ce cas se présentera, par exemple, lorsque les forces
motrices seront dirigées vers des centres fixes, et qu’elles
ne dépendront que des distances a ces centres, ou bien
encore, lorsqu’elles proviendront d’actions mutuelles
entre les différents points de la masse fluide.

Surfaces de niveau.

11. On appelle surface de niveau dans une masse
fluide en équilibre, le lieu géométrique des points
ou la pression a la méme valeur.

On a done, pour une surface de niveau :

p = const., oubien dp =0,
ou bien encore :
Xdzx V Ydy + Zdz = 0.

Cest Iéquation différentielle des surfaces de niveau.
Si p est la valeur constante de la pression, on aura
pour I'équation finie des surfaces de niveau :

p = f(m’ ?/1 z) + C’
ou bhien :
[, y, 2) = a. (6)

Observons que [ (z, y, z) est la fonction dont la
différentielle est p (Xdx + Ydy + Zdz). En attribuant
& a différentes valeurs, I'équation (6) nous donnera
les différentes surfaces de niveau de la masse fluide.
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12. THEOREME. — Dans une masse fluide en équilibre,
{es surfaces de niveav. ne peuvent se couper.
En effet, I'équation d'une surface de niveau est :

@,y 2 =a;
la. constante ¢ variant d'une surface a une autre,
on aura pour une autre surface de niveau :

[z, y, 2)=a'

Or, il est évident que ces deux équations ne peuvent
&étre vérifiées  par les mémes valeurs de =, y, 2.
Par suite, les deux surfaces ne peuvent pas se couper.

Nous admettons nécessairement que I'équation :

[z, y,2)=a,
ne représentc quune seule surface pour chaque valeur
de a.
13. ProOPRIETE. — Par chaque poinl du fluide

il passe une surfuce de niveau, c'est-a-dire une surface,
lieu des points pour lesquels la pression est la méme
qu’'en ce point.

14. PrOPRIETE. — FEn chaque point du fluide
la force motrice est normale & la surfuce de niveau
qui passe par ce point,

Celte propriété résulte immédiatement de I'équation :

Xdx + Ydy + Zdz = 0,

qui nous donne :

T4
=Y
)

vl

&

i

2 &

I
=]
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Or, cette équation exprime que la force P est
perpendiculaire a4 un élément ds quelconque de courbe
tracée sur la surface et passant par le point .

15. REMARQUE. — 8i la surface libre d’un liquide
est soumise 4 une pression constante ou nulle, cette
surface sera une surface de niveau. Dans certains
liquides la pression & la surface peut étre nulle ; mais,
il n'en est pas de méme pour les gaz, comme nous le
verrons plus loin.

16. PROPRIETE. — Nous avons vu (n° 10) que si
le trindme Xdz + Ydy + Zdz cst une différenticlle
exacte d'une fonction ¢ de «, y, z, la pression et la
densité sont fonctions I'une de 'autre, et, par conséquent,
elles sont constantes en méme temps. La densité est
donc constante en tous les points d'une surface de
niveau. Il Sensuit que, si lexpression Xdx + Ydy -+ Zdz
est une différentielle exacte, les surfaces de niveau sont
ausst des surfuces d'égale tensité.

17. PROPRIETE. — Dans un fluide pesant en
équilibre, et sollicilé uniquement par la pesanleur,
les surfaces de niveau sont des plans horizonlauz.

En effet, si nous prenons l'axe des z parallele
a la direction de la pesanteur, nous aurons :

X—0 Y=0, Z=g.

L’équation différentielle des surfaces de niveau est
done :

gdz =0, oubien: dz = 0,

2 = const.

Cest I'équation d'un plan horizontal.
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L'équation d’équilibre nous donne alors:

dp = gpdz;

or, Yexpression gpdz ne peut étre une différentielle
exacte qu'a la condition que ¢ dépende de 2z seulement.
Done, pour un fluide pesant en égquilibre, la densité
sera conslanie en tous les points dun méme plan-
horizontal. Cest d’ailleurs ce qui résulte de la propriété
précédente que la densité est constante en tous les
points d’'une surface de niveau.

18. ProPRI&TE. — Lorsque, dans un fluide en
équilibre, les forces sollicitantes sont dirigées vers
un centre fize, les surfaces de niveau sont des sphéres
ayant pour centre le point fixe.

Prenons lc centre fixe pour origine, et soit » la
distance d'un point = (#, y, 2) au centre fixe; nous
aurons :

a4 Yy 4 2t =2,

Or, l'équation différentielle des surfaces de niveau
est -

Xdx + Ydy + Zdz = 0.

Mais, si l'on désigne par P la force dirigée vers
le centre fixe, on a:

X-P%, Y—pP

S

z
y L=P—,

r
et I'équation des surfaces de niveau devient alors :

g {xdw + ydy + 2dz) =0,
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ou bien :

On en tire :
dr =0, dou = const.y

ce qui démontre la propriété énoncée.
Discussion de I'équation dp = p (Xdw +Ydy 4 Zdz).

19. Lorsqu’il s’agit d’un liquide hoinogéne, p est une
constante. .
Alors évidemment I'équation d’équilibre :

dp = p (Xdx + Ydy + Zd2),

exige que lexpression Xdx -+ Ydy + Zdz soit une
différentielle exacte d'une fonction de x, y, 2. Par consé-
quent, dans le cas d'un liquide homogéne, pour qu'il
y ait équilibre, il dott exister, pour les forces extérieures
qui agissent sur le fluide, une fonction de force.

0. Sil sagit dun goz & température constante,
il résulte de la loi de Mariotte que la densité en chaque
point est proportionnelle 4 la pression. On a donc, dans
ce cas, :

p="rkp,
et I'équation d’équilibre devient :

k t%p = Xdx + Ydy + Zdz.
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Or, le premier membre étant évidemment une
différenticlle exacte dune fonction de @, y, %, il doit
en étre de méme du second membre, et, par consé-
quent, dans ce cas encore, il devra exislter une
Jonction de force.

Nous aurons alors :

R0 _ g,
p r
d’oti :
B_¢,
lc Tk
ou bien :
¥
K
p=ce,
et, par suite,
qi
Ci
P_Ee 0

1. Sl sagit d'un gaz dont la température n'est
pas constante, k n’est pas constant, et 'on a, en vertu
des lois de Mariotte et de Gay Lussac :

p =ks (14} ai),

k étant une constante, ¢ la température ct « le coefficient

de dilatation des gaz, égal a 0,00366 ou 2—;3 .
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L’équation d'équilibre devient alors :
dap 1 ' ,

L’¢quilibre exige que le second membre soit, comme
le premier, une différentielle exacte.

Si Pexpression Xdx + Ydy -+ Zdz est une diffé-
rentielle exacte d’'une fonction de @, y, 2, c'est-a-dire
s'il existe une fonction de force, il vient :

-z dp 1

P cl-{—atd?'

1 résulte de 1a que , €%, par conséquent, ¢ doit

1
1+ «f
étre une fonction de ¢, et, par suite, une fonction de p.
Done, la températurce sera constante en méme temps
que p ; par conséquent, p, p et ¢ seront constantes en
méme temps. Done, si Xdx + Ydy + Zdz est une
différentielle exacte, les surfaces de niveau (ou d’égale
pression) sont des surfuces d'égale densité el d'égale
lempérature.

De I'équation ci-dessus on ftire :

©ay
/ R 1+ %)
n=ce ,
et, par suite,
ap
B c ef AT «)
PRI T 2

ReMarQUE I. — Considérons, en particulier, I'atmo-
sphére qui enveloppe la terre, et faisons abstraction
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du mouvement de rotation de la terre que nous
supposerons sphérique. La force motrice pour chaque
molécule de I'atmosphére est dirigée vers le centre de
la terre, et elle est fonction de la distance. Les surfaces
de niveau sont des sphéres concentriques a la terre
(n° 18). L’équilibre de l'atinosphére exigerait donc que
la température soit partout la méme a égale distance
de la surface de la terre, ce qui est impossible & cause
de la présence du soleil ; done, I'équilibre ne sauraif
exister.

REMARQUE II. — De Iéquation p = XAp, & étant
constante ou variable, il résulte que les gaz ne
peuvent avoir de surface libre sur laquelle la pression
serait nulle. Car alors, on aurait, pour ces points, p = 0,
et il faudrait quil n’y et pas de matiére a la surface.

De la résulte la nécessité de maintenir les gaz dans
des vases fermés de toutes parts.

Cas ol le trinéme Xdx - Ydy + Zdz n’est
pas une différentielle exacte.

22. Lorsque le trindme Xdw + Ydy -+ Zdz n'est pas
unce différentiellec exacte, les surfaces d’égale pression,
d’égale densité et d'égale température ne coincident

plus.

1" Cas. — Si le [fluide est hélérogéne et incom-
pressible, les surfaces d'égale pression sont données par
I'équation :

dp =0, ou Xdwx -+ Ydy + Zdz =0,
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et Jes surfaces d’égale densité par I'équation :;

0o dp dp
do =0, ou =t dx == d = dz == (.
p=0, ou Godr 5l dy 45 0

Ces surfaces par leurs intersections délerminent des
courbes d’égale pression et d’égale densité, représentées
par ces deux équations.

On en tire :
dx . dy dz
dp do 0 _dp L 0p dp
Yor %5y T *u: oy Viw

Mais les équations de condition (n° 9) :

9(pX) _ d(pY)

dy ox
deY)  Oigh)
0z Oy

Y

0(eZ)  0(eX)
“ox @ dz

nous donnent :
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Par conséquent, nous aurons pour les courbes d'égale
pression ct d’égale densité :

de  dy dz
A G S A S &
dy dz  dz  odx dx Oy

2° Cas. — 8Si le fluide est élastique et 4 température
variable, on a :

dp
k? i + t(de + Ydy + Zd3).

Les surfaces d'égale pression sont données par
Téquation :

dp =0, ou Xdw -+ Ydy -+ Zdz = 0, (1)
les surfaces d’égale densité par I'équation :

0

da =0, ou dpdx-}— ody—}—dpdz—o )

ot les surfaces d’égale température par I'équation :

()é ()f
dt = 0, ou da:d + + 2 =0. (3)

Les courbes d'égale pression ct d’égale densité sont
done déterminées par les équations (1) et (2), ou bien
par les équations :

dx o dy . dz
0Z dY 00X 0Z o0Y o0xX’

dy 09z dz  dx dx  dy

(4)
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Les courbes d’égale pression et d’égale température
sont déterminées par les équations (1) et (3), qui nous

donnent :
da dy o dz
o1 ot = ot ot~ ot Jt -
Y=ty lm—Xg Xy—Yg

Or, des conditions d'intégrabilité :
9 (__X_) _9 (_Y_)
oy \1 4+ at) oz \l + at/)’

;07( Y )_i( z
0z \1 +ot/  dy l—f—zztt)7

iz (1) = o (=)
dx\TFat) — 0z \T+ =)’

on tire facilement :

0X Y ot ot
(142 (@“%) ——“(X@—Y;ﬁ)’

oY 07 ot ot
(L-t-ed) (% —@) = “(Yai —Z Eg)’

0Z OX)

(1—{—&1)(%——% a(Z ot X()t),

ox © 0z
¢t, par conséquent, on a pour les courbes d'égale
pression et d'ézale température :

dox - dy . dz )
A G S A ) S
dy 0z 0z Ox dx  dy

Ces équations (5) étant identiques aux équations (1),
il sensuit que les courbes d'égale pression et d’égale
densité sont aussi des courbes d’égale température.
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CHAPITRE 111,

Equilibre relatif d'un fluide.
Figure permanente
d'un fluide tournant autour d'un axe.

23. 1l résulte de ce que nous avons vu dans l'étude
du mouvement relatif (II, n° 229) que, si un systéme
matériel est en repos relativement & un systéme d’axes
mobiles, on peut le considérer comme en repos absolu
4 la condition de joindre aux forces qui agissent
réellement en chaque point, les forces apparentes ou
fictives. D’ailleurs, dans ce cas, ces forces apparentes
se réduisent pour chaque peint a la force d’inertic
d’entrainement (II, n° 214).

On arriverait au méme résullat cn appliguant le
principe de d’Alembert, et en écrivant qu’il y a équilibre
entre les forces motrices et les forces d’inertic. En effet,
dans le cas du repos relatif, 'accélération du mouvement
d’entrainement et l'accélération du mouvement absolu
sont identiques (I, n° 164). Par conséquent, les forces
d’inertie des différents points se réduisent aux forces
d’inertie d’entrainement.

24. Comme application, considérons un fluide contenu
dans un vase de forme quelconque, et supposons que
le tout soit animé d'un mouvement de rolation uniforme
autour d’'un axe que nous prendrons pour axe des 2.
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Au bout d’un certain temps, le fluide prendra une figure
permanente d’équilibre que nous nous proposons de
déterminer.

Soient X, Y, Z les composantes de la force accélé-
ratrice en un point m (x, y, 2z) du fluide. Nous
appliquerons le principe de d’Alembert, et nous écrirons
qu'il y a équilibre entre les forces motrices et les forces
d'inertie. Or, la molécule 7 décrit une circonférence
de cercle autour de l'axe 0z, et si o est la vitesse
angulaire, ¢t 7 le rayon du paralléle décrit par le
point m, la force effective qui, dans ce cas, se réduit
ala force centripéte (I, n° 164) aura pour expression
— w’zdm. La force d'inertie sera donc la force centrifuge
w?rdm, dont les composantes sont w*zdm et wydm,

Nous aurons done l'équation :

adp = p (Xdx + Ydy + Zdz 4 wizwdz -+ wiydy). (1)

25. Si le fluide est homogéne, et sollicité par la
pesantevr seule, on aura, cn supposant ’'axe des z
vertical et dirigé en sens contraire de la pesanteur :

X = 01 Y = 01 7= g’
el I'équation (1) nous donne :
dp = ¢ (— gdz + wxdx + wiydy). 2)

L¢quation différentielle des surfaces de niveau est
done :

wxdr + wydy — gdz == 0,
ou bien, en intégrant,

we (x? 4+ ) —2g (g —c) = 0. (3)
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Par conséquent, les surfaces de niveau sont des
paraboloides de révolution, ayant pour axe laxe
des z. La parabole méridienne du plan des zx a pour
équation :

wlr? =2¢g (3 — ¢).

On voit que cette parabole ne change pas de
grandeur avec ¢, c'est-a-dire avec la pression, puisque
29
w?
quent, de p; la position du sommet seule change avec c.

Dailleurs, en intégrant I'équation (2), on obtient
pour la pression en un point quelconque de la masse

son parametre est indépendant de ¢, et, par consé-

fluide :
p=p| T —gal o,
ou hien :
P= —gpz+ 3;2 (@* + y¥ 4
REMARQUE. — La surface du liguide étant une

surface de niveau, son équation doit étre comprise
dans I'équation (3). Cherchons & déterminer la valeur
correspondante de c¢; il suffira pour cela d’exprimer
que le volume total compris entre cette surface et le
vase est égal au volume primitif du liquide.

Si le vase a la forme d’un cylindre circulaire, e étant
son rayon, et & la hautcur du liquide dans le vase en
repos, on a pour le volume primitif du liquide :

V = nath.
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Le fond du vase étant pris pour plan des xy, soit A’
la hauteur dans le vase en mouvement, c'est-a-dire la
hauteur du point ol la parabole génératrice rencontre
le vase; cette hauteur %' sera déterminée en faisant
x ==a, 3 = ', dans la section du plan des 2z, ce qui
nous donne :

wiat = 2g (h' — ¢),

d’ol :

Mais, il est facile de s'assurer que le volume
compris enire cette surface de niveaun et le vase a pour
expression :

nwia*

nath! — .
49
-On a donc, en égalant les deux expressions du
volume :
nwiat
rath = na*h' — ’
49
d'ou T'on tire :
w22
'—=h J —
h + 7
et, par suite,
272
c— b - 24,
49
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L’équation de la surface libre du liquide est done,
en vertu de 'équation (3) :

z=h+%(m2+y2—ag).

26. Considérons encore le cas d’un liquide homogéne
animé dun mouvement de rotation uniforme autour
d'un axe Oz et dont fous les poinls sont attirés par
un centre fixe O situé sur Uaxe, et proporiionnellement
a la distance & ce point.

KEn désignant par p la valeur de la force a l'unité
de distance, et prenant le point fixe pour origine, nous
aurons :

X=—ux, Y =—ypy, = — u3,
et I'équation (1) nous donne :
dp = o (— pxdy — pydy — pzdz + wxdr +oydy).
I’équation différentielle des surfaces de niveau est:
(W — p) 2dzr + (W — p) ydy — p2dz = 0,
d’o11, en intégrant :

(©? — p) (2% 4 y?) — p2® = const.,

ou bien :

x'+y’+y_m2—

¢ étant une constante arbitraire.
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Par conséquent, les surfaces de niveau sont des
surfaces du second ordre, de révolution autour de l'axe
de rotation.

Si w2 <y, les surfaces de niveau sont des ellipsoides.

Si w2 = p, ces surfaces sont des plans perpendi-
culaires & l'axe des 2, c'est-a-dire perpendiculaires a
l'axe de rotation.

Si w2 > p, les surfaces de niveau sont des hyperbo-
loides & une nappe ou & deux nappes, ou un cone,
suivant que ¢ sera positif ou négatif, ou nul.

Enfin, si @ = 0, les surfaces de niveau sont des
sphéres concentriques.

Il résulte de ce qui précéde que, pour @ = 0, les
surfaces de niveau sont des sphéres concentriques ;
si w varie entre 0 et L u, ces surfaces sont des
ellipsoides de révolution autour de l'axe Oz ; pour
w >} 1, ces-surfaces deviennent des hyperholoides de
révolution.

Il est évident que lon obtiendra la valeur de la
constante ¢ correspondante 4 la surface du liquide en
calculant le volume du liquide compris entre cette
surface de niveau et la surface du vase, et en égalant
la valeur trouvée au volume de la masse donnée du
liquide. )

>
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CHAPITRE IV.

Equilibre des fluides pesants.
Pression sur une parol plane.
Pression sur le fond d'un vase.

27. Considérons un fluide pesant en équilibre rap-
porté & trois axes rectangulaires, 'axe des z étant
dirigé dans le sens de la pesanteur, et soit mn (x, y, 2)
un point de ce fluide. Nous aurons :

et il vient :

Les surfaces de niveau qui ont pour équation (n° 11):
dz =0, dod 2z = const,

sont, des plans horizontaux.

Si le fluide est un liguide homogéne, et si I'on désigne
par p, la pression correspondante a4 un plan horizontal
situé & une distance z, en dessous du plan des xy,
par exemple, la surface supérieure du liquide, on a:

P =P, -+ gp (8 — 2.
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On en conclut que la partie de la pression totale au
point considéré, qui est indépendante de la pression p,
exercée a la surface supéricure du liquide est go (z—2,),
c'est-a-dire qu'elie est proportionnclle a la profondeur
3 — z, de l'élément en dessous du niveau supéricur
du liquide.

28. l.a formule ui détermine la pression en un
point d'une masse fluide en équilibre est :

dp = gads.

Or, en désignant par = le poids spécifique du fluide
au point considéré, on a (I, n° 329) :

@ = Q.
Lot :
dp = =daz.

On en tire, en désignant par p, la pression corres-
pondante 4 un plan horizontal situ¢ & une distance z,
¢n dessous du plan des ay ;

p=p. +fwdz-

2n

3
Or, Tlintégrale [ wlz est évidemment le poids d'une
. .20
colonne verticale du fluide ayant pour base l'unité de
surface, et pour hauteur 3 — z,. Nous aurons donc
le théoréme suivant :

0

THEOREME. — La pression en un point dun fluide
pesant en squilibre, est égnle & la pression exercée sur
]
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un plan horizonlal, augmeniée du poids d'une colonne
verlicale du fluide ayant pour base lunité de surface,
el pour hauvleur la portion de verticole comprise enlre
ce plan horizontal el le poinl considéré.

29. 8 le fluide est homogéne, = = const., et la
formule précédente nous donne pour la pression en un
point de la masse fluide :

D=0, +=&E—2)

Cette pression p rapportée a lunité de surface peut
étre représentée par un certain nombre de kilogrammes
appliqués sur I'unité de surface, ou par le poids d'une
colonne verticale du fluide ayant pour base l'unité
de surface. En désignant par H la hauteur de cette
colonne, on a:

p ==H,

d’our :
p po
H=%=2242—2%,.

Cette hauteur H cst la hauteur représeniative de la
pression p cn colonne fluide, cette pression étant
exprimée en kilogrammes par métre carré.

L’équation précédente nous apprend que lacerois-
sement de la hauteur représentative de la pression dans
un fluide pesant el homogéne en équilibre est égal o
Uaccroissement de [ordonnéde 2.

ReMarRQUE 1. — Nous venons de voir que l'on peut
représenter une pression par la hauteur représentative
correspondante. Cest ce que lon fait souvent en
Physique. Ainsi, par exemple, on dit : la pression
de 760™ de mercure, la pression de 10™333 d'eau.
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11 est bon d’observer que les pressions ct leurs lau-
teurs représentatives dans un liquide sont sculement
proportionnelles : 1e rapport entre ces deux quantités
est le poids spécifique.

D'aprés ce qui précede, la pression est un certain
nombre de kilogrammes par métre carré, et il est
¢vident que Ton ne peut pas y substituer un certain
nombre de meétres, 4 moins qu’il ne s'agisse d’évaluer
le rapport de deux pressions. Si I'on voulait calculer
la pression correspondante a 760™® de mercure,
il fandrait se rappeler que le métre cube de mercure a 0°
pése 13596 kilogrammes ; done, la pression de 760™™
serait égale a 13596 x 0,760 = 10333 kilogrammes par
metre carré. Cest la valeur de la pression atmosphérique
moyenne. Elle est égale 4 1a pression de 10,333 d'eau,
puisque le poids du métre cube d’eau est de 1000 kilo-
grammes,

REMARQUE II. — L’équation :

iz P
Loy 2z,
nous donne :
P y4
g —L — g — 20,

Cette relation exprime que si, en chaque point d'un
fluide en équilibre, on retranche de la profondeur z
de ce point la hauteur représentative P 30 1a pression

w
en ce point, on obtient un résultat constant. Elle déter-
mine doncun plan fixe situé & une distance du plan

“~o

horizontal des ay égale a =z —-%’. Ce plan a regu
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le nom de plan de charge. Sa distance au plan fixe
des xy est : '

~ p(l
ZLZAA,O——%«.

Drailleurs, si I'on remplace s par z, dans la formule :
p=0, 1 = (& — 3),
il vient :
p =0.

On en conclut que {a pression est nulle pour tous les
points du plan de charge.

Si Ton désigne par ¢ la distance d’'un point du fluide
au plan de charge, la distance de ce point au plan
des wy sera 2z, + €, et nous aurons pour la pression
en ce point :

=, + =z +L—z),
et, en remplacant z, par sa valeur, il vient:
p=7uL.

Done, la pression en un point quelcongue du fluide est
représentée par le poids dun cylindre du fluide ayant
nour base unité de surface et pour hauteur la distance
de ce point au plan de charge.

30. THEorREME. — La pression totale exercie pur
un fluide pesant et homogéne sur une paroi plane est
dgale au poids d'un prisime de ce fluide ayant ce plan
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pour base, et pour hauteur la dislance du ceniie
e gravité de ce plan & la surface du nivean supérieur.
Soit ABCD une surface plane dans un fluide pesant
et homogene en équilibre (fig. 4), et soit «/4 un élément
de cette surface situé a une
profondeur z en dessous de la
surface du niveaun supérieur.
N i La pression supportée par cet
I ¢lément est (n° 27):

Fig. 4.
M N

gpadr,

en [uisant abstiaction de la

pression exercée sur le niveay

supérieur , c'est-a-dire, en

général, la pression atmosphérique. Ceite pression esi

normale a Télément (n° 5). Les pressions excrcées sur

tous les éléments de la surface plane ABCD sont donc

paralleles : elles auront une résultante p égale a leur
somme, et normale au plan :

= gpfzdl.

Or, en désignant par z, la distance du centre de
cravité de Taire ABCD =—= A a la surface du niveau
supéricur, on a (I, n® 329) :

[ 2d) = Az, ;
par suite,

P = gez,A,

formule qui dé¢montre le théoréme énoncé.
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31. REMARQUE. — 8i la surface ABCD est horizontale,
z, est la profondeur totale de cette surface.

En particulier, si A est la surface du fond du vase,
I'équation :

nous donnera la pression exercée sur ce fond.

Cette expression est indépendante de la forme du
vase; par conséquent, la pression exercée par un
liquide sur le fond d’un vase est indépendante de la forme
de ce vase. Si l'on fait varier la capacité du vase, sans
changer le fond, la pression supportée par celui-ci ne
change pas, pourvu que z, reste constant. Ce phéno-
meéne est connu sur le nom de paradoxe hydrostatique.

32. 1l en résulte que la pression d'un liquide sur le
fond d'un vase non cylindrique peut étre plus grande
ou plus petite que le poids du liguide contenu dans
le vase. Ainsi, la pression sur la paroi AB (fig. 5) sera

Fig. b. Fig. 6. Fig. 7.

égale au poids d’une colonne de liquide ayant pour base
AD, et pour hauteur I'G.

Dans le trapéze ABCD (fig. 6) la pression sur le fond
du vase AB est plus grande que le poids du liquide
contenu dans le vase. Le contraire se présente pour
le trapéze MNPQ (fig. 7).
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Liquides superposés,

33. Supposons maintenant dewx liguides pesants et
homogeénes contenus dans un méme vase el qui ne se
mélangent pas. La surface de séparation sera un plan
horizontal. En effet, les surfaces de niveau sont des
plans horizontaux pour chaque liquide (n° 17); en
outre, la densité doit étre la méme pour tous les
points de chacun de ces plans. Or, cela naurait pas
lieu, si un méme plan horizontal pouvait rcncontrer
les deux liquides.

Cela posé, soient b la base, & la hauteur et p 1a densité
de la premiére couche reposant sur le fond du vase;
b, I, ¢ les quantités analogues relatives a la seconde
couche. La pression sur l'unité de surface de &' est gs'®/';
cette pression se transmet 4 la seconde couche et
viendra s'ajouter & la pression gel excrcée par cette
seconde couche sur chaque unité de surface de sa base,
La pression sur le¢ fond du vase par unité de surface
sera donc gp'h' -+ geh, et, par conséquent, la pression
totale sur cc fond est g(p'h' + ¢h)d, c'est-a-dire qu'elle
est égale au poids dun prisme donl la base serail b,
et qui contiendrail une hauteur h du liguide infeérieur
et une hauteur h' du liguide supdricur.

Si l'on avait plusieurs liquides superposés dans un
méme vase, on aurait pour la pression totale sur le fond
du vase : '

g (eh + o'h' + o"h" 4 ... b.
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Vases communiquants.

34. PRroPRIETE. — Dans deux vases communiquanis
dont chacun condient un liquide pesant et homogéne,
la surface de séparalion des deux liquides est un plan
hovizontal, el les hauteurs des deux colonnes liguides
au-dessus de ce plan sont en raison inverse des
densilés.

Soient deux vases communiquants remplis de deux
liquides différents (fig. 8). Ces deux liquides d¢tant
cen équilibre, les surfaces de
niveau sont des plans hori-
zontanx pour chague liquide,
et, par conséquent, il cn sera
de méme de la surface de
séparation. 11 cn résulte que
Tun des deux liquides remplira
completement  le canal  de
communication et une partic

v P plus ou moins grande du vase
qui contient Pautre liquide.

Fig. §.

Soient AB la surface de séparation, A et A’ lcs hautcurs
des deux liquides au-dessus de ce plan. Si nous prenons
un point # de la surface de séparation, la pression
excreée en ce point par le premier liquide sera égale
a goh, en fuisant abstraclion de la pression extérieure,
et la pression exercée par le second liquide sera égale
age'h.
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L’équilibre exige que ces deux pressions soient égales,
et 'on a, par conséquent,

goh = gp'h,
d’olt :
ho_ ¢
B e
REMARQUE. -— Si les deux liquides sont de méme
densité, on a & = A,
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CHAPITRE V.

Composition des pressions
sur une parci de forme guelcongue.

35. Considérons une paroi de forme quelconque,
et proposons-nous de trouver l'action exercée sur cette
paroi par un fluide en équilibre.

Supposons donc que la surface pressée par le fluide
soit une surface courbe dont la forme est définie par
son ¢quation. Soit M (x, ¥, 2) un point de cette surface.
La pression sur un ¢lément ¢z de la surface en ce point
M est pd2, et clle est normale a4 cet élément (n° 5).
Les pressions exercées sur les différents éléments
de la surface étant normales 4 ces éléments ne sont donc
pas des forces paralléles, et, par conséquent, elles ne s¢
réduisent pas, en général, a une force unique.

Malis, si nous désignons par «, 3, y les angles que la
normale & I'élément i fait avec les axces, les composantes
de la pression pdi sont :

pdicosa, pdicosd, pdicosy.

Nous aurons pour chacun des éléments de la surface
courbe trois composantes analogues. Si nous étendons
a la surface entiére, et si nous composons toutes les
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pressions autour de lorigine, nous aurons suivant les
axes les trois forces :

A =/pdl cosa, B ==.[pdk cosfl, C =f7)d)\ cos v,

et dans les plans coordonnés les trois couples :
L =‘/‘de (y cosy — zcos B,
M =fpdl (3 cosa— acosy),
N =./‘pd). f cos B — y cos ).

On en conclut qu'en général, les pressions exercées
sur une surface courbe se compos'nt en une force
et un couple. '

Observons que les intégrales qui précédent doivent
s'étendre 4 la surface entiére de la paroi pressée.

Ainsi done, lorsque la surface pressée par le fluide
n’est pas plane, les pressions excrcées sur les différents
élémenis de cette surface ne sc réduisent pas, cn
géndral, & une résultante unique. Mais, si T'on a la
condition (I, n° 288) :

AL + BM + CN — 0,

le couple et la force sont sifués dans un méme plan,
et les pressions se composcnt alors en une pression
unique.
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Centre de pression.

36. On appclle centre de pression dune surface
le point o1 cette surface est rencontrée par la résultante
des pressions exercées sur ses différents éléments.
En général, on restreint le sens de cette expression
au cas ol le fluide est un liquide pesant et homogéne,
et ou l'on fait abstraction de la pression exercée sur
le niveau supérieur.

Une aire plane admet toujours un centre de pression,
puisque les pressions exercées sur ses différents
éléments étant normales a cette aire sont des forces
paralléles et de méme sens, qui admettent donc une
résultante unique. Au contraire, dans une surface
courbe, les pressions étant dirigées suivant les normales
a la surface, lc centre de pression n'existe pas toujours,
puisquun systéme de forces quelconques n'admet pas
toujours une résultante unique. Pour quune surface
courbe admette un centre de pression, il faut que
la condition (n° 35) :

AL 4+ BM + CN =0,
soit vérifide.

Lorsque cette condition sera satisfaite, nous pourrens
déterminer les coordonnées du centre de pression,
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En désignant par @, y,, 2, ces coordonnécs, nous
pourrons faire équilibre aux pressions, en introduisant
en ce point une force égale et directcment opposée

4 leur résultante unique, et nous aurons les trois
¢quations :

Cy, — Bz, =/‘pd/l (y cos v — z cos 3,
Az, — Cx, =/-pdl (3 cos 2 — x cos ¥),
Br, — Ay, = /pdl (x cos§ — y cos ).

Or, ces trois équations se réduisent a deux, en vertu
de la relation :

AL + BM 4 CN = 0.

Si nous joignons a ces deux équations, I'équation :

f(mn Y zx) =0,

qui exprime que le point x,, y,, 2, est sur la surface
courbe, nous aurons trois équations pour déterminer
B Y, 3,

3%7. TukorREME. — Le centre de pression dune aire
plane inclinde sur Uhorizon est situé en dessous
du cenlre de gravité de celte aire par rapport au plan
du niveau supérieur.
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Soient G le centre de gravité de laire plane située
dans le plan MNRS (fig. 9),
Fig. 9. et HH' une horizontale
menée par le point G
dans le plan de cette aire.
Soit d* un élément de
I'aire situé au-dessus de
HH': la pression sur cet
¢lément sera gpzdi, z
étant la distance de I'¢lé-
ment & la surface du
niveau supérieur. En
désignant par u la dis-
tance de Télément ) & la droitc HH', le moment de
cette pression par rapport & HII' est (I, n° 233):

gpaudi.
Donc, la somme des moments par rapport a 'axe HH'

des pressions exercées sur la partie de Taire comprise
dans MNHH' sera :
gp‘/‘zzcdl;

dle méme, la somme des moments par rapport & HH' des
pressions exercées sur Tlautre partie comprise dans

HH'RS sera :
grc/‘z'u'd).’.

Il résulte de 12 que le plan MNRS est sollicité 4 tourner
autour de HH' avec un moment égal a :

g¢ f (B'u'dA — zud)).
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Or, pour tous les points de la partie supéricure,

lordonnée z est moindre que la distunce z, du centre

de gravité G au plan du niveau supéricur: on a donc,
pour un quelconque de ces points :

2, >z, dob z,udh > zudi;

par conséquent,

zo/-ud)\ > ./zudl.

De la méme maniére, puisque, pour tous les poinis
de la partie inférieure, on a 2' > z, il en résulte :

fz'u’dl’ > zO/u'd}.’.

Mais, d'autre part, la droite HH' passant par le centre
de gravité G de laire, la somme des moments des’
éléments de cefte aire par rapport & cette droite est
nulle (I, n® 323). On & done :

fudx =fu'dx';

par conséquent,

zofud) :zofu'dk',

et, par suite,

/z’u'd).' >fzudz.
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1l résulte de 1a que le moment / Fud) lemporte sur
le moment [ zudd pour faire tourner le plan autour de
HH'. Donc, le point d'application de la résultante doit
se trouver dans la partie du plan correspondant 4 ce
moment, c'est-d-dire en dessous de la droite HH' par
rapport au plan du niveau supérieur.

Coordonnées du centre de pression

d'une paroi plane.

38. Considérons une parot plane dans lintérienr d'un
liguide homogéne et pesant. Prenons le plan du niveau
supcricur du liquide pour plan des 2y, laxe des z étant
dirigé dans lc sens de la pesanteur. Soient di un
élément de la paroi plane, z sa distance au plan des ay
la pression exereée sur cet ¢lément est guzdi.

Les moments de cette pression par rapport aux trois
plans coordonnés sont :

gezxdl, gezydd, geztdl.

Désignons par x,, v,, %, les coordonnées du cenire
de pression, et écrivons que le moment de la pression
totale supposée appliquée au centre de pression, par
rapport aux trois plans coordonndés, cst égal 4 la somme
des moments des pressions élémentaires par rapport
a ces plans,
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Nous aurons done en représentant par R la pression
totale :

R —gp [2d),
Rz, = gp f 2adi,
Ry, = go [ zya),
Rz, = gp [ ).

Mals, en désignant par z, la distance du centre de
gravité au plan du niveau supérieur, et par A Taire
de la paroi plane, on a :

f 2dk = z,A.

On a donc pour les eoordonnées du centre de pression :

E [ 2ydA f 2%,

=" h 0 YT A o AT

39. REMARQUE. — Il est évident, puisque le centre.
de pression est situé dans le plan de la paroi, que lon
peut chercher a déterminer les coordonnées de ce point
par rapport & deux axes pris dans ce plan.

Prenons pour axes coordonnés Iintersection Oz de
la paroi avec le plan horizontal 4 parlir duquel
on compte les profondeurs, une perpendiculaire Oy
a cette droite dans le plan de la paroi, et une perpen-
diculaire Oz 4 cc plan.
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La pression tolale sur la paroi sera, en désignant
par » la distance verticale d'un élément au plan
horizontal (n° 38)

R = gpfudl = galu,,

A étant I'aire totale de la paroi, et «, la distance de son
centre de gravité au plan horizontal.

D’ailleurs, «,, ¥, étant les coordonnées du centre
de pression dans le plan des xy, on a évidemment :

Or, ¢ ¢tant angle que fait le plan de la paroi avec
le plan horizontal, et y, la distance de son centre
de gravité 4 I'axe Oz, on a :

w=ysing, u,=y,sing;
par suite,

R = gpy,Asing,
Rz, = gpsin cpfwyd}.,

Ry, = gpsin tpfyﬁd)..

Par conséquent,

@Z, Ayo s
_ [ yidi
vy, = Ayo -
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Les formules précédentes nous permettent de recon-
naitre que le centre de pression dune parci plane n'est
autre que le cenlre de percussion de cette paroi,
considérée comme un corps dont chaque élément aurait
une masse égale 4 son aire, et qui lournerait autour
de I'horizontale Oz.

En effet, d’abord le centre de pression est situé dans
un plan passant par le centre de gravité et par laxe
de rotation ; d’autre part, sa distance & l'axe Oz est
donnée par la formule :

/' yrd)
Y= Ay, ’
et il est évident que f %) est le moment d'inertie
de Tlaire par rapport a laxe Oz. Enfin, si nous
transportons le plan wyz parallélement & lui-méme,
de maniére a le fairc passer par le centre de pression,
alors la coordonnée & du centre de pression sera nulle,

et nous aurons:
f x'yd) = 0;

d’ailleurs, on a aussi :

puisque, pour tous les points de laire, 2 = 0.

1l s’ensuit que I'axe Ox est principal pour la nouvelle
origine, c’est-a-dire pour le point ou il rencontre le plan
mené par le centre de pression perpendiculairement
4 Taxe de rotation. Done, le centre de pression
satisfait aux conditions qui déterminent le centre de
percussion de la paroi (II, n° 239).
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40. La détermination du centre de pression d’'unc parot
plane est encore simplifiée lorsque I'on connait 4 priori
une droite sur laquelle se trouve ce centre de pression.

Supposons, par exemple, que lhorizontale MN soit
Iintersection de la paroi avec le niveau du liquide, et
divisons la surface pressée en tranches élémentaires par
des paralléles & MN. Le centre de pression de chacune
de ces tranches est évidemment situé en son milieu.
Si le licu des points milicux des cordes paralléles a MN
est une ligne droite, le centre de pression sera situé
sur cette droite. En d'autres termes, si la surfuce
pressée a un digmetre conjugué ¢ ses cordes horizon-
tales, le centre de pression sera sur ce diamétre.
Dans ce cas, il suffira de déterminer la distance de ce
centre de pression au niveau du liquide, ou sa distance
4 l'horizontale MN.

En désignant par 2, la distance du centre de pression
au niveau du liquide, nous aurons la formule :

) _fzm

o] = -
A
di étant Taire d'une tranche ¢lémentaire située a une
distance z du niveau du liquide, z, et A ayant la méme
signification gue ci-dessus (n° 38).
Connaissant z,, il scra facile de trouver la distance
du centre de pression & horizontale MN.

En particulier, soit ABC la surfacc presséc (fig. 10),
AB étant l'intersection de cette surface avec le nivean
du liquide, et supposons que cette surface ait un axe
de symétrie OC perpendiculaire & AB. Décomposons
la surface ABC en tranches élémentaires par des paral-
leles & AB, et soit abed = d une de ces tranches, dont
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le centre de pression est en son milieu I. Soient ID = 2
la distance de cette bande abcd au niveau du liquide,

Fig. 10
x A v 0 B
M L DV / N
m
cuL ‘5 /3
X

€OD = ¢ l'angle que fait la surface ABC avec le plan

horizontal, et posons: om = y, ma = «, les droites
OA et OC étant prises pour axes des « et des y. Nous
aurons :

di = 2xdy.

Or, le centre de pression X de la surface ABC étant
¢videmment situé sur OC, soit z, sa distance au niveau
du liquide ; 1a formule ci-dessus :

2
2 ==

! A

nous donne :

sz?acdy / 22xdy
f2xdy zofxdj-
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Si Pon désigne pai‘ y, la distance OX du centre de
pression & I'horizontale MN, et par y, la distance
du centre de gravité a cette méme horizontale, on a :

z=ysing, 3z, =y, sing, 20 = y, sing.

Par suite, la formule précédente nous donne :

Observons que x, ¥ sont les coordonnées du point &
par rapport aux deux axes Ox et Oy.

ArpLicaTION. — Dans le cas d’'un rectangle, nous
aurons en désignant par a la base, par & la hauteur,
et en supposant que la base soit a fleur d’eau :

par conséquent,

yedy
[ 2
Y, = b_b =3 b.
) / w
41. — Proposons-nous de trouver le cenire de
pression d'un trapéze dont les bases AB et CD sont

horizontales.

Le centre de pression I devant se trouver sur la droite
KEF qui joint les milieux des deux bascs (n® 40), il suflit
de déterminer la coordonnée z, = QS de ce point I,
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situé, comme on sait (n® 3%7), en dessous du centre
de gravité G du trapéze (fig. 11). Soient AB = a

A

Fig. 11.

CD = b les deux bhases du trapéze, 2 sa hauteur,
A'K = ¢ la distance de la base supérieure au niveau
du liquide, ¢ l'angle que fait le plan du trapéze avec
le plan horizontal.

Décomposons le trapéze en éléments paralléles aux
hases, et appliquons la formule (n® 40) :

o [zzdz

1 3

A

A étant T'aire du trapéze, et z, la distance de son centre
de gravité G au plan horizontal.

La surface d’un élément mnm'n', situé 4 une distance
AP = u de la base supérieure, est:

di = mn . du.
Or, on a dvidemment ;

b—a

mn =a + 7

us
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par suite,

dlz(a+b;au)du.

D’autre part, on a :
Z2=PR=AK+ APsing =c 4 using,
A={a+ b g
2, =GT =AK + A'G'sing = ¢ + %,sing,
en posant A'G' = u,.
IYailleurs, nous avons trouvé (I, n° 340, 7°) :

" _ h2b4 a)
° " Bla+d’

et, par conséquent,

o h (20 + a)
z, c+.3(a—+—b sin g
Nous aurons donc :
n
/(c+  sin g)? (a + 71 au)du
z, =* ,
h h2b+ a) .

(a/*{—b)g C+m+—b)sul:[n%

Cette formule servira a calculer la distance z, du
centre de pression au plan horizontal. Mais, il est
préférable de déterminer la distance A'Q = u, du point I
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a4 la base supéricure du trapéze. Si l'on observe que
Ton a:

5 =Q8=AK+ AQsing = ¢ -+ u;sing,

on aura .

‘/E(c—*—usinq)2 (a +4- b;au)du

¢+ u, sing ==

(a+b)ggc+h|2b+a) . 2 ’

e b =] sin ¢
¢
d’ou T'on tire facilement ;

k(a4 3b)sing + 2 ke la + 20)
17" "2k (a + 2b)sine +6c (@ + )

CAS PARTICULIERS. — 1° Si ¢ = 0, c'est-a-dire sz la
base supérieure du trapéze est o fleur d'eau, on a :

__hia 4+ 3b),

le centre de pression est indépendant de l'inclinaison
de la paroi.
2° Si ¢ = 0, cest-a-dire s¢ le trapéze est horizontal,

on a s

9 __hila 4 2b,
VOBt 6

le centre de pression coincide avec le centre de gravité
du trapéze.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



58 —

3" Si a = 0, le trapéze se réduit a un iriangle,
et l'ona:

_ h (3hsino + 2¢)
“r = 2 2k sin o + 3¢)

4° 8i I'on a en méme temps @ = 0, ¢ = 0, le sominet
du triangle est & flewr d'eaqu, et 'ona:

h.

U, =

]

5° Sil'on a en méme temps b = 0, ¢ = 0, la base du
triangle est & flewr d'eau, et l'on a:

o] >

6° Sia = b, la paroi est un parallélogramme, et il
vient :

h (2h sin @ 4 3¢
3hsing 4 2¢)

71

9

7° Sia = &, en méme temps que ¢ = 0, la base
supérieure du parallélogramme est & fleur d'eau, el
Yon a:

=
|
wlto
=
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CHAPITRE VI

Principe d’Archimeéde.

42. Quand un corps pesant est plongé dans un fluide
pesant en équilibre, les pressions exercées sur la surfuce
de ce corps ont une résultante unique, égale et contraire
au poids du fluide déplacé par le corps el appliquée
au centre de ygravité de cetle partie du fluide supposée
solidifiée.

Considérons donc un corps complétement plongé dans
un fluide, et soit mn = di un élément de la surface
de ce corps (fig. 12). Choisissons pour plan des zy un

Fig. 12.

Z

plan horizontal pris dans le fluide, I'axe des z étant
dirigé dans le sens de la pesanteur. Imaginons un
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cylindre vertical mnm'n' qui rencontre la surface
suivant un élément m'n' = dX ; solent ma = 2
ob m'a = 3’ les distances respectives des poinis m et
m' au plan des xy.
La pression exercée sur I'élément mn est (n° 27)":
gpada,
et elle est normale a cet élément. En désignant par
s, v les angles que la normale au point = fait avec
y 4 7 =] q .
les axes, les composantes de cette pression sont :
gezdicos =, gozdicosB, gpzddcosy.
De méme, la pression exercée sur I'élément m'n' est:
gps'dy,
¢t elle a pour composantes :
gez'di cosa', gaz'di cos 3, gpz'dX cosy'.

Imaginons anssi un cylindre mnpg, parallele a 'axe
des «, et qui rencontre la surface suivant un ¢élément
pg = d’. Nous aurons sur 1'élément pg une pression :

gpzdi,

qui aura pour composantes :

gezdaleos 2", gozdd’ cos B, gpzdd cosy'.

1. En faisant abstraction de la pression exercée sur le plan
horizontal des xy.
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Or, si l'on désigne par dw la section droite du cylindre
vertical de base mn, on a :

dicosy = di'cos ¥ = duw ;

par conséquent, nous aurons sur les deux éléments mn
et m'n’ deux pressions verticales de sens contraires :

gezdw et gez'dw,
qui se composent en une pression résultante :
g3 (& — 2) dw,

dirigée de bas en haut. ,
Dautre part, si nous désignons par de' la seetion
droite du cylindre horizontal mnpg, nous auroens :

dicos 1 = di"cos 2" = dw';

par conséquent, les composantes paralltles &4 l'axe des
des pressions exercées sur les deux ¢léments mn et pg
sont égales et de sens contraires, et, par suite, elles se
délruisent. Il en serait de méme des composantes paral-
léles & laxe des y, si l'on considérait un cylindre
paralléle a Taxe des y.

Si donc nous considérons les pressions exercées aux
différents points de la surface du corps, toutes lcs
composanies horizontales se détruisent deux a deux,
et les composantes verticales nous donnent une résul-
tante égale 4 leur somme :

gpf(:’ — 2) dw,

et dirigée de bas en haut.
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A~

Or, f(z’ — 3) dw est la somme des volumes des
cylindres tels que mmn'n', cest-a-dire le volume du
corps plongé ; et, g /(z' — 2) dw est le poids du fluide
dont le corps tient la place.

Par conséquent, toutes les pressions exercées sur
la surface du corps se composent en une seule force
verticale agissant en sens contraire de la pesanteur,
égale au poids de la masse du fluide déplacé par le corps,
et appliquée au centre de gravité de cette masse. Ceite
résultante est appelée la poussée du fluide ; son point
dapplication est le centre de poussde.

REMARQUE. — Nous avons supposé que les cylindres
rencontrent la surface du corps deux fois seulement.
Si ces cylindres la rencontraient plusieurs fois, ce serait
toujours un nombre pair de fois. Il serait facile d’étendre
la démonstration précédente en groupant les faces
d’entrée avee -les faces de sortie, et I'on arriverait
au méme résultat. Le théoréme énoncé est donc
démontré. _

43. Le principe d’Archiméde a encore lieu lorsque le
fluide n’est pas homogéne. En effet, si nous désignons
par u la distance d’un point quelconque de ce fluide au
plan des oy, on a:

z!

p'—p=fmdu,

3

n et p étant les pressions par unité de surface en mn
et m'n', z et 2' les distances de ces éléments au plan
des xy ; d’ailleurs, ds étant la section droite du cylindre
mam'n', NOUS aurons :

(p' — p) dv = [ wdwdu.
/
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Or, mdwdu cst le poids d'une colonne du fluide qui
aurait une section droite dw, une hautecur du et un
poids = par unité de volume égal & celui du fluide

2!

a la distance u ; par suite, fwdwdu est le poids

quaurait la colonne mnm'n/, zsi le fluide occupait le
volume de cette colonne, ,

La résultante totale est donc égale et contraire au
poids de la masse du fluide déplacé par le corps et
passera par le centre de gravité de cette masse.

44. Nous avons supposé que le corps était entiére-
ment plongé dans le fluide. Le théordme sapplique
facilement au cas dun corps plongé en partie (corps
flottant) dans un liquide pesant dont le plan des zy
serait la surface libre. On verrait facilement, en effet,
que les pressions horizontales se détruisent deux & deux;
dailleurs, si un cylindre vertical mnm'n' a une partic

Fig. 13.

4

en dehors du fluide (fig. 13), les composantes verticales
des pressions sur les deux bascs mn et m'n' sont respec-
tivement :

Podw et pyde 4 gos'dw,

et elles sont de sens contraires ; la pression résultante
est donc goz'dw, c'est-a-dire qu’elle est égale au poids
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d'un volume du liquide égal & la partie du cylindre
plongée dans le liquide, ct clle est dirigée de bhas
en haut.

Par conséquent, toutes les pressions exercées sur
la surface du corps se composent en une seule force
verticale satisfaisant aux mémes conditions que ci-dessus
(n° 42). On cn conclut le théoréme suivant :

THEOREME. — Tout corps solide plongé en lout ou
en partie dans un liguide pesani en équilibre recoil
de ce liquide une poussde verticale, dirigée de bas en
haut, égale au poids du liquide déplacé, el appliquée
au cenlre de gravité de ce liquide.

45. Rumarque. — Il résulte de la théorie précédente
qu'un corps plongé dans un fluide en équilibre subit
de la part de ce fluide une poussée de bas en haut. Cette
poussée s'appelle improprement la perte de poids du
corps. On énonce alors le principe d’Archiméde de la
maniére suivante :

TutorEME. — Tout corps plongé dans un fluide
pesant en équilibre perd une porlie de son poids égale
au poids du volume du flutde qu'il déplace.

En cffel, tout corps plongé dans un fluide est sollicité
par deux forces verticales de sens contraires : I'une Z,
égale & son poids, et appliquée 4 son centre de gravité
G ; lautre 7Z égale au poids du fluide déplacé, dirigée
de bas en haut, et appliquée au centre de poussce G,.
Ces forces ¢tant paralleles, si nous les composons autour
du centre de gravité G, elles nous donnent une force
unique Z, — Z, appliquée au point G, et un couple
unique 7%, en désignant par A la perpendiculaire
abaissce de G, sur GZ,.

On voit par 14 que la force unique Z, Z qui sollicite
réellement le corps de haut en bas est €gale 4 son
poids diminué du poids du volume du fluide déplacé.
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Mais, cela ne signifie évidemment pas que le poids du
corps a diminué.

Dans le cas ou le fluide et le corps sont homo-
génes, si nous désignons par p, la densité du corps,
par V, son volume, par V le volume du fluide déplacé
(V étant différent de V|, dans le cas ou le corps est plongé
en partie), par g la densité du fluide, les deux forces
Z, et Z ont respectivement pour valeurs :

et la force unique est :

Z, —Z =g @V,—V.

DiscussioN. — 1° Si p, > p, Cest-a-dire s¢ la densilé
du corps est plus grande que celle du fluide, on aura,
puisque le volume V, du corps ne peut jamais étre plus
petit que V :

Z, — 7> 0.

Le solide descendra jusqua ce qu’il rencontre un
obstacle qui arréte son mouvement, par exemple le fond

du vasc.

2° 8i o, = p, cest-a-dire si la densilé du corps est
égale & celle du fluide, le corps descendra & moins que
Pon mait V, = V, et alors il plonge complétement

dans le fluide.
3° Si g, <p, Cest-a-dire si la densité du corps est

moindre que celle du liguide, nous aurons :

—720,

Z, <

(944
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A moins que l'on n'ait :

¢t alors le corps flottera,

46. ProrrUTE. — Pour gqu'un solide homogeéne
plongé dans un fluide homogéne soit en équilibre, i faul
que le poids du solide soil égal & celui du fluide déplacé,
el que le cenire de gravité du solide el le centre de
poussée se trouvent sur une méme verlicale.

En effet, les forces qui sollicitent Ie corps se réduisant
(n° 45) 4 une force unique Z, — Z, et un couple Zh,
il faut pour I'équilibre, que I'on ait :

ce qui démontre la propriété énoncée.

47. REMARQUE. -— Le raisonnement que nous
avons fait ci-dessus (n° 42) nous pcrmet de démontrer
la propriété suivante:

PROPRIETE. — Si une surface fermée est sounise en
{ous ses points & une pression constante par unité
e surface, toutes les pressions élémentaires se réduisent
o une résultante nulle, ef, par conséquent se font
équilibre.

Il est, cn effet, évident que, dans ce cas, la pression
sur chaque élément A étant égale & pdi, non sculecment
les composantes horizontales des pressions élémentaires
se détruisent deux 4 deux, mais aussi les composantes
verticales. Par conséquent, les pressions ¢lémentaires
se réduisent a une résultante nulle.
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CHAPITRE VII.

Stabilité des corps flottants.

48. Considérons un corps flottant sur un liquide
homogeéne en équilibre. Les conditions nécessaires et
suffisantes pour que ce corps soit en éguilibre sont:
1° que le poids du corps soit égal au poids du liquide
déplacé ; 2° que le centre de gravité du corps et le
centre de poussée® soient sur la méme verticale.

L'équilibre sera stable ou instable suivant qu’aprés
avoir ¢4¢ dérangé cxirémement peu de sa position
d’équilibre, le corps, abandonné a lui-méme, tend & y
revenir sous l'action des forces
qui lui sont appliquées ou a
s'en écarter davantage.

Soient AB le plan de flottai-
son primitif du corps (fig. 14),
¢ cest-a-dire le plan suivant
lequel ce corps dans sa posi-
tion d’équilibre est coupé par
la surface libre du liquide, et
AFB une section faite par un
plan xertlcal passant par le centre de gravité G et par
le centre de poussée O.

Fig. 14.

F

1. Ce point s'appelle aussi centre de Caréne.
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Le corps ayant été infiniment peu dérangé de su
position d’équilibre, soit ab la nouvelle section de flot-
taison (fig. 15), et soit une coupe du corps par un plan
perpendiculaire a Tlintersection D des deux plans de

flottaison. Soient O le nouveau- centre de poussée,
m la masse d'un élément du corps, x la masse dun
¢lément du liquide homogéne. Désignons par GC = ¢,
0C = b, les distances du centrejde gravité et du centre
de poussée a la section de flottaison dans la position
d’équilibre, et soient GG, = a,, 00, = &, les distances
de ces points 4 la nouvelle ;section de flottaison au
bout du temps .

Soient Emu? la somme des forees vives communiquéces
au corps pour le dérangcr de sa position d’équilibre,
et Xme? la somme des forces vives acquises par le corps
au bout du temps ¢. Nous aurons :

t
Yt — YXmut = ZZ /(Xdaf} + Ydy 4 Zdz).
o

Prenons la surface du niveau supérieur pour plan
des @y, Taxe des z étant dirigé de haut en bas;
les scules forces qui agissent sur le corps pendant
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1e déplacement sont le poids du corps, et la poussée
du liquide déplacé. Par suite, on a :

X=0, Y=0, Z=wmg — pug;

d'ou :

t
2mv? — Enmu? — QZ fg (m — p) dz.

Considérons d'abord la partie du second membre
relative au poids du corps ; nous aurons :

Z f gmds = gXmn f dz = gEm (3 — z,),

en désignant par z et z, les distances de I'élément m
du corps au plan des oy 4 la fin du temps ¢z, et & l'origine
du temps. Or, EZmz est la somme des moments par
rapport au plan des xy des éléments du corps 4 la fin
du temps ¢ ; par conséquent,

Ymz=DMa,;
de méme,
Xmg, = Ma,.

On a donc:

Z fgmdz =gM (a, — a,).

Désignons par V = ABF le volume du liquide déplacé
A lorigine du temps, et par p la densité du liguide;
le poids du volume déplacé sera ¢gsV. Or, dans la position
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d’équilibre, le poids du liquide déplacé est égal au poids
du corps; ona done :

et, par suite,

t
S fomiz — gz 0 —a
2}

Passons maintenant a la dcuxiéme partie du second
membre, c’est-a-dire a la partic qui se rapportie au poids
du liquide déplacé ; nous aurons :

Z /lgudu—(]Ey./d’ = g2u (2 — Z,).

A lorigine du temps, la somme des moments Zuz,
des éléments est égale au moment de la masse totale
appliquée au centre de gravité du liquide déplacé,
c’est-a-dire au centre de poussée O ; on a donc :

Yuz, = aVh,.

A la fin du temps ¢, vz est égal au moment de la
masse totale appliquée au centre de poussée O'; or, la
masse totale du liquide déplacé a la fin du temps ¢ est
égale a la masse ABF, augmentée de la masse aABb.
Le moment de la premiére de ces deux masses cst gVé,.
Cherchons le moment de la masse ¢ ABb.

Soit 8 le déplacement infiniment petit: le volume
aABbH peut étre considéré comme engendré par la section
de flottaison AB tournant autour de 'axe D d’un angle 6.
Soit @ un élément de la surface de flottaison, situé
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a une distance » de I'axe; cet ¢lément engendrera un
eylindre élémentaire dont la base est w, et dont la
hauteur est ww' = r8. Le volume de ce cylindre est donc
égal & wrd, et sa masse est pwrd; le centre de gravité
de ce cylindre étant au milicu de sa hauteur, sera a

une distance de la surface de flottaison, et, par

7
2
conséquent, le moment par rapport a la surface de
flottaison est :

La somme des moments des ¢léments par rapport
4 la section de flottaison est done :

5 7 Zwr?;

par suite,

On a donc enfin :
Yinvt — Smut = 293V (@, — a,) — 29pVh,
- 9962 Twr? + Qgi"me
ou bien :

Yine? — Ymul = 2gpV {ib, — a) — b, — a)l — gph? L.
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49. Cette formule peut encore étre transformée de la
manicre suivante : d’abord, on a :

cest la distance du centre de poussée au cenire de
gravilé dans la position déquilibre ; cette distance o
sera positive ouw wnégative, suivant gque le cenlre
de poussée est en dessous ou au-dessus du centre
de gravité.

Drautre part, on a:

b, —a, = O0H = 0Gcosh = 3dcosh;
par conséquent,
b, —a,) — b, — a,) =0 (1 —cosb),
et, comme I'angle 6 est trés petit,
bo—ay) — b, —a)= 822

II vient alors :

Emu? — Tmu? = gpVii? — go9tuwr?,

ou bien :
Smot — Ymut = — got2 | Xwrt F V3.
On prendra le signe —- ou le signe +, suivant que

{e centre de poussée O sera en dessous ou au-dessus
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du centre de gravité G. Mals, Zart est le moment
d'inertie de la section AB par rapport a4 axe D. Soit g
Iintersection par le plan vertical d'une paralléle a D,
mence par le centre de gravité de AB: nous aurons,
«n désignant par I, le moment d’inertie de AB par
rapport & cette parallele, et en posant Dg = {
{11, n° 141):

Sor? = I, + QIt,

Q ¢&tant 'aire de 1a scetion AB.

D'autre part, si 2 est la profondeur gg' 4 laquelle
le centre de gravité de AB est descendu en dessous
de la surface du niveau, nous aurons :

h=1sinf =19;
dolt:
Q)2
Yurt =1; + %,
et, par suite,
Tme? — Emu? = — gp [Q12 4 62 (I, F Vo).

Cela posé, Véquilibre est stable ou instable, suivant
que l'on a :

Yy ; Ymu?,

cest-a-dire suivant que les forces fendent a retarder ou
a accélérer le mouvement.
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Il en résulte donc que I'équilibre est stable ou instable,
suivant que l'on a :

Qh 62 (I, T V3) z 0.

Or, si le centre de gravité G est au-dessous du cenire
de poussée 0, on doit prendre V2 avec le signe —+;
tous les termes sont alors positifs, et Uéquilibre est
toujours stable, Sile cenire de gravité G est au-dessus
du centre de poussée O, on doit prendre VJ avec
le signe —, et I'équilibre est encore stable, lorsque

.. > ., S
le minimum de I, Z V3. Mais, si I, < V2, on ne pourra

pas cn conclure que Téquilibre est instable, puisque
Ion peut avoir, en valeur absolue :

Qh2 > 6% (Ve — I,).

50. REMARQUE. — On peut encore établir les condi-
tions de stabilité d’un corps flottant par la considération
du métacenire.

Considdérons un corps plongé en partie dans un liquide:
il flottera lorsque le poids
du liquide déplacé sera
égal au poids du corps,
et il sera en équilibre
lorsque le centre de gra-
vité etle centre de poussée
scront sur la méme verti-
cale. Supposons quaprés
un déplacement, la sur-
face de flottaison soit ab
(fig. 16). Le centre de
gravité G du corps restera invariable sur FI7, et il sera
cntrainé par le corps. Le centre de poussée primitive-
ment en O sur I'F', sera, aprés le déplacement,

Fig. 16.
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le point O', centre de gravité du volume liquide alb.
Par le point O' menons la verticale qui rencontre FIV
au point I. Ce point I est le métacentre.

Soient P ct Q le poids du corps ct le poids du liquide
déplacé, appliqués respectivement en G et O'. Si nous
composons ces deux forces autour du point G, nous
obtiendrons en ce point une force P — Q, et un couple
(Q, — Q). Or, il est évident que si la force Q rencontre
FF' au point I au-dessus de G, le couple tendra & ramener
le corps dans sa position primitive, et I'équilibre sera
stable. Au contraire, si le point I cst constamment
en dessous de G, le couple tendra & continuer
le mouvement, et I'équilibre sera instabdle.

Done, I'éguilibre est stable ou insiable, suivant que le
métacentre est constammment au-dessus ou au-dessous
du cenlre de gravité. Si le métacentre peut étre tantot
au-dessus, tanidt au-dessous de G, on ne pourra rien
conclure pour la stabilité.
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CHAPITRE VIIL

Mesure des hauteurs
par les observations barométriques.

51. L’atmosphére terrestre est une masse gazeuse
que l'on peut supposer en équilibre sur le globe terrestre.
L.es molécules qui composent 'atmosphére sont pesantes:
c’'est sous l'action de la pesanteur qu’elles sont en équi-
libre. La masse gazeuse enveloppant la terre de toutes
parts, et la pesanteur aux différents points de la surface
de la terre étant 4 peu prés dirigée vers le centre
de la terre, il s’ensuit que les surfaces de niveau sont
des sphéres concentriques (n° 18) ayant leur centre
au centre de la terre. Ces surfaces sont un peu aplaties
vers les péles, et renflées a I'équateur par leffet de la
force centrifuge qui se combine avec 'attraction terrestre
pour produire ce que nous avons appelé la pesanieur
(II, n° 218). Dans le cas ou I'on ne considére guune
portion limitée de I'atmosphére, on peut supposer la
pesanteur constante en grandeur et en direction :
les surfaces de niveau sont alors des plans horizontaux
(n® 177).

52. Nous nous proposons de trouver la formule qui
scrt a déterminer les différences de niveau au moyen
des observations barométriques. A cet effet, nous
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chercherons a déterminer la loi de variation de lo
pression atmosphérigue quand on passe dun poinf
@ un autre sutvant la méme verticale.

Or, I'axe des z étant dirigé en sens contraire de la
pesanteur, on a la formule :

dp — — gpdz ;

d'ailleurs, d’aprés les lois de Mariotte et de Gay-Lussac,
si l'on désigne par ¢ la température d'un gaz, pare son
coefficient, de dilatation, on a :

= ko (1 4 af),

p étant la pression et p la densité en un point de ce gaz:
le coefficient «, qui est & peu prés le méme pour tous

Cette formule

les gaz, a pour valeur 0,00366 ou 573

est applicable & latmosphére, p étant la densité en
un point de l'atmosphére, ¢ la température de lair
en ce point. Si la composition de lair était partout
la méme, et si la température aux différents points
de la verticale était connue en fonction de z, on obtien-
drait facilement la valeur exacte de p en fonction de z;
il suffirait d’éliminer p entre les deux équations ci-dessus,
et ensuite d’intégrer. Mais, la température de lair varie
avee la hauteur du point, suivant une loi inconnue;
¢ cst done une fonction inconnue de z. Dautre part,
la quantité de vapeur d’eau contenue dans 'air augmen-
tant avec la température, et la vapeur d'cau ayant une
densité moindre que lair sous la méme pression,
il s'ensuit que la densité de T'air diminue un peu plus
rapidement que ne lindiguerait la formule ci-dessus.
Pour suppléer & ce que nous ne connaissons pas,
on prendra pour ¢ la moyenne arithmétique des tempé-
ratures ¢, et ¢,, correspondantes aux deux points pour
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lesquels on veut calculer la différence des hauteurs;
de plus, afin de tenir compte de la présence de la vapeur
d’eau, qui équivaut & une certaine augmentation du
coefficient de dilatation, nous prendrons pour « la
valeur 0,004 au licu de 0,00366.

En éliminant p, il vient :

y — P .
P=—r0+a5%
d'olt :
ap_ . _ 9,
p Ed 4oty ™°

Désignons par II la différence des hauteurs des deux
points, et intégrons entre les limites correspondantes a
ces deux points, p, et p, étant les valeurs de p en ces
points, nous aurons :

;. Po 9 __y.
Yo BALA4af) "’

d'ou :
k P
H==-(0+4+=)¢.L£2.
!]( 1) Y

On peut remplacer les pressions p, et p, par les
hauteurs %, et %, des colonnes barométriques qui leur
servent de mesure et qui leur sont proportionncelles,
et l'on a:

By
A

k
H==(1 ti
g(+a)
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Cette formule qui sert & déterminer la différence
de niveau II de deux points a été trouvée en supposant
les deux points sur une méme verticale. Or, les surfaces
de niveau de Tatmosphere sont paralleles dans une
certaine étendue tout autour de chague verticale.
On peut done appliquer la formule, mdéme si les deux
points considérés ne sont pas sur la méme verticale,
pourvu qu’ils ne soient pas trés éloignés 'un de I'autre.

53. Si T'on veut obtenir une formule plus cxacte,
il faudra tenir compte dec la variation de lintensité
de la pesanteur avee la latitude du lieu et la hauteur
du point considéré au-dessus de la surface de la terre.

Supposons que la pesanteur varie en raison inverse
du carré de la distance au centre de la terre, et ne
tenons pas compte du changement insensible provenant
de la force centrifuge dans I'étendue de la verticale
oll se trouvent les deux points considérés. En désignant
par g¢' lintensité de la pesanteur en un point, par z
lordonnée verticale de ce point, comptée a4 partir
de la surface de la terre, » la distance du point corres-
pondant de la surface au centre de la terre, et par g
Iintensité de la pesantcur en ce point de la surface,
nous aurons :

b grr .
I =+
par suite, I'équation d’équilibre :

dp = — gpdz,

nous donne alors :

97.2
dp = — o+ 2 pds,
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ct, en remplacant p par sa valeur déduite de la formule -

p = ko (1 4+ at),

on a:
. grt _pds
WP=—F0 T @+ o
o bien
ap qre dz
p  RQ +aty r + 22

En intégrant, et désignant par z, et p, les valeurs
de z et p a la premiére des denx stations, il vient :

;. Po gre 2 — 3z, )
p o E(Aal) (4 %) (7 - 2)

Désignons par H = 2z — 2z la différence des hauteurs.
des deux stations, et posons : '

r+ 3, =R, doll »+2=R-+1;
nous aurons la formule :

1P 9 n

p FQ T RE1H)

d'olt Ton tire :

H k04
R (R + H) g1

1. Po,
»
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ou bien :

— 1
H(”?{) AR+ 2Dy Py

n

Or, H étant wres petit par rapport & R, nous pourrons

poser :
H —1
(1 + E) -1
¢t nous aurons.:
H ER2(Y - ab), p,

54. On exprimera dans ccette formule le rapport 77

Yz

en fonction des hauteurs barométrigues correspondantes,
le mercure ¢étant ramené & une méme temperature,
a zéro degré, par exemple, et en ayant égard a la
variation de la pesanteur aux dcux stations. A cct effct,
designons par D la densité du mercure & 0 degre,
par #, et & les hauteurs barométriques aux deux points,
ces hauteurs étant ramenées a4 la température de
0 degre, g, et g’ les valeurs de la pesanteur en ces

poinls, nous aurons :

Dy = guDhm

- .(]"'2

o= Far

done,

Po _ gh,  ( +3) h, h,

p gh @+ z)0h h
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2y
5
Soient H, el H, les hautcurs barométriques observécs
aux deux stations, ¢, ct ¢, les températures du mercure
en ces deux points, indiquées par le thermométre.
Nous aurons :

. \ . F
55. Voici comment on peut déterminer le rapport

t
Hy = 7, (‘ + 50”1_0)

14
H, =& (1 +5550);

d’oli :
h, M, 1 +5.at;%u
/ )
ou bien :
hy _ H,
h H, (1 1 6_05;5—)011)

Nous conserverons, pour plus de simplicité, le rapport

J : . .
271, ct nous emploierons la formule trouvée ei-dessus:

H(l—ll):————]mz“ Lol P (A)

R gt Yy,
Dans unc premiére approximation, on pourra négliger
H T ) .
R Par rapporl a I'unité, ¢t 'on aura la formule :

- kR (1 + at)l Do

. gr* P
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On pourra méme remplacer R par », ct I'on aura :

=k(1 + ot [P

H .
g D

Cest la valeur que nous avons trouvée plus haut
(n° 52). Substituant cette valeur approchée de H dans
, H
le factenr 1 — N de la formule (A), on aura unc valeur
plus exacte de H, ct ainsi de suite.
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LIVRE 1I.

HYDRODYNAMIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

Mouvement des fluides.

56. Lhydrodynamique est la seience qui fraite
du mouvement des fluides.

Pour se faire une idée exacte du probléme que I'on a
a résoudre, il faut supposer qu'a un instant délerminé
que Pon prendra, par excmple, pour origine du temps
(¢ = 0), on connaisse les positions de toutes les inolécules
qui coniposent le fluide, et les vilesses dont elles sont
animées. De plus, on donne les forces exstérieures (ui
agissent sur tous les points du fluide, 4 un instant
quelconque, les pressions et les autres conditions
relatives & ses limites dans tous les sens.
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Cela posé, il s’agit de déierminer le mouvement de
chaque molécule cn particulier, c’est-a-dire de trouver
les coordonnées et la wvilesse de cette molécule cen
fonction du temps, la frajecloire qu'elle déerit, et de
connaitre la pression et la densité en un point
quelconque et & un instant quelconque.

Dans le cas d'un gaz, il faut cncore déterminer
la température en un point quelconque.

57. Les coordonnées x, Y, & d*une molécule déter-
minée sont des fonctions de la variable ¢; malis, ces
fonetions changent d'une moléeule a lautre, et ddépen-
dent, par conséquent, des coordonndes a, 4, ¢ du point
ol la molécule se trouvait a lorigine du mouvement.

On doit done regarder «, ¥, z comme des fonctions
des qualre variahles a, b, ¢, ¢, et si 'on peut trouver
Texpression générale de ces trois fonctions, on connaitra
exactement le mouvement do telle molécule que I'on
voudra 4 partir de sa position initiale.

58. Mais, ce n'est pas ainsi que T'on traite ordinai-
rement la question. Au lieu de suivre une seule et méme
molécule dans son mouvement, on se place en un point
M (z, v, 2) déterminé de l'espace occupé actuellement
par le fluide, et l'on cherche & délerminer la vitesse
de {a molécule fluide qui, au boul d'un temps quelconque
passe par ce juotnl, ainsi que la pression el la densité
du fluide en ve paint qui resle fixe,

" Solent u; ®, w les composantes do la vitesse de la
moléceule qui passe par ce point M 4 I'époque £. Au hout
d’'un certain tenips, cette molécule se sera transportée
aillenrs, et elle sera remplacée au point M par une
autre molécule qui sera animée d'unc autre vitesse
(w,, v, w,). 1l résulte de la quen un méme point
du fluide, les coraposantes u, v,.tw varient avec
le temps £, et, & un méme instant, elles varient quand
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on passe d’'un point 4 un autre. Done, cn résuné, les
composantes u, v, w doivent étre considérées comme
des fonctions des quatre variables indépendantes , ¥,
zett; il en sera de méme de la pression p et de la
densité p.

Lorsque ces fonclions u, », w, p et p seront connucs,
on connaitra 4 un instant quelconque, et en un point
quelconque :

1° La vitesse en grandeur, direction et sens, ce qui
caractérise T'état du mouvement; 2° la pression p
el la densit¢ p qui caractérisent I'état physique
du fluide.

59. D'ailleurs, il est facile de s’assurer que, quand les
trois quantités u, v, w seront déterminées, le probléme
primitif sera résolu. En cffet, supposons que lon ait
trouvé les trois équations :

u =f1 (¥, %2, O,
v = fz ({L‘, y’ z’ z)v
w=F[r v,y 31,

duns lesquelles z, 7, 3 sont les coordonnées d’'un point
particulier pris & volonté dans l'espace occupé par
le fluide.

Si T'on veut connaitre le mouvement d’'une molécule
particuli¢re, les coordonnées x, y, z de ce point cesse-
ront d'étre des variables indépendantes, et elles devront
étre considérées comme des fonctions du temps ¢.
Nous aurons alors, pour les composantes de la vitesse
de ce point:

’dJ; -——-vdy 3*—@5
U = a?q 'D——Ez, w == dt’
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ct, en remplacant u, », w par leurs valeurs, il vient:

%zfl (w)y!z’ l))
d
d—z=/‘g (@, ¥, 3, f),
d
Ui‘ zfxz (_.’L‘, Y, 3, t)

En intégrant ces équations du premier ordre, et déter-
minant les constantes au moyen de la position initiale
(a, b, ¢) de la molécule, on aura x, y, z en fonction de¢,
et le mouvement de la molécule sera déterminé.
Dailleurs, en éliminant ¢, on aura les deux dquations
de la {rajectoire de la molécule.

Le probléme se réduit donc a déterminer u, ¢, w, p
et o en fonction de «, y, z, t, considérées comme
variables indépendantes,

Equations différentielles

du mouvement des fluides.

© 80. Pour trouver ces ¢quations, nous appliquerons
le principe de d’Alembert, et nous écrirons quil y ¢
équilibre entre les forces motrices et les forces dinertia
de toutes les molécules qui composent la masse fluide,

Soient «, ¥, 5 les coordonnées d’un point M de l'espace
rempli par le fluide, X, Y, Zles composantes de la force
extérieure rapportée & l'unit¢ de masse en ce point;
Xdm, Ydm, ZLdm seront les composantes de la force
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motrice appliquée 4 la molécule dont la masse cst dn. ;
soient. 'V la vitesse du fluide au point M a la fin
du temps ¢; w, v, w les composantes de V, nous aurons :

U dz P = dy 0 _d
de’ Tde o )

Désignons par o', #', w/', les dérivées lotales de u, », w
par rapport a4 £: ce sont les projections sur les axes
de laccélération totale de la molécule qui occupe
la position M 4 la fin du temps ¢. Les composantes
de la force effective de la molécule de masse din sont :

wdm, ©'dm, w'dn.

Il résulte du principe de d’Alembert que le fluide
sera en équilibre, si chaque molécule dim est sollicitée
par une force ayant pour composantes :

X —u)ydm, (Y —2)Vdm, (Z—w)dm.

Nous devrons donc remplacer dans les équations
générales de P'équilibre des fluides (n° 8), X, Y, Z
par X — ', Y — ¢, Z — ', ce qui nous donne
les ¢quations suivantes :

r)p . .
o5 — PR U
i N
ag — P Tk

4

gﬁ==piZ—i0’).
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Pour obtenir w, o', ', il faut différentier w, v, w

en y regardant a, y, 2 comme des fonctions de ¢;
on aura done :

, ou ou dx ou dy du dz
=0t Yovar Yoy a v or ar

, 4o gv dr | ov dy | dv dz
=t Tosar T oy ar Tz ar

,_Ow  dwdr  Jwdy dw dz

W=t o at Yoy ar v 9z ar
ou bien :
R R ARE T
'=%§+u%+vg§+wg~z,
’=d%f+“?ﬁ h,*”dw

On a alors pour les équations du mouvement :

lglj,—)(-—(zu—uquf—’vau du
sow " ot “ew  “ay — "z
1 dp dv ov dv 0v
‘;0‘!/‘* _a,t__léﬂ—tw—w—gz" (1)
Vip _, ow . dw dw | ow
e 0z AT oz dy dz

Ces trois ¢quations ne suffisent pas pour déterminer
les cing quantités u, », w, p, ¢. Il faut encore deux
¢quations, a4 moins que p ne soit constant, et alors
il y aurait encore une équation 4 trouver.
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61. On trouve une quatriéme équation, en éerivant
que le fluide est conlinu, et T'on obtient ainsi I'éguation
de continuité. :

Pour exprimer la continuité du fluide, nous exprime-
rons que la masse fluide reste constante dans le passage
de la position z, ¥, z, 4 la position infiniment voisine
2,y', 5" Or, le volume dadydz etla densité p changent
d'une manic¢re continue, et deviennent dx'dy’'dz’ et v’
en posant :

’

=z t+dr, Yy =y+dy F—2z+dz;
nous aurons done, si la masse dm reste constante :
pdedyds — ¢ da' dy' d3'.

Or, des formules :

w92y ds
dt di¢ e
on tire :
do = udt, dy =vdt, dz=wdi;
d'ou :

=z +ud, y=y+ed, 3-—s3z4wdt

Pour former dx'dy’'ds” nous ferons varier successi-
vement &, y, %, en supposant d’abord x variable, ¥ et 2
constants ; puis, ¥ variable, x et z constants, etc.
Nous aurons ainsi :

dr' = dx + 2—; dx di,

dy = dy +.S§ dy dt,

ow

ng+Fﬁm
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D'autre part, on a :

P’ — P + dP — +( 03 da dP dl/

dt+0x +_BTJW+_63 dt

02 da ::
VRN E +a”‘+ w)
On a done, en négligeant les infiniment petits d'un
ordre supérieur :

{

da' diyf dz' = dxdy clz«‘ 1 +( 4+ 0}/ + ()w) )

)

d’ou :
o da’ dﬂz,_damﬂzdgl+(du+m +%1/) s

dg , 92 Op . P2\,
oo (G o+ Gt Gy )y

Par suite, Péquation :
edodyds = ¢da'dy' dz,
nous donne cn négligeant les termes d'un ordre
supérieur .

du dw do | do &
0-—g(05+()J+0)+( + 1+0 1+-—u)(‘

Telle est Yéquation de continuité ;. elle doit étre
vérifiée cn chacun des points de la masse.

On peut mettre cette équation (2) sous la forme
suivante :
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82. La cinqui¢me ¢équation est déterminée par la
nature du fluide

1° Si la densité du fluide est constante dans toute
la masse, pendant toute la durée du mouvement
(cest ce qui arrive pour les fluides liomogcnes et
incompressibles), on a :

p == const.

L'¢quation de continuité nous donne alors :

g 08 97 g "
0x oy 03 ’

Celte équation (4) et les équations (1) suffisent pour
déterminer les inconnues w, », w et p en fonction
de , v, 2, t. '

2° 8i le fluide est incompressible et non hoinoyéne,
la densité de chaque molécule est invariable dans le cours
de son mouvement, mais clle varie a chaque instant
avec le temps en un point M déterminé et fixe.
Ainsi donc, la densité au point M est une fonction
de , y, 2, ¢, et cette fonction restc constante pour
une méme molécule pendant toute la durée de son
mouvement, Pour exprimer cette propriété, on cherchera
la différenticlle totale dp, en exprimunt que d, dy, dz
ont les valeurs correspondantes au mouvement de cette
molécule, et on égalera cette diftérentielle totale a zéro.
On a donc :

do , dp do . Y,
o tos Tttt r=0

et Iéquation de continuité (2) se réduit alors aux
deux équations :

do ag s s
2 Rl ST S == O,
¢ Tow oyt s 5
ou ov dw
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En joignant ces ¢quations (5) aux équations (1),
on aura cing équations entre les e¢ing inconnues
u, v, w, petp.

3° Si le flutde est compressible et & (empéralure
constante, on a :

p = k. (6)

Cette équation (6), jointe aux équations (1) et (2),
nous donnera les cing ¢équations nécessaires pour déter-
miner les cing inconnues u, ¢, w, p et p en fonction
de a, ¥, 3¢l t.

4° En général, la nature du fluide donne une relation
entre la densité p et la pression p que cette densité
permet au fluide de supporter. Cette relation gui est
de la forme :

p=7(p,

étant jointe aux équations (1) et (2) donne un systéme
de cing eéquations pour déterminer wu, v, w, p et g
en fonction de @, y, 3 ct 4.

63. REMARQUE. - On peut encore obtenir Péquation
de continuité en exprimant que le mouvement ne crée
pas de vide au sein de la masse flutde.

Soit au point M (x, y, 2) un volume élémentaire
ayant la forme d’'un parallélipipede dont les arétes sont
dr, dy, dz. La masse du fluide qui remplit ce paral-
I¢lipipéde ala fin du temps ¢ est :

v dyds.
Or, la densité « varic en un méme point avec le tempst?,

et. par suite, p est unc fonction de x, y, z et £. Au bout
du temps £ + d¢, la densité au point M est done devenue
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g+ g—; dt, et la masse fluide qui remplit le paralléli-

Dlp(gde a (191[1 ms t&llt CSL .
( + —dl ) dl/‘ ({ (].:.
[¢] () ,,J L

Donc, pendant le temps d¢ la masse sest accrue
gt) didx dy dz.

Nous pouvons trouver d'une autre manicre l'expression
de la variation de la masse fluide : il suffira pour cela
d'évaluer la masse qui entre dans le parallélipipede
pendant le temps d¢, et celle qui en sort, et de faire
la différence. Or, pendant lc temps d¢, le volumec
qui entre par la face dyds est celui d'un prisme ayant
pour base dydsz et pour hauteur ud?; par conséquent,
la massc ui enire par cette face est cudydzdt.
Pendant le méme temps, il sort par la face opposée
une masse :

de

(pu + 00—;' dm) dydzdt.

La différence entre ces deux masses est .
0 u
— -« dadydzdi.
d.x Yy

On obtient des résultats analogues pour les deux
autres couples de faces; par conséquent, 'accroissement
total sera :

d 0 v 0w N
- (7.; k 0y + -0—:> drdydsdt.
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En égalant les deux expressions de l'accroissement
total, nous aurons I'équation :

oL 0~w dp
T -+ + wr + o = 0.

dre
oy

Cest l'équation que nous avons trouvée ci-dessus
(n° e1).

64. Les équations que nous venons d'obtenir sont
suffisantes pour déterminer le mouvement, lorsque
le fluide est indéfini, et que I'on connait son état initial,
c'est-a-dire les valeurs de u, », w, p et p pour £ = 0.
Mais, si le fluide est terminé, on doit y ajouter des
conditions particuliéres, que I'on appelle les conditions
¢ la surface.

On suppose que les molécules d’abord en contact avee
une paroi fixe ou mobhile, y restent indéfiniment, et yue
les molécules de la surface libre ne cessent jamals
d’en faire partic.

Soit /[ (x, ¥, 7, {) =0 I'équation d'une surface sur
laquelle un point du fluide doit rester constamment.
Pour exprimer celte condilion, il suttit d’écrire que
la molécule sera encore sur cette surface au bout
du temps ¢ 4 ¢, ce qui nous donne :

Jlo -+ dx, y 4+ dy, 3+ ds, £ 4 diy =0,
ou hien ;
fle - udt, y -+ vdt, 5 4 wdi, ¢ + dt) = 0.

On cn lire 'équation de condition :

of o\ 9y o, .

ot U dw oz
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Sila paroi est fixe, %tfz 0, et 'on a alors I'équation :
g]fu—kd—varg?w:-O. (8)

Cettc équation nous apprend que la vitesse du point
est 4 chaque instant dirigée suivant la tangente a
la paroi.

L’équation (7) doit étre vérifiée pendant toute la durée
du mouvement pour tous les points qui se trouvaicnt
d’'abord en contact avec la paroi. On aura des équations
analogues pour les conditions du méme genre.

Quant a la surface libre, elle est soumise a une
pression p, qui est ordinairement la méme en tous
ses points, mais qui peut cependant varier avec le temps.

L’équation de cetle surface sera donc :

P = Do,

d’ou l'on tire :
0p op p op :
ot ox dy l gz ) @

Les équations (7) et (9), ou (8) et (9), jointes aux
conditions initiales, servent & déterminer les fonctions
arbitraires introduites par lintégration des équations
(1) et (3).

REMARQUE 1. — Les équations que nous avons obte-
nues ci-dessus, et qui donnent la solution compléte
du probléme de Thydrodynamique, n'ont pu éire
intégrées complétement jusqu'ici. On ne peut en tirer
des .résultats utiles qu’en resircignant la généralité
du probléme.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



Fonction de force. — Fonction de vitesse.

65. Supposons quil existe une [fonction de force,
cest-a-dire que la fonction Xdx -+ Ydy + Zdz soit
la différenticlle exacle dune fonction U de z, y, z,
et supposons, en outre, nue I'expression ude—+vdy -+ wdz
soit, & un instant ¢, la différentielle exacte par rapport
a x, y, ¥ dune fonction ¢ de z, y, 2, ¢. Cette fonction o
s'appelle fonction de vitesse.

Il est facile de s’assurer que, dans ce cas, l'expression
udx 4 vdy + wdz sera une différentielle exacte pendant
toute la durée du mouvement.

En effet, il résulte des conditions ¢noncées que l'on a,
a Tinstant ¢ :

Xdx + Ydy + Zds = dU,

udxw + vdy 4 wdz = de;

d’ol :
ouU 00U au
X:TT’ Y:@, =—021
w92 92 . 0?
Tz’ “uy YT ez

Les équations (1) (n° 80) peuvent alors étre mises
sous la forme suivanie :
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1dp _ dU  du dp oo | 09 0% 1 dp J% )
ods oz 0f  \dwda® ' dy dwdy ' dz dxozl’
p_ 90 _ge (05t 0z 0 ie )
pr)y_dy—ﬁ—(ﬁw()wdy oy oyt " dzdyoz)’

1dp dU  ow dp 0% 1 dp 0% 09 62;0)

(dw oxdz | dy dydz 3 0z2)°

En les multipliant respectivement par dz, dy, dz
et ajoutant, il vient :

1, du r)w
E—)dp_dU——(ﬂda:+Md + )

—saf(@) + )+ ()]

les différentielles étant prises par rapport & =z, v,
sans faire varier le temps (.

Le premier membre de I'équation (10) est une diffé-
renticlle exacte, lorsque p sera constant, ce gui arrive
dans le cas des liquides homogénes, ou une fonction
connue de p, ce qui arrive dans le cas des gaz
4 température constante.

2,

q . 4
Or, de cette équation (10) il résulte que, si if est

une différentielle exacte, il doit en étre de méme
du second membre, et, par conséquent, I'expression :

ou
o " + at dJ+ a i 4

est une différentielle exacte.
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Cela posé, soient »,, v,, w, les valeurs de w, ¢, w
au temps ¢ -+ 0, 6 étant un infiniment petit; nous aurons:

ou dv o 0w
u1=u+6—dt—, 1,1—?J—{~9—07, 71;1—71/—{—9(37,

et, par suite,

u de 4+ v dy + w, ds = (udxe 4+ vdy + wdz)

Ny ov o

Mais, par hypothése, le premier terme du second
membre est une différentielle exacte, et nous venons
de démontrer que le second terme est aussi une difté-
rentielle exacte ; il en sera done de méme du premier
membre v dx + v,dy + w,dz, et nous aurons le
théoréme suivant :

THEOREME DE LAGRANGE. — Lorsque [Uexpression
udx + vdy |- wdz est une différentielle exacte a une
certaine époque, il en est de méme a un instant
quelconque du mouvement.

Par conséquent, si udx + vdy + wdz est une diffé-
renticlle exacte a l'origine du mouvement, ce que I'on
peut toujours vérifier, cette condition sera remplie
pendant toute la durée du mouvement. Cest ce qui
arrive lorsque les vitesses initiales sont nulles, cest-
a-dire lorsque le fluide part du repos.

66. 1l résulte de ce qui précéde que I'équation (10)
a lieu a toute époque du mouvement.

Dailleurs, on a évidemment ;

du , 0w ow , 0% 0% 0P
E i T A i Tt oy T +(3yr)l Y+ e
09,
i d 'EZ 1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
http://doc.univ-lille1.fr

© 2011 Tous droits réservés.



— 101 —

par suite, 'équation (10) nous donne :

1 B 0D 1 do\? 0m\? ap\?
édp— du — d gE 2d U@) +((7§) +(5£) :l, (11}

ou bien :

% dp = dU — d 9%

3~ édVg, (12}

en observant que I'on a :

0%\? 0%\? 0NN e 1 e —
(ﬂ) -+ (@) + (gz') = y? -} v® + w? =V2,

Sous la forme (12) on voit que P'équation st indépen-
dante du choix des axes.

L’équation (11) est intégrable, comme nous 'avons dit
plus haut, si g est une constante, ou une fonction de p,
et méme si p est une fonction de ¢, puisque ¢ est considére
comme une constante dans les calculs.

L’intégration de cette équation (11) introduit une
fonction arbitraire de {; mais, celte fonction peut éire
supposée contenue dans ¢. On a alors :

dp . dg 1T du\? 0P \? 09 \*? .
S =G lGa) v () ()] 0w
Dailleurs, Péquation de continuité nous donne :
0y dv 0y )
de ”(faa) 0(9@) o (755
-5 - + =
da oy 0z

=0, (1)

0t

Lorsque 1a loi de variation de la densité est connue,
cest-a4-dire lorsque l'on connait la relation entre p et p,
I'équation (13) donne g en fonction de ¢, et, en substituant.
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dans l'équation (14), on a une c¢quation différentielle
pour déterminer ¢ ; la fonction ¢ étant connue, on
en déduira u, v, w, en prenant les dérivées particlles
de la fonction ¢ respectivement par rapport a =, y, 2.

6'7. Cas PARTICULIER. — Dans le cas d'un liquide
homogéne, ¢ = const. ; I'équation (14) devient :

0% 02 g
dmg + d CP + (),?; =0! “0)

et I'équation (13) nous donne :

oo () () (]

L équation (15) détermine la fonction g, et I'équation
(16) donne p en fonction de @, y, zet . Quant a u, v, w,
on les obtient comme ci-dessus, en différentiant la
fonction o.

Hypothése du mouvement linéaire.

68. Dans le cas d'un liquide homogéne et pesant,
on fait une hypothése appelée Aypothése du mouvement
{inéaire. Elle consiste en ceci :

Quelles que soient la direclion du courant, et la direc-
trice du mmouvement, on admet que, pour une section
normale ¢ la directrice, toutes les molécules possédent
des vitesses égales et paralléles a Uélément de la direc-
trice, c’est-a-dire & la langente & lo directrice au point
considére.
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La directrice dépend évidemment de la forme du vase.
Ainsi, si LL' est la directrice (fig. 17), tous les points
de la section XY sont animés de vitesses égales el
paralléles a l'élément de la
directrice au point O, c’est-a-
L dire que leur vitesse commune
est paralltle & la tangente a
la courbe LL' au point Q.

La vitesse commune & toutes
les molécules d'une méme sec-
tion s'appelle vitesse moyenne.
Elle doitsatisfaire ala condition
de fournir pour le volume
passant par une section en un temps donné¢ un volume
égal au volume réel.

Fig. 17.

69. Lorsque la directrice est une ligne droite, Ihypo-
thése du mouvementlinéaire nous conduit auparallélisme
des (ranches. Ainsi, soit un
vase ABCD (fig. 18) contenant

| ' - I\
\ 'R / un.hqulde homogéne et pes_ant,
A ! g qui sécoule par un orifice
E
|

Fig. 18.

pratiqué au fond du vase.
Toutes les molécules de la
section XY sont animées de
vitesses égales et paralleles
a la droite RS, qui est la
5 directrice. En d’autres termes,

les tranches horizontales infi-
niment minces se remplacent successivement en restant
paralléles a elles-mémes.

|
1
1
L
]

%0. Il résulte de ce qui précéde que, dans le cas
d'un liquide homogéne et pesant, la loi de continuité,
combinée avec 'hypothése du mouvement linéaire, peut
se formuler treés simplement de la maniére suivante :
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Par chaque section, & un instant donné, il passe
pendant le méme temps, la méme quantité de liquide,
mais la vilesse varie avec la section.

S'il n’en était pas ainsi, il y aurait des ruptures.

D’aprés cela, si I'on désigne par » l'aire de la section
en un point guelconque, V la vitesse moyenne des
molécules dans cette section, o' 'aire d’une autre section,
V' la vitesse moyenne des molécules dans cette section,
les quantités de liquide qui passent par les sections
» et o' pendant le temps d¢, sont :

wVdt et w'V'dl,
et on aura :
oV = w'V'.

La quantité «V cst le débit ou la dépense ; Clest
le volume du liquide qui 8’écoule par la section » pendant
Tunité de temps.

L’équation oV = «'V' Sappelle I'éguation du débit ou
de la dépense. '

71. REMARQUE I. — Quand un liquide est en mouve-
ment, scs diverses molécules {rottent les unes contre
les autres, et contre les parois. La pression élémentaire
sur un élément est Iaction du liquide sur cct élément,
abstraction faite du frottcment. L’action totale du
liquide sur cet élément sera la résultante de la pression
élémentaire et du frottement. Si T'on veut tenir compte
des frottements, les forces de frottement pourront étre
traitées comme des forces extéricures (quoiqu'en réalité
elles soient fes forces Intéricures) appliquées aux
diverses molécules du fluide.

72. REMARQUE II. — En général, dans un fluide
en mouvement, la pression ne varie pas d'un point
a un autlre sutvanl la lot hydrostalique.
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En cffet, soient X, Y, Z les composantes de la force
extérieure agissant sur le point M, force qui sera
la résultante de la force extéricure donnée et du frotte-

ment. Nous aurons les équations :

SRS
53

|

<
~
S

|
|

S
=R

D[ D= O

Y
1)

>

|

=

|

=

!
G.

-

N
!
S-

Or, ces formules, qui déterminent la pression au point
M, différent de celles qui déterminent la pression en

hydrostatique (n° 8).
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CHAPITRE 1I.

Propriétés du mouvement d'un fluide pesant.

73. Considérons un liguide homogéne et pesant
renfermé dans un vase, et qui sécoule par un orifice
horizontal pratiqué dans le fond du vase; supposons
cet orifice trés petit par rapport aux sections horizontales
du vase.

Nous appliquerons I'hypothése du parallélisme des
tranches, et nous négligerons les vitesses horizontales,
ce qui est permis lorsque les sections varient peu dans
toute TI'étendue du vase, et que leurs dimensions sont
trés petites par rapport & la hauteur.

Les inconnues de la question sont la vilesse verticale
d'une tranche et la pression, et nous nous proposons
de déterminer ces inconnues en fonction du temps
ct de la distance de la tranche a un plan horizontal.

Nous prendrons l'axe de « vertical et dirigé dans
le sens de la pesanteur ; nous aurons :

X—=g, Y=0, Z=0,

et, puisque nous négligeons les vitesses horizontales :
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Les équations du mouvement (n® 80) nous donnent :

op ou du .

e (9— 5 5 )
op _

oy — %

op _

%—0

Ces deux derniéres équations nous apprennent que
la pression est la méme pour tous les points d'une méme
tranche horizontale.

L’équation du débit nous donne :

wu = fc, @

en désignant par o la section faite & la distance «
du plan horizontal des yz, f la section de lorifice de
sortie, et ¢ la vitesse a cet orifice.

Les vitesses # et ¢ se rapportent & un méme instant ¢;
¢ ost une fonction de ¢ seulement, » est une fonction
de et de ¢.

En éliminant « entre les ¢équations (1) et (2), on a :

op ( _g(% _f’c’dm)'

ox w? du
d’ol, en multipliant par dax, et intégrant par rapport
A

de [

it R
w 2 w?

d.
P =C -+ goa — of .

C ¢tant une constante indépendante de 2, mais qui peut
dtre une fonction de ¢.
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s dwx .
LI’intégrale f~ peut éire obtenue dans chaque cas
&)
particulier, puisque w est une fonction donnée de «,

74. Soient P la pression constante exercée sur lu
surface supéricure du liquide, et 4 la distance du niveau
supérieur au plan horizontal des yz. Nous aurons pour
x=h, p = P, et il vient, en désignant par Q laire
de la section supéricure :

de [dw 2t (1 1
p=P+gple—h—pf 5 U—F%(m_z—@>’ ©)
1)

formule qui détermine la pression pour wune section
quelconque du vase.

Soient P’ la pression & lorifice de sortie, et ! la dis-
tance de cet orifice au niveau supérieur du liquide;
nous aurons pour z = A + I, p = P, ¢t w = f; dou :

h+41 >
P'=P+99l—pf%cg d—x—Pfcz(l—*l)’
. h

w 2\ Qe
ou bien, en posant :

d F P N
1 7 | ,
() ’ g

h

il vient :
- i 2 2
g(l+o)=mf—‘d—(;+%(1—é). (4)

Cette équation (4) servira a déterminer la vitesse v
a lorifice de sortie.

Nous allons maintenant appliquer cette formule (1)
aux deux cas particuliers ou le niveau du liquide dans
le vase cst constant, ou variable.
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Niveau constant.

75. Si nous posons :

« étant une constante trés peu différente de l'unité,
I'équation (4) nous donne :

emf

dt TR gict

de, ()

d’ott l'on tire, en intégrant,

=7szlk+ac

¢ kx  E— ac

+ C.

Pour déterminer la constante C au moyen des circon-
stances initiales, nous supposerons que, pour i = 0,
les vitesses sont nulles; par conséquent, pour ¢ = 0,
on aura ¢ = 0, et nous en déduirons C == 0.

On a alors :

t_?ﬂf_'lk4—ac
T kx kR —ac’

dou ;

=
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Cette équation (6) détermine la vitesse ¢ & Dorifice
de sortie. Cette vitesse étant connue, on déterminera u
au moyen de '’équation (2) qui nous donne :

w= 1%,
w
et alors la pression p dans la section u sera donnée par
I'équation (3).

76. REMARQUE I. — De Péquation (6) on conclut
quWaprés un certain temps, qui sera d’autant moindre
que f sera plus petit, les exponentielles sont sensible-
ment nulles, et la vitesse ¢ sera sensiblement constante,
et tendra vers une limite :

P—P

v pgasy . U )
z 7T 72
1—-@ 1—@

Les quantités » et p tendront vers des limites corres-

pondantes.
‘2

Q'
limite V29 (I + 9), ou 129!, lorsque ¢ sera nul, c’est-
A-dire lorsque la pression extéricure sera la méme
4 Torifice de sortie qu'au niveau supéricur du liquide.

Cetle vitesse est donc la méme que celle qu'acquerrail
un corps pesant en tombant dans le vide dune hauteur
égale a celle du liquide dans le vase.

Cette propriété constitue le théoréme de Torricelli.

77. REMARQUE II. — Lorsque la vitesse ¢ est devenue

Si l'on néglige le carré la vitesse ¢ aura pour

constante, on a % = 0, et 'équation (3) devient alors :

¢t (1 1
p_=P+9f>(m—h)—e>f‘7°(~—§g)-

w?
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Or, dans I'état d’équilibre, la pression (n° 2'7) serait
¢gale a:

P4golx— R

par conséquent, dans I'état de mouvement, la pression
est moindre que dans I'état d’équilibre pour les sections
telles que l'on ait o < Q, c’est-a-dire pour celles qui ont
des aires moindres que celle de la surface libre du
liquide ; elle est, au contraire, plus grande que dans
I'état d’équilibre pour les sections dont les aires sont
plus grandes que Q.

78. REMARQUE JII. — Sil'on veut connaitre le volume
du liquide qui est sorti du vase au bout du temps ¢,
il faudra intégrer 'expression fed? entre les limites 0 et ¢,
et Yon aura, en désignant ce volume par Q :

kat
t ¢ T mf
: kEl—e
Q=_/fcdt=f/;—-mdz,
0 ] 1 + e_’ﬁ
ou bien :
kat kat .klt _ﬂ
. t 2mf e T Tmf 2t 27%/? : (fsz+ e 2mf'
= ff TRat | ki T T 2 ’
v 2mf 1o T omf
d’ou, en remplagant «® par sa valeur :
kat kut
— o

2m lem+e

~

Q=

-
lO|b—
~
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Au bout d’un certain temps, on peut négliger la
seconde exponentielle, et I'on aura sensiblement :

kut
Q — 2m lgz_”if_ 2m | kat I
TT_1°7F T 1 Temy
e FERY
:|/2g(l+o)t_ 2m .

1 1 11
2 Q FE

il est facile de voir que le premicr terme est le volume
qui serait sorii, si la vitesse avait été constante, et égale
4 la valeur limite (n® 76) :

79. CAS PARTICULIER. — Nous avons vu (n° 76)
quun liquide homogeéne ct pesant, s'écoulant par un
orifice, d'un vase & niveau constant, atteint en peu
de temps une vitesse constante. On peut alors profiter
de la force vive dont il est animé et lintroduire dans
un espace oll la pression serait supérieure a celle du
liguide en mouvement & Torifice. Cest le principe
du bélier hydraulique.

Pour trouver 1a loi du mouvement nous appliquerons
la formule (n° '74) :

o . de pc? 12

dans laquelle P’ sera la pression dans I'espace ou l'on
introduit le liquide ; P’ est supérieure & P, et méme
aP 4 gol,
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Si nous posons :
Pr—P =g, 1—57 =2, 2g(—0) = — &,
nous aurons I'équation :

2mf.do%+ atct + At = 0;

d'ou ;
2mfdc
U= =t e
et, en intégrant,
2mf ac ac)
— 26 _ 2,
Fa ) 2FC tg 7 —arc tg %
ou bhien :
t=2—mzarctgE 6—°¢
k. k ot
1+ 2{2 cc,
on en tire :
¢ — Et kal
L a2mf
c= 14 x oy kat
A 2mf

La durée du mouvement sobtient en faisant ¢ = 03
d'ol :

2mf ac,
=T 27
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Quant au volume de liquide introduit au bout
du temps ¢, il est donné par la formule :

¢ c COS ——, kal IE sin ——, kit
:j.fcdt _ /,j Zinf  a 2mf at,

kal acl si kxt
Y ‘Bmf T 2mf

d’ol, en ohservant que pour £ = 0, ona Q= 0,

Q=

- 4

'2-732le cos kat otC . klt)
2 ( 2mf )mf

Le volume total sera donc ;

Q=

2m [ kT %@, o FEaT
= l(c S TS >mf)’

ou, en remplacant T par sa valeur, et réduisant :

Q — W'f (1+a2kc2 )

Niveau wvariable.

80. Dans le cas ol le niveau est variable, 2 est unc
fonction de {. Les équations (1), (2), (3) et (4) (n° 73
et 74) ont encore lieu; mais alors m et Q sont des
fonctions connues de A, et ! est une fonction de A, relide
& cette dernicre par I'équation :

h4+t=ua,
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a étant la distance constante de l'orifice au plan hori-
zontal des yz. Nous devons alors ajouter une équation
(ui exprime que la quantilé du liquide écould pendant
le temps di, est égale au volume compris enire les deux
wmiveaux qui correspondent au commencement et a4 la
fin de cel intervalle de temps dt. Nous aurons done
I'équation :

QVdt = fedt,

V étant la vitesse dans la section Q dont la distance
au plan horizontal est égale & 2. Or, on a évidemment :

dh

] o —
\—dts

et I'équation précédente nous donne :

dh_ﬁc
dt  Q°

L’équation (4) devient, en remplacant / par a — 7,
2 de 1 1 1
g(a—}l-—{—ﬁ)—:???,/‘w—*—2’/1202(7‘-2—‘rz‘l)v

et, en éliminant df entre les deux derniéres équations,
il vient : :

s mft de 1, 1 1
g(a—h+0)=—s—§—cd—h+éﬂcz(/@—@).

Si l'on pose :
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on a .
a mft dz 1 1
gla —h+ 0)=ngd~,;+f292(/—-2 — @)
d’ou I'on tire :

z—}—_g_(h—a—S)IO.

dz Q ( 1 1 )
mfe

T a\rT @

Cette équation du premier ordre et linéaire par rapport
4 2 peut étre intégrée dans tous les cas, puisque Q et m
sont des fonctions connues de A.

Lorsque 2 sera connu en fonction de 7, on déterminera
¢ par I'équation :

¢t = 29z,
et ensuite £, au moyen de I'équation :

dh  fe

dt — Q°

Par conséquent, 4 ct ¢ seront connues en fonction de ¢,
et la valeur de u sera donnée par I'équation :

wu = fe,

et celle de p par I'équation (3).

La quantité de liquide écoulé pendant un certain
temps se détermine en calculant le volume du vase
compris entre le niveau initial et le niveau variable ;
enfin, on obtient la durée de I'écoulement total en faisant
i = a dans la valeur de ¢.
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81. REMARQUE. — Si l'on suppose [/ trés petit par
rapport aux sections horizontales du vase, 'équation (4)
se simplifie. En effet, on peut alors négliger g—fzet mf,

)

. . de . R . .
A moins que - ne soit trés grand, ce qui a lieu au

commencement du mouvement.
I’équation (4) nous donne alors :

¢t =2g(+ 9),

c’est-a-dire que nous trouvons pour ¢ la valeur limite
que I'on obtient pour { = oo dans le cas du niveau
constant (n° 76).

La vitesse que donne Pexpérience est moindre que
la vitesse théorique déterminée par la formule précé-
dente, dans le rapport de 0,62 a 1.
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CHAPITRE III.

Equation du régime permanent.

82. On appelle mouvement permmanent ou régime
permanent dun fluide, 'état d’un tluide en mouvement,
dans lequel il passe en chaque point, & chaque instant,
unc molécule possédant la méme densité, soumise
a la méme pression par unité de surface, et animée
de la méme vitesse.

Le mouvement permanent est donc tel que, pour
chaque point de l'espace occupé par le fluide, les cing
quantités u, v, w, p, p conservent constamment les
mémes valeurs. Ces quantités ne changent que quand
on passe d'un point & un autre de I'espace dont il s'agit.
Dans ce mouvement, chaque molécule ne conserve pas
constamment la méme vitesse ; mais, les différentes
moléeules qui viennent successivement passer par
un mémec point de l'espace, y prennent des vitesses
de méme grandeur ct de méme direction. Le mouve-
ment du systéme reproduit 4 chaque instant 1'état qui
existait & I'instant précédent ; cela constitue donc une
sorte d’équilibre mobile. Ainsi, un cours deaun dans
lequel chaque masse liquide qui s’écoule est remplacée
immeédiatement par unc masse identique et animée
du méme mouvement, donne lidée de la permancnce
du régime.
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L'ensemble des molécules fluides qui ont passé,
ou qui passeront par un méme point géomdétrique,
constitue un filet fluide.

Analyliquement, le régime permanent est défini par
la condition que les cing fonctions u, », w, p et p sont
indépendantes du temps #; en d’autres termes, leurs
dérivées partielles prises par rapport a ¢ sont nulles.
Ces cing quantités ne sont fonctions que de «, ¥, z.

83. Proposons-nous de trouver I'équation du régime
permanent, A cct effet nous remarquerons que les
conditions nécessaires et suffisantes de la permanence
sont

du v dwe op g

w =% W= o %

Or, si nous reprenons les équations du mouvement

(n° 60):
%%%:X—u',
g%-z-—w’,

si nous les multiplions respectivement par do, dy, dz,
et si nous ajoutons, il vient :

1(dp , . 0p op. )_ , .
é(ﬁid‘b+@dy+dzdz — Xdx 4+ Ydy + Zdz

— (udzx 4+ v'dy + w'dz).
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Mais, le mouvement étant permanent, p ne dépend

que de x, y, 2 seulement, ¢t I'on a :

d—pdx+d;pdy+@ dz = dp ;
ox dy 0z

d’autre part, en remplacant dx, dy, dz par leurs valeurs
uelt, vdé, wd{ qui se rapportent au mouvement de
la molécule fluide sur sa trajectoire, on a :

wdr + v'dy 4+ w'dz = (uu' + v’ + ww') dt

1

= udu + vdv 4+ wdw = éal(uZ—%— 2 4 1w,

ou bicn, en désignant par V la wvitesse absolue de
Ja moléeule qui passe au point (z, v, 2):

v'dw + v'dy + wdz = % ave.
On a donc 'équation :
1 . 1
. dp = Xdx + Ydy + Zdz — 3 ave.

Si nous supposons qu'il existe une fonction de force,
ne renfermant pas explicitement le temps, et si nous
désignons par U cetie fonction de «, y, z, dont la
différenticlle est Xdz + Ydy + Zdz, il vient :

; dp = dU »idVE;
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d’oul en intégrant,

U—f@— 1V“=cmwt.1 (1
P 2

Cest Téquation du régime permanent. Dans cetle
équation V est la vitesse que posséde la molécule dm
a linstant ¢ ou elle passe au point (@, ¥, 2); dp est
F'accroissement de la pression quand on passe du point
M au point ol la molécule arrive aprés le temps d¢
(la pression en un méme point M ¢tant indépendante
du temps).

o 7] . .
L'intégrale f —f— pourra toujours étre obtenue du

moment ol 'on connaitra la relation entre p et p.

84. REMARQUE. — Dans le cas d’un liquide homogéne,
on a g = const ; dou :

f@=g
P ¥
et Péquation (1) est alors :
—r_ % V? = const. (2)

Dans le cas d'un gaz a température constante, on a:

p=tkp;

1. 11 ne faut pas confondre cette équation avec celle que nous
avons trouvée (n° 66). En effet, 1'équation du ne 66 a été obtenue
en supposant qu'il existe une fonction de vitesse, et elle s'étend
i tout déplacement. I.'équation actuelle n'exige pas qu'il y ait
une fonction de vitesse, mais les différentielles se rapportent a
un déplacement suivant un filet.
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d’or:
dp _ [P _ Rip;
f e kf » P
I'équation (1) cst alors :

U—Eklp — %V* = const. (3)

Théoréme de Daniel Bernoulli.

85. Appliquons I'équation du régime permanent
au cas d'un liquide homogéne et pesant. Nous aurons,
en supposant I'axe des z vertical :

dob :
U=4f(](,l3 =—gZ,

et I'équation (2) nous donne :

gz +72 4 } Ve = const,
P 2
ou bien :

p o,V
3 L4 = const.
+Pg b2y
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Or, si l'on désigne par = le poids spécifique du liquide,
ona (I, n° 329):
@ = ¢y,
et la formule ci-dessus nous donne :
p \72
z g
+, 29
Cette formule constitue le tidoréme de Daniel Bernoulli.
Tous les termes de cetie équation représentent des
hauteurs : 2z est la hauteur dun point du liquide
an dessus d'un plan de comparaison horizontal (plan

= const = II.

des xy); ;—; est la hauteur due & la vitesse V en ce
point; enfin, g est la hauteur représentative de la
pression en ce point, la pression p Gtant exprimée
en colonne liquide de poids spécifique =.

La formule précédente exprime que la somme H
de ces trois hauteurs est constante pour lous les points
dun inéme filet fluide soumis ¢ un régrne permanent,
cest-a-dire que la somme de ces trois hauteurs qui
varient chacune avec le point considéré du filet est
une constante H. On a donc le théoréme suivant :

THioREME. — Fn chague poinéd dun filet liguide
pesant el honogene animé d'un mouvement permahent,
la somme de la hauteur du poinl au-dessus d'un plan
horizontal de comparaison, de la hauteur représeniolive
de la pression, et de la hauteur due a la vilesse,
est une quantilé constante.

86. Il résulte de 14 que la somme H de ces trois
hauteurs détermine un niveau counstant que I'on appelle
le plan de charge, et nous aurons le théoréme suivant :

THEOREME. — L tous les points dun filet liquide
homogéne et pesant satisfaisant aux condilions de
la permaonence du régime, la hauteur du plan de charge
est constante.
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Le théorétme de D. Bernoulli permet de déterminer
la vitesse V en un point quelconque dun filet liquide
animé d'un mouvement permanent, lorsque 'on connait
la pression en ce point.

87. REmARQuUE. — Comine nous I'avons dit (n° 71),
lorsquun liquide est en mouvement, ses diverses
molécules frottent les unes contre les autres, ou contre
les parois. Dans la démonstration du théoréme de
D. Bernoulli que nous venons de donner, nous avons
fait abstraction des forces de frottement. Nous avons
supposé que les fllets liquides n’éprouvent aucun
frottement. Si lon tenait compte du {frottement,
on constaterait d’'un point 4 un autre d'un méme filet
des différences de niveau dans le plan de charge,
dues au travail des frottements. Ces différences s’appel-
lent pertes de chiarge : nous y reviendrons plus loin.

88. Comme application de la formule de D. Ber-
noulli, considérons une masse liquide pesante comprise
entre deux plans A B, et AB (fig 19), et un tuyau
gquelconque  aboutissant  normalement & ces deux
surfaces.

Plan de charge.

N,
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Nous supposons que le mouvement du fluide soit
permanent, et que les filets liquides n’éprouvent aucun
frottement. Soient G, et G les centres de gravité des
sections A B, et AB, V, et V les vitesses des molécules
traversant ces sections; enfin, nous supposerons que
la section transversale du tuyau varie d'une maniére
continue.

Le théoréme de D. Bernoulli nous donne :

V2

V.2
2g H.

° )
29

r — Do
-t =%+ +
Soit 7, le niveau d'un plan horizontal dont la hauteur

au-dessus du point G, est égale 4 la hauteur due a

la pression au point G, : cette hauteur sera donc &,

w
c'est-a-dire la hauteur représentative de la pression p,
au point G, (n° 29). Ce niveau sappelle le niveau
piézométriqgue ' de la section A B,. Soit de méme, » le
niveay pidzométrique de la section AB.
Posons :

zo+%=Z0!

7, ¢t Z scront les hauteurs de ces deux niveaux n, et n
au-dessus du plan de comparaison XY.2 La formule

1. De miimg, pression, pitiow, mesure.

2. Si, aux différents points du filet, on éléve des tubes étroits
ouverts aux deux bouts et débouchant dans le vide, le liquide
s'élavera dans ces tubes a des hauteurs indiquées par les valeurs

deg relatives & ces différents points. Ces tubes s'appellent fubes

piezométriques. Zo et Z seront les hauteurs des colonnes piézomé-
triques au-dessus du plan de comparaison XY.
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de Dernoulli exprime que, si, & la hauteur du niveau
piézométrique 'un point quelconque on ajoute unc
hauteur égale & la hauteur due a la vitesse du filet
liquide en e¢e point, on arrive & un niveau constant
qui est le plan de charge.
Cette formule nous donne :
A A
29 29
Soit 4 la différence de mniveau des deux niveaux
piézométriques n, et n, ou la dénivellation piézométrique
des deux points G, ¢t G. Nous aurons :

V2 Vol )
2g 2; - ()

Cette quantité A, qui est I'abaissement vertical du
niveau piézométrique en passant de G, & G, sappelle
la charge entre les deux sections.

La formule (A) nous donne le théoréme suivant :

TukorEME. — La différence des hauvteurs dues
aux vilesses en deux points quelcongues d'un néme
filet fluide satisfaisant aux conditions de permmanence
est égale o la charge entre ces deux points, ou a la
dénivellation piézomélrique de ces deux points.

89. REmMARQUE T. On appelle charge en un point
G la somme :
Ve,
2g ' =’

c'est la distance du point G au plan. de charge.
En hydrostatique, la charge se composc sculement
du termei_7 : ici, la charge est augmentée de la hauteur
2%;, due a la vitesse V. L'effet du mouvement est donc
de remonter le plan de charge.
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90. REMARQUE II. — Lorsque la constante II est
connue, comme la distance z au plan de comparaison
est une donnée de la question, on connaitra la charge

72
;—g +§ en un point quelcongue, laquelle est déter-
minée par la formule :

vz P

29 + - =H—a (B)

Dailleurs, la loi de continuité nous donne :
WV = w,V, = Q,

w et w, étant les scctions, et Q la dépense.

Done, connaissant la dépense Q et les sections w et w,,
on connaitra V et V,, et la formule (B) nous donnera
Ies pressions p et p, aux points G et G,.

91. REMARQUE. III. — On peut encore dans la formule
de D. Bernoulli introduire le rapport des aires des
sections w et w,. En effet, la formule :

wV = 0,V,,

2 72
[J

29 29

nous permet de remplacer par I'une ou I'autre

des expressions :

Ve w? Vol 0ot
ng(‘—ws)’ ou @w—l)'

Dans le premier cas, la formule de Bernoulli nous
donne :

l<
—
-
|
€,
S
I
W
[=}
|
E
+
3
[=]
l
IS

w?

29
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d’ou l'on tire:

w

(e D)

-
(1)0

Si l'on suppose, cn particulier, que la section » soit
pratiquée au fond d'un vase dont e, serait Taire de
la scction supérieure, 5, — 2 sera la distance de l'orifice
au niveau supéricur, el cette formule sera identique
A4 celle que nous avons trouvée précédemment (n° '76).

92. Remareur IV. — 1l résulte encore de la formule
de Bernoulli (n° 88) que le plan de charge indique
la plus grande hauteur a laquelle le filet liquide puisse
parvenir sans vitesse, et a4 la condition de déhoucher
sous une pression nulle.

En effet, si Ton fait V= 0, » = 0, il vient :

_ Po Vo' _
2=2%+ - 39— H.
93. ReMaArQUE V. — La formule :

h=z0—:+&’——ﬁ,
w o
nous apprend que la hauteur correspondante a la varia-
tion de vitesse entre deux sections n'est pas égale
4 la différence z, — 2 des niveaux de ces deux sections,
mais a cectte différence augmentée de la différence
des hauteurs piézométriques de ces deux sections.
94. CAS PARTICULIERS. — 1° Si le filet lLiquide est
lorizontal, on a z = 2,, et alors il résulte de la formule
de Bernoulli que 1a somme :

Ve P
29 "a

sera constante pour une section quelconque.
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Donc, dans un filet liguide horizontal, la somme
de la hauteur due & la vitesse et de la hautleur représen-
lative de la pression es{ conslante pour une section
quelconque.

2° Si la section du filet est conslante, on a w ®g,
et, par suite, en vertu de la loi de continuité, V= V.

I1 résulte alors de la formule de Bernoulli que la somine :

_*_zy

SRS

est constante pour toutes les sections.

Done, dans un filet liguide de section constante,
la somme de la hauteur représenialive de la pression
et de la hauteur du centre de grovité de la section
au-dessus du plan de comparaison est constante pour
loutes les sections.

3° Si le canal est horizonial et a section constante,
on 4 en méme temps 2 = z,, ¢t V="V ; par conséquent,
p = p, = const. Donc, dans ce cas, lo pression est
coristante dans toutes les sections.

Cas particuliers du mouvement des fluides.

95. Nous avons vu (n® '72) que, dans un fluide
en mouvement, la pression ne varie pas, en général,
d’'un point 4 un autre suivant la loi hydrostatique.

Il est facile de sassurer que si, dans un fluide
parfail, les diffgrentes moldcules ont un mouvement
rectiligne et wuniforme, la pression varie sutvan!
la loi hydrostatique, quand on passe d'un point &
un qutre, @ un méme instant.
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En effet, si le mouvement est rectiligne ¢t uniforime,
on a:

U =0, =0, w =0,

et les équations du mouvement (n° 60) devicnnent
alors :

ce sont les formules de Thydrostatique (n° 8).
Par cons¢quent, & un méme instanf, la pression varie
avec x, y, 7, comme dans le cas de I'équilibre.

96. ProprriETE. — Dans un liguide homogéne,
st le mouvement st permanent el rectiligne, il sera
uniforme.

En effet, si nous prenons laxe des & paralltle
a la direction du mouvement des différentes molécules,
1ous aurons :

par suite, on a:

et I'équation (1) de continunité (n° 62) :

du.  Ov ow
T T gy
dx dy - 3

nous donne alors :

=0.
o
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D'ailleurs, le mouvement étant permanent, on a
(n° 83):
ou
5 =0
Par conséquent, puisque » et w sont nulles, il résulte
de la formule (n°® 60) :

u'=()()i; -lcg—g—i—v%—}—u/;—g.

que @' = 0. Par suile, la vitesse u est constantc pour
un méme filet. Le mouvement est donc uniforine.

97. PROPRIETE — Lorsque les molécules d'un fluide
sont animées de mouvemenls quelcongues, mais Lres
lents, la pression varie suivant la loi hydrostatique.

En cffet, les mouvements étant trés lents, il sensuit
que les forces satisfont a4 peu pres aux conditions
d’équilibre ; par conséquent, on peut, avec unc appro-
ximation suffisante, appliquer les équations qui auraient
lieu si Ia masse fluide était en repos.

98. Prorvriere. — Lorsque les miolécules d'un fluide
parfuit ont des mouvements identigues a ceux qu'elles
prendraient si chacune delles se mourvail isolément
sous Uaclion des forces qui lui sonl direclement appli-
quées, la pression est constanle 4 un méme instant
dans toule Uélendue du fluide.

En effet, on a alors :

X=u, Y=<, Z=10,

ct, par conséquent, les équations du mouvement (n° 60)
nous donnent :

(377 op op
== T = - - 0
dx 0, dy %, oz
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1l en résulte qua un méme instant la pression ne varie
pas d'un point & un autre du fluide. Drailleurs, dans
le cas du mouvement permanent, elle serait constante
d’'une manicre absolue, puisqualors la pression en un
point donné ne varie pas avec le temps.

Ce cas sc présente quand un liquide pesant et
homogéne sort dun vase & niveau constant par un
orifice de dimensions assez petites par rapport a celles
du vase. On constate que le jet a une forme parabolique
qui ne diffcre pas de la trajectoire que décrirait une
molécule isolée (II, n® 55).
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CHAPITRE 1IV.

Mouvement d'un liguide
g’écoulant dun réservoir a niveau constant

par un orifice percé en mince parol.

99. Considérons un liquide homogénc contenu dans
un vase et s'écoulant par un petit orifice pratiqué
dans la paroi. Nous supposerons lorifice percé cn
mince paroi, cest-a-dire que Vépaisseur de la paroi
soit, trés faible sur le contour de lorifice. L’écoulement
cst supposé perinanent, ce qui exige que le niveau soit
entretenu a une hauteur constante.

Lorsqu'un liquide s'écoule par un orifice, on observe
que la section de la veine diminue & partir de lorifice
jusqu’a une certaine distance de cet orifice, ot la section
est minimum et appelée section contractée. Ainsi,
au mountent ot le liquide sort du vase, les filets extrémes
convergent vers laxe, et cette couvergence cessc
a une petite distance de T'orifice.

Cette contraciion de la veine entraine pour les filets
intérieurs unc pression plus grande que celle qui résul-
torait de Ia loi hydrostatique. '

On s'explique la contraction de la veine de la maniére
snivante : Pour que le liguide sorte du vase, il faut
que ses molécules convergent vers le centre de l'orifice,
suivant - toutes les directions. Dans le cas on lorifice
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cst percé au fond du vase, les filets vers I'axe de T'orifice
seuls décrivent une ligne verticale; les autres filets,
qui sont obligés de se détourner de la verticale pour
converger vers lorifice, prennent des directions qui
se rapprochent plus ou moins de I'horizontale. Ces filets
se génent dans leurs mouvements, et les molécules
liquides décrivent des trajectoires courbes. Ces trajec-
toires donnent naissance a des forces centrifuges
qui ont pour effet d'augmenter la pression dans
lintérieur de la veine. ' ‘

100. Cela posé, soicnt AB le niveau constant
du liquide (fig. 28), p, la pression sur AB, et p, la pres-
sion du gaz dans lequel s'échappe le filet qui sort

de lorifice EF. Au bout

Fig. 20. d’un temps assez court,

AP ) A le 7'0':(/2'7726 pei“ma.ne?-zt
W g’établit : les filets liqui-

v des vont en convergeant

vers l'orifice, jusqu'a une
section ab paralléle a
lorifice, et qui est la
section conlractée. Nous
nous proposons de déter-
miner la vitesse V du
liquide dans cette section
contraciée ab. La pression en tous les points de la section
ab est égale a la pression p, : car, autrement la veine
liquide tendrait soit & se dilater, soit i se coniracter
sous cette pression p,.

Considérons un filet liquide qui passe par le point m
de la scction ab : soit CDm cc filet prolongé vers
I'intérieur du liquide.

L’¢quation du débit étant :

wV =V = Q,
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il en résulte quec la vitesse varie en raison inverse
de la section. Or, la section du vase étant beaucoup
plus grande que celle de l'orifice, il s'ensuit que la vitesse
4 lintéricur du vase est beaucoup moindre que la vitesse
a la sortie. On peut done admetire que la vitesse en M
est négligeable. 8i nous appliquons au filet le théoréme
de D. Bernoulli, et si nous désignons par V la vitesse
en m, ct par 2 la distance verticale des centres M et m
des sections CD et @b, ' nous aurons :

Vi _ LD
2g ~ Tt

813

p étant la pression sur l'unité de surface au point M.
Nous ne connaissons pas 2 et g; mais, au point M,
le liquide est, comme nous venons de le voir, & peu prés
en repos : il s'ensuit que l'on peut considérer 1a pression
en ce point comme exprimée par la loi hydrostatique,
comme sil sagissait d'un liquide pesant en repos.
On a done (n° 29):

B _ P
u—w+h07

w

i, ¢lant la profondeur du point M en dessous du niveau
du liquide.
Par suite, il vient :

1. z est donc la différence des distances des points M et au plan
horizontal de comparaison.
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Or, A, varie avec la position du point M ; mais, ¢i l'on
désigne par H la profondeur du point m de la section
contractée en dessous du niveau du liquide, on a:

H— 24 hy;
par conséquent :
v _ Po_
39 H - - gl
d’ol :
V= 29(11—{—7—;—“——%)- (1)

La quantilé H + Po__ Py gt labaissement du niveau
w W

pi¢zométrique en passant de linférieur du vase au
point m de la section contractéc (n® 88). Le point
de départ M est d'ailleurs indifférent, pourvu qu’on
ne la prenne pas trop prés de lorifice. Cette quantité
H 4+ %" —% est done la charge sur I'élément au point
m (n° 88). :

On conclut de cette formule que la hauteur due
o la vitesse dans un élément de la section contractée
au point m est égale a la charge sur cet élément.

La quantit¢ H différant treés peu de la profondeur
du centre de gravité de ad cn dessous du niveau
supérieur du liquide, on peut, sans erreur sensible,
prendre cette derniére profondeur pour la valeur de H;
mais la profondeur du centre de gravité de ab qui est
inconnue, différe peu de la profondeur du centre
de gravité de l'orifice EF qui ¢st une quantité connue.
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Nous pourrons donc prendre pour l'expression de
la wvitesse moyenne dans la section contractée :

V=m’\/2g(H +%’—§), @)

en désignant par H la distance du centre de gravité
de EF au niveau supérieur du liquide, m' é¢tant un coef-
ficient qui différe trés peu de I'unité.

101. CAS PARTICULIER. — SI p, = p,, c¢ qui est
le cas ordinaire, on a, en faisant abstraction du coeffi-
cient ' :

V = | 2gH.

Done, la vitesse d'écouleinent (’un liquide par un
orifice en mince paroi est égale a lo vilesse due
a lo hauleur de la surface libre du liguide au-dessus
du centre de Uorifice, Cest-a-dire {a vitesse d'un corps
qui tonbe librement dans le vide de cetle hauwleur H,
sans vitesse initiale. Cest le théoréme de Torricelli.
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Coefficient de contraction.
Coefficient de dépense.

102. Nous avons appelé dépense dun orifice la
quantité de liquide qui s’écoule par cet oritice pendant
Tunité de temps. Il en résulte que « ¢étant Taire
de la section contractée, la dépense par seconde sera:

Q=wV = mm'\/zg (H + 7;_9 — 7&)_

w

Ordinairement, on ne connait pas I'aire o de la section
contractée, mais on la déduit de l'aire de l'orifice qui
est connue. En désignant par Q Taire de lorifice,
on aura :

w = 172"Q,

et 1l vient alors, en posant m'm" = m :

Q=712£2\/2g(H-}—%—];1)- (3

Le coeflicient m", qui est le rapport entre laire
de la section contractée et I'aire de la section de Porifice,
s'appelle coefficient de contraction. Ce coeflicient ne peut
étre obtenu théoriquement. On doit recourir 4 des
expériences.
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En opérant sur des orifices circulaires de 0™,02 a
0,16 de diamétre percés dans une paroi plane, on a
trouvé par titonnements que la section contractée,
qui est aussi de forme circulaire, est a une distance
de l'orifice & peu prés égale a la moitié du diamétre
de lorifice, et que le rapport des rayons de ces deux
scetions est environ 0,79 ; par suite, on a, pour
le coefficient de contraction :

m' — & = (0,79 — 0,624,

Quand lorifice n'est pas circulaire on admet comme
valeur approximative de " le nombre 0,62. Mais, il
"est évident que cette valeur est plus ou moins incertaine.
Aussi, on a eu recours a une autre méthode qui nous
donne la valeur d’un coefficient que nous allons définir.

103. On appelle dépense théorigue I'expression :

Q \/2!1(H L —%)-

que lon obtiendrait en faisant abstraction de la
contraction de la veine. D’autre part, on peut évaluer par
expérience la dépense réelle, en recevant le liquide qui
g'écoule ‘dans un bassin de forme simple, et déterminant
lejvoluine du liquide qui s’écoule pendant chaque seconde;
on pourra alors ohtenir le rapport entre la dépense
réelle et la dépense théorique. Ce rapport, qui sera
la valeur du nombhre m, a recu le nom de coefficient
de dépense ; il diffcre peu du coeflicient de contraction,
et est généralement confondu avec celui-ci. 11 résulte
des expériences que le coetficient de dépense est & peu
prés constant.
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Pour un petit orifice circulaire de 07,02 4 07,16
percé en mince paroi et pour des charges inférieures a
7", on a trouvé que ce coeflicient est 0,62. On a
la méme valeur pour un orifice rectangulaire dont
la hauteur est moindre que la moitié dc la largeur.
Pour un orifice carré, on trouve 0,60.

Ecoulement par un orifice parfaitement évasé.

104. Imaginons un orifice érasé en dedans ABA'D,
de maniére a lui donner la forme
que la veine prendrait cen sortant
dun orifice A'B' percé en minee
paroi (fig. 21). Il n’y aura plus
de contraction ; lorifice AB est alors
la section contractée, et le coeflicient
de contraction sz est égal & l'unitc.
Un tel orifice est ce que Pon appelle
un orifice parfuilement évasé.

Dans ce cas, la dépense différe peu? du produit:

A\/Qg(H—}—%)—%),

A dtant Taire de la section AB, et 4 la distance
du centre de cetie section au mniveau supérieur du
liquide.

1. Cetle faible différence provient de 'influence retardatrice due
an frottement du conduit A'B'AB.
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Si T'on prend le rapport entre la dépense réclle Q
et lexpression ci-dessus, on trouve que ce rappory
ou le coefficient de dépense a pour valeur 0,984.
En représentant ce coefficient par v, nous aurons :

Q=pA \/EQ(h -}—}%’ —%)

Le coeflicient p porte évidemment sur la vitesse.

Ecoulement par un orifice latéral.

105. Nous avons vu (r° 101) que si I'écoulement
a licu par un petit orifice et si la pression est la méme
a la surface libre du liquide et a lorifice de sortie,
la vitesse est donnée par la formule :

V= VZ—(]E,

I étant la distance du centre de gravité de lorifice
au niveau supérieur du liquide, et, par suite la dépense
est .

Q=wl 2gk.

Cette formule n’est pas applicable 4 un orifice latéral
de grandes dimensions, puisque pour ce dernier
la charge est différente pour les différentcs sections
horizontales de lorifice. I1 en résulte que la vitesse
varie pour chaque élément hovizontal.

Nous admetirons quec les 1molécules qui partent
successivement d'un méme point de la surface, suivent
toutes une méme trajectoire jusqu’a l'orifice de sortie.
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Nous pouvons donc décomposer la masse liquide
en un faisceau de filets, a chacun desquels nous
pourrons appliquer la formule de D. Bernoulli. Or, les
sections extrémes d'un filet étant dw et dQ, nous aurons
pour ce filet (n® 91):

Ve . dwe
2g (

mais, il est évident que Yon peut remplacer le rapport
dw t

sobarg, et ensuite négliger ce dernier rapport en
présence de l'unité, ce qui nous donne, en supposant
P — P, la formule :

et la dépense par la section de du filet sera :
dQ = dw |. 2gh,

h étant la distance de cette section dm au niveau
supérieur.
106. Nous allons déduire de 14 la formule a appliquer
-dans le cas d'un orifice latéral,
[jue nous SUPPOSErons symelri-
At 7 B gue par rapport a la verticale.
Eh Soit £ la distance au niveau
supérieur du point O (tig. 22) ou
W E:r” n la verticale rencontre la section
1L de Torifice : c¢’est 1a charge sar
ce point. En prenant ce point O
pour origine de deux axes
rectangulaires, I'axce des y étant vertical, nous aurons
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do = dady, et alors la dépense totale aura pour
expression :

b 4
Q:/!x dady V29 + y),

ou bien :
b
Qxf:?ac s R2g (4 ) dy,

b étant la hauteur de l'orifice.

Observons gque l'on obtiendrail la méme formule,
si 'on divisait Porifice en tranches horizontales infini-
ment minces, et si Ton appliquait & chacune de ces
tranches la formule relative & un orifice en mince paroi
(n° 101). Nous aurions, en effet (fiz. 22), pour une
tranche mn — 2xdy, dont la distance au niveau
supérieur serait & 4+ y, la dépensc :

2xdy |/ 29 i+ y),

et la dépense totale secrait :

b
Q= / 2x172g (h + y) dy.

Lorsque 'on connaitra la forme de Porifice, on pourra
déterminer « en fonction de y, et alors on calculera
la dépense totale en effectuant Pintégration indiquée.

10%7. On pcut se proposer de déterminer ce que l'on
appelle la hawlewr moyenne de lorifice, ou la charye
moyenne.
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A cet effet, nous observerons que la vitesse variant
depuis la partie supérieure jusqua la partic inférieure
de Torifice, il existe nécessairement un point de cet

orifice dont la vitcsse est égale a la vitesse moyenne u,
telle que Von ait:

szuy

w étant la section de lorifice.

En désignant par H la distance de ce point au niveau
supérieur, distance que l'on appelle 1a hauteur moyenne
de lorifice, nous aurons évidemment :

u=1} 2¢9H,
el, par suite,
Q=uw}/ Q_giq.

En égalant les deux valcurs de Q, on a I'éguation :

b
w ] ﬁ=/ 2z V' h+ y dy,

qui servira a déterminer H.

108. Dans le cas d'un orifice reclangulaire (lig. 23),
soicnt 7 la longucur de lorifice
et & sa hauteur ; nous aurons
22 = [, et, par conséquent :

Fig. 23.

b

o= [V Fyidy

<

a . 3 3
— 212 [(h By — m}.
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On a donc, puisque v = bl :

b/ H — 2 {(h+b)3— J}

c~|

d'ol :

H= b [(h T —h]

En particulier, si le bord supérieur de Ulorifice est
a fleur deau, h = 0, et il vient :

2 = 3 4
Q=§l|/2g.b, H=¢b.

109. REMARQUE. — Si Pon avait déterminé la dépense
Q' comme dans le cas ou la hauteur de lorifice est
trés petite, on aurait obtenu en appliquant les formules
trouvées précédemment (n°* 100 et 101) :

Q = bl\/2g (/z+g).

Or, si lon prend le rapport des deux dépenses,
on trouve

3
2

Q2B — A
Q¢T3 T
b (}l+é)3

Si Pon donne au rapport différentes valcurs

4 b + b
particuliéres, on ftrouve que l'écart entre les deux
valeurs de Q et Q' n’atteint jamais 6 centiémes,
et, par conséquent, l'on peut prendre I'une ou lautre
des deux formules pour déterminer la dépense.

10
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110. Considérons encore le cas d’'un orifice circulaire

dont le diamétre soit égal & b.
L’équation du cecrcle étant :

yz + xrt — by = 01
on en tire:
x=1V'by —y.

Par suite,

b
Q=21/59_/‘L by — 2 V' + y dy.
Pour trouver l'intégrale, nous poserons :

b_ ., _
5 — Y =50080,
d’ou :
b
y=é(1 —cosg), dy=

et nous aurons :

K

s T
ngl/g/Sinz?b/2h+b(1—coscp)d'p.

]

On a aussi ;
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par conséquent,

T

fsin*cp[/zh,—{—b(l — cosg) dz
V2h + b -

I

Llo

111. En particulier, pour 4 = 0, on a:

T
2 -
Q =%|/2bg fsinzgcsin;q,-d;p;

. . 1
pour Intégrer cette expression, on posera 3 9 = 0,
et il vient:
T
5 —
Q= 4b“‘l/%/sin26cos“0 .sin0dj = ﬁ*[}{_?b(]
. o

Drautre part, on a aussi :

R/ p—
Q =Tng,

et par suite,

Q32172
o = T = 0.960.

L’¢cart cost donc moindre pour lorifice circulaire
que pour Torifice rectangulaire, et I'on en conclut
que lon peut prendre aussi l'une ou autre des deux

formules pour calculer la dépense,
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112. On admet les mémes conclusions pour des
orifices de forme quelconque. Il est bon d’observer
que Q et Q sont les dépenses théoriques qui se rappor-
teraient & laire de lorifice, tandis qu’il faut prendre
l'aire de la section contractée. On doit done multiplier
dans les formules 'aire de lorifice par 0,62 (n° 102).

Ecoulement par un déversoir.

113. Un déversoir est un orifice découvert a sa
partie supéricure, et dont le bord inféricur est une
horizontale, appelée seuil, Un déversoir peut étre
assimilé 4 un orifice rectangulaire dont le ¢6té supérieur
aurait disparu.

Soient { 1a longueur du seuil, ¥ la distance verticale
du scuil au niveau du réservoir, en un point ou le
liquide serait en repos, »n I'épaisseur de la veine
au-dessus du seuil et Q la dépense par seconde. Si nous
appliquons la formule (3) (n° 102), en observant que
les pressions p, et p, sont égales', et que le centre
de gravité de lorifice est au milicu de la hauteur »,
NOus aurons ;

et :
Q :mln\/:Zg (y —%n).

1. Nous supposons que ['écoulement se produise librement dans
l'air ou dans un gar quelconque.
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Or, 7 est une inconnue évidemment moindre que y ;

. o L N
d’ailleurs, il résulte des expériences que le rapport v
n'est jamalis inféricur &4 0,72 ; de plus, il est toujours
moindre que l'unité. Nous prendrons pour ce rapport
la moyennc arithmétique entre 0,72 et 1, et nous
pOSEerons :

% = 0,80y,

ce qui nous donnera, en remplacant m par la valeur
moyenne 0,62 :

Q=10,62 X 0,81y V27 x 057y,
ou bien :
Q = 0,4031y L7 2¢gy.
Or, il résulte d’expériences faites par Poncelet et
Lesbros sur un déversoir de 0™,20 de longueur, fue,

si I'on pose :

Q = Mly | 29y,

on trouve que le coefficient M varie entre 0,424 et
0,385, valeurs qui différent peu de la valeur 0,403.
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CHAPITRE V.

Extension du théoréme de Bernoulli
au mouvement relatif.

114. Daprés cc que nous avens vu (I, n® 229),
le mouvement relatif peut étre traité comme un mouve-
ment absolu, pourvu que l'on joigne en chaque point,
aux forces réellement appliquées, deux forces fictives,
savoir : la force d’inertic d’entrainement et la force
centrifuge composée.

Or, dans I'éguation du mouvement permanent, si I'on
considére les positions successives d'une ménie molécule
fluide sur sa trajectoire, I'expression Xda + Ydy + Zdz
st le travail élémentaire des forces appliquées a ce
point. Mais, d'aprés ce que nous avons vu (I[, n°® 215),
la force centrifuge composée ¢étant perpendiculaire
au déplacement relatif de son point d’application,
le travail relatif de cette force est nul en chaque point,
et, par conséquent ces forces n'entrent pas dans
Vexpression Xdo 4+ Ydy + Zdz. Quant a lautre force
fictive, si nous désignons par ¢. l'accélération d’entrai-
nement, la force d'inerlic d’entrainement rapporiée a
I'unité de masse est — g¢,. Nous devrons donc dans
la formule de Bernoulli ajouter les composantes
de cetie dernicre force aux composantes X, Y, Z.
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115. En particulier, considérons un liquide pesant
animé d'un mouvement relatif permanent par rapport
4 des axes mobiles animés d’un mouvement de rotation

uniforme autour de la verti-
Fig. 24. cale Oz.

Soientwla vitesseangulaire
constante du mouvement de
rotation, M un point du fluide
(fig. 24), @, y, 2 ses coordon-
nées, MN = OM' = » sa
distance a laxe de rotation
Oz. Les forces que lon a a
considérer sont : le poids de
la molécule et la force d’iner-
tie d’entrainement qui se
réduit ici a4 la force centrifuge (I, n° 1684). Cefte
derniére rapportée a l'unité de masse est wir et ses
composantes paralléles aux axes Ox ct Oy sont o?z et
w’y. Nous aurons donc :

Xda 4 Ydy +’ Zdz = — gds + wzdr + w'ydy
= — gds 4+ wdr,

et-, par Suite,
M 1
[ — gz + 5 Wi,

Nous aurons donc, en désignant par V' la vitesse
relative au point M, et en appliquant au mouvement
relatif I'équation (2) (n° 84):

1 LYYy
— g3 + S —= — 5 VZ= const.,
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P A% 1
z 41 = — o0 Wt = const.
+ @ + 2y 29
Si nous désignons par V', la vitessc relative au point
de dépurt M,, situé¢ sur la méme trajectoire que M,
et par z,, 7., P les valeurs de z, », p correspondantes,
nous aurons:

Vor 1
2, + %1 + 27 "5 w22 = const.,
d’ou I'on tire :
X’_? Vo'? Yo

.. Py o
5g T g T T AR T Ty

Cette équation nous apprend que la différence des
hauteurs dues aux wvilesses relalives en deux poinls
quelconques d'un méme filet fluide, satisfaisant aux
conditions de permanence, n'est plus égale & la charge
comme dans le mouvement absolu (n° 88), mais a celle

2
charge augmentée de l'expression ;—g— (r? — r2).

Cette augmentation peul étre considérée comme
une charge fictive quiil faut ajouter a la charge réelle
pour pouvoir appliquer le théoréme de D. Bernoulli
au mouvement relatif.

Il est bon dobserver que cette charge fictive n’est
autre chose que la variation de la hauteur due a
Ia vitesse d’entrainement.
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Extension du théoréme de D. Bernoulli
aux fluides imparfaits.

116. Dans les démonstrations qui précédent nous
avons supposé le fluide porfail.

Lorsque la wiscosité produit des cffets sensibles,
il est ¢vident que lon peut en’ ienir comnpte, en intro-
duisant les forces dues a la viscosité parmi les forees
directement appliquées 4 chaque molécule, ct alors
on peut considérer le fluide comme parfuit.

Soit ¢ la force rapportée 4 I'unité de masse que produit
la viscosité pour une molécule quelconque, et désignons
par <., ¢4, ¢, les composantes de cette force. En intro-
duisant cette force dans Péquation différenticlle du
régime permanent (n° 83), on a, pour le cas d'un
fluide imparfait, Péquation :

Lip = AU -t (g dz 4 g, dy + o de) — 5 AV

si Ton désigne par y l'angle que fait la force ¢ avec
Pélément ds de la trajectoire de la molécule, on a:

dp = dU + gdscosy — % dv=.

O | -

En intégrant entre dcux positions d’'une méme molé-
cule et désignant par s, et s les valeurs de Farc de
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1a trajectoire correspondantes a ces deux points M, et M,
et par U, la valeur de U pour s = s, il vient:

dp : . 1
f?—U_ Uo+s/q;005/ds—2(V2—Voz),

ou hien :

S
1 ap
yW—vw=U—m+Jﬁww“—/ﬁﬁ

En particulier, si le fAuide cst un liquide pesant
¢t hommogeéne, on & :

f‘%:%w—po\, U—— [giz——ys,

et 'équation précédente nous donne :

VEOVE L Be P L e
249——29—% .z -+ - w4gfq,cos/ds.

So

Il est facile de voir quelle est la signification du
dernier terme : cn effet, la force de viscosité étant égale
a g, son travail entre les deux positions M, et M sera

S -

/ mw cos ;ds ; en prenant la force rapportée a l'unité
o
de poids il faut diviser par mg, ct le travail sera égal a:

s

1
§ fcp cos yds,

So

c’est-a-dire au dernier terme du second membre.
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Dailleurs, puisque la viscosité agit comme un frotfe-
ment, opposé & la vitesse de la molécule, ce travail
sera négatlif ; il en résulte que si nous désignons
ce travail par — ¢, et si nous représentons comme
précédemment (n° 88) par & la charge entre les deux
points, on a:

h=zo—z+%——l).

w
ct, par suite,

‘72 VVOE
29 29

h—z. (A)

Cette quantité Z s’appelle perfe de charge puisqu’on
la retranche de la charge 4. Elle est égale au travail
changé de signe, que produit la force de viscosité
rapportée & l'unité de poids.

Le théoréme de Bernoulli sénonce alors de la maniére
suivante :

THEOREME. — La varialion de la havieur due @
la vilesse est égale & la charge diwminuée de la perie
de charge.
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CHAPITRE VI

Fcoulerment par les ajutages..

117. Nous avons étudi¢ (n° 99) le mouvement dun
liquide qui s’écoule dun réservoir par un orifice percé
en mince paroi. Lorsque I'on adapie a Torifice un tuyau
ou ajutage, les circonstances du mouvement sont modi-
fiées. Nous nous proposons de trouver I'influence dun
ajutage sur les lois du mouvement. Ordinairement,
les ajutages sont cylindriques ou coniques. Les ajutages
cylindriques sont exéérieurs ou intérieurs. Les ajutages
coniques sont convergents ou divergents.

Ajutages cylindriques extérieurs.

118. Supposons que, lorifice d’¢coulement ¢tant
circulaire, on adapte a cet orifice un gjutage cylindrigue
de méme diamétre que lorifice, ef d’'une longueur égale
a unc fois ¢t demic ce diameétre; au bout d'un certain
temps, Pécoulement se fait a plein tuyau, ou, comiue
on dit & gueule bée. Si la longueur dec cet ajutage
est moindre, le phénomene est variable selon les
circonstances ; si la longueur est plus grande, il se
produit des frottements dont il faudra tenir compte.
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Par la présence de I'ajutage, il n’y a plus de contrac-
tion sensible 4 la sortie de la veine ; mais on constate
une diminution de vitesse, ou une perte de charge due
au travail des actions moléculaires.

119. Voici comment on peul se rendre coumple
du phénomeéne qui se produit.

Au moment ot le liguide commence & sortir par
lorifice AB, (fig. 25), il se forme une veine contractée
jusquen ab, a une distance égale a la moitié du diamétre
de l'orifice; a partir dc la, la veine s'élargit. Il se
produit donc dans le fuyau un espace annulaire autour
de la veine, el cet espace est rempli d’air au commen-
cement du mouvement. Mais le courant entraine en
partie lair qui 'entoure ; l'air
restant se dilatant, la veine
sera moins pressée, et tendra
a se dilater. Au bout dun
certain temps, lair est en-
ticrement entrainé et rem-
placé par du liquide qui ne
participe pas au mouvement.
La veine contractée est donc entourée d’une portion
de liquide a I'état de remous, cest-a-dire qui lournoie
lentement autour du courant, et cette portion est
entource elle-méme de liquide a I'état stagnant. On peut
donc dire que on a en b une veine qui débouche dans
une section plus grande déja occupée par le méme
Hquide. It en résulte une agitation et une perte
de charge.

Fig. 25.

120. Nous nous proposons de déterminer cette perte
de charge. A cet effef, considérons, en général, un liquide
sortant dun réscrvoir (fig. 26) par un orifice A'D/,
et possédant dans cette section une vitesse V'. Suppo-
sons que la veine fluide en sortant de l'orifice pénétre
dans un tuyau dont la section AB esit plus grande
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que la scction A'B' de lorifice, et proposons-nous
d’étudier ce gui se passe par cc changement brusque
de section.

Soicnt p, la pression sur la surface libre du liquide,
V' et ¢ la vitesse et la
pression du liquide dans
la section contractée A'R,
V ct p la vitesse et la
pression 4 lextrémité AB
de T'ajutage, et 2 la hau-
teur du liquide dans le
réservoir au-dessus du
centre de gravité de l'ori-
fice.

Le théoréme de Ber-
noulli qui est applicable
depuis le niveau supérieur jusqu’a la section A'B' nous
donne ;

Tig. 26.

VE L pe

en négligeant la vitesse au niveau supérieur, laquelle
est assez faible.

Appliquons pour la partie du liquide comprise entre
AB et A'B' le théoréme des quantités de mouvement
projetées sur un axe horizontal (IT, n°® 182).

Soient QT'aire A'B', ATl'aire AB: la dépense par seconde
sera :

Q= QV' = AV.
La masse élémentaire qui traverse chaque section est:

wQdt
g k]
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laccroissement de la quantité de mouvement sera donc :

Z&dl (Vv — V')
g

Dautre part, en projection, les forces extérieures
se réduisent aux pressions horizontales. Or, la pression
sur la section A'B' est dirigée dans le sens positif,
et clle est égale a Ap': en effet, le liquide en cet endroit
se compose de deux parties : I'une qui est animée
d'un mouvement rectiligne et uniforme, c'est la veine
proprement dite ; l'autre qui est le volume annulaire
du liquide qui entoure la veine, est animée d’'un mouve-
ment tres lent. On peut done, dans les deux cas, (n° 95
et 97) admelitre que les pressions suivent la loi
hydrostatique.

La pression sur la section AB est égale a4 Ap, dirigée
en sens contraire de la précédente. Par conséquent,
le théoréme des quantités de mouvement projetées
nous donne :

ou bicen, en remplacanl Q par AV, et divisant les deux
membres par A=df :

YOy _p, 2

g w w

Or, cette derniére équation peut étre mise sous
la forme suivante :

Ve VR p p VEVZ2VV
29 29 @ @ 2¢g 29 2g
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ou bien :

Ve ve_p
29 29_57

En ajoutant les équations (1) et (3), il vient :

On voit par cette formule que l'on peut appliquer
le théoréme de D. Bernoulli depuis la surface libre
jusqu'a lorifice’, a la condition de diminuer la charge
(V'—V)e
de o

2y
rons par z, est donc la perte de charge due au renflement.
- Il résulte de 14 que la perie de charge produite par
un changement brusque de seclion est égale a la hauteur
due & la diminution de vitesse.

. Cette derniére quantité, que nous désigne-

121. RrMARQUE. — On peut donner & la perte
de charge une autre forme en y introduisant les aires
des sections. En effet, de la formule :

Q = QV' = AV,

on tire:

<
I
1O
=l
I
oo

1. Le théoréme de D. Bernoulli, appliqué depuis la surface libre
jusqu’a U'orifice, nous donnerait la formule :
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et, par suite, on a, pour la perte de charge :

r— (V' — V2 v (A 1)2 Q? (glz . 1)2-
A

29 29\Q ) T 29

122. Sil'on veut appliquer les résultats précédents
au cas d'un orifice circuloire prolongé par un ajuiage
cylindrique d’'une longueur égale 4 une {ois et demie
le diamétre de l'orifice, on peut admettre que Q est
la section contractée (n° 119), et, en désignant par m
le coefficient de contraction, on a :

v
Q= ’n’l.&, d'oll V’ = —.
m

Par conséquent,

(V' — V) V2(1.__1){

29 =g \ln

La formule (4) nous donne alors :

29 = w 29

AREPRVE JPR YR B

d’o1 I'on tire :

ou hien :

V=HV@@+%—%X

11
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en posant :

n

1
o= _— = .
\/1+(L_1)2 V'I—2m (1 —m)
m

Drailleurs, la formule (1) nous donne :

V'=\/2g(h 1 %’_%).

La dépense est donc :

Q=FA\/Zg(h+%’—§);

il n’y avait pas d’ajutage la dépense serait (n° 102):

q = mA\/zg(h +%’ —}5)

Or, il est évident, puisque 1 — m > 0, que p. > 2 ;
par conséquent, l'ajutage a pour effet d’augmenter
la dépense, quoiqu’il produise une perte de charge,
et une diminution de la vitesse d’écoulement. Cette
augmentation de la dépense est due & la suppression
de la contraction de la veine a sa sortie.

123. Cherchons a déferminer la pression p' dans
la section coniractée ab.

La formule (1) nous donne :

—h g B V2

P
w w 29’
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v

. . v
ou bien, puisque V' = ot

V2

pz}l+%—éw;

w
d’ou, en remplacant V par sa valeur :

%=h+&_£(h+&_£)

w M2 w @

Cest la valeur de la pression a la section contraciée
en fonction de p, et p.
Dailleurs, la formule (2) nous donne :

Q'__@ V(V—V')_p \/’2(1 )
=== T g = g \m 1)
par conséquent,
p_p
w

La pression dans la section contractée est donc
toujours inférieure a celle du milien environnant
lajutage.

124. 1l cst facile de calculer la dépression dans
Ja région de la section contractée. Elle est donnée par
la formule :

p—p _ V' 1 .\ _ (,1__>( Po __ D
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ou hien :

p—p  2m{l - m Po D
= _1—2m(1—m)(h+§“m)
- 1 Po _ D
-l —(rs2-2)

2l —m)

De cette formule il résulte que le vide relatif créé
par lécoulement dans lajutage sera d’autant plus
sensible que le produit 2 (1 —m) sera grand.
Or, le maximum de ce produit dont la somme decs

1
-, et nous

facteurs est constante, correspond & m = 5

aurons pour ce cas limite :

c'est-a-dire que le vide maximum dont I'écoulement est
capable dans la région de la sectinn contractée est
représenté par la charge moyenne.
La valeur correspondante de i est —l—— = 0,71.
: 2
125. La perte de charge % 4 l'extrémité de l'ajutage
SeI'H.
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1
pour in = 5, On aura:

, V=V 1 o
. >=é(h+%_£).

29 o

126. On a fait de nomhreusecs expériences sur I'écou-
lement de l'eau dans le but de déterminer les valeurs
des coefficients m et p. Ces paramétres doivent néces-
sairement varier avec la charge : mais, pour des

-

charges ne dépassant pas 7, T'expérience a donné :
m = 0,62, et u = 0,82,
En adoptant pour ne la valeur 0,62, on trouve :
B 1
BT
1 — —1
T

en prenant » — 0,82, on trouve :

= 0,85, au lieu de 0,82;

= 0,59, au lieu de 0,62.

Ces faibles écarts s'expliquent : on a admis, en effet,
ue tous les filets constituant la veine avaient une méme
vitesse, la vitesse moyenne de I'écoulement. Or, cette
supposition doif nécessairement altérer légérement
I'évaluation de la force vive de la veine dans la section
considérée.

127. Quant & la dépression produite par la contrac-
tion, T'équation (5) nous donne :

pop (vt Po _ PY.
(L) (= )

7t @
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or, si Fon fait m = 0,62, et p = 0,82, on a :

et, par suite,

n — p' )
E—P _ o749 (h 4 Lo 3)-
w @ w
Dans le cas ou la pression est la méme a la sortie
el, au niveau supérieur (pression atmosphérique), on a :

71_%_77_ = 0,749 4, A peu prés.

La dépression & U'ajutage est donc approximalivement
égale aux [rois quaris de lo hauleur b du niveaw supé-
rieur dans le réservoir au-dessus du centre de l'orifice,

128. Une expérience remarquable due a Venturi
a mis cc résultat en évidence. Si I'on adapte & I'ajutage
un tube en verre recourbé souvrant par son extrémité

Fig. o7, supérieure autourde la velne
contractée, et plongeant son
extrémité inférieure dans un
vase rempli d’eau (fig. 27),
la dépression provoque l'as-
cension du liquide inféricur
qui se maintiendra sur une
hauteur smn pendant toute
la durée de I'écoulement.
Jette hauteur mesure évi-
demment la différence entre la pression atmosphérique
agissant sur lecau du vase, et la pression autour
de la veine contractée cl dans cetle veine elle-méme.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



— 167 —

Or, Venturi a constaté que, pour 2 = 0,83, on a
mn = 0™,60, et effectivement, la théorie nous donne :

|
Lw_ﬂ — 0,740/ = 0,749 X 0,88 = Q 659.

Ce phénoméne d’aspiration latérale due au mouvement
d'un fluide, qui sapplique également aux gaz el aux
vapeurs, a regu plusieurs applications industrielles.

Il explique le tirage dans les cheminées des locomo-
tives produit par I'échappement de la vapeur.

L’injecteur Giffard est une des applications les plus
remarquables de ce phénomeéne.

129. La perte de charge sera, d’aprés la formule (6) :

w

" pour = 0,82, %= 0,33 (h +%_1’2),

pour p. — 0,85, %= 0,28 (h + B g)
et, si 'on suppose p, = p, on a :
r=0,33h, ou 7 = 0,28%h.

On voit que la perte de charge approche du tiers
de la hauteur.

130. Ainsi donc, on peut résumer comme Suit
la théorie de I'ajutage cylindrigue externe, I'écoulement
se faisant a lair libre sous des charges inféricures a 7" :

1° la vitesse 4 la sortie du tuyau a pour expression :

V=082 1V 2gk;
2° la dépense est :

Q — 0,82A |/ 2¢h.
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Le coeflicient 0,82 porte ici sur la vitesse, et non sur
la section; le contraire a lieu dans I'écoulement en mince
paroi.

3° les effets de l'ajutage sont :

a) daugmenter la secction d'écoulement dans le
rapport de 0,62 & 1, comparé au cas de l'écoulement
en mince paroi.

f) de diminuer la vitesse dans le rapport de 1 4 0,82.

¢) daugmenter le débit dans le rapport de 0,62 4 0,82
ou dans le rapport de 1 a 1,323.

¢) de produire a la section contraciée une dépression
égale aux trois quarts de la charge sur cette section,
et a lorifice de I'ajutage une baisse du plan de charge
égale au tiers de cette charge.

131. ReMarqQUE. — Les valeurs de m et u que nous
avons adoptées jusqulici se rapportent a des charges
ne dépassant pas 7" Si la charge devient plus grande,
on ne pourra plus conserver ces valeurs. En effet,

puisque l'on doit avoir g > 0, il résulte de I'équation (H)

que :

—H—Z(h+?&’~p)<h+&’;
w w

m? &

d’ou I'on conclut :

Vd

© , =
l<ﬁ<\//l—7—l-——-6+])0—y-
w ™

. . u .

Si done & croit, le rapport ., Se trouve compris entre-

deux expressions qui différent de moins en maoins de la
limite g = m.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



— 169 —

2y 7
62 4
a peu prés, on devra avoir, cn vertu de la formule (5) :

\ xi 2 R v.2
D'un autre co6té, si l'on admet = (

h+%’—§<%(h+%’);

d’ou :
et, si p = p,, il vient :

et, comme P 10™333, on a :

@
4
k< g X 107,333 — 137,777,

Au-deld de cette limite, on ne connaitrait donc plus
d’une maniére certaine les valeurs de m et p.
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Ajutage rentrant de Borda.

132. Les gjufages internes mne présentent quun
intérét théorique résultant de ce quils permettent
de déterminer par le calcul le coeiticient de contraction.
Ils ne sont jamais employés.

Imaginons que lorifice de sortie, au lieu d’éire
en mince paroil, soit pourvu d’un ajutage cylindrique
ABCD, pénétrant dans lintérieur du vase (fig. 28).
Cet ajutage doit étre trés mince, et sa longueur doit
étre telle que la veine liquide
ne mouille pas les parois de
ce tuyau. On peut prendre
une longueur égale 4 une fois
et demie le diamétre.

Supposons le mouvement
permanent élabli, et soit ab
le section contractée. A partir
P ¢ de ab, la veine sort dans un

gaz de pression p, et prend
la forme parabolique. D'ailleurs, l'orifice AB étant trés
petit par rapport a la section horizontale du vase,
il s'ensuit que, dans lintéricur du vase, on peut négliger
la vitesse, méme en C et D!, et, par conséquent,
la pression varie suivant la loi hydrostatique aux
différents points du liquide.

Fig. 28.

l
z 2

1. Car, & cause de 'ajutage, il y a toujours une distance notable
entre les parois du vase et l'orifice AB.
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Cela posé, -appliquons le théorénie des quantités
de mouvement projetées (II, n® 182) a la portion de
liquide comprise & un instant ¢ entre lc niveau MN
et la section contractée ab. Prenons 'axe de projection
lorizontal dans le sens de la vitesse de sortie en ab.

Au boul du temps di, cette portion MNab s'est
teansportée en M'N'a’d’. Or, en vertu de la permanence,
la partic commune M'N'ad posstde la méme quantité
de mouvement au commencement et a la fin du temps d¢;
par conséquent, la variation de la somme des quantités -
de mouvement projetées sera égale a la quantit¢
de mouvement projetée relative a la portion aba'd’,
moins celle relative a4 la portion MNM'N'. Mais, cette
derni¢re est négligeable, puisque les vitesses des diffé-
rents points de MN sont verticales, et que L'on projette
sur un axe horizontal. Par conséquent, l'accroissement
total de la projection de la quantité de mouvement
du systéme considéré se réduit 4 la projection de la
quantité de mouvement de la partie aba't'. Or, la quantité
de mouvement de aba'd’ se projette en vraic grandeur.

Dailleurs, si V est la vitesse de sortic, Q la section
contractée, le volume aba'd’ a pour expression QVdl,
sa masse est - QVdt, et sa quantité de mouvement sera
;3 Qvidi, Comme elle sec projette en vraie grandeur,
il g'ensuit que cette derniére quantité sera Uexpression
de T'accroissement de la somme des quantités de mou-
vement projetées sur Paxe de I'ajutage.

Cherchons maintenant la somme des impulsions
élémentaires des forces extérieures projeldes sur le
méme axe. D'abord, laction de la pesanteur ne donne
que des forces verticales perpendiculaires a l'axe,
¢t dont les projections sont nulles; par conséquent,
ces forces disparaissent. On n’a donc a tenir compte
que des pressions exercées sur tout le contour du
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systéme, qui comprennent les pressions exercées par
I'ajutage, par la surface du réservoir et par P'atmosphére
gazeuse dans laquelle la veine liguide s'écoule.

1° Les pressions exercées par la surface latérale
extéricure de Pajutage étant normales & Paxe dispa-
raissent en projection ;

2° Les pressions exercées par la surface annulaire
qui entoure lorifice AB (seclion droite du cylindre)
sont négligeables a cause du peu d’étendue de cefte
surface annulaire ;

3° Les pressions sur toute la surface du vasc suivent
la loi hydrostatique ; les pressions exercdes par les parois
veruicales sont des forces horizontales, qui se détruisent
les unes les autres, excepté la pression exercée par
la partic RS, de méme étendue que la scetion de laju-
tage; cette derniére pression n'est pas équilibrée,
et se réduit a une force normale & RS, ¢t égale 4 :

A (p, + @h),

A ¢étant l'aire de loriflce AB, p, la pression exercée sur
le niveau supérieur, et 2 la distance du centre de I'orifice
au niveau supérieur. Cetle force étant paralléle a Paxe
de projection, sc¢ projette en vraie grandeur, ct 'impul-
sion ¢lémentaire correspondante est :

A (po -+ wh) di.

Les pressions exercées par le fond du réservoir sont
verticales, etf, par suite, leurs projections sur 'axe sont
nulles.

1. Cette force serait équilibrée, si l'ajutage était supprimé,
et remplacé par une paroi solide de méme étendue que la section
AB de I'ajutage. Par conssquent, elle est égale et contraire a la
pression qu'exercerait cette paroi solide.
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4° Enfin, la portion de veine ABad supporte sur s:
surface latérale la pression p, et cette pression g'exerce
aussi dans la section ab (n° 98). Si 'on supposait cette
pression p excrceée de méme sur la section AB, exté-
ricurement a ce volume, la résultante de ces pressions
serait nulle (n® 47). Donc, la résultante des pressions
exercées sur la surface latérale de la veine et sur ab
cst égale et contraire 4 celle que supporterait AB,
ce qui nous donne unc force Ap dirigée en sens contraire
de la vitesse V. Cetfe force se projette en vraie grandeur
sur laxe, et son impulsion élémentaire est Apde.

Par conséquent, la somme des impulsions élémen-
taires des pressions exercées sur tout le contour du
systéme liquide, projetées sur I'axe de 'ajutage est :

A (po + =h) dt — Apdt,
¢t nous aurons Iéquation (II, n°® 182) :

g QVedt — A (po -+ =h) dl — Apdt,

ou bien :

D'autre part, en appliquant le théoréme de D. Ber-
noulli qui est applicable depuis le niveau supérieur
JjusqUWen ab, on a :
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En comparant les deux derniéres formules, on a :

Q 1
AT
Cest-a-dire que le coefficient de contraction est égal &
1
—, ou 0,50.
2

Ce résultat a été vérifié par une expéricnce faite par
. . Q . s \
Borda qui a trouvé 1= 0,515, valeur qui différe trés

peu du résultat théorique.
Ajutages coniques convergents.

133. Dans un ajutage convergent, il se produit :
1° & lintérieur, une contraction de la veine, suivie
d’un renflement, et, par suite, une perte de charge ;
2° 4 lextérieur, une contraclion résultant de la
convergence des filets sortants.
Soit z la hauteur du niveau du liquide au-dessus
du centre de lorifice
Fig. 29. d’écoulement (fig. 29);
la vitesse théorique
serait :

1/ 2gh>
et la vitesse réelle,

vu la perte de charge,
aura pour valeur :

:
|
!
|
B c V=ypl 29:%

@ étant un coeflicient constant & déterminer dans chaque
cas particulier.
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En Tlabsence de contraction de la veine externc,
la dépense serait :

vA )V 2gh;

si donc m est le coefficient dl 4 cette contraction,
on aura :

Q = mpA |/ 2¢k.

Les cocflicients m et p dépendent de Tangle d’ou-
verture du coéne. Si cet angle est nul, T'ajutage est
cylindrique : la contraction externe ne se fera pas, et,
par conséquent, m = 1; la perte de charge assignera
au coefficient w la valeur 0,82 (n° 126). Si l'ouverture
du cone est égale a m, lécoulement se fait en mince
paroi : la perte de charge est nulle, et Tona u = 1;
la contraction externe a pour résultat de réduire m 4 la
valeur 0,62 (n° 103).

Lorsque I'angle du cbdne varic de 0 a =, la vitesse
de sortie augmente, parce que la section diminuc;
la perte de charge diminue donc aussi, et g augmente.
D'un autre c6té, la convergence des filets s’accentuant,
la contraction grandit et s diminue. Le produit smu
varie donc suivant une loi que la pratique scule peut
déterminer.

Dans certaines expériences, on a irouvé que ce produit
mu, coefficient dc la dépense, allait en augmentant
avec 'ouverture du coéne depuis 0 jusque 12°. A cette
limite, on consiaie que :

m == 0,99, w=0955 et mu=0045.

Au-dela, ce coefficient diminue jusqu'a la valeur 0,62
relative 4 I'écoulement en mince paroi.
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134. Pour déterminer les coeflicients m et u, on peut
opérer de la maniére suivante :

Le jet liquide sortant de la section contractée en A
a unc vitesse horizontale V; on le recoit sur un plan
horizontal BC a une distance AB — a de lorifice et on
mesure la portée du jet BC = &. La courbe AC étant
une parabole, les coordonnées x, ¥ d'un point quelconque
de cette courbe sont données par les formules :

x = Vi, y=_%gt2,

¢ désignant le temps employé par la molécule pour
passer de lorifice au point considéré.
L’équation de la trajectoire est donc :

V2
Zr=2 —y;
g./

on ¢n déduit pour le point C :

a, dot V=>4¢/9.
2a

pr—p ¥
g

par conséquent,

_ vy __1_b
" VEgR T 2V ah

Quant au coeflicient #2, on obtiendra par le procédé
indiqué (n® 103), en mesurant la quantité de liquide
é¢coulé pendant un temps donné, et recueilli dans
un vase de forme simple; si Q est la dépense par
seconde, on aura :

m=qv
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135. CAs PARTICULIER., — Si l'on pratique dans
la paroi suffisamment épaisse du réservoir un orifice
ayant exactement la méme forme que la veine depuis
l'orifice interne jusqu’a la section contractée, la vitesse
théorique sera Cgale a4 la vilesse pratique; la perte
de charge et la contraction externe seront annulées,
et l'on aura :

‘721/—2?)‘, Q=Al/??h

La vitesse et la dépense seront done angimentées dans
le rapport de 0,62 &4 1, oude 1 & 1,61.

Ajutages coniques divergents.

136. Proposons-nous maintenans détudier leffet
des ajutages divergenis. L'emplol de ces ajutages
bier concus permet d’augmenter trés sensiblement
le débit. Plusieurs dispositions ont été prises pour
atteindre ce but dans un grand nombre d’appareils,
notamment dans les ventilateurs ol ces ajutages portent
le nom spécial de diffusoirs ou chemindes. Pour déter-
miner Teffet des ajutages divergents, imaginons que
Yon ait ménagé dans la
paroi du vasc un orifice
ayant cxactement la forme
de la veine qui sortiraif
librement par lorifice AB
¢n mince paroi, et dont CD
serait la veine contractée
(fig. 30), ou, si la chose
est impossible dans la paroi
méme, que l'on ait adapté
a Torifice un premier ajutage remplissant cette condition.

12
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Puis prolongeons lorificc CD par un ajutage CDEJ
se raccordant tangenticllement avec la partic ABCD
et s'élargissant progressivement jusquen EF. Dans
ce cas, comme il ny a pas de changement brusque
de section, il n’y aura pas de tourbillons, ni, par consé-
quent, de perte dc charge, et I'écoulement se fera
pariout & gaeule bée. Nous pourrons done appliquer
le théoréme de D. Bernoulli (n° 85) depuis le niveau
supérieur jusquen CD, ct de CD en EF.

En désignant par g, la pression sur le niveau supéricur
du liquide, par % la hauieur de ce niveau par rapport
a4 laxe de Tajutage, par V' oet 3/ la vitesse et la
pression en CD, par V et p les mémes éléments
a la sortie en EF, nous aurons :

Iz+%’=z;+g=

V2

5 ’ (h

8=

t

et I'équation de continuité nous donne, en désignant
par a la section contraciée Cl, et par A la section
dec sortie EF :

Par conséquent, on a :

V=\/29(/L+ i"——ﬁ),

V! = \/‘3(} (/¢+ };Or — %),
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137. On voit que l'ajutage a pour effet de diminuer
la pression 4 Jorifice CD. La diminution de pression
est donnée par la formule :

o

3]

7_?1=,V3(£_1)_
= 29 \ a?

Quant a la dépense, elle scrait, §il n'y avait pas
d’ajutage (n° 102): -

q=a\/2g(h+%—%);

grice a ajutage divergent, on a :

Q=A\/29(h+’—;‘l—£)=q-%-

Par conséquent, le débit croit proportionnellement
a la section terminale A ; mais, il faut bien se garder
d'admettre que la dépense peut étre augmentée indeéfi-
niment. En effet, il est facile de s’assurer qu'il existe
pour la scclion A une limite que Tl'on ne peut pas
dépasser.

138. Les résultats de la théorie précédente ne se
vérifient dansla pratique que pour autant que 'hypothése
le la continuité se réalise. Si I'écoulement ne se faisait
pas a gueule bée dans I'ajutage, on ne pourrait pas écrire
I'équation (2), et c’est ce qui arriverait infailliblement
si la section A dépassait une certaine limite.

139. Il est évident que Tajutage dont lcffet est
de diminuer la pression p', ne saurait annuler compléte-
ment cette derniére, ou la rendre négative. En cffet,
un fluide parfait est incapable de s¢ trouver en état
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de tension ; car, l'absence de cohésion aménerait

la rupture de la partie tendue. En admettant qu’il en soit

de méme pour les fluides naturels, nous pouvons dire

qu’il doit réellement y avoir pression dans la section CD.
On doit donc avoir :

w ,.),g(?
ou bien:
p Nt ¥ A® Po 2)
Lrg— 2 >_a.z(h+m AF
donc,
htte
A<a il s
h+7&’-2
w w
ou bien:

A<a /1+——-
V e

La valeur limite de A doit donc étre inférieure
au sccond membre ; en supposant qu'elle puisse I'égaler,
I'ajutage divergent aurait pour conséquence d’affranchir
I'écoulement de la résistance due a la pression du milieu
ambiant, puisque, dans cette hypothése, on aurait
p = 0.

83 ars
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140. En particulier, silon a p, = p, ce qui est le cas
ordinaire, nous aurons :

1imA=a\/1+%,

V=1 2gh, Q=av2g(h+

ks

) -

La dépense Q serait égale au débit fourni par Porifice
CD parfaitement, évasé 4 lintéricur, ct débouchant dans
le vide (n° 104).

141. ReMARQUE I. — Anciennement, on a cherché
4 expliquer Paction des ajutages par lattraction exercée
sur le fluide par la matiére méme de la paroi de la
conduite’. Or, les faits constatés s'expliquent compléte-
ment par la théorie sans qu'il soit nécessaire de recourir
aux actions capillaires.

Venturi a dailleurs montré quc Tattraction est
étrangére aux effets produits ; il suffit de pereer
quelques trous irés petits dans la paroil de lajutage
pour I'empécher de fonctionner. Cest qu'alors on rétablit
dans Tintéricur de la veine la pression atmosphérique
sans rien changer cependant dans les attractions
moléculaires.

142. ReMArQUE II. — Il résultc des expériences
de Péclet que lorsque Youverture d’un ajutage divergent
débitant un gaz dépasse 10°, la veine fluide n’occupe
plus toute la scction de sortie, et il se produit latérale-
ment des rentrées de Pair extérieur,

1. D’Aunuisson. Traite d' Hydraulique.
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Pour sassurer des effets d'un semblable ajuiage,
il faut donc que son ouverture soit inférieure a 10°,
On conseille méme de ne pas dépasser 7°, qui serait
donc 'ang¥ naturel d’¢panouissement de la veine fluide.
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CHAPITRE VIL

Résistance des fluides.
Pression d'une veine liquide sur un plan.

143. Un corps solide est plongé en tout ou en partie
dans un fluide par rapport auguel il est en mouvement,
Ce corps Gprouve sur les cléments de sa surface
des pressions de la part du fluide. Ces pressions qui
constituent une résistance au mouvement relatif du
solide, et que Ton appelle la résistance du fluide,
sont différentes de ce quelles seraienl dans le cas
d’équilibre.

Si 'on connaissait le mouvement du fluide, et si Lon
pouvait faire abstraction de la viscosité, on pourrait
appliquer les formules de I'Ilydrostatique, en y intro-
duisant les forces d’inertie, et l'on obtiendrait la pression
totale supportée par le corps par un calcul analogue
a celul que nous avons fait dans le cas de Péquilibre
(n°35). Mais, en général, dans les questions de cc genre,
on ne connait pas le mouvement relatif du fluide par
rapport au corps; tout au plus, on donne le mouvement
absolu du corps, ¢t le mouvement que le fluide aurait
si le corps ¢tait enlevé.

144. Nous d¢tudierons un cas simple : celui du choc
exerceé por une reine liquide contre un plan.
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Considérons donc un liquide pesant et homogéne
sortant d'un vase par un orifice, et tombant dans lair
sous la forme d'un jet parabolique. Ce jet rencontre
un plan fixe MN (fig. 31) qui l'oblige a se dévier.
On conslaic par expérience que la veine s'élargit dans
le voisinage du plan; mais, 4 une certaine distance
de ce plan, & partir de la section AB par exemple,
le mouvement reste ce quil serait s'il n’y avait pas
d’obstacle. D’autre part. en se rapprochant du plan MXN,
Ies filets liquides tendent a devenir paralléles a ce plan ;
nous supposerons qu'en tous les points de la surface
cylindrique CDEIF les molécules se meuvent paralléle-
ment au plan.

Fig. 31.

Le mouvement permanent étant établi, nous nous
proposons de déierminer la réaction fotale R exercée
normalement par le plan sur le liguide dans 'élendue
de la base DI du cylindre, en faisant abstraction
de la pression atmosphérique. A cet effet, nous applique-
rons au liquide compris entre la section AB et le cylindre
CDEF le théoréme des quantités de mouvement projetées
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(I, n° 182), en prenant pour axe une perpendiculaire
au plan MN, c'est-a-dire la direction de R.

Soient w l'aire de la section AB, V la vitesse du liquide
dans cette section, « Pangle que la direction de cette
vitesse fait avec la normale au plan fixe,  l'angle
gque ce plan fait avec I'horizon, P le poids du liquide
ABCDEF, = le poids spdéeifique, ¢ un temps trés petit
pendant lequel le systéme passc de la position ABCDEF
a la position AB'CDEF. Cecla posé, les points de la
partie A'B'CDEF commune auront, en vertu de la perma-
nence, les mémes masses et les mémes vitesses au
commencement et 4 la fin du temps 4/ ; par conséquent,
la quantit¢ de mouvement de cette partie commune
sera la méme a ces deux instants, et, par suite,
elle disparaitra dans laccroissement de la somme
des quantités de mouvement projetées pendant ce temps.
D’autre part, les vitesses des molécules comprises cntre
CD et CD', EF et ET', étant paralléles au plan, sont
perpendiculaires & Paxe, et, par suile, la projection
des quantités de mouvement de ces molécules n'entrera
pas dans I'équation. _

Par conséquent, aceroissement total de la quaniiié
de mouvement projctée sera égal & la projection, prise
en signe contraire, de la quantité de mouvement
du liquide compris entre AB et A'B'. Or, la masse
de cette tranche est :

d wVdt,
g

et la projection de la vitesse sur l'axe est — V cos z;
la quantité de mouvement projetéc sur I'axe aura donc
pour valeur :

— Z wVidtcos a.
g
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Par conséquent, cette quantité de mouvement prise
en signe contraire est :

Z wvedt cos a.
9

Nous devons, en vertu du théoréme (I, n° 182},
écrire que cette derni¢re quantité est ¢gale a la somme
des impulsions des forees projetées sur le méme axe.

Or, ces forces comprennent : 1° le poids P du liquide
considéré, dont la projection sur l'axe est — P cos B,
ot impulsion correspondante :

— Peos gdt;
2° la force R parallele & I'axe et dont Pimpulsion est :
Rdt;
enfin, 3° la pression atmosphdérique. Or, il est évident
que cctte derniére foree agit sur tout le contour
du systéme, et, par conséquent, la somme des projections

sur un axe quelconque est nulle (n° 47).
Nous aurons done I'équation :

w
R —DPecos3 = —wVicosa;
g
d’oli :
R =1DcospP -+ 5 wVZcos a.

Le premier terme du second membre est la compo-
sante normale du poids P : ¢'est la pression qu’exercerait
sur le plan le systtme ABCDEF rendu solide, 'l restait
en repos ou glissait sur le plan MN." Le second terme
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est égal au poids d’'un cylindre liquide qui aurait pour
base la section o du courant, et dont les arétes auraient

o

\'%A . .
pour longucur le double de la hauteur 5~ due & la vitesse

V, ces arétes faisant avee la hauteur du cylindre
I'angle « que la direction du courant fait avec la normale
au plan MN.

145. On peut encore écrire ce sccond ferme sous
la forme :

W (Veos ai®
w - —
cos & g

Sous cette forme, on volt que ce terme est le poids
. - . L) . \ -
d’un cylindre liquide ayant pour base s C est-a-dire
208 2

la portion du plan quintercepierait la veine, si toutes
les molécules se mouvaient en ligne droite, & partir
de la section AB suivant la dircction de V, et pour

(V cos 2)*
g

due a la vitesse V cos «, projection de V sur la normale
au plan.
Ce second terme s’appelle la pression vive ou la pres-
sion supplémeniaire due o l'existence de la vilesse V.
146. Si le plan MN au lieu d’étre fixe est mobile,
et se meut parallélement 4 lui-iéme avee une vitesse V',
on décomposera cette vitesse en deux composantes,
l'une dans le scns du plan, Pautre suivant la direction
de la veine. Cette derniére composante sera égale o
M
cqu S5 O, si Ton donne au systenie entier une vitesse
208 "
égale et contraire & C; = le plan deviendra immobile

. - . . A%
et la  vitesse dans la section AB sera V —osa”
8 24

hauteur , cest-a-dire le double de la hauteur
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Le probléme est ainsi ramené a celui que nous venons
de traiter, et la pression vive a alors pour expression :

w AVARRY w
—m(V—— v')cosa:—m
g CoS 2 g

(Vcosa — V)2
COS 2 )

Dans ce cas, ona :

w (Veosa — V2
Rf—Pcosﬁﬁ—émT

formule qui se réduit a la précédente (n° 144) lorsque
V' = 0.

14'7. CAs PARTICULIER. — Si le plan MN est vertical,
et si la direction de la vitesse V est normale au plan,
onaa =0, #=90° etil vient alors :

1° Si le plan est mobile :
=

R_

= SOV —=V5,

2° si le plan est fixe :
R =72 wVe
g

Dans ce dernier cas, R se réduit & la pression vive:
elle est égale au poids dun cylindre liquide ayant pour
base w ct pour longueur le double de la hauteur due a
la. vitesse.

REMARQUE. — Il est évident que la pression subie par
le plan se compose de la pression atmosphérique et
de la force R dirigée en scns contraire.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



— 189 —

Mouvement de l'eau

dans les tuyaux de conduite.

148. Quand un liquide s'écoule par un tuyau cylin-
drique d'une longueur appréciable, on constate que
la dépense diminue & mesure que la longueur du tuyau
augmente. Cela résulte de ce quun tuyau contenant
un liquide en mouvement présente des aspérités qui
retardent le mouvement de la couche liquide directe-
ment en contact avec le tuyau. Celle-ci, en veriu de
la viscosité du liquide, retarde la couche voisine,
et ainsi de suite jusquau centre, o le retard est
minimum. Il en résulte que le frottement de la paroi
produit un effet sur toute la masse liquide. Dans le cas
d'un écoulement uniforme, le frottement total produit
sur le liquide est donné par la formule de Prony :

F = KI (2U + FU),

dans laquelle F est la résistance longitudinale du tuyau
circulaire, { la longueur de ce tuyau, K le périmétre
de la section transversale, U la wilesse moyenne,
c'est-a-dire le quotient de la dépense par la section Q
du luyau, = et B deux coeflicients indépendants de
la nature et des dimensions du tuyau.

149. Considérons le liquide compris 4 un instant
donné, entre deux sections transversales A B, et AB
(fig 32) ; le mouvement des différentes molécules étant
rectiligne et uniforme, il s’ensuit que les forces d’inertie
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des différents peints sont nulles. Par conséquent,
si on applique le prin-
cipe de d’Alembert, il y
aura ¢quilibre entre les
forces réellement agis-
santes, ct, par suilc,
Ia somme des projections
de ces forees sur un axe
qucleconque, par exemple
Taxe du tuyau C,C, cst
nulle.

Or, les forces réellement agissantes sont : 1° le poids
du volume liquide A, B,AD lequel est égal & =0, ¢t dont
lIa projection sur C,C est =0 cos 6, en désignant par 9
langle que laxe C,C fait avec la verticale ; 2° les pres-
sions sur les deuy sections A B, et AB qui sont égales
a p,Q et — pQ'; 3° le frottement sur la paroi qui a
pour expression : ’

X . A4

Kl (2U 4- BU?.

Ces rois dernicres forces élant paralléles a laxe ¢, C
sc¢ projettent en vraie grandeur, ct nous aurons 'équa-
tion :

zQl cos § + p,Q — pQ — Kl (2U + BU? = 0.

Drailleurs, si nous désignons par z, ct 2 les distances
des centres C,et C au plan horizontal de comparaison XY,
nous aurons :

lcosh =z, — 3,

1. po et p étant les pressions moyennes dans les sections AsBs
et AB, c'est-a-dire les pressions en Co et C.
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et 'équation précédente nous donne, en divisant par @ :

_ !
%o — % + ”—wﬁ - fp (aU -+ CUY.

=

Or, le premier membre de cette derniére équation est
la charge enire les deux points C, et C, ou 'abaissement,
du niveau piézométrique de ces deux points (n° 88).
D’autre part, si Pon applique le théoréme de D. Bernoulli,
étendu au cas des fluides imparfaits, en faisant V=V,
dans la formule (i) (n° 1186), puisque le mouvement
est uniforme, il vient :

h=1%;
par suite, ce premier membre est la perte de charge
éprouvée par une molécule quelconque en passant

de la section A, B, 4 la section AB; cette perte de charge
aura donc pour expression :

. Kl ;
S=0 (2U + U3,

ou bien, par motre courant de tuyau :

—
{
)] P—:

@U + b0,

(5%

en posant :
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et 'on obtient alors la formule généralement employée :
1
4 DI = oU -+ bU~ (1)

De cette formule il résulte que la perte de charge J
par unité de longueur est constante dans toute I'étendue
du tuyau, puisque D et U sont des constantcs pour
toutes les sections.

D’ailleurs, la dépense Q sera donnée par la formule :

Q=QU— }1 nD?U. 2)

Les quantités D, J, U, Q étant liées par les équations
(1) et (2), il s'ensuit que, connaissant deux de ccs
quantités, on pourra en déduire les deux autres.

Prony a conclu d’'un assez grand nombre d’expériences
les valeurs des constantes @ et & ; il a trouvé :

a = 0,0000173, b = 0,000348.

Eytelwein et d’Aubuisson ont proposé respectivement
les valeurs suivantes :

a = 0,0000222, b = 0,000280,
a = 0,0000188, b = 0,000343.
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CIIAPITRE VIII.

Ecoulement d'un fluide élastique

150. Nous admettrons I'hypothése du parallélisine
des tranches, et nous ferons abstraction de la pesanteur
qui w'influe pas sensiblement sur les pressions.

Si nous prenons l'axe des & vertical, et si nous négli-
geons les vitesses horizontales, comme nous avons fait
(n° 73), nous aurons 'équation du meuvement, :

5—734-9%%‘+9u3—;=o. ()

Pour obtenir I'équation de continuité, nous considére-
rons deux sections horizontales correspondantes 4 x
et o + dx, et nous chercherons (n° 63) la masse fluide
qui entre pendant le temps #f par la face supéricure,
et celle qui sort pendant le méme temps par la face
inféricure. L'cxeds de la premiére quantité sur la seconde
scra égal a l'accroissement de la masse comprise entre
les deux sections pendant le temps dt.

Or, la masse qui cntre par la face supéricure o
pendant le temps d¢ est égale a pwudf, et la masse

2

qui sort par la face inféricure est égale a :

dowi ,
(r("u+ e dl) dt.

13
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L’'exces de la premiere guantité sur la scconde est
donc égal 4 :

()pmu do di.

D’autre part, 1a masse comprise entre les deux sections
a la fin du temps ¢ est pwda ; 4 la fin du temps ¢ + d¢,

c de :
la densité étant o 4 d—; dt, la masse comprise cntre

les deux sections sera :
dp :
(p + Ji dt) wda ;

par conséquent, l'accroissement de la masse pendant
le temps df est :

%Z wdx dt.

En égalant les deux expressions de I'accroissement,
on a I'équation :

ﬁpmu

+ =0. (2)

Drailleurs, en supposant la température constante,
on a:

n = kp, @)

Lk étant une constante.
Les équations (1), (2) et (3) déterminent p, ¢ et u,
en fonction de ¢ et de a.
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En éliminant p, on a les deux équations :

op Ju ou
4

k
pog T ot Tl O

ap dpwu
©or T =

Ces équations aux dérivées particlles nc sont pas
intégrables sous forme finie.

151. Proposons-nous de déterminer la vitesse d’écou-
lement, lorsque la pression et la vitesse sont devenues
constantes en chaque point. C'est ce qui arrive assez vite,
silon suppose que le vase communique avec¢ un réservoir
qui renouvelle legaz, et détermine une pression constante
A la partie supérieure.

Nous aurons alors :

du

op
o — 0 =0,

et les équations (4) deviennent les suivantes :

En intégrant, il vient :
2
puu = ¢, Rip 4 % =, (3)

¢ et ¢ étant des constantes arbitraires.
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Soient P, U, Q la pression, la vitesse et Taire de
la section, relatives & la partie supéricure du vase,
P, U, @ lcs mémes quantités relatives a lorifice.
Nous aurons :

PQU =g, 2kIP 4 Ut = 2¢,

6
PQU =c, 2RI 4 Ut = 2¢'. ©)

Ces quatre équations déterminent ¢, ¢' et les vitesses

UetU.
On en tire :
PQU = P'QU',
Ut - REIP — U"® - 2kIP';
d’oit :
U = bQ U
—PQ

2 — z 5
U= U + 241 55 .

En éliminant U, il vient :

Or, Forifice Q' est plus petit que Q, et la pression P' est
moindre que P (sans cela Pécoulement n’aurait pas lieu);
donc,

P I)?QZ

P
= > 1, == >0,

P B ¢ P~ b
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Par conséquent, le radical est réel, puisque les deux
termes de la fraction sont positifs; par suite, U est réel.
On en déduit :

1)
2kl =
— Tor

Connaissant U et U’, on obtient facilement ¢ et ¢,
au moyen des équations (6), et alors les équations (5)
déterminent les valeurs de p et u en fonction de o,
et, par suite, de .

152. REMARQUE. — Si (%est trés petit, U est trés

petit, et, & la limite, on a pour U':

\/ kll_”'

Cest la vitesse d’écoulement d'un gaz par un petit
orifice, lorsque les pressions P et P' 4 la partie supé-
rieurc et & l'orifice sont constantes.
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CHAPITRE IX.

Equation analogue & I'équation
de D. Bernoulli.

153. Nous avons trouvé (n° 84) quec I'équation
du mouvement permanent dun gaz a température
constante cst :

U — klp — %V* = const.

Comme nous lavons vu, la propriété exprimée par
cette équation se rapporte 4 tous les points d'un méme
filet, c’est-a-dire situés sur la trajectoire d’'une méme
molécule.

En appliquant cette formule au cas d’un gaz pesant,
la seule force agissante, indépendamment des pressions
cxcreées sur le contour de la masse gazeuse, est
la pesanteur, et, si nous supposons 'axe des #z vertical,
NoUS aurons :

X=0, Y=O, Z:_g)

d’ou :
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Iéquation devient alors :

g% + klp 4+ %Ve = const,

ou bien :
k Ve
-1 = Ip+ - = const.
g7 "2y
Il en résulte que la quantité :
k., .V
z -+ i p + 39"

est, constante en tous les points d'un méme filet.
De cette formule on conclut la suivante :

Y Ko )
g 29 .9 p

(est 1a formule qui, pour les gaz pesants A teinpéra-
ture constante, remplace la formule de D. Bernoulli.

154. REMARQUE I. — On peut transformer la formule
(1) de maniére a y introduire les aires des sections.

A cet effet, nous dcrirons que les masses fluides
qui passent par les deux sections w, et o pendant
le temps d¢ soni égales. Or, le volume qui passe par
la scction » pendant le temps df est wVde, et sa masse

est saVdt, ou 7/—; wVdt; la masse qui passe pendant.
ce méme temps par la section o, est %wovodt. Nous
19

aurons donc I'équation :

PotoVo = pwV;
d’ou :

Vo — P2 vy,
PoWo
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et, par suite, l'équation (1) devient :

—z+ = lp"

V2 ’1 P )
g 7

29 ( T Potagt
d’ou l'on tire :

S

P wz
]7021002

Iin général, on peut négliger! la distance z, — 2
des centres des deux sections o, et w, et alors il vient :

2k 73“
- \/ sz '
ﬁozmu'

Cest la formule que nous avons trouvée précédem-
ment (n° 151),

155. REMARQUE II. — On peut encore donner a
la formule (1) une autre forme dans laquelle n'entreront
pas des logarithmes, lorsque les pressions p, et p
different trés peu I'une de Pautre, ce qui arrive assez
géndéralement,

Posons p, = p + ¢, £ étant une quantité trés petite ;
11018 aurons .

P, PFe AN
L _z(1+_).

1. Cette suppression se justifie, parce que les gaz étant trés légers,
on peut le plus souvent négliger leur poids, d'oQ provient le terme
&, — %, ¢n comparaison des pressions exercées 4 la surface.
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d’olt, en développant le logarithme :

lpo € 1 ¢? +1 ¢t

pop RpT3p T
Or, ¢ étant une quantité trés petite, nous pourrons
négliger les puissances de 7 supéricures a la premicére,

et nous aurons :

kp,,—;n
e — — = 20— 2
25~ 2g Ty

ou bien, en remplagant p par sa valeur Z%s, et observant
quelon a pg =

Cette formule p’est autre que celle que donnerait
le théoréme de D. Bernoulli, si I'on considérait le gaz
comme un {luide homogéne, ce qui est permis puisque
sa pression et sa densité varient peu.

Ainsi done, dans le cas dun Auide élastigue dont
les modifications s'opérent a (empérature conslanie,
on peut appliquer le théoréme de Dernoulli lorsque
les variations de la pression sont trés faibles.

Ces conditions se réalisent dans un trés grand nombre
d’applications industrielles, notamment dans la venti-
lation des mines ou des édifices. Les ventilateurs les
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plus puissants ne produisent pas de dépressions supé-
. . ) €
ricures a 07,20 d’eau. Le rapport 7 aura done, dans
ce cas, la valeur:

0,20 20

€
P 10,33 T 1033 0,019

par conséquent, le premier terme que 'on néglige dans
le développement est inférieur & 0,00018.

156. REMARQUE III. — L’action de la pesanteur étant
elle-méme négligeable pour les fluides élastiques, nous
pourrons écrire 'équation précédente sous la forme :

V:oop
— 4 P const.
29 w

157. ReMarQue IV, — On peut remplacer dans
la formule (1) le coeflicient % par une autre expression

que nous allons chercher.

On sait que le poids d'un méire cube d'air a 0°,
et sous la pression de 760 ™/, est de 1¥,293; il 'ensuit
gqu'a la température 6 et sous la pression p, ce poids
sera :

1,293 p
10333 (1 + «6)’

a étant le coeflicient de dilatation des gaz égal 4 0,00366.

Pour un gaz qucleconque, si l'on désigne par 3 le
rapport de la densité du gaz & celle de Tair, sous
la méme pression et & la méme température, et par =
le poids du meétre cube de gaz, on a :

. 1293 pe 5o )
TT10383 (1L + ab) T 7991 (1 4 af)”
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par conséquent,

p 7991 (1 4 af)

kE_p 7991 (1 + 26)
g9 g = &

et, en substituant dans la formule (1), il vient:

Nk V2 7991 (1 4 28) , Po
DAL Sy LA L R A
35 " 39 2, — 2 - 3 l 2 3)

Ecoulement d'un gaz & température constante
par un orifice en mince paroi.

158. Supposons un réservoir renfermant un gaz
entretcnu dans un état constant, et qui s’écoule d'un
mouvement permanent par un
petit orifice AB en mince paroi
(fig. 33). Considérons un filet
gazeux abed, compris entre
les deux sections cd et ab, cette
derniére étant dans la section
contractée CD. Soient w, et
les aires de ces deux sections,
et appliquons la formule (3) au
mouvement d’'une molécule du
gaz entre ces deux sections, Observons que nous pouvons
considérer la vitesse V, relative a la section c¢d comine
négligeable par rapport a V, et nous aurons l'¢égquation :

Fig. 33.

l=zc._z+wl&_
g o v
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IEn général, on peut négliger la distance z, — z
des centres des deux sections w, et w (n°® 154), et alors
il vient:

V: 7991 (1 +af) , po
S~ = l — .
29 o p
Cette formule cst identique & celle que nous avons
trouvée précédemment (n° 152).
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CHAPITRE X.

Mouvements tourbillonnants.

159. Considérons un Auide animé dun mourveinent
symélrique par rapport & un axe, les forces extérieures
qui sollicitent ce fluide rencontrant 'axe de symétrie.

On dit qu'un mouvement. est symétrique par rapport
4 un axe lorsque, pour tous les points situés sur un
méme paralléle, la pression, la densité et la vitesse sont
les mémes.

Prenons Paxe de symétrie pour axe des z, et soient
M (%, y, ) un point du fluide, M' sa projection sur
le plan des oy, » et 0 les coordonnées polaires du point
M'. Nous aurons :

Z = » cos 0, y = 7 sin 0.

Cela posé, les deux premiéres équations du mouve-
ment (n° 60), nous donnent :

ldp |
EB_CE_X—M’
lop o .
oy
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multipliant par dx, dy et ajoutant, il vient :

0 . .
0(0?; + ):de+Ydy—(udx+vdy).
b

Or, si nous supposons que dx ct dy se rapportent
A4 un déplacement sur la circonférence de rayon r,
ona:
dp

dx d =0,
T + Y
puisque p est constant 4 un méme instant pour tous
les points situés sur cette circonférence.

Drailleurs, la force extéricure qui sollicite le point M
étant normale & la circonférence décrite par ce point,
on a aussi :

Xdx + Ydy = 0.
L’équation précédente se réduit alors a :
w'dx + v'dy = 0.
Mais, dx et dy se rapportant & une méme circon-

férence, on a :

dx = — 7 sin 6d8,

dy = r cos Hdf.

D’autre part, les coordonnées » et 6 de la molécule
qui occupe la position M ala fin du lemps ¢, sont des
fonctions de ¢, et I'on a :

,*'d2 ( cos 6) ed?r o Gde dr 6 de)z
u —__dﬁ = CO8 W_;— s1n E’ E—t—?"COS ({2; .

?

—rsm@dt!
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d? (v sin §, daw dn dr ah
ot 9— “Q.
” P sin PIE +2L059a—tdt 7 ¢in B (dt)
rcogede
+ ai

En substituant, il vient :

L, dgdr 20
Zr(ﬁm-{—T‘?d—ﬁ:O’

. - db . .
ou bien, en désignant par o — 7 la vitesse angulaire

de la molécule M,

dr dw
Zoro o) —0;

d’olt, en intégrant :
v rt = q,

a étant une constante pour unc molécule fluide.
On en tire :

-I)()nc, dans le mouvement d'un fluide qui tourbillonne
aqutour d'un a.ce de symétrie, la vitesse angulaire d une
méme molécule varie, pendant son mouvement, enraison
mverse du carré de sa distance a laxe
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ADDITIONS.

Propriétés de la fonction potentielle.:

160. Dans la démonstration des propriétés de la
fonction potentielle V pour un point intéricur, nous
avons supposé le corps homogéne (I, n® 404 ct 405).

Lorsque le corps n'est pas homogéne, notre démons-
tration n'est plus applicable. Nous ferons un changement
de variables, et nous transformerons l'intégrale en une
autre telle que la fonction a intégrer reste finie pour
tous lcs éléments des nouvelles variables.

Reprenons la formule :

Sy

en désignant par o la densité du corps au point M
{x, v, ), et par dv un élément de volume en ce point.

Wous admettrons que p qui est une fonction de , v, 2,
ne devienne infinie en aucun point.

Prenons le point attiré P comme pdle d'un systéme
de coordonnées polaires, et imaginons une pyramide
élémentaire ayant son sommet au point P. Une sphére
d'un rayon égal A l'unité déterminera dans la pyramide
une surface ds, qui mesure 'angle solide de cette pyra-

mide. Si donc nous prenons pour élément de volume,

: 14
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le volume compris entre deux sphéres de rayons
r et » + dr, le volume de cet élément seral:

dv = r¥dgdr,

¢t il vient :

\Y Z/./‘prdadr.

Or, la fonction g~ n’est pas infinie pour les éléments
voisins du point P (elle est, au contraire, infiniment
petite pour ces éléments) ; par conséquent, lintégrale V
aura une valeur finie et déterminée, méme dans le cas
d’un point P situé a lintérieur du corps.

161. Cherchons maintenant les composantes de la
force pour un point P, situé a lintérieur du corps.
Nous détcrminerons la composante suivant l'axe des z.

L’action exercée sur le point P (a, &, ¢) par Pélément
dm au point M (z, v, 2) est:

fdmdm'

e ’

la composantc de cette force suivant I'axe des x est :

am w—a
72 r

fam’

On a donc pour la composante suivant 'axe des « de
Paction totale :

X = fam'’ /"r—y—;—a din,

1. Cest le volume d'un prisme élémentaire de base r2dr et de
hauateur dr.
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ou bien, en remplagant dm par sa valeur gr2do ds :

X=ﬁim'fpw:adrda.

Or, x — a est toujours plus petit que », ou tout
. . X —a
au plus égal a »; done,

a une valeur finie pour

tous les éléments dr, et I'intégrale aura une valeur finie
et déterminée.

o —-

.\ a . .
Dailleurs, est le cosinus de langle que fait

le rayon » avec l'axe des x; en désignant cet angle
parb,ona:

X= fdm’./‘/‘p cos B drdg .

162. Cherchons ensuite les quolients différentiels
de la fonction V pour un point intérieur. Nous calcu-
lerons donc 5a’ et nous démontrerons que la compo-
sante X que nous venons de trouver est égale au produit

Jav ,
de — par fdm’.

oo IV

Or, pour détermmerd—a, nous ne pouvons pas nous
servir de I'expression :

v =/fprd7'dc,

laguelle suppose le point P fixe, ce qui n’a pas lieu dans
le calcul actuel.

1. L’axe des « éiant quelconque, ceite formule est également
applicable a la composante de la force suivant une direction quel-
conque; 4 est alors I'angle que fait le rayon » avec cette direction.
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Nous continuerons a prendre le point donng’pou;
origine, mais nous déterminerons la foncmon-poten-
tielle pour un point voisin de lorigine, pomt& ,Jnt
nous supposerons les coordonnées variables. “Nous
calculerons les quotients différentiels de cette fon'étlon
ot dans les résultats obtenus, nous donnerons ‘aux COo0M™
données variables des valeurs déterminées que nous
choisirons de maniére qu’elles correspondent 4 l'origine
des coordonnées polaires. '

Observons encore que, pour obtenir le quotient, d1ﬁ°e
rentiel par rapport & a, il n’est pas néeessaire que le
point P soit mobile dans toutes les directions, mais
sculement suivant l'axe des @, cest-a-dire dans l:
direction suivant laquelle on veut différentier,

Menons done par le point P une droite paralléle a axe
des #, et déterminons la fonction V pour un point quel-
conque m de cetlc

Fie. 34 droite. Soient e/, &, ¢
les coordonnéesdu poin
dm donné¢ P, et a, b,
l r les coordonnéesdu poin’
- ( : mobile m (fig. 34). Pre
m

nons le point P pow
origine des coordon:
nées polaires ; soient{la longueur du rayon vecteur men
de lorigine P & l'élément dm, 6 I'angle que ce rayon
fait avec 'axe des «, et p 'angle que le plan de ces deux
droites fait avee un plan fixe passant par I'axe polaire.
L’élément de volume est alors : '

dv = sinb dididyp.
Dailleurs, on a :

r=0r4+ (a—a)r—2l(a-—a)cosh
= {?5in%f - {{ cosf 4- @, — a*.
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Par suite, la formule :

v =./‘E_criw ,

nous donne :

pltsin§ :
V= dldsd:.
fff[/llsm”) +(lcos@+ a, —ar ‘

Or, il est évident que la fonction sous le signe f

est finie pour toutes les valeurs de [, o, 0, puisque
le numérateur renferme le facteur [ sin 6 qui ne peut
jamais devenir plus grand que le dénominateur.

De la formule précédente on tire :

fff eltsind (lcosb + a, — a) dld@d(p
;l2:1n26+lcose+al—a)2$- ’

et si nous remplacons a par la valeur déterminée a ,
qui correspond 4 lorigine des coordonnées polaires,
il vient :

g_z___‘/"/'/p sinf cosb dldfdo,

et il est aussi évident que la fonction sous le signe

est finie pour toutes les valeurs des variables I, 9, o,
c'est-d-dire pour tous les éléments auxquels s'étend
Iintégration.
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11 est facile de voir que, si 'on compare cette derniére
expression a la formule que nous avons trouvée plus
haut (n° 161) :

X= fdm'f/p cost drda,

on a:

, 0V
X = fidm T
En effet, le produit sinf d9dy n’est autre que 1'élément
d= de surface que la pyramide élémentaire intercepte
sur la sphére de rayon égal a I'unité, décrite de lorigine
comme centre ; d’autre part, puisque le point » coincide
avee lorigine P des coordonnées polaires, on peut
remplacer ¢! par dr, et il vient :

n\’_/‘/P cosb drda,

Par conséquent :

v
X = fdm 5’

on trouverait de méme :

av
Y = fdwn' 5"
7 — ()V

Nous en concluons que, pour un point iniérieur,
comme pour un point extéricur, les composanies de la
force s'expriment au moyen des quolienls différentiels
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du premier ordre de la fonction polentielle par rapport
aux coordonnées du point alliré.

163. REMARQUE. — L’axe des & étant quelconque,
il est évident que la propriété énoncée s’applique & une
direction quelconque.

Formule de Laplace. — Formule de Poisson.

164. La formule de Laplace (I, n° 401) :
AV =0, (A}

suppose que le point P est a lextérieur du corps.
En employant les coordonnées polaires, nous avons
reconnu (n°® 160 et 162) que la fonction potentielle
et ses dérivées partielles du premier ordre restent finies
et continues, lorsque le point P est a lintérieur du corps.
Il n’en est plus de méme pour les dérivées secondes ;
en effet, si, dans Pexpression de %;Yz (I, n® 401), nous

remplacons dv par sa valeur »*drdg, il vient :

V.

3@ —ak?
ot~ J r T

2

1+ drdz
=/.ﬁ (— 1 -+ 3 cos?b) drds
7

___,fﬁ (— 1 -+ 3 cos?6) sind drdddyp,
o
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et Pon voit que la fonction sous le signe f est infinie

pour les premiers éléments d» situés dans le voisinage
du point P, puisque r reste au dénominateur.

165. Proposons-nous de trouver par quelle formule
on doit remplacer (A) pour le cas d'un point intérieur.
Nous avons déja vu (I, n® 405) que, si le corps est
homogeéne, on a :

AV = — 4np.

Pour obtenir la formule générale dans le cas dun
corps non homogeéne, nous allons donner & la fonction
potentielle une autre forme.

Considérons d’abord le cas dun corps homogéne,
et reprenons la formule :

V=F‘/‘%) =p‘/ld5‘/lrd7'.

On peut effectuer Tintégrale relaiive a 7, et lon
. . S . e
obtient I'intégrale indéfinie 7, mais, les limites de cette

intégrale dépendent de la forme du corps et de la
position du point P.

Si nous supposons le point P & lintérieur du corps,
et si la forme du corps est telle que tout rayon partant
du point P ne rencontre quunc seule fois la surface
du corps, l'intégrale devra étre prise de 0 4 R, en dési-
gnant par R la distance du point de rencontre au point
P, et nous aurons :

V=%fW%.

L’intégrale relative & ¢ se rapporte évidemment a tout
Pespace angulaire autour du point P.
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Si, le point P étant & lintéricur du corps, la forme
du corps est telle que les rayons vecteurs partant de P
rencontrent plusieurs fois la surface du corps (fig. 35),
il est évident que, si le corps est fini, c'est-d-dire si sa
surface est entiérement fermée, le nombre des points
d'intersection est toujours @mpair. Si donc nous consi-
dérons une pyramide élémentaire ayant son sommet

Fig. 3. au point D, elle sera a I'inté-
rieur du corpsdepuisle sommet
3 jusquau premier point de ren-
contre, puis 4 l'extérieur depuis
le premier jusqu'au deuxiéme,
a lintérieur du deuxiéme au
troisiéme, et ainsi de suite.
Or, on ne doit considérer la fonction potentielle que pour
les parties situées a lintéricur du corps ; si nous
désignons done par R,, R,, .... les distances du point P
aux différents points de rencontre, nous devrons intégrer
de0AR,puisde R, A R , et nous aurons :

gaeere
v — %f(R12~R32+R32 — ... ds.

Fig. 36. Si le point P est a
I'extérieur du corps (fig.
mz 2 4 _ 36),le nombre des points
F \/ de rencontre est pair;
nous devrons intégrer
de R, &4 R,, puis de
R, & Ry, .., et il
viendra :

V = % (—R:2+R2—R,*+....)ds.

Dans cette derniére équation, l'intégrale relative & ¢
s'étend seulemeni a la partie de l'angle solide autour
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du point P, dans laquelle le corps est situé. Si nous
imaginons un cdne ayant son sommet au point P
et circonscrit au corps, l'intégrale s’étendra a I'ouverture
de ce cone.

Si le corps est creux, et a deux surfaces dont l'une
renferme entiérement lautre, et si le point P est dans
la partie creuse, l'intégrale devra étre étendue a tout
Tespace angulaire 4.

Si le point P est a la surface du corps, il est évident
que I'on pourra employer indifféremment I'unc ou I'autre
des deux formules.

166. On peut encore donner & ccs deux formules une
autre forme. A cet effet, considérons dans la pyramide
¢lémentaire dont langle solide est d7, I'élément de
surface dw 'suivant lequel cette pyramide coupe la surface
du corps, et cherchons la relation entre de et dw.

Soit 7 le cosinus de I'angle quc le rayon vecteur mené
du point P a I'élément dw fait avec la normale & cet
élément ; nous aurons :

do idw

1 Re’

idw étant la projection de I'élément dw sur la sphére

de rayon R.
On en tire :
idw = + Ridg,
ou hien :
7
d’; = 4 ﬁ,! d(l).

On prendra dans cette formule le signe 4 oule signe —
suivant que ¢ sera positif ou négatif. Nous conviendrons
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de considérer la direction du rayon vecteur dans le sens

sutvant lequel sa longueur croit, ey celle de la normale
~ comme dirigée vers l'extérieur du corps. D'aprés cela,
il est évident (fig. 37) que
partout ou le rayon vecteur
en croissant sortira du corps,
I'angle compris entre ce rayon
et la normale sera moindre
que 90°, et, par suite, son
cosinus ¢ sera posilif ; au
contraire. lorsque le rayon
veeteur en croissant pénétrera dans le corps, langle est
plus grand que 90°, et, par suite, ¢ sera négatif.

Cela posé, lorsque la pyramide élémentaire rencontre
plusieurs fois la surface du corps, au méme élément da
correspondront plusieurs éléments de surface dw ,dw,,..
Or, 4 chacun de ces éléments dw correspondra une
valeur particuliére pour i, et les produits :

Fig. 37.

—

Rz, Rzds,....

pourront étre remplacés par les produits ;

7,dw,, 1,dw,, . ...

D'ailleurs, si I'on recherche lessignes dont sont affectés
les différents facteurs R? on trouvera que, pour ¢ poseef,
Ie facteur R* correspondant aura le signe 4 ; au con-
traire, pour ¢ négalif, R* aura le signe —. Il est donc
inutile d’affecter d'aucun signe les produits ide, puisqu'a
cause du facteur z, ils prenncent d’cux-mémes le signe
convenable. Or, tous les éléments de surface dw cons-
tituent précisément toute la surface du corps; nous
aurons donc :

V=3 idw,

~
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formule qui convient & toutes les formes du corps,
et a toutes les positions du point P. Dans cette formule,
Pintégrale relative au volume du corps est remplacée
par un intégrale relative 4 la surface : lintégration
sc rapporte a la variable dw indépendante des coordon-
nées a, b, ¢ du point P. Nous pouvons donc différentier
par rapport a a, et nous aurons :

((}3_2;: fr)a

d?‘f 02 l
Jat 2 oar

Par suite,

>V (VV 0% _
AV = o + G oa = /(aa2+obz+ dc?) do.

16%7. Pour trouver la valeur du second membre,
cherchons d’abord & déterminer ¢; dans ce but, désignons
par a, B, 7 les cosinus directeurs du rayon vecteur mené
du point P a 1'élément dw, et par ?, u, v les cosinus
directeurs de la normale 4 cet élément. Neus aurons :

’t'==7\7.+yﬁ+u'\".

Or, si &, v, £ sont les coordonnées de l'élément dw,
il vient :

E—a _T,——b {—c

=y
w
=
»{
I
e

par suite,
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formule dans laquelle :

ReV E—af 11 —bF L & —cP.

Dé'ces formules on tire :

dou :

da  R: R’

i _m—b, ¢

b R? R’

di_ﬁ—ci v,

dec  R* R’
0% _ 3E—ap—R . ,i—a,
da R* PR
0% 3n—br—R. n—0b
o = R LR
0% 31— —R2, T—c¢
d_c,’z:__—R‘ 71—2 TE U,

168. Supposons maintenant que le point P se trouve
g une dislance finie de la surface ; alors, R n’étant nul
pour aucun des éléments de cette surface, les différents
termes des trois formules (1) ne pourront pas devenfr
infinis, et 'on pourra les intégrer.

Or, on a:
o 0% | 0N ;(Z—a)l—l—(n—b)qu('i.—C)v_
wtmtos =2 R?
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par conséquent,

AV=—pr%2dm. (2)

L Ve
Or, celte derneere intégrale est facile & obtenir.
En effet, on a d’abord :

1%2 do = + ds,
de étant 'élément d'angle solide correspondant a de
dans la pyramide ¢lémentaire.

Mais, d’aprés ce que nous avons v (n® 166) plusicurs
¢léments dw peuvent correspondre & une méme pyra-
mide élémenraire ; par conséquent, le méme élément d=
peut entrer plusieurs fois dans l'intégrale avec différents
signes, el nous aurons a distinguer si le point P cst
intérieur ou extérieur au corps.

1° Si le point P est extérieur, chacune des pyramides
¢lémentaires qui rencontre le corps coupe sa surface
un nombre pair de fois, et 'élément de entre autant
de fois dans l'intégrale avec des signes alternativement
négatifs ct positifs. L’égquation (2) se réduit donc ala
suivante :

A'V=_P/(__1—|—1—1—}—....)d7;

or, la quantité entre parenthéses renfermant un
nombre pair de termes est nulle, ¢t l'on a :

AV = 0.

2° Si le point I’ est iniérieur, I'élément do enire
un nombre impair de fois dans lintégrale, avec le
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signe -+ d’abord, et ensuite avec les signes — et +
alternativement. L’équation (2) nous donne alors :

AV=—p f(F1—141. . 0ds;

la quantité entre parenthéses renferme un nombre
impair de termes, qui, a4 l'exception du premier sc
détruisent, et il vient :

AV = — p/'do:

Or, lintégrale relative & ¢ devant s'étendre a tout
I'espace angulaire solide, sera ¢gale a 4=, ef nous
aurons :

AV = — 47rF.

Cest la formule que nous avons trouvée précédem-
ment (I, n° 405).

169. Proposons-nous maintenant de trouver la
forrnule de Poisson pour le cas d'un corps non hoimnogéne.
Nous supposerons que le point P, situé a lintérieur du
corps, ne se trouve pas dans le voisinage de la surface,
et de plus que la densité du corps ne varie dans le voisi-
nage du point P que d’'unc maniére continue. Nous
pouvons imaginer une surface fermée enveloppant
le point P, située partout a& une distance finie de ce
point, et 4 lintérieur de laquelle la densité varie d’'une
maniére continue. Nous pourrons nous borner a consi-
dérer la portion du corps renfermée dans cette surface.
En effet, pour 'autre portion, le point P est cxtérieur,
et situé 4 une distance finie de tous les éléments de cette
portion. Par suite, la partie de AV qui se rapporte
4 cette seconde portion est nulle, en vertu des résultats
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précédents (T, n° 401). Comme on peut choisir arbitrai-
rement la forme de la surface décrite autour du point P,
nous admettrons que tout rayon vecteur émanant du
point P ne la rencontre qu'une fois.

Nous avons vu que les composantes de la force que
la portion du corps considérée exerce sur le point P
s'expriment au moyen des quotients différentiels du pre-
mier ordre de la fonction potentielle. Nous aurons done,
en désignant par « le cosinus de T'angle que le rayon
vecteur fait avec 'axe des o (N° 161) :

X = fdm'/.‘/.rw drds;

I'intégrale relative 4 » doit étre prise de 0 a R, et celle
relative & ¢ doit s'étendre & tout I'espace angulaire
solide. D'ailleurs, « étant indépendant de », nous aurons:

X = fidm' f sdx fR odr.

En remplagant T'élément de par 'élément do de la
surface du corps, on a (n° 166) :

tormule dans laquelle on doit prendrelesigne |-, puisque,
dans le cas actuel, chaque rayon vecteur ne rencontrant
la surface quune scule fois, lintersection a lieu de
lintérieur vers I'extérieur.

Nous aurons done :

X = fdm"/‘ odw }%—z_[“Fdr'
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R
170. Nous modifierons encore lintégrale f odr ;
4]
dans cette intégrale, on suppose que l'on parte du point
P en savangant vers la surface. Nous supposerons,
au contraire, que I'on parte du point
ol le rayon rencontre la surface et que
do  Ton s’avance vers le point P. $i nous
considérons un point quelconque sur
o cette droite (fig. 38), sa distance au
point P est »; désignons par u sa
distance au point dw ou la droite
rencontre la surface. Nous aurons :

Fig. 38.

r=R—u;
dol :

dr = — du,

et les limites de lintégrale sont: pour » = 0, u = R,
et pour » = R, u = 0 ; par conséquent :

R

: 4 P
/pdr == —ifpdu :U/pdu.

4]

On a donc :

X = it [ ado L. prdu.

Si T'on pose :

R
H :/lpdu,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



— 226 —
il viendra :
ol )
X = fdm/.R2 Hdw;
de méme,

gi
Y = fdmn /ﬁ Hdw,

7 — /dm’f%% Hdow.

Comme I'élément d= est indépendant des coordonnées
a, b, ¢ du point P, nous pourrons différenticr les trois
derniéres équations par rapport a a, b, ¢, et nous aurons :

> . 0; 0 [« at OH
£_ﬁim} EE(RE)HJTEéﬂdm

Or, si l'on désigne par &, », ¢ les coordonnées du point
ou se trouve I'é1ément dw, et par 3, p, v les cosinus des
angles que la normale en ce point fait avec les axes,
on a:

On c¢n tire :

i E—aPh+E—alln—0p +E—a) L —c
Re HE— P+ — bR (G —epff
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Différentiant par rapport & «, il vient :

) (a2l —od (42— 14
(Ta(h?) B R3 '

et, en substituant dans I'expression de (Z)}E(’ ona:

0X ) s — ok (42— 1) 4 ai ¢H _

da—fdm By R3 H+R‘ da dw;
de méme,

0y , —Bu +4pr—11 87 ¢H

Bb = fd}’/& f% RS H 4- —RAE —gg dh),

P e SR T s LA )
e = fdm Jg R3 Ht w7 e sdm'

Si nous ajoutons ces trois derniéres équations, en
ayant égard aux suivantes :

a b fpyr—1,
2 oAy = 4,
nous aurons .

oH o1 dH) z de.

X |, JY | 0Z e

s T ob T oe =ﬁmJ(°‘aE 8% troer
171. Occupons-nous maintenant des quotients diffé-

renticls de la fonction H ; remarquons d’abord que

Iintégralc :

R
1 — [ edu,
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gétend & une droite dont les extrémités sont respective-
ment le point (£, », Z) de la surface, et le point P (a, &, ¢).
Nous pouvons donc considérer H comme une fonction
des six variables £, #, Z, a, &, ¢. Or, les trois dernidres
a, b, ¢ sont donnécs par les formules :

a=£&— aR,
b=1n— BR,

¢ =17 —vR.

D’autre part, on peut exprimer une des variables
o, (5, v en fonciion des deux auires, ou bien les exprimer
toutes les trois en fonction de deux variables qui déter-
mineraient la direction de la droite qui va du point dw
au point P. Nous conserverons les variables a, 5, 7;
si nous remplacons @, &, ¢ par les valeurs ci-dessus,
la fonction T deviendra une fonclion de &, », &, 2, B, 7, R
Pour différentier 0 par r‘lpport a a, b, ¢, nous devons
regarder les variables &, », £ comme des constantes,
et considérer H comme une fonction de «, 8, 7, R,
lesquelles seront des fonctions de a, b, c.

On a ainsi :
dH _ 0B 0z 0HOB  dH Jy  IHOR
9% 0o T 9304 T oy 0a T oR da
mais, on a :
0x _ —1+42* o8 e dy _ay OR_
da R ' da R da” R'da %

par suite,

I e U Hol  odHay dII
da "9 T R OT@ER TR R
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ou bien :
0H 1 l7)s! oH JH 0H oH
‘azﬁ[—azﬂ(“ 5T PE +Yay)]_“ﬁ<'
Or, on a

oH 9 [

p désignant la densité du corps au point qui se trouve
a une distance » du point &, », € sur la droite qui joint
ce dernier point au point P. La position de ce point,
et, par conséquent, la densité o sont déterminées par
les quantités «, 3, v et u, le point de la surface étant
supposé donné. Or, dans T'intégration relative a u, les
quantités «, 3, y doivent étre considérées comme cons-
tantes ; w seul étant variable, on pourra considérer p
comme une fonction de v seulement. Nous aurons donc:

R
o= 2 [rodu = fw),

o

f(R) étant la valeur que prend la densité ¢ au point
de la droite qui est a la distance R de la surface,
c'est-a-dire au point P. En désignant cette valeur de p
par p,, LOUS AUrons :

On a alors :

dH 1 oH A, 08 ri_P) .
E*E[_E*“(”‘EE Pas T X oy | T
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de méme,
9H 1| JH ( 0H | ,0d JH
OH 1 0H ( ., OH OH)
_——— — — _—— —*— -_— — .
de 1{[ oy T\ p+rd)] e

Multipliant par a, 3, 7 et ajoutant, il vient :

OH | ,9H | _0H
a%+‘80b+Y%——PP’
et, par suite,
d*( Jdy | 07 , 7
s —fa’.mfpp-f;dm.

Mais, ¢, est unc quantité qui ne varie pas quand on
passe d’'un élément de la surface & un autre ; par consé-
quent, p, est constant dans lintégrale qui précede,
laguelle s¢ rapporte a [élément de la surface. Nous
aurons dong :

0X | Y
e

——fdm’.ppfédw,

si maintenant nous remplagons I'élément dw de la surface
en fonction de l'élément d’angle solide d7, au moyen
de la formule :

Adw,

7
dr = —
RQ
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il viendra

0X , 0Y "
oa ——+———/d711.pp/‘d7,

et comme 'intégrale doit s'étendre & tout I'espace angu-
laire solide, elle est éuale & 4, ctil vient :

07,
#—~—7——4ﬂd .o
+ b v fdm' . 5,
On a donc :
AV = — 4rp,,

et la formule de Poisson est ainsi démontrée d'une
maniére générale.
La démonstration qui précéde est due a M. Clausius.

Fonction potentielle
d'une couche superficielle.

1'72. Imaginons que la masse d'un corps soit répandue
d'unc maniére continue sur une surface, et faisons
ahstraction de I'¢paisseur (I, n° 331). Proposons-nous
de trouver la fonction poteniielle de cette masse. Nous
supposerons que la surface soit plane, et que la répar-
tition de la masse sur cette surface soit uniforme.

Soient pdw la masse répandue sur un élément dw de la
surface, o étant la densilé superficielle, cest-a-dire
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la densité de la masse évaluée par unité de surface,
» la distance de I'élément 4+ au point P ; nous aurons :

V=p/‘{i—w,

l'intégrale étant étendue a toute la surface.
Prenons le plan de la figure pour plan des zy, et soient
a, b, ¢ les coordonnées du point P (fig. 39). De ce point
abaissonsune perpendi-

"Fig. 39. culaire PP’ sur le plan
| des zy ;les coordonnées
P du point P’ seront a,
1 b, 0. .
;\]. Nous prendrons le
LA point P’ pour origine
5] } \ X

d'un systéme de coor-

données polaires; c¢n

désignantparulerayon

Yy veeteur qui va du point

P a I'élément dw, et

par ¢ 'angle que ce rayon vecteur fait avec I'axe des z,
nous aurons :

—

dw = 1 dudy.

Or, &, » étant les coordonnées de I'é1ément dw, on 4 :

Yy ey )y S 7 )

et il vient ;
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Dailleurs, l'intégrale relative & « nous donne :

udu
Vus +

S

quant aux limites, elles doivent se rapporter aux circon-
stances particuliéres de la question que 'on a a traiter,
et il faudra distinguer deux cas, suivant que le pied P’
de la perpendiculaire abaissée du point P sur le plan
iombera & lintérieur ou & lextérieur de la surface
plane.

173. Supposons le point P’ a lintérieur (fig. 40) :
Iintégrale devra étre prise depuis © = 0, jusqu'a la
rencontre durayon vecteur avec le périmétre de la {igure.

Fig. 40.

Sicette figure est telle que le rayon vecteur la rencontre
un certain nombre de fois (nmombre qui sera impair),
il faudra en outre considérer les segments compris
entre le deuxiéme et le troisiéme points d'intersection,
le quatriéme et le cinquiéme, cle.
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Désignons par U,, U,, ..., les valeurs de = corres-
pondantes aux points d’intersection, et posons :

R,=T0+¢ R,—=}PTi+c,. ...,
nous aurons

V:Pf(—l/c_erl—Rg+RS—....)d-,.

Obscrvons que, dans le premicr terme, nous ne
pouvons pas remplacer ¢* par c, parce que cetteracine
est une valeur particuliére de , et doit, par conséquent,
étre posilive, tandis que ¢ sera positif ou négatifsuivant
que le point P sera au dessus ou au dessous du plan.

Or, i~ ¢* étant indépendant de ¢, on pourra intégrer
le premier terme, et, comme lintégrale doit étre prise
de 0 a 2n, il vient :

vz—2r91/?+p/(Rl—Rg+Rz—....)d?.

Cette derniére intégrale peut étre mise sous une forme
plus avantageuse pour les calculs subséquents. A cet
cffet, nous introduirons, au lieu de I'angle de, I'élément
ds du périmétre intercepté par les cbics de cet angle.
Soit ¢ le cosinus de langle compris entre la normale
a I'élément ds et le rayon vecteur, la normale étant
dirigée vers T'extéricur, et le rayon vecteur dans le sens
ou il croit ; nous aurons ;

i'ds = 4+ Uds.

Dans cette formule, pour autant que ds et de soient
tous les deux supposés -positifs, on devra prendre
le signe 4+ ou le signe —, suivant que le rayon vecteur
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en croissant coupe le périmétre de lintérieur vers
Textérieur, ou vice versa. Ces signes seront donc les
mémes que ceux qui affectent les quantités R,, R,, . . -
Par conséquent, si 'on substitue & l'un des produits

+ Rdg, le produit % 7'ds, on devra toujours donner & ce

dernier le signe explicite -}-. Comme, pour chaque
angle dy, il entre dans lintégrale autant de valeurs
de R qu'il y a d'éléments ds correspondants a cet angle,
tous les éléments d’arcs qui sont introduits ainsi forment
ensemble le périmétre de la figure. Nous pourrons donc
éerire :

R
U

V=—2m I/c—‘ + pf ids,

Tintégrale s’¢tendant a tout le périmaétre.

174. Supposons ensuite que le point P’ tombe a
Pextérieur de la figure : chaque rayon vecteur rencon-
irera la flgure un nombre pair de fois, et lintégrale
se rapportera au segment compris entre le premier
et le deuxiéme points d’intersection, entre le troisiéme
¢t le quatriéme, cte. Nous aurons :

Vsz(_R1+Rz_"R3+----)d?;
Iintégrale relative & ¢ s'étend & tout I'espace angulaire

qui correspond & la figure.

Or, si, dans cette formule, nous remplagons I'angle
élémentaire dp par l'arc élémentaire ds, il viendra :

V = pf%z”ds.
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1'75. Proposons-nous maintenant de trouver les
quotients différentiels de la fonction potentielle :

V=—2n [/; -+ p/‘% ¢ ds.

La quantité s par rapport & laquelle on doit intégrer
étant indépendante des coordonnées a, b, ¢ du point P,

on peut différentier sous le signe f .
Désignons par £, »' les coordonnées de l'arc élémen-
taire ds, par «', (3’ les cosinus des angles que la normale

A cet élément fait avec les axes des @ el des y ; nous
aarons :

=V E—ar+ d—0bp

R= VT —af (o — 0 1 ct,

F—aod+ -0
5 .

7=

Si le pied P de la perpendiculaire est 4 une distance
finie du périmétre de la figure, U et R sont des quan-
tités flnies pour tous les éléments qui entrent dans
lintégrale.

Cela posé, on a :

. 4 L e
55=——zn‘ol/?+pc RUdS’

- c P AY .
la fraction 7:5 sera égale & + 1 ou — 1, suivant que ¢
¢

scra positif ou négatif*,

1. En effet, | /¢ doit, d’apres ce que nous avons dit (n° 173), étre
toujours positif.
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176. Cherchons encore par quelles valeurs passe
7

la fonction % dans le voisinage dc la couche superfi-
ciclle.

-Si ¢ devient infiniment petit, puis nul, le second
terme, qui ne renferme, outre le facteur ¢, que des
facteurs qui restent finis, deviendra infiniment petit,
et nul. Quant au premier terme, du ¢6té ou c est positif,
il sera constamment égal & — 20, de lautre cbté, ou ¢
cst négatif, il sera constamment égal a + 2m0. Il en
résulte qu’au moment ou le point P traverse la surface,
la valeur de ce terme varie brusquement de 4ma.

- A% oV .
Désignons par (—dc )+0 ) (dc ) s les limites vers

lesquelles converge %\C[ lorsque le point P s'approche

indéfiniment de la surface du coté positif et du coté
négatif ; nous aarons :

ov av

d’oll :
oV 10V
(Fc‘)H— \n—c),f — A

.Cette derniére formule s'étend aussi au cas ol la
surfuce n'est pas plane, et lorsque la répartition de la
masse n’'est pas uniforme.

177. En différentiant V par rapport & a, on irouve :

ov E'—a)R2e) , R ,
ad—Pfi"—ﬁs_—z DR
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or, on a :

713{_ R2 _U2+c2_l+7027
U*  RU2  RU® R ' RU?’

Par conséquent,

av. v i REE A (E—a) , o
Ei_ﬂ/§m+wjkﬂ_ﬁﬁ—_z_Rw

I1 est facile de sassurer que la seconde intégrale est
nulle powr une courbe fermée quelconque.

On a alors :
ov a'
Rl
de méme :
7 I3
-g% = —20 %{ ds.

On voit immédiatement que ces deux expressions ne
subissent aucune variation brusque lorsque le point P
g'approche indéfiniment de la surface plane, ou quil
la traverse ; elles sont donc applicables méme quand
Ie point P se trouve dans la surface.

1'78. Démontrons maintenant quc la seconde intégrale
. , . A%
qui entre dans Cexpression de 7 est nulle pour une
7

courbe fermée quelcongue.

Soit une courbe plane fermée : prenons son plan pour
plan des xy, et soit I au point de l'espace, a, b, ¢ ses
coordonnées : menons par ce point une perpendicu-
lairec PP' au plan de la courbe. Considérons un point
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quelconque de cette courbe, &', »' ses coordonnées, R sa
distance au point P, U le rayon vecteur mené du point P’
au point de la courbe. Par ce point et dans le plan
de la courbe menons une normale vers lextéricur,
et soient o' le cosinus de l'angle que cetie normale fait
avec axe des @, 7' le cosinus de 'angle gqu'elle fait avec
le prolongement du rayon vecteur U, et ds un élément
de la courbe au point considéré. Nous devons démontrer
que l'on a :

/‘(<R2+02) E—a) . czx') ds — 0,

RU® T RU?

lintégrale s’étendant a toufe la courbe fermée.

Posons :
R*4-c) &' —a) .
A=""Rez
ct:
B=rm*

et nous aurons & démontrer que I'on a :

f(A—B) ds — O.

Soient ¢ langle que le rayon vecteur U fait avec
laxe des z, dpl'élément d’angle correspondant a larcds;
nous aurons :

t'ds = + Udsp.
On prendra le signe + ou le signe -, si ds ¢t dz sont

tous les deux considérés comme positifs, selon que ¢ sera
positif ou négatif, c’est-a-dire selon que le rayon U
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en croissant coupe le périmétre de 'intérieur vers I'exté-
rieur, ou vice versa. Mais, si 'on admet qu’en parcourant
la courbe dans un méme sens, a4 partir d'un certain
point, l'arc s aille toujours en croissant, le quotient

différentiel &,i pourra étre tantot positif et tantot négatif,

et i1l changera de signe aux mémes points de la courbe
que le cosinus #. Si donc on fait croltre s dans un sens

tel que le coefflcient différentiel %’ ait en un point

de la courbe Ie méme signe que ¢, ces deux quantités
auront le méme signe en tous les points, et, par suite,
on n'aura plus qu'a employer le signe + dans I'équation
ci-dessus. Nous aurons donc :

D'autre part, o'ds est l'accroissement d»' que subit
Tordonnée v dun point mobile sur la courbe, lorsque
le point parcourt 'élément ds de la courbe'. Mais, ona:

n — b-— U sin ®;
d’ou :

d7 = d (U sin o,
et, par suite,

a'ds = = d (U sing).

1. a’ quiestle cosinus de l'angle de la normale avec 'axe desw
est égal au cosinus de 'angle de la tangente avec I'axe des y.
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Quant au signe, on devra prendre le signe -, si
Parc s croit dans le méme sens que précédemment,

Nous aurons donce :

_ d{Usin v)
T ds

D’autre part, on a aussi :

& —a="T cos 9,

et il vient :

Rfe dg
A— g0 22

R ArTS

¢ d(Using) ¢ . dU c? de
B = _—————— — — S —_—

RUE ~ ds RoE S TR g

Par conséquent,

R do c*
A—B= ﬁcow 4 RO

Sll] [y d
ds”
Cela posé, de la formule :
R—) T+ o,

on tire, en observant que ¢ est indépendant de s,

w_ v
s R l_
par suite,
(B
%U__%__@ U —R:dU ¢ dU
ds ~ Rds  Utads C:R ds ~ RU® ds’

16
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* On a done :

R R. \
A B—Rdsm(”—k'in d(U)_d(ﬁs'n?)_
TR0 ds S s T ds ’

d’ou :

d I—{s'
fA_mm—ijmad
{ T ds 98
R R .
(U sin zp)l—- ((_J sin ('P)()'

en indiquant par les indices 0 et 1 les limites de_l'inté-
grale. Si la courbe est fermée, le point initial et le point
final coincident; par suite, le second membre est nul,
et 'on a :

(B2 4- ) (&' —a) | ¢
f{‘»m— l’—ﬁUia ds — 0.

179. REMARQUE. — Nous avons obtenu les quotients
différentiels de la fonction V par rapport 4 trois axzes
dont 'un est perpendiculaire au plan de la figure, et les
deux autres situés dans ce plan.

On peut obtenir facilement le quotient différentiel
de la fonction V par rapport & une direction quelconque.
En effet, menons par le point P une droite quelcongue
sur laquelle nous supposcrons ce point mobile, et
soient ¢ la distance du point P au point ou cette droite
rencontre le plan’, et g, &, 8 les angles de £ avee les axes.

1. Cette distance sera positive ou négative smvaut que le point
ost d’un c¢6té du plan ou de I'autre coté.
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On trouve facilement :

A ov oV
d—l=5{;cos?+ggcos\b+%cosa,
formule qui nous permet de déterminer le quotient

av
différentiel o

On en déduit :

() o= () o= ()= (), feos+:
) - B
d cos 4.

(@)~ (%)

Or, on sait que V, ZZ ne subissent aucune variation

brusque lorsque le point P traverse la surface; par
suite, les deux premieres parenthéses sont nulles, et la
troisiéme est égale & — 47p. On a donc pour une direc-
tion quelconque, faisant un angle 0 avec la normale &

la surface :

(%—Y) ‘o

180. Cherchons maintenant I'expression AV 1orsque
la masse est répandue sur une surface plane. ’
De la formule :

oV
A = — 6.
(dl )* . 47p cos 6. .
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on tire, en observant que de chaqué'c(‘)té du plan la

|/ ¢
G g B e [y o
—p/‘Rg— ¢) zds-——pfﬁazds
D'autre part, les équations :

ov A
s SR

fonction reste constante,

nous donnent :

2V~—-p/ ——a)ds

W‘— /'/" (n

d’ou l'on tire :

oV eV —a)a D)y ,
iz T ap __P/ d—_of_”h

et, par suite,

AV = 0.
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Formule de Green.

181. Désignons par U et V deux fonctions quel-
conques de z, ¥, %, finies et continues, ainsi que leurs
dérivées partielles du premier ordre, et posons comme
précédemment,

oV ¢V ?V
AV = — + —— | —.,
V= dxt ' dyt ' 0zt

Considérons l'intégrale :

ffoAv du dy dz,

Fig. 41,

étendue au volume enveloppé par une surface fermée
convexe S (fig. 41). Cette intégrale se compose de trois
termes dont le premier est :

ffo adxdydz—‘/"/'d_/dszgd
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Or, dans l'intégrale :

kadm

les coordonnées ¥ et z restent constantes, et les limites
de lintégration sont les abscisses, x; et a, des points
M,, M,, ol une paralléle a I'axe des « rencontre la
surface S.

En intégrant par parties, on a:

Yy (0 VY U O
0x /o, dx 0%
@y

dx;

par suite,

S s | [1=(v5) +(0%) fuwas
f/‘/d—Ugydmd dz.

Le produit da dy dz représente un élément de volume
dvo, ct le produit dy dz un ¢lément de surface du pris
dans le plan des yz. Nous pourrons donc écrire I'équa-~
tion sous la forme suivante :

fU du—f ( a_V) s /‘UL WV

Or, I'élément dw est évidemment la projection sur le
plan des yz de deux éléments dr; et do, de la surface S,
situés aux deux points M; et M,. Si nous désignons denc
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par @, 81, M, %, Gs, ¥ les cosinus direcleurs des nor-
males N; et N; & la surface aux points M; et M,, ces
normales étant menées vers extérieur, nous aurons :

de = — a,dr, = a,dn,;

par conséquent,

ﬂ— )., (U5, o= S (V)

+‘/'(U Z—‘;)mnagdwg.

Mais, le second membre de cette derniére formule
n'est évidemment autre que intégrale :

f(U ?)—V)ada-,

étendue a toute la surface S. On a dong :

fU——lv ‘/‘aU~—d _fauav

de méme,
[ 0 R 3
fU lv——f‘(U — g%—zdv
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En ajoutant, il vient :

, .0V ov
fUA\dz—fL 4 d?/—lryaz)d

aU oV . dU AV | UV
J dwox Tayay T oz oz)d"

Cela posé, si nous désignons par dn Yélément MM' de
la normale & la surface S, menée par le point M (r, y, z)
vers I'extérieur, et par dz, dy, dz les projections de cet
¢lément sur les axes, nous aurons pour les cosinus
directeurs de cette droite :

g_—_:d_w =_(Zﬁ —dz'

o' T an YT dn
par conséquent,

V.V oV aVdw oVdy oVds oV
dd?—*—ﬁ +de

oy oxdn " dy dn dz dn on’
d’ou enfin :
/dUdV dUIV  JUIVY
fUAVd”_fU \ox oz Tayay Tz o)

Dans cette formule I'intégrale double doit étre étendue
a toute la surface S, et les intégrales triples au volume
compris dans cette surface. Cest la jormule de Green.
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182. Si l'on permute U et V, et si I'on retranche,
il vient :

Jwav —vavy v = f(u FE— i)

les limites des intégrales étant déterminées comme
précédemment.

183. REMARQUE. — Nous avons supposé la surface S
convexe, mais cette restriction est inutile. En effet,
quelle que soit la forme de la surface fermée, une
paralléle a 'axe des z la rencontrera un nombre pair
de fois, aux points M,;, M,, M;, . . . L'intégrale :

S0

doit étre prise d’abord de z, & «,, puis de «; & &, ete.
Nous aurons donc :

0*V oV av ov
SV (Ua_ac)fr(”%)@ (v%).
oV U oV
—+—< 6m> —. .= d—m%dx,
et, par suite, il vient :
'S ' av
/U—d _“—( ) +(U dwx——;( 0’z

) o [
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Or,on a :
do=—o,doy = o, =—ado; = . ...

Par conséquent, le premier terme du second membre
n’est autre que lintégrale :

/U—(Zd'}'

étendue a toute la surface S, la normale en chaque
point étant dirigée vers l'extérieur du volume.
On conclut de 14 que la formule de Green est générale.
184. Supposons maintenant que V soit Ia fonction
potenticlle d’'un corps, ou d'un sysi¢me de corps, et
supposons la fonction U égale a l'unité. La formule de
Green nous donne :

fAVdv =/‘g d

or, V étant la fonction potentielle, on a, en général :
AV = 471-9})!

ep ¢tant la densité du corps au point ou se trouve
Iélément attiré; et, en remplagant AV par sa valeur,
il vient :

—47r‘/‘p,,dv— —da-

Mais, _/ p,dv est la somme des masses agissantes

comprises dans le volume considéré; en la désignant
par M, on a :

VvV

0nd7—-—47rfpp v =-— M,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



— 251 —

Cest la formule de Gauss.

L’intégrale du premier membre est étendue 4 toute la
surface S.

185. Cette formule est applicable au cas ou la masse
attirée est extérieure pourvu que l'on regarde p, comme
nul en dehors de la masse M. On a alors @

ov .
an dr==0.

Théorémes de M. Bertrand
sur les forces centrales.

186. Il résulte des théorémes que nous avons exposés
(IT, p. 172 et suiv.) que les orbites des planétes sont
des courbes fermées dont le Soleil serait le foyer.
Cest la cause principale de la stabilité du systéme
solaire. Cette circonstance importante résulte de la loi
dattraction qui, quelles que soient les circonstances
initiales, fait mouvoir chaque corps céleste, qui n’est pas
expulsé de notre systéme, suivant la circonférence
d'une ellipse. M. Bertrand a reconnu le prewicr que
la lod d’attraction newtonienne est la sewle qui remplisse
cette condition, ¢’est-a-dire la seule qui donne des orbites
fermées. 11 a, en effet, démontré le théoréme suivant*:

THEOREME. — Parmi les lois d’attraction décroissant
avec la distance, cest-a-dire gui supposent l'aclion nulle

1. Comptes-rendus des séances de 1'Académie des sciences,
t. LXXVII, 1873, p. 849.
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a une distance infinie, celle de la nature est la seule
pour laquelle un corps alliré vers un centre fixe, et
lancé dans une direction arbitraire avec une vitesse tnfe-
rieure a4 wune certaine limite, décrira certainement
autour de ce centre une courbe fermde.

Toutes les lois d’attraction permettent des orbites fer-
mées, mais la loi de Newton est la seule qui les impose.

Désignons par » la distance du corps au centre
d’attraction, que nous prendrons pour origine des coor-
données, par 6 l'angle que le rayon vecteur fait avee
I'axe polaire, et par ¢(r) lattraction exercée par le
centre sur le point. Les équations différentielles du
mouvement sont :

dx x
ar = ek
dﬂy o . . y
e~ el
On en tire (II, n° 119) :
1
el 1 dz?
H =\ e

En posant :
1 s e =),
™
on obtient pour I'équation différentiellede la trajectoire:
d’z 1
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Multiplions les deux membres par 24z, et intégrons,
¢n posant :

2]-41 (2) dz == (2),
NOUS aurons :

az\* | . 1 .
\aa)—{—z e (3 —h=0,

k ¢tant une constante arbitraire.
Cetle derniére équation nous donne :

b — + az _. (1)

—\/h+%,w(z)—zﬂ

Cest I'éguation de la trajectoire.

187. Si la courbe représentée par cette équation est
une courbe fermée, la valeur de z, ou celle de », aura
nécessairement des maximums et des minimuams pour

- dz ,
lesquels 75 Sera nul. Les rayons vecteurs correspon-

dants sont normaux a la trajectoire’; de plus, ils sont
des axes de symétrie de cette orbite, En cffet, silon fait
varier » ou z 4 partir de I'une de ces valeurs, cf. si 'on
compte L'angle 0 & partir du rayon correspondant 4 cette
valeur, la formule (1) donnera pour ¢ deux valeurs égales
et de signes contraires; par conséquent, ce rayon vecteur
est un axe de syméirie. Or, quand une courbe admet
deux axes de symétrie, en pliant la figure autour de I'un

1. Eneffet, si l'on a gj—: 0,1ilen résulte% = 0, et, par suite,

tg V=00, V étaut l'angle du rayon vecteur avec la tangente.
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de ces axes on obtient, par le rabattement du second,
un troisiéme axe. Mais, si 'angle que font les deux pre-
miers axes n'est pas commensurable avec deux angles
droits, en pliant successivement la figure autour de
chaque axe, on en obtiendra une infinité. Or, cela ne
peut avoir lieu pour aucune courbe fermée autre que
le cercle. 11 s’ensuit que, quand une courbe admet deux
axes de symétrie, la condition nécessaire et suflisante
pour qu’elle soit fermée, est que I'angle de ces axes soit
commensurable avee r. Si done «z et 5 représentent un
minimum de %, et le maximum qui le suit, nous aurons
Téquation :

(2)

B
j’ dz
wmr = — — b
1 2
% \/ h +- —C—Qw(Z)—Z

ou # désigne un nombre commensurable.
Cette équation doit avoir lieu, quelles que soient les
valcurs de 2 et ¢; or, puisque, pour 2z =«, et 2= 3, on
dz ’
on a—; = 0, nous aurons :

bt so (@) —a =0,

1
b 5w () — 6 =0.

De ces équations on tire :

atw (G) — P (a)

P e
l= B — o
¢ w(6) — =(a)’
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et, en remplagant A et ¢ par leurs valeurs dans I'équa-
tion (2), il vient :

I

i~ f dz.1/=(5) —=(=)
J V a( ) — () (P —a*)(2)—<| 3 (8)—w (),

a

La fonction = (2) doit étre telle que cette équation ait
lieu pour toutes les valeurs de % et ¢, et, par suite, de
z et de 3, et pour toute valcur de z intermédiaire. Le
nombre commensurable =z doit étre constant d’une
orbite 4 l'autre; car, §'il changeait d’une orbite & 'autre,
une variation infiniment petite dans les conditions ini-
tiales apporterait un changement fini dans la disposi-
tion des axes de symétrie de la trajectoire.

188. Pour déterminer la fonction =, nous suppose-
rons un cas particulier, celui o « et 5 sont infiniment
peu différents, et nous poserons :

L=a+ u,

u ¢tant un infiniment petit. Comme z reste compris
cntre z et 5, nous aurons aussi :

z=a+y,

y étant un infiniment petit comme u.
Nous aurons, en négligeant les infiniment petits du
second ordre au numérateur de lintégrale (3) :

@ (8) —w(@) = ();

>
°

d’autre part, dans 'expression placée sous le radical au
dénominateur, les infiniment petits du premier ordre
se détruisent, ainsi que ceux du second ordre. Si donc
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nous conservons les infiniment petits du troisi¢me ordre,
et si nous négligeons ceux du quatriéme ordre ef les
suivants, nous trouvons que la quantité sous le radical
au dénominateur se réduit a la suivante :

{zﬁ' (a) —aw (d) f (u‘zy — uy").
En effet, on a, par la formule de Taylor :
&w (B) — F'a () (8 — &)= (2) —2*|w(8)—w (o)

2 u

e o) a5+ g (3]

(e 2e)e{a) (- 2o (a) )+ )
. 2 l ) o w @ (&) - Lw‘u t
— (@ 2y ) o () 15 @) F g ()]

—_ (uq+2au) :?/za((z) + im”(a)

= %zz’ (zx) — aw" (a) {u"y—u‘gf).

Drailleurs, de 'équation 2 =« + y, on tire : dz = dy;
quant aux limites de ¥, on a : y = 0, pour z = «, ct
Yy = u, pour z = £. h

Par suite, I'équation (3) devient :

N dy |/« () ,
" _of V'a (2) — o (2) V uy— g

ou bien :
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U

J’ dy
— .
Viuy —y*

0
\/ @ ()

m =
w (b — aa (a

Mais, on a.:

par conséquent,

ou bien :
1—m)= (2) + miasn" (2) = 0.

On tire de 14 ¢

a'(a) me—1
o (a:) T omi
et, en intégrant,
A -
w' (a) = = Aa ,
am
A o
w (a) = [44 ¥ Bl
o L
m?

A et B étant des constantes arbitraires.
On en déduit successivement, d’aprés les rclamon%

ci-dessus : ;
1
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v rt 2 \p
2
A m
¢ (r)= -5 7

Cette derniére formule exprime la seule loi d’attrac-
tion possible. N

189, Mais, m n'est pas un nombre commensurable
quelcongue. Pour le déterminer, nous observerons que
Péquation (3) doit avoir lieu pour des valeurs quelcon-

ques de « et 5; par conséquent, on doit avoir pour toutes
les valeurs de z et 6 :

~ - "
A S N O A )
= 2 2 .
dz /3 m —a m

mmn= .

27— g— L P sl 1

) Tma_pe STt Tt . T
a “2,/3 n _ﬁzzz m ’if( 62* “E)z m _zi(’G 27 —a m )

Cetle équation devant avoir lieu pour toutes les
valeurs de « et 5, nous pourrons donner a « et 5 des
valeurs particuliéres.

1 Cn
Supposons d'abord 2 — pecy positif, et posons « = 0,
(2

5 restant quelconque. L’équalion (f) devient alors :

(') La constante B disparait dans les substitutions.
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6 \/ L 6
S P N —
1 1 1
\/f’ T pg T \/‘Gm P R

G L,
2 z?m'
= | —/——(z.
1 1

me 2
0 ﬁﬂl _ zm

Or, si I'on pose :

on trouve :

mr = 2m? / = m’r,
1 —u?

et, par suite,

m = 1.
On en conclut ;
A
P (r) oy

et atlraction a liey en raison inverse du carré de la
distance.

. r . 1
Supposons ensuite 2 — oo négatif, ou bicn — 2

Positif, et ¢erivons 'équation (4) sous la forme suivante :
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ou hien :

M=

11 ot ——2

Zm
Posons 5 = 0, en laissant « quelconque,’ et nous
aurons :
nodz -
mr = / ——— =
¥ l/a‘.'!__ 22 2
1 .
done, # = - en valeur absolue, et il vient :
~~t
A
® (7") = é?".

Par conséquent, dans cette hypothése, Vattraction est
proportionnelle a la distance.

. Ainsi donce, dans le mouvement d’'un point matériel
‘attiré vers un centre fixe par une force fonction de la
distance, il existe seulement deux lois d’attraction pour
Jesquelles la trajecloire soit une courbe fermée : la Joi
de Newton, et celle pour laquelle la force est propor-
‘tionnelle 4 la distance. La loi de la nature est donc la
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seule lod d’attraction décroissant avec la distance, pour
laquelle la trajectoire soit une courbe fermée,

190. 11 est facile de s’assurer que, dans le premier
cas, lorbite fermée n’a qu'un axe de symétrie passant
par le centre d’action; dans le second cas, elle a deux
axes de symétrie passant par le centre d’action.

Pour démontrer cette derniére propriété, calculons
dz . o
o dans les deux hypothéses.

Dans le premier cas, on a m = 1, « = 0; par suite,

h —_ /3273(()>
w(ﬁ) — w(w)
Or, on a
A A
@ (0) =B, =(5) —=(0) = gy me,
1
2
m%
d’oti :
/6213(2 _ i)
h—— ')
ABE T
et, pour m=1,
_ BB BB
AB A’

de méme, on trouve ;

1 .
1 ﬁ! ! 32<2 T ——7;9) _[i

c? _m(ﬁ)—m(.o)—:—_ Aﬁz—?’% A
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et 'équation (1) devient :

dz B3 & , -
aé :\/——A' -+ K (AZ -4 B) — R = [/ﬁz — 22,

. ariegsar G2
Par conséquent, I'équation T 0, nous donne
fz—2t=10,

ou bien :
2 =0, z2=0;
d’ou :
r=o0,etr=_,
B
1l en résulte que la courbe n’a qu'un axe de symétrie

passant par le centre d’action.

Dans le second cas, on a =0, m = 5; par suite,

a%(o) 2+'B
b= ===
@(0) — o(a) A
1 at 2
S
. ‘ A
w (Z) = — 2—2;2 + B.
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On a donce :

‘ou bien :
2 — a2 ==0; doll:z—=+4 a;
par suite,
1 1
r=— etr=——,
& Z

et, par conséquent, il y a deux axes de symétirie passant
par le centre d’action,

Sur la possibilité de déduire d'une seule des
lois de Képler le principe de l'attraction.

191. Les mouvements de révolution des plandtes
autour du soleil sont soumis a trois lois que Képler a
déduites de 'observation. Ces lois qui s’appellent les lozs
.de Képler, et qui ont conduit Newton 4 la découverte de
la gravitation universelle, sont les suivantes :

- 1™ Lo1. — Les trajectowres des planéles sont des sec-
tions coniques, dont le soleil occupe un des foyers.
2° Lo1. — Les aires décrites par les rayons vecteurs

des planétes dans leurs mouvements autour du soleil
sont proportionnelles ayx temps.
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3° Lor. — Les carrés des temps des révolutions des
planétes avtour du soleil sont proportionnels ava cubes
des grands axes de leurs orbites.

Nous avons établi ces lois (II, n° 123) en partant de
la loi de lattraction. Pour démontrer la troisiéme
(11, n° 129), nous avons di négliger les masses des pla-
nétes comparées a celle du soleil. Il en résulte que cette
troisiéme loi n'est qu’approximative.

M. Bertrand, dans une suite de' communications faites
4 IAcadémie des sciences de Paris, en 1877, disait?:
« 8i Kléper navaii déduit de Vobservation qu'une seule
de ses lois : Les planétes décrivent des ellipses dont le
soleil occupe le foyer, on aurait pu, de ce seul résultat
érigé en principe général, conclure que la force qui les
gouverne est dirigée vers le soleil, et inverscment pro-
portionnelle au carré de la distance. =

Il ajoutait : « Il serait intéressant de résoudre la ques-
tion suivante : En sachant que les planétes décrivent des
sections coniques, el sans rien supposer de plus, trouwcer
Uexpression des composantes de la force qut les sollicite,
exprimées en jfonction des coordonndes de son point
d’application. »

M. Berirand indiquait un moyen de simplifier les cal-
culs ?, et M. Darboux ? résolut le probléme, en profitant
de la simplification indiquéc par M. Bertrand.

Cependant, M. Imschcnetsky a 1iraité la question
d'une maniére générale dans un remarquable travail,
publié dans les Mémoires de la Société mathématique
de Kharkoff, et que je crois intéressant de faire con-

1. Comptes rendus des séances de I'Académie des sciences,
1877, t. 84, p. 671.

2. Cuomples rendus, 1877, p. 731.
3. Comptes rendus, 1877, pages 760 et 930.
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naitre, en y introduisant quelques modifications .
192. En désignant par X, Y, les composantes de la

force qui sollicite la planéte, les équations différentielles
du mouvement sont :

dx da’

@~ a— %
ay ay' , _
a~Y  u— Y (1)

Le probléme proposé consiste & déterminer X, Y, en
fonction de #, ¥, de maniére que I'équation de la trajec-
toire soit de la forme :

Ay®+ 2Bay + Ca® + 2Dy + 2Bz +F=0. (2)

Pour résoudre la question, observons que l'équa-
tion (2) peut étre mise sous la forme suivante :

pact + qyz —l— 27‘1;!/ —= (ax -+ by _|— C)-z, (3)

en posant :

E D
a:—'*’ :_:.’ C: l{"
VT V'F 4
K2 D DE
= _ — =—_1R
P=% C, ¢ i A, r B

1. Mémoires de la Socicté royale des sciences de Lidge, 2° série,
t. IX,

Le travail de M. Imschenetsky a été fraduit plus tard par

M. Houél. (Meémoires de la Société des sciences de Bordeauw,
2¢ série, t. IV.) .
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Posant ensuite :
ut = pa® + qy* + 2rzy,
I'équation (3) prend la forme :
w—=aw - by e (4)

et il s’agit de déterminer X, Y, de maniére que 'équa-
tion (4) soit une intégrale des équations (1), a, b, ¢,
étant des constantes. . _
A cet eflet, nous allons effectuer les calculs néces-
saires pour vérifier que I'équation (4) est une intégrale
finie du systéme (1), c’est-a-dire que nous allons élimi-
ner les constantes a, b, ¢.

En différentiant (4) deux fois de suite par rapport a ¢,
en ayant égard aux ¢quations (1), il vient :

wU

2X 4 BY — (px + ry)X ;t (rz + qy)Y

4 [pz+ry)a + (e + gy )y [(p2 + )z (roe + qy)y]

U

_ oz + ry)a’ + (re + gy)yT (©)

w

— . 1 e .
Or, le coefficient de P dans cette derniére équation

peut se simplifier. En effet, ce coeflicient peut-étre mis
sous la forme d’un déterminant, et il nous donne suc-
cessivement :
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(pw + ry)z + (re + qy)y  (pe+ry)a' +(re - gy)y
’ (pz +ry)e’ +(re+qy)y (o' +ry)a' +(ra' +qy)y

n o
[+ q

|paf;+ry r/v+qy' ’
Clpr vy ratqy | |y

@ y.2
m! yl

= (pg — ) (xy — yz)".
Par suite, I'équation (6) devient :

(pxtry)X+Hratqy)Y  (pg—") (wy'—yw')’.

aX-+bY= ; : (7)
U U
Des équations (5) et (7) on tire :

_pxtry  (pg—r)y (zy —yo)

 w + v (Xy' —Ya') ’ (8)
ro 4 qy  (pg—r")a (zy — ya) X
b— - w ('))
% w (Xy' — Yx')

Ces deux équations (8) et (9) sont des intégrales pre-
micres des équations (1).

Pour éliminer définitivement les constantes, il suffit
de différentier I'une des deux équations (8) et (9), par
excmple la premiére, par rapport & £, en ayant égard
aux équations (1), et a I'équation =

ut = pxt -+ gyt + 2rzy,

et nous aurons :

i ,- a/-’ )
0=LIETY gy PEETYIZ 2 a9y

w Cu
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(pxtry)e +(rz tay)y

Y-—-3y' "
(pg - 7°) (wy' —y ') X oxX oY oY
Xy —Yo v
! v ?) (00" +8 y) (d dy )
\ y X:‘/'—Y% . /
4o 01— ")y (y — y) (Yo — Xy).

v (Xy' —Ya)

Or, les deux premiers termes de cette équation nous
donnent successivement :

w'(p2' + 1Y) — (2 +ry) | (px + ) + (rz + qy)y'|
u3

_ (b’ +1y) Vpa - ry)et(ra + qy)yi
,MI’)

_(pz +ry) lpx + ry)a + (re + qy)y't

uE
1|z ry)e + (2 4+ qy)y po + oy
@px' + vyl + (rz' + qy)y  px + vy
C llprt+ry  re gy y‘
©lpx + vy rx' + gy 0
ylpz +ry  rw gyl ylp 7oy
Wips +ry v gy Wl gl oy

———(m — 7"*) (»rJ — yw)

Il s’ensuit que tous les termes de I'équation précédente
contiendront le facteur commun :
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(pq — ) (2y' — ya)
o

2

et, en supprimant ce facteur, il vient :

u?

gY 3y (px-try)z'+ (rz+qy)y)

xy —yx'

0=yt 0X ., 0X . (OY , 0Y V)
X -_&7 1A A A 1 Y f
y “ ,ykdww+0.yy) x(dww% dyy)\
. Y Xy — Y& )
Ry (Yo — Xy) :
+ Xy' - '17'%.1 (10)

Cette derniére équation, qui est la conséquence des
équations (1), ne renferme pas de constante arbitraire.
Par conséquent, si les expressions cherchées de X, Y,
en fonetion de @, y, élaient connues, cette équation
devrait étre une identité, Or, pour que cette équa-
tion (10) soit une identité, quelles que soient X, Y, les-
quelles sont indépendantes de =z, y', il faut que le’
binéme Xy — Yx' soit un diviseur de @y’ — yz'. Pour
le démontrer, supposons & = 2/, ¥y = ¥'; le terme du
milieu est nul, et les deux autres nous donnent — 3y=0,
équation ¢évidemment absurde. Cette absurdité ne se
présenterait pas, si le terme du milieu de 'équation (10)
ne devenait pas nul pour @ = &', y = ¥y, c'est-a-dire si
X el Y étaient tels que le facteur oy’ — ya' se réduisit
avec son dénominateur Xy — Ya«'. I faut donc que
Xy' — Y&’ soit divisible par oy’ — yx'.

1l en résulte que I'on doit avoir :

X =Vz, (11)

Y =Vy,
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V étant une nouvelle fonetion inconnue de z, y.
On en tire :

Xy — Yo = 0;
par conséquent, la force passe par lorigine des coor-
données.
En remplacant dans I'équation (10) X et Y par ces
valeurs (11), on trouve I'équation :

,0V ,av 3‘7 t !
A PR i 3” (px+-ry) +y' (re+qy);.-

Si la fonction V était connue, cette équation serait une
identité; elle servira donc a déterminer V. Or, cette
équation & laguelle doit satisfaire la fonction inconnue
V, est une équation différenticlle partielle linéaire du
premier ordre.

Pour l'intégrer, nous poserons les équations différen-
tielles ordinaires suivantes :

dax

o)

de  dy av
oy T 3V, :
— @ (b ry) +y (e qy)
On en tire :
(pxtry)det-(ratqy)dy av ’

o' (px-t-ry) -y (re-+qy) 3V§{ . "
77 PE gy (roay)

ou bien :

(p@+ry)dze +(ra -t qy)dy — —%,
2w
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ou bien encore 3
av
udy — — 5—‘7

On en tire 3

d’oﬁ, en intégrant,
Bl + LV = L,

et, par suite,

<
h
8%

On a donc:
j72

3
(p2® + qy*+ 2ray)y

V=

et, par conséquent,

X — ~y _ e
= 5=
(p2*+qu? +2ray)r .
Y = Y - &Y
3 B
. (pr*-+qy+-2ray)y
Ce sont les composantes d’une force
“V oyt A
F= 7= (12)
(px*+qy*+2ray)r

cn désignant par R la distance du point & T'origine.
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Si 'on désigne par 6 I'angle que le rayon R fait avec
laxe des z, il vient :

1 “

F= _ 1 3R
[é (p—q) cos20+rsin26- Q(p +_9)J 2

Ainsidone, du seulfait qu'un point matériel libre décrit
une seclion conique, et, en supposant que la force accélé-
ratrice ne varie quavec la position du point, on conclut :

1° Que la direction de la force passe toujours par un
centre fixe, qui peut étre un point quelconque du plan de
cetie seclion conique; ’

2° Que l'intensité de la force F varie, non seulement
avec la distance R du centre au point mohile, mais aussi
avec la direction du rayon vecleur,

193. Il nousreste 4 voir comment, de cette solution
générale, on peut déduire les deux cas particuliers con-
nus, ou le centre d’action est au centre de la conique, ou
au foyer, ce qui rend U'dntensité de la force indépendante
de sa deérection, et, dans le premier cas, proportionnelle
aurayon vecteur; dans le second cas, inversement pro-
portionnelle au carré de ce rayon.

1° Si nous supposons le centre d’action au centre de
la conique, et si nous transportons I'origine cn ce point,
nous aurons :

D=0,E=0;

par suite, ¢ — 0, & = 0, et, par conséquent, I'on a, pour
Iéquation de la conique :
D+ gy 4 2ray = ¢
L’é¢quation (12) nous donne alors :

F—£¥,
C
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c'est-d-dire que l'intensité de la force ne dépend pas de
sa direction, et est proportiennelle aw rayon vecteur.

2° Sinous supposons le centre d’action au foyer, et si
nous prenons ce foyer pour origine, alors le rayon vec-
teur R, mené de ce centre 4 un point de la courbe, est
une fonction du premier degré des coordonnées du point,
et ’'équation de la courbe est :

R=azx + by + c.
On a donc alors :
% — R,

et, par suite, I'’équation (12) nous donne :

172
F=x

cest-a~dire que Uintensité de la force est indépendante de
sa direction, et varie en raison tnverse du carré du
rayon vecteur.

Théoréme de M. Villarceau. — Théoréme de
M. Clausius. — Théoréme de Lipschitz.

194. Le théoréme que nous allons démontrer et qui
est dd & M. Yvon Villarceau' a des liens trés étroits
avec le théoréme des forces vives. Il se rapporte 4 une
fonction analogue 4 la fonction de force.

1. Comptes rendus de I Académie des sciences, 29 juillet 1872,
p. 232. -
18
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Les équations du mouvement d'un point matéricl
libre étant :

dx
" = %
dy
d'l
m d; = Z,

on en tire :

d*x 2y diz .
m(quLyW-deT)sznLYg-{—Zz. @)

Or,on a:
dx | dy dz d( dr dy _dz
“Eﬁ+%w*“dﬁ—a@%ﬁ+ym+zﬁ)

de® | dyr | dF
'%W*W W)

En désignant par » la distance du point a l'origine,
et par v sa vitesse, on a :
dx® . dy*  dz?

a7

x4yt 2R = rd

par suite,

dix ary d’z d ( dr)
CaE Y e w\"ar
L’équation (2) nous donne donc :

1 d(mr?) o

R —mt® =X + Yy - Zz;
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d’ot I'on tire :

1 *(mr?
mot = ———L—l — (X + Yy + Z2). (3)
2 d

Si le point # fait partie d'un systéme matériel, on
aura, en faisant la somme des éguations analogues que
'on obtiendrait pour chacun des points du systéme,

éupposés rendus libres :

1 d?Emar?

Dm, v = =5~ ap 2 (X,m. + Y.+ Zz). 4)

Il faut bien remarquer que dans X;, Y;, Z, sont com-
prises non seulement les forces extérieures, mais aussi
les composantes des attractions mutuelles des différents
points du systéme (actions moléculaires, etc.), puisque,
pour établir 'équation (4), nous avons di rendre libres
tous les points du systéme. ,

Cette équation (4) qui constitue le théoréme de
M. Villarceau se distingue du théoréme des forees vives
en ce quelle fait connaitre la force vive dv systéme a
un ¢nstant donné, et non la variation de la force vive
entre deux positions du systéme.

193. Si nous séparons dans le second membre de
I'équation (4) la partie relative aux actions mutuelles,
nous pourrons mettre cette équation sous une autre
forme, Soient p la distance des deux points m et m', et
fmm' la force, supposée allractive, que ces deux masses
exercent I'une sur l'autre (si la force est répulsive, fscra
négative). Nous aurons, pour les parties relatives aux
actions mutuelles : . -

1° pour le point m :

x—ux.

X(E Zﬁmm'.Tw;
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2° pour le point 7' :

a—uw

wv.

X'a = — fimm'.

par conséquent,

— A Y
X +Xw' —— frm' % px (x—x')’:—fmm’-(x 0 x)

On obtiendrait des résultats analogues pour les deux
autres axes; donc, 'action mutuelle des points i et %/
donne dans I'équation (4) le terme :

[

; (@ — &)+ (y —y) + (& — &)y =— [mmlp.

Il s’ensuit que, si nous ne désignons plus par X;, Y,, Z
que les composantes des forces extérieures seulement,
nous aurons ‘

2y 2
&nwﬁ=%g7%?l+2nmwfﬁnHLEOQM+YyﬁZﬂ%(@

i &tant la distance many.
Or, 'expression X, + Yy, -+ Z;z; peut étre mise sous
une autre forme. En effet, on a facilement ;
X+ XYY+ 25, = Par;cos (Pary),

et, par conséquent,

22 ,2
Ympl= % C—l% +Eman/f; v ¢ —EPr.cos (Py,r). (6)

196. Pour trouver la signification du terme
Eman/f;,{r ; imaginons que toutes les masses #; soient
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transportées en un méme point O de l'espace, etque dans
ce transport leurs actions mutuelles conservent des
valeurs consfantes, et égales 4 celles qui ont lieu effec-
tivement dans la situation réelle du systéme. Le terme
Tmangfi im0 représentera {le (ravail di avx aclions
mutuelles a la suite de cette transformation.

En effet, considérons deux points m et w0 (fig. 42);
le travail de la force fmm'

1
t

appliquée en (actio.n de m' o //
sur m?, lorsque son point d’ap- /" /0/ o
plication se déplace de mO, \ S
sera \~

a
—fmm . mn=— fmm', Omcosd Fig. 42.

= — fmm'r z w’—a;+_g£ y'—y_}_f F—3|
e rop rop )
x(@d —ax) +yly —y) a0 —2)

=——fmm’ ’
3

de méme, le travail de la force fmm' (action de m sur
m') appliguée en 7/, lorsque son point d’application se
déplace de 70, sera :
[mm'. min = fmm', Om’' cos s
. S £—a vy y— 2 27—z
= fmm'r F.——-Fi.y 12 !

0 e e

(@ — @)y ly —y) +3 (@ —3)
P

La somme des travaux de ces deux forces sera donc :

= fmm'

(&

@t O — P+ E—2
: e

[mm! = fmm'p.
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- D’autre part, si 'on observe que I'angle (P;,7) est le

supplément de 'angle que fait la direction de P, avec la
droite qui va dn point #, & I'origine

_ (fig. 43), on voit, facilement que le
terme :

— 2P cos (P, ),

represente le travail qui serait
developpé si toutes les masses m,
étaient transportées a l'origine; et
si, dans ce transport, les directions
des forces P, restant constantes, leurs intensités restaieni
aussi constantes.

Fig. 43,

197. REMARQUE. — Si le systéme n'est sollicité que
par des forces intérieures (actions mutuelles), nous
aurons : ) |

1 d*Emrf
Imp? =§__dL+ Zmmngfi ori -

198. 1l est facile de sassurer que le théoréme de
M. Villarceau subsiste lorsque Uorigine des coordonnées
coincide avec le centre de gracilé’ du sysiéme, les axes
conservant une direction consiante.

Nous allons d’abord démontrer que 'équation (5) s’ap-
plique au mouvement du cenlre de gravité.

A cet effet, multiplions les équations (1), respective-
ment par les coordonnées du centre de gravité que nous
désignerons par A, B, C, et ajoutons; il vient :

de' d*z,
e O

2 .
Azm%;f-' +DBEm i _ AYX,+BEY,+CEZ,

Or, a cause des relations (I, n° 323) :
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MA = Y¥mux;,
MB = Zmy,,
MC = Emxz,,
'_,on ax

2 2,
M%A@%—B B—F(“dc

o = AXX, - BEY, + CYZ.

Mais, on trouve facilement :

ac d d(J
+Bdt"*02lt dt(*”JﬁL EC dt)

dA)2 (dB) (dC)
—ﬁ(a T\az) T\az
par suite, en désignant par V la vitesse du centre de
gravité et par », sa distance a lorigine : A

dt’

&B  _dC d ( dn) 18

c’“‘ t’4cdt’ a

On obtient done finalement, I’équaﬁon :

L d™Mr*

2__
MV?= 5 ap

— (AXX, + BXY, -+ CXZ), (7)

et I'on voit, par consequent, que l’equu,lzon (b) s ap})'lz'q‘ue
au mouvement du centre de graveté oi -toute la miasse
serail concenirée, el les forces transportées pawallelc—
ment ¢ elles-mémes.

11 faut observer ici que les composantes des actions
mutuelles disparaissent dans cette formule (7), comme
égales et de sens contraires deux a4 deux. Par consé-
quent, I’équation (7) ne renferme pas le terme

Eman,f; ,.‘,7'-' ,il .
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Cette équation (7) sera applicable aux questions astro-
nomiques ol I'on considére les mouvements des centres
de gravité des systémes.

199, Démontrons maintenant que I'équation (3) a
licu aussi dans le mouvement relatif du systéme par
rapport 4 son centre de gravité. A cet effet, désignons
par £;, n, & les coordonnées de s, par rapport a trois
axes paralléles aux premiers et passant par le centre de
gravité, par «, la vitesse de m, relative au centre de gra-
vité, par p, la distance de m, au centre de gravité; le
théoréme de Keenig (I1, n° 20%) nous donne :

Impd = MV? 4 Zmal.
D’ailleurs, on a aussi (I, n° 327) :
‘ Emal = Mr® + Zmpl.
Substituant dans 'équation (5), il vient :

_1d¥mp? | 1 aMry
T2  4dr 2 arf

— X(X& + Yo, + Z8) — (AZX, + BEY, + CZZ);

MV Zmul

+ Em.mi'/:', il

d’ou, en retranchant I'équation (7),

. . 1 dEmpf

Smult= 5 P — =t Xmmy/ i — B(X&A-YamHZL). (8)

Cette derniére formule est identique a (5), et l'on
voit par 14 que cette équation (5) convient non seulement
au cas de trois axes fixes dans 'espace, mais aussi au
cas d’axes mobiles de direction constante menés par le
centre de gravité.

Le théoréme de M. Villarceau a donc ce point de
commun avec le théoréme des aires et celui des forces
vives. .
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200. REMARQUE. — L'équation (7) qui se rapporte
au mouvement du centre de gravité peut étre mise sous
une forme trés utile dans la solution de certaines ques-
tions. En désignant par de« 'angle de deux rayons vec-
teurs consécutifs du centre de gravité, et par ds, 'arc
¢lémentaire décrit par le centre de gravité, on a :

ds?= dr.,’ + rida?,
par conséquent,

dr? da?
2 ___ - 9 .
V=S trige

L’équation (7) devient alors :

d’r, Ldat 1 d’Mr?
\ - — (! . 3\l . 7 .
+ Mr? F aF (AZX; + BEY, + CXZ)
Or,on a:
d(r?) - dr, a*(r?) _ar? ',
g~ har Tap C rap T

Par suite, I'équation précédente nous donne :

N d d d&'r
— M dr M2 (AXX,+-BEY,-CEZ),
ou bien :
da &
Mr = — M, d;" (AXX, + BEY, + CEZ).

Or, si Uon désigne par R, la résultante des forces
extérieures supposées transportées au centre de gra-
vité, ona :

AZX; + BXYY, + CEZ;, = Ry cos(R,, ),
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et il vient alors : -

d P
Mr, oo M2

e o — Rycos(R;, ).

201. Appliquons le théordme de M. Villarceau d
une masse gazeuse en équilibre apparent.
Remarquons que le dernier terme de I'équation (6)
dépend des forces extéricures, telles que la pesanteur,
et des pressions exercées par I'enveloppe qui contient la
masse gazeuse. Si l'on néglige, comme d’ordinaire,
Iaction de la pesanteur, la pression estla méme sur les
divers ¢léments dw d’égale étendue qui limitent la masse
considérée (n° 4), et elle est normale 4 ces divers él¢-
ments (n° 3).
Cela pos¢, désignons par @ la pression par unité de
‘ o surface, et supposons I'origine Oplacée
! a l'intérieur de la masse (fig. 44). Soit
N la direction de la partie intéricure
(/) de la normale & I'élément dw. Nous
aurons évidemment :

Preos(P,r)=adw. rcos(a, )
Fig. 4. =—uzdw.rcos(N, ),
-et, par conséquent,
IP;, rcos(Py, 1) = — m/‘rcos (N, r)duw,
Iintégrale étant étendue & la surface enticre.
Or, 1 rcos (N, 7)dw est le volume du cdne ayant pour

sommet Porigine 0, et dont la base est dw, 1a hauteur de
“ce cdne étant rcos(N,r). Si donc on dealrrne par V le
volume total de la masse gazeuse, on a :

EP,r.cos (P, r) = — 3=V,
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et I'équation (6) nous donne alors la suivante :

d2)3m rk

2’"‘”"2=é L Emandf vy g+ 3aV

Cette derni¢re formule est utile dans la thermodyna-
mique ",

Si on suppose que la température du gaz est la
méme dans toutes ses parties, la densité du gaz sera
constante dans toute I'étendue de sa masse. Il en résulte
qu'une portion irés petite du volume total renfermera
toujours la méme masse de gaz, de sorte que la quantite
Im? pourra étre considérée comme sensiblement con-
stante. Si I'on admet, en outre, que les actions mutuelles
sont nulles ou insensibles pour les gaz parfaits, la for-
mule précédente nous donnera

Em‘-v‘-z = 3@V,

formule qui montre la relation qui existe entre la pres-
sion et le mouvement des molécules gazeuses.

‘M. Villarceau a donné d’autres applications de son
théoréme 2,

202. Le¢ théoréme de M. Villarceau nous donne
immeédiatement un autre théordme di a M. Clausius et
relatif & une quantité a laquelle cc dernier a donné le
nom de vireel °. :

Le théoréme de M. Clausius se rapporte 4 un mouwve-
ment stationnaire, cest-a-dire & un mouvement tel que
les positions et les vitesses des différents points ne

1. ResaL. Traité de méeanique générale, 11, pages 351 et 3538.

2. Comptes rendus de lAcadérme des sciences, 29 Ju111et et
12 aout 1872.

3. Comptes rendus de l’Academle des sciences, 20:juin 1810
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changent pas tonjours dans un méme sens, mais restent,
comprises dans de certaines limites. Le mouvement dy
systémg solaire, par exemple, est un mouvement station-
naire.

Proposons-nous de déterminer la force vive moyenne
du systéme pour un intervalle de temps compris enire
deux époques ¢, et .

En intégrant I'équation (4) entre les limites 4, et ¢, il
vient :

Z/‘mv’dt‘zZ/‘dZ Z:ﬂz)

t
_Z. / (Xt Yoyt Ziz)dt
L,

et, en divisant les deux membres par ¢t — t,,,

t—tZ/‘W"dt_ t—t Z; (7;&;74‘2))0%

— X o . (
= Yo+ Za)at; (9)

d(m.r, )) la valeur de M

nous avons désigné pe (
£ne par at 7, d¢

pour t=#¢,.
Les expressions :

[
i—i, Zf mptdt, t—iTZ tf (X + Yy, + Zz)dt
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représentent les valeurs moyennes de

Zm,v,?, et de Z(X,w,-—{— Y.y -+ Z.2).

M. Clausius désigne ces valeurs moyennes par les nota-
tions :

Zm, Z( X, + Yy + Zz).

Or. pour un mouvement périodique, le premier terme
du second membre de I'équation (9) devient nul 4 la fin

de chaque période, puisque Kn;':'—)reprend sa valeur

2
initale (d(%l) 4 la fin de chaque période. Si le mou-

vement n'est pas réguliérement périodique, ce terme ne
devient pas réguliérement nul; mais, comme il le devient
de temps en temps, et que dailleurs il est affecté du
. 1 18 .

coefficient T il est négligeable lorsque t— ¢, est trés
grand.

En supprimant ce terme, et adoptant la notation de
M. Clausius, on peut écrire I'équation (9) sous la forme
suivante :

% Zm,v,-" = — —; Z(X,w,- + Yy + Zz). (10)

M. Clausius a donné & la quantité qui figure dans le
second membre, ¢’est-a-dire 4 I'expression :

1
— QZ(X'W' + Y.y + Zizi))
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le nom de verdel du systéme de points. La formule (10)
exprime alors le théoréme suivant :

ToEoREME DE M. Crausius. — La dewmt force vive
moyenne du Systéme est égale @ son virel.

203. REMARQUE. — Dans T'équation (4) les letires
X;, Y, Z;, ne désignent pas seulement les composantes
des forees extérieures, mais les composantes de toules
les forces auxquelles les points sont soumis, Il en est
donc de méme des équations (9) et (10), et, par suite, les
actions mutuelles sont comprises dans le théoréme de
M. Clausius.

204. La démonstration que M. Clausius a donnde
de son theoreme est différente de celle que nous venons
de faire*.

MM. Lucas * ot Lemoyne ® ont déduit de ces deux
théorémces des propriétés intéressantes, pour lesquelles
nous renverrons le lecteur aux travaux originaux. Nous
allons cependant exposer quelques autres conséquences
que M. Gilbert ® a tirées du théoréme de M. Villarceau.

203. Dans le casd’un point matériel libre, le théoréme
de M. Y. Villarceau nous donne, en supposant m = 1,

1 ar?)
2— —_—,——
v=5—n Prcos(P, ). (11)

Or, M. Gilbert a mis cette équation sous une forme
trés utile pour la solution de certaing problémes®. En
effet, si 'on désigne par = l'angle décrit par le rayon

Comptes rendus, 20 juin 1870 et 21 octobre 1872,
Comptes rendus, 13 juillet 1874, p. 103.

Comptes rendus, 4 février 1878, p. 301.

Comptes rendus, 31 décembre 1877 et 7 janvier 1878,

Comptes rendus de L Académie des sciences, 31 décembre
1877 p. 1280. ;

S LR L
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vecteur 7, a partit d’une position ~dénnée, on & :
ds' = dr* 4 rdo,

et I'équation (11) devient, aprés quelques transforma-
tions analogues a celles que nous avons faites plus haut

(n° 200) : _.
% = r (f;; -+ Prcos(P,7), (12)
ou bien :
%};r‘z"‘t— + P, (13)

en désignant par P, la projection de la force P sur le
rayon 7. ‘

Cette formule est avantagcuse pour la solution des
problémes ol « est exprimé en fonction de {.

206. REMARQUE. — La formule (13) subsiste encore
lorsque le point est assujetti & se mouvoir sur une sur-
face dont la réaction N est normale au rayon vecteur 7,
par exemple, sur unc surface conique ayant son sommet
au point O, et n’exergant aucun frottement,. .

Dans ce cas, en effet, le terme N,, correspondant a
cette réaction, qui devrait étre introduit dans P,, sera
nul, ‘

207. ProOBLEME, — Trouver le mouvement d'un
point matériel pesant dans wn tube rectiligne qui décret
un cine droit autour de la verticale avec wune vitesse
angulaire constante v .

1. Voir II, n° 167.
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: Solent8l’angle constant ZOM du céne (fig. 45), aOm =1
Tangle du plan mobile ZOM
avec le planfixe Z0z, AOM =z
l'angle conique décrit par le
rayon OM.

On a évidemment :

Y= wf.

D’ailleurs, il est évident que
le secteur aOm est 1a projection
du secteur AOM sur le plan des
2y ; par conséquent,

aOm = AOM sin 6. (14)

Or, on a, en posant Om = 7' :

1 1
= = ") = - rsin’6.J,
aOm 5 7y > .

AOM==%Wm

par suite, la formule (14) nous donne :
' o« — Using — wising,
d’ol1 :
dz_ wsin§;
dt ’
d’autre part,
P, = gcosé,
ct, par conséquent, 'équation (13) nous donne :

%,; = 7w’ sin'f + gcos’,
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Cest 'équation que nous avons trouvée (II, n° 167),
et qui a pour intégrale :

i —wisin 8 08 4
rermtsme + Be tsin _},g,-cs?je,y

208. On peut encore déduire de I’équation de M. Vil-
Jarceau plusieurs conséquences remarquables,

Si le point matériel se meut sur une sphére ayant son
centre 4 l'origine, N élant la réaction normale de la
surface, prise positive vers I'extérieur, et négative vers
lintérieur, I'équation (11) donne, puisque 7 est con-
stant :

o' =— (P, + N)r. (15)

Cette expression de la force vive est intéressante en
ce qu'elle subsiste méme si I'on tient compte du frotte-
ment, de la résistance de l'air, etc. En effet, les termes
que ces forces introduiraient dans I'équation (11) sont
nuls, puisque, pour ces forces on a :

cos (P, r)=0.

Cette formule (15) nous apprend que la somme P, + N
est toujours négative; en particulier, si P==0,ona :

»t = — Nr,

d’ou ;

209. Si la force molrice P admet une fonclon de
force o(x, y, 2) homogéne et du degré k, nous aurons :
19
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Xda + Ydy + Zds = dy,

do d% o9
T hat L ho:
T Y Gy TR gy T
par suite,
i, d d
Par=Prcos(P,r)=Xzr +Yy+Zz :x£+ y% + zd—z:—k?.

L’équation (15) nous donne alors, méme en ayant
égard au frottement :

v'=— (Nr + kg).

Dailleurs, si le frottement est négligeable, on al'inté-
grale des forces vives :

v =20+ h;
d’oi1, en éliminant v’ entre les deux derniéres équations :

N (EE2etn

r

En particulier, si nous supposons le point matériel
soumis a l'action de la pesanteur seulement, I'axe des 2
étant dirigé dans le sens de la pesanteur, nous aurons
pour la fonction de force :

¢ = g7,
d’on :

k=1,
et, par conséquent, il vient :

h
N=_3_giy
r
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formule que nous avons trouv ée précédemment (II,
n° 111).

Obscrvons que I'éguation (15) aurait encore lieu,
lorsque le carré dela distance du point matériel a 'ori-
gine varic proportionnellement au temps au lieu d'étre
constant,

210. M. Gilbert est parvenu également' 4 déduire
du théoréme de M. Villarceau une formule curieuse, de
laguelle on tire plusieurs théorémes remarquables.

Désignons par &, », ¢ les coordonnées d'un point quel-
congue Q pris sur la droite poladre (axe du cercle oscu-
lateur) de la trajectoire au point M, et par p la distance
de ce point Q a Torigine.

Les équations du mouvement d'un point libre nous
donnent :

5 ar Ly Zg-*—? df—fx +nY +§Z =Ppcos (P, p).

Or, I'une des équations de la droite polaire est :
§—ax)dx + (n—y) dy + {—2) d’z = ds?
par conséquent, I'équation précédente nous donne :
o ,
532y

+y

d’z | dst
a g T gt gp T PReos(e)

ou bien, & cause de la relation a? 4 y? -| 27 =79,

d!,r.‘:’

~—-=2Pgcos(P,p). (16)
at i

Cette formule nous conduit, en particulier, 4 la con-

séquence suivante :

1. Comptes rendus, 7 janvicr 1878, p. 42.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



-~ 202 —

PROPRIETE. — Lorsque le carré de la distance d'un
point matériel libre a wn cenlre fixe varie proportion-
nellement au temps, la force molrice est, & chaque
instant, normale au plan mené par le centre fixe et la
droite polaire de la trajectoire.

En effet, dans cette hypothése, ona:

d’r?
a0

et, par suite,
cos(P,p) = 0.

La force P est donc perpendiculaire au rayon g, et
comme elle est d’ailleurs dans le plan osculateur au
point M, elle est perpendiculaire a la droite polaire; par
conséquent, elle est perpendiculaire au plan passant
par le point O et par la droite polaire.

REMARQUE. — La méme propriété a lieu lorque le
point libre déecrit une courbe sphérique, puisqu’alors on
a r = const.

211. Le théoréme de M. Villarceau permet encore
de trouver une formule remarquable duc & Jacobi.

En posant R = Zm 2, R étant ce que Yon appelle le
moment d'inertie polaire du systéme, I'équation de
M. Villarceau nous donne :

> moim gy S N iy i Y Pareos(vr).(17)

Or, en désignant par II(r, ', . . . .) I'énergie poten-
tielle du systeme (11, n° 06), c’est-a-dire lafonction dont
la différenticlle chungée de signe est égale a la somme
des travaux élémentaires des forces intérieures, on a :
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JL(ryr!, L. me /f, vdr; v

et I'équation (17) devient alors :

L S Yt

l)l

Cela posé, admettons que la fonction TI soit homogéne
et du degré k en r, 7, ..., et quil existe une fonction
des forces extérieures &, homogéne et du degré %' en
x, Y, &, &', ....; NOUS AUrONS :

1 &R
Zm‘v,-’=2 SRR,

En combinant cette équation avec lintégrale des
forces vives :

D it = — o1 24+ const.,

il vient :

1 &R
’g _(Z/T- = — (’i’/ + 2)H + (k’ + 2)4J + COHSE.

En particulier, s'il n'y a pas de forces extérieures, et
si k= — 2, c'est-a-dire si les points matériels s’attirent
ou se repoussent en raison inverse du cube de la dis-
tance, on a la formule de Jacobi ?

1. — 1 est intégrale de la somme des travaux élémentaires
des forces intérieures, | 'intégrale de la somme des travaux élé-
mentaires des forces extérieures.

2. Vorlesungen uber Dynamik, Berlin, 1866, p. 27.
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1 d’R
5 ap const. = A';

on en tire :

R= A h't+ 2",

formule de laquelle on conclut le théoréme suivant :

THEOREME. — Dans un systéme de points matériels
qut s'attirent ou se repoussent en raison inverse du cube
de la distance, le moment d’inertie polaive R dusysiéme,
par rapport & une origine fixe, est une fonction du
second degré du temps.

21 2. Les théorémes que nous venons de démontrer
sont compris dans un théoréme plus général da a
M. Lipschitz ?,

Soient @, ¥,, 3; les coordonnées d’'un point mobile #,,
et a;, b;, ¢;les coordonnées d'un point fixe, l'indice ¢ pou-
vant prendre toutes les valeurs 1, 2, . . . ». Supposons,
en outre, que le point =, soit soumis a Paction d’'une
force motrice dont les composantes sont X,, Y;, Z;, et
que les points du systéme soient assujeitis a des liaisons
exprimées par les équations :

LI:()’ LZZO,... Lm-”=0,

L;, L,, . . . Ly, étant des fonctions homogénes des diffé-
rences :

& — , Yi— by, 35— e

Les équations du mouvement du point e, sont, en

1. Journal de Crelle, 1. 66,
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désignant par 2, 4,, . . . 4x, des multiplicateurs indé-
terminés :

dw dl,, 0L
— =1 Domy
Mg T i A A
dzy[ dL, dLm
i =Y - A — LAy, ,
(e Y, ¥ + + 2~ 9, (18)
dz ()L] dLm
; = Ay — A
O SR

Posons :
2G =Zm{(x, —a) + (y:— by + (2— Cf)ql
et représentons la force vive totale du systéme par :
da,\? (d’yi)g 'dz,.)ﬂ
2T == D m;\ == —— — 19
21 Zm'%(dt)+ dat +(dt 2 (19)
Nous aurons :

@- = m{(m,-—a,-)

dw; dy; ( dz, }
dt

E—-F(Z’/i‘* b) E{+ ¢) T

azy. a’z;
/———ZW [(1’1 CE) dta ( i‘— )dﬁ >l ('zi——c") W]

+ 2 () + () + @)

et, parsuite, en ayant égard aux équations (18) et (19) :
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arc

T Z[X,-(m,- —a) + Y (yi—b) + Z, (z— ¢))

0L, 0L, %{I
+ A Z[(m.‘——at —d?l:'—, + (y.—— b,) —a—yl -+ (z‘. _ C,-) P

L, 0L, dL,
-+ AEZ[(-’IZ‘_Q:‘) a_m + (y:—b) ‘a_y" + (z:— ¢:) —()Z}

0L, oL, 0Ly
+ ;\mZ[(wi—‘ai) 0z, + (y:— b) 'a?‘ + (20— ) &"J

+ 2T.

Or, L, étant une fonction homogéne du degré g,, on
a:

0L, aLl dL.
Zl:(x._ a,.) T(I/‘,—k_ (yi'— b.) "5@;"‘1(‘ (Z‘-—— C,-) —az]=/l-| L1=0,

puisque les coordonnées des différents points du systéme
vérifient identiquement 1'équation L, =0.

On verrait de méme que tous les coefficients des 2
sont nuls, et il vient alors :

_‘STG; —oT :Z[(w,—— a) X+ (yi— b)Y+ (z— c,-)Z‘-] +(20)

équation qui est indépendante des fonctions L, L,, .
L.

213. En particulier, sil existe une fonction de force
U, il vient:
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a*G du U 0U
2 9T = L) — (11— D) — 47— — .
Cette équation est celle que M. Lipschitz a donnée
dans son mémoire.
214. Si tous les points fixes se confondent avec
Porigine des coordonnées, on a :

a;:O, b"ZO, C,‘=0,

et I'équation (20) nous donne la suivante :

%Qg_ — 2T == (Xee, + Yy + Zz). (22)

Or, dans cc cas, ona:

2G = Zmi (-’U.', + v -+ z;‘g) =Z mr? s

par suite, on peut remplacer I'équation (22) par la sui-
vante :

1d%mar?
é T— Zmﬂjig :Z(X,x,‘ + Y,- y‘- + Z,-Z‘-). (23)

Cest la formule de M. Yvon Villarceau généralisée
(n° 194).

1’équation (20) a licu méme en supposant quil y ait
des équations de condition, puisqu’elle est indépendante
de Ly, Ly, . . . L,. Il enrésulte donc que I'équation (23)
a licu, méme dans le cas ou les liaisons L;, L, . . . L,
existent; par conséquent, I'équation (22) qui contient
celle de M. Villarceau est plus générale.
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215. Si, outre les hypothéses précédentes, on sup-
pose quil existe une fonction de force homogéne du
degré k, il vient :

U U . 9U
Z(w,- e s, +z.-a—z:)—kU,

et I'équation (22) nous donne la suivante :
1 d*Zm,r? )
2 T* ZWL‘Q}I—E = kU. (Z‘l)

Si nous appliquons le principe des forces vives, qui

est applicable puisqu'il existe une fonction de force, on
a:

2T = Emp,* = 20 + A,
et, par suite, I'équation (24) nous donne :

1 dZmar 2
SE Y - oK,
5~ ap (F +2)U-+ A (25)
Cest la formule de Jacobi L.

216. Silon multiplie les deux membres de I'équa-

tion (20) par dt, et si 'on intégre entre les limites ¢, et £,
il vient :

(%) Edet—Z/[ (#s— @)X, + (y:— b)Y,

+ (z,._c,.)z,.]dt. (26)

1. Vorlesungen @ber Dynamik, p. 22.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



— 299 —
Dans le cas ou il existe une fonction de force, on a :

oU ou ou
Xi—'a_x:l Yi%—’ Zi_“bz,

d'ailleurs, I'équation des forces vives nous donne :
2T =2U + A,
ou bien :
T—T,=0U—T0,. (27)
Si, de plus, la fonction de force U est une fonction

homogene du degré k des différences z; — a,, y; — b,
Zi— ¢, 0ona;:

— oU oU oU .
Z[(mi_at) a_x—‘ + (?/n— ba) 'g?z' + (Zl- — C,-) ()Z] = kU ,

et I'équation (26) nous donne la suivante :

(%S’-) —2 [‘1at= [wvar, (28)
t, 1

ou bien, en remplagant U par sa valeur tirée de (27) :

t 3 ¢ t
dG) S :
(—(ﬁ —2fTat—# [ Tat — & [ (1,— .,
t, t, E,
ou enfin :

t t
ac :
(E)t — e+ 2)%/ Tdt— & (T, — U, (t — ). (29)
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,217. En particulier, si les points fixes coincident
avec lorigine, I'équation (26) nous donne :

t ¢ t
<§> — 2/ Tdt = f Z(X,w.- ¥ Yy, 4 Zz)dt, (30)
Lt £,

formule de laquelle on déduit facilement le théoréme du
viriel de M. Clausius.
218. Enfin, si l'on suppose que la fonction de force

homogéne soit du degré — 1, la formule (28) nous
donne :
t t ¢
dG)
<"d7 —2 frar=— fua,
t, i t,
ou bien :

t ot
dG
(—d—t) ~ [(er— v,
tﬂ tﬂ

et, en ayant égard a I'intégrale des forces vives :

¢ t
aG .
(%) — (U + nat.
ta ta
REMARQUE. — La formule (30) est plus générale que

celle de M. Clausius. En effet, il est évident que cette
équation a lieu, comme I'équation (23), méme lorsqu’il
existe des équations de condition.

219. Lorsque le systéme n'est sollicité que par des
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forces attractives ou répulsives (action mutuelles) le
mouvement du centre de gravité est rectiligne et uni-
forme. On a alors (II, n° 499) :

A=ct+e¢, B=ct+cy, C=c"t+¢",.

Diailleurs, I'équation (I, n° 326) :

Sonans . 2
Zmﬂ“,-’ — Mt T ,
M
ou bien ;
2 2 2 9 Tmper;
Zm,-r,- = M(A* 4 B* 4+ C%) + L

nous donne dans ce cas :

Qi =M [(Ct+cn)!+(0't+c',)’+(c"t+c,’.’)*]

Emlmi”r‘f y l',2
M

-+

Par suite, on a :

A Emard

ATy o
ag

2M(c? + ¢? + ") 4-
Mdi?

et, si I'on pose :
h—M(c*4-c? -} ™y =H',

I'équation (2b) devient alors :
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? 2
T o 4a)U 20,
Mdat?

Cette derniére formule qui a été donnée par Jacobi !
se distingue de la formule (25) en ce qu'elle ne contient
que des guantités 7y { qui ne changent pas avec lori-
gine.

Dailleurs, si 'on a égard & la formule (I, n° 327) :

MXEm,e} = Zmnany 3 2,
la formule précédente nous donne :

Dnplt
T — b+ 4T + 20,

p; désignant les rayons vecteurs menés du centre de gra-
vité aux différents points du systéme.

220. Cette formule, appliquée au systéme solaire,
nous conduit & une propriété remarquable. En effet,
pour ce systeme, les actions mutuelles eétant en raison
inverse du carré de la distance, ona k =— 1, ¢t en
posant, pour abréger :

Emiﬁf =R,
il vient :
d’R ,
i 2U--2h.

1l est d’abord facile de s’assurer que la constante A'

[. Vorlesungen iber Dynamik, p. 23.
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doit 8tre négative. si le systéme est stable. En effet, en
admettant que, dans le systéme solaire, il n’existe que
des forces attractives, il s’ensuit que la fonction de force
U est essentiellement positive.

Cela posé, si nous intégrons entre les limites 0 et £, il
vient :

dr -
R T- '
o Rl / (2U + 2k)dt,

d
R/, étant la valeur de (—;— pour £ = 0.

Désignons par « la plus petite valcur de U entre 0 et ¢,
1ous aurons :

dR
N _9OpNVE:
dt Ru>(2a—{ 2L)t,

d’ou1, en intégrant de nouveau entre 0 ct £, et désignant
par R, la valeur de R pour ¢ =0,

R — R, — Rt > (« -+ )3,
ou hien :

R >R, + Rt + (« + h)E

Or, si A' était positif, il en serait de méme de 4 2’
(car « cst essentiellement positif, puisque la fonction U
est positive); par suite, R croftrait indéfiniment avec ¢,
et comme R —=ZEm;p?, il devrait y avoir certaines valeurs
de p, qui deviendraient infinies : il y aurait donc dans le
systéme, des points qui s'éloigneraient indéfiniment du
centre de gravité, et le systéme ne serait pas stable. Il
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en résulte donc que A' doit étre négalif, et méne, « 4 A
doit étre négatif.

Mais lawaleur numérigue de 2' ne peut pas étre plus
grande que la plus grande valeur de U entre 0 et ¢; en
d’autres termes, 'expression U + A' n’est pas constam-
ment négative.

Soit &' la valeur maximum de U, et 2’ négatif = — &";
nous aurons :

2
C—i—_fj =2(U—Hr)<2(a—A");
at’
d’ol :

dR . , -
dt— R0< Z(d — h )t-

Mais, si 2" > a' en valeur absolue, on a :
a — h”==—,6:—(h”—— ae'),

et 5 sera la plus petite valeur numérique de U -+ %' entre
les limites 0 et ¢, puisqu’au maximum < correspond le
minimum A" — «'. On a donc :

iR _
E‘. —'Ra < '—2/3t,

d’ol ;
R <R, + R, — 5t
Il résulte de cette formule que, lorsque ¢ augmente
indéfiniment, R s’approcherait de I'infini négatif, ce qui

est absurde, puisque R = ¥m 2 est une somme de quan-
tités positives. Ainsi donc, « + &' doit étre négatif; en
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oufre, U -}- A' n'est pas constamment négatif, Par con-
séquent, U 4- 4' est tantdt positif, et tantdt négatif; de
plus, #' est négatif. Il résulte de 14 que U -2 doit osciller
continuellement autour de zéro, c'cst-a-dire que U Joit
osciller autour de — A'. 1l s’ensuitl que 2U -+ &' oscille
autour de 17; d’ailleurs, puisque A est négatif, 20 - A’
est plus petit que 20. Mais, 2U + 7' est la force vive
relative du systéme autour du cenlre de gravite .

Nous aurons donc le théoréme suivant :

THEOREME., — Dans un systéme libre sollicité par des
actions wmuluelles susvant la raison imcerse du carré de
la distance, la force vive du systéme autour du centre de
gravité est tantit plus grande, tantot plus petite que la

1. En effet, si dans l'intégrale des forces vives :

S [ (4 + (G =

on remplace . ¥:, 2; par g -+ A, rs - B, ¢ |- C, il vient :

S (5 () (|
(4 ()

tclA dB dC
de’ di’ odi

d’ol, en remplacan ——, par leurs valeurs ¢, ¢, ¢, et

posant :
h—M (c® 4 ¢2 4 ") — &,
on obtient pour la force vive relative au centre de gravité :

ZW [(%\;)2 | (%’Z‘-)z_}_ (%‘L-)2 —2U -} A

20
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fonction de force, mais elle est towjours plus petite que
deux fois cette fonction de force.

Il résulte de 1a que pour que le systéme soit siable, il
faut que la force vive initiale autour du centre de gra-
vité, soit plus petite que le double de la fonction de force
4 Torigine du mouvement.

Théoréme des ajires.

221. Nous avons vu (II, n° 191) que, si les forces
X, Y, Z sont telles que I'on ait:

Z(Zy —Yz2)=0, Z(Xz— Zx)=0, Z(Yx—Xy)=O,

on a les équations :

S %)
Tar Ya) T

Ce sont troés intégrales premiéres du probléme. On
les appelle les intégrales des aires.

222. Nous observerons ici que, ou hien les trois inté-
grales des aires existent, ou bien une seule; en d’autres
termes, la troisiéme intégrale des aires est une consé-
quence des deux autres .

1. Intdgration des équations de la mdcanique, Lidge, Desoer,
1889, p. 201.
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223. PROPRIETE. — Lorsque les trois intégrales des
aires existent, on peut toyjours faire en sorte que deux
des constanles ¢, ¢, " soient dgales d zéro.

Rappelons d’abord que ces constantes sont, pour
chaque probléme, déterminées par les équations de con-
dition. Or, on peut toujours prendre les axes coordonnés
de telle maniére que deux de ces constantes soient nulles,
La démonstration de cette propriété repose sur un théo-
réme que nous allons d’abord établir.

Désignons par &, », ¢ les coordonnées du point #2 par
rapport & un nouveau systéme d’axes coordonnés de
méme origine O que les premiers. Nous aurons les for-
mules de transformation suivantes ;

i =ax + Ly + v2,
y=2dadx+ Yy + vz,
C=a'w -+ 'y + oz,

avee les conditions :

By — B —a,  Yal—pld' =g, -G =,
By - By =d, Ya—pa'=F, d6—af =9,

By — By =a', yd —ya=4p", af —as=0"
On a alors :

ag dy , a2 )

. A L . 2w 0 Y
e S CE Rl H”z)("‘ gt gt

) dx dy dz
_ " 1 1" o e v P
(e'z 46"y +v z)(a' ST T dt)’
ou bien, en effectuant les calculs, et ayant égard aux
conditions précédentes :

ag . ds gf_z_
"ar—?az—“@dt

——

dy de  dz
—= ) i)

dy @)
+7(11/"—6_1!7‘3/ atl’
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Par conséquent :

S (oo

On en conclut le théoréme suivant :

THEOREME. — 8¢ les intégrales des adres ont liew dans
un systéme de coordonnédes, elles auront liew pour un
autre systéme quelcongque de miéme origine.

221, REMARQUE. — Il esi facile de voir que, si l'on

pose :
c'a + €6 4 cy = ¢/,
c'a -8+ ' =¢,
¢+ el ey =i,
il vient :

CIH? + C‘IE + Cl’ —_ C'IQ + c'i _+_ CE.

Par conséquent, on a, en général :

(- Z%)%sz@(;zﬁ?-w%?)?
—}—3277@(05@ de. % iZm(y g —Za—t 22
(e Y (e )

On conclut de 14 que la fonction :
dz dzy
327" N Z" Zm( at “dt)f
w 2
+me —y)
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a une valeur indépendante de la position des axes coor-
donnés, pourvu qu'ils soient rectangulaires ',

22%. On peut encore donner une autre forme a la
constante ¢’z + ¢'3 + cy. En désignant par [, m, n les
angles que laxe Of fait avec les axes Oz, Oy, 0z, ona:

a=CcoSl, [ =cCosw, v==CO0Sn.

Si I'on pose, en outre,

c” - :1
——————————=—_(08SA, T ——————=C08pK
VErorker oV aroten .

[
==C0Sv,

il vient :
¢acp ey =1+ ¢+ (cos Lcos A 4 cosm cos m
+ cos ncos v);
mais, puisque 'on a ;
Cos*A - cos*u + costu =1,

il s'ensuit que l'on peut considérer A, x, v comme les
angles qu'une droite L fait avec les axes Ox, Oy, Oz. En
désignant par V 'angle de cette droite L avec 'axe OF,
on a :

COS £ COS A 4 COS 72 COS w + COS N COSu =cCcos V;
d'ou :

c'atc64cy=1"ct+ ¢*+ ¢ cos V.

'

1. LAGRANGE. Mécanique analytique.
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La constante des aires dans le plan des ¢ est donc

égale au produit de ¢+ ¢+ ¢" par le cosinus de
Tangle que fait la droite L avee 'axe des £ On aura
des résultats analogues pour les deux autres plans, en
désignant par V' et V"les angles de la droite L avec les
axes des » et des €.

Cela posé, si l'on fait coincider I'axe des & avec la
droite L, on aura :

V=0, V' =90, V'"=090"
d’ot :
cosV=1, cosV'=0, cosV'=0.

Par conséquent, les constantes des aires dans les
plans & et ¢& sont nulles, et 1a constante du plan des ¢
est l/c*+c’2+ ¢", cest-id-dire qu'elle est égale & la
valeur maximum que cette constante des aires peut
avoir.

Le plan des »¢ ainsi déterminé a regu de Laplace le
nom de plan énvariable.

226. Si maintenant nous employons pour les nou-
velles coordonnées les notations @, ¥, z, nous aurons :

Z (ydj )_E
> —ag)=0.
> (e —v)=0.

en posant :

= VET O,

et le plan des yz est le plan invariable.
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227. Cus particulier. — Dans le cas particulier de
deux corps, lorsque les théoremes des aires auront lieu,
on peut en donner une interprétation géométrique inte-
ressante.

On a, en effet, les trois équations suivantes :

m,(z,%—az 0—%) -+ mi(z dﬁ—x gz_,\) = (),

dt Ydt 7 e
dJ, d.oc, dJ, dosy
m (@ =y )+ ml @il —u ) = 0.
Des deux dernicres on tire :
do, _ , da p de i3
e TP Tar Bar T "a W
dy, dz, dy, da,

Togr TYTgr Prgr — YiTgr

Or, ceite proportion a une signification géométrique
trés simple.

Te

T

Fig. 46.
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Imaginons en 7, (fig. 46) une tangente T, & la courbe
décrite par ce point; par cette tangente et l'origine des
coordonneées un plan E;, et menons par l'origine la nor-
male N, a ce plan. Soient p,, ¢1, 74, les cosinus direc-
teurs de N;; 'équation du plan E, étant :

x4 qy + rz=0,
il vient, puisque ce plan passe par le point ne, :
Pt Q-+ 1mz, =0

D’autre part, la droite N, étant perpendiculaire & la
tangente au point m,, ona:

vdx, + q.dy, + rdz = 0.
De ces deux équations on tire :
P Qi =y,dz,— 2dy, . 2dx, — x,dz, - 2,0y, — ydx,.

Si nous opérons de la méme maniére pour le point m,,
et si nous menons la tangente T, le plan E, et la nor-
male N, (p,, ga, #3), NOUS AUTONS

Dot Gt Ta=Ya(% — 2,dY5 : 2,4 — X325 1 B,AY s — Yo 0.
Il en résulte que I'équation (1) nous donne :

$_ 9 @)

AT &

Or, il est facile de trouver la signification géomé-
trique de cctte derniére équation, En effet, les équations
de N, et N, étant ;

z_y¥_Z*
oo
rz_y¥y_*
D Gy TY
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les projections de-ces droites sur le plan des ¥z ont pour

équations :
y_=2
G 7’
G\ 1 (3)
¥y_2*
Qs 7o

Mais, de la relation (2) il résulte que les équations (3)
sont identiques, et, par suite, les deux droites N, et Ny
ont la méme projection sur le plan des yz. 1l s’ensuit que
ces deux droites N, et N, sont dans un méme plan per-
pendiculaire au plan des yz. Mais, comme N, et N, passent
par Porigine, le plan de N, et N, passera par 'axe des x.

11 en résulte encore que les plans K, et E, couperont
le plan des yz suiwant une seule et méme droite. En
effet, soicnt I, et I, les deux intersections de ces plans
avee le plan des ya.

La droite I, étant dans le plan E, est perpendiculaire
4 N,; étant dans le plan des yz, clle est perpendiculaire
a Oz : clle est done perpendiculaire au plan N, N,a.

De méme, la droite I, étant dans le plan E, et dans le
plan des yz, est perpendiculaire & N, et & Ox : elle est
donc perpendiculaire au plan NyNy». Par conséquent,
ces deux droites coincident, et nous aurcns le théoréme
suivant, qui est dd 4 Poinsot :

THEOREME. — Supposons que l'on méne en m, et m, les
tangentes aux trajectoires de ces deux points; puis, par
ces lungentes el le centre de gravité du systéme (origine
des coordonnées) on mene des plans. Ces deux plans cou-
peront le plan invariable (plan des yz) suivant une sewle
et méme drodte .

1. Jacoel, Vorlesungen @ber Dynamik, p. 36.
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Ce cas particulier se présentera, par exemple, lorsque
les deux corps sont atiirés par un centre fixe, et s'attirent
mutuellement.

228. REMARQUE. — On peut encore énoncer ce théo-
réme d'une autre maniére. En effet, le plan de P'orbite
del'un des corps, a chaque instant, est le plan E, passant
par le centre fixe et par la tangente T, a4 la courbe
décrite par ce corps.

Le démonstration qui préceéde nous donne la propriété

suivante :

Prorrifitii. — L’éntersection des plans mobiles des
deux orbiles de ces corps se meut dans le plan tnvaria-
ble'.

229. Comme nous 'avons vu, si I'on considére un
systéme de points matériels soumis & leurs actions
mutuelles, les trois intégrales des aires existent. Mais,
si, aux actions mutuelles, se joignent des attractions
vers des cenires fives, ces théorémes cessent d’avoir
lieu, excepté quand les centres fixes sont en ligne droite.
Dans ce cas, le théoréme des aires a lieu pour un plan
perpendiculaire a la droite qui contient ces centres fixes.

En effet, si nous supposons gque ces centres fixes
soient sur laxe des x, par exemple, la somme des
momentis des forces correspondantes par rapport & cet
axe est nulle, et, par conséquent (II, n° 187),ona:

dy)_ ,
Sulvg—sg) ¢

Il en résulte que le théoréme des aires a lieu pour un
plan perpendiculaire 4 I'axe des #, c’est-a-dire a la droite
qui contient les centres fixes.

1. MaTHIEU. Dynamique analytigue, p. 29.
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Dailleurs, comme dans <e cas, il existe une fonction
de force, puisqu’il 'y a que des aclions mutuelles ef des
attractions vers des centres fixes, I'intégrale des forces
vives existe (II, n° 201). Il sensuit que nous aurons
alors deux intégrales du problénce : I'intégrale des forces
vives et une intégrale des aires.

S'il y a plusieurs centres fixes, non en ligne droite, il
'y aura plus quune intégrale : celle des forces vives.

Enfin, si 'on suppose que les centres ne sont pas fixes,
mais quils aient un mouvement propre indépendant des
autres points du systéme, de sorte que ce mouvement
soit une fonction donnée du temps, lintégrale des forces
vives cesse également d’avoir lieu (I, n° 201).

230. 1l peut cependant arriver que, dans certains
cas, on puisse encore exprimer les forces qui agissent
sur les points du systéme, par les dérivées partielles
d'une fonction U; mais, cette fonction, outre les coor-
données des différents points, renfermera encore expli-
citement le temps. Dans ce cas, I'expression :

, ~(9U d 0Udy 0Udz
DX G v+ g) = DG+ Gy i )

. . du
ne sera plus égale a PTL

En effet, on a alors :

dU_ U N (dUdz  0Udy agdi)
W—ac‘Z(a—wm+@ at T oz ar )

Ceci établi, reprenons l'équation différentielle des
forces vives (II, n° 197) ':

1. Cette équation n’exige que la condition que les équations des
liaisons ne renferment pas explicitement le temps.
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Tz dw ﬂ/@Jr l*“h)
ZM(W dt T ag at ™ de dt

aUu d JdUu d dU dz®
—Z( 0z df Oy d32+a7m)'

cette équation qui est intégrable lorsque U ne renferme
pas explicitement le tunps, et que, par suite, le second

membre est égal (1 dt , he le sera plus dans le cas actuel,
. . AU oU
puisque le second membre est égal a L gp €0 nous

aurons I'équation non intégrable :

dxde oy dy &z dz diy  dU
Z (W dt ™ de dt T de dt) dt~ at’
laquelle remplacera I'équation différentielle des forces
vives.

231. Si nous supposons, en particulier, que la fonc-
tion de force puisse étre décomposée en une somme de
deux fonctions U et V, telles que V renferme explicite-
ment le temps, et que U ne le renferme pas, nous pour-
rous remplacer :

au ~au  av t‘ﬂ W
gt Vg g ¢ gp

et, par conséquent, il vient :

Z (d?wdw Pydy  dz dz) du dav o9V

gt Tarat Taear) e Yar o W

Cette équation qui remplace I'équation différenticlle

des forces vives, ne fournit pas d'intégrale du probléme
b te] L

A% I .
a cause du terme e D’autre part, le principe des aires
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n'a pas lieu non plus, puisque les centres ne sont pas
fixes et en ligne droite. Donc, il n’y a aucun principe qui
donne séparément une intégrale du probléme.

232. Cependant, Jacobi a remarqué ' qu’il existe un
cas ou l'on peut trouver une nidgrale combinde des
forces vives et des aires. Cette intégrale remplacera le
principe des forces vives et le principe des aires qui ne
sont pas applicables séparément. Ce cas se présente
lorsque les centres mobiles se meuvent sur des cercles
avec une méme vitesse angulaire autour d'un seul et
méme axe, de maniére que I'on ait pour les coordonnées
(@, b, ¢) d'un de ces centres :

a = const., & = Gcosnt, ¢ = (sinnd,

n ayant la méme valeur pour tous les centres, et 'axe
des z étant I'axe commun de la rotation.

23:3. Cherchons ce que devient, dans ce cas, I'équa-
tion différentielle du principe des aircs.

Suppaosons done un systeme de points matériels, sou-
mis a leurs actions mutuelles, ces points étant attirés
vers des centres mobiles, assujettis aux conditions que
nous venons d’indiquer.

La fonction de force, qui renferme explicitement le
temps, se composera de deux espéces de termes : la pre-
mieére espéce provient des actions mutuelles des diffé-
rents points, et comprend des termes de la forme 2,

mm'
Vie—a)+ y—yF + G—2)"

si l'on remplace les coordonnées rectangulaires y, z, dans

1. Vorlesungen iber Dynamik, p. 40. — Report of the British
association for the advancement of sciences, 1857, p. 15.
2. En supposant 'atiraction suivant la loi de Newton,
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le plan des yz, par des coordonnées polaires, ¢n posant :

Yy = 7 COS v,
Z2=rsinv,

ces termes sont de la forme :
mm/'
V(e —a)p+ 7+ r't—2rr cos (0 — 17'). (5)

La seconde espéce de termes provient de I'attiraction
descentres mobiles, et comprend des termes de la forme:

mu
Vo —a) +y—bF+(z—ocp

et, en remplacant les coordonnées rectangulaires par les
coordonnées polaires, et posant :

b=pBcosnt, c¢=_}psinnt,
ces termes sont de la forme :
mu
2 p. 2 2 ) (6)
V (x — a)® + r2 |- f2— 215 cos (v — nt)

Nous désignerons la premiére espece de termes par U,
et la seconde espéce par V; alors la fonction de force
sera une somme U + V de deux fonctions U et V, telles
que V renferme explicitement le temps, et U ne le ren-
ferme pas.

L’équation de Lagrange nous donne alors, en rempla-
¢ant, dans le cas actuel, U parU + V:

Zm(dt‘ dzz +% )
_Z(*a +_5J+4~a )

+Z(ava +a . +(;V )
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Or, puisque V renferme explicitement le temps, tandis
que U ne le renferme pas, on a :

oV V.GV av
_9v W oot oy + V5
v 0t5t+2(dw(m+dy Yz z)’

U, U,  oU
T _ _— — ——
v Z(ax A Rl P M)’

et I'équation de Lagrange nous donne :

e T
Zm(d—ma +dJJJ+dza‘\ (SU+JV—%H (7)

Cela posé, supposons que l'on fasse varier tous les
angles v d’'une méme quantité o, et, en méme temps, ¢
de la n°® partie de cette méme quantité, en posant, pour
les variations virtuelles :

v = nat.

Il résultera de ce choix que les fonctions U ct V reste-
ronf invariables, et, par suite, on a :

U =0, IV =0.
D'ailleurs, on a aussi :
dx=—0, Jdy=-—rsinedv =— 200 = — nzdt,
9% == 1 CO8 VIV = YJv = nydt,

et I'équation (7) devient :

&z d*y) aVv
an( YaE Fael T (&)

Telle est 'équation qui, dans le cas actuel, remplace
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l'équation différentielle des aires. V est une somme de
termes de la forme (6), ol » doit étre le méme pour tous
les termes, les autres quantités pouvant avoir des valeurs
différentes d'un terme a I'autre Cette équation (8) n’est
pas intégrable, pas plus que I'équation (4).

Or, l'équation (4) nous donne :

2 dy dz dU , dv v
22 dt[ ( )+(dt)J a T et
Si de cette derniére nous retranchons I'équation (8),
il vient :
1 a\,due\? dy\® dz\?
32 i) + (o) + (@)

d*z d’y au  dv
—n Y (Y gp—F )~ Ve

et, en intégrant,

s + () + Gy

— an y——z fyf) =U4 V4

Celte dernicre iniégrale exprime un principe résultant
de la combinaison des principes des forces vives et des
aires. Elle a lieu, comme nous venons de le voir, lorsque
les centres mobiles d’attraction se meuvent autour d'un
axe de rotation avec une vitesse angulaire constante.
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Stabilité de 1'équilibre d'un systéme.
Thécréme de Dirichlet.

2314. On sait que, si un systéme de points matériels
est sollicité par des forces attractives ou répulsives,
dont I'intensité varie en fonction de la distance, I'expres-
sion E(Xdx -+ Ydy -+ Zdz) est une différentielle exacte
d'une fonction f(x, y, 5, ', ¥, 2, . . .).

Considérons le cas plus général d’un systéme soumis
4 des liaisons quelconques, ¢ndépendantes du temps, et
telles que Texpression X(Xdx + Ydy -+ Zdz) soit la
différentielle exacte d’'une fonction f(z, ¥, 5, ', . . .), en
considérant «, y, 2, &', . . ., comme des variables indé-
pendantes, c'est-a-dire telles qu'il existe une fonction de
Jorce.

Nous savons que, dans le cas d’équilibre, on a :

X(Xdz + Ydy -+ Zdz) =0,

ct, par constéquent, dans ce cas, la fonction f sera un
maximum ou un minimum relativement & toutes les
variables indépendantes. Or, si le systéme est en équi-
libre, e6 si on le déplace infiniment peu, en I'abandon-
nant ensuite & l'action des forces, il peut se présenter
deux cas :

1° Les déplacements de chacun des points par rapport
4 leurs positions d’équilibre restent toujours trés petits.

2° Les déplacements peuvent au bout d'un certain
temps acquérir des valeurs finies.

Dans le premier cas, 'équilibre est stable, et, dans le
second cas, il est énstable. Nous allons démontrer que
Uéquilibre est stable ou tnstable suivant que la fonction

[Ce,y, 2,2, .. .) sera mazimum ou mindmum.
Supposons donc un systéme en équilibre sous I'action
2
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des forces X,Y,Z, X', ..., telles que l'expression :
Y(Xdx + Ydy + Zdz),

soit la différentielle totale d’une fonction f, en considé-
rant les variables », v, 7, &', . . , comme indépendantes.
En vertu du principe des travaux virtuels, dans la posi-
-tion d’équilibre, la différentielle de cette fonction f est
Tulle pour tout déplacement compatible avec les liaisons.
Supposons qualors la fonction fsoit maximum relative-
ment a toutes les valeurs qu'elle prend dans ces divers
déplacements. Soient a, &, ¢, &', 0', ¢', . ., les valeurs de
x, Y, %, &,y 2, .., dansla position d’équilibre ; dépla-
cons infiniment peu les différents points, et communi-
quons leur des vitesses trés petites.

Nous allons démontrer que le dérangement du systéme
sera toujours trés petit, et, par conséquent, I'équilibre
sera stable.

Posons :

x=a-+h y—b+k z=cH4]

nous aurons, en désignant par v,, v',, . .. les vitesses
trés petites communiquées 4 ces points :

%va’——%va“’ —fla+h btk ct+i, ..)

—/.(a + hoy b + kaa C+ luy [ ')7
hoy koy L, . ., étlant les déplacements primitifs.
Cela posé, appliquons la formule de Taylor. Puisque,

par hypothése, la fonction f{a, &, ¢, . . .) est maximum,
les termes du premier degréen A, &, {, . . . disparaitront

dans le développement. Ceux du second degré, pris en
signes contraires, peuvent étre mis sous la forme d’une
sowine de carrés %, 8%, . . . .; chacun des lermes des
.quantités s, §', . . . renfermera au premier degré l'une

v
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des quanlités %, k,¢, .. .., et ces quantités sont en
nombre égal & celui des variables ind¢pendantes.

Nous aurons donc, en désignant par R U'ensemble des
termes d’'un degré supérieur au second :

fla+hb-t+Ekc+!l ...)=fla,b,c,...)
— (s s L) R

de méme,
flathb,b+Ek,ct+l,...)=Fflabc ...)
— (' +s2 .0 )+ R.

Par suite,

1 1
mev’—EZm/ufz— (s ) (s s0H)
+ R —R,.

Si nous représentons par ¢ la quantite trés petite :
1 2 2 Jf 2
c=§vao +s 4824+, . —R,
nous aurons :
1
Qva’ =c—(s*+s"+.. )+ R (A)

Or, les quantités 4, &, I, . . . ne sont pas toutes indé-
pendantes. En effet, au moyen des équations de liaison
on pourra en éliminer un certain nombre; celles qui
resteront entreront au premier degré dans les divers
termes des quantités s, s’, 8", . . . dont le nombre est
égal & celui des variables 4, &, {, . . , qui sont indépen-
dantes. Il en résulte que, si ces derniéres sont trés
petites, il en sera de méme de s, s, s", . . ., et récipro-
quewent. Il suflit done de démontrer que s, s',s", . .,
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restent toujours trés petits, pour en conclure que les
déplacements des points du systéme restent trés petits,
et que, par conséquent, I'équilibre est stable.

Or, le premier membre de I'équation (A) étant positif,
il en sera de méme du second. Il est facile de conclure
de 14 que chacune des quantités s* est toujours inférieure
ac.

En effet, en vertu de la valeur de ¢, il est évident que
chacune des valeurs initiales s}, s/, . ., est moindre
que ¢; ces quantités s?, s, . . , varient ensuite dune
manicre continue. Or, supposons que I'une d’entre elles,
par exemple s* (que nous supposerons la plus grande de
toutes), devienne égale a c¢; elle sera toujours trés petite,
et il en sera de méme a fortior? des autres. Par consé-
quent, A, k, I, . . . seront trés petits, et la quantité R
sera moindre que chacune des quantités s?, s*, ...
I’hypothése s* = ¢ nous conduirait done 4 cette consé-
quence que le second membre de (A) serait négatif.

Donc, les quantités s, s' s", . ., sont toujours plus
petites que L/ ¢, et, par conséquent, trés petites : il en
sera de méme des déplacements 4, &, 1, . . . et Véquilibre
sera stable.

On démontre de méme que, si la fonction f est mini-
mum, équilibre est instable.

235. Le théoréme de Dirichlet nous permet de
trouver la signification de la fonction TI, ¢'est-a-dire de
I'énergie potentielle d’un systéme (II, n° 206).

En effet, nous avons posé (II, n°® 203) :

IT = Tmm'y (r),
etTon a;

X@F, =0, —1II,
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Dailleurs, on a :
AT = Sl dip () = S f (r)dr — — dF,

F désignant la fonction des forces intérieures; cest-a-
dire que la différentielle de la fonction IT prise en signe
contraire est égale a la somme des travaux élémentaires
des forces intérieures.

La fonction des forces intérieures est done égale 4—1I1.

Les fonctions F et II contiennent évidemment une
constante arbitraire. Or, parmi toutes les positions que
peuvent prendre les points du systéme, il en existe
nécessairement une pour laquelle la fonction Il ou — F
sera un minimum; c’est-a-dire pour laguelle la fonection
Fou — II sera un maximum. Cest donc une position
d’équilibre stable, s'il N’y a pas de forces extérieures.
Nous pouvons disposer de la constante arbitraire de
manicre que la fonction de force F soit nulle quand les
points du gystéme occupent leurs positions d’équilibre
stable, ¢’est-4-dire de manicre que le maximum de F soit
nul. Cette fonction sera donc négative pour toute autre
position du systéme; par conséquent, la fonction IT qui
est égale et de signe contraire a la fonction de force I¥
sera postteve.

Cela posé, supposons que le systéme parte de la posi-
tion d'équilibre stable correspondant au maximum de la
fonction de force, pour arriver a sa position actuelle; le
travail des forces intérieures pendant cette transforma-
tion sera :

Fl@,y,z,,...)—0=—I(x,y,3a,. . )

Cette quantité qui est négative représente le travail
quil faut développer pour tirer le corps de sa position
d’équilibre stable et 'amener 4 sa position actuelle.

Réciproquement, si on laisse le corps revenir de sa
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position actuelle 4 la position d’équilibre stable, les
forces intérieures produiront un travail positif égal et
contraire :

0—F(z,y,2z,a,.. . )=IL

La fonction II ou I'énergie polentielle représente done
le travail positif que développeraient les forces inté-
rieures, si le systéme quittait sa position actuelle pour
revenir @ sa position d'équilibre stable pour laquelle
celte fonction est minimum,

La fonction IT est donc le maximum de travail que
peuvent produire les forces intérieures (actions molécu-
laires).

Notions sur la théorie de l'élasticité.

DEFINITIONS.

236. Un corps solide peut étre considéré comme un
assemblage de molécules ou de points matériels infini-
ment rapprochés les uns des autres.

Dans I'étude que nous avons faite de I'équilibre et du
mouvement des corps solides, nous avons considéré ces
corps comme étant d'une rigidité parfaite. Nous avons
supposé que les distances entre les points d’application
des forces restent invariables, quelles que soient les
intensités de ces forces. Mais, cette rigidité parfaite
n’existe pas dans la nature.

Lorsque le corps est a 'état de repos relatif, les points
matériels qui le composent sont sollicités par des forces
nulles, ou par des forces qui se font équilibre.
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Quand on exerce un effort, ou une action extérieure
sur la surface du corps, celle-ci entre en mouvement,
et I'ébranlement se communique aux molécules inté-,
rieures du corps qui se déforme, et prend, au bout d'un
certain temps, un nouvel état d'équilibre. L’action
exercée a la surface sc propage dans lintéricur du
corps. ,

Lorsque l'effort extéricur cesse, les actions intérieures
cessent, et le corps revient a I'étal primitif, si leffort,
n’a pas dépassé une certaine limite.

Cette tendance des corps de reprendre leur forme pri-
mitive, lorsque la cause qui a produit la déformation
vient 4 cesser est ce que l'on appelle 'élasticité.

237. On dit qu'un corps est homogéne, lorsqu’il est,
formé de molécules semblables, qui ont toutes les mémes
propriétés physiques et la méme composition chimique.
On suppose de plus qu'elles occupent des espaces égaux.
- D'aprés cela, un corps homogeéne jouit de cette pro-
priété quune droite de longueur appréciable 1., et d’'une,
direction déterminde, traverse le méme nombre n de
molécules, en quelqu'endroit qu'elle soit placée. Le rap-

L Vs . Lo
port — peut d’ailleurs varier avee la direction de la

dreite. Si le rapport 5, o5t indépendant de la direclion

de L, le corps est homogéne et d’élasiicité constante.
On dit alors que le corps est Zsofrope.

238. Les déformations du corps sont accompagnées
du développement de forces attractives ou répulsives
entre les différents points du corps. Daus la théorie de
lélasticité, on se propose de rechercher les lois suivant
lesquelles ces forces varient.

Si, par suite de I'action extérieure qui vient a agir sur
le corps, deux points quelconques, mais infiniment voi-
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sins, se rapprochent ou s’€loignent 'un de 'autre, il en
résulte entre ces deux molécules une action ou force,
répulsive dans le premier cas, et atfractive dans le
second. Cette force est une fonction de la distance pri-
mitive ¢ des deux molécules, et de I'écartement Ag,
c'est-a-dire de la quantité dont elles se sont rapprochdées
ou éloignées. Evidemment, cette fonction sera nulle
pour un méme corps, quel que soit ¢, s¢ A est nul; en
outre, elle diminue, quel que soit AZ, sz ¢ acquiert une
valeur sensible, puisque, si la distance ¢ a une valcur
appréciable, I'adhésion cesse.

Les mémes forces extérieures produiront un change-
ment de forme du corps d’autant plus sensible que la
fonction varie plus rapidement avec I'écartement. Dans
la théorie de I'élasticité, on étudie le cas ou les change-
ments de forme résultant des actions extérieures sont
trés petits, soit que ces actions soient de faible intensité,
ou queles corps aient une grande rigidité. Alors, la fonc-
tion se réduit au produit de AZ par une fonciion F(7),
qui est insensible du moment ou ¢ est appréciable,

Cela posé, soient M et M' les positions primitives de

deux points matériels

M . M (g, 47), m et m' leurs

——_;/ nouvelles positions aprés

/ une faible déformation,

/ ‘et MM’ = Z. Menons par

le point 7 une droite me

égale et parallele & MM';

Pécartement AZ, c'est a-

dire la différence entre

M m mm' et mu peut étre

exprimé par la projection

de wm' sur wm ou MM,
puisque wm#' est tres petit par rapport & MM’ ou ¢.

Fig. 47.
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L’écartement AT aura le signe -} si les molécules se
sont éloignées, et le signe — si elles se sont rappro-
chées.

Remarquons que A est un infiniment petit par rap-
port & ; sidonc ¢ est un infiniment petit du premier
ordre, AZ sera un infiniment petit du second ordre.

239. Considérons donc un systéme matériel composé
de points infiniment rapprochés, et supposons ce sys-
téme soumis & des forces intérieures. Imaginons dans ce
systéme au point M (fig. 48), un élément plan dont l'aire

Fig. 48,

soit égale 4 w, etune sphére ayant pour centre le point M,
et pour rayon la plus grande distance au dela de
laguelle F(Z) est insensible. Cette distance limite s’ap-
pelle le rayon d’activité de laction moléculaire; la
sphére a recu le nom de sphére d’activité. Le plan LN
de I'élément » divise la sphére en deux hémisphéres SA
et SB; les molécules contenues dans I’hémisphére SA
exercent des actions sur 'hémisphcre SB, et réciproque-
ment. Considérons dans I'’hémisphére SB un cylindre
droit ayant pour base w. Les molécules contenues dans
SA exercent des actions sur les molécules du cylindre.
Ces actions supposées transportées parallélement a elles-
mémes en un point O de 'élément » (par exemple, son
centre de gravité), se raménent a une résultante R que
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I'on appelle la force élastique exercée par SA sur I'él¢-
ment plan w @ cette force R est, en général, oblique 4
I'élément w, Si, étant normale 4 w, elle est dirigée vers A,
elle représente une traction; si, étant normale, elle est
dirigée vers B, elle représente une pression; enfin, si
elle ¢st comprise dans le plan de I'élément, on I'appelle
Jorce élastique tangentielle.

De méme, si le cylindre est situé dans SA, les actlom
exercées sur les molécules de ce cylindre par les molé-
cules de SB se ramenent 4 une résultante R', qui est la
force élastique exercée par SB sur I'élément plan o,

Si le corps est en énuilibre d’élasticité, ces deux
forces R et R doivent étre égales et de sens contraires.
Elles seront lI'une et l'autre ou des tractions, ou des
pressions, ou des forces tangentielles.

2140. On peut définir la force élastique d'une autre
maniére : il est évident que, si I'on imagine les deux
partics A ct B dans lesquelles le systéme est divisé par
le plan LN de I'élément w, et si I'on supprime la partie A,
Iéquilibre de B sera troublé. Mais, il est évident aussi
que cet équilibre ne scrait pas détruit, si 'on appliquait
& chaque élément w une force d'intensité et de direc-
tion convenables. Cette force sera la force élastique
exercée par A sur B, rapportée a I'élément o.

On voit que cette nouvelle définition est analogue a
celles que nous avons données de la tension d’un fil cn
équilibre (I, n° 382), de la réaction d'une surface, etc.
(I, n°223).

241 Si Ton divise R par v, le quotient tend vers
une certaine limite, lorsque @ tend vers zéro : cette
limite p est la force élastique par unité de surface, ou
la force élastique spécifique au point M ol se trouve
Pélément, et 'on aura R = pw.

La force élastique élémentaire estdone égale a laforce
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élastique par unité de surface multipliée par la surface
de T'élément,

La force élastique p qui sollicite un élément plan
étant, en général, oblique par rapport & cet élément
(n° 239), on peut la décomposer en deux autres forces,
I'une p, dirigée suivant la normale ON au plan de I'élé-
ment, I'autre p_située dans ce plan. La premiére est la
force élastique normale, qui sappelle traction, si elle
tend & produire Pextension du solide, pression dans le
cas contraire. On lui donne le signe 4- ou le signe —,
suivant qu'il sagit d'une traction ou d'une pression. La
scconde composante est la force élastique tangentielle
ou de glissement.

Si les molécules de A et de B sont groupées symétri-
quement autour de la normale ON, on dit que le sys-
téme matériel est esotrope par rapport a cette droite;
dans ce cas, p, = 0, et 1a force élastique est normale au
plan de I'élément w. Si, quelle que soit Yorientation de
ON, on a la méme symétrie, le corps est zsofrope autour
du point O; la force élastique est constante, quclle que
soit I'orientation de I'élément », et elle est normale a
cet ¢élément.

212. La force élastique p varic dun point & un
autre, en grandeur et en dircction; au point M, clle
varie avec lorientation de I'élément v, ¢’est-a-dire avee
les angles que fait avec les axes la normale a 1'é1é-
ment o '. Elle est done une fonction de «, v, 2, el des
deux angles qui déterminent la normale. Les deux
angles qui déterminent la direction d'une droite avec
les axes sont ceux qui déterminent la paralldle a cette
droite menée par l'origine, savoir : I'angle ¢ que fait

1. Ces angles se réduisent, comme on sait, a deux, en vertu de-
la relation entre les cosinus directeurs.
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avee le plan des 2@', le plan mené par cette parallcle et
laxe des z : il varie de 0 & 27; et 'angle ¢ que fait la
paralléle avec sa projection sur le plan des @y : il varie

de — =3+ =
e”—2( E‘

243. S'il y a mouvement intérieur, la force élastique
varie pour un méme point et pour une méme direction
de w, avec le temps ¢. Dans ce cas, la force élastique
cst done une fonction des cing variables précédentes et
de 2.

244. Nous allons démontrer que les composantes de
la force élastique, lesquelles sont des fonctions des six
variables que nous venons d’indiquer (@, y, 2, ¢ et les
deux angles), dépendent de six nouvelles fonctions de
quatre variables =, ¥, z, t, et ces fonctions sont lides
entre elles par trois équations aux dérivées partielles
linéaires du premier ordre. Pour obtenir ces relations,
nous aurons & écrire quune portion du systéme, cst en
équilibre sous I'action des forces élastiques exercées sur
sa surface et des forces qui sollicitent sa masse.

Fquations de I'équilibre intérieur
dun corps solide.

2:45. Rapportons le systéme 4 trois axes rectangu-
laires fixes dans l'espace, et imaginons le corps décom-
posé en parallélipipédes élémentaires par trois séries
de plans paralléles aux plans coordonnés.

Considérons un de ces parallélipipédes au point M, et
soient &, y, 2, les coordonnées du sommet M le plus voi-
sin de lorigine, dz, dy, dz, les arétes du parallélipipéde,
¢ la densité au point M, et X, Y, Z les composantes de
la force accélératrice en ce point.
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Si le corps est en équilibre d’élasticité, les forces X,
Y, Z se réduisent a la pesanteur, ou, en général, a des
actions émanant de points extérieurs.

Si le systéeme est en mouvement, soit qu'il se déforme
ou qu'il vibre, nous devrons comprendre dans X, Y, Z,
en vertu du principe de d’Alembert, les composantes de
d’w dy a*z

la force d’inertie — T g TG

Désignons encore par :
a = dydz, b = dzdx, ¢ = dady,

les faces du parallélipipede respectivement perpendicu-
laires aux axes Oz, Oy, Oz, et adjacentes au point M.
L’élément est en équilibre sous I'action des forces élas-
tiques exercées sur les six faces du parallélipipéde, et
des forces motrices qui le sollicitent. Nous aurons a
éerire les six équations d’équilibre entre ces forces,
c'est-a-dire que les sommes des projections de ces forces
sur les axes sont nulles, et que les sommes de leurs
moments par rapport a ces axes sont aussi nulles.
Nous désignerons par p, la force élastique rapportée
a l'unité de surface, exercée sur un élément plan per-
pendiculaire 4 'axe des «; de méme, p, et p, seront les
forces élastiques par unité de surface, exercées sur les
éléments plans respectivement perpendiculaires 4 Oy et
Oz. Nous emploierons, pour désigner les composantes
paralléles aux axes, la méce notation suivie de la lettre
qui désigne I'axe sur lequel on projette. Ainsi, p,,, sera
la projection de p, sur l'axe des «; de méme, p.,, et p,,,
seront les composantes de p. suivant les axes Oy et
0z, etc. Ces neuf quantités Peyzy Dayvys Daysy - - » SONL
des fonctions des quatre variables #, ¥, z, ¢ seulement.
Cela posé, les composantes suivant axe des o des
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forces élastiques exercées sur la face @ et sur son oppo-
sée, sont respectivement :

ap,,;, et —a (p,,w + de:’- dw),

dont la résultante paralléle a Oz est :

0Py
—a o

da, ou bien — a—a’”’ dzdydz;

de méme, les composantes suivant I'axe des @ des forces
élastiques pour les faces & et ¢ et leurs opposées nous
donnent les deux forces :

apqu apl’!

dy d{I}d_/ d.o, et ———

da dy dz;

enfin, la composante suivant Oz de la force motrice
appliquée au point M est :

e X do dy dz.

Nous aurons donc I'équation :

apz‘yz dpylz dpl’?‘ _\
Tdx | dy ! 0z —eX;
de méme,
- 1
ap;vy+dp/v'l }__dp“y:‘sx" ()
dx dy 0z
J] d z a zYz
%Ivz fz/’ _*_ p LlOZ.

oxr = dy 0z
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246. Cherchons maintenant les équations des
moments : a cet effet, menons par le centre de gravité
du parallélipipéde trois axes paralléles aux axes coor-
donnés, et prenons la somme des moments des forces
par rapport 4 chacun de ces trois axes. Remarquons
d’abord que la force motrice étant appliquée au centre
de gravité, les moments des forces X, Y, Z par rapport
A chacun de ces axes sont nuls.

Considérons d’abord 'axe paralléle & Faxe des x : les
forces élastiques exercées sur les deux faces opposées a
ont leurs résultantes appliquées aux milieux de ces
faces; donc, leurs moments par rapport a laxe qui
passe par les milieux de ces faces, sont nuls (I, n°® 23:3).
Nous n’avons donc 4 considérer que les forces élasti-
ques exercées sur les deux faces & et ¢ et leurs oppo-
sées.

Or, la force élastique bp, exercée sur la face & a pour
composantes bp,,., bp,,,, O0,,: lc 1moment par rapport
a luxe de la force bp,, ., paralléle a cet axe, est nul
(I, n° 233); le moment de bp,,, qui passe par le centre
de gravité de I'élément est aussi nul; enfin, le moment

. d
de bp,,, par rapport & l'axe est bp,,, —g (I,n° 233);de
méme, si nous prepons les moments des trois forces
correspondantes relatives & la face opposée a b, nous
trouvons que ces moinents sont nuls, excepté celui de

la force & (py,z + g%yj— dy ), qui a pour valeur :

C 0Py, )dy
b(pysz + Wdy —2—'

Lnfin, les composantes de la force élastique cp, exer-
céesur la face ¢ sont : ¢p,, ., ¢p.,,, €D, ., : lc moment de
¢p., 5 qui est paralléle 4 l'axe estnul; le moment de ¢p,, ,
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qui passe parle centre de gravité de I'élément est aussi
nul; enfin, le moment de ¢p,,, par rapport 4 I'axe paral-

s dz . .
léle & Ox est — cp.,, > ; de méme, si nous prenons les

moments des trois forces correspondantes relatives a la
face opposée a c, nous trouvons que ces moments sont

0
Z;zz’ Y d.z), qui

nuls, excepté celui de la force ¢ (pz,,, +

a pour valeur :

0p., dz
—c(p””+ 0z ”dz)?.

Nous aurons donc, en d&crivant que la somme des
moments par rapport & I'axe est nulle,

dy 0Py, - )dy dz
bpy’z'?-*—b( y;z+ ay dy ?—sz,y'?
dp., dz
——C(pzsy—}_%’dZ)?:O;

d'oll, en remplacant & et ¢ par leurs valeurs, divisant
1 i
par 5 dady dz, ct ne conscrvant que les quantités finies :

. py vz pz "y :
de méme,

Dive = Py (2)

Pesy = Dyyar

247. Ces équations (2) réduisent a six fonctions dis-
tinctes, les neuf fonctions p. . . . . . . Si nous posons,
suivant la notation de Lamé :
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— \J
py’y — 1\21

pzi T N.h

py!2=puy=T‘l;pzlz:=p.caz: Tﬂs p.c’y=pwz=T5a

les équations (1) deviennent les suivantes :

oN,
dx

dTg
dx

JTs

oy

Ty

dTg _

+ *a—z‘ - PXv
JaT,
F‘é——— PYs
N,

g Tk

®)

lesquelles peuvent étre considérécs comme le résultat de
I'élimination de trois des neuf composantes entre les six
équations d’équilibre (1) et (2). Ces équations (3) expri-
ment donc 1'équilibre du parallélipipéde élémentaire.

Il résulte de ce qui précéde que les six fonclions N,
T,de quatre variables qui entrent dans les équations (3)
donnent les composantes, rapportées a l'unité de sur-
face, de la force élastique exercée sur un élément plan w
perpendiculaire a I'un quelconque des axes. En les écri-
vant de la manicére suivante :

Ny Ts T
Ts Ny T
T, Ty N;,

la premicre ligne horizontale ou verticale donne les
composantes lorsque I'élément est perpendiculaire 4
Taxe des «, la deuxiéme lorsqu’il est perpendiculaire &
laxe des y, la troisiéme lorsqu'il est perpendiculaire &
laxe des 2.

2 18. REMARQUE. — Si les composantes tangentielles
sont nulles, ct si la pression est la méme dans toutes les
directions autour du point considéré, les équations (1)
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nous donnent, en supprimant les indices qui sont alors
. inutiles :
op op

:PXs @:PYs '(_);:PZ'

op
ox

Ce sont les équations d’équilibre d’une molécule fluide
(n° 8).

2149. Les ¢quations (3) qui expriment I'équilibre du
parallélipipéde élémentaire, sont applicables 4 une por-
tion quelconque d’un corps qui serait décomposable en
prismes rectangles, ou dont la surface ne comprendrait
que des facettes paralleles aux plans coordonnés. Mais,
en général, la décomposition du corps en éléments
parallélipipédiques laissera dans le voisinage de la sur-
face des résidus qui seront des tétraédres rectangulaires
élémentaires dont I'équilibre, non établi par les équa-
tions (3), exige de nouvelles équations.

250. Imaginons donc un tétraédre élémentaire ayant
son sommet au point M, et dont les ardtes dx, dy, dz
sont paralléles aux axes; soient w' la face inclinée, ¢, 3,
v les angles que fait avec les axes Oz, Oy, Oz la nor-
male a cette face, et a, b, ¢ les trois faces du tétraddre,
respectivement perpendiculaires a Oz, Oy, 0z. Nous
aurons :

a=1w cosa, b=uw cosfb, ¢c=w Cosy.

Soient encore p',, Py, p'z les composantes de la force
élastique p' relative & la face '. Le tétraédre étant en
équilibre sous 'action des forces élastiques exercées sur
les quatre faces ct des forces motrices qui sollicitent sa
masse, il s'ensuit que les sommes des composantes de
ces forces suivant les axes sont nulles.

Or, les forces élastiques exercées sur les faces, ap,,
bpy,, ¢p; ct p'w' sont du sccond ordre, tandis que la
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résultante des forces motrices qui sollicitent la masse
est de I'ordre du volume du tétraédre, c’est-a-dire du
troisi¢me ordre. Cette derniére force disparaitra donc
par rapport aux autres, et nous aurons I'égquation :

ap.r, x + bpy, z —‘{— sz, x T ")’1)’1 = 01
ou bien, en remplagant &, b, ¢, et divisant paro':

P2=1Ds2COSa@T P, €085+ Ps.COSY;
de méme,

D'y =1P.,COS @+ P, ,COS B+ P ,cO87, (4)
Pz =Ps 2 COS @+ p, ;CO8 5+ Pz 5 COS Y. ;

Ces équations (4) peuvent étre mises sous la forme
suivante :

p'z=N,; cos « + T;cos 51 T, cos y,
o p'y ==Tscos «+ N, cos 5+ T, cos y, (4"
p'z =T, cos8 « + T, cos 5 + N5 cos y.

Il résulte de ces équations que les composantes o',
Py, p'z de la force élastique ne dépendeni que des six
fonctions N, T, des quatre variables , y, 3, {, lesquelles
doivent vérifier les trois équations (3) qui sont des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires et du premier

. ordre.
231. REMARQUE. — Si l'on observe que I'on a :

COS @ = COS ¢ COS ¢, COS A==COs¢sind, cosy=sing,

les équations (454s) deviennent :

Py = N, cos ¢ cos & + T; cos ¢ sin & + T, sin o,
Py ="Tscos p cos & + Ny cos ¢ sin iy 4 T, sin ¢,
p'; = Ty cos o cos L + Ty cos ¢ sin L -+ N; sin ¢.}
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25%2. PrROPRIETE. — La premiére des formules (4)
nous apprend que la composante suivant Ox de la force
élaslique exercée sur w' est égale a la force élastique
exercée sur la fuce a, estimeée suivant la normale 4 w',

En effet, le second membre n’est autre que la somme
des projeciuions de p, sur les axes projeiées sur la nor-
male 4 '

D'ailleurs, I'axe des z étant quelconque on en conclut
le théoreme suivant :

Tutorimre, — S p' et p" sont les forces élastz’qu’es
relatives a deux éléments w' et W' passant par un méme
point, et ayant powr normales N' et N, la projection de
p' sur N" est égale ¢ la projection de p" sur N

On a donc :

p' cos (p', N") = p" cos (p", N).

Cette propriéié s’appelle I'égalité des composantes
normales réciprogues.

253. Proposons-nous maintenant de trouver la com-
posante de la force élastique suivant une direction quel-
conque. Soient MN la normale & un plan passani parle
point M, «, 4, v les angles qu’elle fait avec les axes, ei
MS (&', A4, ¢') une direction quelconque. Soient p, la force
¢lastique relative 4 I'élément plan perpendiculaire 4 MN,
et p, , la projection de cette force sur la direction MS.

Nous appliquerons le théoréme des projections, et
nous aurons :

Pr.s = P, COS &' D, , cOS B + p,, . cOSY.
Or, Pn, 2, Pn, » €t D, qui sont les projections de pn sur

les axes, ne sont autres que p,', p,, p'z (n° ¥30), ¢
par suite, on a :
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Dn, z == Pz, 2 COS & -+ Py, COS £ -I- Pz, z COS 7,

Dy = Pz.y COS & + Py 5 COS B+ Ps »COS Y,

Dn.z == Dz, 2 COS @ 1 Py, CO8 5 - P35 COS .
Par conséquent, en substituant, il vient :

Pr, s = Dz, = COS & COS &' - p,, »CO8 5 ¢OS ' -+ p,, . COS ¥ CO3y
+ p,. 2 (cos 5 cosy! + cos ¥ €os B') -+ pa, 2 (COS ¥ co3
-+ cos « cos 3') -+ p.., (cos « cos 5+ cos 8 cos ). )]

REMARQUE. -~ Comme cette expression ne change pas

quand on y change «, 8, ¥ en &', 4, ' et réciproquement,
on en conclut que l'on a la formule :

pn, s ps,n)

dont les ¢quations (2) ne sont que des cas particuliers.

254. Cherchons maintenant la composante de la
force élastique suivant la normale MN au plan sur
lequel elle s’exerce. 11 suffira, pour cela, de faire coinci-
der MS avec MN; par conséquent de faire :

a = @, ﬁ!:ﬁy 7':7;

nous aurons donc pour la composante de la force élas-
tique suivant la normale :

Dn,n = Dr 2 COS%a + p, ,»CO8%5 + p, ; COS?y (5"

+ 2Pz, , OS2 COS 5 +- 2, . COSL COSY —+ 2P, » COSY COS 2,

Cette composante sera une pression ou une fraction,
suivant qu'elle sera positive ou négative.

233. S maintenant nous portons sur la normale, &
partir du point M, une longueur MN =, telle que I'on ait:
. 1

= ——

b
pn, n
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et si, prenant le point M pour origine de trois axes ree-
tangulaires, nous désignons par &, », ¢ les coordonnées
du point N, nous aurons :

£ 7 ¢ 1

cos azcosﬁ=cosy:|/+pn ’

ou Yon prendra le signe + ou le signe —, suivant que -
P » S€Ta positif ou négatif. '
L’équation (3') nous donne alors :

D, o5+ 0y, 714 D2, 58200, €0 +-2p,, 842D, LE=1,

ou bien :
leg -+ Ng'f)2 -+ N;Zi"“ 2T1’7Z -+ 2TEZ‘§ + 2T3‘§77 == i 1.

Le lieu du point N est donc une surface du second
degré A centre. '

Fllipsoide d'élasticité.

236. Si nous imaginons par le point M, trois axes
rectangulaires paralléles aux axes Oz, Oy, Oz, et par ce
point M une droite MK = p', qui représente en grandeur
et en direction, la force élastique p' exercée sur un élé-
ment plan ®, dont la normale fait les angles «, 5, ¥ avec
les axes, les coordonnées rectangulaires de ce point K
sont évidemment p',, p',, P : ce sont les projections de
p' sur les axes. D’autre part, imaginons aussi trois axes
obliques Mz', My', Mz' respectivement paralléles a p,,
Py P., Cest-a-dire aux forces élastiques qui s’exercent
sur les éléments plans perpendiculaires aux axes Oz,
Oy, Oz, et soient o', ¥/, %' les coordonnées du point K,
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par rapport aux axes obliques. Nous aurons, en vertu
du théoréme des projections .

P, =a' cos (&, ) + y' cos (¥, x) + % cos (7, ).

Or,ona:
cds (55', x) = Pz oog {y', &)= Briz oos (7, 2)= Pax(5) -
Dx Dy b
par suite,
Pz, Or= Prz, |
p =&+ Y —— B
b Dz py b;
de méme,
p, = Pry + by s + 2 pz—'j, (7)
x by . z
px, z p,r. z pZ z
p,=a—= + A B (o
? Dz Y Dy b
En comparant ces formnules avec les formules (4),
ona:
a y'. b4
COS & = —, COS 5= *—, COS ¥ = —,
T py z

et, en substituant dans la relation :
costx + cos® B+ costy =1,
on trouve pour I'équation du lieu du point K :

AR SEES S

1. p' est la résultante d’'un contour polygonal dont les cotés sont
!, y', 2/, et la projection de p' sur une direction est égale a la
somme des projections des cotés de ce contour sur cette direction.
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Cest un ellépsoide rapporté a trois diamétres conju-
gués; p,, p,, . sont les demi diamétres conjugués. On
a done le théoréme suivant :

THEOREME. — Le liew géométrique des extrémites des
droites qui représentent en grandeur el en direction les
Jorces élastiques s’exercant sur tous les éléments plans
menés par un wiéme point du miliew est un ellipsoide.
Les forces élastiques p., p,, p. qui correspondent d trois
éléments plans rectangulaires forment un systéme de
trois diameétres conjugues de cette surface, que lon
appelle ellipsoide d’élasticité,”

2597, Proprrifrfi. — La force élastique exercée sur
un élément plan aw point M, coincidant avec l'un ou
Pautre des trois plans principaux de Uellipsoide, est
normale a cet élément.

En effet, on a d’abord respectivement pour ces trois
éléments :

Dot == P+ 02+ D
pr=p2t+p}t+ 0%, (9)
prl=p2+n2 +pk.

Supposons que les axes Ox, Oy, Oz soient tels que les
axes Ma', My', M2, coincident avec les axes principaux
de l'ellipsoide, et désignons par P, P!, P" les valeurs de
Psy Py, P- dans ce cas. Les formules (9) nous donnent
alors ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



— 345 —

Dailleurs, puisque les axes &', i, 2’ sont actuellement
rectangulaires, on a :

cos*(«', @) + cos®(y', @) + cos®(z,x) = 1,
cos* (@, y) + cos*(y',y) + cos*(z,y) =1
cos?(z', 2) -+ cos®(y', 2) + cos*(s,2) = 1;

par conséquent, les formules (6) nous donnent :
P2\ | (Dr.z\' | (Pzz)?
(%) + (%) (5 -
Pes)' y (Bur)' g (B22)
(5) + )+ ) =1
p.r.z 2 p 4 2 pz,z 2
( P) +(1€') +(W) —l

En éliminant p,, ,, p,, , €t p., . entre les équations (10)
et (11), il vient :

1 1
. ()t (] =0,
11 11 ‘
vl () o (e ge) =0 | @)

1 1 1 1
p.r,,= (‘P_!'—"‘Pﬁ) +pg,sz ('—P—rﬁ'_ﬁ) = (.

Dans ces formules P, P!, P"sontles axes de lellipsoide:
nous supposcrons P > P > P", et alors la premiére des
formules (12) nous donne :

pz,y :0,pz,:=01
et des deux autres on conclut :

2y = 0.
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Les équations (11) nous donnent alors -
Do=z=P, p,, =P, p,.=T
et les équations (7) se réduisent aux suivantes :
p.=a, p,=y, p.=%,
et les équations (6) nous donnent :

cos(@',x) =1, cos(y,x) =0, cos(z,z)=0,
cos(a’,y) =0, cos(y,y) =1, cos(z.y) =0,
cos(a',2) =0, cos(y,2z) =0, cos(Z,2) = 1.

Par conséquent, les axes a', ¥', 2 doivent coincider
avec les axes @, y, %, cest-a-dire que les axes x, v, 2
coincideront avec les axes de lellipsoide.

Ainsi done, si I'on choisit les axes #, y, 2 de maniére
que les axes &, ¥, 2 coincident avee les axes de Uellip-
soide, on voit que les axes @, y, 2z et &, ¥, 2 doivent
coincider. Mais ', ', 2’ sont les axes qui représentent
les forces ¢lastiques exercées sur les éléments plans per-
pendiculaires 4 Oz, Oy, 0z, et lorsque Oz, Oy, Oz coin-
cident avec les axes &', ¥, 2, il en résulte que a, ¥, 2,
sont les axes qui représentent les forces élastiques exer-
cées sur les éléments plans perpendiculaires & ces axes
z, ', # cux-mémes.

Par conséquent, les axes de Tellipsoide coincideront
avec les normales aux éléments plans, sur lesquels
s'exercent les forces élastiques représentées par ces axes
eux-meémes.

Donc, en chaque point du milieu il existe trois élé-
ments plans rectangulaires entre eux, qui sont sollicités
par des forces élastiques normales. Ces plans sont les
plans principavax de lellipsoide d’élasticité, el les trois
forces élastiques normales & ces plans, que nous appel-
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lerons forces élastiques principales, sont représentées
en grandeur et en dircction par les axes de cet ellip-
soide.

238. Proposons-nous maintenant de déterminer les
axes principaux de lellipsoide en chaque point du
miliew, cest-d-dire de déterminer les grandeurs des
forces élastiques principales et les positions des éléments
plans sur lesquels elles s’exercent.

Soient donc P la grandeur d’une force élastique nor-
male S'exercant en M, et «, 5, v les angles que sa direc-
tion fait avec les axes Oz, Oy, Oz. Nous aurons :

p,=DPcosa, p,=Pcoss p,=Dcosy;
¥

les formules (4) nous donnent, en remplagant p,,, p'y,
p', par leurs valeurs :

(Pz,z — P) cosa +p, 086+ p, ,cosy =0,
Dy COS2 + (py, ,—P)cos g+ p, ,cosy =0, (13)
Pz, 2 COS& + P, , 0SB+ (p,, . — P) cosy = 0;

d'ott T'on tire, en éliminant cos , cos 8, cos ¥, I'équdtion
du troisiéme degré :

Pz, — p Dy, = Dz, =
Drz Pro— P po, |=0, (14
pz. x - ’ pz;_r pz,z i P
dont les racines sont P, P!, ", Ce sont les valeurs des
forces élastiques principales. -
Ces racines obtenues, on substituera successivement

leurs valeurs dans les équations (13), auxquelles on join-
dra la relation :

cos? & 4 cos? 8+ costy =1,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



— 348 —

¢t 'on obtiendra pour chaque valeur de P, les angles
%, 8, v correspondants. Nous aurons ainsi lcs directions
des trois axes principaux de l'ellipsoide.

239. Observons que l'equation (14) peut étre écrite
sous la forme suivante :

Nl b I) T5 Tg
T, N.—P T, = 0.

On en tire :

(N[ - P) (Ng"_ P) (N5 - P) + 2T| T,T; - (N] —P)T,e
- (NZ—P)TQE'— (NJ_P)T‘;E:O,

ou bien : . ’

Ps—(Nl+Nz‘I‘Na)PH’(N2N3+N;Nl’}_NtNa_Tii_Tzz_TsE)P
— (NN,N; + 2T, Ty T — N, Ty — N, Ty — N, T4) = 0.

Cette équation détermine non seulement les gran-
dewrs, mais aussi les s¢gnes des trois forces élastiques
principales : le signe 4- correspondra & une traction, le
signe — 4 une pression (n° 241).

En désignani par P, P', P" les trois racines de cette
équation, nous aurons les relations :

P-*}- P,+ P”=N1 + N! + Nh
PP'+ PP"+P'P"=N,N;+ N,;N, + N,N,—T,— T —T}},
PP'P"==N,NgN; -+ 2T, T,T;— N, T,*— N, T’ — N,;T;%

260. REMARQUE. Evidemment les axes de lellip-
soide d’élasticité seraient les mémes, si, au lieu des axes
x, y, %, I'on avait pris trois autres axes rectangulaires
&', y', 2 de méme origine.
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Par conséquent, si nous désignons par N, T, les
valeurs des N,, T,, relatives 4 ces nouveaux axes, nous
aurons les relations suivantes :

N+ Ny + Ny =N+ N, +X;,
NGN' + NN NN — Tl T — T
= NN+ NN H NN, — T Ty T,
NGNGN' o+ 2T 15T — N Ty — N Ty — NiT?
= NiNaNy+ 2T T3y — Ny Ty — N, Ty — N1,

Nous verrons plus loin que l'on retrouve ces mémes
relations par une autre méthode.

26 1. ProBLEME. — Trouver Uéquation dv plan cor-
respondant @ wne des racines P de Uéquation du troi-
siéme degré, c'est-d-dire & une des forces élastiques
principales.

L’équation d'un plan perpendiculaire a la dircction
a, 5, v, étant :

(@ —ax)cosa+(y —y) cosps + (& —z) cosy =0,

il suffira de remplacer cos «, cos 5, cos ¥ par leurs
valeurs tirées des équations (13). Or, ces équations
nous donnent :

P,z COS@ + Dy 5 COS 5+ p, ,cOSy =D cose,
Dy, zCOS@ -+ Py »COSB 4, ,cosy = P €085,
D, 2 COS 2 -+ Py, COS5 + p, ,cosy = P cosy.

On en tire :
py, a:pz, ycosfs + p;, zpz, yCOS'}/: (1’ z,y p:c, x pz. y) COS“;

py.rpz, zCOS @ + By pz,: COSy = (sz, z ’_py, ypz, ar) COSﬁ,
P, Dy, - COS2 + Pe, y Py, : COS 5 = (Ppy. 2 Pz, 2 Dy, z‘) cosy,
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. ou hien :

Uy, 2D;, 2 COS 2 + Py, = Dz, y COS B+ Dz, ¢ P2, y COS Y
= (Pp.,y + Py.2Dsya— Pa,a s, ,) COS 2

py, " .: C})S (2] + Py, = Pz, y COS ﬁ + Dz, = Vs, v coS v
= (Pp,, « + Dy, = Pz y— Py y p,, ,) Cos 5,

Dy 2Pz, c COS &+ Dy 2 Ps, y COS B+ D, 2P, COSY
= (Ppy|_.~,+pz. :pt. v——pz,z pJ‘.E) Cos y.

Par conséquent, 'équation du plan est :

z—Z _ y—y
. sz, y +py,xpz, " PxxPz, y sz,w*_py,xpz‘ y_py, ypz,x

F—2z
Ppy,x+pz,mpz,y_pz,z py,a:'

Dans cette équation a', 3/, 2 sont les coordonnées
ccourantes d’un point quelconque du plan, et z, ¥, % les
coordonnées du point M.

R6G2. PrROBLEME. — Trouver Uéquation du plan de
Uelément o' soumis & une force élastique donnée. Les

-~ grandeurs,les signes etles directions des forces élastiques
principales au point M étant supposées connues, nous
pouvons prendre le point M pour origine, et pour axes
les axes principaux de lellipsoide d’elasblmte L’équation
de cette surface est alors :

xR

ﬁ+—+lﬁ=. (13)

Dans ce cas, les forces élastiques exercées sur les
plans coordonnés sont normales & ces plans, et elles ont
. pour valeurs P, P’, P".
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On a donc actuellement :

Pow=7P, py,y =P, 0z, . =P",
Pa,y = Do,z = Py, z = 0.
Cela posé, soit p' la force élastique donnée, et soient

P’z DYy, p. ses composantes; les formules (4) nous
donnent :

p'y = Pcose, p',=Pcoss, p',=P'cosy,

a, B, v étant ici les angles que la normale au plan o’ fajt
avec les axes principaux de lellipsoide.
On en tire :

! i '

cosa = %”i, cos B = p}—,"’,, cosy = Z}))f, . (16)

~ Or, I'équation d'un plan perpendiculaire a la direction
z, 3, ¥ étant :

xcosa-ycosS+ zcosy=—0,
on a pour l'équation du plan de I'élément o', rapporté

aux axes principaux de Pellipsoide :

! ! 4
o Py B 2 D =0 (17)

Par consequent, le plan de Udlément w' est paraliéle
au plan tangent d la surface du second degré :

xZ 2 zZ
S =LK, (18)

au point qui @ pour coordonnées p's, P'y, Pz, ¢'est-a-dire
au point ow le rayon vecteur :

r=0 =P+ 0y + 0%
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dirigé sutvant p', rencontre cette surface, K* étant une
quantité pasitive quelconque.

263. REMARQUE. — La formule (57), appliquée au
cas actuel, nous donne, en désignant par p’, la compo-
sante de p' suivant la normale & 1'élément :

p'n="P cos*a -+ P'cos?s -+ Plcos?y. (19)

Si nous désignons par «, y, z les coordonnées du point
ou la droite qui représente p' rencontre Iellipsoide
d’¢lasticité, la formule (19) nous donne, en ayant égard
aux formules (16), et en observant que p’;, p',, p'. ne sont
autres que les coordonnées x, y, # de 'extrémité de la
direction p' :

22

r (20)

2 2
D= % + _1;"*“

264. Discussion. — Si les trois racines de I'éguation
du troisiéme degré (14) sont de mémes signes, c'est-a-
dire si elles représentent trois pressions ou trois trac-
tions, I'équation (18) représente un ellipsoide concen-
trique & lellipsoide d'élasticité. Les axes de ces deux
ellipsoides ont la méme direction, mais les axcs de
Pellipsoide (18) sont proportionnels aux racines carrées
des forces élastiques principales.

Tout demi diamétre de cet ellipsoide représente une
force élastique de méme espéce que les forces élastiques
principales, c’est-a-dire une pression ou une traction
oblique.

Si les forces élastiques principales sont égales, los
deux ellipsoides (15) et (18) deviennent des sphcéres :
toutes les forces élastiques sont égales et elles sont
normales aux éléments correspondants. Si Tune des
forces élastiques principales est de signe contraire aux
deux autres, I'équation (18) représente deux hyperho-
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loides, I'un & une nappe et Pautre 4 deux nappes. Si la
direction de p’ rencontre le premier hyperboloide, cette
force élastique est de méme nature que les deux forces
¢élastiques principales de méme signe; le contraire a lieu
si la direction de p' rencontre I'hyperboloide & deux
nappes.

Ces deux surfaces ont le méme cone asymptote :

mne y! zg .
5 =05

le passage de l'une & I'autre des deux espéces de forces
¢lastiques a lieu sur ce cone asymptoic.

Il résulte de la formule (20) que, pour tout diamétre
qui coincide avec une génératrice du cone, la compo-
santc normale de la force élastique p’ est nulle : celle
force élastique est donc dirigée snivant la génératrice
du cone qui passe par I'élément qui lui correspond. Ainsi
done, la génératrice du cdne représente une force ¢élas-
tique s'exergant suivant le plan tangent correspondant ;
c’est pour cette raison que ce céne a recu le nom de
céne de glissement.

263. Cas particuliers. — 1° Supposons que I'une
des forees élastiques principales soit nulle, par exemple
P’ =0, cest-a-dire que l'une des racines de I'éguation
du troisiéme degré soit nulle. Il existe alors au point M
un élément plan qui n’est soumis 4 aucune force élas-
tique : cet élément w est perpendiculaire & Mz. Or, la
propriété de I'égalité des composantes normales réci-
proques nous apprend que ce plan doit contenir toutes
les forces élastiques relatives a tous les éléments super-
ficiels passant par M. En cffet, la force ¢lastique pour
ce plan étant nulle, sa projection sur la normale & un
autre plan quelcongue £2 passant par Msera nulle; mais,
en vertu de la propriété-de I'égulité des composantes

a3
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normales réciproques, la projection de la force ¢lastique
relative au plan €2 sur la normale au plan de 'élément
w est égale 4 la projection sur la normale 4 £2 de la force
élastique relative 4 w, et cette derniére projection étant
nulle, il en sera de méme de la premiére.

Done, la force élastique relatwe 4 £ est dans le plan
de 'élément .

Prenons c¢e plan pour plan des «y, et pour axes des
a et des y les directions des deux forces élastiques prin-
cipales P et P';soient o 'angle d'un élément plan w, avec
le plan des @y, et @, ¥y, et 3, — 0 les coordonnées de
Textrémité du rayon vecteur représentatif de la force
¢lastique relative & cet élément. Nous aurons :

cosw=%—, cosﬁ—%—,

ct la formule :
CcoS2x -+ €0825 + coszy =1,

nous donne :
+ - =sinzy. (21)

Donc, les forces élastiques exercées sur les éléments
plans de méme inclinaison y sont les demi diamétres
d’une ellipse dont les demi axes sont P siny et P’ siny.

Le plan de I'élément w, a pour équation :

am, +yyl + zcosy =0,

ct sa trace sur le plan des 2y est paralléle 4 la tangente
4 la conique dont I'équation est :
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au point ou cetie courbe est rencontrée par le demi
diamétre qui- représente la force élastique sur l'élé-
ment ;.

L’équation (22) représente une cllipse si P et P' sont
de méme signe; si P et P' sont de signes contraires, elle
représente deux hyperboles conjuguées dont les asymp-
totes sont données par I'équation :

wE yZ—
ptyp =%

Ces asymptotes remplacent dans le cas actuel le cone
de glissement (n° 264).

2° Supposous dcux forces élastiques principales nulles,
par exemple P' = 0, P" = 0. D’aprés la propriété de
l’égalité des composantes normales réciproguces, on en
conclut que toutes les forces élastiques sont dirigées
suivant une méme droite qui est la force élastique prin-
cipale P.

La force élastique p' pour un élément plan quelconque
dont la normale est N' est donnée en grandeur par la
formule :

p' = Pcos(P, N),

et elle est dirigée suivant P. _

266. Rumarqur. — Si deux des racines P de I'équa- -
tion (14) sont égales, les deux surfaces (15) et (18) sont
de révolution; tous les demi diamétres situés dans I'équa-
teur de l'ellipsoide (15) représentent des forces ¢lastiques
normales.

Si les trois racines de T'équation (14) sont égales, les
surfaces (15) et (18) sont des sphéres; toutes les forces
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élastiques sont normales, et elles ont la méme valeur.

Expression de l'écartement.

267. Nous avons vu que les équations (3) (n° 249)
et (4) (n° 250) renferment six fonctions N,, T,, dont
dépendent les forces élastiques intérieures. Ces six fonc-
tions vérifient trois équations différenticlles partielles
(n° 247), et doivent rendre identiques les équations (4)
aux différents points de la surface du corps. Or, trois
équations différentielles partielles ne permettent de
déterminer que trois fonctions, et les équations de con-
dition (4) entre ces fonctions servent & déterminer les
constantes d’intégration.

Il ne doit donc y avoir que trois fonctions dont
dépendent les N, et les T, : c’est ce que nous allons recon-
naitre en cherchant les relations entre les forces élas-
tiques et les déplacements moléculaires.

268. Imaginons un systéme de points matériels
infiniment rapprochés, et rapporté a frois axes rectan-
gulaires. Ce systéme n’étant soumis a aucune force exté-
rieure, soient @, y, z les coordonnées primitives d’'un
point M qui fait partie de ce systéme.

Lorsque les efforts exlérieurs ont déformé ce corps,
le point M occupe une nouvelle position #2. Soient 2 +- «,
y + v, 2 + w les nouvelles coordonnées de ce point;
u, v, w sont les projections du déplacement Mm sur les
axcs. Ces projections varient au méme instant d'un point
-4 un autre, et pour un méme point elles varient avec le
temps, si le corps se déforme ou vibre. Ce sont donc des
fonctions continues des quatre variables @, y, 2, et ¢.

Si le corps cst légérement déformé, «, », w ont de
petites valeurs dans toute I'étendue du milieu.
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Soit M’ un point du milicu voisin de M (fig. 49), et
soient :

v=x+h yY=y+k Z=z2+]

ses coordonnées primi- m
. . s M

tives; soit m' la position ___;/,,_,
de M' apres la déforma-

tion. Les coordonnées de
ce point m' sont :

2 -tw, Yy o, 2w

h, &k, l sont évidemment
lesprojectionsde MM' = ¢
sur les axes : ce sont M m

des quantités irds petites Fig. 49,
comme ¢; les cosinus

directeurs de MM’ sont 2 3 é’ u', ¢', w' sont les pro-

jections du déplacement M'z’ sur les axes : ce sont évi-
demment les valeurs de #, o, v, quand on remplace
par & + h, y par y +- k, et 2z par z 4 [. Nous aurons
dong, par la formule de Taylor,

w=u+h +k +z

v—v+h—+k +lg (23)
dw dw ow

'= —_— —_— —

w w+ham+k6y+ldz'

Nous supposerons 4, k, I assez petits pour qu’on puisse
négliger les puissances supérieures a la premiére : c’est

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

© 2011 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1 fr



—- 358 —

ce qui arrivera dans le cas actuel, puisque T'action
mutuelle des points M et M', venus en m et m/, nexiste
que si ¢ est trés petit.

269. Cherchons maintenant 'expression de I'écarte-
ment. :

Menons par le point zz une droite me égale et
paralléle & MM' (fig. 49); I'écartement AZ sera égal &
mm! — MM, ou bien mm' — mu. Cet écartement peut
étre exprimé par la projection de wm' sur wm, ou sur
MM'. Cherchons done la projection de wm' sur MM/, en
appliquant le théoréme des projections. Les projections
de wm' sur les axes sont : %' — w, ' — v, w' —w; en
effet, les coordonnées de w« sont :

zt+htu, y+kt+ov, z41+w,

et celles de 7 sont :
otu =g+ h+u, y+v'=y-k+0, FHw=z+14+w';

, par suite,
k {

AL = (u' — u) g + (v —v) 7 + (W' — w) 7 (24)
ou bien, en remplagant u' — u, ' — v, w' -— w par leurs
valeurs,

o . 00 ow dv  dw
TR T P (‘aﬁa—y)

i4 dw = du Ju oo
+ 1k (ﬁzﬁL ?32) + Ak ('ag, + M)

Or, en désignant par ¢ et  les angles qui déterminent
la direction de € (n*™* 242 et 251), cn a :

Ay —

‘h=2¢cosecosy, k=~Ycosesiny, [={Csing,
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et; par conséquent,
'a_u 2 COSR{/—%—%COS?wSing—{—%Sin? ‘
g CO5°¢ oy ‘ dz ¢

dv
4 (dz + dy)cowsm«psm.b

ow . du) ’
- (0.274 0z cos ¢ sinycosd

ou dv
+(dy+d )(‘OS peosysind ‘
Mais, A étant tres petit par rapport a ¢, il s'ensuvit que

du 0 .
les dérivées au, av, . . . sont trés petites.

Le rapport ?Z est la dilatation linéaire au point M

dans la direction ¢ déterminée par les angles ¢ et L.
270. Cas particuliers. — 1° 8i { ou MM’ est paral-
léle 4 'axe des @, on a ¢ = 0, & = 0, et alors :

NG
?:a_;:" (26)

2° Si ¢ ou MM est paralléle alaxedesy, onao =0,
Y ==90°, etil vient:

AT oo
= 27
¢ dy 1)
3° 8i{ = MM est paralléle a I'axe des 2, on a ¢ = 90°,
et il vient :
AT Jw ’
T 0 (28)
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27 1. D’aprés cela done, la ligne primitive d#, devient,
aprés la déformation :

du
de méme, les lignes dy et dz deviennent respectivement:
ov ow
dy<1+a—y>, etdz (145-).

Il en résulte que 'élément primitif':
@ = dx dy dz,

devient, aprés la déformation :

asayte (14 55) (14 55) (14 57)
ou hien:

ou v 0
= (1t Gt T35 )

en négligeant les produits des dilatations linéaires; il en
résulte que la delatation cubique au point M est :

Ju dv  ow
ProrrifiTE. — La dilatalion cubigue en un poini du

miliew est égale @ la somme des dilatations linéaires
prises dans trows directions rectangulaires.
Si %%, 3—;, (%M; sont négatifs, ils représentent des con-
tractions; sifest négatif, il donne la contraction cubique.
272. Si, le point M restant le méme, M' se déplace
dans I'hémisphére SA, AY change avec ¢, ¢ et &; malis,
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les dérivées %%, %%, . . . restent constantes, et égales

aux valeurs qui se rap-
portent au point M.

Supposons maintenant
M, (fig. 50) un point sur
la normale & I'élément
plan w et & une profon-
deur égale f en dessous
de M ! et solent m, n, p
les cosinus directeurs de
la normale. Par le point M' menons M'M, égal et paral-
lele & MM, et joignons M,M,.

Solent u;, v,, 20, les valeurs de », v, w en M,, et ur,
¢y, w', ces valeurs en M';; évidemment &,=M,M/; est égal
et paralléle 4 { = MM/, et, par suite, ¢, =¢.

Nous allons démontrer que AZ;, = AY : en effet, les
coordonnées primitives de M, sont :

Fig. 50,

x—mf, y—nf, z2—pf;
et les coordonnées primitives de M, sont :
x2+h—mf y+h—nf, z+1—pf.
Il en résulie que », qui est la valeur de % au point M,

(x — mf, y —nf, 2 — pf) sera donnée par la formule
de Taylor :

ou ou Lo0u
M= gy = gy T ga

de méme, %, qui est la valeur de % au point M/

1. Le point M, est donc & l'intérieur du cylindre de base w,
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(@d-h—mf, y+k — nf, 5+ 1—p[) est donnée par

la formule :
ou o 0
= (h—mf) G 4 (k—nf) G+ (L —pf) 52
d'ou :
d 0 0
u',——u,=h7)%+ka—z it =w—u,
De mélﬁe,

Vy— =0 —79, w,—W=w—w.

Les cosinus directeurs de M,M'; sont %, %, ,—é, puisque

M,M', est égal est paralléle & MM'; par conséquent, on

a ;
k
Ag, = (u'| — ul) %+ (U’1 —”1) _Z —+- (?,O', —_— w,) %.
: h k {
W ) — )

el, par suite,
AZ, — AL,

11 résulte de 14 la propriété suivante :

ProvrIfrt. — Que la distance $ (9, L) ait ou non une
de ses extrémités en M, pourvu gw'elle parte de Uinte-
rieur du cylindre de base v, et aboutisse dans Uhémis-

phére SA, son accroissement A sera donné par la for-
mule :
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T ow ov . ow . ]

d—wcos’np_cos%,b -+ @ cos?yesin®y + Sz Sinze

ov  ow
oy

+ (Fz"{_ ) cosesinysind

4 (6w

+0u) os¢singcosy
oz 1 gg) COSESINY '

-+

(3;;_*_6 )cos pcosysind ‘

en d’autres termes, A se composera de six icrines
variables avec ¢, ¢, ¢, et ayant respectivement pour
coefficients :

ou o0v Jdw ( dw) (aw ou ov
9w ay 9z \az T aﬁ&) (()y+dw)

Ces coefficients sont constants ¢t ont les valeurs rela-
tives au point M ol se trouve I'élément w, Lamé désigne
ces coefficients par G,.

Expressions générales des N, et des T:i.

273. Pour déterminer les trois composantes de la
force élastique exercée sur I'élément w, nous observe-
rons que chaque couple de deux points M,, M de
masses g,, &, donne lieu & wune action mutuelle
ity F(Q) AZ. Cette action se décompose en trois compo-
santes respectivement égales & cette force multipliée
par les cosinus des angles que sa direction ¢ fait avec
les axes, c’est-a-dire par cos ¢ cos 4, cos ¢ sin & et sin ¢.
Nous aurons donc les trois composantes :
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paply T (§) AL cos g cosi, pyu! F(§) AL cosesing,
e F (S) AT sing;

nous obtiendrons un résultat analogue pour chaque
couple de deux points M; M';, situés l'un dans le cylindre
de base w, I'autre dans I'hémisphére SA.

Nous aurons donc pour chacun de ces couples de
pornls trois composanies analogues aux trots précé-
dentes. En faisant la somme des composantes suivant
chacun des axes pour chaque couple de deux points
M,M';, nous aurons les trois composantes suivant les
axes de la force élastique exercée sur 'élément w, Ainsi,
la composante suivant 'axe des « sera :

Zp p F(§) ALcosgcosd;

de méme, pour les axes des y et des z, nous aurons les
deux composantes :

' F(Q) Acosgsiny et ey E(Y) Alsing.

Cela posé, si dans la premiére somme nous rempla-
cons les AZ par leurs valeurs, nous obtiendrons six
espéees de termes qui auront pour coeflicients les Gy,
c'est-a-dire :

du dv dw ow 6%) ou
ox’ dy’ 0z’ (0z+ ) (0w+dz ( +0w)

nous aurons des résultats analogues pour les deux
autres axes,

Il résulte de 14 que la force élastique exercée sur
I'élément plan @ en M nous donne trois composantes
comprenant chacune six termes ayant respectivement
les G; pour coefficients. Par conséquent, la force élas-
tique exercée en M sur Dl'élément parallélipipédique
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nous donnera neuf composantes (trois pour chacune des
faces en M); donc, les N;, T; comprennent chacun six
termes ayant les G, pour coefficients, et nous pourrons
poser .

N, — +B +C‘) FD(()U+%U;)

+E( +az)+r( +5) 6

ou ov Jw v dw
T a Gt b g o ,dz+d( *ay)

e <6w+dz) F/‘< gfc)

pour ¢ =1, 2, 3; les coefficients A;, a,, ... sont au
nombre de 12 x 3 = 36.

2741, Les résultats auxquels nous venons d’arriver
sont évidemment indépendants du nombre des couples
de molécules, et, par conséquent, du nombre des termes
multipliés par le méme G,. Cecs termes peuvent différer
par les valeurs de €, ¢, 4, ainsi que par les valeurs de
F (%) et de w; et &5 ils peuvent étre plus nombreux pour
certaines directions que pour dautres. En d’autres
termes, que le corps soit homogéne ou non, qu'il soit
composé d'une seule espéce de molécules ou de plusieurs
especes, que les lois des actions moléculaires soient les
mémes fonctions de la distance, ou des fonctions diffé-
rentes, on arriverait aux mémes conclusions. Si le corps
n'est pas homogéne, les coeflicients A, @, . . . varieraient
d'un point M & un autre. Lorsque le corps est homo-
géne (n° 237) ces coefficients sont constants, cest-a-
dire qu'ils ont les mémes valeurs en tous les points du
milieu.

295. REMARQUE. — Tous les phénomeénes relatifs 4
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I’élasticité des corps sclides homogénes se déduisent des
formules (3), (4), (29) et (30) que nous avons établies
(n°® 247, 250, 291 et 273), sauf les différences
provenant de ce que les développements (23) (n° 68)
ne sont gu’approchés. _

276. Les expressions précédentes des N,, T;, se sim-
plifient lorsqu'il s'agit de corps homogénes et d’élasticité
constante dans foutes lIcs directions, ¢’est-a-dire de corps
isotropes (n° 241). A cet effet, nous allons étudier
deux cas particuliers.

Cas d'une traction.

2797. Considérons un corps solide homogéne el d’élas-
ticité constante, la loi du déplacement moléculaire étant
exprimée par les valeurs :

u=0, v=0, w=cz,

¢ étant une constante.

Draprés cette loi, les molécules se déplacent paralléle-
ment 4 I'axe des z, de quantités proportionnelles & leurs
distances au plan des zy : ¢'est donc une traction paral-
léle & l'axe des z.

Cherchons la force élastique exercée sur un élément
plan w perpendiculaire 4 Oz, dont le plan P'Q sépare le
milicu en deux parties, savoir : B du c6té de l'origine,
et du cylindre qui a pour base w, et A du c6té opposé
(fig. 51). Soient x une molécule du cylindre, et m une
moléeule de A; par e ct la normale xN faisons passer
un plan. Prenons dans ce plan unec droite wm' faisant
avec N un angle égal a4 muN, et soit wm' = wm.

Cela posé, donnons au corps une translation descen-
dante qui raméne « a sa position, ce qui ne modifie pas
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les forces élastiques. Le déplacement ascendant de m
qui est proportionnel a l'ordonnée z, surpassant autant

z P n

|
'

B IN A

PN

Im'

¢ lp

0 X

Y
Fig. 51.

celui de ¢, que le déplacement de r surpasse celui de
m' (puisque 7 et 7' sont symétriques par rapport 4 xN),
la translation descendante, qui est la méme pour tous
les points du corps, laissera le point m déplacé de mn,
et déplacera le point »' de m'n' = mn, mais de sens
contraire. En effet, le déplacement primitif est propor-
tionnel 4 Yordonnée z : done, il est plus grand pour m
que pour x, et plus grand pour wx que pour #'. Si done
onraméne « a sa position premiére, m restera déplacé
en n plus haut que m, tandis que »2' viendra en »' plus
bas. Aprés le déplacement primitif, la coordonnée z de
@ devient z -+ ¢z la coordonneée z + A de m devient
2+ h 4+ cz 4 ch, et la coordounée z — £ de m' devient
z2—h + cz—ch. Sil'on raméne « a sa position primi-
tive par une translation descendante ¢z, les coordonnées
de ces points diminueront de c¢z; par conséquent, le
point 7z restera déplacé en =, tel que mn — ch, et le
point #2' sera déplacé en #', tel que m'n’ = ch, dc sens
contraire. D'ailleurs, les distances xm et um' sont égales,
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ct les projections AZ de mn ¢t m'n' sur ces deux droites
wm et wm' sont aussi égales; donc, les déplacements
relalifs & 4 des deux points de méme masse m et m' pro-
duiront sur x deux attractions égales dirigées suivant
wm et pm', et dont la résultante sera dirigée suivant la
bisscetric N, c’est-4-dire suivant 1a normale. Il en sera
de méme pour tous les couples de points m et m'. Par
conséquent, la résultante totale, c’est-a-dire la force
élastique cherchée sera normale 4 'élément plan w,

Ainsi done, lorsque la loi du déplacement est donnée
par les formules :

et que le solide est homogéne et d'élasticilé constante,
des trois composantes N,, T,, T; de la force élastique
pour un ¢élément plan perpendiculaire & Oz, la premicre
seule N, existe, les deux autres T, et T; sont nulles.

Cas d'une torsion.

?78. Supposons maintenant que la loi du déplace-
ment moléculaire soit exprimée par les formules :

u=—u0yz, rv=uwrs, w=20,

w étant une constante. Chaque molécule sé déplace
parallélement au plan des xy, et décrit autour de laxe
des zun are de cerele proportionnel a sa distance 4 'axe
et & sa hauteur au-dessus du plan des xy : c’est done
une torsion autour de Vaxe des z,

Cherchons la force élastique pour un élément plan
perpendiculaire a I'axe des & en un point du plan méri-
dien des zz. Soient x une molécule du cylindre (fig. 52),
m et m' deux points symétriques par rapport &-la nor-
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male BeA, et situés dans le plan méridien. Ces points
sont : 2 la projection des deux points M et M, symétri-
quement placés M en avant, et M, en arriére du plan
meéridien; m' la projec-

tion des deux points M /M‘

et M, symétriques de n~

M et M, par rapport & R m
I'horizon de . /

Cela posé, donnons a /h/ﬂ l
tout le corps un mouve- / ]
ment de rotation autour B K \ Py A
de Oz, qui rameéne x & : %“;
sa position primitive, ’ e
ce qui n'altére pas les s Mo
forces élastiques. Les /M‘
déplacements relatifs a Fig. 52,

wde M, M,, M, M, sont
des arcs de cercle égaux. Mais, les points M et M, étant
plus éloignés di plan des oy que le point u, ces deux
points, aprés la rotation en question, viendront en defors
du méridien aux points n et n,; en d'autres termes, les
déplacements de ces points, qui ne reviennent pas 4 leur
position primitive, iront de l'arriére vers l'avant du
méridien. Au contraire, les poinis M et M, étant moins
éloignés du plan des @y que le point & viendront aprés
la rotation aux points #»' et #',; en d'autres termes, les
déplacements de ces deux points iront de Pavant vers
l'arriére du méridien. Il est d’ailleurs facile de se rendre
compte de l'exactitude de ce que nous venons de dire.
En effet, le déplacement moléculaire étant proportionnel
4 z, c’cst-a-dire a la hauteur, est différent pour M et M,
de ce quil est pour x, le z2de M et M, étant plus grand
que celui de . Dailleurs, il est différent pour x de ce
quil est pour M' et M, le z de & étant plus grand que
2% - :
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celui de M' et M';. Il résulte de 14 que, par la rotation
qui raméne g a sa position primitive, M et M, resteront
en »n el n, en arriere des positions M et M,, tandis que
M' et M'; dépasseront en #' et »'; les positions M' et M.
En d'autres termes, on peut dire que les déplacements
relatifs & p des points M et M, vont de l'arriére vers
I'avant du méridien, tandis que ceux de M' et M'; vont de
lavant vers l'arriére. Il résulte de la que le point M
venu en n, et le point M';, venu en =, se sont éloignés
de « ou du méridien, tandis que M, et M', venus respec-
tivement en n, et #' se sont rapprochés de w. Mais, les
distances «M, M, , «M', M, sont égales;les projections
des déplacements de ces points sur ces droites sont aussi
egales. Donc, les actions exercées sur x par ces quatre
points sont égales, mais deux sont attractives (n° 238),
savoir celles suivant «M et «M';, puisque les points se
sont éloignés de w: elles se composent en une résultante
dirigée suivant la bisscelrice pA, Cest-a-dire suivant la
normale. Les deux autres actions sont*répulsives, diri-
gécs suivant M« et M'u, et se composent aussi en une
résultante dirigée suivant la bissectrice, c'est-a-dire
suivant la normale xB. Ces deux résultantes qui sont
égales et de sens contraires se détruisent. Il en sera de
méme pour tous les groupes que l'on peut considérer.
Dong, la résultante totale, c'est-a-dire la force élastique
cherchée est nulle.

Ainsi done, lorsque la loi du déplacement moléculaire
est donnée par les formules :

Y = -— Yz, L=wrz, w=70,

et que le corps est homogéne et d'élasticité constante,
les trois composantes N,, T;, T; de la force élastique
exercée en un point du méridien des zx sur un élément
plan perpendiculaire & 'axe des @, sont nulles.
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279. Cherchons maintenant la force élastique exercée
au méme point sur un élément plan horizontal perpen-
diculaire a I'axe Oz. Nous verrons que cette force élas-
tique est parallcle a T'axe des v, c’est-a-dire tangentielle;
en d’autres termes, des trois composantes T,, T,, N; de
cette force élastique, T, seule existe, et les deux autres
sont nulles. En effet, soit w«
un point appartenant au
cylindre de base w (fig. 53),
m, un point projection des
deux points M et M, symé-
triques.

Les actions de M et M, sur
« sont égales et dirigées sui-
vant «M et M,«, la premiére
attractive, la seconde répul-
sive.

Fig. 53.

Leur résultante R est dirigée suivant la perpendicu-
laire 4 la bissectrice um : elle est horizontale et perpen-
diculaire au méridien. Il en est de méme pour tous les
groupes analogues. La résultante totale ou la force
élastique cherchée est donc perpendiculaire au méridien,
cest-a-dire que T, = 0, ainsi que Nj.

280 Nous avons étudié le phénoméne de la traction
et celui de la torsion, lorsque le milieu présente par
rapport & la ligne de traction et par rapport a deux
plans, 'un perpendiculaire, 'autre paralléle a cette ligne
les dispositions moléculaires symétriques que nous avons
supposées. Il nous reste a vérifier si ces mémes lois ont
encore lieu lorsque le corps satisfaisant aux mémes
conditions de syméirie est tiré dans une autre direction
ou tordu autour d’un autre axe.

A cet effet, nous aurons a faire usage des formules
de transformation des coordonndées.
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Formules de transformation des forces
élastiques.

281. Soient done 2/, %, 2’ les coordonnées du point
M rapporté a trois nouveaux axes rectangulaires de
méme origine, m, n, p les cosinus directeurs des nou-
veaux axcs, ¥, ¢, w les projections du déplacement du
point M sur les nouveaux axes,

Nous aurons les formules :

x = mx + myy -+ 13,
y =nx -+ ny' + nz, (31
z=pa + py + pa,

u = mu 4 nv + pw,
v = mau + nw - paw, (32)
w' = su + n0 -+ psw,

et l'on a les relations :

meE - ng 4 pr=1,
ms -+ ng +pl =1,
mg® - nt -+ pt=1,

(33)
WM+ 105 + pap; = 0,
Mgy + ngng - pepy =0,
MM, + nn, - pipy=0;
m’ -ty + =1,
ne 4 ny + nd =1,
pl+pt +pd =1,
(34)
P, + nyp, + ngp; = 0,
Diin - pai, - P =0,
Ty - Mgy - Mgn,= 0,
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t !
Pour obtenir les nouvelles dérivées gu,, gu ..... (ZD«,
en fonction des anciennes 6 , .-.. il faut différentier les

équations (32), en y considérant u, v, w, comme des
fonctions de z, y, 2, lesquelles sont des fonctions de
a', ¥, #, en vertu des équations (31).

Nous aurons ainsi :

v ou 80 Jw J
Rk P S s gy TP az+"‘p‘(dz+(;;)
ow | du du , 0v
-+ pomy (%'*’o‘z) i (?ﬁ%)’
oo ou ow % | 9w
W—mia +n 20 +p, o7 TP (dz+0y)
ow v
+p2mz (7&;—_*— oz) +m"ni(()y+d/v) (35)
ow' _ , Ou s 00 . W 00 | Ow
Fram G T ay+p3?97+"’p5($+73y)
0 0
o (23] o ).
ov' w ou 9
07 = 2mym; @ + (s + npy) (dz + ‘;.l/) )
+2pp; a + (s - miny) ( +0w)
o o ou ov . ow
5.7?‘*‘&::27)%7?%1@ +(”pl+n‘pa)(dz+dy)
o 0
+ 2n4m, d— + (p5m’+p1 7 )

d@
+ 2p:p4 d + (mnl—I_m,nS)( ga,;)
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du' | o du ov . ow
07j+(3—m7 = 21n,mM, B_w— -+ (n,pg + ngpu) (%4— —d?)

v dw  Ju
+ 2a,n, d_y + (plma + pﬂfﬂl)(d_w -+ BZ)

ow ouw  ov
+ 21)1}7, Fz— + (7’/?,17&9 + man.) (‘E-*- d-x)

28%2. Nous avons désigné (n° 247) par :

Nl, TB) TB,
TS) Ni! Tl)
TZy T‘l) Nﬁ’

les composantes des forces élastiques exercées au point
M sur des plans perpendiculaires aux anciens axes
@y Yy 2.

Représentons de méme par :

N’l L] T’Ss T'!s
T'.'ia N'! ] T’l ’
T’! ’ T’1 ’ '3 ]

les composantes, suivant les nouveaux axcs, des forces
élastiques exercées en ce méme point M, sur des plans
perpendiculaires aux nouveaux axes &', ¥', 2/, et propo-
sons nous de deéterminer les N';, T'; en fonction des N,, T:.

Désignons par X', Y';, Z; les composantes de ces trois
derniéres forces élastiques suivant les anciens axes,
Nous aurons, en vertu du théoreme des projections,
puisque N, T';, T', sont les composantes suivant les
axes &, y', z de la force élastique exercée sur un élé-
ment plan perpendiculaire a O, et X'y la composante
de cette méme force élastique suivant Oz ;

X'l = m1N!‘| + mgT’a + maTvg.
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D'autre part, d’aprés les formules (4) (n® 250), on a
aussi :

X'y =mN, + n,Ts -+ p,T,,
et, par suite,
XYy =mN, + nT,+ mT, = mN, + nT;+ pTs;
de méme,

Y, =a N, + nT; + n,T';=m,T; + nN, + p,T4,

Zv=p N\ + p.Ts+ p;Ty =m,T, + T, + pN;;

X'y =m,T's -+ m,N'y + 1"y = m,N; + n,T; + p,T,,

Yy =nT;+ nN,; + nT) = m,T; + n,N; 4 p.T;, (36)
2y =p T+ p N, + p T, = m,T, + n,Ty + p,N;;

X5 =mTy + »,T" + m,N'; = m,N, + »,T; -+ p;T,,

Y5 =nT,; + T + #,N; = m,T; + n;N, + pTy,

Zy = pT'y+ p,1 + p,N; = m,T, + T, + pN;.

Ces derniéres formules nous permettent de déterminer
les N';, T'; en fonction des N,, T;, en ayant ¢gard aux
formules (33) et (34). On en tire facilement :

Ny=m 2N, + 7N, 4+ 02N+ 20,0, T4 2pm,T, + 2mn,T;,
Ny=m 2N, + 0 2N; 4+ p2N;4- 200,71+ 2p0,m, T+ 2mm, Ty,
N'y=m2N, + n2N; + pN;+2n,p,Ti 4 2p,m; Ty + 2mmn, Ty,
T', = w1, N, 4 131N, - PapsN; -1 (a5 + n0,) T

+ (parr; + psmy) T, 4 (20 -+ mgny) Ty, (37)
T’y = mgm,N, + ngn Ny +p,p. N, -+ (np, 0,0 T,

+ (psm, -+ p ) T+ (mgn, +mn;) Ts,
T, —=mm,N, +n0m,N,+ p p,N;+ (72, p,+n,0,) T,

+ (p gyt p ) Ta+ (- mm ) Ts.
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Ajoutant les trois premiéres équations (35) et ayant
égard aux formules (34), on trouve :

duw  dv  dw Jdu  dv  Jw
o "oy o7 oz ay oz

(38)
par conséquent, la dilatation cubique (n° 277 1) peut éire
exprimée par la somme des trois dilatations linéaires
prises parallélement aux nouveaux axcs. Cela était
d’ailleurs évident, puisque le choix des anciens axes
était arbitraire.

De méme, les irois premicres équations (37) nous
donnent en les ajoutant :

N’] + N'E + N'ﬁ = N[ + Ng + N‘;. (39)

283. Remarquons d’ailleurs que si, entre les douze
équations (37) et (34) on élimine les neufcosinus,, n,, p,,
on obtiendra trois relations symétriques entre les N';, T/,
et les N,, T;; I'équation (39) est une’ de ces relations.
Pour trouver les deux autres on devrait faire un calcul
assez long; nous les avons déja obtenues précédemment,
(n° 260) par une autre méthode.

Expressions des N;, T,, pour un corps
homogeéne et d’élasticité constante.

284. Proposons-nous maintenant de déterminer les
valeurs des N;, T, dans le cas d'un corps homogéne et
d'élasticité constante. A cet effet, reprenons les formules
que nous avons obtenues (n° 293), et voyons comment
elles se simplifient dans le cas actuel.

D’abord N, = p., . est la composante suivant 'axe des
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« de la force élastique exercée sur I'élément plan w per-
pendiculaire 4 I'axe des @ : c'est donc la composante
normale de cette force élastique; d’autre part, la projec-
tion « est perpendiculaire 4 w, tandis que les projections
vetw sont paralleles a w, ¢’est-a-dire tangentielles.

Il en résulte que dans l'expression de Ny, # joue un
rdle différent de v et w0, qui jouent des roles identiques;

par conséquent aura un coeflicient distinct A, tandis

u
* o
do  dw . . . .
que El/- et 9z auront des coetficients B identiques, puis- -
que rien ne doit changer quand on change 4 en z, et
v en w, el réciproquement. Il est évident aussi que le

.. O dJ . .
binome d—; + ’d%) aura un certain coefficient D, et que les
ou

bindmes ow + o et— + d_v auront le méme coefficient
dx 0z dy ox

E, puisque rien ne doit changer quand on change y en z,

et ¢ en w; ce coefficient K sera évidemment différent

de D.

Nous aurons pour N, et N; les mémes coefficients, en
observant cependant que pour N,, % devient v, perpen-
diculaire a I'élément, et pour N;, «» devient w.

En ce qui concerne T,, qui est la composante de la
force élastique exercée sur 1'élément perpendiculaire a
Taxe des y, et aussi la composante de la force élastique
exercée sur I'élément perpendiculaire 4 'axe des z, il
est évident que v et w jouent le méme rdle, et « un role
distinct. D’ot il résulte aussi que les coeflicients des T, s¢
réduisent aussi 4 quatre : a, b, d, e.

Nous avons ainsi en tout huit coefficients, qui se distri-
buent comme l'indique le tableau suivant :
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ou{ dv|dw|(dv dw Jw | du du o
dx| dy| 0 (52+?§) (G + 52) | G5y ¥ 50)

N,JA|B|DB D E E

N: | BIA[DB E D E

N; ] B| B| A E E D

T, tal|b]| Db d e e

T, Vb | al|bd e d e

T, || 0| a e e d

285. Dans le cas particulier ou 'on a:
u=0, v=0, w=cz,

nous avons vu que l'on doit avoir (n° 29%) :

Or, le tableau précédent nous donnerait :
Ts=ac, T,=bc;

ilfautdoncque:a =0, b=0.
Dans le cas particulier ot I'on a :

w=—uwyz, v=uwxz, w=0,
nous avons vu que I'on doit avoir (n°* 278 et 279) :

N1=O, T5=0, T§=O’ N5=0.
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Or, le tableau précédent nous donnerait :
Nl = me, T;; - Ta = ewx, N5 - me;

ilfaut doncque: D=0, E=0, e=0.

Ainsi donc, dans le cas actuel, c'est-a-dire pour un
corps homogéne et d’élasticité constante, les N;, T, ne
contiennent que trois coefficients. Si nous posons :

B=;\, ‘A=A—}—2/L,

) ou dw
el s1 nous remplagom + + P par 6, nous aurons

les valeurs suivantes :
ou dv . ow
N, =40 + 2u 9z N, =46 + 2u 5.1;, N;=46 - 2u 32"

i3+ ) mema (G G2 mea G+ ) -0

286. Cela posé, si le corps est homogéne et d’élasti-
cité constante, il faut que, si I'on change d’axes coor-
donnds, I'on obtienne les mémes formes et les mémes
coefficients pour les N';, T;.. On doit donc avoir :

N, =

(41)

Or, si I'on caleule N', par la premiére formule (37),
dans laquelle on remplacera les N;, T, par les valeurs
(40), on trouve :

dv ow
N"=M+2"‘( e G T gy P Pe)

28 (32 22) o (G245¢) 4 5+ )
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Or, en vertu de la premiére des équations (35), le

coeflicient de 2« est égal 4 ou diminué du cocfficient

oz’
de 2d; on a donc :
N, 6 oy | ow _(dw | du
: du ov
—}—mm,( dw)

et, pour que cette expression soit identique a (41), on
doit avoir d = x. On arriverait au méme résultat si 'on
considérait les autres N';, T';.

28%7. 1l résulte done de 14 que, dans le cas d’un corps
homogéne et d’élasticité constante, on a :

ou dw
Ni__=l;g+2/,,dTU, —A6+2/Ld , Np= 7&6+2/f ( 2)
XL 6w) _ (aﬂ au) (du aﬂ)

et, comme on le voit, ces expressions ne contiennent
que deux cocflicients 2 et .

Cela posé, les lois que nous avons trouvées pour la
traction et la torsion, lorsque le corps satistait par rap-
port aux anciens axes aux conditions que nous avons
supposées (n** @77, 298 et 99) nous donnent pour
les N, et les T; la forme (40). Si d = g, les N, T, ont la
forme (42), ct il en est de méme des N’,, T, rclatifs &
d’autres axes quelconques. Par conséquent, ces N, T/;
reproduiront pour la traction et la torsion exactement
les mémes lois que les N;, T,, ct il en résulte qu'il est
indifférent de tirer le corps parallélement & I'axe des z
ou parallelement a l'axe des z'; il est indifférent aussi
de tordre le corps autour de l'axe des z, ou autour de
I'axe des 2'.
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EQUATIONS DE L'EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT INTERIEUR
DES CORPS HOMOGENES ET D'ELASTICITE CONSTANTE.

288. Nous avons vu (n° 287) que les valeurs des
N;, T;sont données en fonction des déplacements u, v, w,
par les formules :

Ju ow odv
N1=M+2,u,—a;, Ty=w (—55 +&),

0v du  Jw:
No= 0120, T=e(1%),

0z ' o
. dw - (dv du)
Na_7‘~5+2/“?£, Ty=w 'a_x‘+a_y' ,

dans lesquelles 2 et w sont des constantes, et 6 est
donnée par la formule :

du dv  Jdw
0 — — 3 17, ¢
iz oyt (2)

D’ailleurs, ces six fonctions N,, T, doivent vérifier les
trois équations aux dérivées partielles du premier ordre:

N, | dT; | JT, _

o Vay Tar TR0

T, ON, oT, B .
—%+5§+3Z—+PY_O’ (3)
or, 9T, ONs .

% oy o TEETO

e ¢tant la densité du milieu, X, Y, Z les composantes
rapportées & l'unité de masse des forces extérieures qui
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sollicitent le point M; si le corps se déforme ou vibre,
les forces X, Y, Z comprendront en outre (n° 243), en
vertu du principe de d’Alembert, les forces d'inertie les-
d*x dy d*z
ar’ T ae’ T ar
nous observons que les coordonnées du point M déplacé
et venu en m, sont z + », y + v, 2 + w, les forces
d*u do Aw
ag' T ar T ae

Si I'on met en évidence les forces d'inertie, et si 'on
désigne encore par X, Y, Z les composantes des forces
extérieures qui agissent sur la -masse du point M, les
équations (3) précédentes deviennent :

guelles ont pour valeurs — Or, si

d’inertie se réduisent & —

oN,  dT,. 0T, _ Pu

o Ty T K=

JT; 0N, dT, dw

Fr il R S (4)
2

0T,+6T1 +0N3 beZ—op cfi;:;

En remplacant dans ces équations N;, T; par leurs
valeurs ci-dessus, et en ayant égard 4 Pexpression (2)
de 6, on a :

0w | Fu | 0uy du

(% +e) dw—*—#(dx* oy a~2/+PKhFd—t"’

o 0w 0w
R

() 5, oz o T oz

VY =p 20 (5)

oy T

duw 02w 0w d*w
Gt w52+ v (Gt g+ 5 =
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ou bien, en employant la notation que nous avons adoptée
précédemment (I, n° 401) :

06 du
(A1) ’(‘)E“‘/‘A““‘PX_FWv

a6 d2
()-+M)a—y+#Av+9Y=97, (6)
. a4 daw
(A —}—‘u) 73—2+/4Aw—}—pz= PW

Ces équations aux dérivées partielles du second ordre
entre les fonctions u, v, w expriment les lois du déplace-
ment moléculaire. Elles sont applicables & tous les points
du systéme. '

Equations 2 la surface.

289. En général, des efforts extérieurs sont exercés
sur la surface du systéme considéré. Il en résulte des
équations qui doivent étre satisfaites aux limites du
corps, c’est-a-dire sur la surface du corps seulenent, et
que T'on appelle pour cette raison équations ¢ la sur-
fuce.

On les obtient en écrivant que, pour un point quel-
congue de la surface limite, Ueffort extérieur s'exer-
gant sur un élément plan de celle surface est de méme
grandeur et de méme direction que la force élastique
correspondante.

Soient donc en un point quelconque (z, y, 2) de la sur-
face, I l'effort extérieur par unité de surface, I, m, n les
angles de F avec les axes, «, 8, ¥ les angles que fait
avec les axes 1a normale en ce point, dirigée vers I'exté-
rieur du corps, p'., Py, P\ les composantes de la force
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élastique en ce point. Les ¢quations 4 la surface seront ;
p.=Fcosl, p',=Fcosm, p',=TFcosn;

en remplacant p’;, p',, p’, par ces valeurs dans les équa-
tions (4°*) (n° 250), il vient :

Fcosl = N,cosa + Tscos3 + Tscosy,
Fcosm = T;cos« + N,co85 + Tycosy, (A)
Fecosn= T,cosa + T,cos3 + Nzcosy.

Les premiers memhres de ces équations, ainsi que
cos«, cos 3, cosy seront des fonctions données de z, y, 2.
En remplagant les N,, T; par leurs valeurs en fonction
de u, v, w (n° 73P), on a trois équations auxquclles
doivent satisfaire sur la surface limite les déplacements
u, », w, fonctions de , y, 2, ¢.

Ces mémes fonctions doivent d’ailleurs satisfaire dans
toute I'¢tendue du corps aux équations (6) (n° 288).

En particulier, dans le cas d’un corps homogtne et
d’élasticité constante, on devra remplacer les N;, T, par
les valeurs (42) (n° 287).

290. REMARQUE 1. — Si dans les formules (5) nous
avons ¢égard a la valeur (2) de 4, nous pourrons les
mettre sous la forme suivante :

du oo ow Ju
NN a(a—y—ggg)_ﬁ(gg}’ﬁz)tox_ dou
(Aot-Ree) gt v dy 0z | T
[,/0v ow [CCAN (7)
Ao )06_“_ ‘a(&—_ay)—a(dg/ ()m) Y= d*p
( fl"@ l“l 0z o ] £ _P_Cﬁé‘
ow  du dv  dw\]
o{lr 0y (i 2
_ 00 oxr 0z 0z 0oy dup
()\4—2#«)&‘%‘# i —- | iy .f{ pZ=pﬁ,
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291. Nous avons supposé jusquici X, Y, Z quel-
conques. Le plus souvent ces forces X, Y, Z sc réduisent
aux composantes de la pesanteur, ou d’'une force con-
stante en grandeur et en direction, ou a4 des forces
attractives ou répulsives émanant de centres extéricurs
fixes, et inversement proportionnelles au carré de la
distance. Nous supposerons, en général, qu'il existe une
fonction de force, c'cst-d-dire que X, Y, Z soient les
dérivées partielles d'une méme fonction U:

ou oU dau

X=-(’E, Y=a—y, szﬂz

On a évidemment la relation ;

0xX | 0y 0Z

ra oy oy + 0z =0, (8)
ou bien :

0°U  ¢°U  oU N

W—FW—{—B?%O. (8"™)

292. Sil'on ajoute les équations (5) ou (7), aprés les
avoir respectivement différentiées par rapport a , y, z,
il vient :

0% 0% 0% X  dY  0Z as
Vel 5+ )

Fom e ot )= )

(* +25) (6.702 iz TN\ T T e

Or, dans le cas ou il existe une fonction de force
(n° 291), le second terme est nul; par conséquent, les
forces extérieures disparaissent du résultat, et il vient :

0% 026) a4

0%
ot 2 (Gt G 5) —# g

ou bien :
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(x + 2u) A6 — (10)

e

Telle est I'dquation a laquelle satisfait la fonction 8,
cest-a-dire la délatation cubeque pour un solide homo-
géne d’élasticilé constanie.

R93. Equilibre d’élasticité. — Dans le cas de I'équi-
libre d’élasticité, les fonctions %, », w, et par conséquent
6, sont indépendantes du temps. Les éguations (6) se
réduisent alors aux suivantes :

A - 06 Ay + pX =0
( I(‘")’()TL'._*_IU‘M [t |
25 )
(3 ) 5 w0+ pY = 0, (1)

0%
(’\+#)$+MAW+PZ=0,
et I'équation (10) nous donne :
A= 0.

294. Cas particuliers. — 1° Si les scules forces
extérieures sont ceiles qui s'exercent sur la surface du
milieu, on a :

X=0, Y=0, Z=0,

ct les équations (11) deviennent :
04
. - Ay —
(2 %—/L)aw%—.u u =0,

06
(A -+ ,u) @%— prlAv =0, (12)

034
) — Aw =0,
(A+/)dz+/~c w
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Nous avons donc trois équations aux dérivées par-
tielles auxquels satisfont les déplacements », », w, fone-
tions de @, y, z, et il s'agit de trouver des solutions de
ces équations, telles que les équations a la surface (A)
(n° 289) soient également vérifiées.

2° Si les déplacements w, v, w sont les dérivées par-
tielles d’vne méme fonction dex, y, 2, ona:

_0 O O
=5 17—73/-, W=7
par conséquent,
0% 0% = 0%
T e T e T T 00
D’ailleurs on a :
Oo GA? 09
A=A 5= 0 oz’
de méme,
8
Av 99 Aw = 0_

= a—y, w = 0z
Les équations (12) se réduisent alors aux suivantes :

oL 00
06
(}-+2,Ul)—5§=0,
25
(A+2#)EE:O'

Si nous supposons A + 2« différent de zéro, ces équa-
tions nous donnent :
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08 0 06 0 00
de ' oy ' 09z
Or, pour que ces derniéres équations soient vérifiées,

el faul et il suffit que la dilatation cubique 0 soit con-
stante dans toute Uélendue du systéme déformeé.

Propriété.

295. Reprenons les équations d’équilibre (n° 293)
dans le cas ol il existe une fonction de force U; nous
aurons :

g6 ou
(A+#)85+MAM+P%—O,

dé oU
(A+#)‘@+#AU+P§§_:0, (13)

-

dU
()\—{—[u) +‘“Aw+9() = 0,

les fonctions U et 6 vérifient les équations :

AU=0, A6=0. - (14)
On en tire :
a6 au
(A+#)A—+#AAM+ pA 5 =0,
a6 oU
(A + ) A rri wAAD 4 pA oy =0 (15)
Jau

el
(A+,«)A&-|—#AAw+pAa—z—=O.
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Or, on a, en vertu des équation (14) :

3 9% 9% 3% 0As

o T dzoy T dmwoE  ow

dU _ 9°U " 0°U 0°U  0AU 0

or  dxr® ' dxdy* | dxdsx?  dx ’

et, par conséquent, les équations (15) nous donnent :
AAu=0, AAv=0, AAw=0,

D'ailleurs, nous avons vu (n® 274) que les N;, T,
sont des fonctions linéaires & coefficients constants de

du du o0v

Ty S e s s Ty e . ’ i AN., AT, ien-

3z’ 3y’ 5 Il s'ensuit que AN, AT,, contien
dAuw dA

dront des termes de la forme J, -—u, . . +; par con-
dx ' dy

séquent, les AAN,;, AAT; contiendront des termes AAw,
AAv, AAw, et par suite, ona:

AAN,=0, AAT,=0.
Done, les N,, T, satisfont & I'équation :
AAcp =0,
Ainsi done, les projections #%, », w du déplacement
moléculaire, et les composantes des forces élastiques
N;, T;, dans lintérieur d’un corps solide homogéne et

d’élasticité constante, en équilibre d’élasticité, satisfont
4 Véquation aux différences partielles :

AAg =0,

ou bien, en employant les notations ordinaires :
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2 2 9 a! a! 65
d*(“+‘”+6—3ﬂ (e
dz/+

dz*  dy* oz* oyt | 0z
da? dy’
d%¢  d% d%
I DR A SR T &
(ax’ + dy* + dz’) —0
0z* ’
ou encore, en développant :
d'y de d'e

+2

d'v | d'p ' _
P My Pl oy e R oy v

MOUVEMENTS INTERIEURS DES SYSTEMES HOMOGENES
ET D'ELASTICITE CONSTANTE.

296. Considérons un systéme homogéne d’élasticité
constante, et supposons que ce systéme indéfini dans
tous les sens soit sousirait d l'action de toute force exté-
rieure. Supposons que les points de ce systéme ayant été
déplacés soient abandonnés avec des vitesses initiales
al'action des forces intérieures. Le systéme se mettra en
mouvement, et si nous désignons par «, v, w lcs projec-
tions du déplacement d’un point (z, ¥, 2), ces projections
seront des fonctions de z, v, 2, t.

Ces fonctions devront satisfaire aux équations (6)
(n° 288) dans lesquelles on aura fait X =Y =2 =0,
c'est-a-dire aux équations :

2

08 d*u
( +,u.) P + pAu =7

@ |
) 06 d’v
(A+M)@+/AM=F%§, (16)
2t de " 'A  dw
(‘ /"’)5'; /‘w"—Pdta‘
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Ce sont ces équations que l'on appelle équations des
petits mouvements. On peut d’ailleurs les remplacer par
les'équations équivalentes (n° 290) :

[ (0w Ov . [0w  ou
(;+o)_‘3ﬁ+ a(ﬁg—%})_d(aﬂm_&)= diu
AN T oz T
do  oJw du Ov
e ) )
L i e P PR I 7
[ d~w Ju (dv ow
Ao a0 a(dx_&—) 9 E—W) _Dd*w
4+ ”‘)5“”‘_ ox o dy 7

Le probléme général des mouvements vibratoires
consiste a trouver des fonctions «, v, w satisfaisant a
ces trois équations (16), et telles que leurs valcurs ini-

. . . 0w .
tiales, et leurs dérivées pariielles PRI soient des
v

fonctions donnces de z, y, 2.

Equations d’équilibre en coordennées
cylindriques.

297. Imaginons que 'on divise le corps en éléments
par trois séries de surfaces orthogonales, savoir ; 1°.des
cylindres circulaires ayant pour axe 'axe des z; 2° des
.plans perpendiculaires & cet axe; 3° des plans passant
par ce méme axe. ' :

Soient CMM, un plan de la deuxi¢me séric (fig. 54),
'z la distance OC de ce plan au plan des &y, MCO un plan
.de la troisiéme série, 6 'angle que ce plan fait avec un
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plan fixe de cette série, le plan 2z par exemple, » = CM
le rayon d’un cylindre de révolution autour de OZ.

Les trois quantités
r, 6, 2 détcrminent évi-
demment la position du
point M : ce sont les
coordonnées  cylindri-
ques de ce point.

Soient C'M'M', un plan
de la deuxiéme série
infiniment voisin du
premier, CC' = dz sa
distance & ce plan;
OCM, un plan de la troi-

4 m sicme série faisant un
_ angle MCM, = d§ avec
Fie. 54. le plan OCM, et enfin

7 + dr le rayon d'un second cylindre, infiniment voisin
du premier; nous aurons donc MN = M;N, = dr.

L’élément de volume étant MM, NN,M'M' N'N
= rdbdrdz, 1a masse de cet élément sera grdédrdz.

Cela posé, soient :

Mr le prolongement de CM; Mt Ia perpendiculaire 4
M» au point M dans le plan CMM,; M,+; et M,¢, les
positions de Mz et M¢ aprés la rotation do autour de
I'axe OZ; enfin Mz une parallele 4 OZ menée parlepoini M.

Désignons par R, T, Z les composantes suivant les
axes Mr, M#, Mz de 1a résultante des forces extérieures
qui agissent sur la masse prdédrdz.

Conformément aux notations que nous avons adoptées
précédemment (n° 243), D, ,, Pr(, De, . SerONL les com-
posantes suivant les axes Mr, M¢, Mz de la force élas-
tique p, exercée sur la face MM'NN' = drdz perpen-
diculaire & M¢; de méme, D.,» Pr s Pr. Seront les
composantes suivant ces mémes axes de la force élas-
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tique p, exercée sur la face MM,M'M'; = rdédz per-
pendiculaire & Mr, et p, ., p.., p.. les composantes
suivant ces mémnes axes de la force élastique p, exercée
surla face MM, NN, = rdédr perpendiculaire a Mz.

Remarquons encore que, si une force F est dirigée
suivant M, ¢, ses projeclions sur Mz et M{ sont respecli-
vement, en négligeant les infiniment petits d'un ordre
supérieur au premier :

suivant M» : Fcos(90° 4 db) = -— Fsinds = — Fds,
suivant M¢ : Fcosdi=TF;

la composante de cette force suivant Mz est évidemment
nulle.

De méme, si la force F est dirigde suivant M,#,, ses
composantes suivant M» et M¢ sont respectivement :

suivant M» : Fcosdé =F,
suivant M¢ : Fcos(90° — do) = Fsindé = Fads;

la composante suivant Mz est aussi nulle.

298. Cela posé, cherchons les forces élastiques qui
s’exercent sur les faces opposées MM'NN' et M, M’ N, N/;.
Nous aurons :

1° Pour la face MM'NN' les composantes :

suivant Mr: drdzp, ,,
suivant M¢: drdzp, .,
suivant Mz :  drdzp. ,;

2° Pour la face opposée M, M’ N, N/, :

. op,, »
suivant M, 7, : —drdz (p,, - T —§—6~ de),

s . P apt, t
suivant M,?, : —drdz{p,,+ 30 de |,

- . 0Py, s
suivant M,z, ou M,z : —drdz|p, . + 5 do).
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Cherchons maintenant les composantes de ces trois
derniéres forces suivant les trois directions M», M¢, Mz;
nous aurons:

1° Pour la premiére, dirigée suivant M,r,:

op,, ,
suivant Mr: — drdz ( A et };0 da)
. ap., -
suivant M¢: —drdz|p, .+ 693 dﬂ) as;
ou bien, en faisant abstraction des termes dun ordre
supérieur :
. 0p,,
suivant M»: —drdz{p, .+ _()_s_ 60),
suivant M¢ : —drdzdsp, ,;

la composante suivant Mz est nulle.
2° Pour la deuxiéme, dirigée suivant M,¢, :

1 0 Lot
suivant Mr: -+ drdz (p, + __p__ ) do,

7
suivant M¢ : — drdz (p,, g; ! de)

ou bien : .
suivant M : 4+ drdzdsp,, .,

ap., ¢
suivant M¢ 1 — drdz (pz,"*' go 06)

la composante suivant Mz est nulle.
3° Pour la troisiéme, dirigée suivant M,z,, parallele
aMz:

suivant Mz: — drdz (p,, 1 ‘g; - da)
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les composantes suivant Mr et M?Z sont évidemment
nulles.

Done, les forces élastiques exercées sur les deux faces
considérées nous donnent :

a LT

suivant M7 : drdzdip, ,— drdzds %,
. ap., .

suivant Mt : —drdzdo 00’ —drdzdép, .,
: . ()pt z
suivant Mz : — drdzdb 66‘ .

Les deux autres couples de faces sont paralltles,
savoir MM, M'M'; et NN;N'N'; d’'une part; MM, NN, et
MM, NN’ d’autre part. Par conséquent, les forces élas-
tiques excrcées sur chaque couple de faces sont paral-
leles. 8i nous les décomposons suivant les directions
Mr, M¢ et Mz, nous aurons : )

1° Pour la face MM, MM/, les trois gomposantes :

sulvani Mr:  rdédzp,,,,
suivant Mé:  rdédzp, .,
suivant Mz: rdédzp, ,;

2° P;)ur la face opposéec MM,N'N', les trois compo-

santes ; )
. orp,, ,
suivant M7 : — dédz (7."10,,r + - (37', dr),
. orp,,,
suivant M¢: —didz (Tpr, e+ 07-‘ dr),

‘ d
suivant Mz :. — dodz (Tpr,z + 7P dr).

rnz
dar
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Ces forces se réduisent done aux trois suivantes :

suivantMr:—d‘w‘d’a apr -dr—=—didz (p,, '+rd§;r)dr’

: 0p,.
suivant M¢: —dﬁdzadp' dr=—dbsdz (pr A P )dr,
suivantMz: —dadza';p’ “dr=—didz (pf z+¢naﬁ2)

De méme, nous aurons :
1° Pour la face MM NN, les trois composantes :

suivant Mr: rdédrp,,,,
suivant M¢:  rdédrp, ,,
suivant Mz: rdédrp, ,;

2° Pour la face opposée M'M',N'N', les trois compo-
santes :

suivant Mr: — rdédr (p,,, -+ O+ dz ) ,

0%
. . op., ,
suivant Mé : — »rdédr | p,, . 1 0a dz ),
suivant Mz : — rdédr (p”—i— p”dz)

Ces forces se réduisent done aux trois suivantes :

op., ,

suivant Mr: — rdidr oz daz,

suivant Mt : — rdédr d;;); ‘dz,
. 0p., ,

suivant Mz: — rdbdr 01” az.
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299. Si maintenant nous égalons a zéro la somme
des composantes des forces élastiques et de la résultante
des forces extérieures suivant chacune des trois direc-
tions considérées, en supprimant le facteur drdédz, et
en observant que l'on a (n° 246) :

pr,t:pt,ry Pr,s = Dzyey pt,z:—pz,t!

nous aurons pour les équations d’équilibre :

op, 162 drz e M,
p1,r+ p1, + p, +p, pt::FR,

ar r 06 dz r

l op,, , Op,.  0p,.. , 2 .
o6 Vo T e T PR
1 0pz,l apz,'r 0pz,z 1 _
o5 T o T T b=l

300. Cas pariiculier. Dans Ie cas d’'un fluide,
la pression est normale & 1'élément (n° B), et elle est
la méme dans tous les sens, quelle que soit Porientation
de Télement (n° 6); par suite, les composantes tan-
genticlles sont nulles, et les composantes normales sont
¢gales. 11 vient alors, en supprimant les indices devenus

inutiles :
dp
5;1 - PRv
1 dp
T eT,
ap o
dz e

Ce sont les équations d’équilibre d’'une molécule fluide
en coordonnées cylindriques.
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301. REMARQUE. — Si l'on suppose que g soit une
fonction de p, et si l'on pose :

dp

P= ’
g

ona:
dip +—ze+ d =—<—dpd 42k d6+ )
or o\ 0

et alors les équations d’équilibre peuvent étre mises sous
la forme :
oP

—=R,

1 P

7 00 !

0P
2z

Equations du mouvement d'un fluide
en coordonnées cylindriques.

302. Désignons par R/, T', Z' les composantes de
laccélération totale de la moléeule (v, 6, z) du fluide,
respectivement suivant le rayon vecteur r, la perpendi-
culaire 4 ce rayon dans le plan normal 4 l'axe OZ, et ]a
paralléle 4 cet axe. Solent, en outre :

les composantes suivant ces mémes directions de la
vitesse de cette molécule.
Les équations du mouvement sont alors, en apphquant
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le principe de d’Alembert, et introduisant les compo-
santes de la force d'inertie dans les équations d’eéquilibre

(n° 301) :
g§=9(R—R'),
1—,%—1;=P(T~T’),
Bz

303. Sinous supposons que p soit une fonction de p
seulement, et si nous posons :

szd?p,

ces équations nous donnent les suivantes :

ap

—_— — R

i R —R/,
1 P ,
T

opP

=7 7.

0z z

En décomposant l'accélération totale suivant le rayon
vecteur M», la perpendiculaire a ce rayon vecteur dans
le plan MCM, (I, n°® 83) et la paralléle &laxe 0Z, on a:

du do \2 du

[ A —_) = 2

R= r(dt) a e
4 dr do duw

m___ o — e e — —_— )

P=roptRgr gy =" 2%
d?z

[

Z ="
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304. REMARQUE. — On peut obtenir les expressions
de R, T', Z' de la maniére suivante :

Le mouvement absolu du point M est la résultante du
mouvement relatif du point M dans le plan passant par
Iaxe OZ, ct par le point M, et du mouvement d’entraine-
ment de ce plan.

L’accélération absolue sera done la résultante :

1° De laccélération relative qui a pour composantes :

du
ar suivant Mr»,

dw .
—— suivant Mz;
at ’
2° De l'accélération d’entrainement qui a pour com-
posantes :

~ w?r suivant M,

dw .
T r—dT suivant M¢;

3° De l'accélération complémentaire 2we suivant la
perpendiculaire au plan passant par la vitesse relative
et 'axe de rotation et dans le sens de la rotation
(I, n°> 162?), c’est-a-dire suivant M¢. (L’angle « est droit,
puisque la vitesse relative et 'axe de rotation sont per-
pendiculaires).

Nous aurons donc comme précédemment :

R =———uw’n,

dt
P dw
T = T—E—F 2wu,

dw

Zz—d—tf.
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305, Or,ona’:

duw du du dr ou ds ou dz

at ot Yorar T odr T asar
=%2;+u-g%+m%;—+wg—u,

de méme,
_%—%+“%*M%+W%A
%e=%—f+u%3:—+w%+w%-

Les ¢quations du mouvement peuvent donc étre mises
sous la forme suivante :

ou ou ou du oP

—a—t—{—ua—r——{*m +wdz m/'—{—dr “R,

dv  dw dw Ow 1 oP
4Wﬂw%T+mf—+ a)+zu+ =T

= 7.

i

ow 0w ow ow  dP
R T R PR
306. Dailleurs, sil’'on exprime quela masse sdr.rdbdz
n'a pas vari¢ pendant le temps d¢, on a 'dquation de con-
linuile :
P'dr’.r’de‘dé’ = pdr.rdﬁdz.

Or, au bout du temps dt, on a:

S 0o da
P?P+@=Pf(‘1 et @ *@z)ﬂ

26
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=yt udt, ¢=0+ wdt, 2 =—z-+wdt
d’ou :

dr’——dr—%—%drdt a4 == d’+%dédt dz' == dz+% dzdt.

On a donc, en négligeant les infiniment petits d'un
ordre supérieur au quatriéme :

dr v df 4z = (r-+ udt) (1+ Z—Z dt) dr( 1+ %% dt) ds

drdbdz,

ow . 0w  dw | dw
(1+Edt)az—?'r+udt+T(W—F%——}-Fz)dt
par suite,

drdbdz

ol.dr'.r'dddz'—= 93T+udt+r( + 50 -i—(;w)dt

+rdrd6dz(3t +—0~ +%w -}—%‘% w)dt

Zprdrdddz—{—;imq_q«( +‘3A“_}_0_.°ui+6;u)

8 6z
5 53 drdodzdt.

§

L’équation de continuité est done :

O | Opw  Opv | Opw | pu
o T Tt Tl

307. Supposons maintenant qu'il existe une fonction
de vitesse ¢, et une fonction de force U; nous aurons,
puisque les composantes de la vitesse sont u, wr, w, ot
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que les projections du déplacement élémentaire sur les
axes sont dr, rdd, dz:

de — udr -+ wrids + wdz,
ou bien :

d(? dt?_ 2 .
o e T G !

d’autre part, les composantes de la force étant R, T, Z,

ona:
dU = Rdr + T.rdt + Zdz,
ou bien :
JU U . 9U
W_ , —(76?— 17, E—Z

Par suite, I'équation (12) (n° 66), nous donne :

av—av—ag;—za[(G) 5 (3) + (52)]

et I'équation de continuité devient :

oy de dy
W+®W+L®W+®&+pﬁ_o
ot or r? 06 0z roor

Mouvements tourbillonnants.

308. Appliquons les formules que nous venons de
trouver au mouvement d'un fluede, pour lequel out est
symétrique autour d'un axe, que nous prendrons pour
axe des 2. ‘
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Dans ce' cas, %, w, w, P et p sont indépendants de ¢
(n° 297); il doit en étre de méme des valeurs initiales
de ces fonctions, ainsi que de R, T, Z. 11 est d’ailleurs
évident, puisque tout est symétrique autour de Paxe,
que le fluide doit étre limité par une surface de révolu-
tion autour de axe de symétrie.

Nous supposerons T == 0, ce qui aura lieu lorsque les
molécules du fluide sont altirées vers un point fixe ou
mobile situé sur 'axe de symétrie OZ.

Les équations du mouvement d'une molécule (n* 305
et 306) sont alors les suivantes :

oP (3u‘ ou - (3u~ .
W+W7¥MW+TUE_-m 7'——R,,
Jw ow Jw 2w
'az‘}—uﬁ‘*'wa—z"}“ o _0’.

0P+@+u()ﬂ+w@—,

0z | di dr a9z
‘09 agu drw
o a df/' + =0
Or, on a :
d(l) (3(1) ()(1) {3(1)
T g ey

dat ot
par conséquent, la deuxiéme équation (1) nous donne :

2(0 dr

rodt =0,
ou bien :
dw . ar
2 Z=0;
T T
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d’ou, en intégrant :

2

wrl=gq, -

a étant une constante pour une méme molécule fluide.
Cette constante varie, en général, d'une molécule a
Pautre.

On en conclut que la vitesse angulaire d'une molécule
autour de laxe de symétrie, auw divers points de sa tra-
Jectoire, varie en raison mverse du carré de sa distance
a Lawe. : '

309. Cas particulier. — Examinons le cas ou la
constante a a la méme valeur pour toutes les molécules
fluides, et supposons que les forces extérieures admettent
une jonction de force, c'est-a-dire que I'on ait :

Rdr + Zdz = dU.

Nous aurons :

0P  du ou . Ou . oU
W+W+“W+“&““T“%'(a
P dw ow dU

dw
Tttt

0z 0z dz’

ou bien, & cause de la formule wr? = a,

0P . Ju ou ou d al
ot et ws == (v ).

3z =\ ")
o’ 0w  dw ~dw 0 (_ a’)
P A el it Pl St e/ &

Différentions ces deux équations respectivement par
rapport a z et r, et retranchons, en posant : '

Jdu  ow o
0z, or K
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il viendra :

ds On "0y ou ow
5 e gt egt (Gt g0

ou bien ;

dn ou ow o
It P

Or, I'équation de continuité (n° 306) nous donne, cn

Jpw
observant que _67 =0,

Og 4. o dpu dew

ot or d+ :0’
ou hien :
% ., 9% 0 dw  dw 6 pu
ettt e+ oo

D’ailleurs, on a :

dp do , . Op dp
2 T %5 I Yoz~ ar

par suite, en remplagant « par %, il vient :

dp ou ar _

at e 07‘ or T ° dz + r dt O,
doit :

o ow . l flﬁ 1 dr

or ' 0z e dt r dt
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.y ) d N
Par conséquent, si I'on remplace -aa% + —% par sa va-
leur tirée de 'équation (4), il vient :

1 dn  rdo+pedr

d’ou :
dn __ pdr + rdg
” er

En intégrant, on a :

b= lor -+ Lb;
d’olr :
n = bpr.
Par suite,
du 0w _ ber
0z or

La constante & est indépendante de la position de la
molécule (u, w, r, g, 2); mais, elle peut varier d’une
molécule & l'autre.

Si b =0 pour toutes les molécules 4 un instant donné,
il sera nul pendant toute la durée du mouvement, et
I'on aura, pendant toute la durée du mouvement,

du _ ow

0z or’
formule qui exprime que udr -+ wdz est une différen-
tielle exacte, ce qui nous donne une vérification du
théoréme de Lagrange (n° 63).
310. Les équations (3) nous donnent alors, en les
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multipliant respectivement par dy et dz, et ajoutant, et
en opérant comme nous Favons fait (n° 66) :

g o [ G |-l
dP=—d———d (") +|5) | —d[U— "2y

ot 2 (dr ! 0z U 27-9)’ .
d’ou, en intégrant, et comprenant dans s la fonction
arbitraire du temps introduite par Iiniégration :

T SRR

D'ailleurs, la derniére des équations (1) devient :

OJo ] Oy

do — dg —
% % o 0z
WJF or +r9r+ 0z =0
FIN
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