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Der Parabeltrager y = h (:)*. 
Von ADOLF FRANCKE, Raurat in  Alfeld a. d. Tieine 

Der Schub H der gemeinen Parabel der Gleichung y = h (:)' pflegt 

für eine lotrechte im Punkte z stehende Last P nach der einfachen 
B 3 ( a 9 -  xx) 

--  
x 

Formel = - 3 ( 1 5 1 )  . E; 6 = - bemessen zu werden, welche 
8 a h  8 

H 26-3O&'+ 66' 
aus der genaueren Gleichung: - = 

04 
- durch Unterdrückiing 

a P  

des rechnungsmiiBig nicht belangreichen Zahlerwertes (1 - g8) (1 5 ta)  
hergeleitet warde. 

Zum Vergleich der je nach dem bestimmten Wert n unterscheid- 

baren parabolischen Bogenformen y = h 2 in bezug auf ihre verschie- (3" 
dene natürliche Schubfahigkeit ist eine gemeinsame Formel für  siimt- 
liche Bogenformen zweckdienlich. 

Wir  betrachten hier den Bogen mit diehbareu, unverrückbaren 
Kiimpfern und ermitteln ganz allgemein den natürlichen, der Stütdinien- 
eigenschaft entsprechenden Schiib des Rogentragers der Gleichung 

für n als Zahl > + 1. 

Wir  denken uns 2 a  als unveriinderliche Spannweite. Den Pfeil h 
nehnien wir zwar für unser tatsiichliches Tragegebilde alri beliebige end- 

' liche Lange an, aber wir sehen irn ~hnlichkeitsbilde ailer Einzelbogen 
mit glcichcm natürlichen Schub und gleicher Stützlast diescn Pfeil h 
verschwinden fiir den Grenzfdl beliebig flacher Wolbung. 

Diesen Grenzfall schauen wir an, um das aus ihm einfach ableit- 
bare Ergebnis der natürlichen Kraftezerlegung auf den iihnlichen Bogen 
mit endlichem h zu übei-tragen. 

h 
Wir lassen also verschwinden auf eine konstante bestimmte Null- 

zahl. Dann ist: 
d y -  n h x n - 1 -  d p - t g W =  -- 

an 
Zeitechrift f. Mathematik a. Physik. 61. Band. 1912. IIeft 1 4. 1 
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2 Der Psrabeltrager y = h (3" 
n h  

und der SchluBwinkelwert /j des Bogens /J' = t g a  = - bedeutet eben- 

falis eirie andere verschwindend kleine bestimmte Zahl. 
Durch Differentiation folgt : 

Der Bogen liegt cc flach und daher kt: 
ds  = dx. 

1. Der Zustand des Bogenschubes Il = + 1. 

Für den Zustand Il= + 1 des Bogens der Fig. 1 gilt f ü r  ver- 
schwindend kleines 78 die Biegungsgleichung: 

2 , ' J d z '  a n - s n  
h-fl ZP = - an 

mit den Integralen: 

Durch Verrielf iiltigung mit 

' 1 '\ 
/' 1 1 \ iindIntegrationwirdaosjadû7= w 

, 
/ ! 

r- ' als Wirkung des Bogenschubes 

H die Bog&l%ngenGderung ge- 
funden: 

EJ 1 -,w- - 

- 2n2ahe  
A 

H ' H ( n + i > ( ~ n + 1 ) -  

2. Die Wirknng einer Scheitellast 
wird e~itsprechend gefunden: 

B.J n ( n  + 31u5h 11. - ',& = . 
Po 4(n+ l ) (n+ 2 ) '  

Daher erzeugt diese Scheitellast Po den Sühub: 

3. Die Wirkung einer lotrechten Last 

im beliebigen Punkte x wird gefuriden: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von ADOLF FIIANCKE. 

Daher eszeugt P den Schub: 

2 
oder für - = : 

oder die Werte f 2  anders geordnet: 

Für Zahlen n > 2 fallt das letzte Ziihlerglied 26"l - 5") nicht 
eben schwer ins Gewicht. Man kaun es fiir diesen Fall, nach Art der 
für die einfache Parabel geschafferien einfachen überschlaglichen For- 
meln fortlassen und dahcr für diesen Pall annahernd überschlaglich die 
einfache Formel anwenden: 

Für  hohere Parabeln, n > 2, bleibt mithin, ebenso wie fiir die ge- 
meine Parabel, die EinfluBlinie für bewegte Last rechnungsmaBig an- 
nahernd die gemeine Parabel. Für  niedere Parabeln, n  < 2, wird eine 
solche Annahme rechnungsmiifiig ungenauer. 

Für  n > 2 erhalteri wir im Scheitel flachgewolbte Bogenformen 
mit vergleichsweise schaacher Schubfiihigkeit, für Fig 2. 

n < 2 erhalten wir Bogenformen mit starkem Schube 
und starker Scheitelwolbung. 

Vergleich des durch aine Sckeitellast Po erseuyten 
Boyenschubes. 

A A H II A Für den Grenzwert 12 = l im > 1, also für den in 
Fin. 2 dargestellten Dreieckbogen, wird x = +, und x nimmt stetig 
ab mit wachsendem n, wobei sich die Werte entsprechen: 

n L 1 )  X = $  

,=1 6 ,  X E L E  Y66 

n = 5 4 ,  
X = 119 

260 

= a ,  3- x “ S  semikubische Parabel 

n = 2 ,  ~ , 2 5  ,, gemeine Parabel, wo x gemeinhin mit + ver- 
tauscht wird 

f i  = 3, x = für die kubische Parabel 

n = 4, x g: für die biquadratische Parabel 
,y&= 10, x = -9'. 

320 1 

n = 00, x == L für den scheitrechten Bogen. 
1 
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4 Der Parabeltriger y = h 

Dus unter  der Einzel ias t  P e-neugte 3farnent ist gegeben durch: 

Insbesondere erzeugt Po das Scheitelmoment: 

M 1- 2 %  (n - 1 ) ( 2 n +  3) 
-- - = 
a P  2 8 n (n + 2) P i  

E s  wird: 

p = O für den Dreiecksbogen 
= -4- 

139 
fur = ' 

260 fur n = 

p = & für n = +, also für die semikubische Parabel 

p = & für die gemeine Parabel = $ als Annaherung 

p = "  ,, für die kuliische Parabel 

p = für die biquadratisçhe Parabel 

y = 2 für n = I O ;  

p = 4 für den idealen scheitrechten Rogen. 

Z D i e  in x, - - 5 h a n g m d e  L a s t  P erzeugt im  P u n k t e  x = - v, - v 
a 

der Gegenseite das Biegungsmonzent: 

Dauselbe wird bei gegebenem f e ~ t e n  Lastangriff 5 ein grofltcr Wert an 
der Stelle: 

1 - En 
(2n+li{n(n+3)(1+n-2~2(,)) 

v l - n  = 
4n(n + 2) 

Bei Mittellaststellung in un-l = - 
4@+ 2) 

( Z N +  w + 3 j  

Abgesehen von = 1, v - 1,  wird das Moment = O  für: 

1 ,O 
Für Steilung der Last nahe am Kiimpfer, = 1; -- = - - 

1 - E  a - *  
1 - u n  2 n  - z. B. fü r  erhalten wir daraus die Kenntnis der Lage: -- - -, 

die Parabel v = - *, wo also eine Last nahe am Eimpfer das Moment 
= O eracugt. Man schlieBt daiaus, daB das gr6Bte Kopfmornent für eine 
Streckenlast nahe am Kampfer bei frei (unbelastet) bleibender Strecke 
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Von ADOLF FRANCKE. 5 

stattfiiidet, niüht also etwa am Kopfe einer am KLmpfer entspringenden 
Laststrecko. 

Wichtig ist die Kenntnis derjenigen beiden indifferenten Stelien 
x = b ,  wo eine Einzellast P das Scheitelmoment O erzeugt. 

Die Scheitelstreclx 2 b  der positivcn Scheiteimomente ist der geome- 
trische Ort, wo Lasten, gekuppelte Rader oder andere znfiillige oder 
standige Belastung wirken muB, wenn das groBte positiue Moment im 
Scheitel - oder auch sehr nahe dern Scheitel - erzeugt werden soll. 

Die Strecke & b oder das Verhiiltniv % = r ]  ist bestimnit durch die 

Gleichung: Y (a - b j = 2 H, - /z oder 

l ) ( n  + BO eshalt man: Teilt man durch (1 - r l )  ----- 
4n(n + 2) 

Stets ist q ein Bruch, und zwar ist 7 = O f i r  lz = 1; r]  = 1 für lz = W. 

Für den Mittelwert n = 2 der gemeinen Parabel ist: 

7 = 0,304. 

Stets kann r ]  = 7, = 
+ -3 als der erste, rneist bereits ziemlich 

(2 n + 1) (n + 3) 
genaue Annaherungswert betrachtet werden. Man erhLlt für semi- 
kubische, gemeine, kubische Parabel die runden Vergleichszahlen: r ]  = i, 

g. - Die beiden erganzenden Kampferstrecken a - 6, 1 - 7 bilden 
den geornetrischen Ort der das pi5Bte negntive Scheitelmoment erzeugen- 
den Lasten. 

4. Stützlast. 
x 

Der Bugen y = h (-i) hat die Stützlastfunktion zn-' lotrechter Last. 

Bei Belastung zweier Scheitelstrecken x mit p = ~ " - ~ d x  entsteht 
~n - 1 

der lotrechte Auflagerdruck A = --, sowie der Schub 
w - 1  

Bei Vollbelastung entsteht der Schub: 
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6 Der Parabeltrager y = h 

Das entsprechende statische Moment 9Jl des einîkchen Balkens auf 
a" - xn zwei Stützen betragt: 

m = n ( n - i ) .  Mithin ist an jeder Stelle x des 
Bogens das innere Gesamtmomont: 

M = - i _ l t - H - y ,  

stets identisch = O, entsprechend der natürlicl~en Schubwirkung jedes 
Einzelelementes p, güitig nicht nur für kleine, soridern beliebige Hohe h. 

Bei Belastung einer Bogenhiilfte mit: 

wo C die Stützlaststirke am TGmpfer darstellt, entsteht das Moment 
t CaS + ln) mit dem Htichetwerte , irn Piinkte 5 = (:)&. - 2n(n - 1 )  - 

29%" ' 

5. Unveranderliohe Streckenlast. 

Bei Belastung einer Scheitelstrecke von x = 0 bis x = c ,  f = 8,  

mit unveranderlicher Streükenlast p entsteht der Sühub: 

Für 0 = 1, alvo bei Belastung einer Bogenhàlfte, entsteht der Schub 

Hierbei entsteht auf der unbelasteten Seite ein gr6Btes negatives 

Moment im Punkte Sn- - 1  - __--- - 3(n  + 3, mit dem Werte: 
( 2 %  + l ) ( n  $ 4) 

Für die belastete Bogenseite gilt die Momentengleichung: 

mit der Bedingung des Hochstwertes: 

1st diese erfüllt, so gilt: 
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Von ADOLF FKANCKE. 

und wir erhalten durch Abziehen: 

W i r  erhalten = i, +, $ und 3 = $, :6, & für semikubische, geliieiiie 
pan 

und kubische Parabel. 
x Volibelastung des ganzen Uogens erzeugt an der Stelle x, a = 5 das 

Moment : 
171 n e - 4  E9 ( 2 n + l ) ( l a 4 4 ) p .  -=  

pu4 6 n ( n + 3 )  2  6 n ( n  + 3) 

Dasselbe wird identisch = O für die gemeine Parabel. Bei den übrigen 
parabolischen Bogen a i r d  dasselbe O für 6 = 1 und für: 

Die Vollbelastung erzeugt ein groBtes Moment im Scheitel mit dem Werte: 

positiv fiir n > 2,  negativ für n < 2. 
6  ( n  +3)- Ausgezeichneter Wert findet auBerdem statt für =---- 

( e n +  i ) ( n  +a)) 
also z. R. für die kubische Parabel im Punkte 5 = 49 ,  sowie fü r  die 
aemikubische Parabel im Punkte = g. 

Eine Beiastung der symmetrischen Scheiklstrecke 2 b  des grofitera 
Scheitelmomelztes erzeugt das Scheitelmoment: 

b 
Bür ; = ri = 0, 2pb = P, schaueil wir hier wieder die Wirkung 

konzentriert gedachter Belastung. Schreiben wir aligernein: 

Mo = ( n -  1 ) ( 2 n $ 3 )  q s  ( 2 n + l ) ( n + I )  ( 2 n + l ) q n + '  
j a e  4 n ( n $ 2 ) - r i - 2 f ? 2 ~ r j - ' L ( n f 2 ) ( n + 3 )  

und suchen den H6chrtwert II& auf Grund der Gleiohung y = O, so 
1 

erhalten wir die bereits oben behandelten Gleichungen mit dem ersken 

Bei annahernden, rund vergleiühenden Zahlenrechnungen kann da3 letzte 
mit r j n + 3  behaftete Glied als bedeutungslos forthleiben. 

Setzen wir den annahernd giiltigen Wert  

(n-1) (2n + 3)  = ~(212  + 1)(n + 3) 
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8 Der Parabeltriiger y = h . Von An01.p FRANCICE. 

ein in das erste Glied, so erhalten wir zu überschlaglicher Vergleichs- 
rechnung die Formel: 

Wir erhalten riind: 
M 1 1 1  
- - - - 
pu9 4 6 ,  26 17 

für semikubische, gemeine, kubische Parabel. 

Rei Belastung der beiden ergEnzenden Kiiinpferstrecken a - b er- 
171 7 1 

halten wir die negativcn Schoitclmomcnte IGS = -- - = - 
36 46 

0,22 

1 
für  die semikubische Parabel, - - für die gemeirie, ( - &) für die 

26 
kubische Parabel. 

6. Belastung des Bogens mi t  eigner Bogenhohe y. 

Bei Belastung einer Scheitelstrecke x mit 
,zn p = C - dx 
an 

entsteht der Schub: 

Bei Vollbelastung beider Bogenhalften entsteht daher der Schub: 
hH ! Z n . +  l ) ( n + 2 )  p- 
- - - -- - - 
C a e -  n(n$l)[n+-3)(2n+ 3), 

oder wenn mir  denselben im Gewicht z. B. der IIintermauerung einer 
a h  Ca 

Bogenhalft'e g = y - - = - - - ausdriicken 
n + l  n + l  

Das Scheitelmoment hat hierbei den Wert: 

und wir erhalten daher die Zahlen: 
- 34 1 1 3  
-pp - -- 
g a  567' %' fi 

fü r  semikubische, gemeiiie, kubisühe Parabel. 
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Methode zur graph. Losung v. Systemen lin. Gleichungen. Von K. GOLDZIEER 9 

Methode znr graphischen Losnng von Systemen linearer 
Gleichnngen. 

Von KARL GOLUZIHER in Budapest. 

Die graphische L6sung linearer Gleichungssysteme ist in der Litera- 
tur der angewandten Mathematik mit Bezug auf ihre rielseitige Ver- 
wcrtung für technische Problemc des ofteren behandelt worden.') Die 
bekannten Losungsmethoden unterscheiden sich nach mehreren Gesichts- 
punkten: Neben den direkt an graphostatische Elemente anknüpfenden 
Verfahren von K l i n g a t s c h 2 )  und V e r h o e c k x s )  sind besonders jene 
Losungen zu nennen, welche die graphische Übertragung eines alge- 
braischen Eliminationsprozesses verwirklichen. Die einzelncn Methoden 
ktinnen meiterhin nach der Einfachheit des zugrundeliegenden algebrai- 
schen Gedankens oder nach der Art der graphischen Ausführung beurteilt 
werden. Die durch M e h m k e  vervollstindigte Loeung von van  d e n  
Ber  g4) fülirt z. B. den B é~ o u t  schen Elituinationtlgedanken graphisch 
aus, die Methode von Mai  t l a n  d ') vereinfacht diesen ProzeB durch den 
Gebrauch von fluchtrechten Skalen. Die ,,méthode de fausse position" 
von M a s s a u ') legt einen verwickelteren algebraischen Reduktionsgedanken 
zugrunde; das Verfahren von Vaes7)  geht von dem Gleichsetzen der 
Koeffizienten der zu eliminierendeii Unbekannten aus; Mu i rhead8)  ver- 
folgt das Prinzip der Komparation. Bouladg)  ersetzt deu Gebrauch der 

1) Zusammenfassende Derstellungen: a) Enzyklopadieartikel von M e h m k e  
(Bd. 1, S. 1014-1018); b) d'O c a g n e :  Calcul graphique et Nomographie (EncyclopCdie 
scientifique, Paris. Doin. 1908) Chap. 1. c) H e r z o g  und F e l d m a n n :  Strome und 
Spennungen in Starkstromnetzen (Leipzig. Sammlung Goschen Nr. 456 1910) 5 72-74. 

2) Monatahcftefür Math. und Phys. III 1892 und Zeitschr. des Osterr. Ingen. 
und Archit. Ver. 1893; H e r z o g :  Elektrotechn. Zeitung 1893; C s i l l a g :  Mathe- 
matikai és Physikai Lapok VII. 1898. 

3) Zweiter Toi1 der Arbeit in der Zeitschr. fiir Elektrotechnik XXII. 1904. 
4) Schriften der Amsterdamer Akademie 1887-1889, M e h m k e :  Moskauer 

Math. Samml. XVI. 1892; 1) a ;  1) b; B o u l a d  in Nouv. Ann. de  Nathématiques 
4 s  sér. XViI. 1907: zweite Arbeit; G o l d z i h e r  : Magy. Mérnok- és g p i t é s z - ~ g y l e t  
Kozi. 1911, 17. 

5) De Ingenieur 1909; 1) c; den Ansatz giht  @chon B o u l a d .  
6) Annales de l'Assoc. des Ingén. sortis des *coles spéciales de  Gand XI. 

1889; 1) a; 1)  b (daselbst die allgemeine algebraische Gmndlegung). 
7) Engineering LXVI. 1898, Nouv. Ann. de  Mathématique~l a e  sér. XVIII, 1899 

und Nieuw Archief voor Wiskunde 1899. 
8) Procced. of the Edinburgh Math. Soc. XXVI. 1907/8. 
9) Nouv. Ann. de  Mathémat,iques 4e sér. XViI: erste Axbeit. 
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10 Methode zur graphischen L h u n g  von Systemen linearer Gleichungen. 

Punktreihen durch Strahlensysteme. E s  waren endlich noch die Methoden 
zu nennen, welche bei Systemen von drei Gleichungen die Hilfsmittel der 
darsteilenden Geometrie und bei hoheren Systemen die Begriffe der mehr- 
dimensionalen Geonietriel) verwerten. 

Die Genauigkeit und die Einfachheit der Konstruktion hangt in erster 
Reihe von denjenigcn graphischen Momenten ab, die durch den zum 
Ausgangspunkt dienenden algebraischen Eliminationsgedauken wesentlich 
bedingt sind. Die Methode von V a e s  ist z. B. weniger empfindlich, als 
das Verfahren von v a n  den  B e r g ,  da die Elimination bei TTaes auf - 
Streckenadditionen bzw. Streckensubtraktionen, bei v a n  d e n  B e r g  hin- 
gegen auf Konstruktion neuer Achsen, die durch Strahlenkreuzungen ge- 
führt werden, gegründet wird. Wenn aber auch die Losung von V a e s  
bereits weniger empfindlich ist, BO leidet sie an der Verwickeltheit ihres 
konstruktiven Aufiaues. Man findet den Grund dieser Bemerkung in 
dem Umstand, daB V a e s  deu algebraisühen ProzeB nicht durch das 
graphisch einfachste Kompositionsscheina verwirklicht. Im folgenden 
wird nun eine Methode angegeben"), die gerade an diesem Punkte 
festhaltend das Vaessche Verfahren graphisch vereinfacht und indem 
aie alle Vorteile der Vaesschen und der V a n  d e n  Bergschen Kon- 
struktionen zu erhalten sucht, dasselbe auch vervollstindigt. Wir legen 
namlich ein solches Koinpositionsschema zugrunde, dessen graphische 
Übertragung d i r e k t  das Achsenbild der Eliminationçgleichung liefert und 
zwar ursprünglich ohne Einführung von neuen Achsen. Das Verfahren 
ist eigentlich das graphische Bild jener praktischen Methode, die zur 
Losung des Linearen Gleichurigssystems der Determinantenrechnung durch 
zweckmaBige numerische I~mformuiigen auszuweichen sucht. ') 

Indem wir aus dem System der .iz Gleichungen zwei beliebige 
Gleichungen herausgreifen, konnen wir die zur Elimination von x, 
dienenderi beiden Kompositionsschemata in folgender Weise einander 
gegenübersteilen: 

Ve~fah ren  von V a e  s Nenes Verfahren 
------ 

1) G r i e n d :  Nieuw Archief voor Wisknnde 1899 und S c h o u t e :  Nehrdimen- 
aionale Geometrie (Leipzig. GKachen. Sammlung Schubert 1905) Bd. 1. 5 6, 90. 

2) S. die Arbeit des Verfassers in Magyar Mémok- és @ i t é s z - ~ ~ ~ l e t  Koz- 
longe (Mitteil. des Ung. h g . -  und ArchiLVer.)  1911, 19. 

3)  S. R u n g e :  Praxis der Gleichungen (Leipzig. Goschen. Sammlung Schu- 
bert  1900) Kap. 1 und H e r z o g - F e l d m a n n :  5 63-56.  
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Von &L GOLDZIEEE. 11 

Die einzelnen Gleichunnen w e ~ d e n  - wie üblich - durch paiailel- 
laufende A c h s e n b i l d e r  dargestellt, indem man von einenl beliebigen 
Anfangspunkt (O) ausgehend die Koeffizienten der Gleichung auf einer 
Aclise abtragt (die Vorzeichen werden als Richtuagen berücksichtigt). 
Ein groBer Vorteil dieser Darstellungsweise kt, daB man mittels Pro-  
jektion von einem beliebigen Zentrum aus auf neuen, mit der ursprüng- 
lichen parauel gewahlten Achsen die nicht zweckm%Big geleneuen Achsen- 

bilder beliebig verhessern kann.') Unsere Figur liefert die Losung des 
folgenden numerischen Systemes von 3 G l e i ~ h u n ~ e n :  

(1) 43s + 76 y + 113.5 z = 53 
(II) 6 l x +  10.5 y + 4 6 5 z =  4.9 
(III) 83 x + 55,5 y + 108 z = 20. 
Wir haben also drei parallele Achsenbilder, die Anfangspunkte (Or, 011, Orn) 
aerden zweckmiiBig in einer zu den Achsen normalen Geraden ausge- 
steükt. Reim Auftragen der Koeffizieriten ist die Einheit 0.5 mm. 

1) Diesen Vorteil hat auch die andere Art des Auftragens, die sukzeasive 
S t r e~kenab t r a~ung ,  die aber für die Eliminationskonst~ktionen in unserm Fa11 
weniger geeignet ist. 
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12 Methode zur graph. L o ~ u n g  v. Systemeu lin. Gleichuugen. Von K. Go~nzrasn,  

Der Gang der Kon~trukt~ion ist folgender: Die Eliniination kann in  
aehr mannigfacher Kpmbinat,ion gesc'riehen, man mahlt die den gegebenen 
Verhiiltnissen ent~prechendst~e Reihenfolge. Bei uriserm Beispiel haben wir 
aus der ersien und zweiten, d a m  au8 der xweiten und dritten Gleichung 
das B diminiert, i d e m  wir aus dem Sctinittpunkt der vertikalen Achse 
und der Verbindungen der mit cl und c,, bzw. mit c, und c3 ùezeichnetsn 
Stréckenentlpunkte das eine Aclrisenbild auf das andere projizieïten (1 auf II, 
bzw. II und III). Bei dieser Projektion wahlt man amh die entsprechendste 
Reilienfolge; 5Lnliclie Dreiecke in der E'igur zeigen sofort, da5 die,se 
Konstruktjon den .EliininstiorisprozeU graphiscti. rerwirklicbt. Die EIi- 
rninationsgleichunge erhalten wir nun so, daB wir auf den eineelncn 
Achsen die projizierten Koeffizientenstrecken aus den entsprechenden ur- 
sprüriglicben Koeffizientenstrecken subtrahieren (ah Subtrahent wird 
wieder die bessere Iteihenfülge gewahlt). In dieser Weise eotstehen 
auf II, bzw. 111 die ueueu hchsenbilder: (a., O, d);  die projizierten End- 
punkte baben wir der Obcmicht wegm nicht tieilannt. Aus dicsen 
beiden neuen Achsenbilderil wird nun das y eliminiert: die Verbindung 
der mit b benannnten Punkte liefert auf der vertikalen Axe das Pro- 
jektionszentruni, die Projektion und die Strecksrisubtraktion ist; euf der 
Achsc III vollführt. llesult,at dieser Operaiionen sind die Punkte A und U 
aiif der dchso 111; rliese stellen d m  Aclisenbild einer lineareri Gleichung 
dar, die nur das x enthiilt. Die graphische Berechnung von x wird 
nun  - wie in der Pigur ersichtlich - in üblicher Weise ausgeführt, 
inderu man die Ablesmg auf einem besonders gezeichneten Kraft'eck 
(Kriiftepolygon) vorniiiimt. (In unserm Beispiel k t  x negdiv, da das 
Vorzciehen der beiden letzten Kaeffixientenstrecken übereinstimmt.) 

Zur Berechnnng von y konnen die bereits kcinstruierten beiden 
ersten Elirninationsbilder uaabhingig von x verwendet werden; die un- 
abhangige Berechnung von x erfvrdert aber schoii, dafi man von vorrie 
anfkngt. Biir die praktische Berwhnung ist es ausreichend, da8 ninn y und B 

nicht unabliiingig, sondern sukzessive mit der Nethode der geschlossenen 
Polygonzügel) bestimmt; diese &ilethode gestaltet sieh etwas verwickelter, 
a h  bei der  sulrzessiven Koeffizientenabtrag~~ug. In der F ip r  ist die Berech- 
nung von y und s in dieserWeise mgegeben. (x=-U,66, y-0.16, a-0.61). 

Die Genauigkeit der Methode hiingt wesentlich davon ab, daB - 
mie bei Vaes - die  Streckenadditjon Dam. Subtraktion d ~ s  wichtigste 
graphische Noment del- Elimination bildet. Die grnl3e Preibeit in der 
Wahl der Schritte und die mogliclie I I e r a n ~ i e h u n ~  von zentralprojizierten 
Iiilfsaxenbilclern erh0hen die Leichtigkeit der Durcbführung. 
- - - - - -, - 

1) Dis hier bcnutzten wohlbekannten grapbischen Elementc sind fur die 
aukzessice Abtrapugsart bsi d '  Dcagne Kap. 1. systematiàch dargestelit. 
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Die ~heorie des Ewingschen Modells eines 
ferromagnetischen Eorpers. 

Von R. GANS in StraBburg i. E. (jetzt La  Plata) und P. HERTZ 
in Heidelberg (jetzt Gottingen). l) 
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5 1. Einleitung. Die Tatsaühe, daB eine ferromagnetische Substanz 
unter der Einwirkung groBer Feldstarken niagnetisch gesiittigt wird, 
hat W i l h e l m  W e b e r "  zu der Hypotbese geführt, ein Ferromagnetikum 
eei aus Elementarmagneten aufgebaut. Damit aber die Theorie nicht schon 
bei den kleinsten Feldstirken Sattigung ergiibe, muBte er annehmen, 
daB jeder Elementarmagnet unter der Einwirkung einer Direktioos- 
kraft steht, die die Tendenz hat, ihm eine ganz bestimmte Gleich- 
ge~iclitslage zu geben. nber  das Wesen dieser Direktionskraft machte 
Weber keine Angaben, so daB es uicht recht ersichtlich ist, ob er sie sich 
als eine mapetische oder als irgendeine anders geartete Kraft vorsteilte. 

Erst E w i n g 8 )  hat konsequent auch die Direktionskraft als mag- 
netischen Crsprungs erklart, hervorgerufen durch die Wirkung der um- 
liegenden Elementarmagnete, und er hat - wenigstens qualitativ - 
aus seiner Hypothese die Folgerungen über das Verhalten von Eisen 
und Stahl im Nagnetfelde gezogen. 

Durch Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung haben wir4) 
dann die Ewingschen Gedankengange quantitativ verfolgt und sind zu 

1) 9: 6-7 sind von G a n s  sllein, die übrigen Paragraphen von G a n s  und  
H e r t z  znsanioien im Sommer 1907 verfaBt. 

2)  W i l h e l m  W e b e r ,  Werke 3 Berlin 1893 S. 547 = Ber. d. k. sachs. Ges. 
d. Wids. 1852. 

3) J. A. E w i u g ,  Magnetische Induktion in Eisen und verwandten Metallen. 
Berlin und München 1892; deutsch Y. Holborn und Linrleck S. 272. 

4) R. G a n s ,  Gbtt. Nachr. 1910. S. 197  (Diese Arbeit ist anch m m  Teil von 
Gans und Hertz). 
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14 Die Theorie des Ewingschen Modells eines ferromsgnetischen Korpers 

dem Resultat gekommen, daB ein Medium, welches isotrop eus frei dreh- 
baren Magnetonen aufgebaut ist, eine &Iagnetisierungskurve besiht, die 
je nach der Stàrke der Einwirkung der Nachbarmagnete Tom paramag- 
netischen Typus der Figur 1 oder vom ferrornagnetischen Typus der 

in Pigur 2 dargestellten Hysteresisschleife ist. 
A Nun wird man den Wunsch haben, die molekularen Vorgange, die 

auf Grund der E w i n g s  schen Hgpothese in einem Ferromagnetikum 
stattfinden müssen, auch experimenteil anschaulich zu rnachen, und 

ng. 1. in der Tat hat man schon mehr- 
fach1) einen ferromagnetischen Kor- 
per makroskopisch nachgebildet, 
indem man ein Modell aus lauter 
kleineri KompaBmagiieten aufge- 
baut hat. 

Steckt man ein solches künst- 
liches Stojck Eisen in  die Magnetisierungsspule, durch die man einen 
elektrischen Strom schickt, so kann man die für das Wesen des E'erro- 
magnetisinus charakteristischen Eigenschaften unmittelbar durch den 
Augenschein studieren, so z. B. das Vorkommen mehrerer Gleichgewichts- 

M lagen bei derselben Fcldstiirke, das den 
4 f ie.  a. Anla5 zur Hysteresis gibt. 

Bei den erwiihnten rnakroskopischen 
Modellen hat man aber aus technischen 
Gründen den Magneten immer nur die 
Moglichkeit der Drehung um feste ein- 

P H  ander parallele Achsen gegeben, und 
nicht für freie Drehbarkeit im h u m e  
gesorgt, was den tatsiichlichen Verhalt- 
&sen besser entsprache. Ferner hat  
man die Magnete stets in einer ge- 
wissen RegelmlBigkeit, nGnlich in den  
Punkten eines kubischen Raumgitters 

angeordnet, wahrend wohl ein vollstindig ungeordneter Zustand ein 
besseres Bild der Wirklichkeit wiire. E w i n g  begründet freilich die 
kubische Anordnung mit der Kristallstruktur des Eisens, doch scheiiit 
es, daB diese in der Konfiguration gro5erer Komplexe von Elementar- 
magneten zum Ausdruçk kommt und nicht in der Anordnung der Ele- 
mentarmagnete selbst. 

1) A. H o o p e s ,  The Electrician, Mai 1891; G l a z e b r o o k ,  vgl. E w i n g  1. c. 
S .  272. 
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Von R. GANE und P. Hxrrz.  13 

Wahrend sich nun eine Gruppierung der Magnete nach den Ge- 
setzen des Ziifalls lricht ausführen la&, wird man nur schwer die Re- 
dinguiig der freien Drehbarkeit im Raume - etwa durch Cardanische 
Aufhangungen - realisieren lionnen. Wir  wollen deshalb die Frage 
stellen, welche magnetischen Erscheinungen ein System regellos ver- 
teilter Magnete zeigen muB, die nur um vertikalo Achsen drehbai sind 
(KnmpaBanordnung), und wollen d a m  sehen, in a i e  weit ein solches 
E w i n g  sches Modell eine Nachbildung der Wirklichkeit ist, welche 
typischen Züge des Ferromagnetismus es aufweist und worin sein Ver- 
halten von dem eines in der Natur tatsiichlich vorkommenden Mecha- 
nismi~s abweicht. SchlieBlich sollen die Rechenresultate auch mit den 
Beobachtungen an einem solchen Modell verglichen werden. 

5 2. Die Grundgleichnngen. 

Bringt nian ein solches Medium in ein Magnetfeld H, durch das 
in der Richtung von H, die wir die Vorzugsriclitung nennen wollen, 
eine Magnetisiernng 31 hervorgerufen wird, so herrscht am Orte eines 
beliebig herausgegriffenen i\fagneten eine Kraft, die sich additiv aus 
zwei Bestandteilen zusanirnensetzt.') 

Der erste rührt von dem aufieren Felde und den entferntereii Mag- 
neten her; er ist eine Kraft, die in die Vorzugsrichtung fallt und die 
GroBe Lat: 

(1) 
4 n 

K =  H + T M .  

Über den zweiten Bestandteil, der von den Nachbarmagneten her- 
rührt, kann man in Strenge nichts aussagen. Wir  konnten plausibel 
rnachen, daB für dieses molekulare Feld jede Richtung gleich wabr- 
sçheinlich ist, und wir baberi in Errriangelung eines besseren Wisseris 
angenommen, daB dieser Kraftanteil eine konstante Grole A hat. 

Das entspricht iiun sicher nicht den Tatsachen, sondern es werden 
molekulare Felder der verschiedenden GroBe in verschiedener Hiiufig- 
keit vorkommen. Die Voraussetzung eines molekularen Feldes von kon- 
stanter GroBe bedeutet also die Einfülirung eines Mittelwertes. Diese 
Vereinfmhung ist übrigens ganq im Einklang mit W i l h e l m  W e b e r s  
Annahme über die von ihm eingefiihrtc Direktionskraft. 

Das moleknlare Feld und das Feld K setzen sich nun zu einer 
' Resultante zusammen, deren Horizontalkomponente paraliel sich jeder 

Magnet einstellen wird. 
Es kommt also für urisere Überlegungen wegen der aiieinigen 

Drehbarkeit um eine vertikale Achse nur die Horizontalkomponente 

1) Vgl. l e .  G a n ~ ,  G6tt. Nachr. 1910 S.  197. 
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16 Die Theorie des Ewingachen Modells eines ferromagnetischen Korpers. 

von H in Betracht - eine etwa vorhandene vertikale Komponente ist 
ganz bedeutungslos -, die Magnetisierung M kann überhaupt nur eine 
horizontale Richtung arinehrrien, und von dem rnolekularen Felde brau- 
chen wir auch nur die Verteilung der horizontalen Kompunente zu 
kennen. 

Da nun für  das molekulare Feld selbst jede Richtung im Raume 
gleich wahrscheinlich ist, so muB das auch für seine Horizontalkompo- 
nente bezüglich jeder Richtung der horizontalen Ebene gelten, und da 
der Annahme, daU das molekulare Feld eine konstante Grole hat, schon 
eine Mittelwertshildung zu Grunde liegt, so diirfen wir mit demselben 
Rechte annehmen, daB die Horizontalkomponente des molekularen Feldes 
immer ein und dieselbe konstante Grofle A hat. 

Diese Voraustietzu~igen gestatten nun die Bereçhnung der zur L6suiig 
unseres Problems notwendigen Verteilungsfunktionen. 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, daB die Horizontalkomponente des 
molekularen Feldes fj, mit der Vorzugsrichtung einen Winkel zwischen 
8' und 6' + da '  bildet, setzen wir F(4 ' )d6 ' .  E s  ist also 

2 n 

Da aber unserer Annahine zufolge T von 8' unabhzngig ist, eo fol$ 

(3) 
1 ?p($ ') = - . 

2 z  

Wollen wir jetxt die Gesamtkraft 4 erhalton, so müsscn wir t),n 
mit der in die Vorzugsrichtung fallenden Kraft K (Gleichung (1)) vek- 
toriell zusammensetzen. Der n7inkel, den die so resultierende Kraft, 
und daher auch die Magnetachse, mit der Vorzugsrichtung bilden, soll 
4 heiBen, und Qi (8 )da  die Wahrscheinliühkeit dafür, da1 dieser Winkel 
zwisclien 4 und 8 + d a  enthalten ist. Es ist also 4 eine Funktion von 
a', d. h. jedesmal, wenn 6, mit der Vorzugsrichtung den Winkel 4' 
bildet, schlieBt 9 mit ihr einen 4' zugehorigen Winkel 4 ein. Daraus 
fr~lgt aber 

@(a) 1 d a  = Yf(i?') da '  1 
oder nach (3) 

(4) 

wo die Striche den Absolutwert bedeuten. Indessen ist dabei voraus- 
gesetzt, daB jedem Winkel 8 nur e in  6' entspricht; entsprechen ihm 
mehrere, so hat man an Stelle von (4) 
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Von R. GANE und P. HEBTZ. 17 

Um den Zusammenhang zwischen 9.' und 4 aufzufinden, bedienen 
wir uns elementarer trigonometrischer Satze. Fig. 3 laBt sofort ablesen: 

sin (6' - 9.) - 
sin 4 A 

daher ist 

( 7 )  
d4' 

R C 0 8  4 
A 

d 4  
-= 1 +- 

cos (4'-5) 

d e r  wegen (6) 
v 

d g - l + -  - =. 
1 , s i n e 4  

- VA' 
Die Bestimmung des Vorzeichens erfordert eine besondere Betrach- 

tung. Wir müssen zwei Fiiile unterucheiden:' 
T 

K 
Erster Fall: (Fig. 3) A < 1. 

Fig. S. A'< 
Wir lassen 8' von O bis n wachsen, d. h. las- 

sen den Schenkel A, seine Liinge festhaltend, eine 
halbe Kreisdrehung um den Punkt S ausführen. 
Wie man sieht, beschreibt dann der Schenkel ij 
eine halbe Kreisdrehung um R, so daB auch 
8 von O bis n wachst. Wir erkennen sofort, a, H 7  
da0 bei diesem Drehungsvorgang zu jedem 

9z 
Winkel 4 nur ein 8' gehort, und da0 8'- 4 stets < ist. ES ist 

also cos (8' - 4) nie negativ, d. h. die rechte Seite von (7) stets 
positiv und (8) in der Porm 

d a '  
4 

d s = l +  
- 5 e . in~a  

zu schreiben. 

1st m das Moment eines Magneten, von denen sich in der Volumen- 
einheit n befinden niogen, so i o t  die Nagnetisierung . 

B n n 

(10) Y = n q ~ ( 4 )  cos 8 d 4  = Bnm /'@(a) cos i t d 8 ,  
O O 

da @(2n - 4) = @(a) ist. 
Zeitsohrift f. Msthematik u. Phyaik. 61. Band. 1912. Heft 112. 2 
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18 Die Theorie des Ewingschen Modells eines ferromagnetischen Korpers. 

Also wird nach (4) und (9) 

K cos 4 

1 - - %  sin24 

O 

oder 

(11) 

In dieser Gleichung hat man sich R überail nach der Gleichung 

durch H und 31 ausgedrückt zu denken; sie stellt also die Abhangig- 
keit der Funktion M von H in Form einer impliziten Funktion dar. 
Da die GroBe K selbstindiges Interesse beansprucht, bildcn wir auch 
die für sie geltende Gleichung und erhalten ails (11) und (1) 

K 
Zweiter Full: - > 1 (Fig. 4.) A 

Wieder drehen wir den Schenkel ST von der festen Lange A um 
S, d. h. lassen 4' von O bis z wachsen. Wir sehen, daB dann zun%chst 

4 von Nul1 bis auf i n e n  
eq + Maximalwert O wachst, der- 

durch die Gleichung 

(13) sin O = 
K 

A A 
e 42-4 

R 
gegchen ist (vgl. die Lage 

K 9 SP von A ) ,  und daB 

bis dahin 9.1 - 4 < ist (z. B. der Winkel RTIS). Beim Weiterdrehen 

nirnmt aber 9. wiedcr von O bis O ab, und 9.'- 4 bleibt bestindig > 1 - 
Zu eincm und demsclbcn 4 erhalten wir somit zwei Werte 4 (z. B. zu 
I ;T2RSU sowohl T I S  ï7 als auch T2S  U )  und haben, wenn der zuerst 
erreichte a;, der spater erreichte 4; genannt aird,  
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Von R. Garis und P. HBBTZ. 19 

Daher ist nach (5) 

(14) 

Berücksichtigt man nun das eben über 8'- 8 Gesagte, so erhalt 
man aus (7) und (8) 

also nach (14) 

(15) 
1 K c o s P a  @(a)= - -  _ _  
31 A 

- z: siny 4 

und nach (10) B 

cos' 9. 

O 

Diese Gleichung stellt wieder zusammen mit (1) Jf als implizite 
Fnnktion von H dar. Pür K ergibt sich aus ihr und (1) 

m - 
8 K con' 9. K = H + d d m  f - d a .  

Ke 
1 -, sinP 9. 

A 
O 

Wie wir sehen, sind wir zu elliptischen Integralen gelangt; wir 
woilen also auch die in der Theorie dieser Funktionen üblichen Bezeiçh- 
nungen einführen. 

Setzen wir im ersten Falle abkürzend 

(18) 
K * = k,, 

so da1 also 

(19) k, < 1 
ist, 80 schreibt sich (12) ,I 

Indem wir nach L e g e n d r e  setzen 

(vollstiindiges Integral zweiter Gattung), 
2' 
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20 Die Theorie des Ewingschen Mode118 eines ferrornagnetischen Korpers. 

(vollstandiges Integral erster Gattung), 

haben wir 
~ 0 0 ' 4  A 1 - k e  

- - . - - - - - - 
A k e  k z A '  

also wird (20) 

(24) 
8nm 1 Ak, = H +  - -  (E(k , )  - (1 - k ; ) F ( k , ) ) .  

3 k, 

Um (17) umzuformen, setzen wir 

und (13) schreibt sich 

(27) sin 8 = 7i, . 
Die Gleichung (17) lautet jetzt 

O 

Setzt man im Integral 

sin 4 = k, sin cil, 
so erhalt man 

(28) 
A 8 
- = IT+ %nrnE(k,). 
k2 

Bus den beiden Gleichungen (24) und (28) woiien wir nun die 
Gr6Ben n und m herausschaffen. Zu dem Zweck leiten wir aus (l), 
(25) und (28) die Beziehung 

ab. Nehmen wir jetzt den Fail an, da6 H über aiie Grenzen wachst. 
Da E(k,) stets endlich bleibt, so muB nach (28) für diesen Fall k, = O 
werden, d. h. das zugehorige, mit 1Cf- zu bezeichnende M sich nach 
(21) und (29) sus 

(30) *IL = lz m 

bestimmen. Diese Beziehung ist natürlich auch unmittelbar einleuch- 
tend; war doch die Beobachtung, da8 die Magnetisierung für grole H 
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Von R. Gaxa und P. HERTZ. 2 1 

asymptotisch konstant wird - da0 die sogenannte Siittigung eintritt - 
gerade der AnlaB zur Aufstellung der Drehungstheorie. 

Wenn mir nun Ha einführen und abkürzend 

setzen, erhalten wir 

Diese Gleichungen gestatten die Berechnung von k ,  oder k, aus 
H; aus den k  kann aber K, und damit M gefunden werden. Indessen 
ist es zweckmaBiger, auch M als Funktion von k  zu goben und so die 
Abhangigkeit der GroBe M von H in Parameterform darzusteuen, wo 
k, resp. k ,  der Parameter ist. 

Nach (1) und (24) ist aber im ersten Stadium 

und ganz analog gilt im zweiten Stadium (vgl. $29)) 

Somit lauten unsere Gleichungen, wenn wir zur Abkürzung 

Bieses Gleichungssystem gibt die ~agnétisierungskur~e, d. h. die 
Abl~aragigkeit der Grope r ]  von 5 in Parameterform. 

In ihm kommen die Materialkonstanten C und MW vor. Um C 
phyçlikalisch zu deuten, stellen wir die für kleine k ,  geltenden For- 
meln auf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



22 Die Theorie des Ewingschen Modeils eines ferromagnetischen Korpors. 

Für kleine k, erhiilt man aus (SI) bis (23) durch Reihenentwicklung: 

also für das erste Stadium ( K <  A) nach (38) und (39) 

(39') kl . r l = ,  

Setzt man 
M lim = x,, 

a=aH 

so ergibt sich für die sogenannte ,,Anfangssuszeptibilitat" x, der 
Ausdruck 

woraus 

folgt. Wir konnen aiso sagen, da/3 unsere Gleichungew als Makrial-  
konslutzten die dnfa~zgssuszeptibiZitüt und die Sattiyungsmuytzetisierulzg 
mthalten. 

g 3. Diskussion der erhaltenen Gleichungen. 

Um die erhaltenen Gleichungen zu diskutieren, müssen wir vor 
aiiern die Werte von und 7 für k = O und k = 1 kennen und For- 
meln für die Diffcrentinlquotienten dicser Funktionen aufstollm. Es 
solien also die e n t ~ ~ r e c h e n d e n  Angaben für die elliptischen Integrale 
vorausgeschickt werden. 

1. Aue (21) und (22) oder (42) und (43) folgt zuilachst 

(48) 
Z 

F(O) = , . 
2 

Ferner ist nach (21) 

(49) E(1) = 1. 

Wie man leicht nachmeisen kann, ist 

(50) lim F(k) - cc, 
k = 1  
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Von R. G u s  und P. HEBTZ. 

aber') lim (1 - ka)  F(k)  = O 

(51) 
k=l 
lim (1 - k2) l<ln ( k )  = 0.  
k = l  

wo n einen Exponenten bedeutet. 
Endlich erwahnen wir noch die sofort aus (21) und ( 2 2 )  folgende 

Beziehung n 
- 

a 

t 52)  
sine 9. F ( k )  - E ( k )  = li2JpA- d a .  

O 

2. Zweitens brauchen wir einige auf die Differentialquotienten 
der eliiptischen Integrale bezügliçhe Formeln. 

E s  kt2) 

und 

(54) 

Ehe wir diese Formeln anwenden, bemerkcn wir noch, daB (1) 
sich unter Benutzung von (36) und (37) in der Form 

4 7z 4.x C (55 a) -7 = 76, C - resp. 
3 (55b) q = - - E  3 kz 

~chreiben liBt, woraus durch Differentiation folgt: 
4x  d q  c dL ' 7  = C -  3 resp. (56b) - -- = - - - 

(56a) 3 d k ,  d kl 3 d k ,  k: dk, ' 
d ?1 d ll aodaB sich das Verhalten von q und - resp. dkp nofort ergibt, wenn 
a k, 

man daaenige von 6, 2; resp. fj3 kennt. 

Untersuchen wir jetzt 

1. d e n  Ver lauf  d e r  M a g n e t i s i e r u n g s k n r v e  i m  e r e t e n  S t a d i u m .  

Für die Ableitung von nach k ,  geben (38)' (53) und (54) 

(57) d  li, = C + 3 [E(ki) - F(kl)] 

ader mit Benutzung von (52) 
- 

1) Ygl. O. S c h l o m i l c h ,  Compendium der hoheren Analysis. 2. Drann- 
schweig 1866, S. 316 Formel (42). 

2) 0. S c h l o m i l c h ,  a. a. O. S. 295 u. 296. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



24 Die Theorie des Ewinggchen Modells eines ferromagnetischen Kiirpers 

&Ga) ergibt somit 

(58) 
a q 
-- - - - 2 1 

kl 
- - [ E ( k , )  - P(k , ) ]  
n k: 

oder n 

Wir untersuchen jetzt nacheinander a) f als Funktioii von k,, 
b) 17 als Funktion von k,, c) vj als Punktion von 5. 

a) 6 als Funktion von k,. 
Nach Formel (38') gilt für kleine k, 

, Daraus folgt: für KI = O ist f = 0. 

(38") geht nach (46) in 

(59) f = 
k, 

2 *O 

über. Bei ferromapetischen K8rpern ist aber ro > O,  also ist fi an 

der Stelle k, - O positiv. 

Bus (57') ersieht man, daB mi t  wachsendem k ,  der Differential- 
d 5 quotient - bestandig kleiner wird, und aus (57) in Verbindung m i t  cl kl 

a 5  (49) und (ÛO), daB - an der Stelle k,  = 1 gleich - cu, wird. selbst 
k, 

wird an dieser Stelle nach (38), (49) und (51) 

Fig. 5 .  3 
Sofern nun 2x,> 8 = z X  d.h .  x,>0,87,. 

was wir aiinehmen wollen, ist dicser Wert 
negativ. 

O k1 Bus diesen Betrachtungen ergibt sich f ü r  
als Funktion von k, folgende Kurre (Fig.5): 

Sie beginnt bei k, = O mit  f - O, erhebt 
sich über die Absxissenachse, besitzt ein 
Maximum oberhalb der Abszissenachse (A),  

schneidet die Abszissenachse (B), sinkt unter die Abszissenachse und 
endet bei k, = 1 mit einem negativen Werte Er und senkrechter Tan- 
gente (C). 
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b) g als Funktion von k,. 
Für kleine g hat man nach (39') 

d g  also eine positive GroBe. Aus (58 ' )  folgt, daB - mit wachsendem k, 
d k, 

stets zunimmt. An der Stelle k, = 1 kt d: nach (58) ,  (49) und (50)  

= + oo- g selbst wird an dieser Stelle nach (30), (40) und (51) 
2 

TI=;. 

Hiernach ergibt sich für die Kurve 7 a h  Funktiori von lil fol- 
gendes (Fig. 6): Sie beginnt bei k, = O mit = 0, wiichst andauernd, 

Ti 

F1g. 7. 

ï 
O 1 O -5 t k1 

I)* * 

wird immer steiler und endigt bei k, = 1 mit einem positiven Wert  
und senkrechter Tangente (C). 

c) Bus den Ergebnissen unter a) und b) gewinnt man nun leicht 
7 als Punktion von im ersten Stadium (Fig. 7):  

Die Kurve beginnt bei f = O und 7 = O ( O  in Fig. 5-7) und führt 
zuvtachst zu grofieren f und g. Ion  einer bestinzmten Steile ( A  in Fig. 5 
und 7) ab wird 5 kleiner, wührend 7 weiter wiichst. Spüfer schneidet die 
Eurve die Ordinatenachse ( B  in Fig. 5 und 7) und endigt mit negativem 
f u ~ z d  positivem 7 (C in Pig. 5, 6 und 7 )  bei genei-qter Tangente. 

Die zuletzt behauptete Tatsache bedarf noch des Beweises Aus 
(57) und (58) folgt für kl nahe = 1 

a' ist d s o  in C endlich. 
d 6 

SchlieBlich sol1 noch gezeigt werden, da0 die Kurve f ,  '1 zwischen 
O und C überail ihre konkave Seite der r,-Achse zuwendet, da8 a180 
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26 Die Theorie des Ewingschen Xodells eines ferromagnetischen K6rpers. 

zwischen diesen beiden Punkten kein Wendepunkt der Kurve lie@. 

Zu dem Zweck braucht man nur nachzuweiuen, daB zwischen den 

fraglichen Punkten < O ist. 
w 

Bus Gleichung (55) fol$ durch Differentiation nach 7 

Nochmalige Differentiation nach 17 ergibt 

Da aber aus Figur 6 folgt, daB zwischen O und C dauernd 

ist, so ist die Behauptung nach (62) tatsachlich erwiesen. 

I n  der Nahe von k, = 1 ist 

E'erner folgt aus ( 3 3 )  mit Benutzung von (53) und (54) 

In der Nahe von 7 5  = 1 wird also nach (62) unter Berücksich- 
tigunp von (49), (50) und (51) 

sein. Die Xrümmung der Eurve E, 7 wird also im Punkte C unend- 
lich grog. 

TI. V e r l a u f  d e r  M a g n e t i s i e r u n g s k u r v e  i m  z w e i t e n  S t a d i u m .  

Aus (40) und (53) fol@ die Gleichung 

die sich wegen (52) auch 

-- 8 sin' 4 

d k, 
- ke + s k , ( - A - d d 4  

O 

d 7 schreiben 1aBt. (56b), (71) und (54) ergeben für  - -  
d k ,  
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resp. mit Berücksichtigung von (52) 

VFir betraütiten jetzt 

d) t als Funktion von k,. 
Für k, = O wird nach (40) und (47) = + a, und nach (66') 

-=- a? 6 d i  m. Mit wachsendem k, ~ a c h s t  nach ( 6 6 '  di, bestlndig. 
d k, 

d6 s Pür k, = 1 wird - - nach (66) und (50) = + oc. An dieser Stelle 
d k, 

besitzt 6 selbst nach (40) und (49) den Wert C-  !, d. h. den 
durch (60) gegebenen und als negativ erkannten Wert. 

5 als Funktion von 7:, besitzt also folgenden Verlauf (Pig. 8): 
Rei 7% - 0 kommt die Kurve ails dem positiv Unendlichen mit 
senkrechter Tangente (F), trifft die Abszissenachse (E) und sinkt 
unter sie, besitzt in der unteren Jlalbebene der Koordinatenebene 

ein Minimum (D), und erhebt sich 
wieder zu einem negativen Wert, wo 

,a, sie mit senkrechter Tangente endigt. 
e) 7 als Funktion von k,. 
Für  k ,  = O wird nach (41) 7 = 1 

und nach (67') = 0. AuBerdem 
d k, 

folgt aus (41) und (21), da6 7 mit wachsendem k, bestandig abnimmt. 
2 

Für k ,  - 1 wird 7 nach (41) und (49) gleich ;, also gleich dem posi- 

tiven Werte, der auf S. 25 mit 7, bezeichnet wurde, wiihrend d y  
dk* 

fur I;, = 1 nach (67) und (50) gleich - w wird, und zwar nimmt 
d 

xi,. 9. nach (67') 2 dauernd ab. 
k, 

Somit ergibt sich folgende Gestalt für  die Kurve X;, 7 
(Fig. 9). 

Sie beginnt bei k2 = O mit dem Werte 7 = 1 und 
horizontaler Tangente (F). Die Ordinaten 

k, nehmen mit wachsendem 7i2 bestandig ab, 
und zwar so, da6 die Kurve imrner steiler 

wird, um bei C mit senkrechter Tangente und positiver Ordinate zu enden. 

f )  ,q als Funktion von 6.  
Bus den Betrachtungen unter d) und e) ergibt sich nun auch die 

Gestalt der Kurve, die 7 als Funktion von 5 darstellt (Fig. 10). W i r  
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28 Die Theorie des Ewingschen Modells eines ferromagnetischen Korpers. 

beschreiben die Hurve, indem wir sie in der Richtung der abnehmenden X: 
durchlaufen. Die Kurve beginnt links von der 7-Achse im Punkte C, 
besitzt an einer bestimmten Stelle (D) eine senkrechte Tangente (vgl. D 

in  k'ig. 8)) schueidet bei E (Pig. 8 

i Big. 10 
und 10) die Achse 6 = O und verliuft 

-F von da an dauernd iin Quadranten der 
positiven 5, 7 ,  wobei aie asymptotisch 
dem Wert 7 = 1 (3') zustrebt. 

Dai3 an der Stelle C der Differential- 

I quotient dq wirklich endlich ist, wia 
t 

1 in der Figur 10 angenommen, folgt 
aus den Gleichungeri (66) und (67), die 

d 4 x lim 3 = - - ergeben. Ebenso fol$ nus diesen Gleichungen für  k, = 0, 
k,= 1 d k  3 

d 
d. h. für F die Beziehunm = O. Die Kurve endigt also mit einem 

a d6  - 
horizontalen Ast. 

E s  sollen noch die Krümmungsverhiiltnisse von CFuntersucht werden. 
Bus @Sb) folgt durch Differentiation nach g 

Nochmalige Differentiation nach g ergibt 

also mit Berücksichtigung von (53) und (54) 

Somit ist der in (68) auftretende Klammerausdruck 

nach (52) und (21). 

Dieser Ausdruck ist aber immer > O, da der Integrand wesentlich 
d211 positiv ist; also ist nach (158) das Vorzeichen von d F  gleich dem von 
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d ' 'L- Fig. 8 ergiùt dernnncù, da8 > 0 zwisïhen C und Il, zwisohen 
d k B .  

D und F aber < O id ,  d. h. da6 die E,q-Kurve (Fig. 10) von C bis D 
konvex, von D bis F konkav gegen die 6-Achse ist. 

8 
In der Nihe von li, = 1 ist = a p(k2)  ( ~ g l .  (66). Aus der- 

selben Gleichung folgt allgemein 

und in der h'ahe von k ,  = 1 
8 d 2 L =  -- 

dk; 3 (1 - k; )  

und somit nach (68) 

d 2 q  - lim 5 P  - C - - = $ m .  
k , = L  F 3  (k*)  (1 - k; )  

Der Punkt C jst a190 nach (65) und (70) eiii Wendepunkt, der 

einzige auf dern Zuge OABCD, und zwar wechselt dort sein Vor- 
d E 

zeichen, indem es von - w in + w übergeht. Die Kurve besitzt in 
C eine bestimmte Richtung der Tangente, aber eine unendlich groBe 
Rrümmung. 

Wir konnen nun die für das erste (F'ig. 8) und zweite Stadium 
(Kg. 10) gefundenen Stücke zusammensetzen. Denn es zeigte sich, daB 
in beiden zu k, = 1 und k, = 1 die- 

Fig. 11. 
selben Werte rj und 6 gehoren, und - 

d 
da6 auch die $ an dieeer Stelle den 

gleichen Wert besitzen, so dai3 dort F 

die zueammengesetzte Kurve weder 
einen Sprung noch einen Knick auf- 
weist. Endlich findet man auch die 
Fortsetzung in das Gebiet der nega- = S 
tiven &. Denn aus Symmetriegründen 
folgt 

(71) q ( -E l=-v(+E) .  
F '  

Somit erhiilt mari eine Kurve, wie 
in Pig. 11 gezeichnet. Wir bemerken 

I 

noch, daB die Abszisse des Punktes D dem absoluten Wert nach groBer - 

kt,  ale die des Punktes A, wie unter anderem aus folgenden numerischen 
Rechnungen hervorgeht. 
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5 4. Numerische Rechnungen, 

Für  die meiteren Betraçhtungen ist es von Interesse, den numeri- 
schen Wert  der Ordinate O11 (Fig. I l ) ,  ferner die Abszissen der Punkte 
A und D zu kennen. Nun lassen sich diese nicht allgemein angeben, 
weil die Formeln noeh die unbekannte GroBe C enthalten, die sich 
nach Gleichung (46) durch die Anfangssuszeptibilitat x, ausdrückt. Da 
aber erfahrungsgema8 xo eine gegen 1 ziernlich g o B e  Zahl kt,  so er- 
halt man eine erste Anniiherung, wenn man x,  = cx> setzt. Diese lautet 

1 
Berücksichtigt man noch die erste Potenz von -, so erhalt man 

X" 

in zweiter Anniiherung 

(7 3) 2 %  1 C, = c,,+ A c = +  ,-, d. h. 
3 L x ,  

1. E s  m6go nun zuerst die Ordinate O E  berechnet werden. Zu 
dem Zweck miiB man in den fiir das zweite Stadium gültigen Formeln 
(40) und (41) für 6 und die GroBe f gleich Nul1 setzen; aus der so 
erhaltenen transzendenten Gleichung berechnet man k2 und setzt diesen 
Wert  in (41) ein, wodurch q, d. h. O B  in Pig. 11 bestinirnt ist. Besser 
noch benutzt man, wenn man 7 5  aus 5 = O berechnet hat, die Gleichung 
(Snb), die fiir 5 = O 

(74) 
3 C 

7~ -z 4 n k ,  -- 

lautet. 
In  erster Naherung berechnet sich k, aus der Gleichung (40), welche 

die F'orm annimmt 

(75) 
7c 
- - k2 1c (&) = O . 

lhre linke Seite wollen mir zur Abkürzung G(k,) nennen. Setzen 
wir mit L e g e n d r e  

k, = sin 4 ,  

so finden wir in den Legendreschen Tafeln für  

9. = 32 O, 8 G ( 7 ~ ~ )  = + 0,000 83 1 
8 = 32O, 9 G (k,) = - 0,000885. 

Daraus borechnet sich der genaue Wert für 8 

4 = 32'50'53", 
als O k, = 0,54241, 

und aus (74) 

( y 6 )  T~ = 0,9210. 
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In zweiter Naherung kommt zu 7c, noch die Korrektion O k, hinzu, 
die sich aus der differentiierten Gleichung (40) ergibt. 

(77) AC- +E(7~,)Alc, - +1i,E1((k)A7;, = O 

oder mit Benutzung von (54) und (73') 

80 daB man in zweiter Niiherung 

(79) 
0,6124 vz = 0,9210 - 

%O 

erhiilt. 

2. Jetzt soll die Abçzisse des punktes D (ti'ig. 11) berechnet werden. 
P Diese Stelle ist dadurch charakterisiert, daB dort - - = O ist (Pig. 5) ,  

d k ,  
daher muB nach (66) die Gleichung gelten: 

Aus dieser Gleichung und (40) folgt 

(81) k D = + ( F -  2E). 
I n  erster Naherung lautet (80) 

J(k,) = Z  + 4 k , ( E - F )  = O  

Für 4 = 5g0, 1 ist J(k , )  = + 0,00809 

3 = 5g0,2 J(k,) = - 0,007 34.  

interpolation ergibt 9. = 5 g 0 9 '  12", 

d. h. k, = 0,83854 

und g, = - 0,81142. 

Um die zweite Naherung zu erhalten, bedenken wir, daB & eine 
Funktion von k, und C ist, so daB 

ist. Im fraglichen Punkte ist aber 
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a6 1 Nach (40) ist nun - = ,  so daB mit Reiiiitzung von [73') ac k, 

(32) 
1 

~ E D  = ek.x,. 
Das Endergebnis lautet a h :  

(83) 
0,5820 5 ,  = - 0,81142 + 

3. SchlieBlich soil noch f A  bestimmt werden. Für sehr kleine k, 
ist der Anfang der Reiheneritwicklung von f nach Potenzen von k, 
(vgl. (38)) : 

(84) 
II 

5 = (C - 2") - lP IC;, nlso 
3 

Irri Punkte A ist aber - = Q (Fig. 3)) und da in erster NDherurig 
d k, 

2a . C = -  
3 

1st) so ergibt (85) in erster Niiherung 

k, = O ,  

also ist in erster Naherung = 0 .  

In zweiter Annaherung lautet (85) 
1 a O =  . --p 

Zn ,  4 " 

als o 

so daB die Substitution in (84) 

Die Abszisse des Punktes A ist also wesentlich kleiner, als der 
.absolute Wert  der Abszisse von D. 

§ 5. Stabilitat; die Magnetisierungskurve. 

Früher angestellte Betrachtungenl) über die Stabilitat bzw. Labi- 
litat der Gleichgewichtszustiinde hatten nun ergeben, da8 diejenigen 

d 7 Teile der 6 ,  7-Kurve, auf denen - > O war, stabilem, diejenigen aber, 
d 5 

auf denen d; < O war, lvbilem Gleichgewicht entgprechen. 

Es sind also die Kiirventeile ABCD und A'B'C'D' der Fig. 11 
auszuschalten. 

1)  R. G a n s ,  Gott. Nachr. 1910, S. 252 und ebenda 1911, S. 23. 
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Des weiteren ergibt sich aus jener Untersuçhung (5 8) folgendes 
Verhalten jvgl. Fig. 12): Wenn man vom unmagnetischen Zustande, also 
vom Punkte O (g - 0, 17 - 0)  aiisgehend, die Beldstarke wachsen Mt,  

- - 

Magnetisierungskurve eines ferromagnetischen Materials wieder. 

ist der magnetische Zustand durch da8 ~ i g .  14. 

Kurvenstück OAreprasentiert. Wachst n 
ij auch nur das Geringste über die 
Ahszisse von A hinaus, so durchlauft 
der den Zustand reprasentierendepunkt F' 

plotzlich die Vertikale A G  und bewegt 
sich bei weiter wachsendem f auf GF.  
Kimmt dann 5 wieder ab, so rückt der 
Punkt von F über G und E bis nach ,Il, 

$ 6. Die Magnetisierungskurve eines zweidimensionalen 
Ewingschen ModeUs. 

wo er plotzlich nach J' herunterfiilt 
und sich bei weiter abnehmendem 
auf J'F' bewegt. Wieder wachsende f 

Um die Beobachtungen an einern von mir konstruierten Modell 
mit den Ergebnisscn der Eechnung vergleichen zu konnen, soil iin 
folgenden noch die Theorie einer zw e i  d i  m e n  s i  o n a l e n  Anordnung der 
Magnete behandelt werden, d. h. es soll angenommen werden, dao nicht 
nur, wie früher, die Drehachsen der KompaBmagnete samtlich unter- 
einander parallel sind, sondern daB diese selbst aile i n  einer Ebene 

~q B. -- 
2 -. 

D ' 

liegen und dort nach den Gesetzen des Zufalls verteilt sind. 
Zu  dern Zmeck müssen wir zunachst die Gleichung (1) analoge 

Reziehung ableiten. 
Die GroBe K der Gleichung (1) konnte man im Falle der dreidimen- 

sionalen Anordnung finden, indem man sich aus dem magnetischen Material 
aine Kugel vom Radius s herausgeschnitten dachte - unter s die kleinste 
Entfernung verstanden, auf die sich die Mittelpunkte zweier Magnete 
nihern kfinnen - und K als die Feldstiirke im ,Zentrum dieser Kugel 
definierte. 

Man rnuBte also von der tatsachlich vorhandenen Feldstiirke H die- 
Zeitschrift f. Matliematik n. Physik. Gl. Band. 1912. Heit 1!2. 3 

entspreçhen dann einer Bewegung auf 
dern Linienzug F'J'E'D'JF. 

Man erkennt in der Linie 0 8  G JF 
die jungfriulicheKurve, i n F J G E B J ' F f  '.li 
den absteigenden, in F ' J 'E 'D ' JF  den aufsteigenden Hysteresisast der 
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34 Die Theorie des Ewingschen Modells eines ferromagnetischeri Korpers 

jenige Feldstirke abziehen, die im lnnern einer zur ~ a g n e t i s i e r u n a  31 
gleichmiiBig magnetisierten Kngel herrscht. 

Diese war aber - unabhangig vom Radius der Kugel - gegeben durch 

H' oder 

wurde. In  analoger Weise findet man jetzt die GroBe K fü r  eine zwei- - 

dimensionale Anordnung: 
Es seien also n Magnete, jeder vorn Moment m, auf der E'lachen- 

einheit einer Ebene ungeordnet verteilt. Uann ergibt sich K, indem 
man von dem wirklich vorhandenen Feld darijenige Feld H' abzieht, 
das im Mittelpunkt einer Kreisscheibe vom Kadius s herrscht, wenn 
diese Kreisscheibe gleichmiiBig zur Magnetisierung 171 magnetisiert ist. 
Unter s ist hier wieder der kleinste Abstand verstanden, der zwischen 
den Mittelpunkten zweier Magnete bestehen kann, und unter Jf wollen . 
wir die Bliichenmagnetisierung, d. h. dss mapetische Moment der 
Flacheneinheit rerstehen. 

Um H f  zu berechnen, bilden wir zunachst das Potential einer mit 
der konstanten Flachendichte Q belegten Kreisscheibe vom Radius s in  

Fig 13 einem Punkte der Ebene des Kreises und addieren 
dazu das Potential einer Kreisscheibe von gleichem 
Radius und einer Relegung von der Dichte - Q,  wo- 

bei wir aber annehmen, daB diese Kreis- 
scheibe gegen die erstere um die sehr kleine 

h naçh der Seite des negativen x hin ver- 

Dann heben sich die Beitrage der im Innern der 
Kreise gelegenen Dichten auf, und es bleibt nur eine Linienbelegung 
am Rande von der Starke ph cos y', wenn y' den Winkel bedeutet, den 
der Radiusrektor vom Zentrum zu einem Randelement mit der x-Achse. 
einschlieBt. 

Das Potential dieser Randbelegung ist in einem Punkte der z-Achse 

und dieser Ausdruck ist für einen Punkt in der Xiihe des Mittelpunkts, 
also für kleine Werte von z zu ersetzen durch 
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Von R. Gms und P. HERTZ. 

Die Integration ergibt 

(90) 
x 

@ = ph.%, 

i d  daraus folgt 

Hier ist nun ph das Moment der F'licheneinheit, also = M, und wir  
erhalten 

(92) 
und 

M A  
Y: 
1.0 

0.9 

0.8 

O. i 

0.6 

O 5 

0.4 

0 3 

0.2 

o. 1 

(93) K = H - H ~ = H + ~ J ~ ,  
ein Analogon zur Formel (87). 

Wiihrend also E bei riiurnlicher Verteilung der Magnete ganz un- 
abhangig von dem Minimalabstand s zweier Magnete ist, gilt das keines- 
wegs bei fliichenhafter Anordnung. 

M K 
Die Formeln (39) und (41), welche - als Funktion von - gaben, Mm A 

bleiben unverandert. Sie lauten für K < A: 

K A .  
wo k - - und k - - 1st. 

' - A  8 - K  
K 

Die Punkte der Kurve a nls Funktion von k6nnen wir also 

mit Hilfe von Tafeln für die elliptischen Integrale erstei und zweiter 
Gattung berechnen. 

3 * 
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'36 Die Theorie des Ewingrichen Modells eines ferromagnetischen Korpers. 

Das ist ausgeführt worden; die Resultatc eind in der folgenden 
Tabelle niedergelegt, und die Kurve ist in Figur 14 graphisch dargestellt. 

5, g in einfacher W e i ~ e  Bus dieser Kurve kann man die Kurve - 

durch eine graphische Konstruktion erhalten: 

Nach (93') ist . , 
Fig. 16. 

(94) 
a lc 7 c M m M  - 
A A S A  MW' 

oder 

(95) --- ïvr ET N p  -~ - - 
ii A 31, ' 

wenn mir zur Abkürzung 

(96) 
5% in, 
- - 
s a- = N 

setzen. 
Gleichung (95) zeigt, da0 die 

, k' 
0 7 Kurse grn eich m s  der Kurve 

A 

durch eine Scherung ableitet: 
A ' 3 1 m  

Sei O S  (Fig. 15) eine durch den Nullpunkt gehende Gerade (Scherungs- 
linie), die mit der Ordinatenachse einen Winkel cc einschlieBt, wo a durch 
die Gleichung 

K M  
gegeben ist. Man ziehe durch einen Punkt P' der Kurve À, j71m eine 

Parallele zur Abszissenachse, die die Ordinatenachse in T und die 
Scherungslinie in U schneidet, und trage die Strecke T U  von P' au5 
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Von R. GANS und P. HERTZ. 37 

nach links ab bis P, so daB PP' = TC' wird- D a m  ist P ein Punkt 
il4 

der Kurve - a -- " deun es ist P P f  = T U  = TO. t g a  = N, also A' iK,' X m  

K M TP - TP' - PP' = - - N--  
A Nce' 

3 
und das ist nach (95) gerade 

Je  nachdem die Scherungslinie die Kurve A, & schneidet oder 

nicht, wird man ganz verschiedene Typen von Magnetisierungskurren 
erhalten. 

Wir passen uns den Beobachtungen an unserem Modeli am besten 

an, indem wir eine Scherungslinie wahlen, die die Kurve im ersten 
Fig 16. 

7 

Quadranten zweimal schneidet. D a m  werden wir namlich eine Mag- .- 

netisierungskurve erhalten, die die positive Ordinstenachse zweimal 
schneidet und in Big. 16 dargestellt ist, wo auch der symmetrische Teil 
gleich hinzugefügt ist. M 

d- 
Mm Wieder sind die Teile der Kurve, auf denen -=- < O ist, labil, 

d B  

so daB wir, gariz anttlog wie früher eine Magnetisierungskurve rom 
Sypus der Pig. 1 7  mit jungfriiulicher Kurve und mit Hysteresisasten er- 
halten. 

5 7. Vergleich mi t  der Erfahrung. 
Vergleichen wir zunachst die Magnetisierungskurven Fig. 12 und 

Fig. 17  einerseits mit der Kurve Fig. 2 andererseits. 
Jene sind nnter der Annahme der Drehbarkeit der Magnete u n  

zueinander parallele Achsen (KompaBhypothese), diese unter der Vor- 
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38 Die Theorie des Ewingschen Modells eiues ferromagnetiçchen Korpers 

aussetzung freier Drehbarkeit im Baume berechnet worden. Die Kurve 2 
besteht nur aus den ~~stekesis i is ten,  ihr fehlt die jiingfriiuliche Kurve, 
sodafl von diesem Gesichtspunkte aus die Kompafihypothese den Vor- 
zug zu verdienen schiene. Trotzdem werden die wirklichen Elementar- 
niagnete wohl frei drehbar sein, und es wird für die priuiitivsten Struktur- 
elemente die Kurve der Fig. 2 gelten. Die jungfriiuliche Kurve dagegen 
wird wohl erst dadurch entstehen, da1 das beobachtete Medium pseudo- 
isotrop aus Elementarkomplexen zusammengesetzt ist. 

Wihrerid uns also die Ewingschen Modelle in diesem Punkte eine 
Übere in~t immun~ mit der Erfahrung nur vortüuschen, haberi sie doch 

Fig. 18. 

P 

den Vorzug, aUe typischen Eigenschaften des Ferromagnetismus, unab- 
hangig vom spezielien Mechanismus, erkennen zu lassen. Sie zeigen die 
Ahhiingigkeit der Magnetisierung von der Feldstarke, die Sattigung, die 
Hysteresis infolge der mehrfachen Gleichgcwichtslagen, und endich auch 
den Energievei-lust beim plotzlichen Umklappen an den Labilitatsstellen. 
Dieser entsteht freilich beim Modelie durch die Entwicklung von Rei- 
bungswarme in den KompaBachsen, beim natürlichen Ferromagnetikuin 
aber wohl zum Teil daher, daB bei den Schwinpngcn um die Gleich- 
gemichtslage Strahlung ausgesendet wird, die dann wieder absorbiert 
und in Warme rerwandelt wird. 
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Von R.  GAN^ und P. HERTZ. 3 9 

Ich liabe versucht, die l~agnetisierungskurve eines dreidimensionalen 
Ewingschen Modells magnetometrisch aufzunehmen, indern ich 150 
kleine KompaBmagnete mit vertikaler Drehachse nach den Gesetzen des 
Zufalls in der Mitte einer Magnetisierungsspule angeordnet habe. Dieser 
Versuch scheiterte aber daran, da0 die Magnete schlecht magnetisiert 
und auch gar niçht ordentlich magnetisierbar waren - wahrscheinlich 
wegen schlechter Hartung des verwendeten Stahls. Dabei hatten sie eine 
verhaltnismaBig groBe Permcabilitit, so daB durch den Strom der Mag- 
netisierungsspule in ihnen ein magnetisches Moment influenziert wurde, 
das von der Feldstarke abhangig war. So war die Voraussetzung der 
Theorie, daB das magnetische Moment der Elernentarmagnete unver- 
anderlich sein soll, nicht anriahernd innegehalten, und iufolgedessen 
zeigte sich die S%ttigungserscheinung bei dem so konstruierten Modell 
nur hochst mangelhaft. 

Ich hatte nicht mehr vie1 Zeit zu verlieren, da ich mich kurz vor 
meinem Umzug von Tübingen nach StraBburg befand, und so wieder- 
holte ich mit besseren Magneten, die mir noch zur Verfügung standen, 
das Experiment, und zwar mit Erfolg. 

Da ich aber nur 40 Magnete hatte, so ordnete ich sie in einer 
Ebene an. Sie hatten eine Lange von 2 cm und wurden auf einem Brett 
von 9 >< 24,5 cm2, um vertikale Achsen drehbar, ungeordnet ver- 
teilt.') Dieses ,,Perromagnetikum" wurde in eine Magnetisierungsspule 
gesteckt, deren Mitte 45,5 cm vom Mapetometer entfernt war. Auf der 
anderen Seite des Magnetoineters stand in üblicher Anordnung cino 

- 

Kompensationsspule, die mit in den Kreis des magnetisierenden Stroms 
eingeschaltet war, und die die Fernwirkung des Stroms der Magneti- 
siemngsspule auf das Magnetometer aufheben soute, so daB die be- 
obachteten Ausschlage e direkt ein MaB für die Magrietisierung wurden. 
wiihrend di? Stromstirken J den Heldern proportional waren. 

Die weiter unten (S. 41) folgende Sabeile enthalt die Reobachtungen 
einer vollstandigen Magnetisierungskurve, die an diesem makroskopischen 
Modell eines Eisenstückes aufgenommen worden ist. 

Die entsprechende Kurve ist in Pig. 18 dargestellt. 
Zum Schlusse seien noch drei Magnetisierungskurven nebeneinander 

gestellt. Fit;. 19 ist die nach 5 6 berechnete Kurve eines Ewingschen 

1) Es iat zu beachten, daB eine bei der Berechnung gemachte Vorauaset~un~ 
hier nicht erfüllt kt. Es war nimlich angenommen, daB die Magnete so klein im 
Vergleich zu ihrcm Abstand sind. daB jcder Magnet sich in einem gleichf6rmigen 
Felde befindet. Diese Uedingung ist bei praktischen Nodelien nicht zu verwirk- 
lichen, da dann die magnetiechen Xomente BO schwach würden, da8 die Anord- 
nung überha,upt kein Ferromagnetikurn reprasentieren wïrde. 
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40 Die Theorie des Ewingschen Nodells eines ferromagnetischeu Korpers. 

Pig 1 9  ModeLIs, Pig. 20. 
i d  die beobach- 
tete Kurve eines 
Ewirigschen Mo- 
dells, Fig. 21 die 
beohachtet,cKurre 
eines imgeharte- 
ten Magnetstahls. 

Es zeigt sic11 e h  

auffaLlender Un- 
terschied zmischen 
der theoretisçhen 
Kurve und der am 
Modeii beobach- 
teten. Wahrend in 
jener ein gens 
plotzlicher AbfaU 
bzw. Anstieg d e r  
Magnetisierung an 
der Stelle der Ko- 

ërzitivfeIder vorhanden ist, beobachten wir an den entsprechenden 
Punkten bei dieser eine allrniihliche ~ n d e r u n ~  der Magnetisierimg 
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Von R. Gus und P. DEBTZ. 4 1 

Das erkliirt sich aber zwanglos daraus, daB eirie gewisse Gruppen- 
bildung beim praktisch ansgeführten Mode11 wohl nicht zu vermeiden 
ist, und daB das Magnetfeld nicht an allen Stellen unseres makro- 
skopischen Ferromagnet.ikurns denselben Wert hatte, so daB in den ein- 
zelnen Teilen des Modells die Labilitiit zu etwas verschiedenen Zeiten 
eintrat. Fig. 21. 

Abgesehen von dioser Aweichung zwischen der Theorie und der 
Beobachtung finden air  aber in den drei Kurven eine bemerkenswerte 
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Uberein~tirninun~. Tratzdem fragt es sich noch, ob die theoretische 
Betrachtung eines von der Wirklichkeit wesentlich abweichenden Mecha- 
nismus neue Einsichten über die Natur erschlieBen kann, wo es doch 
sühon gelungen ist, die Folgerungen aus Voraussetzungen zu ziehen, die 
den tatsachlichen Verhiiltriissen besser angepaBt sindm 

Das reale Ewingeche Modcll hat den Vorteil, dem Physiker an- 
schaulich vorzuführen, was er vielleicht schwerer in ahstrakter Zeichen- 
sprache begreift. Aber wer durchaus mit leiblichen Augen sehen will, 
braucht auch keine Theorie für das, was er erblickt; und mer die 
Theorie zu würdigen imstande ist, hat wiederuni nicht niitig, ein fehler- 
hnftes Rlodell dor Rechnung zu unterwerfen und wird sich hierzu licher 
das friiher von uns behandelte richtigere Gedankenmodell aussuclîen. 

Vielleicht laBt sich aber doch die eingehende theoretische Be- 
trachtung des Ewingschen Modelles rechtfertigen. Die Hypothese der 
fi-ei im Raume drehbaren Magnetonen führt zu keiner jurigfriiulichen 
Kurve. Wenn nun cxperimentcll gezeigt kt, daB im Gegensatz hierzu 
das Ewingsche Mode11 eine solche liefert, so liegt doch zunachst wenig- 
stens der Verdacht nahe, es sei bei der Behandlung der frei drehbaren 
Magnetonen ein Fehler begangen oder ein Umstand übersehen, deru die 
jungfr5uliçhe Kurve des natürlichen wie des künstlichen (KompaB-) 
Ferromagnetikums zu verdanken sei, und nach dessen Rerücksichtigung 
die korrekte Theorie in ~ b e r e i n s t i m m u n ~  mit der Erfahrung gebracht 
werden konnte. Dieser Verdaclit wird geschwacht, wenn man feststellt, 
daB dieselbe theoretische Behandlungsweise, durch die wir im eirien 
Falle auf eine bloBe Hpsteresissçhleife geführt wurden, im anderen E'alle 
qualitativ die richtige Magnetisieriingskurve ergibt. 

Das Emingsche Experiinent kann also vielleicht doch nieht als ein 
Argument gegen unsere theoretische Behandlung der frei drehbaren 
Magnetonen geltend gemacht werden, und die H o h i i n g  wird feriier ge- 
rückt, die Erseheinung durch T7ervolllcommnun~ der Behandlun,q statt 
durch Einführung eiiier newn Annahmc: zii erklaren. 

Wollen wir dieses negative Ergebnis positiv wenden, so konnen 
wir sagen: unsere Vermutung gewinnt an FVahrscheinlichkeit, daB in 
den ferromagnetischen K6rpern die Magnetonen nicht vollig ungeordriet 
verteilt siud, sondern sich in Komplexen zusammenschlieBen.') 

S t r a B b u r g  und H e i d e l b e r g ,  21. November 1911. 
- 

1) MogTich ware es allerdings auch, daB man bci Ersetzung der angeniihcrten 
Annahme eines konstanten molekiilaren Feldes A durch eine sndere richtigere 
Bestimmung von selbst eine juugfr%uliche Rurve erhielte. 
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Einige Probleme a. d.  Gehiet d. georn.Wahrscheinlichkeiten. Von Eia~s  IIAPPEL. 43 

Über einige Probleme ans den Gebiet der geometrischen 
Wahrscheinlichkeiten, 

Von HANS HAPPEL in Tübingen. 

Q 1. Wir denken uns n Kreisscheiben, die aile gleichen Radius 
haben soiien, regellos auf ein begrenztes einfach zusammenhiingendes 
Gebiet der Ebene vom Inhalt J gelegt, wobei J sehr groB sein soll gegen- 
über dem Inhalt einer Kreisscheibe, und auBerdern sollen die Dimensionen 
von J von gleicher GroBenordnung sein. (Der Fail, wo J beispielsweise 
aus einem Streifen besteht, dessen Dicke sehr klein ist im Vergleich zu 
seiner Lange, soll also ausgeschlossen sein.) Auch den Fall lassen wir 
auBer Acht, wo J am Rande viele Aus- und Einbuchtungen hat; dieser 
FaU ist sicher dann aiisgeschlossen, menn die Begrenzimgskurve von J 
von auBen betrachtet überall konvex ist. Ferner wird n als sehr groB 
vorausgesetzt, sodaB die Summe der Inhalte aller Kreisscheiben von der- 
selben Ordnung wie J ist. Da man beim Hineinlegeri einer beliebigen 
Scheibe sich nicht um die Lage der bereits in J bcfindlichen Scheiben 
kürnrnert, so werden Gebiet,e der Ebene gleichzeitig von zwei Ader noch 
mehr Scheiben überdeckt werden. m i r  fragen, wie groB ist das Verhaltnis 
W des jiberdeckten Teils von J zu J ,  wobei natürlich die mehrfach 
überdeckten Gebiete nur einmal zu ziihlen sind. 

wegen der gemachten Voraussetzungen kommt es bei der L6sung 
unseres Problems auf die verh5ltnismaBig geringe Zahl der Scheiben, 
die nahe an1 Rande sind, nicht weiter an; das Verhaltnis des überdeckten 
Teils von J zu J ist also unabhingig davon, wie J begrenzt ist. 

Um das gesuühte Verhaltnis Ti: das natürliüh eine Wahrscheinlich- 
keit darstellt, zu ermittcln, dcnken wir unsere n Scheiben nicht einmal, 
sondern k mal auf das Gebiet J gelegt, wobei k eine sehr groBe Zahl 
sein soll. W i r  berechnen d a m ,  welcher Teil von J in einem dieser 
k Falk im Durchschnitt bedeckt wird. Dividieren wir den hierfür er- 
haltenen Wert durch J ,  so erhalten wir W. 

lnnerhalb J greifen wir jetzt ein beliebigcs unendlich kleines Ge- 
biet Yom Inhalt do heraus, d o  ist natürlich verschwindend klein im 
Vergleich zum Inhalt einer Kreisscheibe zu denken. Zahlen wir do no 

oft als es in den k Fallen bedeckt ist (wobei natürlich d o  in einem 
solchen Falle, wo es mehrfach überdeckt ist, nur einrrial zu berück- 
sichtigen ist), und dividieren wir die so erhaltene Zahl durch kdo ,  so 
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44 Über einige Probleme a m  dem Gebiet der geometrischen Wahrscheinlichkeiten. 

erhalten wir den Teil von do, der im Durchschnitt in  einem der k Fkile 
bedeckt ist, dividiert durch do. 3 a  nun irgend ein Teil innerhalb J 
siçh 80 verhalt wie jeder andere, so verhalt sich in einem der k E l l e  
im Durchschnitt der bedcckte Teil von J zu J wie der durchschnittlich 
bedeckte Teil von do xu do. Wir drücken dies kurz so aus: 

(1) 
Bedeckter Teil vou J Bedeckter Teil von d o  w= - - - - - - - -- 

J d o  

Der bedeçkte Teil von do liBt sich leicht ermitteln, wie wir jetzt 
zeigen mollen. 1st r der Radius einer Kreischeibe, und schlagen wir 
mit r als Radius um do als Mittelpunkt einen Kreis, dessen In'halt 
i = r2a ist, so wird do von einer Scheibe überdeckt, wenn sich diese 
mit ihrem Mittelpunkt innerhalb i befindet, die Wahrscheinlichkeit hier- 

i 
für ist -. Denken wir uns nun die Scheiben numeriert von 1 bis n, J 

i 
so wird in allen k Pallen zusammen es im ganzen k -  mal vorkommen, J 
daB eine bestimmte, etwa die erste, Scheibe do umschlieBt. Da nun 
fi Scheiben vorhanden sind, so ktinnte man vieileicht meinen, da0 in 
ailen k Falien zusammen der bedeckte Teil von do gleich 

sei und daB demgemkB der in (1) vorkommende Teil von do, der in 

einem der k-Fiille durchschnittlich bedeckt ist, durch n ; do dargestellt 

würde. 
Diese Über lepng  ist jedoch deshalb nicht richtig, weil uuter den 

k Failen es welche gibt, in denen zwei oder noch mehr Scheiben do 
gleichzeitig umschlieBen. Betrachten wir zuniichst einen solchen Fail, 
wo gleichzeitig zwei Scheiben mit ihren Mittelpunkten in i liegen, hier- 
bei ist iq (2)  do nicht einmal geziihlt, sondern zweimltl. Wir  haben 
aber in einem solchen Fall do nur einmal zu zahlen, denn auch bei 
der Ermittelung des bedeckten Teils von J ist ein solches Gebiet, das 
gleichzeitig von zwei Scheiben bedeckt wird, nur einmal zu zihlen. 

Uin demgemZB in aiien k Fillen den bedecktep Teil von do zu 

erhalten, haben wir von k w  ' do zu subtrahieren die mit do rnultipli- 
J 

zierte Zahl derjenigen von den k Fallen, wo gleichzeitig zwei Scheiben 
do umschlieBen. I n  einem der k F U e  ist die Walirscheirilichkeit, daB 
gleichzeitig zwei bestimmte Scheiben etwa die ersten und zweiten mit 

n(n - 1) 
ihren Mittelpunkten in i liegen (i)'. Da die n Scheiben auf -- 

2 

verschiedene Weisen zu Paaren kombiniert werden ktinnen, so ist 
n(n -1 )  i y (7) . die durïhsïhnittliche Zahl der Scheibenpaare, die in einem 
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Von HANS HOPEL. 45 

der k Faile so liegen, da6 beide Scheiben des Paares do unischlieBen. 
Für den bedeckten Teil von do in allen k Fallen erhalten wir dem- 
gemiiB den strengeren Ausdruck : 

Vollig exakt ist aber auch der Ausdruck (3) nicht. Denn unter 
den k Failen gibt es auüh solche, in denen gleiühzeitig drei Süheiben 
do umschlieBen. In  eincm jeden von diesen Fiillen ist do im Gliede 

k ni do dreimal gezghlt. Ferner rnüssen wir uns überlegen, in welcher 
J t 

Weise die Fille, iii denon gleichzeitig drei Scheiben mit ihren Mittel- 
n ( m - 1 )  i 

, punkten in i liegen, im Ausdmük k - 2 -  (7) do berücksichtigt sind. 

n(n - ') ($)' gleioh k mal der Wahrsclieinlielikeit, daB die Offenbar ist lc 

erste und zweite Scheibe gleichzeitig do umschlieBen, plus 3c mal der 
~ahrscheinlichkeit ,  daB die erste und dritte Scheibe gleiühzeitig do 
umschlieBen, plus k mal der Wahrscheinlichkeit, daB die eweite und 
diitte Scheibe gleichzeitig do urnschlieBen, plus usw. Um nun den 
Wert von k mal der Wahrscheinlichkeit, da1 gleichzeitig die Scheiben 
1 und 2 do umschlieBen, zu finden, haben wir unter 'allen 1; Falien 
diejenigen zu zahlen, wo gleichzeitig die Scheiben 1 und 2 mit ihren 
Mit,telpiinkten innerhalb i liegen. Gana analog sind die übrigen Wahr- 

scheinlichkeiten au ermitteln, die für die Bildung von k -- ""-"(2' 
in Retracht kommen. Wenn nun gleichzeitig drei Süheiben, etwa die 
Scheiben 1, 2 und 3, d o  umschlieBen, so konnen aie auf drei ver- 
schiedene Weisen zu Paaren von zweien kombiniert werden. Im 

Ausdruck k n(n-A (;)' ist jedes dieser drei Paare mitgeziihlt und in 

n(n-1) i ' (3) ist im Gliede k - + ( )  do, in den Fiillen, wu gleiohzeitig drei 

Scheiben do umschlieBen, do dreimal gezihlt. Da, wie schon bemeïkt, 

in einern aolcheii Fall i n  Glied In ; die GrBBe do ebenfails dreimal mit- 

gezahlt ist, so ist im Ausdruck (3 )  do in den Fallen, wo gleichzeitig 
drei Scheiben mit ihren Mittelpunkten in i liegen, garnicht mitgeziihlt. 
C m  daher den bedeckten Teil von do zu erhalten, habcn wir zum Aus- 
druck (3) noch die Zahl derjenigen Psile zu addieren, in denen gleich- 
zeitig drei Scheiben do umschlieBen, die Zahl dieser Falie ist dann noch 
mit do zu multiplizieren. 

Da die Wahrscheinlichkeit, daB in einern der 1: Fiille gleiühzeitig 

drei bestimmte Scheiben do umschlieBen durch (;)' dargesteiit wird 
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und die f i  Rheiben sich auf nk-gpx- serslhiedene Weisen zu 

Gruppen von je dreien kombinieren lassen, so erhalt man für 
deckten Teil von do in ailen k Fallen zusammen: 

hierin sind jedoch die Glieder mit (1J)4 usw. uernachlhssigt. 

E s  bietet aber keine Schwierigkeit, den bedeckten Teil 

den be- 

von do 
vollkommen exakt zu berechnen. Man hat nur in der angegebenen 
Weise fortzufahren, man erhalt dann eine Reihe, die nach Potenzen 

von (5) fortschreitet. Wir  wollen jetzt das Glied mit (;)' dieser Reihe 

berechnen, wobei p eine beliebige positive ganze Zahl ist. Dabei nehmen 
i 9-1 

wir an, man habe die Reihe bis zum Gliede mit einschlieBlieh 

ermittelt und als Resultat erhalten: 

Um das folgcnde Glied, also dasjenige mit ($)' zu berechnen, hst  

man zu beachten, daB bei hinreichend groBem k unter den 7i Fiiilen es , 
auch solche gibt, in denen gleichzeitig q Scheiben do umschlieBen. Tn 

einm solchen Falle ist do im Glied 76% do p a l  gez8hlt; im Glied 

2 .  k fi ( II ( )  do 1st es -- ma1 geziihlt, weil p verschiedene Scheiben 
2 

sich auf Weisen in Gruppen zu zweien ordnen lassen, im Glied 
2 

f i ("- l ) ( f i -2)  a !z(q - l )q -  2) 
2 
- ( )  do ist do 7 mal gezlhlt und endlich im 

Glied mit (;)y- In  ( 5 )  ist mithin in 

einem solchen Falle, wo p Scheiben do gleichzeitig umschlieBen, do im 
ganzen 

z(2-1) z(q-1)(2-2)  4 P 7 + 1 
- + -  2 . 3  +. . . ( - I l  q =  1-(1-1) -(-1) 

mal berücksichtigt, d. h. bei geradem q ist es zweimal und bei un- 
geradem q .  keinmal mitgezahlt. Da wir aber do einmal zu xahlen 
haben, so müssen wir in einem jedem Pall, wo q Scheibcn mit ihren 
Mittelpunkten in i liegen, do einmal subtrahieren oder addieren, je 
nachdem q gerade oder ungerade ist. Da in einem der k Falle es 
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n(n-1) . . . (  n - { q - 1 1 )  
-- -(;)'mal rorkornmt, da% y von den n Scheiben 

2 . 3  . . . q  

do umschlieBen, eo haben wir also zu (5) das Glied: 

zuzufügen. 
Addieren wir (6) zu (5) und beachten wir, daB in dem allgemeinen 

Glied mit (;)' dem q alle muglichen Wertc bis q = n eioschlieBlich zu 

erteilen sind, so erhalten wir: 

Dies ist der exakte Wert für den bedeckten Teil von do in allen k 
FUen zusammen. 

Dividieren wir (7) durch k, so erhalten wir den Teil von do, der 
irn Durchuchnitt bedeckt ist, dies ist genau die in (1) auftretende 
GroBe, die dort als bedeckter Teil von do bezeichnet ist. Nithin er- 

gibt sich nach (1) für die gesuchte Wahrscheiniichkeit W, also fur dus 
Perhültnis des bedeclcten Teils von J su J: 

Die Formel (8) laBt sich übrigens noch etwas anders schreiben. 
J 

a i - ,  
Da niimlich wegen der Kleinheit von - sehr geniihert (1 - 7) = e J 
ist, 60 folgt a 

-- 

(9) W = l - e  J "  

Dieser Ausdruck skllt ebmfalis d m  Pevhaltnis des bedeckten Teils von J 
i n  

ZIA J dar. W ist nach (9) nur abhangig von -. J 
i In der folgcnden Tabeile ist TV für verschiedene Werte von 7 n  

nach (9) berechnet. 
- - - 

Wie Herr Prof. M e h m k e  mir giitigst mitteilte, be- 

+ n  l w steht zwischen einem von Chr.  Wiener1)  behandelten 
Problem und den hier erwahnkn Cntersuchungen ein 

f 1 interessanter Zusarnmenhang. W i e n e r  ermittelt, wie -- 

1 0,632 
1) Chr. W i e n e r ,  Lehrb. d. darstellenden Geometrie, 1. Bd., 

2 0,865 m a ,  S. r io .  
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die Helligkeit einer Friche abnimrnt, wenn sie nach und nach mit 
verschiedenen Tuschlagen überdeckt wird, dabei denkt er sich, daB die 
Tuschfarbe aus Wasser mit festen Kohleteilchen bestehe. Die Hellig- 
keit der Plache vor dem Auftragen der Tusche wird gleich' 1 gesetzt, 
die Heiligkeit, riachdem n Tuschlagen aiifgetragen sind, setnt er gleich 
h und zwar ist, nach gewissen Annahrnen über die Helligkeit, h iden- 
tisch mit dem Verhaltnis des von Kohleteilen fi-eien Teils der Flaclie 
dividiert durch die ganze E'liiche. Zur Losung der Aufgabe, also zur 
Bestimrnung von h muB W i e n e r  weitere Annahmen maclien, fiir die 
er keinen Beweis gibt, er findet als Resultat für h den Ausdruck 

h = (1 - m)", 
dabei ist rn der Teil der Flacheneinheit, der durch eine Tuschlage 
durchchnittlich überdeckt wird. Kehrnen wir an, daB jede Tusçhlage 
so beschaffen ist, daB dabei im Mittel auf die Flache J ein Kohleteilchen, 

i 
dessen Inhalt = i sei, Fillt, so ist m = 7 ;  sind also die Kohleteilchen 

kreisf6rmig1), so haben ri, J und .n genau dieselbe Hedeutung wie die 
bei dem von uns bchandelten Problem mit denselbeii Buchstaben be- 
zeichneten GroBen. 

Für  h, also das Verhaltnis des freien Teils von J zu J ,  ergibt sich 
nun nach W i e n e r  

Für  dasselbe Verhaltnis ergibt sich auch aus unseren Betrachtungen 
genau der gleiche Wert, wie man sofort aus (8) erkennt, fails man be- 
denkt, daB die Summe der Verhiiltnisse bedeckter Sei1 von J dividiert 
durch J und freier Teil von J dividiert durch J gleich Eins sein muB. 

Die Annahmen, die W i e n e r  macht, sind, soweit sie zur Bestimrnung 
vom Verhaltnis des freien Teils von J zu J notig sind, auch bei unserm 
Problem zutreffend; aber in unserm Fall dürfen wir sie nicht ohne 
weiteres hinnehmen, sondern wir müssen sie, wie dies im Vorangehenden 
aiich geschah, beweisen, ziim Teil folgen iibrigens die Annahmen bei 
unserer Aufgabe sofort aus der Problernstellung.' 

2. Wir wollen jetzt ermitteln, wie groB bei der Aufgabe des 
vorigen Paragraphen der Teil von J ist, der im Durchsühnitt ein-, 
zwei-, . . . qmal überdeckt ist. 

Das Verhaltnis TVL des durchschnittlich einfach überdeckten Teils 
von J zu J ist gleich dem durchschnittlich einfach überdeckten Teil 
von do zu do. Den durchschnittlich einfach überdeckten Teil von do 
- 

1) EB sei hier emahnt, daB wir i n  5 3 zeigen werden, dai3 die vorangehen- 
den Betrachtungen auch dann noch gelten, wenn die Teilchen nicht kreisformig sind. 
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findet man, indem man do so oft zahlt, wie es in den k Fallcn einfach 
iiberdeckt ist und dann durch k dividiert. 

Urn den Teil von d o  zu finden, der einfach überdeckt ist, bilden 
i 

wir zunachst n - d o .  Hiervon ist zuniichst abzuziehen der mit  2 multi- 
J 

plizierte Teil von do,  der durchschnittlich von den beiden Scheiben aller 
Scheibenpaare gleichzeitig überdeckt wird. AIS Iiesultat erhalten wir 

Indem wir in dieser Weise fortfahren, ergibt sich schlieBlich fiir 
das Verhiiltnis 11.; des einfach überdeckten Teils von J zu J der 
exakte Ausdruck: 

Das allgemeine Glied in (12) l%Bt sich in  analoger Weise ableiten wie 
dailjeriige in TV (g l ) ,  es wird nicht notig sein, dies naher auszuführen. 

i 
Da n groB und klein ist, so M t  sich (12) geniihert in der Form 

schreiben: 

(13) 

Wir gehen jetzt über zur Berechnung des Teils von J; der qfach 
überdeckt ist; er vcrhiilt sich zu J wie der qfach überdcckte Teil von 
do zu do. Für  den qfach überdeckten Teil von do ei-gibt sich bei 

Vernachliissigung von Gliedcrn mit 

Da es vorkommt, daB gleichzeitig p + 1 Scheiben do umschlieBen 
und in einem solchen Falle do in (14) p + 1 fach gezahlt ist, wiihrend 
es jetzt gar nicht berücksichtigt werden darf, so ist von (14) zu sub- 
trahieren q + 1 mal der durchschnittlich von q + 1 Scheiben überdeckte 
Teil von do. Wir  erhalten so stat t  (14) den exakteren Ausdruck: 

Da es auch vorkommt, daB gleichzeitig q + 2 Scheiben do über- 
decken und in einern solchen Faile do im ersten Glied von 

Zeitschrift f.  Math~rnatik u. Pliyeik. 61. Band. 1918. Heft 112. 4 
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(q  + 1) (q  + 2) mal gezahlt ist, so ergibt sich statt (15) der noch ge- 
nauere Wert: 

(q+l)(q+2)nprl)...(n-{q-1-l}) z q +  + pp p- 

2 2 . 3 . . . ( q $ 2 )  ( 1  z ]  do. 

Wir woiien nun die Reihe bis einschlieBlich des Gliedes mit 

ermitteln; ais Resultat erhalten wir, a i e  wir gleich lieweisen 

werden : 

Das Glied mit Z l + d  (i) rührt daher, daB es vorkommt, daB gleich- 

zeitig q + d Scheiben do umschlieBen. In einem solchen Falle ist d o  
in  (17) im ganzen 

mal gezahlt, d. h. do ist nullmal gezahlt, wie es sein muB, denn der 
Ausdruck (18) làBt sich in der Form schreiben: 

Da ferner die Wahrscheinlichkeit, daB gleichzeitig q + A von den 
n(n-1) . . . (  n - ( ¶ + A - 1 ) )  

n Scheiben do überdecken, durch - -- --- 
(4  + 4 1  

; l + d  
dargestellt wird, so erkennt man, daB dau Glied mit (7) den in 

(17) angegebcnen Faktor hat. 
Da der GroBe A in -(17) alle moglichen Werte zu erteilen sind 
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bis einschlieBlich n - q, so ergibt sich fur das Verhültnis W, des qfach 
überileckler~ il'eiles con J su J der strelzg yiilkige Ausdruck: 

n ( n - l ) . . . ( n - { q - 1 ) )  (19) FITq= ( Y + l > l  n ( n - 1 ) - . .  jn-q) 
2 . 3 . . . q  2 . 3 . . . ( q + l )  (y. . . 

Da 2 sehr klein, n sehr groB und 9 endlich ist, so lü/?t sich (19) J 
fiir soiche Werte uon pl die lîlein gegen n sind, auch yenahert i n  der 
Form schreiben: 

Addiert man den lfach, Pfach, 3fach usw. überdeckten Teil von 
J, BO muB die Summe gleich dem in 5 1 ermittelten überdeckten Teil 
von J sein. Dies ist auch in der Tat der Faii. Denri addiert man in 

IVl, W,, TV9 die Glieder mit (j)q, so ist die Suuime eùenso gruB wie 

das Glied mit (i)' in dem in 5 1 ermittelten überdeckten Teil von J. 

In  der folgenden Tabelle sind f ü r  die in der Tabelle von 5 1 an- 

gegebenen Werte von $ jedesmal die nach (13) bzw. (20) berechneten 

Werte von Wl W, TV3 ermittelt. 

5 3. Wir wolien jetzt das in 5 1 
behandelte Problem verallgemeinern. 
Statt der n Kreisscheiben deriken wir 
uns n identische Scheiben, die von einer 
beli~bigen Kurve begrenzt sind, die je- 
doch als überall konvex vorausgesetzt 
wird und auBsrdem sollen die Dirnen- 
sionen einer Scheibe von gleicher Ordnung sein. Die Scheiben werden 
wieder regellos auf das Gebiet J gelegtl), und wir fragen wieder, wie 
groB ist das Verhiiltnis W des übcrdecktcn Teils von J zu J: 

Der Inhalt einer Scheibe sei wieder i, wobei i sehr klein gegen J 

1) Es sol1 jedoch bei allen Scheiben dieselbe Begrenzungsflache mit dem 
Gebiet J zur Berührung kommon. Es würde d a m  moglich sein, zwei beliebige 
Scheiben, ohne die Operation des Umkleppens vorzunehmen, lediglich durch Ver- 
schiebung im Gebiet J zur Decknng zu bringen. 

4 * 
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sein sou, wiihrend n i  von gleicher Ordnung wie J k t .  Da wieder fiir J 
die gleichen Voraussetzungen wie früher gelten, so bat die Begrenzungs- 
kurre keinen EinfluB auf den Wert von TV, und auch jetzt noch ist W 
gleich dem durchschnittlich überdeckten Teil eines gegen i unendlich 
kleinen Gebiets d o  dividiert durch do. 

Vom Schwerpunkt S einer jeden iinçerer n gleichformig mit Masse 
belegten Scheiben ziehen wir eine beliebige Gerade g, die aber bei allen 
n Scheibeii jedesmal relativ zur Scheibe genau die gleiche Lage haben 

soll. (S. die Fig.) In  der Ebene von J 

0 nehmen wir beliebig ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem an. MTir charakterisieren 
die Lage einer jeden unserer Scheiben 

S - . . g  Q durch die Koordinaten xy des Schwer- 
puriktes und durch den Winkel rp, den y 
mit der x-8chse bildet. 

Eine beliehige Scheibe wird d o  umschlieBen, wenn der Schwer- 
punkt S der Scheibe in einem gewissen do umschlieBenden Gebiete 
liegt, dessen Inhalt = i ist. Denn denken wir uns die Scheibe, deren 
cp = rp, sei, in einer Lage, in der sie do umschlieBt, dabei moge der 
Schwerpunkt S der Scheibe die Entfernung y, von der Abszissenachse 
haben. Um alle T,agen mi erhalton, in der unsere Scheibe, deren rp 
stets den angegebenen Wert cp, beibehiilt, d o  umschlieBt und wobei 
auBerdem yk stets ungeiindert bleibt, muB S ein geradliniges Stück be- 
echreiben, dessen Lange = l, sei. Nun nGge die Ordinate von S sich 
um dy, vergrGBern. Um jetzt wieder aile Lagen au erhalten, in der 
unsere Scheibe, deren rp etets ungeiindert, also stete gleich I,, bleibt, 
d o  umschlieBt und wobei auBerdem die Ordinate von S stets den Wert  
yk + d y k  = y,, bat, mu8 S wiederum ein geradliniges Stück beschreiben, 
dessen Lange 1, + dl, = l,,, sein mage. Offenbar existieren nun auf 
unserer Scheibe im Abstand dy, voneinander zwei parallele Linien- 
stücke, deren Xndpunkte durch den Umfang der Scheibe gebildet wer- 
den und deren Langen bzw. 1, und 1, sind. Diese zwei Linienstücke 
werden auf der Scheibe markiert durch die Berührung, die die Scheibe 
bei der angegebenen Bewegung durch d o  erfiilirt. Man erkennt nuri 
sofort, daB wenn S in der angegebenen Wcise nacheinander allc über- 
haupt moglichen Linienstücke beschreibt, bei denen unsere Scheibe do 
umschlieBt, dann alle diese Linieiistiicke zusammen ein Gebiet über- 
decken, dessen Inhalt gleich dem Inhalt i unserer Scheibe ist. Für  
zwei Scheiben, deren rp verschieden ist, hat das Gebiet, inrierhalb dessen 
der Schwerpunkt liegen muB, damit die Scheibe d o  überdeckt, eine 
verschiedene Lage, aber die Gr6Be dieses Gebietes ist stets gleich i. 
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i 

do umschlieBt, ist also - Von unseren n Scheiben werden also J ' 

do überdecken. C m  nun TV zu erhalten, haben wir von (21) zuniichst 
abzuziehen die Zahl der Scheibenpaare, bei denen beide Scheiben eines 
Paares do gleichzeitig umschlieBen. Wir  erhalten so für den über- 
deckten Teil von J dividiert durch J statt (21) den exakteren Wert: 

J 

Fahren mir in dieser Weise fort, so erqibt sich schlie,%ich in  zinserenz 
Fa lk ,  wo die n identischen Scheiben von einer beliebiqen Kurue Oegrenzt 
sind und die übrigen angegebenen Yoraussetzunqen zutreffen, für W der 
exalde dusdruck: 

2.3 2 . 3  . . . y  
(j)'. . . 

Die Richtigkeit des allgemeinen Gliedes in (22) ergibt sich wieder in  
analoger Weise wie früher. Für den überdeckten Teil von J dividiert 
durch J ergibt sich also jetzt der gleiche Wert wie früher bei dem 
Problem in 8 1. 

Auch die Ermittlung des 1-, 2-, qfach überdeckten Teils von J 
bietet jetzt, wo die Scheiben beliebig sind, keine Schivierigkeiten; wir 
wollen darauf nicht weiter eingehen. 

fj 4. In dieseru Paragraphen soil eine Ermeiterung eines Satzes 
von T c h e b  ycheff l )  mitgeteilt werden; das Besultat wenden wir dann 
an auf ein Problem der geometrischen Wahrscheinlichkeiten. 

Wir denken uns mit T ch e b  y chef f  eine Reihe von Gr6Ben z, y, 2,. . ., 
deren Anzahl endlich sei. Wahrend nun T ch  e b y c h e ff annimmt, daB 
jede dieser GroBe~i x, y,' 2, . . . nur eine endliche Anzahl von Werten 
aririehrnen kann, denken wir uns jetzt, daB die Anzahl der Werte 

x,, z,, z,, . . . , die das x annehmen kann, unendlich groB ist, aber 
jcder dieser \Verte sol1 endlich sein. Die Wahrscheinlichkeit, da1 der 
Wert x eintrifft oder ein davon nur unendlich wenig abweichender, sei 
dv. Dann stellt 

1) Vgl. E. Czu b er, Wahrscheinlichkeitsrechnung 1, 2. Aufi., 1908, S. 212 oder 
die Originalabh. von P. L. d e  T c  h e b y ch e f f ,  Liouville Journal de mathém., II. Série, 
XII, 1867, p. 177. 
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Wir wolien nun die angegebene Modifikation des T c h e  b y chef f -  
schen Satzes anwenden auf das folgende Reispiell): Auf einen gegebenen 
festen Kreis vom Radius r wird ein anderer Yom gleichen Radius nmal 
willkürlich geworfen, aber so, daB die Entfernung seines Mittelpunktes 
Tom Xittelpunkt des festen Kreises stets kleiner oder hochstem gleich 
2 r  ist. Unter x verstehen wir irgendeinen Teil des festen Kreisea, der 
beim ersten Wurf moglicherweise überdeckt werden kann, und zwar 
mit der Wahrscheinlichkeit dp,  wahrend x, der beim ersten Wurf tat- 
sichlich überdeckte Teil des festen Kreises ist. Die GroBen y ,  y,, dp 
sollm die analoge Bedeutung für den zweiten Wurf, z, zp, dr für den 
dritten Wurf haben usw. Beim ersten Wurf eiei g 5 Zr eine m6g- 
liche Entfernung der Mittelpunkte beider Kreise, wobei das Stück x 
Tom festen Kreis überdeckt wird und wobei zu dem überdeckten Teil 
des Umfangs de3 ersten Kreises der Zentriwinkel gehort. Offenbar 

iit dann iu dem Mittelwert a =JxdP 

Zur Berechnung der Integrale 

B führt man ,5 statt Q ein, mittels der Beziehung g = 2r cos Man 

Nach der angegebenen Modifikation des T c h e b  y cheffschen Satzes 
is t  n u ,  da die Zahl der GroBen x,, y17 zP, . . . gleich n ist, die Wahr- 
scheinliçhkeit dafür, daB 

1) Vgl. hierzu E. C z u b c r ,  Geometrische Wahrsch. u. Mittelwerte 1881, S. 242;  
hier wird der Mittelwert aller a. also die GroBc a berechnet. 
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zwischen den Grenzen 
mnrP - n n r ~  1 4 V J ~  -' -,If a 2- 3 \ = mnre O 915 

4 
( 1  S; a-' 

a f i  1 4 
1 

liegt, gr6Ber als 1 - 

Ein Satz über Wurfbahnen im leeren Raume, 

In  der folgenden Tabelle ist für verschiedene ci die untere Grenze 
für P sowie die zugehorigen Grenzen für x, + y, + a, + - .  . angegeben. 
~ -- Damit m i t  einer Wahrscheinlich- 

a T - 5 y f ( 1 . a  keit, die grüBer ist als +, 

Von J. SCIIATTE, 
Hauptmann im 3. Lothr. Feldartillerie-Regiment NI. 69. 

2 

Bekanntlich kann sowohl im leeren, als auch im lufterfüllten Raume 
bei gleicher Anfangsgeschwindigkeit (z',) des Geschosses jeder Punkt 
der vertikalen SchuBebene innerhalb des Wirkungsbereichs der Waffe 

1 O6 

mit zwei verschiedenen Abgangswinkeln E, und E~ getroffen werden- 
Dabei sei der Abgangswinkel oder die Erhohung derjenige Winkel, 
den die Abgangsrichtung oder die Seelenachse der Waffe mit dem Hori- 
zont bildet, wahrend der Richtungsunterschied zwischen der nach dem 
Ziel- oder TreQunkt  gerichteten Visierlinie und der Seelenachse Visier- 
winkel (g;) und die Keigung der Viüierlinie m m  Horizont Zielwinkel 
(or) genannt werden m6ge. E s  i d  also die Erhohung E = gp + a. 
-- 

1) Siehe A. Meyer ,  Vorlesgn. üb. Wahrscheinlichkeitsr., 1879, S. 120, sowie 

X I + 2 1 ~ + ~ , + . . .  

S. D. ~ o i s a o n ,  ~echérches sur la probabilité, 1837, p. 254. 

i / s  - =l,l54 

1/8=1,414 

2 

1 n:T' 1 ] zwischen den Grenren 
l' 

- - -- -- -- 
ira {l + 0,Z) - { 1 ~ 1  1 2 7  - 4 

-- ~ Y =  l'n liegt, muB n 2 42 sein. 

- 3 ~ F { l T 1 ~ E }  In dem Fail, mo n sehr groB, 
i / m  id ,  laBt sich die Wahrscheirilich- 

keit Y, daB (33) zwischen den Grenzen (34) liegt, auch genau ermitteln, 
und zwar auf Grund eines Satzes von Poisson.') Hiernach ist 

LI - 
i/9 

p = L J e - c d t .  

l' n 

Nit den im Vorangehenden benützten Werten für a findet man P = 0,74;. - 0,84; = 0,95. 
T ü b i n g e n ,  Oktober 1911. 
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Jeder Punkt der SchuBebene [z. B. 171, in beifolgender Fjgur] kann 
also auch mit zwei verschiedenen Visierwinkeln rp, und rp, getroffen 
werden. Für den leeren Raum gilt d a m  bekanntlich die Beziehung 

(1) spi + <pz = 90' - a, 

dabei m6ge rp, der grd3ere der beiden Winkel sein. Mit cp, als Visier- 
winkel erreicht das GeschoB den Treffpunkt 171, indirckt. Die so ent- 
stehende indirokte Bahn herührt die einhiillende Parahel [in NI, bevor 
sie durch den Treffpunkt hindurchgeht. Solche Bahnen haben keine 

Y 

praktische Bedeutung; denn Ballons, Luftschiffe usw. wird man stets 
durch den direkten SchuB zu treffen suchen. Auch hier soll nur von 
direkten Bahnen und im besondern von den Beziehungen zwischen 
Visierwinkel, Zielentfernung und Zielwinkel die Rede sein. 

Zu der allgerneinen Beziehung zwischen diesen drei GroBen gelangt 
man, wenn in der Flugbahngleichung 

(2) 
es 

y = x  
4 h cosS E 

E = rp + a, x = r cos a: und y = r sin a gesetzt wird. Hierin sind x und y 
die rechtwinkligen Hoordinaten und r und cr die Polarkoordinaten eines 
beliebigen Treffpunkts in bewg auf den Abgangspunkt des Geschosses 

v y  O als Koordinatenanfang und h = 2 = OS. 
2 n 

.3 

Man erhilt auf diese Weise nach einigen Umformungen 

1 - tg cp tg a 
r = 2 h sin 2 rp 

cos a 
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[Gl. 5 gibt, gemiiB dem doppelten Vorzeichen vor der Wurzel, zwei 
Werte, rp, und cp,, für jeden innerhalb des Wirkungsbereichs gelegerien 
Punkt, der durch ein r und ein a: bestimmt k t .  Für  die Puukte der 
y-Achse von O bis S, für die a: = 90" kt, wird rp = O - senkrechter SchuB, 

für die der 2-Achse fiihrt sie mit . r r  = O auf r = '' sin2rp, und den 
9 

Punkten der Einhüllenden ist nur je ein Visierwinkel zugeordnet; denn, 
setzt man den Aiisdruck unter dem Wnnelzeichen gleich NiiU, so erhiilt 

xe 
man die Gleichung der einhüllenden Parabel y = h - 

Mit r = const. erhalt man die Visierwinkel für alle auf einem 
Kreise liegenden Treffpunkte, der um O mit r geschlagen ist. d u f  
solchen Kreisen soll nun diese Funlition hinsichtlieh ihrer Extremwerte 
untersucht werden. Znerst m6ge r = O H O  sein, wofür man rp = <pl aus 

5- sin 2 rp = r erhalte. 
Y 

Zunachst erinnern wir uns des in G1. 1 ausgesprochenen Satzes, 
der besagt, daB jeder Punkt (z. B. P' oder MI) der durch J f o  hindiirch- 
gehenden indirekten oder Steilbahn OATNo mit demselben Visierwinkel 
wie Ho, also mit y, ,  getroffen wird. Dieser Satz gilt jedoch im Hin- 
bliçk darauf, da6 wir hier bloB direkte Flugbahnen gelten lassen wolieri, 
nur mit folgender Einsehriinkung: MTenn N der Berührungspunkt 
zwischen der Steilbahn und der Einhüllenden ist, so liegen nur aiif dem 
Flugbahnast N N , ,  Zielpunkte die mit cp, direkt getrofl'en werden konnen, 
wahrend durch die Punkte von 03 nur indirekte Bahnen mit rp, als 
Visierwinkel hindurchgehen. Der Ast NJfo teilt also den über dem Hori- 
zont liegenden Wirkungsbereich der Waffe in zwei Gebiete: aiien in 
dern Gebiet diesseits dieser Kurve liegenden Punkten ist ein Visier- 
winkel zugeordnet, der < rp, ist, allen jenseits der Kurve 'iegenden ein 
solcher, der > q, ist. 

Verfolg-en wir nuu einen Zielpunkt P auf dern genannten Kreise. 
Von Mo an gelangt P zunachst in das Gebiet der Visierstellungen, dio 
> rp, sind. Der Visierwinkel ~ a ~ h s t  &O, nimmt aber, wenn P nach PI 
kommt, wieder die Gr& von rp, an, V r n  d a m  allmahlich bis Null 
zu fallen, welchen Wert cp in PI= erreicht. E s  muB also in diesem 
Falle zwischeri Mo und PI ein Maximum vorhanden sein. 

Eine einfache Übcrlegung zeigt, da6 das Wachsen und Abnehmen 
von rp nicht imrner so einfach ist, wie in diesem Beispiel. Mit wachsen- 
dem Radius des Kreises andern sich die Verhahisse.  Wird r > h, so 
fiilt rp nicht mehr bis Kull, sondern nimmt zuletzt den Wert an, der 
dern Schnittpunkt des Kreises und der Einhüllenden zugeordnet ist. 
E s  ist daher nicht ausgeschlossen, d d  auBcr dem Maximum noch an- 
dere Extremwerte vorkommen. 
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Wir woilen den geometrischen Ort dieser Extremwerte bestimmen. 
Es sei noch erwahnt, daB PII der~enige Punkt ist, der mit rp, als 

Yisierwinkel indirekt getroffen wird. Um ihn direkt zu tretfen, m6ge 
ein Visicrwinkcl rp, erforderlich sein. Wir  wisscn, dan dann 

cp3 = 90° - (a + cpl) ist 

Zur Bestimmung des geometrischen Orts der Maxima und Minima 
haben wir zundchst den ersten Differentialquotienten der Cl. 5 gleich 
Null zu setzen. 

Wir wahlen dazu die unentwickelte E'unktion G1. 3,  die die all- 
gemeine Form 

F (cp, a) = const. hat. 
Wir setzen also 

Man erhilt zunachst 
1 + sin2a sin 2 g; tg or - 2 sine (F - --- 

d a  COB' a 

welchcr Ausdruck a190 gleich Null zu setzen ware. Das führt auf 

( 6 )  
sin a . cos a 

t g c p = -  
1 + sine a: 

U m  nun den gesuehten geometrischen Ort zu bestimmen, ist mit Hilfe 
dieser Beziehung cp aus G1. 4 zu eliminieren. Man erhalt 

sin a: r = 4h -- -.  
1 + 3 ain4 or 

Der geometrische Ort ist a l ~ o  eine Ellipse, deren Gleichiing in 
rechtwinkligen Koordinaten lautet: 

Bus dieser Form erkennt mari sofort, daB der Mittelpunkt der 
h 

Ellipse L, über O liegt, daB ihre senkreehte Achüe gleich h und ihre 

wagerechte Aühse gleich 2 h ist. Das ist aber nichts anderes als die 
wohlbekannte Ellipse, die auch der geometrische Ort der Scheitel aller 
Flugbahnen ist. 

Wir haben also den 
Satz: D e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  a l l e r  d e r j e n i g e n  P u n k t e  d e r  

SchuBebene, von  d e n e n  j e d e r  u n t e r  d e n  a u f  d e u s e l b e n  K r e i s e  
(um 0) l i e g e n d e n  T r e f f p u n k t e n  e in  M a x i m u m  o d e r  M i n i m u m  
a n  V i s i e r s t e l l u n g  (Vis ie rwinke l )  e r f o r d e r t ,  i s t  d ie  S c h e i t e l -  
ellipse. 
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Wie man sieht, hangt es nur von der GroBe von r ab, ob ein oder 
zwei oder gar keiri Extreruwert von a, vorkommt. 1st r < h, so haben 
wir nur ein Maximum. [Von dem Wrerte t g  y = O für EZ = 90° sehon 
wir ab.] Wird r > h, so schneidet der Kreis die Ellipse in  zwei Punkten. 
mTir haben dann ein Maximum und ein Ninimum. Wenn r so groB 
wird, daB der Kreis die Ellipse nicht mehr schneidet, so gibt es über- 
haupt keine Extrernwerte mehr. Auf eineni solchen Kreise wiichst y 
daiiernd bei zunehmendem a. 

Nun soi l  noch dem Grenzfall naher getreten merden, d. h. dem Fall, 
wo der Kreis [KI EIl] die Ellipse berührt. 

In der Funktion G1. 5 ist die diesem Punkte entsprechende Stelle 
ein Wendcpunkt. 

In diesern Falle wird offenbar r in Gl. 'i ein Maximum werden. Fiir 

diesen Punkt wird aber auch hinsichtlich der Punkte der Ellipse ein 
Maximum. Wir  konnen daher auch G1.6 zur Bestimrnung der Lage des Be- 
rührungspunkts K, d. h. der seines Richtungs- oder Zielwirikels a: beriutzeu. 

Man setzt tg ' = O und erhiilt 
d a  

sin a = 5 1/3 
cr = 35' 15' 50". 

Damit wird r = 2 h . + i 3 .  Liegt der Zielpunkt in dieser Entfernung 
auf der x-Achse, so findet man das zugehorige gp, aus 

r - 2 h siu 2 rp. 
Man erhalt auch 

sin 2 y, = 1/3  

Dagegen ergibt sich VK, das dem Berührungspunkt K zugeordnet 
ist, aus G1. 6: 

oder sin rpK = + 1/ 
y x  = 19' 28' 16", 

W i r  haben also folgendes Resultat: Wenn sich ein Zielpunkt auf einern 
Kreise mit dem Radius r = 2 h . 1/3 bewrgt, so ist ihm im Mündungs- 
horizont, also menn a = O kt, der Visierwinkel rp, = 17O 37' 55" zu- 
geordnet, für den sin 2 rp, = $1/3 ist. 1st a: = 2 y, = 3j0 15' 50"; so 
ist rp = rpK = 19' 28' 16", sin r p ~  = 1/2. Bei weiterem Wachsen von 
a nimmt auch g7 weiter zu und zwar in starkerem MaBe, bis er seinen 
Grenzwert auf der Einhüllenden bei a = 47O 3' 40" erreicht. Hier i d  
cp = 21 O 23' 1 O". 
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Eine mechanische Vorrichtung znr Losung einiger 
Differentialgleichungen. 

Von Dr.-hg. OTTO SCHAEFER in Hamburg. 

Die nachstehend bcschriebene Vorrichtung ermoglicht es, eine 
Reihe von Differentialgleichungen in der Weise zu losen, da8 man 
eine Anzahl von Punkten findet, die auf der Rurve liegen, welche die 
gesuchte E'unktion darsteilt. Da man mit Hilfe eines Teiles dieser Vor- 
richtung imstande ist, die Wurzeln von Gleichungen hoheren Grades 
zu bestimmen, dieser Teil also eine gewisse selbstaridige Becleutung be- 
sitzt, so ist seine Beschreibung vorangestellt worden. 

Die gegebene Gleichung 

a,xn+ a , - , ~ " - ~ + - .  .a,x + a ,  O 

mage zunachst in der Weise geordnet werden, daB siimtlichen nega- 
tiven Glieder auf die rechte Seite der Gleichung gebracht werden. 
Sollten keine negativen Glieder vorhanden sein, so wird x - -y  gesetzt; 
dann veriindern die ungeraden Potenzen ihr Vorzeichen, wahrend die 
geraden es beihehalten, so daR die Funktion aiif die gewünschte Form 
gebracht werden ka,nn. Jeder einzelne Summand kann als ein %ornent 
aufgefaBt werden, dessen IIebeiarm dem Koeffizienten, dessen Kraft der 
Potenz der Unbekttnnten entspriüht. Xun lie& es nahe, eine Wage zu 
benutzen, um nachzuweisen, daB die Summe der Momente auf der einen 
Seite gleich der Summe der Momente auf der andern Seite ist. Diesen 
Gedanken hat schon G. M e s l i n  verfolgt: Journ. de phys. 1900, p. 339. 
Er ist jedoch zu einer praktisch kaum verwendbaren Form der Wage 
gelangt. Wahrend es oline weiteres moglich ist, den Hebelarmen die 
erforderlicho, durch den Kocffizienten bcstimmte Lange zu gelen,  ist 
eine besondere Einrichtung ntitig, um eine Kraft zu erzeugen, welche 
der betreffenden Potenz entspricht. Hierfür wurde der Auftrieb von 
Tauchkorpern verschiedener Form in einer Flüssigkeit nutzbar gemacht: 
ein prismatischer KGrper liefert einen Auftrieb, welcher proportional 
der Eintauehungsticfe ist, ein keilformiger einen dem Qiiadrat der Ein- 
tauchungstiefe proportionalen usw. 13ei voller Eintauchung liefern siimt- 
liche Korper den Auftrieb 1 - für die vorliegende Ausführung 20 g r  - 
man kann also nur solche Auftriebe erzeugen, welche einem zwischen O 
und 1 liegeriden Wert von x entspreçhen. 

Wird zun%chst n, aiiBer Betracht gelassen, so mu6 Gleichgewicht 
herrschen, weun die Korper gar nicht eintauchen, da diese Gleichung 
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durch x - O befriedigt werden muB. Dieses Gleichgewicht wird durch 
Aufsetzen von ein oder mehreren Gewichten auf den Ifagebalken herbei- 
gefuhrt und dann erst a, berücksichtigt. SinngemaB ware es, einen 
~ b r p e r ,  welcher den Auftrieb 1 (20 gr) liefert, am Hebelarm a, an- 
zubringen und so tief zu hiingen, daB er bereits vol1 eintaucht, ehe die 

andern KGrper das Was- 
ser berühren. Einfacher 
ist es, und daher hier 
vorgezogen, an die an- 
dere Seite des Wage- 
balkens, also an den 
Hebelarm - a,, ein Ge- 
wicht l, eozusagen einen 
Auftrieb - 1 anzuhin- 
gen. Dann herrscht kein 
Gleichgewicht, und die- 
ses kann erst wieder ein- 
treten, wenn die Tauch- 
korper die ntitigen Mo- 
mente liefern, wenn alse 
der Wasserspiegel ge- 
nügencl gestiegen ist. 
Sobald dieses erreicht 
ist, gibt die Eintauch- 
tiefe der Korper einen 
Wert von x an, welcher 
die gegebene Gleichung 
befriedigt. Die Ablesung 
des Wasserstandes ge- 

schieht nicht an einer auf den Tauchktirpern angebrachten Skala, son- 
dern an eioem besonderen im Gef6B befestigten in Millimeter geteilten 
MaEstab, wobei 1 mm - 0,01 ist. 

Im allgemeinen werden die Koeffizienten a,, a,-, usw. nicht solche 
Werte besitzen, daB man sie gleich auf dem Wagebalken einstellen 
kann, jedoch wird eine Multiplikation oder Division mit Potenzen 
von 10 und vielleicht auBerdem mit 2 stets bewirken, dal3 die Hebel- 
arme eine brauchbare Linge erhalten. Sollten zufillig rnehrere Koeffi- 
zienten einander so nahe gleich sein, da0 die Tauchkorper sich nicht 
mehr nebeneinander hiingen lassen, so kann man z. B. x = 1,l y setzen. 
Dadurch wird a, nicht verandert, an Stelle von a, tritt l,l a,, an Stelle 
von a, tritt l,lPas asf., so daB die Koeffizienten verschieden genug 
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werden. Um ein solches Vorkonimnis nur selten eintreten eu lassen, 
wurde den Korperii ein flacher rechteckiger Querschnitt gegeben. 

Besitzt die Gleichung zwischen O und 1 keine Wurzel, so tritt  
kein Gleichgewicht ein, man mui3 dann x = 10 y einführen und erhalt 
eine Gleichung für y, welche vielleicht eine Wurzel zwischen O und 1 
besitzt, wenn niimlich ein Wurzelwert von x zwischen 1 und 10 liegt. 
Unter Urnstinden muB man x = 100s einführen, den Bereich zwischen 
10 und 100 absuchen und in derselben Weise fortfahren, bis man die 
gesuchte Wurzel gefnnden hat. Wenn die ursprüngliche Gleichung keine 

Fig. 2. 

positiven Wurzeln besitzt, so setze man x = - ec und verfahre sonst 
in derselben Weise. Haufig wird man den Koeffizienten gleich ansehen 
konnen, ob positive oder negative Wurzeln vorhanden sind und in 
welchem Bereich sie etwa liegen müssen. 

Die Tauchkorper erhalten filr hohere Potenzen von x eine fiir die 
Herstellunp auBerordentlich unbequeme Form, die fernerhin den groBen 
Nachteil hat, daB der benetzte Umfang bei der Anniiherung an 1 sehr 
groB wird. Das untere Ende muB der Herstellbarkeit halber als Ro- 
tationskorper ausgebildet werden und auf die genaue Form der ZuBersten 
Spitze muBte überhaupt verzichtet werden, ein praktisch jedoch gam 
belangloser Fehler. Hier ist folgender Kunstgriff von groBem Nutzen: 
man setzt fi fiir x ein und erhalt eine Gleichung, deren hochste 
Potenz halb so hoch ist wie früher. Freilich kommt nun y015, y1,5 nsw, 
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in der Gleichung vor, was bei den üblichen Rechenhilfsmitteln riur von 
Sachteil ist. Für die Wage ist es aber gleichgültig, da sich Tauch- 
korper für yOl" y13' usw. ebcnso gut hersteiien lassen, wie für die ganzen 
Potenzen. Wie man ai19 der Abbildung Fig. 2 sieht, ist y4 jedenfalls 
noch von recht brauchbarer Porm, so dai3 man also Gleichungen vom 
achten Grade noch losen kann. Bei anderer Wahl der Dimensionen, als 
sie hier getroffen wurde, wird Hian noch n-eiter gehen konnen. Für die 
Untersuchung zerfiiiit die neue Gleichung in zwei getrennte Gleichungen, 
in deren c h e r  die gebrochenen Potenxen von y mit positivem Vol-zeichen 
auf'treten, wahrend in der andern Gleichung die negativen stehen. Die 
aus der ersten Gleichung gefundenen Werte von y ergeben dann posi- 
tive Werte von x, Lei den aus der zweiteri gelundeneil hat man beim 
Wrurzelziehen nur dm negative Zeichen zu berücksichtigen. Die Zahl 
.der erforderlichen Wagungen hat sich nicht erhtiht, da man auch ohne 
diese Substitution die positiren und negativen Werte von x aus ver- 
scliiedenen Gleichungen finden muBte, hingegen hat sich die Genauig- 
kcit der Ergebnisse vergroBert, weil heim Ausziehen der Quadrtttwurzel 
rin Behler prnzentual auf etwa die Halfte vcrmindert wird. 

Die Gleichungen, welche m m  Ausprobieren der Wage benutzt 
wurden, sind nach einem bestimmten Schema aufgcbaut. Ein Wurzel- 
wert xl soll entweder 0,l  oder 0,3 oder 0,5 oder 0,7 oder 0,9 betragen 

d 
und dabei der Differentialquotient 3 an dieser Stelle einmal 1/1,, ein- 

d x 
mal 1,O und einmal 16 sein. Auf diese Weise entstehen 15 Gleichungen, 
die vom fünften Grade sein sollten, also noch weitere vier T%rurzelri be- 
sitzen müssen. Nimmt man der Einfachheit halbcr an,  da5 diese vier 
Wurzeln in jeder Gleichung unter sich gleich sind und mit x, bezeich- 
net werden, also y = (x - x,) (x - x,)~, so ist 

DieErgebnisse sind in der folgenden Tabelle zueammengestellt worden: 
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Die Zeit für das Aufhangen der Tauchkorper und die Füllung mit  
Wasser betrug etwa 8 Minuten, die Zeit für das Urnformen der Glei- 
churig ist sehr verschieden groB und hier nicht bcrücksichtigt. Bei den 
niit einem Stern gekennzeichneten Jihungen war das Resultat zuerst 
sehr unsicher, daher wurde eine geeignete Substitution vorgenommen, 

und man hat erstens die Zeit für die Umrechnung und zweitens die Zeit 
für das abermalige Aufhiingen und Büllen in Ansatz zu bringen. Bei 
den beiden niüht gelosten Gleichungen würde man x, zuerst gefunden 
haben, aie kommen daher für cinen Vergleich nicht in Betracht. 

Um diesc Wage eu einer Integrationsvorrichtiing auszubauen, 
muBten noch einige Teile hinzutreten. In der Hohe der NuUinie ist  
eine offnung in dem GefaB angebraeht und das ausflieBende Wasser 
wird in einem darunter aufgestellten zweiten GefiiB aufgefarigen. Die 
AusfluBgeschwindigkcit ist in jedem Augenblick proportional zu vx, 

Zoitachrift f. Yathematik o. Physik. 61. Rand 191%. Heft 11% 6 
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wenn x die Wasserstandehohe im ersten GefaB hezeichnet, daher ist 

die- ganze ausgcflossene Menge cJfidt. In dm sweite üefd3 hiingt 

man wieder Tauchkorpcr, die an einem Wagebalken befestigt sind, der 
seinerseits wiederum, wie Fig. 3 zeigt, mittels zmeier Gelenkstangen 
mit dem oberen wagebalken in Verbindung steht. Jetzt 1aBt man in 
den oberen Wasserkasten Wasser einflie8en und reguliert den Zustrom 
dabei so, da8 stets Gleichgewiüht vorhanden ist und liest in geeigneten 
Zeitintervallcn den Wasserstand ab. Man hat dann cine Rcihe von 
Punkten gefunden, in denen zwischen einer Funktion von x und einer 

Funktion i o n  c f i / ~  dt Gleichgewicht bestand. Ein einfaches Beispiel 

mag das Verfahren erliiutern: an dem oberen Wagebalken hange der 
prismatische Korper, am unteren der keilftrmige, beide am gleichen 
Hebelarm, daun heiBt die entsprechende Gleichung 

oder, wenn man die Wurzel zieht, differenziert und vereinfacht 

Durch einen solchcn Versuch wurden- die in Fig. 4 durch Kreisc ge- 
kennzeichneten Piinkte gefunden, wiihrend die Kurve x = eSd7 welche 
sich der durch andere Versuche bestimmten Konstaiiten c des Apparates 

entsprechend ergeben müUte, voll ausge- 
zogen ist. 

a'ig. 4 Die auf solclie Weise intcgrierbaren Glei- 
chungen müBten die Form besitzen 

oder sich aus dieser Form ergeben. 

- Das Anwendungsgebiet 15Bt sich jedoch 
lciclit erwcitern, indem ein drittes Gef i B  hin- 

zugefügt wird, das in Fig. 3 an der Seite angebracht ist. In  dieses Ge- 
fiB wird ein Wasserstrom von gleichbleibender Starke geleitet, so daB 
der Wasserspiegel proportional der Zeit ansteigt. Mit IIilfe von ver- 
schiedenen Tauchkorpern kann man darin Auftriebswirkungen erhalteii, 
welche beliebige Funktioiien der Zeit darstellen. Dadurch sind Glei- 
chungen integrierbar geworden, welche die Form besitzen 

Als Beispiel diene die Gleichung 
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~ ~ e l c h e  sich in folgende Differentialgleichung umwandeln la& 

d x 
- = a - 2 c V a t x - s a .  
d t  

Lhe Integration ist Wr verschiedene Faktoren von t, die sich verhalten 
nie 1 : 2 : 3 durchgeführt und hat die in  Yig. 5 gezeichneten Punkt- 
reihen ergeben. 

Gelegentlich kann die Anschaulichkeit, mit der man die gegebene 
Abhangigkeit Tor sich sieht, f ü r  die Erkennung von Eigenschaften der 
gesuchten Furiktion von Wert sein. Es  sei Big. 5. 

Danu hiingt im GefiiB zwei und im GcfZB drei 
ein prismatischer Korper, GefkB drei bekoinmt . . 
konstanten ZuAuB, folglich muB lsei einem -.. ._....---* ...._._. . - 
koristanten ZufluB zu GefiB zwei, dessen Stirke .. . 

.I 
man aber noch nicht kennt, Gleichgewicht m.---C 

dauernd erhalten bleiben. Mail wird allmah- 
lich einen koristanten Wasserspiegel in GefiB eins herbeifüliren, mit 
anderen Worten, die Kurve hat eine Asymptote parallel zur Zeitachse bei 
deni verschiedenartigsten Aufbau der Funktion rp(x). 

Da die bislier gesühilderten Anordnungen sich als brauchbar er- 
wiesen haben, sogar trotz der sehr primitiven Mittel, mit denen sie ver- 
wirklicht murden, so mag es erlaiibt sein, von noch unerprobten weiteren 
Ausbauten zu sprechen. Zunachst ist es lastig, da5 der Wasserspiegel 

in GefiB zwei proportional ï u  / i / i d t  statt proportional zu Jxdt ist. 

Eine schlitzartige Offnung in GefZB eins, die von Null anfangend bis 
obenhin reicht und eine bestimmte Porm besitzt, würde hier Abhilfe 
schaffen, so da8 die vorgelegten Gleichungen dann die Form haben 

Man karin GefaB zwei wiederum mit einer AusfluB6ffnung versehen 
und das Wasser in einem neu hinzugefügten Gef'aB auffangen, und würde 
so ein Doppelintegral erhalten, oder nach Umgestaltung der Gleichung 
eine Differentialgleichung von zweiter Ordnung. Einer Anhringung von 
noch mehr solchen GefiBen und somit einem Vordringen zu Differential- 
gleichungen hoherer Ordnung stehen ebenfalls keine prinzipiellen Be- 
denken eritgegen. 

SchlieBlich mag noch darauf hingewiesen werden, daB es genügt, 

r e m  die Funktionen f ( c ,  &dt), q ( z )  und g ( t )  in Form von gezeich- 
5 
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6 8 Ou Coulomb's Laws of Friction 

neten Kurven vorliegen, da man ~ i a c h  diesen geeigiiete Tauchk6rper 
anfertigen kann. 

Über die Genauigkeit, welche bei der vorhandenen Ausfiihriing der 
Wage erreicht wurde, geben die Piguren an1 besten Auskunft. Erreich- 
bar ist jedenfalls eine groBere. Die bei weitem groBte Fehlerquelle ist 
die UnregelmaBigkeit der Adhasion des Wassers an den Tauchkorpern, 
und auch diescr Fehlcr laBt sich vermindern, iiidcnl man die Tauch- 
k6iper langer ausführt, ohne die Querschnitte zu andern, weil auf diese 
Weise die Auftriebskrafte vergroflert werden, wahrend der benetzte Um- 
fang derselbe bleibt. 

-- 

On Coulomb's Laws of Friction, 

Coulomb's  laws of friction1) state that when one body slides over 
another the frictional force is 

1) proportional to the normal pressure, 
2) independent of the magnitude of the areas which are in cont'act, 
3) independent of the relative velocities of the two bodies. 

in his Leqans sur Le 
Fig 1 .  Frottement, published in 

11 
1895, P a i n l e v é  discussed 
a nuinber of interesting 
friction problems under 
the assumption that the 
frictional force obeys these 
laws. The particularly in- 
terestirig thirig brought out 
in Pa in lev&'s  discussion 
is the fact, that while the 

O normal reaction is inde- -- pendent of the coefficient 
vo  of friction in souie prob- 

lems, in general this is not 
the case. The discussion 

1) C o u l o m b ,  Théorie 
des machiues simples, mémoi- 

m. ras des Savants étrangers. tome 
B X, 1781. 
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of the last class of problems brings to  l ight  a difficulty the nature of 
which is rnost easily understood by considering the following problem, 
first breated by P a i n l e v é  
in his Leçons1), and later 
by others. ') 

Giren two particles 
In, m, (E'ig. 1) each of 
uriit mass which are con- 
nected hy a weightless 
rod A B :  nb is constrain- 
ed to move along a 
iough horizontal tube 
OX and the particles 
are to rernxin in the 
given vertical plane. L)e- 
termine the initial values 
of the acceleration of nz 
and of the centroid C 
for different values of 
the coefficient of fric- 
tion, y. 

F o r  a small value 
of p the  problern pre- 
sents no difficulties, but; 
if p i s  sufficiently large 
the eyuations of motion 
either can not be satis- 
fied a t  all or  they per- 
mit two different solu- 
tions. In the  one case it 
is not possible to satisfy 
the equations of motion 
no matter whether the  
normal component of t he  
reaction of the tube is 
chosen upward or down- 
ward, while in the  se- 
cond case it msy be 
chosen either way. The 
- -  

Fig. 2. 

Fig. 3. 

1) Also in  Compte8 rendus, t. CXXI, 1895, p. 112. 
2) A p p e l l ,  Mécanique Vol. II, p. 133, 3d edition). 
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70 On  coulomb'^ Law8 of Friction. 

~ i g .  4. question of how to inter- 
pret these cases has given 
rise to considerable discus- 
sion. ') 

In  making an effort to  
obtain a clear idea of the 
precise meaning of the di- 
ficulties, it occurred to me 
that the matter might be 

s more clearly comprehended 
-, if instead of using analy- 

sis, as has been done in 
the papers referred to, we 
rcsort to graphical me 
thods; on trial this is found 
to be the case. 1 proceed 
to show this by giving a 
graphical solution of the 
problem which has already 
been stated. 

Although the graphical 
construction can be çarried 
out for any initial con- 
ditions, in order to show 
the method to the best 
advantage, the two beads 
and their connecting rod 
mill be siipposed to have 
initially simply a velocity 
of translation Vo. The 
reaction of the tube will 
be  called R and the reac- 
tion of the rod on the 
particle at A wiil be cal- 
led T. 

Inasmuüh as the parti- 
clcs are rigidly conncctcd 

1) A. M a y e r ,  Berichte der Konigl. Sachsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zn Leipzig, 1901, C h a n m a t ,  Comptes rendus, t. CXXXVI, 1903, p. 1634; 
L e c o r n n ,  t. CXL, 1905, p. 635 and p. 847; D e  S p a r r e ,  t. CXLI, 1905, p. 310: 
K l e i n ,  M i s e s ,  Hamel, Y r a n d t l  and P f e i f f e r  i n  the Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik, 68. Band, 1910. 
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and the motion is a transla- F 

tion at the given moment, the 
projection of the accelerations 
of rn, C, ml,  along the liue 
AB have a common value j,. 
Erom the motion of the cen- 
traid it follows that the sum 
of the projections of R and 
2 mg along A B  is equal to 
2 mj, or the sum of the pro- 
jections of gh! and w g  is 
equal to mj, .  

The forces which act on 
the particle at A are mg, R 

\ 
and T. Now we know that 
the sum of their projections 
dong A B  is mj, and we 
also know that the sum of D 

the projections of mg and PR 
along the rod is mj , :  there- - 

fore the sum of the projec- 
tions of { R and T along the 
rod is zero. Figure 1 can 
therefore be constructed by 
assuming an arbitrary length \ 

Fig. 7. 

A D  for R (and for the pre- 
sent the normal component 
of the reaction of the tube 

X 
wiil be assumed upward): the 

L 

projection of $R in the direc- 1-0 

tion of AB gives the stress 
in the rod. As the particle 
at A has no acceleration 
along the vertical, the suin 
of the vertical projections of 
R, T, and mg is zero; this ni 

eiiables us to construct mg 
B 

= DL. Calling the accelera- 
tions of the particle at  A and of the centroid j, and j, respectively, it 
foilows that the sum of the horizontal components of R and T is 
mj, = EL and the sum of +R and mg is mj,= HL. Figure 1 exhibits 
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On Coulomb's Law8 of Friction. 

Fig. 8. 
the  magnitudes of the dif- 
ferent quantities in which 
we are interested. The 
second figure difYers from 
the first only in that the 
friction angle has been 
increased so that the direç- 
tion of R and T is the 

\J same. In the third figiire 
O 

mg is small, while in the 

t- 
fourth i t  is zero in com- 

'0 parison with the other 
quantities. 

In case 4 m is instant- 
aneously brought to rest 
and the motion beçomes a 

rotation about A as a fixed 
point. I t  is interesting to 
notice that if instead of 

Fig. 9. thinking of E L  as repre- 
senting nzj, we think .of i t  as 
representing naja d t = - m Vo , 
then HE represents H L  + L E  
= mj,dt 4- mV, = mV,, where 
V, is the velocity of the cen- 
troid after the particle at  A is 
stopped and this velocity is at 

O x right angles to the rod as it 
should be. 

A still larger value of the 
C- 

v, coefficient of friction would give 
the same solution as 4, as only 
enough friction would corne into 
play to prevent any rriotion at 

A. 1f however we supposed A 

\ to move in siich a case, we 
B would be lead to the conclusion 

that mg must be directed up- 
ward as in Fig. 5. Fig. 6 is inserted to show that if the normal com- - 

ponent of the reaction of the tube is assumed downward, the sanie 
difficulty is encountered. 
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Little explanation is Big. IO. 

necessary for Figs. 7-12 1 
as the differences are only 
such as arise from chan- 
ging the direction of the 
initial velocitp. The figures 
show that for a sufficiently 
large d u e  of the coeffi- 

-- 

tient of friction, the nor- 
mal component of the reac- 
tion of the tube may be 
assurned either upward as. 
in Figs. 7 and 8, o r  down- 
ward, as in  Fig. 10; hiit 
if the coefficient of friction 
is not sufficiently large i t  
must be taken upward. 1 

Otherwise there results the impossible case &own in Fig. 12 where mg 
is directed upward. ~ ~ g .  12. 

ig. . II. 

Numbers 9 and 11 are  particularly interesting: 9 shows that  as 
the coefficient of friction approaches infinity, the  normal pressure on 
the tube approaches zero and the acceleration of rn remains finite, while 
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74 Ein Instrument m m  Zeichnen von Hyperbeln mit Henutziing der Asymptoten. 

in 11 we have s finite value of the coefficient of friction and infinite 
values of the accelerations just as in Fin. 4. ~ r e s u ~ a b l y -  the proper 
interpretation of 11 is that A is instaiitaneously brought to rest and the 
normal component of the reaction at  the same time changes its sign. 

These results of course agree with what is obtained analytically. 

The following notation is used in all the figures: A D  = R, A H =  R 
2 ' 

E A  = T, DL = mg,  EL = mj,, HL = mj,. 

U n i v e r s i t y  of M i c h i g a n ,  Oct. 2Bth, 1911. 

Ein Instrument zum Zeichnen von Hyperbeln mit 
Benutzung der  Asymptoten, 

Von mT. ROTTSIEPEIE in Gottingen. 

Zieht man durch zwei gleichmittige Kreise eine schneidende Gerade, - 

so sind aus Symrnetriegründen die abgeschnittenen Strecken irinerhalb 
des Binges einander gleich. Ein .allgemeinerer Satz gilt für zwei iihn- 
liche Ellipsen in entsprechender Lage, da sie aus jenen Kreisen durch 

 BI^. 1. affine Umformung hervorgehen. Dabei 
bleibt ja das Langenverhiiltnis der 
beiden Strecken ungeiindert. (Fig. 1.) 
Etwas ~ h n l i c h e s  gilt für zwei ahn- 
liche Hyperbeln in solcher Lage (zu 
denselben Asymptoten). (Fig. 2.) Ein 
Sonderfall dieses Satzes ist der all- 
gemeiner bekannte Satz, wonaüh die 
Stücke, welche eine Hyperbel und ihre 
Asyrnptoten auf einer schneidenden 
Geraden bilden, einander gleich sind. 

Hier sind die Asymptoten als ahnliche, in unendlich kleinem MaBstab 
gezeichnete Hyperbeln aufzufassen. 

Als leicht konstruierbare Gerade bieten sich die Asymptoten xur 
Zeichnung der Hyperbel von selbst dar, um so mehr, als sie für scheitel- 
ferne Punkte den Charakter einer ersten Annaherung besitzen. E s  handelt 
sich nun darum, eine Vorrichtung zu finden, die mit ihrer Hilfe und 
des gerade genannten Satzes eine glatte Hersteliung von Hyperbelbogen 
ermoglicht, an Stelle der üblichen punktweisen Zeichnung der Kurve. 
In Fig. 3 sei S ein fester Hyperbelpunkt. Es müssen bei der Drehung 
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Von W. ROTTSIEFCR. 75 

der Schneidenden um S die aeranderlichen Strecken P'S und PS' ein- 
ander gleich bleiben. Die unmittelbare mechanische Verwirklichung 
dieser Gleichheit kt, soweit ich sehe, recht schwer. Mittelbar erreicht 
man das aber auf folgende Weise. Zieht man nlmlich durch S und P 
die in der Figur 3 
gezeichneten Paral- 
lekn zu den Asymp- 
toten, so müssen, da- 
mit Y auch ein Hy- 
perbelpunkt sei, also 
IYS = P S  wird, die 
Dreiecke F'Q'S ünd 
PQS' kongruent 
sein; deinnach ist 
auch Q' S= &S. &'S 
ist aber eine feste 
Streeke. Daher darf 
sich auch dits Stück 
&S bei der Drehung 
der Geraden 
ni cht iindern 

Dieses konstante Stück Q S '  ermoglicht nun, abgesehen von einer 
bequemen punktweisen IIerstelliing der IIyperbel, auch die Konstruktion 
einer Zeichenvorrichtung. Die Figur 4 stellt einen solchen IIyperbel- 
zeichner d u ,  wie e r  vom Mecha- 
niker B a r t  e 1 s, Gottingeri, Wreender- 
straBe, für das Gtittinger Tnstitut für  
angewandte Mathematik hergestellt 
worden ist. Ein  kleiiier Wagen führt 
die in beliebiger Richtung und Ent- 
fernung vom Drehpunkte (S') 
einstellbare Schiene (Q P) 
langs der einen Asymptote 
paraliel z u r  andern. Die an- 
dere (in #) drehbnre Schiene 

' 
gleitet dabei l a n p  eines Stiftes im gegebenen Hyperbelpunkte (S). 
Der Schnittpunkt (P) der beiden Schlitze in den Sehienen wird durch 
eine Roile eingenommen, durch die man einen dünnen Schreibstift 
stecken kann. Mit der linken Hand schiebt man den ITagen nnter 
gelindem Druck gegen des Papier von links nach rechts. Wenn d a m  
die Schneiden die Asymptote berühren, so liegt der Drehpunkt (53 
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7 6 Sopra il regime permanente nei cibndi ii, mpido corso. 

in dieser Geraden. Die rechte Hand führt wghrenddessen den Stift in 
der Rolle, indem sie Ar Verrninderung der Reibung der Rolle (in dem 
Schlitz der Parallelschiene) durch geringen Druck in der Richtung dieser 
Schiene ihrer Bewegung darin ein wenig nachhilft. Man bekommt da- 

bei einen glatten Hyperbelbogen, soweit es die Abmessungen des In- 
struments erlauben. Hat man als gegebenen Hyperbelpunkt (8) den 
Seheitel genommen, so braucht man den Zeichenapparat nur umzu- 
klappen, iim genau so den endern Teil des Kurvenastes durch Fahren 
Iângs der andern Asymptote herzustellen, ohne erst die Parallelschiene 
anders einstellen zu müssen. 

Sopra, il regime permanente nei canali a rapido corso. 
Nota di UNBERTO CISOTTI a Padova (Italia). 

Rapido  è a dirsi il corso di un canale scoverto, in une assegnata 
sezione trasversale, quando la corrispondente velocita media è abbastanza 
rilevante, di fronte alla velocità di caduta libera di un grave (ne1 vuoto), 
da m a  altezza pari alla profondita del canale, neila sezione che si 
considera. 

Rap ida  sara a dirsi la c o m t e  in. un tratto di crtnale compreso 
tra due sezioni trasversali, quando Io è in queste e in ogni sezione 
intermedia. 
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In  qiiesta Nota intcndo occuparmi appunto del moto permanente 
nei canali (sensibilmente) rettilinei e a rapido corso (purchè non, troppo 
rapido, poichè in ta1 caso intervengono fenomeni di disgregazione). 

Limitando l a  questiorie a due diiriensioni, e sfruttando il metodo 
di approwimazione escngitato da L o r d  1i a y l c i g h  ne1 problema della 
o d a  solitarial), si riesce ad assegnare l'andamento del pelo libero e a 

dedurre una notevole relazione t r a  elementi sperimentali. 
Sieno: a: l'inclinazione del fondo del canale (rispetto all' orizzonte); 

p la portata; c e cl le velocità medie in due sezioni, distanti fra loro 
di 1, di cui la prima a monte e l'altra a vallc; g l'accelerazione della 
gravità. 

La relazione menzionata è la seguente: 

Xediante questa si pub esprimere una delle cinque quantità, 1, pl C, c,, a: 
in funzione delle quattro riuianeriti. 

Nei casi pratici (cunali indzistriali) si pub con grande approssi- 
mazione trascurare le poteoze di a: superiori alla prima", e sostituire 

Il pelo libero si disporie ne1 piano del moto (sezione longitudinale 
del canale), eecondo una cubica (Cfr. 3 4). - Essa degenera iu una 
retta qiiarido il fondo del eanale ii orixzontale (a! = O); i n  ta1 caso s i  
ha il regime uniforme (G, = c), corne era evidente a priori. 

La (1) pu6 anche applicarsi ai getti liquidi verticali (9 6). 

Basta porre a! = con che la  (1) diviene 
2 '  

(111) cf - c- = 2 9 1. 

Questa diée che alle velocitù medie delle varie sezioni trasz;ersali del 
getto liqz~ido pu6 applicarsi la  nota forntuia clze regye ln ûelocitci di  eaduta 
dei gravi. 

1) Sc. P a p e r s ;  Vol. 1; pag. 251 nppure Phil .  M a g . ;  pg 25:. 
Ii problema stesso era g i à  stato trattato poco prima da1 U o u s s i n e s q :  

,,Théorie de l'intumescençe liquide appelée onde solituire ou de tvalzslation, se 
propageant dans un canal rectangulaire". [Comptes Rendus; T. 72 (1. Semestre 1871) 
pg. 755-7593. 

2) Infatti i massimi valori di sen a! non superano mai,  praticamente 
Devo quest,a ed altre indicaxioni prstiche a cortcsi comunicarioni del Ch.mo Prof. 
T u r s z z a  della IL. Scuola d'rlpplicazione per gli Ingegneri di  Padova, cui porgo 
vivi ringraziamenti. 
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Sopra il regime permanente nei canali a rapido corso. 

8 1- 
Posizione del problema. 

Si abbia u ~ i  üanale rettilineo, a sponde verticali ed il cui forido è 
inclinato di un angolo a: sull' orizzonte. 

Il moto del liquido - fluitlo perfetto, incomprimibile, omogeneo, 
pesante, la cui densità costante conviene assnmere eguale a 1 - ha 

luogo per piani verticali paralleli alle sponde, sema dinérenze 7 sensibili dall' uoo au' altro di essi, in guisa chc i earattcri dsl 

/ rnovimento sono i medesirni sopra una stessa retta perpendi- 
colare alle sponde. 

Se si assume allora, al solito, uno di questi piani corne 
sistema cartesiano ortogonale O, 

xyz tu,tte le caratteristiche del 
moto (uelocità e presslone) riszcl- 
tano ind ipendedi  dalla comdi- 
nata 8. 

Rasta studiare ailora il moto 
ne1 piano s = 0. 

Se si suppone ulteriormente ' 
che il regime sia permanente, 

si avrà ancora, in ogni posto, l'indipendenza dal tempo t. 
Si prenda in esame la porzione di canale compresa tra due sezioni 

trasversali, comunque assegnate. 
Il campo del moto, ne1 piano z = 0, è allora circoscritto, a monte 

e a valle rispettivamente, dalle traccie 00' e PZ" di dette sezioni, e 
inoltre dalla p r d e  riyida rettilinea a e da1 pelo libero A', sezioni ris- 
pettivamente del fondo e della superficie libera, del canale. 

Sieno: q la portata del canale; h = O O', IL, = Y F  le misure della 
profondità del çanale nelie due sezioni assegnate; 1 la distanza delle 
sezioni stesse; c e cl le rispettive velocità, medie. 

Dato il regime stazionario si ha manifestamente 

(1) CI; = clhl = q. 

Si assuma, ne1 piano z = 0, una coppia di assi z, y coll'origine 
ne1 punto O del fondo a, l'asse x coincidente  con'^ e diretto ne1 senso 
della corrente e l'asse y diretto verso la linea libera A'. 

Il moto del liquido sia infine irrotazionale. 

fj 2. 
Condizioni a i  limiti.  

PoichF: il moto avviene senza vortici, e poichh il liquido è incom- 
primibile esistono due funzioni <p (3, Y) - patenzde di  elo oc il ci - e 
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?ii (x, y) - fulzzione di c w r e ~ t t e  - regolnri ne1 campo del moto e 
tali che 

( 2 )  
drg = u dx + v dy, 
d @ = - v d x f z c d y ,  

essendo u. e v le componenti della velocità ne1 punk0 generico (x, y). 
Le (2) definiscono le funzioni cp e @, ciascuna a meno di  una 

çostante additiva; converremo di fissare queste costanti in modo clle 
sia y = @ = O nell' origine delle coordinate. 

Sopra o e sopra A', trattandosi di linee di flusso, l a  @ deve avere, 
notoriamente, valori costanti; d'altra parte è pure noto che la differenza 
tra i valori costanti assunti da $ sopra 2,' e sopra il fondo w, deve 
eguagliare la portata q della corrente. 

I'ertanto, notando che nell'origine è = O, avremo 

v,b - 0 sopra 67, 

@ - q sopra 2.'. 

Per i moti irrotazionali, stazionari, e soggetti a forze conservative 
le equazio~ii idrodinamiche di E u l e r o  si  cornpendiano in un' unica 
relazione tra il quadrato 7" t r2  + v 2  della velocità, la  pressione divisa 
per la densità (che ne1 caso nostro è = 1) e il potenziale unitario delle 
forze di massa. 

Designando p la pressione specifica, g l'accelerazione della gravità, s i  ha 

S V 3  - g (x sen a! - y cos a)  - p = costante. 

Sulla linea libera A', la pressione p è a ritenersi costante; sara 
percio 

(4) V Z  - 2 g (x sen a! - y  cos a) = costante, sopra A'. 

Le (3) e la (4) esauriscono le condizioni ai limiti. 

8 3. 
Considerazioni relative alla velocith ~ u l  fondo del canale. Corso rapido. 

Posto 
x + i y = z ,  

F ed f' riescono notoriamente funzioni della variabile cornplessa x + i y ;  
cio che del resto è immediata consegueriza di (2). 

Sul fondo del canale, üioè suiia retta y = O,  trattandosi di linea 
di flusso, la velocità deve essere tangenziale, il che implica v = O; allora 
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80 Soprs il regime permanente nei canali a rapido corso. 

dall'ultima ( 5 )  scende che f(x) defilzisce, in valore assoldo e in senso, 
la ~elocità delle particelle liquide sul fond0 del canule. 

Applichiamo alla f ( x  + v) - v esscndo un incremento (reale o com- 
plesso) a priori arbitrario pnrchè soltanto tale che il punto x + v ap- 
partenga al quadrante delle ordinate e delle ascisse positive - 10 sviluppo 
del T a y l o r  arrestato al terzo termine. 

essendo xl un punto del cammino rettilineo che unisce il punto x al 
punto x + W .  

Da questa dividendo per c - velocitii media della sezione a monte - 

Riterremo trascurabile l'influenza di quest' ultimo termine di froute 
a l  conhibuto dovuto ai termini che Io precedono. 

Vedianio d i  precisare bene le coridizioni sotto cui si rende plau- 
sibile tale ipotesi. 

Il moto di una particella liquida su1 fondo del canale si pub para- 
gonare, qzcalitati?;alîzewte, al movimento di un grave libero discendcnte 
sullo stesso piano e che parte dall' origine O colla velocità c. 

Per i l  grave - supposto di massa unitaria - si ha 

Sia IL il massimo valore che si vu01 assegnare a 1 V I .  Poichè 
x > O ,  e x + v appartiene ai quadrante delle coordinate positive, il 

1 g 9 s e n 2 c  g s e n n 2  
valore massimo di 1 f t (x , )  è = ( c 2  ) . Si pub dunque 

dire che, per il grave, è a ritenersi trascurabile 1' ultimo termine dcllo 
sviliippo (6), tutte le volte che si piib assiimere corne qunntità di primo 
ordine - di cui cioè si possono ritenere nulle le potenze superiori alla 
prima - il rapport0 

ghsenru 1 2 g h s e u n  
- - -- - 

c2  2 c e  . 
Questa condizione è certamente soddisfatta quando la velocità iniziaie c 
del grave è sufficientemente grande rispetlo alla velocità d i  cadzcta libera 
del10 stesso grave da una altezza h. 
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Cid posto, ritornando a l  moto della corrente ne1 canale, ammet- 
tiamo - ci6 che si accorda colla intuizione fisica e colle circostanze 
di fatto - che la profondità del cannle tenda a diminuire da monte 
a valie. M o r a  ne1 tratto di canale che si considera possiamo asaerire 
che h (profondità del canale nella sezione a monte) è il massimo va- 
lore di y. 

Per quanto si è risto, posto quindi nello sviluppo (6)  v - i y ,  sa r i  
2 g h  sen or 

n ritenersi trascurabile 1' ultimo termine deUo sviluppo, se -- cP 

O rneglio ancora e:h è una quantitu d i  primo ordine, cioè se la velocitù 

media della sezione a monte è abbastanza derante  rispetto alla velocitù 
d i  cdutu Eiberu di un grave da un' altezza puri alla profonditu del ca- 
nale nclla stcssa sesione. 

Quando questa condizione è soddisfatta diremo che nella se7ione 
considerata il canale è a rapido corso. 

Ne viene come conscguenza - poichè manifestamente, e del resto 
10 constateremo in seguito, la velocità media va aumentando da monte 
a valle - che se il canale è a corso rapido in una determinata sezione, 
Io è pure nelle segiienti. 

9 4. 
Soluzione approssimata. - Equazione del pelo libero. 

Dopo cio, la (6), con la, voluta approssimazione, fornisce 

per la quale da (5) si ricava, tencndo presentc che per x = y = O ,  
dey' essere rp = + = 0 ,  

dove P(0) = O .  
La seconda delle condizioni (3) e la (4), riguardanti il pelo libero 

A', diventano colla cennata approssimazione 

y f ( x )  = p, 
sopra 1' 7($s - 29 (x sen or - y cos a) = costante 

Eliminando fra queste la f ( x )  si ricava la equazione del pelo libero, 

(8) y2(y cos a - x sen a + costante) + 'f = O ,  
29 

aiia quale deve aggiungersi 1' ovvia condizione y 2 - 0. 
Corne si vede il pelo libero in un canale a corso rapido è dispotrto 

secondo una cubica. 
Zeitschrift f. Mathematik u Physik 61. Band. 1918. Heft 1/2. 6 
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8 2 Sopra il regime permanente nei canali a rapido corso. 

La costante che compare nella (8) va valutata in modo che per x = 0 
sia y = h .  - In  ta1 guisa la cubica è completamente definita. 

Osservazione 1. Da (7) e (5') si deduce che la componente u della 
velocità, secondo il fondo del canale, è la stessa per tutt i  i punti di 

una medesima sezione trasversalel), ed ha per valore assoluto 4 ,  y 
Y 

essendo la profondità del canale nella sezione che si  considera: la com- 
ponente u non è altro çhe la velocità media della sezione stessa. 

Osservazione II. Possiamo ora constatare a posteriori chc, nelle 
fatte ipotesi, la profondità del canale decresce continuamente (e quindi 
la velocità sumenta) procedendo secondo corrente. 

Infatti da (8) si ricava, tenendo conto di (l), 

., 
E poichè per ipotesi 

y' COS LX < y3 < h3 
e 

sarà 
c2 > 2 g h  > g h ,  

by<O, d x c. d.d 

Osservazione III. Nulla impedirebbe, da1 punto di vista teorico, di 
estendere le nostre consideraxioni a tiitto il tratto di canale che, par- 
tendo dalla sezione a monte O U ,  si protende indefinitamente a valle. 

La limitazione al tratto finito è perb irnposta da considerazioni d i  
indole pratica. 

Si constata in effetto, nei casi concreti, che il moto della corrcnte 
non segue indefinitamente le leggi della continilità: ma che da una certa 
sezione trasversale in poi le particelle cominciano a staccarsi dalla massa 
liquida, e danno principio ad un complesso fenomeno discontinuo. 

Da ci6 segue la convenienza di non spingersi oltre quella certa 
sezione. 

6 5.  
Relazione caratteristica fra elementi sperimentali. 

Si mole  ora stabilire, per mezzo della (8) una notevole relazione 
tra:  la velocità media c della sezione a monte, quella c, relativa ad 
una sezione PP' a valle, la distanza 1 delle due sezioni, la pendenza 
ol del canale e la portata q. 

Se si  pone successivamente nella (8): una prima volta y = O, y =iz; 
una seconda volta x = Z ,  y = hl [h e hl sono - giova ricordarlo - 

1) Cfr. Boussinesq. ;  loc. cit. 
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le profondità del canale nella sezione a monte e nella sezione a valle], 
si ottiene 

h v ~ t  cos a + costante) + po = O ,  
'Lg 

q x  h; (hl cos a - 1 sen a f costante) + - - = 0 .  
2 9  

Da pes te ,  ~noltiplicate rispettivamerite per hZ, e per h" si ottiene per 
sottrazione 

h'h: (h - hl) cos a + h2h?l sen a 1- (12 - hs) = 0 ,  
2 9 

da cui dividendo per h"~: e tenendo presenti le (l), si ha in definitiva 

. l? questa la formola cercata. 
Per piccole inclinazioni, quali si riscontrano nei casi pratici (canali 

industriali) si ha, con sufficiente approssimazione 

sen a = a ! ,  cos a = 1 

e la (9) pub sostituirsi colla seguente 

8 S. 
Casi limiti.  

Fondo o~izzontale. Se il fondo del canale k orizzontale si ha a = O .  
L' equazione (8) del pelo libero da d o r a  y = costante, e poichè per 
x = O è  y - h  s i a v r à  

y = h  

per ogni valore di x, cioè il pelo libero è disposto secondo una retta 
orizzontale. 

Essendo, in particolare, h, - h da (1) scendc 

CI = C, 

si ha cioè il regimc uniforme, corn 'era evidente a priori.') 

1) A questa conclusione deve manifostamente condune anche la (9), oppnre 
la (9'), quando si ponga in esse a = O. 

Inbtt i ,  tenendo presente che q = ch ,  si h a  

Dalle ~recedente  scende pertanto c, = c , c. d. d. 
6 * 
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8 4 Ein Rechenstab für Baiionführer. 

Getto liquido verticale. Sia a = " . i n  ta1 caso il fondo del canale 
P 

è verticale e il senso della corrente è discendente. 
Si immagini di operare la riflessione del campo del moto rispetto 

ali 'asse x. 
Si ottiene allora una vena liquida limitata le tra linee libere A' e 

Pig. 2. 
1" (immagine riflessa di A'). 

Reciprocamente se una vena verticale 
- - - -r; discendente ha andamento simmetrico ris- 

petto all' asse x, ci0 significa che in punti 
simmetrici rispetto a yuest' avse le velocità devono 

i: essere simmetricho; in particolare sopra i punti dell' 
asse x le velocità devono essere situate sopra 1' asse 

1 I stesso, il quale pertanto si  comporta corne una pnrete 
rigida. 

Ne consegue che le nostre conclusioni sono appli- - -  ' 

cabili anche ai getti liquidi verticali. 
Le equazioni delle linee libere A' e 1" si hanno da (8) ponendovi 
X a =  - 
2 ' 

Si ottiene 
4 y2 (- x + costade) + - = O 
29 ' 

l a  quale per y 2 - O definisce la 1' e per y 5 - O la A". 
Come era da attendersi, le due curve sono simmetriche rispetto 

all' asse x. 
Dalla (9) si ha invece 

cS - C a =  2 g l .  

Da questa formula sccnde che le velocità medie delle varie sesioni 
trasversali sequono la legge della velocitù d i  cnduta dei gravi. 

P a d o v a ,  Dicembre 1911. 

Ein Rechenstab .für Ballonführer. 
Von FR. A. WTT,T,ERS in Charlottcnburg. 

Mit 1 Tafel. 

Seinem vorzüglichen Buche: ,,Grundlagen der BaUonführungd' (Leip- 
zig 1910) hat E m d e n  zwei Nomogramme beigelegt, die den Zusümmeii- 
hang zwjschen Tragkraft G, Volumen V,  PraLlh6he H und Temperatur t 
eines Ballons darstellen; das eine gilt für den wasserstofl-, ddtis andere 
für den Gasballon, falls die N ~ r m a l t r a ~ k r a f t  für  das Kubikmeter Gas 
0,7 kg ist. Nun laBt sich das zweite Noinogramm leicht so abandern, 
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Von FR. A. WILLERB. 85 

daB sich dieser Zusammenhang auch für Gase anderer Tragkraft ablesen 
IaBt, was - wenn man diese Formeln einmal darstellen wili - doch 
ganz wünschenswert k t .  Es  scheint mir aber praktischer einen R,echen- 
stab herzustellen, der die Nomogramme ersetzt, da dieser irn Ballon be- 
quemer zu gebrauchen sein dürfte. Die anliegende Tafel stellt diesen 
Rechenstab dar, den sich jeder mit Hilfe derselben, wie ich weiter un- 
ten angeben werde, leicht herstelien kann. Da ich nicht annehmen 
kanii, da0 das Buch von Emden allgemein bekannt ist, will ich hier 
die in Betracht kornmenden Gleichungen im AnschluB an Emden kurz 
ableiten, sodann werde ich das Prinzip und den Gebrauch des Rechen- 
stabes auseinandersetzen. Der Text ist jedoch so gefaBt, daB der letzte 
Teil auch ohne den ersten zu verstehen ist, so daB auch jemand, der 
die Theorie nicht kennt, den R,echenstab verwenden kann, falls er sich 
nur die vier gesperrt gedruckten Regeln A bis D merkt. 

Ein Ballon habe das Volumen F; bei normalem Luftdruck und 
einer Temperatur von 0" wiege 1 cbm Luft g, k g  und 1 cbrn Gas g, k g ;  
dann ist die Tragkraft pro cbm des gefüilten Ballons nach bekannten 
Siitzen (g, - g,) kg; der Ballon vermag also in der h-iihe des Erdbodens 

Gg = V(gl - @&kg = V q , ( l  - s)kg 

zu tragen, wenn man das ~pezfische Gewicht deu Gases, bezogen auf 
Luft mit s bezeichnet. Für dio weiteren Betrachtungen unterschciden 
wir nun die prallgefüllten und den schlaffen Ballon. 

1. Praller Ballon. 

a) L u f t  und  Gas  h a b e n  e i n e  g e m e i n s a m e  T e m p e r a t u r  von 0'. 

Steigt der prallgefüllte Bailon von A nach B empor, so Lridert sich 
der Luftdruck von bl auf bB. Nun sind nach dem Boyle-Mariotteschen 
Gesetx das Volumen tiner Gasmasse umgekehrt, die Dichte und damit 
das Gewicht eines Kubikmeters direkt proportional dem Druck, so daB 

b, also in B das Gewicht eines Kubikmeters Luft nur noch g - und eines 
bd 

6 B  . Kubikmeters Gas p - 1st. In  dieser IIohe tragt der Ballon a190 nur  
"A 

S) 2 kg. 
b,  Emden setzt nun T0 = g,(1 - s) und -- = f i ;  a, das unter normalen 
bB 

Verhaltnissen stets gr6Ber als Null ist, bezeichnet er als Hohenzahl. Er 
hat also die Gleichung 

J7 To G g e T .  
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8 6 Ein Rechenstab für Ballonführer. 

b) L u f t  u n d  Gas h a b e n  d ie  g e m e i n s a m e  T e m p e r a t u r  fl. 

Der Ausdehnungskoeffizient der Gase sei a = 2% (= 4x0). Das Gas- 
volumen nimmt mit steigender Teinperatur zu, mit fallender ab, die 
Gasdichte und damit auch das Gasgewicht dagegen mit steigender Tem- 
peratur ab, mit fallender zu; und zwar wiegt das Kubikmeter Luft in 
erster Anniiherung bei der Tem~era tur  t Q; = Q,  (1 - a,t) kg und das 
Kubikmeter Gas = Q, (1 - at )  kg. Die Tragkraft des Ballons ist in- 
folgedessen 

= Vb, Ql(1 - s)(l - ut )  

Infolge hoherer Temperatur nimmt also das Gewicht des Gases und 
der verdrangten Luft ab; da aber der Gewichtsverlust der letzteren 
starker ist, BO nimmt die Tragfahigkeit des Bailons ab; umgekehrt ist 
es bei niederer Temperatur. 

c) D i e  G a s t e m p e r a t u r  w e i c h t  uni A t  v o n  d e r  L u f t t e m p e r a t u r  ab, 

Dann andert sich die Dichte des Gases weiter. Wiihrend das Ge- 
wicht & des Kubikmeters der verdringten Luft dasselbe wie im Balle 1, b) 
ist, wird das des Gases 

Q; (1 - a d t )  kg. 

Führt man das in die Gleichung 1, b ein, so e rhd t  mail 

V as 
= - Q , ( l  -s)(l- 4 (1 + ~ t )  - 

n 
Also ist 

Steigt die Temperatur des Gases gegen die der umgebenden Luft, 
so nimmt infolge Abiiahme des Gasgewichtes die Tragfahigkeit des 
Bailons zu; umgekohrt ist es bei Tomperaturabnahrue. 
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II. Schlaffer Ballon. 

a) Gas und  L u f t  h a b e n  d i e s e l b e  T e m p e r a t u r  wie  b e i  E r r e i c h u n g  
d e r  P r a l l h o h e .  

Der schlaffe Ballon ist ein Ballon konutariten Gasgewichtes; denn 
hier vermag das Gas sich auszudehnen, ohne zu entweichen. Hat  der 
Ballon die Hohe B erreicht und befindet er sich jetzt an irgendeiner 
Stelle C, die niedriger liegt als b', so hat das eingeschlossene Cas in- 

b~  
folge des groBeren Luftdruckes bc nur noch das Volumen V -  Be- 

b". " 
zeichnet man die Gasdichte in der Hohe O bei derselben Temperatur, 
die das Gas in der Prallhohe hat mit e, und die Luftdichte in der 
H6he O bei derselben Teru~eratur,  die in der Prallhohe herrscht, mit 

b c - bc &, so ist die Luft- resp. Gasdichte an der Stelle C - resp. O - .  
6 ,  2 b, 

Der Bailon triigt also an der Stelle C 

Das ist aber dasselbe, was er in der Prallhohe trug. Emden führt da- 
fur ein 

Es ist zu beachten, daB in diesem n' die Temperatur des Gases 
und der Luft bei Erreichung der Prallhohe enthalten sind; in welcher 
Weise das der Fa11 ist, kann ruan leicht durch Vergleichung der beiden 
letzten Gleichungen finden. 

b) Gas u n d  L u f t  Lndern g e m e i n s a m  i h r e  T e m p e r a t u r  urn t. 
Andern sich Luft- und Gastemperatur beide um t, so wird das Gas- 

b 
volurnen und damit auch das Volumen der verdrangten Luft P(1+ ut) $, 

C 
- 

Oc wird, so bleibt das Gewicht der ver- da aber die Luftdichte ,,A . i-tat 

drangten Luftmenge, dan gleich dem Produkt aus Dichte und Volumen 
ist, unverandert, ebenso wie das Gasgewicht. Also tragt der Bailon 
nnterhalb der Prallhohe, wenn sich die Ternperatur von Gas und Luft 
um denselben Uetraa andert " 

G, = t T o  kg, 
1 

d. h. dasselbe wie in der Prallhohe. Die neue 
folge der Temperaturanderung etwas; denn die 

Prallhohe andert sich in- 
neue Hohenzahl ni han@ 
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88 Ein Rechenstab für Ballonführer. 

1 1 
mit der alten n' durch die Gleichung r; (1 f a t )  = - zusammen. Für 

n: 
positive t wird n' > ni für negative nf < ni, so daB bei Temperatur- 
zunahme die neue Prallhohe niedriger, bei Abnahme hoher liegt. 

c) D i e  D i f f e r e n z  z w i s c h e n  C a s -  u n d  L u f t t e m p e r a t u r  ander t  
s i c h  u m  At. 

Bei aiien Temperaturanderungen bleibt das Gasgewicht ungeiindert, 
Lndert sich die Differenz zwischen Gas- und Lufttemperatur um At, so 
wird das Volumen V' der verdrangten Luft zu V'(1 + a d t ) ,  wahrend 
ihre Dichte sich nicht Kndert. Man hat also 

GA, = P'(1 + a A t )  6; - V'&, 
woraus sich durch ahnliche Umformung, wie sie in 1, c angewandt 
wurde, ergibt 

(111) 
V 7'0 a Gd, = 7 (1 + i3 dl) = G,(l + 1-s dl ) .  

Bei wiirmer werdendelri Gas nimmt '  also die Tragfihigkeit des 
Ballons zu, die Prallhohe dagogen ab, wie man leicht einsieht. Der 
Ballon steigt also bis zur Prallhohe; da dort aber das Gleichgewicht 
noch nicht erreicht ist, steigt er weiter nach dem Gesetz 1, c. Kühlt 
sich das Gas dagegen ab, so sinkt der Ballon. 

Wir  haben also die drei Gleichungen 1-111 durch unseren Kechen- 
stab darziistellen. Ich stelle diesclben noch einmal zusammen und führe, 
da ich zunachst den Leuchtgasbailon betrachten will, eine mittlere Trag- 
fahigkeit Tm = 0,7 kg ein. Die Gleichungen werden d a m  

(1) 
v 

G,= - T T~ (1 - at)  
n ïm 

oAt = G, (1 + ï> d t )  

(III) GA, = 6, (1 + & d t ) .  

Betrachten n i r  zunachst die Gleichung 1: s(1 a t )  k6nnen wir 
T m  

als nachtriiglich aneubringende Korrektion auffassen, ebenso wie 
a (1 + 5; d t) in Gleichung II und (1 + - 61)  solche Korrektionen 

in ILI sind. Es handelt sich also zuniichst um Darstellung der Glcichung 

v r ,  G - -  'm. 

Logarithmiert, gib t da8 
log G = log V -  l o g n  + log  Tm 

und wenn man beachtet, daB für zwei verschiedene Punkte mit groBer 
Anniiherung b~ h - ha n = = e b p  

b~ 7991 
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ist, und daB Tm konstant ist, so kann man schreiben 

l o g G  = log V -  

das ist aber eine Gleichung, die sich durch einen gewohnlichen Rechen- 
sçhieber darütellen liBt. Auf der oberen Skala unseres Stabes ist V 
Ton redits nach links logarithmiscli von 500 bis 2500 cbm aufgetragen, 
auf der unteren, die fest mit der oheren verbunden ist, ebenfails loga- 
rithmisch von rechts nach links G von 350 kg bis 1750 kg. Auf deni 
Schieber (wenn man von dem mittleren Stück absieht) steht oben und 
unten eine Skala fiir H in gewohnlichem Maflstabe. Steigt der Ballori 
von Om H6he auf, so verfihrt man folgendermaBen: 

A) Man s t e l l t  d e n  T e i l s t r i c h  O d e r  o b e r e n  S c h i e b e r s k a l a  
a u f  den W e r t  V d e r  o b e r e n  f e s t e n  S k a l a ,  d e r  dem B a l l o n v o l u -  
men e n t s p r i c h t .  D a n n  s t e h e n  auf  d e n  u n t e r e n  S k a l e n  d e n  
Wer ten  v o n  H die  W e r t e  von  G g e g e n ü b e r ,  d ie  vom B a l l o n  
bei O0 und  be i  0,7 kg T r a g k r a f t  p r o  K u b i k m e t e r  Gas i n  d e r  
Hohe H g e t r a g e n  w e r d e n  k o n n e n  (In G ist das Gewicht des Bal- 
lons usw. eingeschlossen.) 

Nun sind rioch die Korrektionen wegen auderer Temperdur und 
Tragkraft anzubringon. Dcrn Korrektionsglicde der Gleichung 1 ent- 
spricht die gitterformige F'igur I der zw~i ten  Ziinge. Es ist das eine 
binire Skala.') Quer zur Richtung des Rechenstabes ist als Ordinate 
die Tragfahigkeit, des Gases in beliebigem MaBstabe abgetragen. Ale 
Absziase dazu ist log To (1 - a t) 

auf den parallelen To = konst. - die positive Richtung geht von links 
nach rechts - aufgetregen. Der Übersichtlichkeit wegen sind dann 
die Punkte niit gleichem t mitcinander verbunden. Durch die Schnitt- 
punkte der der Normaltragfghigkeit Tm = 0,70 und der t = O0 ent- 
sprechendeii Linien ist eine Gerade quer zum Rechennchieber der be- 
quemeren Einstellung wegen gezogen. 

Genau so sind die Skalen II und III aligefertigt. Als Abszisse ist hier in 

und in 111 

log (1 + ;:i ~ t )  

log T,, (1 + gs, A) 

1) d'Ucagne: Traite de  Nomographie. Paris 1899. 

a 
2) In der Skala III ist  log To (1 + - di) rufgetragen und nicht 

1 - 6  

log (1 + ;03 At) , weil sieh BO die l~rallhüha einea nicht b i ~  iur Prallheit ge- 

füllten Ballons besser bestimmen laBt, falls die Tragfahigkeit des Gases von 0,7 kg 
abweicht. 
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aiifgetragen. Diese drei biniiren Skalen sind auf einer zweiten Zunge 
angebracht, die innerhalb der ersten verschoben werden kann. 

Um die Korrektiir an der oben beschriebenen Einstellung der ersten 
Zunge anzubringen, stellen wir uns zunachst einen Liiufer her. Wir 
nehmen einen Papierstreifen, legen ihn über den Kechenstab und kleben 
ihn auf der R'ückseite so zusammen, daB er sich wiUig so fortbewegen 
IiiBt, daB der Rand des Streifcns stets senkrecht zum Rechenstabe ist. 

R) Will m a n  die  N o r m a l h o h e  d e s  p r a l l e n  R a l l o n s  wegen 
von  0' a b w e i c h e n d e r  T e m p e r a t u r  u n d  v o n  0,7 kg a ~ w e i c h e n d e r  
T r a g f a h i g k e i t  k o r r i g i e r e n ,  so v e r s c h i e b t  m a n  d i e  z w e i t e  Zunge 
so  i n  d e r  e r s t e n ,  da8  die  q u e r  d u r c h  d i e  S k a l a  1 g e h e n d e  Ge- 
r a d e  m i t  e inem p a s s e n d e n  S e i l s t r i c h  (am b e s t e n  0) d e r  Hohen-  
s k a l a  zusainmenfi i l l t  u n d  s t e l l t  a u c h  e i n e  K a n t e  den TlZufers 
auf  d i e s e n  T e i l s t r i c h  ein. D o r t  w i r d  d e r  Li iufer  f e s t g e h a l t e n  
u n d  d i e  e r s t e  m i t  d e r  d a r i n  f e s t s t e h e n d e n  z w e i t e n  Z u n g e  so 
v e r s c h o b e n ,  b i s  d e r  deni To u n d  t0 e n t s p r e c h e n d e  P u n k t  auf 
d e r  K a n t e  des  L a u f e r s  l i e g t ,  d i e  e r s t  m i t  d e r  Q u e r l i n i e  zii- 
sammenf ie l .  A i i f  d e r  un t ' e ren  S k a l a  s t e h e n  s ich d a n n  ent- 
s p r e c h e n d e  W e r t e  d e r  H o h e  H u n d  d e r  B e l a s t u n g  G gegen-  
über .  

C) M i t  H i l f e  d e r  b i n a r e n  S k a l a  11 k o r r i g i e r t  m a n  den so 
g e f u n d e n e n  W e r t  g e n a u  so  wio das  i n  B f ü r  S k a l a  1 angegeben 
i s t  a e g e n  d e r  A b w e i c h u n g  d e r  Gas-  g e g e n  d ie  L u f t t e m p e r a t u r  
be im praZlen Bal lon .  

D) S k a l a  LU: g i l t  f ü r  d e n  s c h l a f f e n  Bal lon .  N a c h  d e n  Re- 
g e l n  A, B, C w i r d  d ie  e r s t e  Z u n g e  f ü r  die  P r a l l h o h e  e inges te l l t .  
A b w e i c h u n g e n  v o n  d e r  T e m p e r a t u r d i f f e r e n z ,  d i e  zwischen 
G a s  u n d  Li l f t  bei E r r e i c h u n g  d e r  P r a l l h o h e  b e s t a n d ,  werden 
w i e  dris i n  B f ü r  S k a l a  1 b e s c h r i e b e n  m i t t e l s  d e r  S k a l a  ILI 
k o r r i g i e r t .  N u r  g e h t  m a n  d a b e i  n i c h t  von  dem P u n k t e  T,,,=0,7 
At = O0 a u s ,  s o n d e r n  a m  b e s t e n  v o n  d e m  P u n k t e ,  d e r  deni T,, 
u n d  dem At d e r  P r a l l h o h e  e n t s p r i c h t .  

Da der Querstrich der biniiren Skalen auf einem beliehigen Punkt 
der Hohenskala eingestellt sein kenn, so hatte man an und für sich die 
zweite Zunge fest mit der ersten verbinden konnen, doch jst das nicht 
ratsam, weil iri rielen Failen der Querstrich über den Rechenschieber 
hinausfallt und d a m  die Liiuferkante nicht auf ihn eingestellt werden 
kann. E s  würde trotzdem moglich sein, sich ohne die zweite Zunge zu 
behelfen, doch ist das unbequem. 

Die am oberen R'ande der zweiteii Zunge angebrachte Skala gilt 
fiir reinen Wasserstoff. Hier siud im Falle 1 und III natürlich wegen 
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der vollstiindig von 0,7 abweichenden Tragkraft stets sehr grofle Kor- 
relituren anzubringen. Damit bei III die Skala sich noch auf der Zunge 
anbringen lieB, ist die Quergerade, die der Tragfihigkeit 0,7 kg ent- 
spricht, nach links verschoben und mit & bezeichnet. Die der Skala II 
entsprechende Korrektur ist bei Wasserstoff aiiBerordentlich klein, des- 
wegen sind nur die Punkte - 50°, 0' und + 50' hier angegeben. 

Nun noch kurz, wie man den Rechenstab anfertigt. Jeder Buch- 
binder wird für weniges Geld einen solchcn Stab mit zwei ineinander- 
laufenden Zungen hersteilen. E r  muB d a m  vier Schichten Karton über- 
einanderkleben. I n  
rrelcher Weise diese 
inllngestreifenzer- 
schnitten werden, 
zeigt die neben- 
stehende Figur, in der die Trennungsfliichen zwischen dem Stabe, der 
ersteii iind sweiten Zunge starker ausgezogen sind. Die Lange der 
Streifen muB etwa 28 bis 30 cm betragen, wiihrend die Breite in  der 
Figiir in Zentimetern angegeben ist. Auf das obere Hlatt des Kartons 
wird dann die in fünf entsprechende Langsstreifen zerschnittene Pigur 1 
aufgeklebt. Dabei ist darauf zii achten, daB auf dem Stabe die Teil- 
striche G = 330 k g  und V =  500 cbm, G = 1750 kg  und V -  2500 cbm 
einander genau gegcnübcrstehen. Da~selbe  gilt fiir die erste Zunge für 
die mit gleichen Ziffern bezeichneten Teilstriche der Hohenskala. SchlieB- 
lich knickt man über dem Stab einen geraden Streifen Papier und klebt 
ihn hinten zusammen. Dieser dient mie oben erwiihnt als Liiufer. 

Im  allgemeinen wird mari ja nicht alle Gr6Ben genau kennen und 
wird daher den Rechenschieber nicht exakt einstellen konnen. Insbe- 
sondere wird man die GroBe At, falls nicht ein Gasthermometer vor- 
handen ist, nur sch3mmgsweise angeben konnen. Umgekehrt wird man 
aber, wenn man die anderen GroBen ziemlich genau kennt, angenahert 
die GroBe At feststellen konnen, ohne irgendwelche experimentelle Vor- 
richtung. Freilich so genau wie die direkten I\lessungen, z. B. von 
Hassus und Schmnusl) dürfte dm nicht werden, da man einmal den ab- 
gegebenen Ballast und die Belastung durch Regen nicht genau wird 
messen konnen, und da andererseits wahrend der Fahr t  die Tragfihig- 

1) B as sus und S c  hm a11 R : Ziir Ciastemperatiir des Preiballons. Zeitschrift 
für Flugtechnik und Motorluftschiffahrt 1911 S. 216ff. Leider id  in der Arbeit 
aeder Volumen der Ballone noch getragenes Gewicht angegeben; würde rtuBerdem 
noch Zeit und Menge des ausgeworfenen Balades angegeben sein, so lieBe sich 
vielleicht etwas über die Abnahme der Tra~fBhigkeit des Gases mit  der Fahrt 

sagen. 
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keit des Gases sich vermindern wird.') Doch diirften, da erst wenige 
exakte Messungen vorliegen, selbst derartige Messungen einigen Wert 
haben. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, da1 man für  Ballone jeden Volu- 
mens, auch für Lenkballone beliebigen Volumens, solche Rechenstabe 
leicht herstellen kann. 

C h a r l o t t e n b u r g ,  im November 1911. 

Ein Beitrag zur Theorie der Festigkeit von Zughaken, 
Von Dr. PAUL FILLCNGER in Wieli. 

Die Berechiiung Ton Zughaken erfolgt heute zumeist mittels der 
G r a s h  O f -Bachschen Formel für  gekrümmte Stiibe. Ihre Anwendung 
ist jedoch niir in solchen Fallen als gerechtfertigt anzusehen, wo die 
untersuchte Stelle des Hakens genau genug als Teil eines Drehungs- 
korpers betrachtet werden kann. Dieser Bedingung entsprechen Kran- 
haken gewohnlich im sogenannten ,,Ilauptquerschnitt" ziemlich gut; 
hingegen wcist der Zughaken der Eisenbahnen, welcher als Muster einer 
richtigen, d. h. irn Materialaufwand sparsamen und doch moglichst festen 
und gedrangten Hakenform gelten kann, an allen Stellen so starke Ab- 
weichungen von einem Drehungskorper auf, daB die Benützung der 
Formeln für gekrümrnte Stabe geradezu unmoglich wird. 

Bemerkenswerterweise ist  die Berechnung der Festigkeit von Eisen- 
bahnzughaken nach den einfachen Methoden, welche für ,,gerade Stiibe" 
gelten, von verhiiltnismaBig gutem Erfolg begleitet.7 Wenn aber eine 
Theorie, die a n  sich voilkornmener ist als eine andere, inderri die letetere 
als ein Sonderfall in der ersteren enthalten i d  (und diese Bezieliung 
hesteht zwischen der Biegung des gekriiinmten und des geraden Stabes), 
von dieser aus dem Felde geschlagen wird, so ist das nur  ein Beweis 
dafür, da5 aie für den Anwendungsfall, bei welchem dies geschieht, eben 
noch nicht voilkomrnen genug ist. Betreffend die Berechnung dieaer 
Haken bestcht die Unzuliinglichkeit der ü r a s h o f -  Bachschen Formel 
-- 

1) Emden:  Beitrag zur Theorie des offengeheltenen Fiillansatzes. Deutsche 
Zeitschrift für Luftschiffahrt 1911 Nr. 18. - Poeschel:  Der offengehaltene NiIl- 
ansatz. Deutsche Zeitschrift für Luftschiffahrt 1911 Nr. 19 

2) A. Fop pl, Mitteilungeii aus dem mech. - techn. Laborstorium, Kinchcn 
1898, Ifeft 26. Ferner: Verein dentscher Eisenbahnverwaltongen, Bericht ü. d. 
Verh. d. Ausachusses f. techn. Angeleg., betreffend d. Prüfnng d. Frage e. d g .  
Feratarkg. d. Zugvorrichtungen, Rerlin 1898. 
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darin, daB sie zwnr die Krümmung der Fasern, nicht aber die Ver- 
schiedenheit der aufeinander folgendeii Quemchnittsflkhen zu berüek- 
sichtigen vermag. 

Im folgenden sei ein Versuch dargestellt, die Spannungsverteilung 
in einem Korper zu finden, welüher beide genannten Eigensühaften, also 
sowohl die Krümmung der Fasern als auch die Verschiedenheit der 
Querschnitte aufweist und dessen groBe Anpassungsfahigkeit an beide 
Erscheinungen ihn als geeignet erkennen laBt, der IIakenberechnung als 
Grundlage zu dienen. In  mechanischer Beziehurig ist dieses Problem 
a h  gelost zu bezeichnen. Wenn Verfasser trotzdem nicht in der Lage 
ist, iiiimittelbar anwendbare Formeln für die Spannungen aufzustellen, 
liegen die Gründe für diese Unvoilkommenheit, wie gezeigt werden 
wird, lediglich in  rein mathemathischen Aufgnben, deren Cberwindung 
m6glichermeise noch gelirigen kann. 

Zugleich bildet diese Arbeit eine E'ortsetzung der vom Verfasser 
in dieser Zeitsrhiift schon mehrfach besprochenen perspektivischetz Span- 
nu~~gszttstande l) 

Denkt man sich eine unendlich grole  Platte von einem Punkte 
iluer Oberflache aus nach zwei'Ico.ngruenten logarithmischen. Spiralen zer- 
schnitten, so bildet der herausgeschnittene Teil eincn Korper, der ge- 
eignet ist, Haken von verschiedenster Form stückweise zu vertreten, 
wie man sofort erkennt, menn man bedenkt, daB der Winkel zwischen 
Tarigente und Leitstralil beliebig gewahlt werden kann. Der Kraftangriff 
sei, wie beim ,,keilf6rruigenL' Kiirper, wieder durch eiu ,,Kraftband" ge- 
geben, d. h. durch eine gleichmaBig verteilte Kraft langs einor senk- 
recht zur Plattenebene und zwischen ihren beiden Oberfliichen liegenden 
Strecke. Die Richtung des Kraftbandes muB nicht durch die Schneide, 
welche ini Ursprung der logarithmischen Spiralen entsteht, hiiidurch- 
gehen, es sei aber dieselbe Sühneide der Ort, an welchem das au/3ere 
Kraftband unmittelbar scinc Wirkung auf den Korper auBert, wahrend 
alle iibrigen Massenpunkte des hakenformigen Korpers nur durch inlzere 
K ~ a f t e  getroffen werden. An einem unendlich fernen Querschnitt sei der 
Korper festgehalten. 

~ i e  heim keilformigen Korper zerfiillt auch hier die gestelite Auf 
gbbe, welche als ein ebenes Problem aufgcfaBt werden kann, in zwei 
Sonderfille, die getrennt untersucht werden müssen; nach Hinzufügung 
von zmei entgegengesetzt gleichen Kraftbiindern parallel zu dem auBeren, 

1) Siehe Bd. 59 Heft 1 dieser Zeitschrift: ,,Die Spann~n~averteilung in keil- 
fomigen Korpern . . ."; Bd. 69 Heft 4 ,,Die Spannungsverteilung im geraden Kreis- 
kegel . . ."; Bd. 60 Heft 3 ,,Drei wichtige ebene Spannungezustande des keilform- 
gen Korpers". 
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gegebenen, deren Richtung durch die Schneide hindurchgeht, liegt Be- 
anspruchung durch eine Ninztrlkraft und durch ein Kraftepaar vor. 

Ebensa ist ein besondcres, krumnlliniges 
Koordimtensystein, welches wir iogarith- 
mische Polarkoordinate~z nennen wollen, 
für diesen Fall eines perspektivischen 
Spaiinungszustandes erforderliüh. 

1st Oz die Polarachse eines gewohn- 
lichen Polarkoordinatenfiyst~mes (Y, rp), 

z 
1çi ein Punkt mit den Koordinaten r 

und y und Sind Cl, C, swei hli- 

gruenle logariti~mische Spirulen, so kann deren Gleichung geschriebeii 
werden 

wenn man den Winkel der Tangente mit dem Leitstrahl mit O be- 
xeichnet. 1st O konstant und a variabel, so definiert die erste Glei- 
chung eine einfach unendliche Schar von Kurven, welche die Ebene 
gleichmaBig bedecken. Die orthogonalen Trajektorien dieser Schar, 
deren eine durch C, in der Figur bezeichnet ist, bilden gleichfalls kon- 
gruente logarithmische Spiralen, und zwar ist ihre Gleichung, wenn b 
den varialeri Parameter bedeutet 

Eine von den ersten Kurven der ersten Schar, z. B. Cl, sei durch 
ein bestimmtes, gegebenes a hervorgehoben. Wir  wollen sie ,,Polar- 
spirale'' nennen. Folgt man vom Punkte H(,,,, aus jener Trajektorie 
(I,, auf welchen M liegt, bis man im Punkte N die Polarspirale er 
reicht, so legt man dabei die Bogenstrecke s' zurüek; und folgt man 
hierauf der Polarspirale bis zum Ursprung O, so ist die Weglinge 

s = -3 - 
cos 0 ) 

wenn r, die Entfernung des Punktes N vom Ursprung be- 

deutet. 

Als logarithmische Polarkoordinaten des Punktes M konnen nun 
S' 

die Bogenliinge s und der Quotient cr = aufgefaBt werden. Der Bogen 

s '  wird in praktischen Ballen immer leicht mit genügender Genauigkeit 
zu messen sein, wahrend s, trotz der unendlich vielen VCTindungen, 
welche die logarithmische Spirale iim den Ursprung legt, aus dem Ah- 
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stand r, des Punktes N vom Ursprung und aus dem Winkcl O un- 
schwer berechnet werden kann. 

Für Transformationen au8 gemtihnlichen in logarithmische Polar- 

koordinaten dienen die Gleichungen 

\ r - s (cos O - a sin 0) 

1 lns-tg@Ina+-.---Incos@-ctgOIn(cosO-asin@). sin B COS 8 

1st @ = O, so gehen die l~gar i thmi~chen  Polarkoordinaten in ge- 
T c  

wohnliche über, und i d  0 = 2- ,  so entstehen aus beiden Kurven- 

scharen zwar auch konzentrische Kreise und Strnhlon sus dem Mittel- 
punkt, r und rp nehmen aber nach Gl. (1) iinbestimmte Foi-men an. 

In loga~ithmischen Polarkoordinaten bedeuten s = constant die 
Gleiühung aller Trajektorieri, cç = constant die Gleichung aller Ypiralcn 
der erstcn Schar und a = O die Polarspirale selbst. s kann alle Werte 
von O bis + na annehmen; ist a: positiv, so liegt der Punkt ,?1 auf 
der betreffenden Trajektorie zwischen N und dem rrsprung, ist a nega- 
tiv, so ist der Bogen s' von IV aus nach auBen aufzutrageii. Der Winkel 
Y', welchen die Leitstrahlen zweier Puukte urid N(S,O, mitein- 
ander einschlieBen, ist 

ist also unabhünyig con der Xoordinate s de~jeizigen Trajektorie, auf 

~celcher beide Punkte liegela. 

Die drei Spannungen, welche bei ebenen Problemen auftreten, wer- 
den hier mit 6, ,  4, und z '  bezeichnet, und zwar bedeutet G~ eine Xor- 
inalspannung in der Richtung s,  d. h. in der Richtung der Tangenten 
an die Kurren der ersten Schar (6,  positiv als Druckspannung), G ,  eine 
Normalspannung (gleichfalls positiv als Druckspannung) in der Rich- 
tung a der Tangenten an die Trajektorien, und z' eine Schubsparinung 
in beiden Bichtungen, positiv, wenn sic auf einem dem Ursprung zu- 
gcwandtcn Fliichenelement in der Richtung der wachsenden Koordinate 
n tatig ist. 

Zwischen diesen Spannungen und jenen für gemijhnliche Polar- 
koordinaten bestehen die Beziehuiîgen 
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Transformiert man mit Hilfe der 61. (1) und (3) die Airysche 
Spannungsfunktion in das System der unabhangigen Variabeln s und u, 

so erhiilt man für  jeden Punkt der Ebene die Beding~ngsgleichun~en 

Die Anwendung eines perspektivisclzen Sparznungszustandes gestattet, 
in diesen Gleichungen die Differentiationen nach s auszuführen, so da0 
gewohnliche Differentialgleichungen entstehen. 

Wirkt nur eine Einzclkraft auf den hskenformigen Korper ein, deren 
Richtung durch die Schneide im Ursprung der logarithmischcn Spiralen 
geht, so entsteht auf einem Plachenelement, welches paraiiel zur Schneide 
liegt und dessen Mittelpunkt die Koordinaten s, a hat, eine resultiereride 
Spannung G, welche bei gr6Bter Allgemeinheit aufgefabt werden knnn als 

G = f ( P ,  8, a ,  9.1, 9.21,  

wobei P die auf die Langerzeimheit der Sclineirle redusierte aupere Kraft, 
4, den Winkel zwischen Fliichenelement und Tangente an die loga- 
rithmische Spirale im Punkte s, a: und 8, dekz Winliel swischelz auberer 
iCraftricl~tung und Leitstrcdd Buna Punkfe s, a: bedeutet. Das Differential 
dieser Spannung lautet: 

Ein sicher zusammengehoriges System von Differentialen wird ge- 
d s funden, wenn man alle LangengrGBen im Verhaltnisse 1 : 1 $- -. ab- 

andert. Dann ist d s = s  1 $ -  - s = d s  ( 3 
d P =  P- P L O ,  

zueil die auf die Langeneinl~eit besqqene Eraft P die Dimmsion einer 
g . cm 

L ü n p  nicht a t l id t .  (rkki~] : [cm] = sek. _] 

da:= da, = d a ,  = 0 ,  

da a als Quotient zweier Langen ebenso wie die Winkel a,, 9, von 
der TAngeneinheit unabhingig sind. 
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Setzt man diese Werte in obige Gleichung e h ,  so erhilt man, 
geneu wie bei den keilformigen Korpern 

oder 

Demnach ware die Spannung 6 indirekt proportional dem Bogen s, 
wenn inan nur Flkhenelemente miteinander vergleicht, welche auf der- 
selben Kurve der ersten Schar und unter gleichem Winkel al zn ihr 
liegen. Sieht man aber gennuer zu, so bemerkt man, da/?, weil auch 
dag = O est, die aupere Kraft sich beim Übergange von einem Fliichen- 
element au einem anderen. um den gieichen Winkel drehen mu13 zuie der 
Leitstrahl, wenn Gl. (5) gelten son. Unter dieser Voraussetzung kann 
G1. (5) aber auch für jede Komponente von 6 angeschrieben werden, 
daher ist 

wenn Clf, Cs', Cs' unbekannte Funktionen von den Variabeln a: und 4, 

bedeuten. 
Um von diesen Gleichungen, welche für alle Punkte derselben 

Kurve der ersten Schar, aber s u  uet-schiedenen Zciten gelten würden, 
zu solchen Gleichungen zu gelangen, die zur selben Zeit, also für eine 
feste Richtung @ der ZuBeren .Kraft gültig sind, denken wir uns die 
Kraft P in zwei Komponenten Y, und Pa zerlegt, wobei P, und Y, 
beziehungsweise parallel sind xu den Tangenten an die Polarspirale 
und die Trajektorie in jenem Punkte N (siehe die Figur), in welchem 
die durch iM gelegte Trajektorie die Polarspirele schneidet. Es ist 

Diese beiden Komponenten drehen sich um den gieichelz Winke2 wie 
die Leitstrnhlen zurn Punkle Jf, wenn man M auf der Kurve der ersten 
Schar beliebig verschiebt, de nach G1. (2) der MTinkel rp' von s unab- 
hangig ist. Jede von diesen zwei Komponenfen crseugt aber für sich 
allein. bei konstantem Wert von 8, auf dem FlücAenelement sowohl eine 
nbrrnalqannung, als auch eine Schubspannulzg, welche den Gleichungen (6) 

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. G1.Band. 1912. Heft 112. 7 
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folgen miissen, wenn man fur P jet& Y,, beziehungsweise Y ,  setzt. Die 
Summe aus beiden Yormalspannungen und aus beiden Schubspannun- 
gen bildet die totale Normalspan~tung und totale Schubspalznung auf dem 
Flachenelement. Bezeichnet man die unbekannten Funktionen vou <r 

Tir die nunmehr fiir alle Punkte derselben Kurve der ersten Schar fest- 
I gelegte Bedeutung des Winkels a2 = O - rp' bzw. a9 - O - rp' + 

mit KI, K, . .  . K,, so gelangt man eu folgenden drei Gleichungen: 

p [ ~ 5 c o s ( + - @ - t g @ ~ n -  +&sin +-O-tgOIn-- z -- 
- + Y = ;  "O""") 7 

E s  empfiehlt sich, alle volz s unabhangigen Gropen in &esen Glei- 
chungen zusammenzufassen unter den Buchstaben LI, L,, . . . L,, und 
ihre Beziehungen zu den (fr6Ben P, @, O und a einer spiiteren Be- 
stimmung zu überlassen. Dann ist 

1 
6, = [LI COS ( tg@ lns) + L, sin (tg O lns)] 

1 
G ,  = - [Ls cos (tg O lns) + L, sin (tg@ Ins)] 

s 

1 
z' - di [L5 COS (tg O lns) + L, sin (tg O lns)] . 

Die Gleichungen (8) stellen die Abhangigkeit aller Spannungen 
von der Koordinate s erschopfend dar. 1st P, +, O und a: gegeben, 
so bedeuten L, . . . L, Funktionen von cr allein. 

' W i h l t  man nun die Airysche Spannungsfunktion in der Form 

(9) F - s [f, cos (tg Q lns) f f, sin (tg Oln s]) , 
indem man voraussetzt, daB f, und f, zwei verschiedene unbekannte 
Funktionen von a: allein vorstellen, so sind nach G1. (4): 

[ G, = [(y: + $:,tgo$) COS (tg Q lns) + (':f; - 9% (1 -.u tg -6) O)" sin (tg O lns)] 

Die Gleichungen (10) entsprechen aber vollkommen den in G1. (8) 
aufgestellten Bedingungen. Dahcr ist die mit Gl. (9) getroffene Wahl 
für  die Form von F als richtig anzusehen. 
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Zur Best immung der  Funkt ionen  fl u n d  f,  dient  die  letzte d e r  

Gleichungen (4). Sie lautet  nunmehr  

A, cos (tg@ Ins) + A, sin (tg@ Ins) = 0 ,  
wenn 

d4f l  2 t g @  d S f ,  2 - 3 t g 2 0 d 2 f 1  A -  + - -  + 
1 da' l - a t g @  d u S  ( l -a t tg8) '  daa4 

Die obige Gleichung k a n n  aber  n u r  dann  bestehen, wenn A, = A 2  = O 
i d ,  Damit gewinnt m a n  zwei Differentialgleichungen, welche z u r  Be- 

stimmung von f, und f2 hinreichen. 
Führt man a n  Stelle von a! eine neue  unabhiingige Variable t diirch 

die Beziehung 
(1 - a! tg O) = et 

ein, so nehmen die  Gleichungen A, = A, = O die neue F o r m  an 

'@ d f l  l+6 tg2@-3tg4@fl -  8. (!A- f )  = O  (1% - 4 d J f l  2(1+tg2@) @ f i  4(1-tg ) + 
Idt4 d t V g 2 B  dt' tg" Q t  t'g' 0 tg@ d t  a 

in welcher sie konstante Koeffizienten besitzen. Die Trennung  d e r  beiden 

Abhanginen f, und f,  ist nun durchführbar  u n d  die Integrat ion der  Diffe- 

rentialgleichungen zurückgeführt  auf  die Best immung der  Wurzeln der  

sog. charakteristischen Gleichung. ') 

1) Die Trennung der abhangigen Variabcln fl und f, führt auf zwei bezüg- 
lich der Koeffizienten vüllig gleiche Zineare Differentialgleichungen von 14. Ordniing. 
Aber niçht die auBergew6hnlich hohe Orduungitzahl diesel Gleichungeu bildet das 
Hindernis für die Autetellung unmittelbar anwendbarer Formeln. Es ist vielmehr 
nur ein verhiiltnismaBig kleiner Schritt erforderlich, nm zu diesem Ziele zu ge- 
langen. Zuniichst führeu namlich beide ilifferentialgleichungen, da ihre (konstanten) 
Koeffizienten übereinstimmen, nnr zu einer einzigen charakteristischen Gleichung 
14. Gradee, deren vierzehn Wurzeln die Losung des ganzen Problemes dar- 
stellen. Vier Wnrzeln Sind bekannt; es sind dies das cioppeZt ziihlende Wunelpaar 

i 
x = 1 + - - und nie entsprechen dem Sonderfall O = O, also dem ,,keilf6rmigen" 

- t pD  - 
Korper. Dividiert men daher das Gleichungspolgnom durch den Ausdruck 

[@ - l ) <  + &]: BO reduzict 8ich die charakteristiache Gleichung auf eine vom 

10. Crad. 
Die so erhaltene Gleichung 10. Gradea tragt wieder alle Kennzeichen dafür, 

7' 
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100 Ein Beitrag zur Theorie der Festigkeit von Zughaken. 

Aber auch ohne Bestimmung der Funktionen f, und f ,  konnen aus 

dem Bau der GI. (10) einige Schlüsse gezogen werden. So würde z. B. 
die Anriahnie, daB G~ oder z '  üherall verschwinde, unmittelbar dazu 
führen, da6 entweder tg O = O ist (dieser Fall entspriiche dem ,,keil- 
f6rmigen4' Korper) oder dafi auch die beiden anderen Spannungen überall 
verschwinden, d. h. da5 der IIaken unbelastet ist. Daraus folgt, daB das 
Auftreten solcher ,,Querapannungen" G ,  mit jeder Krünzmung der Fasern 
verbunden ist.') Man erkennt ferner aus den Gl. (IO), daB die Quer- 
spannung 6,  im allgemeinen von gleicher Gr6Benordnung wie die Schuh- 
spannung z' ist. 

Wirkt nur ein Kraftepaar vom Moment 31 auf den IIaken in der 

Weise ein, da4 aile Massenpunkte bis auf jene in der Scheide nur 
mittelbar durch innere Krafte von den Wirkungen des Momentes ge- 
troffen merden, so ist, da ein Kraftepaar keine ausgezeichnete Richtung 
besitzt, die Entwicklung des perspektivischen Spannungszustandes TOU- 
kommen gleichartig mit jerier des bezüglichen Sonderfalles beim keil- 

daB sie n u  komplexe Wurzeln besitzt, und da6 der ~eelle Tei.? 1 ist. Dividiert 
man sie dnrch den Ausdruck (ze - 2 2  + 1 + q),  entsprechend komplexen Wurzel- 

paaren von der Form x = 1 + l / p ,  wobei y eine mue Unbekannte vorstellt, so zeigt 
es sich, dafi das mit x 1  verbundene Reatglied = 0 i d ,  wiihrend das Restglied mit 
x0 die Form 

(4 4 = + D 4 ~ 4 + D . ¶ S + D 2 4 2 + D l ~ + D o  

hat,  worin die Koeffizienten 

5 6 13  
D a =  9 6 -  - +-- 

t g2  O tg' O 

1024 512 64 
- - - 

= o = - t g w  tg4@ t g 0 @  
bedeuten. 

Setzt man den Ausdrnck (a) = N d ,  so stellt er eiiie Gleichung 5. Grades in 
p dm, deren Auflosung den Zugang zu alleu Wurzeln der  Gleichung 10. Grades 
und damit zu einer befriedigenden Losung des ganzen Problemes herstellen würde. 
Mithin wtïrde die Entdeckung eifier einzigen Wurzel der Gleichung 5 .  Grades die 
allgerneine LUsung ermcïglichen. 

1) Daa Aiiftreten solcher Querspannungen am wurde fiir gekrümmte Stabe, 
d. i. für den Sonderfall O = 00, bereits von den Herren P f l e i d e r e r  (Z. d. V. d. 1. 
1907), Prof. F o p p l  und P r a n d  t l  (siehe F o p p l ,  Vorl. über techn. Mechanik Bd. VI 
festgestellt. 
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Von PACL FILLIINGER. 101 

fbrmigen Korper. Sie braucht daher hier nicht wiederholt zu werden. 
Man findet, daB 

wenn CL, C,, C, von s unabhangige E'unktionen der Variabeln a dar- 
stellen. 

Diesen Bedingungsgleichungen wird entsprochen, wenn die A i r y -  
ache Funktion unabhangig von s kt. D a m  ist 

mahrend aus der letzten G1. (4) zur Bestimmnng von F fol@ 

Zur Integration der Gleichung setze man (1 - a t g  0) = et, wo- 
durch entsteht 

Die vier Wurzeln der zugehiirigen charakteristischen Gleichung sind 

Die Bestirnmung der Integrationskoiistanten a,  b ,  c und d kann 
nun ohne besondere Sühwierigkeiten durchgeführt werden. Da aber 
dieser Sonderfall hinter dem zuerst behandelten an praktischer Redeu- 
tiing weit zurücketeht, i d e m  für Haken die Richtungslinie der % d e r e n  
Kraft stets nahe an jener Stelle liegt, welche als Ursprung der logarith- 
mischen Spiralen in  Betracht kame, weshalb das Moment 31 klein im 
Vergleiche mit der Eirizelkraft P ausfiele, so mag jene Bestimmung hier 
unterbleiben. 

Aus den Gleichungen (13) ist aber zu ersehen, da6 die Querspan- 

nung 6, und z '  sich bei verschiedenen Werten des Winkels O ver- 
schieden verhalten. 1st O klein, so ist 6, kleiner als die Schubspan- 
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102 Studio sulla upinte delle terre. 

nung z' und unlgekehrt ist es bei groi3en Winkeln O. Die beiden 
Grenzfalle sind der keilformige Korper und der gekrümrnte Stab. 

Einc bemcrkenswerte SchluBfolgcrung aus der Anwcndung der 
logarithmischen Spiralen ergiht sich für solche Haken, bei welchen 
der Innenrand an der am meisten beanspruchten Stelle geradlinig aus- 
gefülirt wird, wie v. B a c h  empfiehlt und wie es bei Eisenbahnzughakeu 
der Fall ist. A n  diesen SteZletz schlieben sich rzamlich nicht mehr zwei 

m w n  kon.qruenk ioqarithmische Spiralen m5gZichst eng an die Randl 
an, sondern besser zwei gerade Linien. Das führt zu der Anschauung, 
daB solche Stellen am genauesten berechnet werden konnen, wenn man 
aie als Teil eines lceilformiyen Korpers betraçhtet. Im grCBten Quer- 
schnitt siud auBerdem die Randlinien zueinander parallcl, d. h. der steli- 
vertretende Keil geht hier in  einen geraden Stab über. Daraus folgt 
aber eine zzuanglose Erklarung dafzir, da/3 die Berechnung der Fedigkeit 
dieses Teiles von Haken zu befriedigenden Ergebnissen führt, wenn mun 
die einfachen Formeln fur gerade Stahe in Anwendung hringt. 

Nur wenn es gelingen sollte, die Gesetxe der Spannungsverteilung 
einer neuen Grundform aufzudecken, deren Anpassungsflihigkeit noch 
groBer ist als die der logarithmischen Spiralen, wird es mvglich sein, 
einen theoretisch einwandfreieren Rechnungsweg einzuschlagen. 

E s  sei noch hinzugefügt, daB die Spannungsverteilung hei Be- 
lastung des hier untersuchten Hakens durch eine auf einer oder beiden 
Rückenflachen herrschende Spannung, welche proportional mit einer 
beliebigeli Potenz von s aristeigt, auf iihriliche, leicht iritegrierbare Diffe- 
reutialgleichungen führen würde, wie der zwcite in dicser Abhandlung 
untersuchte Sonderfall. 

Studio sulla spinta delle terre. 
Mcmoria di Mrcaer,~ GEBBIA a Palermo. 

Prefazione. 
Non vi k forse quistione di meccanica applicata, la cui storia mostri, 

corne quella del problema della spinta delle terre, tante incertezze, 
tante oscillazioni del pensiero accompagnate da concezioni spesso vaghe, 
talvolta manifestamente erronee. Noi non possediauio ancora una teo- 
ria, della spinta delle terre, che soddisfi tutte l e  esigcnze di un pen- 
siero rigoroso. Ma poiché non si ha da fare con un soggetto di pura 
speculazione, e la pratica esige una risposta almeno provvisoria ai suoi 
quesiti, è giuocoforza tenere il meglio dei risultati, anche imperfetti, 
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ai quali le precedenti induzioni hanno condotto, e coordinarli. Fra gli 
scopi, che ne1 presente studio mi prefiggo, vi è quello di otfrire un 
saggio di una siffatta coordinazione. 

Parve, or è molto tempo, che la teoria del eosi detto masso illi- 
mitato, che il B a n k i n e  per primo e poscia il Levy e il Crotti intro- 
dussero indipendentemente l'iino dall' altro, e alla quale in seguito il 
Mohr, il W e y r a u c h  ed altri apportarono importanti contribuzioni'), 
dovesse, pel pregio di una più scientifica coordinazione d'idee, sostituirsi 
definitivamente all'antica teoria di Coulomb, la cosi detta teoria del 
prisma di massima spinta. Ma anche quella teoria non è immune da 
obbiezioni, e fino ad oggi illustri maestri della mateiia, coine il M ü l l e r -  
Breslau e il C e r a d i n i ,  opinano che la teoria di Coulomb non possa 
ancora abbandonarsi. Del resto è stato riconosciuto che, almeno ne1 
caso più studiato che la sola resistenza sia I'attrito, le due teorie non 
sono essenzialmente distinte. 

Il M ü l l e r - B r e s l a u  in una recente monografia2) dimostra questa 
coincidenza delie due teorie, riducendo queila di Coulomb al suo con- 
cetto eusemiale, che è quello di definire la cercata spiuta del terrapieno 
contro il muro di sostegno corne la minima compatibile con l'equilibrio 
della terra. Anzi egli eleva questo concetto ad un principio fondamen- 
tale, che chiama principio di Coulomb, da1 quale si pub derivare tanto 
la teoria del Coulomb stesso quanto quclla del Rankine. Io, sependo  
il suo esempio, mi serviro di questo principio, associandolo con l'ipotesi 
semplificatrice adottata dallo stesso Coulomb, che le superficie di pos- 
sibile scivolamento siano piani passanti pel piede della parete. Aggiungo 
del mio una dimostrazione del principio fondata su1 concetto che la 
spinta cercata non sia la reale, cioè quella che si esercita fra la terra 
e il muro quando entrambi stauno in equilibrio stabile, ma sia piut- 
tosto il valore che, col criterio deile massima economia, conviene 
adottare per esscr sicuri che il muro non crolli; nella mia dimostra- 
zione interviene quindi la resistenza del muro. In pih modi si è ten- 
tato di giustificare il concetto che la spinta minima di Coulomb abbia 
un significato reale: O si è detto che essa diventerebbe tale se il muro 

1) Rankine W. J. M. On the Stability of Loose Earth; Philosophical Trans- 
actions, 1856-57 - Lmy. M. Essai sur uue th6orie rationnelle de l'hquilibre des 
terre8 remuées et ses applications eu calciil de la stabilit6 des murs de soutène- 
ment. Journal de math. de Liouville, 1873. - Crotti, F. Sulla spinta delle terre, 
osservazioni e studi. - M o h r ,  $eitrag zur Theorie des Erddrucks. Zeitschrift d. 
Arch. u. h g .  Vereins su Hannover. 1871-72. - Wey r a u ü h ,  J. Theorie des Erd- 
drucks auf Grund der neueren Anschauungen. Wien. 1881. 

2) Erddruck auf Stützmauern. Stuttgart. Kroner. 1906. 
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1 04 Studio sulla spinta delle terre. 

stesse per croliare, e che a questa ipotesi bisogna appunto attenersi; 
oppure che la terra sciolta, che dopo l'erezione del mur0 viene ad esso 
addossata, e alla quale in ultimo è dovuta la spinta, pel modo steseo 
come viene riversata si mette in equilibrio limite; O i d n e  che il muro 
sotto l'azione di questa terra riversata andrà gradatamente piegandosi 
in  fuori per elasticità, e per conseguenza l a  terra si metterà in istato 
prossimo allo scivolamento. Nessuna di queste spiegazioni è, a parer 

' mio e di  altri, soddisfaüente, e la stessa loro pluralità è una prova 
della debolexza di ciasciina; ma io non ne svolgerh qui le ragioni, 
perchè non mi propongo un lavoro critico. 

Messa la quistione sotto il mio punto di vista, si scorgerà facil- 
mente che neila teoria di Coulomb non resta che un solo punto lugi- 
camente debole: si ragiona paragnnando gli effetti di spinte, che abbiam 
ttitte la stessa iinea d'azione. Ci6 è tutt' altro che giustificato, e questo 
punto debole della teoria di Coulomb mi sembra irremovibile. 

Ci6 riguarda la coordinazione della parte introduttiva del10 svolgi- 
mento, che qui do alla teoria. Ma i concetti e i procedimenti, çhe iil 
questo scritto presento conie, almeno a mio crcdere, nuovi, sono i 
sepent i .  

1°. Introduco un modo finora non usato per ottenere segmenti 
rettilinei proporzionali ai pesi di tutti i povsibili prismi staccabili da1 
masso di terra e aderenti aila parete, O, come si dice, per ridurre que- 
sti pesi ad una data base. Questi pesi sono proporzionali ai segmenti, 
che i piani di distacco determinano suila linea superiore del terrapieno, 

.e  quindi la punteggiata di questi segrnenti è la più naturale pun- 
teggiata delle forze, benchè essa non sia verticale. È curioso che ci6 
non sia stato, ch'io m i  sappia, avvertito. Intanto l 'uso di questa pun- 
teggiata sparge la maggior luce possibile sull' entità geometrica del 
problema della spinta, e mi ha condotto ad un concetto, che credo 
utilissimo, cioè queilo dei diedri di  sczvolamsnto, come qui li chiamo, 
e della involuzione di piani, che questi deterulinano. Invero in questa 
involuzione, O meglio nella correspondente involuzione di punti sulla 
retta superiore del terrapieno, s'imbattè ne1 caso delle terre incoerenti 

anche il Culmaiin nella 1" ehzione delia sua Statica grafica.') Egli, 
servendosi di un altro modo per ottenere scgmcnti proporzionali ai 
pesi dei prismi di terra, la deriva da una involuzione di punti sopra 
una certa iperbole; cosi riesce ad ottenere il piano di scivolamento 
come piano doppio, e pub pervenire ad uria costruzione di questo piano, 
che in sostanza è quella di Poncelet, escliidendo interamente dalla di- 

- -  

1) Die graphisclie Statik-Ziirich, Meyer u. Zeller, 1866. 
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mostrazi"ne l'algoritmo algebrico. Perb i l  Culmann non si affaccib s 
considerare la mia corrispondente involuzione di piani e i l  significato 
statico di qucsta. Ne1 mio ordine d'idee l'involuzione di punti del 
Culmann si ottiene, invece che d d a  sua iperbole, come intersezione 
delia retta superiore con un  certo fascio di  circoli. 

2". Passando a considerare l'efficacia della coesione sulla spinta, il 
Culmann nella cit. op. s i  parte da1 concetto al suo tempo non corite- 
stato, clie gli effetti delle resistenze di attrito e di coesione si  sommino. 
Egli procura di estendere il procedimento da lui segnito per le terre 
incoerenti e fondato sull'uso della sudetta iperbole a l  caso che inter- 
venga la coesione; ma non riesce ad nttenere una soluzione rigorosa, 
perche l a  curva, che allora s i  sostituisce all'iperbole, non è pifi di  se- 
cond'ordine, m a  d'ordine superiore, ondo, a parere del Culmann, il 
problema non è più risolubile col semplice uso della riga e del1 com- 
passo. Cosi egli si  limita a proporre una soluzione approssirnativa, 
benché molto ingegnosa come dalla genialità del valente geometra 
poteva aspettarsi.') Perb l'indirixzo diverso da me preso mi ha  con- 
dotto a scoprire che il Culmann s'inganno, e che il problema è real- 
mente di secondo grado, sebhenc l'uso della iperbole, a ciii egli s i  
attenne, nasconda questo fatto. Cosi potrb dare ne1 capitolo terzo, 5 II, 
del presente scritto una soluzione rigorosa fondata sull'uso della riga 
e del compasso di questo, che chiamero problema da Culmann in con- 
siderazione degli sforzi, che l'illustre autore vi dedicb. Ottengo l'intento 
col mozzo di una certa proprietà di due sistemi piani simili, che non 
credo sia stata notata (no. 25), e che eondiice mirabilmente al10 scopo. 

3". N a  il problema di Culmann non ha  ormai che un'importanza 
storica, perchè si va generalmente riconoscendo che gli effetti delle 
resistenze di attrito e di  coesione non si  sommano, ma la resistenza 
efficace è in ogni caso la maggiore delle due. Su questo concetto è 
stata già modificata la teoria dell'equilibrio delle scarpe nei terreni 
coerenti, e su1 riguardo cito l a  bella Nota dell'Ing. A. C i a p p i :  "Sull' 
indinazione delle scarpe nelle trincee" pubblicata ne1 periodico L ' h g e -  
gneria civile e le Arti  industriali, Vol. XXIII. Credo che i l  C i a p p i  

- - 

sia stato i l  primo a risulvere questo problema, e non è a mia cono- 

1) I h  der Strahlenbüscliel . . . der Kohasionsparabel dem Strahlenbüschel 
. . . nicht mehr projektivisch kt, so ist die Kurve . . . keine Kiirve zweiter Ord- 
nung mehr, da sie ferner auch keine Gerade ist, so iat sie jedenfalla eine Kurve 
hüherer Ordnung, und wir konnen daher, einen einzigen Fall, auf den wir zurück- 
kommen werden, ausgenommen, das wax. ihrer Ordinate nicht mehr so konstm- 
ieren wie das der Kurve ohne Kohhion, wir konnen uns daher nur approximativ 
von der Wirkung der Kohasion Rechenschaft ablegen. (Loc. cit., pag. 568.) 
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scenza che sia stato seguito da altri. Egli  perb perviene alle formole, 
che danno la massima altezza, a oui un  terrapieno di  data inclinazione 
si  pub spingere tagliato a scarpa senza ritegno, e ne deduce ingegnose 
costruzioni grafiche; ma non si affacia alle modificazioni, che subisce 
nella nuova ipotesi la utilissima ed elegante parabola di  üoesione del 
Culmann. Io colmo questa lacuna ne1 capitolo quinto del presente 
scritto, ove do una teoria cornpleta tanto analitica che grafica del? 
equilibrio delie scarpe, e fra l'altro pervengo alie stesse formole del 
C i a p p i .  

4". Tornando all'effetto delle coesione sulla spinta io ne svolgo 
ne1 capitolo terzo, 5 IV, una teoria completa relativa al  nuovo modo 
di considerare le due resistenze. Credo che fino al giorno d' oggi questo 
problema non sia stato nemmeno toccato, onde mi  pare di aver fatto 
opera molto utile. Dalla risoluzione del problema di Culinann, ponendo 
eguale a zero la costante d'attrito, io passo alla teoria della spinta 
dovuta alla sola cocsione corne ad un caso particolare; ma in una es- 
posizione diversa da quella, che io qui mi sono proposto, si pub, 
mettendo da parte il problema storico di Culmann neila sua forma più 
generale, svolgerne i trat t i  essenziali riferendoli a questo caso. Si 
vcdrà che, anche quando si  suppone che agisca l a  sola coesione, si 
perviene medesimamente al  concetto di diedri di scivolamento e ad 
un'altra corrispondente involuzione, di cui un piano doppio fa deter- 
minare l a  spinta fornita da1 principio di Coulomb. Le due involuzioni 
relative al17attrito ed alla coesione sono proiettive. Quando le due r e  
sistenze sono uimultanee, dipende dall'inclinazione e dall'altezza della 
parete che avvenga uno od un  altro di questi casi: quando l'inclina- 
zione della parete è supcriore ad un certo limite, per altezze minime, 
ma superiori a quella a cui la terra sta in  equilibrio dn sè, la resi- 
stenza prevalente è l a  çoesione, e la soluzione del problema i! data da 
u n  piano doppio della seconda involuzione; per altezze silccessive 
nessuna delle due resistenze prevale, la  spinta minima di Coulomb è 
tale, che l e  due resistenze sono su1 punto di esser vinte simultanea- 
mente, e il piario di  scivolarnento E un piuno unilo delle due invo- 
luzioni proiettive; finalmente per altezze ancor maggiori comincia, e 
permane poi sempre, la prevalenza dell' attritn, e la soluzione del pro- 
blema è data da u n  piano doppio della prima involuzione; quando 
l'inclinazione della parete è inferiore al limite sudetto, per altezze 
minime la spinta è dovuta a un piano unito, e l  per altezze maggiori, 
ad un  piano doppio dclla prima involuzione. Ora, nci casi in cui vale 
u n  piano doppio, il problema é di 2". grado, mentre negli altri, doven- 
dosi costruire un  elemento unito di  due involuzioni proiettive, il pro- 
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blema sale al 4'. grado, e non pare che possa abbassarsi; per questi 
casi sono stato quindi costretto a ricorrere ad una costruzione appros- 
simativa, ma che mi sembra pure abbastariza sempliçe per eüser pra- 
tica. In questa parte della teoria si manifesta luminosamente l'utilità 
del mio concetto dei diedri di scirolamento e delle corrispondenti in- 
voluzioni. 

5'. Ne1 capitolo quarto do una teoria analitica completa del pro- 
blema della spinta, considerando tanto l'attrito che la çoesione, e riu- 
nendo queste due resistenze secondo la nuova veduta. È noto che non 
si hanno forniole semplici pel calcolo diretto della spinta, se non ne1 
caso estremamente particolare di una parete verticale, uua retta supe- 
riore orizzontale, e una spinta pure orizzontale. La deduzione delle for- 
mole gerierali, sebbene il metodo ne sia ben definito, urta contro com- 
plicazioni algoritmiche, che spaventano i pih pazienti calcolatori. Ma 
la coiisiderazione delle predette involuzioni pone in grado di attaccare 
il problema da1 suo aspetto geometrico: non si  tratta in ogni caso che 
della ricerca del piano doppio di una involuzione O del piano unito 
di due irivoluziorii proiettive sovrapporte, e la spinta non è nltro che 
il valore corrispondente di un parametro comune alle equazioni di queste 
involiiziani. Cosi, riunendo con notazione abbreviata in dodici lettere 
certi gruppi d i  funzioni trigonometriche, dalle quali proviene tutta la 
complicazione, si possono, applicando la teoria algebrica dei discrimi- 
nauti e dei resultanti, stabilire le equazioni, che in ogni caso deterrni- - 

nnno la spinta. Queste non sempre sono di 2". grado; ma quando non 
10 sono, facendo precedere il calcolo nuii-ierico dei detti dodici coeffi- 
cienti, che non offre difficoltà, si possono risolvere per tentativi. Ritengo 
che con queste equazioni i l  calcolo numerico della spinta ne1 caso più 
generale riesca, se non breve, non poi troppo penoso. 

6". Ne1 capitolo sesto passo a studiare la distribuzione della spinta 
sulla parete. Questa quistione offre nuove difficoltà. D'ordinario vi si 
prowede mediante un passaggio illecito, il quale consiste ne1 differen- 
ziare senz' altro la funzione, che esprime la spinta per l' altezza della 
parete, rispetto a quest'altezza, senza riflettere che, se in questa fun- 
zione facciamo variare l'altezza della parete, noi passiamo da uno ad 
un altro terrapieno intero, ma non da questo alle sue parti. I l  Crotti 
ne1 suo pregcvolissimo opuscolo "Sulla spinta delle terre" sopra citato 
criticb severamente questo erroneo modo di deduzione, al quale (è spia- 
cevole) continuano forse anche oggidi stimabilissiini inaestri a ricorrere. 
Nondimeno non si pub fare a meno di adottare i risultati di questo 
procedirnento, perché non si ha di meglio; ma parmi che occorra pur 
dire francamente che con ci6 s'introduce un riuovo priiicipio indipen- 
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dente da quello di Coulomb. Io tento questa via, e denomino questo 
il principio delia ilzatticitn degli strati inferiori, procurando d i  giusti- 
ficarlo per qunnto è possibile. I l  lettore giudicherà della plausibilità 
del inio modo d'intendere. 

Ne1 caso che agisca il solo attrito questo principio conduce, com'è 
noto, ad una determinazione semplice del centro di spinta e percih del 
momento rovesciante. Qiiando perd agisce anche la coesione, e secondo 
le nuove vedute, il problema della distribuzione e del centro di spinta 
si complica enormemente, stante il grado elevato delle equazioni. Io 
al no 85 propongo una soluzione graiica, la quale, sebbene sia di 
grossolana approssimazione, mi pare che possa sodisfare sufficientemente 
le esigenze pratiche. 

7". Infine ne1 cnpitolo settimo, servendomi dei risultati del proce- 
dimento analitico sopra sviluppato, do le formole dirette complete, ed 
in massima parte riuove, pel calcolo della spirita e del momento rove- 
sciante ne1 caso particolare sopra cennato. 

Ho creduto utile, per comodità del lettore, nei cnpitoli secondo e 
terzo far precedere alcuni preliminari geometrici, ove si trovano esposti 
sistematicamente i teoremi e i problemi, che ivi mi serviva di appli- 
care. Specialmente cib era opportun0 per la teoria dei sistemi piani 
simili, non solo perchè non accade di trovarla esposta nei t ra t tdi  con 
queila coordinazione, che qui mi serve, ma anche perchè mi occorreva 
innestarvi, come sopra cennai, qualche proprietà nuova. 

Chiudo questa prefazione notando come la presente teoria dà uns 
nuova pro& dell'utilith, che per In coltura dell'ingegnere ha 10 st'udio 
della geometria proiettiva fatto in una certa misura, e dimostra che il 
coefficiente di questa misura non è tanto basso, quanto forse si pub 
credere. Invito il lettore ad evocare meco con riconoscenza la memo- 
ria del Cremona ,  al quale va attribiiito il merito di aver promosso, 
or sono molti anni, l'introduzione in Italia delllinsegnamento di questa 
materia fra quelle d'obbligo per gli aspiranti alla laurea d'ingegnere. 

Rendo pubbliche grazie ai  miei amici ingg. G. T r i p i c i a n o  e 
I). S a l a d i n o ,  che si son data la pena di calcolare la tabella nume- 
rica, che sta in fine a questo scritto. 

C a p i t o l o  p r i m o .  

Il principio di Coulomb. 

1. Considt~razioni pelinzinari. - Faccianio oggetto delle nostre 
ricerche un terrapieno ornogeneo limitato da un piano e ritenuto da 
una parete piana parallela alle orizzontali del piano superiore. Con- 
sideriamo, come di solito, l'eqiiilibrio di una porzione del sistema coni- 
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presa fra due piani verticali perp~ndicolari  alle sudette orizzontali e 
distanti 1' uno dall' altro dell' unità di  lunghezza. Allora 10 studio del10 - 

equilibrio si riduce, com'è noto, s quello di forze giacenti su1 piano 
verticale medio cioè parallelo ai due precedenti e da essi equidistante. 
Questo piano medio sarü sempre quello delle seguenti figure. 

La spinta k la  risiiltante delle pressioni, che i l  terrapieno esercita 
a d l a  parete, e diremo co&ospinta l a  forza eguale e contraria a questa, 
cioè la risultante delle pressioni, che la parete esercita su1 terrapieno. 
Denoteremo con 1C, l'angolo, che forma la direzione della spinta con la 
normale esterna alia parete, i l  quale si riguarda come un dato del 
probleiiia. 1 nostri ragionamenti saranno indipendenti da1 valore da 
attribuirsi a quest' angolo, su1 quale t'ante discussioni sono corse. 

Pig. 1 

Amrnettiamo l'ipotesi semplificatrice che le superficie di possi- 
bile scivolamento della terra siano piani passanti per 10 spigolo in- 
feriore della parete, s ema  entrare nelle discussioni, di  cui essa è stata 
oggetto. 

Sia AB (Fig. 1) la  parete del ritegno, B C  la ret ta superiore del 
terrapieno. Tracciamo per 10 spigolo A un piano qualunque AX, che 
chismercmo piano di distncco il quale stacchi un prisma di terra ARX,  
e per questo pensiamo decomposto il sua peso P in due componenti, 
di cui una sia la spinta S (formante con la normale esterna N' aila 
parete l'angolo Q)  e l ' a l t ra  l'azione Q su1 restante terrapieno. Adot- 

tata una scola delle forze, sia 02 il segment0 rappresentativo del peso, 
e conduciamo per O una retta indefinita parallela alla direzione data 
delia spinta; su questa retta deve giaüere il punto 1 tale, che 012 sia 
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il triangolo di decomposizione, ci& che 01 rapprc~enti  la spints S, ed 

1 2  l'azione Q. k manifesto che la decomposizione t: indeterminata, e 
che questa indeterminazione è semplice, perché per determinare il tri- 
angolo basta assegnare arbitrariamente il valore di una sola variabile, 

per esempio del segment0 01, oppure di un angolo, che fissi la dire- 

zione di 21, Ma il medcsimo valore delia spinta S deve anche pro- 
venire dalle decomposizione dei pesi di tutti i poesibili prisnii di terra 
aderenti alia parete, che si ottengorio facendo variare il piano di dis- 
tacco AX. Questo piano è fissato da1 valore di una seconda variabile, 
per esempio dalla sua inclinazione con una direzione fissa. Dunque la 
stutica purri. lascia il problema de lb  grandezzu della spinta doppinmenk 
ijzddenninato. 

2. A questa doppia indeterminazione provvede il principio di Cou- 
l o m b ,  fornendo appunto due condizioni, come apresso vedremo. Esso 
non appresta, corne pur troppo talvolta si lascia credere, il valore reale 
della spinta, il quale mantiene naturalmente la sua indeterminaxione 
statica, e non potrebbe determinnrsi, se non con la considcraiiioiie della 
elastieità del materinle terroso, ma invece esso dà il valore di S, che 
conviene adottare in ogni caso, per assicurare l'impossihilità dei movi- 
menti ternibili. 

Se un masso di terra indefinito si taglia con un piano verticale 
O inclinato e si ritiene con un inuro, è temibile il crollamento di quc~to 
in fuori, sia per rovesciamento, O per ischiacçiamento, O per scivo- 
lamento. Il valore della spinta, che allora conviene adottare ne1 calcolo 
di resisteriza del niuro, è stato chiarnato spinta attiva. Se invece al 
sudetto taglio è addossata una costruzione muraria, che spinga verso 
la terra, sono temibili 10 scivolamento delle parti contigue di questa 
da basso in alto e il conseguenziale crollamento della costruzione 
spingente. Il valore della spinta, che conviene adottare in  questo caso 
i: stato detto syinla passiva. Definianio dunque la spinta attiva come 
quel valore di S, fra gl' infiniti racchiiisi ne1 campo d'indeterminaxione, 
a cui hsto .  proporzionare l a  resistenza del muro di sostegno, per esser 
sicuri che questo sotto 1' azione della terra non possa crollare. Definiamo 
la spinta passiva come il valore di fl, fra quelli compresi ne1 campo 
d'indeterminazione, che non dev' essere oltrepassato dnll'effotto di una 
eostruzione spingente contro la terra, per esser sicuri che quella non 
possa crollare verso di questa, trascinandola. 

3. X~unciato  del p~inci*. - I l  principio di Coulomb riguarda 
come data, non solo la direziorie della spinta, ma anche la sua linea 
d'azione, O, per meglio dire, riguarda il problcma della grandezza dclls 
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spinta corne distinto e separato da quel10 della sua linea d'azione, e 
quindi tratta il primo problema indipendentemente da1 secondo. Cosi, 
per risolvere i l  primo problema seguendo il principio di Coulomb,  
si ragiona paragonando fra loro spinte d i  diverse p-andezze, ma aventi 
la stessa lineu d'azione. È importante tener presente questo concetto, 
per non cadere in equivoci. 

Ci6 premesso, il principio di Coulomb pub enunciarsi cosi: 
La spinta attiva è taie, che la controspinta sia la minima, e l a  spinta 

passiva è tale, che la controspinta sia la massima di quelle computibili 
con l'eyuilibrio della terra, tenuto conto delle condizioni di wsistelzza d i  
puesta. 

Per avere una chiara intuizione del senso di questo enunciato, 
conviene pensare per un moment0 Ia controspinta, non come derivante 
dalla presenza di un muro resistente, ma come una risu:tante di pres- 
sioni artificialmente esercitate sulla, faccia del taglio contro la terra, 
avente per l ima d'azione la retta prestabilita, e suscettiva di aiimento 
e di diminnzione. Il principio dice che la spinta attiva è quella tale 
che, se la controspinta cosi concepita cresce, l'equilibrio s i  mantiene, 
ma se diminuisce anche di un infinitesimo, avviene 10 scivolamento della 
terra in basso; la spirita passiva & qiiella tale che, se la controspinta 
diminuisce, l'equilibrio perdura, ma se cresce, anche di un infinitesimo, 
avviene Io scivolamento delia terra in alto. Ne segue che 10 stato 
d'equilibrio della terra, tanto ne1 caso della spinta attiva che deila pas- 
siva, è immediatamente prossimo al movimento temibile, o, come altri- 
menti si dice, è uno stato di eq~~ilibrio limite. 

4. Dirnostrazime. - Per dimostrare il principio, osserviamo che 
l'azione del mulo contro la terra (la controspinta) pub variare evidente- 
mente fra un minimo, Srni,, prima del quale la terra scivolerebbe in  
fuori ed in basso, ed un massimo, Sm.,, oltre il quale la terra sci- 
volerebbe in dentro ed in alto. L'intervallo fra Sm, ed Sm., pub chia- 
marsi campo di stabilità per la terra. Del pari 1' azione della terra contro 
il muro (la spinta) pub variare fra un minimo, Fm,, prima del quale 
il muro si rovescerebbe in dentro, cioè verso la terra, ed un rnassimo, 
Fm,,, oltre il quale il muro si rovescerebbe in fuori. L'intervallo fra 
F,i, ed Fm., pub chiamarsi campo di  stabilita pel muro. Ora le due 
azioni mutue S ed F, cioè controspinta e spinta, debbono avere 10 stesso 
valore asvoluto comune, e questo per ragione deila terra dev' essere com- 
prcso fra Sm, ed Sm, e per ragion del muro fre F,i, ed Fm,,. Bi- 
sogna dunque, per l'equilibrio, che esistano valori possibili compresi 
fra questi -rispettivi limiti, cioè che i due cav~pi  di stdilità abbiaîzo 
zma parte comuw. 
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Ci6 posto, si  dimostra facilmente che, affinché vi sia equilibrio, 
debbono esser sodisfatte le due ineguaglianze 

(1) F,, 7 srna,, 
(2) limsx 7 S m i n  . 
Infatti le quattra quantità in discorso possono presentarsi nei seguenti 
ordini crescenti di grandezza: 

(1) F m i n ,  Fm,, Srnin, S m s x ,  

(11) F m i n ,  S i  S m a x ,  

(III) Fm,, m m  9 m u ,  P m a x ,  f i .  -,y 

(IV) Srnini S m s x r  F m i n ,  F m a x ,  

(y) S m i n ,  m i n  x F m a x ,  

(VU S m i n ,  F m i n  y - l ima= ,  S m a x .  

Di questi sei ordini il (1) e il (IV) debbono escludersi corne in- 
compatibili con l'equilibrio, perchè per essi i due campi di stahilità non 
hanno alcuna parte commune. lnvece gli altri quattro ordini offrono 
parti comuni dei campi di stabilità, che sono quelle contrassegnate con 
barretta, e per esse sono sempre verificate le due ineguaglianze, onde 
queste sono necessurie per 1' equilibrio. Inversamerite, se sono verificate 
le ineguaglianze, gli ordini di successione possibili sono gl'indicati 
quattro, per le quali esiste sempre unn parte comune dei due campi 
di stabilità; e quiridi l'equilibrio è possibile; dunque le due inegua- 
glianze sono sztfficienti - per l'equilibrio. 

Cib posto, ne: caso ordinario dei muri di sostegno, la forma del muro 
è tale, che sema 1' azione della terra esso starebbe in equilibrio da sè, onde 
F- = O, e perci6 la diseguaglianza (1) è certamente sodisfatta; basta 
dunque fare in modo che sia sodisfatta la (2), cioè che la forza capaee di ro- 
vesciare il muro in fuori sia uguale O niaggiore deka minima spinta: in altri 
termiiii basta che il wzuro reslsta n p e s t a  m i n i m a  sp in ta ;  questa è diinque 
la spinta attiva, alla quale basta proporzionare la resistenza del muro. 

Ne1 caso di una costruzione spingente verso la terra, per esempio 
di un muro di sostegno troppo inclinato verso la terra, tanto che sema 
questa si rovescercbbe in dentro, oppure di un muro di sostcgno, al 
quale si addossi una volta spingente, lima, è troppo grande rispetto 
alle spinte, che pu6 esercitare la terra; quindi la (2) è sernpre sodis- 
fatta, e si pub ornettere di verificarla. D'altra parte è upale,  a 
meno del s e p o ,  all'azione spingente de1 muro, cioè alla spinta che il 
muro eserciterebbe ne1 momento, in cui stesse per rovesciarsi verso la - 
terra; quindi, per impedire questo movimento bisogna far in modo che 
sia sodisfatta la (l), cioè che Fm, non sia tanto grande da superare 
Sm,,: in altri termini, Sm,, è la spinta passiva. 
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C a p i t o l o  secondo.  

Spinta delle terre prive di coesione. 

5 1. Preliminari geometrici. 

5 ,  Problema P. - Dati ne1 piano una retta u e due punti A, M 
taon giacenti su zc, determinare sullu retta il p n t o  O i punti X ,  p h  puuli 
1'a.ngoZo A X M ,  sotta il puale i p n t i  A, JI  sono veduti da X ,  sia u n  
massirno. 

In un punto X,, che risolve il problema, (F'ig. 2) il circolo c, dei 
tre punti A, JI, X, è tangente in X,, alla retta u. Infatti, preso in u 
un punto X' prossimo ad 
X,, i: elementare che 1' an- 
uolo AX'171 è minore dell' a 
angolo AX,M. Cosi dun- 
que i punti, che risolvono 
il problema sono i 
punti doppi della 
involuzione determinata suLia 
retta u da1 sistema dei circo 
passant; pei due punti A, M. 
11 purito d'iricontro O di u 

con la retta A M  è il punto 
centrale di questa involuzione, 
e ad esso corrisponde un an- 
go10 nullo; 1' altro angolo 
nullo corrisponde al punto 
ail' infinito della retta. Per 
costruire i due punti X,, basta 
tracciare une qualunque, c, 
delle sudette circonferenxe, e condiirre a qucsta la tangento da O: il 
punto di contatto T ribaltato su u attorno ad O dà i due punti X,. 
Poiché questi giacciono da parti opposte di O, è evidente che uno dei 
due relativi angoli massimi è positivo e l'altro negativo. 

6. Temema. - Data una rella a ed u n  punto A fuori di essa, 
se sz prende su a un punto variabile M, e su A M  corne cwda si des- 
crice un segment0 di  circolo capuce di un nngolo dato in  grandezza e 
se,qno ANJI - 8, i cireoli cosi ottenuti al varinre di M passuno tutti 

- 

per un punto fisso P di  a, eioè forrnano u n  fascw d i  circoli. 
Infatti fissiamo i l  senso positivo di a (Fig. 3) in modo, che gli 

angoli di N A  con a, qualunque sia M, abbiano il senso di 8. Esiste 
su a uno ed un solo punto Y tale, che sia l'angolo di P A  con a uguale e 

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 61. Band. 1812. Heft 11% 8 
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BI& Y. dello stesso senso deil' angolo 
dato 8, e per costruirlo basta 
condurre pcr A primieramente 
una retta a' parallela ad a e 
di senso opposto, e poi una 
retta, che formi con a' un 
angolo uguele a 0 e deilo 
stesso senso; questa seconda 
retta incontrerà a ne1 punto 
P dianzi definito. Cib pre- 
messo, se si prende su a un 
punto JL7 qualunqiie, e su AiIf 
corne corda si descrive il seg- 
mento di circolo Ahh171 capace 
dell'angolo Ax?Cl=8, il punto 
Y giacerà, per quanto pre- 

cede, su questo circolo. Diinque tutti i circoli cosi ottenuti facendo 
variare M su a passano per 1'. 

7. Problema 2". - Data (Fig. 4)  una retta u,  un' altra retta n ed 
u n  punto A fuori di mtrambe, determinare su a un punto JiO tale, che 
il massirno A X, Mo degli a n p l i  AXLW,, sotto i puali i putzti A, Mo 
sono veduti da u n  punto variabile X della retia u, sia u.g?iaZe ad un an- 
go10 8 dato i?z grandezza e segno. 
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Se scegliamo ad arbitrio un punto 31 su a, csistono due punti X', 
,Y" di u ,  dai quali i pnnti A, M sono veduti sotto angoli uguali in 
grandezza e segno a O, e sono le intersezioni di u col circolo ottenuto - 

costruerido su A M  corne corda un segmeuto di circolo rapace dell'an- 
go10 O .  Variando 31 su a, i relativi circoli costituiscono un fascio 
(no 21, cioè passano tutti per un punto P di a, che pub costruirsi 
direttamente come fu indicato al no prect". Le coppie di punti X', X" 
ottenute facendo variare M costituiscono quindi sopra u ilna involu- 
zione, i cui punti doppi sono i punti di contatto di zc coi due circoli 
del fascio tangenti a questa rette. Se Xo è uno di questi punti doppi, 
il circolo A P X ,  incontra ulteriormente la retta a ne1 piinto Mo, che 
d i  una delle soluzioni del problema. Infatti, siccome questo cireolo 
appartiene al fascio, l'angolo AXoill, è uguale in grandezza e segno 
a 0 (no 2); e poiché 10 stesso circolo è tangente in X, alla retta u, 
l'angolo AXo Mo è un massimo di quelli, sotto i qiiali i punti A, Mo 
sono veduti da un punto variabile di u (no 1). 

O II. Determinazione deiia spinta. 

8. Condisioni fornite da1 principio di Coulomb. - Si suppone ne1 
presente capitolo che la sola resistenza al moto relativo taugentiale 
deile parti terrose sia l'attrito. Denoteremo con cp il valore assoliito 
dell'angolo d'attrito. In questa ipotesi dedurremo da1 principio di Cou- 
lomb, quale fu enunciato al nu 3, le condizioni, che insieme a quelle 
fornite dalla statica pura rendono determinato il problema della spinta 
attiva O della passiva. 

Stabiliamo che nelle nostre figure della sezionc del terrapieno, alle 
quali si riferiscono gli enunciati seguenti, la terra giaccia a destra della 
parete, ed assumiamo come senso positivo degli angoli queilo del mo- 
vimento delle sfere da orologio. 

Torniamo a considerare il prisma di terra A.BX segnato riella 
fig. 1. Come unica variabile, che determina la decomposizione del peso 
di questo prisma possiamo scegliere l'angolo p, che la direzione di & 
forma con la normale N rivolta verso 1' esterno del prisma, angolo des- 
critto da N verso &. La condizione imposta dalle leggi del10 attrito 
si traduce nella ineguaglianza fra valori assoluti 

(1) l o i  t l w ! .  
Come variabile, che determina il piano di distacco A X  scegliamo 

la sua inclinazione ol con la verticale rivolta in alto. 
La spinta S, ne1 grado di determinazione lasciato dalla statica 

pnra, è dunque nna funzione di p e di a. Per conseguenza si potrà 
riguardare g come unsa funzione di S e di a. 

8" 
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11 ~ r i n c i ~ i o  di Coulomb appresta dunque due proposizioni, che 
dopo le precedenti premesse possono enunciarsi cosi: 

1". L' angolo g dev' essere un, mnssinzo positivo per la spinta attica 
ed un massimo negativo per la passiva quando, tenendo costante S, si fa 
variare a (analiticamente pariando, deve esser nulla la derivata parziale 
d i  p rispetto ad LX). 

2". Il detto valor costante di S dev' essere taie, clze questo massimo di 

Big. 5. 
g risulti eguale a 
+ cp per la spinta 
attiva ed a -gi 

per la passioa. 
Prima di dimo- 

strare che queste 
due proposizioni 
equivalgono ne1 
nostro caso alprin- 
cipio di Coulomb, 
osserviamo che 
esse costjtuiscono 
due condizioni ana- 
litiche, e quindi 
perinettono di de- 

terminare S ed or. Il valore di cc cosi determinato fissa un piano di 

distacco, che noi chiameremo piano di scivolanzmto, pel quale, in virtii 
del10 2" proposizione, la relazione (1) è sodisfatta col segno =. 

Ora, ne1 caso della spinta attiva sia A X ,  (Big. 5) il piano di 

scirolamento, 012 il  triangolo di decoupsizione relativo al prisma 
ABX,, c conduciamo da1 punto 2 la parallela 211 oppostnmentc rivoltn 
al10 normale esterna N al piano AX,. Per la 2" proposizione I'angolo 
1221 = g a a à  il d o r e  rp positivo, e quindi, per la convenzione su1 
senso positivo degli angoli, la retta 2n risulterà. esterlia al  triangolo 
012. Ne segue che, se il valore 07 della spinta crescesse da quello 
detrrminato dalle precedenti condizioni, il piinto 1 si allontanerebbe da1 
punto O, e l'angolo n 2 1  diverrebbe < cp, quindi, per la (11, llequilibrio 
del prisma sarebbe sempre più assicurato. Pei prismi relativi ad altri 
piani di distacco e per 10 stesso valore di S l'angolo anal090 ad 1221 
sarebbe, per la la proposizione, minor di q, e quindi a fortiori esEo 
discenderebbe al di sotto di ~p al crescere di 01. Dunque per valori 
di S maggiori di quello, che risponde alle due proposizioni, l'equilibrio 
del twrapiero è sicuro. Se i~ivece la spinta decrescesse, il punto 1 si 
avvicinerebbe al punto 0; l'angolo n21 relativo al prisma ABX, cre- 
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scerebbe al di là di g;; l 'attrito sarebbe vinto su1 piano A X , ,  e il prisma 
scivolerebbe in basso lungo questo piano. Cosi il valore di S deter- 
minato dalle due proposizioni per la spinta attiva è il rninimo compati- 
bile con l'equilibrio del terrapieno, corne mole  il principio di Coulomb. 

Ne1 caso della spinta passiva, sia AX, (Pig. 6) il piano di sci- 
volamento deterrninato dalle due proposizioni, 012 il triangolo di decom- 
posizione relativo al  prisma ABX,. Per la 2' proposizione l' angolo n 2 1  

avrà il valore negativo - rp, e qiiindi 212 risulterà interna al triangolo 
012. Per valnri della spinta minori di 01 il punto 1 si avvicina al  
punto O, l'angolo n21 decresce in valore assoluto diventando in  valore 
assoluto < <p, quindi l'equilibrio riesce pia sicuro. La stessa conclu- 
sione risulta a fortiori per altri prismi in virtù della 1' proposizione. 
Se perb la spinta cresce, il punto 1 si allontana da1 punto O, l'angolo 
1221 cresce in valore assoluto al di là di rp, ed il prisma ABX, 
scivola in alto su1 piano AX,. Dunque il valore di S deterrninato 
dalle due proposizione è il massimo compatibile con l'equilibrio, corne 
richiede il principio. 

9. (Jostl-uzione della spimta. - Sia AR (Fig. 7) la parete, B C  la 
retta superiore del terrapieno, u l'angolo racchiuso da B C  e dall' orizzontale 
rivolta verso l'interno, angolo percorso da B C  verso l'orizzontale. 
Scegliamo corne unità della scala delle forze il prodotto del peso spe- 
cifica n della terra per met& della distanza ortogonale d da1 punto A 
alla retta BC. Allora i prismi staccati ne1 terrapieno da tutti i poesibili 
piani di distacco A X  hanno pesi rappresentati graficamente dalle basi 
BX dei triangoli ABX, cioè la retta B C  stessa pub riguardarsi come 
la punteggiata di questi pesi ruotata di un certo angolo. Se dunque 
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tracciamo la verticale b c  rivolta in basso, e su questa consideriamo un 
punto variabile x tale, che sia sempre bz = BX, al variare del piano 
di distacco questo punto genererà su bc la punteggiata dei pesi con 
origine in b. Per sovrapporre B C  a b c  bisogna farla ruotare dell' angolo 
90° + w e poi trauferirla. 

Data la direzione della spinta mediante la sua inclinazione @ con 
la normale esterna alla parete, se conduciamo da b la parallela inde- 
finita a questa direzione, su questa retta debbono trovarsi i vertici nz 
di tutti i triangoli di forze bmx, che decompongono il peso b x  secondo 

L 

la  spinta b i  e 1'azione mz su1 piano di distacco. Facerido ruotare il 

triangolo mbz di 90' $ w iri  sensu negativo, e poi trasferendolo finché 
bx si sovrappone a BX, il punto m prenderà una certa posizione dl ,  
di guisa che la spinta e la reaziorie sudette saranno rappresentate in 
grandezza dai segmenti BM, 1MX. 

Quando n z  varia sopra bm, il punto 31 varia sopra uria determinata 
retta a passante per B, e i'angolo J I B A ,  chc questa forma con BA. 
ha il valore (90°+o)+  $-90° = $+o. 

Segnando con û l'angolo AXICI, siccome 

;i A X M  = (XA, X l J q  = (XA, xm) + (xnt, XM) 
= (90°+ B) - (90°+ w), 

si ha 

(2)  e = @-W. 

Volendo ora sodisfare al principio di Coulomb, dobbiamo fare in 
- 

modo che: 1" p sia massimo quando, teiiendo costante S, cioè tenendo 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



fisso il punto M, si fa variare il piano di distacco; 2" questo massimo 
di p ahbia il valore rp. Ma, giusta la (2), Q differisce da 0 per una 
costante, quindi il massimo di Q awiene sirnultaneamente col massimo 
di 0, e d'altra parte, quando il massimo di g ha il valore y, il massimo 
di 0 ha il valore rp - m. Con ci6 l'applicazione del principio di Coulomb 
conducc a dover risolvcre il problema seguente: determinare sulla retta 
a un punto Mo in modo, che il massimo dell'angolo 0 = AXM,, sotto 

il quale i punti A, Mo sono veduti da un punto 
abbia il valor dato y -  W .  Questo problema non 

X della retta B C  
è altro che quel10 

posto e risoluto al  n07; la retta BC prende il luogo della u, mentre 
A è il piede della parete. 

Fer piegare la soluzione del problema ai dati attuali, si guardi 
riprodotta neila Fig. 8 la Pig. 4 del n07, e si osservi che, segnata con 
B l'intersezione delle rette u, a, la congiungente A B  rappresento la pa- 
rete. Ne1 problerna attuale sarà * AYB=cp-m, 

QC P B A = * + m ,  

onde da1 triangolo A P B  si  deduce 

% O A B = A P B + P B A = c p + Q .  
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Or la retta A 0  condotta da1 piede della parcte e formante con 
questa 1' angolo cp + $ è da ta  chiamata retta d i  direaione. 

Dovendo poi essere M un punto arbitrario della retta a, il circolo 
c dei tre punti A, P, ~71 sarà uno qualunque di quelli passanti per A, 
P, i quali hanno per luogo dei centri la normale al punto di mezzo 

di AP.  
La costruzione sarà dunque la seguente. Da1 piede A della parete 

A B  si conduca la retta di direzioue, e da1 ciglio B la retta a formante 
con BA 1' angolo $ + W. Queste due rette s'incontrano in P. Con- 
dotta la normale pel punto di niezzo di AP,  che sarà il luogo dei 
contri del fascio di circoli (AP), e preso su questa un punto arbitrario 
In come centro, si tracci con raggio @ A  il relativo circolo del fascio; 
a questo si guidi la tangente da1 punto 0, ove la retta di direzione 
incontra BC, e si ribalti i l  punto di contatto T attorno ad O su BC 
in Xo. Allora A X o  sarà il piano di scivolamento. Il  circolo c, del 
fascio, che pawa pcr X ,  sarà ivi tangente alla retta B C ,  e per otteneme 
il centro fi, basta condurre da Xo la normale a B C  ad incontrare il 
luogo dei centri, dopo di che JL,A ne sarà i l  raggio. Questo circolo 

-- 

segherè a ne1 punto Mo tale, che B M o  sarà la spinta ridotta alla base 
na. Co& la spinta attiva a n à  l' espressione 

(3) S - + n 8. BiTo. 
Si osservi che, ottenuto Xo, per dedurne Mo si  potrà, invece di 

ricorrere a l  circolo c,, guidare la retta X ,  Mo formante con AX,  1' angolo 
'P - Ca. 

10. Osseruaaime. - Nei ragionamenti del presente paragrafo si è 
ammessa implicitamente l'ipotesi che i l  triangolo bmx (Fig. 7)  esista, 
e giaccia a sinistra della verticale bc, ossia che l'angolo (bc, bm) sia 
positivo. Il valore di quest' angolo si deduce facilmente, ed è 90° - E + $, 
ove E denota l'angolo della parete con la verticale ascendente percorso 
a partire da quest'ultima. Questa ipotesi si avvera sempre nei casi dei 
muri di sostegno, a cui serve la teoria, e noi la riguardiarno come 
sempre sussistente, cioè supponiamo che sia sempre 

L'ipotesi contraria é teoricamente ammissibile, perché, supposto, 
per esempio, che per + si adotti l'angolo di attrito fra terra e mura- 
t u a ,  esiste un'inclinazione della parete verso sinistra ( E  = $J -90°), 
per la quale la du-ezione della spinta risulta verticale, e per inclinazioni 
maggiori di questa essa si volge verso destra. Perb tali direzioni di 
parete sono troppo vicine all'orizzontale, perché possano convenire al 
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paramento interno di u n  nluro di  sostegno; cosi è che queste altre 
ipotesi non servono alla pratica, onde noi omettiamo di approfondirle. 
Ci basti accennare senza srolgimento Che, se il detto angolo (bc ,  bm) 
è nullo, l'involuzione di  punti sulla retta superiore diventa parabolica; 
la retta di direzione e queila di scivolamento coincidono con la scarpa 
naturale, e la decomposizione del peso P pel prisma scivolante dà 
S = P, & - 0, cioè une spinta verticale coincidente col peso e un' azione 
nuUa su1 piano di  scivolamento. Se poi 10 stesso angolo è negativo, 
l'involuzioiie diventa ellittica, e non si  ha piano di scivolamento reale, 
sicché il prinüipio di Coulomb non t! più applicabile. 

11. Diedri e piani limiti di scivolamento. S a r i  molto utile tornare 
aile considera~ione di una controspinta variabile, che al nD3 ci servi 
all'intuizione del principio di Coulomb: ne dedurremo una interpretazione 
statica dell'involuzione di  piani di distacco determinata da1 fascio di 
circoli, di cui è parola nei precedenti preliminari geometrici. 

Ad un valore qualunque della controspinta, cioè ad u n  valore d i  
PM (Fig. 9), corrisponde un punto a-I della retta a. Se il circolo 
APM jnterseca B C  in due punti X', S", gli angoli AX'M, A X " M  
sono uguali e rp - w, e quindi, per questo valore deila controspinta 
ai due piani di  distaeco AX' ,  A X "  corrispondono angoli p uguali 
a cp. Se XI è un punto qualunque di BC compreso fra X' ed ,Y", 
l'angolo AX,H è maggiore di  rp - w, e percib, adottando AX, corne 
piano di distaçço e 10 stesso valore per la controspinta, ne risulta un 
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angolo p maggiore di q ;  dunyue per questo valore della controspinta 
il prisma di terra ABX, scivolerebbe. Se poi X, B un punto qiialunque 
di BC estemo al segment0 X'X", si giunge analogamente alla con- 
clusione che, con questo valore della controspinta, il prisma ABX, 
non scivolerebbe. Dunque il diedro X'AX" è il campo occupato da 
tu t t i  i piani, sui quali, col valore BJi della controspinta, potrebbe 
avvenire 10 scivolamento Noi Io chiameremo diedro di  scivolamento, 
e diremo i piani di distacco AX', AX", che 10 limitano, piani limiti 

di scivolamento corrispondenti al valore BM della controspinta. Abbia- 
mo dunque il seguente teorema. 

Le coppie d i  piani limiti d i  scivolammto relativi a valori successivi 
della s p i d a  costituiscono zcna involuaiorze. . 

Per  valori abbastanza grandi della controspinta BJZ, il terrapieno 
starà in equilibrio, e quindi non potranno esistere diedri di scivola- 
mento, al  che corrisponde il fatto geometrico che i circoli APM non 
intersecheranno BC.  Decrescendo la controspinta, essa raggiungerà uri 
valore B%& tale, che il corrispondente circolo tocchi B C  in un punto 
X,; AX, sarb il piano doppio utile dell' involuzione, cioè il piano di 

scivolamento (no 9), e il segment0 BM,, darà la spinta attiva deter- 
minata da1 principio di Coulomb; i l  diedro di scivolamento compa- 
risce allora con un 'ampiez~a nuila. Decrescendo ancora l a  controspinta, 
i circoli A P J l  interseçano B C  in punti reali e distinti, e quindi si 
hanno, e continuano ad aversi fino al valore zero della controspints 
effettivi diedri di scivolamento. Dunque: 

11 piano d i  scivolanaento determinato dai principio d i  Coulomb è 
uno dei piani doppi dell' invokzzone dei piani lzmiti d i  scivolammto. 

12. Le  costruzioni d i  Poncelet. - Fer la costruzione del piano di 
scivolamento sono molto in uso la costruzione di  Poncelet e alcune 
altre deiirate da questa. nimostreremo che questa costriizione non è 
che un caso particolare della nostra, corrispondente ad una scelta par- 
ticolare delle coppie fondamentali dell'involuzione. Considerando I'in- 
voluzione di punti sulla retta superiore B Ç  del terrapieno, noi ttbbiamo 
adoperato (no 9) il suo punto centrale ed una coppia qualunque X: X" 
corrispondente ad un punto 17-1 preso ad arbitrio su a. Or se JI 
coincide con B, (Fig. 10): cioè se la controspinta è nulla, uno dei due 
punti X', X" coincide con B, e 1' altro è la seconda intersezione B', 
della retta BC col circolo APB; l'angolo AB'B sarà uguale a v-w; 
condotta per A l'orizzontale A E  e la parallela AL a BC,  sarà 

< B I A L = - = r p - o ,  + L A E = o ,  e quindi QCl?'AE=rp; dunque 
AB '  è il piano di natural declivio della terra. 
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Cosi: 

Una coppia speciale dell' involuzione dei piani lirniti d i  scivolamento 
è costituita dalla parete e da1 piano d i  na lu~al  declivio della terra. 

Del resto si riconosce direttamente che, se la controspinta è nulla, 
il diedro d i  scivolamento racchiude l'intero prisma compreso fra la 
parete ed il piano di natural deülivio. 

Se il punto ICf si  allontana all'infinito sulla retta a ,  cioè se la 
controspinta diventa infinita, il circolo dei tre punti A P J l  si spezza 

neila retta A P  e neiia retta ail'infinito, onde l'intersezione O di A P  
con B C  è il punto centrale dell' involuzione, come già sappiamo. 
Dunque: 

Un'altra coppia dell' involzczione dei pialzi Zimiti di scivolamento è 
deferminata dalla retta di direzione e dalla parallela alla retta superiol-e 
del terrapieno. 

Per ottenere il punto doppio utile X ,  della involuzione, basterà 
dunque costruire su BB' come diametro una semicirconferenza, con- 
durre a questa la tangente da O e ribaltare il punto di contatto T 
attorno ad O su BC. Questa è la nota costruzione di Poncelet, l a  
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quale suil'altra più generale ha i l  vantaggio di non richiedere il trac- 
ciamento della retta a. 

13. Altre costruzioni in uso derivate dalla precedente, e che nui 
raggruppiamo con questa sotto il nome di costruzioni di Poncelet, si 

Fig. 11. 

deducono con trasferimenti proiettivi deil' involuzione sulla parete, O su1 
piano di natural declivio, O suila retta di direzione. Esse sono le seguenti. 

1". L'involuzione di punti su B C  (Fig. 11) si proietti con parallele 
alla retta di direzione; questo fascio si seghi col piano di natural de- 

Fig. 12. 

clivio; quest'a punteggiata si proictti con parallele a BC,  ed il fascio 
cos? ottenuto si seghi con la parete. Allora le coppie di punti di BC 

B,  R'; O) ao 
si trasferiscono in 

BI, B; A, 00, 

quindi A è i l  punto centrale dell'involuzione trasferita sulla parete, e 

B, BI ne sono due punti coniugati. Da ci6 la costruzione del pisno 
di scivolamonto esegiiita nella Fig. 11. 
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2". Se nelle pre- 
cedenti operazioni 
ci arrestiamo alla 
aezione con la retta- 
di natural declivio 
(Fig. 12) alle cop- 
pie di punti 

B, B'; O, Cu  

corrispondono ris- 
pettivamente 

$, B'; A, oo; 
dunque A è il punto 
centrale della nuova involuzione, e B2, R' due punti coniugati. Da 
ci6 la costruzione richiamata neila Fig. 12. 

3" L' involuzione di punti su B C  si proietti (Fig. 13) sulla retta 
di direzione parallelamente aila retta d i  natural declivio. Allora le 

Pig. 14. 1 

\ ciamo su1 disegno 
(Fig. 14) un circolo qualunque, e prendiamo su di esso un punto qua- 
lunque &, da1 quale pensiamo condotte le parallele ai piani limiti di 
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scivoIamento. 1 raggi di questo fascio segano ulteriormente il circolo 
in punti, clie costituiscono quella, clie chiamasi una involuzione di 
punti su1 circolo. finoto chc le  congiungenti i punti coniugati di 
una siffatta involuzione concorrono in un punto S, che noi chiameremo 
il centro d'involtwiowe. Per determinare S basta conoscere due coppie 
della involuzione di piani. Or  corne kali possianio scegliere (no 12): 
1" la coppia determinata dalla parete e dalla scarpa naturale; 2"la 

coppia determinata dalla retta d i  direzione e dalla parallela alla retta 

s u ~ e r i o r e  del terrapieno. La p i m a  coppia determina su1 circolo i punti 
1, 1', e seconda i punti 2, 2'. Le congiungenti 11 ', 22' determinano 
i l  punt0 8, ed allora qualunque retta per S che seghi il circolo, vi 
fissa due punti, corne 3, 3' coniugati neU' involuzione, quindi le paraliele 
da A ai raggi Q3, &3' se entramhe racchiuse ne1 terrapieno, limitano 
un diedro di scivolamento. 

1 punti doppi dell'involuzione su1 circolo sono i punti di contatto 
c, c f  delle tangenti condotte da X, e questi, ~ ro ie t t a t i  da Q dmno i 
raggi doppi del fascio Q. Si scorge subito quale di questi due raggi 
appresti nella sua parallela da  A una retta racchiusa ne1 terrapieno; 
ne1 cas0 della figura esso è Q c ;  duiique la parallela A X ,  da A a QC 
dà il piano di scivolamento. 

Questa costruzione del piano di scivolamento, benché non abbia 
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titoli di semplicità per esser preferita a quelie di Poncelet, è perb im- 
portante per ci6 che segue. 

15. Operaflioni pratiche definitive. - li.iangolo d i  spinta. - 11 
modo più semplice, e quindi p h  pratico, ppr ottenere la retta di sci- 
volamento, é dato da qualcuna delle costruzioni di Poncelet: è da pre- 
ferirsi l'una O l 'altra secondo la disposizione della figura ne1 foglio da 
disegno. 

Ottenuta questa retta, (Fig. 15), il modo più semplice per dedurne 
la spinta ridotta (alla base ézB) è di tracciare prima la retta a me- 
diante l'angolo IJ + w ,  che forma con BA, e poi la retta &, Mo me- 
diante l'angolo 9 - GJ, che forma con XoA.  Queste due rette si se- 
gmo in Mo, e B-271, è la spinta ridotta. 

Ribaltando Bik& su BC in BN, l'area del triangolo ABN rap- 
presenta, per l7 eguaglianza (3), la spinta ridotta alla base n, onde Mii; 
con una denominazione già usata, pub chiarnarsi triangolo di spinta. 

Tutte queste operazioni redonsi eseguite nella Fig. 13. 

C a p i t o l o  t e rzo .  

Spinta delle terre dotate d i  coesione. 

§ 1. Preliminari geometrici. 

16. Sistemi piafii simili. - Quantunque sia ben nota la teoria dei 
,,stemi piani simili, ne richiamiaoio brevemente la generazione e le 
proprietà fondamentali, per riattaccarvi qualche altra proprietà nuova, 
che a noi servirà di applicare. 

Dati ne110 spazio due piani paralleli n,, n,, se da un punto O 

centro di proiezione situato fuori e dalla stessa parte di entrambi si 
proiettano i punti e le rette dell'uno sull'altro piano, si stabilisce una 
correspondenza univoca fra i puriti e le rette dei due piani. Questa 
corrispondenza gode evidentemente le seguenti proprietà: 

1". Ad una punteggiata corrisponde una punteggiata di sede corri- 
spondente, e ad un fascio un fascio di centro corrispondente. 

2". .L'angolo di due rette di n, è uguale a quel10 delle due rette 
correspondenti di n,. 

3". Due pu11teggi:tte corrispondenti sono simili, e il rapporto di 
similitudine è 10 stesso per tutte le coppie di punteggiate corrispon- 
denti perché uguale al rapporto delle distanze da1 centro di proiezione 
ai due piani. 

Se allora, senza alterare nei due piani la corrispondenza degli ele- 
menti, si trasferisce z, in traslazione fino a sovrapporlo a n,, e poi 
si f u  siibire a %2 un movimento qualunque ne1 piano comune, si otten- 
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gono due figure El, Es, che diconsi sistemi direttawzmte simili socrap- 
posti. Evidenternente le tre proprietà sopra notate pei due piani ?cl, x,  
valgono anche per questi sistemi, e dalla 2" si deduce subito quest' 
altra : 

4". L'angolo di due rette corrispondenti è costante. Xoi chia- 
meremo questa costante Z'angolo dei due sistemi, e la denoteremo con /î 

1'7. Due sistemi piani simili El, & possono anche costruirsi 
direttamente dandosi una coppia di punti A,, B, del primo e la coppia 
dei punti corrispondenti A,, B2 del secondo, O,  corne diremo, dandosi 

i due segmenti folzdammtali A,B,, A,B2. Allora, dato in 25, un teno 
punto C, fuori della rett'a A,B,, per ottenere in Z2 il suo corrispon- 
dente (4, basta costruire il triangolo A, H, C, direttamentc simile al 
t r i a q o l o  A,BIC1. Se il punto Cl è dato suila retta A,&, si costruirà 

C, corne quel punto, che divide il segment0 A,-B; ne1 rapporto s t e ~ s o  

e del10 stesso segno di quello, in cui Cl divide A, BI. Data in .El una retta 
r,, per costruire la corrispondente r2 si çostruirà prima il punto M2 corris- 
pondente del punfo M,, in cui r, sega A, BI, e poi per JI4 si guiderà 
una retta inclinata con A,B2 corne r, 10 è con A,Bl: questa sarà l a  
retta r,. 

Aila retta ail'infinito di El corrisponde evideritemente la retta 
all'infinito di Z2, cioè la retta all'infinito del piano comme è una rettaunita. 

Per determinare i due sisteini, possiamn anche darci: 1". una coppia 
A,, A, di punti correspondenti; 2". l'angolo /3 dei due sistemi; 3O. il 
rapporto di similitudine C. AUora, data una retta r, per A,, si cos- 
truirà la corrispondente r, guidarido per A, uria retta, che formi con 
r, l'angolo P. Dato su r, un altro punto BI, si  costruirà B, su  r, in 

modo, che il r a p p o r t ~  A, El,: AIR1 sia = C. Poi s i  potrà costruire n d o  
stesso modo la retta s, corrispondente di una retta s, per BI,  e su 
questa il punto C, corrispondente di un punto Cl dato su s,. Cosi si 
potranno costruire su 2', gli elementi corrispondenti di qualunque punto 
o retta dati su Zl. 

18. Centra di similitudine. - Uati i due segmenti fondamentali 
A, BI, A, B, (Fig. 16); se costruiamo il punto J, in cui si segano le 
loro rette, e tracciamo i due circoli A , A , J =  c, ,  BlB2J- c,, il punto 
O di ulteriore intersezione di questi circoli corrisponde a sè st>esso. 
Infatti i due triangoli OAIBl,  OA,B2 sono simili, perché si ha, con 
la disposizione della figura (e pcr altre si procederehbe analogamente) 

3 OAIB, = O A I J =  O A , d =  OA,B,, 

=Q OB1A1 = OB,J= 180'- OB,J= OR,A,. 
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Due sistemi simili hanno dunque un punto unito O, che chiamasi 
centro di similitudine, e pu6 costruirsi ne1 modo descritto. Non possono 
esistere in generale due punti uniti, perché allora, presi questi corne 
fondarnentali, si otterrebbero sempre punti corrispondenti coincidenti, 
cioè i due sistemi sarebbero identici. Ne segue che si perviene sempre 
alIo stesso punto O, cioè al centro d i  similitudine, comunque si  scel- 
gano ne1 sistema i due segmenti fondamentali per operarvi la prem- 
dente costruzione. 

19. Tutte le coppie di rette corrispondenti, che passano rispetti- 
vamente pei due punti A,, A, si segano sulla circonferenza AIA,J=  cl, 
formarido fra loro 1' angolo P.  Su questa proprie& si Fig. 16. 

pub fondare un metodo per costruire il sistema per 
piinti, quando esso si& dctcrminato me- 
diante due punti fondamentali A,, A, 
insieme all'angolo j3 dei due sistemi ed 
al rapport0 di similitudine C. Si cos- 
truirà prima su Al A, colue corda 
(Fig. 16) un segmento di circolo ca- 
Pace deil'angolo p ,  e questo sarà il 
circolo cl. Dato poi un punto BI di EL, 
la retta AIBl segherà cl in un punto 4 
e sulla congiungente A,J si otterà i l  

-- 

punto B, staccandone un segment~  A,B, tale, che sia A,B, : A ,  BI = C. 

20. Parabole determinate dalle rette corrispondenti. - Consideriamo 
in Z;, Z2 due punteggiate corrispondenti u, = Al B, C l . .  ., u, = A,B,C,. . . 
Poiché queste sono siniili, le congiungeriti A, A,. Bl B,, Cl C,, . . invilup- 
pano una parabola tangente alle rette u,, u,. Segniamo con J l'inter- 
s~zione di queste due rette. T triangoli, che hanno rispettivamente per 
lati ul, u2,  Al AB; u,, u,, B, B,; . ., cioè i triangoli A, A, J, Bl B,J, . . ., 
sono tutti formati da tre tangenti alla parabola. Ora è nota propiieta 
deila parabola che il circolo circoscritto ad un triangolo farmato da Ire 
tangenti passa sempre per il fuoco; dunque i circoli circoscritti a tutti 
i triangoli precedenti passano tutti per il fuoco della parabola. Ma 
per la costriizione del no 18 il punto di concorso di questi circoli non 
è altro che il centro di similitudine dei due sistemi; dunque e dimo- 
strato il seguente. 

Teorema 1". - Prese nei due sistemi due rette corrispondenti pua- 

lunpue u,, u,, le congiungenti i punti corristrondenti d i  esse irtviluppnno 
um parabola; tulte le parabole cosi ottenute hanno p e r  fuow wmune i l  
cmtro d i  similitudine dei due sistemi. 

Zeitachrift f. Mathcmatik n. Phyeik 61. Band. 1914 Heft 1,'2. 9 
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130 . Studio snlla spinta delle terre 

21. Dalla proprietà della parabola dianxi richiamata si deduce 
- ~ 

1' altra seguente. 
Teerema. 2". - Data una paraboia e una sua tangente u ,  se per 

ogni punto X d i  u si conducono la seconda tangente e la congiungente 
col ficoco, Z'a~zgolo di queste due retts è costante  FI^. 17.  

pualunque sia X .  
Infatti, siano ,Y, X' (Fig. 17) due punti 

di u, Fil  fuoco; 
conduciamo le 
due seconde 
tangenti XT, X'T, le quali s'incontrino in T, 
e le due congiungenti XF, X'F. Per il citato 
teorema, essendo X X ' T  un triangolo formato 
da t re  tangenti, il circolo ad esso circoscritto 
passa per il fuoco. Dunque gli angoli F X T ,  
F X T ,  come insistenti sullo stesso arco FT, 
sono uguali, come si volea dimostrare. 

22. Prolrlerna 1". - Data una parubola, 
una sua tangente u ed un punto p~nlzwzque A del 

- - 

piano, determinare SU u un punto X ,  tale, cAe Fig. 18. 

Z' angolo formato dalla congiungente X ,  A 
con la seconda tangenle da X ,  silc un 
mnssimo. 

Per un punto qualunque X di u 
(Pig. 17) sia XT la seconda tangente. 
L'angolo AXY', di cui si cerca i l  rriassi- 
rno, è la somma algebrica dcgli angoli 
A X F ,  F X T ;  e poiché il secondo di 
questi è costante qualunque rtia X (teor. P), 
il massiuio di AXï'  avviene per 10 stesso 
punto X,, pel quale avriene il massimo 
di A X F .  Or siccome il punto F è fisso 
il problema è ridotto a queilo di trovare 
sulia retta u u n  punto Xo  tale, che 1' an- 
go10 sotto il quale i due puilti A,  F sono 
veduti da X, sia un massirno. Questo 
problema è quello trattato al no 5, e si 
risolve costruendo un circolo che passi per A, F e sia tangente alla retta u .  

23. Traslnzione di uno dei due sistemi. La retta f e l'nwjvlo s. - 

Consideriamo di iiuovo (Fig. 18) i due segmenti fondamentali A,Bl,  
A,& di due sistemi direttamente simili 4, L2; seguiamo con J il loro 
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punto di concorso, e tracciamo i due circoli AlA2J= cl, BI E?, J- c,, 
i quali s'incontrano ulteriormente ne1 centro d i  similitudine O. Pen- 
siamo ora che i l  segment0 A B 2  insieme ail' intero sistema Es si muo- 
va in traslazione, in modo che, restando A,B2 sempre equipollente a 
sè stesso, i punti A,B, descrivano due rette parallele a,  b. Siano P 
l'iilteriore intersezionc di a col circolo cl ,  & 17ulteriore intersczione di 
b col circolo c,. 

Dico che in questo lnovimento i punti Pl Q restano fissi, e le rette 
A,P, BI Q sono parallele. Infatti, muovendosi JA, parallelamente a sè 
stessa, mentre il punto A, percorrt: a, 17angolo AIJAS resta costante; 
quindi (no 6) il circolo cl varia passando sempre per 10 stesso punto 
della retta a, i l  quale non è altro che P. Similinente si dimostra che 
le circonferenze C, passano sempre pel punto Q. Cosi è dimostrata la 
prima parte dell'enunciato. Per dimostrare la seconda, osservianio che 
dalla considerazione del circolo c, si  deduce 

e parimente il circolo c, ci dà 

Sommando queste eguaglianze, e notando che 

-$= Al JA,  + B, JB,  = 180° ,  
si ottiene + A,PA,  + Bl&B, = 180° ,  

el pel parallelismo delle rette a, b, questa ci dimostra che le rette 
A, P, Bl & sono parallele. 

24. Ci6 premesso, dimostreremo che il punto O  giace senzpre sulla 
retta P Q. 

Infatti, per una posizione qualunque di Z2 durante la traslazione, 
siano rispettivamente 0', O" le ulteriori intersezioni (supposte diutinte) 
dei circoli cl, c, con la retta PQ.  S i  avrà da1 circolo cl 

X PA, J + JO'P = 180°, 
e da1 circolo c, 

JB,  Q + Q  û"J = 180'; 

ma da1 parallelismo sapra dimostratn delle rette A,P, BIQ segue 

& P A , J +  JBl&= 180°, 

onde, sonimando le dile precedenti, viene 

% JO'P + Q O U J =  180°, 

e questa dimostra che i due punti Of, O" della retta P Q  coincidono in 
unico O, ch'è l'intersezione (oltre J) dei due circoli. 

9' 
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132 Studio sulla spinta delle terre. 

26. 1 risultati dei due ni precedenti si possono riunire in questo 
unico teorema importantissimo per le nostre applicazioni: 

Teorema 3". - Se d i  due sihtemi direttamente simili ulzo si mwoe 

in traslazione ne1 piarto cowiune, il centro di similitudine descrive una 

retta. 
Noi chismeremo questo luogo dei centri di  similitudine Za rettu f. 

Per  tracciarla basta disegnare le rette a,  b percorse dai punti fonda- 
mentali A,, A, del sistema mobile; poi, messi questi punti in una 
qualunque delle rispettive posizioni, ti-ovare l'intersezione J delle rette 

AlIll, A,B,. Allora il circolo A I J A ,  =c l  determina su a il punto 
P, e la parallela da BI ad A,P determina su b i l  punto Q: la con- 
giungente PQ è la  retta f cercata. 

26. ~ pure importante l'angolo z, che la retta f forma con la di- 
rezione a della traslazione. Diamo, sebbene non dorremo servircene, la 
sua espressiol e per iiiezzo dell' angolo P = dl JA, dei due sistemi e del 
rapport0 di similitudine C. Essendo O i l  centro di  similitudine, si ha 

e d'altra parte 

OA, - sen A, A, O sen A, P O  - sen A, P O  Ben z 

OA, sen A, A, - sen A, P O  - sen (A, P A ,  + A ,  PO) - sen (fi + z)' 
ed uguagliando, si  ottiene 

sen r = C sen ( p  + z), 
da cui 

C sen fi tang z - -- - 
- 

1 - Ccos  p 
È notèvole che l'angolo z è indipendente dalla direzione della tras- 

lazione a. 

26. Xiforno al problemn 1". - Vogliamo ritornare a l  problema 1' 
del no 12 riguardanilolo da un nuovo piinto d i  vista. Consideriamo 
ancora i due sistemi siinili .Zl, Z, determinati dei scgmenti fondamen- 
tali A, BI, A, 11, (Fig. 19) ,  che si seghino ne1 punto J. Sia u, nna 
ret ta passante pet B,, ed u ,  la ret ta corrispondente per B,; denotiamo 
con Xl un  punto motiile sopra u,, e con X2 il punto corrispondente 
mobile s0pi.a u,. Quando questi due punti si muovono sulle rispettive 
rette, la congiiingente XI X, inviluppa iina parabola, che ha per fuoco, 
F, i l  centro di similitudiiie dei due sistemi (no 20), e questo è la se- 

conda intrrsezione (oltre J) dei circoli Al Az J =  cl, BI& J r  cl. 
Noi vogliamo pensare applicato il problema 1' del na 22 ail' an- 

zidetta parabola. riguardanilo u, come tangente fissa, ed A, come punto 
fisso del piano, onde i l  problema sarebbe di  trovare sulla retta u, la  
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poeizione del punto X ,  tale, che l'angolo A , X , X ,  format0 dalla se- 
conda tangente da XI con la corigiungente lY,Al sia un massirno. Ab- 
biamo veduto che questo problema si risolve cercando la posizione di 
XI, della quale i punti A,, F sono veduti sotto un a'lgolo massirno. 

27. Corne da1 problema lu del no 5 passammo al problema 2" del 
no 7, cosi, con una certa analogia vogliamo passare da1 precedente pro- 
blema lo al seguente. 

Problema 2". - Tenendo fisso i l  sistema Z,, e con esso la retla u, 
ed il p n t o  A, (Fig.'19) e pensando che 2, si muova in traslazione se- 
condo una diresione a s s e p a f a  a ,  determinarc la posizime di Zo, per la 
pale iE massirno delE' angoio AIXl X ,  abbia un valore dato 8. 

Fer risolvere questo problema, osserviamo che 

e si ha, pel teor. 2 O  (no 21) 

X , X , E =  B2BlF, cioè = B,QF-z 
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dove z (angolo delle rette 6, f )  è l'angolo che la retta f forma con la 
direzione della traslazione. Sostituendo, si ha dunque 

dove z è costante, non solo quando il punto Xi si rnuove sulla retta 
U, ma anche quando il sistema Z2 si muove in traslazione secondo la 
direzione a. Ne segue &e il massimo di k AIX,X, avviene simul- 

taneamente col massimo di AIXIF, e quando diventa AIX,& = 8, 
diventa insieme A, XI F = 0 + z. Ma yuando Z2 si muove in trasla- 

zione, in modo che A, percorra la retta a, il punto F percorre la retta f 
(teor. 3", no 25); dunque il problema è ridotto a quest'altro: trovare 
sulla retta f i l  punto I;O tale, che il massimo degli angoli, secondo i 
quali i punti A,, Fo sono veduti dai punti di u, abbia il valore dato 
8 + z. Questo problema non è altro che quello trattato al no 7 

Por risolverlo (Fig. 20) condurremo per A, una retta inclinah 
con f dell' angolo 0 + z, la quale la incontra in un punto K, e poi 
un circolo, che passi per A,, K e sia tangente alla retta ul. A ta1 
uopo si conduca la perpendicolitre da1 punto di niezzo di AK, e su 
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essa si prenda un punto arbitrario C; con ceritro in C e raggio CA, 
si descriva un circolo; poi da1 punto (2, in cui 8,K incontra u, si 
guidi la tangente a questo circolo, ed il punto di contatto T si ribalti 
sopra U, attorno a G. Questo ribaltarnento dà il punto Xo di contatto 
del circolo cercato, ed une normale da Xo ad zc, determina il centro Co 
d i  questo circolo, mentre COBl ne è il raggio. 11 circolo cosi ottenuto 

incontra la retta f ne1 punto F,, (oltre K) tale, che Q= A, Xo&, sarà 
uguale a O + z, e sarà il massimo degli angoli, dai quali i punti A,, Fo 
sono veduti da un punto variabile di u,. Poi si costruisca il circolo 
A,PFo, il qunle segherii la retta a ne1 punto A: (oltre P) tale, che 
la equipollente At R,O ad A, R, darà la posizione di questo segment0 
fondamentale, per la quale la posizione del sistema Zs sodisfa aUe con- 
dizioni del problema. 

5 II. Il problema di Culmann. 

28. Asseg.rzazione del problrma.. - 2 noto che la resistenza di coe- 
s i m  di un corpo di terra si concepisce come agente nel piano, lungo 
il quale si terne 10 scivolamento, 

Eig. 21. 
in senso opposto al movimento K C 
tangenziale temibile, e tale, che la 
sua grandezza non pub superare 
un certo valore massimo senza 
che 10 scivolamento avvcnga. 
Questo massimo valore si sup- 
pone indipendente dalla pressione 

D E 
normale e proporzionale all' area 
del piano. il coefficiente di pro- 
porzionalità è una costante spe- 
cifica, che chiamasi coefficiente di 
coesione, O brevemente coesione. . A 

Sia di nuvvo AB la parete, B C  il profil0 superiore del terrapieno 
(Pig. 21), d X un piano di distacco qualunque. Detto c il coefficiente 
di coesione, l a  massima resistenza di coesione, che pu6 opporre il piano 
AX sarà c - AX. Se, adottando una scala di forze, rappresentiamo 
questa resistenza con un segrnento A?, che portiamo sulla, retta A X  
a partirc da A, il luogo del punto Y, quando A X  ruota attorno ad A, 
sarà una parallela DE alla retta BC: noi la chiameremo retta di coe- 
swne: Adotteremo come sopra per unità della scala delle forze il semi- 
prodotto del peso specifico z della terra per la distanza ortogonale S 
da A a BC; allora si ha 

. AX = +zd . AT, 
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e quindi la distanza 6' da A aila retta di coesione avr i  l'espressione 

29. Secondo il concetto seguito dailo maggior parte degli autori, 
compreso il Cuimann, le resistenze di  attrito e di coesione si sommano 
nei loro effetti, cioè non pub avvenire Io scivolamento lungo un ~iano, 
se non quando la componente tangenziale della pressione totale rag- 
giunge la somma della componente di attrito e della masaima coesione. 
Cosi, dette N, T lc componenti normale e tangenziale della pressione, 
cp 1' angolo d' attrito, 1 l a  lunghezza del piano di terriibile scivolamento 
(di larghezza = l), l a  condizione di equilibrio è 

(2) T 7 c l  $ Ntang  9. 
30. Considerando ancora un piano di distacco qualunque A X  

(Fig. 22) e il wrrispondente yrisma di terra A B X ,  pensiam~ il peso P 

di questo prisma decomposto secondo la spinta S e 1' aziorie & su1 piano 

di distacco. Aiia scala delie forze sopra adottata siano 03 il segment0 che 

rappresenta P e 01'3 il triangolo di dec~m~osizione, in modo che 01') 1';3 
rappresentino risp: S e Q. Decomponiamo & in  due forze, m a  delle quali, 

C =  1'2, sia equipoUente ad m, cioè sia eguale e contraria alla massima 
resistenza, che pub opporre il piano di distacco dovuta alla coesione, 

e Q'= 23 la residua componente, l a  cui linea d' azione passerà  el 
punto d' incontro della l ima d' azione di & con AX.  Cosi la forza Y 
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è decomposta nelle tre S, C, Q' rappresentate ne1 poligono 01'23. Di 
queste quattro forze le due P, C sono note; della S si conosüe la dire- 
zione, e la &' è interamente ignota. Conviene per un moment0 cam- 
biare ne1 poligono 1' ordine delle forze, facendo seguire le due note, 
cioè condurre da1 punto O 1' equipollente ad YA,  e poi pensare de- 
composta la risultante 13 nelle due forze 12, 23, che rappresentino risp: 

S, Q'. Coei è meglio manifesto che la decomposizione in discorso della 
forza P è semplicemente indeterminata, poiché, essendo noti della retta - 
12 un estremo 1 e la direzione, qualunque punto 2 di questa retta dà 
una soluzione del problema. lnvece di assegnare il punto 2, è meglio 
far dipendere la soluzione dall' augole g', che Q' forma con la normale 
esterna N al piano. di distacco. Intanto 10 stesso valore di S deve pro- 
venire dalle analoghe decomposizioni relative a tutti i possibili prismi, 
e questi dipendono dail' inclinazione ol del piano di distacco con una 
direzione fissa; con ci6 s' introduce un' altra indeterminazione semplice. 
Dunque, in conclusione, il problema deiia determinazione di S mediante 
la sols statica è doplpiamente indeterînilzato. 

31. Si conduca del punto 3 la parallela 3 n  alle normale al  piano 
di distacco, e da1 punto 2 si cali la perpendicolare a questa paral- 

lela; il punto 4 starà in linea retta coi punti l', 2, sicché 1'4 é la com- 
ponente tangenziale T della pressione Q su1 piano di distacco, e 43 ne 

è la componente normale. Or si ha 1'4- 1'2 + 24, e poiché 1'2 - C =  c l ,  
dove 1 - AX, risulta 

(3) T - c l  f hrtang p'. 

Paragonata [pesta relazione con la (2), si vede che la condizione 
d'equilibrio si riduce alla espressione piG semplice 

(4) ~ ' 7  cp. 
32. Condizwni forlzite da1 primipio di Coulomb. - Questo principio, 

che noi richiamiamo con 1' enunciato generale datone al no 3, fornisce 
le due condizioni, che rendono determinato il problema. Facciamo di- 

pendere S dalle due variabdi g', cir qui sopra d e h i t e ,  sicché q' pub 
riguardarsi corne iina funzione di S e di a. Per la spinta attiva le due 
condizioni offerte da1 principio di Coulomb sono le seguenti: 

1. L' angolo g' dev' essere un massimo quando, tenendo costante S, 
si fa variare a .  

2. IL valore di S deve esser tale, che qlcesto massinao d i  q' sia 
uguale a y .  

Per formulare le analoghe condizioni relative alla spinta pasmva, 
bisogna, non solo cambiare il segno di y ,  ma anche il senso della com- 
ponente di coesione, che dovrà essere A Y  invece di YA. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



138 Studio aulla spinta delle terre. 

Ne1 caso della spinta attiva, per dimostrare che queste due con- 
dizioni equivalgono al principio di Coulomb, supponiamo che A X  della 
Fig. 22 rappresenti il piano di scivolamento da esse determinato, e che 
la parte a destra della figura sia la decomposizione che vi corrisponde; 
quindi si legga y al posto di Q'. Se si fa crewere S ,  il punto 2 si 
allontana da1 punto l', 1' angolo Q' diminuisce, e quindi, per la (4), 
1' equilibrio del prisma A B X  diventa pid sicuro. Alla stessa 
conclusione si perviene a fortiori per altri prismi, pei quali, 
con 10 stesso d o r e  della spinta, è già g' < y.  Se invece si , 

pensa che S decresca, ragionando analogamente si conclude che l'equi- 
libri del prisma ABX sarebbe rotto ne1 piano di scivolamento AX, 
e quindi il prisma si muoverebbe in basso strisciando su questo piano. 

Per la  spinta passiva la diiuostraziorio si pub svolgere analoga- 
mente. 

33. Sistemi simili cletmminriti da un terrupieno. - Corne ne1 capitolo 
primo ci limitiamo a trattare della spinta attiva. Adottando la solita 

scala delle forze, il segment0 verticale bT= BX (Fig. 23) rappresen- 
terà il peso P del prisma ABX determinato da un piano di distacco 
qualunque A X .  Conduciaruo da O la parailela bm aila direzione sup- 
posta nota della spinta. Assegniamo arbitrariamente il valore di S, 
riportiamolo alla scala delle forze sulla predetta parallela in b%; poi 

conduciamo da m 1' equipoileiite = ad YA, e congiungiamo z con x 
Il quadrilatero bmsx rappresenterà la decomposizione del peso P neiie 

tre componenti S = bm, C = mz, Q' = 23 definite al no 30. Se con 
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una rotazione di ampiezza - (90' + w) ed una traslazione spostiamo 
questo quadrilatero in modo che si sovrapponga a BX, i due punti 
nz, s prenderanno le rispettive posizioni 111, 2. Se allora, mantenendo 
il valore della spinta, consideriamo un altro piano di distacco AX', e 
ripetiamo per questo le operazioni anzidette, i punti m, N restano fissi; 
i punti x, X si spostano sulle rispettive rette bc ,  BC; il punto z' si 
ottiene conducendo KT' equipoilente ad Y-. Se Z' e7 la posizione di z' 
dopo Io sportamento, il triangolo MZZ'  risulterh uguale al triangolo 
AYY';  ma questo è direttamente simile al  triangolo ,4XX', dunque 
i due triangoli MZZ'  AXX' sono direttamente simili. Poiché cib 
vale per qualunque altro piano di distacco, si conclude che, se X, X', 
X", . . . sono successive posizione di  X sulla retta BC, e Z, Z', Z",. . . 
sono le corrispondenti posizioni di 2, che giacciono pure evidentemente 
sopra una retta, i punti A,  X, X', X", . . . da una parte ed i punti 
M, 2, Z', Z", . . . dail' altra, appartengono a due sistemi direttamente 
simili El, &- 

La posizione di questi due sistemi pub riguardarsi comc deter- 
minata (no 17) dalla coppia di piinti corrispondenti A, M insieme 
all' angolo P dei due sistemi e al rapport0 di similitudine C. Il primo 
ha il valore 

f i  = & ( A X ,  ML) = ( A  X, mz) + (mz, M X )  

= 180' - (90' + W) = 90' - W, 

e il valore di C è 

Con questi dati si possono costruire direttamente i due sistemi 
simili col metodo prescritto al nu 19, sostituendo ai punti allora segnati 
con A,, A,; BI, B2 (Fig. 16) i punti A, iy; X, Z, e quindi si pub 
costruire il quadrilatero di decomposizione spostato relativo a un dato 
piano di distncco e a un dato valore della spinta, senza che sia neces- 
sario disegnare la parte a destra della figura 23., ami, usufruendo della 
retta di coesione, non serve nemmeno ricorrere alla precedente espressione 
di C. Disegnata la parete AB (Fig. 24), la linea superiore BC  e la 
retta di coesione DE, ai guiderà per B la retta a formante con B A  
l'angolo $J f o (no 9), che sarà i l  lungo dei punti 31. II valore dato 

S della spinta si portorà alla sapiita scala in BIIL Poi su AM 
corne corda si descriverà un segmento di circolo capace dell'angolo 
90'- W: questo sarà il circolo cl. Data poi la linea di distacco A X ,  
si segnerà il punto J ,  in cui etlsa, incontra cl (oltre A), e sulla con- 

giungente M T  si st,accherà il segmento MZ = AY;  ai traccerà la con- 
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giungente ZX, e cosi sarà cornpleto il quadrilatero di decomposizione 
B M Z X  cercato. 

34. ProhZema preliminare. - Torniamo a considerare la G g .  23, e 

proponiamo~i un problema preliminare. Dato arbitrariamente il valore 

Fig. 24. 

BM della spinta, vogliarno determinare il piano di 
distacco rispondente aila sola 1" condiziorie fornita 
da1 principio di Coulomb, cioè in modo che il corri- 
spoiidente arigolo g' sia lin massimo. 

Denotando con 0 1' arigolo A X Z ,  abbiarno 

e = % (XA, X Z )  = (XA, XZ) + (XZ, xz); 
ma si ha 

% (XA, XB) = !IO0 + e', (XZ, X Z )  - - (90' + w), 
onde 

( 5 )  O r p ' -  a. 

Poiché dunque q' differisce da 8 per una costante, i l  massimo di 
g' avviene sirnultaneamente col massirno di 8. Ma quando A X  varia 
ruotando attorno ad A, i punti X, Z descrivono due punteggiate simili 
corrispondenti nei due sistemi Tl, Z2, -cioè X descrive la retta superiore 
UC - zc,, e B la retta corrispondente i?c, luogo dei punti X; dunque 1s 
congiungente X Z  inviluppa una parabola tangente a queste due rette. 
Cosi 1' angolo O è format0 della congiungente X A ,  dove A è un punto 
fisso, con la seconda tangente X Z  alla parabola. Il problema del mas- 

simo di 8 è dunque identico a quello assegnato al  no 22 e riprodotto 
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al no 26. Per risolverlo si determini prima (Fig. 24) il centro di si- 
militudine F  dei due sistemi, che è insieme fuoco della parabola 
(no 20), come seconda intersezione dei circoli A M J -  cl, X Z J  = c,; 
poi si descriva (ni 26, 5) un circolo qualunque pei punti A, F, e da1 
punto H, in cui AE' sega B C ,  gli si conduca la tangente; il punto di 
contatto T ribaltato su B C  attorno ad H darà il punto Xo tale, che il 
circolo A F X ,  risulterii tangente in X ,  a BC. Il piano di distacco AXo 
sarà quelio, che risolve il problema. 

35. Determinazione della spinta. - X a  il problema precedente, 
che abbiamo svolto solamente per concatenare le idee, non serve allo 
scopo, perché dohhiamo pur sodisfare aila 2m condizione di Coulomb, 

-- 

cioè determinare BM (Fig. 24) in modo, che il massimo di pl abbia 
il valore rp. Or è evidente che, quando ,M si sposta suila retta BM, 

-- 

il segment~ fondamentale MZ, e con esso tutto il sistema x2, si muo- 
vono in traslazione secondo la direziorie di BICI. Dunque il nostro 
definitivo problema, üioè di determinare la spinta rispondente alle due 
coiidizioni di Coulomb, è identico a qiieilo assegnato al no 27. La retta 
ivi segnata con a è sostituita da BJ< la retta u, da BC, ed il punto 
A,  da'^; e poiché il massimo p' deve avere il valore rp, il massimo 
di 8 avrà il valore cp - w (equaz. (5)). Il problema si risolverà, come 
fu prescritto al no 27, costruendo prinia la retta f e l'angolo z, o dcter- 
minando su f un punto E', tale, che il massimo degli angoli, sotto i 
quali i punti A, Fo sono veduti dai punti di B C  abbia il valore dato 
p - w + z .  

Ecco come verrebbero pdiçolarizzate le operazioni della fig. 20. 
11 punto d'intersezione della retta a con la ÿ rappresenterà il ciglio 
superiore B della parete, e la a formerà con la parete l'angolo + +m. 

Inoltre, poiché A, Bl rappresenta un piano di distacco qualunque, 
sarà più semplice assumere come tale la parete stesaa. Le operazioni 
sarebbero dunque le seguenti. (Fig. 25). Si conduca per B la retta a 
formante con la parete BA l'angolo @ + a. Poi, preso su essa un 

- 

punto qualunque LW, si costruisca su AlIf como corda un arc0 di cir- 
colo capace dell' angolo 90° - w :  questo sarà i l  circolo cl. L'inter- 
sezione d i  a con cl (oltre A) sarà i l  punto P. Per ottenere il punto 
2 di Z2 corrispondente a B, basta congiungere Jl col punto J, in 
cui A B  sega cl (oltre A) e riportare suila congiungente il segment0 

HZ = A Y, dove Y è l'intersezione di A B  con la retta di coesione. 

Allora AB, M.2 faranno l'ufficio di ~egment i  fondamentali dei due 
sistemi El, 22,. Poi la parallela da Z ad a sarà la retta h, e la paral- 

lela da B ad A P  segherà b ne1 punto Q; la congiungente PQ sarà 
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142 Studio sulla spinta delle terre. 

la retta f ,  e l'angolo di f con a (O con b) sarà z. Da1 punto A si 
condurrà una retta inclinata con f dell'angolo gi - w + z, la quale in- 
contrerà f un in punto K, e B C  in un punto G. Condotta la normale 
ad AK da1 suo punto di mezzo e fatto centro in un punto qualiinque 
O di essa, con raggio OA si descriverà un circolo, al quale si condurrà 
la tangente da G;  il punto di ~ i g .  25. 

contatto 1' ribaltato su Jj'C 
attorno a G darà il punto Xo 
tale, che AX,  sarà il piano di 
scivolamento. AUora il circolo 

l 

1 

tro di similitudine N 

per la posieione 
cercata di Z,, ed 
il circolo APF, incontra a ne1 punto d l o  tale 
che ~ 3 1 ,  rappresenta la spinta cercata. 

Quest' ultirno circolo incontre AX, ne1 
punto ,To, condotta MotG e riportato su essa 
-- - 
XoZ, = AY,, dove Y,  denota l'intersezione di A X ,  con la retta di 
coesione, si ottiene il punto Z,, tale, che BMoZoX0 rappresenta la 
decomposizione determinata da1 principio di Coulomb. Cosi è risoluto 
il problema. 

36. fiemplifiçasioni. - La costruzione precedente pu6 essere sem- 
plificata per le seguenti notevoli considerazioni. 

10. Abbiaiuo per costrueioile 

< P B A = @ + w ,  ed é % d P B = 9 O 0 - w ;  
ma si ha  da1 triangolo A P B  

Qc P A B  = 180' - ( P B A  + APB), 
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quindi 

QC R A P  = 180° - (go0+ $) = !No - Q; 

si ha poi direttamente, conducendo AIS nella direzione deila spinta, 

k S A B  = 90' + $, 
dunque 

~ S A R + R A P = 1 8 0 ~  

cioè la retta A P sta su1 prolungumento della direziolze della spitzta 
guidata per A. 

20. Conduciamo da B la parallela BI e da A la parallela A I '  alla 
retta f. Si avrà 

<x PB1 = z, 
e poiché 

* P B A = *  +a, 

ma si ha poi 
+ G A l ' = A I i P = r p - w +  z, 

onde 
X G A B - G A I ' + I ' A B = r p + @ .  

Cosi la retta K A G  wolz è altro che lu retta di direzione. 

3". Denotiamo con V il punto d'intersezione di f con E C ,  e pen- 
siamo condotta la linea di distacco A V (che non è segnata nella fig. 25 
per non confondere il disegno). Se invece di un circolo qualunque del 
fascio (AK)  scegliamo queilo, che passa per V, l'ulteriore intersezione 
di esso con E C è i l  punto P' coniugato di  V nella involuzione deter- 
minata su questa retta dai circoli del fa-cio, e si ha 

onde V' pu6 costruirsi come intersezione d i  B C  con una retta, che 
formi con l'orizzontale per A l'angolo p + z, cioè con la retta, che 
sarebbe quella di natural declivio della ter ra ,  se l'angolo rp fosse in- 
crementato di z. Ottenuto V', per costruire il piano di scivolamento, 
anziché far uso del predetto circolo, si pub adoperare la costruzione 
di Poncelet coi puati V, J", G. 

37. Costruxione paticu definitiva. - Per queste proposizioni la 
costruzione semplificata della spinta, che noi adottiamo come definitiva, 
è la seguente. (Fig. 26, Tav. 3). 

Disegnata la retta AS  nella direzione della spinta e poi per B 
la retta a formante con la parete l'angolo $J + w, l'intersezione di queste 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Studio sulla spinta delle terre. 

1 

due rette è il punto  Y.') Condotta la normale ad A P  da1 suo punto 
di mezzo, e preso si1 essa un punto qiialunqiie SL corne centro, con 

1) Sar i  graficamente più comodo disegnare la retta a mediante l'angolo, che 
forma con la linca superiore. Questo ha il valore 90° + 8 - +, ove E è l'inclina- 
zione della parete con la verticale (negativo ne1 casa ciella figura). Quest' mg010 
è dato direttamente in  quello, che la verticale A W da A rivolta i n  basso forma 
con la dirczione A S  della spinta, il che pu6 facilmente dimoatrarsi. 
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raggio JLA si descriva un circolo, che segherà a in un punto M, e 
- -. 

BA in un punto J. Sulla retta J H  a partire da Jl si porti 312 = A Y ,  
e per 2 si tracci l a  retta b parallela ad a. Allora una parallela da B 
ad A P  sega b ne1 punto Q, e PQ è la retta f che determina l'angolo 
z. Fer A si conduca: 1". la retta di direzione AG, che sega f in K; 
20. la retta AV'  inclinata con l'orizzontale per A dell'angolo rp + z. 
Segnato con P il punto d'incontro di f con BC, coi punti V, V', G 
si esegua la costruxione di Poncelet, che darà il piano di scivolamento 
A$. Allora il circolo AKX,, sega f ne1 punto Fo, ed il circolo APFo 
sega u ne1 puiito Mo tale, che BJ& rappresenta la spinta ridotta. La 
formola 

S = é n d - ~ x  

permetterà di calcolarne il valore numeriüo. 

§ III. Spinta sotto l'azione della sola coesione. 

38. Appi icasio~ze de2 principio d i  Coulomb - Determinazione della 
spinta - Supponiamo che la sola azione resistente al10 scivolamento 
del corpo d i  terra sia la coesione. Benché non possa mai ammettersi 

- 

the l'attrito non agisca, pure questa astrazione ci sarà utile per poter 
poi combinare l'efietto del fiolo attrito studiata ne1 capitolo primo con 
quel10 della sola coesione, che vogliamo studiare ne1 presente paragrafo. 

Dalla precedente risoluzione del problema di C u l m a n n  possiamo 
evidentemente ricavare quella dell'attuale problema ponendo <p = O. 
Ma poiché i l  problema d i  C u l m a n n  dev' essere, a mio credere, abban- 
donato, non essendo esatto ritenere che gli effetti dell'attrito e della 
coesione si sommino, si dorrebbe, in una esposizione della teoria, che 
non premetta, come noi abbiam fatto, il problema di Culmann ,  procedere 
al10 studio dell'attuale problema direttamente. Accenniamo questo 
procedimerito. 

La condizione d'equilibrio di un prisma qualunque sarà, invece della 
(2) del no 29, la seguente: 

T 7 c l ,  

che paragonata con la (3) del no 21 valevole anche adesso, si riduce 
all' espressione più fiemplice 

g' 7 o. 
La prima condizione offerta da1 principio di C o u l o m b  (no 32) 

resta inalterata, nia la seconda sarà aostituita dalla seguente. 
12 valore di S deve esser tale, che i l  wms inzo  d i  Q' s ia  zwo. 
Non ci fermeremo qili  ri, dimostrare che questa 2a condizione infiieme 

alla la enunciata al  no 32 equivalgono al principio di Coulomb, poiché 
Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 61. Band. 191%. Heft l/$. 10 
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si tratta di una dimostrazione, che abbiamo dato più generalmente. Le 
differenze da tener presenti sono: lo. che il massimo dell'angolo AXZ 
(Fig. 23) deve avere il valore - w ;  2:. che il massimo dell'angolo AXF 
avrà il valore z - w ;  3 O .  che la retta K A G  (F'ig. 26) formerà con la 
parete l'angolo @, cioè sa r i  perpendicolare ad AS, e corne tale potrà 

W g .  27. 

costruirsi; noi la chianieremo reita 
d i  diresione per la coesione; 4'. che 
ne1 quadrilatero di decomposizione 
corrispondente alla soluzione del 
problema l'angolo in 2, (Fig. 25) 
sa r i  retto per essere = O, corne si 
scorge subito guardando la fig. 23 
a destra. 

Nella fig. 27 vedonsi eseguite 
le costruzioni, facendo uso, per tro- 

vare il piano di scivolamento, di un circolo di centro O cornunque 
scelto suila perpendicolare da1 purito di mezzo di AK. In fine deiie 

- - 

operazioni già descritte s i  ottiene ,la spinta B M ,  e poscia il qua- 
drilatero di decomposizione RMoZoXo. Eutile costruire questo qua- 
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drilatero per avere una conferma della giustezza delle costruzioni gra- 
fiche, perché dovrà risultare X,Z,  perpendicolare ad i7foZo. 

39. Diedi  e piani Zimiti di scivolamento - Diamo un valorc 
arbitrario BM alla spinta (Pig. 28.). I l  circolo A P M  s e p  f ne1 

punto F (oltre P), che è il centro di 
similitudine relativo a questo valore della 
spinta. Ne1 circolo A F K  l'arco sotteso 
dalla corda AFè capacc dell' angolo z -a .  

Supponiamo che questo circolo seghi BC 
in due punti X', X .  Consideriamo A X' 

L'eguaglianza (1) del no 27 trascritta con le presenti notazioni ci dà 

AX'Z' = A X ' F -  z, cioè 0 = AX'F- z; 

ma per costruzione si ha 
g A X ' F = t - w ,  

quindi 
O=-a, 

onde, per la (5) del no 34, 
(1) g ' = O + w = o ;  

Dunque il piano di distacco A X '  si trove in equilibrio limite. 
Alla stessa conclusione sè perviene pel piano AX". Se XI è un punto 
di  B C  cornpreso fra X' ed X'>  si ha evidentemente 

Q = A X , P ' > z -  a, 
e quindi 

~ ' = e + W > o ;  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



148 Studio sulla spinta delle terre. 

dunque ne1 piano AX, la coesione è vinta, e l'equilibrio non è possi- 
bile. A1 contrario, per, ~ u n t i ,  come X, ,  situati fuori del segment0 
X'X" si ottiene analogamente Q' < O, e quindi l'equilibrio sussiste. 
Cosi il diedro X'AX" racchiude tntti i piani di distacco, pei quali 
1' equilibrio non è possibile col valore assunto per l a  controspinta. 
Noi 10 chiameremo diedro di scivolamento, e diremo piani Zinziti di 
scitiolamento i due piani AX', AX" che 10 limitano. A1 variare di 
BM le coppie di punti X', X" costituiscono su B C  l'involuzione 
determinatavi dai circoli del fascio (AK). Cosi è dimostrato pel cas0 
che agisca la sola coesionc il seguente teorema, che fa riscontro a quel10 
del no 11 relativo all'ipotesi che agisca il solo attrito: 

Le cqpie dei pialzi limiti di scivolammto relativi a vabri successivi 
della spilzta costitzkono una iwuolusione. 

Il piano di scivolamento determinato da1 principio di Coulomb è 
evidentemente uno dei piani doppi di questa involuzione. 

Ci6 poeto, per valori abbastanza grandi della controspinta B L ~  
ii terrapieno sta in equilibrio, e quindi i diedri di scivolamento non 
esistono, perché i circoli A F E  non segano BC. Decrescendo la con- 
trospinta, essa raggiunge un valore tale, che il corrispondente circolo 

del favcio ( A K )  tocca B C  in un punto X,; allora A X ,  è il pianu 
doppio utile dell'involuzione, cioè il piano di scivolamento rispondente 
al principio di Coulomb. Decrescendo ancora l a  controspinta fino a 
zero, i circoli A K F  cominciano a incontrare B C  in due punti, e quindi 
esistono effettivi diedri di scivolamento. 

È importante ossemare, perché ce ne serviremo in seguito, chs 
anche per un piano limite di scivolamento, come AX', e pel corri- 
spondente valore della spinta, il quadrilatero di decomposizione ha l'an- 
go10 in z' retto, perché Q' = O, comc dico l'equazione (1). 

40. Aitra costruzione del piano d i  scivolamento. - Per costruire il 
piano di scivolamento possiamo far uso di una costruzione analoga a 
queila, che abbiamo proposto al no 14 pel caso del solo attrito. Trac- 
ciamo un circolo qualunque (Fig. 29.), e prendiamo su esso un punto 
qualunque O, da1 quale pensiamo condotte le parailele ai piani limiti 
di scivolamento; queste costituiranno un fascio in involuzione, e le  
loro intersezioni col circolo determinano su questo una involuzione - 

di punti. Le congiungenti i punti coniugati di questa involuzione con- 
corrono in un punto S, che chiameremo celztro d'i.nuolusione. Per de  
terminare questo punto bastano due coppie di piani limiti di scivola- 
mento. Corne tali possiamo scegliere: 1" la coppis AP, AP' definita 
al no 36, e per questa bisogna osservare che ne1 caso presente V è sem- 
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pre 1' intersezione di f con HC '), mentre A V' forma con 1' orizzontale 
per A rivolta verso il t'errapieno l'angolo z; 2 O  la coppia costituita 
dalla retta di direzione A G  e dalla parallela da A a BC, che forma 
con i'orizzontale l'arigolo m. La prima coppia determiui vu1 circolo i 
punti 1, 1' e la seconda i punti 2, 2'. Le congiungenti Il', de- 
terminano il punto S. Una delle due tangenti da S al circolo Io tocca 

C 

in un punto c tale, che Oc ha la di- 
rezione del piano di scivolamento A x,, 
che cosi pub costruirsi. 

41. Ottenuto cos1 il piano di . 
scivolamento, per dedurne la spinta 
il prosieguo deile operazioni pub pro- 
cedere corne è detto al  no 38. Pero, 
siccome con qiiesto metodo si deve far uso dcl punto K, che cade 
d'ordinario a grande distanza, proponiamo invece la seguente costru- 
zione molto più semplice (Fig. 29). Ne1 quadrilatero di decompo- 
sizione cercato BMoZoX0 l'angolo in 2, dovrà essere retto, ed il lato 

dl,~,  d o a à  essere uguale ad z. Inoltre 1' angolo AXoZ,  avrà il 
valore - a. Per queste proprietà è facile costruire direttamente il qua- 
drilatero. Si prenda su1 circolo 1' arco 0 0' di ampieeza - 2 m ;  la retta 

1) Nella figura, per non confondere il disegno, abbiamo omesso in parte le 
operazioni preliminari, che servono alla determinazione della retta, f. 
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43. Proposizimi p-el.imimri. - Premettiamo &une proposizioili. 
dbbiamo veduto al no 11 che, condotta per A (Pig. 30) la retta, che 
forma con a l'angolo rp - a, la quale la incontri ne1 piinto H (ivi 
denotato con P), se si dà un valore arbitrario BS aila spinta, i rela- 
tivi piani limiti di scivolamento contro 1' attrito sono determinati da1 
circolo A H M  mediante i punti X', X", in cui questo interveca BC. 
Abbiamo veduto poi al no 39 che, guidata per A la retta, che formi 
con f l'angolo z - ai, la quale la incontri ne1 punto K, i piani limiti 

mg. so. di scivola- 
mento con- 
h o  la coe- 
sione, per 
Io stesso 
valore della 
spinta,sono 

A W', A W determinati da1 circolo 
A K F  mediante i punti W', W", in 
cui questo interseca BC, mentre F 
è i l  punto, in cui f è segata da1 
circolo A P M  (oltre P), e P è 1' in- 
tersezione di a con f .  Quando N 
varia su a ,  ed F varia in corrispon- 
denza su f; i punti A, P, EI, K 
restano fissi, e sempre la coppia 

. X', X" è determinata da1 circolo 
del fascio ( A H )  passante per M, e 
la coppia W', W da1 circolo del 
fascio ( A K )  passante per F. Ma la 
corrispondenza dei puriti M, F è 
biunivoca, perché essi sono sempre 
le ulteriori intersezioni (oltre P) delle 
rette a, f con uno steseo circolo del 

fascio (AP).l) Dunque anche la corrispondenza delle coppie X', X" con 
le coppie TV', TF" è biunivoca. Cosi è dimostrato il seguente teorema 
fondamentale. 

Teorema - L e  coppie dei piani limitm di  scivolamento relativi alla 
attrito e di quelbi relatiai alla coesione rifevite per valmi cornuni della 
spinta eostituiscono due involuzwni proiettive sovrapposte. 

1) Le due punteggiate determinate nulle rette a, f dei punti M, F sono si- 
mili, ed hanno unito il punto P, corne facilmente si dimostra. 
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44. Ora in due involuzioni siffatte sono da distinguere i scguenti 
elementi singolari l) : 

1". gli  elementi doppi di  ciascuna delle due involuzioni; 
2". gli elementi di ciascuna delle due involuzioni, che corrispon- 

dono agli elementi doppi dell'altra, e che noi, con denominazione già 
usata e attinta dali'analisi, chiarneremo elementi d i  di~anzasione; per 
ciascuna involilzione essi sono quattro distinti in due coppie; 

3". gli elementi uniti, cioè quelli, i n  cui coincidono due elementi 
appartenenti a coppie corrispondenti delle due involuzioni. È noto che, 
trattandosi di involuzioni quadratiche, gli elementi uniti sono quattro. 

45. IZ piurio d i  scivolummto in diversi casi. - Noi vogliamo con- 
siderarc un terrapieno tale, che non si tcnga in equilil~rio da sè. Ne 
segue che pel valore zero deila spinta i due diedri d i  scivolamento rc- 

Fig. 31 lativi all 'attrito ed alla coesione debbono essere 
reali ed arere una parte coruune, poiché tioltanto 
una parte siffatta pub racchiudcrc piani, lungo 
i qnali 10 scivolamento sia possibile. È evidente 
che, crescendo la controspinta a partire da zero, 
essa deve raggiungere valori tali, per cui l'equi- 
librio sia possibile. Ora ci; pu6 avvenire in due 
modi: O perché uno dei due diedri diventi im- 

a b 
maginario, passando prima pel piano doppio, O 

perché i due diedri, pur restando reali, si separino. Dunque, crescendo 
la spinta a partire da zero, uno di questi due fatti deve verifiüarsi: 

Io Gaso - Se avriene prima, chc uno dei due diedri diventi iin- 
maginario, esso si riduce prima ad un piano doppio, i l  quale é in- 
t emo  alY altro diedro reale. 1 due diedri si  trasformano, al  crescere 
della spinta, passando dallo stato che nella Fig. 31 è segnato con a) 
a quello segnato con b)  e, successivamente, il diedro divenuto piano 
doppio sparisce. Questo piano doppio è allora il piano di scivolamento 
determinato da1 principio di Coulomb, perché, per valori della spinta 
rninori di quello che gli corrisponde, 10 scivolamento è possibile, essen- 
dovi diedri reali con parte comune, rnentre per valori maggiori non è 
possibile, mancando uno dei due diedri. 

Dunque in questo caso i l  pialto d i  scivobmmto è un piaru, doppio 

1) Per la definixione generale di due involiizioni proiettive si puo consultare 
Clebsch-Lindemann, Vorles. über Geom., Leipzig, 1876, pag. 208 e segg. Per 
le involuzioni di Z 0  grado v. Bat tagl in i  G.  SUZle forme binarie dei prinzi quattro 
gradi, Giorn. di Battaglini, Vol. IlI, no 9 ;  e Capelli A. Sopra la corrispondenzs 
(2, 2); ibid, Vol. Sm, 5 IV. In queste ultime perb si fa uso della teoria delle 
forme algebriche con notazione simholica. 
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di una delle due'invoiuzioni. Esso è cofnpreso fra i dm piani d i  di- 
ramaziogze, che gli  corrispolzdono nell' ultra. 

2 Caso - Se avviene prima che i due diedri si separino, a l  mo- 
mento della separxzione un piano limite di uno di essi coincide con 
un piano limite dell'altro, costituendo un piano unito. La  trasforma- 
zione è indicata nella Fig. 32 col passaggio dallo stato c) al10 stato d). 
Il piano unito k allora i l  piano di scivolamento determinato da1 prin- 
cipio di Coulomb, perché, lier valori della spinta inirori del corrispon- 
dente, evistono diedri reali con parte comune, mentre per valori mag- 
giore i diedri sono separati, come vedesi in e). 

Dunqne ilz questo caso il piuuo di scinolamento è un p'ano unito 
delle due i9t~;oluzioni. AUora, crescendo ancora la  spinta, uno dei due 
diedri diventa immaginario, riducendosi prima ad u n  piano doppio, co- 

Fig. 35. 

me vedesi indicato in  f ) ,  il quale non é compreso fra i due piani di 
diramazione, che yli cmrispofitlona nell' ultra involwione. 

È poi evidente che ne1 l0 caso l n  scirolamento tende ad avvenire 
per vinto attrito O per vinta coesione, secondo che il piano doppio 
rappresenti un  diedro di  scivolamento per attrito o per coesione; in 
altri termini esso avviene ne1 lu o ne1 2" dei mudi distinti a l  no 42. 
Invece ne1 2" caso Io scivolamento tende ad avvenire per vinto attrito 
e per vinta coesione insieme, cioè ne1 3O dei t re  niodi distinti a l  no 42. 

In entrambi i casi, crescendo la spinta a partire da zero, s'incon- 
trerà prima il piano doppio utile di  una delle due involuzionil), a l  
quale corrispondono rieli'altra piani di diramazione reali, come vedesi 
indicato negli stati b) della, Fig. 31 ed f )  dclla Fig. 32. Crescendo l a  
spinta piii oltre, i piani della prima involuzione diventano immaginarii, 
e quindi a l  piano doppio utile dell'altra, il quale successivamente si  
incontra, corrispondono nella prima piani di diramazione immaginarii. 
Dunque: 

1) Qui per utiZi intendiamo i piani doppi corrispondenti n vnlori positivi della 
spinte, per di~tin~ucrl i  da gli altri, che non entrano neiia quistione. 
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Le coppie di piani d i  diramazio.ne cmrispondenti ai ,  piarbi dopi 
utili delle due involuzioni sono una reale e I'altra z'nzmaginaria. 

Asseriamo per ora come un semplice fatto, del quale ci renderemo 
ragione i n  seguito (no. 84), che per terrapieni relativamente alti il 
piano doppio utile, a cui corrispondono piani di diramazione reali, è 
quello relativo ali'attrito, cioè quel10 che sarebbe piano di scivola- 
mento, se la coesione non vi fosse, e per terrapieni bassi è quello re- 
lativo alla coesione, cioè quel10 che sarebbe piano di scivolamento se 
non vi fosse l'attrito. 

46. Costrlczione del piano di scivolanzento. - Sulle precedenti pro- 
prietà fondiamo il metodo per la determinazione del piano di scivola- 
mento e quindi del valore della spinta rispondente al principio di 
Coulomb. 

Per un terrapieno alto si deteruiini coi metodi del capitolo se- 
condo i l  piano doppio relativo allo attrito, e si costruiscano, come 
diremo, i piani di diramazione corrispondenti relativi alla coesione. La 
costruzione stessa dira se questi risultano reali, e se quindi veramente 
il terrapieno è da trattarsi come alto. Se questi due piani compren- 
dono il piano doppio anzidetto, si è ne1 1" caso del no precta (Fig. 31 b), 
ed il piano doppio relativo all' attrito è anche piano di scivolamento 
per le due resisten~e simultanee, il quale percib resta deterrninato coi 
metodi del capitolo secondo. Se, al contrario, i l  piano doppio relatiro 
all'attrito resta esterno al  diedro formato dai piani di diramazio~ie 
corrispondcnti rclativi alla cocsione, si è ncl 2" caso del no. prccedente 
(Fig. 32f.) ed d o r a  il piano di scivolamento per le azioni simnltanee 
sarà il piano uiiito prossimo, il quale dovrà espressamente costruirsi 
corne direrno. 

Invece, per un terrapieno basso, si determinerà coi metodi del 
presen'e capitolo, 5 3 il piano doppio relativo alla coesione, e si 
costruiranno i piani di diramazione corrispondenti relativi all'attrito. 
Il risultato verificherà se essi sono veramente reali. Se questi corn- 
preridono il piano doppio, si è ne1 1" üaso, e i l  problema è risoluto 
coi metodi del 5 III; se invccc non 10 comprendono, si è ne1 2" caso, 
ed i l  piano di scivolamento sarà un piano unito da costruirsi. 

Prescriviamo tre procedimenti: i due primi avranno una maggiore 
importaxiza teorica; il terzo è quello che convierie seguire in pratica. 

47. l0 Procedimento.. Consideriamo le due involuzioni di punti, 
che i piani limiti di scivolamento relativi all' attrito ed alla coesione 
determinano sulla retta superiore BC, e diciamo la la prima ed I, la 
seconda. Pensiamo l'involuzionc Ia proiettata da1 punto A e la I, da 
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un altro punto A' (Fig. 33.), che per comodità süegliamo su1 pro- 
lungamento di AR. Lc due involuzioni di r a g e  cosi determinate 
sow proiettive, cioè ad ogni coppia della prima corrisponde una ed 
una sola coppia della ~ieconda e reciprocamente. È noto che allora il 
luogo dei punti d'intersezione di due raggi corrispondenti è una curva 

del 4 O  ordine C,. 1 punti d'intersezione di C, con B C  sono i punti 
uniti delle due involuzioni proiettive sovrapposte In, I,. 

Supponiamo dapprima che si tratti di un terrapieno alto (Pig. 33). 
Tracciamo anzitutto la retta di coesione BE, la retta di direzione per 
la coesione (formante con la parete l'ange10 Q),  la retta di direzione 
per l'attrito (formante con la parete 1' angolo rp + +), e le rette a, f, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



156 Studio nnlla spinta delle terre. 

onde derivano i punti H, K. Allora si costruisca con uno dei metodi 
svolti ne1 capitolo secondo (nella fig. si  è adottato il metodo del no. 9) 
il piano di scivolamento A l  relativo alll attrito. Il circolo A1H sega 
ulteriormente a ne1 pnnto Ml. II circolo APM,  sega f ne1 punto FI, 
ed il circolo A&K sega B C  nei due punti di diramazione l', 1" di 
Icl),  i quali sono reali, e ci6 conferma che il terrapieno è da trattani 
come alto. Se 1 risultasse interno al segment0 l'lu, ci6 proverebbe 
che saremmo ne1 lo. caso (no. 45), e quindi A 1  sarebbe il piano di 
scivolamento. Ma eiccome nella fig. esso risulta esterno (a sinistra), 
siamo ne1 2O caso, e si deve procedere alla ricerca del piano unito 
prossimo antecedente. 

Intanto i raggi A l ,  A' 1' (se 1' è il più vicino ad 1) si segano 
ne1 punto (l), che appartiene alla curva C,. Questa H inoltre tangente 
in (1) alla retta A'l', perché, essendo A l  un raggio doppio, in (1) 
si hovano riuniti due punti infinitamente vicini delia curva giacenti 
su A'l ' .  Preso poi su B C  un punto 2 a destra di 1, non troppo 
lontano, si ripeta la çostruzione precederite pel piano di distacco A2, 
trovando cosi un punto 2' corrispondente di 2 (fra i due punt'i Sr, 2" 
forniti dalla costruzione si sceglierà quel10 2' che giace a sinistra di 2). 
Allora i raggi A2, A'2' si segano iii un punto (2), che appartiene a C,. 

Conoscendo cosi i due punti (l), (2) di C, e la tangente riel primo 
di essi, e se ~i è operato in modo che il secondo punto riesca abba- 
stanza vicino al  primo, si potrà costruire con sufficiente approssimazione 
un piccolo arco di C,, il quale attraversa la retta B G .  Questo punto 
d'intersezione è il punto unito utile, e proiettandolo da A, si ottiene 
il piano di scivolamento sotto l' azione simultanea delle due resistenze. 

Ottenuto il piano di scivolamento, sarà facile dedurne la spinta 
e il relativo quadrilatero di decomposizione; ma noi abbiatno oniesso 
nella fig. queste operazioni, per non confondere i l  disegno. 

Supponiamo ore che si tratti di un terrapieno basso (Fig. 34.). 
Fatte le st'esse operaeioni preliminari, troviamo col metodo del no. 38 
seguito nella Fig. 27. il piano doppio A 1 relativo alla coesione. Il 
circolo del fascio ( A K )  passante per 1 (ed ivi tangente a BC) sega 
f ne1 punto segnato pure con 1, ed il circolo del fascio (AP) passante 
per questo punto sega n ne1 punto pure segnato con 1;  finalmente il 
circolo del fascio (AH) passant'e per questl ultimo punto sega BC 
in due punti reali l', l", che sono i punti di diramazione corrispon- 

1) Praticamente, per disepare questi circoli conviene tracciare le rette dei 
centri dei tre fasci di circoli ( A n ,  (AH), ( A B )  come vedonsi in figura. Allors 
sarà facile trovare con tutta la precisione desiderabile i centri che servona, 
operando per tentativi col compasso. 
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dcnti al punto doppio 1 di I,. Ci6 conferma che il terrapieno è da 
considerarsi come basso. Se questi punti di diramazione compren- 
dessero il punto doppio 1, cib proverebbe che il piano doppio A l  re- 
lativo alla coesione sarebbe anche il piano di scivolamento per le due 

1 

resistenze riunite; ma se, come neka fig., non 10 comprendono, il piano 
di scivolamento sa& un piano unito prossimo. 

Intanto i raggi A' 1, A 1' (se 1' è il più vicino ad 1) si segano 
ne1 punto (l), che appartiene alla curva C,, ed ivi questa è tangente 
alla retta Al'.  Allora, scelto su B C  un altro punto 2 a sinistra di 1 
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e riguardandolo come punto di I,, si costruiacano mediante gli ana- 
loghi tre archi di circolo i suoi corrispoiidenti 2', 2" di Ia e fia 
questi s i  scelga il punto 2' più vicino ad 1; i raggi A'2,  8 2 '  si se- 
gano in (2), che appartiene pure a c,. Siccome i punti (l), (2) 
giacciono da parti opposte rispetto a BC, il tratto di curva che Ii 
congiunge, e che pub tracciarsi per approssimazione, sega B C  ne1 punto 
X ,  cercato. Cosi si ottiene il piano anito di scivolamento AX,, ed il 
segment0 corrispondente B- della retta a dà il valore cercato della spinta. 

48. 2" Procedin~ento. - Questo secondo procedimento piii ele- 
gante del primo, è praticamente più complic~to, e nui 10 acceriniarno 
senza illustrarlo con una figura. 

Si tracci un circolo qualunque, e da un punto O di esso scelto ad 
arbitrio si pensino condotte le parallele ai piani limiti di scivolamento 
relativi all'attrito ed alla coesione. Si üvütruiscano i relativi centri d'in- 
voluzione Sa, S, come fu prescritto ai ni 14, 40. Poiché ad ogni coppia 
dell' involuzione relativa al17attrito corrisponde un raggio del fascio S, 
e ad ogni coppia deil'altra involuzione un raggio del fascio Sc, i due 
fasci Sa, Sc riferiti corne le due involuzione sono proiettivi; quindi le 
intersezioni dei loro raggi corrispondenti genereno una conica passante 
pei due centri. 1 quattro punti d'intersczione di questa conics col 
circolo, proiettati da O, danno le direzioni dei raggi uniti, e fra questi 
si distingue facilmente quello che serve. Per determinare la conica oc- 

corrono tre punti, oltre 
Sa, Sc, e questi possono 
dedursi da tre coppie 
corrispondenti di piani 
lirniti di scivolamento, le 
quali possono costruirsi 
mediante circoli corri- 
spondenti dei tre fasci 

(AH),  (AP), ( A I ( )  come fu operato 
al no. precedente. Altri piinti deiia 
conica possono poi ottenersi appli- 
cando il teorema di Pascal. 

Questa procedimento apparisce teo- 
ricamente più aemplice del primo, in 
quanto si fa URO d i  una conica invece 
di una curva superiore; ma ci6 non 
approda ad alcun vantaggio pratico, 
mentre poi il disegno riesce molto 
più complicato e confuso. 
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49. 3' Procedimento (pratico). - Con questo procedimento molto 
più semplice si risparmia in molti casi la costruzione della retta f e 
dell'angolo z. Esso pu6 adottarsi corne pratico. 

Premettiarno una considerazione. Costruita (Fig. 35) la retta di 
direzione per 1' attrito e la retta a ,  che si seghino in H,  qualunque 
circolo del fascio (AB) sega B C  in due puiiti X', X", che determi- 
nano un diedro di scivolamento per attrito (no. I l ) ,  e sega a in un 
punto M, che determine in F d f  il valore corrispondente deiia spinta 
Assumiamo corne piano di distacco uno di questi due piani limiti, Àx': 
L'angolo AX'M è = rp - a. Ne segue che, se condiiciamo X ' Z  fa- 
cente con X'A 1' angolo - w, sarà 1' angolo Z X ' N  = gp, e quindi X'Z  
avrà la direzione della normale al  piano di distacco dopo 10 sporta- 
melito del poligono di decomposizione, e guidando J f Z  perpendicolare 
ad X'Z, avremo la direzionc del piano di distacco stesso dopo il dotto 
spostamento. 1 segmenti 22, LX' rappresentano percià risp: (in 
grandezza) le componenti tangenziale T e normale N dell'azione su1 
piano di distacco rappresentata da MX'. Se questo valore di T è > cl, 
ciob se 31% > AY', ci6 vu01 dire che, con questa spinta, su questo 
piano di distacco la coesione è vinta, e se risulta <, essa non è vinta. 

Ecco ora il procedimento, che vogliamo siiggerire. Si costruisca 
(Fig. 36") la retta di scivolamento per solo attrito, ed in questo caso 
è preferibile il metodo prescritto al no. 14, cioè, si tracci un circolo 
qualunque. e poi, preso su esso un punto O ,  si determini il eentro 
d'involuzione, S, relativo all'attrito, e mediante questo si costruisca il 
raggio doppio Ou' della involuzione di raggi di centro O; la parallela 
Aa ad On' dà il piano di scivolamento per solo attrito. 11 cerchio 
de l  fascio (AH) passante per a determina sulla retta a il punto Ma,  
che dà il valore corrispondente della spinta. Poi si stacchi da1 primo 
circolo l'arco 00' di ampiezza - 2 w ,  si  conduca a Z ,  parallela ad 
O'a' ed MaLa  perpendicolare a questa retta. Allora l'angolo A a Z ,  
sarà = - a, ondc M,Z, è la componento tangenziale T per questa 
soluzione. Segnato con Y, l'incontro A a  con la retta di coesione, se 
risulta >1:za > AY,, ci6 prova che ne1 piano di distacco Aa la coe- 
sione è vinta, e siccome l'attrito è allo stato limite; Aa è anche il 
piano di scivolamento per l'azione simultanea delle due resistenze. Koi 
siamo allora ne1 lo. dei due casi distinti trl  no. 43, e il problema B 
risoluto corne se la coesione non esistesse. 

-- 

Se pero, corne neUa figura, risulta M,Z, < AT~, Ia coesione non 
è vinta; si è ne1 2O caso del no. 45, ed il piano di scivolamento cercato 
sarà un piano unito prossimo corrispondente ad un valore minore della 
spinta. Questo sarà un piano limite di scivolamento tanto per l'attrito 
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che pet la coesione (no. 45). Pel primo carattere eseo sarà determi- 
nato da un circolo del fascjo (AH); pel secondo carattere dovrà dare 

-- --- 
il corrispondcnte HZ a A y, Bisogna dunque che, facendo motare 

la retta di distaccn intorno ad ,4, e ripetendo le operaeioni, si colga 
la sua posizione tale, che qiiesta eguaglianza risnlti sodisfatta. 

- 

Si porti percio z& 3U Aa in 14a, determinando cosi il pulito 
a, che cade al di sotto delia retta d i  coesione. Poi si prendano BU 
B C  altri punti b, c,  . . . a destre di a e non troppo discosti, e si operi 
per questi corne si è fatto per a. Per condurre le rette b z , ,  cZ,, . .. 
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facenti con bA, CA, . . . 1' angolo - o, serve 10 stesso punto O' già 
-- 

d~temiinato. 1 segmenti M,Z,, HJ,, . . . cos? ottenuti si  riportino su 
- - -  

Ab, Ac, . . . risp: i n  AP, A?, . . ., ottenendo i punti p,  y, . . ., i quali, 
se b ,  e, . . . furono infine scelti abbaatanza discosti da a ,  finiranno (sup- 
poniamolo ne1 caso in discorso) per cadere al  di sopra delia ret ta di 
coesione. Si  congiungano i puriti a ,  j3, y, . . . con una curva continua, 
la quale segherà la retta di coosione in un punto I. La retta A I X ,  
dà il piano di scivolamento cercato, ed i l  circolo de1 fascio (AH) pas- 

sante per X,  sega la retta a ne1 punto No tale, che R- rappresenta 
la spinta rispondente al principio di C o u l o m b  Sara utile completare, 
facendo us0 del solito puiito Of, i l  quadrilatero BMuZoXo, per veri- 

ficare se risulti esattamente M,Z, = AT, e ne1 caso contrario poter 
correggere qualche piccolo errore derivante da1 tracciamento della curva. 

Pub accadere che, per quanto si faccia diminuire la spinta fino a 
zero, non si ottengano mai punti  della serie a, p ,  y, . . . giacenti al 
di sopra della retta d i  coesione. Noi ne saremo avvisati operando con 
una spinta nulla e col piano di natural declivio come piano di  distacco: 
se anche allora il punto della serie cade sotto la retta di coesione, è 
certo che vi cadono tutti. In questo caso non esiste alcun piano limite 
di scivolamento per 1' attrito, dove la coesione sia vinta, e ci6 è segno 
che il piano di scivolamento non è nè il piano doppio relativo all' attrito, 
nè alcun piano unito; esso è dunque il piano doppio relativo alla coesione. 
Questo piaiio pub allora costruirsi direttamente coi metodi del 8 III. 
EJ questo il solo caso, i n  çui la üostruzione della retta f' sia necessaria. 

50. Osservaziorze. - Tutta la discussione del presente 5 fa emergere 
questo importante risultnto, che nella ipotesi che le resistenze di  attrito 
e di coesione non s i  sommino, non sempre la resistenza di coesione 
agisce diminuendo i l  valore della spinta dovuto al  solo attrito, come 
avviene sempre nella ipotesi contraria (problema di Cu lmann) .  Cio  
avviene soltant? quando j l  piano d i  scivolamento i: un piano unito O 

il piano doppio relativo alla coesione, ma non avviene quando esso è 
il piano doppio relativo all' attrito, cioè quando i l  terrapieno è molto 
alto (O la coesione molto piccola). Dunque in terrapimi molto alti, O 

per eoesioni molto piccole, la presenza della coesione non influisce più a 
diminuire la spinta relatiaa dl' attrito. 

51. Caso particolare. - Chiudiamo i l  presente capitolo notando 
alcune specialità, che avveugono in un  caso particolare molto frequerite 
in pratiça, cioè quello, i n  cui la ret ta superiore aia orizzontale, l a  parete 
verticale, e l a  spinta si ritenga normale alla parete cioè orizzontale. 
In questo caso si  ha o, E = + = O (Kg ,  37). La retta a coincide con 

Zsitschrift f .  Mrthamatik n. Physik. 61. Band. 1912. Hoft 112. 11 
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 FI^ 37. l a  parete, e quindi il ' 
r punto P coincide con 

A, onde i circoli del 
fascio (AP) sono tan- 
genti in A  alla orizzon- 
tale, c il luogo dei 
loro centri è la parete 
Il punto Q giace suiia 
ret ta superiore ad una 
distanza orizzontale 

BQ = KY,, e quindi 
la retta f è data daAQ 
La retta di direzione 
per l'attrito forma con 
la parete 1' angolo rp, 

e quindi è normale aila retta di natural declivio; il pnnto B coincide 
con A, e i circoli del fascio (AIT) sono tangenti in A aila retta di dire- 
zione, onde il luogo dei loro centri è la retta di  natural declivio. La retta di  
direzione per la coesionc coincide con l a  parete, F: i l  punto R coincide 
pure con A, onde i circoli del fascio (AK)  sono tangenti in A alla 
ret ta f ,  e i l  luogo dei loro centri è la  perpendicolare da A a questa retta. 

C a p i t o l o  q u a r t o .  

Trattazione analitica. 

52. Equaziotzi d i  eqztilib~io del prismn gex+J. - Adottando le 
notazioni convenute nei çapitoli precedenti, stabiliremo le equazioni del10 
equilibrio di traslazionc del prisma di  terra separato da un piano di 
distacco qualunque A X  (Pig. 38) e per fissare la direzione di questo 

piano, facciamola dipen- 
dere dall' angolo a, che 
esso fo&a con la verti- 

cale da A. Scegliamo come assi di ri- 
ferimento la stessa A X  e la perpendi- 
colare A Y  rivolta in fuori. Queste 

P cos (P, X) - S cos (S, X )  

- Cs cos ( Q ,  X) = O ,  
A 

P sen (P, X)  - S sen ( S ,  X )  
v 
P - Q sen ( Q I  X) =: 0. 
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Ma ai Lia dalla figura 

(Y ,X)=180°+a ,  ( S , X ) = ~ p + 9 0 ~ - ~ + c r ,  ( & , X ) = - ( ? +  90') 

onde 

cos(P,X)=-casa, cos(S,X)=-sen(@-E+u), c O s ( ~ , ~ ) = - s e n p ,  

sen(P,X)=-sen a, sen(S,X)- cos (i-E +CL), sen(Q,X)--cose, 

sicché le equazioni diventano 

P c o s a - S s e n ( + - & + a ) -  Q s e n g = O ,  
(1) P s e n a + S c o s ( + - E + u ) -  Q c o s g = O .  

In queste si  dere esprimere P in a. Or si ha da1 triangolo BAX, 

(b) FA : AT = sen A X B  : sen XBA; 

guidata AC'  parallela a BC, si vede che 

* A X B = X A C 1 = - a + 9 0 ° - w ,  + X B A = G I + ~ O ~ + E ,  

onde 
sen AXB = cos (w + EL), sen XBA = cos (E + w )  

Si segni con Z 1' altezza della parete e con 1 quella del piano di 
distacco, cioè 

B A = Z ,  A X = Z .  

Cosi si ottiene dalla (b) 

e dalla (a) 

cos (e + O) E=X--- 
cos (O + 'Y) ' 

> ,  

1 cos (S + w) sen(a-  e) P L z z 2  
2 cos (O + a) 

Noi metterexno in vista i fattori che non contengono a ,  ponendo 

(2) + * Z 2 c o a ( ~ + r n ) = a ,  Z c o s ( ~ + w ) = b  

e scriveremo: 
b sen (ai - E )  2 = ---- P= a 

cos (W +'Y) '  cos (W + 'Y)' 

53. Casa del solo attrito. Applicazione del principio di CoulornEi. - 
Elirninando Q fra le (l), s i  ottiene 

P c o s  (a + Q) - S'sen(@ + I) - E $ - a )  = O ,  

ed esprimendo P i n  a,  

(4) @ = a s e n ( a - E ) C O S ( ~ + ~ ) - - S c o s ( c a + a ) s e n ( ~ + + - e + a ) = O .  

Questn è la  relazione fra S, g, EL, di cui fu parola a l  no 8. Se- 
condo il prinoipio di  C o u l o m b  ivi esplicato per questo caso, dovremmo 

11' 
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da questa ricavare Q i n  funzione di S, a, e queste due variabili sareb- 
ber0 determinate dalle condizioni 

a Q - = O ,  a Q,., = y  i 

ma conviene meglio operare direttamente sulla (4) secondo la regola 
per trovare i massimi O minimi delle funzioni implicite. Riguardando 
in essa p come funzione di X, a: e derivando parzialmente rispetto ad 

ô fa e non potendo essere - = CO, se non per S= w, ipotesi da escludersi, a e 
r 3 @  üosi la prima delle (5) equivale a -r = 0 .  
a e  

Cosi alle coridizioni (5) possiamo sostituire le altre 

Ma poiché allora, per ottenere la prima di  queste, si deve derivare 
parzialmente @ rispetto ad a, e per l a  seconda deve porsi nella derivata 
cosy ottenuta Q = y ,  si  perviene evidentemente al10 stesso risultato po- 
nendo, nella funzione CD, p = ~p pr ima  delia derivazione rispetto ad N .  

Cib vuol dire che basta porre 

e alle (5) eostituire 1' uriica condizione 

le equazioni (4'), (5') determinano S ed a. 

54. Osservazione sulla espressione ,,prisma d i  massima spinta". - 
Pacciamo una digressione. Se  riguardiamo la (4') come determinatrice 
di S in funzione di n, possiamo proporci un  secondo problema, cioè 
quel10 dei massimi o minimi della funzione S cos? definita. Questo 
secondo problema non è più queilo di C o u l o m b ;  ma si  scorge subito 
che lia l e  stesse soluzioni. Infatti il metodo deiia derivazione delle 
funzioni implicite dà 

o m r  âm' ds' + = 0 
oa  5s da! ' 

a v e non potendo emere = oo, 1' equazione O, che risolve il nuovo 
G S d a  

a m' problema, equivale a - - = 0, cioè alla (5'), che risolve il problema di a a 
C o u l o m b .  
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Intanto la @'= O pub evidentemente riguardarsi corne dedotta al 
pari della @ = O  dalle equazioni d' equilibrio del prisma generico, quando 
perb si supponga che pm tutti i prismi la reazione Q forini con la 
normale al piano di distacco 1' angolo costante y ,  ed il nuovo problema 
consiste nella ricerca dei massimi O minimi valori, che si ottengono 
per S ,  quando si facciano le decompoziorii del peso P in quest' altro 
modo. Noi asseriamo senze dirnostrarlo, che la soluzione del problema 
di Coulomb attribuita al  nuovo problema dà per questo un massimo 
e non un minimo di S. ') 

Gli autoi-i posteriori a C o u l o m b  fino a qualche tempo addietro 
facevano la decomposizione del peso del prisma appunto iri questo se- 
condo modo, e svolgevano la teoria chiamandola knria del prisma di 
massima spinta, dando a questo concetto un senso, conie se fra tutte 
le spinte possibili cosi ottenute convenisse per sicurezza adottare la 
massima, come quella che mette in maggior pericolo il muro. Ma 
questa maniera d' intendere fu poi giustamente oggetto di censure, e 

se ne fece carico ingiustamente al  C o u l o m b ,  poiché fu obbiettato che 
la spinta deve concepirsi corne una per tutti i possibili prismi, e pei 
diversi piani di distacco deve avvenire che gli angoli g siano in generale 
minori di cp, e per un solo, il piano di scivolamento, sia p = y ;  quindi 
il supporre che in tutti questi piani sia g = è illogico. 

La critica è giusta, ma pu6 riprendersi soltanto il modo di porre 
il problema, poiché il risultato è esatto per la ragiono qui indicata. 
In ogni modo 1' errore deve attribuirsi ai successori di Coulomb,  che 
pastarono il concetto di lui, e la presente discussione mette in chiara 
luce 1' equivoco, che ha mantenuto questo errore, poiché mostra come 
e perché il secondo problema, sebbene non possa prendersi a fonda- 
mento logico della teoria, ha la stessa soluzione del primo. Recente- 
mente il K 6 t  t e r  ha difeso C oiilom b da questa accusa in un importante 
articolo pubblicato negli atti della Società matematica t e d e ~ c a . ~ )  

55.  Invoiufiione dei piani iimiti di scivolamento. - Torniamo au' equa- 
zione (4'), ed osserviamo che, siccome essa pub ricavarsi dalle equazioni 
di equilibrio (1) ponendovi p = cp ed eliminando Q, se in essa diamo 
ad S un valore qualunque, i corrispondenti valori di cr, che se ne de- 
ducono, fissano quei piani di distacco, pei quali la componente Q forma 
con la normale 1' angolo <p. Questi non sono altro che i piani limiti 

1) Si dovrebbe utudiare la denvata seconda. Ma si pub venficare facilmente 
per via grafica, disegnando i l  triangolo delle furze 012 (Fig. 5) pel piano d i  scivola- 
mento di C o u l o m b  e per altr i  piani di distacco prossimi. 

2) F. K t i t t e r ,  Die Entwicklnng der Lehre vom Erddruck. Jahresbericht der 
deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1893 
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di scivolamento definiti al  no 11 ; dunque 1' eqiiazione (4') rappresenta 
appunto 1' involuzione di questi piani. Per metterne in evidenza la 
forma involutiva, basta svincolare a, esprimere tutto in tang a ed ordinare. 
Cosi, ponendo per brevità di serittura 

tang a = t , 
1' equazione prende la forma 

( 6 )  @ , = ( A t 2 +  2 B t f  C )  + S(A l t e+  2Ht  + Cl) = O ,  

dove 
A = - a c o s ~ s e n q ,  A ' = c o s ( r p + ~ , ! - ~ ) s e n w ,  

(7) B = $ a c o s ( r p - t - ) ,  B ' = - S c o s ( g p + + - s - w ) ,  

C = - u s e n ~ c o s c p ,  C ' = - s e n ( r p + + - ~ ) c o s w ,  

e questa rappreseuta appurito una involuzione di raggi, ciascuno dei 
quali è determinato dalla coordinate t (coordinate tangenti). L' involu- 
zione è determinata dalle due coppie fondamentali corrispondenti ai due 
valori O ed oo del parametro S, e ad ogni valore di S corrispondono 
due elementi coniugati dell' involuzione determinati dalle radici dell' equa- 
zione di secondo grado in t am= 0. 

Cerchiamo il significato delle due coppie fondamentali. La prima, 
corrispondente al  valore S = 0, è data dalle radici dell'equazione 

At2+ 2Bt  + C = 0; 

fattevi le sostituzioni (7), si trovano per cr i valori 

a = & ,  a=90°-cp ,  

al primo dei quali corrisponde la parete e al secondo il piano di na- 
tural declivio della terra, corne già sappiarno. 

La seconda coppia, corrispondente al valore S = oo, è determinata 
dalle radici dell' equazione 

Kt2+ 2 3 t  + C'= O, 

e fattevi le sostituzioni ( 7 ) ,  si trovano per essa le due soluzioni 

a = -  ( r p + @ - E ) ,  a = 9 0 ° - W ,  

alla prima delle quali corrisponde la retta di direzione e alla seconda 
la parallela alla retta superiore del terrapieno, come fu trovato per via 
sintetica. 

56. Determinazione della spinta e del piano di  seiuolamento. - Le 
espressioni della spinta e del valore di t ,  che determina il piano di 
scivolamento, si otterranno (no 53) dalle equazioni (4)', (5)', val quanto 
dire dalla (6) e dall'equazione 
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d taugn 1 
(poiclié d t  - = - - npn pub esser nulla). Quest'ultima, svilupata, 

COS ,Y 

divicne 

(8) ( A +  SA')t + (B+ S n )  = 0.  

Da questa ricavando t e sostituendo nella (6), si ottiene 

(9) (B + SB')'-(A+ S A ' ) ( C +  SC') = O ;  

questa con le apposizioni (7) è dunque l'equazione, che dà con iina delle 
sue radici l'espressione della spinta secondo il principio di Coulomb. 
k facile riconoscere che essa dà i valori di S, a cui corrispondono i 
raggi doppi dell' involuzio~ie; infatti, affinché l'equazione Da = 0 in  t 
abbia le  radici uguali, è necessario che s i  annulli i l  discriminante, che 
è appunto il primo membro della (9). 

Per ottenere il valore di  t, che dà i l  piano di scivolamento, do- 
vremo invece fra le (6)) (8) eliminare S. Or dalla (8) si  riccbva 

A t +  B s = - 
A't + B" 

e sostituendo nelia (6), dopo facili riduzioni, si ottiene 

(11) (AB-A'B) t4 f  ( A . C ' - A ' q t  + (BC-Bc)  = O, 

e questa, con le apposizioni (91, determina con una delle sue radici il 
piano di scivolamento. 

Come si  vede, l e  formole fondamentali, a cui siarno pervenuti, sono 
le (9), (11). La  sostituzione dei valori di  A, A' etc. i n  queste conduce 
a formole troppo complicate, ragion per cui non si dà generalmente 
l'espressiorie analitica di S. Ma in  pratica, volendo calcolare la spinta 
con metodo analitico, converrà in  generale calcolarsi prima i detti coef- 
ficienti dati dalle (7)) facendo uso dei logaritmi, e poi sostituirli nella (9)) 
che cosi diventerà un' equazione numerica di 2 O  grado. 

67. Caso della sola coesione. Applicazione del prîrincipw d i  Coulomb. 
- Passiamo a supporre che agisca la sola coesione. Richiamiamo la 
(3) del no 31, cioè 

T = c l  + N tang p', 

la quale, poiché (Fig. 22) 
T =  Q s e n ~ ,  N =  & çosg ,  

pub scriversi 
Q sen Q = c l  + Q cos Q tang Q'. 

Allora le quaz ion i  d'quilibrio (l), nella prima delle quali s i  ponga 
questo d o r e  di Q sen g, divengono: 

P cos a! - S sen (+ -- E -+ a!) - C I  - Q COS Q t a l ~ g  p' = O 

P s e n c c + S c n s ( + - ~ + ~ 1 ) - & ~ 0 ~ p = 0 ,  
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da cui, eliminando Q cos g, 

@ = P ( c o s a - t a n g Q ' s e n a )  - c l  
- # [ s e n ( $ - & + a ) +  t a n g Q f c o s ( @ - ~ + c r ) ] = O  

Secondo il principio di Coulomb (no 38), 
equazione ricavare Q' in  funzione di  8, a ,  e 
variabili sarebbero detcrminati dalle condizioni 

si dovrebbe da questa 
i valori di queste due 

Ora, ragionando corne al no 53, si deduce che queste condizioni 
equivalgono alle due 

8 @ 
- = O,  g'= O, a ci 

e che percio basta derivare rispetto ad cr la  funzione CD, in cui siasi 
porto Q'= O prima della derivazione, cioè la funzione 

(13) P cos a - c l  - S sen (Q - E + a) = 0,  

la quale, esprimendovi P ed 1  i n  a mediante le (3) diviene 

(14) D r = a s e n ( a - ~ ) c o s a - b c - S C O S ( $ - ~ + c r ) c o s ( w + c r ) = O ,  

onde alle (12) si sostituisce l'unica 

le (14), (15) fanno determinare S, a. 

68. I~voluziolze dei piawi lirniti d i  scioobmmto. - La (13) puo 
ottenersi della prima delle (l), ponendovi Q sen g = c l ,  e percih essa, 
ed anche l a  (14), esprime che pei valori di a ch'essa determina in 
funzione d i  S, la componente tangenziale di Q è uguale alla massima 
resistenza d i  coesione, che pub opporre i l  piano di  distacco corrispon 
dente. Cos?, dato ad S un valore qualunque, i valori corrispondanti 
di  a: determinano quelli, che a l  n" 39 furono chiamati piani limiti di 
scivolarnento per l a  coesione, e la (14) non è altro che l'equazione della 
involuzione di questi piani. La furma involutiva viene in evidenza tras- 
formando l'equaxione in 

(16) @ , ~ ( A , t 2 + 2 B , t + C l ) $ S ( A ; t 2 + 2 B ; t $ C ~ ) = 0 ,  

dovo t = tang a ,  e sono 

A ,  = - h c ,  A; = cos (+ - E )  sen W ,  

(17) B I - f a c o s ~ ,  B I = - '  2 COS (?c, - & + w), 
C, = - (a  sen E + b c ) ,  Ci = - sen (.i~, - F) COB W .  
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Le coppie fondamentali di questa involuzione sono quelle corn- 
spondenti ai  valori nul10 e infinito di S. La seconda è determinata 
dalle radici dell' equazione 

a;t2+ 2 3 ; t  + c; = 0 )  

ed è facile verificare che i due corrispondenti valori di LX sono 

al primo dei quali corrisponde la retta di direzione per l a  coesione, 
ed al secondo la parallela al la retta ~uper iore  del terrapieno (üfr. il no 40). 

59. Detmtina~ime della spinta e del piano d i  scivola,nzento. - Le 
espressioni della spinta e del valore di t ,  che determina il piano di 
scivolamento, si otterranno dalle (16) e dall'equazione 

cioè 

(18) (-4 + SA;) + ( B I  + SB;) = 0, 

onde S sarà una delle radici dell'equazione 

(19) (BI + SB;)2 - (A, + SA;) (Cl f S Ci) = O 

e t sarà una delle radici d i  

(20) (A,  Bi - A; BI) t2  + (A, Ci - A; Cl) t -+ (BI Ci - Bi Cl) = O .  

La prima esprime la condizione, perché i l  valore di  S dia i raggi 
doppi dell'involuzione, e l a  seconda determina i raggi doppi stessi. 

60. Caso che agisca9w toattrito e la coesione insieme. - Le forme 
delle equazioni (6), (ltj), che rappresentano le due involuzioni dei piani 
limiti di scivolamcnto relativi all' attrito ed alla coesione, manifestano 
immediatamente la proicttività di q u e ~ t e  due involuzioni riferite per 
valori comuni del parametro S. 

L'equazione cornplessiva dei piani di cliramazione dell' involuzione 
@,=O si ottiene evidentemente eliminando S fra le equazioni (9), (16); 
ali'uopo bisogna prima ordinare la (9) per S, e poi la sostituzione del 
valore di S tratto dalle (16) dà 

(P - ACj  ( ~ ; t q  t ~ ; t  + c;) 
121) + ( 2 H R ' - A C ' - C A ' ) ( A , t 2 + 2 B l t + C , ) ( A i t 2 + 2 B ~ t + C ~ )  

+ (Iltz- A'C')(A,t2f 2 B , t  + Cl) = 0. 

Del pari i piani di diramazione di CD, = O si ottengono eliminando 
Y fra le equazioni (6)) (19), oppurc s i  pub dedurre dalla precedente 
affiggendo indici alle lettere A, B7 C che ne  mamano, e viceversa. 
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LYequazione complessiva dei piani uniti si ottiene eliminando S fia 

le equazioni '(6), (IG), ed è quindi: 

(Ate+ 2Bt + C')(Aita+ 2B;t + Ci) 
(22) 

- (A,t2 f 2B,t + C,)(A'te+ 2 B t  + C f )  = 0 .  

1 valori corrispondenti della spinta si ottengono eliminando fra le 
stesse equazioni t, e quindi sono radici dell'equazione risultanti: 

(23) [(A + SA') (Cl + SC;) - (C + SCf)(A, t SA;)]' 
- 4 [ (A + SA')  (BI + SB;) - (B  + SB') (A, f SA;)] x 

x [(B + SB ' )  (Cl + SC;) - ( O  + SC') (BI -1 SB;)] = 0.  

Sulle precedenti equazioni si pub fondare un metodo pel calcolo 
numerico della spiuta, il quale pero riuscirebbe enormemente compli- 
cato. Cib mette in rilievo la v a n d e  convenienza dei motodi grafici, 
specie di quel10 da noi preçcritto al  no. 49. I n  seguito noi trarremo 
partit0 da1 metodo analitico in un cas0 particolare semplice. 

C a p i t o l o  qu in to .  

Teoria dell' equilibrio delle Scarpe. 

§ 1. Trattazione sintetica. 

61. Premesse. Assegnazione del problema. - Abbiamo rilevato, espo- 
nendo il principio di Coulomb, che la spinta di un terrapieno coiitro 
un muro è staticamente indoterminata, e i valori estremi del campo 
d'indeterminazione sono la spinta attiva (la minima) e la spinta passira 
(la massima). La spinta reale, che conserva l a  sua indeterminazione 
finché si rimane nella statica pura, è distinta dall'attiva e dalla passiva 

Perb qualunque d o r e ,  che si attribuisca alla spinta, dere pensnrsi 
come relativo alla presenza di un muro, onde è implicito ne1 silo con- 
cetto che esso sia positive, poiché fra il muro e la terra possono eser- 
citarsi pressioni ma non mai tensioni. 

Possiamo ora domandarci: che cosa awiene quando la spinta attiva 
risulti nulla O negativa, il che, come vedremo, è possiloile? In qiianto 
alla spinta passiva presumiamo che essa non pu6 mai risultare negativa. 

Se la spmta attiva risulta nulla, questo valore zero è compreso 
rie1 campo d'indeterminazione delle spinte possibili, anzi è un valore 
estremo di questo campo. Se diinque supponiamo che il muro non 
esista, cioè che la parete sia sostituita da un taglio iibero praticato 
ne1 corpo di terra, questo valore zero, che è allora il solo ammissibile, 
sur4 il valore reale delka spiuta cioè il terrapieno cosi tagliato potrà 
stare in equilibrio da sè. 
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Se la spinta attiva risulta negativa, ma l a  passira positiva, i l  cam- 
po d'indeterminazione delle spinte possibili passa da1 negativo a l  po- 
sitivo attraverso lo zero. Ma, esclusi i valori negativi inammissibili per 
1' anzidetta ragione, il campo d' indeterminazione dei valori ammissibili 
va sempre dallo zero verso i l  positivo. Se dunque manca i l  rnuro, non 
potendosi effettuare che uria spintu, nulla, e questa essendo compresa 
ne1 campo d' indeterminazione, la spinta nulla sarà anche la reale, onde 
anche in questo cas0 i l  terrapieno sta in equilibrio da SB.  

Riassumendo, diciamo che nei due casi, i n  cui la spinta attiva ri- 
sulti nulla o negativa, la spinta reale sarà nulla, e il terrapieno potrà 
stare in equilibrio senza riteguo. 

Questa conclusione perd va accettata con riserva, perché l'esser 
nulla la spinta totale non implica necessarianiente che siano nulle le 
pressioni su tutti gli elementi della parete. Questo esame riguarda la 
distribuzione della spinta sulla parete, questione tu t ta  eatranea alla teo- 
ria fin qui svolta. Cosi da1 precedente risultato non si pub rigorosa- 
mente arguire l a  possibilitii che realmente un terrapieno tagliato con 
un piano, quando concorrono le condizioni perché la spinta attiva sia 
nulia O negativa, possa stare in  equilibrio da sè. E difatti l'esperienza 
mostra che i terrapieni dotati di  coesione sono capaci di stare in equi- 
librio quando, fra certi limiti, siano tagliati diversamente che col piano 
di natural declivio; ma allora l a  forma del taglio O, per meglio dire, 
della superficie libera, che l a  terra in  equilibrio si  costituisce da sè, 
non è piana, ma è cilindrica con la concavità rivolta verso I'esterno. 
Questa diversità fra i resultati della teoria che svolgiarno ed i fatti 
trova anche ragione nell' arbitrarietà dell' ipotesi che gli scivolamenti 
nori possano avvenire che s u  piani passanti pel piede del terrapieno. 

Nondimeno in  pratica s i  passa sopra a queste considerazioni, e si 
parla di piani a scurpa, secondo i quali una terra coerente pub stare 
in equilibrio da sè. Allora viene fuori il problema, che forma oggetto 
del presente paragrafo. 

Se di un terrapieno pensiamo date l'inclinazione della retta supe- 
riore e quella della parete, quest'ultima maggiore dell ' inchazione del 
piano di natural declivio, m a  pensiamo variabile l'altezza, presumiamo 
eni~isticarnente che awer rà  il seguente fatto. Per altezze minime la 
spinta attiva risulterà negativa, ma cresceiido l'altezza, giungerà ad un 

valore, pel quale essa sarà nulla, per poi passare a valori positivi. 
Infra questo campo delle altezze il terrapieno potrà stare in equilibrio 
da sè, ed il valore zero della spinta attiva corrisponderi alla maasinza 
altezza, alla quale il terrapieno pub mantenersi in equilibrio. Questa 
massima altezza è dunque determinata da  u n  valore nullo della spinta 
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attiva, cioè, secondo il principio di Coulomb, da ilno stato di equilibrio 
limite, in cui concorrono soltanto il peso della terra e le due resistenze 
di attrito e di coesione. 

Possiamo dunque formulare cosi il problema fondamentale deiia 
teoria dell'eqiiilibrio delie Scarpe. Per un terrapieno dotato di attrito 
e di coesione, pel quale siano date la direzione della retta superiore 
e l'inclinazione, che si m o l  dare alla scarpa, determinare la massima 
altezza, a cui quest7ultima si pub spingere, senza che avvenga il fra- 
namento. 

62. I diversi casi di equilibrio limite. - Riprendiamo la discuesione 
dei tre casi distinti al no 42 in quanto all'eqiiilibrio limite, che pub 
avvenire lungo un piano di distacco, attraverso il quale siano N le 
componenti tangenziale e normale della pressione, mentre b è la lun- 
ghezza del piano. Scrivendo brevemente f (coefficiente di attrito) in 
liiogo di tang rp, i risultati allora ottenut'i possono riassumersi cosi. 

1". Se hTf > CI, l'equilibrio limite avviene quando T, crescendo: 
raggiunge il valore T =  Nf, cioè per vinto attrito. 

2". Se Nf < cl, 1' equilibrio limite avviene quando T raggiunge 
il valore T =  cl, cioè per vinta coesione. 

3". Se hTf = cl, l'equilibrio limite avviene quando T = flf = c l ,  
cioè per vinto att,rito c per vinta coesionc insieme. 

Qui sarà piii comodo enunciare qiieste condizioni, riferendo le 
pressioni all'unità di superficie, ponendo 

esse sarïanno : 

1". Se n f  > c,  cioè n > 5,  1' equilibrio limite avviene per t = n j  
f' 

(per vinto attrito). 

2'. Se nf ( c, cioè n < 4 ,  i' equilibrio limite avviene quando t = c 

(per vinta coesione). 

3". Se n f  = c, ciaè n = 5, 1' equilibrio limite awiene per t = nf - c  
f 

(per vinto attrito e per vinta coesione insieme). 

63. Risoluzione del problema. - Consideriamo un terrapieno do- 
tato di attrito e di coesione con profilo superiorc rettilineo BC (Fig. 39)' 
e supponiamo che sia tagliato con un piano a scarpa AB. Condotto 
un piano di distacco qualunque AX,  presumiamo che esso sia piano 
di scivolamento. Affinché il prima A B X  di lunghezza = 1 stia in 
equilibrio senza ritcgno, è necessario cho ~i facciano equilibrio le forze 
in esso agenti, che sono i l  peso proprio P e la reazione del piano di 
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dietacco, çhe supponiamo decomposta nelle m e  componenti normale IY 
e tangenziale T; il poligono di queste tre forze deve essere chiuso. 
Osservando che - 

P =  i z - A X . B D ,  

dove BD è l a  perpendicolare da B ad A X ,  assumiarno conie unità 
della scala delle forze i l  prodotto En . AT, onde P sarà rappresentato 

da1 segment0 BD. Riportato dunque verticalmente O - 2 = 177, e con- 
dotta da O una parallela 
e da 2 una perpendicolare 
ad AX, si ha  in  0 1 2  il 
triangolo delie tre forze in 
cquilibrio, e quindi 

j j T = ~ a . ~ ~ . 2 1 ~ ,  
-- 

T = Z , n . A X - 1 - 0 .  

Se ora conduciamo da 
D una orizzontale e da B 
una verticale, che s' incon- 

A L E 
trino in F, i due triangoli 
20 1, BDP risultano uguali; infatti sono rettangoli, Yangolo in  B è uguale 
all'angolo in 2 per parallelismo di  lati, e l e  ipotenuse sono uguali per 
costruzione. Cosi anche B D F  pub riguardarsi come il triangolo delle 

forze ruotato, e preüisamente rappresenta la componente T, e BF 
la N, onde 

-- - 

N = + z -  A X . B F ,  T =  : Z . A X - F D .  

N T 1 rapporti -- = sono le componenti normale e tangenziale ri- 
AT' A X  

ferite ali'unità di superficie, quelle che sopra designammo con n ,  t; 
queste ultime hanno dunque i valori rispettivi Sn  . BF, n: . FD, di 
guisa che si ha 

2 n -- 

(il BP=-  
2 t 

z ,  PD=- 
X 

64. Osserviamo che, se mantenendo costante la scarpa A B  e 1' in- 
clinazione del piano di distacco, pensiamo variabile la retta superiore 
portandola ad un'al tra BC', il triangolo BFD non varia. Da ci6 l ' im- 
portante teorema: 

Per una stessa scarpa e per uno stesso piano di distacco le com- 
pomnti normale e tangmriule della reazione d i  questo piuno (e percio 
anche la rea~ione stessa) riferite ali'urzità di superficie sono indipendmti 
dalla direzione della ~ e î t a  superime del terrapieno. 
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Siccorne gli stati di equilibrio limite dipendono dai valori, che 
prendono le pressioni unitarie t, lz sui piani di distacco (no G:'), deriva 
da questo teorema che nella risoluzione del nastro problema possiamo 
fare astrazione dalla retta superiore, la quale potrà aoere un'inclina- 
zione qualunque, e considerare soltmto 1' inclinazione della scarpa AB: 
ad ogni valore di queuta iiiclinazione dovrà corrisporidere un'uuica 
massima altezza compatibile con l' equilibrio. 

66. Supponiarno che il piano di distacco A X  sis superiore al piano 
di natural declivio AB', onde 

e siccome % XAE = F B D ,  sarà 

(4 3 FBD > rp. 

Abbassando poi da B la perpendicolare BK su AX,  la quale in- 
contri F D  ne1 punto H, sa r i  

(b) X F B H = q  
e dalle (a), jb) segue + FBD > F B H ,  
onde 

>TH, cioè, per le (I), t > nf;  

dunque su1 +no AX l'attrito è vinto: Cosi attl-ito è sempe vinto 
sui di distacco superiori e non è mai vinto su quelli inferkri al 
yialzo d i  naturai declivio. Su quest'ultimo piano l'attrito è in equilibrio 
limite, il che del resto è evidente da sè. 

Da ci6 segue come corollario che, se I'epuilt7Lrio limite acviene pm 
vi~zto attrito, i l  piano d i  scivalamento è sempe puello di  nalurd declicio. 

66. Se varia il piano di distacco AX, i l  punto D  ha per luogo 

geometrico la circonferenza descritta su AB come diametro. Questa 
sega la o r izmta le  A E in un punto L tale, che la retta BL riSulta verti- 

~ i g .  40. B' cale, cioh coinci- 
dente conBF. Ne 
segue che allora 

E D  è massirno, quando 3' cade 
su1 punto di mezzo dellacordaBL 
(Fig. 40). Qnando ci6 avçiene, il 
piano di distacco A X  coincide 
con la bisettrice A X ,  delllangolo 
BAE. Se dunque per questo ~ i a n o  

si ha - 2 e  
E 

E'D = -- 

A L 
X '  
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sarà, per la seconda delle (1) 

2 t  2 c  
- = ---  cioè t = c ,  
I 7 t '  

cioè su1 piano A X ,  sta per esser vinta l a  coesione, mentre per altri 
2 c 

piani di distacco, essendo la F D  ad essi relativa < ; (perchè questo 

valore è i l  massirno), sarà per la seconda delle (1) t < c, cioè la coe- 
sione non vinta. 

Coei il prisma ABX, si  trova in equilibrio limite per vinta coe- 
sione, a condizione perh che snl piano A X ,  l 'attrito sia vinto, cioè 
(pel teorema del no precte) che A X ,  sia superiore alla retta di natural 
declirio AB'. 

In conclusione, per tutte le inclinazioni di scarpa tali, che la bi- 
settrice dell'angolo B A E  sia superiore alla retta di natural declivio, 
l'equilibrio limite avviene per  vinta coesione, ed avviene per quel punto 
B tale, che, assunta pel piano di distacco la bisettrice sudetta, risulti 

2 c FD = - -  Questa bisettrice i: allora la retta di scivolamento. Deno- 
I 

tando con B I'inclinazione della scarpa con 1' orizzontale (B = 90° - r ) ,  

ci6 avviene dunque quando 

PI /3>2cp, cioè 6 < 9 0 ° - 2 y .  

67. Anziché costruire direttamente il punto B, che sodisfa a questa 
condizione per una data inclinazione di scarpa, conviene meglio ricorrere 
al luogo descritto da esso quando varia questa inclinazione. 

Prolunghiamo BD fino ad incontrare in G la orizontde AE 
(Fig. 41). Dalia similitudine dei triangoli BE'D, BLB, essendo BL 
- 

= ZBF, risulta 
4 c 

L G - z F U = ; ;  

inoltre, essendo AD B ~ ,  

bisettrice deli' angolo 
F A G  e A D  perpen- B1 

dicolare a BG,  sarà 

AB = AG. 
Si porti dunque 

su1 prolungamento 
esterno di AE un 
segment0 

4 c 
A ~ = L G -  ;, A L  
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con che A, sa& un punto fisso indipendente dalla posizione di B su1 
luogo cercato; per A, si conduca una verticale e per B ilna orizzontale, 
che s'incontrino in BI; sarà 

BB,= LA, = G A =  B A ;  

dunque il punto U del luogo ha sempre eguale distanza da1 punto fisso 
A e dalla retta fissa A, BI. Cosi il luogo cercato è una parabola ad 
asse orizzontale AE,  che ha per fuoco il punto A e per direttrice la 

8 c 
retta AIBl. Il parametro deila parabola è - .  Questa curva chiamasi 

% 

purubola di  coesione. 
Ci6 posto, per costruire sopra una scarpa AR di data inclinazione 

sodisfacente alla relazione (2) il punto B, che risolve il problema, 
basta descrivere la parabola d i  coesione e la sua intersezione con la 
scarpa. Pero si pub fare a meno di tracciare questa curra. Infatti i: 
facile dimostrare che AR, è la bisettrice dell' angolo A ,  AR; costriiita 
quindi questa bisettrice, essa determina suila direttrice il punto B,, 
ed una orizzontale da questo determina il punto B cercato. 

68. In  questo modo il problema è risoluto per tutte le inclina- 
zioni di scarpa, che sodisfano la condizione (2). Questa risoluzione é 
applicabile fino a quella scarpa AB,, per la quale sia fl - 29,  cioè la 
retta di natural declivio sia bisettrice dell'angolo format0 dalla scarpa 
e dalla orizzontale. Fino a questo punto Bo si estende la parte utile 

della parabola di coesionc. 
fi facile dimostrare che in yuesto punto Bo la tangente alla parabola E 

parallela alla retta d i  natural declivio. Infatti, prolungando AB,, in BoK e 

BolBo in BoH, la tangente BOT è, per nota proprietà, bisettrice dell' angolo 
KB,, H; ma per la scarpa ABo si ha KBo H = /3, onde + TBo H= p. 

69. Per una scarpa A B  tale, che sia 

/3 < 2q7, cioè E > 90° - 2q 

essendo % BAB < 2 y ,  la çostruzione precedente non vale più, perché, 
se si  assume il punto B sulla parabola, benché l'equilihrio sia in istato 
limite rispetto aila coesione, l'attrito non è vinto, giacché il piano di 
scivolamento è inferiore al piano di natural declivio. Dunque l'equi- 
librio limite dovrà ailora, avvenire O per vinto attrito O perché ambo 
le resistenze siano vinte, e quindi il piano di scivolamento dovrii esscre 
quel10 di natural declivio (no. 65). 

Supposto risoluto il problema e descritta, come sopra, la circon- 
ferenza di diametro A B  (Fig. 42), questa sega A B  in D, e comple- 
tando il triangolo R D  F, si ha la seconda delle (1) : 

2 t  cioè t = %  . ~ n .  F B =  z ,  
2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Di MICHELE GEBRIA. 177 

Or se il punto B è troppo hasso sulla scarpa AB, questo valore 
di t sarà < c, e quindi, sebbene l'attrito sia in istato limite su1 piano 
AB', la coesione non vi sarà vinta, onde non si avrà equilibrio limite. 
PerühE qilesto si abbia, è dunque necessario che B si inrialzi tanto, 

76 -- 2 c 
che risulti ,L P D  = c, cioè = y. Allora tanto l'attrito che la 

coesione si troveranno in istato limite, cioè l'equilibrio limite si stabi- 
lirà nella terza delle coridizioni distinte al no. 62. 

Vediamo quale sia il luogo del punto B rispondente a qneste con- 
dizioni. Variando il piano AI?, i triangoli analoghi a BIIF si manten- 
gono simili fra loro, 
perché BD si man- 
tiene sempre normale 
ad AB' e gli altri due 
latirestano rispettiva- 
mente parallcli a si! 
stefisi. Ma inoltre il 

iato FD conserva il 
2 e  alo ore costante -. 
z '  

dunque il triangolo 
R D  F si nlantiene 
sempre uguale a sè 
stesso. Ne segue che - 

le ipotenuse sono 4 

sempre uguali, e 

quindi il luogo di  B è uria retta parallela a quella di natural declivio. 
La posieione di questa retta é determinata da1 dover passare per Bo, 
perché quefito luogo sarà evidendemento una continuazione della parabola. 
Diinque, pel taorema del no. precedentg il luogo cercato è la tangente 
alla parahola ne1 punto Bo. 

In conclusione il luogo completo del punto B, estremo delle scarpe 
da A i~z rqdihrio limite, è costituito dalla parabola di liesione e dalla 
tangente ad essa ne1 punto, in mi la incontra la scarpa inclinata con 
l' miazontale dell' angolo 2 tp. 

Si osservi che se, diminuendo l'inclinazione della scarpa, questa 
diventa parallela al piano di natiiral declivio, la precedente teoria dà 
per B un punto ail' infinito: ed infatti il terrapieno tagliato con la 
scarpa di natural declivio si mantiene in equilibrio a qualunque altezza. 

70. Caso d i  una scarpa verticale. - L' angolo d'attrito delle teire 
è d' ordinario minore di 45O, onde il suo doppio è minore di 90'. 

Zeitsolirift i. Mathematik n. Phyaik. 61. Band. 191?. Heft 112. 12 
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N e  segue che per una scarpa verticale vale sempre la parabola di coe- 
sione e non la sua tangente. La  massima altezza Z,, a cui pu6 spingersi 

4 c  
una scarpa verticale è quindi data da1 semiparametro della parabola. 

Da cih, corn' è noto, si  ricava un metodo per determinare sperirrientalruerite 
i l  coefficiente di coesione di iina data terra, che consiste ne1 misurare 
questa massima altezza Z,, a cui ne1 dato terrapieno pu& spingersi un taglio 
verticale, senza che avvenga franamento, e poi determinare c dalla formola 

Qui è opportun0 osservare ühe la distansa S' della retla di coesimze 
(no. 28) dal piede il delln parete è naetil. della nzassirna altezsa, a mi la 
terra pu6 taglinrsi verticalmente. Questa osservazione giova pel traccia 
mento della retta di coesione in  tutte le costruzioni del capitolo terzci, 
quando questa massima altezza sia conosciuta. 

7 1. Formole analitiche. - Beriché ci risertiiamo di trattare rie1 

prossirno 8 la quistione con nietodo dircttamente analitico, pure rica- 
viamo qui subito dalle costruzioni precedenti le formole per cdlcolai-e 
la niassima altezza, a cui pub spingersi una scarpa di data inclinaz~one. 

1°. Ne1 caso /3 > 2rp, l a  massirua a l t e z ~ a  2, che pub darsi alla sçarpa 
inclinata con 1' orizzontale dell' angolo Pl è data direttamento dall' equa- 
zione in coordinate polari della parabola con polo ne1 fuoco ed asse 
polare diretto da1 fuoco verso il vertice. Questa i: 

4r 
dove ne1 nostro caso g, raggio vettore, è - Z, 9, seniiparametro, è = -, 
e 8 = 180° - P, quindi 

4 C Z= -- 

n (1 - cos fi) 
2". Ne1 cas0 B < 29, la fig. 42 ci dà 

-- 

FD = EZD sin y ,  BD - A B  sen ( P  - rp) 
2 c 

e poich6 A% - 2, FB = %, ne viene 

onde 

I n  queste 
detta massima 

(3) 

(4) 

e c - - 
7C 
- Z sen rp sen (/3 - q), 

2 c X =  -- . 
z sen rp sen (/3 - rp) 

due espressioni di Z si pub introdurre invece di c la 
altezza Z,, e si ottiene 

ZO 
1 - c 0 f l p 7  se P>2rp. 

2 0  

ji = 2 sen <p sen ( p  - 9)' se P < 2rp. 
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Queste due formole coincidono con quelle date da1 sig. ing. Ciappi 
nella sua citata nota, salvo alüune tranvformazioni trigonometriche e 
cambiamenti di n0tazione.l) 

§ II. Trattazione analitica. 

72. Ritornando alle notazioni introdotte ne1 capitolo quarto ed 
alle formole ivi svolte, il problema della massima altezza, a cui pub 
spingerai un terrapierio tagliato a scarpa di  dala inclinazione, si riduce 
a trovare una relazione fra Z cd E talc, che l a  terra possa stare in 
equilibrio senza ritegno, cioè che 17equai,ione in S da adottarsi in ogni 
caso abbia m a  radice nulla. Se  agisce i l  solo attrito, l'equazione da 
adoperarsi è la (6) del no. 55 con S = O, cioè 

AtZ+2Bt+ C = O .  

Il suo discriminante ha  il valore (formole (7)): 

il quale, pel principio di  C o u l o m b ,  domebbe esser nullo. A parte la 
soluzione inammissible a = 0, che dà Z = O (no. 52, (2))) dcv' essere 
cos ( y  + E )  = 0 ,  E - 90° - rp, cioè, qualunque sia 2, la  scarpa deve 
coincidere col piano di  natural declivio, come del resto sappiamo. 

73. Supponiamo ora che insieme all 'attrito agisca la coesione. Se 
s > 90' - y ,  il discriminante (1) è negativo, e quindi il diedro di sci- 
volamento relativo all' attrito i: immaginario, onde si  ha equilibrio per 
qualunque altezza 2. Se E = 90° - y ,  quel discriminante è nullo, onde 
il dietlro relativo all 'attrito si  ridiice a un piano doppio, qualunque sia 
2; cada O non cada questo piano dentro il diedro relativo alla coesione, 
si ha sempre equilibrio (limite O non) per qualunque 2. 

L'altezza che si cerca non pub dunque avere un valore finito e 
determiwato, se non per E < 90°  - cp. Allora il discriminante (1) è 
positiro, e il diedro di scivolamento per attrito è reale e non nullo, 
onde segue che l'equilibrio limite, con S = O, pu6 aversi O in un piano 
doppio relativo alla coesione O in un piano unito. Avviene il primo 
caso se il piano doppio relativo alla coesione cade dmtro il detto diedro 
relativo all' attrito, e avviene il secondo se cade fuori. 

Ke1l0  caso vale 1' equazione (16) del no. 58 con S = 0, cioè l'equazione 

(a) A,t" 2Blt  + Cl = 0, 

e uuindi dev' essere 

1) Sono identiche aile (7) (17) della cit. nota. 
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cioè, per le apposizioni (17): 
1 
- a a c o s 8 &  - bc(a sen E + bc) = 0, 
4 

e sostituendo i valori di a ,  b ,  
1 1 
n ? Z 4  cosa(& + o) cos% - - z Z 3 c  c o s P ( ~  + rn) sen E 
16 2 

- Zac"ossa (& + a) = O, 

ovvero, omettendo il fattore Xa cosa(& + w), che non pub esser nuiio, 

n2 cos" . ZZa - 8 n c  sen E . Z - 1 6c2 = 0, 

La radice positiva di questa equazione è 

(2) 
4 c  1 + sena  z=- -- 
7C C O S ~ €  

Ponendo in  essa E = O, si ha 
4 c Z k - = Z  
n 01 

e l'equaxione pu6 ecriversi più brevemente 

z o  = - --- 
1 - cos (90 O - P) 

ovvero, ponendo 90 - E = P ,  con çhe j3 è 1' iriclinazione della scarpa 
con la orizxontale, 

2 0  z = . 
1 - cos p 

Questa equazione coincidc con la (3) del 8 precedcnte, e rappresenta 
come quella la parabola di coesione. 

74. La precendente relazione è valida finché il piano doppio rela- 
tivo alla coesione cade dentro il diedro di scivolamento relativo all' 
attrito. Or questo diedro, per S = 0, è conipreso frtt i piani deter- 
minati da a = O, a: - 90° - rp (no. 55); dunquo la nostra relazione vale 
finché CL < 90° - cp, cioè t < - ctg cp. Ma poiché pel piano doppio rela- 
tivo alla coesione l'equazione (a) ha una radice doppia, il valore di 
questa è 

ovvero, osservando la (2), 

dunque la condizione in diseorso è 
1 

cotg /3 < cotg 9, civè /3 7 2rp, 

come fa trovato per via sintetica (no. 66). 
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r -  
ia .  Se perb /3 < 2cp, cioè E > 90° - 2cp, il piano di scivolamento 

per 8 = O non sarà più un piano doppio relativo aila coesiune, ma un 
piano unito, e la relazione cercata fra Z cd E si ottcrrà dalY equazione 
in S (23) del no. 60 esprimendo che questa ha una radice nulla. Essa è 

(AC, - CA,)' - 4(A74 - BA,) (BC, - CBl) = 0 .  

Fattavi la sostituzione dei valori (7), (17) del capitolo quarto, e dopo 
&une ridiizioni trigonometriiche, questa equazione si riduce a 

- u3bc COS (rp + E) sen 9 + - 0, 

e dividendo per aebc,  che non pub essere nullo, 

a sen cp cos (ai f E) - bc = 0 ;  

p i ,  sostituendo i valori di a, b, e dividendo pcr Z c o s  ( E  + a), 
1 
zZ  sen cp cos (q + E )  = c 

cioè 

(3) Z C ~ ~ ( ~ + E ) = - ~ O  2 sen y . 

Tale è la relazione cercata fra Z ed E in questo campo. Esss  pub 
anche scriversi 

z, 
Z"en(j-cp)= - - 

2 sen <p 

ed è, ne1 sistema di coordinate polari già usato per la parabola, (2 
raggio vettore, j angolo polare) l7 equazione di una retta formante con 
l'asse polsre (orizzontale) 17 angolo cp. Questa retta non è altro che la 
tangente alla parabola (2)' ne1 punto, in cui questa incontra la retta 
= 2 q .  Per riconoscere ci6 basta osservare che tanto dall'equazione 

(2)' della parabola che da quella (3)' della retta si ottengono i valori 

Notiamo infine che la (3)' è identica alla (4) del Ej precedente. 

C a p i t o l o  ses to .  

Distribuzione della spinta sulla parete. 

76. Principio della inattivita degli strnti  inferiori. - Abbiamo ve- 
duto ne1 capitolo primo che il principio di Coulomb assegna come 
spinta attiva da adottarsi per la verifica della stabilità di un mur0 di 
~ostegno le più piücola di quelle che, avendo la stessa linea d'azione, 
sono capaci (invcro le rispettive controspinto) di tenere il terrapieno 
in equilibrio. Esso perb nuila dice su questa linea d'azione cornune 
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delle spinte che si paragonano, ed ancor meno sulla distribuzione della 
spinta attiva sulla parete. 

Poichè d'altra parte la spinta attiva non è reale, la quistione della 
sua distribuzione non pub avere che un carrattere fittizio, cioè non pub 
trattarsi che di cercare una distribuzione fittizia di pressioni sulla pa- 
rete, le quali abbiano una risultante uguale in grandezza e direzione 
alla spinta attiva di Coulomb. 

lntanto la conoscenza tanto della linea d'azione della spinta attira 
totale quanto della sua distribuzione sono necessarie per la verifica ef- 
fettiva della stabilità, non solo del muro intero, ma anche delle sue 
parti, poiché, pet esempio, in quanto al muIo intero, bisogna conosçere 
il momento rovesciante, il quale contiene come elemento costitutivo la  
linea d'azione sudetta. 

Poiché dunque i l  principio di Coulomb lascia insoluta quest'altra 
quistiorie, occorre associarvi un altro principio. Noi Io chiameremo 

principio della inattzailà degl~ 
strati inferlori, e 10 enun- 
ciamo cosi: 

Aile pmoioni di  parete prese a partire 
da1 ciglio superiore competmo tuii spznfe 
u t l i ~ e ,  corne se esse fisscro nuove purefi, 

& e du detewzinarsi nell' istesso wzodo. 
Se BA è l'intera parete di un muro di 

sostegno (Fig.43) e HA, una sua parte presa 
A '  A a partire dallo stesso ciglio superiore B? 
i l  principio dice che la spinta attiva su BA, è determinata come se questa 
fosse parete intera di un nuovo muro di sostegno, e percio si debbono 
paragonare gli equilibrii possibili dei diversi prismi ottenuti mediante 
piani di distacco passauti per 10 spigolo A,, e fra qiiesti cogliere quel 
tale, che si trova in equilibrio limite. 

È eridente che da questa legge si possono dedurre anche, per dif- 
ferenze, le spinte attive, che competono agli elementi infinitesimi dell' 
intera parete, e quindi ne deriva la distribuzione delia spinta attira 
totale, come si dcsidera. 

Per giustificare il principio, osserviamo che, come l'inter0 muro 
di sostegno si pub riguardare come un corpo solido pesante BAA'B' 
posato sopra un piano di sostegno AA', e del quale si vuole che sia 
impossibile o p i  movimcnto sotto l'azione della terra, cosi, supponendo 
che per A, passi un giunto reale A, Ai del muro, anche la parte BL4, A;i5Y 
pub riguardarsi come un corpo solido pesante posato su questo giunto, 
e del quale si mole  impossibile o p i  movimento sotto l'azione della 
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terra. Cos? l'analogia fra l'inter0 muro e le sue parti, qiianto ai  ris- 
p e t h i  movimenti da rendersi impossibili, è perfetta. Il principio 
estende, benché meno a bnon dri t to,  l'analogia alle azioni esercitate 
dalla terra, cioi: dice clie, corne per l'intera parete BA noi abbiamo, 
riguardo all' aeionc della sola terra soprastante a l  piano orizzontale AE 
(anzi, in ultimo, soprastante al  piano di natural declivio AB,) ,  cosi 

- 

per la parte BA, avremo riguardo all' azione della sola terra sovra- 
stante al piano orizontale AlE l  (O, in ultimo, al piano di natural de- 
clivio A,&;), e valuteremo la spinta attiva parziale con metodo ana- 
logo a quel10 adottato per l a  spinta attiva totale.') 

Questo ragionamento non è una dimostrazione, ma soltanto una 
esposizione dei criterii, con cui si pub giustificare l'accettazione del 
principio. Questo non è uria conseguenza necessaria del principio di  
Coulomb, ma è coerente con esso, ed altronde non sarebbe logico pre- 
tenderne una dimostrazione rigorosa, Fig. 44. 

quando del principio di Coulomb 
stesso non se ne  h a  una tale. 

77 .  l l iapammi di spinta. - 
Sulla parete AR (Pig. 44) prendiamo 
un punto il.', e pensiamolo determi- 

nato dall' ascissa B~ = s con ori- 
gine su1 ciglio superiore. Il principio / 
dell' inattiritii degli strati inferiori ,! 
dice che siilla porzione BN agisce A 

E 
- - 

una spinta attiva s, che si  esprime in s per quella stessa funzione, che 
esprime la spinta attiva totale S per l'altezza totale Z della parete. 

Sia 
(1) s = f (4 
questa fuuzionc, e denotiamo con s' il segmcnto di  retta, che rappre- 
senta s ridotta alla base fib, dove n è il peso specifico della terra e b 
un segment0 di retta arbitrario, onde 

Se sulla perpendicolare da N alla parete pensiamo portato un seg- 
mento NLV = s', il luogo del punto N', quando AT varia sulla parete, 
- -- 

1) Per estimare meglio la reutnzione, che introduce il principio, si riiletta 
che, se applicando la teoria matematica dell' elasticità. potessirno determinare la 
preasione reale esercitata aopra una parte qualunque della, parete, non aarebbe 
più vero che gli strati di terra sottostanti a questa parte non ci diano alcun con- 
tribut0 per questa pressione. 
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è iina ciirva, che chiameremo mrva delle spinte parziali ridotte; la sua 
equazione è l a  (1"). 

Se poi sulla stessa perpendicolare pensiamo portato come ordiriata 
il segmento di  retta 

d s' 1 a s  
6 =  b-, cioè (2') 6=-- d z n d z  

O anche 

(2'') 
1 . = - f' (8) 
îZ 

in NT,, il luogo del purito NI è un'altra, che chiarrieremo cwva delle 
spinte uniturie ridotte; la sua equazione è la (2"). 

Queste due curve, considerate per tutta l'estensione della parete, 
chiudono due diagrammi, che diremo rispettivamente delle spinte par- 
ziali e delle spinte unitarie ridotte (il primo alla base nb e il secondo 
alla base m). Il diagramma delle spinte parziali E l'integrale di quel10 
delle spinte unitarie ridotto alla base b, perche dalia (2) si trae 

Inversamentc, il diagramma del10 spinte unitarie rappresenta le 
spinte parziali sotto forma di aree (a partire dall'ordinata estrema da 
B) da moltiplicarai per a perché dalla (2') si deduce 

ed in questo senso si pub dire che il diagramma delle spinte unitarie 
rappresenta le spinte parziali t ra s fma le  in lerra. 

La spinta sopra un elcmcnto dz della parete è rappresentata dalla 
elemento di' area del diagramme delle spinte unitarie sorrapposto a 
questo elemento (area della striscia sovrapposta), poiché la (2') pu6 
scriversi 

(3) d s  = n a d z ,  
il che giustifica, per a, l a  denominazione di s p i d a  unitaria ridotta. 

78. Cèntro di spinta. - La linea d'azione della spinta totale S 

come 
tando 
da R 

si otterrà applicando alie forze verticali ds agenti sui diversi elementi 
della parete il teorema dei momenti rispetto al centro B, e prendendo 

direttrice dei bracci di leva (obbliqui) la parete, e cib dà, deno- 
con k il braccio di leva della risultante cioe la distanza di questa 
presa secondo la parete, 
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da cui, per l a  (3), 

L'intersezione della linea d'azione di S con la parete, di  cui k è 

i'ascissa, chiamasi centro di spinta, e la (4)  dice che I'ascissa del centro 
di spinta è puella del baricentro del diagramma delle spinte unitarie. 

79. Caso che agisca il solo atlrilo. - III questo cas0 l'equazione 
(1) non è altro che la (9) do1 no 66, ove si ponga s iiivece di- Z ed 
s invece di S, e si risolva per s, cioè l'equazione 

Osserviamo subito che, ~ iccome  A, B, C sono proporxionali a zs (ni OZ, 
55)' ed A', B', C' non dipendono da z, questa equazione riesce della 
forma 

(5) Lz4 + 2 1CIz2s + ,lTse = 0, 

ove L, M, AT sono costanti. Risolvendo per 8% applicando la (l'), si 
ottiene 

Questa è l'equazione della curva delle spinte parziali. Essa rap- 
presenta due parabole corrispondenti ai  segni f, le quali hanno en- 
trambe il vertice in B e l'asse diretto normalmente alla parete; ma di 
queste una sola risponde a l  problema. 

Derivando rispetto a z ed applicando la (2), si ricava dalla pre- 
cedente 

e questa, con l'opportuno s e p 0  del radicale, è l'equazione della curva 
delle spinte unitarie, e rappresenta una retta passante per l'origine B. 
Dunque: 

Se agisce il solo attrito, il diagramma clelle spinte unitarie è un 
triangolo con un sertice sui c$io superiore della parete. 

Dalla proprietà del baricentro di  un triangolo, risulta pni quest' altra 
conseguenza : 

Se ag.isce il solo attrito, il centro di spinta cade ad un twzo della 
parde a partire da1 piede. 

80. Caso the agiscavbo insierne l'attrito e la wesione. - In questo 
caeo, se a partire da1 ciglio 23 della parete (Fig. 45) prendiamo un 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



186 Studio sulla spinta delle terre. 

punto 4 tale, che AOB sia la massima altezza, a cui la terra, con una 
scarpa inclinata come la parete, sta in equilibrio da  sè, risulta da1 

rig. a. principio dell' inattività degli strati 
B inferiori che su tutta la parte BA, 

non agisce alcuna spinta, e quindi 
l a  spinta totale è distribuita solamente sulla parte A,A della 
parete. A questa parte è quindi liinitato il diagramma delle 
spinte unitarie, il cui baricentro determina il punto d'appli- 
caziorie della spinta totale. 

Due casi sono da distinguere: 1" che sia E < 90'- 2 ~ ;  
2" che sitt >. 

1" Cmo. - E < 90" - 2 gp. Allora la spinta jnulla) su RA, cor- 
A risponde ad un piano di scivolamento doppio relativo alla coesione 

(ni 66,74). Se un punto M variabile sulla parete discende al  di sotto di  A,, 
sulle porzioni BM va manifestandosi una spinta crescente, la quale, per 
un certo percorso di 111 sarà data ancora da  un piano di scivolamento 
doppio relativo alle coesione, e qnesto percorso si estende a tutta la 
rimanente parte &A, se avviene che anche la spinta su tutta la parete 
sia determiuata da  u n  piano doppio siffatto. Ma in generale cib av- 
viene finché Jf raggiurige un certo punto A, üompreso fra A, ed il, 
tale che, se M diecendo al di sotto di Ac,  la spinta sulla porzione B X  
comincia ad esser determinata da piani di scivolamento uniti delle due 
involuzioni relative all'attrito ed alla coesione. Questo secondo per- 
corso del punto M puh estendersi a tutta la restante porzione A,A,  il 
che accade se la spinta totale i: pure determinata da  un piano unita. 
Ma piii generalmente questo percorso si estende fin0 ad un cei-to punto 
A, compreso fra A, ed A, tale che, se JI discende al di sotto di A,, 
la  spinta sulla porziorie BM è determiriata da un piano di scivola- 

- 

mento doppio relativo all'attrito, come da un  piano siffatto è anche 
determinata la spinta totale. 

2". C%so: E > 9 0 °  2 <p. Allora l a  massima altezza, a cui la terra 
si mantienc senza ritegno, 2: doviita ad un piano iinito (ni 69, 75). La 
sola diversità, che allora interviene, è la manmnza del punto Ac; al 
punto A,, se la parete è abbastanza alta, segue A,, e a questo segue A. 

81. Risulta dalllanï.idetto, che ne1 caso pia vario, il quale accade 
per grandi altezzc della parete, l a  curva delle spinte parziali comincia 
da1 punto A,, e si compone di tre porzioni di curve diverse. Indaghiamo 
quali siano le equazioni di queste tre curve e quali le ascisse dei punti 
A,, A,, che ne seperano i trat t i  utili, poiché, quanto ad A,, sappiamo 
già corne si determina. 
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L'equazione deila curva relativa al tratto BOA, è la  (19) del n059, 
ove si pongano z, s in luogo di Z, S. Per  vederne il grado, osserviamo 
chc, giusta le espressioni di a, b (nu 521, i coefficienti A,, BI, Cl (no 58), 
hanno le forme esplicite in z 

A, = L ~ ,  Il, = Mz?, Cl = x ~ Z +  Lz, 

mentre A;, B,', Ci non dipendono da a. Ne segue che l' equazione è 
di 2O grüdo in  s e di  4' grado in z, ma rispetto ad entrambe risulta di 
4O grado, onde la curva è del 4' ordine. Questa non s i  spczza in  
curve d' ordine inferiore. 

L' equazione della curva reltttiva al t iat to AcAa è la  (23)  del n" 60, 
e siccome A, 13, C, sono proporzionali a s%d A', B', Cf non conten- 
gono z, essa k di 4O grado in s e di Bo grado in z, ma rispetto ad 
entrambe risulta di 8" grado, onde la curva è dcll' 8' ordine, in gencrale 
non degenere. 

Infine la curva relativa al  tratto A,A è una parabola, come pro- 
veniente da1 solo attrito (no 79). 

82. I l  p u d o  A, e tale c h ,  assuuieiidolo conie piinto inferiore 
della parete, il piano doppio relativo alla coesione è anche piano unito. 
Quintli la relativa ascissa Zc si otterà eliminando s fra le eqiiaxioni su 
richiamate (19) del no 59 e (23) del no 60. La risultante, per un  noto 
teorema di algebra è del 4' grado nei coefficienti della (19) e del 2' 
grado in quella della (23), quiiidi il suo grado in z sarebbe al più il 
32O, ma discende per essere le equazioni inüomplete. Una delle radiçi 
di questa risultante da 1' ascissa 2, do1 punto Ac. 

Del pari i l  punto A, è tale che, assumendolo come puuto inferiore 
della parete, i l  piano doppio relativo all 'attrito è anche piano unito. 
La relativa ascissa 2, si otterà eliminando s fra le equazioni (9), (23) 
del citato paragrafo. Abbiamo visto the la ~ i r i m a  di queste assume la 
forma (5) dcl presentc capitolo, e quindi si scompone ne1 prodotto d i  
due fattori di  2' grado in s e di  1 i n  s, e di qiiesti uno solo è utile. Ne 
segue che la risultante rispetto ad s è di 4' grado nei coefficienti della (5) 
e di 1' grado in quelli della (23), e quindi è al più dell' 8' grado in s,  
ma questo grado discende. Una radice di questa risultante determina 2, 

83. Si pub dimostrare che l e  t re  curve in discorso si T U C C U ~ . ~ U T Z O  

nei punti di ufiione. Basta all'uopo dimostrare che le relative equazioni (1) 
d s diinno per ciasciino dei punti di unione 10 stesso valore dolla derivata dZ .  

Ora richiamiamo le (6), (16) del capitolo quarto, cioè le equazioni 
delle due involuzioni relative all 'attrito ed alla coesione: 

@a -= ( A + S A ' ) t a i ( R + ~ 7 1 ' ) t + ( C + s C ' )  - 0 ,  

CD, (A ,  + s A,') t3 + (BI + sB1') t + (Cl + s Cllj = 0. 
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L'espressione di s in z pel tratto A,-4,, provenendo da un piano 
doppio relativo alla coesione, si ottiene eliminando t fra le equazioni 

Se dunque riguardiamo queste due eqiiazioni come dctcrminatrici 
di s, t, in funzione di B,  dalla prima otteniamo 

da cui, osservando la seconda, si deduce 

a @c 

D'altra parte l'espressinne di s in z p l  tratto AGA,, provenendo 
da un piano unito, si ottiene eliminando t fra le equazioni 

e se queste se riguardano come determinatrici di s, t i n  funzione di 

da cui 

Ne1 punto corrispondente ad Ac un piano doppio di CDc = O coiilcide 

con un piano unito delle involuzioni, quindi per esso "= 0, ed allora 
a t  

d s 
qucst'ultima espressione di coincide con la precedente. Cib prova 
1' as~unto.  

Analogamente si dimostrerebbe il raccordamento ne1 punto di unione 
corrispondente ad Ba. 

84. Osservazione. Le deduzioni precedenti giustificano un' asserzione, 
che noi abbiamo fatto senza dimostrarla in fine del no 45, cioè che per 
terrapieni alti la spinta totale è determinata da un piano doppio relativo 
all'attrito O da un piano unito, e per terrapieni bassi essa è deter- 
minata da un piano unito O da un piano doppio relativo alla coesione. 
Abbiamo dctto che si ha il primo caso, quando il piano doppio, a cui 
corrispondono piani di diramazione reali, è relativo all'attrito, e si ha 
il secondo quando è relativo alla coesione. 
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J1 pas~aggio da quelli, che diciamo terrapieni alti a quelli, che 
diciamo hasesi awiene evidentcmente per un '  altezza taie, che i due piani 
di diramazione corrispondenti al  piano doppio utile di una delle due 
involuzioni coincidano, costituendo pure un  piano doppio relativo al- 
l'altra involuziune: in altri termini avviene per un' altezza tale, che le 
due involuzioni proiettive abbiano due rirpettivi elementi doppi corri- 
spondenti. L' equazione in 2, che detcrmina yuest' altezza di  passaggio 
si otterrebbe dunque eliminando S fra le equazioni (y), (19) del capitolo 
quarto; ma non ci  serve irisistere su d i  cib. 

85. Costruzio~îe approssimativa dei centro di .Witzta. - Corne ormai 
si vede, la determinazione dei ~ u n t i  A,, Aa e P e l l a  successiva del 

complicata col metodo analitico, 
al quale bisogna quindi rinun- 
ziare. Nemmeno i l  grado ele- 
vato del problema pu6 consen- 
tire costruzioni geometriche 
rigorose. 

11 $010 ripiego seniplice, 
al quale si pub ricorrere, è 
quel10 che qui suggeriamo, il 
quale sebbene informantesi ad 
un' approssimazione molto gros- 
solana, non pare che possa con- 
durre ad errore praticamente 
considerevole. 

baricentro dell' area racchiusa 
Fig. 46. 

da1 diagramma delle spintc uni- 
tarie riuscirebbe enormemente 

La curya delle spinte parziali (Pig. 46) comincia in basso da1 
A' estremo ordinata rappresentante l a  Spinta totale 

ridotta, ed incontra poi ka parete ne1 punt0 tale, the B A ,  è la 

massime altezza, alla quaie il terrapieno starebbe in equilibrio da sè. 
L'arco A'A,, è il solo utile per l a  determinazione del centro di spinta. 
Perb la  curva proscgue a1 di sopra di A,, con un altro arco relativo 
alle spinte negative, la cui equazione è la (19) del capitolo quarto, se 
j3 > 2 rp, ed è l a  (23) dello stesso capitolo se P < 2 rp. In ambo i casi 
quest'arco va ad incontrare di nuovo la parete ne1 punto B, perché 
per z = O si  ha  sempre s - O. L' intera curoa non offre discontinuità 
rielle ordinate, e nemmeno rielle iriclinazinrii delle tangenti in grazia 
dci raccordamenti, che awengono iiei punti proiettati in A,, A,. 

I l  procedimento, che vogliamo prescrivere si  fonda su1 ripiego 
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molto usato nelle appliçazioni di rjguardare un tratto di curva non 
molto esteso e mancante d i  singolarità corne praticamente sostituibile 
con un  arco di  parabola. Ne1 nostro caso questa dovrebbe passare pei 
punti B, A,, A', i quali non bastauo a determinarla. Per compirne 
l a  determiriazione aggiungiarrio, benché arbitrariamente, la condiziorie 
utile che l'asse sia noi-inale a qnello delle ascisee, cioè alla parete. 
Allora l'equazione della eurva sarà della forma 

s ' =  1 2 + n t s + f i ,  

e quindi l a  l ima delle spinte unitarie sarà la retta di equazione 
6 ds' 

-- - - -  = 2 l z  + ?PZ, 
tl d z  

la quale incontra 1' asse delle B ne1 punto U proiezione del vertice V 
della parabola. Il centro di spinta P cercato i: determinato dall'ascissa 
del baricentro G del trapezio AA,FE. Si noti che quest'ascissa non 
varia se cambia l'inclinazione della retta, fermo restando il punto BI], 
sicch6 per la determinazione di P bastn la conoscenxa di D, ciok del 
vertice 7. Or cssendo BA,  la corda bisecata dall'asse della parabola, 
D cade su1 punto di  mezzo di questa corda. 

La costruzione, molto semplice, che ne  deriva per la determinazione 
del centro di spirita è la  seguente, d i e  non richiede nemmeno la 
costruzione della parabola. Si determini coi metodi noti la nîassima 
altezza, alla quale i l  terrapieno con la data inclinazione della parete 
starebbe in equilibrio da sè, e si porti i n  BA,. Da1 punto di mezzo 
D di BA, o i  guidi una ret ta arbitraria, che segherà i n  3, F le riormali 
da  A, A, alla parete, e si coslruisca il baricentro G del trapezio ABFA,. 
La proiezione di G sulla parete sarà il centro di spinta P cercato. 

C a p i t o l o  s e t t i r n o .  

Caso particolare w = E = ?(, = 0. 

§ 1. Valori della spinta. 

86. 11 metodo analitico svolto ne1 capitolo quarto per ottenere il 
valore della spinta non conduce a formole dirette di una relativa seni- 
plicità se non ne1 ceso, per fortuna frequente in pratica, in cui si abbia 
un terrapieno con profilo superiore orizzontale, una parete verticale, e 
si assuma la direzione della spinta normale aiia parete, cioè ne1 caso 
GJ = e = @ = O. Questo è i l  caso, pel quale al  no 51 abbiamo già rilevate 

1) Qualunque sia l'inclinazione deila retta passante per D, che stacca. il 
trapezio, P è il centro di due forzc parallele applicatc ai punti fissi A,, A, di  

sensi opposti, e di grandezze proporzionali alle quantità costanti mi, BA'. 
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le peculiarità grafiche. Ad esso pub pure applicarsi i l  procedimento 
rigoroso acceiiato ne1 capitolo sesto, n" 80 e segg, per la determinazione 
del centro di spinta, quando il terrapieno sia dotato di coesione. Anziché 
ricorrere a yiiosto centro, il quale poi serve alla determinazione del 

'momento rnvesciante, cioè di quel10 che tende a prndiirre la  rotazione 
del mur0 di sostegno, si potra piii direttamente calcolare questo rnomento 
mediante la sua espressione analitica. Ci gioverà trattare questo caso 
particolare anche per illustrare coi1 un  esempio procediirieriti, che in 
generale abhiamo potuto soltanto accennare. 

Ailora le espressioni dei coefficienti A, A, etc. definiti daile foimole 
(ï), (17) del capitolo quarto si particolarizzauo cosi: 

A = - a sen rp, A' = O 

87. Caso che agisca il solo attrito. - Pialto di  scil;olamenzto. - 
Questo è determinato dall'equazione (11) del no 56, cioè 

e si ha dalle (1) 
AB' - A ' B  = +a sen rp cos rp, 

AC' - A'C = a sen2 y ,  

B C ' -  B'C - - ~ u s e n r p c o s r p ,  

onde la precederite diventa 

cos y . 1" 2 Ben ip . t - cos rp = 0, 
che dà, 

- seu cg + 1 t = --- . 
cos rp 

Si deve scegliere il eegno +, che da per t un valore positivo, cioè 
un piano di distacco giaconte dentro il terrapieno, e quindi 
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Valore della spintu - Questo è dato dall'equazione (9) del no 56, 
dove ora 

B" A C =  i a%osay ,  

Il discriminante di questa equazione è 

a 2 [ ( 1  + sen")2 - (1 - sen2rp)2] = 4u2  sen", 

11 segno da scegliere è il +, Ci6 si dimostra semplicemente osser- 
vando che i valori di S, t debbono verificare la (10) del no 56. Cosi, 
trasformando corne sopra e sostituendo il valore di a, si ottiene infine 

ove alla lettera S abbiamo affisso l'indice a per indicare che questa 
spinta è relativa all'attrito. 

Le formole (3), (4) sono molto note. 

88.  Caso che ugiscano l'attrito e la coesione. - Determiniamoci dap- 
prima i piani doppi e il piano unito utili delle due involuzioni relative 
all' attrito ed alla coesione e i valori corrispondenti della spinta. 11 
piano doppio relativo all' attrito è già determinato dalla (3, ed il corii- 
spondente valore della spinta è dato dalla (4).  

Piano doppio relativo alla eoesione - Questo i: determinato dall' 
equazione (20)  del no 59, e si ha dalle (2): 

A,B; - ,4161, = +bc, 

Al Ci - A; Cl = O, 

B 6'' - B ' C  = - $bc, 1 1  1 1  

quindi la (20) sudetta diventa 

bc t2 - bc = 0, 
da cui 

(5)  t2 = 1, t = 1, a: - 45O. 
Spinta relutiva al piano doppio per coesione. - Questa è determinata 

dalla (19) del no 20, e si ha: 

- AlCl = +aa  - bec; 

2B1Bi - A,C; - CIA; = - ;a ,  
B'2 - A'c' = L 

1 1  4 J  
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onde la (19) sudetta diventa 

(aB- 4b2c2) - 2 a S  +Sa = 0, 
che d i  

S = a + 2bc. 

Il segno da scegliere è il -, il che si dimostra corne si  accenno 
analogamente per l'attrito, e quindi 

(6) S, = ;RF - 2c.5 

ove per diütinziorie si è üffisso l'indice c ad S. 
Piano utzito. - L'equazione cornplessiva dei piani uniti è la (22) 

del no 60, e sostituendo in  questa i valori (l), (2) dei coefficienti, si 
ottiene 
( - a s e n c p . t e + a c o s y  . t ) ( - t ) -  (- bct-at-OC)(-c0scp.t-sencp)=0, 

cioè, ordinando per t, 

O anche 
(asenrp - bccosrp)t( l  + t 2 )  - b c s e n y ( 1  + t 2 )  - 0. 

L'equazione ha  il fattore 1 + tq che dà dile radici imniaginarie. 
La riinanente radice, che dà il piano unito utile, è 

bc  sen cp t - -- . 
a s e n  y- bccosrp 

fipinta relativcc al piano unito. - Il valore di quevta spinta si ottiene 
dalla (23) del no 60, la clliale coi valori (l),  (2) dei coofficienti direnta 

[- n s e n y  . (- bc) - (- S s e n p ( -  bcj)l3 

- 4 [ - a ~ e n r p . + ( a - S ) - S c o s ~ ( a - S ) ( b c ) l ~  

x [ + c o B , ( ~ - S ) ( - b c ) - ( - S s e n c p . + ( a - S ) ] - 0 ,  
cioè 
b 2 ~ Z s e n a c p ( u - 5 ~ ~ ( a - i s ~ 2 ( - a s e n r p +  bccosrp)(- bccosy+Sseny)=0 .  

Togliendo il fattore (a  - 8)' e risolvendo, 
bPc%sene cp 

S sen cp = bc cos cp + - - 

hoçosrp-aseny 

Riducendo, e sostituendo i valori di a, b, viene 

2ceZ-ncZe 8en rp  cos <p Ssenrp =- 
eccosrp-n.Zsen<p ' 

0 facendo l a  divisione, 

2 cS  ,y = - - +  c c o t g y  .Z-,- 4 c S  cotg cp-- . 
7z 7z -2 c Z cotg <F 

i'z 
Zeitaehriit f. Metheniutik n. Phyeik. 61. Band. 1914. Hnft 1 B .  13 
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194 Studio sulla, spint'a delle terre. 

fig. 47. 89. Vaiori d i  Z,, Z,, 2,. - Qiiesti sono le 
ascisse sulla parete dei punti Bo ,  A,, Ba definite al 
no 80 (Pig. 47). Z, è la  maüsima altezza, a ciii 
in equilihrio da sè tagliata verticalmente, quindi 

4 c Z o = % .  

2, è quell' altezza, per la quale il piano doppio relativo alla 
coesione è anche piano unito, percib l'equazione che la de- 
termina si  ottiene eguagliando i valori di t dati dalle (5), (i), 
cioè: bcsencp 

--- - 
- = 1, 

a s e n y - b c c o s y  

e sostituendovi a, b coi loro valori in 25, questa dà 

2 e sen (4a0 + rp) 
z , = - ( 1  + cotg rp) = Z - 7  -- . 

m O 2 sen 45 . sen cp 

Za è quell' altezza, per l a  quale il piano doppio relativo all' attrito i: 
anche piano unito, onde l'equazione che la determina si ottiene egua- 
gliando i valori di t dati dalle (3), ( 7 ) ,  ed è 

bcsenrp - 1 - sen rp 
n sen cp - b c  cos y cos cp ' 

ed analogamente se ne riçava 

2 e  cotgcp 2c  (11) z = -- - - = -- - = zo 
a TC 1 - aen cp x s e n q  2 sen rp 

Questi t ï e  valori delle Z serviraririo a far distinguere quale dei tre 
valori Sa, Sc, A t  della spinta valga jn ogni singolo caso, cioè: 

1" Se Z > .Ta, il valore della spinta k Sa 

2' 7, xa>z>zc, » 7, JI ,, 9 7 %  

30 ,, Z c > z > . T O ,  ,, ,, 77 7 7, SC 

71 Zo > Z, la spinta è nulla. 

5 II. Valori del momento  rovesciante. 

90. Per  questo s'intende i l  momento della spinta rispetto al10 spi- 
go10 esterno del muro di sostegno. Ma, supponendo che la base del 
muro sia i l  piano orrimontale passante pel piede della parete, esso sari 
pure il momento della spinta rispetto a quest'ultimo punto. 

91. Caso che agisca il solo attrito. - Allora, ne1 nostro caso, il 
braccio di leva della spinta rispetto al  piede della parete è = -3 Z (n"79), 
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e percib dalla espressione (4) della spinta si passa subito a quella del 
momento rovesciante M, cioè 

(12) M =  i n 2  tang2 ( Go - 2)  . 

Anche questa formola è molto conosciuta. 

92. Caso che agiscano i'uttrito e la coesiolze. - Il  momento rovesciante 
ha in generale 1' espressione 

dove So (= O) ed S denotano rispettivamente i valori della spinta nci 
-- - 

tratt,i UA,, BA. In genernle la forma funzionale di s in z varia quando 
si patlsa dall'uno all'altro dei tratti, in cui i punti A,, A, dividono l a  
parete. Ma poiché attraverso i punti di  separazione di questi tratti 
variano coritinuamente t'anto i valori di s quanto quelli della sua deri- 
vata rispetto a s (no 83), possiamo applicare all'ultimo integrale prece- 
dente l'integrazione per parti, cd otteniamo 

e poiché S, - O, le tre prime parti di questa 
sernpliüemente 

Z 

(13) M =f ide.  
do 

si distruggono, e resta 

lo Caso. = Z >  2, - Allora questo integrale si spe& in tre rels- 
-- - 

tivi ai tratti A, A,,  AGA,, A,A, cioè 

(14) M =  Ml + 34 + M ' ,  

dove 

2" Caso. = 2, > Z > 2, - Allora il punto A, manca, e l'integrale 

si spezza in due relativi ai tratti A,A,, AT, cioè 

(16) M = M l  +&Y, 

dove 

(17) 
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196 Studio sulla spinta, delle terre. 

3" ( h o .  = 2, > Z >  Xo - L' integrale (13) ha mica parte relstiva 

al tratto A~A,  cioè 7 

Gl'integrali Hl, M2 sono costanti, mentre JI', JI" ,  M'" dipendono da 2. 

93. Calcolo degi'integrali LW,, JP. - Si ha dalla (6), ove si pou- * 
gano s, z in luogo di S, 2, 

Analogamente la seconda (15) e la (17) divengono in virtù della (8), 

Infine dalla terza (15) mediante l a  (4) si ottiene 

M"' = 6 n (2 - Zz) tangZ 45O - - . ( *  2 )  
N o t i a n d k h e  l'argomento del logaritmo, c h  eritia nella espressione 

di ALz, si semplifiüa molto, perché si  ha  

2 c 2 c  cos rp z c  - Cotg - --- - -  Z a  - - cotg g, = - 
n z (Z sen ig , x 1-sen(ç7 

2 c 2 c Zc - - cotg rp = - 
Tc z 

cos <p 
onde questo argomeiito è = - = cotg 45O - . 

1 - sen rp i '3 
Parimente l'argomento del logaritirio, c'ue eritra in M", diventa 

P 
- Z - cotg q. 
2 c 

94. Eqn-essioni di 1Cf. - Le epagl ianze  (14), (16), (18) coi pre- 
senti valori delle MI,  LW ci danno le espressioni di M relative ai tre 
üasi. Le facciamo seguire dapprima raccogliendo in righi successivi i 
termini relativi a .Yo, 5i,, ii,,' 2. 
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2 ce 

(1) 
;I 2  c e  

- 6 tang2 (450 - l) .z: + le cotg <p - Z: - Z, 

PI) 
2 c P  +;;s;-i ( n + ~ ~ t g ~ ) z ; + ~ z ,  

2 c e  4 c 3  z + eotg<p z2- - z - , cotg <p loge (% I - cotg <p) 
A n 

III) + z 3  C Z ~  

95. Queste formole s i  rendono molto più acconce esprimendovi 
e, Zc, Za per mezzo di n, Zo, che saranno in ogni caso, oltre a y ,  i 
dati sperimentali relativi aiia qualit'à d i  terra, per cui si opera. A ta1 
uopo scriviamo le (IO), (1 1) cosi: 

La (9) &à poi 

Z 2 c P  A 
- - 

4cs A 
c = -  Z - 

4 O '  y -%, 7 = 16 20. 
Allora i termini in  Z,,, che ent'rano i n  tutte e tre le espressioni di  

1C X, con la sostituzione di questo valore di c danno 12Z,$ che noi, per 

analogia con gli altri seguenti, scriviamo: 
A 

- ,, 2; (- 8). 
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198 Studio sulla spinta delle terre. 

1 termini in Z,, che entrano nelie prime due espressioni di M, 
osservando pure che 

2 + co tg9  = 1 + C, 
ci dànno: 

1 
- - (Cs + 3 @ - 6 C )  Zi. 

9 6 

Qui il trinomio fra parentesi si pu6 ridurre a un binomio, osaer- 
vando che 

3 C L  6 6 = 3 3 (C- 2) y 3 (cotg + 1) (cotg cp - 1) - 3 (cotg' cp - l), 

cos 2 rp 
cota rp - 1 =. - = D, 

senS cp 

onde infinc i termini in Zc danno 

Nella (1) i termini in 2, insieme al termine logaritmico, osser- 
vando pure che 

AS kaiig2 4~ - - = - 
A 

( O P) 8en2y 
dànno : 

7z 2 A - 96 Z: .S(8011"<P - 3 A2 cotg 9 + 6 A + 6 cotg rp loge cotg 

Finalmente nella (II) l'argomento del logaritmo si pu6 trasformare 
2 c .  

osservando che, siccorne - e una lunghezza (= %), possiamo porre 
z 

5C 
- Z = cotg O, 
2 c 

e calcolare con quetlta l'angolo O ,  dopo di che il detto argornento 
diventa 

Con queste trasformazioni, e riducendo pure i logaritmi naturali a 
bridgiani, otteniamo le seguenti formole definitive. 

1. Caso = Z > 2, 

dove 

2 c o t g ( 4 ~  - 2) 3 cos g coig2 (450- 2) 6 cotg (450- 
- - -- + + senDy senS y sen rp 

6 cotg cp + ,F 10, cotg (450 - 31. 
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Valori d i / '  Valori corrispondenti di 
l 

I 

sperimentalmente i valori di  z, y, 2, relativi alla terra, 
per cui si opera, e data l'altezza Z del terrapieno, le cifre delle due 
prime colonne serviranno a calcolare Za e Z,, e con questi si potra 
distinguere quale delle tre formole per M sia da adottare. Per le due 
formoie (1)', (II)' i valori di  FI (cp), P2 (cg) t rat t i  dalle due ultime colonne 
della tabella agevolano il calcolo. 

95. Esempi wumerici. -Le costanti della terra per cui si opera siano 

n = 1500kg, rp = 40°, Zo = lm,25. 
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200 Studio sulla spinta del10 terre. 

L e  prime due colonne della tabella danno 

Esempio ln. - L'altezza della parete di  ritegno sia Z = 3",50, per 
cui 2 )  Za, onde siamo ne1 1" caso, e la formola da adottare è la (1)'. 

Calcoliamo la quantità fra parentesi. Mediante una tavola di loga- 
ritmi otteniamo 

e quindi - - 

10. termine = 3,503 . 0.2174 = 9,3210. 

Foi, prendendo dalla terza colonna della tabella i l  d o r e  di F, (rp), 

abbiamo - 

2;. termine = 1,253 . 1,3510 = 0,6835, 

e sostituerido nella (I)', otteniamo: 

32 = '-60. (9,3210-0,6853) = 2158,88 

Esempio 2 O .  - L a  parete del ritegno sia alta Z = lm,90, onde 
Za > Z > Z,,  e siamo ne1 2" caso, yer cui l a  formola da impiegare 
è la  (II>'. 

Per  ottenere il valore della parentesi, calcoliamone dapprima il 
3" termine. Otteniamo con la tavola di logaritmi: 

2 .  1,90 
û = ang . cotg 

1,23 
= ang . cotg 3,04 = lsO, 12', 30", 

e di seguito: 
sen ( q - O )  

- = 0,2667662, log ..sen e 

Poi 

sen ( Y - O )  
log . log - -  --~ 

sen <F . Ben 0 
= 9,4261308. 

log  2: = 0,2907300, 

log cotg rp = 0,0761863, 

log . loge  = 0,4342945, 

log 2 - 0,3010300, 

onde il logaritmo de 3" termine è 

e quindi: 
3" termine = 0,1142. 
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Si ha poi cotg rp = 1,1!)17, 
- - -  

onde 10 termine = 1,23 - 1,1917 . 1,90" 5,3775, 
-- 

20 termine = 1,25' . 1,90 = 2,9ti88. 

Fer avere il 4" termine, facciamo uso del valore di F, (cp) data dalla 
tabelia, che ci dà, 

- 

40 -termine = 1,25' . 0,:3158 = 0,6168. 

Sostituendo, otteniamo: 

$1 = y . [[5,3775-2,9688-0,1142-0,61681 = 314,57 kg m. 

Esempio 3 - La parete sia alta i: = lm,35, onde 2, > % > 2, e 
siamo ne1 3 O  caso, per cui la formola da adottare è la (III)'. Si ha 
quindi: 

M = . (2 .-1,35~ - 3 . 1,25 . 1,3?? + 1,253) - 4 , 9 4 k g m .  

Questi esempi danno occasione di osservare corne le altezze Zc, 2, 
sono poco differenti da  Z,, quindi la formola, che quasi sempre servirà 
in pratica sarà la (1)'. 

P a l e r m o ,  Dicembre 1909. 
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Klcinero Mittcilungcn. 

Kleinere Mitteilung en. 
- - 

Einfache Konstruktion der Tragheitsmomente ebenm Flachen (aus drei 
bekannten Tragheitsmomenten ohne Hilfe von Tragheitskreisen und Trag- 

heitsellipsen). 

Die folgende zeichnerische Darstellung der Triigheitsmoinente einer Quer- 
schnittsflache mit dem Inhalt F, von der drei Triigheitsmomente ermittelt sind, 
ist  ohne Prage einfacher als die mit Hilfe von Tragheitskreisen und Tragheits- 
ellipseri. 

Man bestimmt nach irgcndeinem bckannten Verfahren zeichnerisch den 
Schwerpunkt S und die Triigheitsmomente I,, T,, Iz bez. die Tragheitsarme 

- - 

oder Tragheitsradien i, = p, in +, 7* = der gegebenen Qum- 

schnittsflache für  die Achsen SCT, 8 S, 8%. 
Man tragt ab auf der Senkrechten zur Achse SC: SB = iu, 

17 17 71 ,, ,, S V :  S C  = ii,, 
> >  1 7  71 ,, ,, S;i : S A  = iz. 

Man zieht B P parallei zu 
S U, C X  parallel zu 91/ 
und A N  parallel xu SZ; 
A N  schneidet S U  in A', 
S V in il, B P in Al und 

E; CN in Dl. Man bcschreibt 
einen Kreis um A' mit dem 
Badius A'A, und einen awei- 
tcn Kreis um D mit d m  
Radius D Dl; diese Kreise 
sühneiden sich in den Punk- 
teri R, RI. 

Cm für irgend euie Ache 
Q QI das Tragheitsmoment 
zu bestimmen, zicht man 

parallel zu &QI durch S eine Gera.de, die AhT in L tri& tragt auf A N  die 
Lange LE = LR = L RI ab, fXlt  von E' eine Senkrcchte auf & QI, die Q Q, 
in  R und SI ,  in G schneidet, und t ragt  endlich auf S L  die Lange GII= G E  
ah; das Tragheitsrnouient des Querschnitts iuhezug auf die Achse &QI ist BK'.  E' 
und für die Achse S L  is t  es E G B .  F. 

Darmstadt. FR. GRAEFE. 
- 
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Kleinere Mitteilungen. 203 

Aufruf !  

Eine umfassende Weltanschauung auf Grund des Tatsachenstoffes vorzu- 
bereiten, den die Einzelwisserischaften aufgeliauft haben, und die Ansitze dazu 
sunachst unter den Forscliern selbst zu verbreiten, ist ein immer dringenderes 
Bedürfnis vor allem fïir die Wissenschaft geworden, danu aber auch fiir unsere 
Zeit überhaupt, die dadurch erst erwerben wird, was w i r  besitzen. 

Doch nur durch gemeinsame Arbeit vider  kann das erreicht werdcu. Da- 
rum rufen wir alle philosophisch interessierten Forscher, auf welchen wisçen- 
sehaftlichen Gebieten sie auch betatigt sein mGgeii, und alle Philosopheu in1 
engeren Sinne, die zu hdtbaren Lehren n u  durch eindringendes Studium der 
Tatsachen der Erfahrung selbst zu gelangen Liofen, zum Beitritt zu einer Ge- 
sellschaft für positivistische Philosophie auf. Sie sol1 den Zweck haben, alle 
Miissenschaften untereinander in lebendire VP~-bindung xi1 setzen, überall die 
vereinheitlichenden Thgriffe zu entwickeln und so zu einer widerspruchsfreien 
Gesamtauffass urig vorzudringen. 

Um nahere Auskunft wende man sich an den mitunterzeichneten Herrn 
JI. II. B a e g e ,  Friedrietishagen bei Berlin, WaldowstraBe 23.  . 

E. DIETZGEN, Prof. Dr. S. F m u u ,  Wien. Prof. Ur. SA. ZIEHEX, 
Fabrikbesitzer u. philos. yrof. D ~ .  jESSEN, Gch. Medizinalrat, Wies- 
Schriftst~ller, Rensheim. Liottingen. baden. 

Prof. Dr. FOPPL, Prof. Ur. B. KEIIN, Prof. Dr. FOREL, 
Nüuclien. Obergeneralarzt u. Jnspek- Yvorne. 

Prof. Dr. H r r . ~ s ~ r ,  teur der 11, ~ ~ ~ i t ~ ~ ~ . ~ ~ -  Prof. Dr. HRLM, 
Geh. Reg.-Rat, Gottingen. spektion, ~ ~ ~ l i ~ ,  Geh. Hofrat, Dresden. 

Prof. Dr. KA?~~MEIIRR, Prof. Dr. JE RUS AL EX^ 
Prof. Dr. v. LISZT, 

Geh.Reg.-Rat, Charlotten- Geh. Justizrat, Berlin. Wien. 
bnrg. Prof. Dr. F. KLELN, 

Prof. Dr. LANPRECHT, '. E. Mür'LE1'~ Guh. Heg.-Rat, Gottingen. 
~ ~ h .  ~ ~ f ~ ~ t , ,  ~ ~ i ~ ~ i ~ ,  Geh. Beg.-Rat, Gotlingen. l'rof. Dr. LOEB, 
Prof. Dr. E. MACH, Prof. Dr. P o ~ o x r d ,  Rockefeller-Institute, 

Hofrat, Wien. Konigl. Landesgeologe, New-York. 
JOSEF POPPER, R erlin. D ~ .  MÜLLER-LYER, 

Ingenienr, Wien. Prof. Dr. Roux, BTiinchen. 
Prof. Dr. RIDUERT, Geh. Nedizinalrat, Prof. Dr. RHUXBLER, 

Geh. Medizinalrat, Ronn. Halle a. S. Hanu.-Xünden. 
Prof. Dr. SCHIJPPE, P ~ o ~ . D ~ . E ~ ~ ~ ~ ~ v . S E E I J I G E R ,  Prof. Dr. F. C. ~.SCIIILLER, 

Geh. Reg.-Rat, Breslau. München. Corpus Christi College, 
Prof. Dr. VERWORN, Prof. Dr. WERSICKE, Oxford. 

Bonn. Oberrealschuldirektorund Prof. Dr. TONNIES, Kiel. 
Prof. Dr. EINSTEIN, Privat-Dozent, Braun- Prof. Dr. WIEXEK, 

Prag. schweig. Geh. Hofrat, Le ip~ig .  

M. 11. BAEGE, Prof. Dr. PETZOLUT, 
Dozcnt der Freien Hochschule Berlin Oberlehrer und Privat-Dozent, 

Friedrichshagen. Spandau. 
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Bücherschau. 

Bücherschau. 

J.  Bausehinger und J .  Peters. Logarithmisch-trigonometrische Tafeln 
mit a c h t  Dezimalstel len e n t h a l t e n d  d i e  L o g a r i t h m e n  al ler  Zahlen 
v o n  1 bis 200000 und d i e  L o g a r i t h m e n  d e r  trigonometrischen 
F u n k t i o n e n  f ü r  j e d e  S e x a g e s i m a l s e k u n d e  d e s  Quadranten.  Erster 
Band: Tafel der achtstelligen Logarithmen aller Zahlin von 1 bis 200 000 
S t e r ~ t y p a u s g a b e .  Leipzig 1910 ,  Wilhelm Engelmann. Geb. Ji!. 18.50. 

' 

F ü r  manche Rechnungen insbesondere der Astronomie und Ceodiisie sind 
mehr als siebenstellige Logarithmentafeln ein Dedürfnis; an solchen Tafeln 
standen seither haiiptsichlich zur VerAigung der zehnstellige, fiir die Inter- 
polation unbequeme ,,Thesanrus logarithrnornn~'~ von Cr. Vega. und die acht- 
stelligen, vom fianz6sischen Service géographique de l'Armée herausgegebenen 
,,Tables des logarithmes i!i huit d&rnales", welch letzteren die Uezimalteilung 
des Quadranten zugrunde liegt. Die rorliegenden achstelligen Ta.frln ba.hen als 
Grundlage die Sexagesimalteiluug des Quadranten; das Werk füllt deninach 
einc vorhandcne Lücke aus. 

Die Tafeln wurden mit Rücksicht auf die Handlichkcit auf zwei Bande 
verteilt, von deneu der ersle Band eine Tafel der achtstelligen Logarithmen 
aller Zahlen von 1 bis 3 0 0  0 0 0  und die zur Berechnung der Logarithmen von 
Sinus und Tangens kleiner Winkcl erforderlichen GroBen S und T enthalt. 

Die Intervalle des Arguments wurden derart gewiihlt, daB nicht nur :in 
jeder Stelle der Tafel linearehterpolation gestattet ist, sondernda~dieFunktions- 
intervalle nur ausnahmsweise auf vier Stellen ansteigen. Interpolationstafelchen 
sind dem vorliegenden ersten Band i n  genügender Anzahl beigegcben. 

F ü r  die Anordniing und  Griippierung der einzelneri Seit,en diente die be- 
kannte sechsstellige Tafel von B r  e m i k  e r  als Vorbild. Die Zerlegung der ein- 
zelnen Logarithmen geschah in Gruppen zu drei und fiinf Ziffern. In bezug 
auf die & ~ e r e  Ausstattnng wurde alles aufgeboten, um die Tafel zu ciner 
mustergültigen zu machen. 

Von besondcrem Interesse ist  bei dem neuen Tafelwork die Ermittlung 
der Funktionswerte, die nicht durch vollstandige Neubereehnung bestimnit 
\lm-den. Als Grundlage für  den vorliegenden ersten Band dienten die aiif zwdf 
Dezimalen abgeliürzten, i n  Briggs, Arithmetica logarithmica (Londini 1621) 
vierzehnstellig enthaltenen Logarithmen der Zahlen von 1 bis 20 000 und von 
9 0  0 0 0  bis 1 0 0  000. D-ie dazwischenliegenden Werte wurden mit Benütaung 
der zweiten Differenzen berechnet; für diese Arliieit wurde von Ingenieiir 
H a m a n n  eine neue Differenzenmaschine konstruiert, die auBerdem die berech- 
ncten Werte gleichzcitig aufschreibt. Die gsnze Interpolatiousarbeit, bestehend 
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aus 828 000 Eirizelwerten, wurde mit Hilfe der Maschine von zwei Rechnern 
in einem Jahr  erledigt. Das Ergebnis der mit der Maschine unmittelbar 
geleisteten Arbeit stellt eine zwolfitellige Logarithmentafel Tor, die im Ma- 
nuskript dem Astronornisçhen Hecheninstitut in Berlin zur standigen Auf- 
bemahrung übergehen wurde. Eine Beschreibung der neuan Maschine, die 
sich vorzüglich bewahrt bat, ist  in der dem ersten Band beigegebenen Ein- 
loitung enthalten. 

Nach menschlichem Ermessen wirde allas getan, iim aine rnoglichst fehler- 
Sreie Tafel zu schaffen. 

Reigcfügt moge noch sein, daB dns Werk mit Tinterstiitzung der Kgl. 
PreuBischen Akatleinie der Wissenschaften in  Rerliu und der Kaiserl. Akademie 
der Wissenschaft,en in Wien durchgeführt wurde. 

Prof. J. peters. Einundzwanzigs te i l ige  W e r t e  d e r  F u n k t i o n e n  S i n u s  
und Cosinus z u r  g e n a u e n  B e r e c h n u n g  v o n  zwanzigstel l igen W e r t e n  
samtl icher  t r igonomet r i schen  F u n k t i o n e n  e ines  bal iebigen Argu- 
ments  sowie  i h r e r  Logar i thmen.  -4us dem Anhang zu den Abhand- 
lungen der Kgl. I'reuBischcn Akademie der Wissenschaften vom Jahre 1911.  
Berlin 1 9 1  1, i n  Kommissinn hei Georg Rcimer. 

Die vorliegende 'l'afel entstand als Hilfstafrl fiir die Hea,rbeitung der i m  
vorhergehenden besprochenen, vom Verfasser und J. B a u s  c h i n  g e r  heraus- 
gegebenen achtstelligen Logarithmentafel, bei welcher einaelne zweifelhaft 
gehliebene Werte einer mindestens sechzelinstelligen Neuberrchniing iinter- 
zogen werden mu8ten. 

Die Tafel enthAt fü r  alte Teiliing des Quadranten die einundzwanzig- 
strlligen Werte der Funktionen Sinus und Cosinus, und zwar auf sieben Seiten 
f ü r  die Winkel von O Grad bis 90 Grad von zehn zu zehn Xinuten und auf 
dreiBig Seiten für die Winkel von O Qrad bis O Grad 10 Xinuten für jede 
Sekunde; im letzteren Fa11 mit Angabe der ersten bis dritten Differenzen. AuBer- 
dern sind zur Uerechnung der Lqar i thmen der trigonometrischen Funktionen 
drei Hilfstafeln vorhanden, die auf einundzwanzig Dezimalen Vielfache des 
lloduls iK, Vielfache von arc 1" und Vielfache dos reziproken Moduls 1 : B l  
enthalten. 

Die Errriittlung der natürlichen Werte von Sinus, Cosinus und Tangens 
eines Winkels mit Hilfe der Tafel geschieht auf Grund der Formeln 

sin (a: + d u )  = sin cr cos d u  $- cos a! sin d u  

cos ( a  + d a )  = cos cr cos d u  + sin cr sin d u  

Für die Berechnung der Logarithmen der trigonometrischen Funktionen 
empfiehlt der Verfasser den Weg über die natürlichen Werte und unter Be- 
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nützung der TaCeln von S t e i n h  a u s e r  ') oder C a l l e  t ') die Yerweriduug der 
stark konvergierenden Reihe 

I n  der Eiuleitung zu der Taftil gibt der Verfasser mehrere durctigefülii-te 
Zahlenbeispiole. 

Die Art der Berechnung der einzelnen Tafdwerte und die ausgeführten 
Koritrolleu, über die der Verfasser in der Einleitung nlhere Angaben iriacbt, 
lassen xusammen mit der heim Korrekturenlesen angewandten Sorgfalt ver- 
muten, daB die neue, für  manche Zwecke wertvolle Tafel frei von Fehlern ist. 

Straliburg i/E. P. WEHKMEISSER. 

Prof. Dr. J. Peters, Observator des Kgl. Astronomischen Recheninstituts 
in Berlin. ~ i e b e & t o l l i ~ e  ~ o ~ a r i t h ~ e n t a f e l  d e r  trigonometrischen 
F u n k t i o n e n  für j e d e  B o g e n s e k u n d e  d e s  Quadran ten .  Stereotyp- 
ausgabe. Leipzig 1911, Wilhelm Engelmann. Geb. dl 330.-. 

Eei Bcnützung des trigonometrischcn Teiles der gcbriiuchlichsten sieben- 
stelligen ~ o ~ a r i t h ~ e n t a f e l n  t r i t t  insofern eine ~ n b e ~ u e k l i c h k e i t  auf, als - ab- 
gesehen von den kleinen Winkeln - das Argumentintervall für die Interpolation 
zu groB ist. Diese Unbequemlichkeit ist  bei der neuen Tafel nicht vorhanden, 
indem sie für die Sexagesimalteilnng des Quadranten die siebenstelligen Lo- 
garithmen der trigonom&ischen Funktionen von Sekunde zu ~ekunde-angibt. 

Die Gnindlage fiir die Tafel hildete die hei der Herstelliing der von 
J. B a u s c h i n  g e r  und J. P e t  e r  s herausgegehenen aclitstelligen Logarithmeu- 
tafe13) gleichsam als Nebenprodukt entstandene zwolfstellige Tafel. 

Die Tafel umf& 921  Seiten, auf denen je drei - bis zu zwei Grad nur 
je zwei - Minuten in übersichtlicher Weise untergebracht sind. Von deu ein- 
zelnen Logarithmen sind aus Raumrücksichten dio drci crsten - bei denkleineren 
Winkeln weniger - Ziffcrn abgetrennt und am Kopf bzw. Fu0 der Vertikal- 
spalte rorgedruckt. 

Die Interpolationstiifclchen sind in ausreichender Anzahl für ein-, zwei- und 
dreistellige Differenzen - im W i n k d  von einem Grad zwanzig Minuten au - 
vorhanden. Für  kleine Winkel -- bis zu zwei Grad - sind die bekannten 
GroBen S und T angegeben. 

An Korrekturenlesen wurde nach Angabe des Verfassers nicht gespart, 
so da6 die Tafel frei von Druckfehlern sein dürfte. 

n i e  %uBere Ausstattung der Tafel entspricht den Anfordermgen, die man 
a n  eine gute Tafel stellt. 

StraBburg i/E. P. WEKKMEISTEH. 

1) A. 8 t e in  h a u s  er .  Hilfstafeln znr prazirien Rerechnuug zwaneigstelliger 
Logarithmen usw. Wien 1880. 

2) F. Cal le t .  Tables portatires de logarithmes. Paris 1795. 
3) J. B a u s c h i n g e r  u n d  J. P e t e r s :  Logarithmisch-trigonometrifiche Tafeln 

mit acht Dezimalstellen. Leipzig 1910 und 1911 Vgl. die Besprechung auf S. 204. 
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Dr. Lothar Schrutka, Edler von Rechteristamm, Privatdoxent fü r  
Yathematik a n  der Univeristit und an der Sechnischen Hochschule in  Wien. 
Theorie und P r a x i s  des l o g a r i t h m i s c h e n  Rechensch iebers .  Leipzig 
und Wien 1911,  Frnnz Dcuticke. J$ 3.-. 

Nach einleitenden H~merkungen über die Grundlagen der Theorie des 
Rechenschiebers gibt der Verfasser eine Reschreibung des Instruments in seiner 
gewbhnlichen Ausführung. Die Anleitungen zu seinem Gebrauch beziehen sich 
insbesonderr an€ Proportionsrechnung~n, Miiltiplikation, Divic;ion, Qiiadrieren, 
Quadratwnrzelausziehen, Kubieren und Kubikwurzelausziehen. Ferner findet 
man Angaben über Rechenschieberskalen für besondere Zwecke und über die 
Verwendung des Rechensahiebers zur Aiiflosung von quadratischen und kiibischen 
Gleichungen. Beigefügt sind auch Bemerkungen über die Genauigkeit der Rechen- 
schieberrechnuug und solche über hesondere Arten von Rechenschiebern. 

Bei den Anleitungen für  den Gehrauch des Rcchenschiebers bespricht, der 
Verfasser zuerst die Rerechnung von Proportionen und dann erst die Multi- 
plikation und Division; für den Anfknger ist zweifellos der umgekehrte Weg 
der ernpfehlenswertere. 

Wenn auch die erste Einfübrung in den Gebrauch des Rechenschiebers 
am besten niündlich durch einen erfahrenen Rechner geschieht, oder -- wenn 
hierzu keinr Gelegenheit vorhanden ist - an Hand einer knrzen Anleitnng 
ausgeführt werden kann, wie sie seitens der Rechenschieberfabriken den ein- 
zelnen Instruinenten beigegeben wird, so wird doch mancher für das weitere 
Eindringen eine Anleitung wie die vorliegende gerne zur Hand nehmen. 

Strabburg i/E. P.  VIT^^:^^^^^^^^. 

Ing. Siegniund Wellisch, Uauiuspektor der Stadt Wien. T h e o r i e  und 
Prax is  der Ausgle ichungsrechnung .  Zwei Bande. Wion und Leipzig 
1909 und 1910, Car1 Fromine. A IO.- ,  bzw. 7.50. 

Das Werk zerfiillt in zwei Bande, von denen der erste die ,,ElementeLL 
und der zweite die ,,ProblemeU der Ausgleichungsrechnung behandelt. Der erste 
Baud enthült drei Abschnilte, die sich mit der Theorie der wahren Beobach- 
tungsfchler, der scheinbaren Beobachtungsfehler und der kleinsten Fehlerquadrat- 
summen beschiiftigen; im sweiten Bande werden in drei Abschnitten die Theorie 
der Fshler iu  der Ebene und im Kaume, die Triangulierungs-Ausgleichung und die 
Aufstellung empirischer Formeln behandelt. Wie schon diese kurzeInhaltsübersicht 
andeutet, ist insbesondere der xweite Band für die Zwecke der Geodiisie bestimrnt. 

In der Einteilung und Behandlung des Stoffes weicht der Verfasser viel- 
fach von dem sonst Üblichen ab;  besonderes Interesse verdienen in dieser Hin- 
sicht im ersten Band diejenigen Teile, die sich mit den verschiedenen Fehler- 
maBen befassen. An verschiedenen Stellen des Werkes findet man  Neuerungen; 
von diesen mogen hier nur  angeführt sein eine Niiherungsformel zur Berechnung 
des wahrscheinlichen Fehlers unmittelbar ails Reobachtiingsfehlern, und die 
Einführung von neuen - vom Verfasser als neutrale widerspruchsfreie Werte 
der charakteristischen FehlermaBe bezeichnete - FehlermaBen. 

Das Werk, das sowohl fiii den Thearetiker als auch für  den Praktiker 
lesenswert ist, ist  klar und leicht verst%ndlich geschrieben; es bedeutet zweifellos 
eine wertvolle Bereicherung der Literatur iiber Ausgleichurigsrechnung. 

StraBburg i/E. . -- - -- 
P. WBIIKMEISTER. 
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S. Arrhenius. Das S c h i c k s a l  der P l a n e t e n .  Mit 2 Abbildungen im Tert, 
55 S. 8. Leipzig 1911,  Akad. Verlagsgesellschaft. 

In  dieser anrcgenden Schrift ent,wickelt der Verf. aus physikalischen und 
chemischen Cberlegungen heraus in groBen Zügen den Ablauf des Schicirsals, 
das einen Planeten nach seiner Geburt treffen muB. Die Oberfl~chengestaltun~ 
und Intensitiit des organischeu Leberis sind aiifs engste mit der Dichte und 
Beschaffenheit der Atmosphiire verknüpft; die einfachon und durch die fort- 
schreitende Entwicklung noSwendigen atmospharischen Wandlungen ziehen den 
f ü  das organische Leben gewaltigen Umsühwung nuf den Planetenoberfiichen 
nach sich. Nur die letzten Phasen der Entwicklung seien hier skizziert. Der 
Stufe der Erde geht ein Stadium voran, wie wir es jetzt auf der Venus For 

uns sehen: eine dichte feuchte Atmosphiire, stiindige Wolkenbedeükung, triefende 
Nasse. Ein schwaches klimatisches Ahbild gewahren ailf der Erde die Kongo- 
gebiete und das Innere Brasiliens am Amazonas. Ni t  schwindender Atmosphire 
sinkt der I'lanet durch das Erdstadium hindurch und tritt  in  einen Zustand, 
den wir auf dem Mars beohachten. Ein diinne T,uft umgibt eine wiist,rnhafte 
Oberfliche, deren Gebirge schon abgetragen sind. Als Gleichnis zieht der Verf. 
die von Hedin in den letzten Jahren gcnauer studierten Wüstcn Zentralasiens 
heran. i n  denen auch Gebiete nicht fehlen. die Seitenstücke zu den Kanilen 
und seen des Mars abgeben. Jedenfalls widerspricht die von A r r h e n i u s  mit 
bcsonderor Liebc bchandelte E r k l k u n a  der hIarsformationen in keincm Punkte 

u 

dem heutigen Stande der visuellen und spektrographischen Beobachtungen. In 
der weiteren Entwicklung büBt der Planet immer mehr Atmosphare ein und 
infolge des Wasserniangels hort der groBte Teil des Kreislaufes auf. In dies~m 
Zustand befinden sich Mond, Merkur und di< kleinen Planeten Von da  ab 1st 

der Ilimmelskorper tot  und unveranderlich. 
Um das Mindeste yu sagen bildet (las ,,Srhicksal der PlanetrnGL fiir einen 

groBen Komplex sehr verschiedenartiger Beobachtungen eine einfache Beschr~i- 
bung; die einfachste Beschreibung ist das Ziel dcr E'orschung. 

1. C. V. L. Cllarli0r. D i e  ana ly t i sche  L5sung des Bahnbestimmungs- 
problems. 1. Mit 1 Fig. 2 1  S. 8. II. Mit 1 Fin. 28  S. 8. Cpsala 1911, 
Meddel. Lunds observat. Nr. 45, 46. 

2. C.V. L. Charlier. Die L a g r a n g e s c h e  G l e i c h u n g  im Bahnbestimmungs- 
p roh lem.  Mit 1 TaM.  1 8  S. 4. Luud 1911 ,  Meddel. Lunds oliserval. 
Scr. II, Nr. 7. 

1. Der Verf. will in diesen Untersuchiingen die von Lagrange bearbeitek 
Xethode der Bahnbestimmung nach der Richtung vervollstaudigen, daB er die 
Losung in rein analytischer Weise ohne irgend welche Naherungen direkt aus- 
drückt. Er  diskiitiert zu dem Zwecke zunachst die Lagrangesche Gleiehung 
für den Radiusvektor, eine Gleichuug 8ten Grades zwischen dem Radiusveklor 
des Planeten und seinom Erdabstand. Sie ha t  immer eine Wurzel, dio der Ein- 
heit gleich ist, der Erdbahn entspricht und daher ausscheidet; ferner müssen 
eine negative, zwei positive und vier imaginiire Wurzeln vorhanden sein. Die 
weitere Diskussion der heiden positiven Wurzeln fïihrt aiif Notwendigkeit und 
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Mtjglichkeit von Doppellosungen, deren Auftreten in verschiedenen Raumgcbieten 
durch eine Figui. der GrenxflRchen veranschaulicht wird. Aus den Rndgleichungen, 
mit denen L a g r a n g e  seine Untersuchungen abschlo8 und die die mathe- 
matische Losung des Bi~hnbestimmungsproblemç enthalten, leitet nun der Verf. 
die eigene analytische Losung ab, deien Vorzug er besonders darin sieht,, da8 
sie ehen die Unbekannten direkt ohne Niherungen liefert. 

2. Zur Erleichterung der numerischen BufiGsung der L a  g r  a n g e  schen 
Crleichung hat der Vert'. in der zweiten Abhandlung Tafeln veroffentlicht, die 
aber nicht in so engen Intervallen angelegt sind, daB man sie mit Vorteil bei 
praktischen Rechnungen verwerten konnte. Ein durchgerechnetes Bahnbe- 
stimmungsbeispiel fehlt; man kann sich daher nicht ohne weitereseineVorstellung 
von dem erforderlichen Arbeitsaufwand bei der praktischen Anwenduug der 
Lagrange-Char l ie r sc f ien  Nethude machen. 

StraBburg i. E. W I ~ T Z .  

C. T. L. Charlier. Ü b e r  d i e  B e w e g u n g  d e r  B a h n e b e n e n  d e r  Satel l i ten 
in u n s e r e m  Plane tensys tem.  35 S. 4. Lund 1909, Meddel. Lunds 
observat. Ser. II, Nr. .5. 

Der Vcrf. iintersucht die wichtige Frage, inwieweit die Satellitenbahnen 
der Bemgung des ~ ~ u a t o r s  ihres Hauptplaneten folgen, ein Problern von 
groBer Redeutung sowohl für die Entwicklung der Satelliten a h  auch für die 
kosmische Geschichte der Rotation der Planeten. Die interessaute mathematische 
hbleitung, die den breitesten Baum euinimrrit utid das Problem originel1 lost, 
fLhrt, zu dcm Rcsultat, daB in dor Hauptsache die Beziehung SI : S, das Ver- 
ha.lten der Rrihnehenen der Satelliten ziim ~ ~ i i a t o r  des Ha.uptplaneten best,immt; 
hier bedeutet SI naherungsweise die ~ e w e & n ~  der  ahn ne ben en des Satelliten 
auf der Bahnebene des Hauptplaneten unter dem alleinigen EinfluB der Sonne, 
und ^Y2 ist die Rewegung des Knotens der Satellitenba,hn auf dern &uator des 
Planeten, wenn uur die Abplattung des Hauptplaneten die Knotenbewegung der 
Satellitenbahn bedingt. Bleibt SI : S, sehr klein (SI < S,), so t ~ l g t  die Satel- 
litenbahn den Bewepngen des Aqiiators des Hauptplaneten und die Bahn liegt 
ungefahr in  dieser Aquatorebene; ist  SI : fJ2 aber sehr groB (SI > Sz), so heiBt 
das, da8 die Ahplattung des Paneten zu geririg und nicht mehr imstande ist, 
die liondbahnebcne den ~ n d e r u n g c n  der Aquatorebene nachzuzwingen. 

Einige der kosmogonisch wichtigen Schlüsse, zu denen Ch a r l  i e r  auf 
Grund dieser Untersuchungeu gelangt, m6gen hervorgehoben werdeu. Für  die 
Erde ergiht sich, daB zur Zeit der Loslosung ihrcs Mondes der Erdiiquator eine 
erheblich kleinere Neigung gegen die Ekliptik gehabt hatte als heute. Die 
sieben inneren Saturnsatelliten sind an die Bewegungen des Saturniiquators 
gebunden; der SuBerste Satellit Phoehe lsuft rückwiirts. Das legt die Annahme 
nahe, da0 der Saturn zur Zeit  der Bildnng der Monde in retrograder Rich- 
tung rotierte, daB die Rotationsachse dann allmahlich umkippte, hierbei die 
sieben inneren Monde mitnahm, den 5uBersten Phoebe aber als Zeugen der 
alten Rotation stchen lieB. d u f  eine eigenartige Entwickluug, hhnlich der- 
jenigen im Saturnsystem deuten die Verhaltnisse des Jupi te~systems hin. Xatür- 
Lich setzen diese weitreichenden kosmogonischen 8chluBfolgerungeu voraus, 
daB wirklich die merkwürdigen, in den letzten Jahren entdeckten schwachen 
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und entfernten Monde des Jupiter und Saturn ursprünglich jenen massen- 
starken Planeten angehoren und nicht etwa erst spiiter von ihnen cingefangen 
wurden. Gerade fiir einen solchen Porgang spricht aber manches. 

StraBburg i. E. WIRTZ 

A. v. Flotow. E i n l e i t u n g  in d i e  Astronomie.  Mit 1 Pig. XIV u. 288 S. 
8. (Samml. S c h u b e r t  XV.) Leipzig 191 1, G. J. Goschen. Geb. 4 7 .  -. 

Unter Einleitung in die Astronomie versteht der Verf. die Definition und 
Transformation der verschiedenen astronomischen Koordinaten, ihre gegen- 
seitigen Veranderungen im Laufe der Zeit und die Bestimmung der uns durch 
das Licht vermittelten Richtungen der Himmelsobjekte. Das ist also der theo- 
retische Teil der s p h % r i s c h e n ~ s ~ o n o m i e  o d e r ~ s t r o i e t r i e .  DieGrundgleiçhungen 
der spharischen Trigonometrie werden streng und allgemein auf Grund des 
MCibiusschen Begriffs der Strecke und des Prinzips der Drehung um Acbsen 
abgeleitet und die L a g r a n g  eschen Reihenentwicklungen, die für die astrono- 
mischen Rechnungen besondere Bedeutung besitzen, &dcrgegebcn. Mit den 
fundameritalen Koordinatensystemen, dem ZeitmaB und der Transformation der 
Koordinaten beschiiftigen sich die nachsten drei Abschnitte, in denen neben 
den strengon Formeln auch die Vereinfachungen und rcchenflüchtigen Um- 
gestaltungen auseinandergesetzt werden, deren sich in  praxi der ~stronom 
bedient. Sehr vo l l s tand i~  erscheinl das Problem der Parallaxe: uicht uur der 
Ü b e r p n g  auf den locu; fictus wird gelehrt, sondern auch die '~eduktion der 
Koordinaten auf das Barvzentrum. i. e. den Schwerpunkt des Svstems Erde- 
Mond, wie es zuerst von H. ~ r u n s  angegeben aordén  içt. 

Der Zeitrechniing liegt die Rewegung der Erde in ihrer Bahn zugrunde, 
und daher erfahren i n  einem folgenden Kapitel die Elemente der 13ahnbewegung 
eine eingehende Darstellung, i n  der die Bewegung der Erde unter dem Ein- 
fluB des Mondes und die Rexiehimg xwischen heliozentrischen Konrdinaten des 
~ e o z e n t m r h  und des Bargzentrums nicht fehlen. Der Theorie der Refraktion 
und ihrem EinfiuB auf die Koordinaten ist der achte Abschnitt gewidmet, der 
allgemein die Realisierung der Richtung durch den Lichtstrahl umfaBt. Hier- 
hin geli6rt dann auch a n  zweiter Stelle die Aberration, die eine ebenso an- 
schauliche wie vollstëndige Durcharbeitung findet. Die ,,Andermgen der Funda- 
mentalebenenLL im letzten (9.) Kapitel umfassen die Prazession, die Nutation . . 

und die Polschwankungen, wobei wieder die bequemen in der riurnerischen 
Rechnung gebrauchten Formeln den AbschluB der Entwicklung bilden. - Die 
zahlreichen~numerischen Angaben des Textes und die  leme ente und Konstanten 
a m  SchluB des Buches gehen auf die besten modernen Quellen zurück. 

Das Vorwort hebt hemor, da0 für die Behandlung des Stoffes maflgebend 
waren die Vorlesungen über Astronomie von H. B r u n s  in Leipzig und Unter- 
suchungen von L e v  e r r i e r  und N e w  corn b. Das Werk zeichnet sich aus durch 
Straffheit der Disposition, Schiirfe der Definitionen und Kürze und Strenge 
der Entwickelungen. Seiner A d a g e  nach stellt es das Wesen der Methode in 
den Vordergrund. Nicht nur dern Studierenden wird es von Nutzen sein. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 
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5. Giirither. Verglo ichende  M o n d -  und E r d k u n d o .  Mit 23 dbbild. i m  
Text u. 4 Tafeln. X1.u. 193 S. 8. (Samml. ,,Die Wissenschafti', Heft 37.) 
Braunschweig 1911,  F. Vieweg & Sohn. Geb. 5 .80.  

Nach dem Willen des Verf. sol1 in dern Buche ,,von den altesten Zeiten 
an der Gedanke, im Monde sei eine zweite Erde anzuerkennen, durch die 
Jahrhimderte verfolgt werden, u m  zuletzt zu zeigen, da0 in der Tat  mit gutem 
Recht ein Vergleich zwischen Mond- und Erdkunde gezogen werden kann, der 
in sich volle Berechtigung besitzt, sobald man nicht in den freilich sehr gefshr- 
lichen und wiederholt begangenen Irr tum verMlt ,  Analogie mit Identitat zu 
verwechseln." So ist denn auch die Schrift vorwiegend historischer Art, und 
für den Astronomen besteht ihr  groBer Wert  in den reiçhen Literaturnachweisen, 
neben denen für den noch nicht mit dern Monde Vertrauten die sachliche Be- 
handlung der eigentlich selenographischen Pragen zu kurz kommt. Unter den 
modernen Forschungsmethoden, Hypothesen und Theorien bleibt wohl keine 
unerwahnt; ja  man kann das niitzliche Ruch als einen mit philologischer Akribie 
gearbeiteten und gut  disponierten AbriB der selenographischenLiteraturgeschichte 
bozeichnen. Der breiteste Raum ist der Frage des lunaren Vulkanismus einge- 
fdurnt, kürzer gefaBt das Kapitel über die tektonischen Dislokationen auf 
dern Mond. Die Ansicht des Verf., die übrigens bei dern referierenden Charakter 
des Buches nie in  den Vordergrund tritt, geht dahin, ,,gezeigt zu haben, da% es 
maglich ist, sich von der groBen Mehrzahl der Dinge, die man auf dern Monde 
sieht, dadurch Rechenschaft zu geben, da0 man die Normen, welche für die 
vulkanischen und tektonischen Erscheinungen auf der Erde als gültig aner- 
kannt sind, unter geeigneten Kautelen auch auf dau Nachbargestirn übert,ragt.LL- 
Die IIinzufügung des Erscheinungsjahres bei den Zeitschriftenbanden würde 
den Zitatenschatz noch übersichtlicher gemacht, die historische Entwicklung 
noch genauer festgelegt haben. 

StraBburg i. E. 

K. Partus. E n t s t e h u n g s w e i s e  d e r  M o n d e  der Plane ten .  Mit 6 Tafeln. 
52 S. 8. Dresden 1909, C. ,4. Koch. 2.-. 

Aus Messungen an Mondphotograpbien findet der Verf., daB die Mond- 
krater entweder kreisformige oder in  vielen Fiillen eirunde Kammlinien auf- 
weisen. Sechzig dern Rande nicht ferne Krater hat  M a r t  u s  durchgemessen; 
ihre Reduktionselemente und die Planzeichnung der Kraterwglle sind über- 
sichtlich wiedergegeben. Diese Untersuchungen führen nun den Verf. zu dern 
SchluB, da8 die Mondkrater ihren Ursprung einschlagenden meteorischen Kugeln 
verdanken, eine Ansicht, die schon von manchen Selenographen ernstlich dis- 
kutiert worden ist und die in dern in  den letzten Jahren genauer bekannt ge- 
wordenen sog. Meteorkrater Coon butt in Arizona eine irdische Stütze fand. 
Eine genaue Ausmessung des Alpentales hestatigt es wieder, da8 diese eigen- 
tnmliche Formation eine geradlinige 1 4 7  km lange Furche in die Wolbung 
der Nondkugel reiBt, also entschieden auf eiuen StreifschuB hindeutet. Es  
existieren übrigens noch andere derartige Furchen, wenn auch i n  kieinerem 
MaBstahe, und alle diese Furchen Sind merkwürdigerweise untereinander parallel. 
Der GeschoBhagel, der den Nond getroffen hatte, rührt  nach Martus her von 
einem Ring kosmischen Staubes, der in  der Art  der Saturnringe einst die Erde 
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umgab und hernwh zum Monde wurde. Den RIarsmond Phobos, drn V., VI., 
VD., VIII. Jupiterinond halt Martus für eing~fangene kleine Planeten, wiihrend 
die ursprünglicheu Planetenmonde aus Meteorringen liervorçegangen seien. 

Gegen die Anschauungon des Verf. lassen sich leicht Einwsnde erhehcn; 
seine mit einfachen Mitteln ausgeführten sorgfiltigen Vermessungen nach Mond- 
photogrammen aber verdienen Anerkennung und Nachahniung. 

StraBburg i. E. WI IWZ 

F. Nolke. Neue Erklarung des Ursprnngs der Kometen. Mit 6 Fig. 
42 S. 8. S.-A. ails den Abh. d. Nat. Ver. Rremen, Bd. XX, Heft 1. 
Bremen 1909.  

Die Schrift ist dern Beweis der Behauptung gewidmet, daB der C'rsprung 
der Kometen und die Entstehung der irdischen Eiszeiten einem Durchgange 
der Sonne durch kosmische ~ e b e l m a s s e n  mgeschrieben werden müsse.- D& 
Kebel, der für die Kometen unseres Systems das Naterial geliefert hnbe, sei 
der Orionnebel; die Sonne verlieB ihn vor etwa ,50000 Jahren, nachdem sie 
vielleicht 5000 Jahre im Hindurchwandern darin verweilte. Wiihrend des 
Aufenthalts der Sonne i n  der Nebelmasse herrsçhte im Sonnensystem die Eis- 
zeit, weniger wegen der Verringerung der Wiirmestrahliing durch Absorptions- 
wirkung der zwischen Erde und Sonne lagernden Gtaubmaterie, als vielmehr 
weil die Sonnentemperatur durch die unaufh6rlich mit ihr vereinigten und sie 
verdichtenden Nebelpartkelchen allmiihlich ihre Durchliissigkeit für Ur%rrne- 
strahleu eiubüBte. Die liingere h u e r  der Eiszeit von 5 0  000-100 000 Jahren 
nchst den ~otc rg laz ia lzo i te~  rührt daher, daB die Sonne nacheinander in rnehrere 
ziemliçh weit voneinander entfernte, hinter dem OrionnebeI liegende und mit 
ihm nur  lose zusammenh%ngeude Nebelmassen eintrat. 

Die Bedingungen, unter denen kometenartige Gebilde von der Sonne mit- 
gezogen werden und das Bild, das sich nuü für die Verteilung der Bahnen 
ergeben muD, sucht der Verf., sehr ins Einzelne gehcnd, nachzurechnen. Er 
mil6 zwar Hypothese auf Hypothese fiigen, aber daB irgend eine iinannehm- 
bar oder gezwungen sei, kann man nicht gerade sagen. Die \Terteilung der 
Bahnen und ihrer Elemente prüft danu der Verf. an Hand des tatsiichlichen 
Materials. Wenn er aber gleich in  der Verteilune der Perihelien eine An- 

L u 

deutuug zu gunsten seiner Theorie sieht, so darf man dem entgegenhalten, 
daB diese Erscheinunp sich sehr vie1 einfacher dadurch erklûren lii0t. da0 die " 
Kometenentdecker meist i n  hoheren geographischen Breiten beobachten. Infolge- 
dessen werden Kometen mit Perihelliinpen bei 90' und 270' im allgemeinen " " 
leichter gefundon als andere. ~ h n l i c h e  Einwande lassen sich gegen die Deutung 
der Verteilunrr der anderen Bahnelemente erheben. 

u 

Wenn os also auch dem Verf. nicht gelingt, die gegenwartig beobachtete 
Verteililno der Kometenbahnen aus seiner Theorie hrraus als notwendio zu " 
erweisen, so wird man i n  ihr immerhin eine Bereicherung unserer Auffassungs- 
moglichkeit vom Ursprung der Kometen orblicken. Und als Arbeitshypothese 
ist sie gar nicht schlecht. 

StraBburg i E. WIRTZ. 
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S. Oppenheim. P r o b l e m e  d e r  m o d e r n e n  As t ronomie .  Mit 11 Fig. im 
Text. VI u. 156 S. kl. 8. (ANuC*. 355). Leipzig 1 91 1, 13. G. 'I'eiibner. 
Geb. 1 1 . 2 5 .  

Moderne Brageu der Himmelsmechanik sind es im wesentlicheri, die der 
Verf. in diesem schfinen Riichlein fü r  einen weiteren Leserkreis darstellt. I n  
sechs Kapiteln baut e r  den gewahlten Stoff auf: e r  beginnt mit dem Prohlem 
der Sturungen, das  vorwieg&d unter dem ~ e s i c h t s ~ u i k t  hetrachtet wird, die 
Betrage der zn erwa.rtenden Abweichiingen von der Xeplerscheu Rewegung 
abzuschateen. Auf den allgenieinen Charakter der verschiedenen Storungen 
geht der zweite, dem Stabilitiitsproblem gewidmete Sufsatz naher ein. Die 
$rage der Lücken irn Schwarm der kleiien Planeten und einige verwandte 
Erscheinurigen beherrscheu das Kapitel. Die Gruppe der Kometen und Stern- 
schnuppen behandolt der dritte Abschnitt. Wiederum ist es der Bahncharakter 
und seineVerteilung, der eine b~sondereBerücksichtigiingerfihrt, dessenStudiurn 
auch eineri Anhalt fur den Ursprung der Kometen liefern soll. Die jüngsten 
Forschungen über die Konstitution der Kometenschweife bilden den SchluB. 
Den breitesten Raum nimmt das vierte Kapitel mit dern Problem der Gestalt 
der Bimmelskfirper ein. Die Wichtigkeit des Themas für  kosrnogonische Fragen 
einerseits, seine Schwierigkeiten anderseits haben den Verf. wohl zu dieser im 
Rahmen des Buches recht ausführlichen Darstellung veranlaBt, die bis zu den 
neuesten Resultaten der Untersuchungen von P o i n c a r é  und D a r w i n  vor- 
dringt und in historiçcher Folge die p n n e n d e n  Phasen unserer Erkenntnis 
des Rotationsproblems wiedergibt. I n  den Bau der Fixsternwelt führt Kapitel V 
ein; die Sterneichungen und ihre Bearbeitung von W. H e r s c h e l  bis Se  e l i g e r  
erfahren einc eindringende Wiedergahe und nicht minder die Aiifschlüsse, xu 
denen das Studium der Eigenbewegungen der Fixsterne für  die Anordnung 
der Sterne in unserer engeren Kachharschaft führte. Das Buch schlieBt mit 
einer Kritik des Newt,onschen Graritationsgesetzes, die die bemerkenswerten 
Bbweichungen bespricht, die anscheineud noch zwischen der astronomischen 
Theorie und der Beobachtiing bestehen. 

Die Sprache des Buches ist  leicht und klar, und zum Verstandnis tragen 
uicht weuig die eiufachen Pornieln und numerischen Beispiele bei, die die 
~ars te l lung  schwierigerer Gegenstande begleiten. ~ b g e s e h e n  von seiner selb- 
stiindigen Bedeutung bildet das Werkclien eine wertvolle Erganzung zu jeder 
guteu populiireu Astronomie. 

Driickfehl er. S. 36, Zeile 16 v. oben; statt 1908 lies 1898. 

c. Schoy. Beitriige z u r  k o n s t r u k t i v e n  L o s u n g  spharisch-astronomischer 
Aufgaben.  Mit 3 Fig. im Text u. 8 Tafeln. VI1 u. 40 S. 8. Leipzig u. 
Berlin 1910, R .  G .  Teubner. 1 1 . 6 0 .  

Die kleine Schrift behandelt in der Hauptsache die graphische Losung 
der wichtigsteri sphiirisch-astronomischen Aufgaben. Mit Interesse wird man 
die Einleitung lesen, die die Geschiche der konstruktiven Losungen von den 
Griechen, Indern, Arabem angefangen bis auf die neuere Zeit i n  ihren Haupt- 
zügen skizziert. Die genauen Quellenanguben sind für jeden von Wert, der 
die geometriachc Entwicklung der sphkrischon Probleme historisch verfolgt. I n  
einem ersten Abçchnitt hehaidelt dann der Verf. zehn Aufgahen, darunter das 
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Problem der kürzesten Dammerung, die sich in  einfacher Weise mittelp der 
Orthogonalprojektion losen lassen. Der zweite Teil bringt sieben weniger leichtc 
Aufgaben, die die Anwendung der Zentralperspektive verlangen. Die geome- 
trische Behandlung einiger p r igen  aus der Guomonik geht voran und unte? den 
graphisch gelosten Aufgaben b e h d e t  sich die berühmte Douwessche  Aufgabe, 
die heute freilich praktisch auch für den Seemann kein Interesse mehr hat. 

DaB die angegebenen konstruktiven Losungen auch nicht rohen Anforde- 
m g e n  an astronomische Genauigkeit entsprechen ist klar; der Verf. hiilt aber 
dafür, daB sie einen tieferu Einblick in die Natur  der Aufgabe vermitteln. 
Mag sein. Ref. dagegen glaubt nicht daran, daB es für die Schüler der Mittel- 
schulen sehr ersp&&lich ist, wenn immer und immer wieder Didaktik und 
Praxis verschiedene Wege einschlagen. Eine Remerkung, mit der iibrigens nichts 
gegen das Wesen der Ghr i f t  S c  h o  y s gesagt ist. - 

In  der Linie der hier eingeschlagenen Untersuchungen liegt auch eine 
spatere Schrift desselben Verf., die noch kurz angeführt sei. Ich meine seine ,,Ge- 
schichtliche Entwickelung der Polh6henbestimmuugen bei den YlterenVolkern'"), 
die die Geschichte dieser Aufgabe von den altesten Kulturv6lkcrn bis zu den 
gnomonisch-konstruktiven Methoden des Abu1 H a s s a n  A l i  von Narokko durch- 
führt. Sie bietet dem an der Geschichte seiner Wissenschaft interessierten 
Astronomen wertvolles Material i n  bequemer und durçhgearbeiteter Form. 

StraBburg i. E. V('IRTÜ. 

P. Schwahn. M a t h e m a t i s c h e  T h e o r i e  d e r  a s t r o n o m i s c h e n  Finsternisse. 
Mit 20 Big. i ~ u  Text. V u. 138 S. 8. (Math.-phys. Schril'teu f. Ingeu. u. 
Stud. herausgeg. v. E. Jalinke, 8). Leipzig 1 9 1 0 ,  B. G. Teubner. 

Das nützliche Büchlein beschiiftigt sich mit einem Zweig der Theorie 
der  Pinsteruisse, der in den Lehrbüchern der spharischen Astronomie entweder 
nur recht kurz oder par nicht behandelt wird. Wiihrend niimlich dort das Ziel " 
i n  der Benutzung einer Finsterniserscheinung zu Langenbestimmungen oder 
mehr noch aur Ableitung der Ephemerideukorrektioueu vou Soriue, Mond oder 
Planeten besteht, stellt S c  h w a h n in  erster Linie die Vorausberechnung der 
Okkultationsuh~uomene dar. Das setzt natürlich schon die Theorie der Finster- 
nisse voraus, und die firidet auch beim Verfaoser eine eingehende, einfache und 
didaktisch klare Darstellung. Die vier Abschnitte des Buches bcfassen sich 
der 'eihe nach mit der Theorie und Vorausberechnung der Mondfinsternisse, 
der  Planetenvorübergiinge vor der Sonnenscheibe, der Sonnenfinsternisse und 
der  Sternbedeckungen dnrch den Mond. Die Theorie der Sonnenfinsternisse 
folgt der mathematisch eleganteu B es  s e l  schen Xethode, der en Verstàndnis 
durch ein paar gut gezeichnete Figuren unterstützt wird. Die Phasen fur einen 
gegebenen Ort und die Grenzkurven der Sichtbarkeit auf der Erdoberflikha 
erfahren eine eingehende Darstellung. Ausführlich wiedergegebene Rechen- 
beispicle erlautern den Gebrauch der abgeleiteten Formeln, und den vom Verf. 
im Vorwort ausgesprochenen Wnnsch, da6 das kleine Werk für die Studierendeu 
der Astronomie ein praktischer Ratgeber sein moge, wird es erfüllen. 

StraBburg i. E. Wrwrz. 

1) A. d. Archiv d. I? Sccwarte 34 (1911). Nr. 2 .  
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Ii. Schwarzschild. Über d a s  S y s t e m  der Fixs te rne .  Aus populiken Vor- 
tiagen. Mit 13  Fig. 44 S. 8. Leipzig 1909,  B. G. Teubner. Jfl 1 

In vier populiiren Vortragen behandelt der Verf. den Stand unseres Wissens 
Yom Bau der Fixsternwelt. Ein Aufsatz über das Fernrohr dient als Einleitung. 
Die folgende Rede über L a m b e r t s  kosmologische Briefe stellt neben die teleo- 
logische Weltauffassung, die vor 1 5 0  Jahren auch noch einen Gelehrten vom 
Range L a m b e r t  s beherrschte, die moderne Erkenntnis und zeigt in lcbendiger 
Weise, inwieweit sich L a m b e r t s  Ideengang als keimkraftig erwies; die Dar- 
legung der Anschauungen L a m b e r t s  begleiten Schritt fü r  Schritt die Ergeb- 
nisse der neueren Forschung. Diesen selkist, wird im dritten Abschnitt ,,Uher 
das System der FixsterneLL der breiteste Raum des Heftes zugewiesen. Der 
Verf., der selbst auf diesem Gebiete entscheidend wirkte, baut hier aus den 
Resultaten der astrometrischen und astropliysikalischen Untersuchungeu unter 
kurzer Andeutung des Wesens der Methoden dasjenige Weltsystem auf, in  das 
sich die heute bekanntcn Phanomone am bequemsten hineinpassen lassen. ,4uf 
die Bewegungen der Sterne folgt ihre physikalische Beschaffenheit und schlieI3- 
lich die Voreinigung aller Eiuzelzüge im Spiralnebel. Uer  vierte Vortrag 
betont die Vorst~ellharkeit unseres ITniversums und m a c h  sie deutlich; ein 
kuraer Absatz streift die Frage Endlichkeit oder Unendlichkeit des Raumes. 

Die schonen Vortrage ha t  der Verf. ,,seinem hochverehrten Lehrer Herrn 
Y. See l iger  ziir Feier seines 60. Geburtstages" gewidmet. Mit tiefem Sinn; 
denn auf alleu in dieser Schrift behandelten Gebieten nehmen S e e l i g e r s  Arbeiten 
eine führende Stellung ein. 

StraHburg i. E. WIRTZ. 

K. Sehwarzsrliild, O. Birck. Tafeln sur as t ronorn ischcn  Ortsbo- 
s t immung im L u f t b a l l o n  b e i  Nacht .  Mit 1 Karte von Mitteleuropa auf 
Pauspapier. 11 S. u. 32 Safeln. 2 2 x 2 4  cm. (Lithographiert). Gottingen 1909, 
Vandenhoeck & Ruprccht. 1 3.80. 

Seitdem zu wissenschaftlichen und sportliçhen Zwecken die Fahrten im 
Freiballon und im lenkharen Luftschiff eine immer gr6Bere Ausdehnung ge- 
nommen haben, stellte sich mehr denn Früher die Notwendigkeit zu astrono- 
mischer Ortsbestimmung heraus; schon die Sicherheit der Fahrt  verlangte das. 
Die üblichen Methoden, die klassischen und auch die in der Nautik gebrauch- 
lichen, beanspruchen zu ihrer Auswertung eine vie1 zu lange Zeit und des- 
halb çucht man nach einem Verfahren, d i s  unter moglichst& Abkürzung der 
Rechnung nur geradi, die Crena~ii~kei t  wahrt, die der Luftschiffer beansprucht, 
i . e .  hochstens + 2 ' =  + 3 km. Die von S c h w a r z s c h i l d  und B i r c k  aus- 
gearbeitete Methode geht unmittelbar aus dem anschaulichen Standlinienver- 
fahren hervnr. Fiir 16 der hellsten, über den ganzen Himmel verteilten Fix- 
sterne siud je nach ihrer Stellung in Ost oder West je zwei Tafeln entworfen, 
die in einem Gradnetz die Kurven der Standlinien tragen. Durch einige mecha- 
nische Operationen, die man mit diesen Standlinientabellen und einer durch- 
sichtigen Karte von Mitteleuropa vorzunehmen ha t  - die Beschreibung wiirde 
sehr vie1 lsnger ausfallen, als die Ausführung - 1LbBt sich der Ort des Luft- 
schiffs ablesen. Die Breite mag gleichzeitig durch eine Polarishohe festgelegt 
sein, man kann aber den Ort auch als Schnittpunkt der Standlinien zweier 
beliebiger Sterne bestimmen. An Einfachheit laBt die Methode S c h w a r z s c h i l d -  
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B i r c k  nichts zu wünschen übrig; sogar jeder astronomische Fachausdruck ist 
vermieden und der Ungeübto wird leicht die Auswertung der Messungen ganz 
mechanisch ausführen. Auf der I la  in Prankfurt a.  M. wurde die Methode mit 
einem Preise ausgezeichnet. 

Ein andorcs is t  es, ob sich stets mit der erforderlichen Sicherheit die 
Deckung der miii3ig durchsichtigen Karte mit den Kurventafeln und die Ab- 
lesungen werden beaerkstelligen laesen. Indes kann man eine meçhaiiische 
Von-ichtung angebcn, die die jetzt noch bestehcndcn kleinen Unbcqucmlich- 
keiten beseitigt: die Kurvenblatter der Sterne werden für den Gebrauch einzeln 
in einen Rahmen gelegt, über den in fester Fiihrung die auf eine steife glas- 
klare Celliiloidplatte gedruckte Kart,e von Mitteleuropa gleitet. Bringt man 
noch einen Lauferstreifen an, so ist die Oi-tsbestimmuug so bequem und sicher 
wie nur moglich. Vor den beiden anderen bewahrten Apparaten, dem Stand- 
linieninstrurnent von B r i l l  und V o i g t s  ,,OrioniL, ha t  die vorgeschlagene Vor- 
richtung immer noch den Vorzug der Leichtigkeit, der einfacheren Handhabuug 
und der Billigkeit. 

SchlieBlich sei noch hingewiesen auf ein durch Vollstandigkeit und klare 
Darstellung ausgezeichnetes, kritisch gehaltenes Referat über den ,,heutigen 
Stand der ast~ronomischcn Ortsbestimmung im Luftschiff ') von Knappschafts- 
direktor Dr. jur. I I e i m a n n  in Bochum; es berücksichtigt die Literatur bis 
Ende 1911.  

E. Anding. Kritische U n t e r s u c h u n g e n  über die B e w e g u n g  der Sonne 
d u r c h  d e n  W e l t r a u m .  Z w e i t e r  A b s c h n i t t :  H i l f s m i t t e l  und  vor-  
b e r e i t c n d e  ~ n ' t c r s u c h u n ~ e n  z u r  S t c l l a r a s t r o n o m i e .  174 S. 4. 
Leipzig 1910 ,  B. G. Teubner. 10. -. 

,,Die nachsteheuden Untersuchungen über die Bewegung der Sonne durch 
den Weltraum sind der liethode nach allgemein, der Tendenz nach kritiscli.'' 
Xi t  diesen Worten charakterisierte seinerzeit der Verf. die Richtung des ersten 
r 1  l e d e s  . der ,,UntersuchungenLL, der i. J. 1901 erschieu (Miincheu, F. Straub). 
Sie gelten obenso für d e i  jetzt nach ncun Jahren vorliegendcn zacitcn Teil. 
Damals waren die Eigenbewegungen der Sterne und ihre Beniitzung für die 
Ableitung des Apex der sonneLtie;egung Gegenstand kritischer ~rüfUng,  dies- 
mal sind es auch die anderen Charaktere der Sterne. 

I n  einem ersten Kapitel set,zt A n d i n g  Grundbegriffe, Konstanten und 
Eiriheiben fest, die e r  seinen Rechnungen unterlegt, und behandelt d a m  (Kap.LI) 
in  eingehender und erlaut,ernder Weise Gcdankengang und R,esiiltate von 
F. G. W. S t r u v e s  ,,Études d'astronomie stellaire" (Petersburg 1847). Die 
Annahme einer interstellaren Extinktion, zu der S t r u v e  sich schlieBlich ge- 
drangt glaubt, diskutiert das folgende Kapitel (TII), das zwei Tafeln der Ex- 
tinktion enthalt, zum Überblick und zur Rechnung gleich bequem. Kap. I V  
stellt den Zusammenhang von Entfeinung und GrGOenklasse dar; die Beziehung 
der Sternzahlen zur ~ i l c h s t r a ~ e  wird noch auBer Acht gelaçsen und nur d i  
T'Vachsturn der Sternzahlen mit der GroBenklasse und dessen Variabilitat bs- 
trachtet. Der Abschnitt enthalt viele interessante Bemerkungen zur Photo- 

1) Mitteil. d. Verein von Freiinden d. Astron. 22 (1912) 24. 
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metrie der Gestirne. Zu einer Dentung der beobachteten statistischen Tatsachen 
kommt der Verf. hier noch nicht; zu dem Ende ui~rirnt er vielmehr wieder das 
Studium der Eigenbewegungen auf (Kap. V), deren Verteilung er allgemein 
ohne Beziehung auf einen erreclineten Apex betrachtet. Durch die Entwicke- 
lungen des Kap.VI werdeu die Funktionen: die in den stellarstatistischen Pormel- 
komplexen auftreten, auf B c s s elschc Funktionen rein imaginaren Argumentes 
zurückgeführt; die beigegebene Tafel ist so eingerichtet und abgestuft, daB 
die Interpolation m6glichsl einfacli werderi soll. Das Kap. VI1 rechnet noch 
eine Bnnahme für die Vertcilungsfunktion der Eigenbewegungen und ibre 
Gmppierungen durch, und im Eap. VU1 konnen dann die Versuche des künst- 
lichen Aufbaues der Erscheinungen auf Grund des bearbeiteten Materials be- 
gonnen, vorliiufige Rcsultate abgcleitet werden. 

Das geschieht mit einer groBen Vorsicht, die dem Verf. wie auch a n  
andern Stellen seiner scharfsinnigen Untersuchungen überall wieder die Mog- 
lichkeit von Fehlschlüssen oder doch zuweitreichenden Schlüssen aufdeckt,. 
Auf dem Wege über die Eigenbewegungen hinweg gelangt A n d i n g  hier zu 
einem Verteilungsgesetz der Leuchtkrafte, dessen Charakteristik beim Aufbau 
der Konstitution des Fixsternraumes eine wesentliche Rolle spielt. Das Gesetz, 
das vom Verf. schon i. J. 1902 ohne Deweis und Anwendung veroffentlicht 
wurde? hait auch einer Prüfung an Sternhaufen stand. I n  der vorliufigen 
Diskussion dieses Verteilungsgesetzes (Kap. IX)  zeigt dcr Verf. wciter, wie das 
Verteilungsgesetz der Leuchtkrafte übergeht in ein Verteilungsgesetz der Radien 
der Sterne. Dadurch 15Bt sich das Gesetz auch nach unten hin beliebig aus- 
dehnen und deuten, insofern als mit abnehmenden Radien die dunklen Korper 
immer haufiger werden und eine interstellare Extinktion erzeugen, von der sich 
allerdings herausstellt, daB sie praktich keine Bedeutung gewinnt. Das SchluB- 
kapitel (X) beschiiftigt sich noch mit der Verknüpfung von GroBenklasse, Eigen- 
bewegung und Parallaxe; es behandelt die von G y l d é n  und K a p t e y n  ge- 
fundenen Parallaxenformeln und weist im Anschlui3 daran einige Willkürlich- 
keiten nach, denen gemeinhin die Auswahl der auf Parallaxe zu beobachtenden 
Sterne unterliegt. 

A n d i n g s  Werk ist nicht leicht zu lesen, und die Kritik an den bisherigen 
Methoden, dercn Zurückführung auf ihre wahre Bedeutung wirkt, bisweilen 
überraschend. I n  weiteren Abschnitten will der Verf. seine Untersuchungen 
fortsetzen und hierbei wohl mehr als bisher auch dern Wiederaufbau des Fix- 
stemsystems seine Aufmerksamkeit zuwenden. Nach den beidon Vorarbeiten 
des Verf. darf man seiner Entwickelung der Konstitution des Weltalls mit 
Spannung entgegensehen. 
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deci kgl. preuB. geodiit. Inatituts. Keue Folge Nr. 52.) Potsdam 1512. (Leipzig, 
Teubner). 1 9.-. 

6. Lüsca~iiic, H., 'I'riangulierung e. Stadt. Eiutïihrung in die Ausgleichung und 
Berechnung e. kleinen selbstLnd. 'l'riangulierung. Berlin 1912, l'arey. Y 1.60. 

7. PTOLEMAUS, Des CLAUDICS, Handbuch der Astronomie. 1. Bd. Bus dem Grie- 
chischen übersetzt und mit  erklzrenden Anmerkungen versehen von Karl Mani- 
tius. Leipzig 1912, Seubner. X 8.-; geb. in Leinw. X 8.60. 

S. auch 10, 47, 64. 

Dars te i ieude  Geometrie. 

8. GEHLER, CHR. P., Das Erscheinungsbild. Eine philosophisch-perspektiv. Studie. 
Zugleich e. kritische Beleuchtung der subjektiven Perspektive Haucks. Grimma 
1912, Lorenz. X 1 .80 ;  geb. in Halbleinw. X 2.40. 

9. Gaossara~s, M., Einführung in die darstellende Geometrie. LeitPnden f. den 
Unterricht a n  hoheren Lehranstalten. 2., neu bearb. Aufl. Basel 1912, Helhing 
& Lichtenhahn. A 2.80. 

10. HUGER~;HOPF, Das Photogrammeter Heydescher Konstruktion. Kurzo Anleitung 
zum Gebrauche desselben nebst e. Einfühmng in die Phototachymetrie für 
Ingenieure u. Geographen. Stuttgart  1912, Wittwer. UCI 1.-. 

I l .  KLEIBER, MAX, Angewandte Perspektive. Nebs t  Erlauterurigen über Schatten- 
konstruktion u. Spiegelbilder. 5. durchges. Aufl. Leipzig 1912, Weber. Geb. 

in Leinw. X 3 
12. KKIEGEK, K., Lehrbuch der angewandten darstellenden Geometrie fiir den 

Maschinen- und Dampfkesselbau. (Methode Hittenkofer.) Strelitz 1912, Hitten- 
kofer. Geb. in Halbleinw. X 3.60. 
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13. MEYDENBAUER, A., Handbuch der MoBbildkunst i n  Anwendung auf Baudenk- 
maler u. Reise-Aufnahmen. Balle 1912, Knapp. Jt 1 1 . 6 0 ;  gcb. in le inw.  A 1 2 . 4 0 .  

14. ROSENBER(~, KAHL, Beitrige zur Stereoskopie und zur stereoskopischen Projek- 
tion. Wien u. Leipzig 1912. Holder. 

16. WESDLIXG, E U ~ E N ,  Der Fundamentalsatz der hxonometrie. Zürich 1912, Speidel. 
JK 1 . 6 0 .  

S. auch 62, 64. 

Geschichte. 

16. CARLIBACH, Jos., Die Geschichte des Triigheitssatzes im Lichte deu Relativi- 
tatsprinzips. Progr. BerTin 1912, Weidmann. " f t  1 

S. auch 7, 22, 30, 40, 43, 57. 

Nechanik.  

17. ARSSTEIN, K., EinfluBlinien statisch unbestimmter, elastisch gelagerter Trag- 
werke in allgemeiner auch f. veranderlichen Querschnitt geltender Rehand- 
lung. Berlin 1912, Ernst & Sohn. X 6.-, geb. Y 7.-. 

18. BRILT., A., Das Relativitatsprinzip. Eine Einführung in die Sheorie. Leipzig 
u. Herlin 1912, 'I'eubrier. ,dl 1 . 2 0 .  

19. KIFFEL, C;., Der Luftwiderstand und der Flug. Versuche, im Laboratorium des 
Marsfeldes ausgefiihrt. Nach der 2. durchgeseh. u. rerm. Aufl. übersetzt von 
Fritz TTuth. Berlin 1912, Schmidt &. Co. Geb. in Leinw. A 20 

20. E n c y c l o p é d i e  des sciences mathematiques pures et appliquées. Tome TV, 
vol. 2. Mécanique générale. Hédigée pour ce qui concerne la mécanique sous 
la direction scientifique de Paul A p p l l .  Rédigée dan3 l'édition allemande 
soi18 la direction de F. Klein ot C. H. Müller. Yasc. 1 .  Leipeig 1912. ,/1 8 . 4 0 .  

21. LAXDSBERO, Th., Da,s Verfahren der EinfluBlinien. Nach Voitragen. 6. verm. 
dufi. Berlin 1912, Ernst & Sohn. X 5 . 5 0 ;  geb. Y 6 . - .  

2?. MACH, ERNST, Die Milrxhanik in ihrer Entwicklung. Historisch-kritiscfi dnrge- 
stellt. 7. verb. u. verm. Aufl. Leipzig 1812, Brockliaus. 

Jlt 8.-; geb. in Leiw. X 9.-. 
?3. ME:HRTENS, GEO. CHHJSTOFII, Vorlesungen üb. Ingenieur -Wissenschaften, 1. Tl. : 

Statik u. Festigkeitdehre. III. Rd. 1. Hiilfte. Qewdbe 11. Stiitzmanern. 2. nm- 
gearb. u. stark verm. Aufl. TJeipzig 1912, Engelmann. 

Jt 8 . - ;  geb. in Lcinw. A 9 . 5 0 .  
94. MULLER-BRESLAU, HEIXII., Dic graphischo Statik der Baukonstruktionen. 1.  Bd. 

Zusammensetzung und Zcrlegung der  KrLfte in der Ebene. Trigheitsmomente 
und Zentrifugalmomente ebener Querschnitte; Spannungen in geraden Stiben. 
Theotie del  statisch bestimmten Trager mit AusschluD der Untersuchung der 
Foruiiuderuugen. 5. verrn. Aufl. Leipzig 1912, Kr6uer. 

A 20 .-; geb. in Halbfrz. Jd 2 2 .  -. 
25. POLSTIZR, HANS, Kinematik. (Sammlung Goschen Nr. 584.) Berlin 1912, Goscheu. 

Geb. i n  Leinw. A - .BO.  
26. SCHWEHGLER, JOHS., Ela~tizitüitstheorie u. der Eisenbau. Ein 1,ehrhuch f. die 

Berechnung statisch unbestimmter Systeme f. Studierende u .  Konstrukteure. 
Strelitz 1912, Hittenkofer. Geb. in Leinw. Jt At.-. 

27. WERSTER, ARTHUR GORDON, The dynamics of particles and of rigid, elastic, 
and fluid bodies. being lectures on mathematical physics. (Teubners Sammlung 
Bd. XI.) 2d ed. Leipzig 1912, Teubner. Geb. in Leinw. ,K 14 . - .  

S. auch 37, 14, 63, 64.  

Physik. 
28. BORNSTEIN, R., Einleitung in  die Experimentalphysik. (Aus Natur- und Geistes- 

welt, 371. Bandchon.) Leipzig 1912, Teubner. X 1 .  -; geb. i n  Leinw. Ull1.25. 
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29. B ~ T T C H B B ,  H., Physik. Zum Gelirauch bei physikal. Porlesungeu in hoheren 
Lehranstalten sowie zum Selbstunterriçht. 1 .  Bd. Mechanik, Wirmelehre, 
Akustik. Braunsçhweig 1912, Vieweg & Sohn. Jt 16.  - ; geb. in Leinw. JLl6.50. 

30. Crra~s, Mme. P., Die ~ n t d e c k u n g  des Radiums. Rede, gchalten am 11. Des. 
1911 in Stockholm bei Empfang des Nobelpreises für Chemie. Autorisierte 
deutsche Ausgabe. Leipzig 1912, Akademischc Verlagsgesellechaft. 

31. DRUDE, PAUL, P h y ~ i k  des Athers auf elektromagnetischer Grundlage. 2. Aufl. 
Neil bearb. Y. Walt.  Konig. Stuttgart 1912, Enke. 

Jt 16.-; geb. in Leinw. .C 17.40. 
32. EUI.EHI, LEONH., opera omnia. Sub anspic i i~  societatis scientiamm natura- 

lium helreticae edenda curaverunt Ferd. Rudio, Adf. Kraxer, Paul Ftackd. 
Series III. Opera physica, miscellanea, epistola,e. Vol. IV. Dioptrica. Ed. Kmil 
Cherhuliez. Vol. 2. Leipzig 1912, Teiibner. Geb. dl  24.-. 

33. Fortsehritte, Die, der Physik im  Jahre 1911. Dargestelit von der deutschen 
physikal. Gesellsch. 67. Jahrg. 1. Abtlg. Allgemeine Physik, Akustik, physikal. 
Chemie. Braunschweig 1912. Vieweg & Sohn. X 28.- 

34. GRAETZ. L., Kurzer AbriB der Elektrieitkt. 7. ver&. Aufl. Stuttgart 1012, 
Engelhurns Kachf. Geb. in Leinw. X 3.50 

36. JANET, P., Allgemeine Elektrotechnik. Hochechul-Porlesungen. Autorisierte 
deutsche Bcarbcitung von Fritz Süchting und Ernst  Eiecke. 1. Bd. Gmud- 
lagen. Gleichstrome. Bearb. von Fritz Süchting nach der 3 .  franzosischen, 
verb. u. serrn. Aufl. Leipzig u .  Berlin 1912, Seubner. 

A 6 .  -; geb. in Leinw. Y 7 . - .  
36. PI~OTNIKOW, JoH., Photochernifiche Versuchstechnik. Leipzig 1912, Akadem. 

Verlagsgesellschaft. Jt Il.-. 
37. RIEÇKE, EDUAED, Lebrbuch der Physik zu eigenem Btudium u.  zum Gebrauche 

bei Vorlesungen. Zwci Bande. 1. Mechanik, lfolekularerscheinungen u. Xkustik. 
Optik. Il. Magnetismus u. Elektrizitat. Wiirme. 5. verb. u. verm. Auîl. Leipzig. 
1912, Veit & Cornp. ,iG 26.-; geh. A 28.-. 

38. SACKCR, OTTO, Lehrbuch der Thermochemie und Therrnodynamik. Berlin 1912, 
Springer. Y 12.-;  geb. X 13.-. 

39. S c n o ~ ~ ,  G. A., Electromagnetic radiation and the mechanical reactions arising 
from it. Being a n  Adams prize Essay in the university of Cambridge. Cam- 
bridge 1912, University Press. 

40. SMITH, S I G ~ R D ,  Saren Hjorth. inventor of t he  dynamo-electric principle. Pu- 
b l i ~ h e d  by ,,Elektroteknisk Forening" a t  the  expense of the  Carlsberg foun- 
dation. Kabenhavn 1912, Jargensen & Co. 

41. ï h o ~ s o a ,  Sir J.-J., Passage de l'électricité à travers les gaz. Traduit d'après 
l a  deuixtme édition anglaise par It. Fric e t  A. Faure. Paris 1912, Gauthier- 
Villars. Fr. 24.-. 

42. UPPESBORN, FRDR., Lehrbuch der Photometrie. Kach <lem Sode des Verfaasers 
bearb. u. hrsg. v. Berth. Monasch. München 1912, Oldentionrg. 

Geb. in Leinw. X 1 6 .  - 
43. VOIGT, WOLDEM., Physikal. Forschung u. Lahre in Deutschland wahrend der 

letzten 100 Jahre. Festrede. Gottingen 1912, Vandenhoek & Ruprecht. Y -.40. 
44. WIEGNEB, G. und STEPHAN, P., Lehr- und Aufgabenbnch der Physik. 1. Teil. 

Allgemeine Eigenschaften der  Korpcr. Mechanik. (Teubners Unterricbtiibücher 
für maschinentcchnischc Lchranstalten 1.) Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. 

kart. .f6 3.-, 
45. WINDM~LLBR, KONRAD, MeBmethoden zur Bestimmung von Stromstirke, Span- 

nung und Widerstand bei Gleichstromen. Prüfverfahren für MçBinstiuments. 
, Wittenberg 1912, Herros6. X 1.20. 

S. auch 14, 16, 18, 19, 27, 53, 60, 61, 63. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Neue Bücher. 

Tafeln. 
46. Gams, F .  G., Fünfstellige vollstandigc trigonometrische u. polygonometrische 

Tafeln f. Maschinenrechnen. Teilung der Quadranten in 90 Grade zu 60 Min. 
2. Aufl. Stuttgart 1912, Wittwer. Geb. in Leinw. ,& 7 .-. 

4;. JORDAX, W., Hilfstafeln f. Tachymetrie. 5 .  Aiifl. Stuttgart 1912, Metzler. 
1 a.-; geb. X 8.60. 

48. JCIIT, AI.FR., Logarithmographische Tabellen f. Kanalisation. ?/riinchen 1912. 
Oldenbourg. X 6.50 

49. PROETEL, H., FunktionsmaBstibe f. Quadrate. Buben, Quadral- u .  Kubikwurzeln, 
Kreisumfànge, Kreisinhalte, natarliche II. nriggifiche Logarithmec, sowie fur 
Kreisdezimalteiliing, Bogenlihgen iind Winkelfnnktionen. Charlott,enburg 1912, 
Heydenreich. .A - . 30 

50. ROHE, HENBY A., Schnellrechentafeln, enth. die Prodnkte v. 2 x 1 bis 9 x 9999. 
Hamburg (30, Hegestr. 50) 1912, Selbstverlag ..11 1.60. 

81. Roimsacn, C., Vierstellige logarithmisch-trigonon-ietrische Tafeln nebst einigen 
phpikalischen und astronomischen Tafeln, für den üebrauch a n  hoheren 
Echulen zussmmengestellt. 6 .  Aufl. Gotha 1912. Thienemann. Geb. ,ft 1 

69. S C H L O ~ L ~ H ,  O., Bünfstellige logarithmische und trigonometrische Tafeln 6. Aufl. 
Nit einem dnhang  chamisclier und physikalischer Konstanten revidiert von 
Karl Scheel. Braunschweig 1912, Vieweg & Sohn. A 2 -; geb.inLeiriw. . . f l2 .40.  

53. T a b l e s  annuelles de comtantes et  données numériques de Chiniie, de Physi- 
que et de Technologie. Publiées sous le patronage de l'Association interna- 
tiunale des Académies par  le Cornit6 international nommé par le VI10 Con- 
gres de Chimie appliquee. Vol. 1, année 1910. Paris 1912, Gauthier-Villars. 

Ji 21.50. 
Yerschieùcnen. 

54. bbliandlungen und Berichte über technisches Schulveaen, veranlaBt 11. hrsg. 
vom deutsühen AusschuB C technisches Bchulwesen. Leipzig u .  Berlin 1912, 
Teubner. Bd. ILI, Arbeiten auf dern Gebiete des technischen niederen Schul- 
wesens. 1I IO.-. - - 

00. -- Dasselbe. Bd. W. Rerichte aus dem Gebiete des technischen Hochschul- 
wesens. Ebenrla. ,A 4.-. 

Or>. H e r e t n i n g  om den anden skandinaviske Matematikerkongres i Kjprbenhavn 
1911, udgiven af Niels Nielsen. I l j~benhavn  1912, Nordiek Forlag. 

55 .  D u ~ o u x ,  GASTON, filoges académiques et discours. Volume publie par  le 
Comité du Jubilé scientifique d e  M .  Gaston Darboiix. Paris 1912, Hermann 
et  fils. 

68. EBBER, F., Technische Infinitesimalrechnung (Differential- und Integralrechnung), 
mit besonderer Beriicksichtigung der Anwendungen. Berlin 1912, Salle. 

,X 2.40; geb. X 2.80. 
69. HERMITE, CHARLES, Oeuvres. Publiées sous les auspices de l'Académie des Sci- 

ences par &mile Picard. T. LII. Paris 1912, Gauthier-Villara Fr. 18. -. 
60. J a h r b u c h  der Naturwissenschaften 1911-1912. 27. Jahrg. Untar Mitwirkung 

von Faehmannern hrsg. r. Joseph Plassmann. Freiberg i. B., Herder. 
Geb. in Leinw. A. 7.60. 

61. KXESEK, ADF., Mathematik u. Natur. Rekturatsrede. Breslau 1912, l'rewendt 
& üranier. M -.50. 

62. TIMERLING, H. E., Die Erziehung der Anschauung. Leipzig u. Berlin 1912, 
Teubner. X 4.80; geb. in Leinw. X 5.60. 

63. Verh a n d l u n g e n  der  Versammlnng von Vertretern der Plugwissenschaft. am 
- 3.-6. Fovember 1911 zu Gottingen. Im Auftrage der Gottinger Vereinigung 

zur Fordemng der angowandten Physik und Mathematik zusammengcstellt 
, von L. Prandt,l. Miinchen u. Berlin 1912, Oldenbourg. A 3.60. 
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64. WEBER, H~mn., u. WELLSTEIN, Jos., EnzyklopZdie cler Elementar-Xathematik. 
Ein Handbuch f. Lehrer u. Studierende. (In 3 Udn.) Y.  Bd. Angewandte Ele- 
mentarmathematik. II. Tl .  Darskllende Geometrie, graph. Statik. Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, polit. Arithmetik u. Astronomie. Bearb v. Jos. MTellstein, 
Heinr. Weber,  Heinr. Bleicher u. Jul. Uauschiuger. 2. AuB. Leipzig 1912, 
Teubner. Geb. in Leinw X 14.-. 

Eingelaufene Schriften. 
dieser Abteilung werden alie eingelaufenen Schriften regelm3Big aufgeflihrt. 

Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Riickseudung findet 
nicht statt.] 

A B H ~ D I ~ O X G E N  über den mathem. Unterricht in Deutschland, veranlafit d u c h  die 
internation. Unterrichtskommission, hrsg. v. P. Klein. Leipzig u. Berlin 1912, 
Teubner. 

Bd. V, Heft 3. Der mathem. Cnterricht an  den Volksschuleu u. Lehrer- 
und Leherinnenbildungoan~talteri in Süddeutschland. Mit Auoführungen von 
Hensing üb. IIessen, Cramer über Baden, Geck über Württemberg, Kerschen- 
Steiner u. Bock üb. Rayem. Mit einem Einführungswort v P. Sreutlein. 

X 6.-. 
Rd. II, Heft 6. Der mathem. Unterricht an den hoheren Schulen in den 

thüringischen Staaten, v. Car1 Hossfeld. X -.BO, 
Bd. III, Heft 6. Die Beschichte der Nathematik im mathem. Untcrnchte 

der hoheren Schulen Dcutschlands, dargestellt vor allem auf Grund alter und 
neuer Lehrbücher u. der Programmabhandlungcn hoheror Schulcn v. Martin 
Gebhardt. X 4.80 

Bd. III, Heft 7. Mathematik und philosophische Propadeutik, von Alex. 
Wernicke. X 4.-, 

-- u. Berichte üb. technische~ Schulwesen, a. N. B. (Jeue BücherY) Nr. 64. 
ALT, EUUEN, Das Klima. (Bücher der Natunvissenschaft Bd. 12.) Leipaig, Reklam 

jun. Geb. Y -.80. 
BEHRENDSEN, O., U. GOTTIN~+, E., Lehrbuch der Mathematik nach modernen Grund- 

sitzen. Oberstufe Ausgabe A für Gymnasien sowie für Oberlyzeen u. Studien- 
anstalten gymnaaialen CharaMers. Leipzig u .  Berlin 1912, Teubner. 

Geb. X 3.60. 
-- , Dassclbe. Oberstufe Ausgabe B für Oberrealschulen und Realgymnasien, 

sowie für Studienanstalten realen Charakters. Ebcnda. Geb. X 4.-. 
BEBGAOLZ, OTTO AXDX., Kcnnzeichnung dcr n-Potenz-Differenzen als Impotenzen. 

Erlauterung u. E r g h z u n g  der ,,Losung des Fermatachen ProblemsY. Dessau 
1912, Art'l. 1.5!. 

B O ~ S T E I ~ ,  R., Eiuleitung in die Experimentalphysik, B.  N. B. 28. 
BONOLA, ROBERTV, Non-Euclidean Geometry. A critical and historical study of its 

development. Authorised engliah translation with additional appendices by 
H. G. Carslaw. Wi th  an  introduction by Federigo Enriques. Chicago, The 
Open Court Publishing Company 1912. $ 2 . - .  

BRILL, A., Das Helativitatsprinzip, S. N. B. 18. 
Bmur . r -Fo~~r ,  C., e t  MARCOT.ON+O, R., Analyse vectorielle géncrale. 1. Transfor- 

mations linéaires. Traduit de l'italien pa r  P. Baridon. Pavie 1912.  Mattei 
& Cie. 

B ~ ~ D T ,  HEIXBI~U, Funktionentheoretische Vorleeungen. Bd. 1, Heft 2. Ein- 
führung in  die Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Verb- 
derlichen. 4. dnrchgesehene Au0. Leipzig 1912, Veit & Comp. 

1 7 .  -; geb. i n  Ganzleinen A a.-. 
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Cm, Mme P., Die Entdeckung des  radium^, S. N. B. 30. 
EBSEB, F., Technische Infinitesimalrechnung, S. N. B. 58. 
dlEsxo, JOEEF Graf ALBERTI, Eine eehr bedeutende mathematische Erfindung, nam- 

lich die Losung des groBen Fermatschen Satzes und die vollstindige Erwei- 
terung und Verallgemeinerung des berühmten Theorems. Trient 1911, Moucher. 

-, Ein neues Verfahren zur LGsung des groBen Fermatschen Satzes. Trient 
1912, xonauni.  

, Ein ganz elementareti Verfahren zur Losung des groBen Fermatschen Satzes 
wie auch zur vol ls tbdigen Erweiterung des berühmten Theorems, mi t  Ubun- 
gen u. Auwendungen auf die Geometrie für  die hGheren Klassen der Mittel- 
schulen. Ehenda. 

FORSYTH, A. R., Tdectiires on the differential geometry of curves and surfaces. 
Cambridge 1912, University Press. 21 S. 

-- , Lehrbuch der Differentialgleichungan , mit den Auflosungen der Aufgaben 
von Hermtlnn Maser. 2. aufarisicrte Aufl., nach der dritten des englischen 
Originals b e ~ o r g t  u .  mit einem Anhang von Zusatzen vers. Y. Walter Jacobe- 
thal. Braunschweig 1912, Vieweg &- Sohn. A 20.-:  in Leinw. K 21 .50 .  

Grism, MORTTZ, T~ehrbuch der Arithmetik f. d. dritte Klasse der Gymnasien, 1:eal- 
,~mnasien u .  Realschulen. 6., neu bedrb. Aufl. Wien 1 9 1 2 ,  Pichlers Wwe. 
u. Sohn. Geb. K. 2 .-. 

GROSSXAXN, Y., Einführung in  die daratellende Geometrie, fi. N. B. O .  

&EL'SSLER, J .  W., Geometrischer u. algebraischer Ueweis des Fermatschen Satzes 
diirch Aiisziehen der nten Wurzel und durch Ableitung des Satzes als ganz- 
zahlige Ungleichung. Berlin 1912, Krayn. Y 1 . 6 0 .  

HXRMITE, Ca., Oeuvres, t. III, s. N. B. 59. 
H E S ~ ~ B E I L G ,  GERUABD, ïranszendenz von e und z. Ein Beitrag a. hoheren Mathe- 

matik vom clcmentaren Standpunkte aus. Leipzig u .  Berlin 1912, Seubuer. 
X 3 . - .  

HII,BERT, DAVID, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei- 
chungen. (Fort,schritte der mathem. Wissensch. Heft 3.) Leipzig und Berlin 
1912, Teubner. 

H o ~ ~ b i n ' i ~ ,  F w z ,  Die Perpetuum mobile-Theorie oder die selbsttatige Vermehrung 
der Energie im Haushalt des Mensçhen. Leipzig 1912, Schlemminger. X 1 . 5 0 .  

IXTERXATIONAL Association for promoting the  study of Quaternions and d i e d  sy- 
stems of mathematics. June 1912. Lancaster 1912. 

Jahrbuch der Naturwissenschaften 1911-1912, S. N. B .  60. 
J u m ,  P., Allgemeine Elektrotechnik, S. N. B. 35. 
JUXKER, FE., Repetitorium und Aufgabensammlung zur Integralrechnung. (Samm- 

lung Goschen Kr. 147.) 3. verbesa. Aufl. Leipzig 1912, Goschen. 
Geb. A -.80. 

KIII~GER, L., Konforme Abbildung des Erdellipsoid~, s. N. B. 5. 
LOTS, ALFRED, Der Beweis des groBen Fermatschen Satzes. Altenburg, Selbstvcrlag. 
MILTHALER, J c ~ r u s ,  Niedere Analysis. Zum Unterricht und zum Selbststudium. 

Berlin 1919, Salle. X 1 . 6 0 .  
MULLXR, FEI.IX, Gedenktagebuch für Mnthematiker, 3. Aufl. Mit einem Bildnis 

des Verfassers. Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. X 2.-. 
NIELSER, N., Beretning om den anden skandinaviske Matematikerkongres, S. N. B. 56. 
Pasc~ ,  MORITZ, Vorlesungen über neuere Geometrie. 2.,  mit Zusataen vcrsehene 

Ausg. Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. A 6 . - ;  geb. in Leinw. A 7.-. 
P u s a u m ,  J . ,  Der gestimte Himmel. Ein Volksbüchlein. (Natnrwissenschaft1.- 

technische Volksbücher. Nr. 13-16.) Leipzig, Thomas. ,,# -.BO. 
PLOTNIKOW, J . ,  Photochemische Versuchstechnik, s. N. B. 36. 
PTOLEX~US, Des CLAUDIUE, Handbuch der Astronomie, S. K. B. 7. 
RIECKE, E., Lehrbuch der Physik, 1, 11, S. N. Itl. 37. 
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ROHRBA~II, C., Tierstellige Tafeln, S. N. R.  61. 
ROSEFREIIG, K., Beitriige zur Stereoskopie, a. N. B. 14. 
SAÜKUR, O.. Lehrbuch der Thermuchemie u. Thermodgnamik, B. N. B. 38. 
SCHALLER, J. GEORG, Beweis der Riçhtigkeit des .groBen Fermatschen Satzesu 

Kebst Anhang. Grabow i. Meckl. Selbstverlag. 
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Über den Auftrieb im natiirlichen Winde. 

Von H. v. SANDEN in  Gottingen. 

O. L i l i e n t  ha1 hat bei seinen klassischen Versuchen über Wider- 
stand uud Auftrieb ebener und gekrürnmter Platten eine merkwürdige 
Tatsache beobachtet: Wenn er eine Platte am Ttundlaufapparat mit einer 
gewissen Geschwindigkeit durch die Luft führte, erhielt er einen an- 
deren Wert für den Auftrieb, als wenn er dieselbe Platte, einem Wiiide 
von gleicher Geschwiridigkeit wie beim Rundlaufversuch aussetzte. Irn 
letzteren Fallc beobachtete er stcts cinen erheblich gr6Beren Auftrieb. 
Es schien dem Wiiide an sich ein Auftrieb, eine ,,Aufkomponente" 
innezuwohnen. 

L i l i e n t h a l  selbst hat jedoch bereits auf einen Weg zur Erklirung 
dieser Erscheinung hingewiesen, indem er darauf aufmerksarn machte, 
daR der Wind in der  Kiihe der Erdoberfkche keineswegs ein gleich- 

Fig. 1. 
m2Biger Luftstrom ist, sondern daB die Geschwindigkeit 
der Stromung an der Erde selbst den Wert Ku11 hat 

h ' und naüh oben hin zunimmt. Die Versuche am Rundlauf 
würden aber ihr Analogon in oinem gleichuiaBigcn Luft- 
strom haben, dessen Geschwindigkeit überall die gleiche 
ist. Herr Reg.-Baum. L i l i e n t h a l  hat erneut auf diese 
Moglichkeit der Erklarung des im Winde vergr6Berten 
Auftriebs hingewiesen in  einem Vortrag, der in der Zeit- 

schrift für Flugtechnik und Motor- 

v luftschiffahrt ') abgedruckt ist. 
Wir  werden zeigen, dai3 sich 

in der Tat auch theoretisch hieraus die Ursaehe des vergroBerten Auf- 
triebs im Winde ableiten LBt. 

Die Geschwindigkeitsverteilung in eine~n über die Erde wehenden 
Windc wird nun ungefihr die in Fig. 1 angedeutetc sein, wo als Ab- 
szissen die GroBen der Geschwindigkeit und als Ordinaten die H6hen 
über dem Erdboden dargesteilt sind. Um das Problem der mathema- 

1) Jahrgang II, 1911, Heft NI. 4 und 5.  
Zeitachrift f. Mathematik u. Phyaik. 61. Band. 1912. Heft 3. 15 
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tischen Behandlung leichter zuganglich zu machen, legen wir unseren 
Untersuchungen jedoch die in Eig; 2 dargestellte ~esihwindigkeitsver- 
teilung zugrunde, die als eine erste Anniiherung an die Wirklichkeit 
wird gelten konnen. 

§ 1- 
Die mathematiache Pormulierung des Problems ist dann die folgende: 

In der Stromung einer inkompressiblen Flüssigkeit soll die Ge- 
schwindigkeit in horizontalen Ebenen überall die gleiche sein und die 
Geschwindigkeit in den einzelnen Ebenen sou proportional sein deren Ab- 
stand von einer horizontalen Ebene (die wir kurz den Erdboden nennen 
mollen). Die Richtung der Geschwindigkeit soll überall die gleiche sein. 

Die x-Achse eines raumlichen reçhtwinkligen Koordinatensysteme 
legen wir auf dem Erdboden parallel zur Richtung der Geschwindigkeit 
des Windes fest. Die Richtung des Windes über dem Erdboden be- 
stimme in gleichem Sinne die positive Richtung der x-Achse. Senkrecht 
zum Erdboden, positiv nach ohen stehe die y-Achse. Senkrecht zu 
beiden die z-Açhse. Wir  betrachten im folgenden nur Str6mungsbilder 

FIR 2. die in jeder Ebene z - const. den gleichen Ver- 
lauf zeigen, also eine zweid imens iona le  Stro- 
mung zwischen den Ebenen e = O und z = 1. 

Die Stromfunktion f der mgestorten StrOrnung 
ist dann: 

t = ; . y 2  

und die Geschwindigkeit ist 
2 

v = I g r a d g I = a . y .  

Fig. 2 zeigt die Geschwindigkeitsverteilung, d h. 
die Geschwindigkeit nimmt linear mit der Hohe 
zu. Wir  lassen für die Rechnung auch negative 
Werte voii y zu, die allerdings keine reeile Be- 

deutung haben. Die Stromung ist nicht wirbelfrei, denn A [ iat gleich 
der Konstanten a. IVir haben es also mit einer Stromung von Hotzstnntem 
Wirbel zu tun. In  der Niihe des Erdbodens trifft diese Annahme fiir die 
tats%hlicheii Verhaltnisse mit genügender Annaherung zu. 

In dieses Stromungsfeld bringen wir nun einen Zylinder, dcsseu. 
Erzeugende der a-Achae paralle1 sind und der von den Ebenen z - 0 
und z = 1 begrenzt wird nnd fragen nach der Stromung von konstantem 
Wirbel um diesen Zylinder, die sich in genügeiider Entfernung der 
oben beschriebenen ungestorten Striimung nahert. 

Bezeichnen wir mit w die Kontur des Zylinderquerschnittes, so ist 
das mathematische Problem dieaea: Eine Funktion @ von x und y, die 
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Stromfunktion, zu finden, die auf m Nul1 ist und sich im Unendlichen 

aie c .  ys verhàlt. 1st dies gelungen, so kannen a i r  Iàngs einer Strom- 

linie Q = const. die Druckgleichung der Hydrodynamik: 

anwenden, und so zu einer Bestimrnung der. Kriifte gelangen. 

Die Bestimmung von $J führt nun auf die Randwertaufgabe, eine 
harmonische Funktion cp (also Arp - O) zu finden, die im Unendlichen 

rogular ist und die auf der Kontur CI die Werte - - y: annimmt, wo 

ym den Abstand eines Randpunktes der Kontur von der z-Achse, mit 
andorn Wortcn, die H6he jedes Randpunktes üher dem Erdbaden be- 
deutet. Haben wir <p gefunden, so ist Fig. 3. 

die gesuchte Stromfunktion 

l ) = q + ~ . y ?  2 -.-. 
Zunachst handelte es sich um die Wahl 
eines geeigneten Querschnittes w des Zy- 
linders. Es wurde für w ein Kreis mit 2 Tangenten gewahlt (S. Fig. 3). 

(Die in spateren Rechnungen zugrunde gelegten Abmessungen sind: 
Lange 160 mm, Durchmesser des Kreises: 80 mm.) 

Die Symmetrieebene diescs Zylindors ist horizontal angenommen. 
Dieser Querschnitt hat einmal eine Form, die ahnlich der eines Aeroplan- 
flügels ist, und im folgenden soll daher auch immer kurz von ,,dem 
Flügel" die Rede sein. Andererseits ist bei einem Zylinder mit diesem 
Querschnitt und in dieser Lage ein Auftrieb in einer Potentialstr6mung 
nicht vorhsnden, da keine Zirkulation stattfindet. Der sich etwa er- 
gebende Auftrieb muB dann also im Wirbel der Stromung begründet 
sein. Es wird sich übrigens zeigen, daB die erhaltenen Resultate auch 
für Zylinder mit innerhalb weiter Grenzen beliebigen Formen des Quer- 
schnitts, sofern dieselben eine Synimetrieebene haben, welche horizontal 
liegt, ihre qualitative Gültigkeit bchalten. Die Bestimmung der Funk- 
tion cp für diesen Rand wird zurückgeführt auf die Bestimmung der 
Greenschen Funktion g ( X Y )  für das ~ u ~ e r e  des Bereiches W. Denn 
ist diese gefunden, 50 wird cp für jeden Punkt durch das Integral 

2 n 
1 

ds [über die Kontur a] 
O 

r o  9, die Randwerte - - y: sind, geliefert. 

16. 
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Eine analytische Darstellung der Greenschen Funktion fur eineu 
Bcreich wie ri im vorliegenden Palle, dürfte recht umstandlich werden 
und so wurde das von Prof. R i inge  angegebene graphische Verfahren 
hierfür benutzt. Da dasselbe hier zum ersten Male zur Anwendung ge- 
langt, soll über die hierbei gesammelten Erfahrungen, auch in Einzel- 
heiten, ausführlicher berichtet werden. Das Verfallren selbst ist in einer 
Abhandlungl) von Prof. R u n g e  auseinander gcsetzt, worauf hier un- 
mittelbar Bezug genommen wird. 

E s  erschien z u ~ i k h s t  zweckrriiiBig den Bereich w durch eine Trans- 
formation roziproker R'adien in einen Bereich w' überzuführen, für 
dessen Jnneres dann die Greensche Funktion zu hestimmen wai.. Der 
Pol der Transformation wurde auf der Symmetrielinie von w gerade in 

Fig 4. der Mitte angenommen, wodurch w' in der in Fig. 4 
gezeichneten Gestalt heraiiskomnit. 

Die ,,Qi1elleu für die Greensche Funktion des O-- lnneren von w' fallt dann in  den Pol P der Trans- 
formation. 

E s  wurde nun von freier Hand ein Entwurf für 
.- .--- das Setz  der Greenschen Funktion in w' hinein- 

gezeichnet. Unter Benutzung der von Y aus- 
laufenden Tangenten der Quellstromlinien usw. Es 
mag hier gleich bemerkt werden, daB sich dieser 
erste Entwurf als üehr fehlerhaft erwies. Eine bei 
dem richtigen Netz in a mündende Quellstrom- 

linie (Fig. 4) wurde beim ersten Entwurf als in b mündend angenommen. 
Der Grund für eine grob unrichtige Annahme ist darin zu suchen, da6 
der Abstand der einzelnen Randpuukte Ton der Quelle zwischen meiten 
Grenzen variiert. Der Flacheninhalt eines ,,Quadrats" von einem Strich 
Seitenlange kann dabei an der einen Stelle 50 Yal so poB sein, wie 
an einer andern, die niiher an der Queile lie& wodurch die Übersicht 
sehr erschwert wird. Es wird sich in solcheri Failen als notwendig 
zeigen, neben dem gerade vorliegeuden Bereich auch dessen Abbild 
durch reziproke Badien in Betracht zu ziehen. Den voin Xullpunkt 
(der Quelle) auslaufenden Tangenten entsprechen dann Asymptoten der 
Queilstromlinien, wie solche in Fig. 7 gestrichelt angedeutet sind. Die 
Benutzung von Polarkoordinatenpapier ist für die Transformation durch 

1) Gottinger Nachrichten 1911.  Graphiuche Losung von Bandwertaufgaben 
der Gleichung A u = 0. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von H. v. SANDEN. 229 

reziproke Radien zwar günstig, hat jedoch beim ersten Entwurf den 
Xachteil durch optische Tauschungen zu storen. 

Im vorliegenden Fall wurde, wie weiter unten gezeigt wird, schlieB- 
lich nur noch mit dem urspriinglichen Rereich w gearheitet. Denn die 
Zirkulation um diesen Querschnitt herum ist leichter aufzufassen als die 
Zirliulation im Innern des Bereiches w'. Am Vorder- und niderende 
des E'lügels niihert sich das Stromungsbild der Zirkulation (d. i. die 
Greensclie Funktion) den hekannten Lfisiingen einer Potential-Stroniung 
um einen Zylinder und um eine Ecke, was den ersten Entwurf erleichtert. 
Dem ersten Entwurf wurden nun die Randwerte u, und v, der Funk- 
tionen u, und  v, voii g, entnommen. Dabei ist :  

nenn r und cp, die Polarkoordinaten eines Randpunktes sind, in den die 
Quellstromlinie g, mündet und a: eine Konstante bedeutet. 

Um nach dem ersten Entwurf oder nach einer der spater gerech- 
neten Niiherungen ohne Zeitverlust v, auftragen zu konnen, ist es zweck- 
miiBig, sich ein Nnmogramin herziistellen, das v, sofort mit dem Zirkel 
abzugreifen gestattet. E s  hleibt f ü r  alle Aufgaben dieser Art gültig. 
Ferner ist es zweckmaBig, den Werf von 

t$. = log ( y )  
als Funktion dcs Winkels q, der Rnndpunkte von w aufzutragen, um 
auch den Wert von u, als Funktion von g, ohne weiters abgreifen zu 
konnen. Diese Figur ist für jeden Bereich gesondert herzustellen. In  
Fig. 5 sind strichpunktiert die Kurven u, und v, als Punktionen von 
g, aufgetragen, wie sie aus dem ersten Entwurf entnommen sind. Und 
zwar sind die u-Kurven diejcnigen mit zwei, die v-Kurven die Kurven 
mit einem Wendepunkt. 

Beide Kurven sind nur für die Werte g, von O bis 128 Achtelstnch 
gezeichnet, dies genügt, da der Bereich w eine Symmetrielinie hat. Für 
diese ist y, = O bzw. 128 arigenommen und die Werte von 9, irn posi- 
tiven Drehungssinne (entgegen dem Uhrzeiger) als wachsend. Die Strom- 
h i e  g, = O snll durch die Ecke des Bereiches m gehen. Das Netz der 
Greenschen Funktion wird offenber auch dieselbe Symmetrieachse haben 
wie w, daraus folgt, daB die Bandwerte u, im Intervall von g, 128 bis 
256 dieselben sein werden, wie im Intervall O bis 128. Die Reihenfolge 
der Werte von u.,, wenn g, das lntervall 128 bis 266 durchlauft, wird 

1) Die Bezeiehnungen, sowie die zu Grunde gelegten MaBeinheiten sind die 
gleichen wie in der Abhandlung von Herrn Runge. 
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die gleiche sein, als wenn das Intervali 
O bis 128 im umgekehrten Sinne, also 

von 128 bis O durchlaufen wird. Wu 
haben also die Kurven ur in Fig. 5 an 
der Geraden A C  zu spiegeln und die 
Skala der g, fortlaufend zu denken, 
um den ganzen Vorlauf der u- Kurven 
zu beherrschen. Das Interna11 128 
bis 256 der v-Kurven erhalt man eben- 
falls durch Spiegelung an der Geraden 
AB, nur muB das dadurch entstehende 
Kurvenutück noch an der Abszis~ten- 
achse CD gespiegelt werden. Denn ist 
fur eineri Randpunkt von w oberhalb 
der Sy~nrrietrieachae g, - cp, > 0, so 
ist für den symmetrischen Punkt unten 
g, - y, < O und umgekehrt. 

Um diesen Entwurf zu verbessern, 
wurden nun die Polarkoordinaten ein- 
zelner Netzpunkte bereühnet. 

Dies kommt im wesentlichen darauf 
hinaus, die Mittelwerte von u, und v, 
zu bestimmen, wobei u, und v, nicht 
mehr als Funktioiien von g, sondern 
als solche von y: anzusehen sind, wo 
mit ,q, durch die Abbildung des Kreises 
auf sich selbst zusammenhangt. Die 
Integrale 

856 256 

wurden approximiert durchdiesummen 

A.9: Z u ,  und Ag,'Xa,.l) 
Ag: wurde hier, je nach der Dichte 
der Skalenteile auf den Streifen, die 
die Beziehung zwischen g, und 9: re- 
prasentieren, gleich einem Achtelstrich, 

1) Diese Summeu geben bei periodi- 
- schen Funktionen die Genauigkeit der - 

Simpsonschen Regel. 
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gleich fünfen oder gleich einem halbcn gewahlt. nie Summation der 
Ordinaten U, und ur ,wurde in der Weise durchgeführt, da6 dieselben 
mit einem ,,Kuruimeter" durchlaufen wurden. Das Kurvimeter ist eine 
einfache scharfrandige Roiie mit Ziihlwe~k, welches die Linge eines mit 
der Rolle durchfahrenen Linienstückes abzulesen gestattet. Werden die 
Ordinaten nacheinander mit diesem Instrument durchfahren (wobei zweck- 
mabig eine ReiBschiene benutzt wird), so kann die Summe direkt am 
Zihlwerk abgelcsen werden. Die Genauigkeit ist ausreichend, da sich 
bei wiederholter Messung eines Integials ein Pehler von ctwa 0,2",(, 
ergab. Nach Ermittelung des Mittelwerts der Integrale ergeben sich 
die Polarkoordinaten r und gp der Netzpunkte durch eine kurze mit der 
Rechenmaschine und vierstelligen Logarithmen ausgeführte Rechnung. 
Mit diesem Verfahren ist es moglich die Polarkoordinaten eines Netx- 
punktes der Greenschen Funktion in 25 Minuten zu berechnen. 

Zuniichst wurden die um einen Strich auseinanderliegenden Netz- 
punkte (8, 16, . . .) auf der achten Zirkulationsstromlinie gerechnet, 
Die neueri Purikte lagen nie mehr als 2 mm von den alten des Entwurfv 
entfemt. Dies ist durchaus erklàrlich: denn angenommen man würde 
aile unendlich vielen Punkte des Netzes sus den Randwerten der ereten 
Naherung rechnen, so würde man auf ein neues Netz kommen, dessen 
Queilstromlinien in genau die Stellen des Randes einmünden, wo bereits 
die Stromlinien des ersten Entwurfs aufsetzen. Diese Satsache auBert 
sich bei den gerechneten Punkten in der Nahe des Randes darin, daB 
die korrigierten Netzpunkte doch wieder in die Nahe der Punkte des 
ersten Entwurfes zu liegen kommen. Ihre Lage gibt aiierdings einen 
Fingerzeig, in welchem Sinne das Netz zu verbessern ist. 

Es wurden hierauf die Punkte der 32ten Zirkulationsstromlinie, 
die um einen Strich auseinanderliegen, gerechnet. Auch hier war die 
Korrektur nicht erheblich, ailerdings bedeutet eine kleine Verschiebung 
der Punkte relativ genommen in der Nàhe der Quelle eine vie1 bedeu- 
tendere Korrektur. Durch die so gerechneten Punkte wurde ein neuee 
Netz gelegt, die Bandwerte von zc und v bestimmt und eine neue Korrektur 
gerechnet. E s  ergaben sich Korrektionen van ungefiihr derselben GrBBe 
wie beim ersten Mal. Dies Verfahren wurde mehrmals wiederholt, stets 
mit gleichem Resultat. E s  zeigte sich spater, daB am ersten Entwurf die 
Randpunkte an den Stellen, die weit von der Quelle abliegen, um etwa das 
Zwamigfaclte zu verschieben waren, damit sie in die riühtige Lage kamen. 
Die Netzpunkte in der Nahe der Queile, die vom Rande ziemlich unabhingig 
sind, konnten zu einer so starken Andermg auch keinen Hinweis bieten. 

Es wurde jetzt das Netz mitsamt dem Bereich <il' durch reziproke 
Radien so transformiert, da0 w' wieder in den ursprünglichen Bereich w 
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(den Flügel) überging. Das zuletzt gerechnete Netz der Greenschen 
Funktion, das im Innern von w' ganz brauchbar aussah, gab nach der 
Transformation das in Fig. 6 wiedergegebene Bild. Hier sieht man 
sofort a n  der Verzerrung dor Quellstromlinien das Fehlerhafte des 
Netzes, und es wurde ersichtlich, daB die Korrekturen ganz erheblich 
groBer zu nehmen waren als bisher. J a  man kann direkt den EinfluB 
ibschiitzen, den eine bestimmte Verschiebung der Randpunkte auf die 
Punkte der einzelnen Zirkulatiorisstromliriien ausübt und die Korrektur 
danach so bemessen, daB die Quellstromlinien orthogonal auf den Rand 
aufsetzen. Denn nur  fiir die richtigen R,andwerte gibt  die Integration 
auch am Rande ein orthogonales Kurvensystem, so da0 darin ein 
Kriterium für die Brauchbarkeit des Netzes gewonnen war. Für die 

Punkte in der Nahe des Eandes gilt das Prinzip der Iteration in der 
Weise, da0 man gonügend voneinander entfernte Teile des Bandes für 
sich korrigieren kann, ohne die übrigen wesentlich zu beeinflussen. In 
diesem Sinne wurde mit der Verbesserung fortgefahren. Die erete Ver- 
besserung wurde so stark gemacht, da1 die daran anschlieBende Rech- 
nung eine Korrektur im entgegengesetzten Sinne ergab. E s  wird sich 
iiberhaupt stets empfehlen, nicht durch die bcrechneten Netzpunkte 
selbst ein neues Netz zu legen, sondern im Sinne der letzten Korrektur 
etwas darüber hinauszugehen; das beschleunigt das Verfahren und gibt, 
wenn die niichste Korrektur eine A n d e r u q  im entgegengesetzten Sirine 
als die vorherige erfordert, ein Kriterium dafür, daf3 die richtige Lnge 
des Netzes zwisehen den beiden letzten liegt. 

Hier wnrde schlieBlieh das in  Fig. 7 dargestellte Netz erreicht, die 
Kurven der zugehorigen Randwerte sind in Fig. 5 ausgezogen. Deren 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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mehr. Zur Kontrolle wurdcn die Randpunkte, wie die einzelnen Netz- 
punkte etwas nach 

C, / / 
der einen und d a m  
nachder anderen Seite 
abgeiindert, wozu die 
gestrichelten Kuiven 
in Pig. 5 gehoren. 
Die Integration der 
gestrichelten Kurveri 
gibt für die einzelnen 
n'etzpunkte Korrek- 
turen in dem Sinne, 
daB die Punkte nach 
einer Mittellage, die 
zwischen denzur Kon- 
troue angenommenen 
Lagen liegt, zu korri- 
giert werden. D. h .  5 Z 
die richtige Lage der ----- -4 

Punkte ist eino zwi- 
schen den heidan ziir 

Kontrolle angenom- 
mene. Nehmen wir die 
htllbe mittlere Breite 
des Streifen~ zwi- 
achen den gestrichel- 
ten Linien zu 3 mm 
an, so k6anen wir 
schliehen, daB die 2 
Netzpunkte in ihrem 
Polarwinkel rp einen 2 

'\ 
Fehler von hochstens '\ \\ 
einem Grad haben 2 -',, 

'\ 
konneii. Venigstens 'a 

\ 
in der Nahe des Ran- 1 

des, worauf es hier an- 
\ 

kommt. Die Zirkulationsstromlinien hingegen liegen his auf Stïichbreite 
richtig, denn die Radiivektoren der einzelnen Netzpunkte andern aich bei 
den zuletzt erwiihnten Kontrollrechnungen gerade so weit, daB die Punkte 
auf den Zirkulationsstromlinien verschoben werden, ohne sie zu verlassen. 
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234 Über den Auftrieb im natürlichen Winde. 

Da eine grGBere Genauigkeit auf dem bisherigen Wege nicht zn 
erreichen und die vorliegende für die folgenden Zwecke ausreichend 
war, wurde das Netz der Fig. 7. als definitives festgehalten. 

Nach der Bestimmung der Greenschen Funktion für das Au~ere 
des Bereiches GI sind wir imstande, den Wert einer harmoniüchen Punk- 
tion in jedem Netzpunkte zu bestimmen, sofern die Randwerte der 

Fig. S. Funktion auf der Kontur von w vorgegeben 

- 1  
sind. Wir haben diese Randwerte als Funktion 

- von g, (hzw. gy) aufzutragen und für jeden 
Netzpunkt die lntegration in genau dorselben 

Y Y. Weise auszuführen, wie es bei den Funktionen 
u, und e, bei der Konstruktion der Green- 

i schen Funktion der Fa11 war. 
In unserem Falle ist jedem Punkte 

des Randes der Wert % - ya zugeordnet, wo y die Hijhe des Punktes über 

dem Erdboden (sein Abstand von der x-Aehse kt). (S. Fig. 8.) 
Der Wer t  der Funktion rp, die jene Randwerte haben soll (B. 5 l), 

wird dann als Mittelwert aus den Randwerten durch das Integral: 

für jeden Punkt p des Ketzes geliefert. Der Wert der gesuchten Strom- 
funktion ist dann in dem Punkte: 

wo yp die Hohe des Punktes p über dem Erdboden ist. 

Würde,man in dieser Weise I) bilden, so erhielte man die Losung 
für eine ganz bestimmte Hohenlage des Flügels. Um den Verlauf der 
Stromung um den Flügel für verschiedene Hohen zu überjehen, führen 
wir die H6he y. der Symmetrieebene des Flügels über dem Erdboden 
ein. Bezeichnen wir mit 7 den Abstand eines Punktes von der Sym- 
metrieebene, so daB 77 positiv ist für Punkte oberhalb der Symmetrie- 
ebene, so ist das vorher auftretende y die Summe von y, und 7 ,  also 

y = y, + 7. Die Randwerte werden damit: 
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Von H. v. SANDEN. 

und das Lutegral für rp zerfdlt  in drei Integrale: 

ebenso setzen wir für den Punkt p: 

q: und q, werden als Funktionen Ton g1 aufgetragen. Die Integration 
wird wieder mit Hi% von Streifen und MeBrad ausgefiihrt. Für jeden 
Netzpunkt erhalten wir 2 Mittelwerte, die wir mit Ml und M, be- 
zeichnen wollen: 

Für die Stromfunktion @ erhalt man in dieser Schreibweise: 

Der Mittelwert von y, ist y, selbst und hebt sich weg. 

Die Ergebnisse der Integrationen sind in Tabelle Nr. 1 zusammen- 
g~steilt (S. nkhs te  Seite), mobei die auf S. 227 angegebenen Dimensionen 
des Flügels zugrunde gelegt sind. Die Integration wurde ausgeführt für 
die Punkte 0, 8, 16, 24, . . . 120, 128 der achten Zirkulationsstromlinie. 

Die erste Zeile der Tabelle enthiilt die Mittelwerte &Il, die zweite 
enthalt die Werte von 34. Die dritte und vierte Zeile gibt die auf der 
Zeichnung gemessenen Werte 7lp und T$ der betreffenden Netzpunkte 
der achten Zirkulationsstromlinie. Darunter stehen in der Tabelle d a m  
die Diff'erenzen >i2 - Ml und q - 34. Für die Netzpunkte 128, 136, 
. . . 248,O der achten Stromlinie, die unterhalb der Synimetrieebene zu 
den Punkten 0, 8, . . . 128 symmetrisch liegen, haben 7; und Ml die 
gleichen Werte. rip dngegen auf der unteren Seite das entgegengesetzte 
Vorzeichen wie beim korrespondierenden Punkt auf der Oberseite. 
Ebenso liefert die Integration für symmetrische Punkte denselben B e  
trag von M2, jedoch mit eritgegengesetztem Vorzeichen. 

Die Stromfunktion für den Fail y, - O, wo die Symmetrieebene 
des Flügels auf dem Erdboden liegt, ist: 

Betrachten wir in der Tabeile die Werte von für die Punkte 
der achten Zirkulationsstromlinie, BO finden wir, daB zwiuçhen den 
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236 Über den Auftrieb irn natürlichen Winde. 

Punkten 8 und 16 ferner 
zwischen 112 und 120 
auf der oheren Seite und 
auf der Unterseite ent- 
sprechend zwischen den 
Punkten 240 und 248 so- 
wiezwischenl36 und144 
soin Vorzeichen wech- 
selt. Zwischen diesen 
Punkten gehen offen- 
bar die Stromlinien hin- 
durch, auf denen zb, = O 
ist. Uas sind die Strom- 
linien, die auf den Flügel 
in den sog. ,,Staupuiik- 
tenu aufsetzen. Wahrend 
wir jedoch bei der Po- 
tentialstromung deren 
zwei haben, sind es hier 
vier. 

W i r  woilen den Sach- 
verhalt an einem ein- 
façheren Beispiel ver- 
folgen. l n  die Stromung 
mi t  konstantem Wirbel 
bringen wir einen Kreis- 
zylinder rom Radius R 
(B. Fig. 9). 

Zunachst liege die 
A c h e  des Zplinders auf 
dem Erdboden. Die ent- 
sprechende Stromfunk- 
t ion für den Zylinder 
sei zo und es k t :  

wenn (r,rp) wie bisher die 
Polarkoordinaten eines 
Punktes sind. Setzen 
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Von H. v. SANDEN. 237 

wir x,, = O und noch zur Vercinfachung R = 1, so erhalten wir die 
Gleichung der ,,Nullstromlinien" (auf denen X, = O id) .  

Zunachst gibt dies einen unbestimmten Wert für 9 auf den Rand- 

Wir schreiben noch den Ausdruck f ü r  die Geschwindigkeit an der 
Zplirideroberfl5che hin. E s  ist: 

pnkte~i  des Kreiszylinders selbst, wo ja r = 1 ist. Für r = w wird 
sin rp = O und rp - O oder rp = 180'. Pür endliche Werte von r, wo 
r > 1, erhalten wir jedesmal vier Werte von cp, also vier Punkte der 
Stromlinie, die reehts und links vom Zylinder und auBcrdem zur x-Achse 
s~mmetrisch liegen, so daB wir ungefiihr 

Fig. 9. 

das in Fig. 9 geseichnete Bild erhalten. Die - 
Sullstromlinien setzen da auf den Zylinder 
auf, wo / + 3 0 ° >  

Bei dem Aeroplanflügel werden wir etwas Analoges zu erwarten 
haben, und in der Tat bedeutet der viermalige Vorzeichenwechsel der 
Gr6Be ($ - 31,) das Ausgehen von vier NuUstromlinien vom Rande 
des Querschnittes. Wie iiiidern sich riun diese Verhaltnisse, wenn wir 
den Flügel vorn Roden erheben? Reim Fliigel drücken wir die Er- 
hebung durch Variation von y, aus. Zu der Stromfunktion: 

1 
sine q = ,  also rp = 

4 

a 
$0 = , . {7j2-Ml) 

tritt dam additiv eine Funktion: 

hinzu. 

- 30° 

+ 150° 

Diese konnen a i r  ansehen als Stromfunktion einer Potentialstromung 
um den Querschnitt, die im Unendlichen die Geschwindigkeit a .  y, hat, 
so daB sich die Stromung von konstantem Wirhel uni den Flügel in 
der HGhe y, darstellt als Superposition der Stromung +,, und einer 
Potentialstromung, dercn ungestorte Geschwindigkeit von y, abhangt. 

Dasselbe konnen mir beim Zylinder machen, dessen Potential- 
stromung durüh: 

1 xi = c ~ i o r p  - (r - -  .) 

ist. 
2- 

,- 150' 7 
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gegeben ist, so 

X - 

über den Auftrieb im natürlichen Winde. 

daB dessen allgemeine Stromfunktion wird: 

Zwischen der Konstanten c und der H6he y, hesteht die Beziehuq 
a - y. = c. Um den Verlauf der vier Nullstromlinien zu übersehen, anf 
denen = O, betrachten wir die Werte von etwa auf dem Kreise 
vom Radius 1 + E und fragen insbesondere nach den Werten von 9, 
wo x = O wird. Gehen wir mit E zur Grenze O über, so ist: 

da ~ ( 1 )  = 0 ist, erhalten wir für rp die Gleichung: 

Die oberen Nullstromlinien setzen mit wachsender H6he y, immer 
naher der horizontalen Symmetrieebene des Zylinders auf, wie sich ja 
das Stromungsbild überhaupt bei groflen Hohen dem der Potential- 
stromung niihert. Die unteren Nullstromlinien setzen in Punkten auf, 

flir die: 

ist. Sie rücken immer mehr nach unten bei wachseridem yo, fallen zu- 
sarnrnen und verschwinden schlie~lich, sobald y, > wird, sobald alsr, 
die Achse des Kreiszylinders um das Dreiviertelfache des Radius über 
den Erdboden erhohen wird. 

Ein ahnliches Ergebnis 6nden wir bei unserrn Flügel wieder: Die 
Vorzeichenwechsel von 

zwischen den unteren Punkten 136 und 248 der achten Zirkulations- 
stromlinie verschwinden (8. Tabeile Nr. l), sobtlld y. > 35 mm ist. Die 
halbe Breite ist 40 mm. Die Verhiiltnisse beim F'lügel Sind also nicht 
wesentlich von denen beim Kreiszylinder verschieden. Die Punkte, in 
denen die oberen Nullstromlinien auf den Flügel aufsetzen, rücken mit 
wachsender Hohe nach der Symmetrieebene zu. Es  ist nun unwahr- 
schoinlich, dafl beim tatsiichlicheii Verlauf der Stromung die Nullstrom- 
h i e  am hinteren Ende anderswo aufsetzt, als gerade an der Ecke. Der 
StrGmungsrerlauf in der Nahe der Ecke wird nicht wie in Fig. 10, sondern 
wie in Fig. 11  aussehen. 
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Wir konnen aber unsere Stromfunktion durch Addition einer Zirku- 
lation um den Plügel so abandern, da0 die betreffende Nullstromlinie 
gerade an der Ecke auf den Flügel aufsetzt. 

Die Zirkulation ist durch die Zirkulationsstromlinien g = const. der 
Clreenschen E'unktion gegeben. Kenncn wir die Stromfunktion der - - 
Zirkulation C, so ist: 

Fig. 10. 
K g .  Il. 

C = n . ? . g  
2 

zu setzen, wo Â. so zu 
bestimmen ist, daB die 
Nullstromlinie die ge- - 
wünschte Lage erhiilt. Wir finden den Wert von a durch folgende 
cberlegung: In den Punkten P, Pl, . . ., in denen die Zirkulationsstrom- 
linien g = 8 . . . 32 die Symmetrieachse des Plügels in der Nàhe der 
Ecke schnoiden, bcrechnete sich die Stromfunktion $, d. h. ohne Zirku- 
lation einfach zu: 

256 

und zwar unabhangig von der HGhe y,. Denn 7 ist für die Symmetrie- 
achse Nuil und ebenfalls die Mittelwerte M2 in diesen Punkten. 

Die Werte von Ml für die Punkte P, . . . P,, sind: 

Die Zirkulation bekommt in diesen Punkten die 
Werte: 1 . g =  A . .  8 . . - A .  32. 

Würde die Kuilstromlinie, die wir nach der Ecke 
bringen wnilen, in der Symmetrieachse bleiben, 80 

müBte es einen Wert A geben, der die vier Glei- 
cliungen : 

1 . 8  = 118,O; A .  16 = 216,2; A - 24 = 301,4; ,1 32 = 370,2 

befriedigt. Dies ist nun nicht der Fail, sondern die Gleichungen geben 
verschiedene Werte von A, die kir A, . . . A,, nennen wollen. 

Es wei-den: 
A,, = 11,57 

A,, = 12,55 

A,, = 13,51 

A, = 14,77 

Aus Analogie mit dem Beispiel des Kreiszylinders schlieBen wir 

auf repliires Verhalten des Quotienten 3 und extrapolieren hieraus 
4 

für den Wert I o  an der Ecke selbst 1, = 16,2. 
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240 uber  den Anftrieb im natürlichen Winde 

Die Addition einer Zirkulation: 

wo g - const. die Zirkulationsstromlinien der Gre  enschen Punktion sirid, 
bewirkt also, daB die betreffende Nullstromlinie den Flügel an der Ecke 
verla&. An der Vorderseite des Flügels bleibt die Nullstromlinie über 
der Symmetrieachse. 

Die vollstandige Strornfunktion, die !P genannt werden moge, ist also: 

Die Geschwindigkeit an der Oberfliiche des Flügels ist gleich dem 
a Zu Gradienten - - der Stromfunktinn an der betreffenden Stelle. Zur Ab- 
an 

kürzung setzen wir: a 
oi = - (vP - NI) a R 

,. 
y = 0 (16,2 . g). a 

Dann wird die Ge~chwindigkeit v :  

Hierin ist offenbar . oi die Geschwindigkeit, die ohne Zirkulation 

in der Hohe y, = O entstehen würde. a - y, . /3 ist  als Geschwindigkeit 

der üherlagerten Potentialstromung anzusehen, und - y rührt von der 

Zirkulation her. 
Für zwei syrnmetrisühe Punkte an der oberen und untercn Fl'iche 

des Flügels haben alle drei GroBen n,P, y den gleichen absoluten Betrag, 
oben wie unten. a und y haben auch das gleiche, jedoch oberi und 
unten das entgegengesetete Vorzeichen. 

Der Druck an der Oberflache in  einem Pnnkte ist nach der Druck- 
gleichung : Q 

P = P n -  2 . u :  

wo pn eine Konstante k t .  
Nennen wir p, und pl' dic Urucke an zwei symmetrischen Punkten 

(S. Fig. 12), so bleibt für den Auftrieb der Druck pu -p ,  übrig. Nun ist 
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und zwar ist für /3 der positive West einzusetzen. Nennen wir 6 den 
Winkel zwischen der Flachennormale und der vertikalen, so wird der 
gesamte Auftrieb für die Liingeneinheit des Fliigels: 

wo das Integral vom Punkte 1 (am Hinterende) über den oberen Teil 
der Kontur bis zum Punkte 2 (vorne) zu erstrecken ist. 

Bezeichnen wir mit 6 die auf der Symmetrieachse von 1 nach 2 
Remessene Lange, so wird dg = cos 6 .  ds und es cmpfichlt sich (or + y )  - 
a h  Funktion von f aufzutragen. Fig. 18. 

Die Gr6Ben u, j3, y konnen so be- 
stimmt werden, daB der Wert der 
Funktionen und q1 auf den -- .-.-. 

Punkten der achten Zirkulations- eJ-. Pu 

stromlinie durch Integration mit 
Skalen und MeBrad bestimmt und 
dann durch den Abstand der Punkte von der Oberflache dividiert wird. 

apq Dies Verfahren ist jedoch nur zulassig, wenn , = O auf der Rand- 
a m  

kurve ist. Um eine Kontrolle zu haben, vergleichen wir die graphisch 
gefundene Stromfunktiori, an den beiden Enden des Flügels mit den ana- 
lytischen Losungen, die für eine Stromung um eine Ecke und um den 
Kreiszylinder bekannt sind. ZunLchst die Potentialfunktion 

*l - a -  (7 - MJ. 
Für die Stromung um die Ecke ist der analytische Ausdruck: 

Hierin ist rp der Winkel zwischen dem von der Ecke 1 auslaufenden 
Radiusvektor und der geradlinigen Begrenzung des Flügeh. 

r ist die Lange des Radiusvektor 1% und E der Winkel zwischen 
der Flügelkante und der Horizontalen. ( E  = 160,58O.) 

Für die Nctzpunkte 8, 16, 24 usw. auf der 8. Zirkulationsstromlinie 
vergleichen wir die graphisch gefundenen Werte von +, mit den Werten 

7i - X 
von ii> = P r* . sin cp, wo P noch unbestimmt ist. Wir  werden die 

analytische Losung soweit benutzen konnen, solange der Quotient: 

Zeitachrift f. MathemntLk o. Phynik. 61. Band. 191%. Hofk 3. 
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242 Über den Auftrieb im natürlichen Winde. 

merklich denselben Wert  behalt. An den Punkten 8, 16, 24 und 32 er- 
halten wir fur Y die Werte: 0,525; 0,525; 0,529; und 0,54. Also min- 
destens bis zum Punkte 24 konnen wir die analytische Losung benutzen. 

Die aus dieser gefundenen Werte der Geschwindigkeit stirnmen 
übrigens mit den friiher ermittelten noch in der zweiten Dezimale üherein. 

an- - Dies ist zu erwarten, da, soweit benutzt werden kann, &, - O  ist. 

Analog verfahren wir an der Vorderseite des Flügels. Die Stromung 
um den Kreiszylinder wird gegeben durch die Stromfunktion: 

wo R der Radius des Zylinders, r und q Polarkoordinaten sind. Ver- 
gleicht man jetzt die graphischen und gerechneteu Werte der Strom- 
funktion für die Punkte 128; 120; 112; ... so erhalt man bis zum 
Punkte 88 für Q den Wert 0,97. (Für den Punkt 80 wurde Q = 1,02) 
Die Geschwindigkeit wird durch: 

gegeben. 
(g) = 2 . 0,97 . sin q 

r = R  

- 
a=? 

, Da , 4 0, sondern negativ ist, würden die auf die frühere Xe- 
an 

thode bestimruten Werte der Geschwindigkeit am Vorderende zu klein 
sein, und wir miissen die aus der analytischen Losung abgeleiteten be- 
nutzen. Beim mittleren Teile des Flügels kann man genauere Werte 
für die Geschwindigkeit dadurch erhalten, daB man die Stromfunktion 
auch für Punkte der 16. und 24. Zirkulationsstromlinie berechnet und 
als ~ i n k t i o n  der Bogenliinge der Quellstromlinien auftriigt und so den 
Gradienten an der Flügeloberfliiche ermittelt. 

Die so ermittelten Werte müssen sich an die analytisch gefundeiien 
anschlieBen. ') 

Für die Geschwindigkeit y der Zirkulation gelten dieselben Be- 
X - n 

trachtungen. @, = Pi . T E ' .  sin a rp liefert die Stromung um die Ecke, 

sofern für 6' der richtige Winkel (> n) eingeführt wird. Da auch hier 

= O am Flügel ist, gibt das auf Seite 241 angegebeneverfahren ïur a as 
Restimmung von y namliüh y = - die Werte von y hinreichend ( A A n  '? 
genau. Am Vorderende ist die analytische Funktion: 

1) Unsere Methode erscheiut ao als eine graphische ,,Interpolation'' 
zwiachen bekennten Losnngen der Differentialgleichung. 
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ELI benutzen. Da (a >) = - 1 

r = R  
ist, müssen hier die Werte von # J ~  

sus der Funktion @, bestimmt we~den. 

Pür die Werte von a ,  welche die Geschwindigkeit ausdrücken, die 
Tom Wirbel allein (y, = 0) herrührt, laBt sich eine Kontrolle nicht so 
bequem ausfiihren. Die malytische Losung ist zwar für das Vorderende 
bekannt: 

aber der Anschlufi der graphischen an die analytische Losung ist kein 
guter, weil die Werte der Funktion @,, die durch Integration erhalten 
werden, klein sind, und daher durch die nicht auf dem Kreise liegen- 
den Randwerte 7: stark beeinfluBt werden. Für die Stromung um die 
Ecke mit konstantem Wirbel ist  eine analytische Losung nicht bekannt. 

Die Werte von a: sind daher durch Benutzung der graphisch ge- 
wonnenen Werte von .Si, aiif den Netzpunkten der 8. und 16. Zir- 
kulationsstromlinien gefunden und konnen urn 5% fehlerhaft sein. 

Die endgültigen Werte von ci, p ,  y sind in der Tabelle Nr. 2 zu- 
sammengestellt. 

Im Integral für den Auftrieb: 

B 
A =  p - a ' . y , J ~ ( a + ~ )  ï o s d d s  

1 

ist f l  durchweg ~ o s i t i v ,  nur an den Enden Null. (a: + y) ist positiv 
bis auf ein kleines Stück am Vorderende. Das lie@ darat], daB die 
Zirkulation so gewahlt wurde, daB die Nullstromlinie am Hinterende 
gerade an der Ecke aufsetzt. Am Vorderende liegt die Aufsatzstelle 
oberhalb der Sgmmetrieachse, daher rührt der Vorzeichenwechsel von 

(a  t YI.  
Ohne Zirkulation würde derselbe auch am Hinterende eintreten, 

ohne den Auftrieb erheblich zu beeinflussen. 
Da B die Dimension Null hat, a und y die Dimension einer Lange, 

so konnen wir sagen, da0 der Auftrieb proportional ist der Dichte, der 
Hthe über dern Xrdbodcn und dem Quadrat des Wirbels. Bei geo- 
metrisch ahnlichen Querschnitten ist er dem Volumen des Flügels pro- 
portional. 

Um die in der Symmetrieachse des E'lügels wirkende Kraft zu er- 
mitteln, haben wir die Drucke p, und pu an symmetrischen Punkten 
der Ober- und Cnterseite zu itddieren, mit dem Sinus des auf Seite 241 
eingeführten Winkels 6 zu multiplizieren und über die Obediiche Yom 
Punkte 1 bis zum Punkte 2 zu integrieren. 

16' 
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244 Über den Auftrieb im natürlichen Winde. 

Bilden wir p,, +pu, so fallen im Ausdruck fiir das Quadrat der 
Geechwindigkeit die Glieder weg, die linear enthaltcn, und es wird: 

a e .  p p 0 + p u = C o n s t - - . { a 2 + y s + 2 a . y + 4 y ~ p " ,  4 

bilden wir: z 

B =J@, + pu) sin s dr , 
1 

so faut zunachst die Konstante in der Druckgleichung weg, femer ist: 

denn diesen Ausdruck würde man für den von einer PotentialstrGrnung 
ausgeübten Schub, der bekanntlich Kull ist, erhalten. E s  bleibt also 

Es empfiehlt sich, das Quadrat (a: + yj%icht aufzulosen, da (a! +y) 
an der Eçke endlich bleibt, wahrend dies für CL und y einzeln nicht der 
Fali ist. Nennen wir wie früher q, den Abstand eines Randpunktes 
von der Symmetrieebene, so k t :  

dq, = sin S ds, 

und wir tragen daher zweckmaBig den Integranden als Funktion von 
T~ auf. Der MTert des I d e g r a h  erweist sich als von Null verschieden, 
und wir bekommen eine Kraft, welche auf den Flügel in der Richtung 
vom Vorder- nach dem Hinterende zu wirkt und zwar in einer GroBe: 

9 

Dieser Ausdruck enthalt y, nicht und gibt also denselben Eflekt 
wieder, als wenn der Flügel in der Hohe y,= O von der StrGmung mit 
konstantem Wirbel und der Zirkulation umstr6mt wird. 

Ohne Zirkulation haben wir es mit vier Nullstromlinien zu tun. 
Die Zirkulation bringt die beiden in der Kahe dcr Ecke aufsetzen- 

den Nullstromlinien in die Eçke selbst hinein, genügt aber nicht, um 
auch die beiden vorderen Nullstromlinien zu vereinigen. Wie dies aus 
der Tabelle 1 hervorgeht. Dadurch bleibt die Geschwindigkeit am Vorder- 
ende gering und der dadurch bedingte Druck schiebt den Flügel zurück. 
Würden wir den Flügel vom Erdboden erheben und mit der Kante gegen 
den Wind richten, so hiitten wir die paradoxe Erscheinung, da8 die 
Kraft den Flügel gegen den Wind bewegen würde. In den Gleichungen 
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haben wir y, negatjv anzuuehmen, um diesen E'aU darzustellen. Wahrend 
der Auftrieb von einer Neigung des Flügels, d. h. seiner Symmetrie- 
ebene gegen die horizontale Richtung qualitativ nicht so stark beein- 
fluBt wird (die Zirkulation wird stark zunehmen), werden sich die Ver- 
haltnisse für die horizontale Kraftkomponente sofort erheblich andern. 
Ebenso bei anderer (gckrümmter) Form des Flügels, so da0 die Hori- 
zontalkraft hier keine wesentliche Roile spielt. 

Urn einen Überblick für die wirkliche GrGBe der Erafte zu haben, 
sind diese ausgerechnet für einen Plügel, dessen Querschnitt dem bis- 
her betrachteten Ehnlich, aber von der zehnfachen linearen Dimension 
ist. Die Breite des Flügels ist zu 3 m angenommen, wahrend die Tiefe 
1,6 m wird. Die Windgeschwindigkeit sei in 1 0  m HGhe 1 0  m sec. - ' 
und y, sei auch 10 m. a wird 1 sec.-' Die Dichte der Luft sei 

= 0,125 kg . m p 4  - sec. 
9 

cc und y gelten jetzt in cm, die Integrale geben cm-zw. cm8. 

Dann wird der Auftrieb: 

A k g =  0 , 1 2 5 . k g - m - 4 .  sec" 1 -  sec-2. 1 0 m .  1,544m2. 3m = r>,8kg, 

wahrend als Kraft in horizontaler Richtung: 

auftritt. 
Zum Vergleich bemerken wir, da0 eine ebene Platte von 4,8 qm 

(d. i. ungefihr die Tragfliche des Flügels) bei einem Gleitwinkel von 
10° einen Auftrieb von 17,4 kg ergeben würde. Berücksichtigt man 
die unverhaltnismaBige Dicke des von uns betrachteten Flügels, so geht 
aus unserer Betrachtung eine Erklarung der von L i l i e n t h a l  beob- 
achteten Erscheinung hervor, die in der GroBenordnung übereinstimmt. 

Wie aus den vorstehenden Rechnungen ersichtlich ist, bleibt eine 
Bcstimmung des horizontalen Schubcs auf diesem Wege erheblichen Un- 
sicherheiten ausgesetzt. Der Gradient der Stromfunktion und damit die 
Geschwindigkeit und der Druck der StrGmung lassen sich in der Nihe 
von den Staupunkten (wo die Nuilstromlinien aufsetzen) auf graphi- 
schem Wege ailein nur ungenau bestimmen und konnen nur durch An- 
schluB an bekannte analytisçhe Losungen verbessert werden, was hier 
am hinteren Ende des Fliigels nicht moglich war. - Der Auftrieb da- 
gegen l5Bt sich sehr wohl mit genügender Genauigkeit bestimmen, und 
auch für Zylinder von anderen Querschnitten, als dem hier zugrunde 
gelegten, ist Auftrieb zu erwarten. 

Die einmal für diesen Querschnitt bestimmte Greensche Funktion 
gestattet die Rechnung auch für eine andere (genoigte) Lage dee Ly- 
linders nach demselben Schema auszuführen. 
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Über Elastizitat und Stabilitat des geschlossenen und 
offenen Kreisbogens. 

Von Dipl.-Ing. RCDOLF MAYER in Karlsruhe. 

5 1. Einleitung. 

Die folgenden Untersuchungen über die Formandermg, Bean- 
spruchung und Stabilitit kreisformiger Stabe haben die Aufstelluug 
gebrauchsfertiger Gleichungen für hiiufig vorkommende und gewisser- 
maBen typische Belastungen z u ~  Ziele. Die unmittelbare technische 
Anwendbarkeit der Ergebnisse, wie sie angestrebt war, lieB sich schwer- 
lich anders erreichen als durch eine D;lrstellung, die bei der Behand- 
lung der einzelnen Probleme mehr in die Breite ging, als dies vom 
rein wissenschaftlichen Standpunkte aus geboten gewesen ware. 

Eine weitere Folge, die durch den rorgegebenen Zweck bedirigt 
wurde, war die Durchführung der Uiitersuchungen als Annahenings- 
rechnungen im Sinne der Theorie des elastisclwz Drahtes. Hierdurch 
wurden die verhiltnismiBig einfachen Rechnungsergebnisse, von denen 
der Konstrukteur .gerne Gebrauch machen wird, erzielt und für eine 
groBe Zahl von praktisch vorkommenden Belastungsarten eine Moglich- 
keit gefunden, durch den Gebrauch einer Tabelle hisher recht zeitran- 
bende Rechnungen nicht ailein stark zu vereinfachen, sondem auch 
durch bequeme Ermittlung der ganzen Deformationslinie zu vervoli- 
stindigen. 

Ilen h'aherungsrechnungen ist ganz wesentlich die Voraussetzung 
zugunde gelegt, daB gegenüber den Formanderungen, die ein elastischer 
Draht durch die in irgend einem Queruchnitte s ta t thdende Bengung 
oder den dort herrschenden Drail erfghrt, die durch Schiebung zweier 
Nachbarquerschnitte und durch Langeniinderung des elastischen Ele- 
mentes entstehenden Formkderungen zu vernachl%sigen seien. Diese 
Voraussetzung ist umso eher berechtigt, je mehr die radiale Dicke des 
Drahtes gegenüber dem Krümmungsradius p der Zentrallinie ver- 
schwindet und je kleiner die Deformationen selbst sind. 

Weiter wird verlangt, daB eine Ü b c r s c h r e i t ~ n ~  der Xlastizitiits- 
grenze an jeder Stelle des Drahtes infolge der Beanspruchung aus- 
geschlossen sei. F ü r  den Fa11 der Beanspruchung des Kreisringes durch 
G i f t e ,  welche in der Ebene seiner Zentrdlinie wirken, setzen wir 
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schlieBlich noch voraus, daB der Ring solche Abmessungen besitze, daB 
keine raumliche Deformation seiner Zentrallinie eintritt.') 

Den Ring beziehen wir entweder auf ein rechtwinkliges, recht- 
sinniges Koordinatensystem O X YZ, dessen X Y-Ebene die Zentrallinie 
enthalt, oder auf ein Polarkoordinatensystem, dessen X-Achse O X  in 
der Ebene der Zentrallinie liegt und durch den Kreismittelpunkt O als 
Koordinatenursprung geht. 

Die positiven Achsenrichtungen entsprechen positiven Richtungen 
für die Kraftkomponenten, die Komponenten der Momente, für die Ver- 
schiebungen dx, dy, d z  eines Punktes und die mTinkeldrehungen 
&, b,, pz eines Drahtelementes. Blickt man daher von der positiven 
2-Achse aus nach der XY-Ebene, so erscheint als der positive Dreh- 
sinn von pz und 31, der der Uhrzeigerbewegung entgegengesetzte. 

Unter den an einer beliebigen Stelle y des Stabes wirksamen 
KrCften und Momenten, durch welche sich die Spannungen im Quer- 
schnitte rp ersetzen lassen, wollen wir fortan immer die Krafte und 
Momente verstehen, welche der kleineren W e r t e n  von q~ sugehwige Stab- 
teil auf d m  mit wachsenden cp folgelzden Tei2 übertragt.  

1. A b s c h n i t t .  

Die elastische Linie des kreisformigen Stabes bei kleinen Biegnngs- 
Deformationen i n  der fieisebene. 

5 2. Die angeniiherte Differentialgleichung der elastischen Linie. 
(Figur 1.) 

Auf Grund des Hookschen Gesetzes und der Bernoullischen Hypo- 
these gilt für jeden von Haus aus krummen Stab die nachstehende 

1 1  
Beziehung zwischen der Krümmungs~nderung - - - in einem Puukte 

Q Q o  

P der Zentrallinie und dem dort herrschenden Biegungsmomente M: 

wo E den Elastizitiitsmodul des M~terials und J das Tragheitsmoment 
des Querschnittes P inbezug auf eine zur Achse des Biegungsmomentes 
paraliele Achse durch den Punkt P bedeutet. 

Gl. (1) ist die Differentialgleichung der elastischen Linie, deren 
strenge Integration schon beim geraden Stabe auf elliptische Integrale 

1) Eine allgemeine Theo~ie dieaer Stabilitat fehlt bisher; fiir den geraden 
Steb wurden Beispiele bcrcchnet durch: A. G. M. Michell, Phil. Mag. (Ser. 6 )  
vol. 48 (1699) und L. Prandt l ,  ,,Kipperscheinungenu, Nürnberg 1899 (Diss.). 
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führt. Wie man niin beim geraden Stabe hei Reschrankung auf kleine 
Deformationen die G1. (1) durch die auf elementarem Wege integrable 
Differentirtlgleichung 

(2) "" - M 
2 *,J 

für technische Rechnungcn genau genug annahern kann, so IgBt sich 
auch die Differentialgleichung der elastischen Linie eines in seiner 

~ i g .  1. Ebene gebogenen kreisformigen 
Stabes naherungsweise ohne ellip- 
tische Funktionen integrieren. 

-7J Zu dem Ende beziehen wir den 
Stab, dessenRadius im spannungs- 
freien Zustande mit r bezeichnet 
sein mage, auf ein Polarkoordi- 
natensgstem, dessen Achse OX 
durch den Mittelpunkt O des die 
Zentrallinie darstellenden Kreises 
geht; dann ist 

(3) r = const. 

die Gleichung der neutralen Faser. 
Infolge der Biegung (vgl. Fig. 1) gehe der Kreis 7- = const. in eine Kurve 
über, deren Gleichung wir in der Form ansetzen 

Hierin ist R der Radiusvektor der elastischen Linie, v die in der Nor- 

malen zum Kreise r - positiv in der Richtung von 07 - gemessene 
Entfernungl) beider Kurven voneinander; es ist sonach v = v ( y )  eine 
Funktion des Arguments rp, von der vorausgesetzt werden sou, daB aie 

d v d 2 v  
nebst ihren beiden ersten Ableitungen - und d s ,  ao klein sei, da8 

d 9  
die Quarirate und Produkte aus diesen drei Gr6Ben gegenüber 1. ver- 
nachlassigt werden dürfen. 

Der Ausdruck für die Krümmung in einem Punkte P ( ( R ,  q) der 
elastischen Linie lautct 

1) Im allgemeinen erfahrt ein Pnnkt der Zentrallinie bei der Deformation 
sowohl radiale als auch tangentiale Verschiebungen; die hier sls Rechnungsgr6Be 
eingeführte Strecke v hat mit der wirklichen Verschiebung nichts gemein. 
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. dR d w  Kach G1. (4) 1st -- = - und - = - Y  
drp drp 

" 
wodurch aus 61. (5) die drpP d y Y '  

1 folgt. Entwickslt man noch - - in eine Reihe, so erhalt man 
(1. + 4 

wnraus sich die Krümmungsanderung 

ergibt. 

Aus G1. (1) und G1. (8) folgt nun: 

Über das Vorzeichen ist noch eine Entscheidung zu treffen; wirkt 
an der Stelle cp ein positives Moment, so tritt ersichtlich eine Vermin- 

1 1  derung der Krümmung ein, weshalb - - - > 0 wird. Unsere Diffe- 
T Q 

rentialgleichung der elastischen Liniel) lautet daher 

Man bemerkt loicht, da1 die für den geraden Stab gültige Differen- 
tialgleichung (Gl. (2)) dem besonderen Falle r = oo entspricht. Hier- 
fiir erhalt man namlich aus G1. (10) 

daw dey M 
-- - - 
( r d r p ) e - c l x 2  E J '  

aie es sein muB. 

Die Integration der G1. (10) führt auf die Gleichung der elastischen 
Linie: 

(11) r = [c, -/'% sin rpdp cas y dp sin y. 1 
1st insbesondere, wie dies im Folgenden angenommen wird, EJ  = const., 
so wird: 

1) Die Ableitung dieser Differentialgleichung wnrde wohl erstrnale von 
J. B o  n s s  i n  e s q gegeben; vgl. Comptes Rendus t .  97 (ISRJ), p. 843. 
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Die Berechnung der elastischen Linie gestaltet sich nun unter Be- 

nützung der nebenstehend angegebenen Integraltabelle sehr einfach: Man 
führt zunachst für irgend einen Schnitt des Ringes die als Ersatz der 
Schnittspannungen dort wirksamep stereostatischl) unbestinimten Kriifte 
und ihr Schnittmornent ein und stellt dann für einen laufcnden Schnitt 
(y) des Ringes N als Funktion von cp auf. Die Tabelle gibt alsdann 
eu Funktionen @, aus welchen sich die Funktion M in den meisten 
Fallen additiv wird aufbauen lassen, die zugehorigen Punktionen 
3; J 
- - v, aus denen sich die Gleichung der elastischen Linie ebenso her- 
r y  

stellen laBt wie M ails den @. AuBerdem ordnet aie in zwei weiteren 
E J  d u  Spalten jeder der Funktionen @ einen Wert  - . - 
rs  drp 

und das Integral 

z. rP J v d  y ZU, wodurch es muglich wird, die Bsstimmungsgleichungen 
O 

für die Integrationskonstanten Cl und C, und die stereostatisch un- 
bestimmten GroBen sofort anzuschreiben. 

1 3. Geometrische Interpretetion des  Integrales v. 

Um zu einer anschaulichen Deutung der Strecke v zu gelangen, 
gehen wir zuniichst von der hornogenen Differentialgleichung 

BUR, welche dem besonderen Falle Jf= 0 in G1. (10) ents~richt.  Für 
1 1  Jf = 0 ist aber wegen - - - = a = O der Krümmungsradius p der r p EJ 

elastischen Linie an jeder S t d e  gleich clem Kreisradius r, wie es auch 
sein muB, da der Ring in diesem Falle keine Biegung erfahrt. 

(13) v = (4 cosq  + Cg sin cp 

entspricht daher, solange die Cl und C, von Null verschieden, in 
iibrigen aber klein von der Ordnung der v sind, einer deformations- 

1) Ich gebrauche im E'olgenden grundsatzlich den Ausdruck ,,stereostatisch 
unbestimmt" für die GroBcn, welche aus den Bedingungen fur das Gleichgewicht 
der Krafte am starren K&per nicht zu exmitteln sind; d ie  Bezeichnung ,,statisch 
unbestimmt" ist wenig glücklich, de, doch diese GroBen immer aus bekannten 
Eigenschaften der Gleichgewichtsfigur des Drahtes (also eben gerade statisch!) 
bestimmt werden. 
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losen Verschiebung des ganzen Ringes. Für  y = O erhilt man mit. 
v, - Cl die Verschiebung im Sinne der X-Achse, wahrend durch den 

7z 
fur 9 = folgenden Wert v* - = C, die Verschiebung im Sirine der 

Y-Achse gegeben ist. 

1st nun M + O, so folgt aus dem allgemeinen Integral (GI. (11)) 
für einen Punkt Pl (vgl. Fig. 2), der durch qp = y, bestimmt id, 

Big B Dieser Ausdruck laBt eine anschau- 
AY liche Deutung Lu, wenn man in den 

'4 Integranden diesog.WhkungsarmeL) 
w, und w, einführt Für P, als 
Wirkungspunkt und ein durch die 
laufende Koordinate cp gegebenea 
elastisches Element von der Linge 
r . d q  = ds im Punkte Y wird: 

(w,=r s inpl - r  sincp 
(14) , 

W ,  = 7 COS - 7 CO6 <pl 

wonach in den Iritegr~nden 

7 810 y = r bl I l  rpl - 10, 

r cos cp = r cos F~ + w, 
gesetzt werderi kann. Man erhilt  so: 

In dieser Form la& sich nun die Entstehung von v, unschwer 
übersehen: Cl und C, haben wie zuvor die Bedeutung einer kleinen 
Verschiebung des gzneen Ringes ohnc Deformation im Sinne der X-Achse 

Y1 

iMwy d s  
bzw. der Y-Aohse, wiihrend die Integrde f q y  und&-- E J  die- 

O O 

jenigen X- bzw. y-Verschiebungen angeben, welche im Punkte Pl infolge 
der Riegung stattfinden, wenn nur  diese allein und nicht aiich die d e  

1) Vgl. E. B r a u e r ,  Festigkeitslehre, Leipzig 1905, S. 84. 
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formationslosen Verschiebungen Cl und C, ihren EinfluB geltend machten. 
Bezeichnet man 

C + - -  - - mit d y , ,  [ 3 k.1 
nichts anderes dar a14 die Projektion der geoinetrischen Summe Ax, + d y ,  
auf den Radiusvektor unter cp,. 

II A b s c h n i t t .  

Die regelmafiige Beanspruchung des geschlossenen Kreisringes durch 
Krafte in der Ringebene. 

5 4. Der geschloasene Kreisring bei regelmibiger Belastung. 

Unter regelmaEiger Belastung sei hier die Beanspruchiing eines 
Kreisringes durch n gleiche, radial gerichtete, in den Ecken des regel- 
miBigen n-Eçks angreifende Kriifte von der Intensitiit K verstanden; 
die Untersuchung wird für 
durchgeführt, womit auch der Fall entgegen- 
gesetzter Kraftrichtung, in  welchem in den Kg. 

abzuleitenden Formeln nur das Vorzeichen 
von K zu wecliseln ist, 
seine Erledigung findet. 

Wir legen die X- 
Ache des Polarkoordi- 
natensystems 80, dai3 sie mit der Wirkungs- 
h i e  einer Kraft K zusammenfallt. Die im \ 

8, 

Schnitt A (s. Fig. 3) wirkenden Spannungen 
lassen sich ersetzen durch das stereostatisch unbestimmte Moment Mo 
und die stereostatisch unbestimmte Schnittkraft S,,; auBer diesen GroBen 

K wirkt in A noch die Kraft In dem durch den Winkel y bestimmten 

Punkte P des Ringes hat das Rie,pngsmoment Mq den Wert: 

(16) 
Aï 

Jq = + . sin rp - Sor (1 - CO8 rp), 

solange O < - < - x ist, iinter x den Winkel zwischen zwei aufeinander 

folgenden Kraften K verstanden. 
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Die in der Gleichung der elastischen Linic auftretenden Funktionen 
a, und CD, werden 

QI=J- Mv sin r p .  d<p + CI 
K . r  1 .  

= - cos 9 + - . (sin rp coa (p - cp) - s0.r-. sin2 rp -+ coi rp + C, , 
4 

=J+ M, coi? cp . drp + C2 
) 

K . ,  
( 

1 =2CIo.sinrp+--.sinscp-So.r. 4 singp- s i n c p c o ~ v - ~  ') + c2, 

wonach sich die Gleichung der elastischen Linie 

+ Cl cosrp + L', - sincp 

ergibt. Die Uribekennten Mo und So sowie die Integrationskonitanten 
C, und C', bestimmen sich aus folgenden Bedingungen: 

a) Für (p = O  und gp = x wird v ein Maximum, für g; = ein 
2 

Minimum; des heiBt 

b) Da die Gleichung der elastischen Linie nur mit Riicksicht auf 
die Krümmungsanderung, also unter Vernachlassigung der durch die 
Sühnittkraft S, entstehenden Dehnung sowie der von der Scherkraft TV 
herrührenden Schiebung des elastischen Elementes r - drp eufgestellt 
wurde, so ist die Langeniinderung der Zentrallinie des Ringes bei der 
Deformation gleich Nuii. Rei kleincn Dcformationcn u ist aber die 
Bogenlinge der elastischen Linie 

X X 

s = J ~ . d ~ p - j ( ~ + v ) . d c p  
O O 

und die Lange des Kreisbogens so = r . x, woraus 

(zl > s - s O - -f v - drp = O folgt. 
O 

Bildet man au0 G1. (17) durch Differentiation: 
EJ d v  K - T  
-- . - -  --. 
r2 d[P 4 

q - sin cp + sir (rp COB rp + sin cp) - Cl . sin rp + C, - cos <p 

S 7 E . r . x . s i n x  + - : - (x-  cosx + sin x) - C , . ~ i n x .  (20.) (F) = 0 == 
F v = x  4 2 
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Multipliziert man Gl. (19a) mit 4 cos a und Gl. (20a) mit (- I), 
BO erhalt man 

(ILI b) K . r  4' ( O = - .  x .  s i n x + +  2 x .  c o s g ~ + 2 s i n x  -2C, . s inx ,  
4 2 

K - r  S r  

) 
P b )  O = - -- 4 - x . sin x + 2 (- x . cos x - sin x) + Cl. sin x, 

woraus durch Addition fol@: 

0 = ~ 0 ~ ( 2 x -  2 c o s P % -  2  x .  cogx + sinx) - <:1. sin x .  

Ersetzt man hierin cos x durch cos' - sin2 -% BO erhalt man: 
2 2 '  

(22) 
S . r  O = 0- - (x + sin x) - Cl - sin x. 

2 

Bus G1. (20b) erhalt man nach Division mit sin x :  

(23) 
K . r  0 = - . S r  

4 
x + o (1 + x . cotg x) - Cl. 

2 

Aus G1. (21) und G1. (22) erhalt man schlieBlich: 

(24) 
sowie 

(2:i) 

Für die Bedingung 
G1. (17) das Integral: 

x II 

unveranderlicher Bogenlange bilden wir aus 

+ S, r (p sin x - 2 eosx - x  + Cl sin x. 1 
Hierin wird: 

K . r  s i n 2 x + x s i n x  
C l - s i n x = - - a  4 

1 - coa x  ' 
K r  K r  ( ~ - ~ c o ~ K - Y ~ ~ ~ x ) ( ~ - c o s x )  
- (2 - 2 cos x  - x sin x )  = - - 
4 4 1 - cos x  

K r  2 - 4 c o s x + ~ c o s ' x - x s i n x + x s i n r c o s x  =-- 
4 1 - cos x I 
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wonach G1. (21 a) 
Kr 4 - 4 c o s x - 2 x s i n x  

O = M o x + - .  4 
1 - cos x  

Die Auflosung nach Mo ergibt schlieBlich: 

Nunmehr wird die Gleichung der elastischen Linie: 

-. E J  v = K - r  c o t g p - -  + - s i n y  - c p  cosy)  
r ( ; ) y< 

K r  K r  x  + sin x 
+,.cotg p ( $ s i n v - 1  cos rp 

oder 
uin(x-q)+<p.rnr(x-q)+(x-q).cosq+siny. -'_) (27) v =- 

4 E J  1 - COS x x 

Das an einer beliebigen Stelle y wirkende Bieguiigsmoment wird: 

K Die Resultierende R aus S, und -F hat die GroBe 

sie fallt mit der Drucklinie des Kreisbogens zusammen. Setzt man 
BI = R . 6 so ist ET der Abstand eines Punktes der neutralen Faser 

9' Y '  
von der Drucklinie; fiir ET erhiilt man aber den Wert: 

sin 
2 

cos ( 2  - cp)  - - -- 

Dies ist die Gleichung der Kreislinie in bezug auf die durch den 
Schwerpunkt S des Bogens x gehende kürzeste Sehne. Die Drucklinie 
geht also durch den Schwerpunkt des Bogons, wie es zufolge der B e  

X 

eiehung f dj3 = O sein muE, und der Kreisbogen entspricht der Mo- 
O 
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mentedinie. Mo ist der negative Gr6Btwert von Xq. Für y = er- 
Kilt man das gr6Bte positive Moment im Betrage: 

Wir hatten die Gr6Ben So, Mo, M x ,  - Cl bezüglich zu 
3 

1 x 1 
= K .  (-- 

O 2 cotg i), M o = K . r  ( é  - c o t g - - - - ) ,  2 x 

ermittelt. Setzt man 

S, = K .  a, J Z o = K - ~ . b ,  
Mn = K . r . c ,  Cl = K .  r -  d, 

a 

so ergeben sich für die nur von x abhangigen Zahlen a, b, c, d die in 
Tabelle 2 zusammengestellten Werte. 

T a b e l l e  2. 

8 6 .  Der Fa11 lz = cio der regeïmaBigon Belestung. 

Die im 5 4 sbgeleitcten Gleichungen gelten fiir jeden Wert f i  > 2. 
Wachst jedoch die Zahl n über jedes MaB, eo wird eine besondere Unter- 
auchung ntitig. 

2 n 
Da namlich lirnx = lim - = O ist, so wird sus Gleichung (26) 

("=Ca) ( , ,=Ca)*  

(I x 1 M0-K.r-  - cotgi--) 
Zeitschrift f. Mrthematik n. Physik. 61. Rend.  191%. Heft S. 17 
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der Wert von Mo für x - O von der Porm (oo - 00); nach einem be- 
kannten Verfahren der Differentialrechnung wird daher 

E s  verschwindet daher das Biegungsmoment an der Stelle rp = O 
f ü r  lz = oo; da aber in  diesem Falle keine Stelle 9 gegenüber der Steile 
q = O ausgezeichnet ist, so verschwindet auch Mq an jeder Stelle. Der 
Ring wird daher biegungsfrei. Dieses übrigens triviale Ergebnis war 
nach den auf S. 26 angestellten Überlegungen vorauszusehen, da die 
Resultierende R der im Punkte A wirkenden Krafte durch den Schwer- 
punkt S des Bogens x geht, dieser aber mit versohwindendem r. mit A 
selber zusammenfàllt. 

Da fü r  die in einem Punkte P wirkende Scherkraft TV die Be- 
ziehung gilt: 

so verschmindet auch Tq über den ganzen Ring. Dieser ist also auch 
frei von Schubspannungen und unterliegt nur einer Zugbeanspruchung 
durch So = Sv. 

Bezeichnen wir die Kraft K1 die für n = oo selbst verschwindend 
klein werden m u 4  mit p, deren Intensitat wir in Kilogrammen für die 
Lhgeneinheit  des Kreisumfanges messen, so folgt So einfach aus der 
Gleichgewichtsbedingung f ü r  eine Ringhalfte 

Vergleicht man diesen Wert  von So mit dem von G1. (24), so folgt 
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Für x = O fol@ aus G1. (19b) 

Setzt man die Werte für K, So und Cl in  G1. (17) ein und beachtet, 
daB lim cp - O wird, so folgt: 

b = O )  , 
2 

lim v = pz (- 1 + % . sin y + COS = O ,  
( z = q = O )  EJ 

wie es sein muB, da die durch die Zugkraft So entstehende Pormande- 
rung des Ringes bei Aiifstellung der Gleichung der elastischen Linie 
vernachlissigt wurde. 

Wirken die Krafte p von auBen nach innen, so gelten a l l e  vor- 
stehenden Entwicklungen mit dem einzigen Unterschiede, daB der Ring 
durch S, auf Druck beansprucht wird. Der Ring bleibt kreisrund, je- 
doch befindet cr sich in einem je nach Gr5Be von p stabilcn oder 1% 
bilen Gleichgewichtszustande, der im Abschnitt VI noch eingehender 
nntersucht werden sou. 

III. A b s c h n i t t .  

Beanspruchung des geschlossenen Ringes durch stetig verteilte Krafte 
in  der Ringebene. 

8 6. Der u m  seinen Durchmesser rotierende Ring. (Fig. 4.) 

Wir legen die X-Achse des Polarkoordiateneystems BO,  daB sie 
mi t  der Drehachse des Ringes zusarnmenfiiiiit. 

1st y das Gewicht der Langeneinheit des Ringumfanges und w die 
Wdelgeschwindigkeit der Rotation, so ist die Fliehkraft dZ eines 
durch den Winkel S bestimmten Bingelementes r - d f ,  dureh welche der 
rotierende Ring beansprucht wird, durch den Ausdruck gegeben: 

Die im Punkte A wirkende Schnittkraft So ist 

womit die Gleichung für d Z  übergeht in 

d Z  - S, -sin f .  d l  
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Mit Einführung des stareostatisch unbestimmten Momentes Mo erhalt man 
ç= +, 

M+,= M.- f io .Y.(1 - 0 0 8 ~ )  + ~ ~ v . J ( c o s ~ c 0 . c p ) s i n t . d ~  
c=o 

mg. 4. 

woraus sich 
s, . r (28) JI+, = Mo - sinz 9 

ergibt. 
Die Differentialgleichung der elasti- 
schen Linie lautet 

d l v  ra S r + v = - .  M - o . s i n ' i p )  
d rpP J 0  2 

und ihr  Integral ist nach Tabelle 1: 
EJ (29) 7 ~ v = ~ o + ~ ( - ~ - c o s ' p )  

+ C, cosy + C, sin p. 

Zur Bestimmung von Mo, Cl, Cs dienen 
die Gleichungen 

Man erhalt aus G1. (29) durch Differentiation 

. - 5- EJ r a  d v  dcp Sorsin<pcoscp-Clsin<p+C2coscp, 3 

wonach 

Cl 

folgt; für Mo ergibt sich 

woraus 8 .T  me. 2 
M , = L = L . - .  

4 g 4  

Die Gloichung der elastischen Linic wird jotzt 
EJ S,r S r  . . , , - - O .  S r 
r 4 

(1 + cosB 9 )  = + . (1 - 2 cos81p) Oder 

(33) y.e".oe v = - -  12EJg  CO' 'Y'  

Das Biegungsmoment an der Stelle cp ist 
S, . r  My - -- 

4 
(1 - 2 sin2 cp) oder 
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mie aua (31. (33) und (34) hervorgeht, ist die Deformation v für  
@in und denselben Ring an jeder Stelle rp dem dort herrschenden Bie- 
gungsmomente proportional; die elastische Lilzie eines rotmerendm Ringes 
kt also sugleich auch sehe Jfimentenlinie. 

Die Maxima und Minima von Y und Mq treten auf für rp = 0, 
X 

(p - und ihre Absolutwerte sind gleich groB: 

I 3 n 
Für cp - - 

4 
und q - - verschwinden M und v. 

4 

8 7. Der im tiefsten Punkte  gestützte Kreisring unter  Wirkung seines 
Eigengewichtes. (Fig. 5.)) 

Die Beanspruchung und die Formiindermg eines Ringes durch 
seine Schwere zu kennen, ist nicht ohne praktisches Interesse. So spielt 
z. B. die erstere eine Eolle bei der Verlegung von Wasserleitungsrohren, 
wie solche bei neueren Wasserkraft- 

Fig. 5. 
anlagen in bedeutenden Abmessungen 
ansgefiihrt worden sind, dic Kenntnis 
der Formanderungen dagegen ist von 
Wert, wo es sich darum handelt, etwa 
eu entscheiden, oh ein groBer Ma- 
schinenzylinder auf einer Horizontal- 
bohrmaschine bearbeitet werden karin, 
ohne da0 hierbei die Dichtung durch 
Kolbenringe in Frage gestellt wird. 

Die X-Aühse des Polarkoordi- 
natensystems mOge der Lotrichtung 
entgegengerichtet sein. 1st wieder y 
das Gewicht der Langeneinheit des 
Umfanges,so kornmtdemRingelement 
r - dg das Gewicht d G =  y r d t  zu. 

Führt man die im Scheitel A wirkende Schnittkraft mit S, und 
das dort herrschende Moment mit Ho e h ,  so wird das Moment an der 
Stelle rp: <; Y 

My = JI, - Sors (1 - COB rp) -J y .  r2  . (sin y - sin - dg, 
:=o 

oder nach Auswertung des Integrales: 

(33) My = 1Ci, - S,r (1 - cos rp) - yre - (cos ~p + rp sin rp - 1). 
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da  v MT - r 2  Das Integrsl von - + 1, = - 
E J  bildet man nach Tabelle 1: 

d 9' 

E J  
(9 ' p 8  j ( 4  

1 
(36) 7.v=Jfo+Sor. . s i n r p - 1  +y.r" l+ -  c o s g i - c o s q -  8 4 qsincp 

+ Cl cos p + C, sin rp. 

1 
Mo, S,, Cl und Cg bestimmen sich aus den vier Gleichungen: 

(37) ) - 0  
'P <p=o 

(39) d c p - O  (40) w,=, = O, 
O 

von denen Gl. (40) der Stützung im Punkte B Rechnung tragt. Bus 
G1. (36) folgt 

- Cl sin y + Ca cos y, 
wonach 

und 

mit 1 
S , = g y r  

folgt. Weiter wird 

Führt man die gefundenen Werte in  G1. (36) ein, eo erhalt man 

Nun lautet die Gleichung der elastischen Linie 

cos p - 3 sin 

Dae an der Stelle cp herrschende Biegungsmoment 
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erreicht seinen Maximalwert für 

d M  
A = O = - q c o s q - s s i n q  
d rp 

oder cp = -'t a f3 '3'7 

was einem Winkel von 105O 13'43" entspriüht; der maximale Wert von 
wird: 

1 c o s 2 q  
Mymax = 7 ~ 3  . (1 - -) = - 0,64 075 y r 2  - 

cos <p 

5 8. Beanspruchung eines Kreisriages durch Flüssigkeitsdruck bei 
druckfreiem Scheitel u n d  Stützung irn tiefsten punkte.') (Fig. 6.) 

Diese Untersuchurig ergiinzt gewissermaBen die vorausgegangene, 
indem sie zeigt, wie z. B. bei einem Wasserleitungsrohr der nach dem 
Pascalschen Gesetze mit der Ilohe linear veranderliche Druck der 
fiillenden Flüssigkeit die fi& B. . 
Porm und Beanspruchung JI 

des Rohres beeinflufit. 
Einer ahdichen Bean- 
spruchung nnterliegt auch 
ein unter Wasser unter- 
getauchtes Rohr, dessen 
Achse horizontal ist und 
dessenscheitol denwasser- 
spiegel berührt; der einzige 
Unterschied ist der, daB im 
ersten Palle der radial ge- 
richteteFlüssigkeitsdruck 
von innen nach auBen 
wirkt, im zweiten Falle 
von auBen nach innen. 

Die Achse OX des Polarkoordinatensystems sei dem Lote entgegen- 
gerichtet, und es sei y, das spezifische Gewicht der fiiilenden Flüssigkeit. 
1st der Druck im Scheitel A Null, so gilt für den Druck dp auf das an 
der Stelle S befindliche Element von der Lange r .  d f  und der acheialen 
Breite 1: 

d p  = y,. r .  (1 -CONS) . r a t .  

Das von d p  an der Stelle q ausgeübte Moment d31; wirdr  

d M i  = y, - r S .  (1 - cosf) - sin(cp - 5) .df,  

1) Vgl. Ph. F orch heimer, ,,Festigkeit weiter Rohre", Zeitschrift des 6skrr. 
hg. u. Srchitektenvereins 1904, S. 133ff. 
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woraus man durch Integration erhalt: 

Die im Scheitel A herrschenden Spannungen sind durch die stereo- 
statiech unbestimmte Schnittkraft So und das stereostatisch unbestimmte 
Moment No zu ersetzen, wonach sich das Moment an der Stelle rp zu 

(44) M, = Ho - S, r ( l  - cos p) + ~ ~ r ' ( l  - f sin <p - cos p) 

berechnet. Die Gleichung der elastischen Linie wird dann nach Tabeile 1 : 
EJ (45) 7 . v - ~ o - ~ o r ( l - ~  sinp 

+ Cl c o s p  + C, s inp ,  

Zur Be&mmung von JfO, So, Cl, C, dienen die Gleichungen: 

b 

(48) fvdq = O  (49) (v),=, = 0. 
O 

Aus G1. (45) fol@ durch Differentiation: 

- Cl sin p + C, cos q ~ ,  
wonach 

Durch Integration erhiilt man aus G1. (45) 

n 72 

(48 a) S v d p = O = 3 & a + y w - r 3 . - - S r - -  8 0 2 '  
O 

wonach M,, e: , y , - ~ ~ .  1 

Die Gleichung der elastischen Linie wird jetzt 

bis auf die Konstante Cl bestimmt, wclche aus 

mit 9 - 2  -&.- C I - ~ ;  8 
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folgt. Nach Einführung dieses Wertes lautet die Gleichung der elasti- 
schen Linie: 

4 + ( p Z - d  
(50) 

'+' + 8 <P - T yo)' 

Das an der Stelle rg herrschende Biegungsmoment wird nach G1. (44): 

sein Maximum tritt ein für cp = - tg  cp und hat den Wert 

Vergleicht man die Formeln für die Deformation, die wir fur die 
Einwirkung des Plüssigkeitsdruckes gefunden htlben, mit denen des 
vorigen Paragraphen, so ergibt sich der vielleicht überraschende Satz: 

Wird ein Xrreisring vo,m Radius r einmal durch sein Eigengewicht 
(y für die Langmeinlzeit des Umfanges), ein andermal durch Fliissiyhits- 
drwk (spez. Gewicht y,) beansprucht, so verhalten sich an jedw Steble 
die Formündwungen und die Biegungsmomente wie y, . r  EU 2 y. 

Für den Fall des untergetauchten Rohres, dessen Scheitel die Ober- 
flache berührt, ist in den obigen Formeln yw durch - y, zu ersetzen. 

8 O. Der im tiefsten Punkte  gestützte Kreisring un te r  Wirkung seines 
Eigengewichtes und des  hydrostatischen Druckes bei druckfreiem 

Scheitel. 

Die vorliegende Beanspruchung geht aus den in 5 7 und 8 unter- 
suchten durch Kombination hervor. , 

Wir erhalten mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungen f ü r  das 
Biegungsmoment an der Stelle rg den Ausdruck: 

(52) My = Mo - S, r ( 1  - cos <p) - yr4(cos rg $ rg sin rp - 1) 
'P 

- y m r s .  (cos <p + sin <p - i . ) 
Die Gleichung der elastischen Linie lautet: 

E .  J 'p = 
' )  ( 4  

1 
(53) T . V =  ~ ~ - ~ , r ( 1 - ~ s i n < p  +?Y' 1 +--cosp--~osrg--<psin~ s i ) 
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Führt  man diese Werte in die G1. (53) ein, BO erhalt man: 

sin cp) . 

Das a n  der Stelle cp herrschende Biegungsmoment 

1 
erreicht sein Naximum für cp = - - tg rp mit 

2 

1 
Jf qmax = - 0 , 6 4 0 7 6 r ~ ( y + , ~ , r ) -  

Wendet man die vorstehenden Formeln auf ein schwimmendes Rohr 
an, dessen Scheitelkante den Wasserspiegel berührt, so ist zunachst 
wegen der Umkehrung des Flüssigkeitsdriickes y, durch - y, zu er- 
setzen. Dadurch wird: 

3 
S 0 - 2  - ' . ( y - a y , . r )  

7= 1 
Mo = , . ( ~ - , y ; r )  

r= 1 4 f c p P - m e  
Y = .  Bb ( y  - yur)  . (1 + - cos (p - sin ip 

2 ) 
1 1 

3iq = r e .  ( y  - - yw r )  . ( 1  - COS rp - cp sin rp). 

Zwischen y und yW besteht hierbei noch eine Beziehung, welche das 
Gleichgewicht der vertikalen Komponenten der an dem schwimmenden 
Rohre angreifenderi Kriifte ausdrückt: 

7l  

woraus 1 
y = -  2 Yw ' y- 

Führt  man diesen Wert  von y in  die Gleichungen für So, Mo, u, NT 
ein, eo erhiilt man: 

8, = - y . r (Dr~ckbeans~ruchung!)  

Das Rohr  ist daher in  diesem Faile frei von Biegung und von Schub- 
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beanspruchungen und nur dem Druck Sq unterworfen, der sich aus der 
Momentengleichung für den Punkt A bestimmt: 

i = v  & =  $7 

(57) 1 - cos 8 sin [ ilt + j j r % i n  [ d [  f 8,. Y (1- cos y )  = O 
;=O :=o 

1 .  
~ ~ ~ ~ ( 1  --cos rp - s1n2rp) + yr2(1 - cos rp) + 8,- r(1- cou cp) = O, 

2 

woraue mit y,. r = 2 y 

- S,(1 - cosrp) - y r ( 3  - 3 c o s y  - sinZrp) 

(58) - = y r (2 - cosy). 
Dan Maximum von SY ist Sq,,, = - 3 y r  fiir rp =z. 

Mit groBer Annaherung gilt alles, was für das getauchte Rohr be- 
wiesen wurde, auch für einen in der Luft schwebenden kreiszylindrischen 
Korper, dessen Eigengewicht iiber den ganzen Umfang gleichmiBig ver- 
teilt ist (z. B. für ein Luftschiff, wenn von dessen Beanspruchung durch 
das Gewicht der Gondel abgesehen wird). Zum Beweise genügt es, zu 
zeigen, da6 auch hier der zur Wand normale Druck mit der H6he linear 
vefanderlich ist. 

Sei p der Druck eines Gases in kg/qm, v in cbm/kg sein spezi- 
fisches Volumen, T seine absolute Temperatur und R die Gaskonstante, 
so bestehen für die Drucke in verschiedenen Hohen B die beiden Be- 
zi ehungen 

(59) 
1 *=-- 

d z  U 

und 

woraus durch Division 

Für geringe Hohenunterschiede kann man T als konstant betrachten 
und erhilt das Integral von G1. (61) 

wonach sich die Druckinderung nach s als logarithmische Linie ergibt, 
wem die Temperatur unveriinderlich ist. Steht der Gasraum eines Luft- 
schiffes, das mit reinem Wasserstoff gefüllt sein moge, im tiefsten Punkte 
a, mit der Atmosphiire in Verbindung, so ist dort pi = p ,  N 1OOOO kg/qm, 
wenn wir mit den Indices i und a den inneren und iiuf3eren Druck 
unterscheiden; die Druckdifferenz ist dort gleich Nuil. Für eine Hohen- 
differenz s, - B, = 18 m zwischen dem tiefsten und hochsten Punkt des 
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Ballons, wie dies beim Luftschiff ,,Schü t t e -Lanz"  zutrifft, Ri = 420,O 
und Ra = 29,26 und T= 2730 abs. ergibt sich für den hochaten Punkt s,: 

wonach der innere n e r d m c k  des Ballons sich im hochsten Punkte zu 
20,9 kg/qm ergibt. Beachtet man, daB die Drucke pi und pu sich um 
weniger als 0,3O(, iindern, 80 kann wegen der Proportionalitiit, die 
zwischen den Logarithmen wenig voneinander verschiedener Zahlen be- 
steht, die logarithmische Andenmg von pi und pu durch eine lilzelcre 
L d e r u n g  dieser Gr6Ben ersetzt werden. Demnach fol@ auch die Druck- 
differenz d p  =pi -pu dern linearen Gesetze, was zu beweisen war. 

Ein wie angegeben belasteter Ballon ist dahcr biegungsfiei und 
frei von Schubbeanspnichungen. Er unterliegt nur einer Zugbealz- 
spchung,  die im hoehsten Punkte mit 

S o = 3 y r  
ihren Maximalwert erreicht. 

Über die Beanspruchung eines Ballonversteifungsringes, der auBer- 
dern noch durch das Gondelgewicht beansprucht wird, vgl. Seite 294ff. 

8 10. Der im tiefsten Punkte  gestützte Kreisring unter  Wirkung von 
Flüssigkeitsdruck bei Überdruck i m  Scheitel. (Figur 7.) 

Der Überdruck der Flüssigkeit irn Sçheitel des Ringes entspreche 
dem Dmcke einer Blüssigkeitssaule von der Hohe A C  = h; der Dnick 
variiert darnach zwischen y m  . h und y, - ( h  + 2 r )  linear. 

1st die achsiale Abmessung des Ririges wiederum'gleich 1, so ist 
der Druck auf das durch 5 bestimmte Flichenelement von der Laiige 
r d f durch 

d p  = y ,  - (h  + r . [l - cos 61) . r . d [  

gegeben; sein an der Stelle rp ausgeübtes Moment wird 

d a ;  - y l D .  r 2  (h + r [l - cos rp]) - sin (rp - 6 ) .  d t ,  

woraus durch Integration folgt: 
T' 21; = y , ~ h  (1 - co. y)  + ymr3 (1 - cos y - 2 sin y ) .  

Nach Einführung der in A wirkenden stereostatisch Unbestimmten S, 
und Mo wird das Moment an der Stelle rp: 

( 6 2 )  My =Mo + ( y , r2h  - Sor )  (1 -cos rp) + ymrs ( 1  -cos rp - f sin9). 
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Man findet nach 'Tabclie 1 als Gleichung der elastiwhen Linie: 

!P = 1 + ymvS (1 + 5- cos p; - IB cos rp - <p sin 9 + Cl cos rp + C, sin pr 1 

ergeben sich die Unbekannten Mo, Soi,, C:, C,. 
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Durch Integration erhalt man aus 01. (63): 
n 

W O ~ B U B  1 
Mo = q ymrS 

folgt. 
Nach Einfihrung von Cs, So, Mo in  81. (63) ergibt sich: 

Die Gleichung der elastischen Linie lautet jetzt: 

?iTI" (1 + FOS 9. 
4+rp"-?C2 

t, = -- 'P 
4 - sin 

und das Biegungsmoment an der Steile g, wird: 

E s  mag zunkchst auffallen, daB die Pormcln für v und M, siçht- 
lich von der Gr6Be des Überdruckes h . yw, der im Scheitel A herrscht, 
gar nicht abhiiligen und mit den in 9 8 für den Fall des druckfreien 
Scheitels abgeleiteten Werten v und lWrp übereinstimmen. Eine ein- 
fache Uberlegung jedoch zeigt, daB diese Erscheinung ganz natürlich ist. 

Zieht man namlich (Fig. 7) in dem Druckdiagramm CBB die 
Hilfslinie AD II C E  durch den Scheitel A, so zerfailt man damit das 
Druckdiagramm in zwei Teile: das Parallelogramm AFED, welches 
einer über den ganzen Umfang konstanten Pressung h . y,  entspricht, 
und das Dreieck ABD, durch welches die Druckverteilung nach 5 8 
dargestellt wird. Der Bearispruçhung durch den konstanten Druck 
h . yU, entspricht aber nach fj 5 v = O und Mq = 0, so daB auch bei 
'Ûberdruck im Scheitel eine Vergr6Berung der Deformation und der 
Biegungsbeanspruchung durch den Eberdruck h . yu, nicht erwartet 
werden kann. Hingegen wird die Schnittkraft So im Scheitel und an 
jeder anderen Stelle durch eben jenen Betrag h . yw . r vermehrt, der 
als Schnittkraft im Ring auftreten würde, wenn er allein durch den 
konstanten Druck h . yw beansprucht wiire. 

Wird die Druckhohe h sehr gr01 gegenüber dern Ringdurchmesser 
2r, so gewinnt die Zugbeanspruchung des Ringes an Bedeutung und 
die B;egungsbeanspruchung tritt hinter der ersteren zurück, worin die 
Gepflogchheit der Praxis, z. B. Dampfkessel ausschlieBlich auf Zug zu 
berechnen, ihre Rechtfertigung findet. 
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8 ii. Beanspruchung eines bis eu halbcr Hohe in Erde gebetteten 
Jheisringes durch hydrostatischen DrucB bei druckfreiem scheite1.l) 

(Figur 8.) 
Bei der vorliegenden Bean~pruchung wird es erforderlich, über die 

Richtung und Gr6Be der vom Erdreich an irgend einer Stelle anf den 
King ubertragenen Reaktion Annahmen zu maçhen. Die von Ph. F o r  ch-  

- 

heimer gemachten Annahmen haben, abgesehen davon, daB sie sich 
von derWirklichkeit Fig. 8. 

wohl nur wenig ent- B 

fernen, den Vorteil, 
die Rechnung schr 
einfach zu gestalten. 

Legt man die 
X-Achse des Polar- 
koordinatensystems 
in die Rjchtung des 
Lotes, so wirkt der 
Erddruck auf den 

A ?C 
Bogen bis + ; 
sein Betrag an der 
Steiie f sei pe für die 
Langeneinheit des 
Bogenumfanges. Die Riclztung von p, kann von der Wandnormalen im 
Punkte (r/c) nur um einen Betrag abweichen, der hochstem gleich dem 
Reibungswinkel g ist; bezüglich seiner Grope laBt sich aussagen, daB pe 

.n 
für 5 = 0 ein Maximum haben muB, wahrend er für f = verschwindet. 

Man wird der tatsichlich bestehenden Verteilung des Erddruckes 
nahe kommen, werin man unter Vernachlissigung der Reibung annimat,  
da8 pc überall normal zur Wand wirke und dem Gesetze p, = c . cos S 
innerhalb der Grenzen t = + % gehorche. Hierbei bedeutet c, der irn - 
Punkte g = O herrschende Erddruck, eine Konstante, deren GroBe aus 
der Gleichgewichtsbcdingung für die vertikalen KrLfte folgt: 

n 

- -- c = 2 ;.<or. 
1) Vgl. Ph.  Forchheimer a. a. O. 
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E s  wird demnach der Erddruck an der Stelle f durch 

(70) Pe = 2 y w r  cos t 
h 
gegeben. An derselben Stelle ist aber der Druck pw des Wassers auf 

die Innenwand 

(71) . Pm = y w r  (1 + cos t), 
BO da0 sich der resultierende (innere) Überdruck pt zu 

Berechnet. Nun ist aber der innere Überdruck P( , -~ ,  den die Waseer- 
füllung an der senkrecht über dem Punkte (rE) gelegenen Stelle aus- 

übt, ebenso groB wie pc, woraus sich ergibt, daB der Ring einer Be- 
anspruchung unterliegt, die sowohl hinsichtlich des vertikalen als auch 
des horizontalen Durchmessers symmetrisch ist. Hieraus fol& da6 
von den GroBen Mo und So, durch welche sich die Spannungen ini 
Punkte A ersetzen lassen, nur das Moment Ho stereostatisch unbestimmt 
ist; So folgt aus der Gleichgewichtsbedingung für die horizontalen Krafte: 

71 - 
a 

S, =hW rP (1 - cos tp) sin rp . dp 
O 

' (72) 
1 

S,, = 

Eiernach wird das Moment M, an der Stelle rp: 

<: q 

M? = Mo -a  y,r8 (1 - cos y) + ywr3  -j(l  - cos i) . sin (q - 6 )  - d i  
5 - 0  

1 

( <P $1 = - - y w r a  (1 - cos q) + y w r 3  1 - con q - sin cp) , 9' 2 

oder 

(73) 
I l  

My - Mo + y w r 3  (1 - cos q - rp sin y). 

Man erhalt nach Tabelle 1 die Gleichung der elastischen Linie: 

Zur Bestirnmung von 310, CI, Cs dienen die drei Gleichungen 
II 
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Bus (74) erhalt man durch Differentiation: 

EJ d v  1 6 .  
- - - y  ywrs (- cos rp - -s in  ip - 9 sincp) - Cl sincp+ C, cos i p ,  
r' d q  8 4 

w onacb 

(75 a) ( 2 ) v - o = O = C ,  und 

mit 

folgt. 
Durch Einführung von Cl und C, in G1. (74) 

stirnmt sich 3Iv aus 

- Cl 

und Integration be- 

Die Gleichung der elastischen Linie wird jetzt: 

und das Biegungsmoment an der Stelle cp: 

Für cp cos rp = O hat ilIV Maxima und Minima; diese Steilen sind im 
ersten Quadranten : 

y = O mit My = 0,13 662 y m  . rS 

ir 

cp - mit M y  = - O,l4 878 yï . rS 

nrid entspreüherid wegen der Symmetrie in den anderen Quadranten. 

B 12. Beanspruuhung eines bis xu halber H5he i n  Erde gebetteten 

Kreisringes durch hydrostatischen Druck bei Überdruck im Scheitel. 

Der Überdruck des Wassers im Scheitel entspreche dem Drncke 
pm - h einer Wassersaule von der Rohe h. Machen wir über die Ver  
teilung des Erddruckes wieder dieselben Annahmen wie in 5 11, so ist 

Zsitschrift f. Mathemstik u. Physik. 61. Band. 1918. Eeft S. 18 
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wieder p, = c - cos [ zu setzen; die Konstante c wird aus der Gleich- 
gewichtsbedingung für  die vertikalen Krafte: 

&, - cos [ .  r d [  ==fi, (h + [l - cos f] - cos f - r d [ )  
X O 

ZU 

erhalten. 
An der Steile [ wird jctzt der Erddruck: 

pc = 2 ywr cos f ,  - 
und der Druck des Wassers: 

woraus sich der (innere) Überdruck p5 an dieser Stclle zu 

Pg - y, (h + 11 - cos SI) 
berechnet. 

An der Steile (n - 5 )  wirkt ausschlieBlich Wasserdruck, wenn 
I 

f 2% ist; seine Tntensitiit ist durch 

gegeben; es ist also auch bei ~ b e r d r u c k  im Scheitel der Kreisring 
doppeltsymmetrisch beansprucht. 

Die Schnittkraft S,, folgt aus der Gleichgewichtsbedingung für die 
horizontalen Krafte: 

?I 

2 

Beaçhten wir nun, daB der fherdruclr y, . (h + 7 [1 - cos f]) aus dem 
konstanten Betrag ywh und dem veranderlichen Betrage yw - r (1 - cos 0, 
sich zusammensetzt, dessen EinfluB in 9 11 untersucht wurde. Da der 
konstante Druck y,,,h weder zur FormZnderimg noch zur Riegungsbean- 
spruchung eines Kreisringes beitragt, BO wird auch hier: 

Y , .  r6 4cp2-z2-12 (80) .=-('+ 2EJ n i B  FOS y - 3 y~ sin 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von RUDOLF MAYER. 

die Gleichung der elastischen Linie und 

daa Biegungsmoment mit dem Maximalwert 
II iMq = - 0,14 878 y,r3 bei rp = 

IV. A b s c h n i t t .  

Der kreisformige Bogentrager. 

Die im folgenden Abschnitt durchgeführten Berechnungen eines 
kreisformigen Bogentragers sind ailgemein behandelt für einen Bogen 
vom Zentriwinkel 2 ~ ;  eine Folge diescr Verallgemeinerung ist, daB 
die technisch interessierenden stereostatisch unbestimniten GroBen, sowie 
die in die Gleichung der elastischen Linie eingehenden Integrations- 
konstanten sich als Funktionen von a: ergeben. Nur in einigen wenigen 
Fallen waren diese Bunktionen so beschaffen, daB eine explizite Berech- 
nung der Unbekannten für  die praktischen hnwendungen zweckmkiiiiger 
zu sein schien, als die Losung des Systems der linearen Bestimmungs- 
gleichungen für bestimrnte praktisch ~orgegebene w e r t e  von a. 

Die X-Achse des Polarkoordinatensystems, dessen Ursprung der 
Mittelpunkt des Kreises ist, wurde hier durchgangig in die Symmetrie 
achse des Bogens gelegt. 

8 13. Der Bogentriiger unter Wirkung einer im Scheitel angreifenden 
Einzelkraft K. ((Fig. 9.) 

Führt man als Ersatz für die im Scheitel A herrschenden Span- 
nungen die stereostatisch unbestimmte Druckkraft So und das stereo- 
statisch unbestimmte Moment 31, ein, so erhalt man für das Moment 
My an beliebiger Stelle: 

E r  . J&, = Mo + Sor (1 - cos <p) - - sin 9, 
2 

wozu nach Tabelle 1 die elastische Linie: 

gehort. Aue G1. (82) folgt durch Differentiation: 
EJ d u  

(" 
K r  (83) r2 ( )  = -  5eosip+~sinrp)  -T.iPsin<p-C,siny+C,c~sip 

und durch Integration : 
U 

(84) ~iJSdgi=df0a+~,r ( 
O + Cl sin a: + Cs (1 - cos a). 

18. 
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Wir unterscheiden nun hier wie auch in den folgenden Unter- 
suchungen ewei verschiedene Befestigungen des Bogentragers, die ,,ge- 
lenkige", worunter schlechthin eine h f e s t i g u n g  beider Enden mit idealen 
Gelenken verstanden werde, welche einer Drehung des Bogens uni den 

~ i g .  9. Gelenkbolzen einen ver- 
schwindend kleinen Wider- 
stand bieten, und die ,,tan- 
gententreue", welche eine 
Drehung des Bogenendes 
ail der Befestiguugsstelle 
überhaupt ausschlieBt. 

No, S,, Cl, C, sind durch 
die Bedingungen bestimmt: 

Daher lauten die Bestimmungsgleichiingen: 

(88 a) 
Kr Ma = O = Mn + S0r(l - cos a)  - - sin a. 
'i d l 

Nach Eliminatinn von lCfO aus G1. (Ma) und (87a) vermiige G1. 
(88a) erhalt man für die Unbekannten die Bestimmungsgleichungen: 

c, = O 
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b) T a n g e n t e n t r e u e  Befes t igung .  

Die Unbekannten A&, So, Cl, C, bestimmen sich wie zuvor, nur 

tritt an Stelle der Bedingung 171, = 0 die Bcdingung - O- 
Demnach lauten die Bestimmungsgleichungen: 

C ,  = O 
K r  
- (sin a  - a cas a) + Cl cos a - O 

1 .  

( 2 " ) I r  Xoor+Sor a ! - - s i n ~ ~ + ~   COS^ -- 

K T  
(sin a + a cos a )  + 4- a . sin a - Cl sin cz = 0. 

5 14. Der Kreisbogen nn te r  Wirkung eines gleicM6rmig verteilten 
Normddruckes. (Fig. 10.) 

Es sei p der konstante Kormaldruck auf die Langeneinheit des 
Umfanges bezogen. Dann ist das Biegungsmoment an der Stelle rp, 
welches von den AuBendrückenp . r . d f  ~ i g .  IO. 

ausgeübt wird: 
i ; ~  

.II - - p .  r z./ . sin (q - c). dg  
P 

:=O 

= - pr2(1 -'cos rp). 

Führt man als Ersatz der Span- 
nungen im Scheitel A die stereo- 
statisch unbestimmten GroBen Mo 
und So ein, so wird das Moment J&,: 

My = lWo + Sor( l  - cos p) 
- p P ( 1  - cos y) 

(89) Nq=lVo+(Sor-pr"(1-cosq). 

Nach Tabelle 1 lautet demnach die Gleichung der elastischen Linie: 
EJ (90) F . Y  =Ho + ( ~ ~ r - ~ r ~ ) ( l  - 2 s inq)  +cl C O B ( P +  C1sintp, 

woraus durch Differentiation 
EJ d u  r - p r 2  (91) -- , - = 3 - - 

- . (- y 2 
cos rp - sin q )  - C; sin rp + C, cos tp 

7' LEP 

und durch Integration 
a 

(92) 
O + Cl sin a + C, (1 - COS a) 

sich ergibt. 
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a) Ge l enk -Be fe s t i gung .  

Die Unbekannten unterliegen den vier Bedingungen 

(95) (v),=,=O (96) . f V d p i  = O 
oder O 

1 
(968) B o a  + (Sor - p ~ ~ ) ( c t - - ~  ainr* +- 2 coaa + Cl sina = O. " ) 

Eliminiert man Mo durch G1. (93a) aus den G1. (95a) und (96 a), 
so fol@ 

(95 'D) s - (1 - : tga) + C, = O 

woraus 
So = p r  i M , = O  
Ci = 0 MV=O 

und als Gleichung der elastischen Linie 

1) = O 
folgt. 

b) T a n g e n t e n t r e u e  Be fe s t i gung  

Hierfür bleiben die Bedingungen (94) bie (96) erhalten, wiihrend 
die Bedingung (93) zu ersetzen ist durch 

(97) ( )  <P y = a  -0. 

Die vier Bestimmungsgleichungen für die Unbekannten fil,, S,, Cl, Cs 
lauten daher: 

(944 cé = O 

,Tor-pra 
(97 a) 2 

(a cos a + sin a) + Cl sin EL = 0. 
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AUE (96a) und (97a) folgt durch Subtraktion: 
sin a 

Mo = (S07 -plP) . (p - 1) - 

Mit diesem Werte gehen die G1. (95a) und (%a) über in 

sin ct n 
(SOT - . ( -  - - - s ina 

2 

1 .  
(S,r - p r 3 ) .  (: sm a + -- 2 cos a Ç Cl sinor - 0, " ) 

woraus wiederum 
S , = p r  M,=O 
Ci = 0 MT= O 

und als Gleichung der elastischen Linie v = O  folgt. 

Der Kreisbogentriigcr ist demnach bei gelonkiger wie bei tangenten- 
treuer Befestigung der Enden biegungsfrei und frei von Schubbean- 
sprz~hunyen, wenn er durüh gleichftirmig verteilten Normaldruck be- 
ansprucht wird; er unterliegt nur der Yom Zentriwinkel 2 a  ganz un- 
abhangigen und über den ganzen Umfang konstanten, tangential wir- 
kenden Kraft Sv = p r .  

Für den besonderen Fall, wo 201 = 2n wird, d. h. für den Kreisring, 
waren diese Krgebnisse bereits in 5 5 bewiesen worden. 

Es ist jedoch auch hier zu bernerken, daB diese Beanspmchung, 
bei welcher der Bogen keine Deformation erleidet, nicht unter aiien 
Umstanden auch einem stabilen Gleichgewichtszustande entspricht, wo- 
rauf im VI. Abschnitt noch naher eingegangen werden soli. 

$ 15. Der Hreisbogen unter  Wirkung seines Eigengewichtes. (Fig. 11.) 

Bezeichnet man mit y das Gewicht der Langeneinheit des Um- 
fanges, s0 ist die Belastung des Elementes r .  dg mit k = y r d l  gegeben. 
Jhr Moment an der Stelle <p ist: Fig. 11. 

S = l p  

N, = - y ra.J(si(dn gr - sin dg 
[=O 

- - yrz . (COS ~p + cp sin cp - 1). 

Mit Einführung der stereostatisch 
unbestimmten GroBen Mo und So als 
Ersatz der Spannungen im Scheitel A 
wird das Biegungsmoment M y :  

(98 )  N,,, = Mo + Sor - ( 1  - cos rp) 

- y r2 (cos rp + rp sin rp - l), 
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wozu nach Tabelle 1 die elastische Linie durch 

+ Cl cos g> + C, sin g> 

gegeben k t .  Bus G1. (99) folgt durch Differentiation 
EJ d u  S r  6 (100) - .  r 2 d c p  =I(- 2 i g o o s O - s i n ~ ) + y r s  (-$sinp-sinip--cosg- 8 4 

- Cl sin p + C, cos q 
1 

und durch Integration: 
a 

1 
(101) E . J v d c = ~ o a +  ie Sor ( o r - s i n a + - c o s a  2 2 

O u = 11 
" ) 

+ yr l  (a + sin a - - sin a + - a cos a 
8 : 1 

+ Cl sin ol + C,(1 - cos a). 

a) Gelenk-Befes t igung .  

Die Unbekannten Mo, S,,, Cl, Cg unterliegen den vier Bedingungen: 

b) T a n g e n t e n t r e u e  B e f e s t i g u n g .  

Die Bedingung G1. (105) ist hier zu ersetzen durch 

eo da1 die Bestimmungsgleichungen lauten: 

(102 tLJ c, = O 
a 

a )  ( 4  
1 (103a) M o + ~ o r ( l - 3  s i n a  + y r 2  1 + - c o s a -  8 c o s a - - u s i n a  : ) + C,cuso=O 

F ü r  a! - n orgeben diese Gleiühungen die aus 3 7 bekannten Werte für 
Mo, S, und Cl, wie es sein muB. 
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16. Der Kreisbogen mit Ü b e r m t ~ u e r u n ~ .  

Unter dieser Bezeichnung sei die Belastung des Kreisbogens durch 
eine nach Figur 12 über den Bogen gelagerte Schicht verstanden, deren 

- 

obere Begrenzungsebene hurizoiital ist und vom Scheitel des Bogens 
den Abstand h hat. 1st y  das Gewicht der Etaumeinheit dieser Schicht, 
so ist für einen Bogen von der achsialen 
Breite 1 der lotrechte Druck über dem 
Elernente r . d [  durch 

y .  r ,  (h  + r [ 1  - cosL;]) d (  

gegeben, und sein Moment an der Stelle ip 

JIr = - y r a  . j  (h + r [ l  cos cl) 
:=O 

(sin ip - sin S )  dg 

N,,=- yrB-(h+r)(cosrp+ rpsinq-1) 

Führt man noch die stereostrttisch unbestimmten GrGBen No und S,, 81s 

Ersatz der Spannungen im Scheitel A ein, so wird 

Hierzu geh6rt nach Tabelle 1  die Gleichung der elastischen Linie: 

E J  ) < >( " 1 (108) - ~ . v = ~ 1 ~ + ~ , r ( l - ~ s i n p  + y r 9  r +  h l +  ~ ~ ~ r p - - ~ ~ ~ i p - - i p ~ i n ~  8 
4 " 

+ fl (cos2 q - cos 2 rp + C, cos ip + C, sin rp. 
2 l )  

Durch Differentiation folgt aus 61. (108): 

(109) A.-= h'J S"'(-singpcosip)+Yrz(r+h) (- ?sinip--cosg T - - s inp  
r 9  d q  2 4 8 

-- 
" 1 

yr 's in2<p-C,s inq+ 6 C,cosrp 

und durch Integration: 

+ Cl sin a + C,(1 - cos or). 
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a) Ge lenk ige  B e f e s t i g u n g .  

JI,,, SOS,, Cl, C, sind den vier Bedingungen unterworfen: 

oder 

'(111 a) Ca = O 
1 

(112a) ~ ~ + ~ ~ r ( l - ; s i n a ) + ~ r ' ( r f  h ) ( ~ + ~ c o s ~ - - c o s a - - ~ ~ ~ a  8 4 

Y r3 

) 
+ T ~ c ~ s 8 a - j c o s 2 a  l )  + ~ , o o s a = ~  

b) T a n g e n t e n t r e u e  B e f e s t i g u n g .  

Hierfür gelten ebenfalls die Bedingungen ( l l l a )  bis (113a), wahrend 
an die Stelle der Gleichung (114a) die Bedingung 

(115) = O  

tritt. DerngemaB bestimmen sich die vier Unbekannten aus den Glei- 
chungen: 

(Ill a) Ca = O 

us  1 3 
(112s) ~ , , + ~ , r ( l - f  ~ i n a ) + ~ r ~ ( r + h ) ( 1 + ~ c o s a - - ~ o s a - - u s i n a  8 4 1 

Y r S  + - F ( ~ ~ s s a - 5 c ~ s 2 a  1 +C,cosn=O 

or' . 11 
(113a) ~ , a + ~ , , r ( a + %  cosa-~~ina)+~~(r+h)(a+~sina---sina+-aeo~a 8 7 4 

+ $ ( : a + ; s i n 2 a ) + ~ , s i n c = o  

I S r a = (1154 ~ ( ~ c o ~ a + s i n a ) + ~ r ~ ( ~ + h ) ( ~ - ~ i ~ a + ~ - c o s a + ~ s i n a  4 ) 
+ $ sin 2 a + Cl sin ct = 0. 
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5 17. Der Kreisbogen unter Wirkung einer nach der  Kosinusfunktion 
veranderlichen Belastung. 

Die hier untersuchte Beanspruchung kann etwa zur Berechnung 
kreisbogenfirmiger Dachbinder auf 
Wir setzen das Belastungsgesetz in 
der Porm an: 

pg -Po ' (cos s' - cos a). 

Hierin bedeiitet p, den im Scheitel A 
(Fi6 13) herrschenden Druck pro 
Flicheneinheit, pc dieselbe Gr6Be für 
die Stelle g. Die tro bestimmte Funk- 
tion pc hat die Eigenschaften: 

1. Symmetrie der Belastung in bezug 
auf die X-Achse. 

2. Stetige Abnahme von pg von dem 
GroBtwerte p, im Scheitel A 
bis zu den Nullstellen in den 
Kiirripfern B (+ cu) und C (- a). 

Schneelast herangezogen werden. 

Pi& 15. 

Betrachtet man einen Bogen von der achsialen Lange 1, so ist die 
an dem Elemente r dg wirkende Kraft: 

und das durch diese Belastung an der Stelle rp ausgeübte Biegungs- 
moment: 

M = - fir2 (-k sin2 g? + ï u a  a [l - cos rp - p sin cp]). 
9 

Nach Einführung von So und Mo als Ersatz für die Scheitelspan- 
nnngen wird 

1 
(116) ~~=~~+~~r(l-cosg?)-~~r~(~sio'g?+cosa[l-cos~-~sin~]) 

das Moment an beliebiger Stelle g?. 

Man findet nach Tabelle 1 die Gleichung der elastischen Linie zu 

EJ <P 1 (117) T , - . ~ = M o + 4 r  ( 1 - s i n g ? ) - p o r ' ( ~ c o s s < p - - c o s 2 < p  2 6 

3 

[ 4 
'p = +coscc 1 - - < p s i n < p + c o s r p - - c o s y  4 

8 

+ (A COS rp + Cs sin p. 

l 11 
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Hieraus leitet man her durch Diffeientiation: 

und durch lntegration 

+ Cl sin a + C2(1- cos E). 

a) G e l e n k - B e f e s t i g u n g .  

a,, So, Cl, C, bestimmen sich aus den vier Bedingungen: 

(120) ( n u )  = O (121) lJ,=,=o 
d<p q = o  

b) T a n g e n t e n t r e u e  B e f e s t i g u n g .  

Hier tritt an die Stelle der Bedingung (123) die Gleichung 

(123) Ma = O 
O 

oder 

so daB die Bestimmungsgleichungen lauten: 

< 

'(120a) C, = O 

(121a) d & + ~ , r ( l -  sinc) 

3 

1 .  
(122a) Moar+Sor a - s s n i n + a ~ o ~ ~  ( 

ru 31 . ru2 

" ) 
- o a ( - - s i n ~ ~ 0 8 a + - a i n ~ c o s a + ~ a c ~ a s a + a c o s u )  4 24 4 s s si na-Q 

1 ,(123 a) & + ~ ~ r ( l - c o s a ) - % y ~ ( ~ s i n ' a +  oosu- c o ~ ~ ~ - u s i n a e o s a )  =O. 
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(120 a) C, = O 

(i2la)  di, f ~ , r ( l - $ ~ s i n a )  

1 3 
-fiv2(Qcosra--cos2a+cosa--asinacosa+ fi 4 "' coe2a 1 + ~ ~ c o s a = ~  

(122a) ~ f ~ a + ~ ~ r ( a - ~ s i i i a +  qcosci) 

a 31 as 5 
- ~ r a ( a - s ~ s i n a ~ o s a + - s i n a ~ o ~ a + - a c o ~ s a + ~ ~ o s a  4 4 ) +C,sina:=O - 

S 7 
(124a) + (a cosa: + s ina)  

" 
- p o r 2 ( ~ s i n ~ a + c o s a [ ~ s i n a + ,  o u s a + -  "' 4 cosa II - c l s i n a = o .  

g 18. Beanspruchung eines nach oben gewolbten Bogens d u r c h  

hydrostatischen Druck. (Fig. 14). 

1st h die Hohe des Wasserspiegels über dem Scheitel A des Kreis- 
bogens, so ist bei einem Bogen von der achsialen Lange 1 der Druck 
p: auf das Bogenelernent r .  dc durch 

p; = yu, - (h + r[l - cos Cl) . 7 d 5 
gegehen, worin yw das spezifische Ge- 
aicht des Wassers bezeichnet. Dae 
von dem Wasverdruck an der Stelle q 
ausgeübte Biegungsmoment wird 

Jf,, = - Y J2 
i 

k =. 'p z 
.\ (h  + r [l - cos 51) sin (cp - Q d c, 

t l  0 

Mu = - y u r 2 h ( l  - cos q) 

- y,r3 i - cos <p - ' sin cp). ( 3 

Führt  man noch die in A wirkenden 
stereostatisch unbestimmten GroBen 

Fig. 14. 
J 

JIo und So ein, so erhiilt man für 171, den Ausdruck: 

(123 M ,  = JIo + Sor(l -cosrp) - yWrah(1  - cosrp) 

9 .  - yWr3 (1 - cos <p - slnm),  

der mit G1. (G2) auf S. 268 bis aiif die Vorzeichen von So und yu über- 
einstimmt. Man erhalt daher unter Beachtung des Vorzeichenwechsels 
sofort die Gleichun: der elastisctien Linie: 
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(126) ~ . ~ = ~ ~ + ~ ~ r ( 1 - ~ s i n < p ) - ~ ~ r ' h ( 1 - ~ s i n ~ )  

( 's' 5 
-y,r9 l + - c ~ s r p - ~ < p s i n ~ -  1 6  l )  cosy + C,cos<p +C,sing, 

sowie den Differentialquotienten 

E'J d v  S o r - y , , r e h  (127) F m - = p -  2 (- <p COS rp - sin <p) 
d <p 

9 .  
- y m r ~ ( - ~ ~ s i n 9 - - s i n < p - < p o o s < p  16 8 ) - ~ s i n ~ p + ~ ~ c o s r p  

und das Integral 
a 

1 .  
(128) F. P d i p  = M o a  + (8.r - pur?) (a - sin a + -cos a . 2 " 1 

O 

10 . 
sina - sina + + Cl sina -+ C2(1 - cos cc). 

16 

a) G e lenk-Befes t igung .  

Die Unbekannten JI,, So, Cl, C, bestimmen sich sus: 

oder 

1 (129 a) C, = O 

(130a) Mo+(Sor-ywrah) (1 - 

-y,r3 

b) T a n g e n t e n t r e u e  Befes t igung .  

Die Bedingungen (129a) bis (131a) bleiben hierfür bestehen, 
wahrend an Stelle der Bedingung Mu = O die Gleichung 
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zu setzen ie t. Demnach lauten die Bestimmungsgleichungen : 

1 
( (131a) Moa $ (Bor - y,r h) (a - sin a + -1 cos a 

- ywr3 

y,rzh - S,r 9 .  
(133a) (sin a + a cos a) + y,r3 (i: sin a + - sin a + - a COS a 

2 16 8 

\ 
- Cl sin a: = 0. 

LaBt man für den Fa11 b) insbesondere a = n werden, so erhalt 
man die Werte 

c, = O; 31 - - Y&. 
0 -  4 9 

3 2%'- 9 
S.= y , ~ ( h + ~ r ) ;  Ci = y , r 3 . -  16 - Y 

welche, wie zu erwarten steht, in die auf S. 269 und 270 berechneten 
Rerte übergehen, wenn man das Vorzeichen von So und yw wechselt. 

$ 19. Beanepruchung eines nach unten gewolbten Bogens durch 
hydroetatischen Druck. (E'ig. 15.) 

Mit Beibehtltung der in 5 18  gewahlten Bezeichriungen ist hier 
für eine achsiale Lange 1 des Bogens der Druckpi an der Stelle t durch 

Y ( =  y ; ( h - r [ l  - C O B ~ ] )  Fig. 15. 
---- 

gegeben, wonach mit Einführung - - - - - - -- - - -- 
von &&, und S,, das Moment - - - - - - - 

durch - - - -. 

(134) 171, - M o  - &',Y (1 - COB y )  - -- - - 

+ y , r2h  (1 - COS cp) 

- y,r3 1-cosrp- ( 
bestimmt wird. 

Da sich die G1. (134) von 
61. (123) nur durch das Vorzeichen 
von S, und h unterscheidet, so k6nnen 
die Gleichungen für die elastische Mo. 

Linie und die zur Bestimmung der vier Unbekannten No, S,, Cl, Cs 
mit Beachtung des Vorzeichenunterschiedes aus 5 18 übernommen werden. 
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E s  wird demnach 

die Gleichung der eIastischen Linie. 

a) G e l e n k - B e f e s t i g u n g .  

Die Be~tirnrnun~s~leichungen für lVo, S,, Cl, C, lauten: 

Cs = O 
'YZ 

" . (  8 
5 

MO-(&r-ywrBJa) 1 -  - sina - y  r3  1 + - c o s a - - a s i n a -  cosa ( 2 8 :6 ) 
+ C, cou a = O 

a .  
M o  - (SOr2 - ymr2h) (1 - COS a) - ?,y3 1 - cos rr - - sin a) = 0. 2 

b) T a n g e n t e n t r e n e  Befes t ig i ing .  

Hier bestirnmen sich Mo, Sol Cl, C, aus den vier Gleichungen: 

Cs = O 
<y y 

" ) . (  8 
5 

iM,-(S,r-y,r2h)(l-psina - y  rd  1 + - c o s a - a s i n a - - c m a  8 
16 

-1 Cl cosa: = O 

d&a - (Sor - ywr2hh) ( a  - 

S,r- y,rsh 
-- 

2 

V. A b s c h n i t t .  

Einige besondere Beanspruchungen des geschlossenen Kreisringes bei 
ebener und raumlicher Formandermg. 

Das bisher benützte Rechnungsverfahren, die Beanspruchung mit 
Hilfe der elastischen Linie zu bestimmen, wird unbequcm, wenn, wie 
dies tiei den folgenden Aufgaben vorliegt, das Biegungsmoment M,,, für 
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verschiedene Teile des Ringes durch verschiedene Punktionen dargestellt 
werden muB. Man lest die stereo~tatische Unhe~timmtheit in diesen 
Failen mit geringerem rechnerischem Aufwand, indem man die an irgend 
einer Steile bekannten Formanderungen als Funktionen des KrLftesystems 
einschlieBlich der stereostatisch unbestimmten Gr6Ben aufsteilt. 

Dieses Verfahren empfiehlt sich auch im Falle der raumlichen 
Formanderiing, welche daher passend zusammen mit den besonderen 
ehenen Problemen hier behandelt werden sou. 

5 20.  Beanspruchung eines Kreisringes durch zwei entgegengesotzte 

Momente, deren Achsen zur  Kreisebene senkrecht stehen. (Figur 16.) 

Wir legen die X-Achse des rechtminkligen Koordinatensystems so, - 

dail sie Symmetrieachse f ü r  die Beanspruchung wird; der Ursprung O 
sei der Kreismittelpunkt, f cr seien 

Fig. 16. 
die zu den Achsen A und A' der 
Momente * M gehorigcn Winkel. Ar 

Denkt man den Punkt C des 
Ringes gegenüber dem Koordinaten- 
system tangententreu festgehalten 
und den Ring im Punkte B ge- 
schnitten, so bestirrimen sich die 
in B wirkenden stereostatisch un- 
bestimmten GroBen J4, und S, aus 
den für diesen Punkt hekannten 
geometrischen Bedingungen 

2/3 , -O und x d y = O ,  

wobei durch das Summerizeichen 
die Drehungen p, und die Ver- 
schiebungen d y  für den Punkt B 
je durch die drei Gr6Ben 11.1, M,, S, zusammengefaBt sein soilen, deren 
Wirkungen einzeln berechnet werden. 

a) W i r k u n g e n  von M: 

'p=a 

M Mr' 
~ y  - - - - (1 + cos cp) dcp = - ( a  + sin a). EJ 

< p = O  

Zeitsohrift f. Xathematik u. Physik. 61. Band. 1912. Heït 3 
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b) W i r k u n g e n  v o n  bIn: 

c) WTirkungen  von  S,: 

S,rt fl, = -- $'(l + cos Cp) d<p - - - n 
E J  E J  

y = o  

'p=n 

SnrS 3 a d y  = !'? .fi' (1 + cos <p)' d v  = J . . 
R J ,  

y=O 

Hiernach lauten die Bestimmungsgleichungen für JIfi und 8,: 

(136) 1 ~ f . a  + X n . n -  S f l . r n =  O 

(137) 
3 n 

M(cr + sin a) + J f n .  n - S,. r -z - 0, 

woraus sich 2 s i n a - a  
M, =Jf. 

2 sin a 
Sn = -Br- - z 'r 

ergibt. 
Fiir a 2 rp 5 a wird demnach das Biegungsmoment 

- M, - Snr (1 + cos rp) 

- - " (2 sin a - a - 2 sin a [1 + cos q ~ ] )  
n 

oder 
fi1 Ml# = - (- a - 2 sin a cos 9)- 
n 

Für O =< Q) 2 EI i s t  

3lq=nfn+ n l -  s,.~(I + C O S  

oder 
M 1Wl# = - (z - a - 2 sin a COS 9). 
n 

X 
Insbesondere ist für or = d. h. wenn die Achsen A und A' der MO- 

2 ' 
mente + J I  in den Enden eines Durchmessers liegen: 

M lc 
= - . (- - - 2 cos rp , solange a 5 rp n 

4' n 2 1 
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und es werden die Mouiente M o  und JIfl in den Endpunkten des 
Durchmessers BC entgegengesetzt gleich: 

6 21. Besnspruchung eines seitlich gestüteten Ringes dnroh sein 
Eigengewicht.l) (Fig. 17.) 

Die Untersuchung des Einflusses einer seitlichen Stützung ist von 
Bedeutung für die Beurteilung der Beanspruchung von elektrischen 
Maschiaen, bei denen diese Stützung bevorzugt wird. Die Stützung 
geschehe durch kurze Ansatze von Big. 11 

der Stütz-Lange a, welche an den Y.Y 

Enden des horizontalen Durch- 
niessers angegossen sind und als 
steif vorausgesetzt sein sollen. 

Legt man die X-Achse durch 
den tiefsten Punkt A, der gleich- 
zeitig dem rechtwinkligen Koordi- 
natensystem gegenüber tangenten- Y 

treu festgehalten werden soll, und 
denkt sich den Ring in C ge- 
schnitten, so sirid die in C wirken- 
den stereostatisch unbestimmten 
GroBen3fzundSnaus den geometri- 
sçhen Bedingungen zu bestimmen 

xfl,=O und x d y = O .  lx 

Die Summation fa& die M7irkungen des Eigengewichtes ( y  für 
die Lkgeneinheit des Ringumfanges), der Auflagerreaktion K und der 
Gr6Ben und Sn zusammen. 

a) W i r k u n g e n  d e s  E i g e n g e w i c h t e s :  

Das vom Eigengemicht an der Stelle ~JJ ausgeübte Moment ist 
i=n 

= - yr2  Jsin 6 - sin rp) 
:= <p 

IV7 = (sin cp [a - g~] - cos rg - 1). 

1) Vgl. auch J. S c  hen k,  Feetigkeitsberechnung gr6Berer Drehatrommaschinen; 
Leipzig, Teubner, 1903. 

19. 
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Darnach wird: 

Y;" 

dy = ? I ~ J ( I +  EJ cos rp - sin cp [z - VI) (1 + cos rp) d q  
fp=o 

b) W i r k u n g e n  d e r  Auf l age r r eak t ion  K: 

Das von K an der Stelle cp ausgeübte hIornent ist 

M = K .  ( a  + r [l -sin cp]). 
Also wird 

i 
<P= g 

~y - - Eha EJ + r [I - sin y]) (1 + cos drp 
q = O  i 

- 
2 

Kr' 
= - ( a [ % +  E J  l ] + r / i i + e o a c p - s i n p - s i n y c o s r p ) d q )  

O 

c) W i r k u n g e n  v o n  ,Iln: 
M n r  pz= - - .  
E J  " 

W i r k u n g e n  von  Sn: 
S,r* pz=- -  
E J  ' 
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Die Bestimmungsgleichungen für  M, und 8, lauten jetzt: 

woraus man durch Subtraktion erhalt: 

Nun ist aber K als Auflagerdruck durch 

E = y . , z r  
gegeben, womit 

2 y r a  y r e  
~ ~ - ; . ( r r a + ~ -  -) 4 

oder 

040) S, = y ( 2  a + i) 
folgt. AUH G1. (138) findet man jetzt 

oder 

Für die Untersuchimg des Biegungsrnomentes M9 an der  Stelle 
lz 

ist die Steile q - besonders zu beachten. 

1) Sei o ~ ~ ~ ~ ,  
so ist: 

M y = - J I z -  S,r(1 +cos  rp)- y r a ( l  + cosrp - sin ~ [ n -  rp]) 

+ K (a  + r [l - sin 971) 
= - r - (4 - x )  (a + r )  

. 2 7 (2 a + ;) (1 + cos (p) 

- y r 8 ( 1  +cos  rp - sincp [n- rp]) + y z r  (a  + Y  [l -sin 971). 

Dieser Ausdruck vereinfacht sich zu: 

[ 
8 ~ ~ = y r ( :  [ a + * ] - - r r p s i n q - c o s i p  2 a + ? r ] ) ,  

wofür man mit Einführung des Verhsltnisses = i auch schreiben 

kann: 
x x 3 

(142) M , = y r ' . ( B + ~ 1 - 2 1 c o s y o - g c a s < p - < p s i n y ) .  
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mg. 18. Ein absolutes Maximum oder Minimum von 
Mc? existiert in diesem Bereiche nicht. 

Y 1' 2) Sei x s - s y  s z ,  

so ist 

M - - .Mn - S,r (1 + COS rp) 
'P 

-- T - (4  - z) (a + T) 
yr.------- - y r  2 a f  ( l + c o s y ) ,  

2 ( 3 
woraus nach Vereinigung und Einführong von a = A 

n 1 z (143) ~ , = ~ r ~ ( 1 - ~ - ~ ~ 0 ~ - - - 1 - 2 1 e o s ~ )  2 

hervorgeht. 

Auch für diesen Bereich von rp ergibt slch die 
Nichtexistenz eines absoluten Maximums oder Minimums 
fur M,. 

Um über den EinfluB der Stützmeite auf die Be- 
anspruchung des Scheitelquerschnittes AufschluB zu er- 

halten, führt man = 2. in die Gleichungen (140) und 

> A  
(141) ein und erhalt: 

1 
(140a) = T + 2 1  

Y?- 

M, .- 
Y ra 

(141 a) 2s = 0,0708 

Diee Sind die Gleichungen der in  Figur 18 dargesteuten Geraden; 

für A = O ist - = 0 , j  und z< = 0,0708 
Y Y r 

für A = 1 içt = 2,5 und Mn = - 0,3584. 
Y 7 Y r 2  

Die Figur zeigt, daLi für die bei Ausführungen übliühen Werte I. kleine 
Scheitelbeanspruchungen auftreten. 

5 22. Besnspruohung kreieformiger Spanten bei einem Luftschiff. 

(Fig. 19.) 

E s  soi für die vorliegende Gntersuchung y das auf die Langenein- 
heit des Umfanges bezogene Eigengewicht des Bailontragkorpers ein- 
schlieBlich der Bespannung, ps der ebenfalls auf die Liingeneinheit be- 
aogene Überdruck des Füilgases und K die an der Steile f x auf die 
Spanten übertragene Zugkraft, welche von der Gondel und deren Be- 
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lastung herrührt; die Rich- RE. 19. 

tung von K falle in die Tan- 
gente ini Punkte x ,  so ist 

K =  -- wenn G das Ge- 
2 sin x ' 

wicht der Gondel und ihrer 
Belastung bedeutet. 

Wir legen die X-Achse 
des rechtwinkligen Koor- Y '  

dinateneystems durch den 
tiefsten Punkt A, der dem 
System O X Y gegenüber 
tangententreu festgehalten 
werden BOU. Die Berechnung 
beuchriirikt sich wegen der 
Symmetrie gegen die X- 
Achse auf eine Ringhiilfte, 
und es bestimmen sich dio als Ersatz der Spannungen im Scheitel C 
einzuführenden Gr6Ben Mn und S, aus den für diesen Punkt bekannten 
Deformationsbedingunggn : 

Zp, = O und xdZI = 0; 
f l ,  und dy für den Punkt C sind zunachst zu bestimmen. 

a) W i r k u n g e n  des  E i g e n g e w i c h t e s .  

Das vom Eigengewichte an der Stelle y ausgeübte Moment My wird 
(= n 

Y 
sin 5 - sin y )  df  M = - yr'J( . 

c-<p 
oder 1CI, = - yr"(1 + cosq  - [z- 971 sinq),  

wonaçh sich ergibt: 
n 

Ay = Y''' f t I  + cos rp - [n - rp] sin rp) (1 + cos rp) d q  
E J  

0 
II 

= - .J(l+ 2 cosy + cos8<p - [n - rp] sinrp - [s - p l  sinq COB rF) drp EJ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



296 fiber Elastizitit und Stabilitat defi geschlosaenen und offenen Kmisbogeus. 

b) w i r k u n g e n  d e s  G a s ü b e r d r u c k e s .  

Es  ist pl: p, = r(1- cos fj : 2 r oder pl = (1 - cos t). Das N* 
ment M, an der Stelle q wird daher: 

:=n 

- cos [) sin ([ - q) d< 
2 

= -P&. f i s i n i c O a ~ - c o s ~ s i u c p  -sintcosfcosrp+aos'fsinrp)dE 
2 * 

Y 

l + c ~ s r p + ~  z - m  sin cp) 

Hiemach wird: 
n 

7c 

X - q  . 
d y  = p n ' 4 1 ( I  + COS ïp + - 2  81. rp) (1 + 008 y) dv 2EJ 

O 

c) W i r k u n g e n  d e r  T a n g e n t i a l k r a f t  K. 
Das von E an der Stelle y ausgeübte Moment ist, wenn rp 5 - x durch 

Mk = - Kr(1 - cos [x - y]) 
gegeben, wonach: 

X 

Kr9 B I = -  -/il -eosxeosip-s inxsingi)dcp 
E ' J ,  

U 

- - - Kra ~r ' 
E J  

( x - c o s x  s inx - s inx[ l - cosx] )=- -  (x-s inx)  
E.7 

X 

Ay = -';/il - cos r cos cp - s inx  sin rp)(l + cos cp) dcp E'J 
O 
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d) TîTirkungen von  M, u n d  8,. 

Das von iWz und S, an der Stellc q aiisgeühte Moment ist 

9z n 

~y = - :;.Ji1 + cos rp) dm - %;j (1 + cos rp)'riq 
O O 

Nun lauten die Bestimmungsgleichungen für  M, und S,: 

(144) 
3 KT 11.1, + S,r - p,ra - - ( x  - sin x) = O 

a 

lm gcgcbenen Palle sind die Gr6Ben K, y und pz nicht voncinander un- 
abhangig, sondern noch durch eine weitere Gleichung verknüpft, welche 
dem Gleichgewichte der Vertikalkrafte am ganzen Luftschiffe llechnung 
tragt. Fiir bI = 0 ergeben dic Gleichungen (146) und (147) in Vor- 
bindung mit der Gleichgewichtsbedingung für die Vertikalkrafte, die in 
$ 9 naühgewiesene Biegmgsfreiheit der Spanten. 

Ails (146) und (147) folgt 

le 
2. fur x = -. 4 ' 
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Nach Losung der stereostatischen Unbestimmtheit ist die Bean- 
spruchung einer bcliehigcn Stcile unschwer zu ermitteln; von ihrer Er- 
mittelung im allgemeinen Falle soll jedoch hier abgesehen werden, da 
die Versteifung starrer Luftschiffe durch kreisformige Spanten, welche 
die Beanspruchiingen in sich aufnehmen, praktische Bedentung kaum 
erlangen wird. Es  sei nur darauf hingewiesen, daB das bisher erfolg- 
reichste starre Luftschiff, das des Grafm Zeppelin, mit Seilen in ver- 
schiedenen Richtungen versteifte Spanten besitzt. 

8 23. Beanspruchung eines Ereisringes durch zwei entgegengesetete 
Momente, deren Achse ein Durchmesser k t .  (Pig. 20.) 

Legt man die Y-Achse des rechtwinkligen Koordinatensystema so, 
daB aie mit der Achse der in den Punkten A und B wirkenden No- 
mente + 15, die kurz mit k M bezeichnet sein soilen, zuoammenfiilt, 

Big. 20. 
und denkt sich den Punkt D mit 
dem Koordinatensystem tan- 
gententreu verbunden, so ist 
wegen der Symmetrie der Be- 
anspruchung für den Punkt C: 

z/iY = O und >dz=O. 

Diese beiden Bedingungen p-' 
+$Y nügenzurErniittlung dor stereo- 

statisch unbestimmten GroBen 
M ,  und Z,, welche im Schnitte 
C wirken und deren Richtung 
zunachst als positiv voraus- 
gesetzt werden moge. Für die 
hier auftretenden Formande- 
rungen durch Verdrehung soilen 

G für den Gleitmodnl und T für die ,,Tarsi~nsfiinktion"~) als Bezeich- 
nungen gewahlt werden; bei der immer noch nicht behobenen CJnge- 
wii3heit über den Bau der Funktion T sind die von Goe t xkes) wieder 
veroffentlichten Formeln von d e  S a i n  t - V e n a n  t wohl noch nicht die 
schlechtesten, gléichwohl empfiehlt sicli in wichtigen FiUen die experi- 
menteile Ermittelung von T. 

Wir  berechnen nun die Wirkungen ,von M, Mn und Z, einzeln. 

1) Vgl. E. A. Brauer,  Festigkeitslehre, Leipzig 1905, S. 111 

2) Zeitsçhr. d. Vereins deutscher Ingenieure, 1909, S. 935. 
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a) W i r k u n g e n  v o n  JI. 

Von dem Momente M kommen die Komponenten JI sin rp biegend 
und Mcosrp drehend in dem Elemente rdrp zur Wirkung; beachtet 
man noch, daB die durch M sin y entstehenden Formanderungen aus 
einer Rotation um die Achsc OP hervorgehen, die von M c o s  rp er- 
zeugten Formanderungen aber aus einer Rotation um die Achse PT  
so erkennt man, daB z. B. die Drehung fiy uui die y-Achse sich aus 
den y-Komponenten der um die Achsen O P  bzw. PT erfolgenden 
Drehungen zusammensetzt, welche demnach mit dem Cosinus des Win- 
bels, 
siud. 

den ihre Achsen mit der y-Richtung eiuschlieBen, zu multiplizieren 
Man erhiilt BO:  

n n 

b) W i r k u n g e n  von  Mn. 
Hierfür sind nur die Integrale unter a) zwischen den Grenzen O 

und n zu erstrecken; somit wird: 

c) W i r k u n g e n  von  2,: 

Die Schnittkraft 2, wirkt im Elemente rdrp mit dern Moment 
Z,r s i n 9  biegend und mit dem Moment Z,r(l +COS F) drehend. Daher 
wird: 

By = 

By = 

d e  = 

An = 

-Cjiinzrp xJ d < ~  + zcji~ G T  + cos cp) COS cp dtp 
O O 
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Die Bestimmurigsgleichungen für M, und S, lauten jetzt: 

1 
Für Gleichung (149) laBt sich, da der mit .J zu multiplizierende 

Klarnmerausdruck mit Rücksicht auf G1. (148) verschwindet, auch 

schreiben: 

AUE (148) und (149a) ergeben sich die Losungen: 

(150) 

und 

beide negativ; iM, und 2, haben daher die der angenommenen Rich- 

tung entgegengesetzte Richtung. 

Bezeichnen wir nun das in  irgend einem Punkte P, der zum Winkel 
cp gehort, wirkende Biegungsmoment mit Mn, wobei der Index n daran 
erinnern 6011, da8 die Achse des hiegenden Momentes mit der Normalen 
zusammenfallt, zum Unterschiede von dem Drehmomente Nt,  dessen 
Achse in der Tangente liegt, und setecn n i r  noch fest, daB Jf,, positiv 
sei, wenn seine Achse nach dern Mittelpunkte zeigt, Nt dagegen posi- 
tiv, wenn seine Achse in der Richtung des Teiles der Tangente liegt, 
dcm nachsende Winkel y henachbart sind, so gilt 

a) solange O < - - < $: 
x-  2 M 

JI,, = 112 - sin gî + sin rp - M sin 
2 n x 

oder 
i)iZ sin y ,  lm,,=-- 

oder 
1 1 

~ + . i r ( ~  ~ " s < p - - ) ;  n 
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x - 2  . M .  
Mfl = f i l  - sin cp + - sin cp 

2 n 7c 

oder 
-n 

M n = -  sin 9, e 
z - 2  M Mt = - M - COS y - - (1 + cos 9) 

2 7z x  
oder 

1 1 srt = - nz. (3 COS + --). 
X 

Das maximale Biegungsmornent tritt auf an der Steile = und hat 
1 

die GroBe 3f. Das gr6Bte Torsions- Fig. 21. 

moment ist an den Stellen rp = O und 
III 

rp = n und hat die GrfiBe 7 = 0,31831 171. 

Man bemerkt, daB die 
und ilTt miteinander durch die Beziehung 

- 171, a <P 

verknüpft sind; dies trifft 
nicht nur bei der vor- 
liegendendufgabe zu, son- 
dern entspricht, wie aus 
E'ig. 21 zu ersehen ist, '. X 

einer Gleichgewichtsbedingung für ein Element PP'= rdcp. Soll dieses 
Element im Gleichgewichte sein, so muB die algebraische Summe der 

Projektionen der Biegungsmomente und - % + ( am dcp) , sowie 

der Torsionsrnomonte Nt m d  - MM, '2 dg)  suf die Richtung der ( 
Tangente in P verschminden, also 

a N, Jit + ( M ~  + '$ d.) drp - ( 1  + - do)  = O a 9 
sein, woraus unter Vernachliissigurig des von 2. Ordnung unendiich 

kleinen Gliedes d<pZ die obige Beziehung hervorgeht. 
a9 

Ein analoger Zusammenhang besteht bekanntlich auch zwischen 
dem Biegungsmornent Mn und der Transversalkraft TV, für welche 

ist. 
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§ 24. Der halbkreisf6rmige ,,Balkontriiger". ') (Figur 22.) 

Der der XI7-Ebene angehorige Kreisbogen sei in  den Endpunkten 
A und C des Durchmessers gegeiiüber dem Koordinateiisystem tangenten- 

treu befestigt und durch Krafte, welche in der Fig. PB. 

Richtung der 2-Achse wirken, beansprucht. Die 
Y-Achse sei Symmetrieachse des Halbkreises. 
Wir  gehen zur Untersuchung der Beanspruchung 
von dem Falle aus, daB nur eine einzige Kraft E, 

deren Angriflspunkt durçh den Wi~ikel x 

bestimmt sei, auf den Trager einwirke. 
Y Daun gilt fü r  die Reaktion an der Ein- 

spannstcllc C und das dort wirkende 
Reaktionsmoment : 

X = O  Y=O -z+o 
M, =+ O f =+ O Mz = o. 

Die Aufgabe ist demnach dreifach stereo- 
statisch unbestimmt, und es sind zur Losung 
drei Deformationsbedingungen für den unter 

dem Einfiusse von 'K, - 2, ïifz und My verschieblichen Punkt C zu 
ermitteln. Diese lauten: 

ZP, = O ;  = O; Y Y d s  = o. 
Wir  berechnen wieder die Wirkungen pz, f iy  und d s  einzeln. 

a) W i r k u n g e n  von K: 

K r e  Kre 
= E J, 

/ sin ' - rp) cos p d p  - - ;/jl - cos [x - i p ] )  sin cpdv 
G T  

O O 
Y 

= Kr' - (=&,/'(sin r cos' rp - cos r sin ip cos v) drp 
O 

X 

- l / ( s i n  cp - cos x sin p cos rp - sin x sin") d p  
GT 1 

O 

1 1 .  
= ~7~ I E J  [sin n (i + sin x cos x - cos r - sin2 ï ) : 1 

1) Vgl. J. S t u t z ,  Zur Theorie der halbringf6rmigen Balkontriiger. Zeitschrift 
des oster. Ing u. &ch.-Vereines 1904, S. 682. 
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X 

p -K!lJin(x- p) .  sin rpdrp (1 -cos [x-  pl) co~rpd 'p  
Y h'J 

O O 
>! 

= g r s -  ( l  E J ,  ( s i  i n  C O  - cos% sinPrp) d V  
O 

1 1 x 1 
= ~ r '  . 1 [sin r - sine r - cos x (' - sin x cos x)] 

2 

1 x 1 + GT [sin x - cos x (: + sin x cos x) - sin x - sin2% 

1 X 1 1 
I Il 

= K +  (T c o s y )  (KT+ m), 

Y: 

= Kr3 { i J j i s i n  x sin p cos p - cas x sin2 rp) d rp 
O 

+ 'J ( 1 + ~ 0 s r p - c o s x c o s ~ - s i n x s i n ~ - c o s x c o s ~ r p - s i n x s i n p ~ o s ~ ) d ~  

1 1 x 1 .  
= Kr3 - ( E J  [sin x - 2 sin2x - cos x (p - sin x cos x ) ]  

- sinx - sin2x 
2 l Il 

b) W i r k u n g e n  von  - Z :  
7 I  

z r2 
= - g;J'sin rp COS qdp + sin p + sin y cos rp) drp = - G T  2 

O O 
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304 uber Elastizitit und Stabilitiit des geschlossenen und offenen Kreisbogens. 

c) Wirkungen v o n  Xz: 

rp cos cp dcp - - - p + sin rp cos cp) dqo 
O 

d) Wirkungen v o n  .My: 
,z 

Nun ergeben sich die Bestimrnungsgleichungen für  Hz, My und 2 
in der Form: 

X .  
(?yin% 1 - c o s x  sinx 

2 (152) , ' ~ , = U = H ~ I '  Z J  - G T  

Mnltipliziert man die Gleichungen (152) und (IN), in denen ersicht- 
E J  lich das Verhiltnis S = - der Deformationswiderstànde gegen Biegung 
GT 

und Drehung eine Rolle spielt, mit EJ, so lauten die Gleichungen: 
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Subtrahiert man jetzt G1. (153a) von G1. (l54a), so folgt: 

eine Gleichung, welche von 6 frei ist und durch abermalige Subtraktion 
von Cil. (153a) noch vereinfacht wird zu: 

(156) K r ( % - s i n % ) - n Z r - 2 M x = 0 .  

Man hat, sn zur Bestimmung der stereostatisch Unhestimmten die 
drei verhaltnismafiig einfachen Beziehungen: 

(156) K r ( % - s i n x )  - a Z r P 2 M z  = O  
(153a) K r  (sin x - x cos xj - zZr +nM,=O 

von welchen nur noch die letzte von dem Verhaltnis S abhangt. 

E'ür x = O folgt hieraus Z = O; M, = O; My = O 

,i x = TC ,, J I  - z = -  K; 171,=0; My=O, 
Ergebnisse, die ohne Itechnung hatten angegeben werden konnen. 

n IL r x - 2  
Pür x = - wird Z = g;  M, = - 

2 2 T; My = K r  =. 
Fur alle anderen Laststellungen hiingen iM,, JIy und Z auBer von x 

auch noch von B ab. 
Sehr haufig wird übrigens der Balkontrager so belastet sein, da0 

die Symmetrieachse Y des Tragers auch eine Symrnetrieachse der Be 
lastung darstcllt; d a m  greift von den zwei gleichen Kriiften E die 
eine im Punkte x, die andere im Punkte ( a  - x) an, und es sind 

Z = K und M, = - K r  sin x 

statisch bestimmt. Das Moment J I ,  aber setzt sich zusammen aus 
den Momenten 1% und Mr, welche die in x bezw. (n - x )  wirkenden 
Krafte K an der Steile C hervorrufen wiirden, wenn sie je einzeln 
wiikten; nun ist nach 81. (153a): 

Kr (sin x - x cos x) - aBr + a Mi = O 
und 

K r  (sinx + [a-x]  cosx) - nZ"r + n:Mi = 0, 

moraus durch Addition: 

- Kr (2 sin x + [ x  - 2 x] cos x )  + n (2' + 2") r = n (31; + M i ) .  
Zeitschrift f. Mathsmnti% o. Physik. BI. Band 191%. Heft S. 20 
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Mit (2' + 2") = K und (Mi + My) = JG folgt sodann: 

(157) 
2 s i n x + ( z -  

JIy= KT (1 - z 

Aus Figur 23, welche die stereo- 
statisch unbestimmten Gr6Ben 
in ihrer tatsachlichen Richtung 
zeigt, ergeben sich die Biegungs- 
momente M, und die Torsions- 
momente Mt für jede beliebige 
Stclle des diirch zwei Krafte 
symmetrisch belasteten Balkon- 
triigers, wobei die Untersuchung 
sich wegen der Symmetrie auf 

, den Bereich rp = O bis rp = -? 
2 

beschrankt. 

,z 
1. Für X S ~ , < ~ :  

( 
2 sin x + (n - 2 x )  cos % 

1 V , = K r s i n x c o s c p - K r  1- 7c ) Bey 

+ K r  sin cy - E r  sin (a - x - q) 
2 sin x sin <p $ (a - 2 ir) cos x sin cp - E r  (,in x cos ip - sin (p + -- - 

Z 

+ sin cp - sin x cos rp - cos x sin cp 
ZKrsiny (sin le - x cos x) .  x=  z 

7c 
Der GrGBtwert von M, tritt bei rp = 2- auf im Betrage 

2 K . r  
%,m.x = y (sin x - x COS x).  

E'ür das Torsionsmoment ergibt sich: 
2 sin % + (n - 2 x )  Co8 x 

Y, = Kr sin x sin ip + E r  (1 - - z - -) cos rp 

2 ein x cos cg + (n - 2 r.) cos x COB rg 
sin x sin rp + COS gp - ~ -- 

It 

- 1 - cos rp + 1 + cos x cos ip - sin x sin rp) , 
2 K r  cos cp 

BIt = ( x  cos x - sin x) .  
IC 

Das Torsionsmoment Mt nimmt von der Stelle g; = x stiindig ab und 
I 

verschwindet für rp - - - 2 
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F'iir diesen Bereich vermehren sich die unter 1. berechneten Ho- 
mente um die von der bei x gelegenen Kraft K ausgeübten Nomente; 
daher wird: 

2 K r  siil cp Mn = (sin x - x  cos x )  - K r  sin ( X  - y)  
n 

das biegende Noment und 

2 K r  cos cp 
n!ft = 

n 
(X COS x - sin x )  + K r  (1 - cas [ x  - y ] ) .  

Man bemerkt, daB auch hier die oben abgeleitete allgemeiiie Be- 

ziehung - - JZ, erfüllt ist. 
8 Y 

Die obigen Ausführungen über die Wirkungen zweier am Balkon- 
trager symmetrisch angreifender gleicher Krafte gelten nach dem Super- 
positionsgesetze ohne weiteres auch für eiue Beanspmchung durch ein 
System von 2 n. Kraften, von denen je zwei gleich groB und symme- 
trisch zur y-Achse gelegen sind; insbesondere gelten sie auch für den 
als Grenzfall n = oo sich ergebenden Pail, für die Beanspruchung durch 
eine zur y-Achse symmetrische stetig verteilte Belastung. 

Bezeichnen wir für diesen besonderen Fall die veriinderliohe Inten- 
d i t  der Belastung mit .k, so wird nach den auf S. 303 und 306 auf- 
gestellteii Gleichungen: 

4-=; 

(158) Z =  k r . d [  S 
ç = o  

n 4=9 

(159) ai2 = - kr2 sin [ dg  S 
: = o  

1st das Verteilungsgesetz k = k ( S )  der Relastung bekannt, so sind 
die GrClen 2, M, und My durch die Gleichungen (158) bis (160) leieht 
zu berechnen. 

R e i s p i e l  f ü r  s t e t i g e  B e l a s t u n g .  

Wir wahlen den einfachen Fall gleichf6rmiger Belastung. \i- O 

k - ho = constans. 
20 * 
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Hier wird 

Für  eine beliebige Steile y ist sodann: 
[= n 

~ ~ = k ~ r ~ c o ~ ~ - k ~ ~ ~ ( ~ - ~ ) s i n ~ + ~ k ~ ~ ~ s i n ~ - k ~ r '  .J' s i n ( t - y ) d c  
: = y  

( 
n 4 'R 

= kors cos c p -  sincp + - s i n 9  + -sincp - 1 - cosq 
'R 2 ) 

das Biegungsmomerit und 

Nt = k,r2 s inq + &rt (G - :) cos cp - % kor2 (1 + C O N  Y )  

das Torsionsnioment. 

Für cp - O erhiilt man die Gr6Btwerte von M, und Mt mit 

Brn = - k,r2 

VI. A b s c h n i t t .  

Die Stabilitat des kreisformigen Stabes nnter Wirkung eines konstanten . Normaldruckes. 

Bei der Untersuchung des geschlossenen Kreisringes und dee ge- 
lenkig befestigten, sowie des tangententreu befestigten Kreisbogentragers 
von beliebigem Mittelpunktswinkel 2a  hatte sich ergeben, da8 unter 
Wirkung eines konstanten Normaldruckes von der Intcnsitiit p kg/i%ngen- 
einheit keine Biegungabeanspruchung auftritt. W i r  hatten schon oben 
auf die Tatsache hingewiesen, daB sich der Stab in  diesem Faile in  
einem Gleichgewichtszustande befinde, der nicht tinter aiien Umstanden 
stabil ist. Zwischen einem so beanspruchten kreisformigen St'abe und 
einem durch eine achsiale Druckkraft beanspruchten geraden Stabe, der 
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ja bekanntlich den von L. Euler1)  erstmals aufgesteilten Stabilitats- 
bedingungen unterliegt, besteht eine so vollkommene Analogie, daB sich 
die Eulerschen Formeln als Spezialfille (r = ooj der für Kreisbogen zu 
entwickelnden Bedingungen ergeben werden. 

Die erste Behandlung des Stabilitatsproblems für den geschlossenen 
Kreisring verdankt man M. Lévy.') l n  seiner Abhandlung ,,Mémoire 
sur un nouveau cas intégrable du problème de l'élastique e t  une de ses 
applications'' stellt er die Gleichung der Bogenlange s und der ela- 
stischen Linie r = r (y) des unter Flüssigkeitsdruck ausknickenden dünnen 
Kreisringes unter Anwendung elliptischer Funktionen auf; er unterwirft 
sodann s und r deri beidcn Bedingungen des Problems, wonach 

s = s, dem Bingumfange wiihrend des Knickens gleich bleiben, 
2 rr r =  r(rp) eine periodische Punktion mit der Periode y,, = - und n 

7 1 . '  

irgend eine positive ganze Zahl sein muB, wenn der Ring ge- 
schlossen bleiben soil. 

Indem L é v y  sodann die nicht integrablen Funktionen s und r in 
Grenzen einschlieBt, findet er, da0 die Stabilitatsbedingung durch die 

EJ 4 . 
Cngleichung --: > 5 in praktischen Fallen genügend gut beschrieben 

P + 
w&rend für einen Bing von mathematisch exakter Kreisform die 

EJ 3 Bedinguug - > 9 bereit's ausreiche. 
P r 3  

M. H a l p  h en3) hat sodann die von L é v  y aufgesteuten Gleichungen 
E J  3 

ptrenge gJos t  und d s  Stabilitatsbedingung -s > - gefunden. 
PT 9 

Xine umfassende Diskussion der beim geschlossenen Ring m6g- 
lichen elastischen Linien gibt A. G. Greenhi114) auf Grund der ange- 
führten Untersuchungen. 

SchlieBlich hat J. B o  ussinesq5)  eine Losung mit elementaren Hilfs- 
mitteln für den geschlossenen Ring gegeben, welche der folgenden Dar- 
steilung auch für den Bogen vom Zentriwinkel 2a: zugrunde gelegt ist. 

1) Ln dem Anhange ,,De cumis elesticis" seiuer Abhandlung ,,Methodu 
inveniendi limas curvas maximi minimive proprietate gaudentes". Lau~anne und 
Genf 1744; deutsch von H. Linsenbarth,  Ostwnlda Klnssiker, Leipzig 1910. 

2) Journal de Mathématiques pures et appliquée5 (Liouville) 3. Série, Tome X. 
(1884), p. 6-42, 

3) ,,Sur une courbe élastique", Comptes Rendus, Paris, t. 98 (1884) p. 422-426. 
4) ,,The elssfic curve nnder uniforme norme1 pressure", Mathematische dn-  

nalen Bd. 52 (1899), S. 465-600. 
6 )  ,,Bésistance d'un anneau à la flexion etc." Compte6 Rendus, Pans, t. 97 

(1883), p. 843 
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$ 25. Beanspruchung aines d ü n n e n  geschlossenen Ringes von belie- 
biger Form und beliebiger W a n d s t i k e  d u r c h  gleichformig verteilten 

Normaldruck.  ') (Fig. 24.) 

Wiewohl die hier zu führende Untersuchung, wenn sie von vorn- 

herein auf symmetrische Ringe sich beschrankte, wesentlich einfacher 
sich gestaltete, soll das vor- 
liegende Problem mit  Rück- - 
siüht auf seine groBe Bedeu- 
tung fürtechnische Aufgaben 
i n  voller Allgemeinheit in 
Angriff gonommen werden. 

Es liege ein dünner ge- 
schlossener Ring in der X Y- 
Ebene vor, dessen neutrale . 
Faser durch die Gleichuiig 
F(x, Y) = O  in bezug auf ein 
noch zu wal-ilendes Koordi- 
natensystem SXY gegeben 
sei. 1st ds ein Bogenelement 

der neutralen Fnser, A' der Youi lgsche Modul des dort vorliegenden 
d s Materials und J das Tragheitamoinent, so stellt die Biegsamkeit 
E J  

des Elementes ds  dai-, die wir. abkiirzend mit de bezeichnen, wobei der 

Buchstabe e an das Wor t  Elastizitat erinnern mag. 

Es bereitet keine Schwierigkeit, sich die von Ort zu Ort  verander- 
liche Grole  de als eine Art von Gewicht, das man etwa als ,,Biegsam- 
keitsgewicht des Elementes ds" bezeichnen konnte, vorzustelien. Es ist 
dann, wenn L die ganze Lange der neutralen Faser bedeutct, durch 

L 

/e = e das Biegsamkeitsgewicht des ganzen Einges gcgeben. Wir 
O 

denken uns den Schwerpunkt S und die Triigheitshauptachsen für das 
System der de bestimmt und wahlen diese Achsen als Koordinaten- 
schsen. Kraft dieser Wahl ist sodann: 

1) Vgl. M arh e c ,  ,,Sur l'équilibre d'on anneau fermé" in L'Association Tech- 
nique Xaritime, 1908. wo diese Theorie auf vorwiegend synthetischem Wege e n t  
wickelt wird. 
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Ferner schreiben sich durch Einführung von Tragheitsradien, deren Be- 
deutung aus den lndizes leicht ersichtlich ist, die Integrale: 

und 

einfach als Vielfache von e. 

Wird nun der Ring, dessen achsiale Abruessung wir gleich dor 
Langeneinheit annehmen, einem überall normal zu ds wirkenden Druck 
von p kgllangeneinheit ausgesetzt, der von auBen nach innen gerichtet 
sei, so lassen sich die in einem beliebigen aber für die Dauer der 
Untersuchung festgehaltenen Punkte Po ( (xo/:,ly0) wirkenden Spannungen 
durch zwei Kornponenten fiz und S, und ein Moment Zo ersetzen; 
diese drei Gr6Ben sind stereostatisch unbestimrnt. Ihre Ermittelnng 
ergibt sich, aus den drei für den Punkt Po bekannten Deformations- 
bedingungen: 

25% = O; ~ A X  = O; ZAY = O, 

wobei das Summenzeichen die Wirkungen von S,, Sv, Mo und p zu- 
sammenfassen moge. 

Nun ist aber des in dem lanfenden Punkte P {(x, Y) herrschende 
Biegungsmoment M durch 

~ = ~ ~ + ~ , ( x ~ - - r ) + ~ , ( y ~ - y ) - ~  (x~-2xox+~'+ Z I ~ - ~ Y ~ Y + Y ~ )  

oder 

gegeben. Bus 

und 

wird daher mit obigem Werte von X: 
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Beachtet man bei der Integration die oben angeführten Beziehungen 
und führt die Tragheitsradien ein, 80 gehen diese Gleichungeri über iu: 

Multipljziert man Gl. (163) mit y, bzw. xO und subtrahiert diese 
Gleichungen bezügl. von (164) und (165), so folgt: 

woraus sich die Komponenten S, und S,, Z U :  

erneben. " 
3 S 

Die Quotienten Ze': und hsben die Dimension von Strecken, 
2 % - 

deren geometrische Bedeutung noch zu erlautern sein wird; schreiben 
mir abkürzend: 
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so wird 

Mit Einführung dieser Werte in G1. (163) folgt: 

Die in G1. (168) ausgesprochene Beziehung laBt eine sehr einfache 
geometrische Deutung eu. Addiert man riarnlich zu G1. (168) die Identitiit 

P O = - (a2 + b2 - uZ - b2),  Fis. as. 
2 

so folgt: 

P JA=-(i2+a2+b2-e~-aa-b2+2axo+2hyo). 2 P 

Nun ist aber p + a2+ h B =  iC nichts anderes 
als das Quadrat des Triigheitsradius ic inbezug 
auf eine durch den Punkt C ( (a/b) gehende zur 
XY-Ebene normale Achse; daher ist 

Zieht man nun um C{(a , /b )  den Kreis mit dem Badius ic, so hat die 
Potenz deu Punktes Yo((xo/tjo) in bezug auf diesen Kreis den Wert 
(vgl. Fig. 23): 

-- po ~y = m L  flz 
= i,B - ($ - 2ax0 + a" yyO - 2by0 + 7P) 
- i" p i  + 2ax ,  - aa + 2 b y ,  - b'. 

Dies ist aber der Faktor von in der Gleichung für ,!Ifo; daher wird: 

(169) 
P -- Mo = - . Po T'. 2 
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Die Besultierende ails Si, und Sv wird durch 

bestimmt. E s  ist also die Schnittkraft Ro: 

M a r b  ec  nennt den ausgezeichneten Kreis uni C mit ic ale Radius 
,,cercle des noeuds", was wir mit ,,Knotenkreisl' übersetzen wollen. 

Reachtet man noch, daB die GrGBon (xo - a) und (y, - b) mit deri 
Koordinaten des Punktes Po in bezug auf das nach Cparallel verschobeneKo- 
ordinateusystem CX'Y' identisch sind, so ergehen sich folgende Satze: 

1. Für  einen unter gleichformigem Normaldruck p stehenden Ring 
exivtiert ein für die Beurteilung seines Spannungszustandes wich- 
tiger Kreis (Rnotenkreis). 

2. Sein Mittelpunkt C hat in beziig auf das Hauptachsenkreuz des 
d s Systems der Biegsamkeitsgewichte d e  = - die Koordinaten: 
EJ 

sein Radius ist durch ie = ii, + a2 + b2 bestimrnt, wo i, den Trag- 

haitsradius für des polare Triigheitsrnoment in bezug auf die 
Schwerachse bedeutet. 

3. Das Biegungsmoment an der Stelie Po ist gleich der mit multi- 

plixierten Potenz von PO in bezug auf den Knotenkreis; es ist 
positiv, wenn Po innerhalb des Knotenkreises liegt, Nuil, wenn 
Po auf dem Knotenkreis, und negativ, wenn PO auBerhalb des 
Knotenkreises liegt. 

4. Die in Po wirkenden stereostatisch unbestimmten Komponenten S, 
und S, sind gleich den mit p multiplizierten Koordinaten (y, - b)  
bzw. (x, - a) des Punktes Po in bezug auf das nach C parailel 
verschobene Koordinatenkreuz. 

5. Die Resultierende Bo der Spannungen in Po ist gleich dem mit p 
multiplizierten Abstand P o C  des Punktes Po Tom Mittelpunkt C 
des ,Knotenkreises und steht auf P o C  senkrecht. 

Besondere Vereinfachungen treten für die Berechnung des Knoten- 
kreises ein, wenn der Ring bexüglich einer der Triigheitshauptachsen 
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symmetrisch ist; dann liegt C auf dieser Achse. lnsbesondere fàllt bei 
Spmet r ie  bezüglich beider Achsen C in den Schwerpunkt S. 

Es bedarf kaum der ErmBhnung, daB alle diese Beziehungen mit 
Vertauschung des Vorzeichens auch f ü r  Innendruck gelten. 

1 26. Stabilitat des geschlossenen Kreisringes. 

Der geschlossene Kreisring ist für konstantes E J  zweifach sym- 
metrisch; sein Knotenkreismittelpunkt C fàllt daher mit dem Mittel- 
punkte M des Kreisringes als den1 Schwerpunkte des Systems der 
Biegsamkeitsgewichte zusammen. 

Aus Gleichung (168) folgt daher 

Da nun in fj 5 gezeigt wurde, daB JI = 0 ist, so folgt die Glei- 
chung 2, = r hieraus sofort. 

Wir nehmen nun an, daB der Plüssigkeitsdruck p eine noch zu 
bestimmende GrOEe pl;, den kritischen Wert erreiche, bei dem ebcn der 
Kreisring zu knicken beginnt, und setzen die Gleichung seiner Zentral- 
linie für diesen Fall in der Form an: 

rp = r + u, 

wo v wie früher eine Punktion von q ist, die gegenüber r als klein 
von der ersten Ordnung vorausgesetzt wird. 

1st die Kurve rq ebenfaiis zweifach symmetrisch, so liegt auch ihr 
Xnotenkreismittelpunkt in aller Strenge im Mittelpunkte des Kreis- 
ringes, ist sie es nicht, so wird immerhin der Mittelpunkt des Knoteii- 
kreises nur um eine kleine Strecke von der Ordnung der v sich aus 
der Kreismitte entfernen, so dafi auch in diesem Palle $ = r f ü r  die 
deformierte Hurve rq erhalten bleibt, wahrend r f v den Abstand eines 
laufenden Punktes voin Kreismittelpunkt O bedeutet. Somit erhalt man 
für das Biegungsmornent M den Ausdruck 

2 , (ip - [r + u]" =; (Y' - [r + VI", 

welcher mit Vernac:hl%ssigung von us, als klein von hoherer Ord- 

nung in J I = - p r v  
übergeht. 

Damit schreibt sich aber die Differentialgleichung der elastischen 
Linie d'v pl% 

d r p ' + V = -  EJ  
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oder 

Differentialgleichungen von diesem Typiis sind aber aus der Me- 
chanik, wo sie harmonische Bewegungen darstellen, bekannt; wir scbrei- 
ben ihr Integral in der dort gebrauchlichen Form an: 

(171) v = v, sin (nq + a,), 
morin v, und u, die Integrationskonstanten sind. 

Wie nun auch übrigens die Knickfigur des Kreisringes aussehen 
mag, so ist jederifaiis von ihr zu verlangen, daB sie eine geschlossene 
Kurve sei. niese F'orderung ist identisch mit  der Forderimg, daB die 
Funktion v periodisch ist mit der Periode 27c oder mit einer kleineren 

Periode rp,, der Beschaffenhit, daB der Quotient 2 %  eiue von Nd1  
' P o  O 

verschiedene positive ganze Zahl wird. Dieser Porderung genügt die 

Heihe der Werte der Zahlen w = 

92 ---+ 1, 2, 3 .  . . 
oder 

12? = 1 + p r s  - 
h'J + 1, 4, 9... 

Der kleinste Wert in dieser Reihe entspricht dem kleinsten Druckp, 
bei welchem dau Ausknicken des Ringes eintritt; dieser Wert ist 
also p,, der kritische Druck. 

Der Wert n = 1 führt auf das widersinnige Ergebnis, daB der 
Ring bereits für p = O knickt, wobei doch gleichzeitig das Biegungs- 
momcnt L W =  - p r v  = O  
verschwindet. 

Nirnmt man den niichst gr6Beren Wert n = 2, so folgt dagegen 

und dies ist der krit,ische Druck. 

Der für n = 1 aufgetretene Widerspruch firidet seine Erklirung, 
wenn wir  uns an die in 5 3 gegebene Deutung der elastifichen Linie 
erinnern. Wir  hatten uns dort davon überzeugt, daB die dem WTerte 
N - 0 entsprechende elüstisçhe Linie 

v = Cl cos rp + C2 sin tp 
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uichts anderes darstellt als eine deformationslose Verschiebung des 
ganzen Ringes. Der FaU n = 1 entspricht also einer im mathemati- 
d e n  S ime  moglichen elastischen Linie, woraus noch nicht geschlossen 
werden kann, daB diese auch wirldich sei im physikalischen Sinne; in 
der Tat befindet sich ja auch das Kraftesystem des iinter Flüssigkeits- 
druck stehenden Ringes im Zustandc des statischen Glcichgewichtes, 
wobei eine Translation oder Rotation des Ringes unm6glich ist. 

Nachdem ein MiBverstaridnis bei deu Voraussetzungen, auf denen 
die Eulerschen Untersuchiingen für den geiaden Stab beruhten, in 
neuerer Zeit zu einem lange in Fachzeitschriften und Broschüren fort- 
geführten Meinungsaustausch über die ,,Unvollkommenhciten der E u l e r -  
schen Theorie" und über die ,,wahre Knickformel" geführt hat, mu5 
darauf hingewiesen werden, da8 aile derartigen Stabilitatsbedingungen 
lediglich den Grenzwert zu berechncn gestattcn, bei dem ganz uicher 
der Knickvorgang einsetzt, weim er nicht schon vorher aus anderen 
Gründen, die sich der Rechnung entziehen, eingetreten ist. Woraus sich 
die praktische Regel ergibt, Stabilitatsbedingungen mit entsprechenden 
Sicherheitsgraden anzuwenden. 

27. Stebilitat des Kreisbogens. 

Auch der Kreisbogen laBt sich als geschlossener Ring auffassen, 
für welchen alle in 8 25 entwickelten Beziehungen Geltung belialteri, 
wmn man na.mlich nur die Refestigiingsstellen der Rogenenden uich 
durch einen Stab geschlossen denkt, der in aller Strenge undeformier- 
bar ist In der Tat wird durch dieçe Auffassung an dem elastischen 
Problem gar nichts geandert. E s  gibt also auch für den elastischen 
Kreisbogen einen Knotenkreis, durch welchen dessen Beanspruchungs- 
zustand übersichtlicli dargcstcilt wird; seine Lage und Gr6Be ist leicht 
bestiinmt, nachdem wir in 5 14 erwiesen haben, daB für den Kreis- 
bogen, gleichviel ob er gelenkig oder tangententreu befestigt ist, das 
dwch gleichf6rmig verteilten Pl'ormaldruck hervorgerufene Riegungs- 
moment an jeder Stelle des Bogens verschwindet. Das Biegungsmoment 
in einem unter Flüssigkeitsdruck stehenden Ringe ist aber Nuii in den 
Schnittpuukten des Knotenkreisrs mit der neutralen Faser. Daher fàllt 
beim Kreisbogen der Knotenkreis mit dem Kreiue der neutralen Faser 
zusammen, und es ist wie beim geschlosse~ien Kreisi-irige so auch beim 
Bogen für kleine Deformationen v: 

M = - p r v ,  

wozu auch wieder die Gleichung der elastischen Linie gehbrt: 

v = v , s i n  (ngp + a,), 
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mit v, und a, als Integrationskonstanten und 

Wir unterscheiden die beiden Befestigurigsarten des Bogens wie 
früher: 

a) D e r  B o g e n  s e i  g e l e n k i g  b e f e s t i g t :  

Die Linie des ausg~knickten Bogens verliiuft wellerif6rinig um die 
ursprüngliche neutrale Paser und so, daB v = O für cp = + cr und y~ = 0. 
Die Stelle rp = O trennt gleichzeitig den Bereich, wo v < O ist, von dem 
Gehiete v > O. Daher ist die Funktion v periodisch mit der Periode 2or. 
Diesem Verhalten genügt die Bedingung 

P n = -. 
ff 

Daher wird für den gelenkig befestigten Bogen vorn Zentriwinkel Zcr 
der kritische Druck durch 

(173) 
bestimmt.') 

Offenbar geht G1. (173) für a = in G1. (172) über, wie ja auch 
2 

der geschlossene King beim Knicken in derselben Weise deformiert 
wird wie der Ringbogen vom Zentriwinkel z, dessen Enden gelenkig 
befestigt sind. 

Schreibt man G1. (173) in der Porm: 

und beachtet, da0 f i . r  die irn ganzen Bogen konstante Druckkraft P, 
b 

bedeutet (3 14 und 5 20) wahrend r u  = die halbe Bogenliinge kt, 

so wird 

La0t man r über jedes MaB wachsen, so fol@ hieraus für r = cu, 

die Eulersche Formel für die Knickkraft eines gelenkig befestigten 
geraden Stabes von der Lange b, dessen Mitte nicht ausknicken k m .  

1) Die Stabili t i t  des Kreisbogens wnrde von E. H u r l  brink auf Grund der 
hier niinmehr bestàtigten Hypothese untersucht, daB M y  eine ~osinusfunkt ion sei. 
Vgl. Schiffbau, 1908, 640ff. . 
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b) D e r  B o g e n  s e i  t a n g e n t e n t r e u  b e f e s t i g t :  

Hier iindert sich nur die Periode der Funktion v. Da auch hier 
die Druckkraft über den ganzen Bogen konstant ist, so kann in Ana- 
logie zu dem tangententreu eingespannten geraden Stabe die Periode 

2 
von v zu des Bogens 2 u  erschlossen w-erden, wie für die Knicklinie 

2 
des Stabes von der L&nge b die Periode z b  ist. Diese Periode von v 

4 
wird erreicht durch die Bedingung .n CL = 2a oder 

als Grenzdruck für den Zustand stabilen ~leichg'ewichtes fol@ Formt 
man diese Gleichung durch Multiplikation mit r um und IaBt r = oo 
werden, so folgt 

E f J  P, = 9ne- 
o' ' 

eine Gleichung, welche die Eule rsche  Knicklast für einen beiderseits 
tangententren befestigten geraden Stab von der Lange b darstellt, der 
in seiner Mitte am Auskriicken verhndert ist. 
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Über einige besondere Verwendungsarten der 
Rechenmaschine. 

Von Dr. LOTHAR VON SCHRUTKA in  Brünn. 

1. Einleitung. Der Hauptzweck der Rechenmaschinen lie@ zmar 
unstreitig in der Erleichterung des Rechriens mit vielstelligen Zahlen, 
indes gibt  es auch einzelne Faile, in denen sich die Naschinen ver- 
wenden lassen, um Rechnungen mit kleineren Zahlen, bei denen gewisse 

Operationen sehr oft wiederkehren, bequemer zu gestalten. I n  den 

folgenden Zeilen will ich suf einige solche Faile aufmerksam macheii. 
Eine Erleichterung der genannten Art  ist meines Erachtens nicht - - 

gering anzuschlagen, vieiieicht hoher, als man auf den ersten Blick an- 
zunehmen geneigt ware. Das Operieren mit  einer Entwicklung z. B., 
in der nur  die Koeffizienten 1, 0, - 1 auftreten, îiihrt eben wegen der 
imrner wiederkehrenden Operationen zii rascher Abstnmpfung, und, mas 
noch schlimmer kt, zu einem Gefühl des MiBtrauens gegen die er- 

rechneten Resultate. E s  fehlt, wenn ich mich so ausdrücken darf, jeiie 
personliche Beziehiing des Rechners zu den Daten der Rechnung, die 
sich ,,charaktervollen", d. h. untereinander verschiedenen Zahlen gegenüùer 
bald einzusteiien pflegt und manche Verwechsl~ing hintanzuhalten vermag. 

1) Wihrend der Drucklegung dieser Abhandlung erschien: E' e d e r h  O f e r ,  Dr. K. 
Zur Berechnung des Kreisringes, Zeitschrift fiir Arehitektur u. hg.-Weaen 1912, 
S. 303. 
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2. Operieren mi t  ganzen Funktionen mit  kleinen ganzzahligen 
Koefilzienten. Sind 

A = Za,xi, B = Zbiz', . . . 
gegeben und wird die Entwicklung 

gesucht, so kann man, wenn man sich irgendwie die f;'berzengung ver- 
schafft hat, daB die fi aimtlich kleirier üls eine ganze Zahl g bleiben, 
x = g setzen, A, B, . . . mithin als Zahlen im g-adischen Zalilensystem 
ansehen, F aus ihnen berechnen und die ,,ZiffernC' fi daraua ent- 
nehmen.') 

Die Koeffizienten ai, bi, . . . Sind zwar zunachst stillschweigend als 
pooitiv vorausgesetzt mordeii, indes kiinnen auch negative zugelassen 
werden, wenn man die Zahlen A, B, . . . (soweit nicht beim Rechnen 
mit der Maschine die negativen Ziffern verwendbar sind), in die übliche 
Porm verwandelt, F bercchnet und jetzt wicder negative Ziffern ein- 
führt. In diesem Falle ist g groBer als der gr6Bte der Werte 1 fi 1 + 1 f i + i  1 
zu wililen, damit eine Vermengung von Nachbarsteilen ausgeschlossen 
bleibe. Ein anderes Mittel ware die Vermehrung aller Koeffizienten um 
denselben Betrag; dies führt aber zu umstandlichen Rechnungen. 

Als Rasis g wird wohl in der Regel eine dekadische Einheit, 1 0  
1 1  

oder 100, oder auch - - die geeignetste sein. Nur wenn etwa der 
10' 100 

Minimalwert von g z. B. wenig über 1 0  zu liegen kommt, ware eine 
aiidere einfache Zahl, etwa 20, in Betracht zu ziehen. 

Um z. B. die ersten Gliedcr der Entwicklung 

(deren Koeffizienten die Anzahl der Zerlegungen in die beliebig oft ge- 
nommenen Summanden l, 2, 3 angeben, also gewiB positiv sind), zo be- 
stimmen, berechne man zunachst den Nenner; hier kann g - 1 0  gesetzt 
werden : 

1 T .  107 - 100T = 9 9 9 . 9 9 9  = 890109 = lTT0llT, 
also 

(1 - X) (1 - x8) (1 - xS) = 1 - x - x8 + x4 + 26 - x6 

1) Anf einem ahnlichen Gedanken bernht Kron eckers  &ertraPng der 
Methode der Faktorenzerlegnng von Fnnktionen mit einer Variabeln snf solche 
mit mehreren Variabeln (siehe: Grnndziige einer arithmetischen Theone algebre- 
ischer GroBen, Crelles Journal Bd. 92 (1882), S. 11). 

Zeit~chrift f. Mathematik a. Physik 61. Band. 191?. Heft S. 2 1 
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Nun . dividiere man : 
1 

890109 
= 1123457, Itost 813187, 

also ist 

II. 
3. Entwickiung eines gemeinen Bruches in  einen Kettenbruch. 

Bestimmung des gr6Bten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen. Bei 
der Entwicklung eines gemeinen Bruches in einen Kettenbruch oder 
bei der Aufsuchiing des gr6Bten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen, 
zwei Aufgaben, die bekanntlich durch ein und dasselbe Rechnungsver- 
fahren, den E u k l i d i s c h e n  A l g o r i t h m u s , .  gelost merden, kam man 
unter gewissen Voraussetzungen über die Stelleneahl, die aiisdrücklich 
zu formulieren wohl überflüssig ist, eine groBe Ersparnis an Ein- 
steliungen durch eine Rechenuiethode enielen, die im folgenden en dem 
Beispiel 2754, 791 vorgeführt wird. Es  ist hierbei eine Recbenmaschine 
mit 6 Stellen im Schaltwerk, 7 Stellen im Quotienten und 12 Stellen 
im Ziililwerk vorausgesetzt. Die eingerahmten Zahlen beziehen sich auf 
das Schaltwerk, die nicht eingerahmten auf das Zahlwerk, die links bei- 
gesetzten auf den Quotienten. Die überiahligen Nullen sind zumeist 
weggelassen. Der Quotient ist nach jeder zweiten Division auszultischen - - 

(durch * angedeutet). 

(Bei den letzten Operationen würde man natürlich zum Kopfrechnen 
übergehen). Also sind die Teilnemer des Kettenbruchs 

3, 2, 13, 7 , 4  

und die beiden Zahlen sind teilerfremd. 
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4. Bestimmung d e r  Niherungswerte eines Kettenbruchs. Der 
Lmstand, daB die Zahler und die Nenner der Nahernngsbrüche in 
gleicher Weise rekurrent gebildet werden, nur mit verschiedenen An- 
fangszahlen, kann für die Berechnung mit der Maschine nutzbar ge- 
macht werdan. Dies moge an dem Beispiel aus Nr. 3 gezeigt werden 
Man beginne mit den Paaren 1, O und 3, 1. Man stellt 1,O an der 
vicrten und ersten Stello im Zahlwerk, 3, 1 an der vierten und ersten 
im Schaltwerk ein, addiert zweimal und findet 7, 2. Nun I6scht man 
im Zahlwerk aus, addiert einmal, bririgt dann das vorhergehende Re- 
sultat 7,2 ins Schaltwerk, l6scht im Quotienten aus, addiert 13 mal, usw. 
Die eingeklammerten Zahlen bilden sich im Quotienten, sind aber ohne 
Bcdeutung. 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0  

2764 sind slso Die Niherungswerte von 791 

?dan kann bemerken, da1 wiihrend dee Kurbehe auch die Neben- 
666 2764 nahernngswerte erscheinen, so z. B. zwischen - und - die Brüche: 
191 791 
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Beim Teilnenner 13 müBte man fi-eilich, wenn man auch die Neben- 
niiherungswerte erhalten wollte, die ~ e r l e g u n ~  des Zahlwerks (oder 
Sühaltwerks) vermeiden. 

III. 
5. Bestimmung der qnadratischen Reste f ü r  einen Modul. Die 

quadratischen Keste für einen Modul m lassen sich bestimmen, indem 
man die ungeraden Zahlen sukzessive summiert und, sobald man über 
den Modul m hmauskomrnt, diesen abzieht. Es  genügt, bis zur un- 

geraden Zahl 23(-:) + 1 zu gehen. Eine iihnliche Anordnuiig, wie 

sie in Nr. 3 beschrieben wurde, errnoglicht eine vorteilhafte Benützung 
der Rechenmaschine. 

Es werde m = 31  gewaldt. Man steile im Schaltwerk 000001 ein, 
addiere an der vierten, und subtrahiere an der ersten Stelle von rechts, 
im Zahlwerk erscheint dann 

000000000999. 

Nun Iosche man im Quotienten aus, bringe 031001 ins Schaltwerk 
und addiere 1, 3, 5, usw. Die Subtraktionen von 31  werden durch Ver- 
legung um drei Stellen ohne weitere Einstellung moglich gemacht, da- 
bei wird ein EinfluB der rechts von 31 eben eingestellten Zahl durch 
die zu Anfang ins Zahlwerk gebrachten drei Neuner verhindert. 

Die Rechnung .ist im folgenden dargestellt; die Zeichen + und - 
bei den Schaltwerkszahlen deuten die Stellung des Hebels für die 
Operationen an. 

- 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 9 9  1 8 6 0 0 5 9 8 6  
+ p E q  + ~~ 

0 3 1 0 0 1 9 9 9  2 1  7 0 1 8 9 8 6  
+ p E q  + (EïEq 

0 6 2 0 0 4 9 9 9  2 4 8 0 3 3 9 8 6  
+pïEq -(O310151 

0 9 3 0 0 9 9 9 9  2 4 8 0 0 2 9 7 1  
+ [-l + /K01'1] 

1 2 4 0 1 6 9 9 9  2 7 9 0 1 9 9 7 1  
+ [EïEq + p E q  

1 5 5 0 2 5 9 9 9  3 1 0 0 3 8 9 7 1  
+(O310111 - (mcq 

1 8 6 0 3 6 9 9 9  3 100079.52 
- p ï ô ï q  + 1pii-q 

1 8 6 0 0 5 9 8 6  3 4 1 0 2 8 9 5 2  
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Die quadratischen Reste von 31 sind demnach 

1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 14, 16, 18, 19, 20, 25, 28. 

Vorn Ziihlwerk haben nur  die vierte und fünfte Stelle Bedeutung; man 
konnte zum bequemern Ablesen die übrigen Stellen verdecken. 

I n  der zweiten Hiilfte der Rechnung hiiufen siçh die Subtraktionen 
von 31 sehr. Diesern Übelstand konnte man begegnen, indern man nur 
die urigeraderi Zahlen bis 15 summiert, dann aber statt 17, 19, 21, . . . 
zu addieren, 14, 12, 10, . . . subtrahiert, und, wenn es notwendig wird, 
31 addiert. Statt  999 ware in diesem Fall etwa 500 ins Zahlwerk zu 
bringen. 

Das Ende der Rechnung gibt  sich von selbst kund, indem bei der 
ersten Methode der Summand 31, bei der zweiten der Subtrahend O 
auftritt. 

Wien, am 11. Jun i  1911. 
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Kleinere Mitteilmgen. 

Ein nener Reohenapparat fiir Maschinenbau und Elektrotechnik. 

Von der bekannten Firma K a r l  S c h l e i c h e r  u n d  S c h ü l l i n D ü r e n  (Rhein- 
land) ist ein neucr, für  die besonderen Zwecke des Maschinenbaues und der 
~lektrotechnik bestimmter Rechenapparat in den Tiandel gebracht worden, der 
infolge seiner iiuBeren Ausführung und der ihm zugrunde liegenden - wenn 
such-nicht neuen - Gedanken allgemeinere ~ e a c h t u n g  verdient. 

Die BuBere Form des neuen Rechenhilfsmittels ist  (Fip. 1) die eines 
\ Y  I 

loganthmischen Rechenschiebers i n  Kreisform (sog. Rechenscheibe) , und zwar 
in derjenigen Ausführung'), bei der drehbare Skalen gegen feste Skalen ver- 
schoben werden konnen. Der die festen Skalen tragende Teil des Apparates 
ist  in einem 1 6  auf 1 6  cm groBen Etu i  befestigt; die drehbaren Skalen sind 
auf der Unterseite einer Glasscheibe angebracht, die zur Vermeidung des Ab- 
scheuerns der Zeichnung mit  Hilfe von drei MetallstLften von den festen Skalen 
abgehoben k t .  Der Abstand der beiden die Skalen tragenden Flachen ist so 
gering gewahlt, daB keine Beeintrichtigung der Ablesuugen durch Parallaxe 
beateht. 

Der Gedanke, als S r i g e r  für die beweglichen Skalen einen durchsichtigen 
Stoff (Glas oder Glimmer) zu verwenden, is t  nicht neu; er wurde u. a. ange- 
geben bezw. benützt von Kloth (D.R.P.No.26 695 von 1883) und von S c h e r e r  
( l ~ ~ a r i t h r n i s c h  - graphische Rechentafel). 

Auf der Glasscheibe und dem festen Teile sind sieben Skalenpaare vor- 
handen, von denen das erste P a a r  eincm ungefahr 40 cm langen Rechenschieber 
entspricht und zur Ausführung von allgemeinen Rechnungen benützt werden 
kann. AuBer den sieben festen Skalen ist noch eine weitere feste Skala vor- 
handen, an der mit Hilfe einer radialen, auf der Glasscheibe angebrachten Ge- 
raden Logarithmen abgelesen werden konnen auf 0,5 Einheiten der 3. Dezimale 
genau. 

Die übrigen Skalen dienen zur Berechnung von besunderen, im Maschinen- 

bau und i n  der Elektrotechnik auftretenden Gleichungen von der Form u - ?k 

wo x ,  y und z veranderliche GroBen und k einé konstante GroBe bedeuten. 
Die Berechnung von solchen Ausdrücken 1aBt sich bei eutsprechender Anord- 
nung der Skalen mit nur einer Einstellung der Glasscheibe (beim Rechenschieber 
mit uur  einer Einstallung der Zunge) vornehmen; die beiden hierbei zur An- 
wendung kommenden Grundgedanken sind für den Fa11 eines geraden Schiehers 
in Figur 2 dargestellt. 

1) Vgl. Me h m k e  , Numerischeti Rechnen, Encyklop%die der math. Wim 
1. Uand, Seite 1060. 
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Die dgebraische Addition der Gr6Ben log x, log y und log s l&Bt sich in  der 
von Ch. A. Vogler') angegebenen Weise vornehmen, indem man auf dem Stab 

Fig. 2. 

1 
U 

1 
k 3 5 c 9 M  * l I l  1 I I I  

. 
l 

9 6  X. 3 
l 1 1 

2 L 
4 3 2 

II 
1 1 

I 
I I  I I  

1 1 1 1 I I  
1 

S 4 ! 6 7 8 9 '  
1 

die beiden Teilungen für log x und log zl und auf der Zunge diejenigen für 
log y und log B - bei der angegebeuen Gleichungsfom beide in entgsgen- 
gesetztem Sinn zu den Stabskalen - anbringt. 

1) Zeitechrift für Vermessnngewesen 1881. 
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Die mechanische Addition von log k e i ~ e i c h t  man dadurch, da8 man die 
nach u bezifferte Stabteilung um das Stück log k gegen die andere nach X 
beziferte verschiebt. 

Die ZuBere Gestaltung und Ausführung des neuen Rechenhilfsmittels, ins- 
besondere die Zeichnung und Bezifferung der Skalen is t  gut. Der Preis be- 
t rag t  20  A. 

StraBburg i. E. P. WEKKJIEISTGK. 

Einladung zur Subskription. 

Die Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, ladet ein 
zur Subskription auf: 

Sophu~ Lie, Gesammelte Abhandlungen, 

mit Uriterstützung der Gesellschaftten der Wissenschaften zu Kristiania und 
Leipzig herausgegeben von F r i e d r i c h  E n g e l .  

Die Ausgabe ist auf 7 Binde groB Oktav i m  gesamten Umfang von 
etwa 263 Druckbogen zu 1 6  Seiten berechnet. E s  konnto der erste Band 
Ende 1 9 1 3  erscheinen, die ganze Ausgabe nach Verlauf von etwa 10 Jahren 
vollendet vorliegen. Der Subskriptionspreis is t  auf 60 Pf. für den Bogen (auf 
rund 1 6 0  Xk. für das gesamte Werk) angesetzt worden. Mit Erscheinen des 
ersten Bandes wird der Preis für den Bogen auf 80 Pf., fur dss ganze Werk 
auf m n d  212 Xk. erh6ht werden. Die Verlagsbuchhandlung teilt mit, daB sie 
a n  das Unternehmen nur  dann herantreten kann, wenn bis m m  1. April 1913 
eine geniigende Zahl von Subskrihenten gewonnen sein wird. Moge die er- 
wünschte Beteiligung niüht ausbleiben! 
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Bücherschau. 

6. H. Darwin. ScientiIic papers .  Vol. IV:  Periodic orbits and miscellaneoiis 
papers. XVIIl  u. 593  S. 8. Cambridge 1911,  University press. Geb. 
15 sh. 

Dieser vierte Band, mit dem der IIerausgeber die Sammlung seiner wissen- 
schaftlichen Abhandlungen vorlaufig schliebt, ist dem Inhalt nach nicht so ein- 
heitlich, wie das die vorhergehenden drei Baride sein konnten. Der erste Teil 
ist den periodischcn Bahnen gewidrnet. E r  enthalt die heiden wichtigcn groBzn 
Arbeiten von D a r w i n  über diesen Gegenstand (1897, 1909,  1910),  zwischen 
die als Übergang und zur Erklarung der Ideenfolge von der ersten zur zwoitcn 
Bhhandlurig eine Arbeit von S. S. H o u g h  ,,Über gewisse Unstetigkeiten im 
Problem der periodisclien BahnonLL (1901) eingcschaltet ist. Der zweite Teil 
briugt unter dem Tite1 ,,The tidesLL den englischen Text des schon in der 
,,Encyklopadio der mathematischen l4Ï~senschaften'~ ver6ffentlichten Artikels 
,,Bewegung der Hydrosphare" (1908). 

Im dritten Teil vereinigt der Verf. seine Abhandlungen über vermischte 
Gegenstande. E r  lenkt im Vorwort besonders die Aufmerksamkeit auf den 
1889 erschienenen Aufsatz ,,ij'ber die mechanischen Bedingungen eines Meteo- 
ritenschwarmsLL, der zu wenig Reachtung gefiinden habe. Der Verf. geht daiin 
aus von der Anschauung,  da^ der LJrAebel von meteoritischer ~ o o s t i t u t i o n  
gewesen sei und daB die Meteoriten sich unterschiedslos in allen Richtiirigen 
bewegten. Ferner steht hier der für die Technik wichtige Aufsatz ,,Über den 
horizoutalen Druck einer SandmasseLL (1883) und die fiir den Geologen inter- 
essante Arbeit ,,Über die Bildung von Wellenspuren irn UfersandLL (1881), 
beides Untersuchungen, die auf eigene Experimente sich stützen. Astronomisch 
bedeutsam sind die beiden kürzeren Mitteilungen ,,tiber die Storungen ei1.e~ 
Kometcn in dor Nachbarschaft eines PlanctenLL (1892) und die Auseinander- 
setzung mit Folie über ,,die E u l e r s c h e  Nutation der Erdachse" (1903). Unter 
den Reden im fünften Teil findet man auch die schone Vorlesung über ,,kos- 
mische EntwickelungLL, die D a r w i n  1 9 0 5  var der British association i n  Cap- 
stadt hielt. 

Druck, Papier und Ausstattung des Bandes sind ausgezeichnet. Es ist 
lebhaft zu begrüBen, daB jetzt die über viele Jahrgange verschiedener Zeit- 
schriften zerstreuten Arbeiten D a r w  i n s  bequem zusammengefaBt vorliegen. 
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Eaue Bücher 

Nene Bücher. 

Arithmetik und Annlysis. 

1. BEBLINEB, S., Politisçhe Arithmetik. 1. Renten und Anleihen. Leipzig 1912, 
Poesçhel. X 4.80. 

Astronomie, Geodiisie. 

2. FRANZ, JULIUB, Der Mond. (AUE Natur u. Geisteswelt, 90. Bhdchcn.) 2. Aufl. 
Leipzig 1912, Teubner. X 1.-;  geb. X 1.26. 

8. HUQERSHOFF, R., Kartographische Aufnahmen und-geographiache Ortsbestimmung 
auf Reisen. (Sammlnng Goschen Nr. 607.) Berlin und Leipzig 1912, Goschen. 

Geb. in Leinw. X -.HO. 
4. LEICK, W., Astronomieche Ortsbestimmungen mit besonderer R e r i i c k s i ~ h t i ~ n g  

der Luftschiffahrt. Leipzig 1912, Quelle &Meyer. ,.lt 2.80; geb. X 3.60.  
6 .  MARCUSE, Adolf, Astronomie in ihrer Bedeutung für das praktische Leben. 

(Aus Natur und Geieteswelt, 378. Bindehen.) Leipzig 1912, Teubner. 
-il 1.-; geh. 1.25. 

6. MARTUE, H. C. E., Astronomische Erdkunde. Ein Lehrbuch angewandter Mathe- 
matik. Kleine Ausg. 3. Aufl. Dresden u. Leipzig 1912. Koch. Geb. Jt 3.40. 

7. ME~SERSCHMITT, J. B., Physik der Gestirne. (Büçher der Naturwissenschaft, 
13. Bd.) Leipzig 1912, Reclam jun. 

8. METH, PAUL, Theorie der Planetenbewegung. (Mathematische Bibliothek, VIII.) 
Leipzig u. Berlin 1912, Tenbner. Kart. ,!4 -.80. 

9. OPPENHEIM, S., Das astronomische Weltbild im Wandel der Zeit. (Aus Natur 
und Geisteswelt, 110. Bandchen.) 2. Au0. Leipzig 1912, Teubner. 

./lt 1.-; geb. X 1.26. 
10. PTOLEX~IIS, Den CLAUDIUS, Handbuch der Astronomie, 2. Bd. AUE dem Grie- 

chiachen übersctzt u. mit erklarenden Anmerkungen versehen Y. Karl Manitius. 
Leipzig 1913, Teubner. X B.-;  geb. in Leinw. X 8.60. 

11. REINHERTZ, C., Geodasie. (Sammlung Goschen Nr. 102.) 2. Aufl., neu hearb. 
v. G. Forster, Berlin u. 1,eipzig 1912, Goschen. Geb. in TAeinw. X -.go. 

12. SCHIFFNER, FRANZ, Pmktisch-geometrische Schülerübungen f die unteren Klassen 
der Mittelschiilen, Wieu u. Leip!ig 1912, Deuticke. 

13. Y o o ~ s ~ ,  Ch. Bug., Geodatische bbungen f. Landmesser u. Ingenieure. 3. A d .  
2. Tl.: W i n t e ~ b u n g e n .  Berlin 1913, Parey. geb. in Leinw. yil 7 .-. 

Darstellende Geometrie. 

14. MÜLLEB, EXIL, Lehrbuch der darstellenden Geometrie für technische Hoch- 
achnlen. Zweiter Band. Erstes Heft. Leipzig und Berlin 1912, Teubner. X 4.40. 

15. M ~ I L X E ,  H., n. BALTIN, R., Graphischc Darstellungen. Graphische Bshandlung 
der Gleichnngen. Grundlehren von den Kegelschnitten. (H. Mollem mathem. 
[Tntemchtswerk, Ausg. f. Seminare u. Praparandenanstalten.) Leipzig n. Berlin 
1913, Teubner. Geb. in Leinw. X 1.25. 
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16. SCIIXID, TEEODOR, Darstellende Geometrie. 1. Band. (Sammlung Schubert LXV.) 
Berlin u. Leipzig 1912, Goschen. 

- 
17. V O R L ~ ~ ~ D E R ,  MAX C., Lcitfaden zur Geataltenbildung rnathemathischcn Modcl- 

lierens Y. Seeschiffskorpern. Minden 1912, Hufeland. .fl 1.60. 
16. V ~ B E E T ,  H., Les anaglyphes géométriques. Paris (i912), Vuibert. 

Geschichte. 

19. BRUNS, HEINR., Von Ptolemaus bis Kewton: Rektoratsrede. Leipzig 1912, Edel- 
mann. X -.76. 

20. X a t e r i  a l  i e n für eine wisaenschaftliche Biographie von GauB, gesammelt v. 
F. Klein u. M. Brendel. Hcft II. C.  F. GauB; Fragmente zur Theorie deil 
arithmetiseh-geometrischen Mittels aus den Jahren 1797-1799. Heft III. b e r  
G a d '  Arheiten zur Fnnktionentheorie. Von L. Schlesinger. Leipzig 1912, 
Teubner. JC 4.40. 

21. PADOA, ALESSANDRO, La  logique déductive dsns s a  dernière phase de développe- 
ment. Avec une préface de  Giuseppe Peano. Paris 1912, Gsuthiers-Villars. 

Fr. 3.26. 
22. RUBENS, HEINE., Die Entwickluug der Atomistik. Festrede. Berlin 1915. Hirsch- 

wald. X 1.-. 
23. ZECTIIES, H. G. ,  Die Mathematik im Altertum u. im Mittelslter. (,,Die Knltur 

der Gegenwart", III. Tl., 1. Abtlg , 1. Lfg.) Leipzig 1913, Teubner. Jt 3.-. 

Mechnnik. 

34. BUDAU, ARTH., KurzgefaBtes Lehrbuch der Hydraulik, Hydrostatik, Hydrodgna- 
mik, Hydrometrie, f. ingenieure, Studierende hoherer techn. Lehranstalten u.  
mm Selbstunterricht. Wien 1913, Fromme. X 11.60. 

25. HENEEL, OTTO, Graphische Statik, mit besoud. Berücksichtiguug der EinfluB- 
linien. (Sammlung Goschen Nr. 603.) 1. Teil. Zusarnmenaetzung u. Zerlegung 
der Krafte in der Ebene. Schwerpunkte. Trigheitsmomente, Spttnnungen in 
geraden Stiiben. Der einfache Collwand- und Fachwerktrager. Der Drei- 
gelenkbogen. Gewolbe. Berlin u. Leipzig 1912, Goschen. Geb. in Leinw. X -.80. 

26. HOFXAXX, A.,  Stau bei FluBbrücken. Begründung einer neuen Stauformel. 
Stuttgart 1913, Wittwer. X 2.- 

27. -- Das gelenklose Tonncngewolbe. Rechniings- und Zeichnungsverfahren. 
Zum Gebrauche entwickelt. Stuttgart 1913, Wittwer. X 1.80. 

25. MEHRTENS, GEO. C,HISTOPH, Vorlesungen iib. Ingenieiir-Wissenschaften. 1. Tl. 
Statik u.  Festigkeitslehre. (In 3 Bdn.) III. Rd. 2. Halfte. Statisch unbestimmte 
Tragwerke. 2. unigearb. und stark verm. Aufl. Leipzig 1912, Engelmann. 

X 17.-; geh. in Leinw. A 18.60. 
29. NEUMANX, ERNST RICHARD, Deitrage au einzelnen Fragen der hohereu Potential- 

tlieorie. (l'reisschriften, gckront und hrag. v .  der E'ürstlich Jablonomkischen 
Gesellschaft zu Leipzig, XLI.) Leipzig 1912. 'i'eubner. 1 Il.-. 

30. Poscn~ ,  TUDE., U. TEHZIGHI, KAEL v., Berechnung v. Behaltern nach neueren analy- 
tischen u.  graphischen Methoden. Für Studierende u. Ingenieure. Berlin 1913, 
Springer. X 3.-. 

31. P I L G R I ~ ,  HEINE., Berechnung von Rahmenkonstruktionen m. mehreren Mittel- 
stücken sowie rollstiindige Durchfühmng der Berechnung e. Rahmens m. Eisen- 
einlagen u.  e. quadratischen Platte m. Wasserbehalter au0 Eisenbeton. Wies- 
baden 1912, Kreidel. in Mappe 1 2.70. 

39. A ~ m r ,  FUNZ, Die Elektrizitat. 1. Teil, 2. Aufl. (Bücher der Naturwissensch. 
9. Bd.) II. Teil (Bücher der Naturffissensch. 14. Bd.) Leipzig(l912), Reçlam jun. 

Beide Teile zusammen geb. in Leinw. yll 1.50. 
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33. BJERKNXS, V., Dpamische  Meteorologie u. I l y d r ~ g r a ~ l i i e ,  v. D. n. verschie- 
denen Mitarbeitern. Deutsçhe Ausg. der v. der Carnegie Institution of Wa- 
shington hrsg. Dynamic meteorology and hydrography. 1. Tl. Statik der Atmo- 
sphare u. der IIgdrosphare. Ton V. Bjerknes u.  J. W. Sandst,rom. Ueutsche 
cbersetaung Y. 6. Kirchner. Mit e. Anh., enth. meteorolog. u. hydrograph. 
'I'ab. u. e. Atlas v. GO Taf. Braunschweig 1912, Vieweg&Sohn. 

Geh. u. in Halbleiuw. Mappe 36.-. 

34. BOLTZMANN, L u ~ w . ,  Vorlesungen über Gastheorie. 2. Tl. Theorie van der Waals'; 
Gase m. zusamrnengesctzten Molekülen; Gasdissociation; SchluUbemerkungen. 
2., unverand. Abdr. Leipzig 1912, Barth. A 7. - ;  geb. ,A S.-- 

35. UIJÜHWALD, EU~RHAKD,  Eiuführung in die Kristalloptik. (Sarnmluug üoschen. 
NI. 619.) Berlin u. Leipzig 1912, Goschen. Geb. in Leiuw. .ll -.BO. 

36. B u r e  a u  d e s  L o n g i t u d e s ,  Rkcpption des signaux radiotélégraphiques trans- 
mis pas la tour Eiffel, ln pour donnerl'heure (T. hl. G.) (signaux hoirtires,) ZOpour 
permettre d e  comparer avec une grande précision les pendules astronomiques 
ou les chronomètres placés en des points compris dans la zone d'action de la 
station radiotélégmpbique de  la tour Eiffel. Paris 1912, Gauthier-Villars. 

37. DRUDE, PAUL, Lehrbuch der Optik. 3. ,  erw. Aufl., hrsg. r.  C. Gehrcke. Leipzig 
1912, IIirzel. ,il 12.-; geb. A. 13. 

YS. Kanseiz, H., Handbuch der Spektro~kopie.  6. Bd. Leipzig 1912, Hirzcl. 
A 60.- ;  geb. Gr.-. 

39. KLEIBER, JOHAXX, u. SCIIINNEBL, XAHTIN, Physik f. hijhere Madchenschiilen. AUE-  
galle A f. R.ealschul~n, Gymnasien u. ILealgj-rnnasien. Unter besonderer Bei-iick- 
sichtigiing der Kgl. Payer. 12ehrpl%ne .rom 8. April 1911. München 1912, 
Oldenbourg. 

40. LAXG, ROBEKT, Experimentalphgsik. 1. Mechanik der festen, flüssigen u. gasigen 
Korper. (Sammlung Guschen Nr. 611.) Berlin u. Leipzig 1912, Goschen. 

Geb. i n  Leinw. .Al - .80. 
41. Man~tia,  G., Phg-aikalische Forinelsammlurig. (Sammluog üoochen NI. 136.) 

4 ,  verb. Aufl. Berlin u. Leipzig 1912, Gikchen. Geb. in Leinw. Y -.80. 
42. PLARK, MAX, C l ~ e r  neuere thermodynamische Theorien (Xeriistuches Warme- 

theorem u. Quantenhypothese;. Vortrag, gehalten am 16. Uezember 1911 in 
der Deutschen chemiçchen Gewllxhaf t  in Berlin. Leipzig 1912, Akadem. Ver- 
Iagsgesellschaft. 

43. POHL, Ro~~i inr ,  Die P h y ~ i k  der Rontgenstrahlen. (,,Die WisseuachaW, Heft 35.) 
Braunschweig 1913, Vieweg & Sohn. Y 6 . - - ;  geb. in Leinw. X 6.SO. 

44. Rom,  M., VON, Das Auge u. die Brille. (Aus Natur u. Geisteswelt Nr. 372.) 
Leipzig 10 12, Seubncr. X 1 .- ; geb. in Lciriw. .C 1.26. 

45. I l o ~ r i i ,  A., Grundlagen der Elektrotochnik. (Aus Natur u. Geisteswe;t, 301. Band- 
clien.) Leipzig 1912, Teubner. JE 1.-; geb. in Leinw. X 1.25. 

46. Scrirrr.zr:, PAI:~., Lehrbuch der  Physik f. hohere Lehransialten II. Teil. Ober- 
stufe. llielefeld u .  Leipzig 1918, Velhagen & Klasing. Geb. X 2.40. 

47. SCIIWGYDAP, WILHELY, [Intersuchungen über die Gezeiten der festen Erde und 
die bypothetische Blagmaschicht. (Veroffentlichg. des Kgl. preuB. geodat. In- 
stituts, neue Folge Nr. 54.) Leipzig 1912, 'i'eubuer. 1 3.50. 

48. WAALS, J. D. vaa DEH, Lehrbuch der The rmodpamik  in ihrer Anwendung auf 
das Gleichgewicht v. Systernen in gasformig-flüssigen Pbasen. Nach Vorleaungen 
bearb. v. Ph .  Kohnstamm. 2. (SchluU-) Tl. Leipzig 1912, Barth. 

Geb. in Leiuw. A 24 .-. 
49. W A L T ~ ,  EXIL, Wechselstroru-Srbeitsdiagram~~le. Da8 Rechnen ni. urulauf. 

Vektoren nach der symbol. l iethode u. die Gmndzüge der analyt. u. greph. 
Hehandlung techn. Wechselstromkreise einschlieBlich der Diagramme f. Tram- 
formatoren u.  Asynchroumotoren. Berlin 1912, Meusser. 

,,K 22 50; gcb. A ?4.-. 
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WIEKEB, OTTO, Die Theorie des Mischkorpers für das Feld der stationZren 
Stromung. 1. Abhandlung. Die Ivlittelwert,s&tze für Kraft, Polarisation und 
Energie. (Abhandlungen der Kgl. sachsiacben Gesellschaft der Wiss. Bd. XXXII 
Nr. VI.) X 4 . - .  

Tafeln, mnthernatische Ins t rumente .  

GALLE, A., Mathernatische Instrumente. (3Iathematische-phyaikal. Schriften f. 
Ingenieure u. Studierende, 15.) Leipzig u. Herlin 1912, Seubner. 

X 4 . 4 0 ;  geb. .# 4 . 8 0 .  
GUILT,EMIN, AUGUSTE, Tables de logarithmes à 3 quatrades et  nombres corre- 
spondants avec 12-13 chiffres. Systbmc normal. Ouvrage honoré d 'une sub- 
vention de  l'Associ%tion française pour l'avancement des sciences, précédE d'uno 
introduction donnant l a  construction et  l'usage des tables, suivi d'iine note 
complomentaire montrant leur utilité éventuelle. Paris 1912, Gauthier-Villars. 

Fr .  6.-. 
PUTERS, J., Fiinfstellige Logarithmentafel der trigonometrischen Funktionen f. 
jede Xeitkunde des Quadranten. Rorlin 1912, R.eimer. 

Gcb. in Hallileinw. Al 'i 
RIEFLER: S., TabelIen der Luftgewichte der D r ~ c k a ~ u i v a l e n t e  &J und de1 
Gravitation g.  Tables des poids de l'air des équivalents barométriques 84 
e t  de l a  gravité g. Sables of the Weight of Air y?, of the Au-Pressure Equi- 
valents 8: and of the  Gravity y. Berlin 1912, Spriuger. Geb. .A 6.-. 
STAXPBXR, S., Sechsatellige logarithmiscli-trigonornetrische Tafeln riebst Hilfs- 
tafeln, e. Anh. u. e. Anweisung zum Gebrauche der Tafeln. Neu bearb. v. 
Eduard DoleZal. 21. Aufl. Ausg. f. Praktiker. Wien 1912,  Gerolds Sobn. 

Geb. i n  Leinw. X 8.-. 
Scn~wroa, GEO., Graphische Tafel f. Drainrohrweiten. Leipzig 1912, Voigt. 

X - .76. 
Verschiedenes. 

ANXCAIRE pour l 'an 1913, publié par le Bureau des Longitudes. Avec de8 
notices scientifiques. Paris 19 14,  G authier-Villars. Fr. 1 . 6 0 .  
BENDEMANN, F., Luftschrauben-Untersuchungen. Bcrichte der Geschaftsstelle f. 
Flugtechnik des Sonderausschusses der Jubiliumsstiftg. der deutschen Industrie 
f. 1911-1912. München 1912, Oldenbourg. J I  2 . 6 0 .  
BLOCK, WALTER, MaBe utid Messen. (Ails Natur u. Geisteswelt, 385. Uandchen,) 
Leipzig 1913, Teubner. X 1 .  -, geb. in Leinw. Ji 1 . 2 6 ,  
DOHNIER, CLAUDE, Beitrag zur Berechnung der Luftschraubeu unter Zugrunde- 
legung der Rateanschen Theorie. Berlin 1912, Springer. X 6.- .  

61. ~ ~ z - y k l o p a d i e  der mathem. Wissenuchaften m. ~ f n s c o u ~  ihrer Anwendungen. 
Bd. VI, 1 B. Geodasie u. Geophyaik. 3. Heft. Leipzig 1912, Tenbner. A 1 . 6 0 .  

69. Gnsitsr, J., Matematica dilettevole e curiosa. (Manuali IIoepli.) Milano 1913. 
Hoepli. L. 9 . 6 0 .  

63. MANNES, Hsnx., Die Berechnung v. Rohrnetzen stadtischer Wasserleitungen. 
2. Aufi. Miinchen 1912, Oldenbourg. X l .fiO. 

6.1. MICEDLIS, LEONOR, Einführnng in die Mathematik f. Biologen u. Chemiker. 
Berlin 1912, Springer. X 7.-;  geb. A 7 . 8 0 .  

66. T I M E K D ~ N ~ ~ ,  H. E., Die Fallgesetze, ihre Geschichte 11. ihre Bedeutung. (Mathem. 
Bibl. Nr. 6.) Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. X - . 8 0 .  
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Eine genaue Theorie der Reibung wird allen Gebieten der Physik 
angehoren müssen, jede Beschrankung auf engeren Rahmen bedeutet 
eine Einengung der Gültigkeit der Theorie. Man darf somit von einer 
stereodynamischelz Theorie der Reibung keine allzuweite Anwendbarkeit 
verlnngen, und es stellt sich von sclbst die Aufgabe ein, bei jedem, doch 
nur in speziellen Versuchsanordnungen ermittelbaren Reibungsgesetz zu 
prüfen, inwieweit es sich theoretisch und praktisch allgerneiner ver- 
wenden liiBt. 

Die erste theoretische Untersuchung in diesem Sinne hat P a i n l e v é  
beirn Co u lo  III b schen Reibungsgesetze angestellt und gezeigt, daB dieses 
Gesetz schon in verh%ltnismaBig einfachen Fallen prin+ieil versagt; er 
hat d a m  eine neue Theorie aufgestellt, die diesen Mange1 nicht zeigt. 
An diese Mitteilung knüpfeu eine Reihe von Ab~nderungsvorschlagen 
anderer Butoren an, die zwar in einzelnen Beispielen zum Ziele führen, 
aber zum Teil eben nur auf spezielle Palle zugeschnitten sind, teils auch 
der experimentellen Bestntigung bedürfen; daB die Elastizitatsthcorie die 
Schwierigkeiten bei diesen Problemen in weiterem Umfange beseitigt, 
k t  von vornherein zu erwarten. Man wird jedoch zunkhst versuchen 
müssen, im  Rahmen dm Stmeodynamik die Bedingungen aufzusuchen, 

Zoitschrift f. Mathematik n. Physik. 61. Band 1918. Heft 4. 22 
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unter dcnen ein Reibungsgesetz wenigstens in bestitnmten Gruppen von 
Problemen stets anwendbar bleibt, und wird nach Moglichkeit die Be- 

dingungen so formulieren, dai3 sie der evperirnentell zu ermittelnden 
Form des Reib~ngs~esetzes  nur geringe Einschriinkungen auferlegen. 

Einen Vorschlag zu einem solchen Gesetze hat unlangst v. Mises 
gegeben, und die vorliegendc Arbeit will diesen Ansatz auf seine theore- 
tische Durchführbarkeit ontersuchen, zugleich aber an einem Beispiel 
zeigen, daB er mit experimentellen Beobachtungen übereinstimmt und 
durcli sie bestàtigt wird. 

8 1. P r o b l e m s t e l l u n g .  

1. Wird ein System von n starren Korpern an Redingiingen gebun- 
den, die die Zahl seiner Freiheitsgrade von 6 n  auf k vermindern mogen, 
so verwirklicht man bekanntlich die Bediiigungen durch sogeriannte 
Reaktionskrafte, die als Unbekannte in das Problem eingehen. Das 
System heiBt voilkommenl), wenn bei allen virtuellen Verschiebungen 
die Reaktionen" keine Arbeit leisten. In  diesem Falle kann man den 
Bewegungsverlauf ohne Kenntnis der unbekannten Krafte darstellen, 
wenn man sich der sogenannten , ,Lagrangeschen Gleichungen zweiter 
Art" bedient; ihre Zahl is t  k, und die ,,generalisierten Kraftdl enthalten 
die Reaktionen nicht. 

Bei Systemen mit Reibung dagegen, wo also die virtuelle Arbeit 
der Reaktionskrafte nicht verschwindet, lassen sich die Reaktionen nicht 
eliminieren, irn Gegenteile wird ihre Bestimmung sur Hauptnufgabe. Zu 
deren Losung kann man etwa folgenden Weg einschlagen: 

Von den 612 Koordinaten q, (i = 1, 2, . . ., 6%) der n starren Korper 
sind nur k von einander unabhangig, die übrigeri lassen sich durch diese 
ausdrücken in der Form: 

qv = Qv(qi19nl 193 ~ = k + i , k + e  ,..., 6.. 

Durch zweimalige Differentiation nach der Zeit erhalt man hieraus 
6 n  - k Gleichungen, die in den yi linear, in den p, quadratisch sind. 
Nun führe man die Reaktionen ein und setze als Differentialgleichungen 

1) Diesor Ausdruck stammt von C. N e u m a n n  (Leipz. Ber. 1887, S. 184); 
reibungsfra' heiBt dan System, wenn man noch die Haftreibung ausschliei3t. Vgl. 
Enz. d. math. Wiss. IV 10 (R. Y. M i s e  a) Anm. 34. 

2) Diese von P a i n l e v é  in den ,,Leçons sur le frottement" S. 2 gepebene 
Definition fa6t den Begriff der Reaktionskraft andcrs als sonst in der System- 
mechanik üblich (vgl. G. I Iamel ,  Math. Annalen 66 S. 380); unter Reaktion ist bei 
P a i n l e v é  die Resultante aus Normaldmck und Reibung zu verstchen. 
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der Bewegilrig die Schwerpunkts- und Fl&chcngleichung fiir jeden der 
n Korper an. Dies sind, skalar gezahlt, je 6 Gleichungen, und man hat in 
ihnen die qi linear ausgedrüükt durch die Kriifte; diese Werte setze man 
in die eben gefundenen 6 n  - k Gleichungen ein, wodurch man zur Be- 
stimniung der Reaktionen 6 n  - k linenre Gleichungen erhalt. Die Zahl 
der Unbekannten steht noch nicht fest, man wird aber ~er langen  dürfeii, 
daB es gerade 6 %  - 7c seien, damit sie sich aus den Gleichungen be- 
rechnen lassen.') Uni an bestimmte Vorstellungen anzuknüpfen, nehmen 
wir nunmehr an: Die Bedingungen, denen das System unterworfen ist, 
sollen aussclilie0lich dariri bestehen, da0 Korper des Systenis andere 
K6rper des Systems oder im Raum feste oder nach gegebenen Gesctzen 
bewegte Korper berühren, und an den Berührungsstellen sei die relative 
Gleitgeschwindigkeit v der berührenden Korper stets von Xull verschieden; 
wir wollen uns im folgenden stets mit der GIeitreitung beschaftigen. 
81s Reaktionskrall hat man dann den Xormaldruck N in Richtung der 
Rerührungsnormalen 92, und je nachdem n nach dern betrachteten Korper 
hinzeigt oder nicht, ist N positiv oder negativ zu nehmen; zur Richtung 
von v entgegengesetzt ist die Reibungskruft R, also stets positiv zu 
zahlen. Zwischen R und Nbesteht eine gegebene Beziehung, das Reibungs- 
gesctz R = R (N). 

2. Nunmehr 1ZBt sich die Hauptaufgabe scharfer so aussprechen: 
Wir haben 6n - k Berührungsbedingungen, also ihnen entsprechend 
2 .  (6n - k) Unbekamte 3: und Ri, die an gegeberie Ungleichungen 
N ?  O, R > O geknüpft sind. Zu ihrer Bestimmiing stehen zur Ver- 
fugung 6n  - k lineare Gleichungen zwischen den Ni und Ri, sowie 
6 n  - k Glcichungen der Form Ha = Bi(Ni).  Das Problem lautet: 

HaEen diese Gleichungen stcts enddiche, d4n Ongleichungen gcnügende 
Losungen, oder auch, welche Bedingungew müssen die Funktionen Ri(&) 
erfülle,z, damit stcts zu~lassige Losungen erha7Bn w e r d d  

Wir beschranken uns weiterhin au€ den Fail n = 1, k = 5, 6 n - k = 1, 
betrachten also den einzelnen stnrren Eb'rper R, der einer einzigm Be- 
riihrungsbedi~zgung unterworfen ist- E s  bedeutet keine aiizugroBe Eih- 
schrankung, wenn wir den von ,%? dauernd berührten Korper als eine 
irn Raum feste Unterlage 3' voraussetzen. E s  wird sich zeigen, daB 
schon in diesem FaUe die Bunktion R ( N )  weitgehenden Forderungen 
genügen muB, die z. B. beim Coulombschen Gesetze nicht erfüiit sind; 
ob sich aus unseren weiteren Überlepngen Schlüsse auf den allgemeinen 
Fa11 von n starren Korpern ziehen lassen, bleibe dahingestellt. U-nsere Auf- 
gabe hat  nunmehr, wenn wir w, auf R hinzeigen lassen, folgende Porm: 

1) Andemfalls liegt ein ,,stereokinet,isch unbestimmte~" Problem vor, daa sich 
mit den Mitteln der Mechanik starrer Korper überhaupt nicht losen lSi3t. 

22 * 
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Man soli untersuclm, für welche Reibungsgesetze R(N) es eine endliche 
LGsun,g des Gleichungssysterns 

B - N - G - B = A ;  R = R ( A T ) ;  N 2 0 ,  R l O  

gibt, wo A, B, C drei von N und R unabhangige, aus den mechanischen 
Gleichungen zu bestimmende Gr6Bcn sirid, die nur  ron  der Lage und 
Gestalt der berührenden Flachen, sowie der Verteilung der Massen und 
eingepriigten Krsfte abhüngen. 

An diese Frage knüpft die Pa in levésche  Kritik an: sie zeigt, daB 
das C o u l o m  bsche Gesetz II = const . 1\.' unter Umstiinden zu keiner 
L6sung führt (vgl. 5 6). Wie v. M i s e s  angibt, ist die Forderung, für 

lim ,u = 0, 
N = m  

stets hinreichend, eine LGsung zu sichern; es soil also der Reiburigs- 
koeffizient p für hirireichend groBe Werte  von AT beliebig klein werderi, 
ohne Rücksicht auf die andern GroBen, von denen p abhangen kann, 
z. B. die Gleitgeschwindiglreit V .  

3. Da man stets nur  endliche (nicht zu groBe) Drucke verwirklichen 
kann, so liegt die v. M i s e s  sche Anriahme a d e r h a l b  der unmiltelbaren 
Erfahrung, man kann nur indirekt prüfen, ob sie zu solchen Resnltaten 
führt, die mit  der Beobachtung übereinstimmen. Nun hat  die Unter- 
suchung eines einfachen Problemsl), bei dein das C o u l o m b  sühe Gesetz 
versagt, auf eine Erscheinung aufmerksam gemacht, die nian als Selbst- 
sperrung bezeichnet: die vorhandene Relativgeschwindigkeit an der De- 
rührnngsstelle geht unter kritischen Umstiinden schr rasch in den Wert 
Nul1 über. Hiervon müBte das neue Reibungsgesetz, auf diese Aufgabe 
angewandt, Rechenschaft geben, und das ist  auch tatsachlich der Fall. 
W i r  wollen daher nachweisen, daB inittels iinseres Ansatzes 

die i n  2. formulierte lZauptaufgabe stets losbar ist (Teil 1) 
und 

hei eine~n durchgeführten Beispiei die Theorie auf die Selbstspcrrung 
fülwt (Teil I I ) .  

5 2. Literatur.  

1. Die mathematische Durchführung von Problemen der Mechanik 
mit Berücksichtigung der Reiburig stGi3t auf betrüchtliclie Schwierig- 
keiten. Die alteren Aiitoren haben sich daher in dem Bestreben, die 
auftretenden Differentialgleichungen in geschlossener Form zu integrieren, 
auf oinfachc Beispiele hcschriinkt. Insbesondere ist von unscrem Problern, 
- - -  

1) H. Chaumat  [vgl. § 21. 
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der Bewegung eines starren Korpers auf fester Unterlage, der allgemeine 
Ansatz nur bis zu der Erkenntnis durchgeführt, daB zur Bestimmung 
der sechs unbekannten Koordinaten und der beiden Reaktionen AT und 
B ausreichend viele Gleichungen vorhanden sind. Soweit gelangen etwa, 
um nur die bedeutendsten Xamen zu nennen, D. P o i s s o n ,  T r a i t é  de 
mécanique, chap. III; Deutsche Ausgabe Berlin 1836,4. Buch; C o u r n o t ,  
Journalf. r. u. a. Math. 5 S. 1113, 223; 8 S. l; .C. N e u m a n n ,  Math. Annalen 
27 S. 478 = Leipz. Ber. 1885, doch beschaftigt sich diese Arbeit mehr 
mit der Wahl passender Parameter, der Umformung der L a g r a n g e -  
schen Gleichungen usw., kommt somit für unsere Absicht nicht in Be- 
tracht. (Vgl. auch Vierka i l  d t ,  Monatsh. f. Math. u. Phys. 3 S. 31.) 

Eine scharfe ïiennzcny der beiden Aufgaben: Besti9nmung der Reoli- 
tionen aus den gegebenen Anfangsbedingungen, sowie Integrution der 
Differentinlgleichungen, ist erst durch die Arbeit von P. P a i n l e v é  er- 
moglicht (Comptes rendus, Paris 121  (180,5) S. 112), mn die in s 1 
unserer Arbeit schon erwahnte lineare Gleichung zwischen N und R 
nachgewiesen wird. Mittele dieser Gleichung 1aEt sich nun jedes Reibungs- 
gesetz auf seine theoretische Brauchbarkeit hin untersuchen, und da 
hat P a i n l e v é  gezeigt, daB in gewissen, gut ausführbaren Fallen das 
C ou10 m b  ache Gesetz keine Bestimmung der Reaktionen gestattet oder 
sogar auf Zweideutigkeiten führt. (Wir werden diesen Nachweis in 5 6 
erbringen.) Damit entsteht naturgemaB die Aufgabe, diese Schwierig- 
keiten durch geeignete Abanderungen der Reibungstheorie zu beheben. 

2. Am aeitesten geht hierin die von P a i n l e v é  selbst aufgestellte 
neue Theorie der Reibung, die in seinen Lepns sur Z'inl6Ïpution des 
équations diffh-entielles de la mécanique, Paris 1895 aufgebaut und in 
den Leçons sur le frottement, Paris 1893 a d  die einzelnen Gruppen von 
gebundenen Bewegungen angewandt wird. Eine kurze Zusammenstellung 
der wesentlichen Eigenschaften seiner ,,Reibungskr%ftei' gibt P a i n l e v é  
in der Note C. R. 120 1895, S. 596; eine eingehende, bequem lesbare 
DarstcUung der ganzen Theoric mit Erweiterungen auf beliebige Systeme 
findet man bei E. D a n i e l e ,  Il nuovo cimento (5) 7 (1904) S. 109; (5) 
9 (1903) S. 174, 266, 289; eine Prüfung der Theorie auf ihre Voraus- 
setzungen und Folgen gibt G. Maggi ,  Il nuovo cimento (5) 10 (1905) 
S. 240; (5) 14 (1907) S. 338. Diesen Arbeiten entspricht die k u n e  
Wiedergabe von P a i n l e v é s  Theorie in der Enzyklop. d. math. Wiss. IV  1 0  
(R. v. Mises) Nr. 6b. Nach P a i n l e v é  (vgl. auch C. R. 140 S. 702) 
han@ die Reibung wesentlich von der Verteilung der Drucke in  der 
Umgebung der Berührungsstello ab, oder in anderer Formulierung: seino 
,,Reibungskrafti' ist eine empirisch zu ermittelnde Funktion des Normal- 
druckes No (der bei vollkomruen glatter Flache gelten würde), sowie 
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aller Systeniparameter, der Massenverteilung usw. Diese Annahmen sind 
zwar frei von den Widersprüchen des C on1 ombschen Gesetzes, be- 
dürfen aber noch der experimentellen Untersuchung und entfernen sich 
weit von den in der Stereodynamik üblichen Arischauungen über die 
Reaktionskrifte. 

3. G&t man den Begriff des s tarrm Korpers preis, so bietet die 
Elastizitatsthcoric natürlich eine weitgehende Moglichkeit zur Auf- 
hebung aller Schwierigkeiten. Diesen Weg hat schon L e c o r n u  ein- 
geschlagen, C. R. 140 (1905) S. 635, um bei dem von C ht tumat ,  C. 
R. 136 (1903) S. 1634, angegebenen und experimenteli untersuchten 
Beispiel der exzentrischen Kreisscheibe auf  ebener Unterlage die Theorie 
den Beobachtungen anzupassen. E r  betrachtet die Unterlago als elastisch 
und erkliirt unter dieser Voraussetzung auch die Selbstsperrung. Mau 
mu0 aber wohl hier der Kritik P a i n l e  v 6 s beipflichteri, C. B. 140 S. 702, 
der die Annahmen als wilikürlich, mit Rücksicht auf das gewünschte 
Resultat gemacht, bezeichnet. Dagegen fallen die von P a i n l e v é  an 
derselben Stelle, fcrner C. R. 141 S; 401, sowie L e c o r n u ,  C. R. 140 
S. 847, de  S p a r r e ,  C. K. 141 S. 310 an anderen Beispielen nach- 
gewiesenen Widersprüche nicht der stereodynaniischen Theorie der Ilei- 
bung zur Last; es handelt sich dabei um Abstraktioncn wic: materieller 
Punkt, gewichtslose Stange, zweiseitige Führung eines Punktes u. a., 
deren Zulassigkeit bei Reibungsproblemen doch zuniichst nacligewiesen 
werden müBte. Eines der von P a i n l e v é  mitgeteilten Beispiele hat 
d a m  F. P f e i f f e r ,  diese Zs. f. Math. u. Phys. 55 (1910) S. 2i3ff. mit den 
Hilfsmitteln der Elastizitatstheorie behandelt, und er findet eine be- 
friedigende Cbere in~t i rnmun~ mit seinen Beobachtungen; durch Grenz- 
übergang zu unendlich groi3em Elastizitiitskoeffizienten erhalt er dann 
f ü r  den ,,starrent' Korper auch in den kr ihchen  Fa1lt.n des Coulomb- 
schen Gesetzes eine eindeutige Entscheidung über die eintretende Be- 
wegung, entsprechend dem Standpunkte von P r a n d t l ,  Zs. f. Math. u. 
Phys. 58, S. 196, der alle Bewegungsprobleme cles starren Korpers aus 
denen des elastischen durch einen Grenzübergang ableiten will, den man 
i. a. schon an den I)ifferentialgleichungen des Problems, in einzelnen 
Ballen, mie dem von P f e i f f e r  behandelten, aber erst an ihren Losungen 
vornehmen darf. Einen Lhnlichen Gedankengang verfolgt auch de S p  a r r e  
in seiner Abhandlang: Bull. de la soc. math. de France 34 (1903), in der 
er  zwei Aufgaben mit Hilfe der Elastizitatstheorie l6st und d a m  zeigt, 
wie das C o  ulo m b sche Gesetz, wenigstens angeniihert, den Bewegungs- 
verlauf wiedergibt. Die von K l e i n ,  Zs. f. Math. u. Phys. 58 S. 186 
gegebene Erklarung der Widersprüçhe des genannten Gesetzes stellt 
nach den Ausführungen von P. Mises  (an derselben Stelle) eine neue 
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Arbeitshypothese dar, die indessen aus der Theorie sich nicht ableiten 
1'aBt. Ganz auf dem Boden der Stereodynamik dagegen steht die An- 
nahme Ton L e c o r n u :  C. R. 140,  S. 635, der Reibungskoeffizient wachse 
vom Augenblick der Berührung an von h'ull ausgehend zu einem End- 
werte. Dieser Vorschlag (von de  S p a r r e ,  C. R. 141, S. 310 aufgenomnen 
und auf einige Beispiele angewandt) hilft zwar über die Schwierigkeiten 
des Coulombschen Gesetzes hinweg, unterliegt aber schwerwiegenden 
Bedenken, die seine experimentclle Bestatigung in E'rage steiien; Ein- 
wande haben zuerst schon P a i n l e v é ,  C. EL. 141, S. 401, dann v. Mises ,  
Zs. f. Kath. u. Phys. 58, S. 193 erhoben. Mit der geringsten Zahl neuer 
Voraussetzungen und in  engem AnschluB an die'alte Theorie kommt 
der v. Misessche Ansatz am, a. a. O. S. 19-1, der in vorliegender Arbeit 
niiher untersucht wird. 

Pür weitere Literaturangaben sei auf die Eneyklop~dieartikel von 
P. S t a c k e l  IV 6 Nr. 6, 31, 38 und 1%. v. Mises  IV 10 Nr. 6 verwiesen. 

5 3. Aufstellung der linearen Gleichung. 

Die in 5 1, 1 für den allgemeinen Fail angedeutete Herleitung der 
linearen Gleichung zwischen den Reaktionen vereinfacht sich in unserem 
Faile (n = 1, k - 5) zwar wesentlich, führt aber nicht ohne weiteres 
zur expliziten D a r s t e h n g  der Koeffizienten. Wir  wollen vielmehr ein 
Verfahren anwenden, das uns in zwei Schritten zum Ziele führt: Die 
Komponente der Beschleunigung des eben berührenden Punktes nach 
der Fliichennormalen 1aBt sich leicht linear durch die Krafte, also auch 
die Reaktionen N und R ausdrücken, gleichzeitig aber liefert eine 
kinematische Untersuchung einen andern Ausdruck für diese GroBe (5  Fi), 
womit dann ohne weiteres die gewünschte Beziehung hergestellt ist. 

1. Wir führen ein: Das im Raum feste Koordinatensystem O (1, 
2, 3j urid das mit dem Korper ,$? bewegte System G(1, II, III), dessen 
Achsen Haupttragheitsachsen des Korpers für den Schwerpunkt G sein 
sollen. Der Ortsvektor von O nach G sei mit g* bezeichnet, und es 
bedeute g  den Ortsvektor von O nach einem beliebigen Punkte des 
starren Korpers, X seine Geschwindigkeit. Kach einem bekannten Satze 
liBt sich $ ausdrücken durch die Geschwindigkeit i* des Punktes G 
und die instantane Drehgeschwindigkeit w um diesen Punkt: 

(1) F = a'+ o A ( g  - a*). 
Dabei soll aAb das vektorieile, a 1 b das skalare Produkt zweier Vek- 
toren a und b bedeuten. 
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Durch Differentiation nach der Zeit folgt: 

(2) = b*+ WA(g-g*) + wA[wA([ - g*)]. 

Unter g soll jetzt spezieil der Ortsvektor nach dem Punkte von 
,Q   ers tan de ri werden, der augenblicklich die Fliche F berührt; ist n 
der Einheitsvektor in Richtung der Flachennormalei, so erhilt man aus (2): 

Ë,= Ë*, + nl WA(g - g*) + rzlwA[wA(g - g*)] 
(3) 

= jCtn + & 1 (g - g*)"n + n 1 wA[wA(g - g*)]. 

Hier seien noch zwei spiiter gebrauchte Abkiirzungen eingeführt: 
es bedeute t den Einheitsvektor in Richtung von F, und es werde: 

gesetzt. Dann hat man: 

(37 %,= jC*,,+ &ln + n l w A [ o A ( r  - a?]. 

2. E s  sei 3° die Summe der eingepragten Krafte, AO ihr Moment 
in G;  fügt man die Iteaktionskrafte hinzu, 80 kommt als 

Summe aller aufieren Krkfte: 

(5) G = s O + N - r ~ - R . e  [ N > O , R > O ) .  

Moment aller au/3eren Erafte in G: 

A = mO+ N .  (g - g*)^n - R(g - f)^e 
(6) = ! D O + N m a - 3 . 6 .  

Sind Tl, TT',,, Y,, die Haupttriigheitsmomcnte des Korpers, JI seine 
Masse, so drücken sich die Vektoren i* und W mittels Schwerpunkts- 
und Flachengleichung (diese in E'orm der sog. , ,Euler schen Gleichiingen") 
folgendermaBen durch die Krafte aue: 

( 7 )  Mb'= 3. 
TI 4 + (TII - TIJ% m m  = % 9  

(8) TI1 Wn + (TI11 - TJ W ~ I W I  = mII, 

TIII4II + (TI - Ta) a1 m11 = %II. 

Hieraus folgt: 

(9) 
Wla-bIaI + &aIr + "naIII 

- 0n1 
- TI " ' ~ I - ( ~ I I - T , I ) ~ I I ~ , I +  -+  r,,,{~In-(TI-T,)~I~I,l. 

3. Nunmehr geht G1. (37, falls man für 8 und die Ausdrücke 
aus (5) und (6) einsetzt, nach N und R ordnet und das von N und 
R freie Glied mit i: bezeichnet, in  folgcnde Form über: 

(l0) Ë,=Ë",-t-B- R.C, 
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Wir  werden i n  9 5 zeigen, daB wegen der Bedingung der Berührung 
€,, ausschlieBlich von den Geschwindigkeitsparametern und w, sowie 
Krümmung und Lage der berührenden Flachen abhiingt: 

(1 3) 8 ,  = Q y $ l  a), 
fails (j(e) eine homogene quadratisühe Punktion der Komponenten \,on 
a und w bedeutet. Damit fol@ aus (IO), den Nachmeis von (13) vor- 
behalten, die angekündigte lineare Gleichung: 

(14) N . ~ - ~ . c = & ~ - , ~ ~ A ,  
die uns spiiter noch beschiiftigen wird. 

§ 4. Hilfsformeln aus  der Differentialgeometrie. 

1. Die feste Fliche Fdenken  wir uns in Parameterdarstellung gegeben: 

(1) X, = X, ( u '  v) (i = 1, 2, 3) oder kürzer r: = ~ ( u  1 v). 

so sei der Einheitsvektor vz in Richtung der Normalen in der bekannten 
Weise definiert: 

Wir errichten in  zwei benachbarten Punktsn (u, v) und (u + du, 
v f du), die also auf der Richtung dx = x,du + x,dv liegen, die 
Normalen n und n', bilden die Differenz: 

d'ta = n'- n 

n i d  wollen nun untersuchen, wic dicser Vektor d n  von dem Vektor 
dx abhiingt. Offenbar kommt es für diesen rein geometrischen Zu- 
sammenhang nicht auf die Wahl der Parameter an, und um nicht zu 
vie1 Formeln dcr Fliichentheorie heranziehen zu müssen, nehmen wir 
an, die Linien u = const. und v = const. seien die Krümmungslinien der 
Fliche. Allgemein ist 

(4') 
an a 98 dn = du + ,; du, au 
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aber mit unserer Annahme lassen sich jetzt die Vektoren * und * a u  av 
leicht denten. Es  seien e, und e, die Einheitsvektoren in den Haupt- 
krümmur~gsrichtungen (e, steht auf e, senkrecht); errichtet man d a m  
in zwei konsekutiven Punkten von el mit dem gegenseitigen Abstand 
dxci) die Normalen n und n', so schneiden sie sich, und zwar in dem 
zu el gehorigen Krümmungsmittelpunkt (Badius r,), gcm%B der Defi- 

an nition der Hauptkrümmungsrichtungen; daher liegt der Vektor du a 
in der Richtung f e,, und da an der Winkel zwischen den Normalen 
kt, so hat man ri Gn - dx('). Nimmt man den Krümmungsradius 
positiv oder negativ, je nachdem der zugehijrige Krümrnungsmittelpnnkt 
auf der + n Richtung liegt oder nicht, so erhalt man die endgültige 
Formel, die man durch eine einfache Überlegung, etwa an der Kugel, 
auf die Richtigkeit des Vorzeichens bestatigt: 

ô n - d u = - -  d x"' d x ( I )  
a zc rl el7--- ri 

arc Ein entsprechendcr Ausdruck gilt f ü r  -- du, und beachtet man, a v 
daB dx(l) und dx(') die rechtwinkligen Projektionen von d x  auf die Rich- 
tungen e, bzw. e2 sind, so besteht zwischen der Richtung dx und der 
Normalenanderung dm, nacli (4') der Zusainmenhang: 

( 5 )  
dx"' d n = - - .  (Formelr.Rodrigues.)  

71 "-2 

2. Nunmehr sei auch die Oberflache @ des bewegten Korpers durch 
ihre Krümmungslinien cc = const., /3 = const. dargesteilt: 

6, = EI(a ; j3) USW., oder kürzer 5 = 6 (a 1 P ) .  
Bezeichnet man mit E, und E, die Einheitsvektoren in den Krüm- 

mungsrichtungen, die zugehorigen Krümmungsradien mit p, und p,, und 
definiert als Einheitsvektor der Normalen: 

so gehort zu der Fortschreitungsrichtung dg die Normaleninderung: 

Da sich die Fliichen im Punkte (u, .ü) bzw. (a, j3) berühren, so 

stimmen dort ihre Normalenrichtungen m und v überein; bezeichnen: 

51 %II %1rI 

(8) %II %II C 1 1 m  

C m  I Cm II Cm III 
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die 9 Richtungskosinus des Achsenkreuzes G(1, II, III) gegen O(1, 2, 3) 
(die Matrix (8) ist im eigentlichen Sinne orthogonal), so hat man als 
Berührungsbedingungen: 

X i =  f i  f ~ I I ~ I  + ~ I I I ~ I  + c11nEm 

und zmei entsprechende Gleichungen, ferner: 

1% CIIVI + CIIIVII f C I I I I ~ I I I  

nebst xwei analogen Ausdrücken. Wegen der Beziehung n'd, + 42: + n: = 1 
= v: + v:, + GI1 sind dies bei gegebenen f i  und c (die c hangen aber 
nur von 3 Parametern, ctwa den Eulerschen Winkeln, ab) für die Un- 
bekannten u, V,  a, /3 zusammen 5 Gleichungen. Es besteht also zwischen 
den x*i und den c eine Relation, entsprechend den 5 Freiheitsgraden 
des Korpers; ist diese erfüilt, so ist zu gegebener Lage des Korpers 
u, v,  a, p bestimmt. Damit kennt man aber auch den Winkel y, den 
in der Tangentialebene die Richtungen el und E, bildcn, und hat dann 
zur Transformation der Komponenten eines Vektors a von einem in 
das andere Systeni der Krümmungsrichtungen die Pornieln: 

a(') = a(')cos cp + atqsin cg 

(9) 
a(I1) = - a(')sin rp + a("cos cp, oder aufgelost: 

= cos cp - a ( ~ ~ ) s i n  cg 
a(e) = d')sin y f a(n)  cos cg. 

3. Wiil man jetzt die Gleichung (7) in Komponenten nach e, und 
e, xerlegen, so setze mari zur Abkürzung: 

(10) 
cosZtp sineq - sin2rp cosztp 

Xll - -- f---, Xz2=- + --; 
PI err QI en 

x,, = x,, = sin cp cos cp 

Dann hat man: 
- du(') = x , , ~ E ( ' )  $- x12 d&(') 

t 11) 
-- du(') - x, ,df ( ' )  + x2,d k('). 

Die GrtiBen x haben übrigens folgende Bedeutung: Legt man durch 
die Flache CD Kormalschnitte, die der Reihe nach die 
b) (3,; c) die Halbierungslinie h' des rechten Winkels 
h' senkrechte Gerade h" enthalten, so gehoren zu 
Enlerschen Satze die Krümmungsradien: 

1 cos2tp sinztp 1 sin'cp a ) = - - + p .  b)-=--  
QI 41 en Qe PI 

+ 
(123 1 cos" 5ine* 

.) -;=--+-. 1 a i n 2 q  
d) ,=- 

e eI en ' Q PI 
+ 

Hier ist $J = 45O - rp, infolgedessen: 

Richtungen a) e,; 
(el, e,); d) die zu 
ihnen nach dem 
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daher haben wir die Bcziehungen: 

setzt man 

so folgt für die Differenz 6 = d m  - dv: 

Solange die Determinante k = k,, k,, - k:2 =+ O, lassen sich diese 
Gleiühungen auflosen: 

k . da(') = kZ2 - ~ c ~ ~ S ( ~ )  
(14') 7; . da<2) = - k,,g:l> + k,lrJ!e). 

1st aber k = O, ohne da8 alle 1cPy = O sind, so gibt es stets eine 
nicht verschwindende Losung der Qleiehung (14) nach da(') und da(¶ )  
mit d(') = 8" = O, und für dieses d a  ist d n  = du, oder da t z  = u, auch 
n + d n  = v + du;  in dieser Richtung du liegen sornit mindestem 
zwei konsekutive Punkte, in denen beide E'lichen dieselben Normalen 
haben, ihre Berührung in jener Richtung ist mindestens von der zweiten 
Ordnung. Sind dagegcn alle 7cPv = O, so genügt jede liichtung da jener 
Gleichung, d. h. in jeder Richtung findet Berührung von mindestens der 
zweiten Ordnurig statt. Eine eirifache Rechnung im Anschlull an die 
Formeln (12) und (12') zeigt, daB die k,, nur dann identisch ver- 
schwinden, wenn an der Berührungesteil~ beide Flachen 

entweder gleiçhe Hauptkrümmurigsriclitungen und zu jeder 
denselben Krümrnungsrnittelpunkt 

oder noch spezieller, einen Nabelpunkt und den gleichen 
Krümmungsmittelpunlit haben. 

5. Kinematik. 

1. Nunmehr sind für die kinematische Betrachtung alle Vor- 
bereitungen getroffen. Zur Zeit t sollen sich beide Flachen im Punkte 

-P 

P beriihren (B. Fig. 1); die Normalen n = v = P & failen zusammen. 
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X'ach Ablauf des Zeitelementes At ist ein anderer Piinkt Berührungs- 
punkt geworden (nuf diesen Zeitpunkt bezieht sich die E'igur); der je- 
weilige Berührungspunkt hat  auf E' 

+ Fig 1. 

die Bahn P B  = d x ,  auf CD die 
-* 

Bahn P,B = dg beschrieben. I n  B 
failen jetzt die Berührungsnormalen 

4 

zusammen, es ist BQ,= n + dlz 
= v + du, wo die Vektoren d n  und 
dv den Fortsühreitung-srichtungen 
d~ bzw. d6 zugeordnet sind. Die 
frühere Berührungsnormale P & ist 

- -t 

mit CD fest verbunden nach Pl',&, = 1 7  
-+ 

gekommen. Die Streüke dg = PP, iut die Verschiebung des ehernaligen 
Beriihrungspiinktes, also wenn seine Geschwindigkeit bedeiitet, dg - i d t  ; 
aus der Bigur entnimmt man die Beziehung d &  + d g  = d x ,  oder also: 

(1) x - g = t .  
Ferner folgt sofort: 

- +  -+ 
& Q I -  Y P ,  = P l & , -  P Q = v - n ,  

oder wegen n + d n  = v + dv: 

die Differenz links ist dadurch entstanden, da8 sich die Punkte P und 
Q mit verschiedenen Geschwindigkeiten nach Pl bzw. &, bewegt haben. 
Nach 5 3 (1) sind die Geschwindigkeiten von zwei verschiedenen Punkten 
des starren Korpeis mit den Ortsvektoren g und $ gegeben durch: 

i = g + o ' ( g - g * ) ,  y = f + o A ( g - g * ) ,  also 

iJ - i= O"@ - g ) .  
-+ + 

Nimmt man !J - g + n, so ist PI', = f dt ,  Q  QI = tjdt, somit 

In  dem bezeichneten Zeitpunkte (t + dtj habe Pl die Geschwindig- 
keit f i  dann hat  nach dem eben angewandten Satze der Punkt B, der 
j a  ebenfalls dem Korper R angehort, die Geschwindigkeit 

(3) i - j . ' + w A d g = f + o A E d t .  

Bedeutet die Beschleunigung von Y zur Zeit t, so ist ferner: 

i'(= i + dt, also 

j = i + dt + w A &  dt.  
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Die Geschwindigkeit des jeweiligen Berührungspunktes liegt in der 
zugehorigen Tangentialebene, für den Punkt P z. B. folgt dies aus (l), 
wo die Vektoren x und 6 in dieser Ebene liegen. Daher steht auch 

-+ 
auf BQ, = n + d n  senkrecht; es ist also: 

O = ( î ~ + d , n ) I j = ( n +  d n ) I ( b + b d t + w A & d t ) ;  

da n 1 a. - O ist, so ergeben die Differentiale von der ersten GrGBenordnung: 
?2:(b + wA&)dt + d n t  = O, oder 

. d n  gn= &lwA9t-gI d l .  

Zerlegt man w nach den drei zu einander senkrechten Richtungen 

Daher lautet (5), in Komponenten nach el und e, geschrieben, wegen Q 4 (5): 
i I Y ) + l  

(5 a) g = $ I ) ~ , -  kmWl + + _.  
71 7 3  

2. Zur Bestimmung der unbekannten Vektoren und x dienen 
nach (1) und (2), sowie § 4 (11) die Gleichungen: 

. , - .  x - ç = g  
(6 a) d n  d v  w A n  = - - -, oder in Komponenten: 

d t  d t  
5'1' -- + x i i  '$1) + x in  g ( 2 )  = 
71 

$ Y )  -- + x,, $11 + x,, $2) = - 
1'2 

QI. 

Hieraus folgt durch Elimination mittels der Abkürzungen 5 4 (13): 
k,, x(') + kin x(') = mZ + $(') + x,, $(2) 

(7 a) k # )  + k $(Y = - 
51 22 mi + %2i $(]) f XS9 p. 

"11 
kii g ( 1 )  + k,, $5) = fil2 + - 

71 
p l  

ksi .$') + k,, f (,) = - w1 + - . 
r2 

Führt man noch E2 = $(l)'+ $'12 ein und bezeichnet den Krümmungs- 
radius des Normalschnittes von F in Elichtung von E. mit r, so ist nach 
dem Eulerschen Satze 

&lI2 h ( ~ P  
'"nd ddaher 

"-1 -+7=- 2 9.' 
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3. Im Palle k = k,, Ir,, - k;, $=; O kann man (7 b) nach den & auflosen 

(vgl. $ 4 (14'))) und erhalt durch Einsctzen in (8) die endgültige Formel: 

Die ATormalbeschleunigu~zg des Berührungspunktes ist, wie i n  9 3 
omwegpzommcn, eine quadratische Fulzktion &(2)(F,  cri) der Geschwindig- 
keitsgro/3en und w ;  die Kotffizienten sind durch Krümnaung und 
Lage der berührenden E'llichen bestimnrt. 

Falls aile k,,, verschwinden ( 5  4, 4.), folgt aus (8): 

als die gesuchte Formel. 
Soute schliei3lich die Matrix der k,,, den Rang 1 haben, so müssen 

die rechten Seiten der Gleichungen ( 7 )  gewisse Redingungen erfüilen, 
die sich aber nicht gut  explizit wiedergeben lassen; alsdann l%Bt sich 
ein & berechnen;und man ha t  diesen Wert  in (5b) eirizusetzen. U. a. 
führen die Probleme der ebenen Beaegung auf diesen Fall, wir werden 
spiiter darauf zurückkommen. 

5 6. Diskussion der l inearen Gleichung. 

1. W i r  sind nunmehr am Ziele. Der in 5 3, Ende, noch fehlende 
Nachweis ist erbracht; es ist in der Tut:  

(1) N . B - R . C =  &("-_OjoA 
n 

die gesuchte lineare Gleiclzzcng swischen N und R. 
Uer Koeffizient A hangt noch von i n  ab, d. h. von der Reschleu- 

nigung, die die eingepriigten Krafte allein dem berührenden Punkte von 
JE erteilen. 1st A = O, also = Q(q, so  genügt die Wirkung der ein- 
gepr"ten Kïafte allein, damit sich der K6rper auf der Unterlaqe be- 
wegt, ohne daB sie ihm einen Widerstand zu leisten braucht. Dagegen 
würde im Falle A > O oder i n  < &(q der K6rper in die Unferluge ei12- 
drinyen, wenn sie niclzt starr mare; die eingepragten Krafte prmsen ihn 
somit an die feste Unterlage an. Nur wenn A < 0, a190 > &)(') ist, 
kann der Kb'rper unter dem Binflup der eirigepr6glt.n Kuïfte allein sich 
nicht auf der festen Oberflache bewegen, seine Reschleiinigung ist zu groB, 
er u;ird sich (wenigsten3 für  den betrachteten Augenblick), von der 
Unterluge ubheben. 

2. E~ ist nun unsere Aufpbe ,  zu untersuchen, ob und unter 

welchen Umstiinderi das Gleiclluugensystem: 

(2) N . H - R . C = A ,  R = B ( ~ W ;  N20, R 2 O  
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352 Zur Theorie der Reibung starrer Korper. 

endliche Losungen LI, R hat. Sollten sic nicht existieren, so bleibt 
immer noch die fiIoglichkeit, dsB der Horper sich frei bewegen und 
von der Unterlage abheben kann; dann peifen an ihm keine Iicaktiouen, - 
sondem nur die oingepriigten Krafte an, und jetzt folgt nach unserer 
eben angestellten uberlegung: Der K ü q w  kawn sich nur ira Falle A < O 
abheben. Deshalb k61men wir unsere Aufgabe scharfer so aussprechen: 

B a s  hle ibzc~~,~sges~t~  R = R(AT) ist so ai~fzustellen, dab für A > O 
stets eine Losung des Systetns ( 2 )  vorhaîzden ist;  für A < O braueht 
dies nicht der Full zu sein, der K k p e r  hebt sich daiin von der Unter- 
lage ab. 

Hier stellt sich nunmehr eine Zweideutigkeit ein: Wenn niimlich 
für A < O die Gleichungen (2) nun doch eine Losung haben, so sind 
zwei Beweguugen denkbar: die eine unter Berührung der Unterlage 
( N >  O, Ii > O), die andere unt'er Ahheben von der Unterlage (wegen 

A < O). Wiil man diese Unbestimmtheit nicht in Kauf nehmen, so 
muB man durch ein geeignetes Prinzip fordern, daB im Falle A < O  
unter allen Umstanden eiii Abheben des Korpers eintritt; wir wollen 
uns im folgenden stets auf den Fall A > O beschranken, der dann noch 
allein Schwierigkeiten macht. Rs sei noch bemerkt, daB natiirlich auch 
das Coulombsche Gesetz zu den erwahnten Schwierigkeiten führt, wo- 
rauf spater noühmals hingewiesen werden SOU. 

3. Tragt man in der Ebene N u n d  R als rechtwinklige Boordinaten 
auf (S. Fig. 2), so stellt die linenre Gleichung (2) eine Gerade Z dar, das 
Reibungsgesetz eine Kurve p, die durch den Nuilpunkt 3 = AT = O geht 

; und zu jeder positiven Ab- 
szisse eine positive Ordiiiate 
hat ; gesucht sind solche 
Schnittpunkte von p und 1, 
die im ersten Quadrunten 
liegen. Die Lagen der Ge- 

_/- I~ raden 1 hangen von den 
Vorzeichen der Koeffizien- 
ten ab. Kun ist nach 5 3 

(11) B eine positive quadratische F'unktion der a mit 
1 

dem Minimumwert z, der also stets von Null verschieden ist. C ver- 

schwindet mit den a, und dies tritt ein (8 3 (4)), wenn die Vektoren l t  

und g - g* parailel sind, wenn also die Normale n diirch den Schwer- 
punkt G geht; das ist z. B. der Fall, wenn der bewegte K6rper eine 
homogene Kugel ist. Nan hat dnnn N =  H .  A, der Norlnaldruck wird 
unabhiingig von der Reibung. SchlieEen wir noch den Fail A = O aus, 
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in dem sich der K6rper ohnehin auf der Unterlage bewegt, so hat die 
Gerade 1 die Lagcn: 

Z, für C > 0; 2, für C < O L1, im Falie A < O, C > O], 

und alle diese Falle lassen sich verwirklichen (vgl. 5 8). 
Die Gwade 1, hat mit jeu'er Kurve g eines Reibungsgesetzes einen 

&hnittpunkt, hier liegen keinerlei Schwierigkeiten vor. 
Es bleibt nur noch die Gerade 1,. In diesem Palle versagt das 

Couiombsche Gesdz R = const. N = p'. LV; dic zugehtirige Kurve Q ist 
eine Gerade durch den Nullpunkt, die mit der Achse der den 

B .  
,,Reibungswinkel" y = arc t g  eirischlieBt. Sobald Y'& ist, habe?, 

heide Graden hinm Schn,ittpunkt im erstew Quadranten; dieser kritische 
Wert von p' kann aber, wie spater an einem Beispiel gezeigt werden 
wird, beliebig klein sein, sodafi die gewiihnlichm Werte des Couiomb- 
schen Koeffiaienten jme Ungleichu,ng erfüllen. ( E e r  werde die Bemerkung 
am Ende von 2. bestatigt: Bei der Geraden 1, liefert das C o u l o m b -  

B 
ache Gesetz einen Schnittpunkt für p' > C,  es ist einc Bewegung unter 

positivem Drucke N moglich, und die besprochene Zweideutigkeit tr i t t  
wirklich ein). Das sind die Widersp-üche, auf die P a i n l e v é  in der 
eingangs zitierten Arbeit hingewiesen hat. 

Das Cou 10 m b  sche Gesetz entspricht somit nicht den Forderungen, 
die wir an ein Reibungsgesetz gestellt haben; wir müssen vielmehr ver- 
langen, dap die Kvrve g stets mit der Geraden Il einen Sclznittpunkt 
liefert. Hierzu reicht die durch v. Mises  vorgeschlagene Annahme 

lim (N) = O 
a'= a0 

aus. Der Nachweis ist ganz einfach: 
Zu der Abszisse N gehort die Differenz d der Ordinaten von g und 1,: 

A 
Die Klarnmer ist für N = 3 gleich p (3, also positiv, für einen hin- 

A 
reichend groi3en endlichen Wert h" dagegen wird p + - - < die 

Arc C' 
A 

Klammer wird negativ; daher gibt es mindestens einen Wert < A7 < N p ,  
für den d verschwindet, d. h. einen Sühnittpunkt von p und 1. 

Hiermit sind wir am Ziele unserer Untersuchung. Es ist erwiesen: 
Jedes der Bedingung 

lirn p,(N) = O 
&-=Ca 

enkpechercde Reibu~z,qs,pet~ geniigt unseren in 8 1, 2. aufgestelllen For&- 
rungen ; insbesondere zeigt es nicht die Mange1 des Cou 1 O m b schen Gesetaes. 

Zeitsciirift f. Xathernatik n. Physik. 61. Band. 1915. Hei t  4. 23 
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334 Zur Theone der Reibnng starrer Korper. 

5 7. Die lineare Gleichung für die ebene Bewegung. 

Wir wollen im zweiten Teile der drbei t  die Reibungstheorie auf 
ein Beispiel aus der ebenen Bewegung anwenden. Zur Bestimmung der 
Beaktionen dient auch da eine lineare Qleichung, die man im allge- 
meinen aus den Differentialgleichungen des Problems bequem wird ab- 
leiten konnen. Es erscheint aber lohnend, auszuführen, wie man sie au8 
den allgemeinen Ü b e r l e p n p n ,  die wir in den vorangegmgenen Ab- 
schnitten angestellt haben, durch Spezialisierung erhalten kann. Die 
Formeln aus 5 3 lasseri sich ohne weiteres übertragen, dagegen bed:irf 
die kinematische Ableitung drs 8 5 einer eingehenden Behandlung; ent- 
sprechend den verschiedenen Wglichkeiten des &erganges zu unserem 
Beispiele sollen hier zwei spezielle Fiille naher besprochen werden. 

1 .  Ko-er uecf ebe~zer Unterlage. 
1st die feste Unterlage E' eben, so werden ihre Krümmungsradien 

unendlich, die Krümmungslinien sind beliebig; wir denken uns in der 
Ebene zwei orthogoriale Kurverischaren .u = const., v = const. so bestimmt, 
daB an der Berührungsstelle ihre Tangentenrichtungcn mit den Rich- 
tungen E, bzw. e,, zusammenfallen. Dann ist der in 9 4, 2. eingeführte 
Winkel rp = 0, und nach 5 4 (10) und (13) wird: 

und hierniit fol@ aus 5 5 (9): 

(1) in = g,op +g,,m;. 

Aus 5 5 (7) folgt nebenbei bemerkt: 

Vorausgesetzt ist bci dieser Ableitung, daB keiner der Krümmungs- 
radien Q, und Q,, unendlich ist; ist dies aber doch der Fall, etwa 
1 
- = O, so schlieBen wir aus 5 5 (7b): 
Qn 

(2'1 &(') = g, a,; 0 = - W1- 

E s  mu6 also w auf el = fI senkrecht stehen, und diese Forderung 
ist plausibel, wenn man sich den K6rper als Zylinder vorstellt, dessen 
Erzeugenden zur Richtung e, = E, parallel sind; hatte die Winkel- 
geschwindigkeit w in der Ebene eine Kornponentt! serikrecht zur Zylinder- 
achse, so würde der Zylinder in  der Ebene aufkippen, also die Re- 
rührungsbedingung verletzt sein. Bus § 5 (8) folgt nunmehr: 
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und aus (7 a): 

(21 x(l) = Q I W 2  $ p. 
Die Formeln (1') und (2') gelten ersichtlich für die Bewegung 

einer ebenen Kurve auf einer Geraden. 
2. Die ebme Bewegung. 
Wir denken uns nunmehr beide Korper als Zylinder, deren Geraden 

auf einer Ebene 7 senkrecht stehen. Die zu diesen gehorigen Krümmungs- 
radien r, und e, sind unendlich groB; die Schnittkurven der Zylinder 
mit 7 sind die anderen Krümmungskurven. Wieder ist cp = 0, daher: 

Aus 9 5 (7) folgt deshalb: 

Die Bedingung w, = O ist wiederum einleuchteiid, urn aber wirklich 
den Pali ebener Bewegung zu haben, müssen wir noch verlangen $2) = 0, 
sowie oln = O, Einschrankungen, die sich aus unserer Formel natürlich 
nicht ergeben konnen; ferner folgt aus 8 5 (5b): 

m e  1 1 .  ï, = '- + (- - -) und nach kurser Reduktion: 

(4) ,. 
r1 e~ ri 

1 
g, = - { $(')' + ri pImz + 2ru2 ~ I i ( l ) } .  

Tl - QI - 
Beziiglich der Wahl der Vorseichen usw. gilt nach unseren Über- 

legungen folgende Regel: Die gemeinsame Normale n sei auf die be- 
wegte Kurve zu gerichtet; der Tangente werde eine positive Richtung 
e BO beigelegt, daB die Normale n durch positive Drehung (gegen den 
Uhrzeigersinn) in sie übergeht; die Geschwindigkeit des Berührungs- 
punktes liegt in der Tangentenrichtung und aoll nach e hin positiv 
genommen werden; entsprechend sei die Winkelgeschwindigkeit m gegen 
den Uhrzeigersinn positiv gemessen. Die Krümmungsradien r und p 
der festen bzw. bewegten Kurve sollen mit positivem Zeichen genominen 
werden, wenn der zugehorige Erümmungsmittelpunkt auf der + n Rich- 
turig liegt. D a m  gilt die gesuchte Beziehurig: 

1st die feste Kurve eine Gerade, so ist r unendlich groB und es kommt: 

(4 a) 
a il= ~ m ,  

genau wie in (1'). 
23* 
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3. Nun sollen noch für die Koeffizienten A, 73, C der linearen 
Gleichung ihre Ausdrücke bei der ebenen Bewegung abgeleitet werden 

(vgl. 3). E s  ist nicht notig, über die Lagen der Koordinatenachsen 
in der Ebene q Annahmen zu machen; die dritten Achsen O(3) und 
G(II1) stehen auf q senkrecht, wir wollen sie so orientieren, daB sie mit 
den oben festgelegten Kichtungen n und e ein rechtslaiifiges Ko- 
ordinatensystem bilden. Seien p und q  die Koordinaten des Schwer- 
punktes G bezüglich der Achsen e und sa,. Die Vektoren a und 6 (Y. 
5 3, (4)) stehen auf 7 senkrecht, es ist a, - a, = 0, '6, = 6, = 0, dngegcn: 

(5) a111 = P, 6111 = P. 

Nach einer bekannten Formel der Vektoranalysis ist: 

n 1 ~ " [ w " ( a  - g*)] = Iln I ml [o / (a - g*)] - [n 1 (a - a*)] m2, 

oder da n auf w senkrecht steht, gleich: 

+ 4a2.  

Nunmehr wird (5 3 (11) und (12)): 

Weiterhin haben wir . 
1 

(6') A =  jj - y  = - - ( $ ' +  r p m ' +  & e ~ ~ ) - q m z -  G - , p  m:,. 
7 - p  M III 

Bezeichnet s den Schwerpunktstr~gheitsradius, so ist TI,,= @s4; 

statt !RI, des Momentes der eingepragten Krafte in G, sei künftig Dl0 
geschrieben. Dann lautet die gesuchte Eilzeare GleicJ~ul~g fur zwei Kzcrven: 

1st die Unterlage eine starre Gerade (r = cm), so geht die Glei- 
chung über in: 

(8) N ( p 2 + ~ s ) - R p g = - N ~ a o " ( q - g ) - ~ 2 ~ ~ - p ~ 0 .  

Die Formel (7) ist übrigens schon von C h a u m a t  für aufeinander 
rollende Kreise mitgeteilt worden (a. a. O. S. 5 2). 

II. Durchfiihrnng eines Beispiels. 

5 8. Die Differentialgleichungen des Problems. 

1. Mit der im vorangehenden aufgestellten Theorie wolien wir die 
von C h a u m a t  experimentell untersuchtc Aufgabe behandch, und wir 
wiihlen solche Anfangsbedingnngen, bei denen das C O u l  O m b sche 
Gesetz versagt: 
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Bine certikal gestellte schwere Kreisscheibe mit  exzentrisch gelegenem 
Sch~erpunkte G bewege sich in ihrer Ebene auf eeiner horizontakn, ebenen, 
rauhen Urzterlage; welche Bewegung tritt unfer den kritischen Anfangs- 
bedilzgun.gea ein .p 

Die exzentrische Lage des Schwerpunkt.es stellt man etwa folgender- 
maBen her: die Kreisscheibe vom Radius a (Mittelpunkt 0) sei massiv 
oder auch nach Art eines Reifes gefertigt, ihre Masse sei m,; in der 
Kahe der Peripherie werde eine schwere Masse rn, angebracht, in Gestalt 
eines Krciszylinders vom Radius r ,  dessen Achse senkrecht zur Scheiben- 
ebene steht und von ihr halbiert wird; der Schwerpunkt des ganzen - 

Systems habe von O den Abstand Q. Bei dieser Anordnung kann sich 
die Scheibe ungehindert auf der Unterlage bewegen; macht man m, gegen 
m, sehr groB, so wird der Schwerpunktstriigheitsradius s der ganzen 

Scheibe angenihert dam der Masse mg allein gleich, also s = f 1/2, und 

M t  sich mit r beliebig verkleinern. Der Schwerpunkt G lie@ dann 
annahernd im Mittelpunkt des schweren Zylinders, also nahe der Peri- 

- 
riormalen den Abstand p. Der Strahl O G  - Q bilde mit der Normalen 
augenblicklich den Winkel O, deswn positiver Sinn dem des Uhrzeigers 
entgegenlaufe. Der Berührungspunkt B gleite zu Beginn auf der Unter- 
lage nach wachsendem x, die Reibungskraft R hat dann die entgegen- 
gesetzte Richtung. 

Mit Hilfe des Schwerpunkts- und Flachensatzes e rhd t  man die 
Bewegungsgleichungen : 

pherie der Scheibe. Für  die theo- 
Fig. S. 

retischen Übcrlegungcn mechen 
wir natürlich keine Voraussetzun- 

II' 

gen über die GroBen p und S. 

2. Die Rewcgungsebene w& 

len wir zur (x, y)-Ebene, auf der 
Unterlage zihlen wir von einem 
beliebigen Punkte aus (Fig. 3) 
Koordinaten x nach dern je- 

III 

z 

\. 
R B 

weiligenBerührungspiinkte R, 
der Schwerpunkt habe von ihr eben den Abstand q, von der Berührungs- 
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dazu kommen die gwmetrischen Beziehungen: 

p = p sin O 
p = a + p c o ~ e  

und das &iDungsgesetz 
R p.- =p . (N) ,  l imy = O ,  
N N = m  

im ganzen 6 Gleichungen für X,P, p, O, R, 21: Führt man in II' û mittels 

a)  F i ;  

ein, so erhzlt man: 

(II) - ~ ( ( q  - a ) @  f p ë )  = N -  H g .  

Hierzu kommen noch die A.ifangsbedingungen: 

(A) Für t = O :  0 = 0 , + 0 ,  8=Oo,  v =vo>O,  

wenn v = Z + a8 die Geschwindigkeit des Punktes der Scheibe ist, der 
eben in B berührt. Wir  haben für die Unbekannten x und O, N und 
R mit dem Reibungsgesetz vier simultane Differentialgleichungen 2. Ord- 
nung; fur unsere Zwecke kommt die LEsung an der Stelie t = O inBetracht. 

3. Aus II und III folgt durch Elimination von B' die Gleichung: 

(3) N(sa + pa) - R p  p. = H s 8 ( g  - (q - a) O=). 

Das ist  aber nichts aiideres a h  die in Q 7 (8) mitgeteilte lineare Relation 
zwischen LN und B, falls eine Kurve auf einer festen Geraden rollt und 
gleitet. Für  die Kreisscheibe ist nur Q = a = const. zu setzen, das 
Moment !Pl0 der Schwerkraft in  G ist Nu11, ihre Homponente nach lz 
dagegen 3; = - My, daher gehen beide Gleichungen ineinander über. 
Gibt man die Anfangslage 8, und Anfangsgeschwindigkeit 8, sol daB 
g - (p., - a ) i 2 >  O wird, so liegt (vgl. Q 6, 3.) der Fa11 der Geraden 1, 
oder 1, Tor, je nachdem der Berührungspunkt B nach pouitivem oder 
negativem z hin gleitet; ist aber g - (p, - a)b: < O, so kommt man 
auf den Fall der Geraden 13; damit sind die dort aufgezahlten drei Piille 
a h  ausführbar erwiesen. 

Wir  woilen jedoch jetzt 8, = 0, R > 0 annehrnen, haben es also 
mit der Geraden 1, zu tun; da liefert unser Heibungsgesetz aus (3) stets 
positive endliche Werte AT und R, wahrend das C oulombsche Gesetz 
p. - const. = u' auf einen Widerspruch fülirt, sobald: 

r sY+pU - S' + P O  p>-  -- 
Po 'Io Po 'Io !?O 

angenommen wird. Gibt man sich zuerst O,, BO kann man, um diesen 
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Faii sicher herbeizuführen, durch geeignetc Massenverteilung (vgl. 5 8, 1) 
.s = p, machen, und hat dann wegen 

nur a hinreichend groB zu nehmen, damit die Ungleichung (4) erfüllt 
ist. \Tir woilen jedoch zunachst nur voraussetzen, daB die G1. (4) fü r  
irgend welche Werte s und 8, bestehe, und erst spater zur Vereinfachung 
s = p, annehmen. 

5 9. Die Anîangsbewegung im Intemaile z. 

1. Ln bekannter Weise kann man die Gleichungen 1-111 mit (A) 
nach dem sog. Cauc  h y - L i p  s c  h i  tzschen Verfahren integrieren. Für  
den Moment t = O Sind nach Bereühnung von N und R alle ZuBeren 
Krafte, also die zweiten Differentialquotienten von x und 8 bekannt, 
man ermittelt aus ihnen die Werte x und 8 zur Zeit t,+ At, hieraus 
wieder die rechte Seite der Diffe~entialgleichungen usf. E s  wird sich 
spiiter zeigen, dai3 uns die Kenntnis der Bewegung im ersten Inter- 
valle A t  genügt; es kommt darauf an, ein Intervall z so abzuschatzen, 
daB in ihm die zweiten Differentialquotienten noch wesentlich konstant 
bleiben, und in ihm die Anfangsbewegung festzustellen. 1st z hinreichend 
klein, BO darf man die entstehende Bewegung zerlegcn in die anfiinglicli 
bestehende Translationsbewegung 2, oder z', (wegen 8, = 0) und die Be- 
wegung, die durch die Kriifte No, R,, Mg der ruhenden Scheibe 
erteilt wird. E s  ist also die Anfangsbewegung der Scheibe 
unter dem Einflusse eines gegebe- 

Fig. 4. 
nen Impulses zu untersuchen. 

2. VCTjrkt auf einen starren 
rnhenden ebenen Korpe 
puls J in der Ebene des G r p e r s ,  
so findet man das 
Momentanzentrum m 
der Anfangsbcwegung 
bekanntlich so (Pig. 4): Vom 
Schwerpunkte G fille man auf J 
das Lot G F  und verlingere F G  
um eine Strecke G m  über G hin- 
sus, sodaB G m  G F =  se wird, wo 
s den Schwerpunktstriigheitsradius ' R 

bedeutet; m ist das gesuchte Mo- 
mentanzentrum. Schliigt man uni G den Kreis mit dem Radius s, so 
lie@ m zu F negativ invers; ist umgekehrt bekannt, da6 das Momentan- 
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zentrum auf einer Geraden 1 liegt, so folgt sofort, da1 P auf dem negativ 
inversen Bild der Geraden 1 am Kreise s lie& also auf einem Kreise n, 
der durch G gcht. Die Richtung des Impulses steht auf GE' iii 3' senk- 
recht, geht infolgedessen durch den Punkt W von 11, der zu G diametral 
liegt; ist G U das Lot von G auf 1, so Sind U und W bezüglich A. negativ 
invers. 

3. In unserem Falle nun bewegt sich B auf der horizontalen Unter- 
lage, das Momentanzentrum liegt somit auf der Berührungsnormalen, 
der Geraden 1 des allgemeinen Satzes. Die Punkte U und W Sind 
leicht zu konstruieren. Der Impuls J ist die Resultierende des Normal- 
druckes 1% und der Iteibung Bo, die im Punkte B angreifen und sich 
zur Reaktion !Il zusammensetzen, sowib des Gewichtes Mg mit dem 
Angriffspunkt G; auBerdem geht J durch den Purikt W, das Moment 
der drei Krafte in W muB demnach verschwinden. Sind p, und y, die 

s9 
Xoordinaten des Punktes G (8 8, 2.), so ist G W = ,  und das ver- 

Po 
schwindende Moment in W: 

Diese schon früher gefundene Gleichung bedeutet alvo geometrisch, 
daB der Impuls J der Krafte No, Bo, Jfg durch einen bestimmten Punkt 
geht.') Zerlegt man den Impuls am Purikte W in seine horizontale 
und vertikale Komponcnte (Bo bzw. No - Mq), so ist sein Moment in G 

gleich * (No - Hg). und man hat die Beregunpgleichung: 
Po 

SI 

(2) 
- Mg M s 2 0 = -  ( N o - M g ) .  oder O=-"-  -, 

Po MPO 

und durch Integration: 

Um das Momentanzentrum rn zu finden, entuehme man aus der Figur 
die Beziehung : 

1) Das gilt auch noch, wenn beliebige eingepriigte Krafte gegeben sind; 
bildet man das Moment des Impulses in W, dm ja verschwinden 8011, so erhalt 
man die G1. 5 7 ( 8 ) ,  wenn man dort noch aile GeschwindigkeitsgroBen gleich . Nul1 setzt. . 
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und man hat schlieBlich als Geschwindigkeit des Berührungspunktes- 
unter dem Xinflusse des Impulses J den Ausdruck: 

eie k t  also nach abnehrnendem z gerichtet. 

4. Nunmehr ist die uns interessierende Anfangsbewegung gefunden, 
sie findet statt in dem noch abzuschatzenden Intervalle c ;  superponieren 
wir jetzt wieder die anfangliche Translationsgeschmindigbeit v, der 
ganzcn Scheibe, so ergibt sich die Gleitgcschmindigkeit von B: 

Der Punkt B kornmt somit zur ~ u h e  in dern Zeitpurikte: 

aber dieses.Resu1tat ist nur dann richtig, wenn ï'< z bleibt; wir wollen 
dahcr im nachsten Paragraphen die Bedingungen fiir p(N)  feststellen, 
unter denen diese Forderung erfüllt ist. Wird dann z selbst eine kleine 
Zahl, so gilt dies auch von T, der Kiirper kornmt in kurzer Zeit zur 
Ruhe, und das versteht man gerade unter ,,Selbstsperrung". - E s  sei 
noch festgestellt, daB diese geometrische Ableitung von der Kreisgestalt 
der Süheibe keinen Gebrauch rnacht, da nur der Krümmung~radius au 
der Berührungsstelle in Betracht kommt. 

5 10. Abschàtzung des Intervalles z. 

1. Zur genauen Eingrenzung des gesiichten Intervalles c ware die 
Kenntnis des ganzen Bewegungsverlaufes erforderlich, die wir uns aber 
nicht BO leicht verschaffen kiirinen; wir wollen die Rechnung daher nur 
niiherungsweise durchführen und schlagen folgenden Weg ein: 

Wir  nehmen an, für den Normaldrnck Nlasse sich aus den Differential- 
gleichungen eine konvergente Entwicklung 

(l> N =  ATo+ n;;t + ni;tz+ 

aufstellen; für sehr kleine Werte von t dürfen wir uns auf die Anfangs 
glieder beschrlnken; nun wird t auf ein Gebiet O < t < z so eingegrenzt, 
daB das   lied lV,t"ATi wird sich gleich Null herausstellen) gegen ATo 
klein bleibt. Dann darf man angenahert im Intervalle (O, z) N =  AT, 
setzen, und, wie alsdann nachgewiesen wird, auch B = 8, konstant an- 
nehmen. Diesen Nachweis noch erbracht, wird alsdann z das gesnchte 
Intervall sein (vgl. § 9). 
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Nach 3 8 gilt für jedes t die Gleichung: 

(2) ( sZ+p2)N-pqR=*Is"g- (p-a)B2) ,  und für t = O  
(3) (s' + pi) xo - Po qo Ro = Mg s2. 

K i r e n  in (2) p, p und 8 als Funktionen von t bekannt, so konnten 
wir hieraus mit Hilfe von 

(4) A = p . A T  

die gesuchte fleihenentwicklung für N ableiten. Die Anfangsglieder 
der Reihe kann man jedoch wegen der Annahme O,  = O ohne Kenntnis 
der genauen Losung beutimmen. Setzt man die Reihe (1) in (2) und 
(4) ein, differentiert je einmal nach t und setzt dann t = O, 6 0  erhXlt 
man für die Koeffizienten 3;' und NI zwei Gleichungen zu ihrer Be- 
rechnung, die nun durchgeführt werden soll. 

2. Für t = O hat man: 

dP b21 .. 
"(P" - p  +'laiîoi d'(y -ale'= 2(qo-a)ën. 

(6)-  d t -  O &  d t P  o 1  d t e  

Ferner ist untcr der Annahme, da0 die Reibung R wahrend des 
betrachteten Intervalles au5er von N nicht merklich von anderen Funk- 
tionen der Zeit (etwa von v) abhinge: 

Wir  setzen noch zur Abkürzung für t = O, also N = No: 

Dann erhalt man für AT; in der angegebenen Weise die Gleichung: 

(s2 + P:) Ni - (1 - i)ATi = O oder 
(7) Ar; { s" p; - p0 qo uo (1 - 1") } = o. 

Die Klammer reduziert sich wegen (3) auf den Ausdruck: 

d~ 

Nimrnt man an, daB i = - (%)opositiv sei, so kann die Klarnrner 

nicht verschwinden, es muB dann N; = O sein. Mit Portlassung dieses 

Koeffizienten erhiilt man f ü r  NI dic Gleichung: 

(9) 2 { s'+pi -poqopo (1 -A) ) +No { 2p0270-pO(2)0q0 + popo) ) =-2Jfs2(qo- a)O;, 
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Z u r  Abkürzung führen wir ein: 

(11) 
No-Mirg h E p -  

no , ais0 X , , ( l - h ) = M g  

und erhalten statt (3) : 

(3') PO - poyoyo f hs2=  0. 
Mit Benutzung dieses Ausdruckes geht (10) über in: 

3. Um nun A', ausschlieBlich durch die Anfangswerte pO, q0  US- 

zudrücken, müBten mir G1. (3) nach N o  auflosen. Das ist aber im all- 
gemeinen in geschlossener E'orm nicht rnoglich, zumal wir über den 
Ausdruck der Punktion R(N) noch nichts angenommen haben. Nimmt 
man jetzt zur Vereinfachung, wie in 8, 3. erwahnt, s = p ,  an, so geht 
(3') über in: 

(13) p o u  + hl = ,Po%, 
k t  aber natürlich zur Aufl6sung nach No auch nicht geeignet. Führt 

man diese Gleichung in (12) ein, so kommt nach einigen Reduktionen: 

gesetzt ist. 
Die geeuchte Anfangsentwicklung von N lautet somit: 

4. Reschriinkt man t auf ein Intervall O < t < z, derart daB 

gleich einer wiilkürlich anzunehmenden Zahl d wird, die man gegen 1 
vernachl%sigcn kanii, so ist angenahert iV = ATo und B = R,. Feiner 
ist nach 5 9 (3): 

,j - 0, - - Zn-3 p - - g !  t2, oder: 
2 HP, 2PO (1 - h) 
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Das zweite Glied erreicht im Gebiete (O, z) seinen Maximalwert: 

Pordert man von A, daB 

Po) 1 - h + ~ ( l f  h ) 2 2 k  
sein soil, oder wegen (15 )  nach kurzer Rechnung: 

so fol,$ aus (19): 

(21) 
und nach (17) wird 

Für  kleine Winkel 0, ist t"' um meniges gr6Ber als 1, und jeden- 
8 0  

fails hat a: die GroBenordnung von 8, fallt also in (18) gegen 1 weg. 
Dann ist im Intervalle (O, z) angenahert 0 = O,, und daher überhaupt 
die rechto Seite der Differantialgleichungcn 1-111 merklich konstant. 
Das in (17) eingeführte Intervall z ist somit das gesuchte, wenn die 

. . 

Zuliissigkeit der Voraussetzurigen über I und O, noch nachgewiesen ist. 

1 11. Eintritt der Selbstsperrung. 

1. Über die E'unktion y ( N )  haben wir bereits einige Annahrnen 
gemacht, die jetzt noch zu vervollstiindigen sind. W i r  dürfen für kleine 
Drucke R zu N proportional setzen, der Proportionalit~tsfaktor sei 
gerade dem in 5 8 (4) eingeführten kritischcn Coulombschen Ko- 
effizienten y' gleich, der nach Beobachtungen stets kleiner als 1 ist; 
erst für gr6Bere Werte von 1L' entspreclie y  der Forderung lim p = 0, 

N =  m 

sodaB sicher p < y' ist. Dann liefert die Gleichung 8 10 (3), wie man 
an  der Fig. 2 ohne weiteres übersieht, einen beliebig groBen Anfangs- 
druck No, dem gegenüber Mg klein ist; es ist nahezu h  = 1, ferner 

Mg 1 - h = - - eine sehr kleine Zahl. Weiter v a r  schon verlangt, daB für N,  

positiv sei; für Werte No, die über einem gewissen N' liegen, ist dies 
wegen der Forderung lim y = O sicher erfüllt. Jetzt fordern wir aber 
ausdrücklich, daB die Gr6Be A. für sehr groBe Drucke weder ~ i i l l ~ n o c h  
unendlich werde und die Entwicklung gestatte: 

(2) 1 - 6  l + " l +  AT ; ++...]; 
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durch Integration folgt: 

E s  erscheint mijglich zu verlangen, daB II = p - N mit wachsen- 
dem N jedenfalls nicht verschwinde; das führt auf die Einschrankung: 

(4) 0<611. - 
Die Bedingung l i m p  = O hat zur Folge, daB 6 $= O ist; nach (2) 

ist genahert Â. = G und jedenfalls auch O < A < 1. Mit diesen An- 

nahmen iiber p (N) ,  die für g r d e  N keiner unmittelbaren Beobachtung 
widersprechen konnen, reichen wir aus. 

Mg 2. Führt  man in die Bedingung für  I. (3 10 (20a)) 1 - h. = - mit 
den erlaubten Vernachlassigungen ein, so kommt: 

No 

F ü r  hinreichend grole No kommt das dritte Glied nicht i n  Betracht; 
wir haben also nur noch O, abzuschatzen. Nun sollte (vgl. 5 8 (4)) 8, 
.entsprechend der Gngleichung 

Po < + p' (a  + p cos 0,) 

bestimmt werden. Eine graphische Darstellung der Kurven p sin 8, und 
iP f (a  + p cos O,) zeigt, daB für  kleine Werte für y' auch 8, klein ans- 
fillt, um so kleiner, je stirker die Ungleichheit besteht. Nimmt man 

für y' einen Durchschnittswert P an, so wird O, so klein, da0 nahe 
6 0  

bei 1 liegt, dagegen +po tg 8, betrachtlich kleiner als 1 wird. Die Un- 
gleichung (5) bedeutet d a m  keine allzustarke Einschiankung und ist 
sicher erfüllt, wenn man 1. = 6 setzt. 

M g  Setzt man in 10 (15) h = 1 - - - ein, BO wird 
No 

7 ~ - 1 -  3 M g  1 x, - 2 p0 t g  O, oder angenahert 

k = l - L  t m e  zPo a O, 

d. h. k wird jedenfalls nicht vie1 kleiner als 1. 
Unsere früher augestellten Abschiitzungen sind nunmehr gesichert. 
3. Jetzt ziehen wir das Resultat von $ 9 (6) heran; es war: 

T und wir hatten schon verlangt, da0 E -= < 1  sein solle. Schreibt man 

& < 1 beliebig vor, setzt ï'= E Z  in 5 10 (17) ein und nimmt an, daB 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



366 Zur Theorie der Reibung starrer Korper. Von JULIUS WELLSTEIN. 

sei, was ja für vo keine allzustarke Einschriinkung bedeutet, BO folgt 
naherungsweise 

(8) 
1 - h  ,9(J = - -  

1 - h  1 M g  - oder ~~6 = ---- - - - . 
l - h + A ( l + h )  21 21 Iv, 

Hierin steckt eine Bedingung für den Anfangsdruck ATo, und erst 
wenn auch noch diese erfüllt ist, stellt der Ausdmck T die Zeit dar, 
zu der die ,,SelbstsperrungU eintritt. Wir muBten, um zu dem gewünschten 
Ziele zu gelangen, eine Reihe von notwendigen Annahmen einführen, 
ohne darüber zu entscheiden, ob sie auch hinreichend scien. Jetzt 
schlagen wir den umgekehrten Weg ein, setzen diese Forderungen ala 
erfüilt voraus und zeigen, wie alsdann die Rechnung verliinft. 

4. Der C o u l o m b  sche Koeffizient ist für die berührenden Materialien 
gegeben; die Anfangslage O0 entspricht der Ungleichung 

1 ,a+ ~ c o s e ,  O sin 8 , s  p - -------- 
e '  

O, failt sehr Hein aus. Den Anfangsdruck ATo berechnen wir aus 
po( l  + h) = po,u,, wo für groBe N eine Entwicklung von der Foim: 

gegeben ist. Wir dürfen die L6sung ATo als sehr groB annehmen, 90- 

J f g  daB 1 - h = - und pO = ,u (NO) kleine Zahlen sind. D a m  wird 
AT" 

k = 1 - + po tg 0, die GroBenordnung 1 haben; angeniihert wird 

(4) 
1 = - = 6. Ferner muB No so grof3 sein, daB sich der Quotient 

r 

z g  1  xo- 21. - 3 2  in zwei Zahlen zerlegen GBt, von denen E'< 1, dagegen 

S gegen 1 zu vernachliissigen ist. Alsdann bestimmt man ein Inter- 

und beschrankt t auf das Gebiet O < t < z. Die Variable t nimmt mit 
z nur sehr kleine Werte an, sodaB wiihrend z die Reaktionen No und 
B., sowie der Winkel 6, konstant bleiben. Hat  die Anfangsgeschwindig- 
keit dieselbe GroBenordnung wie in (7j, so sinkt sie zur Zeit T = sz < z 

auf Nul1 herab, die Scheibe kommt in kürzester Zeit zur Buhe, d. h. 
es tntt Selbstsperrung ein. Die alsdmn stattfindende Bewegung inter- 
essiert uns hier nicht, wir wollten ja nur de11 Fa11 der Gleitreibung be- 
handeln. Die Rechnung ist nur angenahert durchgeführt, da von vorn- 
herein keine spezielle Annahme über die Form des Reibungsgesetzes 
gemacht werden sollte. Eine genauere Durchführung hatte etwa an 
die Gleichung (3) anzuknüpfen, kann aber nicht zu wesentlich ver- 
schiedenen Resultaten führen. 
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Das Ergebnis unserer Untersuchmg k6nnen wir kurz so zusammen- 
fassen: Die v. Misessche Annahme stellt eine hinreicl~ende Ikdingung 
dar für die uneingeschrankte t h  eoretisch e Brauchbarkeit eines sfereo- 
dynumischm Reibungsgesetzes, wenigstens bei zcnserenz allgenzeinen Be- 
uegzlngsproblem. Sie labt der fialmen, experimentell au wmittelndm Fwm 
des Reibungsgesetzes einen ujeiten Spielrazm. A n  nnem Beispiel ist dafin 
gezeigt, u;ie naalz ein Beibungsgesetz, der allgemeinm Fordemng entsprechend, 
sa annehmen kann, dap die Theorie auf die Selbstsperrzmng führt. 

Untersnchnngen kinetographischer Korrespondenzen [Z, 21 
in der Ebene und im Ranme. 
Von MAX SERGELIUS in IIelsingfors. 

Herr L. B u r m e s  t e r  hat eine ebenso einfache als sinnreiche Theorie 
,, Kinetographische Vwwandtschaften ebener und raumlicher Systeme" in 
den Sitzungs-Berichten der Kgl. Bayrischen Akademie der Wissenschaften 
zu Miinchen, Bd. 37, Heft 1, 1907, veroffentlicht und damit den AnstoB 
zur Untersuchung einer umfangreichen Gruppe neuer geometrischer Ver- 
wandtschaften in der Ebene und im Raum gegeben. Diese Verwandtschaf- 
ten nennt er kinetographische, weil er sie auf kinematische Weise erzeugt. 
Die Theorie, an und für sich von hohem Wert, erhiilt ihre eigentliche Be- 
deutung erst dadurch, dafi R u r m e s t e r  ihre Anwendung auf ebene und 
raumliche Mechanismen zeigt. 

Aus den ebenen und riiumlichen kinetographischen Verwandtscheften 
kann man neue geometrische Bilder - Kurven und Fkchen - ableiten 
und für solche bekannte Bilder neue und elegante Konstruktionen angeben. 
Bus der Erzeugungsweise dieser Bilder kann man umgekehrt Apparate auf- 
bauen, mit deren Hilfe die Bilder selbst mechanisch erzeugt werden k6nnen. 

Die oben erwahnte Burmes te r sche  Theorie hat schon den Anla0 zu 
zwei Untersuchungen in der E'lbenc pegeben. Bcide sind als Dissertationen 
an der Kgl. Technischen Hochschule zu München veroffentlicht worden, 
von denen die erste, ,,Untersucl~ungen einer zwei-vierdeutigen kinetogra- 
phischen Verwandtschaft" von H. R i  ed e r ,  in1 Jahre 1907 erschien. R i  ede r 
erzeugt eine spezielle ebene kinetographische Verwandtschaft, indem er 
die eiiiptische und die damit zusammenhingende kardioidische Bewegung 
ebener Systeme ineinander benützt. E r  zeigt auch, wie man mit einem 
nach den Regeln von B u r m  es  t e r  ausgeführten Apparat entsprechende 
Punkte der beiden kinetographisch aufeinander bezogenen Systeme be- 
stimmen kann. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



368 Untersuchungen kinetograph. Korrespondenzen [2 ,2]  in d. Ebene u. im Reume. 

Die zweite Abhandlung, von K. H üb sch, die im Jahre 1909 erschien, 
lautet: ,, Untersucl~ung einer kinetographischen Verwandlscl~aft bei speziellen 
8chleifsch.ieberqetrieben". Hü b s c h  erzeugt auch eine spezielle ebene kincto- 
graphische Verwandtschaft mit einer zwei-vierdeutigen Punktkorrespon- 
denz. Die Bewegung des einen Systerns in dem andern wird erzeugt durch 
das  zentrisch-geradlinige, die von dem zweiten in dem ersten durch das 

zentrisch-minkelige Schleifschiebergetriebe. 
Die Aufgabc, die içh mir selbst zur Untersuchung vorgelegt habe 

und deren Behandlung eine ganz andere ist als die der ermahnten Ver- 
fasser, zerfallt in zwei Abschnitte, von denen der erste ein ebenes Problem, 
der zweite sein Analogon im Raume behandelt. 

I n  dem ersten Abschnitte - das ebene Problem - wird die Be- 
wegung des einen Systems in dem andern durch eine Drehung um einen 
unveranderlichen Punkt festgelegt. Mit dieser Rewegung ist dam eine 
gleiche Bewegung des letzten Systems in dem ersten rerbunden. Das 
Problem behandle ich vollkommen allgomein, indem ich alle diejenigcn 
kinetographischen Verwandtschaften untersuche, die überhaupt bei der 
genannten Bewegung entstehen konnen, unter der Voraussetzung, daB 
die sog. Ausgangski~rven Gerade diirch den nrehpunkt sind. Die ent- 
sprechenden Punkte in den kinetographisch verwandten Systemen b e  
stimme ich mittels eines mechanischen Apparates und für die geo- 
metrischen Bilder - unikursale Kurven 4. Ordnung - die sich aus den 
erzeugten Vermandtschaften ergeben, habe ich neue und einfache Kon- 
struktionen angegcben. 

In  dem zweiten Abschnitt - das raumliche Problem - lege ich die 
Bewegung der beiden Riume ineinander durch eine Drehung um eine un- 
veriinderliche Achse fest. Auch in diesem Abschnitt untersuche ich aiie 
diejenigen kinetographischen Verwandtschaften, die bci der genannten 
Drehung entstehen konnen, imter der Voraussetzung, daB die sog. Aus- 
gangsflachen Ebenen durch die Drehachse sind. Wegen der rein theoreti- 
schen Natur des raumlichen Problems habe ich dieses ganz kurz und zu- 
sammenfassend behandelt und nur die ~ a u ~ t e i ~ e n s c h a f t e n  der Flichen 
4. Ordnung angrgeben, die bei jenen Verwandtschaften entstehen, und 
welche Flachen neue Typen von Flachen 4. Ordnung sind. 

Sowohl Herrn Geh. Hofrat Prof. Dr. L. B u r m e s t e r  als Herrn Prof. 
Dr. K. D o e h l e m a n n  an der Kgl. Techriischen Hochschule zu Nünchen 
darf ich hier meinen besten Dank für viele wertvolle Ratschlàge bei der 
Ausarbeitung dieser Abhandlung aussprechen. 

SchlicBlich ist es mir noch eino angenehme Pflicht, meinem hoch- 
verehrten Lehrer, Heirn Prof. Dr. R. S t u r m  in Breslau, fur die Fordermg 
rneiner geometrischen Studien meine Dankbarkeit zu bezeigen. 
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Von MAX SEBGPLIUS. 

E r s t e r  A b s c h n i t t .  

Kinetographische Korrespondenzen [2,2] in  der Ebene. 

1. Kapitel. 

Ebene kinetographische Korrespondenzen. 

$1. A l l g e m e i n e  D a r l e g u n g e n .  

Nach B u  r m  e s t e r gilt in bezug auf eine kinetographische Verwandt- 
achaft oder Korrespondenzl) in der Ebene folgende Beziehung: 

Bine kinetographisch Vwwandtschaft zweiw ebenen Systeme 2, und 
2, (Fig. l ) ,  von denen Zr in Ruh, Zb Eieweylieh id, tiestinamt Sach durch 
&ne gegehene gesetzma/3ige Bewegung des Systmzs 2, i n  dem Systeme 22, 
und durch die eiw-eindeutige Zuordnung der Punkte auf zwei Xumen Cr 
und Cb in beiden Sy~temen.~) 

Entsprechende Punkte in den auf diese Weise kinetogrephisch auf- 
einander bezoge-  FI^. 1. 

nen Systemen 
2, und Pb sind 
d a m  diejenigen 
Funkte X, und 
X ,  in beiden Sy- 
stemen, die sich 
i n  demselben 
Augenblick mit 

zugeordneten 
Punkten derAus- 
garigskurven Cb 
und Cr decken. 

Ordnen wir den Punkten Pb, Q,, S b . .  . auf C, eindeutig die Punkte 
Pr, Q,, Sr.. . auf Cr zu, so ergeben sich folgende Gruppen entsprechen- 
der Punkte (Fig. 1): 

X,-Punkte Xb -Punkte 

Gruppe O: (PT QI.ST.. .) Gruppe O: (Pb 3 . . .) 
Gruppe 1 : (Pi &: LFJ. . .) Gruppe 1 : (Pb Qb 8,'. . .) 
Gruppe 2: (Py QrS;. . .) Gruppe 2 : (P,"Q,"S,". . .) 

USW. 

1) L. B u r m e s t e r :  ,,Kinetographiache Verwandtschaften ebener Systeme und 
riumlicher SystemeL'. Sitzungsberichte der Kgl. Bayer. Akad. der mTiwenscheften 
Nr. 37, Miinchen 1907. 

2) Die kinetographische Verwandtschaft kann dadurch erweitert werden, da6 
m m  die Zuordnung der Punkte der Kurven Cr und Cb mehrdeutig macht. 

Zeitsehrift f. adathematik n. Phyaik. 61. Band. 1919. Hefi 4. 2 4 
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Zn jedem der beiden Systeme 2,. und 2, entsteht bei der Bewe,png des 
Systemes in Zr ein Kurvennetz, niimlich: 

Die Kurvenscharen II,., 17, (Fig. 1) nennen wir Bahnkurven, die Scharert 
rr, rb Lagekurven. 

WoUen wir eine kinetographische Korrespondenz analytisch unter- 
suchen, BO müssen wir nach B u r m e s  ter1) als krummlinige Koordi- 
naten oder Parameter die Scharen Li,., rr und ITb, r, wahlen, denn ent- 
sprechende Punkte der ebenen Systeme sind stets Schnittpiinkte entspre- 
chender Kurven in II,., rr und Tlb, rb. Nehmen wir insbesondere als Aus- 
gangskurven Cr und C, in 2: und Zb zwei kongruente Kurven, lassen 
diese in 'ihren Anfangslagen zusnmmenlicgen und ordnen in dieser Lage 
diejenigen Punkte, die sich decken, auf C,. - Cb und Cb = Q einander 
zu, so erhalten wir eine spezielle Zuordriurig, die wir eine id&tischa 
Zuordnung der Punkte auf den Ausgang~ikurven nennen. Die spezieliste 
identische Zuordnung ergibt sich, wenn die Cr und Cb Geraden sind. 

Professor B u r m  C S  t e r  hat in der genannten Arbeit Beispiele kine- 
tographischer Verwandtschaften gegeben und zugleich ihre Verwendung 
bei einfachen Getrieben gezeigt. Eine Klasse dieser Aufgaben habe ich 
mir in dieser Arbeit zur Untersuchmg vorgelegt. 

5 2. C h a r a k t e r  d e r  A u f g a b e ,  d i e  i m  e r s t e n  A b s c h n i t t  
u n t e r s u c h t  wird.  

Zur Untersuchung in der Ebene wird diejenige Gruppe kinetogra- 
phischer Korrespondenzen vorgelegt, die auf folgende Weise entstehen- 

Ein ehenes System .?& dreht sich um einen festm Punkt Sb = S: in Er 
(Fig. 2); zu Ausgangskzlrverl wahlen w i r  zwei zusammerlfallende und durch 
den 1)rellpnlt gehende Geraden Cb und Cr und ordnen die auf ihnen be- 
findichen Punktreihen Cb = (Pb &,Sb. . .) und Cr = (Pr &,Sr. . .) einalzder: 

1. projekliv, 
2. ahdich, 
3. kmgruszt und 

4. identisch 
BU. 
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Durch jede dieser vier Zuordnungen entsteht eine kinetographische 
Korrespondenz zwischen den Systemen Zr und Zb, von denen Professor 
B u r m e s t e r  sagt, daB Big. 2. 

im Falle 4 die kineto- 
graphisch verwandten 
Systeme ,, symmetrisch 
kongruent" sind; werden 
aber die entsprechenden 
Punkte zweier kongruen- 
ten, zmeier ahdichen 
oder zweier projektiven 
Punktreihen als zugeord- 

geben sich 

verwandh Systeme. 
In Er und Z, sind die 

Bahnkurven IIr = (pre . .  .) und "k.. / 
IT,, = (p,q, . . .) konzontrische 
Kreise mit Sb als Zentrum, und 
die Lagekurven gerade Linien, 
die eine Kurve nullter Ordniing 
umhüllen, d. h. die Lagekurven rr = (Q C: C: . . .) und r, = (Q Ci q. . .) 
Sind zwei konzentrische Strahlcnbüschel mit ihren Scheiteln in Sb (Fig. 2)- 

II. Kapitel. 

Geometrische u n d  analytische Untersuchung der  Vieldeutigkeit 
de r  vier Korrespondenzen zwischen Z,. und En. 

5 3. G e o m e t r i s c h e  U n t e r s u c h u n g  d e r  V i e l d e u t i g k e i t  
d e r  V e r w a n d t s c h a f t e n .  

Um'die  Vieldeutigkeit der Korrespondenzen der beiden aufeinander 
kinetographisch bezogenen Systeme Er und Z,, geometrisch festzustelien, 
benützen wir den iri Fig. 3 abgebildeten Apparat. 

Rin Tisch tragt zwei parallele matte Glasscheiben, von dcnen die 
eine Er (das ruhende System) starr mit dem Tisch verbunden ist. Die 
andere X, (das bewegljche System) dngegen ist in bezug auf diese be- 
weglicli. Das System Zb wird mittels einer Kurbel in Bewegung ge- 
setzt, wie in Fig. 3 ersichtlich ist. Auf dem Tisch befindet sich noch 

24 * 
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372 IJntersuchungen kinetograph. Korrespondenzen [ Z ,  31 in d. Ebene u. im  Raume. 

eine dem festen Systerne angehorende vertikale Saule Cr. Auf Cr sitzt 
eine verstellbare Hülse, die einen auf der Scheibe Zb schreibenden 
Stift Sr tragt. Liings der Schnittlinie der Normalebene durch Cr zu 

rizontal ge- 
zeichnet. Ord- 

mg. B. Z, mit Zb h f t  eine andere 

IIülse tragt wieder einen Stift, 
dessen Spitze Sb l k g s  der festen 

1 Scheibe Er streift. Die beiden 
Stifte Sr und Sb haben immer 
die Lage einer Normalen der 
Glasscheiben. 

Lassen wir die Hülsen, aiif 

welchen die Stifte Sr und Sb 
sitzen, Iangs der Siiulen c u n d  Cb 

pr" gleiten, so zeichnen die Stifte 
in beiden Systemen senkrecb te 
Geraden, deren orthogonale Pro- 
ektionen auf eine mit den 

sich decken. 

sind die sich 

Geraden Cr 
und Cb ho- 

- - nen wir dann 
-- - 

/ -2 --- - in der Aus- 
y--- ------ ==-Y-, gangslage 

(wo I=, verti- 
ka1 ist, Fig. 3) 

diejenigen 
Stiftstellungen Sr und S,, deren Projektionen in der Projektionsebene 
miteinander durch eine: 1. Projelitivitat, 2. ~hnliehkeit, 3. Eonqruen~ oder 
4. Idc~ t i ta t  verbunden sind (d. h. z wischen deren C a r t e s  i schen Koordi- 
naten eine gebrochene oder ganze lineara Gleichung besteht), einander 
zu, so sind damit die vier früher genannten kinet~gra~hischen Korre- 
spondenzen zwischen Z,. und Zb bestinimt. 
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Von MAX SEEGELIL-B. 373 

Wir bestimmen nun mit Hilfe des Apparates zu einem Punkte Pb 
in Zb die korrespondierenden Punkte in 2,. (Pig. 3). GemaB der Defi- 
nition müssen entsprechende Punkte im gleichen Augenbliük sich mit 
den Spitzen Sr und Sb für zugeordnete Einstellungen dieser Spitzen decken. 
Lassen wir nun die Scheibe Zb einen Umlauf in Zr ausführen, so faut  
der Punkt Pb wahrend dieses Umlaufes mit zwei Einstellungen des 
Stiftes Sr auf der Saule Cr zusammen. Diese Lagen der Sr werden mit 
Pi und Py in Fig. 3 bezeichnet. Diesen Einstellungen ordnen sich zwei 
andere in Eb z11, die wir mit P,' und P," hezeichnen wollen. Wir ~tel len dann: 

1. den Stift Sr in die Lage 2': und den Stift Sb in die Lage P,' und 

2. ), 2, Sr 9,  ,, )) P: ,, ), j )  Sb ,, ,, 9, Pi' 
und bewegen die Scheibe in den beiden Fallen soweit, daB die Spitze 
Sr mit dem Punkte Pb zusammenfiillt. Hierbei deckt sich in jedem 
Augenblick die Spitze Sb mit einem Punkte in Zr, und so ergeben sich 
auf einer dureh den Drehpunkt gehenden Geraden in & zwei Punkte 
PT und PF. Hieraus ersehen wir, daB einem Punkte Pb in Sb, dessen 
Radiusvektor mit der vertikalen Saule Cr einen Winkel or bildet, zwei 
Punkte Pr und Y ;  in  Zr entsprechen, deren Verbindungslinie mit Cr 
denselben Winkel ol einschlief3t. 

Auf dieselbe Weise ergeben sich mittels des Apparates zu einern 
Punkte PT i n  Er mit dern Polarwinkel P die beiden entsprechenden 
Punkte Pt und Pt in Zb mit demselben Polarwinkel p. 

Die Punkte und P: einerseits und Pi und Pb andererseits sind 
identisch für einen iin Endlichen befindlichen Drehpunkt in den Fallen 
wo wir die Punktreihen auf den Ausgangsgeraden Cr und Cb mitein- 
ander durch eine: 1. inverse ~hnl ichkei t ,  2. inverse Kongruenz oder 3. 
Identitit verbinden und den Drehpunkt in den Doppelpunkt verlegen. 
Hiermit hat sich ergeben : 

S a t z .  W e n n  ein System .Zb sich u m  ezez12en Punlit in Zr dreht und 
die Punlctreihen auf zwei zusammenfailenden und durch den Drehpunkt 
gehenden Geraden projekliv, ahnlieh oder kongruent einander mgervrdnet 
wwden, so entstehm im aZi.gemeinen Kinetographisde Korrespondenzen [2,2], 
die in den speziellen Fullen der Ahnlichkeit und Eongruenz und immer 
für Identitüt sich auf kinetographische Korrespondenzen [l, 11 seduzierm. 

Dieses Ergebnis k6nneii wir auch analytisch bestitigen. 

5 4. D i e  T r a n s f o r m a t i o n s -  o d e r  Ve rwand t scha f t sg l e i chungen  
d e r  e b e n e n  S y s t e m e  Zr u n d  ZV 

Um analytisch die Vieldeutigkeit der Korrespondenzen zwischen 
den Punkten in Zr und Eb festzustellen, nehmen wir an,  daB Zr in 
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374 Untersuchungen kinetograph. Korrespondenzen [2,2] in d. Ebene n. im Raume. 

Fig. 2 und 3 
dinatenachsen 

sich in der Anfangslage befindet, und wahlen die Koor- 
in diesem System so, daB die ,!$-Achse mit Cr zusammen- 

Big. 4. 
fau t  und dai3 die Ji-Achse durcli 

II den Drehpunkt S, z XO senkrecht 

I - 

zur ,Z- chs se geht (F&. 2). In Zb 
lassen wir die Koordinatenachsen 
X und Y mit den E- und H- 

Hiernach wahlen wir 
auf Cr und Cb zwei zu- 
geordnete Punkte Pr 
und Pb (Fig. 2) in 
den projektiven, i hn -  

Achvenkreuz (x, Y) in einem ge- 
gebenen Momente der Bewagnng 
die Lage X,, Y, (Fig. 4) einnimmt. 

Als variable Parameter nehmen 
wir: 

PbO= PbSb-  A,, P ro=  PrTr=Âb und < E X a - a ,  

wo O die zugeordneten Punkte in  den gcgebencn Punktreihen nicht 
deckt. A,, A, konnen alle reellen Werte, und cu kann alle Werte zwi- 
schen O und 272 annehmen. 

Au8 der Fig. 4 ergeben sich folgende Transformationsgleichungen 
in krummlinigeu Eoordinaten : 

Wàhlen wir die Parameter wie oben, so treten die Kurvenscharen 
Cr, und IIbrb  als Scharen von Parameterkurven auf, wovon wir uns 
durch Elimination von û: und Ar bzw. a  und 1, überxeugen kiinnen. 

Ordnen wir nun die beiden Punktreihen C, = (Pb &,Sb . . .) und 
Cr = (Pr Qrly . . .) e in~nder  1. p r o j  e k t i v  zu, so besteht zwischen den 
Parametern A, und A, die bilineare Gleichung: 

(3) a l r &  + b ~ ,  + CA, + c i  = O,  
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Von MAX SEIK+ELIUS. 375 

die bei einer hyperbolischen oder parabolischen Projektivitat mit deni 
Anfangspunkt in einem Doppelpunkt lautet: . 

Der Gleichung (3) gem5B transformieren sich die Gleichungssysteme 
(1) und (2) in: 

(5) 
5 = A-, coscl 

tj = A- sina, 

von denen die Gleichungen (5) mittels der Forrneln: 

Diese letzten Gleichungen besagen, daB einem Punkte Pb (x y) in 27' 
zwei Punkte PL (6' 7') und P+ (5"77*') in 22,. entsprechen. 

Ebenso transformieren sich die GLU. ( 6 )  mittels der Formeln: 

nnd 

in 

(8) 

-- 
A.,. = i t 2  + r j 2  

Aus den GIeichungen (8) ersehen wir wieder, daB einem Punkte 
Pr ( f  q)  in 2, zwei Punkte Y6 (s'y') und Py (x" y") in ,Yb entsprechen. 

Bei einer hyperbolischen oder parabolischen Projektivitat mit dem 
Doppelpunkt im Aufangspunkt (Drehpunkt) ist d = O in den G1. (7) 
und (8). 
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376 Untersnchungen kinetograph. Korrespondenzen [2,2] in d.  Ebene u. im Raume. 

Ordnen wir hiemach die beiden Punktreihen Ch = (Pb Qb Sb . . .) 
und Cr r (Pr Qr Sr.. .) einander: 2. ahniich, 3. kongruent Oder 4. iden- 
tzsch zu, so haben wir in den Transformationsgleichungen (7) und (8) 

d d im zweiten Falle a = O und im dritten Falle a = 0, - = - - - li zu 
c b 

setzen. 
Irn vierten Falle, d. h. für Identitüt erhalten wir folgende Über- 

gangsgleichungen: 

Verlegen wir schlieBlich den Anfangspunkt im zweiten und dritten 

Fig. 6. 

H :Y 

Falle in einen 
Doppelpunkt, so 

erhalten wir Glei- 
chnngen, die sich 
von den Gleichun- 
gen (9) und (10) 
entweder nur nm 
eine Konstante 

unterscheidon 
oder mit diesen 
identisch sind.Die 
Zuordniingen ge- 
ben eine Korre- 
spondenz [l, 11. 
Hiermit hat sich 
von neuem der 
Satz auf Seite 373 
ergeben. 

Bevor wir dieses 
Kapit'el schlieBen, - 

wollen wir noch kurz die geometrische Konstruktion entsprechender Punkt- 
g-ruppen behandeln, und weil die Parameter A, und A, symmetrisch in der 
bilinearen Gleichung (3) auftreten, brauchen wir nur die geometrische 
Konstruktion entsprechender Punkte des einen Systcms nnzugeben. 

§ 5. K o n s t r u k t i o n  d e r j e n i g e n  P u n k t e  i n  Zr, d i e  e i n e m  P u n k t e  
i n  Zb e n t s p r e c h e n .  

Zu der Konstruktion entsprechender Punktgruppen wahlen wir die 
Koordinatenachsen wie im vorigen Paragraphen. 

In den beiden konjektiven Punktreihen C, = (Pr Qr Sr. . .) und 
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Von MAX SERGELIUS. 377 

C, z (Pb Q, Sb - . .) wahlen wir zwei Ausgangsgruppen (Pig. 5) der Glei- 
chung (3) gemLB, z. B. die Gruppen: 

Q r -  = A  r = ~3 

d 

T r r  =A"= O. 

Pig. 6. 

Die Konstruktion der Punkte P: (gr]') und PF(&"ri") in Zr, die 
einem Punkte Y , ( x y )  in Zb entsprechen, liefert d a m  die Gleichungen 
(6). In Polarkoordinaten (r v )  lauten diese: 

die nicht nur für r v sondern auch für - r, v + 180° bestehen. Setzen 
wir diese Werte  der Parameter ,Ir und a: in die Gleichung (5) ein, so 

ergeben sich die Gleichungen: 

br-d 
COS v 

1 , br-d 
? l = - ~ &  sin v 

- - - b r  + cosv 
a r + c  

rit' = br+ds inv ,  à r q  
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378 Untersuchungen kinetograph. Korrespondenzen [Z, 21 in d. Ebene u. im Raume. 

die uns die Konstruktion der Punkte PL und Pr unmittelbar liefern 
(F'ig. 6). 

Die Konstruktion gibt an, daB die dem Punkte Pb (X y) in Eb ent- 
sprechenden Punkte Pl (f' gr) und PJ (E" gr') auf derselben Geraden durch 
den Anfangspunkt liegen, welche Gerade mit der E-Achse denselben 
Polarwiukel v bildet, wie der Rsdiusvektor des Puriktes Pb mit dieser 
Aclise. 

111. Kapitel. 

Die Übergang~kurven, Hauptpunkte und Hauptkurven der  Systeme 
Er u n d  ,?$ 

Q 6. D i e  Ü b e r g a n g s k u r v e n  i n  d e n  S y s t e m e n  Zr u n d  Zb. 

In den vorangehenden Paragraphen haben wir sowohl geometrisch 
ale analytisch festgestelit, daB die ebenen Systeme 2,. und 2, zueinan- 
der in einer Korrespondanz [2, 21 etehen. Bindeutigkeit k6nnen wir 
aber dadurch erzielen, daB wir, wie bei den R i e m a n n   che en Flachen, 
die Systeme 2, und Zb mit zwei Blüttern überdecken. 

Die beiden Blatter in jedem Systeme hiingen dann l k g s  bestimmter 
Kurven zusammeii, die infolge der Entstehung unserer kinetographischen 
Verwandtschaften Kreise sind und deren Punkte dadurch gekennzeichnet 
werden, daB die Vieldeutigkeit in  denselben aufhort. Diese Kurven 
wollen wir Übergangskurven in  den Systemeu Zr und 2, nennen. 

Bei Bestimmung der Übergangskurven müssen wir die drei Pdle 
der Projektivitit, Ahnlichkeit und Kongruenz nebst ihren SonderfüIien 
jeden für sich berücksichtigcn, unter der Voraussetzung, daB ausge- 
ertete Zuordnungen der Punktreihen auf den Ausgangskurven nicht be- 
trachtet werden, d. h. unter der Voraussetzung, daB in der bilinearen 
Gleichung (3) a d  - b c  += O ist. wir kihnen d a m  folgende Sonderfille 
unterscheiden: 

Bei I'rojelitivitit : 

1. d+U rr) 6 4 0 ,  c + O  p )  b - O  Y) C - O  6) b = e - 0 ,  
2. d=O. 

Bei ~ h d i c h k e i t  und Xongruenz: 
1. d + 0 ,  2. d=O.  

Für endliche Werte der Koordiriaten (x 1 y) und ( E T )  ergeben sich 
irn Falle der Projektivitat, Ahnlichkeit und Kongruenz unserer Ver- 
wandtschaftsgleichungen (7) und (8) gemiiB die ~ b e r g a n p k u r v e n :  
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welche Kurven mit k, und h, bezeichnet werden sollen. Berücksichtigen 
wir dann nur reelle Werte der Variablen, waa ja auch irifolge der Natur 
unseres Problems nur einen eigentlichen Sinn hat, so stelit die Glei- 
chung x' + ye = O bzw. 6" f 2  = O den Koordinatenanfang in Zb bzw. 
Zr dar. Die Werte der (E 1 $) und (x / y) werden dann dem Gleichungs- 
sp tem (7) bzw. (8) gemaB unbestimmt, d. h. der Ursprung in Zb bzw. 
Zr iit ein Hauptpunkt, mit welchem wir uns im niichsten Paragraphen 
niiher beschaftigen werden. Lassen wir dagegen anch imaginiire Werte 
zu, so stellt die Gleichnng x2 + y2 = O bzw. f B  + ?12= O ein imaginares 
Geradenpaar in I=, bzw. Zr dar, niimlich das Paar der sog. Minimal- 
geraden durch den Drehpunkt. Die Gleichungen (7 )  und (8) besagen dam, 
daB den Punkten jenes imaginaren Geradenpaares in  Z, und Er die 
Kreispunkte in Er und Eb zugeordnet sind und umgekehrt. 

In bezug auf den nnendlich femen Punkt von Zb oder Zr, der 
durch die Koordinaten (x = m 1 y - qx) bzw. (5 = cc 1 17 = p5) ge- 
geben ist, liefem: 

1. Im Falle der Projeklivitat: die G1. (7) und (8) folgende Grenz- 
werte: 

a)  b9+O, c + O  

Eliminieren wir q aus G1. (11) bzw. (12), d. h. betrachten wir  alle 
Punkte der fraglichen imaginaren Geraden in Eb und Zr, so erhalten wir: 

lim 6' + lim 
= (i): 

8 
lim z2 + lim yB - (i) , 

. . 
somit den Satz: 

Der unefidlich fernen G e r a h  durch den Drehpunld in Zb bzw. Zr 
entsprickt in. 2, Ozw. Zb eine rerfaliende Kurue 4ter Ordnung, die aus einem 
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380 Cntersnchungen kinetograph. Korrespondenzen [2,2] in d. Ebene u. im Ranme. 

b Kr& mit dem Radim 1, = -a bzw. 1, = :~ und dom irna~iniiven Geradm- 

paar f a  + qe - O bzw. xs + y a  - O basteht. 
Diese Kurven wollen wir mit f: bzw. f': bezeichnen. In  Pig. 5 

sind die Übergangskurven A, bzw. k, und f," bzw. )Cr gezeichnet. 

/3) b = O. Dann transformieren sich die Kurven f r  und k, in 
Nullkreise, die Kurve f ;  bleibt unverandert und die Kurve h, geht in 
die unendlich ferne (fcrade über. 

y )  G = O. Dann erhalten wir die Cmkehrung des Falles /3). 
d) 1, = e = O, dann wird die Korrespondenz [l, 11. Wenn schlieB- 

lich d = O, so ergibt sich von neuem der Fall a). 

2. Irn Falle der Ahnlichkeit und blOngruenz gehen die Kreise der 
Übergangskurven h,, f r  und h,,  fa" in die unendlich ferne Gerade über. 

5 7. D i e  H a u p t p u n k t e  u n d  d i e  H a u p t k u r v e n  d e r  2,. und Zb. 

Die Gleichiingssysteme ( 7 )  werden fiir O r (x = 0 1 y = 0) un- 
bestimmt, d. h. dem Anfangspunkt in  Z,, entspricht nicht nur ein ein- 
ziges P u n k i p ~ a r  in Zr, sondern unendlich viele, des ist eine Haupt- 

0 

kurve f,.. 
Aus den G1. (6) folgt in der Tat, da8 den Werten (z = O 1 y = 0) 

unendlich viele Wertepaare 1,, u der Parameter entsprechen, die alle 
der Bedingung: 

(13) e d r +  d -  O 

genügen. G1. (13) ist folglich die Gleichung der fr in krummlinigen 
Koordinaten (Ara). Um die Gleichung der Hauptkurve in rechtwinkeligen 
Koordinaten zu erhalten, müssen wir aus den G1. (5) und (13) die Para- 
meter A, und a! eliminieren. Die Elimination gibt: 

5=+ q2- k2, 
d 

wo k = - -. Aus dieser Gleichung folgt: 

Sa tz :  Dem Anfangspunkt in 2, entspricht eine Hauptlcurve f, itz 
a .  

Zr, die ein Rreis  mit dem Radius - zst. Analog ergibt sich der 

S a t  z: Dem Anfangspwzkt in 2,. entspricld eine Hau@kurve f, in 
a Z,,, die ein Ereis mit dem Radius - ist. 

Die Hauptkurven f, und f, sind in Fig. 5 gezeichnet. 

Bei Kongruenz fallen die Hauptkurven f ,  und f, zusammen. 
Setzen wir d = O, d .  h. lassen wir den Anfangspunkt in einen 

Doppelpunkt einer Projektivitit, ~ h n l i c h k e i t  oder Kongruenz fallen, 80 
werden die Hauptkurven f, und f, Nullkreise. 
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IV. Kapitel. 

Die Bestimmung der  Kurven Cr und Ch i n  Zr u n d  Zn,  die d e n  
geraden Linien und  Zr in  Zb u n d  entsprechen. 

Weil die Übergangsgleichungen (7) und (8) vollkomrnen analog sind, 
haben wir nur die einer Geraden entsprechende Kurve des einen Systemes 
zu untersuchen. 

4 8. Die  a n a l y t i s c h e n  G l e i c h u n g e n  d e r j e n i g e n  K u r v e n  Cr i n  Zr, 
d i e  e i n e r  Geraden  1, i n  Eb e n t s p r e c h e n .  

Infolge der Entstehung unserer kiuetographischen Korrespondenzen 
konnen wir zeigen, daB wir nur diejenige Kurve Cr in Er zu unter- 
suchen brauchen, die einer Koordin~tenachse parallel laufenden Geraden 
entspricht. 

Wir wollen annehmen, die Gerade 7, sei der Y-Achse parallel 
(Fig. 7), und das System Zb befinde siüh nach einem Unilauf in Cr 
wieder in der Ausgangslage. 

Die beiden Systeme Zr und Zb werden d a m  von konxentrischen 
Kreisen überxogen, von denen einem in dem einen System zwei in dam 
anderen entsprechen. Die Gerade 1, schneidet jeden Kreis in Zb ,  z. B. 
den Kreis pb in Zb i n  zwei Punkten Xb und Yb, die symmetrisch in 
bezug auf den FuBpunkt Sb des Lotes vom Anfangspunkt auf 1, liegen. 
Die den Punkten X b  und Yb entsprechenden Punkte ( X L X ; )  und 
(Y: Y'') sind dann die Schnittpunkte der Goreden O Y ,  und OX,  ( 5  5 )  
und der Kreise p: und p;, welche dem Kreis p, entsprechen. Die Punkte 

X: einerseits und X:Yy andrerseits liegen folglich symmetrisch in  
bezug auf das obeu genannte Lot. Die Kurve Cr (in Fig. 7 punktiert), 
welche der Geraden i, entspricht, ist folglich symmetrisch in bezug auf 
,die z-Achsc. RT und Er, Rr sind cntsprechende Punkte. 

Dreht sich das System Zb um einen Winkel v, so geht die Gerade 
1, in die Lage , über, und die Punkte X 2'- - Yb in die Lagen X,, Yb. 
Die Schnc X, Y, wird glcich der Sehnc X, Y, und die Kurve Cr, die 
der beliebig gewahlten Geraden 7, entspricht, wird folglich kongruent 
mit der Kurve Cr. Ihre Symmetrallinie SrSr schlieBt mit der E-Achse 
den Winkel v ein. Hiermit besteht der: 

Satz:  Einer beliebig gewahlten Geraden in 2, entspricht in Er eine 
symmetrische Kurwe, deren Symrnetrallinie mit der E-AcJm densemen 
Winkel bildet, wie dus Lot vom Anfangspunkt auf die gegebew Gerade 
mit dieser Achse. 

Bewegt sich noch die Gerade 1, parallel mit sich selbst, so  tut  es 
auch die Gerade Tb, und die entsprechenden Kurven Cr und er werden 
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in jedem Augenblick kongruent. Wir  konnen uns folglich auf die 
U n t e r s u c h u r ~ ~  der Kurve Cr, die der Geraden 1, entspricht, beschriinken 
und dann ihre Eigenschaften auf die Kurve Cr,  die einer beliebig ge- 
wiihlten Geraden entspricht, übertragen. 

- Fig. 7. 

Wir bestimrnen suerst die Gleichmg der diurce Cr ilz Zr, die der 
Geraden : 

(14) z , = x - n  

in Eb mtsp i ch t ,  wo n der Achsenabschnitt ist. Um diese Gleichung zu 
erhalten, müssen wir die Variablen q y aus den G1. (8) und (14) eli- 
minieren. Die Elimination gibt: im Falle 1, für  Projektivitat: 
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im  Palie 3. für Eongruenz: 

Für  d = O sind Gl. (15), (16), (17) reduzibel, und in Produktcn- 
form lauten sie 

(18) [a(?" Y )  + c f  - nbl [a (q2+ f" - -t + d l  - 0 

Suchen wir insbesondere das Bild Cr der Y-Achse, d. h. der Geraden 

so findcn wir das Ergebnis am einfachsten mittels der G1. (6), wo wir 
x = O zu setzen haben. Wir erhaIten: 

cr = go0, 270' 

Für d = O i d :  

II. 
Hiernach suc7zem wir  die . Gleichuy der Kuwe C i  in Zr, die einer 

dwch den Anfangspnld gehenden Ger& 1; : 

in Zb entspricht. Wir erhdten: 

- m f ( c V r n +  4 f n ' l ( c l / V +  d)  = 0 ,  

welche Gleichung reduzibel ist, und lautet im Falle 1 und 2. 

(21) (nq - m f ) 4 [ d 2 -  ca( t2+ q2)]  = O 
im Falle 3: 

PI (nq - m f)"7cs- (ta + q3] - 0 .  
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Wenn der Anfangspunkt mit einem Doppelpunkt zusammeiifallt, 
so lauten die Gleichungen (21) und (22): 

9 9. D i s k u s s i o n  der  G l e i c h u n g e n  d e r  K u r v e n  Cr u n d  C i  und 
i h r e  g e o m e t r i s c h e  K o n s t r u k t i o n .  

Die im vorigen Paragraphen entwickelten Gleichungen woilen wir 
jetzt diskutieren und dann eine geometrische Konstruktion der Kurven 
Cr und C: angeben. Wir beginnen mit der 

I. Kurve Cr 

und setzen voraus, daB d =+ 0. 

Aus den G1. (15), (16), (17) ist ersichtlich, dai3 die Kurven Cr, die 
diese Gleichungen geometrisch darstellen, von vierter Ordnung Sind und 
syrnmetrisch in bezug auf die ,"-Achse liegen. Weiter finden wir, daB 
diese Kurven einen singularen Punkt im Anfangspunkt (g s O 17 = 0) 
besitzen, dessen Tangenten reeil und verschieden oder zusammenfallend 
oder imaginiir sind, je nachdem die Diskriminante: 

D L  - %2b9 2 
< O, 

d. h. je nachdem: 

(24) 

AuBerdern ergibt sich die Anzahl der Asymptoten der Kurven Cr aus 
der Gleichung: 

(25) tg4û(nka'- e" + tge8(2neaB- c') + = d, 
wo û der Winkel ist, den eine Asymptote mit der H-Achse bildet. 

Die Wurzeln der G1. (25) sind: 
na  

tgR, , ,=&i und tgB,,4=+yvcc,i;, 

d. h. aile Kurven Cr Sind zirkulare Kurven. 

Geometrisch konnen wir diese Resultate einfach bestatigen. Dem 
5 6 gernLB entspricht der unendlich fernen Geraden 1: in E,, die Über- 
gangskurve fb in Zb, und da die Gerade 1, der Kurve f 6  in 4 Punkten 
begegnet, so schneidet die Gerade 1: die Kurve Cr in 4 Punkten, von 
denen zwei in den Kreispunkten der Ebene 2,. liegen. Die Kurve C,. 
ist folglich eine zirkulare Kurvo 4. Ordnung. 

Zufolge 5 7 wieder entspricht dem Anfangspunkt 0(E = 0 17 = 0) 
in Zr, der Hauptkreis f, in Zb, und weil jede Gerade 1, die Haupt- 
kurve f, in zwei reellen verschiedenen, zusammenfallenden oder ima- 
ginaren Punkten schneidet, so nul3 der Punkt (t = 0 117 = 0) auf der 
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Kurve Cr ais ein Doppelpiinkt, Rückkehrpunkt oder isolierter Punkt 
auftreten. 

Die rechte Seite der G1. (24) gibt die Lange des Lotes vom An- 

faiigspunkte auf die Gerade 1, an, und da : der Radius des Haupt- 

krcises f, in E, ist, so finden wir, daB ( f  - O 17 - 0) ein Uoppelpunkt, 
Rückkehrpunkt oder isolierter Punkt ist, je nachdem das Lot auf Z, 
kleiner, gleich oder groBer als der Radius des Kreises f ,  ist. 

Die beidsn Winkel rp, welche die Tangenten des singularen Punktes 
mit der H-Achse bilden, hangen einfnch mit den Schnittpunkten der 
Geraden 1, und fi, zusammen. Um dies nachzuweison schreiben wir 
die Gleichnng der Fundamentalkurve f, in der Form: 

Eliminieren wir die Variablen x und y ewischon dieson Glcichungen 
und der G1. (14), BO erhalten wir die Gleichung, welche die Tangenten 
im singuliiren Punkte O bestimmen. Folglich sind die Winkel der 
fraglichen Tangenten gleich den beiden Polarwinkeln jener Punkte der 
f,, wo die Gerade 1, diese Kurve schneidet (Fig. 7). 

Das Geschlecht der Kiirve Cr konnen wir einfach folgendermaflen 
feslsteilen. Wie oben gesagt, hat die Kurve Cr jedenfalls einen reellen 
singuliren Punkt im Anfangspunkt, besitzt aber auBerdem noch zwei 
andere singulare Punkte, die auch konjugiert imaginar sein konnen. 
In der Tat fallen die beiden Punkte in Zr, die einem Punkt der Bahn- 
kurve h, entsprechen (Fig. 5), zusammen, und weil jede Gerade 1, der 

- 

Bahnkurve hb mit dem h d i u s  1, - v:4 in zwei Punkten Y und D,' 

begegnet (Fig. 7), treten folglich die diesen Schnittpimkten entsprechen- 
den Punkte Di und Dr auf h, als s ine la re  Punkte der Kurve Cr auf. 
Die Kurve Cr ist inithin eine rationale Kurve. 

Bisher hat  sich ergeben: 

Jeder Geraden im einen System mtspricld &ne zirkulare symme- 
trische und rationale Kuwe 4. Ordnung irn andena. 

Die geometrische Konstruktion der Kurve Cr wollen wir noch in 
den einzelnen Fillen der Projektivitiit, ~ h n l i c h k e i t  und Kongruenz im 
Zusammenhang mit dem Verhalten der Kurve Cr zum Unendlichfernen 
angeben. Die Konstruktion der Kurve Cr konnte ziiniichst nach 5 
erfolgen, iudem wir zu den einzelnen Punkten der Geraden 1, die e u t  
sprechendcn Punkte konstruierten. E s  gelingt aber auch, eine Kon- 

Zeitsïhrift f. Mpthematik u. Phgsik. 61. Band. 1913. Heft 4. 2 6 
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struktion mit Kegelschnitten anzugeben, mit deren Hilfe wir einfach 
unsere unikursale, symmetrische und zirkulare Kurve zeichuen konnen. 

Wir  führen in G1. (15) mittels der Formeln: 

6 = Q cos O,  11 = Q sin b) 

Polarkoordinaten ein, und erhalten : 
d . cos 0 

- n b  . + @ = c . c o s O + a n  + c . c o s û + a n  - - -  p 

d b n 
Setzen wir in der G1. (26)  = p,  ai = g und 4 = s, so konnen 

an 
wir diefie auf die Form: 

Q = -- "- 4 cos e + e I + S C O S O  1 + S C O S O  

4 C o d - - )  Po,. - - (cGii%  SCOS OS^ 

- bringen. Die Kurve Cr kann nun aus zwei Kurven k, uud k, zusammen- 
gesetzt werden, deren Polargleichungen bzw. sind: 

und folglich ergeben sich die Gleichungen: 

Die Gleichungen (27) stellen zwei iihnliche Kegelschnitte k, und 
k, mit den Parametem p bzw. q und der Exzentrizitiit s dar. Addieren 
und subtrahieren wir nach der 61. (28) zwei zu ein und demselben 
Polarwinkel gehorige Radien pl cos 6 und p4, so entsteht die Kurve Cr. 

W i r  beginnen mit der: 

1. Projektivitüt d + O 

a) b + O ,  c + O .  

G1. (28) und (27) liefern folgende niogliche Palle: e - %'a2 5 - 0. 
- 

1. Nehrnen wir an c2 < naas und legen die G1. (15) auf das ana- 
lytische Dreieck (Fig. €9, so erkennen wir unmittelbar, daB die Kurve 
Cr nur durch die im Endlichen liegende Ecke III (5 = O 17 = 0) des 
Fundamentaldreiecks geh t und dort einen singularen Punk t hat ; aus 
dem analytischen Polygon wieder, da0 die Gleichung der Naherungs- 
kurve der Ecke III 
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ist, welche Glcichung die Tangenten t, = O und t, = O im Punkte 
( k  = O 17 = O) darstellt. 

Die Kurve Cr begegnet weiter der II-Achse aui3er im Anfangs- 
b 

punkt noch in zwei Punkten q - k a ,  und der s-Achse auBer im An- 

fangspunkte noch in zwei Punkten: 

n(ùc-  ad) f ( d e - m ' a b )  g - -- -- 

cP - %%aa 

Den Wurzeln der G1. (23) zufolge geht die Kurve Cr nicht reeii durchs 
Unendliche; die Gerade 1, schneidet in der Tut den Kreis mit dem 

Radius nicht, weil 5 < n. irt. In Pig. 8 ist die Kurve Cr mit Doppel- 

punkten gezeichnet. 

Die Annahme ca - nsas < O ist identisch mit der Voraussetzung 
s < 1 in den Gleichungen (27), d. h. die Kurven k, und k, sind 
Ellipsen, und folglich erhalten wir nur endliche Radienvektoren go und 

Q e + f l ,  
d. h. die Kurve Cr hat keinen unendlich fernen Punkt. Nit 

Hilfe der Ellipsen k, und 7G, wollen wir nun dic Cr (Fig. 8) zeichnen. 
Der Anfangspunkt ist ein Doppel-, Rückkehr- oder isolierter Punkt, je 

d 
nachdsm a $ 1, d. h.  je nachdem p $ y i d .  In  der Figur ist p > p. 

Um weiter die beiden anderen s ingdiren Punkte der Cr reell au er- 
helten, rnüssen wir die Dbergangskiirve h, reell nehmen, das ist die 

c d  
Ur6Be 1; = --& O oder cd - ab2.a 2 O wiihlen. Für  A, - n, haben wir 

in bezug auf die Realitat: cd - abna 2 O, die auch folgendermaf3en 
geschrieben werden kann: 

und uns besagt, daB die Doppelpunkte D: und D: reeii werderi, wenn 
der halbe Brennpunktsabstand der Ellipse lcl 2 der Halbachse Ml D 
der Ellipse k,  ist. In unserer Biçur 8 ist MF > MID,  folglich sind 
die Doppelpunkte Di und D: reeil. 

Um dann die Kurve Cr Punkt für Punkt mittels der Ellipsen k, 
und lr, zu erhalten, legen wir die Eiiipse k, mit der Exzentrizitiit M F  
und dem Parameter p so auf das Koordinatensystem ZH, daB der 
Brennpunkt F in den Anfangspunkt fallt, und die groBere Achse mit 
der #-Achse vereint lie@. Die Ellipse k, mit der Halbachse M I D  und 
dcm Parameter p, die, unserer Annahme zufolge, innerhalb der Rilipse 
k,  fillt, legen wir ganz ahnlich wie 7i, auf die Koordinatenachse SEI 
(Fig. 8). Durch den Brennpunkt F, der als ein Doppelpunkt unserer 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Knrve C,. aiiftritt, ziehen wir dann Geraden F Q  und markieren ihre 
Schnittpunkte E, ZI mit k, und C, K mit kp. Auf dieser Geraden FQ 
erhalten wir dann den Gleichungen (28) gemiiB zwei Punktc A und H 
der Kurve Cr, wenn wir: 

F A  = g = F N  + FE = pl cos 6 + p, und 0 
F B = -  = F G - E ' H = Q , ~ ~ ~ ~ - ~ ,  

e+n 
setzen. 

2. Setzen wir dann voraus, daB cB > nzap, so erhalten wir das- 
selbe analytische Polygon, wie oben, und die Kurve Cr verhalt sich im 
Endlichen, wie die vorige, geht aber den Wurzeln der G1. (25) gema6 
zweimal reell durchs Unendliche mit den Asymptotenrichtungen: 

Im vorliegenden F'alle ist s > 1, die Kegelschnitte kl und k, sind 
dann Hyperbeln, und folglich erhalten wir zwei unendlich groBe Radien- 
vektoren Q,; die Kurve Cr geht mithin zweimel reell durchs Unendliche. 

I n  bezug auf die singuliiren Punkte der Kurve Cr ist nichts Neues 
zu erwahnen. Die Kurve erhalten wir Punkt für Punkt ganz iihnlich 
wie im vorigen Falle; wir haben jetat Hyperbeln statt Ellipsen zu 
nehmen. 

3. Für 8 = m k a s  zeigt die G1. (15), auf das analytische Dreieck 
gelegt, daB die Kurve Cr sich wie die vorigen in ( f  = O / 7 - 0) ver- 

- hiilt, aber durch den unendlich fcrnen Punkt der #-Achse geht und 
dort die unendlich ferne ~ e r a d e  als Tangente hat. 

Den wumeln der G1. (25) gemaB hat die Kurve zwei reelle Asymp- 
toten, von denen eine unendlich fern ist. Die Gleichung der einen, die 
unmittelbar hervorgeht, ist 17 = O, d. h. die Asymptote ist die 3-Achse 
selbst. Die Richtung der andern Asymptote ist die der H-Achse, waa 
uns direkt die G1. (25) liefert, wenn wir darin n - oo setzen. 

Die Annahme c' = n2aP liefert s = 1. Die Kegelschnitte k, und 
k, Sind dann Parabeln, und rings der z-Aehso erhalten wir folglich 
einen unendlich groBen Radius; die Kurve C,. geht mithin einmal ina 
Unendliche mit der z-Achse als Asymptote, und weil die beiden Pa- 
rabeln einander in dem unendlich fernen Punkte dieser Achse berühren, 
so tritt die unendlich ferne Gerade als Tangente der Kurve Cr in dem 
unendlich fernen Punkt. auf. 

Die Doppelpunkte D,t und D: ergeben sich als reelle Punkte, 
wenn p 2 q ist, und als konjugiert imaginar, wenn p < p ist. Die Kon- 
struktion der Kurve Cr mit Hilfe der Parabeln ist der Konstruktion 
der Cr im Fa11 1 vollkommen analog. Weil die Konstruktion und die 
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Gestalt der Kurve Cr in allen drei Fàllen eine groBe hn l ichke i t  mit 
der Konstruktion der Pascalschcn Schnecke oder der Konchoide mit 
kreiformiger Basis darbietet, wollen wir für die zirkulare rationale und 
symmetrische Kurve Cr den Namen Konchoide mit kegelschnittformigerger 
Basis einführen. 

p)  Für b = O stellt Gleichung (15) eine Kurve CI: dar, die sich in 
bezug auf die unendlich ferne Gerade ahnlich verhalt wie die Cr mit 

Fig. Y. e2 - naas 2 O. Nach dem anrtlytischen Dreieck 
- 

s < 1 oder l -  n'ac< (Kg. 9) erhalten wir als Niiherungskurve für 
I P O  ,, P > P O  I H  den Ursprung: 

I daga- 2rnadEz~ + m1aa64 = (dq - rnaEY2 -0 .  

Der Anfangspunkt erweist sich daher als ein 
Oskulationsknoten. 

Die Polarglei- 
chungen der Kume 
Cf lauten: 

= pi cos û 

{ I > o + n  = - pi cosf4 

und die Radienvek- 
toren der Punkte 
der Kurve CP er- 
geben sich daher . 
aus einem einzigen 
Kegelschnitt. 

Die Bundamen- 
talkurve f, und die 
Übergangskurve h, 

gehen in die ideeile Gerade iiber, welcher in 2,. für b = O der Nullkreis 
entspricht. Alle drei Doppelpunkte der CC vereinigen sich hiermit im 
Anfangspunkt, der somit ein Oskulationsknoten wird. Die Konstruktion 
der Kurve C! geht unmittelbar aus der Fig. 9 hervor. 

y) Annahme c = O .  Die G1. (15) k6nnen wir jetzt in die Form: 

setzcn, die eine Pascalsche Schnecke darsteiit. Der Pol liegt im An- 
b fangspunkt, das Intervall der Schnecke ist a und der Durchmesser der 

d 
Basis --  Die Schnecke verhalt sich übrigens zu den Koordinatenachsen 

n a  
ganz wie die Konchoide Cr mit eliiptischer Basis. G1. (25) liefert für 
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c = O die Doppelwurzeln + i und - i, d. h. eine bizirkulare Kurve, wozu 
die Schnecke auch gehiht. 

Fiir c = O lauten die Gln. (28) : 

die besagen, daB wir znr Konstruktion der Kurve Cr einen Kreis nebst 
einer konstanten Strecke brauchen. Die Übergangskurve h, wird ein 
Nullkreis, dem in Er die beiden Kreispunkte entsprechen. I n  diese 
,Punkte fallen doher die Doppelpunkte D: und D:. 

8)  Der Vollstiindigkeit wegen betrachten wir noch den Fall c - 0, 
6 = O, wo die G1. (15) sich auf 

[na (qg + k p )  - d l 2  = O 

reduziert. Die Kurve Cr wird dann zur doppelten Basis der P a s c a l -  
schen Schnecke. 

2. Ahnlichkeit und Kongmms d f O .  

Wir kommen d a m  zu der Kurve Cr, die die Gln. (16) und (17) 
darstellen. Diese konnen wir folgendermaBen umformen: 

von denen jede eine Kikomedische Konchoide mit dem Pole im An- 
d 

fangepunkt und dern Intervall ; bzw. k darstellt. Die Basis ist p a r d e l  
b 

mit der H-Achue und hat die Entfernung - ni bzw. n vom Anfaiigs- 

punkt. Die Wurzeln der G1. (25) drücken Bus, da1 die Kurve Cr in  
der Richtung der H-Achse ins Unendliche geht. 

Die 61. (28) verwandeln sich in die gewohnliche Polargleichung 
der Konchoide : 

n b  
-- 
c d 

f p = - + - .  
COS e c 

Die Übergangskurve h, geht in die ideelle Gerade über, der in Zr 
wieder die ideelle Gerade entspricht. Die Doppelpunkte Di und Dr 
fallen im nnendlich fernen Punkt der H-Achse zusammen und bilden 
folglich dort den für die Konchoide charakteristischen Berührunp- 
knoten. 

Es bleibt noch übrig, die Kurve Cr irn Falle d = O  zu unter- 
suchen. G1. (28) zeigt, daB die Cr in zwei Kreise zerfillt, G1. (29) 
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wieder, daB die Kurve C,. in eine Doppelgerade und in oinen Doppel- 
punkt im Anfangspunkt ausartet. 

Als Bild der Y-Achse ergibt sich der G1. (20) zufolge die doppelte 
H-Achse und der Hauptkreis f,, von denen der Hanptkreis sich im 
Falle d = O auf einen Doppelpunkt reduziert. 

Zufolge den Betrachtungen im Anfang des 9 9 konnen wir die 
Eigenschaften der Kurve Cr in Z,., die einer Geraden 1, in &, welche 
einer Koordinatenachse parallel ist, cntspricht, auf eine Kurve CI in Zr 
die einer beliebig gewiihlten Geraden Tb in 2, entupricht, übertragen. 
Hiermit k6nnen wir auch folgenden Satz aussprechen. 

Einer Geraden im einen System entspicht i m  andwn eine zirkulure 
und rationale Kurve Cr vierter Ordnung, die eine Symmetrallinie besilzt. 
Im Faile der projektiven iiuordnung wgibt sirh eine Konchoide mit Iregd- 
schnittfirmi.qer Basis, deren Interval1 im ailgemeinsten Fdie variabel, in 
speziellen Fullen enlweder 2V2cZE odcxr lwnstant ist. Bei ahnlicher und 
kongruenter Zuwdnung ist die Basis eine Gerade und dus InteruulZ 
konstant. 

Bei spezieilen Zuordnungen kann es noch vorkominen, da5 die 
Kurve entwedeï- in  zwei Kreise oder in eine Doppelgerade nebst einem 
Doppelpunkt zerfgllt. 

Der X-Achse und der Y-Achse selbst mtspricht in 2, die doppelte B 
bsw. H-Achs~ und, der Haz~ptkreis f,, der sich i n  einen Doppelpunkt im 
Ursprung zusammensiehm kann und umgehhrt. 

Wir gehen hierniit zu der 

II. K u r v e  CL 
über. Die Gleichung (21) und (22) sagen uns, da5 die der Geraden 1; 
entsprechende Kurve C: in E,. aus einer Kurve vierter Ordnung besteht, 
die diesen Gleichungen gemaB a m  einer Doppelgeraden durch den An- 
fangspunkt und aus der Pundamentalkurve f ,  sich zusammensetzt. 

FEUt der Anfangspunkt wieder in einen Doppelpunkt, so xeigt die 
Gleichung (23), daB die Fundamentalkurve f, sich in den Anfangs- 
punkt zusammerizieht. Geometrisch kenuten wir dies einfach bestitigen. 
Da die Gerade 1; durch den Anfangspunkt (x = O 1 y = O) geht so 
mu8 die dem Punkte (x = O ( y - O) entsprechende Kume f, einen Be- 
standteil der Kurve CL ausmachen. Der andere Teil der Ci ist dann 
eine Kurve zweiten Grades, zerfailt aber, weil er durch den singularen 
Punkt ( f  = O 1 7 - 0) der Ci gehen muB. 

Iliermit hat sich ergeben: 

Eilzer dzwch den Arzfangspnkt (x = O / y = 0) gehenden Geradm 1; 
in ,Yb mtspricht eine Kurve vi~rter Ordnung Cr in Er, die aus &Y 
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Hazqtkurve f, und aus einer Doppelgerade~z durch den Anfa~gsputz7;t be- 
sfeht. In. speziellen Fullen wird die Hauptkwve durch tr'en Boppelpunkt 
(6 = O 1 q = 0)  ersetzt. 

Die Untersuchung der in diesem Abschnitt genannten kinetogra- 
phischen Verwandtschaft zwischen Z,. und Eb hat ergeben, daB, wenn 
zb sich in Zr so bewegt, wie es auf Seite 373 angegeben ist, die ebenen 
Systeiiie Zr und Zb in eine Korrespoiidenz 12, 21 mit dem Transforma- 
tionsgrade 4 in beiderlei Sinne und vom Geschlechte O kommen. In  
den speziellen Faiieri der ilirilicheri und kongruenten Zuordnung der 
Ausgangsgruppen wird die Korrespondenz ein- eindeutig mit dern Trans- 
formationsgrade 1, wenn die Ebenen sich doppelt überdecken, d. h. sie 
aird eine Hoilineation. 

Die Untersuchung der Kurve, die einem Kegelschnitt entspricht, 
soll erst im 2. Teile dieser Arbeit behandelt werden, und zwar da syn- 
thetisch-geometrisch, d. h. wir betmchten dort den Kegelschnitt als das 
Erzeugnis zweier projektiven Strahlenbüschel und untersuchen dann da8 
Erzeugnis der beideri projektiven Kurvenbüschel vierter Ordnung, die 
den Strahlenbüscheln in dem andern Systeme entsprechen. Das Erzeugnis 
ist irn allgemeinsten Falle eine zirkulare Kurve 8. Ordnung mit einem 
vierfachen Punkte im Anfang. 

Bevor wir die Unters;chung der ebenen kinetographischen Ver- 
wandtschaften abschlieBen, wollen wir noch hervorheben, daB den Bahn- 
und Lagekurven in  Lr, und Zb die Bahn- und Lagekurven in Zb und 
Zr entsprechen, was unmittelbar aus der Entstehung unserer Verwandt- 
achaften hervorgeht. 

Wir verlassen hiermit die Ebene und gehen zum Raime über. 

Z w e i t e r  A b s c h n i t t .  

Kinetographische Korrespondenzen [2, 21 im Raum. 

V. Kapitel. 

Raumliche kinetographische Korrespondenzen. 

5 10. A l l g e m e i n e  D a r l e g u n f e n .  

Die Definition der kinetographischen Verwandtschaften ebener Sy- 
sterne gilt verallgemeinert auch füi die kinetographischen Verwandt- 
schaften raumlicher Systeme.') Irn Raume hat man: 

E i ~ e  kilaetographische Verwnndtschnft odw Korrespo~~dcna amie* 
.raumlichm Systeme Tr und Th, von denen Tr in Ruhe, Tb beweglich kt, 

1) L. Rurmester :  ,,Kinetographische Verwandtschaft cbener und raumlicher 
Systeme". Sitz.-Ber. der kgl. bayer. Akad. der Wiasenschaften Bd. 37, Heft 1. 
München 1907. 
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bestimmt sich durch eine gegebene gesetzma&e Bewegung des Systems Tb 
in T,. und durch die ezlzdeutige Zuordmung der Punkte auf zwei Elkhen 
Pb bzw. Fr in beiden Systemen.') 

Entsprechende Punkte in den auf cliese Weise kinetographisch auf- 
einander bezogenen raumlichen Systemen Tr und Tb sind d a m  solche 
Punkte X ,  und Xb in beiden Systemen, die sich in demselben Augen- 
blick mit zugeordneten Punkten der Ausgangsflachen Fb und Er decken. 

Wenn das System Tb sich in TT bewegt, so werden die beiden Sy- 
sterne von einem Gebüsch von Flichen dufchzogen, welches Gebüsch 
immer eine 00'-fache Mannigfaltigkeit von Flachen enthalt, die unter sich 
kongruent sind und die wir Lagefliichen nennen wollen. AuBerdem wird 
eine wcfache Mannigfaltigkeit von F'liichen von den Bahnkurven erfüllt, 
die die einzelnen zugeordncten Punkte auf den Ausgangsflachen wah- 
rend der Bewegung des Tb in T,. beschreiben. 

Identisch nennen wir im Baum eine Zuordnung, wenn die Aus- 
gangsflachen kongruente Flachen sind, und wenn diejenigen Punkte ein- 
snder zugeordnet werden, die einandcr decken. Dic speziellste identische 
Zuordnung ergibt sich, wenn die Ausgangsflachen Ebenen sind. 

$j 11. C h a r a k t e r  d e r  A u f g a b e ,  d i e  im z w e i t e n  A b s c h n i t t  be- 

h a n d e l t  mird. 

Lm Raum wird diejenige Gruppe kinetographischer Korrespondenzen 
zur Untersuchung vorgelegt, die auf folgende Weise entstehen: 

Ezn raumliches Systern Tb dreht sich un> eine feste Achse S,Tr: 8 TO, 
in T,. (Fig. 10); zu Ausgmngsflachen wahlen wir zwei rusammenfailende 
und durch die Drehachse gehende Ebenen Zb und Zr, und wir o r d m  
die in denselben befindlichetz Punklfddm 2, = ( P b  Qb Sb.. .) und Zr =' 
(Pr  &,Sr) einander 1. kollinear, 2. afkn, 3. ahnlich, 4. kongment und 5. 
identisch zu. 

Durch jede dieser fiinf Zuordnungen entsteht eine kinetographische 
Korrespondenz zwischen den Systemen T,. und Tb, von denen die iden- 
tische Zuordnung aureine spezieile involutorische kinetographische Ver- 
wandtschaft der T,. und Tb fiihrt. 

l n  T, und Tb sind die Rahnkurven Kreise, deren Mittelpunkte auf 
der Drehachse Sr T,. liegen, und die LageKichen = (Zr, 2: . . .) und 
Fb z (Z:, 2; . ..) Ebenen, die cine Fliiche nuiiter Ordnung einhüllen, 
d. h. die LageKachen Fr nnd Fb bilden zwei koachsiale Ebenenbüschel. 

1) Die Verwandtrichsft kann im Raum anch erweitert werden durch eine mehr- 
deutige Zuordnung der Punkte auf den AusgangeKichen. 
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VI. Kapitel. 

Untersuchung d e r  Vieldeutigkeit der fünf Korrespondenzen zwischen 

Zr und z,,. 

8 12. D i e  Verwandtschaf t sg le ichungen d e r  R a u m e  T, u n d  Tb',. 

Geometrisch erhalten wir auf gleichartige Weise wie in der Ebene 
in 5 3 die Vieldeutigkeit der fünf ohen erwiihnten Korrespondenzen der 
beiden aufeinander kinetographisch bezogenen Punktr&me T, und Tb',. 
Die Korrespondenzen er- 
weisen sich im allge- 
meinen bei kollinearer, 
affiner, ahnlicher und 
konpuenter Zuordnung 
der Punkte in den b u s  j 72: 
gangsebenen Er und Eb ; I 

als [2, 21; in spezieilen ; 
Fiiilen der affinen, ahn- 
lichen und kongruenten, 

tischer Zuordnung als 
[l, 11, was wir auch analy- 
tisch feststellen konnen. 

Zu diesem 
Zweckenehmen 

lage befindet 
und wahlen die 
Koordinaten- 1 

achsen in diesem Systeme 80, daB die 2-Achse mit der Drehachse zu- 
sammenfdlt, die X-Achse senkrecht zu dieser in der Busgangsebene 
liegt und die Y-Achse wieder senkrecht zu dieser Ebene ist. In  T, 
lassen wir die z, H und Z beziehlich mit X, Y, Z zusammenfailen. 

Hiemach wahlen wir in 2,. und Zb zwei zugeordnete Punkte Q, 
und Q, (Big. 10) in den kollinearen, affinen, ihnlichen, kongruenten oder 
identischen Punktfeldern (Pr Q, Sr Tr . . .) und (Pb Q, Sb Tb.. .) und lassen 
das System Tb sich um einen Winkel a drehen, so da0 das Achsen- 
kreuz [X, Y, 4 in einem gegebenen Moment der Bewegung sich in 
der Lage [X, Y, Z,] befindet (Fig. 11). 
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In  diesem Moment gibt der Punkt Q, einen Punkt Q: in Tr an, 
und der zu dem Punkte Q, zugeordnete Punkt Q, einen Punkt &b in TV 

Entsprechende Punkte in einer der fünf oben genannten kineto- 
graphischen Verwandtschaften der Tr und Th müssen folglicb die Punkte 
Q; und a sein. Die Koordinaten dieser Punkte seien mit Q: = (5 1 r] 1 f;) 

Die variablen Parameter sind: 

Den Parametern A., und rl,  k6nnen beliebige reeUe Werte erteilt werden, 
den Winkoln a, Pr und Pb alie Werto zwischen O und 2n. 

Ans der Fig. 11 erhalten wir folgende Übergangsgleichungen von 
dem Systeme Tb ',in T,.: 

l j =  A,sinP,cosa: 

(29) rj = - A.,. sinBr sina 

[=  Arcosj3, 
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und von dem System T,. zu Tb: 
x = i., sius, cos a: 

y = A, sinfi, sina! 

z = A, cosfi. 

Lassen wir der Einfachheit wegen bei der Drehung des Systems 
Y',, in 1: die Ebenen B = O und E = O einander entsprechen und ordnen 
die beiden Punktfelder 2,. = (Pr, &, Sr ,Tr . .  .) und 2, = (Pb, Ob, Sb, Tb',. . .) 
einander 1. hllinear zu, so bestehen zwiscben den Parametern Ar und 
L,, fi, und 0, folgende bilineare Gleichnngen: 

I A, cos fi, = 
bs Ir C08 Br 

as fr  sin Br + bs f r  CO'!, + '8 
Mit Hilfe dieser Gleichungen konnen wir die Gleichungssysteme 

(29) und (30) in den Formen: 

(31) 

und 
a L sin/l,. + b L cosa, +q 

rJ = - I L  __ 1 COB 01 
a, f r  s w r  + b, Ar cosFr + c, 

a l ~ , s ~ B r + b i ~ r c o ~ P r + ~ ~  sin a! 

b f cosp 
# ----c!. a, 1, sin + bs fr  COB Pr + cs 

schreiben, von denen die Gleichungen (31) mittels der Formeln: 

COB a: = x .  Y viz+yi, Bina!= - 
i"= + Y¶ 

und 

in folgende übergehen: 
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Bus den Gleichungen (33) ersehen wir, daB einem Punkte Q, (X 1 y 1 s) 
in Tb zwei Punkte Q: (6' i , S') und Q: (E" 1 71'' 1 5") in TT entsprechen. 

Hiernach stellen wir mittels der Pormeln: 

die Transformationsgleichungen auf: 

die uns wieder zeigen, da6 einem Punkt Qr (6 1 7 1 )  c) in Tr zwei Punkte 
QIb (x' / y' ( 2') und Qb (x" 1 Y" ( a") in  Tb entsprechen. 

Ordnen wir hiernach die beiden Punktfelder Z,, und Zr einander: 
2. affin, 3. ahnlkh, 4. kongrumt und 5. idmtisch zu, so verschwinden 
die Nenner in obenstehenden Verwaridschaftsgleichungen und insbesondere 
lauten sie im Faiie der Identitit: 

Die Gleichungen (33)) (34) und ihre S o n d e r f i e  liefern uns den 

S a t z :  Wenn eiw Raum Tb sich um eine Aclzse in einem festen Raum 
Tr ddreht und die Punktfelder in zwei ausamrnenfallenden und dwch if& 

Drehachse qehenden Ebmen kollinear, affin, alwdich oder kongruent eitulndev 
sugemdnet werdm, so entstehen irn allgemeinen kinetographische Kmespon- 
deneen [2,2], die in den besondmen FUllm der Affiniûit, ~hnlichkeit und 
Kongrumz sich auf kinetographische Korrespondenaen [l, 11 reduzieren. 

Ganz wie in der Ebene k6nnen wir auch im Raum mittels der 
Gleichungen (33) und (34) eine grapl-iische Konstruktion entsprechender 
Punktgruppen angeben. Hierfür haben wir nur zwei Ausgangsgruppen 
von je vier Xlementen in Zb und Zr festzustelien, in welchen die Para- 
meter zweier entsprechenden Elemente die früher angegebenen bilinearen 
Gleichungen befriedigen müssen. Bus der Erzeugungsweise unserer kine- 
tographischen Verwandtschaft~n finden wir namlich unmittelbar, daB 
einem Punkte Q des einen Systems zwei Puiikte Q' und Q" des ande- 
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ren entsprechen, die in einer durch die Drehachse gehenden Ebene 
liegen, welche mit der Ausgangsebene E Z  denselben Winkel bildet, wie 
die durch Q und die Drehachse bestimmte Ebene. 

VII. Kapitel. 

Die Übergangskurven und Flichen, Hauptkurven und Hrtuptfliichen 
der  Systeme TV u n d  Tb. 

8 13. D i e  Ü b e r g a n g s k u r v e n  u n d  F l i i chen  d e r  S y s t e m e  
T, u n d  Tb. 

Für endliche Werte der Koordinaten (xlyls) und (f 11 [) und unter 
der Voraussetzung, da0 wir nicht ausgeartete Zuordnungen betrachten, 
ergibt sich unseren Transforinationsformeln gema0 in jedem Raum eine 
Übeqanpflache und eine nbergangskurve. Die Flache ist ein Drehungs- 
kegel, dessen Achse mit der Drehachse zusammenfallt. 

Dern Übergangskegel in T,. mit der Gleichung: 

a,iE8 + ? l a +  b,S+ c,- 0, 

welchen wir mit 3, bezeichnen wollen, entspricht in Tb die 2-Achse. 
Der Kegd ;S., ist eine Hauptflache für das System T,., wie wir es im 
folgendcn Paragraphen zeigon werden. Der flbergangskurve Kr in T ,  
die ein Kreis: 

a, a, (5' + r/') - C l  CQ - O 

in der EH-Ebene istl), cntspricht in Tb wieder ein Kreis X,. 
In bezug auf den unendlich fernen Punkt in Tb und T,. zeigen uns 

die Verwandtschaftsgleichungen, daB es noch eine dritte cbergsngs- 
flache in den beiden Systemen gibt, z. B. in T die Flache F,": 

a , v ' F m +  b , t  + 5 -  0 
und 

E B + 9 e - 0 ,  

welche sus einem Drehungskegel und aus einem imaginiiren Ebenen- 
paar durch die 2-Achse bestehen. Somit hat man den 

Sats :  Der unmdlich fernen Ebene des einelz Systems mtsprieht in dem 
anderen eine serfallende FZkke  4. Ordqzung, die aus dem inzaginüren 

1) Wem wir die Ebenen z = 0 und t= O in den bilinertren Gleichnngen 
einander nicht zuordnen, so liegt der Übergangskreis in der Ebene: 
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Ebenenpaar E e  $ r 2  = O durch dit Drekachse und aus eeinem Drchunpkegel 
um diese Achse besteht. 

Die Koordiriatenebenen schneiden die Übergangsfliichen in Kurven, 
welche der iinendlich fernen Geraden bzw. den Koordinatenebenen ent- 
sprechen. 

Im FaUe der affinen, ahnlichen oder kongruenten Zuordnung der 
Ausgangsfelder gehen die Übergangskurveu Er und Kb in die unendlich 
ferne Gerade über, die Kegel der Plachen Frm und Fr wieder in die 
unendlich fernc Ebene. 

$14. D i e  H a u p t k u r v e n  u n d  H a u p t f l i i c h e n  d e r  S y s t e m e  

Tr u n d  Tb. 

Die beidcn ersten Gleichungen der Gleichungssysteme (33) werden 
für (x = O 1 y = O 1s = k) unbestimmt, d. h. ein Punkt a = k auf der 
2-Achse in 16 ist ein Hauptpunkt, die Z-Achse selbst wird eine Haupt- 
gerade und jedem Punkt aiif ihr entspricht, wie wir es aus den Gleichungen: 

a, Ar sin fi,. + hi A-,. cos Pr + el = O 
- ka, Ar sin Br + (bs - k b,) Ar cos /Ir - kc, - O 

ersehen, ein Kreis in der Ebene ( - k', dessen Mittelpunkt lruf der 
2- Achse liegt. 

Lassen wir dann den Punkt a = k die Z-Achse durchlaufen, d. h. 
fassen wir die Gr6Be k in obenstehenden Gleichungen als einen varia- 
blen Parameter auf und eliminieren ihn aus diesen Gleichungen, so er- 
gibt sich die Flache 3, mit der Gleichung 

die hiermit eine Hauptflache im Systeme TT ist. Analog ergibt sich 
die Hauptilkhe 3, in Tb.  

VIII. Kapitel. 

Bestimmung der  Fliichen Fr u n d  Fa, die den Ebenen 

& u n d  Er in  Tb u n d  1:. entspreohen. 

Die Verwandtschaftsgleichungen (33) und (34) unterscheiden sich 
voneinander nur in den Koeffizienten; wir brauchen folglich nur die 
einer Ebene entsprechende Fliiche des einen Systems zu untersuchen. 

5 15. D i e  Fl i iche Fr i n  Tl d i e  e i n e r  E b e n e  Eb i n  Tb entspr icht .  

Zufolge der Entstehung unserer kinetographischen Korrespondenzen 
konnen wir wie in der Ebene zeigen, daB alle diejenigen Flichen in 
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Tr kongruent sind, welche Ebenen entsprechen, die einen und denselben 
Kreiskegel um die Drehachse Z umhüllen. 

Zur Untersuchung nehmen wir folglich nur diejenigen Flachen, 
welche Ebenen entsprechen, die parailel der oder durch die Y- und 
Z-Achse gehen, oder parallel der XY-Ebene sind. AuBerdem bestimmen 
wir die Bilder der Koordinatenebenen. 

Aus der Entstehungs weise unserer kinetographischen Verwandtschaf- 
ten gcht weiter hervor: 

Jeder Ebene Eb in. Tb enkp~icht in T,. eine symmetrkche Fiiiche Fr, 
deren. Symmetralebene mit der 3 2 - B e n e  denselben Widd bildet, wie die 
Normalebene der Eb durch die 2-Achse. 

Diese symmetrische Fliiche F, ist, wie wir einfach zeigen konnen, 
von der 4. Ordnung. Dem 3 13 gemiiB entspricht uiimlich der unendlich 
fernen Ebene ET in  Tr die Übergangsfliiche Fr in Tb und folglich be- 
gegnet die Ebene E," der Flàche Fr in einer Kurve 4. Ordnung, die den 
unendlich ferneri imaginiren Kugelkreis zweimal berührt. Die Berührungs- 
sehne begegnet der Kurve noch in zwei Punkten, die den Schnittpunkten 
der Ebene E, und eines auf dem Pluchtkegel Fr liegenden Breises ent- 
sprechen. 

1. 
W i r  bestimmen suerst die Fliichxn Fr und Fi in T,., die der zur Y- 

bzw. i i - A c h e  ynrallelen Ebene: 

E, = sx + ns = ns bzw. 

E , ' = m x + n y = n m  

in Tb entsprechen, wo m, n, s die Abschnitte auf der Koordinatenachse sind. 

Die Flàche Fr ist, wie wir es oben gezeigt haben, eine symmetri- 
sche Fliiche 4. Ordnung. Weitere Eigenschaften dieser Friche ergeben 
sich aus folgenden Überlegungen: Die Ebene E, von Tb tri% die Z -  
Achse in  einem Punkt Pb, also enthalt die entsprechende Blache Fr 
in Tr den dem Pb entsprechenden Rauptkreis auf '&.. Die Ebene Eb 
schneidet ferner die Hauptflache 8, in einem Kegelschnitt, der wieder 
jedem Hauptkreis auf 3, in zwei Punkten begegnet. Die 2-Achse ist 
folglich eine singulare Gerade der Plache Fb und kommt im allgemeinen 
auf ihr teilweiae isoliert vor. Sie ist eine Doppelgerade, eine Rückkehr- 
kaiite oder isoliert bis auf einen Punkt, je nachdem die Ebene Eb der 
Hauptflache begegnet, eine Tangentialebene derselben ist oder die Spitze 
des Hauptkegels enthalt. Der isolierte Teil der Z-Achse auf der Pliche Fr 
wird von dem nicht isolierten durch einen uniplanaren Pnnkt getrennt. 

A d e r  der singulüren Geraden Z besitzt die Flache F,. zwei sin- 
gulëre Punkte, deren Verbindungslinie senkrecht auf der Symmetral- 

Zeitaclinft f. Yathematik u. Phyait El. Band 1913. Heft 4. 2 6 
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ebene der Fliche steht. Die siiigularen Punkte k6nnen auch konjugiert 
imaginiir auf der Fliiche auftreten. 

Die Flache Fr berührt noch, wie oben gesagt ist, zweimal den un- 
endlich fernen Kugelkreis und hat in besonderen Fallen in den Be- 
riihrungspunkten Etückkehrpunkte. 

Auf der Fliche Fi reduziert sich der Hauptkreis auf einen Doppel- 
punkt, namlich auf die Spitze des Hauptkegels Sr,  und die 2-Achse 
triigt die Flache als Doppelgerade mit Ausnahme einer Strecke AB, 
deren Endpunkten diejenigen Kreise auf < entsprechen, die von der 
Ebene berührt werden. 

Wie die Singularitaten auf den Flichen Fr und Fi im Falle der 
affineri, ahnlichen oder kongruenten Zuordnung der Ausgangsfelder sich 
verandern, ist leicht einzusehen. 

II. 
Zweitens bestirnw~en wir die Flach.cn Fr zcnd FT in TT, welche einer 

durch die Y- bsw. 2-Achse gehetzden Ebene: 
EL' = sx + n s  = O bzw. 

E y = m z + n y = O  
in Tb entsprechen. 

Die gestaltlichen Verhaltnisse der Flache F: unterscheiden sich 
von denjenigen bei der Fliiche Fr in bezug auf die EH-Ebene, welche 
Ebene dieser Flache in einer rationalen Kurve 4. Ordnung und jener in 
einer zei-fdlenden Kurre derselbcn Ordnung bcgegnct. Die zerfallende 
Kurve besteht aus der Fundamentalkurve in der #II-Ebene und der 
doppelten H- Ache .  

Die Flache F r  zerfiillt in eine Doppelebene durch die 2-Achse 
und i n  den Hauptkegel &,, was ja aueh unmittelbar die Gleichung: 

der Fliche 3':" liefert. 

III. 
Drittens bestimmen wir die Flache FrV in Tr, welche einer der X Y- 

Ebene parailel la,ufenden Ebene 

z = s  
an Tb nztspricht. 

Uie E'liiche F:v ist eine ausgeartete E'liche 4. Ordnung, deren 
Bestandteile ein Kreiskegel und das imaginiire Ebenenpaar f- iq - O  
sind. Die Gleichung der Fliiche lautet: 
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Schlie/3liC.h Eiestimmen wir die E'liichen in q, die dm Koordinaten- 
eilensz in Tb enfsprechen. 

Analytisch und synthetisch-geometrisch konnen wir leicht feststellen, 
da5 die Flichen in T,, welche den Ebenen y = O und x = 0 in Tb ent- 
sprechen, bei jeder Zuordnung ausgeartete Flschen sind; jede von ihnen 
enthiilt den Hauptliegel 3, und die doppelt zu rechnende Koordinaten- 
ebene q = O bzw. 6 = O. Den Ebenen z = O in Tb entspricht wieder 
das imaginare Ebenenpaar 5 i q  = O durch die Z-Achse und die doppelt 
au rechnende Koordinatenebene = 0. 

Die Untersuchung der im zweiten Abschnitt erzeugten raumlichen 
kinetographischen Verwandtschaften zwischen T,. und Tb hat ergeben, 
da5, wenn Tb sich in T,. so bewegt, wie es auf Seite 394 angegeben ist, 
die raumlichen Systeme T und Tb in eine Korrespondenz [2,2] mit 
dem Transformationsgrade 4 in beiderlci Sinne kommen. Iii den be- 
sonderen E'allen der affinen, ahnlichen und kongruenten Zuordnung der 
Ausgangsfelder Zr und db wird die Korrespondenz [l, 11. 

Bei der ailgemeinen Zuordnung haben sich neue Typen von Flachen 
4. Ordnung ergeben, die alle dem Noetherschen') Satze gemaB Eoma- 
loide, also auf einer Ebene eindeutig abbildbar sind. 

Bevor wir die Untersuchung abschlielen, wollen mir noch hervor- 
heben, daB einer Geraden des einen Ranmes in dem anderen Raume 
eine Raumkurve 4. Ordnung2) entspricht, die den unendlich fernen ima- 
ginaren Kugelkreis in zwei Punkten berührt und bei besonderen Lagen 
der Geraden singulare Punkte erhalt. h besonderen kGnnen wir dieses 
leicht hestatigen, wenn die Gerade in der ideelien Ebcne liegt. 

H e l s i n g f o r s ,  den 13. Marz 1912. 

Sn ma nuova dednzione della legge di freqnenza degli errori. 
Nota di CORRADINO Mm-EO a Palermo (Italia). 

Il problema di dedurre rigorosamente da un sistema di postulati e 
per pualunque sistema d'osservazioni la legge di frequenea degli errori, 
è tutt' altro che semplice, corne provano i niimerosi tentativi fatti: for- 
s'anco è vano ricercarne la risoluzione in  tutta la sua generalità. Tanto 
vero ühe non pochi autori (Borel ,  M o n t  e s s u s  . . .) preferiscono ormai 

1) N o e t h  er,  ,,Über Flachen, welche Scharen rationaler Knrven besitzen", 
Meth. Am. Bd. 3 (1871), S. 161. 

2) Sturm, R. ,,Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften". Teil IV, 
Leipzig 1909, S. 459. 

26. 
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di considerare l a  cosiddetta legge die G a u s s  come un risultato del- 
l'esperienza. 

Tuttavia questa legge, con un' analisi non semplice ma rigorosa, 
è stata dimostrata in una magistrale Memoria del P i z z e t t i l ) ,  in quanto 
s i  consideri come una legge limite, corrispondente a l  caso in  cui si sup- 
ponga crescente ail' infinito il numero delle cause d' errore. 

P iù  recentemente i l  problema è stato affrontato in tu t ta  la sua ge- 
neralita da1 Sig. S t o r y  '), il quale, ritenendo poco rigorosi e molto ap- 
prosaimativi gli sviluppi dati alla teoria degli errori, ha  inteso a una 
deduzione mateinatica rigorosa della legge di probabilità da postulati 
semplici e universalmente accettabili. Secondo i risultati del Sig. S tory ,  
la funzione b ( x )  di probebilità, relativa a un dato sistema concret0 di 
osservâzioni, andrebbe determinata integrando per serie una certa equa- 
zione 8 derivate parziali: il metodo condurrebbe, dunque, a una corio- 
scenza soltanto approssimativa deila rp(x); e inoltre, per le gravi difficoltà 
di calcolo, l a  teoria degli errori, a dir vero, si renderebbe in generale 
inapplicabile. Ma il fatto che più importa rilevare è çhe nella forma 
generale per la (x) la legge di Gauss ,  vale a dire il caso ordinario, non 
rientrerebbe che in via eccezionale e quasi per imposs ib i le !  È vero che 
in  favore della legge di G a u s s  staiino l e  classiche misure di B e s s e l  
e di B r a d l e y ,  ma non si  pu6 disconvenire che il colpo contro di essa, 
secondo i risultati del Sig. S t O r y ,  sarebbe assai grave, almeno in teoria. 

In effetti, perb, le cose non vanno cosi. Noi mostreremo: 1" che 
la deduzione del Sig. S t o r  y non diseende necessariamente dalle premesse, 
m a  contiene dell' arbitrario; 2O che movendo della sua idea fondamen- 
tale (ispirata, s i  pub dire, alle teorie del 
e sviluppandola altrimenti, non è dato 
di G a u s s ;  Su che que& quindi ai pu6 
una deduzione abbastanza rigorosa, che 
si  fonda, valgorio. 

C r  O f t  O n 39, ma lumeggiandola 
trarne, in fondo, che l a  legge 
ancora m a  volta stabilire con 
vale quanto i postulati, su cui 

1. Noi ammctteremo anzitutto che per una data classe di misu- 
razioni fisiche esista un' unica funzione <p(x), che rappresenti la fre- 
quenza r e l a t i a a  dell' errore accidentaie x, commesso ne1 rnisurare una de- 
terminata grandezza; dimodochè cp(x)dx esprimerà, come si su01 dire, 
l a  probabilità che l'errore x cada tra x e x + dx. Ma la  rp(x), oltre 
- --  - 

1) P iz z e t t i , I fondamenti naatemtici  per la critica dei risultati sperimentali 
(Atti delia r.  Università di  Genova, 1892). 

2) W.  E .  S t o r y ,  A new general theory o f  e~r01.s (Proc. o f  the huericm Acad. 
of Arts and Sciences, Vol. 40,  no 3, 1904, pp. 167-202). 

3) C r o f t o n ,  012 the proof o f  the law o f  obs. [Phil. Trans. London, CLIX, 18701 
e Probability [Encycl. B ~ i t .  XIX, 18861. 
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che dell' errore x, dovrà esser funzione di  certi parametri variabili da 
sistema a sistema d'osservazioni; senza di  che la probabilità di com- 
rnettere un  errorc x, numericamente assegnato, sarebbe sempre la stessa, 
qualunque si  fossero l'accuratezza, i mezzi adoperati ne1 fare le misure 
e le circostanze nelle quali s i  opera: cosa evidentemente assurda. Sup- 
porremo quindi che la cp(x) coritenga un üerto numero di parametri, 
i cui valori, determinabili aposteriori, dipenderanno da1 dato sistema d'osser- 
vazioni, cioè avranno, come si  dice, un  valore statistico. In quanto al- 
l'errore z, non sembra grave inconvcnicnte ammettere che esso, contraria- 
mente a quel che avviene nella realtà, possa assumere tutti i valori com- 
presi in un certo intcrvallo (- u, B), dove a! e @ sono due numeri po- 
sitivi. Si pub anco ammettere che nelle vicinanze degli estremi -a, p 
deii' anzidetto intervallo la rp(x) prenda valori piccolissimi, affatto tras- 
curabili in pratica. Nsturalmente, in tutti gli altri punti  dell' intervallo 
la q(x)  si  dovrà mantenere positiva, affinchè essa possa rappresentare 
una legge di frequenza; ma noi  non imporremo alla ~ ( x )  tale condizio- 
ne, che s i  vedrà in  ultimo verificata. Ammetteremo, perb, che q(x)  sia 
sviluppabile in  serie di  T a y l o r  in opni punto del17 intervaUo ( -a ,  p ) .  

Jnfine, è da supporre, come generalmente si fa, che in  ciascuna 
osservazione agisca un numero n grandissimo, ma finito, di cause d'errore 
(ognuna delle quali produca un  effetto piccolo rispetto a n). Ore, dato 
un sistema d'osservazioni e l e  n cause d'errore (per quanto sconosciute), 
che vi agiscono, noi possiamo certamente concepire un altro sistema 
d'osservazioni, che si  differenzii da1 primo soltanto per l a  presenza di  
un' altra causa d'errore Cn+, (dovuta p. es. a l  variare d'una qualche cir- 
costanza). Il nuovo sistema d'osservazioni sarà caratterizzato da altri 
valori dei parametri, di cui  è funzione q~(x) ;  m a  se gli effetti d i  (Y,,+, 
sono abbas taue  piccoli a pe t to  di  quelli dovuti all' insieme delie cause 
C l ,  C2,. . ., C,, i paramrtri, e qiiindi la relativa frequenza d'un dato errore, 
varieranno di  pochissimo ne1 passaggio da1 primo al  secondo sistema. 

Siamo d o r e  condotti a postulare una causa d'errore C,+,, che pro- 
duca errori y, compresi in u n  intervallo (- a, b) piccolissimo rispetto 
aii' intervaLIo (- a, p), con legge di  frequenza f(y). Vedremo, peraltro, 
che l a  funzione f si potrà anco far coincidere con quel che diventa l a  
rp per convenienti valori dei suoi parametri; e in generale l a  f ( y )  assu- 
merà valori piccolissimi in vicinanza degli estremi dell' intervallo (- a, b )  
e valori firiiti ma grandi in vicinanza dello zero. I n  ogni modo, la causa 
Cm+, d'errore, che ci  permetteremo di chiamare virtuuk, preciseremo 
con la seguente 

D e  f i n i  z i one .  Chiameremo causa virtuale d'errore, rispetto a u n  
dato sistema d'osservazioni, una  causa capace di  produrre errori y con 
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406 Su m a  nuovs deduzione deiia legge di frequenza degli errori. 

legge di frequenza f(y) tale che: 1) f(y) è continua nell' intervallo 
(- a, b), dove a e b sono due numeri positivi abbastama piccoli, ne1 
senso che sarà dichiarato appresso; 2) essa verifica le  relazioni 

dove s, e sg siano due numeri piccolissimil); 3) per m > 3, l'integrale 

è asaolutamente trascurabile, sicchè si possa ritenere 

Premesso tuttocib, formuleremo come segue i postulati eu cui verrà fon- 
data la nostra dedusione. 

Postuiato 1: Qualuque sia il compiesso delle cause d'errwe c h  
i n l l u i s m  sulle osservazioni, i'errme x commesso ne1 misurare una data 
grandeeza fisica, essendo a e P due num~r i  positivi, pu6 assumere tutti i 
uaimi compresi neil' intervallo (- a, p), e la sua frequenza relativa, per 
una certa classe di rniswrazioni fisiche, è unn funzione ~ ( x ) ,  la quale: 
1) è sviluppabile in  serie di Tay lor  in  tutto l'intwcallo (- a, P ) ;  2)  cm- 
tiene un  certo numero di parametri carattaistici del dato sistema d'osser- 
vazioni; 3) si pu6 riienwe mulla 212 ciascuno degl' intervaliini (- a - 4, 
- a + q), (i3 - 7, p + q), dove 4 è un numero positivo convenientemente 
piccolo; 4)  vm'fica inhne la corzdizime 

Postulato II. La probabilità y ( x ) d x  che un errore x sia cornpeso 
tra x e x + dx, E indipendente dail' uniui di misura i n  cui s'intende es- 
presso I'more x. 

b 

1) Non c' è nesauna incompetibilità ad ammettere che i due integritli f y f ( l l ) d y ,  
b -a 

f y g f  (y)dy siano due numeri piccoli anche de210 stesso ordine: in fatti, se supponiamo 
-a 

f ( y )  > O, neIl' intervallo, il primo integrale (teorema della media) potrà essere 
nguale el valore che pronde y in un pnnto prossimo alio zero, mentre il secondo 
potrà eguagliare il valore di ya in un pnnto prossimo a uno degli estremi. Peral- 
tro si farà vedcre appreilso corne si possa, costruire la f ( y )  in  modo da sodisfare 
alle condizioni (1) e (2). 

a) La quale, come è noto, esprirne che l'orrorc è certnntente compreso t r s  
- a  e p .  
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P o s t u i a t o  111 (della causa virtuale). Se intmvime una causa air- 
tuale d'emme (cfr. la Def.), i parametri della fimzione cp subiscono incre- 
menti piccolissimi, dimodoclzi. la  fi-epfcmzu relativlc dcll' errore B, somwm 
dell' m o r e  x dovuto al complesso delle cause precedenti e dell' wrore y 
dovuto alla nuova causa, s'intenderà cornbiata in (2) + cSrp(z), essendo 
6rp(z) I'incremento di 1" ordine di y(z) relativo .q1' inmementi dei prametri .  

Questi postulati equivalgono, nella sostanza, a quelli ammessi, es- 
plicitamente O implicitamente da1 Sig. S t o r y ,  salvo che la nostra causa 
virtuale ci sembra, da1 punto di vida analitico, più chiaramente preci- 
sata dell' "irifinitesimal source of error" dell' autore.') 

2. L'errore complessivo 
z = x + y  

varicrà evidentemcntc tra - (cc + a )  e ,¶ + b, e la sua probabilità è: 
per ipotesi (Postulato III) 

Ma noi possiamo trovarci un' altra espressione di essa applicando 
il teorema della probabilitii composta (giacche gli errori x e y sono da 
considerare come awenimenti indipendenti). 

Qui ci sis lccita una breve digressione. Supponiamo che la causa 
d'ei-rore en+, sia puaiunpue, cioè produca anch' essa errori y compresi 
in un intcrvallo non piccolo e con frequenza f(y) qualzmpzce ma conti- 
nua. Le due funzioni IP(X) e f ( y )  si suppongano, inoltre, definite soltanto 
nei loro rispettivi intervalli (- oc, /3), (- a, b) .  Corne si pu6 esprimere, 
allora, la probabilità che l'error a = x + y sia compreso t ra  5 e z + d ~ ?  
È evidente che se i l  secondo errore è un certo y, l'altro deve esser 
compreso tre s - y e s- y + dz: la probabilità di quest' ultimo è quindi 
[p(z - y)dz ,  mentre la probabilità totale si avrà moltiplicando queiia 
espressione per la probabilità che ha l'errore y di esser compreso tre 
y e y + dy e facendo poi la somma di tutti i prodotti analoghi, che si 
ottengono dando a y tutti e soli quei valori dell' intervallo (- a, 6 )  per 
i quali 2 - y resta compreso, per un dato a, nell' iritervallo (- a, 8). 
Questa probabilità totale dell' error a - il quale, come si è notato, 
varierà tra - (or + a)  e f i  + b - non è per6 esprimibile, per ogni 8, con 

b 

(5) dzJrp(z - o / ) fC~)d!h  
-a 

1) Sernbre. infatti che il Sig. S t o r y  voglia considerare i due integrdi de noi 
b b b 

indicati con JY f(y) d y  e { y  ~ f ( ~ )  d y  come infinitesirni e l'integrale f y m f ( y )  d y, per 
-a -a -a 

m> 2, corne rigorosamente nullo: ma in ta1 cnso è da dubitere che la funzione 
f ( y )  esista, e tu t to  il  procedirnento puo diventare illusorio. 
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eccettochè non si voglia: O imporre alla funzione tp(z )  di esser nulla 
in ogni pnnto esterno ail' intervallo (-a, 0)' O supporre addirittura in- 
finiti gli estremi del detto intervallo, cioè x variabile tra - cû e + m. 

Fuori di queste due ipotesi, non c' è altro mezzo che introdurre sutto 
il segno integrale - secondo l'ingegnosa idea di C a u c h y  cosi feconda 
nelle questioni di probabilità - un coeffümnte restrittmel) (O futtore di 
discontinuità), cioè una funzione, ne1 cas0 nostro, di z-  y, che sia eguale 
a 1 per tutt i  i valori dell' argomento intemi all' intervallo (- a:, /3) e 

si anniilii per ogni nltro valore. Indicando cun 1,-, un tale coeffiçiente 
la probabilità dell' error z = x + y  sarebbe in ogni caso 

b 

d+'-,rpb - ~ ) f  (Y) d y .  
-a 

Ma nell' ipotesi della causa virtuale d7errore7 a e 7) sono numeri 
molto piccoli e noi potremo sempre supporre 

(6) a + b < 7 1 7  

dimodochè [Postulato 1, condizione 3)] la gp(x )  sarà nulla in ciascuno 
degl' intervalli (- a: - a - h, - a:), (P, /l+ a + 6): la probabilità totale, 
per l'error z, potrà ailora essere rappresentata dalla (5),  per ogni z, 

purchè, corne si è fatto, s' imponga aiia cp(s) di esser nulia nei due 
intervaIlini (- a - 7, - a: + v), (fi - 7, ,!3 + 7). 

Tornando al nostro argomento, potremo dunque eguagliare I'espres- 
sione (5) con la (4), scrivendo 

b 

(7) 91 (2) + 8 97 (2) =Jtp  (2 - Y) f (Y) dy- 2, 
-a 

1) C a u c h y ,  Oeuvres cmplètes, 1 8 x 0  Série, t. XII, pp. 79-94. 
2) Notiamo che a questo punta il Sig. S t o r y  sostituisce agli enori i randui, 

cioè le differenze tra i valori osservati e la media aritmetica di qnesti, che sono 

poi eguali aiie differenze tra gli errori econosciuti e la loro media aritmetica. 
L' A. afferma aquesta proposito, che le osservazioni non ci posson mai far conoscere 
ne il vero valore d'una grandezza nè i vera' errori cornmessi ne1 misurarla, ma sol- 
tunto la media dei valori osservati e i residui delle varie osservazioni. Questa af- 
fermazione, perb, implica già il postulato che la media dei valori o~servati sia il 
valore più esatto O più conianiente (se non il più probabile) deila grandezza mi- 
sursta; nè serve d'altra parte a bandire le idee di vero valore della grandezza e 
di vero errore d'una misura, (idee che, assolutamente parlando, sono, B vero, affatto 
metafisiche, ma che con opportune convenzioni possono in infiniti modi ncevera 
significato positivo): chè, ami, per arrivare ai residui, si è costretti e passare attro- 

P 
verso ai veri errori s e alla loro mediafirp(z)dx! 

-a 

In fondo, in questa introduzione dei residui, non c' è che un espediente ana- 
litico, col quale l'A. pub far dipendere l a  determinazione della rp da una sola equa- 
zione a derivate paniali, anzichè da due. 
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Dalla quale, sviluppando rp(z - y) in serie intorno al punto z (PO- 
stulato 1) e tenendo presenti le (l), otteniamo 

3. Poniauio ora 

per ogni valore intero di m (per m = 0, B , =  1 per la (3)). 6, non 
rappresenta altro (per il teorema di B e r n o u l l i )  che il valor medio delle 
potenxe mmC degli errori x, appartcnenti al primitive sistema d'osser- 
vazioni. Evidentemente G ,  è funzione dei soli parametri di rp(x). Per 
l'intervento delle causa virtuale d'errore, variando di quantità piccolissime 
soltanto i parametri di cp (x) (Postulato III), 6, si muter& in 6, + 66,, 
dove S G ~  indica, al solito, l'incremento di 1" ordine di a, relativo agli 
incrementi degli awidetti parametri. D'altra parte l'cspressione del valor 
medio delle potenze mme dell' errore complessivo z = x + y si pub avere 
altrimenti, tenendo presente che esso varia tra -a - a e /3 $ b e che la 
sua legge d i  frequenza è espressa dalla (4). Eguagliando le due espres- 

Ma poichè, per la (6) e per il Postulato 1, rp(z) è nulla negli intervaili 

(8, + h),  (- a - a, - a) ,  i due ultimi integrali sono nulli, e quindi 
scriveremo, badando alla (7)) 

r 
6, + 66, = J B " ~ ~ & B  - y) f.(y)dy. 

-a -a 

E lecito invei-tire le integrazionil), sicchè possiamo scrivere 

- a  - u 

Neli' integrale tzmcp ( z  - y) da facciamo il catnbiamento di variabile 
-a 

c = x +  y. 

1) Kon s'intende perché, ne1 fare l'inveruione, il Sig. S t  o r y  cambii i limiti 
di uno dei  due integrali. 
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Avremo 

Ricordando che y è sempre un nuniero couipreso tra - a e b e che 
quindi la ~ ( x )  assume (Postulato 1) valori nulli in ciascuno degl' inter- 
valli (p  - b, B + a), (- a + b, - a: + a), ne deduciamo che i due ul- 
tini integrali sono nulli; sicchè avremo in conclusione 

- a  - a  

Sviluppando (X + y)m col tener presente le (l), (2), (3) e (9), otteniamo 

Pi> 6 4  = m 6  m - i E i  + +(m - 1 ) 6 m - z ~ e .  

Da questa si  trae 

(12) ~ , = 6 6 , ,  E ~ - -  2 G 1  86, f 6 ~ ~ ;  

sicchè la ( i l )  si pub anco scrivere 

(13) 66,=m[6mpl - ( m - l ) ~ ~ ~ ~ - ~ ] 8 ~ ~ + ~ r n ( m - ~ ) 6 6 ~ - ~ 6 ~ ~ m > 2 ) .  

Tenendo conto delle (12), la (8) diventa 

Questa mostra che & certamente funzione di (i, e c2, ma non 
prova per nulla che rp debba necasariamente esser funzione anco di 6,, 
u,, 65 . . ., come il Sig. S t o r y  assume arbitrariamente. Delle a,, intanto, 
solo due sono indipendenti, 6, e 6,, e tutte le altre ne dipendono, come 
mostra la (Il), integrando la quale è appunto possibile (il che si vedrà 
altrimenti in modo più generale) ricavare, per ricorrenza, 6,, 6,, . . . 
in  funzione di 6, e 6,. 

Notiamo ancora che per il Sig. S t o r y  il iiurnero delle 6m conte- 
nute in p(s) sarebbe n,  se da n in poi ffm è riconosciuto in pratiüa 
trascurabile. Ma chi dice che il numero n esista? Questo dovrebbe 
essere un altro postulato della teoria, se le osservazioni e l'ordmaris 
teoria degli errori non provassero che 6, (per m pari) è sempre finito 
e anzi, in generale, diverge per valori crescenti di m. 

Noi ammetlererno senz' altro che y~(a) conhglc solumente 6, e c2, che 
saranno appunto i suoi unici parametri essenziali. Possiamo allora scrivere 
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e paragonando questa con la (14), deduciamo 

cioè la funzione cercata rp = V ( B ,  6,, 6,) dev' essere un integrale co- 
mune alle due equazioni (16). 

Teniamo ora conto del Postulato II. Cambiando 1' unità di misura 
degli errori, a si cambierà in c s ,  essendo e una costante, mentre B, e 
6, si cambiano evidentemente in ctq, cati,: e dovrà essere 

~ ( c z ,  C G 7  ?G2) d(c2) = rp (2, 6,, 6,)dZ. 

1 
Supponendo in particolare c = - (è sempre 0, > O) e ponendo v< 

Fer  mezzo deiie (17), (18), le (16) si  trasformano nelle seguenti 

della quale l'integrale generale è 

dove F è simbolo di funzione arbitraria e dove si è supposto 1 p < 1, 
condizione che in pratica si potrà ritenere verificata. 

Ponendo 
t - e  u=-  
rn 

e introducendo la (21) in m a  qualnnque delle (19), si trova che F(u) 
deve sodisfare ail' equazione ordinaria lineare e omogenea 

(23) Fr'(u) + uF'(u) + F ( u )  = O .  
ut 

Questa ammette la soluzione particolare e-", la cui conoscenza, per- 
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mette, corne si sa, di abbassare l'orcline della (23) e quindi di trovare 
l'integrale generale, che è 

IL  IL2 uz 

(24) F ( U )  = [c, + C& e - ' ,  
O 

essendo Cl e C, le due costanti arbitrarie. 
Per conseguenza la (21) diventa 

e quindi abbiamo ancora, per la (18), 

(28) 4 > "f, 
e che nelle (27) intendiamo presa la determinazione positiva del radi- 
cale, sicchè sarà 

(29) h > O .  
La frequenza relativa dell' error B = G , ,  il qualc errore è in ogni caso 
un errore possibile (neU' ordinaria teoria è G1 = O), è, secondo la (26), 

c l , h f l ,  

e quindi sarà sempre da supporre 

(30) Cl > o .  
4. Bisognerà ora che sia possibile determinare le costanti assohte 

C, e C, per tutti i casi, gitlcchk per ipotesi la non deve contenere 
che i due soli parametri 6, e 6,) determinabili sperimentalmente in ogni 
sistema concret0 di osservazioni. Inoltre la nostra rp dovrà sodisfare 
alla condizione (3) e a tutte le d t r e  enunciate ne1 Yostulato 1, senza 
di che il procedimento adoperato per trovarla non avrebbe valore. Questa 
determinazione delle costanti Cl e C, si pub effettivamente fare per 
tutt i  i casi, osservando che la rp, data da (26), è finita per ogni valore 
finito di r e si annnlla per 5 = 0o.l) Assumeremo d o r a  

1) Esaa, poi, ha un solo zero al finito. Infatti, il fattore 
i 
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vale a dire  che l'errore po t rà  prendere t u t t i  i valori possibili. Questa 

ipotesi, apparentemente paradossale, si giustifica, corne nell' ordinaria 

teoria, col  fat to  che la  rp, fuori d'un certo intervallo finito per  z, assu- 

mera  valori  piccolissimi, prat icamente nulli. 

Importa ,  poi, no t s re  che nelE' ipotesi (3 
stzdato 1 è rigrnosamente sodisfatta. 

P e r  q u e l  che  r iguarda l a  relazione (3), 

1), la condiz.bone 3) del P o -  

osserviamo che  l ' integrale 

u2 u u' -- 
non ha senso, pcrchè p o r  valori dircrgent i  di u la funzione e 'Ses d u  

1 O 

è paiagonabilo a u :  i! d u n q u e  necessario por re  

(32) C$ - O; 
e conseguentemente si t rova subi to 

E l a  (26) diventa semplicemente 

che è l a  legge d i  frequenza degli errori,  verificante r igorosamente a i  

postulati  ammessi 1 e II. 
6. Facilmente si vede po i  che le relaeioni 

sono identicamente verificate dalla (34). 

the entra in 9, è nna funzione monotona di z :  sempre crescrinte, se, per fsre 
un' ipotesi, è anco G, > O, ne1 qua1 caso la funzione si annulla uns sols volta per 
un certo z, < G,. Questo valore potrebbe esser considerato come un limite infe- 
riore per i valon dell' error z,  inquantochè per ogni valore E < z, la rp diventerebbe 
negativa. Ma questa via porterebbe al fatto poco concepibile che gli erron ca- 
dano in un intervallo nn cui estremo B necessariamente finito mentre l'altro pub 
essere infinito; nè essa condurrebbe, come è facile persuaderai, alla determinazione 
delle costanti Cl e C, per tutti i caai. 

Peraltro, che C, debba esser nuila, si pub vedere in qneat' altro modo. Tra i 
sistemi d'oseervazioni possibili ve ne sarà ccrtemente qualcuno (anzi è il csso più 
frequente !) per il quale risulti G, = O e or = /3 (intervallo simmetrico rispetto al10 O); 

ma, in ta1 caso, af6nchè la (26) sodisfaccia alla condizione x <p ( x )  d x = 0 ,  occorre, S - P 
e basta, che sia C, = O ;  e poichè C, è costanta assoluta, sttrà O sempre. 
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414 Su nna nnova deduzione della legge di frequenza degli errori. 

In generde si trova 

ed è facile verificare che le (35) dànno pcr tu t t i  i valori di m gl'inte- 
grali della (13)) il cui 2O membro è sempre un  differenziale esatto. 

6. Quanto alla legge di frequenza relativa alla causa virtuale rl'er- 
rore (no 1)) noi potremo anco supporre 

e purche E,, e, s i  suppongano convenientemente piccoli, le (l), (2) po- 
tranno esser verificate con tutta quell' approssimazione che si mole. 

Supposto, p. es., 

s1 = F~ = 3.123 x (k = 40), a = b = 0.1, 

allora segue 

mentre e, per m 2 - 3 ,  è piccolissirno di fronte a E,  e E,. 

Ma nuila c'impedisce di supporre anco qui che l'errore y polisa 
teoricamente variare tra - ao e + oo, da1 moment0 che nell' esempio 
numerico recato, la f(y) assume valori assolutamente trascurabili fuon  
dell' intervallo (- 0.1, 0.1). In ta1 caso, abbiamo rig(wosamente 

Quanto a E,, per rn 2 - 3,  notiamo che el, F~ si possono pensare arbi- 
trariamente piccoli (con s, > et), senza che le precedenti relazioni cessino 
di sussistere. I n  altri termini, pensata una causa virtuale cui corri- 
spondona i due parametri el, E,,  ne potremo pensare un  altra cui corri- 
spondano parametri più dei precedenti; cioè potremo pensare 
che el, sp percorrano delle successioni convergenti a zero. I n  ta1 caso srn 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



per rn > - - 3, è un infiinitesimo d'ordine superiore ai due infinitesimi E,, E,, 

come si vede dalle relazioni rigorose 

Z ? ~ = ~ E ~ E ,  - 2&;, E4=-2€?  f 3.5;) . .  . 
In questo sens0 la dedusione della (34) si pu6 dire abbastansa rigorosa. 

7. Infiue è da osservare che la curva di probuOilità, corrispondente 
alla (34), non è che la solita quando si sottoponga a una traslazione 
parallelamente all' asse z e di valore 6,. 

Se u,, u,, . . . u, sono i risultati sperimentali della mjsura d'una 
data grandezza, il valore di questa cui corrisponde la massima frequenza, 
secondo la legge (34)) è 

u, + % + us +l . . + un 
n + 41. 

1 punti di flesso della curva (34), anzichè per s = f fi (come avviene 
nell'. ordinaria teoria), si hanno per 

Ec. ec. 

È da pensare, perb, che l'asimmetria della curva (rispetto all'asse 
perpendicolare a s ne1 punto r = 0) non indicherebbe altro che il per- 
sistere di qualche causa sisternatica d'errore. Se gli errori son da consi- 
derare come affatto accidentali, è allora da supporre 6, = O e ~p fun- 
zione pari dell' error s. In questa ipotesi, i l  procedimento per dedurre 
la rp resta seinplificato d'assai, e, si trova, come sarebbe facile vedere 
direttamente, 9 

- - 

ossia quel che diventa l a  (32) quando vi si ponga = O.') 

Allora le (33) diventano 

corn' è noto. 

P a l e r m o ,  marm 1912. 

1) Questo caso particolare - tanto utile nella pratica - non rientra nellrt 
tearis  del Sig. S t o  r y  se non supponendo 6, = 0 ,  per nz > 2 ;  ipotesi in generale 
assurda e non verificrtta nella pratica se non quando gli errori aieno compre~ i  in 
un  piccoli~sirno intervaiio. 
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Zur Dynamik des Kurbelgetriebes. 

Znr Dynamik des Knrbelgetriebes. 
Von Dr.-Ing. A. PROLL in Danzig-Langfuhr. 

Die in der Technik vielfaüh getroffene Annahme konstanter Winkel- 
geschwindigkeit der Kurbel eines gewohnlichen Dampf- oder Gas- 
maschinengetriebes wiihrend des sogenannten T3eharrungszustandes ent- 
spricht bekanntlich nicht der Wirklichkeit. Schon der fast immer ein- 
geführte ,,UngleichMrmigkeitsgradl', der für eine Maschine einen mittleren 
Verhiiltniswert der Schwankungen in der Drehzahl angibt, widerspricht 
dieser Auffassung, die auch tatsachlich nur fiir manche Berechnungen 
ale mehr oder weniger genügende Annaherung zur wesentlichen Verein- 
fachung der Beziehungen eingeführt wird. Bei vielen dynamischen Rech- 
nungen ist aber eine solche Annaherung unstatthaft, und man muB mit 
dem genauen Wert der augenblicklichen Drehzahl sowie mit der tan- 
gentialen Besülileunigung des Kurbelzapfens fur jede Winkelstellung 
desselben rechnen. 

Ein allgemeines und sehr elegantes graphisches Verfahren zur Er- 
mitteliing des in jedem Augenblick wirklich herrschonden ~eschwindig- 
keitszustandes eines beliebigen Getriebes hat Prof. W i t t  en b a u e r  an- - 

gegeben und in mehreren Abhandlungen niedergelegt.') Danach ist es 
bei Kenntnis der wirkenden Krafte (der treibenden und der wider- 
stehenden) sowie der Massenverteilung in den einzelnen Gliedem des 
Getriebes mit Hilfe besonderer Kunstruktionen moglich, Geschwindigkeit 
und Beschleunigung des Kurbelzapfens (und auch der übrigen Gelenke) 
auf kinematischem Wege aufzufinden und etwa in einer Eurve nieder- 
zulegen. In einer weiteren Abhandlunga) zeigt W i t t  e n b  a u  er,  wic man 
die erhnltenen Resultate zu benützen bat, um eine genaue Berechnung 
aller im Getriebe vorkommenden S tubspannungen, Gelenkdrücke und 
Auflagerreaktionen durchzuführen. 

Die Methoden sind nicht schwierig, auch allgemein anwendbar, jedocli 
crfordern sie einen nicht unerheblichcn Zeitaufwand. Denn für die e r s t e  
A u f g a b e  (Ermittelung der Kurbelgeschwindigkeit) muB die auf die 

1) E'. W i t t e n b a u e r :  Graphische Dynamik (ZeitschriR fiir Math. n. Physik 
Bd. 60). Die graph. Ermittelung des Schwungradgewichtes (Zeitschr. des Vereins 
deutscher h g .  1905). 

2) F. Wi t t e n  b a u e r :  Dynamische Kraftplane des Kurbelgetriebee (Zeitschr. 
des Vereins deutscher hg.  1906) siehe auch Dyriamische Kraftplane (Zeitachrift für 
Math. u. Physik Rd. 53, 190G, S. 274). 
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Kurbelwarze reduzierte Masse des Getriebes in besonderer Weise (durch 
dio von W i t t  e n b  a u e r  eingeführtcn ,,Ersatzmassenff der Glieder) er- 
mittelt, ebenso die Kraftreduktion durchgeführt werden und sodann nach 
Konstruktion eines Arbeits- (Energie-) Diagramms das ,,Nasserigewicht- 
Energied'-Diagramm aufgestellt werden; dieses letztere gestattet dann 
allerdings rasch und in einfacher Weise die punktweise Bestimmung 
der Kurbelumfangsgeschwindigkeit. Nun erst ist es moglich, der zweiten 
Aufgabe niiher zu treten und aus den gefundenen Geschwindigkeiten die 
Beschleunigungen (ebenfalls graphisch durch Tangentenmethoden) abzu- 
leiten und daraufhin die Beschleunigungsdrücke zu bestimmen, welche 
man zur Bufstellung des Krafteplanes braucht. Auch hierzu ist eine 
Massenverteilung der Gliedcr des Getriebes erforderlich, die aber von 
anderer Art ist, als die vorhin erwahnte Methode der Ersatzmassen. 

Führt man nun eine solche Aufgabe tatsichlich durch, so wird 
man in den meisten Fiillen finden, daB der schlieBliche dynamische 
Kraftplan nicht genau stimmt, d. h. es laBt sich nicht immer ein voll- 
stàndiger SchluB der Polygone zu Wege bringcn, wic dies doch f ü r  
dynamisches Gleichgewicht erforderlich ware. E s  hat dies seinen Grund 
darin, daB kleine Fehler bei der Ermittelung der Geschwindigkeiten und 
besnndcrs der Beschleunigungen fast unvermeidlich sind. Da aber trei- 
bende Kraft und Widerstand zusammen mit den vorhandenen Massen 
den Geschwindigkeits- und'Beschleuni,rrungszustand des Getriebes be- 
stimmen; so muB ein Fehler in dessen Ermittelung notwendigerweise 
den Krafteplan storen. 1st der Fehler nicht zu groB, so ist es leicht, 
durch nachtragliche Korrektur an den Beschleunigungskraften das Gleich- 
gewicht herzustelien. Es  kommt dies also auf eine Richtigstellung, 
bezw. Nachprüfung der Beschleunigung hiriaus, und auf diesem Um- 
stand beruht das nachfolgende Verfahren zur d i r e k  t en  Aufstellung 
des dynamischen Kraftplanes eines Kurbelgetriebes, ohne vorhergehende 
besondere Bestimmung des Geschwindigkeitszustandes. Das Verfahren 
führt  infolgedessen erheblich rascher m m  Ziele und liefert gewisser- 
maBen als Nebenprodukt die Beschleunigung des Kurbelzapfens. E s  
sol1 sogleich an einem Beispiel gezeigt werden. 

Gegeben ist das Getriebe einer einzylindrigen Dampfmaschine von 
40 cm Zylinderdurchrnesser (Kolbenflache 1256 cm2) und 80 cm IIub. 
Fig. 1 zeigt die Hauptabmessungen des Getriebes, sowie die Lage der 
Schwerpunkte von Kurbel und Pleuelstange und deren Gewichte samt 
dem Gewicht der hin und hergehenden Teile der Maschine. I n  Fig. 2 
ist ein Indikator-Uberdr~ckdia~ramm angegeben, das zu dieser Maschine 
gehort, und es sei fü r  eine bestimmte Stellung der Kurbel (Kurbel- 
winkel cp z. B. - 450) und die entsprechende Abszisse im Indikator- 

Zaitsohrift f. Atathemktik o. Phyaik. 81. Band. 1913. Heft 4. 2 7 
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418 Zur Dynamik des Kurbelgetriebes. 

diagramni der Krafteplan zu konstruieren. Dabei ist angenommen, daB 
das zu überwindende Drehmoment an der Kurbelwelie konstant sei. 
Bus dem Indikatordiagamm ermittelt man den mittleren Druck pi - 
2,14 kg/cm: dem eine Kolbenarbeit pro Hub von 2150 kgm entspricht. 

Daraus folgt also ein mittlerer (k o n  s t a n  t er)  Tangentialwiderstand, der 
zii überwinden ist, von 

2 . 2160 4n00 
-- - o,sn - 1710 kg. 

Zu der Kraft Q kann zweckmaBigerweise auch gleich der An- 
teil der Ge wi  ch  t e von Kurbel und Pleuelstange himugerechnet 
werden. Man findet dafürl) in der gezeichneten Stellung 

Q'= 210 kg im gleichen Sinne wie Q wirbend, 
so daB insgesamt 

Q +  Q'= l92Okg 

in Richtung von Q einzuführen sind. 
In der betrachteten Steiiung ist der Über- 

O 0 druck 5,5 atm, daher betriigt der Kolbendruck 
P = 5,5 - 1236 = 6900 kg. 

Wir nehmen eine m i t t l e r e  Umdrehungs- 
zahl von 

n = 120 Uml./min. (a = 12,6) 

als gegeben an und gehen nun so For, da8 wir f ü r  die erste Amaherung 
diese Geschwindigkeit zugrunde legen und nur die Rolbenbeschleunigung 

1) Nach dem Pnnzip der virtuellen Verschiebungen findet man leichb 

(siehe Bezeichnung in Fig. l), also hier Q' = 291 cos 4 b 0  - 210 kg. Diese für 
horizontale Maschinen geltende Beziehung wird auch durch die Koustruktion be- 
statigt. 
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~ o w i e  die Normalbeschleunigung des Kurbelzapfens berücksichtigen. 
Die letztere betriigt 

v ' 
- = me r = 63,5 in/seks. 

Wir  zeichnen sie in der Richtung der Kurbel ein (Fig. 3) und er- 
halten in der Horizontalprojektion gleichzeitig einen angeniiherten Wert 
der Kolbenbeschleunigung bc unter v o r l a u f i g e r  Vernachliissigung des 
Fehlergliedes der Pleuelstange. Es ist 

b,  = 45 m,lseke. 

Mit dieseni Werte der Kolbenbeschleunigung erhalt man fü r  die 
Trigheitskraft der hin und hergehenden Massen 

T = - b  m = - 4 3 .  
C c (3f) = - 1625 kg.') 

Die Masse nac setzt sich dabei nach F'ig. 1 zusammen aus den 
280 

Massen von Kreuzkopf, Kolben und Kolbenstange (m, = g) und dem 

nach dem Schwerpu~iktuatz~) in C vereinigt gedachten Teil der Pleuel- 
stange 

An dem Kurbelzapfen dagegen haben wir als rein rotierende Masse 
anzunehmen: 

240. 0,3 180 
m ~ ,  = - - -, von der Kurbel herrührend, und 

9.094 L I  
186. 1,3 111 - m,, - -g.2.0- - - - von der Pleuelstange herriihrend, zusammen also 

9 
291 

m , = - .  
9 

1) Da8 negdive Vorzeichen bedeutet, da5 die Tragheitskraft der Beschleuni- 
gung entgegcngesetzt gerichtet ist. Die Richtnng wird nachher in den Kriifteplincn 
berücksichtigt. 

2) 1)sB man für die Beschleunigungadrücke die Massen der Glieder eines 
Getriebes nsch dem Hebelgesetz auf die ~ e l & k e  verteilen kann, eeigte W i t t e n -  
b a u e r  in den oben (unter 2) genannten Schriften und vorher schon L oreiiz in 
seiner Techn. Mechanik starrer Systerne (Seite 341). 

27'  
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Aiif diese wirkt zunachst nur die Zentrifugalbeschleunigung mgr,  
so daB die Tragheitskraft (in der Kurbelrichtung) 

betriigt. Mit diesen erstcn Annahmen, sowie mit den Kraften Y und 
(& f &? zeichnen wir nun den ersten Krafteplan (Fig. 4) in folgender 
Weise: -- 

0 1  = P = 6900 k g ,  24 parallel zur Pleuelstange 

E = q = l 6 2 5 k g ,  041.01. 

Dann gibt 24 die Grole der Stangenkraft in der Pleuelstange, 
04 den Normaldruck auf die Gleitbahn in C. Für das Gleichgewicht des 

2 mg. 4. Knotenpunktes R 
folgt der Linien- 

xiig 4235'5, worin 

42 die eben ge- 
fundene Stangen- 
kraft darstellt, 

23 # TB, 35'= Q 
und 5'5 = Q' ist. 
Da im Punkte B 
noch die Kraft in 
der Kurbel wirkt, 

80 zieht man 46 parallel zur Kurbelrichtung und erkennt niln, daB der 
Linionzug sich n i c h t  schlieBt, we i l  d a s  S t ü c k  56 fehlt. Die Grd3e 
dieser Strecke 

d u ;  um diese 
Gleichgewicht 
Kurbelzapfens 

steUt eine Kraft 

K = 2370 kg  

rnüBte also der Widerstand (Q + @') gr6Ber sein, wenn 
bei der angenommenen gleichformigen Bewegung des 
hei-rschte. Da dies aber nicht der Fa11 ist, so stellt K 

in erster Annsherung die b e s c h l e u n i g o n d e  T a n g e n t i a l k r a f t  dar. 
Wir  erhalten aus ihr nun leicht die Beschleunigung des Kurbelzapfens 
d v  d o  
d t = r durch die von W i t t e n  b a u e r  mgestellte Eberlegungl), daB d t  

Kr mit dieser Beschleunigung und den maBgebenden Abmessungen der 
Kurbel sowie des Schwungrades in folgender Weise zusammenhiingt. 
Es ist nZmlich 

1) Wi t  tenbauer,  graph. Krafteplane a. a. O.; siehe auch Lorenz, Mechanik 
starrer Systeme (Seite 343). 
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wenn GI und G, die Gewichte von Schwungrad bezw. Kurbel, lc, und k, 
die entsprechenden Tragheitsradien bedeuten, wiihrend r,  und r, die 
Schwerpunktabstande der Kurbel sind. In  unserem Falle hat das Schwung- 
rad der Maschine ein Triigheitsmoment 

so daB mit den sonstigen Angaben (nach Fig. 1) 

wird. Nun ist zu bedenken, dai3 dieser Wert jedenfalls vie1 zu hoch ist, 
da er  sowohl die Kolbenbeschleunigung als auch die Totalbeschleunigung 
des Kurbelzapfens und damit die Triigheitskrafte Tc und TB erheblich 
vergrohert, so daB bei einer neuen Zeichnung des Kraftplanes mit diesen 

dv ~ n ù e r u n ~ e n  siu wesentlich kleineres K und damit auch ( i t )  herauskinie. 

Um die Korrekturrechnungen abzukiireen, ist es daher zweckmiiBig, gleich 
einen Mittelwert f ü r  die z w e i t  e Annaherung zu nehmen zwischen der 

d w d u  
bisherigen Annahme r - = O und - = 64; wir wahlen also 

d t  d t 

und zeichnen jetzt den K r i i f t e p l a n  i n  z w e i t e r  A n n a h e r u n g .  Hier 
wird, wie man am besten zeichnerisch ermittelt (Fig. 3), die Gesamt- 
beschleunigung des Punktes B nun bB - 71,3 m/seka (in anderer Rich- 
tung als vorhin), die Kolbenbeschleunigung bc (Horizontalprojektiori 
von bB):  bC = 67,5 m/sek-=. 

Also wird 
354 Tc = - -- 67,5 = - 2440 kg, 
9 

Der neue Kriifteplan Fig. 5 führt (mit denselben Bezeichnungen wie 
in Fig. 4) auf die neue Beschleunigungskraft 

K = 780kg, 

welche nach der Gleichung für K einer Tangentialbeschleunigung der 
Kurbel 

1) Das auf den Kurbelzapfen reduzierte Gewicht des Schwungrades betragt 
350 kg, weiter ist r, = 0,75 r r, = 0,526 r kk = 0,375 r.  
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entsprache. Dieser Wert  ist offenbar zu klein, wir wiihlen für die nachste 
(3. Anniiherung) daher 

und zeichnen'damit den dritten Krafteplan. na wir hier schon ziem- 

lich richtige Verhgltnisse getroffen haben werden, ermitteln wir insbeson- 
dere die Kolben- 

beschleunigung 
genauer unter Hin- 
xurechnung des 

9 Fehlergliedes 

(oz f r c o s 2 i p ) y  

und finden der Reille nach die folgenden Gr6Ben: 

b B  = 69,2, 3, = 63,6, IT, 2050 kg, Tc = 2295 kg, 

~ i ~ .  6  zeigt den dritten Kr;fteplan, in dem nun folgende =ifte auf- 
treten: 

- - 
07 = p = 6900 kg, 12 = Tc = 2295 kg, 24 = achsiale Kraft in der 

Pleuelstange = 4650 kg, Gleitbahndruck Dc = 4O = 625 kg, % = TB 
=2050kg ,  3 5 - Q + Q ' = 1 9 2 0 k g ,  % = K - 9 8 0 k g ;  6 4 = 8 5 0 k g  

- achsiale Kraft 
in der Kurbel. 

Die nun erhal- 

7 O tene Grole von 
K entspricht einer 

e Beschleuuigung 
dw 
d t - 26,5 m/sek2, 

also fast genau wie 
angenommen wurde. Man hat also in  dritter Anniiherung der sehr rasch 
zu erniittelriden Krafteplane brauchbare Ergebnisse erhalten und kann 
nun weitere Ergiinzungen des Planes (Fig. 7) leicht durchführen. Ins- 

besondere ergibt die Linie 45 die Gr6Be und Richtung des Auflager- 
druckee DA in A, ( a m  dem Getriebe allein herrührend) 

DA = 1300 kg, 

wozu freilich noch ein erheblicher vertikaler Zuschlag herrührend vorn 
Gewicht von Schwungad und Weue kommt. Auch durch etwaigen 
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Riemenzug bedingte schiefe Anflagerdrücke waren für  die Lagerdrücke 
in A zu berücksichtigen, doch gehoren derartige Kraftc nicht eigentlich 
zu dem Getriebe und k6nnen immer gesondert eingeführt werden.') 

Teilt man dann noch den Beschleunigungsdruck TB in zwei Teile 

entspreehend den Jlassenanteilen der Kurhel und der Stange 

(Teilungspunkt b) und ebensa den Reschleiinigungsdruck Tc 

nach der Pleuelstangenanteil und Kolben usw. 
. . . . 

dem Teilungspunkt c, so erhalt man die Gelenkdrücke in B und C ohne 
weiteres durch die Strecken pia. 7. 3 

die veranderlichen achsialen Tragheitskriifte die Stabspannung in der 
Pleuelstange im Punkte B 

Sg = 4 b ' =%40 kg 
und im Punkte C 

Sc = 4c'= 5100kg,  

wenn b' und c' die Projektion von b und c acf die Richtung 24 sind. 
Wegen der Begründung dieser Konstruktionen sei auf die ange- 

führte W i t t  en bttuersche Arbeit hingewiesen. . 

In zweierlei Hinsicht bedarf die angegebene Methode noch einer 
Berichtigung. Zunachst ist das von der W i n k e l b e s c h l e u n i g u n  g der 
P l e u  e l s  t a n  g e herrührende Moment vernachliissigt worden, weil es 
sehr klein ist. Man kann es aber in ganz ahnlicher Weise wie dies mit 
dem Kriiftepaar Kr geschehen ist durch ein Kraftepaar K, . l einführen, 
für das aich mit analogen Bezeichnungen finden 1iiBt: 

- m  Y C ~ L  1,. 
a -  2 / 3  

IIierin ist A, der Tragheitshalbmesser (um den Schwerpunkt) der Stange 
bezogen auf den Schwerpunkt, s ihre Winkelbcschleunigung, die man 

1) Es darf nicht übersehen werden, daB irgendwelche durch Riementrieb oder 
Zahnradübersetzung mit der Maschine zwanglau6g verbundene (rotierende) Massen 
ebenao wie das hier allein betrachtete Schwungrad (Dynamoanker nsw.) bei der Be- 

d v  rechnung von -- aus K zu berücksichtigen sind; es treten dann eben in der 
d t  

Gleichnng für K noch neue Glieder in der Kiammer hinzu. 
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leicht au8 den bciden Totalbeschleunigungen hB und hc der Punkte B 
und C findet. Es laBt sich dieses Moment, bezw. die Kraft Ex leicht 
hinterher noüh dern Rrifteplan einfügen, was nur sehr geririfügige 
~ n d e r u n g e n  n l t ig  macht. I n  dem vorliegendem Beispiel ist K2 - 23 kg, 
also zu vernachlassigen. 

GroBere Bedenken mochte dagcgen ein anderer Umstand erregcn. 
Wir haben von vornherein die m i t  t l  e r e Winkelgeschwindigkeit mm der 
Konstruktion zugrunde gelegt. Aus der verhZltnisrn5Big groBen Tan- 
gentislbeschleunigung ersehen wir aber schon, daB bei diesem Reispiel 
stark wechselnde moinentane Winkelgeschwindigkeiten auftreten werden, 
und eu ist von vornhcrein nicht zu übersehen, ob nicht durch eine 
falsche Wahl von tom grundsatzlich falsche Resultate erzielt werden. 
Dem kann entgegen gehalten werden, da8 in dern betrachteten Beispiel 
ein ganz besonders groBer Ungleichflrmigkeitsgrad 6 = : gewahlt wurdel) 
(daher auch das leichte Schwungrad), und daB es in den meisten Failen 
moglich ist, abziischatzen, ob man sich im Hcreich griilter, kleinster 
oder mittlerer Umdrehungsgeschwindigkeit befindet, so da6 nur ein 

Fehler bei der Wahl von w im Betrage von (P a) bis hlchstens (g a) 

Fie. 8. vorkommen kanri. Schon durch die bei der 
zweiten Korrektur erhaltene GroBe und Rich- 
tung der Tangentialbeschleunigung kann ge- 
schlossen werden, in  welchem Bereich man 

sich befindet. Handelt es 
5 
lp 

sich überdies um die Fest- 
stelliing des Krafteplanes 

J M * . t ; ~ - :  gr,. 7 7 > ~ L  
für mehrere Kurbelstel- 

A + , ~  : = o , g r o ~  (, *A!.! 
L*o  lungen, so wird man bei 

O passender Wahl derselben 
unschwer eiue in erster Annaherung brauchbare Kurve der Tangential- 
beschleunigungen aufzeichnen kiinnen, aus der man die Lage der O-Punkte 
(also der Geschwindigkeitsni a x i m a  und -min ima)  sowie den ungefihren 
Verlauf der Geschwindigkeitskurve entnehmen kann. Eine solche Kurve 
ist z. B. in Fig. 8 gezeichnet worden, nachdem für die Stellungen rp = 0°, 
30°, 60°, 90' mit der  s e l b  e n  mittleren Geschwindigkeit n = 120 t/min die 
Kriiftepliine in der beschriebenen Weise (und zwar nur bis zur 2. An- 

dv 
naherung!) aufgestellt und danach die Beschleunigungen cEt ermittelt 

wurden. So wenig genau infolgedessen diese Kurve sein kann, so la i t  

1) Die Daten für das Beispiel sind dem bekannten Werke von Tolle, Die 
Regelung der Kraftmaachinen, II. Auflage, entnommen. 
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sich aus ihr doch entnehmen, daB bei etwa rp = 21° ein Minimum, bei 
rd. rp = 120' ein Maximum der Geschwindigkeit liegen muB. Durch 
Planimetrieren zwischen cp N 21° und cp N 120° erhilt man dannl) unter 
Berücksichtigung des ZeichnungsmaBstabes aus dieser Kurve 

120 rr und daraus mit der mittleren Geschwindigkeit - 
3 O 

r - 5,04 maek die 

extremen Geschwindigkeitswerte viso~ = 5,9 misek und vsi0 = 4,16 mkek 
in erster Anniiherung, sowie auch die Geschaindigkeiten für Zwischen- 
werte. E s  zeigt sich dabei, daB bei der betrachteten Stellung rp - 45O 
die angenonimene rnittlere Tourenzahl nahezu der wirklichen entupricht. 
Erforderlichenfdls kann danach eine Korrektur der Kriifteplane statt- 
finden, die im übrigen meist nicht allzugroBe Andermgen zur Folge 
haben wird. 

Das geschilderte Verfahren paBt sich hauptsachlich dem gewohn- 
lichen Kurbelgetriebe an, doch ist es seinem Grundgedailken nach auch 
für andere Getriebe anwendbar, bei denen die Aufstellung eines atatischen 
Krafteplans ohne groBe Schmierigkeit moglich ist. Freilich wird es bei 
verwickeltan Getrieben lange nicht so rasch eum Ziele führen und bietet 
darum in dieser Beziehung kaum erhebliche Vorteile TOT dem direkten 
und genauen W i t t  en  b au  erschen Verfahren. 

SchlieBlich miige noch einer weiteren Anwendung des dynamischen 
Krafteplans (Fig. 7) gedacht werden. Uritersucht man riiirnlich die vom 
Getriebe auf das Ges te l l  der Maschine ausgeübten Kriifte, ao sind diese 
(nach Fig. 9) in C :  Rc zusammengestellt aus dem Auflagerdruck DG 
(nach u n t e n )  und dem Dampfdruck P auf den Zylinderdeckel (nach 
rechts); in A, der Auflagerdruck DA und die vom auBeren Drehmoment 
(und Gewichtswirkung) herrührende Kraft Q + Q ' +  E, zusammen 

1) Wegen der dem Kurbelweg s proportionalen Absziasen dieuer Kurve folgt 

durch Integration (Planimetrierung) v= - ue ds =& d v  = _L . Man erhi l t  also 
2 

1 1 

den Zuwachs der Geechwindigkeitsquadrate zwischen 2 betrachteten Stellungen. 
Selbstverstandlich k6nnte nun durch Einführung der gefundenen Geschwindigkeits- 
werte eine weitere Verbesswung der Kr%fteplane wie der Kurve Fig. 8 erreicht 
werden, doch liegt dies nicht im Sinne dea Verfahrens, das gerade einen knrzen 
Naherungsweg zur Ermittelung der Krifte und der Beschleunigungen bieten 8011. 
IIandelt es sich um die Bestimmung des Geschwindigkeitszustandes allein, so wird 
die W i t t  e n b  auersche Methode vorzuziehen sein. Es  genügt das gekennzeichnete 
Verfahren aber vollstandig zu einer oberfkichlichen Schitzung der Qeschwindig- 
keiten. 
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RA # 43 in Fig. 7; die Resultierende R dieser Krafte erscheint im 
Krafteplan (Fig. 7) a h  die (strichpunktierte) Strecke 13, es ist die 
f r e i e  M a s s e n k r a f t  des Getriebes; ihr AngrXspunkt O kann aus 
Fig. 9 leicht gefunden werden. 

E s  bietet auch keine Schwierigkeit, aus dem Kriàftcplan K g .  7 die 
Bedingungen für einen (teilweisen) Ausgleich der bewegten Massen im 
Kurbelgetriebe abzuleiten und danach graphisch die GrCiBe der erfor- 
derlichen G e g e n g e w i c h t e  zu bestimmen. Man hat nur durch die 

Wahl von ma (mit Rücksicht auf das Gegengewicht a n  der Kurbel) 
die Kraft TB so zu beeinflussen, daB die freie Massenkraft eine 
gewünschte Richtung erhiilt. (Wenn z. B. TB = O wird, fàllt 13 mit 12 
zusammen und man erreicht nur horizontale Massendrücke; ein noch 
groBerea Gegengewicht gestattet TB negativ zu machen, bis 13 112 
wird, dann hat man nur vertikale Masseudrücke usw.). 

Zusa inmenfassung .  

E s  wird ein h'aherungsverfahren beschrieben zur graphischen Er- 
mittelung der tangentialen Kurbelbeschleunigung bei einem gegebenen 
Kurbelgetriebe; im Zusammenhange damit wird der vollstandige dyna- 
mische Krafteplan im AnschluB an das W i t t e n  b a u  e r  sche Verfahren 
aufgestellt und an einem Beispiel erlautert. 

nber eine GesetzmilBigkeit der Planetenrotation. 
Von H. NIES in Coln-Deutz. 

Obgleich die Gesetze der Ortsveranderungen der Massen im Welt- 
raurn seit N e w t o n  vollstindig bekannt sind und nicht mehr grund- 
siitzliche sondern nur noch rechnerische Schwierigkeiten machen, so 
bietet doch die Welt der Himmelskorper noch manches ungeloste Ratsel. 
E s  sei niir hingewiesen auf die Erforschung der Ursachen jener Kraft, 
die zusammen mit der Gravitation die Kegelschnittbahnen der Himmels- 
k6rper bestimmt, und auf die theoretische Begründung der Rotation. 
Besonders die letzte hat die Aufmerksamkeit aller Forscher in hochstem 
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MaBc erregt; dennoch sind wir heute nicht weiter als zu jenen Zeiten, 
da das Fernrohr m m  ersten Male Kenntnis davon gab, daB die Achsen- 
drehung nicht eine Eigenschaft der Erde allein, sondern ailer Planeten 
- und man darf wohl sagen aller Himmelskorper - sei. 

Ausgehend von der Überzcugung, daB eine solche ailgemeine Eigen- 
schaft nicht die Wirkung cines Zufalis sein konne, habc ich langjahrige 
vergleichende Berechnungen angesteilt und gefunden, daB man setzen 
kann l): 

(1) 

Hierin ist K eine Konstante, 211 dio Masse, n die Dichte, 6 die 
Achsenneigung, a die groBe Bahnachse, U die Rotationsdauer des Pla- 
neten in  Zeitsekunden, y die Beschleunigung der Schwcre an sciner Ober- 
fliiche und y die Beschleunigung, welche die Einheit der anziehenden 
Masse der Einheit der angezogenen erteilt. 

Die nachstehende Tabeile enthalt die in  die Formel (1) eingehen- 
den Gr6Ben. Sie gibt auch die mit überraschender Genauigkeit über- 
einstimmenden Werte von K wieder. 

Venus 

171 1 :408000 
n 0,8853 
a 0,72333 

Y 1,913 
2 R 0,9746 

g 0,862 
U 23h57m36 
6 14O 

O 6,3343 

Erde Mars Jupiter 

1 : 333470 1 : 3093500 1 : 1047,355 
1 0,7177 0,2353 
1 1,52369 5,20280 
1 0,4307 0,03694 
1 0,5307 11,3367 
1 0,3828 2,477 

23h56m4" N h 3 P  Z2"7 gh5Orn 
23O30' 25O 3O 6' 
6,3343 6,3362 6,3363 

Mond 

0,0124 : 333470 
0,62 

1 
1 

0,273 
0,167 

27d,32166 
3O30' 
6,3389 

Nur für den Planeten Saturn, der auBer den obengenannten der 
einzige weitere Himmelsk5rper ist, fiir den die Rotationselemente be- 
kannt sind, ergab sich der abweichende Wert log K = 7,5287. Ich 
f ihr te  dies in meiner Veroffentlichung in den Astronomischen Nach- 
richten auf die abweichcnde Form des Saturn zurück, da die Rotation 
der übrigen Himmelskorper nicht wie zu erwarten war der Masse, son- 
dern, wie die Formel (1) zeigt, dem Volumen proportional ist. Beim 
Monde ergab sich die seltsame Tatsache, daB y nicht auf die Erde 
sondern ebenfails auf die Sonne zu heziehen war. 
- - 

1) Vgl. meine Veroffentlichung in den Astrononiischen Nachricliten, Bd. 190, 
Nr. 4546, Januar 1912. 
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Die unentwickelte Formel (l), die ich nur beibehalten hatte, um 
für das Gesetz einen einfachcn schriftlichen Ausdnick geben en k6nnen1), 
war einer weiteren Untersuchung nicht fordedich. Es  gelang mir jedoch, 
die Formel in entsprechender Vereinfachung durch einen neuen Faktor 
auch der Satnrnrotation anzupassen, ohne irgendwie den andern Korpern 
Gewalt antun zu müssen. Die Tatsache, daB das Volumen für die Ro- 
tation der maBgebende Faktor sei, blieb bestehen und wurde noch durch 
die neue Tatsache, da6 auch das Verhaltnis Ringdurchmesser durch 
~~ua tordurchmesser  hierfür maBgebend ist, weiter verstirkt. Bezeichnet 
Mi einen dem Volumen proportionalen Faktor (vgl. a. a. O. meine dar- 
gelegte Überzeugung, da8 dies die den K6rper durchLiringende ~ t h e r -  
menge sei), R den aquatorialen Eialbmesser des Korpers, 6 die Achsen- 
neigung, Df die Masse, a die grole Bahnachse, U die Rotationsdauer in 
Zeitsekunden und C = B : U die Botationsgeschwindigkeit eines Punktes 
am ~ ~ u a t o r ,  ferner R, den Halbmesser eines eventuellen Ringes (Saturn) 
und K eine Konstante, so kann mari setzen: 

Hierbei ist R, als der Abstand des auBersten Planetenpunktes zu 
verstehen, der beim Saturn im Ringe liegt; und dementsprechend ist R, 
beim Fehlen eines Ringes nicht gleich Null, sondern gleich R zu setzen. 
Diese Festlegung braucht nicht im Widerspruche mit der von H i r n  
und Maxwel l  vertretenen und auch durch die spektrographischen Be- 
obachtungen Kee le rs  bestatigten Anschauungen über die Natur des 
Kinges zu stehen. Es handelt sich hier nicht um die Massen; und die 
Eigenbewegung der Ringteilchen braucht die Tatsache nicht auszu- 
schlieBen, daB sie in bezug auf die Saturnrotation ale Teile Saturne zu 
gelten haben. Pür aile Korper auBer Saturn ist mithin R :  RI = 1, 
und für sie geht die Formel (2) über in 

M..  . n.tgs K a - -  
M s .  a l / C  ' 

die man auch, um ihren überraschend symmetrischen Bau zu zeigen, 
in folgender Form schreiben kann: 

Die bei der Benutxung der E'ormel (2) erhaltcnen Ergebnis~ir: sind 
aus der nachstehenden Zusammenstellung ersichtlich. Samtliche Werte, 
mit Ausnahme von .3  und U wurden bei der Erde in der Einheit an- 

1) Siehe a. a. O. 
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genommen; 64 wurde bei den Kkpern  ohne wesentliche Abplattung 
(Venus, Erde, Mars und Mond) proportional R' und bei Saturn und 
Jupiter proportional K S &  gesetzt, wo E den Abplattungsfaktor bedcutct. 
Samtliche Werte wurden der neilesten Auflage des ,,New comb-E n g e l -  
mann" entnornmen. Nur die Werte von S und lJ bei der Venus ent- 
nahm ich beide dern B r e n n  e r schen Werke: ,,Spaziergange durch das 
Himmelszelt", da sie sonst nirgends angegeben waren. 

Venus Erde 

iil, = 0,974' 1 
N = 0,817 1 
R - 0,974 1 
R, - 0,974 1 
,j = 14O 23O30' 
a = 0,72333 1 
U = 23h57'361,'3" 23h56'4" 

E = 1 1 
logK= 2,1065 2,1059 

Mars 

0,5313 
0,108 
O,:i3 1 
0,531 
25O 

1,52369 
24h37'22,7" 

1 
2,1054 

Jupiter 

1 l,35'. 0,94 
314,5 
11,38 
11,35 
3O 6' 

5,2028 
gh55'41" 

0,94 
2,1025 

Satum Mond 

9,24'. 0,9 0,0201 
95,3 0,0124 

9,24 0,272 
21,76 0,272 

26020f1) 3O3W 
9,53884 1 
10h14' 27d,32166 

079 1 
2,1094 2,1099 

Auch hier ist die Überein~t iuimun~ eine so groBe, daB man kaum 
noch an einen Zufail glauben kann, und ich behaupte, daB samtliche 
zu unserm Sonnensystem gehorenden Korper einem Rotationsgesetze 
gehorchen, desson mathematischer Ausdruck in der Formel (2) cnthalten 
kt .  Eine ahnliche Beziehung wird auch zwischen den Satelliten und 
ihren Zentralkorpern bestehen; sie durch vergleichende Rechnungen feüt- 
zusteilen, ist jedoch unmoglich, da einzig und allein hierfür unser Mond 
in F'rage kame. Sie wird erst aufiustellen sein, wenn die theoretische 
Regriindung der Formel gegeben k t .  

Die gefundenen Gleichungen, insbesondere die Formel (3), die für 
die Himmclsk6rper ohne Ring gilt, lassen sich jedoch schon jetzt in 
einfacher Weise deuten. Berücksichtigt man, daB M: Ma = Masse 
durch Volumen = n ist, wo 92 die Dichte bezeichnet, so geht die For- 
mel (3) über in 

R .  tg6 K='.- 
"' a.p'E 

oder in 

Nun ist R - tg8 der groBte Wcrt, den man als Projektion von R 
auf der Rotationsachse erhalten kann, wenn man die Projektionsstrahlen 
parailel zur Bahnebene zieht. Bezeichnet man ihn als R' und nennt ihii 

1) N e w c o m b - E n g e l m a n n  gibt $7" an. 
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der Einfachheit halbcr ,,die maximale Projektion des ~ ~ u a t o r r a d i u s  auf 
der Rotationsachse", so ist 

1 R" p. C r - . -  
n4 a2 ) 

und das Rotationsgesetz lautet in Worten: 
Die Rotutionsgeschwindigkeit eines ~yuator~zmktes ist direkt popor- 

tional dem Quudrate der mazirnalm Projektion des  yua atm radius auf 
der Rotationsachse und umgekehrt popwtional dem Quadrate der grofien 
Bahtzachse und der vierten Potens der Dichte des rotierenden Ktkpers. 

Zu diesem Satze tritt für die Ktirper mit einem Ringe noch der 
Zusatz: und direld proportional der sechsten Potenz des Perhaltnisses: 
Aquutordurchmesser durch Ringdurchmesser. 

Das Gesetz bestatigt mithin die bekannte Tatsache, da6 mit der 
Abnahme der Korperdichte die Rotationsgeschwindigkeit zunimmt; es 
steht aber scheinbar mit der Tatsache in  Widerspruch, da8 die der 
Sonne am fernsten stehenden Planeten die kürzere Rotationsdauer be- 
sitzen. Freilich nur scheinbar, da R, a und d in  Wechselbeziehungen 
stehen, die iiicht gleich zu überblicken sind, sondem ebenfalls erst durch 
die theoretische Begründung des Gosetzes in ihrer wahren N d u r  er- 
kannt werden konnen. 

Die theoretische Begründung der mitgeteilten Formeln zu finden, 
erscheint mir bei der Wichtigkeit, welche die Rotation für unsere An- 
sichten vom Bau des Weltalls und von der Entstehung der Planeten 
besitzt, als ein sehr erstrebenswcrtes Beginnen. Ich habe deshalb ge- 
glaubt, die Physiker und Mathematiker auf die oben niedergelegten Er- 
gebnisse hinweisen zu sollen. 

Eh Instrument zur graphischen harmonischen Analyse. 
Von H. v. SANDEN in Gottingen. 

Im Folgenden wird ein zeichnerisches Verfahren angegeben, das 
geetattet, in bequemer Weise einerseits Funktionen der Form: 

y - a, sinx $ b, cos x + a, sin 2 2  + b, cos 2 x  + + a, sin nx+ b, cos nx 

darzustellen, andererseite gegebene periodische Funktionen auf obige 
Form zu bringen, d. h. die ,,Fourier-Koeffizienten" a2 und bl zu be- 
stimmen. 

I m  ersten Falle sind die 2n Koeffizienten a, bis a, und b, bis b, 
gegeben. Unter Annahme einer geeigneten Strecke als Langeneinheit 
tragen wir dieselben auf einer horizontalen Geraden hintereinander auf 
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und zwar nach rechts wenn sie positiv, nach links wenn sie negativ 
sind. Die Anfangs- und Endpunkte der Strecken seien durch fort- 
laufende Ziffern bezeichnet (S. Fig. 1). 

-- 

In der Figur ist die Strecke 1 = al; 2 = bb,; 3 4 = a,; 4 5  = b, usw. 
(In der Fig. 1 sind a,, b,,  a,, b, > O; a,, b, < O angenommen.) Durch 
die Punkte 1, 2, 3 usf. sind vertikale Geraden zu ziehen. Dies ist die 
&sige Vorbereitung, die in praxi zu treffen ist. 

Zur Erliiuterung des Verfahrens vervollstandigen wir die Zeichnung 
noch weiter. 

Fig. 1. 

W i r  ziehen eine vertikale Gerade OY und tragen auf ihr, immer 
vom Punkte O aus, positiv nach oben, unter Annahme einer zweck- 
mZ8igen Liingenemheit, die Werte von s inx auf, und zwar für Werte 

2 7c von x, die Vielfache von 16 sind. (Man wird gleich sehep, daB die 

Teilung der Periode in gerade 16 Teile unwesentlich ist.) Die End- 
punkte der so erhaltenen Strecken seien wieder durch Ziffern bezeichnet 

2 n Es ist also 01 = sin 1 - q:; = sin 2 . USW. Die Punkte 1 und 7; 

2 und 6;  3 und 5 iisw. fallen zusammen. Die so erhaltenen Strecken 

01, 02 usw. stellen natürlich auch die Werte der cos der Vielfachen 
2 z von - dar. Nur müssen die Endpunkte dann anders numeriert wer- 
16 

den. Dies ist in Pig. 1 durch die eingeklammerten Zahlen geschehen. 
- 2 x  ~- 2 %  - 2 n 

Esis ta l so  O ( l ) = ~ o s l . ~ ;  0 ( 2 ) = c 0 s 2 . ~ ;  O(O)=cosO.- 16 USW. 

Au€ der horizontalen Geraden nehmen wir jetzt einen ,,Pol1' P an und 
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verbinden ihn mit den Punkten 1, 2, 3 usw. auf der Geraden O Y. Dann 
Sind die trigonometrischen Tangenten der Winkel dieser Strahlen m, 
- 

P2 . . . usm. mit der Horizontalen proportional den Sinussen bxw. Ko- 
2 n 

sinussen der Vielfachen von E.  
2 x 

Um den Wert der Funktion y für den Wert x, = 1 16 zu finden, 

ziehe ich durch den Anfangs~unkt 1 der Strecke == a, (auf der hori- 

zontalen Geraden) eine Yarallele zu m. Sie schneidet die Vertikale 

irn Endpunkte 2 von a, in einem Piinkte II und es ist die Strecke 
2 n 

gleich a, - sin 1 . - . Durch II wird jetzt II III parallel zum Strahle 
16 

-~ -. 

P(1) gezogen. III ist der Schnitt dieser Parallellen mit der Vertikalen 
durch 3 und es ist 

-- 2 7z 2 l e  3 III  = a, sin 1 . 16 + b, cos 1 . - - 
16 
-- 

Durch I I I  zieht man jetzt eine Parallele III I V  xu P 2  u8f.l) 
Die Ordinate des Schnittpunktes VI1 der letzten Parallelen mit 

der Vertikalen durch den Endpunkt der letzten Strecke 6, gibt d a m  
2 1 2 n 

den Wert von y für x, = 1 2- Wiil man den Wert für x2 = 2 - 16 
16  

Fig. 9. finden,so hat man Paraiiele 
zu PZ, P(2 ) ;  P4,  P(4) 
zu ziehen usf. 

Um die technische 
Schwierigkeit des Ziehens 
der Parallelen zu den 
Strahlen durch P zu ver- 
meidcn, kann man sich 

eines in Fig. 2 dargestellten ,,Ri ch t u n g s - L i n e a l s "  bedienen. Seine 
untere Kante ist gerade und wird an die ReiBschiene angeuühlagen, die 
einaelnen Linienstiiclie des oberen Rundes stellen die Strahlcvz des Strahl- 
büsche7s durch P in Fig. 1 dur;  darunter stehen die entsprechenden 
Ziffern. (Die eingeklammerten Zahlen sind rot aufgedruckt.) a)  

Die ganze Arbeit ist also jetzt: Abtragen der Koeffizienten auf 
einer Horizontalen, Ziehen der Vertikalen durch die Endpunkte, Kon- 

2 n 
struktion des Zickzackweges für jeden Wert  xp = y - 16 i~ = O, 1,. . . i s > ,  
- -~ - 

1) Diese Methode um Summen von Produkten zu zeichnen ist  vielfach ge- 
brauchlich, vgl. J. Massau, Ann. de l'association des ingénieurs sortis des ficoles 
s~ecialeri de Gand (1) 2 (1877/78), p. 13, 203; Mém. sur l'intégration graphique, 
Bruxelles 1878. 

2) Das Instrument i s t  bei S c h r o d e r  i n  Darmstadt z u  haben. 
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durch Ziehen von Geraden langs des Lineals unter Beachtung der rich- 
tigcn Reihenfolge, Ablosung der Endordinate bezw. deren Übertragung 
in eine die Kurve darstellende Bigur. 

Soll die uirigekehrte Aufgabe gelost werden, d. h. die Bestimrnung 
der Koeffizienten al und 6 2 ,  B O  ist das Verfahren genau das gleiche, 
nur daB statt der Koeffizienten a2 und bl auf der Horizontalen die 16 

2 x 
an den Stellen x, = p y - = O . .  . 15 )  gemessenen Ordinaten y, nach- 

16 
einander unter Berücksichtigung der Vorzeichen aufgetragen werden: 

ES ist 2 n 

und 

Wir  approximieren die Integrale durch die Summen: 

die sich nach unserem Verfahren in  dcr Weise zeichnen lassen, daB 
jetzt auf der horizontalen Geraden die gegebenen Ordinaten yu nach- 
einander aufge- ~ i g .  S. 

tragen werden. 
Dieser zweiteFail 
i d  noch insofern 
einfacher, als m m  
es nur mit Sinus- 
oder nur mit Eo-  
sinusgliedern zu 
tun hat. 

Will man, je 
nach der gewünschten Genauigkeit, die Periode in mehr oder weniger 
Teile als 16 teilen (es empfiehlt sich natürlich, die Anzahl durch 4 
teilbar zu machen), so Kitte man andere Lineale eu benutzen. Für  
32 Teile ist die in Fig. 3 angegebene Borm vielleicht zweckmalig, bei 
der die Strecken sozusagen in zwei Etagen angeorchet sind. 

Zeitschrift f. Mathsinatik u. Physik. 61. Band. 1915. Heft 4. 28 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kieinere Mitteilnngen. 

Kleinere Mitteilnngen. 

Ifbe; da8 Elastizitatsproblem einer dunnen Schale von Kngel-, Kegel- 
oder Ringîliiohenform. 

Im folgenden will ich in  aller Kürze über eine Untersiichung herichten, 
die andernortsl) eine ausführliche Darstellung finden wird. Sie Iost dus 
Elastzzitütsproblena fur eine dünne, von Parallelkreisen begrenzte (oder i n  sich 
geschlossene) axial symmetrisck belastete Schale, die die Forcm einer Kugel-, 
Eegel- oder Ringpüche kat. Maschinenteile von dieser Form kommen i n  der 
Technik hauiig vors); auch fallt die Theorie des Eugelgezu~lbes unter dieses 
Problem. 

Die Elastizitatstheorie dünner Schalen liefert für  die allgemeine Drehungs- 
flache Differentialgleichuugen vierter Ordnung; ich zeige, da0 aie in solclie 

4 

zweiter Ordnung zerfallen, weriu die Meridiankrürnmung 2. konstant ist. Aller- 

dings kann dabei ein Durchgang durchs Imagin&ro nicht vermieden werden. 
Der Kürze wegen muB ich für  die Bezeichnung im einzelnen auf das 

Lehrbuch von L O vea) verweisen. 
Die Schale habe zunachst die Form einer beliehigen Drehungsflacho, 

und es seien ï; die resultierende Zugspaunung, G1 das Spannungsmoment, 
NI die Schubkraft für die Langeneinheit eines diirch einen P a r a l l e l ~ o i s  ge- 
legten Norinalschnittes, T2, G,, N2 = O dieselben GroBen für  einen Normal- 
schnitt durch den Meridian; ferner X, Z die Belastungs-, u, w dio Verschie- 
bungskomponenten tangential und normal zum Meridian. Als Flachenpara- 
meter a werde der Winkel der Flichennormalen mit der Drehachse genommen. 
Dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen4) 

Setzt man N,R, = V, F ( a )  = ~ R ~ R ,  s ina  (Xsinru + Z c o s a )  d a  + Kon- 
s tade ,  so ergeben die zwei ereten dieser Gleiçhungen: 

1) P h y s i k a l i s c h e  Z e i t s c h r i f t  1913. 
2) S t o d o l a ,  Uampfturbinen, 4. Aufl. Berlin 1910, tl. 332, 597. 
3) A. E. H. Love :  Lehrbuch der Elastizitiit, deutsch v. Timpe, Leipzig 1907, 

Kap. XXIV. 
4) Ebenda Seite 612/613. 
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wo ~I(u) und ~ ( a )  nur von der Belastung abhangen. Man kann jetzt die 
Ha,upt,dehniingen, und damit ailch die Verschicbungon u ,  .iu durch ?; und T,, 
also schlieBlich durch V ausdrückenl) und erhalt für die Grole 

1 d w a * =  L u + -  -1 = + & % t g u d i e  Glriîhung: 
RI d a 

Hier ist a eine positive Plattenkoustante, und di Lia~gt  von der Belastung ab. 
Anderseits konnen auch G, und G2 durch ausgodrückt werden'), so 

daB die letzte der Gleichungen (1) übergeht in 

1 d R , .  d r -  RI (3) . [- 
s i n a d a  R, ~ m u - ]  d a  - (% cotg%+ o 1 u * - = - - ) R , ~ +  'p. 

Auch hier ist b eine positive Plattenkoustante, 4! von der Belastung a b h ~ n ~ i g . ~ )  
Das Elastizitatsproblem der Schale ist  auf die Losung der Gleichungen 

(2) und (3) zurückgeführt. In allen praktisch wichtigen Fallen konnen elernen- 
tare Partikuliirlosungen angegeben werden, so da0 ich mich hier auf den 
homogenen Fa11 einer unbelasteten Schale (0 = T = 0) beschranke. Führt 
man den linearen Operator 

ein, und setzt zur Normierung Cr*= i l  U, (i =I/-i), so kann die Kon- 
stalite A. reell so bestirrimt werden, daB (3) und (2) übergehen in: 

und die Elimination gibt  für U: 

Entsprechend fur  V.  
Nimmt man RI nun als konstant an (Kugel, Sorus, Kegel!) und setzt die 

positive, reelle Konstante dsR: - 6" n8, so vereinfacht sich (5) zu 

Dies aber zerfallt in  die zwei linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung 

( 7 )  L(U) + i x  u = O ,  L ( U )  - i x  u = O ,  

denen übrigens auch P genügt, und die wesentlich identisch sind. 
Für die Kiigelschale ist R I  = 12,, und (7) geht über in  

d e  U 
-- 

d u  + cotga - - - 
da" d or (cOtgau $- i x )  U - 0. 

1) Love:  a. a O. Gleichung (36') auf S. 605, Gleichung (21) au€ S. 695.  
2) Ebenda, Gleichiing (37') aiif S. 606 und Gleichung (26) auf S. 697. 
3) Fiir die Kugelschale sind die Gleichungen (2 j  und (3) schon nufgestellt 

woi-den von Ei. R e i  Bner, Spannungen in Kugelschalen, Müller-Breslau-Fe& 
schrift 1912, S. 193. 

28 
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Die Transformation U = sin a . X, sin801 = x, gibt fiir Z die i~ypergeomefrW.c/~e 
Differentialgleichung 

so daB z. B. ftir eine ini Scheitel geschlossene Kugelschale U und V durch 
den reellen und den imaginiiren Teil der hypergeometrischen Reihe 

dargeatellt werden. Iui allgemeinen Fallc tieten logarithmische Glioder hinzu. 
F ü r  den Kegel vom halben Offnungswinkel y ha t  man 

einzufuhren, und den Grenzübergang zu Rl = ZQ zu machen. Gleichung (7) 
wird: 

Das in  z - O reguliire Integral is t  durch die überall und rasch konvergente 
Reihe 

rn 

5" . zppp 
( x - l ) ! ( x  + l)! 

x = 1  

angegeben, die rein nurnerische Koeffizienten hat,  und eine Tabulierung zulaBt. 

Hat  die Kugel oder der Kegel im Scheitel eine axiale Bohrung, so treten 
dort Randspannungen (T2 G2) auf, die mit unbegrenzt abnehmendem Bohrungs- 
durchmesser sich d e n  Doppelten der Werte nihern, welche im Scheitel der 
geschlossenen Schale unter sonst gleichen Umstiinden herrschen. Durch diesen 
Satz uird ein bekanntes Ergebnis aus der Theorie ebener Platten verall- 
gemeinert. 

Als Uelastungen komrnen praktisch in Uetracht Massenkriifte von kon- 
stanter GroBe und Richtiing (Eigengewicht, Tragheitskrafte), Zentrifugalkrafte 
und konstanter Oberflichendruck. Unter den elernentaren Losungen, die man 
in allen diesen Fallen für Kugel und Kegel finden kann, ist die besonders 
bemerkenswert, welche den Fa11 eiuer geschlossenen, nirgends gehaltenen 
Kugelschale gibt, die sich urn einen Durchmesser gleichformig dreht. 

Zürich. ERNST MEISSNER. 
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C. Y. L.  Chsrlier. S t u d i e s  in s te l i a r  s t ~ t i s t i c s .  1. C o n s t i t u t i o n  of  t h e  
M i  l k  y w a y ,  f i r s  t m emoi r .  6 3  S. 4. Meddel. Lunds astronom. observat. 
Ser. II. Nr. 8. Lund 1912 ,  H. Ohlsson. 

Die Abhandlung ist entstanden aus Vorlesungen, die der Verf. im Herbst 
1 9 1 1  a n  der Universitiit Lund hielt. Sie bietet i n  vielfach neuer Yorm eine 
Einführung in die modernen Methoden der Stellarstatistik und bringt auBerdem 
eirie Anzahl originaler Uutersuctiungen. Es  wird zunaühst die einfache Furida- 
mentalgleichung der Stellarstatistik abgeleitet, die allgemsin für  einen beliebigen 
Charakter (Helligkeit, Eigenbewegung, Spektraltypus, Distanz von Duplices) 
der Sterne gilt. Einige Spezialisierungen und Vereinfachungen führen unter Z u -  
grundelegung bestimmter Hypothesen über den Verlauf der Sterncharakttire zu 
S e e l i g e r s  Formeln und zii den von S c h w a r z s c h i l d  mit Hilfe F o u r i e r s c h e r  
Integrale aufgestellten Helationen. Teils zur Erlauteruug seiner blethoden, teils 
zu tieferem Eindringen in die Konstitution der MilclistraBe zeigt C h a r l i e r  
d a m  an einem praktischen Beispiel, wie sich jetzt der Bau der-~ixsternwelt  
genauer erforscl-ien lieBe. Zu dem Zwecke teilt er die Himmelssphare in  48 
flkhengleiche Trapeze von je 860 C l 0  ein, für die er einzeln alle zugtinglichen 
Daten über Helligkeit, Eigenbewegung, Farbe, Spektrum gesammelt hat. Zu 
eingehenderem ~ k d i u m  &eift er -hier fürs erste-zwei dieser Flichen heraus, 
eine i n  der MilchstraBe, eine am Pol der MilchstraBe. Nach einer interessanten 
Untersuchung über das gegenseitige Verhalten verschiedener Helligkeitskata- 
loge und über die GroBenklasse der schwachsten Sterne der Carte photographique 
du  ciel kornmt er zu dem Ergebnis, da0 in dern Trapez am galaktischen Pol 
6 0 0  000-2 0 0 0  0 0 0  Sterne enthalten sind. wahrend in dem Raiimkepel. der 

.> . 
durch das Trapez am galaktischen ~ ~ u a t o r  bestimmt wird, mindeçtens 50mal  
mehr St,erne, 3 0  0 0 0  000-250 0 0 0  000, steben. 

Wie die Helligkeiten so müssen nun noch die Entfernungen der Sterne 
diskutiert werden. Als Anhalt dient dahei die Eigenbewegung, d a  das Material 
an direkt beobachteten Parallaxen auch nicht entfernt ausreicht. Als Einheit 
des Abstandes wahlt Ch  a r 1 i e r  die Sirii~sweite (Siriometer), die er dahin fest- 
setzt, daB sie 1 0 0 0  OOOmal gr6Ber sein soll, als die groBe Halbachse der Erd-  
bahn; dem Siriometer entspricht demnach eine jiihrliche Parallaxe von On.206. 
Es  bleibt aber in  diesen Untersuchungen noch eine groDe Unsicherheit zurück, 
und der m i t t l e r ~  Abstand der Sterne als Funktion der Gr6Benklasse sowohl als 
auch die Dichtigkeit der Sternverteilung in verschiedenen Distanxen ergibt sich 
nur  innerhalb weiter Grenzen. Die Grenze unseres Sternsystems lage danach 
i n  der Ebene der Xilchstrafle bei einer Entfeinung von 600-1400 Siriometern. 
I n  ausführlichen übersichtlich angeordueten Tabellen teilt der Verf. am Schlusse 
die von ihm gesammelten numehsciien Grundlagen seiner Studie mit. Sie sind 
als Material von groflem Wer t  und k6nnen auch noch nach anderer Richtung 
oder in  anderer ~ e i s e  bearbeitet werden. 
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Die schonen Untersuchungen, die der Verf. in  weiteren Heften fortzusetzen 
gedenkt, sind dem Direktor der Harvard-Sternwarte E. C. P i c k e r i n g  gewid- 
met, dem wir nachst W. H e r s c h e l  das meiste und wertvollsto Matei-ial für  die 
Kenntnis des Baues des Fixsternhimmels verdanken. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

A. Jeremias. Das Aiter der babylonischen AstrOnomie. 2 .  Aufl. Mit 
15 Abbild. 92  S. 8. ,,Im Kampfe um den Alten Orient" Nr. 3. Leipzig 1909,  
J. C. Hinrichs. ,A! 1.60. 

Das Büchlein ist  mit Temperament geschrieben und erhebt auch ausdriick- 
lich Anspruch darauf, eine Streitschrift zu sein, wie der Tite1 der Sammlung 
(,,Wehr- und Streitschriften"), in  der es erschien, besagt'. Der  Verf. geh6rt zu 
den eifrigsten und heftigsten Verteidigern der Lehre Tom Panbabylonismus, 
der ,,aiif der These ruht, da0 im alten Babylonien in astronomisch best,imin- 
bareu historischen, bez.für uns prShistorischen Zeiten systeniatische Hirnmels- 
beohachtungen gemacht worden sind, die sich auf andern Gebieten des Geistes- 
lebens. insbesondere in  der kosmisch-astralen Mvtholoeie und iri dem Stil der " 
astral-mythologischen Geschichtslegende wiederspiegeln, und deren geistiger 
EinfiuB durch die antike Welt pewandert i ~ t . ' ~  Die Polemik J e r e m i a s '  richtet 
sich in erster Linie und immer wieder gegen den Astronomen und Assyriologen 
F. X. K u g l e r  S. J.; dessen Nachweis, da6 die Babylonier vor 7 0 0  a. C. eine 
wissenschaftliche Astronomie nicht besessen haben, ist  der eigentliche AnlaB 
der hier vorliegenden Streitschrift gewesen. Ref. kann nicht auf die zahlreichen, 
komplizierten Pragen astronomischer, bistorisch-chi.onologischer, juridischer 
~ a t &  ntiher ein&hen; er mGçhte riur ohne Beweis seine ~ n ç i c h t  zu einigen 
Punkten erwahnen, mit denen er sich einmal beschaftigt hat. Das liegt hier 
um so nLher, als auch J e r e r n i a s  für wichtige Fragen trotz umfangreichk Dar- 
stellung einen Beweis nicht erbringt. 

Wenn es bei J e r e m i a s  heiBt: ,,Die Geisteskultur Babyloniens rulit auf 
der Himmelskunde". so stimmt schon dieser Satz nicht: die Lltesten Tontafel- 
funde enthalten überliaupt nichts Astronomisches. Von der Prazession wissen 
die Astronomen Babyloniens nichts: sie würden aucb kaum Interesse an dieser 
Erscheinung genommen haben. Eine altbabylonische Astronomie existiert nicht. 
Um das Jahr  2000  a. C. herum kennen die babylonischen Astronomen die syno- 
dische Umlaufszeit der Venus nicht. Dabei ist Venus nachst Sonne und Nond 
das hellste Gestirn am Rimmel und ausgezeichnet durch die regelmiiEige, nur  
geririgen Schwaukungen unterworfene Wiederkehr ilirer Erscheinungsphaseu. 
Um die Zeit Hammurapis kann von einem geordneten Kalender noch gar nicht 
die Rede sein. Brst urn 700 a. C. Cauchen Beobachtungsreiben auf, die einen 
wissenschaftlichen Anschein haben, und erfit in der hellenistischen Zeit, als 
der autike Erdkreis von griechischeni Geist durchtriinkt wird, beginnt ein rasaier 
Aufschwung babylonischer Himmelskunde, der dann im zweiten vorchristlichen 
Jahrhundert zur Blüte führt. 

Diese Anschauungen stehen in schroffem Gegensatz zu den von J e r  e i n i a s  
vertretenen. 

StraBhurg i. E. WIHTZ. 
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