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: PREFACE.

Ce livreest lareproduction de mon Cours & la Sorbonne
pendant I’année scolaire 1867-1868. Il est divisé en deux
Parties, comprenant, ['une les phénomenes thermiques
proprement dits, I’autre les phénomenes électriques. La
Théorie mécanique de la chaleur a pris en peu d’années
une telle extension, qu’elle embrasse aujourd’hui pres-
que toute la Physique; elle rameéne a une méme mesure,
I'unité mécanique du travail, les manifestations si variées
des forces naturelles. Mon but a été d exposer les prin-
cipes fondamentaux de cette science nouvelle, en les dé-
duisant, autant que cela peut sc faire aujourd’hui, des
lois générales de la Mécanique.

Jaibeaucoup emprunté a 'ouvrage célebre de M. Clau-
sius, ouvrage formé de la réunion de ses Mémoires ori-
ginaux sur cette matiere. J'ai eu recours aussi aux tra-
vaux remarquables de MM. W. Thomson et Rankine.
Dans le Chapitre relatif a I'écoulement des fluides, jai
fait des emprunts au livre de M. Zeuuner, ol cette ques-
tion est traitée avec détail. En ce qui concerne I'induc-
tion électrique, j’ai adopté la formule de M. Weber, qui
non-seulement comprend, comme cas particuliers, la loi
de Coulomb et celle d’Ampére, c’est-a-dire I’ensemble
des phénomenes d’électricité statique et d’électricité dy-
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vi PREFACE.

namique, mais qui rend compte aussi des phénomenes
d’induction. Cette loi de Weber parait destinée & jouer
un réle prépondérant dans 'étude de I’électricité.

Je fais hommage de mon Livre, et ¢’est pour moi un
acte de justice et une satisfaction du cceur, 2 la Mémoire
de mon collegue Verdet, dont la mort prématurée a été
une perte si grande pour la scicnce. La Théorie méca-
nique de la chaleur était devenue son étude de prédilec-
tion; il I'a professée pendant deux années a la Sorbonne:
j’ai été assez heureux pour assister i ses Lecons; quel-
ques-uns de ses éleves les ont recueillies et les publient
cn ce moment. Le lecteur (rouvera dans les Lecons de
Verdet le complément des miennes; je me suis attaché
surtout a la partie théorique; les Lecons de Verdet con-
tiennent des détails précicux sur les expéricuces qui ont
servi de base & la théorie, ou qui en confirment les con-
séquences, une critique sire et approfondic de la valeur
ct de la portée de ces expériences, dont les plus impor-
tantes sont dues & MM. Regnault et Joule.

Je dois des remerciments & M. Mascart, qui a rédigeé
mes Lecons, et qui a bien voulu m’aider dans l¢ travail
de révision ct de perfectionnement nécessaire & leur pu-
blication.
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THEORIE MECANIQUE

DE

LA CHALEUR.

INTRODUCTION.

,1. On attribuc les phénoménes lumineux aux vibrations
d’un milieu élastique qui est répandu dans V’espace ct qui
pénétre tous les corps. On regarde ce milieu, qu’on appelle
éther, comme formé d’atomes situés A distance et exergant lcs
uns sur les autres des actions répulsives dirigées suivant les
droites qui joignent les atomes deux a deux; ces aclions sont
proportionnelles aux masses des atomes et fonctions des dis-
tances qui les séparent.

2. Les corps que nous appelons pondérables sont aussi for-
més d’atomes exercant les uns sur les autres des actions a
distance. Pour expliquer les phénoménes de réfraction, il faut
admetire que la densité moyennc de P'éther n’est pas la méme
dans les milieux réfringents que dans le vide, et, par suite,
que la matiére pondérable exerce une influence sur les atomes
d’éiber. Supposons, par exemple, que celte action soit attrac-
tive : chaque atome pondérabhle sera alors entouré d’une atmo-
sphére d’éther dont la densité est plus grandeque dans le vide
et décroit rapidement a partir du centre; I'excés d'éther ac-
cumulé autour de chaque atome est la masse de celte atmo-
sphére. D’aprés cela, P'action totale qui s’exerce entre deux
atomes pondérables de masses m et m’ peut éire considérée
comme la résultante de deux forces: 'une altraclive, prove-

1
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2 INTRODUCTION.

nant des masses pondérables elles-mémes et de la formc

mm'’a

» r étant la distance de ces deux atomes; 'autre répul-

rll
sive, provenant de la réaction naturelle des deux atmosphéres

mm'b

d’éther et de la forme — 3 de sorte que I'action résultante
-

est

ar?

mm'a mm'b mm’ a b
l re - prtp - rt

» b
ou, en posant r’° — —»
e a

__mn'a . r\?"
¢ = re r
On voit qu’il y a une position d’équilibre pour la distance

r=r,, que la force est attractive si la distance est plus grande
que r,, répulsive si la distance est plus petite.

3. Concevons maintenant qu’un certain nombre d’atomes
constituent un groupe régulier sous U'influence de leurs ac-
tions mutuclles; ce groupe sera une molécule. L’action d’'une
molécule A ainsi formée sur unc molécule B n’a pas, ¢n gé-
néral, de résuliante unique; ellc se raméne a une force appli-
quée au centre de gravité de la molécule B et a un couple;
le couple fait tourner la molécule B et Toriente d’une cer-
taine fagon par rapport & la molécule A; la force est atlrac-
tive ou répulsive et il y a une position d’équilibre. On peut
expliquer de cette maniére la cristallisation.

4. En résumé, on se représente les corps comme formés
d’atomes que P'on assimile & des points matériels agissant les
uns sur les autres. L’action qui s’exerce entre deux points
consiste en deux forces égales et de signes contraires, I'une
appliquée au premier point, I'autre appliquée au second point.
Cette double force est proportionnelle au produit des masses
des poinis matériels et fonction de la dislance qui les sépare;
c’est une attraction ou une répulsion suivant qu’elle tend a
rapprocher ou & écarter les points matériels; elle tend a les
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INTRODUCTION. 3

ramener vers leur position d’équilibre, quand ils en ont été
¢cartés par une cause étrangére.

5. 1l résulte de ces déplacements un mouvement vibra-
toire intérieur qui peut affecter plusicurs formes différentes:
ou bicn I'éther seul est en vibration; ou bicn les atomes maté-
riels oscillent dans la molécule dont ils font partie, en entrai-
nant les atmosphéres d’éther qui les environnent; ou bien en-
core les molécules elles-mémes se déplacent en bloc les unes
par rapport aux autres. C’est I’ensemble de tous ces mouve-
ments vibratoires que I'on suppose constituer la chaleur. Les
vibrations calorifiques produisent un changement dans la con-
stitution des corps et peuvent se transformer en une action
exilérieure; réciproquement, une action extérieure peut faire
najtre dans un corps des vibrations moléculaires et engendrer
des phénoménes calorifiques. La thermodynamique est I'étude
des relations qui existent entre les phénomeénes calorifiqués,
leurs causes ct leurs effets. La chaleur, considérée ainsi comme
un mouvement vibratoire, rentre dans les lois générales de la
mécanique, et la thermodynamique a pour bases les principes
de la mécanique rationnclle.
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4 . ' PRELIMINAIRES.

PRELIMINAIRES.
PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTIMES.

Mouvement du centre de gravité. — Théoréme des moments des quantités de
mouvement. — Théoréme des forces vives. — Travail des forees intéricures.
— Encrgie acluelle et énergic potentielle. — Evaluation de 1énergic actuelle.
— Influence du mouvement vibratoire sur I’énergie potenticlle. — Cas o il y
a des forces extérieures. — Travail des pressions extérieures.

6. Considérons un systéme de points matériels soumis cn
méme temps a leurs actions réciproques et a des forces exté-
ricures. 11 est clair que le mouvement de chaque point maté-
riel est produit par I'ensemble des forces, tant intérieurcs
qu’extérieures, qui agissent sur lui. Si donc on appclle m la
masse d’un point matériel, x, y, z scs coordonnées par rap-
port a trois axes fixes rectangulairves, X, Y, Z, X,, Y,, Z,,...
les composantes des forces qui agissent sur ce point, on aura
les trois équations

dx

anlT;:X+X|+...,
iy _
(1) ”ljﬁ—Y'l'Y'“"---’
dz
m—z_ll’ =Z+Z 4+ ....

Chacun des points du systéme donne lieu 4 trois équations de
méme forme. On peut déduire de ces équations plusieurs théo-
rémes importants.

MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITE.

7. En ajoutant membre & membre toutes les équations qui
se rapportent a I'axe des x, et de méme celles qui se rap-
portent & I'axe des y ou a I'axe des z, on a les trois équations
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PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 5

suivantes :

d*x
m TiT :ZX,

y
(2) m __EY,

ou bien

D Zm — _ZZ

Le signe 2 dans le premier membre s elend a tous les

1

points du syst¢me, et dans le second membre a toutes les
forces qui agissent sur ces différents points. Comme les forces
intérieures sont deux 4 deux égales &t opposées, leurs projec-
tions sont égales ct de signes contraires, et, par conséquent,
disparaissent dcs seconds membres des équations (3). Ces
équations ne renferment donc que les forces extérieures ; elles
signifient que:

Tutorime I. — La dérivée de lu somme des projections sur
un axe fize quelconque des quantités de mouvement de tous
les points d’un systéme est égale & la somme des projections des
forces extérieures sur cel axe.

8. Si les points du systéme ne sont soumis & aucune force
extérieure, les seconds membres des équations précédentes
sont nuls; on cn déduil les trois équations

(4) Zmdit:B,
dz
m =,

dans lesquelles A, B, C sont des quantités constantes. Ainsi :
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PRELIMINAIRES.

CoroLLatre. — Quand un sysiéme de points matériels n'est
soumis & aucune force exiérieure, la somme des projections
des quantités de mouvement de tous les points du systéme sur
un axe fixe quelconque est constanle.

9. La considération du centre de gravité du systéme permet

d’énoncer le théoréme précédent d’une autre maniére. Si 'on
appelle «,, 1, 2 lcs coordonnées du centre de graviié et M la

masse totale, on a
Mz, :me,
15 My :2 my,

Mz, zzmz,

et les equations (2) prennent la forme

dz
48 _§
M— =YX,
S i _
(6) M de? *ZY’
ek

T :22.

Tutonkms 11. — Le mouvement ducentre de gravité d’'un sys-
léme est le méme que-si toute la masse y élait concenlrée et

toules les forces extérieures transportées parallélement & elles-
mémes;

ConoLuatre. — Quand un systéme n’est soumis & aucune force

extérieure, le centre de gl'avilé reste en repos, ou se meult d’un
mouvement recliligne et uniforme.

THEOREME DES MOMENTS DES QUANTITES DE MOUVEMENT.

10. Si Pon multiplie la premiére des équations (1) par y, la
seconde par x et que I'on retranche la premiére de la seconde,
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PROPRIETES GENERALES DU MOUYEMENT DES SYSTEMES. 7

membre 2 membre, on a

dy d*z\
171<x7t—2—y dt2>_x(Y+Yl+...)—‘7(X+X,+...).

En ajoutant toutes les équations de méme sorte qui se rap-
portent aux différents points du systéme, on obtient I'équation

dry dxz\
zm (x PR th) = z(xY —yX).

En combinant de méme la deuxiéme des équations (1) avec la
troisiéme, et la troisiéme avec la premiére, ona les trois équa-

tions
2

2m<x‘(iu7: ydl,)_ExY yX

(7) Sm <y~‘§7f — ‘f;p =¥(rz—3Y),

2)71 2 d’-—x —_— X — dﬂz
de?

4—4

ou bien

L’expression #Y — X est le moment d’'une force F par
rapport & I'axe des z. Comme les forces intérieures sont deux
a deux égales et opposées, leurs moments par rapport & un
axe queclconque sont égaux et de signes contraircs; les forces
intérieures disparaissent donc des seconds membres. De

24

dt
par rapport & l'axe des z, de la quantité de mouvement du
point matériel m. Ainsi:

o , . dx
méme l'expressionm | x Y représente le moment,

Tutorime 1. — La dérivée de la somme des moments, par
rapport & un axe fixe quelconque, des quantités de mouve-
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ment des différenis points d’un systéme est égale & la somme
des moments des forces extérieures, par rapport au méme azxe.

,11. Si le systéme n’est soumis & -aucune force extérieure,
les seconds membres des équations qui précédent sont nuls;
on en déduit

/ " dy dx ,
Em(.rm—_) dl> (8

dz dy
(9) Z’n (.V;E_ (ll) A,
dx dz\
Zm (z T dt) B/,

A7, B, € élant des quantités constantes. Ainsi :

CoroLLAIRE. — Quand un systéme n’est soumis & aucune
Jorce extérieure, la somme des moments des quantités de
mouvement, par rapport ¢ un axe fixe quelconque, est con-
stante.

12. Ce théoréme peut étre appliqué & un axe mobile de
direction constante et passant par le centre de gravité. Appe-
lons, comme précédemment, x,, 34, 2 les coordonnées du
centre de gravité, et £, 1, ¢ les coordonnées d’un point matériel
quelconque par rapport 4 des axes menés par le centre de gra-
vité parallclement aux axes fixes,ona z =, + &, y=).+n,
3 =2+ &; remplacant dans la premicére des équations (7),

W P
ct remarquant queZmE_ =o, 2’"7’ =o, Zméz 0, On a

d>y, d*z d*n dz
BI(x.W— 'W) —l—Zm( d[z_ndl)
:x,ZY—y.ZX—i—Z(EY—‘nX)-

En verlu des équations (6), cette équation se simplifie et

devient ] -
a*n ¢ ; 7.
2’"(£ dir dti)"?(ﬂ—"’x)’

elle a méme forme que les équations (7).
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PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 9

THEOREME DES FORCES VIVES.

13. On appelle en général force vive d’un point matéricl le
produit de la masse de ce point par le carré de sa vitesse.
Comme ce n’est pas cette quantité elle-méme que V'on a a con-
sidérer en mécanique, mais sa moitié, nous conviendrons
d’appeler force vive d’un point matériel la moitié du produit
de la masse par le carré de la vitesse. On sait que la variation
de Ja force vive d’'un point matériel pendant un temps qucl-
conque est-égale & la somme des travaux des forces qui

gissent sur ce point pendant le méme temps. Si l'on fait la
somme de toutes les équations semblables qui se rapportent
aux différents points du systéme, on obticnt I'équation

(10) AZ%W :ZGF,

GF désignant le travail de la force F. Ainsi :

Tutorine V. — La variation de la somme des forces vives
de lous les points d’un syst¢gme pendant un lemps quelconque
est égale & la somme des lravaux de loutes les forces, tant
intérieures qu'extérieures, qui agissent sur les différents points
du systéme pendant le méme temps.

Appliquons ce théoréme a un déplaceimnent infiniment petit.
Soient dsle déplacement du point m, dx, dy, dz ses projections
sur les axes des coordonnées; le travail d'ane force F appli-
quée & ce point étant égal a la force des travaux de ses com-
posanles, on a

trav, élém. de F = Xdx + Y dy + Z ds,

et, par suite,

(11) dzanw.:Z(de+Y(b*+Z(lz).

1h. 1l existe unc relation trés-simple entre la force vive
du mouvement d'un systéme par rapport & des axes fixes et
celle de son mouvement par rapport & son centre de gravité,
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Désignons par x, 7, 2, les coordonnées du centre de gravité
el posons, commme au n° 12, x—ax,+ &, y—p +n, =35+,

on a
mel 1N dx,\? dy\* dz \?
=Sl () () (T ]
1 dE\: dn\? di\?
w33 (@) (@) (@) ]
de,dE - dyidn | dz di
e R & )&
Si T'on appelle v la vitesse du centre de gravité, = celle
d’un point quelconque par rapport au centre de gravité, et si

I’on remarque que les derniéres sommes sont nulles, I'équa-
tion précédente se réduit a

(12)
Ainsi :
Turorkne V. — La forcevive lotale d’un systéme est égale &

la force vive de la masse entiére supposée concentrée au centre

de gravité, plus la force vive de ce systeme dans son mouve-
ment relatif au cenire de graviié.

Z my?  Mv? 4 mu?

2 2 2

15, Ceci va nous permettre d’étendre le théoréme des forces
vives au mouvement relatif au centre de gravité. L’équa-
tion (11) devient en effet

Mv? 2 — ‘
d—2—+ CZZ”—;M—: <d112_‘x+d]'12Y+ dz.ZZ)
+ (X dE+ Ydq +Ld).

Mais nous. avons démontré (n° 9) que le mouvement du
centre de gravilé est le méme que si toute la masse y était
concentrée et toutes les forces transportées parallélement a
elles-mémes. En appliquant a ce point de masse M le prin-
cipe des forces vives, on a

a8 — 4z, ¥ X+ dy Y+ d2 D2,
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PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 11
¢t I'équation précédente se réduit a
(13) . dz%f‘f:Z(ng-a-Yd-n +7d2).
Ainsi le théoréme des [orces vives subsiste quand on con-
sidére le mouvement du systéme par rapport a son cenlre
de gravité :

Tatorkme VI. — 8i Lon évalue la force vive de chaque point
et le travail de chaque force dans le mouvement relatif au
centre de gravité, la variation de la somme des forces vives
de tous les poinisdu systeme est égale & la somme des travaux
de toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, qui
agissent sur ces différents points.

TRAVAIL DES FORCES INTERIEURES.

16. Dans Vapplication du théoréme des forces vives, il est
bon de distinguer les forces intérieures des forccs extérieures.
L’action mutuclle de deux molécules m et m’, dont la dis~
tance estr, sc composc de dcux forces égales ct opposées
mm' ¢(r), appliquées, 'une au premicr point, Pautre au se-
cond, et dirigécs suivant la droite quiles joint. La fonction ¢(r)
est posilive ou négative suivant que la force est attractive ou
répulsive. Soient z, ¥, z les coordonnées ‘du point m par rap-
port aux axes fixes, ', y', #’ celles du point m’: les compo-
santes de la force appliquée en m sont

!

X=mm'¢(r) 7—?—‘1‘,
4 >
‘ Y:mm’cp(r)'y’—_‘y, ,
2 —z

. Z =mm' ¢(r)

El
r

et le travail élémentaire de cette force dans le mouvement
absolu a pour expression
Xde+Ydy~+1ds

—_—mm’ﬂr—) (&' —z)dz+(y —y)dy +(2'—2) {lz ).

r
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12 PRELIMINAIRES.
De méme le travail élémentairc de la force appliquée au
point m’ est
— (Xdz' +Ydy'+ Zdz')
4 n
=— M (z'—z)dx'+(y'—y)dy + (3'— 3) d3"].

l

En ajoutant, on a le travail élémentaire de l'action mutuelle
des deux molécules:

_ mm' o (r

) [(#' — z)(dz' — dx)
sy =y)dy' — dy) + (5 —z) (da' — dz)).

1

Or I’équation
r= (o — & f o (=P (5 5]
donne
rdr=(2'—x)(dx'— dz)+(y'— y)Ndy' — dy) +(3'— 3) (dz'— d5).
I’expression du travail devient ainsi
—mm' @ (rydr=mm'd{ (r),

en posant — g (r)=14'(r).

La somme des travaux ¢lémentaires des forces intéricures

sera donc

me’dt!J(r) = a’me’ d(r).

Il y a dans le second membre autant de tcrmes que de
combinaisons de points matériels deux a deux.

Cette expression ne renfermant que les distances mutuelles
des points du systéme, il est clair que le travail des forces in-
téricures est le méme dans le mouvement relatif que dans le
mouvement absolu. )

. 17. La distance r de deux points s’exprimant par les diffé-
rences des coordonnées desdeux points, laquantité me’ d(r)

est une fonction des coordonnées de Lous les points du sys-
téme, fonction que nous désignerons par f{z, y, z,2", 5/, 2/,...),
et qui ne dépend que des positions rclatives des points les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPRIETES GENLRALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 13

uns par rapport aux autres, La somme des travaux élé-
mentaires des forces intéricures est la différentielle totale
df{z,y, 3, 2", y's 7',...) de cette fonction. Concevons main-
tenant que le systéme passe de I'état caractérisé par V'indice 1
a Pé1at caractérisé par I'indice 2, on aura, pour cette transfor-
mation finie,

ZGF inte=f(2,, yo, 20, 25 . . ) — 20 Y, 55 25 L),
ou plus simplement
(14) D GFint. =f,— fi.

Supposons que le systéme ne soit soumis & aucune force
extérieure, I'équation (10) des forces vives se réduit a

AZ%V’:.ﬁ'—.ﬁ’

ou

2 2
Zmu, . n_z:_,:f__fl

2
Nous remplacerons la fonction f par unc fonction
Mz, y 5 2,...)

¢gale et de signe contraire, afin que 1’équation précédente
prenne la forme
my3 mov}
2_2_ ——‘:HI_I[,“
2 2

ou

me? me?
2 2 —+ IIz = '—2L -+ H,.

2

L my? 5
La quantilé ET + II, ayant Ja méme valeur dans deux

élats quelconques du systéme, conserve une valeur constante
pendant toute la durée du mouvement, et 'on a

(15) S rm=c.
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14 PRELIMINAIRES.
Ainsi:

Tntorine VIL. — Lorsqu’un systéme n’est soumis & aucune
action exlérieure, sa force vive totale, augmentée de lu
Jonction 11, reste constanie.

. 18. Cetic équation subsiste dans le mouvement relatif au
centre de gravité. On a (n° 14)

me* _ My? +Z mu

2 2 2 7

mais on sait que, lorsque aucune force cxtérieure n’agit sur
le systéme, le mouvement du centre de gravité est rectiligne

. .y . My? .
et uniforme (n°9), la premiére partic —— de la force vive
totale est donc constante. D’autre part, nous avons déja remar-
qué que la fonction IT = —2 mm' §(r) est la méme dans Ic

mouvement relatif et dans Ie mouvement absolu, ¢’est-a-dire
que Il (x, ¥, 3,...)=1I(§,9,¢,...). Si l'on retranche la quan-

. Mv ., . :
lité constante —— P’équation (15) devient

mu?

(16) —+ I =C.
2 i
Ainsi:
Tutontmr VIII. — Lorsqu’un systéme n’est soumis & aucune
action extérieure, sa force vive intérieure, augmentée de la
Jonction 11, reste constante.

DE L'ENERGIE.

19. Cherchons a préciser le sens de la fonciion II. Nous
, i
avons posé

—o(r)=4y'(r), me’q;(r):f et IM=—7.

La fonction ¢, et par conséquent les fonctions f et I, qui en
dépendent, renferment une constante arbitraire. On démontre
en mécanique que lorsque, pour un certain état du systéme,
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PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 15

la valeur de la fonction f, que Pon appelle fonction des forces,
est un maximum, cet état est un état d’équilibre stable. Si la
fonction f présente plusieurs maxima, nous considérerons le
plus grénd d’entre eux. Or on peut concevoir que I'on ait dé-
terminé la constante de maniére que ce plus grand des maxima
de la fonction f soit précisément égal a zéro. De cctie ma-
nicre, la fonction f conserveraune valeur négative, ¢t par. con-
séquent la fonction II, qui lui est égale et de signe contraire,
restera toujours positive.

Imaginons que le corps parte de la position d’8quilibre
stable qui correspond au plus grand des maxima et vienne
A sa position actuelle, le travail des forces intérieures pendant
cetle transformation est f(x, ¥, 2,...) — o. Celte quantité né-
gative représente le travail qu’il {faut dépenser pour lirer le
corps de la position idéale d’équilibre stable ct 'amcner a sa
position actuelle. Inversement, si on laisse le corps revenir &
sa position d’équilibre stable, les forces intéricures produiront
un travail positif égal et contraire

0 — f(2 Py B )= T2y Py Zy- 0 ).

La fonction II représente donc le travail positif que les forces
moléculaires seraient capables d’effectuer si le corps quittait
la position actuclle et revenait & la position idéale d’équilibre
stable. '

20. Le premier membre de I'équation (15) se compose ainsi
de deux partics essentiellement positives dont la somme est
constante; ces deux parties peuvent se transformer I'une dans
lautre; quand 'une d’elles diminue, l'autre augmente d’une
quantité égale. La premiére cst la somme des forces vives de
tous les points du systéme, la seconde est le travail potentiel
des forces moléculaircs, ou le travail maximum qu’elles peu-
vent produire. Il est utile de donncr a ces deux grandeurs des
noms qui rappellent leurs analogies mécaniques.

Nous adopterons les dénominations proposées par M. Ran~
kine; nous appellerons énergie actuelle d'un systéme la somme
des forces vives de tous les points du systéme, et énergie po-
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16 PRELIMINAIRES. V

tentielle le travail maximum que peuvent produire les forces
intérieures. La somme de ces deux quantités est Vénergie to-
tale du systéme. Nous désignerons 'énergie actuelle par V,
Iénergie polenticlle par W, et I’énergie totale par U, de ma-
niére que U=V + W,

Nous avons vu (n° 14) que I'éncrgie actuelle d’un systéme

my? Mv?
V= Z—— se compose de deux parties, I'unc —,~’ duenous

appellerons I'énergie du mouvement de translation, 'autre

mu . y . . . |
2 5 qui est Vénergie actuelle intérieure du systéme, el
que nous représenterons par V;. De méme la somme
U[ — V;‘ -+ W ¢

de I’énergie actuelle intérieure ct de’énergie polentielle sera
I'énergie totale intérieure, ou simplement Pénergie intérieure
du systéme.

~ Grice a ces dénominations, les théorémes VII et VIIT peu-
vent étre énoncés d’une maniére trés-simple

Tutorine 1X. — Lorsqu’un systéme n’est soumis & aucune
Jforce extérieure, son énergie intéricure, et aussi son énergie
tolale, restent constantes.

En résumant ce qui précéde, on voit que lorsqu’un systéme
n’est soumis & aucune action extéricure, trois quantités prin-
cipales restent conslantes :

1° La somme des projections des quantités de mouvement
sur un axe fixe quelconque, et par conséguent 'énergie du
mouvement de translation;

2° La somme des moments des quantités de mouvement par
rapport a un axe fixe quelconque;

3° L’énergie’intérieure du sysiéme.

21. Un exemple fera bien comprendre ce qu'on entend par
énergie potentielle.

Considérons un systéme formé de deux molécules de masses
m et m’, soumises seulement 4 leur action mutuelle, que nous
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PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTREMES. = 17
supposerons de la forme (n° 2)

mm' o r\P
T— | - .
’:M r) )
1l y a équilibre quand les deux molécules sont & la dis-
tance r,, et cette position d’équilibre est stable. Soient A et B

(fig.1) les positions des molécules en équilibre. Supposons
qu'onlesaméne en A’ et B', 4 une distance r plus grande que r,,

Fig. 1.

T

e 4 . .
G AA, B, B B

il y a attraction; si on laisse les molécules revenir a leur posi-
tion d’équilibre,les forces produisent un travail positif d’autant
plus grand que les molécules ont é1é plus écartées de leur po-
sition d’équilibre. De méme, si 'on améne les molécules en
A, et B, 4 une distance » moindre que n, il y a répulsion;
yuand on laisse Ies molécules revenir a la position d’équilibre,
les forces produisent encore un travail positif. Ce travail posi-
tifest 'énergie potentielle du systéme des deux molécules dans
I’'élat A’, B’ ou A,, B,.

22. 1l est aisé de comprendre que I’énergic totale d’un corps
mesure en quelque sorte sa puissance mécanique. Considé-
rons, par cxemple, deux corps A et B (fig. 2), unis par un {il

Tiig. 2.
/ \
[
/

» ]
—~ e

Ne -

bt

¢
N

inexicensible et sans masse CD. Supposons qu'il n’y ait pas de

forces extéricures, I'énergie totale du systéme formé par ces

deux corps restera constaute. L’ériergi'e du fil est nulle. En

cffct, sa masse étant nulle, son éncrgie actuelle est nulle;

d’autre part, comme il est incxtensible, les deux tensions

donnent des travaux égaux et de signes contraires, et, par
2
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18 PRELIMINAIRES.

suite, 'énergie potentielle du fil est aussi nulle. On a done-
simplement, pour ce systéme, en appelant U I'énergie du
corps A, et U’ celle du corps B, I'équation

U+ U =const.

Les deux partics de cette somme peuvent se transformer
I'une dans Iautre par Vintermédiaire du fil. Lorsque U dimi-
nue, U’ augmente d’une quantité égale; c’est ld ce qui ca-
ractérise l'action mécanique du corps A sur le corps B. Sup-
posons que U diminue jusqu’a devenir nul, et, a ce moment,
supprimons la communication des deux corps en coupant le
fil; alors I’énergie du corps A est nulle, et la nouvelle éner-
gic U” du corps B est égale, d’aprés le théoréme général, a la
somme des deux précédentes. On a donc

U"'=U+41U".

A partir de ce moment, 'énergie du corps A reste constam-
ment nulle; ce corps est arrivé a un état d’équilibre stable au
repos qui persistera tant que des forces extérieures n’inter-
viendront pas. L’énergie totale U mesure done 'action méca-
nique maximum gu'un corps peut exercer sur les corps exté-
rieurs.

ENERGIE DES MOUVEMENTS VIBRATOIRES.

23. Nous avons vu déja (n°14) que I'énergie actuelle d’'un
systéme se compose de I'énergie du mouvement de translation
du centre de gravité et de I'énergie actuelle intérieure, c’est-
a-dire de I'énergie actuelle du mouvement relatif a des axes
passant par le centre de gravité. Mais il y a lieu de distinguer
encore dans cette derniére énergic ce qui se rapporte au mou-
vement sensible et ce qui se rapporte au mouvement vibra-
toire, qui est en général trés-rapide et impossible & observer
directement.

Considérons d’abord un systéme de points matériels sans
mouvement sensible et animés sculement d'un mouvement
vibratoire. Chaque point matériel oscille autour d'une position
moyenne, Nous représenterons par z, 7, z les coordonnées de
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PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 19
celle position moyenne, et par x + &, y +n, 2 + £ celles du
point matériel en mouvement. Puisqu’il n’y a pas de mouve-
ment sensible, les coordonnées x, y, z sont indépendantes du
temps, et Pon a

d‘g 2 d'ﬂ 2’ da 2
2 = —_— —_— _— .
o= (@)~ (@)~ (@)
On peut regarder un mouvement vibratoire quelconque
comme la superposition de vibrations simples de la forme

£ =Acos (2T7?t+oc)a

’

n =B cos <21, +f>>
¢t = Ccos <275—t+y>-

Pour une vibration simple, on a

2 2 t
o [A sin ( =+ >
+B’sin’< T +@> + Czsin? (—T— +}'>]

-
02:%[A2+B=+C2—A2cos <é——t+2a> ]

ou
T

[.a force vive varie pendant la durée d’une vibration. Sa va-
leur moyenne est donnée par Uintégrale définie

T 2 2 2
¥ my zA —+ B>+ C®
(I7) TL Tdt~_m _—'f”—_.

Dans un mouvement vibratoire complexe, le carré de la vi-
tesse a pour expression

v”:4n’;[2i‘, sm( T —l—oz)]2

+[ Zpan (3 o) [+ [ B (3 ) [}

2.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PRELIMINAIRES.

+ oc) est une somme de termes de la forme

A . [a2mt \ A" famt ,
'TSH') —;1,—+a<)+,~,,51n<f,—l,,—+o: ~+ ...

son carré est

Az .
T;S”]( >
2AA i 27!
+ 3 2 sin (3 ) sin (3 ).

En transformant les termes de la premiére somme, comme
précédemment, et prenant la moyenne pendant un temps
trés-grand par rapport & chaque période, afin de pouvoir né-
gliger les termes périodiques, on oblient

2 2« T
Les termes de la deuxiéme somme peuvent étre transformés.
de la maniére suivante :

2AA in (27 oc\ sin(—?'lt—i—a’>
s (- #) s

" t(l I—)—l—a a’~
2E\TTT )

—cos[mrt(,r--,,,)—%—oc—i—zx]s

L’intégrale du second membre est une somme de sinus, et
la valeur moyenne de cette intégrale pour un intervalle de
temps 0, trés-grand par rapport & la durée de chaque période,
est négligeable.

On troyve ainsi, pour la valeur moyenne de I'énergie ac-
tuelle du point m,

’

:T—,f,’cos

9 my? : Ad - B C
1 my ~
(18) i) di==mmy —

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 21

On conclut dela qué : L’énergie moyenne d’un mouvement
vibratoire quelconque est égale & la somme des énergies
moyennes des mouvemenlts vibratoires simples qui le com-
posent.

24, Supposons maintenant que le corps soit animé en méme
temps d’un mouvement sensible et d’un mouvement vibra-
toire. Les coordonnédes d’un point m 4 un instant quelconque
sontencore ¥ ~+ £, y +n, 2+ §; mais les coordonnées x, y, z
de la position moyenne sont ici des fonctions du temps. Les
composantes de la vitesse de ce point sont

dz  dt

z + —_

dt = dt

dy  dn
@@
dz  d¢
i

N . s dx .
Pour le poeint considéré, la composante — de la vitesse sen-

k]

sible peut étre regardée comme constante pendant la durée
d’une période T; sile mouvement vibratoire est simple, ou,
plus généralement, pendant un intervalle de temps 0, petit en
valeur absolue, mais trés-grand par rapport a chacune des pé-
riodes qui entrent dans un mouvement vibratoirc complexe.
On peut donc écrire

1 Y dz‘ dE 1 (I’T '0(/g a’x .
I dt — ~m &% —
efo W a4 lt/(, dt = 9 vap Ll =0

On a d’ailleurs
ef o —g(ilif=+%y7+%>
v 5 G )
(A

Les trois termes de la derniére intégrale sont négligeables,
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comme nous venons de le voir, il reste donc
8 o2 2
1 my m{dz* dy? dz
“f dt = — | — + —’V + 2)
0/, 2 2 \dir  drr " dl
2 d’z
m d& + agy
9 dz’ dl’ dr
La premiére partie du sccond membre est la force vive du

mouvement sensible, la seconde est la force vive moyenne du
mouvement vibratoire. On dira donc que :

(19)

L'énergie actuelle d’un corps est la somme de I'énergie du
mouvement sensible et de l’énergie du mouvement vibratoire-

INFLUENCE DU MOUVEMENT VIBRATOIRE SUR L'ENERGIE POTENTIELLE.

28. Considérons un corps sans mouvement sensible et animé
d’'un mouvement vibratoire. L’énergie potentielle, qui est unc
fonction des distances des différents points, dépend du mou~
vement vibratoire et varie aussi d’'une maniére périodique;
nous pouvons nous proposer de calculer sa valeur moyenne.
Représentlons toujours par z,y, z les coordonnées de la po-
sition moyenne du point m; §'il n’y avait pas de mouvement
vibratoire, I'énergie potentielle aurait pour valeur

W="F(x,y,2 2,5, 2...)

Pendant la vibration, les coordonnées du point m sont x + &,
¥+, 2+ ¢; alors I'énergie potentielle a pour valeur

W=F(x+E yr+m2s+¢2+¥8,...).

Les coordonnées £, n, £ du déplacement vibratoire sont trés-
petites par rapport a , y, z; on peut donc développer cette
fonction en série rapidement décroissante et écrire, en se
bhornant aux termes du second degré,
W=F(z,y, 32,y,%,..)+ (fff £ %}:w -+ %zgﬁ

I (an .. d'F | d'F " d'F

d_x2'£2+ dy? " g C+2 dxdy

En-l—...)-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 23

Les termes du premier degré n’ont pas d'influence sensible
dans la moyenne. Mais les termes du second en ont une, et
I'on trouve que la valeur moyenne de I’énergie potentielle a
pour expression

F(zx,y,3,...)

d*F d*F d*F d*F
4[dsz +717B’+EC’+2(1 ]ABcos(a—ﬁ ]

On conclutde laque : La vibration change la valeur moyenne
de Uénergie potentielle, sans que les positions moyennes des
molécules soient changées, c’est-d~dire sans que I’état appa-
rent du corps soit changé.

CAS OU IL Y A DES FORCES EXTERIEURES.

26. Nous avons trouvé 'équation des forces vives dans le
cas le plus général (n° 13):

my? . i
(20) AE - —_—Z GFint. +2 GF ext.
Si le corps a passé de I'état [1] a I’état 2], on a (n° 17)

Y eFint.=fi—fi=1—1;
P'équation (20) devient ainsi

AZ___,_ (M, —1I,) :EGFexL.,

ou bien
AV + AW :2 G F ext.,
(21) - AU=3&F ext.
Ainsi :

Tmonkme X.— La variation de l’énergie tolale d'un systeme
est égale & la somme des travauz des forces extérieures.

Noss avons vu que le théoréme des forces vives subsiste
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dansle mouvement relatif au centre de gravilté(n°15); ona done

AZ me :Z &’ Fint. +2 G'Fext.,

&’ désignant le travail dans le mouvement relatil. Le travail
des forces intérieures étant le méme dans le mouvement rela-
tif que dans le mouvement absolu, celte équation peut étre
mise sous la forme

AV; + AW :E &' F ext.,

ou
(22) AU,-:ZG’F ext.
Ainsi :
Tneorkme XI. — La variation de ’énergie intérieure d'un

sysieme est égale & la somme des iravaux des forces extérieures
dans le mouvement relatif au centre de gravité.

27. Outre 'aclion des forces extérieures proprement dites,
le corps peut recevoir une certaine quantité d’énergic calori-
fique qui lui vient du dehors, ou bien il peut perdre une cer-
taine quantité d’énergie calorilique qu’il communique aux
corps extérieurs. Cet échange d’énergie calorifique a lieu bar
rayonnement ou par conductibililé, et voici comment on con-
coit qu’il s’effectue :

Quand un corps est animé d’un mouvement vibratoire mo-
léculaire,I’éther que posséde le corps participe au mouvement ;
ce mouvement se communique & 'éther ambiant, dans lefjuel
il se propage par ondes successives, et ’éther ne conserverien
du mouvement vibratoire qu’il a servi & transmettre; c’ést 13
ce qui constitue le rayonnement de la chaleur.

Inversement, quand une onde calorifique rencontre un
corps, elle communique une partie de son énergie l’élher
querenferme le corps et aux molécules elless-mémes; le torps
entre alors en vibration, ou bien le mouvement vibrotoire
qu’il possédait est modifié¢; le corps a absorbé une cenaine
quantité d’énergie calorifique.

Enfin, quand une molécule d’un corps est en vibratior, clic

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DES SYSTEMES. 25

communique cette vibration aux molécules voisines, et le
mouvement se propage ainsi de proche en proche : il y a alors
communication d’éncrgie calorifique par conductibilité. 1l est
probable que I'éther intervient encore dans ce dernier cas,
mais le phénoméne est plus complexe.

28. Supposons donc qu'une certaine quantité d’énergie ca-
lorifique Z, venant du dehors, pénétre dans le corps; elle
augmentera d’autant I'énergie totale du corps, et I'édqua-
tion (21) deviendra

(23) AU :ZGFext.-i—Z.

Supposons, au contraire, que le corps dégage une certaine
quantité d’énergie calorifique Z’, il est clair que le travail des
forces extérieures est égal a la variation d’énergie totale du
corps, plus la quantité Z' d’énergie calorifique dégagée; I'é-
quation (21) devient ainsi

ZGFext.: AU+ 7.

Mais cette derniére équation rentre dans la précédente; il
sulfit de regarder une quantité d’énergie calorifique absorbée
comme positive, dégagée comme négative. On a donc le théo-
réme général suivant :

Turonkne XII. — Dans tout systéme, la variation de l’éner-
gie totale est égale & la somme des travaux des forces exté-
rieures, plus ouw moins Uénergie calorifique absorbée ou dé-
gagée.

On peut répédter les mémes raisonnements en considérant,
non plus le mouvement absolu, mais le mouvement relatil au
centre de gravité. Si une quantité d’énergie calorifique Z est
absorbée ou dégagée par le corps, elle augmentera ou dimi-
nuera d’autant son énergie intérieure, et I'équation (22) de-
viendra

(24) AU=3&Fext.+%:
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Tugorkme X1II. — Dans tout systéme, la variation de Uéner-
gle intérieure est égale & la somme des travaux des forces ex-
térieures, estimés dans le mouvement relatif au centre de gra-
vité, plus ou moins U'énergie calorifique absorbée ou dégagée.

TRAVAIL DES PRESSIONS EXTERIEURES.

29. Ordinairement les forces extérieures consistent en pres-
sions normales s’exercant sur la surface du corps. Le corps A
recoit d’'un autre corps B une pression P et réagit sur lui avec
une force égale ct contraire — P; il est clair que la somme
des travaux des pressions extérieures que supporte le corps A
est égale et de signe contraire a la somme des travaux des
réactions du corps A sur les corps extérieurs. Si donc on ap-
pelle S la somme des travaux des réactions du corps A sur les
corps cxtérieurs, la somme des travaux des pressions exté-
rieures s’exergantsurle corps Asera—S; 'équation(23) devient

(25) AU=Z—8,

et le théoréme XII s’énonce de la maniére suivante :

La variation de Uénergie totale d’un corps est égale a U'é-
nergie calorifique absorbée ou degagée par ce corps, moins le
travail extérieur accompli par le corps.

Le méme théoréme a licu dans le mouvement relatif au
centre de gravité. Si 'on désigne par 8’ le travail extérieur
accompli par le corps A, travail évalué dans ce mouvement
relatif, 'équation (24 ) devient

(26) AU;=Z—§,

¢t le théoréme XIII s’énonce ainsi :

La variation de I'énergie intéricure d’un corps est égale &
U¢énergie calorifique absorbée ou dégagée par le corps, moins
le travail extérieur accompli par le corps dans le mouvement
relatif au centre de gravité,

Si le corps, aprés une série de transformations, revient a sa
posilion et a son état primitifs, son énergie totale reprenant la
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méme valeur, on a AU=—o, et 'équation {25) se réduit a
(27) Z=S8.

Il y a deux cas a distinguer, suivant que les quantités Z
et S sont positives ou négatives. Dans le premier cas, le corps
absorbe de I'énergie calorifique et accomplit un travail exté-
rieur égal; dans le second cas, le corps re¢oit un travail exté-
rieur et dégage une quantité égale d’énergie calorifique. Ces
deux cas sont compris dans un méme énoncé :

ConorLalRE. — Lorsque le corps revien! au méme état, la
.quantité d’énergie calorifique absorbée ou dégagée par le
corps est égale au travail extérieur accompli ou regu parle
corps.

Les machines thermiques ont pour but de transformer la
chaleur en travail, ou inversement le travail en chaleur. Dans
toutes ces machines, le mouvement est périodique et I'équa~
lion précédente est vraie pour un intervalle de temps égal a
un nombre entier de périodes.

TRAVAIL EXTERIEUR DANS LE CAS D'UNE PRESSION UNIFORME.

30. Enfin les pressions extérieures se réduisent le plus sou-
vent a une pression uniforme s’exergant sur toute la surface
du corps. Dans ce cas, le travail extérieur peut étre exprimé
d’'une maniére trés-simple, lorsqu’il n’y a pas de mouvement
scnsible. '

Soit ¢ le volume du corps A, p la pression qu'il supporte par
métre carré, un élément w de la surface supportera la pres-
sion pw. Supposons que le corps A éprouve un changement de
volume infiniment petit, et soit /& la portion de normale com-
prise entre I'élément » et la nouvelle surface du corps. Le
travail de laréaction du corps A surles corps extérieurs est pm /i
pour I'¢lément de surface w; le travail total d8, accompli par

le corps, est
dSs zzpm/z:pth.
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Mais wh ( fig. 3) est le volume compris entre Vélément » et
I'élément

correspondant de la nouvelle surface; Zwlz est la variation de

volume dv du corps. On a donc

(28) ) dS=pde.
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PREMIERE PARTIE.
THERMODYNAM[QUE.

CHAPITRE I.

ETUDE DES PHENOMENES TIIERMIQUES.

Définition de la température. — Premier principe fondamental. — Détermina-
tion de Péquivalent mécanique de la chalear. — Conséquences du principe
de I'équivalence. — Fonction d’intégrabilité. — Application aux gaz parfaits.

31. Lorsque deux corps sont mis en relation, l'un d’eux s¢
comporte généralement comme une source de chaleur, il se
refroidit pendant que le second s’échauffe. Cet échange de
chaleur entre les corps peut avoir lieu d¢ différentes maniéres.
Si les corps sont en contact direct, ou §’ils sont séparés par
des corps pondérables qui participent au mouvewment calori-
fique, la communication de chaleur se fait par conductibilizé.
8i, au contraire, il n’y a pas de corps intermédiaires, ou si les
corps pondérables intermédiaires ne participent pas au mou-
vement calorifique, la communication de chaleur se fait par
rayonnement. Enfin, 'échange de chaleur peut avoir lieu en
méme temps par rayonnement et par conductibilité.

Dans tous les cas, si aucune cause cxtérieure n’intervient,
les deux corps arrivent & un état qui persiste indéfiniment; on
dit qu’ils sont alors en équilibre de température ou qu'ils ont
la méme température. Cest un état d’équilibre mobile, parce
qu’on suppose qu’il y a entre eux des échanges de chaleur
continuels et équivalents. )

Quand V'équilibre a lieu entre deux corps, il est indépen-
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dant de la disposition qu’on leur donne; on en conclut que
I'équilibre de température est un état parfaitement défini, qui
ne peut avoir lieu que d’une seule maniére.

Si deux corps A et B sont en équilibre de température avec
un troisiéme corps C, I'expérience indique qu’ils sont entre
eux en équilibre de température.

Quand deux corps mis en relation ne sont pas en équilibre
de température, celui qui envoie le plus de chaleur a l'autre
est dit & une température plus élevée. Si un corps A est & une
température plus élevée qu'un deuxiéme corps B, celui-ci
étant en équilibre avec un troisiéme corps C, I'expérience in-
dique que le corps A est aussi & une température plus élevée
que le corps C. Supposons de méme que le corps B soit 4 une
température plus élevée que C et moins élevée que A, et qu’on
laisse refroidir le corps A jusqu'a ce qu'il soit en équilibre
avec C, on constate qu’il passe par la température du corps
intermédiaire B.

En d’autres termes, on peut, en classant les corps d’aprés
leurs réactions calorifiques, construire une échelle des tem-
pératures, et cetlte échelle des températures est unique.

Supposons qu'on mette un méme corps P successivement
en équilibre de température avec tous les corps de I'échelle
précédente, il passera par une série d’élats successifs qui
pourront servir & caractériser les différentes températures :
ce sera un thermométre.

32. L’objet principal de la thermodynanique est d’étudier les
transformations d’un corps homogéne, ayant dans toute son
élendue la méme densité ou le méme volume spécifique v (le
volume spécifique est le volume de 'unité de poids), la méme
température {, soumis sur toute sa surface a une pression uni-
forme p, et de plus sans mouvement sensible. L’état d'un corps
dans ces conditions dépend, en général, de deux variables in-
dépendantes, son énergie actuelle V, et son énergie poten-
tielle W, Toutes les quantités quel’on considére habituellement
et qui caractérisent I'état physique du corps, savoir la tempé-
rature ¢, le volume spécifique v et la pression p, dépendent
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deV et W; ce sont des fonctions de ces deux quantités,
t=fi(V, W), v=f(V, W), p=£fi(V, W)

On a ainsi trois équations entre cinq grandeurs, dont dcux
quelconques peuvent étre prises pour variables indépendantes;
on choisit ordinairement ¢ et p; alors la température est une
fonction du volume et de la pression.

Toutefois, dans certaines questions, on n’est pas maitre du
choix des variables, parce que les fonctions éprouveraient de
grandes variations pour de pelits changements des variables.
Par exemple, dans la fusion de laglace sous pression constante,
le volume change peu pendant la durée du phénoméne, et
I'état du corps éprouve cependant une modification considé-
rable; il ne conviendrait pas de prendre ¢ et p comme va-
riables indépendantes. La difficulté disparait si I'on prend pour
variable indépendante I’énergie potentielle W; c’est la quan-
ité qui éprouve alors les plus grands changements.

DEFINITION DE LA TEMPERATURE.

33. Pour tout corps homogéne, placé dans les conditions
indiquées précédemment, il existe cntre la température, le
volume spécifique et la pression une relation

(1) @ (L, v, p)=o.

On ne connait pas encore la forme de cette fonction -pour
un corps quelconque; les lois de Gay-Lussac et de Mariotte
en donnent seulement une expression trés-approchée pour les
gaz permanents. Mais il suffit que nous concevions I'existence
de cette relation pour qu’elle nous serve a définir les tempé-
ratures. Considérons, en effet, un corps quelconque que I'on
maintient sous pression constante ; de I'équation précédente
on déduit
t=f(v).

Les variations de volume d'un corps sous pression con-
stante peuvent donc servir & graduer I'échelle des tempéra-
tures, pourvu que ce corps ne présente pas de circonstances
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particuliéres, lelles qu'un changement d’état, dans les limites
de température entre lesquelles il sert de thermomeétre.

11y a avantage & employer un gaz permanent pour construire
le thermométre; on graduera Iéchelle des températures par
les variations de volume d’un poids de gaz égal & I'unité sous
une pression déterminée. Soient v, le volume de ce poids &
une température déterminée que nous appellerons zéro, v, le
volume de la méme masse 4 une autre température définie ¢,
et v le volume & une température quelconque Z; en supposant
les températures proportionnelles aux changements de volume
a partir de la température zéro, on aura

I3 v —,
L oo— v
f— (}n

N . ’ u 4 .
Si I'on pose a = » celte équation prend la forme

Voli
¢ =0, {1+ at);

« est ce qu'on appelle le coefficient de dilatation du gaz.

34. Tous les gaz ct les vapeurs surchauflées tendent vers un
élat-limite caractérisé par les lois de Mariotte et de Gay-Lus-
sac. Je rappclle ces deux lois :

1° Lor o Gav-Lussac. — Tous les gaz permanents ont le
méme coefficient de dilatation, et ce coefficient est indépen-
dant de la pression.

Ce coelficient de dilatation « des gaz cst d’environ 5.

2° Lo1 pE Mariorre.— Les volumes d’une méme masse de gas
it la méme température sont en raison inverse des pressions.

Si v est le volume d’une certaine masse de gaz sous la pres-
sion p, ¢’ le volume de la méme masse sous la pression p’ ¢t
a la méme température, on a

’

2=l ou op =v'p’,

!
1Y 14

Ces dcux lois permetient d’établir la relation qui existe
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entre le volume spécifique, la température et la pression.
Soient, cn effet, ¢, le volume d’un poids de gaz égal & I'unité
a la température zéro et sous une pression déterminée p,,
vle volume de la méme masse de gaz a la température ¢ et
sous la pression p. Appelons ¢’ Ie volume du gaz sous la pres-
sion p, et a la température ¢, On a, d’aprés la loi de Gay-Lus-
sac, v = v, (1+ al), et, d'aprés celle de Mariotte, vp = ¢'p,.
On en déduit la relation cherchée ‘

(2) op=o,p. (14 atl),

entre la température, le volume et la pression.
Les deux constantes p, et « sont les mémes pour tous les

gaz. Si l'on-pose a:i, (a=273), la relation précédente
prend la forme

(3) vp=avspo(a+t).

PREMIER PRINCIPE FONDAMENTAL.

35. On mesure les quantités de chaleur absorbées ou déga-
gées dans les expériences, en les comparant 4 une autre quan-
1ité de chaleur prise pour unité et définie par le passage d’un
certain corps d’un état déterminé a un autrc état déterminé.
On a pris pour unité de chaleur la quantité de chaleur né-
cessaire pour faire passer 1 kilogramme d’eau de la tempéra-
ture de o degré 4 la température de 1 degré sous la pression
de 760 millimétres; c’est ce qu'on appelle unc calorie.

Nous avons précédemment représenté par Z une certaine
quantité d’'énergie calorifique; cette énergie, qui est une
force vive, était exprimée au moyen de l'unité habituelle de
la force vive ou du travail, c¢’cst-a-dire au moyen du kilo-
grammetre. Une méme quantité de chaleur peut done étre
représentée par un nombre Q de calories ou par un nombre Z
de kilogrammétres. Si I’on appelle E le rapport de la calorie
au kilogrammétre, on aura évidemment

Z =EQ.

Ce rapport E est ce qu’on appelle Véquivalent mécanique
3
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de la chaleur; c’est le nombre de kilogrammeétres auquel
équivaut une calorie. Nous emploierons aussi le rapport

inverse A ——E, d’ou
Q =AZ.

Le premier principe fondamental de la théorie mécanique
de la chaleur est exprimé par 'équation (23) que nous avons
déduite du théoréme des forces vives (n°28), et que nous
écrirons sous la forme la plus générale

(4) ' AU=Y &Fext. +EQ.

Cette équation s'applique au mouvement absolu ou au mou-
vement relatif au centre de gravité.

Ordinairemoent, comme nous 'avons dit au n° 29 les forces
extérieures consistent en pressions normales s’exercant sur la
surface du corps. Si 'on appelle S la somme des travaux des
réactions du corps considéré sur les corps extérieurs, Ia
somme des travaux des forces extérieures est — S, et V'équa-
tion précédente devient
(5) EQ=AU-+S§,
ou .
Q=A(AU+8).

Elle montre que la quantité de chaleur absorbée ou dégagée
par un corps est équivalenie & la variation de son énergie
(totale ou intérieure, suivant qu’il s’agit du mouvement absolu
ou du mouvement relatif au centre de gravité), plus le travail
extérieur accompli par le corps.

Lorsque le corps revient 4 son état primitif, la variation
d’énergie AU élant nulle, I'équation précédente se réduit &
(6) EQ =S. i
La quantité de chaleur absorbée ou dégagée par le corps est
équivalente a la quantité de travail extérieur accomplie ou
recue par le corps.

Les progrés de la théorie datent surtout de I'époque ol
I'on a con¢u nettement cette notion de 1'équivalence entre
une quantilé dechaleur et une quantité de forces vives ou de
travail. La connaissance de la valeur numérique du rapport E
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de la calorie au kilogrammétre a une grande importance au
point de vue des applications. Un grand nombre de physiciens
ont cherché & le déterminer; nous citerons quelques-uns de
leurs travaux les plus importants.

DETERMINATION DE L'EQUIVALENT MECANIQUE DE LA CHALEUR.

- 36. Les expériences les plus célébres sont celles de M. Joule
sur le frottement. Dans ces expériences, un travail extérieur
connu est dépensé pour faire frotler deux corps I'un contre
Pautre et produire ainsi une certaine quantité de chaleur que
l'on mesure a P'aide d’un calorimétre.

Un des appareils de M. Joule est entiérement construit en
laiton. Tl se compose d’'un vase calorimétrique rempli d’eau
dans lequel tourne un axe vertical portant seize palcties ver-
ticales qui passent dans les intervalles ménagés entre des
lames fixées aux parois du calorimétre, afin d’augmenter le
frottement du liquide sur lui-méme et sur les piéces mé-
talliques. L’axe tournant est muni d’un cylindre extérieur sur
lequel s’enroulent deux cordes dont chacune passe ensuite
sur une poulie mise en mouvement par la descente d’un poids.

La température du calorimétre étant bien connue, on laisse
descendre les poids moteurs et on mesure 'échauffement qui
en résulie. Pour connaitre le travail extéricur qui a été trans-
formé en chaleur, il faut retrancher du travail effectué par la
pesanteur dans la chute des poids la force vive qu’ils possédent
a la fin de l'expérience et le travail absorhbé par la roidcur
des cordes el par le frottement des piéces non situées dans
le calorimeétre. Pour évaluer ce travail absorb¢ a I'extérieur
du calorimétre, on sépare le cylindre de I'arbre tournant, on
enroule les deux cordes en sens contraires; lappareil est
alors en équilibre, et on déiermine par titonnements 'excés
de poids qu’il est nécessaire d’appliquer & 'une des poulies
pour donner a Pappareil un mouvement uniforme avec une
vitesse égale 4 celle de la premiére expérience. Cet excés
de poids est alors équilibré .par les résistances extérieures.
On peut donc calculer quel était le travail absorbé dans ces

expériences. 3
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Quant & la chaleur créée, elle se compose de celle qui a
produit 'échauffement du calorimétre et qu’il est facile de cal-
culer par I’élévation de température et de la chaleur enlevée
par le milieu extérieur; cette derniére est trés-faible et on peut
I'évaluer approximativement. On a ainsi toutes les données né-
cessaires pour déterminer’équivalent mécanique dela chaleur.

Dans le cas actuel, il y a dégagement ou création d¢ chaleur,
Q est négatif- Si 'on pose Q = — Q’, I'équation (4) devient

Gext. = AU+ EQ'.

Dans les expériences de M. Joule, les corps frottants sont
des liquides ou des solides trés-durs qui n’éprouvent pas
d’usure appréciable pendant Popération; le poids du liquide
renfermé dans le calorimétre est assez grand pour que I’é16-
vation de température soit trés-faible, et enfin la présence des
palettes fixes empéche Ie liquide d’avoir une force vive sen-
sible a la fin de lexpérience. 1l en résulte que la variation
d’énergie AU des corps frottants est négligeable par rapport a
la quantité de chaleur dégagée par le frotltement et absorhée
par le calorimétre. On peut donc écrire, avec une approxima-

tion suffisante,
G ext. = EQ'.

Le travail extérieur est évalué en kilogrammeétres; la quan-
1ité de chaleur dégagée Q' est mesurée en calorics; le rapport
est I'équivalent cherché E.

Dans d’autres expériences, M. Joule s’est servi d’'un calo-
rimétre en fer de méme forme que le précédent et renfer-
mant du mercure. Enfin il a supprimé Y'axe a palettes et I'a
remplacé par un anneau conique de fonte qui frottail sur un
cOne de méme substance, au sein d’une masse de mercure.
Il a ainsi obtenu les résultats suivants :

Frottement de I'eau sur elle-méme et sur le laiton.. . 404,9

Frottement du mercure sur lui-méme et sur le fer. . %
Frottement dela fonte sur elle-méme dans le mercure. %

426,3
426,7
425,6
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L’accord de ces résultats est extrémement remarquable; la
moyenne est environ 425. C'est la valeur généralement adop-
tée pour I’équivalent mécanique de la chaleur.

37. M. lHirn a suivi une marche inverse. Il a cherché a
mesurer le travail accompli par la consommation d’une cer-
taine quantité de chaleur dans une machine a vapeur a con-
densation. Dans ce cas, le foyer fournit & la vapeur une
certaine quantité de chaleur Q, que l'on peut calculer d’aprés
les expériences de M. Regnault, en connaissant la température
- de la vapeur & son entrée dans le cylindre. Une portion Q, de
cetle chaleur est absorbée par I'eau froide du condenseur ou
se dissipe dans le milieu ambiant; la différence Q,— Q, de
ces deux quantités de chaleur est transformée en travail.
Les seules forces extérieures dont il y ait & tenir compte sont
ici des pressions normales (n° 29). M. Ilirn évalue le travail
extérieur S accompli par la machine en déterminant, 4 des
intervalles trés-rapprochés, a I'aide d’un indicatcur de Watt,
la force élaslique de la vapeur dans le corps de pompe. Ces
deux éléments suffisent pour calculer la valeur de 1'équiva-
Ient mécanique. En effet, lc mouvement de Ja machine élant
périodique, aprés un nombre entier de périodes, la variation
d’énergie intérieure AU est nulle, et I'on a la relation

S=EQ=E(Q:—Q.),

entre le travail extéricur et la chaleur consommée (n° 35).
Toutefois, cclte méthode ne comportie pas le méme degré
de précision que celle de M. Joule, parce que le travail exté-
rieur est difficile & évaluer ct que la quantité de chalcur
Q. — Q. que lon introduit dans le calcul est trés-petite par
rapport a celles qu’il faut mesurer; il y a en outre un grand
nombre de¢ causes d’erreur dont on ne peut pas tenir comple
exaclement. Les nombres obtenus par M. Iirn varient de 300
4 6oo, la moyenne est 415 : ces résultats sont donc peu con-
cordants; mais si I'on remarque que les expériences ont été
faites dans des conditions tr¢s-diverses, avee des causcs d’er-
reur variables d’'une expérience a I'autre, avec des machines
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de systémes et de puissances trés-différents, et si 'on songe
aux difficultés de recherches semblables, on devra considérer
ces expériences de M. Ilirn comme une confirmation remar-
quable de celles de M. Joule. ‘

CONSEQUENCES DU PREMIER PRINCIPE.

38. Considérons un corps homogéne, sans mouvement sen-
sible, et soumis sur toute sa surface a une pression uniforme;
I'élat du corps est caractérisé par trois grandeurs, la tempéra-
ture ¢, le volume spécifique ¢ et la pression p. Mais nous
avons vu (n°® 33) qu'il existe une relation
(1) (L v, p)=o0
entre ces trois quantités; deux quelconques d’entre elles suf-
fisent donc pour définir I’état du corps; pour le moment, nous
définirons I’élat du corps & I'aide des deux variables indépen-
dantes v et p. ’ .

Une représentation géométrique aidera heaucoup & suivre
les raisonnements. Tragons dans un plan deux axes rectangu-
laires Ovet Op (fig. 4) ct marquons le point M du plan dont

Fig. /.

=

M

o] A M W B’ v

I'abscisse OM’ est égale 3 ¢ et ordonnée MM’ & p: la position
du point M dans e plan représentera 1I’état du corps. Si le
corps passe de 1'état A & I'état B, la suite des transformations
sera figurée par une ligne AMB.

L’aire plane ABB’A’ représente le travail extérieur S accom-
pli par le corps; en effet, le corps n’ayant pas de mouvement
sensible et étant soumis a4 une pression uniforme, nous avons
vu (n°30) que le travail extéricur qui correspond 4 une trans-
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formation infiniment petite MN esi exprimé par la formule
d8 = pdv; il est égal a I'aire du petit rectangle MNN’'M’; par
suite, le travail extérieur accompli par le corps en passant de
I’état A & 'éiat B est représenté par I'aire ABB’A’. Ce travail
dépend ron-seulement des états extrémes A ct B, mais en-
core de la suite des états intermédiaires, ¢’est-a-dire de la ma-
niére dont.la transformation a eu lieu, ou de la forme de la
courbe.

Concevons que le corps parte d’un état initial déterminé A
pour arriver & un état quelconque M, défini par les valeurs v
et p des variables. Le travail extérieur S, dépendant de la suite
des transformations, ne peut pas étre considéré comme une
fonction des deux variables ¢ ¢t p. Au contraire, il est évident
que Pénergie intérieure U du corps dépend uniquement de
son état actuel; c’est une fonction parfaitement déterminée
de v et de p; la variation AU=TU — U, gqu’elle éprouve ¢n
passant de I'état initial A 2 un élat quelconque M est aussi une
fonction de v et de p.

D’aprés I'équation fondamentale (n° 35)

Q=A(AU+8),

lIa quantité de chaleur Q étant la somme de deux quantités,
dont I'une AAU est indépendante de la suite des transforma-
tions et dont l'autre en dépend, en dépgnd également; ce
n’est done pas une fonction de ¢ et p.

Si 'on applique I'équation précédente & une transformation
infiniment petite, et si 'on remplace dS par pdv, on obient la
relation

(a) . dQ=A(d U+ pdo).

D’aprés ce que nous venons de dire, dU est la différenticlle
totale d’une fonction de deux variables indépendantcs, mais
il n’en est pas de méme de dQ. Cette relation (a), expression
du premier principe fondamental dans les conditions ou nous

. supposons le corps, est celle dont nous nous servirons le plus
souvent dans la suite.

39. Nous avens choisi dans ce qui précéde les deux va-

'
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riables indépendantes ¢ et p pour définir 'élat du corps. U est
une fonction de ces deux variables; nous la représenterons
par U,, indiquant les variables indépendantes par des indices,
afin d’éviter toute confusion. Si I'on remplace d U par sa va-

leur

d U,,, d U,,,

dU= dv +

dp,

I'équation (a) devient

dQ = A(DU"'+p>d +A° 1:”

el si I'on pose, pour abréger,

X=A <DU"” +p>

d UVII

Y=A-*% \P

X et Y étant deux fonctlions de v et p, elle se réduit a la forme
simple .
(a)) dQ=Xdv+Ydp.

Il existe une relation entre les deux fonctions X et Y. On a,
en effet,

X 12U
. ~D—[)__ADVD[)+A’
oY U
‘ v T \/)Du
d’ou 'on déduit

X DY

(o) X _
. Dp hE%

Cette relation montre bien que le second membre de ’équa-
tion (a,) n’est pas une différentielle exacte, car il faudrait pour
) L, 0XT Y .
cela que 'on et — = —; et’par suite A = o.
op do .
1
40. Prenons maintenant £ ¢t ¢ pour variables indépen-

dantes. U est une fonction de £ et ¢, p est aussi une fonclion
des mémes variables d’aprés la relation ¢ (¢, ¢, p)=0. On a
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alors U U
dU=—"dt + = dv,
hE dv

et I'équation (a) devient

aQ=a dz-l—A( U["—}—p)dv.

Si 'on pose
a Ulv
3t

l:A(DDﬂ'+]7>

¢ et [ élant deux fonctions de £ et v, cette équation se réduit
ala forme

(as) dQ =cdt 4+ ldv.

c—=A

Les deux fonctions ¢ et ! ont une signification physique
quil importe de remarquer; c est la chaleur spécifique du
corps & volume constant, et l la chaleur latente de dilatation.
En effet, si le volume cst constant, de=o, et I'équation se
réduit a '

dQ = cdt.

Or, si 'on communique au corps une quantité.de chaleur
AQ, lec volume restant constant, la température s'éléve de A¢;

. - A
la chaleur spécifique a pour valeur la limite du rapport —A—%;

elle est égale 4 ¢. Au contraire, si la tempéralure resie con-
stante, 'équation se réduit a

dQ=ldv;

I A ..
{ est la limite du rapport A—? de la quantité de chaleur reguc

par le corps a Paccroissement de volume correspondant; ¢’est
la chaleur latente de dilatation. Lorsque le corps s¢ contracte
par Ia chaleur, A¢ est négalif, ainsi que /.

1l existe aussi une relation cntre les deux fonctions ¢ et /,
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On a, en effet,

de 22U
Y _Abtbv’
W 22U );
a_t—Abvb YR
et, par suite,
dL  de _ dp
(dz) a_t_B—(;_Aﬁ.

k1. Prenons enfin ¢ et p comme variables indépendantes;
U et ¢ doivent étre considérées comme des fonctions de ¢ et

de p. On a alors
U, 20

dv dv
d(l:— dt—i—b—])d[),

DU,,, dv 20, dv .
dQ = A< +p l>a’t+A<W—|—pb—;>a’p,

et si I'on pose
! D
o= (2 )

N3 J

U do
Iz_A< it/ QR >

op  Pap)

Cet % étant deux fonctions de ¢ et p, 'équation (a) se met
sous une troisicme forme

(a,) dQ=Cdt + hdp.
La fonction C est la chaleur spécifique sous pression con-

, - A .
stante ; car c’est la limite du rapport K%, quand la pression ne

change pas.
Il existe aussi une relation entre C et &, car on a

2h (U aw)
'ﬁ—A<apat+Papaz ’

dC :U NE a_u>
T A(atap p\sz 3¢/’
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et, par suite,
dh  23C dv
(a) L L L
o0t dp ¢
"Les trois formes (a.), (a.), (@), sous lesquelles nous avons
mis I'équation fondamentale (a), correspondent aux trois
couples de variables indépendantes v et p, £et v, ¢ et p. Les
trois relations (e ), (o), (o) qui s’en déduisent, ont été trou-
vées par M. Clausius.

FONCTION D INTEGRABILITE.

42, Nous avons vu (n°39) que, si 'on prend ¢ et p pour
variables indépendantes, I'équation fondamentale se met sous
la forme

(a,) dQ=Xdv+Ydp.

Nous savons que le second membre n’est pas la différen-
tielle exacte d’une fonction de ¢ et de p; mais on démontre
en mathématiques qu’une expression de cette forme, multi-
pliée par une certaine fonction, peut étre renduc différentielle
exacte; je rappelle en quelques mots la démonstration de cette
proposition. Considérons I'équation différenticlle

Xdv +Ydp =o;

les deux variables v ¢t p sont ici fonclions I'une de I'autre, et
cetwe équation a une intégrale générale. Supposons-la trouvée
el mise sous la forme

F ( ¢y P) =
p étant une constante arbitraire. On en déduit
. Ip F,
Fido+F,dp=o0, ou L —_1.
nav e dp ’ 4 dv Flp

~ d TR P
Cette valcur de £ devant étre égale a celle que fournit I'équa-

tion différentielle, on a

X T,

Y—ﬁ,'
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Celte équation doit étre vérifiée identiquement, ¢’est-a-dire
quelles que soient les valeurs de p et de ¢; on a donc

X Y )
W% — M

¥, F,

A étant une certaine fonction de ¢ et de p. On en déduit

X o Y _ o
F=F, 3=F.

Si I'on divise maintenant par A les deux membres de I'équa-
tion (a,), cette équation devient :

d X Y

—}\—Q-:_—Tdv—f— —)\—d/),
ou ’

d

)\Q =Tidv+F,dp.

Le sccond membre est alors la différentielle exacte de la
fonction F(v, p); désignons cetic fonction par p, il vientalors

i
(7) %zzdp-:

A et p sont deux nouvelles fonctions des variables indépen-
dantes ¢ ¢t p. Le raisonncment que nous venons de. faire peut
évidemment éire répéié quelles que soient les variables choi-
sics; il est indépendant du choix de ces variables.

Ainsi : Il existe une fonction h des deux variables indépen-

. o . s .
dantes telle, que I'expression 7Q devient une différentielle

A

exacte.

£3. Il existe méme unc infinité de fonctions qui jouissent
de cette propriété. En effet, soit % U'une d’elles, on aura

si I'on pose
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¢ () étant une fonction arbitraire de p, il vient ¢

dQ _ Adp  dp

A he(p) T e(p)
le second membre est évidemment la différentielle exacie
d’une certaine fonction ¢ () qu'on obtiendra en posant

__(dp_
Y= e

Ainsi: Quand on connait une fonction h des variables indé-
. . dQ . .
pendantes qui rend l'expression —72 différentielle exacte, on

obtient une nouvelle fonction qui jouit de la méme propriété
en multipliant la premiére par une fonction arbitraire de ..

APPLICATION AUX GAZ PARFAITS.

&%. Un gaz parfait serait un gaz satisfaisant d’une maniére
rigoureuse aux lois expérimentales qui ne sont applicables
aux gaz réels que d’une maniére approchée. On ne connait
pas de gaz jouissant absolument de ces propriétés, mais les
conséquences auxquelles on arrive en supposant les gaz par-
faits, sont sensiblement vraies pour les gaz réels.

Premikre LOT EXPERIMENTALE. Lois de Mariotie et de Gay-Lussac.
— Ces deux lois, comme nous I'avons vu (n° 34), sont renfer-
mées dans I'équation suivante

Py =poth(1+ at)
ou

(3) pr=apyvi(a-+t)

Cette équation suppose que la température est mesurée par
le thermométre a air. Les consiantes « et p, sont les mémes
pour lous les gaz; v, est une constante particuliére 4 chaque
gaz, c’est le volume spécifique du gaz a la température zéro
el sous la pression p,. En réalité Ja constante o n’est pas abso-
lument la méme pour tous les gaz; mais les différences sont
faibles, elles indiquent Uexistence d’une loi générale et de
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L) . e
perturbations secondaires. Ainsi, les valeurs de a = L sont
24
Pour Tair......... ... 273,20
Pour 'hydrogéne. ... ... 273,13

Pour l'acide carbonique. 273,81

b5. Drusikse Lo expermentair. Lol de Joule. — De ses
expériences sur la détente des gaz, M. Joule a conclu que
Uénergie intérieure d’un gaz dépend uniquement de sa tem-
pérature et non de son volume. En admeutant cctte loi nous
ourrons poser
P P U :f( t).

1l résulte de ceite hypothése plusieurs conséquences im-
portantes.

Premitre conséquence. — En se reportant a la valeur gé-
nérale de la chaleur spécifique & volume constant (n° 40), on
obtient dans le cas actuel

du

8 c=A—-
(8) 77
Le second membre est une fonction de la température seule.
Ainsi : La chaleur spécifique d’un gaz & volume constant dé-
pend uniquement de la température de ce gaz.

Deuxiéme conséquence. — On a de méme, pour la chaleur
spéeifique sous pression constante (n° &1),

dU do

&Y}

Pour les gaz, nous connaissons la relation (3) qui existe
entre le volume, 1a température ct la pression; on en déduit

Q¢ aveh
%%

1
v_l—)acu.,po(a—i—l), 31— P

e, par suite,
dU
(9) N C—A(—d—t —l—ocpo(/u).

La chaleur spécifique d’un gaz sous pression constante est
aussi une fonction de la température seule du gaz.
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b6. Troisitme conséquence. — En retranchant ¢ de C on
obtient la relation

(10) C—c=Aap.

Ainsi : L'exces de la chaleur spécifique sous pression con-

stante sur la chaleur spécifique & volume constant est un
nombre constant pour chaque gaz.

On en déduit encore

C—c¢
Vo

(11) =Aap,.

-

Cette équation signifie que la différence des chaleurs spéci-
JSiques rapportées & Uunité de volume est une méme constante
pour tous les gaz.

On peut aussi se servir de cette formule pour déterminer
I'équivalent mécanique de la chaleur. On a, en effet,

1 apet
(12) E= K = C,—)_—_C .

La chaleur spécifique C sous pression constante est déter-
minée directement par 'expérience; la chaleur spécifique ¢ a
volume constant est donnée indirectement par la vitessc du
son dans les gaz. Le second membre est dunc connu entiére-
ment.

Cest de cetie mani¢re que le docteur Mayer a donné la
premiére détermination approchée de I'équivalent méecanique
de la chaleur. En appliquant 4 dilférents gaz les nombres qui
proviennent des expériences les plus précises, on obtient les
résulials suivants : ‘

Avec lair..... .. E=426,0
Avec l'oxygéne.. E =425,y
Avec l'azote. . ... E=431,3

Avec I'hydrogéne. E—=425,3

Aujourd’hui, on se sert plutdt de I'éguation précédentc pour
calculer la valeur de c.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



48 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.

. ’ H DU B
¥7. Quatriéme conséquence. — Puisque 55 =0 Vexpres-

sion de la chaleur latente de dilatation ! des gaz (n° 40) de-
vient

(13) C I=Ap.

La chaleur latente de dilatation est proportionnelle & la
pression.

Enfin on a encore (n° &1)
dv
h=Ap p°
D'ailleurs, 1'équation

I
V= —apevy(n+t
PP )

donne
3_V_~apouo(a+l)__g.
op r p’
il en résnlte la relation trés-simple '
(14) h=—Av.

48. Cinquiéme conséquence. — On peut, dans le cas des
gaz parfaits, déterminer aisément la fonction d’intégrabilité 2.
Si 'on prend ¢ et ¢ pour variables indépendantes, on a

dQ =cdt+ ldv,
ou, en remplacant / par sa valeur Ap,
dQ=cdt + Ap do.

Remplagons p par sa valeur tirée de I'équation (3), il vient

dQ:cdt-l—Aotpuvo(a-l—t)%»

dQ e dv
a—i—t—a—{-‘tdt—i_Aapw" v

d’ou

Le second membre est évidemment une différentielle exacte,
car ¢ est une fonction de ¢ seulement (n° 48), et les variables
sont séparées; c’est la différentielle d’une certaine fonction ¢
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» -
de ¢ et v, el V'on peut écrire

dQ

:d[i.

Ainsi une des valeurs de la fonction A est
(15) A=a-+t.
Si Pon prend ¢ et p pour variables indépendantes, on a

dQ=Cdt~+ hdp,

ou, d’aprés I'équation (14),
dQ = Cdt—Avdp.

Remplacons ¢ par sa valeur tirée de I’équation (3), il vient

dQ=Cdt— Ao p,vi(a+ l)d—p,

"o P

d’ou

dQ C

dp
a—!—t_a—i—tdt_AapaW?'

Puisque C est une fonction de ¢ seulement (n° 45), le second
membre cst cncore la différenticlle exacte d’une certaine fone-
uon p de £ et p. On retrouve pour A la méme valeur a+ ¢
que précédemment, et on arriverait encore au méme résultat
en prenant p et ¢ pour variables indépendantes.

Ainsi, pour les gaz parfaits, il y a une valeur de la fonction
2 qui dépend de la température seulement.

49. Trorsitme Lo1 ExpiRIMENTALE. — Nous avons déduit de
la loi de Joule que la chaleur spécifique sous pression con-
stante C dépend uniquement de la température; U'expérience
indique que cette chaleur spécifique C est indépendante de la
température elle-méme et que ¢’est une constante pour chaque
gaz. Admettons aussi cette loi. Puisque la différence C — ¢ est
une constante pour chaque gaz, comme nous 'avons vu (n° 46),
il résulte de la loi précédente que la chaleur spécifique & vo-
lume constant ¢ est aussi une constante pour chaque gaz.

80. Ceci va nous permetire de déterminer la forme de la
fonction p. En prenant ¢ et.¢ pour variables indépendantes,

4
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nous avons trouvé

dQ  dt L dv
a+t—ca+t+(c_(')u

<omme c¢ et C sont ici des constlantes, l'intégrale générale du
second membre est

p=1logB (a - ) ¢,

ou, en remplagant @ <+ ¢ par sa valeur tirée de I'équation (3),

p:log—B—pf oC.

(e povo)*
Comme la constante B est arbitraire, faisons B =1, il
(e povo)
vient
(16) p=logpeet.
Si 'on prend ¢ et p pour variables indépendantes, on a
dQ ., dt dp
a—}—t_“ca—!—t—(c_c) P )

L’intégrale générale du second membre est

(a+ )¢ B’

— ’ —_ e C

p=logB' ——~ = log(apo o )cp ve,

ou, en choisissant convenablement la constante B/,
v =logpevC.

On arriverait encore au méme résultat en prenant ¢ el p
comme variables indépendantes. On a donc pour les gaz par-
faits
(17)

a--1

= dlogpev*.

Si un gaz subit des transformations quelconques sans ab-
sorber ni dégager de chaleur & aucune phase de la transforma-
tion, le premier membre 'étant constamment nul, il en est de
méme du sccond, et le produit pcv¢C reste constant; c’est la
loi de Poisson.

51. Cherchonsencore I’énergie intéricure d’'ungaz.On a(n°4b)

c:Affi—?a
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ou
du_

= —c¢=Ee.

dt — A

Comme ¢ est une constante, on en déduit
U=U+Ee¢(t—t,),

U, élant la valeur de U a4 la température £,. Ainsi la varia-
tion de 'énergie intérieure U d’un gaz est proportionnelle &
la variation de la température compiée sur le thermométre
& air. Par suite, ’énergie intérieure pourra servir & mesurer la
température.

52. QuarrikmE Lol expgrmmENTALE. — L’expérience apprend
C 0 .
encore’que le rapport o c'est-a-dire la chaleur spécifique d’un
L]

gaz sous pression conslante, ramenée ¢ Uunité de volume, est

une méme constanle pour tous les gas.
' —ec

Mais nous avons vu déja (n° &6) que le rapport ¢ a une

Yo
méme valeur pour tous les gaz; il en résulte que le rapport

c . . ;
o c’est-d-dire la chaleur spécifique & volume constant, ra~
[

menée & Uunité de volume, est aussi une méme constante

pour tous les gaz.
/

On détermine directement par 'expérience C et ¢, &le poids
spécifique du gaz est V—); il est aisé de vérifier que le rapport
0
5. est constant; la formule (10) permet de calculer ensuite la
[

chaleur spécifique ¢ a volume constant. On obtient ainsi pour
Phydrogéne et I'air atmosphérique les nombres suivants :

1 C <.

o C. C—Ic=Aupnv0. e=C—Aapg 0. w o
F. 31 S 1,29318 ] 0,23751 0,048 0,1686 0,307} 0,218
Hydrogéne. | 0,08957 | 3, 4oguo 0,994 2,415 0,305 0,216
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52 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.

53. Pour calculer toutes les quantités qui interviennent dans
les transformations des gaz, nous avons admis : 1° I'équation (3)
qui renferme la loi de Mariotte et celle de Gay-Lussac (n° kh);
2° la loi de Joule (n° 55); 3° que la chaleur spécifique d’un
gaz sous pression constante est indépendante de la température
(n° 49); 4° enfin, que la chaleur spécifique sous pression
constame rapportée a I'unité de volume est une méme con-
stante pour tous les gaz {n® 52).

Les deux derniéres lois ont été vérifiées par les expériences
de M. Regnault. Les lois de Mariotte et de Gay-Lussac ont été
établies depuis longtemps, et M. Regnault a déterminé d'une
manjére trés-précise 'approximation avec laguelle on peut
appliquer ces deux lois aux gaz les plus importants, tels que
I'air, I'azote, ’hydrogéne, I'acide carbonique.

5%. Quant & la deuxiéme loi que I'énergie intérieure d’un
gaz dépend de la température seule, elle résulie de certaines
conceptions théoriques sur la constitution des gaz, dont nous
parlerons plus tard; mais il est bon de dire quelques mots des
vérifications expérimentales qui en ont été faites.

Gay-Lussac avait déja montré que si 'on met en communica-
tion un ballon plein de gaz avec un autre ballon vide de méme
capacité, il se produit dans le premier un abaissementde tempé-
rature et dans le second une ¢lévation de température égale;
mais les différences de pression élaient trop faibles pour que les
variations de température pussent étre évaluéesavec précision.

M. Joule a repris cetlte expérience en choisissant des condi-
tions plusavantageuses. Dans une de ses expériences, M. Joule
emploie deux récipients métalliques égaux, réunis a la partie
inférieure par un tube a robinet et plongés dans un méme ca-
Jorimétre @ eau. L’un des vases A conlenait 120 grammes d’air
sec & la pression de 22 atmosphéres, Pautre vase B est vide,
ou du moins renfermait de I'air & une pression de un milliéme
d’atmospheére. Quand on ouvre le robinet, le gaz se répartit
également dans les deux récipients, le volume est doublé, la
pression devienl moilié moindre et le calommetre naccuse

aucune variation de température. :
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L’air contenu dans le vase A avantle mélange est & une tem-
pérature ¢ et il posséde une certaine énergie intérieure. Le
vase B étant vide, le gaz double de volume, sans effectuer au-
cun travail extérieur; dailleurs le calorimétre n’indiquant
aucune variation de température, la transformation s’est opérée
sans absorptlion ni dégagement de chaleur. Si dans I'équation
générale
(5) EQ=AU+8§,

on fait S—=o0 et Q =o, il vient AU —o. Ainsi, I'énergie inté-
rieure du gaz est restée constante pendant la transformation;
elle est donc indépendante du volume et fonction de la tem-
pérature seule.

Dans une autre expérience, M. Joule a séparé les deux vases
et les a placés dans deux calorimétres différents, en ayant soin
d’entourer d’'un manchon le tube de communication, afin d’é-
viter autant que possible les pertes de chaleur qui pourraient
avoir lieu par ce tube. L’un des vases A renferme encore un
gaz a la pression de 22 atmosphéres, I'autre B étant vide a
peu prés. Quand on établit la communication, le calorimétre
qui renfermait le gaz comprimé se refroidit, autre s’échaulfe,
mais il y a compensation exacte entre la chaleur absorbée
d’un co1é et la chaleur dégagée de l'autre. Le gaz comprimé
prend pendant la détente une vitesse trés-sensible qui donne
lieu a‘une disparition d’énergie calorifique transformée cn
énergie sensible. Quand le gaz arrive dans le vase B, son
mouvement de translation se transforme en mouvement vi-
bratoire par les chocs contre les parois, I'énergie sensible dis-
parait et reproduit de I'énergie calorifique. Mais nous aurons
I'occasion plus tard d’étudier ce phénomeéne.

Cette derniére expérience de M. Joule a été vérifiée par
M. Regnault dans des circonstances trés-variées.
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CHAPITRE IL

THEOREME DE CARNOT.

Transformations reversibles. — Lignes de tiansformation. — Cycle de Carnot.
— Loi expérimentale de Clausius. — Théoréme de Carnot. — Détermination
de la fonction d’intégrabilité; température absolue. — Equations de William
Thomson. — Equation de Rankine. — Remarques sur le théoréme de Carnot.

55. Dans I'étude des transformations d’un corps homogéne,
sans mouvement sensible et soumis & une pression uniforme,
nous ne nous sommes servi jusqu'a présent que du principe
de I'équivalence, qui n’est qu’une conséquence de ’bypothése
fondamentale sur la nature de la chaleur et du théoréme des
forces vives. Nous en avons déduit (33) pour une transfor-
mation quelconque AB I'équation

(1) EQ=AU-+S.

Nous avons vu aussi (n° #2) qu’on a pour une transformation
infiniment petite MN I'équation

(2) T:d[,c,

dans laquelle % et 12 sont des fonctions des variables indépen-

dantes.
Fig. 5.

-

0| A M N B v

Quand le corps passe de I'élat A a I’état B, que nous carac-
tériserons par les indices 1 el 2, la quantité de chaleur qu’il a
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THEOREME DE CARNOT. 55

absorbée ou dégagée est, L’aprés I'équation (2),

Q :j:z)\dy.

Comme nous l'avons remarqué au n° 38, cette intégrale ne
dépend pas seulement de I’état initial et de l’état final du corps,
mais aussi de la suite des transformations, ou de la courbe
suivie pour aller de A en B.

On a aussi
fz LQ — g —
) % M2 e

Le second membre de cette équation ne dépend que de
I’élat initial et de l'élat final, et nullement de la suite des
transformations ou du chemin suivi AMB; le premier membre
est donc aussi indépendant de la suite des transformations.
En particulier, si le corps revient a son élat primitif,

puisque p,=p,, on a
2 l. fdQ—o
—7\———— .

Nous allons maintenant établir le second principe fonda-
mental de lathermodynamique; nous commencerons-par quel-
ques considérations préliminaires.

-

TRANSFORMATIONS REVERSIBLES.

56. Quand un corps éprouve des transformations quel-
conques, accompagnées de phénoménes calorifiques, il arrive
quelquefois que les changements inverses peuvent avoir lieu
précisément dans les mémes circonstances; on dit alors que
la transformation est reversible. Au contraire, la transformation
est dite non reversible, si les circonstances sont telles qu’'en
Ies reproduisant dans Pordre inverse on ne puisse pas faire
repasser le corps par les mémes états.

Imaginons, par exemple, qu'un corps extérieur indéfini K,
parfailement conducteur, soit constamment en communication
avec le corps dont nous suivons les transformations, et lui
fournisse ou lui enléve de la chaleur de fagon que les deux
corps soient toujours 4 la méme température; la transforma-
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56 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE II.

tion sera évidemment reversible. Si le corps a été de I'état A
a I'état B en suivant un certain chemin AMB, il pourra revenir
dée I'élat B a I'état A par le méme chemin BMA en sens in—
verse. §'il absorbait dans une phase MN de la transformation
directe une certaine quantité de chaleur, il en dégagera une
quantité égale dans la phase correspondante NM de la trans-
formation inverse. Si le travail extérieur MNN' M’ était positif
dans le premier cas, il sera négatil dans le second cas, et le
meéme en valeur absolue. ’

Pour que la transformation soit reversible, il est nécessaire
que le corps extérieur K soit toujours a la méme température
que le corps dont on suit les transformations; car si le corps
extérieur K était & une température plus élevée que l'autre,
il pourrait bien lui céderla chaleur nécessaire pour accomplir
la phase MN de la transformation directe, mais il ne pourrait
pas recevoir la chaleur que le corps doit dégager dans la phase
inverse NM, et la transformation inverse serait impossible,

Il est une seconde condition & remplir pour qu’une trans-
fermation soit reversible. Nous avons appelé p la pression qui
correspond au volume spécifique ¢ et a la température ¢ dans
I'étal d’équilibre. Pour que la transformation soit reversible,
il est nécessaire que la pression extérieure, que nous désigne-
rons par p', soit constamment égale a p. Si la pression exté-
rieure p’ élait moindre que p, le corps pourrait bien se dilater;
mais la transformation inverse serail impossible. Au contraire,
si la pression extérieure p’ était plus grande que p, le corps
pourrait se contracter, mais la transformation inversc serait
jimpossible.

Dans ce qui suivra, nous supposerons toujours ces deux
conditions remplies, ¢’est-a-dire les transformations rever-
sibles.

DES LIGNES DE TRANSFORMATION.

57. Parmi les diverses lignes de transformation, il en est
quelques-unes dont nous ferons fréquemment usage et qu’il
est bon de distinguer par des noms particuliers.

1° Un corps peut éprouver une suite de transformations sans
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FTUEOREME DE CARNOT. 59

absorber ni dégager de chaleur 4 aucun moment; la ligne qui
représente cette suite de transformations a été appelée ligne
de nulle transmission par Verdet, et ligne adiubatique par
M. Rankine.

2° 8i le corps regoit ou perd de la chaleur, de maniére que
sa température reste constante, la ligne qui représente la suite
des translormations est dite ligne isotherme.

3° Enfin on appelleligne d’égale énergie une ligne de trans-
formation telle que le corps conserve constamment la méme
énergie intérieure. » :

Quand on connait la loi de transformation d’un corps, on
peut obtenir facilement les équations de ces dilférenteslignes.
Prenons p et v comme variables indépendantes; toutes les au-
tres grandeurs qui dépendent de 1'état du corps sant des fone-
tions de ces deux variables, et 'on 2

‘

t=f(v, p),
U=F(v, p),
p=3(v, p)

Si I'on regarde ¢ comme une constante dans la premiére
équation, cette équation représentera une ligne isotherme;
c’estdonc I’équation générale des lignes isothermes. De méme,
la seconde, dans laquelle on regarde U comme une constante,
est I’équation générale des lignes d’égale énergie, et la troi-
sieme, dans laquelle on regarde . comme une constante, est
I'équation générale des lignes adiabatiques.

58. Supposons, par exemple, qu’'un corps passe de I'état

TFig. 6.

A(v,, p.)alétat B(vs, p.) en suivant la ligne de transforma-
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58 - PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE II.

tion AB. Menons par le point A la ligne d’égale énergie U, et
par le point B la ligne adiabatique p.; -ces deux lignes se cou-
pent au point C. L’équation fondamentale

(1) EQ=AU~+S
devient ici
EQ = Uz b U| -+ S.
L}

Le travail extérieur S accompli par le corps est représentd
par l'aire du trapéze curviligne ABB’A’. Je dis que la variation
d’énergie intérieure U,— U, est représentée par l'aire du tra-
péze BCC'B'. Supposons, en effet, que le corps aille de U'état B
a I'étai G en suivant la ligne adiabatique p.; comme la chaleur
gagnée par le corps est nulle, et que ’énergie intérieure estla
méme au point C quau point A, on aura, en appelant §' le
travail extérieur accompli par cette transformation,

U—-U;48=o,
ou
Uz —_— U| = S,-

L’énergie intérieure diminue et se transforme en travail, et
ce travail §' est représenté par Vaire du lrapéze curviligne
BCC'B’. La quanlité de chaleur Q communiquée au corps pen-
dant la transformation AB est figurée en unités mécaniques
par la somme des deux aires ABB'A’ + BCC'B’.

89. Ces différentes lignes sont faciles a déterminer lorsque
le corps est un gaz parfait. ;

On voit d’abord qu’elles se réduisent 4 deux espéces seule-
ment; car I'énergie d'un gaz sans mouvement sensible (n°45)
ne dépendant que de la température, dans toute transforma-
tion ol la température restera constante, 1'énergie intérieure
restera aussi constanle; pour un gaz parfait, les lignes iso-
thermes et les lignes d’égale énergie sont donc identiques.

Chaque ligne isotherme est une hyperbole équilatére don-
née par I'équation '

pr=ap(a+t),

dans laguelle on considére ¢ comme une constante.
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Nous avons trouvé (n° 49)
p.=logvCpe.

En considérant u comme une constante, I'équation des lignes

adiabatiques sera done . :
. vepr = e*,

Ce sont aussi des courbes de forme hyperbolique, asymp-

totes aux deux axes des coordonnées ov et op; la constante C

étant plus grande que ¢, ordonnée p décroit plus rapidement

que celle de I'hyperbole équilatére, quand ¢ augmente.

CYCLE DE CARNOT,

60. On appelle cycle une suite de Lransformations telles que
le corps revienne & son état primitif. Parmi tous les cycles
imaginables, il en est un qui joue un réle important dans cette
théorie; il est formé de deux lignes isothermes et de deux
lignes adiabatiques : on I'appelle cycle de Cornot.

Considérons deux lignes isothermes DC et AB, correspon-
dant, la premiére 4 la températare £, la seconde a une tem-

" pérature plus élevée 4, et deux lignes adiabatiques AD et BC
correspondant aux valeurs g, et ps, Si le corps part de 1'é-
tat A et y revient aprés avoir éprouvé les transformations

Fig. 7.
p
A}
!
| S
)
[
\{\ U.sl
! Y
P
1 ¥
A
! o |
. ! [ !
) FUNMES TS T v

successives AB, BC, CD, DA, il aura suivi un cycle de Carnot.
Pour que cette transformation soit possible, il faut concevoir
deux corps étrangers indéfinis parfaitement conducteurs,
I'un K. 4a la température £, I'autre K, a la température ¢, avec
lTesquels le corps considéré sera mis alternativement en com-
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munication. Supposons le cycle parcouru dans le sens ABCDA,
que nous appellerons direct.

1° Pendant la transformation AB, le corps est a la tempem«
ture constante &;; il re¢oit du corps extérieur K, une certaine
quantité de chaleur Q.; cette chaleur produit une variation
d’énergie inlérieure et un travail extérieur positif figuré par
I'aire du trapéze ABB'A’.

2° Pendant la transformation BC suivant une ligne adiaba-
tique, le corps n’a aucune communication calorifique avec
Pextérieur, il ne recoit ni ne perd de la chaleur, I’énergie in-
térieure diminue et se transforme en un travail extérieur po-
sitif BCC'B’.

En allant de I'état A & I'état C le corps a donc effectué un
travail extérieur figuré par I'aire ABCC'A’.

o Pendant la transformation. CD 4 la température con-
stante ¢, le travail extérieur est négatif. La pression extéricure
fournit au corps une certaine quantité de travail CBD'C'; ce
travail produit une variation d'énergie intérieure, et le déga-
gement d’une certaine quantité de chaleur Q,, qui se porte sur
le corps extérieur K, en contact avee le corps considéré, et a
la méme température que lui.

4° Enfin le long de la ligne adiabatique DA, toute commu-
nication de chaleur est de nouveau supprimée; le travail exté-
rieur recu DAA’D augmente I'énergie intérieure du corps et
raméne le corps a I'état primitif A.

Le corps, doat nous avons considéré les transformations, est
une véritable machine fonctionnant suivant le cycle de Car-
not. Elle est alternativement en communication avec le corps
extérieur K,, auquel elle enléve une certaine quantité de cha-
leur Q. 2 Ja température constante &, etavecle corps extérieur
K., auquel elle céde une quantité de chaleur Q, 4 la tempéra-
ture constante ¢,

Aprés chaque cycle, I'énergie intérieure U reprenant sa va-
leur primitive, on a AU = o et I’équation fondamemale

(1) EQ=AU+S

se réduit &

EQ =8S.
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La quantité de chaleur Q =Q.— Q, gagnée par la machine
est changée en une quantité équivalente 8 de travail extérieur;
cette quantité de travail § est la différence entre le travail
ABCC’A’ produit par 1a machine et le travail recu CDAA’ C'; elle
est figurée par l’aire du cycle ABCD.

61. Il est clair qu'une pareille machine est reversible. Sup-
posons qu’elle fonctionne en sens inverse en partant de
létat D.

Suivant laligne isotherme DC, la machine prend au corps ex-
térieur K, une quantité de chaleur qui est précisément égale
4 Q,, elle éprouve une variation d’énergie intérieure et pro-
duit un travail extérieur figuré par I'aire DCC'D’. Suivant la
ligne adiabatique CB, elle regoit un travail extérieur CBB'C
qui produit un accroissement d’énergie intérieure. Suivant la
ligne isotherme BA, la machine éprouve une variation d’éner-
gie inlérieure, recoit un travail extérieur BAA'B’ et céde au
corps extérieur K, la quantité de chaleur Q.. Enfin, suivant ]a
ligne adiabatique AD, il y a une diminution d’énergie inté-
rieure qui produit le travail extérieur ADD'A’.

Dans ce jeu inverse, la machine prend a la source inférieure
K, une quantité de chaleur Q, et verse sur la source supéricure
K, une quantité de chaleur. plus grande Q.; il .y a création
d’une quantité de chaleur Q;— Q.. En méme temps ia machine
a recu une quantité de travail extérieur CBAA’C/ plus grande
que celui ADCC’A! qu’elle a accompli; la différence S est fi-
gurée par Vaire du cycle ABCD. Cette quantité S de travail
absorbée par la machine est transformée en une quantité équi-
valente de chaleur, et I'on a 'équation

S:E(Qz—‘Ql)'

Ainsi, dans le jeu direct, la quantiié de chaleur Q,— Q, est
transformée en une quantité équivalente S de travail extérieur
accompli par la machine; c’est une machirie motrice. Dans le
jeu inverse, il y a eu au contraire transformation d'une quan-
tité S de travail extérieur en une quantité équivalente' Q,— Q,
de chaleur; on a alors une machine créant de la chaleur par
le travail. ' ‘
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LOl EXPERIMENTALE DE CLAUSIUS.

62. Lorsque deux corps parfaitement conducteurs K, et K,
le premier a4 une température f, le second 4 une tempcérature
inférieure ¢, sont en communication directe d’une maniére

. quelconque, soit par rayonnement, soit par conductibilité, la
chaleur passe du corps K. au corps K,, et, si ’on suppose ces
deux corps infiniment grands de maniére que leurs tempéra-
tures ne changent pas sensshlement, le passage de la chaleur
a lieu indéfiniment dans le méme sens et d’'une maniére uni-
forme. Supposons maintenant que ces deux corps conducteurs
soient mis en relation, non plus directement, mais par V'inter-
médiaire d’'une machine fonctionnant suivant le cycle de Carnot,
M. Clausius admet que, quelle que soit la combinaison adop-
tée, il est impossible de transporter de la chaleur du corps le
plus froid K, sur le corps le plus chaud K, sans une dépense
de travail,

Cette loi n’est pas absolument évidente, mais on Iadmet
comme une généralisation de la maniére dont s'elfectue le
passage de la chaleur entre deux corps mis en communication
directe I'un avec l'autre.

THEOREME DE CARNOT,

5

63. Ce théoréme consiste en ce que, pour tous les rorps fonc-
tionnant suivant des cycles de Carnot entre les mémes limites
de tempéraiure, le rapport de la quantité de chaleur puisée
& la source supérieure & la quantité de chaleur transformée en
travail est consiant.

Concevons différents corps fonctionnant dans le sens direct
suivant des cycles de Carnot, formés de lignes adiabatiques
quelconques et de lignes isothermes correspondant aux
mémes températures f; et ¢; ces lignes isothermes ne sont
pas pour cela identiques, puisque leur forme' dépend de la
nature des corps. Si l'on appelle Q,, Q), Q},... les quantités
de chaleur que ces différents corps empruntent a la source

"

supérieure K;, Q,, Q', Q%,... les quantités de chaleur qu’ils
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_cedent a la source inférieure K,, le théoreme de Carnot si-
gnifie que les rapporls ' ‘
Q 0O, _ Q5 _
Qz - Qn le - qu Q”: - Q’;
sont dgaux.
Nous pouvons nous borner a considérer deux corps; il s’a-
git de démontrer que 'on a

Qz. . le Qz_ QI __92ﬂ
R A A S A1
Nous allons faire voir que si ces deux rapports n’étaient pas’
égaux, on serait conduit & une conséquence en contradiction
avec la loi expérimentale de M. Clausius.
Supposons le premier rapport commensurable et égal au
rapport de deux nombres entiers m et n,

(3) -9 o

le . le —_— ;7
et admettons que le deuxiéme rapport 93 différe du premier,
2

soit par exemple plus petit. On aurait

Q. m
Q. >’
ou
(4) mQ, —nQ,>o.

Appelons A et B les deux corps considérés, fonctionnant, le
premier suivant le cycle {A), le second suivant le cycle (B).
Formons avec ces deux corps une machine complexe dans
laquelle le corps A parcoure n fois le cycle (A ) dans lé sens di-
rect, pendant que le second (B) parcoure m fois le cycle (B)
dans le sens inverse.

Evaluons d’abord le travail extérieur accompli par la machine
pendant cette période de fonctionnement. A chague cycle, le
corps A transforme la quantité Q,— Q, de chaleur en travail;
pendant toute la période, il a donc eflectué le travail

. nE (Q.— Q).
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Le corps B produit & chaque cycle la quantité de chaleur
Q, — Q' ; il absorbe donc pendant la méme période une quan-
tité de travail égale a

’nE(le - Qll)' ’

1l en résulte que le travail total accompli par la machine
est

nE(Q.—Q)—mE(Q, —Q,),

quantité nulle d’aprés la relation (3). La machine ne dépense
donc ni ne produit aucun travail extérieur.

Evaluons maintenant les échanges de chaleur. Le corps A,
fonctionnant dans le sens direct, enléve a la source supérieure
K., pendant la période considérée, la quantité de chaleur nQ; et
porte sur la source inférieure une quantité de chaleur nQ..
Le corps B, fonctionnant en sens inverse, enléve 4 la source K,
une quantité de chaleur mQ|, et porte sur la source K; une
quantité de chaleur m Q,. La source supérieure a donc recu la
quantité de chaleur

mQ,—nQ.,
et la source inférieure a perdu la quantité
mQ, —nQ,.

" Ces deux quantités de chaleur sont égales d'aprés I'équa-
tion (3), et elles sont positives d’aprés la rclation (4). Ainsi
la machine transporterait une quantité de chaleur mQ’, — nQ,
de la source inférieure 4 la source supérieure sans aucune
dépense de travail, ce qui est contraire 3 la loi expérimentale
de M. Clausius.

On démontrerait de méme que le second rapport ne peut
étre plus grand que le premier; ces deux rapports sont donc
égaux, et 'on a

0—0 _ 0 @ 0
(5) 0.-0, . =g o el v
64. Cororraire, — Des rapports egauxQ Q‘ Q Q‘ )

Q.
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on déduit
’
6 - Ql — QI
(6) >=0
Q. Q,
Ainsi, pour tous les corps fonctionnant suivant des cycles de

Carnot, entre les mémes limites de température, le rapport %
1

de la quantité de chaleur puisée & la source supérieure & la
quantité de chaleur cédée & la source inférieure est constant.

Ce rapport est le méme pour tous les corps; il est indé-
pendant des lignes adiabatiques w, et p, qui forment le cycle ;
il dépend uniquement des températures extrémes ¢, et ¢,. Nous
allons nous servir de cette propriété pour déterminer la forme
des fonctions A que nous avons considérées déja et qui rendent
I’équation fondamentale intégrable.

DETERMINATION DE LA FONCTION D’INTEGRABILITE.
TEMPERATURE ABSOLUE.

65. Supposons qu’une machine fonctionne suivant le cycle
de Carnot ABCD, formé par deux lignes isothcrmes ¢, et ¢,
et deux lignes adiabatiques infiniment voisines. 11 suffira de
poser g = g, pa =+ du. Pour toute transformation infini-
ment petite n° (41}, on sait que 'on a

dQ =dp,

7. étant une fonction des variables indépendantes.
Appelons 2, la valeur de cette fonction au point Det %, la

Fig. 8.

valeur de la méme fonction au point A. On a donc, pour la
5
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transformation DC,

Q=x d(u-’
et, pour la transformation AB,
Qg = )\q dlu"

La valeur de dp est Ja méme pour ces deux transformations,
puisqu’elles ont lieu entre les deux mémcs lignes adiabatiques
g et u+ dp. On en déduit

Q.

lim. —G = )\(

Mais nous venons de voir que le rapport 8—’ est indépendant
{

des lignes adiabatiques g, et p., ¢’est-a-dire dans le cas actuel
de p et dyp, et le méme pour tous les corps; done le rapport

?\—’ des valeurs de % aux points correspondants A et D de deux

lignes isothermes £, et ¢, (nous appelons points correspon-
dants les points situés sur unc méme ligne adiabatique p ) est
indépendant de p, et pour tous les corps ¢’est une méme fonc-
tion de ¢, et .

66. Il en résulte que la fonction A est égale & une méme
fonction f(¢) de ]a température pour tous lés corps, multipliée
par une fonction de u particuliére et arbitraire pour chaque
corps,c’est-a-dire que 'on a

A7) CA=f(t)x< 9 ().

On pent vérifier d’abord que cette condition est suffisante;
car si elle est remplie, ona

d’ou
b f(h),
AT ()
As
Le rapport =— est alors pour tous les corps une méme fonc-

A
tion des températures & et .
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Je dis maintenant que cette forme de la fonction X est une
conséquence nécessaire du théoreme de Carnot. En effet, si le

A o . : .
rapport ;\—2 dépend uniquement des températures £, et £, il en est
1

N ) — . vk .
. de méme du rapport 7\‘ 5 X', qui est égal a 5= — 1, et aussi du
1 L
rapport
ha— A,
t; - t| ,
A

Imaginons que les deux lignes isothermes ¢, et ¢, soient in-
finiment voisines 'une de V'autre; il suffit pour cela de poser
fy=1¢, t,=t + dt. Nous pouvons prendre { et p comme va-
riables indépendantes, ¢’est-d-dire déierminer chaque point ou
chaque état du corps par I'intersection d’une ligne isotherme ¢
et d'une ligne adiabatique p. La quantité 2 est alors une fone-

. e )\z*‘ )\ . Ty .
tionde et p; lalimite du rapport t—fl estla dérivée partielle
' 1 b

D) ,
Yl de cette fonction par rapport 2 ¢, en supposant p constante.

On a ainsi

L—A A
i 1, — t,_ Y4
mm. ;\I == py

En vertu de ce qui précéde, ce rapport est pour tous les
corps une méme fonction Y (¢) de la température; on peut
donc écrire

A
3t dlogh

En intégrant par rapport a la variable ¢, ct remarquant que
la constante introduite par I'intégration est une fonction ar-
bitraire de P'autre variable p, on a

togh = [ (£) i +log g (1),
ou
1= g (e 10,
Si I'on pose

eJywa — £(1),
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il vient

A=f(t) 9 (),

La fonction ¢ (¢) étant la méme pour tous les corps, il en est
de méme de la fonction f(¢). Ainsi la forme que nous avons
attribuée a la fonction A est une conséquence du théoréme de
Carnot.

Comme la fonction ¢ () est arbitraire, on pcut prendre

‘P(V-):‘!

Ainsi, parmi les Jonctions d’intégrabiliié, il j en a une,
Jonction de la température seule, et la méme pour tous les

ce qui donne

corps.

67. Il est naturel de se servir de cette fonction A pour con-
struire une ¢cehelle des températures que nous appellerons
échelle des températures absolues. Si I'on désigne par T la
température absolue, cecirevient & poser T —=3i.

Cette échelle esl connue; nous avons trouvé pour les gaz
parfaits (n° 48) A = a + ¢, t étant la température marquée par
Ie thermométre 3 air, et la constante a ayant une valeur égale
4 273; cette fonction A de la températurc seule, étant laméme
pour tous les corps, on a, d'une maniére générule, A=a ¢,
et par suite

(8) T—=a+4t.

Ainsi I'échelle des températures absolues coincide avec
celle du thermomeétre a air; il suffit de supposer le zéro ab-
solu placé a 273 degrés au-dessous du zéro ordinaire.
L’existence d’'une fonction d'intégrabilité 2, la méme pour
tous les corps et qui nous a servi & définir la température ab-
solue, constitue le second principe fondamental de la théorie
mécanique de la chaleur; il se traduit par I'équation -

(b) 9Q_ g,
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o p. est une fonction déterminée des deux variables indépen-
dantes, et particuliére a chaque espéce de corps.

68. Pour une transformation finie quelconque, on a
*
2 dQ
(9) /; O P P

pa et p, élant les valeurs de la fonction p au commencement
ct a la fin. Si la transformation s’accomplite suivant une ligne
isotherme, T étant constant, I'équation précédente devient

(IO) ,l—‘:[_},,—lj,l_.

On en conclut que la quantité de chaleur nécessaire pour
opérer une transformation suivant une ligne isotherme quel-
conque, entre deux lignes adiabatiques données, est propor-
tionnelle a la température absolue.

Fig. 9.

Le eycle de Carnot (n° 60) est formé de deux lignes iso-
thernmes AB et DC comprises entre deux lignes adiabatiques
AD et BC. On a donc, en vertu de la relation (10),

Q. |
(1) T, T, P P
ou

Qz_Ql_T‘J_TI N
(12) Q. T

Telle est, dans I'expression du théoré¢me de Carnot (n°63),
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la valeur du rapport de la quantité de chaleur transformée en
travail & la quantité de chaleur puisée a la source supérieurc.

69. Le second principe (ondamenial (0) est une consé-
quence immédiate du théoréme de Carnot, que nous avons
établi 4 I'aide d’une loi expérimentale de M. Clausius, exten-
sion des lois ordinaires relatives aV'équilibre de la tempéra-
ture et 2 la communication de la chaleur. On comprendra bien
toute I'importance du théoréme de Carnol el 'immense service
qu’il a rendu a la science, sil'on se rappelle que 'on ne con-
najt pas pour les corps quelconques les condilions méca-
nigues de I’équilibre de la température. 11 semblait donc que
la notion d’égalité de température dat rester une notion pure-
ment empirique et que la théorie de la chaleur fGt arrétée dés
ses premiers pas. Ieureusement I¢ théoréme de Carnot a
permis de tourner la difficulté, en établissant une relation
générale (b) entre la quantilé de chaleur et la température.

70. La méme difficulté n’existe pas pour les gaz parfaits. A
I'aide de leurs propriéiés connues, nous avons démontré di-
rectement 'existence d’une fonction d’intégrabilité commune
a tous les gaz et dépendant de la températurc seule; cette
foncilion est A—=a~+ t="T (nous posons ici pour abréger
T=ua+t). On en déduit (119 =dp. La relation % = QT:
{n° 68), et par conséquent le théoréme de Carnot, est une

conséquence de cetle propridté.

" Nous avons démontré d'une maniére générale (n° 66),
ct sans avoir recours & aucune propriéié particuliére, 'exis-
tence d'une fonclion d’intégrabilité commune a tous les corps
ct ne dépendant que de la température. Si 'on fait usage des
propriéiés des gaz parfaits, on peut simplifier un peu la dé-
monstration. Considérons un corps quelcongue et un gaz
fonctionnant suivant des cycles de Carnot entre les mémes
limites de température T, et Ti; on a, d’aprés le théoréme
de Carnot {n° 64),

Q. _Q,

Q- Q7
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les quantités de chaleur Q, et Q, se rapportant au corps consi-
déré, les quantités Q, et Q' au gaz. Mais, d’aprés les proprié-

Al

. . o T

16s des gaz, ce dernier rapport est connu et égal & =75 ona
1

Q. T

QT

cycle compris enire deux lignes adiabatiques infiniment voi- -

done - Nous avons vu (n° 65) que, si I'on suppose le

sines p. et p. + dy, la limite du rappoxtQ est égale a ; yon a

Q

T, A 2

1 :T’ Ou'_l‘—, ’l. - On en conclut que le rapport ; T

conserve une valeur constante le long d’une ligne adiabatique

DA; c’est donc une fonction de p, indépendante de T, et 'on

a A="To(u). Mais on sait (n° &3) que quand on a trouvé une

fonction d’intégrabilité, on en obtient une autre en multipliant

ou divisant la premiére par une fonction arbitraire de p; si
I'on divise la précédente par ¢(p), onad="1T.

donc —

EQUATIONS DE WILLIAM TIIOMSON.

71. M. William Thomson a déduit du second principe fon-
damental

(5) dQ

T =dp

plusieurs relations importantes. A
Quand on prend v et p pour variables indépendantes, on a

dQ = Xdv+ Ydp,
et, par suite,

dp= (]'IQ X =de 4+ = Y d]).

Le second membre étant une différentielle exacte, on doit

avoir
X Y
(1) (1)
2 2

ap dv
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ou
bX oT Y oT
XH_YLF':T 9}_31>.
ap dv dp v

A laide de I'équation («) de M. Clausius (n° 39), cette équa-
tion se simplifie et devient
AT 3T \
(B) XDP YE_A'I.
72. Prenons maintenant T et ¢ pour variables indépen-
dantes. On a alors

dQ=cdt+ ldv=cdT + ldv,
ou
dQ c

T iT—|——du

Ceue cxpression étant unec différenticlle exacte, on a de
méme

ou

¥ de
I_IGT—Sﬂ-

En vertu de la seconde équation («,) de M. Clausius (n° 40),
cette équation se réduit a

d
P
(B) l=ATsy

73. Prenons enfin £ et p comme variables indépendantes.

On a dQ=CdT + hdp,

ou N
dQ (IJd —(/P’
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ce qui donne I'équation de condition

C h

d =

T _°T

op T’
ou

dC QN

15 TSs—h
‘dh  dC

h:T(a‘T_577>'

La troisiéme équation (a;) de M. Clausius (n° 1) rameéne
cette équation a la forme simple

(53) /——ATDI‘

Th. L’équation (3,) est une équation aux dérivées partielles
du premier ordre & laquelle doit satisfaire la fonction T des
deux variables indépendantes ¢ et p. Dans I'équation (3,) p est
regardée comme une fonction de T et ¢, et dans I'équation ({3,)
¢ comme une fonction de T et p. Mais on peut transformer
ces deux derniéres équations en des équations aux dérivées
partielles, auxquelles doivent satisfaire la méme fonction T des
deux variables indépendantes ¢ et p.

Représentons, en elfet, par

9(T,v, p)=0o

la relation inconnue qui existe entre la température, le volume
spécifique et la pression. Si 'on y regarde ¢ comme une con-
stante, les deux quantités variables T el p scront fonctions
I'une de Pautre, et il est évident que les deux dérivées
oT ap
d p A l‘
fonction de T, soit T comme une fouction de p, ont un pro-
duit égal A Yunité. L'équation (B,) peut donc éire remplacée
par la suivante

que I'on obtient en considérant, soit p comme une

T
) 15> = AT.
(B p
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De méme, si Pon regarde p comme constante, les deux
quantités T et ¢ seront fonctions 'une de l'autre, et les deux

m

P . .
demvees ST 1 » 5, duront un produit égal & I'unité; I'équation

(Bs) deviendra

(ﬁ'a) ]l —\7 — AT.

Il résulte de la que la méme fonction T des deux variables
indépendantes v et p satisfait aux trois équations aux dérivées
partielles (B,), (B.), (B;). La premiére équation conticnt les
deux dérivées partielles, chacune des deux autres n’en con-
tient qu’une.

EQUATION DE RANKINE.
75. Nous avons vu (n°68) que la quantité de chaleur néces-

saire pour elfectuer une transformation suivant une ligne iso-
therme AB est donnée par la formule

(13) Q=T (12— pu)-

M. Rankine a trouvé de cetie méme quantité de chaleur une
autre expression qu’il est bon de connaitre. Si 'on appelle S
le travail extérieur accompll par lc corps pendant la transfor-

mation AB, on a
Vs
S:f pdv.
Vv

1

Imaginons que le corps parcourc une autre ligne isotherme
A\B, limitée aux mémes valeurs ¢, et ¢, du volume spécifique,

Fig. 10,
Pl g
1
NT-dT
A
\\ BI
T B
0 A' B’ ©

c’est-a-dire comprise entre les parallcles AA’, BB'; le travail
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extérieur accompli dans une de ces transformations est une
fonction de la température de la ligne isotherme correspon-
dante. Prenons v et T pour variables indépendantes, et sup-
posons la ligne isotherme A, B, infiniment voisine de AB; la

variation de travail pour ce changement de ligne isotherme est
‘ figuré par I'aire AA, B, B, et l'on a

:\p
(ll‘ [: do.

L’équation générale
dQ=1cdT + ldv

se réduit, pour une ligne isotherme, &
dQ=lIdv.

En remplagant {'par sa valeur tirée de I’équation (3,), on a

dQ = AT dv,

oT

_ar [P
Q =AT f <k de.
On en déduit la formule
(14) Q=AT Iz

'

d’ou

l .
dT

REMARQUES SUR LY THEOREME DE CARNOT.

76. Le théoréme que Sadi Carnot a énoncé en 1824, et qui
joue un si grand rdle dans la nouvelle théorie ol I'on consi-
dére la chaleur comme un mouvement, provient cependant
d’une idée théorique toute différente. Carnot, raisonnant dans
Ihypothése de la matérialité du calorique, assimilait la chalcur
contenue dans un corps, a une certaine température, 4 un
poids maintenu & un certain niveau. Pour lui, le passage de la
chaleur du corps chaud au corps {roid, dans le jeu d’'une ma-
chine thermique, était uo phénomene mécanique analogue ala
chute d’un corps d’une certaine hauteur. 11 admettait donc que
toute la chaleur perdue par la source supérieure passait dans
la source inférieure, en descendant d’un niveau a un autre; ¢n
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d’autres termes, il supposait Q, = Q.. Dans cet ordre d'idées,
le travail accompli par la chute de chaleur, dans une machine
fonctionnant suivant le cycle ABCD, est le produit du poids Q,
de chaleur parla différence de niveau, ¢’est-d-dire par la diffé-

Fig. 11.

\

\
T \B___

\

\

¥
S
rence de températu}*e t;— t.. Le rapport du travail accompli
Q.(t. — t,)au poids de chaleur Q. est égal a la différence de
température £, — t.. Pour un autre corps fonctionnant suivant
un cycle compris entre les mémes limites de tempéralure, ce
rapport a évidemment la méme valecur.

Dans la marche inverse de la machine, il faut dépenser un
travail extéricur égal 4 Q, (. — ) pour élever le poids Q, de
chaleur du niveau ¢ au niveau /; le rapport du travail dé-

pensé au poids de chaleur déplacé est encore constant.
Cette image de Carnot contient un grand fonds de véritd,

Fig. 12,

ATSC [

’\ e L
e
\ oo

\Bl =
A

parce qu’elle assimile un phénoméne thermique 3 un phéno-
méne mécanique; mais elle est délectucuse en ce qu'elle
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suppose que la quantité de chaleur reste constante dans le jeu
de la machine. Comme nous I'avons vu, dans la marche directe,
la quantité Q., puisée & la source supérieure, est plus grande
que la quantité Q, transmise a la source inférieure; la dif-
férence Q. — Q, est changée en travail. Dans la marche in-
verse, au contraire, le travail dépensé crée de la chaleur.

Dans ces derniers temps, M. Zeuner a modifié 'image de
Carnot de maniére a la mettre d’accord avec 'idée nouvelle.
Considérons les lignes isothermes A.B,, A,B,, A;B;,. .., cor-
respondant aux températures absolues T,, T, T;,. .., el com-
prises entre deux lignes adiabatiques données g, et p,. D'aprés
Péquation (10), établie au n° 68, on a

Q_Q _Q

T|_T2~T3—“.

En désignant par E la valeur de ces rapports égaux, on en
déduit
EQ,=PT,, EQ.=DPT,, EQ,=PT,,....

Si I'on compare la quantité P a un poids, les quantités de
¢haleur Q., Q:, Q,,..., seront assimilées aux énergies po-
tentielles de ce poids P placé a diverses hauteurs T, T,, Tj,....
Dans le jeu de la machine suivant le cycle de Carnot A.B,B,A,,
le poids P descendant du niveau T, au niveau T\, il y a perte
d’unc quantité PT,— PT,=E(Q.— Q,) d’énergie potcntielle
ou de chaleur, et production d’'une quantité égale de travail.
Mais aujourd'bui ces comparaisons n’offrent plus aucun avan-
tage; il vaut mieux s’en tenir & I'idée qui sert de base a la
théorie nouvelle, savoir la transformation de 'énergic calori-
figque en travail, ou inversement.
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CHAPITRE IIL

MACHINES A FEU.

Principes généraux. — Machines & gaz. — Régénérateur de chaleur. — Machine
de Stirling. — Machine d’Ericsson.

PRINCIPES GENERAUX.

77. Nous allons appliquer les formules qui précédent a I'¢-
tude des machines a feu, destinédes A transformer la chaleur en
travail. '

Considérons d’'abord une machine & feu fonctionnant sui-
vant un cycle de Carnot ABCD, et mise alternativement en com-
munication avec une source de chaleur K, & latempérature T,
et un réfrigérant K, 3 la température T,. La machine prend &la
source une quantité de chaleur Q. et verse sur le réfrigérant
une quantité plus petite Q.. La différence Q. — Q. a été trans-
formée en un travail extérieur 8, figuré par I'aire ABCD.

Fig. 13.

On a, d’aprés la premiére loi (n° 35),
S=E(Q.— Q).

On appelle coefficient économique ou rendement d’une ma-
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chine a feu le rapport de la quantité de chaleur transformée
en travail ala quantité de chaleur prise & la source; ce rap-
port est égal a : .
Q.— Q.
Q:
L’application de la seconde loi nous donne la valeur de ce
rapport. Nous avons trouvé, en ellet (n°68),

Q.—Q _T.—T —1—'5-

Q T T T,
Ce rapport dépend uniquement des températures extrémes,
entre lesquelles fonctionne la machine. Dans la pratique, il
faut chercher a augmenter ce rapport; pour cela on abaisse la
température inférieure T, et on éléve la température supé-
rieure T,, autant qu’il est possible. Supposons, par exemple,
que la température supérieure soit de 3oo degrés centigrades
et la température inféricure de 15 degrés; la valeur du coelfi-
cient économique sera

T, —T,  t.—¢ 285

285
T,  a-+f& 273+ 300 573 emlron 2

Ce serait 1a une condition trés-avantageuse au point de vue
du rendement ; on ne I’a jamais réalisée.

78. Considérons maintenant une machine fonctionnant sui-
vant un cycle quelconque ABCD (fig. 14); il est nécessaire

Fig. 14.

pour cela que la machine soit en communication alternative-
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ment avec une source a température variable, a laquelle elle
emprunte de la chaleur pendant une phase de la transforma-
tion, et avec un réfrigérant & température variable, auquel elle
céde de la chaleur. Menons deux lignes isothermes T, et T, et
deux lignes adiabatiques g, et . tangentes a ce cycle, de ma-
niére a lui circonscrire un cycle de Carnot, et désignons par
A, B, C, D les points de contact de ces quatre courbes avec
le cycle proposé.

Tout le long de la ligne ABC, la machine absorbe de la cha-
leur; car la fonction p. va en croissant du point A au point C,
et 'on a, pour une transformation infiniment petite,

dQ="Tdp;

appelons Q. la quantité de chaleur absorbée dans cetie por-
tion du cycle. Suivant la courbe CDA, au contraire, la machine
dégage de la chaleur; car la fonction ¢ diminuant, dp et dQ
sont tous deux négatils; appelons Q, la quantité de¢ chaleur
dégagée dans cette partic du cycle.

La température va en croissant le long du chemin DAB, et
en décroissant suivant BCD; menons les lignes isothermes AF
ct CE qui passent par.les points A et C; on voit que la source,
pendant la transformation AE, est a une température inférieure
a celle du réfrigérant au point C.

Pour un cycle quelconque, on a (n° 68)

dQ
T

= 03

en mellant en évidence le signe de dQ, on écrira cette équa-
tion de la maniére suivante :

dQ f aQ
() asc T s T

Le long de la courbe ABC, la t¢mpérature T du corps dont
* on suit les modifications est inférieure a la temporature maxi-
mum T,, celle du point B; on a donc

Jo >
Xy IrTEnk
ape 1 I
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ou bien, comme T, est constant,

dQ Q.

ABC T T

Au contraire, le long de CDA, la température du corps est
supérieure a la température minimum T;, celle du point D, et

I'on a
)
| ‘§<f
CDA
ou bien
aQ _ Q.
—?T‘<'F"
cpa T I

On a donc, en vertu de I'équation (1),

Qil Qi
T 'vlTI<O:
ou
Q.
¢
On déduit de 1a
1—-9—'<1—T
ou
Q.—Q, _T.—T,
Q. < T,

Le coefficient économigque d’une machine fonctionnant sui-
vant un cycle quelconque estdonc plus petit que silamachine
fonctionnait suivant un cycle de Carnot entre les températures
extrémes T, et T.. Le mode de transformation le plus avanta-
geux est donc le cycle de Carnot; il donne le coefficient éco-
nomique maximum. Ce qui le caractérise, c’est que lasource
fournit de la chaleur a la machine a une température constante,
et que le dégagement de chaleur dansle réfrigérant a licu aussi

4 une température constante.
6
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MACHINES A GAZ.

79. Dans une machine a gaz parfait on peut calculer com-
plétement toules les circonstances du phénoméne, parce que
I'on connait les équations des lignes de transformation.

Considérons une machine & gaz fonctionnant suivant un
cycle de Carnot ABCD ( fig.15), et désignons par ¢, v,, ¢, ¢,
les volumes spécifiques du gaz aux points A, B, C, D, Les

Fig. 15.

=

.‘

/_v/

(3 P

|

|

!
0 4 c v
lignes isothermes sont ici des hyperboles équilatéres (n° 59),
et I’énergie intéricure ne change pas pendant une transforma-
tion & température constante (n° 48); toute la chaleur fournie
par la source lc long de la ligne AB est donc transformée en
travail figuré par laire ABB'A’. Soit M le poids de gaz que

renferme la machine, Q. la quantité de chaleur absorbée sui-
vant AB, on a

Qz — NIT')(‘UZ— lU|)
L’équation des lignes adiabatiques pour les gaz (n° 50) est
p-=log BTevC-c,

On a donc ici, pour les deux points A et B,

pa— = (C—c)log 2,
ce qui donne
Q,:MT,(C—-C)IOg %2-7
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ou bien, en remplagant C — ¢ par sa valeur A« pov, (n° 46),

Q.= MAaPOUOTQIOg S—?
Le travail extérieur ABB’A’ est

Meap,v,T:log Z—z

Le long de la ligne adiabatique BC, I’énergie intérieure di-
minue et se transforme en travail BCC'B'. Cette perte d’éner-
gie correspond a 'abaissement de température T, — T,; ellc a

pour valeur (n° 51)
ME¢(T,—T),).

Suivant la ligne isotherme CD, le gaz absorbe un travail
extérieur CDD'C’, son volume diminue et il dégage sur le
réfrigérant une quantité Q, de chaleur donnée par I'équation

!

Q =MAaxp,0T log :—,’
1

Nousavons vu que, pour toule machine fonctionnant suivant
un cycle de Carnot, on a

Qr__‘Q[,

TS

pour que cette relation soit satisfaite dans le cas actuel, il faut
que
v, Y,

A

Enfin, suivant la ligne adiabatique DA, le gaz recoit un tra-
vail extérieur DAA’D’, et 'énergie intérieure augmente de la
quantité

MEc(T. —T,).

On voit par laque le travail extérieur effectué par la détente
du gaz, suivant la ligne adiabatique BC, est égal au travail ex-
térieur dépensé pour faire fonctionner la machine pendant la
deuxiéme période de compression DA. La quantité de chaleur
disparue est

Qz_Ql:MA“P"V“ (TZ—TI)IOg?,
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et le travail extérieur, figuré par l'aire du trapéze curviligne
ABCD, est égal a

Mocpov.,(Tz—T.)log%-

On peut, du resie, vérifier aisément cette conséquence en
calculant directement le travail extérieur. En effet, le travail
accompli suivant la ligne AB a pour expression

Mf ’pd(z: Mapov T, log:—’,

en vertu de la relation
pr=oap.nTy;

c’est la valeur que nous avons trouvée plus haut en nous ser~
vant de Péquation des lignes adiabatiques.

REGENERATEURS DE CIALEUR.

’

80. Supposons maintenant que la machine fonctionne suis
vant un cycle quelconque, entre les températures extrémes T,
et T, el circonscrivons & ce cycle un cycle de Carnot tangeny
aux points A, B, G, D ( fig. 16). On sait (n°78) que le coefficieny

Fig. 16.

économique est plus petit que celui que donnerait un cycle de
L]
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Carnol compris entre les mémes limites de tempérziture, et
I'on a
Q2 - Ql T2—' Tl
o < T,

Comme le cycle de Carnot est difficile a réaliser dans la pra-
tique, on a cherché a atteindre le rendement maximum par un
moyen détourné, al'aide des régénérateurs de chalcur,

Menons les lignes isothermes CE, AF qui passent par les
points de contact C et A; imaginons I'arc AE divisé en un cer-
tain nombre d'éléments, el menons des lignes isothermes par
les points de division; nous décomposerons ainsi I'arc CF en
un méme nombre d’éléments correspondants. Pour la trans-
formation qui a lieu suivant ’élément mn, la source fournit
au gaz une quantité dq¢. de chaleur & la température T, et, pour
la transformation correspondante suivant I'élément m'n/, la
machine dégage sur le réfrigérant une quantité dq, de chalcur.
Comme ces deux quantités de chaleur sont a la méme tempé-
rature, on peut concevoir un corps extérieur ala tempéra-
ture T, qui recueille la chaleur dg, dégagée pendant la trans-
formation m'n’, et qui la rende 4 la machine pour concourir
4 la transformation correspondante mn a la méme tempéra~
ture. Si les quantités de chaleur dg, et dg. sont égales, la cha-
leur dégagée suivant I'élément m’'n’ suffira pour la transfor-
mation mn, et si-les courbes CF et AE sont telles que cetic
condition soit réalisée pour tous les éléments correspondants,
la chaleur dégagée pendant la transformation CI' pourra ser-
vir 4 opérer la transformation AE sans aucune dépensc de
travail.

Ce corps étranger, qui conserve pour une phase de la trans-
formation la chaleur dégagée dans une autre phase, est un
régénérateur de chaleur.

81. De cette facon, le foyer ne fournira de la chaleur que
suivont la ligne EBC, et la machine cédera de la chaleur au
réfrigérant le long de la ligne FDA. L’addition du régénérateur
de chaleur a diminué la dépense, mais le coelficient écono-
mique est encore plus pelit que pour un cycle de Carnot. En
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effet, on a, pour un cycle quelconque (n° 68), I'équation

dQ _

T =

En mettant en évidence les signes des différents termes de
cette somme pour les portions du cycle considéré, on obtient

@_/‘i‘/ﬁ_,_ aQ. @_f aQ
T s T gpc ¥ cr T rpa T

La températurc étant la méme pour les éléments correspon-
dants mn, m'n’ et les quantités de chaleur dg, et d¢. étant
supposées égales, on a

> dg, f dq,
m p?
AE 1 cr ¥
et 'équation devient

[oae_[ do_,
ggc I Jpoa T ’

Or, le long de EBC, la température est inférieure & T,; le long
de FDA elle est supérieure & T.; on a donc

Q. Q
P P
ou 1
Q'z - QI T.— X R
. <7 )

82. On peut cependant modifier le cycle de maniére a réali-
ser le coefficient économique maximum ; il sufflt pour cela que
la température soit constante sur laligne EBC et aussi sur DA,
c’est-d-dire que ces deux lignes soient des lignes isothermes.
Le probléme est susceptible d’une infinité de solutions.

Formons, en effet, un cycle avec deux lignes isothermes
quelconques BC et AD (fig. 17) aux températures T, et T,
une ligne arbitraire AB, et terminons le cycle par une qua-
trieme ligne CD telle que les quantités de chaleur absorbée et
dégagée sur deux éléments correspondants des lignes AB et CD
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soient égales. On a alors

om [ 40 _[d0_0 o
pc T pa T T, T

et, par suite,
Qz - QI _ Tz _ TI-.
Q — T
Un pareil cycle est aussi avantageux que le cycle de Carnot;
mais il nécessite 'emploi d’un régénératcur de chaleur.
La ligne AB étant donnée, la ligne CD est déterminée par la

Fig. 17.

condition que I’on ait, pour deux éléments correspondants mn,
m'n', I’'équation
dg, = dq..

Désignons par v et p les coordonnées du point m, par ¢’ et p’
celles du point m'; on a (n° 40)

©dg.=M(cdt + Ldv),

ou (n° 47) ) '
dg: =M (cdt +Apdv).

La chaleur spécifique ¢ étant indépendante du volume (n°43)
et la variation de température dt¢ étant la méme pour les deux
éléments, on a aussi

dp.=M(cdt+ Ap'dv),
et la condition cherchée devient
pdv=p'dv.
Comme les points m et m' appartiennent 4 une ligne iso-
therme, on peut appliquer la loi de Mariotte pv=p'v/, ce qui
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donne

dv dv

V=
d’ou

v=kv,
et, par suite,

pl
P="p

/- étant un nombre arbitraire.

Ainsi, quand on connait I'équation ¢ (v, p) = o de laligne AB,
il suffit d'y remplacer ¢ et p par les valeurs précédentes pour
obtenir I’équation de la ligne CD,

@@%§>:m

MACHINE DE STIRLING.

83. Dans la machine de Stirling, qui réalise les conditions
précédentes, la ligne AB est une parall¢le a 'axe Op ( fig. 18);

Tig. 18.

elle a pour équation
Y —y =o0.

L’équation de la ligne CD sera donc

v— v, = o,
ou

[ 4] ’

!
—_— =,
k o

4

cette ligne est aussi une droite paralléle a Op.
Au reste, il est facile de voir directement que deux lignes
paralléles & O p satisfont aux conditions du probléme; car, dans
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ce cas, pour deux éléments m et ' situés entre deux lignes
jsothermes, on a
dq.=dq,=Mecd:i.

Dans cette machine, le foyer fournit de la chaleur au gaz suivant
la ligne isotherme BC el cette chaleur se trans{orme en travail
extérieur. Suivant la ligne CD, le gaz se refroidit & volume
constant, sans travail extérieur, el céde de la chaleur au régé-
nérateur. Le long de la ligne isotherme DA, une portion du
travail produit suivant BC est employée & comprimer le gaz
et a le ramencr a son volume primitif; en méme temps le gaz
céde au réfrigérant une quantité de chaleur qui est perdue,
parce qu’elle est & la température la plus basse de la machine.
Enfin, suivant la ligne AB, le gaz est réchauffé a volume con-
stant et ramené & la pression primitive & 'aide de la chaleur
que lui fournil le régénérateur.

MACHINE D’ERICSSON.

84. Dans la premiére machine d’Ericsson, ic probléme est
résolu d’une maniére peu dilférente. La ligne AB est unc

Fig. 19-

m_ B
i
i

m"l
I
|
|

L]
oy
=)

| I
| |
I |
! !
Y g (VI

0

droite paralléle a'axe Ov (fig. 19) el ayant pour équation

pP—p.=0.
La ligne CD, ayant pour équation
E e
ou
P'=lkp.=p,

est aussi unc droite paralléle 4 Ov. Le foyer fournit de la cha-
lIcur le long de la ligne isotherme BC et le réfrigérant en ab-
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sorbe le long de la ligne isotherme DA. La régénération de’
chaleur a lieu ici sous pression constante, tandis quelle s’ef-
fectue 4 volume constant dans la machine de Stirling.

Il est facile de voir directement qu’il y a compensation
entre la chaleur recue par le régénérateur le long de la ligne
CD et celle quil rend au gaz suivant AB. On a en général
(ne41)

dg=M(Cdt+ hdp).

Pour une transformation sous pression constante, le terme hdp
est nul; le gain et la perte de chaleur suivant deux éléments
correspondants m et m’ des lignes AB et CD sont donc

dq.= dq,= MCdt.
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CHAPITRE 1V.
ETUDE DES VAPEURS.

Vapeurs saturées. — Transformation d’un mélange de liquide et de vapeur. —
Equation de Clausius. — Equation de W. Thomson. — Densités des vapeurs
saturées. — Chaleur spécifique de la vapeur saturée, — Condensation dans la
détente de la vapeur d’ean. — Knergie intérieure d’un mélange de liquide
et de vapeur. — Transformation d’un mélange de liquide et de vapeur suivant
une ligne adiabatique. — Travail dans la détente,

YAPEURS SATUREES.

88. Quand on diminue progressivement le volume d’une
vapeur séche, en la soumettant 4 une pression de plus en plus
grande et la maintenant & une température constante, il existe
une limite de pression que l'on ne peut dépasser. Dés que
I'on arrive & ceite pression maximum, la vapeur est dite sa-
turée; si le volume continue & diminuer, une partie de la va-
peur se transforme en liquide ct la pression reste constante.
Cette tension maximum de la vapeur, & une température
donnée, dépend de la nature du corps; c’est une fonction
de la température; nous la représenterons par

(1) p=F(1).

De méme, de la vapeur étant soumise & une pression con-
stante p, si l'on abaisse peu & peu la température, on ar-
rive & une température limite au-dessous de laquelle on ne
peut descendre. Dés que I'on arrive a cette température mini-
mum, la vapeur est saturée; et si I’on continue i enlever de
la chaleur, la vapeur se liquéfie en partie, et tant qu’il subsiste
de la vapeur, la température reste constante. En imaginant
I’équation (1) résolue par rapport & ¢, on obtient la tempéra-
ture minimum de la vapeur sous pression donnée

(2) t=1¢(p).
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Les équations (1) et (2) donnent la tension de la vapeur sa-
turée a la température ¢, ou inversement la température de la
vapeur saturée sous la pression p.

86. Pcndant que la vapeur se liquéfie, elle dégage de la
chaleur; on appelle chaleur latente de vaporisation la quantité
de chaleur L que dégage un kilogramme de vapeur saturée
pour se liquéfier sous pression constante, et par conséquent
a température constante ; cette quantité de chaleur dépend de
la nature du corps; c’est une fonction de la température @
laguelle s’effectue le changement d’état.

87. Inversement, un liquide que I'on échauffe sous une
pression constante p entre généralement. en ébullition a la
température ¢ définie par I'équation (2); mais, tandis que la
liquéfaction est un phénoméne trés-net qui a toujours lieu &
laméme {empérature sous une pression donnée, le phénoméne
inverse, ¢’est- dire la vaporisation, cst heaucoup moins régu-
lier. Ainsi, on a remarqué que, lorsque la masse liquide que
I'on échauffe n’a pas de surface libre, on peut élever ce li-
quide sous la pression p 4 une température ¢+ 9, supérieure
a la température conslante ¢ de la vapeur saturée. Si alors le
liquide se vaporise, la chaleur latente L’ qu'il absorbera ne
scra plus la méme que celle qu’il absorbait dans 1’ébullition
normale.

Considérons en effet un liquide qui éprouve, sous la pres-
sion p, I'ébullition normale a la température £; son yvolume

Fig. 20.

ol A D B¢ 3

augmente d’'une maniére considérable, et, comme la pression
reste constante pendant toute la durée du phénomeéne, la
transformation sera représentée par la droite AB paraliéle a

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE DES VAPEURS. 93
laxe Ov (fig. 20). Elevons maintenant cette vapeur i la tem-
pérature ¢ 4~ 6, sous la méme pression, le volume augmentera
un peu, la vapeur sera surchauffée et cette nouvelle trans-
formation serareprésentée par la droite BC. Appelons C la cha-
leur spécifique du liquide sous pression constante et C’ la
chaleur spécifique de la vapeur sous pression constante. L’é-
bullition normale AB exige une quantité de chaleur L;
I'échauffement BC de la vapeur sous pression constante exige

t+0
ensuite une quantité de cha]eurf C'dt. La quantité totale

2
de chaleur absorbée par 1 kilogramme de liquide pour passer
de I’état A a I'état C est donc

t+0
L+f C dt.
t

Supposons maintenant qu’on échauffe d’abord le liquide,
sans le vaporiser, de la température ¢ a la température ¢ 4 9,
sous la pression p; son volume augmeniera un peu et le l-
quide passera de I’état A a I’état D, Le liquide éprouve ensuile
1'ébullition retardée sous la pression p et arrive au méme état
final C. La quantité totale de chaleur absorhée dans cette se-
conde transformation a pour expression

t+06
f Cdet+ L.
4

Ces deux quantités de chaleur sont égales; car le travail exté-
rieur ACC’A’ est le méme pour les deux transformations, et
la variation d’énergie intériecure est aussi la méme, puisque
Pétat initial et I'état final sont identiques dans les deux cas.

On a done
t+40 it 0
L-—i—f C/(ll:f Cdt+L’,
3 ¢

d’ou I'on déduit

1+ 0
D:L—f (C— C')dt.
: .

Or Yexpérience indique que la chaleur spécifique de tous
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les liquides, au moins dans le voisinage du point d’éhullition,
est plus grande que celle de leurs vapeurs; ona donc C'<ZC,
et par suite L' <T L. Pour 'eau, par exemple, on a

C =1, C'=o0,4805.

On conclut de 1a que, lorsqu’un liquide entre en ébullition
sous une pression déterminée, la chaleur latente maximum
est celle qui correspond a I'ébullition normale.

88. M. Regnault a déterminé par I'expérience la chaleur la-
tente L de vaporisation pour quelques liquides a diverses
températures, et il a représenté par des formules empiriques
les résultats de ses expériences. 1l a trouvé pour I'eau

L = 606,50 — 0,695 t — 0,00002 {* — 0,0000003 &,
et pour I'éther
L = g4,00 — q,07901 ¢t — 0,0008514 ¢2.

La chaleur latente produit un travail extérieur ABB’A’ assez
considérable, ‘4 cause du grand accroissement de volume;
mais la plus grande partie est employée 4 'augmentation d’é-
nergie intérieure qu’éprouve le liquide pour se transformer
en vapeur. Désignons, en effet, par # le volume spécifique du
liquide a la température ¢, par «’ le volume spécifique de la
vapeur saturée 4 la méme température, el supposons que la
transformation ait lieu sous la pression constante 'p. Le tra-
vail extérieur est p (&' — u), et I'on a

EL =AU+ p(u'—u),
d’ou
: AAU=L—Ap(e/—u)

Si I'on fait le calcul pour ’eau et I'éther, en supposant que
la pression p soit de 760 millimétres, on obticnt :

Pour V'eau,

Ap(u—u)= 31,10+ 0,006 ¢ — 0,00002 {2 — 0,000 000 3 {3,
AAU=596,40 — 0,791 ¢;

Pour Iéther, '

Ap(u —u)=1,46+ 0,02747 { — 0,000 1354 ¢?,
AAU=86,54 —0,10648 ¢ — 0,0007160 ¢*.
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TRANSFORMATION D’UN MELANGE DE LIQUIDE ET DE VAPEUR.

89. Considérons un mélange de liquide et de vapeur saturée
formant un poids total de 1 kilogramme & la température .
Soit « le poids de la vapeur dans le mélange, 1 — x celui du
liquide, u et #' les volumes spécifiques du liquide et de la
vapeur et ¢ le volume du mélange; on a

(3) v=u(i—zx)+uvr=u+ (4 —u)=z.

Les quatre quantités u, ', p, L sont des fonctions de la
température seule; v est une fonctionde £ et de  ; nous pouvons
donc prendre ¢ et # comme variables indépendantes. Considé-
rons une transformation infiniment petite qui fasse passer le
mélange de I'état (£, z) aVétat (¢ + d¢t, x + dz). La chaleur
nécessaire pour opérer cetie iransformation est employée :
1° & échauffer un poids 1 — x de liquide; 2° & échauffer un
poids x de vapeur; 3° & vaporiser un poids dz de liquide. On
a done

dQ=(1—x)(Cdt + hdp) + z(C di + I'dp)+ Ldz.
La pression p de la vapeur saturée étant une fonction de la

. dp
température seule, on peut remplacer dp par 7117 dt et metire

I'équation sous la forme

dQ =1 —x)<C+h%’§>dt +x<C’+/L’ (fl—l—t))dt—l-de.
Posons, pour abréger, ‘
m=0C-+h Z—I; s
m =C + /l’.ci—};;

les quantités C, h, m, C’, ', m' sont des fonctions de la tem~
pérature seule; car elles se rapportent a Véiat de saturation
qui correspond a la température ¢. Le coefficient m’ est ce
quon appelle chaleur spécifique de la vapeur saturée seche ;
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en méme temps qu'on éléve la température, on augmente la
pression, de maniére que la vapeur reste saturée, mais sans
condensation partielle. L'équation devient alors

(lQ:[m(x—x)+n¢'.x‘] dt + Ldz,
ou ’

(4) dQ={[m+ (m'— m)z]dt+ Ldz.

Si I'on remplace dv par sa valeur tirée de I'équation (3),

__du d(u —u) '
do__a;dt+x—/—dj—dt+(u w)dz,

le travail extérieur accompli

dS=pdv
a pour expression

dS=p [(%‘ +x‘1i’%t‘i)> dt+(u’—u)dx]-

Enfin, de la premiére équation fondamentale
(a) dQ=A (dU + pdv),

on déduit la variation d’éncrgie intérieure

d diw —
(5)AdU:[m,+(m’—m)x__APT;:_Apx (udt u)]dt
+ [L—Ap(v/—u)d=.

EQUATION DE CLAUSIUS.

90. Nous suivrons la méme marche qu’au n° 39. L’énergie
intérieure U du mélange de liquide et de vapeur est une fonc-
tion déterminée des deux variables indépendantes £ et z, qui
définissent I'état du mélange. L’éqiation (5) donne la diffé-
rentielle totale de cette fonction et par conséquent ses deux
dérivées partielles du premier ordre. On a ainsi :

o0 ' du d{u'—u)
A 37 _m+(m——m)x-_Apm —.Apx__dl__,

30 r
Ab—x—sL—Ap(u u).
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On en déduit

»U d(u —u)
Abtbx_m_m__APT’

»U0  dL , dp d{w'—u)
Aevi— @ AWM g A=

En égalant ces deux valeurs on obtient la relation

(“') . %—l—nl—m,’:A(u’—u)(%.

EQUATION DE W. THOMSON.

91. L’équation (4) donne aussi

dQ _m-+(m'—m) L

X

Mais, en veriu du second principe fondamental (ne 67),

le second membre de I’équation (6) est la différentielle exacle
d’une fonction p des deux variables indépendantes T et z; il
en résulte Ia relation

L
d<T> m' —m
(8) =T

que l'on peut mettre sous la forme

(B) %:%4_;71’_"1.

Enfin la combinaison des deux équations (e) et (B, } conduit
a la troisiéme relation

L , oy dp
(7) T._A(u u)ﬁ-

92. Si dans I'équation (6) on remplace m' — m par sa valeur
1
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tirée de I'équation ($), ona
dQ m L L
- = dT = o dx
T = dT+zd{F )+ 5 d
ou
dQ m Lz
d :—:,—dT+d - ]
(7) B=Sp = T
La quantité m étant une fonction de la température seule,
on rcconnait que le second membre est bien une différen-
tielle exacte; en intégrant on a

T
u.:I:—x-E— ;’ll-dT.
A T 1, T

Si 'on y regarde ¢ comme une constante, cctle équation
est celle des lignes adiabatiques,

Les équations précédentes conduisent & des conséquences
importlantes que nous allons successivement passer en revue.

.

DENSITES DES VAPEURS SATURELS.

93. De I'équation (y) on déduit
EL

(8) U — = ,}Tp
T
La chaleur latente L et la tension p de la vapeur saturée
sont des fonctions de la température qui ont été déterminées
empiriquement par M. Regnault pour quelques liquides; I'é-
guation (8) permet donc de calculer &/ — u. D’ailleurs le vo-
lume spécifique z du liquide est sensiblement constant, on
connaitra donc aussi le volume spécifique »’ de la vapeur et,
par suite, sa densité. Voici les résultats calculés pour la va-~
peur d’eau par M. Clausius :
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' CALCULE
¢t #’ CALCULE, #' OBSERVE. par la
lot de Mariofte,

5821 8,23 8,29 8,38
92,066 2,11 2,15 2,18
117,17 0,947 0,941 9,99t
144,74 0,437 0,432 0,466

Les valeurs de »' ont été déterminées expérimentalement
par MM. Fairbairn et Taite; on voit qu'elles s’accordent trés—
bien avee celles qui ont été déduites de la théorie, et elles
sont notablement plus faibles que celles que 'on obtient en
appliquant la loi de Mariotte aux vapcurs comme on le faisait
autrefois. '

k. Les deux Iquamitésp et «’ sont des fonctions de la tempé-
rature, elles sont donc fonction I'une de l'autre, et M. Zeuner
a trouvé que Ia relation qui existe entre ces deux fonctions
est représentée assez exactement par Péquation

pur=>.
Pour la vapeur d’eau, les deux constantes n ct b ont les va-

leurs suivantes
n—i1 ,0646,

b=1,701%.

En représcntant cette équation par une courbe L (fig. 21),
on obtient une sorte d’hyperbole qui figure la ligne de trans-
formation derla vapeur saturée.

11 est aisé de voir que tout point B situé a droite de la
ligne L indique un état de vapeur surchauflfée, tandis qu’un
point C situé a gauche indique une condensation partielle. En
effet, en A, sur la ligne L, la vapeur est saturée et séche; sup-
posons qu’en laissant ]a pression constante, on éléve graduel-
lement la température, le volume augmentera et la vapeur ten~
dra vers I'état de gaz parfait; le surchauffement de la vapeur
sous pression constante est figuré par la droite AB paralléle 3
I’axe o¢. Au contraire, si I'on enléve de la chaleur, la pression

: 7.
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100 PREMIERE PARTIE. — CIAPITRE IV.

restant toujours conslante, il y aura condensation partielle, et
le volume diminuera peu a peu; la température restant con-

Fig. 21.
DL
C A B
o
1\
— ; -

] .
1 T

(1] A’ o

stante pendant cette transformation, la portion de droiteAC,
paralléle a Paxe ov, est une ligne isotherme pour le mélange
de vapeur et de liquide.

CHALEUR SPECIFIQUE DE LA VAPEUR SATUREE.

95. Nous venons de.déterminer le volume spécifique «' de
la vapeur saturée & Paide de la tension et de la chaleur latente.
La connaissance de la chaleur latente suffit pour déterminer
la chaleur spécifique m’ de la vapeur saturée. Nous nous ser-
virons pour cela de I'équation (3) du n° 91, qui donne Ia

dilférence m’ — m,
d E)
T

dar

On peut d’ailleurs sans erreur sensible remplacer le coeffi-
cient m par la chaleur spécifique Cdu liquide; car le coefficient
h est irés-petit pour les liquides, puisque leur compressibi-
lité cst trés-faible; on aura ainsi m'.

On peut diviser les liquides en trois catégories : pour les
uns la valeur de m’ est négative; pour d’autres elle est positive;
enfin il y a un troisiéme groupe de liquides pour lesquels la
valeur de m’ est négative au-dessous d’une certaine tempéra-
ture et positive au-dessus.

L’équation générale

dQ=cdt + ldv,

(9) m—m=T
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pour une vapeur qui reste saturée ct séche, peut s’écrire

du'
J e [kt 4
dQ_(c Ty dT)dl‘,
puisqu’il n’y a plus alors qu’une seule variable indépendante
T. On en déduit
du’
dT

m=c+1

Or, quand la température s’éléve, le volume spécifique de
d’
d7T
le second membre de I'équation se compose ainsi de deux
termes de signes contraires ayant des valcurs comparables;
on concoit donc que la valeur de m’ puisse étre, suivant les
cas, positive ou négative. Voici les résultats calculés par
M. Clausius :

la vapeur saturée diminue, la dérivée est donc négalive;

\ t m'
o
{ 58,n —1,398
2,66 | —1,266
Vapeur d’eau... ...... 3 92,06 1,26
, 117,17 —1,107
th4,74 —0,807
|
I
0 —0,18/
Sulfure de carbone. ... 8o —0,104
160 —0,157
l 0 0,110
V. 4o -+0,120
Vapeur d’éther ....... 3 36 0,128
120 ~+0,133
|

On voil d’aprés ce tableau que la vapeur d’cau et le sulfure
de carbone apparticnnent a la premiére catégorie; la chaleur
spécifique de la vapeur saturée est négative et sa valeur ab-
solue va en diminuant & mesure que la température s’éléve.
La vapeur d’éther appartient a la seconde catégorie; a valeur
de m’ est positive et va en augmentant avec la tempdrature,
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La troisiéme catégorie comprend la benzine, le chloroforme,
le chlorure de carbone. Dans tous les das, la valeur relative
de m’ crolt avec la température; on est donc conduit & penser
que tous les liquides se comportent de la méme maniére, que
la chaleur spécifique de la vapeur saturéc est négative au-des-~
sous d’une certaine température,  partir de laquelle elle devient
positive et va constamment en croissant. Les nombres du ta-
bleau précédent semblent méme indiquer que cette tempéra-
ture limite n’est pas trés-élevée pour la vapeur d’eau.

CONDENSATION DANS LA DETENTE DE LA VAPEUR D’EAU.

96. Le signe de m’ a une grande importance dans I'étude
des machines a vapeur. Supposons qu’une vapeur éprouve une
transformation infiniment petite en restant saturée et séche, Ia
quantité de chaleur nécessaire 4 cette transformation sera

dQ=m'dt,
ou

dQ=m’ %,- dw = o du
(@)

est toujours négative, la valeur de m' est

du’

dt
aussi négative pour la vapeur d’eau, il en résulte que pour
la vapeur d’eau dQ et du’ ont le méme signe.

Considérons donc 1 kilogramme de vapeur d’cau saturée
et séche occupant le volume & & une certaine tempcérature £;
comprimons-la et supposons qu’elle reste saturée et séche; la
variation du’ est négative et par suite dQ est aussi négative,
c’est-a-dire que la vapeur dé.gage de la chaleur. Mais si la com~
pression est assez rapide pour que cette chaleur dégagée n’ait
pas le temps de se répandre sur les corps extérieurs, elle échauf-
fera la vapeur et la portera au-dessus de son point de satura-
tion. Donc la vapeur d’eau est surchauffée par la compression.

Supposons, au contraire, que la vapeur saturée se dilate,
du' et dQ sont tous deux positils, c’est-a-dire qu’il y a ab-
sorption de chaleur. Ainsi, quand de la vapeur d’eau est sa-
turée et séche, si 'on veut augmenter son volume en la main-
tenant saturée et séche, il faut lui fournir de la chaleur. Si 1a

Or la dérivée
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dilatation estassez rapide pour que les corps extérieurs n’aient
pas le temps de lui fournir la chaleur nécessaire, les choses se
passeront comme si, la chaleur ayant é1é fournie pour maintenir
lIa vapeur saturée et séche sous le volume «' + du’, on enle-
vait ensuite cette chaleur, le volume restant le méme et égal
a '+ du'; il y aura évidemment condensation particlle. Done
la vapeur d’eau se condense en partie pendant la détente.
Pour la vapeur d’éiher, m’ ayani un signe différent, les
phénomeénes sont opposés; la compression produit une con-
densation partielle, et la dilatation surchauffe la vapeur.

97. Cette condensation de la vapeur d’eau pendant la dé-
tente a été démontrée théoriquement A peu prés a la méme
époque par M. Clausius et par M. Rankine. M. Hirn I'a véri-
fiée expérimentalement. Pour cela il introduit de la vapeur
saturée bien séche, et a une pression plus grande que la pres-
sion atmosphérique, dans un cylindre fermé par deux plaques
de verre; le cylindre est alors parfaitement transparent, Quand
on le met en communication avec 'atmosphére en ouvrant
un robinet, il y a dilatation rapide, la vapeur se condense en
partie et forme dans le cylindre un nuage opaque de goutte-
lettes liquides. '

M. Hirn a réalisé aussi I'expérience inverse avec la vapeur
d’éther. Il remplit de vapeur d’éther séche et saturée un bal-
lon communiquant avec un cylindre dans lequel peut se mou-
voir un piston. Quand on pousse rapidement le piston dans
le cylindre, la vapeur est comprimée, ct il se forme un nuage
indiquant une condensation partielle.

On peut représenter ces résultats géométriquement. Sup-
posons que la courbe LL ( fig. 22) soit la ligne de saturation
de la vapeur d’eau; menons la ligne adiabatique AB; cette
ligne coupera la ligne précédente comme l'indique la figure.
En M la vapeur est saturée et séche; si on la comprime
sans dégagement ni absorption de chaleur, la vapeur, comme
nous 'avons vu, se surchauffe; la portion de gauche MA de
la ligne adiabatique est donc située au-dessus de L. Au con-

iraire, si la vapeur se détend sans dégagement ni absorption

.
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de chaleur, il y a condensation partielle, et par conséquent la
partie MB de la ligne adiabatique est située au-dessous de L.
Fig. 22.

¥l

R ¥
\‘ e r
B -
0o v

Pour la vapeur d’éther, la ligne adiabalique A’ B’ est disposée
inversement.

98. On ne connaissait pas autrefois cetle condensation de
la vapeur d’eau dans les machines a détente et I’on était con-
duit & des résultats complétement erronés sur le rendement
de ces machines. Supposons qu’un cylindre regoive de la va-
peur saturée et séche ct qu’on supprime la communication
avec la chaudiére quand le piston n’a parcouru qu’une partie
de sa course, la vapeur se détend; une partic se condense et
dégage, en se condensant, de la chaleur qui se transforme en
travail. C’est la la source principale du travail dans ces ma-
chines.

Considérons, par exemple, une machine a haute pression
dont la chaudiére soit & 152 degrés et le condenseur a 4o,
el supposons la détente compléte, c'est-d-dire telle, que la
vapeur aprés la détente ait une tension égale & la tension
maximum de la vapeur 4 4o degrés. La quantité de chaleur
nécessaire pour porter 1 kilogramme d’eau de zéro a ¢ degrés
el le vaporiscr ensuite est

Q=Ct+L;
si I'on remplace L par la valeur donnée par M. Regnault
(ne 88), on a approximativement
{10) Q = 606,50 + 0,305 ¢.
Pour ¢t =152°, Q = 653; mais comme I'eau alimentaire est
a 4o degrés, la dépense de chaleur pour chaque kilogramme
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de vapeur est 613 calorics. Sila vapeur n’éprouvait aucune
condensation partielle pendant la détente et arrivait dans le
condenseur a I’état de vapeur saturée s¢che a 4o degrés, en se
condensant & cetie température elle abandonnerait 549 calo-
ries. La différence, soit 34 calories seulement, serait trans-
formée en travail. Le coefficient économique ne serait donc

que .i4—7 environ —-
613 18
Concevons maintenant que la machine fonotionne cntre les
mémes limites de température 152 et 4o degrés, suivant un
cycle de Carnot, on aura le coefficient économique
T,—T, 112 112
T, 293 + 152 425’

Ainsi le coelficient économique calculé d'apres

1

4

Pancienne théorie est quatre fois trop faible. Ceci montre bien
qu’une partie de la vapeur s’est condensée pendant la détente
et que la chaleur dégagée par cetle condensation partielle a
é1é transformée en travail.

environ

ENERGIE INTERIEURE D'UN MELANGE DE LIQUIDE ET DE VAPEUR.

99. Appelons U, I'énergie intéricure d'un kilogramme de
liquide & la température T, sous la pression correspondante p,.
On échauffe ce liquide jusqu’a la température T, sous la pres-
sion variable p, en ayant soin quwa chaque instant la pression
supportée par le liquide soit égale a la tension maximumn de
la vapeur a la température correspondante. Supposons, en
outre, qu’'il ne se forme pas de vapeur, le liquide étant par
exemple enfermé dans un cylindre dont le piston se déplace
de maniére & permettre seulement la dilat tion du liguide.
La chaleur nécessaire a cetlle transformatio:: « cra

T
f mdi.
T

De la premiére équation fondamentale

T P
Ef mdt:AU—i—f du,
To [’u
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on déduit
AU = Lf mdt — pdu

Supposons qu’alors on volatilise un poids z de liquide, en
laissant la température constante; la quantité de chaleur né-
cessaire pour cette volatilisation sera Lz, et, en appelant A’U
la variation d’énergie intérieure correspondan&e, on aura

ELz =AU+ p(e'—u)x,
d’otr
AU=ELx —p(t/— u)x

La variation d’énergie intérieure du mélange cst évidemment
égale & AU+ A’U; on aura donc, en appelant U V'énergie
intérieurc de cc mélange,

T P
U—U,:E(Lx—i—f mdt)—p(u’——u)x——f pdu.
T, Po

Le terme U, est une constante qui dépend de la nature du
liquide.

Il est utile de modifier un peu cetie expression pour en
rendre Ies applications plus commodes. On a, en intégrant par
parties,

r 14
pdu=pu— pyty —f wdp.
Peo Po

En substituant cette valeur dans I'équation précédente, il vient

T
U—-U,=E <Lx+f mdt>
T,

1)
—p[u—i—(u’—u)x]—*—pouo—I—f udp,
Po

ou bien, en remarquant que le volume ¢ du mélange est égal
du—+(uW—u)x,

' T ¥4
(11) U—-UnZE(L-”‘*‘ﬁ md'l‘)—pu—;—pouo-l—/]; udp.
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La variation d’énergie intérieure entre deux élats du mé-

lange caractérisés par les indices 1 et 2 est donnée par I'é-

quation -
U,—U,=E(L,z,— L z/)

. T, Ps
(12) —17202+]J.V.—|—Ef de+f wdp.
T, P

Dans la pratique, on pcut se conienter d’une formule ap-
prochée plus simple. Nous avons vu que, pour les liquides,
le coefficient m différe trés-peu de la chaleur spécifique sous
pression constante G, parce que la compressibilité est trés-
faible. D’autre part, le volume spécifique # du liquide change
peu. En remplacant m par C et considérant « comme constant
et égal & u,, on aura, avec une approximation suffisante,

(13)  U=U,+ELx +EC(T—T,)— p(v— u),
U,— U =E(L—L )+ EC(T,—T,)

(14) __P,oa—l—p.(ll-l—(pz—])l)u'

TRANSFORMATION D'UN MELANGE DE LIQUIDE ET DE VAPEUR SUIVANT UNE
LIGNE ADIABATIQUE. — TRAVAIL DANS LA DETENTE.

100. Nous avons trouvé (n°92), pour une transformation
quelconque d’un mélange de liquide ct de vapeur, I'équation

dQ _m . Lz
(7) T=Fdrd ()
Si le mélange n’a aucune communication de chaleur avee I'ex-

térieur pendant la transformation, ¢t par conséquent n’éprouve
ni gain ni perte de chaleur, cette équation devient

T
Lx m
d (T) = — 2.
On en déduit par I'intégration

L.z, Lix Tom o
| —dl
(15) '.l‘z rrl -_— ﬁ T ’

0:’,—;—‘LdT+d<Lx>,

ou

1
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z, et x, élant les poids de vapeur dans un kilogramme du mé-
lange aux températures T, et T,.

Si I'on connait le titre #, du mélange a la tempdrature T,
ceite équation permettra de calculer le titre 2, du mélange a
une température quelconque T,. On pourra cnsuite détermi-
ner le volume du mélange 4 laide de la formule

v=u+ (' —u)x.

8i 'on remplace x; par sa valcur tirée de I'équation (15),

I'équation (12) devient

— Pava+ pov +f iu dp.
- Ip, _

101. Comme il n’y a ni perte ni gain de chaleur pendant
cette transformation, le travail extéricur accompli S est égal
la perte d’énergie intérieure U, — U,; on a donc

‘S:E(L.x.—LQx,) .
h 2
(17) ‘( +p,w—p,u‘—Ef ,1;1d]'—[1’udp.
T, v p,

M. Clausius a appliqué ccs formules a la détente de la va-
peur d’eau saturée, comme clle a lieu dans les machines a
vapeur. Considérons, par exemple, de la vapeur d’eau satu-
rée et scche ala température de 150 degrés, cl prenons pour
unité de volume le volume occupé par un kilogramme de va-
peur dans ces conditions; on a alors ¢, =150, z, =1, ¢, =1.
Le tableau suivant indique le poids de la vapeur quireste, le
volume du mnélange et le travail extérieur accompli a diffé~
rentes températures :

t x v S o'

1250 0,956 1,88 t1 3ooksm 1,03
100 0,911 3,90 23 200 4,16
75 0,866 9,23 35 goo 10,11
50 0,821 23,7 49 300 29,7
25 0,776 88,7 G3 goo 107,1
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Il se produit, comme on le voit, une condensation de plus
en plus grande a mesure que la détente de la vapeur se pro-
longe. Nous remarquons que le volume du mélange est devenu
vingt-six fois plus grand depuis la température de 150 degrés
jusqua la température de 50 degrés ; il est impossible de pous-
ser la délente jusqu’a cette limite.

Si on calculait e volume ¢’ de la vapeur en appliquant la
loi de Mariotte, ¢l supposant qu’il n’y ait pas de condensation,
on trouverait des nombres trop grands; c’est ce’que montre
la derniére colonne du tableau.
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CHAPITRE V.
MACHINES A VAPEUR. o

Machine idéale. — Machines réelles. — Détente incompléte. — Perfectionnements
de la machine a vapeur : chemise & vapeur de Watt; emploi de la vapeur
surchauffée ; machines a deux liquides.

MACHINE IDEALE.

102. Considérons d’abord une machine idéale fonctionnant
suivant un cycle de Carnot, et qu'on peut se figurer de la ma-
niére suivante.

Un méme cylindre remplirait 4 la [ois le rdle de chaudiére,
de corps de pompe et de condenseur. Imaginons que dans le
cylindre existe un poids M d'eau a la température T, et sous la

Fig. 23.
r ‘
A T: B
B
[
? N
I PN ~
|
! ~ ~
I F5——3— ¢
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Foyer.! Eau. H
. \

Piston,

pression correspondante p,; la chaleur fournie par le foyer
transforme une partie de cettc eau en vapeur a la température
constante T,; cetite premiére phase de I'opération est repré-
sentée par une ligne isotherme AB, paralléled ’axe O, puisque
la tension de la vapeur est constante. On laisse ensuite la dé-
ienie s’opérer suivant une ligne adiabatique BC, jusqu’a la
température T.. Pendant la troisiéme phase, on comprime le mé-
lange 4 la température constante T,, suivant la ligne isotherme
CD, et I'on peut supposer que le cylindre est alors entouré
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d’eau froide a la température T,. Enfin on comprime de nou-
veau suivant la ligne adiabatique DA, de maniére 4 ramener le
mélange a son état primitif A.

Lelong delaligne isotherme AB, une portion M. du liquide
s’est transformée en vapeur, et la source a fourni pour cela
une quantité Q, de chaleur donnée par I’équation

Q'.‘ = Lz N[.Z‘z = Mszz.

De B en C, le mélange se détend sans gain ni perte de cha-
leur, et si 'on appelle 2, la fraction de vapeur qui restc a
I’état C, on aura, d’aprés ’'équation (15) du n° 100,

Lz, Liz, Tam
() T*T+f1 T 4T
Cette équation permet de calculer z,; on connaitra donc I'élat
du mélange au point C.

Suivant la ligne isotherme CD, une nouvelle quantité de va-
peur se condense a la température constante T,, et si I'on
appelle 2’ la fraction de vapeur qui reste au point D, la quan~
tité de chaleur Q, dégagée sur le réfrigérant sera exprimée par
I'équation

Q=ML (z, — 2').

Quant a la valeur de 2/, elle sera déterminée par la condition
que le mélange revienne du point D au point A, c’est-a-dire a
Pétat primitif, en suivant une ligne adiabatique. Il faut pour
cela que T'on ait, en remarquant qu’au point A la valeur de z
est nulle,

Lz _ Tam .
(2) T—frl T‘d].

La fraction x, de vapeur qui a été produite est donnée arbi-
trairement, et on peut calculer toutes les autres quantités en
fonction de celle-1a. En retranchant I'équation (2) de I'équa~
tion (1), on obtient

Lizi—2') Lz
T, L
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La valeur de Q. peut donc s’écrire

Q:ML%%-

La quantité de chaleur convertie en travail est alors

T,—T
Qz—Qn = ML, x, ;T—'l
2
On voit d’abord que le cocfficicnt économigque a pour ex-
pression
QI - Ql — '1‘2 - T|
== T 3
Q. T,
ce qui devait &tre, puisque la machine fonctionne suivaat un
cycle de Carnot.

Le travail extérieur effectué par la machine est

T.—T,
T T

S=MEL,», ———

Tel est le travail effcctué par un poids M. de vapeur. Pour
un kilogramme de vapeur, le travail sera

(3) § —EL, 1 T,

c'est la le maximum de travail que puissé produire un kilo-
gramme de vapeur entre des limites de température données.

On n’a pas encore réalisé de machine a vapeur dont le jeu
s’effectue suivant un cycle de Carnot. Nous allons étudier
maintenant les machines réelles.

MACHINES REELLES.

103. Considérons d’abord une machine 4 double effet et a
condensation, fonctionnant avec unc chaudiére a la tempéra-
ture 4, et un réfrigérant a la température. £,. Appelons =z, le
titre de la vapeur mélangée de gouticlettes liquides que
fournit la chaudiére, p, la pression correspondante et M le
poids du mélange employé & chaque coup de piston. Ce mé-
lange arrive a la partie supéricure du piston et agit & pleine
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pression pendant une partie de la course A’ B’; alors, par le jeu
du tiroir, la communication du corps de pompe avec la chau-
P pomp

Fig. 24.

—————_
T Condens*.
Ly,

diére est interrompue, et la vapeur se détend pendant que le
piston marche de B’ en C’/. Nous supposerons la détente com-
pléte, c’est-a-dire que la pression p, de la vapeur au point G,
a 'extrémité de la course, est égale a la tension maximum qui
correspond a la température ¢, du condenseur.

Pour déterminer le travail produit par un coup de piston,
nous remarquerons que la face inférieure du piston est tou-
jours en communication avec I'atmosphére du condenseur et
supporte la pression p,. Pendant la marche A’DB’, la dilférence
des pressions qui agissent sur les deux faces du piston est
Pa— pu; si . est le volume spécifique du mélange, le volume
de la portion A’B’ du corps de pompe est égal 4 Mv,; le travail
accompli a pleine pression est donc

Mo, (Pz— P )

Désignons par z, le titre du mélange au point C et par ¢,
son volume spécifique; le travail accompli pendant la détente
BC est donné par la formule (17) du n° 101; si I'on en re-
tranche le travail de la pression p, qui s’exerce sur la face in-
férieurc du piston, on a pour ce travail

T,
M[E(szz—L,x.) +p.ux—p,v,+Ef mdT
TI

P
—+ udp—p.(":""z)]'
Py g
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Le titre initial 2, de la vapeur étant donné, on déterminerg
x, par I'équation (15) du n° 100

L, L,z Til?l -
=Ty, T

Le volume ¢, est aussi connu; car en appelant ¢, le volumg
spécilique de la vapeur saturée séche i la température T\, on 4

vo=u+ (U, —u)z.

Si 'on remplace , par sa valeur, 'expression du travail pen.
dant la détente devient

T,— T,
M[EL2 X ",—r—_‘vz(Pz—Pl)

T, ‘. Ps
+Ef < ,1—,>d'l. —|—jé udp]-

En y ajoutant le travail produit par la vapeur 4 pleine pressxon
on obtient le travail total

T,— T, T. TN o [P
(4) M|EL,z,——— +E m{ir— = 1dT + udp |
12 T .I.
1 pl

11 faut retrancher de ceite somme le travail nécessaire pour
lejeu dela pompe alimentaire D, qui, & chaque coup de piston,
prend un poids M de liquide dans le condenseur a la tempé~
rature /, et & la pression p,, et le porte dans la chaudiére sous
une pression plus élevée p,. Désignons par I la pression at-
mosphérique, le travail nécessaire pour soulever le piston de
cette pompe sera

M(H—p,)u,

et, pour refouler le liquide dans la chaudiére, il faudra encore
dépenser un travail égal &

M(p.—H)u.

Le travail nécessaire au jeu de la pompe alimentaire est donc

égal a
M (pi—pi)u
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Comme le volume spécifique du liquide # change trés-peu,
on a sensiblement
M(p.—plu=M ua’p
,)
Par suite le travail disponible & chaque coup de piston sera
en définitive

T,
(5) S:ME[LmTfﬁlﬁ/ mc—,)d#]
T, T, T

104%. On aurait pu obtenir ce travail, en évaluant la quantité
de chaleur disparue pour chaque coup de piston. Le foyer
fournit d’abord une quantité de chaleur égale & MC(T,—T,)
pour porter I'eau de la chaudiére de la température T, 3 la
température T, sous la pression p.; une fraction x. de ce li-
quide est ensuite transformée en vapeur a la méme pression,
ce qui exige une quantité de chaleur égale & ML, z,. La cha-
leur totale Q, fournie par le foyer cst donc

Q.= ML, 2, +MC(T,—T,).

Aprés la détente, le mélange est a la température T, et ren-
ferme un poids M (1— ;) de liquide qui n’éprouve aucun
changement, et un poids M2, de vapeur qui se liquéfie dans
le condenseur et dégage une quantité Q. de chaleur égale a
ML, z.. La quantité de chaleur transformée en travail est donc

QZ—QIZM[szu—L|x|+ C(’l‘z—l‘l)].

Nous avons vu déja que pour les liquides on peut remplacer
sans errcur sensible C par m, nous écrirons alors

T,
C(Tz—‘Tx):f de.
T,

En substituant cette valeur dans I'équation précédente, et
remplagant x, par sa valeur, on a

@—QZMﬁngm jjwo__)mj

On retrouve ainsi la formule (5).
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Dans cette machine, le coefficient économique a pour valeur

Q,_Q,_L””’ T'+f m (1— )dT

Q po— L]
: L,x2+f mdT
T,

et on peut le mettre sous la forme

. T, 1 [
Tlf m (——,—;) dT
Qa_Ql _Ta—‘T| T, T 12

! Qz - T, T,
L,z +f mdT

On voit que le coefficient économique est plus petit que si la
machine fonctionnait suivant un cycle de Carnot; I'imperfec-
tion du jeu de la machine donne lieu a une perte de travail.

On voit encore qu’il y a avantage 4 employer de la vapeur
séche; car en faisant x,— 1, on diminue le second terme, ecile
coefficient économique se rapproche de la valeur maximum.
Nous supposerons, dans tout ce qui suit, que la vapeur fournie
par la chaudiére est saturée, mais séche.

105. Soit, par exemple, un¢ machine dont la chaudiére est
a la température de 150 degrés et fournit de la vapeur seche,
et dont le condenseur est & 50 degrés. Dans ces limites de
température, le coefficient économique maximum est
T,.— T, . 100

T, 273 + 150 = 0,236.

Dans la machine que nous avons considérée, le travail produit
par un kilogramme de vapeur séche, d’aprés I’équation (5), est

v T,
(6 s=E[L=TR o [Vm(i=T)ar]
2 T‘

En remplacant m par la chaleur spécifique C que I’on suppose
constanle, on obtient une formule plus simple et suffisam-
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ment approchée pour la pratique:

27 " T,
T Tle +C(T,— I‘,)—CTllogT]:lng.

La quantité de chaleur fournie par le foyer est
Q. =C(T,—T,)+ L, = 6o2.

S_—_E[L,

Co . 132 ” .
Le coefficient économique est o3 = ©219: L’imperfection

du cycle le diminue de o,017.

DETENTE INGOMPLETE.

106. Dans ce qui précéde, nous avons supposé la détente
de la vapeur compléte, depuis la température de 150 degrés
de la chaudiére, jusqu’a la température 50 degrés du conden-
seur, et, dans ces conditions, le .volume final de la vapeur,
comme nous 'avons vu (n° 101), serait vingt-six fois le vo-
lume primitif. Dans la pratique, on est loin d’utiliser toute Ia
détente; le volume final de la vapeur ne dépasse guére quatre
fois le volume primitif; il résulte de la une nouvelle perte de
travail.

Supposons donc qu’on arréte la détente au point F( fig. 24), &
la température 'I'; la vapeur, ayant alors une tension p’ supé-
rieure a p;, se précipite dans le condenseur; la perte de tra-
vail est figurée par 'aire FCG; c’est la portion du travail de la
détente qui n’est pas utilisée. Appelons ¢’ le volume spéci-
fique en F et #’ le titre du mélange; d'aprés 1'équation (17)
du n° 101, le travail de la détente incompléte BF, diminué du
travail de la pression p, qui s’exerce sur la face inférieure du
piston, est

M[E(L,xz— L'z')+ p'v — P2t
T 2
+E(‘ de+f udp—p.(v’—v,)]-
./TI PV
Si I'on remplace 2’ par sa valeur, donnée par I'équation

L'z L,z . Tem
—_— 4 -,—,dT,
T T, j,:; T
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on a

V[[EL;.Z', lT +P0——P:Vz

+E ’m<1——>dT+f wdp — p.(u—u,)]
Tl

En y ajoutant le travail a pleine pression et retranchant le tra-

vail nécessaire au jeu de la pompe alimentaire, on obtient le
travail disponible

T,—T '

[ELz Xq
T,
(7) T

+(p'—p)(V—u)+E 2m<l~'£;>d'1‘]'
T I

La valeur approchée du travail disponible fourni par un kilo-
gramme de vapeur séche est donc

o T, T
s=E[L,——— AP —p)(V—u
(8) T, p—r )

+C(T2—T')_CT'10gTjJ.

Supposons que, dans la machine que nous avons prise
comme exemple, la détente cesse a la température de 100 de-
grés; le volume de la vapeur ala fin de la détente est environ
quatre fois plus grand qu’au commencement; I'équation pré-
cédente donne S= ggE. La détente compléte donnait S=132E;
la perte de iravail due 4 V'imperfection de la détente est donc,

33 E, c’est-a-dire un quart du travail total que 'on obtiendrait
avec la détente compléte.

PERFECTIONNEMENTS DE LA MACHINE A VAPEUR. — CIIEMISE A VAPEUR
DE WATT.

107. Watt a imaginé d’entourer le corps de pompe d'un
deuxiéme cylindre dans lequel passent les gaz du foyer, aprés
avoir échauflé la chaudiére, et avant de se rendre dans la che-
minée; ces gaz fournissent de la chaleur a la vapeur et em-
péchent la condensation qui a lieu habituellement endant
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la détente. On évite ainsi la formation dans le corps de pompe
de 'eau de condensation, qui géne la marche du piston, et le
rendement est augmenté sans qu’il soit nécessaire d’augmen-
ter la dépense de combustible. ‘

Supposons que les gaz du foyer maintiennent constamment
la vapeur & I’état de vapeur saturée séche, et calculons le tra-
vail disponible dans ces conditions.

Si Pon emploie un poids M de vapeur pour chaque coup de
piston, il faudra d’abord une quantité de chateur égale 2

T!
Mf CdT pour élever I'eau de la température T, a la tem-
T,
pérature T,, puis la quantité ML, pour la vaporisation 4 Ja
T,
température T,, et enfin la quantité f m'dT pour mainte-

nir Ja vapeur séche de la température T, & la température T..
La quantité totale de chaleur Q, fournie par le foyer est donc

T, T, \
Q,:M(f Cd'E+L,+f mdr)),
Jr, T,
ou bien

T, T,
ngM[f CdT+L2+f (—-m’)dT]-
T, - T, .

La vapeur arrive alors séche au condenseur, et la quantité de
chaleur qu’elle lui fournit est
Ql = MLl-

La quantité de chaleur transformée en travail est donc

T, T,
QZ_‘Q|:M[L2‘-‘Ll +f CdT +[ (_ "I”)dT:I'
T, T,

8i 'on remplace C par m, comme nous I'avons fait jusqu’ici, le
travail produit par un kilogramme de vapeur a pour valeur

T,
S:E[L;'—L.—i—f (m—m’)dT]-
T,

On peutsimplifier cette expression & 'aide de P'équation (f3,)
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de M. W. Thomson (n° 91),

,_ dL L,
m—m_—ﬂ+T.

on en déduit

T, T’L
f (m—m’)dT:—(Lz~—L.)+f =dT,
T T T

1 1
-

et, par suite,
T.L
{9) S= Ef T dT.
T,
On a, d’aprés les expériences de M. Regnault,

L = 606,50 — 0,695 t = 796,25 — 0,695 T,
d’ou
L 796,25

T T

— 0,695,

et, en remplacant dans la formule (9),

(10) S:E[796,25log%—0,695('1‘1—'1‘,)].

Si I'on applique cette formule & une machine fonctionnant
avec une chaudiére a 150 degrés et un condenseur a 50 de-
grés, on trouve S =144 E. La machine ordinaire, fonctionnant
entre les mémes limites de température (n°103), donne 132E;
le bénéfice est 12E. Avec cette modification de Watt, le foyer
fournit sans doute 4 la vapeur une plus grande quantité de
chaleur; mais avec la méme dépense de combustible, le tra-
vail a é1é augmenté de 5% de sa valeur, et le corps de pompe
a été débarrassé de I'eau de condensation.

EMPLOI DE LA VAPEUR SURCHAUFFEE.

108. Dans les machines qui précédent, nous avons supposé
que la vapeur était toujours saturée, en arrivant dans le corps
de pompe et pendant la détente. Pour augmenter le coefficient
économique, il faudrait porter la chaudiére a une trés-haute
température; mais la tension de la vapeur d’eau croft si rapi-
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dement quand la température s’éléve, que I'on est bientdt
arréié par le défaut de résistance des chaudiéres. On évite
cette difficulté en employant de la vapeur surchauffée; on peut
alors élever la température sans augmenter outre mesure, la
tension de la vapeur. La vapeur, en sortant de la premiére
chaudiére, passe dans une deuxieme chaudiére, ou elle est
échauffée par les gaz qui ont déja servi & chaufler la premiére
chaudiére; la pression de la vapeur ne change pas parce que
les deux chaudiéres restent constamment en communication,
et il n’en résulte aucune nouvelle dépense de combustible.
Cette vapeur surchauffée se rend dans le corps de pompe ol
elle travaille d’abord & pleine pression, puis se détend et se
rend au condenseur.

Soit E ( fig.25) I'état de I'eau qui arrive dans la premiére
chaudiére a la température T, du condenseur et sous la pres-

Fig. 25.
P
EA A, B
T, T, T,
! I
! i
ot : ‘
i ) {
L i !
0] [ A B’ [

sion p,; elle est d’abord échauffée tout en restant liquide jus-
qu'a la température T, et passe & I'état A en changeant trés-
peu de volume; alors elle se transforme en vapeur saturée
séche & la méme pression p, et arrive a I'état A,. Ensuite la
vapeur passe dans la deuxiéme chaudiére ou les gaz du foyer
I’échauffent sous pression constante jusqu’ala température T,,
et 'aménent & I'état B. La quantité Q, de chaleur fournie par
le foyer pendant ces trois transformations est

T, T,
Q,:M[f CdT+L2—|—f C’dT]-
T, T,

Enfin la vapeur se rend dans le corps de pompe, travaille, et
se détend de la pression p, ala pression p, du condenseur sui-
vant la ligne adiabatique BC. Quoique d’abord surchauffée,
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la vapeur devient bient6t saturée pendant la détente; elle se
condense ensuite partiellement, et se trouve au titre 2, quand
elle arrive au condenseur, ou elle se liquéfie. L’eau est-alors
al'état D, etle jeu de la pompe alimentaire, qui la porte dans
la chaudiére, I'améne & I'état primitif E sous la pression p,,
suivant une ligne adiabatique DE qui est sensiblement une
droite paralléle 4 op, puisque le changement de volume est
trés-faible.

La quantité de chaleur dégagée sur le condenseur est

QI = ML( Zx, ,.

et la chaleur transformée en travail

T, T
Q:'_lehIIiLz—Lxx; +f CdT+f C'dT]~
T, T,

Pour déterminer le titre final #, de la vapeur, nous appli-
querons I'équation
d
f_'_‘Q_ = 0,
T

vraie pour tout cycle fermé (n° 68). Dans le cas actuel ceite
équation devient

T’C , L, 2C’ Lz
fT ,1—‘dl‘—i—12 fl‘, le—!—o— T, + 0=—o.

1

On en déduit

e f’CdT+f’9dT

En portant ceute valeur de 2, dans I’expression de la chaleur
transformée en travail, il vient

Q.- =M|L >

+leT’c<1__> dT+f C’( '>dT]-
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Le travail produit par un kilogramme de vapeur est donc

Tﬂ_ T|
T

T, ' ) T,
+ c<p-£>dT+j' ¢ (1= T ar].
T, 1 T, o T

Dans la machine ordinaire nous avons trouvé (n° 105)

—_ T,
Sa:-':EI:LzT,,.l—,Tl +f m <l—’I'—‘,‘-> (lT]'
2 T, T

En remarquant que m est & peu prés égal a C, on voit que
dans la machine a vapeur surchauffée il y a un hénéfice de
travail égal &

| T, T
(12) s—su_—Ef C’(I—,‘,'d'l‘>-
T, )

Supposons que, la premiére chaudiére étant & 150 degrés et
le condenseur a 50 degrés, commé précédemment, la va-
peur soit surchauffée jusqu'a 300 degrés et que la détente
soit compléte. La chaleur spécifique ¢’ de la vapcur surchauf-
fée est encore mal connue; nous la supposerons constante et
égale 4 0,4805. On trouve alors z, = 0,771, 8 — §, = 23E, d’ou
Pon déduit S =155E. On voit que, sans dépense nouvelle de
combustible, le rendement de la machine est augmenté du
sixiéme de sa valeur. Aussi I'emploi de Ja vapeur surchauffée
est-il I'un des perfectionnements les plus imporlants qui aient
été apportés & la machine a vapeur,

S:E[h
(1)

MACHINES A DEUX LIQUIDES,

109. 1I est important, comme nous I'avons vu, pour le ren-
dement de la machine, que les deux températures T.et T,
cntre lesquelles clle [onctionne, soient, 'une aussi élevée,
Vautre aussi basse que possible, et que la vapeur opére sa dé-
tente compléte de P'une & l'autre. Mais cette derniére condi-
tion exigerait que la machine edt des dimensions impossibles
i réaliser. On a essayé de résoudre la difficulté en employant
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deux liquides trés-inégalement volatils, par exemple I'eau et
I’éther. La machine est double; la vapeur d’eau produite dans
la chaudiére parla chaleur du foyer a la température T, se rend
dans un condenseur, qui est 4 une température T’ intermé-
diaire entre T, et T,; la chaleur dégagée dans ce condenseur
sert ensuite a vaporiser I’éther; la vapeur d’éther, produite a
la température T’, pousse un second piston et se rend dans un
second condenseur 4 la température T,. Le premier conden-
seur joue le role de foyer pour la machine a éther. Or on peut
choisir la température intermédiaire T' de maniére & rendre
possible la détente compléte de la vapeur d’eau entre les tem-
pératures T, et T/ et celle de la vapeur d’éther de T4 T.,.

Au point de vue théorique, une machine & deux liquides se
comporte exactemenl comme une machine & un seul liquide
fonctionnant entre les mémes limites de température T, et T,

Supposons les machines parfaites, ¢’est-a-dire fonctionnant
suivant des cycles de Carnot. Dans la premiére machine, fonc-
tionnant cntre les températures T, et T’, le foyer fournit une
quantité de chaleur Q,, dont une partie

T,— 1T’
Q? T
est transformée en travail; 'autre partie
3
Qz % == QI

se dégage dans le premier condenseur et sert de foyer a la
seconde machine. Cette nouvelle quantité de chaleur Q' se di-
vise en deux parties; I'une

T —T,

Q/_”’_

est transformée en travail, Uautre

T,

Q5

se dégage dans le deuxiéme condenseur et est définitivement
perdue.
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La quantité totale de chaleur transforméc en travail est donc

Tz— T, T T|

’ T—T, Tx
()2 T; -+ Q

T, —
——Qz T, +Q2 T —-QJ

2

La chaleur perdue est

l
Q, T/ = Q'l r~2
Les résultais sont exactement les mémes que si I'on avait
employé une machine unique fonctionnant suivant un cycle
de Carnot entre les deux températures extrémes T, et T, des
deux machines accouplées.
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CHAPITRE VI.
BCOULEMENT DES FLUIDES.

Principes généraux. — Econlement d’un liquide; — d’un gaz parfait. — Ecou-
lement des vapeurs. — Injecteur Giffard.

PRINCIPES GENERAUX.

110. Imaginons deux cylindres communiquant ensemble,
la section du premier cylindre élant trés-grande par rapport a
celle da second ( fig. 26). Supposons que deux pistons A etB

Fig. 26.

A A

se meuvent dans ces decux cylindres, et qu’une certaine masse
de fluide soit enfermée entre eux. Il y aura écoulement du
grand cylindre vers le petit, si la pression p,, exercée sur l¢
fluide par le piston A, est supérieure a la pression p.
qu'exerce le piston B. Appelons ¢, le volume spécifique du
fluide dans le grand cylindre et T, sa températurc, & une assez
grande distance de 'ouverture; ¢, et T, le volume spécifique
et la température dans le petit cylindre. Soient encore w, et w,
les vitesses de translation du fluide dans les deux cylindres,
et considérons 1'état des choses lorsque I’écoulement est de-
venu régulier.

Appliquons & la masse totale de fluide en mouvement le
théoréme des forces vives. Au temps ¢, cetie masse occupe le
volume AB; au temps £+ d¢, le piston A étant venu en A/,
le piston B en B’, la masse fluide occupe le volume A’B'.
Ecrivons que la variation d’énergie totale est égale 4 la somme
des travaux des forces extérieures (n°® 26). Si 1’on compare
la masse fluide dans ses deux positio'ns AB, A’B’, on re-
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marque que les parties qui occupent dans les deux cas le
volume A’B sont dans le méme état et par conséquent ont la
méme énergie; la variation de I'énergie est donc la différence
entre I’énergie de la masse BB’ et celle de la masse AA’. Ap-
pelons dw les poids des masses égales AA’/, BB'; désignons
par U, I'énergie intérieure de 'unité de poids de fluide a la
température T, et sous Ja pression p,, par U, celle qui se rap-
porte & la température T, et a la pression p,. L’énergie totale

de la masse AA' sera exprimée par do (g% + U,), celle de la
8

wi A . ) o
masse BB’ par dw <2—; +U,); la variation d’énergie de la
8
masse totole de fluide en mouvement est done
w! w?
dw +U,) —dw _,',"“U')'

2g LY:

D’autre part, le travail des pressions est p, ¢, do — p: v: dw.

L’équation des forces vives devient ainsi

dm(uw?_u‘):p, o, dw — p, o, dw,

2g
d’ou I'on tire
(1)

Cette équation suppose qu’il n’y a pas eu de communication
calorifique avec I'extérieur.

Wi — w?
28

=pivi—pvn — (U= 1)),

111. Le changement d’état du fluide s'opére entre une cer-
taine surface courbe abe située dans le grand cylindre et une
surface plane de dans le petit cylindre; une molécule du fluide
suit une ligne telle que Ak, normale & ces deux surfaces.
Considérons donc une masse infiniment petite m de fluide,
se mouvant suivant la ligne Alk; la pression extérieure qui
s’exerce sur cetle masse m n’est pas la méme tout autour; elle

est plus grande a gauche qu’a droite : c’est la ce qui produit

. . . . mw? . .
Paccroissement de son énergie sensible e Etudions main-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



128 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI,

tenant le mouvement intérieur de la masse m, ¢’est-3-dire son
mouvement relatif & son centre de gravité; nous savons
que le théoréme des forces vives s’applique au mouvement re-
latif au centre de gravité. Si la pression extérieure qui s’exerce
sur la surface de la masse m était uniforme, le travail de cette
pression dans le mouvement relatif serait — mgpdv; cette
pression n’est pas uniforme, mais la différence qui en résulie
est une quantité petite d’ordre supérieur et par conséquent
négligeable. Si donc on désigne par mg dQ la quantité de cha-
leur que regoit la masse m dans le temps d¢, le théoréme des
forces vives appliqué au mouvement intérieur de cette petite
masse (n° 28) donnera I’'équation

mgdU=mgEdQ — mgpdy,
ou )

(a) dQ=A(dU+ pdv).

C’estla premiére équation fondamentale (n° 38). Nous admet-
trons que la méme relation ¢ (T, ¢, p)=—o, entre les trois
quantités qui caractérisent I'état intérieur de la masse m, sub-
siste, que cette masse ait ou n’ait pas de mouvement sensible.
Il cst évident que la seconde équation fondamentale (n° 67)

d
(b) vl(‘—):d#

subsistera également, p étant une méme fonction de deux va-
riables indépendantes. Il en résulte que toutes les consé-
quences que nous avons déduites de ces deux équations fon-
damentales s’appliqueront a la transformation intérieure de la
masse m, comme si cette masse n’avail pas de mouvement
sensible.

Dans le cas actuel, nous supposons que le passage de la
masse 7@ du point £ au point i s’opére dans un temps assez
court pour qu’il n’y ait aucun échange de chaleur entre cette
masse m et la masse environnante; dQ étant nulle, 1'équa-
tion (a) se réduit 3

dU+ pdv=o.
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On en déduit, en intégrant du point . au point I,

(2) U,—Utz—f =])dv,

1
et, en remplacant U, — U, par sa valeur dans I'équation (1),
v,
w? —w? s
2 = pei— dv.
g Py P2+ ‘ P ‘
1

o ’

Si I'on intégre le dernier terme par parties, cette équation se
simplifie ct devient

2 __ gyt 2 P
(3) ‘—"?—‘ﬁ:—f vdp:f vdp.
28 P s

Le volume ¢, qui cntre sous I'intégrale, est unc fonction de
la pression p, donnée par cetle condition que la transformation
du fluide s’opére suivant une ligne adiabatique, c’est-d-dire
sans communication calorifique avec Pextérieur.

ECOULEMENT D’UN LIQUIDE.

112. Appliquons ces résullats & I'écoulement d’un liquide
regardé comme incompressible; le volume ¢ est alors con-
stant, et 'équation (3 ) devient

2

‘ Wi — w3
o R R S Y
(4) Y (pr—ps)
Supposons que la section du cylindre soit trés-grande par rap-
port & celle du tube d’écoulement, la vitesse w, sera trés-
petite et négligeable, ce qui réduit I'équation &

)2
g—;:(pl—pz)w

(5)

On arrive ainsi & unc formule bien connue d’hydrodynamique
quirenferme laloi de Torricelli surV’écoulement des liquides.

BCOULEMENT D'UN GAZ PARFAIT.

113. Pour étudier I'écoulement d'un gaz, il sera plus com-
mode d’employer I'équation (1), parce que I'on connait la va-

9

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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leur de I'énergie intérieure. On a, en effet, pour les gaz (ne 51),
U,—U,=Ec¢(T,—T\),
prvi=ap, T,
pava= 2 po¥s Tae

Si Fon substitue ces valeurs dans U'équation (1), il vient

g}’———ﬁz(acp,,vo—}— Ee)(T —Ts).

28
On a d’ailleurs (n° 46)

aporu=E(C—c¢);
on en déduit

(6)

w? — w}
XL =LEC(T.—T,).
2 0
o

On ne connait pas ordinairement la température T, dans le
tube d’écoulement, mais on peut la calculer en fonction de la
pression p, qui est connue. On a, pour un gaz parfait (n°e 50),
I’équation générale
povt = et

Comme la transformation du gaz a lieu dans le cas actuel sui-
vant une ligne adiabatique, la valeur de u est constante, et I'on
peut écrire
ps v = p§ v5.
On a aussi
po_ T
Pz V2 Tz,

de ces deux relations on déduit
[

A
v, I
C—c

Py T
7 <p|> L
Cette équation (7) fera connaitre la valeur de T,; en substi-

tuant cette valeur dans I’équation (6) on auralavitesse d’écou-
lement w.,

et
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Lorsque la vitesse w, est négligeable, I'équation (6) sc ré-
duit a '

.2
(8) Y2 —EQ(T, — T.).
28
115. Application numérique. — Appliquons cette formule

a I'écoulement d’'une masse d’air qui sort d’'un vase ou la
température est de 3o degrés et la pression d’'une atmosphére
‘et demie, et qui se rend dans l'atmosphére. On a alors

ty=30°% p, = gatm., p:=1aim.
€ =0,2375, ¢=0,1684, C— ¢ = o0,0791.

En substituant ces valeurs dans I'équation (1), il vient

JoT
2

2375
T,= 303"(3) — 269",

ou
8= —4°.
La formule (8) donne alors
w, = 258,

On voit que dans ces conditions 'écoulement du gaz est ac-
‘compagné d’un grand abaissement de température et qu’il a
lieu avec une vitesse considérable, 258 métres par seconde.

115. Considérons encore deux vases A ¢t B ( fig. 27) com-
muniquant a 'aide d’un tube fermé par un robinet, et remplis

Fig. 27.

d’un méme gaz dans des conditions différentes, et étudions
le phénoméne qui se produit quand on ouvre le robinet qui
les sépare.
Appelons V, le volume du ballon A, M, le poids de gaz
qu’il renferme d’abord, ¢, le volume spécifique de ce gaz,
9.
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p: sa pression, T, sa température; appelons Vi, M, 05, pa, les
mémes quantités relatives au ballon B,

Supposons p, > p, el considérons I'état des choses au mo~
ment ou un poids M de gaz s’est écoulé du vase A dans le
vase B. Le poids du gaz renfermé dans le ballon A est alors
M,— M, et son é1at est caractérisé par les valeurs ¢, py, T';
Ie ballon B renferme un poids M,+ M de gaz dont I’état est
caraclérisé par les valeurs ¢}, p',, T),. Toutes ces valeurs nou~
velles sont des fonctions du poids M de gaz écoulé; il s’agit
de les déterminer.

Le poids M, — M de gaz n’occupait d’abord qu’une partie du
ballon A; ce gaz s’est cnsuite dilaté de maniére a occuper le
volume tout entier Vy, sans communication de chaleur avee
Pextéricur. On a donce, pour la transformation de cette masse
de gaz, qui s’ceffcctue suivant une ligne adiabatique, I'équation

’ ' G e
P e =pi s,
[N

I)II — 4 1
m o\
o
Le rapport - ¢st connu; car on a

v, .V
V,:M) (’I_m-

d’otr
v M -—M
A
et, par suite,
. ¢
Py (M, — DM\
(9) 2= (B )

cette équation donne la pression p, dans le ballon A,
Pour déterminer la température T, nous remarqucrons
qu’on a encore, pour la méme transformation,

C—c

T, (o KB
'l‘l i 01‘ M
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d’olt

1o E (MM
T,

Les équations (g) ct (10} déterminent complétement I'élat du

gaz dans le premier hallon.

Dans le second ballon B, il y a un poids \L+ M de gaz for-
manl un mélange homogéne. L’énergie totale de la masse cn-
tiere de gaz renfermée dans les deux ballons n’a pas changé
pendant Uopération, puisqu’il 0’y a pas eu de travail extéricur
accompli; cette condition permettra de déterminer I'état du
gaz daps le ballon B. On a en général, pour I'unité de poids

d’un gaz (n° 81),
U=U,+ EeT.

En écrivant que 'énergie totale est la méme au commence-
ment et d la fin de Popération, on obticnt Péquation

M, (U,+EeT)+ M (Uy+ EcTy)
=(M,—M)(Uy+ EcT)) + (My+ M} U+ EcT)),
ou bicn

l\llTl‘f—MzT'z:(Ml_ l‘l) Tll 4 (I\L--I— .M:l'll.“

Si I'on remplace T, par sa valeur tirée de I'équation (ro), on
en déduit

«
w _ MT M, T, ‘M, —M\E |
() P=§m MM ( M, )

Pour calculer la valeur de p),, nous nous servirons de I'é-
quation

Py T
P2 T, ’
ou .
b _ T
pr T,
On a d’ailleurs :
(',2 -_— J\]) ?
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ce qui donne
- p, _M,4+M T,

P M, T,

ou bien, enremplagant 1, par sa valeur tirée de I'équation (1 1),

c
P MT| /(M-—M e _
(12) P2—1+:Msz [I < M,
Les équations (g), (10), (11), (12) font connaitre I'état du gaz

dans les deux ballons c¢n fonction du poids M de gaz qui s’est
écoulé.

116. L’écoulement cesse quand les pressions p', et p,, dans
les deux hallons devienncnt égales; on a alors, en égalant les
valeurs de ces deux pressions,

e ) ¢
M, —M\“ s M, T, M, — M\«
P\ TN T T ALY
Cette équation permet de caleuler le poids M du gaz éeoulé.
Comme on a

T _po
T, p,w’
et
M, Vi«
M.~ V.o
il en résulie
MT __V.p

M. T, - V‘z_pz.

SiI'on substitue cetle valeur dans P'équation préeédente, il

vient
C
M.—M)C . \AYE H_I).V,_ _
M, / II+PI-‘T2 =P pnvz ’
on en déduit

_ gAYEI AL
(13) “““"%“[p.(vﬁrvn] ;
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et 'équation (10) devient )
C—c

T, p|V|+]72Vz:|T
(14) T‘l__l:pl(vl"*_vz)

117. Pour appliquer ces formules au cas ou I'écoulement
s’opére du vase A dans 'atmospheére, il suffit de supposer que
lIe volume V, du vase B est infini, ainsi que la masse M.. Les
équations (13) et (14) se réduisent &

w =l

C—c
4 ’ C
(16) T (K) .
T, P
et 'équation (11) 4 T',="T,, résultat évident & priori.

dpplication numérique. — Supposons que le volume V,du
ballon A soit de 1 métre cube, et qu'il renferme de I'air sec a
la température de 3o degrés, sous la pression dec 5 atmo-
sphéres; le poids du gaz est de 5%9,8256. L’écoulecment cesse
quand la pression dans le ballon est de 1 atmosphére; on a

alors
1\® __ kil
M=M,|1— <§> = 34,9652,

T, =190°, dou ¢, = —83.
L’écoulement du gaz cst donc accompagné d'un abaissement

considérable de température.

118. Nous pouvons maintenant étudier plus complétement
I'unc des expériences par laquelle M. Joule a démontré que
Ie travail intérieur est négligeable dans les gaz (n® 54). Sup-
posons que le ballon A soit plein de gaz et le ballon B vide;
il suffit alors de fairc dans les équations générales

Mz':-o, p;:().

Il n’y a pas lieu d’attribuer au ballon vide une température
initiale. La notion de température supposc essenticllement.
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I'existence d’une matiére pondérable; dans la théorie des on-
dulations, I’éther libre est considéré comme un milieu parfai-
tement élastique, servant 4 transmettre les ondulations; dés
que I'onde est passée, I’éther revient au repos;ainsi on regarde
I’éther libre comme un milieu jouissant de la propriélé de
transmettre intégralement la force vive émise par la source,
sans en rien retenir pour lui-méme.

L’équation (13) déterizine d’abord le poids M du gaz qui
s’est écoulé,

o w2y

On’'en déduit

M —M [ V, \C
M, v.+v,)’

et les équations (9), (10) et (11) deviennent

C
. M, — M\©__ v,
18 p=p=r(Ty) =rvEyy
o (M—MY \L ¢
(19) T =T, (\T> =T, <V1—+\7;> ’
¢ — Y
vor o=m [ (M) | = m
— t . V| c
I_<V.+V,>

On voit que la tempcrature finale T, dans le ballon A qui
renfermait le gaz, est inféricure 4 la température initiale T,,
et que la température finale T, du ballon vide B est plus éle-
vée que T.. L'écoulement du gaz a 616 accompagné d’un re-
froidissement dans le hallon A.

119. Comme derniére application, supposons que le bal-
lon B soit vide d’abord et qu’on le mette en communication
avec Patmosphére; il suffira de regarder le ballon A comme
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infini et de faire dans les formules du numéro précédent
M,=w, V,=cw. Les équations (18) et (19) se réduiscnt &
Po=p,=p,, T =T, résultats ¢vidents & priori. Avant d’in-
troduire dans 1'équation (17) les hypothéscs particuliéres a la

. . A\
question actuelle, il faut la tansformer; on a V':jﬁl’ ou
. 1

M = v—' Si I'on remplace M, par sa valeur, I'équation devicut
1

v, V. \¢
- Vv, 1 . v, I+ Xﬁ -_é .
— : 1 — ———£ = 7[ I— V| )
VZ c

si 'on développe celle expression en série, il vient

_Vl CV‘) (V7>2 :|.

Le volume V, ¢tant infini, le second membre se réduit a son
premier terme, et l'on a

=

(21) M=

A D

-
<

L’équation (20)

- ' e
o ML MM
L= ( M, ’

présente la méme difficulté que la précédente. On peut I'é~

crire
¢
~ _BJI'-[‘| 1\/[ ¢
="y [“(“m) }

et, en développant le second membre en séric,

. MT,[CM M\ ]
1 :-—' - LN .
S T} [c T <Ml> +J
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Comme M, est infini, cetie équation se réduit &

(22) T’z:ng-

Application numériqgue. — Supposons que la température
de I'atmosphére soit de 20 degrés, on aura T,=273+ 20=1293,
et, en vertu de U'équation (22}, T,= 413 ou ¢, = 140 degrés.
Ainsi la rentrée brusque de 'air dans le vase B produit une
grande élévation de température.

120. Cette derniére expéricnce donne un moyen trés-simple
de déterminer le rapport des chaleurs spécifiques; on déduit,
en effet, de I'équation (22)

(23)

Mais comme la température T', est dilficile a observer, on pré-
fére recourir a une mesurc de pression. Si V'on ferme le robi-
net aussitot apres la rentrée du gaz, on enferme dans le vase B
une cerlaine masse de gaz & la température T, et & la pression
atmosphérique p; si on laisse ensuite refr01du- ce gaz jusqu’a
la température T, de Yair ambiant, sa pression s’abaissera jus-
qu'a une pression p’ inférieure a pi; comme le volume spéci-
fique du gaz reste le méme, on a

p T,
P -7’
et I'équation {23) devient
(24) C_p.
¢ p

*XCOULEMENT DES VALEURS.

121. Considérons, comme nous Yavons fait pour les fluides
en général, deux cylindres A et B (fig. 28) fermés par des pis-
tons et renfermant un mélange de liquide et de vapeur qui
s’écoule du cylindre A dans le cylindre B. Appelons z, le titre
de la vapeur dans le premicr cylindre, 2, le titre dans le tube
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d’écoulement. Nous admettons que la vapeur ne se surchauffe
pas pendant I’écoulement; on verra plus loin que cette hypo-
thése est conforme a 'expérience.

Fig. 28.

La transformation s’opére enire deux surfaces ach, de, trés-
voisines de I'ouverture; si 'on considére une pctite masse m
décrivant la trajectoire Ak, d’aprés ce que nous avons dit
(n° 111), on peut appliquer & la transformation intérieure de
cetle masse toutes les formules qui ont été établies dans le
Chapitre précédent pour I'étude de la transformation d’un mé-
lange de liquide et de vapcur. Comme nous admettons que le
passage de la masse m du point & au point ¥ s'opére dans un
temps asscz court pour qu’il n’y ait pas communication de
chaleur entre cette masse m ct la masse environnante, nous
emploierons les équations (15) ¢t (16) du n° 100,

Loz, Loz _/Tﬂﬁf dT
T, T T , T 7
T,—T,
TI

T, T, P
+ E m (1—77> d']‘—(p,v,—p.&.)—i—f wdp,
T, T ”

En remplacant U, — U, par sa valeur dans I'équation générale

Uz—U| :EL‘.Z‘|

w?— w?
(I) —'?‘: l"l—szz'—(Ug—U,),
que nous avons trouvée (n® 110) pour U'écoulement des fluides,
on obtient ’équation
L T, — T,
L= W BL# —
o . T,

T, T Py
+ Ef m (1— —’) dT —+—f wdp,
o, I P

2

(25)
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Si la section du vase A est assez grande pour que la vi-
tesse w, Soit négligeab]e, cette équation devient
T,—T,

,

( ' +Ef m 1—~>dl‘—{—f udp.

Dans la pratique, on peut regarder le volume spécifigue « du
liquide comme constant, et remplacer le cocfficient m par la
chaleur spécifique C supposéc constante, ce qui donne la for-
mule approchée

=EL, =,
(26)

'.l‘. -_— Tz

== EL1 Z, ,l,l

jadt)
20
(27){ ®

w

+ EC (T. —T,—T, log}—,'> + u(pi— pa)-

Nous avons admis que la vapeur reste saturée dans le tube
d’écoulement. Pour justifier cette hypothése, supposons la
vapeur saturée et séche dans le eylindre A, et soit  =152°2/
pi=>5atm.,, p, =1 atm, = 10 334", La vapeur s’écoulant dans
I'atmosphére, sa température ¢, cst alors évidemment de
100 degrés. Les Tables d’expéricnces de M. Regnault donnent
pour ces températurcs

L= 499,

L, =536.
On a dailleurs #=o0,001; on déduit des formules précé-
dentes

X, = 0,91,

w, == 734™.
Ainsi, non-seulement la vapeur reste saturée, mais il y a con-
densation partielle dans le tube d’écoulcment.

122, Si la vapeur, au lieu de se rendre dans 'atmosphére
par un long ajutage, sort du vase A par un orifice en mince
paroi ( fig. 29), 'expérience apprend que le jet s'élargit trés-
rapidement, de sorte qu’a une petite distance de l'orifice, sur
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une surface déja grande def, la pression devient égale a la
pression atmosphérique p., et la vitesse w, trés-petite. I est
impossible quw’il y ail condcnsation partielle de la vapeur

Fig. 29.

comme dans le cas précédent. Admetlons en effet que la va-
peur soit saturée sur la surface def; la température ¢, serait
de 100 degrés; comme on a d’ailleurs T, > T,, les trois termes
qui composent le second membre de I'équation {26) élant
positifs, w. aurait nécessairement une valcur asscz grande.
Mais, comme nous I'avons dit, & cause du rapide épanouisse-
ment du jet de vapeur, w, est irés-petit sur la surface def’;
on en conclut que 'hypothése est inadmissible, ot par consé-
quent que la vapcur est surchauffée.

Nous avons trouvé (n°® 111), pour toute transformation d'un
fluide, 'équation

Wi — ? P
= (/d]),
2o
8 P
. qui se réduit a
w? P
P f vdp,
28 Jp,

quand w,=o. On peut appliquer cetie équation a chaque phase
de la transformation et écrire

w2

f}’ 1 /
et vap.
=), v

Cette intégralc a une signification géométrique dont il est fa-
cile de se rendre comple. Soit A (fig. 30) I'élat initial de la
vapeur salurée séche, B 1'état final; menons par le point A la
courbe L de saturation. Pour aller de V’état A & I'diat B, le mé-
lange suit une courbe telle que ADB, et sila vitesse w, est
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sensiblement nulle au point B, l'aire totale de la courbe,
comptée sur I'axe op comme base, doit étre sensiblementnulle.
Le point B doit donc étre situé de telle sorte que l'aire néga-
tive BDD'B’ soit égale a I'aire positive AA'D'D.

Tig. 3o0.
)t
"\L
|
\r__x_.\
]
o
\ f
AN N
1N
D N
NN

La vitesse du mélange, a V'orifice méme, ecst trés-grande ;
comme la vitesse était nulle sur la surface abe (fig. 29), il ¥
a eu condensation croissante depuis cette surface jusqu’a V'ori-
fice O et transformation d’énergie calorifique en énergie sen-
sible, c’est-a-dire en force vive du mouvement de¢ translation.
A partir de l'orifice, le contraire a lieu, I’énergie sensible se
transforme en chaleur et la vapeur se surchauffe.

123. Appelons T’ la température et U’ 'énergie intérieure de
la vapeur surchauffée a I'état B. Puisque les vitesses w, et
sont trés-petites, I'équation (1) se réduit &

U—-U=pov—p.
Concevons que Pon aille de A en B par le chemin AFB ( fig. 30);
caractérisons par I'indice 2 1’état du mélange en F; pour la
transformation suivant la ligne de saturation AF, on a, d’aprés
I’équation approchée (14) du n° 99,
U,— U[ZE(Lz_Lx) -+ EC(Tz—Tl)*PQVn—l—PxVx—i—(Pn—Pn)u-

Pour la transformation FB de la vapeur surchauf(ée & pression
constante p;, on a

EdQ=ECdT = dU + p,do,
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d’olt :
U—U,=EC(T—T,)— p.(v'— v,).
On en déduit
U'— U, = E(Li— L)+ EC (T, — T\) + EC (T'— )
+pro—p:V = (p—pu,

et, en égalant cette valcur de U'— U, a celle trouvée précé-
demment,

(28) C(To—T,) + C'(T'—T) + Lo— L+ A (p.—pJ) u = o.

La pression p, est donnée : c’est la pression atmosphérique ;
T, est la température de la vapeur saturée sous cette pression
p2; Véquation (28) donnera la température T’ du jet aprés I'é-
panouissement

De la formule empirique

L = 606,50 — 0,6q5 t,
on déduit
L:— L, = 0,695 (t,— t.).

On ad’ailleurs approximativement C=1, C'=0,4805,u=o0,001;
en substitvant dans 1'équation (28), on obtient la formule
pratique

(29) I'— t,=0,6348 (1, — £.) + 0,0506 (p,— p1),
dans laquelle les pressions p, et p. sont exprimées en atmo-
sphéres.

Application numérique : t,=150° p, = 4,7, p;=1, t,==100°%
on trouve t’3\132°.

INJECTEUR GIFFARD,

12h. L’injecteur imaginé par M. Giffard est destiné 4 rems
placer la pompe alimentaire dans les machines A vapeur; un
jet de vapeur, sortant de la chaudiére, aspire Peau alimentaire
et la fait pénétrer dans la chaudicre elle-méme. Pour bien
faire comprendre le jeu de cet appareil ingénieux, considérons
un cylindre A (fig. 31), muni d’'un piston et renfermant de la
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vapeur au titre z,, 4 la température T, sous la-pression p,.
Cette vapeur s'écoule par un tube a et rencontre de I'eau

Fig. 31.

froide qui vient d’'un vasc C ou clle est a la pression atmo-
sphérique p, et a la température T,. La vapeur se condense
au contact de 'eau froide; la chaleur dégagée par la condensa-
tion se transforme en énergic scosible et le jet liquide sort
dans l'air par le tube F avee une grande vitesse. I pénétre
alors dans Ie tube G qui communique avec un deuxiéme ¢ylin-
dre B muni d’un piston et s’arréte dans ce cylindre & la tem-
pérature T, et a la pression p.. _

Calculons d’abord la vitesse du liquide & la sortic du tube F
dans Tair. Appelons U, et U, I'énergic intérieure dans le cy-
lindre A et dans le réservoir C; T', la température et U, I'éner-
gie intérieure du jet liguide dans I'air, M, le poids de vapeur
qui sort de la chaudicre pendant unc scconde, et M, le poids
d’cau que cette vapcur entrainc. Pendant un temps infini-
ment pelit 9, le poids du liquide qui sort par le tube F est
égal A

M, 6+ M,0.

Comme il n’y a pas de communication de chaleur avee 1'ex-
térieur, la variation d’énergie de cetle masse liquide est égale
au travail des forces extérieures pendant le méme temps. L’é-
nergic totale du liquide en F est

(M,+‘M‘,)9(;"-’;+(M.+1\L)9U’2,
el

w élant Ja vitesse d’écoulement; I'énergie primitive de la
méme masse 6lait

M U+ M,6U,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ECOULEMENT DES FLUIDES. 145

Quant au travail des forces extérieures, il se compose : 1° du
travail de la force motrice dans le cylindre A, lequel est
~+ piM, v, 8; 2° du travail résistant de la pression extéricure
en F, — p.(M+ M,) 6¢,; 3° du travail produit par la pression
atmosphérique dans le vase C, et par la pression de la colonne
de liquide dont la surface est & une hauteur % au-dessus du
tube d’écoulement, ce qui fait + po M, 0,6 +M,0/4. En sup-
primant le facteur § qui est commun & tous les termes, on a
donc 'équation _

(M, + M,)

g}—;—i—(M.+M‘,)U',—M,U,_M0Uo ‘
o

= pMivi— po(M,+ M,) ¢, + po M, 0+ Mo b

D’aprés I'équation (13) du n° 99, le mélange de vapeur et de
liquide dans le cylindre A a pour énergie intérieure

U =Ui+ EC(T,— T.,)+ EL, &, — p, (v, — u);
le liquide qui s’écoule dans l'air,

U, = U,+EC(T, — T.).

¢

En substituant ces valeurs dans I'équation précédente et re-
marquant que les volumes spécifiques ¢, et ¢, peuvent étre
remplacés par u, on obtient I'équation

30y | O M) & 4 MUEC(4, — 1) + M EC(Z, — )
i o]

:EM| L| X, +- M| (_Pl—' l)o) {2 +“Io /l,

qui permet de calculer la vitesse d’écoulement v, sil’on con-
nait la température £, du liquide. On peut remarquer que le
terme le plus important dans le second membre est EM, L, z,,
qui provient de la condensation de la vapeur; c’est surtout
I'énergie calorifique due a cette condensation qui produit 'é-
nergie sensible.

125. Examinons maintenant la scconde partie de I'appareil,
et écrivons encore que, pendant un temps infiniment petit 6,
la variation d’énergie intérieure du liquide est égale & la
somme des travaux des forces extérieures. En appelant U, '§-

10
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nergie intérieure de Y'unité de poids dans le cylindre B, ¢, le
volume spécifique, et admettant que lc liquide arrivé dans le
cylindre n’a plus de vitesse sensible, on a I’équation

(M, + M,)6U, — (M, + M, ) 0 (;"—”JF U',)
o
= (lﬂl-t- Mo) Gpu V’z — (1\L+ 1\10) Opz (PD

En substiluant 4 U, et U, leurs valeurs et faisant les simpli-
fications habituelles, il vient
w?

(31) ——2—g—|—EC(t,—t',)—_—(po——pz) u.
Si Uon connaft la température £, dans le vase B, cette équation
permet de calculer la pression p, que le jet liquide est capable
de vaincre.

En ajoutant a I'équation (30) I’équation (31) multipliée par
{M,+ M,), tous les iermes relalifs & I'état intermédiaire dispa-
raissent, et il vient

BC M, (6,— t0) + M (t.— t,)]

3
(32) =EM Liz, +M{po—p)u+ M (p— p2)u+M &,

On aurait pu écrire cette équation directement, en appliquant
I'équation du travail aux deux états extrémes.

Dans la pratique, les deux cylindres A et B sont deux por-
tions de la méme chaudiére et les pressions p, et p, sont égales.
En outre le réservoir C de liquide est situé au-dessous du tube
d’écoulement, il faut done remplacer & par — A'. On peut alors
calculer la quantité d’eau froide entrainée par un poids donné
de vapeur. L’équation (32) donne

Lﬂ_ EL.x,—!—EC(t[——t,)
M, 7 EC(ti— 1)+ (po—po) u + A’
M, L|x|+C(t|_‘t:)

(33) M Clt—t)+ AR+ A(p—po)u

Le jet de vapeur qui sort de la chaudiére produit donc I'effet
d’'une pompe aspirante et foulante, prenant 'eau dans le ré-
servoir et la refoulant dans la chaudiére. Le dernier terme
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A(Pi— puest négligeable, el on peut prendre comme valeur
approchée
M, Laz+Clti—&)
3 e LT A 22
(34 M, Clh—t) T AT

Supposons que la vapeur fournie par la chaudiére soit séche
et que le liquide refoulé ait la température de la chaudiére,
on aura alors x,=1 et ,= £, ce qui donnc

»

(35) ‘ M, Ly

M~ C(t—t)+~ AR

10.
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CHAPITRE VIL

FUSION ET SOLIDIFICATION.

Passage de état liquide a I'état solide. — Transformation d’un mélange de
liquide et de solide. — Température de fusion de la glace.

PASSAGE DE L'ETAT LIQUIDE A L'ETAT SOLIDE.

126. Quand on échauffe progressivement un corps solide
sous une pression donundée, il arrive un moment ou la fusion
commence; pendant tout le temps que dure la fusion la tem-
pérature reste constante. La température de fusion d’un corps
dépend de la pression qu’il supporte; c’est une fonction de la
pression que nous représenterons par £ = f(p); c'est la tem-
pérature maximum de la forme solide sous la pression p. Un
kilogramme du corps, en sc liquéfiant, ahsorbe une certaine
quantité de chaleur L que Von appelle chaleur latente de
fusion.

Le passage inverse de I'état liquide & 1’état solide est moins
régulier. On pcut maintenir un corps sous la forme liquide &
une température bien inféricure a celle de la solidification
normale. Ici encore, comme pour la vaporisation, la chaleur
latente de solidification retardée est plus faible, en*général,
que la chaleur latente de solidification normale.

Soit en effet ¢ la ternpérature de solidification normale d’un
corps sous la pression p;nous pouvonsamener un kilogrémme
du corps de la température ¢ a la température ¢ — 0 de deux
maniéres, en le solidifiant d’abord 4 14 température normale ¢
et abaissant ensuitele corpssolide de ¢a ¢— 8, ou bien en abais-
sant d’abord le liquide de ¢4 z— @ et le solidifiant ensuite a
cette température ¢ — 6, la pression restant toujours la méme
et égale & p. Appelons C la chaleur spécifique & I'état liquide,
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C’ la chaleur spécifique & I’état solide, L la chaleur latente de
solidification normale, et L' la chaleur latente de solidification
retardée a la température -0,

La chaleur perdue pendant la premiére transformation est

[
L+f C'de;
t—90

pendant la scconde transformation elle est

4
f Cdt + L.
t—0

Ces deux quantités de chaleur sont égales; car le travail ex~
térieur est lc méme dans les deux transformations, ainsi que
la variation d’énergie intérieure. On a donc

1 I3
L+ f Cdt = f Cdt+ 1,
t—0 t—0

I'4
L’:L—f (C—C)de.
t—4@

d’ol

Comme la chaleur spécifique C du liquide est plus grande
que la chalcur spécifique C' du solide, il en résulte que la
chaleur latente normale L est plus grande que L.

TRANSFORMATION D’UN MELANGE DE LIQUIDE ET DE SOLIDE.

127. Considérons un mélange de liquide et de solide formant
un poids total de 1 kilogramme & la température ¢. Soient x
le poids du solide, 1 — & celui du liguide; désignons par «
et u' les volumes spécifiques du liquide et du solide; le vo-
Iume spéeifique v du mélange sera

(1) v=u(t—a)+ur=u+(u—u)x.

Comme nous I'avons fait pour le mélange de liquide el de va-
peur, nous prendrons t et x pour variables indépendantes.
Concevons que le mélange éprouve une transformation infi-
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pniment petite qui le fasse passer de Vétat (¢, z) a I'état
(¢t +dt, x + dx ), la quantité de chaleur nécessaire pour opé-
rer cetlte transformation sera

dQ=(1—xz) <C+/l——-> dt+ x <C'—I—/L g-) dt — Ldz,

les lettres accentuées se rapportant & I'état solide. Cette équa-
tion est la méme que celle que nous avons trouvée (n°89)
pour la transformation d’un mélange de liquide et de vapeur,
sauf que le dernier terme Ldz, qui correspond a la solidifica-
tion du poids dz de liquide, est changé de signe.

Si I'on pose

C+h Elﬁ —m,
C+ _ZB =m,
elle devient
{2) dQ==[m 4 (m' — m)x] dt — Ldz.

Le travail extérieur accompli est

dS:pdV:p[Z—;‘+xd—(liTt——ﬂ] dt + p(u' — u)dz.

Enfin de I'équation fondamentale
(a) dQ=A(dU + pdv),
on déduit la variation d’énergie intérieure
\ , du d{uv' — u)
SAdU_[m—*—(/n—m)x—Apd Apx—a’t__]dt

( —'[L—I—Ap(u’—u)] dzx.

198. Le second membre de cette équation étant une diffé-
rentielle exacte, on a

(3)

Aab—[—J =m -+ (m' — m) x—Ap%l,l? — Apx i(—uc_ll—z—)’
QU p
— L Aplu'—u),
dx L—Ap(u )
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et, par suite,

»U , d{w —u)
Tide ={(m' —m)—Ap g
»U _ dL , dp d(u' — u)
dedi =~ —dr AW TG — A ——

En égalant ces deux dérivées secondes, on obtient I'équation
de M. Clausius
dp

dL
(e) ————+m—m—A(u——u)dt

dt
On a aussi
dQ m—+ (m'—m)

x L.
T = 4T—gdz;

d’aprés le sccond principe fondamental —= 2Q =dy, le second

1‘
membre étant la différentielle exacte d’une fonction p des
deux variables indépendantes T et x, on en déduit la rclation
de M. W. Thomson

L
¢ T m—n
(8) =T
que 'on peut mettre sous la forme
dL L p
(B) ﬁ—T__m—m.

Enfin la combinaison des équations («) et (3,) conduit a la
troisicme relation

. L N dp
(7) T:A(zt—u)ﬁ-

TEMPERATURE DY FUSION DE LA GLACE.

129. Cette derniére équation donne licu & quelques remar-
ques importantes. La chaleur latente L étant toujours posi-

dp
live, les deux quantités u — «’' et dl‘

plupart des corps se dilatent cn se liquéfiant, la différence

ont le méme signe. La
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.. .. d
u — u' estalors positive; on en conclut que la dérivée E/t—} esl

aussi positive, et par conséquent que la température-de fusion
normale est d’autant plus élevée que la pression est plus forte.
Cette conséquence de la théorie a été vérifiée par M. Bunsen
sur le blanc de baleine et la paraffine; en portant la pression
de 1 & 156 atmosphéres, ce physicien a vu la température de
fusion du blanc de baleine s’élever de 47°,7 a 50°,9.11y a pro-
bablement lieu de tenir compte de cette loi en géologie: des
roches soumises & une énorme pression peuvent rester so-
lides & une trés-haute température,

Mais il y a quelques corps, et la glace est de ce nombre, qui
se contractent en se liquéfiant; la différence w — o’ est alors
dp
dt
fusion est d’autant plus basse que la pression cst plus forte.
Ainsi, de la glace soumise a une forte pression peut s¢ fondre
a une température inférieure a zéro. Nous pouvons méme
calculer cct abaissement de température; de I'équation (y) on

négalive, ainsi que ; on ¢n conclut que la température de

déduit en effet .
dT , T
71—/—)-———A(16 —_ H) I—J-
Supposons que la pression p soit de 1 atmosphére; on a alors
’ I r 1
pour 'ecau T=273°, L = 79,25, u==0,001, t/= c)')—S’ d’otlt
dT —_— — 0,0070
qp T T 000

Ainsi, & un accroisscment de pression de'i atmosphére cor-
respond un abaissemcnt de 0°,0070 environ dans la tempéra-
ture de fusion de la glace. C’est M. James Thomson qui, le
premicr, a indiqué cette propriété de la glace comme unc
conséquence du théoréme de Carnot; M. William Thomson,
son {rére, I’a vérifiée cnsuite par 'expérience : il a trouvé un
abaissement de 0°,0075 pour chaque atmosphére, résultat peu
différent du précédent. M. Mousson, a I'aide d’un appareil
trés-ingénieux, a pu abaisser la température de fusion de la
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glace jusqu’a —18°, en exercant une pression trés-considé-
rable.

130. Une expérience trés-simple de M. Helmbholtz permet
de démontrer que réciproquement, quand la pression dimi-
nue, la température de fusion de la glace devient plus élevée.
Dans un vase AB (fig. 32), renfermant de la glace (ondante, on

Fig. 32.

place un vase métallique C contenant de I'eau et dans lequel
on a fait le vide partiel; on voit des cristaux de glace se for-
mer dans le vase C, tandis que la glace fond & P'extérieur; on
en conclut que 'eau du cylindre C se congéle 4 une tempéra-
ture un peu supérieurc a zéro.

On peut de la méme maniére expliquer les expéricnces
curicuses de Faraday et de M. Tyndall. Unc expcérience de
M. Tyndall consiste a placer de la glace pilée entre deux
moules de buis trés-épais creusés de cavités lenticulaires dans
les deux faces e¢n regard. On comprime énergiquement la
glace entre les deux moules, ¢t quand on les écarte ensuite
on constate qu’il s’cst formé une lentille de glace parfaitement
homogénc et transparente. La glace s’est fondue cn partie
au moins pendant la compression, et le liquide formé s’est
solidifié de nouveau a la pression atmosphérique. Faraday a
désigné ce phénomeéne sous le nom de regel. 11 suffit du reste
que deux morceaux de glace se touchent sous une légére
pression, pour qu’on les voie se souder I'un & l'autre. Quand
decux corps solides se touchent par un élément de surface
et sont pressés 'un contre lautre avec une force F, la pres-

. . F A .
sion p par unité de surface est P=75 elle peut étre trés-

grande 2 cause do la petitesse de w. S’il s’agit de deux mor-
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ceaux de glace a 2, la pression qui s’exerce au point de contact
abaissant la température de fusion, une petite quantité de
glace se fondra en cet endroit; 'eau qui en résulte, se répan-
dant alentour et n’étant plus soumise a4 la méme pression, se
gélera de nouveau. Mais & mesure que le phénoméne se pro-
duit, la surface de contact w s’élargit et la pression p diminue.
Le phénoméne cessera quand w scra devenu assez grand pour
que p soit inférieure & la pression relative a la température £.

C'est 1a ce qui se passc quand on comprime des morceaux
de glace dans un vase; les morceaux se touchent par leurs
aspérités : c’est 1a que s’exerce la pression la plus forte; ces
aspérités fondent, les morccaux glissent les uns sur les autres,
se touchent en de nouveaux points qui fondent i leur tour;
en méme temps, I'eau provenant de la fusion se loge dans les
vides, oltn’élant plus soumise a la méme pression, elle se con-
gele de nouveau; & la fin on a un bloc de glace présentant la
forme du vase.

Touteflois ce bloc de glace différe par ses propriéiés opti-
ques d’un bloc de glace naturel, comme I'a montré M. Bertin :
ce dernier, formé de cristaux orientés tous dans la méme di-
rection, présente des apparences de polarisation colorée, tan-
dis que le premicr, composé d’un assemblage de morceaux
oricntés dans tous les sens, se comporte comme un morceau
de verre.

Ces phénoménes produits par la pression paraissent jouer
un grand role dans la marche des glaciers. On sait que les gla-
ciers marchent comme des fleuves : d’aprés les observations
de M. Tyndall, la mer de glace de Montanvers, 4 Chamouni,
s’avance de 4 décimétres par jour d’biver ¢t de 74 décimétres
par jour d'été. La pression exercée par la colonne de glace a
sa base peut occasionner une fusion locale et permettre un
glissement sur les rochers qui forment le lit du glacier.
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CHAPITRE VIIL.
TRANSFORMATION GENERALE DES CORPS.

Coefficient de dilatation cubique; — de compressibilité cubique. — Barre ou fil
cylindrique. — Phénoménes présentés par le caoutchoue.

131. Nous savons qu’il existe une relation

' CP(t’ V,P):O,

entre la température, le volume spécitique et la pression;.

mais cette relation n’est connue que pour les gaz parfaits. Si

on I'imagine résolue par rapport a ¢, le volume spécifique

peut étre regardé comme une fonction de deux variables in-

dépendantes ¢ et p. La marche & suivre pour étudier cette fonc-

tion serait de déterminer d’abord par I’expérience ses deux dé-
Qv

. . dv . ;
rivées pame]lesﬁ et P pour divers systémes de¢ valcurs de ¢

et de p.

r* Laissant p constante, ct faisant varier ¢, on observera la
variation du volume. Ces expériences donnent cc qu’on appelle
le coefficient de dilatation cubique sous pression constante;
en désignant par « ce coeflicient, on a

1w
a—;a—ta
d’ou
dv
(1 37 = %°.

" 2° Laissant ¢ constante, ct faisant varier p, on ohservera la
variation du volume. Ces expériences donnent le coefficient
de compressibilité cubique a température constante. En appe-
lant 3 ce coefficient, on a

1Jv
5—-—307’
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d’ott
dv
2 — = — fe.
(2) ;=P
Deux séries d’expériences, dans lesquelles on ferait varier

hEY

¢ et p, donneraient les deux fonctions -

dv vy
el — de tet p; l'in-
Ap
tégration de la différenticlle totale

Qv dv

dv = dt—l—ﬁ dp,

Y
ou

(3) %:ad!——ﬁdp,

ferait connailre ensuite fa fonction v =f(¢, p).

132. Aprés avoir trouvé cetic fonction, il faudrait ensuite
délerminer I’énergie intérieure. On la déduirait de I'équation

fondamentale (a),
dU=EdQ — pdv,

si I'on connaissait dQ. Nous avons posé (n° 41)
dQ =Cdt + hdp;

on déiermine G directement par l'expérience; de 1I'équa-
tion (3,) de M. W, Thomson (n° 73)

Qv .
fh = — AT ﬁ,

on déduit, & l'aide de I’équation (1),
(4) h=—AaxvT.
En remplacant % et dv par leurs valeurs (4) et (3), on a
(5) dU=(EC— avp)dT +v(Bp —aT) dp;
Iintégration de cectte différentielle totale donnerait la fone-
tion Ude T et de p.

On peut obtenir dQ d’une autre maniére. Nous avons posé

° 40
(n ) dQ =cdt + ldv;
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en remplacant dv par sa valeur (3), on a
dQ = (¢ + alv)dt — Bledp.
Sil'on identifie cette expression avec la précédente, il vient

¢+ alv=C, Blv=—h=AavT,

d’ou
AT
6 =222,
(6) 5
Aa?vT
C——C: .
(7) . B

On détermine C directement par Pexpérience, comme nous
I'avons dit; ¢ s’en déduit par I'équation (7): d’ailleurs I'équa-
tion (6) donne I. On obtient ainsi 'cxpression différentielle

(8) dU:(Ec_“’£T> dl‘+(i‘;-— >d0,

dont I'intégration donnerait U.

133. Imaginons que 'on comprime un corps assez rapide-
ment, pour quun échange de chaleur n’ait pas le temps de
s’établir entre ce corps et le milieu environnant; la tempéra-
ture du corps sera une fonction de la pression définie par
I'équation

0=dQ=Cd¢t~+ hdp,
d’ott 'on déduit
dt _ AavT
(9) ‘T/; =-7C¢

Le signe de_dt est le méme que celui du cocfficient de dila-
tation cubique «. En général, le coefficient « est positif; d¢ est
alors positif, ¢’est-a-dire que la compression éléve la tempé~
rature du corps. Mais pour I’eau a une température inférieure
a 4 degrés, « est négatif; donc d¢ est négatif, et par consé-
quent la compression produit un abaissement de la tempéra-
ture; cette conséquence a éLé vérifiée expérimentalement par
M. Joule.

v
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BARRE OU FIL CYLINDRIQUE.

134. Jusqu'a présent nous avons supposé que toute la sur-
face du corps est soumise a4 une pression normale uniforme ;
il n’en est pas de méme dans la question particuliére que nous
allons traiter. Considérons une bharre cylindrique homogéne
dont Ja surface latérale est soumise a une pression constante
et uniforme p, par métre carré, et chacunc des deux bases a
une pression variable op, + p, » ¢lant I'aire de la section.
Soit x la longueur de la barre; il est clair qu’il existe une
relation
(10) ¢(L, z, p)=o, '
entre les trois quantités ¢, x, p, dont dcux a volonté peuvent
étre prises pour variables indépendantes. Le travail exiérieur
accompli par la barre dans une transformation infiniment

petite est
dS=p,dv + pdz,

et la premiére ¢quation fondamentale

dQ = A(dU + dS),
devient

(11) dQ=A(dU + p, dv + pdx).

1° 8i Pon prend ¢ et « pour variables indépendantes, cetle
équation

20 dv 20 dv
dQ — -_— — — dx;
Q A(bt +p"bt>dt+A<bx+P +p) z;

"z
U do
c=A <D—l +p°ﬁ>’

posons

U dv .
l:A(b—x"Fpob—‘x—FP),

I’équation prend la forme simple

(r2) dQ =cdt + ld=x,
et Pon a entre ¢ et  la relation

2 de dIp
(13) Y aw oA
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2° Si I'on prend ¢ et p pour variables indépendantes, I'équa-~
tion fondamentale devient

dv do

U
Pu)dl-{—\(l)—i— .,\I) p\P>bp

20U do . dx
C:A<a—t~ +p°b_t+P D—t_>,

. AU dv
h= A5y +p p P\p)

elle prend la forme simple

dQ= A<—U+ P

en posant

(14) dQ =Cdt + hdp,
et 'on a entre C et & 1a relation
dh 2C dx

135. On peut aussi appliquer a la transformation de la barre
le théoréme de Carnot et lcs conséquences que nous en avons
dQ
T
la différenticlle exacte d’une fonction p. de deux variables in-
dépendantes.

1° Si l’on prend ¢ et x pour variables indépendantes, la dif-
férentielle exacte

"

déduites. Ainsi on a toujours A =T, et 'expression est

(—lrg = dt + dx
T
conduit a la relation (n® 72)
(16) l~ATD—]T’

2° Si l'on prend ¢ et p pour variables indépendantes, on ob~
tient de méme la relation (ne 73)

bx
h—=_ s
(17) 3 A]BT

136. On a observé pour un grand nombre de substances le
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coefficient de dilatation linéaire sous pression constante

o/

.Z‘

o9 ==

o/

I
x
1l en résulte, en verta de I'équation (17),
(18) h=—AaxT.

On a observé aussile coelficient de compressihiliié linéaire
a température constante
1dx

ﬁ:—gﬁ

8i I'on regarde « comme une fonction de ¢ et de p donnée

par I'équation (10), on a

dx
dx _\l dt+bp dp =z (adt — Bdp),

dQ=cdt+ldz = (¢ + alx)dt — Blzdp;

on en déduit

C=c+alx, h=—plx;
d’ol
AaT
1¢ [=——
(19) 5
(=20) C—c:A.O(;x1

Imaginons que I'on comprime brusquement la barre, sans
communication de chaleur, on aura

0=dQ=0Cdt + hdp,
d’oll '

(21) d_t _ AaxT )
dp~ G

Pour appliquer ces formules 4 un fil tiré & ses deux bouts
par une méme force, il suffit de changer le signe de p. Si l'on

pose p=—p, I'équation précédente devient
dt  AazxT
(22) e
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Le signe de df est contraire a celui de «. Le coefficient de di-
latation linéaire étant en général positif, on en conclut que
Pallongement d’un fil est accompagné ordinairement d’un
abaissement de température.

\

PHENOMENES PRESENTES PAR LE CAOUTCUOUC.

137. Le caoutchouc présente une exception : une lame de
caouichouc tendue par un poids diminue de longueur quand
la température s’éléve; le coefficient « est donc négatif, et par

. dt o . Cn
conséquent d_p—’ positif; il en résulie que si I'on étire brusque-

ment une lame de caoutchoue, la température s'élévera. Ces
phénoménes ont été observés d’abord par Goflfe, et des expé-
riences plus précises ont été faites par M. Joule avec le caout-
chouc vulcanisé.

M. Joule a reconnu d’abord que, si une lame de caoutchouc
est soumise de toules parts a4 une pression uniforme, son vo-
lume augmente quand la température s’éléve; le coelficient
de dilatation cubique est positif et égal & 0,000256; ensuite,
que lorsqu’une lame de caouichouc est tirée par un poids p’,
il existe unelimite p',,telle, que si le poids tenseur p' est plus
petit que p',, une élévation de température produit un allonge-
ment, et qu'au contraire, si p’ est plas grand que p',, une élé.
vation de température produit un raccourcissement : dans le
premier cas, o« ¢tant posilif, un accroissement brusque de
tension diminue la température; dans le secgnd cas, « étant
négatif, un accroissement de tension éléve la température.
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CHAPITRE IX.

THEORIE DES GAZ.

Hypothése fondamentale. — Explication de la pression. — Loi de Mariotte. —
Loi des mélanges. — Energie actuelle des gaz. — Transformation du travail
extérieur en éncrgie calorifique ou inversement. — Etat solide et état Yi-
quide. — Vaporisation. — Formation des vapeurs dans un cspace illimité.
— Propagation des vibrations dans les gaz. — Lois de combinaison des gaz.
— Loi de Dulong et Petit. .

NYPOTIESE FONDAMENTALE.

138. L’hypothése [ondameniale qui sert de base a la théorie
des gaz consiste & admettre que les molécules d’un corps &
I'état gazeux n'ont pas d’action sensible les unes sur les
autres. Celte hypothése est une conséquence de I'expérience
par laquelle M. Joule a démontré que le travail intérieur dans
les gaz est nul (n° 54).

Au lieu de supposer que les molécules des gaz oscillent
autour de leurs positions d’équilibre, comme dans les corps
solides, on admet qu'elles sont animées de mouvements de
translation trés-rapides dans toutes les directions, mouve-
ments rectilignes et uniformes. Les molécules d’un gaz sont
en général a des distances telles les unes des autres, que les
forces moléculaires sont négligeables, excepté a de certains
intervalles et pendant des temps relativement trés-courts, ou,
dans leur marche, deux molécules passent trés-prés P'une de
I'autre; pendant ce temps trés-petit, la force moléculaire
s'exerce d’'une maniére énergique, et les mouvements sont
modifiés; il y a, comme on dit, choc des deux molécules.

Considérons d’abord deux molécules égales m et m’ ( fig. 33),

Fig. 33.

m m’
A B B A

marchant en sens contraires sur une méme droite, avec la
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vitesse u. Quand les molécules sont a une dislance trés-pe-
" tite AA’, la force moléculaire commence i agir d'une ma-
niére efficace; comme il y a répulsion, la vitesse diminue peu
a peu et devient nulle a la distance BB’; les molécules s’éloi-
gnent ensuite I'une de l'autre, et reprennent leur vitesse pri-
mitive « a la distance AA', mais en sens inverse. Les molé-
cules ont ainsi échangé leurs vitesses, et tout se pesse comme
si elles s’étaient pénétrées sans action réciproque; les chocs
qui se produisent n’ont donc aucune influence sur 'état géné-
ral du gaz.

Considérons maintenant deux molécules marchant suivant
des droites dif(érentes BA, B’A’, et passant trés-prés 'une de
I'autre; I'aclion réciproque devient sensible & partir de la po-
sition A, A’ (fig. 34), chaque moldcule décrit alors une petite

Fig. 3.

courbe, et s’échappe ensuite suivant une autre ligne droite.
Ces chocs ne changent pas la somme des forces vives, et
comme il y a des molécules qui se meuvent dans tous les
sens, il est clair que I'état général du systéme n’est pas
modifié.

En résumé, la trajectoire de chaque molécule est formée
d’'une série de lignes droites disposées en zigzag, et réunies
les unes aux autres par des courbes de raccordement trés-
petites par rapport aux portions rectilignes.
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EXPLICATION DE LA PRESSION.

139. Dans cette maniére d’envisager les gaz, la pression
qu’un gaz exerce contre la paroi du vase qui le contient est
due aux chocs répétés des molécules contre la paroi. Quand
une molécule arrive dans le voisinage de la paroi, des forces
répulsives s’exercent entre cetle molécule et celles de la paroi;
elles détruisent bientdt la vitesse normale de la molécule, et
lui impriment une vilesse égale et contraire. A cause de la
multiplicité des chocs, I'ensemble produit I'effet d’'une pres-
sion continue. g

On trouve la premiére idée de cette hypothése sur la consti-
tution des gaz dans ' Hydrodynamique de J. Bernoulli, publiée
en 1738; elle a été reprise par Kronig de Berlin en 1856, et
M. Clausius lui a donné de grands développements.

Voici comment Kronig explique la pression. Considérons
unc certaine masse de gaz renfermée dans un petit cube
MNPQ, dont l'aréte est a (fig. 35); soit n le nombre des mo-

Fig. 35.

Q a M

P N

Iécules du gaz. Krdnig imagine toutes les molécules partagées

en irois groupes de 3 molécules, se mouvant parallélement

aux ardtes avec une méme vilesse u; la pression cxercée sur

Ia face MN sera produite par le choc des % molécules, dont la

vitesse est normale i cette face.
Si I'on appelle f la réaction de la paroi sur une molécule m,
el si 'on compte les vitesses positives dans le sens ox, on a

! . ot
m %’Z‘ =f, ou mdu = fdt. Avant le choc la vitesse était — u,

apreés le choc elle est + «; en intégrant pendant la durée du
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2mu :ffdt.

Voila ce que donne un choc en particulier. En faisant la
somme des équations pareilles relatives a tous les chocs qui
se produisent contre la paroi MN pendant un certain temps 0,
on obtient 'équation

Z2mu_:2ffdt.

Si I'on appelle N le nombre de ces choes, on a

choc, on a

Zznm: 2mu X N.

D’autre part, si I’on pose

Fo=F ffdl, '

T désignera la réaction moyenne que la paroi exerce sur I'en-
semble des molécules. L'équation précédente devient ainsi

amuXX N="F0.

Il est aisé d’évaluer le nombre des chocs : aprés le premier
choc contre la face MN, la molécule m, marchant dans le
sens ox, vient choquer la face opposée PQ, reprend sa vitesse
primitive, choque de nouveau la face MN, et ainsi de suite.
L’intervalle de temps qui s’écoule entre deux chocs consécu-

\ , , . . L 2a
lifs d’'une molécule contre la face MN étant égal a o le
L
nombre des choes d’une méme molécule contre cetle face
Gu )
. pendant le temps 6 est —; le nombre N des chocs produits

n

parle systéme des z molécules dont la vitesse est normale a

3
b n ) .r .
Ia face MN est 23 X zret I'équation devient
nmutf
3a Fo; N
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on en déduit
nmau

(1) =

Si on appelle p la pression exercée sur un metre carré,
on a

_F ame
P=0= 3"’
et, par suite,
nmu?
(2) pv=—3—

¢ étant le volume du cube.

140. M. Clausius est arrivé au méme résultat sans étre
obligé' de parlager les molécules en trois groupes marchant
dans trois directions perpendiculaires entre elles.

Considérons un grand volume de gaz, et deux plans parai-
l¢les MN et PQ ( fig. 3G) trés-voisins et trés-étendus; suppo-

Fig. 36.

D N

i
Al
o —_
e (p‘w . \\
/// ii‘\f / — \(/
: —

Py — -

sons qu’il y ait entrc ces deux plans » molécules marchant
dans toules les directions. Une molécul_e; s¢c mouvant dans
la direction BA, choque le plan MN au point A, sc¢ réfiéchit
sur le plan PQ en C pour venir choquer de nouveau le
plan MN en D, et ainsi de suite. Appelons « la distance des
deux plans, ct ¢ Pangle que fait la droite AB avec la normale
au plan. Le chemin parcouru par cette molécule entre deux
2a

» et Pintervalle de temps
cos¢

chocs consécutifs sur MN est

20

entre les deux chocs ———, de sorte que le nombre des
ucaQsg

chocs de la molécule pendant le temps 6 est

fucosy
24a.
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Si Pon appelle «’ la projection de la vitesse de la molécule
sur la normale au plan, e(si 'on désigne, comme précédem-
ment, par f la réaction du plan sur cette molécule, on a

du .. .
m— =1, ou mdu' = fdt, et, en intégrant pendant la durce

du choc, _
2/mu’ = 21y CO5 ¢ :ffdl.

En ajoutant les équations pareilles relatives a tous les chocs
«qui se produisent contre le plan MN pendant le temps 6, on
obtient I'équation

2 2/Mu COSQ :Zfdl =T,

F é1ant la réaction moyenne du plan sur 'ensemble des mo-

lécules. Nous avons vu que le nombre des chocs d’'une molé-
Ou cos . . .

cule est%; celte molécule introduit donc dans le pre-

mier membre la quantité

Bucosep  mu®coste
2Mmu oS¢ > = 0,
2a 44

et I'équation devient
2 2
ZTL‘%&’ 0=Fo,

le signez s’étendant ici aux diverses molécules. On en déduit

(3) Fzzmu’ cos’e.
a .

Pour évaluer cette somme, M. Clausius suppose que toutes
les molécules ont la méme masse et la méme vitesse, et se
meuvent indifféremment dans tous les sens. D’un point quel-
conque comme cepntre décrivons une sphére avec un rayon
égal 4 l'unité (fig. 37); menons des rayons paralléles aux di-
rections de toutes les vitesses; ces rayons couperont la surface
en une infinité de points réguliérement distribués sur la
sphére. Toutes les vitesses, dont les directions font avec la nor-
male z«' aux deux plans des angles compris cntre ¢ et ¢ + do,
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couperont la sphére sur les zones opposées abd'b, cdc'd’,
comprises entre deux cones circulaires menés du centre de la

sphére autour de la droile x2' et ayant pour demi-angles au
sommet ¢ el ¢ + d¢. Comme il y a n molécules entre les
deux plans, le nombre totsl de points déterminés sur la sphére
sera aussi n, et le rapport du nombre n’ des molécules qui cor-
respondent & ces deux zones au nombre total n est égal au
rapport de la surface des deux zones & celle de la sphére; on
a donc

n _2.2msingpdg

n 4w

rn' = nsing do.

=singdo,

Chacunc de ces »' molécules introduisant dans la somme (3)

un terme
mu?cos?o
—_—
a

les n’ molécules donneront

p MWCos’e  muicos’e
- =

nsing do.

Pour obtenir l'action de toutes les molécules qui corres-
pondent & la surface entiére de la sphére, il suffit I'intégrer

. . . ™ e .
cette expression entre les limites o ¢t = I'équation (3) de-
vient alors

g

T —
2 mutcos*e . nmut (** 20520 sin o d
= ———nsmcpd:p:—————a Cos*@ Sme g,
o a o
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Or
z -
12 cos’p\s_ 1
2o sinodo — <— > =
jo cos?¢ odo 3 =3
on a donce
(1) F:nmu"

3a

En appelant o la surface de chacun des plans et ¢ le volume
du gaz qu’ils renferment, on a

F nmu?
P=G = 30’
d’ou
\ nmu?
(2/ pPY= 3 M

1541, On a supposé dans cette démonstration que les molé-
cules ont des masses égales, ce qui n’a pas lieu pour un mé-
lange de gaz, et que toutes les vitesses sont égales, hypothése
qui n’est nullement justifiée ; mais on peut modifier la démons-
tration de M. Clausius de maniére & s’affranchir de ces hypo-
théses. '

En effet, on a toujours I'équation

N mutcoste
(3) P

Pour évaluer la somme des termes qui forment le second
membre, nous ferons intervenir les forces vives des molé~
cules, au lieu de leur nombre. La force vive d’'une molécule

mu?
est

mu? . c
. La somme E - des forces vives des molécules
I
dont les vitesses correspondent aux zones déterminées par
\ mu?
les angles ¢ et ¢ +dg est & la somme ET des forces

vives de toutes les molécules, somme que nous désignerons
par V., dans le rapport de la surface des deux zones & la sur-
face totale de la sphére; on a donc

mu?
- . 2 2.2msingde .
———2 mu,_—T—_sm@dqo,
2
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ou
mu? .
— =V.Xxsinpdo.
"2 !
Les vilesses contecnues dans la premiére somme font sensi-
blement le méme angle ¢ avec la normale; si 'on multiplie

chacun des termes de ceite somme par le facteur constent
2

-~ C0s’¢, On a

a .

mu*cos’e 2
— T =V, < = cos’¢ sing d¢.
> o> — cospsing dg
Telle est la partie introduite ‘dans F par les molécules dont
les vitesses correspondent aux deux zones considérées; pour

. . . o VT .
avoir la somme cntiére, il faut intégrer de o 4 —» ce qui donne
2

T

2 2 .
F:EV“/(: cos'¢ sing do,

ou

on en déduit la relation générale

mu?

(4) PV=§Vu=%ZT=

Le produit du volume d’une masse de gazs par la pression

, 2 .
qu'elle supporte est égal aux 3 de la somme des forces vives

du mouvement de translation de loutes les molécules.

Dans cette démonstration, nous avons suivi le mouvement
de chaque molécule sans tenir compte des chocs qui se pro-
duisent entre les molécules; mais, comme nous l'avons déja
remarqué au n° 138, ces chocs des molécules entre elles ne
modifient pas 'état général du systéme.

Si m est la masse d’'une molécule, et n le nombre des

m

* molécules, Zm est la masse tolale, et la masse moyenne
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m, des molécules. On peut définir la vitesse moyenne en ima-
ginant un gaz homogénc formé de n molécules de masse m;
animées de la méme vitesse u,, et dontla force vive serait
¢galcd la somme des forces vives du gaz considéré, ce qui
donne la condition

m. : mu’

et raméne I'équation (4) 4 la forme (2)

__nmu?
3

LOI DE MARIOITE. — LOI DES MELANGES.

142, D'aprés les expériences de M. Joule, quand on fait
varier le volume d’un gaz sans travail extérieur, la tempéra-
ture ne change pas; d’aillcursla force vive reste laméme; on
en conclut que Ja température d’'un gaz dépend uniquement
de sa force vive; U'équation (4) montre que, si la force vive
d’un gaz reste constanle, c'est-d-dire si la température ne
change pas, la pression exercée par le gaz est en raison inverse
du volume qu'il occupe. C'est la loi de Mariotte.

La loi des mélanges résulte de la méme équation. Considé-

<o m' u'? m’u"
rons en effet deux gaz différents : appelonszT etz 5

les forces vives du mouvement de translation des molécules
dans ces deux gaz, et supposons qu'on les mélange sans tra-
vail extérieur, comme dans les expériences de M. Joule. Si
les gaz n’exercent pas I'un sur lautre d’action chimique, la
force vive du mélange sera égale a la somme des forces vives
des gaz mélangés, et I'on aura

-
muw? m'u' m” u"
= —+ .
Z 2 2 Z 2

Si le premier gaz occupait seul le volume ¢ du mélange, il
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exercerait une pression p’ donnée par I'équation

, 2 2 m’ u'?
pVv=< .
P 3 2
De méme, si le second gaz occupait seul le méme volume,
il exercerait une pression p” donnée par I'équation

.

2 m’u”?
"
== —_—
P 3 2

Or, en appelant p la pression exercée par le mélange, qn a

2 mu?
pr=3z 20" .

On en déduit la relation

p‘):})/(’_l__p//v,
ou
(5) p=p+p.
l(l press[on (llt mélange est éga/e (.6 l(l somme des pressions

qu'exerceratent les gaz mélangés, si chacun d’eux occupail
seul le volume du mélange.

143, L’équation (4) conduit encore & une autre consé-
quence trés-importante. Si on la combine avec I’équation
(6) pr=oapoT,
que U'on déduit des lois de Mariotte et de Gay-Lussac,‘on ob-
stient la relation '
mu? 3
(7) T:;dPoVoT;
elle signifie que la force vive du mouvement de translation
des molécules d’un gaz est proportionnelle & la température
absolue. i
On peut mettre I'équation (7) sous la forme

o
3
(8) ==

Vo
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on en conclut que le rapport de la force vive de 'unité de
poids au volume spécifique est égal & la température absolue
multipliée par un facteur qui est le méme pour tous les gaz.

14h. M. Clausius a cherché & calculer la vitesse de transla-
tion elle-méme; en désignant par u, la vitesse moyenne des
molécules, comme nous I'avons définie au n° 141, on a, en
vertu de I'équation (6),

nmul

3 = ap.v,T.

Considérons une masse de gaz pesant 1 kilogramme; nous
aurons ' 4 '

]
nm, = E m=— —»
g

et I’équation précédente donnera

(9) u,=y3gap, 0T,
Les constantes «, p,, g ont pour valeurs

I

=3 py=10333, g=9,8006;

pour l'air atmosphérique, v, = 0,7733; enappelant p la densité
d’un gaz par rapport & l'air, on a )

gy = 2 7733
P
I’équation (9) devient ainsi

’-l‘
(10) 1‘1_485\/2739'

Pour la température zéro, T= 273, et la formule se réduit &

u, = 485 \/é

En appliquant cette derniére formule, M. Clausius a trouvé les
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résultats suivants : . ,

Aireoooooioonn, .ou = 485m™,
Oxygéne.......... wu,= 46i™,
Azote...... e .= 492w,
Hydrogéne....... . u, = 1848m™,

ENERGIE ACTUELLE D'UN GAZ.

145. Jusqu’ici nous avons considéré, dans nos raisonne-
ments, des gaz absolument simples, c’est-d-dire des gaz dont
les molécules seraient des atomes sans dimensions, ou, comme
on dit en mécanique, des points matériels, centres de¢ forces
attractives ou répulsives. Mais les gaz réels, méme ceux
qu’en chimie on appelle simples, paraissent formés de molé-
cules, dont chacune est la réunion de plusieurs atomes; dans
ce cas, outre leur mouvement de translation, les molécules pos-
sédent d’autres mouvements, elles tournent sur clles-mémes,
et les atomes qui composent chaque molécule vibrent dans
Iintérieur de la molécule. Ces trois mouvements doivent
exister simultanément. Imaginons, en elfet, qu’a un certain
moment chaque molécule soit animée seulement d’un mou-~
vement de translation; les chocs des molécules entre elles
produiront bientdt des mouvements de rotation des molécules
sur elles-mémes, et metiront les atomes en mouvement dans
chaque molécule. Une partie de la force vive du mouvement
de translation passera ainsi dans les autres mouvements, mais
la force vive totale restera la méme. Inversement, si outre un
mouvement de translation trés-lent, les molécules possédaient
des rotations ou des vibrations intérieures trés-rapides, il est
clair que ces derniers mouvements exerceraient une influence
pendant les chocs, de maniére a augmenter la vitesse du mou-~
vement de translation. On congoit donc que, dans chaque état du
gaz, il existe un rapport déterminé entre la force vive totale V
et la force vive V, du mouvement de translation des molécules.

Cest le mouvement de translation seul qui produit la pres-
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sion, et nous avons trouvé (n° 141)la relation
2
(4) pr =3 Vus

qui existe entre la pression et la force vive du mouvement de
translation. Dans ’expérience de M. Joule, quand le volume
du gaz varie sans travail extérieur, il est évident que I'énergie
intérieure U=V -+ W ne change pas; si effectivement le tra-
vail intérieur dans les gaz, comme on le suppose, est insen-
sible, la force vive totale ou P'énergie actuelle V reste con-
stante. Mais on ne voit pas théoriquement que, pendant ceite
transformation, I'énergie partielle V. due aux mouvements de
translation des molécules reste aussi constante; car les rota-
tions ou les vibralions pourraient augmenter ou diminuer.
Cependant, si le gaz que I'on considére suit la loi de Mariotte,
pour que le produit pv conserve la, méme valeur, il est né-
cessaire que l'énergie partielle V, reste elle-méme constante.

Le mélange des gaz conduit a la méme conséquence: si le
mélange a lieu sans travail extéricur, et si, d’ailleurs, le travail
intérieur est négligeable, la force vive totale du mélange est
égale & la somme des forces vives totales des gaz mélangés.
Pour obtenir la loi des pressions, il faut que la méme relation
ait lieu entre les forces vives relatives aux mouvements de
translation, et par conséquent que la force vive des mouve-
ments de rolation et de vibration ne change pas.

146. Les mouvements de translation des molécules des gaz
suffisent, comme nous 'avons dit, pour expliquer les phéno~
ménes de pression; mais dans les expériences de calorimé-
trie, il est nécessaire de considérer tous les mouvements ou
la force vive totale V. Nous avons trouvé (n° 45) la relation

du_ | . : . dv
¢c=A —7 st dW =o, cette équation devient c =A —- ou
dv
Iy ——=Ee.

La chaleur spécifique ¢ étant indépendante de la température
(n° 49), on en déduit
V=V, EcT.
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Il est naturel d’admettre qu’au zéro de la température absolue
la force vive totale V, est nulle, comme celle du mouvement
de transiation (n° 143); on a alors

(12) V=EecT.

Cette équation pourrait servir & définir théoriquement la tem-
pérature absolue.

Ep vertu de la relation C—¢=Aap,v, du n° 46, 1'équa-
tion (7) du n° 143 devient

(13) Ve=iE(C—oT.

Des deux équations précédentes, on déduit

(14) ¥=2(5=).

2

Dans les gaz simples, et dans les gaz composés formes sans
condensation qui suivent sensiblement la loi de Mariotte, le

C - . . 5
rapport Edes chaleurs spécifiques a a peu prés la méme va-

V.
leur 1,4i0; on en conclut que le rapport v la valeur con-

stante 0,615. Ainsi dans tous les gaz que nous venons d’indi-
quer, il y a une partie notable de I'énergic totale, environ les
quatire dixiémes, qui n’appartient pas au mouvement de trans-
lation des molécules. Ceci fait penser que les gaz que l'on
appelle simples, comme I’hydrogéne, I'oxygene, I'azote, etc.,
ne le sont pas en réalité.

Pour les gaz qui ne suivent pas la loi de Mariotte, et pour

. . . v
les gaz composés formés avec condensation, lavaleur de V" est

plus petite; elle est d’autant plus petite que la molécule du
gaz est plus complexe. Dans ce cas, les mouvements de rota-
tion des molécules et les mouvements vibratoires des atomes
dans chaque molécule, enirent pour une plus grande part
dans ’énergie totale du gaz.

1l résulie de ce qui précéde que deux causes principales pa-
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raissent empécher les gaz réels de suivre rigoureusement les
lois idéales des gaz parfaits : 1° le travail intérieur qui accom-
pagne le changement de volume; 2° la composition des molé-
cules et 'absorption d’une fraction variable de I’énergie par la
rotation ou les vibrations intérieures des molécules.

TRANSFORMATION DU TRAVAIL EXTERIEUR EN ENE'BGIE CALORIFIQUE,
OU INVERSEMENT.

147. On peut serendre compte de la maniére dont le travail
extérieur, appliqué a un gaz, se transforme en énergie calo-
ritique, ou inversement.

Considérons, en effet, une certaine masse de gaz remplis-
sant un cube dont les arétes sont égales 4 a, et dont une des
parois MN ( fig. 38) est formée par un piston mobile, auquel

Tig. 38.
|

i
|
§
|
i
i
}
'
1
]
]
1
e o

nmut
3a
et supposons que le piston s’enfonce avec une vitesse ¢ trés-
petite par rapport 4 u; le travail extérieur dépensé dans le
temps trés-petit 0 est Fvg. Calculons I'accroissement d’éner-
gie communiquée au gaz; reprenons, pour simplifier, le rai-
sonnement de Kronig. Imaginons les molécules, disposées en
trois groupes, se mouvant parallélement aux arétes d'un cube;
rien ne sera changé dansle phénoméne si nous imprimons
a tout le systéme, c’est-d-dire au gaz et au vase quile con-
tient, une vitesse commune égale et contraire & celle du pis-
ton; alors le piston reste immobile; une molécule vient le
choquer avec une vitesse relative — (u + ¢); elle rebondit
avec une vitesse relative + (z -+ ¢); comme tout le systtme
est animé de la vitesse commune ¢, la vitesse absolue de la
molécule aprés le choe est # + 2v; Paccroissement de force

est appliquée une force F — égale 4 la pression du gaz,

12
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m{u—+2v) mu? .
——, "~ —,’ approximativement 2muy. Le

vive est
nombre des chocs pour chaque molécule étant & peu prés

(4. uf , . .
égal a e dans le temps 8, I'accroissement de force vive pen~

mutvf . . nmutvd
pour chaque molécule, soit ———
-3a

moléeules; cette quantité est égale au travail dé-

dant ce temps est

n

pour les 3

pensé.

Inversement, si le piston s’éloigne, il y a diminution de
force vive pendant le choc, et transformation d’une partie de
I’énergie du gaz en travail extérieur.

ETAT SOLIDE ET ETAT LIQUIDE.

148. 11 est probable que les molécules des corps solides
sont formées d’'un grand nombre d’atomes, de sorte que les
dimensions des molécules ne sont plus trés-petites par rapport
a leurs distances mutuelles, et que P'action de deux molécules
voisines se compose, non-seulement de dcux forces égales et
contraires appliquées aux centres de gravité des deux molé-
cules, mais encore de deux couples ayant pour effct d’orien-
ter les molécules, ct de leur donner la disposition qui carac-
térise la forme solide. Les molécules d’un corps solide vibrent
autour de leurs positions d’équilibre, sans s’en écarter beau-
coup; outre ce mouvement vibratoire du centre de gravité de
la molécule, il y a lieu de considérer un mouvement oscilla-
toire de la molécule autour de son centre de gravité, et aussi
les vibrations intérieures des atomes qui Ja constituent.

L’état liquide parait intermédiaire entre I'état solide et I'état
gazeux; les molécules n’ont plus de positions d’équilibre dé-
terminées comme dans les solides; cependant elles ne s’écar~
tent pas assez les unes des autres pour que les forces molécu-
laires devienncnt insensibles comme dans les gaz. Concevons
d’abord que le mouvement oscillatoire de la molécule autour
de son centre de gravité, en s’accélérant, devienne un mou-
vement de rotation continu, I'influence de la forme des molé-
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cules disparaitra en grande partie: ¢’est ce qui paraft avoir lieu
dans les liquides. Dans ce cas, ce qu’'on appelle chaleur la-
tente de fusion consisterait principalement dans I'énergie du
mouvement de rotation des molécules. En second lieu, la vi-
tesse de translation des molécules n’a pas une valeur assez
grande pour séparer en quelque sorte les molécules les unes
des autres; les forces moléculaires ayant toujours un effet
sensible, le mouvement d’'une molécule n’est pas rectiligne et
uniforme; une molécule, aprés étre restée dans le voisinage
"d’un groupe de molécules, peut s’en écarter, et, attirée par
un second groupe, venir occuper une position semblable dans
ce second groupe.

VAPORISATION.

149. M. Clausius a cherché a expliquer la vaporisation de
Ja maniére suivante. Les vitesses de translation des molécules
sont probablement trés-variables dans un méme liquide; une
molécule, traversant la surface libre du liquide dans des cir-
constances favorables, peut sortir de la sphére d’attraction des
molécules voisines, et s’échapper en ligne droite dans I'es-
pace situé au-dessus du liquide. Supposons cet espace limité
par des parois et vide au commencement; les molécules qui
s’échappent ainsi forment une vapeur analogue 2 un gaz, et
remplissent cet espace. Les molécules rebondissent contre Ies
parois, se choquent entre elles, et viennent rencontrer la sur-
face du liquide : les unes rebondissent, d’autres pénétrent
par les pores et rentrent dans l'intérieur. Il s’établit ainsi un
état d’équilibre, dans lequel le nombre des molécules qui
entrent est égal au nombre de celles qui sortent. La densité
maximum de la vapeur dépend de Ia vitesse moyenne des mo-
lécules, et par conséquent de la température.

Lorsqu’un liquide se vaporise, il est clair que les molécules
qui sortent en plus grande abondance sont celles qui sont
animées de la plus grande vitesse; d’apres cela, la force vive
moyenne des molécules qui restent devient moindre, et par
conséquent la température du liquide s’abaisse; pour con-

12,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



180 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE IX.

server au liquide sa température primitive, il faut lui fournir
une certaine quantité de chaleur; c’est la ce que I'on appelle
chaleur latente de vaporisation.

Un gaz situé dans 'espace placé au-dessus du liquide n’em-
péche pas la vaporisation, mais la rend seulement plus lente.
Quand une molécule, s’échappant de la surface, rencontre une
molécule de gaz dans le voisinage, elle peut rebrousser che-
min et rentrer dans le liquide; il se formera donc pendant
I'unité de temps un nombre moindre de molécules de vapeur
que si 'espace était vide de gaz. Il en est encore de méme au
retour de la vapeur vers le liquide; les: chocs produits par le
gaz empéchent un certain nombre de molécules de rentrer
dans le liquide. Comme les chances de choc sont les mémes
a Ventrée et & la sortie des molécules, les échanges qui ont
lieu entre le liquide et la vapeur seront diminués dans le
méme rapport, et 'équilibre aura encore lieu pour la méme
densité de vapeur que si le liguide était en présence d'un
espace complétement vide de gaz; seulement I'équilibre sera
plus lent & s’établir.

FORMATION DES VAPEURS DANS UN ESPACE ILLIMITE.

150. Considérons un tube ABCD (fig.39) de trés-grande
Fig. 3g.

Y

longueur, vide de gaz, et renfermant un liquide 4 sa partie
inférieure. Quand une molécule de liquide s’échappe verti-
calement avec une vitesse u, sa vitesse diminue graduelle-

ment sous l'action de la pesanteur; elle s’éléve a la hauteur
2

u N .
h= -5 buis elleretombe. 8i dans sa chute elle rencontre en ¢
o
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une autre molécule qui monte aprés elle, les vitesses étant les
mémes, la premiére molécule sera renvoyée de bas en haut
avec la méme vitesse, et elle remontera en b a4 la méme hau-
teur /. La vapeur ne dépassera donc pas un certain niveau CD,
et il se formera sur le liquide une atmosphére de densité
décroissante,

+ 151. Les mémes considérations peuvent étre appliquées
aux gaz et expliquent trés-bien la limitation de I'atmosphére.
Si I’on appelle u la vitesse des molécules d'air 4 la surface de
la terre, la hauteur maximum a laquelle elles puissent s’éle-
ver est donnée par la formule

Pintensité de la pesanteur étant supposée constante. En rem-
placant u par sa valeur donnée par 'équation (8), n° 1kk,
on a

(16) /l:%:xp., v, T.

Si la couche inférieure est a la température de la glace fon-
3 \
dante, £ = 5 Po ¥ =12000 metres.

Divers phénoménes nous apprennent que cette hauteur est
trop faible; mais nous avons supposé, dans le calcul, que la
molécule de gaz qui s’élevait du sol ne recevait en chemin
aucune communication d’énergie extérieure, tandis qu’en
réalité les rayons solaires fournissent constamment au gaz de
I'énergie calorifique. La limite supéricure de I'atmosphére est
donc plus élevée; mais le calcul fait voir que cette limite doit
exister.

PROPAGATION DES VIBRATIONS DANS LES GAZ.

152. Nous avons admis (n° 138) que la trajectoire d’une
molécule de gaz est formée de parties rectilignes, reliées par
des parties courbes dues 4 I'action des molécules qu’elle ren-
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contre, el trés-petites par rapport aux parties rectilignes; mais
ces parties rectilignes elles-mémes sont trés-petites, malgré
la grande vitesse de translation des gaz, parce que les chocs
sont trés-fréquents. Il en résulte que I'ensemble est un état’
vibratoire irrégulier, chaque molécule se mouvant en zigzag
dans un trés-petit espace. L’état général est le méme que si
les molécules étaient immobiles et se repoussaient suivant
une certaine fonction de la distance et de la température ;
cette répulsion permanente entre les molécules supposées
immobiles remplace celle qui s’exerce en réalité d’'une maniére
intermittente au moment des chocs. On rend compte delaloi
de Mariotte en supposant que cette force répulsive idéale varie
en raison inverse de la distance, avec un coefficient qui dé-
pend de la température du gaz.

Concevons que les molécules du gaz soient distribuées ré-
guliérement suivant trois directions rectangulaires, et soit @
1e cOté d’'un cube élémentaire aux sommets duquel sont si-
tuées des molécules. La résullante des actions répulsives de
toutes les molécules situes 4 gauche du plan AB (fig. 40)

Tig. fo.
A
. = : T

“ s e M

B .

sur une molécule m située dans ce plan, est perpendiculaire
au plan, et on peut la représenter par

b,
a
le coefficient / étant fonction de la température, et indépen~
dant de la distance moléculaire a. En effet, si la distance ¢ de-
vient double, toutes les distances deviennent doubles, et les
forces moléculaires moitié moindres, ainsi que leur résul-

tante F; cette résultante varie donc en raison inverse de a.
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,

Sur une surface de 1 metre carré, le nombre des molécules
, I .
etant 7’ la pression que supporte cette surface est
' I km?

P=FXG="2
on a donc

pad = km?,

Considérons une masse gazeuse pesant 1 kilogramme, et
enfermée dans un cube dont le c61é est b; le nombre des

. AN .
molécules est n = (- = D’ailleurs on a nmg =1, la re-
a
L]

lation précédente devient

_hm,
=

c’est la loi de Mariotte. Pour retrouver la loi de Gay-Lussac,
il suffit de supposer que le coefficient % est proportionnel a la
température absolue T.

Laplace avait déja montré que cette hypothése des répul-
sions moléculaires inversement proportionnelles aux dis-
tances satisfait a la loi de Mariotte.

183. Cettc conception d’'un milieu idéal formé de molécules
immobiles dans leurs positions d’équilibre, et exercant les
unes sur les autres des forces fonctions de la distance, sertde
base a la théorie des ondulations. Le calcul indique que, s’il y
a un centre d'ébranlement dans un pareil milieu, les vibra-
tions se régularisent & mesure qu'on s’éloigne du centre d’é-
branlement. Si le milieu est isotrope, elles se partagent cn
vibrations longitudinales et en vibrations transversales, sc’
propageant avec des vitesses différentes, de sorte que les deux
espéces d’ondes sont séparées 'une de Pautre. On voit aussi
que, si la force moléculaire est inversement proportionnelle
a la distance des molécules, les vibrations transversales ne
peuvent se propager; il n’y a donc dans ’air que des vibra-
tions longitudinales. Les forces moléculaires doivent suivre
une loi différente dans I'éther, puisque ce milieu transmet les
vibrations transversales auxquelles on attribue les phénoménes
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lumineux. D’aprés cela, la nouvelle théorie des gaz ne détruit
pas les anciens travaux surla propagation du son; elle donne
seulement une autre signification aux lois élémentaires qui
ont servi de base a ces calculs.

LOIS DE COMBINAISON DES GAZ.

15%. On a observé que deux gaz simples se combinent entre
eux dans un rapport simple de volumes, et que si le composé
est gazeux, il existe aussi un rapport simple entre le volume
du gaz obtenu et celui des gaz combinés. On a é1é amené
d’aprés cela a penser que des volumes égaux de gaz simples,
& la méme température et sous la méme pression, renferment
le méme nombre de molécules, Voyons les conséquences qui
résultent de cette hypothése.

Considérons deux gaz différents, qui, 4 la méme tempéra-
ture, occupent le méme volume sous la méme pression, on
aura, pour le premier,

nmu?
v —

—_ 2

3

et, pour le second, .
_ n'm'u”
- 3
Si 'on a n = n’, comme on I'a supposé, il en résulte

mu? m u'?

2 2

On en conclut que, lorsque deux gaz simples sont & la méme
température, la force vive de translation d’une molécule est
la méme dans Uun et U'autre gaz. On dira donc que deux gaz
sont 4 la méme température quand leurs molécules possedent
fa méme force vive de translation. Cette force vive étant, en
outre, proportionnelle & la température absolue, on posera
mu?
T = }T,
A étant une constante.
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Nous avons vu (n° 146) que, dans les gaz simples, Ia force
vive du mouvement de translation est une méme {raction con-
stante de la force vive totale. Ainsi, lorsque deux gaz simples
sont & la méme température, la force vive totale d’une molé-
cule est la méme; cette force vive totale est aussi proportzon—
nelle & la température absolue.

155. Considérons maintenant les gaz composés. Prenons
pour exemples les deux oxydes d’azote, dont la composition
est la suivante :

1 vol. d’oxygéne —+ 1 vol. d’azote
donnent 2 vol. de bioxyde d’azote.

1 vol. d’oxygéne + 2 vol. d’azote
donnent 2 vol. de protoxyde d’azote.

On admet qu’une molécule de bioxyde d’azote est formée d'une
molécule d’oxygéne et d’une molécule d’azotle; qu'une mo-
lécyle de protoxyde est formée d’une molécule d’oxygéne et
de deux molécules d’azote. Si donc on appelle nle nombre des
molécules contenues dans 1'unité de volume des gaz simples, les
combinaisons précédentes seront représentées par les formules

Bioxyde........ 270+ nAz=n(0Az),
Protoxyde...... nO-+2nAz=n(0Az*).

A laméme température et sous la méme pression, deux vo-
lumes égaux de ces gaz composés contiennent encore le méme
nombre de molécules, el par conséquent la force vive de trans-
lation d’'une molécule est la méme.

Mais cette loi ne concorde plus avec celle des gaz simples;
car s'il y a n molécules dans un volume d’oxygénc, il y aurait
n molécules dans les deux volumes de bioxyde d’azote, et

. n . .
par conséquent — molécules dans un volume; la force vive

d’une molécule de bioxyde serait double de celle d’une molé-
cule d’oxygéne.

Pour généraliser la loi des gaz simples, M. Clausius suppose
que dansles corps simples chaque molécule est formée de laréu-
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nion de deux molécules égales électrisées, 'une positivement,
I'autre négativement, et que la combinaison des deux gaz est
précédée d’'une double décomposition. Si donc on représente
par 00 la molécule d’oxygéne, et par Az Az celle d’azote, les
deux réactions seront figurées ainsi qu'il suit :

Bioxyde d’azote.. . ... n(00) + n(AzAz) =2n(0Az),
Protoxyde d’azote.... n(00)—+ 2n(AzAz)=2r(0Az).

De ceite maniére 'unité de volume des gaz composés renfer-
mera n molécules.

Voici d'autres exemples.

L’acide chlorhydrique est P'analogue du bjoxyde d’azote;
un volume de chlore et un volume d’hydrogéne donnent deux
volumes d’acide chlorhydrique:

n(CICl) +n(HH) :2n(CIH);

un volume du composé renferme n molécules.

L’eau est analogue du protoxyde d’azole; un volume d’oxy-
géne et deux d’hydrogéne donnent deux volumes de vapeur
d’eau :

n(OO) +on(HII) =22 (01).

L’acide sullhydrique est analogue au protoxyde d’azote et a
I'eau, grice 4 la densité de la vapeur de soufre trouvée par
MM. H. Sainte-Claire Deville et Troost; un volume de vapeur
de soufre et deux volumes d’hydrogéne forment deux volumes
d’acide sulfhydrique :

2 (88) + 2n (1) = 20 (ST).

Un volume d’azote et trois volumes d’hydrogéne forment
deux volumes d’ammoniaque :

n(AzAz) + 3n(HH) =2n(AzH).

Mais I’bypothése de M. Clausius est insuffisante pour rendre
compte de combinaisons plus complexes; ainsi deux volumes
d’acide chlorhydrique et deux volumes d’ammoniaque forment
quatre volumes de chlorhydrate q’ammoniaque. Les formules
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précédentes donneraient :

2n(C'lI:I) +2n(AzH) =2n(ClAz H),
savoir : deux volumes du composé au lieu de quaire. Pour ré-
tablir 'analogie, il faudrait admettre que les molécules des
gaz simples sont formées de quatre atomes; les formules de
I'acide chlorhydrique et de 'ammoniaque seraient alors :

(Gl €) - n(iTil) = an (¢l i),
n(A7A%) -+ 3n(ilH) = 2n (AZH),

et Pon aurait pour la formation du chlorhydrate d’ammoniaque :
2n(ClH) 4+ 20 (K2 11°) = 4n(CIAZHY).

Le sulfhydrate présente la méme difficulté.

On pourrait ainsi généraliser la loi et dire qu'a la méme
température et sous la méme pression, des volumes égaux de
tous les gaz contiennent le méme nombre de molécules.

On conclurait de 12 qu'a la méme température, la force vive
de translation d’une molécule est la méme et qu’elle est propor-
tionnelle & la température absolue. On aurait ainsi %u’ =T,
A étant une méme constante pour tous les gaz.

Mais la force vive totale d’'une molécule ne serait pas la
méme, parce que le rapport de la force vive de translation
a la force vive totale n’est pas le méme dans tous les gaz com-
posés; la force vive totale d'une molécule & la méme tempéra-
ture serait d’autant plus grande que la molécule c¢st plus com-
plexe.

LOI DE DULONG ET PETIT.

156. Dulong et Petit ont trouvé que, pour la plupart des
corps simples, solides ou liquides, la chaleur spécifique est en
raison inverse de I’équivalent chimique, ou bien que le pro-
duit de la chaleur spécifique d’un corps par son équivalent est
un nombre constant. On peut en juger par les nombres sui-
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vants :
C e eC
Fer...... ve.. 0,1138 28 3,1864
Zinc........ . o0,0755 32,75 3,1276
Cadmium..... o,0567 = 56 3,1752
Plomb........ 0,0316 103,75 3,2599.

8i I'on suppose que le poids d’une molécule d'un corps soit
proportionnel a son équivalent chimique, il résulte de cette
loi que la capacité calorifique d’'une molécule est constante
pour tous les corps simples. Par suite, la force vive d'une
molécule & une méme température est la méme pour tous les
corps simples liquides ou solides, comme pour les gaz sim-
ples. Il y a bien quelques métaux qui semblent ne pas se con-
former a cette loi; ainsi on a pour I'argent el le potassium :

~

C e eC
Argent........... 0,0570 108 6,156
Potassium........ 0,1696 39 6,574

On peut remarquer qu'il suffirait de prendre pour équivalent
de ces métaux la moitié de leur équivalent chimique ordinaire
pour les faire rentrer dans la régle générale ; les oxydes auraient
alors I'une des deux formes OZn, OK?, selon qu’ils appartien-
nent a I'une ou & l'autre des deux catégories. Il y a d’ailleurs
des raisons puisées dans la Chimie et la Cristallographie qui
sont d’accord avec cette maniére de considérer les équivalents
fondés uniquement sur les chaleurs spécifiques.

En résumé, si V'on choisit convenablement les équivalents
chimiques et qu’on les rapporte & I’'bydrogéne pris pour unité,
le produit de la chaleur spécifique d’un corps simple par son
équivalent est un nombre sensiblement constant et égal a 3, 2.
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DEUXIEME PARTIE.

ELECTRICITE.

CITAPITRE I.

ELECTROSTATIQUE.

Loi de Couloml. — Définition du potentiel. — Potentiel d'une couche sphé-
rique homogéne. — Cas ol le point attiré est situé a 'intérieur de la masse
agissante. — Surfaces de niveau. — Théoréme fondamental. — Equilibre
électrique dans un systéme de corps parfaitement conducteurs. — Distribu-
tion de 1lectricité sur une sphére et sur un ellipsoide.

LOI DE COULOMB.

187. Pour énoncer la loi des attractions et des répulsions
¢lectriques, on a imaginé deux fluides que I'on suppose ré-
pandus d’une maniére continue dans les corps. Un corps n’est
pas électrisé lorsque chaque élément de volume contient des
quantités égales des deux fluides : le corps est électrisé lors-
que I'un des fltuides est en exces; cette différence constitue
ce qu’on appelle I'électricité libre dans le corps. L'action mu-
tuelle de deux masses infiniment petites m, m’ d’électricité
libre est une force dirigée suivant la droite qui les joint; elle
est répulsive ou attractive suivant que les deux masses élec-
triques sont de méme espéce ou d’espéces contraires; elle
varie cn raison inverse du carré de la distance r: on peut
donc la représenter par la formule

- mm/’
’12

’
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en regardant la force comme positive ou négative suivant
qu’elle est attractive ou répulsive, et prenant pour unité de
masse électrique une masse telle, qu'une masse égale et de
signe contraire, placée a I'unité de dislance, exerce sur elle
une attraction égale 4 I'unité. Telle est la Joi de Coulomb, qui
comprend, comme nous le verrons, I’ensemble des phéno-
meénes d’électricité statique.

158. Considérons une masse électrique infiniment petite m,
soumise a 'action de plusieurs masses infiniment petites m’,
m”,.... Appelons z, y, z les coordonnées du point m; 2/, y',
3’ celles du point m/, etc.; désignons par a, b, ¢ les cosinus
des angles que fait la droite mm' avec les axes; la résullante
des actions exercées sur la masse m par les autres masscs aura
pour projectlions sur les trois axes des coordonnées

X:—mzwa Y=—m ﬂ, Z:—mzmlc-

1\2 r2 ’-2

Si I'on suppose la masse m égale a I'unité, et si I'on repré-
sente par dq l'une quelconque des masses m’, m”,... d’'élec—
tricité libre répandue sur un corps ou un systéme de corps,
on aura :
1) X=—3 %, y=-F0, ;—_¥%.
Ces formules représentent 'action exercée par un systeme de
corps électrisés sur une masse 1 d’électricité positive, placée
en un point P de I'espace. Il suffit évidemment de tenir
compte de I'électricité libre; car une certaine quantité de
fluide neutre, étant la réunion de deux masses égales + dg
et — dq d’électricités contraires, n’exerce aucune action sur
le point P.

DEFINITION DU POTENTIEL.

189. Les trois sommes précédentes peuvent étre ramendées
4 une méme somme. On a en effct

' s !
x — y‘— | 23— 3z
a=2"% p=rYr_r C=——>

r r ’ r
r=(2'— ) + () — P {2 = 5
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La distance r et les cosinus a, b, ¢ étant des fonctions des
coordonnées x, ¥, z du point P, les composantes X, Y, Z de
la {orce exercée sur le point P sont des fonctions des trois va-
riables indépendantes z, y, z. En différentiant par rapport a
la variable z, on a

or ar X —x

!
r—=—(2'"—x), —=-— =—a
dx ( ~)’ dx r ’
1
d—
r_ 1dr a
dxz T rdax T r?

et, par suite,

al r
X=—3 7% ~

Considérons I'intégrale

(2 V=3

étenduc & tous les corps électrisés; cetie somme est aussi
une fonction des coordonnées x, ¥, z du point P, ct 'on a

Dl
AV r
—N _Tdg=—X.
r Pyl
On en conclut

N )V D )
(o) X:-——b——;y Y._——W, Z_—az.

Ainsi les composantes de l'action exercée sur une masse r
d’électricité positive placée au point P, par I'ensemble des
corps électrisés, sont les dérivées partielles, prises en signes
contraires, d’une certaine fonction des coordonnées du point P'.
Cetie fonction V est ce que, dans ses calculs sur I'attraction,
Gauss a appelé le potentiel.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que le point P
est situé en dehors des masses agissantes; dans ce cas, la dis-
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. T - .
tance r ne devenant pas nulle, le quotient 7 reste fini, et I'in-

tégrale V a une valeur parfaitement déterminée; le potentiel
est une fonction finie et continue de =z, y, 7. Les compo-
santes X, Y, Z jouissent de la méme propriété; mais lorsque
le point P est situé a I'intérieur des masses agissantes, la fonc-

tion — devenant infinie, la détermination des intégrales pré-
r

sente de graves difficultés; avant d’aborder ces questions dé-
licates, nous chercherons Ie potentiel d’'une couche sphérique
homog¢éne.

POTENTIEL D'UNE COUCHE SPHERIQUE LIOMOGENE.

160. Considérons une couche homogéne comprise entre
deux sphéres de rayons « et a -+ da, ayant méme centre O;
appelons p la distance OP, 6 I'angle que fait avec la droite OP
le rayon qui va du centre & un point quelconque M de la
couche, et ¢ 'angle que fait le plan POM avec un plan fixe
passant par OP. L’élément de volume ayant pour expression

dv=a*sin0dadf do,
si I'on désigne par / la densité de I'électricité libre, on aura

dg=1Ildv=la*sind da db do-

el, par suite,

—/fa’daf /‘ sinf 6 do = 2rka da f smid@_
]

De la relation
r’=a+ p*—2apcosb,
on déduit p
rdr=qapsinf dj;
si 'on remplace la variable 6 par la variable r, il vient

V::-%E,{Taﬂtfdr.
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Il y a ici deux cas a distinguer, suivant que le point P est a
Uextérieur de la couche sphérique ou a lintérieur de la
sphére a : dans le premier cas les limites de I'intégration sont
p—aetp+a,ectlona
fP""“ 4rkarda M
P,
14

dr=2a, V=
—a P p
en désignant par M la masse de la couche. Le potentiel de la
couche sphérique, agissant sur un point extérieur, estle méme
que sila masse de la couche était concentrée en son centre.
Dans le second cas, les limites sont e —p et a +p, et 'on a

a~+p M
dr=2p, V=/{nhkada=—.

a—P a
Le potentiel de la couche sphérique, agissant sur un point in-
téricur P, est constant, c’est-d-dire indépendant de la position
du point P'; on en déduit que la force est nulle.

Considérons maintenant une sphére homogéne de rayon «,
agissant sur un point P situé dans la sphére méme et & une
distance p du centre; on peut regarder la sphére comme com-
posée de couches homogéncs concentriques. Les couches
dont le rayon est moindre que p, agissant sur un point cxté- '
rieur P, donnent un potentiel égal &

4l pa’da—4ﬂkp—z-
P o 3

celles dont le rayon est plus grand que p, agissant sur un point
intérieur, donnent un potentiel égal &

47r/ff ada=2nk{a— p*).

r
Le potentiel de 1a sphére entiére est done

V—=oank (aZ—— %)

8i P'on veut calculer Paction de cette sphére surle point P,
on remarquera que les couches dont le rayon est supérieur

a p n’exercent aucune action sur le point P, et que les cou~
13
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ches dont le rayon est inférieur a p agissent comme si clles
étaient concentrées au centre O; la résultante est une force
égale &

b,
g’ﬂ/zp,

dirigée suivant la droite OF; scs projections sur des axes pas-
sant par le point O sont

4 4

4
gwlfx, grr/ry, grrlrz..

on voit qu’elles sont égales et de signes contraires aux déri-
vées partielles du potentiel.

CAS OU LE POINT ATTIRE EST SITUE A L’INTERIEUR DE LA MASSE
AGISSANTE.

161. 11 faut d’abord définir nettement la signification des
intégrales V, X, Y, Z. Imaginons unc sphére, décrite du
point P comme centre avec un rayon égal a P'unité, et consi-
dérons Ie cone qui a pour sommet le point P, et pour base un
élément dw de la surface de cette sphére; deux sphércs dé-
crites, du point P comme centre, avec des rayons r et r + dr,
découperont dans le cdnc un élément de volume

dv =r*dwdr,
et I'on aura

dg = kr*dwdr,
Fk désignant la densité de Vélectricité libre dans cet élément.
Concevons une surface fermée ct convexe trés-petite S, enve-
loppant le point P; appelons p et R les distances du point P
a la surface S et & la surface extérieure du corps sur un méme
rayon mené par le point P. Le potentiel de la masse située a
I’extérieur de la surface S est

R
fo—f]:fflrrdwdr:fdmf ferdr;
‘0

quand p tend vers zéro, l'intégrale’
rR
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tend vers une limite déterminée

R
f ferdr;
(]

la limite de lintégrale mulliple est le potentiel de la masse
entiére. Il en est de méme des composantes de la force; Ia
composante, suivant 'axe des z, de Paction de la masse exté-
rieure a la surface S est (n° 158)

ai(l fdmf kadr;

elle tend vers une limite déterminée, quand p tend vers zéro.

162. Ainsi la masse agissante qui environne lc point P n’in-
troduit dans les intégrales V, X, ¥, Z, malgré 1a petitesse de
la distance, que des quantités trés-petites. On en conclut que
ces intégrales sont des fonctions finies et continues de z, 3,
z. Soient, en ellet, V, le potentiel de la masse comprise dans
la surface S, ct V. celui de la masse extérieure, agissant sur le
point P; V', et V', les polentiels des mémes masses agissant
sur un point P, voisin de P, el situé aussi a I'extérieur de la
surface S; on a

V=V = (V,— V) +V,—Vy;

le potentiel V, de la masse exiérieure, agissant sur un point P
non situé dans cette masse, étant en fonction continue de x,
¥, 3, la différence V', —V, est trés-petite; d’autre part, cha-
cune des quantités V, et V', est trés-petite : done la différence

—V est elle-méme trés-petite. On verrait de la méme ma-
niére que X, Y, Z sont des fonctions continues.

163. Nous allons démontrer que les composantes de la force
sont encore égales et de signes contraires aux dérivées par-
tielles du potentiel. C’est ce que I’ on vérifie aisément lorsque
la densité & du fluide est constante; parlagcons la masse agis-
sante en deux parties : celle qui gst comprise dans une petite
sphére a I'intérieurde laquelle %i situé le point P, ct la partic

13.
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extérieure; appelons V, et V, les potentiels de ces deux par-
ties, X, et X;les composantes des forces qu’elles exercent sur
le point P. Le point P n’étant pas situé dans la seconde partie,
ona

dv,
T dx

X, =

Draprés les propriétés des couches sphériques homogénes
{n°160), on a de méme

dv,
X=—s
on en conclut
. ‘A%
X _ %Y,
dx

16%. Considérons maintenant le cas ou la densité est va-
riable. Décrivons du point P, comme centre, avee un rayon
trés-petit p, une sphérc S, et prenons un point P’ voisin de P
et situé & I'intérieur de Ja sphére; appelons « la distance PP ;

’

nous ferons voir que le rapport ——aune limite quand a
tend vers -zéro, et que cetic limite est la composante X dela
\ ) . 1 VoV, o
force suivant la droite PP’. En effet, le rapport ——a——’ différe
peu de X,, celte derniére quantité différant peu clle-méme
de X, on peut écrire

V.—V',=a(X +¢),
¢ s’évanounissant avee a et p.

Pour évaluer Vet V’,, nous prendrons pour coordonnces
d’un point quelconque M les deux distances PM, P'M, que
nous désignerons par r et r’, et I'angle ¢ que fait le plan PMP’
avec un plan fixe passant par la droite PP’; un élément du

plan PMP’ a pour expression rdrd, 8 éiant 'angle MPP’. Si,
dans la relation

r'*=a*4- r*— a2arcosf,
nous faisons varier 9, laissant r constante, nous aurons

r'dr' = arsin6 do,
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¢t Pélément de surface deviendra

rdrdr’ _ rr'drdr
asind = ay

y étant la distance de Iélément 4 l'axe PP'. Cet élément de
surface, en tournant autour de I'axe, engendre un élément de
volume

_rr'drdr'dy

=

dv

On a ainsi .
V.= i N krdrdrdy, V,= é N krdrdr' dy.

Intégrons d’abord par rapport a {, et posons
2

H=— 77lqu);

[s]
H étant une fonction de r et r’, les expressions précédentes
deviennent
I , 1
Vi=- ZHr’dr dr', V,=- ZH,-drd,-',
d’olr

!
r'—r
drdr'.
a Lt

V.—V’,:ZH

r'—

La quantité II conservant le méme signe, et le rapport

étant compris entre — 1 el —+ 1, on pourra écrire
Vi—V', =12 2 Hdrdr,

A étant un nombre compris entre — 1 et + 1. D’autre part, si
I’on désigne par II, une valeur moyenne de II, on aura

V-V, = MLZ drdr’.

Pour calculer la valeur de Yintégrale double, sil'on intégre
d’abord par rapport a r’ et ensuite par rapport a r, il faudra
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partager 'intégrale en deux parties :

a a—-r r r—+a K
f d"f dr'+f d"f dr'=a(>p — a).
.0 a—r a r—a

On a ainsi
V=V =iH,«(2p — a),
et, par suite,
V=V X e 2H, (2p — a);

ce rapport a pour limite X, quand « ct p tendent vers zéro (*).

SURFACES DE NIVEAY.

165. On appelle surface de niveau le licu des points pour
lesquels le potentiel Va unc méme valeur. Par le point P passe
une surface de niveau, et une seule, et il est {acile de voir
que la force qui s’exerce en ce point est normale 4 la surface
de niveau. On sait, cn effet, que la normale & cette surface au
point P fait avec les axes des coordonnées des angles dont les
cosinus sont proportionnelsaux dérivées particlles

dV _b_\_’ IV
dx ' b_y" Az

et par conséquent proportionnels aux composantes X, Y, Z de
la force. On en conclut que la force est dirigée suivant la nor-
male & la surface.

Soit dn la portion de normale comprise entre deux surfaces
de niveau infiniment voisines V et V+ dV, et supposons que
Paxe des  coincide avec la normale; on a

A%

F:X:—--ti—n"

Ainsi la force qui s’exerce en un point est égale a la dérivée
du potentiel par rapport a la normale 2 'la surface de niveau

(™) Cette démonsiration ingénieuse a é1é imaginée par M. Bouquet.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ELECTROSTATIQUE. 199

passant par Ie point considéré, et cetle force est dirigée du
cOté vers lequel le potentiel diminue.

THEOREME FONDAMENTAL.

166. Jusqu’ici nous n’avons parlé que des dérivées pre-
micres du potentiel ; les dérivées secondes jouissent aussi de
propriétés trés-remarquables. Considérons d'abord le cas ou
le point P est situé en dehors des masses agissantes; la fone-

tion —ne devenant pas infinie, on peut dilférentier sous le
-

signe somme comme a Yordinaire. Une premiére opération
{n° 159) nous a donné

)X
2V - d i
2=y W=E5 =2

Une seconde opération nous donnera

x'—zx dr 3ar—n
b—x; Z(———?) - ﬁ) dq :2 I"’-- dq.

On a de méme

MV o 3bi— 2V 3ct—1

T W ET AT

On en déduit
N_Y_ *v ﬂ:v §—(a’+«[——)2+07)—3dq. ¢
da? b:}"’ )z d i

La fonction placée sous le signe somme étant identiquement
nulle, la somme elle-méme est nulle. Ainsi, tant que le point P
est en dehors des masses agissantes, on a

PV eV ey
dawr |y + Yz

Pour abréger, nous représenterons le premicr membre par le
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symbole AV, de sorte que I'équation précédente s'écrira
AV = Q.

Lorsque le point P est situé a I'intérieur des masses agis-
santes, la fonction placée sous le signe somme devenant in-
finie, on ne peut plus opérer comme nous avons fait; d’ail-
leurs, les expressions telles que

3a*—1
2 dg,

auxquelles nous avons été conduit, n’ont plus ici de signifi-
cation déterminéde; car si I'on remplace dg par sa valeur
kr*dwdr, il reste encore le facteur rau dénominateur, et la
fonction sous le signe somme devient infinie. 1l faut alors re-
courir & d’autres mélhodes.

167. Supposons d’abord que la masse agissante ait, dans le
voisinage du point P, une densité constante. Imaginons une
petite sphére 8 comprenant le point P; appelons V, le poten-
tiel de la masse renfermée dans la sphére, et V, celui de la
masse extérieure. L’origine des coordonnées étant placée au
centre de la sphére, nous avons trouvé (n° 160)

DV._ 4 ) DVI__ 4 av'___4 .
W—-—g’ﬂ'lf.’z‘, ‘Ty——-—gﬂ'/{_}", —D—Z_— 3‘7’1‘[1’5,
on en déduit
N DZV| DQV| . ﬂ _— ’—‘Tflf
Yo Ny o 3T

et, par suite,
AV1 == — 47'L'lf,

/ étant la densité du fluide dans la petite sphére. Le point P
n’étant pas situé dans la masse exiérieure 4 la sphére, on a

d’autre part
AV;:O,
il en résulte
AV=AV, 4+ AV, =— 4=k
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168. La méme propriété a lieu lorsque la masse agissanle

n’est pas homogéne autour du point P; voici la démonstration
donnée par M. Clausius.

Imaginons, comme précédemment, une petite surface S,

fermée et convexe, enveloppant le point P ( fig. 41); appelons

Fig. 41.

\Q P

V. le potentiel de la masse comprise dans cette surface, et V,
celui de Ia partie extérieure. Puisque AV, =o, il suffit de
calculer AY,. Menons du point I’ un cOne d’ouverture angu-
laire infiniment petite dw; ce cOne détermine, entre deux
surfaces sphériques de rayons r et r + dr et ayant pour centre
le point P, un élément de volume

dv=r:do dr.

Soient a, b, ¢ les cosinus des angles que fait avec les axes une
des génératrices PM du cone. La masse
dg=rkr:dwdr,

située dans cet élément de volume, cxerce sur le point P une

action

W — kdwdr,

ayant pour composante, suivant 'axe des z,

— akdwdr,
etl'ona

dV, : e
3% =—X|=2 akdmdr:_—fadm‘fo kdr,
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p élant la longueur du rayon allant du point P a un point quel-
conque M de la surface 8. Si 'on pose

H:fplfdr,
[+

cetie expression prend la forme

dV,

= aHdo.

La lettre r désigne la distance du point P a un point quel-
conque m du rayon PM, et, dans I'intégrale H, cette variable
croit de o & p. Appelons r’ la distance Mm, et remplagons la
variable r par la variable r’; ona

r=p—r, dr=—dr,

0 P
H:—/‘ lx'dl":/‘ kdr'.
“p o

L’intégrale conserve la méme forme; mais la distance est
comptée a partir de la surface S au lieu de I'étre & partir du
point P. Cette intégrale Il dépénd de Ia direction du rayon MP
et de sa longueur; c’est une fonction des quatre variables a,
b, ¢, p, dont trois seulement sontindépendantes, a cause de la
relation entre les cosinus. Le cdne dw- découpe sur la sur~
face S un élément MM’ que nous désignerons par do, et sur la
sphére déerite du point P comme centre, avec lc rayon p,
un élément ME égal 4 p*dw. Appelons «, B, y les cosinus des
angles que fait avec les axes la normale MN a la surface au
point M, i I'angle de cette normale avec le prolongement MA
du rayon PM; on a
p*do = da cosi,

cl, par suite,

WV aﬂdm:fﬁ‘?_osfda.'

dx P‘

Cette nouvelle forme présente Pavaitage que 'élément diffé-
rentiel do et les limites de I'intégration sont indépendantes
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de la position du point P 4 'intérieur de la surface S. D'ailleurs
la fonction placée sous le signe somme conserve une valeur
finie. On peut donc différentier sous le signe somme a la facon
ordinaire, et 'ona

aH cosi
b <
*Ve __Fﬁ__)do-.
da? dx

Si 'on appelle &, v, ¢ les coordonnées du point M, on a

pP=(E—zp+(n—yf+(E—2)
a:g—x, b:‘/l—-J”,' c:C—Z

P 4 P
’ cosi=aa—+ bP +cy,

peosi =a(b— z)+B(n—y)+7y({—3)

’

On peut écrire

M :g—? cost. H;

p?
on en déduit
D(chosi) D<ﬁ>
p? o \p . dpcosi) aH A acost
dx T dzx Ip cost + dz p Y p*
Or '
__ =,
2 p
a —
[ £ S ]
(pé>_b< e >__1_4£.—r33_4a’—1
de T dax - T Y g
a(pcosz)_ .
dx
On a done
b(chosi)
? ) de =ty ael | acosi i
Yz = 93 Hcos: — P’ -+ Pz D.’L‘,
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et, par suite,

2V, H \ . acosidH
W—IE[Ma—I)COSl_aa]dG-*—f 7 S;da.

On a de méme

2V, 1l \ . bcosi dH
,W_fa[(4b—r)c051—bﬁ]do+f 5 4o

»vV, _ (H 2 . ccosi OH
W_fb;[(4c—1)c051—cy]dq+f = _a_z..do'.

Si l'on ajoute ces expressions, on voit aisément que les lermes
de la premiére intégrale s’annulent; il vient

hIA' 12V NV, cosi [ dF : oH

UV PV feosi (W ot Y

da? dy? 3z p* dar dy 2z

La quantité II est, comme nous l'ayons dit, une fonction
de a, b, ¢, p; mais ces quantités sont des fonctions connues
des coordonnées z, », z du point P; on a donc

JH_2dda dWMdb _ dHadc M dp,
dx  dadx b dx  dcdx " dp ox’

3

mais
Da___l_ E——xb_a_a’——l
dx T p pr dx  p
b m—ydp __ab dec _ ac
dx p* dx  p’ dx  p

1l en résulte

M _ M @x  Mab oM ac_ )M
dz " da db ?+ﬁ?—bp ’
ou

3 i p e,

YH a(DH XH M\ 1dH N
) pda 0

D_E___ﬁ(a"—lhrbﬁﬁucbﬂ _12E ol
d p\ da 20 de p b 2p
D_H_:f<aa—ﬂ+bb—q+cail)_la_g_ca—g-
z p\ da db de p dc dp
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On en déduit

JH H XH Il
(la 1)3;—!- i S—E-,

I'expression de AV, devient ainsi

. cosi 0 H
[

{)
H:/v kdr';
/0 N

la valeur de p n’entre pas sous le signe somme; la limite su-
périeure seule dépend de p; en appelant A, la densité du
flyide électrique au point P, on a donc

Nous avons posé

JH
bp =k,
et, par suite,

AV:—/..fCZS’ R /.ifdw.

Cette intégrale double devant étre étendue a toute la sphére
décrite du point P comme centre avec un rayon égal a 'unité,
on a enfin

AVl = — 47'[,{”
et, par suite,
AV = — 47_»,{1,

puisque AV,=o.

Ainsi 'expression AV est égale 2zéro ou a — 4nk,, suivant
que le point P est situé & I'extérieur ou a lintéricur des
masses agissantes. Mais on peut comprendre tous les cas de
la question dans un méme énoncé : si 'on désigne par Fla
densité de la masse agissante au point P, on a, d'une maniére
générale, la relation

*V. 1V »V

1 AV =" —_— —_ — 1/‘.
M Dx"+by2+bzg = — 4=k
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EQUILIBRE EKELECTRIQUE DANS UN SYSTEME DE CORPS PARFAITEMENT
CONDUCTEURS.

169. Un corps bon conducteur est un corps qui n’opposc
aucune résislance au mouvement de I'électricité. Considérons
un systéme formé de conducteurs isolés, et chargés de quan-
tités éleciriques données. Appelons V le potentiel de tout le
systéme sur un point P quelconque. Pour Péquilibre élec-
trique, il est nécessaire et il suffit que le potentiel ait une
valeur constante a l'intérieur de chacun des corps conduc-
teurs; car si le potentiel avait une valeur variable dans 'un
d’eux, une masse m d’éleclricité libre située dans le corps

serait sollicitée par une force égale 3 — m ——, et se mouvrait

dn

dans ladirection de cette force. D’autre part, les deux quantités
+ m et — m d’électricités contraires, qui forment une masse
infiniment petite de fluide ncutre, scraient sollicitées par deux
forces égales et contraires, sc mouvraient en sens opposés,
et le floide neutre serait décomposé. Ainsi le potenticl de
tout le systéme doit avoir une valeur constante V, dans I'un
des conducteurs, unc valeur constlante V, dans un second, elc.
Il est évident, d’ailleurs, que cette condition est suffisante.
Le potentiel est variable dans P’espace isolant qui sépare les
corps les uns des aulres.

170. Le potenticl ayant une valeur constante dans chacun
foaa ‘s IV IV IV

des corps conducteurs, les dérivées premiéres —r —) —
dx dy d3z

sont nulles en tous les points du corps, et il en est de méme
YV 2V ey
P Y A Y
corps, ona AV =o; de la relation fondamentale AV=— 4=/,
on conclut que la densité & de I'électricité libre a Vintéricur
des corps est nulle, et par conséquent, qu’il n’y a pas d’élec-
tricité libre a I'intérieur des corps conducieurs. Il résulte de
la que I'électricité libre est distribuée suivant une couche in-
finiment mince a la surface de chacun des corps conducteurs.

des dérivées secondes

- Ainsi, dans chacun des
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Soit do un élément de surface, ¢ I'épaisseur de la couche en
ce point; la masse d’électricilé libre répandue sur cet élément
de surface est dqg = ke do. Comme on ne peut pas évaluer ¢,
on pose ke =h, d’'oll d¢g = hdo. Le coeflicient A estce qu'on
appelle la densité de la couche électrigue. La quantité d’élec-
tricité libre répandue a la surface de I'un des corps, ou sa
charge électrique, est

son potentiel est

171. Dans chacun des corps conducteurs, le potentiel,
comme nous l'avons dit, conserve une valeur constante; il
varie d’'une maniére continue i 'extéricur, ou dans I'espace
qui sépare deux corps conducteurs; nous allons démontrer
qu’il jouit de la méme propriélé quand le point P traverse
une couche électrique. Supposons, cn elfet, que lc point P
soit placé a une distance trés-petite d’'une couche électrique,
distance mesurée par la normale PO ( fig. 42) a cette couche;

Fig. 42
0| mia
B //’ % "\\ "
7~ r N

appelons V, le potentiel d'une zone trés-petite AB comprenant
le point O, et V. le potentiel des autres masses électriques;

on a
V=V,+V..

Sur un éiément mn de la zone est répandue une quantité d'¢-
lectricité hdo, et le potenticl de la zone a pour expression

V.= [
r .
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Projetons la zone AB sur le plan tangent au peint O; éppe-
lons y le cosinus de Iangle que ]a normaie en m fait avec la
normale au point O, d¢' la projection de 'élément do; on .

aura
do'=vydo.

Menons dans le plan tangent un axe fixe Ox ( fig. 43), et dé-
terminons I’élément do’ par deux droites, faisant avec 'axe O x

Vig. 43.

e —

TN
/ omt\

n'\ o JIX z
N e

~ -

des angles égaux a4 ¢ et d 9 -+ de, et par deux cercles décrits
du point O comme centre, avec des rayons égauxa u ctu + du;
on aura alors

' do'=ududog,

Vl_fltda _/‘/‘/Lududcp

En désignant par & I'angle de la droite Pmavec lanormale PO

(.ﬁg‘ 42)s on a

el, par suite,

u=rsiny,

V.Z/‘fh—Sl—n—lp dudo,
. 4
. .
v.:f ﬁdcpfpmdu
] o }/

Soit /, la valeur maximum de £ sur la zone, y, la valeur mi-
nimum de y, laquelle est voisine de lumte on a, pour un
point quclconque de la zone,

hsind I,

A — b

<%

ou
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’ £ hsin h :
L du<<—p,
f 7 7 i

s}

par suite,

et, en supposant que la projection de la zone sur le plan tan-
gent soit un cercle de rayon p,

V.<2Tr§—lp.

On voit que la zone n’introduit dans le potentiel qu’une quan-
tité trés-petite. Concevons maintenant que le point P se
meuve sur la normale PO et traverse la couche électrique;
V, ayant une valeur trés-petite et V, variant d’'unc maniére
continue, il en est de méme de V.

172. Dans chacun des corps conducteurs, le potentiel a unc
valeur constante, et cette valeur cst la méme qu’a la surface
puisque la fonction varie d’'une maniére continue; la surface
du corps cst donc une surface de niveau. La force qui agit sur
la quantité d’électricité © do répandue sur un élément de la
surface du corps est — / —Z—nY da, la dérivée élant prise a I'ex-
téricur; cette force est dirigée du dedans au dehors et dé-
truite par la résistance de I'air ou de I'ecnveloppe isolante; il
en résulte que si 4 cst positif, la fonction V diminue guand
on va de 'intéricur du corps & I'extérieur; c’est le contraire
qui a lieu quand % est négatif.

La force dont nous venons de parler produit surFenveloppe
isolante une pression qui, rapportée a 'unité de surlace, est

—h—. .

dn

dv
Remarquons cncore gue Tn change brusquement de valeur

quand le point P traverse une couche électrique; car, a l'in-
téricur, cette dérivée est nulle, et, 4 I'extéricur, clle a une
valeur finie différente de zéro. y
La superposition de deux états d’équilibre cst un nouvel
état d’équilibre. Soient en effct V et V' les potentiels relatifs
14
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210 DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE I.

i ces deux états d’équilibre; le potentiel V4V’ pour le nouvel
¢état résultant de la superposition des deux premiers sera en-
core constant dans chaque corps conducteur.

Si I'on change dans un rapport constant la densité élec-
wique de chaque point, on obtient de méme un nouvel état
d’équilibre; car le potentiel, étant multiplié par ce méme
rapport, conserve une valeur constante a I'intérieur de chaque
corps.

Considérons un corps conducteur unique dans un milieu
isolant; nous démontrerons plus tard qu’une quantité donnée
d’électricité libre ne peut étre distribuée que d’une secule
maniére 4 la surface de ce corps. Il résulte de ce qui précéde.
gue si ’on connalt la loi de distribution d'une quantité Q, d'é-
lectricité a la surface du corps, on connaiira celle d’'une quan-
tité quelconque Q; il suffira de multiplier la densité en chaque

point par le rapport 8—, en d’autres termes, de poser
1

h=n (2' .
Le potentiel variant dans le méme rapport, on a V=V, %%
et, par suite, ’
W _ Qv
in — Q. on’
0V _ Y, _Q_)‘
hb—n-_thX(Qx .

Ainsi la pression en chaque point est proportionnelle au carré
de la charge.

DISTRIBUTION DE L ELECTRICITE SUR UNE SPIIERE
OU UN ELLIPSOIDE.

173. La recherche de la loi de distribution de I'électricité
libre & la surface d’un corps conducteur isolé, et qui n’est
soumis a Paction d’aucun autre corps électrisé, présente de
grandes difficultés mathématiques; cette question spéciale
s’écartant du plan de ce cours, nous nous bornerons i en citer
quelques exemples simples.
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Il est évident que sur une sphére la couche électrique doit
étre uniforme; si donc on appelle a le rayon de la sphére, la

densité de la couche sera h= %. Le potentiel (n° 160)
} T
est % a lintérieur, et Q a 'extérieur, p désignant la distance

2
du point P au centre. La pression électrique est égale a

U
frat
Considérons maintenant un corps conducteur ayant la forme
d'un ellipsoide; imaginons une seconde surface ellipsoide,
concentrique et homothétique & la premiére, trés-voisine et
extérieure, et concevons que I'espace compris entre ces deux
surfaces soit rempli d’un fluide de densité constante k. On
sait qu’'une couche ellipsoide homogcne telle que celle-la
N'exerce aucune action sur un point intérieur; le potentiel
a l'intérieur étant constant, cette couche pourra servir a fi-
gurer la loi de distribution de 'électricité a la surface de I'el-
lipsoide. Soit 1 + o le rapport de similitude des deux surfaces,
"o étant trés-petit; appelons p la perpendiculaire OII abaissée
du centre sur le plan tangent au point M( fig. 44); V'épaisseure

- Fig. 44-

de la couche en M est la distance MN des plans tangents pa-
ralléles aux points homologues M et M/, distance égale & pa;
ona donc h—/ke=1rlap; ainsi la densité A de la couche
électrique en chaque point M est proportionnelle & la distance
du centre au plan tangent en ce point. Une ligne d’égale den-
sité est la ligne de contact d’un plan tangent 4 I'ellipsoide et
a une sphére concentrique donnée. Si I'on désigne par a, b, ¢
les longueurs des demi-axes de ellipsoide, le volume de la

4.
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couche étant g— wabe [(1 + a)P— 1], ou sensiblement 4wabcay
sa masse ou la charge électrique est

Q =4mabeak,

d’ou
_ Qp
h= 4fmabe
On a d’ailleurs
P= ';——I—T—z
ﬁ + 3; + z_

Si 'on suppose que ¢ devienne trés-petit, V'ellipsoide se trans-
forme en un plateau elliptique infiniment mince ; puisque

) lim L?: ! )
¢ By
a2 bu
on a
h=-2 '
4mab gy

les lignes d’égale densité sont des ellipses concentriques el
homothétiques. La densité électrique augmeme a4 mesure
qu’on s’éloigne du centre sur un rayon.
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CHAPITRE II.
SUITE DE L’ELECTROSTATIQUE.

Formule de Green. — Théorémes qui en résultent.

FORMULE DE GREEN.

17h. Soient U et V deux fonctions quelconques finies et
continues de z, y, z. Posons, comme précédemment,

2V 2V ¥V

T dar dy? azt

AV

et considérons Vintégrale

ffoAdedydé,

étendue au volume enveloppé par une surface fermdée con-

Fig. 45.

0)

Y,

vexe 8 ( fig. 45)- Cette intégrale est composée de trois termes
de la forme

1V »v
ffoa?a’xdydz:ffd)‘dszmdx.
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v 32V .
Dans llmegrale/UW dxz les coordonnées » et z restent

conslantes, et les limites de 'intégration sont les abscisses &
et x, des deux points M, et M,, ot une droite paralléle & I'axe
des x rencontre la surface S. On a done, en intégrant par par-
ties,

@ ¥V, Y )V PE U AV
U@z = —<U ax>,.,+(U 5;)*/ 'z 35 0

et, par suite,

ff a’xdydz—ff[ ( M)ﬁ (U%)xi]dz(ly
_fffmavd dyds.

Le produit dx dy dz représente un élément de volume do, 1€
produit dydz un élément de surface do pris sur le plan
des yz; on pecut donc écrire I'équation précédente sous 12

zy

forme plus simple

»V 2 2V mmv
fUW — [—<U5—}/_>11+<Uﬁ>m]dw~ 20

L’élément dw est la projection sur le plan 0z de deux é1é-
ments do, et do, de la surface 8, situés aux points M, et M»
Si 'on appelle e, B, Y15 @, B2, ¥2 les cosinus des angles qué
les normales M, N,, M, N, & l2 surface aux points M, et M, font
avec les axes des coordonnées, la normale en chaque point
élant menée a Iextérieur du volume enveloppé par la surface:
on a

do=—o,doy= ~+ o, d o,
et, par suite,

ST 5) A (05), ]

:f(U%;) a.da,+f< ) wda.
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Mais le second membre est 'intégrale

fUD—Vo:(lo'
dx

étendue a toute la surface S; on a donc
Jvimdo=[av T de— L
x dx
Les deux autres parties de I'intégrale proposée donnent de
méme v
d 0V dU IV
= —do— | — —d
fU d fpubydg fbyb]‘ o
f v2Y g = f y Y f W 4.
En ajoutant ces trois équations terme a terme, il vient
dV
fUAVdv__fU< ﬁay M)da

DUDV+DU§X+3UDV y
_—f<bxax dy dy 3z 3z @

Soit ¢s un élément MM’ de la normale a la surface S, menée
par le point M vers I’extérieur; les cosinus a, 3, y des angles
que cette normale fait avec les axes ont pour expressions

_dr dz
a=_=r = ds’ VT4’

On en déduit

2V DV _dVdx bid_y_’_bifiz_dV
iz ﬁby Y3z 3z ds " Yy ds 3z ds T ds’

ce qui donne finalement

: av /‘DUDV dUIV  dUVIV
{ — — —_ —_ —
a)fUAVa’o_fU 75 ds ) <bx 7 5 by‘+bz 37 >dv,
I'intégrale double s'étendant & la surface S, ct les deux inté-

grales triples au volume enveloppé par cette surface. Telle est
la formule de Green.
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Pour simplifier, nous avous supposé le volume limité par
une surface convexe. Mais le méme mode de raisonnement
s’applique & un volume quelconque; quelle que soit la forme
du volume, une paraliéle & 'axe des x rencontre la surface §
en un nombre pair de points My, M;, My, M,,...; I'intégrale

»V
fUa?dx

doit &tre prise d’abord de z, a @, puis de x5 & x4, elc.; en
transformant comme précédemment chacune de ces portions

d’intégrale, on a
AV dV
UL} —(pl
). (5.

AUV
m"—-..—f,‘)—w B—xdx,

»V A 2V >V
fUa—x—,du :f[— Ua—>ﬁ+(u —>M—<U 372)
) ]d) f‘””_‘fdo,

X x

do——o,do = +ando,=—o,doy, = +a;dos=...,

.

en remarquant que

on voit que le premier terme du second membre n’est autre

chose que l'intégrale
fU Al adao,
dx

élendue a toutela surface 8, 1a normale en chaque point éiant
menée en dchors du volume. Ainsi la formule de Green est
générale.

Tutorkme II.

175. Nous supposerons dans ce qui suit que V désigne le
potentiel d’un systéme de masses électriques, ou plus géné-
ralement d'un agent quelconque s’exercant suivant la loi de
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Newtori. 8i dans la formule de Green on fait U=1, elle se
réduit a ‘ ‘

(8) ’fAVa’v: 2 dos

\

si I'on remplace ensuite AV par sa valeur — 4n 4, elle devient

—4ﬁfl{d(}:f(fi_§‘7dc'

Mais l’intégm]eflfdu n'est autre chose que la somme des

masses agissanies situées dans un volume considéré; on a
donc la relation

(1I) f%dc:—&rQ.

On peut énoncer cette relation de la maniére suivante :
Nous avons désigné par ds un élément cxtéricur MM/ de 12
normale & la surface S ( fig. 46); considérons les dcux surlaces

s

Fig. 46.
y+dv

-
“
v N

~o N

> VR
( N
\‘///

de niveau V et V4 dV qui passent par les points M et M';
appelons dn ’élément MN de la normale 3 la surface V com-~
pris entre les deux surfaces de niveau, et i Pangle NMM' des
deux normales. Dans le triangle rectangle MNM’, on a

dn =ds cosi;
il en résulte
dv dV . :
a5 = dn cost = — I cosi;

.

I désignant la force quis’exerce au point M, ct qui estdirigée

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



218 DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE 1I.
suivant la normale MN a la surface de niveau, F cosi est la
projection de cette force sur la normale MM’ & la surface S.
L’équation (II) prend ainsi la forme suivante :

(my chosido-:MQ,'

et on dira que la somme des composantes normales des forces
qui sexercent sur les différents éléments d’une surface fermée
est égale & la masse agissanie enveloppée par celte surface,
multipliée par le facteur constant 4.

Tntorkme III.

176. La différence des forces qui s'exercent sur deux élé-
ments correspondants de deux surfaces de niveau est égale &
la masse agissante contenue dans le canal orthogonal compris
entre ces deux éléments, multipli¢e par le facteur constant 4.

Soient S, et S; deux surfaces de niveau (fig. 47); prenons
sur la premiére un élément da,, et par chacun des points du

Fig. 47.
M2-~ ~
" oML N’\
TS
1

périméire de cet élément menons une ligne orthogonale aux
surfaces de niveau comprises entre S, et S;; le canal ainsi
formé découpera sur la surface S, un élément correspon-
dant d o, Appliquons le théoréme précédent au volume enve-
loppé par ce canal et les dcux éléments qui le terminent; il
faut étendre I'intégrale & toute la surface du canal; en chaque
point dc la surface latérale, la force étant tangente 4 la ligne
orthogonale, sa composanie normale est nulle. L’intégrale se
réduit donc aux termes fournis par les deux bases d o, et dao.
Si 'on méne les normales dans le sens M, M,, la relation (1I)
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devient
dv dV
(III) <%>2dcz—<217>1d0::—4ﬁ(1’

q duant la masse agissante comprise dans le canal orthogonal.
Lethéoréme de M. Chasles est un cas particulier de celui-ci.
Lorsqu’il n’y a aucune masse agissante entre les deux surfaces

de niveau, on a ,
dV\ _[dV
(@ ).Am=() =

et par conséquent les forces qui s’exercent sur les éléments
correspondants des surfaces de niveau sont égales.

Turorkme 1V.

177. La densité en chaque point d’une couche électrique
est égale & la force qui s’exerce en ce point divisée par le fac-
teur constant 4.

Dans un systéme électrisé quelconque en équilibre, la sur-
face S d'un corps conducteur est une surface de nivecau, et sur
cette surface est répandue une couche électrique. Prenons un
élément do de cette surface, et considérons deux surfaces voi-
sines, savoir: une surface de niveau extérieure S, dans le voisi-
nage de I'élément do, et une surface intérieure S,; par chaque
point du périmétre de 1'élément do, menons 4 I'extérieur une
ligne orthogonale aux surfaces de niveau comprises entre S
et S,, et prolongcons cette ligne arbitrairement & Pintérieur
jusqu’a la surface S,; nous formerons ainsi un canal détachant
sur les surfaces S, et S, des éléments da, ct dai. Appliquons
la relation (II) au volume de ce canal; V'intégrale doit étre
étendue 4 la surface qui Penveloppe. Pour toute la partie qui
est située a I'intérieur du conducteur, comme dV est nulle,
les éléments de I'intégrale soni nuls. La normale en un point
quelconque de la partie extérieure de la surface latérale do
canal étant tangente a la surface de niveau qui passe en ce

dyv
point, quand on marche sur cette normale on a =5 =0 ct les
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éléments de P'intégrale pour cette partie de la surface latérale
sont encore nuls. L’intégrale se réduit donc a I'élément
dV . ‘. ) .
<%> da. fourni par la base extérieure do,. D’avtre part, si
2 v

I'on désigne par A la densité de la couche électrique sur 1'é1é-
ment dg, la masse électrique contenue dans le canal est Ado.

L’équation (II) devient donc

dv
(7)—2>2dcrz_—4nlza’a,
ou
dV {IO'Q_
<—(E>, % = — 47‘1‘/1..

Si I'on suppose que la surface extérieure S, se rapproche de
plus en plus de la surface 8, le rapport %ﬂ a pour. limite
)

I'unité, et I'équation précédente se réduit &

.

dv ‘
m = — 4.71'/!,

(Iv)
la dérivée étant prise a 'extérieur.

178. Cororraire. — La pression exercée par la couche élec-.
trique sur le milieu isolant, et rapportée & 1'unité de surface,

dv . . ,

est — A Tn (n°172), ou 4= h® Ainsi la pression en chaque
point est proportionnelle au carré de la densité de la couche
en ce point.

Sur un ellipsoide isolé et qui n’est soumis & 'action d’aucun
autre corps électrisé, la pression est exprimée par la formule

Q’up2 .

T o Ja
fra bt ¢?

ou ) désigne la charge, et p la distance du centre au plan tan-
gent au point considéré (n° 173).
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Taiorkye V.

179. Les éléments correspondants de deux couches placées
en regard l'une de Uautre contiennent des quantités d’élec-
tricité égales et de signes contraires.

Considérons deux corps conducteurs A et B isoléds, et placés
en regard I'un de Tautre (fig. 48), de telle sorte que deux

Fig. 48.

. B M. .

—— T
Ty
N /

\ SO S /
\\/-//AMI \/

parties S, et S, de leurs surfaces soient comprises dans un
méme canal orthogonal, ne renfermant entre les deux couches
répandues sur S, et S, aucune autre masse ¢lectrique. Nous
appellerons éléments correspondants des deux couches les
éléments do, et da, compris dans un méme canal orthogonal
infiniment petit; imaginons ce canal prolongé d’une maniére
quelconque dans chacun des corps A et B et fermé aux deux
bouts, et appliquons encore 4 ce volume la relation (I ); tous
les éléments de U'intégrale sont nuls : d’ailleurs la masse élec-
trique qui y est contenue est h da + h.day, h et h, dési-
gnant les densités sur deo, et da»; 'équation se réduit done a

(V) hde, 4+ h,do,=o.

180. Cororrame. — Supposons que les deux surfaces S,
et S, soient trés-voisines 'une de Pautre, et appelons e leur
distance M, M,. Les éléments do, et do, étant sensiblement
égaux, on a approximativement /i, — — £, La densi(é est don-
née par la relation (IV),
hy—=— L ﬂ 3

47 dn’

V' .

mais quand on va de M, a M,, la dérivée dillére peu dev’%7
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on a donc la formule approchée |
P Ok £

Ainsi la densité électrique en chaque point varie en raison
inverse de la distance des deux surlaces.
Calculons la charge : on a approximativement

Qn—flz.dc. —Vafﬁ:w,

e fme,

e, désignant une valeur moyenne de la distance e.

Ces considérations peuvent étre appliquées au plateau con-
densateur et a la bouteille de Leydé. Ordinairement, on fait
communiquer le corps B avec le sol; dans ce cas, ona V,—o,
et la formule précédente se réduit &

V.S
fme,

Q=

Si la bouteille était parfaite, ¢’esi-a-dire si les deux armatures
étaient fermées, les charges des deux armatures seraient rigou-
reusement égales et de signes contraires.

Tutorkne VI.

181. Lorsque, dans un systéme électrisé en équilibre, un
corps conducteur enveloppe diverses masses électrigues, la
somme algébrique des quantités d’électricité situées & l'inté-
rieur et sur la surface interne du corps est nulle.

Soient g, ¢', ¢”... les masses électriques situées & 'intérieur
du corps conducteur enveloppant A (fig. 49); sur la surface
interne du corps A est répandue une couche Q,, et sur la sur-
face externe une couche Q,; il peut y avoir d’autres masses
électriques en dehors. Imaginons une surface fermée S dans
le corps A lui-méme, c’est-a-dire entre sa surface interne et
sa surface externe, et appliquons au volume enveloppe par
cette surface le théoréme 1I :

dv
fm‘do':—-/}ﬁQ.
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Le potentiel V de tout le sytéme ayant une valeur constante

d
dans le corps A, la dérivée —d}r est nulle en chaque point de

Fig- fo-

la surface §; on a donec Q = o, et, par suite,

(VI) . Q+g+qg+...=o.

Les masses ¢, ¢’... peuvent appartenir & des corps mauvais
conducteurs, ou bien étre les couches répandues a la surface
de corps conducteurs électrisés, séparés les uns des autres ct
de la surface interne du corps A par un milicu isolant.

Cororraire. — Supposons qu’il n’y ait pas d’autres masses
électriques que celles qui sont enveloppées par le corps A, et
que ce corps ait été primitivement a 1’état neutre; il sera élec-
trisé par influence, et la somme algébrique Q. + Q. des quan-
lités d’électricité libre développées sur ce corps sera nuile;
on aura donc

s =—Q=q+q¢g+....
On trouve ainsi la loi de Faraday : la quantité d’électricité
induite sur un corps conducteur enveloppant est égale @ la
quantité inductrice.

Tutorimr VII.

182. Quand une surface fermée ne renferme aucune masse
agissante, et que sur cetle surface le potentiel est constant,
le potentiel est aussi constant dans tout le volume enveloppé
par la surface.

Supposons que, dans la formule de Green, les deux fonc-
tions U et V soient égales et représentent un méme potentiel,
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on aura

Frova=vtan () ()~ (2o

si I'on remplace AV par sa valeur — 4=k et si I'on remarque
que
AV AV hAY T
G2 () (E) =2
il vient

(7) fF’dV:fV——da+4ﬂfldev

La surface S ne contenant aucune masse agissante, on a
Fr = o dans tout le volume, et, par suite,

f]deV:O.

D’autre part, le potentiel ayant une valeur constante V, sur Ia
surface S, on a, en vertu du théoréme II,

fV——-dO‘-—V: /’dV e=—4nV,Q=o.
On en déduit
(VII) fF“do_—_o.

Ainsi la force F est nulle, etpar conséquent le potentiel con-
stant, dans toute I’étendue du volume.

183. Corortatne. — Lorsqu'un corps conductleur présenle
des cavités ne renfermant aucune masse agissante, toute I'élec-
tricité libre se porte surva surface extérieure du corps comme
si le corps était plein. Sur la surlace d’une cavité, le potentiel
a une valeur constante V,; supposons gu’en un point P de la
cavité il ait une valeur différente «; sur chaque rayon allant
de P 4 un point quelconque de la surface, le potentiel variant
de ¢ 4 V,, on pourrait trouver un point M ou le potentiel au-
rait une valeur donnée b, comprise entre a et V5 le lieu des
points M formerait une surface fermée, a laquelle on pourrait
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appliquer le théoréme précédent; le potentiel aurait la valeur
constante b a 'intérieur de cette surface, ce qui est contraire a
I'hypothése. Ainsi le potentiel a, dans toute la cavité, la valeur
constante V, qu’il a dans le corps conducteur, et par consé-
quent, en vertu du théoréme 1V, il 0’y a pas d’électricité libre
a la surface de la cavité. En outre, si I’on introduisait dans
cette cavité un corps conducteur non électrisé, I'état de ce
corps ne serait pas modifié.

" Tutorkme VIH.

184. Un systeme formé de masses électriques fixes données,
et de charges électriques données sur des corps conducteurs,
r’admet qu’un état d'équilibre.,

Considérons d’abord un sysiéme formé seulement de corps
conducteurs A, B, C,..., isolés et tels, que chacun d’eux ren-
ferme des quantités égales d’électricité positive et d'électricité
négative, je dis que le seul état d’équilibre cst I'élat neutre.
Admetilons en elfet qu’il s’établisse un autre état d’équilibre,
et appelons V,, V,, V,,..., les valeurs constantes du potentiel
dans les différents corps; soit V, la plus grande de ces quan-
lités en valeur absolue; désignons par @ une quantité constante
comprise entre V, et zéro, et plus grande que chacune des
autres quantités V,, V,,..., en valeur absolue. D'un point O
pris arbitrairement sur Ia surface du corps A, menons des
droites dans diverses directions; sur une droite qui ne ren-
contre aucun des corps, le potentiel variant de V, a zéro,
on peut trouver un point M ol le potentiel ait la valeur q;
sur une droite rencontrant la surface de I'un des autres corps,
B par exemple, le potentiel variant de V, 2 V,, on peut trou-
ver dans l'intervalle qui sépare les deux corps un point M
ou le potentiel ait aussi la valeur a; si la droite rencontrait
d’abord Ia surface du corps A en un second ou en plusieurs
points, on prendrait le point M au deld du dernier. On obtien-
dra ainsi une surface fermée S, sur laquelle le polenticl ala
valeur constante a, et cette surface enveloppera le corps A en
laissant tous les autres en dehors. Appliquons au voluine en-

15
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veloppé par cette surface la relation (¥ ) du numéro précédent,
et remarquons que

dv av .,
fVTS'dGMaf_([S_dch /I»Tfany

Q, étant la somme algébrique des masses électriques envelop-
pées par la surface 8. Puisque toutes ces masses sont situées
sur lc corps A, on a aussi

f/,-wu:v. f/fd(':VxQx;

J'équation (y) devient donc
fF’du =4nQ (Vi—a).

Mais dans le cas actuel, Q, = o; on en conclut que F est nulle
a Pintérieur de la surface S, et par conséquent, en vertu du
théoréme 1V, que le corps A est & I'état neutre.

En faisant abstraction de cc corps neutre, on démontrera de
méme qu'un second corps est a I'état neutre, ct ainsi de
suile. Ainsi, dans le cas que nous considérons, I’élat neutre
est le seul état d’équilibre.

Ltudions mainienantun systéme quelconqueformé de masses
électriques fixes ¢, ¢/, ¢”5.--, appartenant a des corps non con-
ducteurs, ctde charges Q,, Qs, Qs,. .., répandues sur des corps
conducteurs. Nous voulons démontrer qu’il n’y a qu’un état
d’équilibre; admettons qu’il y en ait deux; appelons Ay, fs,...,
les densités des couches répandues sur les corps conducteurs
dans le premicr état, /,, X,,..., les densités dans le second
état. Si I'on change les signes de toutes les masses électriques
dans le second état, on aura un nouvel état d’équilibre — ¢,
—q¢,—q" -, —N,—1I,,...; ajoutant cet état au premier,
on obtiendra un nouvel état d’équilibre, dans lequel les masses
fixes ¢ et — ¢, ¢’ et — ¢',..., se neutralisent, et la densité
des diverses couches devient &, — A, 2, — I,,...; la somme
algébrique des quantités d’électricité qui forment chaque cou-
che est nulle. On rentre alors dans le cas particulier que nous
avons étudié d’abord; ce nouvel état est I’état neutre, et on
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a b, =N/, ,=Mh,,...:ainsi le systéme proposé ne peul pré-
senter qu’un état d’équilibre.

Tueorine IX.

185. Si dans la formule de Green, on permute les lettres U
‘el V, et que 'on retranche membre 4 membre, il vient

fUAVdu_fVAUdu,.f< av _ df) do.

La fonction V désignant toujours le potenuel d’un systéme
quelconque de masses électriques, supposons que U soit l'in-

1 . , .
verse — de la distance d’un point quelconque du volume con-

sidéré & un point fixe P. On a, en remplagant AV par sa valeur

—4nk,
jUAVdu_—._4nf1‘f_“:_4nV’,,,

V’p représentant le potentiel sur le point P des masses com-
prises dans le volume. Considérons d’abord Ie cas ol le point
P est extérieur au volume; la distance r ne devenant pas nulle,

. oo 1 [ P ST
on a identiquement AU=A =0, etl'équation (9) se réduita

I

d-
! 1dV ,
(IX) : F?.?_Vds,)d"— 4nv,.

186. Supposons maintenant que le point P soit situé dans le
volume limité par la surface S. Du point P comme centre avec
un rayon trés-petit r’, décrivons une sphére 8'; nous pouvons
appliquer I'équation précédente (IX) au volume compris entre
les deux surfaces S et §'; Pintégration doit éire étendue
aux deux surfaces. En ce qui concerne la surface S, on a
ds = —dr', do=r"do,

T 1
‘ d— d—
1dV r . 1 dV ) g
\7%*"75)"“ v~ Var )

dVv
= = — do.
[ g an— [V
' Y~
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Quand r’ tend vers zéro, le premier terme du sccond membre
tend vers zéro; le second terme, vers — {nV,, V, désignant
le potentiel au point P de toutes les masses agissantes. D'ailleurs
le potentiel V' des masses comprises entre les surfaces S el 8
a pour limite le potentiel des masses enveloppées.par la sur-
face 8; I'équation (IX) devient donc

. 1dV r .
(IX) l_‘T{;—VUE d0:47T(V/;—V,)),

I'intégrale se rapportant uniquement a la surface S.
Si la surface S ne comprenait aucune masse agissante, on

ferait V’p = o; si elle les comprenait toutes, on ferait V’p =V,

187. Conoriaire. — Supposons que la surface S soit une
sphére de rayon R dont le point P occupe le centre; on a

ds = dR,

4!
1dV r dV
rds V—(_l; da—Efa’ [Vda’
mais, en vertu du théoréme 11,

dv _
f—d—s—da_——/urq,

q étant la masse agissante contenue dans la sphére; I'équa-
tion (IX) devient ainsi

(A) dea:4an+4nnwvr—vm.

Lorsque la sphére S ne renferme aucune masse agissante, on
a ¢ =0, V,=o, et 'équation précédente se réduit a

(a) : de&:4nmv.

Si, au contraire, la sphére contient toutes les masses agis-
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santes, on a Vi, =V,, et I'équation devient
(b) dea:4TrRQ,
Q étant la somme de toutes les masses agissantes.

TutortMe X.

188. Lorsqu’une surface fermée envéloppe toutes les masses
agissantes, el que sur cette surface le potentiel a une valewr
constante, il a en chacun des poinls extérieurs.une valeur
comprise entre zéro et la valeur relative a cette surface de
niveau.

Supposons que la surface fermée S enveloppe toutes les
masses agissantes, et que le potenticl ait sur cette surface une
valeur constante positive a. Nous démontrerons d’abord que
le potentiel conserve le méme signe & I'extérieur; supposons
en effet qu’en un point extérieur P le potentiel ait une valcur
négative — b; sur chaque droite allant du point P 4 un point de
la surface S, le potentiel variant de — b 4 + a, on pourrait trou~
ver un point M, ot le potenticl aurait une valcur donnée — ¥/,
comprise entre — b et zéro; sur chaque droite indéfinic par-
tant du point P, et ne rencontrant pas la surface S, le potenticl
variant de — b 4 zéro, on pourrait trouver un point jouissant de
Ia mwéme propriété. Le lieu de ces points formerait, autour du
point P, une surface de niveau fermée ', ne comprenant aucune
masse agissante; d’apres le théoréme VII, le potentiel serait
constant dans tout I'intérieur, ce qui est contraire 4 I'hypothése.

Il est impossible qu’en un point extérieur P le potentiel ait
la valeur zéro; du point P comme centre, décrivons une sphére
extérieure et tangente a S; d’aprés I'équation (a) du numéro

précédent, on aurait
‘[Vdo- =0}

le potentiel V conservant le méme signe sur toute la surface
de la sphére, il faudrait qu’il {it nul en chaque point de cette
surface, ce qui est impossible. '

Nous allons faire voir maintenant que le potentiel ne peut
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avoir, en un point exléricur, une valeur égale ou supérieure
a a. Car si cela était, il y aurait un ou plusieurs points P, ou
le potentiel aurait une valeur maximum ¢ égale ou supérieure
4 a. De I'un de ces points P comme centre, décrivons, comme
précédemment, une sphére extiérieure et tangente 4 la sur-
face 8; d’aprés I’équation (a), on aurait

dea:41rR’c,

el il serait nécessaire que sur toute la surface de la sphere le
potentiel eit la valeur maximum c; ceci exigerait que ¢ = a,
et le potentiel aurait cette méme valeur « dans tout 'intérieur
de la sphére. D’un autre point P’ de ceuwe premiére sphére,
décrivons une seconde sphére extérieure et tangente & S; on
démontrerait de la méme maniére que le potentiel devrait
avoir la valeur constante a dans lintérieur de cetle seconde
sphére. En continuant de cettec maniére, on arriverait a cette
condilion que le poteqliel a la valeur constante « dans I’espace
infini extérieur a la surface S, ce qui est impossible, puisqu’a
I'infini le potentiel est nul. Ainsi, & 'extéricur de la surface S,
le potenticl a une valeur comprise entre a et zéro.

8i, partant d’un point quelconque M de la surface 8, on s’é-
loigne vers I'extérieur, le potenticl V commence par diminuer;
on arrivera & un point M’ voisin de M, ou le potentiel aura une
valeur donnée @' un peu plus petite que a, le lieu des points M’
formera une surface de niveau 8’ enveloppant la premiére. En
continuant de cette maniére, on formera une série de surfaces
de niveau s’enveloppant les unes les autres, et sur lesquelles
le potentiel a des valeurs de plus en plus petites.

Il est un cas particulier qu’il importe de remarquer, c’est
celui ou le potentiel est nul sur la surface S; la premiére
partie du raisonnement précédent suffit pour prouver qu’il est
aussi nul dans tout 'espace extérieur.

N

Turortnr XI.

189. Lorsque, dans un systéme électrisé en équilibre, un
corps conducteur enveloppe diverses masses électriques, la
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couche répandue sur la surface interne du corps et les masses
électriques situées & Uintérieur, forment un systéeme partiel en
£quilibre de lui-méme el sans aciion & l'extérieur.

Revenons ala figure dune 181, et appliquons le théoréme 1X
a la surface fermée S que nous avons imaginée dans le corps
conducteur A; le potentiel V de tout le systéme ayant une

. . dV
valeur constante V, dans le conducteur A, la dérivée I est

nulle sur la surface S, et le premier membre des équations (IX)
et (IX) se réduit &
d= d~

— v‘a;(lU:_Vl ?/:g-(la'.

La quantité - peut étre regardée comme le polentie! d’une
masse égale a 'unité placée au point P; d’aprés la relation (1),
l'intégrale
bR

d-

”

Wdc

est égale & zéro ou & — 4, suivant que le point P est situé &
I'extérieur oud 'intérieur de la surface S. Dans le premier cas,
P’équation (IX) se réduit done & V;,:o; dans le second cas,
Péquation (1X) donne V), =V, — V.. Mais V), est le potenticl
au point P des masses électriques Q,, ¢, ¢',... renfermées
dans la surface 8; comme on peut prendre la surface § aussi
rapprochée que 'on veut de la surface interne du corps con-
ducteur A, on en conclut que le potenticl du systéme formé
par ces masses, dont la somme algébrique est nulle (n° 181),
-est constamment nul a Uextéricur; a I'intérieur, il est égal an
potentiel total, diminué de la quantité constante V,.

Il résulte de la que le systeme particl Q,, ¢, ¢,... est en
€quilibre de lui-méme; d’abord son potentiel V/ a une valeur
constante zéro dans le conducteur A; ensuite si ¢, ¢’,. .- sont
les charges de divers corps conducteurs placés a I'intérieur, le
potenliel total V ayant une valeur constante dans chacun d’cux,
le potentiel partiel V! y a aussi une valeur constante. Cel équi-
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libre partiel est celui qui s’établirait si le corps A communi-
quait avece e sol. Puisque son potentiel est nul a 'extérieur,
le systéme partiel nw’exerce aucune aclion & Vextéricur, et se
comporie comme un corps neuire. Une bouteille de Leyde
compléte jouit de cette propriété.

Les autres masses électriques présentent évidemment un
second équilibre, sans action intérieure; car le potentiel
V — V' de ce second systéme partiel est constant et égal & V,
dans tout I'intérieur; ce second équilibre est celui qui s’éta-
blirait si le corps A était plein. L’équilibre général est donc la
superposition de deux équilibres partiels. Par exemple, s’il n’y
a pas d’autre masse électrique que celles qui sont enveloppées
par le corps A, ou situées sur ce corps, la couche électrique Q.
qui existe a sa surface externe est en équilibre d’elle-méme :
c’est ce qu’on appelle une couche de niveau.

190. Cororrarre. — On peut généraliser Te théoréme précé-
dent. Supposons que plusieurs systémes analogues a A soient
eux-mémes enveloppés par un conducteur B; les masses élec-
triques renfermées dans les corps A, A’,... formant des équi-
libres partiels sans action extérieure, on peut en faire abstrac-
tion et se borner 4 considérer les couches Qs, Q... répandues
sur Tes surfaces externes de ces corps, comme s’ils étaient
pleins; ces masses électriques avec la couche répandue sur la
surface interne du conducteur enveloppant B formeront un
nouveau sysiéme partiel en équilibre sans action a I'extérieur
et aussi a4 I'intérieur des corps A, A’,....

§'il n'y a pas d’autre masse électrique que cclles qui sont
enveloppées par le conducteur B ou situées sur ce corps, la
couche répanduc sur la surface externe du corps B est en
équilibre d’elle-méme : c’est une couche de niveau.

Il est bon de remarquer qu'une couche de niveau n’est for-
mée que d’une seule espéce d’électricité; car la surface exté-
rieure de la couche enveloppant toutes les masses électriques,
en vertu du théoréme X, le potentiel diminue en valeur absolue

dVv
ds

quand on s’¢loigne dc la surface en dehors; la dérivée
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el, par suite, la densité L a donc le méme signe en tous les
peints de la surface.

191. Les expériences de Faraday confirment ces résultats
de la théorie. Faraday prend un cylindre conducteur isolé
{ fig. 50), dont la hauteur esi beaucoup plus grande que le

Fig. Ho.

diamétre, ci le met en relation avec un électroscope trés-sen-
sible. Il fait descendre dans ce cylindre une boule électrisée;
les pailles de I’électroscope divergent; la divergence augmente
d’abord, mais devicent sensiblement constante quand la houle
cst située au-dessous d’un certain niveau; clle est alors indé-
pendante de Ia position de la boule dans le cylindre, et resie
encore la méme quand on met la boule en contact avec le cy-
lindre. En effet, lorsque le cone mené de laboule a Uouver-
ture du cylindre est suffisamment petit, le'cylindre se comporte
comme une enveloppe fermée, ct la couche de niveau qui se
forme a sa surface extérieure a une charge conslante + Q
égale a celle de la boule.

Faraday a fait 'expérience d’une maniére plus compléte en
employant deux cylindres concentriques A et B ( fig. 51) par-
faitement isolés, ¢ dernier étant en communication avec un
électroscope. Quand on introduit dans le cylindre A la boule
chargée d’une quantité d’électricité + Q, la couche de niveau
qui se forme sur la surface externe du cylindre B est la méme
que si le cylindre A n’existait pas, et I’écartement des pailles
est le méme que dans la premiére expérience. Quand on met
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le cylindre A en communication avec le sol, la couche répan-
due sur la surface externe de ce cylindre disparaissant, le cy~

Fig. 51.

A B

lindre B cesse d'éwre électrisé, et les pailles reviennent au
contact.

Turorkve XII.

192, L’action que des masses électrigues données exercent
a lextérieur d’une surface fermée qui les enveloppe est la
méme que celle d’une couche de méme masse répandue sur
cetie surface suivant une certaine loi.

Soient ¢, ¢',... les masses éleciriques données dont nous
appellerons la somme Q, et que nous supposerons fixes comme
si elles appartenaient & des corps non conducteurs; une sur-
face S de forme quelconque les enveloppe. Imaginons un corps
conducteur limité intérieurement & la surface S et extérieure-
ment & une surface quelconque 8'. Sous I'influence des masses
données, il se formera sur Ia surface S une couche électrique
— Q, et sur la surface 8’ une couche + Q. Iaprés le théoréme
précédent, le potentiel de la couche — Q et des masses ¢, ¢', . - .
est nul a Vextérieur de la surface S. Il en résulie que, dans
cette région de 'espace, le potentiel de la couche — Q est égal
¢t de signe contraire a celui des masses données. Convenons
maintenant que 'on change le signe de la densité en chaque
point de la couche — Q, mous aurons une couche Q répandue
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sur la surface S et ayant & 'extérieur méme potentiel que les
masses données.

Cette couche, répandue sur la surface S, et qui a méme
action extérieure que les masses données, n’est pas en général .
une couche de niveau, c’est-d-dire n’est pas en équilibre
d’elle-méme. Pour qu’elle jouisse de cette propriété, il fau-
drait que son polentiel fit constant sur la surface 8; mais le
potentiel de la couche est égal a celui des masses données
dans toute la région extérieure & la surface S, et par consé-
quent sur la surface S elle-méme; il faudrait donc que la sur-
face S8 {1 une surface de niveau par rapporl aux masses
données. .

Si la somme algébrique des masses électriques données
était nulle, la couche équivalente formée sur la surface S sc-
rait composée de deux quantités égales d’électricité positive
et d’électricité négative; I'électricité positive occuperait une
partie de la surface, I'électricité négative I'autre partie.

ELECTRISATION PAR INFLUENCE.

193. Considérons d’abord un corps conducteur A commu-
niquant avec le sol, et soumi§ a l'action d’une masse élce-
trique fixe ¢, placée en un point extérieur O. Sous I'influence
de la masse électrique ¢, il se forme sur le corps une couche
électrique telle, que le potentiel V de celte couche et de la
masse ¢ soit nul a 'intérieur d’un corps A. Dans le voisinage du

q

point O, le terme o I’emportant sur ceux relatifs & la couche,

donne son signe au potentiel. Nous remarquerons d’abord que
le potentiel conserve le méme signe dans tout I'espace; car
s’il avait en un point P un signe contraire a celui qu'il a dans
le voisinage du point O, on pourrait former autour du point P
une surface ferméc ne comprenant aucune masse électrique,
et sur laquelle le potentiel aurait une valeur constante com-
prise entre zéro et la valeur qu’il a en P : ce qui estimpos-
sible (n° 182). ‘

Supposons que la masse électrique ¢ SOit positive, le
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potentiel a une valeur nulle dans le corps A, et une valeur
e b .. . dV .
positive a I'extérieur; la valcur de la dérivée Tn SUr la sur-

face vers I'extérieur est donc positive, et par conséquent la
densité & de la couche est négative (n°177). On en conclut
que le corps conducteur A est chargé d’une quantité d’élec -
tricité ¢’ de signe contraire a ¢.

Imaginons une sphére enveloppant a la fois le point O et le
corps A ; d’aprés I'équation (b) du ne 187, :

4wR (g + q'):dea';

le potentiel ayant une valeur positive, I'intégrale a elle-méme
une valeur positive, et 'on a ¢+ ¢’ > o. Ainsi, la quantité
d’électricité¢ induite sur un corps conducteur communiquant
avec le sol est égale ou inférieure & la quantité inductrice,
Elle Jui est égale, comme nous l'avons vu au n° 181, lorsque
le corps conducteur enveloppe h masse inductrice.

194. Cherchons le mpport%— de la quantité d’électricité.in-

duite a la quantité inductrice. Considérons le volume com-
pris entre une surface S, infiniment voisine du corps A et ’en-
veloppant, une petite sphére décrite du point O comme
centre avec un rayon r, ¢t une sphére décrite d’un point arhi-
traire P comme centre avec un tres-grand rayon R, ¢t appli-
quons & ce volume I'équation (0) du n° 185,

f(UAV VAU) do f( av_ ’ff)da,

dans laquclle nous supposcrons que V désigne le potentiel
précédent, et U le potentiel de la couche de niveau qui sc
formerait & la surface du corps A, si ce corps était isolé et
électrisé, sans éire soumis a'action d’aucune masse électrique
extérieure. L’intégrale dans le premier membre s’éiend 4 un
volume dans lequel n’est située aucune masse agissante; en
chacun des points de ce volume on a donc AV =0, AU=o,
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ct par conséquent I'intégrale est identiquement nulle. L'in-
tégrale dans le second membre doit étre ‘éiendue aux trois
surfaces qui limitent le volume considéré. Sur la grande
sphére, les deux potentiels ont des valeurs trés-petiles, ct
peuvent étre exprimés par des séries convergentes de la forme

U—? b ¢
_R+E;+1¥‘+- )

al b! cl
V“IT+~I{7+1¥+”"

- on en déduit

dv dU 2(ab’—ba’)+

YarVar= T w o T

comme, d’autre part, do = R*dw, on voit que l'intégrale re-
lative & lagrande sphére a pour limite zéro, quand R augmente
indéfiniment.

Puisque, dans le corps A, V a une valeur nulle, et U une
valeur constante U, et que 1’élément de normale doit ici
éire porté en dedans, l'intégrale relative a lasurface 8 se ré-
duit a

dv 'y
-—U‘f 'E' (/U:4qu U|.
Désignons par U, la valeur de U au point 0, et posons
V= jl +V,

V' étant le potentiel de la couche induite; si Pon remplace ds
par — dretl do par r*dw, on reconnait que I'intégrale relative
a la petite sphére a pour limite 4wgU,. L’équation (3) se ré-
duit donc a

0:47f(q'U(+ qUu)v
d’ol

Il en résulte que la quantité d’électricité induite surle corps
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conducteur A communiquant avec le sol par une masse élec~
trique donnée reste la méme, quand cetle masse se déplace sur
une surfuce de niveare du corps A isolé, et la quantité induite
ést d’autant plus petite que la surface de niveau est plus
grande.

195. S’il y avait plusieurs masses dlectriques fixes agissant
sur le corps conducteur A communiquant avec lesol, on cher-
cherail la couche induite par chacune d’elles et on les super-
poserait. .

Si le corps conductecur A était isolé, et primitivement a
I’é1at neutre, a la couche Q' induite par les masses élec-
triques données, quand le corps A communique avec le sol,
on superposerait la couche de niveau — ', qui s’établirait
sa surface §’il était isolé, sans étre soumis A I'action d’aucune
masse électrique extérieure.

Enfin, si le corps A était isolé et chargé primitivement.
d’une quantité d’électricité donnée Q,, 4 la charge induite Q'
on superposcrait la couche de niveau Q,— Q'.

On peut trouver aisément des exemples d’équilibre de cette
sorte. Soit V le potentiel de masscs fixes données ¢, ¢, - -,
g5 q'..., Sunesurface de niveau qui enveloppe une partic
d’entre elles, par cxemple ¢’, ¢';,.... On peut remplacer les
masses ¢, ¢',,... par une couche égale répandue sur la sur-
face S (n°192); si 'onappelle V' le potentiel des masses ¢, ¢is...,
V” celui des masses ¢, ¢, ., le potentiel de la couche et
des masses ¢, ¢, ... a I'extéricur de S élant égal a V4+-V'=V,
sera constant sur la surface S, et par conséquent cette couche
est en équilibre sous I'influcnce des masses ¢, ¢, - --

196. Considérons maintenant I'influence réciproque de deux
corps conducteurs A et B isolés, et chargés primitivement de
quantités d’électricité données Q, et Q.. On raméne ce cas
général a des cas plus simples par la méthode de Murphy-
Soit ¢, la couche de niveau qui, répandue sur A, y produit
le potentiel 1; cette couche, supposée fixe, induira sur B,
communiquant avec le sol, une couche — ¢.. La couche — ¢q..
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supposée fixe, induira & son tour sur A, communiquant avec
le sol, une couche ¢,;; cette derniére, supposée fixe, induira
sur B, communiquant avec le sol, une couche —g¢,, et ainsi
de suite indéfiniment. Superposons ces diverses couches, nous
aurons sur A une couche

Q=q¢q+ ¢+ ¢+...,
sur B une couche
S Tk Tl S

il est facile de voir que les deux couches Q) et — Q, ont
ensemble un potentiel égal a 1 sur A, a zéro sur B, et par
conséquent sont en équilibre sous leur action mutuelle.

De méme, soit ¢, la couche de niveau qui, répandue sur B,
y produit le potentiel r. Cette couche, supposce fixe, induira
sur A, communiquant avec le sol, une couche — ¢',; celle-ci,
supposée fixe, induira sur B, communiquant avec le sol, une
couche ¢';, et ainsi de suite indéfiniment. Les deux couches

r__ ’ '
- 2= d2—qi

Q",:q’|+q’3+...,

répandues sur A et B, ont ensemble un potentiel égal & 1
sur B, a zéro sur A, et, par conséquent, constituent un nouvel
état d’équilibre.

Concevons maintenant quc 1'on multiplie la densité en
chaque point dans le premier état d’équilibre par V,, Ja densité
en chaque point dans le second état par V,, les quantités V,
et V. satisfaisant aux deux équations

vV, Q,| —V, Q,; - Ql;
-V, Q’z +V, Q,: == Qh

et que l'on superpose les deux nouveaux états d’équilibre
ainsi obtenus, on aura I'état d’équilibre réciproque des deux
quantités d’électricité données Q, et Q, répandues sur A et B.
Le potentiel de I'ensemble aura les valeurs constantes V,
sur A, V. sur B. Si I’'on donnait les valeurs V, et V, du poten-
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tiel sur A-et B, les mémes équations déterminecraient les cou-
ches Q, et Q..

On peut trouver, comme précédemment, des exemples d'é-
quilibre de cette nouvelle cspéce. Soit V le potentiel de
masses fixes données, S et 8’ deux surfaces de niveau qui en-
- veloppent, la premiére une partie des masses ¢, g,. .., la se~
conde toutes les autres ¢’, ¢',,-... On peut remplacer les
masses ¢, ¢.,... par une couche égale répandue sur la sur-
face 8, et de méme les masses ¢, ¢',,. .., par une couche égale
répandue sur §'; le potentiel de I'ensemble de ces deux cou-
ches A I'extérieur est égal 8 V' 4-V/=V; il a une valeur con~
stante sur § el une autre valeur constante sur 8, et, par con-
séquent, les deux couches sont en équilibre sous 'influence
de leur action mutuelle.
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CHAPITRE III.

TRAVAIL DES FORCES ELECTRIQUES.

Travail des forces électriques. — Energie électrique. — Décharge d’une bou-
teille de Leyde. — Décharge d’une batteric. — Travail des f{orces magné-
tiques.

N

197. Le jeu des machines électriques développe des quan-
tités égales d’électricité positive et d’éleciricité négative.
Quand les corps électrisés sont bons conducteurs, si on les
met ensuite en communication les uns avec les autres, toute
électricité libre disparait, et le systéme revient & I’état neutre.
Lorsque, par une cause quelconque, il y a déplacement des
fluides électriques, ou mouvement des corps électrisés eux-
mémes, ce changement dans I'état du systéme est accom-
pagné d’un travail des forces électriques. Si I'on appelle dg
et dg' deux masses ¢lectriques infiniment petites, r leur dis-
tance mutuelle, le travail élémentaire des forces électriques a
pour expression

dG :qul—(zlq,- dr:—dzdt-l—:’{q:,

le signe somme s’étendant & toutes les combinaisons des
masses électriques deux a deux. Nous poserons

W :E————dq;jq 3
ce qui donne
dt=—dW.

Lorsque le systéeme passe de I'état 1 a I'étal 2, le travail des
forces électriques est

.szl _ W:-
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ENERGIE ELECTRIQUE.

198. La valeur de la fonction W, dans un état quelconque
du systéme, est le travail que développeraient les forces élec-
triques, sile systéme revenait & I’état neutre; car on aurait,
dans ce cas, W,=o et, par suite, & = W,. Le sysiéme reve-
nant de lui-méme & I’état neutre, quand on établit la commu-
nication, on en conclut que la quantité W a toujours une
valeur positive. Nous Vappellerons, par analogie, énergie po-
tentielle du systéme électrisé, ou, plus simplement, énergie
électrique.

Inversement, pour électriser le systéme par le mouvement
d’une machine, il faut dépenser une quantité de travail moteur
égale 4 I'énergie potentielle qu’'on veut lui communiquer. En
général, le travail des forces électriques, pour un changement
quelconque, est égal a la variation qu’éprouve 1'énergie po-
tentielle, quand on passe du premier état au second.

L’énergie électrique est une nouvelle forme de I'énergie.
Lorsqu’'on charge une batterie électrique, on transforme uhe
certaine quantité de travail, ou d’énergie mécanique, en une
quantité égale d’énergie électrique, et réciproquement, dans
la décharge de la balterie, une certaine quantité d’énergie
électrique se transforme en une quantité égale d’énergie mé-
canique ou d’énergie calorifique. '

199. On peut exprimer I'énergie potentielle W d’un sys-
téme de masses électriques & 1'aide de la fonction V, que
nous avons nommée le potentiel du systéme. La somme

dq dq’
sz qr(]

renferme les combinaisons de toutes les masses élémentaires
deux & deux. Considérons les combinaisons d'une masse élé-
mentaire déterminée dg avec chacune des autres masses, nous
obtiendrons la somme partielle

14X L.
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N ' . X
MalsZ—g— est la valeur du potentiel V de tout le systéme au

point ou est située la masse dg; la somme partielle est donc
Vdq. De méme, les combinaisons d’une autre masse détermi-
née dq’ avec chacune des autres donneront la somme partielle
V' dq’, V' étant la valeur du potentiel au point ol est placée la

masse dq’; on a ainsi Vdg + V'dg +... ouE Vdgq. Mais, de
cetle maniére, chaque combinaison a été répétée deux fois;
par exemple, la combinaison des deux masses dq et dg’ est
entrée, une premiére fois, dans la somme partielle Vdg, unc
seconde fois dans V'dg’. Il faut donc prendre la moiti¢ du
résultat, et I’'on a la relation :

. I Y
(1) W= ¥ Vdg (%)

200. Considérons un systéme de corps conducteurs A, B,
C,..., sur lesquels sont répandues des charges électriques
Q., Q;, Qs,. ... L’équilibre électrique étant établi, le poten-
tiel a une valeur constante V, dans le corps A, une autre va-

leur constante V, dans le corps B,....Dans la sommez Vg,
les termes, qui se rapportent aux différentes masses électri-
ques r¢yandues sur le corps A, donnent une somme partielle
V,Z dyou V,Q,; de méme, les termes qui se rapportent aux
masses €lectriques répandues sur le corps B, donnentla somme
partielle V, Q,,...; la relation (1) devient ainsi

. :
(2) W:;(VIQ‘+V:Q2+---)-
Remarquons que, si un corps est resté complétement isolé

pendant qu’on a chargé le sysiéme, et par conséquent n'a été

(*) La quantitéz Vdg cst ce que Beer appelle le potentiel des masses élec-

triques sur elles-mémes, de sorte que ce que j'appelle ici J'énergie potentielle
des masses électriques n’est autre chose que la moitié de ce potentiel. '

16.
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électrisé que par influence, ce corps contenant des quantités
égales d'électricité positive et d’électricité négative, sa charge
Q est nulle, ainsi que le terme correspondant de I’énergie.

Si I'un des corps communique avec la terre, la terre et ce
corps réunis seront regardés comme 'un des corps du sys-
téme; 4 cause de la grandeur du globe terrestre, le potentiel -
y est sensiblement nul. Comme la quantité d’électricité libre
développée par la machine a une valeur finie, le lerme cor-
respondant dans I'expression de I'énergie est aussi nul. Ainsi,
les corps électrisés par influence, et ceux qui communiquent
avec la terre, donnent des termes nuls dans I'expression de
I'énergic potentielle du systéme.

10 est clair que la quantité de travail nécessaire pour com-
muniguer & un corps une charge électrique donnée est mini-
mum, lorsque le corps est parfaitement conducteur; car, si
Pon imagine une autre distribution a I'aide de résistances in-
téricures, telles que celles qui existent dans les corps impar-
faitement conducteurs, et que 1’'on suppose ensuite que ces
résistances diminuent peu a peu, le fluide reviendra a la pre-
miére distribution, en surmontant les résistances, et par con-
séquent accomplissant un travail posilil.

DECHARGE D'UNE BOUTEILLE DE LEYDE. .

201. Considérons une bouteille de Leyde a armatures com-
plétes. On met I'armature intérieure en communication avec
une source d’éleetricité qui posséde un potentiel Vi, et I'ar-
malure extérieure avec le sol; quand la bouteille est chargée
a refus, I'armature intérieure a acquis le méme potentiel V,,
et s’est chargée d’'une quantité + Q, d’électricité. 1l s’est pro-
duit sur 'armature extérieure une charge égale — Q, d’élec-
tricilé contraire, et sur celte armature le potentiel V, est nul.
La bouteille présente alors un ¢iat particulier d’équilibre que
nous avons étudié au n° 189; son potentiel & I'extérieur étant
nul, clle n'exerce aucune action sur les corps environnanis et
se comporie a leur ¢gard comme un corps neutre. Cependant
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elle renferme une quantité d’énergic égale &

1
‘/V = ; V| Q|.
Nous avons trouvé (n° 180)

V|S| R
fme’

QI:

- - fre, .

si I'on désigne par X le rapport 5 qui est une constante
B {

pour la bouteille donnée, on a

VI = RQl)
et, par suite,

1
W:;RQ’.

Ainsi l’énergie potentielle d’une bouteille de Leyde est pro-
portionnelle au carré de la charge.

Cetie énergie se manifeste lorsqu’on réunit les deux arma-
tures par un excitateur; la bouteille se décharge compléte-

ment, et il y a production d’'une quantité de travail é 2Q?, qui

se traduit par une étincelle et par un échauffement du fil de
communication.

Une partie de I'énergie intérieure est employée a vaincre la
résistance de lair, ¢’est-a-dire a produire 'étincelle; le reste
se change en énergie calorifique.

Quand le fil de communication est gros et court, I'étincelle
est énergique, et 'échauffement du conducteur trés-faible.
Quand le fil est long et fin, I'élincelle est faible, mais lc £l
s’échauffe davantage.

Plusieurs expériences confirment les résultats de cette théo-
rie. M. Riess a interposé une lame de mica ou une carte sur
le passage de I’étincelle, et il a constaté qu’alors I'échauffe-
ment du fil est plus faible. La résistance & vaincre étant plus
grande, V’étincelle a absorbé une plus grande partie de I'é-
nergie.

-
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Si ’on réunit les deux armatures par un fil trés-long et trés-
fin, I’étincelle devient trés-faible et le travail correspondant
négligeable. En opérant dans ces conditions, M. Riess a
trouvé, bien avant la théorie, que, si I’on donne & une méme
bouteille des charges différentes, la quantité de chaleur dé-
gagée est proportionnelle au carré de la charge.

DECHARGE D'UNE BATTERIE.

202. Considérons une batterie formée de n bouteilles iden-
tiques. On les charge séparément avec une méme source;
chacune d’elles prend une charge ¢,, et I'on a, en appelant V,
le potentiel sur la source, |

V.=2q.

Si I'on réunit alors toutes ces bouteilles, I'équilibre subsiste,
puisqu’elles n’exercent aucune action les unes sur les autres,
et que le potentiel est le méme sur toutes les armatures inté-
rieures. La charge totale est la méme que si la batterie avait
ét¢ mise directement en relation avee la source. L’énergie
potentielle de la batterie est donnée par la formule

W:%nV.q‘———-;-VIQu

Q. désignant la charge totale de la bhatierie.

Une batterie électrique de n bouteilles égales est donc équi-
valente 4 une bouteille unique de méme épaisseur, dont la
surface serait n fois plus grande que la surface de chacune
des bouteilles qui la composent.

On en déduit aussi

w19
2 n
L’énergie d’une batterie est proportionnelle au carré de la

charge et en raison inverse du nombre des bouteilles. Cette loi
a été découverte expérimentalement par M. Riess.

203. Etudions maintenant les décharges incomplétes. Pre-
nons deux batteries, I'une de z bouteilles, 'autre de n’ hou-
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teilles, toutes identiques. Chargeons la premiére batterie &
refus, comme a l'ordinaire; I’énergie potentielle de cette bat-
terie est alors

1
W= 5 nViq.

- La deuxiéme batterie étant a I'état neutre, on réunit les arma-
tures intérieures des deux batteries; la charge ngq, se répand
alors sur les n + n’ bouteilles, et chacune d’elles prend une
charge ' '

' ﬂqx
O= o

On a maintenant une nouvelle batterie composée de n <+ n’
bouteilles; sur les armatures intérieures le potentiel est

niq: v _"

‘n4n’

V.= 7“1'1 =

T n+n

son énergie potentielle est

W=-(n+n)V =W

n—+n

o

Le travail accompli pendant cette transformation est égal a la
diminution W — W' d’énergie potentielle

n(

n+n

W—-W=W

Cette formule avait été trouvée aussi par M. Riess a 'aide de
I’expérience.

204. Etudions encore la charge par cascade. Supposons
plusieurs batteries réunies en cascade, la premiére compre-
nant n, bouteilles, la 'seconde n., la troisiéme n,,.... Toutes
ces boutelles sont identiques; 'armature extérieure de la der-
niére batterie communique avec le sol, 'armature intérieure
de la premiére avec une source dont le potentiel est V. L’ar-
mature intérieure de la premiére batterie prend une charge
~+ Q,; il se produit une charge — Q, sur 'armature extérieure
de la premiére batterie et une charge + Q. sur 'armature in~
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térieure de la seconde, le potentiel sur ces deux conducteurs
réunis étant V,; de méme, il y a une charge — Q, sur I’arma-
ture extéricure de la seconde et une charge -+ Q; sur 'arma-—
ture intérieure de la troisiéme, le potentiel étant V;, ... .3 le
potentiel sur la derniére armature est nul. On aura donc

W=2(ViQ—ViQ+V:Q:— Vi Qo+ Vi Qi —....),

ou
- 1.,
W_;V.Q.,

ce qui est évident & priori, d’aprés une remarque faite au
n° 200.

Pour une bouteille dont la charge est ¢i, on a, en général,
d’aprés la relation trouvée au n° 180,

_(Vi—=V,)§
4= 47Te| 9

V. et V, éiant les valeurs du potentiel sur Parmature inté-
rieure et sur 'armature extérieure; si I’on pose, comme pré-

. we (1.
cédemment, A = 4—5—', on en déduit
]

Vi—V,= )\QH
Dans la premiére batterie, la charge de chaque bouteille étant

égale a Q’a ona
ny

Q

n,

Vl—Vz:l

On obtient de méme, pour les hatteries suivantes,

V.V, =2 2,
VJ - ‘74 l (—)},
13
et, pour la derniére,
Vm.— [ 2 Rt &.
nn
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En ajoutant toutes ces équations membre & membre, il vient
m:w9+9+%+“%
n, n; ns

Supposons encore les bouteilles parfaitement fermées; alors
les charges des deux armaturcs de chacune d’elles sont égales,

et 'ona
. Q=0Q,=Q,=...,
d’ou
V.=2Q, (_'+.'_+_*+...),
n, ., n,
et

1 1 1 1
W=-20}{—-+—+—+...])-
2 Q n, n, Ny +
Telle est I’énergie potentielle de I'ensemble des battcries;
c’est le travail qu’il faut dépenser pour les charger, ou la cha-
leur dégagée pendant la décharge. M. Riess avait trouvé, par
Pexpérience, pour deux batteries,

1y n.

wv:ifo(i+'>-

TRAVAIL DES FORCES MAGNETIQUES.

208. Les considérations précédentes s’appliquent aux corps
aimantés; dans les idées de Coulomb, on admet qu’il existe
deux fluides magnétiques, analogues aux fluides électrirues;
Paimantation consiste dans la séparation de ces deux fluides;
mais, tandis que les fluides électriques peuvent se séparer
effectivement et passer d’un corps dans un autre, la séparation
des fluides magnétiques ne s’opére que dans les particules du
corps, de sorte que chacune d’elles contient toujours des
quantités égales des deux fluides. La loi de I'action étant tou-
jours celle du carré de la distance, on évaluera le travail des
forces magnétiques, comme on a évalué celui des forces élec-
triques, 4 I'aide de la fonction

lq dq’
w=E
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Considérons un systéme formé de deux corps aimantés A
et B; la fonction W se compose de trois parties, les deux
premiéres, que nous désignerons par W, et W, se rapportant
a I'action de chacun des aimants sur lui-méme; la troisiéme,
'W..;, 2 'action des deux aimants I'un sur I'autre. Si I'on appelle
V. et V; les potentiels des deux aimants, on a

I ) '
Wa—zfvad(b Wb—zfvbdq,

wa,b :fVa dql :/Vﬁ dq,

dq désignant un élément du premier aimant, d¢’ un élément
du second. Si les deux aimants sont constants, leurs éner-
gies W,, W, restant conslantes, le travail provient uniquement
du mouvement relatif des deux aimants, et I'on a

d6=—dW,,.

Nous avons vu (n° 192) que l'action extérieure d'un systéme
de masses électriques données est égale & celle d’une couche
égale répandue, suivant une certaine loi, sur une surface qui
les enveloppe. L’action extérieure d’un aimant est donc la
méme que celle d’une couche répandue sur la surface de I’ai-
mant et formée de quantités égales des deux fluides; on pourra
donc, dans le calcul de ’action extérieure d’un aimant, sub-
slituer cette couche a I'aimant.
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CHAPITRE IV.

HYPOTHESE D'UN SEUL FLUIDE.

206. La théorie des phénomeénes d’électricité statique re-
pose tout entiére sur la loi de Coulomb. Les théorémes que
nous avons démontrés, et qui ont é1é vérifiés par I'expérience,
sont la conséquence de cette loi fondamentale. Pour énoncer
la loi de Coulomb, et les conséquences que nous en avons dé-
duijtes, nous nous sommes servi de I’hypothése des deux
fluides électriques; mais il est clair que ce n’est 14 qu’une
maniére de parler, et que la vérité de la théorie est indépen-
dante de cette hypothése, ou de toute autre que I’on pourrait
faire sur la nature de I’électricité.

Dans le siécle dernier, Franklin est parvenu & représenter
les phénomeénes d’électricité statique a I'aide d’un seul fluide;
mais alors il faut faire intervenir 'action de la matiére pon-
dérable. Chaque élément de volume est considéré comme
renfermant une certaine quantité de matiére pondérable et
une quantité de fluide électrique. On admet qu’il y a attrac-
tion entre deux masses de matiére pondérable et aussi entre
la matiére pondérable etla matiére électrigue, répulsion entre
deux masses de matiére électrique, et que ces forces varient
toutes en raison inverse du carré de la distance.

Considérons d’abord l'action d’'un élément de volume A
renfermant une masse pondérable M, et uné masse électrique
¢ sur une masse électrique m' placée a la distance r. Cette

. . M’
action se compose de deux forces, 'une auracuve'ﬁ =)
e m' .
Pautre répulsive f”:, ; leur résultante est

(fiM—fop)n'
r2
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Si 'ona fiM~— fix=o0, ou 1‘\—'} = '—ff, la résultante est nulle,
J32

et 'élément A est dit a I'état neutre; cet élément n’exerce
aucune action sur la matiére électrique environnante. Si I'on
suppose que le coefficient f; soit trés-grand par rapport a fi, la
masse électrigue . sera trés-petite par rapport a la masse pon-
dérable M. Ainsi un corps est a I’étal neutre, lorsque la quan-
tité de matiére électrique qu’il renferme est dans un rapport
déterminé avec la quantité de matiére pondérable.

207. Considérons maintenant l'action mutuelle de deux
éléments de volume A et B a I'état neutre; le premier ren-
ferme une masse pondérable M et une masse électrique g, le
second une masse pondérable M’ et une masse électrique /',
et Fona

k_r_ L,

M~ M~ f
Cette action est la résultante de quatre forces

! ’ ! 4
fﬁM_Fﬁ¥#4,ﬁMuﬁ_ﬁ##,

r ] '11 r 2

savoir : I'attraction des masses pondérables M et M’, l'attrac-
tion de la masse pondérable M sur la masse électrique p/,
attraction de la masse pondérable M’ sur la masse électrique
t, et enfin la répulsion des masses électriques 1 ct p’. Cette
résultante se réduit a

Si I'on représente par ¢ la constante f—+ 'j—., elle se met sous
2
la forme simple
oMM’
rr
c’est P'attraclion universelle, ou la gravitation.

208. Un corps électrisé est un corps qui renferme une quan-
tité de matiére électrique plus grande ou plus petite que la
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quantité que nous venons de définir, et qui constitue I'état
neutre. Il est électrisé, positivement si la matiére électrique
est en excés, négativement si elle est en défaut.

Cherchons P'action mutuelle de deux éléments de volume
électrisés A et B, renfermant, le premier une masse pondé-

. . M
rable M et une masse électrique fM + m, le second une
2

. . . M
masse pondérable M’ et une masse électrique L + m/; celle
. 2

action est la résultante des quatre forces

r2 r )

c’est-a-dire

ou

Jomm!

,12

oMM

,-2

Le premier terme est la gravitation, le second —

I'action électrique. En faisant abstraction de la gravitation, el
ne considérant que I'action électrique, on voit qu’il y a répul-
sion si les corps sont électrisés dans le méme sens, atiraction
fimm
’12
de la force électriquc ne dépend que des excés positifs ou
négatifs m et m’; ces excés sont ce que nous appellerons les
quantités d’électricité libre, contenues dans les volumes A
et B. On retrouve ainsi la loi de Coulomb. L’hypothése d'un
seul fluide, combinée avec l'action de la matiére pondérable,
rend donc compte des phénomeénes, exactement de la méme
maniére que s’il y avajt deux fluides différents.

s’ils sont électrisés en sens contraires. L’expression —
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On pourrait méme se dispenser d’admetire qu’il y a attrac-
tion entre deux masses de matiére pondérable; 'attraction de
la matiére pondérable sur la matiére électrique suffirait pour
produire la gravitation. Ceci revient a supposer f—=o0; d’ol

(P—ﬁ'

209, Si 'on adopte comme plus probable I'’hypothése d’un
seul fluide, il est naturel de supposer que ce fluide n’est autre
chose que V'éther, par les vibrations duquel on explique les
phénomeénes lumineux. Toutefois I'expérience apprend qu’il
n'y a pas de phénoménes électriques dans le vide, ¢’est-d-dire
en labsence de toute matiére pondérable. Il semble résulter
de 1a que I'on doit appeler fluide électrique contenu dans un
volume donné, non pas la quantité totale d’éther qu'il ren-
ferme, mais la somme des atmosphéres d’éther qui entourent
les molécules pondérables (n° 2), c’est-d-dire I'excés de la
quantité tetale d’éther que contient le volume sur la quantité
qu’il contiendrait sans la présence des molécules pondérables.
Pour expliquer les phénoménes électriques, il suffira d’ad-
mettre que la matiére pondérable attire I’éther en raison in-
verse du carré de la distance, et que I'action mutuelle de deux
atmosphéres d’éther est proportionnelle au produit de leurs
masses et aussi en raison inverse du carré de la distance.

Nous ferons remarquer, 4 ce propos, que la théorie des
phénomeénes lumineux semble exiger une loi d’action toute
différente entre les molécules voisines de I’éther. L’énorme
vitesse de propagation des ondes lumineuses indique d’abord
que la force qui s’exerce entre deux molécules voisines est
trés-énergique. Les recherches théoriques de Cauchy montrent
que, dans un milieu isotrope, comme 1'éther libre répandu
dans le vide, peuvent se propager deux sortes de vibrations,
les unes transversales, les autres longitudinales, avec des vi-
tesses trés-différentes; 'existence des unes et des autres dé-
pend de la loi des forces moléculaires. On atiribue les phéno-
ménes lumineux aux vibrations transversales. En suivant la
méthode de Cauchy, j'ai fait voir que, pour que les vibrations
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transversales puissent se propager, il est nécessaire que la
force répulsive qui s’exerce entre deux molécules voisines
d’éther varie en raison inverse d’'une puissance de la distance
plus élevée que la quatriéme. L’étude des lois de la propaga-
tion de la lumiére dans les milieux biréfringents semble indi-
quer que cetle puissance est précisément la sixiéme, et I'ab-
sence de dispersion dans le vide conduit & la méme conclu-
sion. I1 y a contradiction apparente entre ces deux lois; mais
il est probable que les phénoménes lumineux sont dus a I'ac-
tion immédiate des molécules d’éther sur les molécules les
plus voisines, tandis que, dans I'ordre d’idées ou nous nous
placons actuellement, la force électrique proviendrait de I'ac-
tion de ressort ou de I'élasticité des atmosphéres d’éther qui
entourent les molécules pondérables.
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CHAPITRE V.

. THEORIE DES COURANTS ELECTRIQUES.

Considérations préliminaires. — Loi de Ohm. —- Conducteurs linéaires. —
Travail des forces électromotrices. — Loi de Joule.

CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES.

210. Lorsque, dans un corps conducteur, le potentiel a la
méme valeur en chaque point, il y a équilibre électrique ; mais
si cette fonction n’a pas la méme valeur en chaque point, il y
a mouvement de I’électricité. Ce mouvement constitue le
phénomene des courants. Lorsque le potentiel est une fonc-
tion de x, ¥, z, indépendante du temps, le mouvement élec-
trique arrive presque instantanément & un régime régulier et
permanent; c’est le cas que nous nous proposons d’étudier en
ce moment.

La force qui agit en chaque point sur I’'unité de masse, pour

. ; . dv .
produire le mouvement élecirique, est — P dn étant un
élément de la normale a la surface de niveau qui passe en ce
point; on lui a donné le nom de force électromotrice. L’élec~
tricité, se mouvant a travers le réseau des molécules pondé-
rables, choque ces molécules et leur communique une partie
de sa force vive, ce que I'on reconnait par 'échauffement du
.conducteur. On peut évaluer V'effet moyen de cetie commu-
nication de force vive, comme dans le frottement ordinaire, &
I'aide d’une résistance fictive opposée par le milieu pondérable,
et dirigée en sens contraire de la vitesse. On considérera donc
chaque masse infiniment petite m d’électricité comme solli-

L . . \4
citée par deux forces, la force électromotrice F = — m T’
n
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qui agit sur elle, et la résistance R du milieu pondérable.
L’expérience apprend que, dés que la force électromotrice
cesse d’agir, c’esta-dire dés que le potentiel devient constant,
le mouvement de I'électricilé s’arréte aussitdt. Les choses se
passent comme lorsqu’un corps s¢ meut dans un milieu résis-
tant dont la densité est trés-grande par rapport a.celle du corps.

241. Au moment ol la force F cesse d’agir, la masse élec-
trique m est animée d’une vitesse u et posséde une force vive
mu?

; elle n’est plus soumise alors qu’a la résistance du milieu

pondérable, et, aprés avoir parcouru un chemin rectiligne
wrés-petit [, elle s’arréte. Le travail de la résistance pendant
ce trajet élant égal a la force vive, on a I’équation

f[i'ds: T—lf-
2

dans laquelle ds désigne un élément de chemin parcouru, et
R’ la résistance décroissante. Cette résisrance R’ étant plus
petite que la résistance R qui correspond a la vitesse u, I'inté-
' ) mau?
2!
Considérons maintenant un courant permanent dans un fil
d’égale section et disposé suivant un cercle de rayon L; la
masse électrique m est animée d'un mouvement circulaire et
uniforme, dont I'accélération est dirigée vers le centre et égale
L w
a '—l:;

grale est moindre que R, et par conséquent on a R >.

la résultante des deux forces F et R qui sollicitent la

s . . ., mu?
masse m est dirigée suivant le rayon et égale a T la force R
. mu® , .
étant plus grande que 7’ le rapport de la résuliante a cette
2l

force Rest moindre que=; c’estunrapport trés-petit, si, comme

L
nous Padmettons, la distance / parcourue pendant que le cou-
rant s’arréte est trés-petite relativement & L. La diagonale du
parallélogramme élant trés- petite par rapport 4 I'un des cotés
R, les deux forces F et R sont 4 peu prés_égales et opposées.

17
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Puisque la résistance R est dirigée en sens contraire de la
vitesse, on en conclut que la direction de la vitesse u coin-
cide sensiblement avec celle de la force électromotrice F.

Il résulte de 1a qu’une masse électrique quelconque m décrit
dansle conducteur une ligne 8 peuprésorthogonale aux surfaces
de niveau. Si I'on concoitle volume du conducteur décomposé
en une série de canaux orthogonaux ayant pour seclions les
divers éléments d» d'une surface de niveau, le mouvement
s'opérant dans chacun d’eux séparément, on pourra regarder
le mouvement général de I'électricité dans le conducteur
comme la réunion de tous ces courants linéaires. Les masses
c¢lectriques voisines de la surface du conducteur ayant des
vitesses paralléles a4 cctte surface, il cn résulie que les sur-
faces de niveau coupent orthogonalement la-surface du con-
ducteur.

212. L’hypothése d’un fluide unique se préte, aussi bien
que celle des deux fluides, a I'établissement de la théorie. Si
I'on adopte 'hypothése d’un fluide unique, on supposera que
ce fluide, sollicité par la force électromotrice, se meut dans
le sens de la force; on pourra, si I'on veut, comparer le mou-
vement du fluide élcctriﬁue dans 'un des canaux linéaires au
mouvement de l'eau dans un tuyau : l'intensité du courant
est la quantité de fluide i qui traverse la section dw du canal
pendant I'unité de temps.

Dans 'hypothése des deux fluides, comme la force électro-
motrice les sollicite dans des sens contraires, on devra ad-
mellre la coexistence de deux courants dans le méme canal,
I'un de fluide positil marchant dans un sens, l'autre de fluide
négatif marchant en sens opposé. De plus, comme la force
éleciromotrice agit avec une égale énergie sur des masses
égales-des deux fluides, et que ces deux fluides se trouvent

A - o« di
dans les mémes conditions, des quantités égales > des deux
fluides traverseront la section dw du canal pendant 'unité de

” . , , . di
temps; lintensité de chaque courant étant égale a <’ celle

du double courant sera di.
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LOI DE OHM.

213. On admet que la quantité d’électricité, qui traverse
pendant T'unité de temps un élément dw d’une surface de

. - ; . . dv
niveau, est proportionnelle a la force électromotrice — Tn

qui s’exerce a I'endroit ol est situé I’élément; de sorte que,
si I'on désigne par ¢ une constante dépendant de la nature du
conducteur, on aura

R A
(1) di=—a " da.

C’est sur cette hypothése fondamentale, qui n’est autre chose
que la loi de Ohm, que repose la théorie des courants con-
stants; elle sera justifiée par ses conséquences.

214. Une premiére conséquence de cetie loi, c’est que tout
I'intérieur du conducteur est a I’état neutre. En effet, considé-
rons le volume limité par un canal orthogonal infiniment petit,
et par les éléments correspondants dw, et dw, de deux surfaces
de niveau voisines, et raisonnons d’abord dans I’bypothése d’'un
fluide unique; pendant le temps trés-petit 6, il entre dans ce

volume par la base dw, une quantité de fluide — a6 (dE‘-Z) dw,
!

; . . dv
et il en sort par la base opposée une quantité — af Tn dow,
2

s .o dY o,
(pour fixer les idées, nous supposons la dérivée Tn negative,

quand on marche de I'extrémité 1 vers I'extrémité 2). La quan-
tit¢ de fluide contenue dans ce volume a done éprouvé pendant
le temps 0 un accroissement

av dv
—_— a@[((—i;)ldw. — (-d—n>zdwz:|§

le courant étant constant, la quantité de fluide conienue
dans chaque élément de volume du conducteur doit rester la

7.
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méme; on a ainsi

dVv dv
(l’n) do, — <dn>2dw,_o.

Mais, d’aprés le théoyéme du n° 176, le premier membre est
égal & 4nq, ¢ éant la quantité d’électricité libre contenue
dans le volume considéré; on en conclut que cette quantité ¢
est nulle, et par conséquent qu’il n’y a pas d’électricité libre
a lintérieur du conducteur, Le fluide électrique en mouve-
ment dans le conducteur a donc partout la densité normale
qui constitue I'état neutre par rapport au conducteur donné.

.

215. 1l semble résulter de 1 que la résistance opposée par
le conducteur au mouvement du fluide est proportionnelle a
la vitesse u du courant. En effet, nous pouvons représenter
par me («) la résislance qui s’exerce sur une masse m de
luide; cetle résistance élant & peu prés égale et opposée a la

. . av - 5
force électromotrice — m -, aui sollicite la méme masse,
on a
dVv
p(u)=— dan

D’autre part, si U'on désigne par p la densité du fluide neutre,
la quantité qui traverse I'élément de surfaice dw pendant
lunité de temps est di =pudw. D'aprés la loi de Ohm, cette

dV dVv
quanme est egale d —ado dn’ on en déduit — E = g W,

et, par suite, ¢(u)= (—F; u.
246. Raisonnons maintenant dans I'hypothése des deux

fluides. Pendant le temps 9, il entre dans le volume par la

base dw, une quanlité ——? (f{:[> dw, de fluide positif, et il
dv
- en sort par la base opposée une quantité — —2 an ) dw,, de

sorte que la quantité de fluide positif contenue dans le volume
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éprouve une augmentation

“aB [ {dV\ . dv
~ L[ (G) 2= (%)f““]i

Pendant le méme temps, il sort par la base dw, une quantité

_ad <§§g> do, de fluide négatif, et il en entre par la base
1

2
‘ ., ab [dV :
opposée dw, une quantité -5 (EZ) do,; de sorte que la
1
quantité de fluide négaiif contenue dans le volume éprouve

une diminution

af [ (dV dv ,
~ [ (@) 40— (@) d ]

la somme de ces deux quantités est 'accroissement d’électri-
cité libre. On retrouve la méme expression que précédem-
ment, et on arrive & la méme conclusion : chaque élément de
volume reste a I’état neutre, et par conséquent contient tou-
jours des quantités égales des deux fluides.

Puisqu’il n’y a pas d’'électricité libre a I'intérieur du con-
ducteur, il en résulte que I'électricilé libre nécessaire a la
production du potentiel est située a la surface méme du con-
ducteur ou & I'extérieur. Dans les expériences ordinaires,
lorsque les actions chimiques ou la chaleur donnent naissance
a un courant électrigue, il n’existe pas de masses électriques
a lextérieur; toute I'éleciricité libre est donc répandue en
une couche infiniment mince  la surface du conducteur. Mais
cette couche n’est pas en équilibre, puisque son potenticl
n’est pas constani dans I'intérieur ni sur la surface : il semble
donc qu’elle soit elle-méme en mouvement a la sourface du
conducteur; mais sa masse est trés-petite par rapport a celle
du courant intérieur, et on peut la négliger.

217. L’équation (1) donne la quanltité d’électricité qui tra-
verse pendant 'unité de temps un élément d’une surface de ni-
veau. Cherchons la quantité d’électricité ¢ qui traverse un é1é-
ment mp=dc d’une surface quelconque S{ fig. 52 ). La quantité
d’électricité qui traverse 1’élément do dans le temps infini-
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ment petit dt occupe le cylindre mpp’m’, dont I'aréte laté—
rale mm’ est normale 4 la surface de niveau YV qui passe au

Fig. 52.

point m; par le point m’ passe une surface de niveau V+ d'V;
le cylindre oblique mpp'm’ est équivalent au cylindre droit
mnn'm’ qui représente la quantiié de {luide qui traverse I'élé-
ment mn = dw de la surface de niveau V. On a donc
A dv '
di=—a——do.
dn

Soient dn et ds les portions mm' et mq des normales aux
surfaces V et 8 au point m, comprises entre les deux surfaces
de niveau infiniment voisines V et V + dV, 6 I'angle de ces
deux normales, on a

_ dn—=ds.cos8, dw=do.cosb,
et, par suite,

(I’) dl.:—-ag? do.

Cest 1a formule générale de Ohm.

CONDUCTEURS LINKEAIRES.

218. On emploie ordinairement des conducteurs de forme
allongée et de section trés-pelite; on pourra, dans ce cas, re-
garder la section normale w du conducteur comme un élément
d’une surface de niveau, et assimiler le fil & un canal dans le-
quel se meut I'électricité. En appelant i 'intensité du courant,
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on a

z———'am(ﬂ

_ dn’
d’ot S

dVv )
(a) W:_E;

cette équation fait connaitre la loi suivant laquelle varie le
potentiel le long du fil. Lorsque la section w du fil est con-
stante, on peut intégrer, et l'on a

V|_‘V2:'—— 1,

{ étant la longueur du fil entre les points 1 et 2 dans le sens
du courant; dans ce cas, le potentiel décrott en progression
arithmétique. On en déduit

(11) jom Ve Ve,

Cette formule est 1a Toi de Ohm pour les courants linéaires.
La différence V, — V, des valeurs du potentiel aux deux ex-
trémités du fil est ce que les physiciens appellent la force
électromotrice du courant entier. lls ont donné a la quantité

l .
conslante e le nom de résistance du conducteur. Nous la
@

représenterons par A; de cetle maniére, I'équation (II) se met

sous la forme

() )

La formule (1I') a é1é vérifiée de plusieurs maniéres :

1° Quand la pile est formée de deux élémenis au lieu d’un
seul, le conducteur restant le méme, V'intensité du courant
devient double. Il faut, bien entendu, pour faire cette expé-~
rience, se mettre & 'abri des causes d’erreur dues & lintro-
duction d’un nouvel élément dans le circuit.

2° La force électromotrice V, — V, restant la méme, si l'on
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change soit la section, soit la longueur du conducteur, on re-
connait que l'intensité du courant varie proportionnellement
a la section, el en raison inverse de la longuear,

219. Lorsque la section o du fil n’est pas constante, I’équa-
tion {a) donne

dn - . ‘s " 214
On peut poser = d}, d) étant la résistance de I'élément dn
(V]

du fil; la résistance A du conducteur entier sera représentée
par I'intégrale
*dn

aw

r=

1
de cetlie maniére, 'équation précédente devient
—dV=1id2,
d’ol

V,— Vo= i), i:V_';_V:.

Cette équation a la méme forme que P'équation (II').

TRAVAIL DES FORCES ELECTROMOTRICES. — LOI DE JOULE.

220. Evaluons d’abord le travail de la force — dg %"{, qui

agit sur une masse ¢lectrique infiniment petite dg, décrivant

Fig 53.
Y,
A/_
<
// * ’

dans le conducteur une courbe AB (ﬁg. 53) orthogonale aux
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surfaces de niveau. Pendant le temps infiniment petit dz, la
molécule électrique parcourt un élément drn normal a une
surface de niveau; le travail élémentaire de la force est donc

dV —_— 7
—dq% dn= —dqdV,

et le travail total du point A au point B est
dq(V.— V),

V, et V, étant les valeurs du potentiel en A et B.
On voit que ce travail est le méme que celui d’un poids dg
descendant du niveau V, au niveau V.

921. Considérons maintenant un courant dans un conduc-
teur de forme allongée, entouré d’un milieu isolant. Soient ab
et ed les sections du conducteur par deux surfaces de niveau
V. et Vi (fig. 54); cherchons le travail effectué pendant un
temps infiniment petit d¢ par les forces électromotrices qui
agissent sur la masse électrique comprise entre ces deux sur-

Tig. 5}.

faces. Au bout du temps d¢, celle masse sera venuc en
a'b'c'd’. Une molécule quelconque dg a parcouru un petit
arc mm’, et le trayail élémentaire de la force qui-agit sur cette
molécule est dg(V—V’), Vet V' étant les valeurs du poten-
tiel aux points m-et m’. Pour la masse enticére, le travail est

de :f(lv'f—v')dq :fV:L‘IqA—fV’dq,..

le signe somme s’étendant i toute la masse considérée. Dans
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cette expression, V est la valeur du potentiel au point ot se
trouve uhe molécule électrique dg au temps £, V' la valeur
du potentiel au point ol se trouve la méme molécule au
temps ¢+ d¢. La premiére somme s'étend donc & l'espace
abed, 1a seconde & I'espace o'’ ¢’ d'. Puisque le potentiel est
indépendam du temps, il est clair que les termes qui se rap-
portent 4 la partie commune a’d’ cd sont égaux; on peut donc
borner la premiére somme au volume infiniment pelit aba’ b’,
la seconde au volume infiniment petit edc’d’. Le potentiel
ayant des valeurs sensiblement constantes V, et V, dans ces
volumes infiniment petits, les deux sommes ont pour expres-

sions
V.qu, V,qu.

Mais les masses comprises dans les deux volumes sont égales;
c’estla quantité idt d’électricité qui traverse une section dans
le temps d¢. On a done

d&=(V,—V.)idt.

Tel est le travail pendant le temps dt des forces électromo-
trices qui agissent sur les masses élcctriques comprises entre
les deux surfaces de niveau V, et V,; le travail pendant I'unité
de temps est

(111) &= (V/— V,}i.

On voit que ce travail est le méme que celui d’'un poids ¢
descendant du niveau V, au niveau V,.

222. Dapres le théoréme général des forces vives, le travail
dG des forces électromotrices pendant le temps dt est égal a
la variation de force vive de la masse électrique considérée
abed, plus le travail extérieur accompli. Or ce travail extérieur
consiste en une certaine quantité d’énergie calorifique com-
muniquée au conducteur, plus le travail nécessaire pour faire
varier I'énergie potentielle du conducteur, si celui-ci éprouve
quelque changement d’état ou une transformation chimique,
plus enfin le travail mécanique extérieur proprement dit, si
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les piéces du conducteur sont mobiles et accomplissent un
travail extérieur. Nous supposerons, pour le moment, que le
conducteur n’éprouve aucune variation d’énergie potentielle
et n’accomplit aucun travail extérieur. D’un autre c6té, comme
nous I'avons déja remarqué (n° 210), la force vive dela masse
électrique parait étre trés-pelite et négligeable. On dira donc,
dans ce cas, que le travail des forces électromotrices est égal &
I’énergie calorifique développée dans le conducteur.

Pour un conducteur linéaire, si 'on remplace V, — V, par
sa valeur tirée de I'équation (I1'), on a

(Iv) G =2
La quantité de chaleur développée dans le conducteur est
proportionnelle & la résistance du conducteur et au carré de

Uintensité du courant. Cest la loi que M. Joule a trouvée
par I'expérience.

223. Nous avons vu (n° 221) que le travail des forces élec-
tromotrices, pendant chaque unité de temps, est égal a celui
d’un poids ¢ descendant du niveau V, au niveau V,; ceci nous

Fig. 55.

A

Bl

|
i
|
1
|
!
M

F("““""'

v

conduita une maniére trés-simple de représenter le phénoméne,
Imaginons le conducteur linéaire rectifié suivant M, M. ( fig. 55),
et par chaque point M élevons une ordonnée MA égale a la
valeur du potentiel en ce point; nous obtiendrons une courbe
A, A A, sur laquelle nous pourrons concevoir que s’accomplit
le mouvement du poids i. Lorsque la section o du conducteur
est constante, la variation V, — V, du potentiel étant propor-
tionnelle 4 la longueur M, M (n°218), le courant est figuré par
le mouvement du poids sur une droite A, A.. '
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224, Pour compléier cette étude, considérons le mouve-
ment de 'électricité dans un conducteur quelconque; la masse
électrique enveloppée par une surface fermée S & l'intérieur
du conducteur se déplace el occupe, -aprés le temps d¢, une
position infiniment voisine &' (fig. 56). Le travail des forces
électromotrices qui agissent sur cetle masse est

da;f(v_Vf)dq=deq—fv'dq,

la premiére somme s’étendant au volume S, la seconde au
volume §'; comme on peut supprimer la partie commune, il
suffit d’évaluer les termes relalifs aux parties restantes ASB,
AS’B. Prenons sur la surface un élément ab = do; la quan-

Fig. 56.

tité aba’ b’ d’électricité qui traverse cet ¢lément pendant le
temps d¢ esl, d’aprés 'équation (1'),
dv
dg=—a—dodt
q ds ’
dans laquelle ds désigne un élément de la mormale aN a la
surface S. Puisque le mouvement a lieu dans le sens ou V
diminue, la valeur de dV, qui correspond ‘au déplacement
ad’, est une quantité négative!-Convenons de mener la nor-
male aN en chaque point vers I'extérieur; pour un élément-

de la partie AS'B, ds éiant p({si\im, le rappori ({Ty est négatif’;

dv .
il faudra prendre dg = —a & daodt, et la seconde somme
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sera, abstraction faite de la partie commune,

fv'dq:—ad:fv‘%’da.

<Pourun élément de la partie ASB, ds étant au contraire négative,
dv ol v ,
le rapport =5 st positif; il faudra prendre dg =a v dodt,

et la premiére somme deviendra

4V
deq:adth% do.
dG:aa’thd—Vzlc,

le signe somme s’étendant a toute la surfuce S Le travail pen-
dant I'unité de temps est donc

(V) : G::afV—da.

On a ainsi

Nous avons basé cette théorie sur la loi de Ohm, &t nous
en avons déduit la loi de Joule. Nous aurions pu, au contraire,
partir de la loi de Joule et cn déduire la loi de Ohm. En effet,
nous remarquons d’abord que I’établissement de la formule (I1I)
n’exige aucune hypothése autre que celle du mouvement de
P’électricité suivant une ligne orthogonale aux surfaces de ni-
veau; si on la combine avec la loi de Joule (1V), on obtient la
loi de Ohm (11') ou (II).
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CHAPITRE VL

COURANTS THERMO-ELECTRIQUES.

Principe de Volta. — Expéricnce de Seebeck. — Expérience de Peltier.

PRINCIPE DE YOLTA.

295, Volta a admis que le simple contact de deux métaux
sulfit pour leur donner des états éleclriques différents; I'un
d’eux se charge d’électricité positive, 'autre d’électricité né-
gative. L’hypothése de Volta est adoptée aujourd’hui par un
grand nombre de physiciens, et elle parait confirmée par plu-
sieurs expériences. On peut énoncer cette hypothése en disant
que le potentiel a sur chacun des métaux A et B en contact

Fig. 57.
A B

une valeur constante, puisque I’équilibre existe dans chacun
d’eux, mais que ces deux valeurs V. et V, sont inégales. Sup-
posons que l'on ait, par exemple, Vs > V,; si 'on pouvait
réunir ces deux métaux par un fil conducteur sans introduire de
nouveau contact dansle circuit( fig. 57), il se produirait un cou~
rant; mais I'expérience n’est pas possible dans ces conditions :
les autres contacts que I'on introduira nécessairement dans le
circuit détruiront l'effet du premier.

Nous figurerons cet état des lames en contact par deux
droites horizontales V, et V; placées 4 des hauteurs diffé-
rentes (fig. 58); le potentiel varie trés-rapidement dans le voisi-
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nage du contact. Il estprobable que ce changementdans lavaleur
du potentiel n’a pas lieu brusquement, mais qu’il se produit

Fig. 58.

|

d’une maniére continue entre deux surfaces trés-voisines de
la surface de contact, de méme que, dans une bhouteille de
Leyde & verre mince, le potentiel est constant sur chacune
des deux armatures, et passe d’une valeur & Tautre d’'une
maniére continue entre deux points éloignés seulement de
I'épaisseur du verre.

. EXPERIENCE DE SEEBECK.

226. La différence des niveaux électriques, qui existe au
contact de deux métaux, dépend essentiellement de la tempé-
rature; elle est ordinairement d’autant plus grande que la
température est plus élevée. Si I'on forme un circuit avee
deux métaux réunis par deux soudures, ce circuil ne peut
étre traversé par un courant que si la différence des niveaux
électriques n’est pas la méme aux deux points de contact. Le
moyen le plus simple de rendre ces différences de niveau
inégales est de porter I'une des soudures & une température
plus élevée que l'autre; c’est 'expérience de Seebeck.

" Soient donc deux métaux A et B soudés aux deux points m et
m’ ( fig.59), la premiére sou dure étant a la température ¢, Ia se-
conde a une température plus élevée t'. Appelons V, etV les
valeurs du potentiel sur le métal A aux points m et m/, Vs et
V; les valeurs sur le métal B aux mémes points. Supposonsles
deux métaux de telle nature qu’au point de contact te potentiel
ait sur le second une valeur plus grande que sur le premier,
c’est-a-dire que les deux différences V, — V., V; —V, soicent
positives, et admettons que le courant parcoure le méial A
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en allant de m vers m'; désignons par A, et X les résistances des
conducteurs A et B, et par A la résistance totale 2, + 7; dua

Fig. 59.

circuit. L’intensité du courant a pour expression dans le con~
ducteur A

Va - V(’t
l )

1=

et dans le conducteur B
_V,—V

] =

hs

Ces deux quantités étant égales, on en déduit

Ve VL VLV, (V= VL) =1V, — V.)
1= frmaand o .
)\a ).b )\ .

Si 'on pose

H=V,—V,, W=V,—V,,
: on obtient la formule
) =55

Lorsque les deux soudures sont 4 la méme température, on
a H=1I, et, par suite, { =o0; le courant est nul. Mais, si la
soudure m' est & une température plus élevée que m, la diffé~
rence H’ est plus grande que H, et le courant a lieu dans le
sens indiqué par la fléche.
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297. Le phénoméne sera figuré de la maniére suivante : ima-
ginons le circuit rectifié suivant m’mm’ (fig. 60); au point de
contact m/, le poids d’électricité 7 a é1é élevé du niveau V', au
niveau V; il descend ensuite, comme sur un plan incliné,
jusqu’au niveau Vy; 13, au point de contact m, il tombe du ni-

Fig. Go.

veau V; au niveau V,, et revient, par un second plan incling,
au niveau primitif V! ; puis recommence indéfiniment le méme
mouvement.

Nous avons vu (n° 221 ) que le travail des forces électromo-
trices entre deux surfaces de¢ niveau, pendant I'unité de temps,
est égal au produit de Pintensité i du courant par la différence
des valeurs du potentiel sur ces deux surfaces. Ce théoréme est
vrai dans tous les cas, et par conséquent pour deux surlaces
de niveau comprenant une surface de contact et trés-rappro-
chées I'une de l'autre, D’aprés cela, dans le voisinage du con-
tact n/, le travail des forces électromotrices cst négatif ct dégal
4 i(V,—V,)=— . 1l [audra placer la un corps extérieur K,
a la température ', qui fournisse, pendant chaque unité de
temps, une quantité de chaleur équivalente Q.= AIl’. Au
contraire, dans le voisinage du contact m, les forces éleciro-
motrices produisent un travail positif et égala {(V,—V,)=11I;
elles développent donc en cet endroit une quantité de cha-
leur Q, = A/H, qui sera absorbée par un corps extéricur K, a
la température ¢, ct placé en cet endroit. Il se dégage en outre
le long des conducteurs A et B des quantités de chaleur égales
AAN(V,— V. )et Ai(V,—V,). Ainsi il entre dans le circuit
une quantité de chaleur Q, par la soudure 7', etil en sort une

18
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quantité Q, par la soudure m; la différence Q, — Q, est trans—
formée en un travail électrique, qui lui-méme se change en
chaleur se dégageant le long de larc conducteur. Il est évi—
dent que la quantité Q, — Q, est égale a celle qui se dégage
sur les conducteurs.

228. M. Clausius a assimilé cet appareil 2 une machine @
vapeur dans laquelle K, serait le foyer, ou la source de chaleur,
et K, le condenseur ou le réfrigérant, et il lui a appliqué par
analogie le théoréme de Carnot. Si I'on appelle T et T’ les
températures absolues des soudures m et m’, on a

Q—Q T -7
Q ~— T °

H—H_T_-T
| AV

ou bien

Supposons que les températures des deux soudures différent
infiniment peu 'une de l'autre, et soient

T =T+ dT,
N =—H+4 dl,

on déduit de I'équation précédente

dH _ dT
H T

logH — lOgnT,
H=nT,

le coefficient n é1ant un nombre constant pour deux métaux
donnés. La différence de niveau électrique qui s’établit au
contact de deux métaux serait donc proportionnelle a la tem-
pérature absolue du contact.

On en déduit encore
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el, par suite,
n(T —T)
A

L’intensité du courant serait proportionnelle a la dilférence
de température des soudures. Cette loi se vérifie en effet, dans
la plupart des cas, pour des différences de température d’en-
viron 50 degrés, et quelquefois entre des limites beaucoup
plus étendues; mais elle n’est pas absolue.

Une expérience bien connue parait méme infirmer com-
plélement ces résultats. Quand on chauffe une soudure de
cuivre et de fer, le courant traverse la soudure en allant du
cuivre au fer, et l'intensité du courant augmente d’abord a
mesure que la température s’éléve, puis elle atteint un maxi-
mum, diminue ensuite et devient nulle quand Ja différence de
température des soudurcs est d’environ 3oo degrés; si I'on
continue de chauffer, il se produit un courant en sens con-
traire. Pour expliquer cette anomalie, M. Clausius admet que
deux parties d'un méme métal qui sont & des températures
trés-différentes présentent une différence dans leur constitu-
tion physique, et peuvent se comporicr comme deux métaux
différents; il se produirait ainsi dans I'arc de cuivre, ou dans
'arc de fer, des différences de niveau capables de modifier ct
~ méme de changer le sens du courant.

229. Considérons maintenant un circuit formé d’un nombre
quelconque de métaux A, B,. . ., G, soudés en m,, m,, .. .,etsup-
posons que le courant marche dans le sens indigué par la fléche
(fig.61). 8i nous désignons par V. et V, les valeurs du potentiel
sur le métal A aux points m, et m,, par V; et V; les valeurs du
potentiel sur e métal B en m, et m., et ainsi de suite, et si
nous appelons, comme précédemment, A, X,. .., A, les résis-
tances des dilférents métaux et A la résistance totale, nous
aurons '

. V.=V, V,—V, V,—V,
1= —= = ... =
}-a 7\5 )‘6'

’

- Q

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



276 DEUXIEME PARTIE. -— CHAPITRE VI.

d’on, en combinant par addition ces rapports égaux,
. (V= V) +{Ve—V))+...+ (V,,_V;)
1= g,
A

Si 'on pose
ot =V, —V,, Hyy=V.—V,,...,

cetie équation devient

o W Mo+ .o+ Hea
1= X ?

ou, plus simplement,
.2

(2) P=
Les différences II de niveau électrique aux soudures sont
positives ou négatives; lorsque leur somme algébrique est
positive, le courant marche dans le sens indiqué par la fléche;
lorsque leur somme est négative, le courant marche en sens
contraire.

La somme algébrique des quantités de chaleur absorbées ou
dégagées aux surfaces du contact des métaux est

Q=AZH=AM)*
elle est égale & la quantité qui se dégage le long du circuit
(ne 222),
L’expérience apprend que, lorsque toutes les soudures sont

a la méme température, il ne se produit pas de courant; on a
donc, dans cc cas, 21 = o, et, par suite, Q =o.
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EXPERIENCE DE PELTIER,

230. Counsidérons un arc conducteur formé de deux métaux
A et B en contaclau point m( fig. 62); on fait traverser ce con-

Fig. 6a.
Yo Vb v,
i BT
A\l /
S

ducteur par un courant produit par une cause quelcongue.
Soient V, et V,les valeurs du potenticl aux deux extrémités
de l'are, V, et V; les valcurs sur les dcux métaux au comntact,
on aura

.

‘_71 - Vn _ Vb— V‘J
PV PR

1=
et, par suite,

(3) i (V= V) o+ (Vo= Vo),

A

Lorsque la différence de niveau V; — V, est négative, comme
dans la fig. 63, il y a au contact chute électrigue, par suite

Fig. 63. ‘ Fig. 64.

production d'un travail positif, ou d’'une quantité de chaleur
Ai(V.—Vy).

Si un réfrigérant extérieur n’enléve pas ceite chaleur d cha~
que instant, la soudure s’échauffe; c¢’est un phénoméne qui a
€16 observé depuis longtemps. A

Au contraire, lorsque la différence V,— V. est positive,
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comme dans la fig. 64, I'élévation du poids électrique i du
niveau V, au niveau V, exige la consommation d’une quantité
de chaleur Ai(V; —V,). Si la soudure n’est pas en commu-—
nication avec une source qui la lui fournisse constamment, la
chaleur sera empruntée au conducteur lui-méme, et il se pro—
duira au point de contact un abaissement de température.
Tel est le phénoméne observé par Peltier, et qui était rest&
Jongtemps sans explication.

231. Considérons, plus généralement, un arc conducteur
formé de plusieurs métaux A, B, C, . .., G, quise touchent en m,,
m,...(fig. 65); on fait passer a travers ce conducteur un cou -

Fig. 65.

rant électrique produit par une cause quelconque. Appelons
V, et V,les valeurs du potentiel aux deux extrémités de l’arc,
V. la valeur du potentiel sur Ie métal A au contact m,, V; et
V, les valeurs du potentiel sur le métal B en m, et m,, et ainsi
de suite; nous aurons

V=V, ViV, V-V
e }a - )\b —-..—-T’

el, par suite,

c_ (Vi— V) +Hy+ H+... Hy
(4) 1= 7\

Pour tenir compte de tousles contacts qui existent dans un
circuit fermé, il faut supposer que le dernier métal G est le
méme que le premier A. En un point O est placée une source
d'électricité, par exemple une pile, qui produit en ce point
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une différence V, —V, dans le potentiel. La formule (4) de-
vient ainsi
(V.—Vo)+Hy +H,,+... +Hp

2

1=

A
ou, plus simplement,

Ceci suppose que I'on peut négliger la résistance de la pile.

Nous avons dit (n°229) que, lorsque, dans un circuit fermé,
tous les contacts sont & la méme température, on a ZH=o0;
la somme algébrique des quantités de chaleur absorbées par
les soudures est nulle, et intensité du courant est la méme
que s'il n’y avait pas de contact.
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CIIAPITRE VIIL.
PHENOMENES ELECTROCHIMIQUES.

Considérations sur la mesure des actions chimiques. — Electrolytes et électro-
lyseurs. — Equivalents électrochimigques. — Théoric de la pile.

MESURE DES ACTIONS CIUIMIQUES.

232, Les phénoménes chimiques sont toujours accompa-
gnés de dégagement ou d’absorption de chaleur, et le plus
souvent de courants électriques; ces différents effets sont dus
au travail des forces moléculaires, ou des affinités chimiques.

Considérons un mélange de plusieurs ¢léments, ct suppo-
sons d’abord qu’il ne soit soumis 4 aucune action extérieure.
Sous l'influence de leurs actions mutuelles, ces éléments peu-
vent se grouper de différentes maniéres et prendre plusicurs
états d’équilibre stable, auxquels correspondent différentes
valeurs minima de 1'énergie potentielle. Le jeu naturel des
forces intérieures est de produire un travail positif; par con-
séquent, quand le systéme passe d’un état d’équilibre & un
autre, il y a toujours diminution de I'énergie potentielle, et,
si on laisse le systéme revenir a la méme température, il y a
dégagement d’une ‘quantité de chalcur équivalente au travail
des forces intérieures, ou a la diminution de 'énergic poten-
ticlle. Au contraire, pour faire revenir le sysiéme du second
élal au premier, il faut lui fournir une quantité de chaleur
équivalente a 'augmentation d’énergie potentielle. 1 résulie
de la que 'on peutl adopter comme mesure de l'action chi-
mique la quantité d’énergie calorifique dégagée ou absorbée
pendant la transformation.

Parini les différents états d’équilibre, il en est un particulié-
rement remarguable : c’est celui pour lequel I’énergie poten-
tielle est nulle; ¢’est I'état le plus stable; si le sysiéme y
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arrivait, il ne pourrait plus éprouver aucune transformation
par le jeu seul des forces intérieures; pour le tirer de cet état,
il faudrait lui communiquer une cerlaine quaniité d’énergie
calorifique.

Les phénoménes sont plus complexes lorsque le systéme
est soumis a des forces extlérieures, par exemple & une pres-
sion uniforme, ce qui est le cas ordinaire. Les différents éiats
d’équilibre que peut prendre le systéme dépendent de cetie
pression. Si, aprés une transformation, c’est-a-dire aprés le
passage d’un état d’équilibre & un autre, on laisse le systéme
revenir & la méme température, la variation d’énergie poten-
tiolle est égale a la quantité d’énergie calorifique absorbée ou
dégagée par le systéme, plus le travail qui correspond a la
pression extérieure. .

Les combinaisons chimiques sont accompagnées ordinaire-
ment d'un dégagement de chaleur et d’une diminution de
volume. 1l y a alors une diminution d'énergie potentielle égale
d V'excés de I'énergie calorifique dégagée sur le travail de la
pression.

Les décompositions s’effectuent ordinairement 4 I'aide d’une
absorption de chaleur, et il se produit en méme temps unc
augmentation de volume. 1l y a alors une augmentation d’é-
nergie potentielle égale a 'excés de 1'énergie calorifique ab-
sorbée sur le travail extérieur accompli par le corps pendant
sa dilatation. Toutelois il y a des combinaisons qui sont ac-
compagnées d’'une absorption de chaleur, ct des décomposi-
tions qui s’effectuent avec dégagement de chaleur.

ELECTROLYTES ET ELECTROLYSEURS. — EQUIVALENTS ELECTROCHIMIQUES.

233. La considération des quantilés de chaleur dégagées ou
absorbées dans les opérations chimiques, et dans les courants
électriques, vg nous permettre d’établir un lien, et comme une
commune mesure, entre ces deux catégories de phénoménes.
Suppusons gu’un liquide, renfermant en dissolution un corps
composé, soil traversé par un courant électrique constant;
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sous l'influence du courant, le composé est détruit, les élé-
ments sont transportés en sens opposés, et cette décomposi-
tion absorbe une certaine quantité de chaleur, qui est [ournie
par le courant, c’est-a-dire qui est produite par le travail des
forces électriques. Si donc on appelle Q la quantité de cha-
leur absorbée par 'opération chimique pendant l'unité de
temps, et H Yabaissement du potentiel ou du niveau élec-
Irique, a I'endroit ou elle s’accomplit, le travail des forces
¢lectromotrices étant 117, on aura I'équation

(1) EQ=11;,

-

E désignant I’équivalent mécanique de la chaleur.

Inversement, si deux corps susceptibles de se combiner
sont placés dans un liquide traversé par un courant, la com-
binaison s’opére, et elle dégage une certaine quantité de cha-
leur qui produit une élévation du niveau électrique, a I'endroit
ou se fait la combinaison. La quantité de chaleur Q dégagée
par I'opération chimique pendant 'unité de temps, et I'éléva~
tion H du potentiel, sont encore liées par la relation EQ = M z.
Cette équation peut étre appliquée aux deux cas de la ques-
tion, en regardant ’action chimique comme positive ou néga-
tive, suivant qu’elle dégage ou absorbe de la chaleur, et la
variation du potentiel dans le sens du courant comme posi-
live ou négative, suivant qu’il y a élévation ou abaissement. -

23%. PrEMIERE LOI EXPERIMENTALE. — Pour des corps donnés,
les poids décomposés ou combinés dans le méme temps sont
proportionnels & lintensité du courant. La quantité de cha-
leur absorbée ou dégagée est évidemment proportionnelle an
poids décomposé ou combiné. D’aprés la loi précédente, elle
est donc proportionnelle 4 U'intensité ¢ du courant; mais cette
quantité est égale & AIl{ pendant 1'unité de temps: on en
conclut que la différence de niveau H est une constante pour
chaque systéme de corps mis en présence. Ainsi I’électrolyte
ou l’électrolyseur se comportent comme le contact de deux
métaux différents; ils produisent, & une température et a une
pression données, une variation déterminée H dans le poten-
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. 1iel. 1l est probable que cette différence H varie avec la tem-
pérature, comme cela a lieu pour le contact de deux métaux,
et qu’elle varie aussi avec la pression exiérieure.

235. Deuxiime Lol EXPERIMENTALE. — En placant sur le trajet
d’un méme courant, a la suite I'un de 'autre, des appareils
renfermant des combinaisons différentes, Faraday a reconnu
que les poids décomposés sont proportionnels & lewrs équiva-~
lents chimiques. En ce qui concerne les sels, si un équivalent
d’acide est isolé dans un électrolyte, un équivalent d’acide sera
aussi isolé dans le second; il convient donc, 4 ce point de vue,
de représenter les sels par des formules renfermant, non pas
un équivalent de la base ou de I'oxyde, mais un équivalent
de l'acide ou du métalloide qui joue le réle d’acide. La loi de
Faraday s’accorde, en général, avec les équivalents chimiques
ordinaires; mais, pour certains corps, il estnécessaire de dou-
bler ou de diviser par 2 I'équivalent chimique.

La méme loi se vérifie dans les électrolyseurs, c’est-d-dire
pour les corps qui se combinent sur le passage d’un courant
électrique.

En généralisant cette loi de l'araday, on peut définir les
équivalents électrochimiques de tous les corps : ce sont les
poids de ces corps qui se combinent ou se dissocient, pendant
I'unité de temps, sur le trajet d’'un courant dont intensité est
égale a I'unité. ' '

THEORIE DE LA PILE.

236. Considérons un élément de pile alimenté par la disso-
lution du zinc dans un liquide quelconque. Appelons ¢ la
quantité de chaleur produite par la dissolution d’un kilo-
gramme de zinc dans le liquide, et « I’équivalent électrochi-
mique du zine, c’est-d-dire le poids du zinc qui se dissout
pendant Punité de temps sur le trajet d’un courant dont I'in-
tensité est égale a 'unité. Lorsque I'intensité du courant esti,
le poids de zinc dissous est ai, et 'action chimique corres-
pondante Eqa:. Sila pile est formée de n éléments placés les:
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uns a la suite des autres, el par conséquent traversés par le
méme courant, I'action chimique est nEagi.

Supposons les deux pdles de la pile réunis par un fil con—
ducteur homogéne et 4 la méme température dans toute sa
longueur; appelons A’ la résistance du fil et 2” celle de chacun
des éléments de la pile; la résistance totale du circuit sera
» =¥ + nd”. En égalant Y'action chimique de Ia pile a la quan-
tité d’énergie calorifique qui se dégage dans le circuit fermé,
on a ’équation

(2) naEqi = A%,
d’ol 'on déduit
__naByq
- a7
ou
.y .__ _nakgq
(3) Sl Uy U

Remarquons que l'intensité du courant n’augmente pas au
dela de toute limite, quand on augmente indéfiniment le nom-
bre des éléments de la pile; elle tend vers une limite finie

(4) - i= .

Lorsque le nombre des éléments n’est pas trop grand et que
la résistance n)” de la pile est trés-petite par rapport a celle
du fil, on a approximativement

. 'naE
(5) j= 20
I'intensité est & peu prés proportionnellc au nombre des é16—
ments.

237. Nous pouvons suivre aisément les variations du poten-
tiel dans cet appareil. Supposons, pour simplifier, que 'action
chimique de chague élément de la pile se manifeste sur une
de ses faces, par exemple surla premiére face, dans l¢ sens du
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courant(fig.66); elle produira en ce point une élévation de ni-
veau & qui sera donnée par I'équation Eqai=/hi, ot h=aEq;

Fig. 66.

mais, en traversant I'épaisseur du liquide qui remplit le vase,
le courant éprouve ensuite une perte de niveau égale 4 A%(;
de sorte que I'élévation provenant du premier élément sera
égale seulement a la différence aEq — 2”1, L’¢lévation prove-
nant de la pile entiére sera naEq — n2”{. 8i donc on désigne
par V, ia valeur du potentiel au péle positif de la pile, et par
V. sa valeur au pole négatif, on aura

Vi—V.=naEq—nd"i.

Le potentiel diminue ensuite le long du fil, depuis le pole

posilif jusqu'au pdle négatif. L’élévation naEq produite par

les actions chimiques cst ce que les physiciens appellent la

Jorce électromotrice de la pile. En égalant cette quantité a la

perte de niveau due a la résistance de tout le circuit, on a
naBq =21 = (N + nd")i,

ct l'on retrouve ainsi I'équation (3).

238. Supposons maintenant gu’on place un électrolyte sur
le trajet du conducteur. Soit @’ P'équivalent électrochimique
du composé dissous et ¢’ la quantité de chaleur nécessaire
pour décomposer 1 kilogramme de ce corps; le poids décom-
posé pendant 'unité de temps est a'f, et la chaleur absorbéc
a’q'i. L’action chimique de la pile étant égale ici a I'éncrgie
calorifique qui se dégage dans le circuit fermé, plus celle qui
a servi & décomposer I'électrolyte, on a I'équation

naBqi=11i*+ a'Eq'1,
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ol 2 désigne la résistance de tout le circuit, y compris I'élec-
trolyte. On en déduil

. : . E(nag—dyq
(6) i = E(nag —a'q’),

‘ A

. Nous remarquons d’abord que la présence de I'électrolyte
diminue I'intensité du courant; elle produit & cet endroit un
ahaissement du niveau électrique. Nous voyons ensuite que,
pour que le courant existe, il faut que la condition nag > a’q’
soit remplie, c’est-d-dire que I'action chimique de la pile soit
plus grande que celle de I'électrolyte : c’est ce que I'expé-
rience a vérifié. En augmentant le nombre des éléments de la
pile, on peut toujours effcctuer la décomposition.

239. 8Si I'on place dans le circuit plusieurs électrolytes,
quon appelled’, a”,.. . leurs équivalents élecirochimiques, et
¢, q",... les quantités de chaleur nécessaires pour la décom-
position de 1 kilogramme de ces différents corps, on aura de
méme

naBgi =i+ a’'Eq'i +a"Bq¢"i +. ..,
d’olt I'on déduit
. _Elnaqg—(dq +a"q"+...)]"

1= M

La résistance totale A du circuit comprend la résistance de la
pile, celle du fil conducteur, plus les résistances Ay, ;. .. des
différents électrolytes,

A=VN4n) +A+d+....
Pour que le courant existe, il faut encore que 1'on ait
nag>adqg +a’q"+...,

c’est-a-dire que ['action chimigue de la pile soit plus grande
que la somme des actions chimiques des électrolytes.
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CHAPITRE VIIL

ELECTRODYNAMIQUE.

Préliminaires. — Ramener les deux fonctions inconnues & une seule. — Action

. d’un courant fermé sur un élément de¢ courant. — Action d’un courant élé-
mentaire sur un ¢lément de courant. — Action d’'un solénoide sur un élé-
ment de courant. — Formule d’Ampére. '

PRELIMINATRES.

240. Rappelons d’abord les principes sur lesquels repose la
théorie des phénoménes électrodynamiques. Ampére, qui a
construit cette théorie, a admis que I'action de deux courants
linédaires a lieu élément par élément, et que I'action mutuelle
de deux éléments de courants est une force attractive ou ré-
pulsive, dirigée suivant Ja droite quiles joint, proportionnelle
au produit des longueurs des éléments, au produit des inten-
sités des courants, et fonction de Icur distance. C’est 13 P'hypo-
thése fondamentale de la théorie. Il a fait usage ensuite des
deux principes suivants, établis par ['expérience :

1° L’expérience apprend que, quand on change le sens de
I'un des courants, la force change de signe, c’est-a-dire d’at-
tractive devient répulsive, ou inversement;

2° L’expérience apprend aussi que l'action d’'un courant
fermé, composé d’une partié rectiligne et d’'une partie si-
nueuse de méme ordre de grandeur et qui s’en écarte trés-
peu, sur un courant extérieur, est trés-petite par rapport a
celle de la pariie rectiligne. 11 en résulte que 'on. peut rem-
placer un élément de courant par ses projections sur trois
axes quelconques.

241, Nous aurons recours, en outre, 4 la loi théorique_ de
la symétrie. 11 est clair que Paction mutuelle de deux éléments
de courant dépend de leur position relative. D'aprés cela, si
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l'on considére les éléments symétriques de deux éléments
donnés par rapport & un plan, la force qui s’exerce entre les
deux premicrs éléments et celle qui s’exerce entre les deux
éléments symétriques sont symétriques 'une de l'autre.

Il en résulte que Paction mutuelle de deux éléments ad, cd,
dont Pun ab est situé dans le plan perpendiculaire a l'autre,
en son milieu, est nulle. En effet, prenons les éléments sy-
métriques par rapport a ce plan; 1'élément ab est a lui-méme
son symétrique, I’élément ed change de sens. La force devrait
donc, en vertu du premier principe expérimental, changer de
sens; mais la force, étant contenue dans le plan, et par con-
séquent symétrique a elle-méme, ne change pas; on en con-
clut que cetie force est nulle.

242. Considérons maintenant deux éléments quelconques «d,
¢d(fig. 67); menons la droite mn qui joint leurs milieux. Nous
pouvons remplacer I'élément ab par ses deux composantes a' b’,

Fig. 67.

a”b”, suivant la droite mn ctune perpendiculaire a cette droite
dans le plan bmun. Nous décomposerons de méme V'élément ed
en deux composantes ¢'d’, ¢, d,, suivant la droite mn et une
perpendiculaire a cette droite dans le plan dnm; dans le plan
perpendiculaire & mn au point n, nous décomposerons ensuite
I'élément ¢, d, en deux composantes, I'une ¢” d” paralléle a a” b”,
'autre ¢”d” perpendiculaire & ¢”d”; de cette maniére, I'é1é-
ment cd sera remplacé par les trois éléments ¢’ ', ¢” d”, ¢” d”.

Pour avoir I'action mutuelle des deux éléments ab, cd, il
suffit de trouver 'action de chacun des deux éléments a’b’,
a’ b” sur chacun des trois éléments ¢’ d’, ¢” d”, ¢" d”. Or, des
six actions que 1'on a a considérer, quatre sont nulles : 1° I'61é-
ment &’ b’ étant situé dans le plan perpendiculaire & ¢”d” en
son milieu, I'action mutuelle des deux éléments a’b’, ¢’ d” est
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nulle; 2° ce méme élément a')’ éiant situé dans le plan per-
pendiculaire a ¢” d” en son milieu, 'action mutuelle des élé-
ments a’'b’, ¢”d” est nulle; 3° I'élément ¢’ d' élant situé dans
le plan perpendiculaire a a”b” en son milieu, action mutuelle
des éléments a””, ¢' d' est nulle; 4°'élément ¢” d” élant situé
dans ce méme plan, 'action mutuelle des éléments a” b”, ¢” d”
est nulle. Il reste donc & trouver I'action des deux éléments
a'l', ¢'d situés sur laméme droite et celle des deux éléments
paralléles a”b”, ¢"d".

243. Désignant par ds et ds’ les longueurs de deux éléments
de courants, par ¢ et ¢’ les intensités, et par r la distance, nous
représenterons par

it'dsds'F (r),
ir'dsds f'(r),

Paction mutuelle de ces deux éléments, placés sur la méme
droite, ou paralléles entre eux, les fonctions F(r) et f(r) élant
positives ou négatives, suivant que les forces sont attractives
ou répulsives. '

Les éléments ab et cd, dont les longueurs sont ds et ds’ et
les intensités i et i/, ayant une position quelconque, appelons
6 et & les angles quc font, avec une méme direction de la
droite mn qui .joint leurs milieux, les directions des courants
sur ces deux éléments, ¢ I'angle diédre des deux plans bmn,
dnm, et r la distance mn; les quatre quantités r, 9, 6', ¢ dé-
finissent la position relative des deux éléments, et 'on a

ad V¥ =dscos0, a"b”"=dssinb,
c'd=ds'cost, . ¢"d"=ds sinf cosg, ¢"d”"=ds'sin¥sing.

L’action mutuelle des deux éléments a'l’, ¢'d’, situés sur la
méme droite mn, sera représentée par

ii'dsds'F(r)cosl cos?,
celle des deux éléments paralléles a”b”, ¢” d” par

ii'dsds' f(r)sinfsin6’cos¢.
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L’action mutuelle des deux ¢léments proposés ab, cd, se
composant des deux actions précédentes, sera exprimée par
la formule

(r) F=ii'dsds'[F(r)cosfcost + f(r)sinfsinf’ cose].

On peut remplacer Pangle diédre ¢ par I'angle ¢ que font
entre clles les directions des courants surtles dcux éléments
proposés ab, cd; on a, en effet,

cose=cos0 cosd + sinfsinb’'cos g,
et la formule précédente devient
(2) F=if (lsds’g.f( ricose + [F(r)— f(r)] cosf cosd’ }

Pour évaluer les angles 0 et 0', on prendra indifféremment la
dircction mn ou la direction opposée nm; car ceci revient 2
remplacer les deux angles 8 et 0’ par leurs suppléments, ce
qui ne change pas la formule.

94h. Avant d’aller plus loin, nous démontrerons guelques
formules qui nous seront utiles. Considérons deux courants
marchant dans des conducteurs linéaires de forme quclcon-

Fig. 68.

/
/

PO
a9 s \\11,5'/

que (fig. 68). Soient M et N les milieux de deux éléments ds,
ds" de ces courants; prenons deux points fixes O et O’ sur ces
conducteurs; la position du point M sur le premier conduc-
teur sera déterminée par I'arc OM, que nous désignerons
par s, celle du point N sur le second conducteur par I'arc O’'N,
que nous désignerons par s’. D’aprés cela, il est clair que la
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distance r des déux points M et N est une fonction des deux
variables indépendantes s et s’, et I'on a

dr

(3) . COSQ——-D—S-)
' , ar
(4) cosf ———3_87.

IYautre part, la projection NA de la droite NM sur la tangente

en N a pour valeur .
NA =rcos0".

Si I'on fait varier s, laissant s’ constante, e point M vient en M,
ct la projection NA’ de la droite NM’ devicent

drcosf')

NA'=rcos0’ +
Jds

ds;

d’ou
d(rcosf’) ds.

AA'= Jds

Mais, lalongucur A A’ étant la projection de I'élément MM’ — s
sur la tangente en N, on a aussi
AA = dscose:

il en résulte
d(rcosl’
(5) cose = i—b—s——)-

Si Pon remplace cos6 par sa valeur (4), il vient

3 or .
6 S )  arar
(6) cose=— ds s s dsds

RAMENER LES DEUX FONCTIONS INCONNUES A UNE SEULE.

245. L’expression de la force, qui s’exerce entre deux élé-
ments de courant, renferme dgux fonctions inconnues F(r) et
J(r). Pour déterminer ces deux fonctions, on se sert de deux

cas d’équilibre observés expérimentalement. Afin de simpli-
1q,
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fier le calcul, Ampére admettait que les deux fonctious sont
A B - - ’ - ’
de la forme 2 7a> Mais nous traiterons la question d’'une ma-

niére générale en suivant une méthode ingénieuse, due &
Blanchet et enseignée par lui 2 'Ecole Normale.(*).

Le premier cas d’équilibre employé est celui-ci : un courant
rectangulaire ABCD( fig. 69), assujetti & tourner autour d’un de
ses cOtés AD, reste en équilibre, sous I'influcnce d’un courant
circulaire qui a son centre O sur I'axe de rotation, et dont le
plan est perpendiculaire a cet axe.

Soient GH la trace du plan du rectangle sur le plan du cer-
cle, M et N les milieux de deux ¢léments ds et ds’ des deux
courants; appelons a le rayon du cercle, g Pangle GON, u« la

Fig. Gg.

LM ¢

distance du point M a I'axe; menons du point N une perpen-
diculaire NE sur le diameétre G, et joignons ME. La force I
exercée par 'élément ds’ sur I'élément ds est dirigée suivant
MN, si elle est attraclive; décomposons-la en deux, I'une sui-
vant ME, Pautre perpendiculaire & ME, et par conséquent
paralléle & EN; cette derniére composante a pour valeur

FcosMNE:FNTF:F ”—S—i"—q,

. (*) Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure, t. 11.
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el le moment de la force F par rapport a 'axe de rotation est

asmq
r

l‘

La condition d’équilibre est que la somme des moments de
toutes les forces qui agissent sur le courant rectangulaire soit

nulle, c’est-a-dire
22 Fusin q _
. '_ I

246. En projetant sur la tangente au cercle en N le contour
fermé NMAON, on a

recos@' 4 using =o, ou rcos('=——using;

puisque P'angle ¢ est indépendant de s et la distance u indé-
pendante de ¢, I'équation (5) devient

Ccose — d(using) _  du sinc
- s &

etVexpression (2)delaforce F se met sous la forine

F—— iidsds’ [f(r)(fl—(:sinq—l— {r) f(r smq

On a d'ailleurs ds' = adg; I'équation d’équilibre est donc

7) ff[f du T r);f(r) u%]usill“thqu:t),

s et g étant prises pour variables indépendantes, et la double

intégration s’étendant, d’unc part, au pcérimétre du rectangle,

d’autre part, & la circonférence entiére. 1l est évident que le

coté DA du rectangle ne donne rien dans le résultat.
Considérons d’abord la plemlcrc pqrtlc

fff 2 sin*gdsdg —fsm?qdq /‘f ds;

la longueur s est complée sur l¢ rectangle, & partir du point A,
en marchant dans le sens du courant; le lpn'g de BC, ona
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du e ~_du du _. s
(_E__o,surAB, on a —r=1; sur CD, L=t donc on

appelle ret r' les distances NM, NM’ du point N & deux élé-
ments ayant leurs milieux M et M’ sur une paralléle & AD, ot
si on désigne par b 1a longueur du cété AB, on aura

[t [ [

e1, par suite, la premiére partie devient

/(: sln’q(l’qf [f(l : (r,)]udu

247. Considérons maintenant la seconde partie

fsin’qdqfw w? g—{ ds,
. s

que I'on éerira

(8)

[’intégration par parties donne

fu’q/(l)g— ds=[w{(r —2[4} Ju s d’s-

les deux limites coincidant, le premier terme est nul; le se—
cond, d’aprés ce que nous avons dit, se met sous la forme

[t o

la seconde partie devient ainsi

#2/‘2 sm’qdqf [b(r)—d(r)]udu,
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et si I'on pose

(9) U)o yiry=gir),

I"équation d'équilibre se réduit a

27 b
(10) f sin’qdqf [y (r)—x(r')]udu =o.
[ 0 .
On en conlut que la fonetion x ( r) est unc constante. En cflet,
on a EM <ZEM', et, par suite, r < r’. Soit b <a; la plus pelite
valeur de r est BG, la plus grande valeur de r’ est ClI. Suppo-
sons que y(r) ne soit pas constanie et croisse, par exemple,
quand r croit de r, & r:; on construira le rectangle de maniere
que BG soit égale ou supérieure & r,, CII égale ou inféricurc
# r; de celte maniére, on aura toujours
nEr<<r' S,
etl, par suite,
x(r'y>x(r);
tous les éléments de I'intégrale (10) auraient des valcurs posi-

tives, et leur somme ne pourrait étre nulle.
La fonction y(r) élant une constante, on a

x'(r)=o,
et, par suite, en vertu des relations (8) et (g),
d f(’)
ro_ e —
ar 2¢'{r)=o,
ou
f(r)
d r _ZF(I*)—f(r) o
dr re —
On en déduit
ot
{11) F(r) :f(r)““;""—dr—i

Ia premiére fonction inconnue se trouve ainsi déterminée a
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I'aide de la seconde, et I’expression de la force élémentaire ne
contient plus qu’'une fonction inconnue

df(r)

h > ; . ! 2 r o X o
(r2) YP=1iidsds f(r)cose—!—;r Tcos@cos@’ .

Pour simplifier un peu I'écriture, nous poserons

(13) .f(r)‘):(P(r);

I'expression précédente devient

(14) F=1ii"dsds [rcp(r)cose + i 1~2<P’(;-)cosec056'] .

ACTION D'UN COURANT FERME SUR UN ELEMENT DE COURANT.

248. Par le point O ( fig. 70), milieu de I’élément ds’, menons
trois axes rectangulaires; appelons x, ¥, z les coordonnées du

Fig. 7o.

milieu M d’un élément s du courant fermé. Toutes les forces
qui agissent sur 'élément ds’, étant appliquées en son mi-
lieu O, admettent une résultante appliquée en ce point; les
projections X, Y, Z de cette résultante sur les axes des coor-
données sont de la forme

X= ii’ds’f[r(p(r)cose + i i"cp’(r)cosfﬁcose']%:ds.

Il Wy aici qu'une variable indépendante, I'arc s du conduc-
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teur fermé, compté a partir d’un point fixe arbitraire. Les re-
lations (3) et (5) peuvent s’écrire

d(rcos )

dr
cosf = —, cose—
ds

ds

Si I'on remplace cos@ par sa valeur, I'expression précédente
devient

X:ii’ds’f[xcp( )cosads+ zreost ¢ (1 )dr]

Considérons Ja seconde partie de I'intégrale; en intégrant
par parties, on a

fxrcose’cp’(r)(ll [xrcosO’ fcp d(zrcosl');

e courant élant fermé, le premier terme est nul; on a done

fxrcosG’q)’ :——fcp d(xrcosb’)
= —f:p(r)[xd(rcos@’) + rcos{'dz)
= ——fcp(r)(x coseds + rcos0'dx).
De cette maniére, expression de X se réduit a
X:éii’ds’ [cp(r)(xcoseds—rcose’dx).
249. Si P'on appelle @, b, ¢ les cosinus des angles que fait

I’élément ds’ avec les axcs des coordonnées, on a, en projelant
sur ds’ la longucur r et I’élément ds,

reost = ax + by + ¢z,

dscose = adx + bdy + cdz;
dol

z coseds — rcost' doe = b(xdy — ydz)— c(zdx — xdz),
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et, par suite,
X=0 % ii’ds’fcp(r)(xdy — ydz)

—ot ii’ds’fq;(r)(zdx — wdz).

On aurait des expressions analogues pour Y et Z. On voil
que ces quantités dépendent des trois intégrales

A :f(p(r)(ydz——zdy‘).

(15) \B:fcp(r)(zdx—xdz).

C :fcp(r)(xdy—.ydx),

que nous désignons par A, B, C, et 'on a
X = ii'ds'(bC— cB),
(16) Y:lgii’ds’(cA-—aC).
‘ ( Z:éii’ds(aB—bA).

Les trois intégrales (15) dépendent de la forme du courant
fermé, et de sa position par rapport au milieu O de I'élément
ds'; elles sont indépendantes de la direction de cet él¢ément.

250. Des formules (16) on déduit les relations

aX +0Y +cZ=—o,
AX + BY + CZ =o.

La premiére indique que la résultante est perpendiculaire &
I'élément ds’, la seconde qu’elle est perpendiculaire & une
droite OG faisant avec les axes des angles dont les cosinus
sont proportionnels & A, B, C; cette seconde droite est indé-
pendante de la direction de I'élément ds'. Le plan mené par
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la droite OG et I’élément ds’ est le plan directenr d’Ampére ;
la résultante est perpendiculaire au plan directeur.

On a d’ailleurs

VX o Yo Zi = i ds YR+ B+ ' — (aA + 0B + ¢CJ';

si donc on posc
A+ B+ =G,

et si I'on appelle o 'angle de la droite OG avec I'élément ds’,
et R la résultante, on a

(17) R:éii’ds’Gsina.

Portons sur la droite OG une longueur égale & G, et sur la
direction de I’élément ds’ une longueur égale a I'unité, la for-
mule signifie que la résultante est proportionnelle 4 'aire du
parallélogramme construit sur ces deux droites; elle est nulle
quand I'élément ds’ coincide avec la droite OG. Ellc est d’ail-
leurs, comme nous l'avons dit, perpendiculaire au plan du
parallélogramme.

ACTION D’UN COURANT ELEMENTAIRE SUR UN ELEMENT DE COURANT.

251. La recherche de l'action d’'un courant fermé sur un
élément de courant se raméne, comme nous lavons vu, au
calcul des trois intégrales (15). Il est avantageux pour ce qui
va suivre de transformer. ces intégrales simples en intégrales
doubles. Imaginons une surface continue S limitée par le cou-
rant (ermé; projetons-la sur le plan des xy, et supposons que
le point O soit situé en dehors de cette projection (fig. 71).

Soit P la projection d'un point quelcongque M de ceite sur-
face; désignons par « le rayon vecteur OP et par g angle zOD.
On sait que I'expression xdy — ydx représente le double de
I’aire du triangle POP’, et 'on a .

zdy — ydz = urdg.

Le courant marchant dans le sens indiqué par la fléche,I'angle q
croit de ¢, & ¢. sur I'arc ABC, et décroft ensuite de ¢, a ¢, sur
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I'arc CDA. En désignant par w, et «, les distances de l'origine

Fig. 71.

z

aux points P, et P,, out la droite OP coupe la courbe, on pourra
éerire ‘

qs
C= [ (43 9(r)— uig(r)] dg.
. v
Mais on a

“dourg(r)
2 A NS .
wio(r,) u.ﬁP(r.)_—/I:l 21200 g,

I'intégration élant prise par rapport i la variable « du point P,
au point P,. La valeur de C devient ainsi .

_ 2. ulo(r) .
(18) C—ff——bu—du({q,

il y a maintenant dcux variables indépendantes u et ¢, et ’in-

tégrale double s’étend 4 la partie du plan comprise dans la
courbe ABCD,

252. Pour évaluer cette intégrale, nous remarquons gque
d.urg(r) ' M .
e = 2ue(n)+ ey (r) 55
de la relation
=t 3l
on déduit d’ailleurs
)z

r
re—=—u-23_—-.
du du
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Az
s ‘agil de trouver — %

faut laisser constante la variable ¢ et faire varier «, ce qui donne

; pour avoir cette dérivée particlle, il

Tig. 72.

=
//
Az

\

—_—— e
=

-
=

f
|
L
|

\ < -
q 7
i
- //_4 -

N

deux points P et I sur un méme rayon OP ( fig. 72); ces deux
points sont les projections de deux points infiniment voising
M et M’ de la surface S; sait L le point ol Ja droite MM’ ren-
contre I'axe Oz; on a
dz M'H_ MK _z—OL
v~ MH LK~

Mais L est le point ol le plan tangent a la surface en M ren-
contre 'axe Oz ; soit

ax +fBy+yz=p

I'équation de ce plan, «, (3, y étant les cosinus des angles
que la normale & la surface au point M fait avec les axes, el p
la perpendiculaire abaissée de 'origine sur le plan, distance
positive ou négative, suivant que cette perpendiculaire a la
méme direction que la normale ou une direction inverse. Nous
aurons

OL_—:,—)a
1 . y
et, par suite,
F V2P
ou yu
oty op)_yreps
yur yur

(lg)v —ff[2<p (rY-+re'(r )—%cp’(r);] ududg.
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Le produit ududg représente un élément de l'aire plane
limitée par la courbe ABCD dans le plan des zy; cet élément
cst la projection d’un élément dw de la surface S, et 'on a

ududg — ydw;

I'expression précédente devient ainsi

(20) =3 [a0(n+rg'(r)]y —Elo(r)]de

Afin que dw ait une valeur positive, la normale & la surface
est menée dans une direction telle, qu’'un ohservateur-placé
sur cette normale, les pieds contre la surlace, voie le courant
tourner de droite a gauche. )

Sil'on appelle ¢/ une valeur moyenne de la quantité entre
parenthéses, et » 'aire de la surface 8, limitée, comme nous
I'avons dit, au courant fermé, nous pourrons éerire C == C'w.
Nous aurons de méme A = A’n, B = Bo.

On appelle courant élé¢mentaire un courant fermé infini-
ment petit. On emploie surtout les derniéres formules pour
calculer l'action d’un courant ¢lémentaire sur un ¢lément de
courant. Dans ce cas, la valeur moyenne de la parenthése est
sensiblement ¢égale 2 sa valeur cn un point quelconque M de
la surface infiniment petite w. On aura donc

A= [20(r) + rg/(ri}a— P2 ¢/(n),
(21) B=[29(r)+ro/(r]p—ELorr),
| C=T[a0(r)+ re'(n]y — £ ¢(r),

et 'on connatitra les trois intégrales A, B, C,
(22) A=Aw, B=Baw, C=Con.
ACTION D,UN SOLENOIDE SUR UN ELEMENT DE COURANT.

253. Un solénoide est formé de courants élémentaires égaux
entre eux, normaux a une méme courbe directrice, et infini-
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ment rapprochés les uns des autres. L’action d’un courant
fermé sur un élément se réduisant a une force appliquée au
milieu de V'élément, 'action du solénoide, qui est composé
de courants fermés, se réduit de méme a une force appliquéc
au milieu de PI'élément. Appelons o l'aire d’une surface li-
mitée & 'un des petits courants, et g la distance de deux cou-
rants consécutifs; le nombre des courants placés sur un é16-

. . dao . i
ment do de la courbe directrice sera —> et I’action du solé-

noide sur un élément de courant ds’ placé a I'origine des co-
ordonnées aura pour 'une de ses composantcs

: 2 2 "
(23) X:éi’ds’l—z’(bf cdo—c [ B’do-);
ted 1 T

Fintégration s’étendant a toute la longueur de la courbe dircc-
trice P, P, (fig. 73). D’aprés les conventions faites précédem -

Fig. 73.

E
/ T
>

ment, cette courbe dojt étre parcouruc dans un sens tel, qu’un
observateur placé sur une tangente MT, les pieds en M, la téte
vers I'exirémité T, voie le petit courant tourner de droite &
gauche. Cette droite MT est normale a la petite surface » que
I'on peut supposer plane; x, 7, z étant les coordonnées du
point M, on a

=%, p_ cosMOL = cosEMT = :/L:,

-2, —_
do’ r
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et

dz ., dr
=[2¢(r +:<p()]g-&—ch(l)%a

fZC’dc:[2{[2cp(r)+rcp’(r)]dz——zqo’(r)dr%ﬁ

En intégrant le dernier terme par parties, on a

f zo'(rydr= [z ¢(r)] <p ) dz,

1 1

et, par suile,
2 - 9
f C’dc’:-—[zqa(r)]f+f [3g(r)+re¢'(r))dz,

ou, plus simplement,

(24) f2C'd0':—[z(p( f l' d r‘acP(l)d

FORMULE D’AMPERE.

25k. Nous avons ramené les deux fonctions inconnues &
une seule, a 'aide d’un premier cas d’équilibre; nous pouvons
maintenant achever la détermination de ces fonctions, a I’aide
d'un second cas d’équilibre. On a reconnu par I'expérience
que Taclion d’un solénoide fermé sur un élément de cou-
rant, placé d’unc maniére quelconque, est nulle; les compo-
santes X, Y, Z devant étre nulles, quelle que soit la direc-
tion de Pélément ds’, c’est-a-dire quelles que soient @, b, ¢,
on doit avoir séparément, d’aprés I’équation (23 ),

[A'do:o, fB’da-:o, fC'da':o.

Mais, lorsque le solénoide est fermé, le premier terme étant
nul, équation (24) se réduita

fC’da—fl clr3 z—f rydz;

¢
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on a posé, pour abréger,

. 1 d.rig(r)

= ar =m(r).

Supposons la courbe directrice plane et située dans le plan des yz
{fig. 74); elle est parcouruc dans un sens déterminé que nous

Fig. 54.

indiquons par une fléche. Deux paralléles a I'axe Oy infini-
ment voisines déterminent deux arcs MN, M'N’, pour lesquels
les valeurs de dz sont égales et de signes contraires; si donc
on appelle r et #' les distances OM ct OM’, on aura

fC’dc :f,z [=(r')— m(r)] ds = 0.

255. On en conclut que la fonction 7(r) cst une constante.
Admettons en effet que cette quantité varie et augmente, par
exemple, quand r croft de r & r,; on peut tracer la courbe de
maniére qu’elle soit située a droite de Oz, afin que r' soit
plus grand que r, et de maniére que le minimum de rsoit égal
ou supérieur a r, et le maximum de »' égal ou inférieur a r;;
on aura alors )

nsr<<r'ir,
et, par suite,

n(r') >x(r).

20
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Chacun des termes de Tintégrale étant positif, il serait im—~
possible que la somme Gt nulle. On a done
n(r)=h,
h étant une conslante.
En vertu de la définition de =(r), cette condition devient
d.rig(r)= hrdr,
e, par P'intégration,

3
ro(r)= hr + Fk,
3
/ é1ant une nouvelle constante. On ¢n déduit
h e
oir=14+ L,
mais on a posé (n° 247)
S
! = elr),
il en résulte que
bk

f(") 3""—)

Il est nécessaire que la constante 4 soit nulle, sans quoi la
force électrodynamique deviendrait infinie a une distance
infinie, ce qui est contraire a I'expérience. On a donc finale -
ment

Slr)= Yk
el la formule (12) se réduit a
_ Ieti'dsds’
- 2

r

(a) F <cose—§c059c050’>-

Telle est la formule fondamentale d’Ampére. L’expérience
apprend que la constante k est positive.
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CHAPITRE IX.
SUITE DE L’ELECTRODYNAMIQUE.

Poles d’un solénoide. — Action d’un courant fermé sur un solénoide. — Action
d’un solénoide sur un solénoide. — Théorie du magnétisme d’Ampére. —
Simplification de la formule d’Ampére. — Travail des forees électrodyna-
miques entre deux courants fermés. — Travail des forees électrodynamiques

qu'un courant exerce sur lui-méme.

POLES D’UN SOLENOIDE.

256. Maintenant que nous connaissons la fonction f(r),
nous pouvons simplificr les formules relatives a action d'un

solénoide sur un élément de courant, Puisque (P(l'):—'sv la
7
formule (24) se réduit a son premier terme

_ k3 _{'i

Cdo=—z rNli=-—x 5
[ [ee(n]li="75 — 35

On a de méme

En substituant dans Péquation (23 ) et posant

i
. R
on a
) bz, — cy —cy;
X — _; /rp.z’a’s’( .r;‘ ey bz — cy,),
1 2
(25') vy=1 ]{Mi/dsl<cx.—saz._cxz—a a22>,
2 rd r;
7 — l i ds' a.'y'l_bxl _ a,T‘z_{)-Tz)
2 ¥ rd r;
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On voit par 13 que la force exercée par un solénoide sur umn
¢lément de courant, et qui est appliquée au milieu O de I’élé-
ment, ne dépend que de la position des extrémités P, P, de
la courbe directrice (fig. 75), et nullement de la forme de cette
courbe; ¢’est pourquoi Ampére a donné a ces extrémitéslenom

Fig. 75.

de poles du solénoide. On peut regarder cette force comme la

résultante de deux forces appliquées toutes deux en O: Pune Fo»
ayant pour composantes

1 . bz, —c
X, = - kpi'ds ———— AR
2 rd

)

(26) 4 Y, = i/&‘p.l.'dsl cx —az

]
]
'!

ki

7, = I; ]{y_i’ds’ M

)
I‘

el se rapportant au pdle Py; Pauire I, ayant pour composantes

Xo= — > kpi'ds EE;_._C”’,
2 r
C ___l_ . 'ng—(lZ,
(29) Yo=— - hpids T .
2= — Lhpirdy W5 0%
2 r

2

et se rapportant au pole P,
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257. Ddés formules (27), on déduit

aX, +b0Y,+c¢Z = o,
x(X|+}’|Y|+z|Z|~_—0;

d’ol I'on conclut que la force T, est perpendiculaire au plan
qui passe par I’élément ds’ et la droite OP,. On a d’aillcurs

\/X';’—i—Yf—t—Zf—;kylds Vri—(az, + by, +cz.),

rl
€1, par suite,

(28) F.:%/ ,d,Sln8

1

3. désignant V'angle que fait I'élément ds’ avec la droite OP,.
Ainsi la force F, varie en raison inverse du carré de la distance
du milieu O de I'élément au pdle P,. Il reste a trouver le sens
de la force. Pour cela, faisons coincider I'axe des z avec 1'é1é-
ment de courant, et passer le plan zy par le péle P; nous
aurons )
a=b=—o, ¢=1, /=0, Y,=Z =o, X.Z——i—/{y'i’ds’f—':-
1

Un observateur placé sur 0z, ¢’est-d-dire sur 'élément de cou-
rant, de maniére que le courant cntire par ses pieds ct sorte
par sa téte, et regardant le pdle P,, verra la force F. a sa
gauche.

De méme, la force I'; est perpendiculaire au plan qui passe
par I'élément de courant ds' ct la droite OD,, ct égale &

I . sind,’
Fo= = kpids —=»
2 r:

& désignant I'angle de ds’ avec OP.. Un observateur, placé
comme précédemment, et regardant le podle P,, verra cette
force a sa droite.

Ainsi, quand on aura a considérer I'action d’un solénoide
sur un élément de courant, on réduira le solénoide A scs deux
poles P, et P,, et on déterminera, comme nous l'avons expli-
qué, les forces F, et F,, appliquées toutes deux au milieu O
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de V'élément; puis on prendra leur résultante R. Pour abréger
le discours, on dit que ces forces I, et I, sont les actions des
poOles eux-mémes sur I'élément de courant; la constante w est
I'intensité de chaque pole.

258. Nous avons trouvé l’action d’un solénoide sur un élé-
ment de courant; il est évident que l'action de I'élément sur
le solénoide se réduit & une force égale et opposée — R, ap—
pliquée aussi au point O. On Vobtient en prenant la résultante
des forces — F, et — F,, et 'on dit que ces deux forces sont
les actions de I’élément de courant sur les deux podles. Ainsi,
I’action d’un élément de courant sur un pole P, est une force
appliquée au milieu de I’élément, perpendiculaire au plan qui
passe par I'élément et le pdle, et dirigée vers la droite d’un
observateur placé sur le courant et regardant le pdle P,. L’ac—
tion de I'élément de courant sur le pole P, est dirigée au con-
traire vers la gauche. Le pole P, est un pole boréal, le pdle P,
un podle austral. Les formules (26) et (27 ), changées de signe,
donnent les composantes de ces forces, I'origine étant placée
au milieu de I'élément.

AGTION D'UN COURANT FERME SUR UN SOLENOIDE.

259. Considérons I'action d'un courant fermé sur un poéle
boréal P, d’un solénoide. Les axes des coordonnées étant pla—
cés d’'une maniére quelconque, appelons x, 3, 2, les coor-
données du pole P,, 2’, y', ' celles dumilieu d’un élément ds’
du courant; P'action de cet élément sur le pole P, se réduit a
une force appliquée au milieu de I’élément, et dont les com-
posantes, en vertu des équations (26), ont des expressions de
la forme

K= — ipay M= )= el =)

rd

Si I'on place l'origine des coordonnées au pdle, ces expres-
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sions se simplifient et deviennent

I y ., 03 —ey’

X, = 3 Fepd' ds —

r_ ’

Y, =L jpidse SE— 22
2 re

2

1 !
7, — i I_{"u_i/ds’ Zy_“‘—bx‘.

Nous allons démontrer d’abord que toutes les forces appli-
quées aux milieux des différents éléments du conducteur fermé
admettent une résultante passant par le point P,. 11 suflit que
la somme des moments de toutes ces forces par rapport &
chacun des trois axes soit nulle. Nou‘s remargquons que les
cosinus «a, b, ¢ des angles que fait ’élément ds’ avec les axes

z' dy' dz’

sont égaux respectivement A — ; ==, —— - La somme des
8 P “ds T ds ds

moments par rapport & I'axe des z est

Z{x’Y,—y’X.)
_‘;I/f#i/fx (2'ds’ — 3'da’) + y'(y'dz’ — 3" dy')

r3

IO P B O N W [ B I
:é/f[ui’frdz g (x'dx’ + y'dy’ + 5'dz)

r
1 ., .r(lz’—z’dr_ 1 . 2
_Ek{uf_—r’—— _;/{'[J.lde

1 AT
_Elf[u.z <T>I-

Lorsque le conducteur est fermé, cette somme est nulle,

260. Calculons maintenant cette résultante. Scs projections
sur les trois axes des coordonnées sont

Xzé/f‘uiffﬂ’;w,

,nﬂ
. ‘ I . 'da'— 2 dx
(20 Yo Lr [T
Z:i]fyi/ffd“fl___x’d_ﬂ. .
2 '-3
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Ces intégrales ont la méme forme, au signe prés, que les
intégrales A, B, C qui nous ont servi a trouver I'action d’un
courant fermé sur un élément de courant (n° 249 ); il suflfit de

o . ke
remplacer dans ces derniéres ¢ (r) par sa valeur — -
r

Nous pouvons aussi transformer ces intégrales simples ¢n
intégrales doubles. Imaginons une surface limitée au courant
fermé; appelons 2/, ¥, 7" les coordonnées d’un point quel-
conque de cctte surface, «, 3, ¥ les cosinus desangles que fait
la normale 4 la surface en ce point avec les axes des coordon-
nées, la normale étant menée dans une direction telle, qu'un
observateur placé sur cctie normale, les pieds sur la surlace,
voie le courant tourner de droite & gauche; appelons enfin p
la distance de l'origine au plan tangent et do’ un élément de
la surface; nous aurons alors, en appliquant la formule (20)
du n° 252, et changeant les signes,

X=Lrpiry <E _3p= >a’w’,

r.’l l-&
. 1 ~ (B 3py ,
(30) Y_;k{“Z(F_—_Fs_)dw’
_ 1, (Y _3pFN
Z—2I{[Ll2<ﬁ__)‘5—‘)dm-

Ainsi I'action d’'un courant fermé sur un pdle boréal P, d’un
~ solénoide se réduit & une force appliquée au point P, et dont
les composantes sont exprimées par les formules (29) ou (30).
L’action du courant sur lc pdle austral P; se réduit de méme
A une force appliquée en P,, et pour avoir ses composantes,
il suffit de changer le signe de p dans les formules précé-
dentes, l'origine étant supposée placée en P.. Cela signifie en
réalité que I'action d’un courant fermé sur un solénoide se
compose de deux forces appliquées, 'une au pdle P, 'autre
au pole P,.

Lorsque le courant fermé est infiniment petit, les for-
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mules (30) deviennent

_ . ﬁ_?sz’)
X-_Ekww<ra >

’15 y

I YARNG ﬁ 3 !
(31) Y:;/{y.zw (F_.I’l?:,)
g Lo pa (X _3PFYN,

L_zﬁplO) (;*3 = )

ACTION D’UN SOLENOIDE SUR UN SOLENOTDE.

261. Considérons un second solénoide P, P, ( fig. 76), form¢é
de courants fermés infiniment petits d’aire o’ et d’intensité #';

Tig. 76.

z P
~2

\ p;

I'action de chacun de ces courants fermés sur le pole P, du pre-
mier solénoide sc réduisant, comme nous l'avons vu, 3 une
force appliquée.en P, et donnée par les formules (31), I'action
du second solénoide sur ce méme pdle se réduira aussi & une
force unique appliquée en P;; comme il y a sur chaque ¢1é-

ment do’ de la courbe directrice PP, un nembre de petits
4

o étant la distance de deux cou-

. o
courants marques par g/ 8

rants conséeutifs, les composantes de cette force seront de la
forme

X it [ (220 )ar
g

rs rs

Les lettres «, 8, y désignent ici les cosinus des angles que
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fait 1a tangente a la courbe P, P’; avec les axes des coordonnées,
et p la perpendiculaire P, L" abaissée de I'origine P, sur le plan

du courant. Mais on a
dx' p __ dr

a=—-—s L=-—.
do’ r do'

On pose d'ailleurs

¢/ étant 'intensité du second solénoide.
La formule précédente devient ainsi

z'  3x'dr
X=- /ff’ f( Iy r )
x I A%
=3 IIF‘U'I”[d<I—'3> =5 Fep <F>l-
Daprés cela, 'action du second solénoide sur le pole boréal P,

du premier est une force appliquée en P, et ayant pour com-
josantes .
. ’ 4

' _a
=k (- T)

~ [,
AN
|
ﬁl‘%
[
N—_—
-

(32) =— ~ fepp! (

I
2

262. On peut regarder cette forcc comme étant la résultante
de deux forces appliquées en P, et ayant pour composantes,
P'une '

I x, 1 Y 1
;pray.’ e ;/fp.,u’r—g’ glfwf- 730
Pautre
1 ’
——-/'W* K __,,,er- —;/rw’f—;-

¥

I A

S rep

La premiére, dont Pintensité est » est dirigée suivant la
2 .

droite P, P, (fig.77); elle est attractive et varie enraison inverse
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du carré de la distance P, P,. La seconde, dont l'intensité est

—kyu
» est dirigée suivant le prolongement de la droite P, P;

I
elle est répulsive et varie aussi en raison inverse du carré de
la distance P, P,. ’
Fig. 77

Pour avoir I'action du second solénoide sur le pdle austral I,
du premier, il suffira, dans les formules précédentes, de chan-
ger le signe de u et de supposer que I'origine est placée en P,;
cetle action se composera donc de deux forces appliquées en
P, V'une répulsive suivant P, P, 'autre attractive suivant P, I¥,.

Tout se passe comme si, les solénoides étant réduits a
feurs extrémitéds, c’est-d-dirc & leurs poles, ces pdles s’aui-
raient ou se repoussaient proportionnellement au produit de
leurs intensités et en raison inverse du carré de Ia distance.
On dira que deux podles de méme nom se rcpoussent ct que
deux poles de noms contraires s’attirent.

THEORIE DU MAGNETISME D’ AMPERE.

263. L’analogie si frappante qui existe entre les propriéicés
des solénoides et celles des aimants a conduit Ampére & pen-
ser que les phénoménes magnétiques sont produits par des
courants ¢lectriques. Il a assimilé les aimants & des solénoides,
et il a fait rentrer ainsi le magnétisme dans I'électricité.

Remarquons quel’action d’un courantélémentairc estlaméme
que celle d’un solénoide infiniment petit p; p, normal au plan
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du courant ( fig. 78). En effet, soit/ la longueur trés-petite p, p:;
on peut remplacer le courant élémentaire proposé, dont I'in-

Fig. 78. -
v(‘/ N
e )
P
2
tensité est ¢, par n courants élémentaires. égaux cntre eux,
d’intensité ) disposés perpendiculairement a la droite p, p,, a

. {
la distance g= o les uns des autres; ces n courants forment

P . . im . . s
un solénoide dont I'intensité est p = T’ Ainsi, dans les idées
d’Ampére, une moléeule magnétique est une molécule autour
de laquelle circule un courant électrique élémentaire, et I'ai-
mantalion consiste dans la production ou sunplement dans

Poricntation de ces courants élémentaires.

264. On peut, au contraire, substituer des aimants aux cou-
rants, et remplacer ainsi les forces électriques par des forces
s’exergant entre des points déterminés et variant suivant la loi
de Newton. Considérons, en effet, un courant fermé quelcon-
que, d’intensité . Imaginons, comme nous Pavons fait précé-

. demment, une surface limitée au courant(fig. 79); décomposons

Fig. 79.

cette surface en plusieurs parties, et supposons que le contour
de chaque partie soit parcouru par un courant d’intensité i, dans
un sens tel, qu'un observateur voie tous les courants tourner
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dans le. méme sens. Chaque ligne intéricure appartient & deux
contours contigus el est parcourue en sens contraires par les
courants relatifs 4 ces deux contours. Il en résulte que les ac-
tions de toutes les portions intérieures se détruisent deux a
deux; il ne reste que les portions extérieures ab, be, cd, da,
lesquelles forment le courant proposé. D'aprés cela, si 1'on
concoit la surface décomposée en unc infinité de parties in-
finiment petites dw, on pourra remplacer le gourant proposé
par une infinité de courants élémentaires idw; or & chacun de
ces petils courants on peut substitucr un petit aimant p, p.
normal a I’élément de surface et d’une intensité égale a szm
Le lieu du point p, forme une surface magnétique boréale, le
lieu du point p, unc surface magnétique australe; ! est la dis-
tance des deux surfaces, et sur chacune d’clles intensité ma-

. . o 1
gnétique, rapportée a I'unité de surface, est 7' Le courant sera

ainsi remplacé par dcux surfaces magnétiques, 1'une boréale,
Pautre australe, infiniment rapprochées et limitées au courant.

Cette maaiere de ramencr les forces électrodynamiques a
des forces magnétiques ne parait avoir aucune importance
théorique; mais elle peutavoir une certaine utilité, parce que,
ces derniéres étant des forces centrales, ¢’est-a-dire des forces
émanant de points fixes, on pcut leur appliquer immédiate-
ment la méihode du potentiel.

SIMPLIFICATION DE LA FORMULE D AMPERE.

265. Reprenons la formule d’Ampére (n° 253)

(a) F— kit dsds’ (

cose — gcose cos@’> s

qui donne l'action mutuelle de deux éléments ds et ds’ des
courants. Nous déterminons les positions des milicux M et M’
des deux éléments par les arcs s et s comptés a partir de deux
points fixes O et O’ sur les conducteurs (fig. 8o). La distance r
des deux points M et M’ est alors une fonction des deux va-~
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1

riables indépendantes s et s',et nous avons démontré (n° 245)

Fig. 8o.

les relations suivantes :

cosf = g—;, oS0 =— — %,
cose:—a—rk—rﬂ-
ds ds’ dsds’’
on en déduit
coss—§0050 cosl =~ dror r o
2 23898 dsds’

La quantité 7 ou r‘ est aussi une fonction dLS deux varia-
bles indépendantes s et s', et 'on a

dyr 1 r—%b__r
ds 2 ds’
¥yr - 1 -3drdr 1 "—'7 ar
dsos 4 ds' ds 2 05d¢
d’olr .
?Vr _1drdr 7y
—2r? = —r )
dsds’ 2 50§ d8ds’
et, par suite,
ER
)?
COSE'—§COSG cos@’:—21“2 < \/r
2 508

La formule (@) se réduit ainsi & la forme plus simple

. 2 ki dsds’ 3*/r
(@) F=— s
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C’est cette forme que nous emploierons pour le calcul du
travail.

TRAVAIL ENTRE 'DEUX COURANTS FERMES.

266. Considérons deux conducteurs fermés C et €’ parcourus
par des courants d’intensité i et i'; par suite de la déformation
ou du déplacement relatif des conducteurs, la distance r de
deux points déterminés M et M’ de ces conducteurs varie avec
le temps. On doit donc regarder r comme une fonction d’une
troisiéme variable indépendante ¢. La variation de la distance
MM’ dans lc temps infiniment petit d¢, par suite de la mobi-

i : dr o 1z .
lité des conducteurs, sera 37 dt, et le travail élémentaire de
[4

la force F qui s’exerce entre les éléments ds et ds’ des con-
ducteurs aura pour expression

I \2\/;—-
—F_dt—zllll deS Wv [ DSDSI,

ou, plus simplement,

Gkii dsds (V. Wr ar g,
2t dsos

N

Le travail pendant le temps dt de toutes les forces qui s’exer-
cent entre les deux conducteurs sera donné par la formule

aravr o,
(3) 4lid dtffbt bsb.s dsds’,

la double intégration s’éiendant a toule la longueur.des deux
conducteurs.

Nous allons transformer cette expression. En intégrant par
parties, on a

fwr W‘rd (\F a\/r> RIS

dt dsds' )t d§ s s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



320 DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE IX.

et, par suite,

(34)

On aura de méme par symétrie

. aWrayr\
dt = 4,”ldtf<at Ds) ds

_4lmdtff”‘/’ Ll ‘/” dsds'.

En ajoutant ces deux expressions et remarquant que

2Wrar | aWr _D(DQ{: aaf’)

ds d1ds | ds dids V1 ’
NN S
dG:z'/rii’dtJ (Dfa\/,> ds’ +2kii dtf<?—‘/— M) s
s /s t ds /s
<D\/r_\/i)
—2lrudtff 28 35/ geds.

267. Lorsque les deux conducteurs sont fermés, les deux
premiéres parties du second membre sont nulles, et la for-
mule précédente se réduit a ’

(a\/' aﬁ
(36) d6=—2kii'dt ds 3" dsds’.

Posons

_ rar .
(a) W= 2]1”ij;st(18,

cette quantité W est une fonction de £. Si chacun des con-

N

on a

(35)a
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ducteurs conserve une longueur invariable, les limiles de
I'intégrale double étant des constantes, on a

D\/r D\/r
_—')li bs Ds a’sds’,
et, par suite,
(37) d6=1ir Mdt—zz "dW.

La quantité W peut étre mise sous une autre forme; on a

d’abord
Tdrd
f/‘ \Sb /dds’

(o) k]’ Qﬂaﬂﬁ%ﬁﬁﬁ

On peut écrire encore

) !
—lﬁ flb—' L dsds';
T2 ds' s ’

en intégrant par parties, et tenant compte de la relation (6)
du n° 24k, ona

: 3 (r20)
o7 ar\? 1 s’ cose
asu*TGﬂf' Y m_f'_@
il en résulte

(o) w:fff??mw.

Cetie quantité W est ce que M. Helmholtz appelle le poten-
tiel relatil & P'action mutuelle de deux courants d’intensilé 1,
parcourant les conducteurs, dans des sens déterminés. Si I'on
change le sens de I'un des courants, cose changeant de signe,
la valeur de W change elle-méme de signe.

21
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TRAVAIL ENTRE UN AIMANT ET UN COURANT FERME,

268. Cherchons d’abord le travail des forces qui s’exercent
entre un courant fermé et un pdle d’un solénoide ou d’un
aimant. Nous avons vu (n°260) que I'action d’'un courant fermé
sur un pdle boréal se réduit & une résultante unique appliquée
au pole; les formules (29) ou (30) donnent les composantes
de cette force, lorsque I'origine est au pdle. L’origine occu-
pant une position quelconque, si l’on appelle %, ¥, 5 les coor-
données du poéle, les formules (20) deviennent

LY E TICEEATS

Comme on a d’ailleurs

p=alx'—x)+B(y —y)+y(& —3),

y P

rd « | Ip(a’—x)
— =TT
ax ,.3 rs

elles se réduisent a

]f‘ul —rado)
SiT'on pose
]f' d(n)
(8) Vi-z-f AL
on a enfin .
AV oo v 2V
X:—Wﬁ’ Y_—lrzw, 71=— I”Dz

Le travail des forces résultant de I'action mutuelle du cou-
rant et du pdle, dépendant du déplacement relatif du pdle et
du conducteur, on peut supposer le conducteur fixe et le pole
seul mobile. Il suffit alors de. prendre le travail de la force qui
agit sur le pdle; ce travail est

(38) d6=—pidV.

Lorsque le podle est austral, on change le signe de p.
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269. La fonction V a ici une signification géométrique trés-
simple : du pdle P, comme centre, avec un rayon égal a
I’unité, décrivons une sphére et considérons la portion Q dé-
tachée sur la surface de cette sphére par le cOne qui a son
sommet en P, et pour directrice le conducteur fermé. Soit M
un point quelconque de la surface S limitée au courant fermé,
MN la normale en ce point, menée dans un sens tel qu'un
observateur placé sur cette normale voie le courant tourner
de droite a gauche; la letire p désigne la longueur dc la per-
pendiculaire P, L abaissée du point P, sur le plan tangent en M
(fig.81); 0ona

P — cosMP, L = cosDMN.

r

Fig. 81.

A un élément ab ou do de la surface S correspond un é1¢-
ment ¢d ou dQ de la sphére dont le rayon est 1 et un élé-
ment a’'d’ ou r*dQ de la sphére dont le rayon est P, M; mais
I'élément a’b' peut élre regardé comme la projection de I'élé-
ment dw sur le plan perpendiculaire 4 P, M; on a donc

r?dQ ===do < cosDMN === .¢,
et, par suite,

- 40 = P92,

r

on prendra le signe + ou le signe —, suivant que la normale

MN fait un angle aigu ou obtus avec le prolongement MD du
rayon vecteur P M.

21.
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L’expression du potentiel devient ainsi

_k ;

B . T
(8" v 22(id9)_i;£1.

Ainsi la fonction V est proportionnelle 4 I'ouverture du coOne
sous lequel du pdle on voil le courant.

270. Considérons, en général, 'action d’un aimant sur un
courant fermé. Si Fon cherche, comme précédemment, la
fonction V relative aI'aciion de chacun des poles élémentaires
sur le courant fermé, et si 'on pose

W:—-Z_U.V,

Ie travail des forces qui s’exercent entre le courant fermé ct
Iaimant aura pour expression
(39) d% —=idW.

Ceci résuite d’ailleurs immédiatement d’une remarque faite
au n° 264. Nous avons vu qu’on peut remplacer le courant
feré par unc surface magnétique; le calcul du travail est alors
le méme que s’il s'agissait de deux aimants.
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CHAPITRE X.

PHENOMENES D'INDUCTION.

Formule de Weber. —  Action mutuelle de deux courants d’intensités con-
stantes dans des conducteurs fixes. — Action mutuelle de deux courants d’in-
tensités variables dans des conducteurs fixes. — Induction d’un courant sur
sur Jui-méme par le changement d’intensité. — Induction cntre deux coun-
ranis par le changement d’intensité., — Action mutuclle de deux courants
dans des conducteurs mobiles. — Induction d'un courant sur lui-méme par
le changement de forme du conducteur. — Induction entre deux courvants
par le mouvement des conducteurs. — Machines électromotrices et machines
inverses.

FORMULE DE WEBER.

271. Nous avons étudié deux catégories principales de phé-
noménes électriques : les phénoménes d'électricité statique
qui sont régis par la loi de Coulomb

mm’
,-‘l

(a) —

9

et les phénomeénes électrodynamiques qui sont compris dans
la loi d’Ampcre (n° 263)

(b) _2hitdsds D"\/i

\/7. dsds
La premiére donne I'action mutuelle de deux masses élec-
triques m et m’ au repos, la seconde celle de deux éléments
de courant. M. Weber est parvenu a réunir ces deux lois dans’
une loi plus générale, comprenant les deux catégories de
phénoménes; il admet que 'action mutuelle de deux masses
électriques n’est pas la méme quand ces masses sont en mou-
vement que lorsqu’elles sont en'repos, etil a trouvé que cete
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aclion est représentée par la formule

‘ (c) —771171’<L+L M)
rt o \Jr de

On reconnait immédiatement que cette formule comprend
celle de Coulomb, puisque, lorsque les masses électriques
sont au repos, le second terme est nul. Nous verrons qu’elle
comprend aussi celle d’Ampére. M. Weber raisonne dans
I'hypothése des deux fluides; dans cet ordre d’idées, on_ re-
garde un courant d'intensité i comme formé de deux courants
d’électricités contraires, marchant dans des sens opposés avec

A . . N 1
la méme vitesse u, et ayant chacun une intensité égale a 5"

S8i T'on appelle o la section trés-petite du conducteur et p la
densité des fluides éleciriques, la quantité de chacun des
fluides qui traverse la section du fil dans I'unité de temps est
pwu, et l'ona, pour chacun des courauts,

=pui,

N o~

et, par suite, .

[ =2p0Uu,
Un élément ds du conducteur contient des masses égales +m
et — m de fluide positif et de fluide négatif, et 'on a

m = pwds,
et, par suite,
(1) 2mu = ids.

ACTION MUTUELLE DE DEUX COURANTS D’INTENSITES CONSTANTES
DANS DES CONDUCTEURS FIXES.

272. Considérons deux courants d’intensités constantes 7 et
i’ dans des conducteurs fixes C ct ¢, et supposons d’abord
que les aires @ et ®’ des sections soient conslantes; les vi-
tesses u el u’ de I'électricité sont alors constantes le long
de chacun d’eux. La posilion d’une masse m de fluide positif
se mouvant sur le premicr conducleur, avec la vitesse u, dans
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le sens de la fléche, est déterminée a chaque instant par I'arc s
compté & partir d’un point fixe O sur le conducteur (fig. 82).

Fig. 82.

De méme, la position d’'une masse m' de fluide posilif se mou-
vant sur le second conducteur, avec la vitesse ¢/, dans le sens
dela fléche, est déterminée & chaque instant par 'arc s’ compté
a partir d'un point fixe O’ sur ce conducteur. On doit donc
regarder s et s’ comme des fonctions du temps, et I'on a

ds ds’

7= —=u.

La distance r des dcux masses en mouvement est une fonc-
tion des arcs s et §’, et par conséquent une fonction du temps.
11 en est de méme de la quantité y'r. On a donc, en différen-
tiant une premiére fois cette fonction composée,
d\/;_b\/;ds Wrds IV Vr

roo oV
(2) dt s @ Ty dr s T e

. ' Jyr dr

Les dérivées particlles —*» —
P ds “ds

tions de s et &', et par conséquent des fonctions de ¢; on aura

donc, en différentiant unc seconde fois,

dzﬁzlt<az¢;g§ dy/r ds'>+u,(y\/;ds af\ﬁ-d_s’)’

sont elles-mémes des fonc-

a0 Yoo it T iy di Ssos @t T Y9 dt

(3) ayr_

37 2/ 2\ /p
dr ‘",_bg"‘w“' O 20

u
Ysos T

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



.

328 DEUXIEME PARTIE, — CHAPITRE X.

En remplacant dd -

on obhtient l'action exercée par la masse + m sur la masse
-+ m’,

NS 2/ 2/
— mm[ k (u" Vi —+ 2nu’ 0 \/r +u’2b—\/7):|-

\/,. ds? dsds' ds'?

Pour avoir l'action exercée par la masse — m sur la masse
~+m/, il suffit de changer, dans l'expression précédente, le
signe de m et aussi celui de u; car la masse — m marche en
sens inverse et par conséquent avec la vnesse — u; on aainsi,
pour celte seconde action,

+mln[I k (u’ bz\/r—zuu' _bﬂ\/r +u,23‘\/r>:|.

\/r o8t dsds’ ds'2

En ajoutant ces deux forces, on a l'action exercée sur la
masse -+m' par I'ensemble des deux masses 4+ m et — m
contenues dans un méme élément ds du conducteur C, savoir

par sa valeur dans la formule de Weber,

__bkmmiuw 3
Vr dsds””

si I'on remplace 2mu par ids, et si 'on représente cetle ac-
. F . .
tion par —» il vient

F o okm'uids »/r
2 Vr dsds
Pour avoir I'aclion exercée par I’ensemblé des deux masses

—+ m et — m sur la masse — ', il suffit, dans I'’cxpression
précédente, de changer les signes de m’ el de &'; on trouve

(I)

. F
la méme force P La somme de ces deux forces

Fe— 4Izmuuls D’\/_; ‘
- \/,q dsas’ '

ou
2kii'dsds 3\/r

F=- Vr dsds’
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est I'action exercée par I'élément ds sur I'élément ds'; c’est
précisément la force électrodynamique d’Ampére (b).

273. Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que chaque
conducteur a une égale section dans toute sa longueur; si la
seclion est inégale, il faudra regarder @ comme une fonction
de s; la vitesse u du courant ne sera pas la méme aux diffé-
rents points du conducteur, ce sera aussi une fonction de s.
La vitesse u de la masse + m se mouvant dans le conducteur C
sera donc variable, et I'on aura

du _ du ds du

@ aT s

On aura de méme sur 'autre conducteur

du o’ du’
dat 7 ds'

Lo o . dyr
Quand nous avons différentié I'expression (2) de -(7{—-, nous
avons regardé u et v’ comme des constlantes; ces quantilés
élant maintenant des fonctions du temps, il faudra & I'expres-

sion (3) de %\/T; ajouter les termes

Wrdu  dWrdw

ds dt ds dt’

ou
VT "V
uﬂ‘_\_/fq_u’(_h_t;?ilr.
ds ds ds’ s

Quand on considére Paction de +m ou celle de — m sur
-+ m’, ces termes additionnels restent les mémes dans les pa-
renthéses; comme le signe est changé en avant de la paren-
thése, ces termes disparaissent dans la somme (I). Ainsi I'iné-

galilé¢ de la section ne change pas la forceg qui agit surla

masse -+ m’ ou sur la masse — m’, et par conséquent la force
électrodynamique F reste la méme.
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274. 1l est aisé de voir que I'ensemble des forces g qui

agissent sur la masse -+ m’ ne modifie pas le mouvement de
cette masse dans le conducteur C'. En effet, la projection de

~

F . .
la force 5 sur la trajectoire est

Ecos@’ . E dr  o2km'dids dr b’\/;'
2 29d¢ Vr ds" 9838
3(3\/7‘>2
oo 2y . ds’
—_ 1574 — Ty _ ..
=4km'v ids Y Y i 2lkm’u' ids s

La somme des projections de toules les forces exercées par
les différents éléments d. courant fermé C sur la masse -+ m'
est

ds os’ ‘

e\
aSre >\ T
akkm'u'i -———ds:z/rm'u’i[(—‘—) ] —o.

_— . F . .
Ainsi la résultante des forces 5 qui agissent sur la masse + m’

- esl normale & la trajectoire, et par conséquent n’a pas d'in-
fluence sur le mouvement de cetle masse. De méme pour la
masse — m',

On en conclut aussi que le travail des forces F qui s’exer-
cent entre deux courants d’intensiltés constantes, dans des
conducteurs fixes, est nul.

Les mémes conclusions peuvent étre appliquées a un cou-
rant d’intensité constante agissant sur lui-méme dans un con-
ducteur de forme invariable.

"Les forces électrodynamiques F doivent éire considérées
comme appliquées aux divers éléments des conducteurs; pour
maintenir ces conducleurs immobiles, il faut lear appliquer
des forces extérieures qui fassent équilibre aux forces électro-

-dynamiques.

La loi de Weber non-sculement comprend celles de Cou-
lomb et d’Ampére; mais, comme nous allons voir, elle ex-
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plique complétement les phénomeénes d’induction dont la loi
d’Ampére ne donnerait qu’une idée imparfaite et restreinte.

ACTION MUTUELLE DE DEUX COURANTS D’INTENSITES VARIABLES
DANS DES CONDUCTEURS FIXES.

278. Dans ce qui précéde, nous avons supposé les intensilés
constantes et les conducteurs fixes; supposons maintenant
que, les deux conducteurs C ct €' restant toujours fixes, les
intensités ¢ et i des courants soient variables. L’intensité i
" étanl variable avec le temps, la vitesse # en un méme point
du conducteur sera aussi variable avec le temps. Dailleurs, si
la section est inégale, au méme instant elle ne sera pas la
méme aux différents points du conducteur; w sera donc une
fonction de s et de ¢, et, si I'on considére le mouvement de la
masse -+ m, on aura

due  du ds_'_Du _ubu + du
di ~dsdi i T ds L
On aura de méme, sur le second conducieur,

de'  du  du

7 YR T

d/r

1l faudra dans I'expression de 77 ajouter les termes

2rdu | Wrdw
Vs di T8 di’
ou '

Ir w o du 2r u du
s (“$+at>+‘—(“b +w>’

ou

35 35 T H 39N 3s 31 T35 21

< auaﬁ L a\/?>+(ai;au D\/,bu>

La premiére partie, celle qui se rapporte 4 I'inégalité de la
section, disparait du résullat, comme nous I'avons vu. Exami-
nons 'autre partie qui se rapporte a la variation de I'intensité.
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Si 1'on considére les actions de <+ m et de — m sur + m/, le

Y

terme <— 35 change de signe dans la parenthése; le terme
L

d / du
suivant 0—17 57 e change pas; le signe étant changé en avant
de la parenthése, le dernier terme se détruit dans Ja somme,
mais le précédent s’ajoute. Ainsi l'action de I'ecnsemble des

deux masses + m et — m sur —+ ' est

R Ghmm'uw 3r  2kmm’ dVrou
- Vr dsds’ Vroo s At

L’action des deux masses -+ m et — m sur — m' est

r _hlkmad uw V\/? alemm' \/7’\11

2 \/7. dsds’ Vr Vs 3

IT

276. Nous supposerons dans ce qui suit que la densité o
du (luide reste constante, et par conséquent que la variation
d’intensité correspond & une variation de la vitesse du fluide.
De la relation i = 2pwx (n° 271), on déduit

Qw1 di 21719—”—(13@.
2 T 2p0 di’ T de
etlona
(1) F_ okm'u'ids »r
2 Jr s’
(1) E—— l.m_(/s W di
Vr Vs dt

Ainsi I'élément ds du premier courant exerce sur la masse

. . . F
-+ m' une action égalc a la somme des deux forces 5 et E, et

. . \ ‘pns F
sur la masse — m’ une action égale a leur différence — — E.
6 2

La somme de ces deux actions est la force électrodynamique ¥
qui s’exerce entre les deux éléments ds et ds’; la variation de
I'intensité ne change pas I'expression de cette force.
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r F . .
Nous avons vu que la résultante des forces 5 (ui agissent

sur -+ m’ ou sur — m' est normale a la trajectoire, et par con-
séquent n'a aucune influence sur le mouvement de ces masses;
elle produit simplement une pression contre le conducteur
ou l'enveloppe isolante, et constitue ce qu’on appelle la force
électrodynamique, que I'on considére comme appliquée au
conducteur. Il n’en est pas de méme des forces -+ E qui agis-
sent sur + m/, et des forces — E qui agissent sur — m’; elles
admettent des résultantes égales et opposées qui ne sont pas
normales a la trajectoire; elles tendent donc a faire mouvoir
les deux masses dans des sens opposés, et par conséquent
constituent ce qu'on appelle une force électromolrice.

277, Calculons le travail de ces forces E. Le travail pendant
le temps dt de la force E qui agit sur la masse + m’ en mou-
vement est

fem' o’ dsdlt di
Ecost/ X u'dt = — —r cosf cosd’ Zl—;

Le tavail de leur résultante est

ko, ,n’z[ [‘cosOcosOd

r

(%

Le travail des forces — E qui agissent sur la massc — m’ est
égal et de méme signe; le travail des forces = E qui agissent
sur les deux masses + m’ et — m’ contenues dans I'élément ds’®

est donc ) 0’,
—km'u (—l{—l dlfmq— ds,
. at [}
ou
— E U ds' fl—l dt ——cose cos¢’ ds
2 dt r '

Pour I’ensemble des masses électriques en mouvement dans
le conducteur €', le travail a pour valeur

v

(4) —éi’cliffm({sds’:—wwdi,

W étant le potentiel relatif a Paction multuelle de deux cou-
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rants d’intensité r parcourant les deux conducteurs (n°267).
Tel est le travail des forces E qui agissent sur le courant C/;
ce travail résulte de la variation d’intensité du courant C.

Le travail des mémes forces agissant sur le courant C est
— Widi'; il résulte de la variation d’intensité du courant C'.
Le travail de 'action mutuelle des deux courants, ou la somme
des deux travaux précédents, est donc — Wd(ii').

278. Les mémes considérations peuvent étre appliquées a
I'action qu’un courant variable dans un conducteur fixe exerce
sur fui-méme; il suffit de supposer que les deux courants,
dont nous avons calculé l'action mutuelle, deviennent égaux
et coincident. Le travail des forces E, provenant de 'action
du courant €' sur le courant C, est — W idi; mais il faut re-
marquer que, dans I'intégrale W, chaque couple d’éléments a
et b est comptée deux fois : une premiére fois, quand on re-
garde @ comme appartlenant au premier conducteur, b au se-
cond; une deuxiéme fois, quand on regarde b comme appar-
tenant au premier conducteur, @ au second. Si I'on pose
(5) W:—]-l: Z_—cos@c‘ose’ ds ds',

2 r
en ayant soin de ne prendre qu’'une fois chaque couple d’élé-
ments, on aura W — 2w, et le travail que le courant exerce
sur lui-méme aura pour expression — awidi ou — d(i*w).

La quantité i?w est ce que nous appellerons I'énergie po-
tentielle du courant: c’est la quantité de travail que déve-
loppe le courant, quand, abandonné a lui-méme, son inten-
sité diminue jusqu'd zéro. Inversement, pour produire un
courant donné, il faut dépenser une quantité de travail ou
d’action chimique égale a I'énergie potentielle du courant.

Il résulte de la nature des choses que le potentiel w d’'un
courant sur lui-méme est une quantité positive. C'est ce
qu’on vérifie immédiatement lorsque le condenseur est cir-
culaire; car, dans ce cas, pour chaque couple d’éléments,
les deux angles 6 et 6’ sont égaux.

De méme I'énergie potentielle du systéme de deux cou-
rants est 2w + 200 + i’ W, A
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INDUGTION D'UN COURANT SUR LUI-MEME PAR LE CHANGEMENT
D' INTENSITE,

279. Supposons que dans un conducteur fermé immohile soit
interposée une pile variable. L’énergie fournie parla pile pen-
dant le temps dt est naEqidt (n° 236), ou plus simplement
Widt, si Ton représente par II la quantité naEgq; le travail
des forces intérieures est — d (12w ); le travail des forces exté-
rieures qui maintiennent le conducteur immobile est nul. Le
théoréme des forces vives donne I'éqnation

(6) dA +hirdt = idt — d(i*w),

dans laquelle le premier terme représente 'accroissement de
la force vive des masses électriques, le sccond I'énergie ca-
lorifique communiquée aux molécules pondérables, de sorte
que le premier membre est Paccroissement de la force vive
de tout le systéme. Si nous négligeons, comme nous I'avons
fait jusqu’a présent, la force vive des masses électriques, 1'é-
quation devient ‘

(=) Hidt = Aitdt + d ({*w);

elle signifie que I’action chimique de lapile est égale a I'éner-
gie calorifique dégagée sur le conducteur, plus I'accroisse-
ment d’énergie potentielle du courant.

Si I'on integre depuis le moment ou le courant commence
jusqu’a celui ou il finil, on a

indt—_—fwdz;

Paction chimique de la pile est égale & 1'éncrgie calorifique
dégagée sur le conducteur.

280. De I’équation (7) on déduit

. I aw di
8 e e ——
(8) L W W
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Lorsque la pile est constante, Vintensité du courant est

. H

1, =— 7 .
On reconnait sur I'équation (8) que, si H augmente, ¢ aug-
menie aussi, tout en restant inférieure 4 #;, et que si II dimi-
nue, { diminue aussi, tout en restant supérieure a 7.

. 2w ) e . .
Posons, pour abréger, 5 =4 I'équation (8) devient

dr

I=1l—a-—,
‘ di

et I'intégrale, développée en série, est

i—f—afl—iL Akl
(9) — dt+aw—...-

INDUCTION ENTRE DEUX COURANTS PAR LE CHANGEMENT D’INTENSITE.

281. Considérons maintenant deux conducteurs fermés C
et (7 immobiles, dans lesquels soient interposées des piles
variables Il et Hi’. Appelons w et w’ les potentiels des conduc-
teurs sur eux-mémes, et W le potentiel relatlil 4 leur action
mutuelle. Le travaii des forces extérieures qui maintiennent
immobiles les conducteurs est nul. L> travail des forces élec-
triques qui s’exercent sur le premier courant est

—d(i*w)—Widi;

celui des forces qui s’exercent sur le second courant est
—d(i"w)—Wi'di.

Le théoréme des forces vives donne les deux équations

dA +%i* dt=MH idt — d(i* w)—Widi',
AN +Xinde =W i'dt — d(i"*w' )— Wi' di,

ou, en négligeant les forces vives des masses électriques,

(o) (Hidt=2i2dt +d(irw)+Widi,
U Witdt = Virdt + d(i"w)+Wi'di.
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En ajoutant ces deux équations membre a4 membre, on ob-
tient I’équation

] Hidt+Hi'de
l = aizdt +Nitdi d(itw + w4 W),

(11)

que 'on pouvait écrire & priori; elle signific que la somme
des actions chimiques des piles est égale & I’énergie calori-
fique dégagée sur les conducteurs, plus 'accroissement de
I’énergie potentietle du sysiéme. Si l'on intégre depuis le mo-
ment ol les courants commencent jusqu’a celui ou ils fi-
nissent, on reconnait que 'action chimique des piles est égale
a I'énergie calorifique dégagée sur les conducteurs.

282. Des équations (10) on déduit

(g 2w di WD
‘ X de T R A’
(12) ¢ . .
( 0w 2w di’ W di

!

. . H
{, el 7', représentant 3 ety

Quand les piles sont constantes, les intensiiés des courants
sont constantes et égales a 7, et a ',. Lorsque les piles sont
variables, les intensités 7 et i’ différent de 7, et 7', ; mais l'effet
de I'induction est complexe. En intégrant par séries, on a

L. . 2w di W dri

, sl:ll—'—;\— 'd—t-—TW—F...,
(13) ?.,__.,__2«}’(11,"' W di, |
VEWTT G TV de T

Afin de mieux saisir la loi du phénoméne, bornons-nous au
cas ou il n’y a pas de pile interposée dans le second conduc-
teur; les équations (12) se réduisent a

cw di W di'

(14) =T AT
'i’— 2’ di’ W di
== Z—va&

22
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et leurs intégrales a
. . W di
U'=— = et ,
(15) N odt
1 .
( aw di,

=i — — —

A di .-

Pour évaluer W, on a pris dans le conducteur C le sens méme
du courant i; supposons qu'on ait pris dans C/ un sens tel
que W ait une valeur positive. Les équations précédentes
montrent qu’une diminution d'intensité dans le courant ¢ fait
naitre dans le conducteur C’' un courant de méme sens que
celui qui rend W positif, et qu’'une augmentation fait naftre un
courant de sens contraire. Dés que le courant inducteur 7 de-
vient constant, i’ devient nulle et le courant induit cesse
d’exister.

.

ACTION MUTUELLE DE DEUX COURANTS DANS DES CONDUCTEURS
MOBILES.

283. Nous avons cherché l'action mutuelle de deux cou-
rants d’intensités variables dans des conducteurs fixes; nous
alions maintenant traiter le cas général, et supposer les con-
ducteurs mobiles. Le mouvement de la masse électrique + m
dans le conducteur C est défini par I'équation s = f(¢)(n° 272);
de méme le mouvement de la masse électrique + m’ est défini
par I'équation s’ = f,(¢), et 'on a ’
ds ,_ds
@ YT

U= ‘
Lorsque les conducteurs sont fixes, la distance r de deux
points M et M’ de ces conducteurs est une fonction des deux
variables indépendantes s et §'; si les conducteurs sont mo-
hiles, cetie distance est en outre une fonction du temps, et
I'onar=¢(s, s, t). Cette fonction des trois variables indé-
pendantes s, s', ¢ est telle que, si I'on attribue a ¢ une valeur
constante, la fonction ¢(s, &', t) des deux variables indépen-
dantes set s’ représente & cet instant la distance de deux points
quelconques M et M’ des conducteurs. La méme fonction
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r=9(s, &, ¢) représentera aussi la distance des deux masses
éleciriques +m et + m’, se mouvant sur ces conducteurs
mobhiles, si 'on y regarde s et s* comme des fonctions du
temps

_ o s=flt), $=fl1)
On aura de méme

Vr=Vo(s, s, 1) =14(s, 5, 1),

C’est & ce point de vue qu'il faut se placer pour appliquer la
formule de Weber.

28%. En différentiant une premiére fois, on a

dyr \/7 ds D\/7 ds' \/;
di T s dl+ ds' df 0

ou
dyr IWr Wr  dr
6 = —— ! .
(16) i =% ys T as’+at
Chacune des dérivées paruelles Ts— s b\/” » aa\/t, de la fonction

\/r__ ¢ (s, ', t) doit aussi tre considérée comme une fone-
tion des uow quantités s, s’, £. On aura donc, en différen-
tiant une seconde fois,

d*r <b’\/; ds+ 2 \r ds' D’\/?)

diz ds' dt " Jdsods dtf | 3sot
ew( Vrds  »yrds  »yr
ds'ds dt d8't dt d8' ¢
¥rds 3Vrods 2 r
+<Dtbs ity ar Ty
d\/r du D\/; du’
tas @ Ty ar

& \/r < +2uu DZ\/r_*_u bz\h)
+

ou

dt2 sds ds't

\/ , e 2y
< “Stes T2 ety
+<b\/r du b\/;du).

ds di + s’ di
22,
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Lorsque la section est inégale et I'intensilé variable, uest une
fonction de s et ¢, comme nous I'avons expliqué précédem-
ment (n°273), et l'on a

du duds du  du  du  du Ju |

YN A Y A TR Y L i EANRTA
On a ainsi
dyr (¥ ww VT 0
di? —<” st S e e YR YU e
2 yr ,2Vr nyr
+<2”azas+"“ Sy e

(17) +( bub\/r_*_u du! b\/l‘>

ds ds ds ds

+<MM+D\/I‘DU)

ds dt ds' d¢

Quand on considére les actions réunies de - m et de — m
sur -+ m', comme il faut changer le signe de m et celui de ,

dyr oo .
les seuls termes de d:/’ qui subsistent dans le résuliat sont

les trois lermes

,.D’\/T‘_{_b\/:bu_i_ »r

20l u
dsos s a¢ M Inys]

qui changent de signe avec «; tous les autres se détruisent.
N

On trouve ainsi que I’action des dcux masses + m et — m, qui
sont contenues dans I'élément ds, sur + m’ est

7

E+E+E' _bkmm'ud’ 3 Vr 'zlfrrim __\/__1_¢

2 Vr dsds yr 9s At
_ 4kmm'u \/1
‘/, dids
L’a'ction des deux mémes masses -~ m et — m sur — m’ sera
’ ! "
E_E_E,:_4Irmnjuu D’\/r:_'_z/{m_m D\/rbu
2 v,' dsds 'V,« as Dt

Chkmmin ) \/I
] ~/; s
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On retrouve ainsi les deux forces 5 et == E obtenues précé-,

demment (n° 275), et la mobilité des conducteurs introduit
une troisiéme force
— 2 km'ids ¥ \r

(1) E:—.—J;—— e

La somme des actions exercées par I'élément ds sur les deux
masses + m' et — m' contenues dans I'élément ds’ est tou-
jours égale & T; c’est la force électrodynamique dont I'expres-
sion reste la méme. Nous avons maintenant deux forces élec-
tromotrices ; I’'une Z=E due a la variation de l'intensilé; 'autre
=+ E’ due au déplacement des conducteurs.

985. Evaluons le travail des forces dans les conditions ac-
tuelles. Appelons v et ¢ les vitesses des points M et M’ des
conducteurs, ¢ I'angle de la vitesse ¢ avec la direction MM’,
' l'angle de la vitesse ¢' avec la direction M'M ( fig. 83).

Fig. 83.
~.0 ¢
‘&_}L—ﬁ/

. \P

c

La masse électrique -+ m a un double mouvement; elle se
meut sur le conducteur Cavec la vitesse u, et participe au
mouvement du conducteur qui I'entraine avec lui; son dépla-
cement pendant le temps d¢ est la résultante des deux dépla-
cements MN = udt, MP —v¢dt. Le déplacement de la ‘masse
— m est la résultante des deux déplacements — udt, vdt.
Les masses électriques + m’ et — m’ ont de méme un double
mouvement : leur mouvement propre sur le conducteur C,
et le mouvement du conducteur qui les entraine avec lui; le
déplacement de la masse + m’ dans I'espace pendant le temps
dt est la résullante des deux déplacements M'N'=u'd¢ et
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M'P'=¢'dt; le déplacement de la masse — m’ est la résul-
tante des deux déplacements — u'dt et v'dt.

Or on sait que le travail d’'une force pour un déplacement
résultant est égal a la somme des travaux relatifs aux dépla-
cements composants. Nous avons vu (n° 274) que la résul-

I o .
tante des forces 52 quiagissent sur la masse 4+ m’, et qui pro-

viennent des différents éléments du conducteur fermé G, esi
normale au conducteur C', et que, par conséquent, le travail
de cette résultante pour le déplacement w'd? est nul; le travail
pour le déplacement ¢’d¢ est égal a ‘
—2km'u'iv'dt 32\/" cosy’ ds.
528 \/,-

I

La résultante des forces 5 qui agissent sur la masse — nt’, étant

égale en grandeur et en direction, donne aussi un travail nul
pour le déplacement — u'dit, et le méme travail pour le dé-

. | N
placement ¢’dt. De sorte que le travail des forces -, qui agissent

sur les deux masses -+ m' et — m’, contenues dans I'élé-
ment ds’, est

2 - !
—okiitvdids XY cos¥ g
dsds’  \/p

. F — .
le travail des forces 5 qui agissent sur toutes les masses élec~-

triques contenues dans le conducteur €', est donc

(18) dBFC= —9lr11’dtf > Vr vicosy! dsds’.
hERX Vr

Le travail des mémes forces qui agissent sur toutcs les
masses électriques contenues dans le conducteur C est

_ , ucosq; ,
(19)  dBFC=— 2kii dszam O deds

1l est évident que la somme de ces dcux travaux est le
travail des forces électrodynamiques dans le systeme des
deux conducteurs, travail dont nous avons trouvé la valeur
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I’dW au n° 267. C'est ce qu’il est d’ailleurs facile de vérifier;

on a, en effet,

D 3
veosd +vcosy = — 57

et la somme des deux travaux précédents est identique a 'ex-
pression (33) du n° 266.

Les forces + E et — E qui agissent sur les masses + m' ¢t
— m' donnent, pour le déplacement v’d¢, des travaux égaux et
de signes contraires; on peut donc, dans I’évaluation du tra-
vail de ces forces, faire abstraction du mouvement des con-
ducteurs, et on est ramené au cas que nous avons traité au
ne 277. Ainsi le travail, pendant le temps d¢, des forces = E
est —Wi'di sur le courant ', — Widi’ sur le courant C; en
tout —Wd(ii').

286. Les forces + E’ et — E’ qui agissent sur les masses + m/
et — m' donnent de méme, pourle déplacement ¢’d¢, des tra-
vaux égaux ct de signes contraires, et I'on peut encore faire
abstraction du déplacement du conducteur €. Le travail de la
force B/, quiagil sur la masse + m/, pour le déplacement o'dt,
est '

alkm'widids dr M \r

E cos0/ < w'dt = . 2L ,
cosi'> u N s 3t0s ’

— <2 1! ¢ .
= 4hkm'u'idtds Y 3108

Le travail de leur résultante est

IV 2 r
4/{m’u’idlf“/' 2Vr g,

ds" dLds

La résultante des forces — E/, qui agissent sur — m’, donne un
travail égal et de méme signe; de sorte que le travail des
forces + E’ et — E’, qui agissent sur les deux masses + m'
et — m’ contenues dans I'élément ds', est

DT G RV LYY/
4/xtza’tdsfw mds'

Le travail des forces = B/, qui agissent sur toute I'étenduc du
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courant C/, est donc

4kit (ltf \/; b \/; dsds’.

En intégrant par parties, on a

. )2 2
9—’L—\/;a’s:— 2Jr 3 \/r,(ls,
ds dLds At dsds
puisque les conducteurs sont fermés, et I'expression précé-
dente devient

2V yr
(20) —4/,~ii'd¢ff“/’ IV dsdy's

dL ds s

si ’on compare cette expression a I'expression (33 ) du n° 266,
on voit que le travail des forces == E/, qui agissent sur le cou-
rant (, est égal au travail des forces élecirodynamiques et de
signe contraire; sa valeur est donc — ii’d W. Le travail des
forces 2= E' qui agissent sur le courant C a la méme valeur
— {'dW. .

Ainsi, le travail pendant le temps d¢ des forces que le cou-
rant / exerce sur le courant C est

(21) dBFC—Widi —ii'dW =dGFC — id(/!W),
celui des forces que le courant C exerce sur €' est .
(22) dGFC' — Wi'di—ii'dW=dGFC —{d({W).

Lasomme de ces deux travaux, ¢’est-a-dire le travail de I'action
mutuelle des deux courants, est

(23) iAW —id(i W)= {'d(iW)=—d(ii'"W).

INDUCTION D'UN COURANT SUR LUI-MEME PAR LE CHANGEMENT
DE FORME DU CONDUCTEUR.

287. Les considérations précédentes peuvent étre appliquées
a Vaction d’un courant sur lui-méme, quand le conducteur
change de forme, comme un fil flexible, tout en conservant
une longueur constante, ou quand il est composé de plusieurs
parties solides ct mobiles les unes par rapport aux autres.
Supposons, comme au n° 278, que les deux courants devien-
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nent égaux et coincident, et remarquons que le travail de
chague couple d’éléments est compté deux fois; en rempla-
cant W par 2w et divisant par 2, nous aurons, pour le travail
des forces électrodynamiques, *dw, ct, pour le travail de
toutes les forces que le courant exerce sur lui-méme, — d{2w).
Nous conserverons toujours i la quanute 2w le nom d’énergie
potentielle du courant. '

Les forces électrodynamiques doivent éire regardées comme
appliquées au conducteur; a ce conducteur sont appliquées
aussi des forces extérieures. Le mouvement sensible du con-
ducteur étant déterminé par les forces électrodynamiques et
les forces extérieures, on a

(24) dB=1i*dw + dText.,

B désignant la force vive sensible du conducteur. D’autre part,
si 'on considére I'cnsemble du courant et du conducteur,

ona .
dB + dA +Airdt=Uidt — d(i*w) + dGext.,

ou, en vertu de I'équation précédente,
dA +ridt =Hidl - d(iw) — *dw,
et, en négligeant la force vive A des masses électriques,
(25) Hidt =2Adt+ d(Pw) + "dw.
288. De I'équation (24) on déduit
i*dw =dB—.dGext.

Cette équation indique que le travail i*dw des forces éleciro-
dynamiques est égal au travail extérieur accompli ou reg¢u
par I'appareil, plus la variation de la force vive sensible du
conducteur. Afin de simplifier les énoncés, nous compren~
drons dans le travail extérieur cette variation de la force vive
sensible, en la regardant comme un travail accompli ou recu,
suivant qu’elle est posilive ou négative, et nous dirons, d’'une
maniére générale, que le travail des forces électrodynamiques
est égal au travail extérieur accompli ou regu par I'appareil.
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D’aprés cela, équalion (25) signifie que I'action chimique de
la pile est égale a I'énergie calorifique dégagée sur le conduc-
teur, plus l'accroissement d’énergie potentielle du courant,
plus encore le travail extérieur accompli ou regu.

On en déduit ' ‘

. 2 d(iw)
(26) ATy Tar

On voit par 1a qu'une augmentation du potentiel w diminue
Pintensité du courant, et que, au contraire, une diminution
du potentiel augmente Vintensité du courant. En développant

en série, on a
a’(i.w)]
. d[w___
Ed(l|(l’)+4 i dt

E A S TR dt T

INDUCTION ENTRE DEUX COURANTS PAR LE MOUVEMENT
DES CONDUCTEURS.

289. Pour préciser, nous supposerons que les deux con-
ducteurs sont des corps de forme invariable, analogues a des
corps solides, qui se déplacent 'un par rapport a I'autre. De
ce mouvement relatif résultent, comme nous 'avons vu, des
forces électromotrices &= E’, qui modifient les intensités des
courants produits par les piles H et Il' interposées dans les
conducteurs. Les lorces électrodynamiques que les courants
exercent 'un sur lautre doivent toujours étre regardées
comme appliquées aux conducteurs; a ces conducteurs sont
. appliquées aussi deg forces extérieures. Le mouvement sen-
sible des corps solides C et C' élant déterminé par les forces
électrodynamiques et les forces extérieures qui lui sont appli-
quées, on a

dB =d&FC + dGext.C,
dB'= dBFC'+ dG ext.C/,

et, par suite, )
dB + dB' =1ii'"d W + dG ext.,

le dernier-terme désignant le travail des forces extérieures
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qui agissent sur les deux conducteurs. On en déduit
ii’dW = dB + dB'— d& ext.;

en comprenant dans le travail extérieur Ja variation de la force
vive sensible, comme nous I'avons fait précédemment, nous
dirons encore que le travail ii’dW des forces électrodyna-
miques est ¢égal au travail extérieur accompli ou recu par
I'appareil. ,

Considérons maintenant le conducteur C et le courant i qui
le parcourt; le théoréme des forces vives, appliqué a I'en-
semble, donne I'équation

dB +dA + Airde
=1lidt — d(i*w)+ dGFC — id (W) + d&exL.C.

Le premier membre est la variation de la force vive totale, le
second membre contient l’action chimique de la premicre
pile, le travail du premier courant sur lui-méme (n°® 287), le
travail du second sur le premier (ne 286), et enfin le travail
des forces extérieures qui agissent sur le premier conducteur.
En vertu de I'une des équations précédentes, cette équation
se réduit a

‘ dA +Aidt =Midt —d(iw) —id(I"W),

et, en négligeant la force vive des masses électriques, a

(28) Hidt =)i*dt + d(2w)+ id{T' W).
On a de méme, pour le second courant,
(29) Widt=¥idt +d("w')+Td(iW).

En ajoutant ces deux équations membre 4 membre, on obtient
I’équation
Hidt + 'i'dt

=Aedt+¥Vi"dt + d(Pw+ 1w T W)+ 1Td W,
Cette équation signifie que la somme des actions chimiques
fournies par les piles est égale & ’énergie calorifique dégagée
sur les conducteurs, plus 'accroissement de I’énergie poten-
tielle du sysiéme, plus encore le travail extérieur accompli ou
recu. ’

(30)
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290. Les potentiels w et w’ des deux conducteurs solides
élant constants, des deux équations (28) et (29) on déduit

[ i=i -2 di _ 1dEW)

3 Tk dt d dt

(81) ?i’——z’—-z—ﬂlfl—i—/—i d(iW)
AT @ TN Tar

. . . H H s
7, et 7, rcprésentant toujours 5 ot Afin de mettre en évi-

dence ce second mode d’induction, nous suppeserons les
piles constantes. Quand il n’y a pas mouvement relatif, W
élant constant, les intensités prennent les valeurs constantes
7, et i,. La méme chose a lieu, lorsque 1’appareil passe
par une position pour laquelle le potentiel W est maximum

L .o, dW ,
ou minimum; car, la dérivée I devenant nulle, les équa-

- i L, di di'
tions (31) sont vérifiées par i=1i,, ' =1{,, -~ — o0, — — 0.
(31) pari=1i, f=10\ =00
Les intégrales des équations (31), dévcloppées en scéries,
sont

_idW
(32)°

I’induction des courants 'un sur 'autre diminue ou augmente

les intensités des courants, suivant que le potentiel W aug-

. dW
mente ou diminue. L’effel est d’autant plus marqué que T

est plus grand en valeur absolue, c’est-a-dire que le mouve-
ment est plus rapide.

291. Dans le cas particulier ol il n’y a pas de pile inter-
posée dans le second conducteur, les équations (31) se ré-
duisent a

33 : .
(33) ?.,___m_v’@ 1 d(iW) °
VETO ATV a2
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" et leurs intégrales a

‘l.,_ i, dW -

==y ar T

(34) ? L AW
l_l‘_'_z)\)\'—_dp“"""”

Supposons, comme au n° 282, que P'on ait déterminé le po-
tentiel W en prenant dans le conducteur C le sens du courant i,
et dans le conducteur C’ un sens tel que le potentiel ait une
valeur positive. On voit qu'une diminution du potentiel W
fait naitre dans le conducteur C’ un courant de méme sens,
et qu'une augmentation fait naitre un courant de sens con-
traire. Une augmentation ou une diminution du potentiel pro-
duit donc le méme effet qu’une augmentation ou une diminu-
tion dans l'intensité du courant inducteur (n° 281). Ces lois
ont é1é vérifiées par I'expérience.

MACIIINES ELECTROMOTRICES ET MACHINES INVERSES.

292, L’appareil que nous venons d’étudier, et qui est formé
de deux conducteurs mobiles, dans lesquels circulent des cou-
rants { et ¢/, peut servir de machine motrice. Supposons que
le mouvement des conducteurs soit périodique, comme cela
a lieu dans la plupart des machines. La force vive sensible
des conducteurs reprenant la méme valeur, le travail des
forces électrodynamiques, pendant chaque période, est égal
a celui des forces extérieures et de signe contraire. Pour éva-
luer le potentiel W, nous imaginons deux courants d’inten-
sité 1, parcourant, I'un le conducteur C dans le sens méme du
courant #, I'autre le conducteur C' dans un sens choisi & vo-
lonté; il est évident que, pendant une période, le potentiel W
passe par un minimum W, et par un maximum W,. Pour que
la machine fonctionne utilement, il est nécessaire de changer
alternativement le signe de I'un des courants, par exemple du
courant i’. Quand la machine va de la position du minimum
a celle du maximum, dW ayant une valeur positive, on fait
marcher le courant i dans le conducteur €' dans le sens choisi
pour I'évaluation de W; de ceute maniére, i’ devant étre re-
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gardée comme positive, le travail {i'"d W des forces électro-~
dynamiques est positif. Mais, quand la machine va de la posi-
tion du maximum & celle du minimum, d'W ayant une valeur
négative, on fail marcher le courant dans le conducteur €’ en
sens inverse de la direction précédente ; i’ devant alors étre re-
gardée comme négative, le travail ii’d W des forces électro-
dynamiques est encore positif. On rétablit le sens primitil du
courant dans le conducteur ¢/, et ainsi de suite.

Il est évident que le changement de sens d’un courant s’o-
pére d’'une maniére continue; quoique dans un temps trés-
court, et par conségquent que son intensité i devient nulle
chaque changement. Si 'on intégre 'équation (30) pour une
des phases du mouvement, on aura

(35) f(Hi—i—Il’i')dt:‘/‘(m_,_;\/i/z)d, -I—fii’dW.

Ainsi I'action chimique des piles, pendant chaque phase, est
égale a I’énergie calorifique dégagée sur les conducleurs, plus
le travail extérieur accompli.

293. Une pile sulfit pour faire fonctionner la machine. On
peut, en effet, disposer I'appareil de maniére que le méme
courant parcoure les deux conducteurs C et C/, el que le sens
du courant soit changé alternativement dans le conducteur ¢,
Pendant la premiére phase du mouvement, on aura i’= i, et

pendant la seconde, i’= — i. L’équation (30) donne, pour la
premiére phase,

g .
(36) ,l.:l.‘_z(w-e—w)dz 2 d(zW)’

A+ dt X+N  dt
et, pour la seconde,
.. ) di iW)
3 _ _ 2w+ di 2 df .
L Ul Wy U TR
sil'on développe en série, en supposant lu pile constante, on
a laformule approchée

2i, dW
AV di’ o
le signe supérieur se rapporlant a la premiére phase, le signe

(38) l:l,_T_

PR . dwW o
inférieur a4 la seconde; mais, comme —-— est positif dans le
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premier cas, négatif dans le second, I'intensité i, variable pen-

dant le jeu de la machine, est constamment moindre que l'in-
lensité conslante 7, que produirait la pile si la machine était
enrepos. et elle est d’autant plus petite que la valeur absolue

de %Y est plus grande, c’est la dire que la machine marche

plus vite.
L’équation (35), appliquée aux deux phases d’une période;
donne
» T
fz'i’dW: {[H— (& +X) &) de;
[¢]
telle est la quantité d’action chimique transformée cn travail,
pendant la durée T d’une période. En désignant par i, une
valeur moyenne de i, celte quantité peut étre mise sous la
forme
()\ ~+ )\I) illl(il - illl) T-
Le travail pendant I'unité de temps est
(A+¥)ln(li— ia);
il est maximum lorsque le jeu de la machine estréglé de telle
.
sorte que ip== E‘

Le coefficient économique de la machine, ou le rapport de
la quantité d’action chimique transformée en travail & la quan-
tité totale dépensée par la pile, est

f[nz_ A+ ) v de ﬂl+l’)i'(lt N

I — —=1— —y

szdt ledt h

i étant aussi une valeur moyenne de i. On peut rendre ce
coefficient économique aussi voisin de I'unité que I'on veut,
et par conséquent la machine parfaite au point de vue théo-
rique. 11 suffit pour cela que Lintensité i soit trés-petite, cé
qui a lieu quand la machine marche trés-vite; mais alors la
quantité de travail produite dans 'unité de temps est trés-
petite, ce qui rend I’avantage illusoire.
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294, Pour réaliser une machine inverse avec deux conduc-
teurs C et C’ fermés, et séparés I'un de l'aulre, il suffit d’une
pile H interposée dans le conducteur C; le mouvement pério-
dique des conductleurs, mouvement produit par des forces
extérieures, donne naissance a un courant marchant dans le
conducleur €/, alternativement dans un sens et dans l'autre.
En elfet, d’aprés la premiére des équations (34 ), on a approxi-
mativement

L dW
-

Quand I'appareil va de la position ol le potentiel estmaximum
a celle ou il est minimum, ¢’ ayant une valeur positive, le cou-
rantinduit marche dans le sens qui a été choisi pour évaluer W;
mais quand lappareil va de la position du minimum a celle
du maximum, le courant i’ change de signe el marche en sens
contraire. De cetie maniére, et par le jeu naturel de la ma-
chine, le travail des forces électrodynamiques 7i'd'W est tou-
jours négatif. Dans chacune des phases du mouvement, la
machine rec¢oit un travail extérieur qui est transformé en cha-
leur ou en lumiére.

293, On obtient aussi une machine motrice en faisant réagir
sur un courant produit par une pile un aimant naturel ou un
électro-aimant, Nous avons vu (n"270 ) que le travail des forces
électrodynamiques ui s’exercent entre un courant fermé ¢ ct
un aimant a pour expression 1d W, W étant un certain poten-
tiel qui dépend de la position relative du courant et de 1'ai-
mant. Le mouvement étant périodique, le potentiel passe par
un minimum W, et un maximum W,. Afin d’avoir toujours un
travail positif, on changera alternativement le sens ducourant.

La machine inverse n’exige pas de pile; le mouvement re-
latif de T'aimant et du conducteur fait naitre dans celui-ci un
courant induit, qui change de sens alternativement, de ma-
niére 4 ce que le travail des forces élecirodynamiques id'W
soit toujours négatif.
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