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AVERTISSEMENT 
RELATIF AU PRÉSENT V O L U M E , 

L'amélioration la plus essentielle que renferme ce 
troisième volume comparativement à l'édition précé
dente, consiste dans l'exposé complet des méthodes 
théoriques et pratiques employées pour déterminer 
la figure de la terre, et pour résoudre les problèmes 
géodésiques en général. Les grandes opérations de ce 
genre qui ont été effectuées depuis la fin du dernier 
siècle, en France et dans toutes les autres régions du 
monde civilisé , ont fourni aux géomètres des sujets de 
travaux théoriques dans lesquels ils ont déployé toutes 
les ressources de la plus profonde analyse ; et les obser
vateurs ont profité de ces recherches, pour donner à 
leurs méthodes pratiques une rigueur qui les rappro
chât autant que possible de ces savantes abstractions. 
Mais cette concordance ayant été établie successive
ment, à mesure que des instruments plus perfectionnés 
permettaient de rendre les observations plus précises, 
il est arrivé que, dans lesTraités spéciaux publiés sur ce 
sujet, du moins en France, l'union de la pratique avec 
la théorie n'a pas pu être réalisée aussi continûment, 
surtout aussi simplement que l'on pourrait le désirer ; 
et l'exactitude des résultats obtenus, quoique réelle et 
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irréprochable, n'a pas toujours été établie sur des con
sidérations assez légitimes, ou assez évidentes, pour 
paraître à l'abri de toute objection. J'ai pensé qu'il 
serait utile de présenter aujourd'hui l'ensemble des 
procédés pratiques sous un point de vue qui en rendît 
l'exposition plus généralement conforme aux indica
tions théoriques. Je crois avoir réussi à le faire sans les 
compliquer, même sans y rien changer essentielle
ment, par le seul emploi de considérations très-sim
ples, fondées sur les principes d'osculation des sur
faces continues, par des sphères de rayons variables ; 
de sorte que les calculs, bien que rigoureusement con
formes aux plus hautes spéculations de l'analyse, s'ef
fectuent cependant comme sur une sphère unique, 
ou sur des sphères à peine différentes entre elles, 
comme on le faisait auparavant sans s'en rendre 
aussi exactement compte. Par ce moyen, beaucoup de 
difficultés de détail ont disparu, et les applications nu
mériques , dirigées sur des principes plus certains, 
n'exposeront plus ceux qui voudront les effectuer à 
des erreurs que des personnes , même très-habiles, 
n'ont pas toujours évitées. J'espère aussi avoir consi
dérablement simplifié l'exposé de la méthode qui sert 
à déterminer les différences de niveau par les distances 
zénithales réciproques dans les grandes opérations géo-
désiques, en la ramenant à des principes théoriques 
plus généraux et plus rigoureux qu'on ne l'avait fait 
jusqu'à présent dans les ouvrages que j'ai pu consulter. 
Pour, cette méthode, comme pour la mesure des arcs 
de méridien, des arcs de parallèles et des grandes per
pendiculaires, j'ai toujours poussé les applications jus-
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qu'aux nombres; et en particulier j'ai inséré, comme 
exemple, tous les détails du calcul de l'arc méridien 
qui traverse la triangulation d'Espagne, dont M. Lar-
geteau a bien voulu rassembler, pour ce but, l'exposition 
complète dans une Note rédigée par lui. Après tous ces 
efforts, j'ai lieu d'espérer que ce résumé des méthodes 
géodésiques, renfermé dans 36o pages, pourra être utile 
aux astronomes praticiens qui auraient occasion d'effec
tuer ou de calculer de grandes triangulations, en les 
exemptant de chercher les détails de ces méthodes 
dans les volumineux traités où elles ont été jusqu'ici 
disséminées avec moins de connexion entre elles, et 
avec beaucoup plus de difficulté pour être comprises 
ou employées exactement. 

Quant au reste du volume, les matériaux renfermés 
dans la précédente édition m'ont paru nécessiter plutôt 
des rectifications de détail que d'ensemble. Je n'ai pas 
cru devoir changer la rédaction du chapitre où j'avais 
exposé l'emploi des cercles répétiteurs, quoique ce 
genre d'instruments ait été considérablement perfec
tionné dans sa construction et dans son usage depuis 
cette publication. Mais, outre l'identité qui subsiste 
toujours dans les procédés qui servent à l'établisse
ment, à la rectification et à l'emploi de ces instru
ments, il en existe encore beaucoup qui sont construits 
comme autrefois, et qui ont servi à des opérations im
portantes pour l'intelligence desquelles leur connais
sance est nécessaire. Je me suis donc borné à compléter 
cet ancien exposé par l'insertion du travail que j'ai fait 
en 1 8 2 5 pour la révision de la latitude de Formen-
tera, avec un nouveau cercle répétiteur de M. Gambey, 
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auquel j'ai appliqué un procédé d'observation tel, 
qu'étant pour le moins aussi facile, ou même plus 
facile que celui dont on se servait jusqu'alors, il atté
nue les erreurs variables de ces instruments au point de 
donner à leurs résultats un degré de concordance qui 
n'est pas inférieur à celui que l'on obtient dans les ob
servatoires fixes avec les instruments des plus grandes 
dimensions. Cette méthode , justifiée par le raisonne
ment comme par l'expérience, a déjà reçu l'approbation 
d'astronomes praticiens les plus distingués; et, en ni'au-
torisant de leur opinion, je crois pouvoir dire qu'il se 
rait à désirer qu'on n'employât plus autrement le cercle 
répétiteur pour de semblables observations. 

La fatigue que m'a causée la portion de ce volume 
qui a exigé spécialement une rédaction toute nouvelle, 
m'aurait mis hors d'état de le publier actuellement, si 
je n'avais reçu pour le reste de l'impression, les secours 
obligeants et éclairés d'un jeune et habile géomètre, 
M. Delaunay, que ses travaux propres et ses fonctions 
d'enseignement ont depuis longtemps familiarisé avec 
les études astronomiques. Après lui avoir remis cette 
dernière partie de mon manuscrit,je m'en suis entiè
rement reposé sur lui pour rectifier les fautes de détail 
que j'avais pu y laisser, 

quas aul incuna ludit, 
Aut liumana parum cavit natura; 

et je lui dois une grande reconnaissance pour avoir 
bien voulu me décharger d'un si lourd fardeau. J'es
père, avec la continuation de son assistance, publier 
sans retard les deux derniers volumes, dont l'impres
sion serait déjà commencée si je n'avais été forcément 
détourné par d'autres travaux. 

Octobre 18 {5. 
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qui passe par son origine. Combinaison de ces lignes avec les arcs 
de méridien pour former les axes rectangulaires de coordonnées 
des grandes cartes topographiques. Définition de ces coordonnées 
appelées distances à la méridienne et distances h la perpendiculaire. 
Manière de les calculer pour tous les points d'une région terrestre 
qui sont l i é 6 entre eux par une triangulation géodésique. Appl i 
cation numérique à un des points de la carte de France dont 
l'axe méridien passe par l'Observatoire de Paris. Utilité de ces 
déterminations pour découvrir les irrégularités locales de la 
surface terrestre, en comparant les éléments de position réels 
astronomiquement observés , avec ceux qui se concluent du 
calcul géodésiquo pour les mêmes points 273-286 

N o t e I. Évaluation de l'écart progressif qui s'opère entre les 
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sphères osculalriccs à l'ellipsoïde terrestre, et la sttrface de ce 
sphéroïde, à mesure qu'on s'éloigne du point d'osculation. II n'en 
peut résulter aucune erreur appréciable dans les résultats des cal
culs géodesiques, lorsqu'on restreint l'emploi local de ces sphè
res autant qu'on le fait habituellement 287-28;) 

N o t e I I . Sur la rectification générale de l'ellipse; séries qui expri
ment analytiquement la longueur d'un arc méridien comptée de
puis le pôle jusqu'à une distance polaire quelconque, et la por
tion de cet arc comprise entre deux distances polaires assignées, 
lorsque les éléments de l'ellipsoïde sont connus 290-292 

S e c t i o n V I . — Sur les grands nivellements géodesiques 293 
Détermination directe de la hauteur absolue d'une station au-des

sus de la mer la plus proche, au moyen d'un nivellement maté
riellement effectué. Détermination successive des différences 
de niveau do cette station aux suivantes, et de celles-ci entre 
elles, par le procédé des distances zénithales réciproques, sur 
un ellipsoïde de révolution dont les cléments sont donnes con-
vcnlionnellement 293-29! 

Application théorique et numérique des formules de réfraction ex
posées dans lo tome 1ER, pour calculer les différences de niveau par 
les observations de distances zénithales réciproques simultanées 
ou non simultanées. Expressions générales de ces différences. 
Les restrictions nécessairement imposées aux amplitudes des 
ares qui séparent les stations géodesiques, permettent toujours 
d'effectuer les calculs en prenant pour rayon sphérique le rayon 
oscnlateur moyen et constant qui est représenté par le demi-
grand axe de l'ellipsoïde sur lequel le nivellement est opéré. . . . 294-320 

Examen du cas particulier où l'on détermine la hauteur absolue 
d'une station, d'après la dépression observée do l'horizon de la 
mer. Incertitude inévitable dé ce mode d'évaluation . 320 

Discussion de quelques points de théorie relatifs aux calculs des 
réfractions atmosphériques 320-324 

Justification des éléments atmosphériques sur lesquels repose le 
calcul des différences do niveau dans les cas proposés ci-dessus 
comme exemples. Observations qu'il serait utile de faire pour 
compléter la connaissance théorique de l'atmosphère terrestre. . 324-333 

S e c t i o n V I I . — Application des éléments de l'ellipsoïde terrestre 
à la détermination du mètre théorique, considéré comme la dix-
millionième partie du quart du méridien • 334 

Considérations qui ont présidé à la détermination du mètre légal. 
Evaluation du mètre théorique d'après les éléments de l'ellipsoïde 
terrestre, obtenus en combinant l'arc moyen de France et d'Es
pagne, d'abord avec celui du Pérou , puis avec celui de Laponie. 
Ces deux résultats, à peine différents entre eux, donnent le mètre 
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théorique moindre que le mètre légal de de ligne. Autre 
détermination où l'arc de France et d'Espagne acquiert une in
fluence presque exclusive par son application locale autour du 
45 e parallèle. Elle conduit à un résultat de même sens et un peu 
plus fort, mais il est plus affecté par les irrégularités locales 
de l'arc. La conséquence générale de cette discussion est qu'on 
ne peut pas aujourd'hui répondre de 7 ^ de ligne sur l'évaluation 
du mètre théorique, considéré comme la dix-millionième partie 
du quart du méridien 

N o t e sur le calcul de l'arc du méridien compris entre les parallèles 
de Montjouy et de Formenlera ; par M. Largeteau 

Transport de ce calcul sur un méridien qui traverse l'ensemble de 
la triangulation. Évaluation successive des portions de l'arc mé
ridien, interceptées entre les triangles, au moyen de deux combi
naisons géométriques auxiliaires dont les résultats concordent. 
Retour au méridien de Formentera, et tableaux numériques ras
semblant tous les résultats obtenus 

Ad d i t i o n . Sur quelques .précautions qu'il faut prendre pour effec
tuer avec sûreté et simplicité les calculs numériques dans les ap
plications de géodésie et d'astronomie, où ils se répètent, sous 
des formes analogues, pour une longue suite d'opérations. . . . 

CHAPITRE XIX . 

Manière de fixer les positions relatives des différents points delà 
surface terrestre 

Représentation graphique par des cartes bornées à des étendues 
restreintes, au moyen de coordonnées rectangles prises sur la 
méridienne et la perpendiculaire. Avantages et inconvénients de 
ce choix des coordonnées. Fixation plus étendue des positions 
relatives des lieux au moyen de coordonnées angulaires fournies 
par les observations astronomiques. Emploi des latitudes et lon
gitudes géographiques pour ce but. Définition do ces dernières. 
Leur détermination générale par les phénomènes célestes instan
tanés et parles montres marines ou garde-temps. Artifice employé 
à la mer pour obtenir une ligne visuelle sensiblement fixe parmi 
les agitations du navire. Cette ligne est la droito menée de l'œil 
de l'observateur au cercle apparent de l'horizon tangentiellement 
a la surface de la mer. Usage de cette ligne comme repère dans 
les anciens instruments d'observations nautiques, tels que VAr-
baleslrille et le quartier anglais. Son emploi, bien plus parfait, 
dans les instruments modernes à réflexion, tels que l'octant, le 
sextant, le cercle entier. Description abrégée de ces instru
ments, et manière de s'en servir. Détermination des différences 
de longitudes entre des observatoires fixes, par le transport du 
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temps au moyen d'un grand nombre do chronomètres, constam
ment comparés entre eux et au ciel. Calcul des arcs de plus 
courte distance entre deux points de la surface terrestre dont on 
connaît les latitudes et les longitudes. Eoprésentations graphi
ques de la surface terrestre sur des globes ou sur des plans. Indi
cation des principes et des modes de projection sur lesquels sont 
construites les cartes géographiques les plus usitées 35()-37<) 

CHAPITRE XX. 

Examen des conséquences physiques qui résultent de l'universalité 
du mouvement diurne. 11 ne s'ensuit pas nécessairement que 
ce mouvement doive être en réalité attribué aux astres plutôt 
qu'à la terre; et toutes les analogies rendent la dernière sup
position infiniment la plus vraisemblable 38o-386 

CHAPITRE XXI . 
Conséquences physiques de l'aplatissement de la terre. Sa connexité 

avec l'inégalité de longueur du pendule à secondes sur diffé- • 
rents parallèles 387 

L'inégalité des longueurs du pendule et l'aplatissement de la surface 
terrestre sont liés à la constitution intérieure du sphéroïde et à 
son mouvement do rotation propre, comme ayant leur cause 
commune dans la pesanteur qui sollicite toutes les parties de la 
masse terrestre, considérée tant dans son état de solidité actuel 
que dans un état antérieur de fluidité. Mais la relation de quan
tité entre les deux phénomènes n'est pas déterminable numéri
quement, parce que l'aplatissement actuel est propre à la seule 
configuration externe du sphéroïde, tandis que les longueurs du 
pendule sont déterminées par les attractions des parties do sa 
masse, situées tant a sa surface que dans son intérieur 387-395 

CHAPITRE XXII . 

Des parallaxes 3çf> 
On appelle généralement parallaxes les réductions qu'il faut faire 

subir aux éléments astronomiques observés à la surface de la 
terre, pour les avoir tels qu'ils seraient étant observés de son 
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droite, de déclinaison.Formules générales qui donnent leurs valeurs 
dans la supposition de la terre sphérique. Corrections que ces va
leurs exigent pour être appliquées à un ellipsoïde do révolution. 396-4'-*1 

CHAPITRE XXI I I . 
Description et usages du cercle répétiteur 4'-22 

Exposition détaillée de cet instrument. Principe de la répétition. 
t . m. b 
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qu'il laisse subsister. Détail dos rectifications qu'il exige, et ma
nière de les effectuer q 2 2 -435 

Application à la mesure des distances zénithales absolues des 
astres prises hors du méridien pour connaître leur angle horaire 
actuel. Usage de ce procédé pour déterminer l'heure par les ob
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Application à la mesure des distances zénithales des astres près du 
méridien pour déterminer les latitudes géographiques 4 í ' ' _ 45i 

Emploi du cercle répétiteur pour mesurer les angles de position 
compris entre des objets fixes, comme les signaux des triangles 
géodésiques. ^•>'-.'¡BG 

Extension de ce procédé pour mesurer les distances angulaires des 
astres entre eux ou à dos objets fixes. Détermination des azimuts 
par co genre d'observation 4'>6-4(>3 

Examen de quelques causes d'erreur accidentelles ou constantes 
dont les cercles répétiteurs peuvent être affectés et que la répé
tition no détruit point 4^3-4GS 

Détails sur los niveaux adaptés aux cercles répétiteurs 4^8-4Si 
N o t e I r o . Exemple d'un calcul du temps sidéral actuel, d'après 

une hauteur absolue d'étoile observée hors du méridien avec le 
cercle répétiteur, dans un lieu dont on connaît la latitude géo
graphique 4S2-48.4. 

N o t e I I . Exemple du calcul do la latitude géographique d'un lieu 
d'après une série de distances zénithales de l'étoile polaire, 
observée près du méridien avec le cercle répétiteur 4 8 4 - 4 8 7 

A d d i t i o n . Mémoire sur la latitude de l'extrémité australe de l'arc 
de France et d'Espagne, mesurée de nouveau avec le cercle r é 
pétiteur en i8a5 488 

Nécessité de cette révision occasionnée par la découvertedes erreurs 
constantes que comportent les cercles répétiteurs, et par suite 
desquelles un môme cercle donne habituellement toutes les dis
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T R A I T É 
É L É M E N T A I R E 

D'ASTRONOMIE PHYSIQUE. 
"HT—iÇV 1" 

CHAPITRE XVI. 
De la sphère céleste et de ses cercles principaux. 

1. Les questions concernant les positions optiques des corps 

célestes, que nous avons traitées dans les chapitres précédents, 

se sont trouvées dépendre de la résolution des triangles sphé-

riques. I l en sera ainsi de toutes celles que nous devrons ré

soudre pour déterminer les mouvements apparents, soit propres, 

soit relatifs, de ces corps, considérés indépendamment de leur 

éloignement absolu ·, car alors elles auront toujours pour objet les 

positions ou les grandeurs des angles compris entre les rayons 

visuels menés de notre œil aux différents points du ciel où ils sem

blent projetés. S i , autour de chaque observateur considéré comme 

centre des mouvements célestes, on conçoit une sphère d'un rayon 

quelconque, dont la surface coupera perpendiculairement tous les 

rayons visuels menés aux différents astres, ou aux divers points d'un 

même astre, les points d'intersection de ces rayons, étant unis par 

des arcs de grands cercles, détermineront sur la sphère des triangles 

sphériques. Les parties constituantes de ces triangles étant calculées 

et liées les unes aux autres par les rapports connus qui constituent 

la trigonométrie sphérique, donneront les rapports de position 

optique qui existent entre les points comparés. 

2. Peu importe à quelle distance les rayons visuels sont 
coupés par cette sphère ; les mêmes rapports de position et de gran
deur subsistent entre eux. On peut donc, sans difficulté, la sup-

t . NI. I 
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poser décrite d'un rayon immense, qui s'étendra au delà de lo in 

les astres, cl les attacher, pur la pensée, sur la direction de lcurss 

rayons lumineux, à la surface concave de celle même sphère , an 

centre de laquelle nous nous trouvons; cette construction fornift 

ce que les astronomes appellent la sphère céleste. 

Chaque observateur étant placé au centre de sa sphère, il y a 

autant de ces centres et de ces sphères qu'il y a de points sur 1« 

surface terrestre; et les situations apparentes des astres, c'est-à-dire 

les points delà sphère céleste auxquels on les rapporte, doivent ètrt' 

différents pour chaque observateur. Cela se vérifie, en effet, pour 

la plupart des astres doués de mouvements propres. Mais, pouf 

les étoiles fixes dont nous devons d'abord nous occuper spéciale

ment, comme tous les rayons visuels qui leur sont menés au même 

instant, de tous les points de la terre, peuvent être censés parallèles, 

il s'ensuit que chaque observateur les projette sur sa propre sphère, 

en des points exactement correspondants. Ou, ce qui revient au 

même, si l'on donne à celte sphère un rayon si grand que le diamètre 

de la terre, par rapport à ce rayon, puisse être considéré comme 

insensible, et la terre considérée comme un point, il n'y aura 

plus qu'une seule sphère céleste pour tons les observateurs; et les 

rayons visuels menés de leurs yeux à une même étoile infiniment 

éloignée devront être considérés comme aboutissant aux mêmes 

points de sa surface. Mais si ces rayons visuels, étant dirigés à un 

astre plus rapproché, font entre eux un angle sensible, ils abou

tiront sur la sphère commune , à des points différents. 

3. Au reste, n'oublions pas que cette forme sphérique que 

nous imaginons ici n'a rien de réel relativement à l'éloignement 

absolu des différents astres. Ceux-ci peuvent être et sont en effet 

placés à des distances très-inégales. La considération d'une sphère 

céleste, rendue commune à tous les observateurs par l'immensité 

de son rayon, n'est qu'une conception géométrique propre à fixer 

les idées et à faciliter le raisonnement, toutes les fois que l'on veut 

seulement considérer, ou comparer, les angles visuels formés dans 

l'œil d'un même observateur par les rayons visuels menés aux dif

férents points de l'espace indéfini qui l 'environne. Mais , pour en 

faire des applications exactes, il faudra distinguer soigneusement, 
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dans les apparences phénoménales, celles qu'on y peut rapporter 

comme universelles, et celles dont l'énoncé doit être modifié ou 

restreint, en raison des circonstances de localité propres au point 

de la surface terrestre où. se fait l'observation. 

•4. Ainsi, on placera, sur un diamètre de cette sphère, l'axe du 

mouvement diurne du ciel, et ses deux pôles de rotation. On tracera 

idéalement sur sa surface des grandi cercles dont le plan passera par 

cet axe , et qui seront les plans horaires des astres. On y décrira, 

autour des pôles, des petits cercles ayant chacun un arc constant de 

distance polaire, et dont le plan sera normal à l'axe de rotation. Ce 

serontlesparallèles célestes que les étoiles décrivent. La terren'étant 

qu'un point placé au centre de la sphère infinie, ces diverses con

structions seront vues sous un aspect identique par tous les obser

vateurs répartis sur sa surface. Seulement, à cause de sa convexité, 

elles se présenteront, au même instant physique, dans des situa 

tions diverses relativement aux coordonnées verticales et horizon

tales de chaque lieu. En effet, ces coordonnées, quoique partant de 

points physiques distincts, s'assimileront, clans leurs intersections 

sur la sphère infinie, à autant de rayons partis du centre; mais elles 

n'y distingueront les unes des autres par leurs directions diverses, 

lesquelles dépendent, pour chaque point de la surface terrestre, de 

la direction absolue du plan tangent local qui les contient ou qui 

leur est perpendiculaire. Par exemple, deux lieux dont les verti

cales propres seraient coïncidentes en direction, ou seulement pa

rallèles entre elles, auront aussi leurs plans horizontaux parallèles 

entre eux; de sorte que ces plans couperont la sphère céleste 

suivant un même grand cercle, comme s'ils se confondaient en un 

plan unique, mené par son centre, suivant cette commune direc

tion. Alors ces deux lieux verront simultanément les mêmes 

étoiles paraître ou disparaître dans leurs horizons propres. Si les 

verticales sont seulement parallèles à un même plan central conte

nant l'axe de rotation de la sphère céleste, tous les lieux de la sur

face terrestre qui satisferont à cette condition auront leurs méri

diens propres parallèles à ce plan, et chaque étoile les traversera 

tous au même instant physique, quoiqu'elle puisse être alors vi

sible pour un de ces lieux el invisible pour un autre, à cause de 
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l'opacité de la niasse terrestre, selon que le passage s'opérera au-

dessus ou au-dessous de leur horizon propre. Tous les lieux dont 

les normales ont cette corrélation sont dits être sous le même méri~ 

dieu céleste; les plans horaires dans lesquels chaque étoile s'y 

trouve à un même instant physique sont parallèles entre eux. 

S. Généralement, tous les plans menés par l'oeil de l'observateur 

terrestre seront des plans diamétraux de la sphère universelle ; tous 

les angles visuels qu'on y observera auront donc leur mesure sur 

les arcs de grands cercles résultant de l'intersection de cette sphère 

par les plans qui les contiennent, et leur grandeur sera exprimée 

par la portion d'arc interceptée entre les rayons visuels qui les li

mitent. On conçoit ainsi tons les cercles de la sphère céleste divisés 

en degrés, minutes et secondes, et l'on exprime les mesures des 

angles visuels au moyen de ces divisions. Par exemple, lorsque 

deux étoiles, comprises dans un même plan horaire, traversent 

simultanément le méridien terrestre d'un certain l ieu, si les rayons 

visuels menés à l'une et à l'autre comprennent entre eux un angle 

de dix degrés, on dira qu'elles se trouvent à dix degrés de distance 

angulaire, ou , par abréviation , à i o ° de distance l'une de l'autre. 

On définit de même tous les angles visuels par les arcs de distance 

interceptés. 

0. Les arcs que le mouvement diurne fait décrire aux étoiles sur 

leurs parallèles propres s'expriment aussi de là même manière, en 

parties de la graduation de ces cercles. Biais ces énoncés ne sont 

pas immédiatement comparables entre eux ni à ceux des angles 

visuels, parce que les subdivisions qu'ils expriment sont comptées 

sur le petit cercle que l'étoile décrit. L'identité n'a lieu que pour 

le parallèle dont le plan, normal comme les autres à l'axe de rota

tion du ciel, passe en même temps par le centre de la sphère cé

leste. Celui-là se nomme spécialement Xéquateur céleste, et les autres 

sont appelés génériquement parallèles célestes, à cause du parallé

lisme de leur plan au sien. On peut encore les considérer comme 

l'intersection de la sphère céleste par la surface conique que f o r 

ment les rayons visuels menés du centre de cette sphère, ou d'un 

point quelconque delà terre, à une même étoile dans toute la durée 

de sa révolution diurne. Tous les lieux terrestres, dont la verticale 
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est parallèle à une des arêtes d'un même cône ainsi décrit, sont dits 

être sous le même parallèle céleste. 

7. Maintenant, considérant en particulier un point donné de la 

terre, fixons, par des caractères géométriques relatifs à ses coor

données locales propres, les positions apparentes des différents 

cercles célestes que nous venons d'imaginer. 

La position de l'équateur céleste se définit par sa trace sur le plan 

de l'horizon et par sa hauteur, c'est-à-dire par l'angle dièdre qu'il 

forme avec le plan horizontal, cet angle étant mesuré du côté de ce 

plan où il est moindre qu'un quadrant. 

Par le centre C de la sphère céleste, fig. i, menez trois droites 

rectangulaires indéfinies CZ, CM, CH, respectivement parallèles aux 

trois droites OZ', OM', OH ' qui désignent la verticale, la méri

dienne et la perpendiculaire du lieu considéré. Les plans ZCM, MCH, 

ZCH représenteront respectivement le méridien, l'horizon et le 

premier vertical de ce lieu, transportés parallèlement à eux-mêmes, 

au centre de la sphère céleste, en conservant leurs relations dé 

rectangularité. Dans le plan ZCM menez l'axe de rotation CP : le 

plan de l'équateur passe par le centre C et est perpendiculaire à 

cet axe ; il le sera donc aussi au plan ZCM, et contiendra la droite 

C i l qui lui est normale; de sorte qu'elle représentera sa trace sur 

le plan MCH. Maintenant, à cause de la petitesse infinie de la terre 

comparativement à la sphère céleste, toutes les relations angulaires 

qui ont lieu en C se reproduiront en 0 entre les droites parallèles; 

conséquemment : 

La trace de l'équateur céleste sur l'horizon de chaque lieu sera 

la droite horizontale O H ' menée perpendiculairement a la méri

dienne locale ; c'est celle que nous avons nommée spécialement la 

perpendiculaire. 

La nautcur de l'équateur sur l'horizon local, ou l'angle Q 'OM' , 

est égal ci la distance angulaire P'OZ' du pôle an zénith. Car l'axe 

polaire universel OP' étant normal au plan de l'équateur, il est per

pendiculaire à sa trace OQ' dans le plan méridien. Or, la verticale 

locale OZ', située, comme OP', dans ce dernier plan , est perpen

diculaire à la méridienne locale OM'. Ainsi la dislance polaire P 'OZ ' 

et la hauteur angulaire Q'OM' sont toutes deux égales, comme coin-
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pléments d'un même angle Q'OZ'. Celui-ci s'appelle la latitude géo

graphique du lieu considéré. Par une raison semblable, cette lati

tude est égale à la hauteur angulaire P 'ON' du pô le , comptée du 

côté du zénith opposé à la trace de l'équateur. Tout évidentes que 

soient ces relations , comme leur emploi se représente continuclb-

ment, il était nécessaire d'en fixer les énoncés. 

8. La position des divers parallèles célestes au-dessus de l 'ho

rizon de chaque lieu s'y définit d'après la distance zénithale méri

dienne des étoiles qui les décrivent, distance que nous avons appris 

à déterminer par observation. Elle peut se calculer d'après la dis

tance polaire du parallèle, en portant cette distance de part et d'autre 

du pôle visible, dans le plan du méridien local. 

9. Les degrés, minutes et secondes des parallèles célestes n'ayant 

pas des valeurs absolues comme les degrés des grands cercles, il 

faut, pour les rendre comparables entre eux et à ceux-ci , associer à 

leurs expressions un élément déterminatif, qui est la grandeur re

lative du rayon de ce parallèle comparé au demi-diamètre de la 

sphère ; mais, avec cette spécification, il est facile de convertir 

les arcs de parallèles en arcs de grands cercles, et inversement. 

En effet, pour découvrir ces rapports, transportons le centre de

là sphère céleste au point 0 , fig. 2 , supposé le centre local des ob

servations. Traçons, dans le plan de la figure, le grand cercle PSQP' 

du méridien local, c'est-à-dire celui suivant lequel le plan de ce 

méridien coupe la sphère céleste. Soit QEQ' lo grand cercle de l'é

quateur céleste ayant,,comme le précédent, son centre au point O, 

centre des observations. Représentons par SnS' un parallèle quel 

conque dont la distance polaire soit PS, et dont le centre soit situé 

en O' sur l'axe polaire. L'équateur et le parallèle sont divisés en un 

même nombre de degrés ; ainsi les longueurs des arcs qui repré

sentent ces degrés sont proportionnels aux contours des deflx cer

cles ou aux rayons de ces cercles, car les circonférences sont entre 

elles comme leurs rayons. En effectuant cette proportion , on voit 

que la longueur de chaque degré du parallèle SnS', exprimé en 

, - , , SO' , . OO 
degres de 1 cquateur, vaudra i ° .~T ; 5 et réciproquement i ° - ^ r , 

sera la longueur d'un degré de l'équateur exprimé en degrés du 
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paiallèle. Cela donne le moyen d'opérer celle ton version réciproque 

pour des nombres quelconques de degrés des deux cercles, lorsque 

le rapport de leurs rayons est connu. 

Or, il l'est lorsqu'on donne l'angle au centre SOP ou d, qui 

marque , dans le méridien, la distance angulaire du parallèle au 

pôle; car SO' étant perpendiculaire à OP, et SO étant égal à QO , 

SO' SO' 
comme rayons d'un même cercle, le rapport -—- ou —-- est ce 

(¿0 SO 

qu'on appelle en trigonométrie le sinus de l'angle POS. De là ré

sulte la règle suivante : 

Pour convertir un nombre de degrés, minutes et secondes d'un 

parallèle en degrés, minutes et secondes de l'équaleur, il faut mul

tiplier le nombre donné par le sinus de la distance polaire du pa

rallèle. 

Réciproquement, pour convertir des degrés, minutes et secondes 

de l'cquateur en subdivisions analogues du parallèle, il faut les 

diviser par le sinus de la distance polaire où l'on veut les trans 

porter. 

La première opération affaiblit le nombre donné, la seconde 

l 'agrandit, puisque le sinus d'un angle est toujours une fraction 

de l'unité. Supposons la distance polaire du parallèle égale à 3o 

degrés sexagésimaux ; le sinus de 3o° est - ; conséquemmem 2.0° de 

ce parallèle équivaudront, en longueur, à i o ° de l'équateur, et io ° 

de l'équateur à 20" du parallèle. 

10. On a un exemple de ces équivalences, et un exemple pour 

ainsi dire physique, dans l'inégalité des temps cpie les différentes 

étoiles emploient à traverser les fds du réticule de l'instrument des 

passages, selon les parallèles célestes où elles sont placées. Celles 

qui sont près de l'équateur vont plus v i te , celles qui sont près du 

pôle vont plus lentement, et généralement la durée de leur passage 

paraît presque exactement réciproque au sinus de leur distance po

laire. On le voit, par le tableau suivant, qui présente les intervalles 

de temps employés, en 1 8 1 0 , par diverses étoiles inégalement 

distantes du pôle, pour traverser deux mêmes fils verticaux d'un 

instrument de passage dont le fil central était dirigé dans le méri

dien, à l'Observatoire de Paris. 
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NOMS DES ASTRES. 

DISTANCE 

au 

pôle toréai. 

DURÉE 
du passage 

entre deux 111s 
observée.„ 

PRODUIT 
do la durée 
du passage 
par lo sinus 

de la distance 
polaire. 

1042'20" !J8i s8o I 7 S 3 2 

44.12.36 24.90 ' 7 . 3 7 
87. 9.5a 17,40 ' 7 » 3 7 
98.a5.5o 17,35 17,36 

n5 .5g .5o ig , 35 >? , 3 9 

i 7 ,36 

Les trois premières colonnes renferment, pour chaque éto i le , 

les résultats de l'observation. En multipliant la durée du passage 

par le sinus de la distance polaire, on obtient les nombres contenus 

dans la dernière colonne, et leur égalité presque exacte montre 

bien que la proportion dont il s'agit est au moins très-approchée 

de la vérité. Si l'on consent à négliger les petits écarts qu'on y d é 

couvre, en les attribuant aux erreurs des observations, la moyenne 

de ces nombres représentera la durée du passage d'une étoile qui 

serait située dans le plan de l'équateur. C'est ce qu'on nomme Vin-

tcrvalle équatoiial des fils. 

Pour rendre raison de ces résultats, considérons, fig. 3 , deux 

fds réticulaircs Vf, F'/' , placés exactement dans le plan focal du 

système objectif achromatique L L d'un instrument de passages, et 

dirigés perpendiculairement à son fil horizontal HH ' , à des d is 

tances égales et très-petites del 'axe optique central CM, cet axe étant 

spécifié par les définitions que nous en avons données tome I , 

page 5 1 7 , et tome I I , page 260. D'après le mode d'action qu'un 

tel système exerce sur les pinceaux lumineux très-déliés qui le tra

versent en formant de petits angles avec son axe central, si deux 

pinceaux pareils, émanés de deux points rayonnants très-distants 

S, S', forment respectivement leurs images focales aux points I I , I I ' , 

les axes géométriques de ces pinceaux soutendront dans le ciel un 
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PHYSIQUE, g 

angle visuel I ICH' , qui pourra être évalué par des expériences que 

nous avons décrites tome I , pages 679 et suivantes; et cet angle 

conservera une grandeur constante, tant qu'il ne s'opérera aucun 

changement dans la position des points H, H ' autour de l 'axe, non 

plus que dans la distance focale CM. L'oculaire que l'on adapte 

au delà du plan focal H M H ' n'y produit aucune altération ; il am

plifie seulement, pour l 'œil , l'intervalle H H ' , et fait ainsi apprécier 

la coïncidence des foyers des pinceaux sur les fils F f, F '/ ' , plus 

exactement qu'on ne le ferait à la vue simple. Ces conditions de 

constance étant supposées remplies, lorsqu'on dirige la lunette sui

des parties quelconques de la sphère céleste, l'intervalle fixe H H ' y 

soutend toujours un angle visuel constant, dont le sommet C peut 

être censé placé au centre de cette sphère, de sorte qu'il a pour 

mesure un certain arc de grand cercle. Mais, comme cet arc est tou

jours fort petit, lorsqu'on le transporte, par le mouvement de la 

lunette , sur les parallèles des différents astres , il se confond sensi

blement avec un petit arc de ces parallèles, et occupe, sur leur cir

conférence, un nombre de degrés, ou plutôt une très-petite fraction 

de degré, qui est presque exactement réciproque au sinus de leur 

distance pokire. Or, à cause du mouvement commun de la sphère 

céleste, il pisse au méridien, dans un temps donné, un même 

nombre de degrés de tous les parallèles. L'étoile doit donc employer 

plus de temps pour traverser le fil horizontal de la lunette, à mesure 

que celui-ci occupe un plus grand nombre de divisions sur la cir

conférence di parallèle; et les durées des passages doivent être 

proportionndles à l'étendue de la graduation que le fil superposé 

occupe, c'es-à-dire réciproques au sinus de la distance polaire. 

Ce résultai n'a lieu ainsi que d'une manière approchée, et seu

lement lorsqie les arcs de l'équateur et des parallèles que l'on su

perpose sont extrêmement petits. En effet, soit E l'angle visuel ou 

l'arc de Féqiateur que l'on veut porter successivement sur divers 

parallèles. S>it n l'arc qu'il devra occuper sur chacun d'eux, cet 

arc étant tovjours exprimé en parties de leur propre graduation. 

Dans la réalié, ce ne sont pas les arcs E et II qui coïncident, ce 

sont leurs codes, et l'on ne peut substituer les unes aux autres que 

lorsque les acs sont fort petits, comme clans les exemples de pas-
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(") Soient R le rayon do l'équateur de la sphère céleste, r celui du parallèle. 
La cordo que soutend l'angle E sur le cercle équatoiial est 2 l t sin JE; colle 
que l'angle II soutend sur le contour du parallèle est arsin J 11. Puisque, dans 
leur superposition, ces cordes doiventêtre égales, l'expression de celte éga
lité sera 

II.sin ;-E = r.sin J-n. 

Soit d la distance polaire du parallèlo, on aura 

;• = R sin d; 

ui substituant celte valeur, et divisant tout par I I , il \ient 

(1) sin JE = sin ri.sin \ II ; 

c'est la formuleexacto,générale et rigoureuse. Mais, lorsque les angles E 
et II sont fort petits, comme dans les exemples dont nous avons fait usage, 

sin ! E , . . E , . 
le rapport ^-Y-jj e s t , n fort peu près, le même que celui «e - . Ainsi, en 

substituant ce second rapport au premier dans l'équation précédente, clic 
devient 

(a) E = n.sinrf; 

c'est celle que nous avons employéo, mais elle n'est applicalle qu'à de Irè*-
petits angles. 

En l'admettant comme suffisamment exacte, nommons 1 l'intervalle de 
temps sidéral quo devra employer une étoile pour parcourir l'angle E du 
cercle équalcrial, et 0 celui qu'une autre étoile située sur b parallèle em
ploiera pour y decriro l'anglo n. Les circonférences des deis cercles devant 
cire parcourues en 2 ' | heures sidérales, on aura par proporlûn 

donc 

T — ->4li J L 0 - A<H _IL. 
~ 2 1 36o»' 4 36o° ' 

T = 0 5 = 0 sin d. 

C'est la relation qu'exprime notre tableau de la page 8; ellrse tiouve ainsi 
vérifiée expérimentalement. 

II est bon de remarquer que le rayon 11 de la sphère célete a disparu do 

sages que nous avons rapportés (*). Il résulte encore de cette d i s 

tinction que l 'étoile, qui décrit l'arc de son parallèle, ne peut pas 

suivre rigoureusement le fil rectiligne qui en représente la corde. 

Si elle coïncide avec lui au commencement et à la lin de l'intervalle 

qu'il soutend , elle devra s'en écarter dans les positions intermé-
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diaires et paraître décrire une courbe dont la concavité sera tournée 

vers le fil. Cela devient sensible pour les étoiles très-voisines du 

pôle. Il y a aussi à considérer que, pendant la durée d'un passage 

ainsi observé, l'étoile se trouve à la fois hors du méridien et hors 

de l'axe optique physique de l'instrument, excepté à l'instant où 

elle traverse le fil central du réticule; mais je néglige pour le mo

ment ces détails, qui seront discutés à la fin du présent Traité, dans 

une dissertation spéciale sur l'emploi de l'instrument des passages 

dans ses applications les plus rigoureuses. 

Les astres doués d'un mouvement propre , comme le soleil, la 

lune et les planètes, offrent des variations analogues dans le temps 

que leur disque emploie à traverser le fd méridien, selon les diffé

rents parallèles où ils se trouvent. Mais, pour ces astres, outre la 

cause que nous venons de remarquer et qui est la principale, il 

existe d'autres particularités qui modifient les durées de leurs pas

sages. La première, c'est que l'étendue apparente de leur disque 

change à diverses époques, par suite des variations de leur éloigne-

ment, et avec leur hauteur sur l'horizon ; la seconde, c'est que leur 

mouvement propre, qui se combine avec celui de la sphère céleste, 

a aussi alors d'inégales vitesses. 

l'équation ( i ) , do sorte que les relations des arcs E, det U sont indépendantes 
de la valeurde ce rayon. Cela était facile à prévoir, puisque tontes les sphères 
concentriques, que l'on peut ainsi décrire autour do l'observateur, ne chan
gent point les valeurs absolues des angles; elles ne changent que celles de 
leurs sinus. Mais, comme ceux-ci croissent tous en môme temps dans le même 
rapport, proportionnellement au rayon de la sphère, les relations de gran
deur qui subsistent entre eux n'en sont nullement altérées: ils sont seule
ment rapportés à une unité différente. Ainsi, dans les équations qui expri
ment ces rapports, la valeur absolue du rayon de la sphère disparaîtra 
toujours. Quoique cette remarque soit très-simple, il m'a paru utile de la 
présenter, pour faire encore mieux comprendre, par cet exemple, que ce 
qu'on appelle la sphère céleste n'est qu'une conception géométrique propre 
à fixer lo raisonnement, et qu'on ne doit y attacher aucune idée de réalité 
physique ni de grandeur absolue. Toutes les sphères concentriques à l'ob
servateur peuvent être, pour lui, la sphère céleste ; et, s'il en choisit une 
d'un rayon immense, c'est parce quoles astres étant si distants de lui, com
parativement à leurs dimensions propres, il ne peut, à la vue seule, juger 
de leur éloignement relatif, ses jeux les supposent également et infiniment 
éloignés. 
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11. Les distances au zénith et les azimuts nous onl offert, pour 

chaque lieu de la terre, un système de coordonnées angulaires 

auxquelles on peut rapporter la position de tous les astres ; mais ce 

système a l'inconvénient d'être variable d'un pays à l'autre. Car, 

à cause de la rondeur de la terre , les plans de l'horizon et du mé-

ridien, auxquels se rapportentles hauteurs et les azimuts, prennent, 

dans l'espace, toutes les directions possibles, et par conséquent 

les positions des astres, ainsi exprimées, n'offrent rien de compa

rable. L'équatcur et les plans horaires célestes nous offrent un sys-

tèmede coordonnées analogues, mais bien préférable, puisque étant 

pris immédiatement dans le ciel, il fournit, à tous les astronomes 

situés sur la surface terrestre, un moyen uniforme et comparable 

d'exprimer les résultais de leurs observations. 

12 . Pour déterminer ainsi la situation d'un astre quelconque 

sur la sphère céleste, il suffit de connaître le plan horaire, ou le 

cercle horaire sur lequel il se trouve, et sa position sur ce cercle ou 

dans ce plan. Tout se réduit donc à déterminer ces deux éléments. 

La position de l'astre sur son cercle horaire est déterminée 

lorsque l'on connaît sa distance au pôle ou sa distance à l'équatcur, 

qui en est le complément et que l'on nomme la déclinaison ; c'est 

pourquoi on appelle souvent les cercles horaires cercles de décli

naison . 

La position du plan horaire sur la sphère céleste se détermine 

d'après l'angle cpi'il fait avec un plan horaire connu. Pour cela, on 

en choisit un à volonté, auquel on rapporte tous les autres; ce sera, 

par exemple, celui qui passe par une étoile que l'on aura désignée. 

Si l'on imagine plusieurs autres plans horaires menés par différents 

points du ciel, ils feront des angles dièdres plus ou moins grands avec 

le premier. Chacun d'eux sera donc distingué par l'angle qui lui est 

propre et qui a pour mesure l'arc de l'équatcur compris entre lui 

et le premier plan horaire ; cet arc se nomme Y ascension droite. 

On le détermine en observant le temps qui s'écoule entre le passage 

de l'astre au méridien et celui du plan horaire que l'on a choisi 

pour point de départ. Ce temps, converti en degrés ou en grades, 

est l'ascension droite de l'astre ; elle se compte toujours d'occident 

en orient, cl depuis o° jusqu'à la circonférence entière. Quant à la 
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(*) Soient P la différoncodes ascensions droites des deux astres, ou l'angle 
au pôle compris entre leurs cercles de déclinaison; A ' , A " leurs distances 
polaires respectives, et D l'arc de grand cercle qui mesure leur distance an
gulaire sur la sphère céleste. Si l'on considère le triangle sphérique formé 
par les trois côtes A', A " et D , on y connaîtra A ' , A " et l'angle compris P. 
Ainsi les règles de la trigonométrie sphérique,appliquées à cocas, donneront 

cos D = sin A ' sin A " cos P - I - cos A ' cos A " . 

En transportant ici le mode de transformation dont nous avons fait usage, 
pour une relation semblable, tome I I , page 396, si l'on remplace co sD , 
cos P, puis cos ( A " — A ' ) par leurs expressions équivalentes 1 —2sin 5 -JD, 
1 — 2 sin3 4P, 1 — 2sin 5 A ( A " — A ' ) , on obtiendra cette expression, plus com
mode pour le calcul numérique: 

sin 5 ; D = sin 3 \ ( A " — A ' ) + sin A ' sin A " sin 5 { P. 

Nous aurons plus loin l'occasion de reconnaître que le pôle change dépo
sition parmi les étoiles dans la suite des siècles, ce qui fait varier inéga
lement leurs distances polaires et leurs ascensions droites absolues ; mais 
nous constaterons aussi que ce mouvement appartient en réalité à l'axe de 

déclinaison , elle se compte depuis o° jusqu'à un angle droit; on la 

dit boréale ou australe, suivant que l'astre auquel elle appartient 

est situé au nord ou au sud de l'équateur. L'emploi des distances 

polaires est bien préférable dans les raisonnements et même dans 

les formules analytiques, à cause de la continuité de sens de leur 

numération ; aussi en ferai-je plus habituellement usage. 

15. Lorsque ces deux coordonnées, la déclinaison et Yasccnsion 

droite, sont connues, on peut trouver, par la trigonométrie sphé-

r ique, tous les rapports de position et de distance qui existent sur 

la sphère céleste entre les points auxquels elles se rapportent. 

Par exemple, si l 'on veut trouver Y arc de distance de deux 

étoiles, c'est-à-dire l'arc,de la sphère céleste qui les unit, on tirera 

de leurs déclinaisons leurs distances à un même pôle. On prendra 

ensuite ladifférence de leurs ascensions droites; ce sera l'angle dièdre 

compris entre les plans horaires où elles se trouvent. Alors les deux 

distances polaires et l'arc de distance formeront, sur la sphère cé

leste , un triangle sphérique où l'on connaîtra deux côtés et l'angle 

compris. On pourra donc calculer le troisième côté ou l'arc de dis

tance des deux étoiles (*). On pourrait, de la même manière, cal-
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culer l'arc Je distance, d'après les distances au zénith et les azimuts. 

L e raisonnement est le même, le système seul des coordonnées est 

changé. Je reviendrai tout à l'heure sur cette opération, qui est 

nécessaire dans quelques circonstances. 

14. Le point de l'équateur d'où les astronomes comptent les 

ascensions droites dépend du mouvement du soleil, ou plutôt de 

la position de cet astre à une époque déterminée ; car c'est au so

leil , comme au régulateur naturel des jours , des années et des 

siècles, que les astronomes rapportent toutes leurs observations. 

Mais ce choix, purement arbitraire, ne change point les positions 

respectives des astres dans le ciel ; il n'influe ni sur leurs déclinai

sons, ni sur leurs différences d'ascension droite; il détermine seu

lement leur ascension droite absolue. I l ne doit donc apporter 

aucun changement aux lois des mouvements des astres qui se dé -

rotaliou do. la terre, et que les étoiles ne le partagent (Joint. Leurs distances 
relatives D , évaluées par la formule précédente, ne peuvent donc changer 
que par l'effet dos mouvements individuels qui seraient propres aux étoiles 
elles-mêmes, et qui altéreraient leurs positions relatives. Le calcul de la 
distance D , réitéré pour des époques très-éloignées les unes des autres, avec 
les valeurs de A', A" et P qu'on y a observées, offre ainsi un moyen direct 
pour constater l'existence et la mesure de ces variations. Malheureusement 
les observations anciennes, faites avant l'invention des instruments à lunettes 
et dos horloges à, pendule, sont trop inexactes pour qu'on puisse en faire des 
applications si minutieuses; on peut seulement en conclure que les mouve
ments propres des étoiles doivent être fort petits, puisque les configurations 
des groupes dans lesquels on les rassemble sous le nom de constellations 
présentent encoreaujourd'hui les mêmes apparences que les astronomes grecs 
leur ont assignées. Alors, les considérant comme négligeables comparative
ment aux erreurs que les anciennes observations devaient comporter, on 
peut apprécier l'étendue de ces erreurs en calculant les valeurs qu'elles don
nent pour les distances D calculées par notre formule, et les comparant à 
celles que nous déterminons bien plus exactement aujourd'hui, afin do voir de 
combien elles en diffèrent. Deluinbra a fait cette comparaison, dans le tome 11 
de son Histoire de l'Astronomie ancienne, page 291, pour toutes les étoiles dont 
Ptolémée avait assigné les positions relativement à un système de coordon
nées angulaires équivalent à celles que notre formule emploie, quoique au
trement définies; il a reconnu ainsi, dans ces positions, des erreurs dont 
l'amplitude est fréquemment de | ou 3· de degré, et qui s'élèvent parfois 
jusqu'à plus d'un degré entier, tandis qu'alors les incertitudes de nos oh 
servations actuelles atteignent au plus 1" ou ·>."• 
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(luisenttlcs rapports de leurs positions à différentes époques. Ainsi, 

jusqu'à ce que nous ayons acquis les données d'après lesquelles on 

a fixé cette origine, nous pouvons d'abord supposer les ascensions 

droites de toutes les étoiles rapportées à une d'entre elles , comme 

à une origine fixe et déterminée. 

l i î . En observant avec l'instrument des passages les instants où 

les diverses étoiles traversent le méridien, et mesurant aussi leurs 

distances zénithales dans ce plan avec les cercles fixes, ou par des 

moyens équivalents, on détermine , comme nous venons de le dire, 

leurs ascensions droites et leurs déclinaisons. On peut donc dresser 

des registres qui font connaître la position de toutes les étoiles ob

servées, et l 'ordre dans lequel elles se succèdent dans leur passage. 

C'est ce que l'on nomme des catalogues d'étoiles ; on en publie uu 

chaque année, pour les plus apparentes, dans la Connaissance des 
Temps. Avec un pareil catalogue, rien n'est plus facile que d'ap

prendre à distinguer et à reconnaître toutes les constellations v i 

sibles dans le lieu où l'on se trouve: il faut pour cela suivre leur 

succession avec l'instrument des passages, ou môme, si l'on manque 

de cet instrument, il suffit de se placer auprès d'une muraille dirigée 

à peu près dans le plan du méridien, et avoir avec soi une horloge 

qui suive le temps sidéral ou dont la marche soit déterminée. Dès 

que l'on connaîtra une seule étoile, et qu'on l'aura vu passer au 

méridien, on les reconnaîtra toutes d'après le catalogue qui donne 

leur différence d'ascension droite, et par conséquent les intervalles 

de temps après lesquels elles se suivent. Cette étude deviendra en

core plus agréable et plus facile si l 'on s'aide en même temps d'un 

globe céleste, ou d'une carte céleste, sur laquelle soient figurées les 

différentes constellations, avec les principales étoiles qui les com

posent ; ce qui permet de les déterminer et de les déduire en quelque 

sorte les unes des autres par des alignements. C'est là le principal 

avantage de ces représentations graphiques ; car il ne faut pas s'ar

rêter aux figures d'hommes et d'animaux, par lesquelles on désigne 

les différentes constellations. Ces figures n'ont aucun rapport réel 

avec l'arrangement des étoiles dans le ciel : elles ont été détermi

nées par le caprice des hommes, quelquefois par flatterie; mais 

cependant elles peuvent jusqu'à un certain point servir pour aider 
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(*) Les figures que nous employons généralement aujourd'hui nous viennent 
presque tontes des Grecs, qui y ont attaché des traits et des noms en rap
port avec leurs idées mythologiques. La preuve que ce système d'arrange
ment est tout artificiel, c'est que les Chinois, dont les notions astronomi
ques remontent à des temps bien plus reculés, ont groupé les mêmes étoiles 
d'une manière toute différente en les rapportant, non pas à des idées my
thologiques, mais aux formes hiérarchiques de leur gouvernement impérial. 

la mémoire, en attachant aux groupes d'étoiles des noms connus. 
Avec ces secours, on connaîtra parfaitement, en quelques nuits, 
toutes les étoiles qui seront visibles à l'époque où l'on aura observé; 
et en répétant la même épreuve à diverses époques, lorsque l'as
pect du ciel sera changé par l'effet du mouvement propre du so
leil , on parviendra aisément à distinguer et à reconnaître toutes 
les constellations (*}. 

1C. Les ascensions droites de toutes les étoiles étant déterminées 
relativement a une d'entre el les, comme nous venons de le d i re , 
si l'on veut les rapporter au point de l'équateur que les astronomes 
sont convenus de choisir pour origine, il suffira de connaître la 
différence d'ascension droite, comprise entre ce point et une étoile 
quelconque, à l'époque que l'on veut considérer. Cette différence, 
ajoutée à Y ascension droite relative de toutes les autres étoiles, 
donnera leur ascension droite absolue. Par exemple, il suffit de 
savoir que, le i c r janvier 1 8 1 0 , ce point de l'équateur passait an 
méridien de Paris i h 5 6 m 2 9 s sidérales avant l'étoile a du Bélier, 
ramenée théoriquement, pour la même époque, au lieu moyen 
autour duquel elle oscille, en vertu de l'aberration et de la nuta-
tion. En d'autres ternies, l'ascension droite vraie de α du Bélier, 
exprimée en temps sidéral et pour cet instant, était i h 5 6 r a 2 9 s 

ou 2 9 °7 ' i 5 " en arc. Je dis pour cet instant, parce que la préces
sion, la nutation et l'aberration rendent l'ascension droite variable, 
la première déplaçant toutes les étoiles, avec continuité et lenteur, 
parallèlement à un même grand cercle de la sphère céleste; les 
deux autres faisant décrire beaucoup plus rapidement, à chaque 
étoile, de petits cercles autour de son lieu moyen ainsi transporté. 

17. Le même point de l'équateur céleste, qui sert d'origine pour 
les ascensions droites, sert aussi d'origine pour le temps sidéral, 
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c'est-à-dire que, dans chaque l ieu, ou compte o h , o m , o s sidérales 

quand il passe au méridien. On le désigne ordinairement par le 

signe T , caractère de la constellation appelée le Bélier ou Aries. 

Nous en verrons la raison plus fard. Je dois seulement avertir 

qu'aujourd'hui il se trouve considérablement éloigne des étoiles 

qui composent cette constellation, et cela se voit par les nombres 

mêmes que je viens de rapporter. 

18. D'après ces définitions, rien de plus aisé que de trouver, à 

chaque instant, l'heure qu'il est, en temps sidéral, dans un lieu où 

l'on connaît la hauteur du pôle. I l suffit d'observer la distance zé

nithale d'une étoile connue et de calculer son angle horaire, que 

je suppose compté du méridien supérieur et dans le sens du mou

vement diurne de o° à 36o°. En ajoutant cet angle à l'ascension 

droite absolue de l 'étoile, et rejetant les circonférences entières s'il 

y en a , le reste, converti en temps, exprimera la distance du mé

ridien au point du ciel que l'on a pris pour origine, c'est-à-dire 

Y heure sidérale (*). 

On peut aussi trouver l'heure par l'observation du soleil ou d'une 

planète ; mais il faut pour cela que les mouvements propres de ces 

astres soient exactement connus, afin de pouvoir réduire les dis

tances zénithales aux mêmes termes que si l'on eût observé une 

étoile. Nous sommes donc forcé de renvoyer cette recherche plus 

(*) Soient, fg.4, M T M ' le cerclede l'équateur; MM' laprojection du plan 
du méridien local sur le plan de ce grand cercle; OS la projection du mé
ridien de l'étoile ou de son cercle horaire , tournant d'orient en occident, 
suivant le sens indiqué par la flèche extérieure. TS sera l'ascension droite, 
que nous nommerons A; M S sera l'arc de l'équateur correspondant à l'angle 
horaire actuel que l'on a observé, et que nous nommerons P. Ajoutant ces 
deux arcs, on aura P + A = H ï . Cette somme, convertie en temps sidéral, 
donnera donc la distance de T au méridien, ou l'heure sidérale. 

Ici il n'y a pas do circonférence entiers à rejeter; il y en aurait si l'étoile 
était de l'autre côté du méridien , par exemple en S'. Alors, en comp
tant toujours les angles horaires à partir de OM , dans le sens du mouve
ment diurne, et de o° jusqu'à 36o°, on aurait MSM'S ' = i P ' , r M S ' = A ' . 
Par conséquent, P'-H A ' = 36o°—MS'-|-TMS'; ainsi, en retranchant 36o°, 
le reste serait ï M S ' - MS', ou M ï , comme tout à l'heure. La formule 
s'appliquerait de mémo dans tous les quadrants, ce qui tient à ce que les 
arcs qu'on y combine sont toujours comptés continûment dans leur sens 
propre, depuis 0° jusqu'à 36o°. 

T . m . 3, 
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loin. Pour le moment, la connaissance du temps sidéral nous suffira, 

et lorsque nous aurons déterminé les lois des mouvements propres à 

l'aide de cette connaissance, nous donnerons quelques exemples 

numériques de cette application, la plus importante de l'astronomie. 

19. Rappelons encore que les résultats précédents n'ont lieu 

avec rigueur qu'en supposant aux étoiles un éloignement presque 

infini, ou du moins tel que , vues des différents points de la terre, 

elles ne présentent aucune différence d'aspect sensible, en sorte 

que les rayons visuels, menés de ces points à une même étoile, 

puissent être censés parallèles entre eux. Cette condition n'a plus 

lieu pour le soleil, la lune , les planètes et les comètes, qui, par là, 

semblent beaucoup plus rapprochées de nous que les fixes. Alors, 

pour rendre les observations de ces astres comparables entre elles, 

quoique faites dans les différents pays, il faut y faire une petite 

correction dont nous parierons plus lo in , quand nous aurons dé

terminé exactement la forme et la grandeur de la terre. 

Les notions que nous venons d'acquérir sur les différents cercles 

de la sphère céleste nous permettent d'ajouter quelque chose sur 

l'usage de la machine parallatique. Elle sert spécialement pour me

surer de petites différences d'ascension droite et de déclinaison. 

Pour cela on dispose les fils rectangulaires du micromètre, de ma

nière que les uns représentent des cercles horaires, et les autres 

des arcs de parallèles. Alors, si deux étoiles passent en même temps 

dans le champ de la Innette, la différence des époques de leur pas

sage aux mêmes fils horaires donne leur différence d'ascension 

droite, en ayant égard à la distance polaire qu'elles ont actuelle

ment. Pour avoir la différence de déclinaison, on place une des 

étoiles sur le fil f ixe, qui est perpendiculaire aux fils horaires; elle 

le suit par l'effet de son mouvement diurne. En même temps on 

amène sur l'autre étoile le fil mobile qui est parallèle au précédent. 

L'écart de ces deux fils, indiqué par l'index du micromètre, me 

sure la différence de déclinaison. On emploie le même procédé 

pour rapporter aux étoiles les comètes dont l'apparition est toujours 

de peu de durée, et qu'on ne peut presque jamais observer à la 

lunette méridienne ou au mural, à cause de la grande faiblesse de 

leur lumière, surtout quand elles passent au méridien pendant le 
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jour. Au moyen de la machine parallatique, on peut déterminer 

les diamètres apparents des astres avec une très-grande exactitude, 

parce que la lunette, suivant la^marche de l'astre , permet de mul

tiplier les observations. Pour les diamètres horizontaux, le procédé 

est le même qu'avec la lunette méridienne. Mais, d'après ce qu'on 

a v u , § 10, la différence des passages des deux bords du disque, 

aux mêmes fds horaires, ne donne pas immédiatement le diamètre 

apparent de l'astre. I l faut, pour réduire ce diamètre en parties 

d'un grand cercle de la sphère céleste, multiplier l'intervalle des 

passages réduit en arc par le sinus de la distance polaire du paral

lèle où on les a observés. On prend cet élément sur un cercle gra

dué qui fait partie de l'instrument, et. sur lequel la lunette fait 

mouvoir un vernier. On détermine les diamètres verticaux de la 

même manière cpie les différences de déclinaison; mais ils n'ont 

besoin d'aucune réduction. 

20. Lorsqu'on a observé à la mer la distance angulaire du bord 

éclairé de la lune au bord du soleil qui en est le plus proche, ce 

qui se fait avec des instruments à réflexion que j 'aurai plus loin 

l'occasion de décrire, il faut, pour avoir l'arc de distance compris 

entre les centres -des disques, connaître, en arc de grand cercle, 

le demi-diamètre apparent de chacun d'eux, dans la direction sui

vant laquelle la distance des bords a été mesurée. Or, outre les va

riations occasionnelles de grandeur que le disque éprouve par les 

causes indiquées page 11, l'égalité de ses diamètres est quelque peu 

altérée, selon leur obliquité à l 'horizon, parce que le centre du 

disque et le point de son contour où ils se terminent, ayant d'iné

gales hauteurs, la réfraction atmosphérique les élève inégalement 

dans leurs verticaux propres, qui convergent au zénith. Cela rend 

les diamètresapparents obliques toujours moindres que le diamètre 

vra i , dans des proportions dépendantes de leur obliquité actuelle, 

et ôte aux disques leur circularité. Pour envisager ce problème d'une 

manière générale, soient, fig.S, O le centre d'observation et de la 

sphère céleste, OZ la verticale, Z le zénith, I I ' I I " H le grand cercle 

de l'horizon, et ZH ' , Z I1 " deux verticaux dans lesquels se trouvent 

les lieux vrais de deux points lumineux S', 2" . Menons l'arc de 

grand cercle 2 "s ' qui mesure leur distance angulaire vraie, et nom-
?... 
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mons-le I ) . Appliquons maintenant la réfraction; elle élèvera chacun 

des points 2", 2' dans son vertical propre, mais 2" plus que 2', parce 

qu'il est figuré plus bas ; et elle portera, par exemple, le premier en 

S", le second en S', de sorte que leur distance apparente sera deve

nue D ' , différente de D . Mais il est aisé d'obtenir D ' en D quand on 

connaît les dislances zénithales apparentes des deux points S', S", et 

les lois des réfractions atmosphériques. Car, ces distances devant 

être toutes deux renfermées dans le même angle azimutal a compris 

entre les deux verticaux, les deux triangles sphériques Z2"2', ZS"S' , 

qui ont leurs sommets au zénith et les distances D , D 'pour bases, 

ont l'angle a commun; de sorte qu'en y formant les expressions 

individuelles de ces distances, et éliminant a entre elles, on obtient 

la relation cherchée de D ' à D . C'est ce que j 'expose ici en note. L e 

calcul est considérablement simplifié quand on suppose les deux 

distances D , D ' fort petites, comme cela a toujours lieu dans les 

applications de ce problème. On en conclut que les disques cir

culaires , modifiés ainsi par la réfraction, se trouvent très-approxi-

malivement changés par elle en des ellipses dont le grand axe est 

horizontal, et le petit vertical, celui-ci différant toujours très-peu 

du premier. 

Sur les grandeurs des demi-diamètres apparents des 
astres évalués suivant des directions obliques à 
l'horizon. 

21. Ce problème, tel qu'il a été énoncé à la fin du précédent chapitre, se 
rapporte à lajig. 5, que je reprends sans avoir besoin delà décrire do nou
veau. Pour suivre la voie de solution que j 'ai indiquée, je nomme Ç', Ç" les 
distances zénithales vraies Z£', ZS " , et je nomme z', z" les distances zéni
thales apparentes ZS', ZS" . Les deux triangles sphériques ZS 'S " , Z S ' S " , 
établis sur les côtés D , D', ont l'angle azimutal a commun. Je forme dans le 
premier l'expression do cos 1), dans le second celle de cos D', et leur appli
quant le mode do transformation rappelé dans la page i3, j'en tire les deux 
équations suivantes : 

s i n 3 i D = sin a i (Ç" — Ç') •+· sin Ç" s i nÇ ' s i n ' i a , 
s i n ' | D ' = sin s-j(z" — z') -+• sinz" sinz' s i n ' i a . 

Soient r' la réfraction donnée par les Tables pour la distance zénithale ap
parente z'; r" la réfraction pour la distance apparente z"; on aura 

Ç' = a' + r', Ç" = * " - r - i " . 
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J'introduis ces expressions dans la première de nos deux équations, et elle 
devient 

sin2 i-D = sin ! £ (z"— z'-Hr "— r ' ) -+- sin (z"-f- r " ) sin (z'-h r ' ) sin* { a ; 

alors j'élimine sin'^a entre elle et l'autre, puis je dégage sin 2 AD'. J'obtiens 
ainsi 

r s i n ! J D ' = s in 5 i ( z " — z') ' 
( ' ) \ r - . i n • iirir i, il i \i sin z" sin z' 

l L sin ( z " - l - r " ) sin (z'-f-/·') 

22. Le rapport de sinus qui multiplie le dernier terme du second membre 
est susceptible d'une transformation qui est très-propre à montrer le mode 
do variation de ses valeurs. Pour l'opérer, je prends un quelconque do ses 

deux facteurs sous la forme générale S ' " Z — ; . Afin de faciliter la division, 
u s i n ( z - w ) 

jo change le z du numérateur en ( z + r ) — r; et, le considérant comme formé 
de la différence de ces deux arcs , je développe l'expression do son sinus, où 
je remplace cos r par sa valeur équivalente i — 2 s in ' j r. J'obtiens ainsi 

sin z sin r cos (z-)-»-) . , , 
— • 2 s i n * - / ' ; sin (z -+- r) sin [z -H /') 

alors je change le facteur sin r du second terme en a sin - r cos \ r, ce qui lui 
donne un facteur commun avec lo suivant. Cola permet do l'y réunir, et, eu 
le faisant, on a pour résultat 

sin z . cos ( z - t - î r ) 
— - - — = i — 2 sin~r - — sin (z -H- ;•) 1 sin (z -+- r) 

On voit par là qu'un rapport pareil no diffère de l'unité que par un terme de 
l'ordre de la réfraction r qui se trouve actuellement affecter la distance ap
parente z. Or, co terme change non-seulement de valeur, mais même de 
signe, à d'inégales distances de l'horizon. 

En effet, considérons-le d'abord à l'horizon même, où z sera go° ; alors 
cos (z + i O deviendra — s i n 1 ; ' , et sin(z-f-r) deviendra cosr. Le second 
membre aura donc pour valeur 

2 sin3 i r 

Cela équivaut à ^, comme on aurait pu le voir directement sur l'expres

sion non développée du rapport . S ' , n Z —- . Dans ce cas donc , le terme asso-
1 r r sin (z -W) ' 

cié à l'unité se trouve positif. 
Pour apprécier sa valeur numérique dans cette circonstance, supposons 

que, dans la couche d'air où est placé l'observateur, la température soit celle 
de lo degrés centésimaux, et la pression o"',7fio ; alorB la Table de réfraction 
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insérée dans le (ome 1 , page 231, donnera, pour 90" dcdiitaucc zénithale, 
c égal à33V|6",î. De là on tire 

, 0s (^r) = 5 ' 6 8 4 4 o . 8 , 

conséquemment 
usln' i ; -

— = 0,0000a ojooo : 
cos r 

telle est donc alors la valeur du terme qui s'ajoute numériquement à l'unité 
, sin s 

dans lexpression de 
sin * -t- r 

A partir de cette limite, z et r diminuant à la fois, ce terme commence 
par s'affaiblir, en conservant, dans son expression algébrique, le signe né
gatif, ce qui continue de le rendre numériquement additif à l'unité ; mais 
il devient nul lorsqu'on a 

cos (z - H J ;·) = 0, 
ce qui donne pour condition 

z — 90 0 — Jr. 

Si l'on consulte la Table numérique des réfractions insérée dans la tome 1, 
pages 22p et 221, Table qui est calculée, d'après la théorie de Laplace, pour 
le cas où le thermomètre marque io° et le baromètre om,7Go dans la couche 
d'air où l'observateur est placé, on trouve que la condition dont il s'agit a 
lieu lorsque la distance zénithale apparente « est 89°44'3i",."586. En offet, 
pour cette distance, la Table donne , par proportionnalité, 

r = o°3o '56",828; 

de là on tire 
J/-= ooi5'a8",4i4, 

et par suite 
9 0 0 - i r = 89°44'3i",586, 

valeur égale à la distance apparento considérée. 
25. Pour toutes les distances zénithales moindres que celle-là , le terme 

que nous considérons prend, dans son expression algébrique, le signe po
sitif, ce qui le rend toujours numériquement soustractif de l'unité; ses va
leurs croissent d'abord avec rapidité en s'approchant d'une certaine limite de 
grandeur très-petite, dont elles sont bientôt peu différentes et qu'elles na 
dépassent point. 

Pour constater ce fait, je rappellerai qu'on réduisant on nombres, dans le 
tome II, page 42G, l'expression théorique de la réfraction r, donnée par Laplace 
pour les distance.! zénithales moindres que 75°, nous lui avons trouvé cette 
forme 

r — c (m lang z — n lang z). 
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(*) Les facteurs nécessaires pour transporter ainsi tes réfractions rie la température de 1 0 ° 
et (le la pression o ' i .^Go à toute autre circonstance météorologique quelconque, sort'donnés 
sous forme logarithmique dans le recueil des Tables publiées par le Bureau des Longitudes, et 
on les reproduit en nombres dans la Connaissance des Temps de ebaque année. Ici le facteur 
de conversion est x,o3g5 pour transporter les réfractions de Ja Table de 0 ° à l o " , la pression 
i estant toujours om,7Go, mais !a température du mercure dans le baromètre étant aussi supposée 
descendre de io° à 0 ° , comme dans notre valeur de a . 

K est un très-petit angle qui varie proportionnellement à la densité de l'air 
dans la couche atmosphérique où l'observateur est placé; m et n sont des 
nombres positifs sensiblement constants, ou qui n'éprouvent que des varia
tions négligeables dans un même lieu. Pour le cas où la température, dans 
la couche d'observation , est celle de la glace fondante cl la pression o m , 7 6 
de mercure à o°, on a 

c . = 6o",666, »1 = 0,93918761, n = 0 , 0 0 1 1 0 5823. 

Le coefficient n étant fort petitrelalivement àm,l'influence du terme affecté 
de tang8 z est toujours beaucoup moindro que celle du terme en tang z, dans 
les limites de distances zénithales auxquelles la formule est adaptée; et, 
quand z devient moindro que 45°, ce qui rend tang z une fraction do l'unité, 
l'effet do ce terme est bientôt presque négligeable. Danstousles cas, il tend à 
affaiblir, par l'opposition de son signe, l'effet du terme m tang z; c'est 
pourquoi, voulant assigner la limite de grandeur que prend le produit algé
brique 

2sin !-|r cos (z-+-jr) 
sin (z -+-'") ' 

j 'y remplacerai r, dans le facteur sin \ par la valeur qui résulterait du seul 
premier terme de son expression complète; car cette valeur, étant toujours 
plus forte que la véritable, nous donnera une limite d'évaluation plutôt trop 
forte que trop faible, si ce^i'est au zénith même, où le terme en tang" z, que 
nous aurons omis, devient rigoureusement nul avec la distance zénithale z. 

L'expression théorique de r, ainsi réduite à son premier terme, peut, sans 
erreur appréciable, être mise sous la forme suivante 

1 
sin [r = \msin a tangz; 

cela revient à considérer les petits arcs oc, /• comme sensiblement proportion
nels à leurs sinus. J'ai déjà rapporté la valeur de k ; quant à celle de r, 
on peut voir que, même à 8o° de distance du zénith, notre Table de r é 
fraction, construite pour la température de io ° , la donne seulement de 
5 ' 1 9 " , 8 , qu'il faut élever à 5' 32",4 pour la ramener aussi à la température 
de la glace fondante, d'après le mode suivant lequel cette Table a été cal
culée (*). Or, si l'on déduit le sinus de pareils arcs de celui de l'un d'eux , 
par proportionnalité, on ne lui trouve pas avec le sinus exact une différence 
qui réponde à une fraction do seconde appréciable. Dsantdonc de cette trans-
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s in (z -t - r ) ' ' s in (z -t -r ) 

« ayant la valeur et le mode de variation assigné plus haut. 
24. Appliquant donc ce résultat à notre expression générale de sin'J-L)', 

je ferai, par abréviation, 

ti • 1 , cos (e ' - i - ; » · ' ) ,, . „ cos («"- ) - - ;#·" ) 
' s i n ( z ' - w ' ) sin (z"-+-;•") ' 

ce qui donnera, pour toutes les distances zénithales que l'on voudra consi
dérer, 

formation ainsi légitimée, j'introduis l'expression précédente do sin iidaus 
le terme algébrique que flous voulons évaluer, et il devient 

sin z cos (z -+-1 ;•) 
m sin « : — ; =—f-

c o s z s u i (z -+- r ) 

Sous cette forme, on voit qu'il sera toujours moindre que m sin k . Car, dans 
la fonction de z qui multiplie celte quantité, le facteur cosz du dénomina
teur sera toujours plus grand que le facteur cosz-f- \r, entre les limites de 
distance zénithale que nous considérons; et, pareillement, l'autre facteur du 
dénominateur sin (z + r) y sera plus grand que son correspondant sin z du 
numérateur. La fonction totale qui multiplie m sin « sera donc, dans tous 
les cas, une fraction moindre que i, mais toujours de très-peu moindre, à 
cause de la petitesse de ; · ; et enfin elle deviendra rigoureusement i quand z 
sera nul , ce qui donne m sin a pour la valeur maximum du terme que nous 
considérons. Le terme en tàng'z que nous avons omis dans l'expression de 
sin \r ne change évidemment rien à cette limite finale, puisqu'en le suppo-

. . . . . . . c o s (z-t-lr) . . . . . . 

sant multiplie aussi par le rapport j t ^ j — j - ^ , le produit s'évanouit rigou

reusement au zénith, où zet r sont nuls tous deux simultanément. 
Mais, bien longtemps avant d'arriver à sa valeur limite, notre terme en 

différera si peu, que l'on pourra, sans cireur sensible, la prendre comme 
son expression réelle et constante. Pour avoir la preuve de ce fait, suppo
sons z = 8o°, ce qui est le plus grand abaissement où l'on fasse les observa
tions que nous voulons ici considérer. La valeur correspondante de r pour la 
température o° et la pression o m , 7 6 que notre évaluation de a. supposa 
sera, par ce qui précède, 5 '32",4. Sïavec ces données on calcule rigoureu
sement le multiplicateur do m sin a , on le trouvo égal à i — o,oo4853; 
de sorte que sa différence avec l'unité équivaudrait à diminuer sin k de 
0,0000014273, fraction dont l'influence sera toujours négligeable dans les 
applications pratiques auxquelles est destinée la formule que nous préparons. 
Ainsi, dans toute l'otenduo de distances zénithales qu'elles embrassent, 011 
pourra, sans aucune erreur sensible, supposer généralement 

sin z . , cos ( a - H i r ) ' 
a sin\r . .- = i — m sin k , 
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et par suite 

(!) s i n s L D ' = s i n H ( 2 ' ' - ^ ' ) + [ s i Q 5 i D - s i n î { ( z ' ' - « ' + ' - ' ' - ' ' ' ) ] ( i - / ' ) ( i - / ' ' ) -

2iî. Cette expression est rigoureuse et ne fixe aucune limite aux distances 
vraies et apparentes D, D' . Mais , dans l'usage qu'on en fait habituellement, 
ces distances sont toujours assez restreintes pour qu'on puisse considérer les 
cubes de leurs sinus comme négligeables comparativement à leurs premières 
puissances. La môme supposition peut alors être, a plus forte raison, appli
quée aux arcs z" — z', r" — r', le premier ne pouvant jamais excéder D' , et 
le second étant plus faible encore, puisqu'il exprime seulement la différence 
des deux réfractions qui affectent les extrémités de la distance considérée. 
On aura donc, dans de tels cas, avec une approximation toujours suffisante, 

(2) D'* == (z" - z'y -+- [D> - (z"— z'+ r "-r')*] (1 - / ' ) (1 -f"). 

20. Je vais maintenant appliquer cette formule ainsi restreinte à l'évalua
tion des demi-diamètres apparents de la lune et du soleil affectés de la réfrac
tion. Comme les demi-diamètres vrais D diffèrent alors peu de i5 minutes, 
l'approximation que nous y avons introduite leur est applicable, et je pren
drai cette valeur comme type, pour en éprouver les effets. 

Je commence par considérer le diamètre horizontal ; pour celui-là, 
z' = z"; conséquemment r'—r", etf=f". Introduisant donc ces particu
larités dans notre formule, elle donnera, pour sa valeur, 

D ' = D ( i — / " ) , ou D ' = D — D / " . 

Le produit Df" exprime ici le changement que la réfraction produit dans le 
demi-diamètre horizontal vrai. La valeur de ce changement, et môme son 
signe, varient donc à diverses distances du zénith proportionnellement au 
facteur J". A l'horizon, par exemple, nous avons vu que f" devient négatif, 
et, dans l'état de densité de l'air que nous avons considéré, —f" a pour 
valeur -+-0,00004835o6. Si donc on suppose le demi-diamètre vrai D égal à 
15 minutes ou 900 secondes, on aura, par multiplication, 

D ' = i5'-f-o",o435. 

Ainsi, quand le centre du disque paraîtra à l'horizon même, le demi-dia
mètre apparent horizontal sera un peu, plus grand que le demi-diamètre vrai; 
mais l'agrandissement sera inappréciable aux mesures les plus délicates. 

A mesure que l'astre commencera à s'élever, le produit — Df" diminuera 
comme le facteur f", en restant toujours positif jusqu'à ce qu'il devienne 
nul , lorsque la distance zénithale apparentez égale b'9°44'3i",58G. A ce 
terme, /'" sera nul, et le demi-diamètre horizontal apparent D ' égalera le 
diamètre vrai D 

Au-dessus de cette hauteur, z continuant à décroître, y " changera de signe, 
il deviendra positif et il acquerra bientôt sa valeur finale constante m sin a. 
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26 ASTRONOMIE 

Depuis cette limite jusqu'au zénith, on aura donc 

D ' = D — mD sin x ; 

or, d'après les valeurs de m et de a données plus haut, on trouve 

log (msin m.) — 4.4681673, m sin a = 0,000993878. 

Si l'on prend le demi-diamètre D égal à i5 minutes ou 900 secondes, il en 
résultera, par multiplication, dans les circonstances de pression et de tem
pérature assignées, 

D ' = i 5 ' — o",264. 

27. Ces variations du facteur/sont, en apparence, très-singulières, et 
l'on ne conçoit pas, au premier coup d'ccil, comment, à l'horizon par 
exemple, le demi-diamètre horizontal peut être augmenté par la réfraction. 
11 est cependant facile de s'en rendre compte: en effet, quand le centre du 
disque parait à l'horizon, le disque vrai est réellement abaisse au-dessous do 
ce plan d'une quantité angulaire égale à la réfraction horizontale calcu
lée pour la dislance apparente 90 0 . Cet abaissement, qui le rapproche du 
zénith inférieur, écarte les verticaux qui le contiennent plus que s'il se 
trouvait à l'horizon vrai ; alors son diamètre réfracté occupe l'intervalle de 
ces verticaux à l'horizon même où leur écart en arc est le plus considérable. 
De là l'augmentation relative du diamètre horizontal apparent ainsi observé. 

Le cas d'anéantissement du facteur f" s'explique par des considérations 
analogues. Lorsque l'astre est vu à la dislance apparente z" égal à go°—\r", 
le disque vrai est abaissé sous l'horizon autant que le disque apparent est 
élevé au-dessus; ils se trouvent donc à des distances égales de leurs zéniths 
propres. Ainsi leurs diamètres mesurés parallèlement à l'horizon doivent 
être égaux, puisque tous deuxdoivontêtre compris à égales hauteurs, entre 
les mêmes cercles verticaux prolonges. 

28. Il nome reste plus qu'à introduire, dans notre formule restreinte aux 
petits angles, l'obliquité du demi-diamètre que l'on veut spécialement éva
luer. Pour cela, considérons, dans 1 8 ^ . 6 , le disque réfracte comme un 
petit espace terminé par une courbe ovoïde de forme quelconque, dont l'éten
due angulaire soit assez restreinte pour qu'on puisse le supposer appliqué 
sur le plan tangent à la sphère céleste dans le point S" , où son centre est vu 
actuellement. Menons par ce centre, parallèlement au plan de l'horizon, un 
arc diamétral HH ' qu'il faudra considérer comme sensiblement rectiligne, 
et nommons i l'angle S 'S " H' formé avec cet axe horizontal par le demi-dia
mètre spécial S "S ' ou D', que l'on veut évaluer. S i , par son extrémités', 
on mène S 'Q perpendiculaire à S" H' dans le plan de la figure, celte ordon
née représentera z" — z', et elle aura pour expression D ' sin i. Maintenant, 
si l'on jette les yeux 6ur la Table générale de réfraction insérée dans notre 
tome I , pages 220 et 221 , on pourra aisément y constater qu'entre de petits 
intervalles de distance zénithale restreints au plus à i5 minutes, comme le 
sont ici les différences z"—s' dans l'étendue d'un même disque, les dif-
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Y)' — I) [r.— (c sin5 i -t- m sin a. cos ' i ) ] . 

féreuces 1 · " —r ' icur sont sensiblement proportionnelles; en sorte que, pour 
toutes leurs valeurs individuelles entre ces limites, on a toujours une rela
tion de la forme 

r " - r ' = c («» — * ' ) ; 
conséquemment ici 

r" — r' = cD' sin /. 

Le coefficient c de la proportionnalité varie avec la distance zénithale z" du 
centre du disque; il a ses plus grandes valeurs près de l'horizon, où, par 
suite, la supposition do simple proportionnalité du rapport doit être plus 
restreinte; mais il décroît rapidement à mesure que la distance zénithale 
diminue, ce qui permet alors de lui continuer plus longtemps la mêmevaleur. 
Je démontrerai tout à l'heure ces résultats parla théorie; pour le moment, 
je les prends comme un fait que l'on peut constater sur la Table numérique 
même, puisque les évaluations des réfractions pour les distances zénithales 
diverses y sont espacées conformément à ces considérations. Alors, si nous 
substituons les nouvelles expressions de z"—z' et de r"— r' en D ' sin 1 , dans 
notre formule restreinte, puis qu'on y rassemble, dans le premier membre, 
tous les termes qui ont pour .facteur D " , elle deviendra 

(3) D » [1 -4- [(i + cy- ( 1 - / ' ) ( 1 - / " ) - , ] sin'.j = D ' (1 - . / ' ) (1 - / " ) . 

29. Dans les applications pratiques auxquelles cette formule est destinée, 
on a soin de n'observer les disques des deux astres que lorsque la hauteur 
apparente de leur centre est au moins de i o ° ; alors on admet qu'à cette 
limite les facteurs f',f" ont tous deux atteint leur valeur finale commune 
m sin a , ce qui est déjà à peu près vrai et ne peut avoir aucune influence ap
préciable sur des arcs aussi peu étendus que D et D', comme on peut aisé
ment le constater. On admet, en outre, que le rapport de proportionnalité c 
est devenu alors une fraction assez petite pour qu'on puisse négliger son 
carré comparativement à sa première puissance, ce qui est encore sensible
ment vrai, puisque notre Table de réfraction montre qu'entre 7 g 0 et 8 o ° de 
distance zénithale, il est déjà réduit à ^ f f . Alors, à plus forte raison, on 
néglige pareillement le produit de c par la quantité bien plus petite m sin « , 
et aussi le carré de cette dernière. La formule, restreinte par ces limita
tions, devient donc 

IJl) D ' ! [r -t- 2 (c — m sin « ) s i n ! i ] = D ' (1 — 2m sin « ) ; 

de là, dans les mêmes limites d'approximation, on déduit 

™ . ™. ( t—2 m sin a) „„ ^ . . . . . „ 
D " - D* 1 : ' . . • = D ! [1 — 2 (c sin1 i - t -msina cos ' i ) ] , i - t - 2 (c — msinaj sin- i 

et, prenant la racine carrée des deux membres, toujours dans les mêmes 
limites, il vient enfin 
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en chassant b% par cette expression, l'équation deviendra 

y*-i- ( 1 _ c = ) a» = a ' ( 1 _ e ' ) . 

Prenons maintenant pour nouvelles coordonnées le rayon vecteur 1)' mené 
du centre, et l'angle i qu'il forme avec l'axe 2« ; cela donnera 

r = D ' s i n i , x : = D ' c o s i ; 

et, en chassant x, y par ces valeurs, l'équation entre D' et i prendra cette 
formo 

D ' ! ( i — e 5cos'J} = a ' ( l — e ' ) » 

que l'on peut encore changer en 

l'our que cette équation représente réellement une ellipse où l'axe a sur
passe l'axe 6, il faut évidemment quo e2 y soit une fraction positive moindre 
que 1 ; or, cela a précisément lieu dans notre équation (4) et dans l'équation 
plus générale (3) dont elle dérive. Car les facteurs y , y " pouvant être sup
posés, dans cette dernière, avoir leur valeur limite commune m sin a , elle 
devient 

(5) D ' : ji -+- [(1 -t- c)"- (1 — m sin a.)" — 1] sin 2i j = . D ' (1 — m sin a ) \ 

l'our que le multiplicateur de sin ' i y soit positif, comme dans une ellipse , il 

C'est par cette formule réduite que.Delambre a calculé la Table des demi-
diamètres obliques de la lune et du soleil qu'il a insérée à la fin des Tables 
de la lune de Bùrg, publiées parle lîureaudes Longitudes. Seulement il n'y 
a pas compris le facteur m sin « cos s£, ayant pris, au lieu de D, le demi-
diamètre apparent horizontal déjà accourci par le facteur I —msin a. En 
outre, il a calculé sa Table pour la température do io°, ce qui réduit m sin « 
à 0,000276781, et revient à faire ma égal à £7" , i2 . 

50. Sous la forme réduite ( 4 ) , et même sous la forme plus générale (2) qui 
s'applique à toutes les distances zénithales, on peut reconnaître que la ligure 
apparente du disque représentée^. 6 est une ellipse dont le grand axe est 
horizontal. En effet, prenons un moment cette figure comsie type d'une el
lipse dont le grand axe soit 2a, le petit 2&, et rapportons les points de sou 
contour à un système de coordonnées rectangulaires x, y, respectivement 
parallèles à ces axes. Son équation sera 

Représentons par e le rapport de l'excentricité au demi-grand axe , co qui 
donnera 
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, sin (*"—*'V 
' — r = mer. · —, 

cos z cos z 
• (tang5 z" 4- tang z" tangz'-t- tang 5 z ' )J -

Pour adapter cette valeur de r " — /· ' à notre équation restreinte (3), il faut 
y supposer de même la différence s" — z' des dislances zénithales assez pe
tite pour qu'on puisse la déduire de son sinus par simple proportionnalité, 
en sorte qu'on puisse remplacer sin (z" — z') par (z" — z') sin i". Alors, en 
appliquant le facteur sin i" à l'arc « , on pourra, parla même raison, rem
placer le produit a. sin i" par sîn « . Quant au facteur compris entre les pa
renthèses, il faudra, pour l'évaluer dans les mêmes limites d'approximation, 
y négliger les termes de l'ordre sin* ( z "—z ' ) , puisque leur multiplication pal
le facteur extérieur on donnerait dans r"—r'qui seraient de l'ordre sin3 (z"—z'), 
que nous supposons négligeables. Pour y introduire cette restriction, faisons 

z"-hz'=is, z" — z ' = 2 i , 
cela donnera 

J" = J + i , z ' = j — S. 
Alors , en développant tang z", tang z', ainsi que leurs carrés et leurs pro
duits, il faudra se borner aux termes qui seront de l'ordre tang 3. On aura 
donc, dans ces limites, 

l a n E 2 „ = tang ' + taneJ = , V tang s) _ 
" i —tang j tang í ° i — tangí tang i 

= tang, [ , + ( t ang , H- t a n g i ] = tang, (i+^TL) ' 

et par suite, en négligeant toujours le carré de tang í , 

tang'z" = tang' , ( , + V 
u \ sin i c o s í J 

Pour passer de là à tang z', on n'aura qu'à intervertir le signe de i , et l'on 
aura, par analogie, 

/ tangí \ - , , , . , / a t o n g £ _ V 
tang tang ^ i - s . n ^ o s J , puis tang' z' = tang', {i- -¿¿1^) > 

faut et il suffit que le rapport variable de proportionnalité c, qui est positif, 
surpasse toujours m sin « . Cela est, en effet, ainsi à toutes les distances zé-
tbalcs, d'après les valeurs que notre Tablo assigne aux réfractions qui leur 
correspondent. Mais on peut encore le constater plus sûrement par l'expres
sion théorique 

r = a (m tang z — n tang3 z). 

En effet, lorsqu'on l'applique successivement aux deux dislances zénithales 
z', z", elle donne, par différence, 

; · " — ( · ' = « [m (tangz"— tang z') — n ( t angV — tang'z' ) ] ; 

et, en faisant sortir le facteur tangz" — tangz', qui est commun aux deux 
termes compris sous la parenthèse, on peut lui donner cette forme 
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alors tang â disparaîtra dans la somme des carrés des tangentes , par oppo
sition de signe, et il disparaîtra aussi do leur produit, comme n'y donnant 
qu'un terme de l'ordre tang3 S. En réunissant les résultats de ces opérations, 
et rétablissant pour s sa valeur \(z"-±-z'), o n a u r a finalement 

tangV- f - tang z" tangz'-|- t a n g V = 3 tang3 j (z"-f-z ' ) ; 

les limitations de r"—;•' étant ainsi effectuées, on obtiendra 

r"—r' main a. V 3« , . / „ , ,C\ 
— ; = r, 7 1 ' tang 2 i ( z " - ( -z ' ) · 
z — z cos z'cos z' L i" J 

Le second membre do cette expression représente le facteur de proportion
nalité que nous avons désigné par c. 11 se compose ici do deux facteurs. Daus 

celui qui est compris entre les parenthèses, le coefficient numérique — a pour 

valeur o ,oo332oij. Le carré de la tangente de la distance moyenne, déjà 
considérablement affaibli par ce coefficient, ira aussi en s'affaiblissantparlui-
mfime à mesure que l'astre se rapprochera du zénith; et, à cette dernière limite 
11 s'anéantira mathématiquement, après être devenu depuis longtemps insen
sible. Dans le facteur extérieuràla parenthèse, au contraire, le numérateur 
constant m sin a se trouvera toujours agrandi par son dénominateur, puisque 
les cosinus des deux distances zénithales dont le produit se composo seront 
des fractions moindres que i. Ainsi, par la disproportion de cos deux effets 
contraires, le second membro, qui représente notre coefficient c, surpassera 
généralement m sin « , en convergeant vers cette dernière valeur, qu'il attein
dra au zénith même. Appliquant donc ceci aux conditions de forme établios 
plus haut pour notre équation (2), on voit que le coefficient do sin' i y sera 
généralement positif et moindie que 1, puisque c surpassera toujours m sin « 
par une différence très-petite; et il deviendra nul au zénith, oiïc se trouvera 
finalement égal à m sin « . Ainsi le disque réfracté de l'astre présentera 
toujours la ligure d'une ellipse dont le demi-grand axe horizontal sera 
D (1 — m sin a) ;et son excentricité, toujours très-petite, deviendra nulle au 
zénith, de sorte qu'il so réduira alors à un cercle, comme il était facile de 
lo prévoir, puisque la réfraction qui le déforme s'y évanouit. Mais il paraîtra 
circulaire pour les yeux, et même pour les observations LE3 plus précises, 
quand il sera encore bien moins élevé quo cetlo limite, à cause de la dimi
nution rapide de son excentricité par l'affaiblissement des réfractions, à 
mesure qu'il se rapprochera de ce point. 
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CHAPITRE XVII. 
Des pôles et de l'èquateur de la terre. Définition des 

méridiens et des parallèles terrestres, aspects divers 
de la sphère céleste sur les horizons des différents 
pays. 

51 . Les principaux cercles de la sphère céleste étant définis, 

comme nous venons de le dire, et leurs positions respectives étant 

aussi déterminées, l'aspect sous lequel ils se présentent aux obser

vateurs dépend de l'inclinaison des horizons des différents pays, 

et par conséquent de leur direction dans l'espace, laquelle dépend 

à son tour de la courbure de la surface terrestre. Sous ce rapport, 

la situation variable de la sphère céleste est importante à consi

dérer. 

52. D'après les analogies que j ' a i rassemblées dans le tome I , 

page 36 , le mouvement diurne du ciel, d'orient en occident, ne 

serait qu'une apparence, produite par la révolution de la terre sur 

elle-même en sens contraire. Ce résultat, qui se présente déjà 

comme infiniment vraisemblable, sera confirmé ultérieurement par 

une succession de preuves qui en compléteront la certitude. Alors, 

ce que nous avons appelé l'axe de rotation de la sphère céleste, est 

réellement l'axe idéal et géométrique autour duquel la terre tourne 

en un jour sidéral. Traçons, par la pensée, sa direction dans l'in

térieur de la masse terrestre, et prolongeons-le indéfiniment au 

dehors. Les points où il percera la surface extérieure seront les 

pôles terrestres, correspondants aux pôles célestes placés à une dis

tance infinie sur son prolongement. 

Toutes les observations astronomiques s'accordent, jusqu'à pré

sent , a prouver que la position de cet axe , dans l'intérieur de la 

terre , est invariable ; qu'il perce constamment sa surface dans les 

mêmes points, et que la vitesse de la rotation est uniforme et con

stante. Si la terre était complètement solide, il résulterait de ces 

phénomènes que l'axe autour duquel elle tourne est un des trois 
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(*) Voyez la Mécanique céleste, livre X I , et VExposition du Système du 
monde, chap. VIII . 

axes principaux passant par son centre de gravité , autour duquel 

le moment d'inertie est un maximum ou un minimum. Mais la 

rigueur de cette déduction est modifiée par l'existence des mers qui 

recouvrent en partie le noyau solide de la terre. En admettant , 

comme c'est le fait, que cette portion fluide et superficielle est très-

petite comparativement à la masse totale, Laplace a démontré 

que la rotation s'opère autour d'un axe passant très-près du centre 

de gravité commun, et que l'on peut encore appeler principal, 
parce que la rotation est stable autour de lui. A lors , non-seule

ment la présence des mers n'altère pas cette stabilité, mais , par 

la mobilité résultante de leur état fluide, et par les résistances que 

leurs oscillations éprouvent, elles ramèneraient ou tendraient à 

ramener la terre à un état permanent d'équilibre, si des causes per

turbatrices quelconques venaient à l'en écarter (*). 

55. Dans le chapitre I I du tome I , j ' a i rassemblé les phéno

mènes les plus apparents qui nous montrent que la terre, de même 

que le soleil, la lune et les planètes, est un corps arrondi de forme 

à peu près sphérique. Comme première approximation, suppo

sons-la une sphère exacte, e t , pour compléter la simplification , 

admettons encore que l'axe autour duquel elle tourne passe exac

tement par son centre de figure. Plaçons alors un observateur à ce 

centre même, et décrivons la sphère céleste concentriquement au

tour de lui : il verra tous les points de la terre projetés sur Cette 

sphère, chacun suivant sa verticale, et les divisions géométriques 

que nous venons de tracer dans le ciel auront toutes leurs analo

gues sur la surface terrestre. Commençons par les y rapporter 

dans cette hypothèse simple, qui sert à presque tous les énoncés 

usuels. 

D'abord l'axe de rotation commun de la terre et de la sphère cé

leste perce la surface terrestre en deux points diamétralement op

posés, où les verticales coïncident avec sa direction. Tous les plans 

menés par le centre de cette sphère vont couper la surface ter

restre suivant de grands cercles auxquels on peut donner des 
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noms homologues à ceux qui leur correspondent dans le ciel. Ainsi 

le plan de l'équateur céleste mené perpendiculairement à l'axe 

de rotation y trace un cercle qui s'appelle Véquateur terrestre. 

Les plans horaires célestes menés par ce même axe y tracent d'au

tres cercles qu'on appelle les méridiens terrestres, ou simplement 

les méridiens. Ils se coupent tous aux pôles, puisqu'ils contiennent 

l'axe de rotation. Dans cet énoncé, on les considère comme de 

simples lignes, abstraction faite du plan qui les contient. 

La terre est si petite , que deux plans qui la toucheraient à ses 

deux pôles, et qui seraient perpendiculaires à l'axe de rotation, pas

seraient par les mêmes étoiles, étiraient rencontrer la sphère cé

leste dans son équateur même ; ou du moins l'arc qu'ils intercep

teraient sur cette sphère, étant vu de la terre, répondrait à un angle 

si petit qu'il seraitinappréciable. Les plans des parallèles célestes qui 

interceptent de grands arcs surla sphère céleste départ et d'autre de 

l'équateur, ne coupent donc point la surface de la terre , ils passent 

infiniment au dehors. Mais, si l'on imagine des cônes qui aient leur 

sommet au centre de la terre, et pour base les différents parallèles 

célestes, ces cônes couperont la surface de la terre, supposée sphé-' 

r ique, suivant des cercles dont le plan sera parallèle à celui de 

l'équateur, et que l'on nomme pour cette raison des parallèles ter

restres ; expression, toutefois, qui les désigne spécialement comme 

lignes, abstraction faite du plan qui contient chacun d'eux. 

Les mêmes correspondances et les mêmes énoncés s'appliqueront 

encore si la ten'e est un ellipsoïde de révolution engendré sur l'axe 

même autour duquel la rotation s'opère. Seulement les rayons 

menés du contre aux divers points de la surface ne coïncideront 

plus avec les verticales de ces points, excepté sur le contour de 

l'équateur et aux deux pôles ; en outre, les intersections de la sur

face par les plans horaires, ou les méridiens, ne seront plus des 

cercles. Leur configuration sera identique avec l'ellipse généra

trice. 

54. Étendons enfin ces conceptions au cas général où la terre , 

ayant une forme sphéroïdale quelconque, tourne autour d'un axe 

fixe passant dans l'intérieur de sa masse à une distance quelconque 

de son centre de gravité. Les points dans lesquels cet axe perce la 

T . m . 3 
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surface seront encore proprement ses pôles physiques, mais ils ne 

présenteront plus généralement la propriété que la verticale y coïn

cide avec l'axe de rotation. A l o r s , si l'on cherche sur la surface 

les points où la verticale se trouve parallèle à cet axe , on pourra 

les appeler, par analogie, les pôles astronomiques de la terre. De 

même, s i , par le milieu de l 'axe, on mène un plan qui lui soit 

perpendiculaire, lequel coupera la sphère céleste suivant le grand 

cercle de l'équateur, il conviendra d'appeler équateur terrestre la 

suite des points de la surface dont les verticales sont parallèles à ce 

plan. En effet, il pourra bien arriver que les pieds de ces verticales 

ne forment pas une courbe plane, auquel cas l'équateur terrestre, 

ainsi défini, sera ce qu'on appelle une ligne à double courbure ; 
mais il s'accordera avec les définitions précédentes par cette con

dition , qu'en vertu de la petitesse de la terre comparativement aux 

dimensions infinies de la sphère céleste, les sommets de toutes ces 

verticales iront pareillement y aboutir sur le même grand cercle 

équatorial. Enfin, pour généraliser l'idée des méridiens terrestres, 

en un point quelconque de la terre, concevons une droite parallèle 

à l'axe de rotation : le plan conduit par cette droite et par la verti

cale sera le méridien du lieu considéré. Menons par l'axe même un 

plan qui lui soit parallèle; étant prolongé à l'infini, il tracera sur 

la sphère céleste un grand cercle méridien sur lequel la verticale , 

pareillement prolongée, ira aboutir. Tous les autres points de la 

surface terrestre, dont les verticales propres seront parallèles à ce 

plan-là, auront le même méridien céleste ; et leurs méridiens pro

pres seront traversés par les mêmes étoiles aux mêmes instants phy

siques. La suite de ces points sur la surface pourra donc être légi

timement appelée un méridien terrestre dans l'application la plus 

générale de cette expression, quelle que soit la configuration de la 

courbe qui les unit. 

55. Enfin, en suivant toujours les mêmes analogies, les parallèles 
terrestres seront formés, en général, par les points dont les verticales 

iront rencontrer la sphère céleste sur un même parallèle. De cette 

manière, tous les points d'un même parallèle terrestre verront les 

mêmes étoiles à leur zénith ; mais la suite de. ces points sur la terre 

pourra bien ne pas former un cercle, ni même une courbe plane. 
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50. Si l'on applique les définitions précédentes aux deux cas 

particuliers que nous avons considérés d'abord, elles reproduisent 

évidemment toutes les propriétés que nous y avons reconnues. On 

aurait donc pu se borner à les énoncer comme caractères généraux; 

mais alors on n'aurait pas vu aussi clairement le but de cette géné

ralisation et sa convenance ; d ép lus , on n'aurait pas embrassé le 

système des courbes formées par les méridiens et les parallèles ter

restres avec autant de facilité qu'en le considérant d'abord dans les 

cas simples où ces lignes sont planes. Or, ce sont précisément ceux-

là qui se trouvent réalisés sur la surface terrestre quand on fait abs

traction de ses irrégularités locales, comme nous aurons l'occasion 

d,e le reconnaître dans le chapitre suivant. 

57. Pour ne pas anticiper sur ce résultat, employons les énon

cés que nous venons d'établir, en leur laissant toute leur généralité. 

Nous pouvons d'abord classer les divers parallèles terrestres et les 

distinguer les uns des autres, d'après la déclinaison du parallèle cé

leste auquel ils répondent; ou , ce qui revient au même, d'après 

l'angle que leur verticale fait avec le plan de l'équateur céleste. 

Cet angle se nomme la latitude géographique du parallèle, comme 

nous l'avons déjà dit. 

Dans la fig. 7 , ZO est la verticale menée au point O sur le pa

rallèle terrestre 0 0 ' . De ce même point , on mène OP parallèle à 

l'axe de rotation PP ' ; alorsle plan ΡΟΖ est le méridien local qui coupe 

l'horizontal suivant la ligne méridienne HOH' , perpendiculaire à OZ. 

Soient EQE' le plan de l'équateur céleste, et OE une droite menée 

dans le méridien ΡΟΖ, parallèlement à cet équateur. L'angle ZOE , 

ou son égal Z V E , est la.latitude géographique du point O. Si la 

terre est sphérique, la verticale ZO passe par son centre, car toutes 

les verticales concourent en ce point ; mais ce concours est parti

culier à la forme sphérique. Quelle que soit la figure de la terre, la 

latitude est nulle à l 'équateur, parce que la verticale se trouve 

dans le plan de l'équateur céleste, si la terre est sphérique, ou 

parallèle au plan de cet équateur, dans le cas général. Aux pôles 

terrestres définis astronomiquement, la latitude est égale à cjo", 

parce qu'alors la verticale locale ÇP est parallèle à l'axe de rota

tion, et par conséquent perpendiculaire à l'équateur. La latitude 
3 . . 
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varie entre ces limites depuis o" jusqu'à 90 0 . Pour appliquer ces 
conceptions dans la généralité que nous leur attribuons en ce 
moment , il faut faire abstraction de la régularité de forme avec 
laquelle la masse terrestre est représentée dans la fig. 7, qui nous 
sert de type. On ne doit y considérer en chaque point O que la 
verticale locale Z O , l'horizontale HOH ' et les droites O E , OP, 
contenues avec elles dans le méridien de ce point ; la première 
parallèle au plan de l'équateur céleste, la seconde parallèle à l'axe 
rectiligne qui passe par les pôles du ciel, soit que les points P, P ' 
de la surface où les normales deviennent parallèles à cet axe se trou
vent ou ne se trouvent pas diamétralement opposés autour de son 
centre de figure. 9 

58. En considérant toujours la Jîg. 7 dans sa généralité de con
ception idéale, l'angle POU s'appelle la hauteur du pôle sur l'ho
rizon. Or, les angles EOP, ZOH sont égaux, puisque tous deux 
sont droits. Retranchant la partie commune Z O P , il reste EOZ 
égal à P O H ; c'est-à-dire qu'en général, la latitude géographique 
d'un lieu est égale h la hauteur du pôle sur l'horizon. 

Par exemple, d'après les observations de Méchain que j ' a i rap
portées dans le tome I I , page 387 , la distance dii pôle boréal au 
zénith, à l'Observatoire de Paris, est 4 i ° 9 ' 4 6 " ; 7 - La latitude géo
graphique de cet Observatoire est donc le complément de ce nombre 
ou 48° 5o ' 1 3 " , 3 , et c'est aussi la hauteur angulaire du pôle boréal 
sur son horizon. 

La latitude est boréale pour les pays situés au nord de l 'équa
teur; elle est australe pour ceux qui sont au midi. 

59. Le pôle boréal de la terre est situé dans la mer Glaciale, 
entre la Russie septentrionale et le Groenland. Le pôle austral, 
qui lui est opposé, est placé au delà de la Nouvelle-Hollande : ils 
sont l'un et l'autre environnés de glaces qui n'ont pas permis, jus
qu'à présent, aux navigateurs d'en approcher. 

On connaît beaucoup mieux la trace de l'équateur terrestre : i l 
passe à l'île de Saint-Thomas dans la mer d'Ethiopie, traverse 
l'Ethiopie elle-même , qui est uncf partie de l 'Afrique , passe à 
Sumatra, à Bornéo, dans la Nouvelle-Guinée, de là se prolonge à 
travers la mer du Sud, jusqu'au Pérou, et étant rentré de nouveau 
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dans l'océan Atlantique, il vient terminer, aux rivages de l 'Afrique, 

le contour entier de la terre. 

40 . L'axe de la terre, qui est aussi celui du mouvement diurne, 

étant diversement incliné sur les horizons des différents pays, il en 

résulte, dans la marche générale des étoiles, des différences d'as

pect remarquables qui, d'après ce qui précède, peuvent se prévoir 

et se décrire avec une extrême facilité. 

A l'équateur, par exemple, on se trouve placé verticalement 

sous la direction du mouvement diurne. Un observateur, tourné 

vers l'orient, ayant le sud à sa droite et le nord à sa gauche, voit les 

étoiles situées vis-à-vis de lui s'élever verticalement dans le ciel ; 

elles passent à son zénith et se couchent directement derrière lui : 

l'arc qu'elles décrivent se trouve tout entier dans un même plan 

perpendiculaire à l 'horizon; ce plan est celui de l'équateur. 

Les étoiles situées à droite et à gauche suivent une marche pa

rallèle aux précédentes : elles décrivent donc aussi des cercles de la 

sphère céleste ; mais ce sont des petits cercles, parce que les plans 

qui les contiennent ne passent pas par le centre de la sphère. La 

grandeur de ces cercles diminue à mesure qu'ils s'écartent de 

l 'équateur; les étoiles qui s'y trouvent décrivent donc des cercles 

plus petits et moins élevés sur l 'horizon; enfin, vers le sud et vers 

le nord , on découvre des étoiles qui décrivent des arcs si petits, 

que leur mouvement est à peine sensible; de sorte que les points 

du ciel où elles se trouvent paraissent immobiles dans le mouve

ment général ; ce sont les pôles célestes. 

4 1 . Voilà les apparences que présente le mouvement du. ciel 

pour un observateur situé perpendiculairement sous sa direction. 

Mais en revenant dans notrç pays, les apparences ne sont plus les 

mêmes, et cela doit être; car, en changeant de lieu sur la terre, 

îa direction de l'horizon change, et l'on a successivement au zénith 

différents points du ciel. Sous l'équateur, l'observateur voit les 

deux pôles ; il cessera de les voir tous deux s'il avance vcr,s 

le nord ou vers \e sud. S'il marche vers le nord , son zénith se 

rapproche du pôle boréal, et s'éloigne du pôle austral ; celui-ci 

s'enfonce donc sous l 'horizon: il est caché par la convexité de la 

terre. En marchant toujours vers le nord, les étoiles qui entourent, 
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le pôle austral s'abaissent de plus en plus, et deviennent invisi

bles ; l'autre pô l e , au contraire, s'élève sur l'horizon de la même 

quantité, et les étoiles qui l'entourent se dégagent de plus en plus ; 

enfin, les cercles que décrivent quelques-unes d'entre elles s'élè

vent entièrement au-dessus de l'horizon ; alors ces étoiles ne se 

couchent plus, et , sans la trop grande clarté du soleil, elles res-

feraient constamment visibles. On observe les phénomènes con

traires en s'avançant vers le sud. 

42. Ces différences d'aspect ont fait imaginer aux géographes 

des dénominations pour désigner les divers pays, d'après la posi

tion de la sphère céleste relativement à leur horizon; ils disent 

qu'un pays a la sphère droite, oblique ou parallèle, selon que 

l'équateur céleste y est perpendiculaire, oblique ou parallèle au 

plan de l 'horizon: le premier cas a lieu sur l'équateur terrestre, le 

dernier au pô le , le troisième par tout le reste de la terre. 

45. La hauteur du pôle reste toujours la même au-dessus de 

l'horizon de chaque lieu. C'est par là que l'on sait que l'axe et 

l'équateur de la terre répondent toujours aux mêmes points de 

sa surface ^ comme j e l'ai annoncé § 52 ; mais ils répondent 

successivement à divers points de la sphère des étoiles. L'étoile 

qui est placée à l'extrémité de la petite Ourse, et que nous nom

mons l'étoile polaire, parce qu'elle est aujourd'hui voisine du pôle, 

en était fort éloignée du temps d'Hipparque, c'est-à-dire il y a 

environ deux mille années ; elle s'en approche encore peu à peu 

de siècle en siècle, et , après avoir atteint une certaine limite de 

proximité, elle s'en éloignera. Par suite de ce changement, les 

étoiles situées dans l'équateur céleste se déplacent peu à peu toutes 

ensemble, et d'autres les remplacent dans ce plan. Ce mouve

ment progressif est un de ceux que j 'a i déjà indiqués comme altérant 

les positions fixes de tous les astres ; on l'appelle la procession : 
nous en déterminerons plus loin les lois. Cependant la hauteur du 

pô l e , sur chaque horizon, reste constante, ou , du moins, on y a, 

jusqu'à présent, tout au plus soupçonné quelque petit mouvement 

d'oscillation périodique, dont l'existence n'est pas même certaine. 
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CHAPITRE XVIII. 
Détermination exacte de la figure de la terre. Mesure 

exacte de ses dimensions et de sa grandeur. 

S E C T I O N I . — Mensuration immédiate d'utie portion locale 
de sa surface corrigée de ses inégalités accidentelles. 

Dans le chapitre I I du tome I e r de cet ouvrage nous avons con

staté, par des remarques très-simples, la forme arrondie de la terre, 

et son isolement dans l'espace ; nous avons reconnu aussi que la 

configuration générale de sa surface s'écarte peu de la courbure des 

mers qui s'y entremêlent de toutes parts, et qu'elle diffère seulement 

de leur niveau commun par des élévations ou des dépressions 

locales, de dimensions presque insensibles , comparativement à 

celles de la masse entière. Maintenant que nous avons établi des 

procédés exacts d'observation et de mesures, nous allons les em

ployer à transformer en déterminations rigoureuses ces premiers 

aperçus. 

&&. Pour prendre une idée exacte delà figure de la terre, il faut 

la mesurer successivement dans différents sens. Commençons donc 

par l'étudier dans le sens du méridien , puisque cette direction est ( 

la première que les observations nous aient fait connaître. 

La chose serait facile si les méridiens terrestres étaient des 

courbes planes ; car les considérations très-simples que nous avons 

exposées dans le tome I , page 20 , nous ont appris dès lors que 

la courbure d'une courbe plane est toujours indiquée par les 

angles plus ou moins aigus que forment entre elles les perpendicu

laires menées à ses différents points. Pour appliquer ce résultat à 

la terre, il suffirait donc alors de prendre, sur un même méridien, 

curvil igne, mais p lan, plusieurs points espacés à des distances 

connues, par exemple à égales dislances, de les ramener idéale

ment ou par le calcul au niveau des mers environnantes, et de dé

terminer les angles que leurs verticales forment entre elles; car 

les verticales sont ici les perpendiculaires à la courbe du méridien. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Par ce moyen on reconnaîtra tout de suite si la terre est exacte
ment sphérique , car, dans ce cas , la courbure de ses méridiens 
doit être partout la même: toutes les verticales concourront au 
centre, et quand les angles formés par ces verticales seront égaux, 
les arcs mesurés sur la surface terrestre devront l'être aussi sur 
quelque partie du méridien qu'ils soient observés. Voyez fig. 8, 
où C est le centre de la terre, A A ' , A ' A " des arcs égaux mesurés 
sur sa surface dans le sens du méridien. En général, dans le cas 
des méridiens circulaires, les angles des verticales sont propor
tionnels aux ares compris entre elles. 

Au contraire, si la terre n'est pas sphérique, on devra s'en aper
cevoir ; car là où elle sera plus convexe, les verticales se rencon
treront plutôt dans son intérieur; là où elle sera plus aplatie, 
elles se rencontreront plus loin. A ins i , pour mesurer le môme 
angle entre ces verticales, il faudra faire plus de chemin dans le 
second cas que dans le premier. Voyez la courbe A A ' hM',Jîg. 9 ; 
l'angle G formé par les verticales AC, A 'C est égal à l'angle C' 
formé par les verticales BG', B'C'; mais la courbe étant plus convexe 
en E, plus aplatie en P, l'arc UB ' est plus grand que l'arc A A ' . 

A3. Quoique nous ne sachions pas, à p r i o r i , si les méridiens 
terrestres sont des courbes planes, cependant, comme cette sup
position est la plus simple possible, il est naturel de l'essayer, et 
de voir si les observations y sont conformes. Mais je puis d'avance 
prévenir qu'elle approche si près de l'exactitude, qu'il n'a pas 
encore été possible de mesurer la quantité dont elle s'en écarte, 
ou même de s'assurer d'une manière bien certaine qu'elle s'en 
écarte réellement. De p lus, je dois avertir encore que la forme 
de la terrcj déduite des observations, s'écarte si peu de la forme 
sphérique, que la différence n'est pas du tout sensible sur une 
petite étendue superficielle, même dans les observations les plus 
exactes ; en sorte que pour apercevoir cette différence, il faut 
comparer entre elles des observations faites sur des parties très-
éloignées d'un même méridien, ou sur différents méridiens, à des 
latitudes très-différentes. D'après cela, pour trouver, en chaque 
l ieu, la valeur d'un degré du méridien, c'est-à-dire la longueur 
de l'arc terrestre correspondant à un angle de i ° entre les verti-
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(*) Comme le rapport se représentera fréquemment dans les transfer
ts 

malions que nous aurons à effectuer, il sera utile d'établir ici son logarithme, 

cales , il n'est pas nécessaire de chercher deux points dont les 

verticales fassent juste entre elles un angle de i ° , ce qui serait 

très-difficile et presque impraticable; mais on raisonnera comme si 

la terre était sphérique dans une petite étendue autour des points 

observés, ce qui permettra d'y supposer les arcs du méridien pro

portionnels aux angles des verticales. Si donc l'angle observé entre 

les verticales est V , et si M est la longueur de l'arc terrestre com-

i ° M 
pris entre el les, on fera la proportion V : M :: i0:—^—, et la 

• . >°-M · , , i, j · quantité — — exprimera la longueur d un degré terrestre en ce heu 

de la terre, telle qu'on l'aurait mesurée directement. Je la désignerai 

désormais par la lettre D( ° ) , dans tout ce qui va suivre, en lui 

attribuant des valeurs locales, constantes ou variables , selon que 

l'expérience l'indiquera. Quand D M sera ainsi connu pour un 

lieu donné, si l'on conçoit une surface sphérique ayant une cour

bure égale à celle qui s'observe sur le méridien terrestre en ce lieu-

là môme, le contour de cette sphère sera 36o D<°), son demi-

contour 180 D<°); et sil 'on divise cette dernière longueur par le 

nombre CT, rapport de la demi-circonférence au rayon, lequel a 

pour valeur 3 , 1415926, ou à peu p r è s - f f } , on aura la longueur R 

180 DO) 
du rayon de cette sphère qui sera En supposant la terre 

complètement sphérique, ce serait là le rayon commun à toute sa 

surface. Si elle n'est pas tout à fait sphérique, ce sera le rayon 

d'une sphère qui suit sensiblement sa courbure dans le sens du 

méridien, sur l'étendue de i ° , au lieu où l'arc M a été mesuré. Si 

l 'on considère cet arc commun comme contenant, sur le méridien 

rée l , deux éléments tangcntiels consécutifs, infiniment petits com

parativement à ses dimensions totales, la sphère ainsi décrite sera, 

dans l'acception géométrique, tangente à la surface terrestre au 

point milieu de l'arc ; et, de plus, elle y sera osculatrice à cette sur

face dans le sens du méridien (*). 
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* 
40. La mesure d'un degré du méridien exige donc deux opéra

tions distinctes. La première est purement géométrique : c'cstle tracé 

continu d'un même méridien terrestre , et la mesure de la courbe 

ainsi décrite sur la surface de la terre, ramenée à la régularité du 

niveau des mers ; la seconde est astronomique : c'est la mesure 

de l'angle compris entre les verticales menées aux deux extrémités 

de l'arc mesuré. 

Je commencerai par cette dernière, parce que le procédé qu'elle 

exige peut s'énoncer en deux mots : II suffit de mesurer les dis
tances du même pôle au zénith des deux stations extrêmes : la dif

férence de ces distances est l'angle que les -verticales comprennent. 
Car, soient OZ , O'Z', fig. i o , deux verticales menées aux 

points 0 , 0 ' du méridien 0 0 ' ; et, considérant d'abord la terre 

comme exactement sphérique , supposons que ces verticales, pro

longées vers l'intérieur de sa masse, se rencontrent au point C, qui 

sera son centre. Menons les rayons visuels OP, O'P', dirigés vers 

un même pôle céleste, conséquemment parallèles entre eux. S i , par 

le point O, l 'on conçoit une droite 0?, parallèle à O'Z', l'angle ZOÇ 
sera la différence des distances du pôle au zénith dans les deux sta

tions, et il sera évidemment égal à l'angle central ZCZ' que les deux 

verticales comprennent, ce qui démontre la proposition énoncée. 

•47. Nous supposons que les deux verticales se rencontrent. 

Si le méridien terrestre est une courbe plane, cette rencontre aura 

lieu nécessairement, quelque éloignés que soient les points extrêmes 

et celui du rapport inverse, plus exactement qu'on ne pourrait les obtenir 
avec les Tables habituelles : ces valeurs sont 

l 0 B ( r ¿ s ) = 2>a-'.i87 736,5 o. 

En outre, pour abréger les expressions algébriques du rayon en degrés, et du 
degré en fonction du rayon, je ferai désormais 

180 
M : = ¡ 

ce qui donnera 

U = U D M , et D(°> = -
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PHYSIQUE. 43 

de l'arc observé.' Si le méridien n'est point une courbe plane, celte 

double courbure sera insensible , dans une étendue de quelques 

degrés, comme celle qu'embrassent ordinairement les observations 

faites dans un même pays. Les verticales menées aux deux extré

mités d'un si petit arc, si elles ne se rencontrent pas mathématique

ment, auront du moins leur ligne de plus courte distance très-

petite, puisque la forme générale de la surface terrestre diffère 

très-peu d'une sphère exacte ; et. l'on peut pressentir qu'une 

telle circonstance devra produire des effets géométriques approxi

mativement pareils à ceux d'une rencontre. Mais il est facile de 

donner à cette conception une forme rigoureuse, en rappelant ici 

quelques propriétés des surfaces sphéroïdales, qui éclaireront 

toute la suite des opérations que nous allons exposer. 

AS. Considérons une telle surface dans son acception la plus géné

rale, sous la seule réserve que sa courbure var ie , sans discontinuité 

brusque, sur toute son étendue. Par un quelconqueMde ses points, 

menez-lui une normale, c'est-à-dire une droite indéfinie, perpendi

culaire au plan qui est tangent à la surface en ce point-là. Sur cette 

normale prenez, dans la concavité intérieure, un point quelconque 

C, dont la distance au point de contact sera désignée par R. Toute 

sphère décrite d'un tel centre C, avec le rayon R, sera tangente à la 

surface, dans le point d'oOi la normale est menée. Mais il y aura, 

sur la même normale, un certain espace où les centres C donneront 

des sphères qui auront avec la surface un contact plus intime que 

toutes les autres. C'est ce que j'appellerai Y espace d'oscillation, parce 

que toutes les sphères tangentes, dont le centre s'y trouve compris, 

suivent la courbure de la surface, chacune en un certain sens spé

cial , sur l'étendue de deux éléments tangcntiels consécutifs, sup

posés infiniment petits; ce qu 'on exprime en disant qu'elles sont 

osculatrices à la surface, dans ce sens-là. Les deux rayons extrê

mes R , qui ont cette propriété, s'appellent, l'un le plus grand, 

l'autre le plus petit rayon oscillateur, de la surface considérée. Si 

elle était une sphère rigoureuse, lisseraient égaux entre eux et au 

rayon même de celte sphère; alors l'espace d'osculation serait 

nul. Par conséquent, lorsque la surface s'écarte très-peu de la forme 

sphérique, cet espace devient très-petit du même ordre que l'é-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cart; et les rayons oscillateurs menés des deux points qui le ter

minent, ne différant l'un de l'autre que par l'intervalle qu'il oc

cupe, sont aussi très-peu différents en longueur. Cela doit donc 

être ainsi pour la surface terrestre, corrigée de ses inégalités locales 

et ramenée à la régularité du niveau des mers, puisque, dans son 

ensemble, elle diffère extrêmement peu de la sphéricité. Dans un tel 

cas, tous les centres des plus grandes sphères osculatrices, et tous 

les centres des plus petites , devront se trouver répartis dans l'in

térieur de sa masse sur deux surfaces géométriques, de forme 

généralement différentes, mais toutes deux restreintes à des éten

dues de volume très-petites, qui se réduiraient à deux points 

coïncidents entre eux si la sphéricité de la surface osculéc était 

rigoureuse. 

Les choses étant ainsi, prenons, sur une quelconque des nor

males terrestres, un des centres d'osculation C, par cxemplecelui qui 

correspond au plus grand rayon oscillateur R. La sphère décrite du 

centre C avec le rayon R , sera tangente à la surface régularisée, an 

point M où la normale est menée, et elle s'assimilera avec elle autour 

de ce point dans une certaine étendue superficielle, d'autant plus 

intimement que l'étendue ainsi considérée sera plus restreinte. Sup

posons-la si petite que les sécantes, menées du centre C aux points de 

la surface régulière qui en forment le contour extérieur, diffèrent 

seulement du rayon R par des quantités insensibles ou négli

geables. Alors, dans toute cette étendue, les mesures de lon

gueur et les opérations trigonométriques que l'on effectuera entre 

les points qui s'y trouveront compris, pourront, sans erreur ap

préciable, être supposées faites sur la sphère osculatricc du rayon 

R , dont les rayons se rencontrent, quoiqu'elles le soient effective

ment sur la surface réelle, dont les normales rigoureuses, menées 

aux mêmes points, peuvent ne pas s'entrecouper mutuellement. 

Ad. Sans doute l'amplitude absolue dans laquelle on peut étendre 

cette identification avec une suffisante exactitude, ne saurait être 

rigoureusement appréciée qu'avec la connaissance complète de la 

surface à laquelle on l'applique. Mais il en résulte déjà, qu'en 

bornant nos opérations géodésiques partielles à des étendues su

perficielles qui soient certainement très-petites, comparativement 
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à la surface totale de la terre, les résultats que nous obtiendrons, 

en les considérant comme effectuées sur une même sphère, se

ront , ou suffisamment exacts pour être employés ainsi, ou au 

moins assez approchés de l'exactitude pour n'avoir plus besoin 

que de corrections très-légères qui pourront leur être ulté

rieurement appliquées par un second calcul, lorsque leur com

paraison entre des régions très-distantes nous aura fait connaître 

approximativement la forme ainsi que les dimensions de la surface 

totale dont elles dépendent. Toutefois, pour achever de fixer les 

notions qui précèdent, j 'annoncerai, par avance, que la combi

naison géométrique la plus avantageuse, à laquelle on est définiti

vement conduit par l'ensemble de tous les résultats, consiste à 

considérer toutes les opérations partielles comme effectuées sur les 

sphères successivement décrites avec le plus grand rayon oscilla

teur local; ce qui place tous leurs centres sur une droite très-

petite, de même ordre que l'intervalle d'osculation, laquelle se 

trouve parallèle à l'axe de rotation du ciel, et placée sur l'axe 

même de rotation de la terre, lorsque l'on suppose celle-ci un 

ellipsoïde de révolution, ce qui est la seconde et dernière ap

proximation par laquelle on puisse représenter sa forme générale 

clans ce qu'elle a de régulier. Cette construction amène ainsi tous 

les pôles de ces sphères sur le même axe central, dirigé vers les 

pôles de la sphère céleste, où ils se trouvent seulement placés en 

des points quelque peu différents entre eux et des pôles terrestres 

réels, selon le lieu propre de leur centre et la longueur propre de 

leurs rayons. Les plans de leurs méridiens coïncident donc tous 

alors avec les méridiens terrestres réels, comme se coupant tous 

mutuellement suivant l'axe commun. 

80. Ces restrictions étant expliquées et convenues, je viens au 

tracé de l'arc méridien sur une quelconque des sphères oscula-

triecs locales; n'ayant pas, pour cela, besoin de la connaître, ni 

même de définir le sens spécial d'osculation que j e lui attribue, 

mais supposant seulement l'étendue de cet arc assez restreinte 

pour pouvoir le considérer, avec une approximation présumée 

suffisante , comme appliqué tout entier sur cette même sphère , 

ou , par extension , sur plusieurs autres ultérieurement osculatrices 
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en ses diverses parties, et dont il faudrait alors déterminer le mode 

de succession. D'abord, à la première station prise pour point de 

départ, cet arc devra, par définition , coïncider avec la ligne mé

ridienne du lieu. En outre, puisque nous pouvons le supposer 

être une courbe plane, au moins sur ce premier élément longitu

dinal de son extension, il sera compris tout entier dans le plan 

vertical local mené par cette ligne. On le décrira donc sur la sur

face terrestre, si l'on y détermine les traces de toutes les autres 

verticales qui satisfont à cette condition. L'instrument des passages, 

exactement dirigé dans le plan méridien de la première station , 

offre un moyen très-simple et très-exact d'y parvenir, lorsque 

l'on opère dans un pays découvert, où la vue peut s'étendre 

en liberté; par exemple, sur une plage sablonneuse, longeant les 

bords de la mer , et qui en suive la convexité. J'admettrai d'a

bord la réunion de ces circonstances favorables. 

Alors, l'instrument étant bien réglé par les observations des 

étoiles circumpolaires ou de toute autre manière, abaissez la lu

nette vers l'horizon , successivement au sud et au nord. Puis, sur 

chacune de ces deux directions, à la distance de quelques milliers 

de mètres, faites planter des jalons verticaux portant à leurs 

sommets des plaques métalliques, divisées par des lignes vert i

cales que vous puissiez reconnaître, comme seraient, par exemple, 

des traits blancs et noirs. Ayant distingué, sur chacune de ces 

mires, la division et la fraction de division qui se trouve sur la 

direction du fil vertical central de votre réticule, déterminez 

soigneusement, avec un fil-à-plomb, les pieds P', P " des deux 

verticales correspondantes, et marquez-les sur des plaques mé

talliques horizontales, fixées aux sommets de deux pieux solides, 

enfoncés profondément jusqu'à affleurer le sol. Les points P', P " 

seront dans le plan méridien de la station intermédiaire ; ils ap

partiendront à la ligne méridienne qui passe par le centre optique 

de cette station. 

C'est ainsi qu'à Paris on a marqué, dans la plaine de Mont-

rouge, un point qui est sur la direction de l'axe optique de lu 

lunette des passages de l'Observatoire. C'est par des moyens à pou 

près équivalents, quoique peut-être moins précis, qu'on a dé ter-
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miné la position de la pyramide de Montmartre, sur la direction 

de la ligne méridienne tracée dans la grande salle du même édi

fice. Cette ligne étant prolongée, vers le nord, de 6000 mètres, 

passerait dans l'axe de la pyramide. Concevez deux points encore 

plus distants, marqués, de même, dans une direction horizontale, 

P ' , P", l'un au no rd , l'autre au sud de la lunette de l'instrument 

des passages, ils détermineraient, sur une étendue encore plus 

grande, la direction de l'arc méridien supposé plan. On pourrait 

aisément, si on le jugeait nécessaire, subdiviser l'intervalle des 

points P' , P" , sans sortir du même méridien terrestre. Car, puis

que nous le supposons contenu dans un même plan, on n'aura 

qu'à établir, dans quelque point intermédiaire, un cercle portatif 

à limbe vertical, que l'on placera de manière que l'axe optique de 

sa lunette, rendu préalablement parallèle au plan de ce l imbe, 

s'aligne exactement, sur eux , dans sa rotation. Quand cette con

dition sera remplie, on fera placer, de distance en distance, d'au

tres jalons verticaux, portant des mires, que l'on dressera d'abord 

approximativement à vue, sur cette direction. Lorsqu'ils en seront 

assez proches pour que les divisions des mires se voient dans le 

champ de la lunette, toujours alignée sur les signaux extrêmes, 

on notera celle des divisions qui se trouve sous le fil, et l'on mar

quera, comme précédemment, sur une plaque fixée au niveau du 

so l , le pied de la verticale correspondante. L e même procédé ser

vira pour prolonger, au delà de l'intervalle P 'P " , le plan vertical, 

conséquemment l'arc méridien qui passe par ces points. Cela sera 

plus simple que de transporter, pour le même but, l'instrument des 

passages, qui est plus difficile à établir; et l'on pourrait concevoir 

la ligne méridienne d'une première station continuée ainsi d'un 

bout à l'autre d'un continent, sur son prolongement primitif, 

après qu'elle aurait été déterminée par des passages d'étoiles cir-

compolaires dans cette seule station. 

o l . Toutefois, dans ce cas idéal d'une si longue extension, qui 

sortirait des conditions restreintes auxquelles nous supposons les 

opérations réelles assujetties, il y aurait un grand intérêt à établir 

de nouveau l'instrument des passages au dernier point de la ligne 

ainsi tracée, et même en d'autres points intermédiaires, pour y 
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déterminer immédiatement, par des observations astronomiques, 

la direction du méridien local. Car, si les méridiens terrestres, tels 

que nous les avons généralement définis, page 34, n'étaient pas 

des courbes planes, le méridien réel, ainsi astronomiquement fixé, 

s'écarterait de la direction du signal précédent, et cette déviation 

azimutale décèlerait le fait lui-même, par un caractère incontes

table. Malheureusement, on ne saurait espérer de trouver une 

localité où le tracé direct puisse être prolongé assez loin pour qu'on 

pût le faire servir à une pareille épreuve. C'est pourquoi on tâche 

d'y suppléer, dans les grandes opérations modernes, par une autre 

détermination équivalente ; comme je l'expliquerai plus tard. Mais, 

malgré la grande longueur des chaînes de triangles auxquelles on 

a pu l'appliquer, on n'a trouvé que des déviations finales si petites, 

qu'elles se confondent avec les résultats des erreurs que les obser

vations comportent, ou qu'on y peut, tout au plus, reconnaître 

des indices d'accidents locaux, dont l'influence ne se fait pas sentir 

d'une manière suivie; de sorte que, jusqu'à présent, rien n'auto

riserait à affirmer que les méridiens terrestres, dans ce qu'ils ont 

de régulier, ne sont pas des courbes planes. D'après cela, leur 

double courbure, si elle existe, doit certainement être insensible 

sur un arc d'un petit nombre de degrés, tel que pourrait tout au 

plus l'embrasser un tracé direct, comme celui que j 'a i tout à 

l'heure décrit. 

82. Blême, en le restreignant à ces limites, il faudrait, pour 

qu'il fût exécutable sans rectification, supposer que la surface du 

terrain où l'on opère est partout exactement horizontale, c'est-à-

dire que sa convexité est la même que celle de la surface des mers ; 

car cette condition serait nécessaire pour qu'une chaîne ou un fil 

flexible, étendu sur le sol, et passant par les pieds P', P", . . . des ver

ticales consécutives, coïncidât avec un arc régulier de méridien. Or, 

comme elle ne se présente jamais réalisée naturellement avec une 

rigueur suffisante, on la réalise artificiellement par le mode de 

mensuration qu'on emploie. Pour cela, on préparc plusieurs règles, 

ou plusieurs chaînes, formées de matières peu dilatables, dont on 

détermine exactement la longueur en fonction de l'étalon fixe que 

l'on veut prendre pour unité de mesure, en notant soigneusement 
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la température à laquelle la comparaison est effectuée. Et , quand 

on s'en sert à une autre température, on les ramène toujours à 

cette longueur primitive, d'après la dilatation connue de la ma

tière dont elles sont faites. Afin que ces règles, ou ces chaînes, 

quoique rectilignes, puissent s'adapter à la convexité de la surface 

terrestre par des applications successives, avec une suffisante ap- 1 

proximation, il faut que leur longueur n'excède pas quelques 

toises des anciennes mesures de Paris, ou un nombre semblablc-

ment restreint de mètres. Elles sont étendues sur des plans inflexi

bles , dont les supports sont pourvus de mouvements de rappels 

verticaux qui permettent de les amener à une exacte horizonta

lité , quand le sol sur lequel on opère n'est que peu inégal. 

Mais, comme des accidents de localité, trop ordinaires, rendraient 

souvent difficile, ou même impossible d'opérer matériellement un 

grand nombre de contacts successifs dans cette condition unique, 

on y ramène, par le calcul, les contacts quelque peu obliques, 

d'après l'angle actuel d'inclinaison mesuré par un niveau divisé, 

qui est fixé au plan rigide sur lequel la règle ou la chaîne repose-

Chaque système partiel, ainsi constitué, est recouvert par un toit en 

bois qui l'abrite contre la radiation solaire. On les peint extérieure

ment de couleurs différentes, pour les distinguer les uns des autres, 

quand on les transporte successivement pour continuer leur ap

position ; et des pointes métalliques, fixées verticalement aux ex

trémités des sommets de ces toits, servent de viseurs pour aligner 

les règles intérieures sur les jalons dressés aux différents points 

P' , P", . . . que l'on a marqués sur le sol dans la direction de la ligne 

à mesurer. Peut-être cet alignement se jugerait mieux à travers de 

petites lunettes munies de réticules, dont l'axe optique physique 

coïnciderait avec l'axe des règles, et qui seraient fixées aux deux 

bouts de chaque toit , à des hauteurs tant soit peu différentes. Mais 

une très-petite erreur clans l'alignement de chaque règle n'a pres

que pas d'importance, parce que la longueur oblique diffère alors 

extrêmement peu de sa projection sur la ligne directe. Toutefois, 

la somme de ces écarts donne nécessairement une mesure totale 

plus longue que la véritable d'une quantité qui peut s'apprécier, 

en supposant, dans chaque posage, la plus grande erreur que l'on 

T . m . 4 
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puisse commettre; et l 'on s'assure ainsi qu'elle est négligeable, 

même dans une mensuration très-longue, si l'on y apporte les 

soins nécessaires. L'apposition des règles entre elles ne se fait pas 

par des contacts immédiats, qui pourraient opérer des repousse-

ments» Mais chaque règle, ou chaque chaîne, porte , à l'un de ses 

bouts, une languette mince, mobile dans une coulisse longitudi

nale , où elle est conduite par une vis de rappel qui sert à la faire 

plus ou moins sortir J et c'est le bout libre de cette languette qui 

se met en contact avec l'extrémité fixe de la règle précédente. La 

quantité de sa sortie se juge par l'indication d'un vernier qu'elle 

transporte avec elle le long d'une division rectiligne tracée sur la 

règle à laquelle elle appartient ; et la coïncidence du vernier se lit 

avec un petit microscope fixé à cette règle. Pour opérer le mesu-

rage, on amène d'abord l'extrémité antérieure de la première règle 

en coïncidence avec la verticale du premier point P ' marqué sur le 

sol, ce qui se juge par le contact d'un fil-à-plomb, tombant sur ce 

po int , et dont la demi-épaisseur doit ainsi s'ajouter à la mesure 

totale, indiquée par l'apposition des règles successives. Cette pre

mière règle a d'ailleurs, été alignée sur les jalons de repère, comme le 

seront toutes les autres ; et si elle n'est pas exactement horizontale, 

on mesure de même son inclinaison pour en déduire sa projection 

exacte par le calcul. Cela fait, sans déplacer celle-ci, on en pose une 

seconde, que l'on met en contact avec elle par sa languette mobile ; 

puis une troisième, que l'on met de même en contact avec cette se

conde; et ce n'est qu'après en avoir ainsi établi sur le sol au moins 

trois consécutives, que l'on relève la première, pour s'en servir à 

continuer l'opération. Quand on est ainsi parvenu à la fin de l'arc 

tracé sur le sol par la suite des points P', P " , . . . , il n'arrive jamais 

que l'extrémité de la dernière règle tombe juste en projection 

horizontale sur le dernier de ces points. Elle l'excède toujours, ou 

ne l'atteint pas. Alors on abaisse un fil-à-plomb tangentiellement à 

son extrémité, et l'on marque, sur une plaque métallique fixée 

dans le sol, le point où il aboutit ; puis on mesure directement la 

distance de ce point au dernier repère P(">, et on l'ajoute à la lon

gueur de la règle, ou on l'en retranche, selon le cas (*). 

(*) Je n'ai pu indiquer ici que le principe général de la mensuration suc-
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lia. Si l'opération que je viens tle décrire est faite sur une 

plage sablonneuse , longeant le bord de la mer , les règles appo

sées ainsi horizontalement, ou plus généralement- leurs projec

tions horizontales, calculées d'après les indications de leur niveau, 

si elles sont quelque peu obliques aux verticales successives, re

présenteront autant de petites droites consécutivement tangentes 

à l'arc méridien, au milieu de leur longueur. Or, dans un cercle , 

la différence entre un petit arc et sa tangente est moindre que le 

tiers du cube de cette même tangente divisé par le carré du 

rayon du cercle. On peut donc penser qu'en restreignant les lon

gueurs de nos règles comme nous l'avons fait, elles seront jsi 

petites, comparativement au rayon de la terre, que leur différence 

avec l'arc qu'elles touchent sera négligeable ; et cela peut du moins 

être admis dans un premier calcul approximatif. Mais, quand lé 

rayon de la terre nous deviendra connu par cette première évalua

tion , nous pourrons nous assurer que la différence dont il s'agit 

sera en effet insensible pour chacune de nos règles, dans les bornes 

de longueur auxquelles nous les avons restreintes ; et même la 

somme des différences ainsi accumulées dans une mensuration de 

3ooooo ou 4ooooo mètres ne formerait pas une fraction de mil

limètre appréciable par les appareils physiques les plus précis. 

S4. Supposons maintenant que la mensuration n'ait pas été faile 

au bord de la mer, mais dans une vaste plaine située à l'intérieur 

d'un continent; e t , pour nous adapter entièrement aux réalités 

les plus ordinaires, donnons à cette plaine une faible pente con

tinue sur sa verticale moyenne. Quand toutes les règles apposées 

auront été réduites , par le calcul, à l'horizontalité sur leurs ver-

cessivo. Los détails varient selon la disposition des appareils employés. J'ai 
pris principalement pour type ceux qui ont été appliqués, d'après les idées 
de Borda, à la mesure des bases de la grande triangulation effectuée en 
France par Méchain et Delambre. On en trouvera l'exposition précise dans 
l'ouvrage de ce dernier, intitulé: Mesure de la Méridienne, tome II. Les pro
cédés employés en Angleterre pour une opération analogue ont été exposés, 
par le général Roy, dans les Transactions philosophiques de la Société royale de 
Londres, et ils ont été rassemblés, par le général Mudge, dans un ouvrage 
spécial intitulé: An account 0/ ihe opérations carried onjbr accomplishing a 
Irigonometrical Suive? of England and Walcs; 1 vol. Londres, 1799. 
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lieales individuelles, leurs projections, ainsi obtenues, seront au

tant de tangentes au cercle méridien qui passerait par le sommet 

de chaque verticale; e t , d'après ce qu'on vient de dire, elles se 

confondraient sensiblement avec la petite portion d'arc qu'elles 

recouvrent. Ces arcs, que nous supposons ici décrits du même cen

tre , auront des rayons d'inégales longueurs, à cause de la pente 

générale du sol sur lequel on a successivement porté les règles. 

Ainsi , avant d'en faire la somme, il faut les réduire aux dimen

sions que les verticales qui les terminent auraient interceptées sur 

Un même cercle , par exemple sur celui dont le rayon R ' passerait 

par le point moyen de la ligne mesurée. C'est-à-dire que si h est 

la différence de niveau absolu entre ce point moyen et un point 

quelconque de la l igne, où le petit arc tangentiel est p , il faut 

transformer cet arc en r ou u — . Mais , a cause de 
R' -h h r R ' -+- h 

l'excessive petitesse de h, comparativement à R', dans les cas de 

faible pente que nous admettons , le terme qui exprime la correc

tion de chaque arc f» sera individuellement insensible ; et la somme 

de toutes les corrections s'anéantira encore, par compensation, 

pour la ligne entière, puisque le facteur h, qui leur donne son 

signe, sera positif pour les points plus élevés que le point moyen, 

et négatif pour les plus bas. D'après cela on pourra, sans aucune 

erreur, considérer l'arc total mesuré M comme appartenant au cer

cle méridien décrit avec le rayon moyen R ' . , 

53. À présent admettons que, par un nivellement topogra-

phique, ou par des observations barométriques simultanées, on ait 

déterminé la hauteur I I de la station moyenne, au-dessus du niveau 

moyen de la mer la plus proche; et soit R le rayon terrestre de 

cette mer terminé à ce même niveau moyen. Si la terre est exacte

ment sphérique, R sera son rayon constant. Si elle a une forme 

quelque peu différente, R sera le rayon de la sphère locale, oscu-

latrice à sa surface moyenne dans la région où l'arc M a été mesuré. 

Du centre de cette sphère, menons deux sécantes terminées aux 

extrémités de l'are M, et ayant conséquemment pour longueur R ' ou 

R -+- H. Ce seront aussi les verticales de ces points extrêmes, au 

moins dans le premier système d'approximation auquel nous non» 
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bornons ici. Or , puisqu'elles interceptent l'arc circulaire M à la 

distance R + H du centre, elles intercepteront à la distance R un arc 

M R M H 
proportionnellement moindre, c csl-a-dirc ^ — " F J 0 1 1 ™ 

R H- H R + H 

Cet arc , calculé, sera donc l'arc méridien que l'un aurait obtenu 

entre les mêmes verticales qui comprennent M , si l'on avait pu le 

mesurer sur le prolongement de la surface spliérique de la mer dans 

la région où l'on a opéré. Ce sera ce qu'on appelle l'arc M réduit 

JVÏH 
ait niveau de la mer; et le ternie soustractif— — s'appelle la 

R + H 

réduction à ce niveau. Pour l'évaluer numériquement, il faudrait 

connaître le rayon R , qui est précisément l'élément physique que 

l'on cherche à déterminer. Mais cette apparence de cercle vicieux 

se dissipe, en considérant que, d'après le § AS, le rayon local R-f-I l 

peut se conclure de l'arc M même, puisqu'en nommant V l'angle 

observé entre les verticales extrêmes, exprimé en degrés sexagé-
i i8o°M . . . , , , . , . , , 

simaux, sa longueur est —— Ainsi la réduction cherchée do 
V V I 

„ , > ,· M H V n l l , , , . , , . 
1 arc M, c esl-a-dirc 5 sera —¡¿—; el la réduction du d« » re 

R - M l i o o 

simple D w o u ——sera proporlionnclloment—g-; expressions dont 

tous les éléments seront connus, par les déterminations préala

bles de M , V, 11, dans le lieu même et à la hauteur où on les aura 

observés (*). Il ne restera donc, pour les réduire en nombres, qu'à 

(*) Par exemple, dans l'opération faite près de Quito, sur le plateau dos 
Andes du Pérou, par les académiciens français Bouguer, Godin et la Conda-
mine, la hauteur II de l'arc méridien M , déterminé tant par triangulation 
que fnxr mensuration directe, se trouva être de 1.226 toises au-dessus du 

i ° .M 
niveau de la mer Pacifique. Ainsi, D(°> ou y étant la longueur obtenue en 

lotscs, pour un degré simple à cette élévation, on dut, pour la réduire au 

1226T 

niveau de celte mer, la diminuer d'un nombre do toises égal à — T . . ou 

2i T ,3g77, Bouguer a pris 2i T , i j comme valeursiifiisammenf approchée; mai'! 
on serait plus scrupuleux aujourd'hui. 
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coiinaître l'angle au centre V compris entre les verticales des stations 

extrêmes ; et on l 'obtiendra, comme nous l'avons dit, par les obseiv 

vations astronomiques qu'on y devra faire ; car il sera égal à la diffé

rence des distances du même pô le , aux zéniths de ces deux stations. 

i>6. Une opération précisément pareille à celle que je viens de 

décrire a été faite dans l'année 1968 par les astronomes Mason et 

D ixon , sur la limite des États de Pensylvanie et de Maryland, dans 

une presqu'île qui aboutit à la mer Atlantique, entre les embou

chures des rivières Chesapeack , Potomack et Delaware ; de sorte 

que l'arc mesuré put être alors considéré comme s'étendant sur le 

prolongement même de la surface de cette mer , sans aucune r é 

duction. La mensuration, dégagée de quelques particularités qui 

la compliquent, fut essentiellement composée de deux parties dis

tinctes, dont la disposition relative est représentée, fig. 11 , par les 

arcs de grand cercle S S,, S, S 2, tracés consécutivement sur une même 

sphère supposée osculatricp à la surface terrestre, dans la région où 

ces arcs sont décrits. C désigne le centre de cette sphère, CP son 

rayon, parallèle à l'axe de rotation du ciel, et P le pôle auquel 

tous les méridiens de son hémisphère septentrional vont converger. 

On partit du point S, le plus voisin du pô le , et ayant déterminé, 

par des observations astronomiques, la direction du méridien 

propre à cette station , on mesura sur son prolongement un arc SS,, 

qui, exprimé en pieds anglais, fut trouvé égal à i o 4 9 8 8 i , d s , 4 - Alors 

des obstacles naturels obligèrent à dévier quelque peu vers l 'est, 

pour suivre un autre arc de grand cercle S, S 2 sur lequel on conti

nua la mensuration jusqu'en S 2 ; et la longueur S iS 2 de ce second 

arc fut trouvée égale à 4 3 4 o i I P ^ J G . C'est pourquoi on détermina 

de nouveau la direction du méridien PS 2 , propre à cette dernière 

station S-,; et ayant relevé celle des signaux précédents relativement 

à el le, on reconnut que l'arc S, S 2 s'en écartait vers l'ouest d'un petit 

angle azimutal égal à 3 e 4 3 ' 3 o " . Les distances du pôle céleste au 

zénith furent observées aux deux stations extrêmes S, S 2; mais, pour 

obtenir leur intervalle terrestre, tel qu'il aurait été si on l'eût mesuré 

tout entier sur un même méridien, il faut évidemment faire subir 

à l'arc oblique S.Sj une réduction. Car si, par les points S, S,, on 

conçoit deux parallèles terrestres S M , S , M,, décrits autour dit 
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pô-lè P comme centre, on pourra bien transporter idéalement 

l'arc S S , , en M M , , sur le méridien de S 2 , sans altérer sa longueur, 

puisque tous les méridiens sphériques sont pareils. Mais il faudra 

ensuite trouver l'arc M , S 2 qui le complète sur ce môme méridien , 

pour pouvoir l'ajouter à M M, comme prolongement; et cet arc 

M, S 2 doit être évidemment moindre que l'oblique S , S 2 que l'on a 

mesurée. Nous calculerons, plus lo in, cette réduction exactement, 

et nous la trouverons égale à 9 3 2 i , d s , 4 5 , dont il faut diminuer l'arc 

S, S 2 pour avoir M, S 2 , ce qui donnera celui-ci égal à 433o79P d s , i 5 . 

Mais, déjà, la petitesse de l'angle S , S 2 M , montrequ'onobtiendrait 

une valeur très-approchée de M ( S 2 en considérant S , M , S 2 comme 

un triangle rectiligne, rectangle en M , , dont S , S 2 serait l 'hypoté

nuse ; auquel cas on aurait M, Sa égal à S, S 2 cos S, S 2 M , , ce qui don

nerait pour savaleui '433o94 I " ' s ,69, excédant seulement de I 5 I , i I s , 5 4 

sa valeur exacte. On pourrait donc employer ce résultat comme une 

première évaluation approximative, qui servirait à trouver l'arc mé

ridien total M S 2 , compris entre les parallèles des stations extrêmes, 

et par suite le rayon de la sphère osculatrice locale ; résultats que 

l'on corrigerait ultérieurement par un second calcul, fondé sur la 

valeur ainsi obtenue de ce rayon. Pour éviter ce détour, j 'emploie

rai de prime abord les résultats définitifs, avec la petite réduction 

de i5P d s , 5 4 due à la courbure sphérique du triangle Si Mi S 2 , sauf 

à prouver plus tard que la longueur approximative du rayon ter

restre qu'on obtiendrait sans en tenir compte suffirait pour calcu

ler très-exactement sa valeur (*). L'arc oblique M, S 2 ainsi réduit 

(*) Pour apprécier l'exactitude de ce raisonnement, il n'y a qu'à effectuer le 
calcul du degré avec la valeur de MS, supposée égale à 433og4 !" I s ,69 au lieu 
de 433°79 p d $ > i 5 . En l'ajoutant de môme à SS, ou à son égale M M , , qui est 
i o 4 9 8 8 P d s , 4 , ' ' a r c méridien total compris entre les parallèles de S et do S s 

sera SSSoGjr^^SS-i-i5P < l s ,54 . Il faudra encore l'augmenter de ioP d s , 8 4 
pour réduire le mesurage à la température de i6 ° , 2 5 , ce qui donnera 
538o58Pds,39-+-i5r<l»,54. Eu divisant celtosommepar l'angle i°28'45", com
pris entre les verticales extrêmes, la longueur du degré sexagésimal donnéo 
par cette première approximation sera 

i°.538o58P d s,39 i°.i5i ' d s,54 
i°a8'45" + - T ^ 8 T 4 5 ^ = 3 6 3 " l l , d S ' 3 + 1 0 l > d S ' 5 ' = ^ , 8 ^ , 8 1 . 

Or, on verra plus tard que celte première évaluation, malgré la petite erreur 
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de ioP' I s,5i qui l'affecte, serait très-sullisamment exacte pour calculer la ré
duction que nécessite la sphéricité du triangle S,S, M, , ce qui tient au peu 
d'étendue de ce triangle et à la petitesse de l'angle azimutal en S a . 

(*) Voulant présenter cette opération plutôt comme un exemple que 
comme un modèle définitif, j 'ai omis plusieurs particularités de détail qui 
en auraient inutilement compliqué l'exposition. Ainsi le premier arc SS , , 
fig. 11, n'a pas été effectivement mesuré, sur un même méridien, mais sur 
trois portions de méridiens différents ; et les extrémités de ces portions qui 
se suivaient ont été placées, par des observations astronomiques, sur des 
arcs de parallèles qui leur étaient communs. J'ai donc pu, pour simplifier le 
raisonnement, les transporter sans erreur à la suite les unes des autres, sur 
un méridien unique, comme elles s'ajoutaient numériquement l'une à l'autre 
dans l'évaluation de l'arc total. Les personnes qui auraient la curiosité de 
connaître les détails matériels de cette opération les trouveront rassembles 
dans les Transactions philosophiques de 1768, page ; leur exposé est suivi 
d'un Mémoire de Maskelync, où cet astronome en a calculé les résultats. 
J'ai adopte ses nombres comme su disants pour un exemple numérique, 
bien plutôt qu'à titre de modèle dans ce genre de calcul. 

sera D O N C 4 3 3 O 9 4 R , L S , 6 9 — i 5 i " U , 5 4 ou 433079? ' '%!5. En rajoutant 

àSSi ou à son égale MM,, qui était T O 4 9 8 8 P J s , 4 > on aura pour somme 

MS 2 É G A L A 5 3 8 o 6 7 i , D % 5 5 . I l faut ajoutera ce nombre ioi" d s ,84, pour 

que les chaînes métalliques employées à la mensuration se trou

vent ramenées à la température de 6o° Fahrenheit, ou i 6 " F du 

thermomètre centésimal, qui était celle à laquelle la toise de la 

Société royale de Londres était rapportée comme étalon de mesure. 

L'arc total de méridien MS a ou M , compris entre les parallèles des 

stations extrêmes, était donc; ainsi égal à 538o78i" ' s ,39 (*). 

Maintenant, les distances du pôle au zénith, observées aux deux 

points extrêmes S, S.., ont été trouvées telles qu'il suit : 

* 

A la station la plus australe S, 5 1 0 3? . ' 26" 

A la station la plus boréale S ou M 5 O ° 3 '41 " 

Différence,ouangleeoniprisentre les verticales extrêmes 1 °2.8'45" 

l>7. Pour obtenir la longueur du degré terrestre qui résulte de 

ces observations, supposons la terre sensiblement sphérique, 

dans une petite étendue autour des points observés; ou , ce qui 

revient au même, considérons ces points comme situés sur la 
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sphère locale, qui se confondrait avec la surface réelle dans la 

région où l'opération a été faite. Alors les arcs de méridien mesu

rés sur cette sphère seront proportionnels aux angles au centre 

compris entre les verticales qui les limitent. Ainsi, la longueur D( ° ' 
„• , , , . , i ° . 538o78P d s , 3 q 

d un degré sexagésimal y sera i ^ 3 ' 4 5 " — o u ' e n n o n l m ' e s 

ronds, 363771 pieds anglais, sur la partie du méridien où la distance 
du pôle au zénith est, en moyenne, 5o°48' . Si l'on veut exprimer 
cette longueur en anciennes toises françaises, identiques à l'étalon en 
fer adopté par l'Académie des Sciences, il faut savoir que celle-ci est, 
par rapport à celle de la Société royale de Londres, comme 76,734 

est à 72 ; d'où il suit que pour convertir le résultat précédent en 

pieds français, il faut le multiplier par J „ , ; et si l'on veut en-
7 6 , 7 3 4 ' 

suite l'exprimer en toises, il faut le diviser par 6 , ou , ce qui re-
12 

vient au même, le multiplier tout de suite par „ „ , · On ob-
7 6 , 7 3 4 

tient ainsi 56888 toises pour la longueur de i ° du méridien à la 
latitude de 3 g 0 1 1 ' 56" , 5 moyenne entre les précédentes. S'il 
s'agissait d'un degré décimal ou d'un grade , il faudrait réduire le 
résultat précédent dans le rapport de 4oo à 36o , o u , ce qui 
revient au même, il faudrait en prendre les ~ , ce qui don
nerait 5 i i 9 9 l , 2 pour la longueur d'un grade à la latitude de 
4 3 e , 5 5 4 5 . " 

Si la terre était exactement sphérique, on pourrait, d'après ce 
résultat, calculer ses dimensions. Car la valeur de 1 degré sexa
gésimal étant 56888 toises, la circonférence entière serait 
3 6 o . 5 6 8 8 8 = 20479680 toises. En multipliant ce nombre par 

3 5 g ' rapport rapproché du diamètre à la circonférence, on au

rait le diamètre de la terre égal à 65 18884 toises, et son rayon 

3 2 5 g 4 4 2 toises. Mais ces déductions ne peuvent être considérées 

que comme provisoires, jusqu'à ce que nous ayons comparé entre 

elles les mesures des degrés obtenues ainsi, dans' diverses régions , 

pour des distances moyennes du pôle au zénith très-inégales, 

afin de découvrir s'il existe des différences appréciables entre leurs 
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longueurs, ce qui décèlerait que la surface terrestre s'écarte d'une 

sphéricité rigoureuse. 

S8. Toutefois, les résultats ici obtenus vont déjà nous servir 

pour démontrer l'exactitude de plusieurs considérations approxi

matives , dont j 'a i fait usage dans la série des raisonnements, et j e 

vais les reprendre , en suivant le même ordre dans lequel je les ai 

introduites. 

La première, c'est que chacune des règles employées à la men

suration étant rendue normale à la verticale qui passe par son 

milieu, peut être censée se confondre avec le petit arc terrestre 

dont chacune de ses moitiés sont les tangentes. 

Pour nous en assurer, nommons a un petit arc pris sur la cir

conférence d'un cercle dont le rayon soit i. Cet arc, étant moin

dre que 45°, sera exprimé en fonction de sa tangente par la série 

suivante, qui se démontre dans les éléments de géométrie : 

Plus l'arc a sera petit, comparativement au rayon pris pour unité, 

plus la fraction qui exprime sa tangente sera petite, et inverse

ment. Si cette fraction devient si faible, que son cube et ses puis

sances supérieures dépassent l'ordre de décimales cpie l'on croit 

pouvoir apprécier, l'arc a se confondra avec sa tangente dans les 

mêmes limites d'approximation. 

Soit maintenant A un arc de cercle qui soutende le même angle 

au centre que a , dans un cercle décrit avec le rayon R. La p r o 

portionnalité des lignes homologues dans les figures semblables 

Si l'on tire « et lang a de ces égalités pour les transporter dans 

notre série, elle prendra la forme suivante : 

a = tanga — j tang 3a -f- j tang6 a. . . . 

donnera 
A = a R , tangA = R tang a. 

A = tangA — { 
R 2 

tang1 

~1U 
; ' A 

4- . * . , 

et la limite d'évaluation de A en tangA se terminera de même 

aux termes du second membre que l'on ne pourra plus apprécier 

physiquement, ou que l'on croira pouvoir négliger. 
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C'est précisément pour la réduira au premier de ces termes, 
que l'on restreint les règles de mensuration à de très-petites lon
gueurs. Supposons-les, par exemple, de 2 toises comme dans 
les opérations faites en France; la moitié, 1 toise, sera tangA. 
Or , l'opération de Pensylvanie nous a donné, en toises, 

R = 325g442. 

Quoiqu'elle ait été faite sans la correction que nous voulons ici 
apprécier, l'erreur qui en peut résulter dans l'évaluation de R ne 
peut cire que très-petite, comme cette correction elle-même. Nous 
pouvons donc , sans cercle vicieux , employer la valeur ainsi o b 
tenue de R , pour calculer les termes de notre série où elle entre 
comme diviseur , la limitation de tangA devant évidemment les 
rendre d'une petitesse excessive. Et le résultat même nous mon
trera s'il aurait été nécessaire d'en tenir comple dans le premier 
calcul de R. Or, en considérant d'abord le premier de ces termes, 
et l'évaluant par logarithmes, on trouve 

tang 3 A 1 T K a 

- - 1 ^ 3 ( 3 2 5 9 4 4 2 ) ' = o ^ o o o o o o o o o o o o o S . 3 7 56 . 

Telle est donc la valeur de ce premier terme pour une seule demi-
règle , et tous les suivants seront encore progressivement bien plus 
petits. Supposez 5oooo règles entières apposées ainsi bout à bout, 
ce qui composera un arc plus grand que celui de Pensylvanie. La 
somme de tous les termes pareils sera celui-ci répété 100000 fois, 
c'est-à-dire 

o T ,00000 ooo3i 3756; o u , en l ignes, o1,00000 27108 5184• 

Cette somme sera donc tout à fait inappréciable aux procédés de 
mensuration les plus précis ; et ainsi la correction dont elle résulte 
a pu être très-légitimement négligée dans l'opération de Pensylva
n ie , comme dans toutes les autres du même genre, mais seule
ment , toutefois, sous la condition que la mensuration est faite 
avec des règles ou des chaînes dont les longueurs sont suffisam
ment restreintes, comme nous Tarons suppposé ici. 

B9. Il faut maintenant légitimer la petite correction de i5t"'»,5^, 
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que j 'a i dit avoir été nécessaire dans l'opération de Pensylvanic 

pour projeter sur le méridien de la dernière station la second^ 

portion d'arc de grand cercle qui avait été mesurée dans une d i s 

rection tant soit peu différente; ceci me donnera lieu d'exposé^ 

divers théorèmes approximatifs qu i , non-seulement vont nou^ 

servir dans ce cas spécial , mais qui nous deviendront ultérieure^ 

ment indispensables, pour calculer toutes les autres opération^ 

analogues, dans lesquelles la mensuration directe de l'arc méridien 

a été suppléée, en partie, par une triangulation. 

Soit a un arc de cercle exprimé en parties du rayon pris pom> 

unité de longueur. Lorsque cet arc n'embrasse qu'un petit noms 

bre de degrés, son sinus et sa tangente, exprimes en parties de 1̂  

même unité, ont avec lui des relations de grandeur, représentée^ 

par les quatre séries suivantes, qui sont toujours convergente^ 

dans le cas supposé de limitation (*), 

( , ) sina = a — j a J
 + a \ . . ; 

(2) L A N G A = A + | A , + J R A ' . . . ; 

(3) a. = sina -f- | s i i r ' a - f - - J 5
L J S U I i a . . , ; 

(4) a = tang a — ^tang 'a + 7 tang 5a.... 

Prenez, dans chaque série, le logarithme tabulaire des d e u ^ 

membres; et, séparant le logarithme du facteur qui est commun ;\ 

tous les termes du second membre, développez en série le Ioga^ 

rithme de l'autre facteur dont le premier terme sera toujours 1 . 

Pour abréger ces expressions, nommez k le module direct des» 

Tables logarithmiques, nombre dont la valeur et le logaritbmç 

tabulaire sont (**) 

/•=o,4 3 4 2 9 44819· · · , i o g . Y = 1 , 6 3 7 7 8 4 3 1 1 3 . . . . 

(*) Ces séries sont démontrées dans te tome I du Traité du Calcul différen
tiel et intégral de Lacroix ; ia première, page G5; la deuxième, page 255 ; la 
troisième, page25i; la quatrième, page 69. 

(**) A'oyez, dans le tomoli, page 4 3 7 , la définition que j'ai doume des^ 
'•vpressions module direct et module imri'e des Tahles logarithmiques 
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Vous trouverez : 

( 0 . logsin a = loga — 

l o g t a n g a = l o g « + { a J4-f o a"...; 

loga = log (sina)-)--^ sin 2a -f- ^ iÉsin'a...; (3) 

(4) l o g a = l og tanga— ~ tang 2aH--^./f t ang ' « . . . . 

La portion ultérieure des seconds membres que je n'ai point 
écri te, commence par des termes du sixième ordre. Ces séries ont 
été données par F,uler sous des formes qui montrent les lois de 
leurs coefficients numériques, ce qui permettrait de les prolonger 
indéfiniment. 

60 . Dans les applications qu'on en fait aux calculs des opéra
tions que nous voulons considérer, l'arc a, exprimé en parties de 
la graduation du cercle dont il est un élément, est toujours moin
dre que 2° ou 7200" sexagésimales. Or, en le restreignant à cette 
l imite, les deux premiers termes du second membre suffiront 
toujours pour avoir la valeur du premier, avec une exactitude 
que les observations astronomiques et les opérations de mensura
tion sont loin d'atteindre. 

Pour établir ce fait, il faut considérer que, dans ces formules, 
l'arc a et les lignes trigonométriques qui s'y rapportent, sont cen
sés exprimés en parties du rayon du cercle pris pour unité de 
longueur; de sorte que les égalités indiquées ont lieu entre des 
uombres abstraits. Il convient de laisser celte forme aux lignes 
trigonométriques, qui sont toujours données ainsi par les Tables 
usuelles. Mais, dans les termes où l'arc a entre explicitement, si 
nous voulons, pour notre épreuve, l'exprimer en secondes de de
g r é , il faudra diviser la valeur qu'on lui attribuera par le rayon 
plié en arc et exprimé de la même manière, afin de conserver à 
ces termes la même valeur abstraite qu'ils sont supposé représen
ter. Je désignerai cette expression du rayon du cerclepar R " ; et, 
comme l'usage en revient sans cesse dans les calculs que nous au
rons à effectuer, je donnerai ici, une fois pour toutes, sa valeur et 
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celle de son logarithme tabulaire, avec beaucoup plus de déc i 

males qu'on n'aura jamais besoin d'en employer. Ces valeurs sont: 

R " = 206264", 80624 7 o 9 6 3 55 i56 , 

l o gR " = 5 , 3 i 4 4 2 5 i 3 3 i 7645948047. 

J'explique en note le calcul numérique par lequel on les o b 

tient (*). 

(*) Les valeurs deR" et de logR" que j 'ai rapportées ici s'obtiennent d e l à 
manière suivante. Soit CT le rapport de la circonférence au diamètre qui se 
déduit de la confparaison des polygones réguliers inscrits et circonscrits. 
Si l'on désigne par C la circonférence d'un cercle dont le rayon, exprimé dans 
la même unité de longueur, sera R , on aura évidemment 

2 B R = C , et R = - — · 
2 u 

Prenons pour unité de longueur l'arc qui soutend, au centre du cercle, un 
angle égal à i sccondede degré sexagésimal. La demi-circonférence - C c o m -
prenant 180 0 , le nombre total de ces arcs qui compose son contour sera 
180.60.Go ou 648000. Remplaçant donc \C par cette évaluation, R se 
trouvera exprimé dans la même espèce d'unité; et, en les désignant par 
l'indice usuel ", on aura 

R „ ^ 648000" 
a 

Le nombre CT a été calculé avec beaucoup de patience par plusieurs mathé
maticiens , dont les résultats se sont mutuellement vérifiés. Wega , dans ses 
Tables logarithmiques, le donne jusqu'à 140 décimales, et son résultat est 
rapporté par Delambre à la page 25 de la préface des Tables de Borda. En se 
bornant à 20 décimales, on a 

0 = 3 ,14159265358979323846, et log CT = 0,49714 98726 94i33 85435. 

Le nombre 648000, étant divisé arithmétiquementpar CT, donne R", tel que 
je l'ai rapporté dans lo texte. Pour tromer le logarithme tabulaire de R", 
prenez, avec le môme ordre de décimales, les logarithmes des deux termes 
delà fraction qui l'exprime, et vous l'obtiendrez, par soustraction, comme 
il suit : 

logG48ooo = 5,8) 157 5oo58 7o5g3 33482 

logsr = 0,4971498726 94i33 85435 

log R" = 5,31442 5i33i 76459 48047 

comme je l'ai rapporté. 

Puisque la seconde de degré sexagésimal est prise comme unité dans l'ex-
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Supposant donc, dans ce qui va suivre, que l'arc a sera exprimé 

en secondes, je remplace la lettre qui le représente par — 5 

pression de H", si l'on retranche ce logarithme de celui de l'unité qui est o, 
on aura 

Celui-ci, dans ses sept premières décimales, augmentées d'une unité sur la 
dernière, reproduit le logarithme, de sin i" tel qu'il est indiqué dans les 
Tables usuelles. Pour voir la raison de cette rencontre, formons l'expression 
du logarithme de ce sinus par les séries rapportées dans le texte. L'arc a devant 
alors être i", il faudra l'y représenter par son rapport au rayon réduit aussi 

i" 
en secondes, c'est-à-dire par — ; on aura ainsi 

log sin ,<< = log (il) - * (il)' - ̂  (Jl) \ ... 
Le premier terme de sa valeur se trouve ainsi être log ( ^ » ) > e ' ' ' o n v 0 " 1 u e 

les suivants ne pourront y ajouter que des décimales très-éloignées. En effet, 
si l'on calcule seulement le second avec les logarithmes que j 'ai rapportés, 
et en prenant pareillement celui de 6 avec dix décimales, on trouve 

Le premier chiffre significatif du nombre correspondant sera donc une déci
male du treizième ordre, et les termes suivants seront évidemment bien plus 
petits encore. Conséquemment, dans les Tables usuelles où l'on se borne à 

même manière, comme en effet nous le trouvons. 
D'après cela, lorsqu'un are a, donné en secondes, est assez petit pour 

que le cube de son rapport à R" puisse être considéré comme négligeable, on 
peut, dant cette concession d'approximation, prendre 

= 6,68557 48668 23540 51()53. 

sept décimales, le log sin 1" doit être exprimé par le log limité de la 

sin a = a" sin i II > et aussi tang « = « " sin 1 

en effet, les développements complets donneraient 

Puisque la petitesse supposée de (S) permet de borner ces expressions à 
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dans les termes de nos quatre égalités qui la contiennent hors des 

signes trigonométriques; e t , limitant les séries à leurs deux p r e 

miers termes, que je vais montrer devoir toujours nous suffire, 

nous aurons 

(') log sin a — — I ogR " -f - loga — 
k a 2 

(*) logtanga — — I o g R " -h-log a 4-
h a'2 

S K " · ' 

(3) I oga = 4- I o g R " 4 - log sin a-4- g sin2 a ; 

(4) log a — -+-logR"-|-Iogtanga 
k 

— 5 tang 2a 

Pour éprouver ces expressions ainsi restreintes, je suppose l 'arc « 

égal à 2° ou 7200", valeurs toujours supérieures à celles qu'i l 

pourra recevoir dans les opérations géodésiques. Alors il faudra le 

remplacer ici par le nombre 7200. Avec cette1 donnée, j ' éva lue 

d'abord log sin a et logtanga par les deux premières égalités, en 

me servant, pour plus de précision, de Tables logarithmiques à 

dix décimales. Puis je compare le résultat aux valeurs exactes de 

ces mêmes logarithmes prises avec un nombre de décimales parei l . 

Je trouve ainsi : 

log sin a calculé par a , répond à a. — i n 4- o " , oooo5 82 ; 

logtangacalculé par a, répond à a = 2 0 — o" ,ooo83 36. 

Je répète la même épreuve sur les deux dernières séries, en p r e 

nant alors pour données les valeurs exactes de log sin a et de sin a , 

ou de logtanga et de tanga, telles que les Tables les donnent ; je 

trouve ainsi : 

log a calculé par sin a, répond à a = 2° — o " ,ooo65 i 5 ; 

log a calculé par tanga, répond à a = 2° — o " , o o i 5 4 34· 

leur premier terme, il n'y a qu'à remplacer, dans ceux-ci, ^ par sin 1 " , 

auquel il est équivalent dans les mômes limites d'approximation, et l 'on 
aura les expressions annoncées. Comme on on tait un fréquent usage dans 
les applications, je n'ai pas cru inutile do démontrer le principe sur lequel 
elles reposent; mais j 'y conserverai plus habituellement le rayon R" en cvi-> 
lcnce, pour mieux rappeler le vrai sens det rapports employés. 
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.Te montre en note le D E U I L de ces vérifications par un exemple(*) : 

or , les observations les plus précises d'angles ne peuvent jamais 

atteindre les millièmes de seconde. Nos quatre expressions , ainsi 

restreintes, seront donc toujours parfaitement suffisantes lorsque 

l'arc « ne dépassera pas a°. Les deux premières fournissent 

(*) Je suppose que l'on veuille vérifier le degré d'exactitude de l'expres
sion (t) pour un arc de 2" ; cette expression est-

k tys 

log sin K = — log K" -+- log « — g ~ ; 

« devra y être remplacé par 7200. Je prends le logarithme de ce nombre avec 
dix. décimales, c l , restreignant celui do II" do la même manière, le calcul 
s'achèvera comme il suit : 

tog 7200 = 3,8Sj33 24964 
— logR" = — 5,3i44a5i33:/ 

l o e ( i p ) = 2,5429073632 1 0 ^ ^ = 3 , 0 8 5 8 1 4 7 , 6 4 

• 0,00008819.58 '""(11) = ' 2 ' ^ 9 6 3 30609 
k u~ 

6 R H 

log sin K = 2,5428191674 5,9454477873 
k oc_ 

6 R" 
log sin 2 0 - 2,5.<|28r 91639 77»! = 0,0000881958 

Excès de la formule... - H 35 

Lo logarithme exact de sin 2°, ici rapporté comme élément de comparaison, 
est pris dans les Tables de Rriggs intitulées : Trigonometria Britannica. Les 
trente-cinq unités d'excès, dans les derniers chiffres du logarithme calculé 
par notre formule restreinte, répondent à un excès d'arc égal à o",oooo58206. 
I l en résulte donc que le log sin « , ainsi conclu îles deux premiers termes 
de nos séries, ne se trouve pas être exactement celui de 2 0 , mais de 
2°-t- o" ,oooo5 8206, comme je l'ai dit dans le texte. Les limites d'exactitude 
des trois autres expressions, qui donnent log tang a. et ïog « , s'obtiennent 
par un calcul absolument pareil. 

I l ne sera pas inutile de reproduire ici une conséquence que l'on a fré
quemment occasion d'appliquer, mais de. laquelle ceux qui l'emploient ne 
se rendent pas toujours un compte exact. Supposons qu'au lieu de prendre 
l'arc « égal à 2 0 , on le fasse seulement égala 1 seconde. En appliquant 
a ce cas nos expressions approchées de log sin a. et de log tang a, il faudra 
remplacer l'arc « " par 1 ; et, en se bornant encore à dix décimales, on aura 

T . m . S 
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un moyen très-commode pour obtenir le logarithme du sinus ou 
de la tangente d'un arc borné à celte l imite, et dont la valeur 
donnée contiendrait plusieurs décimales de seconde que l'on croi
rait occasionnellement ne pas devoir négliger. Car on obtiendra 
ainsi ces logarithmes plus exactement, et plus aisément, que si on 
les déduisait des Tables par les parties proportionnelles. 

Veut-on connaître les valeurs linéaires que représentent les quatre 
erreurs que nous venons de calculer, en supposant que l'arc de 
2° qu'elles affectent soit pris sur le contour d'un grand cercle de la 
terre supposée sphérique? Pour cela, il n'y a qu'à se donner, par 
anticipation, la valeur moyenne d'un degré terrestre, (pie nous 
trouverons bientôt être 5 7 0 1 4 , 5 toises, de l'ancien étalon adopté 
par l'Académie des Sciences. Alors la soixantième partie d'un degré, 
ou i ' , sera 9 5 o T , 2 4 i 7 ; et la soixantième partie de cette minute, 
ou i " , serai 5T,837.36. Multiplions maintenant parce nómbrela plus, 
grande erreur de nos séries, qui est o",ooi5434 pour un arc de 
2"; le produit sera o T , 0 2 4 4 4 3 , o u , en lignes, 2 i ' , i r c ) . Celte 
quantité serait beaucoup trop faible pour qu'on pût espérer de la 
saisir, sur la longueur d'un si grand arc. Et l'erreur d'évaluation 

d'abord, pour leur premier terme, 

log t = 0,00000 00000 

log R" = - 5,3I/|/|2 5I3Î9 

! " G ( Î F ) = 6,G85574SGfi8 

Alors les termes correctifs — g ^ , - + - ^ - î L , qui complètent log sin I 

el log tanga, se trouvent avoir leur premier chiffre significatif tlins k 
treizième ordre de décimales seulement ; de sorte qu'ils ne changent rien auv 
dix premiers, qui sont donnés immédiatement par log ,*,¡ Los imnes nllc 

II 
rieurs des deux séries, si l'on avait voulu les conseiver, auraient, <¡m 
l'expression totale, des influence!» progressivement moindres 1/" log (Î̂ TT̂  

trouvé ici représente donc log sin i" ot iog tang i", jusque dani les dir 
premières décimales de leurs valeurs, ce qui permet de te prendre comnv* 
leur étant équivalent, quand on ne veut pas .iller lu del' 
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qu'el le représente deviendra encore plus petite, dans la proportion 

des amplitudes ; pour des arcs moindres, comme sont toujours 

ceux auxquels on a occasion d'appliquer les expressions précé

dentes. On pourra donc la négliger sans hésitation. 

C l . On peut représenter par des développements analogues 

toate fonction de l'arc a dont la forme serait donnée. Supposons, 

par exemple, que l'on veuille exprimer ainsi les relations de la 

corde avec l'arc qu'elle soutend. On aura, par définition, 

cordea = 2 S I N - i a. 

Rapportons d'abord l'arc a au rayon du cercle pris pour unité de 

longueur. Si l 'on veut avoir la corde en fonction de l 'arc , il faudra 

développer sin | a suivant les puissances de \a. Si l'on veut , au 

contraire, l'arc en fonction de la corde , il faudra développer 

l'arc \a. en fonction de son sinus qui est \ corde a. Effectuant donc 

ces opérations, et faisant ensuite disparaître le dénominateur 

commun 2 , on trouvera d'abord 

corde a = a — j-t a 3 -f- a 5 . . . ; 

et a — corde a-t- 7 7 (corde a ) ' + - ~ ( c o r d e a ) s . . . . 

La petitesse des fractions , • j — , qui multiplient les puissances 

cinquièmes, montre d'avance qu'on pourra toujours négliger ces 

termes, pour des arcs moindres que 2". A lors , en prenant les loga

rithmes tabulaires des deux membres de chaque égalité, et res

treignant les développements à leurs deux premiers termes, on 

trouvera 

k k 
log (corde a ) = l o g a— —j a 2 , log a = log (corde a)-+- ^ (corde a ) 2 ; 

o u , si l'on veut exprimer l'arc a. en secondes de degré , hors des 

signes trigonométriques, 

/ A 2 

log corde A = — l o gR " -+- log A — — ^ 

k 

iog a = l o g R " -f- log (cordea) -f- ^ (cordea) 2 . 
s'.. 
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02. Dans les applications^ il arrive souvent que l'arc a n'est 

pas donne par sa valeur angulaire, mais par la longueur A qu'il 

occupé sur un grand cercle de la sphère où il a été mesuré linéai

rement. Alors on peut,vouloir connaître, sur ce même cercle , les 

longueurs absolues dq son sinus, de sa tangente et de sa corde, 

que je représente respectivement par sin A , tang A , corde A . Or, 

elles se déduisent également de nos formules approximatives, en 

,· supposant toujours que l'arc A n'occupe pas , sur son cercle, un 

arc qui dépasse 2°. En effet, désignons par R le rayon de ce 

cercle, exprimé dans la même espèce d'unité de longueur que 

l'arc Av Si l'on nomme a l'arc qui soutend le même angle dans un 

cercle dont le rayon serait 1 , la proportionnalité des lignes homo-

„ r logues, dans les figures semblables, donnera évidemment 

A = 1 1 « , s inA = R s i n a , tang A. = R tang a, 

corde A = R corde a. 

Tirez donc de ces égalités les valeurs de a, sin a, tang a, corde a, 

et celles de leurs logarithmes tabulaires, puis substituez-les dans 

les développements que nous avons formés, en les bornant ton-

jours à leurs deux premiers termes que nous avons reconnu de

voir toujours suffire pour un arc d'une telle amplitude. Il en ré

sultera l'ensemble des formules approximatives suivantes : 

1 A 3 A A , 1 A 3 

. , 1 sin'A , , . 1 tang3 A 
A = 9 I „ A + g - i r , A = t a n g A - - - | _ , 

1 A 3 . , 1 (corde A ) · 
c o r d e A - A - ^ - , A = corde A + > 

& A* A 1 . A A 3 

l o g s i n A = l o g A - g - , l o g t a n 6 A = l o g A - f - _ - , 

l o B A ^ l o g « n A + ^ , l o g A ^ l o g t a n g A -

corde A = lop A - ^ £ , '%< * = log (corde A ) H - A . 
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«m il faut toujours se rappelci que l'on a, en se limnanl. à dix du-

ci males, 

k — 0 , 4 3 4 2 9 4 4 ^ 1 9 ; log / · = 1 , 6 3 7 7 8 43» 11 3. 

On peut remplacer le rayon 11 par sa valeur en fonction du de 

gté sexagésimal, mesuré sur le cercle auquel l'arc A appartient 

Cai, soit D(°> la longueur de ce degré exprimé dans la même espèce 

d'unités linéaires que A. D'après ce qui a été démontré dans la. 

page 42 (note ) , si l'on fait, par abréviation , 

, — ' 8 o 

S I 

on aura 

R = wD(") et l o g « = i ,758122.6324. 

Toutes ces expressions ont été données par Dclambre dan-» le tome I I 

de l'ouvrage intitulé : Base du système métrique décimal. Leur 

principal avantage consiste en ce (pic, lorsqu'on veut calculer leur 

premier membre, par l'élément du second qui se trouve actuelle

ment donné, la partie principale de la valeur cherchée s'obtient 

immédiatement par celle de cet élément même, et le rayon II 

n'entre que dans les termes correctifs, toujours très petits. Ainsi 

la longucurlinéairc de ce rayon, ou du degré D(°> qui le représente, 

n'a pas besoin d'être connue avec la dernière rigueur, mais seule* 

ment par une évaluation approximative. Cela est rendu évident 

par la petitesse du facteur — ou —- qui affecte tous ces termes, et 

qui atténue ainsi les erreurs que l'on aurait pu commettre dans 

l'appréciation du degré D(°>, le rapport devant être toujours 

moindre que 2. A lors, quand on applique ces formules à des me

sures d'arcs méridiens, effectuées dans une région quelconque de 

la terre, on pourrait, comme première approximation, calculer 

les ternies correctifs, on donnant au ravon R la valeur que l'on 

conclurait de ces mesures mômes, on faisant d'abord abstraction 

do ces termes; sauf à les recalculer do nouveau plus exactement 
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lorsque l'ensemble de tous les résultats aurait fait mieux connaître 

la valeur locale qu'il convient de lui attribuer. Mais, dans l'état ac

tuel de la géodésie, ces valeurs du rayon R, très-peu différentes les 

unes des autres, sont déjà connues partout assez approximative

ment parles opérations déjà faites, pour qu'on puisse les employer 

de prime abord dans le calcul des termes correctifs, sans passer 

par le détour de la première évaluation que l'on obtiendrait en les 

négligeant; et cette1 conception, qui ne fait que prévenir les con

séquences d'une reclilication ultérieure, permet d'arriver directe

ment aux résultats locaux définitifs, sans avoir l'inconvénient d'un 

cercle vicieux. 

65 . 11 n'y a que deux cas où il devient indispensable d'avoii les 

valeurs locales de R ou de D(° ' avec une plus grande exactitude. 

C'est lorsque, l'arc A étant donné en mesures linéaires, on veut en 

conclure l'angle au centre correspondant a en secondes, par son 

expression algébrique a — ^ R", sans le déterminer astronomi-
R 

quement par la mesure de l'angle céleste compris entre les normales 

qui le contiennent; ou , réciproquement, lorsque a étant ainsi 

donné, on veut en conclure l'arc A par l'expression inverse A = ^ -

Alors, pour effectuer exactement de pareilles conversions, où le 

rayon local R entre avec toute sa valeur, il faut avoir préalable

ment déterminé la figure générale de la terre, avec assez d'univer

salité , comme de précision, pour pouvoir assigner théoriquement 

la longueur absolue du rayon R en nn point, donné, par exemple 

au pôle, ainsi que les lois de ses variations à partir de ce point. 

Mais on verra, dins les sections suivantes, que l'on ai rive à ces 

deux résultats sans avoir besoin d'effectuer des conversions pa

reilles ; ce qui les ramène à n'être que des applications finales, et 

exclut tout cercle vicieux dans la marche par laquelle on y par

vient. C'est ce que j 'ai voulu faire pressentir, de peur que cette 

idée ne s'offre à l'esprit du lecteur. 

64. Après ces préparations générales, je reviens à l'opération 

de l'ensylvante; et, avec le secours des formules que nous venons 

d'établir, je vais calculer la correction qu'il faut faire à 1 aie oblique 
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S, S; de lu J i g . 1 1 , pour obtenir l'arc M, 5,, un méridien de la der

nière stalion qui est compris entre les mêmes parallèles terrestres. 

Cette recherche nous sera ultérieurement très-utile. Car un calcul 

exactement pareil se représente dans toutes les opérations analo -

gues que nous aurons à considérer, non-seulement quand on ar

rive à leur terme final, mais même pour projeter sur le méridien 

les diverses portions d'arcs sphériques qui les composent, lesquels 

sont toujours plus ou moins obliques à cette direction. 

Pour éviter les confusions de lignes,- je reproduis séparément 

ici ce système d'arcs dans la J i g . 1 2 , en l'y plaçant sur la même 

sphère locale dont le rayon polaire est CL5. J'y ajoute cette spécifi

cation de localité par anticipation, puisque, dans celte première 

épreuve, qui ne sera qu'approximative , nous pourrions considé

rer la surface terrestre régularisée comme étant absolument sphé 

rique, et décrite avec un rayon constant. Mais il n'en coûtera pas 

plus de nous mettre, dès à présent, dans l'hypothèse plus géné

rale d'une sphère osculalrice variable, sauf à voir si nous pour

rons déterminer son rayon local avec une approximation suffisante 

pour l'usage que nous en voudrons faire, ou si nous devrons nous 

résoudre à négliger d'abord cette modification de localité. Ici, cette 

sphère sera caractérisée par la condition de se confondre sensible

ment avec la surface terrestre dans la petite étendue superficielle 

où l'on a mesuré l'arc S, S 2 , et d'avoir son rayon polaire CP pa

rallèle à l'axe de rotation du ciel. Alors ce sera sur sa superficie 

que nous construirons le triangle sphérique S, S. M,, dont le coté 

•S2 M, représentera la direction du méridien de Sa, avec lequel l'arc 

S, S2 forme l'angle observé i . Quel que puisse être le rayon de cetto 

sphère osculalrice, je le représente par R , en le concevant cx- -

primé dans les mêmes espèces d'unités de longueur qu'on a em

ployées pour mesurer l'arc S, S2. 

Maintenant, du point Si, le plus boréal de l'oblique S,S 2 , je 

mène, sur notre sphère, un arc de grand cercle S, N , perpendicu

laire au.méridien S 2 M, . L e triangle polaire PS, IN ayant PS, pour 

hypoténuse, PN sera moindre que PS, , parce que l'angle en P est 

nécessairement très-petit, et comme PMi est égal à PS,, p ; ' r c o n ~ 

struction, puisque les points S,, M, doivent appartenir à un même 
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parallèle terrestre, MiN sera situé Sur le prolongement de S 2 M, , 
en se rapprochant du pôle, ainsi qu'on l'a représenté dans la 

figure. Cela pose, j e vais d'abord calculer l'arc total S 2 N . Je dé

terminerai ensuite la longueur de l'arc M, N , par la condition que 

les deux points M t , S, soient également distants du pôle sur leurs 

méridiens respectifs. Alors, S 2 N — M, N sera la longueur cherchée 

de l'arc méridien S 2 M',. 

Les trois arcs de grands cercles S, S 2 , S,î\, S .N , forment sur 

notre sphère , dont le rayon est R , un triangle sphérique, rec

tangle en N , dans lequel On connaît l'hypoténuse S ,S 2 , que je 

nomme A , avec l'angle adjacent S,S 2N égal à 3° 43 ' 3o " , que j 'ap

pellerai i. On cherche le côté S 2 N que je désigne par A ' , et le côté 

S|N que je désigne par A'. Pour ne pas introduire explicitement 

dans le calcul l'espèce particulière d'unités linéaires dans lesquelles 

l'arc A est exprimé, et qu'il faudrait aussi appliquer au rayon R , je 

mène idéalement, à partir du centre C , trois rayons, ou verticales, 

dirigées aux points S,, S 2 , N ; puis je les coupe par une sphère con

centrique à la première , et décrite d'un rayon égal à i . Joignant 

les trois points d'intersection par des arcs de grands cercles, j e 

forme ainsi, sur celte sphère centrale, un triangle sphérique sem

blable à S|S 2N, dont je desígneles côtes respectivement homolo

gues par a, a', S', l'angle i étant commun. Lorsque x' et S' seront 

connus en a. et r, sur la sphère centrale, la proportionnalité des 

lignes homologues , dans les figures semblables, donnera évidem

ment 

(S) A = R « , A' = Ra ' , A' = Rá". 

Alors, pour obtenir A ' et A' en mesures linéaires, il ne restera 

plus qu'à connaître le rayon R dans ces mêmes unités de mesures, 

soit exactement, si cela est indispensable,- soit avec une approxi

mation suffisante, si nous pouvons limiter son influence à de petits 

termes correctifs, en l'éliminant des parties principales de A ' et 

de A', par sa relation avec l'arc A qui est connu. Or, ce dernier 

cas est heureusement celui que notre calcul va réaliser. 

68. La résolution du triangle cenital rentre dans le lioisième 

cas des triangles sphéiiques rectangles , que Legendre a considérés 
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dans son Traité de Géométrie. En y adaptant les formules qu'il 

donne, on trouve 

[s) tang a' — tang a. cos/, sin cî' = sin a sin i. 

Si l'on voulait résoudre immédiatement ces équations par les 

Tables de sinus et de tangentes, il faudrait y remplacer l'arc a de 

la sphère centrale par sa valeur angulaire , qu i , exprimée en se-

A 
condes, serait — R". Cela exigerait donc déjà la connaissance 

R 

exacte du rayon R pour l'employer comme diviseur dans cette 

conversion. Lorsque les arcs a', S' seraient ainsi connus en valeurs 

et' 
angulaires , il faudrait former leurs valeurs abstraites — , , —7,5 puis 

R R 

les multiplier par R pour avoir A ' et A', ce qui donnerait à l'éva

luation de R une influence inverse dans ces deux calculs. Il est 

donc très-désirable d'éluder les erreurs que l'inexactitude de cette 

évaluation produirait dans ces opérations réciproques; et cela doit 

être au moins essentiellement possible pour de petits arcs tels que 

ceux que nous considérons, puisque, s'ils étaient si petits qu'on pût 

les considérer comme proportionnels à leurs sinus et à leurs tan

gentes, le rayon R disparaîtrait évidemment tout à fait de leurs 

relations mutuelles. Or, en effet, ce caractère spécial de petitesse 

permet de dégager la partie principale de A ' et de A', qui est indé

pendante de sa valeur. 

CC. Pour cela, les arcs a, a', S' devant toujours être ici moin

dres que 2 degrés ou 7200 secondes, je leur applique les déve

loppements restreints que nous avons établis dans la page 60. 

J'exprime ainsi d'abord l'arc a' par sa tangente qui est donnée dans 

la première des équations (s), et j 'obtiens 
a ' ~ tang a cos i — ~ tang1 a cos1 /. 

Maintenant, dans le second membre , je remplace tang a par son 

développement en a, qui , restreint de même à ses deux premiers 

termes, est 

tang a = a -+- -5-a 1 ; 

o t , en bornant cette substitution aux puissances de a qui n'ex-
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cèdent pas la troisième, pour rester dans les mêmes limites d'ap 

proximation, j 'ai finalement 

a' =z a cosi -f- 3 a : > COS; sili" i. 

Opéiant de même sur la deuxième des équations (s), j 'exprime 

d'abord l'arc S' par son sinus qui est donné, c l , en me bornant 

toujours aux deux premiers termes du développement, j 'a i 

6" = sin a sin i -+- ~ sin3 a sin3 i ; 

alors je remplace sin a par son développement en a qui est dans les 

mêmes termes 

sin a — a — ™ a-; 

e t , en me restreignant toujours à la même limite d'approximation, 

j 'obtiens finalement 

S' = a sin i — j a :1 sin / cos2 i. 

Maintenant, pour reporter ces résultats sur noire sphère oscula-

tricc, dont le rayon est 11, il faut y remplacer les arcs a, a', S', 

par leurs valeurs ^ , — , ^~ Alors un des fadeurs ~ disparaît tics 
l \ Ix R R 

deux membres de chaque égalité comme leur étant commun , et 
l'on a 

A ' = A cos 1' ·+• j ~ cos i sin2 / ; b ! — A sin i — ^ ~ sin i cos 2 i. 

Les premiers termes de ces expressions, qui forment la portion 

principale des valeurs cherchées, sont évidemment ceux que l'on 

obtiendrait si l'on résolvait le triangle terrestre S,S,N comme s'il 

était rectiligne. C'est ce qu'a fait l'astronome anglais Maskclync, on 

calculant cette opération, se fondant sans doute sur l'extrême 

petitesse de l'angle ('. D'après notre calcul, plus général, on voit 

que ces premiers termes sont seuls indépendants du rayon R , 

dont le carre reste comme diviseur dans ceux qui leur sont asso

ciés. Mais lorsque les amplitudes des arcs A sont aussi restreintes 

que nous le supposons, l'excessive petitesse du rapport ^ fait 
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(*) Pour confirmer matériellement l'assertion ici émise dans le teste, je 
vais calculer les termes correctifs de A ' et de A ' , en attribuant à D<°) la va
leur finale 36377il u l s, qui se déduit do la mesure des arcs, après les réduc
tions exactement faites. Je montrerai ensuite que ces mômes termes s'ob
tiendraient sans différence appréciable, dans l'ordre de décimales qu'on y 
conserve, si on les calculait en prenant pour D(° ) la première évaluation 
approximative 36378iP J s ,81 ; cela sutura pour faire disparaître toute appa
rence do cercle vicieux. Mais, en général, dans cette question comme dans 
toutcautre, où l'on craindrait qu'une évaluation imparfaite do D ( ° ) no pût 
entraîner quelque erreur dans l'appréciation de termes correctifs, comme 
ceux que nous avons ici à considérer, on appliquerait d'abord aux arcs ob
servés les corrections obtenues avec cette valeur imparfaite, ce qui condui
rait à une seconde évaluation de beaucoup moins fautive, avec laquelle 
on calculerait de nouveau ces mêmes corrections ; et si elles différaient sen
siblement des premières que l'on avait obtenues, on recommencerait un 
troisième calcul pareil, puis un quatrième, jusqu'à ce qu'on n'y trouvât 
plus que des variations négligeables. Ici ces détours sont inutiles, comme on 
va le voir, à cause de la petitesse do l'angloi, qui rend la première approxi
mation très-suffisante ; et je n'y emploie la valeur exacte de 1K°) que pour 
présenter le calcul définitif tel qu'on l'effectuerait, par une approximation 
finale, dans d'autres cas où l'on en aurait reconnu la nécessité. 

Les données du calcul numérique seront donc ici 

A = /|3<ionP't«,G, i = 3>43'3o", IK-) = 303771, log 01 — 1,7:1812 20324. 

Pour pouvoir Pcficctuer avec les Table* de logarithme* à sept décimales, je 

que ces derniers ternies peuvent être calculés avec toute îa pré

cision nécessaire, d'après la connaissance approximative que l'on 

a toujours du rayon R. Ic i , en particulier, la petitesse de ce rap

port est telle, qu'on peut le calculer sans erreur appréciable avec 

la valeur de R qui se déduirait du degré D ( ° ) , immédiatement éva

lué en résolvant le triangle SiS 2M, comme rectiligne, et supposant 

que le côté S, M, se confond avec la perpendiculaire S,N. D'après 

p c que j 'a i montré dans la note annexée à la page 5 5 , celte déter

mination approximative donnerait, en pieds anglais, D M égal à 

3 6 3 7 8 i r d , i , 8 i ; et de là on déduit, dans la même espècede mesures, 

R = wDC«); donc, l o g R = logw-|-logD(") = 7 , 3 i 8 9 6 3 6 . 

Malgré la petite inexactitude qui peut affecter celte expression de 

R , elle nous suffira parfaitement pour calculer nos petits termes 

correctifs , comme je le prouve matériellement ici en note (*). En 
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l 'appliquant à nos doux formules, et cfforluant aussi le calcul d i 

rect de leurs premiers termes avec les valeurs de A et de i qui sont, 

données , on trouve 

A ' = 433og4i " l s , 6 9 2 - i - or d ,364 = 433o94i'd»,956 ; 

\ ' = 28196!"'% 74 7 — 2 l " l s , 0 2 9 = 2 8 i 9 4 i x l 8 , 7 t 8 . 

change ces i en i — 2sin' \ i dans le terme de A ' où ce cosinus a pour fac
teur l'arc A ; alors les lormules à évaluer sont 

A I A A · . , . 1 A* , . 1 A* 

A = A— 2 A sin* ! 1+5—; l T - — cos/ sinV, A ' = \sin 1— T.——-suit c e " /. 

Voici le type des opérations, avec des logarithmes à sept décimales • 

1°. Calcul de A'. 

log A = 5,0375oi3 log A" =16,912.5039 log 3 = 0,477121.3 

log 2 = o,3oio3oo lojjcos,- = ! ) 9 R > g o 8 i 5 ' ° G ™* = 3,5162453 

loifsin'li = 3,02379i4 logsinV = 3 > 5 3 9 > 4 , 0 C D < ° > ! = 1 I ' i a i G 5 f o 

2,9(323257 'r 4,5369808 i 5 , i i 5 o » . 8 
p d s 15,1150218 

2Asin*-~i... 916,908 
A 434011,6 1,4219580 

A c o s ; 433094,692 1 v c o s . s . n , . ,„ 
Terme con. + 0 ,264 i w ' D C ) -

^ 433o94,956 Ou trouverait, pour ce terme, ol ' J,2G4ao si ou 
le calculait en donnant à D(°) H valeur ap 
proximalivo 3G3781I"15 81. 

2°. Calcul d e V . 

logA = 5,G375oi3 log A" =16,9125039 lon3»-J)<°)-_ i5,i i.îoaaS 
log sin 1 = 2,8i->G977 , log sin i = 2,8126977 log 2 = o,3oio3oo 

4,4501990 l ' >B c o a ' ' = '.,9931630 i5,4i(io5-«S 

Pii« r5,7233G/,6 

A s i n i . . . 28ujG,747 i5,4i6o528 · 

Terme eorr.. - 2 , 0 2 9 
• o , 3 o 7 3 i i 8 

A ' < S . 9 Ì , 7 ' 8 , A , 
Ô — f K ^ ^ » ' ^ - , - . , r . i « > 0 ? n i , 

On troiuerail, pour co terme, 2 l ' < t s ) 0 2 ( j 0 2 ) s ; 
on le calculait en donnant ì\ IV") ) a \aleur 
apprnvimaliie 3f>'»78iP'1' 
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La petitesse excessive de ces ternies correctifs justifie ainsi tou

tes nos prévisions. 

67 . L'arc À ' ou S 2 N de la Jig. 12 étant connu, il reste à trouver 

M , N qu'il faut en soustraire. Pour cela, je remarque que le point 

M, devant être Sur le parallèle de S,, par définition, l'arc PM , , 

compté du pôle P sur notre sphère osculatrice, est égal à PSi, qui 

représente, sur cette même sphère, la distance du point S, au 

pôle P. Comme la condition de tangence est supposée sensible

ment remplie dans la petite étendue superficielle du triangle Si NS 2 , 
le rayon CS, de la sphère tangente coïncide avec la normale terrestre 

en S,, et se dirige ainsi extérieurement au zénith de ce point. En 

outre, le rayon CP de cette sphère est censé dirigé au pôle de rota-

lion de la sphère céleste. A ins i , à cause de la petitesse infinie de 

la terre , la distance angulaire du pôle céleste au zénith, qui s'ob

serverait en S,, et que j e désignerai par d', est égale à l'angle 

S,CP, que l'arc PS, soutend au centre de la sphère tangente. A la 

vérité , l'angle d'n'est pas ici connu par des observations astrono

miques, qui auraient été faites précisément en S,. Mais je montrerai 

tout à l'heure qu'on peut, avec une approximation suffisante, le 

déduire des observations de ce genre effectuées à la station la plus 

boréale S, fig. n , en les combinant avec la longueur de l'arc me

suré entre S et S,, suivant la direction S S, du méridien même. 

D'après cela, nous pourrons considérer d'comme donné, et le 

supposer représenté par sa valeur abstraite exprimée en parties 

du rayon du cercle pris pour unité de longueur. Alors R.d' expri

mera la longueur de l'arc homologue PS, , sur la sphère osculatrice 

que nous considérons. Je représenterai cet arc par D' , et je dési

gnerai par n ' l'arc P N , qui est sa projection sur le méridien 

P M , S 2 . Nous venons, en outre, de déterminer l'arc perpendicu

laire S, N , que nous avons nommé A'. Si, avec ces éléments, on 

parvient à déterminer P N , on aura, par différence, M,N égala 

PS, — P N : ce sera l'inconnue cherchée. 

60. Les trois arcs D' , n', A' forment sur la sphère osculatrice 

un triangle sphérique rectangle en N. Si donc, comme tout à 

l 'heure, on conçoit trois verticales menées du même centre C aux 

points S,, M et au pôle P , elles couperont la sphère dont le rayon 
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est i , en trois points correspondants, qui formeront, sur celle-ci •> 

un triangle sphérique rectangle dont je désigne par t l ' , T T ' , 3 ' , l c a 

côtés respectivement homologues à D', n', A'. Alors, en nommant 

toujoursR le rayon de notre sphère, on aura encore, par propor

tionnalité , 

D ' = Rrf ' ; n ' = R7T'; A ' = RS'. 

S i , par la résolution du triangle central, on obtient n' en fonction 

de d'et de S' qui sont connues, on en conclura, par l'élimination» 

les valeurs de n ' en fonction de D ' et de A', quantités dont la se

conde est déjà trouvée, et dont la première se déduirait de dr si l 'on 

avait la connaissance exacte du rayon R. Maison va voir qu' ici , 

comme dans l'exemple précédent, la quantité M, N ou n '— D ' , que 

nous avons seule besoin d'évaluer, pourra se déduire de ces don

nées, sans exiger autre chose que l'évaluation approximative de ce 

rayon, dont nous avons déjà fait usage. 

C9. Or, l'hypoténuse d'du triangle central étant supposée con

nue ainsi que S', on tombe sur le premier cas des triangles sphéri-

ques rectangles, que Lcgcndre considère dans sa Géométrie. Donc , 

en désignant aussi par p l'angle polaire WPS, qui est commun au 

triangle central et au triangle terrestre, on aura 

cosd' . sin 3 ' 
cos TT' --- r , ; sm p == -—-· 

cos 3 ' 7 ' sm d' 

Nous venons de reconnaître que A' est un arc terrestre de peu de 

longueur; S' sera donc aussi un petit arc de la sphère centrale. 

Celte circonstance se représente dans toutes les opérations do ce 

genre; car, autant que les localités le permettent, on tâche de 

prendre la station extrême, ainsi que les intermédiaires, peu dis

tantes du méridien primitif, afi.i qu'on puisse, avec assez d'ap

proximation, les supposeï comprises sur les sphères qui sont suc

cessivement osculatriccs aux diverses parties de ce méridien. 5'étant 

ainsi toujours un petit arc, w' diffère peu de d'. C'est pourquoi , 

au lieu de chercher la valeur absolue de n' par son cosinus, il est 

préférable de chercher l'excès de d' sur jr' qui répond précisé

ment, par proportionnalité, à l'arc M.R que l'on veut connaître ; 
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et la petitesse de S' permet de l'obtenir par une approximation 

aussi exacte que facile. Pour le mettre en évidence, faisons 

x sera, l'excès cherché. A lors , en formant cos rJ d'après cette ex

pression , et le substituant dans l'équation qui donnait sa valeur, 

elle devient 

I l faut maintenant dégager l'inconnue x qui se trouve enveloppée 

à la fois sous les signes de sinus et de cosinus, circonstance que 

l'on a très-souvent occasion de rencontrer dans les applications de 

l'astronomie. Cette opération conduit nécessairement à une équa

tion du second degré en sin x, ou tang ~ x, que l'on résout, soit 

avec rigueur, par une extraction de racine, soit approximative

ment , par des séries qui peuvent atteindre une exactitude indéfinie. 

•Te rejette ces détails dans une Note placée à la fin de la présente 

section; mais j 'exposerai ici un raisonnement, applicable à tous 

les cas de ce genre, et par lequel on obtient, sans peine, les deux 

premiers termes du développement de l'inconnue x, ce qui suffit 

presque toujours dans les évaluations que l'on veut en faire. 

Ce raisonnement se fonde sur la petitesse prévue de l'arc x, 

par conséquent de sin x, laquelle résulte de la petitesse de l'arc S'. 

Or on a, en général, 

cos x = ( i — sin2 x)2 z = i — f sin2 x — j sin' x... ; 

cos x ne diffère donc de l'unité que par des termes de l'ordre du 

carré et des puissances supérieures de sin x, lesquels sont d'autant 

plus petits que l'ordre de leur puissance est plus élevé. D'après 

cela, on obtiendra une première évaluation approchée d e s in . Ï , en 

faisant cos x égal à l'unité dans l'équation ( i ) . Effectuant donc 

cette substitution, et dégageant sin x, on obtiendra d'abord 

( 0 cos d'cos x -+- sin d' 
cos d ' 

sin x = 
cos S' 

cos d ' 
sin d' ( I — cos S' 

) 
9. sin' \ S' 

sm x 
cos 6" tang d' cos S' 
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So 

et par suite, dans le même ordre d'approximation , 

2 S I N 4 4 C Î ' 

cos X = L 
tang 2 d'cos 2 3 ' 

Alors, si l'on substitue cette valeur de cos x au lieu de l'unité dans 

l'équation ( i ) , et que l'on dégage de nouveau sin x, on en obtien

dra une seconde évaluation plus approchée, qui sera 

_ 2 sin2 i S' 2 sin' { §_' 
sin x _ " t a n g dr c o s §' t a n g 3 ¿ 1 C 0 S 2 §i 

Je bornerai cette expression aux quatrièmes puissances de 

sin y S', ce qui sera toujours plus que suffisant pour les applica

tions , et même j'expliquerai tout à l'heure pourquoi j e la pousse 

si loin. Alors il faudra faire cos S' égal à i dans le dénominateur . 

de son second terme qui est déjà, par son numérateur, de l'ordre de 

petitesse auquel on veut s'arrêter. Mais, dans le premier terme, 

qui est seulement de l'ordre sin" \ 3 ' , il faudra développer le fac

teur— ï —~ en sin T 3 ' de la manière suivante : 

cos S' 2 

' « , = ' · . I v = 1 + 2 sin2 J - i ' - 4 - 4 s i n ' j ô ' , etc. 
cos 3 ' i — a sin2 - 3 . 

Mais il faut s'arrêter aux deux premiers termes, puisque celui au

quel le développement doit s'appliquer, comme facteur, est déjà de 

l'ordre sin2 \ S'. On aura donc ainsi finalement 

_ 2 s i n 2 } S' . f i \ s i n ' | < R 
S m X ~ tang d' h * \ + o. t a n g V / tang d r 

Pour revenir de sin x à l'arc x, on peut employer le rapport 

d'égalité; car la différence est de l'ordre sin3 x qui répondaient à 

des termes de l'ordre sin" \ 3 ' , lesquels dépasseraient les limites 

de notre approximation actuelle. Par le même motif, on peut 

remplacer s i n 2 - 3 ' et s in ' } 3 ' par { c?'J et -~ S'*. On aura alors 

, t 3 " i 
= d' — 71·' = - 4 - ^ T I 

J \ 3 " 

N G 2 d'J T A N G d'"1 

2 T A N G d' 4 V 3 T A N G 2 

P R É C I S É M E N T C O M M E O U L ' O B T I E N D R A I T P A R L E S S E R I E S G E N É R A L E S , D É V E -
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Pour transporter ce résultat de la sphère centrale à la sphère osou» 

latrice, dont le rayon est R , il faut y remplacer les arcs a, d', n', 

, . . A D ' n ' 
par leurs expressions equivalentes —•> — » — · La valeur de 

R R R 

D ' — I I ' , ainsi obtenue, exprimera la longueur de l'arc terrestre 

M, N , que nous voulions évaluer dans la fig. 12. C'est la dis

tance comprise, sur le méridien P S 2 , entre le parallèle de la sta

tion S, et l'arc S! N, mené de S, perpendiculairement à ce même 

méridien. Toutefois il convient délaisser d'exprimé par savaient 

angulaire sous le signe tang, parce qu'il se présente sous cette 

forme dans le calcul numérique. Après cette élimination, un des 

facteurs ^ disparaît encore, comme commun aux deux membres 

de l'égalité, et il reste 

, i A ' s i n ' I 1 / . , s in J Í \ A ' s i n 2 ' 
M , N = D - n = - _ _ _ l . î ^ _ f cos . - t - a - I — ^ j s J l ^ r -

Pour l'application particulière que nous avons ici en vue , le pre

mier terme de cette expression donnera une évaluation parfaite

ment suffisante. On s'y est même généralement borné pour les 

réductions de ce genre qui se présentent dans toutes les mesures 

' d'arcs méridiens. Mais il ne serait pas hors de possibilité que le 

second terme devînt nécessaire, si la station S,, d'où l'on mène l'arc-

perpendiculaire , était fort rapprochée du pôle , ce qui donnerait 

à tang d' une valeur fractionnaire qui agrandirait les termes où 

elle entre comme diviseur, de manière à rendre sensibles ceux qui 

T . m . 6 

loppées en noie à la fin de celte section , en les limitant A I F X termes 

de même ordre. Or, nous avons trouve plus haut, page 7 4 » 

= a sin i — ~ a1 sin; cos2 i ; 

en remplaçant 3' par cette expression, et s'arrêtant aux qua

trièmes puissances de l'arc a , on trouve finalement 

1 &2sin2/' 1 / , , . sin2*' \ a 4sin 2;' 
<i'—*' = t t + 7 I — F C O S ' + - ; — R R / K rr 

2 tangt/' 4 \ 2 tang- d'j tang d' 
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affectent ~ On pourrait même concevoir mathématiquement 

des valeurs de d'assez petites pour que la série qui forme le déve
loppement de sin xdevînt divergente, S' étant donné. Mais les me
sures d'arcs méridiens ne pourront jamais être faites assez près 
du pôle pour que ce cas se réalise ; e t , dans les opérations habi
tuelles, il sera toujours facile de constater par notre formule si le 
terme en A 4 est sensible ou négligeable. C'est pour ce motif théo
rique que j 'ai poussé le développement jusque-là ; car, dans l 'ap
plication particulière que nous allons en faire, il serait complète
ment inutile d'aller jusqu'aux A ' . 

70. Pour réduire le second membre de cette formule en nom
bres, nous pouvons, comme dans l'évaluation de l'arc A ' ou 
N S 2 , attribuer à R la valeur de u D W qui nous a servi alors, et 
dans laquelle D<") représente la longueur locale du degré du mé
ridien déterminée par notre première approximation , ce qui nous 
a donné, en pieds anglais, page ^5, 

l o g R = 7 , 3 i 8 9 6 3 6 ; 

car, à la petitesse du rapport ^ , se joint encore ici celle du fac

teur sin 2/ qui multiplie les termes que nous voulons évaluer. 

Mais il faut aussi connaître l'angle d', qui est la dislance du pôle 

au zénith, dans la station d'où l'on a mené l'arc A' perpendiculaire 

au méridien éloigné. Or, en revenant à la fig. 1 2 , où cette sta

tion est désignée par S,, on n'y a pas observé l'angle d'; mais 

on peut le conclure ici , avec une approximation suffisante, des 

observations faites à la station plus boréale S , fig. 11 , puisque 

l'on connaît la longueur de l'arc méridien SS t qui l 'y rattache. 

En effet, par une mesuration directe, cette longueur a été trouvée 

égale à i o 4 9 8 8 P d s , 4 > mais il faut y ajouter 2 ï d s , i , partie propor

tionnelle des i oP d s , 8 4 qu'on doit ajouter à l'arc total pour ramener 

le mesurage à la température de i 6 ° , 2 5 . Elle devient ainsi 

104990 P d s , 6 . Alors sa proportion au degré local approximatif D C ' 

1 -. , · . . > IO 4 QQO , 6 
donnera sa valeur angulaire (gale à i ° „ , . ,7 ^ — » - , ou o° in' icf, 

000701,01 ' 
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dont la station S, sera plus éloignée du pôle que la station S. 
D o n c , la distance du pôle au zénith en S étant 5o°3'^i" par 
observation , elle sera, en S,, plus grande de cette quantité, c'est-
à-dire égale à 5 o ° 2 i ' o " . Telle sera donc la valeur de cP dans 
l 'expression de D ' — n ' ou M,N. Il est facile de constater par le cal
cul arithmétique qu'une petite incertitude-sur cet élément n'au
rait ici qu'une influence inappréciable sur l'évaluation de M iN , 
à cause de la petitesse de À et de sin i, ce qui nous soustrait à la 
nécessité de connaître le rayon R aussi rigoureusement que cela est 
nécessaire en général pour des conversions pareilles, comme nous 
l 'avons expliqué plus haut, page ^5. 

7 1 . D'après cela, dans l'application particulière que nous avons 
en v u e , les données du calcul seront 

A = 434oi i i» l s ,6 , i— 3 u 4 3 ' 3 o " , d' =r 5 o » 2 i ' o " ; 

e t , en se bornant au premier terme de la formule qui P S T le seul 

appréciable, on trouve 

FTL.N = i5i > < i s ,8i. 

A< 
L e terme en — serait ici complètement insensible. MiN étant 

connu, on le retranchera de NS 2 ou A ' que nous avons calculé 
tout à l 'heure, ce qui donnera M, S2. Alors l'arc méridien total, 
M M I S J , J î g . 1 1 , compris enlre les parallèles des stations ex
trêmes S, S., s'obtiendra définitivement comme il suit · 
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Arc méridien compris entre la station S 2 , 
et l'intersection du grand cercle, mené 
de S, perpendiculairement au méridien 
de S 2 . . . . . . , 

Réduction au parallèle de la station S,, 
soustractiye.. . » 

Portion de l'arc .méridien compris entre 
les parallèles de S, et de S2 

Première portion d'arc méridien , mesuré 
directement de S à Si , transportée sur 
le méridien de S2 

Longueur totale de l'arc méridien compris 

entre les parallèles de S et de S 2. · . . . . 
Correction additive pour ramener le mesu-

rage à la température de i6",25 

Arc méridien total évalué en pieds anglais, 
à la température centésimale de i6°,25. 

C'est le nombre que j 'ai rapporté par anticipation dans la page 56 . 
En le combinant avec l'amplitude céleste i ° 2 8 ' 4 5 " , comprise entre 
les normales qui le limitent, on en tire la longueur du degré D ° 
égale à 36377 i i > d s , 3 c I u e j ' a ' restreinte à 36377 i r l , s en nombres 
ronds. La différence n'a aucune importance, étant fort au-dessous 
des incertitudes que le mesurage de l'arc total comportait; et j e 
n'ai rapporté tous les détails de ces calculs avec tant de soin, que 
pour offrir l'exemple des réductions que de pareilles opérations 
nécessitent toujours, même dans un cas de mensuration directe , 
tel que celui-ci. 

72 . Pour compléter l'exposé des particularités qui s'y ratta
chent , il resterait à considérer l'équation 

sin d ' 

sin d' 

S 2 N = 4 3 3 o 9 4 , 9 6 

M,N = i 5 , 8 i 

S,Mi = 4 3 3 0 7 9 , i 5 

MM, = 104988,40 

MS2 = 5 3 8 o 6 7 , 5 5 

• o ,84 

5 3 8 0 7 8 , 3 9 

laquelle donne l'angle au pôle P compris sur la sphère tangente, 
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entre le méridien de Sj et le méridien d'une autre station S, séparé 

de celui-là par un arc de grand cercle S,N ou A' qui lui est per 

pendiculaire. J'expliquerai plus loin l'usage général qu'on fait de 

celte formule pour définir les posilions relatives des points de 

la surface terrestre, par des coordonnées de ce genre A' et p. 

En ce moment je veux seulement faire remarquer que, lorsqu'on 

veut tirer d'une pareille équation la valeur de l'angle p en parties 

de la graduation du cercle , par l'emploi des Tables de sinus , il 

faut y exprimer les arcs d'et 3' de la sphère centrale, en parties 

de cette même graduation, et non pas en parties du rayon de cette 

sphère. Ici d'nous est déjà donné ainsi par les observations astro

nomiques transportées de S en S,, et nous venons de le trouver 

égal à 5o° a i ' o " . Pour avoir S' sous la même forme , il faut con

sidérer qu'il occupe, sur la sphère centrale, le même arc de gra

duation que A', sur la sphère locale dont le rayon est R. Or, on 

connaît, pour celle-ci, l'arc D<°> qui occupe un degré de la graduation 

sexagésimale d'un de ses grands cercles ; et nous trouvons sa lon

gueur égale à 3 6 3 7 7 1 pieds anglais. Ayant donc aussi l'arc A' 

exprimé dans la même espèce d'unités de longueur, et l'ayant 

trouvé égal à ?.8ig4 r a ' ,7i8, page 7 6 , sa valeur A 0 , en parties du 

degré sexagésimal, sera proportionnellement 

A("> = l l ^ t é û l Ë . = 0° ,0775068 = 4 '3 9 " , oa4; 

ce sera donc aussi la valeur de 3' exprimée sous la même forme. 

A lors , en la combinant avec celle de d', et achevant le calcul par les 

Tables de sinus, on trouvera 

; , = 6 ' . " , 3 5 9 . 

75 . Quoique cette évaluation de l'angle p ne nous fût pas ici 

particulièrement nécessaire, j ' a i jugé utile de la donner comme un 

exemple numérique de ces conversions, dont la nécessité se re

produit fréquemment. Pour éviter les ambiguïtés qu'elles pour

raient faire naître, et qui ont occasionné plus d'une fois des 

erreurs numériques, je les caractériserai désormais par l'indice ( ° ) , 

affecté en exposant à l'arc quelconque auquel elles s'appliquent ; 
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de sorte que A l"> représentera généralement l'arc A , transformé 

ci; degrés sexagésimaux du cercle quelconque auquel il appartient. 

Je ne ferai d'exception à cette règle que pour l'expression D (u> par 

laquelle j e continuerai de désigner l'arc qui occupe un degré de la 

graduation sexagésimale , sur les grands cercles de la sphère locale

ment osculatricc à la surface terrestre, dans le sens du méridien , 

en chaque lieu que l'on voudra considérer. Alors , si A est aussi 

A 
un arc de grand cercle appartenant à cette même sphère , 

ou A<°), sera la valeur angvdairc de l'arc A , exprimé en parties de 

la même graduation. 

74. Le calcul de l'angle p que je viens d'exposer, me fournit 

l'occasion de justifier une particularité que j 'a i annoncée plus 

haut comme étant, non pas indispensable, mais très-utile à établir 

dans la distribution définitive des centres de nossphères tangentes. 

Pour la considérer dans les réalités auxquelles elle se rattache, 

admettons d'avance que la surface générale de la terre pourra, dans 

ce qu'elle a de régulier, être représentée, avec toute l'exactitude que 

l'on peut atteindre, par un ellipsoïde de révolution dont l'axe polaire 

coïncide avec l'axe polaire de la sphère céleste, ce que l'on verra 

plus loin être en effet le résultat final où l'on est conduit. Nous venons 

de diriger ici le rayon polaire CP de notre sphère tangente vers les 

pôles célestes. Il sera donc parallèle à l'axe polaire de l'ellipsoïde 

par cette condition. Mais si le centre C de la sphère est placé en quel

que point que ce soit, hors de ce même axe , le pôle spherique P 

lui sera aussi extérieur; et alors les méridiens sphériques menés de 

ce pôle aux points S,, S 2 différeront, comme plans, des méridiens 

elliptiques menés à ces mêmes points. Donc, quand on aura calculé 

l'angle polaire/» sur la sphère tangente, comme nous venons de le 

faire, il faudra, pour avoir l'angle analogue compris entre les méri

diens elliptiques, appliquer à p des réductions dépendantes del 'é-

rartement des pôles des deux surfaces, réductions qui devront varier 

avec la position absolue de la sphère tangente que l'on considérera 

actuellement. On évite ces difficultés en plaçant tous les centres 

des sphères tangentes sur l'axe même de l'ellipsoïde, ce qui rend 

leurs rayons polaires physiquement coïncidents avec lui, puisqu'ils 
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NOTE 

R E L A T I V E A LA TAOE 7 9 . 

Sur la rësolulion des équations où le sinus et le cosinus 
d'une inconnue que l'on sait être fort petite entrent l'un 
et l'autre, seulement à la première puissance. 

Soit x l'inconnue ; l'équation proposée sera de cette forme : 

( 1 ) A cos x 4- B sin x = C, 

A , B , C étant trois coefficients donnés, indépendants de a:. Appliquons-lui 
d'abord le mode de raisonnement que nous avons employé dans le texte; 
sin x étant supposé une fraction du premier ordre de pet'.tesse, cos a-ne dif
férera, de l'unité que par des termos de l'ordre du carré de cette fraction. 
Ainsi on obtiendra une première évaluation approchée de sin x en faisant, 
dans notre équation, cos x égal à i, ce qui donne 

se dirigent d'ailleurs comme luiaux pôles de la sphère céleste situés 

sur son prolongement rectiligne. Alors les méridiens elliptiques et 

les méridiens sphériques, menés aux mêmes points S,, S 2 de la sur

face terrestre, coïncident comme plans, et comprennent ainsi le 

même angle dièdre p ; de sorte que cet angle se trouve connu poui* 

l'ellipsoïde , lorsqu'il a été déterminé sur la sphère tangente par le 

calcul que nous venons d'exposer. Cette distribution des centres de 

toutes les sphères locales sur l'axe polaire de l'ellipsoïde offre 

plusieurs autres avantages qu'il est aisé de pressentir, et que nous 

aurons l'occasion de reconnaître. Il reste donc à examiner si ces 

sphères, ainsi définies, peuvent avoir avec la surface de l 'e l l ip

soïde des contacts assez intimes, comme assez prolongés, pour 

s'assimiler successivement à lui, avec une suffisante précision, dans 

une petite amplitude conique de 1 ou 2 degrés auttfur de leur point 

de tangenec. Or c'est ce que nous constaterons par dos épreuves nu

mériques indubitables. 
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On voit que la petitesse supposée de sin x exige d'abord que le rapport • ' 

soit une fraction moindre que l'unité, et ensuite que le coefficient A ne soit 
pas très-considérable. 

Pour étendre indéfiniment l'approximation, il faut développer sin x en sé
rie continue. On peut le faire de deux manières que j'exposerai successive
ment, et je montrerai que les expressions de sin x auxquelles elles condui
sent s'accordent avec les précédentes dans les termes qui dépendent des deux 

. C - A 
premières puissances de — g — · 

A cet effet, je mets d'abord l'équation (i ) sous ces deux formes 

(3) B s i n x = C — A cosx, (4 ) A cosx = C — B sinx. 

J'élève les deux membres de (3) au carré, et je remplace, dans le second, cos'x 
par son expression équivalente î — sin' x ; j'ai ainsi 

(A' -+- B"-) sin ! x = A ! H- C* — 2AC cos x ; 

alors j'élimine A cos x par sa valeur tirée de ( 4 ) , et, en réunissant Ips termes 
semblables, j'obtiens 

(A» -t- B') sin'x — 2BC sin x — — ( C — A ' ) . 

Cette équation résultante, étant résolue relativement à son unique incon
nue x , donne 

s i n x BC j r (A ' + B ' ) « y - A ' ) - 1 * ( 

A>-t-u'l" L — m ? J f 
Lo signe négatif q-ie j'attribue au radical est seul admissible, parce que 
la valeur de sin x, que nous voulons tirer de l'équation primitive ( î ) , est 
celle qui devient nulle quand G — A est nul. 

Si l'on voulait effectuer numériquement lo calcul du second membre, ou 
obtiendrait la valeur exacte de sin x pour chaquo cas particulier que l'on 
considérerait. Si l'on veut développer l'expression générale dex sous forme 
de série, il faut se rappeler qu'en désignant par z une fraction moindre qui, 

et par suite, dans lu même ordre d'approximation, 

1 (C - A ) ! 

C O S X = 1 - ~ ~ 
2 · B' ' 

Alors, si l'on substitue cette valeur de cos x au lieu de l'unité dans l'équa
tion primitive(i), et que l'on dégage sin x, on en obtiendra une évaluation 
plus approchée qui sera 

. (C — A) 1 A (C — A ) s 

(2) s in* = 1 ' '— 
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PHYSIQUE, 

l 'unité, on a y par la formule du binôme, 

l_ 

(1 — z y = 1 _ yz — \z* — T O S 3 . . . . 

Mettant donc ici pour s sa valeur ~ ' ) , on obtiendra 

• . , n x . _ , ( C , - A ' ) , , ( A ' + B ? ) ( C ' - A ' ) ' , ( A » + B ' ) ' ( C ' - A ' ) ' 

* - ' - B C ~ + ï i i t f *" 7 1 Bî-fc- · · ' ' 

et le second membre pourra être continué aussi loin que l'on voudra, puisque 
la loi du développement infini d'un binôme est connue. 

Quoique celte série se présente sous une forme différente de l'expres
sion (2), elle s'accorde cependant avec elle dans les termes qui contiennent 

seulement les deux premières puissances de ^-^-^.Pourcnavoir lapreuve, 
xi 

représentez isolément ce rapport par u, ce qui donnera 

C = A + Bu; 
pu is , avec cette expression, éliminez C du second membre de la série, et 
développez ses différents termes suivant les puissances de u , en négligeant 
celles qui sont supérieures à u*. Cela reproduira exactement l'expression (2) 
trouvée d'abord pour sin x par une voie plus simple. 

La seconde méthode de développement consiste à remplacer sin x eteos x, 
dans l'équation primitive, par leurs valeurs rationnelles on tang^x , qui 
sont 

2 tang \ x 1 — tang1 ; x S I N x = - lang !]-x 

Après cette substitution, en ramenant i - t - tang '^r en numérateur, elle 
prend la forme suivante 

(C -I- A ) tang'-; x — aB tang ; x = — (C — A). 

En la résolvant, et se bornant à la seule racine qui devient nulle en même 
temps que C — A , elle donne 

tang -J, x - - [ - m i l -' C - + - A ) 

et, après avoir développé le radical par la formule du binôme-, il reste 

t a „ g i * = i ( J y [—ï^r—+T PTÏÏ^)^ i f n ^ ) ' - · •] ; 
ou , si l'on veut effectuer la multiplication par le facteur commun extérieur, 

, r C - A , /C—A\' (C-t -A ) , / C - A V /C - i -AV 1 
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La première de ces deux expressions sera généralement la plus commode pour 
le calcul numérique. On voit que la convergence plus ou moins rapide de la 

Q* ^ 2 

série dépendra du degré de petitesse du r a p p o r t — — , suivant les puis

sances duquel elle procède. Ainsi, on devra se guider sur la petitesse de ce 

rapport pour la prolonger autant qu'il sera nécessaire dans chaque cas par

ticulier. 
Ce développement est tout à fait analogue à notre première expres

sion (2) de sin x, et il s'accorde exactement avec elle quand on le restreint 

aux deux premières puissances de En effet, dans cette limite d'ap

proximation , tang i x équivaut à J sin x. S i , de plus, on remplace G par A 

— ^ — \ , le résul

tat devient identique à notre expression (a\ 

Lorsque, par l'une des deux séries précédentes, on aura trouvé sin x ou 
tangua: en nombres, avec le degré d'approximation auquel on aura jugé 
pouvoir se restreindre, si l'on veut obtonirrarex en parties de la graduation 
du cercle, on l'on déduira immédiatement par les Tables logarithmiques de 
sinus ou de tangentes. Mais, si l'on veut obtenir cet arc en parties du rayon 
du cercle pris pour unité de longueur, il faudra former directement sa valeur 
par les séries do la page 60 qui donneront : 

En fonction de sin r, 

^ - = S I N J " H — s i n x -f- — sin x...: 

en fonction de taugjx , 

1 * = t a n g i * - ~ tang3 (7* ) -+- -f tang''' ( ±x).... 

D'après ces expressions, lorsque Tare x sera assez petit pour que l'on puisse 
négliger les termes do l'ordre s in 3 x, tang" j x , et, à plus forte raison, ceux 
des ordres supérieurs, il suffira de prendre 

x = s inx, ou x = 2 t a n g — x. 

L'arc .r sera ainsi connu dans le cercle dont le rayon est 1 . Si l'on veut 
avoir son homologue X, qui soulend le même angle au contre dans un ccrclo 
dont le rayon serait exprimé par R, il faudra faire 

X = Itx. 

En résumé, lorsque, pour une application spéciale qui sera toujours très-
rare, on voudra obtenir une expression particulièrement approchée do l'in
connue x dans une équation do la forme que nous venons do considérer, on 
emploiera celle des deux séries générales que la forme des coefficients A , 
LI, C fora reconnaître comme la plus commode. MAIS, DANS PRESQUE toutes les 
réductions que l'aslionomie nécessite, notre expression (2) suffira, et uloix 
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il sera toujours très-facile de la former directement par le raisonnement 
très-simple dont nous avons fait usage, sans prendre la peine d'identifier les 
valeurs des coefficients à leurs expressions générales A , B, C, pour les 
introduire dans les séries indéfinies que nous venons de former. 

S E C T I O J V I I . — Mensuration effectuée par triangulation. 
Formation et calcul des triangles sphéricités établis 
langcntiellement à une petite portion de la surface ter
restre régularisée. 

73. Je suis entré dans tous ces détails relativement à l'opération 

«le Pensylvanie, parce que les problèmes géométriques et analytiques 

qu'elle nous a donné occasion de résoudre, pour des énoncés tvès-

simplcs , se représentent dans toutes les mesures d'arcs méridiens 

effectuées par des procédés plus complexes. De sorte que les for

mules que nous y avons appliquées s'adapteront, sous leur forme 

l ittérale, à toutes les opérations de ce genre que nous aurons ulté

rieurement à considérer. Car elles ne diffèrent de celle-là que par 

les difficultés naturelles qu'y ajoutent les circonstances moins favo

rables des localités. On conçoit, en effet, qu'un procédé de men

suration directe, qui était possible dans un pays inhabité , comme 

l 'était alors la presqu'île où Mason et Dixon opéraient, devien

drait complètement inapplicable dans notre Europe, où le sol est 

couvert de vi l les, de vil lages, et de constructions publiques ou 

particulières. Les astronomes ont donc été obligés de parvenir au 

même but par une méthode différente. Ils ont eu recours au pro

cédé <pie l'on emploie dans le levé des plans, pour mesurer la 

distance des objets en les observant des deux extrémités d'une base 

connue; et ils s'en sont servis pour étendre, sur la surface terres

tre , de grandes triangulations dirigées dans le sens d'un jwôme 

méridien. Comme ici nous entrons dans les réalités, il faut prentfrc 

toutes les connaissances antérieures à l'état où elles existent, et 

s'en aider au besoin. Or, déjà, les cartes géographiques indiquent 

très-approximativement la suite des l ieux, des vi l les, des monta

gnes , des plaines, qui se trouvent sur la direction du méridien 

d'un lieu donné. Ayant donc adopté un point de départ, on choi

sit, sur les cartes locales, une suite d'autres poinls situés des tiens 
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côtés du méridien de celui-là, à peu de distance, tels que de 

chacun d'eux on puisse voir un certain nombre des précédents et 

des suivants, dans la chaîne de triangles que l'on veut établir, sauf 

à rectifier ces premiers aperçus par d'autres choix, si un examen 

plus immédiat des localités faisait reconnaître des difficultés ou des 

impossibilités qu'on n'aurait pas prévues. Les stations, ainsi adop-. 

tées, seront, par leur destination même, des sommets de monta

gnes, de collines, d'édifices publics, élevés au-dessus des obstacles 

qui pourraient arrêter la vision intermédiaire. I l faut aussi que les 

droites qui les joignent ne forment pas entre elles des angles trop 

.aigus, afin que les côtés des triangles qu'elles sont destinées à for

mer, et qu'on devra conclure les uns des autres, soient exempts 

des incertitudes que l'acuité des angles y introduirait. Ce plan 

arrêté, l'observateur se transporte successivement aux trois som

mets du premier triangle, désignés par S, S,, S 2 , jig. 13. 11 y éta

blit des signaux fixes qui sont, par exemple, de grands disques 

blancs à centre noir ; ou encore, des lampes à courant d'air abri

tées sous une tente, et munies de réflecteurs métalliques posté

rieurs, que l'on tourne successivement vers les autres stations d'où 

l'on veut les observer. Ces signaux doivent être fixés invariable

ment à des supports solides, et l'on détermine avec grand soin le 

pied de la verticale qui passe par leur centre de visibilité. Cela s'ef

fectue à l'aide d'un fil-à-plomb, que l'on fait descendre de ce cen

tre sur une plaque métallique horizontale, portée par un pieu en

foncé dans le sol ; e t , sur cette plaque, on marque le point précis 

auquel la verticale du centre du signal vient aboutir. Ce point 

s'appelle/c centre de la station ; et l'on y rapporte toutes les obser

vations des signaux comme étant un sommet fixe du premier 

triangle, ainsi que des triangles ultérieurs auxquels cette station 

sera commune. Ces préparations faites, l'observateur s'établit à la 

première station S, avec l'instrument qui lui sert à mesurer les 

angles visuels. Il place, s'il le peut, le centre du limbe dans la ve r 

ticale SN qui passe par le centre de cette station; ou, si des obsta

cles naturels s'opposent à cette coïncidence précise, ce qui est très-

ordinaire , il y supplée par de petites réductions de calcul que 

j'expliquerai en leur lieu; de sorte que les observations doivent 
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toujours être supposées laites dans la verticale même du centre S. 
Lorsque l'instrument employé est un cercle répétiteur portatif, 

l 'observateur mesure d'abord l'angle plan a, compris entre les si

gnaux S,,S 2, ou plutôt entre leurs images réfractées Z|, 22, telles 

qu'il les voit à travers la portion de l'atmosphère interposée ; e t , 

immédiatement après, ou dans des circonstances atmosphériques, 

autant qu'il le peut, semblables, il mesure aussi les distances appa

rentes z, , z2 de ces images, à son zénith Z. Les droites S2,, S22, 
menées de S à ces images, sont les dernières tangentes des trajec

toires lumineuses qu i , partant des points Si, S 2, sont amenées dans 

l 'œil de l'observateur en S par la réfraction. Elles diffèrent donc 

des droites visuelles directes SS|, SS 2 , qui seraient menées de S à 

ces points à travers le vide. Elles sont généralement un peu plus 

élevées, parfois cependant un peu moins élevées que ces rayons 

directs. Mais, à moins d'accidents très-rares, qui sont toujours in

diqués par une excessive déformation des images, et pendant les

quels on a soin de ne pas hasarder les observations, les deux tra

jectoires lumineuses parties de S, et de S2 se forment dans les plans 

ZSS,, ZSS 2 qui passent par ces points et la verticale du point S; de 

sorte que l'angle oblique 2,S22, ou a, compris entre les tangentes 

extrêmes S2,, S22, est alors constamment limité par ces mêmes 

plans. 

7G. Pour voir l'emploi que l'on peut faire de ces résultats, sup

posons d'abord que les distances zénithales z,, z2 des deux tan

gentes, et l'angle a qu'elles comprennent, aient été mesurés si

multanément , ou dans des états réguliers et rigoureusement 

identiques de la portion d'atmosphère interposée, ce qui aura 

les mêmes conséquences. On en pourra conclure l'angle dièdre A 

compris autour du zénith de S, entre les deux plans S,SZ, S 2SZ, 
menés par les deux signaux et par la verticale de ce point. En 

effet, du point S comme centre, avec, un rayon arbitraire, dé

crivez idéalement une sphère, qui coupera la verticale de S en Z , 
et en <T, , o-,, les tangentes finales des trajectoires lumineuses, sur la 

direction desquelles se voient les images 2,, 22. Alors, dans le trian

gle sphérique Z<r,(r,, on connaîtra les deux côtés verticaux z,, z 2 , 
et le côté oblique a. On pourra donc en déduire l'angle dièdre A , 
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formé E N Z ; car il sera lié aux trois côtes z,, z-,, a du triangle pat 
l'équation générale 

( 1 ) cosfl = sinz, sinz, cosA -+- cosz[ cosz,, 

ou encore 

cos « = c o s ( z 2 — 3 , ) — 2.sinz, s i n z 2 s i n 2 | A . 

Remplacez, dans celle-ci, cos « et cos (z 2 — z,) par leurs valeurs 

équivalentes 1 — 2 sin 2 { a, 1 — 2 sin 2 f (z 2 — z , ) , puis dégagez 

sin 2 -J- A , elle donnera 

. . . . s i n 2 i « — s i n 2 | ( z 2 — z,) 
S I N 2 i A = : - - : r-= — 1 

sinz, smz 2 

ou, en transformant le second membre en produits, pour le rendre 

plus propre au calcul logarithmique, 

. s in- j (a-r-z , — z 2 ) sin-j ( f l - f - z , — z,) 
S I N 2 \ A = 1 - - : — 

sinz, sinz 2 

C'est la formule déjà rapportée, tome I I , page 4 O I > pour trouver 

directement les angles d'un triangle sphérique dont on connaît les 

trois côtés. Mais cette manière d'obtenir l'angle A n'est pas, à beau

coup près, la plus commode pour l'application que nous avons en 

vue, parce que le calcul absolu qu'elle exige devrait être fait avec 

une rigueur qui deviendrait fatigante, dans la succession nom

breuse d'opérations de ce genre qu'exige une grande triangulation. 

Or, on peut arriver au même but , avec moins de soin et plus de 

sûreté, en profitant des moindres circonstances spéciales dans les

quelles nos triangles sont établis. En effet, les deux signaux S,, S, 

étant situés comme S, sur la continuité de la surface terrestre, à 

des hauteurs toujours très-petites , comparativement à leurs dis

tances mutuelles, ils sont toujours angulairement très-près du 

plan horizontal géométrique de cette première station, ce qui 

rend leurs distances zénithales z,, z 2 très-peu différentes de 90°. 

Ains i , l'angle dièdre A diffère toujours très-peu de l'angle plan a 

qui est immédiatement donné par l'observation. C'est pour

quoi , au lieu de chercher la valeur absolue de A par la formule 

directe que nous venons d'établir, on en déduit plutôt la pelilc 

différence A — a, qui s'obtient très-aisément , et avec nue exacti-
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tude il l imitée, par un développement en série, que j 'expose, plus 

loin , dans une note spéciale. A — a s'appelle la réduction à l'hori
zon. Pour ne pas interrompre la chaîne des idées que j e veux ici 

présenter, je me bornerai à rapporter le premier terme de son ex

pression qui en renferme la partie de beaucoup la plus sensible, et 

la seule presque dont il faille habituellement tenir compte. Afin 

d 'y mettre en évidence la petitesse des élévations ou des dépres

sions occasionnelles par lesquelles les distances apparentes z , , z 2 

diffèrent de go ° , j 'introduis ces différences comme additives dans 

le calcul , sous la dénomination de A, et A 2, c'est-à-dire que je 

fais généralement 

z, = g o " + A, ; z 2 = go° -f- A2. 

Alors si l'on s'arrête au premier terme du développement, qui 

suffit lorsque A, et A2 sont de très-petits angles, comme cela a lieu 

presque toujours, on a 

[s in 2 7 a s in 2 } (A2-f-A,) — cos 2 ~ a s in 2 } (A 2—A,)] R " 
(2) A = fl-r-2 — ; — . 

cos « 2 cos A, sma 

L e terme correctif de a est ici exprimé en secondes de degré, ' 
comme l'annonce le facteur R" . La petitesse des angles } (/h + k,), 
• j - (Ai — A,) rendant les carrés de leurs sinus de très-petites frac
t ions, on voit que ce terme entier sera toujours de l'ordre de ces 
carrés, pourvu que le dénominateur sin a , qui est aussi une frac
t i on , n'ait pas lui-même des valeurs dont la faiblesse leur soit 
comparable. O r , c'est ce qu'on a toujours soin de prévenir en 
choisissant les trois sommets de chaque triangle, de manière qu'au
cun de leurs angles a ne se trouve trop aigu. 

77 . Lorsque les angles A,, A, sont tellement petits, que l'on 
puisse négliger les quatrièmes puissances de leurs sinus, dans l'ex
pression du terme correctif de a, ce qui a lieu presque toujours, 
elle se simplifie notablement. Car, d'abord, dans cette limite d'ap
proximat ion, les facteurs cosA 2 , cos A, du dénominateur peuvent 
être remplacés par l'unité. Puis , les sinus des arcs y (A2 -+- A,) et 
•y (A 2 — A,) n'entrant au numérateur qu'élevés à leur deuxième 
puissance, ils peuvent y être remplacés par les rapports de ces 
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R" 

et 2 · Alors R " disparaît une fois des deux termes de la 

fraction comme facteur commun ; et il reste 

(3) A = a 

ou encore, 

i [(A, -4- h,y sin *±a — (h., — A,) 2 eos - ± n] _ 

?. R " sinrt 1 

^4 R" 

Cette formule suffit dans la généralité des applications géodésiques. 

Les valeurs des angles h2, A, qu'on y introduit doivent être évi

demment exprimées en secondes de degré. Indépendamment de ses 

usages pratiques, elle est indispensable pour éclairer plusieurs 

points importants de théorie, qui resteraient obscurs sans son 

secours. 

78. Je vais, dès à présent, m'en servir pour dissiper un soup

çon d'incertitude que pourrait faire naître le procédé par lequel 

on détermine les éléments qui servent à la calculer. J'ai suppose 

les observations effectuées dans un état atmosphérique régulier , 

où les réfractions s'opèrent sans déviation azimutale sensible. 

C'est le cas le plus habituel, et il est facile d'éviter les circon

stances où l'on pourrait soupçonner qu'il n'eût pas lieu. Mais j 'a i 

supposé aussi que l'angle plan a, et les angles verticaux A,, A 2 , 

étaient mesurés dans des circonstances atmosphériques simultanées 

ou identiques, et il est pratiquement impossible de s'astreindre 

avec rigueur, ou même avec certitude, à cette condition. Alors 

on y supplée en réitérant les observations à différents j ours , sur

tout celle de l'angle a; et l'on calcule l'angle dièdre A avec la 

moyenne des éléments ainsi obtenus, ce qui les ramène, avec une 

approximation suffisante, à la condition idéale de simultanéité. 

Cela se voit parla formule (2) elle-même. Caria valeur de A , ainsi 

calculée, serait tout à fait exacte si les valeurs moyennes des 

.... - , , .. , Uh-hh,)' 
arcs mêmes au rayon réduit en secondes, c cst-a-dirc par 
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angles h t , h2 répondaient au même état atmosphérique que la 

moyenne des angles a. Admettons, comme cela arrivera sans 

d o u t e , que cette identité d'état moyen ne soit pas tout à fait ri

goureuse ; au moins, d'après le principe des compensations, elle 

aura lieu approximativement. Alors les valeurs moyennes de A, 

et de hi ne différeront que très-peu des véritables; et comme 

leur influence absolue sur le terme correctif est extrêmement p e 

tite , dans les conditions que nous avons supposées, une très-fai

b l e altération de leurs valeurs ne pourra y produire que des chan

gements insensibles. L'expérience confirme cette induction; car 

lorsqu 'on a fa i t , dans une même station , un grand nombre de 

mesures des angles a, h„ à2, avec les précautions prescrites ci-

dessus pour éviter les cas de trop grandes perturbations de l'at

mosphère , si l'on partage les résultats en plusieurs moyennes qui 

se correspondent, et qu'on les emploie séparément au calcul de 

l 'angle dièdre A , par la formule (2), on ne trouve entre ses va

leurs que des différences tellement petites et accidentées, qu'elles 

rentrent dans les limites des erreurs dont on ne peut répondre 

dans les observations faites avec le plus de soin. 

7 9 . L a réduction à l'horizon n'a plus besoin d'être calculée 

quand on observe l'angle entre les objets avec l'instrument appelé. 

théodolite, dont le type général a été représenté dans le tome I I , 

fig. 8 1 . L e plan de son limbe porte des niveaux croisés rectangu-

la i r ement , dont les indications servent pour le rendre horizontal. 

L e s deux lunettes adaptées à ce l imbe, l'une inférieure, l'autre 

supér ieure , peuvent parcourir son contour de manière à embras

ser tous les angles que l'on veut mesurer ; et elles ont aussi cha

cune un mouvement de course peu étendu dans un plan perpendi

culaire au limbe, qui permet de les pointer sur des objets situés à 

p eu de distance au-dessus ou au-dessous de l'horizon , sans qu'il 

cesse lui-même d'être horizontal. Quand on veut prendre l'angle 

compr is entre deux signaux S,, S 2, on dirige d'abord la lunette in

férieure sur un objet fixe quelconque qui servira de point de re

pè r e , et on la fixe elle-même au limbe par ses pièces d'attache ; de 

sorte qu'on prévient tout mouvement horizontal que celui-ci pour

rait prendre , soit en constatant qu'elle reste toujours sur son 

•r. m . 7 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



point de mire , W i t en faisant tourner horizontalement le limbe 

avec elle pour l'y ramener, si l'on trouvait que ce point n'est plus 

sous le fil vertical île son réticule. Celte condition d'immobilité 

étant ainsi toujours assurée, on dirige la lunette supérieure sur 

l'image réfractée d'un des deux signaux, par exemple sur S,, en 

la faisant mouvoir dans son plan vertical pour l'atteindre, el on 

lit sur le limbe la division à laquelle le vernier de son alidade cor 

respond alors; puis on la détourne vers l'image 2 2 d u signal S 2 , et 

après l'avoir pointée sur elle de la même manière , on lit de nou

veau la division à laquelle son vernier est parvenu. L'arc parcouru 

ainsi sur le limbe est évidemment l'angle dièdre compris entre les 

verticaux des deux objets. C'est donc notre angle horizontal A qui 

esi ainsi obtenu sans réduction. Mais , pour se procurer cet avan

tage, on se soumet à dépendre de l'exactehorizontaliié du l imbe, e t 

aussi de l'exacte perpendicularité du mouvement de la lunette su

périeure relativement à son plan. A la vérité, l'accomplissement 

de ces deux conditions peut être constaté par des vérifications fa

ciles à imaginer ; mais il ne faut pas se dispenser de les faire. L e 

théodolite portatif, tel qu'il est représenté fig. 81 du tome I I , est 

aujourd'hui fort employé en France pour les triangulations s e 

condaires ; ce qu'il doit à l'exactitude des procédés de division et 

de construction propres à notre excellent artiste M. Gambcy. C'est 

aussi avec ce même genre d'instrument qu'a été effectuée la t r i an

gulation générale de l'Angleterre, pour laquelle Ramsden en avait 

construitund'unc grande dimension, et d'une exécution admirable. 

Mais les opérations géodésiques de France et d'Espagne ont été 

faites en mesurant les angles obliques a avec le cercle répétiteur, 

et déterminant la réduction à l'horizon par le calcul, d'après les 

distances zénithales observées des signaux. Ce moyen, plus pénible, 

était indispensable dans l'état d'imperfection où se trouvait alors 

en France la construction des instruments astronomiques ; et la 

sûreté des résultais obtenus malgré ce désavantage ne doit pas 

faire regretter qu'on y ait eu recours. 

80. Lorsque les opérations sont terminées à la station S, fig-' 3 , 

l'observateur va en faire d'analogues aux deux autres stations S , ,S j , 

qu'il a choisies pour sommets de son premier triangle terrestre. I l 
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mesure de même, en celles-ci, les angles plans <2 i , « 2 , ainsi que 

les distances zénithales des lignes visuelles qui les limitent, et il 

conclut de là, par le calcul, les angles dièdres A , , A 2 , propres à 

chacun de ces sommets, c'est-à-dire compris comme A , entre les 

plans visuels menés aux deux autres stations par les verticales. 

S, N , , S 2 N 2 qui leur sont propres. 

Pour voir l'usage qu'on peut faire de ces résultats, supposons 

d'abord que les trois normales se coupent mutuellement dahs un 

même point C, comme le représente la fig. i4; alors, de ce point 

comme centre avec un rayon quelconque CA , ou R , décrivez une 

surface sphérique qui coupera les trois normales en A , Ai , A 2 . Joi

gnez ces points deux à deux par des arcs de grands cercles, 

vous formerez un triangle sphérique dont les angles seront les an

gles dièdres précédemment déterminés ; de sorte que , si vous pou

vez connaître, en outre, la longueur d'un de ses côtés C, C,, C 2, 

vous obtiendrez, par le calcul trigonométrique, les longueurs des 

deux autres. 

Venons maintenant au cas général, où les trois normales pourront 

ne pas s'entrecouper, même deux à deux. Alors, sur la normale indé

finie SN de la fig. 13, je prends un point C pour centre d'une sphère 

q u i , dans cette localité, soit osculatrice n'importe dans quel sens, 

à la surface terrestre régularisée, telle que la formerait le prolon

gement des mers environnantes; et , de ce même point, je mène 

aux stations S,, S 2 deux sécantes que j e suppose seulement former 

de très-petits angles avec les normales réelles qui y correspondent. 

Cette condition sera toujours réalisable si l'on restreint suffisamment 

l 'étendue du triangle terrestre SS,S 2 , et il faudra seulement lui as

signer des limites telles qu'elle soit certainement remplie. En re

portant ceci à la fig. i4> on pourra encore former, sur la nor

male CS et les deux sécantes, un triangle sphérique dont l'angle 

au sommet A sera l'angle dièdre déterminé par l'observation en S. 

Mais les deux autres angles seront compris entre les plans diamé

traux menés par les sécantes CS,, CS 2, non par les normales. Or, 

si l 'on désigne respectivement ces angles par ( A ) , , ( A ) 2 , je dis que, 

dans les circonstances supposées, on pourra, sans erreur appré-
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eiable, leur substituer les angles dièdres A,, A 2 , observés en Si et S2 

autour des normales réelles, comme précédemment. 

81. Pour le faire voir, je considère d'abord le sommet S,. Par 
supposition, la sécante CS, formeavccla normale S|N, un très-petit 
angle que je désigne par « . Je le porte , avec les deux droites qui 

'l'embrassent, dans le plan delà J i g . i 5 . Le sommet S,, ainsi repro
duit , est commun à la sécante et à la normale. Je mène en S, un 
plan perpendiculaire à cette dernière; et je désigne sa trace sur 
le plan de la figure par la droite indéfinie S ,X , qui formera 
avec StN, un angle droit. Ce plan contiendra l'angle dièdre cal
culé Ai- Je l'y définis par les deux droites S ,T , S , T 2 , qui le limi
tent dans sa position réelle, tel qu'on la conclut des observations 
•faites en S,, sur les images des deux signaux S, S 2 , réfractées 
chacune dans leur vertical propre, mené par la normale S, N,. Je 
nomme i l'angle plan que la première de ses branches S,T forme 
avec la trace S iX, de sorte que la seconde S ,T 2 formera avec cette 
même trace l'angle ¿-1-A,. Maintenant je prolonge CS, indéfiniment 
dans le plan de la figure, ce qui y produira la droite CS,M. Les 
deux branches de l'angle A| sont obliques à cette droite, par con
séquent lui-même se trouve hors du plan tangent à la sphère dont 
CS, est un rayon. Donc, si par CS, on mène deux plans diamétraux 
qui contiennent ses branches S , T , S,T 2 , ils comprendront un 
angle dièdre différent de A, et que je désigne par A',. Je vais d'abord 
le déterminer. Ce sera une véritable réduction a l 'horizon, qui s'ef
fectuera facilement par la formule générale que nous avons établie; 
et elle nous sera nécessaire plus tard dans un grand nombre de cir
constances analogues. 

82. A cet effet, autour de S,, comme centre, je décris une 
sphère d'un rayon égal à l'unité de longueur ; et je marque en x, 
t, f2, m les points où elle coupe les droites indéfinies S,X, S,T, S ,T 2 , 
S,M. Considérant m, comme le zénith du sommet S,, sur cette 
sphère, les angles mStx, mSit, /wS,î2, y seront respectivement 
les distances zénithales des points x, t, f2. L e premier « S , x est 
évidemment 9 0 0 - 4 - w, puisque l'arc mx est dans le plan de la 
figure. Ainsi , la petitesse supposée de a le rendra très-peu diffé
rent de 90» ; | e s j eux a u t r e s s'écarteront aussi très-peu de cette 
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l imite; car, si w était nul, ils seraient aussi égaux à ga° , 

puisque les points x, t, t2 se trouveraient alors tous trois dans un 

plan perpendiculaire à la droite CS, M. Pour rappeler cette cir

constance , je désigne ceux-ci par des dénominations analogues, en 

faisant 

mS,a; = 9 0 0 - f -w ; mSif=go°-f- 6; ' «S ,r 2 = 90°-f-G 2. 

8 et 02 peuvent aisément s'évaluer. En effet, les triangles sphériques 

mxt, mxt2 sont évidemment rectangles en x, par notre construc

tion. Or on connaît, dans chacun d 'eux, le côté commun mx ou 

9 0 0 -f- w, et le côté ix, ou t2 x, qui ont respectivement pour valeurs 

i et i -+• A|. On aura donc les hypoténuses mt, mt2 par les relations 

établies au deuxième cas des triangles sphériques rectangles de 

Legcndre , lesquelles donneront ici 

cos mt = cos mx cos tx, cos mt2 = cos mxcos t2 x , 

e t , en remplaçant les arcs par les angles au centre qu'ils soutendent, 

sin 9 = sin w cos i, sin 02 = sin w cos (i -t- A , ) . 

I l nous sera tout à l'heure utile de connaître aussi les inclinai

sons des mêmes hypoténuses sur le plan de l'angle A, ; ce sont les 

angles dièdres mtx, mt2x, formés aux sommets t,t2 de nos deux 

triangles. Je les désigne par ces lettres mêmes, et comme ils devront 

pareillement différer très-peu de 9 0 0 , j e fais 

? = G O ° - F - T , t 2 = ç)0° + T , . 

Or , le même passage de Legendre, appliqué à ces angles, donne 

T A N S m x U m s m x 

iang£ = — : ? tanat2 = — r £ — ; 

° sin tx 0 %xat2x 1 

de là on tire 

tangr = tang w sin i ; tang r 2 = tang w sin (i -4- A , ) . 

85. Nous supposons M un très-petit angle; il peut être rendu 
aussi petit que l'on voudra en rapprochant suffisamment les trois 
sommets S, S,, Sa-, puisqu'il serait évidemment nul si on les rap
prochait jusqu'à les mettre en coïncidence. Faisons-le seulement tel 
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Or, les formules trigonométriques fournissent les identités sui

vantes : 

[cosi H - cos (i - F - A,)] 2 = 4 cos 2 (i -+- \ A , )cos 2
 T A , ; 

[cosi — cos (i-h A,) ] 2 = 4 sins(i -+- \ A,) sin2
 T A, ; 

et, en outre, 

sin Ai = a sin - A, cos 7 A, ; 

cos 2 (i + J A , ) - sin2 {i -f- { A,) = cos (2/ -t- A,). 

En substituant ces équivalents, et faisant disparaître les facteurs 

qui deviennent communs au numérateur, ainsi qu'au dénomina

teur, il reste simplement 

« 2 

A', — A, H sin A, cos (21 + A , ) . 
1 nfi" 

que l'on puisse négliger le cube de son sinus. Cela deviendra éga

lement permis pour les angles 9 , 6 a, T , T 2 , qui sont du même ordre 

que lui, et dont les valeurs seront encore occasionnellement atté

nuées par les facteurs trigonométriques qui multiplient sin w, ou 

tang w, dans leurs expressions. Alors les rapports des sinus et des 

tangentes de ces petits angles pourront être remplaces, dans les 

équations précédentes, par de simples rapports d'arcs, ce qui don

nera 

9 = w cos i, 6, = a cos (/-t-Ai), 

t = go° -+- w sin i, t-x = go ° -f- w sin (/ -+- A , ) . 

84. Considérons d'abord 9 et 02. Ce sont les dépressions des 

deux branches de l'angle A, au-dessous du plan qui serait tangent 

en Si à notre sphère osculatrice. En les mettant dans notre for

mule de réduction à l 'horizon, restreinte aux dépressions très-

petites, elle nous donnera l'angle dièdre A', compris entre les deux 

plans diamétraux menés par ces branches et par la sécante C S ^ . 

Nous aurons ainsi 

J [cos i + cos (i + A , ) ] 2 s in 1 j A ,—[cos i —cos (i -f- A , ) ] 2 cos 5 A A 
1 R sm A, 
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Ceci nous montre déjà que l'angle dièdre A', ne différera de A, que 

pat'une quantité toujours moindre que -^T,i puisque ce coefficient 

sera encore affaibli par les facteurs trigonométriques qui le mul

tiplient, lesquels sont essentiellement fractionnaires. Si donc nous 

restreignons assez le triangle terrestre SS,SA pour que —jg, ne soit 

qu'une fraction de seconde négligeable, ces deux angles pourront 

être substitués l'un à l'autre dans les applications où ils devront 

entrer. Afin d'apprécier les limites d'amplitude de w qui satisfe

raient à cette condition, supposons-le égal à 4<>" : alors M 2 sera 

i 6 o o ; e t , d'après la valeur de l o g R " donnée plus haut, nous 

aurons 

l o 8 (TRP) = 3 > 5 8 8 6 6 4 9 > L L'°Ù TR7' — 0 " > o o 3 8 7 7 G -

Une fraction de seconde telle que celle-là n'est pas appréciable 

aux instruments les plus précis. Or, quand nous serons arrivés à 

déterminer la figure générale de la terre, nous aurons le moyen de 

constater que , dans les amplitudes superficielles auxquelles on 

restreint les triangles géodésiques, et même dans les plus grandes 

amplitudes que peut leur permettre la condition de visibilité ré

ciproque des signaux , les angles w sont toujours considérable

ment moindres que 4°"> de sorte que , pour tous ces cas, les 

deux angles dièdres A, , A', , quoique géométriquement distincts, 

peuvent être employés comme égaux entre eux. 

8iî. Mais cela ne suffit pas encore pour résoudre la question 

pratique que nous nous sommes proposée. Ce qu'il nous importe 

de connaître, c'est l'angle dièdre (A ) , qui est compris en S, entre les 

deux plans diamétraux menés par la sécante CSI, et par les deux 

sommets S, S2, vus directement de ce point, sansl'intermédiairedes 

réfractions. Heureusement on peut le déduire de ce qui précède, 

et prouver qu'il est encore sensiblement égal à A, dans les condi

tions de restriction assignées au triangle terrestre SS, S.. 

log w 

log 2R' 
3 , 2 0 4 l 2 O O 

5 , 6 1 5 4 5 5 i 
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h' et h'2 étant autres que h et h2. Alors l'angle dièdre compris entre 

les plans diamétraux menés par ces branches ne sera plus A,, mais 

A cet effet, je suppose que les deux sommets S, S* puissent être 
observés directement du point S,, à travers le vide. Les droites 
menées de Si à ces sommets comprendront entre elles un certain 
angle plan a„ quelque peu différent du précédent. Mais elles seront 
situées dans les mêmes verticaux réels, où l'on a observé du même 
point S, leurs images réfractées 2, 22 à travers l'atmosphère, puis
que la réfraction supposée régulière ne les fait point sensiblement 
sortir de ces plans. Seulement, les branches de l'angle oblique 
vrai a, se trouveront alors avoir des distances zénithales^go" -f- ht> 

go° 4- A 2, différentes de celles qu'on observe habituellement aux 
branches de l'angle oblique réfracté. Toutefois, les dépressions posi
tives ou négatives h, h2, seront encore très-petites, même généra
lement plus petites , abstraction faite de leur signe propre , que 
celles qu'on observe à travers l'air. Si l'on introduit ces nouveaux 
éléments dans la formule qui donne la réduction à l'horizon pour 
des dépressions ainsi restreintes, elle devra évidemment reproduire 
le même angle dièdre A, , que l'on a conclu des images réfractées 
dans les mêmes verticaux, c'est-à-dire qu'on aura sous cette nou 
velle forme 

, ["(/«, -t- hf sin 5 \ (h2 — h)2 c o s 2 1 a, 
A, = Cli - (- v =T77—; 

J |_ R" sin rt, 
A, étant ici le même que précédemment. 

00. Supposons maintenant que les deux mêmes sommets S, S 2 

soient observés du sommet S, également à travers le v i d e , mais que 
l'on mesure leurs distances zénithales à partir de la sécante CS,M de 
la J i g . iS , au lieu de les mesurer, comme tout à l 'heure, en par
tant de la normale réelle. L'angle plan compris entre les droites 
directes menées à ces sommets, sera encore comme précédem
ment. Mais les distances zénithales de ses deux branches que je d é 
signe par Ç, Ç 2 , différeront des distances zénithales vraies, et au
ront, par exemple, des valeurs de cette forme 

• Ç=go°-R-/I', ÇJ = 9 0 0 -T-A' A , 
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aura une certaine autre valeur ( A ) , , dont l'expression sera 

il différera ainsi seulement de A, par l'influence que la diversité 

des dépressions y exercera. 

87. Pour en apprécier l'effet, j e reproduis les éléments géné
raux de la fig. i 5 , dans la. fig. 16 . Mais, afin de ne pas la compli
quer, j ' y marque seulement la trace S, T du vertical vrai qui con
tient la branche directe S,S menée au sommet S, branche dont la 
dépression TS,S ou /*,, dans ce même vertical, sera représentée 
par l'arc ts sur la sphère décrite autour de S, , avec le rayon 1. 

Alors l'arc msde la même sphère y représentera la distance zéni
thale Ç de la même branche S, S, mesurée à partir de la sécante CS,M. 
Or, cet arc ms peut être évalué, presque sans calcul, avec une 
approximation parfaitement suffisante pour notre but. En effet, 
l'angle T S ( X étant désigné par i comme précédemment, nous 
avons trouvé que l'arc mt, ou 90 + 8 delàfig. x5, a pour va
leur 90°-)- w cos 1 ; et nous avons trouvé que l'angle formé en t par 
ce même arc avec le plan TS ,X , étant compté vers S ,X , est 
go ° - f - a sin i. En lui ajoutant go ° , nous aurons, dans notre fig. 16, 
l'angle dièdre total formé au même point t du triangle mts; de 
sorte que la valeur de celui-ci, comptée toujours dans le même 
sens, sera i 8 o ° - r - «s in ( . Ainsi, dans la construction qui nous sert 
de type , la disposition du triangle mts serait telle que la représente 
la fig. 16 bis. Or, le côté ms ou Ç du triangle mts, se trouvant 
ainsi opposé à un angle qui diffère seulement de 180 0 par un terme 
très-petit de l'ordre w , sa longueur ne différera de la somme des 
deux autres côtés du triangle que par une quantité d'un ordre bien 
plus petit encore, puisque son expression, si l'on jugeait néces
saire de la calculer jusqu'aux termes de l'ordre o 2 , serait ici 
— ~ wJ sin h sin2 i. Admettant donc qu'on la néglige, d'après cette 
évaluation,ou d'aprèsla simple é videncegéométrique, on en conclura 

(A) , = at+i 
(//•,+#) s in 2 } « i 1—(h\ — h')'cos? ja; 

R"s ina 

Ç = qo° + / I + B cos /, 
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e t , par une analogie évidente, 

ç, = go " -4- ki+ w cos (i -i- A,) ; 

car l'angle oblique a¡ doit toujours avoir pour projection A,, sur le 

plan TS,X qui est perpendiculaire à la normale réelle S, A,. 
Les termes qui s'ajoutent à 90 o dans ces deux expressions, sont 

ceux qu'il faut substituer à h' et A', dans l'expression de (A),. On 

aura donc 

( ([/¡24-/í-r-w[cos!-r-cos(¡H-A,)]jssin2J-rt,—JA2—A—tofeosi—cos(''-r-Ai)]] ,c0s i-: 
i + A R " s i n « , 

au lieu qu'on avait , dans les mêmes conditions de visibilité 

directe, 

A _ , . r ( / ' » + / ' ) , S I N , T « . — (Jh—h)>costar] 
A ' - r t , + T L R " s i n « , J ' 

88. Ces deux expressions ne diffèrent que par les petits termes 

dépendants dew qui s'ajoutent, dans la première, aux dépressions 

vraies A, A2. Si on développait les carrés que contient celle-ci, la 

différence se trouverait évidemment composée de termes ayant 

pour coefficient w% ou les produits de &> par les dépressions vraies 

A, AS. Or, ces dépressions ne sont jamais que de quelques minutes, 

et l'angle w ne dépasse pas un petit nombre de secondes. Les termes 

dont il s'agit seront ainsi toujours insensibles dans le peu d'étendue 

que l'on donne aux triangles terrestres. Ils se confondront avec les 

erreurs des observations. Leur effet sera pareil à celui qui se pro

duit lorsque, ayant mesuré l'angle plan a¡, dans un certain état de 

l'atmosphère , on calcule la réduction à l'horizon avec des dépres

sions observées dans un état tant soit peu différent ; or, cela n'y 

produit aucune altération de quelque importance. D'après cela, 

nous pouvons admettre qu'en restreignant, comme on le fait, les 

triangles géodésiques, les angles dièdres A , A ¡ , A 2 , mesurés entre 

les plans verticaux menés par les normales réelles aux trois som

mets d'un même triangle , peuvent être employés , sans correction 

aucune, comme formés entre les plans diamétraux d'une même 

sphère osculatricc à la surface terrestre en un quelconque des trois 
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sommets. Quoique l'excessive petitesse des angles w, sur laquelle 

cette démonstration repose, ne puisse être prouvée que plus tard, 

par des considérations d'ensemble, elle n'implique pas de cercle 

vicieux, parce qu'il suffira qu'elle justifie alors ce caractère que 

nous venons de lui attribuer. D'ailleurs nous en trouverons des 

confirmations de fait dans le cours des opérations géodésiques 

mêmes. 

89. Ceci reconnu, je reviens à lufig- i4- G y désigne, sur la 

normale CS, le centre d'une sphère qui, étant osculatrice, dans cette 

localité, à la surface terrestre régularisée , s'assimile d'assez près, 

comme assez continûment, avec el le , pour que les sécantes^menées 

de ce centre aux stations S,, S 2 ne forment que de très-petits angles 

avec les normales réelles. Si l 'on coupe ces trois sécantes par la sur

face sphérique décrite du centre C, avec le rayon osculateurlocal CA 

ou R , les plans diamétraux qui les contiennent par couples tracent 

sur la surface de la sphère un triangle curviligne formé par des arcs de 

grands cercles, ayant pour côtés ces arcs mêmes, A A ( , AA 2 , A , A 2 ; 

et pour angles des sommets les trois angles dièdres, A , A, , A 2 , qu'on 

a déterminés par l'observation autour des normales menées à ces 

trois sommets respectifs, la petitesse des angles w,, w2 étant sup

posée telle que les angles dièdres compris entre les plans diamétraux 

qui forment le triangle sphérique puissent, sans aucune erreur ap

préciable , être supposés égaux à ceux-là. A lors , si l'on parvenait à 

connaître la longueur absolue d'un des arcs A A , , A A 2 , A ,A 2 , par 

une mensuration directe, ou par une opération trigonométrique 

qui le rattachât à quelque autre arc ainsi mesuré, on obtiendrait les 

longueurs absolues des deux autres côtés par le théorème connu 

q u e , dans tout triangle sphérique, les sinus des côtés sont propor

tionnels aux sinus des angles opposés. Car, en supposant, par 

exemple , que l'on eût ainsi le côté C opposé à l'angle A , on en dé

duirait 

s inC,=s i : sinC 
sinA, 

sinA 
et sinC 2 = si: sinC 

sinA 2 

sinA 

A la v e n t e , pour résoudre immédiatement ces équations par les 

Tables de sinus, il faudrait exprimer le côté C en parties de la gra-
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duation de la sphère osculatrice, les angles dièdres A , A,, A 2 étant 

déjà donnés sous cette forme par les instruments qui les mesurent, 

ou par la formule qui les déduit des angles obliques a, a,, a 2 et 

des distances zénithales ainsi exprimées. Cela exigerait donc que 

l 'on connût la longueur D(°) qu'un degré de la graduation adoptée 

occupe sur le contour d'un des grands cercles de cette sphère; et 

cette connaissance serait nécessaire encore pour obtenir les lon

gueurs absolues des arcs C,, C 2 , d'après les valeurs que le calcul, 

fait avec les Tables, leur assignera dans le même mode de gra

duation. Mais la partie principale de ces conversions devient inutile 

si l'on suppose, comme c'est le cas réel , que les arcs C, C,, C 2 , ici 

considérés, ne dépassent pas en longueur 2 degrés sexagésimaux, 

limite qu'on ne leur laisserait même pas atteindre dans ces opé

rations quand on pourrait étendre aussi loin la vision réciproque. 

Car alors, les expressions approximatives que nous avons établies 

dans le § 6 2 , page 6 8 , deviennent applicables et suffisantes. Or, 

si on les emploie pour développer d'abord l'expression d'un des 

côtés cherchés, par exemple celle de C,, en fonction de son 

sinus, dont la valeur est ici donnée; puis, que , dans ce dévelop

pement, on remplace les puissances de sin C par leurs valeurs en 

fonction de l'arc C, en se bornant toujours aux limites d'approxi

mation que nos formules embrassent, on trouve 

_ çS inA, 1 sin A, sin (A , - ) -A ) sin (A, — A ) C 3 _ 

' — sin A + 6 sin3 A R ! ' 

et scmblablement 

ç S i n A 2 1 s ï n A 2 s i n ( A 2 - | - A ) s i n ( A 2 — A ) C 5 

1 sin A 6 sin3 A R 2 

Si l'on effectue la même transformation par nos formules logarith

miques approximatives, on trouve également 

, _ , /C sin A A * s in (A , -T -A ) s in (A , — A ) C 2 

l 0 « C ' = 1 ° H ^ n X J + « ~ ^ i m ^ T R 2 ' 

et 
, /CsinAA k sin (A 2 -f- A) sin (A» — A ) C" 

l 0 ^ = ( l i n T ) + B s î n û R 2 ' 
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, k est le module logarithmique direct , dont la valeur est 

0,43429 4 4 8 i g e t le logarithme tabulaire 1 ,63778 43 i i 3 . Ces va

leurs de logC, e t d e l o g C 2 , données par nos formules générales, s'ac

cordent, eneffet, avec celles qu'on déduirait directement des expres

sions précédentes de C, et de C 2, en se restreignant aux mômes 

limites d'approximation. Maintenant on voit que, dans ces expres

sions, la connaissance du rayon R de la sphère osculatrice locale 

est seulement nécessaire pour calculer les termes correctifs qui 

s'ajoutent à la partie principale du côté cherché; et cette partie 

est précisément celle qu'on obtiendrait si l'on résolvait le triangle 

A A, A 2 comme rectiligne, auquel cas les sinus des angles 

A , A, , A 2 ne seraient pas proportionnels aux sinus des côtés op

posés, mais à ces côtés eux-mêmes. I l reste donc à voir si la va

leur locale de R peut être toujours connue , assez approximative

ment, pour servir à évaluer ces termes correctifs, qui sont 

essentiellement très-petits , par le peu d'extension des triangles , à 

sommets réciproquement visibles, que l'on peut former sur la sur

face terrestre. 

00. A cet effet, j'annoncerai d'avance q u e , lorsque l'ensemble 
de la surface terrestre nous sera connu , par la comparaison des 
mesures de degrés du méridien, effectuées en des régions très-dis
tantes entre elles, et que nous aurons établi définitivement, d'a
près cet ensemble , la succession de nos sphères osculatrices pour 
toute l'étendue de la surface, nous arriverons à reconnaître que 
les longueurs de leurs rayons R sont comprises entre les valeurs 
suivantes , que j 'expr ime en toises : 

le plus grand aux pôles R = 32823oo T l o gR = 6 , 5 1 6 1 7 8 3 ; 

le plus petit à l'équateur R = 3271867 l o g R = 6,5 i47g56. 

Maintenant, dans la formule qui exprime les longueurs des cô
tés Ci, C2 en fonction du côté donné C, je suppose C égal à 
iooooo T, ce qui lui donne une extension qui n'a jamais été réa
lisée dans aucune opération géodésique, et qu'il serait très-difficile 
d'embrasser entre des signaux réciproquement visibles, si l'on en 
avait l'intention. Ceci admis, je calcule successivement le coeffi-
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cient du terme correctif -rr—, avec les valeurs attribuées ici à nos 
OR 

deux rayons extrêmes, et j e trouve : 

par le plus grand rayon 
C 3 

par le plus petit 
C 3 

6 B 7 

i 5 T , 5 7 . 

Ainsi, dans ces suppositions exagérées, tant pour l'excessive 

longueur attribuée au côté C que pour la disproportion extrême 

des rayons R employés au calcul du coefficient considéré, les deux 

évaluations qu'on en obtiendrait ne différeraient entre elles que 

de o T , i , quantité dont on ne pourrait répondre, même sur l a 

mesure directe d'un si grand arc ; de sorte que le choix qu 'on 

pourrait faire entre ces deux valeurs du rayon R serait tout à fait 

indifférent. A la vérité ces évaluations précises ne peuvent être 

connues qu'après qu'on a définitivement arrêté le sens d'oscula-

tion que l'on veut attribuer à ces sphères, d'où résultent les p o 

sitions locales de leurs centres, et les longueurs de leurs rayons 

sur les diverses normales où ils sont placés. Biais on pourrait, sans 

craindre une erreur plus sensible, leur substituer, dans ce calcul, 

le rayon de toute autre sphère que l'on aurait reconnue déjà 

comme approchant beaucoup de s'assimiler à la surface terrestre 

dans une région quelconque sur un arc de petite étendue. Pa r 

excmple, prenons pour le rayon R la valeur 3 2 5 9 4 4 2 T , qui nous 

a été donnée par l'opération de Pensylvanie, comme appartenant 

à un cercle qui coïnciderait avec un degré du méridien terrestre 

dans cette région. Cette longueur sera moindre que la plus petite 

que nous venons d'attribuer à nos sphères osculatrices comme n 'é

tant pas assujettie aux mêmes conditions de position des centres d 'où 

on les suppose décrites (*). Néanmoins le coefficient calculé 

(*) Elle appartient au système des plus petits rayons oscillateurs de l a 
surface terrestre, et les précédents au système des plus grands. Voyez celle 
distinction dans le § 48. 
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avec cette valeur de R pour l'exemple que nous venons de consi

dérer , serait 

De sorte qu'il ne présenterait, avec les précédentes évaluations , 

qu'une différence, toutà fait négligeable. On pourraitdonc, pour ex

clure ici toute apparence de cercle vicieux, concevoir que les ter

mes correctifs de nos formules seraient calculés avec ce rayon, ou 

avec tout autre qui aurait été obtenu par quelque opération ana

logue , sans avoir besoin de lui attribuer aucune relation avec le 

système général et définitif de nos sphères osculatrices , si ce 

n'est qu'il a, comme elles, la propriété de suivre de très-près la 

courbure de la surface terrestre en un certain sens, dans un de ses 

points. Mais, ceci étant constaté pour la légitimité du raisonnement, 

lorsqu'on entreprend, de nos j ours , une opération géodésique 

nouvel le , on peut , sans aucun cercle vicieux, attribuer aUx 

sphères tangentes , sur lesquelles on suppose les triangles établis, 

la distribution relative des centres, et les longueurs de rayons 

qui ont été reconnues être les plus convenables , d'après l'ensemble 

des opérations antérieures effectuées en diverses parties de la terre. 

De sorte qu'en opérant ainsi, on obtient, dépr ime abord, les 

nombres définitifs auxquels les approximations successives con

duiraient. 

0 1 . On parvient à des résultats équivalents à ceux qui précè

dent , et ayant un degré de précision exactement égal, au moyen 

d'un théorème trouvé par Legendre, qui en simplifie beaucoup le 

calcul numérique ; mais, pour en concevoir l'application, et même 

pour l'effectuer avec justesse, il faut en rappeler le principe fon

damental. 

Les angles A , A , , A 2 d'un .triangle sphérique rigoureux (fig. 
sont des angles dièdres, mesurés au centre de la sphère par les arcs 

de grands cercles interceptés entre les plans diamétraux qui les li

mitent, et auxquels ils sont proportionnels. On peut donc les ex

primer par ces arcs mêmes, indépendamment de toute graduation ; 

alors l'expression de l'angle droit sera un quart de circonférence 

<pie j e nommerai D. Ceci convenu, soient s la superficie courbe du 
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triangle sphérique considéré, et S la superficie totale de la sphère, 

ces deux quantités étant exprimées dans une même espèce d'unités 

de surface et de longueur. On démontre, dans les Éléments de 
Géométrie (Legendre, livre V I I , prop. X X I I I ) , qu'il existe tou

jours l'égalité suivante : 

A -f- Ai + A , — 2 D _ .? 

8D — S ' 

Plus j est petit, comparativement à S , plus les deux membres de 

cette équation s'affaiblissent. Enfin, si l'on suppose que le rap-

port — devienne insensible , ce qui identifie le triangle sphérique à 

un triangle rectiligne qui serait compris dans un élément superficiel 

infiniment petit du plan tangent à la sphère, le numérateur du 

premier membre doit devenir aussi insensible, comparativement 

à son dénominateur 8D. Donc , à celte limite finale, la somme des 

trois angles du triangle est égale à deux angles droits , puisqu'elle 

ne diffère de deux droits que par un arc 8D —, qui peut être sup-

posé moindre que toute quantité assignable par l'atténuation du 

facteur — · 

92. Cette relation peut se mettre sous plusieurs autres formes, 

selon les diverses expressions que l'on peut convenir de donner aux 

angles et aux surfaces. Par exemple, soit R le rayon de la sphère, 

exprimé dans la même espèce d'unité de longueur qui est employée 

pour la mesure de s, et des arcs A , A , , A 2 , D. Alors le contour 

d'un grand cercle sera 4 D , sa surface 2 .DR; e t , comme la surface 

totale de la sphère est quadruple de celle d'un de ses grands cercles, 

l'expression de S sera 8DR. En la substituant, le dénominateur 8D 

disparaît, comme commun aux deux membres de l'équation, et 

il reste 

A - f - A , -+• A , — 2 D = S- • 

L'égalité qui avait lieu précédemment entre des rapports abstraits, 

existe maintenant entre des quantités linéaires. 
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95. Autour du centre C [fig. décrivez une sphère concen

trique à la première, mais dont le rayon soit égal à l'Unité de lon

gueur, et marquez sur sa surface les trois points où elle est percée 

par les rayons R dirigés aux sommets A , A , , A 2 . Ces intersections 

formeront, sur la sphère durayon i , un triangle sphérique semblable 

au premier , et ayant les mêmes angles dièdres. Exprimons-y en

core ces angles par les arcs de grands cercles a, a,, a 2 , qui sont 

compris sur la nouvelle sphère entre les plans qui les limitent, en 

attribuant les lettres homologues aux angles pareils , et concevant 

les arcs a, a , , a 2 exprimés en parties du rayon i . Désignons aussi 

par d l'arc de cette même sphère, qui est soutendu par l'angle 

dro i t ; nous .aurons, par une proportionnalité évidente, 

A = R a , A , = R a , , A 2 = R a 2 , . D = Rd. 

Si l'on substitue ces expressions dans notre dernière égalité, il en 

résulte 

> * 
a -f- a-, -f- a 2 — 2 « = — · 

I c i , J'égalité existe de nouveau entre des rapports abstraits, puis-

que a, a,, a2 sont de tels rapports, ainsi que — • . 
R 2 

94. Supposez, enfin, qu'on veuille expr imera , a , , a 2 , d, non 

plus sous cette forme, mais en parties de la graduation numérique 

du cercle, par exemple en secondes de la division sexagésimale. 

Alors il faudra convertirle rayon i dans cette même espèced'unités, 

ce qui le changera dans le nombre que nous avons nommé R " ; et, 

en multipliant les deux membres de l'égalité par ce facteur, on aura 

aR " -f- a , R " -f- a 2 R " — 26?R" = ^ R" . 

Les quatre termes du premier membre sont les valeurs des aies • 

respectifs a, a,, a 2 , id, exprimés en secondes, ce qui transforme 

le dernier en a . g o . 3 6 o o " ou i8o° . Je les désignerai respective

ment par a", a", , a" et d", ce qui donnera 

a" -f- a'; + a'; — 9.d" = ~ R"-
R"' 

T . I I I . 8 
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L e premier membre de ces deux dernières égaillés s'appelle IV.r-

cèx sphêriquQ du triangle sphcrique considéré, quelle que soit celle 

des deux formes qu'on adopte pour l'expression des arcs. Je le dé

signerai désormais par s dans le première, et par e " dans la 

deuxième ; on aura ainsi 

t — , £ — i l . 
Il-' R ' 

Quelle que soit celle qu'on adopte, o'n pourra toujours l'évaluer 

pour un triangle sphcrique dont on donnera la superficie s, en 

la divisant par le carré du rayon R exprimé dans la même espèce 

d'unités de longueur qu'on' aura employée pour calculer s. On voit 

donc qu'ici encore l'évaluation directe de s exige la connaissance 

du rayon R. Mais la rigueur d'appréciation de cet élément sera 

d'autant moins importante que ,v se trouvera moindre relativement 

à R 2 , c'est-à-dire à mesure que l'étendue superficielle du triangle 

considéré sera plus petite , comparativement à la surface totale 

de la sphère sur laquelle il est établi. 

9Jî. J'arrive maintenant au théorème de Legcndre. Considérons 
un triangle sphcrique quelconque, dont les angles soient A , A , , A , , 
et C, C , , C 2 les côtés respectivement opposés; on aura r igou
reusement 

• n . „ sin A, . _ . _ sin A-. 
sin C, = sin C— -, s inC 2 = sinC 

sin A sin A 

Avec ces mêmes côtés C, C,, C 2 , étendus en ligne droite, formez 

un triangle plan, fig. î i j , dans lequel A ' , A', , A', désignent les an

gles qui leur seront respectivement opposés; pour celui-ci, on aura 

c ,=c s i^„ c2 = c s - ^ -
sin A ' sm A'. 

On pourrait donc le résoudre immédiatement et complètement par

les Tables de sinus, supposant que ses angles fussent connus avec 

le côté C. I l est d'ailleurs évident que ces angles doivent différer 

de leurs analogues dans le triangle curviligne, puisque leurs sinus 

ont entre eux des rapports différents, Mais on peut prévoir aussi 
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qu 1ils se rapprocheront de ces premiers, à mesure que la surface 

du triangle curviligne sera moindre, comparativement à la surface 

totale de la.sphère, puisque la Somme de ceux-ci doit s'accorder 

avec eux pour former deux angles droits exacts, à la limite finale 

de petitesse où ce rapport de superficie deviendrait insensible. La 

différence entre les angles homologues des deux triangles doit donc 

pouvoir àe développer en une série convergente formée avec les 

éléments décroissants de ce rapport, c'est-à-dire ordonnée suivant 

C C C. 

les puissances de - ? ^ s ^ 5 R étant le rayon de la sphère sur la

quelle le triangle curviligne est tracé. En ef fet , lorsqu'on effectue 

ce calcul en exprimant les angles par les arcs qui les mesurent 

sur une sphère dont le rayon serait, égal à l'unité de longueur, si 

l 'on borne les développements à leur premier terme, ce qui en fait 

seulement omettre qui ont pour diviseur R* ou des puissances su

périeures de R, on trouve 

A ' = A — A ' , = A , — A ' 2 ~ ^ — l ± , 

.1 étant la superficie du triangle sphèrique exprimée en mêmes uni

tés de surface que R 2 . Si s n'est pas donné', mais que l'on connaisse 

la superficie du triangle rectiligne que j e désignerai p a r * ' , on 

pourra la substituer à s, en conservant le même ordre d'approxi-

' mation , cl l'on aura encore 

A ' = A - i ^ , A\=\,-±£, A ' , = A , - i | J . 

D'après ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent, ~ exprime 

l'excès sphèrique du triangle curviligne, lorsque l'on prend les 

arcs qui mesurent ses angles dièdres sur les grands cercles d'une 

sphère dont le rayon est 1, et qu'on les suppose exprimés en par-

tics de ce même rayon. S i , au contraire, on veut les exprimer en 

parties de la graduation du cercle , les mêmes relations auront lieu 

entre les angles analogues des deux triangles ainsi exprimés, 

pourvu qu'on les associe à l'excès sphèrique s" exprimé de la 

8.. 
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môme manière, ce qui exige seulement que l'on rcumlaee — ou — 
• 1 R-' IV 

par R " ou — R " dans les équations que nous venons de 

former.. * 

90. Puisque ces expressions contiennent en dénominateur. le 

carré du rayon de la sphère sur laquelle on suppose le triangle 

établi, nous avons ici à considérer, comme dans nos formules pré 

cédentes , jusqu'à quel point l'évaluation de l'excès sphérique s", 

exprimé, en secondes de degré, comme il faut l'avoir pour le r e 

partir entre les trois angles A, kv, A 2 , serait affectée par les petites 

incertitudes où l'on pourrait être sur la valeur précise du rayon R . 

Car, bien que, dans une grande triangulation, l'on ait toujours 

soin de se transporter successivement aux trois sommets de chaque 

triangle, pour déterminer par l'observation les angles qui y cor--

respondent, ce qui en donne l'excès sphérique , sans calcul, par 

leur somme même, on verra tout à l'heure que , pour la plupart 

des résultats qu'on déduit d'une telle triangulation, l'on est obligé 

de subdiviser ces triangles primitifs en triangles partiels, où l'un 

des angles est souvent inconnu ; de sorte que, pour le conclure de la 

somme des deux autres, il faut d'abord calculer théoriquement la 

valeur totale de l'excès sphérique e", d'après le rapport de la su

perficie du triangle considéré, au carré R 2 de la sphère sur laquelle 

on le suppose établi. 

A cet effet, je reprends les mêmes rayons qui nous onthypothé-

tiquement servi dans l'épreuve précédente, p. i o g . Seulement, pour 

les distinguer les uns des autres, je nomme R, celui de la sphère os-

culatrice polaire, R 2 celui de la sphère osculatrice équatoriale que 

l'on emploie dans les réductions géodésiques, et je désigne par R 3 

celui qui nous a été donné par l'opération de Pensylvanie, comme 

étant osculateur suivant le méridien même, au lieu où celte opé 

ration a été faite. Je suppose alors que pour un certain triangle 

idéal, dont les côtés seraient approximativement connus, l'excès 

sphérique e" ait été trouvé égal à 4o", en prenant pour dénomi

nateur le rayon R,. Si.ce même excès était calculé, en prenant 

pour dénominateur le rayon R, ou le rayon R 3 , on lui trouverait 
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e "R 2 £ "R ' 
respectivement pour valeur ' ou ' · Or, d'après les ex-

R , R 3 

pressions attribuées plus haut aux logarithmes de ces trois rayon 
exprimés en toises, on a 

R 2 R 2 

R j " 1 ' 0 0 6 3 9 ' g r = i > o i 4 o 8 . 

Multipliant donc ces rapports par 4o"> valeur supposée de e", 
quand on le calcule sur la sphère du rayon R , , on aurait pour sa 
valeur, dans la deuxième supposition, ^o", a556, et, dans la troi
sième, 4 o " , 5 6 5 2 , au lieu de 4 o " juste. Ainsi, dans la répartition 
dc^l'cxcès par tiers, entre les trois angles sphériques du triangle 
considéré, pour le transformer en un triangle rectiligne, l'erreur 
possible sur chaque angle réduit serait le tiers de l'excès de ces 
nombres sur 4o"> ou o " , o85 dans le premier cas, et o " , 188 dans 
le second. Ce sont là des quantités à peine appréciables aux obser
vations les plus précises; e t , dans l'état actuel de la géodésie, on 
ne serait jamais exposé à les avoir si grandes, parce que l'on con
naît beaucoup trop approximativement les rayons des sphères os-
culatriccs locales, d'après les opérations antérieurement faites, 
pou,r leur attribuer des valeurs si différentes de celles qui leur con
t iennent dans chaque cas donné. On n'aura donc jamais à craindre 
des incertitudes, même si petites, sur l'évaluation théorique d'un 
excès sphérique de 4 ° " · O r> aucun triangle géodésique jusqu'ici 
réalisé n'a été assez étendu pour présenter un excès aussi consi
dérable. Celui que nous avons employé, M . Arago et moi , pour 
lier la petite île d'Iviza à la cote d'Espagne, a eu pour excès spne-
rique 3 9 " . C'est de beaucoup le plus grand qui ait été jamais exé
cuté , et la nécessité de cette jonction a pu seule nous décider à 
subir toutes les difficultés que présentaient les observations de si
gnaux placés à de si grandes distances. Aussi .n'en trouve-t-on 
de cet ordre dans aucune autre triangulation, et par conséquent 
les excès sphériques qui s'affaiblissent comme le carré des dimen
sions du triangle y sont tous généralement si petits, (pic l'on n'a 
rien absolument à craindre dans leur évaluation, par l'influence 
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des faibles incertitudes que pourrait présenter l'appropriation du 

rayon R employé pour les calculer théoriquement. 

97. Les résultats précédents peuvent se résumer dans un énoncé 
général, qui a été donné par Legcndre : 

i ° . Etant donné un triangle sphèrique, dont la surface est très-
petite, comparativement à la surface totale de la sphère sur la- • 
quelle il est établi, comme sont les triangles géodésiques formé* 
localement sur le sphéroïde terrestre, si les angles dièdres de ce 
triangle sont A., A , , A 2 , et C, C,, C 2 les longueurs des côtés res
pectivement opposés à ces angles, comme le représente la fig. i4, 
formez un triangle plan A'A', A ' 2 , fig. 1 7 , dont les côtés reeti-
lignes soient égaux àC, C,,C-,,et dont tes angles A ' , A', , A', 

respectivement opposés h ces côtés aient pour valeurs * 

A ' = A - j s , A', = A, • A'2 = A , - - i i . 

Toutes les relations que la trigonométrie rectiligne établira entre 
les côtés C, C,, C 2 de ce triangle idéal auront lieu aussi entre ces 
mêmes côtés dans le triangle sphèrique, en ne négligeant que des 

termes de l'ordre — , et d'ordres supérieurs. 
R* ' 

2 0 . Si les trois angles A , A , , A 2 sont donnés en parties de la 

graduation du cercle, ou sons toute autre forme convenue, on pourra 

aisément calculer In valeur de e sous la même forme, puisqu'il est 

égal ci l'excès de leur somme sur deux angles droits. On pourrit 

encore le calculer sans avoir ces angles, si l'on connaît la surface s 

du triangle sphèrique considéré, puisqu'il suffira de la diviser par 

le'carré du rayon R de la sphère, exprimé en unités de su/face do 

même nature que s. Enfin, si l'on ne connaît pas la surface exacte 

s du triangle sphèrique, on pourra la remplacer, dans le même 

ordre d'approximation, par la surface s' de ce même triangle con

sidéré comme, rectiligne, et formé par les côtés C, C,, C 2 , combinés 

avec ceux des angles sphériques A , A , , A 2 , qui seront donnés. Le 

s' 

rapport — donnera l'excès inconnu s ou s" du triangle sphèrique 

dans des limites d'approximation du même ordre que si l'on avait 
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pu le calculer directement par les éléments mêmes de ce triangle, 

combines selon leurs rapports trigonométriques rigoureux. 

OJÎ. A l'aide de ces deux Lliéorèmcs, les triangles géodésiques, 

quoique ayanl leurs côtés courbes, se résolvent immédiatement 

par les Tables logarithmiques ordinaires, de nombres, de sinus et 

de tangentes, comme si ces côtés étaient rectilignes. On emploie 

donc immédiatement, dans le calcul, leurs longueurs absolues C, 
Ci , C , telles qu'elles sont données par la mensuration, sans avoir 

besoin de les diviser d'abord par le rayon R pour les réduire en 

parties de ce rayon, et de les multiplier ensuite par R" pour les 

avoir en parties de îa graduation du cercle, comme les Tables 

usuelles supposent les arcs exprimés. La connaissance du rayon R 

n'çst indispensable que pour calculer théoriquement l'excès sphé

rique du triangle d'après le rapport de sa superficie ;t celle de la 

sphère, lorsque ses angles dièdres A, A i , A» n'ont pas été tous trois 

déterminés par l'observation ; et son usage y est analogue à celui 

qu'il a pour le calcul des termes correctifs, dans la résolution des 

mêmes triangles par les développements que nous avons d'abord 

exposés. C'est pourquoi on n'a besoin de l'y connaître aussi qu'avec 

une approximation d'un ordre pareil. 

09. Pour compléter ce rapprochement, je vais montrer que, 

dans les limites de petitesse des triangles auxquels le théorème de 

Legendre est applicable, il donne des résultats identiques avec les 

développements que nous avons formés tout à l'heure dans le 

§ 89 , page to8; son unique avantage, c'est de suppléer à l'éva

luation des termes correctifs de ces développements, par l'emploi 

de l'excès sphérique du triangle considéré. 

Pour donner un exemple simple et convaincant de ce fait, résol

vons ainsi le môme problème que nous avons traité parles dévelop

pements (§ 80, page 108). Connaissant les trois angles du triangle 

sphérique AA,A 2 , fig. i/J-, et un côté C, trouver les deux autres 

côtés C,, Ci. 

Puisque les trois angles sont donnés, et exprimés, si l'on veut, 
en parties de la graduation du cercle, leur somme, diminuée de 
deux angles droits, donnera l'excès sphérique sous la forme s."• On 
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I 20 ASTRONOMIE 
aura donc, par le théorème, 

. · ' C [ = c s i n ( A , - ^ ) C ! = = c ^ ~ ± n . 
sm(A — s i n (A — | E " ) 

Je considère d'abord la première de ces relations, et, pour la rappro

cher de nos développements, j ' y décompose, dans les deux termes 

du second membre, les sinus d'arcs complexes en sinus d'arcs sim

ples. Puis, comme e " est toujours un très-petit arc, dont l'expres

sion abstraite est de l ' o r d r e ^ 1 j e remplace son sinus par cette ex -

pression même —2, ou s, qui le donne en parties du rayon desTables 

pris pour unité. Par un motif pareil, je remplace le cosinus de cet arc 

par l 'unité, ce qui revient encore à négliger les termes de l'ordre 

ou des ordres supérieurs; j 'a i ainsi finalement 

, cos A , 

(sinA, — lecosA, ) - s i n A , / " 3 s inA , 
L' = L 7zn~i i——-r\ = L : 

(sin A — j c cos A ) sin A y ± cos A 
3 s i nA , 

£ est déjà de l ' o r d r e ~ ; en conséquence, si nous développons 

- en série par la division, il faudra se borner aux deux 
, cosA * 

1 — i s -
3 s inA ' 

premiers termes du quotient, et négliger tous les ultérieurs qui, 

étant d'ordres plus élevés, s'associent à des termes déjà supprimes, 

dans la formation du théorème. On aura ainsi, après quelques r é 

ductions faciles, 

sinA 3 s i n 2 A 

Maintenant, considérons le triangle rectiligne idéal [ft g. 1 7 ) , dont 

les côtés sont C , C , , C 2 de la fig. S i , du sommet A ' , on mène 

une perpendiculaire A 'P ' sur le côté opposé C , la longueur de cette 

perpendiculaire sera Ci sinA' 2; mais on pourra la remplacer par 
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Ci sin(A', -f- A ' ) , puisque, le triangle étant plan, un quelconque 

de ses angles est supplément de la somme des deux autres. Sa su

perficie sera donc - j C C , sin(A', -f- A ' ) . En la divisant par R 2 , on 

aura, avec une approximation du même ordre, conséquemment 

suffisante, l'excès sphérique du triangle réel A A , A 2 , ex

primé sous sa forme abstraite, lequel sera 

5 ~ 2 R 1 

Or, les angles plans A ' , A', ne diffèrent de leurs analogues du 

triangle sphérique que parce qu'ils sont chacun plus petits d'une 

quantité égale à -j-s, qui est de l'ordre Donc , puisque nous 

négligeons les ternies de l'ordre •> nous pouvons substituer ces 

angles sphériques aux angles plans dans l'expression de e même, 

ce qui donnera, dans le même ordre d'approximation , 

_ _i c c ' sin(A, 4 - A ) . 

e t , par suite, en substituant dans C,, 

c _ C s i n A , i (PC, sin (A, -f- A ) sin (A, — A ) 

' sin A 6 R 2 sin 2 A 

Il ne reste plus qu'à chasser C, du second membre pour l'avoir 

entièrement dégagé. Or, comme il n'entre que dans le terme divisé 

par R 2 , il faut, pour rester dans le même ordre d'approximation, 

l 'y remplacer par la portion de sa valeur qui n'est pas déjà de cet 

, , , ,. C sinA, ^ . . . . 
o rdre , c est-a-tlire par — : — — · On a.ainsi finalement 

sin A 

C sin A, i sin A, sin (A, + A ) sin (A, — A ) C 

sin A 6 sin 3 A R 2 

Cette expression est identique avec celle que nous avons trouvée, 
§ 8 0 , page 1 0 8 , par le développement immédiat de C, ; et la 
connaissance du rayon R n'y est non plus nécessaire que pour cal-
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culer les ternies correctifs qui rendent le triangle sphériqite dif fé

rent d'un triangle recliligne formé par des côtés d'égale longueur-

100. Legcndre a démontré que son théorème avait encore l i e » 

pour les très-petits triangles formés sur un ellipsoïde de révolution, 

par les lignes de plus courte distance qui joignent leurs sommets; 

et d'autres géomètres ont étendu la même proposition aux petits 

triangles tracés aussi par les lignes de plus courte distance sur un 

sphéroïde quelconque. Ces démonstrations, qui ont demandé beau

coup d'habileté, me semblent n'être que des jeux d'analyse, dont lo 

résultat pouvait se prévoir par les simples considérations d'oscil

lation que j 'ai exposées. Quelle que soit la forme du sphéroïde •> 

pourvu qu'elle soit continue, si l'on conçoit une sphère qui lui soit 

osculalrice en un quelconque de ses points, n'importe dans quel 

sens, il y aura toujours, autour du point de contact, une petite 

amplitude superficielle dont tous les points différeront aussi peu 

que l'on voudra de ceux de la sphère qui se trouvent sur les mêmes 

sécantes. Alors, quand on aura fixé les limites de cette amplitudo 

par les conditions d'approximation auxquelles on veut considérer 

la distance mutuelle de ces points homologues comme négligeable, 

les lignes de plus courte distance, tracées sur le sphéroïde dans 

l'amplitude ainsi restreinte, se confondront, dans le même ordre 

d'approximation, avec les arcs de grands cercles menés sur la 

sphère oseulatricc. Ainsi le théorème de Legcndre aura lieu 

pour les pelils triangles qui y seront compris. La forme particu

lière du sphéroïde n'influe que sur l'extension plus ou moins 

grande que l'on peut donner au théorème autour de chaque point 

de contact, avec un degré d'approximation égal (*). 

(*) A l'occasion du sujet qui est traité dans cette section, on pourra lire 
avec beaucoup de fruit un remarquablo Mémoire de Lagrange inséré au 
Journal du l'Ecole Polytechnique, tomo-Il, page 270, où les principes'de la 
trigonométrie spliériquo et le théorème de Legcndre sont établis avec une 
extreme clarté. On y voit que le théorème fondamental quo j 'ai rapport»1 

page J [2 aélé d'abord énoncé comme induction par Alberi Girard en ifÎ2(), 
et démontré pour la première fois, en I6 j2 , par Cavalieri. 
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Sur la réduction ci l'horizon des angles observés dans 
des plans obliques. 

Conservant toutes les déterminations adoptées dans la page 9'j, § 70, je 
reprends l'équation transformée do.Ia page 9^ : 

, , · - i v s i n 2 i « — s in ' i (2, —z , ) 
(11 s i n - ; A = - =— : - - - · 
v " sin £,*sin z. 

En rctrancliant de ses deux membres sin2 [a; j 'ai 

. . . . . » , (1 — sin s, s ins, )s it ï s - l « — sin5 A (s, — z,) 
s i n ' i A —sin-111 = 1 • • -. ~ — - - · 

Sin £,1)1112, 

Comme les distances zénithales s,, z2 sont toujours peu différentes de 9 0 0 , 

il sera bon de mettre en évidence les petites hauteurs apparentes ou les 
petites dépressions accidentelles qui complètent le quadrant; les consi
dérant donc comme négatives dans le premier cas, et comme positives dans 
l e secondj je fais généralement 

« i = 90° + ' ' 1 , z s = 9 ° ° -+- K> 
ce qui donne 

' . „ , . . . . (1 — cos h. cos h.) s i n ' i a — sin 2 i (7i« — //,) 
sin- i A — sm-irt = - ; — —, v— ; 

cos « , cos h, 

or, on a identiquement 

sin 5 t A — sin* ; « = sin i (A - ( - a) sin (A — a), 
et 

(i — cos'', cos /(,) = sin ! 1 (A a-t- '',) -+- sin'-J (h3 — 7/,). 

Ces équivalents étant substitués dans l'équation précédente, elle prend 1j 
forme qui suit : 

(•2) sin 4 (A-t - a) sin -MA— = - ^—* " » _^_= " . 
v V ' ' cos li, cos h. 

On voit alors que le second membre sera toujours une quantité très-petite 
de l 'ordre du carré de h% et de 7i,. En outre, comme on prend toujours soin 
que l'angle a ait une notable grandeur, sin \ ( A - H a) ne serti jamais assez 
petit pour compenser, comme dénominateur, l'atténuation produite par les 
facteurs sin* a (ft,-+- /*,), s in ' j (ft»—7i,). Conséquemment sin -J (A—«) ,ot par 
suito l 'arc A — « , seront de même ordre qu'eux. D'après cela, si l'on con
sentait à négliger le carre de A — a, on pourrait supposer A égal à a dans 
le facteur sin •' (A - h <i), ce qui le transformerait en sin a qui est ronnu , c( 
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l 'on a u r a i t , p a r c e l l e p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n , 

. . . , sin'i-a sin 5~ (h -+-7i ) — coss ia sin2-!(h, — h.) 
s m i (A — a} = - - j — ~ • = ; 

5 v cos ; i , cos n, s i n a 

alors , e n se restreignant à ces termes , on devra considérer l'arc 5· (A — a) 
comme proportionnel à son sinus. Donc, si on veut l'obtenir en secondes 
de degré, et qu'on représente par II" la longueur du rayon du cercle exprimé 
de la même manière, comme nous l'avons fait dans la note de la page62, 

sin A (A — a) devra être remplace1 par j-—r^,—', ce qui , étant égalé à sa va
li * 

, ( A - a ) 
ï u » » 

1 eur précédente, donnera, dans cet ordre d'approximation, 

2 [ s i n ' i f l s i i i , i ( 7 ; , - + - ' 0 — c o s ' { a s i n ' } ( ' » , — 6 , ) ] 11" A = a •+• : 
cos h, cos A, sin a 

Le terme qui s'ajoute à a dans le second membre se trouvera ainsi exprimé 
en secondes de degré, et, dans les limites de l'approximation à laquelle 
nous nous sommes restreint, on pourra, en le calculant, remplacer cosft 1 ( 

cos h, par l'unité à son dénominateur, parce que les quantités qui complè
tent ces cosinus étant de l'ordre sin 'A, , sin 1/),, si on les concevait reportées 
par développement au numérateur, elles y formeraient, avec les termes qui 
le composent, des produits que nous avons supposés tacitement négligea
bles quand nous nous sommes borné àla première puissance do sin A(A— a), 
dans l'expression de l'arc i (A — « ) en fonction de ce sinus. 

Pour justifier la petitesse supposée do l'are i (A — n) malgré la présence 
do R" comme facteur au numérateur de la quantité qui l'exprime, il faut 
considérer que, les hauteurs apparentes A, étant admises comme trés-
pelites dans notre approximation, les carrés sin , i (7i , -r- ' ' , ) et sin !-î(fi,—h t ) 
qui se trouvent au numérateur compenseront celte influence. En effet, en 
supposant les arcs 7i, et ht exprimés en secondes de degré, comme A — a, 

ces carrés seront de l'ordre i ^ ' j j â f o t ^ ^'\{»/' '^' c c I 1 1 ' ''établira II" en 

diviseur définitif. Ainsi, quand on prendra les valeurs des logarithmes de 
ces sinus dans les Tables, et qu'on effectuera régulièrement le calcul avec 
leurs valeurs, fa compensation s'établira toujours, soit qu'on ajlcute au 
résultat log I I " , ou qu'on en retranche log sin 1", cc qui reviendra au même 
d'après la note de la page 6a. La correction qui complète a se trouvera tou
jours exprimée en secondes de degré, ot elle sera aussi toujours très-petite, 
comme nous l'avons prévu d'après la nature de la question. 

Cette expression approchée do la réduction à l'horizon sullira dans le très-
grand nombre dos cas; mais, si l'on veut en obtenir une plus exacte, c l 
niê.iiie d'une exactitude théoriquement indéfinie, il faut résoudre l'équa
tion (2) par les séries relativement à A — « , en fondant la légitimité des 
développements sur la petitesse reconnue du second membre, l'our cela je 
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fais, par abréviation, 

sin* ia sin si(/i -|- 7/,) — cos1-! a si ri1;- (h,—h. ) 
, - - ' v * ! i— i — r= c SI 11 a, 

cos /it cos //, 

et - | ( A — n ) = x , d'où i (A + a) = « - t -x . 

c sera une quantité connue que nous savons être fort petite, et i x sera l'iu-
cannue ou la réduction à l'horizon que nous voulons déterminer; alors notre 
équation (2) deviendra 

sin (a -+-x) sin x = c sin a, 

ou, en développant le premier facteur, . 

sin « cos x sin x -f- cos a sin' x = c sin a. 

Maintenarft divisez les deux membres par cos* x, et remplacez dans le second 

l i g P a r s o n expression équivalente H - tang 5 . r ; l'équalion ne contiendra 

plus d'inçonnuo que tangx, et, en l'ordonnant par rapport à icttc quantité, 
elle deviendra 

, tangrt étang « 
tang'xH - langx — ^ 

1 — c langa 1 — ctanga 

Si l'on voulait considérer lang'.x comme négligeable comparativement à 
t angx , ainsi que nous l'avions fait d'abord, cette équation nous donnerait 
taifg x égal à c; et, par suite, cette tangente pouvant être remplacée par 
sina' ou sin j ( A — a ) dans le même ordre d'approximation, il viendrait 

sin i (A — a) = c, 

résultat identique à l'évaluation que nous avions obtenue directement avec 
les mêmes restrictions. Pour aller plus loin, il faut résoudre notre équation 
du second degré, en ne prenant que celle des deux racines qui donne x nul 
quand c est nul , comme notre équation primitive non divisée. En effectuant 
cette résolution , on trouve, après quelques réductions faciles , 

tanna J f iç ( 1 — ctangn)"P 
langx = — H j — 1 -I- 1 ·+- • i - i— — 1 

2(1 — ctang< i ) ( L tang u 

11 ne reste plus qu'à développer là partie radicale du second membre suivant 
les puissances de la quantité très-petite qui s'y trouve associée à l'unité. Cela 
se fera au moyen de la formule du binôme 

(1 · + - « ) * ' = i - f - i u — j B ' - r - ' i V u ' — rihr « ' · · · · » 

et l'on aura laugx avec telle approximation que l'on voudra; d'où l'on dé
duira l'angle x par les Tables logarithmiques usuelles. 

Je me bornerai, comme exemple, à effectuer ce développement jusqu'à la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I '¿(3 ASTRONOM 1K 

seconde puissance Je c inclusivement, ce-qui revient à néguyer seulement les 
quantités de l'ordre lang' x comparativement à lang x ; j 'obtiens, dans ces 
limiles , 

l a n g x = c — 
lang a 

Or, dans un cercle dont le rayon est pris pour unité, l'expression d'un arex 
moindre que 4 5 ° , en fonction do sa tangente, est 

x = tangx ·— 1 lang^x - i - ^ tang s x. . . . 

Ainsi, quand on négligelecube do tangx , comme nous l'avons l'ail ici, elle 
se réduit à la tangente même; alors, si l'on représente par R" le rayon exprimé 
en secondes do degré, comme nous l'avons fait dans la noie de la page 6a , * 
el que l'on suppose l'arc x exprimé de la même manière, le rapport^abstrail x 

ou tangx devra être remplacé par ~ , ce qui, étant égalé à la valeur trouvée 

ci-dessus pour tangx, donnera 

r 5 H" 
taiig a 

et, en restituant pour x sa valeur ~ ( A — a), il en résultera 

:>cn\" 
A = a-h 2 c l l " • 

lang a 

Cette expression coïncide, dans son premier terme, avec celle que nous 
avions trouvée d'abord ; elle n'en diffère que dans le second, qui sera le plus 
souvent insensible cl négligeable. 
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SECTION I I I . —Mensuration par une triangulation continue. 
Formation des réseaux des triangles spliériques établis 
consécutivement sur ία surface terrestre, dans le sens 
d'un mémo méridien. Calcul de la longueur de l'arc 
méridien qui les traverse. 

101. Dans la section précédente, nous avons constaté que si, en 
un point donné de la surface terrestre régularisée, c'est-à-dire-ra-
menéc à la courbure uniforme des mers, on conçoit une sphère qui 
lui soit osculatrice, n'importe dans quel sens, il y aura toujours, 
autour du point de contact, un petit espace, dans lequel cette sur
face se confondra d'assez près, avec la sphère qui l 'oscule, pour 
que les points qui y seront compris ne diffèrent de ceux qui sont 
situés sur les mêmes sécantes de la sphère que par des quantités 
négligeables. Alors, si l'on forme entre trois de ces derniers points 
un triangle sphérique composé d'arcs de grands cercles de la sphère 
osculatrice, lequel devra être censé commun aux deux surfaces, 
nous avons prouvé que les angles dièdres de ce triangle peuvent, 
sans erreur appréciable, être déterminés par des observations 
faites autour des normales réelles menées aux stations terrestres qui 
aboutissent aux mêmes sécantes. Ensuite, ces angles étant sup
posés connus, nous avons établi les méthodes les plus convena
bles pour en déduire les rapports de longueur des côtés du trian
gle ainsi constitué. 

Nous allons maintenant considérer un réseau de triangles pa

reils, formes consécutivement dans le sens d ?un même méridien 
terrestre, et s'appnyant, ou pouvant être censés s'appuyer les uns 
sur les autres, par des côtés communs, comme le représente la 

fig. 18. C'est ce qu'on appelle les triangles principaux d'une opé
ration géodésique. Je leur conserverai celte dénomination. TUais, 
pour appliquer légitimement une telle construction , avec la con
tinuité d'enchaînement qu'on lui attribue, Il faut spécifier, dans 
ses particularités, ce qu'elle a d'exact et ce qui n'y est qu'approxi
matif (*). 

{ * ) P o u r t'.viter t ou t m a l e n t e n d u , j e c r o i s d e v o i r p r o v e n i r ( juc , -dans c e l t e 
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fig. i8 , comme dans toutes celles qui vont suivre, les lettres S , S , , S, , . . . 
ne désignent plus les stations mêmes où les angles dièdres ont été mesurés, 
mais les points où chaque sphère osculatrico est percée par les sécantes 
riicnécs de son centre à ces stations. 

102. À cet effet, établissons-la d'abord dans l'hypothèse simple 

où la surface terrestre régularisée serait une sphère rigoureuse,'ce 

que nous savons déjà être très-peu éloigné de la réalité. Pour 

abréger les énoncés, désignons par la lettre 0 le centre de cette 

sphère, et par 2, 2,, 2 „ . . . les points de la surface irrégulière qui 

ont servi de stations pour mesurer les angles dièdres A , A„ A 2 

Du centre 0 , menez les sécantes 02 , 02 , , 02 , , . . . . Elles -perceront la 

sphère en autant de points S, Si, S,,.... Ceux-ci, étant joints entre 

eux par des arcs de grands cercles , formeront une suite continue 

de triangles sphériques tracés sur la sphère même qui exprime la 

configuration générale de la terre, comme le représente la Jïg. 18 . 

AlorSj les triangles consécutifs qui ont deux sommets communs 

ont aussi un côté commun formé par l'arc de grand cercle qui 

joint ces sommets. Les trois angles A , A , , A 2 de chaque triangle, 

étant connus par observation, leur somme, diminuée de i8o°, 

exprime l'excès sphérique e" qui lui est propre. L e tiers de cet 

excès, retranché de chaque angle, donne, par le théorème de 

Legendre, les angles correspondants A ' , A',, A' 2 du triangle recti-

ligne qui serait formé par les mêmes côtés C, C,, C 2 , étendus en 

ligne droite. De là on déduit les rapports de ces arcs entre eux. 

Donc, si l'on avait la longueur de l'arc sphérique qui constitue un 

seul des côtés de la chaîne, par exemple SS, ou S S 2 , on en dé

duirait , par des résolutions successives, les longueurs de torts les 

autres côtés, le passage de chaque triangle au triangle consécutif 

s'effectuant par l'emploi du côté commun. Ce calcul n'exige point 

que l'on connaisse- le rayon 1\ de la sphère sur laquelle le réseau 

est établi. La connaissance de l'excès sphérique s", propre à cha-" 

que triangle, y supplée. 

105. On obtiendra encore un résultat pareil, mais déjà seule

ment approximatif, si la terre, n'étant pas rigoureusement sphéri

que, diffère toutefois^issez peu de la sphéricité, pour que le réseau 
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entier d'une même triangulation, toujours très-peu étendu com

parativement à sa surface générale, puisse être considéré avec une 

exactitude suffisante, comme établi sur une même sphère, qui se

rait osculatrice à cette surface, dans la partie moyenne de la lon-

gueurqu'i l recouvre. Alors, les sommets S , S , ,S j , . . . des triangles, 

formés sur la sphère, n'appartiendront plus rigoureusement à la 

surface terrestre. Ils seront situés à l'extrémité des rayons menés, 

comme sécantes, aux diverses stations 2 , s,, 2 2 , . . . , où l'on a me

suré les angles dièdres que l'on transporte à ces sommets. Consé-

quemment, pour que ce transport soit légitime, il faudra d'abord 

que , dans toute l'étendue de l'opération , les normales réelles me

nées en 2 , 2 , , 2 2 , . . . forment des angles extrêmement petits avec 

les sécantes correspondantes, et ce sera là une condition indispen

sable , pour que la même sphère osculatrice puisse y être partout 

employée. Les sommets S, S,, S „ . . . des triangles sphériques ainsi 

formés différeront des points a, <r,, a,,..., où les sécantes percent 

la surface terrestre régularisée. Mais l'écart sera d'autant moindre 

que cette surface approchera plus de la forme sphérique, et que 

l'étendue de l'opération sera plus restreinte autour du point où 

l'osculalion a lieu. Si donc les intervalles So-, S,cr,, S2<r2,..., évalués 

sur toute la longueur du réseau, peuvent y être supposés assez 

petits, pour que l'arc de grand cercle SS„ qui joint ses sommets 

extrêmes sur la sphère osculatrice, et l'arc de plus courte distance 

compris entre les points correspondants er, <r„ sur le sphéroïde, ne 

diffèrent entre eux que par une longueur négligeable, la chaîne 

de triangles sphériques formés entre les sommets S, S,,..., S„, 

pourra, dans le même ordre d'approximation, être substituée à la 

surface réelle. Alors, les triangles consécutifs de cette chaîne se 

lieront encore entre eux par les arcs sphériques qui joignent leurs 

sommets communs. On pourra donc déduire tous leurs côtés d'un 

seul d'entre eux, comme précédemment. Cette évaluation sera d'au

tant moins fautive, que la différence du sphéroïde à une sphère 

rigoureuse sera moindre, et que l'étendue totale du réseau sera plus 

restreinte. Ces deux circonstances concourent si heureusement, 

dans toutes les opérationsgéodésiques jusqu'ici effectuées, que l'on 

éprouve à peine le besoin, ou la possibilité, d'appliquer des 

T. m . 9 
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corrections appréciables aux longueurs qu'on obtient en les calcu

lant ainsi. 

104. Essayons toutefois de nous approcher davantage des réali

tés. Ne supposons plus tout notre réseau appliqué Sur une même 

sphère osculatrice ; mais formons chaque triangle sur une sphère 

osculatrice qui lui soit propre , en y déterminant toujours ses s o m 

mets par l'intersection des sécantes, menées de chaque centre aux 

points 2 , 2 , , 2 2 , . . . , 2 „ de la surface terrestre, qui ont servi de s ta

tions pour mesurer les angles dièdres entre les normales, et qu'une 

même sphère osculatrice peut embrasser. Alors les triangles consé

cutifs, dont deux sécantes aboutiront aux mêmes stations, p a r 

exemple â 2 , et à 2 2 , auront leurs sommets correspondants Si, S 2 , 
physiquement distincts, excepté dans le cas, infiniment particulier, 

où ces deux stations se trouveraient à la fois sur l'une et l 'autre 

sphère, ce qu'exclut, en général, la condition d'osculation locale 

que l'on suppose remplie ailleurs qu'en ces points-là. Les arcs qu i 

joindront, sur chaque sphère, ces sommets distincts, ne seront 

plus coïncidents. Ainsi , les triangles auxquels ils appartiendront 

n'auront plus de côté commun qui les rattache l'un à l 'autre , 

et qui puisse servir d'intermédiaire rigoureux pour passer d u 

premier au second, puis de celui-ci aux suivants, par un calcul 

continu. 

I0i>. Néanmoins, dans ce cas encore, la jonction pourra se 

faire, sinon rigoureusement, du moins avec des conditions d 'er

reurs dont les effets deviendront pratiquement négligeables, o u 

même insensibles, quand l'étendue individuelle des triangles sera 

extrêmement petite comparativement à la convexité générale d u 

sphéroïde, ainsi que cela a toujours lieu dans nos opérations d e 

géodésie. Pour ne pas nous jeter dans des abstractions mathéma

tiques éloignées de notre but, admettons que la surface terrestre, 

dans ce qu'elle a de régulier, soit représentée, avec toute la préc i 

sion réalisable, par un ellipsoïde de révolution, ayant son axe 

polaire dirigé vers les pôles célestes, et à peine plus court q u e 

l'équatorial; ce qui le rend très-peu différent d'une sphère r igou

reuse. C'est, comme je l'ai annoncé, le dernier résultat auquel on 

parvient, et l'on y serait déjà conduit par les approximations 
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précédentes. Dans une telle configuration, si l'on trace sur notre 

fig. 18 , la courbe PSM„, pour désigner l'arc méridien mené par 

le premier sommet S, à travers le réseau des triangles, ce sera un 

arc de l'ellipse génératrice. Toutes les normales, menées au sphé

roïde, en divers points de cet arc, seront comprises dans un même 

plan contenant l'axe polaire; et toutes les sphères, qui seront trans

versalement osculatrices au méridien considéré, auron t leurs centres 

répartis, sur cet axe , à une très-petite distance autour du centre 

du sphéroïde, avec leurs rayons R extrêmement peu différents 

entre eux, comme on en peut juger par leurs valeurs extrêmes 

que j ' a i présentées par avance page i o g . Employons ce système de 

sphères pour y placer les divers triangles discontigus, dont se com

pose notre réseau, et considérons-y spécialement les deux pre

miers désignés par les n o s i et 2 . Pour faire bien sentir ce qu'ils 

ont de différent et de commun, je les reproduis séparémentjÇg1. i g , 

avec des conditions de discontiguïté monstrueusement exagérées. 

Dans le n° 1, je suppose que la sphère locale sera osculatrice en S, 

et aura pour rayon R. Ainsi ce sommet sera un point de la sur

face terrestre régularisée. S,, 2 2 désignent les deux autres points, 

distincts , mais toujours très-peu distants de cette surface, où l'on 

a observé les angles autour des normales réelles. La sphère s'en 

écarte, et les sécantes menées de son centre à ces points vont per

cer sa superficie en S,, S 2 , en formant, avec ces normales, des 

angles extrêmement petits. D'après cela, on transporte aux points 

S,, S 2 de la sphère les angles dièdres observés en 2 , , 2 2 , et on les ap

plique au triangle sphérique SS|S2 ainsi construit. Passant au trianglç 

n° 2 , l'osculation s'y fera, en un point quelconque de sa superficie, 

par une autre sphère du rayon R' , quelque peu différente de la pre

mière , tant pour la position de son centre sur l'axe polaire que 

pour la longueur de son rayon. Les sécantes menées de Ce centre 

aux mêmes points précédents 2 , , 2 2 déterminent, sur |a deuxième 

sphère, les points S [ , S'2 qui, joints entre eux et à Sj par des arcs 

de grands cercles tracés sur sa superficie propre, y forment le trian

gle sphérique n ° 2 , dont le côté S'.S'j est nécessairement discontigu 

avec S,S 2. Cette discontiguïté n'est même pas détruite par la sup

position commune aux deux triangles, que leurs sommets propres 
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s'écartent à peine îles points S , , 2 2 , puisque leurs cotés ne laissent 

pas, pour cela, d'appartenir à des sphères distinctes. Mais, sans 

qu'elle cessât d'exister mathématiquement, on pourrait se dispen

ser d'en tenir compte, si les étendues des deux triangles étaient 

tellement rcslreintes, que la petitesse de l'intervalle compris sur 

l'axe polaire entre les centres des sphères qui leur sont r e s 

pectivement osculatrices, et l'égalité presque exacte des rayons 

de ces sphères qui en serait la conséquence, rendissent le dé 

faut de coïncidence des deux côtés S,S 2 , S',S' 2, insensible aux. 

observations; en sorte que l'on pû t , sans erreur appré 

ciable, considérer la dislance qui les sépare comme nulle, e t 

attribuer des videurs communes aux angles, ainsi qu'aux arcs, 

appartenant à leurs sommets distincts. Alors le résultat apparent 

de ces circonstances serait le même que si les deux points S, et S',, 

S. etS ' 2 , auxquels ces sommets distincts correspondent, pouvaient 

être censés compris sur une même sphère osculatrice. Or, puis

qu'un même réseau de triangles peut déjà, presque sans erreur, 

être calculé, comme s'il était appliqué tout entier sur une sphère 

osculatrice unique, à plus forte raison peu t -on , sans crainte, n é 

gliger la différence première des rayons, et des positions des centres 

de ces sphères, pour deux triangles consécutifs très-petits, sauf à 

reporter idéalement le côté de jonction de ces triangles, d'abord sur 

la sphère qui précède, puis sur la sphère qui suit immédiatement, 

sans étendre l'assimilation plus loin. Cette tolérance étant admise, 

un même réseau, quoique composé de triangles physiquement dis

continus, pourra être calculé par les mêmes déductions que la conti

guïté fournirait, pourvu que l'on connaisse par observation l'excès 

sphérique s" propre à chaque triangle ; ou, si cet excès n'est pas 

donné, pourvu que l'on connaisse les rayons des sphères oscula

trices successives avec une approximation qui permette de le cal

culer théoriquement, par le théorème de Legendrc. Or nous avons 

prouvé que toutes les opérations déjà faites sur la mesure de la terre 

fournissent des données plus que suffisantes pour cette évaluation. 

100. La continuité du réseau des triangles principaux étant 

ainsi établie soit rigoureusement, soit avec une approximation qui 

rende leur discontiguïté insensible, il faut avoir la longueur d'un 
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quelconque de leurs côtés. Mais la mensuration directe de ceux-ci 

pourrait être souvent rendue très- difficile, ou même impraticable 

par des accidents de localités auxquels il n'est pas nécessaire 

d 'avoir égard dans leur choix. On y supplée en rattachant un ou 

plusieurs d'entre eux par des triangulations secondaires, à d'au

tres arcs sphériques, ordinairement d'une moindre longueur, su)' 

lesquels cette opération peut être effectuée exactement. Pour cela, 

dans l'étendue que l'on découvre d'une des stations, par exemple 

autour de la première S, on choisit un terrain à peu près de niveau, 

et l 'on y mesure, avec tous les soins que nous avons décrits, une 

base rectiligue horizontale BJi,,/7,g. 18, contenue tout entière dans 

un même plan vertical, ou entre une suite de verticales cpii s'oc

cultent mutuellement les unes les autres, ce qui la fait sensible

ment coïncider avec un arc de grand cercle de la sphère qui serait 

osculatrice à la surface terrestre régularisée, au lieu où le tracé est 

ainsi effectué. On réduit par le calcul celte base à la longueur qu'elle 

aurait entre les mêmes sécantes de la sphère, si elle s'y trouvait pla

cée à la hauteur de la nier environnante, et on la rattache à l'un des 

côtés de la chaîne générale, par exemple à SS 2 , par de petits trian

gles sphériques, dont on détermine tous les angles au moyen d'ob

servations faites autour de chacune des normales menées à leurs 

divers sommets. Ces angles étant ainsi connus donnent l'excès 

sphérique e." propre à chaque triangle de jonction : de là, par le 

théorème de Legendre, on déduit les longueurs relatives de leurs 

côtés, par conséquent celle de l'arc SS2 en fonction de l'arc BB,, et cet 

arc donne ensuite tous les autres côtés de la chaîne, comme je l'ai 

exp l iqué , soit qu'on les place en succession sur la première sphère 

osculatrice, ou sur d'autres ultérieures, progressivement différentes 

de celle-là par des changements infiniment petits. Quand ce calcul 

est terminé, si l'on mesure une seconde base bb„ que l'on rat

tache de même au dernier côté de la chaîne, elle devra se déduire 

de la première, sans erreur appréciable, par l'intermédiaire des 

triangles qui l'en séparent, supposé toutefois que les étendues su

perficielles de ces triangles aient été assez restreintes pour qu'on 

puisse légitimement leur appliquer toutes les conditions d'approxi

mation spéciliées plus haut, tant pour les évaluations de leurs 
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angles dièdres que pour la continuité de leur connexion. L'accord, 
que l'on trouvera ainsi par déduction, entre les deux bases ex^ 
trêmes, comme entre celles-ci et d'autres rapportées à des côtés in\ 
termédiaires de la chaîne, prouvera donc que ces conditions on\ 
été suffisamment remplies. Or c'est ce qui est arrivé dans toutes le^ 
grandes opérations géodésiques effectuées depuis un demi-siècle > 
en diverses régions de la terre, avec les soins que la perfection de^ 
instruments et des méthodes d'observations a permis d'y appor t e^ 

107. Mais on a encore une autre vérification de ce fait qui peu^ 
s'appliquer en particulier à chaque triangle. Je prends pour exeitis 
pie le premier S S, S 2 de la fig. 18 , et je suppose que la longueur-
de son côté S S 2 a été conclue de la triangulation qui le rattache i\ 
la base BB, . On a obtenu, par observation, les trois angles sphéri-s 
ques en S, S,, S 2 : ils ont été conclus, sans réductions, des mesures 
angulaires faites autour des normales réelles, menées aux trois points 
de là surface terrestre, situés sur le prolongement des sécantes 
menées du centre de la sphère osculatrice locale, jusqu'à ces 
mêmes points. Je nomme ces angles A , A,, A 2 , en leur donnant: 
l'indice du sommet auquel chacun d'eux appartient. Maintenant: 
je prends pour uniques données les angles A , A 2 , et la longueur 
connue du côté SS 2, qui sera C,. Si l'on considère le trian
gle S S, S 2 comme rectiligne , on pourra avec ces éléments calculer 
sa surface s' ; et, en la divisant par le carré du rayon R propre à la 
sphère osculatrice locale , ou même à toute autre quelconque d e 
ces sphères, telle que celle que nous avons conclue par mensura
tion directe de l'arc de Pensylvanie, on obtiendra le nombre d e 

s 
secondes s" ou — R " dont la somme des trois angles du triangle, 

considéré comme rigoureusement sphérique, devra surpasser 180" ; 

de sorte que cette somme A -+• A, + A , aura pour va leur 

i8o°-J-£". Donc, les deux angles A , A 2 étant connus, on en 

conclura le troisième A, égal à 180 0 -+- s" — A — A 2 , dans la mémo 

hypothèse de sphéricité. Or, entre les limites d'étendue super

ficielle où l'on restreint généralement, et presque nécessairement, 

les triangles géodésiques, cette valeur de A,, ainsi calculée, se 

troni c j a loujours, sans différence appréciable, égale à l'angle d iè -
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ilrc observé ¿111 sonimel S, entre les plans verticaux menés par les 

deux autres sommets S, S 2, et la normale réelle propre à ce point. 

Cet accord prouvera donc que l'étendue superficielle où l'on a 

restreint ce premier triangle principal, satisfait suffisamment à la 

condition d'osculation qu'on lui suppose ; et la même épreuve, 

répétée sur tous les autres triangles de la chaîne, fournira une pa

reille justification pour chacun d'eux. 

108. Je considère maintenant le réseau de la fig- 1 8 dans son 

ensemble; e t , le supposant établi dans le sens du méridien du 

premier sommet S , je marque sur la surface commune la trace 

SM„dccc méridien, prolongea travers tout le système des triangles, 

suivant des conditions de direction successive que nous allons ultér 

rieurement déterminer. Je prolonge aussi ce môme méridien, dans le 

sens opposé, sur la surface terrestre, jusqu'au pôle le plus proche P, 

que, pour fixer les idées, je supposerai être le boréal. Si la terre est 

rigoureusement sphérique, ce sera son pôle boréal réel. Si elle ne 

l'est pas, ce sera le pôle de la sphère qui.lui est osculatrice en S, et 

sur laquelle le premier triangle SS, S 2 a été établi. 

109. On -connaît, par les observations précédentes, les trois 

angles, et les trois côtés de ce premier triangle. Puisqu'il satisfait 

aux conditions d'osculation, la portion du méridien qui le traverse 

sera représentée, sur la sphère osculatrice, par un arc de grand 

cercle Sm,, dirigé suivant la méridienne locale de S. Pour connaître 

cette direction, on relève astronomiquement l'angle dièdre qu'un 

des côtés principaux, par exemple SS a, forme en S avec le méridien 

céleste. J'expliquerai dans un moment le détail de cette opération. 

L'angle S 2 S« ; , , ainsi obtenu, est l'rtz/muf de ce côté sur l'horizon de S: 

je le nomme «V Alors, le triangle partiel S S 2 m , étant supposé sphé

rique, on y connaît le côté SS2 etlcs deux angles adjacents, i, A 2 . Si 

on le traite d'abord comme rectiligne, on obtiendra avec ces données 

s' 
sa surface approximative / , et par suite son excès sphérique j^ »R" 

ou e", R désignant le rayon de la sphère osculatrice locale, ou, à 
son défaut, celui de toute autre de ces sphères que l'on aura déter
miné antérieurement. On aura ainsi la somme des trois angles 
180" ·+· £"> d'où l'on conclura le troisième S/»,S 2, qui aura pour 
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valeur i 8 o u + s' — / — A 2 . Alors, avec le côtéSS 2, quieslconnu, 

le théorème de Legendre donnera les deux autres côtés de ce 

triangle partiel. L 'un, Sm,, sera la portion du méridien de S 

qui est interceptée dans le premier triangle principal S S, S 2 . 

L 'autre, S 2 w,, sera un des segments dans lesquels il subdivise le 

côté S, S 2 opposé à S ; et l 'on en conclura la longueur du segment 

complémentaire OT, S,, puisque S, S 2 est connu. On aura aussi l'angle 

S m, S, supplément de S m, S 2, et sa valeur sera i A 2 — s". 

110. Passons de là au deuxième triangle principal S, S, Sj. Pour 

avoir la portion du méridien de S qui s'y trouve pareillement inter

ceptée, je considère d'abord ce méridien comme plan. Cette suppo

sition serait rigoureuse si la terre avait une forme exactement sphé-

rique; elle l'est encore si sa surface est de révolution autour de l 'axe 

polaire de la sphère céleste, ce qui se trouve être la condition défi

nitive de la forme à laquelle on peut l'assimiler. Biais, sans admettre 

par anticipation ce dernier résultat, il suffit qu'elle soit incontes

tablement très-peu différente d'une sphère exacte, pour que, dans 

la petite étendue de longueur méridienne qu'un môme réseau tri-

gonometrique embrasse, ses méridiens puissent être supposés plans, 

avec une approximation dont l'erreur possible se décèlera par 

les erreurs mêmes que les conséquences de cette hypothèse pour

raient présenter ultérieurement, lorsqu'on les comparera avec les 

réalités aux deux extrémités d'une très-longue chaîne, dont les 

portions consécutives auront été ainsi évaluées. Admettant donc 

que la seconde portion d'arc méridien m, ni7) interceptée ici dans 

notre second triangle, doit être l'intersection de celui-ci par le pro

longement du plan méridien qui contient S/» t , l'arc sphérique mxm2 

ne pourra pas être le prolongement circulaire de l'arcSwî,, puisqu'il 

tst censé décrit sur une seconde sphère osculatrice différente de la 

première par la position de son centre, ainsi que par la longueur de 

son rayon, ces deux sphères ayant seulement leurs plans méridiens 

coïncidents. Pour rendre l'effet de cette séparation manifeste, je con

struis, dans lafig. 20, l'intersection de la surface réelle, par les plans 

dont il s'agit. La lettre c y désigne le centre de la sphère, qui est 

osculatrice transversalement au méridien en S; t/i, est le point où la 

ligne méridienne de celte station, considérée comme circulaire, va 
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couper le côté Si S2 du triangle n° i de la fig. 18. De ce point je 

mène une nouvelle normale OT,c,, qui perce l'ellipsoïde au 

point f*,, distinct dû premier, mais qui en est assez peu distant pour 

que l'on puisse considérer comme nul l'intervalle qui les sépare. 

c, (x, sera le rayon de la seconde sphère, transversalement oscula-

trice au méridien en (*,; et l'arc p , m2) compris de même dans le 

plan de la figure, représentera l'élément de l'arc méridien prolongé 

sur sa surface, élément dont nous voulons déterminer la direction 

dans le deuxième triangle de la fig. 18. Pour cela, par les 

points m,, ut, considérés comme coïncidents, menez deux droites 

indéfinies, mit,, ja, 0,, l'une tangente au premier arc , l'autre au 

second. Le plan qui contiendra ces deux tangentes tracera sur la 

seconde sphère la direction de l'arc méridien p , m2, et y déterrai -

nera l'angle azimutal G, p., S 2, ou OT2OT, S2, qu'il doit former dans la 

fig. 18 avec le segment m,S 2, supposé commun aux deux sphères. 

Or, les angles formés ainsi par les deux tangentes avec ce segment 

commun ne différeront entre eux que par une réduction à l'hori

zon, qui, en restreignant suffisamment les triangles, pourra être 

rendue négligeable , comme étant proportionnelle au carré du 

sinus de l'angle c o t , c , , compris, dans la fig. 20, entre les droites me

nées de m, ou de p , aux centres des deux sphères. Ainsi on aura le 

droit de la supposer telle, en prenant les précautions nécessaires 

pour que cette condition soit remplie , et constatant son accomplis

sement par des vérifications ultérieures. Ceci admis, reprenons la 

fig. 1 8 . La première tangente, menée extérieurement en /«, à l'arc SOT,, 
forme aveclesegment TO,S2un angle S 2m,f,égal à son opposé SOT, S,, 
du premier triangle. Donc la seconde tangente menée de ce même 

point tïi[ li l'arc mtm2, devra former avec ce même segment un 

angle sensiblement égal, précisément comme si le premier arc SOT, 
était prolongé directement sur une mémo sphère. Cette condition 

d'égalité donnera l'azimut OT2OT,S2, ou que le segment S2OT, 
du premier triangle principal forme avec la direction du méri

dien OT,OT2, dans le second triangle, auquel ce même segment peut, 

être censé aussi appartenir, comme nous l'avons prouvé. On sera 

donc ici exactement dans les mêmes conditions où l'on était pour 

le premier triangle principal quand on a entrepris de déterminer 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



la portion d'arc méridien S»;, qui s'y trouvait interceptée. Eu 

opérant absolument de la même manière pour le cas actuel, on 

déterminera : i° la portion d'arc méridien w, mx, interceptée 

dans le triangle n° 2 , entre le premier point de rencontre mx et l e 

second point de rencontre n?2, que l'on appelle des nœuds; 2° o n 

aura par différence les segments S 2 m-2, m? S , ; 3° enfin on obtiendra 

l'angle sphérique m,OT2S2et son supplément 7 « , m 2 S 3 . Cela donnera, 

par égalité, leurs opposés S : , 7n2ni3, S 2 / « 2 ms, qui seront les azimuts 

des deux segments, sur l'horizon de m2, autour de m2m3, pro longe

ment du méridien primitif dans la partie ultérieure du réseau. 

114. Maintenant j e ne suppose plus que le méridien terrestre 

qui passe par le sommet S doive être plan; e t , sans rien préjuger 

sur sa forme, j 'emploie la construction précédente pour tracer sur 

le sphéroïde, quel qu'il puisse être, une ligne qu i , partant de S, 

avec la même direction méridienne initiale, se prolonge à travers 

le réseau des triangles avec la même condition d'égalité azimulale 

entre les angles tangentiels opposés de chaque nœud. Considérant 

d'abord les deux premiers éléments SOT,, en leur seule 

qualité de grands cercles tracés sur les deux sphères osculatrices 

consécutives , ils seront sur chacune de ces sphères les lignes de 

plus courte distance qui puissent être menées entre les points qui 

les terminent; et , si l'on suppose leur étendue individuelle suffi

samment restreinte, la même propriété aura lieu Sur le sphéroïde 

pour les arcs qui en seront les projections. Maintenant, d'après 

l'égalité aziinutalc établie en / « , , si l'on conçoit ces deux segments 

repliés dans le plan tangent à ce point, ils se trouveront y consti

tuer une même ligne droite, qui mesurera, sur ce plan, la plus 

courte distance des points extrêmes S , m, ainsi repliés. Donc, en 

les replaçant sur le sphéroïde, avec la petitesse que nous leur 

attribuons, ils y formeront une courbe qui jouira de la même p r o 

priété , laquelle se transmettra à tous les éléments circulaires ulté

rieurs qu'on en dérivera suivant la même condition d'opposition 

a/imutale. Ainsi, quelle que puisse être la figure de la terre, la ligne 

donnée par ce tracé sur sa surface régularisée sera définie par les 

deux propriétés suivantes : 1" d'avoir son premier élément tan-

genticl au méridien do S ; 2° d'être la plus courte que l'on puisse 
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mener sur le sphéroïde, entre deux points quelconques pris à vo

lonté sur sa direction. 

Ü 2 . Ayant établi cette conception générale, je reviens au cas 

réel où celte l igne, bornée à une étendue suffisamment restreinte, 

se trouve coïncider, sans écart appréciable, avec les méridiens ap

parents des points qui la composent, ce qui revient à supposer 

les méridiens terrestres sensiblement plans sur la petite ampli

tude qu'elle embrasse ; et je vais chercher à déterminer trigonome-

triquement les longueurs de ses éléments successifs, à travers le 

réseau total des triangles qu'elle doit traverser. 

La fig. 18 représente ïe triangle principal n° 3 , comme ne cou

pant plus le méridien prolongé de S. Cela a été fait à dessein, 

afin d'en prendre occasion de considérer un tel cas. Suivant donc 

les particularités qu'il présente, je prolonge idéalement l'arc de 

grand cercle S,S,, jusqu'à sa rencontre en ni3 avec la méridienne 

de w 2 don t nous venons de tracer le prolongement. Alors, consi

dérant le triangle sphérique S3ni2m3, on y connaîtra, par ce qui 

précède, le côté »/2S3 et l'angle S3m2m3. On pourra avoir aussi 

l'angle m2S3m3, puisqu'il est le supplément de S2S3S| dans le triangle 

principal précédent. On en déduira donc, i ° la portion d'arc mé

ridien in2m3; 2 0 le segment S 3 /« 3 ; 3° l'angle S 3 C T 3 7 « 2 dont le sup

plément à 180 degrés sera l'angle S3m¡¡mt, formé par ce même seg

ment avec la direction de la méridienne m2m3, prolongée sur la 

sphère osculatrice suivante. 

Arrivés ainsi au point m3, notre fig. 18 nous présente un 

quadrilatère sphérique m3 S 3 S¿ m3, où nous connaissons deux 

côtés S,,m3, S3S¡,, avec les trois angles en m3, S 3 ) S .„ que l'on peut 

déduire des résultats précédents. Alors on traversera ce quadrila

tère par un arc de grand cercle auxiliaire S sm 3, ce qui le partagera 

en deux triangles sphériques. Le premier /«3S.,S., pourra d'abord 

se résoudre, puisqu'on y connaîtra les deux côtés S3m.„ S:,S;, avec 

l'angle compris en S,. On obtiendra donc ainsi le côté r>73Sb, et 

les deux angles adjacents intérieurs. Ceux-ci étant retranchés des 

angles S.i«.,/wf, S jS j /Ws , qui sont connus par les calculs précédents, 

ou peuvent s'en déduire, on aura , dans le second triangle /«.iS4ws, 

le côlé m3S:, avec les deux angles adjacents. On pourra donc encore 
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résoudre ce triangle, et trouver ses deux, autres angles ainsi que 
la portion de l'arc méridien »2 3 m s , située sur le prolongement de 
S/«3. Par des combinaisons pareilles ou analogues, convenablement 
appropriées à la disposition du réseau de triangles que l'on consi
dère, on obtiendra finalement toutes les portions de l'arc méri
dien qui s'étendent depuis la première station S , jusqu'au point 
mn où cet arc est coupé par le côté le plus austral du dernier trian
gle, que je désigne par S„S„_, dans notre figure, S„ étant la sta
tion la plus australe de ce même côté. On pourra utilement, dans 
le cours de ce calcul, varier les combinaisons géométriques qui 
sont propres à donner diversement les portions successives de l'arc 
total, ce qui servira pour vérifier l'exactitude de son évaluation. 
C'est ce que j 'a i indiqué ic i , en formant le nœud intermédiaire nu 
par le prolongement circulaire du côté S BS S . Mais il faudra éviter 
celles de ces combinaisons qui donneraient des triangles dont les 
côtés auraient des longueurs trop exagérées. 

113. Quand on est arrivé au dernier sommet S„, on se place à 
la station située sur sa normale, et l'on y mesure astronomique-
ment la distance du pôle au zénith, comme on l'a déjà fait 
en S. .Te la désigne par ci'. Du point S„ on conçoit un arc de 
grand cercle S„ N , mené perpendiculairement au méridien pri
mitif. Cela forme le triangle sphérique S „ » Î „ N , rectangle en N . On 
connaît déjà, par les opérations précédentes, le point d'intersec
tion m n d u dernier côté S„S (,_, avec la méridienne prolongée, qui 
est contenue dans ce même méridien. On a aussi la longueur du 
segment S„mn que je nommerai A, et , en outre, l'angle S„»?„1N qu'il 
forme avec le prolongement austral de la méridienne, puisque 
cet angle est égal, par opposition, à l'un de ceux qu'on a précédem
ment obtenus. .Te le désignerai par i, comme dans le premier trian
g le , en attribuant ici à celle lettre sa valeur locale propre. A\ecces 
données on calcule, i ° la portion de la méridienne m „ N qui est un 
côté du triangle sphérique ainsi formé ; 2" la longueur de l'arc per
pendiculaire S „N que je désigne par A , et qui est un autre côté de ce 
triangle. L'arc ; « „ N ajouté aux portions de la méridienne détermi
nées précédemment donne l'arc total, compris depuis le premier 
sommctS jusqu'au pied i\ de l'are perpendiculaire. Maintenant, 
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(*) Cette réduction est indispensable dans toutes les opérations analogues 
à celle que nous considérons ici lorsqu'on les calcule parla résolution suc
cessive des triangles sphériques dont les côtés principaux ou partiels vont 
couper un même arc de méridien en divers points de son prolongement; 
c'est pourquoi je rappellerai ici le raisonnement qui la donne, en l'appli
quant, avec quclqu'es additions de détails, aux derniers éléments de la 

fig. 18, que je reproduis sur une plus grande écliolle, fig. 21. 

Dans cette dernière figure, N M » représente le prolongement final du mé-
ridiou primitif auquel on a mené l'arc de grand cercle perpendiculaire S„N , 
dont la longueur A a été trouvée par la résolution du triangle sphériqnc 
S„m„N de la fig. 18. Le triangle S „ N M „ , formé par cet are A et par l'arc 
de parallèle S , ; M„, est établi sur la sphère qui est osculatrice en S» trans
versalement au méridien propre du sommet S,,; ainsi l'arc S, ,M» est un 
petit cercle de cette sphère. Si la terre est exactement sphérique, la sphère 
ainsi décrite coïncide complètement avec elle. L'arc S„ P, mené, sur sa sur
face, de S„ au pôle commun P, sera situé dans le méridien propre de S « , 
et il soutendra, au centre commun, l'angle d', distance du pôle au zénith 
qu'on a observée à cette station. Si la terre est de révolution autour de 
l'axe polaire du ciel, et que l'on prenne pour sphères osculalrices celles 
qui ont leurs centres sur cet axe, la coïncidence des plans méridiens aura 
lieu encore, et l'arc S „ P , mené du sommet S» à l'axe polaire commun, sur 
la sphère osculatrice en S„ , soutendra aussi à son contre l'angle d'qui aura 
été observé alors entre le pôle céleste et le prolongement zénithal de la 
normale en S». Je m'arrête à cette seconde supposition, plus approchée de 
ta réalité, que la première, et qui est la dernière à laquelle on est conduit 
par l'ensemble de touslea résultats observés. Ceci convenu, soient D ' la lon
gueur de l'arc PS„ sur la sphère osculatrice, et n'la longueur de l'arcPN qui 
est sa projection sur le méridien de cette même sphère contenant l'arcKMn 
du méridien primitif prolongé. L'angle au pôle P, compris entre les plans 
do ces deux méridiens, est toujours fort petit, à cause de la petitesse de 
l'arc A, comparativement à D' dans les applications. Conséquemment II' est 

connaissant S„N ou A, et la distance du pôle au zénith en S„ que 

j 'a i désignée par <V, on détermine l'arc NM„ de la méridienne qui 

est compris entre la perpendiculaire S„N et le parallèle de S„. Ce 

calcul est exactement pareil à celui que nous avons fait page 8 1 , 

pour la deuxième portion de l'arc méridien de Pensylvanie, et il 

s'effectue par les mêmes formules. Seulement, dans la fig. 18 que 

nous considérons actuellement, l'arc NM„ devient additif à la par-

lie de la méridienne déjà trouvée, parce que notre dernier som

met S„ est supposé ici plus distant que mH du pôle P, ce qui était 

le contraire alors, fig. 12 (*). Ici donc on ajoute NM„ à S„N déjà 
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moindre que D'et en diffère peu. Maintenant, par le sommet S„, décrivons, 
toujours sur la sphère osculatrice, le petit cercle qui y forme le parallèle 
propre de cette station, et supposons qu'il coupe le prolongement du mé
ridien primitif en H , . L'arc PM„ sera alors égal à PS » , on D', par défini
tion. Ainsi l'arc N3S1M que nous voulons évaluer est D ' — II7. 

Pour calculer cette différence, je conçois, par le centre de la sphère, trois 
verticales menées respectivement aux points P, S„, N ; et, par ce même 
centre, je décris une sphère du rayon i qui coupe ces trois droites en au
tant de points que je joins par des arcs do grands cercles. Le triangle cen
tral ainsi formé sera semblable au triangle I ' S „N , et conséquemment rec
tangle comme lui. Si l'on désigne par d \ n', S ses côtés homologues à D', 
II', A , on aura évidemment 

I ) ' = .Ud', n ' = ll7r', A = 1W. 

Maintenant, dans ce triangle rectangle central, l'hypoténuse <Zet le côté </' 
seront 1 iéo à S par la relation 

cos d ' = cos 7t' cos V. 

C'est précisément la même équation que nous avons déjà obtenue dans ln 
page 78, pour un cas de réduction absolument pareil ; et ici, de mémo, la pe
titesse de l'arc J doit vendre d' — t t ' très-petit du môme ordre. Employant 
donc le môme genre de raisonnement que nous lui avons alors appliqué.» 
nous en tirerons, comme dans la page 80, et entre des limites d'approxi
mation pareilles : 

, 1 S* - ( 1 \ 
4 \ 2tang 1c¡y tangrf'' 2 l ang d1 4 

Les arcs d ' , 71', c? appartiennent à la sphère centrale; si on les remplace 
par leurs valeurs en D', n', A dans les termes qui sont dégagés de signes 
trtgonométriques, on aura 

A i „N = D' - n ' = 
2 tang d ' Il 4 ta af>d> \ + i t A X ^ - d ' ) II3* 

L'angle d', qui reste sous le signe tangente, est la distance du pôle au zé
nith observée à la dernière station S „ , ol transportée au sommet S„ sur la 
même normale. Elle est, conséquemment, connue en parties de la gradua
tion du cercle, et il faut l'employé]' ainsi dans le calcul du second mcni-

trouvé, et l'on a l'arc total de la méridienne qui est compris entre les 

parallèles des deux sommets extrêmes S et S„. I l ne reste plus qu'à 

diviser cette longueur par la différence des distances du pôle au 

zénith, observées dans les deux stations 2, 1„, situées sur les nor

males de ces sommets, en exprimant cette différence en degrés et 
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fractions de degré, de la graduation du cercle. Le quotient sera 

le degré moyen D ( o ) résultant de l'arc total ainsi mesuré. Si cet 

arc est assez grand pour que les variations des degrés terrestres 

puissent y être sensibles, ou si l'on veut seulement y constater 

leur caractère , soit de constance, soit de variabilité, on mesurera 

la distance du pôle au zénith dans plusieurs stations intermédiaires 

entre les extrêmes ; et l'on comparera les valeurs des degrés D(°> 

qui correspondent aux divers intervalles de leurs parallèles consé

cutifs. C'est ce qu'on a fait dans la grande opération de France et 

d'Espagne ; et nous rapporterons bientôt les résultats que cette sub

division de l'arc total y fournit. 

114. On peut faire, au dernier sommet S „ , une vérification 

très-importante. La construction que nous avons employée pour 

prolonger la ligne méridienne du premier sommet S, à travers le 

réseau des triangles, suppose les méridiens terrestres plans. Mais, 

d'après la définition générale donnée page 34, ils pourraient ne 

pas l'être ; c'est-à-dire que les points de la surface terrestre dont les 

méridiens propres sont parallèles à un même méridien céleste, 

étant considérés consécutivement, au lieu de former sur la surface 

du sphéroïde une ligne plane, pourraient y être répartis suivant 

bro. Le premier terme de cotte expression a été jusqu'ici le seul qu'on ait 
employé pour évaluer l'arc M„N ou la distance dulparallèle à la perpendicu
laire, et il a paru suffire. Mais le second deviendrait peut-être sensible dans 
des réseaux de triangles où la station S„ serait rapprochée du pôle, ce qui 
affaiblirait la valeur de d', et par suite de tangd ' , qui entre ici eu dénomi
nateur. Delambre, et après lui la plupart des autours qui ont rapporté ou 
employé cette formule, y ont introduit, au lieu de d', son complément 
go0— d\ qui est la latitude géographique du sommetS», et ils l'ontdésignée 
par L/; en outre, ils ont remplacé le rayon R de la sphère osculatrice par 
la normale N comprise entre le sommet S„ et l'axe polaire réel de la terre, 
normale qui, dans un sphéroïde de révolution, est, en effet, la longueur 
du rayon des sphères osculatriccs dont le centre est situé sur l'axe passant 
par les pôles. Alors l'expression M „ N prend cette forme 

M „ N = ~ lang L' -+- \ langL ' (1 •+- \ tang 'L ' ) p · 

C'est ainsi, mais en se bornant au premier terme, qu'on l'a généralement 
appliquée. Je rapporte celle forme, qu'on lui donne habituellement, pour 
faire semir l'identité réelle des deux expressions. 
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tine courbe à double courbure. Dans un pareil cas, le premier élé

ment S/tfi, tracé dans notre fig. i 8 , sur la première sphère oscula-

trice, y suivrait encore la ligne méridienne locale propre au som

mets, puisque sa direction a été déterminée astronomiquement par 

cette condition. Biais son prolongement dans le second triangle, tel 
que nous l'y avons introduit par notre construction fondée sur 

l'égalité d'opposition azimutale,ne coïnciderait pas avec la l igne 

méridienne propre de m2. Ce second élément, prolongé delà même 

manière, s'écarterait pareillement du méridien propre au nœud 

suivant m3 ; et le tracé étant prolongé jusqu'au dernier nœud «.·„, 

suivant la même lo i , il pourrait arriver que le méridien propre de 

ce point extrême formât avec le segment Snmn, un angle azimutal 

assez différent de celui qui est donné par notre construction, pour 

qu'en déterminant sa valeur locale vra ie , par des observations 

astronomiques, le défaut d'identité devînt appréciable. A la vérité, 

cette comparaison ne peut pas s'effectuer au point /«„même, puis

qu'il n'est pas marqué sur la surface terrestre ; mais on peut atteindre 

le même but par des observations faites à la dernière; station , à 

laquelle il est lié trigonométriquement. L'épreuve ainsi transpor

tée nécessite, pour quelques-uns de ses détails, une connaissance 

déjà assez exacte de la figure générale de la terre. Biais je puis ex

poser le principe de la méthode, en me bornant à signaler, parmi 

les éléments d'application qu'elle suppose, ceux qui devront être 

obtenus ultérieurement. 

l l i > . On détermine d'abord avec toute la précision possible la 

direction vraie du méridien au sommet S,„Jrg. 18. Cela se peut faire 

par divers procédés que j 'expliquerai plus tard. Biais le plus com

mode, et de beaucoup le plus sûr, est d'établir à la station 2„ , sur 

la même normale , un instrument de passages que l'on dirige 

dans ce méridien et que l'on y fixe par les méthodes astrono

miques indiquées au tome I I , page 340. Dans une dissertation 

spéciale sur l'emploi de cet instrument qui sera insérée à la (in 

du présent ouvrage, on verra que l'on peut obtenir ainsi la di

rection du méridien avec une précision à peine croyable, par des 

observations qui ne demandent qu'un petit nombre de jours. 

'Vlors, ayant marqué cette direction par une mire f ixe, on mesure 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



avec beaucoup de soin l'angle plan a, compris entre elle et le signal 

S„_i ou S„_, . On mesure aussi les distances zénithales des deux 

branches de cet angle. De là, par les formules de la page g5 , on 

déduit l'angle dièdre V formé autour de la normale de S„, entre le 

méridien propre à ce sommet et le plan central qui contient le 

dernier côté S„S„_, de la chaîne. C'est Y azimut vrai de ce dernier 

côté sur l'horizon de S„. L'opération qui le donne, et que j e viens 

de décrire, est exactement pareille à celle que l'on a dû faire au 

premier sommet S pour obtenir l'azimut d'un des côtés SS2 du 

premier triangle autour du méridien de ce sommet. 

Si l'on négligeait l'angle dièdre que le méridien de S„, fig. 18, 

forme en convergeant vers le pôle, avec celui de S prolongé à travers 

le réseau des triangles, angle qui est toujours fort petit dans les appli

cations, l'azimut du côté S „S „ _ , , vu ainsi de S„, serait évidemment 

égal à l'angle S „/ « „N , ou f', déjà calculé d'après les éléments géodé-

siques. Biais, à cause de celte convergence, il doit différer quelque 

peu de i, môme en supposant les méridiens plans. Or, on va voir tout 

à l'heure que, dans cette supposition, sa valeur exacte peut se déduire 

des éléments du réseau combinés avec l'angle connu i. Comparant 

donc cette valeur calculée avec celle que donnent les opérations 

faites dans la verticale S„, on devra, si les méridiens sont plans, les 

trouver égales entre elles, dans les étroites limites d'erreur que les 

éléments de cette comparaison peuvent comporter. Et si leur iné

galité sort de ces limites supposables, on en devra conclure que 

la forme des méridiens terrestres diffère sensiblement d'un plan 

parfait, même clans l'étendue, toujours très-restreinte, que le ré

seau des triangles a pu embrasser. 

116. Il reste à exposer la déduction trigonométrique. Pour en 

développer le calcul avec netteté, j 'extrais delà fig. 18 les éléments 

dont il dépend, et je les représente à part dans la fig. 2 2 , que 

j'établis tout entière sur la sphère locale, qui est osculatrice en S„, 

dans le sens transversal au méridien propre de ce sommet. Sur 

cette même sphère, je place le segment S„/w„du dernier côté de notre 

réseau, qui se termine en mn à la ligne méridienne du sommet S, 

prolongée trigonométriquement jusque - là , en supposant les 

méridiens plans; et j ' y trace le dernier élément m„M„ de cette 

T . m . 10 
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ligne » qui rejoint en M„ le parallèle propre de S„. Enfin, je dé

cris, toujours sur la même sphère, l'intersection du méridien plan 

de S„ , que j ' y conduis jusqu'à son pôle P, situé sur le rayon central 

parallèle à l'axe polaire céleste, et j ' y fais, rétrograder l'élément 

méridien mn BI„ jusqu'à ce même pôle. En considérant la terre 

comme un sphéroïde régulier, de révolution autour de ce même axe 

céleste, ce qui est le complément final de l'hypothèse que j e veux 

suivre, le centre de notre sphère sera situé sur l'axe physique du 

sphéroïde, d'après le sens d'osculation transversal que nous lui 

avons attribué ; et son rayon polaire coïncidera aussi entièrement 

avec la direction de cet axe. Conséquemment le pô l eP s'y trouvera 

placé ; et, par suite, les plans diamétraux qui contiennent les arcs 

S„P, mj? coïncideront avec les plans méridiens du sphéroïde 

menés par les mêmes points S„ , m„. 

117. Cela posé, le calcul des triangles précédents nous a déjà fait 

connaître : i ° la longueur du segment S„ mn ; je la désigne par A ; 

i° l'élément d'arc méridien mnM„ compris entre le point m, et le 

parallèle de S„ ; j e le nomme U ; 3° enfin, l'angle azimutal M„ m„ S„, " 

ou que cet élément forme en mn, vers le sud, avec le segment 

OT„ S„. On a mesuré astronomiquement en S„ , ou sur la verticale 

de S„, la dislance angulaire du pôle au zénith ; elle est obtenue en 

degrés, minutes et secondes. Te la représente par l'arc d', qu'elle 

soutendrait au centre d'un cercle décrit avec un rayon égal à 

l'unité de longueur. Cela revient à diviser sa valeur angulaire par 

R" . L'ayant mise sous cette forme, si on la multiplie par le 

rayon R de notre sphère osculatricc, exprimé dans la même espèce 

d'unités, le produit Rd' ou D ' exprimera la longueur de l'arc méri

dien S„P, mené d e S ^ u pôle P surcette sphère, et ce sera aussi celle 

de l'arc M„P. Alors, si l'on désigne par D l'arc analogue m„P, mené 

du point mn au même pôle, sa longueur sera D ' — U , et l'on aura 

ainsi sa valeur. D'après cela, si l'on suppose le rayon R donné, ou 

déduit d'une discussion générale de la figure de la terre, avec une ap

proximation suffisante pour les évaluations définitives auxquelles il 

devra ici servir, suffisance qu'il faudra ultérieurement constater, 

on connaîtra, dans le triangle sphérique PS„ mn, les trois côtés, et 

l'angle en mn, qui est i8o° — i. C'est plus d'éléments qu'il n'est 
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nécessaire pour calculer, clans ce même triangle, l'angle intérieur 

en S„ , que je désigne par i'. Cela permettra donc de choisir les 

combinaisons qui détermineront sa valeur de la manière la plus 

favorable ; après quoi il restera à examiner jusqu'à quel point elle 

peut être identifiée avec l'angle azimutal correspondant, observé 

en S„ , sur le sphéroïde réel. 

Pour effectuer ce calcul, je rapporte tous nos arcs terrestres à 

la sphère qui serait décrite du même centre, avec un rayon égal à 

l'unité de longueur ; et désignant par d', a, u, d les arcs de cette 

sphère, qui sont respectivement homologues à D', A , U , D, j ' ob 

tiens évidemment 

D' = R r f ' ; A = R a ; U = R « ; D = R r f ; d — d'— u. 

Le triangle sphérique homologue à P/»„S„, stir la sphère centrale 

y sera ainsi semblablement déterminé par ses arcs correspon

dants, associés aux mêmes angles dièdres 1 8 0 0 — i et i'. Pour y 

calculer celui-ci, je pose la condition générale qui , dans tout 

triangle sphérique, rend les sinus des angles proportionnels aux 

sinus des côtés opposés, et je pose aussi les équations qui donne

raient à volonté les côtés d ou d'en fonction des deux côtés oppo

sés et de l'angle compris entre eux. J'ai ainsi les trois relations 

suivantes : 

(1) sin i' sin d' — sin i sin d ; 

(2) cos d' = — sin d sin a cos 1 -f- cos d cos a ; 

(3j cos d= - t - sinfcT sin a cos/' + cosrf' cos a . 

L'arc a étant toujours fort petit dans nos opérations, i — 1' sera 

toujours un très-petit angle, et c'est, par conséquent, cette diffé

rence qu'il faut chercher à évaluer. Pour cela, le premier moyen 

qui se présente à l'esprit serait de l'introduire directement comme 

inconnue dans quelqu'une de ces équations, et de la dégager par 

les séries générales dont nous avons exposé la formation dans la 

note de la page 87. Mais on arrive ainsi à des séries particulières 

dont le calcul numérique est fort pénible, et qui même ne sont 

pas toujours convergentes. Ce fait est facile à constater, et l'on 

peut voir, dans le tome I I I de la Base du système métrique, que 
r o . . 
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l 4 8 ASTRONOMIE 

Delambre ne l'a éludé qu'en limitant l'approximation par des 
restrictions qui ne sont qu'incomplètement justifiables. Or , on 
évite tous ces inconvénients, par une combinaison de nos trois 
équations, qui donne directement sin (/—i ') par une expres
sion finie, rigoureusement exacte, et toujours très-aisée à réduire 
en nombres. Pour cela, je déduis d'abord des équations (2) et (3) 
les deux suivantes : 

sinrf sina cos/ = — c o s t i ' - l - cosrf — 2 cosc/ s i n 2
T a ; 

sin ci' sina cos 1 ' = -f- cos cl — cos il' - 4 - 2 cosrf' sin 2 { a. 

Retranchant la première de la seconde, j 'obtiens 

(sine-/' cos/' — sine? cos/) sina = 2 ( cosd - 4 - cosd') sin 2
 7 a. 

Or, on a identiquement 

Sin a = 2 sin y a cos T a, 
et 

cosrf•+• cosn" = 2cos 7 (rZ' - 4 - d) cos\(d' — d). 

En vertu de la première, 2 sin T a disparaît une fois des deux 

membres, comme facteur commun ; et , en divisant le résidu par 

eos-5-a sind', on a 

sinrf zœsUd'+ d) cos !(<·<" — d) 
cosi' .—t. cos 1 = ^ / ; v '- tang ja . 

sin d' sin d' 

; .,, . , , , sin d , , . sin i' 
Or, en vertu de 1 équation (1), le rapport - n ^ , est égal a . ; 

substituant donc cette valeur, et multipliant les deux membres 
par sin/, on a finalement 

r i · ,. .n 2 COS y [cl' -4- d) cos-H^' — d) . . 
[2] sin (i — /') = — — . ; „ 1 v - sm i tang T a. 

sin d 
Lorsque la différence i — i' aura été calculée par cette expres
sion, si on la désigne par p., on en tirera évidemment 

i ' = i — u., 

et puisque l'angle i est connu par les déterminations trigonométri-
ques précédentes, on connaîtra l'angle cherché /'.Mais, pour faire 
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un usage légitime de cette valeur, il faut préalablement examiner 

le degré de précision que pourront présenter les éléments numé

riques d'où l'on déduit la différence p. 

118. p est un angle que notre formule donnera en parties de la 

graduation du cercle. C'est la forme sous laquelle l'angle i', qui en 

résulte, devra être comparé aux observations azimutales faites en S„. 

Biais pour l'obtenir ainsi exprimé, il faudra d'abord avoir l'arc a ex

primé de la même manière. Lavaleurdcceîui-ci,déduitedel'arc.A,cst 

A 
— R " . Cette conversion exigera donc déjà que l'on connaisse le rayon 
R 
R de la sphère qui est localement osculatrice au sphéroïde en S„ , 

dans le sens transversal au méridien, et qu'on le connaisse avec 

assez de précision pour que la réduction de A en secondes de degré 

ne puisse comporter que des erreurs négligeables, ou au moins du 

môme ordre que celles qu'on est forcé de tolérer dans les mesures 

pratiques les plus précises. On ne saurait évidemment obtenir cette 

certitude qu'après une discussion générale de la figure de la terre. 

Ainsi, par nécessité, l'application de la formule à la vérification 

délicate que nous nous sommesproposée, devra être reculée jusque-

là. On voit en outre qu'on accroîtra la probabilité de son exactitude, 

si l'on dispose les derniers triangles du réseau de manière que le 

segment ünmn, fig. 18, approche d'être perpendiculaire au dernier 

élément t w „ B I „ du méridien primitif. Car alors il s'en faudra de peu 

qu'il ne le soit aussi au méridien S„P de la station S„. Et cette cir

constance l'assimilera de plus près à la surface terrestre, en l'écartant 

moins du sens d'osculalion transversal que nous avons adopté. 

La connaissance du rayon R sera nécessaire encore pour con

vertir en secondes de degré l'élément de l'arc méridien ni„MM, ou 

U, qui,ainsi exprimé, donnera u égal à ^ R " ; d'où l'on déduira, 

sous la même forme, l'angle d, égal à d'—u. Ici le sens d'osculation 

transversal attribué à la sphère locale semble avoir un inconvénient 

grave, puisque l'élément i » B M B appartiendrait de plus près à la sur

face réelle, s'il était appliqué sur une sphère osculatrice suivant le 

méridien même. Biais cet inconvénient sera considérablement af

faibli par la précaution ci-dessus recommandée , de rendre le seg-
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ment Snm„ presque perpendiculaire à cette dernière direction. Car 

alors, U ou mnM„ devenant fort petit, l'impropriété du sens d'os-

culation de la sphère sur laquelle on l'applique produira évidem

ment un effet absolu moindre, dans la valeur totale de cl que u 

complète. Et comme les deux rayons d'oscillation extrêmes, situés 

sur une même normale , ont toujours des longueurs très-peu diffé

rentes dans l'ellipsoïde terrestre, comme nous le constaterons plus 

tard,, leur inégalité pourra n'avoir qu'une influence insensible sur 

l'évaluation angulaire du petit élément m„M„ ainsi atténué. 

•119. Les précautions précédentes étant admises, la différence 

i — « 'sera réductible en nombres, puisque les autres éléments 

angulaires i,d', sont donnés immédiatement par l 'observation, 

en parties de la graduation du cercle; et la valeur de V qu'on 

en déduira, présentera toutes les chances présumables d'exacti

tude. Mais, pour la pouvoir comparer au relèvement azimutal 

du segment S »7H„, il faut examiner si ces deux angles i', l 'un 

observé, l'autre déduit des trianglessphériques, devront ici p r é 

senter des valeurs mathématiquement égales, ou ne différant dt 

l'égalité ^que par des quantités insensibles dans l'hypothèse des 
méridiens plans que nous considéjons. Or, d'abord, la branche 

qui les limite daDS le sens du méridien sera commune , puisque la 

sphère, qui est osculatrice transversalement à ce plan enS„ , est 

tangente au sphéroïde dans tous les autres sens ; de sorte que la 

droite qui touche la section du méridien vrai en ce point, y touche 

aussi le cercle méridien de la sphère. L'autre côté de l'angle ob

servé i' se trouvera, sur le sphéroïde, dans le plan vertical mené 

par la normale en S„ et par le signal S„_,, situé sur le prolongement 

dusegmentS,/»,,. Ce vertical est aussi un plan diamétral delasphère, 

qui est osculatrice au point S„. Donc, le côté dont il s'agit pourra 

être assimilé à un arc de grand cercle de cette même sphère, d'autant 

plus approximativement que sa direction s'approchera davantage 

du sens d'osculation transversale établi en S„. Maintenant, le côté 

analogue de l'angle calculé i', partant de S„_i, est antérieurement 

établi sur une sphère osculatrice différente. Il ne rejoint donc pas 

mathématiquement le point S„ , à cause de l'écart progressif qui 

s'opère entre le sphéroïde et cette sphère, à mesure qu'on s'éloigne 
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du point d'osculation. Mais il est facile de prévoir que les différences 

de longueur ainsi que de direction, produites par cette circon

stance sur un sphéroïde presque sphérique, y deviendront insen

sibles, si l'arc considéré est suffisamment restreint. I l y aurait plus 

d'incertitude à craindre dans la longueur attribuée , sur cet arc, 

au segment S „ m „ , et dans l'évaluation de l'angle azimutal i, qui 

entrent tous deux dans le calcul de l'angle ¿'5 car ces deux éléments 

sont affectés par les erreurs de toutes les oscillations antérieures 

qui y conduisent. Mais l'effet de cette transmission devra encore 

être très-faible lorsque, comme dans nos opérations, le sphéroïde 

sera si peu différent d'une sphère, et le réseau des triangles com

parativement si restreint, que l'on puisse déjà, presquesans erreur, 

le calculer tout entier comme appliqué sur une sphère osculatrice 

commune, auquel cas toutes les coïncidences supposées devien

draient rigoureuses. Ces conditions étant admises, les valeurs cal

culées et observées de l'angle azimutal /'devront se trouver égales 

entre elles, ou à peine différentes dans les limites d'erreurs que les 

observations même comportent, si les méridiens terrestres sont des 

lignes exactement planes, ou si leur double courbure est inappré

ciable dans la portion de leur longueur que le réseau des triangles 

a embrassée ; et l'expression rigoureuse que nous avons donnée de 

sin (i — î ' ) s e rv i ra pour décider cette alternative. 

A. 

120. Dans les applications l'arc a ou ^ R " n'atteindra jamais 

2 0 de la graduation sexagésimale du cercle. En conséquence, 

comme la comparaison à laquelle on veut ici l'employer doit être 

très-précise, au lieu de le mettre sous cette dernière forme, pour 

prendre le logarithme de tang- a dans les Tables usuelles, il vau

dra mieux calculer directement ce logarithme par les séries de la 

page 6 1 , qu i , étant restreintes à leurs deux premiers termes, don

neront ici 

k étant le module direct des Tables logarithmiques ordinaires pour 

lequel on a 
l o g A = I , 6 3 7 7 8 4 3 n 3 . 
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Alors , quand on aura obtenu, par la formule, le logarithme de 
sin ( i— i ' ) , comme l'arc i— i' est aussi toujours très-petit, on le 
conclura immédiatement en secondes de degré, par les mômes sé
ries, qui donneront, comme dans la page 64, 

l o g ( ; _ , ' ) " = log R " + log sin (i - 1 ' ) + J sin2 (i — ; ' ) , 

où l'on a l o g R " = 5 , 3 i 4 4 2 5 ' -

On voit que le rayon R de la sphère osculatrice entre, par né
cessité, dans la première de ces expressions, et que son influence 
subsiste tout entière dans l'expression angulaire de (/ — i'). Mais on 
constatera plus loin que , dans l'état actuel de la géodésie, ce rayon 
local R peut toujours être évalué avec une approximation suffi
sante pour le calcul de i — 

1 2 1 . Pour n'avoir plus à revenir sur cette formule, je ferai 
remarquer que l'expression de sin (i—i') ne contient les arcs 
±(d'-i-d), ±(d' — d) que sous des signes de cosinus. Elle donne 
donc toujours/—/' positif, soit que le sommet S„ , extérieur au 
méridien primitif, auquel appartient l'azimut / ' , se trouve plus 
éloigné du pôle que le point mn auquel appartient l'azimut i, 
comme le représente la fig. 2 2 , qui nous a servi de type , soit 
qu'il s'en trouve le plus rapproché, commelercprésentela fig. 23 . 

Cela tient à ce que, dans les deux cas, l'angle extérieur;', compté 
à partir du prolongement du méridien primitif, est toujours plus 
grand que son opposé intérieur i', à cause de l'angle également in
térieur p qui ferme le triangle polaire auquel appartiennent ces 
éléments. 

1 2 2 . La comparaison des angles calculés et observés, n'a 
malheureusement pas été faite sur le grand arc méridien de France 
et d'Espagne, avec toutes les précautions que je viens de spécifier 
pour la rendre rigoureuse. Cela est venu probablement du peu 
d'usage qu'on faisait alors de l'instrument des passages pour déter
miner les azimuts successifs, et des incertitudes que comportaient 
les autres procédés par lesquels on les mesurait habituellement. On 
y employait, pour l 'ordinaire, des observations du soleil levant et 
du soleil couchant qui , dans un même lieu et pour un même obser-
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vateur, présentaient des différences s'éievant jusqu'à4o et5o secon
des de degré ; de sorte qu'une répétition excessive de résultats indi
viduellement si imparfaits pouvait à peine faire espérer qu'ils se 
rectifiassent suffisamment par des compensations mutuelles. Néan
moins, les incertitudes finales que l'on peut supposer dans les 
déterminations ainsi obtenues ne semblent pas assez fortes pour 
expliquer les écarts d'un ordre, parfois presque égal, et dépourvu 
de toute loi , que l'on découvre sur plusieurs points de ce grand 
arc entre les azimuts i' calculés et déduits. C'est ce qu'a fait remar
quer Delambre, en rapportant les éléments de cette comparaison 
dans son ouvrage intitulé : Base du système métrique décimât, 
tome I I I , page 85. Il est difficile de ne pas croire, avec lui, que 
des discordances, à la fois si fortes et si capricieuses, ne résultent 
pas, au moins en partie, d'irrégularités locales réellement exis
tantes dans la configuration du sphéroïde terrestre. Cette consé
quence a été confirmée par les écarts du même ordre que d'autres 
observateurs ont constatés clans des opérations géodésiques faites 
avec toutes les précautions imaginables, où les azimuts ont été ob
servés avec des instruments de passage soigneusement réglés ; et 
l'on verra plus loin que les longueurs des degrés du méridien pré
sentent aussi des anomalies pareilles dont la réalité ne saurait être 
mise en doute. 

1125. La formule [2], que nous venons d'établir page 148, peut ser
vir généralement pour calculer, par déduction, les azimuts de tous 
les côtés d'un réseau de triangles, autour du méridien de la station qui 
constitue chaque sommet. Et , en la combinant avec celles que nous 
avons formées dans la page 108 , pour la résolution directe des 
triangles sphériques par approximation , on peut en conclure im
médiatement toutes les portions successives de l'arc méridien qui 
traverse un même réseau de triangles, sans avoir besoin de décom
poser ce réseau en triangles partiels, comme nous l'avons jusqu'ici 
supposé. Avant d'exposer cette importante application, je simpli
fierai l'énoncé de toutes les questions analogues que nous aurons à 
résoudre, par un changement de dénomination que je n'ai pas cru 
devoir y introduire plus tôt. En considérant los sommets S, S,, 
S 3, ·.., S„ île nos triangles sphériques établis sur le sphéroïde terrestre 
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régularisé, je les ai toujours soigneusement distingués des stations 

2 , 2 , , 2 2 , . . . , 2 „ situées sur le prolongement des mêmes normales ou 

des mêmes sécantes sphéricpies, dans lesquelles l'observateur a dû 

effectivement établir ses instruments pour mesurer les angles d iè 

dres, et les distances du pôle au zénith, que l'on transporte à ces 

sommets. Mais maintenant que cette distinction doit être suffisam

ment comprise, je me bornerai à la sous-entendre, comme on a 

coutume de le faire dans tous les ouvrages qui traitent des opéra

tions géodésiques ; et, conformément à l'usage, j e donnerai indiffé

remment aux sommets S, S', S",..., S<"), le nom de stations, comme 

si les éléments d'observation qu'on y transporte y avaient été effec

tivement obtenus. De sorte que les points ainsi désignés devront 

toujours être censés situés sur la surface régularisée qui coïncide 

avec le prolongement continu des mers. 

124. Cette convention étant admise, je considère dans \a./îg. 24 
deux stations pareilles S, S', jointes par l'arc de grand cercle SS' , 

appartenant à une sphère du rayon R, qui est osculatrice en S, dans 

le sens transversal au méridien de ce point, lequel est représenté 

par l'arc PSM' de cette même sphère. L e centre de celle-ci est placé 

sur l'axe même du sphéroïde, que l'on suppose presque sphérique 

et de révolution autour de la droite passant par les pôles célestes, 

comme précédemment. Alors le plan diamétral qui contient l'arc 

PSM' coïncide avec le plan méridien réel mené dans le sphéroïde 

par le même point S. On est supposé connaître la distance angu

laire d du pôle au zénith en S, soit qu'elle ait été obtenue par l 'ob

servation immédiate, ou par déduction, comme je le dirai ulté

rieurement. On connaît aussi la longueur de l'arc SS', ou A , obtenue 

par la résolution des triangles principaux rattachés à une ou plu

sieurs bases mesurées, et qui doit toujours occuper, sur la sphère 

locale, une amplitude angulaire moindre que 2 0 . Enlin l'on donne 

l'azimut i que l'arc A forme, vers le sud, avec le prolongement du 

méridien PS. Si la distance angulaire d'du pôle au zénith avait-

été pareillement observée en S', on aurait tous les éléments néces

saires pour calculer l'angle intérieur i' du triangle polaire PSS' par 

la formule que nous venons d'établir; et cet angle, ou son supplé-

ir.ent à 180°, serait l'azimut du point S sur l'horizon de S'. Or , 
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j e dis que, d'après la condition de petitesse attribuée à l'arc A , l'ob

servation immédiate àed' n'est pas nécessaire pour obtenir l'angle 

i'. Car, en restant dans les limites d'approximation permises par 

cette circonstance, nous pouvons, avec les seules données d, A , i, 

calculer l'angle i', ainsi que la portion SM' d'arc méridien comprise 

sur notre sphère, entre le point S et l'arc de parallèle S 'M' , mené 

par la station S'. 

124. A cet effet, il nous suffira de reproduire un calcul que 

nous avons déjà fait précédemment, avec la seule précaution d'en 

rassembler les résultats sous une forme plus explicite. Par la sta

tion S ' j e mène d'abord un arc de grand cercle S'N perpendicu

laire au méridien primitif. Je forme ainsi un triangle sphérique 

SS 'N, rectangle en N, dans lequel on connaît l'hypoténuse SS' 

ou A et l'angle i. On peut donc en conclure, i ° le côté SN, projec

tion de A sur la méridienne primitive ; je le nomme A ' ; a 0 l'arc 

perpendiculaire S 'N; je le nomme A. Nous avons déjà fait un calcul 

pareil, page 7 1 , à propos de l'opération de Pensylvanie ; et je 

l'ai reproduit, sous une forme générale , dans la note de la 

page T.4.1. Transportons donc nos calculs trigonométriques sur la 

sphère centrale, dont, le rayon est 1 , comme nous l'avons fait 

alors. Nous y construirons un système d'arcs, semblable à celui 

que la fig. 24 nous représente sur la sphère transversalement oscu

latrice, à la surface terrestre, dans la région S 'SM' ; et, les y dési

gnant par des lettres analogues, conformément à la notation dont 

nous avons toujours fait usage, leur proportionnalité avec ceux 

qui y correspondent sur la sphère réelle dont le rayon est 11 don

nera respectivement 

D = Rd, D ' = I W ' ; A = R x ; A ' = R a ' ; A = R c î . 

Alors dans le triangle central, homologue à S 'SN , on aura rigou

reusement, comme dans la page 7 3 , 

tang a'= tang a cos i ; sin S=sin a sin i. 

Ce sont les mômes équations que nous avons déjà employées 
dans citte première application. En les développant en séries, 
fondées sur la petitesse de l'arc a, nous en tirerons, comme nous 
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156 A S T R O N O M I E 

l'avons fait alors, 

a ' = a cos i - f { « ' cos i sin2 i ; 3 = a sin / — | a5 sin i cos2 i. 

Les termes qui seraient affectés par les puissances supérieures de 

a, dans ce développement, y seront toujours insensibles, à cause 

de la petitesse supposée de cet arc, comme nous l'avons constaté 

page 6 i . 

Maintenant, selon le mode de notation employé page 7 8 , 

nommons n' l'arc PN compris entre le pôle et le point N sur le 

méridien primitif. Si l'on désigne par ir' son homologue sur la 

sphère centrale, on aura par proportionnalité 

I 1 ' = R 7 t ' . 

Le triangle polaire central, homologue à PS'N , sera comme lui 

rectangle, et il donnera, comme dans la page 7 8 , 

cos (V 
COSTt' = - · 

cos s 

Si l'on développe d'—TZ' par les séries, comme nous l'avons fait 

alors, en négligeant les quatrièmes puissances de l'arc S qui , d'a

près son expression trouvée tout à l'heure, sont de l'ordre a* que, 

notre approximation actuelle n'embrasse point, on aura, comme 

dans les pages 80 et 142 (note) , 

1 S' 

2 tangr/' 

Si l'on y remplace S par son expression trouvée tout à l'heure, il 

faudra la borner à son premier terme « sin i; car le suivant don

nerait dans >î2 des termes de l'ordre a.1 que nous négligeons. Ainsi , 

en restant dans le même ordre d'approximation , on aura 

'2tange/' 

Par la station S' de la fig. 24 , menons, sur la même sphère, l'arc 

de petit cercle S 'M' qui soit le parallèle de cette station. Alors M 'K 

sera D'—II', et conséquemment d'—TZ', ici trouvé, sera l'arc ho

mologue à M'N sur la sphère centrale. Si on l'ajoute à d, homologue 
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tang d' 

qui est inconnu. Mais, comme le terme que ce facteur affecte est 

déjà multiplié par a2, nous pouvons y remplacer d'par sa valeur 

approchée d -f- a cos i, laquelle diffère seulement de la véritable 

par des termes de l'ordre o? et a 3, qui en donneraient de l'ordre a4 

dans l'évaluation de ce dernier terme, si on les conservait. Appl i

quant donc à cette expression approchée la formule qui développe 

la tangente de la somme de deux arcs, en fonction de leurs tan

gentes particulières, nous aurons, avec le degré d'approximation 

nécessaire pour notre but , 

tangd - 4 - cl cos i 
tangrf' — b 

1 — a cos i tang d 

ou , en renversant, 

' 1 — a cos tang ds 

tang d' tangn? I aeosf 

\ 1 t a n g r f / 

En formant tang d', j ' a i dû écrire a cos i au lieu de tang(acosi ' )* 

parce que la différence ne donnerait que des termes d'ordres su

périeurs qu'il faut ici négliger. Il ne reste plus qu'à développer, 

par la division , le facteur qui contient a, sous forme complexe, 

en se bornant toujours à la première puissance de a, comme précé

demment. Cela donnera 

tang d' tang d 

1 
tang*'/ \ tang2 d 

de PS , qui est supposé connu, et à a' homologue de SN ou A', 

trouvé tout à l 'heure, la somme formera l'arc total d'homologue 

à PS ' ou PM ' que nous voulons obtenir. On aura donc sur cette 

sphère 
„ , , , . . . . sin2 i 

d = d -f- a cos; -t- t a cos 1 sin 2 1 -j -, a 2. 
2tang d' 

A la vérité le second membre contient encore le facteur 
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Cette expression de — — r r > substituée dans le dernier terme 
tang d' 

de d', en produit un de l'ordre a 2 et un de l'ordre a 3 . Ce dernier 

se réunit à celui du même ordre qui existait déjà parmi les précé

dents , e t , après les avoir réduits entre eux , on trouve finale -

ment (*) 

[.] ^ = ^ + « c o s / + | a 2 ^ - > ^ i + ^ ) c o s Î S i n 2 / . 

123. Les arcs d, d', a de la sphère centrale , qui apparaissent 

ici hors des signes trigonométriques, sont exprimés en parties du 

rayon de cette sphère pris pour unité de longueur. Si l'on veut les 

exprimer en secondes de la graduation sexagésimale du cercle , i l 

faudra exprimer le rayon de la sphère centrale par cette même es 

pèce d'unité, en fonction desquelles sa valeur sera R" . On devra 

(*) La formule [ i ] a été donnée par Delambre dans le tome I I I delà Base 
du système métrique, pages 20 et 2t ; mais il y est parvenu différemment. 
Considérant le triangle PSS' de injlg.^, il P o s e d'abord la relation générale 

cos d' = — sin d sin a eos i -+- cos dcos a ; 

puis d'devant être peu différent de d, il fait d'— d~\-x, et il obtient a; en 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de a , par le second mode 
de développement que j 'ai expose' dans la note de la page 87. La voie quo j 'ai 
suiviem'a semblé préférable, d'abord comme plus simple, puis commemettant 
mieux on évidence le principe et le degré d'exactitude de l'approximation. En 
effet, si l'on se reporte à iafig. 24, qui nous a servi de type, la première partie 
de«i'— d, qui est a', homologue à A' , s'obtient d'abord, ainsi que J , avec la 
môme approximation que si l'on résolvait le triangle sphérique SS 'N par le 
théorème de Legendre, commenous l'avons établi généralement, page 1 19. 
pour cette forme do développement. Puis, S étant obtenu, l'arc complémen
taire m'nde la sphère centrale, qui est homologue à M ' N , se calcule avec un 
degré d'approximation égal, dont la sûreté est évidente. Le résultat, quoique 
le même, se trouve donc bien plus clairement et plus rapidement établi. On 
le tirerait encore très-aisément de cos d' en réduisant l'expression de 
l'are d'en série, suivant les puissances de k par le théorème de Taylor. Mais, 
outre que ce mode de déduction est moins élémentaire, l'emploi abstrait que 
l'on y fait de l'analyse littérale ne rend pas sensible le peu d'importance des 
quantités que l'on néglige, aussi évidemment que le calcul direct fondé sur 
l'évaluation partielle des arcs qui composent le résultat cherché. 
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alors remplacer les expressions abstraites des arcs par les rap-

d d ' « I j , 
ports -rr-y. î rj77 > ,J ; dans les termes qui les contiennent explici-ix R R 

tement. Cela rendra la première puissance du facteur ^ commune 

à tous ces termes , e t , après l'avoir fait disparaître, il restera 

r ·, , , •„ „ S m ¡ í 1 a " ' Í 3 \ 
[ i ] [d'—(t)"=a"cosH—r-¿- .—Û-^TTA i + r r-v cosisin2/. 
L J v ' 2R " tang < 7 o R ' \ lang2<3?/ 

I l faut se rappeler que , selon l'évaluation rapportée page 6 2 , 

on a , en se bornant à sept décimales, 

log R " = 5 , 3 i 4 4 2 5 i ; conséquemment, log (jjtî^J — 6,685574g. 

Si, au contraire, on veut obtenir la relation semblable qui existe 

entre les arcs D , D' , A de la sphère terrestre, il faudra éliminer les 

arcs d, d', a. de la sphère centrale par leurs rapports de propor

tionnalité avec ceux-là, c'est-à-dire les remplacer par leurs valeurs 

. · , D D' A , 
equivalentes —s — j — 1 dans les termes ou ils se trouvent explici-

R R R 

tement. Alors une des puissances de ¿ disparaît encore comme 
R 

facteur commun , et il reste 

r -, ~ , . 1 A 1 s in 2 / 1 A 1 / 3 \ 
[ 1 ] D ' — D = A c o s H — = - t -7 — cïTï 1 -+": c 0 S l sm 2 (. 

L J 2 R tangd 0 R 2 \ tavg'd/ 
L'arc terrestre D ' — D , ou SM' , fîg. 24, sera ainsi connu en uni tés> 

de longueur de la même espèce que celles que l'on aura employées 

pour exprimer l'arc A ; et le rayon local R , qui devra être exprimé 

aussi dans cette même espèce d'unités, n'entrera que dans l'éva

luation des termes correctifs associés à la partie principale A cos 1. 

Ainsi, en raison de leur petitesse, il n'aura besoin d'être connu 

qu'approximativement, comme nous l'avons prouvé page 11 o. Pour 

obtenir commodément et avec exactitude la valeur du pro

duit A eos i, il conviendra de remplacer le second facteur par 

son expression équivalente 1 — 2 s i n 2 c e qui le changera en. 
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A — 2 A s i n 2 | * , dont la première partie sera toute donnée, et la 

seconde s'évaluera facilement, par les Tables logarithmiques ordi

naires , avec une précision toujours suffisante. 

126. Dans la fig. 2/j, qui nous a servi pour établir cette formule , 

la station extra-méridienne S' est représentée comme plus éloignée 

du pôle que la station S ; et l'azimut donné i est figuré comme 

moindre qu'un angle droit. Quand cette dernière circonstance aura 

lieu en effet, cos ; sera positif ; et la formule donnera d' — d p o 

sitif, comme la figure type le représente. Mais si l'angle i se t r ou 

vait obtus, son cosinus deviendrait négatif; et s'il était assez grand 

dans ce sens pour que le produita cos devenu négatif, l 'emportât 

• •t-i , sin 2/ 
sur le terme toujours positif -J- a 2 ,, et sur le suivant, ou seu-

tangJ 
lement fût égal à leur somme, la formule donnerait d' — d négatif 
ou nul, conséquemment d'moindre que d ou égal à d. C'est-à-dire 
que la station S' se trouverait plus rapprochée du pôle que la sta
tion S, ou s'en trouverait à une même distance. Ainsi, quoique 
établie sur un type particulier de construction, la formule [ i ] s'ap
pliquera également à toutes les relations de distances polaires des 
stations S, S', pourvu que l'on donne fidèlement à cos i le signe algé
brique que lui assigne l'amplitude de l'angle auquel il appartient. 

127. Lorsqu'on aura trouvé ainsi la valeur de l'angle d', d'après 

les données d, a , i , qui ont servi de base à notre calcul, on o b 

tiendra l'azimut réciproque i ' de notre fig. i l \ , par la formule 

rigoureuse 
. . . .,, 2 c o s 4 - ( r f ' -M)cos-^ '—d) . .f , 

[2] an (/ — 1 ' ) = s i n r f , ' s i i w t a n g i « . 

Mais ici l'application de cette formule a besoin d'être prcalable-

mentlégitimée dans un de ses détails. La sphère, qui est transversa

lement oseulatrice en S, ne l'est plus en S' ; et la sécante , menée 

de son centre à ce point, diffère de la normale réelle qui lui est 

propre. Si l'intervalle de la surface sphérique à la surface réelle 

peut y être négligé , à cause de la petitesse de l'arc A , la sécante et 

la normale n'en restent pas moins distinctes en direction ; ce qui 

produit une différence du, même ordre entre les deux tangentes 
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menées de S' à la courbe du méridien réel, et au cercle S' P. Or, 

les angles formés par ces deux tangentes avec l'arc S 'S , supposé 

communau sphéroïde et à la sphère, constituent l'azimut vrai et 

l'azimut sphérique i' de cet arc, lesquels ont ainsi mathématique

ment d'inégales valeurs. Mais, quand nous auronsctudicl'ensemble 

du sphéroïde terrestre, on verra qu'en vertu de la"petitesse des 

arcs A, et de la sphéricité presque exacte de la terre, l'angle com

pris entre les deux tangentes que nous venons de considérer est 

toujours restreint à un petit nombre de secondes ; de sorte que l'a

zimut vrai /' rapporté à l'horizon du sphéroïde, et l'azimut ana

logue du même arc rapporté à l'horizon de la sphère, ne peuvent 

différer entre eux que par des quantités angulaires inappréciables , 

en vertu de la formule de réduction démontrée page 96. On pourra 

donc toujours, dans de telles circonstances, employer ces azi

muts comme égaux entre eux sans aucune réduction. 

Ceci étant admis, l'équation [2] se réduira en nombres, soit 

immédiatement par les Tables de sinus, soit par le détour arith

métique expliqué dans la page 64 ; ce qui exigera de même la 

connaissance suffisamment exacte du rayon oscillateur R pour 

calculer le rapport a. ou ^ qui est un de ses éléments. 

128. La petitesse habituelle de l'angle i — i' peut faire souvent 

désirer de l'obtenir par les séries. Cela sera très-facile ; car, en 

supposant, par abréviation , 

cos±(d'-\-d)c<isH't'—d) . 
c = — .' v : sin i, 

sin d 
elle deviendrait 

sin (7 — i') = 2c tang ~ a. 

Alors, la petitesse de l'arc a permettrait de la traiter comme nous 

avons fait pour une équation analogue, page 7 3 , § GG. Ainsi , 

en se bornant aux troisièmes puissances de l'arc a , qui sont la li

mite suffisante de ton tes nos approximations, on en tirerait d'abord, 

par les développements de la page 60, 

/ — / ' = 2r tang T a LE 1 lang:> i a ; 

T . I I I . 1 1 
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et , en outre , 

Remplaçant donc, dans la première expression , tang \ a par la va

leur tirée de la seconde, et se restreignant aux a 3 , il en résultera 

i — i' ~ ca + j-2c \ 2 c l + iJ « ' · 

Les arcs i — i' et a sont censés ici exprimés en parties du rayon du 

cercle pris pour unité de longueur. Si l'on veut les exprimer en se

condes de degré, il faudra remplacer les lettres qui les désignent 

par les r a p p o r t s — ^ — 5 — 5 R " étant le nombre de secondes que 

contient le rayon plié en arc. On aura donc ainsi 

{i-i'Y=zca> + ^ C ( 2 C . + I )f£, 
en prenant 

l o g R " = 5 , 3 i 4 4 2 5 i 3 . 

Nous apprécierons plus loin le degré d'exactitude de cette approxi

mation par un exemple, en la comparant à l'évaluation r igou

reuse. 

129. L'angle i ' , ainsi obtenu, sera, dans notre fig. l'azimut 

réciproque de S vu de S', en comptant cet azimut à partir du pôle 

vers S ; au lieu que l'angle i, azimut de S', vu de S, avait été donné 

comme compté du point sud vers S'. Dans une triangulation conti

nue, il convient d'exprimer tous les azimuts par un mode de numé

ration similaire, qui procède toujours, depuis o° jusqu'à 36o°, dans 

un sens convenu, par exemple en allant du sud vers l'est autour 

du centre de chaque station. En appliquant ceci à la fig. 24» 

si nous nommons généralement Z , Z ' nos deux azimuts réc ipro

ques ainsi définis, et que nous supposions la station S' située à 

l'est du méridien primitif PS, nous aurons évidemment, comme le 

montre la fig. 2.5 , 

Azimut de S' vu de S Z = i ; 

Azimut de S vu de S' Z' = 1 8 0 0 -4 -1 " . 

Mais si S' était situé à l'ouest du méridien PS, comme le représente 

la fig. 2 6 , il faudrait, pour conserver le même mode de notation, 
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écrire , 
Azimut de S ' vu de S Z = 36o° — i; 

Azimut de S vu de S' Z' = i8o° — 

D'après cela, quand l'azimut Z sera donné selon ces conventions, 
s'il est moindre que 1 8 0 0 , il faudra faire, dans notre for
mule [ 2 ] , sin i = -+- sin Z , et appliquer la valeur résultante de i' 
à la première combinaison pour avoir Z ' . Mais si Z surpasse 
1 8 0 ° , il faudra faire sin/ = — s inZ , et appliquer la valeur 
de i' à la seconde forme de Z' . Dans tous les cas, ce seront ces 
valeurs, ainsi déduites du premier azimut de la chaîne des 
triangles, qu'on devra comparer aux azimuts qui auraient été dé
terminés astronomiquement, dans une on plusieurs des stations 
suivantes. 

On obtiendrait des formules analogues si l'on voulait compter 
les azimuts en allant du sud vers l'ouest, comme on le fait sou
vent. Alors, en les désignant par [Z], [ Z ] ' , on aurait généralement 

[Z] = 360' 1 — Z , [Z ] ' = 36o° — Z' ; 

ce qui donnerait 

Jig. 2.5 : [Z ] = 36o° — /, [Z ] ' — 180° — i'; 

fig.0.6: [Z] = i , [ Z ] ' = i 8 o ° - M ' . 

150. Enfin, après qu'on aura obtenu ces résultats, on pourra 
trouver directement l'angle au pô l ep , par la proportionnalité des 
sinus des angles aux sinus des côtés opposés, ce qui, en revenant 
àla fig. 24) donnera, poui ; inp, ces deux expressions équivalentes : 

sin 1 . . s i n /' . 
31 s in » = — : — - j S i n a , ou encore, s i n / ; = - , s i n a . 

'· J s i n r î ' s i n d 

On réduira donc ces équations en nombres, soit immédiate
ment, par les Tables de sinus, soit en faisant usage de l'artifice 
auxiliaire, dont j ' a i rappelé l'application à l'équation [2]. On ob
tiendra ainsi deux valeurs de p qui devront se trouver identi
ques; et leur accord servira de preuve pour assurer l'exactitude 
des calculs arithmétiques par lesquels on aura déterminé d'et V. 
L'angle dièdre p, ainsi calculé, sera commun au sphéroïde et à la 
sphère osculatrice, puisque, par les conditions de construction assi-

11.. 
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1. 

P sin <:<" 6 R " 2 sin3 rf' 

^ , s inr ' 1 a" 3 sin l ' s in (ci + ¿0 sin (rf — i') 
ou encore, j> =a •—.— — ^ ^ .· . 

' sin d b R ' s in 3 « 
Quoique ces résultats fussent faciles à prévoir, d'après toutes 

gnées à cette dernière, les plans des méridiens, vrais et sphér i -

ques, menés par les mêmes points, sont coïncidents. 

15 i . Si l'on voulait obtenir les valeurs de l'angle p, par les s é 

ries, en se fondant sur la petitesse de l'arc a , on y parviendrait 

avec facilité par le procédé de développement que j 'a i appl iqué 

tout à l'heure à l'équation [2], et l'on trouvera, 

^par la première équation, 

sin i , 3 sin/ sin (d'+i)sin (d' — i) _ 

'" s i n r f ' - T a s i n V ' 

I par la deuxième, 

sin/' , ,s in/ 's infe i -+- { ' ) s inW— i ' ) 
•• a - — - j a J i— '- i · 

sin d sitfrf 

Dans ces développements, les angles p, a. sont censés exprimés 

en arcs de la sphère centrale dont le rayon est 1. Sous cette f o rme , 

A 
a. est égal à — 5 A représentant l'arc de grand cercle compris sur la 

R 

sphère terrestre dont le rayon est R. Si l'on veut exprimer ce 

même arc en secondes de la division sexagésimale et le désigner 

par a", on aura 

a " ^ = - R " = a R " . 
R 

Alors il conviendra d'exprimer l'angle p sous une forme semblable, 

e t , en l'y désignant par p", on aura pareillement 

p"—pVi.". 

Tirant donc de ces relations a en a" et p en p" pour le substituer 

dans nos développements, un des facteurs ^ disparaîtra comme 

commun aux deux membres de chaque équation, et il restera 

„ sin i 1 a"3 sin; sin ( r f ' - f - i ) s i n ( c i '— ( ' ) 
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A 
a ou — assez petit pour que l'on puisse négliger les a 3, la première 

R 

sin i 
p = a — 

Or, le développement qui donne i — i' étant restreint de même, 

se réduit à 

. ., c o s | ( r f ' + r f ) c o s - H ^ ' — r f ) . 
i — c ' — a • •— ' — ~ -smi. 

sin « 

vr «· « sin/' . 
Prenant le facteur — — - dans la première, celle-ci devient, 

sin d' r 

i — i ' =p cos | (d'-+- d) cos \ [d' — d). 

Multipliez le second membre par l'unité mise sous la forme 
cos-j-fc/'—d) , 
-—A-p j^j cela donnera au numérateur le facteur c o s 2 \ { d — d), 

ou i — s i n 2 i (d'—d), qui pourra être réduit à l'unité, à cause de la 

petitesse de d'— d qui rendra le produit p sin2 \ {d' — d) toujours 

négligeable , l'angle p étant déjà supposé très-petit par lui-môme. 

Il en résulterait donc 

1 cos±(d'—d)' 

Je rapporte cette expression parce qu'elle a été présentée dans des 
ouvrages très-répandus, et qu'elle a été aussi fort généralement 
appliquée. Mais elle ne me paraît avoir aucun avantage sur les ex 
pressions plus directes que j ' a i rapportées ; et elle nie semble même 

les transformations analogues que nous avons eu déjà l'occasion 

d'effectuer, j ' a i cru devoir les exposer en détail pour faire bien 

sentir la double acception que prend le rapport—» dans le second 

membre, selon que l'on veut obtenir l'angle p exprimé par un arc 

de la sphère centrale dont le rayon est i , ou en secondes de la gra

duation sexagésimale du cercle. 

152. Revenant à la première forme, si l'on suppose le rapport 

ou — assez petit pour qu 
R 

des équations (3) donnera 
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conserver inutilement, à son dénominateur, cos {- (d'— d), qui ne 

diffère de l'unité que par des quantités de l'ordre s in 2 i ( r f ' — d) 

qu'on a déjà supposées négligeables précédemment. 

155. Lorsqu'on a trouvé, comme nous venons de le dire, l 'an

gle au pôle p, compris entre les méridiens sphériques des deux 

stations S, S', ainsi que le distance polaire d'de cette dernière, on 

peut aisément calculer l'arc de parallèle Sn , fig. 27, qui , partant 

de S, est compris entre ces mêmes méridiens. Pour cela, reportons 

notre triangle sphérique PSS' sur la sphère complète P O E E ' , 

fig. 28 , dont O est le centre, OP ou R le rayon polaire, E E ' le 

grand cercle équatorial décrit du même centre, avec le même 

rayon R , dans un plan perpendiculaire à OP. Si, par la station S , 

on conçoit un plan SO 'n , également perpendiculaire à OP, la sec

tion sera un cercle parallèle au cercle équatorial, mais décrit du 

centre O' avec un rayon r moindre que R, et dont la longueur sera 

Rsine/, té tant la distance polaire POS de la station S. La port ion 

Sndece cercle comprise entre les deux méridiens PS, PS' , est l 'arc 

de parallèle que nous voulons évaluer, et il soutend au centre O ' 

le même angle dièdre p que nous venons d'obtenir. Or, cet angle 

exprimé en a représente l'arc équatorial ee' de la sphère centrale 

décrite du rayon 1, qui est intercepté entre les plans méridiens 

PSE, PS'E' de nos deux stations. Ainsi l'arc Sn qui soutend le 

même angle à l'extrémité du rayon r aura proportionnellement 

pourlongueurpr ou />R sin d. Prenant donc la première expression 

de p en a , qui est 

sin/' , sin ; sin (rf'-H i) sin(e?'— i ) 
/ ' = a s i r 7 r f 7 _ T slrTlT 

A 
et nous rappelant que a y représente le rapport — > nous aurons , 

R 
en la multipliant par R sin d, 

q A sin i sin d ( sin / sin d sin (d ' -f- i) sin [d'— i) A 3 

~ sin d' « lîrfd7 R ' ' 

Si l'on voulait obtenir l'arc de parallèle compris entre les mêmes 

méridiens sphériques PS, PS', à toute autre distance polaire dn dif

férente de d, sur la même sphère, ce qui est souvent nécessaire , 
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comme on le verra tout à l'heure, on le déduirait aisément de ce ' 

résultat. Car il suffirait évidemment de le multiplier par le rapport 

du nouveau rayon r„ au rayon r, conséquemment par le rapport 

sin<-/„ . . . . . . , . 
—— des distances polaires qui correspondent respectivement a 

ces rayons. Alors, en désignant généralement par Sn„ la longueur 

du nouvel arc de parallèle ainsi défini, on aurait 

Asiru'sini-/,, , shw sin d,,sin (d'+ i) sin {d'— 

expression dans laquelle il faudrait toujours conserver aux élé

ments /, d', A, les valeurs propres aux deux stations primitives 

S, S', ainsi qu'à l'arc intercepté entre elles sur la sphère du 

rayon R. 

154. On emploie cette formule pour tracer sur le sphéroïde 

terrestre de grands arcs de parallèles situés à une même dis

lance polaire d„, comme on y trace des arcs de méridiens. Pour 

cela on établit une triangulation générale , dirigée approximative

ment dans le sens du parallèle de la première station. On détermine, 

par l'observation, tous les angles sphériques des triangles qui la 

composent, et on la lie trigonométriquement à une ou plusieurs 

bases mesurées, d'où l'on déduit la longueur du côté qui s'y rat

tache, puis successivement tous les autres, par l'intermédiaire des 

côtés communs aux triangles consécutifs. Pour tout cela, les mé

thodes d'observation et les procédés do calcul sont les mêmes que 

dans les triangulations méridiennes. De même encore, à la pre

mière station, supposée S , fig. 2 7 , on détermine astronomique-

ment la distance angulaire d, du pôle au zénith, et l'azimut/ 

que le côté SS' ou A du premier triangle forme avec la direction de 

son méridien T?Sm. Considérant alors le triangle polaire PSS' 

comme établi sur la sphère qui est osculatrice en S, transversale

ment au méridien PS , on en conclut, comme nous l'avons expli

qué tout à l 'heure, i° la longueur de l'arc Sl I , compris, sur le 

pa allèle de S, entre les deux plans méridiens PS , PS ' ; 2 0 l'azi

mut i' du côté A sur l'horizon sphérique de S' ; 3 " la distance d' 
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du pôle au zénith en S', comptée à partir du' rayon mené à S' du 

centre de la sphère. Si la terre était exactement sphérique, ou 

seulement si elle pouvait être supposée telle dans une petite éten

due d'un même parallèle, le même calcul pourrait se continuer 

ultérieurement sans modification ; et les résultats obtenus dans le 

premier triangle polaire, étant successivement transportés à la 

station S', puis aux suivantes, suffiraient pour obtenir toutes les 

portions de parallèles comprises entre leurs méridiens propres , 

lesquelles, transportées par réduction sur le parallèle de S et ajou

tées les unes aux autres, composeraient l'arc total. En effet, si 

l'on désigne par S" la station qui suit immédiatement S', elle s'y 

l'attachera par l'arc sphérique S'S" ou A ' qui est connu par la réso

lution des triangles principaux. En outre, l'angle S"S'S, ayant été 

préalablement déterminé dans ces mêmes triangles, on en retran

chera i' qui vient d'être obtenu, et l'on aura l'angle S"S 'P , dont 

le supplément S"S'/«' sera l'azimut du côté A ' sur l'horizon sphé

rique de S', compté dans le même sens que i. Enfin on connaîtra 

aussi la distance angulaire du pôle au zénith en S', qui sera cl'. 

On se trouvera donc dans les mêmes conditions qu'en S , avec des 

données pareilles, d'où l'on déduira des résultats analogues p r o 

pres à la station S'; et de celle-ci on passera de même à S", puis 

à toutes les autres progressivement. Mais la surface terrestre n'é

tant pas exactement sphérique, ce transport ne peut plus s'effec

tuer avec tant de simplicité. Pour faire nettement comprendre les 

modifications qu'il exige, je me borne, comme précédemment, 

au cas réel où la terre est assimilable à un sphéroïde très-peu diffé

rent d'une sphèiy et de révolution autour de l'axe qui passe par 

les pôles célestes. Alors la sphère, qui est transversalement oscu-

latricc en S, s'écartera en S'de la surface réelle régularisée. Si l'on 

désigne par ,fig- 3 9 , le point de cette surface qui constitue le vrai 

sommet correspondant du premier triangle que l'on a formé, le 

point S ' se trouvera à l'extrémité du rayon mené du centre C de 

la sphère par le point s ' . L'intervalle S'z' décroîtra avec la d is 

tance mutuelle des deux stations S, proportionnellement au 

carré de cette distance, et, en les supposant suffisamment rappro

chées, sa dimension linéaire pourra devenir négligeable, comme 
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on verra qu'elle l'est effectivement clans nos triangulations. Alors 

il n'en résultera pas d'inégalité sensible entre les longueurs de l'arc 

circulaire SS' et de l'arc Si' qui en est la projection verticale sur 

le sphéroïde; et cette circonstance, jointe à la coïncidence de nos 

méridiens sphériques avec les méridiens vrais menés par les mêmes 

points , rendra aussi l'angle azimutal calculé i', sensiblement égal 

à sa valeur vraie, comme nous l'avons déjà remarqué page i 5o . 

Mais, pour transporter à la station S' de la fig. 27 le calcul 

qu'on a fait à la station S, il faut d'abord y concevoir une nou

velle sphère transversalement osculatrice au méridien PS ' , laquelle 

devra généralement différer de la première, par la situation de 

son centre sur l'axe polaire, par l'inclinaison de son rayon R ' sur 

cet axe , et par la longueur de ce rayon. Car ces trois éléments ne 

pourraient rester constants, sur toute la ligne de l'opération , que 

dans le cas infiniment particulier, et jamais pratiquement réalisable, 

où toutes les stations seraient situées exactement sur le parallèle 

de la première station S. Il faudra, en outre, connaître la dis

tance angulaire du pôle au zénith vrai de S ' , laquelle devant être 

comptée à partir de la normale locale 1' N ' , fig. 2 9 , différera 

généralement de la distance d'calculée dans le premier triangle 

polaire, puisque celle-ci est évaluée à partir du rayon CS' ou C2'. 
Cela exigera donc une petite correction dépendante de l'angle 

C ï ' N ' compris entre ces deux droites; et l 'on ne pourra l'obtenir 

qu'après avoir déterminé la configuration générale du sphéroïde 

avec assez d'approximation pour pouvoir l'évaluer. Cette déter

mination sera également nécessaire pour donner aux rayons suc

cessifs R , R' , . . . des sphères osculatrices leurs véritables valeurs. 

Enfin elle le deviendra encore pour réduire à une même distance 

polaire vraie , sur le sphéroïde, toutes les portions d'arcs de paral

lè le , séparément évalués entre les méridiens des stations consécu

tives. Nous établirons plus loin les formules analytiques de toutes 

ces corrections. Mais il était essentiel d'en faire pressentir, dès à 

présent, la nature et l'emploi indispensable pour obtenir des 

résultats définitivement exacts. 

1Z>5. l in raisonnement exactement pareil va nous montrer com

ment , au moyen de corrections analogues, les formules [ i ] e t [ 2 j , 
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ci-dessus établies, peuvent servir à calculer la longueur totale 

d'un arc méridien compris entre deux stations S, S„ , liées entre 

elles par un réseau de triangles sphériques, sans avoir besoin de 

subdiviser ce réseau en triangles partiels appuyés sur la mér i 

dienne prolongée de S, comme nous l'avons fait précédemment. 

Pour cela je reproduis, dans la fig. 3 o , le même réseau que nous 

avions déjà considéré fig. 18. On suppose de même que l 'on 

connaît les angles sphériques de tous les triangles, les longueurs 

absolues de tous leurs côtés, l'angle azimutal Z que l'un de ces 

côtés, par exemple SS', forme, en S, avec la direction de la m é 

ridienne locale, enfin les distances angulaires d, d„ du pôle an 

zénith vrai des deux stations extrêmes S , S„. Pour simplifier la 

première exposition du raisonnement, supposons d'abord toute 

la chaîne des triangles établie sur une même sphère dont P soit 

le pôle et R le rayon, exprimé dans l'espèce d'unité de longueur 

qu'on aura choisie, par exemple en toises. I l n'y aura plus au

cune construction à faire. Car, connaissant la longueur de l'arc SS,, 

l'angle azimutal Z, et la distance d du pôle au zénith observée 

en S, la formule [ i ] , page i5c), donnera immédiatement la longueur 

de l'arc SM, , compris sur le méridien de S entre les parallèles des 

deux stations S, S,. Soit (D), la longueur de cet arc , exprimé en 

unités de même nature que R ; sa valeur angulaire, en secondes 

de degré, sera R". En l'ajoutant à d qui est connu, la 

somme d, sera la distance angulaire du pôle P au zénith de la sta

tion S,. Avec ces deux angles, et l'arc SS, ou A qu i , réduit, aussi en 

secondes, vaudra ^ R " ou a", la formule [2,], page 160, fera con

naître l'azimut Z' de la station S sur l'horizon de S', compté autour 

du méridien de celle-ci, dont le cercle aboutit aussi au pôle P. Alors, 

en ajoutant à Z ' les angles formés autour de cette station par les 

sommets des triangles qui s'y joignent, on obtiendra l'azimut 

du côté S,S., ou S,S4 sur son horizon. Fixons-nous à cette dernière 

évaluation. La longueur du côté S,S4 est déjà connue par le calcul 

des triangles. On se retrouvera donc dans les mêmes conditions 

qu'en S, avec un système de données pareilles. Ainsi , en leur 
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appliquant les mêmes formules, on en conclura de même l'arc 

S,f/-4, compris sur le méridien de S, entre, les parallèles des sta

tions Si, S 4 , plus l'azimut de Si vu de celle-ci. Or, ce parallèle est 

ici supposé tracé autour du même pôle commun P. Donc, si on 

le prolonge idéalement jusqu'au méridien primitif VSm , qu'il ren

contrera en M , , l'arc M,Ma sera égal à S,u,< , puisque tous les mé

ridiens sont pareils et partent du même pô le ; de sorte que l'on 

connaîtra ainsi l'arc total SM, compris entre les parallèles de S 

et de S< sur ce premier méridien. On voit même, par la figure , 

qu'on aurait pu l'évaluer d'une autre manière, en prenant pour 

intermédiaire la station Sj , ce qui fournira une vérification des 

calculs par lesquels cet intervalle aura été conclu. Arrivé ainsi à 

la station S,, on passera aux suivantes de la même manière , en 

calculant les différences d'arcs méridiens compris entre leurs pa

rallèles successifs jusqu'à ce que l'on parvienne à la plus aus

trale S„. Le parallèle de celle-ci, conduit jusqu'au méridien pri

mitif PS/72, donnera la dernière portion d'arc méridien compris 

entre elle et la précédente. La somme de tous ces intervalles con

sécutifs composera l'arc total du méridien primitif SM„, compris 

entre les parallèles extrêmes du réseau total. On pourra, en outre, 

déterminer, par la formule [3 ] les angles polaires compris entre 

les méridiens de toutes les stations que l'on aura accouplées suc

cessivement; et la formule [4] donnera encore, si l'on veut, les 

longueurs des arcs de parallèles que ces méridiens interceptent à 

partir de chacune des mêmes stations. 

150. Dans la série des opérations que je viens de décrire , le 

rayon R de la sphère qui porte les triangles sert d'abord pour ré

duire en secondes les portions successives des intervalles méridiens 

donnés parla formule ( i ) , afin d'obtenir la distance angulaire du 

pôle au zénith dans la station suivante; et il sert encore pour opé

rer une conversion pareille sur les côtés mêmes des triangles, afin 

d'obtenir les azimuts de ces côtés sur les horizons successifs des 

diverses stations. Mais il importe de remarquer que , si l'on a pour 

but unique ou principal d'obtenir la longueur de l'arc méridien 

compris entre les parallèles des stations extrêmes S, S„ , la longueur 

absolue du rayon R n'a pas besoin d'être connue avec la dernière 
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rigueur. Car, si l'on examine la formule [ i ] , qui donne les por 

tions (D ) d'arc méridien comprises entre les parallèles des stations 

consécutives, on verra d'abord que les distances angulaires d du 

pôle au zénith n'y entrent que dans les termes correctifs toujours 

très-petits, de sorte qu'une légère erreur sur cet élément n'aurait 

qu'une très-faible influence sur les valeurs totales de ( D ) . La même 

considération s'applique aux valeurs des azimuts i qui entrent 

dans ces mêmes termes. Quant au terme principal de ( D ) , qui est 

A cos i, si on le décompose en A — 2 A s i n 2 i ( , les petites erreurs 

qui pourraient affecter l'évaluation de i n'y auront qu'une influence 

très-atténuée. Donc, lorsque le rayon R sera seulement connu avec 

une approximation qui ne laisse (pie très-peu d'incertitude sur les 

A (D) , , „ 
rapports - et , les portions de 1 arc méridien comprises entre 

les parallèles des stations consécutives devront s'obtenir ainsi très-

exactement. 

137. Maintenant, si nous supposons le réseau des triangles éta

bli sur un sphéroïde presque sphérique et de révolution autour de 

l'axe polaire céleste, il faudra placer les stations successives sur 

autant de sphères différentes, transversalement osculatrices à leurs 

méridiens propres, ayant ainsi toutes leurs centres placés sur ce 

même axe , et leurs rayons polaires coïncidents avec lui en d irec

tion. Commençant alors par la station S , où la distance vraie ¿7 du 

pôle au zénith a été observée, on la concevra établie sur une 

sphère pareille ayant pour rayon R , dont la valeur approximative 

devra être supposée connue. Alors, ayant aussi, comme précédem

ment, la longueur du côté SS, ou A , avec l'azimut Z de ce côté 

sur la méridienne de S, on en déduira de même, par les f o r 

mules [1] et [2] : i ° la portion d'arc méridien SM, , comprise entre 

les parallèles des deux stations ; 2 0 la distance angulaire du pôle 

au zénith sphérique de S,; 3° l'azimut i' de S sur l'horizon sphé

rique de S,. Passant à cette deuxième station, il faudra la conce

voir établie sur la sphère transversalement osculatrice qui lui est 

propre, et dont le centre sera situé sur sa normale réelle. L'azimut 

précédemment calculé s'y transportera sans avoir besoin de co r 

rection, et l'on en conclura celui du côté S,S f , comme précédera-
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ment. Mais la distance angulaire d'du pôle au zénith, qui a été 

donnée par le calcul à partir du rayon CS, de la sphère précé

dente , devra subir une petite correction pour être rapportée à la 

normale vraie de S,, laquelle formera généralement avec ce rayon 

un petit angle qu'on devra évaluer d'après la connaissance géné

rale du sphéroïde. Cette réduction étant supposée faite, on se re

trouvera en S, , dans les mêmes conditions où l'on était en S, avec 

des données pareilles. On y évaluera donc de la même manière 

l'intervalle méridien S ,p 4 , qui se transportera encore sur le méri

dien primitif de S et s'y appliquera à la suite de SM,, avec sa vraie 

valeur, puisque tous les méridiens sont pareils , le sphéroïde étant 

supposé de révolution. En continuant ainsi progressivement jus

qu'à la dernière station S„, on connaîtra la longueur totale de l'arc 

méridien compris entre son parallèle et celui de la première sta

tion S d'où l'on est parti. 

138. Les mêmes considérations que nous avons appliquées tout 

à l'heure au cas d'une sphère unique montreront ici encore que les 

rayons oscillateurs successifs R, R,,... n'ont besoin d'être connus 

qu'approximativemcnt, pour l'évaluation des termes correctifs où 

ils entrent comme dénominateurs. Mais ils seront nécessaires, en 

outre, pour calculer, par déduction, les azimuts successifs/', dont 

l'angle calculé d'est aussi un élément. Heureusement, dans ces 

applications, les rayons successifs R , R,,. . . ne varient que par des 

différences très-petites, que l'on peut toujours évaluer avec une 

approximation suffisante, d'après la connaissance générale de la 

forme du sphéroïde obtenue antérieurement. 

159. Belambre considérait la méthode précédente comme la plus 

simple et la plus directe que l'on pût employer pour trouver l'arc 

total SM,„ fig. 3o, et il la préférait, à cause de la régularité de son ap

plication, à celle qui fait obtenir les mêmes résultats en prolongeant 

les côtés des triangles successifs jusqu'au méridien primitif PS/« , 

comme je l'ai exposé d'abord sur la. fig. 18. En supposant que l'on 

calcule les azimuts successifs et les angles polaires par les formules [ 1 ] 

et [ 2 ] , il est évident que les deux méthodes doivent conduire à des 

résultats identiques si on les applique exactement. Car les distances 

successives du pôle au zénith , dont on fait usage dans la. dernière 
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méthode que j e viens d'exposer, s'obtiennent avec un degré d ' ap 

proximation exactement égal à celui que donnela règle de Legendre 

pour résoudre les triangles sphériques primitifs ou auxiliaires que 

l'on emploie dans la première ; et tous les autres éléments des cal

culs successifs résultent rigoureusement des formules [2] et[3],d'après 

cette unique évaluation. Chacun pourra donc employer celui des 

deux procédés qui lui paraîtra le plus commode; e t , en e f f e t , 

l'application qui en a été souvent faite à un même réseau de trian

gles a donné des résultats complètement pareils quand les calculs 

ont été exactement effectués. 

140. M. Largeteau a judicieusement combiné l'emploi des deux 

méthodes pour calculer le plus simplement possible l'arc de méri

dien compris, dans la triangulation d'Espagne , entre les parallèles 

do Montjouy et de Formentera. L e réseau qui lie ses stations 

extrêmes estreprésenté fig. 5o et 5 i , avec deux systèmes différents 

de constructions géométriques, par lesquelles M. Largeteau a dé 

terminé concurremment l'arc méridien intercepté. Ces deux sys

tèmes partent d'une origine commune que j ' indiquerai d'abord. 

En jetant les yeux sur ces figures, on voit que les deux stations 

extrêmes, Montjouy et Formentera, sont situées sur des méridiens 

peu différents. Mais la nécessité de traverser la mer qui les sépare 

a forcé de rejeter d'abord le réseau des triangles vers l'ouest, puis 

de le ramener vers l'est sur cette dernière station, par des côtés 

d'une étendue considérable. C'est pourquoi, si l'on voulait déter

miner les intervalles méridiens des stations les plus écartées vers 

l'ouest, par la première méthode , en prolongeant les constructions 

géométriques auxiliaires jusqu'au méridien deMonljouy, on aurait à 

évaluer des côtés bien plus longs encore, ce qui exigerait des précau

tions de calcul particulières pour obtenir les derniers chiffres de leurs 

expressions. Afin d'éviter cette difficulté, M. Largeteau prend pour 

méridien primitif une des stations intermédiaires, située vers l 'or i 

gine boréale du réseau, mais déjà notablement rejetée vers l'ouest, 

telle que celle de Saint-Jean. Au moyen des triangles qui la lient 

à Montjouy , où l'on a déterminé astronomiquement la distance d 

du pôle au zénith, ainsi que l'azimut i d'un des côtés du réseau, 

Montjouy-Matas, il détermine: i ° l'arc méridien compris entre 
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les parallèles de Montjouy et de Saint-Jean ; 2° la dislance du pôle 
au zénith dans cette dernière station ; 3 ° enfin, l'azimut d'un 
des côtés du réseau , par exemple du côté Saint-Jean-Montagut sur 
son horizon. I l a donc ainsi toutes les données nécessaires pour 
calculer trigonométriquement l'arc méridien compris entre Saint-
Jean, comme point de départ, et Formentera, en conduisant seule
ment les arcs des triangles auxiliaires jusqu'au méridien de cette 
première station , ce qu'il fait de deux manières différentes, repré
sentées dans les fig. So et Si. Ayant obtenu ainsi des résultats qui 
concordent, il ajoute à cet intervalle la première portion d'arcmé-
ridien intercepté entre les parallèles de Saint-Jean et de Montjouy, 
ce qui lui donne l'intervalle compris entre ceux de Montjouy et de 
Formentera. Je rapporte en note ce double calcul à la suite du pré
sent chapitre, ne pouvant offrir une application plus complète, 
ou plus probante, des procédés employés pour ce genre de déter
mination. Mais je le renvoie jusque-là pour y introduire les petites 
corrections qu'il faut y faire lorsqu'on veut assimiler la surface 
terrestre à un ellipsoïde de révolution légèrement aplati à ses pôles, 
ce qui est plus exact que de la supposer tout à fait sphérique, 
quoique cette hypothèse plus complexe ne la représente pas encore 
avec une complète rigueur, ainsi qu'on le verra bientôt. 

1*51. Pour prouver l'exactitude des formules, tant rigoureuses 
qu'approximatives, que je viens d'établir dans la présente section, 
j e les appliquerai à un cas numérique que Delambre a aussi choisi 
comme exemple, pour le même but , dans le tome I I I de son ou
vrage intitulé ; Base du système métrique, page 3 4 . 

Reprenant le triangle sphérique PSS', fig. 2 4 , on se donne les · 
trois côtés du triangle homologue de la sphère centrale, et l'on 
prend, pour leurs valeurs angulaires, 

r/z=45°io', rf'=4S°3o', a — 1°; 

conséquemment 
d' — d= o ° 2 o ' o " , o . 

De là, par les formules finies de la trigonométrie sphérique, on tire 
les valeurs exactes des trois angles de ce triangle, et l'on prend le 
supplément de l'angle S pourexprimer l'angle i employé dans notre-
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, , / , n / / . 1 a s m " ' i a - / 3 \ 
(d'— d)"=acosi-h - r — • , H , ) 
v ' 2 R " t a n g c / 6k">\ tang-rf/ 

cos 1 sin' 1, 

où il faut mettre pour données 

a = i ° = 36oo" , 1 = 7o ° 5 9 ' 4 5 " , o7 , d = 45" 10 ' , 

cl l o g R " = 5 , 3 i 4 4 a 5 i . 

Et , en me bornant, comme ci-dessus, aux centièmes de seconde, 
limite que nous avons adoptée dans les évaluations rigoureuses, j e 
trouve, parles différents termes de cette expression, 

[d'—d)" — 1 172" ,29 - j - 27",92 — o" ,21 = 1200",00 = 2 o V ' , o o . 

Ce résultat coïncide jusque dans les centièmes d<e seconde avec l ' é 
valuation exacte; les valeurs calculées de i — i ' etp coïncideront par 
conséquent aussi avec leurs analogues dans les mêmes l imites, 
puisque nos formules [2] et [3] les dérivent en toute rigueur du 
résultat précédent, combiné avec les valeurs données de a, 1, d. 
C'est en effet ce que le calcul confirme, et je ne rapporte point ici 
ces déductions, en raison de leur identité absolue avec les valeurs 
rigoureuses. Je vais seulement soumettre à cette épreuve les expres
sions approchées de i — i' et de p que nous avons développées en 
puissances de l'arc a dans les pages 162 et i64-

Se commence par celle de i — <", qui , énoncée eu secondes de 

notation. En faisant ce calcul avec les Tables ordinaires de sinus à 
sept décimales, et bornant les évaluations aux centièmes de s e 
conde , on trouve 

i — 7o°5c/45" ,o7, i ' = 7 o ° 3 '5o" ,o7, /J = i ° i 9 ' 3 2 " , 3 g ; 

conséquemment 
i — o ° 5 5 ' 5 5 " , oo . 

Maintenant, de ces résultats extrayons seulement d, i, a, qui sont 
les données admises dans nos formules, et cherchons les valeurs 
que celles-ci assignent, en conséquence, aux trois autres éléments 
d',i',p. 

Je calcule d'abord la différence d' — d par son expression ap 
proximative [ i ] de la page 159 qu i , en supposant l'arc « expr imé 
en secondes, est 
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sin i i a" 3 

sin d' 6 R ^ 

sin i ' I a" 3 

sin d 6 R " 2 

[ i - ï ) " = P 
1 ~ s i n r f " 1 ~ smd ' v' w r co$\{d'—dj 

En effet, celles-ci donnent 

p"= I ° i 9 ' 3 2 " , 2 i 2 ; (i — i')"= o° 5 5 ' 5 4 " , 7 9 . 

L'évaluation de p" présente une erreur égale ù o" , i 8 3 ; celle de 
(/ — : ' ) " est en erreur de o " , 2 1 , c'est l'effet des termes qu'on y a 

T . I I Ï . ' 2 

degré , est 

( * - . · ' ) " - - - c«" + - ê j c ( z à > + x ) Ç , , 

en faisant 

cosy (dr -+- d) cos\ (d' — d) sin i 

sin «f ' 

Réduite en nombres avec les éléments ici adoptés , elle donne 

(i — i')" = o° 5 5 ' 54",76 -h o " , 2 3 = o° 5 5 ' 54", 9 9 . 
Elle diffère donc seulement de o" ,o i de la valeur exacte que donne 
notre formule rigoureuse, dont le calcul est tout aussi facile. On 
voit que les termes en a3 ne peuvent pas y être négligés. 

.Te passe aux deux expressions analogues de l'angle p qui, expri
mées aussi en secondes , sont 

sin (d'•+• t ) sin (d' — i) 
P ' ~ - " 7 c r r j 7 - â ^ ^ ' ^ ' 

. ., sin (d+i'\ sin (d—i') 
Sin i ' i h — ± ' -

sm 3 d 

Elles s'accordent toutes deux à donner 

p"= i ° i 9 ' 3 2 " , 2 i 2 + o " , I 8 3 = i ° i 9 ' 3 2 / / , 3 9 5 ; 

elles reproduisent donc la valeur exacte de p", et l 'on voit encore 
que les termes en a 3 n'y sont pas négligeables. 

D'après cela, on doit s'attendre à obtenir moins de précision par 
les formules plus restreintes que l'on a introduites dans l'usage 
habituel, et qui sont 

, / _ a " s i n ï i „ a " s in ; ' _ „ cos \ (d'+ d) 
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négligés. Ces expressionsnedevraicntdonc pas être employées pour 

calculer des opérations d'où l'on veut déduire des résultats précis , 

surtout si les valeurs cpi'on en tire se transportent successivement 

à de longues chaînes de triangles. Car l'erreur des azimuts calcu

lés tend alors à s'accroître progressivement par son accumulation. 

I l me semblerait donc préférable de calculer seulement les valeurs 

de d' — d par la formule approximative dont l'exactitude est assu

rée jusque dans les termes en a 1 qu'elle renferme, et d'en conclure 

l'angle polaire p, ainsi que la différence i— i' par les formules 

rigoureuses dont l'emploi est presque aussi simple que celui des 

approximations imparfaites qu'on leur a substituées. 

S E C T I O N I V . — Preuves de la non-sphéricité de la terre. Sa 
forme s'assimile à celle d'un ellipsoïde de révolution 
légèrement renflé à l'équaleur et aplati aux pôles. 

V A . La non-sphéricité de la terre se manifeste par l ' inégale 

longueur des degrés du méridien, mesurés à différentes distances 

angulaires du même pôle céleste. Sur une sphère, ces longueurs 

devraient être égales , tandis qu'en réalité on trouve qu'elles dé 

croissent en allant des pôles vers l'équateur, suivant une propor 

tion peu différente de celle du carré du cosinus de la distance 

polaire. C'est ce que prouveront les mesures que nous allons 

rapporter. 

L e plus grand arc d'un même méridien que l'on ait jamais m e 

suré, est celui qui, partant du parallèle de l'observatoire de Green-

wich, traverse la France, l'est de l'Espagne, et se termine dans la 

petite île de Formentera, l'une des Pythiuses. Les distances du 

pôle au zénith ont été astronomiquement observées, non pas seu

lement aux extrémités boréale et australe de cet arc, mais encore 

dans cinq stations intermédiaires, ce qui a fourni six mesures 

distinctes du degré terrestre dans les diverses parties de son a m 

plitude. Tous les résultats de cette grande opération se trouvent 

rassemblés dans le tableau placé ici en regard de la page suivante. 

Je l'extrais de l'ouvrage deDelambre, intitulé : Base du système 
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TABLEAU A , AFFÉRENT A LA PAGE 179. 

DISTANCES MOYENNES AMPLITUDE LONGUEUR LONGUEUR. LONGUEUR 
du zénith au pôle entre de l'arc céleste des arcs terrestres du degré de l'arc terrestre 

NOMS DES STATIONS. boréal, les distances polaires compris correspondants sexagésimal correspondant 
• observées consécutives. entre les stations à chaque ampli conclue,en toises. à 1" sexagésimale, 

en chaque slalion. d. consécutives. tude, en toises. D ° . en toises. 

38 ° 3 i ' 2 o " ,oo T T T 

3 8 . 5 7 . 5 i , 5 o 
38"44' 35",75o 0" 2 6 ' 3 i " , 5 o 2 5 2 4 i , 9 5 7 0 9 7 , 6 2 15,860448 

3 8 . 5 7 . 5 i , 5 o 
4-o. 3 . 3 i , o 6 5 1 2 4 9 4 4 , 8 4-o. 3 . 3 i , o 6 5 2 . 1 1 . 1 9 , i 3 1 2 4 9 4 4 , 8 ' 5 7 0 8 7 , 6 8 1 5 , 8 5 7 6 9 0 ' 5 7 0 8 7 , 6 8 

4 2 . 2 9 . 1 4 , 0 4 5 2 . 4 0 . 6 ,83 1 5 2 2 9 3 , 1 5 7 0 6 9 , 3 1 15,8 5 2 5 8 6 
4 3 . 4 9 . 1 7 , 4 6 

4 5 . I 8 . I I , 5 8 O 

5 7 0 6 9 , 3 1 
4 3 . 4 9 . 1 7 , 4 6 

4 5 . I 8 . I I , 5 8 O 2 . 5 7 . 4 . 8 , 2 4 168846,7 5 6 9 7 7 , 3 6 1 5 , 8 2 7 0 4 4 
4.6.47. 5 , 7 0 4.6.47. 5 , 7 0 

4 7 . 4 2 - 3 9 , 5 6 0 I . 5 I . 7 , 7 2 105499,0 56g6o ,4 6 15,8 2 2 3 5 o 
4 8 . 38 . i 3 , 4 2 

4 9 . % . 10, 125 2 . 4 1 - 5 3 , 4 1 

56g6o ,4 6 

5 i . 2 o . 6 ,83 
4 9 . % . 10, 125 2 . 4 1 - 5 3 , 4 1 1 5 3 6 7 5 , 3 56g55 ,38 1 5 , 8 2 0 9 3 9 

5 i . 2 o . 6 ,83 
56g55 ,38 

i2° 4.8'4.6" 83 
T 

73o5oo,8 

T 
. 5 7 0 2 4 , 6 3 5 , égaleà - i2D(°) . 

Distance du pôle au zénith correspondante à ce degré moyen. . . . 4 3 ° 5 i ' 5 4 " , déterminée par la condition 
que le carré de son cosinus = -5-2 cos 2 d. 

Astronomie physique, T. I N , page 179. 
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métrique, tome I I I , page 549, e n Y faisant quelques rectifications 

de détail devenues nécessaires, par un calcul plus exact de l'arc 

d'Espagne, et par une nouvelle détermination de la distance du pôle 

au zénith à Formentera, plus sûre que celle qu'on avait faite pri

mitivement. Toutes les longueurs sont exprimées en toises de l'an

cien étalon de l'Académie des Sciences, qui avait servi aux pre

mières opérations des académiciens français au Pérou, et auquel 

on avait soigneusement comparé les règles de platine employées 

dans l'opération nouvelle. Cet étalon, qui est en fer, est supposé 

représenter exactement 2 toises, à la température centésimale de 

16 0 j. C'était la véritable unité scientifique de longueur adoptée 

en France avant qu'on y eût substitué le mètre dont nous parle

rons plus loin (*). 

145. Ce tableau suggère plusieurs réflexions. D'abord on y 

voit qu'en effet les longueurs des degrés partiels y vont toutes 

en croissant, à mesure que le pôle «éleste se rapproche da

vantage du zénith des lieux où ils sont mesurés. Mais si l'on 

compare les différences successives de ces longueurs aux diffé

rences des distances polaires moyennes qui y correspondent, et 

que l'on peut tirer de la troisième colonne, on reconnaîtra aisé

ment que la diminution ne suit pas une marche exactement régu r 

lière. Car, par exemple, entre les deux premiers, elle est de 

i o T pour une variation de distance polaire moyenne égale à 

i ° 1 9 ' , tandis qu'entre les deux derniers, elle n'est que de 

5 T pour une différence de 2 ° i6 '3o" en nombres ronds. Cela 

provient très-vraisemblablement de deux causes: d'abord d'ir

régularités réelles, existantes sur les diverses parties de cet arc 

terrestre, comme il s'en manifeste éntreles longueurs du pen

dule qu'on y a mesurées, ainsi que cela a été établi, tome I I , 

pages 472 et suivantes; puis des légères inexactitudes qui ont pu 

être commises dans l'évaluation trigonométrique des longueurs, 

et dans les déterminations des distances polaires d, la dernière 

colonne du tableau montrant qu'une erreur de 1'' sur cette der-

(*) Le détail de ces comparaisons est consigné dans le tome I I I de la. Base 
du système métrique, page 402; et leur résultat final est exprimé tel-que je 
viens de le dire, à la page 6i3. 
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nicre détermination équivaut à une erreur de i 5 T , 8 sur la lon

gueur de l'arc d'où chaque degré partiel est conclu. Or, à l ' é 

poque où l'opération fut faite, les cercles répétiteurs français 

présentaient des imperfections qui permettaient difficilement de 

répondre de quantités «angulaires aussi petites; et la distance p o 

laire du zénith à Formentera, qui a été reprise en 1825 , est peut-

être la seule où l'on puisse espérer d'avoir obtenu la précision 

de 1". Le moyen le plus naturel de compenser ces incertitudes 

consiste à prendre une évaluation moyenne du degré terrestre 

entre toutes celles-là. Mais, pour le faire judicieusement, il faut 

employer ici un artifice pareil à celui que nous avons appliqué 

aux mesures du pendule, tome I I , page 4 7 1 . Car sachant, comme 

cela sera prouvé plus tard, que l'expression générale d'un degré 

terrestre D(°> est très-approximativement de la forme 

W> = A -f-Bcos 2ar, 

A et.B étant deux coefficients sensiblement constants pour une série 

de degrés qui se suivent sur une même portion de méridien de 

peu d'étendue, on en conclura, par le raisonnement dont nous 

avons fait alors usage, que la moyenne arithmétique entre les l o n 

gueurs de ces degrés devra, abstraction faite de leurs irrégulari

tés, répondre à une distance moyenne D du pôle au zénith, telle 

qu'on ait 

cos 'D = - Z c o s V , 
n 

n étant le nombre total des degrés dont on fait la somme. J'ai 

rapporté le résultat de ce calcul dans les deux dernières lignes 

placées au bas du tableau, et je le prendrai comme un clément 

unique, déduit de toute l'opération. 

144. Maintenant, pour en tirer parti , je l'associerai à diverses 
autres mesures de degrés de méridiens qui ont été effectuées avec 
le plus de soin, en des lieux de la terre où les distances du même 
pôle céleste au zénith sont très-différentes. Pour que cette associa
tion fût complétementrigoureuse, il faudrait que-ces degrés appar
tinssent tous à un même méridien. Mais, quoique les opérations 
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L Ï E U X 

ou Iws degrés ont élii 
mesurai). 

D I S T A N C E S 

moyennes 
du zénith 

an yôlo boréal 
onsences. 

d. 

corrosp. 
du degré 
terrestre 
on toises 
de l'étalon 
do l'Aciul. 

1X°). 

OBSERVATIONS. 

Les Andes du Pérou. 

France et Espagne.. 

83° 20" 5n" 

77.u7.39 
43.51 .54 

37.57.40 

a3.3().5o 

56736^81 

5Ö76a,3o 
57024,64 

.r>7o(i6,o6 

57i9G,iö 

Opération de Bougucr et la 
Condamine, recalculée par 
Dclamljre, Base du système 
métrique, tome I l ï . 

Opérât, du colonel Lambton. 
Opération française. I 
Opération du général MuJge, 
recalculée, pour l'amplitude 
terrestre, par Rodrigue.?, Ph. 
Trans., 1812, part. I I , p. 33a. 

l'Opération do Clairaut, Ou-
thier et Maupertuis, effec
tuée de nouveau et rectiiiéc 
par Swanberg. 

Ic i , nous voyons se réaliser avec une évidonre indubitable- 1* 

effectuées jusqu'ici n'offrent pas un pareil caractère d'identité , 

cela n'aura qu'une influence très-secondaire sur les résultats gé

néraux que nous en pourrons déduire, parce qu'à des distances 

égales du pôle céleste au zénith, les longueurs des degrés mesurées 

sur des méridiens divers approchent tellement de l'égalité, qu'on 

n'a pu encore y constater de différences générales. De sorte que la 

forme de la surface terrestre, dans ce qu'elle a de régulier, 

parait être, sinon rigoureusement, du moins très-approximative-

ment assimilable à un sphéroïde de révolution, dont l'axe coïncide 

en direction avec l'axe polaire céleste, et dont tous les méridiens 

sont sensiblement pareils. Cette hypothèse est donc, du moins, la 

première qu'il faille essayer de lui adapter , et le tableau sui

vant nous fournira les éléments nécessaires pour en faire 

l'épreuve : 
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mode de variation que l'arc de France et d'Espagne nous avait déjà 

présenté. Les longueurs des degrés vont en croissant à mesure que 

la distance du pôle céleste au zénith du lieu devient moindre, par 

conséquent à mesure que les normales de la surface sphéroïdale se 

rapprochent de son axe de l'évolution. Les incertitudes que l 'on 

peut supposer dans les déterminations de ces longueurs seraient 

fout à fait insuffisantes pour y produire des différences si grandes , 

et si continûment progressives. La surface terrestre, corrigée d e 

ses inégalités locales, et ramenée au niveau régulier des mers, n'est 

donc pas exactement sphérique. Ses méridiens, supposés pareils, 

ne sont pas des cercles parfaits. Mais la différence est petite, à en 

juger par le peu de variation totale des degrés comparativement à 

leur longueur absolue. Le sphéroïde doit donc être, relativement, 

un peu aplati à ses pôles où les degrés sont les plus longs, et l égè

rement renflé à son équateur où ils sont les plus courts. La courbe 

génératrice qui représente les méridiens doit ainsi différer très-

peu d'un cercle, et reproduire ces inégalités relatives de configu

ration , dans les points correspondants de son contour. L' idée la 

plus naturelle, et qui devra déjà en fournir une représentation, 

au moins très-approchée, c'est de l'assimiler à une ellipse, ayant 

son axe polaire PP, un peu plus court que l'équatorial A A , , comme 

le représente la Jîg. 3 i . Mais, pour réaliser cette assimilation, et 

même pour savoir si elle est admissible , il faut d'abord assigner 

généralement les lois suivant lesquelles les longueurs des degrés 

varient sur le contour d'une ellipse en raison de l'inégalité de ses 

axes, puis chercher par le calcul, jusqu'à quel point d'exactitude 

on peut représenter ainsi les variations des longueurs exprimées 

dans le tableau précédent. L'établissement des lois mathémati

ques doit donc nécessairement précéder ici toute application. 

IAS. Afin de rendre bien sensibles les conséquences qui résul

tent de l'inégalité des axes, je prends pour type la Jîg. 3 2 , où elle 

est représentée comme très-considérable , comparativement à leur 

longueur absolue. O est lecentre de l'ellipse; OA , ou OA,, son demi-

axe équatorial, que j e désigne par a; OP, ou OPi, son demi-axe p o 

laire, que je nomme è.Kous savons déjà que celui-ci devra être plus 
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PHYS IQUE . 

court que l'autre. Faisons généralement 

s = A ^I ce qui donnera ¿ = « ( 1 — s ) -

La lettre s représente ce que l'on appelle d'ordinaire l'aplatis

sement de l'ellipse , par conséquent aussi celui de l'ellipsoïde 

qu'elle devra engendrer en tournant autour de son axe polaire 

PP. (*). 

Faisons encore e? = 

L e radical ± \j a1 — b' est l'excentricité OF ou OF, de l'ellipse. 

La lettre e représente donc ici le rapport de cette excentricité au 

demi-grand axe a. 

Si l'on prend la valeur de b en a et s, puis qu'on la substitue 

(*) C'est la définition établie par Delambre, Base du système métrique, 
tomeII, page 662, et il s'y est conforme dans tous les calculs do cernerne 
ouvrage. Il l'a reproduite dans son Traité d'Astronomie, tome I I I , page 555. 
Elle a été adoptée par les auteurs qui ont écrit après lui sur la Géodésie; 
«n conséquence, j 'ai cru devoir m'y assujettir dans un ouvrage destiné aux 
applications pratiques. Mais je dois cependant avertir que cette définition 
de l'aplatissement n'est pas celle qu'ont employée les géomètres théoriciens, 
par exemple Laplace et Legendre. Le premier dans YExposition du Système 
du monde, chap. XIV , le second dans ses recherches sur la Trigonométrie 
sphéroïdique, Mémoires de l'Institut pour 1806, page 142, appellent aplatisse
ment le rapport ^" ^\ Si l'on désigne celui-ci par s', en continuant de re-

a—b 

présenter — — par e, la condition d'égalité des valeurs do a et de 6, tirées 

de ces deux notations, donnera 
1 · 1 £ 

1—e = ^ - , cousequemment 1 

On voit ainsi que e' surpasse E , et que la différence est de l'ordre e*. Or, les 
termes de cet ordre, quoique très-faibles, ne sont pas toujours négligeables 
dans les opérations géodésiques, de sorte qu'il est bien essentiel d'y distin
guer colle des deux définitions de l'aplatissement que l'on veut adopter pour 
l'énoncé des résultats. 
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I84 ASTRONOMIE 

dans l'expression de c-, a disparaît, et il reste 

e' = 2s — e 2 , 

les deux quantités e, e sont donc toujours liées l'une à l 'autre 

par cette relation. 

Pour rendre sensibles les détails de notre figure type, j ' y ai 

représenté le demi-axe a comme beaucoup plus long que le 

demi-axe polaire b. Mais, dans l'ellipse que nous voulons adapter 

aux méridiens terrestres, ces deux axes différeront très-peu l'un de 

l'autre, relativement à leur valeur totale, ce qui fait que les rap

ports s, c? y seront exprimés par de très-petites fractions. Cela 

permet de calculer très-exactement et très-simplement s, quand on 

connaît c- qui, ainsi qu'on le verra tout à l'heure, est donné i m 

médiatement par la comparaison des différents degrés. En effet, 

si l'on tire s de la relation précédente, en ne prenant que celle des 

deux racines qui lui donne une valeur très-petite de l'ordre c 2, on a 

e = i — (i — e")'; 

la petitesse de c', relativement à l'unité, permet de développer 

l'expression radicale en une série très-convergente, par la formule 

du binôme; et comme on a, en général, 

(i — i — \u — \a' — TVM3 — T Ï T " ' - · - , 

on remplaçant a par <:', il en résultera 

On pourrait prolonger le second membre indéfiniment. Mais, dans 

aucune application à la figure de la terre, on n'a besoin de dé 

passer les e s ; et, en particulier, pour obtenir s dans les limites 

d'exactitude dont les observations permettent de répondre, il n'est 

pas besoin d'aller jusque-là. 

14G. Prenons maintenant sur un môme quadrant de notre e l 

lipse un nombre quelconque de points M,, M 2 , M 3 , . . . , et menons, 

i par chacun d'eux, autant de normales à cette courbe, que nous 

prolongerons dans son plan, jusqu'à ce qu'elles coupent le petit 
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axe aux points N „ N 2 , N,„... . Je désignerai généralement par N les 

longueurs I\X,N,, M 2 N 2 , M.iN 3 )... des portions de chaque normale 

ainsi limitées. Tout cercle, qui a son centre sur ces normales, et 

qui aboutit à leur point de départ, est tangent à la courbe en ce 

point-là. Mais, pour chaque normale, il y en a un dans le nom

bre, dont le contact avec la courbe est plus spécialement intime , 

parce qu'il s'y prolonge jusque sur les deux éléments infiniment 

petits, situés immédiatement de part et d'autre du point de tan-

gence. Celui-là se caractérise, en géométrie, par la dénomination 

très-expressive de cercle oscillateur de la courbe, au point consi

déré. L'intimité particulière de son contact donne lieu au résultat 

suivant qui la rend sensible, et qui est représenté graphiquement, 

fig. 33. Soient L M L une courbe plane quelconque, et, dans son 

plan, la droite TMT qui la touche en M. Par ce point, perpendi

culairement à la tangente, menons dans le même plan la normale 

indéfinie MN, et plaçons sur e l le , en C , le centre du cercle qui 

est osculateur en M. Si, par tout autre point C,, C 2 , pris sur la 

même normale, on décrit des cercles dont les rayons soient C,M, 

ou C 2 M, ces cercles toucheront encore la courbe en M. Mais tous 

ceux dont le centre Ci sera situé entre le point C et le point M, 

seront intérieurs à la courbe autour du point de tangence comme 

AMA ; et tous ceux dont le centre C 2 sera situé au delà du point 

C relativement à M, lui seront extérieurs comme BMB. Ceux-ci, 

dans le voisinage du point M, passeront toujours entre la courbe 

L M L et sa tangente rectiligne, dont ils se rapprocheront sans 

cesse à mesure que leur rayon s'allongera; de sorte qu'elle sera 

leur limite extrême. Le cercle osculateur, décrit du point C, se 

maintiendra plus près de la courbe et la suivra plus longtemps 

qu'aucun de ceux-là. 

147. Revenant à notre ellipse, représentée fig. 32 , j ' y définirai la 

direction de chaque normale, par l'angle M,N,P, M 2 N 3 P, M 3ÎN 3P,... 

qu'elles forment avec l'axe polaire OP, et je nommerai générale

ment cet angle cl, en le comptant, comme je viens de le dire , vers 

le pôle P, que je désignerai comme boréal. On verra tout à l'heure 

que cet angle cl est réellement la distance angulaire du pôle au 

zénith, telle qu'on l'observerait sur l'ellipsoïde à partir du pro-
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(*) Ces expressions seront rappelées dans une Note analytique placée à la 
tin de la présente section, où j'expose plusieurs applications qui en dépen
dent. 

longement extérieur de la normale de l'ellipse, laquelle devient 

aussi la normale de la surface en chaque point. Mais j e me borne 

à faire pressentir cette application; et , considérant seulement ici 

les particularités propres à l'ellipse génératrice, j ' y désignerai gé 

néralement par 7 la longueur du rayon osculateur pour la dis

tance angulaire d. J'appellerai aussi Ν la longueur de la normale 

correspondante, limitée à la rencontre de l'axe polaire. On dé

montre , dans les Traités de calcul différentiel, que Ν et 7 ont les 

expressions suivantes (*) : 

Ν —: - ; γ = i ί 

( ι — e 2 cos 2f/)* ( ι — e 2 cos2 dfi 

De là, on tire généralement 

( i — e 2 cos 2 cO Γ r;2 "1 

Ν = 7 ;—'- = Ί 1 -I s k ' 4 
ι — e 2 L » — e' J 

1Λ8. Dans toutes les ellipses que nous voulons considérer, a 
est plus grand que b, et le carré e 2 est une quantité positive très-

petite comparativement à l'unité. Ainsi, dans ces ellipses, la nor

male Ν terminée au petit axe, comme nous l'avons admis, est 

toujours un peu plus grande cpie le rayon osculateur 7 qui y cor

respond. C'est aussi ce que représente notre figure type , où les 

centres d'osculation propres à chaque normale sont désignés par 

Ci, C,, C 3,.... Seulement, la nécessité où l'on s'est trouvé d'y mettre 

une grande disproportion entre les deux axes pour rendre ses dé 

tails perceptibles, fait que l'excès de Ν sur 7 y est plus grand qu'il 

ne le serait dans une ellipse où e2 serait moindre ; mais cet excès 

est toujours de l 'ordre de à, d'après l'expression que je viens 

d'en donner. 

M 9 . Le plus grand de tous les rayons oscillateurs d'une pareille 

ellipse est celui qui coïncide avec la direction du petit axe polaire 

pour lequel on a d = o, et sa longueur est représentée par PC^, 
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dans la figure. L e plus petit est celui qui coïncide avec la direc

tion du grand axe , pour lequel d — g o ° ; et sa longueur est re

présentée par AC„. En donnant successivement à d ces deux va

leurs dans les expressions précédentes, on trouve : 

Pour le premier cas, 

a ^ 
d—o, N = 7 ; 7 = r = T " ï 

( ! - « » ) ' b 

pour le deuxième, 

< r / = g o 0 , N = a ; y = a(i — c3) = — 

Dans les ellipses que nous considérons, le demi-axe equatorial a 

est plus grand que le demi-axe polaire b; ainsi le plus grand rayon 

osculateur qui correspond à d = o est plus long que b, et le plus 

petit correspondant à e ? = g o ° est moindre que a. On a marqué 

ces deux centres de courbures extrêmes, aux points et C„ de 

la figure, d'après les valeurs des deux rayons qui convenaient à 

ses dimensions. 

4!îO. S i , dans un même quadrant PA de l'ellipse, on conçoit, à 

partir du pôle P, une série de normales infiniment voisines, elles 

se couperont successivement, puisqu'elles auront des directions 

différentes et qu'elles sont dans un même plan. Leurs points d'in

tersection, supposés ainsi infiniment proches, seront les centres 

d'osculation successifs ; et la série de ces centres formera une courbe 

continue C, C 2 C3 C„ que l'on appelle la développée du quadrant 
considéré. Cette dénomination est fondée sur ce que, si l'on conçoit un 

fil parfaitement flexible et inextensible, qu i , partant du sommet 

equatorial A , s'enroule sur cette courbe et se termine en C^, puis, 

que l'on développe graduellement ce fil en le tenant toujours tendu 

sur la courbe, son extrémité A décrirait le quadrant AP de l'ellipse, 

en lui restant toujours normal. Une conséquence évidente de 

cette génération, c'est que toutes les normales menées dans un 

même quadrant de l'ellipse sont successivement tangentes à sa 

développée dans les centres d'osculation propre à chaque normale. 

La grande différence de longueur relative que l'on a donnée 
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(*) Pour ne pas interrompre les raisonnements, je rejette à la fin île cette 
section une Note analytique sur les rayons oscillateurs el la développée de 
l'ellipse, qui justifiera toutes les notions dont je fais usage ici. 

aux axes a et b de notre figure type , fait <jue la développée dir 

quadrant PA a une étendue considérable et s'éloigne beaucoup 

du centre 0 . Cela était nécessaire pour rendre ces détails sen

sibles. Mais, dans les ellipses des méridiens terrestres, où b diffère 

très-peu de a, l'étendue de la développée est relativement beau

coup moindre et se rapproche beaucoup plus du centre O, dans 

lequel elle se rassemblerait tout entière si l 'on faisait b = a, 

c'est-à-dire si l'ellipse devenait un cercle. En ce sens, on peut 

donc dire que la développée du cercle se réduit à un point unique 

qui est le centre même O (*). 

ÍÍ51. Ceci va nous servir pour éclaircir une difficulté qui se 

présente continuellement dans le calcul des arcs méridiens, et à 

laquelle, je crois, on n'avait jamais fait attention. Soit M, M 3 un 

très-petit arc de méridien , dont M, K, , M 3 N 3 représentent les nor

males extrêmes, et M 2 N 2 l a normale au point moyen. Supposons 

cet arc assez restreint pour qu'on puisse le considérer comme se 

confondant sensiblement avec le contour du cercle qui serait oscu

lateur en M 2 , ce qui sera l'assimilation la plus exacte qu'on en 

puisse faire. C'est aussi celle.que l'on emploie généra ement pour 

évaluer les amplitudes angulaires des petits arcs de méridien, 

mesurés sur la surface terrestre. Nommons A la longueur de cet. 

arc exprimé en toises, et p la longueur du rayon oscillateur 

en M 2 , exprimé dans la même espèce d'unités. L'angle M, IM 3 , ou I, 

compris entre les deux normales extrêmes, est donné par les o b 

servations astronomiques. C'est la différence des distances angu

laires du pôle au zénith qui s'observent en M, et en M 3 . Car les 

normales déterminent le point zénilhal de chaque station , par 

leur prolongement extérieur. Lorsque l'angle I est donné par 

l'observation, en degrés de la graduation sexagésimale du cercle, 

et que l'on connaît aussi la longueur du rayon p en toises, 

on en conclut la longueur A de l'arc que cet angle embrasse 

sur la circonférence osculatricc, par sa valeur proportionnelle 
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A = 2 E T 6 K T Í — Si, au contraire, l'arc A est donné en toises, ainsi 
' 3bo u 

que p , on en conclut l'angle au centre I par l'expression inverse 

I — 36o°—— • Mais cela suppose, ou semble supposer, que les 

deux rayons menés du centre d'osculation moyen C 2 , aux points 

extrêmes de l 'arc, coïncident sensiblement avec les deux normales 

extrêmes, ou s'en écartent de quantités angulaires si petites, 

qu'on peut légitimement les négliger. Or, d'abord , la coïncidence 

dont il s'agit ne peut pas exister rigoureusement si le méridien 

n'est pas exactement circulaire ; et pour les méridiens elliptiques, 

cela se voit par notre figure même. Car le centre d'osculation 

moyen C2 étant nécessairement placé entre les centres d'oscula

tion extrêmes, par la nature de la développée qui est convexe 

vers le centre O , les deux rayons C 2 M, , C 2 M 3 , menés de ce centre 

moyen aux deux points extrêmes de l'arc M,M 3 , diffèrent évidem

ment des deux normales correspondantes. Reste donc à examiner 

s'ils formeraient avec ces normales des angles négligeables. Mais 

ceci n'aurait lieu , même pour des méridiens aussi peu différents 

du cercle que ceux de la terre , qu'en restreignant l'arc MiM3 

auquel on applique ces conversions beaucoup plus qu'on ne le 

fait habituellement. En effet, si l'on suppose que l 'angleI, compris 

entre les normales, soit seulement de 2 0 , on trouve que les angles 

C 2 M,I , C 2 M 3 I seraient de o " , 3oo , ce qui est loin d'être une quan

tité négligeable dans des calculs précis. Toutefois le résultat de la 

conversion effectuée comme je l'ai dit tout à l'heure devient 

exact, par un effet de compensation que l'on peut concevoir sur 

notre figure. Car, d'après la forme convexe de la développée, 

les deux rayons d'osculation extrêmes C 2 M, , C_.M3, s'écartent 

dans un même sens des normales correspondantes, et dans une 

ellipse très-peu aplatie, comme celle des méridiens terrestres, 

les valeurs angulaires de ces deux écarts sont sensiblement égales 

jusque dans les millièmes de seconde, pour un angle total I 

de 2°, en quelque point du quadrant de l'ellipse qu'on le suppose 

formé. Ainsi , en n'appliquant pas la formule de conversion il 

des angles plus grands que cette amplitude, cl c'est ce qu'on 
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est bien loin de faire, l'angle M,C 2 M 3 , soutendu par l'arc A au 

centre du cercle oscillateur, se t rouve , en somme, égal à l'angle 

des deux normales, jusque dans les dernières limites d'évalua

tion appréciables, comme on l'avait toujours supposé, sans en 

avoir, j e cro is , la démonstration. Ce résultat sera établi dans 

une Note qui fait suite à la section présente. L e calcul, et la 

fig. 32 elle-même, s'accordent, en outre, à montrer que , pour 

des relations de position pareilles, les segments M , I , M 3 I des deux 

normales extrêmes sont sensiblement égaux entre eux , ainsi 

qu'au rayon oscillateur moyen M 2 C 2 . 

452. Notre ellipse génératrice étant ainsi bien étudiée, fai

sons-la tourner autour de son axe polaire PP , pour former l 'el

lipsoïde de révolution que nous voulons assimiler à la surface ter

restre. Dans ce mouvement, tous les points de l'ellipse décriront 

simultanément des circonférences de cercle dont les rayons seront 

leurs distances respectives à l'axe polaire. Conséquemment, l 'ellip

soïde ainsi constitué aura pour méridiens l'ellipse génératrice elle-

même. Or, les normales de cette ellipse deviendront les normales 

de l'ellipsoïde en chaque point que l'on voudra considérer. Car, 

d'abord elles seront perpendiculaires à la tangente de l'ellipse en 

ce point, et elles seront ainsi perpendiculaires à la tangente trans

versale du cercle, mené en ce même point perpendiculairement au 

plan de rotation. Étant perpendiculaires à ces deux droites, ellcsle 

seront aussi au plan qui les contient, lequel sera tangent à l 'ell ip

soïde dans le point spécifié. D'après cela, les points situés dans 

des méridiens différents, à une même distance angulaire du pôle, 

auront leurs normales propres dirigées vers un même point de 

l'axe polaire où elles s'entrecouperont mutuellement; e t , pour 

chaque distance polaire assignée, ils se trouveront eux-mêmes 

situés sur une circonférence de cercle dont le plan sera perpendi

culaire à l'axe de rotation, de sorte qu'elle sera un parallèle de 
l'ellipsoïde. Mais si l'on choisit, dans les méridiens différents, 

deux points placés à des distances polaires inégales, leurs normales 

iront couper l'axe polaire en des points distincts; e t , comme les 

plans méridiens qui contiennent ces normales n'ont que cet axe 
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de commun, elles y poursuivront leur marche indéfinie, sans se 

rencontrer jamais. 

185. Ici j 'a i besoin de rappeler un résultat géométrique, com

mun à toutes les surfaces dont la convexité est continue. Si, en un 

point quelconque d'une telle surface, on mène une normale au 

plan tangent, il y aura sur cette normale une longueur finie, dont 

chaque point pourra être le centre d'une sphère osculatrice au 

sphéroïde dans le lieu considéré. Mais le sens d'osculation de ces 

sphères, c'est-à-dire celui où elles ont avec la surface du sphé

roïde un contact du second ordre, sera différent, selon le point 

où l'on aura placé leur centre. Dans l'intervalle de la normale ci-

dessus spécifié, il y a toujours deux de ces sens, rectangulaires 

entre eux, pour l'un desquels le rayon de courbure est le plus 

grand, et l'autre le moindre de tous ceux qui aboutissent au même 

point de la surface. Si , autour de ce point, on cherche la suite 

des centres de courbure qui ont cette propriété de maximum ou 

de minimum, on les trouve placées sur deux surfaces réglées, qui 

se croisent rectangulairement au point désigné. Ces deux surfaces 

sont formées par la série des normales infiniment voisines, qui se 

coupent mutuellement, d'abord avec la normale primitive, puis 

chacune successivement, avec une des normales suivantes. Leur 

intersection avec le sphéroïde considéré y trace deux lignes 

courbes, que l'on appelle ses lignes de plus grande ou de moindre 

courbure, selon qu'elles contiennent le système de rayons oscula-

teurs maximum ou minimum autour du point de départ. Et on 

les reconnaît sur chaque sphéroïde par la géométrie ou par le 

calcul, d'après ce caractère d'intersections mutuelles, propre au 

système des normales qui les composent; car il leur est spécial. 

li>4. Cela va nous les faire aisément apercevoir dans notre 

ellipsoïde de révolution. D'abord, l'ellipse génératrice est évidem

ment une de ces lignes. En effet, sur chaque méridien, les normales 

successives menées en ses divers points s'entrecoupent nécessaire

ment dans son plan, puisqu'elles y ont des directions diverses. Les 

circonférences des parallèles nous offriront l'autre ligne de cour

bure. Car les normales menées aux divers points d'un même paral

lèle senties arêtes rectilignes d'un cône droit ayant son centre sur 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



i g ? , ASTE.0KOMIE 

l'axe polaire, où elles s'entrecoupent ainsi mutuellement. Les por 

tions de chaque normale comprises entre chaque point de l 'e l

lipsoïde, et leur point d'intersection de l'axe polaire, constituent 

donc les rayons oscillateurs propres à ce second système de 

courbure. Aussi est-il rectangulaire à l'autre, conformément à la 

règle générale, en chaque point de l'ellipsoïde que l'on veut con 

sidérer. II ne reste plus qu'à savoir sur lequel des deux systèmes 

se trouvent les plus grands ou les plus petits rayons osculateurs 

propres à chaque point. Or cela est encore très-facile. En effet, si 

l 'on désigne par N les longueurs des segments de chaque normale 

terminés à l'axe polaire, et par 7 le rayon oscillateur de l 'el

lipse, pour une même distance polaire d, nous avons trouvé géné

ralement, page 1 8 6 , 

N = 7 + L_ a
 sin'dj · 

Dans notre ellipsoïde, e2 étant une. fraction positive moindre que i , 

N est toujours plus grand que 7 pour un même point. Ainsi, sur 

chaque normale, le plus petit de tous les rayons oscillateurs de 

l'ellipsoïde est 7 ; le plus grand est N. Leur différence N — 7, ou 

7<?2 

— - — ^ s i n V , exprímela longueur du segment de la normale qui 

contient tous les centres d'osculation divers, propres à un même 

point ; et cet intervalle, pour chaque distance polaire donnée, est 

une fraction de 7 d'autant plus petite que e 2 est moindre, de sorte 

que sur une sphère rigoureuse il devient nul avec e 2. Ce sont les 

conséquences particulières de la proposition générale énoncée plus 

haut, page 188, § ISO. 

1S5. Quand on connaît, dans une surface quelconque, le plus 

petit rayon de courbure p¡ et le plus grand pa, situés sur les deux 

systèmes de lignes que nous venons de définir, on peut facilement 

trouver le rayon de courbure p qui est oscillateur à la surface sui

vant un plan formant un angle quelconque i avec le plan de la 

moindre courbure. Car on démontre, dans la théorie des sur

faces, que l'on a toujours la relation suivante trouvée par Euler : 

1 1 1 . 
- = — cos2 ; -f- - sin2 i. 
9 pi P' 
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Dans notre ellipsoïde, le rayon pt est celui de l'ellipse génératrice, 

que nous avons nommé 7, et le rayon p2 est la normale prolongée 

jusqu'à l'axe polaire, que nous avons nommée N ; d'après les ex

pressions cpie nous avons données de ces deux quantités (page 186), 

on aura donc ici 

a(i-~c>) a 
Pc = 7 = 75 P l = N = - - · 

( 1 — e 2 cos 5 d)' (1 — e 2 cos 2 r f ) 2 

Ainsi, quand l'osculation devra avoir lieu dans l'azimut i, compté 

autour du méridien elliptique, on aura le rayon oscillateur p par 

cette formule 

i. J-
t ( 1 — e ' c o s 2 ^ ) 2 (1 — t ! cos 2 c/ ) 2 . 
- = 1

 ; — - cos' i •+- • • — s i n 2 1 , 
p a[r — é2y a 

qui peut se mettre sous cette forme 

1 + 7———r sin2 d eos 2 i 
Í 1 — '•') 

en faisant comme ci-dessus 

(1 — e" cos 2 d)' 

Nous discuterons plus loin l'emploi de cette formule, dans son ap

plication aux arcs terrestres pour lesquels l'angle i a une valeur 

intermédiaire entre ses limites extrêmes ¿ = 0 et i = ç)o°. Mais au

paravant il faut procéder à la comparaison des degrés du méridien 

mesurés à diverses distances du pôle, pour en déduire la valeur 

de e 2, ainsi que la longueur des demi-axes terrestres a et b, en 

toises. Car l'accord plus ou moins approché de ces résultats ob

tenus par les différentes mesures dont nous avons donné le tableau 

page 1 8 1 , est la première épreuve qu'il faut faire pour savoir si un 

ellipsoïde de révolution quelconque peut être employé avec une 

suffisante exactitude à la représentation de la figure de la terre. 

liîG. Mais, avant de procéder à celte recherche, il estessentiel de 

lever un doute qui pourrait se présenter à l'esprit. Les longueurs 
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des degrés, rapportées dans notre tableau de la page 1 8 1 , repré

sentent autant de petits arcs du méridien terrestre, soutendant 

chacun un angle de i ° au centre du cercle qui est osculateur à 

ce méridien, même dans les lieux où ils ont été individuellement 

mesurés. Mais ils ont été conclus de triangulations dont nous avons 

considéré toutes les parties comme appliquées sur des sphères de 

rayons progressivement variables, et transversalement osculatrices 

au méridien terrestre , ce qui suppose ces rayons égaux aux seg

ments N des normales, et non pas aux rayons oscillateurs 7 de 

l'ellipse. N'y a-t-il pas une contradiction logique entre ces deux 

manières d'envisager successivement les mêmes résultats? 

Pour résoudre cette difficulté, qui n'est qu'apparente , il faut re 

venir un moment sur la marche des calculs qui nous ont donné les 

longueurs des arcs. Nous avons d'abord l'arc de Pensylvanic, où elle 

a été déterminée par une mensuration immédiate. En divisant cette 

longueur par l'amplitude angulaire de l'arc céleste compris entre ses 

normales extrêmes, nous avons, sans nous en rendre compte alors, 

obtenu le même résultat que si nous l'eussions placé sur le cercle 

osculateur local de l'ellipse méridienne , puisque, en raison de sa 

petitesse , il aurait soutendu au centre de ce cercle le même angle 

que nous avons employé. Quant aux longueurs des arcs méridiens 

qui ont été déduites des triangulations, si on les suppose calculées 

par le théorème de Legendre, la connaissance des rayons oscilla

teurs consécutifs sur le réseau des triangles ne devient nécessaire 

que pour évaluer la portion d'arc méridien comprise entre le der

nier nœud de la méridienne, et le parallèle de la dernière station. 

Or, ce segment étant toujours très-petit, on peut placer indifférem

ment le triangle qui le donne, sur l'une ou l'autre des sphères oscu

latrices extrêmes, en lui attribuant, même pour son rayon, celui qui 

résulte de l'arc de Pensylvanie. En effet, l 'erreur de cette évaluation 

ne pouvant être que fort petite, puisque le sphéroïde est presque sphé-

r ique, elle n'influera pas sensiblement sur la longueur absolue du 

segment très-restreint auquel on l'appliquera. L'arc total ainsi ob 

tenu sera donc exact. S'il est peu étendu , en le divisant par l 'am

plitude angulaire de l'arc céleste compris entre ses normales extrê

mes, amplitude donnée par les observations astronomiques, on le 
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place virtuellement sur le cercle qui serait oscillateur à l'ellipse dans 

sa partie moyenne, et l'on obtient ainsi la longueur de l'arc D(° ) , 

qui soutendrait au centre de ce cercle un angle de i ° . Si l'arc total 

paraît trop grand pour pouvoir être légitimement appliqué sur un 

même cercle osculateur local de l'ellipse, on le subdivise en portions 

plus petites, aux extrémités desquelles on détermine astronomi-

quement les distances angulaires du pôle du zénith, comme on l'a 

fait dans l'opération de France et d'Espagne. On peut alors y cal

culer séparément les longueurs du degré propres à chaque cercle 

osculateur de l'ellipse, qui aurait son point de contact au milieu de 

leurs parties diverses. Ainsi ces déterminations atteignent, sans 

cercle vicieux logique, toute l'exactitude que l'on peut attendre 

d'opérations pratiquement réalisées. 

Si nous considérons main tenant les longueurs d'arcs méridiens qui 

se déduisent des mêmes triangulations par la méthode de Delambre, 

les rayons des sphères sur lesquelles on applique successivement 

les côtés des triangles pour en déduire les segments de méridien 

compris entre les parallèles de deux stations consécutives , servent 

seulement pour l'évaluation des termes correctifs, où ils entrent 

explicitement avec leurs valeurs absolues, et aussi comme éléments 

de calcul, i ° pour transporter les azimuts d'une station à une 

autre; 2° pour obtenir les distances du pôle au zénith propres à 

chaque station dans le premiermode de leur emploi. La petitesse des 

termes auxquels ils s'appliquent, permettrait de leur attribuer sans 

erreur appréciable, sur toute l'étendue de là triangulation, une 

longueur commune, par exemple celle qui résulte de l'arc de Pen-

sylvanie. Quant à la correction que les azimuts exigent, nous 

avons montré qu'elle est rendue insensible par le sens d'oscula-

tion transversal attribué aux sphères successives, jointe à la petitesse 

de l'angle formé à chaque station entre la normale vraie et le rayon 

de la sphère osculatrice précédente dans un ellipsoïde de révolution 

presque sphérique. A la vérité, ce même angle entre avec toute sa 

valeur dans la réduction qu'il faut faire aux distances d'du pôle 

au zénith calculées sur la sphère, pour les rapporter à la normale 

réelle de la nouvelle station où on les transporte. Mais cette réduc

tion est toujours si petite sur l'étendue restreinte d'une même 

i 3 . . 
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triangulation , qu'on pourrait la négliger presquesans erreur dans 

les ternies correctifs qui seuls la contiennent. Pour le montrer , il 

suffira de dire paravanee, que, sur l'arc total de France et d'Espagne 

qui embrasse une amplitude totale de 12 ° 4 8 ' l y ) " , l'angle formé pai

la dernière normale avec la sécante menée du centre de la première 

sphère osculatrice, au point correspondant de la surface réelle, est 

moindre que 3'5G", comme je le prouverai plus tard. De sorte que 

l'on obtiendrait encore les valeurs individuelles des termes correc

tifs, avec des erreurs presque nulles, ou même insensibles, en 

négligeant ses variations intermédiaires, ce qui reviendrait à cal

culer ces termes, comme si tout le réseau entier était appliqué sur 

la sphère localement osculatrice à la première station. Or la lon

gueur totale de l'arc méridien comprise entre les parallèles des 

stations extrêmes étant ainsi obtenue exactement, son application 

sur les cercles localement oscillateurs dans le sens de l'ellipse se 

fait sans erreur en divisant sa totalité, ou ses diverses portions, 

par l'amplitude céleste qu'elles embrassent, et que l'observation 

donne, rapportées aux normales vraies de leurs points extrêmes. 

Ce mode de calcul, de même que le précédent, n'impliquent donc 

pas de cercle vicieux logique, mais seulement l'emploi des approxi

mations successives dont l'application est universelle dans l'astro

nomie. Même au point où se trouve aujourd'hui la géodésie, ces 

approximations peuvent être converties de prime abord en résul

tats définitifs, la forme générale de la surface terrestre étant assez 

bien connue pour que l'on puisse, si on le juge convenable, cal

culer très-exactement toutes ces petites réductions que j 'a i supposé 

d'abord que l'on négligeait. Aussi la méthode de Delambrc et celle 

de Legendre, étant appliquées aux mêmes triangulations, ont-elles 

toujours donné des longueurs d'arcs méridiens où l'on ne trouve 

que des différences négligeables. 

1U7. Toute difficulté logique étant dissipée par cette discussion, 

les divers degrés du méridien rapportés dans notre tableau de la 

page 181 doivent être considérés comme autant de petits arcs sou-

tendanl un angle de i " au centre du cercle qui est oscillateur à 

l'ellipse des méridiens terrestres dans la partie moyenne de cha

cun d'eux. Soit donc généralement D(" ) la longueur d'un que l -
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concilie de ces aies exprimé en toises à l'endroit de l'ellipse où la 

distance angulaire du pôle céleste au zénith est c l , et plaçons-le sur 

le cercle cpii est oscillateur à l'ellipse à ce môme endroit, en dési

gnant par 7 la longueur du rayon de ce cercle exprimé aussi en toi

ses. Le contour de la circonférence osculatrice sera 2137 , zj étant 

le rapport de la circonférence au diamètre ; et comme ce contour 

comprend 36o ° , la longueur D(°) du degré considéré en devra 

être la 3Go c partie. Cela donnera l'égalité 

D ( 0 ) = i f ' 
100 

ou , en mettant pour 7 sa valeur analytique , propre à la distance 

polaire c l , dans une ellipse , 

(i) r > ( o 1 = s l _ . 

1 0 0 ( i — e ' e o s V ) 2 

158. Lorsque e 2 estime très-petite fraction de l'unité, comme 

on verra que c'est le cas de l'ellipsoïde terrestre, le facteur 

. p C U t s e développer, par la formule du binôme , 

( I — 6 ' i C 0 S 2 < i ) 2 

en une série convergente qui est 

1

 ; = 1 -r- T <. ' 'cos 2 d4- \ % c'cos'rf-f- s < * c o s ° ^ H - 7 5 7 - C O S ' < / + . · · 
( I -— 6" COS 2 ( / ) ' 

ce qui donne 

1 > U > = - ' · · ) ( ! !- I e'cos'tl+lf cfcasfd+'ic"c«srrf + ~ r ~ c s c o s 8 d + • • • 

L e facteur commun ( 1 — e-) représente la longueur du degré 

lorsque cos2 d est nul, ce qui suppose d= go° . C'est donc le 

degré équaloriai; je le désignerai par D° . Si e 2 est une fraction 

très-petite, le terme dépendant de sa première puissance est beau

coup plus considérable que ceux qui le suivent. Alors on voit que, 

dans une ellipse ainsi constituée, les longueurs des degrés vont en 
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croissant de l'équateur au pô le , presque ]>ruportiounclieiuerjt au 

carré du cosinus de la distance polaire. 

En combinant des degrés mesurés sur des parties des méridiens 

terrestres correspondantes à des distances polaires très-différentes, 

nous reconnaîtrons bientôt que , par les appréciations les plus 

exactes, on a à fort peu près, en toises, 

D ° = 5 6 7 4 i T , 2 2 et loge 2 = 3 , 8 0 3 9 9 2 4 . 

Prenant donc le premier nombre comme représentant le facteur 

- ^ - « f i —c 1), on pourra évaluer tous les autres coefficients nu -
180 ^ ' 
mériques des puissances de cos2d, par les Tables de logarithmes 

ordinaires à sept décimales, et l'on trouvera pour la valeur d 'un 

degré quelconque correspondant à la distance polaire d, 

D W = 5 6 7 4 1 T , 2 2 + 5 4 1 T , 986 eos 2 d - | - 4 T , 3 1 4 eos' d 
+O T ,032COS'W-r -O T ,0OO23c0S 6 £i ' - r - . . . 

Les deux derniers termes de cette évaluation sont déjà si faibles, 

que l'on ne peut répondre de pareilles quantités dans des mesures 

effectives ; à peine peut-on espérer de reproduire celui qui les pré

cède. Maintenant, si l 'on a plusieurs mesures de degrés faites à des 

distances polaires peu différentes les unes des autres, le terme 

4 T , 3 i 4 c o s ' d y sera presque constant, et les petites variations 

qu'il éprouvera pourront être censées se confondre avec les e r 

reurs des observations, ainsi qu'avec les irrégularités réelles du 

sphéroïde terrestre. On se donnera donc une chance de compensa

tion très-présumable, en prenant la moyenne arithmétique de tous 

ces degrés, et l'affectant à une distance polaire moyenne D , telic 

que le carré de son cosinus soit aussi une moyenne entre les carrés 

des cosinus de toutes les distances, comme je l'ai fait pour l'arc do 

France et d'Espagne au commencement de cette section. 

1Í50. Je vais maintenant exposer par quelle combinaison on 

peut déterminer les deux éléments caractéristiques de l 'ellipse, a 

et c"-. A cet effet, je prends deux degrés D ^ , D ^ , dont les l o n 

gueurs ont été mesurées aux distances respectives, d¡, d2 du pô l e , 

d, étant, pour fixer les idées, plus grand que d,. ce qui , d'après 
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i —6 , 2 cos 2 <4 \r jW y 

Ceci détermine donc e 2 ; car, en le dégageant, on a 

" ' h ' " - » ' " - ( | ) > ' - ( | T ' 

égalité dans laquelle tout est connu , excepté e 2. 

Pour tirer parti de cette relation , il faut remarquer que, d'après 

notre tableau de là page I 8 I , le r appo r t—^ sera moindre que l'u

nité , mais n'en différera que par une très-petite fraction que je 

désigne par p ; on aura donc 

D{°) /D<°>\ T --
- ^ . = 1 — p a r conséquent \-jfc.J = ( i — p ) ' " . 

Or, p étant une petite fraction qui sera ici toujours positive, on 

pourra développer ( i — p ) 3 en une série convergente par le moyen 

de la formule du binôme, qui donnera 

notre tableau de la page 181 , supposera DJ 0 ' inoindre que D° ; 

l 'équation générale étant appliquée successivement à ces deux ob

servations, on aura 

i , \ n « 0 — — e ' ) r » C < . ) _ CT a ( i - e ' ) , 
V / l O ? 5 J"' : i Q ' 3 1 

( i — « ' cos' rf, y 1 ( i — e 2 cos2 

et, en divisant la seconde de ces égalités par la première, il en ré

sultera 

. g ? / » — e 'cos 'r f ,\\ 

\ i —u'cos'd,) ' 

par conséquent, 

i - - ^ o „ s ! < / , , ' D ( ° M 
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2 0 0 ASTRONOMIE 

On pourrait pousser plus foin ce développement., mais on ve r r î i 

tout à l'heure que cela serait inutile. Pour en abréger l ' express ion, 

je fais 

^ — î^ + ii^ + TTF-'+Th^-- i d'où 

Ceci étant substitué dans le premier membre de notre équat i on , 

il s'y forme la différence cos 2 rf, — cos'rf, qui se peut transformer 

en sin (d2 -+- d,) sin (dt — d, ) , produit qui sera toujours po s i t i f , 

puisque dt est supposé plus grand que dx. Cette réunion étant fa i t e , 

l'équation prendra cette forme : 

(2) e2[sin(<-/2-4-<^)sin(<4 — </,)-)- 2 c o s ' r f J = 2 . 

Il ne restera donc plus qu'à en tirer numériquement e'. Or, ce la 
sera facilité par cette circonstance, que 2 se trouvera toujours ê t r e 
une fraction très-petite, non pas seulement en comparaison d e 
l'unité, mais en comparaison du produit des deux sinus qui f o r m e 
la première partie du coefficient de e 2 . Cela permettra d'effectuer 
ce calcul par les Tables ordinaires de logarithmes à sept décimales, 
comme on va tout à l'heure s'en convaincre. Seulement, p o u r 
n'avoir pas à opérer sur de trop petits nombres, et aussi pour o b 
tenir des valeurs de c 2 qui ne soient pas trop fortement affectées 
par les erreurs qui ont pu être commises dans les évaluations d e s 
deux degrés comparés, il faudra les prendre à des distances p o 
laires d,, d, différentes l'une de l 'autre, ce qui rendra le rapport p. 
notablement plus assuré. 

ICO. Lorsque l'on connaîtra c-, on niettrasa valeur dans l es 
deux équations pr imit ivcs { i ) pour en déduire le demi-grand axe a. 
En effet, en considérant ces équations sous leur forme généra le , 
chacune d'elles donne 

(l — c 'cosV/) 2 

mais v* entrant au numérateur et au dénominateur du second 

membre, celui-ci ne se développerait pas commodément en une 

bérie régulière; c l , en outre, comme a doit être un grand n o m b r e . 

D C) 
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les différents produits dont ce développement se composent, 

devraient être évalués avec des soins fatigants de précision. Ces 

difficultés s'éludent en cherchant d'abord à obtenir log a , au lieu 

d e « . En effet; si l'on prend les logarithmes tabulaires des deux 

membres de l'équation, il en résulte 

log rt=Iogî>(°'+log -+-~ log ( i — e ! cos 2 r f )—log ( i — a-); 

le rapport s'est déjà présenté fréquemment dans nos calculs. 

C'est celui que nous avons nommé par abréviation M , e t , en b o r 

nant l'évaluation de son logarithme à dix décimales, nous avons 

trouve 

log ~ I> 7 5 8 l 2 2Ô324-

Je suppose que l'on prenne le l o g l K 0 ' dans les mêmes limites de 

précision ; ce sera le seul de la formule qui exigera ce soin. Car, 

pour les autres qui contiennent e1, on les obtiendra, par le dé

veloppement de leur expression logarithmique, en séries régu

lières, dont tous les termes seront très-aisément calculables. En 

effet, si l'on nomme k le module direct des Tables ordinaires pour 

lequel on a 

log/?;== 1 ,63778 43 r i 3 , et log ( f k) = t ,81387 55704, 

le développement connu de log ( i — x) donnera ici 

l o g « = i l o g D < f > - H o g { ~ ^ — \ k ( c ' a , ^ d + [ c-cos'rf-f-i-e0cos-d + ^ . . ) 

- 1 - k(e2 -+-•;£•« + | c « + | c " - ) > 

expression très-simple dont la loi est évidente, et dans laquelle 
tous les termes dépendants de c 2 pourront se calculer par les Tables 
ordinaires, à sept décimales, avec une suffisante précision. Si l'on 
voulait prétendre à un peu plus de rigueur numérique, il faudrait 
calculer, avec dix décimales seulement, les deux termes qui dé
pendent de la première puissance de c 2, auquel cas il faudrait 
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avoir obtenu son logarithme dans les mêmes limites. Biais ce la 

supposerait qu'on évalue aussi logcos 2rf avec une exactitude d e 

môme ordre , ce qui exigerait des Tables dont l'usage est jusqu ' ic i 

peu commun. Au reste, cette recherche serait pratiquement s u p e r ' 

fluc et il lusoire, parce que les erreurs que comportent les m e 

sures des degrés D<°) dépasseraient les limites de précision n u m é 

riques qu'on obtiendrait ainsi péniblement sur les derniers chif

fres des termes en e 2 . 

Il faudra effectuer successivement le calcul de loga avec l es 

deux degrés D ' 0 ' , D 2
0 ' , qui ont servi à déterminer e 2 , afin de c o n 

stater que les deux résultats s'accordent, dans les très-petites l i 

mites d'erreur que comportent les dernières décimales négligées ; 

et cela servira pour constater l'exactitude des opérations n u m é 

riques desquelles ces résultats sont déduits. 

I C I . Enfin, lorsque cette vérification sera faite, on calculera 

l'aplatissement ε d'après son expression en e 2 qu i , d'après la 

page 184, est 

L e premier terme s'évaluera directement en prenant la moitié doc 2 , 

et les suivants se calculeront avec les Tables de logarithmes à sept 

décimales. Connaissant ainsi e, on en déduira la longueur du demi-

axe polaire 

le terme correctif as se calculant par les mêmes Tables, soit en 

une seule fois, soit par l'évaluation de ses parties correspondantes 

aux différents termes dont e est composé. 

162. Les deux éléments a, e de l'ellipse méridienne étant ainsi 

déterminés, on en pourra déduire les longueurs qu'elle donne aux 

degrés D ( 0 ) , correspondants à des distances polaires d quelconques; 

car, en retournant l'équation ( 3 ) , on en tirera 

(4) 

— k ( r 2 - f - i e 4 -f-j-c» -\-\cK..\ 

\~ I k {<:"cos2 d-\- \ «* cos' d-tr{ c" cos'V/-f- \ f -cos ' 
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Si dans cette formule on fait d — go ° , elle donnera le degré e q u a 

torial ; j e le représente par D^ o ) . Si l'on y faitrf = o, elle donnera 

le degré polaire ; je le représente par DJ,o) ; on aura ainsi 

l o g D ^ = log a — l o g (^~) - H<? + I * ' + + 7 ^ - · · ) , 

logDJ, o ) = log a - log (^j H- \k(ë> -+- j e < + \ + ± e » . . . ) , 

et généralement 

logDC°> r= l o g D ^ o ) -f- f / ' ( t ' J cos 3 rf-h-îc* cos4 + 7 e 6 c o s ' r f + j e 1 cws<7.. 

Ainsi, lorsqu'on aura calculé le logarithme du degré equatorial dans 
l'ellipse obtenue, on aura celui qu'elle assigne pour toute autre dis
tance polaire donnée^, en calculant la partie corrective qui s'ajoute 
à ce premier résultat. On verra tout à l'heure que, dans l'ellipse ter
restre , la petitesse de e- fait que les trois premiers termes suffisent 
toujours. Ce développement équivaut à celui que nous avons dé
duit dans la page 197 de l'expression explicite de D<°), en y sup
posant connue la longueur du degré equatorial, qui est un de ses 
facteurs. 

105. J'emploierai d'abord ces formules pour combiner le 
degré du Pérou avec le degré moyen de France et d'Espagne. 
D'après notre tableau de la page 1 8 1 , les données du calcul seront 

88° 2 8 ' 5 9 " ; 

4 3 ° 5 i ' 5 4 " ; 

e t , en calculant p par les Tables de logarithmes à sept décimales , 
avec le seul soin d'évaluer directement les parties proportionnelles 
par division ou multiplication des différences totales, on trouve. 

l o g ; / = 3 , 7 0 3 0 7 3 5 ; \i, o , o o 5 o 4 7 4 ^ 7 4 -

. D ( , o ) 

«le là on tire — 7 - , = 1 

D i o ) = 5 6 7 3 6 T , 8 I ; d,= 

D 1

( 0 ) = 5 7 O 2 4 . T , 6 4 ; rf,= 

287 ,83 
57024,64 
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Si l 'on avait évalué p. par la division arithmétique rigoureuse, 

on aurait t rouvé seulement 2 unités de moins sur la d e r n i è r e 

décimale. O r , déjà une unité de l 'ordre 0,00000001, d a n s le 

r appor t ¡ 1 , ne donnerait p o u r résultat, dans la r e p r o d u c t i o n 

de D ^ , que o T , o o o 5 7 0 6 4 , c 'est -à-dire des demi -mi l l i èmes d e 

toise , fraction b ien inférieure à celles dont on peut r é p o n d r e s u r 

de semblables mesures. L 'éva luat ion de log p et de p pa r les T a b l e s 

de logarithmes à sept décimales est donc ici parfaitement s u f f i 

sante p o u r représenter les résultats réels des obse rva t i ons , et j e 

n'aurai p lus besoin de répéter cette remarque dans les aut res cas 

pareils. 

p. étant c o n n u , il faut former la fonction 2 pa r son e x p r e s s i o n 

2 = ï r * + ^ + T T f ^ - r - d T ^ - -

L e premier s 'évaluera directement, et les suivants se c a l c u l e 

ront pa r les logarithmes ordinaires. On aura a ins i , en e x a g é r a n t 

l 'appréciation des décimales, p o u r ce premier e x e m p l e : 

} u. = o , o o 3 3 6 49782 G 

l [J-- = 0,00000 28307 7 

«Vr 1 ' = ~ 0,00000 00063 5 
2T7 P-* = 0,00000 00000 2 

2 = o , o o 3 3 6 781540 log 2 = 3 , 5 2 7 3 4 8 3 . 

Maintenant il faut fo rmer l 'équation 

e [sin (</, 4 - dt) sin [d2 — d,) 4 - 2 cos 2 d,] = 2. 

En calculant les deux termes du coefficient de e', On t rouve 

log sin (d, -f- <·/,) sin (d, — d,)= 1,715a5 3g 

log 2 cos 2r/ 2 = 6 ,37294 °9> 
ce qui donne 

sin (rf2 4 - d,) sin (d2 — d,) = o , 5 i g i o 3 4 5 2 4 

2 cos 2 d2 — 0,00000 ?.36oi 5 7 

Somme ou coefficient de c 2 0 , 5 1 9 1 0 5 8 i a 6 

dont le logarithme est 1,7 I5î>5 5ç> 
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On tire donc île là 

0 , 0 0 3 3 6 7 8 1 5 4 
C" ~" o , 5 i 9 i o 5 8 i 2 6 ;

 , 0 S c 2 = 3 > 8 l 2 ° 9 a4; c' = 0,00648 77239. 

En effectuant directement la division arithmétique, on obtien

drait 3 unités de plus sur la dernière décimale, ce qui dépasse 

de bien loin les quantités dont on peut répondre dans les données 

primitives, et ne produirait aucune différence appréciable sur les 

résultats réels. On voit que le second terme du coefficient de c2 se 

trouve ici fort petit, comparativement au premier, et il en sera 

toujours de même dans les autres cas d'après son facteur cos2 d2, 

parce que les opérations ne seront jamais effectuées très-près du 

pôle . Cela suggère une autre manière plus prompte de calculer 

la fraction qui exprime c 2. En effet, si l 'on représente par A et B 

les deux parties de son coefficient, on pourra la transformer de 

la manière suivante : 

2\ /B 
7 e t c - ï A-+-B B A \AJ \AJ \AI \A 

1 + Â 

et , en effectuant le calcul de la série parles logarithmes à sept déci

males déjà obtenus, on trouve, en se bornant aux deux premiers 

termes, 

A 

- V 
Al \A 

0,00648 7 7 5 3 7 3 

0,00000 002950 

conséquemment e 2 = 0 ,0064877242 

Les termes ultérieurs seraient évidemment insensibles. Cette 

évaluation s'accorde avec celle que nous avons trouvée plus haut 

dans les limites de différences négligeables que j 'a i indiquées. 

IC>4. Connaissant e 2, nous pouvons calculer le logarithme du 
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d e m i - g r a n d a x e a d e l ' e l l i p s e p a r s o n e x p r e s s i o n g é n é r a l e 

l o g D W + l o g ^ i ^ j — } / ! ( t f 2 c o s ! r f - r - { ^ c o s , r f - r - { e 6 c o s ' ; d-+~\e« c o s * d . 

-+- *{e> - f - j - r - T c " -hie\..)f 

o ù l ' o n a 

l o g ^ ^ = 1 ,7 38 1 5 2 6 3 2 4 , 

l o g / - = i , 6 3 7 7 8 4 3 n 3 , 

l o g ( | * ) = 7 ,8 i387 557o3 , 

e t i l c o n v i e n d r a d ' é v a l u e r a i n s i a s u c c e s s i v e m e n t p a r c h a c u n d e s 

d e u x d e g r é s c o m b i n é s , a f i n d e c o n f i r m e r l ' e x a c t i t u d e d e s o p é r a 

t i o n s n u m é r i q u e s p a r l e s q u e l l e s o n a d é t e r m i n é cl. 

J ' e f f e c t u e d ' a b o r d c e t t e é v a l u a t i o n d e a e n e m p l o y a n t l e d e g r é 

d u P é r o u . L e s d o n n é e s d u c a l c u l s e r o n t 

D ( ° ) = : 5 6 7 3 6 T , 8 i ; rf=88»28'59". 

P a r u n e s s a i d e p r é c i s i o n q u e l ' o n v e r r a ê t r e s u p e r f l u , j e p r e n d s l o 

l o g a r i t h m e d e D ( ° ) a v e c d i x d é c i 

m a l e s ; j ' a i a i n s i l o g D < ° > = 4 » 7 4 9 R 4 ' 5 3 8 5 

J ' y a j o u t e l o g (——) = 1 >7581 a 2 6 3 2 4 

C e q u i d o n n e l a p a r t i e p r i n c i p a l e d e 

log a 6 , 5 1 1 9 8 7 5 4 6 5 

J ' y j o i n s l a s o m m e d e s t e r m e s d é p e n 

d a n t s d e e 2 , q u e j e t r o u v e ê t r e . . . - f - 0,00282 3 8 o o 8 

Et j ' o b t i e n s l o g a = 6 , 5 I 4 - 8 I 1 0 4 7 0 

L e c a l c u l d e s t e r m e s d é p e n d a n t s d e c2 s e f a i t p a r l e s T a b l e s d e 

l o g a r i t h m e s à s e p t d é c i m a l e s , c o m m e i l s u i t : 
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Termos négatifs. Termes positifs, 

f/-e'cos'rf = 0 , 0 0 0 0 0 2 9 6 1 8 3 ¿6' 2 = o,00281 7583i 

( L e s suivants sont négligeables.) \1<c"~-0,00000913g8 

j A e e = z o , 00000 oo3g5 

~-/e* = 0,00000 00002 

Somme des termes positifs H - 0,00282 67626 

Somme des termes négatifs —0,00000 29618 

Excès positif à joindre à la partie prin

cipale de log 4 - 0 , 0 0 2 8 2 3 8 0 0 8 

C'est le nombre que j ' a i employé. 

163. J'effectue maintenant le même calcul de log a avec le degré 

moyen de France et d'Espagne. Ici les données seront 

D < ° ) = 5 7 0 2 4 T , 6 4 , et rf = 4 3 ° 5 i ' 5 4 " , 

ce qui donne logcos 2£? = 1 , 7 i 583g6 . 

Alors , en opérant comme tout à 
l 'heure, je prends d'abord log D(°> = 4 , 7 ^ 6 0 6 2 5 5 2 2 

log ^ ^ = 1 , 7 5 8 1 2 26324 

Partie principale de log<? 6 , 5 i 4 i 8 5 i 8 4 6 
Termes correctifs dépendants d e c 2 . . -f-0,0006261636 

Cequidonne loga = 6,5i48> 13482 

Les termes positifs qui dépendent de e 1 sont les mêmes que précé
demment. Mais les négatifs sont plus sensibles, parce qu'ici cosW est 
beaucoup moindre. En voici le détail, où je me borne aux trois pre
miers termes, parce que les suivants sont négligeables : 

3 

— / e 2 cos2 d — 0,00219 68864 

3 c ' 

-A-cos1 d = 0,00000 3TO43 
2 2 
3 e c 

- ¿ 2 c o s " d — 0,00000 OOO83 

Somme dos termes négatifs. —0,0022050990 
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La somme des positifs est, comme ci-
dessus • + 0 , 0 0 2 8 2 6 7 6 2 6 

Excès positif à ajouter à la partie principalede 

l o g a + 0 , 0 0 0 6 2 6 1 6 3 6 

C'est le nombre que j ' a i employé. 

Nos deux valeurs de log a ne différant que de g unités sur la 

dixième décimale, j e prends la moyenne entre elles, et j ' a i 
ainsi ' loga = 6 , 5 i 4 8 i 134.77 

De là j e t i re , par les Tables de loga
rithmes à dix décimales a = 327 i 9 8 5 T , 3 2 g 

Et , par les Tables ordinaires à sept 
décimales tz = 3 2 7 i g 8 5 T , 3 2 1 

Ces dernières suffiraient donc encore môme pour ce calcul. Car 

on ne saurait avoir la prétention de répondre des millièmes de 

toises dans la longueur du demi-axe de l'ellipse terrestre, puisqu'on 

ne peut pas répondre des centièmes, ni même des dixièmes dans 

les mesures des degrés combinés. 

166. L'accord des deux évaluations delog a prouvant l 'exactitude 

des opérations numériques d'où l'on a conclu c-, on peut avec sû

reté en déduire l'aplatissement s par son expression en c1, qui est 

.Te forme le premier terme directement et je calcule les autres par les 
Tables ordinaires de logarithmes à sept décimales ; les deux suivants 
sont seuls sensibles. J'obtiens ainsi 

•i- c ! = o ,oo324386ai 

^ e''— 0,00000 5 2 6 1 3 

T'- c6=o,0000000171 

Donc s r = o , o o 3 2 4 9 i 4 ° 5 l o g s = 3 , 5 i 1 7 6 8 5 

ou , en fraction ordinaire, s = -—! -• 
307 ,774 

167. L e demi-axe polaire b est lié au demi-grand axe par la 
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relation convenue, page i 83 , 

b = a — a i ; • 

avec les valeurs précédentes de a , loga et loge, on trouve 

a e = i o 6 3 i T , i 3 g , 

donc? 

b = 3 2 7 i g 8 5 T , 3 2 9 — i o 6 3 i T , i 3 g = 3 2 6 i 3 5 4 T , i g . 

D'après cette évaluation, le rayon de l'cquateur terrestre n'excéde
rait le rayon mené au pôle que d'environ cinq lieues communes et 
trois dixièmes, anciennes mesures, en faisant chaque lieue de 
a o o o toises* 

4G0. Nous pouvons maintenant calculer la valeur générale de 
log D(° ) dans notre ellipse, d'après les expressions établies 
page 202. Pour cela, nous formerons d'abord la partie constante 

l o g a — log t^~~^ " O r ' n o u s avons 

loga = 6 , 5 I 4 8 I T3477 

log (^"~^ — 1 » 7 5 8 1 2 2 6 3 2 4 

donc l o ga —. log (——\ = 4 >756688 7 1 5 3 

Nous avons trouvé déjà, page 207, 

k (e* 4 - ~e'' - 4 - T lie" - 4 - j k o * . . . ) = o , 00282 67626. 

D'après ce qui a été démontré page 2 o 3 , si l'on retranche cette 

somme de la partie constante, on aura logD^ 0 ' ; ajoutant, au con

traire, sa moitié à cettemêmepartie, on auralogD^ 0 ' . On trouvera 

ainsi 

l o g D ^ = ; 4 , 7 5386 19527, ]ogDi°> = 4 , 7 5 8 i o 20966 

T. III. ' 4 
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De là on lire 

Longueur du degré équalorialen loises. D^°' ' ;=5(RJ36 T ,4A 

Longueur du degré polaire en to ises . . . T)^=5,]2g3't,o6 

Excès du degré polaire sur l'équatorial. 5 5 6 T , 4 4 

Et ensuite généralement, pour une distance polaire quelconque, 

LOG D(°> = 4 , 7 5 3 8 6 1 9 5 2 7 - + - 1 * (e 2eos 2 d + \e1 cos« d+ \ é cos'd -f- J <?S ÇOS 3d.. 

169. Comme exemple de cette évaluation, et aussi pour en ap * 
précier la justesse, j e l'emploierai à la détermination de la lon
gueur du degré, mesuré dans l'Inde par le colonel Lambton. 
L'unique donnée nécessaire pour le calcul sera la distance p o 
laire d qui, d'après notre tableau de la page 1 8 1 , est 

rf= 7 7 ° 2 7 ' 3 9 " ; 
d'où l'on tire 

l o g c o s 2 f / = 2 , 7 3 3 3 4 76. 

Ce logarithme, combiné avec ceux de k et de e 2, qui sont déjà 
connus, donne, pour les deux premiers termes correctifs qui sont 
seuls sensibles, 

\ke2eos2 d = o , 0 0 0 1 9 9 2 1 2 0 

I k - eos" d = O, 00000 oo3o4 

Somme de termes correctifs, additive o , O O O I 9 92424 

Cette somme étant ajoutée à la partie constante dclogD(°>, il en 
résulte, à la distance polaire assignée, 

log D M = 4 , 7 5 4 0 6 n G5I , D W = 5 6 7 6 2
T , 4 5 calculé. 

On a, par notre tableau.. . D ( ° ) = 5 6 7 6 2 T , 3 O mesuré. 

Excès du calcul. . . . -f- o T , I 5 

I l est impossible de répondre d'une différence de cet ordre. Pour 
la faire disparaître, il suffirait d'appliquer la petite correction 
soustractive — o " , o i 5 à l'amplitude astronomique de l'are NIE-
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L'évaluation de x se fera très-aisément par logarithmes. Ici, par exemple, 
_<°> (o) T (0) 

nous avons D — D e = — o , [ 5 et N=56ç/5".QuantàD , son logarithme 

est déjà trouvé. Le calcul s'effectuera donc comme il suit : 

log o T , l 5 = i,17(10913 -

log N = 3,7555700 

3,9316613 -
(O) 

logD = 4,754o6l2 

l o g x = 2,1766001—, ce qui donne x = —o",oi5oi7. 

Ians la l 

T . I I I . 1 4 · · * 
C'est-à-dire que, pour obtenir une augmentation de o T , i5dans la longueur 

sure, laquelle était de i ° 34' 56" dans l'opération du colonel Lamb-

ton. Or, les observations faites avec les meilleurs instruments et 

les soins les plus minutieux, comportent des erreurs bien plus 

grandes que cette limite (*). 

(*) Comme on a sans cesse besoin d'évaluer ainsi les différences de lon
gueur des degrés, en différences correspondantes qu'elles supposeraient dans 
l'observation des amplitudes astronomiques ou géodesiques d'où on les a 
déduits, pour se faire uno idéo exacte do leur importance, il convient do ré
duire cetto évaluation en formule. 

Soient A l'amplitude de l'arc observe exprimée en toises, N le nombre dç 
secondes sexagésimales quo contient son amplitude astronomique observée; 
D(° ) la longueur du degré sexagésimal qu'on déduit de ces données réunies. 
On aura évidemment 

D ( 0 ) = 36ooA 
N 

Soit maintenant D o le degré correspondant à la môme distance polaire 

moyenne, qui est obtenu théoriquement, et nommons i le nombre de se
condes sexagésimales dont il faudrait augmenter N pour le conclure toi de 
la même amplitude A. On aura pareillement 

D«>> _ 3flooA 

Divisant la première égalité par la seconde, il eu résulte 

N + x DC°> , . , / - \ 
consequemment x = MI -
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(0) 
Somme additive à log D ? o, 00263 25o51 

du degré qui se déduit de l'amplitude A, il faudrait diminuer l'amplitude 
astronomique do cette quantité. En opérant de mémo dans tous las cas 
pareils, on obtiendra la valeur et le signe de la correction x: exprimée en 
secondes de degré sexagésimal. 

Si l'on voulait opérer l'accord de l'observation et du calcul en altérant 
l'amplitude géodésique A et laissant l'amplitude astronomique la même, il 
faudrait supposer que A devient A - t - « , N restant constant. Alors a devrait 
être tel que Ton eût l'égalité 

( ° > _ 36oo(A + a) 
° - N '' 

et, en divisant cello-cipar la première, qui avait donné D(°) pour l'amplitude 
A , on en tirera 

D 

A -h « 
• - = T T : — » conséquemmen 

A JLK") 
f D 0 ) -DC ° A 

1 - = \ - w - / ' 
Alors a sera exprimé en unités linéaires de même espèce que A , et l'on voit 
que sou signe serait toujours contraire à celui de la, correction x, qu'il fau
drait appliquer l'amplitude astronomique pour produire le même accord. On 

pourrait encore éliminer , ̂  par sa valeur =TT—· tirée de la première éga-

lité, ce qui donnerait 

36oo / ̂  ' 

et cette seconde expression donnerait lamême valeur de a que la précédente. 

170. Je vais faire un calcul pareil pour les deux autres arcs de 

notre tableau de la page 18 1 , qui ont été mesurés au nord des 

limites de distance polaire que nos données embrassent. Je consi

dère d'abord celui d'Angleterre, pour lequel on a 

d == 37°57 '4o" , l o gcosV == i , 7935246. 

Avec cet élément et la valeur précédente de c1, j e trouve 

l^e -cos ' r f = 0,00262 7 1 9 3 3 

ei 

f A - cos1 d ~ o, 00000 5 2 9 7 6 

e" 

•f A7j cos6 = 0 ,0000000143 
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ce qui donne, pour la distance polaire désignée , 

l o g D W = 4 , 7 5 6 4 9 4 4 5 7 8 . D ( ° ) = 5 7 o 8 i T , 3 7 calculé. 

On a, par notre tableau. . . D ( ° ) = 5 7 o 6 6 T , o 6 mesuré. 

Donc, excès du calcul. . . -f- i 5 T , 3 i 

L'amplitude astronomique de l'arc total mesuré par le colonel 
Mudge était de 2° 5o' 2 3 " , 35 . Pour faire disparaître la différence 
indiquée, il faudrait la diminuer de 2 " , 74. Cette correction, quoi
que un peu forte, n'est pas inadmissible, car les mesures de l 'am
plitude conclues par les distances zénithales d'étoiles différentes 
présentaient des différences qui s'élevaient jusqu'à 4"· 

171. Considérons enfin l'arc de Laponie, et déduisons-le de la 
même formule. Pour cela, on a 

d — 23°39 '5o", log cos2<i = 1 , 9 2 3 7 1 1 o . 

Avec celte donnée, on trouve 

| A e ' c o sV = o , o o 3 5 4 5 5 i 2 3 

;l k - COS 4 d = o , OOOOO 96483 

c" 

, Ik- c o s ° d = 0,00000oo35o 
( o ) 

Somme addilive à l o g D ? o , o o 3 5 5 5 i g 2 6 

Ce qui donne, pour la distance polaire désignée, 

logD<°> — 4,7574.1 7 1 4 8 3 . DC°) = 57202 '* ,78 calculé. 

On a, par noire tableau. . . D(°) = 5 7 i 9 Ô T , 16 mesuré. 

Donc, excès du calcul. . . -f- G T , 6 2 

L'amplitude totale de l'arc observé était de i ° 3 7 ' 19",67. Pour 
faire disparaître l'excès donné par le calcul théorique, il faudrait la 
diminuer de o " ,676, et M. Swanberg ne pouvait pas répondre 
d'une si petite quantité avec le cercle répétiteur dont il faisait 
usage, surtout comme on l'employait alors. 

172. On voit donc qu'à juger par les épreuves précédentes, Tel-
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lipse déduite du degré du Pérou, combinée avec le degré moyen de. 
France et d'Espagne, reproduirait généralement les longueurs des 
degrés depuis l'équateur jusqu'au pôle, dans des limites d'écart qui 
n'excéderaient pas l'étendue des erreurs possibles des observations 
d'où ils sont conclus. Nous reconnaîtrons toutefois, un peu plus 
lo in, que l'exactitude de cette représentation est très-loin d'être 
partout aussi parfaite, et que la forme du sphéroïde terrestre s'en 
écarte notablement en certaines localités. Mais, avant de passer à 
ces comparaisons définitives, il sera bon de voir quelle ellipse 
nous aurions trouvée s i , au lieu de combiner le degré moyen de 
France et d'Espagne avec celui du Pérou, nous l'avions combiné 
immédiatement avec celui de Laponie, dont il reproduit si a p 
proximativement la longueur mesurée. Cela nous montrera l 'éten
due des variations que subissent le demi-grand axe a, et le carré 
de l'excentricité e 2, lorsqu'on les conclut de données aussi peu dif
férentes ; e t , par leur plus ou moins de stabilité, nous apprécie
rons la confiance numérique qu'on peut accorder à leurs valeurs 
absolues. 

173. Comme ces calculs sont exactement pareils à ceux que 
nous avons effectués dans la précédente combinaison, je les expo
serai beaucoup plus brièvement. I c i , d'après notre tableau de la 
page 1 8 1 , les données seront : 

Degré moyen de France et d'Espagne, 

D < 0 ) = 5 7 0 2 4 T , 6 4 , ^ = 4 3 ° 5 i ' 5 4 " ; logcos 2r/ 2 = 7 , 7 1 5 8 3 9 8 . 

Degré de Laponie , 

( o ) _ 

D, = 5 7 i 9 6 T , 16, <7,= 23 °39 '5o" ; l ogcosV, = r ,9237 110. 

De là je tire d'abord 
D (, 0 ) 1 7 1 , 5 2 • - , . ,. . 
n ^ J = ' ~ 5 7 i 9 6 , t 6 ' r t = ° ' 0 0 2 9 9 8 8 o 2 7 ; 1 0 8 ^ = ^ , 4 7 6 9 4 7 9 . 

Avec cette valeur de u,, je forme la somme 2 , et je trouve 

2 ^ : 0 , 0 0 2 0 0 0 2 0 2 8 ; LOG2— 3 , 3 0 1 0 7 3 9 . 
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A v e c ces nombres, et les valeurs données des disLauces polaires 

cl,, d,, j e conclus 

0,00200 02023 c r f 1 ? K 00 
6 ^ o , 3 2 O I 3 7 I 0 6 o = ° > o 6 3 4 7 9 5 7 o ; loge-2 = 3 , 7 9 5 7 3 8 i . 

Cette valeur de c1 se trouve ainsi un peu plus faible que par la 
combinaison précédente. Pour en vérifier l'exactitude numérique, 
j e calcule successivement log a, en l'associant à chacun des deux 
degrés employés ici comme données; et j 'obtiens deux évaluations 
qui diffèrent seulement de quatre unités sur la dixième décimale 
logarithmique. Négligeant donc cette différence, je prends leur 
moyenne , et j ' a i 

l o g « ~ 6 , 5 i 4 7 8 o o i o 6 , 

ce qui donne a = 3 2 7 1 7 4 9

T , 2 4 3 

En combinant le même degré moyen 
de France et d'Espagne, avec 
celui du Pérou , nous avons 

trouvé a = 3 2 7 t985 T , 32g 

Excès de la première évaluation.. . . 236 T ,o86 

L e demi-axe équatorial se trouve donc ici un peu plus court. 
Mais la différence est bien petite sur une si grande longueur. Avec 
la valeur que nous venons d'obtenir ici pour (P, je cherche l'apla
tissement s, et j e trouve 

e = o ,oo3l2 8 8 7 3 2 = — * — l o g 6 = 3 ,4953879. 

Cet aplatissement est un peu plus faible que la combinaison pré
cédente ne l'avait donné, comme la moindre valeur de e 2 devait le 
faire prévoir. En le combinant avec la valeur moyenne de log a, 
obtenue tout à l 'heure, on en conclut 

as — i o 2 3 6 T , 8 7 

Et puisqu'on a trouvé a = 3 2 7 1 7 4 9

T > 2 4 

il en résulte b = 3 2 6 t 5 i 2 T , 3 7 

L e demi-axe polaire b se trouve donc ici un peu plus grand que 
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dans la première combinaison, tandis que le demi-axe équatorial a 
a été trouvé un peu moins. C'est une conséquence de ce que l'apla
tissement s est ici plus faible qu'il n'était alors. Mais, par la ma
nière dont ces valeurs s'obtiennent, on conçoit combien il est facile 
qu'elles présentent de pareilles discordances. 

174. Avec les valeurs de log a et de e1 ainsi obtenues, j e 
trouve : 

log a — l o g ^ ^ ^ = 4 , 7 5 6 6 5 7 3 7 8 2 , 

* f e 2 - r - 7 e < + 7 e l i + 7 e S - · •) = 0,027 139664. 

Ces nombres étant combinés selon la règle de la page 2 o 3 , 

et appliquées comme dans la page 209, donnent 

l o g D Î /

0 ) = 4 , 7 5 3 9 4 3 4 I 1 8 , l o g D ^ = 4 , 7 5 8 o i 4 3 6 i 4 ; 

et par suite 

Longueur du degré équatorial en toises. D^ 0 ' = 5 6 7 4 7

T , o 6 6 

Longueur du degré polaire en toises... = 5 7 2 8 i T , 4 9 3 

Excès du degré polaire surl'équatorial. 5 3 4 T , 4 2 7 

de là on t ire, pour une distance polaire quelconque, 

log D W = 4,7 5394 3 4 1 1 8 + 1 /• {c 3 cos2 d+\ e< cos< d + ±e« cos'd -+-1 e 8 cos 9 d... j -

Ce nouveau degré équatorial surpasse de i o T , 6 4 4 celui que nous 
avions obtenu par la combinaison de l'arc du Pérou avec l'arc 
moyen de France et d'Espagne. Le degré polaire, au contraire, 
est moindre de n T , 5 7 2 que celui que la même combinaison nous 
avait donné. Les deux calculs reposent d'ailleurs sur une donnée 
commune, qui est l'arc moyen de France et d'Espagne. Or, les 
deux écarts ici obtenus répondent respectivement à des diffé
rences de o " , 6 7 5 et o",727 dans les amplitudes astronomiques de 
l'arc de i ° , qui seraient mesurées à l'une et à l'autre de ces dis
tances polaires; et l'on répondrait difficilement de pareilles quan
tités sur la mesure pratique de ers amplitudes, aux époques où 
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elles ont élé obtenues. Nous pouvons donc en conclure que ces 
deux combinaisons représenteraient la partie régulière de l'ellipse 
terrestre avec une approximation à peu près également admissible. 
Cependant elles donnent des valeurs de e1 et de e notablement dif
férentes , puisque nous trouvons : 

Par le degré du Pérou , combiné avec le degré moyen de France 
et d'Espagne, 

C' — 0,00648 7 7 2 3 g , e= 0 , 0 0 3 2 4 9 l 4 . 0 5 = j ^ y ^ f . 

Par le degré de Laponie combiné avec le même degré moyen, 

É1 = 0,00624 79570 ; e = O , o o 3 1 2 8 8 7 3 2 = 3 , 9 '„ „ 4 . 

Ceci nous apprend donc que, dans l'état où se trouvaient les obser
vations astronomiques et les opérations géodésiques , lorsque l'on 
a fait ces diverses mesures de degrés terrestres, on ne peut pas 
répondre de la quatrième décimale sur l'évaluation de c1 ou de 
l'aplatissement s. 

1715. Les déterminations précédentes nous donnent ainsi ce que 
l'on pourrait appeler la partie régulière de l'ellipsoïde terrestre, 
telle que peuvent la fournir les éléments employés dans le calcul. 
Mais, en appliquant ces résultats aux degrés qui ont été mesurés 
dans certaines localités, on y découvre des écarts trop considé
rables pour qu'on puisse les attribuer aux erreurs des observations. 
De sorte qu'il faut nécessairement y voir des irrégularités réelles, 
qui rendent la forme du sphéroïde terrestre occasionnellement 
différente d'un ellipsoïde de révolution dans les lieux dont il 
s'agit. 

Ces irrégularités sont surtout manifestes en Europe, vers le 
4 5 e degré de distance polaire, où les longueurs du pendule s'écar
tent aussi le plus notablement d'une loi de variation continue, 
comme je l'ai fait remarquer dans le tome I I , page 4 '3 a - C'est 
pourquoi, le degré moyen qui répond à peu près à cette distance 
polaire étant un élément commun aux deux combinaisons que nous 
venons d'effectuer, on peut indifféremment employer l'ellipse ré
gulière déduite de l'une ou de l'autre , pour l'appliquer à ces éva-
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lualions locales. J'y emploierai, en conséquence, celle qui résulte 
de l'arc moyen d'Espagne et de France, combiné avec celui du 
Pérou, laquelle donne, en général , pour la longueur d'un degré 
quelconque en toises, 

log D C « ) = 4 , 7 5 3 8 6 1 9 5 2 7 + |/î- [e J cos^+^'cosVi '+. ;c 0 cos 6 r / -F-XCOS 8 D..• \, 

expression dans laquelle il faut faire 

logt1 * = I , 8 i 3 8 7 5 5 7 0 3 , et l oge J =r 3 ,8120924. 

17G. J'appliquerai d'abord cette formule à l'évaluation du d e 
gré moyen mesuré entre Evaux et Carcassonne, parce que c'est, 
dans l'arc de France, celui qui paraît le plus s'écarter de la loi g é 
nérale. D'après notre tableau A de la page 1 7 9 , l'unique donnée 
à prendre pour élément du calcul est la dislance polaire moyenne 

d = 45° 18 ' 11 ",58, ce qui donne log cos 2 d = 7 , 6 9 4 3 4 88. 

Avec ces éléments j e trouve 

log D W = 4,57386 19527 + 0,002094.183. = 4 , 7 5 5 9 5 6 1 358 ; 

d'OÙ l'on tire D c = 5 7 o i o T , 6 6 calculé. 

Or, notre tablcaude lapage 179 

donne, à cette même dis
tance polairc ( D ( ° > = 5 G 9 7 7

T , 3 f i mesuré. 

Donc, excès de la mesure sur le 

calcul D W - d ' ° ' = - 3 3 T , 3 o 

L'amplitude astronomique de l'arc mesuré était z° 5 7 ' /\8",2.4> 
ainsi que le rapporte Dclambre, Base du système métrique, 
tome I I I , pagc54g- Pour faire disparaîtra l'écart, il faudrait la dimi
nuer de 6", 2895, d'après la formule rapportée dans la note de la 
page 2 1 1 . Une si grande erreur n'est pas absolument impossible 
avec les instruments et le mode d'observation qu'on employait 
alors. Mais elle est peu vraisemblable, et il y a lieu de présumer que 
l'écart obtenu est, .111 moins en partie, l'effet d'une irrégularité 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



réelle propre à cette localité. Si l'on voulait établir l'accord en alté

rant l'amplitude géodésitjue, il faudrait, d'après la même formule, 

l'augmenter de gc) T ,6o6, ce qui est encore moins supposable. 

177. Voici un autre exemple qui n'offrira pas de doute. Il 

s'offre dans le voisinage de Turin, sur la portion de l'arc méridien 

qui s'étend entre Andrate et Mondovi. Une première mesure avait 

été faite, en 1762 et 1 7 6 3 , dans cette localité, par l e père Becca-

r ia, et le résultat semblait s'écarter considérablement de l'ellipse 

moyenne propre à cette portion de l 'Europe. Mais on pouvait l é 

gitimement mettre en doute l'exactitude de l 'opération, ce qu'une 

vérification effective a depuis confirmé. MM. Carlini et Plana, as

tronomes de Turin, l'ont recommencée, tant pour la partie astro

nomique que pour la partie géodésique, avec toutes les recherches 

de précision que l'on pouvait attendre de leur habileté et des 

excellents instruments qu'ils ont mis en usage. Ils ont obtenu les 

résultats suivants, que j'extrais de l'ouvrage de M. Plana intitulé : 

Mesure d'un arc du parallèle moyen, tome I I , pages 346 et sui

vantes : 

Longueur totale en toises de l'arc méridien compris entre les 

stations d'Andrate et de Mondovi 6 4 8 4 9 T , 8 

Amplitude astronomique de l'arc, observée.. . i ° 7' 27" 

Distance du pôle au zénith au milieu de l'arc, 

conclue de la moyenne entre les observa

tions faites aux deux stations extrêmes. . . . f / = 4 5 " 2 ' 3 i " 

De là on tire proportionnellement la longueur 

du degré sexagésimal pour cette distance po

laire D(°) = 5 7 6 8 7 ^ 0 

Maintenant la valeur assignée de la distance polaire moyenne donne 

log cos2 d = 1 ,6983336; 

et en introduisant cet élément avec c2 dans notre expression géné

rale des degrés, on trouve 

log D ( " ) a c 4 > 7 5 3 8 6 19527 - t - 0,00211 35179 = 4.75597 5 4 7 o G ; 
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d'où l'on lire 5 7 0 i 3 T , 204 calculé. 

Or, par les observations 

de MM. Carlini et 

Plana, nous avons . . . ]}(<>)-_ 5 ^ 6 8 7 T , 000 observé. 

Donc, excès de la mesure 

sur le calcul DC) » r } = + 673^ ,796 

Pour faire disparaître cette différence, il faudrait, d'après la for
mule de la page 2.11 (note), augmenter l'amplitude astronomique 
de47">828, ou diminuer l'amplitude géodésique d e 7 5 7 T , 4 6 . Ces 
deux corrections sont également inadmissibles, dans une opération 
qui a été faite par des astronomes habiles, avec le soupçon d'une pre
mière erreur ou d'une anomalie réelle, et avec les plus grandes r e 
cherches de précision. 11 faut donc en conclure que , dans la localité 
dont il s'agit, le sphéroïde terrestre s'écarte considérablement de la 
forme elliptique dont il approche généralement dans son ensemble. 
On a vu dans le tome I I , page 483 , que les longueurs du pendule 
mesurées depuis Bordeaux jusqu'à Fiume, sur ce même parallèle de 
45 degrés, s'écartent aussi beaucoup de la constance qu'elles au
raient sur un sphéroïde de révolution, ayant à l'intérieur une 
constitution uniforme sur un même méridien. De telles inégalités 
n'ont rien qui doive surprendre si l 'on considère les grandes m o 
difications physiques que les couches extérieures de la terre ont 
subies partiellement à diverses époques , et qui continuent encore 
de s'opérer avec lenteur de notre temps même, puisque certaines 
portions des continents terrestres paraissent s'élever graduelle
ment et d'autres s'abaisser. 

Quoique les deux combinaisons que nous venons d'employer 
pour déterminer les éléments de l'ellipse terrestre nous aient con
duits à des résultats qui ne diffèrent eutre eux que par des quan
tités si petites, que l'on ne saurait en répondre dans des opérations 
pratiquement effectuées, on peut espérer d'obtenir une évaluation, 
sinon certainement plus exacte, du moins plus digne encore de 
confiance, en prenant une moyenne arithmétique entre les valeurs 
qu'elles nous oui données pour les cléments déterminatifs log a 
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et z . Je forme ainsi le tableau suivant qui, d'après le systèmejie 

données combinées, présente les dimensions en moyennes du sphé

roïde terrestre considéré comme un ellipsoïde de révolution, en 

faisant abstraction de ses irrégularités locales. Les longueurs y sont 

exprimées en toises de l'Académie, qui a servi primitivement d'éta

lon commun à toutes les mesures. Elle était en fer, et elle est censée 

rapportée à la température de i 6 ° ~ du thermomètre centésimal. 

Demi-axe équatorial, 

a = 3 2 7 i 8 6 7 T , 2 8 ; 

Aplatissement, 

ô = o ,oo3 i8goo85 ; 

[1 

Carrédel'excentricité, 

e2 = 0,0063678439; 

logfl = 6 ,5 14795678g. 

I o g e = 3,5o36554 

3 i 3 , 7 7 

loge ' = 3 ,8o3g 9 2 4 . 

Excès du demi-axe équatorial sur le demi-axe polaire, 

ai = I O 4 3 4 , O I ; I o g t f s= 4 ) O I 8 4 5 N 3 I O . 

Demi-axe polaire, 

b = 32614.33,27 ; log h = 6 , 5 i 3 4 o 8 4 9 7 i . 

Avec ces éléments moyens, je réduis en nombres l'expression dé
veloppée d'un degré quelconque, qu i , d'après la page ig7, est 

°) = a ( 1 — c1) (1 + 1 c2 cos2 d+ é cos' d+ f f a« cos« d+ i l | e 8 cos» d., 

L e coefficient commun se calcule d'abord par parties, de la ma

nière suivante : 
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6 , 5 i 4 7 9 56789 

I , 7 5 8 l 2 26324 

4 , 7 5 6 6 7 3o465 — « = 5 7 z o 4 T , 8 5 6 8 

3 , 8 0 3 9 9 2 4 7 gô a e ' = 3 6 3 T > 6 3 4 7 

log ( " a e « \ = a , 5 6 o 6 6 5 4 - 2 - a ( 1 - «*) = 5 6 7 4 x T , 2 2 2 1 
\ 100 I IOO 

e t , en achevant le calcul des termes suivants avec ce coefficient 

commun, on trouve généralement 

D ( ° ) = : 5 6 7 4 1 T , 2 2 + 541 T , g 8 6 cos J d+4T, 3 1 4 1 cos4 d 

-f- O T , o 3 2 0 5 C O S B r f + O T ,0002296coS 8 rt ' . 

C'est la série que j 'a i annoncée dans la page 198, et l'on voit qu'il 

suffira toujours d'évaluer ses deux premiers termes, pour dé

passer les limites accessibles à l'expérience. J'emploierai désor

mais ces résultats moyens dans tous les calculs d'application que 

nous aurons ultérieurement à effectuer. 

178. Je joindrai ici l'expression du logarithme de la normale N , 

limitée à l'axe polaire, parce que l'on en a un continuel besoin 

dans les applications. Nous savons que l'expression de cette nor

male est 

M = - - p 
( i —e ' cos3 d)* 

on aura donc 

logN==log <z 4 - ^ ( c ' e o s - ^ + cos* d-^-~e'cos6 d. . .). 

Il faudra limiter le nombre de termes de cette série selon le nombre 

déchiffres décimaux que l'on voudra obtenir dans l o gN . L e tableau 

ci-dessus fournira toutes les constantes de ce calcul en y ajoutant 

la valeur de \og~k, qui est 

l og| k = 7 , 3 3 6 7 5 4 3 i 5 6 . 
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NOTE 

AFFÉRENTE A L A PAGE l 8 8 . 

S u r l a d é v e l o p p é e d e l ' e l l i p s e , e t s u r s e s r a y o n s 

o s c u l a t e u r s . 

Pour préciser les considérations exposées dans Je § 4150, je joins ici quel
ques détails analytiques, que je tire des formules démontrées par Lacroix 
dans son Traité de Calcul différentiel et intégral, tome I e r , page 44 2-

1 . Rapportons l'ellipse à un système de coordonnées rectangulaires x, y, 
comptées à partir de son centre, fig. 32, dont la première se prenne sur 
l'axe a positivement vers A , la seconde sur l'axe b positivement vers V. 
L'équation de cette courbe sera 

De là on tire les coefficients différentiels 

dy_ Px d'y _ b' 
dx a2y' dx* a?y° 

En les substituant dans l'expression du rayon osculatcur que Lacroix 
nomme y , on trouve comme lui, page 45i, 

3_ 

_(a'y'-\-Vx'iy 
y ~ a* b> 

o et y — ± b ; on a donc alors 

b" 
Aux sommets de l'axe équatorial A A , , y = o et x = '±a; on a donc alors 

_^_a'_bj_ 
y ~a< bi~~~â' 

Dans chaque cas le rayon y doit, par définition, être porté sur la normale 
du point considéré, à partir de ce point intérieurement à la courbe. C'est 
pourquoi je ne lut attribue pas do signe propre. Les valeurs que ces expres
sions lui attribuent sont conformes aux énoncés que j 'ai donnés dans le 
texte. 

2. Lorsqu'on substitue les mêmes coefficients différentiels dans les ex
pressions des coordonnées rectangulaires du centre d'osculation que Lacroix 
nomme « et /3 à la page citée, en les prenant, comme lui, parallèles aux x , y , 

Aux sommets de l'axe polaire PP , , x = 

_ a" b' _ 
y~'a' b'~ 
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23.4 ASTRONOMIE 

et les comptant aussi du centre O, cette substitution donne 

et eu faisant, comme dans le texte, 

e - - - i a ' ~ J ' } , d'où b' = a-(l — e»), 

. elles deviennent 

Sous cette forme simple, on voit que, pour chaque point de l'ellipse dont 
les coordonnées sontx,r, les doux'coordonnées « , /3 du centre d'osculation 
décroissent simultanément avec l'excentricité dont le carré est représenté 
par e'. Enfin ellos deviennent nulles quand e est nul, c'est-à-dire quand 
l'ellipse devient un cerclo, auquel cas les contres d'osculation, après s'otre 
rapprochés progressivement du centre O, finissent par coïncider tous 
avec lui. 

5. En éliminant l% de l'équation de l'ellipse par son expression en e% 
cette équation devient 

(2 ) , y » - | _ ( i _ e')x' = a'(i— e"). 

Prenez les valeurs do x et de y en « et ¡3, puis substituez-les dans celle-ci, 
vous aurez le lieu général des centres d'osculation, c'est-à-dire VéqUalion 
de la développée ; et après la suppression des facteurs qui seront communs 
aux deux membres, vous trouverez pour résultat 

( 3 ) v'/5 !(' — e'-) + \[¡¿ =\¡aT c\ 

Cette équation comprend les quatre branches de la développée qui corres
pondent aux quatre quadrants de l'ellipse, et qui sont toutes pareilles à celle 
qu'on a tracée dans ^ajîg. 3a pour le quadrant à coordonnées positives PA. 
Cherchons par exemple les points où la courbe coupe l'axe cquatorial des a-. 
Pour cola il faudra faire ¡3 = o . Alors l'équation donne 

a 

Il y a donc pour ce cas deux valeurs de l'abscisse « , lesquelles sont 

b-
ccl = a · , a a — · — a n • 

La première répond au point qui est désigné par Ca dans la Jlg. 3a, et la 
seconde à son homologue Ca' , situé symétriquement de l'autre coté du 
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fla sin â d 

et, par suite, 
r-^-e3 cos-d 

«'{1 _< . · ) * cos-</ 
V 5 i i . 

centreO. Ces valeurs s'accordent à donner — pour la longueur du rayon 
a 

osculateur aux deux sommets A , A 1 de l'ellipse, comme nous l'avions déjà 
trouvé directement. 

Cherchons de môme le point où la développée coupe Taxe polaire des y. 
Alors il faut fairo « nul, et l'équation donne 

? J T ^ F b 

d'où résultent ces deux valeurs 

a' , , a' 
A = r - » , ^ = + h ~ b -

a étant supposé plus grand que b dans la^ig". 3 2 , la seconde racine (5. y est 
négative. Elle répond au point désigné par Cp. C'est le centre d'oscillation 
du sommet P. La première racine, au contraire, est positive. Elle répond au 
point homologue désigné par CPl qui est le centre d'osculation du'sommet 
inférieurP,. Ces résultats reproduisent encore ceux que nous avions trouvés 
directement pour les rayons d'osculation aux sommets P, P,. 

On trouvera de même tous les autres points des quatre branches de la 
développée qui correspondent aux quatre quadrants de l'ellipse, en attri
buant à leurs abscisses « , ou à leurs ordonnées /3, les valeurs, soit positives, 
soit négatives, pour lesquelles on veut les déterminer. 

4. Maintenant, pour donner à l'expression du rayon osculateur y la forme 
rapportée dans le texte, reproduisons,^. 34 > uneellipse pareille à celle de la 
fg. 32, afin de no pas compliquer Celle-ci. En un point quelconque M de cette 
courbe, menez une normale M N terminée à l'axe b. On démontre, dans les 
éléments de géométrie analytique, qu'elle coupe cet axe sous un angle MNP, 
on d, tel qu'on a 

x x, 
tangd = — = - ( i — e J); 

a'y r 

cela se voit, en effet, immédiatement, d'après la valeur du coefficient difl'é-
dy 

renliel ^ - rapportée plus haut. 

Tirez .r en x de cette expression, et substituez-le dans l'équation de l'el
lipse mise sous la forme 

(2) Jf !-l-(l — e,)xt=al{l — e'-)j 

il en résultera 
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226 ASTRONOMIE 

Mettez maintenant ces valeurs dans l'expression du rayon oscillateur, en 
coordonnées rectangulaires, qui est 

*V ' 

ou, en remplaçant 4* par sa valeur a ' ( i — e 1 ) , 

_ [ a y + t ' ( l - c : ) ' i ' ] ' 

Après avoir supprimé les facteurs communs aux deux termes de la fraction 
et remplacé sin' d-\- cos' d par 1, vous trouverez 

(4) v= ,; 
[ 1— e% cos"<i]' 

c'est l'expression que j 'ai rapportée dans le texte. 

8. Pour avoir les coordonnées a , / 3 , d u centre d'osculation exprimées 
aussi en fonction de l'angle d, il n'y a qu'à reprendre leurs valeurs on coor
données rectangulaires x, y, que nous avons trouvées être 

ei „ e* 
« = — x>, ¡3 = — jrr RI · 

Si l'on remplace x, y, par leurs équivalents tirés des équations (3), en at
tribuant à l'un et à l'autre le signe positif qu'elles ont dans le quadrant 
PA, on aura, pour les centres d'osculation qui y correspondent : 

ae'sWd « e ' ( i — e1) cos3 d 
(5 ) A = S ; /3 = * '- . , · 

( 1 — e'cos*J)2 (1 — e' cos* d)' 

G. Pour obtenir l'expression de la normale N sous une forme analogue, 
il faut remarquer que dans le triangle rectangle N E M , où M E est x, elle est 

égale à —^ - r · Employant donc la valeur ci-dessus de X' en d, vous aurez 
sind 

(6) N = a- r . 
( 1 — e'cos'd)» 

11 est quelquefois utile d'avoir O N , distance du centre de l'ellipse au point N , 
où la normale rencontre l'axe polaire. Cette distance, considérée comme po
sitive vers P,, a évidemment pour valeur N c o s d — y . Mettant pour N et y 
leurs valeurs en d, on trouve 

( 7 ) O N = g e ' c ° s ^ ,. 
( 1 — e* cos* dy 

7. Le rayon vecteur central R, ou OM, est également facile à obtenir sous la 
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(8) ^ . . [ . - ' i ^ i et R = j , - c ' ( ' - : > f / y . 

L 1 — e cos ' í i J L 1 — e ' c o s ' d J 

Lorsque e* est une quantité très-petite, comme dans les ellipses des mé 
ridiens terrestres, ces expressions sont très-aisées à développer en séries ra
pidement convergentes, ordonnées suivant les puissances ascendantes de e ! ; 
et il est également très-facile d'avoir les expressions de leurs logarithmes 
tabulaires développées sous la même l'orme. 

8. Enfin, on peut aussi vouloir connaître l'angle MOP que le rayon lt 
forme avec l'axe polaire OP. Je le désignerai désormais par la lettre D. Sa 

tangente trigonométrique est évidemment égale à y Cela donne 

tang d 
langU = i i - j - . 

Cet angle difiere ainsi très-peu de d lorsque e* est une quantité fort petite, 
comme dans les ejlipses des méridiens terrestres. De là on pourrait aisément 
déduire la tangente de la différence Ü — d, différence représentée dans 
notre figure par l'angle O M N que je nommerai v. Mais l'expression de celte 
tangente ne se prêterait pas à un développement toujours convergent. C'est 
pourquoi il vaut mieux chercher l'expression de son sinus. Or, cela est très-
facile. Car d'abord, on a évidemment 

. », x sin d y (1 — e')cosd 
s inD = g = ; ; cosu = j T = — - - — 

[ 1 — e 3 (2 — ir)wh"df v [ 1 — e% (2 — e ^ c o s 5 d)' 

Or, on a identiquement 

sin (D — d) ~ sin D eos d— eos D siiw/. 

Substituant les valeurs précédentes de sin D et co sD , puis réduisant les 
termes du numérateur qui se compensent, on trouve 

. m e 2sin id 
( 9 ) s in (D — d ) = -

[ 1 — e '(2—e'-) cos5</ ] -

expression qui peut aisément se développer en une série toujours conver
gente lorsque e' est une fraction très-petitede l'unité, comme dans les ellipses 
des méridiens terrestres. 

D'après cette valeur générale, l'angle D — doav devient nul quand d est 
égal à o° ou go°. En effet, dans ces doux cas, le rayon R et la normale N se 
confondent en une môme direction , qui coïncide avec l'axe h ou ï'axe a. 
Entre ces deux limites extrêmes , la plus grande valeur de D — d a lieu , a 

même l'orme, puisque son carré est évidemment égal à x'-hj'. Faisant donc 
la somme de ces expressions et dégageant la portion 1 — « 5 cos ! à qui se 
trouve commune au numérateur ainsi qu'au dénominateur, on aura 
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228 ASTRONOMIE 

. très-peu de chose près, lorsque d = /j5°; ce qui, rend sin id égal à l'unité. 
Donnant donc à d cette valeur, on a pour CE cas : 

sin (D — <£) = -

[ , - J ( 2 - , » ) ] 2 

Prenons,avec Dclambre, 

e 3 = O,oo646g5o2'¡, ce qui répond à l'aplatissement s = o,003^4· 

En réduisant le second membre en nombres et cherchant ddans les Tables 
trigonométriques par la valeur du logarithme de sa tangente , on trouvera 

D — d=o° i i 'g" ,38. 

Delambre, dans les trois volumes de son ouvrsgo intitulé : Base du système 
métrique, a présenté les développements des expressions ( î ) , (2), (3) , ( 4 ) , 
sous diverses formes de séries convergentes convenablement préparées pour 
composer des Tables numériques continues de leurs valeurs. Il ne restera 
qu'à étudier les diverses modifications qu'il leur fait subir pour les appro
prier à ce but. 

0. Les expressions établies dans les paragraphes précédents vont me 
servir pour démontrer l'importante proposition que j 'ai énoncée dans le 
texte, page 188, § i l î l . A cet effet, rovenantà la fig. 3a, je prends sur une 
partie quelconque du quadrant elliptique PA trois points M, , M , , M , , tels 
que les normales menées aux deux extrêmes forment, avec la normale inter
médiaire, des angles o> égaux entre eux, classez petits pour que l'on puisse 
considérer comme négligeable le produit du cube de leurs sinus par le carré e* 
de l'excentricité de l'ellipse, ce qui permettra do les étendre jusqu'à a ° ou 
même davantage. Je désigne généralement par d l'angle que la normale in
termédiaire M, N, forme avec l'axe polaire, de sorte que les deux autres 
feront respectivement, avec ce même axo, les angles d— s ie t¿ + o , ta étant 
restreint aux limites ci-dessus spécifiées. Cela posé, soit C, le centre 
du cercle qui est osculateur en M a . Je mène d'abord, à partir de ce centre, la 
droite C, M,, dirigée au point M,, et je vais chorcher l'angle i , qu'elle forme 
avec l'axe polaire. Quand nous l'aurons obtenu, il suffira d'y changer — 0 1 en 
- + - « pour avoir l'angle analogue J,, relatif à la droite similaire C S M 3 , 
menée du même centre de courbure C, au point M,. 

Or, en nommant , yx les coordonnées rectangulaires du point M, , 
et « , ¡3 celles du centre de courbure C s , on aura évidemment, scloh l'ac
ception générale et usuelle des formules algébriques , 

, t t n c ¿ 1 ==__ . 
Il ne reste qu'à introduire dans le second membre le» expressions des coor
données x ¡ , , x, ,5. 
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(1—e*cos-d)~ÏJ . (1 — e' cos3 d)'' 

Et après les avoir substituées, conjointement avec x ^ ^ d a n s l'expression de 
tang(f,,on pourra aisément lui donner cette forme : 

c% si 0 3 d [ I — e* cos' (d— m ) ] ' 

tan<r g = t a " g ( d — " ) | s in ( d— 0 1 ) (r — e» cos' 

e * C O S ' d [1—p* cos2 M — t o ' 

cos(J— 01) (1 — £ 2 C O à ' d ) a 

Le facteur compris entre les parenthèses ne diffère de l'unité que par des 
termes de l'ordre e'. Je bornerai son développement à la première puissance 
de e',et la suite du calcul fera voir que cette limite est parfaitement suffi
sante , étant combinée avec la petitesse convenue de l'angle eo. Alors les radi
caux qui entrent dans cette expression devront être réduits à l'unité; et si 
l'on reporte le terme en e' du dénominateur au numérateur, par la division, 
ou ne l'y conservant qu'à sa première puissance, comme nous sommes con
venus de le faire, on aura 

u „ B * , = « J - = ^ ( , _ e » r . + 7f* i l . 
° 1 — e * ( [ b i n ( < £ - — w ) c o s ( < / — w)J ) 

Pour développer les rapports dont la somme compose le coefficient dee 4 , 
je mets d sous la forme équivalento d — w + w , ce qui donne 

sin d = sin (d— m ) cos « H- cos (d— ó j ) sin w — sin (d— w) -f-cos (d — w) sin w 
— 2 sin (d— w) sin3 \ w , 

cos d = cos (d— w) cos &) — sin {d — oì) sin w — cos (d — w) — sin(*i — j y )s in 6> 
•—2 cos (d—w) s in s | 01. 

En faisant usage de ces expressions dans le terme multiplié par e% jesuu-

Formons d'abord celles des points M, , M,. Comme ils sont situés sur le 
quadrant positif P A de l'ellipse, on les conclura des formules (3) en y mettant 
pour d les valeurs particulières à chacun de ces points. On aura done 
ainsi 

<zsin(<i—ià) fl(t—e5)cos(d— à) 
J - , ---^ , y^ = — 1 , 

[1 — e'cos s (d — w) ] ' [1—e'cos'frf—co)]ï . 
a sin d " ( 1 — e5) cos d 

x,= ± , y. = r -

( , _ e'cos'd)' (1 — e ' c o s V f 

Maintenant, le centre de courbure C s étant situé sur la normale intermé
diaire, menée par le point M, du quadrant PA, ses coordonnées « , /3, seront, 
d'après les formules (5), 

a e 2 s i n 3 d } < z e ' (1 — J e ' J c o s s d 
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cos (d— w) 
-r-3 | _ — T C O S ' (d — (.jj-t-sin1 (d — tu)] sin 2 01. 

En ajoutant ces deux équations pour former le coefficient de e 2, tes deux 
fermes qui contiennent sin M à la première puissancesedélruisentmutuelle-
ment : et tous ceux qui contiennent sin2 (d— w) ou cos1 (d— 6J) se réunissent 
en autant de sommes, égales chacune à l'unité ; il en résulte donc 

sin-* d cosM -
sin (d—01) cos(«— C J ) * 

Ainsi, dans l'ordre d'approximation auquel nous nous sommes restreints, le 
coefficient de e' se trouve être indépendant de d; et comme il ne contient 
que le carré de sina, il restera le môme si l'on change -+- à en — M pour ob
tenir tang <?, au lieu de lange?,- Substituant donc cette valeur dans les 
expressions de ces tangentes, et effectuant la division par i — e", on aura 
définitivement 

tang tî, = tang (d— w) £ i • ^ (TZT^) s i n ' " ] ' 

f, de même 

tang c?s S . tang (d -+- '.>) T i — ^ -— -—- sin' M L -

On voit que nous avons pu très-légitimement ne conserver que la pre
mière puissance de t?', puisqu'on définitive clic se trouve multipliée par 
sin* ta. 

10. <?, et cT, sont les angles que les droites C S M, , C ,M S forment respec
tivement avec l'axe polaire PP, de \aftg. 3?.. D'après les expressions trouvées 
ici pour leurs tangentes, le premier est plus petit que d — et le second 
pi us petit que d-+- w, comme le représente notre figure, et comme l'exige 
évidemment la forme de la développée. Mais, pour une même valeur de d, 
ces deux différences sont égales entre elles, aux quantités près de l'ordre du 
cube do tj, ce qui rend l'angle M,C ,M 3 égal à l'angle compris entre lesdeux 
normales dans les mêmes limites d'approximation. C'est aussi ce que le cal
cul démontre quand on déduit des expressions précédentes l'angle S . — <?,. 

poserai l'angle o> assez petit pour que l'on puisse y négliger le cube et les 
puissances supérieures de son sinus. Cela permettra de remplacer a s i n ' i w , 
dans les seconds membres, par^ sin£w. Alors, si l'on élève les deux membres 
de chaque équation au cube par la formule du binôme, en se restreignant à 
cette limite d'approximation, puis qu'on divise respectivement ces cubes par 
sin (d—te) et cos (d— « ) , on trouve 

. S ' " —- = sin s (d— w)-|-3sin (d — di)cos Id — a))sin',j 
sïn (a — w) 

+ 3L—7.sin s(rf — w)-t-cos ! (d — W ) ] s i n ' w , 

=. cos* (d — a) — 3 cos (d — w)sin {d — co)sin ta 
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tang (J 1 . - J , ) = 

ou, en faisant, pour abréger, c' =*-

- tangí , tangí, 

.2 ( I — e 5 ) 

ta i .B(* , -* . ) = ( i - c ' 8 L N " « ) [ * * » J S < A 1 
U X V ' | _ I - H T A N G ( D — W) tang (< i -HW) ( I — c 'sin 'w^J 

Puisque nous négligeons le cube de sin w,le facteur carré qui entre au dé
nominateur du second membre doit être réduit à i — 2 0 ' sin* w. Cela étant 
fait, multipliez les deux termes de la fraction par cos (D—A) COS(CIH-Ù) ; et, 
en réunissant les termes qui s'associent, on aura pour résultat 

TANG ( Í , 
« \ r 1 — c sin'w -. 

s — i i ) = t ang2to — — - r - , ——-y r I-
s " 2 c sin (D— 61) sin (D-\- w) . , 

1 i - i -sin5.M 
L C 0 S 2 W J 

On voit, par cette expression, que l'angle í a — í t compris entre les doux 
droites C,M„ C a M 3 , Jlg. :>i, diffère de l'angle 2 o compris entre les deux 
normales, seulement par des termes qui seraient de l'ordredu cube de sinw 
multipliés par e 5 ; de sorte que cette différence serait tout à fait inapprécia
ble aux observations, même quand l'angle M formé autour de la normale 
moyenne s'étendrait jusqu'à 2 ° . 

11. Mais ceci est un effet de compensation, comme le montre lajîg. 3I. 

Car, dans ces limites d'amplitude, chacun des angles í a , í , diffère nota
blement de l'angle D — 01, d-t-w, propre à la normale extrême à laquelle il 
correspond. Pour le voir, il n'y a qu'à former les tangentes de D — « — í, et 
de D-\-U — i « . On aura ainsi 

lang(á—O ) )—tangí . 
tang(¿ — « — <?,) = i , v ' h 1 · 

tang ( d - H M — i, ) = 

1-t-tang(<î—oj)tang i , ' 
tang (d -h CJ) — tang i 3 

1 -+-lang (d + w) tangi a 

Substituez respectivement, dans ces expressions, les valeurs trouvées plus 
3 e* 

haut pour tang iJ, et tang S,, en faisant,comme ci-dessus , c * = - —. : 
3 (/—c3) 

il en résultera 

. , „ . IC'RIN-2(D — OT) sin8 w 
lang(d — A — <?,) - - ^-R-\ — 5 7 - , 

v 1 — C sin 01 sin (D—A) 

j e 5 sin 2 W-t - w) sin" A 
tang(d-t-w — £ . ) = . ~ Ï-R4 : — T T J ; · 

1 —c- s in 'w sm 2 ( r f - t - 6 j ) 
Ces différences sont donc individuellement de l'ordre c'sin'w. Si on les 
restreint à cette partie la plus sensible, en négligeant les termes qui seraient 

En elfet , on a 

tangí, — tang Í, 
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Elles seront donc égales entre elles dans cette partie principale de leur 
valeur. Voilà le principe de Ja compensation qui rend — f, égal à 2 « . 

Mais ces valeurs elles-mêmes seront individuellement sensibles dans les 
limites d'amplitude attribuées ci-dessus à w; et elles atteindront leur maxi
mum quand d sera égal à 45 ° . Évaluons-les alors pour les méridiens terres
tres, en supposant u égal à 2 0 ou 7200". Nous avons 

logR" = 5,3i44s5i, loge» = 3,8039924. 

De là on tire 
3 e s i i j ' 

4 ( i - f ' j i i " - ' 

Celte quantité ne serait pas négligeable dans des observations exactes ; 
mais elle disparaîtra par compensation dans l'angle que les deux droites 
C ,M , , C , M a forment entre elles. Ce résultat est d'autant plus assuré dans 
les opérations pratiques, que jamais on n'y considère des arcs 2w dont l'am
plitude s'étende ainsi jusqu'à 4°· Or, l'écart dont il s'agit variant comme le 
carré de u, il ne sera plus que o",3 quand 3 u sera réduit à 2 ° , ce qui est 
encore une amplitude inusitée, et il s'éteindra complètement lorsque l 'an
gle m sera restreint aux limites habituelles. Conséquemmcnt,lorsqu'un arc 
du méridien terrestre A sera compris entro deux normales formant entre 
elles un potit angle de cet ordre, exprimé par l'arc 2w, dans un cercle dont 
le rayon est l'unité, si on le suppose placé sur lo cercle oscillateur corres
pondant à la normale moyenne qui bissecte cet angle, on pourra admettre, 
sans aucune erreur appréciable, qu'il soulend au centre de ce cercle un 
angle 2« .De sorte que si l'on désigne par ·/ la longueur du rayon oscillateur 
exprimée en unités de même nature que A , on aura généralement 

. 2 0 ) u 

A = ' - T 8 o -

lorsque l'angle l u sera exprimé en parties du rayon pris pour unité ; 

et encore, A = y „ 

lorsque l'angle 2w sera exprimé en secondes. 
De là on tirera l'arc A en toises si l a est donné, ou inversement. Cello 

relation est d'un usage continuel daus les opérations géodésiques ; mais elle 
est spéciale pour la conversion dos arcs de méridien. 

de Tordre du cube de sin a , puis, qu'on revienne des tangentes aux arcs, pat 
le rapport de proportionnalité qui sera alors légitime, on aura pour leurs 
valeurs , en secondes de degré, 

3 e' m ' sin id 3 sin ad 
« — « — » i = 7 - , , w , > d-t- « — cT. = . 
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12. D'après les conditions de positions relatives que laj%. 32 indique en
tre le centre d'osculation moyen C, et le point I,où se coupent mutuellement 
les deux normales extrêmes M,Ni, M , N a , il est évident qu'ils devront être 
toujours très-proches l'un de l'autre lorsque l'angle 2w sera fort petit, comme 
nous l'avons supposé. Cela est facile à constater presque sans calcul. En 
effet, soient X , Y les coordonnées rectangulaires dn point d'intersection I , 
et « , /3 celles du centre d'osculation C a dont nous avons formé l'expression 
explicite pour chaque distance polaire d. Si e* était nulle, c'est-à-dire si 
l 'ellipse se réduisait à un cercle, les points 1 et C, coïncideraient quel que 
fût tu, puisque toutes les normales s'entrecouperaient au centre du cercle, 
qui deviendrait le centre d'osculation commun. Ainsi, dans cette circon
stance, les différences X — a, Y — /3 seraient nulles. Elles le seraient en
core toutes deux si a était nul ou infiniment petit, e5 étant quelconque, 
puisque le centre d'osculation C, est déterminé par la condition même 
d'être le point d'intersection de deux normales menées à des points de l'el
lipse infiniment voisins. Ces deux cas de nullité étant indépendants l'un de 
l'autre, il faut, par nécessité , que les expressions générales de X — a et de 
Y — /? satisfassent à l'un et a l'autre avec la même indépendance ; ce qui 
exige que ces différences soient d'un ordre de petitesse exprimé par e 3 sin tu, 
ou par quelque puissance plus élevée, conséquemment plus petite de ce 
produit fractionnaire. C'est aussi ce que l'on trouverait en formant leurs 
expressions explicites. Mais la considération précédente suffit pour mon
trer que, dans une ellipse, où e' sera très-petit, et où l'on donnerai a des 
valeurs très-petites, les deux points I et C, seront toujours extrêmement rap
prochés l'un de l'autre, puisque leur écart sera proportionnel au produit 
des deux facteurs <r et sin tu. 
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S E C T I O N V . — Des corrections nécessitées dans les opé
rations géodésiques, par l'elliplicité du sphéroïde 
terrestre. 

179. Lorsque nous avons expose les procédés de triangula

tion employés dans les opérations géodésiques, nous avons m o n 

tré qu'on pouvait ne pas les restreindre à une sphère rigoureuse, 

mais étendre leur application à tout sphéroïde presque sphérique, 

en concevant les triangles consécutifs individuellement établis sur 

des sphères progressivement différentes, qui seraient osculatrices 

à la surface réelle, dans les diverses portions du réseau considéré. 

Ajustant même, par avance, cette conception au cas où la surface 

serait un ellipsoïde de révolution autour de l'axe qui joint les pô 

les célestes, nous avons remarqué qu'alors il était avantageux de 

placer les centres de toutes les sphères sur cet axe même, ce qui 

amène leurs rayons polaires propres à coïncider avec lui en direc

tion, et fait coïncider leurs plans méridiens avec les plans méri

diens réels. J'ai annoncé que, dans ce mode de construction , le 

sens de l'oscillation de chaque sphère était transversal à ces mér i 

diens, ce que nous avons depuis démontré. 

Ayant maintenant prouvé, qu'en effet, la forme de la surface 

terrestre est très-approximativement assimilable à un ellipsoïde 

ainsi construit, il devient nécessaire d'examiner si la distribution, 

des centres que nous avons attribués à nos sphères locales, et le 

sens d'osculation transversal qui en est la conséquence, offrent, 

en effet, la combinaison la plus avantageuse que l'on puisse 

choisir sur une pareille surface. Puis, si nous la trouvons 

telle , il faudra établir les lois de variations des rayons des 

sphères sur l'étendue d'une même triangulation, assigner les v a 

leurs qu'on doit attribuer à leurs longueurs absolues pour les d i 

verses parties qu'elle embrasse, et enlin, modifier ou compléter 

les formules que nous avions établies pour des sphères distinctes, 

a f i n d'y introduire toutes les corrections que nécessitent leur d i 

versité et leur succession. 

180. Toutes les formules que nous avons préparées dans la 
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section précédente peuvent être considérées comme ayant pour 

objet les particularités du problème général auquel se rapporte 

la fig. 24, et que, nous avons résolu dans tous ses détails pages i 5 4 

et suivantes. C'est pourquoi j ' en reproduis ici les éléments dansla 

fig. 35 , en les transportant, dans leur disposition la plus géné

rale , sur un ellipsoïde de révolution pareil à celui qui constitue 

la surface terrestre, avec la précaution conventionnelle d'exagérer 

graphiquement le rapport d'inégalité de ses axes, pour pouvoir 

rendre perceptibles les détails de construction que nous devrons 

y effectuer. O est le centre de l'ellipsoïde, A A ' son axe équatorial 

2«, PP ' son axe polaire 2,b, celui-ci coïncidant avec l'axe polaire 

céleste, un peu plus court que l 'autre, et ayant avec lui la pro

portion d'inégalité exprimée par l'équation 

b'1 — a- (1 — e 2 ) , où l'on a l o g « 2 = 3,8o3gg24-

A 'PA est un méridien identique avec l'ellipse génératrice, et situé 

dans le plan même de la figure. Sur une partie quelconque de 

son contour, on prend un point S, où l'on mène la normale SN, 

contenue dans son plan, et formant l'angle SNP, ou d, avec 

l'axe polaire PP , ; en sorte que d est la distance angulaire du pôle 

céleste visible, par exemple, du boréal, au zénith vrai de S. Je 

désigne, comme précédemment, par N la longueur du seg

ment SN de la normale, qui se termine à ce même axe polaire. 

L a sphère décrite du centre N, avec la longueur N pour rayon , 

est osculatrice à l'ellipsoïde en S dans le sens perpendiculaire au 

méridien PSA , et son contact se prolonge sur toute la circonfé

rence qui constitue le parallèle du point S. Sur la même nor

male , je place en C le centre du cercle qui est oscillateur à l'ellipse 

elle-même, et je représente par 7 la longueur de son rayon. La 

sphère décrite du centre C, avec le rayon 7, est osculatrice à l'el

lipsoïde en S, dans le sens du méridien PSA ; mais son contact ne 

s'y étend généralement, dans ce sens, que sur deux cléments con

sécutifs infiniment petits. D'après ce qui a été démontré antérieu

rement , page 1 8 6 , on a toujours 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



conséquemment 

N = 7 + — ~ - sin2 d j • 

Dans l'ellipsoïde terrestre où e* est une fraction positive mo indre 

que i , N est le rayon de plus grande courbure, et 7 le rayon de 

plus petite courbure, propres au point S. Toutes les autres s p h è 

res, qui sont osculatrices en ce môme point, ont leurs centres s i 

tués sur la normale dans l'intervalle CN. Et si l'on désigne par / 

l'angle azimutal, compté à partir du méridien, qui désigne le 

sens suivant lequel leur osculation individuelle s'opère, la l o n 

gueur p, du rayon correspondant à l'azimut i, sera donnée pa r 

l'équation 
1 1 , . 1 · 
- = - cos 2 1 -+- - sin 2 i. 
P 7 N 

Nous avons établi toutes ces expressions dans la section qui p r é 

cède; mais je suis obligé de les rappeler ici, parce que nous allons 

avoir besoin d'y recourir continuellement. 

181. Arrivant .au problème général cpie nous nous sommes p r o 

posé, je désigne par SSi, ou A , le côté d'un triangle principal d'un 

réseau géodésique, partant du point S, et y formant, avec le plan 

du méridien de ce point, l'angle azimutal i, que je compte à part ir 

de la branche australe SA. Je suppose cet arc SS, assez petit pour 

qu'en l'appliquant, comme arc de grand cercle, sur une des sphè

res qui sont osculatrices en S, son extrémité S, ne s'écarte du point 

de l'ellipsoïde, situé sur la même normale ou sur la même sécante, 

que d'une quantité négligeable. Les autres points intermédiaires 

entre S et S, s'écarteront encore moins de ceux de l 'ellipsoïde 

qu'on leur comparerait par les mêmes conditions. Ainsi, dans 

l'amplitude restreinte que nous considérons, la ligne courbe fo r 

mée par ces derniers ne différera pas sensiblement en longueur 

de l'arc SSi que je nommerai A ; et comme cet arc A est le plus 

court que l'on puisse mener entre les points S, S,, sur la sphère 

osculatricc où il est tracé , il s'assimilera , dans ces conditions de 

petitesse, à la ligne la plus courte que l'on puisse tracer sur le 

sphéroïde, entre le point S et le point correspondant à S,. 
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182. Cette assimilation ne pouvant toutefois être qu'approxi

mative, il semblerait d'abord convenable d'établir généralement 

nos formules sphériques, en plaçant l'arc donné A ou SS ( sur la 

sphère qui est spécialement osculatrice en S, suivant sa direction 

azimutale /, afin qu'elle y eût un contact aussi intime et aussi pro

longé que possible avec la surface réelle, dans le sens même de l'é

lément circulaire qu'on veut identifier à celle-ci. Mais on va voir 

que cet avantage ne s'obtiendrait qu'avec l'inconvénient d'une 

grande complication dans les résultats trigonométriques qu'il nous 

est le plus nécessaire de transporter de la sphère à l'ellipsoïde. En 

effet, soit C, le centre d'osculation spécial, propre à l'arc SS, con

sidéré. Si, par ce centre, nous menons une droite parallèle à l'axe 

polaire NOP de l'ellipsoïde, ce sera l'axe polaire de notre sphère, 

lequel percera sa surface en un point polaire p, situé hors de l'axe 

NOP. De ce point, menons sur cette même sphère des arcs de 

grands cercles, aux deux points S, S, que nous supposerons assez 

rapprochés l'un de l'autre pour être censés tous deux appartenir 

à l'ellipsoïde, quoique le premier seul, où l'osculation s'opère, lui 

appartienne en effet rigoureusement. En résolvant le triangle sphé-

rique SpS, parles formules [ 1 ] , [2], [3] , établies pages i58etsuiv>, 

nous connaîtrons, sur notre sphère, i ° l a différence de distance po

laire des deux points S,S,; 2° l'angle SpS, formé à son pôle; 3° l'angle 

azimutal />S,S, compté en dedans du second méridien sphérique pS,. 

Mais'ces trois éléments différeront de ceux auxquels le même arc SS, 

correspond sur l'ellipsoïde ; et les deux derniers qu i , surtout, 

nous seront ^nécessaires, ne pourront s'en conclure que par des 

réductions dans lesquelles on devra tenir compte de la position 

spéciale du pôle p, relativement au pôle réel P, ce qui offrira 

beaucoup de difficultés. On évitera cet inconvénient grave, en re

nonçant à la rigueur de l'osculation spéciale, et plaçant l'arc SS, 

sur la sphère osculatrice décrite du point N avec la uormale NS 

ou N pour rayon, comme le représente la fig. 36. A la vérité 

alors, la sphère ainsi décrite ne sera plus généralement osculatrice 

à l'ellipsoïde'; suivant l'arc SS,. Elle le sera transversalement au 

méridien de S, sur tout le contour du parallèle circulaire qui part 

de ce point. Cela pourra obliger de restreindre l'amplitude de 
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l'arc S S , dans les formules sphériqucs, un peu plus qu'on ne l ' au 

rait fait si on les avait établies sur sa splière osculatrice spéciale , 

afin que les déductions obtenues, d'après sa longueur A , sur cette 

autre sphère qui s'écarte davantage de la surface réelle , puissent 

encore être transportées à l'ellipsoïde avec une approximation 

suffisante, soit immédiatement, soit avec de petites corrections 

que l'on sache évaluer. Mais le léger inconvénient de cette l im i ta 

tion sera racheté par beaucoup d'avantages. Car alors l'axe po la i re 

N/> de la sphère adoptée coïncidera toujours rigoureusement, en 

direction, avec l'axe polaire N P de l'ellipsoïde ; et son pôle propre j > 

ne dépassera le pôle réel P, sur cet axe, que d'une petite quantité 

de l'ordre e% puisque la coïncidence serait exacte si e1 était nu l l e , 

ce qui réduirait l'ellipsoïde à une simple sphère. Pour faire bien 

voir les conséquences de cette construction, je vais les suivre dans 

la supposition énoncée plus haut, que l'arc circulaire A sera asse^ 

petit pour que son extrémité, que je désigne par S', sur la sphère , 

ne diffère pas sensiblement du point S, de l'ellipsoïde qui est situe 

sur la même sécante ou la même normale. Je prouverai plus lo in 

que cette condition d'identité finale presque exacte est toujours 

réalisée, pour les côtés principaux de nos triangulations g é o -

désiques , dans les limites d'amplitude où on les restreint. Ceci 

admis, la coïncidence des rayons polaires de nos sphères avec le 

rayon polaire de l'ellipsoïde a d'abord povtr effet de rendre iden

tiques, pour les deux surfaces, les plans méridiens menés par les 

extrémités S , S, de l'arc A . L'angle dièdre S/;S, ou SPS,, c om

pris entre ces méridiens , à l'un ou l'autre pôle , sera donc égal . 

Ainsi, quand on l'aura calculé pour la sphère, d'après les valeurs 

données de d, de A , et de l'azimut /, on pourra le transporter 

aux méridiens elliptiques sans aucune correction. Je prouverai en 

outre que, dans les mêmes suppositions, l'azimut sphérique final 

/>SiS ne différera de l'azimut elliptique final P S , S que par une 

sorte de réduction à l'horizon, qui échappera toujours aux appré

ciations angulaires les plus précises; de sorte qu'on pourra encore 

employer ces deux azimuts comme égaux entre eux. Je démontrerai 

ensuite que l'arc de méridien D ' — D , compris entre les parallèles 

de S et de S, sur la splière, ne différera pas sensiblement en Ion-
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gueur de l'arc elliptique compris sur l'ellipsoïde, eutre les paral

lè les réels de ces mêmes points, ce qui permettra encore de les 

substituer l'un à l'autre. L e seul résultat du calcul sphérique qui 

aura besoin de modification pour être transporté à l'ellipsoïde, 

sera la distance polaire d' de l'extrémité de l'arc A . Car, expri

mant dans ce calcul l'angle S,NP, que le rayon central NS, forme 

avec l 'axe polaire de la sphère, il faudra y faire quelques change

ments pour avoir la distance polaire elliptique S ( N,P, comptée à 

pa r t i r de la normale réelle S,N,, menée au même point de l'ellipse 

génératr ice. Mais on va voir que cette correction, très-facile à éva

lue r , sera toujours très-petite, comme je l'ai annoncé précédem

men t . 

185 . Pour établir les deux dernières propositions que j e viens 

d ' énoncer , je reproduis à part le méridien elliptique final P S , N 

dans le plan de la fig. 3 7 . Je place en N, sur son axe polaire, le 

centre de la sphère qui a été transversalement osculatrice à l 'or i

g ine S de l'arc A , fig. 36 ; et sur son contour je marque un point S 

situé sur le même parallèle que cette origine, en sorte qu'il s'y 

t rouvera aussi à l'extrémité d'une normale SN formant avec l'axe 

po la i re le même angle d que la normale primitive de la fig. 36, ce 

qu i lui donnera également pour longueur N. Puisque notre sphère, 

décr i te dans cette figure avec le rayon N S , est osculatrice à l 'el

l ipsoïde suivant toute la circonférence qui forme le parallèle réel 

d e S, sa section par le plan du méridien elliptique de la fig. 3 7 

sera un cercle décrit du même centre N et tangent à l'ellipse géné

ratrice au point que nous y avons désigné par S. C'est sur ce cercle 

que la résolution du triangle sphérique de la fig. 36 , place l 'ex

trémité de l'arc SS,, d'après sa longueur donnée A etsonazimut de 

départ i. Elle l 'y porte par exemple en S', à une certaine distance 

po la i re d-i-d, différente de d, telle que l'arc circulaire SS', a pour 

longueur la valeur D ' — D donnée par la formule [ 1 ] de la 

page i 5 g ; et conséquemment l'angle à', ou SNS',, exprimé en se-
, , (D ' — D ) R " 

condes , a pour valeur ^ — - · Maintenant si I o n marque 

en Si, sur le contour de l 'ell ipse, le point où elle est coupée par le 

r ayon final S', N, je dis que , pour les limites d'amplitude données. 
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à nos arcs géodésiques, l'intervalle S, S', sera négligeable, et que 

l'arc circulaire SS',, ou D ' — D , sera aussi sensiblement égal en 

longueur à l'arc elliptique SS, compris entre les mêmes rayons 

menés du centre N. 

184. L'extrême petitesse de l'intervalle SiS', peut se pressentir 

presque sans calcul, par la seule considération des éléments dont 

il dépend. Et l'on en conclut avec évidence qu'il devra devenir 

insensible dans les opérations géodésiques, en y restreignant la 

longueur des arcs A , comme on le pratique toujours. Car d 'abord 

il serait rigoureusement nul si l'excentricité de l'ellipse était nulle, 

ce qui rendrait e2 égal à zéro, et ferait coïncider tout l 'ellipsoïde 

avec la sphère osculatrice dont le rayon est N. Ce même inter

valle s'évanouirait encore quelle que fût la valeur dee 2 , si l'arc SS, , 
ou A, était nul, ce qui rendrait nulle la différence 3 des distances 

polaires de ses extrémités, calculée sur la sphère où on le place. 

D'après ces deux considérations seulement, l'écartement des deux 

points S,, S',, devrait déjà être très-petit de l'ordre e 2sino\ Mais 

la condition de tangence qui a lieu en S l'affaiblit encore davan

tage, et la rend de l'ordre e 2 sin 2 ^, comme on pourrait au besoin 

le constater par un calcul direct, si la théorie générale des contacts 

ne montrait d'avance qu'il en doit être ainsi. Or, l'excentricité c-

ayant une valeur très-petite dans les méridiens terrestres, et les arcs 

géodésiques S S,, lorsqu'ils leur sont obliques, étant toujours si 

petits que la différence 3 des distances polaires de leurs ex t ré 

mités, calculée dans la sphère, ne s'élève presque jamais à i ° , 

une quantité de l'ordre e2sin2<î est toujours négligeable dans 

les résultats qu'on en peut déduire, parce qu'elle s'y confond tant 

avec les erreurs inévitables des observations qu'avec les effets des 

irrégularités locales qui rendent la portion de la surface terrestre, 

à laquelle les triangulations s'appliquent, toujours quelque peu 

différente d'un ellipsoïde de révolution tout à fait rigoureux. 

183. Malgré la certitude géométrique que présentent par el les-

mêmes les considérations précédentes, les conséquences qu'elles 

sont destinées à établir sont si importantes, que je crois utile d'en 

donner la preuve matérielle, pour le cas où la sphère tangente, 

décrite du rayon NS, s'écarte le plus rapidement possible de Te l -
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l ipsoïde, ce qui aura lieu lorsque le point de contact se trouvera 

placé sur l'équateur même, puisque c'est là que la normale KS 

diffère le plus du rayon y, qui est oscillateur au même point 

de l'ellipse génératrice. Tel est l'objet de la fig. 38. Elle est 

complètement analogue à la fig. 3 7 ; seulement le point de départ 

de l'arc SS, y est placé en A , sur le contour de l'équateur à la dis

tance polaire rf=c)o0. Dans ce cas, la normale N a son origine 

au centre même de l'ellipsoïde, en O ; et sa longueur est égale au 

demi-grand axe O A , ou a , comme on le déduit de son expression 

générale. On suppose donc que l'arc géodésique considéré , par

tant de son origine équatoriale, suivant un azimut i quelconque, 

a embrassé, sur la sphère, une différence de dislances polaires re

présentée par les portions AS', du cercle tangent. Alors, admettant 

que cette différence, de chaque côté de l'axe OA, soutende, au centre 
da ce cercle, un angle S', OA, égal, par exemple, à i degré sexagé

simal, on demande quelle sera la distance des points S', de la sphère 

aux points S, de l'ellipsoïde qui sont situés sur le même rayon 

sphérique; et aussi, quel sera l'excès de longueur des arcs circu

laires AS'., sur les arcs elliptiques AS , , rectifiés rigoureusement? 

Or, par un calcul très-simple que j 'expose dans une Note à la lin 

de la présente section, on trouve que sur la terre, dans les sup

positions précédentes, l'intervalle S',S,, exprimé en toises, sera 

3 T , 1 7 3 ; et que l'arc circulaire AS', excédera l'arc elliptique AS, 

de o T , o i 8 5 ou moins de —f-j- de toise. De telles quantités sont bien 

légitimement négligeables dans des évaluations pareilles; et comme 

elles sont les plus grandes qui puissent se réaliser dans les applica

tions , tant à cause de l'étendue attribuée ici à la différence des dis

tances polaires extrêmes, qu'à cause de la localité où nous la sup

posons exister, on doit en conclure, en toute assurance: i °que, pour 

tous les arcs géodésiques compris entre des parallèles dont l'écart 

sera au plus de 1 degré, les points S',, où ils se terminent sur la 

sphère transversalement osculatrice à leur origine, se confondront 

sensiblement avec les points S, de l'ellipsoïde situés sur les mêmes 

rayons sphériques ; 2 ° que la différence des distances polaires extrê

mes, évaluée en arcs de la sphère, égalera sensiblement en longueur 

l 'arc du méridien elliptique, compris entre ces mêmes rayons. 

T . m . 16* 
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J-ii = T) " — 1 
(1 — e 2 c o s J r f ' ) J (1 — c 'eos 1 *? ) 1 

Maintenant, dans la fig. 3 7 , qui nous sert de type , N et NI Sont 
les côtés d'un même triangle rectiligne oit N, est opposé à l ' f i r j -
gle d+S; on aura donc la condition 

N, sin d' = N sin (d-r-è), 

ou , en remplaçant N et N, par leurs expressions analytiques , 

sin d' sin (d+ S) 
7 — !" 

( 1 — e 2 cosV/' ) 2 (1 — e ' cosV/ ) 2 

186. Revenant donc aux fig. 36 et 3 7 , négligeons-y le p^tit 
intervalle S,S',, compris entre l'ellipsoïde et la sphère, suf le 
rayon sphérique extrême NS',. Alors le rayon vecteur NS,, in^NÉ 
du point N à l'extrémité de l'arc SS,, devra être considéré connue 
égal en longueur à la normale N. Mais ce rayon, ainsi d i r i g é , 
ne sera plus normal à l'ellipse en S,. 11 y aura en ce po in t t\ne 
autre normale elliptique S, N,, formant avec l'axe po la i re un 
angle d', lequel, d'après la forme de la développée de l ' e l l i {%e , 
devra être plus grand que rf-f- 3, si ce point extrême S, de l '&rc 
géodésique est plus austral que le point de tangence pr imi t i f S, 
comme le représentent nos fig. 36 et 3 7 , mais qui sera, au CON
traire, moindre que d, et même que d — d, si ce point e x t r ê m e 
est plus boréal que S, comme le représente la fig. 3g. A ins i , l o r s 
qu'on aura calculé, sur la sphère, la différence i des distances 
polaires comprises entre les deux extrémités de l'are géodésicrue 
considéré, il faudra déterminer d'en d et S pour avoir la d i f f é 
rence correspondante des distances polaires sur le méridien e l l i p 
tique terminal. C'est ce que je vais faire, en prenant p o u r t > p e 
le fig. 36 , ou la fig..3^ qui n'en est que le rabattement. 

D'abord SIN, ou N, devant être la longueur de la norma le à 
l'ellipse, pour la distance polaire elliptique d', comme SN ol\ N 
l'est pour la distance polaire d, ces deux longueurs auront les 
expressions générales suivantes : 
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M Y S I Q U E . 243 

Reste à déduire d' de cette relation. C'est à quoi l'on parvient 

avec facilité en se guidant sur la remarque suivante : 

Si l'arc géodésique considéré avait une longueur nulle, ou s'il 

s'étendait sur un même parallèle, 3 serait nul ; et alors, d'après 

notre équation, d'serait égal à d. Si e 2 était nul, quelle que fût la 

longueur de l 'arc, l'équation donnerait CI'égal à CI+ <Î comme 

sur la sphère. Ces deux conditions étant indépendantes l'une de 

l 'autre, il n'y a qu'à faire, en général, 

et la quantité complémentaire u sera nécessairement de l'ordre 

e 2sinà\ Ainsi , en l'introduisant comme inconnue, il devra être 

facile de l'obtenir par les séries, à cause de la petitesse du facteur 

dont ello dépend. 

Pour cela j e fais, par abréviation, 

puis, élevant les deux membres de l'équation au carré, j ' en dégage 

successivement sin2 d'et cos 2 d'sous ces deux formes 

d' = d-i-S + a, 

sin (d -+- à*) 

(1 — e 2 cos 2 ci) 
1 •> 

sin2 d ' ~ 
C2(I — e')_ 

cos 2 d' =— 

Or, puisque u est égal à d' — (d-+-3), on aura 

sin u = sin d ' cos (d •+• 3) — cos d'sin (ci-f- 3) 

o u , en mettant pour sin CI' et cos CI' leurs valeurs, 

SIN u = 
c ( i — e 2 ) ' cos (d-j- 3) — (i —c')' sin (d-h S) 

(t — c'e'f 

Biais, d'après la convention faite tout à l'heure, on a 

sin (d •+• 3) 

(1 — é ! c o s 2 d ) 2 
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c o s 2 ( á + Í ) £ i 
cos 2 (rf - h d ) _ 

i — e 2 cos 2 d 

Substituant ces deux quantités dans l'expression desin u, après avo i r 

pris la racine carrée de la seconde, le produit sin [d -+- 5) cos (d -f- S) 

devient facteur commun du numérateur; e t , en le séparant, 

on a 

U — 2Y5 — f g2 COS2 d ~ T ) 
• M, i\~ti^i\\ ' l~~ cos* (d+S) J ) sm?« = sin(d-+-ojcos(rf-T-oj — 1 - -

( i — e 2 cos'c?)2 (I — C 2 C 2 ) * 

L e seul aspect de cette expression montre que le facteur du nu

mérateur, qui est compris entre les parenthèses, est de l 'ordre e 2 . 

Si donc on consent à négliger les termes d'ordres supérieurs, dont 

l'effet déjà très-faible, même sur la longueur totale des rayons 

terrestres, va se trouver encore ici atténué par le facteur sin S, 
on pourra faire e1 nul dans les facteurs du dénominateur ; et, en 

développant le numérateur seul, jusqu'aux quantités de l 'ordre e 2 

inclusivement, il deviendra 

, , _ , e2cos2rt" , f?2[cos2<¿— cos2 (d+S)] 
' ~ ï e ' ~ I + T cos2 ( ¿ 4 - 3) ~ 7 cos* (d + 3) 

, é1 sin (%d -H 3) sin S 

~ " COS'(rf-r-i) 
Alors , en l'associant au facteur extérieur, on aura simplement 

sin « = i c 2tang(«" -f- 3) sin [id -+- S) sinó\ 

Cette expression est exacte jusqu'aux quantités de l 'ordre e 2 ; mais 
la petitesse de l'arc 3 permet encore habituellement d'y négliger 
les puissances de 3 supérieures à la première, et de conclure u de 
sin u par simple proportionnalité. On a alors 

et 

3 _ i — g2 eos 2 d — sin2 [d + S) _ eos 2 ( d - + - 3 ) ~ e1 eos 2 d 
1 c ( i — e 2 cos 2 «") i — e 2 cos 2 

e 2cos 2rf H 
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et par suite, 

a" = d + S + o V s i n V = d + S{i + « 2 s in 2 r f ) . 

A i n s i , lorsqu'on aura calculé la différence S des distances polaires, 

expr imée en parties de la graduation du cercle sur la sphère 

don t le rayon est W, pour l'arc géodésique A que l'on aura consi

d é r é , il suffira de la multiplier par le facteur (1 •+• e 3 sin 3 d) pour 

avo i r la différence correspondante sur l'ellipsoïde. L e produit 

sera additif à la distance polaire primitive d, si S est positif, c'est-

à -d i re si l'extrémité de l'arc géodésique considéré est plus aus

trale que son origine. I l sera soustractif de la distance d dans 

l e cas contraire, comme on l'aurait trouvé directement si l'on 

avai t pris celui-ci pour type du calcul, ainsi que le représente la 

fis- 3g-
187 . Afin d'apprécier la petitesse de cette correction, ce qui 

justifiera les limites d'évaluation auxquelles nous l'avons restreinte, 

calculons la valeur de son coefficient c' S en donnant à l'arc S la 

valeur extrême de i ° ou 36oo". A l o r s , en donnant à e 3 la valeur 

moyenne que nous lui avons trouvée page 2 2 1 , nous aurons 

l o g o " ' = 3 , 5 5 6 3 0 2 5 

l oge 2 = 3 ,8039924 

loge'o*" = 1 , 3 6 o 2 9 4 9 d'où e1 S" — 2 2 " , 924. 

L a correction dont il s'agit sera donc toujours petite dans ce cas , 

même , puisqu'elle doit être multipliée par le facteur sin2<^ qui 

l'affaiblira généralement. Elle est toutefois bien loin d'être négli

geable. On voit que sa valeur absolue dépend de celle que l'on at

tribue à e 2, c'est-à-dire à 2 s — e 2 , s étant l'aplatissement de l'ellipsoïde. 

El le sera par conséquent affectée des incertitudes qui peuvent res

ter encore sur l'évaluation moyenne de cet élément; mais elle le 

sera bien plus encore par les accidents de localité qui peuvent le 

rendre notablement différent de sa valeur générale, dans la région 

où l 'on opère. 

P o u r cette évaluation, j 'a i supposé l'arc 5 donné en secondes 

de d eg r é ; mais le calcul géodésique le donne en unités de Ion-
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gtieur, sur la sphère dont le rayon est la normale N a l 'origine de 

l'arc mesuré. Soit cette longueur A, on en déduira 

S = — i en faisant N = • r -
( i — e 2 cos 2 df 

La petitesse du rapport - y rendra toujours très-peu sensible l'ef

fet des incertitudes qui peuvent exister dans l'évaluation du demi-

grand, axe a de l'ellipsoïde qui s'adapterait le mieux à la configu

ration de la surface terrestre dans chaque localité considérée ; 

mais elles pourront devenir sensibles, sur l'étendue d'un très-

grand arc méridien , si après y avoir transporte de proche en 

proche la distance polaire d de son origine, en lui appliquant les 

corrections successives sin 2d qui servent à passer de la dis

tance polaire sphérique à la distance polaire elliptique immédiate

ment consécutive, on compare cette distance polaire finale à celle 

que l'on peut déterminer astronomiquement par l'observation. 

188. J'emploierai l'expression de sin M, SOUS sa première forme 

moins restreinte, pour justifier l'énoncé numérique que j ' a i donné 

dans la page 196. Concevons une triangulation géodésique établie 

dans le sens d'un môme méridien, et ayant son origine boréale sur 

le parallèle elliptique où la distance du pôle au zénith est 45°. Je 

suppose que, par une exagération ayant seulement pour but une 

épreuve fictive, on veuille appliquer sur la première sphère oscu-

latrice, toute la longueur de l'arc conclu, que je ferai do 13°. On 

demande quel sera, à l'extrémité de l 'arc, l'angle compris entre 

la normale réelle et la sécante menée du centre de la sphère à 

cette même extrémité ? 

D'après l'énoncé qui précède, on aura ic i , pour données de 

calcul, 

d = 45°, S = 13", d -f- 3 = 58" , zd -f- 3 = i o 3 " . 

Alors, en adoptant la valeur de c 2, employée dans l 'exemple 

précédent, la valeur de log sin n s'obtiendra de la manière sui

vante : 
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logtang (d-h S) 

logsin (-2d-hS) 

0,3o421o8 

^>9994°44 
I ,352o88o 

3,502g624 

d o n c 

log simî 

log^e* 

logsin 11 3 , o 5 8 6 6 5 6 et, par suite, u = 3 ' 5 6 " , i . 

R i e n ne saurait faire mieux sentir combienpeu l'ellipsoïde terrestre 
di f fère d'une sphère exacte, que la petitesse de l'angle formé ainsi, 
en t re le rayon d'une de ses sphères originairement osculatrices, et 
sa normale réelle à l'extrémité d'un si grand arc méridien. 

Î 8 9 . Revenons maintenant à la fig. 3 6 , et achevons de repor
te r sur l'ellipsoïde l'angle au pôle p, ainsi que l'azimut pS\S, 
calculé sur la sphère du rayon N. Le premier de ces éléments n'a 
besoin d'aucune réduction, puisque les plans des deux méri
diens y ; S , pS\ de notre sphère coïncident rigoureusement avec 
c eux de l'ellipsoïde, auquel elle est transversalement osculatrice 
e n S . Mais l'azimut sphérique pS\ S sera mathématiquement dif
férent de l'azimut elliptique PS,S : d 'abord, parce que le point S', 
d e la sphère sera tant soit peu au-dessus du point S, de l'ellipsoïde 
situé sur le même rayon sphérique KS',; puis, parce que les tan
gentes menées de ce dernier point au méridien elliptique, et à l'arc 
sphéroïdique S,S, ne coïncideront pas exactement avec les tan
gentes menées de S', aux arcs sphériques S', p, S', S. 

Toute fo is , sans avoir besoin de calculer l'effet de ces circon
stances sur l'évaluation de l'azimut elliptique PS,S , on peut aisé
ment vo i r qu'il ne différera de l'azimut sphérique pS', S , que par 
des quantités négligeables. Car d'abord nous pouvons négliger l'in
terval le des deux points S,, S', que nous avons vu être de l'ordre 
e'sin'o*, et presque insensible dans ses valeurs extrêmes. Quant à 
l 'écart angulaire des tangentes, nous voyons, en premier lieu, que, 
dans le méridien terminal, il sera égal au petit angle 11 ou c^S sin2rf 
q u e nous venons d'évaluer. Dans la direction de la ligne géodésique 
tracée sur l 'ell ipsoïde, cet écart sera aussi de l'ordre e'S. Car 
d 'abord il deviendrait évidemment nul si <î était nul, c'est-à-dire si 
l ' a rc géodésique se réduisait à une longueur nulle, ou s'il s'étendait 
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exactement sur le parallèle de son origine S ; et il serait nul e n 

core, quelle que fût sa longueur, si e7 était nul, ce qui ferait coïnci

der l'ellipsoïde avec la sphère décrite du rayon N sur laquelle 

l'azimut sphérique pS\S est calculé. Ceci reconnu, nommons Z, 

l'azimut elliptique, et Z', l'azimut sphérique, puis proposons-nous 

de déduire celui-ci du précédent. Ce sera un problème de réduc

tion à l'horizon, exactement pareil à celui que nous avons résolu, 

page g.5, pour avoir l'angle sphérique correspondant à un ang le 

observé dans un plan oblique au rayon de la sphère. D'après la 

formule trouvée pour ce cas, la différence de l'angle oblique à l'an

gle sphérique se compose de deux termes, respectivement p ropor 

tionnels aux carrés des sinus de la demi-somme et de la demi-dif

férence des deux dépressions angulaires. Or, nous venons de r e 

connaître que ces dépressions seront ici toutes deux de l 'ordre e'ô*; 

les carrés dont il s'agit seront donc de l'ordre e1 S1, conséquemment 

négligeables. Ainsi l'azimut elliptique Z, pourra toujours être pris 

comme égal à l'azimut sphérique Z',, sans aucune réduction, dans les 

circonstances où les mensurations géodésiques sont toujours faites. 

100. Il ne reste plus qu'à résumer tous ces résultats, dans leur 

application aux divers problèmes que nous avons résolus sur une 

sphère rigoureuse, afin d'en conclure les formules qui résolvent 

les mêmes cas sur le sphéroïde terrestre réel , considéré comme 

un_ ellipsoïde de révolution, dont l'excentricité très-petite a son 

carré exprimé par e3. Cela n'exigera que quelques modifications 

extrêmement faciles et simples, dans les formules [ i ] , [2], [ 3 ] 

et [41, établies pages i58 et suivantes pour une sphère unique, en 

traitant les diverses questions graphiquement indiquées dans les 

fig. 24-27. Afin d'épargner ici des répétitions inutiles, je sup

poserai que le lecteur se reporte à ces antécédents, 

D'abord, le rayon R de nos sphères devra généralement être 

remplacé dans toutes ces formules par la longueur N de la nor 

male locale, menée à l'origine de l'arc A , où la distance d du pô l e 

au zénith elliptique est censée connue. L'expression de ce rayon 

sera donc 

. N = — j · 

( t — e'cos>dy 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PHYS IQUE . 249 

I l n'y aura pas d'autre modification à faire dans la formule [1] 

qui donne la portion d'arc méridien D ' ' — D , comprise entre les 

deux parallèles menés aux deux extrémités boréale et australe de 

l 'arc A . La longueur de ce segment sur le méridien elliptique, 

comme sur la sphère osculatrice à l'origine de l 'arc, sera égale

ment 

r n , 1 A ' sinV 1 A 5 / 3 \ 

[1] D > - j > = A c o s i + - - — - E - { i + — ) c o * l s m > i . 

L'azimut i est supposé donné autour du méridien local mené par 

l'origine de l'arc A , et il est à peine nécessaire de rappeler que la 

longueur N devra être exprimée en unités de longueur de même 

espèce que celles qui sont employées pour cet arc. 

D ' — D étant ainsi connu, ̂———j R " sera la quantité angu

laire qu'il faut ajouter à la distance polaire primitive d pour avoir, 

sur la sphère, la distance polaire de l'extrémité de l'arc A, comptée 

à partir du rayon central mené à cette extrémité. Je la désignerai 

par d', comme j e l'ai fait précédemment. Mais, pour avoir la dis

tance polaire de cette même extrémité comptée à partir de la nor

male elliptique qui y correspond, distance que je nommerai d\, 

il faudra multiplier la différence précédente par le facteur 

1 -f- e'sin'rf. On aura donc 

Distance polaire de l'extrémité de l'arc A : 

i ° . Sur la sphère qui est osculatrice à l'origine de cet arc, 

D ' — ] 
d' =d + 

2 ° , Sur l'ellipsoïde, 

N R " ; 

d\=zd+ (^—3j-R.»'l^.é>w^d); 

en prenant, dans les deux formules, 

l o g R " = 5 , 3 l 4 4 2 5 l . 
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Les quantités additives à la distance polaire primitive d, dans ces 

formules, se trouveront ainsi exprimées en secondes de degré ; et il 

faudra toujours les associer à d, avec le signe propre que la diffé

rence D ' — D leur donnera. 

L'azimut transporté i', et l'angle polaire p, se calculeront par 

les formules [2] et [3] qui les donnent sur la sphère avec les va

leurs de i, de d et de d'. Seulement l'arc a qui , dans ces formules, 

A , , A . „ . · 
représente -5 devra être remplace par - , si on 1 exprime en par-

tics du rayon de la sphère centrale pris pour unité, et par — R " , si 

on veut l'exprimer en secondes de degré. Faisant donc générale
ment 

A „ A 
« = ~ » et a — - R" , 

N N ' 

on aura d'abord, sans autre modification, par la formule [2] de la 
page 160, 

M -inÇ-O = a ^ ' + d ) c o s H d ' - d ] s . n i 

sinrf 

Quand la différence i - ~ i ' sera ainsi obtenue en secondes de de 
gré, on en conclura 

,•'=,·_(/_,•')»; 
alors i ' étant connu, on aura l'angle polaire p , par l'une ou l'autre 

des formules [ 3 ] , page i63 , lesquelles donneront 

roi • S M I · • SIIW' . 
L°J s m p — ——— sin a , ou encore smp — — sin a. sinrf' ' . ' m t d 

S i , au lieu de ces formules finies, on veut employer leurs d é v e 

loppements , on les en déduira sous la même forme où nous les 

avons obtenues pour la sphère, puisqu'elles n'offrent do différence 

que dans la spécification du rayon R, qui s'y trouve remplacé 

par sa valeur locale N. 

I l n'y a pas plus de difficulté pour adapter à l'ellipsoïde la for

mule [4] de la page 166, qui donne les portions d'arcs de para l 

lèle, et que nous avions établie sur le type de la./Jg-. 27. Reportant 

donc les éléments du même problème sur la J!g. 3<J relative à 
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( i — e ! cos2 d)'> ( i — e 1 cos2 d„)2 

Par les points S,' S„ menons à l'axe polaire deux perpendiculaires 

que nous terminerons à cet axe ; ce seront les rayons /-, r„ des pa-

l'ellipsoïde, j ' y trace d'abord, à partir de l'origine S de l 'arc, le 

segment de parallèle Sn, limité au méridien final PSi. Se trouvant 

ainsi placé sur notre sphère osculatrice, on l'obtiendra immédiate

ment par la formule citée, en se bornant à y remplacer le rayon R 

de la sphère par sa valeur actuelle N. On aura donc ainsi : 

Longueur du segment de parallèle, compris sur l'ellipsoïde, 

entre les méridiens extrêmes de l'arc A , cette longueur étant me

surée à la distance polaire dde son origine S, 

Asinz'sinrf i sinisindsin(d'-f-i) s in(c/'— i) A 3 

Œ S I I = s i nd ' 6 dtfJ' K» ' 

i est l'azimut initial de l'arc A, compté de l'équateur vers le pô le , 

et d'est la distance polaire de son extrémité, calculée sur la sphère 

par l'expression rappelée ci-dessus. 

Soient r le rayon de la circonférence qui constitue un parallèle de 

notre ellipsoïde à la distance polaire rf; r„ le rayon analogue pour 

toute autre distance polaire d„. Les arcs interceptés sur ces c i r 

conférences par deux méridiens donnés, seront proportionnels en 

longueur à ces rayons, puisqu'ils devront soutendre le même 

angle au centre de chacune d'elles. En conséquence, si l'on désigne 

par S„IT„ ce que deviendrait ici Sn étant mesuré sur l'ellipsoïde à 

la distance polaire d„, on aura 

S„II„= S n - -
r 

Maintenant, plaçons notre ellipse génératrice dans le plan de la 

fig. 4 o ; et, ayant marqué sur son contour deux points S, S,„ situés 

aux distances polaires respectives d, d,„ menons en ces points 

deux normales terminées à l'axe polaire ; elles formeront respeeti 

vement avec lui ces mêmes angles, par définition ; et, en nommant 

N, r?„ leurs longueurs, on aura 

a 
N = r ; N„= 
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rallèles de ces deux points. Or, leur relation de position avec les 
normales donne évidemment 

r = N sin d, r„ = N„sin dn; 

expressions dans lesquelles d et dn sont des distances polaires e l l ip 

tiques. Multipliant donc l'arc Sn par le rapport de ces valeurs , 

nous aurons : 

Longueur du segment de parallèle, compris sur l 'el l ipsoïde 

entre les méridiens extrêmes de l'arc A , cette longueur étant me

surée à la distance polaire elliptique <·/„, 

r/i N„ sin ? sin <:/„ i sin!sinrf„sin(c?'-M)sin(rf '— i )A }N„ 
L4J S„IT„ — A N s . n d , g - 1^ d' ' 

i est toujours l'azimut initial de l'arc A , et d'est la distance p o 

laire de son extrémité calculée sur la sphère osculatrice à son o r i 

gine , comme précédemment. Sur une sphère, les normales N , N„ 

seraient toutes deux égales au rayon I » , ce qui reproduirait la f o r 

mule de transport établie pour ce cas, page 167. Biais , sur l 'el l ip

soïde, leurs longueurs changent avec la distance polaire, et le seg

ment de parallèle, intercepté entre les mêmes méridiens, se trouve 

modifié par ces variations. 

191. Les formules [ 1 ] , [2], [3], [4], transportées ainsi à l 'e l l ip

soïde, donnent tous les résultats que l'on y peut déduire d'un seul 

arc géodésique dont on connaît la distance polaire initiale vraie d, 

l'azimut initial i, et la longueur A . Pour les appliquer aux côtés 

consécutifs d'une triangulation continue, il faut se procurer les 

mêmes éléments de calcul propres à chacun d'eux. Désignons les 

stations consécutives par S, S,, S 2 , . . . , et nommons A , A , , A 2 , . . . 

les longueurs des arcs sphériques interceptées entre el les, l o n 

gueurs qui sont connues par la résolution des triangles principaux. 

On a d'abord déterminé astronomiquement en S la distance d du 

pôle au zénith, et l'azimut i; mais, parvenu en S,,i l f auty obtenir 

les deux éléments analogues par déduction. L e premier sera la dis

tance polaire elliptique d\ rapportée à la normale réelle de S, ; elle 

se conclut des éléments A , i, d, combinés avec la correction d 'e l -

lipticité dépendante de e>. Le second est l'azimut initial de l'arc A , , 

compté du méridien propre de S,. Pour l'obtenir, on calcule d 'à -
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bord l'azimut de S sur l'horizon de S , , en le déduisant de l'angle V, 
déterminé sur la sphère osculatrice précédente, cet angle pouvant 

être transporté en S i , et appliqué sur l'ellipsoïde sans aucune cor

rection. Ce résultat, combiné avec l'angle sphérique S S , S 2 qui a 

été observé en S , , donne l'azimut du côté S i S 2 , ou A , , autour du 

méridien de cette station. La longueur Ai est connue. On se re

trouve donc en S, avec le même système de données qu'on avait 

en S , et on les combine, par les formules , de la même manière. 

Cela conduit à la station suivante S 2 , puis à S 3 , et ainsi indéfini

ment sur toute l'étendue de la triangulation. L e transport des élé-»-

ments astronomiques primitifs d, i, ne souffre d'incertitude que 

dans l'emploi qu'on y fait de la petite correction dépendante dee 2 , 

par laquelle on rapporte les distances polaires sphériques aux 

normales vraies , en passant de chaque station à la station sui

vante. Car, cette correction étant calculée d'après la valeur de e 2 

qui convient à la configuration générale du sphéroïde terrestre, 

elle ne tient pas compte des anomalies qui pourraient occasion

nellement écarter les normales locales de la direction régulière 

qu'on leur attribue. Lorsqu'il s'agit d'un arc méridien, ces acci

dents ne sauraient produire que des différences très-faibles, ou in

sensibles, dans l'évaluation de sa longueur. Car, d'abord, dans 

l'expression des segments consécutifs, le terme principal A cos/ 

pouvant se mettre sous la forme A — 2A sin2-^/, les petites varia

tions supposables de l'angle i changeront à peine sa valeur, d'au

tant que, dans un tel cas, la direction générale du réseau permet 

toujours d'y choisir des côtés médiocrement inclinés sur le méri

dien. Après celui-là, les éléments transportés d, i, n'entrent plus 

que dans les termes correctifs qui le complètent, et qu i , étant 

toujours très-petits, seront très-peu modifiés par de faibles varia

tions qui s'y introduiraient. Or, la somme de ces segments qui 

compose l'arc total , est le résultat spécial, et presque unique , que 

l'on veut alors conclure des formules, pour le comparer à la diffé

rence des distances polaires, comprises entre les stations extrêmes, 

laquelle se détermine toujours par observation. L'influence de 

l'angle i est plus grande sur un arc de parallèle, où. il entre dans 

chaque segment par le facteur principal A sm7, indépendamment 
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des termes correctifs qui le contiennent encore. Mais c'est surtout 

dans les valeurs absolues de i, obtenues à l'extrémité d'un long 

réseau de triangles, que l'existence des irrégularités locales peut se 

manifester le plus évidemment. Car le transport qu'on y fait de 

l'azimut initial / s'opère au moyen des évaluations successives des 

distances polaires d'et d\, transportées de chaque station à la 

suivante avec la correction d'ellipticité régulière qui dépend de 

e2, laquelle enti'c tout entière dans ces évaluations. I l pourrait 

donc en résulter que l'azimut final du dernier côté d'une chaîne 

de triangles, dirigée suivantun méridien ou un parallèle, étant cal

culé par nos formules, se trouvât différer sensiblement de la v a 

leur réelle que l'observation lui assigne ; et cette différence décè

lerait l'existence d'irrégularités locales entre les deux stations 

extrêmes pour lesquelles le dernier azimut aurait été conclu du 

premier. Pour une pareille épreuve, les valeurs successives de i—i' 

devraient, être évaluées entre chaque couple de stations consécu

tives au moyen de là formule rigoureuse qui donne s in ( *— i') ; 

et il ne serait pas , je crois, avantageux de chercher, par des déve

loppements , la relation immédiate du premier au dernier azimut, 

parce qu'il serait difficile, dans une transmission un peu prolon

gée d'approximations, d'apprécier l'influence relative des termes 

que l'on conserve et de ceux que Ton néglige , aussi bien qu'on 

peut le faire successivement sur chacune des sphères osculatrices 

auxquelles on n'applique qu'un seul arc toujours très-petit. 

192. Lorsqu'on a obtenu, par la formule [4], tous les segments 

interceptés dans une triangulation dirigée à peu près sur un même 

parallèle, et qu'on les a transportés tous sur un parallèle commun 

situé à la distance polaire elliptique dn peu distante de leur direction 

générale, leur somme, que je désignerai par IL, , donne l'arc total de 

ce parallèle qui est compris entre les méridiens des stations extrêmes. 

En le divisant par le rayon elliptique du même parallèle, qui est 

N sin dn, le quotient . " - exprime l'arc soutendu à son centre 
K sin dn

 l 

Cn,f/g. 4-0, sur une circonférence d'un rayon égal à l'unité de 

longueur. Donc, si l'on nomme I " l'amplitude angulaire de cet arc 
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PHYS IQUE . 

central, exprimé en secondes de degré, on aura 

N sin dn 

I " représente alors l'angle dièdre compris entre les méridiens des 

stations extrêmes, exprimé en parties de la même graduation. Or 

cet angle, conclu des mesures géodésiques, peut être soumis à 

une comparaison astronomique, analogue à celle qu'on applique 

aux arcs méridiens, mais qui , malheureusement, comporte beau

coup moins de précision. 

195. Pour cela, il faut se rappeler les notions établies dans les 

chapitres X I et X V du volume précédent, sur l'uniformité du 

mouvement diurne de la sphère céleste , ainsi que l'emploi de sa 

révolution pour constituer l'unité de temps que l'on appelle le 

jour sidéral. Si l'on définit, dans chaque l i eu , l'origine de ce 

temps par le passage méridien d'une étoile absolument fixe, ou 

rendue idéalement telle par les petites corrections que j 'a i annon

cées, pages 3ay, sous les noms de procession, à'aberration et de 

nutation, l'angle dièdre décrit par le cercle horaire de cette 

même étoile mesurera, pour chaque observateur, les parties du 

temps écoulées depuis son passage méridien; et cet angle lui sera 

indiqué ù. chaque instant, par son hor loge, s'il a déterminé soi

gneusement la marche de celle-ci, en la comparant au mouve

ment du ciel par des observations de passages, comme cela a été 

expliqué au chapitre X I . Concevons maintenant deux observa

teurs établis aux deux stations extrêmes S 0 , S„ du parallèle calculé, 

munis tous deux d'horloges exactement réglées comme je viens de 

le d i re , et comptant tous deux le temps sidéral à partir du pas

sage de la même étoile à leur méridien. Désignons par I " le nom

bre de secondes de degré qui exprime l'angle dièdre compris entre 

ces plans, et supposons S„ plus occidental que S 0 . Lorsque l'étoile 

prise pour signal céleste, passera au méridien de S„, elle se trou

vera à l'occident du méridien de S 0 , et son cercle horaire s'en sera 

éloigné, dans ce sens, d'un nombre de secondes de temps sidéral 

1" 

égal à —g, puisque la vitesse de son mouvement uniforme lui fait 

décrire les 36o° de sa révolution entière en vingt-quatre heures de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(*) Dans les pages suivantes, on a imprimé par erreur I I „ — I l 0 , au lieu 
<le H„—H„ ; il faut intervertir les indices pour avoir cette différence positive 
comme on l'a supposée. 

ce même temps. Donc, en général, si l'on nomme H 0 , f î„ les temps 

absolus que les deux observateurs comptent simultanément sur leur 

propre hor loge, à un même instant physique, on aura toujours 

I " 
H„-+- , -= = H, . 

i 5 

D'après cela, si l 'on pouvait connaître, pour un même instant 

quelconque , la différence n o — H „ , l'angle I " se déduirait de 

cette égalité. C'est à quoi l'on parvient en faisant apparaître entre 

les deux stations un signal soudain, visible de l'une et de l'autre, 

tel que le produit l'inflammation d'une petite quantité de pondre. 

Car l'instant de l'apparition étant noté par chaque observateur sur 

sa propre horloge, la différence de ces indications donne H 0 —H„. 

Si ces identifications pouvaient se faire avec une parfaite rigueur, 

une seule suffirait. Mais, comme elles comportent inévitablement 

quelque incertitude, on réitère la même épreuve un grand nom

bre de fois, à des instants fixés, en les espaçant par des intervalles 

de temps convenus d'avance, et l'on atténue, par compensations, 

les erreurs partielles, en prenant la moyenne de tous les résultats 

ainsi obtenus. Ayant donc ainsi H D — H „ , on en conclut 

r = i 5 ( H 0 - H „ ) . 

Cette évaluation astronomique de I " peut alors être comparée à son 

évaluation géodésique (*). Or, celle-ci est déduite de la longueur 

de l'arc mesuré, combinée avec sa distance polaire observée et 

avec les éléments a, e2, de l'ellipse qui représente la forme générale 

des méridiens terrestres. L'accord ou la discordance des deux ré

sultats apprend donc si, sur le segment de parallèle où l'on a opéré, 

la configuration de la surface terrestre s'identifie exactement avec 

l'ellipsoïde régulier de révolution qui représente son ensemble, ou 

si elle en diffère localement. Mais, pour bien apprécier l'étendue de 

ces écarts, lorsque le calcul les accuse, et même en constater sû

rement la réalité, il faut discuter l'influence des erreurs de détail 
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qui pourraient fausser la comparaison, en altérant les valeurs des 

éléments observés sur lesquelles on l'établit. 

194. L'évaluation géodésique de I " offre peu d'incertitude. 

Ses éléments sont, i ° les distances polaires des stations extrêmes 

qui se déterminent astronomiquement avec beaucoup de précision; 

2 ° la longueur de l'arc. Elle se conclut d'une triangulation , ordi— 

nairement appuyée sur plusieurs bases qui donnent la longueur 

absolue de ses côtés principaux, qu'elles vérifient par leur d é 

duction mutuelle. Les segments du parallèle qui la traversent se 

calculent avec exactitude d'après ces éléments, au moyen desTor-

mules que nous avons établies, en supposant qu'on ne les tronque 

point par des simplifications hasardées, qui pourraient diminuer 

leur précision ; 3° enfin, les éléments a, c-, de l'ellipse générale 

sont connus, avec une approximation qui suffit certainement pour 

assurer les petites corrections qui en dépendent. La valeur de I " , 

obtenue ainsi, représente donc bien l'amplitude vraie que devrait 

occuper l'arc mesuré du parallèle, en l'appliquant sur l'ellipsoïde 

terrestre, considéré dans la régularité abstraite de sa configura

tion générale. On peut donc légitimement l'employer comme p r e 

mier terme de la comparaison. 

Maisl'évaluation astronomique de I " , par les différences des temps 

absolus, ne comporte pas, à beaucoup près, autant de sûreté. D'a

bord son expression montre qu'une erreur de i s d e temps, commise 

dans l'appréciation de H „ — H 0 , en produit une de i5" de degré sur 

sa valeur. Or, les erreurs de cette appréciation se composent, 1° de 

celles qu'on peut commettre sur l'évaluation du temps absolu dans 

chaque station où les signaux instantanés s'observent; 2 0 de l 'appli

cation qu'on fait à chaque horloge du phénomène perçu, soit qu'on 

l'effectue directement, ou en y transportant l'époque de la perception 

par l'intermédiaire d'un chronomètre; 3° de l'inégalité qui existe 

entre le jugement que chaque observateur porte sur l'époque comp

tée du phénomène perçu. Car, dans les observations qui se font , 

par exemple, avec l'instrument des passages, on a remarqué que 

l'occultation des étoiles, par chaque fil du réticule, est rapportée, 

par différents observateurs, à des temps quelque peu différents de 

l 'horloge qu'ils écoutent; ce qui produit une inégalité d'identifica-

T. m . 17 
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tion à laquelle il devient nécessaire d'avoir égard, dans des déter

minations précises de temps absolu. Cette circonstance affectera 

donc l'intervalle H„ — I I 0 , d'une erreur constante pour chaque 

couple d'observateurs, si on ne l'a pas spécialement mesurée pour 
eux, par des expériences préalables, ou si l'on n'a pas constaté que 

son résultat devient insensible par opposition, dans leurs observa-

lions simultanées du signal intermédiaire. Les effets des trois cau

ses d'erreur que nous venons d'énumérer, devenant quinze fois 

plus grands dans l'évaluation astronomique de I " , elle est néces

sairement beaucoup moins sûre que l'évaluation géodésiqne; et il 

faut apprécier, avec une sévère critique , la part qu'elles peuvent 

avoir dans les différences que ces deux déterminations présentent, 

avant d'en conclure qu'elles décèlent des anomalies locales réelles 

dans la configuration du parallèle mesuré. 

ifJii. Peut-être améliorerait-on les observations du signal in

stantané, en substituant aux feux de poudre, les éclipses récipro

ques de lampes à courant d'air, munies de réflecteurs, qui seraient 

fixement établies dans chaque station. Elles seraient occultées par 

la chute d'un écran métallique, tombant d'une hauteur suffisante 

pour donner à leur disparition une durée sensiblement nulle , ou 

que sa constance permettrait d'évaluer. L'observation se ferait, à 

chaque station, avec une lunette fixe dirigée vers l'autre. Le signal 

serait successivement donné et reçu, dans toutes deux, à des 

époques fixées, se succédant par des intervalles de temps con

venus d'avance, ce qui permettrait de réunir un très-grand nom

bre d'observations réciproques en fort peu de jours. L e mode d'i

dentification de la perception et du temps, propre à chaque obser

vateur, et qu'on appelle son équation personnelle, se conclurait 

d'expériences préalables, faites simultanément par tous deux dans 

une même station, où ils observeraient et reporteraient à la même 

horloge les éclipses soudaines qu'un aide opérerait dans l'autre. 

190. Supposant l'amplitude astronomique I " déterminée par 

ce procédé ou par d'autres analogues , soit pour l'étendue totale 

de l'arc mesuré, soit pour les divers segments dans lesquels on 

subdiviserait sa longueur par des stations intermédiaires, on en 

pourra conclure proportionnellement la longueur d'un degré du 
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Tableau relatif au § 198. 

I . I I . I I I . IV . V. V I . V I I . V I I I . 

AMPLITUDES LONGUEUR CORRECTION 
T T ? T T T Ï 4TUT U T T T T T L ^ T I ' LES MEMES, 

converties en nrcs 
en multipliant 

leurs 
parties du temps 

par 
le facteur 1 fj : 

des mêmes arcs, du degré qu'il 

NUMÉROS 
(Tordre 

des segments 
consécutifs. 

LIMITES DES ABCS. 

X J I ' I U I A A SU. JTR Xj L X I J 1 / !.. 

astronomique, 
déterminée 

pat
tes feux do poudre, 

et exprimée 
en temps sidéral : 

LES MEMES, 
converties en nrcs 

en multipliant 
leurs 

parties du temps 
par 

le facteur 1 fj : 

mesurées 
géodesiquement, 

exprimées 
en mètres et 

ramenées 
à la distance 

polaire commune 
44° 16' 48": 

du parallèle 
donné, 

par chaque 
intervalle, 

h la distance 
polaire 

commune 
44° 16'48": 

EXCES 
de chaque 

degré partiel 
sur 

le degré moyen 
conclu 

de Tare total. 

faudrait faire 
dansl'amplitude 
astronomiq. H ' 
de chaque seg
ment, évaluée 
on temps sidér., 

pour détruire 
leur excès prop. 

11·. i5I l ' . n. _ 36oo II 
~ i5H< 

sur le degré 
moyen. 

I Marennes -Sa in t - P r cu i l . . . . . . 
Il m s 

o . 3 . 4 8 , 9 9 0 
0 1 w 

0 . 5 7 . i 4 , 8 5 o 
0 1 

74414 ,958 
m 

7 7 9 9 2 , 8 7 2 
m 

+ 8 9 , 8 5 9 

s 

- f -o , 2 6 4 )3 

Saint-Preuil-Sauvagnac. . . . . 0. 6 . 2 3 , 0 9 4 1 . 35 . 4 6 , 4 i o I 2 4 ' 9 4 , 7 9 ' 7 7 8 0 5 , 3 2 0 — 9 7 > 6 g 3 —0,48041 

3 Sauvagnac-Isson . 0. 6 . 5 l , 3 9 I i . 4 2 . 5 o , 8 6 5 133359,090 7 7 7 9 9 > 9 3 5 — 1 0 3 , 0 7 8 —o,54433 

4 Isson-Genève 0 . 1 1 . 5 7 , 8 2 0 2 . 5 g . 2 7 , 3 o o 2 3 3 i 1 1 , o 8 3 7 7 9 3 9 > 4 9 ° + 3 6 , 4 7 7 + 0 , 3 3 6 l I 

5 Genève-Milan , . 0 . 1 2 , 9 ^ 7 0 3. 2 . 2 3 , 5 5 o 23674.1,475 7 7 8 7 8 , 6 7 2 — 2 4 , 3 4 1 — 0 , 2 2 7 9 6 

G Milan-Padoue 0. t o . 4 5 , 383 2 . 4 1 . 2 0 , 7 4 5 209279,518 7 7 8 2 5 , 2 5 4 — 77>759 — 0 , 6 4 4 1 9 

7 Padoue-Fiume (Jardin Scarpa) . . 0 . 1 0 . i 3 , 3 5 6 2 . 33 . 2 3 , 0 4 0 1 9 9 5 7 1 ,635 78067,472 - f- 164,459 + 1 , 2 9 5 2 2 

Éléments r datifs à l'arc total 
li m 5 

1 . 2 . 9 ,784 
O r 11 

l 5 . 3 2 . 2 6 , 7 6 o 
m 

1 2 1 0 6 7 2 , 5 5 0 
m 

7 7 9 0 3 , o i 3 

astronomie physique, T. III , page 25g. 
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parallèle considéré. Pour cela, nommons H 5 la différence H„—H„ 
exprimée en secondes de temps sidéral; en sorte que I " .soit 

égale à I 5 I P . A lors , n étant la longueur mesurée qui corres-

supposant les éléments de cette détermination exempts de toute 
erreur, le produit ainsi obtenu devrait être constant sur tout le 
contour d'un même parallèle, soit qu'il fût conclu de l'arc entier 
ou de ses segments; et s'il ne l'était pas, on devrait en conclure 
que la configuration de la surface terrestre s'y écarte de sa régu
larité générale, propre à un sphéroïde de révolution rigoureux: I l 
sera toujours important de faire cette épreuve. Mais, si les valeurs 
des degrés, ainsi calculées par les divers segments de l 'arc, pré
sentent des différences entre elles, il faudra, avant d'en inférer 
l'existence d'anomalies locales, examiner si ces différences sont 
assez fortes pour ne pas pouvoir provenir des seules erreurs d'ob
servation qui affectent les divers éléments d'où on les déduit. 

197. Le plus grand arc de parallèle que l'on ait jusqu'à présent 
mesuré, traverse une triangulation continue, établie à peu près 
sur le 4 5 e degré de distance polaire, ayant son extrémité occiden
tale sur les côtes de l'Océan, près de Bordeaux, et son extrémité 
orientale près de la ville de Fiume, en Istrie. C'est sur cette même 
ligne qu'ont aussi été faites un grand nombre d'expériences sur la 
longueurdu pendule, rapportées à la fin de notre tome I I , p. 482 ; 

de sorte que ces expériences s'y associent aux déterminations géo-
désiques, aussi complètement que sur l'arc de méridien qui s'étend 
depuis la petite île d'Unst, dans l'archipel des Shetland, jusqu'à 
celle de Formentera, arc dont les Anglais ont mesuré, ou achèvent 
de mesurer, la partie boréale. 

Cette grande mesure de parallèle , d'abord projetée en France, 
a été exécutée, dans ses diverses parties, par des observateurs 
très-habiles appartenant aux différents États que l'arc devait tra
verser. C'étaient, pour la France, feu le colonel Brousseaud, ayant 
sous ses ordres des officiers pris dans le corps des ingénieurs-géo
graphes; pour la Savoie , M. Plana, l'astronome royal de Turin ; 
pour l 'Autriche, M. Carlini, de l'observatoire de Milan; et des 

pond à l'amplitude I " , la longueur d'un degré sera 
36oo" l n • En 
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(*) Les nombres contenus clans cotte dernière colonne sont calculés par la 
méthode que j'ai indiquée en note page 2 1 1 , mais il no sera pas inutile do 
la reproduire ici dans l'application spéciale que je lui ai donnée. Soit Tl la 
longueur en mètres d'un de nos segments de parallèle dont 1", ou i5I I J , est 
l'amplitude astronomique exprimée en secondes de temps sidéral. La l on 
gueur n(°) du degré qui s'en déduira aura pour expression 

iS U ' 

Dési; nons maintenant par x le nombre de secondes de temps qu'il faudiait 

officiers sous les ordres de M. le colonçl Fallon, directeur «lu bu
reau topographique de Vienne. L'amplitude géodésique a été ap
puyée sur deux bases extrêmes, l'une occidentale, mesurée dans 
les landes de Bordeaux; l'autre orientale, mesurée sur les bords 
du Tesin. Les amplitudes astronomiques de l'arc entier et de plu
sieurs de ses segments ont été déterminées par des feux de pou
dre. Les temps absolus ont été fixés, soit par des instruments de 
passages, soit par des observations de hauteurs d'astres prises avec 
le cercle répétiteur. Les résultats généraux de l'opération entière ont 
clé rassemblés dans un ouvrage publié par le colonel Brousseaud, 
sous le titre de Mesure d'un arc du parallèle moyen entre le pôle et 
l'equatcur. C'est de là que j 'ai tiré tous les éléments contenus dans 
le tableau placé en regard de la page précédente. Les longueurs 
mesurées sont exprimées en mètres français, dont la longueur légale 
en toises est o T , 5 i 30740. Nous verrons phisloincomment.ee rapport 
se détermine; pour le moment, je l'emploie comme un fait convenu. 

198. Ce tableau parle de lui-même. On y voit, dans la co
lonne V I , que les divers segments du parallèle mesuré donnent 
des longueurs du degré notablement différentes les unes des au
tres , et qui , comparées au degré moj'en conclu de l'arc total, 
sont tantôt plus grandes , tantôt moindres d'un nombre de mètres 
qui, pour quelques-unes, paraît fort considérable. Mais la der
nière colonne montre qu'en remontant aux déterminations ex
périmentales dont ces degrés sont déduits, leurs inégalités métri
ques répondent à des différences de temps, que les observations 
les plus habilement faites ont pu difficilement rendre certaines (* ) . 
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Toutefois, si l'on suit la marche de ces différences entre les seg

ments consécutifs, pour y chercher les indices les plus saillants d'a

nomalies locales, que l'on puisse juger réelles, leur maximum se 

présente vers les deux extrémités, occidentale et •orientale, de 

l'arc, avec des signes opposés. Or, c'est aussi vers ces mêmes ex

trémités que les longueurs observées du pendule ont offert les 

anomalies les plus considérables, et pareillement de signes con

traires, comme on le voit dans le tableau inséré à la page 482 dît 

tome précédent. Si l'on ajoute à cela que, sur l'arc méridien de 

France et d'Espagne, les variations les plus irrcgulières des degrés 

se manifestent également vers le 45" degré de distance polaire, on 

conclura de ces rapprochements, avec toute vraisemblance, que, 

dans la portion de la France où le méridien de Paris coupe le 45 f 

parallèle, la configuration de là surface terrestre s'écarte sensible

ment de l'ellipsoïde général qui représente son ensemble Cet 

écart est probablement plus marqué encore sur d'autres parties 

plus orientales du même parallèle, par exemple vers Padouc et 

Fiume. Car c'est là que les longueurs des degrés, mesurées sur 

son contour, et les longueurs du pendule qu'on y a observées, 

diffèrent le plus des lois générales. Aussi j lorsque Padoue a été 

rattaché à Milan par triangulation géodésique , les astronomes ita

liens ont trouvé une discordance de i 3 " , 5 entre la latitude de cette 

ajouter à II*, pour quoic quotient reproduisît la yalcur moyenne «lu de
gré, telle que la donne l'arc total. D'après cette condition, il faudra qu'on ait 

„ ( o ) _ _ JGOO 1( 
* i 5 ( I Ì » H - i ) ' 

Si l'on divise la première équation membre à membre par cette deiuière , il 
en résulte ' 

Jl(<» W+x „ . „ ,. . . . ( " W - » ^ ) 
.—• = —- _— u ou 1 on tiro * lì- · 7 -^ • 

Les nombres contenus dans la dernière colonne du tableau ont été calcules 
par cette formule. On voit que la correction x est toujours do même signe 
que la différence ri<">—nÇ">. 
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Au premier aperçu, cette opération de transport semblerait impl i -

sin d . ,, , . 
quer un cercle vicieux , non quant au rapport -—— qui se déduira 

si n 
rigoureusement de nos données, mais par l'évaluation qu'il nous 

v i l le , déterminée astronomiquement, et celle qui se déduit t ic 
Milan par les triangles intermédiaires supposés appliqués sur l ' e l 
lipsoïde terrestre général. 

199. Le parallèle sur lequel ont été prises les mesures d'arcs 
rapportées dans le tableau précédent ayant sa distance pola ire 
¿4=44° '6' 4̂"> s e trouve très-peu distant de celui auquel a p 
partient le degré moyen D(°) que nous avons conclu par l 'ensemble 
des opérations de France et d'Espagne, ce dernier se rapportant 
à la distance polaire d=^3° 5i' 54"· En combinant ces deux 
genres de déterminations, il est facile d'en conclure les dimensions 
de l'ellipsoïde particulier, qui serait oscillateur à la surface ter
restre dans le point où le degré moyen D(") coupe son parallèle 
propre; c'est Ce que je vais exposer. 

Pour cela je prends d'abord la moyenne des quatre degrés de 
parallèle, qui ont été obtenus par les observations faites entre 
Marenncs et Genève, parce que le milieu de l'arc qu'elles embras
sent se rapproche spécialement du méridien auquel appartient 
notre degré D( ° ) . Cette moyenne est 77884'", 4°4> ( l l ' i> converties 
en toises de l'Académie par le rapport légal o , 5 i 3 0 7 4 0 , valent 
3 g 9 6 o T , 4 6 , en négligeant les fractions ultérieures dont on ne sau
rait répondre. Je désigne cette longueur par n„. 

La première chose à faire, c'est de la transporter sur le parallèle 
dont la distance polaire est d, ce qui exige qu'on la multiplie pa r 

r 
le rapport — des rayons des circonférences correspondantes aux 

rn 
distances d, dn. Ces rayons, dans un même ell ipsoïde, on t 
pour expressions Nsinrf , N„sinrf„. Nommant donc n(° ) la lon
gueur du degré de parallèle ainsi transporté, on aura 

n„sinrf N 
OC) = _ " ; · — . 

sin r/„ N„ 
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N 
faudra faire du rapport —- des deux normales dans l'ellipsoïde in-

connu. Heureusement cette difficulté disparaît ic i , à cause du peu 
d'éeartement des deux parallèles entre lesquels le transport s'opère. 
Car, ainsi qu'on le verra tout à l 'heure, la partie de la réduction 

N 
qui est produite par le facteur — est si petite, qu'elle s'évaluera 

très-exactement avec la valeur de e 2 appartenant à l'ellipsoïde 
général. 

Je commence donc par former le produit qui dépend de l'autre 
facteur. On l'obtiendrait sans erreur sensible par l'application d i 
recte des logarithmes. Mais on apercevra mieux la petitesse de 
cette première réduction, en représentant par &> la petite diffé
rence d„— d des distances polaires, qui est o ° 2 4 ' 5 4 " . Car, en 
substituant à d la valeur équivalente dn— w, on aura 

sin <fc=sin dn cos w—cos dn sin w=s in dn—cos d„ sin co—2 sin d„ sui2-J w, 

ce qui donne 

sin d sin « . , 
r - = 1 ; 2 S U ! 2 j M ; 

sin<7„ tang«„ 

e t , en effectuant par parties le calcul des deux ternies qui dépen
dent du petit angle w, on trouvera 

n"sin<7 " ^ 9 9 ^ ° T ' 46 — 2 g 6 T , 8 o 3 — i T , 048 = 3 g 6 6 2 T , 6 1 . 

C'est ce qu'on aurait pu trouver directement, mais avec une appré
ciation moins évidente de l'effet de ce facteur. 

N 

200. Je viens maintenant au rapport — des deux normales. 

D'après leurs expressions dans l'ellipsoïde, il sera 

N _ /1 — e 2 cos 1 dn\ 2 _ ["1 — c 2 cos2 d -+- e2 (cos2 d — cos 2 d„ ) ~1 2 

NT, V — e 2cos 2f// ~~ L 1 — e ' c o s ' r f J 

r e- sin (d„ -+- d) sin (dn •— d) I ' 
" " L 1 " 1 1 — c2 cos2 d J 
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264 A S T R O N O M I E 

Sous cette dernière forme, on voit que le terme qui s'ajoute à l'unité 

sous le radical est rendu très-petit par l'association des deux, fac

teurs e 2 ets in ( t /„ — d). C'est là ce qui permet de le calculer avec 

la valeur générale de c' : je fais donc, par abréviation, 

r'sin (dn -+- d) sin (dn — d ) 
u— - - -

I 6'2 COS- d 
= 6'2sin(<7„ -f-rf)sin (<·/„ — d) ( i -+- e'cos-d 4-<--' cos'' d. . .). 

Lorsque « sera réduit en nombres par cette expression, sa peti-

N 

tesse permettra d'obtenir rapidement — par le développement du 

binôme qui donnera 

— = i + 1 » — 7 u - r - r a w . . . ; 

or, en effectuant le calcul de u, on trouve 

logK = 5 , 6 6 5 i 2 i i ; l o g « 2 = 9 , 3 3 0 2 4 2 2 . 

On voit qu'il serait tout à fait inutile d'aller au delà de ces deux 
premières puissances. Leur appliquant donc les diviseurs respec-

N 
tifs qui les affectent dans le développement de — , puis ajoutant 

. , . 1 1 - i , n„ sin d , 
à chaque terme le logarithme de — : , on trouve, en se bor-

sine/,, 
liant aux centièmes de toise, 

n W = 3 9 6 6 2 T , 6 i -+- o T , 9 2 = 3 6 9 6 3 T , 5 3 . 

L'excessive petitesse de lacorrection, qui dépend ici du rapport des 
normales, légitime parfaitement l'emploi que nous avons fait de la 
valeur générale de e2 pour la calculer. 

201. D'après cela, les éléments détcrminatifs de notre ell ip
soïde local seront : 

La longueur du degré de méridien. . . D'° ) = 5 7 0 2 4 T , 6 4 

La longueur du degré de parallèle. . . It(") = 3 9 6 6 3 T ,53 

applicables à la dist. polaire commune. . d— 4 3 ° 5 i ' 5 4 " . 
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(0 i — e 2 cos2 d rt(°) 

e- pourra donc être déterminé par cette équation. Quand il sera 

conclu, on obtiendra le demi-grand axe a d'après la longueur ab

solue de l'un ou l'autre des degrés mesurés, puisque l'on a évi

demment 

T> / ' T ) Il 

(2.) y — D ( ° ) — r = n W — 
{ ' 7 36oo" 36oo" 

Égalant donc ces valeurs aux expressions analytiques de 7 ou de /·, 

on en déduira a, puisque i? 2 aura été préalablement déterminé. 

Le degré D(°) appartient au cercle qui est osculateurde l'ellipse 

génératrice, à la distance polaire d. Le rayon de ce cercle, que je 

désigne par 7 , aura donc pour expression générale 

7 — i > 

( i — e 2 c o s V ) 2 

a, e1 étant les deux constantes inconnues de l'ellipsoïde qu'il s'agit 

de déterminer. 

L e degré I lW appartient à la circonférence du parallèle situé sur 

l'ellipsoïde à la même distance polaire d. Soit r i e rayon de cette 

circonférence ; r sera N sin d, N étant la longueur du segment de 

la normale qui se termine à l'axe polaire. Mettant donc pour N 

son expression générale, on aura 

a sin d 
r= ; · 

(i — e'co&dy 

Or, les rayons des deux cercles doivent être respectivement pro

portionnels aux arcs de i ° , mesurés sur chacun d'eux. On devra 

donc avoir 

7 D<u> . . , . . i — e 2 D(°) 
- = — r j ce qui donne ici ; - - , ,. . — , = 
r n < ° > 1 ( î — e 2 cos 2 </ ) s in r f n ( ° ) ' 

d'où l'on tire aisément 

e 2 s in 2 d n(°> — DW smd 
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202. c2 est le carré du rapport de l'excentricité au demi-grand 

axe. Ce carré est donc du même ordre que le second membre de 

l'équation ( i ) , et il deviendrait nul si n(°>se trouvait égal à D W smd; 

de sorte que l'ellipsoïde se réduirait alors à une sphère. La raison 

de ce résultat est sensible. Dans une sphère, les degrés de tous les 

grands cercles sont égaux ; et ainsi D(°) sin d représente la longueur 

du degré équalorial, transformé en degré de parallèle pour la dis

tance polaire d, ce qui rend ce produit égal à n ( 0 ' , comme l 'équa

tion l'indique pour un tel cas, en montrant que e2 y devient nul. 

D'après cela, notre ellipsoïde local devant être peu différent d'une 

sphère, le second membre de l'équation ( i ) devra se trouver fort 

petit, et c'est aussi ce qui arrive. Car, en le réduisant en nombres 

d'après les données que nous avons rassemblées, on trouve 

D(° ) sin d égala 3 g 5 i 5 T , 88, ce qui diffère peu de l l ( ° ) . De là on tire 

n e ) — T>(°)smd= i 4 7 T , 6 5 , 

e t , par suite , 
n(°) — D(° ) sin d 

— — = 0 , 0 0 5 7 2 2 4 7 . 
n(°) ' - ; 

La différence n'° ) — D(°) sin d, qui caractérise la forme ell iptique, 

surpasse les discordances que les diverses évaluations des degrés 

de notre parallèle nous ont présentées. Sa réalité est donc ici indu

bitable; mais elle est comparable en grandeur à ces discordances , 

et doit être considérablement influencée par les erreurs des obser

vations qui y concourent. Nous devons donc nous attendre qu'en 

combinant ainsi des évaluations diverses des degrés D(° ) et Iï (°) , 

correspondants à une distance polaire commune, nous obtien

drons des ellipsoïdes très-différents les uns des autres, tant par les 

irrégularités réelles de la surface terrestre que par l'intervention 

des erreurs que ces évaluations comportent, sans que nous puis

sions assigner la proportion dans laquelle chacune de ces causes 

modifie les résultats. 

205. Pour achever ici le calcul de e 2, je fais généralement 

n ( o ) _ D ( o ) s i n d 
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luations au delà des centièmes de toise , ce qui serait fort inutile, 

puisque l'on ne peut déjà pas y répondre de ces centièmes, il 

suffit d'employer les Tables logarithmiques ordinaires à sept dé 

cimales dans tout ce calcul. Alors, en dégageant e" de l'équation ( i ) , 
on a 

Pour profiter de la petitesse de p , je mets cette expression sous la 

forme 

et , en développant le second facteur en série par la division, elle 

donne 

L'extrême petitesse de f* rend la convergence très-rapide. Le troi

sième terme ne donne déjà plus qu'une unité sur les décimales du 

septième ordre ; en s'y bornant, on trouve 

e1 = 0,00772 087, loge 5 = 3,8876663. 

Nous avons v u , dans la page 1 8 4 , que e- est lié à l'aplatissement e 
de l'ellipsoïde par l'équation 

sin2 d + p. cos2 d 

e 2 = 2e — e 2, 

d'où l'on tire 

é 

s = 0 ,003869715 = 
I 

2 5 8 , 5 4 
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Cet aplatissement est beaucoup plus fort que celui que nous 

avons obtenu en combinant les degrés du méridien mesurés à des 

distances polaires très-inégales, et qui s'est trouvé être en moyenne 

3 T 3 T 7 T » P a S e 2 2 1 ! n l a i s la nature des données d'où nous l'avons 

déduit peut seulement attester le sens de la différence, non sa 

quantité absolue. 

Je ne m'arrêterai pas à calculer la valeur de a, qui se trouve as

sociée à cet aplatissement, par la valeur trouvée de c% parce 

que ce serait une recherche de pure curiosité. Mais j e signalerai 

une conséquence plus importante des résultats qui précèdent. 

a04. Supposée que, dans un lieu donné S , on ait déterminé 

astronomiquement la direction de la ligne méridienne, et la dis

lance angulaire d du pôle au zénith. Puis, qu'on rattache un autre 

lieu S,,, à celui-là, par un réseau de triangles sphériques, où l'on 

aura observé tous les angles, et déterminé les longueurs des côtés 

en les rapportant à une base mesurée. Au moyen des formules 

que nous avons établies, on pourra, en procédant de proche en 

proche, déterminer, i " la portion d'arc méridien comprise entre S 

et S„ , ce qui donnera la distance polaire relative de cette dernière 

station; 2 " l'azimut du dernier côté de la chaîne des triangles au

tour de la ligne méridienne de son horizon propre ; 3° enfin , 

l'angle dièdre compris au pôle entre les méridiens de S et de S„. 

Mais toute cette déduction ne s'effectuera qu'en transportant, à la 

station S„ , les éléments astronomiques de la station S, par l'inter

médiaire des triangles supposés établis sur un même ellipsoïde do 

révolution , auquel on ne pourra généralement attribuer que les 

valeurs de a et de e2 qui conviennent à l'ensemble de la surface 

terrestre, abstraction faite de ses irrégularités locales. L'influence 

de celles-ci, que nous voyons être fort sensible, produira donc 

habituellement des discordances du même ordre , entre les élé

ments de position réels, donnés par les observations astronomi

ques, et ces mêmes éléments géodésiquement calculés. C'est, en 

effet, ce qui arrive dans presque tous les cas où l'on peut faire 

des épreuves pareilles. Les différences que l'on trouve alors entre 

les résultats de l'observation et ceux du calcul décèlent l 'exis

tence et donnent la mesure des anomalies de la surface terrestre, 
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entre les deux stations extrêmes ainsi rattachées trigonométri-

queincnt l'une à l'autre. 

20J5. Tous les éléments, tant généraux que particuliers, de l'el

lipsoïde terrestre que j 'a i déduits, dans cette section, des lon

gueurs des degrés mesurés sur les méridiens Ou les parallèles 

peuvent être établis par des calculs analytiques, où l'on emploie, 

comme éléments, les ampli tudes totales des arcs embrassés par chaque 

opération locale. C'est la méthode que Delambrea suivie dans son 

ouvrage intitulé : Base du système métrique., et l'on peut voir au 

tome I t , pages 674 et suiv., la formule générale que la rectification 

analytique des arcs d'ellipse lui a fournie pour ce but. Mais, si l'on 

considère l'incertitude inévitable des données physiques sur les

quelles la solution du problème repose, on pourra légitimement 

douter que cette méthode, mathématiquement plus rigoureuse, 

et aussi plus complexe, conduise à des résultats beaucoup plus 

certains. Je me borne donc à l'indiquer , ayant préféré ici la 

marche naturelle et simple qui emploie les degrés eux-mêmes 

comme des éléments de combinaison suffisamment rapprochés de 

lïnfiniment petit. C'est, au reste, la même forme de données que 

Laplace a employée dans le tome I I I de la Mécanique céleste, et 

cet exemple me justifiera suffisamment. 

200. Les géomètres ont donné le nom général de lignes gêodc-
siques aux courbes de plus courte distance que l'on puisse tracer, 

soit sur le sphéroïde terrestre , soit sur un sphéroïde quelconque , 

entre deux points donnés de sa surface. Sur la sphère, une telle 

ligne est l'arc de grand cercle qui passe par les points donnés ; 

alors elle est toujours plane. Mais, pour toute autre forme de 

surface, les lignes de plus courte distance ne sont planes que par 

exception ; elles sont généralement à double courbure. Le nom de 

géodesique leur a été donné d'après l'application spéciale qu'on en 

a faite à la surface terrestre. Comment peut-on les y décrire, et les 

déduire des triangulations sphériques établies sur cette surface? 

C'est ce que l'on va aisément comprendre quand j 'aurai expliqué 

les conditions de tracé d'une ligne de ce genre sur un ellipsoïde de 

révolution , d'après la propriété de plus courte distance qu'on lui 

attribue. 
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207. Soit A ,PA, Jîg. 42 , un méridien de l'ellipsoïde que je sup

poserai très-peu différent d'une sphère pour me rapprocher des 

applications réelles , quoique cette particularité ne soit pas essen

tielle au mode de raisonnement dont je ferai usage. Sur ce mér i 

dien , désignons par m le point de départ de la ligne de plus 

courte distance que l'on veut tracer ; et donnons-nous, pour 

condition initiale de sa direction, qu'elle doive y faire un certain 

angle assigné i avec le méridien primitif P/«A. Puis, concevons 

qu'en vertu de ces éléments primitifs, elle doive suivre , dans son 

cours , la série des points m, m,, m2,. . . . Pour établir le raison

nement , je prendrai ces points très-rapprochés les uns des autres, 

comparativement aux dimensions générales du sphéroïde, afin 

que , sur la surface terrestre par exemple, chacun des petits 

arcs mm„ m,m„ puisse se trouver intercepté dans un des triangles 

principaux d'un réseau géodésique, établi suivant la direction 

générale que suivra la ligne que l'on veut tracer. Du pôle P j e 

mène une suite de plans méridiens, passant parles points m,, 
/ « a , . . . , ainsi définis; et je suppose les amplitudes des petits 

arcs mm,, m,m2,. . . assez restreintes pour que , sur toute leur 

longueur individuelle, le sphéroïde ne s'écarte pas sensiblement de 

la sphère qui serait transversalement osculatrice au méridien de 

leur origine propre. Ceci convenu , le premier élément mm, appar

tiendra à celle de ces. sphères qui sera ainsi osculatrice en m ; et il 

devra suivre, sur sa surface, la direction d'un grand cercle partant 

du point m, suivant la direction azimutale i qui est assignée. Cela 

détermine son extrémité m, sur cette même sphère; e t , par hypo 

thèse, en ce dernier point comme sur toute l'étendue de sa longueur, 

il se confond sensiblement avec la ligne de plus courte distance qui 

partirait du point m , avec la même condition azimutale , sur le 

sphéroïde réel. On obtiendra donc, par nos formules sphériques, 

i ° la longueur de ce côté mrnl dans le premier triangle principal où 

il se trouvera intercepté ; 2 0 la dislance polaire de son extrémité m, 
sur la sphère, que l'on convertira en distance polaire elliptique P/n, ; 

3° son azimut finalpm,m, qui se transportera sur l 'el l ipsoïde, et 

donnera l'angle Vm,m, sans aucune réduction. C'est exactement le 

même calcul que nous avons fait sur la fig. 18, pour y déterminer le 
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premier nœud m, de l'arc méridien, si ce n'est que la valeur de l'azi

mut initial i sera différente. Parvenus ainsi en ?;?,, Jtg. ¿¡.2, nous 

passons sur une autre sphère osculatrice, dont le rayon n'est plus la 

normale elliptique mn, mais la normale elliptique m,n„ qui est con

tenue dans le méridien propre de ce point ; et il fautchercherquelle 

devra être la direction du second c\cmentin,m2, sur la surface decette 

seconde sphère. Elle sera donnée par la condition fondamen taie delà 

ligne demandée. Car, devant être la plus courte que l'on puisse tra

cer surl'ellipsoïde, entre deux points quelconques pris sur les élé -

menesm/w,, m,?n2, il faudra, qu'à leur pointdejonction/72,, cesdeux 

éléments forment, avec la tangente menée au méridien elliptique 

en m„ des angles opposés égaux entre eux, afin que leurs segments 

infiniment petits, contenus dans le plan tangent en ce point, s'y sui

vent en ligne droite. En effet, s'ils ne se continuaient pas ainsi, les 

points que l'on y prendrait autour de m, pourraient être joints, 

dans ce même plan , par une ligne plus courte, ce qui est contraire 

à la condition assignée. Cela donne donc l'angle azimutal m,m,V 
égal àJ'azimut final Vm,m de l'élément précédent; et la même 

condition d'égalité existera entre les angles opposés que les mêmes 

éléments formeraient avec toute autre tangente, menée sur l'hori

zon de m,, suivant une direction quelconque. Pa r l a on connaîtra 

l'angle initial que l'élément m,m2 doit former avec le côté com

mun des deux premiers triangles principaux qui passe par le point 

/K 1. On pourra alors diriger, dans le second de ces triangles, ce 

second élément, comme on a dirigé le premier dans le triangle 

qui précédait. Ceci conduira au troisième point m2 de la courbe, 

et d e l à , progressivement, à tous ceux qui doivent le suivre, 

con^me dérivant du premier mm,, dont le point de départ et l'azi

mut initial ont été donnés arbitrairement. Les détails du calcul 

seront d'ailleurs exactement pareils à ceux que nous avons faits, 

sur la fg. 1 8 , pour conduire un même arc méridien à travers 

toutes les parties d'une triangulation sphérique. 

208. Cette construction montre pourquoi la ligne ainsi tracée 

sur l'ellipsoïde n'est pas généralement plane. L e premier élément 

mm, est contenu dans un plan mené du centre n suivant la nor

male mn ; le second m,m, est contenu dans le plan mené d'un 
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autre centre n,, suivant la normale m, nt, différente de nui en lon
gueur, et située dans un autre méridien. Ces circonstances, jointes 
à l'égalité des angles opposés formés en m, sur l'horizon de m, 
empêchent ces plans de coïncider, si ce n'est dans deux cas : d'abord 
quand l'azimut de départ i est nul, ce qui rend tous ses dérivés 
pareillement nuls, et fait coïncider tous les méridiens des points 
m, m,, m2, avec le méridien primitif; secondement, lorsque 
l'angle i est égal à go° et le point m placé en A à la distance p o 
laire de 90 0 , sur l'équateur même. Car alors, l'azimut PM,A étant 
aussi go° comme celui de départ, et la normale OM, partant du 
même centre O , dans le même plan équalorial, l'opposition des 
angles en M, maintient l'élément M,M 2 dans ce même plan; de 
sorte que, pour ce système de données, la ligne de plus courte dis
tance est la circonférence équatoriale elle-même. Or, ce dernier 
résultat a toujours lieu sur la sphère , parce que les données in i 
tiales peuvent toujours être ramenées à des conditions pareilles. 
En effet, soit, fig.42 bis, m le point de départ pris, partout où l 'on 
voudra, sur le méridien Pm , et soit i l'azimut initial quelconque 
que doit suivre le premier élément mm,. Menez en m un arc de 
grand cercle perpendiculaire à cet élément, et soit P ' son pô le , ce 
qui fera l'arc P'm égal à un quart delà circonférence. A lors , en pre 
nant le plan qui contient V'm, pour le méridien de départ de notre 
construction, ce qui ne changera rien aux conditions ultérieures du 
tracé, l'arc P'/«, , mené du même pôle, sera aussi perpendiculaire 
à m, m , et l'opposition des angles azimutaux formés en m, conti
nuera la même condition de perpendiculaire qu i , dès lors , se 
transmettra à tous les éléments suivants. La courbe de plus courte 
distance ainsi tracée aura donc tous ses éléments perpendiculaires 
aux méridiens menés du même pôle P ' ; elle sera donc un grand 
cercle de la sphère , ayant ce point pour pôle. Mais la sphère est la 
seule surface sur laquelle on puisse toujours ramener les données 
primitives à une pareille relation d'identité polaire. C'est aussi ce 
que confirment les formules [ i ] et [2] , que nous avons établies 
pages i58 , i5g et 160, pour calculer les coordonnées finales D ' , i' 
d'un premier élément de grand cercle mm,, pris sur une sphère 
transversalement osculatrice au méridien de son origine. Car, si l 'on 
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y fait simultanément, à cette origine, ; ' = g o ° et D=C)0°, ce qui réa

lisera le changement de pôle EÎKCTNCFIG. L\% BIS, elles donneront 

d'abord, par la page 1S8, D/—D=GO°. Ensuite, dans la page 160, 

-j (D'+D) étant go° , I— I' deviendra nul, ce qui donnera encore 

I'—I= go ° . Mais supposez seulement i ' = g o ° , rfétant quelconque, 

ce qui conviendrait à une ligne géodésique partant d'un point 

quelconque M du méridien elliptique, FIG. ¿¡.2, sous l'azimut initial 

de go " . Alors la distance polaire finale D ' du premier élément MM], 

mesurée en arc sur la sphère osculalrice, y différera de D par le 

1 A 2 

terme 71 ce oui la rendra plus grande que D de cette 
2 N tang D 

quantité. Par suite, la distance elliptique finale D'différera égale

ment de l'initiale D. En outre, dans la formule de la page 160 , 
T.(rf '-t- D) n'étant plus égal à go° , ('—I' ne s'évanouira point; ainsi 

l'azimut final I', différant de /, ne sera plus, comme lui , égal à 

go° . Par ces deux causes, le second élément M, M2 s'écartera de 

la direction qu'il avait sur la première sphère. Cet écart ne de 

viendra nul sur l'ellipsoïde que si D devient aussi go° , comme 1, 
ce qui place l'origine M dans la circonférence equatoriale elle-

même. Car alors, tangef devenant infini en même temps que 
I = o o ° , le terme — . sera nul, comme ceux auxquels il 

J ' 2 N tang d 
est associé dans l'expression de D ' — D ; e t , par suite, I' sera égal 
à go ° , comme I. 

203. La ligne de plus courte distance tracée sur l'ellipsoïde, 
FIG. 4.2, à partir d'un pointdonné m, sous la seule condition initiale 
1 z= go° , s'appelle généralement la PERPENDICULAIRE À LA MÉRIDIENNE 

qui passe par son origine M. Elle ne diffère d'un grand cercle tracé 
sur la première sphère osculatrice, avec la même condition azimu
tale, que par des quantités de l'ordre de l'excentricité de l'ellipsoïde. 
Mais l'existence de cet élément, quelque petit qu'on le suppose , 
modifie progressivement son cours, de manière à l'écarter de plus 
en plus du cercle dont il s'agit. Soit M, FIG. 4 3 , son point de dé
part sur le méridien elliptique A, PA. placé dans le plan de la figure 
même. Elle descend progressivement vers l'équateur, le dépasse, 
puis, lorsqu'elle a atteint le parallèle c';«„silué à la même distance 

T. m . 18 
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polaire que son parallèle de départ cm , elle s'y retrouve de nou

veau perpendiculaire au méridien local P/»„, formant avec le p r i 

mitif PmAun angle moindre que i8o° . Delà elle remonte vers son 

parallèle de dépar te » ; , qu'elle ne dépasse point, mais elle le re 

joint dans un méridien antérieur au primitif PA ; et elle continue 

ainsi indéfiniment sa marche spirale , en restant toujours comprise 

entre les circonférences des mêmes parallèles. Ces propriétés , d é 

montrées par Legendre, la distinguent essentiellement de la l igne 

analogue tracée sur la sphère, fig.42 bis. Car celle-ci étant un grand 

cercle ne revient à la même direction azimutale que lorsqu'elle r e 

joint le prolongement de son méridien primitif au point mn, à l 'ex

trémité du diamètre qui passe par son point de départ m ; après 

quoi , elle retourne de nouveau à ce point, d'où elle recommence 

une révolution nouvelle, sans sortir jamais des mêmes limites ni 

du même plan central. 

210. La méridienne et la perpendiculaire s'emploient comme 

axes de coordonnées rectangulaires dans les grandes cartes t opo 

graphiques, pour représenter par développement, sur une sur

face plane, les positions horizontales relatives des divers points 

d'une même contrée. On prend pour un de ces axes la ligne mér i 

dienne qui passe par le point principal de la carte, autour duquel 

on veut grouper toutes les autres, et l'on rattache ceux-ci entre eux 

par une grande triangulation qui recouvre toute la surface que l 'on 

veut représenter. Ce réseau est lié à une ou plusieurs bases mesu

rées , qui servent à calculer tous les côtés de ses triangles pr inci

paux. Ayant choisi sur le méridien principal un point m qui ser

vira d'origine aux deux axes coordonnés, on y détermine astro-

nomiquement la distance il du pôle au zénith, et l'azimut formé 

avec sa ligne méridienne par un des côtés des triangles principaux 

qui y aboutissent. Par exemple, pour la triangulation de la France, 

supposons que ce point de départ soit la station de Dunkerque. 

A lors , adoptant un ellipsoïde de révolution dont l'excentricité soit 

donnée , on calcule progressivement, par les formules que nous 

avons établies, tous les nœuds dans lesquels la méridienne p r o 

longée coupe les côtés des triangles qui se trouvent sur sa direc

tion, ce qui donne leurs distances en arcs à l'origine m. Pu is , r ë -
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solvant aussi les triangles latéraux, on calcule de proche en proche : 

i ° les distances polaires individuelles de leurs sommets; 2 ° les 

angles dièdres p compris entre leurs méridiens propres et le méri

dien primitif; 3° leurs azimuts réciproques, éléments que l'on rap

porte toujours à l'ellipsoïde adopté. Cela fait, on conçoit autant de 

lignes géodésiques, qui , partait de ces sommets connus, se diri

gent perpendiculairement à la méridienne primitive , et, par des 

procédés que j 'expliquerai tout à l'heure, on détermine pour cha

cun d'eux : i ° la longueur de la perpendiculaire 6. terminée à 

cette méridienne; 2 ° la longueur de l'arc méridien compris entre 

le point d'intersection et l'origine m. Ce sont les deux coordonnées 

cherchées. La première s'appelle, en termes de géodésie, la dis
tance à la méridienne; la'seconde, la distance à la perpendiculaire, 
menée sur l'ellipsoïde par l'origine m. Ces deux déterminations 

exigeraient des calculs très-complexes , s i l'on voulait les effectuer 

avec une complète rigueur. Mais, comme la représentation graphi

que à laquelle on veut ainsi arriver n'embrasse jamais qu'une 

portion très-restreinte de la surface terrestre, sur laquelle les plus 

grandes valeurs des angles polaires p atteignent rarement huit ou dix 

degrés, on admet que chaque perpendiculaire A peut être évaluée 

sur la sphère qui serait transversalement osculatriceau méridien de 

la station d'où elle part, ce qui la réduit à un arc de grand cercle 

tracé sur cette sphère perpendiculairement au méridien primitif. 

Alors la détermination de sa longueur et de la position du point où 

elle se termine, n'exige plus que la résolution d'un triangle sphéri-

que rectangle, plus une très-petite correction qui a pour but de 

transformer la distance polaire sphérique de ce point en distance 

polaire elliptique comptée sur le méridien primitif. Cette simplifi

cation est encore légitimée par deux circonstances. La première, 

c'est qu'en vertu des irrégularités de la figure de la terre, les coor

données angulaires des stations, calculées géodésiquement, ont 

presque toujours des valeurs tant soit peu différentes decelles qu'on 

leur trouve parles observations astronomiques immédiates; en sorte 

qu'on ne pourrait jamais les associer rigoureusement sur un même 

ellipsoïde ; la seconde, c'est que le but final qu'on se propose étant 

une représentation graphique, il serait absolument inutile de cher-

18. 
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cher à lui donner une rigueur idéale que le tracé ne reproduirait 

pas. 

211. Le calcul devient très-facile pour les stations peu distantes 

du méridien principal, et qui appartiennent au réseau de triangles 

à travers lequel on a progressivement déterminé sa direction, ainsi 

que ses divers segments. Soient, fig. 44, c c méridien, et. M la 

station à partir de laquelle on a commencé'à le tracer; désignons 

par S'le sommet cpie l'on veut y rapporter. Parmi les points où les 

côtés des triangles coupent la méridienne et qui ont été déterminés 

par le calcul successif, choisissez celui qui est le plus rapproché 

de S', et que je désignerai par S. Le segment BIS du méridien est 

déjà connu : je le nomme M. Concevez en S la sphère qui est oscu-

latrice transversalement à ce méridien. Son rayon sera la normale 

elliptique N menée par le point S, et, comme elle peut être censée 

embrasser le sommet S', menez l'arc de grand cercle S S' sur sa 

surface. Vous pourrez toujours déterminer, dans le réseau des 

triangles, la longueur A de cet arc et son angle azimutal i sur l 'ho

rizon de S, si déjà ces deux éléments n'ont pas été obtenus dans 

la suite même des opérations que le prolongement de l'arc MS né

cessite. Alors du point S', sur cette même sphère, menez un arc de 

grand cercle S'N ou A, perpendiculaire au méridien primitif: ce 

sera la distance de S' à la méridienne, cl. NS - f-SM sera sa d i s 

tance à la perpendiculaire de M. Les longueurs de A et du segment 

SN ou A' s'obtiendront en résolvant le triangle sphérique S S'N, 

rectangle en N. C'est exactement le même problème que nous avons 

traité primitivement § CC, page ^3 , puis une seconde fois page 1 5 9 , 

5 5 , en prenant pour type la fig. 24, et j 'a i employé ici les mêmes 

lettres pour désigner ses éléments. Ainsi nous pourrons leur appli

quer les mêmes formules, sauf que le rayon R de la sphère 

deviendra ici la normale elliptique N , propre au point S. 

212. Conformément à la marche que nous avons suivie a lors , 

je transporte les calculs trigonométriques sur la sphère centrale 

décrite avec un rayon égal à l'unité de longueur, en y traçant les 

arcs homologues 
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et le triangle semblable, formé par ceux-ci, donne 

tang a' = tang a cos / ; sin S = sin a. sin i. 

La petitesse supposée de l'arc « permettant de résoudre ces 
équations par développement, on en tire, comme dans le passage 
cité, 

a! — a. COS i' -\- ~ a? cos / sin2 / ; H— a. sin i — ~ a? sin i cosJ i ; 

et, en revenant de la sphère centrale à la sphère réelle, il en ré

sulte 
i A3 i A3 

A' = A Cos /'' + Ô =r. cos i sin2 i, A = A sin i — 7 — sin i cos2 7 . 
o JN b r l 1 

A est la distance cherchée de S' à la méridienne P M , et la distance 

du môme point à la perpendiculaire est M -+- A'. 
C'est par ce procédé, ou par d'autres équivalents, que Delambre 

a calculé, pour la grande triangulation qui traverse la France et la 

Catalogne, les distances de toutes les stations à la méridienne et à la 

perpendiculaire de Dunkerque, rapportées au tome I I I de la Base, 

du système métrique. Il y a joint, pour chaque station, sa distance 

polaire d', et les distances respectives des parallèles. Celles-ci ont 

été obtenues en ajoutant à chaque segment A ' le terme correctif 

1 A2 

2 IN tang d'' 

qui exprime la distance- de l'intersection de chaque parallèle au 
pied N de la perpendiculaire, d étant la distance polaire de S'. 
Tout cela est conforme à ce que nous a%ons trouvé pages 80 et 
142 (note). 

215. Ces approximations ne peuvent plus être employées quand 
la station S' fait partie d'une triangulation latérale, sur laquelle 
elle se trouve à une grande distance du méridien principal auquel 
on veut la rapporter. Soient alors PS'A, fig. 45, le méridien el
liptique propre de cette station, situé dans le plan même de la 
figure, et PMB le méridien principal formant, avec celui-là, un 
angle polaire p, que l'on appelle, par abréviation, la longitude 
i-elative de S'. Sur ce méridien, je marque en RI la station prise 
pour origine, où l'on a déterminé astronomiquement la distance 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



angulaire d du pôle au zénith. La résolution des triangles qui rat

tachent S' à M r étant effectuée de proche en proche, par les fo r 

mules que nous avons établies, a fait connaître l'angle p, et la dis

tance angulaire d'du pôle, au zénith de S' sur l'ellipsoïde adopté. 

De là on peut déduire l'arc D ' — D de l'ellipse génératrice, qui est 

compris entre les parallèles de ces points. On l'obtient directement 

par une formule que j'exposerai dans la Note I I , annexée à la pré

sente section. Maintenant, en S', on conçoit la sphère qui serait os-

culatricc transversalement au méridien PS'; et, comme elle continue 

de l'être sur toute la circonférence du même parallèle, on admet 

qu'elle comprendra, sans erreur appréciable, les portions du mé

ridien PM qui en seraient très-peu distantes. Le pôle propre de 

cette sphère, que je désigne par P ' , est situé sur l'axe polaire de 

l'ellipsoïde comme le pôle vrai P, dont il s'écarte d'une quantité 

que j 'exagère dans la figure pour l'y rendre perceptible; car elle 

est du même ordre de petitesse que l'excentricité. Mais, comme 

les plans méridiens des deux surfaces coïncident, l'angle dièdre p, 
compris entre eux, est le même; e t , en outre, la distance polaire 

angulaire P'N'S', du rayon S'N', est égale à d', puisqu'il est normal 

à l'ellipse en S'. Cela posé, je mène sur la sphère l'arc de grand 

cercle S'il perpendiculaire au méridien primitif, et je désigne sa 

longueur inconnue par A. Je désigne aussi par n la longueur de 

l'arc P ' I I , compris sur le méridien sphérique, entre le point H et 

le pôle P'. Je vais d'abord déterminer les valeurs de ces deux élé

ments ; après quoi nous examinerons quelles corrections ils peu

vent nécessiter pour être employés, sur l'ellipsoïde, à la solution 

du problème que nous nous sommes proposé. 

214.Le triangle sphérique P ' n S'est rectangle enl lpar construc

tion, etil est tracé sur la sphère dont le rayon est la normale S 'N ' 

ou N' , terminée à l'axe polaire. Je forme son homologue sur la 

sphère décrite du même centre N ' , avec un rayon égal à l'unité de 

longueur; puis, désignant les côtés de ce triangle central par des 

lettres respectivement analogues, je fais 

T ' N 7 ' , = N>' 
L'arc homologue à P S ' est donné par son expression angulaire d'. 
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L'angle polaire p est aussi commun aux deux triangles. On aura 
donc, par le troisième cas des triangles sphériques rectangles de 
Legendre, 

( i ) sin <î = sin/? sin d'; (2) tang IT = tang d' cos/?. 

La première de ces équations donnera immédiatement l'arc S en 
parties de la graduation du cercle. Si l'on nomme S" sa valeur ex
primée en secondes de degré, on en tirera proportionnellement, 
sur la sphère dont le rayon est N', . 

L'équation (2) admet une transformation qui en facilite singuliè

rement le calcul numérique. Dans tous les cas auxquels on l 'ap-

plique, p est un angle qui atteint au plus i o ° , de sorte que son 

cosinus est une fraction de très-peu moindre que 1. D'après cela, 

7 t se trouve toujours moindre que d', mais la différence d' — t t 

doit être fort petite; et, en effet, on verra tout à l'heure qu'elle 

s'élève seulement à 2 6 ' i 8 " , 7 8 pour la limite extrême de7; que je 

viens de spécifier. I l convient donc de chercher à extraire de l'é

quation (2) cette différence plutôt que la valeur absolue de IT. 

C'est ce qui est très-facile, car on a généralement 

. ,, , tangrf' — tangrc 
tangW' — w) = - — 

v 1 -f-tangtt t a n g 7 r 

Remplaçant tang^ par sa valeur, dans le second membre, on en 

déduit, après quelques réductions évidentes, 

. . sin 2-In sin 2 d ' 

I 2 5 i n 2 r t S H V - j / » 

Or, un arc d' — IZ ne diffère de sa tangente trigonométrique 
que par des quantités de l'ordre du cube de cette tangente, les
quelles seraient ici de l'ordre sin°i/>. Admettant que la petitesse 
de l'angle p rendra toujours ici ces quantités négligeables, on 
pourra très-légitimement se borner à prendre 

sin 2-;? sin 2,d' 
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Dans cette expression, l'arc d'—TT est exprimé en parties du rayon 

de la sphère centrale, qui est égal à l'unité de longueur. Si l 'on 

veut 1 exprimer en parties du rayon N , sa valeur sera — — t — ; 

si l'on veut l'exprimer en secondes de degré, ce sera ^ · 

On aura donc , dans ces deux suppositions, 

i—2sin 2 ^ 's in 2 |/> 1 i—2sin 2rf 'sin 2- 2-/? 

218. Venons maintenant à l'application de ces résultats. A est 

la distance cherchée de S' au méridien principal. On l'emploiera 

comme tel le, sans modification, lorsque S" sera calculé. D ' — I I 
exprime la longueur du segment de méridien qui est compris, sur 

la sphère osculatrice, entre le parallèle de S'et le parallèle du point n . 

Or, le parallèle de S' coupe le méridien primitif P M à la même dis

tance polaire elliptique d' correspondante à l'arc elliptique D ' 

comptée du pôle P , puisque tous les méridiens de l'ellipsoïde sont 

pareils. Ainsi, sa distance en arc au point M est D ' — D , que l 'on 

peut évaluer en toises, d'après les distances polaires elliptiques d 

et d'qui la limitent. Conséqucmment, si l'on place, sur le mér i 

dien primitif, le petit arc sphérique D ' — I I que nous venons d'é

valuer sur la sphère osculatrice , et qu'on l'y retranche de D ' — D , 

le reste sera la distance en arc du point II au point J\I, sur ce 

même méridien. On aura donc encore, sans aucune réduction: 

Distance en arc de la station S' à la perpendiculaire de M , 

N'sin 24-p sin 2D' 
D — D · 2 1 

i—2sin2 d'siti'^p 

216. Maisilyaurail un r eritcalcul ultérieur à faire, si l'on voulait 

avoir, en angles, la distance polaire absolue du point n sur le méri

dien P M , comptée à. partir de la normale elliptique nN propre à ce 

point. En effet,' l'angle TE, que nous venons d'évaluer sur la sphère 

osculatrice, est représenté, dans la/%. 4 5 , par l'angle P 'N ' IT , que 

le rayon central N' I I , mené dans le plan du méridien primitif, forme 

avec l'axe polaire; et l'angle qu'il faudrait connaître est PN I I , ou 
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î t , , formé avec ce même axe par la normale elliptique vraie U N , 
menée du point n . Mais nous avons déjà établi généralement la petite 
correction que nécessite un pareil transport aux pages 2 4 2 - 2 4 5 , 
en prenant pour type les fig. 3 7 et 3 g , dont la dernière convient 
au cas actuel, puisque le point n est plus rapproché du pôle que le 
point S'. L'application sera donc immédiate. C'est-à-dire que, lors
qu'on aura calculé le petit angle positif [d'— 71·), en secondes de 
degré , sur la sphère osculatrice, ce qui y donnera l'angle tz égal 
à d'—(d'—71·)", il faudra le multiplier par i - f-e 2 sin 2 c? ' pour 
avoir l'angle i r t . On obtiendra ainsi, définitivement: 

Distance polaire elliptique vraie du. pied de l'arc perpendiculaire 
S ' n sur le méridien primitif, 

R " s i n 2 - 7 W sinzd' 

^ = d · Li · i + e ' s i n 2 f l ! · 
1—2sm2fi( sin2~/> 

Vo i là , je crois, la solution la plus simple et surtout la plus évi
dente du problème que nous nous étions proposé. Elle me semble 
préférable, par ses caractères, à celles qu'on trouve dans d'autres 
ouvrages, établies sur des développements analytiques extrêmement 
complexes, auxquels on impose des restrictions dont l'esprit ne 
peut pas apprécier la portée, et qui conduisent en définitive à des 
résultats numériques identiques, ou physiquement équivalents, à 
ceux que nous obtenons directement ici. 

2 Ï 7 . La petitesse du terme correctif qui dépend de sin2-j-/> 
permet de lui appliquer un modo d'évaluation approximatif qui en 
facilitera habituellement le calcul. Représentons-le généralement 
par. x. Si l'on développe son dénominateur en série par la di
v is ion, et que l'on se borne aux termes de l'ordre sin1 \p, on 
aura d'abord 

s i n 2 ~ » s i n 2 r f ' . . . , , . . . . 
x = — ; — r - . — : — — = s i n ! 7 » sin 2rf'-f-2 sin'4·/> sin 2rf'sin2a 

t — 2 s i n 2 < i ' s i n 2 { / ; > 

or , on a , dans les mêmes limites d'approximation , 
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Ceci étant substitué dans le second membre donne 

x = jp* sin id' p^ûnzd' (6 sin2 d ' — 1); 

o u , si l'on exprime p en secondes de degré , ce cpii sera plus 

commode pour le calcul numérique , 

1 p"1 i p"' 
x ~ 4 R"2 " S I N 2 c l ' + 4 8 B 7 ' s i n 2 d ' ^ 6 s i n 2 d ' ~ ' 

218. Lorsqu'on substituera x sous cette dernière forme dans 
l'expression precédeme de nt, un des facteurs, R", disparaîtra du 
dénominateur, ce qui conservera l'homogénéité. Mais on obtiendra 
tout de suite cet effet, avec une application plus générale de l 'éva
luation de x , si on l'exprime en secondes de degré , en faisant 

(3) * " = \ Ç sin 2d' + J L g s i n 2 , / / ( 6 s i n

2 d ' - 1 ). 

Car on aura alors : 

Distance en arc de la station S' à la perpendiculaire de M , 

( 2 ) r / _ D _ N ' | l 

Distance polaire elliptique du pied de la perpendiculaire S' 11 

sur le méridien primitif, 

7 T , = d' — x" ( 1 e 2sin 2 d'). 

3" 
Longueur de cette perpendiculaire. (1) N ' — 7 / i 

R 

S" étant déduit de l'équation (1 ) sin 3 = sinp sin <7'. 

Alors x " et ó"' seront les seules quantités nécessaires à calculer. 
On les obtiendra avec une exactitude toujours suflisante par les 
Tables logarithmiques ordinaires à sept décimales, ce qui permettra 
de prendre 

L ° 8 (B?) = L O G S I N ~ 6 ' 6 8 5 5 7 4 9 > 

nombre que l'on a sous les yeux dans ces Tables mêmes. 
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219. Pour constater que cette évaluation approximative de x" 

ou («*' — T T ) " sera toujours suffisante, je prends le cas extrême 

où l'angle p serait égal à i o ° ; et je supposerai, en outre, d'égal 

à 45°, ce qui donne à l'angle d' — ix, à très-peu près, sa valeur 

maximum, pour une même valeur de p. On aura alors : 

Par l'expression rigoureuse, 

tang ( « " — 7r) = tang J - 7 /7, d'—n = 2&i8",'}^S= îS'j&'^S. 

Par l'expression approchée, 

La différence des deux évaluations sera dope toujours insensible. 

220. Pour sujet d'application numérique, j e prendrai une des 
stations appartenant à la triangulation générale de la France, exé
cutée par les ingénieurs géographes du Dépôt de la Guerre. Tout 
le réseau de cette grande opération se rattache à la ligne méri
dienne qui passe par un point central d'une des salles de l'Obser
vatoire royal de Paris , appelée salle de la méridienne, La résolu
tion progressive des triangles, effectuée sur un ellipsoïde de 
révolution convenu, a fait connaître les distances polaires, tant 
relatives qu'absolues , de tous les sommets, ainsi que les angles 
dièdres p compris entre leurs méridiens propres et celui de l 'Ob
servatoire royal, qui passe par le point M adopté pour centre 
dans la salle désignée. On a, en outre, dans plusieurs stations, 
déterminé par des observations astronomiques, leur distance 
polaire absolue, les angles azimutaux des côtés qui s'y joignent, 
et même en quelques-unes leur longitude relative p, afin d'appré
cier les irrégularités occasionnelles de la figure de la Terre sur 
l'étendue superficielle que le réseau embrasse, en comparant ces 
cléments de position réels avec ceux qui se déduisent du calcul 
géodésique pour ces mêmes points. De là on a conclu la distance 
de chacun d'eux àla méridienne, etàlaperpendiculaire du point M; 
on y a joint leurs hauteurs relatives au-dessus du niveau de l'Océan, 
obtenues par les observations comparées du baromètre, ou des dis
tances zénithales réciproques; et la réunion de ces résultats con-

( d ' - * ) » = , 5 7 8 " , 7 7 . 
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stilue les éléments d'une nouvelle carte générale de la France, tint 
est en cours d'exécution. Les résultats généraux des opérations géo~ 
désiquesetastronomiques, jusqu'ici effectuées, ont été rendus publics 
dans un ouvrage intitulé : Description géométrique de la France, 
dont deux volumes ont déjà paru. J'en extrais, comme sujet de 
calcul, les données suivantes, relatives à la position du clocher 
de Biarritz, l'une des stations du parallèle de Rodez , tome I e r , 
page 327 : 

Distance polaire, obtenue par le calcul 
géodésique d'= 46°3 1 ' 29" , 1 1 

Longitude relative, comptée à l'occident 
du point M de l'Observatoire de Paris. p— 3 ° 5 3 ' 3 7 " , 7 i 4 

On demande la distance de ce point à la méridienne et à la per
pendiculaire du point M. 

J'ai choisi ce cas parce qu'il est présenté comme exemple de 
calcul dans ce même ouvrage, tome I e r , page 32g. Je n'ai fait 
que convertir en division sexagésimale les éléments de position 
qu i , d'après des considérations plus influentes alors qu'elles ne le 
paraîtraient aujourd'hui, out été malheureusement exprimées en 
parties de la graduation décimale, dont l'usage n'a pas prévalu. 

Avec ces données je trouve d'abord : 

Par l'équation (1), 
S" 

é " '=2°4g '28" ,548 = 1 o i68",548; log ^ = 2 ,6928338; 

Par l'expression (3) , 
x" 

^ " = 2 3 7 " , 8 2 3 + o " , i g 8 = 2 3 8 " , 0 2 i ; log — = 3 , 0 6 2 1 9 0 2 . 
Pour continuer le calcul plus loin , il faut convenir de l'ellipsoïde 
que l'on veut adopter. La diversité des choix que l'on peut faire à 
cet égard aura peu d'influence sur le terme correctif de i r , qui 
dépend de c% parce qu'il est extrêmement petit. Mais les consé
quences en seront plus sensibles dans les évaluations des arcs de 
distance par les expressions ( i ) e t ( 2 ) , où la longueur absolue de 
la normale IV entre comme coefficient. Comme exemple d 'appl i-
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cation numérique, j'adopterai ici les éléments moyens de l'ellip
soïde , qui sont donnés par notre tableau de la page 2 2 1 , et je 
calculerai le logarithme de N ' pour la distance polaire donnée d', 
par son expression en série, rapportée dans la page 222. Quand 
on a un grand nombre de calculs de ce genre à effectuer, on forme 
d'avance une Table des logarithmes des normales de ao ' en 20 ' 
pour toute l'étendue de distances polaires que la triangulation 
embrasse, et l 'on conclut les valeurs intermédiaires par parties-
proportionnelles. I c i , nous devrons effectuer le calcul direct pour 
la distance polaire d'par la série indiquée. Je trouve ainsi, sur 
notre ellipsoïde : 

logN ' = loga -+- o,ooo65 55877 = 6 ,5i545 5 5 8 7 7 ; 

nous avons, en outre, 

logt.-2 = 3,8o3gg24. 

En associant ces nombres aux valeurs précédentes de 3" et x", on 
obtient : 

Distance du clocher deBiarritzà la perpendiculaire de M, en toises 
(formule 2 ) , 

D ' — D — 3 7 8 i T , 3 o . 

Distance à la méridienne de M (formule 3 ) , 

I 6 I 5 4 2 t . 

Distance polaire elliptique du pied TT de cette perpendiculaire sur 
le méridien de M , 

7T, = d' — 2 3 8 " , 8 i 9 = 46 °27 '3o " ,29i . 

Cette distance polaire surpasse seulement de o " , oo i celle qui est 
rapportée dans l'ouvrage cité, tome I , page 33o, et l'on ne peut 
pas répondre d'une si petite fraction avec les Tables à sept déci
males. La valeur qu'on y assigne pour la distance à la méridienne 
est moindre de i o T que celle que nous obtenons, ce qui s'explique 
suffisamment par la différence des dimensions de l'ellipsoïde 
adopté pour la calculer. Mais l'influence de ce choix, sensible sur 
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les résultats numériques, ne le serait point sur la construction gra

phique d'une carte. 

221. Si l'on voulait pour quelque but théorique tracer r igou

reusement une perpendiculaire au méridien principal, en partant 

d'un point m, pris à volonté sur sa ligne méridienne, on y pa r 

viendrait ^facilement par le mode de construction successif que 

nous avons décrit fig. t±i. Pour cela, on supposerait d'abord 

l'angle p égal à i°, et l'on calculerait par nos formules, i ° la lon

gueur du premier élément sphérique mm, ; 2° son azimut final i' 
sur le second méridien Pml ; 3° la distance polaire sphérique du 

point m, , que l'on transformerait en distance polaire elliptique d\, 
comptée sur ce second méridien, par l'emploi de la correction 

exprimée page 249· Avec ces données, on ferait un calcul parei l , 

pour passer du point au point //?„ situé sur un troisième mé

ridien formant aussi, avec le deuxième, un angle de i ° ; et 

l'on prolongerait ainsi progressivement la courbe par des inter

valles semblables, aussi loin que l'on voudrait. 
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NOTE I , 
RELATIVE A LA PAGE 2.^ I . 

Pour démontrer les deux résultats énoncés ici dans le texte, je construis 
la jig. PAP'est un demi-méridien de l'ellipse génératrice, O est son cen
tre , OA son demi-grand axe, lequel se trouve être aussi la longueur de la 
normale N pour le sommet equatorial A. Du point O avec O A pour rayon, 
je décris la circonférence tangente en A et je mène le rayon O M t formant 
avec OA un angle v que nous devrons ^faire ultérieurement égal à I ° . Ce 
même rayon coupe l'ellipse en M , , et devient généralement, pour elle, un 
rayon vecteur dont je nomme la longueur r. Cela posé, je vais évaluer l'in
tervalle M, M , , et calculer l'excès de l'arc de cercle AM', sur l'arc de l 'el
lipse AM,. 

A cet effet, je rapporte d'abord cette courbe à deux coordonnées rectangu
laires x , y, parties du centre O et comptées respectivement sur les direc
tions O A , OP. Son équation en fonction de ces coordonnées est, commeon 
l'a vu , 

y' + x=(l — e') = ai (1 — e'), 

et, en désignant par ds l'élément de l'arc elliptique compté de A vers P, 
on a 

ds1 = dx'-i- dy\ 

Maintenant j'introduis, au lieu de x et y, les coordonnées polaires ret v en 
faisant 

x — rco&v; ./:=;·sin P . 

Cela donne , par substitution, 

et ds% = * · » -+- r» dv*. 
• e1 cos' v 1 — e* cos* T 

Considérant d'abord /·, je mets son expression sous la forme 

" l e' . . \~* 
1 = -, ou r = a ( I - i J S I N ' e l > 

et, en développant le radical en série par la formule du binôme, j'obtiens 

[ i / e' \ 3 e* 5 e' 1 

1 — - ! ; ) » i n , K • + · - - I T Î S I N ' v — sin" v... etc. I-
a\ i—e '/ 8 ( i — c " ) 1 6 ( 1 — 6 * ) * J 

Lorsque nous aurons donné à l'angle v sa valeur finale, a.— r exprimera l'in
tervalle M , M 1 . Mais, pour les limites de petitesse auxquelles nous voulons 
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restreindre cet angle , nous pourrons borner la série au terme où e* se 
trouve à la première puissance , ce qui nous donnera 

( 1 ) M', M, = « — r = ; ae'-&m*v. 

Si l'on transforme de même l'expression de ds1 en r et i>, on pourra l'écrire 
aimi : 

. T , s inVcosV "I . , 

Alors y on y négligeant les termes en e', comme nous venons de le faire } elle 
jonnera simplement 

ds ±= r dv = a (i — i c ! sin 2 v) dv. 

Cela aurait pu se voir directement sans substitution ; car la condition de 
tangènee établie en A rend dr de l'ordre e" sin* v, par conséquent dr* de 
l'ordre des termes que nous négligeons, ce qui réduit ds à rdv comme nous 
venons de le trouver. 

Pour intégrer l'expression de ds, il faut y remplacer sin'c par la quantité 
. , i —cos 2 v 

équivalente - , ce qui donne 

ds = a (i — i e ' + i e' cos 2P) dv, 

et alors, en l'intégrant, on a 

s = a [ (i — le^v-h- e' sin 2c]. 

Je n'ajoute point de constante, parce que je fais commencer l'arc s en A, où 
v est nul en même temps que lui. Dans ce calcul, l'arc v est censé exprimé 
en parties du rayon pris pour unité de longueur. Si l'on veut l'exprimer en 

secondes do degré, il faudra remplacer la lettre v par Alors l'équation 

précédente donnera 

v" /v" \ 
(2) · a—„ — s = iaes\—,; — •* sin 2e I-

av,f t 

jp-est la longueur de l'arc circulaire AMi correspondante à l'angle v ou v". 

s est la longueur de l'arc elliptique AM, pour le même angle, le second 
membre de l'équation ici obtenue exprime donc l'excès cherché du premier 
arc sur le second. 

Il ne reste plus qu'à convertir les formules (î ) et (2) en nombres, avec les 
aleurs moyennes de a et de e' que nous avons trouvées convenir à l'ellipsoïde 
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terrestre. Je prends donc, d'après la page 221, oùa est exprimé en toises , 

logrt = (i,5i47i)57 ; log e* = 3,8039924. 

Alors en faisant l'angle v égal à i ° ou v" égal à 36oo", on trouve d'abord, 
par l'équation ( 1) , 

M', M, = i a e s s i n a ' l . = 3 T , i73; 

et ensuite par les éléments de l'équation (2), 

c" T 
! . a « s î [ 7 , = 9° > 9 ° 8 5 

— \ a e* sin 2i' = — 90 ,8900 

av'f · T N R . 
Cousequemment, ^- — s= o ,oi85 

Ce sont les nombres que j'ai rapportés dans le texte. La compensation pres-

que exacte qui s'opère dans les deux termes de-^ j - — i pouvait se prévoir 

d'après la petitesse de l'angle v. Car, si l'on considérait le cube de sin 2e 
2i>" 

comme négligeable, on pourrait remplacer ce sinus par jp - ; et alors, le 
terme— \ sin 2« détruirait complètement le précédent auquel il est associé 
dans la différence cherchée. 
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NOTE H. 

Sur la rectification générale de Vellipse. 

222. Prenons à volonté, sur le contour de l'ellipse, un point M situé à 
la distance polaire r, exprimant l'angle formé avec l'axe polaire par la nor
male menée à ce point. Soient, à cette môme distance polaire, ds l'élément 
infiniment petit de l'arc, et y le rayon du cercle oscillateur à l'ellipse en M, 
on aura 

aU — e a l y— __. 

(i — e'cos'i')* 

Ce cercle a son centre sur la normale du point M. Par la condition de l'oscil
lation , sa circonférence coïncide en ce point avec le contour de l'ellipse sur 
toute l'étendue de l'élément ds, et deux rayons menés de son centre aux 
extrémités de cet élément sont dirigés suivant des normales à cette courbe. 
L'angle qu'ils comprennent représente donc la variation infiniment petite 
que l'angle v subit en passant de l'une à l'autre. Exprimons généralement la 
valeur locale de cet angle par l'arc qu'il soutendrait au centre d'un cercle 
décrit avec un rayon égal à l'unité de longueur. Alors le petit angle soutcndu, 
au centre du cercle osculateur par l'élément ds sera la différentielle dv de 
l'angle v ainsi exprimé. Ainsi le petit arc du même cercle, qui sera compris 
entre ses branches et aura pour longueur y dv, devra être égal à l'élément ds 
de l'ellipse. Cette identité, qui n'était qu'approximative quand nous l'avons 
appliquée à des angles d'une amplitude sensible telle que 1 ° , devient rigou
reuse dans les amplitudes in/iniment petites. Remplaçant donc y par son 
expression analytique générale, la condition de cette coïncidence élémentaire 
sera 

— e')dv 
dj = v 

( i — e 2 c o s V ) s 

Dans l'ellipse des méridiens terrestres que nous voulons spécialement con
sidérer, e' est une fraction très-petite; on pourra donc, par la formule du 

— 3 -

binôme, développer le radical ( i — e'cos'v) * en une série très-convergente 
procédant suivant les puissances ascendantes de e' cos' c, ce qui donnera 

( 3 i5 35 \ 

I + - e s c o s 3 i ' - | - - g - e , 1 c o s V - t - ^ e 0 cos'e-t- .... \dv. 
Je me borne à écrire les quatre premiers termes, parce qu'ils suffisent tou

jours dans les applications. Mais les coefficients numériques de la série peu
vent s'écrire sous uneformo qui permet d'en prolonger indéfiniment l 'appré
ciation numérique, comme Delambro l'a montré dans le tome I I de la Base 
du système métrique, page 674. 

225. Maintenant, dans lo Traité de Calcul différentiel et intégral de La -
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A = i 
3 

, + 4 

B = 
3 i5 , 525 . 

B = 
4 

e'-+- -p-, e"-+- ·=—e", 
1 6 5 i2 
i5 . io5 . 

C = 
6 4 2 3 0 

D = 3 5 « 
5l2 

on trouvera ici 

ds = a (r— e% ) (A -+- B cos 2C H - C cos \v -+- D cos 6v • ..) dv 

224. Chaque terme de la série ainsi transformée peut être intégré immé · 
diatemont; et, en faisant commencer toutes les intégrales partielles, de ma
nière que l'anglo total s soit nul quand v est nul , sa longueur, depuis le 
pôle jusqu'à la distance polaire v, so trouve être évidemment 

s = a ( i — e 1 ) ^Ac -+- i B s inac- l -^ C sin 4 * · D sin 6 t > . . .J-

La lettre i>,qui entre hors des signes trigonométriques dans le premier terme, 
représente l'angle v exprimé en parties du rayon pris pour unité de longueur. 
Cela en fait un rapport abstrait, comme sontaussiles sinus qui entrent dans 
les termes suivants ; et, de cette manière , l'homogénéité des deux termes 
de l'équation se trouve conservée. Par exemple, si cet angle devait être droit, 
la valeur de p serait - o r , vs étant le nombre 3 , 1 4 1 5 9 2 6 . . . , qui exprime la 
demi-circonférence dont le rayon est i. Si sa valeur, exprimée en secondes 

v" 
de degré, était v", il faudrait faire v égal à -g^-

22iî- D'après la remarque faite tout à l'heure sur la forme des cosinus qui 
19 . . 

croix, Introduction, page go, on trouve les égalités suivantes, qui ont été 
établies par Euler: 

2 cos3 f — cos 2 e ï, 
8 cos'' V = cos fy - + - 4 C O S - + - 3 , 

3 2 COSG V = COS 6i> •+- 6 cos 4 ^ H - 1 5 COS Q.V - ( - 1 0 . 

Ces transformations peuvent être étendues indéfiniment suivant une loi gé-
néraledc leurs coefficients numériques , qui est rapportée dans l'ouvrage que 
je viens de citer. Je les borne ici à la puissance sixième de cos s e, à laquelle 
nous avons arrêté notre développement; mais il est essentiel de remarquer 
que, quelque loin qu'on les prolonge, tous leurs termes demeurent con
stamment positifs et ne contiennent jamais que des multiples pairs de 
l'angle e, lorsque la puissance de cos v qu'elles remplacent est également 
paire, ce qui aura toujours lieu dans notre expression de ds, quelque loin 
qu'on la suppose prolongée. 

En substituant ces expressions des puissances de cos v, le second membre 
ne contiendra plus que des termes composés de ce genre de multiples. Et si 
l'on fait, par abréviation, 
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composent la série avant l'intégration , tous les termes île l'expression de .Ï 

tjiii suivenl le premier Ai* ne contiendront que des sinus de multiples pairs 
do l'angle e. Ainsi tous ces termes s'évanouiront si l'on suppose cet angle 
égal à i)0° , auquel cas l'arc total s deviendrait un quadrant de l'ellipse que 
je désignerai par Q. Alors la lettre i' doit être remplacée par [ a hors des 
signes ti'igonométriqucs, comme nous venons de le voir. On aura donc, par 
l'équation ainsi réduite, 

Q = ^ o-aA (t — e-); 

ce résultat nous setvira dans la section V U . 
220. Notre expression générale de J nous donnera aisément la longueur 

du segment de l'ellipse qui serait compris entre deux points M,, M „ de sou 
contour, dont tes distances polaires respectives seraient i>,, f2. Car, en éva
luant tes longueurs des arcs 5 , , 5 , compris depuis le pôle jusqu'à chacun de 
ces points, nous aurons évidemment 

i , = a ( i — e ^ C A c . - r - i B s i n a r . - r - ï C s i n ^ ^ - r - i D s i n G i 1 , . . . ] , 
s,—a ( I — e 5 ) [Aiv+-i B sin 2 1 ' , - r - j - C sin 4 1 - , + . i D sin . . . ] . 

En supposant c2 plus grand que <>, , s1~sl sera la longueur du segment 
cherché. On simplifiera son expression par l'emploi de la relation générale 

sinp — sin (/ = 2s in 5' (p — q) cos i ( p - + - f ) , 

et l'on obtient alors 

, - s =a(i-e*)\ • A ( 1 ' = - | ' . ) - l - B s ' n ( " 2 - " . ) c o s ( " s + " . ) 1. 
' ' L+i^-sinaO',—f, )cosa( i ' , - ) -> ' l ) - ) - ,Dsin3(f ,— I < , C O S3( I ' » -H' 1 ) . . . J ' 

Delambro, dans son ouvrage intitulé: Rase du système métrique, s'est servi de 
cette formule, particulièrement tome I I , page G77, et tome III, page i34, pour 
déterminer les éléments de l'ellipse terrestre par une sorte de règle de fausse 
position, ensnpposantces éléments déjà très-approximativement connus, et 
cherchant les petites variations qu'il faut leur faire subir poursalisfairc le 
mieux possible aux mesures de segments de méridiens que l'on peut croire 
avoir été obtenues avec le plus de précision. Si ces mesures pouvaient être 
employées comme des données rigoureuses, on réaliserait très-directement 
celte idée en employant la valeur déjà approximativement connue de e'- pour 
calculeras termes de s 5— ,s( qui contiennent les puissances supérieures de cette 
quantité, et n'y laissant d'inconnue que la première seule. Alors deux arcs 
mesurés donnant deux valeurs de s,—slt on obtiendrait les deux éléments a, r 1 

de l'ellipse, par la condition de reproduire exactement leurs valeurs. Mais 
nous avons trop évidemment reconnu que les erreurs des observations, et les 
irrégularités locales de forme du sphéroïde terrestre, jettent, dans les me
sures partielles, des discordanres inévitables qui ôtent toute possibilité d'en 
déduire des valeurs constantes, pour une quantité aussi petite que l'cllipli-
cité des méridiens terrestres. La méthode approximative dont nous avons 
fait usage me paraît, par cette raison, suffire pour comparer de pareilles 
données, et pour en tirer les résultats généraux tes plus vraisemblables 
qu'elles puissent fournir. 
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S E C T I O N — Des grands nivellements géodésiques. 

227. Lorsque j 'a i exposé la théorie des réfractions atmosphéri 

ques dans le chapitre V I I du tome I e r , j ' a i annoncé, page 267 (note), 

que, dans les grandes triangulations géodésiques, les observations 

de distances zénithales réciproques faisaient connaître les différences 

relatives de hauteur des stations au-dessus du sphéroïde formé par 

la continuation régulière de la surface des mers environnantes; 

d'où l'on déduit toutes leurs hauteurs absolues par une seule 

d'entre elles directement mesurée. J'ai fait seulement pressentir 

alors le procédé général par lequel on réalise cette importante 

application. Je vais maintenant l'expliquer dans ses détails. 

228. Relativement à une sphère, deux points sont de niveau 

quand ils sont à une égale distance de la surface sphérique, sur 

leurs sécantes propres menées à son centre. Relativement à un 

sphéroïde de forme quelconque, deux points sont de niveau lors

qu'ils sont à égale distance de la surface sphéroïdale, sur leurs nor

males propres. 

Dans l'application au sphéroïde terrestre, l'opération se divise 

en deux parties. On détermine d'abord directement la hauteur ab

solue d'une des stations au-dessus du niveau moyen de la mer la 

plus proche; on détermine ensuite la différence successive de hau

teur de toutes les autres stations sur leurs normales propres, au-

dessus de l'ellipsoïde de révolution qui est la continuation de celte 

nier. 

22p. Pour "obtenir le premier résultat, on conduit le réseau 

des triangles jusqu'à une station voisine du bord de la mer d'où 

l'on veut partir. Désignons cette station par S, fig. l\Q>. On mesure, 

par un nivellement direct, les hauteurs absolues S/h, S/h, 011/2,, h* 
du point S au-dessus du niveau do deux hautes mers consécutives, 

et aussi sa hauteur absolue Sh ou h au-dessus de la basse mer inter

médiaire. - (/2|4-A2) donne la hauteur de S au-dessus de la haute 

• , fh,+/h ,\ lh-r-lh-*-?.h 
mer moyenne, et £ ^ — h h j ou ^ est sa hauteur au-

dessus <U\ niveau moyen. On procède à ces observations par un 

temps calme, pour éviter les irrégularités accidentelles que l e s o<=cil 
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lations périodiques de la mer éprouvent en vertu del'action momen

tanée des vents; et on les compense, en prenant la moyenne totale 

de plusieurs déterminations obtenues à des jours différents. 

250. Connaissant ainsi la hauteur absolue de la station S , on 

détermine successivement les hauteurs de toutes les autres relati

vement à celle-là, par le procédé des distances zénithales réci

proques. J'en ai expliqué complètement l'application sur une sphère 

dans le chapitre cité, pages 251 et suivantes. Il s'agit maintenant de 

l'étendre à des stations réparties sur un ellipsoïde de révolution, 

dont la configuration est donnée conventionnellement; et j e 

vais montrer qu'il s'y applique avec la plus grande facilité, presque 

sans modification de calcul. 

251. Pour le faire voir, je considère d'abord le cas simple où les 

deux stations, dont on veut connaître la hauteur relative, S,, S 2 , 

fig. 4 7 , seraient comprises dans le plan d'un même méridien ellip

tique PBI,BI2A. On connaît, par la triangulation, les distances p o 

laires d,, d, de leurs normales propres, la position despoints Mi, Bl 2 , 

où elles coupent le méridien elliptique, et la longueur de l'arc 

elliptique M,M 2 qui les sépare. En effet, dans le cas que nous con

sidérons, cet arc sera un côté des triangles principaux; et, à cause 

du peu d'étendue qu'on leur donne, on pourra, sans erreur appré

ciable pour l'application actuelle, l'assimiler, quant à sa l on

gueur, à un arc de cercle décrit du centre N , avec le rayon K M , égal 

à la normale N , menée au point M , qui est intermédiaire entre M, 

et M a . La première idée qui se présente serait donc d'évaluer 

d'abord, parles distances zénithales réciproques, la différence de 

hauteur des deux stations S ( , S 2 , au-dessus du cercle ainsi décrit, et 

de transporter le résultat à l'ellipse par quelque correction qui ne 

pourrait être que fort petite. Mais cette marche présenterait deux 

inconvénients graves. A la vérité, lesintervallcs compris sur chaque 

normale entre l'ellipse et le cercle tangent en M seront fort petits. 

Car, aux pages 241 et 28g (note) , nous avons trouvé que , dans les 

plus grandes amplitudes que l'on donne à l'arc M,M 2 , ces intervalles 

n'excéderaient pas 3 toises; et la différence de leurs valeurs s'ajoute

rait seule à la différence de niveau évaluée sur le cercle tangent. Biais 

la dissymétrie de l'ellipse autour du point M rendant ces valeurs 
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inégales, diversement selon sa position, il deviendrait nécessaire 

de calculer la variation locale de leur inégalité,, et il serait embar

rassant de le faire. Ensuite, l'évaluation de la différence de niveau, 

même sur la sphère, suppose que les distances zénithales y sont 

mesurées à partir des sécantes qui seraient ici NM, 2,, N M 2 S 2 ; 

tandis qu'en réalité on les observe à partir des normales réelles 

NiM,Vi, N J M J V J , lesquelles font avec les sécantes des angles va

riables qu'on në peut pas négliger. Cela exigerait encore une autre 

réduction. Delambre, qui a suivi cette voie dans son ouvrage sur la 

Base du système métrique, tome I I , page 7 3 8 , a été conduit ainsi 

à des calculs horriblement complexes, dont la conclusion finale a 

é té , que toutes ces corrections lui paraissent pouvoir être habituel

lement négligées ; et il a été imité en cela par la plupart des auteurs 

qui ont voulu traiter cette question après lui. Mais toutes ces dif

ficultés disparaissent, commeparenchantement, quand on envisage 

le problème sous un autre aspect, et qu'on y applique les formules 

très-simples de la réfraction terrestre que j ' a i exposées dans le 

tome I e r de cet ouvrage. 

232. Pour cela , continuant à considérer d'abord le cas de deux 

stations situées dans un même méridien elliptique , fig. 4 8 , je les 

rapporte, non pas à la sphère tangente qui serait décrite du centre N 

avec le rayon N M , comme dans la fig. 47, mais à la sphère oscula-

trice dans le sens du méridien même, cjui serait décrite du centre C, 

avec le rayon oscillateur elliptique 7. Cela aura deux avantages. 

D'abord , l'intervalle compris sur les normales de chaque station, 

entre l'ellipsoïde et cette sphère, sera beaucoup moindre que pour 

la sphère tangente décrite du centre N ; e t , dans son excessive 

petitesse, il sera, en outre, égal pour les deux stations, de sorte 

que leur différence de niveau, mesurée sur cette sphère, sera exac

tement la même que sur l'ellipsoïde. Ensuite, dans les plus grandes 

amplitudes que l'on donne à l'arc M,M 2 , les rayons oscillateurs sphé-

riques CM, , CM 2 ne feront que des angles de quelques dixièmes de 

seconde, avec les normales menées des deux stations S,, S 2 , comme 

nous l'avons démontré pages 189 et a32 , Par conséquent, si l'on 

emploie les distances zénithales observées à partir des normales, 

comme partant des prolongements M, C, M, C de ces deux rayons, 
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le résultat sera absolument le même que si l'on supposait une erreur 

du même ordre dans les réfractions qui affectent ces distances, les

quelles comportent toujours individuellement des variations et des 

altérations physiques incomparablement plus considérables, que 

l'on est forcé de négliger. Le calcul se fera donc ainsi très-exacte

ment avec l'emploi du rayon oscillateur au milieu M de l'arc M,M 2 , 

rayon dont la longueur y peut toujours être évaluée en nombres 

sur l'ellipsoïde adopté, puisque les positions absolues des points 

M, ,M, sur le contour de l'ellipse sont connues. 

235. Venant alors au cas où les deux stations S, ,S 2 ne sont pas 

comprises dans un même méridien, je les rapporte de même à la 

sphère qui serait osculatrice à l'ellipsoïde dans le sens de l'arc de 

plus courte distance mené par les pieds de leurs normales propres, 

fis- 49· Soient C le centre de cette sphère, p la longueurde son rayon 

qui peut toujours se calculer. Les résultats de cette construction 

seront les mêmes que tout à l'heure. Car d'abord , les intervalles 

compris sur chaque normale entre l'ellipsoïde et la sphère étant 

encore excessivement petits et sensiblement égaux, la différence 

de niveau des deux stations, au-dessus de la sphère, sera la même 

qu'au-dessus de l'ellipsoïde. Quant aux angles formés par chaque 

rayon CM, , CM 2 avec les normales, ils seraient rigoureusement nuls 

si les deux stations étaient situées sur un même parallèle, puis-

qu'alors le centre de la sphère coïnciderait avec le point de rencon

tre des deux normales sur l'axe polaire. A partir de ce cas 

d'exacte nullité, ces deux angles croissent à mesure que les deux 

stations se rapprochent d'un même méridien. Mais puisqu'alors , à 

cet état de maximum, leurs valeurs sont négligeables dans l'ap

plication actuelle, comme nous venons de le voir, elles le seront 

toujours à. plus forte raison dans les azimuts intermédiaires. 

Ainsi, les distances zénithales observées à partir des normales 

réelles, pourront encore être censées mesurées à partir du rayon 

de la sphère qui est osculatrice au milieu M de l'arc M, M 2 , dans le 

sens de cet arc, comme dans le cas précédent. 

254. 11 ne reste donc qu'à transporter ici les formules générales 

que nous avons établies dans le tome I e r , pages 260" et suivantes, 

pour calculer les différences de niveau par l'observation des dis.-
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Nous aurons aussi besoin de connaître la longueur de la corde rec-

tiligne M,M 2 . En la désignant par C , les expressions établies 

page 68 donneront, avec une exactitude toujours suffisante, 

„ ' A . 3 

tances zénithales réciproques, ou non réciproques, sur une sphère 
d'un rayon donné. Nous pourrons ensuite examiner jusqu'à quel 
degré de précision la connaissance et l'emploi spécial du rayon 
osculateur p sont nécessaires pour les réduire en nombres, quand 
on connaît la longueur de l'arc circulaire M, M 2 ou A qui joint les 
pieds des normales sur la sphère considérée. Car cet arc est tou
jours donné par la triangulation dans les circonstances actuelles , 
puisqu'il est un des côtés des triangles principaux. 

253. Dans les formules citées, on a désigné par r ' , r " les dis
tances respectives des deux stations S,, S 2 au centre de la sphère. 
L ' indice ' s'applique aux éléments de celle pour laquelle cette dis
tance est connue, sans s'inquiéter si elle est la plus haute ou la plus 
basse, le jeu des signes algébriques décidant cette alternative dans 
le résultat. Soit donc h',Jîg. 4ç), lahauteur absolue de la station S, 
au-dessus de l'ellipsoïde, hauteur que l'on devra supposer connue 
par les opérations antécédentes. On aura alors 

et r " — r ' sera la différence de niveau, qui se trouvera positive si 
S 2 est plus élevée que S i , et négative dans le cas contraire. 

Les formules contiennent l'angle au centre Si CS2 ou v compris 
entre les sécantes menées aux deux stations. L'arc M,MM 2 étant 
donné, on en pourra toujours déduire la valeur de cetangle. Si on 
veut l'exprimer par l'arc qui le mesure dans un cercle dont le rayon 
est 1, on aura 

A 
v = - · 

P 
Si on veut l'exprimer en secondes de degré, et le désigner sous 
cette forme par v", on aura 
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I l faut se rappeler, d'ailleurs , que la corde C et l'angle au centre v 
sont liés l'un à l'autre, par la relation rigoureuse 

C = 2 p sin-*-". 

L'expression précédente de C n'est que le développement de celle-

ci , limitée aux troisièmes puissances du rapport - · 

230. Blaintenant, conformément à la notation adoptée dans le 

tome I , page 265, soient Z' , Z " les deux distances zénithales ap

parentes, observées ou observables en Si et S 2 ; et nommons 4- °* ' , 
-f-S", les réfractions locales, connues ou inconnues, qu'il faudrait 

ajouter respectivement à chacune d'elles, pour avoir les distances 

zénithales vraies, rapportées à la corde rectiligne que l'on mènerait 

de S, à S 2. L e triangle rectiligne S,CS2 établira d'abord entre celles-

ci la relation générale 

Z' -f- Z " -f- S' + S" = 180° + « ; 

prenant ensuite une quantité auxiliaire x telle qu'on ait 

x— t a n g u e t a n g i ( Z " — Z' 4 - 0 * " — S'), 

l'expression de la différence de niveau cherchée sera 

r — r ' = 
1 — x 

Cette expression est générale : elle ne spécifie nullement si les dis

tances zénithales apparentes ont été observées simultanément sur 

la même trajectoire lumineuse, ou à des époques différentes et sur 

des trajectoires lumineuses diverses. Elle suppose seulement que 

les réfractions locales 3', 8" sont évaluées, théoriquement ou pra

tiquement, telles qu'elles ont dû se produire dans la trajectoire 

spéciale sur laquelle chaque signal a été observé. 

La corde C peut s'introduire dans l'expression de x, par sa re

lation avec l'angle v au moyen de la transformation suivante : 

2 p c o s | c 1 apeos^c 

257. Dans les applications, x est toujours une fraction très-
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petite : d 'abord, parce que la corde C est toujours très-petite 

comparativement au rayon oscillateur p ; puis, les triangulations 

s'appliquant à la convexité de la surface terrestre, deux sommets 

de triangles réciproquement visibles l'un de l'autre ont toujours 

une différence de niveau très-petite comparativement à la lon

gueur de l'arc qui les sépare. Cela fait que l'angle contenu sous le 

signe tangente dans l'autre facteur de x est habituellement très-

peu différent de zéro, qui serait sa valeur si la différence de niveau 

était nulle ainsi que les réfractions; e t , par suite, la tangente de 

cet angle, qui forme le second facteur de x, n'a jamais qu'une 

très-petite valeur. Profitant donc de cette circonstance, je déve

loppe en série le facteur 1 qui entre dans l'expression de 

r " — r ' ; ce qui donne 

r " — r ' = zr'x(i - ) -a ; - ) -x » . . . ) ; 

alors, remplaçant r ' dans le second membre par sa valeur p -4-A', 

et mettant pour x son expression en C que nous venons de former, 

on a 

/ C t ang -HZ " -Z ' - r - l r - o v ) 

r * - r > = C (r + ' i \ ^ à ^ ± ^ ) F " c- t a n g ^ Z W ) 

\ etc. 

258. Examinons d'abord la composition du facteur qui pré

cède la parenthèse. L e rayon oscillateur p ne s'y montre explicite-

h' 
ment que comme diviseur de //. Or le rapport — sera toujours 

excessivement petit, même quand la triangulation traverserait les 
plus hautes chaînes de montagnes du globe ; et, hors de ces circon
stances exceptionnelles , il sera habituellement négligeable. L ' em
plo i précis du rayon local p ne sera donc jamais nécessaire pour éva
luer ce rapport avec une suffisante précision, et l'on pourra y sub
stituer touteautre quelconque de ses valeurs. Lalongueurdecerayon 
entre aussi implicitement dans l'évaluation de la corde C, comme on 
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l'a vu tout à l'heure; niais son carré y sert seulement de diviseur au 
terme correctif en A 3 , de sorte qu'on pourrait encore l'y remplacer 
par quelque longueur qui en serait peu différente. Enfin, ce rayon 
entre aussi implicitement dans l'évaluation de l'arc v. Biais cet 
angle ne paraît ici que par le cosinus de sa moitié, qui peut être 
mis sous la forme i — 2sin!-}<>. Or, e étant toujours fort petit 
dans les applications , où il ne dépasse jamais i ° 3 o ' , limite qu ' i l 
est même bien loin d'atteindre habituellement, le terme qui en 
provient sera au plus i — 2sin ! 2a '3o' /ou i—0,0000409182. Ainsi , 
dans ce cas même, il produirait seulement 4 centimètres sur une dif
férence de niveau de iooomètres. Ce terme correctif serait donc e n 
core très-suffisamment exact si l'on y évaluait v avec une valeur de p 
qui ne serait pas absolument rigoureuse. La même remarque s'ap
plique, à plus forte raison, à tous les termes compris dans la grande 
parenthèse qui proviennent des puissances supérieures de x. Ainsi, 
en supposant que l'on connût d'ailleurs exactement les deux dis
tances zénithales Z ' , Z " et les réfractions 3', S'' qui les affectent, 
une erreur d'application locale, sur l'évaluation précise du rayon p, 
n'aurait qu'une influence insensible ou à peine sensible sur r"—. r'. 
Voilà pourquoi Dclambre trouvait, qu'en définitive, les corrections 
dépendantes de l'ellipticité du sphéroïde terrestre devenaient à 
peu près négligeables dans l'évaluation des différences de niveau ; 
et voilà pourquoi aussi tous ceux qui l'ont suivi ont pu obtenir 
ces différences avec assez d'exactitude, en prenant comme rayon 
de la sphère la normale N menée du milieu de l'arc à l'axe polaire, 
en remplacement du rayon p qui est oscillateur dans le sens spé
cial de l'arc A . Mais ils n'ont pas aperçu plus que lui le véritable 
principe qui rend cette substitution sans inconvénient. Lorsque 
nous arriverons tout à l'heure aux applications numériques , nous 
examinerons les limites de choix auxquelles on peut l'étendre. 

239. Quand les deux distances zénithales réciproques Z ' , Z " , 
sont toutes deux observées au même instant physique , les rayons 
visuels qui les donnent sont tangents à la trajectoire commune 
que la disposition actuelle de là couche d'air, intermédiaire entre 
les deux stations, fait alors décrire aux éléments lumineux qui la 
traversent, on allant de l'une à l'autre. Dans un tel cas, on xup-
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pose généralement que les deux réfractions locales o", S" sont 
égales entre elles et de même signe, ce qui les fait disparaître clans 
les symboles trigonométriques, et ramène la différence de niveau 
r" — r' à contenir, sous ces symboles, les seules distances zéni
thales observées. J'ai discuté la réalité de cette hypothèse dans un 
Mémoire spécial, sur les réfractions terrestres, lu à l'Académie 
des Sciences le i g novembre i838, et inséré dans les Additions 
a la Connaissance des Temps pour l'année 1 8 4 2 . J'ai prouvé alors 
que , même dans le cas d'un équilibre régulier, où la densité des 
couches d'air décroît également sur toutes les sécantes menées du 
centre de la sphère que l'atmosphère recouvre, les réfractions qui 
affectent deux distances zénithales réciproques, prises sur une 
même trajectoire lumineuse, sont inégales. Celle qui appartient à 
la station la plus basse est plus forte que celle qui appartient à la 
station la plus élevée , et leur inégalité croît à mesure que l'angle 
au centre augmente. Mais, lorsque cet angle est borné aux ampli
tudes restreintes qu'on lui donne dans les opérations géodésiques, 
la différence des deux réfractions s'affaiblit au point de pouvoir 
être négligée, sans qu'il en résulte une erreur sensible. Ainsi, dans 
les circonstances météorologiques sur lesquelles j ' a i établi mes 
calculs, et qui représentaient l'état de l'atmosphère lors de l'as
cension de M. Gay-Lussac, l'excès de la réfraction inférieure sul
la supérieure s'est trouvé être 1 9 " , 6 8 pour un angle au centre 
de i ° 3o ' . En négligeant cet excès, et supposant les deux réfractions 
égales, aux deux points de la trajectoire compris entre cet angle et 
ses rayons vecteurs, la différence de niveau obtenue entre les deux 
points a été i 8 5 4 m , o i 7 au lieu de i 8 4 6 m , o 6 o , qui était sa valeur 
rigoureuse, ce qui fait seulement une erreur de 7 m ,957 sur une 
mesure totale si grande. Cette erreur décroît rapidement à mesure 
que l'angle au centre devient moindre. Car en le réduisant, par 
exemple, à 3o' , ce qui est encore une amplitude peu commune 
dans les opérations géodésiques , la différence des deux réfractions 
n'a plus été que o " , 4 7 8 , et ne pouvait plus produire qu'une er
reur insensible dans la différence de niveau, devenue aussi consi
dérablement moindre que dans le cas précédent. 

2^0. Cette hypothèse d'égalité ne peut toutefois être admise, 
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même par approximation, qu'à condition que la densité des c o u 

ches réfringentes décroît suivant une même loi sur toutes les sé

cantes de la sphère, dans la portion de l'atmosphère qui sépare 

les stations considérées. Heureusement c'est là l'état habituel; e t 

ainsi, l'on peut en compenser les petites variations accidentelles 

en réitérant plusieurs fois les observations à différents jours , par 

des temps calmes. Mais, en outre, il faut toujours que les distances 

zénithales réciproques:, qu'on veut assembler par couples, a ientétc 

observées aux mêmes instants physiques, pour qu'elles puissent ap

partenir à une même trajectoire lumineuse. Car, sans cette cond i 

tion, comme elles devront presque infailliblement appartenir à des 

trajectoires lumineuses différentes, on ne pourrait plus admettre, 

avec aucune vraisemblance, l'égalité, même approximative, des 

deux réfractions extrêmes. C'est cependant ce qu'ont fait, pendant 

longtemps, tous les observateurs, et en particulier Delambre, q u i a 

combiné, commephysiquementréciproques, des distanceszénithaîes 

observées à des jours différents, entre les sommets consécutifs du 

réseau de triangles qui s'étend des bords de l'Océan, à Dunkerque, 

jusqu'aux bords de la Méditerranée, à Barcelone. A la v é r i t é , l e 

défaut de simultanéité s'affaiblit, quand on combine ainsi beaucoup 

de séries d'observations réitérées à chaque station, pendant des 

jours calmes, à des époques de l'année peu différentes pour toutes 

deux, ce qui y ramène, à peu près, l'atmosphère à un état moyen 

commun. Et c'est probablement pour cela que la différence totale 

de niveau obtenue ainsi par Delambre, entre l'Océan et la Méd i 

terranée, à ses deux stations extrêmes, s'est trouvée nulle, ou de 

l'ordre des erreurs que ses observations comportaient. 

241. Toutefois, lorsque Ie6 distances zénithales réciproques 

Z', Z" n'ont pas été observées simultanément, il serait beaucoup 

plus exact d'évaluer, pour chacune d'elles, la réfraction actuelle 

qui l'affecte , laquelle peut se conclure des circonstances météoro

logiques existantes au moment où on l'a mesurée, comme j e l 'ai 

expliqué aux pages 2G2 et 266 du tome I . Dans de tels cas, si la 

stratification des couches d'air satisfait aux conditions de sphéri

cité, on peut très-approximativement admettre qu'entre les i n 

tervalles restreints qu'occupent les arcs géodésiques, la somme 
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3' -t- 3". des deux réfractions est proportionnelle à l'angle au cen

tre v. Le coefficient c de la proportionnalité, propre à chaque dis

tance Z ' ou Z" , se déduit d'observations barométriques et thermo

métriques, faites à diverses hauteurs, au moment où on la mesure; 

et on le calcule en nombres par la formule que j 'a i rapportée alors 

page 262. Quand il est connu, on suppose, comme précédem

ment , que les réfractions 3', 3" qui existaient au même instant, 

aux deux extrémités de la trajectoire lumineuse, étaient égales 

entre elles; et prenant la moitié de leur somme ce, c'est-à-dire 

\cv pour leur valeur individuelle, on l'applique à la distance zé

nithale observée, qui se change ainsi en distance vraie. Mais, pour 

conclure de cet élément unique la différence de niveau r" — r', il 

faut, dans l'expression analytiquede celle-ci, modifier le facteur 

t ang i ( Z " — Z ' - f - cT — 3'), 

de manière à ce qu'il ne contienne plus que la seule dislance zé
nithale Z' ou Z" que l'on a observée. On y parvient en se servant de 
la relation générale 

Z' -+- Z " + S' ·+- S" = 180° 4- ». 

Lorsque nous avons établi cette relation dans le tome I , 

page 254, nous avons remarqué que l'égalité qu'elle exprime s'ap

plique à tous les couples de distances zénithales apparentes et ré

ciproques , qui sont accompagnées de la réfraction actuelle, qui les 

affecte, soit qu'on les ait observées simultanément ou non simul

tanément. On peut donc l'appliquer ici à la trajectoire lumineuse 

qui existait au moment où une seule des deux distances zéni

thales a été observée, et en conclure l'autre. A l o r s , si l'on a ob

servé , par exemple, Z', on exclura 7J'-\-3" de dessous le signe tan

gente , en tirant de l'équation précédente 

\ ( Z " -+- 3') = go ° -f- T c — ~(Z' -h- 3'), 

ce qui donnera 

i ( Z " - Z ' + 3"- S') = 9 0 ° + i « — i ( Z ' + 3')-i(Z' + 3') 
= 90°— (Z'-h5'—i<>), 

et par suite 

tangj ( Z " _ ! + 3" - 5 ' ) = — — ^ ^ — ^ ; 
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si , au contraire, on a observé Z", on exclura Z', en prenant 

7 ( Z ' + S') = 90» + ±„ — ± (Z" + J*) , . 

ce qui donnera 

± ( Z " — Z ' + o " ' — Ô " ) = T ( Z " +o " ' )— 9 0 " — 7 « + ; 7 ( Z " + S") 

et par suite t a n g 7 ( Z " - Z ' + * " - * ' ) = - t a n g ( z » _ [ . r _ .,„)· 

Alors si l'on a trouvé, par les circonstances météorologiques, le coef
ficient c delà proportionnalité, égal, danslepremier cas, à c', dans 
le second à c", on fera S ' égal à 7 c'v, ou S " égal à ~ c"v, etl 'on aura 

Par la seule distance zénithale Z', 

tanç\ ( Z " — Z'-4- S" —S') = • 1 _ : 
. , tang [Z ' — 7 ( 1 — c ) c] 

Par la seule distance zénithale Z", 

t a n g 7 ( Z " — Z ' + d " ' — . 5 ' ) : 
t a n g [ Z " — ¿ ( 1 — c" )c ] 

J'y mets les coefficients de c sous cette forme, parce que les valeurs 

du coefficient c sont habituellement peu différentes de o , i5 , ce 

qui rend 1 — c' et i — c" positifs. Quoique les tangentes se trou

vent maintenant en dénominateur, les termes où elles se trouvent 

ne cesseront pas d'être très-petits, parce que , dans les applica

tions, Z' et Z " sont toujours peu différentes de 90°. Ces expres

sions, substituées dans le développement de r"— r', lui laisseront 

donc encore sa rapide convergence , et l'on aura : 

Par la seule distance zénithale Z', 

' + apcos f e t ang [Z '—| ( i — c ' ) » ] ; 

h'\ i 

+ C ( ' · + -—) c r T s i c t a n g l Z ' — T ( i — f ' i c ] \ + 7 — y—. 

etc. 
Par la seule distance zénithale Z", 

/ A<\ , J ?.pcos 7olang[Z"—±(1 — c")v] 

= „ C ( 1 + - ) c o s 1 „7 a n ^ I y»_ i ^ Z ? ^ \ + y-— — n-n 
v - 1 b l ' K ' J » ^ p ' c o s ^ o t n n g ' f Z " — 7 ( i — c")"] 

elc. 
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Dans les applications habituelles, le facteur qui precédela paren

thèse , sera fréquemment le seul, soit de l'expression générale , soit 

de ces dernières, auquel il faille avoir égard; et l'on aura tout 

au plus besoin de calculer le terme de l'autre facteur qui contient 
Q 

la première puissance de — C'est ce que le calcul même montrera 
2p 

pour chaque cas. Mais, dans les expressions où l'on n'emploie 

qu'une seule distance zénithale, l'angle v entrant sous le signe 

tangente, on peut croire que son évaluation nécessitera plus spé

cialement l'emploi du rayon osculateur exact p, que l'expression 

générale où cet angle entre seulement par le cosinus de la moitié 

de sa valeur. C'est ce que nous apprendront les applications nu

mériques que nous allons faire. Les calculs qu'elles exigent s'a

brègent en mettant en évidence la dépendance mutuelle des termes 

dont se composent les formules que nous venons de préparer. Tel 

est l'objet des quantités auxiliaires que je vais y introduire. 

1 e r CAS : Les deux distances zénithales réciproques Z', Z", ont été 
observées simultanément. 

Ctan"— Í7" 7') 
Formez la quantité auxiliaire x' ~ - s ' ^ -'• 

COS -jC 

Vous aurez la différence de niveau : 

2 " CAS : Z ' seul observé, c' le coefficient de proportionnalité ac
tuel , ou S' -t- S" = c' v. 

é. c" le coefficient de proportionnalité ac-
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3ofi 

Quantité auxiliaire. . 

Différence de niveau 

m " - " = ( - ? ) ' K + i - ) -

La niirche à suivre dans les détails du calcul sera toujours la 

même. On formera d'abord x', puis on en déduira les diverses 

x? 
puissances d e — , le tout par les Tables de logarithmes à sept déci-

maies. Dans ces formules, les éléments affectés d'un seul accent 

appartiennent invariablement à la station S, , dont les opérations 

antécédentes sont censées avoir fait connaître la hauteur absolue h' 
au-dessus de la surface de l'ellipsoïde, par conséquent au-dessus 

de la sphère osculatrice dont le rayon estp; et la corde C est toujours 

prise dans cette sphère même. On va voir tout à l'heure que, dansles 

applications pratiques, on n'aura jamais besoin de pousser l 'éva-

x' 
luation de la série au delà de son premier t e rme—? les autres 

étant toujours insensibles. Je ne les ai indiqués que pour rappeler 

l'expression finie dont ils dérivent par développement. 

242. Pour compléter l'exposition de ces formules par un exem

ple numérique, je choisis un système de données qui dépassera 

toutes les limites d'amplitude que les opérations géodésiques peu

vent présenter. Je l'extrais de mon Mémoire sur les réfractions 

terrestres, annexé à la Connaissance des Temps de i 8 4 2 , en y fai

sant quelques modifications nécessaires à notre but actuel, comme 

je l'expliquerai dans une Note à la suite de la présente section. Les 

longueursy sont exprimées en unités métriques, aujourd'hui légale

ment adoptées en France ; je leur conserverai cette forme, afin que 

les résultats auxquels nous serons conduits par notre approxima

tion actuelle, qui suppose les réfractions égales dans les distances 

zénithales réciproques simultanément prises, soient immédiatement 

comparables à ceux qui onf été obtenus, dans le Mémoire cité, par 

un calcul rigoureux, où l'on employait leurs véritables valeurs in

dividuelles. Par le même motif, je laisserai à ces longueurs les frac-

ç 
• c o s i p t a n g [ Z " - i ( i — c ' > ] 
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tions de mètre qui les complètent, et j ' y joindrai leurs logarithmes 
à dix décimales. Cette rigueur numérique, qui serait aussi exagé
rée qu'inutile dans une application réelle, aura ici l'avantage de 
nous reproduire exactement les données angulaires sur lesquelles 
les calculs du Mémoire ont été fondés. Ceci convenu, voici les élé
ments correspondants aux deux distances zénithales apparentes 
Z', Z " supposées observées simultanément, avec les valeurs de ces 
distances zénithales elles-mêmes. 

Longueur de l'arc compris entre les pieds des normales des deux 
stations, 

A = 166664™, i o 8 3 , log A = 5 ,22184 2082g. 

Hauteur absolue de la station S, au-dessus de la surface de l'el
lipsoïde , identifiée avec la surface de la sphère osculatrice dans le 
sensde l'arc A , 

/ / = g 8 m , o o , log h' = 1 , 9 9 1 2 2 6 1 . 

Longueur du rayon oscillateur dans le sens de l'arc A , 

p = 6 3 6 6 i o o m , o o , log p = 6 ,8o38734563. 

Distances zénithales apparentes observées simultanément dans 
les deux stations, 

Z ' r ^ g o o o ' o " , Z " = g i » i 6 ' 2 7 " , g ô . 

Avec ces données, j e cherche d'abord la longueur de la corde 
de l'arc A par son expression 

C = À — à A » , 

et je trouve 

C = i 6 6 6 6 4 m , i o83 — 4 m , 7 5 9 6 = i 6 6 6 5 9

r a , 3 4 8 7 , 

d'où l'on déduit 
logC — 5 , 2 2 1 8 2 96802. 

Je cherche ensuite l'angle au centre i> par son expression en se

condes de degré, qui est : 

v " = — R". 
P 
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3 o 8 ASTRONOMIE v 

L e c a l c u l s ' e f f e c t u e c o m m e i l s u i t : 

l o g A = 5 , 2 2 i 8 4 20829 
l o g P = 6 , 8 0 3 8 7 3 4 5 6 3 

1 ,41796 86266 

l o g R " = 5 , 3 i 4 4 2 5 i 3 3 2 

l o g r " = 3 , 7 3 2 3 9 37598, d o ù < / ' = 5 4 o o " = i ° 3 o ' o " 

C o n s é q u c m m e n t , 

i - « . " = o ° 4 5 ' ; l o g c o s - i 0 = 7,9999628. 

L e s d e u x d i s t a n c e s z é n i t h a l e s a p p a r e n t e s Z ' , Z " é t a n t s u p p o s é e s 

o b s e r v é e s s i m u l t a n é m e n t , c e s e r a l e c a s d e l a f o r m u l e ( 1 ) . C o n s i 

d é r a n t d ' a b o r d l e f a c t e u r e x t é r i e u r à l a p a r e n t h è s e , j ' a i p o u r 

d o n n é e s : 

1 ( Z " — Z ' ) = o ° 3 8 ' i 3 " , 9 5 ; h'= 98'". 

A l o r s j ' a c h è v e l e c a l c u l c o m m e i l s u i t , e n r e s t r e i g n a n t d é s o r m a i s 

l e s l o g a r i t h m e s à s e p t d é c i m a l e s ; 

l o g 0 = 5 , 2 2 1 8 2 9 7 

l o g t a n g i ( Z " — Z ' ) = 5 , o 4 6 i 7 6 7 

3,2680064 
l o g c o s } c = 1,9999628 

l o g V = 3 , 2 6 8 0 4 3 6 V = i 8 5 3 m , 7 i 7 9 

h' 
log — = 5 , 1 8 7 3 5 2 7 

P r h'x' 
2 , 4 5 5 3 9 6 3 — = o ' " , o 2 8 5 

F a c t e u r e x t é r i e u r F = l 8 5 3 m , 7 4 6 4 

l o g F = 3 , 2 6 8 o 5 o 3 

V o i l à l a p a r t i e p r i n c i p a l e d e r " — r'. L e s t e r m e s d e l a s é r i e q u i 

s e c o m b i n e n t a v e c F , p a r m u l t i p l i c a t i o n , s e c a l c u l e n t c o m m e i l 

s u i t . J e m e b o r n e a u x d e u x p r e m i e r s , c a r o n v a v o i r q u e l e s e 

c o n d e s t d é j à i n u t i l e , n e p r o d u i s a n t q u e d e s c e n t i è m e s d e m i n i m e -
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tre , qu'on est b ; e I 1 éloigné d'atteindre par c e g e n r e d'observa

tions. 

l o g ^ 3 ,2680436 

l o g 2 P = ; . 7 ) 1 o 4 9 o 3 4 

log ^| " , i63i4o2" log (~p)'^ 8,3262804 

l ogF =s3 ,268o5o3 log F = 5 3,a68o5o3 

1 , 4 3 1 1 9 0 5 5,5943307 

{ ^ ) V s s ^ 2 6 9 8 9 ^ ^ y F ^ o - , o o o o 3 9 2 9 5 

F = i853 m ,7464 négligeable. 

Somme r"—i854m,oi6 

Telle est donc la différence de niveau, évaluée dans l'hypothèse d'é
galité des deux réfractions S', S". La différence rigoureuse, cal
culée avec leurs valeurs individuelles, est i846 ' n , o 6 , comme on 
peut le voir dans le Mémoire cité, page 4 1 - La supposition de 
leur égalité ne produit donc ici qu'une erreur de 7 m , 9 5 6 . Étant si 
faible pour un si grand arc, orï conçoit qu'elle deviendrait promp-
tement négligeable pour des arcs moindres. C'est en effet ce que 
le calcul confirme; car la différence des deux réfractions, qui étaif 
ici i9" ,68, ne serait déjà plus que o" ,658 pour un angle au centre 
de 3o', comme on le vo i t , pages 4 3 et 45 du Mémoire cité. Or, 
ce sera là déjà une amplitude peu commune dans les opérations 
géodésiques; et, pour un nivellement que l'on voudrait rendre 
très-exact, on pourrait aisément procéder par des intervalles 
d'une amplitude moindre. 

243. Dans ce calcul, la station dont la hauteur absolue était 
donnée se trouve être l'inférieure. Supposons, au contraire, que 
cette hauteur eût été donnée pour la supérieure , les deux dis
tances zénithales observées restant d'ailleurs les mêmes que précé
demment. Cela intervertira seulement le signe de leur différence 
Z " — Z ' qui deviendra — i ° i 6 ' 2 7 " , 9 0 . Pour obtenir la nouvelle 
valeur de h', en conservant le même système de données phy
siques, il faudra ajouter g 8 m à la différence relative exacte 
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l o g ( ^ = 4 , 4 8 4 8 3 6 2 

l o g j ; ' = 3,268o436 

log ^ ^ - ^ ' = 1 , 7 5 2 8 7 9 8 — 

l o g ^ ' = 3 ,268o436— x ' = ~ i 8 5 3 m , 7 i 7 9 

-x'=— o m , 566o8 
P 

F = : — i 8 5 4 m , 2 8 4 o 
Conséquemment l o g F = 3 , 2 6 8 1 7 6 2 — 

L e facteur F, devenu négatif, se trouve notablement plus fort que 

précédemment. Mais la compensation va être opérée par le produit 

^ ( 2 " ) ^ e v ' e n t P 0 ^ ' 1 ^à cause du signe négatif de ses deux 

facteurs. En effet, le calcul des deux premiers termes de la série, 

effectué comme tout à l'heure , donne 

log ( ^ = 4 " , i 6 3 i 4 o 2 - log ^ y = 8 , 3 2 6 2 8 0 4 + 

logF = 3 , 2 6 8 1 7 6 2 — log F = 3 ,2682762— 

7 , 4 3 ! 3 1 6 4 + 5,5q45566— 
+ o m , 2 6 g 9 7 I—j F = — o m , c 

F = — i 8 5 4 m , 2 8 4 o négligeable. 

F = - t - o m , 2 6 g 9 7 ^ —J F = — o m , o o o o 3 g3o6 

S o m . r " — r ' = — i 8 5 4 m , o i 4 

La différence du niveau calculée se retrouve donc la même que pré
cédemment, à 2 millimètres près. Mais elle a changé de signe, 
parce que la station dont la hauteur absolue était donnée se trou-

i 8 4 6 m ) ° 6 . Cela donnera donc //égal à i g 4 4 m

5 o 6 . Alors x' de
viendra négative, en conservant d'ailleurs la même valeur absolue 

h' 
que précédemment. Mais la valeur d e — , qui se combinera avec 

elle, deviendra plus grande que tout à l'heure; et, en effectuant 

le calcul numérique de la même manière, pour obtenir d'abord 

le facteur extérieur F, on aura : 

log h' = 3 , 2 8 8 7 0 9 7 

logp = 6 , 8 o 3 8 7 3 5 
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vait être la plus haute des deux. Cette petite différence de o<",002 

tient ici à l'erreur de l'hypothèse d'égalité des deux réfractions, 

qui n'a pas une influence tout à fait égide quand on procède de 

l 'une ou de l'autre manière. Cela n'existe plus quand on fait le 

calcul sur la trajectoire rigoureuse , en appliquant à chaque dis

tance zénithale observée la réfraction 3 ' ou t î "qu i l'affecte; c'est 

ce que j 'a i démontré dans le Mémoire cité , page 49· Ici la diffé

rence trouvée n'a aucune importance , et je ne la signale que pour 

faire remarquer que toute approximation, fondée sur des prin

cipes théoriques exacts, do i t , comme celle-ci, ne donner que des 

discordances négligeables, dans quelque ordre qu'on l 'applique, à 

deux stations spécifiées par des éléments assignés. 

244. Je vais maintenant examiner jusqu'à quel point ces déter

minations exigent l'emploi rigoureux du rayon p, qui est oscilla

teur à l'ellipsoïde, dans le sens de l'arc À qui joint les pieds des 

normales des deux stations. Pour cela, j e recommencerai le calcul 

avec les mêmes données, en attribuant à ce rayon une longueur 

très-notablement différente, quoique néanmoins contenue entre 

les limites générales des valeurs qu'il peut prendre dans l 'ellip

soïde considéré. Je choisis, pour cette épreuve , le rayon qui serait 

osculateur au point milieu d'un arc terrestre situé à la distance 

polaire de 45°, et formant aussi un angle de 45° avec la direction 

du méridien local. Ce sera une sorte de rayon osculateur moyen 

qu i , s'il peut suffire, nous dispensera de chercher le rayon oscil

lateur local, dans chaque cas proposé. 

243 . Soient: p ce rayon inconnu; 7, N les deux rayons respective

ment osculateurs dans le sens du méridien, et. dans le sens trans

versal au point moyen de l'arc considéré. En nommant 1 l'azimut 

de cet arc, on aura généralement, d'aprèsee qui a été ditpage 192, 

Pour l'ellipsoïde terrestre, les valeurs de 7 et de N , à la distance 

1 1 , . 1 · , • 
— = — cos- ( -+- — sur 1. 
p 7 N 

polaire d, sont 

« ( i — e 3 ) 
N 

a 

( 1 — e 3 cos' d) * 
V 
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7 ~ a ( i — e 2 ) N a ' 

et comme l'azimut i = 45°> que nous attribuons à l'arc A, donne 

aussi cos 1/ = sin5« = - j , on aura, pour cet ensemble de con

ventions , 

Je développe en série les deux parties du facteur qui est compris 
dans les parenthèses, et j 'arrête les développements aux termes 
en e*. J'obtiens ainsi 

( i — I e>y , , 

La première puissance de e2 disparaît donc dans la somme de ces 
deux quantités, e t , en les substituant dans l'expression de p, il 
l'esté 

; = I ( . + - , < . . . ) . 

Le rayon oscillateur > défini par les conventions précédentes, 
ne différa donc du demi-grand axera, que par des quantités de 
l'ordre e' qui sont extrêmement petites dans l'ellipsoïde terrestre. 

Ainsi, nous pourrons très-bien le remplacer par ce demi-grand 
axe même, dans l'épreuve approximative que nous nous proposons. 

246. Nous avons trouvé ci-dessus la valeur de a en toises. Pour 
l'employer tlans notre calcul actuel, il faut la convertir en mètres. 
Or, sans anticiper sur l'évaluation de l'unité métrique que nous 
effectuerons plus tard , il nous suffit de savoir que le rapport du 

, - i · 4 4 3 , 2 q 6 
metrr. légal a la toise est — g ^ ^ p - - De là on tire : 

Dans l'application que nous en voulons faire à la distance polaire 
de 45°, cosW devient - , ce qui donne 
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Logarithme du mètre légal en toises. . . log/w = i ,7 1 0 1 8 0 0 7 0 0 

Mais , en exprimant a en toises, nous 
avons trouvé, page 221 logez = 6 , 5 1 4 7 9 5 6 7 8 9 

Nous aurons donc, en mètres de la Ion-
gueur légale log a = 6 , 8 0 4 6 1 5 6 0 8 9 

Je vais employer cette valeur pour calculer la différence de niveau 
r" — r' en la substituant à celle du rayon réellement osculateur 
dont nous avions fait d'abord usage. 

Cherchons d'abord l'angle au centre v par son expression 

v" = - R" , 
a 

nous aurons, comme précédemment : 

l o gA = 5 , 2 2 1 8 4 2 0 8 2 9 
l o g e = 6 , 8 0 4 6 1 56089 

2 , 4 1 7 2 2 6 4 7 4 ° 
l o g R " = 5 , 3 i 4 4 2 5 i 3 3 2 

log c" = 3 ,73 i65 1 6 0 7 2 

de là on tire v" = 5 3 9 o " , 7 8 = i ° 2 g ' 5 o " , 7 8 ; 

conséquemment { i > " = o u44'55", 3 g ; log cos-jc = 1,9999629. 

On voit que ce calcul aurait pu très-bien s'effectuer avec les loga
rithmes à sept décimales. La valeur obtenue ici pour v" est relati
vement trop faible de 9" ,22. Mais cela ne produit qu'une unité de 
différence sur la septième décimale du logarithme de cos \ v. Je 
calcule de môme la corde C par son expression 

C = A — 
24 «2 

et je trouve C = i66664 m , 1 o83 — 4 , n ,7433 = 1 6 6 6 5 ^ , 3 6 5 , 

d'où log C = 5 , 2 2 1 8 2 g 7 2 2 7 . 

L'erreur de l'évaluation de C est extrêmement petite, comme on 
devait s'y attendre; elle ne change pas d'une unité la septième 
décimale de son logarithme. Il n'en pourra résulter aucune diffé
rence sensible dans la valeur de r" — r ' . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 i ¿1 ASTRONOMIE 

J'achève le calcul avec ces nouveaux, éléments, pour le premier 
cas que nous avons considéré, dans lequel la hauteur absolue 
donnée est celle de la station S, égale à 98' 1 1. Car cette valeur de h' 
est indépendante de la longueur que l'on attribue au rayon de la 
sphère osculatrice ; d'ailleurs on a toujours 

i ( Z " - Z ' ) = o ° 3 8 ' i 3 " , 9 5 . 

Il en résulte donc : 

log 0 = 5 ,2218297 

l o g t a n g j ( Z " — Z ' ) = 2,0461767 

3,2680064 

log cos i v = 1,9999629 

l o g * ' = 3,268o435 x' = 1 853 ' n , 7 i 7 4 
(hT 

log I - = 5 , i 8 6 6 i o 5 

,454654o 
h'x' 

a 

F = i 853 ' " , 7 4 5 9 

l o g F = 3,2.68o5o2 

La partie principale de /•" — r' se trouve ainsi à peine différente 
de ce qu'elle était précédemment. Je passe au calcul des termes 
correctifs. 

log x> = 3,2.68o435 
log 2« = 7,1 o56456 

l 0 g (i) = l 6 a 3 9 7 9 L 0 S (~) = 8 , 3 2 4 7 9 58 

log F = 3,268o5o2 log F = 3 , 2 6 8 o 5 o 2 

7,43o448i f §,5928460 

(f«)F==
 ° œ » a 6 9 4 3 F = o , o o o o 3 9 i 6 8 

F = i 8 5 3 ' " , 7 4 5 9 négligeable. 

; · " — ;· ' = 7 8 5 4 " ' , o i 5 3 

au lieu de r " - r ' = i 8 5 4 > . 6 
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L 'emplo i du demi-grand axe a en remplacement du rayon oscula-

teur dans le sens de l'arc n'a donc produit ici aucune différence sen

sible dans l'évaluation de la différence de niveau. Par conséquent, 

il en sera de même dans toutes les applications habituelles où la lon

gueur de l'arc A sera généralement beaucoup moindreque dans notre 

exemple. Ainsi, lorsque les distances zénithales réciproques seront 

en outre simultanées, la recherche du rayon local qui est spéciale

ment oscillateur dans le sens de l'arc A ne sera point nécessaire. 

On pourra calculer tous les résultats en lui substituant le demi-

grand axe de l'ellipsoïde, considéré comme rayon oscillateur 

moyen. Mais celle des deux hauteurs absolues h' ou h" qui sera 

donnée devra être toujours comptée à partir de la surface même 

de l'ellipsoïde, sur la normale vraie de chaque station. En outre , 

ceci suppose que la longueur de l'arc terrestre A est exactement 
connue. 

247. Je vais procéder à des épreuves semblables pour le cas 

où les distances zénithales Z ' , Z" , quoique réciproques, n'ont pas 

été prises simultanément; de sorte qu'il faut alors calculer la dif

férence de niveau par leurs valeurs individuelles, associées au 

coefficient c de la proportionnalité qui convient aux circonstances 

locales de chaque observation. L'expression de ce coefficient se 

trouve dans mon Mémoire sur les réfractions terrestres, page 54, 

et je l'ai reproduite au tome I du présent ouvrage, page 262 (*). 

Pour les conditions atmosphériques propres à la station inférieure 

désignée ici par S,, la formule le donne égal à o, 147 3 2 5 2 , comme 

j e l'ai rapporté à la page 263 du tome I , et comme on pourrait le 

constater en mettant dans cette formule les éléments météorolo

giques qui se trouvent consignés dans la même page. En l'admet-

(*) Te profite de cette occasion pour signaler deux fautes d'impression qui 
se sont glissées dans la transcription do cette formule, à la page 54 du Mé 
moire cité. La lettre 8 y désigne la somme des deux réfractions locales qui 
est proportionnelle à l'angle au contre v, dans cette forme d'approximation. 
Or, dans l'expression de 8, telle qu'on l'a imprimée, on a commis deux erreurs, 
heureusement faciles à apercevoir. D'abord, on lui a donné le signe — au 
lieu du signe qu'elle doit avoir évidemment; en outre, dans un des fac
teurs de son numérateur, on a écrit ' ' ~ ^ / a au lieu de ' 1 ^ ' qui est sa vraie 
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C'est ainsi qu'elle a été employée dans l'application numérique dont lcsiclo-
menls sont rapportés à la page 55 du môme Mémoire, et c'est de là que j 'ai 
déduit le coefficient de v égal à 0,14732 52 , qui résulte de ces éléments. 

Ces deux fautes n'ont point été transportées dans l'impression du présent 
ouvrage. L'expression analytique du coellicient c, qu'on y trouve à la 
page 262 du tomel, est exacte, et elle reproduit identiquement, sous une 
autre forme, celle que je donne ici du coefficient de e dans l'expression de 0. 

tant, je vais calculer la valeur de r" — r' par la formule (2). J'ef
fectue d'abord cette opération avec le véritable rayon oscillateur p, 
déjà employé dans le premier exemple, de sorte que les autres 
données c, <>, h' seront ici les mêmes que nous les avons eues 
alors ; et de plus il faudra y joindre la distance zénithale appa
rente Z ' = 90°. 

248. L'angle au centre v est encore égal à i ° 3 o ' o " , en l'asso
ciant à c' = o , i 4 7 3 2 5 2 , nous en tirerons , par multiplication , 

• 1. (, _ c ' ) , / ' = o " 4 5 ' o " — 6 ' 3 7 " , 7 7 8 = o°38 ' 2 2 " , 2 2 2 ; 

conséquemment, — \—, -—= = tang 38 ' 22" , 222 . 
1 t a n g [ Z ' — 7 ( i — c > ] 0 

Le produit } c'c, égal à 6 ' 3 7 " , 7 7 8 , représente ici la réfraction lo 
cale S' que l'on suppose devoir être ajoutée à la distance apparente Z ' 
pour la transformer en distance zénithale vraie. La valeur exacte de 
cette réfraction, calculée rigoureusement d'après les données météo
rologiques propres à la station S„ est 6 ' 55" ,89 , comme on le peut 
voir à la page 43 de mon Mémoire, et c'est aussi ce que je lui attribue 
dans le tome I d u présent ouvrage, page 258 . L'erreur de i 8 " , i 1 , 

qui se trouve dans son évaluation actuelle, est le résultat combiné 
des deux hypothèses par lesquelles on suppose ici les deux réfrac
tions S', S" égales entre elles, et leur somme proportionnelle à 
l'amplitude de l'arc v. Ces deux causes d'inexactitude subsisteront-
toujours dans le calcul des différences de niveau où l'on ne pourra 

•valeur, comme on le voit page 51, où ce même facteur est reproduit sous une 
autre forme. L'expression exacte de 0 est donc 

('·. -H '·.) ( f i H - p , ) 
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A ' = 9 8 ™ 

logor' = 3,2696070 

log ^ - ^ = 5 , 1 8 7 3 5 2 7 

2,4569597 

x'— i86o m ,4o3o 

F 

= o m , o 2 8 6 

Termes correctifs: 

l o g x ' = 3,2696070 

log 2p = 7,1 o4 9 o34 

i 8 6 o m , 4 3 i 6 
logF = 3 ,2696137 

l o g •N a- p) =4' l 6^?° 3 6 

logF = 3 ) 2 6 9 6 i 3 7 l o g F : 

1 , 4 3 4 3 l 7 3 

o m , 2 7 184 

F = 1 8 6 o m , 4 3 1 6 

^VF: 
2p 

: 8,3294o88 

: 3 ,2696137 

5,5990225 

:Om,OOOo3g72I 

négligeable. 

r" = r ' = i86o m , 7o34 
Évaluation précédente. . i 8 5 4 " S 0 1 ^ -

employer qu'une seule distance zénithale. Et l'on aura, en outre, 
à craindre les erreurs que l'on pourra commettre sur l'évaluation 
du coefficient de proportionnalité c, si on ne l'a pas calculé d'après 
les circonstances météorologiques contemporaines à l'observation 
de la distance apparente, comme nous l'avons fait ici. 

2 4 9 . Partant donc de ces données, j e les introduis dans la for
mule (2) pour en tirer la valeur de la différence de niveau r" — r't 
et j e rapporte en détail le type du calcul, pour que l'on puisse 
suivre pas à pas l'influence des quantités qui le font différer de 
celui que nous avons effectué d'abord, dans le cas où l'on em
ployait les deux distances zénithales Z ' , Z" . 

l o g C = 5 , 2 2 1 8 2 9 7 

logtang(38 ' 2 2 " , 2 2 a ) = 2 , o 4 7 7 4 o i . 

3,2695698 

l o g c o s ^ f ^ 1,9999628 
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(*) Il doit s'être glisse une erreur numérique dans l'évaluation de r " — r' 
parla méthode précédente, que j'ai rapportée dans mon Mémoire sur les ré
fractions terrestres, page 56; car elle y est présentée inexactement comme 
étant égale à i862 m,35i. La remarque n'est pas sans importance. En eflet, 
dans cette même page du Mémoire, la valeur de r"—r', déduite de l 'obser
vation faite à la station supérieure avec l'emploi du coefficient c" propre à 
cette station, a été trouvée égale à i847 , n ,329. Or, si on l'associe, par une 
moyenne, avec l'évaluation exactement calculée que nous venons d'obtenir, 
on aura les résultats suivants : 

Valeur de r" — r', obtenue par la distance zénithale inférieure Z ' m 

combinée avec son coeflicient c' 1860 ,")05 

Valeur de r"—r', obtenue par la dislance zénithale supérieure Z " 
combinéeavec son coeflicient c" 1847,329 

Somme 3708,032 
Moyenne arithmétique entre les deux résultats.... 1854,016 

Cette moyenne est identique avec la valeur que nous avons trouvée par 
l'emploi des deux dislances zénithales simultanées. Ainsi, lorsqu'on aura 
des distances zénithales réciproques, mais non simultanées, si Ton déter
mine théoriquement, d'après les circonstances météorologiques, les coeffi
cients de proportionnalité c', c", qui conviennent à chacune d'elles, ce que 
l'on peut faire par la formule rapportée tome I , page 262, la moyenne des 
résultats ainsi obtenue sera la même que si les distances eussent été obser
vées simultanément ; et le résultat ne sera en défaut que par la petite erreur 
provenant de l'égalité supposée des deux réfractions, aux deux limites d'une 
même trajectoire lumineuse. 

La différence de niveau trouvée ic i , est donc plus forte que celle 

que nous avions obtenue par l'emploi des deux distances simulta

nées et réciproques. Elle s'écarte aussi davantage de la différence 

réelle i 8 4 6 m , o 6 . C'est une conséquence inévitable des deux h y p o 

thèses approximatives qui entrent dans cette nouvelle évaluation; 

e t , tant par cette cause que par les erreurs que l'on commettrait 

sur la valeur du coefficient c si on ne le déterminait pas d 'après 

des observations météorologiques, les différences de hauteurs 

ainsi calculées ne devront pas être employées pour un nivellement 

géodésique que l'on voudrait rendre exact , à moins que les a m 

plitudes des arcs A ne fussent beaucoup moindres que nous ne 

l'avons supposé dans cet exemple (*) 

2J50. Je vais maintenant recommencer le même calcul en e m -
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donc 

. 2 ; '= i857 m , 2 2 5 6 

o m , o 2 8 5 

F = 185*7 m , 2 5 4 i 

l o g F = 3 ,2688714 

ployant le demi-grand axe a de l'ellipsoïde, au lieu du rayon oscil
lateur vrai p, comme je l'ai fait dans le premier exemple sur les dis
tances réciproques, afin d'apprécier l'erreur qui pourra résulter 
ici de cette substitution. 

I l en résultera d'abord quelques différences dans les valeurs de 
la corde Ce tde l'angleau centre e qui se déduisent de l 'arcdonnéA. 
Nous les avons déjà calculées dans la page 3 13. Mais ic i , la nou
velle évaluation de l'angle v acquerra plus d'influence par sa pré
sence dans le produit (1 — c')v. Nous avons trouvé pour ce cas 
v" égal à i ° 2 9 ' 5 o " , 7 8 ou 5390",78. En combinant cette valeur 
avec celle du coefficient d qui esl o , i 4 7 3 2 5 2 pour la station S, 
que nous considérons , on trouve 

c ' ) c " = 0 » 4 4 ' 5 9 " , 3 9 — 6 ' 3 7 " , o 9 9 = 0° 38' 1 8 " , 2 9 i , 

— — — , 7 7 - = t a n g 3 8 ' i8" ,2gi . 
t a n g Z ' — ~ [ i — d ) v 0 J 

L'arc qui entre ici sous le signe tangente est moindre de 4 " que 
dans le cas précédent. Il se rapproche davantage de la valeur que 
lui assignent les deux distances zénithales simultanées. La diffé
rence de niveau r"—r'en deviendra donc un peu plus faible, et 
moins différente de celles que ces distances avaient données par 
leur association. Avec ces données et les résultats déjà obtenus 
page 3 i 3 , en prenant a pour rayon oscillateur, le calcul s'achève 
comme il suit : 

l ogC = 5 , 2 2 1 8 2 97 

logtang(38' 18" , 2 9 1 ) = 2 ,0469979 

"3 ,2688276 

logcos|c = 1 ,9999629 

l o g^ ' = 3 ,2688647 

/ / = 98™ ]°s(^-) = ^' '8G61 °5 

ï ,45547 52 
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l o i r 
b \ia 

Termes correttifs : 

l o g * ' = 3 ,2688647 

Iog2rt = 7 , i o 5 6 4 5 6 

^ = 4 , i 6 3 2 i 9 r l o ë ( ^ ) — 8 , 3 2 6 4 5 8 2 

l ogF = 3,26887 14 l o g F = 3 , 2 6 8 8 7 1 4 

7,4320905 5 , 5 9 5 3 2 9 6 

= o m , 2 7 o 5 5 F = r o , o o o o 3 9 3 8 5 

F = i 8 5 7 , n , 2 5 4 i négligeable. 

r" — r' =2 i 8 5 7 m , 5 2 4 7 

au lieu de i86o m ,7o34 trouvés avec l'emploi du rayon 
oscillateur dans le sens de l'arc. 

La différence de ces deux évaluations est seulement de 3™, 1 7 g . 

Elle est donc déjà très-faible en elle-même. Mais elle le paraîtra 

bien plus encore si on la compare aux amplitudes d'erreurs que 

les déterminations obtenues par une seule distance zénithale com

portent toujours, à cause de l'incertitude attachée à l'emploi du 

coefficient c', que les observateurs , jusqu'à présent du moins, ne 

prennent pas la peine de calculer d'après les éléments météorolo

giques , se contentant d'en adopter une évaluation moyenne qui 

doit être inexacte dans la multitude des cas particuliers. Par ce 

motif, joint aux incertitudes propres de la méthode en elle-même, 

je crois être autorisé à conclure que, dans cette application, comme 

dans celle où. l'on emploie les distances zénithales simultanées, il 

est parfaitement inutile de faire varier les longueurs des rayons 

osculateurs que l'on applique aux arcs donnés A . Car les diffé

rences de niveau obtenues auront toute l'exactitude à laquelle on 

peut prétendre si on les calcule avec le rayon oscillateur moyen, et 

constant, qui est représenté par le demi-grand axe de l'ellipsoïde 

sur lequel le nivellement est opéré. D'ailleurs, ceci suppose tou

jours que la longueur de l'arc A est donnée exactement, et que le 

rayon a lui est seulement appliqué pour calculer le très-petit tenue 

correctif qui sert à en déduire la corde C Quant à la valeur de 
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l 'angle au centre t>, qui se calcule aussi avec le rayon a d'après la 

longueur donnée de l'arc , il est essentiel de remarquer qu'elle est 

seulement suffisante pour l'usage qu'on en veut faire ici. Mais, 

pour toute autre application où l'on aurait besoin de connaître 

exactement cet angle au centre, il faudrait le calculer avec la va

leur spéciale du rayon p, qui est oscillateur dans le sens de l 'arc, 

comme nous avons d'abord supposé que nous le faisions dans la 

page 307 . 

2 o i . Dans les opérations géodésiques, on observe la dépression 

de l'horizon de la mer, à toutes les stations d'où on le découvre, 

et l 'on en tire une évaluation de la hauteur absolue. J'ai exposé ce 

procédé avec détail dans le tome I de cet ouvrage, § 146, page 2 7 1 , et 

dans mon Mémoire sur les réfractions terrestres, section VI , page 70. 

Je n'ai rien à ajouter à ce que j ' a i dit alors. Je rappellerai seulement 

que, dans ce cas, l'angle au centre v étant inconnu, il faut y suppléer 

par l'emploi des circonstances météorologiques, que l'on ne peut 

malheureusement déterminer par l'expérience que dans le lieu 

même où l'on observe, puisque le point de tangence sur la surface 

de la mer est inconnu. Or, c'est là surtout que les conditions du dé-

croissement des densités sont le plus variables, par les diverses 

causes que j ' a i expliquées, dont la principale consiste dans la dif

férence qui existe presque toujours entre la température de la sur

face des eaux et celle de la couche d'air qui la recouvre. Ce procédé 

de détermination est donc très-peu sûr. Mais on en pourrait faire 

un usage très-utile pour la physique de l'atmosphère en renversant 

le problème. Car, dans des cas pareils, la hauteur absolue de la sta

tion étant toujours déterminable directement, soit par un nivelle

ment conduit jusqu'au bord de la mer, soit par des observations 

barométriques simultanées , faites à la station et sur le r ivage, la 

comparaison qu'on en pourrait faire avec le résultat conclu des dé

pressions de l'horizon apparent, décèlerait les inflexions que la tra

jectoire lumineuse subit entre l'horizon et le point de tangence, ce 

qui pourrait conduire à des résultats très-importants. 

232 . En théorie, la connaissance du décroissement des den
sités, sur les verticales terminées à une même trajectoire lumineuse, 
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étant combinée avec les distances zénithales réciproques qu'on y 

observerait simultanément, suffirait pour calculer la dilférenee de 

niveau comprise entre ces deux points^ indépendamment de l 'an

gle au centre c, ou de l'arc terrestre A , qui sépare les pieds de ces 

verticales. Mais, comme je l'ai fait remarquer tome ï , page 2 7 0 , 

ce mode d'évaluation emploie réellement, pour base, la longueur 

totale du rayon terrestre, mené du centre de la sphère osculatrice 

à celle des stations dont on connaît la hauteur absolue au-dessus de 

cette sphère, et la grandeur de cet élément rend le résultat obtenu 

fort incertain. C'est précisément ce qui arrive lorsque l'on conclut 

les hauteurs d'après la mesure des dépressions de l'horizon de la 

mer. La formule qu'on emploie alors est précisément celle qui s'ap

plique au cas général où les deux distances zénithales réciproques 

seraient observées simultanément. Mais s'il faut bien se résoudre 

alors à cette incertitude inévitable, il est essentiel de l'éviter dans 

tous les cas où cela est possible, en introduisant, comme élément 

déterminatif, la corde de l'arc terrestre compris entre les deux 

stations. 

2JÎ5. Dans une communication que j'adressai à l'Académie des 

Sciences le 18 juin 1838, sur l'application des circonstances 

météorologiques à la mesure des différences de niveau par les 

distances zénithales réciproques et simultanées , je n'avais pas suf

fisamment insisté sur cette distinction, et je m'étais beaucoup trop 

exagéré les avantages de la formule purement théorique. Cette inad

vertance donna l ieu, de la part de feu Puissant, à des remarques 

critiques, fort justes en ce point, mais qui cessaient de l'être en 

ce qu'il niait l'exactitude mathématique de la formule théorique 

elle-même. Après avoir reconnu, comme je le devais, ce qu'il 

y avait de fondé dans la première partie de son opinion, j e 

combattis la seconde, et il s'ensuivit une discussion dans laquelle 

tous les points de la théorie des réfractions terrestres furent suc

cessivement controversés. Les détails en sont consignés dans les 

tomes VI et V I I des Comptes rendus des séances de l'académie des 
Sciences, où les personnes qui voudraient approfondir ce point de 

physique mathématique pourront les retrouver d'après les indica

tions que je donne ici en note. l e ne mentionne ces débats qu'à 
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P I I Y S 1 Q U H . 3 ? 3 

cause des éclaircissements qu'ils pourront offrir sur les questions 

que j e viens de traiter (*). 

Dans sa communication insérée au tome VII, page 289, et que 

j ' a i marquée d'une astérisque, Puissant avait rapporté un exemple 

de distances zénithales réciproques et simultanées, accompagné 

d'observations barométriques et thermométriques, qu'il présentait 

comme un document certain, extrait des registres du Dépôt de la 

Guer re , et parfaitement propre à éprouver la formule théorique 

que j 'avais proposée. Les circonstances météorologiques rappor

tées dans ce document étaient toutefois bien peu favorables, 

puisque la température s'y montrait croissante de bas en haut, 
contrairement à l'état habituel de l'atmosphère. Je crus cependant, 

pour cela môme, devoir discuter ces observations avec un soin 

spécial, pour voir les conséquences auxquelles elles pourraient 

conduire, ce que je fis dans mon Mémoire sur les réfractions ter

restres, pages 63 et suivantes. J'arrivai ainsi à reconnaître que 

pour obtenir, par les deux distances zénithales, des résultats indi

viduels qui s'accordassent entre eux , il fallait combiner les autres 

données qu'on leur associait dans le calcul, de manière à éliminer 

les termes où les erreurs de quelques-unes d'entre elles au

raient eu le plus d'influence ; et je tirai de là une conclusion que 

j 'exprimai dans les termes suivants, page 7 3 : 

(*) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, 
1 e r semestre de i838, tome V I , pago 8 jo , Biot, i r c communication. 

Id., 2 e semestre de i83S, tome V I I , page 5 , Puissant, i r e s r e m a r q . 
Jd. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 

992, Puissant. 
io3S, Biot. 
io43, Puissant. 
n 3 2 , Puissant. 

1 , Biot. 
^, Puissant. 

37, Biot. 

()3, Biot. 
129, Puissant. 

253, Biot. 
*28g, Puissant. 

471 , Puissant. 
543, Biot. 
848, Biot. 

Id., I e r semestredo 1839, tomeVltt , page 
Id. 
Id. 
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„ Coite concordance , obtenue par le rejet des observations an-

„ gulaires, dans le terme où leurs erreurs peuvent exercer le 

» plus d'influence, me semble rendre très-vraisemblable qu'il y 

» a en en effet une erreur commise , soit en les faisant, soit en les 

>' réduisant à des mires correspondantes, soit enfin en les trans-

» crivant; et que c'est à cette cause, bien plus qu'au défaut de 

» sphéricité possible des couches aériennes, qu'il faut attribuer 

» la grande et inadmissible différence donnée parla relationthéo-

» rique quand on y introduit ces observations, en laissant à leurs 

» erreurs toute l'influence qu'elles y peuvent exercer. » 

Or celte conséquence , que j 'avais fait sortir de la théorie , reçut 

plus lard une confirmation manifeste. Car, dans un appçndirc 

sur les observations barométriques, inséré au tome I I de la Des -
cription géométrique de la France, Puissant déclara, page 6 5 g , 

Qu'en compulsant de nouveau, et avec moins de précipitation, les 
minutes originales où les observations dont il s'agit étaient consi
gnées, il s'est assuré que la mire d'une des stations se trouvait au-
dessous du centre du cercle avec lequel on y mesurait la dislance 

zénithale, et non pas au-dessus, comme il l'avait imprimé dans 

l'énoncé des données inséré aux Comptes rendus de l'Académie. 

Cette rectification, quant au sens de son application et à la nature 

de l'erreur qui l'avait nécessitée, s'accordait donc complètement 

avec ce que j'avais prévu et indiqué aux pages 6 6 et 7 3 de mon 

Mémoire. C'est ce que je fis remarquer dans une note insérée 

parmi les Additions à la Connaissance des Temps de 1 8 4 3 , 

page 6 7 . Je rappelle la succession de ces circonstances, pour 

montrer la solidité de la théorie que j 'a i exposée ici. Car les théo

ries mathématiques prouvent leur vérité et leur force, en décou

vrant et prédisant des erreurs d'observation , tout aussi bien qu'en 

manifestant des vérités nouvelles, quoique leur succès soit alors 

moins fructueux. 

Justification des éléments atmosphériques rapportés § 2 4 2 , 
sur lesquels est établi le calcul des différences de niveau 
proposé comme exemple dans la section précédente. 
J'ai dit que ces éléments sont tirés de mon Mémoire sur les 

réfractions terrestres, annexé à la Connaissance des Temps do 184^· 
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La manière dont il-> on ont été déduits ne sera pas inutile à expli

quer pour montrer aux personnes qui voudraient approfondir celle 

théorie, avec quelle fidélité toutes ses parties se correspondent. 

Dans ce Mémoire , j 'avais pris pour base les observations simul

tanées du baromètre, du thermomètre et de l 'hygromètre, faites 

par M. Gay-Lussac aux diverses hauteurs où il s'était progressive 

nient élevé lors de sa mémorable ascension. Je les avais disculées 

dans un premier Mémoire annexé à la Connaissance des Temps de 

i 8 4 ' ' En combinant ces données avec les conditions d'équilibre 

des couches atmosphériques, j 'en avais déduit une constitution 

d'atmosphère qui , partant du sol de l'Observatoire de Paris, s'éle

vait à toutes les hauteurs parcourues, en reproduisant partout les 

rapports observés entre les températures , les densités et les pres

sions. Dans les couches les moins distantes de la surface terrestre, 

la relation qui unissait ces deux derniers éléments était une para

bole du second degré très-peu courbe, dont les pressions étaient les 

abscisses; et, pour les stations les plus hautes, cette parabole dégé

nérait en une simple ligne droite. Dans ce même Mémoire , en 

appliquant des considérations analogues aux observations météo

rologiques faites par M. de Humboldt sur les flancs et jusqu'à 

la cime du Chimboraço, je prouvai qu'elles établissaient aussi 

une relation rectiligne finale entre les densités et les pressions. 

J'arrivai encore au même résultat en discutant de la même ma

nière trois séries distinctes d'observations analogues faites par 

M. Boussingault sur les hautes cimes des Andes, ce que je fis dan» 

tin Mémoire inséré au tome X V I I des Mémoires de l'Académie 
des Sciences, page 7 6 8 . Ainsi, cette loi finale paraît généralement 

exister dans toutes les couches élevées de l'almosphère où l'on 

peut porter des instruments, en quelque lieu qu'on les étudie 

Une de ses conséquences, c'est que le décroissement de la tem

pérature va toujours en s'accélérant dans les couches aériennes 

dont il s'agit, à mesure qu'elles deviennent plus hautes ; cl 

toutes les observations s'accordent, en effet, pour établir l'exis

tence d'une telle accélération, d'autant plus manifeste que l'on 

se soustrait davantage aux perturbations qu'y produit le rayon

nement du sol dans les couches inférieures. C'est aussi ce que l'on 
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conclut des considérations théoriques sur la communication et la 

transmission de la chaleur dans une atmosphère gazeuse, comme j e 

l'ai fait voir dans le Mémoire cité, page 8 o 5 . Or, cette extension 

théorique de l'accélération étant ainsi établie, si on l'associe au 

progrès du décroissement réellement observé dans les couches su

périeures où l'on a pu porter des instruments, on en conclut, avec 

une rigueur mathématique , que la limite extrême de hauteur de 

l'atmosphère terrestre ne peut pas excéder 47000 mètres. Car, pour 

qu'il en fût autrement, il faudrait que , dans les couches supé

rieures à celles que l'on a pu atteindre, le décroissement des tem

pératures devînt, à de certaines hauteurs, plus lent que dans 

celles-ci , disposition qui serait contraire aux considérations phy

siques et mécaniques, surtout pour les couches équatoriales. C'est 

ce que je démontre dans le travail que je viens de rappeler. 

La constitution atmosphérique existante lors de l'ascension de 

M. Gay-Lussac étant ainsi connue avec ses particularités réelles, 

je l'employai comme type, dans mon Mémoire de 1842, pour dé

terminer les valeurs exactes des réfractions qui devaient s'y p r o 

duire entre des signaux terrestres séparés par des angles au centre 

connus ; et je fondai sur cet exemple l'établissement des méthodes, 

tant rigoureuses qu'approximatives , au moyen desquelles on peut 

calculer généralement les différences de niveau d'après les distances 

zénithales apparentes réciproques, ou non réciproques, observées 

simultanément ou non* simultanément. Ce sont les mêmes que j ' a i 

appliquées ici dans la section V I , avec une légère modification de 

données nécessaire pour présenter leur emploi sous une forme g é 

nérale , modification qu'il me reste à expliquer. 

Bans ce Mémoire, je considérais une trajectoh-e lumineuse qui , 

partant du sol même de l'Observatoire, suivant une direction h o 

rizontale , se prolongeait dans l'atmosphère que M. Gay-Lussac 

avait parcourue. Le rayon osculateur terrestre, à ce point de d é 

part M,, était supposé avoir pour longueur 6366 1 9 8 ' " . Je le dési

gnai par a. Avec ces données , je calculai rigoureusement la lon

gueur du rayon vecteur r de cette trajectoire pour un angle au 

centre de i ° 3 o ' , d'où je conclus la différence de niveau 1—«entre 

ces deux points extrêmes M,, M , égale à i846" ' jo6o. Je calculai 
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aussi les distances zénithales vraies et apparentes des deux mêmes 
points, vus réciproquement l'un de l'autre, ce qui me donna les 
deux réfractions locales qui s'y produisaient. Ces résultats sont 
rassemblés dans un tableau placé à la page 43 de mon Mémoire. 
J'effectuai aussi des calculs pareils pour un angle au centre seule
ment de o ° 3 o ' , et j ' en rassemblai les résultats dans un second 
tableau placé à la page 45. Pour ce deuxième cas, la différence de 
niveau exacte r—a fut trouvée seulement de 2 o 4 m , 3 i 3 . 

Ce sont ces mêmes résultats que j 'ai employés comme éléments 
d'observation fictifs dans la section précédente. Mais l'application 
en aurait paru trop particulière pour le but que je me proposais si 
j 'avais présenté ici la première station S, comme située au ni
veau même du sol. C'est pourquoi, ôtant 98'" du rayon a, qui 
était 6366 198" 1 , j e supposai cette première station située à la hau
teur h'=98™, au-dessus d'un sphéroïde dont le rayon oscillateur 
local était seulement 6 3 6 6 i o o , n . Puis j'attribuai à l'arc terrestre A 
la valeur calculée 166664™, i o83 qn'il devait avoir, pour un angle 
au centre de i ° 3o', dans un cercle décrit avec ce rayon. Il est clair 
que ces modifications ne changeaient absolument rien à la forme ni 
à la marche de la trajectoire calculée, pourvu que l'on remplaçât 
idéalement la couche supprimée du sphéroïde solide par une couche 
aérienne de même hauteur, où les densités croîtraient en descendant 
au-dessous de S,, suivant la loi de continuité propre à l'atmosphère 
considérée. Cette substitution facile me permettait donc de trans
porter à l'exemple actuel tous les éléments de la trajectoire liuni 
neusedéjà obtenus dans mon Mémoire , et c'est aussi ce que j 'a i fait. 

Quoique cette fiction suffise pour le but que je m'étais ici pro
posé, ou peut être curieux de la réaliser et de connaître quels au
raient dû être les éléments météorologiques de la couche aérienne 
fictive, à sa surface inférieure, où elle serait eu contact avec le 
nouveau sphéroïde solide dont le rayon oscillateur se réduirait à 
6366 ioo n > , au lieu de 6366198 1 " , qu'il avait dans mon premier 
calcul. Cela est très-facile, d'après la constitution de l'atmosphère 
considérée, et ce sera une occasion de faire bien sentir la con
nexion des formules qui en établissent toutes les parlirulnrités dan* 
mon Mémoire de 184?.. 
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Éléments de la couche aérienne 
située au niveau du sol de l'Ob- ;·, ou a Pi 

D'uneautrocoucheaér. quelconq. r F P t 

L'expression de la densité p est donnée en fonction d'une variable 
indépendante s, telle qu'on ait 

r—r, 
= s , 

r 
et elle a pour forme 

p = p, [ i - 1 , s - ¡3 (i, s)* - 7 (h *)* - * (''. 'Y- • ·], 

' , , p, y , . . . étant des coefficients numériques dont les valeurs sont 

i, = -+- 596,453 ; [3 = — o, 399522 ; 
.y—-)-0 , 0 5 2 9 8 0 8 ; <î = - f - 0 , 0 1 3 4 2 1 r. 

Supposons maintenant que l'on veuille continuer cette atmosphère 
jusqu'à 9 8 m au-dessous de la couche dont le rayon est/-, ou 6366198'" 
et la densité p,. Cela donnera r égal à 6366ioo™, et par suite 

s = = 6 , 5 6 6 ^ ô ~ ~ 0 , 0 0 0 O i 5 3 9 4 ° 4 ; i o g j = 5 , 1 8 7 3 5 2 5 . 

Alors, le calcul des termes de la série étant effectué par les Tables 
de logarithmes à sept décimales, on trouvera, en se bornant aux 

Pour cela, j ' y prends d'abord, à la page 33, un développement 
en série qu i , partant du sol de l'Observatoire, exprime la densité 
de toute autre couche aérienne, dont la hauteur est donnée, rela-
livementà celle-là, jusqu'à une limite d'épaisseur d'au moins 4 5 o o m . 
Ce développement est déduit de la relation parabolique entre les 
densités et les pressions, que j ' a i appelée initiale. La notation l it
térale qu'on y a employée est rappelée dans le tableau suivant : 
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trois premières puissances du produit ( ;>), les nombres suivants : 

— 1 , S = - f - 0 , 0 0 9 1 8 1 8 2 
— ¡3 (I, S)' =-H o ,oooo3 36go5 
— Y (II S)3 = -+- 0,00000 o o 5 i 6 

Somme u = 0,00921 55621 

Conséquemment, 

p = P [ ( i + « j , où l'on a log « = 3,96452 19. 

Telle aurait donc été la densité d'une couche d'air placée à 9 8 " 1 

au-dessous du sol de l'Observatoire, si l'atmosphère existante alors 
eût descendu jusque-là, suivant sa loi actuelle de superposition. 

L'exactitude de cette valeur de p peut se vérifier par un calcul 
inverse, en l'introduisant comme donnée dans la relation parabo
lique initiale, et en déduisant la hauteur correspondante. Celte 
relation, rapportée page 34 du Mémoire , est 

j i i 4 , 0 5 ( p l ) + s i B f t f ) . 

/•, + z M °\?) p, 

Dans le premier membre, z exprime la hauteur relative de la couche 
aérienne dont la densité est p ; dans le second membre, M repré
sente le module direct des Tables logarithmiques ordinaires, ou 
o ,4.34 a 945 ; 'est une constante égale à 8g i 7 ' n , 2 g (*) ; enfin A et 15 
sont deux coefficients numériques propres à la parabole initiale et 
dont les valeurs respectives sont 

A = H - o , g 5 6 6 4 3g ; B = + 0 , 1 2 0 1 4 6 0 . 

L e rayon sphérique /·,, propre à la couche dont la densité est p,, 

(*) Je saisis cette occasion pour faire remarquer que, dans le tableau 
joint à la page 69 de mon Mémoire annexé à la Connaissance des Temps de 
1841, on a imprimé inexactement, pour la constante l, la valeur 8gi j m , 24 . 
Cello qui so déduit des observations de M. (Jay-Lussac est réellement 
8 9 i 7 m , 2 9 , comme je l'ai employée ici, et c'est ce que l'on peut voir à lu 
page ab' du Mémoire cité, où elle est établie primitivement. II faut aussi, 
dans la cinquième colonne du même tableau, rétablir, à la première ligne, 

]o facteur 2C (i— £-\ dont le chiffre 1 a disparu au tirage. 
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est d'ailleurs supposé égal à 6 3 6 6 i g 8 m , comme je l'ai dit précédem
ment. Pour faire la vérification demandée, il faut donner à p, dans 
le second membre, sa valeur p, + trouvée tout à l'heure , e t 
voir si z en résulte égal à g S , n , comme nous l'avions supposé. Cette 
substitution, étant d'abord faite algébriquement, donne 

i\z I A , , , 
= log ( i 4 - « ) — 7.1 B « . 

r , + = m 

La petitesse de u permet de développer ici log ( 1 -f- « ) en une série 
très-rapidement convergente; après quoi , en réunissant les termes 
affectés des mêmes puissances de u, on a 

_ i ' 1 - — _ / (A -1- 2 B ) « + 4 1 A «2 — ±lAn\... 

Comme À - + - 2 B diffère peu de 1, il faut, pour plus de précision , 

effectuer séparément le produit de lu par ses deux parties au 

moyen des logarithmes, ce qui permet de borner ceux-ci à sept 

décimales. On trouve ainsi 

9 8 ™ , o o i 6 3 . 

/•, -f- z 

Alors, si l'on représente par c le second membre, on en tire 

c2 

z=z c H 1 

>\ — c 

et, en donnant à r sa valeur 6366 i g8 ' n , il en résulte finalement 

z = — g8 ' " ,oo i63 -+- o , n , o o i 5 i = — g8 m , o o o i 2 . 

La reproduction de la hauteur supposée z est donc ainsi suffisam
ment exacte, car la petite différence qui s'y ajoute s'explique par 
les décimales négligeables dans les évaluations des logarithmes em
ployés. 

Veut-on connaître la pression barométrique qui correspondrait 
à la densité calculée p? il n'y a qu'à prendre, à la page 3o du Mé
moire , la relation des pressions aux densités dans la parabole ini-
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t iale, relation qui est généralement 

P< ~ / • _ A ( P ' — P) , B ( ( V — P ) ( p ' + p ) 
— 1 , 

/>• p. P, 
les coefficients A et B étant les mêmes que ci-dessus. A lors , en y 

mettant pour p sa valeur i~h u, elle deviendra 

}!i~Ji = _ ( A + 2 B ) n — BK ' , 
P-

et , en réduisant le second membre en nombres, elle donnera 

P>—P r r = — 0,011040407 ; 

conséquemment, 

P=p, - + -/J| .o ,o n0 4 0 4 0 7 . 

D'après les observations de M. Gay-Lussac rapportées page 4o du 

Mémoire , la pression initiale/>,, exprimée en millimètres de mer

cure à o°, était 76im m,44- Avec cette valeur dep x on trouve 

p = 761"»",44 -1- 8 m r a , 4 o 6 6 = 7 6 9 m , n , 8 4 6 6 . 

Telle aurait donc été la hauteur du baromètre dans une couche 

aérienne située à g 8 m au-dessous du sol de l 'Observatoire, si l'at

mosphère considérée s'était étendue jusque-là. 

Enfin, si l 'on voulait savoir quelle aurait dû être la température 

de cette couche, il faudrait se reporter à la page 1 3 du Mémoire 

annexé à la Connaissance, des Temps de I 8 4 I , où j ' a i discuté les 

observations de M. Gay-Lussac. Car on y voit qu'en compensant, 

par construction, les petites irrégularités qu'elles présentent, le 

décroissement ascendant de la température dans les couches voi

sines du sol était de i ° centésimal pour un intervalle de hauteur 

égal à i88 m , 5 . Ainsi, pour un intervalle descendant de g 8 m , l'aug

mentation de la température aurait été proportionnellement 

Ï".—^-~? o u o ° , 5 i 9 g ; et, comme la température initiale ty était 
1 0 0 , 0 

3 o ° , 7 5 , elle aurait é té , dans cette couche inférieure de g 8 m , égale 
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à 3 i ° , 2 7 , du moins en supposant qu'elle eût toujours suivi la même 
loi avec régularité. 

Il serait à désirer que, dans tous les lieux où il existe de grands 
observatoires astronomiques, on déterminât plusieurs fois chaque 
année le décroissement progressif de la pression, de la température 
et de l'humidité hygrométrique , depuis la surface du sol jusqu'à 
de grandes hauteurs, par des ascensions aérostatiques faites en d i 
verses saisons; et il serait encore moins diflicile d'obtenir habituel
lement les mêmes données, pour de médiocres hauteurs, au moyen 
de ballons captifs portant des instruments à index. En appliquant 
à de telles observations le mode de discussion que j 'a i employé 
pour celles de M. Gay-Lussac, de M. Boussingault et de 51. de 
tlumboldt, dans mon Mémoire annexé à la Connaissance des Temps 
de I 8 4 I , et dans celui qui est inséré au tome X V I I de la Collection 
de l'Académie, on en déduirait, sur la vraie constitution de l 'at
mosphère, des notions précises que , jusqu'à présent, nous ne fai
sons qu'entrevoir. De là , par les méthodes que j 'a i exposées dans 
mes Mémoires annexés aux Connaissances des Temps de i 83g et 
de 1 8 4 2 , on tirerait des Tables de réfractions beaucoup plus cer · 
taines qu'on n'en a actuellement, tant pour les cas où les trajec
toires lumineuses traversent toute l'atmosphère en venant des 
astres, que pour ceux où elles sont restreintes entre deux signaux 
terrestres. Dans ces calculs, il" faudrait employer le coefficient 
exact de la dilatation de l'air atmosphérique, qu'on sait maintenant 
être o,oo3665 pour chaque degré du thermomètre centésimal, et 
non pas 0 , 0 0 3 7 5 , comme on l'admettait lorsque je composai les 
Mémoires cités; et il conviendrait aussi de substituer aux tensions 
hygrométriques dont j 'a i fait usage, les valeurs beaucoup plus 
sûres qui se concluent des expériences de M. Regnault. Mais ces 
perfectionnements ne changeraient rien au mode de discussion des 
données physiques, non plus qu'aux méthodes analytiques pai 
lesquelles les résultats seraient déduits. 

Des expériences pareilles deviennent, je crois, aujourd'hui in
dispensables pour donner à la théorie de la constitution de notre 
atmosphère l'extension qu'elle n'a pas reçue encore, et qui , seule, 
peut la rapprocher tic la réalité. On a jusqu'ici établi cette théorie 
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pour une atmosphère sphériquc en équilibre, où le décroissemenl 

des températures suit la même loi sur tous les rayons partis du 

centre. I l faudrait maintenant considérer le cas plus général d'une 

atmosphère recouvrant un ellipsoïde de révolution tournant autour 

de son axe polaire , ayant, à diverses latitudes, des températures 

superficielles inégales, périodiquement changeantes avec les posi

tions annuelles du soleil, et se communiquant aux couches aériennes 

inférieures qui lui sont superposées. Alors il faudrait avoir égard 

aux courants constants développés dans cette atmosphère par ces 

inégalités de température combinées avec le mouvement de rota

tion de l'ellipsoïde solide, phénomènes dont nous avons établi 

l'existence dans le tome I , § 104, pages 179 et suivantes. Ce pro

blème, extrêmement difficile à résoudre, devra toujours être l'objet 

des travaux des analystes futurs. Sans doute les lois de configuration 

des trajectoires lumineuses, traversant une telle atmosphère, en de

viendront beaucoup plus complexes, et le calcul analytique des ré

fractions qui s'y produisent deviendrait aussi beaucoup plus pénible, 

sinon tout à fait impraticable. Mais, dans la troisième partie de mon 

Mémoire annexé à la Connaissance, des Temps de i 8 3 g , page 7 6 , 
j ' a i donné une méthode générale par laquelle on peut éluder cette 

dernière difficulté et déterminer les réfractions dans toute atmo

sphère de constitution donnée, sans être arrêté par aucun obstacle 

d'intégration. Ainsi, lorsque la combinaison du calcul et des expé

riences aura permis d'assigner, dans chaque l ieu, le mode réel de 

superposition instantané des couches aériennes, on pourra, par 

cette méthode, conclure numériquement les réfractions qui s'y 

opèrent. Car la rapidité du mouvement de transmission de la lu

mière fera que les trajectoires lumineuses s'y formeront comme 

dans une atmosphère en repos. Ce sera là le résultat final auquel 

ces théories puissent prétendre, et qu'elles doivent s'efforcer d'at

teindre un jour. 
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S E C T I O N V U . — Application des résultats précédents à 
l'évaluation du mètre théorique et du mètre légal. 

234. L'excessive diversité des mesures de longueur, de vo lume 

et de poids, autrefois usitées dans les diverses provinces de la 

France, présentait au Gouvernement, ainsi qu'au commerce, des 

inconvénients depuis longtemps reconnus. Mais le caractère légal, 

attaché aux usages individuels de ces provinces, n'aurait pas 

aisément permis à l'Administration royale de les ramener à l ' un i 

formité. Lorsque la grande révolution de 178g eut mis toute la 

force d'un pouvoir central aux mains de l'Assemblée constituante, 

quelques hommes éclairés songèrent à profiter de cette position 

pour donner à la France un système de mesures général et uni 

forme , dont toutes les parties fussent astreintes à un mode régu

lier de dérivation. Une Commission, prise dans l'Académie des 

Sciences, composée de Borda, Lagrange, Laplace, Monge et 

Condorcet, fut chargée de proposer un choix d'unité fondamen

tale , et d'indiquer les opérations nécessaires pour la déterminer. 

Ils songèrent d'abord à prendre pour étalon la longueur du pen

dule simple à secondes, mesurée sous le parallèle de 45°. On ne 

soupçonnait pas alors quelle fût variable sur un même parallèle 

terrestre. Biais ils y renoncèrent, en considérant que la détermina

tion de cette longueur renferme un élément étranger et arbitraire, 

qui est l'unité de temps pour laquelle on la définit. Il leur parut 

préférable de choisir pour unité la dix-millionième partie du quart 

d'un méridien terrestre, qu'on a désignée depuis par le nom Aemètrr. 
Ce n'est pas qu'ils regardassent comme certain que tous les méri

diens fussent identiques entre eux , car ils émirent formellement le 

soupçon contraire. Mais, en choisissant celui qui passe par Paris , 

et qui se trouve aussi peu éloigné de Londres, ils espéraient qu'un 

clément, qui serait ainsi presque physiquement commun aux deux 

nations alors les plus savantes de l 'Europe, paraîtrait suffisamment 

dégagé d'application particulière pour être accepté universellement. 

Ils demandèrent en conséquence qu'une grande opération géodési-

que et astronomique fût entreprise, pour ce but, depuis Dunkorquc 
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jusqu'à Barcelone , et qu'on déduisît l'unité linéaire de ses résul
tats, soit seuls, si cela était possible, soit combinés au besoin 
avec les mesures du même genre, déjà effectuées par les acadé
miciens français au Pérou et en Laponie. Ce principe fut adopté 
par l'Assemblée constituante, converti en loi , et toutes les me-, 
sures d'exécution furent aussitôt décidées. Telle fut l'occasion des 
grands travaux de géodésie , d'astronomie et de physique, exé
cutés depuis par Méchain, Delambre et Borda, travaux que la 
tourmente politique qui s'éleva bientôt, remplit de difficultés 
et de périls. Le zèle infatigable de ces illustres savants triompha 
de tous ces obstacles. Les résultats de leurs opérations, discutés 
par une Commission composée de savants de toutes les nations 
alors en relation avec la France, furent présentés à l'adoption du 
Corps législatif, le 4 messidor an vu (22 juin 1799), ainsi que 
les étalons de mesures de longueur et de poids qui en résultaient, 
lesquels furent légalement adoptés comme définitifs. Le MÈTRE y 
était présenté comme égal à 443 1,2g5936 de la toise en fer du 
Pérou, prise à la température centésimale de i6° ,25, ou , en 
nombres ronds 443 1>A96. Cela supposait le quart du méridien 
elliptique égala 5) 30740 toises ainsi définies, et par conséquent 
sa dix-millionième partic,ou ICMÈTRE, égal à o T , 5 i 3 o 7 4 o . On était 
arrivé à ces nombres en combinant l'arc du méridien mesuré entre 
jMontjouy et Dunkerque, avec l'aplatissement supposé j ~ . Telle est 
donc la longueur du MÈTRE LÉGAL de France, laquelleest représentée 
par l'étalon de platine déposé aux archives nationales. Il n'y a plus 
à revenir sur cet élément, comme type d'unité linéaire désormais 
adopté. Des calculs plus approfondis ont prouvé depuis, comme je 
vaisle montrer, que ectteévaluation ne reproduit pas tout à faitexac-
tement la dix-millionième partie du quart du méridien terrestre, qui 
se conclut, dans l'hypothèse elliptique, soit de l'arc observé lui-
même, soit de ce même arc étendu entre les parallèles de Greenwich 
et de Formentera. Elle est réellement un peu trop petite, ce qui 
tient, en partie , aux irrégularités locales de l'arc , qui s'écarte no
tablement de l'ellipse moyenne terrestre, et aussi à la valeur trop 
particulière de l'aplatissement employé. Biais il n'en est pas moin? 
heureux qu'on se soit empressé d'adopter ces résultats, quoiqu'on 
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puisse justement les soupçonner de n'avoir pas une précision abso
lue. Car le grand avantage tpie l'on se proposait d'obtenir, celui de 
l'uniformité des mesures légales dans toute la France, a été ainsi 
réalisé; et peut-être aurait-on renoncé à l'établir sur cette base phy
sique , ou sur toute autre analogue, si l'on avait su que la diversité 
des méridiens terrestres, et les irrégularités particulières au méri
dien de France, rendraient impossible la détermination rigoureuse 
qu'on avait d'abord espérée. C'est ce que l'on va clairement re 
connaître par la discussion dans laquelle je vais entrer. 

238. SoitQ la longueur d'un quart d'ellipse, dontle demi-grand 
axe est a, et le carré de l'excentricité e 2 . On démontre par le 
calcul intégral que l'on a 

1 V " « < l i t ' I li 3 » < / 

Cette expression se trouve établie dans le Traite de Calcul diffé
rentiel et intégral de LACROIX, tome I I , pages 71 et 1 7 a . Elle est 

d'accord avec celle que j 'a i rapportée dans la Note I I placée, à la 

suite de la section précédente, page 292. La série peut être p r o 

longée indéfiniment suivant une loi numérique évidente. Biais la 

petitesse de c'! dans les ellipses terrestres , rend plus que suffisante 

l'application des termes que j 'a i ici rapportés. 

Employons d'abord les valeurs de a et de c 2 qui nous ont été 

données par la combinaison de l'arc de France et d'Espagne avec 

celui du Pérou. En exprimant a en toises, nous avons trouvé, 

pages 2o5 et 208, 

loge 2 = 3 ,8120924, et l o g « = 6 , 5 i 4 8 i »3477. 

Avec ces valeurs, on aura d'abord, pour le terme principal de Q, 

l o g « = 6 , 5 i 4 8 i i3477 
l o g 7 s j = o, 19611 98770 

Donc, l o g | C T « = 6 , 7 i o 9 3 i 2 2 4 7 ; y C T f l = 5 i 3 9 6 2 2 T , 5 3 6 . 

Les termes correctifs étant ensuite calculés avec ce facteur, et le 

logarithme donné de<?2, on trouve, en s'arrêtant aux millièmes de 
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on a le quadrant d'ellipse égal à , . 5i3izr]6T

)2.56 

La dix-millionième partie de ce nombre donnera la longueur du 
mètre en toises. En !a multipliant par 864, on l'obtiendra en lignes. 
On aura donc, par cette combinaison: 

Longueur du mètre en toises o T , 5 i 3 1276255 

ou en l ignes. . , 4 4 3 1 J 3 4 2 2 6 8 

Cette évaluation surpasse le mètre légal de o l ,o46332 

2J56. Je vais faire un calcul semblable par les valeurs de a et de 
e1 que nous avons trouvées en combinant l'arc moyen de France 
et d'Espagne avec celui de Laponie; mais j ' en abrégerai les détails. 
D'après ce qu'on a v u , page 2 1 5 , les données seront 

loge 2 = 3 , 7 9 5 738i ; log<2 = 6,5147800106. 

Ces nombres donnent d'abord pour terme principal 

log - rsa = 6,7108g 98876 ; ~ = 5 1 3 9 2 5 1 T , 6 9 3 

On trouve ensuitepour la somme des termes 
soustractifs — 8o36 T ,886 

Donc, longueur du quart d'ellipse 5 1 3 1 2 1 4 T > 8 o 7 

Ce qui donne la longueur du mètre en toises. o T , 5 i 3 i 2 i 4 8 o 7 

ou en lignes 4 4 3 ' » 3 3 6 9 5 9 
Cette évaluation surpasse encore le mètre 

légal de o ' ,o4 1 oa4 

toise, 

| C T « ^ = 8 3 3 6 T , n 3 

T R O A - 5 T C < = JO T , I4O 
7™arhe°= o T , o 2 7 

TualHhB' = Q T » O O 0 9 

Somme des termes soustractifs. 8 3 4 6 T , 2 8 i 

On voit que déjà le terme en e8 est presque insensible, et nous pour
rons désormais le négliger dans des épreuves pareilles. Cette somme 
de termes étant soustraite du terme p r in c i pa l . . . . 5i 3g622 T ,536 
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2S7. Le mètre légal se trouve ainsi d'environ - , d e ligne plus 
court que la dix-millionième partie du quart du méridien déduite 
de ces deux combinaisons. Les ellipses conclues de l'une et de 
l'autre offrant des différences si petites, on peut espérer d'en ob 
tenir , par compensation , une évaluation encore plus exacte , en 
prenant une moyenne arithmétique entre leurs éléments détermina-
tifs logaets . C'estainsi que j 'a i forméle tableau de la page 221 qu i , 
d'après le système de données combinées, présente les dimensions 
moyennes du sphéroïde terrestre, considéré comme un ellipsoïde 
régulier de révolution , en faisant abstraction de ses irrégularités 
locales. En appliquant ce système de moyennes à la détermination 
actuelle, on trouverait: 

Longueur moyenne du mètre en toises.. . . o T , 5 i 3 i 2 4 5 5 3 4 

Longueur moyenne du mètre en lignes.. . . 443 l ;33o,6i4 

Sans pouvoir répondre des dernières décimales qui sont trop forte
ment influencées par les erreurs des mesures ainsi qu'on vient de 
le voir, il résulte toujours de ceci que le mètre légal contenant 
443',29Ôest certainement un peu plus court que la dix-millionième 
partie du quart du méridien terrestre supposé elliptique, ce qui 
dément le caractère théorique qu'on avait espéré pouvoir lui 
donner. 

288. On peut encore déterminer la longueur du mètre par une 
combinaison qui donne une influence prédominante à l'arc de 
Erance et d'Espagne; de sorte que le résultat devient presque in
dépendant, ou au moins très-peu dépendant, des opérations étran
gères. Pour cela, reprenant la formule qui exprime le quadrant Q 
de l'ellipse, je fais, par abréviation, 

u — i c -1- e i c -I-^-çl -r- y-jYïjC . . ., 

ce qui donne Q = |CT«(I — « ) ; 

alors je prends les logarithmes tabulaires des deux membres, et, 
développant celui du facteur 1 — u , j ' a i 

l ogQ= log|CR-F - l oga—/• ( « - R - | ,^ + I ^+ I .K> . . . ) . 

Or, si l'on forme les quatre premières puissances de u en se bor-
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Il ne reste plus qu'à multiplier ces diverses puissances de u par 
leurs coefficients respectifs i , 7 , 7 , 7 , qui les affectent dans le 
développement de l o g ( i — u); et en ajoutant les produits, puis 
rassemblant les termes de même ordre, on a finalement 

l ogQ = l og| C T + l o g a - / - ( i C ' + - i « « + T ^ ^ + - r | | f r C ' . . . ) . 

Or , si l 'on désigne par D(° ) la longueur d'un degré quelconque 
correspondant à la distance polaire d, l'expression de log a trouvée 
page 201 donne 

log a z= log (90 D ' °>) — log (| ET) — 7 k (e 2 cos2 d-\-\é cos4 d 4- \ é cos° d + \ c" cos» d 

+ * ( E 2 - F - I C " - R - { C S - R - { E 8 

en ajoutant cette équation à la précédente, logn et log-js? dispa
raissent par compensation; les termes en e 2, indépendants de cos2 d, 
se détruisent en partie; et, après qu'on a effectué les réductions > 
numériques auxquelles ils se prêtent, il reste 

l o g Q = l o g ( 9 o D W ) + + Ï T * 4 + + f c W r ' " - - - ) 
— | A (e7 cos 2 -+- 7 e4 cos' - f - 1 c c cos" d + i e8 cos" rf... ) · 

Si le degré D(°> était mesuré précisément à la distance polaire 
de 45°, intermédiaire entre l'equateur et le pôle, on aurait 
cos 2 d = 7 . Alors les deux termes qui contiennent la première puis
sance de e1 se détruiraient mutuellement; et le reste de la correc
tion à faire à log(90 D(° ) ) pour avoir log Q, ne dépendant plus que 
des puissances supérieures de cette quantité, une petite incertitude 
sur son évaluation n'aurait qu'une faible influence sur le résultat 
total. L'arc moyen de France et d'Espagne n'est pas placé tout, à 
fait dans cette condition, mais il en approche beaucoup, puisqu'on 
a pour lui 

f / = 4 3 ° 5 i ' 5 4 " ; 

hant à y comprendre les ternies de l'ordre T % on trouve aisé
ment 

" · U ' + 1 ! · ' + H ! ! 8 ) 
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a en général 
I - f - C 0 S 2 C ? 

cos 2 a — · 
2 

Servons-nous de cette relation pour transformer seulement le 
terme qui contient la première puissance de cos2 a?; alors le terme 
en e- disparaîtra, et notre expression, ainsi réduite, deviendra 

l o gQ = log( 9oDC°>) - r - * ( # * « + T T ^ b + i W r r c 3 - - 0 

— | k (X e 2 cos 2,d -f- \ e'' cos* d j cs cos s d + j e 8 cos' d... ). 

L e terme qui contient la première puissance de c2 n'est donc pas 
complètement détruit; mais il sera fort affaibli si d diffère peu 
de 4 5 " , parce que zd étant presque un angle droit, cos id sera une 
fraction très-petite. Par exemple, pour notre arc de France et d'Es
pagne, on aura 

2 d = 8 7 ° 4 3 ' 4 8 " = 90° — 2 0 16 ' 1 2 " ; 

ce qui donne l o g c o s 2 « f= 2,5977896 

On a, en outre, pour ce même arc log cos2 d = 1 ,7158396 

Si l'on combine ces valeurs avec la valeur moyenne trouvée plus 

haut pour e 2, laquelle donne log e 2 = 3,8039924, on trouvera 

Somme des termes positifs de la correction.. - I - 0,00000 74627 

Somme des termes négatifs- , . — 0,00008 573o4 

Excès des termes négatifs — 0,00007 82677 

Or, on a pour le terme principal 
D(°> = 57024,64; l o g D M = 5 - 4 ,7560625522 

log 90 =^ 1 ,g5424 2 5 o 9 4 

log g o D(°) 6,71 o3o 5 o 6 i 6 
Correction soustractive —0,00007 82677 

il reste l ogQ = 5 6 , 7 1 0 2 2 67939 

ce qui donne Q = 5 : 5 i 3 i 2 9 2 T , 7 6 4 4 
Delà résulte la longueur du mètre 

en toises o T , 5 i 3 12927644 

ou en lignes 4431,3436g5 

il devra donc évidemment participer à l'avantage que nous venons 
de signaler. Pour s'en convaincre, il suffit de se rappeler que l'on 
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Cette valeur surpasse à peine la moyenne que nous avions tirée de 

nos deux combinaisons distantes. Elle est beaucoup moins dépen

dante des erreurs qui ont pu être commises dans les évaluations 

des degrés du Pérou et de Laponie; mais aussi elle est plus spé

cialement affectée par les irrégularités locales qui peuvent exister 

dans l'arc moyen de France et d'Espagne. 

2Í59. On voit par cette discussion que, tant à cause des erreurs 

dont les observations actuelles sont susceptibles, qu'à cause des pe

tites irrégularités qui écartent le sphéroïde terrestre de la forme 

elliptique rigoureuse, on ne peut pas répondre avec certitude 

de rnr de ligne dans l'évaluation du mètre théorique, considéré 

comme la dix-millionième partie du quart du méridien terrestre. 

Si l'on trouve ultérieurement quelque intérêt à y démêler les in 

fluences de ces deux causes d'erreurs, on ne pourra y parvenir 

que par do nouvelles opérations géodésiques et astronomiques, ré

pétées sur des portions très-diverses du sphéroïde terrestre, eteffec-

tuées avec des instruments beaucoup plus précis que ceux qu'on 

y a jusqu'à présent employés. 

200. Si l'on voulait avoir le log a en mètres théoriques dans une 
ellipse dont l'excentricité serait e% on l'obtiendrait immédiatement 
en faisant Q = 10000000, ou l o g Q égal à 7, dans la relation loga
rithmique établie plus haut entre le quadrant Q et le* demi grand 
axe a. En effet, si l'on déduit log a de cette relation, elle donne 

log a = log Q - log 1 C T + k + f4- e* + ^ T t* + ^ *·...). 

Soit donc log Q = 7,0000000000 

on a log 7CT = 0 , 1 9 6 1 1 9 8 7 7 0 · 

Conséquemment, l o g Q — l o g = 6 ,8o388o ia3o 

Et par suite, a étant exprimé en mètres théoriques, on aura-

I o g « = 6 , 8 o 3 8 8 o i a 3 o + * ( * * » + £ « ' + ^ « ^ 7 ^ ^ . . . ) · 

Cette expression s'accorde avec celle que Delambre a donnée dans 
son ouvrage intitulé Base du Système métrique, tome I I I , p. 196. 
Seulement, il y a remplacé e2 par sa valeur as — s% en fonction de 
l'aplatissement e. D'après les combinaisons qui lui avaient paru les 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34a ASTRONOMIE 

plus favorables, il s'était arrêté à faire 

E = o, oo324, ce qui donne loge = 3 , 5 i o 5 4 5 o i 0 2 

et, par suite, ^ = 0 , 0 0 6 4 6 9 5 0 2 4 , d'où log<? 2= 3,81087 09. 

Avec ces valeurs, il trouve pour loga , en mètres théoriques, 

logfl = 6,8o458 3 9 646. 

Pour convertir cette expression en toises , conformément à ses cal
culs, il faut y appliquer la valeur qu'il attribuait au mètre théori
que exprimé dans cette dernière espèce d'unités. Or, on vo i t , 
page 193 du même volume, qu'en déduisant le mètre delà portion 
de l'arc mesurée par lui et Môchain vers le parallèle de 45°, combi
née avec l'aplatissement o,oo324 , il en avait conclu, par un calcul 
analogue à celui que nous avons fait en dernier lieu , la longueur 

du mètre en lignes, 4 4 3 ' , 3 2 8 = 

Or, le logarithme de ce rapport est 1 ,7 1021 1 4 1 9 2 . 

En l'ajoutant à la valeur de log a en mètres théoriques, que j 'a i 
tout à l'heure rapportée, on aura le log a en toises d'après les hy 
pothèses de Delambre, ce qui donnera 

l o g a = 6 , 5 i 4 7 9 5 3 8 3 8 , d'où a = 3 2 7 i 8 6 5 T , o 6 . 

Je ne rapporte ces résultats que pour montrer qu'ils diffèrent très-
peu de ceux que nous avons obtenus ; et, dans l'état actuel des don
nées d'où l'on peut les déduire, personne ne pourrait assurer posi
tivement que les uns soient préférables aux autres. 

Dans ce même tome I I I de son ouvrage, page 197 , D e 
lambre a employé une formule tirée du calcul intégral, laquelle 
exprime, enmètrcs théoriques, la longueur d'un arc quelconquede 
son ellipse comptée depuis l'équateur, jusqu'à une distance polaire 
quelconque assignée. Les différences de ces longueurs, calculées de 
degré en degré décimal ou sexagésimal, sur tout le contour du qua
drant elliptique, lui donnent les longueurs de ces mêmes degrés 
exprimés aussi en mètres théoriques dont dix millions forment le 
quadrant total. II a rassemblé ces évaluations dans une Table insérée 
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page 286. Puis il présente ces mêmes degrés exprimés en toises 

dans une autre Table insérée page 294. Mais celle-ci est partout 

affectée d'une erreur résultante de l'inexactitude de la conversion. 

En effet, pour transformer ces valeurs métriques en toises, il aurait 

dû les multiplier par la valeur du mètre théorique en toises conclue 

deseshypothèses, c'est-à-dire par — ^ . Au lieu de cela, il a ef

fectué cette conversion au moyen de deux Tables insérées pages 228 

et 237 , dont la première sert à transformer des nombres quelcon

ques de toises en mètres légaux, ayant pour valeur o T , 5 i 3 o 7 4 o , et 

la seconde pour transformer les mètres légaux en toises. C'est donc 

comme s'il avait multiplié les nombres théoriques de ses formules 

par o T , 5 i 30740 ou Ainsi le facteur de conversion qu'il 

, , . · , , , o T ,ooo334 o ' . o o o m l „ 
a employé est trop faible de ou —-—-—-—* · De sorte 

qu'il «"faut multiplier par celui-ci les degrés en mètres théoriques 
de la page 2 8 6 , et ajouter chaque produit aux nombres de la 
page 2 9 4 pour obtenir les vraies valeurs des degrés en toises. Cela 
donne 4 T , ï qu'il faut ajouter à tous les nombres de cette dernière 
Table, pour les avoir tels qu'il aurait dû les obtenir s'il avait fait 
cette réduction exactement. Quoique cette erreur soit d'un ordre 
de petitesse que les observations pourraient difficilement atteindre, 
il se peut du moins qu'elles y prétendent, et il est inutile de la 
laisser subsister dans une évaluation théorique, après qu'elle est 
constatée. C'est pourquoi j 'a i jugé utile de la signaler ici-
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NOTE 

Sur le calcul de l'arc méridien compris entre tes 
parallèles de Montjouj et de Formentera ; 

PAR M. L A R G E T E A U (*). 

Pour calculer les triangles, tant ceux dont on a observé les t ro i s 
angles que ceux qui ont été formés par la rencontre du mér id ien 
avec les côtés des premiers ou avec le prolongement de ces côtés , 
je me suis servi du théorème de Legendre qui permet de résoudre 
les triangles sphériques très-peu courbes par les formules de l a 
trigonométrie rectiligne, et j 'a i dû, par conséquent, faire précéder 
les calculs relatifs à un triangle quelconque de la détermination 
de l'excès sphérique de ce triangle. Pour cela, j 'a i fait des calculs 
provisoires qui m'ont donné toutes les parties des divers triangles 
avec une exactitude suffisante à l'évaluation de cet excès sphé
rique. 

Dans les triangles dont les trois angles avaient été observés, la 

comparaison de la somme des trois angles avec ( 18o° -+- excès 

sphérique) m'a donné l'erreur du triangle que j ' a i répartie par tiers 

sur chacun des angles, et j ' a i ainsi obtenu ce que dans le tableau 
des triangles observes, n° I , j ' a i nommé angles sphériques. 

Dans les triangles où deux angles seulement étaient connus, j ' a i 

conclu le troisième de manière qu'ajouté aux deux premiers il 

donnât i8o° - l -excès sphérique. Enfin, lorsque dans un triangle 

(*) Ce travail est celui que j 'ai annoncé comme exemple, page 174. Je le 
rapporte ici tel que M. Largeteau l'a rédigé lui-même, et il y parle en son 
propre nom. La triangulation à laqueïleil s'applique est représentée dans les 
Jîg. 5o et 5i. On suppose d'abord lo calcul des triangles principaux effectué, 
et leurs éléments sont rassemblés dons le tableau n° I ci-annexé, où 
ils sont respectivement désignes par des chiffres romains, en allant, par 
ordre, du nord au sud. Les triangles dans lesquels on subdivise ceux-là par 
les constructions sont aussi désignés dans l'ordro de leur formation, mais 
au moyen de chiffres arabes compris entre des parenthèses. Leurs éléments 
sont compris dans le tableau n° I I . 
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OD connaissait deux côtés et l'angle compris, j 'a i diminué cet angle 

du tiers de l'excès sphérique, avant d'appliquer à la résolution de 

ce triangle les formules qui donnent les deux angles inconnus par 

leur demi-somme et leur demi-différence. A chacun des deux an

gles ainsi obtenus j 'a i ensuite ajouté le tiers de l'excès sphérique 

pour avoir les angles qui sont inscrits dans le second tableau sous 

le titre d'angles sphériques. Dans le dernier cas, j 'a i recommencé 

le calcul du triangle comme si les données étaient un côté et trois 

angles. Je devais, si j 'avais bien opéré , retrouver le second côté 

connu. Pour plus d'uniformité , je n'ai présenté dans le tableau que 

le second calcul. 

Pour appliquer à la détermination de l'arc méridien compris 

entre les parallèles de Montjouy et de Formentera, la méthode de 

rectification proposée par Legcndre, j 'a i pris pour méridien prin

cipal celui qui passe par Saint-Jean, fig. 5o, 5 i , et j 'a i dû orienter, 

par rapport à ce méridien, la chaîne des triangles observés. Les 

données que pour cela j ' a i empruntées aux observations astrono

miques sont les suivantes : 

Latitude de Montjouy observée par Méchain , 4 ' ° 2 1 ' 4-6''>58 
{Base du Système métrique, tome I I I , page 54g). 

Azimut de Matas sur l'horizon de Montjouy observé par Mé

chain, 207° 3o/57",5o, compté du sud vers l'ouest (Basedu Système 
métrique, tomeII , p. »49)· 

Cela étant, par Montjouy je mène le côté Montjouy-Monserrat 

et je forme le triangle Montjouy, Matas, Montserrat, dans lequel je 

connais les deux côtés Montjouy-Matas et Matas-Montserrat four

nis par la triangulation de Méchain. J'ai en outre l'angle compris 

Montserrat-Matas-Montjouy = Montserrat-Matas-Valvidrera 4 -

Valvidrera-Matas-Montjouy, ces deux angles étant aussi donnés 

par la triangulation de Méchain. La résolution de ce triangle (1) 

adonné le troisième côté Montjouy-Montserrat = 2o526',44 et les 

deux angles inconnus, respectivement égaux à 26 0 3 i ' 26",o5 et 

78°5 '57",o5. Ces résultats sont rapportés en tète du tableau n° I I . 

Je forme le triangle (2) en joignant Montjouy et Montagut; je 

connais le côté Montjouy-Montserrat donné par le triangle ( 1 ) , le 

côté Montserrat-Montagut donné par le triangle I I , et l'angle com-
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pris Montagut-Montserrat-Montjouy = Montagut-Montserrat-la 

Morella -f-Ia Morella-Montserrat-Matas — Matas-Montserrat-Mont-

jouy. 
Je forme le triangle (3) en joignant Montjouy et Saint-Jean. 

Dans ce triangle les données sont : le côté Montjouy-Montagnt 
[triangle (2)], le côté Montjouy-Saint-Jean (triangle I I I ) , et l'angle 
compris Saint-Jean-Montagat-Montjouy= Saint-Jean-Montagut-la 
Morella -+- la Morella-Montagut-Montserrat—Montserrat-Monta-
gut-Montjouy. 

Maintenant si de l'azimut ci-dessus relaté de Matas sur l'horizon 
de Montjouy je retranche la somme des angles 

Matas-Montjouy-Montserrat. . . = ' j5 0 22 '38" ,7o 

Montserrat-Montjouy-Montagut = 3 7 ° 3f 5^", 55 

Montagut-Montjouy-Saint-Jcan.. = 24°54' 26",56 

Somme = i 3 7 ° 5 5 ' 2",8r 

j 'obtiens l'azimut de Saint-Jean sur l'horizon de Montjouy 
= 6 g ° 4 4 ' 5 4 " > 6 9 . Avec cet azimut, le côté Montjouy-Saint-Jean 
= 3 7 3 3 o / , 4 7 et la latitude de Montjouy, je calcule: 

Azimut de Montjouy sur l 'hori

zon de Saint-Jean = 249" 1 2 ' 44", 15 
Retranchant l'angle Montjouy-

Saint-Jean-Montagut = 58° 2 4 ' 2 1 " ,24 [(triangle (3 ) ] 

j ' a i : Azimut de Montagut sur 
l'horizon de Saint-Jean = i 9 o ° 4 8 ' 2 2 " , 9 i (*). 

Le côté Montagut-Saint-Jean appartenant à la chaîne des trian
gles observés, cette chaîne se trouve ainsi orientée par rapport au 
méridien de Saint-Jean. 

La longueur méridienne cherchée se compose de deux parties 
distinctes: l'une au nord de Saint-Jean , comprise entre ce point 
et l'intersection du méridien de Saint-Jean avec le parallèle de 

( « ) i'ar deux autres calculs, qui ne sont pas rapportés ici, on a trouvé , 
pour cet azimut, 190 0 48 ' 2 2 " ,go ; c'est cette dernière valeur que l 'onaadop-
tée dans la suite, de ce travail. 
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Montjouy ; l'autre au sud de Saint-Jean , comprise entre ce point 
et l'intersection du méridien de Saint-Jean avec le parallèle de 
Formentera. Je vais les calculer séparément. 

Pour avoir la première , par Montjouy je mène l'arc P — Mont
jouy perpendiculaire au méridien de Saint-Jean et le coupant au 
point P. Je forme ainsi le triangle sphérique rectangle P—Saint-
Jean-Montjouy dans lequel je connais le côté Saint-Jean-Mont-
jouy = 37339^47 triangle (3), l'angle P = 90 0 , l'angle P —Saint-
Jean-Montjouy = azimut de Montjouy sur Saint-Jean — 1 8 0 0 

= 69° 1 2 ' 44" ) i 5 , d'où je conclus l'angle P — Montjouy-Saint-
.Tean = 2 o ° 4 7 ' 2 o " , 3 3 , le côté P — Saint-Jean = i 3 2 5 2 t , 5 4 et le 
côtéP — Montjouy = 349o8 l,64. 

L'azimut de Montjouy sur l'horizon du point P est évidemment 
2 7 0 0 ; on en conclut la latitude du point P = 4 i ° 2 i ' 5 6 " , 9 2 . SoientL 
cette latitude, N la normale correspondante, K le côté P — Mont
jouy , et nommons M le point où le parallèle de Montjouy coupe le 
méridien de Saint-Jean , nous aurons 

d'où M — Saint-Jean = P — Saint-Jean— iG3 l ,75 = 13o88',79-

La partie de l'arc méridien située au sud de Saint-Jean peut 
être obtenue par deux systèmes de triangles entièrement distincts 
et que je vais examiner successivement. 

PREMIER SYSTÈME. Fig. 5o. 

Je prolonge le côté le Tosal-Montsia jusqu'à sa rencontre avec le 
méridien de Saint-Jean au point h, et je joins h avec leDesierto. 
Je forme ainsi les triangles (5) et (6) . Dans le triangle (5) je connais 
le côté Saint-Jcan-Montsia (triangle V ) , l'angle à Saint Jean = azi
mut de Montagut sur Saint-Jean — somme des angles (Montagut-
Saint-Jean-Lleberia et Llebcria-Saint-Jean-Montsia ) ; l'angle à 
Montsia = 180 0 — somme des angles (Saint-Jean-Montsia-Lleberia, 
Lleberia-Montsia-Bosc et Bosc-Montsia-le Tosal). La résolution du 
triangle (5) donne le côté /j-Saint-.Tcan et le côté /(-Montsia. Dans 
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le triangle (6) je connais le côte A-Montsia [triangle ( 5 ) ] , le eóté 
Montsia-le Desierto (triangle I X ) et l'angle compris à Montsia 
= i8o° — somme des angles ( l e Tosal-Montsia-Arès et Arès-
Montsia-le Desierto). J'en conclus le côté ¿-le Desierto et les deux 
angles Montsia. h. le Desierto et h. le Desierto-Montsia. 

L e triangle (7) a pour sommets le point h, le Desierto et le point 
k, intersection du méridien de Saint-Jean avec le côté le Desierto-
Campvey ou avec son prolongement. Dans ce triangle (7) , je con
nais le côté h-ïe Desierto [ triangle (6)], l'angle en /i = i8o" — 
somme des angles (Saint- Jean .h .Montsia et Montsia. h. le De
sierto) et l'angle /¡.le Desierto . k = 36o° — somme des angles 
(A. le Desierto-Montsia , Montsia-le Desierto-Arès, Arùs-le De
sierto-Espadan , Espadan-le Desierto-Mongo etMongo- le Desierto-
Cainpvey). La résolution du triangle (7) donne le côté h-k, le côté 
de ce triangle /-le Desierto et l'angle h. A. le Desierto. L e côté 
A-Ie Desierto = 825 i8 t ,o4 . I l est moindre que le côté Campvey-
le Desierto = 82556' ,64 du triangle X V . Cela montre que le méri
dien de Saint-Jean rencontre le côté Campvey-le Desierto sans 
que celui-ci doive être prolongé. Par conséquent, le côté Campvey -
Mongo est aussi coupé par le méridien en un point o ; les points 
k, o et Campvey sont les sommets du triangle (8). 

Dans ce triangle (8) je connais l'angle k.Campvey.o == l'angle 
Desierto-Campvcy-Mongo; l'angle o.k.Campvey = h.k. le D e 
sierto et le côté /i-Campvey = le Desierto-Campvcy — k-\e De
sierto = 38 l ,Go. Je conclus le côté k-o et le côté A-Campvey. 

Les sommets du triangle (9) sont le point o, Mongo et le point /· 
intersection du méridien avec le côté Mongo-Formentera ; dans 
le 'triangle (9), j e connais le côté o-Mongo = Mongo-Campvey 
— o-Campvey = 5 6 5 3 i l , 8 5 ; l'angle r.o.Mongo = k.o.Camp
vey, et l'angle o.Mongo./- = Campvey-Mongo-ï'ormentera. J'en 
déduis le côté o-r=21343^96, et le coté /--Mongo = 5 5 2 4 6 l , 6 3 . 

Maintenant, par Formentera je mène l'arc/j-ï'ormentera, per
pendiculaire au méridien de Saint-Jean, et le coupant au point p. 
Je forme ainsi le triangle (10) rectangle en p, dans lequel je con
nais le côté /-Formentera — Mongo-Formentera — /-Mongo 

8 Í 9 7 %3 O ; l'angle /·./>. Formentcra = 90", c t r a n g ¡ c p . r . Y 0 r -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M — Sf--Jean = i 3 o 8 8 S 7 9 

S'-Jean — h = 4 2 6 2 1 , 9 1 

// — k = 75494- » l'J 
/,• — 0 = 3 4 , 4 6 

0 — r — 2 1 3 4 3 ,96 
/• — p = io83 ,98 

P — F = 8 , 0 6 

Arc méridien cherché MF = 1 5 3 6 7 5 ,33 

DEUXIÈME SYSTÈME DE TRIANGLES . Fig. 5 l . 

Je prolonge le côté Arès-Montsia jusqu'à sa rencontre avec le 
méridien de Saint-Jean au point m , le côté Bosc-Montsia jusqu'à 
sa rencontre avec le même méridien au point y, et je joins y 
avec le Dcsierto et avec Mongo. Je forme ainsi les triangles ( 1 1 ) , 
( I2 ) , ( i 3 ) e t ( i 4 ) . 

.Dans le triangle ( 1 1 ) , je connais le côté Saint-Jean-Montsia 
(triangle V ) , l'angle à Saint-Jean = azimut de Montagut sur 
Saint-Jean — somme des angles ( Montagut-Saint-.Tean-Llcberia , 
et Lleberia-Saint-Jean-Montsia), comme dans le premier système , 
et l'angle à Montsia = 180 0 — somme des angles (Saint-Jean-
Montsia-Llcberia, Lleberia-Montsia-Bosc, Bosc-Montsia-le Tosal, 
le Tosal-Montsia-Arès) ; en résolvant le triangle, j 'obtiens le côté 
/rc-Saint-Jean et le coté ;«-Montsia. 

Dans le triangle (12), je connais le côté m-Montsia, l'angle 
y . m. Montsia = 180° — Saint-Jean. m. Montsia, et l'angle 
m.Montsia.y = 180 0 — somme des angles [m.Montsia-Saint-
Jean, Saint-Jean-Montsia-Lleberia, I,lcberia-Montsia-Bosc) ; je 
calcule le côté m y et le côté jr-Montsia. 

inentera = o./'.Mongo. Il en résulte r.p = 1083' ,98. Enfin, 
en opérant comme pour Montjouy, on trouve que la distance p.F, 
du point p au point F, où le parallèle de Formentera coupe le 
méridien de Saint-Jean = 8',06. En récapitulant les diverses lon
gueurs que nous venons de calculer, on trouve 
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Dans le triangle (i3), les données sont : le côté /-Montsia, l e 
côté Montsia-le Desierto, et l'angle compris j -Monts ia - l e D e 
sierto = 180° — somme des angles. (Bosc-Montsia-le Tosal, l e 
Tosal-Montsia-Arès , Arès-Montsia-le Desierto). On en conclut l e 
côté /-le Desierto, l'angle / - l e Desierto-Montsia, et l 'angle 
Montsia- jr-]c Desierto. 

Dans le triangle (i4)> l e s données sont : le côté r-le Desierto, 
le côté le Desierto-Mongo, et l'angle compris y-le Desierto-
Mongo = 36o° — somme des angles (/ - le Desierto-Montsia, 
Montsia-le Desierto-Arès, Arès-le Desierto-Espadan, et Espadan-
le Desierto-Mongo); la résolution du triangle donne le côté / -
Mongo , l'angle le Desierto. y .Mongo, et l'angle / . M o n g o - l e 
Desierto. 

Les sommets du triangle (i5) sont Mongo, le point y et le 
point r, intersection du méridien de Saint-Jean avec le côté 
Mongo-Formentera. Dans ce triangle, je connais le côté / -Mongo , 
l'angle r. y. Mongo = i8o° — somme des angles ( M o n g o . / . l e 
Desierto, le Desierto./.Montsia , Monstia. y . m), et l'angle 
/ .Mongo.r = le Desierto-Mongo-Campvey -+- Campvey-Mongo— 
Formentera — / .Mongo-le Desierto. Je calcule le côté y-r, l 'an
gle / .Mongo . r , et l'angle y .r.Mongo. Ce dernier angle, qui est 
le même que l'angle r du triangle ( g ) , est, de part et d'autre, 
= 82 02.4'4"^ , [4· L e côté r -Mongo, qui est aussi commun aux. 
deux triangles (g) et ( i5), est donné, par le premier, = 5 5 2 4 6 t , 6 3 , 
e t , par le second , = 55246 l ,6G. 

Le triangle (16) est formé en abaissant de Formentera une 
perpendiculaire sur le méridien de Saint-Jean ; il est le même que le 
tr iangle( io) , et donne, comme celui-ci, r.p=.ioQ5l,vjti. On trou
verait aussi, comme dans le premier système,/>F = 8',06. 
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Récapitulation. 

M — S1-Jean = i 3 o 8 8 ' , 7 9 

S l-Jean — m = 1 9 5 2 7 , 8 7 

m — y = 85/f.i8,16 

r — r = 3 4 5 4 8 , 4 o 

r — p — io83 ,98 

p — F = 8 , 0 6 

Arc méridien cherché MF = 1 5 3 6 7 5 , 2 6 

Par le premier système, on a MF = i53Ô75 , 3 3 

Moyenne . . . = 1 5 3 6 7 5 , 2 g 

A D D I T I O N . Sur quelques précautions qu'il faut prendre 
pour effectuer avec sûreté et simplicité les calculs nu
mériques dans les applications de Géodésie et d ' a s 

tronomie, où ils se répètent sous des formes analogi
ques pour une longue suite d'opérations. 

Dans les applications isolées où les diverses phases du calcul nu
mérique se suivent avec des formes progressivement différentes, il 
n 'y a pas d'autre recommandation à faire que celle de l'exactitude 
de chaque détail, qui s'obtient, avec la plus grande probabilité, en 
réitérant au moins deux fois chaque opération partielle qui conduit 
au résultat final. Mais, lorsque le travail que l'on doit effectuer 
comprend une suite plus ou moins prolongée d'applications d'une 
nature analogue, on trouve beaucoup d'avantage à conserver, au
tant qu'on le peut, cette analogie dans les opérations de détail, 
tant par la disposition qu'on leur donne que par l'ordre suivant 
l eque l on les accomplit; et l'on peut encore souvent les abréger, 
c o m m e aussi les rendre plus sûres, en préparant dos Tables auxi
liaires qui s'appliquent à toutes, ou en calculant d'avance les quan
tités constantes dont l'emploi doit s'y répéter. 
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L'utilité de ce précepte sera facilement sentie dans la pratique ; 

mais, comme on ne peut l'énoncer que d'une manière générale , 

je le justifierai par un exemple pris parmi les questions mêmes qui 

viennent de nous occuper. 

.Te suppose que , dans une grande triangulation géodésique, on 

ait obtenu tous les angles sphériques des triangles qui s'appuient 

les uns sur les autres, et que l'on connaisse en outre, en toises, 

la longueur de l'arc qui constitue le premier côté du réseau de ces 

triangles sur la sphère osculatrice où on veut le placer. On de 

mande de calculer les longueurs de tous les autres côtés sur la 

même sphère, ou sur des sphères différentes, dont les rayons 

varient progressivement suivant une loi donnée. 

Ce calcul pourra s'effectuer, soit par le théorème de Legendre, 

soit par les formules que nous avons exposées pages 107 et 108 , 

§ 89. Si l'on emploie la première méthode, on transformera chaque 

angle donné en angle rectiligne, en retranchant de sa valeur le tiers 

de l'excès sphérique du triangle auquel il appartient. Alors la pro

portion s'établira entre les côtés et les sinus de ces angles réduits, 

et l'application immédiate des logarithmes à ces proportions don

nera directement les longueurs cherchées les unes par les autres. 

Cette voie n'admet que le calcul successif, sans modification ni 

préparation. 

Si, au contraire, on veut employer les formules de la page 107, 

elles donneront d'abord les logarithmes des côtés C|,C2 parla con

naissance du côté C, à condition que l'on calcule les termes correc

tifs qui les complètent. Puis , ces côtés étant connus, on en déduira 

les suivants par une relation analogue appliquée aux angles des 

triangles dont ils font partie. Mais, comme ces angles entrent par 

couples dans chaque terme correctif, leur changement continuel 

exigera , pour chaque côté, un calcul nouveau, composé de trois 

éléments, savoir, un côté et deux angles, dont il faudra ainsi re* 

nouveler continuellement les valeurs. Or, on arrivera au même but 

plus brièvement, et par des opérations plus analogiques entre 

elles, en décomposant le calcul des termes correctifs de la manière 

suivante. 

Je considère d'abord un des côtés cherché , par exemple C,. Sa 
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log sin C, = log sin C 

sin A! 

/sin A, 

L e logarithme de -. se prend immédiatement par différence 
c smA 

daus les Tables de sinus, puisque A et A, sont donnés en valeurs 

angulaires. I l n'y a de difficulté que pour obtenir log sin C d'après 

la valeur de l'arc C donné en toises. Mais, si R est le rayon de la 

sphère osculatrice à laquelle appartient cet arc , on aura, sur cette 
même sphère, par les formules de la page 6 8 , 

log sinC = l o gC — g — i 
/· C 

n C = log C — 

on en déduira donc 
e t , · n 1 /Cs inAA A- C 2 

(2) log S i n C, = 10g : — 7 T — 
w b \ s i n A / 6 R 2 

Si le réseau des triangles est assez restreint comparativement aux 

dimensions totales du sphéroïde terrestre, pour que l'on puisse, 

avec une suffisante exactitude , le supposer étendu sur une même 

sphère osculatrice au milieu de sa longueur, la connaissance de 

log sin C, suffira pour obtenir immédiatement les logarithmes des 

sinus de tous les côtés suivants , puisque ces sinus sont liés entre 

eux par de simples proportionnalités ayant pour coefficients les 

rapports des sinus des angles opposés aux côtés que l'on compare. 

Or, d'après l'épreuve que nous avons faite pages 109 et 1 10 , cette 

supposition d'identité pourra être toujours admise comme suffisam

ment exacte dans les plus grandes triangulations que l'on puisse 

effectuer sur la surface d'une même contrée. Car, si l'on suppose 

le côté C égal à 1 o o o o o T , puis, que l'on calcule le terme correctif 

k C 2 

— 6 R 2 a V 6 C ' 6 S c ' e u x v a ' e u r s extrêmes de R rapportées page 109, 

et que l'on forme log sin C dans ces deux suppositions, les valeurs 

T. m . 2 ^ 

relation rigoureuse avec le côté donné C est, nage 107, 

. . . _ . _ sin A, 
(1) sin C, = sin C -

' sin A 

Donc , en prenant les logarithmes tabulaires des deux membres, 
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de sin C qui en résulteront seront 999984T,53 dans la sphèr« po
laire, et 999984T,43 dans l'équatoriale ; de sorte qu'elles différe-
îont entre elles de quantités dont on ne saurait pratiquement ré
pondre sur une si grande longueur. Cette différence deviendra donc 
bien moindre et complètement négligeable sur l'étendue d'une 
même triangulation où le rayon osculateur moyen se rapprochera 
toujours des rayons extrêmes bien plus que ceux que nous venons 
d'employer comparativement. 

L e logarithme de sin C,, le premier de tous, étant ainsi obtenu 
numériquement par l'équation (2) , on formera de suite tous les 
autres par ordre, d'après la condition de proportionnalité aux sinus 
des angles respectivement opposés. Il ne restera plus qu'à revenii 
de ces logarithmes à ceux des côtés C,, C 2 ) . . . qui y correspondent. 
Cela se fera encore par les formules de la page 68, qui donneront 

, ~ · ^ A-sin2C, 
log C, = log sin Ci -t- g - g j - ; 

(3) { 
, „ , · „ * 9 i n ! C 

^ l o g C ^ l o g s i n C - r - g - y ^ - j - - - ; 

êt ainsi de suite, R étant toujours le rayon de la sphère osculatrice 

au milieu du réseau considéré. 

En comparant les formules (2) et (3), on voit que le facteur g = 

des termes correctifs y sera le même dans toute la suite des calculs. 
On obtiendra donc facilement ces termes en formant le logarithme 
de ce facteur et l'associant à celui de C 2 , C 2 , C ' , . . . , ou de sin 2ti,, 
s in ! C 2 , s in 2 C 3 , . . . , qui se trouveront déjà tout formés. Car, si on le 
désigne pais log F, les logarithmes des termes correctifs seront 

Pour les équations (2) , ( log F -f- 2 log C„) — j 

Pour les équations (3), ( log F -f- 2 log sin C^ , } 4-

Les signes mis après ces deux expressions désignent ceux qu'il 
faudra donner aux nombres qu'on en déduit. 

Dans ces calculs, on devra prendre pour R la normale N qui est le 
rayon de la sphère transversalement osculatrice au milieu de l'arc 
quteJatriangulation embrasse, puisque c'est sur les sphères oscu-
la£rices dans ce sens que les triangles sont censés appliqués. Profi-
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tant donc , pour cela , de la connaissance déjà obtenue sur la forme 
générale du sphéroïde, on calculera log N par la série de la 
page 222 , en donnant à la distance polaire d la valeur moyenne 
qui convient au milieu , ou à peu près au milieu de la triangula
tion considérée. 

Supposons, par exemple, que cette triangulation s'étende sur 
l'arc méridien compris entre les stations extrêmes de Greenwich et 
de Fermentera. D'après le tableau de la page 1 7 9 , les valeurs 
extrêmes de d seront 3 8 ° 3 i ' 2 o " et 5 i ° 2 o ' 7 " , ce qui donnera 
pour moyenne 44°55'4 3",5. On pourra donc, sans difficulté, 
prendre d égal à 45° en nombres ronds. Alors, cos2<i étant ~ , la 
valeur de l o g N en toises, calculée, par la série de la page 2 2 2 , 
avec sept décimales exactes, se composera des termes suivants : 

log a z= 6 , 5 i 4 7 9 ^7 
j / . e 2 = 0,0006914 
Y^e" = 0,00000 11 

l o g N = 6 , 5 i 5 4 8 8a 

I l est évident, par les considérations précédentes, que l'évaluation 
avec sept décimales sera parfaitement suffisante pour le calcul des 
termes correctifs. On a , d'ailleurs, dans le même ordre de déci
males , 

log ( g ) = Ï,85g63 3i 

l o g N 2 = 1 3 , 0 3 0 9 7 6 4 

I l en résultera donc log F = 1 5 , 8 2 8 6 5 6 7 

Alors on devra ajouter à ce logarithme 2logC„, ou 2 log sinCFI-4_i, se
lon que l'on voudra employer les équations (2) ou les équations (3). 

Mais , d'après ce que nous avons reconnu, le premier mode de 
correction ne servira qu'une seule fois pour transformer en sinus 
le premier côté C, base de la triangulation. L a petitesse de là ca
ractéristique i 5 ne rend pas le terme correctif insensible dans la 
seconde conversion, parce que les sinus ne sont pas évalués, i c i , 
en parties du rayon de la sphère osculatrice pris pour unité, mais 

2 3 . . 
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en toises, dont ce rajou contient toujours un grand nombre. Cela 
donne aux logarithmes des carrés des sinus une caractéristique 
positive de même ordre que celle des arcs. 

Au tome I I de la Base du système métrique, page 698, Delambre 
a présenté le calcul des termes correctifs sous cette forme logarith
mique , mais avec une petite inadvertance théorique qui , heu
reusement, ne saurait avoir qu'une influence négligeable sur les 
résultats qu'il en déduit. Pour concevoir en quoi elle consiste , il 
faut se rappeler que le calcul des triangles s'effectue, dans ce pro
cédé, en les supposant placés sur la sphère transversalement oscula-
trice au méridien. C'est donc évidemment la normale moyenne W 
qu'il faut prendre comme rayon de celte sphère pour calculer les 
termes correctifs, comme je l'ai fait ici. Au lieu de cela, Delambre 
forme le facteur F en employant pour R le rayon du cercle qui est 
osculateur dans le sens du méridien, car il le déduit du degré moyen 
mesuré dans ce sens. C'est sur ce principe qu'il a calculé les Tables 
numériques de réduction I et I I , rapportées pages 783 et 789 du 
même volume, Tables dont je parlerai dans un moment. Mais, sans 
doute, cette inadvertance théorique lui a échappé, parce qu'elle 
n'a pas, dans les applications, de conséquence appréciable. En 
effet, en calculant log F par le rayon osculateur elliptique, comme 
il le fait à la page 698 du tome I I , il trouve 

log F = 75 ,83 y 3 3 33700. 

Le degré du méiidien qu'il y emploie répond à peu près , dans ses 
hypothèses, à la distance polaire 4 3 ° 3o'. Maintenant, si l'on veut 
trouver la valeur de log F correspondant à cette môme distance 
polaire, sur la sphère transversalement osculatrice i\ l'ellipsoïde 
que Delambre a adopté, il faut d'abord prendre au t ome I I I , 
page 291 , le logarithme de la normale pour la distance polaire pré
cédente, en supposant le demi-grand axe égal à l'unité, puis y 
ajouter le logarithme de ce demi-axe en toises tel que je l'ai donné 
page 3 4 2 . On a ainsi le logarithme de la normale en toises dans 
cette hypothèse, lequel est 

log N = 6 ,5 1 5 5 3 58338. 
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Alors , on calculant log F avec celle valeur, couune je l'ai l'ail plus 

haut, on trouve 

l ogF = i5 ,82856 i3y34. 

Celle évaluation s'écarte à peine de celle que nous avons obtenue 

sur notre ellipsoïde pour une distance polaire presque égale. Telle 

est donc la valeur de log F que Delambrc aurait dû adopter pour 

être conséquent avec ses constructions. Mais, pour voir que la DIF

férence de ces deux évaluations n'a eu qu'une influence négligeable 

sur ses RÉSULLATS, il n'y a qu'à LES employer successivement pour 

convertir en sinus la base de M'elun , dont la longueur C , expri 

niée en arc et en toises, tome I I , page 698, a pour logarithme 

LOG C = 3 ,78261 06224 i 

car on en DÉDUIT AINSI : 

Par le facteur elliptique de Delambrc, 

logs inC = 3 , 7 8 3 6 1 0 3 7 1 1 ; 

Par le facteur normal, 

logs inC = 3 , 7 8 3 6 1 0 3 7 3 6 . 

Or, en repassant aux nombres , on trouve que ces deux sinus dif

fèrent seulement de -¡-757 de l igne, quantité dont il était impos

sible de répondre dans les mesures de l'arc C. Ainsi, les sinus de 

tous les autres côtés delà chaîne se déduisant de celui-là par simple 

proport ion, les erreurs que leur évaluation comportait ont dû 

être pareillement insensibles. 

Dans le calcul de sa triangulation, Delambrc n'a pas employé 

les termes correctifs sous leur forme logarithmique , comme je les 

ai donnes plus haut. Il en a formé deux Tables auxiliaires, rap

portées au tome I I , pages 783 et 789, O Ù les corrections sont, 

calculées numériquement pour des valeurs DE G ou de sin C , pro

cédant par îles intervalles D E 1000 toises pour toutes les grandeurs 

que sa triangulation embrassait; ET IL y prenait leurs valeurs pré

cises, par proportionnalité, entre les nombres les plus voisins DE 
ces Tables. Mais , ainsi QU ' on peut LE voir par U N exemple QU'IL en. 
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donne lui-même au tome I I , page 6 9 8 , l'évaluation de ces pro

portionnelles est aussi pénible et beaucoup plus sujette à erreur, que 

le calcul direct effectué, pour chaque cas, par les expressions lo

garithmiques mises sous les formes simples que je leur ai données 

plus haut. Cette manière de procéder, qu'il a préférée, était ap

propriée à l'habitude qu'on a eue trop longtemps, à mon avis ,' 

dans les calculs astronomiques et géodésiques, d'épargner, autant 

qu'on le pouvait, l 'emploi immédiat des Tables de logarithmes, 

comme s'il y avait quelque intérêt à exempter de l'usage de cette 

invention admirable les personnes auxquelles ces calculs étaient 

confiés. I l me semble, au contraire, très-essentiel, pour la sûreté 

des résultats, de recourir immédiatement aux Tables logarithmi

ques pour la traduction des formules en nombres lorsqu'elles se 

présentent ainsi exprimées, afin de laisser toujours subsister la 

trace de leur origine; sauf à réduire, autant que possible , les lo

garithmes variables qu'il faut y introduire dans chaque application 

particulière, comme nous l'avons fait ici. 

Je terminerai ce que j 'a i à dire sur cette partie importante de 

l'Astronomie qui concerne les opérations géodésiques, en men

tionnant, avec de justes éloges, un Abrégé de Géodésie à l'usage 
des marins, qui a été composé par M. Bcgat, ingénieur-hydro

graphe de la Marine française. Toutes les questions que les marins 

peuvent avoir besoin de résoudre pour effectuer les relèvements 

des côtes, ou pour des nivellements astronomiques, ou même pour 

des motifs purement scientifiques, y sont exposées avec toute la 

clarté désirable, et traitées avec la plus grande simplicité. Si les 

méthodes que j ' a i présentées peuvent, comme j e l'espère, ajouter 

encore quelque chose à ces deux qualités, ellcsnc feront qu'accroître 

l'appropriation de l 'Abrégé de M. Bcgat aux usages nautiques, pour 

lesquels il l'avait spécialement préparé. 
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CHAPITRE XIX. 
Manière de fixer les positions relatives des différents 

points de la surface terrestre. 

262. Les connaissances que nous venons d'acquérir sur la figure 

de la terre nous permettent de déterminer avec exactitude les posi

tions relatives des divers points de sa surface, c'est-à-dire la situa

tion précise des différents l ieux, leurs distances mutuelles ; en un 

m o t , tous les résultats rigoureux de la géographie mathématique. 

Entrons dans quelque détail sur cette utile application. 

Lorsqu'on veut représenter exactement la configuration d'uis. 

terra in, et fixer la position des principaux objets qui y sont situés, 

on lie ces objets par des triangles dont on mesure les angles et dont 

on calcule les côtés ; cela s'appelle lever un plan. 

Si le terrain que l'on doit mesurer est considérable, par exem

ple s'il s'agit d'une province ou d'un grand pays, on le traverse d'un 

bout à l'autre par une méridienne , que l'on trace suivant les pro

cédés que nous avons expliqués dans le chapitre X V I I I . Ensuite 

on choisit sur cette méridienne un certain nombre de points plus 

ou moins rapprochés, et par ces points on trace autant d'arcs de 

grands cercles, perpendiculaires h la méridienne, toujours par les 

procédés que nous avons décrits. La méridienne et les perpendi

culaires forment ainsi un système de coordonnées curvilignes, aux

quelles on peut mathématiquement rapporter les différents points 

de la surface terrestre. En effet, la situation d'un objet est évi 

demment déterminée lorsqu'on connaît : i ° sa distance à la méri

d ienne , distance qui se mesure sur la perpendiculaire ; 2 ° l'arc de 

la méridienne compris entre la perpendiculaire et le point que l'on 

a choisi sur cette méridienne pour lieu de départ. Pour tracer ces 

résultats sur un plan, on suppose la méridienne développée suivant 

une l igne droite, et les perpendiculaires sont figurées par d'autres 

l ignes droites parallèles entre elles et perpendiculaires à la précé

dente. C'est ainsi qu'a été construite la grande carte de France que 

l ' on doit à la famille scientifiquement historique des Cassini, et 
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clic a été appelée de leur nom. La triangulation générale qu'elle a 

exigée a été entièrement recommencée depuis par les ingénieurs du 

département de la Guerre, qui l'ont exécutée avec des instruments, 

des procédés d'observation et des méthodes de calculs beaucoup 

plus exacts que j 'a i exposés dans le chapitre X V I I I . On a tiré de 

ces matériaux les éléments d'une carte générale de la France qui 

sera à la fois meilleure et plus conforme à l'état actuel des locali

tés. Mais le principe de représentation est le même. Tous les points 

en sont rapportés à la méridienne qui passe par la grande salle de 

l'Observatoire de Paris. L e point qui sert d'origine des coordon

nées , et à partir duquel on commence à compter les arcs de cette 

méridienne, est au centre de cette salle. La construction de ces 

cartes offre comme une sorte de réseau étendu sur la surface ter

restre, et dont les fils servent dé guides pour retrouver la position 

des lieux. 

Dans la supposition de la terre sphérique, supposition bien 

suffisante pour l'objet qui nous occupe, on a vu que les perpen

diculaires sont des grands cercles qui vont tous concourir, sur la 

sphère, en deux points, ou pôles, situés aux extrémités du dia

mètre normal au plan du premier méridien. Cependant, pour la 

construction de la carte, on les représente par des lignes droites 

parallèles. Les véritables rapports de configuration et d'étendue 

doivent donc se trouver altérés par cette circonstance. L'erreur est 

de peu d'importance à une petite distance de part et d'autre du 

méridien qui sert de point de départ, parce qu'alors la conver

gence des perpendiculaires n'est pas encore sensible. Mais elle aug

mente rapidement avec la surface que la carte embrasse. Déjà, 

dans les extrémités orientales et occidentales de la grande carte de 

Franco, les dimensions des pays, du nord au sud, se trouvent ainsi 

sensiblement dilatées ; ce qui altère leur configuration. C'est un in

convénient de ce genre de construction, dont l'application se 

trouve ainsi limitée. 

203. En la bornant à une étendue convenable, elle offre un 

avantage ; c'est que les perpendiculaires à la méridienne étant des 

grands cercles, donnent immédiatement la plus courte distance des 

lieux à la méridienne. Cette propriété appartient essentiellement 
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aux lignes géodésiques, et dérive de leur construction, telle que 

nous l'avons définie. Quelle que soit la figure de la terre, ces l i 

gnes sont les plus courtes que l'on puisse mener entre deux points 

donnés , et elles déterminent, par conséquent, la plus courte dis

tance itinéraire de ces points sur le sphéroïde. Biais la démonstra

tion de cette propriété suppose un calcul qui ne peut trouver 

place ici. 

26-4. Les opérations du tracé sont bornées à des étendues très-

petites, par rapport aux dimensions totales de la terre. I l est 

impossible de prolonger ces courbes à travers les mers, d'un con

tinent a un autre. On y supplée par des observations astronomi

ques. 

Pour connaître la situation d'un lieu sur la surface terrestre, 

i l suffit de connaître le parallèle sur lequel il se trouve, et sa po -

sition sur ce parallèle. Tout se réduit donc à déterminer ces deux 

éléments. 

L e parallèle se détermine par l'observation de la latitude ou de 

la distance à l'équateur. Nous avons donné plus haut les moyens de 

la mesurer par des observations de distances zénithales méridien

nes , faites avec des instruments fixes. Nous apprendrons plus loin 

à obtenir le même résultat avec les instruments portatifs. Ce pre

mier élément de position peut donc être considéré, sinon comme 

connu, du moins comme généralement détcrminable pour un lieu 

quelconque. 

La position du lieu sur le parallèle se trouve en calculant sa dis

tance à un méridien connu. Pour cela, on en choisit u n , à v o 

lonté , que l'on suppose fixe, et que l'on nomme premier méridien. 
Ce sera, par exemple, celui qui passe par Paris. Si l'on imagine 

plusieurs autres plans méridiens, menés par les divers points d'un 

même parallèle, ils feront des angles dièdres plus ou moins grands 

avec le premier. Chaque point sera donc distingué des autres par 

l 'angle qui lui est propre et qui fixe sa position sur le parallèle. Cet 

ang le se nomme la longitude du lieu. Comme tous les plans des mé

ridiens se coupent mutuellement, suivant l'axe de rotation du ciel, 

leurs angles dièdres ont pour mesure l'arc de l'équateur compris 

entre eux. Ainsi, clans l'application actuelle, la mesure de la Ion-
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gitude est l'arc de l'équateur compris entre le premier méridien et 

le méridien local que l'on veut considérer. La longitude est orien
tale ou occidentale, selon que le lieu est situé à l'orient ou à l 'oc

cident du premier méridien. Au moyen de cette convention , les 

valeurs par lesquelles on l'exprime sont toujours moindres qu'une 

demi -circonférence. 

D'après ces définitions, lorsqu'un astre quelconque passe au 

premier méridien, par l'effet du mouvement diurne du ciel , il se 

trouve à l'occident de tout méridien plus oriental, et à l'orient do 

tout méridien plus occidental. Deux points de la terre qui diffèrent 

en longitude comptent, au même instant, des heures différentes. 

Par exemple, si l'angle qui les sépare est la vingt-quatrième par 

tie de la circonférence, ou i 5 degrés sexagésimaux, lorsque le 

soleil sera arrivé au méridien le plus oriental, il sera encore éloi

gné de l'autre de i 5 u ou de la vingt-quatrième partie du jour. Les 

habitants de cette partie plus occidentale de la terre n'auront donc 

pas encore midi, mais onze heures du matin. Us ne compteraient 

que dix heures si l'angle des deux méridiens était de 3o°. En géné

ral , le retard est proportionnel à cet angle (*). 

C'est ainsi que les matelots de Magellan , lorsqu'ils revinrent en 

Portugal, après avoir fait le tour de la terre , comptaient, abord 

de leur vaisseau, un jour de moins que dans le port d'où ils étaient 

partis. En effet, tandis que le méridien du port restait fixe, ces 

navigateurs s'en étaient éloignés, en se dirigeant toujours vers l'oc

cident, et en suivant, pour ainsi d ire , le mouvement diurne du 

soleil. Ils avaient transporté , peu à peu, tout autour de la terre, 

le méridien de leur navire , d'après lequel ils comptaient les jours. 

Ils devaient donc, à leur retour, se trouver en retard d'une révo

lution entière du soleil, ou d'un jour entier. Le contraire arrive à 

ceux qui s'avancent vers l 'orient, et qui vont , pour ainsi d i re , au-

devant du soleil. 

Ainsi, en général, les observateurs situés sous deux méridiens 
différents, comptent, au même instant, des heures différentes, et 

(*) J'emploie encore ici la division ordinaire du jour en a/J heures. Il est 
('•vident ((no le raisonnement serait le mciYio dans la division décimale. 
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la différence des longitudes est égale à celle des heures locales, cow 
vertie en degrés de l'équateur. 

28{). On parviendrait à connaître cette différence si l'on pou

vait avoir un signal instantané qui fût aperçu en môme temps dans 

les deux lieux. La différence des heures locales absolues , comptées 

à ce même moment, donnerait la différence des longitudes. Lors

que ces lieux sont assez rapprochés, pour qu'un point intermé

diaire de la surface terrestre soit visible de l'un et de l'autre, on 

opère en ce point des apparitions, ou des disparitions soudaines de 

signaux lumineux, comme je l'ai expliqué dans le chapitre X V I I I 

en parlant de la mesure des arcs de parallèles. Mais la courbure de 

la terre rend ce procédé inapplicable entre des lieux plus éloi

gnés. 

Heureusement, les phénomènes astronomiques offrent beau

coup de ces apparitions subites propres à servir de signaux. Tels 

sont, par exemple, les éclipses de lune, de soleil, celles des 

étoiles par la lune, que l'on nomme occultations d'étoiles, et d'au

tres phénomènes du même genre, que nous ferons connaître par la. 

suite. 

On emploie aussi, pour le même objet, l'observation des dis

tances de la lune aux étoiles , que l'on mesure avec des instruments 

de réflexion, qui peuvent servir même à la mer, et dont nous par

lerons plus loin. Le mouvement propre de la lune étant très-rapide, 

ses distances au soleil ou aux principales étoiles varient à chaque 

instant. L'observation exacte de cette distance fixe donc et déter

mine l'instant physique où elle a été faite. S i , par exemple, on 

observe aujourd'hui en Amérique, à telle heure, telle minute, 

telle seconde, une distance de la lune au soleil ou à Rige l , et si l'on 

sait, d'ailleurs, par la Connaissance des Temps, que cette distance 

aura lieu à telle heure, telle minute, telle seconde du méridien de 

Paris, cetteobservation sera aussi comme celle d'un signal instantané, 

et la différence des temps donnera l'angle des méridiens ou la diffé

rence des longitudes. C'est pour cela que les distances de la lune au 

soleil et aux étoiles principales sont calculées, dans la Connaissance 
des Temps, de trois heures en trois heures pour le méridien de Paris. 

Dans le Nantirai Almanacl;, elles le sont pour le méridien de 
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G-reenwich. Nous reviendrons plus tard sur ce procédé, quand 

nous aurons déterminé les lois du mouvement de la lune , et 

nous verrons alors quel degré d'exactitude on en peut attendre : 

sa connaissance est surtout d'une importance extrême pour les 

marins. 

2C6. On a cherché à atteindre le même but au moyen des in

struments nommés garde-temps, ou montres marines, dont j ' a i in

diqué la construction mécanique dans le tome I I , page 3 iG. Ce 

sont, comme je l'ai dit alors, des montres portatives construites avec 

un soin extrême, et munies de compensateurs, de manière à con

server toute leur régularité, malgré les variations de température 

et malgré les secousses inséparables d'un long voyage. On règle 

la montre au moment du départ, et si elle marque, par exemple, 

n h 0 m G s lorsqu'une certaine étoile passe au méridien, quelque part 

qu'on la transporte ensuite, il en sera toujours de même en sup

posant sa marche exacte ; et lorsqu'elle marquera o h o m o s , on sera 

sûr que l'étoile dont il s'agit passe au premier méridien. Il suffira 

donc d'attendre que celte étoile passe au méridien du lieu où l'on 

se trouve, et de voir l'heure que l'horloge indique ; ce sera la dis

tance des deux méridiens exprimée en temps, et l'on en déduira 

aussitôt la différence des longitudes. 

On est obligé, dans cette estimation, d'avoir égard aux petits 

mouvements particuliers que l'on a remarqués dans les étoiles, et 

qui font varier un peu l'heure de leur retour au méridien. Mais, 

dans l'état actuel de l 'astronomie, ces mouvements sont très-

exactement connus, et il est facile d'y avoir égard. On emploie 

aussi, avec des corrections analogues, les mouvements du soleil et 

des planètes. 

207. Pour énoncer le procédé de la manière la plus simple, nous 

avons supposé que l'on observait l'instant où l'astre passe au mé

ridien. On le peut dans un observatoire fixe; mais cela serait im

praticable à la mer, où l'on ne peut faire usage d'aucun instru

ment immobile, à cause du mouvement du vaisseau. Heureuse

ment, cette condition n'est pas du I ont nécessaire. Car, puisque à cha

que instant la montre vous indique l'heure qu'il est au point d'où 

l'on est parti, tout consiste à déterminer l'heure qu'il est au même 
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(*) Soient A la distance polaire de l'astre ; Z sa distance zénithale, ou lo 
complément de sa hauteur apparente corrigée de la réfraction ; D la distanec 
du pôle au zénith ou lo complément do la latitude ; enfin P' l'angle horaire 
cherché. Les trois quantités A, D, Z étant connues par l'observation, on aura 

sin A .sin I) ' 

formule qui a déjà été donnée tome I I , page /Jor. 

instant au point où l'on se trouve ; et c'est ce qu'il est très-aisé de 

faire , m ê m e à la mer, en observant la hauteur du soleil, d'une 

é t o i l e , ou d ' v i n e planète sur l'horizon. En effet, la latitude du 

vaisseau est connue par les hauteurs méridiennes du soleil ou des 

étoiles que l'on observe tous les jours et même plusieurs fois par 

jour , lorsque le ciel est serein. Ainsi on aura l 'heure, comme dans 

le § 529 , par le calcul de l'angle horaire, d'après la hauteur ob

servée (*). 

Nous avons aussi supposé que la montre marine suivait exacte

ment , malgré le tran port , la marche qu'elle avait primitivement 

au lieu du départ. Cela est presque impossible , à la rigueur, et 

quelque parfaits que ces instruments puissent être, il serait très-

imprudent de s'y confier aveuglément. Mais en observant des hau

teurs du soleil ou des étoiles, toutes les fois que cela est possible, 

on finit par connaître, jour par jour, la marche de la montre, et 

par déterminer ses plus petites inégalités, auxquelles on a en

suite égard dans le calcul de la longitude. Comme dans ces opéra

tions faites à bord , l'observatoire marche avec l'observateur, on 

tient compte de l'effet de son déplacement sur les observations que 

l 'on compare , au moyen de divers procédés connus des marins. 

Je ferai connaître plus tard, avec détail, l'extrême perfection 

que l'on a donnée à ces diverses méthodes, chronométriques ou 

astronomiques, ainsi que l'usage qu'on en fait pour trouver la 

longitude tant sur mer que sur terre. Mon dessein, dans ces com

mencements, est seulement d'indiquer la nature des procédés. 

Mais j e dois pourtant dire comment, dans un navire qui oscille 

sur les flots de la mer , on peut obtenir, par observation, les dis-
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tances angulaires des astres au zénith f ixe, et mesurer aussi les 

distances angulaires de ces astres entre eux. 

2C8. En cela, comme dans les autres parties de l'astronomie 

observatrice, l'exactitude est une acquisition toute moderne. On 

s'est servi à la mer, pendant bien des siècles, d'instruments gros

siers tels que Y astrolabe, fig. 5a, et Yarbalestrillc, fig. 53. Je 

n'en parle que parce qu'ils sont mentionnés fréquemment dans 

d'anciens voyages, et que leur usage se comprend à la simple i n 

spection. L'astrolabe, appelé aussi anneau astronomique, était 

un cercle de métal divisé, portant à son centre une alidade tour

nante munie de deux pinnulcs, et ayant, sur son contour, un 

anneau À par lequel on le tenait librement suspendu. L e point de 

suspension figurait le zénith de l'instrument, et le diamètre pas

sant par ce point figurait la verticale. Pour observer, on tournait 

l'alidade jusqu'à ce que l 'œi l , placé en O, aperçût l'astre S à tra

vers les pinnules, et on lisait sur la division l'angle formé par la 

ligne visuelle avec le diamètre vertical AB , ou avec le diamètre 

horizontal H H . Le premier de ces angles était la distance de l'astre 

au zénith, le second sa hauteur sur l'horizon. Biais les oscillations 

du navire, rendant le diamètre vertical instable, devaient causer 

de grandes erreurs dans l'angle observé. L'arbalestrille, qui a été 

plus longtemps en usage, et qui est représentée i c i , Jîg. 53, se 

compose d'abord d'une planchette de bois équarrieOL, au milieu 

de laquelle est implanté un axe cylindrique A X aussi en bois, sur 

lequel se meut, à frottement, une planchette PP dont le plan lui 

est perpendiculaire. Pour observer le soleil, unique usage de 

l'instrument, on tourne le dos à cet astre, et plaçant l'œil en O, 

on abaisse le bout X de l'axe vers l'horizon apparent de la mer; 

puis on fait mouvoir la planchette PP , en la tenant toujours ali

gnée sur cet horizon, jusqu'à ce qu'elle atteigne l'extrémité de 

l'ombre projetée sur l'axe A X , par la branche opaque A L . Sup

posons ces deux coïncidences simultanément opérées; quand la 

planchette mobile est arrivée en I , l'angle L IO est évidemment la 

hauteur actuelle du soleil au-dessus de l 'horizon, et il peut se cal

culer d'après les dimensions de l'instrument, ou il peut se lire sur 

l'axe môme, si le constructeur y a tracé d'avance des divisions qui 
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expriment sa valeur, pour l'intervalle que la planchette PP a par

couru , depuis l'origine X . On voit que cet instrument n'est, en 

réalité, qu'un gnomon sur lequel la limite de l'ombre doit être 

fort incertaine ; mais il faut y remarquer l'idée ingénieuse de réa

liser une ligne horizontale, ou à peu près horizontale, dans une 

station d'observation perpétuellement mobi le , en alignant un 

rayon visuel sur l'horizon apparent de la mer. Car ce même prin

cipe a été appliqué dans tous les instruments postérieurs. 

209. A la rigueur, le rayon ainsi aligné n'est pas exactement 

perpendiculaire à la verticale du point d'observation, ni même 

exactement recliligne. I l se dirige de ce point, langentiellement à 

la surface sphéroïdale de la mer , en décrivant une trajectoire 

courbe, modifiée par l'influence actuelle de la réfraction, entre 

le point de départ et le point de tangence. Mais on connaît tou

jours la hauteur absolue du premier au-dessus du niveau de la 

mer, puisque l'observateur s'y trouve. On connaît aussi le rayon 

de la surface terrestre que la trajectoire doit toucher. Avec ces 

données , on peut calculer la dépression de sa première tangente 

au-dessous de l'horizontale exacte du point de départ, sinon pour 

un cas quelconque et imprévu de l'atmosphère, du moins pour 

la supposition de son état moyen. Cehi donne déjà une rectifi

cation qui rétablit très-approximativement l'horizontalité, et l'on 

en préparc l'application par des Tables numériques, où la correc

tion à faire est calculée d'avance, scion les diverses élévations 

où l'observateur peut se trouver a b o r d du navire. Enfin, on peut 

l'adapter rigoureusement à la réfraction môme actuelle, en mesu

rant, avec des instruments préparés pour ce but , la distance an

gulaire totale des deux points opposés de l'horizon. Car le supplé

ment de cet angle , à 3Go°, est évidemment le double de la 

distance du zénith v ra i , à chacun des horizons apparents sur les

quels on dirige le rayon visuel, de sorte qu'on sait par là com

bien ce rayon se trouve au-dessous ou au-dessus de l'horizontale 

exacte qui passe par l'œil de l'observateur. A. la vérité, la subdi

vision de l'angle total, par bissection, suppose que la réfraction 

totale est égale sur les deux portions diamétralement opposées de 

la mer, ce qui peut bien souvent ne pas avoir lieu, surtout près 
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des côtes. Mais l'incertitude qui peut résulter de cette différence 

est un accident éventuel que l'on ne saurait éviter, puisqu'il n'est 

soumis à aucune loi par laquelle on puisse le prévoir. 

270. Un perfectionnement notable fut apporté aux dispositions 

précédentes dans l'instrument représenté fig. 54, et que l'on 

nomme un quartier anglais. Il se compose essentiellement d'un 

quadrant entier en bois ou en métal, divisé sur sa circonférence ; 

mais pour le rendre plus maniable, ce quadrant est formé de deux 

arcs concentriques d'un rayon différent. L e plus petit porte en M 

une pinnule mobile dans laquelle on enchâsse une lentille b icon

vexe dont l'axe , dirigé au centre commun des deux secteurs , fait 

converger les faisceaux lumineux sur une petite fente O , derrière 

laquelle on place l'œil ; et le plus grand arc porte une seconde pin

nule M' également mobile sur son contour. Pour observer, on se 

tourne vers le soleil, e t , regardant l'horizon apparent à travers la 

fente O , on amène la pinnule M ' sur cette direction, en coïnci

dence avec l'image lumineuse du disque formée par la lentille M' . 

A lors , l'angle au centre MCM' exprime évidemment la hauteur 

actuelle de l'astre sur l'horizon , et on lit sa mesure sur les divisions 

du limbe. Cet instrument ne peut encore servir que pour observer 

le soleil ; mais il est, comme l'arbalestrille , indépendant des oscilla

tions du navire, parce que leur amplitude est toujours insensible 

comparativement à l'éloignement des objets observés. 

271. Enfin, une amélioration importante et définitive fut intro

duite, dans ces procédés, en armant l'instrument d'une lunette et 

de deux miroirs, tellement disposés que l'on peut y voir à la 

fois l'image réfléchie d'un astre quelconque, et l'image directe de 

l'horizon apparent ou d'un autre astre. C'est là le principe fonda

mental de tous les instruments à réflexion, aujourd'hui universel

lement employés à la mer, et qui ont donné aux observations nau

tiques une précision comme une généralité inespérées. Leur type 

général est le sextant à réflexion, inventé parHad ley , et qui est 

représenté fig. 55. 

Cet instrument se tient, d'une main, par la poignée PP , qui est 

représentée ici couchée dans le plan de la figure, comme lors

qu'on veut replacer l'instrument dans sa boîte après s'en être servi. 
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Mais pour observer, on la fait tourner autour d'une charnière K , 

de sorte qu'elle devienne perpendiculaire au plan du limbe qui est 

maintenu vertical, ou à peu près vertical, pendant l'opération. Ce 

limbe est divisé en demi-degrés subdivisés par un vernier fixé à 

l'extrémité de son alidade mobile CL ; et, comme la réflexion 

double les angles qu'on observe, la graduation les exprime tous 

réduits à leur vraie valeur. L'alidade porte à son centre derotation C 

un miroir étamé MM/qui se meut avec elle, et dont le plan est nor

mal ; on l'appelle le grand miroir. Sur le rayon extrême de l'in

strument , il y a un second miroir fixe mm , un peu extérieur, pour 

ne pas gêner le mouvement de l'alidade. I l est perpendiculaire au 

plan du l imbe, comme le premier, et , d'après sa moindre étendue 

relative, on l'appelle le petit miroir. La glace qui le compose a, ou 

doit avoir , ses faces exactement parallèles.entre elles; mais la face 

extérieure estétamée seulement sur une moitié de sa superficie, afin 

que l'on puisse y voir simultanément l'un des astres par double ré

flexion , et l 'horizon, ou le second astre par vision directe. La direc

tion fixe de ce second miroir est, ou doit être telle, qu'il se trouve 

parallèle au grand miroir MM,, lorsque le vernier de l'alidade coïn

cide avec le zéro de la graduation du l imbe, comme le représente 

la fig. 56. Cette disposition , ainsi que la perpendiculaire des deux 

miroirs au plan du limbe, est préparée très-approximativcmentpar 

l'artiste; mais on vérifie ces conditions par l'expérience, comme 

je le dirai tout à l 'heure, et on en rectifie au besoin l'accomplisse

ment par des rappels préparés pour ce but. En les supposant 

réalisées, lorsque le- vernier de l'alidade sera amené sur le zéro de 

la division du limbe, comme le représente la fig. 56 , si l'on dirige 

la ligne de vision directe sur l'horizon à travers la partie nue du 

petit miroir, on doit évidemment.la voir en coïncidence avec 

l 'image de ce même horizon, formée par double réflexion sur la 

portion étamée, et la lunette portée par l'instrument sert seulement 

pour apprécier cette coïncidence plus exactement qu'on ne le ferait 

à la vue simple ; dès l o rs , si l 'on maintient la ligne visuelle di

recte sur l 'horizon, et qu'on fasse tourner l'alidade pour amener 

sur cette ligne un astre quelconque, il faudra évidemment qu'elle 

décrive dans le plan du limbe un angle égal à la moitié de la distanco 

T. m." 2.4 * 
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angulaire comprise dans ce même plan, entre l'astre et le point de 

l'horizon sur lequel on vise; ainsi on lira cette distance sur le l imbe, 

après que la coïncidence aura été opérée. Si l'on veut que le plan 

d'observation soit vertical, on balance l'instrument de 'manière 

que l'image réfléchie de l'astre reste tangente à l'image directe de 

l'horizon apparent. Et si, au lieu de celui-ci, op prend pour point 

de mire direct un second astre, la coïncidence de son image'directe 

avec l'image réfléchie de l'autre donnera de même l'angle visuel 

compris entre eux. L'exactitude de ces déterminations est facilitée 

par l'insertion dans la limette d'un réticule fixe formé de deux fils 

dont l'un est parallèle au plan du limbe ,.ct l'autre iui est perpen

diculaire. Quand un desastres observés est le soleil, on interpose 

dans le trajet de ses rayons des verres colorés qui en affaiblissent 

l'intensité, et il faut que .les faces de ces verres soient exactement 

parallèles pour que les rayons qui les traversent ne soient pas déviés. 

On vérifie la pcrpendicularité du grand miroir au plan de l'in

strument, en faisant tourner l'alidade de manière a voir par ré

flexion sur ce miroir une petite portion du limbe , et observant si 

elle, paraît sur le prolongement de son image directe. Ce résultat 

étant obtenu, on amène l'image réfléchie d'un objet en contact 

avec l'image directe, et l'on vérifie la possibilité , ainsi que l'exac

titude de leur superposition. Le parallélisme des dcivx miroirs et 

la direction absolue essentielle à chacun d'eux se vérifient par la 

disposition expérimentale représentée fig. 56 , ou en amenant 

l'image réfléchie du disque solaire, en contact avec son image d i 

recte, alternativement par ses. bords contraires. La position 

moyenne de l'alidade , pour ces positions symétriques, doit mettre 

le zéro de son vernier en coïncidence avec le point zéro du limbe. 

Il semble, au premier aperçu, qu'on atteindrait le môme but en 

faisant coïncider l'image réfléchie d'une étoile avec son image di

recte ; mais l'expérience a appris aux marins que l'on juge mal la 

coïncidence de deux pareils points ; cela est d'accord avec la re

marque faite par M. Besscl sur les incertitudes des coïncidences 

analogues, opérées avec l 'héliomètre, et qui l'a conduit à observer 

par duplication des intervalles dans des cas pareils. 

272. L'amplitude des angles que l'on peut embrasser avec le 
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sextant est limitée par les bornes de son limbe. Borda â étendu ce 

mode d'observation, en lui substituant un cercle entier, qu'il a 

même rendu répétiteur; et c'est aujourd'hui l'instrument univer

sellement employé à la mer par les officiers français. I l est repré

senté en projection verticale et horizontale dans les fig. 5 7 et 58. L e ' 

mode d'observation est d'ailleurs fondé sur le même principe que 

celui du sextant, et c'est ce que je puis me borner à dire pour ne 

pas entrer ici dans trop de détails. Ces deux instruments s'em

ploient à la mer pourxéglcr la marche des montres marines par 

les hauteurs du soleil, de la lune, ou même des étoiles, et ils 

servent avec une utilité plus admirable encore pour y déterminer la 

longitude actuelle du navire par l'observation des distances angu

laires de la lune au soleil, aux étoiles, ou aux planètes. Telle est la 

perfection deces procédés, et celle des Tables lunaires auxquelles on 

les compare, que la position d'un navire au milieu de l'Océan se 

détermine ainsi à chaque instant, avec une amplitude d'incertitude 

moindre que l'étendue de l'horizon que l'œil peut embrasser du 

pont du navire. On les emploie avec un égal succès dans les re 

lâches, pour le relèvement des côtes, ainsi que pour fixer les posi

tions absolues des lieux. Et c'est par leur association, avec l'usage 

des montres marines perfectionnées, que la géographie est parvenue 

• de nos jours à un état d'universalité comme de précision, dont au

paravant on ne pouvait concevoir aucune idée. Les déterminations 

de lieux qui nous ont été transmises par les astronomes grecs, et 

même par les arabes, renferment des erreurs énormes, parce que, 

manquant de tout moyen précis pour déterminer les longitudes 

relatives,' ils ne pouvaient les évaluer que par des résultats d'itiné

raires , ou tout au plus par des éclipses de lune observées en diffé

rents l ieux, mais encore avec des déterminations extrêmement · 

imparfaites du temps absolu, qui ajoutaient leurs propres erreurs 

à celles que présente la fixation des phases de ces phénomènes. 

Aussi toute la géographie ancienne et du moyen âge ne peut plus 

aujourd'hui servir que pour constater l'existence, et retrouvera 

peu près les positions de villes maintenant détruites, ou pour 

marquer historiquement les essais progressifs de l'esprit humain. 

II.faut toutefois remarquer, en l'honneur des Grecs, que c'est à eux 

A 4 -
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que l'on doit l'idée et la première exécution des cartes géographi
ques , par lesquelles on représente la position relative de tous les 
points de la.terre sur un dessin plan. Lorsque j 'aurai exposé l 'en
semble des phénomènes et des méthodes astronomiques, j e pré
senterai dans un Appendice le tableau comparé des applications 
qu'on en fait dans les observatoires fixes, et à la mer, pour déter
miner le temps absolu , ainsi que la latitude et la longitude relative 
d'un vaisseau an mouvement; renvoyant, pour les détails pratiques 
de l'astronomie nautique, aux ouvrages qui traitent spécialement 
.de ce sujet. 

275, Depuis un petit nombre d'années, l'usage des chemins de 
fer et des bateaux à vapeur a donné aux communications une 
facilité "et une rapidité dont on n'avait pas eu d'idée jusqu'alors. 
On a profité de ces circonstances pour déterminer, par des trans
ports de chronomètres, les longitudes relatives de plusieurs o b 
servatoires fixes, des plus célèbres qui existent en Europe. J ' en 
trerai dans quelques détails sur cette nouvelle application, et sur 
les conditions_ nécessaires à remplir pour que les résultats qu'on 
en déduit atteignent l'extrême précision qu'exige la fixation d'une 

.donnée astronomique aussi importante. 

La question est, au fond, la même que nous avons résolue dans le 
chapitre X V l I I , page 2 5 5 , pour trouver la différence des temps 
sidéraux absolus H 0 , H „ , marqués au même instant physique 

* dans deux stations S 0 , S„, dont la seconde est la plus occidentale. 
En nommant 1" l'angle dièdre compris entre les méridiens de ces 
deux stations, cet angle se trouve lié aux temps absolus par l 'é
quation 

qui donne 

I " = ! 5 ( H 0 - H „ ) , 

lorsque H 0 — II„ est connu en secondes temps ·: il s'agit de me

surer cette différence. . · 

Excluons d'abord, idéalement, toutes les causes d'erreurs pra

tiques dont l'expérience pourra être affectée. Les deux horloges 
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établies en S 0 et S„ on tété réglées exactement, sur le temps sidéral, 

par lés passages méridiens ; et l'on connaît, par leurs indications, 

le temps sidéral absolu H 0 , H „ , compté à chaque instant, dans 

chaque observatoire, à partir d'une origine convenue. Prenons 

un chronomètre parfait, exempt de toutes irrégularités acciden

telles, et déterminons d'abord sa marche diurne propre, dans la 

station S„ , en comparant ses indications, pendant plusieurs jours 

consécutifs, avec l'horloge de cette station. Concevons-le, comme 

e l l e , réglé sur le temps sidéral, et soit a0 son avance fixe sur 

el le , en sorte qu'il marque H 0 -+- àa sur son cadran propre quand 

elle marque H 0 . On le transporté à la station S„ sans qu'il se dé

range , et en le comparant à l'horloge qui s'y trouve établie, on 

trouve que son avance sur le temps sidéral local est an, en sorte 

qu'il marque I ï„ -f- a„ sur son cadran propre, lorsqu'elle marque 

l'heure H„. Maintenant, puisque les marches des deux horloges 

et du chronomètre sont supposées avoir individuellement une 

parfaite uniformité, si l'on retranche aQ de son indication ac

tuelle , a un instant quelconque , le reste H„ -+- a„ — aa devra 

exprimer le temps sidéral absolu I I 0 , que l'horloge de la station 

S 0 marque à ce même instant. On aura donc l'égalité , 

If,,--f- an — a„ = H n , 

d'où l'on tire 

an — q„ — I I 0 — 11«· 

En effet, si le temps sidéral absolu était identique dans les deux 

stations, l'avance du chronomètre sur ce temps, dans la seconde 

station, devrait être a„, comme dans la première. Le changement 

qu'on lui trouve alors doit donc exprimer la différence qui existe 

entre les indications de ce temps dans les deux stations. 

Il ne reste plus qu'à discuter les détails pratiques de l'opération 

pour les ramener aux conditions d'identité et de régularité que 

nous avons admises. 

• 27-4. Les deux horloges fixes peuvent être réglées individuelle

ment avec la dernière précision. Mais, comme elles doivent être 

suivies par des observateurs différents, il faudra préalablement 
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constater la différence qui peut exister, et qui existe presque tou

jours entre les temps absolus auxquels ils rapportent un même,. 

passage dans une même station. Nous en avons déjà fait la r e 

marque en parlant des observations simultanées des feux dé pou

dre, employées dans les mesures d'arcs de parallèles. Cette dif

férence s'appelle l'équation personnelle. L'expérience prouve 

qu'entre des observateurs également habiles, elle peut s'élever 

jusqu'à — de seconde de temps sidéral. 

Une erreur du même genre pourrait se produire dans les compa

raisons du chronomètre avec chaque horloge, si elle était faite par 

des observateurs différents. Toutefois, l'expérience prouve que 

l'effet en est beaucoup moindre. Mais on l'évite complètement en 

faisant effectuer cette comparaison par le même observateur, qui 

se transporte successivement d'une station à l'autre, passant d'a

bord de S 0 à S„, puis revenant de S„ à S 0 , avec le chronomètre 

employé. 

Je ne parle pas des réductions qu'il faut faire pour transformer 

les indications réelles des deux horloges et du chronomètre, en 

indications sidérales dans les deux stations. Elles s'effectuent par 

des calculs dont les principes ont été expliqués dans le tome I I , 

pages 3og et suivantes. 

Mais, ce qui n'est pas' moins indispensable, et bien plus diffi

cile, il faut assurer à la marche propre du chronomètre une in 

variable uniformité. C'est ce qui serait pratiquement impossible à 

réaliser pour aucun de ces instruments , quelques soins que l ' on 

apporte à leur construction. Heureusement, cet inconvénient 

peut être éludé en opérant le transport du temps, non par un 

seul, mais par plusieurs dont la marche a été individuellement 

étudiée et reconnue aussi égale , ou aussi peu inégale qu'on puisse 

l'espérer. Alors on emploie tous ces chronomètres simultanément, 

et leurs petites irrégularités propres ne devant pas s'opérer pour 

tous dans un même sens, ni avec une même valeur, par la nature 

même des accidents qui les produisent, l'effet doit s'en atténuer 

danslamoyenne.de leurs résultats; d'autant plus approximat ive

ment, que les instruments combinés sont plus parfaits, et en-plus 

grand nombre. Mais toutes les précautions de détail que je viens 
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d'expliquer sont indispensables pour obtenir sûrement une diffé

rence de longitude par ce procédé. 

L a première expédition chronométrique ainsi effectuée l'a été 

par les ordres de l'amirauté anglaise, en 1824. Un bâtiment à 

vapeur, muni de trente-cinq chronomètres, rigoureusement com

parés et soigneusement suivis, traversa six fois la mer du Nord , 

en abordant à quatre stations dont on voulait fixer la position 

relative, savoir : Greenwich, Altona, l'île de Heligolam, et Bre-

men. La direction astronomique de l'opération était confiée à 

M. Tiarks, connu par ses travaux en Amérique, pour la délimi

tation des frontières des États-Unis et du territoire anglais. Les 

résultats obtenus ont été publiés dans les n o s 1 1 0 , m , et 174 du 

Journal astronomique de M. Schumacher, qui, lui-môme, y avait 

pris une part active. Plusieurs autres entreprises semblables ont eu 

lieu depuis. Biais la dernière, et la plus complète , a été effectuée 

en i843 par l'ordre du gouvernement russe, sous la direction du 

célèbre astronome F.-G.-W: Struve, pour déterminer la différence 

de longitude entre les observatoires de ftreonwich , Lubeck, A l 

tona, et celui de Pulkowa, récemment érigé, près de Pétcrsbourg, 

avec le plus grand luxe scientifique , par la munificence de l'em · 

pereur de Russie, Nicolas I e r . Le choix des chronomètres em

ployés , et leur nombre, fut proportionné à l'importance de la 

jonct ion astronomique qu'on voulait établir entre les deux points 

extrêmes, Pulkowa et Greenwich. Ce nombre fut de soixante-

huit dont la marche a été admirable. On les comparait tous les 

jours entre eux, tant à bord que dans les points d'arrivage, pour 

découvrir leurs petites irrégularités propres par leurs discordances 

accidentelles. Le transport et le retour , entre les stations que l'on 

voulait rapporter l'une à l'autre, furent réitérés un grand nombre 

de fois. Les résultats de cette expédition remarquable ont été dé

crits, avec les plus grands détails, dans des Rapports faits par 

M. Struve à l'Académie de Pétersbourg, lesquels ont été publiés 

à Pétersbourg, en i844- Cet astronome y rend le plus honorable 

témoignage au zèle ainsi qu'à l'habileté de tous les observateurs 

qui ont concouru à son accomplissement. 

27Í5. En supposant la terre sphérique, les degrés de latitude 
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sont égaux entre eux : il n'en est pas de même des degrés de lon

gitude, lorsqu'ils sont comptés sur des parallèles différents. I l est 

visible, en effet, que les parallèles diminuent de grandeur en 

approchant du pô l e , d'où il suit que les parties aliquotes de ces 

cercles, comme sont les degrés, diminuent dans le.même rapport. 

Ainsi, pour évaluer en degrés de l'équateur terrestre un certain 

nombre de degrés, minutes et secondes d'un parallèle connu, la 

terre étant supposée sphérique , il faut multiplier ce nombre par 

le rapport des rayons du parallèle et de l'équateur, c'est-à-dire par 

le sinus de la distance polaire ou le cosinus de la latitude. Car 

cette opération est la même que celle du § 9 , pour la me

sure des degrés des parallèles célestes. Or, en appliquant ici la 

fig. 2, que nous avons construite pour ce cas, O désignera le cen

tre de la terre supposée sphérique , QEQ' le grand cercle de l 'é 

quateur, et QPQ ' un grand cercle méridien. A lors , si l'on consi

dère un parallèle quelconque tel que SnS' , qui sera un petit cercle 

ayant son centre en O ' , OS sera le rayon R de la sphère, et SO' 

ou r le rayon du parallèle, à la distance polaire SOO', ou d. Ainsi, 

r aura pour valeur R sinrf, ou R cos QOS. 

Lorsque l'on nevcutp lus supposer la terre sphérique, la lon

gueur des degrés de longitude dépend de la forme qu'on lui attri

bue j comme nous l'avons expliqué, page 166, en rapportant les 

mesures d'arcs de parallèles. 

276. Avec ces données on peut calculer la distance itinéraire 

de deux points quelconques de la terre, dont on connaît la lon

gitude et la latitude; le calcul est des plus faciles, si l'on suppose 

la terre sphérique. En effet, soient A et B ces deux lieux, fig. 5g. . 

Leur plus courte distance sera l'arc de grand cercle A B , qui les 

joint. Soient A P , BP leurs méridiens qui se coupent au pôle P ; 

l'angle de ces plans sera connu , c'est la différence des longitudes. 

Les distances angulaires des deux lieux au pôle P seront aussi con

nues. Ce sont les compléments des latitudes A E , BE'. Ainsi dans le 

triangle sphérique A B P , on connaîtra les deux côtés AP , BP, et 

l'angle P. On pourra donc calculer toutes les autres parties de ce 

triangle par les règles de la trigonométrie sphérique. On aura ainsi 

la longueur de l'arc AB, exprimé en degrés , et en prenant chaque 
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degré sexagésinal sur le pied de 20 lieues marines, on aura la dis

tance des deux points exprimée en lieues. On l'aurait de même en 

myriauiètres en calculant l'arc en "grades, et le multipliant par 10. 

On peut aussi calculer la distance de deux lieux sur le sphé

roïde ell iptique; mais ce calcul ne saurait trouyer place ic i , et le 

résultat précédent suffira presque toujours. 

277. Connaissant les longitudes et les latitudes d'un grand nom

bre de points de la surface terrestre, on peut, en les portant sur 

un g lobe , figurer les contours des divers pays et en donner la 

représentation : c'est ce que l'on nomme des globes terrestres. 
Les déterminations que nous avons obtenues dans les chapitres 

précédents nous mettent en. état de comparer la hauteur des mon

tagnes aux dimensions absolues du sphéroïde terrestre, et de savoir 

quelles dimensions, il faudrait leur donner sur ces globes si l'on 

voulait les y représenter. La plus haute des montagnes connues 

est le Chimboraço , qui n'a pas plus de 3 200 toises d'élévation en 

ligne verticale ; c'est un peu plus d'une lieue marine. Le diamètre 

de la terre contient environ 2 ag?. de ces lieues. Ainsi, en r e 

présentant le globe terrestre par une boule de 2 292 millimètres 

(7 pieds environ) de diamètre, le Chimboraço serait figuré par une 

saillie d'environ 1 millimètre (une demi-ligne). Sur une boule de 

5 7 millimètres (2 pouces) de diamètre, il le serait par une saillie 

quarante fois plus petite, en sorte qu'on pourrait à peine l'aper

cevoir. Les petites aspérités qui se rencontrent sur la peau d'une 

orange sont beaucoup plus sensibles. * 

On peut aussi dessiner les configurations des contrées de la 

terre sur un plan , et placer dans ce .dessin les différents lieux 

d'après leur longitude et leur latitude ; on forme ainsi les cartes 
géographiques, dont il y a i in grand nombre d'espèces. 

Les marins font un grand usage d'une sorte de cartes que l'on 

nomme cartes réduites, et qui sont fondées sur un système de 

projection peu différent de celle de Cassini. Dans ces cartes, ima

ginées par Mercator, les méridiens sont aussi représentés par des 

lignes droites parallèles entre el les, et les parallèles le sont par 

d'autres lignes droites perpendiculaires aux précédentes. Mais, 

comme la convergence des méridiens, en approchant des pôles, 
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se trouve ainsi négligée, il en résulte que l'image des divers pays 

est dilatée de l'est à l'ouest, et d'autant plus que ces pays s'éloi

gnent davantage de Véquateur, ou en général du parallèle que l'on 

a choisi pour le milieu de la carte. Pour corriger cet inconvénient, 

Blercator imagina de dilater aussi les degrés de latitude dans la 

même proportion. De cette manière, les rapports de configura

tion et d'étendue se trouvent conservés 'pour les parties de la 

carte qui sont situées à peu près sur 'le même parallèle, quoique 

ces rapports soient altérés quand on compare des parallèles 

différents. Biais là première condition suffit aux navigateurs qui 

n'emploient les cartes réduites que comme des instruments desti

nés à résoudre graphiquement les principales opérations du pilo

tage. 

On a encore imaginé d'autres espèces de cartes fondées sur des 

systèmes de projection différents. Biais la terre étant une surface 

arrondie, on sent que les projections par développement ne sau

raient être rigoureuses, et qu'elles ne peuvent représenter avec 

exactitude que des espaces assez petits pour que la courbure de la 

terre y soit insensible. Cet inconvénient a fait imaginer les pro
jections perspectives, qui ne sont, en effet, que des dessins en per

spective de la surface terrestre et des diverses régions qui la cou

vrent. Les cartes construites de cette manière diffèrent les unes des 

autres, selon la position du point de vue où l'on suppose l'obser

vateur, et du tableau sur lequel on suppose la perspective proje

tée. Par exemple , si le tableau est un plan mené par le centre de 

la sphère, et si l'on place le point de vue sur la surface même de 

cette sphère à l'extrémité du rayon perpendiculaire au plan du 

tableau, l'hémisphère concave opposé, mis en perspective, for-, 

mera l'espèce de carte que l'on nomme mappemonde. I l est facile 

de démontrer que , dans ce système de construction, tous les cer

cles tracés sur le globe ont pour perspective d'autres cercles, ce 

qui rend le tracé des mappemondes très-facile. Biais si, en général, 

le tracé des cartes est utile pour figurer et rappeler à la mémoire 

la forme des régions et la position relative des lieux qu'elles com

prennent, ce sont les observations asironomiques seules qui peu

vent fixer ces éléments avec précision.' 
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(*) Pour avoir plus de détails sur la construction dos cartes géographiques, 
on peut consulter un mémoire de M. Lacroix, dans le 1 e r volume du Mémo
rial iopographique, publié par le'Dépôt de la Guerre. Quant à la théorie ma
thématique, voyez les recherches insérées sur cet objet, par Lagrangc, dans 
les Mémoires de Berlin. 

En jetant les yeux sur des cartes géographiques construites chez 

les diverses nations, on voit que chacune d'elles compte ses longi

tudes à partir d'un méridien différent. Certainement, si l'utilité 

réglait les usages, celui-ci n'aurait pas dû s'introduire; car rien 

n'est plus incommode et plus superflu que de rendre ainsi variable 

et arbitraire un élément qui devrait être commun à tous les peu

ples civilisés. Mais l'amour-propre, qui existe pour les nations 

comme pour les individus , s'est opposé jusqu'ici à ce que l'on soit 

généralement d'accord sur ce point. Pendant longtemps on s'était 

assez accordé à prendre pour premier méridien celui de l'île de 

Fer, la plus occidentale des Canaries. Mais cet usage a perdu de 

sa généralité. Maintenant chaque peuple compte ses longitudes à 

partir du méridien qui passe par le principal observatoire de sa 

nation. Les Anglais comptent de Greenwich, les Français de 

Paris. On a proposé de prendre pour premier méridien celui cjui 

passe par le sommet du Mont-Blanc. Ce point, le plus élevé de 

l 'Europe, est en effet très-remarquable, e t , sous ce rapport, il 

appartient également à tous les peuples qui habitent cette belle 

partie de la terre. Mais si l'on craignait encore en cela jusqu'à 

l'apparence de l'individualité, on pourrait prendre pour premier 

méridien celui de la petite île de Formentera, située à l'extré

mité de la méridienne, et liée par cette opération aux deux prin

cipaux observatoires de l'Europe , celui de Paris et de Londres. 

L e choix de cette petite île presque déserte, et qui n'est qu'un 

rocher isolé, n'aurait rien qui pût blesser l'amour-propre natio

nal d'aucun peuple (*). 
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C H A P I T R E XX. 
Examen des conséquences physiques qui résultent de 

l'unis> ers alité du mouvement diurne. Il ne s'ensuit 
pas nécessairement que -ce mouvement doive être 
attribué aux astres plutôt qu'à la terre. 

278. Lorsqu'on a établi un fait physique sur des preuves in 

contestables, il faut en examiner soigneusement les conséquences, 

et distinguer celles qui sont nécessaires de celles qui sont seule

ment possibles. Déjà, dans le chapitre IV du tome I e r , nous avons 

appliqué ce mode de discussion aux premiers résultats que nous 

avait offerts le simple aspect du ciel. L'exactitude presque mathé

matique avec laquelle nous avons maintenant déterminé les lois 

du mouvement diurne nous permet de donner une forme incom

parablement plus décidée, et plus précise, aux notions qui nous 

avaient alors été suggérées comme de simples doutes, o u , tout au 

plus, comme des apparences de probabilité qu'il fallait suivre. 

Pour raisonner, avec quelque certitude sur les mouvements cé

lestes , d'après les apparences que nous observons , il fallait con

naître à peu près notre position dans l'univers et les dimensions 

relatives de la terre que nous habitons. Nous voyons maintenant, 

de la manière la plus évidente, que cette terre, qui nous paraît si 

vaste, n'est dans l'espace que comme un globule à peu près sphé-

rique. 

Nous avons découvert ensuite, par les observations combinées 

des hauteurs et des passages, que tout le système des astres semble 

tourner circulairement et uniformément autour d'un axe qui passe 

par l'intérieur delà terre, suivant une direction que nous avons 

déterminée. Ce mouvement s'exécute sans aucun trouble; les 

distances angulaires des étoiles restent invariablement, ou pres

que invariablement les mômes. Quelques astres seulement, qui 

sont le soleil, la lune, les planètes et les comètes, font exception 

à cette dernière loi : leurs distances respectives var i ent , ' e t leurs 

diamètres apparents éprouvent des changements considérables , 
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(*) Les observations apprennent que les planètes sont des corps arrondis 
comme la terre, et comme elle, à fort peu p'rès sphériques. Si, par l'œil de 
l'observateur et parle centre de l'astre, on mène un plan, ce plan coupera 
la surface de l'astre, suivant «ne courbe rentrante ADBD' , jtg. Go; et si du 
point O , où ost situé l'observateur, on mène à la courbe A D B D ' deux tan
gentes qui figureront deux rayons visuels menés aux points opposés du disque, 
l'angle D O D ' sera le diamètre apparent de Vasire. 

Si la planète est une sphère, ou si elle forme une surface de révolution 
autour de l'axe A O , l'angle visuel D O D ' sera le môme dans quelque sens 
qu'on l'observe, et tous les diamètres apparents observés sur divers diamè
tres du disque seront égaux entre eux. Au contraire, si ces diamètres sont 
inégaux, on sera sur que la ligne de tangence du c6ne formé par les rayons 
visuels n'est point circulaire, ce qui indiquera un aplatissement. Si l'on sup
pose la section ADBD ' circulaire, le rayon visuel OD sera perpendiculaire à 
l'extrémité du rayon CD. Soit celui-ci = R , la distance CO = D , l'angle vi
suel DOC , ou le demi-diamètre apparent = a , le triangle COD, rectangle 
e n D , donnera évidemment 

R 

S i n GC — jy 
Les dimensions de l'astre étant invariables, R est'constant, et les sinusde deux 
diamètres apparents d7un même astre sont réciproques à sa distance ; par con
séquent, l'angle visuel diminue quand l'astre s'éloigne, et augmente quand 
fl s'approche. 
. Si l'objet est petit ou fort éloigné, en.sorlc que l'angte visuel « soit un 
très-petit angle, sin u sera aussi une quantité très-petite, et on pourra, 

qu i , grossis par le télescope, et mesurés par le micromètre, de

viennent sensibles, même après de courts intervalles de temps. A 

cela près, ces astres sont assujettis, comme tous les autres, aux 

lois générales du mouvement diurne. 

279. Voilà les faits tels que les observations les établissent : il 

s'agit d'en déduire les conséquences. D'abord le grossissement du 

disque par le télescope indique que la lune, le soleil, les pla

nètes et les eoinètes sont incomparablement plus près de nous que 

les étoiles. De plus, les variations de leurs diamètres apparents 

prouvent que ces astres ne sont pas toujours à la même distance 

de la terre ; car c'est une règle d'optique qu'un même objet de 

dimension constante paraît plus grand lorsqu'il est.vu de plus près, 

•et plus petit quand il est vu de plus loin (*). I l est vrai qu'on pour

rait expliquer ces variations par des changements réels de forme 
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que ces astres éprouveraient. Mais, comme les observations prou

vent qu'ils sont opaques, et par conséquent solides, cette expl i

cation n'aurait pas la moindre vraisemblance, et il est inutile de 

nous y arrêter. Au contraire, pour les étoiles, non-seulement les 

diamètres apparents sont insensibles, mais leurs distances angu

laires sont invariables, ou presque invariables, même après de 

longs intervalles de temps. Aucun point de la sphère des fixes ne 

s'approche donc ou ne s'éloigne de nous, dans cet intervalle, d'une 

quantité sensible. Ces différences nous conduisent à regarder le 

soleil, la lune, les planètes, les comètes et la terre, comme une 

sorte dégroupe particulier parmi les autres corps célestes : c'est ce 

que l'on nomme notre système planétaire. 

280. Mais ce repos des étoiles pourrait bien n'être qu'une ap

parence ; car, à cause de leur immense éloignement, il faut qu'elles 

parcourent de très-grands intervalles avant que nous puissions 

nous apercevoir qu'elles ont changé de place. C'est donc au temps 

à nous éclairer 'Sur cet objet. Malheureusement les observations 

anciennes ne sont pas assez précises pour que nous puissions en 

faire usage. Mais déjà, par la discussion des observations mo

dernes , quelques astronomes ont essayé de prouver que les dis

tances angulaires de plusieurs étoiles ont augmenté sensiblement, 

dans une certaine partie du ciel située vers la constellation d'Her

cule, et ont diminué dans la partie opposée. Il est donc probable 

que les premières sont maintenant plus près de nous , et les autres 

plus loin. Cet écartement n'est encore sensible que dans un petit' 

nombre d'étoiles ; mais on peut penser que si les autres paraissent 

immobiles, c'est parce qu'elles sont plu* éloignées;.car ces mou

vements, s'ils existent, doivent se manifester d'abord dans les 

étoiles qui sont les moins éloignées de nous (*). 

sans erreur sensible, le supposer proportionnel à l'anjjlo « , d'où résulte ce 
théorème d'optique : 

Les angles visuels sous lesquels on aperçoit un mente objet très-éloignésont 
réciproques à sa distance ; 

Ou , coqui revient au môme, les distances d'un même ohjet vu sous depelits 
angles sont réciproques à ses diamètres apparents. 

(*) Voyez, à la tîn de l'ouvrage, fa Note relative au mouvement du système 
planétaire. 
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201. Ces phénomènes prouvent incontestablement que la dis

tance de la terre aux divers corps célestes ne reste pas toujours la 

même ; mais ils ne nous apprennent pas si le soleil,. les planètes et 

les étoiles sont réellement en mouvement, la terre étant immobile , 

ou si la terre en mouvement s'approche et s'éloigne de ces astres, 

Quelque singulière que cette question paraisse, il n'y a rien-dans 

les. observations qui puisse la décider. Lorsque le soleil nous 

semble s'approcher de la terre, un observateur placé dans le 

soleil.devrait, comme nous, se juger en repos et croire que la 

terre s'approche de lui. Il en est de même du mouvement diurne 

des astres : nous ne pouvons pas en conclure qu'ils tournent réel

lement, car les apparences seraient absolument les mômes si 

c'était la terre qui tournât. Entraînés avec les corps qui nous en

vironnent, avec les mers et l'atmosphère , nous, nous croirions im

mobiles, et lorsque la terre, par sa rotation , nous présenterait suc

cessivement aux divers points du ciel, nous imaginerions que c'est 

le ciel qui tourne réellement autour de nous. 

282. On a des exemples fréquents de ces illusions. Souvent 

nous attribuons notre propre mouvement aux objets extérieurs. 

Un voyageur, tranquille au fond d'une voiture qui l'emporte avec 

rapidité, voit les arbres qui bordent la route courir vers lui à 

droite et à gauche ; une autre personne placée dans la môme voi

ture, mais emportée en arrière, croit les voir s'enfuir. Les yeux 

s'habituent tellement à cette illusion, qu'elle ne cesse pas aussitôt 

que la voiture s'arrête, ou plutôt elle en produit une contraire; 

car alors, en voyant les objets immobiles, on se croit pendant 

quelques instants transporté dans le sens opposé. Dans d'autres 

cas, nous faisons abstraction du mouvement réel des corps. Un 

cavalier qui court.à toute bride lance, des boules au-dessus de sa 

tête ,· et les retient dans sa main : elles lui semblent tomber vertica

lement; cependant cela ne saurait être , puisqu'il a changé de place 

pendant leur chute. Elles décrivent réellement des courbes très-

composées, et c'est ainsi que les voit un spectateur immobile. 

Enfin, il y a des circonstances où le mouvement nous semble du 

repos, et le repos du mouvement. Regardez le ciel le soir lorsqu'il 

est en partie couvert de nuages que le vent pousse avec rapidité ; 
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si la lune ou quelque étoile paraît entre eux , elle semble se m o u 

voir rapidement en sens contraire : il est très-difficile et comme 

impossible de résister'à cette illusion. 

285. En général, plusieurs causes contribuent à nous faire mal 

juger des mouvements qui se font hors de nous. D 'abord, nous, 

croyons nos yeux en repos, lorsque le mouvement qui nous em

porte n'est pas un effet actuel de notre volonté, ou un résultat 

immédiat de l'action de nos organes. L'illusion est d'autant plus 

forte que le mouvement est plus rapide ; surtout, si nous ne 

sommes avertis par aucune secousse, comme il arrive dans une 

voiture qui roule sur la terre. Secondement, nous sommes portés , 

par l'habitude, à faire abstraction 'des mouvements auxquels nous 

participons , parce qu'ils ne nous empêchent pas de saisir,, comme 

à l'ordinaire, les objets qui se déplacent avec nous : c'est le cas du 

cavalier. Enfin, parmi les objets éloignés, ce sont toujours les 

plus petits que nous croyons en mouvement. Ceux qui nous sem

blent plus grands ou plus difficiles à mouvoir, nous les jugeons 

immobiles. Ainsi, la lune et les étoiles nous paraissant très-petites, 

par rapport à de vastes amas de nuages qui embrassent l 'horizon, 

ces astres nous semblent en mouvement au milieu d'eux. Nous 

sommes encore trompés en cela par l 'habitude, qui nous montre 

les petits objets, comme les oiseaux,, en mouvement parmi les 

grands corps, tels que les arbres et les montagnes. 

Mais ces faux jugements se redressent avec facilité lorsqu'on a 

une idée exacte du mouvement; et s'il n'est pas toujours possible 

de se défendre des illusions qui les occasionnent, on peut du moins 

toujours en reconnaître l'erreur et en prévenir les conséquences. 

2tt4. Le mouvement n'a d'effet sensible que relativement aux 

choses qui en sont privées; mais, pour celles qui y participent 

également, il.n'est rien et ne produit «aucun effet. Voilà le prin

cipe général dont il faut bien se pénétrer. Ainsi des marchandises 

embarquées dans un navire, et parties pour un grand v o y a g e , 

sont réellement en mouvement pendant toute 1A traversée, en tant 

qu'elles passent par plusieurs lieux, dont la position ne change point 

avec le navire, et qui ne se meuvent pas avec lui. Mais si l 'on con

sidère les balles et les caisses dont le navire est chargé, par rapport 
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au navire lui-même, ce mouvement de transport est comme s'il 

n'existait pas. I l n'altère point les positions respectives de ces 

objets, parce que tous y participent, et y participent également. 

Mais si une des caisses se déplace par rapport aux autres, ne fût-ce 

que d'un millimètre, ce millimètre sera, relativement à elles et au 

navire, un mouvement plus grand que tout le voyage fait en

semble. 

283. Concluons de là que quelque mouvement qu'ait réellement 

la terre, si tous les objets placés à sa surface y participent, si l'at

mosphère le partage, et si nous le partageons nous-mêmes, nous 

ne pourrons nullement le sentir, et il sera pour nous comme s'il 

n'existait pas. Mais d'un autre côté, il est également nécessaire que 

ce mouvement paraisse général et commun à tous les objets visi

bles qui , étant hors de la terre, et de l'atmosphère qui marche 

avec elle, sont étrangers à son mouvement. Ainsi, la véritable mé

thode par laquelle nous pourrons découvrir si l'on peut attribuer 

un mouvement à la terre, et quel mouvement on peut lui attribuer, 

c'est de considérer et d'observer s i , dans les corps séparés de la 

terre et de l'atmosphère, comme le sont les astres, on découvre un 

mouvement commun qui convienne également à tous. Car, par 

exemple, un mouvement qui s'observerait seulement pour la lune, 

et qui n'aurait lieu ni pour les planètes, ni pour les étoiles, ne 

pourrait être attribué qu'à la lune et non pas à la terre. Il n'y a 

rien de plus général à cet égard que le mouvement diurne qui en

traîne en même temps tous les astres d'orient en occident. Ainsi, 

d'après les seules apparences, ce mouvement peut, avec autant de 

raison, être attribué à la terre seule, en sens contraire, qu'au reste 

du monde, la terre exceptée. 

On en peut dire autant des autres mouvements très-petits, mais 

pourtant généraux, dont nous avons reconnu ou annoncé l'exis

tence. Ces mouvements pourraient bien ne pas se faire réellement 

dans les étoiles, car les apparences seraient absolument les mêmes 

si l'équateur de la terre et l'axe qui lui est perpendiculaire, restant 

fixes sur sa surface, se déplaçaient peu à peu dans le ciel. La hau

teur du pôle sur l'horizon de chaque lieu serait toujours la même; 

tous les objets terrestres conserveraient leurs positions respectives, 

T . I I I .
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386 ASTRONOMIE 

et nous nous croirions encore immobiles au milieu d'eux. Les astres 
nous paraîtraient donc faire, dans les d e u x , tous les mouvements 
que la terre ferait en sens contraire. Les seules apparences n'of
frent absolument rien par quoi l'on puisse décider laquelle de ces 
deux hypothèses est la véritable. 

Dans notre incertitude, il ne nous reste qu'un parti à suivre , 
c'est d'étudier avec soin les apparences des mouvements célestes , 
et de voir laquelle des deux hypothèses les explique avec plus de 
simplicité. 
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PUYSÏQUK. 38 7 

CHAPITRE XXI. 
Conséquences physiques de l'aplatissement de la iene. 

Longueur du pendule à secondes sur les différents 
parallèles. 

286. Quoique l'aplatissement de la terre soit une quantité très-
petite , sa connaissance est extrêmement importante, à cause des 
conséquences qu'elle entraîne. 

Et d'abord, on voit que la pesanteur, toujours perpendiculaire 
à la surface et dirigée suivant la verticale, ne tend plus au centre 
de la terre. Ses directions s'en écartent d'une quantité très-petite, 
du même ordre que l'aplatissement. I l y a donc une liaison, un 
rapport nécessaire, entre la forme de la terre et la pesanteur. En 
suivant cette liaison, nous parviendrons peut-être à découvrir 
d'où vient cet aplatissement lui-même, et à quelle cause probable 
on peut l'attribuer. 

287. En considérant la pesanteur d'une manière générale, nous 
voyons qu'elle agit sur tous les corps terrestres comme par une 
sorte à'attraction qui les sollicité vers la terre et tend à les y pré
cipiter. Cette force subsiste au sommet des montagnes et dans les 
cavités les plus profondes. On peut donc considérer la terre entière 
comme composée d'une infinité de particules matérielles réunies 
et concentrées par la pesanteur. 

Si ces particules n'ont pas toujours formé une masse solide, si 
elles se sont trouvées autrefois dans un état de mollesse qui don
nait plus de liberté à leurs mouvements, elles ont dû s'arranger 
d'elles-mêmes, comme l'exigeait la nature des forces dont elles 
étaient animées ; et en les supposant sollicitées par la seule pesan
teur, elles devaient se réunir en une masse spliérique, comme font 
les gouttes d'eau et de mercure. Or, un grand nombre de faits 
d'histoire naturelle attestent que cet état a réellement existé, et que 
la terre a été primitivement fluide. Mais, puisqu'elle n'a pas pris 
la forme spliérique, il faut en conclure que quelque autre cause 
agissait aussi sur ses particules, et contribuait à leur arrangement, 

•>.5. 
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Cela devient facile à expliquer, si nous supposons que la terre 

tourne journellement sur elle-même; car alors celte cause, qui a 

renflé l'équateur et aplati les pôles, est sans doute la force centri
fuge due au mouvement de rotation. 

On conçoit en effet que, si la terre tourne, ses diverses parties 

font effort pour s'éloigner de l'axe de rotation. C'est ainsi qu'une 

pierre tournée rapidement dans une fronde, tend la corde qui la 

retient, et la rompt si elle est trop faible. Cette force centrifuge s'ac

croît avec la vitesse ; elle est la plus grande possible pour les points 

de l'équateur, qui décrivent le plus grand cercle. Elle est nulle aux 

pôles qui sont immobiles, et elle décroît, par des degrés insensi

bles , d'une de ces limites à l'autre. La terre, par l'action de cette 

force, devait donc s'aplatir aux pôles et se gonfler à l'équateur. 

Considérons deux colonnes fluides communiquant entre elles, et 

dont l'une soit dirigée suivant l'axe qui passe par les pôles, l'autre 

dans le plan de l'équateur, ces colonnes s'étendant du centre à la 

surface de la terre. Les particules matérielles qui se trouvent dans 

[a colonne de l'équateur sont favorisées par la force centrifuge , 

qui tend à les éloigner de l'axe de rotation, et leur pesanteur en est 

un peu diminuée. La colonne des pôles , au contraire, n'a aucune 

force centrifuge ; elle obéit entièrement à la pesanteur qui l'attire 

vers le centre de la masse. Elle a donc réellement plus de poids que 

l'autre, et il ne peut y avoir d'équilibre entre elles, à moins que la 

colonne de l'équateur ne s'allonge aux dépens de celle des pôles, de 

sorte que la diminution de la pesanteur se trouve compensée par 

l'accroissement de la masse. Le même effet doit se produire dans 

toutes les colonnes parallèles à l'équateur, mais il devient de plus 

en plus faible à mesure que leur force centrifuge est moindre; et 

ces allongements gradués produisent sur le sphéroïde un renfle

ment général qui diminue insensiblement de l'équateur aux pôles.-

Ainsi , en supposant que la terre tourne , son aplatissement se

rait une conséquence nécessaire de sa rotation , e t , par conséquent, 

puisque cet aplatissement existe, il indique cette rotation avec 

beaucoup de vraisemblance. 

280. L'analogie la plus frappante vient encore confirmer ces 

soupçons. Parmi les planètes, il en est plusieurs dpnt le disque 
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ovale offre des signes non équivoques d'un aplatissement; tels 

sont , par exemple, Jupiter et Saturne. En les observant avec soin, 

on a découvert, à la surface de leur disque, des taches dont le 

déplacement régulier et le retour périodique décèlent le mouve

ment de rotation de la planète autour de son plus petit diamètre. 

Pourquoi la terre, semblable à ces planètes par sa rondeur et par 

son aplatissement, n'aurait-elle pas aussi comme elles un mouve

ment de rotation autour de son petit axe ? Loin que ce phénomène 

doive nous paraître extraordinaire, il serait au contraire fort 

étonnant qu'il n'eût pas lieu. 

289. En suivant cette induction, elle nous mène à une autre 

conséquence non moins importante. Si la terre était sphérique et 

homogène , l'attraction exercée par sa masse sur les divers points 

de sa surface, ou , ce qui revient au même, la pesanteur qui sol

licite les corps vers son centre serait la même partout. Mais la 

forme elliptique détruit celte égalité, et l'attraction doit augmen

ter en allant de l'équateur au pô l e , proportionnellement au carré 

du sinus de la latitude; ce que l'on prouve par des calculs que 

nous ne saurions rapporter ici. Maintenant, si la terre tourne au

tour de son petit axe , une autre cause se combiné avec la précé

dente. L'action de la force centrifuge tend à diminuer le résultat 

de l'attraction ; mais cette diminution varie aussi de l'équateur au 

pô l e , parce qu'en s'approchant du pô le , la force centrifuge, tou

jours perpendiculaire à l'axe de rotation , devient de plus en plus 

oblique sur le rayon terrestre, et par conséquent sur la direction 

de la pesanteur. Il est même facile de prouver, par les principes 

de la mécanique, que cette diminution est aussi proportionnelle au 

carré du sinus de la latitude, comme celle de l'attraction. Ainsi, 

par l'effet de ces deux causes, la pesanteur absolue que nous ob 

servons, c'est-à-dire l'excès de l'attraction sur la force centrifuge 

décomposée suivant le rayon terrestre, doit varier de l'équateur 

au pôle suivant la même loi. Par une conséquence nécessaire, en 

allant de l'équateur vers les pôles , la chute des corps doit s'accé

lérer proportionnellement au carré du sinus de la latitude, et le 

même corps doit devenir plus pesant suivant ce rapport. 

Les oscillations du pendule offrent unjnoycn simple de vérifier 
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LATITUDES. 
LONGUEURS 
du pcndulo. 

K 
0.00 °,99Gf>9 

20,00 0,99745 

48,44 0,9995° 
54 , 26 1,00000 

74 .2a 1 ,ooi37 

On voit, par ces résultats, qu'en s'éloignant de l 'équateur, 011 

est obligé de donner plus de longueur au pendule pour avoir des 

oscillations de même durée. Il s'ensuit nécessairement que la p e 

santeur augmente quand on s'avance dans cette direction ; car, 

puisqu'on allonge le pendule, si elle restait la même, les oscilla-

ce fait. Si la chute des corps s'accélère, les oscillations doivent se 

faire plus rapidement, et l 'on peut calculer, d'après leur vitesse , 

l'accroissement de la pesanteur. Car on démontre, en mécanique, 

que les longueurs des pendules synchrones sont proportionnelles 

aux intensités de cette force. Or, en transportant un même pen 

dule en différents lieux de la terre, on a trouvé qu'en effet il va 

plus vite à mesure que l'on s'éloigne de l'équateur; et la loi de cette 

accélération, que l'on a déterminée avec beaucoup d'exactitude , 

est, en effet, très-approximativement proportionnelle au carré du 

sinus de la latitude, comme l'exigerait la rotation du globe ter

restre. J'ai rapporté, à la fin du tome I I , l'ensemble des expériences 

qui établissent ce résultat comme vérité générale , en décelant les 

variations locales d'un ordre incomparablement moindre auxquelles 

il est sujet. 

En négligeant ces variations, ou les faisant disparaître par leurs 

compensations mutuelles, dans un grand nombre de mesures prises 

sur les mêmes parallèles et sur des parallèles divers, on obtient le 

tableau suivant, qui exprime la loi moyenne de variation du pen

dule simple à secondes sous les diverses latitudes terrestres. L a 

longueur de ce pendule à l'Observatoire de Paris est prise pour 

unité. 
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PHYSIQUE . 

tions se ralentiraient. De plus, les variations de ces longueurs sont 
très-bien représentées par un accroissement proportionnel au 
carré du sinus de la latitude, comme on peut aisément le vérifier 
sur les nombres rapportés dans le tableau précédent. L'augmen
tation de la pesanteur, en allant de l'équateur au pôle, est donc 
un nouvel indice de la rotation de la terre. De plus, on prouve 
par le calcul, que les longueurs du pendule à secondes , en diffé
rents l ieux, sont proportionnelles aux pesanteurs qui l'animent. 
D'après cela, les rapports exprimés dans le tableau ci-dessus 
doivent représenter aussi les poids successifs d'une même masse 
que l'on transporterait successivement à des latitudes diverses. 

290. Nous ne donnons ici que les rapports des longueurs abso
lues du pendule à différentes latitudes. Pour connaître leurs va
leurs absolues , il faudrait donner celle d'une des mesures précé
dentes, par exemple, celle du pendule à Paris. Mais, auparavant, 
il faut décider de quelle division du temps on veut faire usage, 
puisque la longueur du pendule à secondes sera nécessairement 
différente suivant l'espèce de seconde que l'on emploiera. Pour 
nous qu i , jusqu'à présent, ne connaissons de mesure du temps 
que celle qui est donnée par les étoiles, nous n'avons besoin de 
connaître que le pendule sidéral, c'est-à-dire celui qui ferait une 
oscillation pendant une seconde sexagésimale ou décimale de 
temps sidéral; or, des expériences très-exactes, faites à l'Obser
vatoire de Paris, et vérifiées avec beaucoup de soin, ont donné (*) : 

Longueur du pendule sidéral, à secondes sexa

gésimales om,t)8S4327 

Longueur du pendule sidéral, à secondes déci
males o m , 7 3 7 8 6 I I 

Avec ces valeurs absolues et les rapports des longueurs, que 
nous avons donnés dans le tableau précédent, on aura tout de suite 
les longueurs du pendule sidéral pour les latitudes indiquées dans 
ce tableau. Et on les obtiendrait également pour un autre paral-

(*) Relativement an détail de ces expériences, voyez la dissertation placée 
à la fin du tome I I , pages 432 et suivantes. 
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(*) En général, soient L la latitude, X la longueur absolue du pendule 

lèle quelconque en les calculant d'après la loi de variation que 
nous avons reconnu exister entre elles, c'est-à-dire proport ion
nellement au carré du sinus de la latitude. Enfin , si l 'on voulait 
les obtenir pour telle autre division du temps que l 'on vou
drait imaginer, on les trouverait facilement d'après la règle sui
vante. Les longueurs des pendules simples sont entre elles comme 
les carrés des temps qui expriment les durées de leurs oscillations. 
Il faut toutefois se rappeler que l'application des longueurs ab 
solues aux divers parallèles terrestres ne sera exacte que dans 
son ensemble, les localités y apportant de petites différences acci
dentelles , qui sont sensibles dans des observations précises. 

Les astronomes sont dans l'usage de régler tous leurs calculs 
sur une période de temps déduite de la marche du solei l , et que 
l'on nomme le jour moyen. Nous verrons plus loin comment on 
détermine la durée de cette pér iode, et par quelles conditions 
elle est donnée. Mais nous pouvons, dès à présent, la définir avec 
exactitude, en disant que le jour moyen est plus long que le j our 
sidéral de 2 3 5 secondes sexagésimales moyennes et - ^ j , en sorte 
que 864oo secondes sidérales sexagésimales égalent, en durée, 
86164" ,og sexagésimales moyennes. D'après cela , si le jour moyen 
est représenté par 86400" sexagésimales moyennes, le jour sidéral 
le sera par86i64",og. Ainsi , en multipliant la longueur du pendule 

sidéral sexagésimal ou o m , 9 8 8 4 3 2 7 par (^Q(f^Q^°Q^j ' r a P P o r t 

du carré des temps, on aura la longueur du pendule à secondes 
moyennes sexagésimales pour Par is , laquelle sera o m , 9 9 3 8 5 2 6 , 
ou en mesures anciennes 3vdsSi,5']i, ou en lignes 44o>5'7i. 

Si l'on voulait la longueur du pendule à secondes décimales 
moyennes, on l'obtiendrait par un calcul tout semblable, en mul
tipliant la longueur du pendule sidéral décimal, ou o m , 7 3 7 8 6 i 1 , 

/ 864oo V , , ,. 
par ^gQjg^ 0 J ' c est-a-chre par le carre du rapport du jour 

moyen au jour sidéral; on aura ainsi o m , 7 4 i g o 7 0 pour la lon
gueur du pendule moyen décimal à Paris (*). 
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décimal, qui ferait IOOOOQ oscillations dans un jour moyen , on aura la va
leur de A en parties du mètre, par cette formule conclue d'un très-grand 
nombre d'observations, 

X = 0,7395^6 -Ho ,oo4no.sin'L. 

Le premier terme est la longueur du pendule à l'équateur. Si l'on substi -

tue, au lieu de s i n ' L , sa valeur la formule deviendra 

X = 0,74 r8326 — o,oo2o55.cos sL ; 

et le premier terme sera la longueur du pendule moyeu décimal à la lati
tude de 5o grades: 

Les valeurs précédentes sont relatives au niveau de la mer. 

A mesure que l'on s'élève au-dessus de cette surface, il faut rac

courcir le pendule pour qu'il fasse le même nombre d'oscillations 

dans le même temps. Bouguer a fait sur cet objet, au Pérou, un 

grand nombre d'expériences. En prenant pour unité la longueur 

du pendule à secondes à l'équateur, et au niveau de la mer , il a 

trouvé qu'à Quito, à la hauteur de 285 1 ; mètres, cette longueur 

était 0,999249, c'est-à-dire moindre de près de , , ' „ , . Sur le 

Pichincha, à 4 744 mètres de hauteur, cette longueur était encore 

moindre; elle se trouvait réduite à 0,998816. La pesanteur, ton-

jours proportionnelle à la longueur du pendule, se trouvait donc 

aussi réduite dans le même rapport. Ainsi la pesanteur diminue à 

mesure que l'on s'éloigne de la surface de la terre, et si l'on en 

juge par ces différences . déjà sensibles à une distance si petite, il 

est bien probable que la même force s'étendrait ainsi indéfiniment, 

en s'affaiblissant dans l'espace. 

2 9 i . On est parvenu, par la théorie, à découvrir les rapports 

qui existent entre l'aplatissement de la terre et les variations de 

la longueur du pendule, dégagées de leurs accidents locaux. La 

valeur de l'aplatissement, ainsi calculée par l'ensemble des obser

vations , s'est trouvée égale à y j - j , c'est-à-dire très-peu différente 

de celle qui résulte de la mesure des degrés. Et comme, d'après la 

même théorie, l'allongement du pendule de l'équateur au pôle 

doit être à fort peu près proportionnel au carré du sinus de la 
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latitude, on voit que cet allongement suit encore la même loi que 
l'accroissement des degrés. 

292. La longueur du pendule à secondes étant exprimée en 
parties du mètre, la connaissance de ce résultat suffirait pour r e 
trouver le MÈTRE, base de toutes nos mesures, si tous les étalons 
qui fixent sa valeur exacte venaient à se perdre dans la suite des 
temps. En effet, si l'on se rappelait seulement que la longueur du 
pendule sidéral à secondes sexagésimales est à Paris de o m , 9 8 8 4 3 2 7 , 
en observant exactement cette longueur par l 'expérience, et la 
divisant par 0 ,9884327, le MÈTRE serait aussitôt retrouvé. Toute 
autre longueur du pendule, sexagésimal ou décimal, sidéral ou 
moyen, observée dans une latitude connue, servirait également. 
Voilà l'avantage que l'on a eu en prenant pour base du système 
métrique des données fixées par la nature. C'est un avantage que 
n'avaient point les mesures arbitraires, dont les anciens se sont 
servis faute d'en savoir déterminer de plus exactes. Aussi, les 
étalons de ces mesures s'élant perdus par l'effet des révolutions 
des peuples , leur valeur s'est perdue également pour toujours, 
et les évaluations auxquelles elles ont servi de base ne peuvent 
plus servir que de sujet aux recherches et aux conjectures des 
érudits. 

293. La rotation de la terre devient encore sensible dans un 
autre phénomène très-remarquable ; c'est la déviation des corps 
qui tombent d'une grande hauteur. Pour concevoir ce phénomène, 
imaginons un corps pesant, placé à une grande distance de la sur
face terrestre, par exemple au sommet d'une haute tour. Si la 
terre est immobile, le corps tombera au pied de la tour, suivant la 
verticale; mais si la terre tourne sur elle-même, le corps qui participe 
à cemouvement, aura, à l'instant de départ, une vitesse de rotation 
plus grande que le bas de la tour, parce qu'il est plus éloigné de 
l'axe. Ainsi, lorsqu'il tombera avec le mouvement composé de 
cette vitesse horizontale et de la pesanteur, il devra devancer un 
peu la verticale dans le sens du mouvement de la terre ; et par 
conséquent, après sa chute , il sera un peu écarté de la tour vers 
l 'orient; c'est ce que l'expérience confirme. 

On a calculé , d'après les lois de la mécanique , l'étendue de cet 
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écart pour diverses hauteurs, et la théorie s'est trouvée parfaite

ment conforme aux résultats observés. 

294. Lorsque Copernic, renouvelant les idées des anciens phi

losophes, présenta le système du mouvement de la terre, on lui 

objecta que les corps, dans leur chute, ne participant plus à ce 

mouvement, devraient rester en arrière, et s'écarter vers l'occident 

de la verticale. Mais quand les lois du mouvement furent mieux 

connues, on sut que les corps doivent conserver, dans leur chute, 

la vitesse horizontale résultante de la rotation de la terre, à laquelle 

ils participaient d'abord. On conclut de là que les corps devaient 

tomber précisément au pied de là verticale. Enfin, lorsque les 

principes de la mécanique ont été encore plus approfondis, on a 

reconnu de nouveau qu'il devait y avoir une petite déviation, 

mais opposée à celle que l'on imaginait d'abord, et dirigée vers 

l'est. C'est ainsi que souvent les connaissances se perfectionnent et 

se rectifient en passant par des erreurs. 

I l n'est pas temps encore de faire ressortir toute la force des 

indices que nous venons de recueillir sur la rotation de la terre. 

Les phénomènes, en se multipliant, nous amèneront de nouvelles 

preuves qui établiront enfin la réalité de ce mouvement d'une ma

nière incontestable. Mais nous devons, dès à présent, conclure 

que , s'il n'est pas encore décidément prouvé par ces phénomènes, 

il en devient du moins extrêmement probable. 
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CHAPITRE XXII. 

Des parallaxes. 

295. Les méthodes d'observation que nous avons jusqu'à présent 

établies, ont eu spécialement pour objet les étoiles fixes, et elles 

sont toutes fondées sur la considération de leur distance j>resque 

infinie, qui permet de supposer que les rayons visuels, menés des 

différents points de la terre à une même étoile, sont tout à fait pa

rallèles. Ce principe ne peut plus être employé pour les corps qui 

composent notre système planétaire, parce qu'ils sont beaucoup 

plus rapprochés de nous, et le point de la terre d'où on les observe 

n'est plus si fort indifférent. Ainsi, pour compléter ces méthodes, 

il faut étudier plus particulièrement les effets de ces différences 

d'aspect, et trouver le moyen d'en corriger l'influence. 

29G. Lorsque différents observateurs répartis sur la surface de la 

terre observent un même astre, ils ne le rapportent pas au même 

point du ciel; car soient L cet astre, fig. 6 1 , C le centre de la 

terre, 0 , O' les positions des deux observateurs, O L , O'L les 

rayons visuels menés de leurs yeux à l'astre. Comme on rapporte 

toujours les objets sur le prolongement de ces rayons, le premier 

verra l'astre en l sur la sphère céleste, le second le verra en V. La 

différence de ces deux résultats dépendra de l'angle 0 L 0 ' , sous 

lequel on verrait, du centre de l'astre, la corde de l'arc terrestre 

qui joint les deux observateurs. Cet angle se nomme la parallaxe. 
Pour les étoiles il est absolument insensible; cela résulte de nos 

observations, puisque nous avons trouvé que les rayons visuels 

O L , O'L peuvent être supposés parallèles sans aucune erreur 

appréciable ; mais la valeur de la parallaxe devient sensible poul

ie soleil, les planètes, et surtout pour la lune, celui de tous les 

corps célestes qui est le plus rapproché de nous (*). 

(*) C'était réellement la rcclierclio de cotte parallaxe que nous faisions 
dans le tome I I , page 388, lorsque nous comparions les hauteurs méridiennes 
moyennes des étoiles circompolaircs observées en des lieux différents. 
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Puisque l'axe de rotation de la sphère des fixes semble toujours passer par 
l'oeil de l'observateur, comme nous l'avons reconnu alors , il faut que l'angle 
sous lequel la terre entière paraîtrait, si elle était vue des étoiles, soit in
sensible, ou, en d'autres termes, que la parallaxe des étoiles soit nulle. 

297. On peut même citer quelques phénomènes qui montrent 

l'influence de la parallaxe indépendamment d'aucun calcul astro

nomique. Par exemple, dans la figure précédente, si c'est la lune 

qui est en L , et que le soleil soit en S, beaucoup plus loin du centre 

de la terre, les deux observateurs verront en même temps ces deux 

astres, et apercevront l'intervalle qui les sépare; mais du point E 

situé sur la ligne SL qui joint leurs centres, cette distance paraîtra 

nulle, et le soleil sera éclipsé. Ainsi, lorsqu'un nuage passe entre 

nous et le soleil, nous nous trouvons plongés dans l 'ombre, tandis 

que des lieux souvent peu éloignés sont éclairés de toute sa lu

mière : la différence de ces effets est due à une véritable parallaxe. 

298. Pour éviter les irrégularités dépendantes de ces différents 

aspects, et rendre toutes les observations comparables, les astro

nomes sont convenus de les rapporter au centre de la terre supposée 

sphérique ou sphéroïdique, et ils regardent comme le lieu vrai des 

astres sur la sphère céleste, celui où on les verrait, s'ils étaient ob

servés de ce point. Par opposition ils appellent lieu apparent A'un 

astre le point de la sphère céleste auquel on le rapporte, quand on 

l'observe de dessus la surface de la terre. 

299. Pour plus de simplicité commençons par examiner le cas 

où la terre serait sphérique, et voyons comment on peut trouver 

le lieu vrai, quand on connaît le lieu apparent. Dans cette suppo

sition, soit, fi g. 62, C le centre de la terre, et soit O la position de 

l'observateur sur sa surface : le rayon GO prolongé sera la verti

cale. Maintenant si l'observateur mesure la distance de l'astre au 

zénith , il la trouvera égale à l'angle LOZ ; s'il l'eût observée du 

centre de la terre, il l'aurait trouvée égale à LCZ ou à L O Z — C L O , 

parce que l'angle LOZ est extérieur au triangle LOC. L'angle CLO, 

formé par les deux rayons visuels menés à l'astre, se nomme la 

parallaxe de hauteur: en la retranchant de la distance zénithale 
apparente, on aura la distance vraie. Nous supposons d'ailleurs 
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(*) Pour démontrer cotte relation, soit ,yy. 63, D la distance de l'astre 
au centre de la terre, distance que nous supposerons constante pendant lo 
temps que l'astre emploie pour s'élever de l'horizon jusqu'à sa plus grande 
hauteur ; soient II le rayon terrestre, COZ la verticale, Z la distance au zé
nith ou l'angle L O Z , et zs la parallaxe de hauteur, ou l'angle O L C . Cela 

que l'on ait préalablement fait à la distance observée la correc

tion cpie la réfraction exige. i 

500. Les deux rayons visuels O L , CL étant compris dans le 

même plan vertical, on voit que l'effet de la parallaxe se porte 

tout entier dans le sens vertical, comme celui de la réfraction ; 

mais la parallaxe est sousiractive de la dislance au zénith , au lieu 

que la réfraction est additive. L'effet de la parallaxe de hauteur est 

donc d'abaisser les astres dans les verticaux où ils se t rouvent , 

ce qui est le contraire de la réfraction, qui les fait paraître trop 

élevés. 

501. Cet abaissement dépendant du calcul de l'angle O L C n'est 

pas le même pour toutes les hauteurs. La distance de l'astre à la 

terre étant supposée constante, il est le plus grand possible à l 'ho

rizon, comme en OL'C, fig. 63. L'angle OL'C se nomme \nparal-
laxe horizontale. Si dupo in tL ' on mène deux tangentes au cercle 

0 0 ' , qui représente le contour de la terre, la parallaxe horizontale 

sera la moitié de l'angle visuel OL 'O ' , sous lequel la terre serait 

aperçue par un observateur placé dans l'astre, ou , ce qui revient 

au même, ce sera, pour cet observateur, la moitié du diamètre ap

parent de la terre. 

La parallaxe de hauteur, ou l'angle OLC, diminue à mesure que 

l'astre s'élève sur l'horizon ; enfin, elle devient nulle lorsqu'il a r 

rive au zénith , parce que le rayon visuel mené du centre de la 

terre se confond avec le rayon visuel de l'observateur. La loi de 

cette diminution est facile à calculer par les règles de la trigonomé

trie , et en supposant cpie la distance de l'astre au centre de la terre 

ne varie pas sensiblement dans l'intervalle d'une révolution diurne, 

on trouve que la parallaxe correspondante h une hauteur appa

rente quelconque, est égale au produit de la parallaxe horizontale 

par le si/ius de la distance apparente au zénith (*). 
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502. Tout se réduit donc à déterminer la parallaxe horizontale. 

Or, la seule inspection du triangle 01/ C montre que le sinus de 

cette parallaxe est égal a j ^ - r ou a — , en nommant R le rayon ter

restre mené à l'observateur, et D la distance de l'astre au centre 

posé, dans le triangle LOG, les sinus des angles seront proportionnels aux 
côtés opposés, ce qui donnera 

11. sin Z 
sin or = • — g — 

Supposons maintenant l'astre à l'horizon, la distance au zénith étant égale 
a 90 0 ou à 100 grades, on a sin Z = 1 , et en nommant II la valeur que prend 
alors u, c'est-à-dire la parallaxe horizontale, la formule précédente donne 

• r r R 

s m n = D ' 

ce qu'on aurait pu trouver directement dans le triangle L ' O C , dont le 
côté OL ' est horizontal et tangent à la terre en O. Comme le sinus d'un angle 

est toujours une fraction moindre que l'unité, lo produit de ̂  par sin Z , 

ou la parallaxe de hauteur, sera toujours moindre que j^, qui est la paral

laxe horizontale. La parallaxe horizontale est donc la plus grande de toutes. 

Si l'on élimine D entre les deux équations précédentes, on obtient 

sin ss = sin n . s i n Z . 

Le grand éloignement des corps'célestes fait quell et a sont toujours de très-
petits angles, même pour la lune, dont la parallaxe horizontale no surpasse 
pas i ° sexagésimal. Or, pour des angles aussi petits, le rapport des arcs 

, A . i , i i · 1 · . · . OT. sin TS 

est, à fort peu près, égal a celui des sinus : ainsi, en substituant — a ———, 
' II sin n 

dans la relation précédente, on aura 
ra = n . s i n Z , 

c'est-à-dire, que la parallaxe de hauteur est égale h la parallaxe horizontale 
multipliée par le sinus de la distance au zénith. A la rigueur, ce rapport a lieu 
entre les sinus des parallaxes j mais, pour juger combien la substitution des 
arcs est approchée, il suffit de remarquer que le sinus de 1° sexagésimal est 
égal à 0,01745240, et sa tangente à 0,01745507, le rayon étant pris pour 
unité. Maintenant, comme l'arc est toujours plus petit que sa tangente et 
plus grand que son sinus, il est compris entre les deux expressions précé
dentes, et, par conséquent, il diffère de l'une quelconque do ces deux va-
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leurs moins que ces deux valeurs ne diffèrent entre elles; l'erreur que 
l'on commet en substituant Tare au sinus, dans cette circonstance, est donc 
moindre que 0,00000267, 1 U 1 » divisé par 0,01745240, fait environ Ĵ'Ĵ  de 
la valeur totale de l'arc. 

D'après l'expression précédente de sin r s , on voit que la parallaxe d'un 

astre peut se calculer pour toutes les hauteurs, quand on connaît sa distance 

au centre do la terre exprimée en parties du rayon terrestre, on le rap

port 5 ; réciproquement, on peut calculer la distance quand on connaît la 

parallaxe par observation. 
Connaissant la parallaxe de hauteur par la formule précédente, si l'on 

nomme Z" la distance vraie au zénith , telle qu'on l'observerait du centre 
de la terre, on a 

s in t r ' = sin n.sin Z , Z" = Z—a. 

Ces formules supposent Z connu. Dans les tables astronomiques qui sont 
construites sur les lieux vrais, c'est Z" qui est supposé connu, et il faut en 
déduiro Z afin de trouver le lieu apparent. Pour cela, on doit exprimer la 
parallaxe zs en fonction de Z" : cela est facile, car, puisque Z = Z" - t - o , en 
éliminant Z, on aura 

s i n a — sin II. sin ( Z " + vs) = sin n" (sin Z" c o s u - h cos Z" sinra), 

d'où l'on tire 
sin n. sin Z" 

tant; a = . 
sin n eos Z " 

Comme la parallaxe horizontale n est toujours un très-petit arc, cette expres
sion peut se réduire en une série convergente, ordonnée suivant les puis
sances de sin I I ; il ne faut, pour cela, qu'effectuer la division indiquée, cl 
l'on a 

. . _ . _„ s in ' n . s i naZ " 
tang CT = sin II.sin Z ' H --f- etc.; 

mais ces deux premiers termes su/liront toujours. 
Au reste, si l'on voulait obtenir rigoureusement la valeur de a , c m le 

de la terre. Si l'on pouvait mesurer cette distance, comme on a 

la longueur du rayon terrestre, la parallaxe serait connue complè

tement. 

Pour cela, le procédé le plus simple et le plus naturel est celui 

que l'on emploie dans la trigonométrie pour mesurer l'éloignement 

d'un objet inaccessible, en l'observant des deux extrémités d'une 
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pourrait aisément au moyen d'un angle auxiliaire y, tel qu'on eût 

cos f = y'sin I I cos Z" , 
ce qui donne 

sin n . s inZ " 
lang zs = — 1 

sin-y 
formule à laquelle on peut appliquer le calcul logarithmique. 

(*) Le calcul qui conduit à ce résultat est très-simple. Considérons le cas 
de la fig, 64· Soit vs la parallaxe de hauteur pour l'observateur placé en 0 , 
laquelle est égale à l'angle OLC ; soit de même vs' l'angle O ' L C ou la paral
laxe do hauteur pour l'observateur placé en O ' ; enfin, soit n la parallaxe 
horizontale du même astre, laquelle sera la même pour les deux observa
teurs, dans le cas de la terre sphérique. Cela posé, si l'on nomme Z , Z ' les 
deux distances au zénith observées en 0 et en O', on aura, par ce qui pré
cède , 

CT = I I s i n Z ; CT' = n s i n Z ' ; 

ce qui donne, dans le cas de l&Jïg. 6 4 , 

•a -H u ' = n (sin Z ·+- sin Z ' ). 

Or, sr-HCT'n'est autre choso que l'angle OLO' , sous lequel on verrait, du 
centre de l'astre, la corde de l'arc terrestre qui joint les deux observateurs, 
et cet angle étant le quatrième dans le quadrilatère COLO', est facile à cal-

T. I I I . 26 

base connue. Deux observateurs 0 , 0 ' , fig. 64, situés sous le 

même méridien céleste , observent en même temps la hauteur 

méridienne de l'astre L , ou sa distance au zénith. Alors, dans 

le quadrilatère LOGO', on connaît les trois angles O , O ' e t C ; 

ce dernier étant formé par les deux verticales des observateurs. On 

a de plus les longueurs des côtés OC, O'C, qui sont des rayons ter

restres. On peut donc construire le quadrilatère, et calculer la 

diagonale C L , qui est la distance de l'astre au centre de la terre. 

L e rayon terrestre, divisé par cette distance, sera le sinus de la 

parallaxe horizontale. 

Cette méthode , réduite en calcul, conduit au résultat suivant, 

qui est d'une extrême simplicité. La parallaxe horizontale est 
égale à l'angle à l'astre divisé par la somme des sinus des distances 
zénithales, si l'astre se trouve entre les zéniths des deux observateurs, 
ou par la différence de ces sinus, si l'astre se trouve du même côté 
du zénith par rapport a tous deux (*). 
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culer; en effet, l'angle en 0 est égal à iSo° — Z , l'angle en O ' à i S o » — Z ' ; 
soit y l'angle au centre de la terre compris entre les verticales des deux ob
servateurs, lequel est connu d'après leurs latitudes; la somme des quatre 
angles du quadrilatère devant être égale à quatre angles droits , on aura, en 
employant la division sexagésimale du cercle, 

<f -+- 180° — Z -+-180" — Z ' -t- OLO ' = 3Go° ; 

par conséquent 

OLO ' = Z -t- Z ' — ç), 

et puisque cet angle OLO ' est égal à -a -+• a', on aura, en égalant ces deux 
valeurs, 

Z H- Z ' - <? 
n = 

sin Z - t - sin Z ' 

Dans le cas où l'astre serait du même côté du zénith, par rapport aux deux 
observateurs, comme dans la Jig. 65, le raisonnement serait tout à fail ana
logue; seulement l'angle OLO ' ne serait plus u' -+- w , mais E T ' — vs, ou 
Il (sin Z ' — sin Z ) , c ' étant la plus grande des deux parallaxes. On aurait, 
de plus , dans le triangle O K L , 

Z +• OLO'-t - 180 — Z ' -+- ¥ = 180", 
ce qui donne 

O L O ' = Z ' — Z — f . 

Tout se réduirait donc à faire Z négatif, ainsi que sin Z dans la valeur pré
cédente de II. Cette formule, où tout est connu , donnera la valeur de la pa
rallaxe horizontale de l'astre; on aura ensuite la distance par la formule 

• „ R 
sin n = , 

qui donne 

L'angle OLO', ou Z - t - Z ' — f , peut aussi se conclure immédiatement des 
différences de déclinaison observées entre l'astre et une étoile fixe, comme 
on le dit dans le texte. 

On verra, dans le même article, que la parallaxe de Mars a été trouvée, 

505. Il est bon de remarquer que l'angle OLO ' , ou l'angle à 

l'astre, peut se conclure immédiatement des différences de décli

naison observées entre une même étoile et l 'astre, et c'est même 

ainsi cpi'en ont usé les astronomes, parce que ces différences peu

vent aisément s'observer avec une très-grande exactitude. Pour 
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par cette méthode, de 2^",G4 sexagésimales ; on aura donc, pour Mars, 

sin TI = o ,oooi iq/|35 = - O T Î ^ T , 
et par suite, 

sin n ' 

c'est-à-diro que la dislance de Mars à la terre était alors égale à 83 7 2 rayons 
terrestres et 

On aurait même pu calculer la valeur de ]J sans le secours des tables de 
sinus, car l'angle n étant fort petit, on peut le substituer à son sinus sans 
une erreur notable; mais alors, pour rétablir l'homogénéité , il faut con
vertir le rayon, qui est icipris ponrunité, en parties de même nature que n, 
c'est-à-dire on secondes sexagésimales. Or, la valeur du rayon ainsi réduite 
est 206264",8 ( page 62) ; on aura donc ainsi 

„ 206264",8 
» = K — „ . 

et, dans le cas actuel, 
D = 83? 1 , 14 R, 

résultat qui ne diffère du précédent que d'une quantité très-petite par rap
port à la valeur de D. 

On verra plus loin le calcul de la parallaxe horizontale, en ayant égard 
à l'aplatissement de la terre. 

exposer ce procédé, soit ï une étoile qui passe au méridien en 

môme temps que l'astre, voyez Jig. 6 6 , et par les deux observa

teurs, menons à cette étoile deux rayons visuels qui pourront être 

censés parallèles, puisque la parallaxe des étoiles est insensible. 

Cela posé, les angles L 0 > , L O ' / , seront évidemment les différences 

de déclinaison observées, et l'angle OLO' , étant extérieur au 

triangle L O S , sera égal à la somme de ces différences. Si l'astre était 

du même côté du zénith, par rapport aux deux observateurs, 

l'angle OLO ' serait égal à la différence des angles en 0 et O'. 

Nous avons supposé que l'étoile passe en même temps que l'astre 

au méridien. Cela est utile pour l'exposé de la méthode, mais cela 

n'est nullement nécessaire dans la pratique ; car si l'étoile passe 

avant ou après l'astre, on peut toujours observer séparément leur 

déclinaison et en prendre la différence. Seulement on choisit des 

étoiles très-voisines du parallèle de l'astre, afin que, sans déranger 

la lunette, on puisse y observer le passage de tous les deux, et 
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prendre alors leur différence de déclinaison, avec un simple m i 

cromètre, comme on prend le diamètre d'une planète; en effet, 

l'opération peut se faire avec une très-grande exactitude, parce 

qu'elle est indépendante de toutes les causes d'erreurs qui peuvent 

affecter les hauteurs absolues, et qu'elle suppose seulement que 

les intervalles des divisions de l'instrument sont exacts dans l ' é 

tendue très-petite que l'on fait parcourir au fil horizontal ; condi 

tion qu'il est très-ordinaire de voir réalisée dans les instruments 

construits par d'habiles artistes. 

Prenons pour exemple les observations de Wargentin et de 

Lacaille sur la parallaxe de Mars : ils comparaient cette planète à 

l'étoile >, de la constellation du Verseau. Mars étant dans le mér i 

dien du cap de Bonne-Espérance, Lacaille trouva que le bord b o 

réal de son disque était plus septentrional que l'étoile de 26",7 ; 

sa distance au zénith était 25° 2', en se bornant aux minutes. A u 

même instant et sous le même méridien, Wargentin, à Stockholm, 

observait Mars, au méridien, à 68" de distance zénithale; le 

bord septentrional de son disque était plus austral que l'étoile de 

6 " , 6 ; l'angle à l'astre était donc alors 26",7 -|-6",6 ou 3 3 " , 3 . Or, 

le sinus de 68° i/\f est 0,9287 , celui de 25°?.' est o , 4 2 3 i , et leur 

somme est I , 3 5 I 8 . C'est le dénominateur de notre formule, qui 

3 3 " 3 
donne ainsi n = — ~ - ¿ = 24",64 , valeur delà parallaxe hor i -

1,351 o 
/.onlale de Mars à l'instant des observations On voit que le numé

rateur de cette expression, ou l'angle OLO' , étant fort petit, il 

n'est pas nécessaire d 'avoir , avec la dernière rigueur, les valeurs 

des sinus des distances zénithales, ni , par conséquent, ces dis

tances zénithales elles-mêmes ; c'est en cela que consiste l'avantage 

de cette méthode. 

505. Si l'on divise l'unité par le sinus de la parallaxe horizon

tale, le quotient sera la distance de l'astre à la terre, exprimée en 

rayons terrestres. Car D = ^ \i ' -D'après les résultats que nous 

venons de rapporter, la distance de Mars à la terre, à l'instant des 

observations, était égale a 8373 rayons terrestres. 

505. La condition que les deux observateurs se trouvent exac -
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leinent sous le même méridien , semble limiter beaucoup l'emploi 

de cette méthode ; mais on peut aisément l'éluder. D'abord , elle 

ne serait pas du tout nécessaire, si l'astre que l'on observe n'avait 

point de mouvement en déclinaison, puisque alors sa hauteur mé

ridienne serait la môme, pour tous les points situés sur le même 

parallèle terrestre. Seulement un des observateurs verrait le pas

sage après l 'autre; mais la distance au zénith, mesurée parle second, 

par exemple , pourrait toujours être considérée comme ayant été 

observée, à pareille latitude, sous le méridien du premier. La chose 

n'est pas tout à fait aussi simple si la déclinaison est variable , parce 

qu'alors elle change nécessairement un peu dans le temps que l'as

tre emploie pour passer d'un méridien à l'autre. Mais il est bien 

facile de remédier à cet inconvénient, en observant plusieurs jours 

de suite la hauteur méridienne de l'astre. Car les différences suc

cessives de ces hauteurs faisant connaître le changement diurne de 

la déclinaison, on peut en conclure, avec beaucoup d'exactitude, 

la petite variation qu'elle doit éprouver pendant le temps qui s'é

coule dans le passage d'un méridien à l'autre. Au moyen de cette 

correction, les deux observations peuvent se réduire au même 

méridien, et la parallaxe s'en conclut, comme nous l'avons dit 

plus haut. Pour rendre l'application de la méthode plus exacte, on 

tâche de diminuer les corrections autant que possible. A cet effet 

on choisit des méridiens peu différents, et on observe l'astre quand 

il est dans ses plus grandes déclinaisons, parce qu'alors le mouve

ment en déclinaison est moindre que dans toute autre circonstance. 

Nous en verrons la raison plus tard, mais nous pouvons, dès à 

présent, adopter ce fait comme un résultat d'observation. 

506. C'est par une méthode toute semblable que la parallaxe 

de la lune a été déterminée, en comparant les observations de La -

caille, au cap de Bonne-Espérance, et celles deLalande à Berlin. 

La distance de la lune que l'on en a déduite est à peu près égale 

à 60 rayons terrestres , d'où l'on voit que la lune est bien plus 

rapprochée de nous que Mars. La distance de la lune à la terre 

étant très-variable, sa parallaxe est sujette à des changements 

considérables, dont la mesuré a beaucoup exercé les astronomes, 

et ils ont employé des procèdes très-divers pour la déterminer 
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(*) Soient, fig. 6 7 , C l e centre de la terre, C celui de l'astre. Nommons 
toujours n la parallaxe horizontale de l'astre ou l'angle O C ' C , et D sa dis
tance C C au centre de la terre, on aura , par ce qui précède, 

. , E sin 11 = · 

est lejdiamètre apparent de la terre pour un observateur placé dans 
l'astre; réciproquement, le diamètre apparent de l'astre , vu de la terre , 
n'est autre chose que l'angle 0"CO" ' , c'est-à-dire que le double de la paral
laxe horizontale de la terre, relativement à co même observateur. Soient 
donc R' le rayon de l'astre supposé spherique, et A son dinmètre apparent 
observé, on aura également 

R' 
s i n I A = -jj ; 

ceci s'accorde avec ce que l'on a vu dans la note de la page38i. En divisant 
les deux équations précédentes l'une par l'autre, on en tire 

sin I A _ R/ 
sin 0 ~ R ' 

ou , en substituant au rapport des arcs, celui de leurs sinus, ce qui suffira, 

avec la dernière précision ; mais comme la plupart de ces procédés 

supposaient une connaissance déjà très-approfondie des mouve 

ments de la lune , nous nous bornerons, pour le moment , à la 

méthode précédente, qui peut être considérée comme la base de 

toutes les autres. 

507. La parallaxe des astres ne fait pas seulement connaître 

leur distance à la terre. Comparée à leurs diamètres apparents, 

elle fait connaître aussi leurs volumes. Si l'on divise le diamètre ap
parent d'un astre par le double de sa parallaxe horizontale, on a, 
en le supposant spherique, le rapport de son rayon au rayon de la 
terre. Car le double de la parallaxe n'est autre chose que le dia

mètre apparent de la terre, supposée spherique, pour un obser

vateur qui serait placé au centre de l'astre, § 501 ; e t , à distances 

égales, les dimensions réelles des corps sont proportionnelles à 

leurs diamètres apparents. Ce théorème nous sera utile par la suite 

pour comparer les dimensions des corps planétaires à celles de 

notre globe (*). 
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puisque les arcs sont fort petits, 

A — 5: 
2 n ~ Il ' 

ce qui est le théorème énoncé clans le texte. On connaîtra donc ainsi le rap
port du rayon de l'astre au rayon de la terre, et, en cubant ce rapport, on 

IV* 
aura —^ pour celui de leurs volumes. 

308. La parallaxe, abaissant le lieu vrai des astres, n'altère pas 

seulement leur hauteur , elle altère aussi leur angle horaire et leur 

distance au pôle. Les changements qu'elle produit sur ces deux 

éléments, forment ce qu'on appelle la parallaxe d'ascension droite, 
et la parallaxe de déclinaison ; mais on peut aisément les déduire 

de la parallaxe de hauteur. 

509. En effet, si, par l'œil de l'observateur, on mène trois 

rayons visuels O Z , O L , O P , au zénith, à l'astre et au pôle, ces 

trois lignes, prolongées indéfiniment, formeront, sur la sphère cé

leste , un triangle sphérique PZS , entre les éléments du lieu ap

parent de l'astre, jîg. 68. Maintenant, si, du centre de la terre, 

on mène aux mêmes points trois autres rayons visuels CP, CZ, CL, 

les deux premiers étant parallèles à OP et à OZ , à cause de l 'éloi-

gnement infini des étoiles, pourront être considérés comme ren

contrant la sphère céleste aux mêmes points P et Z, c'est-à-dire que 

l'angle OPC pourra être considéré comme nul. Mais le troisième 

rayon CL , s'écartant sensiblement de OL à cause de la parallaxe 

de l'astre, ira rencontrer la sphère céleste en un point S' différent 

de S. De là résultera un nouveau triangle sphérique PZS' , entre 

les lieux vrais ; ces deux triangles auront de commun l'arc PZ, dis

tance du zénith au pôle , ou complément de la latitude, et l'angle 

P Z S , égal à l'azimut de l'astre compté du pô l e ; caries arcs ZS', 

ZS, qui sont les distances vraies et apparentes, étant comprises dans 

le même plan vertical, l'azimut PZS ou l'angle dièdre que forme 

le méridien avec ce vertical, est le même pour les lieux apparents 

et pour les lieux vrais. Or, puisque la parallaxe de hauteur SS' est 

déterminée par ce qui précède, en fonction de la parallaxe hori

zontale et de la distance au zénith, il s'ensuit qu'un des deux trian-
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(*) Pour trouver ces parallaxes da déclinaison <1 d'à- onsion droite, con
sidérons successivement nos deux triangles sphérique« ; soient Z la distance 
apparente au zénith, ou ZS ; A l a distance polaire apparente ou PS ; P l'angle 
horaire apparent ou l'angle ZPS ; A l'azimut de l'astre, ou l'angle PZS . 
P Z , troisième côté du triangle, sera la distance du zénith au pûle, ou le 
complément de la latitude; nous la 1 1 présenterons par D. Cela posé, d'a
près les formules du la tiigonomélrio spl"rique, l'angle P pourra être 
exprimé en fonction dos cote.' du triangle « ' Ut l'azimut, car on aura 

, „ c o t Z s i n l j t o s A c o s D 
cotP — . 

sin A 
Nommons Z' , A', P' les quantités analogues dans le triangle ZPS' , entre les 
lieux vrais, on aura de même 

cot Z 's in D — cos A cos D 
c o t P ' = — ; 

sin A 

car l'azimut et la distance du pôle au zénith restent les mêmes pour les deux 
triangles ; retranchant ces deux équations l'une de l'autre, on trouve 

... ( c o tZ — cot Z ' ) sin D 
cot P — col P' = v — -

sin A 

En substituant aux cotangentes leur expression trigonoinétrique ^ 7 

et réduisant au môme dénominateur, on en tire 

sin(P — P ' ) = s i n ( Z — Z ' ) s i n D s i n Ps inP ' 
sin A sin Z s i n Z ' ' 

Z — Z ' est justement la parallaxe de hauteur CT, dont le sinus est égal â 
sin n sin Z, U étant la parallaxe horizontale; substituant cette valeur, on a 

. n n sin n sin D sin Ps inP ' 
S1I1 (P — P ) = r — t — . — „ , 

v sin A sin Z ' 
Pour faciliter l'usage de cette formule, il est avantageux d'en éliminer 

l'azimut A, que l'on n'observe pas ordinairement, et qui n'a servi qu'à lier 
nos doux triangles. On peut aisément y parvenir; car, dans tout triangle 
sphérique, les sinus des angles sont proportionnels aux sinus des côtes op 
posés. Ainsi, dans notre triangle ZPS ' entre les lieux vrais, le rapport 

gles PZS, PZS' étant donné, l'antre est déterminé complètement. 

En effet, on peut les déduire l'un de l'autre par le calcul tr igono-

métrique, et c'est ainsi que l'on obtient les parallaxes de déclinai

son et d'ascension droite (*). 
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310. Les valeurs de ces icauclious sont nécessaires dans une 

infinité de circonstances, par exemple lorsque l'on observe les 

différences de déclinaison et d'ascension droite de la lune et d'une 

étoile, avec la machine parallatique ; elles sont indispensables dans 

le calcul des éclipses et des occultations d'étoiles. Enfin, elles ser

vent aussi pour trouver les distances vraies de la lune aux étoiles 

dans la détermination des longitudes. Il est en effet évident que la 

parallaxe altère tous ces éléments , mais il est toujours facile de 

sin P' , , , sin Z ' , , , , . . , , 
- — — e s t ei;al a - 7 —rr i A c lan, , ' . ,ice polaire vraie : on a donc, parla 
sin A u sin A ' 

substitution de cette valeur, 

sin II s inD sinP sin(P — P ) = : 
sin A ' 

P — P' est la différence de l'angle horaire vrai à l'angle horaire apparent. 
C'est justement ce que l'on nomme la parallaxe d'ascension droite ; si nous 
la représentons par a, nous aurons P = P' -+- a., et en éliminant P , il 
viendra 

sin II sin D sin (P'-b y.) 

sin « = : — — i - ; 

stn A F 

et en développant sin (P ' - t -a ) , on en tire 

sin fTsin Dsin P' 1 sin A ' 

tanga — s i n n sin D cos P' 
sin A ' 

Cette formule est absolument analogue' à celle de la parallaxe de hauteur, 
page 4 0 0 ; elle peut se développer en série de la même manière ; et en se bor
nant aux deux premiers termes, qui suffiront toujours, on aura 

sin IT sin D sin P' sin* TI sin1 D . ,,, 
tang a = : — h • . . , .— sin 2P ' -t-" sin A ' 2 sin- A ' 

On pourra môme fort souvent négliger le second terme, et alors, en subsli-
. 1 « » tang a tuant le rapport — a ^ , on aura, par approximation, 

t , 11 1 , - i ·, I t s inDs inP ' Parallaxe d'ascension droite = · 
sin A ' 

Enfin , on pourrait encore trouver rigoureusement la valeur de taug a , par 
une transformation analogue à celle de la page 4 0 1 , au moyen d'un angle 
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auxiliaire y , lel qu'on ait 

. /sin n sinD cosP' 
cosç> = \ . — » 

c e qui donne 
sin II sin D sin P' 

tanga = 

sin A ' sin'y 
Toutes ces formules, donnant la parallaxe par l e moyen des lieux vrais, 

sont accommodées à l'usage d e s Tables astronomiques; elles s 'accordent à 
l'aire voir que la parallaxe d'ascension droite est nulle au méridien où P' 
e s t nul. 

La parallaxe de déclinaison se trouve, par un calcul analogue, en compa
rant l e s dislances polaires dans nos deux triangles ; en effet, si l'on nomme 
A l'azimut SZP compté du pôle, o n peut exprimer les distances polaires 
à , A ' en fonction de A , de la distance D du pôle au zénith et de l'angle ho
raire vrai ou apparent. Nous aurons alors 

cot A sin P + cos PcosD . . . cotAsinP'-t-cosP'cos D 
col A = -.— ? cot A ' = :—j-r ; 

s i n U s i n D 

retranchant ces deux équations l'une de l'autre, on en tire 

sin. A sin A' 
SI N ( A — A ' ) = Ï^n~ï5—' ^ C O t A ^ s i u P — S i " c o s D ( c o s P — c o s · 

Maintenant que l'azimut a été employé comme constant, nous pouvons 
l'éliminer e n substituant sa valeur dans l e triangle vrai, d'après la formule 

cot A ' sin D — cos P' cos D 
C O t A = —y , 

sin F' 

qui est identique avec celles dont nous sommes partis, et qui a lieu dans 
un triangle sphérique où l'on connaît deux côtés A ' et U , avec l'angle com
pris P'. A l'aide de cette expression, la formule précédente devient 

• .n · 1 » r s i n A ' c o s : D s i n ( p - I > ' ) 2 c o s A ' c o s A ( P - + - P ' ) s i n i ( P — P ' ) 1 

S I N ( A — A ' ) = S I N ' A _ _ _ _ > i i i _ — ' i i ' I . 
' |_ s i n U s i n l" s i n P J 

Nous avons nommé a la parallaxe d'ascension droite P — P'; nommons o la 

trouver, par la trigonométrie sphériquc, les variations qu'ils 

éprouvent, d'après la connaissance de la parallaxe de hauteur, 

puisque celle-ci fixe et détermine la position vraie de l'astre sur la 

sphère céleste; c'est pourquoi nous remettrons ces divers calculs 

à l'époque où ils nous deviendront nécessaires, et il nous suffira 

ici d'avoir énoncé le principe. 
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parallaxe de déclinaison A — A ' ; nous aurons A = A ' - ) - S, de môme que 
nous avons eu P = P' a ; et, d'après cela, la formule devient 

. fsin A'cos D sin K 2 cos A ' cos (P ' - t - i a) sin A a l . . . . ., 
sm S = .—^—,„ - ' — |sin (A ' -+ - * ) ; 

L sin D sin P sin P' J ^ 

en substituant ensuite, dans le premier terme, pour sin a sa valeur 
sin n sin D sin (P' -+- K ) 

sin A' - , ce qui le simplifiera un peu, nous aurons 

. . fsin IT cosDsin ( P ' - H K ) — 2 cos A 'cos (P ' - t - la ) sin i a~l . . . 
S i n < ? = L ' sin P' J S 1 " ( A + o ) ' 

Le coellicient compris entre les parenthèses ne dépend que des lieux vrais, 
et sera connu tout entier dès que l'on aura calculé la parallaxe d'ascension 
droite; en le représentant p a r Q , la formule précédente deviendra 

sin t? = Q sin ( A'-t-o). 

Elle est donc encore analogue à celle qui nous a donne la parallaxe de hau
teur, ainsi que la parallaxe d'ascension droite; elle se résoudra donc de la 
même manière, soit exactement au moyen d'un angle auxiliaire, soit ap
proximativement au moyen do la série 

0 ! 

tang J = Q s i n A' -h - j - sin 2 A'-t-etc. 

Dans les applications on pourra toujours, sans erreur sensible , substituer 
les rapports des arcs a., S, et It à ceux de leurs sinus et de leurs tangentes ; 
ce qui revient à négliger les cubes des parallaxes. Alors on pourra substi
tuer à - a , la valeur y " S ' " D S ' " Enfin, si l'on seborne Ma première 

sin A' 
puissance des parallaxes, ce qui suffira presque toujours, on pourra faire 
a et S nuls dans les termes du second membre, qui sont déjà multipliés par 
I l , et alors il vient 

Parallaxe de déclinaison = Il (sin A' cosD — cos A' sin D cos P'J. 

511. Jusqu'ici nous avons supposé la terre spherique. Dans ce 

cas, la parallaxe horizontale d'un astre, placé à une distance con

stante, est la même pour tous les observateurs, quelle que soit 

leur position sur la surface terrestre. Mais ce résultat n'a plus 

lieu si les rayons terrestres sont inégaux, car la parallaxe horizon

tale est l'angle sous lequel on verrait, du centre de l'astre, le 

rayon terrestre qui correspond <à chaque observateur. Ainsi, 

deux questions importantes se présentent : l'ellipticité de la terre 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(*) Soient, en général, II ' la parallaxe horizontale d'un astre à l'équateur, 
Il celte parallaxe à la latitude L ; en nommant D la dislance de l'astre, A le 
rayon de l'équateur, et II le rayon terrestre à la latitude L , on aura 

d'où l'on tire 

. , A . „ R sin II' = , sin II = ^ ; 

sin II =^ . s in II' A 

ou, en substituant le rapport des angles II ' et n à celui de leurs sinus, 

-!·-· 
Au moyen do cette formule, on voit que la parallaxe equatoriale est la plus 
grande de toutes , et la polaire la plus petite. Généralement, lorsqu'on con
naîtra II', on pourra calculer TI en prenant pour valeur de II la normale N 
dont l'expression est donnée dans la page 222. On voit de plus qu'il suifit 
de connaître n par l'observation , relativement à une seule latitude, pour 
en déduire la valeur de II' ou do la parallaxe equatoriale. 

a-t-el lc, sur les parallaxes, uue influence sensible? Comment 

peut-on y avoir égard ? 

La réponse à ces deux questions est facile. Nous avons trouvé 

précédemment que le sinus de la parallaxe horizontale est égal au 

rayon terrestre divisé par la distance de l'astre au centre de la 

terre. Si cette distance est constante, mais que les l'ayons ter

restres soient inégaux, les sinus des parallaxes horizontales seront 

entre eux comme les rayons correspondants, et ces parallaxes elles-

mêmes étant de très-petits angles, seront aussi, à fort peu près , 

dans le même rapport ; la parallaxe equatoriale surpassera donc 

la parallaxe polaire d'une quantité égale à de sa valeur totale, 

commele rayon del'équateur surpasse le rayon du pôle (* ) . 

La plus grande de toutes les parallaxes est celle de la lune qui, 

sous l'équateur, s'élève jusqu'à i degré sexagésimal, ou 36oo se

condes. En prenant la trois cent quatorzième partie de cette quan

tité, on aura 11",5 pour l'excès de la parallaxe equatoriale de la 

lune sur la parallaxe polaire : la différence est encore moindre 

pour les rayons intermédiaires, et elle varie comme eux, propor

tionnellement au carré du sinus de la latitude. Mais cette diffé-
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renée, quoique fort petite, peut avoir une influence très-considé

rable sur plusieurs phénomènes astronomiques, par exemple, sur 

l 'époque d'une occultation d'étoile par la lune, ou même sur sa 

possibilité. Il est donc nécessaire d'y avoir égard dans des opéra

tions aussi délicates. 

512. Pour cela, il faut faire une hypothèse sur la figure de la 

terre. Nous la supposerons elliptique, puisque nous avons trouvé 

que cette figure représente assez exactement les "variations des de 

grés ; et d'ailleurs, cette supposition ne fût-elle qu'approchée, elle 

serait suffisante pour l'objet que nous nous proposons. Mais alors, 

la première chose à remarquer, c'est que le rayon terrestre ne 

coïncide plus avec la verticale (voy. fig. 6g), et le zénith appa
rent Z , situé sur le prolongement de cette verticale, diffère du 

zénith vrai Z', situé sur le prolongement du rayon. Or, c'est au

tour de la verticale que l'on observe les distances au zénith, puis

que cette ligne seule est indiquée par la direction de la pesan

teur. Ainsi, pour réduire les observations à ce qu'elles seraient si 

l'on était placé au centre de la terre, il faut leur faire subir deux 

corrections, l'une pour les ramener au zénith vrai, l'autre pour 

les ramener au centre de la terre. 

515. Ces corrections sont très-faciles lorsque l'astre est observé 

dans le plan du méridien, par exemple, en L ou en L', Jig. 6g. 

Dans ce cas, la distance au zénith apparent est L ' O Z , si l'astre 

observé est du côté du pôle ; ou LOZ s'il est du côté de l'équateur. 

C'est cette distance apparente que l'observation donne. La dis

tance vraie que l'on cherche est L 'OZ ' ou LOZ' . Pour l 'obtenir, 

il faut ajouter à la distance apparente, l'angle du rayon avec la 

verticale, lorsque l'astre est observé du côté du pôle, et retran

cher ce même angle lorsque l'astre observé se trouve du côté de 

l'équateur (*). 

(*) En supposant la terre elliptique, on trouve facilement que l'angle o> 
du rayon avec la verticale, en un lieu dont la latitude géographique est L, 
est donné par la formule 

w = £ sîn 2L, 

F, étant l'aplatissement de la terre. 
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(*) Soient Z la dislance au zénith apparent observée, Z ' cette distance 
réduite au zénith vrai, et enfin Z " la distance Z ' réduite au centre de la 
terre. Nommons u l'angle ZOZ ' formé par le rayon avec la verticale, et c 
la parallaxe de hauteur pour la disianco Z ' . Cela posé, si l'astre est dans le 
méridien du côté de l'équateur, on aura 

Z' — Z — à; Z " = Z'—vs; sin = sin n.sin Z ' . 

II est ici la parallaxe horizontale pour le rayon OC. Ces formules supposent 
Z connu ; mais, si c'était la distance vraie Z " qui fût donnée, on en tirerait 
facilement Z , comme dans la page 400 ; car les deux dernières équations 
donneraient de même CT, en fonction de Z " , par la série citée, et ensuite on 
en déduirait 

Z ' = Z " H - C T ; Z = Z ' + w = Z " - i -CT - t -M. 

Il faudrait prendre o> négatif si l'astre était observe du côté du pôle. N'ou
blions pas que ces formules ne sont applicables que dans le plan du mé
ridien. 

Le calcul de la parallaxe, par deux observations faites dans le méridien à 
de grandes distances, est tout aussi facile dans le sphéroïde que dans la 
sphère; car, eu désignant toujours les positions des deux observateurs par 
OO'jfig. 70 analogue à lafig. <i\, le quadrilatère COLO ' offrira les mêmes 
relations. Seulement, comme les distances au zénith observées sont L O Z , 
L O ' Z ' autour des verticales ON , O'N', il faudra, pourobtenir les distances 
LOZ , , LO'ZJ, relatives au zénith vrai, retrancher les angles des rayons CO, 
CO',avec les verticales correspondantes, angles que nous nommerons w,&/, 
et qui peuvent se calculer par la formule de la page précédente. Ainsi, eu 
nommant toujours CT, U ' les doux angles C L O , CLO' , ou los parallaxes de 
hauteur ; R, R' les deux rayons terrestres en O el O' ; enfin FI, fi' les deux 
parallaxes horizontales, et D la distance CL de l'astre au centre delà terre, 
on aura, comme dans la page 401, 

sinll = ^ ; s i n l l ' = ^ ; zs = n .s in (Z — a) ; w ' = IT'.sin (Z'—a' ) . 

Nous entendons ici par parallaxe horizontale celle qui a lieu lorsque le 

514. Connaissant la distance zénithale LOZ ' , rapportée au zénith 

vrai , on prendra la parallaxe de hauteur pour cette distance, 

comme dans le cas de la terre sphérique, mais en y employant la 

valeur particulière du rayon terrestre OC , qui répond au lieu de 

l'observation. Cette parallaxe, retranchée de la distance zénithale 

LOZ' , relative au rayon terrestre, donnera la distance zénithale 

vraie, telle qu'on l'aurait observée du centre de la terre (*). 
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rayon visuel est perpendiculaire au rayon terrestre. Le rayon visuel n'est 
point alors tangent au sphéroïde; de sorte qu'il serait plus juste d'appeler 
l'angle dont il s'agit, plus grande parallaxe ou parallaxe maximum ; mais 
l'usage a prévalu. Le rapport des sinus de ces parallaxes étant à fort peu 

• , , · ^ · R' , . . ,. , „ près le même que celui des arcs, on en tire jj" = j^~> c est-a-dire quelles 

sont proportionnelles aux rayons terrestres, et en profitant de ce rapport 
pour éliminer II', les expressions de CT et de w', ajoutées ensemble, donnent 

, ' = 1 1 p sin (Z — a) •+- R'.sin (Z '— o,')-\ 

Mais la somme des parallaxes ra-Hra' est égale à l'angle OLO ' ; de plus, la 
somme des quatre angles du quadrilatère COLO ' doit toujours égaler quatre 
angles droits, comme précédemment : on aura donc 

OLO ' = ra -+- a' = Z — a -H Z ' — M' — t, ; 

<f étant l'angle OCO' formé par les deux rayons terrestres. Prolongeons les 
normales O N , O 'N ' jusqu'à leur rencontre avec la droite OE représentant 
le plan de l'équateur; les angles E N O , E N ' O ' , formés par ces normales 
avec ce plan, seront les latitudes des deux observateurs ; nous les nomme
rons A, A'. Or, ces angles étant extérieurs aux triangles NOC , N ' O ' C , on 
aura évidemment 

i = N C O - t - u ; j ' = K ' C O ' -+ - « ' ; 
d'où l'on tire 

NCO- t - N 'CO ' = f = X - h X ' — 01 — M ' ; 

valeur qui, étant substituée pour f dans l'expression de OLO', donne 

OLO ' = Z + Z' — X — X'; 

résultat tout â fait analogue à ce qui a eu lieu dans la sphère. Cette valeur 
de OLO ' ou de cr CT' étant égale à la première que nous avons obtenue, 

31i>. Si l'astre est observé hors du méridien, comme dans 

la fig. 71 , les lignes O Z , OZ' et OL , prolongées indéfiniment, 

formeront, sur la sphère céleste, un triangle sphérique, où l'on 

connaîtra le côté Z S , qui est la distance au zénith apparent o b 

servée ; le côté ZZ' , qui est l'angle du rayon avec la verticale, et 

l'angle compris Z'ZS qui est le supplément de l'azimut apparent 

de l'astre, compté du pôle , puisqu'il est formé par le vertical SOZ 

avec le plan du méridien : on pourra donc calculer le troisième 

côté Z'S, ou la distance apparente de l'astre au zénith vrai. 
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on en déchut la valeur de la parallaxe maximum pour l'observateur 0 , qui 
sera 

_ rt(z-4-Z' - ; — ; . ' ) 

" ~~ R sin (Z - « ) H- II' sin (Z ' - w')' 

Pour l'observateur (V on aurait 

R ' ( Z - t - z ' - ;- ; . ' ) 
— U sin(Z — a) -+- 11' s in (Z ' — « ' ) 

Ces expressions sont touti fait analogues à celle de la page ¿ ¡ 0 2 , et elles ne 
sontpas plus difficiles a calculer. Nous avons supposé, dans le calcul, que 
les deux observateurs étaient 3itués des deux côtés opposés de l'équateur; 
s'ils étaient du môme côté, il faudrait regarder la plus petite latitude comme 
négative dans la formule précédente, et faire aussi négative la valeur cor
respondante de a ou de 4 ) ' . Dans ce cas, si l'astre, au lieu d'être situé entre 
les doux zéniths, était situé du même côté du zénith, par rapport aux deux 
observateurs , il faudrait encore regarder comme négative la plus petite des 
deux distances zénithales. Ces résultats seraient faciles à voir d'après la 
tîgure relative à chacun de ces cas particuliers. 

(*) Soit A l'azimut apparent de l'astre compté du pôle : ce sera le sup
plément de l'angle Z ' ZS . Soient Z la distance au zénith apparent observée, 
Z ' la distance apparente au zénith vrai, w l'angle du rayon avec la verticale. 
Cela posé, si l'on l'ait attention que cos (180 — A ) = — cos A , le triangle 

On pourra même éliminer l'azimut au moyen de sa valeur en 
fonction de la distance polaire apparente et de l'angle horaire ap
parent; et, par ce moyen, Z'S se trouvera entièrement exprimé en 
quantités faciles à déduire de l'observation. 

Connaissant la distance apparente au zénith vrai Z'S , on prendra 
la parallaxe de hauteur pour cette distance et pour le rayon ter
restre OC : cette parallaxe, représentée par le petit arc SS', aura 
pour expression, n s i n Z ' S , n étant la parallaxe horizontale 
pour le rayon OC. Et ainsi l'on connaîtra la distance vraie 
Z ' S ' = Z'S — SS' , telle qu'on l'aurait observée du centre de la 
terre (*), 

51G. Maintenant, si l'on veut avoir les parallaxes de déclinai
son et d'ascension droite, il n'y a rien de plus facile; car, en rap
portant tout au zénith vrai Z', les circonstances deviennent abso
lument les mêmes que dans le cas de la terre sphérique représentée 
dans la fig. 68. Les expressions trouvées alors pour ces paral-
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sphérique ZZ ' S donnera 

cos Z ' = — sin Z sin o> cos A -+- cos u cos Z ; 

en prenant un angle auxiliaire te) qu'on ait 

tang f = cos A tang o i , 
¡1 viendra 

r , , C O S W , „ . 
cosZ' = cos !/j ·+- a). 

cos <j> ' 

Si l'on veut conclure l'azimut, d'après l'observation de l'angle horaire, 
ce qui est plus facile et plus ordinaire que de l'observer, rien n'est plus 
simple. Car si l'on imagine un nouveau triangle sphérique ZPS , formé, 

j i g . 72, par les trois rayons visuels menés de l'observateur au pôle, au zénith 
apparent et à l'astre, on connaîtra, dans ce triangle, la distance apparente 
observée ou Z ; la distance du pôle au zénith apparent ou D ; enfin l'angle 
horaire apparent ou P. L'angle KZP compris entre les deux côtés Z et D de 
ce triangle, est précisément égal à l'azimut A. On pourra donc calculer cet 
azimut par la combinaison des formules suivantes, tirées de la trigonomé
trie spliérîque, 

^ , ™ • / 1 ,v s i l 1 t a , ! ! î 13 tang ip = eos D tangP ; sin (A H-'/>) = · — ^ £ — , 

où f est un angle auxiliaire. Quand on connaîtra A par ces formules, les 
deux premières équations feront connaître Z', ou la distance apparente 
ait zénith vrai. La parallaxe, pour celto distance, ou IT sin Z ' , sera ainsi 
connue. En la retranchant de Z ' , on aura la distance zénithale vraie 
Z " = Z ' — II sin Z'. 

Si au contraire Z" était donné, on en déduirait Z ' au moyen des formules 
de la pago /¡oo, où u représenterait la parallaxe de hauteur Z ' — Z " rap
portée au zénith vrai. Ensuite on en déduirait Z , en résolvant le triangle 
sphérique S Z ' Z dans lequel l'angle Z', qui est l'azimut vrai de l'astre, se
rait facile à calculer d'après les éléments de son lieu vrai. Mais il est une 
autre méthode bien plus simple pour trouver directement Z sans passer par 
Z ' . On la verra dans la note suivante. 

Lorsque Z est très-considérable par rapport à w , on peut aisément obte
nir la valeur do Z ' — Z en série convergente ordonnée suivant les puissances 
de sin a. Mais cette réduction n'est pas possible, en général, parce que les 
arcs Z , Z' , w peuvent devenir comparables entre eux, lorsque l'astre L est 
observé très-près du zénith vrai ou apparent. 

t . i n . 27 

luxes, s'appliqueront donc encore dans le cas actuel; seulement, 

comme la distance du zénith au pôle entre dans ces formules, il 

faudra y faire usage de la distance au zénith vrai Z', c'est-à-dire 

augmenter la distance apparente du zénith au pôle d'une quantité 
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(*) D'après ce que l'on vient de dire, on nommant toujours 01 l'angle du 
rayon terrestre avec la verticale, et désignant par a la parallaxe d'ascension 
droite, par cï la parallaxe de déclinaison , les formules trouvées dans la note 
de la page (¡08, pour le cas de la terre spliériquo, donneront, dans le sphé
roïde , 

g j _ sin Hsin ( D - ( - M ) sïn (P ' -H a) 
sin A' ' 

. rs inI lcos (L ) H -w)s in(P ' - ( - K ) —acos A'cos (P'-t-i a) sin \ oTI . , , ,. 
s i n i- Y i 1 ^ i '-J. i _ J S 1 1 , (A '+ j), 

ou avec, une approximation presque toujours su (lisante, 

II sin (D + w) sin P' 
K — : - ; J 

sin A 
J = n [sin A' cos (D - f - w) — cos A' sin (D t- w) cos P' ] ; 

A' est la distance polaire vraie, et P' l'angle horaire vrai vus du centre de la 
terre. « et J étant calculés par ces formules, si l'on nomme A la distance 
pulairo apparente , et P l'angle horaire apparent, vus de la surface du sphé-
loïde terrestre, on aura 

P = l " + « , i = _ à'-+-(?. 

Avec P, A et D, on peut calculer directement la distance apparente Z. Car 
si l'on forme le triangle spliériquo SZV, fig. 72, par trois rayons visuels 
menés de l'observateur au zénith apparent, à i'aslre et au pôle, on connaîtra 
dans ce triangle les côtés PS = A , PZ = D , et l'angle SPZ = P. On on 
conclura donc aisément le troisième côté, ou la distance zénithale apparente 
Z S = Z. On pourra également calculer l'angle SZP ou l'azimut apparent di 
l'astre. On aura donc ainsi tous les éléments du lieu apparent de l'astro, de 
la manièro la plus simplo, au moyen des éléments do son lieu vrai. Do 
môme si l'on forme le triangle spliériquo S'Z'P par trois rayons visuels, menct. 
du centre de la terre au zénith vrai, à l'astre et au pôle, on connaîtra dans ce 
triangle les côtés S ' P = A', Z ' P = D + w , et l'angle S' P Z ' = P ' . On pourra donc 
calculer le troisième côté S ' Z ' = Z " , d'où l'on conclura V! ou Z ' S par les 
formules delà page /joo. On pourra aussi calculer l'angle S' Z ' P qui est l'a 
ziinut vrai de l'astre. On voit que !a considénlion de l'olliplirité de la terre 
ne complique nullement ces résiliais 

égale à l'angle Z 'OZ, formé par le rayon terrestre avec la vert i 

cale. Au moyen de ces résultats rien n'est plus facile que d'obtenir 

les éléments du lieu apparent de l'astre, étant donné son lieu vrai, 

rapporté au centre du sphéroïde terrestre (*). 

517. J'ai di t , dans le tome I e r , page 190, que le diamètre appa-
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(*) Nommons r le demi-diamètre OC de la terre, R le rayon CL ou CZ, 
mené de son centre à celui de la lune. La ligne O L , côté du triangle rectan
gle C O L , aura pour longueur y/R5 — r" ; la flèche OZ aura pour longueur 
Il — ; et la différence de ces deux lignes , O H l'excès de OL sur O Z , sera 
exprimée par ' , 

yAt2 — r' — (R — r ) . 

Si l'on suppose, comme cela a lieu dans la nature, que :· soit une très-petite 
fraction par rapport à R, on pourra se contenter d'extraire, par approxima
tion, la racine carrée indiquée, en se servant, pour cela, de la formule du 
binomedc Newton 5 et en se bornant aux premières puissances de r, onaura, 

pour cette racine , R — L'expression ci-dessus, qui représente la dif-

férence des lignes OZ et O L , sera donc exprimée par r — — , c'est-à-dire 

;· ' 
qu'elle est presque égale à car le terme—^-^ est très-petit par rapport 

à r, puisqu'il ost égal au produit de r par j ~ i qui est une fraction extrême

ment petite et peu différente do — . 

rent de la lune à l'horizon était un peu plus petit qu'au zénith, lors

qu'on le mesure exactement avec le micromètre ; c'est un effet de 

la paral laxe, et il est facile de le démontrer. Pour cela, considé

rons d'abord la distance de la lune au centre de la terre comme 

constante , en sorte qu'elle décrive son cercle diurne autour de ce 

centre, comme dans la f i g . 73 . Alors la lune, étant au zénith 

en Z, sera plus près de l'observateur O que lorsqu'elle était à 

l'horizon en L , car dans le cercle L Z L ' la flèche OZ est moindre 

que la demi-corde OL. La différence de ces deux distances p ro 

duit un effet sensible sur le diamètre apparent qui augmente à 

mesure que la lune s'élève (*). La loi de cet accroissement est fa

cile à calculer, et sa valeur totale, depuis l'horizon jusqu'au 

zénith, est d'environ ~ , parce que, dans le passage d'une de ces 

positions à l'autre, la distance de la lune à l'observateur se trouve 

diminuée d'une quantité sensiblement égale au rayon OC de la 

terre, qui en est environ la soixantième partie. L'exacte conformité 

de cette loi avec les phénomènes, soit que la lune monte ou des

cende sur l'horizon , ne permet pas de douter qu'ils ne soient dus 
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à la cause que nous venons d'assigner, et l'on voit aussi, par cet 

accord, que, si la distance de la lune au centre de la terre n'est 

pas exactement constante, comme nous l'avons supposé, du moins 

les variations qu'elle éprouve pendant que cet astre s'élève de 

puis l'horizon jusqu'au zénith, sont trop petites pour produire 

un changement notable, dans cet intervalle, sur son diamètre ap

parent. 

518. Dans tout ce qui précède, nous n'avons pas encore parlé 

de la parallaxe du soleil. En effet, elle est si petite qu'aucune des 

méthodes précédentes ne peut la donner avec exactitude ; aussi 

les astronomes ont ignoré pendant longtemps sa valeur. Enfin, on 

a réussi à la déterminer, non pas par l'observation immédiate, 

qui eût été sujette à trop d'inexactitude, mais d'après certains rap

ports , qui existent entre les distances des diverses planètes et de 

la terre elle-même, au centre du soleil. On sent que cette mé

thode indirecte n'a pu être inventée qu'après que l'on a connu, 

avec beaucoup d'exactitude, les mouvements planétaires. C'est 

pourquoi je l'exposerai plus tard. La parallaxe du soleil, qu'on 

en a déduite, est égale à 8",8 sexagésimales, ou à 2 7 " , 1 de ¡a di

vision décimale ; ce qui donne la distance moyenne de cet astre à 

la terre, égale à 2 3 5 7 8 rayons terrestres, ou plus de trente-quatre 

millions de lieues. On ne pouvait rien obtenir de précis sur les 

dimensions du système solaire, tant qu'il restait quelque incerti

tude sur cet élément. Par conséquent, si l'on voulait suivre réelie-

ment la marche d'invention, il faudrait d'abord faire abstraction 

de cette valeur jusqu'à l'époque où elle a pu être déterminée, et 

revenir ensuite sur tous les résultats. Telle a été, en effet, la marche 

réelle de l'astronomie, dont les progrès, comme je l'ai déjà répété 

plusieurs fois , ne sont qu'une suite d'approximations successives. 

Mais celte marche, tour à tour directe et rétrograde, serait em

barrassante et peu méthodique. Il nous suffira de remarquer que la 

valeur de cette parallaxe étant fort petite, les résultats approchés 

que l'on obtiendrait, en n'y ayant point égard, différeraient extrê

mement peu des résultats définitifs que l'on trouverait en r e m 

ployant dans une seconde approximation. Mais une fois que cette 

vérité est bien comprise, il est bien plus court d'admettre p r o v i -
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PHYS IQUE . /j.21 

soircment l'emploi d'une si petite correction , dont la nécessité est 

reconnue , et dont la valeur sera par la suite démontrée très-exac

tement, afin d'arriver d'abord sans retour aux résultats définitifs. 

I l en est de même des petites corrections relatives à la précession, 

à l'aberration et à la nutation , dont, pour plus de brièveté et de 

méthode, nous sommes convenus de faire un usage anticipé. Ainsi, 

nous supposerons toujours, dans les résultats dont nous ferons 

usage, qu'on y a corrigé l'effet de la parallaxe solaire, d'après la 

valeur que nous venons de rapporter. 
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(*) Depuis que ce chapitre. ¡1 été rédigé pour l'édition précédente, les 
cercles répétiteurs ont reçu do grands perfectionnements, et l'on a aussi 
améliore beaucoup la manière de les employer. J'ai cru cependant pouvoir 
laisser subsister cette première rédaction, comme un exposé suffisant des 
principes de leur usage , mais on tramera à la fin de ce volume une dis
sertation sur la nouvelle mesure que j'ai faite de la latitude do Formontera 
en Î S A F I , où les méthodes les plus sûres d'Observation seront expliquée; 
et confirmées par leur application pratique la plus exacte. 

CHAPITRE XXII (*). 
Description et usages du cercle répétiteur, 

519. M'étant proposé de réunir et d'expliquer dans cet ouvrage 

les procédés d'observation les plus exacts et les plus généralement 

usités, je vais exposer avec détail l'usage du cercle répétiteur, qui 

à lui seul peut suppléer au mural et à la lunette méridienne ; qui 

les remplace avec une exactitude indéfinie; qu i , par son peu de 

volume et le petit nombre de vérifications qu'il ex ige , peut être 

aisément transporté partout ; enfin , dont les applications ne sont 

pas bornées à l'astronomie seule, mais s'étendent à la géodésie, à 

la topographie et à une infinité de recherches ¿pliysiqu.cs de tout 

genre, où elles portent une précision inespérée. 

520. L'essentiel de cet instrument consiste dans un limbe cir

culaire vertical ZkS,fig. 7 4 , V11 P e u t tourner autour de là verti

cale CP, menée par son centre, et qu i , de plus, peut aussi tour

ner verticalement autour d'un axe horizontal mené par ce même 

centre. Une lunette OCL , munie d'un micromètre à fil fixe et d'un 

vernier, tourne autour du centre C, et peut parcourir successive

ment tous les points du limbe. L'instrument entier est représenté 

dans la Pl. XFHùxi tome I I . Pour en comprendre l'usage, revenons 

à la fîg. 74 . Soit S un objet éloigné et immobile, dont on veut me

surer la distance au zénith. Ce sera même, si l 'on veut , une étoile. 

Car, bien que les astres se déplacent à chaque instant par l'effet du 
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mouvement diurne , on peut calculer les effets de ce déplacement 

pendant l'intervalle des observations et en tenir compte, comme 

nous le verrons tout à l'heure ; ce qui ramène la question au même 

état que si l'on n'avait à observer que des points fixes. Cela posé, 

voici comment on opère : on commence par fixer le vernier de la 

lunette sur le point zéro de la division ; puis on dirige le limbe dans 

le vertical de l'astre, au moyen du mouvement azimutal, et on le 

fait ensuite tourner verticalement autour de son centre, jusqu'à ce 

que le point S réponde au centre des fils ; c'est ce que représente 

la//g. 74· Concevons maintenant un fil-à-plomb CP mené par le 

centre du l imbe; sa direction prolongée déterminera le zénith Z ; 

et l'arc A Z , lu sur le l imbe, sera la distance au zénith. Mais on 

peut, éviter l'usage de ce fil et la lecture de l'arc, comme on va le 

voir. 

521. Les choses étant disposées comme nous venons de le dire , 

on donne au limbe un mouvement azimutal autour de la verti

cale qui passe par son centre , et on lui fait faire un demi-tour, de 

manière à le ramener dans le vertical de l'astre {voyez fig. ^5). 
Dans ce mouvement, le point Z du limbe n'a pas changé. Seule

ment , si le limbe faisait d'abord face à l'est, il fait maintenant face 

à l 'ouest, et comme la lunette est fixe sur le limbe , il s'ensuit que 

sa direction actuelle LAC fait toujours le même angle avec la ver

ticale. Alors on détache cette lunette , et en la faisant tourner sur 

le l imbe, on la ramène sur l'astre. Sa nouvelle direction CA'S ré

pond alors ù un autre point du l imbe, tel que A ' ; et, puisque nous 

supposons l'astre immobile, l'arc A 'Z est exactement égal à l'arc AZ , 

ou à la distance au zénith. L'arc total AA ' , que la lunette vient de 

parcourir, est donc double de cette distance. Ainsi , en lisant cet 

arc indiqué par le déplacement du vernier sur la division du limbe, 

et prenant sa moitié, on aura la dislance au zénith, sans qu'il soit 

du tout nécessaire de connaître le point Z ; e t , par conséquent, 

sans avoir aucun besoin de fil-à-plomb. 

522. A la véri té, ceci suppose que le limbe , en passant de la 

première observation à la seconde, a tourné exactement anioni 

de la verticale, en sorte que chacun de ses points reste exacte

ment à la même hauteur au-dessus du plan horizontal. Pour s'en 
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(*) En faisant ainsi mouvoir le limbe dans la troisième observation, le 
niveau qui y est attaché se déplace avec lui et cesse d'être horizontal ; mais 
on le détache et on le ramène à cette position, où l'on achèvo de le fixer 
par des vis de rappel. On fait la même chose après chaque observation 
paire. 

assurer, on attache derrière le limbe et parallèlement à son plan un 

niveau à bulle d'air très-sensible , que l'on cale, c'est-à-dire que 

l'on met bien horizontal dans la première position du cercle, où 

le limbe faisait, je suppose, face à l'est; ensuite, si le point Z 

du limbe s'est un peu déplacé par le retournement, lorsque le 

limbe fait face à l'ouest, on en est averti par le niveau qui s'est 

déplacé avec lu i , et dont la bulle ne répond plus aux mêmes 

points de la division du tube. Alors on ramène le limbe à la posi

tion où le niveau rentre dans ses premières limites; ainsi, sans 

connaître le point Z , on est toutefois assuré qu'il revient dans la 

même verticale. Il y a, dans tous les cercles, des vis de rappel 

pour faire ainsi mouvoir le limbe par degrés insensibles, et pour 

caler le niveau. 

525. Après qu'on a ainsi la distance zénithale double , on ob

tient la distance quadruple de la manière suivante : sans toucher à 

la lunette, on retourne l'instrument, et on ramène le limbe la face 

à l'est, comme il était d'abord. La lunette prend alors la direction 

CA'L, fig. 7 6 . Si on la ramenait vers l'astre , le limbe restant fixe, 

elle reviendrait au point A d'où elle est partie, et on détruirait 

l'arc qu'on lui a fait parcourir. Au lieu de cela , on la laisse fixe 

en A' , mais on ramène le limbe en le faisant tourner verticalement 

autour de son centre, jusqu'à ce que l'astre revienne dans la lu

nette au centre des fils. Alors le point A ' est dirigé vers l'astre , et 

le point de départ descend en A, fig. 7 7 . Cela fait, on se retrouve 

exactement dans les mêmes circonstances où l'on était au commen

cement de la première obse rva t i on ,^ " . 7 4 ; si ce n'est que le 

point de départ est A ' , c'est-à-dire la fin du premier arc par

couru (*). En partant de là, et opérant de la même manière, on 

peut faire une nouvelle observation double qui amènera la lunette 

en A " ; et comme l'arc A ' A " sera égal à A A ' , l'arc total A A ' A " 
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sera la distance au zénith quadruple ; en le divisant par 4, on aura 

la dislance simple. 

Ayant la distance quadruple, on peut l'avoir sextuple par le 

môme procédé : il faut retourner le limbe face à l'est, dans sa pre

mière position, et ramener le point A " vers l'astre, sans détacher 

la lunette. Alors le nouveau point de départ sera A " ; une nouvelle 

observation double amènera la lunette en A'", et l'arc A A ' A " A'" 

sera l'arc sextuple. En le divisant par 6 , on aura l'arc simple. 

En continuant ainsi indéfiniment, on obtiendra tel multiple de 

la distance que l'on voudra, et en divisant l'arc total parcouru par 

le nombre des observations, on aura la distance zénithale simple. 

On peut faire ainsi parcourir à la lunette plusieurs circonférences 

entières dont il faudra tenir compte. Mais, pour s'épargner la peine 

de les compter une à une, il suffit de lire une seule fois l'arc dou

b l e , ce qui fait connaître la distance simple ; et quand les observa

tions sont terminées, on voit aisément quel nombre de circonfé

rences entières il faut ajouter pour que l'arc total, divisé par le 

nombre des observations, redonne la distance simple, déterminée 

approximativement par la première lecture. 

324. Examinons maintenanten quoi consiste l'avantage de cette 

multiplication. Elle n'en aurait aucun si les divisions faites sur le 

cercle étaient mathématiquement exactes, et si l'observateur poin

tait toujours parfaitement juste; car alors, une seule observation 

donnerait la distance au zénith exacte. Mais, comme ces conditions 

sont impossibles à remplir dans la pratique , la répétition des an

gles y supplée par des compensations. 

D'abord, quant à l'erreur des divisions, on voit que les arcs 

mesurés se suivent sans interruption sur le l imbe, de manière que 

le point du limbe , qui est la fin d'une observation , devient l 'ori

gine de la suivante Cela fait que la somme des observations , ou 

l'arc total parcouru, ne renferme absolument aucune erreur in 

termédiaire , mais seulement les deux erreurs des lectures extrê

mes. Ces erreurs elles-mêmes sont encore affaiblies, parce que les 

alidades du cercle portent quatre verniers que l'on lit séparément, 

et dont la moyenne contribue à marquer le commencement et la 

fin de l'arc total avec une plus grande probabilité d'exactitude. 
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4 26 ASTHOWOMIK 
Enfin , la petite erreur, qui peut rester encore, malgré ces précau
tions, dans les lectures extrêmes, se trouvant répartie par la di
vision sur l'arc entier parcouru sur le l imbe, ne conserve plus 
qu'une influence insensible sur l'arc simple parcouru dans une 
seule observation, du moins en supposant les observations suffi
samment multipliées. Les erreurs des divisions s'affaiblissent donc 
dans le cercle répétiteur par la répétition même , et la compensa
tion qui s'opère entre elles n'est pas l'effet d'une probabilité, mais 
d'une certitude 

Pour sentir jusqu'où cette compensation peut aller, il faut savoir 
que, dans nos cercles répétiteurs qui n'ont ordinairement que 4 dé
cimètres^ 5 pouces environ) de diamètre, l'erreur des divisions ne 
peut pas certainement s'élever à i 5 " sexagésimales. Elle se rédui
rait donc au plus à | seconde, après trente observations ; que de
vient-elle après quatre-vingts ou cent? que devient-elle s i , comme 
on peut le faire et comme on l'a fait souvent, on laisse les séries 
des différents jours se succéder sans interruption sur le l imbe, de 
sorte que les deux erreurs dos lectures extrêmes se trouvent seules 
réparties sur un arc total qui contient plusieurs milliers de fois 
l'arc simple? · 

L'erreur des divisions est donc comme nulle dans les observa
tions faites au cercle. Il est impossible qu'elle soit aussi rigoureu
sement détruite dans les plus grands instruments, s'ils ne sont pas 
répétiteurs. Jamais l'adresse de l'artiste ne peut égaler un procédé 
mathématique. 

52i>. Mais il y a d'autres erreurs qui se détruisent par le pr in
cipe des probabilités dans l'usage du cercle, et qui restent dans les 
autres instruments. Telles sont les erreurs du niveau, qui , déjà 
très-petites dans les premiers cercles répétiteurs que l'on a con
struits, sont encore moindres dans nos cercles actuels, où le niveau 
donne immédiatement les fractions de seconde. Telles sont encore 
les erreurs du pointé, qui , déjà fort petites par elles-mêmes, se 
détruisent comme celles du niveau, par leur compensation fortuite 
dans plusieurs milliers d'observations. Ces erreurs existent aussi 
dans les observations faites avec de grands instruments comme le 
mural. Car l'erreur du pointé s'y retrouve , ot celle du niveau est 
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représentée par l'erreur du fil à plomb. Mais ici, le petit nombre 

des observations ne permet pas d'espérer une compensation aussi 

exacte que dans le cercle. Si l'on suppose que l'exactitude des ré

sultats moyens soit en raison composée du nombre des observa

tions et de la longueur du rayon de l'instrument, cent observa

tions faites avec un cercle de 2 décimètres de rayon équivaudraient 

à une observation unique faite avec un mural de 20 mètres. Où. 

pourrait-on trouver de pareils instruments, et surtout comment 

pourrait-on les employer dans les observations qui exigent des 

voyages ? 

520. Après avoir expliqué, en général, le mécanisme de la ré

pétition et ses avantages, il faut entrer dans quelques détails sur 

les vérifications particulières que l'instrument exige avant d'être 

employé aux observations. 

La première condition à remplir, c'est que le limbe soit exacte

ment vertical, et qu'il puisse se maintenir dans cette position pen

dant que l'on observe, ou , du moins, qu'on ait des moyens de l'y 

ramener. Pour cela, on place derrière le l imbe, et perpendicu

lairement à son plan , un petit niveau à bulle d'air qu'on attache 

à l'axe horizontal autour duquel le cercle tourne (voy. fig. 7 8 ) . 

Alors , quand le niveau est horizontal, le limbe est vertical à 

cause de la perpendicularité. Or , il y a dans les cercles répétiteurs 

une vis de rappel qui fait mouvoir le l imbe, et avec laquelle on le 

ramène à la verticalité, lorsque le niveau perpendiculaire indique 

qu'il s'en écarte. 

Quant à ce niveau lui-même, on voit qu'il est horizontal, quand 

les extrémités de la bulle d'air qu'il renferme se terminent à deux 

traits fixes, tracés par l'artiste pour cet objet. Mais il est utile de 

savoir au besoin suppléer à cette donnée. 

En effet, en supposant même que ce niveau eût été parfaite

ment réglé par l'artiste, il pourrait bien arriver qu'il se déran

geât dans sa monture, et qu'il cessât d'être perpendiculaire au 

l imbe. C'est pourquoi on le vérifie avant de commencer les obser

vations. Pour cela, on attache sur le limbe deux pinces P, Q, sur 

lesquelles on a tracé deux points extrêmement fins , qui doivent, 

par construction, se trouvera égales distances du plan du limbe, 
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(*) Pour apprécier l'erreur que produirait un petit défaut de verticalité, 
prolongeons le plan du limbe jusqu'à la sphère céleste; il la coupera sui
vant un grand cercle que nous nommerons I.lZ'll , J!g. 7 9 . Le point Z ' , le 
plus élevé de ce cercle, sera le faux zénith indiqué par l'instrument, et la ligne. 
OZ', menée à ce point par le centre du limbe, sera la verticale apparente 
autour de laquelle on mesure, sur h limbo, les distances au zénith. Soit 
maintenant OZ la verticale vraie , en sorte que Z ' OZ soit l'inclinaison du 
plan du limbe sur la verticale, angle que nous nommerons I . Cela posé, si 
l'on mène du point O un rayon visuel OS à une étoile quelconque, la dis
tance au zénith véritable sera l'angle ZOS , que nous nommerons Z. Mais la 
fausse distance mesurée sur le limbe , sera l'angle Z ' OS , que nous nomme
rons Z'. Les trois côtés Z Z ' , Z S , /.'S formeront, sur la sphère céleste , un 
triangle sphérique, rectanglo en Z', et dans lequel on aura 

cos Z = cos Z ' cos I ; 

de là on tirerait Z connaissant Z'. Mais il faudrait faire le calcul a\ec une 
exactitude minutieuse, à cause du facteur cos I, qui diffère très-peu de l'unité, 
parce que l'inclinaison I , qui peut rester après les vérifications précédentes , 
est nécessairement fort petite. C'est pourquoi il est plus simple de chercher 
approximativement la différence des angles Z et Z'. A cet effet, substituons 
àcos l sa valeur 1 — a sin* \ ï , nous aurons 

cos 7! — cosZ = 2 cos 7J sin s i I . 

Or, cos Z ' — cos Z = 2 sin ', (Z - t - Z') sin J (Z - Z') Substituant cette va -

auquel les pinces sont appliquées. Les artistes ont des moyens 

très-précis et très-simples pour remplir cette condition. A l'un de 

ces points, au plus é levé, on suspend un fil-à-plomb et l'on fait 

mouvoir le limbe jusqu'à ce que ce fil vienne battre exactement 

sur l'autre point. Alors le limbe est vertical, puisque , par con

struction , la ligne verticale, menée par les deux points P et Q , est 

parallèle à son plan. Quand on l'a amené dans cette position, on 

fait mouvoir les vis de rappel du petit niveau, de manière qu'il 

devienne exactement horizontal, et les \ ariations de ce niveau in 

diquent ensuite si le limbe s'écarte de la verticalité. La sensibilitc 

de cet instrument rend même pour cela son usage préférable à celui 

du fil à plomb , en même temps qu'il est infiniment plus com

mode (*). 
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leur, on trouve 

R.r/N c o s Z ' sin' i I 
sin i (Z — Z ) = -—1-777 frr '1 

c'est le sinus do ta moitié delà différence cherchée. Elle est toujours positive 
tant que Z'est moindre qu'un angle droit. Par conséquent, dans cette limite, 
la distance vraie surpasse toujours la distance observée : cela doit être, puisque 
Z est une hypoténuse. L'inclinaison 1 ne pouvant jamais être que de quel
ques minutes, le facteur s i n 5 ! I> 1 u ' s e trouve au numérateur, sera tou
jours un très-petit nombre, et le dénominateur sin ~(Z -t-Z' ) sera, compa
rativement, très-considérable, même à i ° de distance du zénith. Ainsi , 
au-dessous de ce terme, la différence des arcs Z et Z ' sera extrêmement pe
tite; on pourra donc alors, sans craindre aucune erreur, supposer Z = Z ' 
dans le second membre, ce qui revient à négliger le carré de Z — Z'. On 
trouvera ainsi définitivement, 

sin ; (Z — Z ' ) = 
tang Z ' 

Pour apprécier l'exactitude decette formule, il faut comparer les résultats 
qu'elle donne avec ceux que l'on tire de la formule rigoureuse cosZ—cosZ'cosI. 
En supposant I = 1 0 'et Z' = i ° sex., on trouve déjà que les deux formules 
s'accordent presque exactement. Plus près du zénith , l'approximation dimi
nue, et enfin elle cesse d'être suliisainntent exacte; par exemple, quand Z ' 
est nul, elle donne Z ' — Z infini, au lieu que la formule rigoureuse donne 
alors cos Z = cos I , ou Z = I , c'est-à-dire que toute l'erreur de la verti
calité se reporte sur la distance au zénith, comme cela doit en effet arriver. 

On doit tirer de ceci deux conclusions : la première, c'est qu'il faut, atté
nuer, autant que possible , le défaut de verticalité ; la seconde, qu'il faut 
éviter d'observer très-près du zénith, où l'influence do ce défaut sur les dis 
tances est plus sensible, à cause du dénominateur tang Z' . Ce dernier in
convénient est toujours nul pour la Polaire , qui sort ordinairement à dé
terminer les latitudes. Sa distance au zénith sort des limites où les erreurs 
de la verticalité sont considérables , au moins dans tous les pays habitables 
où l'on peut avoir occasion de l'observer. Enfin , quand on observera près 
du zénith, même à quelques degrés de distance, on fera bien d'évaluer, 
aussi exactement que possible, l'inclinaison du plan du limbe, et on en 
tiendra compte au moyen de la formule précédente, ce qui atténuera tou
jours l'erreur et pourra même en rendre î'inHuence tout à fait insensible. 

527. Si l'on voulait vérifier aussi les pinces elles-mêmes, rien 

ne serait plus facile. Le petit niveau étant calé, c'est-à-dire rendu 

horizontal, faites tourner le limbe verticalement, de manière que 

la pince qui était en haut vienne en bas, et que l'autre qui était en 
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bas vienne en haut. Alors suspendez de nouveau le ûl-à-plomb ; 

s'il bal encore exactement sur les deux points P et Q , le l imbe est 

vertical et les pinces sont bien réglées. Dans le cas contraire, l'écart 

du fil-à-plomb sera double du défaut de parallélisme. Car, soit, 

par exemple, UL^fig. 80, la direction du limbe dans sa première 

position, la verticale PQ faisant avec lui un certain angle par l 'er

reur des pinces. Dans le renversement, chacun des points P, Q 

décrit une circonférence de cercle autour de l'axe de rotation A C C , 

qui est perpendiculaire au limbe. La ligne PQ décrit donc, au

tour de cet axe , une surface conique dont l'angle au centre 

est P C P ' ou Q'C'Q, P ' et Q' désignant les nouvelles positions des 

points P et Q après le renversement. Si par le point C on mène 

C L ' parallèle au l imbe, cette ligne , qui demeure immobile pen

dant la rotation, divisera l'angle Q 'CP en deux moitiés, dont cha

cune sera égale à l'angle L 'C ' P , formé par la ligne PQ avec le 

limbe. Or, quand on suspendra de nouveau le fil-à-plomb en Q', 

la quantité Q"Q'P' , dont il s'écartera de la ligne P 'Q ' sera égale à 

l'angle au centre Q 'CP . Cet écart sera, par conséquent, double 

de l'erreur du parallélisme. 

Si l'on s'apercevait d'une erreur de ce genre , il faudrait s'oc

cuper de la corriger. Pour cela, il doit y avoir, sur les pinces , des 

vis de rappel qui permettent de rapprocher ou d'éloigner les points 

P et Q. On fera donc marcher ces points de manière à détruire la 

moitié de l'écart observé, et avec les pinces ainsi réglées, on re

mettra le limbe vertical. Mais comme il est bien difficile que l 'on 

fasse exactement celte bissection dès la première fois , lorsqu'on 

aura rétabli à très-peu près la verticalité du l imbe, au moyen des 

pinces corrigées, on profitera de cette verticalité approchée pour 

corriger de nouveau les pinces, et en procédant ainsi par une 

suite d'essais et de corrections successives, on parviendra bientôt 

à régler le tout exactement. Le petit niveau perpendiculaire au 

limbe indiquera ensuite la conservation de la verticalité. On peut 

même, en répétant ces tentatives sur divers points du l imbe, s 'as

surer que l'axe de rotation lui est exactement perpendiculaire, car, 

s'il ne l'était pas, les positions du fil-à-plomb ne s'accorderaient pas 

entre elles sur les différents rayons du cercle. 
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528. A la rigueur, on pourrait se contenter de ces précautions, 

relativement à la verticalité, car si on la trouvait dérangée dans 

une observation , les vis de rappel de l'instrument suffiraient 

pour la rétablir, d'après l'indication du niveau perpendiculaire. 

Mais comme cette opération prend toujours un peu de temps, il 

faut la rendre aussi rare que possible. Or, on serait forcé de la 

faire à chaque observation, par le retournement du cercle, si la 

colonne qui le porte n'était pas exactement verticale. Car si , dans 

la première position de l'instrument, lorsqu'il fait face à l'est, 

LM , fig. 8 1 , était le limbe supposé vertical, et AB la colonne in

clinée à l'horizon ; comme celle-ci reste immobile dans le retour

nement, le l imbe, en passant à l 'ouest, prendrait la direction 

L 'M ' , toujours également, inclinée sur cet axe, mais non plus ver

ticale ; en sorte qu'il serait nécessaire de lui rendre la verticalité, 

et de la lui rendre ainsi tour à tour, en passant d'un côté à l'autre, 

dans chaque observation. On évite ces inconvénients en rendant 

la colonne verticale, et on l'amène à cette situation au moyen de 

trois vis que porte le cercle horizontal sur lequel la colonne s'élève, 

et qui sert de base à tout l'instrument. 

Ces trois v is , désignées par V, V , V " dans la fig. 8 2 , sont 

espacées à des intervalles égaux, de manière que les rayons CV, 

C V , CV", menés perpendiculairement a l'axe de la colonne, fas

sent entre eux des angles égaux au tiers de la circonférence. 

L e procédé consiste à rendre d'abord un de ces rayons, par 

exemple CV, horizontal, et à faire ensuite tourner le plan W V " 

autour de cette ligne, comme axe , de manière à le rendre enfin 

parfaitement horizontal dans tous les sens. Alors l'axe C C , qu i , 

par construction, est perpendiculaire à ce plan, se trouve néces

sairement vertical. 

Pour cela, on profite du grand niveau NN' , qui est adapté à la 

colonne du cercle, et qui sert à conserver le zénith dans les retour

nements. On dirige le limbe dans le vertical de la vis V , et on met 

le niveau horizontal ; ensuite on donne au cercle un mouvement 

azimutal autour de la colonne C C , et on lui fait faire un demi-

tour qui ramène le limbe dans le vertical de la vis V. Mais alors les 

deux bouts du niveau ont changé de position par rapport h cette 
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vis. Le bout qui était sud est devenu nord, et celui qui était nord 

est devenu sud. Puisque la rotation s'est faite autour de la c o 

lonne CC, le niveau a décrit une surface conique autour de la 

ligne CC comme axe. Si cet axe est vertical, cette surface devient 

un plan horizontal, et le niveau n'est point dérangé. Mais si la 

colonne est inclinée à l 'horizon, le niveau ne peut plus être 

horizontal, et l'inclinaison qui produit son écart est doublée par 

le retournement. On corrige donc la moitié de cet écart en faisant 

marcher la vis Y dans le sens convenable , c'est-à-dire en haussant 

ou baissant le point V, selon l'indication du niveau. Puis on achève 

l'autre moitié de la correction en faisant marcher le niveau lui -

même, par ses vis de rappel, jusqu'à ce qu'il se trouve ainsi ra

mené au point d'égalité où on l'avait placé d'abord. Mais comme 

on n'est jamais assuré d'avoir fait la bissection exactement, on r e 

commence l'opération avec le niveau ainsi corrigé. Si le retourne

ment donne encore une différence, elle est incomparablement moin

dre, et en peu d'essais on parvient enfin à la détruire. 

Alors, la colonne CC se trouve amenée dans un plan vertical, 

perpendiculaire à la direction du rayon CV. Mais cela ne suffit 

point encore pour que cette colonne soit verticale, car elle peut 

encore pencher vers V o u vcrsV" : aussi, en dirigeant le limbe dans 

chacun de ces azimuts successivement, trouve-t-on toujours qu'il 

dévie dans des sens opposés, et d'une quantité égale. A ins i , en 

élevant l'une des vis et abaissant l'autre de quantités égales, on 

doit rétablir la verticalité , et trouver le niveau exact dans tous les 

sens sans qu'il soit nécessaire d'y toucher; c'est, en effet, ce qui 

arrive. Mais comme on n'opère jamais ce partage d'une manière 

bien exacte, il s'ensuit que le premier rayon CV ne conserve pas 

tout à fait son horizontalité après ces opérations. On recommence 

donc de nouveau, en partant de ce rayon , à rétablir la verticalité 

de l'axe. Mais cette fois les corrections sont incomparablement 

moindres, et, avec un peu d'habitude, on parvient à rendre l'axe 

vertical après deux ou trois essais. Alors le niveau reste horizon

tal , dans quelque azimut que l'on dirige le limbe. L 'opération 

que nous venons de décrire se fait ordinairement avant toutes les 

autres vérifications, parce qu'elles ne sont jamais si faciles que 
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quand l'axe est vertical ; mais pourtant, comme cette opération n'est 

pas de nécessité rigoureuse , je ne l'ai pas décrite d'abord. 

529. Lorsque toutes ces vérifications sont faites , si l'on attache 

les pinces sur le limbe et qu'on y suspende le fil-à-plomb, il devra 

battre sur les points de repère, P et Q , dans quelque azimut qu'on 

le place, et , en même temps, le grand niveau parallèle et le petit 

niveau perpendiculaire au limbe doivent conserver leur horizon

talité sans aucun dérangement. Cette dernière vérification embrasse 

et confirme toutes les autres. 

550. I l ne reste plus qu'à régler l'axe optique de la lunette. Cela 

se fait au moyen de la lunette d'épreuve, comme on l'a expliqué 

pour le mural, t ome I I , page 356. Si l'on n'avait pas de lunette 

d'épreuve, on pourrait y suppléer au moyen du cercle azimutal 

qui sert de base à la colonne et qui est ordinairement divisé comme 

le cercle vertical. Voici en quoi le procédé consiste : dirigez la 

lunette sur un point très-éloigné et situé à l'horizon ou très-près 

de l'horizon ; pour cela, une différence de dix ou douze degrés 

n'est d'aucune conséquence. Lisez sur le cercle azimutal le nombre 

de degrés et minutes auquel répond l'index de la colonne, ou, pour 

plus d'exactitude , choisissez le point de mire de manière que cet 

index réponde à une division exacte, tellement que l'on puisse ré

pondre de sa position à très-peu près. L'azimut étant bien lu , 

faites tourner la colonne d'une demi-circonférence, en sorte 

que l'index qui répondait d'abord à l'azimut A , réponde main

tenant à l'azimut A -f- 2 0 0 s , et après l'avoir mis bien exacte

ment dans cette position, fixez-le, au moyen de sa vis de pres

sion, d'une manière invariable. Par cette opération, votre 

lunette s'est retournée; détachez-la, et, la faisant glisser sur le 

l imbe, ramenez-la sur le point de mire , précisément comme si 

vous vouliez prendre sa distance au zénith dans une observation 

paire. Si l'axe optique de la lunette est parallèle au plan du l imbe, 

vous devez retrouver le point de mire à l'intersection des fils. 

Mais si cet axe a la plus petite inclinaison, comme dans le retour

nement il décrit une surface conique autour de l'axe central per

pendiculaire au limbe , le point de mire ne pourra plus se retrou

ver à l'intersection des fils : il s'en écartera à droite ou à gauche. 

T. m . 28 
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(*) Apprécions l'erreur qui pourrait résulter d'un défaut de parallélisme 
de l'axe optique. Pour cela, concevons un rayon visuel mené h l'objet ob-

Si l'axe optique s'approche réellement du limbe du côté de l'objec

tif, le point de mire paraîtra s'en éloigner. Au contraire, si cette 

extrémité de l'axe optique s'éloigne du l imbe, le point de mire 

paraîtra s'en approcher, parce que les lunettes renversent ; et, 

comme le plan du limbe se trouve toujours dans le même vertical, 

l'écart apparent du point de mire est double de l'erreur produite 

par l'inclinaison de l'axe optique. C'est ce que montre la fig. 83 , 

où ACB représente le plan vertical du l imbe, L 'CO' la première 

direction de la lunette vers l'objet 0 ' , qui répond au centre des 

fils, TJ'CO" la direction de la lunette après le retournement, et 

O'O" l'écart de l'objet O' par l'effet de l'inclinaison de l'axe opti

que sur le plan du l imbe, écart double de O'B qui représente 

l'effet réel de cette inclinaison. 

Voulez-vous mesurer cette erreur, détachez l'index du cercle 

azimutal, de manière que vous puissiez faire tourner la colonne, 

et ramenez ensuite l'intersection des fils sur le point de mire ; 

l'angle parcouru par l'index sur le cercle azimutal sera égal à 

l'angle 0 "C0 ' , et , par conséquent, double de l'erreur 0 "CB, en 

supposant que l'objet soit à l 'horizon. Si cette dernière condition 

n'était pas remplie, l'angle parcouru sur le cercle azimutal serait 

la projection horizontale de l'angle réel. Si j ' a i choisi l'objet à 

l 'horizon, c'est afin que l'opération donnât tout de suite cette 

mesure. 

Mais, au lieu de mesurer l'erreur, veut-on la corriger? Il n'y 

a qu'à ramener les fils du micromètre vers le point de m i re , et les 

faire ainsi marcher jusqu'à ce que l'on ait détruit la moitié de 

l'écart. Si l'on a fait exactement cette bissection, l 'axe optique sera 

devenu parallèle au plan du limbe. Mais comme on n'est jamais sûr 

d'y parvenir dès la première fois, on recommence la vérification 

avec cet axe optique déjà réglé, et, en peu d'essais, on parvient à 

obtenir le parallélisme avec tout le degré d'exactitude nécessaire, 

degré que le calcul détermine, comme on le verra dans les notes 

que nous avons placées ici (*). 
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serve, et passant par l'axe optique de la lunette. L'angle de ce rayon avec la 
verticale sera la distance vraie au zénith, ou Z ; mais la distance apparente 
Z ' , telle qu'on la lira sur le limbe , ne sera que la projection de !a précé
dente Sur le plan du limbe , au moyen d'un arc de cercle perpendiculaire h 
son plan. Cet arc mesurera donc l'inclinaison de l'axe optique sur le plan du 
limbe. Soit I cette inclinaison ; il est visible que les angles Z , Z ' et I sont 
les trois côtés d'un triangle sphérique rectangle, dont Z est l'hypoténuse, et 
par conséquent dans lequel on aura, comme tout à l'heure, 

cos Z = cos Z ' cos I. 

Cetto équation est absolument de même forme que celle que nous avons 
trouvée pour la verticalité du limbe. On en tirera donc de même, par une 
approximation toujours suffisante, 

. , _ _ sin1 A I 
sin A Z ' ) — 

tang Z ' 

L'erreur provenant de l'axe optique est encore pîus petite que celte qui est 
due au défaut de verticalité du limbe, du moins ordinairement, car il est 
très-facile d'éviter, sur l'inclinaison de l'axe optique, r minute d'erreur, et 
l'effet en serait insensible sur les distances au zénith où l'on a coutume d'ob
server avec le cercle répétiteur. On voit que cet effet tend aussi à diminuer 
les distances au zénith , puisque la distance Z ' lue sur le limbo est moindre 
que la distance réelle Z . -

Si l'on avait mal réglé l'axe optique, ou si l'on avait observé trop loin de 
cet axe, on pourrait toujours, au moyen de la formule précédente, corriger 
les observations. 

Je saisis cette occasion de faire remarquer encore une fois que 

l'exactitude des procédés astronomiques est toujours fondée sur 

une suite d'essais et d'approximations successives. Cela est égale

ment vrai pour les résultats des calculs astronomiques, comme on 

le verra dans la suite de cet ouvrage; et le même principe, trans

porté dans les autres sciences, offre également le plus sûr moyen, 

je dirais presque le seul, de parvenir à une grande précision. 

Au moyen des vérifications que nous venons de décrire, le 

cercle est complètement réglé , et on peut immédiatement s'et, 

servir pour les observations. Toutes ces vérifications sont plus 

longues à expliquer qu'à faire , lorsqu'on est habitué à l'usage du 

cercle. 
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531. Il me reste maintenant à expliquer comment, lorsqu'on; 

observe les hauteurs des astres au cercle répétiteur, on peut éluder 

les effets du mouvement diurne, et opérer absolument comme si 

l'astre était immobile. 

D'abord, en faisant ces observations, on ne peut ordinairement 

avoir que deux objets ; de trouver l'heure par le moyen de la 

hauteur observée, ou de trouver la hauteur méridienne de l'astre. 

Examinons successivement ces deux cas. 

Pour avoir l 'heure, il faut déterminer l'angle horaire par le 

moyen de la hauteur observée. Il est donc avantageux d'observer 

loin du méridien, parce qu'alors les hauteurs des astres varient 

plus rapidement ; tandis qu'en approchant du méridien , elles de

viennent presque constantes, et une très-petite variation dans la 

hauteur répond à une grande différence d'angle horaire, de sorte 

qu'une erreur fort petite sur l'observation de la hauteur en intro

duirait une considérable sur le temps absolu. L e calcul fait voir 

que le mouvement en hauteur est le plus rapide lorsque l'azimut 

est de i o o s . Alors l'astre se trouve dans le plan vertical qui contient 

les points d'est et ouest, et que l'on nomme ordinairement premier 
•vertical. C'est donc surtout dans cette position qu'il est avan

tageux d'observer les distances au zénith, pour en conclure le 

temps. Mais tous les astres ne peuvent pas satisfaire à cette con

dition , car il y en a toujours beaucoup d'entre eux qui ne passent 

jamais au premier vertical. Heureusement cette condition n'est pas 

non plus rigoureusement nécessaire, et lorsque les circonstances 

ne permettent pas de s'y astreindre, ce qui arrive fort souvent, il 

faut seulement choisir l'instant de l'observation et la hauteur de 

l'astre, de manière que les variations de la hauteur soient assez 

rapides pour que les erreurs inévitables des observations n'y soient 

pas considérablement agrandies, quand on en déduit J'angle 

horaire. Il est toujours très-facile de déterminer, pour chaque 

astre, les limites convenables, en calculant d'avance les petits 

changements d'angle horaire qui correspondent à de très-petites 

variations de hauteur. En général, on sent qu'il faudra, autant 

que possible, choisir des étoiles situées près de l'équateur, afin que 
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(*) Soient A la distance polaire de l'astre que l'on observe, P son angle ho
raire , Z sa distance zénithale, D la distance du zénith au pôle ou le com
plément de la latitude du lieu; cela posé, dans le triangle spbérique formé 
par les trois arcs A , Z et D , on aura l'angle horaire P, par la formule 

„ cos Z — c o s A cosD 
C O S P - - : :—— . 

sin A sin D 

Supposons qu'au bout de quelques minutes la distance zénithale devienncZ', 
et l'angle horaire P', A et D restant les mêmes, on aura encore 

cos Z'—cos A cos D 
cos P' = : : —=- ; 

sin A sin D 

retranchant ces deux équations l'une de l'autre, on a 

... cos Z ' — cos Z 
C O S P' — C O S P = : : = 7 — , 

sin A sin 1J 
ou, en transformant ces expressions , 

• w r w ™ · . / T . , m s in i ( Z ' - t - Z ) s i n i ( Z ' - Z ) 
sin i (P ' - i -P ) sin 5- ( P ' _ P ) = l—r-î-i 

" · ' ' 3 v ' sin A stn D 
Si les observations sont assez rapprochées pour que les différences P' — P et 
Z ' — Z puissent êtro considérées comme fort petites, on pourra substituer 
le rapport des arcs à celui des sinus , et l'on aura 

p, p _ ( Z ' - Z ) s i n j ( Z ' + Z ) , 
sin J (P' -+- V) sin A sin D ' 

de plus, si l'on néglige les carrés et les puissances supérieures do ces petites 

quantités, on pourra, dans le facteur S |" ' qui multiplie déjà Z ' — Z 
s in i (P ' - t -P ) 

dans le second membre, supposerZ = Z ' e t P = P', ce qui donnera 

P' — P = (Z ' — Z ) • s i n Z 

' sin P sin A sin D 

Les circonstances les plus favorables à la détermination de l'angle horaire 
sont celles qui donnent à P' — P les plus petites valeurs, Z ' — Z restant 

leur mouvement diurne soit plus rapide, et éviter les étoile_s cir

cumpolaires, dont le mouvement est trop lent (*). 

552. Supposons donc que l'on ait eu égard à ces précautions 

diverses : on observe les distances de l'astre au zénith , comme on 

ferait s'il était fixe ; mais à chaque observation, soit paire, soit 
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le même ; car alors une petite erreur sur Z influera peu sur P. I l faut donc, 
sin Z . . . 

pour l'exactitude, que le coefficient-:—rr—.—;— :— r i soit le plus petit pos-
* sin P sin A sin D r r r 
sible; et comme, relativement à une même étoile et à un même obser
vateur A et D sont constants, la condition ne porte que sur le facteur 

-!^-4vOr, dans le triangle sphérique formé par les trois arcs Z , A et D , si 
sin P 

. . . . . . . sin Z sin A 
l'on nomme A 1 azimut oppose au cote A , on aura — — = - : — r i et 

r r ' sin P sin A 
comme A est constant, on voit que la condition imposée sera remplie, lors
que sin A sera le plus grand possible, pour l'astre que l'on observe; par 
conséquent, si l'astre peut, d'après sa position , passer au premier vertical, 
le maximum aura lieu quand il y parviendra, car alors l'azimut A sera égal 
à un angle droit. 

On voit aussi que, pour la même étoile, il faut éviter les angles horaires 
trop petits, qui rendent le dénominateur sin P ou sin A une très-petite frac-

i i , * sin Z sin A 
tion, et par conséquent augmentent la valeur du rapport ou ^ 

Quant au choix à faire entre les diverses étoiles, comme toutes ne peuvent 
pas passer dans le premier vertical, on voit qu'il faut éviter celles dont la 
distance polaire A est trop peïite, et s'attacher à celles pour lesquelles le 
sinus de cette distance est le plus grand possible , ce qui a lieu pour les 
étoiles situées dans le plan de l'éqdateur, où A est égal à un angle droit. 

impaire, on note exactement l 'heure, la minute, la seconde et la 

fraction de seconde où l'astre s'est placé au centre des fils. Cha

que couple d'observations exige au plus deux minutes, quelque

fois une seule, selon l'habileté de l'observateur. De temps en temps, 

à la fin d'une observation paire, on lit sur le limbe l'arc parcouru. 

335. Lorsque l'on fait la lecture des arcs, après chaque couple 

d'observations, leur intervalle étant supposé de deux minutes 

sexagésimales, on s'aperçoit que , dans l'intervalle de huit ou dix 

minutes, les hauteurs observées croissent proportionnellement au 

temps, de sorte que la moyenne des hauteurs correspond exacte

ment à l'époque moyenne, au moins quand on observe assez loin 

du méridien, comme nous l'avons indiqué. Ceci bien prouvé, on 

se dispense de lire les arcs à la fin de chaque observation paire, ce 

qui entraîne des longueurs. On lit après six ou huit observations; 

en un mot, après un nombre de couples qui comprennent huit ou 

dix minutes de temps : on nomme cet assemblage une série, et on 
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fait répondre l'époque moyenne des observations à l'arc moyen 

parcouru sur le limbe. Mais si l'on prolongeait une même série plus 

longtemps , ou si l'on observait très-près du méridien, cette mé

thode serait inexacte, comme l'expérience et le calcul s'accordent 

également à le prouver (*). 

(*) Tout cela se voit aisément par la formule 

sin P sin A sin D 
Z ' - Z = (P '— P) • 

sinZ 

que nous avons trouvée dans la note précédente. Cette formule suppose que 
l'on part d'une première valeur de P et de Z pour passer à d'autres extrê
mement voisines, P' et Z ' . Elle fait connaître le changement Z ' — Z de la 
distance au zénith, lorsque l'on connaît la variation P'—P de l'angle horaire, 
laquelle peut se conclure du temps écoulé entre les deux observations. Tant 
que les différences Z ' . — Z e t P ' — P pourront être supposées très-petites, 
ces différences seront sensiblement proportionnelles entre elles, et la 
moyenne arithmétique des distances zénithales correspondra à la moyenne 
arithmétique de6 angles horaires ou des époques des observations. Mais, par 
cela même, on conçoit que celte supposition est limitée et ne peut être ad
mise que pour un temps très-court. 

Veut-on juger, dans chaque cas, de son exactitude et de l'étendue que 
l'on peut lui donner sans craindre d'erreur sensible? Il n'y a qu'à partir 
d'une valeur donnée de Z et de P, par exemple, de la distance moyenne ob
servée pendant unesérie, et de l'angle horaire moyen, que l'on peut en con
clure, au moyen du triangle sphérique, par la formule rigoureuse 

cos Z — cos A cos D 
cos P = 

sin A sin D 

Puis on supposera dans l'angle horaire un changement égal à la moitié de 
l'intervalle d'une série, par exemple, à 5' de temps sexagésimal, si les sé
ries sont de 10 minutes , ce qui, étant réduit en arc, fait un changement de 
i ° i 5 ' sexagésimales sur P ; alors, avec la nouvelle valeur P' = P - t - 1 ° i5', on 
calculera la nouvelle distance Z' par la formule rigoureuse 

„, cos Z'— cos A cos D 
cos P' = : — . ; 

sin A sin u 

on aura donc ainsi Z', et par suite Z' — Z ; on pourra donc comparer cotte 
valeur à celle qui résulte de la formule approchée 

Z ' - Z = ( F - P ) S I N P 5 I N A / I N D -
v sin Z 

Si elles s'accordent à très-peu près, de manière qu'il n'en résulte pour 
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Z ' — Z qu'une différence insensible, par e x e m p l e d o seconde, on pourra, 
sans scrupule, employer la formule approchée dans tout l'intervalle d'une 
série, et, par conséquent, regarder la distance moyenne sur le limbe, comme 
correspondante à l'époque moyenne des observations. Mais, si les deux va
leurs de Z ' — Z s'écartent trop l'une de l'autre pour que l'on puisse négliger 
leur différence, on en conclura que l'on a trop prolongé les séries, et, par 
conséquent, il faudra resserrer leurs limites. Dans ce calcul, il faut partir 
de l'époque moyenne, ci,mme lapins favorable, parce qu'étant moins éloi
gnée des extrêmes, elle prolonge moins U proporliounalilé dos angles hq-
niiies et des bailleurs. 

354. Ayant ainsi la distance moyenne de l'astre au zénith et 1 e-

poque moyenne qui y correspond en temps de la pendule, on ré

soudra, avec cette distance, le triangle sphérique qui donne l'angle 

horaire. Cet angle, réduit en temps sidéral, donnera le nombre 

d'heures, minutes et secondes sidérales, comprises entre l'époque des 

observations et le passage de l'astre au méridien. Si dans ce calcul 

on a soin de compter les angles horaires à partir du méridien su

périeur, et dans le sens du mouvement diurne, depuis zéro jus

qu'à la circonférence entière, il suffira d'ajouter l'angle horaire 

calculé à l'ascension droite de l'astre réduite en temps, et la somme 

sera l'angle horaire du point V del'équateur ou l'heure sidérale, 
§ 18. Il est entendu qu'avant d'employer la distance zénithale 

observée, pour calculer l'angle horaire, il faut la corriger de la 

réfraction. Quanta la distance polaire de l'astre, qui est aussi un 

des éléments de ce calcul, on la prend dans les catalogues astro

nomiques, par exemple, dans la Connaissance des Temps ; mais 

comme ces catalogues ne donnent que la position moyenne del''astre, 

on y fait les petites corrections relatives à la précession, à l'aberra

tion et à la nutation, pour la convertir en position apparente. 

555. Si l'astre observé est le soleil, l'angle horaire, ainsi observé 

et compté de midi ou de minuit, donnera l'heure solaire. Les astro

nomes français, se conformant à l'usage établi généralement dans 

la société , comptent ces heures à partir du méridien inférieur ou 

de minuit, et ils vont ainsi, sans interruption, de o à 24 heures 

sexagésimales, ou de o à 10 heures décimales, selon qu'ils em

ploient la division sexagésimale ou décimale du temps. 
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Comme le disque du soleil a un diamètre sensible, on ne peut 

pas , dans les observations consécutives, saisir son centre comme 

pour une étoile et le placer sous le fil. On élude la difficulté en 

mettant une fois le fil sur le bord supérieur et une fois sur le bord 

inférieur. Par ce moyen, une des distances est trop petite de tout 

le demi-diamètre du disque, mais la suivante est trop grande 

de la même quantité ; et comme les observations au cercle r é 

pétiteur se font toujours en nombre pair, il s'ensuit qu'il s'opère 

toujours, dans chaque série, une exacte compensation. Le même 

artifice s'appliquerait si l'on observait une planète, ou même la 

lune. Il est presque inutile de rappeler que, pour observer le soleil, 

on place devant l'oculaire un verre noirci, et que, pour observer 

les autres astres de nuit, il faut éclairer les fils du micromètre, 

excepté pour la lune dont l'éclat suffit à cet effet. 

556. Lorsqu'on observe des étoiles, il est souvent difficile et 

même impossible de les mettre exactement au centre des fils, comme 

on devrait le faire, pour que leurs images se trouvassent précisé

ment dans l'axe optique de la lunette. La difficulté vient de ce que 

les fils se croisent à ce centre, ce qui accroît leur épaisseur, ou plus 

exactement la place que leur image occupe dans le champ de la lu-

pette. Alors, quand on met l'étoile derrière le centre des fils, il arrive 

souvent qu'elle se trouve cachée tout entière, et que l'on ne pour

rait pas répondre de la remettre toujours exactement au même 

point derrière les fils. On évite cet inconvénient en n'observant pas 

à la croisée même des fils, mais à une très-petite distance, sur le 

fil horizontal. Mais comme , malgré tout le soin de l'artiste , il est 

impossible que ce fil n'ait pas quelque petite inclinaison, on tâche 

d'éluder cet effet en observant toujours au même point du fil, ou 

au moins sur des points très-peu éloignés. Pour cela, s i , dans la 

première observation, la lunette étant supposée à droite de l ' ob

servateur , on a mis l'étoile un peu à droite du centre des fils, ce 

qui la met réellement un peu trop près du limbe, puisque nos lu

nettes renversent, on la place ensuite un peu à gauche de ce cen

tre dans la seconde observation, où la lunette est à gauche, ce qui 

la met réellement trop près du limbe, comme la première fois. Alors 

jl se trouve qu'on a toujours rapporté l'astre au même point phy-
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sique du fil, ou à une si petite distance, que l'effet de l'incli

naison du fil, dans ce court intervalle, n'a presque aucune influence 

sur la hauteur observée. A la vér i té , ou s'écarte de quelques se

condes à droite ou à gauche de l'axe optique ; mais l'erreur est 

tout à fait insensible, comme on peut le prouver par les formules 

que nous avons données précédemment, page 435, pour mesurer 

cette erreur. 

537. La méthode que nous venons d'exposer est celle des hau

teurs absolues. Elle n'était pas praticable avec les anciens quarts 

de cercle, qui ne donnaient pas les distances au zénith avec assez 

d'exactitude, à cause des erreurs de division dont ils étaient pres

que toujours affectés. On recourait donc plus ordinairement à la 

méthode des hauteurs correspondantes, que nous avons expliquée 

dans la page 346 du tome I I . Maintenant celle des hauteurs absolues 

est la plus exacte de toutes, grâce à l'invention du cercle répétiteur, 

qui permet de mesurer ces hauteurs avec la dernière précision. On 

peut augmenter encore ses avantages en observant plusieurs séries 

d'un même astre, et en les prenant de part et d'autre du méridien, 

ce qui évite toutes les erreurs d'ascension droite et affaiblit même 

celles de la réfraction. Avec tous ces soins, j 'ose affirmer que le 

cercle répétiteur offre le moyen le plus sûr de déterminer le temps, 

soit absolu , soit relatif, et je ne doute point qu'il ne l'emporte à 

cet égard même sur la lunette méridienne. 

Pour compléter ces notions, j ' a i placé, dans les notes, deux 

exemples de calculs du temps absolu, par les hauteurs d'une étoile 

et du soleil. La pratique de ce procédé est indispensable, car la 

détermination du temps est la base de tout calcul astronomique, 

et les moyens de l'obtenir avec rigueur sont si faciles, qu'on ne 

serait pas excusable de ne pas les employer dans les occasions où 

cela devient nécessaire. 

538. L'autre genre d'observations que l'on peut faire avec le 

cercle répétiteur, c'est la mesure de la hauteur méridienne des 

astres. Pour cela, peu d'instants avant que l'astre passe au méri

dien , on commence une série de distances au zénith, que l'on 

continue jusqu'après le passage, à une distance à peu près égale. 

La distance moyenne, donnée par cette série, diffère peu de la dis-
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(*) On a vu, dans la note de la page 437 , que les distances successives 
d'un astre au zénith, et les angles horaires qui y correspondent, sont liés, 
entre eux par la relation suivante : 

sin i (Z ' -t- Z ) sin i (Z '— Z ) = sin A sin D sin - (P ' -t-P) s i n 1 (P' — P ) . 

Supposons que Z représente la distance méridienne, et Z ' une distance ob
servée très-près du méridien, en sorte que Z ' — Z soit une très-petite quan
tité que nous nommerons t ? , laquelle sera positive dans les passages supé
rieurs où Z'surpasse Z , et négative dans les passages inférieurs où Z 
surpasse Z'. Supposons encore que l'on compte les angles horaires à partir 
du méridien où l'on observe le passage; l'angle horaire P, correspondant à 
la distance Z , sera nul, et l'angle horaire P', correspondant à Z', sera fort 
petit. En faisant ces substitutions dans la relation précédente, pour la rendre 
applicable aux distances méridiennes, elle deviendra 

sin (ZsinltS1 = sin A s inD sin'AP', 

ou, en développant le premier facteur, 

sin Z sin S -+- 2 cos Z sin!|c? = 2 sin A s inDsin 5 - P'. 

La valeur exacte de sin 0 peut s'exprimer en une série convergente, ordon
née suivant les puissances de s i n 5 i P ' ; mais on peut, sans aucun calcul, 
obtenir le premier terme de ee développement, qui suffit presque toujours. 
Car, en remarquant que sin S et sin^iî sont des fractions très-petites, on 
v o i t que le carré delà dernière, ou sin'-cT, sera beaucoup plus petit que 

tance méridienne. Cependant elle ne lui est pas tout à fait égale, 

puisque celle-ci, dans les passages supérieurs, est la plus petite, 

et dans les inférieurs, la plus grande de celles que l'on peut obser

ver. Mais,en marquant avec exactitude l'heure, la minute, la se

conde et la fraction de seconde où chaque observation particulière 

a été faite, et connaissant d'ailleurs l'époque précise du passage de 

l'astre au méridien et sa distance polaire, on sait calculer la co r 

rection que chaque distance nécessite. Cette correction n'est plus 

simplement proportionnelle aux variations de l'angle horaire, 

comme dans les hauteurs observées loin du méridien. Elle est pro

portionnelle au cari'é du sinus de la moitié de l'angle horaire. Dans 

les passages supérieurs, elle est soustractive des distances au 

zénith, parce qu'alors la distance méridienne est la plus petite de 

toutes; dans les passages inférieurs , elle est additive par une rai

son contraire (*). Comme l'arc parcouru sur le limbe est égal à la 
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S I I K ? ; ainsi, en négligeant ce carré, dans une première approximation, on 
aura simplement 

. , 2 s i u A sin D s i n ' i P ' 
sin <î = :—= !— . 

sin Z 

Ou peut encore simplifier cette expression, ou du moins en rendre le cal

cul plus commode, en remarquant que S étant un très-petit arc, on peut, 

sans erreur sensible, supposer la proportion sin i": sin<?:: i": S, c'est-à-

dire que l'on peut substituer à sintf l'expression sin i", alors on aura 

^ _ s i n A sin D a" sin* ̂  F 
sin Z s in i " 

C'est la valeur de la correction demandée, qui se trouve ainsi exprimée en 
secondes. Comme on a, en général, Z'— Z — $, on aura la dislance méri
dienne Z — 7J — 1?. Pour établir la continuité entre les expressions algébri
ques, il faut compter la distance polaire A en allant du méridien supérieur 
au méridien inférieur, depuis o° jusqu'à la circonférence entière; alors, 
dans tous les passages supérieurs , A sera moindre que deux angles droits, 
sin A sera positif, et la correction S, par le seul jeu de la formule, restera 
positive et par conséquent se retranchera des distances au zénith observées. 
Au contraire, dans les passages au méridien inférieur, A étant plus grand 
que deux angles droits, sin A deviendra négatif, S changera de signe et 
s'ajoutera aux distances zénithales. 

Pour appliquer la formule précédente, on calcule les valeurs du facteur 
3 " s in ' * F , . , , . , 
— ^ „ — , correspondantes aux époques des observations, on en tait ta 

somme, et on la divise par le nombre des observations. Puis on multiplie ce ré-
i . . » ? sin A sin D , . . . . 

6ultat par le lacteur -— r, , qui est constant pour toutes les séries du 
sin Z 

même astre, et l'on a la correction moyenne qu'il faut appliquer à la dis
tance observée, dans le sons convenable, selon ce que nous avons dit plus 
haut. On trouvera un exemple de ce calcul dans les JNoles. 

somme de toutes les distances observées, on y applique la somme 

de toutes les corrections, dans le sens convenable, et on a autant 

de fois la distance moyenne qu'il y a d'observations dans la série ; 

de sorte que, pour trouver cette distance, il suffit de diviser la 

somme des arcs et des corrections par leur nombre. Ou, ce qui re

vient au même, on prend la moyenne des distances observées, on y 

applique la moyenne de toutes les corrections, et on a la distance 
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méridienne telle qu'on l'aurait observée immédiatement. L e com

plément de cette distance est la hauteur méridienne. 

359. Ce procédé semble impliquer un cercle vicieux. Car, pour 

calculer les corrections dont nous venons de parler, il faut déjà 

connaître la distance polaire de l'astre, sa distance méridienne Z et 

la distance D du pôle au zénith. Or, c'est ordinairement pour 

trouver une de ces choses que l'on fait les observations dont nous 

parlons ici. Mais on remarquera que la connaissance exacte de ces 

éléments n'est pas du tout nécessaire ; il suffit de leur valeur, même 

grossièrement approchée. Car les erreurs que l'on y peut commet

tre sont considérablement atténuées, parce que , dans l'expression 

de la réduction au méridien, elles se trouvent multipliées par le 

carré du sinus de la moitié de l'angle horaire, quantité qui est 

toujours une fraction extrêmement petite tant qu'on ne s'écarte pas 

beaucoup du méridien. De sorte que l'influence de ces erreurs sur 

la valeur delà réduction que nous nommerons S devient tout à fait 

insensible. C'est pourquoi, si l'astre observé est connu, il suffira 

de prendre sa distance polaire dans la Connaissance des Temps ou 

dans les cartes célestes. Et si, de plus, on connaît à peu près la 

latitude ou la distance D du pôle au zénith, on en conclura une 

valeur de Z , c'est-à-dire de la distance méridienne, suffisamment 

approchée pour calculer la petite réduction S. Mais si la latitude 

n'est point connue, même approximativement, on n'a qu'à em

ployer d'abord pourZ la distance moyenne observée, sans autre 

correction que celle de la réfraction ; avec cette valeur et celle de 

la distance polaire A , qui est supposée connue, on calculera D ou 

la distance du pôle au zénith. Au moyen de ces valeurs approchées, 

on obtiendra celles de S ou les corrections à faire aux observa

tions pour avoir sa vraie distance méridienne ; et recommençant le 

calcul avec cette distance corrigée, on en tirera une valeur de D 

plus exacte. Alors ces éléments seront connus avec assez de préci

sion pour qu'on puisse les employer au calcul définitif de la réduc

tion au méridien. 

A la vérité, nous empruntons encore ici des Tables la distance 

polaire de l'astre. Dans l'état actuel de l'astronomie, ces distances 

sont connues, pour les principales étoiles, avec une extrême pré-
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(*) La réduction au méridien a pour expression 

sin A s inD 2 "sin*A P' 
s inZ s inl" 

Supposons que, pendant une révolution diurne de l'astre, l'horloge mar
que 24 h — r, r étant un petit nombre d'oscillations. Soit T ' un des angles 
horaires observés en temps de l'horloge, c'est-à-dire le nombre d'oscilla-

cision. Mais si l'astre observé était inconnu, il faudrait au moins 

supposer que l'on connaît la latitude du lieu où l 'on observe, et 

par conséquent, la distance du pôle au zénith. A lo rs , avec cette 

distance et la valeur observée de Z , on calculerait approximative

ment la valeur de A , ce qui suffirait pour avoir les corrections S, 

et par suite Z et A avec plus d'exactitude, au moyen d'un second 

calcul, comme dans le cas précédent. 

Enfin, si l'on voulait que l'observateur tirât tout de ses propres 

observations, il faudrait d'abord qu'il déterminât approximative

ment la latitude par les passages supérieurs et inférieurs des étoiles 

circumpolaires, ce qui n'exige point la connaissance de la distance 

polaire-, après quoi il s'occuperait des autres astres. Telle est la 

marche d'invention que nous avons suivie dans l'arrangement des 

précédents chapitres ; mais, dans l'application, il faut profiter de 

tout ce qui est déjà connu. 

340. Nous avons supposé que les angles horaires correspon

dants à chaque observation sont donnés en tenrps par l'horloge. 

Pour cela, il faudrait que l'horloge suivît exactement le temps 

sidéral, si c'est une étoile qu'on observe ; le temps solaire, si c'est 

le soleil ; et, en général, que sa marche fût conforme à celle de l'as

tre observé. Il est presque impossible que cette condition soit 

remplie à la rigueur, mais elle n'est pas indispensable ; i l suffit que 

le mouvement de l'horloge soit bien connu, et on le réduit à ce 

qu'il devrait être, au moyen du calcul. Si ce mouvement s'écarte 

peu de la marche de l'astre, il n'en résulte qu'une petite correction 

très-facile à faire sur le résultat définitif (*). 

I l est presque inutile d'ajouter que, si l'astre observé a un dia-
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tions écoulées entre l'époque de l'observation et le passage de l'astre au mé
ridien ; il est visible que cet angle horaire, converti en arc, n'aura pas pour 
valeur i5T ' , comme cela devrait être si l'horloge et l'astre étaient d'accord. 
Avant de faire cette conversion, lenombreT'devraôtremodiCédanslerapport 
de la marche de l'horloge à celle de l'astre, c'est-à-dire dans le rapport de 
a^h — à 2 4 ' 1 , et en multipliant le résultat par i5 , la valeur de l'angle ho-

I 5 T ' A I H 

raire exprimée en arc deviendra — - , — 1 ou, en réduisant tout en sc-
2 4 » — ;· ' 
i 5 T ' r 

condes sexagésimales, I 5 T ' - H · Telle serait donc la valeur 
8 0 4 0 0 — r 

de P' qu'il faudrait employer dans le calcul de la correction S ; de sorte 

qu'en faisant, pour plus de simplicité, i5T ' = p 'et r = r ' . on.au-
8 0 4 ° ° — '" 

rait 
P' = / - t - p V . 

Mais, en substituant cette valeur dans l'expression de cî, on peut profiter 
de ce que r' est une quantité fort petite pour la simplifier beaucoup; en effet, 
on a 

s i n i f = sin (\p' -t-!/>'»·') = s in - jp 'cos - jp ' r '+cos 1 //sin 1p'r'. 

En élevant cette expression au carré, bornons-nous à la première puissance 
de sin\p'r', et négligeons les autres comme exprimant des fractions trop 
petites, nous aurons 

. , , „ . . , , sin p' sin p'r' 
s i n ! L I P ' = s i n . , i / > ' - l 2 — 

Le second terme de cette valeur étant extrêmement petit à cause de la pe 
titesse des arcs p' et p'r', on peut, sans erreur sensible, lui substituer 
2 R ' 6 I N 5 ~ / / ; ce qui revient à mettre 2 sin A p' au lieu de sin p', et •îr's'm^p' 
au lieu de sinp'r'. On obtient alors cette expression fort simple 

s i n S A P ' = ( l - t - 2 R ' ) s m s { p ' , 
ce qui donne 

, sin A s t n D ( i -+- 2 r') 2 "s in a - ;p ' 
" s inZ s in i " 

Par cet artifice, chaque correction , calculée d'après l'angle horaire vrai, sp 

mètre sensible, il faut mettre alternativement le fil en contact avec 

son bord supérieur et son bord inférieur. Nous avons déjà indiqué 

cette précaution dans l'article 358. 

Mais , ce qu'il importe beaucoup plus de remarquer, si l'astre 

observé avait un mouvement propre en déclinaison, il serait né-
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trouve dans un rapport constant avec celle que l'on aurait en employant 
dans le calcul l'angle horaire donné invmédialemcnt par l'horloge. Il en ré
sulte seulement un termo de plus dans le facteur constant, commun à toutes 
les réductions. Ainsi, quand l'horloge ne suivra qu'à peu près la marche de 
l'astre observé , on effectuera tous les calculs comme si elle la suivait 

2 "sin* — j y ' 
exactement: on déterminera les valeurs du facteur . — , comme 

' sin i" 
à l'ordinaire, et on aura soin ensuite de tenir compte du facteur i + a r ' , 
dans le calcul du facteur constant. Ou , si l'on veut, lorsqu'on aura trouvé la 
correction moyenne de toute la série, telle qu'elle serait si la pendule suivait 
la marche de l'astre, on lui ajoutera le produit de cette correction par le 
nombre abstrait 2 1 ' . Il est clair que 1· serait négatif; si l'horloge avançait 
sur l'astre au lieu de retarder, comme on l'a supposé ici. Cette approxima
tion serait encore parfaitement suffisante, quand mémo on observerait le 
soleil avec une horloge réglée sur le temps sidéral, ou réciproquement. 

cessaire d'y avoir égard ; car la distance méridienne qui se déduit 

de chaque observation partielle au moyen des réductions précé

dentes, est celle qui aurait réellement lieu si la déclinaison de l'astre 

restait toujours la môme qu'à l'époque de l'observation. Si cette 

déclinaison varie, la distance réduite doit différer de la distance 

méridienne véritable, et la différence doit être égale au change

ment de la déclinaison, depuis l'époque de l'observation jusqu'à 

celle du passage au méridien. C'est pourquoi, si l'on suppose le 

mouvement en déclinaison uniforme, pendant la durée de la série, 

il faudra calculer proportionnellement la correction de chaque 

distance réduite, en raison de l'angle horaire qui y correspond. 

Ces corrections seront évidemment de signe contraire avant et 

après le passage au méridien, en supposant, comme cela est le cas 

ordinaire, que le changement do la déclinaison se continue dans 

le même sens pendant toute la série; car alors, si ce changement 

augmente les distances au zénith d'un côté du méridien, il les di

minuera de l'autre côté. De là résulte cette règle -fort simple. 

Faites séparément la somme des angles horaires observés avant et 

après le passage, ces angles étant exprimés en temps, par exemple 

en minutes. Retranchez ces deux sommes l'une de l'autre, divisez 

leur différence par le nombre des observations, et multipliez le 

résultat par le mouvement de l'astre en déclinaison pour une 
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(*) Cela se voit do suite par l'expression de <?, qui contient, à son numé
rateur, le sinus do la distance polaire. Quant à l'élenduedes angles horaires, 
il convient d'arrêter la série lorsqu'une erreur do 1" on temps, sur P', don
nerait une erreur d'une seronde de degré sur la îéduction i . 

T. m . ' 2 0 

minute de temps, mouvement qui est donné par les tables astro

nomiques. Le produit sera la correction qu'il faut appliquer à la 

distance méridienne, calculée d'après l'ensemble de la série, comme 

si la distance polaire était constante. 

5 4 1 . Une seule série de ce genre, faite sur un astre dont on 

connaît la distance polaire méridienne, suffît pour déterminer* la 

latitude du lieu où l'on observe ; car si l'astre passe au méridien 

du côté de l'équateur, comme dans la fig. 8 4 , en retranchant sa 

distance méridienne ZS de sa distance polaire PS , on aura^la dis

tance PZ du pôle au zénith. S i , au contraire, l'astre passe au mé

ridien du côté du pôle , comme dans la fig. 85, on ajoutera, dans 

les passages supérieurs, la distance polaire à la distance méridienne, 

dans les passages inférieurs, on la retranchera. De toute manière, 

on aura la dislance du pôle au zénith, et par suite la latitude qui 

en est le complément. Parmi les étoiles que l'on peut choisir pour 

obtenir ainsi la latitude, la polaire est la préférable, parce que c'est 

celle pour laquelle les réductions au méridien sont les plus petites. 

Cela tient à la petitesse de sa distance polaire (*). C'est elle aussi 

qui a été la plus observée, surtout dans ces derniers temps ; par 

conséquent, sa distance polaire est parfaitement connue. On peut 

encore employer avec sûreté ¡3 de la petite Ourse, qui a été aussi 

beaucoup observée par MM. Méchain et Dclambre. 

5<î2. Lorsque l'on veut déterminer une latitude avec une pré

cision extrême, par exemple, pour la mesure d'une méridienne 

ou pour le tracé d'une grande carte, on tâche de se rendre indé

pendant même de la distance polaire. Pour cela, on observe, an 

cercle répétiteur, les deux passages supérieurs et inférieurs d'une 

étoile circompolaire, par exemple de la polaire elle-même , ou do 

[3 de la petite Ourse. On réduit ces observations au méridien avec 

les valeurs de la distance polaire , les plus exactes que l'on peut 

se procurer , et on tire de chacune d'elles une distance du pôle au 
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(*) Soient Z ' la moyenne des distances au zénith observées dans les passages 
supérieurs; Z " celte moyenne pour les passages inférieurs; D la vraie dis
tance du pûle au zénith, et A la distance polaire véritable : en calculaut 
avec ces valeurs, que nous supposons exactes, on trouverait 

Dans les passages supérieurs D = Z ' -+- A , 
Dans les passages inférieurs D = Z " — A; 

et ces deux valeurs de D s'accorderaient ensemble. Mais si, au lieu de A, on 
emploie A - t - e , e étant l'erreur de la distance polaire, on trouvera néces
sairement des valeurs do D , qui ne s'accorderont plus, et on les nommant 
D', D " , on aura 

Dans les passages supérieurs D ' = Z ' -t- A -+- e , 

Dans les passages inférieurs D " = Z " — A — e; 

ou , en moltant pour Z ' -H A et Z " — A , leur valeur commune D , 

D' = D + e, D " = D — e, 

d'où l'on tire,fpar addition et soustraction], 

D = i y + n » c = D ' — D " 
~ 2 2 

Ainsi, quoique l'on ait opéré avec une distance polaire inexacte, la demi-
sommo des distances zénithales obtenues par l'observation des deux pas
sages donne la vraie distance du pôle au zénith, et leur demi-différence 
fait connaître l'erreur de la distance polaire. L'erreur e influe, à la vérité, 
sur le coefficient constant qui entre dans l'expression de la réduction au 
méridien, mais cette influence est considérablement aifaiblie par la frac
tion sin 1 j / / , ainsi que nous l'avons déjà remarqué. Au reste, si l'on crai
gnait qu'elle ne fût sensible, on n'aurait qu'à calculer do nouveau les 
réductions au méridien avec les distances D , corrigées par la compa
raison des passages supérieurs et inférieurs; ce qui donnerait ensuite une 
nouvelle valeur de D , encore plus exacte que la première. Mais,dans l'état 
actuel des catalogues astronomiques, on n'aura jamais besoin de recourir à 
cette secondo approximation. 

eénith, affectée de toute l'erreur qui peut avoir été commise sur 

la distance polaire. Mais cette erreur agit en sens contraire sur les 

résultats des deux passages. Elle disparaît donc dans leur somme, 

qui donne ainsi la distance du pôle au zénith, et se double dans 

leur différence qui donne l'erreur de la distance polaire. Cette com

pensation est toute pareille à celle qui se fait dans les distances mé

ridiennes du soleil, lorsqu'on observe les deux bords (*). 

C'est par ce procédé, uni aux soins de l'exactitude la plus 
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scrupuleuse, que l'on a déterminé la latitude de Paris et celle de 

plusieurs points situés sur l'arc du méridien, compris entre les 

parallèles de Formentera et de Dunkerque : c'est, par conséquent, 

ainsi qu'ont été faites les observations de MM. Méchain e tDe lam-

b r e , rapportées clans le tableau de la page 3 8 7 , tome I I . 

345. L e cercle répétiteur n'est pas seulement utile dans les ob 

servations astronomiques, il sert encore dans les opérations g é o -

désiques, et dans la levée des plans, pour mesurer les angles de 

position compris entre les objets. Afin de le rendre propre à cet 

usage, on substitue au grand niveau une seconde lunette, pareil

lement mobile autour du centre comme la première, mais placée 

de l'autre côté du l imbe; on désengrène celui-ci et on l'amène dans 

le plan des deux objets dont on veut mesurer l'angle : il y a, poni

cela, des vis de rappel dans tous les cercles. Soient, y ^ . 8 6 , S', S" 

ces deux objets, et C le centre du cercle. On met la lunette supé

rieure L ' sur le point zéro de la division du cercle ; on l'y fixe, et 

sans la déranger, on fait tourner le limbe jusqu'à ce que le point 

de l'objet S' sur lequel on vise, se trouve au centre des fils. Puis 

on dirige l'autre lunette, la lunette inférieure L" , sur l'objet à 

gauche, qui est ici S". Alors les axes optiquesdes deux lunettes com

prennent entre eux l'angle S'CS", qui est celui des deux objets. Mais 

comme le point A ' , où répond la seconde, n'est pas marque sur le 

l imbe , on ne peut pas lire cet arc. On y supplée en ïe doublant 

comme onîfait pour éviter la lecture du fil-à-plomb dans les obser

vations verticales. Sans toucher aux lunettes, on fait tourner le 

limbe de manière que la lunette inférieure, qui se trouvait tout à 

l'heure dirigée sur l'objet à gauche, se dirige maintenant sur l'objet 

à droite. Alors la lunette supérieure prend la direction CL', fig. 8 7 . 

On la détache, l'autre restant fixe , et on la ramène sur l'objet à 

gauche, ce qui lui donne la position CA"S" , fig. 8 8 . Dans ce mou

vement, il est évident qu'elle a décrit un angle ACA" , précisément 

double de l'angle compris entre ces deux objets. A ins i , en lisant 

cet arc, indiqué par le vernier de la lunette supérieure, sa moi

tié sera l'angle demandé (*). 

(*) Nous supposons ici la division du limbo tracée de droite à gauche, 
3 9 . . 
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comme clans la j l g . 74. Alors, on opérant comme nous venons de le dire, la 
luneite supérieure CL' marche dans le sens des divisions. Mais si le cercle 
était divisé de gauche à droite, l'arc ainsi parcouru serait le supplément à 
4OOG do celui que le vernïcr indiquerait. Dans ce cas, il serait un peu plus 
commode dedirigcrla lunelto supérieure sur l'objet à gauche, et l'inférieure 
sur l'objet à droite, ce qui obligerait ensuite de faire tourner le cercle de 1/ 
vers L", en sens contraire de ce que nous avons supposé. Au reste , do quel
que manière que l'on opère, l'évaluation des arcs n'a aucune difficulté. 

54·*. Vont-on maintenant l'angle quadruple? laissez les lunettes 
fixes, et faisant tourner le l imbe, ramenez par ce mouvement la 
supérieure sur l'objet à droite S' ; puis détachez l'inférieure et ame-
ncz-Ia sur l'objet à gauche S", fig. 8 9 . Alors les circonstances re 
deviennent absolument les mêmes que dansla première observation: 
seulement le point de départ de la lunette supérieure sur le limbe 
n'est plus A , mais A " , c 'est-à-dire, l'extrémité de l'arc double 
parcouru dans le premier couple d'observations. Ainsi, en recom
mençant à opérer de la même manière, on ajoutera un nouvel arc 
double au premier, e t , en multipliant les observations, on aura 
tel multiple de l'angle que l'on voudra. Quand on croira avoir 
atteint, par la répétition, une exactitude suffisante, on lira les 
verniers, e t , en divisant l'arc total par le nombre des observations, 
on aura l'arc simple. Ce procédé possède évidemment tous les avan
tages que nous avons remarqués dans la répétition, pour les angles 
verticaux. 

5<i3. Voyons maintenant les précautions et les vérifications 
qu'il exige. La première est de rendre les axes optiques des deux 
lunettes parallèles au plan du limbe : rien n'est plus facile. On a 
vu comment il faut opérer pour la lunette supérieure; quand 
celle-ci est réglée, on la dirige sur un objet éloigné, et on amène 
l'axe optique de l'autre sur le même point. Ces axes optiques sont 
alors parallèles entre eux ; ils sont donc tous deux parallèles au 
plan du limbe puisque l'un d'eux a été préalablement amené dans 
cette situation. 

Nous avons tacitement supposé que la direction de ces 
axes passait par le centre de l'instrument ; cela ne saurait avoir 
lieu que par un hasard extraordinaire ; il y a même des cercles 
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dont les lunettes sont excentriques. Celte excentricité doit p ro 

duire un effet analogue à l'erreur de collimation dans le mural : 

examinons-en l'influence. 

Supposons d'abord que l'axe optique de la lunette supérieure 

passe toujours par le centre du l imbe, en sorte que l'inférieure 

seule soit excentrique. Ce cas est celui qui se présente le plus fré

quemment. Tout ce que nous avons à considérer, c'est l'étendue 

de l'arc A A ' A " , parcouru par la lunette supérieure sur le limbe , 

Jig. 88. Or cet arc est composé de deux parties : l'une A ' A " est tou

jours l'arc compris entre les deux objets ; l'excentricité de la lunette 

inférieure n'y a aucune influence, puisqu'il est intercepté entre 

deux positions de la lunette supérieure, qui n'est point excentrique. 

L'autre portion A A ' est la quantité dont la lunette supérieure, 

d'abord dirigée sur S', a été repoussée à droite par la rotation du 

limbe. L'arc A A ' est donc égal à l'arc décrit par la lunette infé

rieure pour aller de l'un à l'autre objet : or, si cette lunette est 

excentrique, le recul peut fort bien n'être pas égal à A " A ' . Car 

soit, fig. 90, CE l'excentricité, qui ne variera pas , puisque la 

distance de la lunette et de son axe optique au centre du limbe est 

constante. Dans la première observation, lorsque la lunette infé

rieure est dirigée sur l'objet à gauche, la direction de l'axe optique 

sera ES". Dans la seconde position, lorsqu'elle passe sur l'objet à 

droite, la direction de l'axe optique deviendra E'S'. L'angle décrit 

par cet axe en passant de l'un à l'autre objet, est donc égal à 

S '^ 'S ' , ou à l'angle au centre ECE', puisque l'excentricité CE, CE', 

est supposée perpendiculaire à la direction de l'axe optique. Cet 

angle ECE', ou S 'CS", exprime donc aussi le recul de la lunette su

périeure, qui a fait le même mouvement. Désignons par A l'angle 

cherché, c'est-à-dire S"CS' ; et nommons S', S" les angles en S' et 

en S", qui sont réellement les deux parallaxes (*) sous lesquelles 

(*) On obtient aisément ces parallaxes quand on connaît l'excentricité du 
cercle et la distance de l'objet; car, en nommant c l'excentricité, G et D les 
distances, S', S" les deux angles en S'et en S", ona évidemment 

• en e • a e sui S = — 1 sinh = j - j ; 

ou , en réduisant les sinus en secondes, à cause de la petitesse des angK-s 
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S'et S", 

G sin i " ' 3 - D sin "i7' ' 

et la correction à ajouter à l'angle observé devient 

S' - S " _ i".e T . e 
2 2 D sin i" a G sin i"' 

lille se trouve ainsi exprimée en secondes. Si les distances des deux objets 
sont égales, D = G, cl la correction est nulle. 11 est visible qu'il suffira, 
dans le calcul, de connaître D et G à peu prés et même avec une très-gros
sière approximation. 

un observateur placé à l'un ou l'autre de ces points, verrait 

l'excentricité. Cela posé, on aura é v i demmentS "C 'S ' =S "BS '—S ' , 

puisque l'angle S"BS' est extérieur au triangle BC'S'. On aura de 

même S"BS' = A -+- S", et , par conséquent, S " C ' S ' = A + S " — S': 

c'est-à-dire, que l'angle décrit par le recul de la lunette supérieure 

est égal à l'angle des deux objets, plus la différence des parallaxes. 

L'arc total décrit par cette lunette sur le l imbe, dans son retour 

vers l'objet à gauche, est donc égal à l'angle précédent plus A , ou 
G" G/ 

à 2A -+- S " — S' ; et sa moitié A H — , représente l'arc simple 

G" G' 
lu sur le limbe. La quantité -——— exprime donc ce qu'il faut r e 

trancher de cet arc, pour avoir l'angle A compris entre les deux 

objets ; ou ce qui revient au même, il faut à l'arc mesuré par les 
G' G'/ 

verniers, ajouter la correction — - — , c'est-à-dire la moitié de 
la parallaxe de l'objet à droi te , moins la moitié de la parallaxe de 

l'objet à gauche. Nous avons supposé l'excentricité à gauche de la 

lunette inférieure, l'observateur étant placé à l 'oculaire; ce serait 

le contraire, si elle était à droite. I l faudrait alors ajouter la moitié 

de la parallaxe de l'objet à gauche , moins la moitié de la parallaxe 

de l'objet à droite. I l y a des cercles où les deux lunettes sont ex

centriques , mais ce cas est fort rare : l 'on peut vo i r aisément 

qu'alors la correction définitive est la différence de celles qu'exige 

chaque excentricité. Au reste, comme l'excentricité des lunettes et 
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le limbe du cercle lui-même sont toujours fort petits par rapport 

à la distance des objets dont on mesure l'angle, il en résulte que 

les parallaxes S' et S" sont toujours extrêmement petites, et 

peuvent, le plus souvent, être négligées (*). 

547. I l arrive souvent qu'ayant à observer d'un point G,Jîg. 9 1 , 

un angle S'CS", compris entre deux objets éloignés, on ne peut pas 

se placer précisément au centre C de la station, mais dans quelque 

autre po int , tel que G situé à une petite distance du premier. 

Alors l'angle S"C'S', observé de ce point, n'est pas le même que 

celui qu'on verrait du point C , et il faut y faire une petite correc

tion pour l'y ramener ; c'est ce que l'on nomme la réduction au 

centre. 

Ceci est encore une affaire de parallaxe. Soient C l'angle demandé, 

G l'angle observé, S', S" les parallaxes des deux objets, c'est-à-

dire les angles sous lesquels ils voient la ligne C C qui joint les 

deux centres. On aura, comme tout à l 'heure, G =• S"BS' — S', 

parce que l'angle S"BS' est extérieur au triangle C'BS'. On aura , 

par une raison semblable, S " B S ' = C - f -S " ; par conséquent, 

G = C -+- S" — S', et enfin C = G-h S' — S". D'où l'on voit que , 

pour avoir l'angle cherché C , il faut ajouter à l'angle observé 

la parallaxe de l'objet à droite , et en retrancher la parallaxe de 

l'objet à gauche. Ces parallaxes sont faciles à évaluer quand on con

naît la distance des objets, la distance des centres et les angles 

observés du point G (**). 

(*) Borda a remarqué que l'eifet de l'excentricité est nul sur la somme des 
trois angles d'un triangle. En effet, soient A, D, C les trois angles, en allant 
de droite à gauche, et Ai l , BC , AC les trois côtés; les corrections dues à 
l'excentricité seront 

a 1 angle A . . . - ^ - — g - - ^ n s , 

à l'angle C . . . - ^ ' ^ - ^ ¿ 1 ^ ' 

dont la somme est égale à zéro. 
(**) Soit toujours l'angle observé S " C ' S ' = C ; supposons que l'on obsorvo 

uissi l'angle S "C 'C et nommons le y. Appelons G la distance CS" do 
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l'objet à gauche au centre de la station ; et D la distance CS' de l'objet à 
droite ; oniln nommons § la distance C C des deux centres. Les triangles 
S ' C ' C , S'' C 'C donneront 

. _, <fsin (fV-hj) . ,.„ S sin y 
S l l l S ' = , sin S " = — r , — ; 

d'où l'on tire, en substituant les arcs aux sinus, 

g, g „ _ ( „ <?sin ( C -+-y) i" S sin y 
1J sin î" U sin i" 

C'est la correction qu'il faut ajouter à l'angle observé: si le second terme 
l'emporte sur le premier, elle sera négative, et alors il faudra la retran
cher. Ces deux ternies étant ordinairement fort petits, il suffit de con
naître G , D , et l'angle.r approximativement. Pour avoir l'angle y, on met
tra la lunette supérieure sur zéro, et on la dirigera sur S", l'inférieure étant 
sur S'; alors celle-ci restant fixe, on détachera la première et on la dirigera 
à vue vers le centre C , puis on lira l'arc sur le limbe; ce sera la mesure de 
l'angle^, suffisamment approchée. 

548. Quand on a observé les angles de position formés entre 

les objets et dans leur plan, il faut les réduire à l'horizon. Pour 

cela, on redresse le l imbe, on le remet vertical, et on mesure les 

distances des deux objets au zénith ; avec ces distances et l'angle 

observé, on peut trouver la réduction à l 'horizon, comme nous 

l'avons enseigné dans les pages g3 et suivantes. 

5-ifJ. Enfin , le cercle répétiteur peut encore servir, et sert en 

effet, à trouver l'arc de dislance de deux astres, ou la distance 

angulaire d'un astre à un objet fixe. L e procédé est absolument le 

môme que pour mesurer les angles de position des objets terrestres 

dans des plans inclinés. Seulement si l'un des objets, ou tous les 

deux, sont mobiles, il faut que les observateurs fassent continuelle

ment varier l'inclinaison du plan du l imbe, de manière à lui faire 

suivie toujours les deux objets. Chaque fois que la lunette est 

pointée sur l'astre, on note exactement l 'heure, la minute, la se

conde et la fraction de seconde, comme dans les autres observations 

célestes. En bornant les séries à un petitnombre de minutes, on peut 

regarder la distance moyenne comme correspondante à l'époque 

moyenne des observations ; car nous avons vu qu'à de grandes 
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distances du méridien, le mouvement de l'astre est sensiblement 

uniforme dans un petit intervalle de temps. 

530. Cette opération, qui exige beaucoup d'habileté et d'exac

titude , sert à trouver les azimuts des objets terrestres, par 

exemple ceux des signaux pour orienter une méridienne ou une 

carte. La distance du signal au zénith étant constante, peut être 

facilement observée : celle de l'astre peut se calculer d'après le 

temps de l'observation. Avec ces données et l'arc de distance , on 

forme un triangle sphérique où les trois côtés sont connus. On 

peut donc aisément trouver l'angle opposé à l'arc de distance; 

c'est la différence des azimuts. On connaît d'ailleurs l'azimut de 

l'astre, d'après le temps de l'observation, et d'après l'heure de 

son passage au méridien. On connaîtra donc l'azimut absolu de 

l'objet. I l faut remarquer que, dans le calcul, on doit employer les 

distances apparentes au zénith , affectées de la réfraction, puisque 

l'arc observé est pris entre ces distances apparentes. Il est clair que 

l'azimut absolu, et les différences d'azimut restent les mêmes 

malgré le changement des hauteurs, puisque la réfraction élève 

les arcs dans les verticaux où ils se trouvent. On fait commodé

ment ces observations sur le soleil. Généralement l'instant le plus 

favorable est celui où l'angle horaire de l'astre est égal à 100 6 , ce 

qui répond à six heures sexagésimales avant ou après le passage 

au méridien. Alors, en effet, l'astre est parvenu à son plus grand 

écart de ce plan. Il cesse de s'en éloigner pour y revenir ensuite en 

décrivant l'autre portion de son cercle diurne, ce qui fait que, 

dans les observations voisines de cette époque, l'azimut varie fort 

peu. D'un autre côté, il faut éviter d'observer trop près de 

l 'horizon, lorsque l'astre entre dans des couches où l'on peut 

craindre des réfractions extraordinaires. Car alors sa distance au 

zénith, qu'il faut calculer d'après l'observation du temps, pourrait 

être fort inexacte. On évite cet inconvénient en employant la Po 

laire , au lieu du soleil. Alors il faut avoir un signal de feu qui 

puisse être aperçu la nuit afin de pouvoir observer sa distance an

gulaire à l'étoile. Pour cet objet rien n'est plus avantageux que les 

lampes à courant d'air munies de réflecteurs. On prend ensuite à 

loisir l'angle que ce signal forme avec l'objet terrestre dont on veut 
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déterminer l'azimut. L'instant le plus favorable pour l'observa

tion de l'arc de distance, est celui où l'étoile se trouve dans la 

partie de son cercle qui est la moins éloignée du signal, parce 

qu'alors la dislance étant la plus courte possible , éprouve de très-

petites variations. La position la plus favorable pour placer le 

signal est à i o o s du méridien de l'observateur, parce qu'alors 

l'époque des observations approche le plus possible du cercle de 

six heures. Cette méthode a été employée avec succès en Angle

terre, et depuis par Méchain en Espagne. 

Comme cette opération peut être fréquemment utile, nous allons 

développer le petit calcul qu'elle suppose. Nous ferons d'abord 

abstraction de la réfraction ; nous verrons ensuite comment on 

peut y avoir égard. 

Soient, fig. 9 2 , 0 l'observateur, Z le zénith, P le pô le , S S'S" le 

parallèle que l'étoile décrit ; soit R le signal de feu dont on veut 

avoir l 'azimut, représenté par l'angle RZP . Pour cela , nous avons 

dit qu'il suffit de trouver la distance R P du signal au pôle : en 

effet, les arcs ZP, Z R , distances du pôle et du signal au zénith, 

sont donnés par l'observation. Si de plus on parvient à mesurer 

l'arc R P , alors dans le triangle sphérique R P Z , on connaîtra les 

trois côtés; on pourra donc aisément calculer l'angle RZP, ou 

l'azimut du signal. 

Pour trouver RP , il suffirait de connaître l'instant où l'astre 

passe au point S ; car alors on mesurerait RS avec le cercle ; on y 

ajouterait SP, distance polaire de l 'étoi le , et l'on aurait RP . Il n'est 

pas môme indispensablement nécessaire de connaître l'instant du 

passage en S avec la dernière précision ; car l'arc RS étant per

pendiculaire en S à l'arc que l'étoile décrit, les variations de sa lon

gueur, de part et d'autre de ce point, sont nécessairement fort pe

tites. Or, l'époque approchée du passage peut se trouver de bien 

des manières. Par exemple, comme on est supposé connaître l'heure, 

on sait à quel instant l'étoile passe au méridien de l'observateur : 

;\ cet instant, mettez le limbe du cercle vert ical , dirigez la lunette 

sur l 'étoile, et lisez sur le cercle azimutal le point de la division 

auquel répond l'index : puis donnant au cercle un mouvement azi

mutal, amenez le limbe dans le vertical du signal ; placez celui-ci 
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(*) Nommons R la distance du signal au pôle; à la distance polaire de 
lVtoile , et p son angle horaire compté à partir de l'époque de son passage 

au centre des fils, et lisez de nouveau, sur le cercle azimutal, le 

point où répond l'index. L'arc parcouru sur le cercle sera évidem

ment l'azimut du signal, ou l'angle RZP . Alors, dans le triangle 

sphérique R P Z , vous connaîtrez deux côtés RZ , P Z , et l'angle 

compris; vous pourrez donc calculer le troisième côté RP , distance 

du réverbère au pô l e , et l'angle R P Z , qui sera l'angle horaire de 

l'astre à l'instant de son passage au point S. Mais vous n'aurez ainsi 

ces quantités que d'une manière approchée, et avec le degré d'ap

proximation que comporte la division de votre cercle azimutal. 

Vous pourriez même rectifier ces premières données, en ame

nant le limbe dans le plan du signal et de l 'étoi le, un peu avant 

l'époque où , suivant votre premier calcul, elle doit passer par le 

point S. A l o r s , dirigez vine des lunettes sur le signal, l'autre sur 

l 'étoile, et suivez celle-ci pendant quelque temps, précisément 

comme si vous vouliez mesurer la distance RS ; vous ne tardez pas 

à reconnaître l'instant où cette distance est la plus petite, et vous 

connaîtrez ainsi l'époque du passage au point S avec assez de 

précision. 

Mais voulez-vous en obtenir encore davantage et arriver à une 

exactitude indéfinie? Appliquez ici le principe de la répétition des 

angles , précisément comme on fait pour les passages au méridien. 

Observez au cercle les distances R S ' , RS, R S " , quelque temps 

avant et après l 'époque du passage au point S, et réduisez-les 

toutes, par le calcul, à ce qu'elles seraient si elles avaient été o b 

servées précisément dans ce même point. Cette réduction est très-

facile ; car les circonstances sont ici absolument les mêmes que dans 

les passages d'étoiles au méridien supérieur. La plus courte dis

tance RS représentela distance méridienne, qui est la plus petite 

de toutes. Les autres distances R S ' , R S " , représentent les distances 

zénithales observées très-près de la première, et dont l'écart est 

mesuré parles angles horaires SPS ' , SPS". Ainsi , les mêmes for

mules qui ont servi pour la réduction des distances méridiennes, 

serviront encore pour les azimuts(*). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



en S. D'après ces données, on aura la plus courte distance ILS = I l — A . 
Ainsi la correction S qu'il faut faire aux distances observées hors de ce méri
dien aura pour valeur 

, sin II sin A 2 " sin* J v 
" ~ s i n (Il — A ) sin 1 " 

2" s î n a ~ p 
On calculera «les valeurs du facteur variable : £—pour les instants 

' sin i" 
des observations; on fera la somme de toutes ces valeurs, on la multipliera 

1 F . S ' N R S I N A , . . . , . . . , , 
par le lacleur constant-—-r , et en divisant le produit par le nombre 

sin ( I L — A ) 
des arcs observés, on aura la correction c?, qu'il faut toujours retrancher 
de la distance moyenne mesurée sur le limbe. On aura donc ainsi US, 
et par suite, ES ·+- A = II, c'est-à-dire la distance du signal au pôle. 

On voit qu'ici, comme pour les distances méridiennes, il sutfit, de con
naître 11 approximativement: cependant, si la valeur de ccUo quantité 
déduite des observations, après les réductions précédentes, différait beau
coup de celle que l'on a employée dans le calcul des réductions, on se ser
virait de la nouvelle valeur II pour calculer plus exactement la valeur de 
l'angle horaire ÎJPZ, qui donne l'instant du passage de l'étoile au point S. 
En elfet, en supposant R connu, les trois côtés du triangle sphérique RPZ 
le sont pareillement; et l'on peut calculer un quelconque des angles 
du triangle. Connaissant ainsi plus exactement la dislance R et l'époque 
du passage de l'étoile en S , on recommencera le calcul des réductions TF avec 
les éléments corrigés. Cette fois, la valeur que l'on obtiendra pour IIS - H A 

R, sera fort exacte, et pourra être regardée comme définitive. 

Examinons maintenant les modifications que la réfraction in

troduit dans ces résultats. Sans el le , les positions successives de 

l'étoile S', S, S" formeraient un arc de cercle dont lepóle vrai serait 

le centre. L'effet de la réfraction élève l'étoile d'une quantité dé

pendante de sa hauteur sur l 'horizon, et qui , par conséquent, va

rie à chaque instant, à mesure que la hauteur de l'étoile varie. 

L'orbite apparente S'SS" n'est donc plus circulaire; mais comme 

l'élévation produite par la réfraction est fort petite, la forme de 

l'orbite est aussi très-peu altérée. Si l'on n'en considère qu'une 

portion très-peu étendue, comme cela a lieu dans nos observations 

de distance, l'effet de la réfraction, étant à peu près constant dans 

cet intervalle, ne fait qu'élever cette portion de l'orbite sans la dé

former sensiblement, et le petit arc sur lequel on opère peu t encore 
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(*) Pour mettre ceci en évidence, considérons d'abord une position quel
conque S' do l'étoile sur son cercle, abstraction faite de la réfraction. Soient 
alors Z la distance vraie de l'astre au zénith; D la distance du zénith au 
pôle vrai; A la distance polaire vraie de l'étoile, et A l'azimut du vertical 
dans lequel elle se trouve, azimut représenté par l'angle PZS',J!g. g3; on 
aura évidemment, dans le triangle sphérique PZS', 

cos A = sin D sin Z cos A -+- cos D cos Z ; 

ou, ce qui revient au même, 

cos A = eos (Z — D) — 2 sin D sin Z sin3 ^ A . 

Supposons que, par l'effet de la réfraction, la distance zénithale Z de l'é
toile devienne Z ' = Z — r; la réfraction r variera si peu dans l'étendue de 
l'arc observé, qu'on pourra la regarder comme constante, car son change
ment total, dans tout le cercle décrit par l'étoile, depuis lo passage infé
rieur au méridien, jusqu'au passage supérieur, va rarement à 1 0 " . Elevons 
le pôle de la même quantité, en sorte que sa distance au zénith devienne 
D ' — D — r, et rapportons les positions apparentes de l'étoile ¡1 ce point 
considéré comme fixe. En nommant A' sa distance apparente à l'étoile, nous 
aurons pareillement 

cos A ' = cos (Z ' — D') — 2. sin D'sin Z ' s in s i A ; 

maintenant, la nature du mouvementvrai de l'étoileesUoHe que A reste con
stante; il s'agit de faire voir que, pendant un court intervalle de temps, A' 
peut être regardée comme constante aussi. Pour cola, je retranche les doux 
valeurs décos A et cos A' l'une et l'autre, en observant que, par nos sup
positions, Z ' — D ' = Z — D , et l'on a ainsi 

cos A' — cos A = 2 (sin D sin Z — sin D' sin Z ' ) sin 2 \ A , 

on, ce qui est la même chose, 

cos A '—cos A = 2 [(sin Z —s inZ ' ) sin D - H (sin D —sinD ' ) sin Z ' ] sin'-^A; 

au lieu des différences de sinus et de cosinus, mettons leurs valeurs en 

être considéré comme circulaire : mais le centre de cet arc n'est 

plus le pôle v r a i , comme dans le cas où l'on supposait la réfraction 

nulle ; c'est le pôle vrai , élevé par la réfraction autant que l'étoile 

l'est réellement. Ainsi, pour avoir égard à l'effet de la réfraction 

dans les observations d'azimut, il suffit de substituer ce pôle fictif 

au pôle vrai dans les formules, qui d'ailleurs restent les mêmes 

qu'auparavant 
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fonctions de la différence des arcs , il viendra 

sin H A " t - A ' ) s i n 1 ( A — A ' ) 
= ·>. s inir [ cos i (Z -+-Z')sin D -+- cos \ (D-+-D' ) sin Z'J sin 1 \ à. 

Tous les termes du second membre se trouvant multipliés par sin \ r sont 
très-petits do Tordre de la réfraction. La différence A — A', des deux dis
tances, est donc aussi très-petite du même ordre. En se bornant à sa pre
mière puissance, on peut substituer le rapport des petits arcs i ( A — A ' ) et 
i r a celui de leurs sinus, on peut, de plus , supposer A = A ' , Z = Z ' , D = L ) ' , . 
dans tous les autres termes do l'équation ; on aura alors 

s in (D + Z ) . , , , 
A — A' = a r )— -'sin" i A : 

sin A 

si la différence A — A'restait constante, comme A ne varie point, A'scrait 
constante aussi; examinons donc, d'après cette formule, à quoi s'étend la 
variabilité de A — A'. 

Or, on voit tout de suite que cette variation ne peut être que fort petite, 
et même tout à fait négligeable, quand l'arc qui comprend les observations 
est très-petit. Car l'expression de A — A'ayant pour facteur sin* - A , et 
• l'azimut A dans lequel on peut observer la Polaire, étant toujours fort 
petit, du moins dans nos climats , la valeur de A — A' est toujours extrê
mement petite. A Paris , par exemple, elle ne s'élèverait tout au plus qu'à 
deux secondes, en supposant la réfraction cl'nno minute, et l'angle horaire 
de six heures, ce qui donne la plus grande valeur de l'azimut A. On peut 
donc, sans aucune erreur, négliger les variations de A' pendant l'intervalle 
des observations, et employer, pour A et Z , les valeurs qui conviennent à 
l'époque moyenne do la série ; d'autant mieux que si le signal est placé dans 
un azimut peu différent de 1 0 0 S , l'azimut A de l'étoile varie très-peu pon
dant la durée des observations. Ainsi, avec ces restrictions, la valeur de 
A — A' pourra être employée comme constante ; l'éloilo sera censée décrire 
encore un petit arc do cercle autour du pôle fictif, et le rayon de ce cercle 
sera 

2 r sin (Z -I- D ) , 
A ' = A — : 

sin A 

La diminution de ce rayon est l'effet r l n rapprochement des verticaux qui (ous 

A défaut de cercle répétiteur, les observations d'azimut peuvent 

se faire avec beaucoup de promptitude et même avec une précision 

presque toujours suffisante, par le moyen du sextant de réflexion 

(décrit précédemment dans le § 271 ) , instrument qui est entre les 

mains de tous les marins, et qui doit être entre les mains de tous 

les voyageurs. 
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concourent au zénith. Car l'orbite de l'étoile étant toujours comprise entre 
les mêmes verticaux extrêmes, il faut nécessairement, si elle s'élève, que 
son rayon diminue, et diminue d'une quantité dépendante de l'azimut A , 
qui mesure l'écart de ces verticaux. On voit donc que ces formules , fondées 
sur la petitesse de l'angle A , cesseraient d'être exactes si le pôle vrai était 
assez élevé sur l'horizon pour que l'azimut A cessât d'être un très-petit an
gle; mais cela ne saurait arriver que dans des contrées trop voisines du 
pôle pour que l'on puisse jamais avoir occasion d'y observer. 

En résumant ce qui précède, on voit que, pour avoir égard à l'effet de la 
réfraction dans les observations d'azimut, il suffit do rapporter tous les cal
culs au pôle fictif, dont la distance au zénith est D ' = D — r, r étant la ré
fraction îi la hauteur moyenne où l'on observe l'étoile ; en conséquence, il 
faut employer, pour distance polaire de l'étoile, la valeur de A ' , que nous 
venons de calculer. 

Avec ces valeurs, on déterminera l'instant approché du passage de l'é
toile a u point hyjlg. Q 2 , d'après les méthodes d'essai que nous avons indi
quées; ensuite on observera, par la répétition, les distances apparentes RS 
du signal à l'étoile. On calculera les réductions 1? , en employant les va
leurs apparentes B.' À ' et D', ce qui donne 

s , _ sin R' sin A ' 3 " sin' { p' 
~~ sin (R' — A ' ) sin 1 " 

Les angles horaires p' doivent être comptés depuis le passage de l'étoile au 
point S situé sur le grand cercle qui joint le signal au pôle fictif. La distance 
réduite RS étant ainsi trouvée, on aura R' = RS-+- A ' ; ce sera la distance du 
signal au pôle fictif; enfin, avec les valeurs apparentes R', D', et la distance 
R Z du signal au zénith, on calculera l'azimut du signal P 'ZR qui sera l'azi
mut véritable. 

5B1. Quoique le cercle répétiteur jouisse de tous les avantages 

que nous venons de lui reconnaître, je ne dois pas cependant dis

simuler que quelques défauts d'exécution de la part de l'artiste 

pourraient détruire toute son exactitude, et cela est d'autant plus 

important à considérer, que les défauts dont il s'agit sont très-aisés 

à reconnaître; qu'il est très-facile, lorsqu'on en est prévenu, d 'é

luder leur influence; et qu'enfin, faute de ces précautions, on 

s'expose à des erreurs graves, dont rien ne peut vous avertir. 

D'après ce que nous avons dit au commencement de ce chapitre, 

sur la construction du cercle répétiteur, il est évident que les seuls 

défauts qu'on ait à y redouter sont ceux qui peuvent attaquer le 

principe de la répétition, en produisant sur chaque observation 
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une erreur constante. En effet, une pareille erreur s'accumulant 

avec le nombre des observations, et n'étant pas susceptible de 

compensation , puisque nous supposons toujours à l'instrument 

une forme invariable, se retrouverait nécessairement tout entière 

dans la distance moyenne au zénith, qui , sous ce rapport , ne 

serait pas plus exacte qu'une observation unique. 

332. De ce genre sont les erreurs dues à l'inclinaison de l'axe 

optique et au défaut de verticalité du plan du limbe. Nous avons 

donné les moyens de les mesurer et de les détruire, ou de les at

ténuer assez pour que leur influence devienne absolument insen

sible. Mais il y a encore dans les cercles d'autres causes possibles 

d'erreurs pareillement constantes, auxquelles on n'a pas pris garde 

jusqu'à présent. La première est l'erreur du centrage. Elle a lieu 

si la lunette supérieure, en tournant autour du centre du l imbe, 

peut jouer autour de l'axe qui la porto. Pour concevoir l'erreur 

qui en résulterait sur les distances au zénith, partons de la pre

mière position de la lunette au commencement des observations, 

laquelle est représentée par OCA, fig. 9 4 - Alors l'anneau M N , 

percé au centre de l'alidade qui porte la lunette, est descendu par 

son poids sur l'axe CM, autour duquel la lunette tourne; et l 'an

neau touche l'axe en M , à son point le plus élevé. Les choses res

tent ainsi dans la seconde position de la lunette après le retourne

ment du cercle , pour passer à l'observation paire, fig. Ç)5 et 9 6 . 
Seulement le point de contact de l'anneau est passé de M en N, sur 

la partie opposée de sa circonférence. Par conséquent l'arc AZA ' , 

parcouru par l'alidade sur le l imbe, fig. 9 6 , est plus grand que 

l'angle véritable aCa', et la différence est égale à Aa-+-Â'a' ou 

zAa. Mais une erreur contraire, et plus considérable , a lieu dans 

le passage de la seconde observation à la troisième. En effet, à la 

lin de la seconde , la lunette a la position OCA', fig. 9 6 . Dans le 

retournement du cercle, la lunette prend la direction OCA', fig. 9 7 . 
Elle conserve la même inclinaison sur l'horizon ; le point de con

tact N reste le même , et le point A ' aussi. Mais quand ensuile on 

fait tourner le limbe verticalement autour de son centre C, pour, 

ramener la lunette vers l'astre, et lui donner la direction OCA', de 

la fig. 9 8 , le point de contact de l'anneau sur l'axe central ne se 
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fait plus au même point N, La lunette tombant par son poids, le 

contact revient de nouveau du côté de M, dans la partie opposée 

de sa circonférence. Ce mouvement rapproche le point A ' du point 

A , parce que l'oculaire désigné par O dans la l igure, est fixé au 

moyen de sa vis de pression. La lunette tourne donc ainsi autour 

du point O comme centre ; l'objectif, en tombant, rétrograde sur 

le limbe d'une quantité A'A' , , quadruple de A'a' ; et comme l'arc 

double conclu du premier couple d'observations était trop grand 

de 2 A < 7 , l'arc quadruple conclu des deux couples consécutifs est 

trop petit de la môme quantité. Il est clair que ce même effet se 

reproduira toujours sur chaque couple ; et que, pour des distances 

égales au zénith , il se fera toujours dans le même senls , de la même 

quantité, puisque l'anneau de l'alidade et l'axe central sont tous 

deux circulaires. Voilà donc une cause qui tendra toujours à dimi

nuer la mesure des distances au zénith. Elle est d'autant plus à 

redouter , que le rayon de l'anneau et celui de l'axe sont ordinai

rement fort petits , de sorte que le moindre jeu qui peut se trouver 

entre eux s'agrandit considérablement en se reportant sur le limbe. 

I l est donc de la dernière importance que la juxta-position de ces 

deux pièces soit observée avec un soin extrême, et pour cela il 

faut que l'axe d'acier qui porte l'alidade soit prolongé d'une quan

tité suffisante, pour que l'artiste puisse l'adapter exactement sur 

l'anneau. Malheureusement, il paraît qu'on n'y a pas donné j u s 

qu'ici assez d'attention, si ce n'est dans les derniers cercles que 

l'on a construits. 

3b'3. Un autre effet absolument semblable se produira si la vis 

de pression destinée à fixer l'alidade par la pression sur le l imbe, 

n'a pas assez de serrage pour la retenir invariablement. Car, dans 

le passage de la seconde observation à la troisième, ou en général 

d'une paire à une impaire, la lunette pourra glisser par son poids, 

en vertu du mouvement que l'on donne au l imbe; et alors le 

point A ' se déplacera encore dans un sens ou dans l 'autre, de ma

nière à diminuer ou à augmenter les distances au zénith. Ce dé

placement n'influera que dans le passage des observations impaires 

aux observations paires, où la fixité de la lunette sur le limbe est 

de rigueur. 
T. n i . 3o 
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53-3. Enfin, un effet du même genre se produira encore si 

la vis de rappel qui fait mouvoir la lunette sur le limbe a le 

moindre jeu dans son écrou ou dans ses collets. Car, sans entrer 

ici dans des détails de construction trop minutieux , on peut con

sidérer cette vis comme destinée aussi à retenir la lunette fixe 

dans le passage des observations paires ou impaires. Si la vis bal

lotte dans son écrou, la lunette qu'elle conduit pourra prendre 

absolument les mêmes mouvements. Or , la lunette se renversant 

nécessairement dans le passage des observations paires aux im 

paires , la vis de rappel, qui fait corps avec elle , prend aussi des 

positions opposées, comme on le voit dans les fi g. 9 6 et 9 8 , où 

cette vis est désignée par V. Par conséquent, si elle a du jeud ans 

l'écrou qui la retient, il y aura une de ces deux positions où la lu

nette ne sera plus soutenue. Ainsi, elle tournera dans le sens 

où la pesanteur l'entraîne, c'est-à-dire que le point A ' descendra 

si le bout qui porte l'objectif est plus lourd que celui qui porte l ' o 

culaire; dans le cas contraire, il s'élèvera : dans le premier cas, 

la distance au zénith, donnée par le premier couple, sera dimi

nuée; dans le second cas, elle sera augmentée. 

5i>iî. En vain voudrait-on prévenir ces erreurs en lisant avec 

soin les verniers dans les deux positions opposées de la lunette; il 

faudrait qu'elles fussent énormes pour qu'on pût ainsi les aperce

voir. Heureusement on peut les corriger toutes par un moyen très-

simple. C'est d'observer des distances zénithales d'étoiles au nord 

et au sud du zénith. Car si le cercle nous donne des distances trop 

grandes ou trop petites, la somme de ces distances sera aussi trop 

grande ou trop petite d'une quantité double. Or cette somme n'est 

autre chose que la différence des distances polaires des étoiles ob

servées ; ainsi, en prenant ces différences dans des catalogues 

d'étoiles bien exacts, on verrait si le cercle a une erreur quelcon

que , et dans quel sens elle se trouve. Malheureusement, on ne 

connaît encore parfaitement que les distances polaires des étoiles 

dont on peut observer les deux passages. Il y a beaucoup d'incer

titude sur les autres, et ce serait un travail des plus utiles que de 

déterminer exactement la déclinaison des plus brillantes, au moyen 

de leurs hauteurs méridiennes, observées au cercle répétiteur dans 
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(*) Soit N la distance zénithale vraie d'une étoile située au nord du zénith 
dans la station la plus boréale. Soit S la distance zénithale vraie d'une étoile 
située au sud et observée de la même station. Nommons N ' , S ' les quantités 
analogues pour la station la plus australe. Ce seraient là les quantités que 
l'on observerait si le cercle n'avait aucune erreur. Alors la différence des 
latitudes se ra i tN '—N ou S — S ' ; et l'are céleste A = N - t - S , A ' = N ' - t - S ' 
serait le mémo dans les deux 6tations , de sorte que l'on trouverait A = A ' . 
Il n'en sera plus de môme si le cercle a eu l'erreur constante c dans la pre
mière station, et l'erreur e' dans la seconde. Car alors les distances zéni
thales observées seront N -+- e, S H- e , N' -+- e ' , S' -+- e', et quand on les 
combinera pour trouver la différence des latitudes , on aura, par les étoiles 
boréales , N ' — N H-e' — e; par les étoiles australes S — S' -t-e — e'. Les er
reurs affectent ces résultats en sens contraire, ainsi elles disparaîtront en 

fl ' N -t-S S' 
les ajoutant; et leur demi-somme donnera la véritable dif

férence des latitudes indépendamment des erreurs constantes de chaque 

station. 
Mais veut-on évaluer la différence de ces erreurs, c'est-à-dire la quantité 

dont l'erreur constante du cercle a changé, en le transportant d'une sta
tion à l'astre. Bien n'est plus fatile; car, en faisant dans chaque station la 

3o . . 

un lieu tel que Paris, dont la latitude est exactement déterminée pat' 

une multitude de passages d'étoiles circompolaires. Toutefois, sans 

attendre l'exécution d'un pareil travail, on peut encore suppléer 

à la connaissance des distances polaires, quand on n'a pas besoin 

d'une latitude absolue, mais seulement de la différence de lati

tude aux deux extrémités de l'arc observé, comme cela arrive or 

dinairement dans les observations géodésiques, qui sont celles où 

l 'on exige le plus de rigeur. Il suffit alors de répéter, à ces deux 

extrémités, les observations de distances zénithales des mêmes 

étoiles AIT nord et au sud du zéntih. On fera pour chaque station 

la somme de ces distances opposées, afin d'avoir les mesures des 

mêmes arcs célestes. Si l'on y trouve une différence, on en prendra 

la moitié, et on l'ajoutera aux distances observées dans la station 

où la somme des distances a été la plus petite. Par ce moyen, on 

réduira le cercle à n'avoir que la même erreur dans les deux sta

tions, et la différence des latitudes sera exacte. Mais la latitude 

absolue pourra être en erreur de toute la quantité correspondante 

à l'erreur absolue du cercle (*). 
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somme de distances zénithales pour obtenir lare céleste, on aura 

dans la première A = N - + - S - + - 2 e , 

dans la seconde A ' = N ' + S'-H a e ' ; 

et comme N ' — N est égal à S — S', si Ton retranche ces deux équations 
Tune de l'autre, on trouvera 

A A . , . , A A ' 
A — A = a e — 2 c , par conséquent e — r' — —•; 

c'est la différence dos erreurs. Ajoutez-la aux distances zénithales N ' H - e ' , 
S ' -H e'observées dans la seconde station , elles deviendront N ' -t-e, S'-t-e. 
Elles seront donc alors comparables aux distances observées dans la pre
mière , et, en les combinant, on aura IN' — N ou S — S' pour la vraie diffé
rence des latitudes. 

(*) Quoique la théorie des niveaux a bullo d'air ait été exposée en détail 
dans le tome I I , pages 2 4 ° c t suivantes, on a cru devoir laisser subsister 
ici la description qui en est faite, parce que c'est conformément aux procé
dés qui y sont indiqués qu'ont été construits un grand nombre de niveaux 
de Fortin, qui ont été employés dans des opérations importantes et déli
cates , et qu'il pourra être bon d'y recourir, soit pour comprendre les opéra
tions qui ont été faites, soit pour se servir de nouveau de ces niveaux. 

5Î>6. Il me paraît évident que les causes d'erreur dont je viens 

de parler ont produit les petits écarts que l 'on remarque quelque

fois, entre les latitudes absolues observées au même point, avec 

différents cercles, ou par différents observateurs, dont les résul

tats particuliers s'accordent entre eux. Les observations corres

pondantes au nord et au sud, auraient corrigé l'effet de ces diffé

rences, si l'on y eût songé plus tôt; il semble désormais indispensable 

de les employer dans des observations où l'on veut atteindre la 

dernière exactitude. 

557. Pour compléter ce chapitre , je crois utile d'expliquer 

avec exactitude la théorie des niveaux à bulle d'air (*), instruments 

dont l'application est extrêmement fréquente dans l'astronomie et 

dans la physique , mais sur lesquels on n'a pas généralement des 

idées très-précises. On appelle communément niveau à bulle d'air, 

un tube de verre fermé par les deux bouts, et rempli en partie d'un 

liquide, tel que l'eau, l'alcool ou l'étirer. L'espace qui n'est point 

rempli par la liqueur, est occupé par l 'air, ou au moins par la 
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vapeur du l iquide; et comme celui-ci, en vertu de la pesanteur, 

tend toujours à occuper la partie la plus basse du tube et à s'y 

mettre de niveau, il en résulte que la bulle d'air se déplace aussi 

et se porte au plus haut point du tube. Ses mouvements indiquent 

par conséquent, les variations de l'inclinaison du plan sur lequel 

on a posé le niveau. 

5o8 . Examinons d'abord le cas où la bulle d'air serait assez 

petite pour pouvoir être considérée comme un point. Si l'intérieur 

du tube était parfaitement cylindrique , il n'y aurait, rigoureuse

ment parlant, qu'une seule position du niveau où la bulle pût se 

trouver immobile au milieu du tube ; ce serait la position hori

zontale ; et la plus petite inclinaison la déplacerait indéfiniment, 

de manière qu'elle se porterait tout entière aux extrémités. II faut 

donc, pour prévenir cet inconvénient, que l'intérieur du tube 

soit légèrement arqué. Alors la bulle se place de manière que son 

milieu réponde au point où la tangente à la courbure intérieure 

du tube est horizontale. Si l'inclinaison change, la bulle se déplace 

et se porte au point du tube qui est devenu le plus élevé, c'est-à-

dire où la tangente est devenue parallèle à l'horizon. 

Parmi toutes les courbures que l'on peut donner au tube, la 

plus avantageuse est celle du cercle, parce qu'alors les déplace

ments de la bulle mesurent immédiatement sur le tube les varia

tions de l'inclinaison. En effet, s o i t , ^ . 9 9 , NS un arc de cercle 

indéfini qui représente la section longitudinale du niveau. Soient G 

le centre de cet arc, et CA un rayon dirigé suivant la verticale. 

Dans cette position du niveau, la bulle d'air, que nous supposons 

toujours extrêmement petite, ira se placer au point A . Mais si 

l'inclinaison vient à changer, le rayon CA s'inclinera comme dans 

la fig. îoo, et un autre rayon, tel que CA', deviendra vertical; en 

même temps la bulle se déplacera et se portera au point A ' . L'arc 

A A ' , qu'elle décrit sur le niveau, est la mesure de l'angle ACA' , 

ou du changement d'inclinaison. 

SS9. Dans tout ceci, nous supposons que le niveau soit une 
ligne physique circulaire. Cela n'est point possible dans la pra
tique ; mais pourtant on peut y conserver les avantages de la civ-
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(*) L'exposition pratique do ces procédés se trouve dans un très-bon Mé
moire de M. do Cliczy, sur la construction des niveaux, inséré dans les Hé-
moires de l'Académie des Sciences, Savants étrangers. 

ciilaritc, en concevant la surface intérieure du niveau comme un 

anneau engendré par un cercle DD' , fig. 1 0 0 , dont le centre se 

meut sur la circonférence directrice NS. Une pareille surface con

serve évidemment toutes les propriétés de symétrie que nous v e 

nons de considérer. Quant à la manière de donner cette courbure 

aux tubes, on y parvient, à force d'essais, en usant leur surface 

intérieure parle frottement, au moyen de verges métalliques qu'on 

y introduit successivement par les deux bouts, jusqu'à ce que la 

marche de la bulle s'accorde exactement avec les changements 

d'inclinaison. Pour voir si cette condition est remplie , on pose le 

niveau sur un plan incliné , d'une longueur déterminée, dont l'in

clinaison peut être rendue variable au moyen d'une vis verticale 

dont la hauteur des pas est connue. La tête de cette vis porte un 

cadran divisé en parties égales, et un index, comme une vis de 

micromètre. En faisant tourner la vis d'une quantité connue, il est 

facile, d'après les données précédentes, de calculer les variations 

qui en résultent, sur l'inclinaison du plan, et l'on voit si la marche 

de la bulle sur le tube y est exactement conforme. Pour cela, on 

commence par tracer sur le tube de verre des divisions égales dans 

toute sa longueur (*). 

3G0. Par exemple, en soumettant à cette épreuve un niveau 

construit par Fortin, pour les observations de latitudeàDunkerque, 

nous avons trouvé que la bulle parcourt 3 millimètres sur le tube 

pour un changement de i " sexagésimale dans l'inclinaison, et elle 

conserve cette marche dans toute l'étendue des divisions avec une 

régularité parfaite. Ce résultat peut se vérifier encore d'une manière 

plus exacte, quand le niveau est adapté au cercle répétiteur, au 

moyen des observations d'un objet éloigné. Pour cela mettez le 

limbe vertical, et dirigez un des pieds du cercle dans l'azimut de 

l 'objet; mettez la lunette supérieure sur zéro, et faites tourner le 

limbe jusqu'à ce que l'objet vienne au centre des fils ; alors placez 

le grand niveau de manière que la bulle soit très-voisine d'une de 
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ses extrémités. Cela fait, sans toucher à la lunette, faites tourner 

ensemble le niveau et le limbe dans leur plan vertical, au moyen 

des vis de rappel , jusqu'à ce que la bulle passe à l'autre extrémité 

du limbe , en sorte qu'elle parcoure ainsi un grand nombre de di

visions ; alors l'objet ne répondra plus au centre des fils, et il fau

dra faire marcher la lunette sur le limbe pour l'y replacer. 

L'arc qui mesure ce déplacement étant lu sur le l imbe, on con

naîtra le changement d'inclinaison qui répond au nombre de divi

sions que la bulle a parcourues ; et par conséquent, en divisant 

cette inclinaison par leur nombre, on aura la valeur d'une d'entre 

elles. 

L'arc parcouru dans une observation de ce genre étant toujours 

fort petit, une seule observation ne le donnerait pas avec assez 

d'exactitude, à cause des erreurs que l'on peut commettre dans 

les lectures des verniers ; mais on peut appliquer ici le principe de 

la répétition. En effet, la première observation étant faite , et la 

lunette ramenée sur l 'objet, déplacez le grand niveau et ramenez 

la bulle à l'autre extrémité du tube ; puis, sans touchera la lunette, 

faites tourner le limbe verticalement, jusqu'à ce que la bulle re

vienne à l'extrémité opposée. Ce mouvement déplacera l'objet,, 

mais vous le ramenez au centre des fils en faisant mouvoir la lu

nette ; par ce moyen, celle-ci décrira un nouvel arc, qui s'ajoutera 

au premier qu'elle avait parcouru. Vous vous retrouvez ici préci

sément dans les mêmes circonstances que lors de la première ob

servation, et vous repassez par les mêmes opérations. Rien n'em

pêche de faire ainsi une troisième observation, une quatrième, et 

d'avoir sur le limbe un arc assez grand pour que les erreurs des 

lectures extrêmes n'en fassent qu'une partie aliquote fort petite : 

cet arc, correspondant à t ooo ou 1200 parties du niveau, donnera, 

par la division, la valeur d'une d'entre elles avec une extrême pré

cision. Cette épreuve est d'autant plus nécessaire, qu'elle indique 

la valeur des parties du niveau lorsqu'il est en place. En effet, il 

peut arriver que cette valeur ne soit pas la même que quand le tube 

était libre et simplement posé à nu sur un plan. Car les montures 

dans lesquelles le niveau est ordinairement serré, peuvent l'infléchir 

çt changer sa courbure, surtout si elle est d'un rayon considé-
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rabie, comme dans notre niveau de Dunkerque, dont le rayon 

était de 6 1 9 mètres (*). 

5GI. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé la bulle 

d'air assez petite pour pouvoir être regardée comme un point. Cette 

considération était utile pour simplifier les raisonnements ; mais on 

l'évite dans la pratique, et c'est avec raison; car l'expérience ap

prend qu'une bulle si petite se meut avec une extrême lenteur, et 

que le moindre obstacle, la plus petite irrégularité du tube suffit 

pour l'arrêter : au contraire, on fait la bulle très-longue, parce 

que l'on a observé que plus elle est longue, plus elle est sensible, 

c'est-à-dire, plus elle revient promptement à l'équilibre. 

Ce phénomène dépend des attractions réciproques du liquide et 

du verre : il est du genre de ceux que l'on nomme phénomènes 

capillaires, parce qu'ils ont été d'abord observés dans des tubes 

très-étroits, où l'on sait que les liquides susceptibles de mouiller 

le verre s'élèvent au-dessus de leur niveau naturel, en formant une 

petite colonne terminée par une surface concave. Les bords de 

cette surface, composés de molécules adhérentes au tube, s'élèvent 

le long de ses parois ; et leur inclinaison dépend de l'action plus ou 

moins grande du tube sur le fluide, et aussi de la fluidité plus ou 

moins parfaite. Un effet analogue se produit dans les niveaux, sur 

les extrémités delà bulle qu'ils comprennent. Ces extrémités sont 

relevées le long du tube; par ce moyen la forme de la bulle d'air 

est arrondie dans les endroits où la surface du liquide touche le 

verre: elle l'est surtout aux deux bouts plus que sur les côtés, et 

elle l'est plus clans un tube étroit que dans un tube large. Cela 

tient à la nature des forces capillaires qui , partant de sa surface et 

n'ayant d'action sensible qu'à une très-petite distance, ont un 

effet d'autant plus intense que les surfaces qui les exercent sont 

plus rapprochées. C'est pour cela que l'élévation des liquides dans 

(*) Cela se voit d'après la marche du niveau. Sur celui-ci, un arc de i" 
sexagésimale est exprimé par 3 millimètres; or, on sait, parles calculs tri-
gonométriques, que le rayon, exprimé en aie vaut 5 j ° i7'44">8 de la division 
sexagésimale, ou, ce qui revient au même, 206264",8. Puisque chaque se 
conde vaut 3 millimètres, le rayon vaudra 3 millimètres multipliés par 
506364,8 ou 6i8 m ,7«i4, 
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les tubes étroits et verticaux augmente à mesure que leur diamètre 

intérieur diminue, de manière que la colonne liquide ainsi sou

levée est réciproque à ce diamètre, comme l'expérience et le calcul 

s'accordent également à le prouver. D'après cela, on conçoit que 

l'effet de ces forces doit surtout être considérable sur une très-

petite bul le , autour de laquelle le fluide formerait une surface 

concave d'un très-petit rayon. Alors la moindre aspérité du tube 

peut changer considérablement les attractions qui déterminent 

cette forme, et allonger la bulle dans un sens plus que dans un 

autre, ou même la retenir absolument; au lieu que ces effets seront 

beaucoup moindres sur une longue bulle et dans un tube large, 

où le relèvement du fluide, par l'effet de la capillarité, sera beau

coup moindre. Tels sont les avantages des grands niveaux , pareils 

à ceux que Fortin a construits pour nos cercles. Mais pour que 

cette longueur soit utile, il faut que les tubes soient bien travaillés 

dans l'intérieur, et exactement calibrés, suivant la courbure cir

culaire ; précautions que les artistes ne prennent pas ordinairement, 

se contentant d'y suppléer au moyen des courbures naturelles 

que les tubes de verre prennent toujours quand on les fabrique. 

3G2. La bulle du niveau ayant une dimension sensible, on r e 

garde son milieu comme le point le plus élevé du tube, et c'est la 

marche de ce milieu qui détermine les changements d'inclinaison. 

Pour indiquer et mesurer ces changements, on divise le tube dans 

toute sa longueur; le zéro de la division répond à son milieu, et 

pour déterminer la position du centre de la bulle, on prend la 

demi-somme des divisions où se terminent ses deux extrémités. 

Cela est rigoureux en effet si le tube est bien calibré suivant la 

forme annulaire, car alors, sa forme étant symétrique dans toutes 

ses parties, celle de la bulle le sera nécessairement. On pourrait 

même, si l'on voulait, prendre une des extrémités de la bulle pour 

l'indice de son mouvement; mais l'autre moyen est plus avanta

geux parce qu'il atténue les petites irrégularités du tube en les 

partageant sur les deux extrémités de la bulle. Au reste, il est sûr 

que l'un et l'autre procédé sont également inexacts si le tube est 

mal travaillé en dedans. 

505. Ordinairement on a coutume de placer le zéro de la divi-
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sion , comme je viens de le dire, au milieu du tube ou à peu près 

au milieu. Cela est en effet plus commode et on a ainsi des nombres 

plus simples. Mais cette condition n'est nullement nécessaire ; on 

pourrait faire partir les divisions d'une des extrémités, et la demi-

somme des divisions marquées par les extrémités de la bulle don

nerait toujours la position de son centre : en général, quelque part 

que le zéro de la division fût placé sur le tube, le niveau servirait 

également. 

564. L'extrême perfection que l'on a donnée aux niveaux dans 

ces derniers temps, a permis de les rendre fixes dans les cercles 

répétiteurs; et de déterminer, parleur variation, les changements 

d'inclinaison de l'axe. Par ce moyen on évite la nécessité où l'on 

était de corriger ces changements en replaçant le niveau, ce qui 

exigeait du temps, et multipliait la difficulté des observations par 

l'union qu'il fallait obtenir entre l'observateur qui dirige la lunette 

sur l'astre et celui qui cale le niveau. 

Dans cette nouvelle disposition, le niveau est attaché seulement 

à la colonne verticale autour de laquelle le cercle tourne. Il est 

placé perpendiculairement à la direction de cette colonne, et 

parallèlement au limbe. Le limbe lui-même peut aussi s'attacher 

fixement à la colonne, ou plutôt à un plan vertical qu'elle porte , 

et sur lequel le limbe se fixe comme sur un mural au moyen de 

deux fortes vis de pression. Pour faire la première observation, 

on commence, comme à l 'ordinaire, par mettre la lunette du limbe 

sur le zéro de la division; ou , ce qui revient au même, on lit 

exactement les points de la division auxquels les verniers répon

dent : ces point servent d'origine aux arcs que la lunette décrit. 

Ensuite on détache le l imbe, on le tourne jusqu'à ce que la lunette 

se dirige vers l'astre ; puis on l'attache , et on achève de mettre 

l'astre sous le fil au moyen des vis de rappel. A cet instant on note 

la minute, la seconde, et le second observateur lit le niveau. Alors 

on fait faire au cercle une demi-révolution , comme à l 'ordinaire, 

autour de la colonne verticale, pour passer à la seconde observa

tion. Cette fois, laissant le limbe fixe, on détache la lunette et on 

la ramène sur l'astre. Si la colonne , ou plutôt si l'axe de rotation 

du cercle est demeuré invariablement vert ical , comme on suppose. 
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qu'il l'était d'abord dans la première observation , le niveau ne 

sera pas dérangé par le retournement. L'arc parcouru sur le limbe 

sera double de la distance au zénith sans aucune correction. Mais 

si l'axe n'est pas exactement vertical, ou s'il a pris quelque incli

naison dans le passage de la première observation à la secconde, 

comme c'est autour de lui que la rotation s'exécute, la bulle du 

niveau ne répondra plus aux mêmes points du tube après le retour

nement. C'est pourquoi l'observateur lit encore le niveau dans 

cette seconde position comme il l'avait lu dans la première, et au 

moyen de ces deux lectures, on trouve l'inclinaison de l'axe de 

rotation sur la verticale. 

3G8. Pour concevoir comment cela se peut faire, examinons 

avec soin les positions respectives du niveau, et de l'axe de rotation 

du cercle dans les deux observations consécutives. Soient, fig. 1 0 1 , 

PA la direction de cet axe, AZS l'arc de cercle qui représente la sec

tion longitudinale du niveau. Soit C le centre du niveau qui pourra 

bien ne pas se trouver sur le prolongement de l'axe de rotation, et 

qui ne s'y trouvera que dans le cas où cet axe serait perpendiculaire 

au niveau. L'angle CAP sera l'inclinaison de l'axe du niveau sur 

l'axe du cercle, inclinaison que nous nommerons Γ. Si par le pied 

du cercle ou par le point Ρ on élève la verticale PV , l'angle VPA , 

que nous nommerons I , sera l'inclinaison de l'axe de rotation du 

cercle sur cette verticale. Enfin , si par le centre C du niveau on 

élève une autre verticale CZ qui ira rencontrer en Ζ sa circonfé

rence , le point Ζ sera le centre de la bulle, puisque ce centre doit 

toujours se trouver au point le plus élevé du niveau ; et l'arc AZ, 

compté sur la division circulaire du niveau, sera la mesure de 

l'angle ZCA, c'est-à-dire de l'inclinaison du rayon CA sur la ver

ticale. Or, en prolongeant la direction AP de l'axe jusqu'à sa 

rencontre avec la verticale CZ en D , il est visible que l'angle ZCA 

extérieur au triangle CAD est égal à la somme des deux intérieurs 

C A D , CDA ; nous avons nommé le premier I ' ; quant au second, 

il est égal à V P A ou à I . Ainsi , en substituant à ces angles leurs 

valeurs en parties du niveau, on aura AZ = 1 + I ' . 

Maintenant, si l'on retourne le cercle comme dans la fig. 1 0 2 , 

la rotation s'exécutant autour de l'axe AP, le rayon CA du niveau 
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(*) Soit ,^* . 1 0 1 ; M l'origine des divisions du niveau, ou la position du 
point zéro sur le tube ; nommons A la distance A M depuis cette origine jus
qu'à l'intersection du niveau par le prolongement do l'axe de rotation : soit 
a L la longueur totale delà bulle, et désignons par Ν et S les coordonnées 
de ses deux extrémités nord et sud, c'est-à-dire les distances do ces extré
mités à l'origine M des divisions. Ce sont ici les arcs M N , MS.Cela posé, 
et le point Ζ étant supposé le milieu do la bulle, on aura, dans cette première 
position du niveau et du limbe, 

S = A Z + L - A , N = A Z — h-A. 

Retournez le limbe pour passer à la seconde observation,^. ioa. Dans ce 
mouvement, le point M passera en M 'de l'autre côté do l'axe. Soit Z ' le 
centre de la 'mile dans cette nouvelle position, et nommons de mêmeN', S', 

décrira autour de cet axe une surface conique ; de sorte qu'après 

le retournement, l'inclinaison CAP se trouvera la môme , dans un 

sens opposé, c'est-à dire encore égale à Y. De p lus, si par la 

nouvelle position du centre C, on élève la verticale CZ', le point Z' 

sera le centre de la bulle dans la nouvelle position du niveau ; 

l'angle Z 'D 'A sera encore égal à I , et par un raisonnement sem

blable à celui que nous venons de faire , on aura AZ ' = 1 — I ' . 

Ainsi donc l'arc A Z , dans la première lecture, est la somme 

des inclinaisons de l'axe du cercle, sur la verticale et sur le rayon 

du niveau ; tandis que , dans la seconde lecture, l'arc AZ ' est égal 

à la différence de ces mômes angles ; d'où il suit que l'inclinaison 

du rayon du niveau sur l'axe du cercle est égal à la demi-diffé

rence de ces arcs, et l'inclinaison de l'axe du cercle sur la verticale 

est égale à leur demi-somme, c'est-à-dire que l 'on a 

_, AZ — A Z ' AZ + A Z ' 
1 ~ 5 1 = 

2 2 

Reste maintenant à évaluer ces arcs A Z , AZ ' . Cela serait facile 

sil'origine des divisions du niveau se trouvait justement au point A, 

sur le prolongement de l'axe de rotation ; car alors la simple lec

ture exprimerait leurs valeurs. Mais, quelle que soit l'origine des 

divisions, il est facile d'obtenir ces valeurs, d'après les deux 

lectures combinées, et on en tire aussitôt la correction due à l'in

clinaison de l'axe (*). 
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les coordonnées de ses deux extrémités nord et sud, c'est-à-dire les arcs 
M'N', M' S'; on aura alors 

S' = A Z ' + L - t - A , N ' = A Z ' - L + A ; 

de ces expressions on tire 

A Z - t - A Z ' = N-r-S', A Z + A Z ' = »"-+-S, 

A Z — A Z ' = N — N ' + a A , A Z - A Z ' = S - S ' H - a A ; 

A Z -+-AZ' 
or, est l'inclinaison de l'axe du cercle sur la verticale du côté du 

a 
j · ,· • ' . r A Z — A Z ' , , „ 

nord, inclinaison que nous avons nommée I : et est l'angle forme 
a 

par l'axe du^cercle avec le rayon du niveau, angle que nous avons nommé I ' . 
On aura donc, pour ces quantités, les valeurs suivantes: 

. S'-t-N . . R S + N' X = , ou bien ! = • 
2 a 

N — N' , . .. T, S — S' . 
1'= h A , ou bien I = — ' -t -A. 

a 2 

Pour avoir plus de symétrie dans les calculs, nous avons supposé que le 
point M, origine des divisions, tombait au dehors de la bulle, du côté du 
nord. Ordinairement on fait la bulle assez grande pour que cette origine 
tombe entre ses extrémités , et à peu près à son milieu, quand le niveau est 
horizontal. Alors la distance N de l'origine des divisions, à l'extrémité 
nord, doit être regardée comme négative, dans les formules que nousvenons 
d'obtenir; il en sera de même de N'; et, avec celte modification, les ex
pressions précédentes deviendront 

T S' — N , S — N' 
i = • — • , l = — ; 

f = ( -A , I ' = h 

Nous nous bornerons à examiner les deux premières, qui donnent 
l'inclinaison de l 'axe; les deux autres, renfermant la distance A qu'il 
est impossible de connaître, ne peuvent être appliquées. Mais, heurcu-

56G. Pour voir l'effet de cette inclinaison sur les distances au 

zénith, soient, fig. i o 3 , C le centre du limbe, CZ la verticale , CS 

le rayon visuel mené à l'astre que l'on observe ; l'angle SCZ sera la 

distance vraie au zénith. Maintenant soit CP la direction de l'axe 

de rotation du cercle, que nous supposons incliné sur la verticale 

du côté de l'astre ; cet axe , prolongé jusqu'en Z', déterminera le 
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sèment, l'angle 1' qu'elles déterminent n'est pas nécessaire aux obser
vations. Considérons donc les deux premières. 11 est visible que N et S' 
sont les coordonnées d'une même extrémité physique de la bulle, avant et 
après le retournement; car si cette extrémité était nord dans la première ob-
servalion, elle est sud dans la seconde. Il en est de même de N ' et S : ce 
sont les coordonnées de l'autre bout de la bulle. De là résulte la règle sui
vante: observez, sur la division du tube, les deux nombres auxquels répond 
une même extrémité physique de la bulle dans les deux observations consé
cutives. La demi-différence de ces nombres exprimera l'inclinaison do l'axe, 
vers le bout que vous avez considéré comme négatif, c'est-à-dire, vers le 
nord si ce bout était dirigé au nord du zénith dans la première observa
tion ; vers le sud s'il était dirigé au sud. 

Cette règle peut encore être exprimée d'une manière plus simple en la rap
portant aux positions que prend successivement le niveau , relativement à 
l'observateur chargé do lire ses divisions. Je suppose que, dans la première 
observation, le bout sud de la bulle soit à gauche de l'observateur qui lit le 
niveau. Le bout nord sera à sa droite. On retourne le limbe pour passer à la 
seconde observation. Celui qui lit le niveau se retourne aussi en passant de 
l'autre côté du limbe. Alors le bout gauche de la bulle est encore le même 
bout physique que précédemment; seulement, au lieu d'être dirigé au sud 
du zénith, il est dirigé au nord. Ainsi, en désignant par G , D , G', D ' , les 
extrémités gauche et droite de la bulle dans les deux observations , on aura 
S = G ; N = D ; S' = D ' ; N ' = G'. En substituant ces lettres dans notro for
mule, qui donne l'inclinaison de l'axe vers le bout N ou D , on aura 

T D ' — D . . T G — G ' 
1 = , ou bien 1 = ; 

a a 
sous cette forme l'interprétation de la formule n'offre aucune incertitude, et 
l'application peut en être rendue très-simple par la disposition suivante. 
Écrivez successivement les lectures des deux extrémités de la bulle s»r doux 

zénith apparent autour duquel le limbe tourne. Or, c'est à ce 

zénith apparent que l'on rapporte, sur le l imbe, toutes les dis

tances observées. Car le point du limbe qui reste fixe dans le re

tournement , est le point A ' , situé sur la direction de l'axe de rota

tion de l'instrument, au lieu que ce devrait être le point A , situé 

sur le prolongement de la verticale. L'erreur de chaque distance 

est donc égale à ZCZ', c'est-a-dire à l'inclinaison de l'axe sur la 

verticale. Elle diminue les distances au zénith, lorsque le sommet 

de l'axe penche vers l'astre, comme dans la fig. i o 3 ; au contraire, 

elle augmente ces distances quand le sommet de l'axe s'éloigne de 
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colonnes, que vtfus intitulerez G et D , c'est-à-dire gauche et droite, comme 
on le voit ici : 

G A U C H E . D I F F É R E N C E S . D R O I T E . D I F F É R E N C E S . 

i3o -+- 12 
i30 
148 

-+- 12 

.42 
•+- 12 

i36 
,48 

-1- 12 

•44 
,34 

-+- 10 
i34 
144 

-t- 10 

La premièro contiendra les valeurs successives de G , G', pour chaque 
couple d'observations; la seconde, les valeurs de D , D ' . Formez les diffé
rences de ces valeurs pour chaque couple; vous aurez ainsi G — G' et 
D ' — D. Prenez la moitié de ces différences, vous aurez l'inclinaison 1 du 
sommet de l'axe vers le côté D de la bulle, ou vers le côté D du zénith. 

D ' — D 
Ici, par exemple, chacun des deux premiers couples donne — - — = -+- G ; 

c'est-à-dire que le sommet de l'axe est incliné de 6 parties vers le côté D du 
zénith; par conséquent, vers le nord, si le bout D est tourné au nord du 
zénith. Si l'astre observé est situé deco même côté, comme dans la flg. io3, les 
distances au zénith seront trop petites de 6 parties du niveau, et il faudra 
les augmenter de cette quantité. Ce serait 2 " sexagésimales dans notre ni
veau de Dunkerque. Mais si l'astre observé était situé au sud du zénith du 
côté S , et qu'on eût lu le niveau eomme nous le supposons ici, l'incli
naison vers N augmenterait les distances zénithales, et il faudrait la re
trancher. 

On trouverait le même résultat par le bout gauche de la bulle, car il 

donne G = 142 , G ' = i3o, par conséquent I = = -+- 6. 

Le troisième couple d'observations présente un petit changement dans 
l'inclinaison, car on ne trouve plus que I = -+- 5. On forme ainsi toutes l»s 

l 'astre, relativement à la verticale, comme dans la fig. i o4- Ainsi, 

dans le premier cas, la correction déterminée par le niveau doit 

être ajoutée à la distance au zénith; dans le second, elle doit être 

retranchée. La verticalité de l'axe n'était pas nécessaire dans les 

anciens cercles, parce que l'on redressait le limbe après le retour-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



différences relatives à chaque couple d'observations, et on en prend la 
moyenne, qui est la correction à appliquer à la distance moyenne déduite 
des lectures extrêmes de l'arc observé. Dans cette addition, il faut écrire 
chacune des différences D ' — D ou ( i — G' avec son signo , car les unes peu
vent être positives et les autres négatives, si le niveau éprouve quelque dé
rangement dans le cours do la série; ot cela arrive ainsi presque toujours 
quand l'inclinaison I est fort petite. Si le tube est parfaitement calibre, et 
si la température ne varie pas, la longueur de la bulle reste constante ; et il 
suffirait d'observer une des deux extrémités ; mais comme on ne peut 
jamais être assuré d'éviter absolument toutes ces variations, il est tou
jours bon d'observer les deux bouts de la bulle, et de prendre la différence 
moyenne. 

11 y a toujours do l'avantagea se faire une pratique constante, dans les 
opérations qui doivent être souvent répétées. C'est pourquoi il est bon de 
lire toujours le niveau de la mémo manière, par exemple, en se plaçant 
de manière que le côté D soit dirigé vers l'astre que l'on observe : alors si 

ou — - est positif, on l'ajoutera à la distance au zénith ; s'il est 

négatif, on le retranchera. Tout se réduit alors à observer cette règle fort 
simple, et l'on ne peut jamais se tromper sur le sens de l'inclinaison. 

nement, au moyen des vis de rappel, de manière à rappeler le 

niveau à sa position primitive. Cela n'est plus possible dans les 

nouveaux cercles, puisque le niveau n'est pas attaché immédiate

ment sur le l imbe, mais sur la colonne de l'instrument. A la vérité, 

on pourrait encore ramener tout l'instrument à la fois, en élevant 

ou abaissant les vis adaptées à la base de la colonne, et qui servent 

à la rendre verticale. Mais il est mille fois plus simple, plus com

mode et plus exact, d'observer la déviation du niveau, et d'en 

corriger l'effet sur les observations, d'autant mieux que le calcul 

et l'application de cette correction n'offrent aucune difficulté. 

Cette méthode suppose seulement, comme une condition rigou

reuse et indispensable, que le limbe du cercle reste fixement atta

ché à l'axe de rotation dans les deux observations consécutives, 

sans que les pinces qui le retiennent lui permettent le plus petit 

mouvement. Si cette condition n'était pas remplie, le point du 

limbe qui répond au prolongement de l'axe de rotation ne reste

rait pas le même dans les deux observations consécutives, et ce 

déplacement produirait une erreur qu'il serait impossible d'appré-
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T. m. 
3 f 

cier. I l faut donc employer les soins les plus minutieux pour que 
le point d'attache de l'axe de rotation avec le limbe soit rigoureu
sement fixe ; et c'est à quoi notre excellent Fortin est parvenu, 
comme j e l'ai dit plus haut, en serrant le limbe au moyen d'une 
forte pince et de deux vis de pression, contre un plan vertical de 
cuivre qui fait corps avec l 'axe, et sur lequel le limbe vient 
s'appuyer. 

567. I l peut arriver, et il arrive ordinairement, que l'axe du 
cercle ne conserve pas rigoureusement la même inclinaison dans 
toute la durée d'une longue série; mais le niveau accuse toutes 
ces variations , et comme on le lit à chaque observation , il déter
mine , pour chaque correction, sa valeur véritable : cependant la 
moyenne seule de ces corrections reste dans le résultat moyen. 

568. Quand on doit faire une longue suite d'observations, par 
exemple quand on veut déterminer une latitude avec la dernière 
précision , on a soin de calculer, chaque jour, la valeur qu'a eue 
l'inclinaison de l 'axe; et comme on peut faire varier à volonté 
cette inclinaison, au moyen des vis de rappel adaptées à la base 
de la colonne, on s'arrange de manière qu'elle ait successivement, 
de part et d'autre du zénith , des valeurs à peu près égales. Alors 
les corrections positives et négatives du niveau 'se compensant " 
d'elles-mêmes, on est indépendant de la valeur de ses parties, ou 
du moins, si la compensation n'est pas rigoureusement exacte, le 
nombre des parties du niveau qui reste dans le résultat moyen est 
si petit, que l'erreur que l'on a pu commettre dans leur évaluation 
est absolument insensible. C'est ainsi que nous en avons usé dans 
les observations de Formentera et de Dunkerque ; quant à la me 
sure des parties du niveau , et à la détermination de leurs valeurs, 
on opère comme nous l'avons dit dans la page 4 7 ° · 
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ASWtOBÍOMIK 

NOTE I , 

R E L A T I V E A L A P A G E 4 4 2 ' 

Exemple d'un calcul du temps sidéral, d'après une 
hauteur absolue d'étoile observée hors du méridien. 

Soit A la distance polaire apparente de l'étoile, c'est-à-dire la distance 
polaire affectée delà précession, de l'aberration, de la nutation; soit D la 
distance du pôle au zénith, ou le complément de la latitude du lieu où l'on 
observe; enfin, nommons Z la distance zénithale observée corrigéo de la 
réfraction, et P l'angle horaire demandé. Avec ces données, on aura l'an
gle P par la formule 

T s i n A s i n D 

Voici un exemple de ce calcul appliqué à une observation de Rigel, faite à 
Dunkerque, le ai mars 1809, à la latitude de 5 1 ° 2 ' 5 " , la hauteur duba-
romètre étant om,76865, et le thermomètre centésimal à -1-6 0 . 

La distance de Rigel au pôle boréal do l'équateur, prise dans la Con
naissance des Temps, et réduite en position apparente pour le 21 mars 
1809, est A = 9 8°26 '8" ,35 

L'ascension droite, réduite en temps pour le même 
jour A = 5 h 5 m 2 2 * , 6 i 

L'observation faite au cercle répétiteur, après le pas
sage de Rigel au méridien, a donné la distance appa
rente au zénith 70 0 45'59",21 

Correction du niveau — o",47 

70° 45'58",74 
Réfraction calculéo par les Tables pour la pression 

barométrique et la température observée 2'5o",oi 

Distance vraie de Rigel au zénith à l'instant moyen 
de l'observation Z = 70« 48' 48", 7 5 

Avec ces données, on effectue le calcul ainsi qu'il suit : 
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A = 98 0 26' 8" ,:>;> 
Û— 38° 5/55", 00 

A _ D = 59°28 ' i3",35 5g°28' i 3 " , 3 5 
Z = 7o°48'48", 75 7 oo48'48" ,75 

Z -+ - A — D = i3o» 17' 2 " , 10 Z H - D — A = n ° ao ' 3 5 " , 4 o 

? L ± A ^ B = 65° 8'3<",o5 Z + D - A = 5 O 4 O , L / | 7 0 

logsin ( Z ^ ~ D ) = ' > 9 5 7 7 7 5 t î I03 sin A — 1,9952758 

logsin ^ — t - j = 2,9948723 logsin D = 1,7985466 

2,9526481 1,7938224 

"1,7938224 

logsin 1 {V = I,i588a5 7 

log sih | P = "1,5794128 

' P = 220 18' 48",8 

P = 44o3 7 ' 37",G = 2*'58 m 3o%5. 
Ascension droite apparente de Rigel, 

calculée et réduite en temps A = 5 1 ' 5 m 22*,61 

Somme, ou temps sidéral de l'obser
vation 8 h 3 m 5 3 ' , 1 3 

Époque moyenne de la série en temps 
de la pendule , 5 ' ' 4 6 m 3 o s , 2 8 

Retard de la pendule sur le temps sidé
ral à l'époque de l'observation de Rigel. 2 h ijm 22" ,84 

Le calcul précédent suppose que l'on a su calculer la distance polaire et 
l'ascension droite apparentes de Rigel pour le jour de l'observation. A cet 
effet, il faut connaître la précession, l'aberration, et la nutation de l'étoile 
pour ce même jour, afin d'ajouter ces quantités à sa position moyenne. On 
verra dans le quatrième volume la manière de les déterminer. 

Quant à la réfraction, on la prendra dans les Tables, car nous avons 
expliqué comment les Tables sont formées. On en trouvera une dans la 
Connaissance des Temps. 

L'observation que nous venons de calculer avait été faite après le passage 
de Rigel au méridien ; et comme Rigel est une étoile australe qui n'est vi 
sible que dans son passage au méridien supérieur, on voit que l'angle ho
raire P s'est trouvé naturellement compté à partir du méridien supérieur, 
dans le sens du mouvement diurne, suivant les conventions faites dans la 

3 l . . 
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NOTE I I , 

R E L A T I V E A I.A P A G E 44$}· 

Exemple de ccücul de la latitude, d'après une série 
de l'étoile polaire observée près du méridien avec 
le cercle répétiteur. 

Soient A la distance polaire apparente de l'étoile pour le jour de l'observa
tion ; D la distance du pôle au zénith, ou le complément de la latitude sup
posée à peu près connue. Soit r le retard diurue de la pendule sur le temps 

r 
sidéral. Si l'on fait, pour plus de simplicité, g g ^ 0 0 r — r '> et que l'on 

nomme p' l'angle horaire d'une observation compté en temps de la pendule, 
et îi partir du passage de l'étoile au méridien où l'on observe, la réduction 
de cette observation sera 

s i n A s i n D ( i - + - 2 ; - ' ) 2 " sin' \p' 
sinZ sin i 

Z est la distance méridienne do l'étoile au zénith. !3ans le cas que nous 
allons considérer, il s'agit d'un passage de la Poluiru au méridien supérieur; 
alors on a Z = D — A , et la formule devient 

sin A sinD (i - t -ar ' ) i" sin' i p¿ 
~ s i n ( D — A ) . sin i" 

11 ne s'agit plus que de calculer celle réduction pour chacune des observa
tions de la série, d'en faire la somme et de la diviser par le nombre des ob
servations, afin d'avoir la réduction moyenne, qu'il faut appliquer à la 
moyenne des distances zénithales ; mais, pour cela, il faut connaître les va
leurs numériques des éléments qui entrent dans notre formule. 

L'observation que nous allons calculer a été faite à Dunkerque, le 19 dé
cembre 1808, le baromètre étant aom

f
,j5^,i5 el le thermomètre centésimal 

¡1 — 4 " · La distance polaire apparente de l'étoile, pour ce même jour? 

page 17. C'est pourquoi nous lui avons ajouté l'ascension droite A pour 
avoir le temps sidéral. Mais si Rigel eût été observé avant son passage au 
méridien, il aurait fallu prendre le complément do P , afin que cet angle 
fût toujours compté dans le sens du mouvement diurne , après quoi on lui 
aurait ajouté l'angle A , comme nous l'avons fait ci-dessus. On trouvera , 
dans le volume suivant, le calcul de l'heure par des hauteurs absolues du 
soleil. 
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PHYSIQUE . 4^5 

était A = i°4a'i8",59 
La distance du pôle au zénith, déterminée 

à très-peu près par des observations pré
cédentes, était D = 38° 5j '55",oo 

Ce qui donne la distance méridienne... Z = D — A = 3 7 o 15'36",41 

Avec ces données on trouve l o p /sin AsinD^ _ - /_ Q 0 gg 2 _ 
u \ s inZ / 

L a pendule retardait journellement sur l e temps sidéral, et son retard 

était r = C¡)",5, ce qui donne r ' ~ ¡ j ^ ^ g — o,oooSo5o;¡5; d'où Ton voit 

que r' était un nombre extrêmement petit, ainsi qu'on l'a supposé dans la 
construction de la formule : on trouve ainsi log (1 + 2 / ) = 0,0006986. En 
ajoutant ce logarithme à celui que nous venons de former, on aura 

.. ("sin A sin D (1 - 4 - ar'Vl - , „, , 
• l 0 g [ iïrTE ¿ ] = » , 4 ¡ W 8 Í 3 

C'est le logarithme du facteur constant par lequel il faut multiplier toutes 
les réductions. 

Maintenant, d'après la position apparente do la Polaire, le 19 décembre 
1808, on pouvait calculer l'heure de son passage au méridien de Dunker
que; et comme nous connaissions très-exactement la marche de notre pen
dule sur le temps sidéral, d'après les hauteurs absolues de Rigel et du So
leil, nous étions en état d'assigner l'heure, la minute, la seconde mar
quées par notre pendule à un instant quelconque donné du temps sidéral. 
Nous avons ainsi conclu l'heure du passage de la Polaire au méridien supé
rieur en temps de notre pendule, le ig décembre 1808, o ] l 2 } m 4 4 s > et en 
prenant la différence de cette époque à toutes celles des observations parti
culières, nous en avons conclu les angles horaires de ces mêmes observa
tions, ou les valeurs de p' rapportées au méridien supérieur. Connaissant p'y 

7." sm'-v' 
nous avons déterminé la valeur du facteur -— : — pour chaque obsor-

sin 1" 
vation ; alors nous avons pu calculer complètement la réduction S, et le 
calcul s'achève ainsi qu'il suit : 
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4 8 t l A S T R O N O M l l 

Passage de l'étoile polaire au méridien supérieur. 

0 h 4 4 s . ANGLE H O R A I R E . RÉDUCTION . 

h m I m i 
2 3 . 5 7 . < x 2 7 . 4 2 i 5 o 4 , 7 

5 8 . i 8 2 6 . 2 6 1 3 7 0 , 4 

5 g . 6 3 5 . 3 8 1 2 8 8 , 8 

5 9 . 4 7 2 4 . 5 7 1 2 2 1 , 0 

0 . 0 . 2 7 2 4 . 1 7 n 5 6 , 8 

1 . 5 . 2 3 . 3 g 1 0 9 7 , 2 

1 . 4 O 2 2 . 5 8 i o 3 4 , 8 

9 . 2 6 I 5 . I 8 4 5 9 , 5 

1 0 . 1 0 1 4 . 3 4 4 1 6 , 6 

1 8 . 5 7 5 . 4 7 6 5 , 7 

2 2 . 2 3 2 . 2 1 1 0 , 8 

2 2 . 5 9 . . 4 5 6 , 0 

2 3 . 4 3 I . I 2 , 0 

2 9 . 1 9 4 . 3 5 4 1 , a 

4 l . 5 g 1 7 . 1 5 5 8 3 , 9 

4 5 . 5 4 2 1 . 1 0 8 7 9 , 0 

4 6 . 3 6 2 1 . 5 2 9 ^ 8 , i 

4 7 . 1 2 2 2 . 2 8 9 9 o , 3 

4 7 - 5 2 2 3 . 8 i o 4 9 > 6 

4 8 . 3 ( 2 3 . 4 7 1 1 0 9 , 6 

4 9 · 3 2 4 . 1 9 
" 5 9 , 9 

5 0 . 2 1 2 5 . 3 7 1 2 8 7 , 1 

5 i . 4 2 6 . 2 0 I 3 6 O , I 

5 2 . 4 7 2 8 . 3 1 5 4 2 , 9 

5 4 . 4 0 2 9 . 5 6 1 7 5 6 , 8 

1 . 0 . 1 8 3 5 . 3 4 2 4 7 8 , 8 

3 4 8 1 1 , 8 
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PHYSIQUE- 4^7 

log 34811 ,8 4,3946618 

iog facteur 2,4907848 

2,8854466 
26 observ. log 26 1,4 t497^3 

l oge? . . . . 1,4704733 
Réduction moyenne... 2y",55 

Distance au zénith observée < 3 7 ° i5 '2o" ,2i 
Correction du niveau "+" o",68 

Distance zénithale moyenne observée 3 7 °i5 '2o",89 
Réfraction calculée 4 6 " ; 4 ' 

37016' 7 " , 3 o 

Réduction au méridien soustractive S — 29",55 

Distance méridienne de l'étoile au zénith 3 7 0 i 5 ' 3 7 " , 7 5 
Distance polaire de l'étoile .· I°42'i8",59 

Distance du pôle au zénith D , 38°57'56",34 
Latitude 90° — D 5 i ° a' 3",66 

On trouvera, dans le volume suivant, le calcul du la latitude par un* 
observation du soleil. 
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Sur la latitude de l'extrémité australe de l'arc 
méridien de France et d'Espagne. 

Lorsque, sur la demande du Bureau des Longitudes, je fus 
envoyé , dans l'année 1825, en Italie, en Il lyrie et en Espagne, 
pour compléter les observations du pendule sur le 45° parallèle, 
et sur la partie espagnole de notre arc méridien, un des objets de 
ma mission, et celui qui m'imposait le plus de responsabilité, 
c'était de profiter de mon séjour dans l'île de Formentera, le point 
le plus austral de notre arc, pour réobserver la latitude de cette 
station. A la vérité, dans le premier voyage que nous avons fait, 
M. Arago et moi , en Espagne, dans les années 1807 et 1808, 
cette latitude avait été mesurée avec des soins et une persévérance 
qui devaient bien sembler suffire, et que j e ne pouvais espérer 
d'égaler par mes seuls efforts. Car, pendant un séjour, où nous 
opérâmes d'abord en commun avec le commissaire espagnol, 
M. Chaix, et que M. Arago prolongea encore après mon départ 
pour la France, il avait été fait soixante-huit séries des deux pas
sages, tant de la Polaire que de p de la petite Ourse, comprenant 
ensemble près de quatre mille observations, dont la moyenne 
donnait 38°3o/56",02 pour la latitude du point le plus austral de 
notre arc méridien ; et l'on pouvait bien croire qu'un résultat ainsi 
établi avait toute la certitude désirable. Mais, malheureusement, 
à cette époque, on n'avait pas encore reconnu que les cercles ré
pétiteurs les plus parfaits sont susceptibles d'erreurs constantes, 
en vertu desquelles le même cercle, érigé avec tous les soins pos
sibles, peut donner, dans une même station , des distances zéni
thales toujours un peu trop fortes, ou toujours un peu trop faibles. 
De sorte que , si toutes ces distances sont mesurées d'un seul côté 
du zénith, l'erreur constante qui leur est commune reste tout en
tière dans leur moyenne, quel que soit leur nombre, sans qu'on 
puisse la détruire, ou seulement l'affaiblir, en les multipliant. Une 
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pareille erreur pouvait donc exister dans notre latitude de For-

mentera, puisque, selon la pratique alors usitée, nous n'avions 

observé que des étoiles circompolaires, afin que leurs passages 

méridiens, étant pris successivement au-dessus et au-dessous du 

pôle, le résultat moyen devînt indépendant des petites incertitudes 

que l'on aurait pu craindre dans leurs déclinaisons absolues. O r , 

une fois notre cercle enlevé de la station, nous n'avions aucun 

moyen d'apprécier l'étendue de l'erreur qu'il avait pu jeter dans 

notre latitude, ni môme dans quel sens il l'avait affectée ; e t , quoi

que l'on dût présumer qu'elle devait être fort petite, la seule pos

sibilité de son existence sur une station aussi imporante que l'ex

trémité australe de l'arc mesuré, introduisait une incertitude du 

même ordre dans l'évaluation de son amplitude totale qui était le 

but final de toutes les opérations entreprises. 

L e moyen de corriger cette erreur se tire de sa nature même. 

Puisque le cercle donne des distances zénithales constamment trop 

grandes ou trop petites, si on l'applique à des étoiles situées au 

sud du zénith, et dont la distance polaire soit bien connue, il fera 

paraître le zénith trop rapproché ou trop éloigné du pôle; mais il 

produira l'apparence inverse si on l'applique à des étoiles situées 

au nord de ce point. Opérant donc successivement dans ces deux 

sens sur des étoiles dont les hauteurs et l'éclat soient à peu près 

pareils, afin de rendre plus probable l'égalité des erreurs de l'in

strument pour des couples ainsi choisis, leur influence se compen

sera par opposition dans les résultats moyens, et la latitude déduite 

de leur somme sera exacte. Mais on ne,sera plus alors indépen

dant des incertitudes qui peuvent rester dans les déclinaisons ab

solues rapportées dans les catalogues d'étoiles, comme on pouvait 

espérer de l'être en n'employant que des étoiles circompolaires 

observées au-dessus et au-dessous du pôle. Cet inconvénient, 

toutefois, est incomparablement moindre que ne le serait le soup

çon d'une erreur constante dont l'étendue, ainsi que le sens, se

raient absolument inconnus, si l'on se bornait à observer d'un seul 

côté du zénith. Car, outre la petitesse des incertitudes que l'on 

peut aujourd'hui admettre sur les positions des étoiles qui ont été 

déterminées dans les principaux observatoires de l 'Europe, avec 
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des instruments fixes de grandes dimensions, les astronomes pa

raissent être en voie de méthodes, nouvelles qui les feraient com

plètement disparaître; e t , lorsque les éléments rigoureux des 

positions auront été obtenus, rien ne sera plus facile qne de les 

introduire dans le calcul des latitudes déjà observées, pour leur 

donner le dernier degré de précision que ne comportaient pas des 

données moins rigoureuses. 

Mais , en supposant des observations de distances faites ainsi 

des deux côtés du zénith, il se présente encore un autre doute 

d'une importance très-considérable. Les cercles répétiteurs que 

l'on peut emporter, dans des voyages géodésiques, sont néces

sairement de dimensions restreintes. Celui qui m'a servi avait été 

construit par M. Gainbey pour le Dépôt de la guerre : son dia

mètre était de 14" pouces, ancienne mesure ; il était muni d'une 

lunette remarquable par l'excellence de son objectif, lequel, avec 

une ouverture notablement plus grande qu'on n'a coutume de 

l'admettre pour ces instruments, supportait aussi un grossissement 

plus fort que l'ordinaire. Mais, malgré ces avantages réunis à la 

bonté de la construction que l'habileté de l'artiste devait faire sup

poser, peut-on espérer que des instruments d'un si petit diamètre 

donneront la latitude terminale d'un grand arc de méridien, avec 

le degré de précision qu'exige une opération pareille , et que l'on 

doit atteindre pour présenter des résultats acceptables dans l'état 

actuel de l'astronomie? Je crois que l'on peut répondre affirmati

vement à cette question, d'après une épreuve comparative que nous 

avons faite, M. Arago et mo i , en 1 8 1 8 , à Dunkerque, où nous 

avions été envoyés pour déterminer définitivement la latitude de 

cette extrémité boréale de l'arc méridien de France, concurremment 

avec les astronomes anglais, attachés à la mesure de l'arc d'An

gleterre, qui en est le prolongement. Ces astronomes, d'ailleurs 

fort habiles, observaient les distances méridiennes des étoiles avec 

un grand secteur zénithal de Ramsden , le plus parfait, le plus ad

mirable des instruments connus, et qui a été malheureusement dé

truit dans le dernier incendie delà Tour de Londres. Nous n'avions, 

nous, qu'un ancien cercle répétiteur d e L e n o i r , qui était, à la 

vérité, d'assez grande dimension, mais dont les détails nous dés-
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espéraient par leur manque de perfection , ou même par des acci

dents qu'il nous fallait aussitôt réparer, avec l'assistance des simples 

horlogers de la ville. Néanmoins, à force de multiplier les mesures 

de distances des deux côtés du zénith, en variant le plus possible 

le choix des étoiles, et les circonstances des observations, nous 

parvînmes à obtenir une latitude qui, échangée avec celle des 

observateurs anglais , sans aucune communication préalable, se 

trouva lui être absolument identique; résultat que , dans la trop 

juste défiance que nous inspirait notre instrument, nous aurions 

peut-être aussi difficilement espéré, qu'eux-mêmes s'y seraient 

peu attendus. Je sens, mieux que personne, la grande part qu'il 

faut attribuer, dans ce succès, à la rare sagacité d'observation du 

collègue auquel j'étais associé; mais, si rien ne saurait remplacer 

un pareil secours, l'excellence de l'instrument employé peut du 

moins en offrir quelque compensation, en rendant les difficultés 

moindres, et c'est le cas où je me suis trouvé à Formentera. 

Toutefois, ne pouvant pas méconnaître la responsabilité que 

j'allais encourir, soit que je 'trouvasse une latitude identique à celle 

de 1808, ou différente, je cherchai à m'aider de toutes les pré

cautions qui pouvaient assurer le nouveau résultat, quel qu'il pût 

être; et, tant par le système d'observations auxquelles je m'arrêtai, 

que par divers perfectionnements que je pense avoir apportés à 

l'usage pratique de l'instrument, j 'a i l'espérance d'y être parvenu. 

J'étais assisté dans ce voyage par mon fils. L e gouvernement du 

roi avait mis à la disposition de l'opération la goélette la Torche, 
commandée par M. Le Goarant de Tromelin, aujourd'hui capitaine 

de vaisseau , qui nous combla de prévenances, etnous aida de tout 

son pouvoir. Ce secours nous donna la possibilité de transporter, 

sans dommage, de France à L ipar i , puis à Formentera, non-seu

lement nos appareils du pendule, notre cercle, notre lunette mé

ridienne , mais jusqu'à de gros piliers de pierre qui lui servaient 

de supports, et une petite cabane disposée pour les opérations as

tronomiques , laquelle, érigée sur le sol de chaque station, nous 

offrait, en quelques heures, un excellent observatoire tout préparé. 

Arr ivé dans l'île de Formentera, je retrouvai bientôt les mêmes 

bonnes gens chez lesquels nous avions séjourné, M. Arago et 
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m o i , dix-sept ans auparavant. Ils nous cédèrent aussi volontiers 

leur humble demeure, un peu étonnés que nous eussions eu besoin 

d 'y revenir ; et grâce à l'activité de notre commandant, ainsi qu'à 

la bonne volonté de tout l'équipage, dès le lendemain nous étions 

installés chez eux. On commença aussitôt les observations de la 

mesure du temps; puis, dès que les horloges furent réglées, on 

entreprit les mesures du pendule et delà latitude, qui se conti

nuèrent sans interruption pendant tout le mois de juin 1 8 2 5 . Un 

des officiers de la goélette, M. Dcnans, aujourd'hui capitaine de 

corvette, vint partager notre solitude, et nous prêter son assis

tance, qui nous fut très-utile. Uue escouade de matelots, dont 

faisaient partie le charpentier et l'armurier de la goélette, resta 

près de nous sous une tente, non comme protection, ce qui eût 

été tout à fait inutile, mais pour nous aider dans nos manœuvres, 

et pour effectuer les réparations que notre observatoire nomade 

pouvait exiger. Les résultats, donnés parles expériences du pen

dule, ont été exposés dans le tome V I I I des Mémoires de l'Acadé
mie , conjointement avec ceux qui avaient été obtenus dans les 

autres stations, soit du parallèle , soit dû méridien prolongé jus

qu'aux îles Shetland. Les nouvelles observations faites pour déter

miner la latitude extrême de notre arc méridien sont donc les 

seules dont ils me reste à parler. 

Le point central de notre ancienne station, celui au-dessus du

quel le cercle répétiteur avait été érigé, était marqué par une croix 

de fer , consacrée par l'évêque d' Ivice, et qui était restée intacte 

sous cette protection. Le nouveau cercle fut établi tout près de ce 

point, dans une situation plus boréale de o",o44; de sorte qu'il 

faudra retrancher cette quantité de la nouvelle latitude pour la 

réduire à l'ancienne station. Après que toutes les rectifications né

cessaires eurent été effectuées avec le plus grand soin , on procéda 

aux mesures de distances méridiennes avec diverses précautions 

que je vais indiquer. 

D'après l'exactitude que j'avais reconnue aux divisions de notre 

cercle, dix ou douze observations d'un même arc se suivant sur 

son l imbe, avec la lecture initiale et finale des quatre verniers, 

devaient évidemment donner des mesures angulaires moyennes 

» 
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aussi précises qu'on pouvait espérer de les obtenir par une appli

cation plus prolongée de l'instrument, dans les mêmes circonstances 

atmosphériques. Je m'astreignis donc à ne pas étendre les séries 

partielles beaucoup au delà de ce nombre de couples, en profitant 

de leur brièveté, pour les réitérer davantage sur des étoiles diffé

rentes, dans des circonstances diverses, tant de nuit que de j our , 

de manière qu'elles se trouvassent chaque fois en correspondance 

des deux côtés du zénith. Pour les observations de jour , je calcu

lais d'avance les positions azimulales du l imbe, et les directions 

zénithales de la lunette qui correspondaient aux diverses époques 

auxquelles j'espérais saisir l'étoile ; et la lunette était si perçante que 

j 'a i pu ainsi observer Rigel et Sirius au méridien, le ( " ju i l l e t , 

lorsque le second de ces astres précédait à peine le soleil à midi. 

Je n'avais tenté cette épreuve insolite que pour constater la puis

sance de l'instrument, et pour connaître les amplitudes extrêmes 

d'erreurs que l'on pouvait avoir à craindre en se plaçant dans les 

circonstances d'observation les plus défavorables : car, à ces heures 

du jour, le thermomètre s'élevait, dans notre cabane , jusqu'à 3o° 

ou même 32° centigrades. E t , quoique l'on prît toutes sortes de 

soins pour faire communiquer aussi librement que possible l'air 

intérieur avec celui du dehors, les étoiles observées alors étaient 

agitées et voltigeantes comme une fumée; aussi ne pus-je obtenir, 

pour chacune d'elles, qu'un seul couple d'observations , ou deux 

au plus, dans quatre essais ainsi tentés. C'est pourquoi je ne lésai 

pas fait concourir à la détermination de la latitude; mais je les ai 

cependant calculées et rapportées avec les autres pour le but que 

j 'a i tout à l'heure indiqué. Car, lorsque l'on compare ces courtes 

séries entre elles, pour une même étoile, leurs écarts ne sont pas 

tels qu'on dût les exclure dans des observations ordinaires, puis

qu'ils atteignent à peine 2 " autour de leur moyenne ; et je ne me 

crois en droit de les rejeter que parce que toutes les séries faites 

dans des circonstances moins exceptionnelles, n'ont offert que des 

écarts beaucoup moindres, par l'effet de précautions que j 'expl i

querai dans un moment. Le nombre total de séries obtenues, tant 

de nuit que de jour , permet d'ailleurs ce choix ; car elles s'élèvent 

à 86 comprenant 1094 observations, dont je néglige seulement 
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14 de ce genre. Les déclinaisons des étoiles circompolaircs offrant 

aujourd'hui peu d'incertitude, on n'en a observé que trois, savoir: 

la Polaire inférieure de jour , avec [3 et 7 de la petite Ourse supé

rieures de nuit. Mais, les déclinaisons au sud du zénith étant moins 

certaines, on a fait concourir de ce côté à la détermination de la 

latitude huit étoiles différentes, savoir : S, n et Ç d'Ophiuchus, 

a de la Vierge, ¡3' du Scorpion, 9 du Centaure, Antarès, et a du 

Verseau, les unes observées de nuit , les autres de jour. Pour 

celles-ci, on les prenait toujours à de grands intervalles avant ou 

après midi , de manière que le soleil ne frappât point le cercle, et 

qu'il se fût établi préalablement une libre circulation entre l'air in

térieur de la cabane et l'air du dehors. 

La pratique habituelle du cercle répétiteur est sujette à deux 

genres d'erreurs, à la vérité très-petites , que l'on tâche toujours 

soigneusement d'éviter, et dont l'effet accidentel est de nature à 

s'entre-détruire dans un grand nombre d'observations faites des 

deux côtés du zénith. Mais je suis parvenu à les rendre tout à fait 

nulles individuellement; et il en est résulté, entre les séries rela

tives aux mêmes étoiles, une concordance telle qu'on ne l'obtient 

pas , je crois, plus parfaite, en opérant avec des instruments 

fixes d'une grande dimension ; car l'écart de ces séries autour de 

leur moyenne atteint très-rarement 1". 

La première de ces causes d'erreur, et la plus facile à éluder, 

provient du défaut d'horizontalité du fil transversal sur lequel on 

amène l'étoile dans les deux observations consécutives qui com

posent chaque couple. Quelque soin que prenne l'artiste pour ren

dre ce fil perpendiculaire au l imbe, il lui est toujours quelque 

peu oblique. Cela oblige à placer l'étoile sur un même point phy

sique de sa longueur dans les deux observations; ce que l'on réa

lise avec une approximation suffisante, en l'amenant toujours 

très-près du centre du réticule, et du même côté de ce centre, 

relativement au limbe. Mais il est difficile de ne pas faillir quelque

fois à cette condition de correspondance dans un très-grand nom

bre d'observations pareilles, surtout lorsque les accidents de l'at

mosphère y jettent des intermittences, ou forcent à les précipiter ; 

et alors l'inégalité de hauteur des deux points du fil sur lesquels on 
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a placé l'étoile dans un même couple, se reporte tout entière 

comme erreur dans l'arc parcouru sur le limbe divisé. On peut 

éviter ce danger en rendant le fil transverse rigoureusement per

pendiculaire au limbe. Pour cela , mettez d'abord l'axe de rota

tion de l'instrument, et le limbe lui-même, dans une parfaite ver 

ticalité, de sorte qu'en tournant celui-ci dans tous les azimuts 

autour de l 'axe, les niveaux et le fil-à-plomb suspendu aux pinces 

régulatrices (*) ne manifestent aucune variation appréciable. Ceci 

constaté, dirigez la lunette du limbe vers un point fixe très-dis

tant, situé près de l 'horizon, et placez ce point sur le fil transver

sal tout près du centre du réticule d'un côté ou de l'autre ; puis, 

faites mouvoir azimutalemcnt le limbe par ses vis de rappel , de 

droite à gauche et de gauche à droite, de manière que le point de 

mire parcoure successivement les deux moitiés du champ appa

rent. Si le fil transverse est exactement horizontal, et s i , en outre, 

il est compris dans un plan diamétral commun à l'oculaire et à 

l'objectif, comme il devrait l'être à la rigueur, l'objet le suivra 

toujours, et continuera de s'y projeter dans toute l'étendue du 

champ. Si le fil est seulement horizontal, mais situé hors du plan 

diamétral du système optique, ce qui est le cas le plus ordinaire , 

le point de mire , amené d'abord en coïncidence avec lui au centre 

du réticule, le quittera dans le mouvement azimutal , et s'en écar

tera progressivement de quantités égales à des distances égales du 

centre ; au lieu que ces écarts seront inégaux et de sens contraire 

des deux côtés du centre, lorsque le fil aura quelque obliquité. 

(*) Ces pinces doivent être à retournement, et munies de rappels qui 
permettent de transporter le point de suspension du fil-à-plomb, et le 
point où il vient battre, l'un et l'autre perpendiculairement au plan du 
l imbe, de manière à vérifier l'exacte verticalité de celui-ci, on échangeant 
ces points après l'avoir fait tourner sur lui-même, comme je l'ai expliqué 
dans la page 429 de ce volume. Pour rendre cette épreuve plus exacte, je 
fais porter les divisions auxquelles le fil s'applique, sur un appareil excen
trique en forme de double I , qui permet de mettre, entre les points de 
suspension et de battement, un intervalle au moins double du diamètie 
du limbe. J'emploie aussi pour fil un simple fil de cocon, auquel est 
suspendu un très-petit poids. De cette manière on peut apprécier jusqu'il 
des secondes par le retournement réitéré. 
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On pourra donc le rendre horizontal en tournant peu à peu le 

réticule jusqu'à ce que les caractères de symétrie soient réalisés. 

A lors , si l'on place le point de mire sur une des extrémités du fil, 

située à l'un des bords du champ, il devra se retrouver encore sur 

le fil quand on le fera passer au bord opposé ; et, entre ces coïn

cidences extrêmes, il s'écartera progressivement du fil dans un 

même sens, suivant une courbe symétrique autour du centre du 

réticule, laquelle courbe deviendra couséquemment horizontale de 

part et d'autre de ce point, jusqu'à une distance d'autant plus 

grande que son maximum d'écart sera moindre. Donc , si la plaque 

qui porte le réticule admet un petit mouvement dans le sens verti

cal, il n'y aura qu'à rendre cet écart tout à fait nul, après avoir 

établi l'horfzontalité du fil par la condition de symétrie que je viens 

d'expliquer, et le point de mire, placé sous le fil, le suivra pen

dant le mouvement azimutal dans toute l'étendue du champ. 

Lorsque ces conditions seront remplies, il deviendra indifférent 

d'amener les étoiles sous le fil transversal, d'un cote ou de l'autre 

du centre du réticule dans les observations de chaque couple, 

pourvu qu'on les place toujours très-près de ce centre, pour ne 

pas trop les écarter de l'axe optique. Et si, après ces dispositions 

préliminaires, on a encore soin de placer l'étoile du même côté 

physique du centre, comme on le fait habituellement, l'omission 

accidentelle de cette condition ne produirait qu'une erreur sans 

importance dans les résultats définitifs. 

Dans le cercle répétiteur de M. Gambcy qui avait été mis à ma 

disposition, la plaque métallique sur laquelle étaient attachés les 

fils du réticule n'était pas mobile parallèlement au limbe. Mais 

après que j'eus amené le fil transversal à l'horizontalité, par le 

procédé expérimental expliqué tout à l 'heure, je trouvai que la 

courbe symétrique décrite par le point de mire, en passant des 

extrémités du fil au centre du réticule, ne s'écartait du fil, dans 

sa flèche centrale, que de t i " , 4 ; de sorte qu'en la considérant 

comme circulaire vers cette partie de son cours, le défaut d'horizon-

talité résultant de sa courbure n'altérait pas les distances zénithales 

de - ~ de seconde, aux plus grandes distances du centre où je 

voulusse jamais opérer les bissections. Ceci put être complètement 
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•vérifié sur le ciel même; car lorsqu'on avait amené la Polaire sous 

le fil transverse, près du centre du réticule, au moment de son 

passage au méridien, si l'on venait à faire mouvoir azimutalement 

le l imbe, elle continuait de suivre le fil, en restant bissectéc de 

part et d'autre du centre, jusqu'à des distances sans comparaison 

plus grandes que celles où il aurait été convenable de l'observer. 

On conçoit que, pour cette épreuve, le plan du limbe doit être 

amené à une exacte verticalité. Mais toutes mes observations ont 

été faites en m'astreignant à cette condition; et telle était la stabi

lité de notre établissement, qu'après y avoir assujetti le cercle il 

ne s'en écarta jamais que de quantités à peine sensibles, que j'avais 

constamment soin de rectifier au commencement des séries de 

chaque jour, lorsque je leur trouvais accidentellement quelque 

valeur. 

Cette exacte horizontalité donnée au fil transversal m'a servi 

pour éviter l'autre cause d'erreur bien plus importante, qui me 

reste à décrire. Le cercle répétiteur que j 'employais était à niveau 

fixe, c'est-à-dire que le grand niveau parallèle au limbe était porté 

par l'axe de rotation, et le limbe s'y rattachait dans chaque obser

vation impaire en s'appliquant par des vis de serrage contre une 

plaque verticale tenant à cet axe , lequel n'avait lui-même qu'une 

médiocre longueur. Or, quand on l'avait ainsi fixé, après avoir 

amené l'étoile clans le champ delà lunette, lorsqu'on faisait mou

voir ensuite la vis de rappel pour opérer la bissection, quelque 

délicatesse que l'on s'efforçât de mettre à la tourner, sans la pousser 

en avant ni la tirer en arrière , la bulle du niveau prenait presque 

toujours une position tant soit peu différente de celle qu'elle r e 

prenait quand la main abandonnait la vis au moment où l 'on 

notait le temps; et un effet tout pareil se produisait dans les 

observations paires quand la main touchait ou quittait la vis de 

rappel de la lunette ; comme si le seul contact, quelque léger qu'on 

s'efforçât de le faire, imprimait toujours une très-petite flexion 

dans le sens vertical à l'ensemble de l'instrument. Mon fils, qui 

suivait constamment le niveau, m'avait averti de ces mouvements 

qu'il avait déjà remarqués dans nos précédentes stations ; et il 

appliquait avec raison à chaque distance zénithale la division à 

T . I I I . 32 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(*) J'ai effectue la rectification do l'horiz.intalitc du (il transversal, l*1 

io , avant les séries de ce jour , et j'ai marqué alors sur le logistre '» 

laquelle la bulle du niveau s'était fixée avant que la main quittât 

la vis de rappel. Mais je pensai que les observations deviendraient 

plus sûres si l'on évitait complètement de pareils effets; et la rigou

reuse horizontalité donnée au fil transversal m'en fournit un 

moyen bien simple. Car, me trouvant alors seulement astreint à 

opérer les bissections très-près du centre du réticule et d'un même 

côté de ce centre, mais nullement au même point physique du fil, 

j 'amenais l'étoile avec la vis de rappel non sur le fil même , mais 

sur son bord supérieur ou inférieur, selon qu'elle descendait ou 

qu'elle montait en apparence, me servant du mouvement azimutal 

pour la mettre suffisamment près du centre ; puis j e quittais la vis 

de rappel, e t , lisant le temps sur l 'horloge, j'attendais, en 

comptant les secondes , que la bissection se fût rigoureusement 

opérée dans l'état de liberté de l'instrument; après quoi la division 

du niveau où la bulle se fixait, depuis que j e l'avais abandonné, 

s'appliquait, sans aucun doute, à la distance zénithale. Or, le ré

sultat de cette pratique fut de faire disparaître ces discordances 

inexplicables que tous les observateurs sincères reconnaissent avoir 

accidentellement éprouvées entre les séries d'une même étoile en 

faisant usage du cercle répétiteur, et de réduire leurs écarts aux 

limites d'oscillations restreintes que l'on ne peut éviter même avec 

de grands instruments fixes. Cela petit se vérifier à l'aide du tableau 

général annexé, sous la lettre C , à la fin de ce Mémoire, lequel 

contient les résultats successivement obtenus par toutes les séries 

observées sans a îcunc excepiion. Pour cela, j ' en ai extrait les 

séries relatives à chaque étoile, qui avaient été obtenues tant avant 

qu'après cette modification, puis je les ai rassemblées par groupes, 

en séparant ces deux phases ; et j 'a i calculé , pour chaque groupe, 

les écarts partiels de chaque série autour de la latitude moyenne 

donnée par leur ensemble, afin que ces écarts fussent indépen

dants des positions absolues attribuées à chaque étoile. Les résul

tats ainsi obtenus sont reunis à la fin de ce Mémoire dans le 

tableau D (*). En examinant d'abord les effets de cette, bissection 
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-f- i , 3 4 7 > (3 petite Ourse supérieure : de nuit, 12 séries. 

— 1 , 060 ) 

-+- 1 ' ° 86 | ^ P e t ' t c ^ u r s e supérieure : de nuit, 10 séries, 

-f- 1 , 018 Polaire supérieure : de jour, 11 séries. L'écart porte 

sur une série d'un seul couple. 

Dans les trente-trois séries faites du côté du sud , les écarts qui 

atteignent 1 " ne se présentent que deux fois, et seulement pour 

deux séries de jour de a de la Vierge, dont une ne contient qu'un 

facilité qui en résultait pour opérer les bisseetions. C'est pourquoi j 'ai sé
paré en deux groupes distincts les séries faites avant et après cette époque. 
Car j 'ai commencé dès lors à noter la seconde dans l'état de liberté de l'in
strument, quoique je n'aie consigné le détail du procédé d'observation sur 
le registre que trois jours plus tard. Toutefois, n'ayant dans le second 
groupe qu'une seule série d'Àntarès faite le 10, c'est-à-dire le jour même do 
la rectification, je l'ai jointe à ses analogues du premier groupe dont elle 
ne s'écarte pas sensiblement. 

sur les quatorze premières séries qui ont été faites avec: de grands 

soins, mais en touchant l'instrument, comme à l 'ordinaire, on y 

trouve des amplitudes d'écart qui s'élèvent deux fois à d r i " , 7 , 

les autres restant toutes au-dessous de cette limite. Cela ne pa 

raîtra pas bien extraordinaire, si l'on considère que l'on rencontre 

des écarts de cet ordre entre des séries beaucoup plus prolongées 

de la Polaire, observées autrefois par M. Arago à cette même sta

tion , lesquelles sont, je crois , les plus parfaites qui aient jamais 

été obtenues avec le cercle répétiteur, parmi celles que leurs au

teurs ont fidèlement rapportées. Mais, dans les 66 séries posté

rieures à la rectification, pour lesquelles l'instrument a été tout à 

fait l ibre, les écarts qui atteignent i " sont des exceptions très-

rares. Car, en les relevant individuellement pour les observations 

faites, tant de nuit que de jour, on en trouve d'abord du côté du 

nord , sur 3 3 séries, seulement 6 ayant les valeurs partielles 

suivantes : 
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5oO ASTRONOMIE 

seul couple, l'autre quatre. Leurs valeurs sont : 

Pour la série d'un seul c o u p l e . . . . -4 - 2 ' 

Pour la série de quatre — 1 

- + - 2" ,36i; 

— 1 , 5 7 0 . 

Comme je n'avais que six séries de cette étoile , je n'ai pas cru 
devoir rejeter ces deux-là , d'autant que leurs écarts sont de sens 
contraires, et que ceux des quatre autres séries, autour de la 
même moyenne, sont fort au-dessous de 1". Mais , de ce même 
côté du zénith, j 'a i exclu , par scrupule, une série de Ç Ophiuchus 
qui contenait pourtant dix couples observés dans les circonstances 
les plus favorables , parce que j 'a i trouvé marqué sur le registre 
que j 'avais par mégarde heurté la lunette avec Ja tête, et consé-
quemment ébranlé tout l'instrument, en passant de la dix-neuvième 
à la vingtième observation. L'écart de cette série autour de la 
moyenne relative à la même étoile n'était, à la vér i té , que de 
-+- i " ,/p4> mais elle rendait les autres écarts trop uniformément 
négatifs, pour qu'on ne dût pas légitimement suspecter que l'ac
cident mentionné y avait eu quelque influence. Au reste, j 'en ai 
rapporté le résultat, conjointement avec ses analogues, de sorte 
que l'on pourra, à volonté , en faire ou n'en pas faire usage. L'ac
cord remarquable des séries entre elles, pour chaque étoile, de ce 
côté du zénith, prouve, avec évidence, que les erreurs des tables 
de réfraction sont peu à craindre, même pour d'assez grandes dis
tances zénithales, quand on opère sous un beau ciel , dans un ob
servatoire qui communique librement avec l'air du dehors, comme 
notre cabane, et sur un plateau de peu d'étendue, isolé au milieu 
de la mer, comme l'était notre station. 

Pour mettre en évidence la réalité du perfectionnement relatif 
ijui résulte du mode d'observation que je viens d'indiquer, je 
prendrai comme épreuve comparative les observations de latitude 
faites par le colonel Brousscaud, assisté de M. Largeteau , dans les 
stations extrêmes et intermédiaires du 4 5 3 parallèle, avec un cercle 
répétiteur construit aussi par M. Gambey, et ayant 1 8 pouces de 
diamètre, de sorte qu'il était plus grand que celui dont j ' a i fait 
usage. J'extrais ces observations de son ouvrage intitulé : Mesure 
du. parallèle moyen. Je les choisis parce que le colonel Brousscaud 
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était connu comme un observateur habile, soigneux, patient, et 

surtout sincère. J'en extrais, dans chacune de ces stations, des 

groupes de séries observées au nord ou au sud du zénith, sur une 

même étoile, en assez grand nombre pour qu'on puisse bien voir 

l 'ordre habituel de leurs écarts, que je relève seulement lorsqu'ils 

atteignent i", soit en plus, soiten moins, autour de leur moyenne 

totale. 

Première station la plus occidentale , la Ferlanderie. Il a été fait 

97 séries de la Polaire par vision directe ; les écarts qui atteignen t 

i " sont au nombre de 46, dont voici les valeurs distribuées selon 

leur signe propre : 

P o s i t i v e s . Négatives. 

— "."7 

1,07 
a , 5 i 
2,23 
i,G8 
1,07 

2,3o 
1 ,45 
2 ,41 

2,94 
1,82 
i , 3 o 
a . 4 9 
2 ,64 
./ ,o 

3,56 
3,i3 
1,28 

1 , 10 3,85 
3 , 1 7 
I , 3 I 
4 ,88 
2,87 
3,65 
1 Al 
i ,65 
3,56 

*.'!) 
3,o3 

i ,67 
1,80 
1,75 
i ,o5 
1,67 
2,64 
1 ,o3 
1 ,2(j 

Somme dos 2 t . . . — 46,5, 

Somme des 25 . . . + 4 8 , 3 o 

La somme des écarts positifs de cet ordre étant presque égale à 
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3 7 . 4 5 - 0,44 
3 7 , S 9 — 0,28 
4°< 3 9 -f- 2 ,52 
33,3i ~ h 0,44 
3 9>52 + ,,65 
3 7 , 2 j — o,63 
38,4o - 1 - o,53 
36,8i — r , o6 
38,42 - 1 - o,55 

Somme totale 757,45 
Résultat moyen.. 37,872 

Les vingt séries présentent 11 écarts supérieurs à 1 " en plus ou 
en moins , sur lesquels 3 surpassent 2" . 

Ces observations sont assurément fort bonnes, et leur résultat 

moyen est très-sûr, mais la fréquence des écarts supérieurs à 1 " , 

et leurs amplitudes totales, dépassent encore beaucoup ce que l'on 

obtient avec le nouveau procédé. 

la somme^des négatifs, la latitude moyenne n'en est pas sensible

ment influencée; mais leur fréquence, et leurs amplitudes indivi

duelles, excèdent beaucoup ce que l'on obtient avec l'instrument 

libre. Le nombre des couples de chaque série a varié depuis 5 

jusqu'à 1 1 . 

Voici maintenant tous les résultats partiels de 20 séries de ad 'O-

phiuchus, faites parle même observateur, dans la même station. Je 

les prends comme exemples de séries au sud du zénith : le nombre 

des couples de chaque série avarié de 6 à 10. 

Résultais partiels. Excès sur la raoyenno. 

-+- o",oB 
39,08 , , 2 i 
38,65 _,_ 0 j ^ 8 
3 7 , 9 9 — 0,12 
3 9 > 2 0 + i , 3 3 
3 7>°7 - 0.80 
3 <Vi 3 - ,.44 
3 9=9i H - 2,07 
36,oo | ^ 
35,2.5 
35,78 
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Les observations faites avec le même cercle à la station intermé

diaire d'Opmes, et à l'orientale du Monceau , présentent des écarts 

analogues entre les séries des mêmes étoiles, obtenues par vision 

directe, tant au nord qu'au sud du zénith. J'ai jugé inutile de les 

rapporter en détail. Dans ces deux dernières stations le colonel 

Brousseaud a observé aussi la Polaire par réflexion sur un horizon 

de Mercure, et les séries ainsi effectuées offrent un accord beaucoup 

plus grand, quoique non pas supérieur à celui que le nouveau mode 

d'observation nous a donné. Toutefois, je regrette de n'avoir pas 

employé concurremment ce procédé , où l'on doit présumer cpie 

l 'erreur constante du cercle se détruit immédiatement dans chaque 

passage de la vision directe à la vision réfléchie. Mais on pouvait 

alors le croire moins facile et moins expeditif que M. Brousseaud 

ne l'atteste et ne le prouve dans son ouvrage, qui a été publié 

quatorze ans après mon voyage àFormcntera. 

La méthode d'observation avec l'instrument libre que je viens 

de décrire pourrait donner lieu à un soupçon d'erreur qu'il im

porte de dissiper. Comme on attend que la bissection s'opère par 

le seul effet du mouvement ascensionnel ou descensionnel de l 'é

toile, l'observation se fait avec la même facilité que dans les pas

sages à la lunette méridienne, et précisément de la même manière 

Or , on sait que tous les observateurs ne rapportent point ces pas

sages au même instant physique. Les uns le fixent relativement 

plus tôt , d'autres relativement plus tard, soit par l'effet de l'orga-, 

nisation individuelle de l'œil, soit par la préoccupation de l'esprit 

qui doit à la fois suivre l'étoile et compter le temps, comme M. Arago 

l'a constaté en variant les circonstances de cette appréciation pour 

un même observateur. On pourrait donc craindre qu'une pareille 

différence d'appréciation ne se produisît dans les distances zéni

thales , quand on laisse la bissection s'opérer spontanément par le 

mouvement de l'étoile, ce qui reviendrait à mettre celle-ci constam

ment un peu trop haut ou un peu trop bas, selon le sens suivant, 

lequel elle traverse le fil. Mais d'abord, dans les observations de 

distances méridiennes, le mouvement ascensionnel ou descension

nel de l'étoile étant très-lent, l'instant de la bissection spontanée 

est moins inquiétant à fixer; et la différence individuelle d'nppré-
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dation paraît devoir en devenir moindre. Puis, comme lesséries 

s'étendent ordinairement des deux côtés du méridien, l 'erreur, 

quelle qu'elle soit, change de signe avant et après le passage de 

l'étoile dans ce plan, ce qui en doit affaiblir l'effet final, par com

pensation , dans chaque série entière ainsi répartie. L'accord re

marquable des résultats obtenus pour chaque étoile , en employant 

cette méthode, confirme les deux considérations précédentes dans 

leur ensemble ; mais elles se trouvent aussi vérifiées séparément 

par les observations de la Polaire de jour faites le 23 juin. Car ce 

jour-là,-vers le milieu de la série , il me passa par l'esprit le scru

pule , probablement mal fondé, c[ue je n'avais pas lu les quatre 

verniers, mais seulement un seul, en plaçant d'avance l'alidade 

sur le point du limbe où cile devait être, selon mon calcul, pour 

trouver l'étoile dans le champ de la lunette. C'est pourquoi, après 

avoir fait douze observations, j e lus les quatre verniers afin de ne 

pas perdre les suivantes, qui se succédèrent au nombre de qua

torze. Or, cette interruption arriva précisément pendant le passage 

au méridien , de sorte qu'il en résulta, pour ce même j our , deux 

séries, dont l'une était tout antérieure, l'autre toute postérieure 

à ce passage. Néanmoins, en les calculant séparément, leurs résul

tats ne se trouvèrent pas différer d'une seconde de degré, comme 

on peut le voir dans le tableau général, où elles sont rapportées 

sous les n o s 60 et 6 1 . Et comme on n'évite pas des écarts de cet 

ordre , même en observant, dans les circonstances les plus favo

rables, avec de grands instruments, il s'ensuit que l'erreur qui 

pourrait être produite par l'appréciation individuelle de la bissec-

tion, s'est montrée ici insensible, quoique l'effet en fût doublé dans 

la différence des résultats obtenus avant et après le passage au mé

ridien ; et je l'ai trouvée telle dans toutes les autres séries que les 

accidents atmosphériques ou d'autres circonstances imprévues 

m'ont empêché de rendre symétriques, comme je m'y étais préparé. 

Car.je n'ai jamais aperçu que le manque de symétrie y eût une 

influence appréciable, parce que je connaissais très-bien le temps. 

Ayant communiqué récemment ces résultats à M. Arago , avant 

de les présenter au Bureau des Longitudes, j 'a i appris par lui que 

cette même méthode d'opérer les bissections sans toucher le cercle, 
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était aussi celle qu'il avait employée avec M, Mathieu pour déter

miner la parallaxe de la 6 i e du Cygne, par des distances zénithales 

absolues observées avec le cercle répétiteur de Reichemback, dont 

M . Laplace a fait présent à l'Observatoire de Paris; et cela fait 

concevoir comment cette détermination , qui pouvait paraître si 

périlleuse avec un instrument de dimension restreinte, s'est trouvée 

pourtant conforme à celle que M. Bessel a obtenue plus tard avec 

le grand héliomètre de Fraunhofer. Comme cette particularité, 

jusqu'ici non connue, constate avec une irrécusable évidence la 

sûreté du principe d'observation dont il s'agit, j 'a i témoigné à 

M. Arago le désir d'en insérer textuellement les détails dans mon 

Mémoire, et je les rapporte ici tels qu'il a bien voulu me les com

muniquer : 

« Voici , mon cher confrère, les renseignements que vous 

» désirez : 

» La méthode qui vous a si bien réussi à Formentera me semble 
» très-rationnelle, surtout pour les cercles dont l'axe n'est fixé 
» qu'à une de ses extrémités. Nous l'avions déjà employée, 
» M. Mathieu et moi , non pas dans le dessein de nous garantir de 
» quelques petites erreurs possibles dans le défaut de' verticalité 
» de l'axe de rotation du cercle, mais parce qu'elle nous paraissait 
» commode. Nous y eûmes recours pour notre travail sur la 
» 6 1 e du Cygne. Cette fois, nous n'aurions pas eu le choix. En 
» effet, nous déterminons les distances absolues des deux parties 
» de ce groupe binaire par une seule série de retournements du 
» cercle de Reichemback, dont l'axe est fixé à ses doux extré-
« mités; le point de départ et le point d'arrêt de l'alidade, à la 
» fin de l'opération, étaient absolument les mêmes pour les deux 
» étoiles; les angles horaires seuls différaient. Ce qui déterminait 
» les angles, c'était le moment de la disparition spontanée de 
» chaque étoile, sous le fil horizontal du réticule. 

» Lorsque nous cherchions l'origine des erreurs constantes des 
M cercles répétiteurs, il me vint à l'esprit qu'elles pouvaient 
» provenir d'un mouvement de l'alidade, qui se serait effectué 
» dans le passage de l'observation paire à l'observation impaire. 
» Pour anéantir cette cause d'incertitude, je fis appliquer à l'ali-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



» dade deux vis, diamétralement opposées. La lunette était ainsi 

» doublement fixée; mais alors le pointé ne pouvait pas s'effectuer 

» avec une seule de ces vis, l'autre y aurait mis obstacle. L'obser-

» vateur était donc réduit à placer l'étoile près du fil horizontal, 

>, et à attendre qu'elle allât s'occulter d'elle-même, comme vous 

» l'avez fait. » 

Les résultats obtenus au moyen des bissections spontanées dans 

les observations précédentes, et dans celles que j ' a i faites en 1825, 
à Formentcra, prouvent donc, par leur exactitude inespérée, la 

bonté de cette méthode. Le raisonnement et l'expérience s'accor

dent d'ailleurs pour montrer qu'elle est pratiquement plus com> 

mode que la méthode ordinaire. I l est par conséquent à désirer 

que désormais on la substitue à celle-ci dans l'usage habituel des 

cercles répétiteurs. 

Les latitudes résultantes de mes observations ont été calculées, 

en partie , avec les 'fables de positions apparentes consignées dans 

les Éphémérides de M. Schumacher pour l'année 1825 . On sait 

que ces Tables sont construites en appliquant les formules d'aber

ration et de nutation de M. Bessel, aux lieux absolus adoptes par 

cet astronome. Pour les étoiles qui n'y étaient pas comprises, 

j ' a i calculé l'aberration et la nutation avec les mêmes constantes, 

et je les ai appliquées aux lieux absolus que M. A i ry a bien voulu 

me communiquer, comme se déduisant, pour 1 8 2 5 , des observa

tions de Grccnwich, combinées avec les catalogues les plus esti

més. Ces données venant d'un astronome si distingué, m'ont 

paru devoir mériter plus de confiance que celles que j'aurais 

pu me former moi-même avec beaucoup de temps et moins 

d'expérience pratique. D'ailleurs , j 'a i rassemblé dans deux ta

bleaux A et B, placés à la fin de ce Mémoire , toutes les posi

tions apparentes que j 'a i employées dans chaque calcul, tant 

pour la déclinaison que pour l'ascension droite , ainsi que les 

heures des culminalions en temps de l'horloge qui me servait, et 

enfin la marche diurne de cette horloge ou du moins le facteur de 

réduction qu'il faut appliquer aux angles horaires mesurés par 

e l le , pour les convertir en angles horaires de temps sidéral. Cha

cun pourra donc, au besoin, substituer d'autres éléments à ceux 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dont j ' a i fait usage, et vérifier par le calcul tous les résultats que 

j ' a i obtenus. 

I l ne me reste plus qu'à dire comment j 'a i conclu la latitude 

finale de la station , et quelle est cette latitude. 

J'ai d'abord extrait de mon tableau général C, placé à la fin de 

ce Mémoi re , toutes les latitudes partielles déduites des diverses 

séries de chaque étoile, et je les ai rassemblées en autant de grou

pes , dans un même tableau D , composé de deux colonnes vert i 

cales, lequel fait suite au précédent. La colonne de gauche contient 

toutes les séries observées au nord du zénith ; celle de droite, 

toutes les séries observées au sud sans aucune exception. J'y ai 

seulement séparé l'ensemble des séries en deux époques : la pre

mière antérieure à la rectification de l'horizontalité du fil où l'on 

touchait l'instrument; la seconde postérieure, où il était abandonné 

à lui-même, l'étoile venant se présenter par son seul mouvement 

propre à la bissection. 

Au-dessous de chaque groupe j 'a i écrit la latitude moyenne entre 

toutes les latitudes partielles qui le composent, sans distinction du 

nombre d'observations que chaque série contient. Car, avec un 

cercle aussi bien divisé, la diversité des circonstances atmosphé

riques et astronomiques dans lesquelles chaque série est faite, 

m'a semblé devoir exercer sur son résultat final beaucoup plus 

d'influence que l'erreur attribuable à la mesure de l'arc parcouru 

sur le limbe. A côté de chaque groupe on voit les écarts des résul

tats partiels autour du résultat moyen , et l'on peut vérifier ce que 

j ' a i annoncé sur la petitesse de leurs amplitudes. 

Pour déduire de ces données la latitude vraie, j e considère 

d'abord les I4 séries faites tant au nord qu'au sud du zénith 

avant la rectification définitive de l'horizontalité du fil, et en tou

chant l'instrument suivant la pratique habituellement usitée. 

Pu i s , considérant toutes ces séries comme équivalentes, j e prends 

la moyenne de toutes les latitudes partielles qu'elles donnent de 

chaque côté du zénith. J'obtiens ainsi les résultats suivants : 
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Au nord du zénith, 5 séries com
prenant 70 observations: latitude 

Au sud du zénith, g séries compre
nant 110 observations: latitude 

0 1 II 

38.3g.58,9970 

38.39.46,94r4 

Demi-différence des 
deux évaluations. 
Excès du côté du 
nord. 

Moyenne : i4séries comprenant i8oi 38.39.53,9692 6".0278. 

Je considère ensuite les 66 séries faites après la rectification de 

l'horizontalité du f i l , et en laissant l'instrument libre pendant que 

la bissection s'opère. Prenant de même la moyenne des latitudes 

partielles qu'elles donnent de chaque côté du zénith, je trouve : 

Au nord du zénith, 33 séries com-l „ 
' 1 0 / n 

prenant 480 observations : lalilude>38.3o,.56,86o8 

Au sud du zénith, 33 séries com-\ 
prenant 400 observations : latitude J38.3f>.49,(J753 

f 

Demi-différence des 
deux évaluations. 
Excès du côté du 
nord. 

1 • ' 
Moyenne : 66 séries comprenant 8 8 o l ^ ^ 2G80 
observations: latitude vraie J ' ' 

i 

3»,5 927-

Cette dernière détermination delà latitude doit être plus sûre que 

la première, à cause de l'accord plus parfait des séries partielles, 

à cause de leur nombre plus considérable et du nombre plus grand 

d'observations qu'elles comprennent. Néanmoins, si l'on veut 

réunir tous les résultats dans une même moyenne , on prendra 

14 fois la première latitude, 66 fois la seconde; e t , divisant la 

somme par 80, on aura, en définitive : 
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Far les 80 séries, comprenant 1060 
observations: latitude moyenne.. 

38!3r/.53".2i6 Plus faible de o",o52o 
qu'avant l'interven

Réduction à l'ancienne station du — 0,044 
tion des 14 premières 

— 0,044 séries. 

Latitude réduite àl'ancienne station 38 .39.53,172 

Latitude trouvée en 1808 par des ob
servations qui ont toutes été faites 38.3g.56,oifi Par la moyenne de 

toutes les séries. toutes les séries. 

Excès do l'ancienne latitude prove
nant de l'erreur constante du cercle. -+• 2 ,844 

Mais cette évaluation de la latitude de 1808, conclue de la 

moyenne de toutes les séries qui furent faites alors, doit être au

jourd'hui modifiée, d'après la remarque faite par M. Arago , que 

l'erreur constante des cercles répétiteurs est en très-grande partie, 

sinon en totalité, individuelle pour chaque observateur qui les 

emploie, comme dépendant de la manière dont il place le centre 

d'intensité de l'image lumineuse formée dans son œil par les fai

bles lunettes de ces instruments. Car alors sa valeur dans les an

ciennes séries de Formentcra doit être appréciée isolément pour 

les divers observateurs qui y ont concouru. Or, on va voir qu'en 

effet cette comparaison la donne tant soit peu différente, sans que 

l'inégalité puisse être attribuée avec vraisemblance aux erreurs re

latives aux observations individuelles. 

Pour le prouver, je prends séparément les séries des deux pas

sages de la Polaire observées en 1808 par M. Arago et par moi , 

et je forme leur moyenne pour chaque passage. Puis, prenant la 

moyenne de ces moyennes, j'obtiens le tableau suivant qui pré

sente leurs résultats individuels : 
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KATl ' I tC 

du 

passade observé. 

LATITUDE 

moyenne 
résultante. 

OIJS erra lions 

de 
M. Arago. 

NOMBRE 

des 
séries 
qui y 

ont con
couru. 

LATITUDE 

moyenno 
résultante. 

Observations 
do 

M. Biot. 

NOMBRE 

des 
séries 
qui y 

ont con
couru. 

Passage super , de la Polaire. 

Passage in fé r i eurde la même . 

Moyenne conclue des deux' 

Différence des latitudes par
t ie l l es , exp r imant le doub l e 

de l 'erreur de la décl inaison 

employée dans le calcul... 

0 t tr 
38.39.56,700 

38.3 9 .54,8l5 

i3 

9 

38!3g'.57^8i 

38.3g.55,548 

6 

5 

Passage super , de la Polaire. 

Passage in fé r i eurde la même . 

Moyenne conclue des deux' 

Différence des latitudes par
t ie l l es , exp r imant le doub l e 

de l 'erreur de la décl inaison 

employée dans le calcul... 

38.39.55,757 3 2 38.39.56,5I4 11 

Passage super , de la Polaire. 

Passage in fé r i eurde la même . 

Moyenne conclue des deux' 

Différence des latitudes par
t ie l l es , exp r imant le doub l e 

de l 'erreur de la décl inaison 

employée dans le calcul... 

- i,8S5 — 1,9 3 3 

Les séries de M. Arago s'accordent entre elles beaucoup mieux 

que les miennes, surtout pour le passage supérieur. Mais les plus 

grands écarts de ces dernières sont presque égaux et de signes 

contraires, de sorte qu'ils se compensent dans le résultat moyen; 

et aussi la double erreur de la déclinaison, déduite des séries de 

M. Arago, est-elle inférieure seulement de o " , o 4 8 à celle qui se 

déduit des miennes. Mais sa latitude absolue est moindre que la 

mienne de o",rj5r]. Ainsi, en admettant une exactitude moyenne 

d'appréciation égale, ce que l'identité de la correction de la dé. 

clinaison paraît attester, l'erreur constante du cercle aurait été 

moindre pour lui que pour moi de cette quantité o",r]5']. 
Je n'ai pas pu faire la môme comparaison pour les séries faites 

en 1808 sur (3 de la petite Ourse , parce que j 'a i participé seule

ment à celles du passage inférieur. Mais j 'a i rassemblé séparé

ment celles de M. Arago comme plus parfaites, et devant com

porter une erreur constante moindre, d'après ce que la Polaire 

vient de nous découvrir. Puis, les joignant à celles de cette étoile 
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L A T I T U D E S 

d é d u i t e s 

dos observations 
d e s 

de M . A r a g o , 
d e s 

à F o r m e n t e r a , s é r i e s . 

eu 1 8 0 8 . 

Par les passages supérieurs et inférieurs de l a 
38.39.55"757 22 

Par les passages supérieurs et inférieurs de /s 
38.3g.55,3o3 '7 

Latitude moyenne conclue dos doux étoiles... 38.3g.55.53o 3o 

Latitude trouvée en i825 par les observations 
38.39.53 , 172 80 

Excès delà latitude de 1808, ou erreur con-
stanteducercle pour M.Arago, excès au nord. 

2,358 

Après avoir rétabli l'exacte horizontalité du fil pour passer du 

premier mode d'observation au second où l'instrument est devenu 

libre pendant les bissections, il a fallu modifier tant soit peu la 

distance du réticule à l'objectif pour mettre le fil parfaitement au 

foyer de celui-ci; e t , après avoir effectué ces deux opérations, on 

a aussi rectifié définitivement l'axe optique pour l'adapter à ces 

conditions nouvelles. Or, d'après les nombres que j 'a i rapportés 

dans les deux tableaux de la page 5o8 , on voit que , soit par un 

effet de ces changements, soit par une conséquence du procédé 

plus parfait au moyen duquel les bissections avaient été opérées, 

les latitudes partielles obtenues au nord et au sud du zénith sont 

devenues notablement moins différentes qu'elles ne l'étaient avant 

faites aussi par M. Arago seul, j ' en ai conclu une évaluation de 

l'ancienne latitude qui paraît devoir être préférable à celle que 

nous avions adoptée par la moyenne de toutes les séries. Voici ce 

résultat, dépouillé des erreurs des déclinaisons : 
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ces dernières rectifications, en conservant l'une et l'autre leur 

même sens d'excès ; d'où il suit que l'erreur constante du cercle 

est devenue moindre en gardant le même signe. C'est ce qui me 

reste à développer. 

Soit D la distance du zénith au pôle boréal dans le lieu où se 

font les observations. La latitude y sera 9 0 °— D . Je considère 

d'abord une étoile dont la distance polaire à' soit plus grande 

que D , et dont on observe le passage supérieur au sud du zénith. 

Si 7/ est sa distance zénithale exacte, au moment de ce passage, 

on aura : 

I E . Passage supérieur au sud du zénith , 

D = A' — Z ' , conséquemment L = go — A' -f- Z ' . 

Prenons une autre étoile dont la distance polaire h " soit moindre 
que D , et observons-la dans son passage supérieur au nord du 
zénith. Soit alors 7J' sa distance zénithale exacte ; on aura pour 
elle : 

2 0 . Passage supérieur au nord du zénith, 

D = A " + Z " , conséquemment L ^ g o 0 — A " — Z". 

Enfin, considérons une troisième étoile dont la distance polaire 

soit A'" et que l'on observe dans son passage inférieur entre le pôle 

et l'horizon du côté du nord. Soit alors Z ' " sa distance zénithale 

exacte; on aura : 

3° . Passage inférieur au nord du zénith, 

D = Z " ' — A ' " , conséquemment L = go° -+- A'" — Z " ' . 

Je suppose maintement que le cercle dont on fait usage donne 

toutes les distances zénithales trop fortes de la quantité + c, cette 

lettre devant devenir négative si le cercle donne des distances 

zénithales trop faibles. Alors celles qu'on observera, dans les trois 

cas précédents, seront respectivement Z ' - f - e , TJ' + e, Z " ' - f - e . Et 

comme on les emploiera toujours dans le calcul sous la même 

forme que précédemment, on en déduira des latitudes inexactes 

L' , L", L'", lesquelles auront les valeurs suivantes, que j e présente 

d'abord seules, puis comparées à la vraie latitude L : 
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M I M I Q U E . 

i ° . Passage supérieur au sud du zénith, 

5 i 3 

L ' = 9 0 ° — A ' - f - Z ' + e, d'où L ' = L + e. 

2 ° . Passage supérieur au nord du zénith , 

L " = 9°' , ° _ A " — z " — d'où L " = L — e . 

3°. Passage inférieur au nord du zénith, 

L"' = 90° + A'"— Z'"— e, d'où L " ' = L — e. 

Si le cercle donne des distances zénithales trop fortes, e sera 
positif; et la latitude, calculée par les passages au sud du zénith, 
surpassera celle qui se déduit des passages observés au nord. Si , 
au contraire, il donne des distances zénithales trop faibles, e sera 
négatif, et les latitudes calculées par les observations faites au 
nord surpasseront celles qu'on obtient par les observations faites 
au sud. Ce second cas est celui qui s'est réalisé dans nos observa
tions de Formentera. 

Les équations précédentes étant combinées successivement par 
addition et par soustraction, donnent 

Les deux premières donnent la latitude exacte indépendamment 
de l'erreur constante du cercle. Les deux dernières donneront les 
valeurs absolues de .cette erreur, d'après la différence des latitudes 
apparentes conclues des observations faites au sud et au nord du 
zénith. 

En appliquant celles-ci aux observations faites à Formentera 
en 1 8 2 5 , on a , par les tableaux de la page 5 o 8 , 

Dans le premier état du cercle, ' <?= — 6 " ,028, 
Dans l'état rectifié et l ibre, e = — 3" ,5g3 . 

L'erreur constante s'est donc réduite presque à moitié dans le se
cond état en restant toujours négative; d'où il suit que l'instrument 
a toujours donné des distances zénithales trop faibles. 

Ce même sens négatif de l'erreur s'est manifesté dans toutes les 

• L = i ( L ' - f - L " ) , L = -i(L' + L " ) , 
e — | (L ' — L ' " ) , 

T . I I I ! 33 
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N O M S V A L E U R M O Ï E N N B 

dos stations. de l'erreur e. 

- 5",o4 
— 6,33 

- 8,96 
— 4,27 

Voici maintenant les résultats analogues déduits des observations 

faites par le colonel Brousseaud dans trois stations, avec un même 

cercle de 18 pouces différent du précédent. Je les extrais de son 

ouvrage Sur la mesure du parallèle moyen. 

N O M S P A G E S V A L E U R 

dos stations. de l'ouvrage. do l'erreur 

78 - 3,905 

102 — 2,570 

— 4,3oo 

On voit que les trois erreurs sont encore négatives ; de sorte que 

le cercle a toujours donné des distances zénithales trop faibles. 

Dans les deux dernières stations , la latitude moyenne conclue 

des observations faites au nord et au sud du zénith, s'est très-bien 

accordée avec les résultats immédiats des séries de la Polaire obser-

observations de latitude faiies par le colonel Corabœuf et le colonel 

Brousseaud, avec les cercles de M. Gambey appartenant au Dépôt 

de la guerre. L e premier de ces officiers en a donné le résumé 

pour quatre stations , où il avait successivement transporté un de 

ces cercles {Nouvelle description géométrique de la France, p. 368). 

Voici ses résultats : 
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vée directement et par réflexion sur un horizon de mercure. Du 
mo ins , les très-légères différences qu'on remarque entre ces deux 
modes d'évaluation sont de l'ordre de celles qu'on peut légitime
ment attribuer aux petites incertitudes qui peuvent rester encore 
sur les déclinaisons des étoiles situées au sud du zénith. 

On a vu plus haut, page 5 i i , que la latitude de la station de 
Formentera, déterminée en 1808 par M. Arago avec un cercle de 
Fort in, par les seules observations d'étoiles circompolaires, excède 
de 2 " , 3 5 8 la latitude moyenne obtenue en 1825 par les observa
tions faites des deux côtés du zénith. L'erreur constante de ce 
cercle était donc aussi négative, comme les précédentes, et elle 
était égale à — 2" , 358 pour M. Arago. 

Mais cette uniformité de signe négatif ne s'est pas maintenue pour 
un autre cercle de Fortin que nous avons employé, M. Mathieu et 
moi, en 180g, à Dunkerque. Car, par des élongations de la Po 
laire et par des distances méridiennes prises en très-grand nombre 
seulement au nord du zénith, nous trouvâmes alors une latitude 
de la tour de Dunkerque, moindre de 3",55 cpie celle de Delambre 
qui est exacte, comme nous l'avons vérifié depuis , M. Arago et 
mo i , concurremment avec les astronomes anglais. D'où, il suit que 
notre cercle de 180g donnait des distances zénithales trop fortes 
de cette quantité, et avait ainsi son erreur constante positive. 

Je ne chercherai pas à expliquer ces concordances et ces dis
semblances de signe ; mais, quelle qu'en soit la cause, le résultat 
obtenu à Formentera, en Í 8a5, m'a semblé utile à constater comme 
pouvant donner quelques lumières sur les moyens à prendre pour 
atténuer ce genre d'erreur. Car, puisqu'ici une meilleure disposi
tion de l'instrument, jointe à un meilleur mode pratique de l 'em
ployer, ont produit, dans la valeur absolue de son erreur constante, 
une réduction si notable, il ne serait pas impossible qu'on parvînt 
à l'atténuer encore davantage, si la lunette des cercles répétiteurs 
était munie de vis de rappel au moyen desquelles on pût centrer 
rigoureusement l'oculaire avec l'objectif, porter la plaque du réti
cule exactement au foyer de celui-ci, puis la tourner et aussi la 
faire mouvoir parallèlement au plan du l imbe, pour amener le fil 
transversal à une parfaite horizontalité dans un plan diamétral du 

3 3 . . 
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g , g A S T R O N O M I E 

système, en même temps que l'on conserverait le mouvement per

pendiculaire qui sert à régler l'axe optique. S i , après avoir effectué 

toutes ces rectifications, on prenait soin de laisser toujours les bis-

sections s'opérer d'elles-mêmes, tant au nord qu'au sud du zénith, 

dans un état de complète liberté de l'instrument, comme je l'ai 

fait dans la seconde partie des observations que je viens de rappor

ter, on obtiendrait, j e crois, les résultats les plus exacts que le cer

cle répétiteur puisse donner par vision directe. Les mômes condi

tions de rectification et de liberté étant appliquées aux observations 

dans lesquelles la vision directe alterne avec la vision réfléchie, con

tribueraient sans doute aussi à les rendre encore plus sûres, sinon 

plus parfaites, qu'on ne les a jusqu'ici obtenues; et la réunion 

de ces deux procédés donnerait aux cercles répétiteurs portatifs 

une valeur de détermination qui ne serait peut-être pas inférieure 

à celle des grands instruments fixes ; la petitesse relative de leur 

dimension étant compensée par le principe de répétition , purgé de 

toutes les erreurs accidentelles. 

.Te joins ici les divers tableaux annoncés dans le cours du Mé

moire précédent. Mais, pour n'omettre aucun des éléments qui 

ont été employés dans le calcul des distances zénithales vraies, je 

rapporterai d'abord les résultats de trois séries d'observations, 

qui ont été faîtes à différentes époques sur des objets terrestres 

très-distants, pour déterminer les valeurs des parties du grand 

niveau parallèle au l imbe, dans la condition même d'application 

où il se trouve, quand il servait à mesurer l'inclinaison absolue 

de l'axe du cercle, lors des observations de latitude. Voici les 

résultats : 
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PHYSIQUE. 5 i 7 

VALEUR ANGULAIRE 

DATE TEMPÉRATURE d'une partie 
des observations. centésimale. du niveau, on secondes 

sexagésimales. 

o 
•+- 16 ,oo •"7797 

•20,90 i,77'7 
a3,65 i ,7953 

Quoique cette valeur moyenne différât bien peu des évaluations 
partielles, on a employé celles-ci par préférence pour réduire, les 
observations voisines des époques où elles avaient été obtenues. 
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ΟΙΟ ASTRONOMIE 

TABLEAU Λ . — Éléments numériques employés au calcul de la latitude par 

les étoiles observées au nord du zénith. 

DATE 

de H ASCENSION 

l'observât. g.S droite 
o t-
a'SÏ apparente 
S* en 

•w a, temps 
Mois. 

Jo
ur

s B O 
» 
Κ 

sidéral. 

h m s 
J u i n . 7 I l 4 . - 5 x . 2 2 , 7 o 

8 5 5 i . 2 2 , 6 6 

9 9 5 i . 2 2 , 6 a 

1 0 ' 4 
5 i . 2 2 , 5 7 

1 1 i6 5l . 2 2 , 5 l 

1 2 2 0 5 I . 2 2 / ( 6 

i3 25 S i . s a , 4 0 

i 4 3o 5 ι . 2 2 , 3 5 
i5 35 5 l . 2 2 , 3 o 

i6 4 o 5 1 . 2 2 , 2 4 

' 7 46 5 l . 2 2 , < ( ) 

.8 5« 5 l . 2 2 , l 3 

'9 5 1 5 I . 2 2 , 0 8 

2 0 5G 5 I . 2 2 , 0 2 

23 62 5 i . 2 i , 8 3 

NOMS DES ASTRES 

observes 
au nord du zénith. 

β pet. Oureo sup. 

pôle boréal 
apparente. 

i 5 . 7 . 4 5 . 1 8 

4 4 , G 7 
4 4 , 4 5 

4 4 , 2 3 
4 4 , 0 1 

43,79 
43,57 
43,35 

43, i3 

4 2 , 9 ' 
42,69 

42,47 
4 ' i , 2 9 
4 1 , 7 6 

H E U l t E 

du passage 

méridien 
on 

temps 
do 

l'horlogo. 

G. 0 . 4 0 , 7 9 
5.50.38,35 
5.4o.35,92 
5 . 3 0 . 3 3 , i 5 

5.2o.3o,36 
5.10.27,43 
5. 0.24,75 
4.50.22,48 

4·4<>·20,3ΐ 
4 .3o . i 8 , i 6 
4.20.1.5,78 
4 . io . i3 , 4 5 
4. o . i t ,<3 
3 .5o. 9,63 
3.20. 5,84' 

1.0GAIUTUME 

tabulaire de la 
quantité w, 

qui sert a rô-
duiroen temps 
sidéral les an
gles horaires 

comptés en 
temps de l'hor-

loso (*). 

3,8',654o5 
3,84654o5 
3,84654o5 
3,8',6637i 
3,8466371 
3 , 8 4 6 7 5 q o 
3,8466414 
3,8462008 
3 , 8 4 6 2 0 0 s 

3,8461884 
3,846u 58 
3,8465oo6 
3,8462820 
3,8458n63 
3,8456657 

(*) Soit - h r le retard diurne do l'horloge sur un jour sidéral, exprimé en batte
ments de l'horloge ; pour convertir les intervalles do temps comptés sur l'horloge 
en intervalles sidéraux, il faudra les multiplier par un facteur l e , dont l'oxpression 

est 7î = ι + - Pour abréger, je fais ω = 
8 6 4 o o — 

; alors le facteur de 
86400 — 

conversion k de*ient k = 1 
Le logarithme tabulaire de w estdonné, pour chaque jour d'observation, dans 

la dernière colonne du tableau. 
Soient D la distance du pôle au zénith, Z la moyenne des distances zénithales 

observées d'une étoile ayant pour distance polaire apparente A , P l'angle horaire 
propre à chaque distance zénithale partielle, exprimé en temps de l'horloge, n le 
nombre de ces distances que chaque série renferme, et enfin O la quantité 
1 f^sin'AP) 
- S v~ . ',,—, 2 étant un signe de sommation étendu à toutes les observations de n sin r 
la série. Si l'on désigne par Z,» la distance zénithalo méridienne moyenne déduite 
do ces mômes observations, on aura 

Pour les passages sup. observes au nord du zénith, Z „ , = Z — f i - i - - . , ) i s * n P s i n A Q. 
s i n ( D - A ) - v ' 

Pour les passages inférieurs, 
s i n (D+A ) 

L'effet du facteur ^i-f-w)" a toujours été calculé par parties, en effectuant sa mul
tiplication par les divers termes do son développement i + î m + m ' . Les observa-
lions ont toujours été faites assez près du méridien pour que les termes ultérieurs 
de la formule do réduction fussent insensibles et pussent être négligés. 
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PHYS IQUE . 5l9 
Suite du TABLEAU À. — Eléments numériques employés au calcul de la 

latitude par les étoiles observées au nord du zénith. 

NOMS DES ASTRES 

observés 

au nord du zônllli-

D A T 

do 
l'obser 

Mots. 

Ï 

rat. 

a 
0 

N
U

M
É

R
O

S 
D

'O
R

D
R

E
 

1 

de
 l

a 
sé

ri
e.

 
1 

ASCENSION 

droite 
apparento 

on 
tomps 

sidéral. 

DISTANCE 

au 
polo boréal 

apparente. 

HEURE 

du passage 
au 

méridien 
en 

temps 
de 

l'horloge. 

LOGARlTl lMli 

tabulaire de la 1 
quantité <S>, 1 

qui sert à ré- 1 
autre en tomps j 
sidéral lus an- ! 
glos horairos 

comptés en 
tcmpsdoriior-

logo. 

/ pet . Ourse stip. Juin 7 2 
h m s 

I 5 . 2 I . 8,t5 
0 / // 

I7.32.36,4o 
li m s 

6.3O.I3,UJU 3,84654o5 

9 10 2 1 . 8,oS 35,86 6.10. 8,84 3,84654o5 

10 i5 2 ( . 8,04 35,5g 6. 0. 5 , 9 9 3,8456371 

11 ' 7 a i . 8 01 35,33 5.5o. 3,32 3,8466371 

12 21 a ' - 7.97 35,o6 5.40· o,3o 3,8467590 

i3 2« 2 1 · 7,9i 3 't .79 5.29.57,55 3,8466414 

'4 3i a i . 7,90 34,5a 5.19.55,58 3,8462008 

i5 36 2 1 . 7,87 34,25 5. 9.53,44 3,8462008 

16 4· a i . 7,82 3.},02 4.59.51,3o 
3,8461884 

'7 47 a i . 7,78 33,79 
4.49.48,93 

3,846i.i58 

30 57 2 1 . 7,64 33,09 4· '9-42 ,83 3,8458g63 

23 63 21 . 7 , 5 i 3a, 3 9 3.49.39,10 3,8456657 

Polaire inférieure •7 45 o.58.16,14 1 3 7 . 3 a ,65 2.27.56,73 3,846ai37 

iS 5i 16,85 3a ,65 2.17.54,92 3,8465oo6 

'9 53 17,53 3a,66 2. 7.53,6a 3,8462820 

20 55 18,20 32,67 1 .57.52,84 3,845S9'33 

21 % 18,90 32,69 1.47.5a,00 3,8456277 

23 60 uo,36 32,76 1 .27 .51 ,58 3,8456657 

23 61 20,36 3a,-G i . 2 7 . 5 t , 58 3,845665 7 

24 67 a i , i5 3a ,80 1 . 17 .50,79 3,8455792 

25 7 < *i,'J9 3a,81 1. 7 .50,46 3,845.r)}5o 

2 7 77 a3 ,72 3a,79 0.47.49,51 3 , 8 4 ^ 7 9 5 

3o 82 26,20 32,60 0.17.48,54 3,8455522 
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TARLEAUB. — Eléments numériques employés au calcul de la latitude par 
les étoiles observées au sud du zénith. 

« O M S DES A S T R E S 

observés 

au sua du zénllh. 

ß Scorp. ( la plus 
grosse des deux). 

Antares . 

yj Opliiuchus. 

J Opliiurhus. 

D A T E 

de 
l'observât. 

Mois. 

Juin. 

A S C E N S I O N 

droite 
apparente 

en 
temps 

sidéral. 

15.55.20,58 
20,58 
20,5g 

l6.i8.45,8oJ 
45,90 
4 5 ,9 ' 
45,92 

o.a5,o5 
25,07 
25,09 
25,10 
2.5,11 
25 , 12 
2 5 , i 3 
25,14 
2 5 , i 5 
25,19' 

16. 5.I4,65 
14,66 
14,66 
14,(17 
14,67 
14,67 
14,68 
14,68 

pôle boréal 

apparente 

109.19. ifj,42 

16,41 
16,41 

UFI. 2· l4 ,79 
L4,82 
14,85 
'4,9' 

7-27.27,60 
7. 17 .24,67 
7· 7 -22, 19 
6-47-16,80 

io5.3o. o,63 
0,61 
o,56¡ 
o,54 
0,52 
o,5o 
o,',8 
0,I)2 
o,36! 
0,01 

io3. i4i.g ,o3 
18,94 
i8,85 
T 8 , 7 5 
18,66 
18,57 
18,29 
18,01 

H E U R E 

du passago 
au 

méridien 

do 
l'horloge. 

Ii m s 
7- 4 -U ,56 
6.54. 8, 
G-44- 6.5o 

7-58.46,63 
7.48.44,,3 
7.28.38,70 
7 . 1 8 . 3 5 , 7 ! 
7. 8.33,17 
6.58.31 ,29 
6.48.29,19 
G.38.27, io 
6.28.24,79 
5 . 2 8 . i 5 , 3 

6.23-48,54' 
6.i3.45,83 
6. 3.43,90 
5.53.41,79 
5.43.39,70 
5.33.37,38 
5. 3 . 3 i , 4 i 
4.33.27,84 

LOGARITHME 

'abulairo do 
Ja quantité COR 
(lui scrtàrc-

duiro en 
temps sider. 
'es anglosho-
rairos comp
tés en temps 
del'horl. (*)· 

3,84554o5 
3,845540A 
3,84554o5 

»,84654o5 
3,8465.^5 
3,8465400 
3,8466371 

3,84654o5 
3,84654o5 
3,8466554 
3,8467590 
3,8466414 
3,8462208 
3,8462208 
3,8461884 
3,846n58 
3,8450657 

518467.590 
3,84CG4I4 
3,8462008 
3,8462008 
3,8461884 
3,846N58, 
3,845896.3; 
3,84506571 

(*) En conservant toutes les dénominations générales établies pour les observa
tions au nord du zénith, la distance méridienne moyenne déduite des distances 
zénithales observées au sud s'obtiendra par la formule 

7 v 1, , \3 sinA sinD 
v s in (A—D) x 

Los valeurs de la quantité A sont données, dans la dernière colonne du tableau, pour 
chaque jour d'observatiou. L'effet du facteur ( I + O I ) 5 a toujours été calculé par par
ties, d'après son développement [-t-20-t-O>°; et ici, commodans les séries au nord 
du zénith, les observations ont toujours été laites assez près du méridien pour que 
les termes ultérieurs do la formuJ^<- ) « « l^ io i i pussent cire négligés. 
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T a b l i - a u C , piesenlant les détails et îésuitals de toutes les séries d'étoiles observées en 182") à Formentera, pour déterminer la latitude du point le plus aiutral de l'arc du méiidien de France et d Espagne. 

T H E R M O M È T R E 

du 

B A R O M E T R I . R É T R A C T I O N D I S T A N C E Z L M T I I I L I D I S T A N C E Z r N I T H A I E 
T H E R M O M È T R E 

extérieur 
centesimal. 

T H E R M O M È T R E 

du 
exprimé 

en conclue moyenne vraie R É D U C T I O N 
au méridienne T H E R M O M È T R E 

extérieur 
centesimal. baromètre 

centésimal. 
millimetres 
do meruure. 

R. z. méridien. z„. 

0 
- + - 1 6 , 2 0 -t- i 6 ° 85 

mm 
7I9 , I 5 -t- 4° , 9 9 ° 

o r / / 
3 6 . 1 2 . 5 3 , 4 9 3 — 3S ' '5.)7 

0 / 1/ 
3 6 . 1 2 . 1 4 , 8 0 6 

1 6 , 1 0 1 6 , 9 5 7 4 y , ° 5 3 7 , 4 7 6 3 3 . 4 7 . 4 9 , 6 7 6 — 2 7 , 6 7 2 3 3 4 7 . 2 2 , 0 0 4 

1 6 , I O 1 7 , 0 0 7 4 9 ^ 5 1 . 2 9 , 3 1 9 5 7 . 5 9 . 3 | , 4 9 1 — 3 o , 379 5 7 . 5 9 , 4 . 1 2 0 

1 6 , I O 1 7 , 0 0 749-2"» 1 . 5 7 , 8 8 7 6 4 4 2 . 2 8 , 4 8 1 — 2 9 , 338 6 4 . 4 1 . 5 9 , i 4 3 

i 6 , 2 5 1 8 , 0 0 7 Ì 9 , 2 5 
4 0 , 9 8 6 3 6 . i 3 . 1 5 , 0 9 2 — 5 8 , 3 i 2 3 6 . 1 2 . 1 6 , 7 8 0 

i 6 , i o '7>7 5 
749 . 2 5 1 . 2 9 , 3 6 2 . 58. 0 . 1 , 1 8 2 - 5 7 , 4 4 1 5 7 . 5 9 . 3 , 7 4 1 

i5,75 '7>7-5 7 4 9 - " 1 . 5 7 , 9 4 3 6 4 . 4 2 . 4 6 , 5 0 6 — 4 Ì . 9 1 2 6 4 . 4 2 · ',594 

i 5 , 7 5 ' 7 , 7 5 7 4 9 , 3 o i . i 7 , 5 3 5 5 4 . 1 0 . 4 3 , 0 6 6 — 5 5 , 7 0 8 54. 9-47,358 
1 7 , 8 0 1 8 , 8 0 7 ' t 9 > ( i o 4 0 , 7 6 5 3 6 . i 3 . 1 7 , 1 8 1 — 58,45o 3 6 . 1 2 . 1 8 , 7 3 1 

1 7 , 2 5 1 8 , 0 0 7 4 9 , ( 0 3 7,336 3 3 . 4 7 . 5 i , 5 6 i — 25,p/)5 33 .4 7 . 2 5 , 656 
1 7 , 2 0 1 8 , 0 0 7 4 9 , 6 0 1 . 2 9 , 0 0 9 5 7 . j 9 . 4 3 . 3 1 4 — 3 g , o n 5 7 . 5 9 . 4 , 3 o 3 

1 7 , 3 0 1 8 , 2 5 7 4 9 . 5 5 1 . 5 7 , 4 2 2 6 4 . 4 2 . 4 9 , 5 8 0 — 4 8 , 2 0 9 6 4 . 4 2 . 1 , 3 7 1 

1 6 , 7 5 1 8 , 0 0 7 . 9 , 4 ° 1 . 1 7 , 2 6 2 5 4 . 1 1 . 0 , 3 8 2 — 7 0 , 8 2 5 5 4 . 9 - 4 9 - 558 
1 8 , 2 5 1 8 , 9 0 7 4 9 , 2 5 4 0 , 6 7 4 3 6 . i 3 . 4 > ° 4 4 — 4 5 , 5 i 8 3 6 . i 2 . i 8 , 5 2 6 

•7>75 1 8 , 6 0 7 4 9 , 5 5 3 7 , 2 8 0 3 3 . 4 8 . 2 8 , 3 5 . ) — 6 0 , 3 9 0 3 3 . 4 7 . 2 7 , 9 ^ 9 

' 9 - 4 ° 1 9 , 8 0 7 4 9 , ' " 4 0 , 4 9 7 3 6 . r 3 . 1 4 , 2 9 0 - 3 4 , 4 7 8 3 6 . 1 2 . 1 9 , 8 1 2 

1 9 , 0 0 1 9 , 8 0 7 4 9 , 2 0 3 7 , 0 7 3 3 3 . 4 7 . 5 7 , 0 5 2 — 2 8 , 0 1 7 3 3 . 4 - . 2 j , o 3 5 
1 8 , 7 5 1 9 , 7 5 7 4 8 , ' 5 1 . 5 6 , - 6 4 6 4 . 4 2 . 4 9 , 2 4 5 — 4 8 , 1 4 0 6 4 . 4 2 . i , i o 5 

1 8 , 2 5 1 9 , 8 0 7 4 8 , o 5 1 . 6 , 6 8 1 5 4 . i o . 5 i , 5 3 8 — 6 i , 5 i 5 5 4 . 9 . 5 0 , 0 2 3 

1 9 , 1 0 2 0 , 4 0 746,1 0 4 0 , 2 6 5 36.i3. 3 , 9 4 1 — 4 5 , 5 3 i 3 6 . 1 2 . 1 8 , 4 1 0 

1 9 , 6 5 2 0 , 4 0 7 4 6 , 1 0 3 6 , 8 4 4 3 3 . 4 8 . 3 7 , 4 3 4 — 7 0 , 3 0 8 3 3 . 4 7 . 2 7 , 1 2 6 

•9.7« 2 0 , 1 0 7 4 6 , 1 0 4 g , 3 5 i 4 r . 5 4 . 5 j , 3 4 8 - 4 4 , 4 - o 4 1 . 5 4 . 7 , 8 7 8 

1 9 , 5 o 2 0 , 1 0 7 4 6 , 1 0 1 . 2 , 9 9 8 4 8 . 5 4 . 8 , 8 5 4 — 5 7 , 3 3 9 4 8 . 5 2 . 1 1 , 5 i 5 

1 9 , 3 0 2 0 , 1 0 7 4 6 , 1 0 1 . 1 6 , 1 6 6 5 j . i o . 5 5 , I 4 4 — 6 5 , 3 g i 5 4 . 9 . 4 9 . 7 5 3 

i 8 , 7 5 2 0 , 0 0 7 4 7 , 7 5 4 0 , 4 9 0 3 6 . 1 2 . 5 2 , 5 3 7 - 3 4 , 7 5 9 3 6 . 1 2 . 1 7 , 7 7 8 

1 8 , 6 0 2 0 , 4 0 7 4 7 , 6 5 3 7 , 0 6 0 3 3 . 4 8 . i 8 , 3 4 o — 5 0 , 4 1 1 3 3 . 4 7 . 2 7 , 9 2 9 

1 8 , 4 0 2 0 , 0 0 7 4 7 , : 5 4 9 , 7 0 9 4i.55. 2 , 4 1 g - 5 4 , 4 9 1 4i.54. 7 ' 9 2 8 

1 8 , 4 0 2 0 , 0 0 7 4 7 , 6 5 t . 3 , 3 9 7 
4 8 . 5 3 . 2 0 , 8 1 0 — 6 8 , 9 8 4 4 8 . 5 2 . u , 8 > 6 

1 8 , 3 o 2 0 , 0 0 7 4 7 - 5 5 1 . 1 6 , 6 2 6 5 4 . 1 1 . 9,36a — 7 9 , 9 1 0 5 4 - 9 - 4 9 - 4 5 2 

1 9 , 4 0 2 0 , 6 0 7 4 8 , 6 0 4 0 , 4 6 9 3 6 . i 3 . 2 5 , 0 1 4 — 6 6 , 0 2 4 3 6 . 1 2 . 1 8 , 9 9 0 

1 9 , 2 5 2 0 , 6 0 7 4 8 , 6 0 37 ,o '>6 3 3 . 4 8 . 4 1 , 8 0 0 — 7 2 , 5 3 5 3 3 . 4 7 . 2 9 , 2 6 . 5 

1 9 . *ï 2 0 , 6 0 7 4 8 , 6 0 4 9 .647 4 i . 5 5 . 2 S , j 8 8 — 8 1 , 0 9 7 4 i . 5 4 . 7 .3 ; ' 

1 8 , 8 0 2 0 , 2 0 7 4 8 , 4 0 1 . 3,353 4 8 . 5 3 . 2 3 , 3 - 2 8 — 7T>935 4 8 . 5 2 . 1 1 , 3 j 3 

1 8 , 6 0 2 0 , i 5 748,3 o 1 . 1 6 , 5 9 9 5 4 . 1 0 . 4 3 , 1 4 1 — 5 3 , 4 4 o 5 - j . 0-^9·^°' 

1 8 , 4 0 1 9 , 7 5 748,55 4 0 , 6 1 9 3 6 . i 3 . 1 6 , 6 0 8 — 5 7 , 0 6 5 3 6 . 1 2 . I 9 , 5 i 3 

1 8 , 4 0 1 9 , 5 o 748,55 3 7 , i 5 7 
3 3 . 4 9 . 3 , S 2 3 — 9 5 , 3 6 7 3 3 . 4 7 . 2 8 , 4 5 6 

1 8 , 2 5 i g , 5 o 7 4 8 . 7 0 4 9 , 783 4 1 . 5 J . ' , 6 , 7 8 9 — 3 9 ,936 4 1 . 5 4 . 6,853 

1 8 , 1 0 i g , 5 o 7 4 8 , 7 0 1 . 3,548 4 8 . 5 3 . 2 2 , o 5 4 — 7 0 , 1 2 9 4 S . 5 ' 2 . 1 1 , 9 2 5 

1 7 , 8 0 1 9 , 5 o 7 4 8 , 7 0 r.i6,838 5 4 . 1 0 . 5 2 , 5 6 3 — 6 2 , 6 0 0 5 4 - 9-49»gf»3 

1 9 , 0 0 2 0 , 3 o 7 ' ,8 , 7 o 4 o , 5 2 5 3 6 . 1 2 . 5 9 , 9 2 3 — 3 9 , 7 6 0 3 6 . 1 2 . 2 0 , i 6 3 

1 9 , 0 0 2 0 , 3 o 7 4 8 , 7 0 3 7 , 0 4 6 3 3 . 4 8 . 1 9 , 3 8 1 — 5 o , 6 1 9 3 3 . 4 7 . 2 8 , 7 6 2 

1 8 , 6 0 2 0 , 3 o 7 4 8 , 7 0 49,68i 4 1 . 5 4 . 5 j , 1 6 6 — 5 a , 938 4 1 . 5 4 . 6 , 3 2 8 

1 8 , 6 0 2 0 , 3 o 7 4 8 , 7 0 1 . 3,4i6 4 8 . 5 3 . 1 2 , 0 3 7 — 5 8 , 6 7 6 48 . 5 2 . i 3 ,36r 

1 8 , 6 0 2 0 , 3 o 7 4 8 , 7 0 1 . 1 6 , 6 2 6 5 4 . 1 0 . 5 7 , 9 2 5 — 6 7 , 8 2 4 54· 9 . 5 o , i o i 

1 9 , 3 5 2 0 , 7 5 7 | 8 , 2 o i . i 3 , o 3 6 5 2 . 5 7 . 9,o5i - + - 2 7 , 5 4 8 5 2 . 5 7 . 3 6 , 5 9 9 

i 8 , 4 5 2 0 , 4 0 748 , 2 0 4 0 , 5 7 9 3 6 . 1 2 . 5 8 , 5 5 9 — 3 7 , 4 9 i 3 6 . 1 2 . 2 1 , o 0 5 
1 8 , 6 0 2 0 , 4 0 7 4 8 , 2 0 3 7 , 0 8 2 3 3 . 4 8 . 3 , 0 8 2 — 3 a , b o 6 3 3 . 4 7 . 3 0 , 3 1 6 

1 8 , 3 o 2 0 , 4 0 7 4 8 , 2 0 4 9 . 7J9 4 1 . 5 5 . 1 1 , 7 9 ! - 6',, 3 98 4 1 . 5 4 . 7 , 3 g 5 

1 8 , 0 0 2 o , 3 5 7 4 s , 2 5 t. 3,5 ' | 2 4 8 . 5 3 . 2 7 , 0 4 9 — 7 5 , 8 0 2 4 8 . 5 2 . 1 6 , 2 4 7 

' 7 ,9° 2 0 , 3 o 7 4 8 , 2 0 1 . 1 6 , 7 7 5 5 4 . 1 0 . 3 5 , 7 9 6 — 4 6 , 6 , 5 5 4 . 9 . 49 , i 5 i 

2 0 , 4 0 2 1 , 2 5 7 4 7 , 4 0 1 . 1 2 , 6 7 7 5 2 . 5 7 . 2 2 , 2 5 6 - + - 1 4 , 2 8 7 5 2 . 5 7 . 3 6 , 2 4 3 

1 9 , 8 0 2 0 , 8 0 7 4 7 , 8 0 4o,358 36.i3. 8 , 7 9 9 — 4 8 , 1 8 7 3 6 . 1 2 . 2 0 , 6 1 2 

2 1 , 9 5 2 1 , 4 0 7 4 6 , 3 5 I . 1 2 , l 5 2 5 2 . 5 7 . 1 6 , 5 1 4 - + - 1 9 , " 7 5 2 . 5 7 . 3 5 , 6 3 1 

2 . 0 , 6 0 2 1 , 7 0 7 4 6 , 7 0 4 0 , 1 6 6 3 6 . 1 2 . 5 5 , 2 5 5 — 3 5 , 6 t 9 3 6 . 1 2 . 1 9 , 6 3 4 

2 0 , 1 0 2 0 , 4 0 7 4 5 , 0 0 1 . 1 2 , 5 3 3 5 2 . 5 7 . 3 4 , 3 6 3 -t- o , 5 5 3 5 2 . 5 7 . 3 4 , 9 1 6 

i 8 , 5 5 2 0 , 4 0 7 4 5 , 0 5 4o,38i 3 6 . 1 2 . 4 1 , ' 0 0 — 2 0 , 2 0 3 3 6 . 1 2 . 2 0 8 9 7 

1 8 , 5 o 2 0 , 4 0 7 4 4 , |5 3 6 , 9 0 6 3 3 . 4 8 . 7 , 5 o i - 3 7 , 3 3 4 3 3 . 4 7 . 3 0 , i ( 7 

1 8 , 7 0 2 0 , 4 0 7 4 4 , 9 5 4 9 , 4 5 5 4 · . 5 4 . 5 2 , 7 3 1 — 4 6 , 5 7 6 4 1 . 5 4 . 6 , i 5 5 
2 0 , 7 0 2 1 , 0 0 743 , i 5 1 . 1 2 , 1 8 6 5 2 . 5 7 . 1 4 , ' 8 0 -t- 2 2 , 5 9 5 5 2 . 5 7 . 3 6 , 7 7 3 

2 0 , 7 5 2 1 , 0 0 7 4 9 , 4 5 1 . 1 2 , 7 7 4 S 2 . 5 7 . 2 2 . 8 2 7 -t- i 2 ,53o 5 2 . 5 7 . 3 5 , 3 5 7 

2 0 , 2 5 2 1 , 0 0 749 , 4 5 t . 1 2 , 9 0 4 5 2 . 5 j . 1 6 , 2 1 0 - + - 2 o , o38 5 2 . 5 7 - 3 6 , 2 5 3 
1 8 , 8 0 2 1 , 0 0 749 , 4 5 4o,555 3 0 . 1 : 2 . 5 5 , 7 9 7 — 3 4 , 8 9 6 3 6 . 1 a . 2 0 , 9 0 1 
1 8 , 7 0 2 1 , 2 5 749.65 3 7 , i 3 8 3 3 . 4 8 . 2 9 , 0 9 7 — 5 8 , i 5 i 33.47 . 3 o .9 ' ,6 
1 8 , 5 o 2 1 , 2 5 7 4 9 , 6 5 4 9 , 7 9 8 4t.55. 3,4i4 — 5 7 , 0 6 0 4 1 . 5 4 . 6 , 3 5 4 

1 8 , 4 0 2 0 , 5 o 7 4 9 , 8 0 1 . 3 , 5 9 0 4 8 . 5 3 . 5 8 , 2 3 8 — i o 5 , 9 ) o 4 8 . 3 2 . 1 2 , 2 | 8 

i 8 , 3 5 2 0 , 6 0 7 4 . 9 , 7 ° 1 . 1 6 , 7 8 8 5 4 - 1 0 . 4 1 , 7 9 8 — 5 i , '56 i 54. 9 . 5 o , 2 3 7 

2 1 , 0 0 2 0 , 8 0 7 5 o , 3 5 r . 1 2 , 8 0 2 5 2 . 5 7 . 2 4 , 9 7 7 -t- 1 0 , 3 2 6 5 2 . 5 7 - 3 5 , 3 o 3 

2 0 , 4 0 2 0 , 8 0 7 5 o , 3 5 1 . 3 , 2 6 5 4 8 . 5 6 . 3 4 , » 4 i — i o j , 9 6 o 4 8 . 5 4 . 4 9 . S 8 1 

2 0 , 0 0 2 0 , 5 o 7 5 o , 1 0 3 . 1 1 , 3 7 6 7 4 . 1 0 . 4 3 , 5 1 5 — 1 2 , 8 4 6 7 4 . 1 0 . 3 0 , 6 6 9 

i 8 , 4 5 1 9 , 8 0 7 4 9 , 8 0 4 6 ,333 3 9 . 5 1 . 2 ,538 - 8),774 3 9 . 4 9 . 3 2 , 7 6 4 

2 1 , 3 7 5 2 2 , 0 0 749-55 1 . 1 2 , 6 2 6 5 2 . 5 - . 2 9 , 3 o 8 •4- 6 , 9 9 0 5 2 . 5 7 . 3 6 , 2 ) S 

2 0 , 2 5 2 1 , 0 0 7 4 8 , 7 0 i . 3 , i 38 4 8 . 5 5 . 4 > , 5 6 4 — 5 3 , 7 0 1 48 5 , . r 2 , 8 6 3 

> 9 ' 9 ° 
2 0 , 8 0 

2 0 , 8 0 748 , 4 o 3 . n , 7 i 5 7 4 - 1 1 . 5 3 , 2 2 3 — 83 ,4 . 5 7 4 . 1 0 . 2 9 , 8 0 8 
> 9 ' 9 ° 

2 0 , 8 0 2 2 , 2 5 748,5 o 1 . 3,i36 4 9 . 0 . 3 , 4 1 7 — 3 r 3 , o o 8 4 3 . 5 4 . 5 o , 1 0 9 

2 0 , 2 5 2 2 , 0 0 748,5 o 3 . 1 1 , 3 2 o 7 4 . 1 1 . 1 6 , 8 4 7 - 4 7 , 5 3 7 4 . 1 0 . 2 9 , 3 9 

| 8 , 3 5 1 9 , 5 0 7 4 8 , 3 o 2 . 2 , , 7 7 0 6 9 . 1 3 . o,5 4 — 4 7 , 9 ^ 8 C j . 1 2 . i->.5o6 

2 1 , 1 0 2 1 ,2.5 7 4 8 , i 5 1 . 1 2 , 5 '6 5 2 . 5 7 . 2 5 , 4 )3 -r- 1 0 , 2 7 0 5 2 . 5 - . 3 5 , 7 6 3 

2 0 , ; 0 2 0 , 8 0 7 4 8 , 0 0 > · 2 , 9 ) 4 4 8 . 5 6 . 1 1 , 7 3 4 — 8 1 , 1 8 7 
( S . 5 4 . 5 o , 1 , 7 

2 0 , 0 0 2 0 , 5 o 748,oo 3 . 1 1 , 5 4 6 7 4 . 1 1 . 5 4 , 2 3 3 — 83,o83 7 4 . 1 0 . 3 1 , i 5 o 

2 1 , 0 7 5 2 2 , 3 0 7 4 6 , 2 0 1 . 2 , 6 9 7 4 8 . 5 5 . 1 5 , 9 2 2 — 2 7 , 1 4 8 4 8 . 5 4 . 4 8 , - 7 ! 

2 8 , 0 0 2 6 , 0 0 7|8,oo 5 7 , 5 4 7 
4 7 . 5 . 6 , 2 8 9 — 35,o85 4 7 . 4 . 3 1 , 2 0 4 

2 2 , 9 5 2 3 , 2 5 7,6,85 1 . 1 1 , 9 6 5 5 2 . 5 7 . 1 1 , 5 7 9 -4- 2 | , 7 r ° 5 · , . ' 7 . 3 6 , 3 9 

2 2 , 0 0 2 5 , 5 o 7 4 6 , 7 0 i . 2 ,588 4 3 . 5 7 . o,o8t — i 3 o , o 3 i 4 S . 5 4 . " 0 , 0 0 0 

2 7 , 7 5 2 7 / 2 0 7 4 8 , o 5 i . i 6 , 8 j 5 5 5 . i 3 . 5 ' , , 7 4 4 — 3 o 6 , 8 3 2 55. 8 . 4 7 , 9 1 2 

3 i , 3 o 3 i , 1 0 7 4 9 , 0 0 5 6 , 7 9 2 4 7 . 5. 5 , 2 8 5 3 ^ , 2 9 4 47- 4 - 2 6 , 9 ) i 
2 8 6 n 2 8 , 7 5 7(8,9» i . i6,f45 5 5 . 1 0 . 1 4 , 7 1 7 — 83,4o5 55. 8 . 5 1 , 3 1 ·> 

NUMEROS 
dotdre 

des 
séries. 

1 2 

i 3 

' 4 

i 5 

1 6 

'7 
1 8 

•9 
2 0 

2 1 

2 2 

2 3 
24 
2.5 
2 6 

" 7 

• 2 8 

2 9 

3o 
3i 
Ì 2 

33 
3 4 

35 
36 
3 7 

33 

39 
4o 

4 < 

| 2 

43 
4 ( 

4 5 

46 
4 -

4 « 

4 9 

5 d 

5t 
·)> 
5 3 

5 4 

55 
56 

"'7 
58 

59 
(io 
6 1 

6 2 

63 
6 4 

65 
66 
6 7 

68 
6 j 

7 3 

7 4 

7 5 

7 6 

7 7 

7 8 

7 9 

8 0 

8 1 

8-> 
83 

8 4 
8" 
86 

D A T F S 

des 
observations. 
Juin 1 8 2 5 . 

i 3 

> 4 

i5 

16 

1 8 

' 9 

31 
¿ 3 

9 6 

! 2 7 

2 8 

3 o 

Tu'llet 1 

DESIGNAI ION 
des 

étoiles observées 

fi petite Ourse supérieure., 
y petite Ourse supérieure... 
3 ' Scorpion (la plus grosse). 
An tarés 
fi petite Ourse supeiieure... 
3 ' Scorpion 
Autirès 
y: Ophiuchus 
fi petite Ourse supérieure. . 
y petite Ourse supérieure . . 
fi' Scorpion 
Antarès , 
ri Ophiuchus 
fi petite Ourse supérieure . . 
y petite Ourse supérieure. .. 
fi petite Ourse supérieure . . 
-/ petite Ourse supérieure... 
Aularès 
•rt Ophiuchus.., 
fi petite Ourse supérieure... 
•/ petite Ourse supérieure... 
S Ophiuchus 
£ Ophiuchus 
yj Ophiuchus 
3 petite Ourse supérieure. . 
/ petile Ourse supérieure... 
cî Ophiuchus 
Ç Ophiuchus 
/) Ophiuchus 
fi petite Ourse supérieure. . 
y petite Ourse supérieure... 
S Ophiuchus 
ç Ophiuchus 
/! Ophiuchus 
fi petite Ourse supérieure. •. 
7 petite Ourse supérieure . . 
0" Ophiuchus 
E Ophiuchus 
vj Ophiuchus 
fi petite Ourse supérieure . . 
-/ petite Ourse supérieure... 
c? Ophiuchus 
K Ophiuchus 
yi Ophiuchus 
Polaire inferieure (de jour) . 
3 petite Ourse supérieure . . 

y petite Ourse supérieure... 
o Ophiuchus 
Ç Ophiuchus 
•4 Opl iuchus 
Polaire intérieure (de jour). 
fi petite Ourse supérieure. . 
Polaire inférieure (de jour) . 
fi petite Ourse supérieure... 
Polaire inferieure (de jour . 
fi petite Ourse supérieure . . 
y petite Ourse supérieure... 
o Ophiuchus 
Polaire inferieure (de jour). 
Polaire inferieure (de jour). 
La même, 2 e série (de jour) 
3 petite Ourse supérieure.. . 

y petite Ourse supérieure. . . 
Ophiuchus 

K Ophiuchus 
yi Ophiu hus 
Polaire inferieure (de jour). 
« Vierge (de jour 

Centaure (de jour' 
y \ erseau 
Polaire inférieure (de jour) . 
y \ ierge (de jour) 

Centaure de jour 
oc Vierge de jour) 
0 Centaine de jour) 
Fomalhaut (de jour 
Polaire inférieure de jour ) . 
y. Vier ,e (de jour 
0 t entaure (de jour) 
y \ i> rge (de jour) 
Rigel (de jour) 
Polaire inférieure Me jour^ . 
y \ ierge de jour^ 

irius de jour) 
Ri[,el (de jour) 
. ir.us de j - i r 

PAGE 
du 

registre 
d'observations 

i 3 

1 6 

'7 
' 9 

2 0 

2 1 

2 2 

2 3 

2 4 

2 5 

2 6 

4I 
2 7 

2 8 

2 9 

3o 
3i 
3 2 

33 
3 4 

35 
36 

37 
38 

39 
4 0 

4 ' 

4 3 

4 4 

4 5 

4 6 

4 7 

4 8 

4 9 

5o 
5i 
5 2 

5 3 

5 4 

55 
56 

57 
58 

59 
6 0 

6 1 

6 a 

63 
63 
6 4 

65 
6 6 

6 7 

68 
6 9 

7 ° 

7 1 

7 * 

73 
7 4 

75 
7 6 

7 7 

7 8 

7 9 

8 0 

8 1 

8 2 

83 

8 + 

85 
8 7 

83 
8 7 

D I S T A N C E 7 E M T 1 I V L E 

moyonne appa e i te 

36.12 
33.47. 
57.5S 
6 4 . 4 0 
36.12 
5 7 . 5 8 
6 4 . 4 0 
54- 9 
36.12 
33.47 
57.58 
6 4 . 4 0 

54- 9 

36 .12 
33.47 
36.12 
33.47 
6 4 . 4 0 

5 4 - 9 
36.12 
3 3 . 4 7 
4 1 . 5 4 

48.52, 
5 4 - 9 

' 6 . 1 2 
33.47 
4 . . 5 4 . 
48.52. 
54. 9. 
36 . 12 . 
33. ' ,7. 
4 1 . 5 4 . 
48.52. 
54. 9. 
3 6 . 1 2 . 
33.48. 
4 i . 5 3 . 
48.52. 
54. 9. 
36. 12 . 
33.47. 
4 , . 5 4 . 
48.52. 
5 4 . 9. 
5 2 . 5 5 . 
36.12. 
33 .47. 
4 . . 5 4 . 
48 .5-2. 
54. 9. 
52.56. 
36. 12 . 
52.56. 
36 . 12 . 
52.56. 
36 . l i . 
33.47. 

4 1 - 5 4 -

5 2 . 5 5 . 
52.56. 
5 i . 5 5 . 

36. 12 . 
33.47. 
4 1 . 5 4 . 
48 .5-2. 

54. 9. 
52.56. 
4 8 . 5 5 . 

74- 7 
3g. 5o 
52.56 
48.54 
74- 8 
43.58. 

74- 8-
69.10. 
52.5g. 
4S.55. 

7 4 - 8-
48.5,. 

47. 4 -

5 2 . r 5 . 
4 8 . " 5 . 
5 2 .12 . 
47. 4 . 

55. 9. 

7 8 5 

4i5 
6 4 0 

3 2 2 

554 
38 + 

83o 
785 
5 7o 
0 4 6 

1 9 6 

2 2 1 

453 
i5o 

6 7 0 

8 - 0 

584 
0 2 4 

4 8 0 

48 7 

4 4 5 

33! 
6 2 1 

, 6 8 0 

igo 
6 8 2 

6 73 
5 o 5 

6 1 0 

5 g o 

9 5 9 

1 8 8 

834 
8 8 6 

8 4 4 

8 4 3 

8 7 6 

9 4 3 

2 4 1 

4 8 0 

8 9 9 

0 0 8 

3 2 2 

9 r > 7 

o^o 
0 2 1 

4 0 8 

5 4 3 

• 5 9 7 

6 8 6 

3 i o 

4 ' 7 
4 2 0 

9 6 2 

0 8 9 

4 6 5 

3 7 2 

3 4 1 

3 2 7 

0 1 0 

6 8 2 

0 3 7 

4 ' 9 

7 4 7 

0 1 6 

2 0 9 

7 0 2 

6 o 5 

9 7 7 

9 0 0 

, 6 7 5 

8 Ì S 

g 3 o 

7 \o 
2 6 7 

8 2 0 

4 o 5 

5 l 2 

5 9 5 

4 9 5 

6 9 1 

G 3 5 

I ) 0 

1 2 5 

C O R R F C T I O N 

du 
niveau. 

-t- 3 
- + • 5 

— 2 

— 3 
— 3 
-+- 3 
-t- 5 

— 2 

— 2 

— 3 
-+- 3 

- + - 4 

— o 

7 1 8 

3 g 3 

4 6 o 

7 2 8 

5 5 1 

0 6 4 

2 6 7 

2 5 4 

8 4 6 

' 7 9 

8 9 5 

9 3 7 

3 3 3 

2 2 0 

4 " 9 

9 2 3 

3 ) 5 

65 7 

3 7 7 

. 8 9 

1 4 5 

6 6 6 

2 3 5 

7 0 2 

,857 

5 98 
9 6 3 

0 9 2 

8 7 4 

955 
, 81 .5 

3 4 7 

85g 
4 4 2 

i 4 5 

8 2 4 

8 7 0 

4 3 7 

5 . 6 

9 1 8 

4 3 1 

5 2 3 

5 ° 9 

3 I ' i 

6 g 3 

o 5 3 

)5o 

9 8 7 

9 0 2 

5 2 7 

9 8 2 

7 5 5 

o 5 2 

6 7 0 

4 1 0 

7 5 7 

5 o 6 

1 8 9 

6 2 2 

7 1 2 

9 8 4 

2 3 2 

2 7 7 
5 7 9 

2 2 9 

2 6 2 

• 5 . ) 

633 
5o3 
6 0 0 

7o5 

4 7 4 

. 6 7 

44« 
597 
0 0 6 

6 6 0 

0 8 0 

2 8 2 

2 8 7 

853 
1 1 8 

1 9 8 

7 8 6 

6 9 7 

9"3 

D I S T A N C E Z É M T I I A I . E 

moyenne corrigée 

A ' . 

3 6 . 1 2 
3 3 . 4 7 

5 7 . 5 8 . 

6 4 . 4 o -

3 6 . 1 2 . 

5 7 . 5 8 . 
6 4 . 4 0 . 

5 4 - 9 
3 6 . 1 2 
3 3 . 4 7 . 

5 7 . 5 8 . 
6 4 . 4 0 . 

5 4 - 9 
3 6 . 1 2 . 

3 3 . 4 
3 6 . 1 2 -

3 3 - 4 7 

6 4 . 4 0 

5 4 - 9-
3 6 . 1 2 . 

3 3 . 4 S 

4 i . 5 4 

4 8 . 5 2 

5 ' , . 9 . 

3 6 . 1 2 
3 3 . 4 7 

4 . . 5 4 . 

4 8 . 5 2 . 

5 4 . 9 · 

3 6 . 1 2 . 

3 3 . 4 8 . 

4 . . 5 4 . 

4 8 . 5 a 

5 4 - 9 
3 6 . 1 2 . 
3 3 . 4 8 . 

4 i . 5 3 

4 8 . 5 2 

5 4 - 9 
3 6 . 1 2 
3 3 . 4 7 

4 l 5 4 

4 3 . 5 2 

5 j . 9 

5 2 . 5 5 

3 6 . 1 2 
3 3 - 4 7 

4 , . 5 4 . 

4 8 . 5 2 

5 4 . 9 . 

5 2 . 5 6 . 
3 6 . 1 2 
5 2 . 5 6 . 
3 0 . 1 2 . 
5 2 . 5 6 . 
3 6 . 1 2 . 
3 3 . 4 7 . 

4 1 . 5 4 . 

5 2 . 5 6 . 
5 2 . 5 6 
5 2 . 5 6 . 
3 6 . 1 2 . 
3 3 4 7 . 

4 1 . 5 4 . 

4 8 . 5 2 . 

5 4 - 9 
5 2 . 5 6 
4 8 . 5 5 

7 4 - 7 -

3g.5o. 
5 2 . 5 6 . 
4 8 . 5 4 . 

7 4 . 8 . 

4 8 . 5 9 . 

7 4 - 8. 
6 9 . 1 0 . 

5 2 . 5 6 . 
4 8 . 5 5 . 

7 4 - 8 
4 8 . 5 4 . 

4 7 - 4 -

5 2 . 5 5 . 
4 8 . 5 5 . 
5 5 . 1 2 . 

4 7 - 4 -

5 5 . b 

i 2 , 5 o 3 

1 2 , 2 0 0 

5 , i 8 o 

3 o , 5 g 4 

34,io5 
3 i , 8 2 0 

48,563 
2 5 , 5 3 i 

3 6 , 4 t 6 
1 4 , 2 2 5 

i 4 , 3 o 5 

5 2 , i 5 8 
4 3 , 1 2 0 
2 3 , 3 7 0 

5 i , 0 7 9 

3 3 , 7 9 3 

' 9 , 9 7 9 

5 2 , 6 8 i 

3 4 , 8 5 7 

2 3 , 6 7 6 

o , 5 g o 

2 , 9 9 7 

5,856 
3 8 , 9 7 8 

1 2 , 0 4 7 

4 i , 2 8 0 

1 2 , 7 1 0 

I 7 ,4 i3 
5 2 , 7 3 6 

4 4 , 5 4 5 

4 , 7 7 4 
3 8 , S 4 i 

1 9 , 9 7 5 

2 6 , 4 4 4 

3 5 , 9 8 g 

2 6 , 6 6 6 

5 7 , 0 0 6 

i 8 , 5 o 6 

3 5 , 7 2 5 

1 9 > 3 9 8 

4 2 , 3 3 o 

9 . 4 S 5 

8 , 6 2 1 

4 r , 2 9 9 

56,o i5 
t 7 ,gSo 

2 6 , 0 0 0 

2 2 , o 3 J 

2 3 , 5 o 6 

1 9 , 0 2 1 

9 , 5 7 9 

2 8 , 4 4 1 

4 ,36 i 
1 5 , 0 8 7 

2 i , 8 3 o 

o,7>9 
3 o , 5 9 5 

3 , 2 7 6 

' ,994 
i o , o 5 3 

3 , 3 n 

1 5 , 2 4 2 

3i,95 ) 
i 3 , 6 . 6 

5 4 , 6 4 8 

2 5 , 0 1 0 

1 2 , 1 7 . 5 

3 l , 5 7 6 

3 2 , i 3 g 

. 6 , 2 0 . 5 

1 6 , 6 8 2 

4 3 , 4 2 6 

4 i , 5 o 8 

0 , 2 8 1 

5 , 5 2 7 

3 5 , 7 3 5 

1 2 , 9 2 7 

8 , 7 4 0 

4 2 , 6 8 7 

l 3 , 2 2 5 

8 , 7 4 2 

5 g , f i 3 

5 7 , 4 9 3 

3 7 . 8 4 9 

8 , 4 9 3 

5 8 , 1 7 2 

D I S T A N C E 

de l'étoile au pole boré ! 

io . 7 

1 7 . 3 2 

1 0 9 . 1 9 

1 1 6 . 2 

i 5 . 7 -

1 0 9 . 1 9 

1 1 6 . 2 . 

i o 5 . 3 o . 

. 5 . 7 

1 7 . 3 2 . 

1 0 9 . 1 9 

I l 6 . 3 . 

i o 5 . 3 o 

. 5 . 7 

1 7 . 3 2 

• 5 . 7 

1 7 . 3 3 

1 1 6 . 2 . 

i o 5 . 3 o 

. 5 . 7 

1 7 . 3 2 

9 3 . 1 4 

1 0 0 . 1 2 . 2 1 

i o 5 . 3 o . o 

i 5 . 7 . 4 3 

1 7 . 3 2 . 3 4 

9 3 . 1 4 . 1 9 

1 0 0 . 1 2 . 2 1 

i o 5 . 3 o . o 

i 5 . 7 . 4 3 

1 7 . 3 2 . 3 4 

9 3 . 1 4 . ' 8 

Ï O O . 1 2 . 2 1 

i o 5 . 3 o . o 

i 5 . 7 . 4 3 

1 7 . 3 2 . 3 4 

g 3 . i 4 . i 8 

1 0 0 . 1 2 . 2 1 

i o 5 . 3 o . o 

i 5 . 7 . 4 3 

1 7 . 3 2 . 3 4 

9 3 . 1 4 . 1 8 

1 0 0 . 1 2 . 2 1 

i o 5 . 3 o . 0 

1 . 3 7 

i 5 . 7 · 

1 7 . 3 2 . 

9 3 . 1 4 . 

1 0 0 . 1 2 . 

1 o 5 . 3 o . 

i . 3 7 

i 5 . 7 

. . 3 7 

. 5 . 7 

1 . 3 7 

i 5 . 7 · 

1 7 . 3 2 . 

9 3 . , 4 . 

i . 3 7 . 

i . 3 7 . 

1 . 3 7 . 

, 5 . 7 . 

1 7 . 3 2 . 

9 3 . 1 4 . 

I O O . 1 2 . 

i j . 3 o 
1 . 3 7 

1 0 0 . i 5 

1 2 5 . 3 o 

9 ' - 9 

1 . 3 , 

1 0 0 . i 5 

i a 5 . 3 o 

1 0 0 . 1 S 

1 2 5 . 3 o 

1 2 0 . 3 2 

1 . 3 7 . 

1 0 0 . i 5 

1 2 3 . 3 o 

1 0 0 . i 5 

9 8 . 2 4 

, . 3 7 

1 0 0 . i 5 

I 0 6 . 2 J 

9 8 - 2 4 

1 0 6 . 2 9 

3 2 

4 2 

3 3 : 

1 8 

21 
o 

3 2 

42 
3 2 

4 2 

3 2 

4 2 

3 3 

1 8 

3 2 

3 2 

3 2 

4 ' 

3 3 

1 8 

20 
0 

3 2 

0 
38 
43 
3 2 

o 
38 
o 

33 
2 8 

3 2 

o 
38 
o 

36 
3a 
o 
3 

3 ' 

3 

1 8 4 

3 9 9 

4 . 5 

7 8 6 

9 2 7 

4 1 1 

8 2 0 

6 2 8 

0 6 7 

8 6 2 

4 ° 7 

85o 
6 0 7 

45o 

5 g 4 

2 3 o 

3->6 

9 0 6 

565 
0 1 0 

o58 
o 3 4 

4 0 7 

5 4 4 

7 9 ° 

7 3 9 

0 2 5 

3 4 5 

5 2 3 

5 7 0 

5 2 1 

8 4 6 

2 8 3 

5 o 3 

35o 
2 5 3 

7 5 . 

2 2 0 

4 8 1 

i 3 o 

0 2 0 

65g 
' ' 9 

4 2 2 

65o 
9 1 0 

7 8 8 

56 7 

0 9 7 

36 2 

65o 
6 9 0 

6 6 0 

4 7 0 

6 7 0 

2 9 3 

0 8 9 

2 9 0 

6 9 0 

7 6 0 

7 6 0 

7 Sa 
3 g o 

0 1 4 

7 3 o 

0 0 7 

8 0 0 

6 1 0 

885 

5 l 2 

8 1 0 

56o 
9 2 5 

• 0 6 

9 4 6 

1 6 0 

7 9 ° 

4 5 o 

9 r 7 

, 0 2 

633 
6 0 0 

2 9 2 

4 a 

4 - 0 

7 n 4 

L A T I T U D E C O - V C L U r 
par les oba a ' n» fa te» 

an nord du zénith 

. 0 , I 

38-4 . 0 , 0 1 4 

4 0 . 1 , 5 9 7 

rf 
n 

3 9 . 5 8 , 2 9 3 

3g.56,5gg 
3 9 . 5 8 , 4 8 2 

3 g . S 7 . 0 2 4 

8 9 . 5 6 , 4 3 7 

3 g . 5 5 , 9 _ 8 

39 . 5 5 ,636 

3g.57,58o 
S 9 . 5 7 . 8 1 6 

3 9 . 5 8 , 4 3 2 

3 9 . 5 9 , 2 8 2 

3 9 . 5 9 , 4 4 0 

3 9 . 5 6 , 3 1 5 

3 j . 5 7 , i o 7 

3 9 . 5 7 , 2 9 1 

3 g . 5 6 , 7 0 7 
3g.57,->i8 

3 g . 5 6 , o 5 i 
3g. 56,o'>5 
3g.55.9o6 

3 9 . 5 6 , 1 0 7 

3g.56,6j8 
3 9 . 5 7 , 0 3 9 

3 9 . 5 7 , 8 9 6 

3 9 . 5 7 , 7 5 4 

3 9 . 5 6 , 8 1 0 

3 9 . 5 6 , 7 4 4 

M 

3g.55,gi5 
3 9 . 5 7 , 4 3 3 

3 g . 5 6 , 5 o 7 

3 9 . 5 7 , 3 3 7 

3g.56,664 

39.57,497 

3 9 . 5 6 , 5 1 3 

3 9 . 5 7 , 0 2 7 

3 ) . 5 6 , 2 6 1 

b u sud du zen h . 

3 8 . 3 9 . ' 7 , 7 . 5 

39 -44 ,357 

3 9 . 4 7 , 3 3 0 

3 9 - 4 ( ' . 7 7 4 

3 9 . 4 6 , 7 8 0 

3 g - 4 7 . 8 9 6 

3 9 . 4 6 , 5 2 1 

3 9 - 4 8 , 9 5 1 

3 9 . 4 6 , 1 9 g 

3 9 - 4 9 . 4 5 8 

3 g . 4 8 , 8 4 4 

3 g . 5 o , i o 8 

3 9 . 4 9 , 2 0 9 

3 9 . 4 8 . g 0 3 

3 9 . 5 0 , 4 8 1 

3 9 - ¡ 8 , 9 2 9 

3 9 . 4 8 , 5 4 5 

3 9 . 5 0 , 1 I I 

3 9 . 4 9 , 0 9 9 

3 9 . 4 8 , 1 0 2 

3 g . 5 o , 7 o 5 

3 j - 4 j 4 8 2 

3 9 - 4 7 , 5 6 g 
3g 5 2 , 2 0 3 

3 J - 4 9 . 6 7 9 

3 9 . 4 8 , 8 2 8 

3 9 . 5 o , 2 5 o 

3 9 - 4 8 , 7 8 3 

NOUIÏI E 
d bse t t ons 

de 
eh q e 
ser e 

6 

8 
8 

1 6 

N U M E R O S 
d e 

des 

39.47,865 

3 3 .48,34o 
3 j . 5 l , 5 l 8 
3 g . 5 o , 2 3 o 

H 

3 9 . 4 9 , 2 7 0 

9 . 5 1 , 7 8 4 

3 9 . 4 g , 2 5 2 

f 

3 9 . 5 2 , 3 3 

3 g .5o,883 
3 j - 4 9 . g o 3 

3 ; . 5 o . 3 9 3 
3 9 . 4 1 , 3 , 6 

n 

3 g 5o,< 9 7 

3 9 . 5 2 , i g 3 

3 9 - 4 8 , 3 7 2 

3 5 . 5 4 , 5 , 9 

il 

9 - 4 9 - 7 8 

3 J - 4 ' 9 - 0 

3 9 . 5 o , " 1 
3 ) . 4 7 , 5 8 8 

1 2 

i 4 

2 4 

«4 
8 

» 4 

1 6 

1 6 

2 0 

1 9 

• 4 

2 0 

2 0 

2 2 

1 2 

m 
1 6 

1 8 

» 4 

2 0 

• 4 

• 8 

1 8 

1 6 

1 6 

> 4 

• 4 

1 6 

1 6 

1 6 

1 0 

« 4 

'4 
i î 

1 1 

1 6 

2 0 

2 0 

8 

2 4 

3 2 

• 4 

2 2 

1 6 

I O 

2 0 

l 8 

1 0 

•4 
4 
8 

1 2 

• 4 

iH 
3 0 
• 3 
1 0 

2 0 

1 6 

8 

4 

6 

6 

3 

6 

4 

1 0 

1 0 

6 

8 
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TABLEAU D. R é s u m e d e t o u t e s l e s s é r i e s d e c h a q u e é t o i l e , f a i t e s a v a n t e t a p r è s l a r e c t i f i c a t i o n d u fil t r a n s v e r s a l , d ' a b o r d e n t o u c h a n t l e c e r c l e , p u i s s a n s l e t o u c h e r , p e n d a n t l u b i s s e c t i o n . 

A U NORD DU ZENITH. 

NOMS DES ETOILES. 

/3 petite Ourse supérieure... 

3 séries : moyenne . 

y petite Ourse supérieure... 

a séries : moyenne. 

RANG 

de 

la série. 

a 
io 

NOMBRE 

des 

observations. 

10 
16 
4 

LATITUDE PARTIELLE 

conclue. 

38.4O. o,IO4 
3i).58,293 
39.50,599 

38.39.58,302 

38.40. i , 5 ) 7 
39.58,482 

38.40. o,oi9 

EXCES 
des écarts partiels 

autour 
de la moyenne. 

1,712 
0,009 
1,703 

1,558 
i ,55 7 

NOMBRE 
total d'observations 

comprises dans 
chaque moyenne. 

5o 

A U SUD D U Z É N I T H . 

NOMS DES ETOILES. 

/3' Scorpion (la plus grosse des deux) . 

3 séries : moyenne 

RANG 
DE 

LA SÉRIE. 

3 
6 

II 

Antares. 

3 séries : moyenne. 

Ç Ophiuchus 

A séries : moyenne. 

8 
i3 

NOMBRE 
des 

observations. 

8 
10 
8 

8 
12 
I4 

i b 

LATITUDE PARTIELLE 

oonclae. 

38 .39.47,715 
3o.47,33o 
39.47,896 

38.39.47,647 

38.3 9 

39 
39 

44,357 
40,774 
46,52i 

38.39.45,884 

38.3g. 
39 

46,730 
48,951 

38.3g.4-,840 

EXCES 
des écarts partiels 

autour 
de la moyenne. 

0,068 
0,3l7 
0,249 

1,527 
0,890 
0,637 

110 
110 

NOMBRE 
total d'observaUons 

comprises dans 
chaque moyenne. 

26 

34 

3O 

PREMIER MODE D'OBSERVATION. 

fi petite Ourse supérieure . 

12 séries: moyenne. 

y petite Ourse supérieure. 

10 series : moyenne. 
Polaire intérieure (de jour). 

11 series : moyenne. 

»4 
16 
20 
25 
3o 
35 
4O 

fl 
a 
62 

16 
12 
22 
•4 
16 
16 
i/) 
H 
20 

18 

i5 
'7 
21 
26 
3i 
36 

57 
63 

20 
' 4 
12 
20 
16 
16 
16 
22 

' 4 
20 

45 
.Si 
53 
55 

60 
61 
67 
7 ' 
7.7 

8 
10 
18 
a 
8 

12 
'4 
16 
12 
10 
6 

38.39.57,024 
55,g5ò 
57,58o 
58,43a 
57,440 
57,107 

^ ' 7 ° I 56,025 
56,698 
67,396 
56,8io 
57,337 

— 0,061 
— 1 , 1 2 7 
-+- ° , 4 9 5 

"*"l'îlï 
-+- 0,355 
-t- 0,023 
— 0,378 
— I,o6o 
— 0,387 
-+- 0,8ll 
— 0,275 
-+- 0,252 

38.39.57,085 

38.39.56,437 
55,636 
57,8.6 
57,282 
56 ,2i5 
57 , 2 9 ' 
57,218 
55,91)6 
56,744 
56,664 

— 0,293 
— 0,094 
-+- 1,086 
-t- 1,552 
— o,5i5 
-1- o,56r 
-+- 0,488 
— 0,734 
-+- 0,014 
— 0,066 

38.39.56,73o 

38.39.56,o5i 
56,107 
57,029 
57, 75-, 
55,9i5 
57,433 
56,507 

56 ,5i2 
57,027 
56,26i 

— 0,685 
— 0,629 
-+• 0,29i 
-t- o,oi8 
— 1,821 
H - 0,697 
— 0,229 
- h 0,761 
— 0,224 
•+- 0,29t 
— 0,475 

38.39.56,736 

An La rès , 

y¡ Ophiuchus. 

8 séries : moyenne. 

'94 S Ophiuchus . 

8 séries : moyenne. 

Ç Ophiuchus 

On a heurté la lunette avec la tête à la tin 
de la 19 e observation.. 

7 series : moyenne. 

a Vierge (de jour). 

116 
6 séries : moyenne. 

Moyenne des séries observées dans le premier état de l'instrument, en y joignant la dernière d'Antarès, n" 18. 6 Centaure (de jour). 

A U N O R D D U Z E N I T H . 

Excès partiels sur 5o". io"or4 
8 , 2 9 3 
6,5y9 

" , 5 9 7 
8,482 

Somme des cinq excès - 44,9^5 

Latitude moyenne 38.39.58,9970 
Nombre des observations : 70. 

A U S U D D U Z E N I T H . 

Excès partiels sur 40" 

Par les cinq séries du nord : 70 observations 

Latitude vraie, résultante des 14 séries, faites tant au nord qu'au sud. 
nombre total des observations : 180. 

Somme des neuf excès 

Latitude moyenne : 110 observations 3S° 

7 ,^3o 
7,8o5 
4,357 

6 # Î 
6,199 
6,730 
8,9-5» 

62,473 

3 9 ' 4G"94 '4 
58,9970 

38.39.52,9692 

4 séries : moyenne. 

a Verseau . 

Fomalhaut (de jour). 

Rigel (de jour) 

a séries : moyenne . 

Sirius (do jour) 

2 séries : moyenne . 

»9 24 

& 
66 

3227 

42 
48 
58 
64 

23 
28 
33 
38 
43 
49 
65 

68 

74 

fo 
83 

69 ñ 75 
79 

70 

76 

«i 
85 

8Í 
86 

38.39.46,199 

20 
»8 
18 
16 
' 4 
20 
16 
20 

38.3g •49,458 
49,209 
48,929 
1:9,099 
49,482 
49,679 
48,7*9 
5o,23o 

38.39.49,359 

38.3g. 48,844 
48,988 
48,545 
48,102 
47,569 
¿8,828 
47,865 
48,340 

38.39-48,385 

16 
18 
16 
»4 
30 
22 
10 

38.3 9 , 5o, 108 
5o,48i 
5o, n i 
5o,7o5 
5a,30A 
5o,25o 
5i ,5»8 

38.39.50,768 

8 
2 
2 

10 
S 

10 

38.39- 49,270 
5a,3o3 
49-903 
00,097 

8,3 ;a 
9,7o8 

38.39.49,942 

38.3 9 . 51,784 
5o,883 
5o,393 
52 ,ig3 

38.39.5i,3i3 

38.39.49,252 

38.39.44,346 

38.3g. 54,549 
5o,52i 

38 .39.52,535 

33.39 43,970 
47,588 

38.^9.45,970 

0,099 
o, i5o 
o,43o 
0,260 
0,123 
0,320 
0,570 
0,871 

On n'est pas certain d'avoir observé avec le cercle libre, c'est pourquoi l'on a réuni cette 1 8 e série aux précédantes d'Antarès. 

SECOND MODE D'OBSERVATION. 

142 
0,459 
0,608 
o, 160 
o,283 
0,816 

• o,443 
0,520 
o,o45 

94 
Ç Ophiuchus (les mêmes, en rejetant la série n° 43). 

0,400 
0,287 
o,65¡¡ o,o63 
• , m 
o ,5 i8 
0,750 

116 
6 séries : moyenne. 

LATITUDE 
partielle. 

38.39.5o,io8 
5o,48i 
5 o , m 
5o,7o5 
5o,25o 
5 i , 5 i 8 

38.3g.5o,529 

EXCÈS 
AUTOUR 

DE LA MOYENNE. 

— 0,481 
— 0,048 
— 0,418 
H - 0,176 
— 0,279 
-t- 0,989 

NOMBRE 
total 

d'observations. 

0,670 
2,36i 
o,o3g 
o,»55 
I ,570 
o,234 

4O 

: V& 
0,920 
0,880 

-+- 2,0l4 
— 2,014 

i ,809 
1,80g 

On n'a pas employé ces cinq dernières séries à la détermination de la latitude, parce qu'elles étaient faites dans des circon
stances excessivement défavorables, par des températures très-élevées, qui faisaient voltiger l'image de l'étoîle comme une 
fumée. On ne les avait tentées que comme de simples essais pour constater la puissance de l'instrument et reconnaître les 
plus grandes chances d'erreur que l'on pût avoir à craindre. Au reste, la latitude moyenne déduite de ces cinq séries seules 
serait 38°3g'48",9948 au sud du zénith, tandis que les trente-trois autres, qui leur sont infiniment préférables, donnent 
38»3g'49»,6753. 

Moyenne des séries observées dans le second état de l'instrument, en excluant du côté du sud les cinq dernières et la série n" 43 de Z Ophiuchus. 

A U N O R D D U Z E N I T H . 

Excès partiels sur 5o". ,024 
,95» 
,58O 
,432 
, 4 4 ° 
, 107 
,7°Z 
025 

,698 
,896 
,810 
,3'>7 
,437 
,636 
,816 
,282 
2l5 
29» 
AIO 

,'996 
744 
064 
o5i 
107 
029 

2,754 
J,gi5 
7,433 
3,5o7 
7, >497 
J,5l2 
7.'°27 
J , 201 

Somme des trente-trois excès 

Par les 33 séries au nord : latitude moyenne, 480 observations. 

226,406 

38°39' 56"8608 

A U S U D D U Z E N I T H . 

Excès partiels sur 40" 9,458 
§,209 

,929 
9,<>99 
9,482 
?,«79 
«,789 

io,23o 
8,844 
8,988 
8,545 
8,102 
7,56g 
8,828 
7.865 
8,340 

10,108 
•0,481 
10,111 
10,703 
I O , 2 5 o 
N , 5 i8 
9,270 

i2,3o3 
9,903 

10,097 
8,372 

10,883 
10,393 
' 2 , 1 9 3 
9,25a 

Somme des trente-trois excès . . . . . . . . . 319,287 

Par les 33 séries au sud : latitude moyenne. 
Far les 33 séries du nord 

400 observations. 
480 

38039' 49" 6753 
56,8608 

Latitude vraie résultante des 66 SÉRIES faites tant au nord qu'au sud, l'instrument étant libre 880 observations. 38.3g.53,268o 

RÉSUMÉ DEFINITIF . 

NOMBRE 

des 
observations. 

NOMBRE 

des 
séries. 

LATITUDE 
vraie. 

EXCÈS 
sur 50*. 

PRODUIT 
des 

excès partiels 
par le nombre 

des 
séries. 

180 
880 

1/1 ° i II 
38.39.52,95g2 
38.39.53,268o 

-+- 2'9692 
-f- 3,2680 

4I'/5688 
ai5,688o 

180 
880 

»4 
66 

° i II 
38.39.52,95g2 
38.39.53,268o 

-+- 2'9692 
-f- 3,2680 

4I'/5688 
ai5,688o 

180 
880 

»4 
66 

° i II 
38.39.52,95g2 
38.39.53,268o 

-+- 2'9692 
-f- 3,2680 

4I'/5688 
ai5,688o 

1060 80 a57,a568 
3,2157 

1060 80 
Excès moyen, 1 

a57,a568 
3,2157 Excès moyen, 

a57,a568 
3,2157 

0 t // 

Latitude vraie par les 1060 observations, comprenant 80 séries, tant au nord qu'au sud du zénith 28.3().53,216 
Réduction à l'ancienne station du cercle de 1808 — °»°44 
Latitude nouvelle réduite à l'ancienne station de 1808 38 3g 53,1^2 

A s t r o n o m i e p h y s i q u e , T. NI, PAGE 5 2 1 . 
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PHYSIQUE. 521 

Suite du TABLEAU B. — Eléments numériques employés au calcul de la 

latitude par les étoiles observées au sud du zénith. 

NOMS DES ASTRES 

observés 

au sud du zénitli. 

DATI 

do 
l'obser 

Mois. 

rat. 

s 
o 

1 2 

i3 

14 
i5 
16 
>7 
23 

24 
25 
2(5 
27 
28 

3o 

24 

25 
26 
27 

25 

27 

3o 
I 

3o 
I 

N
U

M
É

R
O

S 
D

'O
R

D
R

E
 

de
 l

a 
sé

ri
e.

 ASCENSION 

droite 
apparonto 

en 
temps * 

sidéral. 

DISTANCE 

an 

pôle boréal 

apparente. 

HEURE 

do passage 
au 

méridion 
en 

temps 
de 

l'horlogo. 

LOGARITHME 

tabulaire do 
la quantité w, 
qui sort à ré-

duiro on 
temps sidér. 
les angles ho
raires comp- ! 
lés en temps 
de PUorlogo, 

Ç Ophiuchus.... Juin. 

rat. 

s 
o 

1 2 

i3 

14 
i5 
16 
>7 
23 

24 
25 
2(5 
27 
28 

3o 

24 

25 
26 
27 

25 

27 

3o 
I 

3o 
I 

23 
28 
33 
38 
43 

49 
65 

h m s 
16.27.35,83 

35,83 
35,84 
35,85 
35,85 
35,86 
35,88 

0 / // 
1 1 0 . 1 2 . 2 1 , 4 ' 

2 1 , 3 4 
2 1 , 2 8 
2 1 ,22 
2 I , l 6 
21 ,10 
20,73 

h m s 
6.46· 0,36 
6.35.57 ,65 
6.25.55,73 
6,i5 .53,63 
6. 5 .5i ,54 
5.55.49,22 
4 .55.39,71 

3,8467590 
3,846644 
3,84620081 
3,8462008 
3,8461884 
3,8461158 
3,8456657 

x de Ja Vierge... 

rat. 

s 
o 

1 2 

i3 

14 
i5 
16 
>7 
23 

24 
25 
2(5 
27 
28 

3o 

24 

25 
26 
27 

25 

27 

3o 
I 

3o 
I 

68 
72 

74 
78 
80 
83 

I 3 . I 6 . 2 ,08 

2,07 
2,06 
2 ,o5 
2,04 
2 ,02 

100.i5. 0,61 
o,56 
o ,5i 

• o,45 
0,40 
0,29 

1 .35 .24 ,81 
1 .25.23,77 
1 . 1 5 . 3 2 , 2 2 
I . 5.21,08 
0 55.19,49 
0.35.16,98 

3,8455792 
3,845545o 
3,8457194 
3,8454795 
3,8456977 
3,8455522 

D du Centaure... 

rat. 

s 
o 

1 2 

i3 

14 
i5 
16 
>7 
23 

24 
25 
2(5 
27 
28 

3o 

24 

25 
26 
27 

25 

27 

3o 
I 

3o 
I 

6.9 
73 
75 
79 

l3.56.28,70 
28,69 
28,68 
28,68 

ia5.3o.38,88 
38,92 
38,95 

38,97 

2 i5.34,34 
2 . 5 .33 , i4 
I . 5 5 . 3 I , 9 3 
1.45.3o,8o 

3,8457184 
3,8455460 
308457.94 
3,8454795 

a du Verseau . . . 

rat. 

s 
o 

1 2 

i3 

14 
i5 
16 
>7 
23 

24 
25 
2(5 
27 
28 

3o 

24 

25 
26 
27 

25 

27 

3o 
I 

3o 
I 

70 21.56.50,93 91. 9.43,5i ro . 12.35,65 3,845545o 

rat. 

s 
o 

1 2 

i3 

14 
i5 
16 
>7 
23 

24 
25 
2(5 
27 
28 

3o 

24 

25 
26 
27 

25 

27 

3o 
I 

3o 
I 

76 22.47. 1,10 120.32.28,16 10.43.22,49 3,8454795 

.luit 

rat. 

s 
o 

1 2 

i3 

14 
i5 
16 
>7 
23 

24 
25 
2(5 
27 
28 

3o 

24 

25 
26 
27 

25 

27 

3o 
I 

3o 
I 

81 
85 

5. 6. 8,96 
8,98 

9S.24.36,66 
36,47 

4.28.48,41 
4 .18 .46 ,71 

3,8455522 
3,8458904 

Juin. 
Juii. 

rat. 

s 
o 

1 2 

i3 

14 
i5 
16 
>7 
23 

24 
25 
2(5 
27 
28 

3o 

24 

25 
26 
27 

25 

27 

3o 
I 

3o 
I 

84 
86 

6.37.26,81 
26,8?. 

106.29. 3,94 
'3 ,72 

5.59.28,18 
5.49.27,32 

3,8455522 
3,8458904 
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ASTRONOMIE PUY6IQUE. 523 

NOTE I I I . 

Sur l'application de la formule donnée, page 4 4 7 > pour 

réduire au méridien les distances zénithales observées 

très-près de ce plan. s 

2 si 11' - w' 
Cette Cormule contient le facteur variable : ^— qu'il faut calculer 

sm i" ^ 
particulièrement pour chaque observation , d'apros l'époque où elle est faite. 
Mais on a évité cette peine aux observateurs en la réduisant enTablo numé
rique de la manière suivante. La lettre p' représente l'angle horaire de l'astre 
à l'instant de chaque observation partielle ; il est proportionnel à l'intervalle 
de temps T ' compris entre l'instant de l'observation et l'époque du passage 
de l'astre au méridien local. Cette époque est toujours connue d'avance en 
temps de l'horloge, soit par l'observation immédiate à l'instrument des pas
sages, soit parle calcul. Ou note aussi, en temps de l'horloge, l'instant où cha
que observation est terminée. On a donc l'intervalle de temps T ' par dif
férence. Alors , selon la formule, il faut prendre pour chaque observation 
partielle 

/>' = i 5 T " . 
Cela suppose seulement que la marche diurne de l'horloge no diffère de 

celle de l'astre que d'une petite quantité dont on tient compte par l'emploi 
du terme correctif en r' que la formule contient, et qui est constant pour 
une même série d'observations. 

Cela posé, on a donné successivement à T ' les valeurs i s , 2 S , 3S,..., cl 
ainsi de suite, jusqu'à 3 6 m ou 2i6o s de temps, ce qui embrasse et même 
dépasse toute l'étendue d'écart qu'il convient de donner à une même série au
tour du plan du méridien. Chacun de ces nombres étant multiplié par i5, on 
a eu les valeurs correspondantes de l'angle p'y exprimé en secondes de degré 
sexagésimal ; et de là, par les Tables logarithmiques, ou a déduit la valeur 

2 sin a~ // 
du produit — . * •, exprimé dans la même espèce d'unité, 

sin i" 
Par exemple,soit T ' = 3 6 m = 216o s de temps. On en déduit d'abord, 

en arc : 

p' = 15.35' = 9° ; \p' = 4"3o' . 

Alors, en achevant le calcul par logarithmes, on a 
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logsin4// =s; . ¿ , 8 9 4 6 4 3 3 

logs in ' i -/ *s"3,7892866 

log2 %- 0,3oio3oo 

log2 sin^p' ^2 ,0903166 

log 9 in 1" = ¿ 6 , 6 8 5 5 7 4 9 

° g ( ~ i L T ^ - ) = 3 , 4 o 4 7 4 ' 7 ; ^ ^ = 2 5 3 9 " , 5 . 

En effectuant un pareil calcul de seconde en seconde de temps , depuis i s 

jusqu'à 36™, on a obtenu les valeurs correspondantes du f a c t eu r 2 5 " 1 ~' p , 
1 sin 1" 

et on les a réunies en uneTableque l'on trouvera dans les pages suivantes. I l 
suffit do la consulter pour avoir le facteur variable de la réduction qui con
vient à chaque observation partielle, d'après la valeur de T ' qui lui appar
tient. C'est dans cette Table môme qu'on a pris les nombres rapportés dans 
la troisième colonne du tableau de la page 486. 

En résolvant, dans l a p a g e 4 4 3 , l'équation en sin^ et sin'A S qui donne la 
réduction au méridien correspondante à chaque observation partielle, j 'a i 
borné l'approximation à la première puissance de S: il ne serait pas prudent 
d'étendro les séries jusqu'à des angles horaires assez grands pour qu'elle 
lût insuffisante; mais, si l'on voulait la pousser plus loin, on y parviendrait 
de la manière suivante. 

L'équation qu'il s'agit do résoudre pour avoir la correction S, est 

s inZ sin S -+• 2cos Z sin 1 = 2 sin A s inD sin*JP'j 

remplacez sin S par son expression équivalento 2 sin ^ J cos £ â ; puis divi

sez les deux membres de l'équation par cos'-J-i? ; et, dans le second, écrivez, 

au lieu de — ^ r r y , l'expression équivalente i H - t a u g ' A J . Les termes sem

blables étant réunis, l'équation deviendra 

(cos Z — sin As inDsin ' \V) tang'^J-t- sin Z tangj S= sin A sin D sin' J-P'. 

Ainsi transformée, elle est résoluble, par rapport à tangio, à la manière 
des équations du second degré. En outre, l'angle P'devant toujours être 
fort petit, le second membre n'aura jamais qu'une valeur très-petite. Con -
séquemment, l'expression radicale de tanglc? pourra être réduite en une 
série toujours convergente, comme nous l'avons fait en traitant l'équation 
de la page 89; et l'on pourra ainsi obtenir la réduction <?, avec une exacti
tude indéfinie. L'expression que nous avons formée dans la page 4 4 4 n'est 
que le premier terme do cette approximation, et il convient de restreindre 
toujours assez les écarts des observations autour du plan du méridien pour 
qu'il suffise. Mais il pourra être utile de savoir apprécier la portée des 
termes suivants pour chaque étoile, afin de connaître les limites des angles 
horaires auxquelles il faut s'arrêter en l'observant. C'est à quoi pourra servir 
le développement de tang ; S en série. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PHYSIQUE. 

Table générale de réduction au méridien pour les observations faites ait 

cercle répétiteur, ou valeurs de —:—-
sin i 

A R G U M E N T . Angle horaire en temps. 

SECONDES. 0™. I M . 2 m . 3 m . 4 n>. 5 m . 6 m . 7 n i . 

»/ Il II. Il , // Il J l 
o 0,0 2,0 7,8 ' 7 , 7 3i ,4 4 9 , 1 7° , 7 96,2 
I 0,0 2,0 8,0 *7,9 3i, 7 49,4 7 1 , 1 96,7 
2 0,0 2,1 8,1 18,1 3 i , 9 49,7 7 1 , 5 97> J 

t 
O 0,0 2 ,2 8,2 i8 ,3 32,2 5o, 1 7 ' , 9 97> G 

4 0,0 2,2 8,4 i8,5 32,5 5o,4 72,3 98,1 
5 0,0 2 ,3 8,5 18,7 32,7 5o,7 7 2 , 7 98,5 

6 0,0 2,4 8,7 18,9 33,o 5 I , I 73,1 99,0 
7 0,0 2,4 8,8 19,1 33,3 5 i ,4 73,5 99,4 
8 0,0 2 ,5 8,9 !9 ,3 33,5 5 i , 7 73,9 99,9 
9 0,0 2,6 9,i ' 9 ,5 33,8 52,i 74,3 100,4 

10 0,1 2,7 9,2 19,7 34,1 52,4 74-7 100,8 

I I 0, 1 2.7 9,4 '9 ,9 34,4 52,7 7 5 , i I O I , 3 

12 0,1 2,8 9,5 20,1 34,6 5 3 , i 75,5 101,8 
i3 0,1 2,9 9,6 20,3 34,9 53,4 75,9 io2,3 
' 4 0,1 3 ,0 9,8 20,5 35,2 53,8 76,3 102,7 
i5 0,1 3,i 9,9 20,7 35 ,5 54,i 76,7 103,2 

16 0,1 3,i 10,1 20,9 35,7 54,5 77,i io3,7 
0,2 3 , 2 10,2 21 ,2 36,o 54,8 77,5 104,2 

18 0,2 3 , 3 10,4 21 ,4 36,3 55,i 77-9 104,6 

1 9 0,2 3,4 io,5 2 i , 6 36,6 55,5 78,3 io5,i 
20 0,2 3 ,5 10,7 2 1 , 8 36,9 55,8 78,8 io5,6 

ai o,3 3 ,6 10,8 22,0 37,2 56,2 79,2 106,1 
22 o,3 3 ,7 1 1 ,0 22,3 37,4 56,5 79,6 106,6 
23 o,3 3 , 8 I I ,1 aa,5 37,7 56,9 80,0 107,0 
24 o,3 3 , 8 n , 3 22,7 38,0 5 7 , 3 80,4 107,5 
25 o,3 3 , 9 n , 5 22,9 38,3 57,6 80,8 ioS,o 

26 o,4 4,o 1 1 , 6 23 , 1 38,6 58,o 8 i , 3 io8,5 
27 0,4 4,i 1 1 , 8 2 3 / , 38,9 58,3 81,7 109,0 
28 0,4 4,2 " , 9 23,6 3 9 , 2 58,7 82,1 109,5 
29 0,5 4,3 12,1 23,8 3 9 , 5 59,0 82,5 110,0 
3o 0,5 4,4 12,3 24,0 39,8 59,4 83,o no, 4 
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Table générale de rédaction au méridien. (Suite.) 

A R G U M E N T . Angle horaire en temps. 

S E C O N D E S . o m . I M . 2 m . 3 m . 4 m . 5 m , 6'". 7 n l . 

S 

3o 
3i 
32 
33 
3/, 
35 

Il 

0,5 
0,5 
0,6 
0,6 
0,6 
o,7 

4.'4 
4,5 
4,6 
4,7 
4 ,3 
4,9 

12''3 
12 ,4 
12 ,6 
1 2 , 8 
12,9 
I 3 , I 

24,0 
24,3 
24,5 
24,7 
25,0 
25,2 

3 9 : '8 
40,1 
40,3 
40,6 

40,9 
4 1 , 2 

59I'4 
59,8 
60,1 
6o,5 
60,8 
61 ,2 

Ssfo 
83,4 
83,8 
84,2 
84,7 
85,i 

1 10,4 
1 10,9 
1 1 1 , 4 

" 1 , 9 
" 2 , 4 
1 1 2 , g 

36 
37 
38 
39 
40 

0,7 
o,7 
0,8 
0,8 
0,9 

5,0 
5,1 
5 , 2 
5,3 
5 , 4 

i 3 , 3 
13 ,4 
i 3 , 6 
i 3 , 8 
i4,o 

25,4 
25,7 
25,9 
26,2 
26,4 

4 1 , 5 
4 1 , 8 
42,1 
42,5 
42,8 

61,6 
61,9 
62,3 
62,7 
63,o 

85,5 
86,0 
86,4 
86,8 
87,3 

" 3 , 4 
" 3 , 9 
" 4 , 4 
" 4 , 9 
" 5 , 4 

4i 
42 
43 
44 
45 

0,9 
1 , 0 
1 ,0 
1 , 1 
I . I 

5,6 
5 ,7 
5 ,8 
5 ,9 
6,0 

•4 , i 
14 ,3 
i4»5 
14,7 
14 ,8 

26,6 
26,9 
2 7 , ' 
2 7>4 
27,6 

43,1 
43,4 

43,7 
44,0 
44,3 

63,4 
63,8 
64,2 
64,5 
64,9 

87,7 
88,1 
88,6 
89,0 
89,5 

" 5 > 9 
1 1 6 , 4 
" 6 , 9 
" 7 , 4 
" 7 , 9 

46 
47 
48 
49 
5o 

1 , 2 
1 , 2 
1 , 3 
1 , 3 
1 . 4 

6,1 
6,2 
6,4 
6,5 
6,6 

i5,o 
i 5 , 2 
i 5 , 4 
i5,6 
i 5 , 8 

27,9 
28,1 
28,3 
28,6 
28,8 

44,6 
44,9 
45,2 
45,5 
45,9 

65,3 
65,7 
66,0 
66,4 
66,8 

&J ,9 
90,3 

90,8 

9 ! ,7 

1 18 ,4 
" 8 , 9 
1 19 ,5 
120,0 
120,5 

52 
53 

54 
55 

i , 4 
1 , 5 
i , 5 
1 , 6 
1 , 6 

6,7 
6,8 
7,o 
7 , i 
7 , 2 

x 5 , 9 

16,1 
i 6 , 3 
i6,5 
16,7 

2 9 , i 
29,4 
29,6 
2 9 , 9 
3o,i 

46,2 
46,5 
46,8 
47 ,i 
47,5 

67,2 
67,6 
68,0 
68,3 
68,7 

92,1 
92,6 
93,o 
93,5 
93,9 

121 ,0 
1 2 1 , 5 
122,0 
122,5 
i23 , i 

56 
57 
58 
59 
60 

' . 7 
1 ,8 
1 ,8 

2,0 

7 ,3 
7 ,5 
7,6 
7,7 
7 ,8 

16,9 
r 7 , * 
1 7 , 3 
1 7 , 5 
17 ,7 

3o,4 
3o,6 
3 o , 9 

3 I , I 

3i ,4 

47,8 
48,1 
48,4 
48,8 
49,1 

69,1 
69,5 
69,9 
70,3 

7 ° ,7 

94,4 
94,8 
95,3 
95,7 
96,2 

123,6 
124, 1 
124,6 
125 , 1 
125,7 
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Table générale de réduction au méridien. (Suite.] 

A r g u m e n t . Angleghoraire en temps. 

1 

SECONDES. 8 m . 9 m - I O m . I I m . I 2 m . i 3 m . i4 m . i5m. 

S H tt Jt Il IF It If 
O 125,7 159,0 196,3 237,5 282,7 3 3 i , 8 384,7 4 4 L 6 
I 126,2 i 5 9 , 6 197,0 238,3 283,5 332,6 385,6 442,6 
2 126,7 160,2 J97>6 23g, 0 284,2 333 ,4 386,5 443,6 
3 127,2 160,8 198,3 239,7 285,o 334,3 38 7 > 5 444,6 
4 127,8 161 , 4 198,9 240,4 285,8 335,2 388,4 445,6 
5 128,3 162,0 '99,6 241 ,2 286,6 336,o 38 9,3 446,5 

G 128,8 162,6 200,3 H 1 , 9 287 ,4 336,9 390,2 447,5 
1 129 ,4 i63,2 200,9 242,6 288,2 337,7 39i,i 448,5 
8 129,9 i63,8 201,6 243,3 289,0 338,6 392,1 449,5 

9 i3o ,4 164 ,4 202,2 244,1 289,8 339 ,4 393,0 450,5 
10 i 3 i , o i65,o 202,9 244,8 290,6 340,3 3g3,9 451,5 

I I i 3 i , 5 i65,6 2o3,6 245,5 291 ,4 341,2 394,8 452,5 
12 i32,o 166,2 204,2 246,2 292,2 342,0 395,8 453,5 
i3 i32,6 166,8 204,9 247,0 293,0 34.2,9 396,7 454,5 
»4 i 3 3 , i 167 ,4 2o5,6 247,7 293,8 343,7 397,6 455,5 
i5 i3 3 , 6 168,0 2o6,3 248,5 294,6 344,6 3 9 8 , 6 456,5 

iO 134,2 168,6 2 0 6 , 9 249,2 295 ,4 345,5 3 99,5 457,5 
r7 i34,7 169,2 207,6 249,9 296,2 346,3 4oo,5 458,5 
18 i 35 ,3 169,8 2o8,3 25o,7 297,0 347,2 401,4 459,5 
' 9 i35 ,8 170 ,4 208,9 25i , 4 297,8 348,1 4o2,3 46o,5 
20 i36,4 171 ,0 209,6 252,2 298,6 349,0 4o3,3 46i,5 

21 136,9 1 7 1 , 6 210,3 252,9 2 9 9 , 4 349,8 404,2 462,5 
22 i 3 7 , 4 172,2 2 1 1 , 0 253,6 3oo,a 350,7 4o5,i 463,5 
23 i38,o 172,9 2 1 1 , 6 254 ,4 3oi,o 35i ,6 4o6,o 464,5 
24 i38,5 173,5 212 ,3 255,i 3oi,8 352,5 407,0 465,5 
25 i 3 9 , i 1 7 4 . ' 2i3 ,o 255,9 3o2,6 353,3 4o8,o 466,5 

26 139,6 174,7 2 i 3 , 7 256,6 3o3,5 354,2 4o8,9 467,5 
27 140,2 175 ,3 214 ,4 2 5 7 , 4 3o4,3 355,i 4o9,9 468,5 
28 1.40,7 175,9 2 i 5 , i 258,i 3o5,i 356,o 4io,8 469,5 
29 i4i ,3 176,6 2 i 5 , 8 258,9 3o5,9 356,9 4 " , 7 470,5 
3o i4 i ,8 177,2 216 ,4 209,6 3o6,7 357,7 412,7 47.,5 
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Table générale de réduction au méridien. (Suite.) 

A R G U M E N T . Angle horaire en temps. 

S E C O N D E S . 8 ' " . 9 m - IOM. II»". I 2 m . i 3 m . i 4 , n . i 5 m . 

3 

3o 
3t 
32 
33 
34 
35 

I4I '8 
142,4 
i43 ,o 
i43 ,5 
144,1 
•44,6 

II 

177 .2 
177,8 
•78,4 
' 79 ,0 
179,7 
i8o,3 

216^4 
2 1 7 , 1 
217 ,8 
2 i8 ,5 
219,2 
219,9 

25g''ô 
260,4 
261 , 1 
261,9 
262,6 
263,4 

3o6',7 
807,5 
3o8,4 
309,2 
3io,o 
3io,8 

357^7 
358,6 
359,5 
36o,3 
36i,2 
362,i 

. " 
412,7 
4*3,6 
4i4,6 
4i5 ,6 
416,6 
4i7,5 

4 7/'5 
472,6 
473,6 
474,6 
475,6 
476,6 

30 
37 
38 
39 
40 

145 ,2 
145,8 
i46,3 
' 46 ,9 
i 4 7 , 5 

180,9 
181,G 
182,2 
182,8 
i83,4 

220,6 
221 ,3 
222,0 
222,7 
223,4 

264,1 
264,9 
265,7 
266,4 
267,2 

3 n , e 
3 i 2 , 5 
3 i 3 , 3 
3i4,2 
3i5 ,o 

363,0 
363,9 
364,8 
365,7 
366,5 

418,4 

4i9,4 
420,3 
42i ,3 
422,2 

477,6 
478,7 
479,7 
480,7 
481,7 

4' 
42 
43 
14 
45 

148 ,0 
148,6 
•49,2 
»49,7 
i5o,3 

184,1 
184,7 
i85,4 
186,0 
186,6 

224,1 
224,8 
225,5 
226,2 
226,9 

267,9 
268,7 
269,5 
270,2 
271 ,0 

3 i5 ,8 
3 :6 ,6 
3 i 7 , 4 
3 i8 ,3 
3 ' 9 , ' 

36 7 ,5 
368,4 
36g,3 
370,2 
3 7 1 , 1 

423,2 
424,2 
425 , i 
426,1 
427,0 

482,8 
483,8 
484,8 
485,8 
486,9 

40 
47 
4» 
49 
5o 

i5o,9 
i 5 i , 5 
i52 ,o 
i52 ,6 
i 5 3 , 2 

187,3 

' 8 7 , 9 
i88,5 
189,2 
189,8 

227,6 
228,3 
229,0 
229,7 
23o,4 

271 ,8 
272,6 
273,3 
274 , i 
274,9 

3i9,9 
320,8-
32 i ,6 
322,4 
323,3 

372,0 
372,9 
373,8 
374>7 
3 7 5,6 

428,0 
429,0 
4-3o,o 
430,9 
43i ,9 

487,9 
488,9 
490,o 
49i,o 
492,o 

5i 
5a 
53 
54 
55 

i53 ,8 
i54,4 
' 5 4 , 9 
i 5 5 , 5 
i56,i 

190,5 

191 ,8 

192,4 
ig3 , 1 

2 3 l , I 
2 3 i , 8 
232,5 
233,3 
234,0 

275,6 
276,4 
277,2 
278,0 
278,8 

3a4,i 
325,0 
325,8 
326,7 
327,5 

376,5 
3 7 7 , 4 
378,3 
3 7 9 , 2 
38o,2 

432,8 
433,8 
4^4,8 
435,7 
436,7 

493,i 
494-1 
495,2 
496,2 
497,2 

56 
5 7 

•58 

59 
Go 

'56 , 7 

157 ,8 
i58,4 
109,0 

' 9 3 , 7 
'94,4 
195,0 

«.)5,7 
i<)6,3 

234,7 
235,4 
236, i 
236,8 
237,5 

279,5 
280,3 
281,1 
281,9 
282,7 

328,4 
329,2 
33o,o 
33o,9 
33i ,8 

38i,i 
382,o 
382,9 
383,8 
384,7 

437,7 
438,7 
439,6 
440,6 
4 4 ' , 6 

498,2 
499,2 
5oo,3 
5oi,4 
5o2,5 
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Table générale de réduction au méridien. (Suite.) 

A R G U M E N T . Angle horaire en temps. 

a u 1 w 1 

1 s 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 

7 
8 
9 

I O 

11 

12 
i3 
' 4 
i5 

16 
! 7 
18 
1 9 

! 20 

21 
22 
23 

24 
25 

26 

27 
28 

29 
3o 

i 6 n \ 17™. i 8 ' n . i 9 ™. 2 0 m . 2 I m . 22'". 2 3 m . 2 4 m . 25"'. a u 1 w 1 

1 s 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 

7 
8 
9 

I O 

11 

12 
i3 
' 4 
i5 

16 
! 7 
18 
1 9 

! 20 

21 
22 
23 

24 
25 

26 

27 
28 

29 
3o 

5o2''5 
5o3,5 
5o/|,G 
5o5,G 
5o6,7 
507,7 

567% 
568,2 
569,3 
570,4 
5 7 i , 6 
572,7 

635''8 
636,9 
63S,i 
63g,3 
640,5 
641,7 

7o8''3 
709,5 
710,8 
712,1 
7i3,4 
7 '4 ,6 

a i " 784,9 
786,2 
787,5 
788,8 
790,I 
791,4 

865^3 
866,6 
868,0 
869,4 
870,8 
872,1 

949,6 
9.5i,0 
g52,4 
953,8 
g55,3 
946,7 

1037''s 
io3g,3 
1040,8 
1042,3 
1043,8 
104.5,3 

Il 

" 2 9 , 9 
I I 3 I , 4 
I I 3 3 , O 

I I 3 4 , 6 
u36 , 2 
I I 3 7 , 8 

n39,3 
1140,9 
n42 ,5 
n44 ,o 
I I45 ,6 

1225^9 
1227,5 
1229,2 
i23o,8 
ffi32,5 
1234,1 

a u 1 w 1 

1 s 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 

7 
8 
9 

I O 

11 

12 
i3 
' 4 
i5 

16 
! 7 
18 
1 9 

! 20 

21 
22 
23 

24 
25 

26 

27 
28 

29 
3o 

• 5o8,8 
509,8 
5io ,g 
5 n , 9 
5 i3 ,o 

5 73,8 
574,9 
576,1 
577,2 
578,3 

642,9 
644,1 
645,3 
646,4 
( ;47,6 

715,9 
717,1 
718,4 

7J9>6 
7 2 o,9 

792,7 
794,0 
795,4 
796,7 
798,0 

873,5 

874,9 
876,3 
877,6 
879,0 

908,2 
959>6 
9^1,1 
962,5 
963,9 

1046,8 
1048,3 
1049,8 
IO5 I , 3 

io52,8 

Il 

" 2 9 , 9 
I I 3 I , 4 
I I 3 3 , O 

I I 3 4 , 6 
u36 , 2 
I I 3 7 , 8 

n39,3 
1140,9 
n42 ,5 
n44 ,o 
I I45 ,6 

1235,7 
1237,3 
1239,0 i 
1240,6 i 
1242,3 1 

a u 1 w 1 

1 s 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 

7 
8 
9 

I O 

11 

12 
i3 
' 4 
i5 

16 
! 7 
18 
1 9 

! 20 

21 
22 
23 

24 
25 

26 

27 
28 

29 
3o 

5i4,o 
5 i 5 , i 
5 i 6 , i 
5 i 7 , 2 
5i8 ,3 

5 l 9 - 4 
520/1 
5 2 i , 4 
522,5 
5a3,6 

5 7 9 ,4 
58o,6 
58t , 7 

582,8 
583,9 

648,8 
65o,o 
65i ,2 
652,4 
653,6 

722,1 
723,4 
724,6 
725,9 
727,1 

799,3 
800,7 
802,0 
8o3,3 
804,6 

880,4 
881,8 
883,2 
884,6 
886,0 

965,4 
966,9 
968,3 
969,8 
971,2 

io54,3 
io55,g 
io5 7 ,4 
io58,g 
1060,4 

1062,0 
1062,5 
io65,o 
1066,5 
1068,1 

1147,2 
1148,8 
n5o,4 
Ij52,0 
n 5 3 ,6 

u 5 5 , 2 
n56,8 
u58,3 
n5g ,g 
I I 6 I , 5 

1243,9 
1245,6 

1*247,2 
1248,8 
i2.5o,5 

a u 1 w 1 

1 s 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 

7 
8 
9 

I O 

11 

12 
i3 
' 4 
i5 

16 
! 7 
18 
1 9 

! 20 

21 
22 
23 

24 
25 

26 

27 
28 

29 
3o 

5i4,o 
5 i 5 , i 
5 i 6 , i 
5 i 7 , 2 
5i8 ,3 

5 l 9 - 4 
520/1 
5 2 i , 4 
522,5 
5a3,6 

585,i 
586,2 
58 7,3 
588,4 
58g,6 

654,8 
656,o 
65 7 , 2 
658,4 
65g,6 

728,4 
729,6 
7^0,9 
732,2 
733,5 

7 3 4,7 
736,0 
737,2 
738,5 
7 39 ,7 

806,0 
807,3 
808,6 
809,9 
8 n ,3 

887,4 
888,8 
890,2 
891,6 
893,0 

972,7 
974,i 
975,5 
977 >o 
978,5 

io54,3 
io55,g 
io5 7 ,4 
io58,g 
1060,4 

1062,0 
1062,5 
io65,o 
1066,5 
1068,1 

1147,2 
1148,8 
n5o,4 
Ij52,0 
n 5 3 ,6 

u 5 5 , 2 
n56,8 
u58,3 
n5g ,g 
I I 6 I , 5 

1252,2 8 
r.'.53,8 | 
1255,5 | 
1257,1 S 
1258,8 1 

a u 1 w 1 

1 s 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 

7 
8 
9 

I O 

11 

12 
i3 
' 4 
i5 

16 
! 7 
18 
1 9 

! 20 

21 
22 
23 

24 
25 

26 

27 
28 

29 
3o 

524,6 
525,7 
526,8 
527,9 
528,9 

590,7 
5 9 Ï ,9 
593,0 
5 9 4 , 1 

5 95,2 

C6o,8 
662,0 
663 ,2 
66454 
665,6 

728,4 
729,6 
7^0,9 
732,2 
733,5 

7 3 4,7 
736,0 
737,2 
738,5 
7 39 ,7 

812,6 
8l3 ,g 
8 i 5 , 2 

816,6 
8 i 7 . 9 

819,2 
820,5 
821,9 
823,2 
824,6 

894,4 
895,8 
8 9 7 , 2 
898,6 
900,0 

979,9 
981,4 
982,9 
984,4 
985,8 

1069,6 
1071,1 
1072,6 
1074,2 
1075,7 

n63 , i 
" 6 1 , 7 
u66,3 
1167,g 
1169,5 

1260,4 8 
1262,1 
1263,7 
i265,4 
1267,0 

a u 1 w 1 

1 s 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 

7 
8 
9 

I O 

11 

12 
i3 
' 4 
i5 

16 
! 7 
18 
1 9 

! 20 

21 
22 
23 

24 
25 

26 

27 
28 

29 
3o 

53o,o 
5 3 I , I 

532,2 
533,2 
534,3 

596,4 
597,5 
598,7 
5yg,8 
601,0 

666,8 
6G8,o 
669,2 
670,4 
671,6 

74i,o 
742,3 
743,6 

744.8 
746,1 

812,6 
8l3 ,g 
8 i 5 , 2 

816,6 
8 i 7 . 9 

819,2 
820,5 
821,9 
823,2 
824,6 

9°i ,4 
902,8 
904,2 
900,6 
9°7>o 

987,3 
988,8 
99° > 3 
99i,8 
993,2 

'077,2 
10,78,7 
1080,3 
1081,8 
io83,3 

1 1 7 1 , 1 
•172,7 
n 7 4 , 3 
" 7 5 , 9 
1177,5 

1268,7 
1270,3 
1272,1 
1273,7 
1275,4 8 

* T. m. , 34 
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53ο A S T R O N O M I E 

Table genérale de réduction au méridien. (Suite.) 

ARGUMENT. Angle liorairo en temps. 

u tí 

S 

J O 

il 
32 
33 
3Í 
35 

36 
37 
38 
3 9 
l,o 

4< 
42 

41 
1-R> 

46 

47 
48 
49 
5o 

5i 
5a 
53 
54 
55 

56 
57 
58 

60 

16'». 17"». 18"». Ό ' " · 2 0 m . 21" ' . 2 2 n l . . 2 3 m . 2 4 m . 

a. 1177,5 

" 7 9 , 1 

1180,7 
1182,3 
n83,9 
n85,5 

2 0 m . u tí 

S 

J O 

il 
32 
33 
3Í 
35 

36 
37 
38 
3 9 
l,o 

4< 
42 

41 
1-R> 

46 

47 
48 
49 
5o 

5i 
5a 
53 
54 
55 

56 
57 
58 

60 

5 3 & 
535,4 
536,5 
537,5 
538,6 
5*),7 

54o,8 
5 4 » , 9 
543,o 
541,I 
545,2 

601,0 
602, I 

6o3,3 
60.4,4 
6o5,6 
606,7 

671,6 
672,8 
674,1 
675,3 
676,5 
677,7 

678,9 
680,1 
(>8i,3 
682,5 
683,8 

, ir 
746,ι 
7Í7-4 
748,7 
749,9 
75ι ,2 
752,5 

825,9 
827,3 
828,6 
829,9 
83i ,2 

II 

907,0 
908,4 
909,8 
91 1 ,2 

- 9 I 2 , 6 
9»4>° 

It 

9 9 J , 2 
994,7 
996,2 
997,6 
999,1 

1000,6 

io83^3 
1084,8 
1086,4 
1087,9 
1089,5 
1091,0 

1092,6 
Ό9ί , ι 
1095,7 
1097,2 
1098,8 

2 4 m . 

a. 1177,5 

" 7 9 , 1 

1180,7 
1182,3 
n83,9 
n85,5 

J ' 

1275,4 
1277, i 1 

1278,8 ! 
1280,4 ! 
1282,1 J 
»283,8 1 

u tí 

S 

J O 

il 
32 
33 
3Í 
35 

36 
37 
38 
3 9 
l,o 

4< 
42 

41 
1-R> 

46 

47 
48 
49 
5o 

5i 
5a 
53 
54 
55 

56 
57 
58 

60 

5 3 & 
535,4 
536,5 
537,5 
538,6 
5*),7 

54o,8 
5 4 » , 9 
543,o 
541,I 
545,2 

607,9 
609,0 
610,2 
6 n , 3 
6i2,5 

671,6 
672,8 
674,1 
675,3 
676,5 
677,7 

678,9 
680,1 
(>8i,3 
682,5 
683,8 

753,8 
755,o 
7-56,3 
757,6 
758,9 

832,6 
833,9 
835,3 
836,6 
838,0 

9i5,5 
9*6 ,9 
9i8,3 
919,7 
921,1 

1002,I 
ioo3,5 
ιοοΰ,ο 
ιοοβ,5 
1008,0 

io83^3 
1084,8 
1086,4 
1087,9 
1089,5 
1091,0 

1092,6 
Ό9ί , ι 
1095,7 
1097,2 
1098,8 

1187,1 
" 8 8 , 7 
" 9 0 , 3 
n 9 I , 9 
» 9 3 ,5 

i285,5 I 
»287,1 
1288,8 J 
1290,51 
1292,2 

u tí 

S 

J O 

il 
32 
33 
3Í 
35 

36 
37 
38 
3 9 
l,o 

4< 
42 

41 
1-R> 

46 

47 
48 
49 
5o 

5i 
5a 
53 
54 
55 

56 
57 
58 

60 

5',6,2 
547,3 
548,4 
549,5 
55o,6 

Ci3,6 
614,8 
6 i 5 , 9 
617 , 1 
618,2 

685,o 
C8S.2 
687,4 
G88,7 
689,9 

760,2 
76i,5 
762,8 
764,i 
765,3 

83 9 , 3 
840,7 
842,0 
843,4 
8 4 I , 7 

922,5 
923,9 
925,3 
926,8 
928,2 

1009/, 
1010,9 
1012,4 
ioi3,y 
ioi5,4 

noo,3 
1101,9 
n o 3 , { 
no5 ,o 
no6,5 

1195,1 
" 9 6 , 7 
1198,3 
l I 9 9 . 9 
1201,5 

iao3,i 
1204,7 
»206,4 
1208,0 
»209,6 

1 2 1 1 , 2 
» 2 i 3 , 9 

»214,5 
i2 i6 , i 
1217,7 

1293,8 
i 2 9 5 ,5 I 
»297,2 
1298,9 
i3oo,5 

u tí 

S 

J O 

il 
32 
33 
3Í 
35 

36 
37 
38 
3 9 
l,o 

4< 
42 

41 
1-R> 

46 

47 
48 
49 
5o 

5i 
5a 
53 
54 
55 

56 
57 
58 

60 

551,7 
552,8 
553,9 
555,o 
556,i 

557,2 
558,3 
559,4 
5(k>,5 
5Gi,6 

6IA,4 
620,5 
621,7 
622,8 
(»4,0 

691,1 
692,3 
693,6 
694,8 
696,0 

766,6 
767,9 
769,2 
770,5 
77i ,8 

84G,i 
847,5 
8.48,9 
8 JO , 2 
85I , 6 

9 2 9 ,6 
9 3 » , o 
932,4 
9.33,8 
9 3 5 , 2 

1016,9 
1018,4 
I O I 9 , 9 
1021,4 
1022,8 

1024,3 
1025,8 
1027,3 
1028,S 
io3o,3 

1108,1 
1109,6 
1111 , 2 

1112 ,7 
»»»4,3 

1195,1 
" 9 6 , 7 
1198,3 
l I 9 9 . 9 
1201,5 

iao3,i 
1204,7 
»206,4 
1208,0 
»209,6 

1 2 1 1 , 2 
» 2 i 3 , 9 

»214,5 
i2 i6 , i 
1217,7 

l302,2 
i 3 o 3 , 9 

»3o5,6 
Ί3ο7,3 
»009,0 [ 

u tí 

S 

J O 

il 
32 
33 
3Í 
35 

36 
37 
38 
3 9 
l,o 

4< 
42 

41 
1-R> 

46 

47 
48 
49 
5o 

5i 
5a 
53 
54 
55 

56 
57 
58 

60 

551,7 
552,8 
553,9 
555,o 
556,i 

557,2 
558,3 
559,4 
5(k>,5 
5Gi,6 

Ga5,2 
626,4 
627,5 
62.8,7 
629,9 

697,2 
698,4 
699,6 
700,9 
702,2 

7o3,5 
704,7 
705,9 
707,1 
708,3 

773,i 
774 ,5 
775,8 
777,1 
778,4 

852,() 
854,3 
855,6 
856,o 
858.4 

9 3 6 , 6 
938,1 
9 3 9 ,5 
9IO, 9 

&|a,3 

943,8 
94-5,2 
946,6 
948,i 
9Í9.6 

1016,9 
1018,4 
I O I 9 , 9 
1021,4 
1022,8 

1024,3 
1025,8 
1027,3 
1028,S 
io3o,3 

n i 5 , 8 
1 1 17 ,4 
1118,9 
1120,5 
1122,0 

1195,1 
" 9 6 , 7 
1198,3 
l I 9 9 . 9 
1201,5 

iao3,i 
1204,7 
»206,4 
1208,0 
»209,6 

1 2 1 1 , 2 
» 2 i 3 , 9 

»214,5 
i2 i6 , i 
1217,7 

i3io,7 
i3i2,4 
i 3 i 4 , i 
i3i5,7 
»3»7 ,4 

u tí 

S 

J O 

il 
32 
33 
3Í 
35 

36 
37 
38 
3 9 
l,o 

4< 
42 

41 
1-R> 

46 

47 
48 
49 
5o 

5i 
5a 
53 
54 
55 

56 
57 
58 

60 

562,7 
563,8 
5¿'<¡,9 
5oö,o 
567, ι 

631, ι 
632,2 
633,4 
034,(J 
635,8 

697,2 
698,4 
699,6 
700,9 
702,2 

7o3,5 
704,7 
705,9 
707,1 
708,3 

779.7 
781,0 
782,3 
78.3,6 
784 ,9 

859,8 
861,1 
862,5 
863,9 
8. ¡5.3 

9 3 6 , 6 
938,1 
9 3 9 ,5 
9IO, 9 

&|a,3 

943,8 
94-5,2 
946,6 
948,i 
9Í9.6 

I O 3 I , 8 

io33,3 
io34,8 
io36,3 
1037,8 

i i23,6 
1120,1 
1126,7 
H 2 8 , 3 
1129,9 

1219,4 
1221,0 
1222,6 

1224,2 
1225,9 

i 3 i 9 , i 
i32o,8 
1322,5 
i324,2 
i3a5,9 
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Table générale de réduction au méridien. (Suite.) 

ARCUMENT. Angle horaire en temps. 

1 
S

E
C

. I
l 

2 6 m . 2 8 m . 2 9 " . 3 o m . 3 i m . 3 a m . 3 3 m . 3 4 m . 35" ' . 

S // u !t // // tr lr // • // 
o i3a5,9 '429,7 1537,5 1649,0 1764,6 1881,0 2007,4 2l34,6 2265,6 2400,6 
I 1327,6 1431,4 1539,3 i65o,g '766,6 1886,0 2009,4 2i36,8 2267,8 2402,9 
a i3ag,3 1433,2 1541,1 i652,8 1768,5 1888,0 20.-1,5 2 '38 ,9 2270,0 2.405,2 
3 i 3 3 i ,o 1434,9 '542,9 1654,7 1770,5 i8go,o 2oi3,6 2141,1 2272,2 2407,5 
4 i332,7 '436,7 1544,8 i656,6 '772,4 1892,1 20J5,7 2143,2 2274,5 2409,8 
5 i334 ,4 i438,5 1546,6 i658,5 '774,3 '894,i =017,8 2145,3 2276,7 2412,0 

6 i336,i i44°,3 1548,4 1660,4 1776,3 '896,1 2019,9 2147,5 2278,9 2414,3 
i 3 3 7 , 8 1442,1 i55o,2 1662,3 '778,3 '898, ! 2022,0 2'49.7 2281,2 2416,6 

8 i339,5 '443,9 i552,i 1664,2 1780,3 1900,2 2024,1 2i5i ,8 2283,4 2418,9 
9 1341 ,2 '445,6 i553,9 i6G6,i 1782,3 1902,2 2026,2 2 '53 ,g 2285,6 2421,2. 

io 1342,9 •447-4 i555,8 1668,0 1784,2 i9o4,3 2028,3 2l56 ,I 2287,8 2.423,5 

I I i344,6 '449-2 i557,6 1669,9 1786,2 1906,3 2o3o,5 2i58,3 2290,0 2425,8 
12 i346,3 I4 5 I ,O i55g,5 1671,9 1788,2 1908,4 2o32,5 2160,5 2292,3 2428,1 
i3 i348,o 1452,8 I56I ,3 1673,8 '790,i ' 9 I O = 4 2034,6 2162,6 2294,5 243o,4 
'4 l 3 4 9 , 7 1454,5 1563,2 167.5,7 ' 7 9 2 , ' 1912,4 2036,7 2164,8 2296,8 2432,7 
i5 I 3 5 I , 4 '456 ,3 i565,o 1677,6 '794- ' ' 9 ' 4 , 4 2o38,8 2iC6, 9 2299,0 2435,o 

10 i353 ,2 1458,1 i566,g '679,5 1796,1 1916,5 2040,9 2169,1 23oi,3 2437,3 
1354,9 '459,9 i568,7 1681,4 1798,1 1918,5 2043,0 2171 ,2 23o3,6 2439,6 

18 i356,6 '46i ,6 1570,5 i6S3,3 1800,0 1920,6 2045,1 2173,4 23o5,8 244',9 
'9 i358,3 '463,4 i572,4 i6S5,2 1802,0 1922,6 2047,2 2175,6 23o8,o 2444,2 
20 i3(k>,i '465,2 i574,3 1687,2 1804,0 '924,7 2049,3 2.77,8 a3io,2 2446,5 

21 i36i ,8 1466,9 1576,1 1689,1 1805,9 '926,7 2o5i,4 2179,9 23l2,4 2448,8 
22 i363,5 1468,7 1578,0 1691,0 1807,9 1928,8 2o53,5 2182,1 2314,7 a45i,1 
23 i365,2 1470,5 '579,8 '692,g 1809,9 uj3o,8 uo55,7 2184,3 23i6,g 2453,4 
24 1367,0 '472,3 I58I , 7 1694,8 ' 8 " , 9 

1932,9 2057,8 2186,5 23i9,2 3455,7 
25 i368,7 '474,0 i582,5 1696,7 1813,8 1935,0 2059,9 2188,6 232i ,5 2458,0 

26 1370,4 '475,9 i585,3 1698,6 1815,8 1937.0 2062,0 2190,8 2323,7 2460,3 
27 1372,1 '477,7 1587,2 1700,5 1817,8 1939,0 2064,1 2ig3,o 2325,9 2462,6 
28 1373,9 '4/9,5 1589,1 1702,5 i8 .g ,8 ' 9 4 ' , ' 2066,2 2195,2 2328,2 2464,9 
29 i 3 7 5 , 6 I4 8 I , 3 i5go,g '7°4>4 1821,8 '943,1 2068,3 2197,3 233o,4 2467,2 
3o 

nsaea 

' 377 ,3 I 4 S 3 , I 

M»JMjStMUMOtM 

i5g2,7 1706,3 1823,8 1945,2 2070,4 2i99,5 2332,7 2469,5 
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5 3 2 ASTRONOMIE PHYSIQUE. 

Table générale de réduction au méridien. ( F in . ) 

A R G U M E N T . Angle horaire en temps. 

d 

S 

3o 
3i 
32 
33 
34 
35 

3G 
37 
38 
39 
4o 

4i 
42 
43 
4-4' 
45 

46 

47 
48 

49 
5o 

5i 
52 
53 
54 
55 

56 
5 7 

58 
59 
6o 

2 6 m . 2 7 n l . 2 8 m . 

tl 

1092,7 
i5g4,6 
i5g6,5 
i 5 9 8 , 3 
1600,2 
1602,1 

29m. 3 o m . 3 i m . 3 2 m . 33"*. 3 4 m . 3 5 m . d 

S 

3o 
3i 
32 
33 
34 
35 

3G 
37 
38 
39 
4o 

4i 
42 
43 
4-4' 
45 

46 

47 
48 

49 
5o 

5i 
52 
53 
54 
55 

56 
5 7 

58 
59 
6o 

i 3 „ ' ; 3 

1379,0 
i38o,8 
i382,5 
i384,2 
i385,9 

1483''1 
4 8 4 , 9 
1486,7 
488 , 5 
4 9 0 , 3 
4 9 2 , 1 

2 8 m . 

tl 

1092,7 
i5g4,6 
i5g6,5 
i 5 9 8 , 3 
1600,2 
1602,1 

I706''3 
1708,2 
1710,2 
1712 , 1 
1714,0 
1716,9 

i823''8 
i825,8 
1827,8 
1829,8 
i83i ,8 
i833,8 

i835,8 
i83 7 , 8 
i83g ,a 
1841,8 
1843,8 

1945,2 
' 9 4 ? , 2 

1949,3 
1951,3 
1953,4 
1955,5 

2070,4 
2072,6 

2074,7 
2076,8 
2078,9 
2081,0 

2199,5 
2201,7 
22o3,g 
2206,1 
2208,3 
2210,5 

2332^7 
2334,9 
2337,2 
2 3 3 9 , 4 
2341,7 
2343,9 

2469'^ 
2471,8 
2474,2 
2476,5 
a 478,8 
2481,1 

d 

S 

3o 
3i 
32 
33 
34 
35 

3G 
37 
38 
39 
4o 

4i 
42 
43 
4-4' 
45 

46 

47 
48 

49 
5o 

5i 
52 
53 
54 
55 

56 
5 7 

58 
59 
6o 

i 3 8 7 ) 7 

i38 9 ,4 
1391,2 
1392,9 
i 3 9 4 , 7 

4 9 3 , 9 
i495,7 
i 4 9 7 , 5 

4 9 9 , 3 

I 5 O I , I 

1604,0 
1605,9 
1607,7 
1609,6 
i 6 u , 5 

'7 '7>9 
171g,8 
1721,7 
1723,6 
1.725,6 

1727,5 
1729,5 
i73l ,5 
1733,4 
1735,3 

i823''8 
i825,8 
1827,8 
1829,8 
i83i ,8 
i833,8 

i835,8 
i83 7 , 8 
i83g ,a 
1841,8 
1843,8 

1957,6 
1959,6 
1961,7 
'963,7 
1965,8 

2083,2 
2085,3 
2087,4 
2089,6 
2091,7 

2212,7 
2214,9 
2217,1 
2219,3 
2221,5 

2346,2 
2348,5 
235o,*7 
2353,o 
2355,2 

2^83,5 
2485,8 
2488,! 
2490,4 
2fe2,8 

d 

S 

3o 
3i 
32 
33 
34 
35 

3G 
37 
38 
39 
4o 

4i 
42 
43 
4-4' 
45 

46 

47 
48 

49 
5o 

5i 
52 
53 
54 
55 

56 
5 7 

58 
59 
6o 

i3g6,4 
1398,2 
i399,9 
1401,7 
i4o3,4 

I 5 O 2 , 9 
I 5O4 , 7 
i5o6,5 
i5o8,4 
I 5 I O , 2 

i6i3,3 
I 6 I 5 , 2 
1617,1 
1619,0 
1620,8 

'7 '7>9 
171g,8 
1721,7 
1723,6 
1.725,6 

1727,5 
1729,5 
i73l ,5 
1733,4 
1735,3 

1845,8 
1847,8 
1849,8 
I 85 I , 8 

i853,8 

I855,8 
' 85 7 ,8 
1809,8 
1861,8 
t863,8 

1967,8 

^ 6 9 , 9 
1972,0 

'974,1 
'976,1 

2093,8 
2095,9 
2098,0 
2100,2 
2102,3 

2223,7 
2225,9 
2228,1 
223o,3 
2232,5 

2357,5 

2359,7 
2361,9 
2364,2 
2366,4 

2495,1 
2497,4 
2499,7 
2502,1 
2504,4 

d 

S 

3o 
3i 
32 
33 
34 
35 

3G 
37 
38 
39 
4o 

4i 
42 
43 
4-4' 
45 

46 

47 
48 

49 
5o 

5i 
52 
53 
54 
55 

56 
5 7 

58 
59 
6o 

i4o5,2 

4 ° 7 > 9 
1408,7 
1410,4 
1412,2 

i5 i2 ,o 
i5 i3 ,8 
i 5 i 5 , 6 

I 5 I 7 , 4 
i5i9 ,a 

1622,7 
1624,6 
1626,5 
1628,3 
i63o,2 

1737,3 
^ 3 9 , 2 
1741,2 

'745,1 

1845,8 
1847,8 
1849,8 
I 85 I , 8 

i853,8 

I855,8 
' 85 7 ,8 
1809,8 
1861,8 
t863,8 

1978,2 
1980,3 
19S24 

1984,4 
1986,5 

1988,6 
1990,7 
'992,7 
'994,8 
1996,9 

2io4,5 
2106,6 
2108,8 
2110,9 
2 i i 3 , i 

2234,7 
2236,9 
2239,1 
2241,3 
2243,5 

2368,7 
2371,0 
2 3 7 3 , 3 
2 3 7 5 , 5 
2377,8 

25o6,7 
2509,0 
25u,4 
25i3,n 
2 5 I6 , I 

d 

S 

3o 
3i 
32 
33 
34 
35 

3G 
37 
38 
39 
4o 

4i 
42 
43 
4-4' 
45 

46 

47 
48 

49 
5o 

5i 
52 
53 
54 
55 

56 
5 7 

58 
59 
6o 

»413,9 

4 ' 7 , 4 
4 ' 9 , 2 
[420,9 

i521,0 
1622,9 
1524,7 
i526,5 
i5a8,3 

i632,i 
i634,o 
i635, 9 

1637,7 
1639,6 

1747,0 

'749,0 
1750,9 
1762,9 
1754,8 

i865,8 
1867,8 
1869,8 
1871,8 
1873,8 

1978,2 
1980,3 
19S24 

1984,4 
1986,5 

1988,6 
1990,7 
'992,7 
'994,8 
1996,9 

2 l l 5 , 2 

2117,4 
2119,6 
2121 ,7 
2123,8 

2245,7 

2247,9 
225o,I 
2252,3 
2254,5 

238o,i 
238a,4 
2384,6 
2386,9 
2389,2 

25i8,4 
2520,8 
2523.1 
2525,4 
2527,7 

d 

S 

3o 
3i 
32 
33 
34 
35 

3G 
37 
38 
39 
4o 

4i 
42 
43 
4-4' 
45 

46 

47 
48 

49 
5o 

5i 
52 
53 
54 
55 

56 
5 7 

58 
59 
6o 

1422,7 

1424,4 
1426,2 

1427,9 

4 2 9 , 7 

i53o,2 
i532,o 
i533,8 
i535,6 
i 5 3 7 , 5 

1641,5 
i643,3 
1645,2 
1647,1 
1649,0 

1756,8 
1758,7 
1760,7 
1762,6 
1764,6 

1875,9 

1877,9 
1879,9 
1882,0 
1884,0 

'999,° 
2001,0 
2oo3,1 
2oo5,3 
2007,4 

2126,0 
2128,1 
2i3o,3 
2l32,4 
2134,6 

2256,7 
2258,9 
2261 , I 
2263,4 
2265,6 

2391,5 
2393,7 
2396,0 
2398,3 
2400,6 

253o,i 
2532,4 
2534,8 
2537,1 
253g,5 
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