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Ueber die Osculationskreise bei Kegelschnitten. 

Von 

Dr. A. WEILER 
in Ztîrich. 

Hierzu Taf. 1 Fig. 1-11. 

Erste  Mittlieilung. 

FIir die Osculationskreise bei Kegelschriitten sind bereits sehr viele 
Constructionen vorgeschlagen worden, von denen die meisten besondere 
Elemente als bekannt voraussetzen. Beatiglich der Literatur Uber diesen 
Gegenstand vergleiche man die gebrauchlichen Werke tîber darvtellende 
Geonietrie und über Kegelschnitte, z. B. diejenigen von W i e n e r ,  M a n n -  
h e i m ,  F i e d l e r ,  S t e i n e r - S c h r o e t e r ,  S c h e l l b a c h ,  C r a n z .  

Die synthetische Geometrie liefert direct zweierlei allgerneine Methoden 
für die Bestimrnung des Osculationskreises eines Kegelschnittes in einem 
seiner Punkte, welche nachfolgeud in Nr. 1 und in Ri.. 2-4 behandelt 
werden sollen. Hierbei wird ausdrücklich hervorgehoben, dass Speciali- 
sirungen der vorgeschlagenen Constructionen im Allgemeineil absichtlich ver- 
mieden sind. 

1. Die Kreise, welche den beliebigen Kegelschnitt kB in einem seiner 
Punkte P berühren, bilden ein Kegelschnittbiischel. Zwei Grundpunkte des 
Btischels liegen auf kZ bei P unendlich benachbart und die zwei iibrigen 
sind die unendlich fernen imaginaren Kreispunkte J,, Jz der Ebene. Es 
schncidet k" als Xegelschnitt durch zwei Grundpunkto des Blischels, die 
Kreisc i n  Punktcpaaren, welche auf P e i n e  Involution bilden. Die dies- 
beztiglichen Involutionssehncn gehen durch einen festen Pol  N. 

Das Kreisbüschcl enthalt zwei Linienpsare, bcstchend aus dor Tangente t 
an k9 i n  P zusammen mit der unendlich fernen Geraden g, der Ebene, und 
au0 den imaginaren Geraden PJ,, PJ2. E s  ist g, eino Involutionssehne, 
also liegt N unendlich fern. - Zwei weitere Kreise des Btischels berühren 
k2 in den syinmetrischen Punkten von P i n  Bezug auf die Axen. Letztere 
Punkte sind die Endpunkte eines Durchmessers und die Tangenten in ihnen 
sind die beiden Involutionssehnen, welche kZ bertihren. l is  folgt, dass die 
Involutionssehnen die orthogonal-symmetrischen Linien der Tangente t in  P 

Zeitichrift S. Mathematik u. Yhysik XXXIV, 1. 1 
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2 Ueber die Osculationskreise bei Kegelschnitten. --_ ^_ _Y_^-------------- -.-A 

in  Bezug auf die Axenrichtungen sind.' - Leicht übersehbare Modificatio- 
nen treten ein, wenn P in-einen Scheitel von k2 fallt oder wenn k2 eine 
Parabel iut. 

1st s eine Involutionssehne, so giebt es stets einen Kreis, welcher k2 
in P berlfhrt und durch die beiden s und k2  gemeinsamen Punkte geht. 
Legt  man die mit s parallele Sehne s ,  durch P selbst, so geht der ge- 
nannte Kreis i n  den Osculationskreis p2 des Punktes P über. Der nicht in 
I' fallende Schnittpunkt von s, mit k2 sei Po.  Die Mittelsenkrechte der 
Strecke PI', schiieidet die Normale TI, von k2 in  P, im Krürnmungscentrum K. 
Die in P, auf P P ,  errichtete Senkrechte schneidet n. im Endpunkte L des 
in die Normale fallenden Durchmessers von pz. 

Um nun fur den durch die ftinf nothwendigen Elemente P mit t und n 
und die drei weiteren Punkte A ,  B, C bestimmten Kegelschnitt k2 den Os- 
culationskreis pz  zu construiren, ergeben sich zwei Moglichkeiten. Ent- 
weder benutzt man einen beliebigen Kreis des Biischels, oder den in P J , ,  
P J,  zerfallenden. 

a) Es  sei der Kreia 7 ~ ' ~  des Rüschels gewahlt (Fig. 1). Aus P pro- 
jicire man A ,  BI C aiif k'a und erhalte A', B',  C g .  So entstehen die aus 
P perspectiven Dreiecke A B C ,  A'B'C' und es liegen die drei Schnittpunkte 
von A B ,  A C ,  B C  bezüglich mit A'B', A'C', B'C' auf der I'erspectivaxe s, 
welche die Verbindungslinie (Tnvolutionssehne) der nicht in P fallenden 
Schnittpunkte von kr2 mit ke ist. Denn mit Bezug auf die Collineation vom 
Centrum Pl i n  welcher A', B', C' den Punkten A ,  BI C entsprechen, ist  kJe 
das Bild von k2.  - Die durch P zu s gezogene Parallele s, schneidet kCe in 
P', und die erwahnte centrische Collineation liefert hierzu (in der Figur 
durch Benutzung von B', B und s) den Punkt  Po von k2.'* Zieht man 
eiidlich zu der Verbindungslinie von P', mit dem Centrum M' von kt2 eine 
Parallele, so schneidet sie n i n  K. 

Legt man hier 7i2 durch A,  so fsllt A' mit A zusammen und es ist s 
dio Verbindungslinie dieses Punktes mit dern Schnitt von BC mit B'C'. - 
F ü r  P als Scheitel von ka ist die Construction nicht anwendbar, es sind 
alsdann s und t parallel und P, f d l t  mit P zusammcn. 

* Im Zusammenhang mit dem Folgenden liesse sich diese Eigenschaft in 
doppelter Weise verwerthen, je nachdem namlich die Axenrichtungen bekannt 
sind oder bestimmt werden sollen. 

** Ein Specialfall dieser Construction ist die in Fig. 2 dargestellte Bestim- 
mung des vierten Schnittpunktes PD de8 Osculationskreises pZ mit dem Kegelschnitt 
k', der durch P, pP und die zwei weiteren Punkte A ,  B gegeben gedacht ist. - 
1st audererseits k2  bestimmt durch t ,  pP und zmei weitere Tangenten a, b ,  so 
liefert die reciproke der vorigen Construction die vierte gemeinsame Tangente to 
von pz mit k2 (Fia. 3). Die Axe der Collineation ist t ,  ihr Centrum, auf t liegend, 
ist mit So bezeichnet. - Hier lisst ~ i c h  pg ersetzen durch einen beliebigen Kegel- 
schnitt, welcher kP und Y dreipunktig berührt, u, B. f. 
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b) Der i n  PJ,, P J ,  zerfallende Kreis (Nullkreis) des Btischels is t  ftlr 
die Construction von p b e n i g e r  bequem. E s  sind PJ, ,  P.la die Doppel- 
strahlen der Involution, welche aus den aufeinander senkrechten Strahlen- 
paaren durch den Punkt P besteht. Diese Strahlenpaare schneiden kZ in 
einer Involution von Punktcn, dcrcn Pol S in den Schnittpunkt der Nor- 
malen a mit der Sehne AE fgllt (Fig. 4); E ist 81s Schnittpunkt der 
Senkrechten PE xii P A  mit k2 zu bestimmcn. Die Normale n schneide k9 
ausser in P noch in D. Hicrauf licgen die Schnittpunkte von PA mit DE 
und von PE mit DA auf dcr Polaren s von S mit Rezug auf ka. Diese 
Gerade s ist aufzufassen als Verbindungssehne der Schnittpunkte von P J , ,  
PJ, mit k" demnach ziehe man durch P die Parallele s, zu s ,  welche ka 
zum zweiten Mal in Po schneidet. Dann ist der Osculationskreis durch P, 
t ,  Po bestimmt." 

2. Der Krümmungskreis pz des Kegelschnittes ka im Punkte P bertihrt 
ke in P und enthalt den P unendlich benachbarten Piinkt Q von kVF'ig. 5). 
Die Senkrechte, welche man in Q auf PQ errichtet, schneidet n im End- 
punkte L des in a fallenden Durchmessers von pz und die Mittelsenkrechte 
von PQ sehncidet n im Krümmungscentrum K. - Es  haben pz  und ke den 
unendlich klcinen Bogen P Q gemeinsnm. Legt man daber in  Q an ka die 
Tangente, welche t in Q* schneidet, und fallt man aus Q* auf PQ  die 
Senkrechte, so schncidct sic a in eincm Punkte,  welcher K zur Grcnzlage 
hat. - Bus diesen Ueberlegungen ergeben sich verschiedene Constructionen 
ftir L oder ftir E ,  welche in dieser und i n  den folgenden Nummern be- 
handelt werden sollen. 

Verbindet man P mit allen Punkten A ,  B, C, . . . von k2 und errichtet 
man in A ,  B ,  C, ... auf den Sehnen P A ,  PB, YC, ... die Senkrechten 
a ,  b,  c, . . . , so umhtillen diese Linien eine Curve dritter Classe c3 (mit un- 
endlich ferner Doppel- oder Wendetangente), welche n in L berührt. Es 
sind namlich a ,  b ,  c l  . . . (Fig. 6) aufzufassen als Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte zweier projectiven Reihen, namlich von A ,  B, Cl .. . 
auf ka und den Richtungen A',, B',, C',, ... der Strahlen a ,  b,  c, ... auf 
der Geraden g,.** 

Projicirt man A ,  B, C, . . . aus irgend einem Pnnkte O von kZ auf die 
Tangente t ,  so entsteht die mit den genannten Reihen projective Reihe A", 
B", C", ... Das Erzeiigniss der beiden projectiven geraden Reihen A', Br, 
C', .. . anf g, und A", R", C", ... auf t ist  eine P a r a b e l ,  welche von 
den Strahlen A'A", B'B", . . . umhüllt wird. Diese Parabel und die Curve 
c3 berühren dio Normale n in  demselben Punkte L. - Lasst man O jede 

* Ueber die Construction von X mit Hilfe von AS vergl. C r a n z ,  Theorie der 
Krümmung von Curven und FlOchen zweiter Ordnung. Stuttgart, 1886. 

** Vergl. S c h r  oe t  e r ,  Ueber die Erzeugnisae krummer projectivischer Gebilde. 
Cre l l e ' s  Journal Bd. 64. 

1 + 
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4 Ueber die Osculationskreise bei Kegelschnitten. 

Lage auf k2  annehmen, so werden die so entstehenden Parabeln stets t, 
ferner n in L berühren. Sie bilden somit eine specielle Schaar von Kegel- 
schnitten. 

Für irgend eine dieser Parabeln lasst sich, ohne Zuhilfenahrne der 
Curve dritter Classe c3, zeigen, dass sie n in L berührt. Zu diesem Zwecke 
ersetze man in E'ig. 5 resp. 6 den Punkt  Q durch seine Projection Q" (aus 
O auf t )  und zeige, dass die Senkrechte Qf'Q', die Normale lz in einem 
Punkte schneidet, dessen Grenzlage i n  L liegt, wenn Q nach P rückt. 

E s  scien nun P mit t und n und drei weitere Punkte A ,  B, O von k2 
bekannt, man construire den Osculationskreis in  P (Big. 7). Zu diesem 
Zwecke schneide man t mit OA, OB in A", B" und fiille aus diesen Punkten 
beztiglich auf P A ,  PB die Senkrechten a ,  b, welche lz in A'", B"' schnei- 
den. Dann sind t ,  12,  a ,  b vier Sangenten einer Parabel,  welche n in L. 
berührt.. Ueshalb werden A", B", P (auf t )  und A'", B"', L (auf n) ahn- 
lichen Punktreihen angehoren und es wird die Strecke A'"BP" durch den 
Punkt L in -demselben Verhaltnisse getheilt, wie die Strecke A m B "  durch 
den Punkt  P. Die Verbiiidungslinie der Mitten der Strecken AVB"', B"B"' 
schneidet n in K. - Diese Construction ist unabhangig von der Art des 
Kegelschnittes k2 und von der Lage von P auf k2. 

F ü r  eine bestimmte Lage des Centrums O werden die Reihen A', B', .. . 
auf g, und A", B", ... auf t p e r s p e c t i v  (mit L als Centrum). Durch 
den Schriiltpunkt II von n. mit k2 ziehe man eine Parallele zu t ,  so 
schneidet sie k2 in diesem ausgezeichiieten Punkte O (Fig. 8). 

E s  sei weiterhin O als Endpunkt des Lhrchmessers PM von k2 gewahlt 
(Fig. 9). Alsdaun erhalt man diejenige Hilfsparabel der Schaar, welche die 
Tangente t ,  die Normale r. und die Parallelen a ,  b sus 0 ,  zu den Axen 
von ke, zu Tangenten hat. Der Durchmesser P M  ist die Directrix dieser 
Parabel. - 1st nun k2 selbst eine P a r a b e l ,  so liegen hierbei O und B 
unendlich fern. Die Tangenten t ,  n ,  a der Hilfsparabel bleiben erhalten, 
a wird zu ihrer Scheiteltangente und PA zu ihrer Axenrichtung. 

3. Nach Nr. 2 findet man den Krümmungsmittelpunkt E als den Be- 
rührungspunkt der Normalen lz mit einer weiteren Curve dritter Classe cl3, 
welche von den Mittelsenkrechten a,, b,, ... der Sehnen PA,  PB, ... um- 
hfillt wird. Die Sehnenmitten A,, BI, .. . (Pig. 6) erfüllen einen Kegel- 
schnitt k I 2  und es spielt die Curve c,3 für kIZ  dieselbe Rolle, a i e  oben 
(Nr. 2) c3 für k2. Die Systeme cS, k2, a ,  b, ... und cl" kIZ, a,, b,, ... 
sind ahnlich und iihnlich gelegen, mit P als Aehnlichkeitspunkt. 

Der Berührungspunkt von cl3 mit in ist  der Punkt  LI ftir k: und 
zugleich der Punkt  E für k2. E r  lasst sich mit Hilfe von unendlich vielen 
Parabeln construiren. Dierbei wird auf k12 ein Project,ionscentrum O, ge- 
wahlt, aus welchem die Punkte A, ,  B, , ... auf die Tangente t projicirt 
werden u. S. f., vergl. Nr. 2. - Speciell kann O, im Mittelpunkte M von 
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Von Dr. A .  WEILER. 5 
---------A---------- - - ------. 

k2, welcber Punkt  nothwendig auf k,' l iegt,  gewahlt werden. Man erhalt 
neuerdings Fig. 9, worin ka dnrch k: etc. zu ersetzen ist und wo a ,  b die 
Axen von ka sein werden. E s  folgt damit der bekannte Satz: t ,  n und die 
Axen von 7c2 sind vier Tangenten einer Parabel,  welche n in K berührt. - 
1st k2 eine P a r  a b  e l ,  so wird die Hilfsparabel t und .n zu Tangenten und 
die Axe a von k2 zur Scheiteltangente haben. 

4. Die Tangenten an k2 in den Punkten A ,  B, . . . mogen t beztiglich 
in A*, B*, . .. schneiden (S. Pig. 10). Fiillt man aus A*, B*,  . .. auf P A ,  
PB, . . . die Senkrechten a*,. b*, . . ., 80 nmhüllen letztere eine Parabel, 
welche nach Nr. 2 n in  2C bertihrt.* Sie ist mit der in voriger Nummor 
behandelten speciellen Parabel identisch, weil sie, wie leicht nachzuweisen, 
t ,  n und die Axen von k v e r ü h r t .  - Fig. 10 enthalt die Anwendung auf 
die Bestimmung von K, wobei von k2 die Punkte P, A ,  B mit ihren Tan- 
genten als bekannt vorausgesetzt sind. 

Diese Construction, welche auf alle Kegelschnitte in derselben Weise 
anwendbar ist , vereinfacht. sich wesentlich , wenn P in einen S c  h e i t e 1 von 
k2 fill t ,  Dann werden die Reihen A', B', ... auf g, und A*, B*, ... auf t 
p e r s p e c  t i v ,  weshalb sammtliche Strahlen a*, b*, .. . ~i, in K schneiden. 
Fig. 11 zeigt, wie man hiernach K für den Scheitel P eines Kegelschnitts 
findet, niimlich durch Benutzung des Punktes A mit  seiner Tangente BA*.  

Die in  dieser Nummer einzeln auftretende Hilfsparabel lasst sich leicht 
aus Fig. 9 herleiten. Werden daselbst in  A ,  B, C, . . . an ke die Tangenten 
gezogen, so liegen ihre Schnittpunkte A*, B*, C*, . . . mit t in den Mittel- 
punkten der Abschnitte PA", PB", ... ( 8  t e i n e r ,  Werke 1, Fussnote auf 
S. 66.) Fallt man weiter au8 A*, B*, ... auf P A ,  PB, ... die Senk- 
rechten, so wcrden sie die Normale a in den Mitten A'", , B"', , . . . der 
Strecken PA"', PB"', . . . schneiden. Die Reihen A*, B *, . . . auf t und A"',, 
B . . . auf sind ahnlich mit P auf t und E auf n als entsprechenden 
Punkten. 

N e c h s c  h r i f t .  Man wird bemerken, dess in Fig. 8 der Schnittpunkt 
von P A  mit Ar'A"'= a den Osculationskreis pa beschreibt. 

* Dieae Parabel wird von den Senkrechteq aus den Punkten der Tangente t, 
auf ihre Polareu bezüglich k2, umhüllt. Vergl. die Eigenschaft dieser Senkrech- 
ten, welche ich in dieser Zeitschrift, Bd. 28 S. 190-192 mitgetheilt habe 
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II. 

Ueber die Flachen zweiten Grades, welche ein gegebenes 
Tetraeder zum gemeinsamen Polartetraeder haben. 

Von 

K. XEISTER, 
h e r a u s g e g e b e n  von  

Dr. A. RASCHE 
in Esaen. 

(Bortaataung von Jahrg. XXXI, 8. 321.) 

8 1. 
1. Die Forderung, ein gegebenes Tetraeder zum Polartetraeder zu haben, 

ist  ftir eine Plache zweiten Grades, mag man sie als Punktgebilde oder als 
Erzeugniss von Ebenen anffassen, mit sechs linearen Bedingungen %qui- 
valent; denn die Flache muss je zwei Ecken des Tetraeders zu conjngirten 
Punkten, oder je zwei Ehcncn dcsselben zu conjugirten Ebenen haben. 
Demnach bilden alle Flachen zweiten Grades, welche ein Tetraeder A B C D  
zum gemeinsamen Polartetraeder haben, ein lineares System dritter Stufe, 
ein Gebtisch, welches in sich dual kt. Das System ist bestimmt durch 
vier seiner Fliichen, welche weder zu demselben Netze, noçh zu demselben 
Gewebe gehoren. (Vergl. R e y e ,  Geometrie der Lage, II. Abth. 28. Vortr.) 
Durch drei Punkte geht eine Flache des Systems, drei Ebenen werden von 
einer Flache desaelben berührt. Durch zwei Punkte geht ein Fl~chenbüschel, 
zwei Ebenen bestimrnen eine Flachenschaar. Durch einen Punkt  ist ein 
Fliichennetz, durch eine Ebene ein Flaeliengewebe festgelegLY 

Durch jede Gerade geht eine Fliiche des Gebüsches; denn drei belie- 
bige auf der Geiaden liegende Punkte bestimmen eine Fliiche; weil dieso 
aber mehr als zwei Punkte mit der Geraden gemein hat ,  muss sie dieselbe 
ganz enthalten; - oder drei beliebige durch die Gerade gehende Sangen- 
tialebenen bestimmen eine Flache; weil aber durch die Gerade mehr als 
zwei .Tangentialebenen gehen, so liegt sie ganz auf der Flxche. 

* In der vorliegenden Arbeit sind die wesentlichen Verhderungen und 
grosseren Zusatze des Herausgebers durch ein vorgesetztea Sternchen kenntlich 
gemaçht. 
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Ein Punkt und eine Ebene als Pol nnd Polarebene legen eine Flache 
fest; zwei conjugirte Punkte bestirnmen ein Netz und zwei conjugirte Ebenen 
ein Gewebe des Systems. 

2. D a  unser System die Eigenschaft ha t ,  in sich dual zu ~ e i n ,  so kann 
man sich fragen, ob auch umgekehrt jedes lineare System dritter Stufe von 
F l k h e n  zweiten Grades, welches in sich reciprok is t ,  ein gemeinsames 
Polartetraeder besitzt. 

+ Wir setzen voraus, dass die im System dritter Stufe enthaltenen 
Systeme niedrigerer Stufe nicht in sich dual sind. - Eine Fltichenschaar 
des Systems ha t  bekanntlich ein gemeinsames Polartetraeder, das wir mit 
A B  CD bezeichnen wollen. Zwei beliebige Fl5chen dieser Schaar bestimmen 
einen Büachel, der cbenfalls zum System gehiirt und das Tetraeder ABCD 
gleichfalls zum gemeinsamen Polartetraeder hat. Zwei beliebige Flachen 
dieses Büschels und zwei Flaühen der Schaar, welche mit dem ersteren 
nicht zu demselben JSetz oder Gewebe gehoren, constituiren das System 
drijter Stufe, und weil sie A B C D  zum gemeinsamen Polartetraeder 
haben, so ist letzteres auch ein gemeinsames Polartetraeder ftir alle Flachen 
des Systems. , D e m n a c h  h a t  j e d e s  i n  s i c b  d u a l e  l i n e a r e  S y s t e m  
d r i t t e r  S t u f e  v o n  P l k i c h e n  z w e i t e n  G r a d e s ,  i n  w e l c h e m  d i e  
S y s t e m e  n i e d e r e r  S t u f e  n i c h t  i n  s i c h  r e c i p r o k  s i n d ,  e i n  g e -  
m e i n s a m e s  P o l a r t e t r a e d e r . '  

Der Beweis des Satzes wird hinf'allig, wenn unsere Voraussetznng nicht 
erfüllt ist. 

Lineare Systeme dritter Stufe, in welchen die linearen Systeme nie- 
derer Stufe in  sich dual sind, werden z. B. gebildet von allen FlXchen 
zweiten Grades, welche durch zwoi windschiefe Geraden gehen, Oder welche 
zwei gemeinsame Pole und Polarebenen haben. Den Dualismus der im 
ersteren System vorhandenen Systeme niederer Stufe habe ich in  meiner 
Dissertation (1882) nachgewiesen. Ein gemeinsames Polartetraeder ist fur 
die Flachen dieses Systems nicht vorhanden, wie sich aus der ,Geometrie 
der LageU des Herrn R e y  e ,  II. Abth. S. 81, 2. Aufl., ergiebt. 

Wir betrachten kurz das zweite System, bezüglich dessen Flachen A 
und or, B und je Pol und Polarebene seien. Die Gerade AB werde von 
den Ebenen or und in A' bezw. in  Br getroffen; dann ist A' zu A ,  B' zu B 
beaüglich aller Flachen des Gebüsches conjugirt. Durch beide Punktepaare 
ist die ganze Involution conjugirter Punkte auf AB festgelegt, und sie ist 
allen Flachen des Systems gemeinsam; mithin gehen diese slimmtlich durch 
die reellen oder imaginaren Doppelpunkte der Involution auf AB. Weiterhin 
ist die Schnittlinie ( a p )  zu AB in Bezug auf alle Flachen des Gebüsches 
reciproke Polare; nenneii wir die Ebenen, welche sie mit A und B ver- 
binden, ar' und p', so sind let,ztere zu or und ,!3 bezw. conjugirt filr alle 
Flachen des Systems; die Involution conjugirter Ebenen um ( a p )  iut damit 
auch bestinimt, also auch die beideii Doppelebenen derselben, welche die 
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8 Ueber die Flachen zweiten Grades etc. 

gemeinsamen Berührungsebenen für alle Flachen sind; beide Involutionen 
sind perspectivisch, die Doppelpunkte der früheren sind die Berührungs- 
punkte der Doppelebenen beaüglich aller Flachen des Sysieme. (Vergl. 
S t u r m ,  Mathem. Annalen, Bd. 19 S. 461 Nr. 25.) 

Seien jetzt C und C' zwei beliebige Punkte mit der Bestirnmung, dass 
aie conjugirte seien; dadurch ist ein Netz des Gebüsches festgelegt. 

Die Ebene n', wclchc C mit (ci?) vcrbinJct, hat ihren Pol bezüglich 
jeder Flache dieses Netzes in  der durch C und A B  gelegten Ebene n ;  es 
sind also m' und n: zwei hinsichtlich des Netzes conjugirte Ebenen und 
daraus folgt,  dass dieses Netz zugleich eine Schaarschaar jst. 

Lassen wir Cg mit C zusarnmenfallen, so gehen alle E'lachen des Netzes 
durch denselben Punkt  C;  wir haben hierin einen Specialfall des betrachteten. 

Geben wir noch ein eweites Paar conjugirter Punkte B und U', so 
wird dadurch ein Büschel des Gehüsches festgelegt; mir finden genau so 
wie vorhin, dass derselbe auch gleichzeitig eine Schaar ist. 

Die Flachen dieses zweiten speciellen Gebiisches haben kein gemein- 
sames Polartetraeder ; denn ware ein solches vorhanden , so müssten die 
gemeinsamen reciproken Polaren A R  und (US) zwei von den windschiefen 
Kanten desselben sein. Nun giebt es aber zu keinem Punkte auf ( a p )  einen 
Punkt  auf dicser Geraden, welchcr zu ihm hinsichtlich aller F l k h e n  des 
Gebrisches conjugirt i s t ;  folglich giebt es auch kein gemeinsames Polar- 
tetraeder. 

9 2. 
3. I n  jedem Fliichenbiischel imseres Systems hefinden sich vier Regel 

zweiten Grades, welche die vier Ecken des gemeinsamen Polartetraeders zu 
Mittelpunkten haben. (Vergl. R e y e ,  II. Abth. S. 150.) M i t h i n  l i e g e n  
d i e  S c h e i t e l  a l l e r  K e g e l  d e s  S y s t e m s  i n  d e n  v i e r  E c k e n  d e s  
g e m e i n s a m e n  P o l a r t e t r a e d e r s  ABCD.  Betraohten wir diejenigen 
Kegel des Gebtisches, deren Mittelpunkte in  der Ecke A liegen, so haben 
diese offenbar dm Dreikant,  welches von den durch A gehenden Tetraeder- 
kanten gebildet wird, zum gemeinsamen Poldreikant. 

Ferner hefinden sich in jeder Pliichenschaar unseres Systems vier zu 
Kegelschnitten ausgeartete Flachen, deren Ebenen die vier Ehenen des ge- 
meinsamenPolartetraeders sind. A l s o  g i e b t  e s  i m  S y s t e m  u n e n d l i c h  
v i e l e  K e g e l s c h n i t t e ,  u n d  d e r e n  E b e n e n  s i n d  d i e  v i e r  E b e n e n  
d e s  g e m e i n s a m e n  P o l a r t e t r a e d e r s  ABCD.  Die Kegelschnitte in  der 
Ebene BCD haben offcnbar dos Drcicck BCD m m  gemeinsamen Polar- 
dreieck, sie liegen also perspectivisch mit dem System aller Kegel, welche 
die gegentiberliegcnde Ecke A zum gemeinsamen Scheitel haben. Letztores 
erhalten wir daher durch Projection des ebenen Systems. Das System der 
Kegelschnitte is t  - planimetrisch - aber sowohl ein Retz als eine Schaar- 
schaar. (Siehe 1. Theil 8 1 Nr. 1.) 
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Die in demselben befindlichen Geradenpaare und doppelten Gernden 
werden projicirt durch Ebenenpaare und Doppelebcncn (die drei durch A 
gehendeu Tetraederebenen) ; ferner die Punktepaare und doppelten Punkte 
des ebenen Systems durch Goradcilpaare und doppelte Geraden (die droi 
durch A gehenden Tetraederkanten). 

E s  g i e b t  a l s o  i n  u n s e r e m  G e b l i s c h  v i e r  S y s t e n i e  z w e i t e r  
S t u f e  v o n  K e g e l s c h n i t t e n ,  d e r e n  j e d e s  i n  e i n e r  d e r  v i e r  T e -  
t r a e d e r e b e n e n  s i c h  b e f i n d e t  u n d  d a s  d u r c h  d i e  i n  d e r  b e t r e f -  
f e n d e n  E b e n e  l i e g e n d e n  d r e i  T e t r a e d e r k a n t e n  g e b i l d e t e  D r e i -  
e c k  z u m  g e m e i n s a m e n  P o l a r d r e i e c k  h a t .  Jedes dieser vier Systeme 
kann sowohl als ein Kegelsehnittnetz, wie auch als eine Kegelschnittschaar- 
schaar aufgefasst werden; es enthalt einfach unendlich viele Geradenpaare 
und drei doppelte Geraden, einfach unendlich viele Punktepaare und drei 
doppelte Punkte. F e r u e r  g i e b t  e s  i n  d e m  G e b i i s c h s  v i e r  N e t z e  
v o n  K e g e l n  z w e i t e n  G r a d e s ,  d e r e n  j e d e s  a u s  s o l c h e n  K e g e l n  
b e s t e h t ,  w e l c h e  e i n e  E c k e  d o s  P o l a r t c t r a e d c r s  z u m  g e m e i n -  
s a m e n  S c h e i t e l  u n d  d a s  d u r c h  d i e  i n  d i e s e r  E c k e  z u s a m m e n -  
s t o s s e n d e n  T e t r a e d e r k a n t e n  g e b i l d e t e  U r e i k a n t  z u m  g e m e i n -  
s a m e n  P o l a r d r e i  k a n t  h a b e n .  Jedes dieser vier Systeme ist soaohl ein 
Kegeluetz als eine Kegelschaarschaar; es enthalt einfach unendlich viele Ebz- 
nenpaare und drei Doppelebenen, einfach iinendlich viele Geradenpaare und 
drei doppelte Geraden. Inwiefern ein Geradenpaar als Ausartung eines 
Kegels oder allgemeiner einer Flache zweiten Grades aufzufassen ist,  kann 
leicht angegeben werden. Die Bertihrungsebenen der Blache erzeugen niim- 
lich den doppelten.Eberienbünde1 nrn den Schnittpunkt des Geradenpeares, 
die Punkte der Flache das doppelte Feld der Ebene des Paares, und der 
quadratieche Complex der Tangenten der Flache zerfallt in  die beiden 
linearen Complexc der Geraden, welche die eine oder andere Gerade des 
Paares treffen. 

Mit BerIlcksichtigung von Nr. 1 in 5 1 des 1. Theiles ergiebt sich ferner 
der Satz: J e d e  d e r  s e c h s  T e t r a e d e r k a n t e n  i s t  d i e  g e m e i n s a m e  
A x e  v o n  u n e n d l i c h  v i e l e n  E b e n e n p a a r e n  d e s  G e b ü s c h e s ,  w e l c h e  
e i n e  I n v o l u t i o n  b i l d e n ,  d e r e n  D o p p e l e l e m e n t e  d i e  b e i d e n  d u r c h  
d i e  K a n t e  g e h e n d e n  T e t r a e d e r e b e n e n  s i n d ;  die vier Tetraederebenen 
bildon also vier Doppelebenen des Gebüsches. Ebenso: I n  jeder Tetraeder- 
ebene ist jede Tetraederecke der gemeinschaftliche Mittelpunkt von unend- 
lich vielen Geradenpaaren des Gebtisches, welche eine Involution bilden, 
deren Doppelstrehlen die in  der Ecke zusammenstossenden Tetraederkanten 
siud. Die sechs Tetraederkanten sind also sechs doppelte Geraden des Ge- 
büsches. Dualistisch zum crsteren Satze: 

J e d e  d e r  s e c h s  T e t r a e d e r k a n t e n  i s t  d e r  T r i i g e r  v o n  u n e n d -  
l i c h  v i e l e n  P u n k t e p a a r e n  d e s  S y t i t e m s ,  w e l c h e  e i n e  I n v o l u t i o n  
b i l d e n ,  d e r e n  D o p p e l e l e m e n t e  d i e  b e i d e n  a u f  d e r  T e t r a e d e r -  
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k a n t e  l i e g e n d e n  E c k e n  s i n d .  Lctztere sind also vier Doppelpunkte 
des Systems. 

4. In  cincm allgemcinen Gebüsch von FlLchcn zweiter Ordnung liegen 
die Mittelpunkte aller Kegelfiiichen auf einer Flache vierter Ordnung K 4 ,  der 
Kernfzche des Gebiîsches. (Vcrgl. R c y e ,  II. Abth. S. 237.) Diese ist in 
unserem Falle ausgeartet in die vier Ebenen des Polartetraeders. Denn 
wenn auch im Allgemeinen jeder Kegel seinen Mittelpunkt in einer der vier 
Tetraederecken h a t ,  so gilt dieses doch nicht für die vier Doppelebenen, da 
jeder Punkt  einer solchen als ihr Mittelpunkt angesehen werden kann. Dua- 
listisch finden wir, dass die Flache vierter Classe, welche von den Ebenen 
aller Kegelschnitte eines linearen Fliichengewebes dritter Stufe eiugehüllt 
v i r d ,  in unserem Palle aus den vier Tetraederecken besteht. 

5. Zwei Kegel, deren Mittelpunkte in zwei verschiedenen Ecken des Polar- 
tetraeders liegen, schneiden sich in einer Raumcurve R 4  vierter Ordnung, 
der Grundcurve eines Fl%chenbüschels des Systems. Aus den beiden anderen 
Ecken des Tetracdcrs wird die Raumcurve durch zwei Kcgel projicirt, welche 
ebenfalls dem Büschel angehoren. (Vergl. R e y e ,  II. Abth. S. 150.) Da 
jede Ecke des Tetraeders Mittelpunkt von doppelt unendlich vielen Kegeln 
des Systems ist,  s o  g i e b t  e s  v i e r f a c h  u n e n d l i c h  v i e l e  R a u m c u r -  
v e n  R4 u n d  f o l g l i c h  e b e n s o  v i e l e  F l a c h e n b t i o c h e l  i n  u n v e r e m  
S y s t e m .  

Wenn die beiden Kegel, welche einen Fliichentiüschel constituiren , zwei 
gemeinsame Tangentialebenen haben, so zerfillt die Raumcurve des Büschels 
in  zwei Kegelschnitte. Denn jede der beiden Tangentialebenen hat  mit den 
beiden Kegeln einen gemeinsamen l3erühriingspunkt, den Schnittpuilkt der 
beiden Berührungskanten. Legt man nun durch die beiden gemeinsamen 
Rerührungspunkte und einen weiteren gemcinsamcn Punkt  beider Kegel die 
Ebene, so haben die beiden ausgeschnittenen Kegelschnitte diese drei Puukte 
gemeinsem, ausaerdem aber in  den beiden ersten die Tangenten, eind daher 
identisch. Die Raumcurve zerfallt daher in diesen und folglich noch in 
einen zweiten Kegelsçhnitt. Der Flichenbüsühel enthllt  in  diesem Palle ein 
Ebenenpaar, das Paar  der beiden Kegelschnittebenen. Wir  erhalten daher 
solche Raumcurven , weun wir die Involution der Ebenenpaare , welche eine 
Tetraederkante xur gemeinsamen Axe haben, mit dem Kegelnetze, welches 
eine der beiden auf der Gegenkante liegenden Tetraederecken zum gemein- 
samen Mittelpunkt hat ,  schneiden. E s  g i e b t  m i t h i n  s o l c h e r  i n  K e g e l -  
s c h n i t t e  x e r f a l l e n d e r  R a u m c u r v e n  R 4  d r e i f a c h  u n e n d l i c h  v i e l e .  
Da jedes Ebenenpaar von den beiden durch seine Schnittlinie gehenden Te- 
traederebenen harmonisch getreunt wird , so gewinnen wir den Satz : 

S c h n e i d e n  s i c h  z w e i  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  i n  z w e i  K e g e l -  
s c h n i t t e n ,  s o  s i n d  d i e  E b e n e n  d e r  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e  h a r -  
m o n i s c h  z i i  d e n  E b e n e n ,  w e l c h e  i h r e  S c h n i t t l i n i e  m i t  d e n  
S c h e i t e l n  d e r  b e i d e u  K e g e l  v e r b i n d e n .  
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Wenn ein Ebenenpaar zu einer doppelten Ebene wird, also die beiden 

Ebenen mit einer Tetraederebene zusammenfa,llen, und wir schneiden es 
dann mit cinem Kegcl, so besteht die Schnittcurvc aus cincm doppelten 
Kegelschnitt, einem Kegelschnitt des Systems, langs dessen sich also die 
Flachen des betreffenden Büschels berühren. 

6. Zwei Kegel mit gemeinsamem Scheitel schneiden sich in vier Kanten; 
sie constituiren eincn Kegelbüschel. Die Grundcurve eines solchen Büschels 
besteht also aus vier Geraden dnrch eine Tetraederecke. Der  Büschel ent- 
steht durch Projection eines in  der gegenüberliegenden Tetraederebene be-  
findlichen und zum System gehoreuden Kegelschnittbüschels. Daraus folgt, 
dass die vier Geraden der Grundcurve paarweise auf sechs Ebenen mit je 
einer durch den gemeinsamen Scheitel gehenden 'ïetraederkante liegen und 
dass durch jeden Strahl durch eine Tetraederecke ein solcher BIischel be- 
stimmt ist (vergl. 1. Theil, 5 l Nr. 2) ,  sowie d a s s  e s  d e r e n  d o p p e l t  
u n e n d l i c h  v i e l e  g i e b t .  

Wahlen wir statt  zweier Kegel zwei Ebenenpaare, deren Axen zwei 
Gegenkanten des Tetraeders sind, zu Constituenten eines Btischels, so be- 
steht dessen Grundcurve aus den Seiten eines windschiefen Vierecks, von 
dem auf jeder der beiden Gegenkanten zwei Eckpunkte liegen, welche durch 
die ebenfalls darauf liegenden Tetraederecken harmonisch getrennt sind (sie 
bilden also Punktepaare des Systems). 

Da jede Kante des Tetraeders die Axe von einfach unendlich vielen 
Ebenenpaaren des Systems ist,  s o  g i e b t  e s  s o l c h e r  R a u m c u r v e n  d o p -  
p e l t  u n e n d l i c h  v i e l e .  

Jede Gerade, welche zwei Gegrnkmten des Tetraeders trifft, bestimmt 
die Raumcurve; denn die Gerade liisst sich mit jeder der beiden Gegenkan- 
ten durch eine Rbene verbinden; diese beiden Ebenen aber gehoren zu zwei 
Ebenenpaaren, die sich in  einem windschiefen Viereck schneiden, dessen 
eine Seite die erste Gerade ist. W i i h r e n d  a l s o  i m  A l l g e m e i n e n  
d u r c h  j e d e  G e r a d e  i m  R a u m e  n u r  e i n e  e i n z i g e  F l a c h e  d e s  S y -  
s t e m s  h i n d u r c h g e h t ,  s i n d  h i e r v o n  d i e j e n i g e n  G e r a d e n  a u s -  
g e n o m m e n ,  w e l c h e  z w e i  G e g e n k a n t e n  d e s  T e t r a e d e r s  t r e f f e n ,  
i n d e m  d u r c h  j e d e  s o l c h e  G e r a d e  e i n  g a n z e r  F l a c h e n b ü s c h e l  
g e h t .  D a s s e l b e  g i l t  f t i r  G e r a d e ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e  T e t r a e d e r -  
e c k e  g e h e n .  

Wir  unterlassen die Angabe der dualen Resultate, weil die Ableitung 
derselben aus dem Vorhergehenden nicht schwierig ist. 

7. Herr  S c h r o  e t e r  hat  in  seiner ,,Tlieorie der Oberflachen zweiter 
Ordnungu S. 699 auf die Analogie hingewiesen, die zwischen einem Flacben- 
btischel dieser Art und einem Büschel von einander doppelt bertihrenden 
Kegelschnitten besteht, indem beide auch als S c b a r e n  aufgefasst werdcn 
konnen. Diese Aualogie wird noch vollstandiger durch den Umstand, dass 
jeder dieser Uiiùchel nicht nur ein, sondern unendlich viele gemeinsame 
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Polardreiecke, beziehlich Polartetraeder hat. F ü r  den ebenen Büschel ist 
dies bekannt, für den Flichenbtischel lasst es sich leicht beweisen. Seien 
E ,  F, G, H die vier Ecken des windschiefen Vierseits, durch welches die 
Flachen des Büschels gehen, E G  und FH die Diagorialen desselberi, also 
die Axen der beiden Ebenenpaare des Büschels; wahlen wir dann auf E G  
und FH je ein durch El G beziehlich 3, H harmonisch getrenntes Punkte- 
paar JI K und LI  MI so sind J, K, L ,  M die vier Ecken eines dem Bti- 
schel angehorenden gemeinsamen Polartetraeders. Denn zunachst sind, wie 
leicht einziisehen ist , E G  und FH reciproke Polaren bezüglich aller Flachen 
des Büschels. Die Polarebene des Punktes J bezüglich irgend einer Fiache 
geht dahcr durch F E ,  andererscits durch E ,  ist also die Ebene L M K .  
Demnach ist das T e t r a e d ~ r  L M J E  so beschaffen, dass die Ecken und 
Gegenebcnen Pole und Polarebenen des Büschels s ind,  d. h . ,  es ist  ein 
gemeinsames Polartetraeder. W i r  f i n d e n ,  d a s s  d e r  B t i s c h e l  d o p p e l t  
u n e n d l i c h  v i e l e  g e m e i n s a m e  P o l a r t e t r a e d e r  h a t .  Unter diesen 
Tetraedern kommt aber das aus den vier Ecken der Grundcurve gebildete 
Tetraeder nicht vor. 

* Demnach mürde die zutreffende Stelle auf S. 699 in  dem Werke des 
Herrn S c h r o e  t e r  in der Fassung zu geben sein: 

,,Die Flachen haben doppelt unendlich viele Polartetraeder und eins 
von der beeonderen Ar t ,  wie es S. 145 beschrieben ist.' 

9 3. 
8. An dieser Stelle m6ge eine Untersuchung Platz finden, deren Inhalt 

ich der Gtite meines hochverehrten Lehrers, des Herrn R. S t i i r m ,  ver- 
danke, niimlich die Untersiichung über die Charakteristiken des vorliegenden 
Gebüsches. 

Durch die drei Pundamentalbedingungen: 1. durch einen gegebenen 
Punkt  zu gehen, p ;  2. oine gegebene Gerade zu berühren, v ;  3. eine ge- 
gebene Ebene zu berühren, p (vergl. S c h u b e r t ,  Kalkül der abzahlenden 
Geometrie), scheiden wir sus dem Gcbüsche 1. ein Netz, 2. ein noch ge- 
nauer zu untersuchendes System zweiter Stufe, 3. eine Schaarschaar aus. 

Nehmen wir je zwei von jenen drei Bedingungon, so sondern wir 
Systeme von einfach unendlicher Mannichfaltigkeit ab;  wir haben die sechs 
Ftille : p3, vZ ,  $, p v ,  v e , p p. führt xn einem Rüschel, zu einer 
Schaar. Die Charakteristiken derselben, d. h. die Zahlen der Flachen, 
welche jene droi Fundamentalbedingungen erfüllen , sind bekannt. F ü r  den 
Büschel ist p8 = 1, CcZv = 2, p2 Q - 3 ; für die Schaar ist p $= 3, v = 2, 
p3 = 1. v v t i h r t  zu einem in sich dualen System unseres Gebüsches, zu 
dem aller Flachen , welche zmei gegebene Gerade berühren., Untersuchen 
wir dessen Charakteristiken oder statt  dessen die Ausartungszahlen <p, X ,  i, 
von Kegelschnitt, Kegel und Ebenenpunktpaar des Systems. Was die letz- 
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tere Ausartung anbetrifft, so müssen wir jedes unserer Ebenenpaare aus 
dem Gebüsche, welches eine Tetraederkante zur Doppellinie hat,  mit einem 
Punktepaare, das dieselbe Kante zur Axe hat ,  combiniren, um eine Flache 
y, au erhalten. Wir  haben demnach im Gebüsch sechs Systeme von doppelt 
unendlich vielen Flachen q ~ .  

I n  jedem der vier Systeme von Kegeln des Gebüsches, welche je das 
betreffende Dreikant zu& Polardreikant haben, giebt es einen, der von den 
beiden gegebenen Geraden beriihrt wird, d. h. durch deren Spuren in der 
Tctracdcrcbene geht (vergl. 5 2 Nr. 1) ; also x = 4. (Es bedeutet nach S c h u  - 
b e r  t ,  S. 102, r sowohl einen Kegel des Systems, als auch die Zahl der 
Kegel in  einem einfach unendlichen System.) Ebenso ist (p = 4; dagegen 
ist = 0 ,  da die Doppellinie keiner der Fkchen T) von einer der beiden 
Geraden getroffen wird. Nun bestehen (nach S c h u b e r t ,  S. 103) die zwei 
Bexiehungsgleichungen : 

i*=@.v+x+2. . i i i ) ,  
e = - h ( ' ~ + 3 . ~ + 2 . ~ ) ,  
v =  f ( 2 . ' ~ + 2 . ~ + 4 . ~ ) ;  

also ist in unserem Falle = Q = v = 4. F ü r  die Flachun unseres Gebüsches 
ist mithin v 2 p = ~ 2 e = v 2 = 4 ,  d. h.:  

,,Je vier Fliichen des Gebüsches berühren drei gegebene Gerade, oder 
berühren zwei gegebene Gerade und gehen durch einen gcgcbenen Punkt, 
oder berühren zwei gegebene Geraden und eine gegebene Ebenau  

I n  sich dual ist auch das einfach unendliche System p e  des Gebüsches. 
Da der gegebene Punkt im Allgemeinen in keiner der Tetraederebenen 

liegt, so ist v = 0; und da die gegebene Ebene durch keine Tetraederecke 
geht, so ist  x =O. Jener bestimmt bei jeder Tetraederkante das Ebenen- 
paar, diese das zugehorige Punktepaar; also ist 9 = 6 ;  mithin ergiebt sich 
nach den vorstehenden Gleichungen p = 3, e = 3 ,  v = 6. Ftir unser Ge- 
biisch ist also @ = 3 = @ (wie schon bekannt) und p v 9 = 6,  d. h. : 

E s  giebt im Gebüsche sechs Flachen, welche durch einen gegebenen 
Punkt gehen, eino gcgcbene Gerade und eino gegebene Ebene bertihren. 

Wir betrachten endlich das System y v  des Gebüsches. Da der ge- 
gebene Punkt in  keiner der Tetraederebenen liegt, so ist 9 = O ;  in  jedem 
der vier Kegclnetze giebt es zwei Kegel, welche durch den gegebenen Punkt  

gehen und die gegebene Gerade berühren; also X =  8. Da die gegebene 
Gerade keine der sechs 'i'etraederkanten trifft ,  so ist  1L> = O. Mithin folgt 
nach den obigen Gleichungen: 

p = 2 ,  ~ = 6 ,  v = = 4 .  
Für unser Gebüsch ergiebt sich demnach: 

p%=2;  p v ~ = 6 ,  pva=4.  
Dualistisch erhalten wir.  

$ v = 2 ,  p v e = 6 ,  v P P = 4 -  
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Die dreifachen Charakteristikeu des vorliegenden Gebüsches sind also: 
p 3 = C > 3 = 1 ,  v 2 = 4 ,  

,UZv= g 2 u  = 2 ;  
,UZ8 " [ l Q 2  = 3;  
p v 2  = , v2=  4; 

= 6. 
W i r  haben somit die Resultate gewonnen: 
,,Von d e n  E ' l a c h c n  u n s e r c s  S y s t c m s :  

1. g e h t  e i n e  F l i c h e  d u r c h  d r e i  g e g e b e n e  P u n k t e ;  
2. b e r ü h r t  e i n e  F l a c h e  d r e i  g e g e b e n e  E b e n e n ;  
3. b e r ü h r e n  v i e r  F l a c h e n  d r e i  g e g e b e n e  G e r a d e n ;  
4. g e h e n  z w e i  P l ë c h e n  d u r c h  z w e i  g e g e b e n e  P u n k t e  u n d  

b e r ü h r e n  e i n e  g e g e b e n e  G e r a d e ;  
5. b e r ü h r e n  z w e i  F l a c h e n  z w e i  g e g k b e n e  E b e n e n  u n d  e i n e  

g e g e b e n e  G e r a d e ;  
6. g e h e n  d r e i  F l a c h e n  d u r c h  z w e i  g e g e b e n e  P u n k t e  u n d  

b e r ü h r e n  e i n e  g e g e b e n e  E b e n e ;  
7. g e h e n  d r e i  F l i i c h e n  d u r c h  e i n e n  g e g e b e n e n  P u n k t  u n d  

b e r ü h r e n  z w e i  g e g e b e n e  E b e n e n ;  
8. g e h e n  v i e r  F l i i c h e n  d u r c h  e i n e n  P u n k t  u n d  h e r ü h r e n  

z w e i  g e g e b e n e  G e r a d e n ;  
9. b e r ü h r e n  v i e r  F l a c h e n  e i n e  g e g e b e n e  E b e n e  u n d  z w e i  

g e g e b e n e  G e r a d e n ;  
10. g e h e n  s e c h s  F l a c h e u  d u r c h  e i n e n  g e g e b e n e n  P u n k t ,  

b e r ü h r e n  e i n e  g e g e b e n e  G e r a d e  u n d  e i n e  g e g e b e n e  
Ebene . '  

Als die Charakteristiken des im Eingange erwahnten in sich dualen 
Systems der Flacheu des Gebüsches, welche eine gegebene Gerade berühren, 
haben sich ergeben: 

g = 2 ,  v P = 4 ,  , U v = p v = 4 ,  p e = 6 .  

0 4. 
9. Die durch einen beliebigen Punkt  Pl des Raumes gehenden doppelt 

unendlich vielen Flachen des Systems bilden ein Flachennetz, d. h. sie gehen 
noch diiroh sieben andere Punkte Pz, P,, Pd, . . . , G, welche mit P, die acht 
Grundpunkte des Nelzes sind. Weil nun die Punkte in dreifach unendlicher 
Manuichfaltigkeit im Raume auftreten, so folgt ,  d a s s  e s  d r e i f a c h  u n -  
e u d l i c h  v i e l e  P l a c h e n n e t z e  i n  u n s e r e m  G e b i i s c h e  g i e b t .  

Durch einen Grundpunkt sind die sieben anderen vollstandig bestimmt. 
Ueber die gegenseitige Lage der acht Grundpunkte eines Fliichennetzes in 
nnserem Gebüsche gelten folgende Satxe : 

, A u f  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  e i n e s  G r u n d p u n k t e s  m i t  e i n e r  
T e t i , n e d e r e c k e  l i e g t  n o c h  e i n  z w e i t e r  G r u n d p u n k t . "  
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, I n  d e r  V e r b i n d u n g s e b e n e  e i n e s  G r u n d p u n k t e s  m i t  e i n e r  
T e t r a e d e r k a n t e  l i e g e n  n o c h  d r e i  a n d e r e  G r ~ n d p u n k t e . ~  

Verbinden wir niimlich den Griindpunkt Pl mit der Ecke A und nennen 
A' den Schnittpunkt von Pl A mit der Tetraederebene l3 CD, so sind A und 
A' zwei conjugirte Punkte bezüglich aller Flichen des Systems und folçlich 
auch des N e t z ~ s .  Da nun sammtliche Flachen des Netzes durch PL gehen, 
so gehen sie auch durch den zu P,  beziiglich A und A' harmonischen Punkt  
P z ,  welcher also einer der acht Grundpunkte des Netzes sein muss. 

Zum Beweise des zweiten Satzes legen wir die Ebene durch P, und 
die Kante A B  des Tetraeders. Ihr  Schnitt mit der zu AB windschiefen 
Kante CD sei E. Nach deni Vorhergehenden licgt auf A P ,  noch ein 
Grundpunkt P, ,  der von P, durch die Schnitte von AP ,  mit AB und B E  
harmonisch getrennt ist;  ebenso liegt auf BP, noch ein Grundpunkt PSI 
welcher von P, durch die Schnitte von B Pl mit A B  und A E  harmonisch 
getrennt ist. Ausserdem ist aber auch der Schnittpunkt P, von Bf, und 
A P ,  einer der acht Grundpunkte, weil e r  von P, durch die Schnitte von 
BP, mit AE und A B ,  von P, durch die Schnitte von A P ,  mit AB und 
B E  harmonisch getrennt wird. 

Also liegen vier Grundpunkte Pl, Pz, P,, P, in einer Ebene durch die 
Kante A B ,  die vier ilbrigcn P6 , Psi P,, Pg liegen daher i n  einer zweiten 
Ebene durch A B ,  welche mit der ersteren ein zum Netz gehoriges Ebenen- 
p a r  bildet. Dareus folgt,  ù a s s  j e d e s  N e t z  u n s e r e s  S y s t e m s  s e c h s  
E b e n e n p a a r e  b e s i t z t ,  d e r e n  A x e n  d i e  s c c h s  T e t r a e d e r k a n -  
t e n  s i n d .  

10. Retraehten wir zwei von diesen Ebcnenpaaren, deren Axen sich 
schneiden, so constituiren diese einen Kegelbilschel, dessen Grundkanten die 
vier Sçhnittlinien der beiden Ebenenpaare sind. Durch dieselben geht auch 
das dritte Ebenenpaar des Rüschels, dessen Axe die Doppellinien der beiden 
ersten schneidet. Zwei Ebenenpaare dagegen, deren Axen sich nicht schnei- 
den, also Gcgenkanten des Tetraeders sind, constituiren einen Büschel von 
Flachen durch ein windschiefes Vierseit. 

J e d e s  N e t z  n n s e r e s  G e b ü s c h e s  e n t h i l t  a l s o  v i e r  B ü s c h e l  
v o n  K e g e l n ,  w e l c h e  j e  e i n e  T e t r a e d e r e c k e  z u m  g e m e i n s a m e n  
M i t t e l p u n k t  h a b e n ,  u n d  d r e i  F l S c h e n b i i s c h e l  d u r c h  w i n d s c h i e f e  
V i e r s e i t e .  

Die Grundkanten eines jeden Kegelbtischels sind die Verbindungslinien 
des gemeinsamen Soheitels mit vier associirten Punkten (vergl. 1. Sheil) i n  
der Gegenebene. 

Ferner die Kegelspitzencurve C6 sechster Ordnung eines allgerneinen 
Netzes (vergl. Roy c l  II. Abth. S. 232) degenerirt im vorliegcnden Falle in  
die sechs Kanten des Tetraeders. 

I)iialistisch: Die eine beliebige Ebene berilhrenden Flichen des Systema 
bilden ein Flachengewebe (Schaarschaar), d. h. sie bertihren noch sieben 
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andere Ebenen, welche mit der ersten die aclit Grundebenen des Cewebes 
sind. Durch eine Grundebene sind die sieben anderen bestinimt. 

D u r c h  d i e  S c h n i t t l i n i e  e i n e r  G r u n d e b e n e  m i t  e i n e r  T e t r a -  
e d e r e b e n e  g e h t  n o c h  e i n e  z w e i t e .  

D u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  e i n e r  G r u n d e b e n e  m i t  e i n e r  T e -  
t r a e d e r k a n t e  g e h e n  n o c h  d r e i  a n d e r e  G r u n d e b e n e n .  

Die vier übrigen schneiden sich in einem Punkte derselben Rante, der 
mit dem ersten ein Punktepaar des Gewebes bildet. 

J e d e s  G e w e b e  d e s  f i y s t e m s  e n t h i i l t  s ech8  P u n k t c p a i ù r e ,  
d e r e n  T r z g e r  d i e  s e c h s  T e t r a e d e r k a n t e n  s i n d ;  f e r n e r  v i e r  K e g e l -  
s c h n i t t s  c h a e r e n  i n  d e n  v i e r  T e t r i ù e d e r e b e n e n  u n d  d r e i  F l B c h e n -  
s c h a n r e n  d u r c h  m i n d s c h i e f e  V i e r s e i t e .  

Die Grundtmgenten eines jeden dieser Kegelscliaaren sind vier asso- 
ciirte Geraden des Kegelschnittnetzes in der Tetraederebene. 

11. Da, zwei Gegenkanten des Polartetraeders reciproke Yolaren bezüg- 
lich aller Plëchen des Systems sind, so ist jeder Punkt der einen Kante 
zu jedem Yunkte der andern Kante çonjugirt. Hieraus folgt: 

Z i e h t  m a n  d u r c h  e i n e n  d e r  a c h t  G r u n d p u n k t e  e i n e s N e t z e s  
e i n e  G e r a d e ,  w e l c h e  z w e i  G e g e n k a n t e n  d e s  T e t r a e d e r s  t r i f f t ,  
s o  l i e g t  a u £  d e r s e l b e n  n o c h  e i n  z w e i t e r  G r u n d p u n k t .  

Denn die beiden Punkte ,  in welclien die Gerade die Gegerikanten trifft, 
sind conjugirt beziiglich aller Flgchen des Systeins. Allc Flachen also,  
welche durch den gewablten Grundpunkt gehen, d. h. alle FlLchen des 
Netzes, enthalten aueh denjenigen Punkt  , der zu dem Grundpunkte har- 
monisch ist bezüglich der beiden conjugirten Punkte. 

Dualistisch: S e h u e i d e t  m a n  e i i i c  d e r  a c h t  G r u n d e b e n e n  e i n e s  
G e w e b e s  i n  u n s e r e m  S y s t e m  m i t  z w e i  G e g e n k a n t e n  d e s  T e t r a -  
e d e r s ,  s o  g e h t  d u r c h  d i e  V e r h i n d u n g s l i n i e  d e r  b e i d e n  S c h n i t t -  
p u n k t e  n o c h  e i n e  z w e i t e  G r u a d e b e n e .  

§ 5- 
12. Die acht Grundpunkte eines Flachennetzes mollen ~ i r  a s  s O c i i r  t e  

P u n k t e ,  die acht Grundebenen eines Gewebes a s s o c i i r t e  E b e n e n  nennen. 
(Vergl. R e  y e ,  II. Abth. S. 236.) Setzen wir das PolarteCraeder als reell 
voraus, so geht au3 den Batzen von 5 4 hervor, dass aüht associirte Punkte, 
resp. acht associirte Ebenen entweder siimmtlich reell ,  oder sammtlich ima- 
gingr sind. 

J e  zwei associirte Punkte Iiegen entweder a i ~ f  einer Geraden durch eine 
Tetraederecke und zwar barmonisch zu dieser Ecka und dem Schniltpunkte 
der Geraden mit der Gegenebene, oder auf einer Geraden, welche zwei 
Gegenkanten des Tetraeders trifft, und zwar harmnnisch zu den beiden 
Schnittpunkten. 
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Es  ist nicht uninteressant, das Verhalten einer Gruppe von acht asso- 
ciirten Punkten noch weiter zu untersuchen. 

Durch einen Punkt  Pl ist  ein Netz unseres Gebüsches und dadurch die 
zu P, associirten sieben Punkte P,, P3, P,, . . ., Pn festgelegt. Es fragt 
sich, ob man,  von einem dieser sieben anderen Punkte ausgehend, zu der 
niimlichen Punktgruppe gelangt. Das durch P, bestimmte Netz enthtilt 
einen Büschel von Kcgeln mit gemeinsamem Scheitel in der Tetraederecke A, 
auf dessen vier Grundkanten die acht Punkte P l ,  P,, P,, ..., P8 paarweise 
liegen. Dieser Büschel ist perspectiv mit einem Kegelschnittbüschel in der 
Tetraederebene B CD, welcher das Dreieck B CD zum gemeinsamen Polar- 
dreieck und die Spuren der Grundkanten des ersteren zu Grundpunkten hat. 
Von welchem der vier Grundpunkte in  der Ebene BCD wir auch ausgehen, 
immer erhalten wir denselben Kegelschnittblischel , wie sich aus der Con- 
struction des Punktquadrupels nach dem 1. Theile ergiebt; also führt auch 
jeder der sieben anderen Punkte P,, P3, P,, . . ., Pn zu demselben Kegel- 
büschel mit dem gemcinsamen Scheitel in A. 

Ein Gleiches gilt ftir den Kegelbtischel unseres Netzes, dessen Pliichen 
die Ecke B zur gemeinsamen Spitze haben. Beide Kegelbüschel constituiren 
aber unser Netz, bestimmen also auch die Grundpunkte P, ,  P,, P,, ..., P, 
desuelbeu. - Nahert sich ein Grundpunkt einer Tetraederecke, so thun es 
aoch die sieben associirten, und in der Ecke selbst fallen alle acht zusammen. 
Das zugehorige Netz wird gebildet durch die Kegel des Gebüsches, welche 
ihre Spitzo in jener Eclro haben. 

Zwei associirte Ebenen schneiden sich entweder in einet Geraden, welche 
in einer Tetraederebene liegt, und sind dann harmonisch getrennt durch diese 
Ebene und die Verbindungsebene der Schnittlinie mit der Gegenecke, oder 
sie treffen sich in einer Geraden, welche mit zwei Gegenkanten je  in  einer 
Ebene liegt, und sind harmonisch zu @esen beidcn Ebenen. 

Wir nennen jede Verbindungsgerade von zwei associirten Punkten des 
Gebiisches einen H a u p  t s t r a  h l  desselben (Re  y e ,  II. Abth. S. 237) ; ebenso 
sol1 jede Schnittlinie zweier associirter Ebenen eine H a u p t l i n i e  des Systems 
heissen. 

Jede Gerade durch eine Ecke des Tetraeders ist ein Hauptstrahl, jede 
Gerade, in einer Tetraederebene eine Hauptlinie, und jede Gerade, welche 
zwei Gcgenkanten des Tetraeders trifft, sowohl ein Hauptstrahl als eine 
Hauptlinie. D u r c h  j e d e n  H a u p t s t r a h l  g e h t  e i n  F l a c h e n b l i s c h e l ,  
d u r c h  j e d e  H a u p t l i n i e  e i n e  F l i i c h e n s c h a a r  d e s  S y s t e m s .  (Vergl. 
5 2 Nr. 6.) 

Wir schliessen ferner aus dem Vorhergehenden: Die Hauptstrahlen sind 
Triigor involutorischer Punktreihen, deren Punktepaare aus je zwei associir- 
ten Punkten bestehen. Sie werden von den Fliichen des Gebüsches i n  diesen 
Punktepaaren gesühnitten. Die Doppelpunkte der Panktreihen liegen auf 
den Tetraederebenen, jeder Piinkt der letzteren ist also sich selbst associirt. 

Zeit~chrift f. Mnthematik n. Phgsik XXXIV, 1. 2 
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18 Ueber die Flachen zweiten Grades etc. 
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Die Hauptlinien sind Triigcr involutorischer Ebencnbüschel , dcren Ebe- 
nenpaare aus je zwei associirten Ebenen bestehen, und welche die Paare 
der von den Hauptlinien an die Fliichen des Systems gehendcn Tangential- 
ebenen sind. Die Ebenen durch die Tetraederecken sind sich selbst associirt. 

13. Acht associirtc Punkte des Systcms k6nnen zu je  zweien durch 
28 Hauptstrahlen verbunden werden. Davon gehen 16 zu je vieren durch 
die vier Tetraederecken, die zwolf iibrigen treffen zu je vieren die drei Gegen- 
kantenpaare des Tetraeders. Durch einen beliebigen Punkt  gehen sieben Haupt- 
strablen, weil der Punkt  sieben associirte Punkte hat ;  vier derselben gehen 
nach den vier Tetraederecken; die drei übrigen treffen j e  ein Gegenkanten- 
paar des Tetraeders. In  einer beliebigen Ebene liegen drei Hauptstrahlen, es 
sind namlich die drei Geraden, welche die Schnittpunktepa.are dieser Ebene 
mit je zwei Gegenkanten des Tetraeders enthalten. 

Dualistisch: Acht associirte Ebenen schneiden sich zu zweicn in 28 
Hauptlinien; davon liegen 16 zu j e  vieren in  den vier Tetraederebenen, die 
zw6lf tibrigen aber treffen zu je vieren ein Gegenkantenpaar des Tetraeders. 
I n  einer beliebigen Ebene liegen sieben Hauptlinien, namlich die Schnittlinien 
der Ebene mit den Tetraederebenen und die drei Geraden, welche die Gegen- 
kanten des Tetraeders treffen. 

Die Hauptstrahlen bilden demnach eine Strahlencongruenz mit dem Btin- 
delrang 7 und dem Feldrang 3 ,  die Hauptlinien eine Congruenz mit dem 
Peldrang 7 und dem Diindelrang 3. 

14. Drei Flacben unseres Syst,ems constituiron sowohl ein Netz, a19 ein 
Gewebe (Schaarschaar) des Gebtisches, d. h. ihre acht Schnittpunkte sind 
acht associirte Punkte,  und ihre acht gerneinsarnen Tangentialebenen sind 
acht associirte Ebenen. Halten wir nun eine der drei Flacheu fest und 
lassen die beiden anderen das Netz durchlaiifen, so werden die acht gemein- 
samen Tangentialebenen sich fortwshrend andern. Komrnen die beiden 
Fltichen der festen Flache niiher, bis sie schliesslich damit zusammenfallen, 
so werden die acht gerneinsarnen Tengentialebcncn sich immcr mchr den 
acht Tangentialebenen der festen Plache in den Grundpunkten des Netzes nahern 
und im Grenzfall in dieselben tibergehen. Wir  gewinnen dlther den Satz: 

D i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  e i n e r  P l a c h e  u n s e r e s  S y s t e m s  i n  
a c h t  a u f  d e r s e l b e n  l i e g e n d e n  a s s o c i i r t e n  P u n k t e n  s i n d  a c h t  
a s s o c i i r t e  E b e n e n .  

Dual : 
D i e  B e r i i h r u n g s p u n k t e  v o n  a c h t  a s s o c i i r t e n  E b e n o n  m i t  

e i n e r  F l a c h e  d e s  d u r c h  s i e  b e s t i m m t e u  G e w e b e s  i m  S y s t e m  
s i n d  a c h t  a s s o c i i r t e  P u n k t e .  

Die Tangentialebenen aller Flachen eines Netzes in  einem Grundpunkte 
desselben bilden einen Ebenenbündel um diesen Punkt. Die associirten Ebenen 
bilden demnach die Ebenenbündel um die sieben anderen Grundpunkte. 
Daher k6nnen wir sagen: D r e h t  e i n e  E b e n e  s i c h  u m  e i n e n  P u n k t ,  
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s o  d r e h e n  s i c h  d i e  s i e b e n  a s s o c i i r t e n  E b e n e n  u m  d i e  s i e b e n  
a s s o c i i r t e n  P u n k t e .  

Dual : 
R e w e g t  s i c h  e i n  P u n k t  a u f  e i n e r  E b e n e ,  s o  b e w e g e n  s i c h  

d i e  s i e b e n  a s s o c i i r t e n  P u n k t e  a u f  d e n  a s s o c i i r t e n  E b e n e n .  
Weiterhin lisst sich der Satz beweisen: 
D r e h t  e i n o  E b e n e  s j c h  u m  e i n e  G e r a d e  p ,  s o  d r e h e n  d i e  a s s o -  

c i i r t e n  E b e n e n  s i c h  u m  s i e b e n  a n d e r e  G e r a d e n .  Denn nehmen 
wir auf p zwei Punkte Pl und P2 a n ,  so muss, da sich die Ebene gleich- 
zeitig um Pl und P2 dreht,  jede associirte Ebene gleichzeitig um einen zu 
Pl und einen zu Pz associirten P u n k t ,  d. h. um eine Gerade drehen. 

Dual: 
B e w e g t  e i n  P u n k t  s i c h  a u f  e i n e r  G e r a d e n  p, s o  b e w e g e n  

d i e  s i e b e n  a s s o c i i r t e n  P u n k t e  s i c h  a u f  s i e b e n  a n d c r e n  G e r a d e n .  
Von einer Geraden p kommen wir auf beide Weisen zu denselben sieben 

andcren Geraden. Dcnn dcnken wir uns dieselben auf die erste Wcise gebildet 
und legen auf die Gerade p einen Punkt ,  so liegt dieser auf allen Ebenen 
durch p, also müssen die sieben associirten Punkte auf den zu diesem Ebenen- 
btischel associirten Ebenen, d. h. auf einer der sieben anderen Geraden liegen. 

Wir wollen solche acht Geraden, welche associirte Punkte enthalten 
und um welche sich associirte Ebenen drehen, a s  s o c i i r t  e Geraden nennen. 
Zu jeder Geraden giebt es demnach sieben associirte. Letztere bilden die 
Raumcurve siebenter Ordnung, welche in jcdcm Flachcngcbüsch einer Ge- 
raden associirt ist. ( R e y  e ,  II. Abth. S. 284.) 

A c h t  a s s o c i i r t e  G e r a d e n  l i e g e n  s t e t s  a u f  e i n e r  F l a c h e  d e s  
S y s t e m s .  

Denn durch eine von den acht Geraden kann man eine und nur  eine 
Flache des Systems legen. Da diese nun auch die zu jedem Punkte dor 
Geraden associirten Punkte enthalten muss, so folgt,  dass auch die asso- 
ciirten Geraden auf ihr liegen. 

V i e r  v o n  d i e s e n  a c h t  G e r a d e n  g e h o r e n  z u  d e n  E r z e u g e n d e n  
d e r  e i n e n  S c h a a r ,  d i e  v i e r  i i b r i g e n  z u  d e n e n  d e r  a n d e r n  S c h a a r .  

Denn jede Gerade wird von vieren ihrer associirten Geraden getroffen 
und zwar dort ,  wo sie die vier Tetraderebenen schneidet; letztere Punkte 
Sind ntimlich sich selbst associirt (nach Nr. 12), miissen also zugleich auf 
der ersten und auf je einer von ihren associirten Geraden liegen. - Da 
die Berührungspunkte associirter Ebenen mit einer Flache unseres Systems 
associirte Punkte sind, so sind auch die Punkte der Berlihrungscurven der 
aus acht associirten Punkten an die Plache gehenden Tangentialkegel unter- 
einander associirt ; daher bilden die Ebenen der acht Beriihrungskegelschnitte 
auch eine Gruppe associirter Ebenen. Oder: 

D i e  P o l a r e b e n e n  v o n  a c h t  a s s o c i i r t e n  P u n k t e n  b e z t i g l i c h  
e i n e r  F l a c h e  d e s  S y s t e m s  s i n d  a c h t  a s s o c i i r t e  E b e n e n .  

z* 
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20 Ueber die Flacheu zweiten Grades etc. 

Dual : 
D i e  P o l e  v o n  a c h t  a ç s o c i i r t e n  E b e n e n  b e z ü g l i c h  e i n e r  

F l a c h e  d e s  S y s t e m s  s i n d  a c h t  a s s o c i i r t e  P u n k t e .  Hieraus ergiebt 
sich auch: 

Die reciproken Polaren von acht associirten Geraden bezüglich einer 
Flacho des Systerns sind wieder aüht associirte Geraden. 

9 6- 
15. Pol und Polarebene bestimmen eine Flache unseres Systems ein- 

deutig; also wird auch jeder Punkt 115 des Raumes im Allgemeinen Mittel- 
punkt einer und nur  einer Flacho sein, da er als solchcr Pol der unendlich 
fernen Ebene ist. 

Verbindet man den Mittelpunkt M einer E'l&ülie mit der Ecke A des 
Polartetraeders und legt durch ihn die Parallelebene u ziir Gegenebene des 
Tetraeders , so s i ~ d  M A  und a Durchmesser und conjugirte Diaruetralebene 
der Fliiche. Denn die unendlich ferne Gerade von u ist conjugirt zu A, 
weil sie in  der Gegenebene von A liegt; und conjugirt zu M ,  weil sie in 
der unendlich fernen Ebene liegt; sie hat  also LIIA zur reciproken Polare 
bezüglich der Fliiche. Wir konnen demnach leicht vier Durehmesser und 
ibrc eonjugirten Diametralebenen conptruiren , wodiirch das ganzc, Ründel- 
polarsystem um den Mittelpiinkt M, also auch die Axen und der Asympto- 
tenkegel, bestimmt sind. Wir  konnen aber das Bündelpolarsystcm auch 
durch drei Polardreikante desselben Lestimmen (zwei derselben genügen). 
Deun ziehen wir durch M die Parallelen xi1 zwei Gegenkanten des Tetraeders, 
und diejenige Gerade, welche beide Gegenkanten trifft, so haben wir ein 
solches Poldreikant. (S c h  r O e t e r ,  Oberfl%hen 2. O., S. 540.) 

J e d e r  P u n k t  a l s  X i t t e l p u n k t  b e s t i m m t  d e m n a c h  e i n e  F l a c h e  
d e s  S y s t e m s ,  m i t  A u s n a h m e  d e r  T e t r a e d e r e c k e n ,  w e l c h e ,  w i e  
w i r  w i s s e n ,  d i e  M i t t e l p u n k t e  v o n  d o p p e l t  u n e n d l i c h  v i e l e n  
K e g e l n  s i n d .  

16. * Um zu untersuchen, wie die Mittelpunkte der verschiedenartigen 
Flacheu unseres Systems im Raume vertheilt sind, haben wir besonders die 
Ausartungen der Flachcn zu bcachten; es sind dies vorztiglich die doppelt 
unendlich vielen Kegelschnitte in den Tetraederebenen. Da in der Tetra- 
cderebene ABC beispielsweise diese Kegelschnitte das Dreieük A B C  zum 
gemeinsamen Polardreieck haben, so ist  aus Theil 1, 5 2 Nr. 1 die Ver- 
theilung der Mittelpunkte der verschiedenen Kegelschnittsarten bekarint; die 
Mittelpunkte der Hyperbeln liegen in den Riiumen ( e ) ,  die der Ellipsen in 
den Hiumen ( h ) ,  uud xwar die Mittelpunkte der imaginiiren Ellipsen im 
Innern des Dreiecks ABC. (Vergl. Fig. 1 von Theil 1.) Wenn eine Flache 
zweiten Grades i n  einen Kegelschnitt degenerirt, so wird eine der drei Axen 
der Plache Null; der Kegelschnitt bildet den Uebergang von solchen Flachen, 
wo diese Axe imaginar is t ,  zu solchen, wo sie reell is t ,  wahrend die 
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beiden anderen Axen im Allgemeinen endlich und in allen drei Phllen gleich- 
artig sind. 

Wir betrachten zunkichst die Punkte irn Innern des Tetraeders. I n n e r -  
h a l b  d e s  T e t r a e d e r s  m ü s s e n  d i e  M i t t e l p u n k t e  i m a g i n a r e r  E l -  
l i p  s O i d e  1 i e g e  n. Denn bei jeder reellen nicht geradlinigen Flache liegt 
stets eine Ecke des Polartetraeders innerhalb derselben; jede Gerade durch 
diese Ecke muss die Flache also reell schneiden. Verbinden wir nun einen 
innerhalb des Polartetraeders gelegenen Punkt  M mit der Ecke A desselben, 
und sei Z der Schnittpunkt von H A  mit der Ebene B C D ,  so müssen A und 
H conjugirt sein bezüglich der FlBchc, welche M zum Mittelpunkt hat, oder die 
beiden Schnittpunkte der letzteren mit MA miissen harmonisch sein zu A und H 
und gleichweit entfernt von Ml konuen mithin, da  M zwischen A und H liegt, 
nicht reell sein. Was von M A  gilt, gilt auch von NB, M C  und MD. Da keine 
dieser vier Geraden die Flache reell schneidet, so muss dieselbe imaginar sein. 

Auch die Xittclpunkto der reellcn gcradlinigen Blachen ktinnen nicht 
im Innern des Tetraeders liegen, was i m  Polgenden bewiesen werden soll. 

Bekanntlich wird eine geradlinige Flache zweiten Grades von zwei Paar 
Gegenkanten eines ihrer Polartetraeder reell, von dem dritten Paar imaginhr 
getroffen. Sei iiun M der Mittelpunkt einer Flache FI2 unseres Gebüsches, 
welche von den Gegenkanten A B  und CD des Polartetraeders nicht ge- 
schnitten werde; eine durch M und A B  gelegte Ebene schneidet aus der 
Fltirhe F,%inen reellen Kegelschnitt C2 aus,  welcher A B  und den Schnitt- 
punkt P der Ebene mit C D  zu Polare und Pol hat. Auch der Kegelschnitt 
C Z  wird von A B  nicht getroffen; folglich muss der Pol P im Innern des 
Kegelschnittes liegen. Eine durch P heliebig gezogene Gerade schneidet 
den Kegelschnitt C2 reell. Denken wir uns jetzt, der Punkt  M liege inner- 
halb des Tetraeders, und suchen dann nach dem Vorhergehenden die Schnitt- 
punkte der Geraden HP mit der Flache, so ergeben sich zwei imaginiire 
Punkte (dieselben sind harmonisch zu P und dem Treffpunkte von MP mit 
AB);  folglich kann M nicht innerhalb des Tetraeders liegen. 

17. * Durchschreiten wir, aus dern Innern des Tetraeders kommend, 
eine Tetraederebene , z. R. A B C  (was innerhalb des Dreiecks A B C  ge- 
schieht), so wird beim Passiren der Ebene eine Axe der Flache Null und 
dnrauf reeli. Wir  gelangen von einem imaginaren Ellipsoid zu einem zwei- 
manteligen Hyperboloid. Wir finden daher: 

D i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  z w e i m a n t e l i g e n  H y p e r b o l o i d e  l i e g e n  
i n  d e n  v i e r  p y r a m i d e n s t u m p f f o r m i g e n  R i i u m e n ,  w e l c h e  v o n  d e n  
T e t r a e d e r e b e n e n  g e b i l d e t  w e r d e n .  

Durchschreiten wir dagegen, aus dem Innern des Tetraeders kommend, 
eine Tetraederkante, so gehen zwei Axen der Flache durch Null (vergl. 
Theil 1, 5 3 Nr. 3) zum Reellen über; wir gelaugen in einen keilfiirmigen, 
darch die vier Tetraederebenen begrenzten Raum und zwar zu den Mittel- 
punkten geradliniger Plachen. Jdithin ergiebt sich: 
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D i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  e i n m a n t e l i g e n  H y p e r b o l o i d e  l i e g e n  
i n  d e n  s e c h s  k e i l f o r m i g e n  R a u m e n ,  w e l c h e  v o n  d e n  v i e r  T e -  
t r a e d e r e b e n e n  b e g r e n z t  u n d  d e r e n  S c h n e i d e n  d i e  s e c h s  T e t r a -  
e d e r k a n t e n  s i n d .  

Durchschreiten wir drittens vom Innern des Setraeders aus eine Ecke 
des Polartetraeders, so gehen alle drei Axen vom Imaginiiren durch Null 
zum Reellen über; wir kommen in einen durch drei Tetraederebenen begrenz- 
ten pyramidenformigen Raum und zwar zu reellen Ellipsoiden. 

D i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  r e e l l e n  E l l i p s o i d e  l i e g e n  a l s o  i n  d e n  
v i e r  p y r a m i d e n f o r m i g e n ,  d u r c h  j e  d r e i  T e t r a e d e r e b e n e n  b e -  
g r e n z t e n  R a u m e n .  

18. + Zu den letzteren Resultaten kommen wir auch durch folgendo 
Ueberlegung. Wir hatten daran erinnert,  dass in der Ebene ABC die 
R h m e  (e) die Mittelpunkte der Hyperbeln, die ausserhalb des Dreiecks 
A B C  gelegenen Raume (h)  die Mittelpunkte der Ellipsen des Kegelschnitt- 
netzes in der Ebene A B C  enthalten. Gehen wir nun aus einem pyramiden- 
stumpfformigen Raume durch den F l~chenraum (e) in einen keilformigen 
Raum, so ist die Uebergangscurve eine Hyperbel des Syatems; wir gelangen 
also von einem zweimanteligen Hyperboloid durch eine Hyperbel zu einern 
einmantligen Hyperboloid, zu einer Flache mit einer imaginiiren und zwei 
reellen Axen. 

Bewegen wir uns dagegen aus einem keilformigen Raum in einen pyra- 
midonformigen, so kommen wir durch einen mit ( h )  bezeichneten Flschen- 
raum einer Tetraederebene und zwar von einem einmanteligen Hyperboloid 
durch eine reelle Ellipse zu einern reellen Ellipscid. Wollen wir aus einem 
pyramidenstumpfformigen Raum in einen pyramidenformigen direct gelangen, 
so müsstin wir eine Tetraederkante passiren; es gehen dann zwei Axen einer 
Fliiche vom Imaginaren durch Null zum Reellen tiber; auch so kommen wir 
also zu den reellen Ellipsoiden des Systems. 

19. Was  die Vertheilung der Mittelpunkte der hyperbolischcn und ellip- 
tischen Paraboloide des Syatems oder, was dasselbe ist, deren Beriihrungs- 
punkte mit der uncndlich fernen Ebene anbetrifft, so lBsst sich dieselbe 
leicht angeben. D i e j e n i g e n  B l i i c h e n r a u m e  n a m l i c h ,  w e l c h e  d i e  
k e i l f o r m i g e n  R a u r n e  a u s  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  a u s -  
s c h n e i d e n ,  e n t h a l t e n  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  h y p e r b o l i s c h e n  P a -  
r a b o l o i d e ,  d a g e g e n  d i e j e n i g e n  P l a c h e n r % u m e ,  w e l c h e  d u r c h  
d i e  p y r a m i d e n f o r m i g e n  o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  d u r c h  d i e  p y -  
r a m i d e n s t u m p f f o r m i g e n  R a u m e  i n  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  
e i n g e s c h n i t t e n  w e r d e n ,  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  e l l i p t i s c h e n  Pe -  
r a b o l o i d e .  

20. Die Mittelpunkte aller Fliichen eines Netzes liegen auf einer Fltiche 
dritter Ordnung F3.  (Vergl. R e y  e ,  II. Abth. S .  232.) Da jedes Netz 
unseres Gebtisches sechs Ebencnpaare enthslt ,  welche die sechs Tetraeder- 
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kanten zu Axen haben, so mtissen diese sechs Kanten auf der Flache F 3  
liegen, l e t z t e r e  h a t  d a h e r  d i e  v i e r  E c k e n  d e s  T e t r a e d e r s  zu 
R n  O t e n p u  n k t e n .  (Vergl. S t u r m ,  Flachen dritter Ordnung, S. 380.) 

Alle Nittelpunktsflachen F S  in  unserem System bilden ein Gebüsch von 
Flachen dritter Ordnung. Sol1 niimlich ein gegebener Punkt  ein Knoten- 
punkt einer Flkiche sein, so ist  diese Forderung mit vier einfachen linearen 
Bedingungen %quivalent. (Vergl. S a l  m O n - F i e  d 1 e r ,  Raumgeometrie, II. Th., 
2. Aufl., 5 26.) Alle Flachen dritter Ordnung also, welche vier gegebene 
Punkte zu Knotenpunkten haben sollen, mtissen 16 linearen Bedingungen 
genügen, und da man einer Flache dritter Ordnung nur  19 lineare Be- 
dingungen auferlegen kann ,  so bilden sie ein lineares System von dreifacher 
Unendlichkeit. Umgekehrt, jede Fliiche dritter Ordnung, welche die vier 
Tetraederecken zu Knotenpunkten ha t ,  ist die Mittelpunktsfla~he eines Netzes 
unseres Gebtisches. Denn drei beliebige Punkte auf ihr sind die Mittel- 
punkte dreier Flachen unseres Systems. Letztere constituiren ein Netz des 
Gebüsches, dessen bIittelpunktsfiache B3 mit der gegebenen die Knoten- 
punkte nnd aiisserdem noch drei Punkte gemeinsam hat ;  da beide Plachen 
also denselben 19 linearen Bedingungen gentigen, so sind sie identisch. 

Die Mittelpunktc eines Fliichengewebes unseres Systems liegen t ~ u f  einer 
Ebene, namlich auf derjenigen, welche zur unendlich fernen Ebene bezüg- 
lich des üewebes conjugirt ist. Umgekehrt, jede Ebene im Raume ist 
Mittelpunktsebene eines Gewebes in unserem System, da sie als conjugirte 
Ebene zur unendlich fernen Ebene ein Gewebe bestimmt. 

21. Die Mittelpunkte eines Plachenbtischels uiiseres Systems liegen auf 
einer Raumcurve dritter Ordnung ( R e y  e ,  II. Abth., S. 157). Dieselbe geht 
durch die vier Tetraederecken ala Mittelpunkte der vier Kegel des Büschels. 
Die Mittelpunktscurven aller Büschel eines Netzes befinden sich auf der 
hlittelpunktsfl%ühe des Netzes, bilden also die doppelt unendlich vielen 
Raumcurven dritter Ordnung der einen A r t ,  welche auf dieser Flache liegen 
(S t u  r m , Fiachen dritter Ordnung , S. 32). Umgekehrt , jede Raumcurve 
dritter Ordnung durch die vier Tetraederecken ist die Mittelpunktscurve 
eines Fkchenbiischels in  unserem System. Denn zwei beliebige Punkte auf 
ihr sind Mittelpunkte zweier Plachen des Systems. Letztere constituiren 
einen Riischel des Gebtisches, dessen Mittelpunktscurve mit der gegebenen 
sechs Punkte gemein hat,  also mit derselben identisch ist ( R e y  e ,  II. Abth., 
S. 93). D i e  M i t t e l p u n k t s c u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  b i l d e n  a l s o  
e i n  S y s t e m  v i e r t e r  S t u f e .  

Die Mittelpunkte einer Schaar des Gebüsches liegen auf einer Geraden, 
welche demnach ein gemeinsamer Durchmesser für alle Flacheu der Schaar 
ist. (Vergl. R e  y e ,  II. Abth., S. 148.) Umgekehrt, jede Gerade im Raume 
ist gemeinsamer Durchmesser einer Schaar in unserem System, da sie als 
co~jug i r te  Gerade zur unendlich fernen Ebene eine Schaar bestimmt. 
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22. Construiren wir zu einer Geraden 1 bezüglich aller Flachen eines 

allgemeinen Fliichcnbüschels zweiter Ordnung die reciproken Polaren, so 
bilden dieselben einen Complex, welcher aufgefasst werden kann als das 
Erzeugniss zweier collinearer RBume. Denn lege ich auf 1 zwei Punkte A 
und B und construire von A und B die Polarebenen in Bezug auf alle 
Flachen des Gebüsches , so erhalte ich zwei in collinearer Beziehung stehende 
Raume, indem je  zwei solche Ebenen sich enhprechen, welche Polarebenen 
von A und B beztiglich derselben Flache sind. D a s  E r z e  u g n i s  s d e r  
b e i d a n  R a u m e  a b e r  i s t  e i n  C o m p l e x  z w e i t e n  G r a d e s ,  e i n  s o -  
g e n a n n t e r  t e t r a e d r a l e r  C o m p l e x .  (Vergl. R e y e ,  II. Abth., S. 135 
bis 138), welchcr aus den reciprokcn Polaren von 7, bezüglich aller Fkchen 
des Gebüsches besteht. I n  unserem Falle, wo alle Flachen ein gemeinsames 
Polartctraedcr bcsitzen, bildct dioscs das Haupttetraedcr des Complexes. 
Denn die reciproken Polaren von 1 bezüglich aller Kegel unseres Gebüsches 
bilden die vier Strahlenbündel um die vier Tetraederecken, und die reci- 
proken Polaren bezüglich aller Kegelschnitte des Systems die vier Strahlen- 
felder i n  den Tetraederebenen. E s  ist somit ersichtlich, dass sich i n  un- 
serern Falle bei einer Veriinderung der Geraden 1 das Haupttetraeder des 
Complexes nicht andern wird. Zu dem Cornplex geh6rt übrigens die Gerade 1 
selbst, da  sie ihre eigene reciproke Polare bezüglich der Flachc ist,  welche 
durch sie hindurchgeht. 
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Zurückführung der Gleichungen relativer Bewegung 
auf die canonische Form. 

Von 

J .  RACHMANINOW, 
Prof a. d. Univ. Kiew. 

1. Werden die Redingungen eines Systems von n materiellen Punkten, 
welche mittels 31a Coordinaten (z, y, a) auf unbewegliche Coordinatenaxen 
bezogen, durch (3% - k) Gloichungen 

ausgedrtickt, so kann man aus denselben die 31a Coordinaten I x ,  y, a) als 
Functionen von q,, p,, . . . , qk bostimmen, wodurch die Gleichungen 1 ) 
identisch erflillt wiirden. 

Bezeichnet man durch T die lebendige Kraft des sich bewegenden 
Systems materieller Punkte,  indem man T durch die neuen Verënderlichen 
qi, pz, .. ., q k  ausdrückt, und setzt man 

a T 
,9; =Pi, 

 PI wobei i alle ganzen Werthe von 1 bis k hat  und pfi = - 9  so kommt man a t 
bekanntlich, nach H t t m i l  t o n ,  zu den cenonischen Gleichungen: 

In diesen Gleichungen ist 
n= V- T, 

wobei V eine Kreftfunction bezeichnet. Die von H a m i 1  t O n herrührende 
Ableitung der erwahnten Gleichungen wird darauf begrlindet, dass die leben- 
dige Kraft als eine homogene Function zweiter Ordnung in Bezug auf p', , 
q',, . .., g'k sich ausdrücken lasst, und ist nur auf den Feii, wo die Be- 
dingungen des Systems von der Zeit u n a b h a g i g  sind, anzuwenden. Die 
Hami l ton ' sche  Ableituug wird in den meisten Handbüchern der Mechanik 
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angegeben.* Der selige Akaderniker O s  t r O g r a d s k y hatte aber darauf hin- 
gewiesen, dass die Bewegungsgleichungen auch in dem Falle, wo die Be- 
dingungen des Systems sich mit der Zeit andern, sich zur canonischen Form 
zurückführen lausen; nur ist dann in diesen Gleichungen 

H=O+'P 
zu setzen, wobei 

@ = T - ( P , . ~ ' ,  + ~ ~ . q ' ~ + " ' + ~ k . p ' k ) .  

Sind die Bedingungen von der Zeit unabhzngig, so erscheint T als eine 
homogene Function zweiter Ordnung von q', , q', , . . . , q'k: 

~ , . p ' , + p ~ . q ' ~ + " ' + p k . ~ ' k = 2 T ,  @=-T, 
woraus folgt,  dass 

H = V - T ,  

wie in dem von H a m  i 1 t O n betrachteten Fellc. 
C o r i o l i s  war der Erste ,  der die Gleichungen relativer Bewegung gab; 

spater führte B o u  r die erwahnten Gleichungen zur canonischen Form für 
den Fa11 zurück, wo die Bedingungen des Systems von der Zeit nicht ab- 
hangen. Transformirt man nun die Gleichungen relativer Bewegung zur 
canonischen Form in einem allgemeinen Falle, wo die Bedingungen des 
Systems in Bezug auf bewegliche Coordinatenaxen von der Zeit abhangen, 
BO lasst sich leicht beweisen, dass auch in diesem Falle man schliesslich zu 
den Formeln kommt , welche den von O s  t r O g r  a d s k y gegebenen vollstan- 
dig entsprechen. Zum erwahntcn Zwecke ist zunSchst cino kurzc Ausein- 
andersetzung der bekannten Gleichungen relativer Bewegung nothwendig, 
um die im Weiteren vorkommenden Bezeichnungcn begreiflich zu machen. 

2. E s  seien e l ,  y,, a, die Coordinaten eines materiellen Punkt,es in 
Bezug auf unbewegliche Axen und i, y, e die Coordinaten desselben Punktes 
nach den im Ranme sich bewegenden Coordinatenaxen, in Bezug auf welche 
man die Bewegung des gegebenen Systems zu bestimmen hat. E s  sei die 
Abhiingigkeit der beidcn Coordinatensysteme voneinaniicr durch die Gleich- 
ungen 

3) 
x i = x o +  a x +  byf  Ca, 

y1 = y. + a'z + b'y + c'fi, 
cl = co + a"z + b"y + c"e 

bestimmt, wobei x,, y,, e, die Coordinaten des Anfangs der beweglichen 
Axen in Bezug auf die unbeweglichen vorstellen, auugedrückt alu Functionen 
der Zeit. Da die Axen der Coordinaten x ,  y, c und die der x,,  y,, z1 
rechtwinklig vorausgesetzt werden, so sind die Cosinus a ,  a', a", b, b', 

* B e r t r a n d  giebt dieselbe in seiner Ausgabe von L a g r a n g e ' s  Aiialytischer 
hiechanik, ohne darauf Eücksicht zu nehmen, dass sie nur den Pal1 betrifft, wo 
die Bedingungen des Systems mit der Zeit unverknderlich bleiben. Eogar im 
Schell'schen Werke ,Theorie der Bewegung und der Krafteu, welches su reich 
an bibliographischen Anzeigen ist , wird nur H a m i  1 t O n'a Ableitung erortert. 
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b", C ,  c', C" die Winkel, welche die beweglichen Axen mit den unbeweg- 
lichen bilden, durch die sechs Gleichungen miteinander verbunden: 

a Z  + a'% + a''Z = 1, 
OZ + + CI'= = 1, 
c" +C' + c"" 1 ], 

4) b c + b'c' + bt'c" = 0, 
c a  + c'a' + c"a" = 0, 
a b  +a 'bf+a"b"=O. 

Die erwiihnten sechs Cosinus konnen folglich als abhangig von drei ver- 
anderlichen Grfissen betrachtet werden, welche drei gegebene Functionen 
der Zeit vorstellen. Deshalb setze man 

wo w,, oy, ro, als gegebene Functionen der Zeit zu betrachten sind. Die 
Gleichungen 4) und 5) lassen auf diese Weise die betrachteten Cosinus als 
Functionen der Zeit T bestimmen. 

Differenzirt man die Gleichungen 3) nach dcr Zeit t ,  so erhalt man 

Multiplicirt man diese Gleichungen entsprechcnd mit a ,  a', a", mit b, b', b", 
mit c ,  c', C', indem man dieselben jedesmal addirt,  so erhalt man nach den 
Gleichungen 4) und 5): 

Es Iasst sich leicht zeigen, Falls man die geometrische Bedeutung der 
vorher angeführten Formeln sich erklaren wollte, daso a>,, w,,, m. die 
Winkelgeschwindigkeiten um die beweglichen Axen der Coordinaten x ,  y, s 
vorstellen bei de i  Drehung dieser Axen um eine momentane Axe, die durch 
die Gleichungen 

bestimmt wird. 
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Man setze i n  den Gleichungen 6): 

Multiplicirt man die Gleichungen 6) relativ mit a ,  O, c l  mit a', b', c', 
mit a", b", cf', indem man dieselben jedesmal addirt,  so erhalt rna,n: 

Differenzirt man die Gleichungen, so findet man: 

P a 1  a2a, a a" ab" -=- a c + a.: 9 + ,.. 3 + C p t .  cg. 
a t v t 2  + 5 - - + ' 1 - ~ +  a t C a  a t at  a t 

Multiplicirt man die erhaltencn Gleichungen entsprechend mit a ,  a', a", mit 
b ,  b', b", mit c ,  6,  c", so findet ma.n: 

b .  aax1 + b'. a Z y ,  + b". aPzl - 6 .  aex0 + b'.a2y, + h". a2z, - -- 
a ta a t2 

h , -5cuz+5wz+-  a t 
C. PX, + c'. a4y,  t c". a2a, - C .  P x o  + 6. a2y0 + c". P a o  8 ;  

a t2 a ta  
- ~ C O , + ~ W ~ + - '  a t 

Diese Gleichungen bestimmen die Projectionen der Beschleunigung des be- 
tracbteten materiellen Punktes, bei dessen Bewegung in Bezug auf die un- 
beweglichen Axen , auf die drei beweglichen Coordinatenaxen. 

' 

3. Mogen die Bedingungen eines Systems materieller Punkte in Bezug 
auf unbewegliche Coordinaten durch folgende 3 n- 7s Gleichungen ausgedrückt 
werden : 

9> Ml=O, q E O ,  ..., & n - k = O ,  

wobei Ml, M2, . . . , M3,+ gegebene Functionen der Zeit und der Cocrdi- 
naten x,, yl, a, materieller Punkte des Systems in Bczug auf unbewegliche 
Axen seien. Die Bewegungsgleichungen des Punktes (zl ,  yl, a,)  in  Bezug 
auf die unbeweglichen Axen sind folgende : 
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wobei X,, Y,, Z, die Projectionen auf die Coordinatenexen der beschleu- 
nigenden, auf einen materiellen Punkt m des Systems wirkenden Kraft vor- 

a~ aïu 3~ 
stellen; - 9  - - sind den Cosinus der Wiukel proportional, welche 

a x 1  a y ,  a z ,  
die Normale zur Oberflache 

x = o  
mit den unbeweglichen Xxen bilden; in M sind dabei nur die Coordinaten 
x, ,  y l ,  zl 81s veriinderlich zu betrachten; p l ,  pz ,  .. . sind unbestirnmte 
Factoren und den von den Bedingungen des Systems herrührenden Wider- 
standskriiften proportional. 

Die ( 3 % - k )  Gleichungen 9) und die 312 Gleichungen 10) bestimmen 
vollstiindig die 3 m Coordinaten und .  die (3 12 - k) Factoren. 

Xan transformire zucrst die Bedingungsgleichungen 9) in Bezug auf 
die beweglichen Coordinatenaxen mittels der Gleichungen 3 ) ,  welche sich 
auf die Coordinaten (x, y, a )  materieller Purikte nach dem unbeweglichen 
Axensystem beziehen; dann e r h a t  man überhaupt ein System von Gleich- 
ungen : 

11) L I = ( ) ,  L , = O ;  ..., L3n- ,#=O> 

wo L,, L , ,  ..., L B n - k  Punctionen der 312 Coordinaten (x, y,  e) und der 
Zeit t sind. Multiplicirt man die Gleichungen 10) entsprechend mit a ,  a', a", 
mit b,  b', b", mit c l  C, c", indom man dicselben jedesmal addirt,  so 

erhalt man : 

I a .  P x ,  + a'. + a". P z ,  
a t2 

Setzt man ferner 

u X ~ + ~ ' Y ~ + ~ " Z ~ L - X ~  b X l + b ' ~ l + b r ' ~ l = ~ ,  C X ~ + C ' Y , + C " Z ~ = Z ,  
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wo X, Y, Z die Projectionen der Krnfte auf die beweglichen Axen sind, 
und giebt man darauf acht ,  dass 

so erhiilt man nach den Gleichungen 12j infolge der Gleichungen 8) 

wobei A , ,  A,, ... unbestimmte Factoren sind. 
Eliminirt man aus den Gleichungen 1 3 )  5 ,  q ,  < mittels der Gleichungen 

7 ) ,  so erhalt man die von C o r  i o 1 i s gegebenen Differentialgleichungen rela- 
tiver Bewegung. 

4. Indem wir die Grossen (x, y,  a), (5, v ,  %) als veranderliche betrach- 
ten, nehmen wir a n ,  dass die relative Bewegiing durch die Gleichungen 13) 
und 7) ausgedrückt werde. Die erwahnten Gleichungen, in  Verbindung mit 
den die Bedingungen des Systems ausdrückenden Gleichungen I l ) ,  genügen 
vollkommen, um die 3 n Coordinaten (x, y, a ) ,  die 3 n Veranderlichen ( 6 ,  7 ,  () 
und (3n- k) Fac,toren A zu bestimmen. 

Setze man nun voraus, dass im zu betrachtenden Falle relativer Be- 
wegung eine Kraftfunction U existire, und zwar so, dass 

au a rr au x--, y=-, z=- 
ax ay . a z 

Setze man ferner, dass 

a.aZxo + a'. a8y,, + u". PZ b . aSx ,  + b'. a2 Y;+ b". ô2z, 
P =  a t2  

" z m x +  - at" Z ~ Y  

~ = ~ m I ( y c u , - a w , ) . E + ( z w , - x ~ , ) . ~  f.(~w,-~w,~).LI. 

Infolge angeftihrter Bezeichnungen nehmen die Gleichungen 7) und 13) 
die folgende Form a n :  
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S e h t  man nun 
14) U - P - ( T + S ) =  W 

und zieht man in Betracht, dass (0- P) von &, 17, 5 und T von x ,  y, a 
unabhiingig is t ,  so gehen die letzten Gleichungen in folgende über: 

a x 
15) 

aw a y  aw a s  m -  -= -  - aw , m - = - - - ,  ,n-=--. 
a t ag a t  arl  a t  a t '  

Multiplicirt man die Gleichungen 16) relativ mit willkürlichen unend- 
lich kleinen Verschiebungen d x ,  dy, d a  und die Gleichungen 15) mit un- 
endlich kleinen Zunahmen d &, d 7 ,  d 5, so erhëlt man, indem man nach- 
her die Siimme der letzten Gleichungen von der der ersteren abzieht und 
den erhaltcnen Ausdruck für alle Punkte des Systernv summirt: 

l=~~+kL.z 
oder 

weil 

Da die vorlie~gehende Gleichung für alle willkürlichen Zuwtichse ( A z ,  dy, 

A B ) ,  ( A 5 ,  dq, dl) existirt, so musa die Gleichung 

für diejenigen Verschiebungen ( d x ,  d y ,  d e )  des Systems gelten, welche 
den Gleichungen 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
geniigen. 

Die ersten Theile der Gleichungen 18) stellen die von der Zeit t un- 
abhangigen Veranderungen der Functionen LI, L, , ... vor; infolge dessen 
stellen auch d x ,  d y ,  d z  die von der Zeit unabhangigen Veranderungen 
der Coordinaten materieller Punktc des Systems vor und awar ist (dx,  

d y ,  d z )  diejenige Verschiebung des Systems,* welche in Verbindung mit 
der wirklichen Verschiebung a x ,  û y ,  a e  desselben eine ni G g l i c h e  Ver- 
schiebung (dx, dg, dz) zur Polge hatte, wofür die Gleichungen gelten würdeii: 

5. Man setze voraus, dass aus den Bedingungsgleichungen 11) des 
Systems, deren Zahl, wie angenommen, (312 - k) ist, die 372 Coordinaten 
(x, y, e)  als Funetionen der k neuen Veriinderlichen q, , p., , . . . ,  qk  bestimmt 
worden seien, womit die Gleichungen 11) identisch erfüllt würden: 

trachtet : 
a 2  a x  a x 

dx=--.dql+ -dg, f ...+ - - d y k ,  
a 41 a 452 a 4k 

Diese Werthe von ( d z ,  d y  , d a )  genügen den Gleichungen 18) bei voll- 
sttindig willktirlichen d ql . d p, ..... A qk. Multiplicirt man die vorigen 
Ausdrticke bez mit 6, 7, f ,  addirt man dieselben und sumrnirt für alle 
Punkte des Systems, so erhalt man 

Zeitschrift f. Jdathematik und Physik XXIV, 4 :  Uaa Princip der kleinsten 
Arbeit der verlorenen Krifte a h  ein allgemeines Princip der Mechanik. 
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Man setze nun 

so erhiilt man ' . . .  . . . . . . . . . . .  - 1 

21) ~ ~ ( f . d ~ + ~ . d y + t . ~ a ) = p , . ~ q ~ + ~ ~ . d ~ ~ + - - - + ~ k . d q i l .  

bus  den Gleichungen 19) hat man 

22) 

, a a  3 z az ô8  
pj=-=($)+ - . q v I + - . ~ 2 + . . . + - . q p k ,  

2 t a 5?1 a !?2 a ~ k  

ivohei (g) 1 (2) (2) erste DifTerentinlqiioticnleo von z, y, i nach der 

explicite in den Ausdrücken 19) vorkommenden Zeit t sind, und 

Multiplicirt man die Gleichungen 19) relativ mit k ,  q ,  f ,  addirt man die- 
selben und summirt für  alle Punkte des Systems, so erhalt man: 

mit den Gleichungen 20) tibereinstimmend. 
Revor wir weiter fortschreiten, wolien wir die Bcdeutung der verhder -  

lichen Grossen p, , p ,  , . . . , p k  bestimmen , durch welche die Veranderlichen . - 

&, 7 ,  5 crsotzt werden. Aus den Gleichungen 22) ersieht man, dass 

wobei i alle ganzen Werthe inclusive von 1 bis k hat. Dagegen erhalt 
man aus den Gleichungen 7): 

a ~ '  a 4  ay' a v  88' a t  --- - 7 - =-, -=- 
a qfi  2 qri a  qPi a ii a ¶r i  a¶; ' 

folglich ist 
=- a a a  a r  as a k  a y  :, - - 

aqi a¶ ' i '  -- 
=-i. 

a4i a q i  aqi a g i  

Führt man diese Grossen in die Gleichungen 20) ein, so erhalt man 

ehenso wie in den Gleichungen von H a m i l  t o n  und O s t r o g r a d  a ky. 
Zeita ïhr i f t  f .  Matlieiriatik u. Pliyaik XXXIT, 1. 3 
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Setzt man nachher in den eïsten Theil der Gleichiing 23) anstatt 
ax al/ a z  

- ilire Werthe nach den Gleichungen 7) ,  so erhglt man Tt' at a t  

+PI .Q' I  + ~ , . q ' , + . . . + p k - ~ l ' k .  

Ersetzk man in der Gleichung 17) die Veranderlichen (x, y, E ) ,  ( k ,  7, 
diirch die neuen q , ,  q p i  . . .! q k ,  &, Pz, .... pk den Gleichungen 21) und 23) 
gemass, so erhalt man 

oder 

FUhrt man statt  W seinen Ausdruck 14) und statt  

den Ausdruck nach der Gleichung 25) ein,  so erhlilt man 

so kommt man von der Gleichung 26) zu der Gleichung 

wobei H vorlëufig mittels der Veranderlichen q,, q,, . . . , q k ,  P l ,  pp,  . . ., pt 
auagedrückt werden muss. 

Die Kraftfunction U und die Grosse P lassen sich direct als Functio. 
non von q , ,  y,, ..., qk aiisdriicken. Der Ausdruck 

wird , nachdem man in denselben statt  6, 7, ihre Werthe nach den Qleich- 
ungen 7) einftîhrt: 
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und lasut sich nachher in  eine Function von q,, p,, . . . , q k ,  pi , pg , . . ., ph 
mittels der Gleichungen 19) und 20) transforrniren. Die Gleichungen 24): 

machen es moglich, die Grosse q',, q',, . . . , p'k als Functionen von q,, 
qe , ...> q k ,  pi , pe , . . ., p k  und folglich auch @ und H als Functionen von 
denselben Veranderlichen auszudrücken. 

Die Gleichung 27) zerfillt in 2 k  canonische Gleichungen: 

- - a- - - 
aH --- 

a t  a q i 9  a t  api1 

wobei H dieselbe Form hat , welche von O s  t r  o g r  a d  s k y für absolute Be- 
wegung gegeben; nur wird T im Falle relativer Bewcgung keine homogcne 
Function zweiter Ordnung in Bezug auf die Grossen q', , q',, -.., p'k sein, 
auch dann nicht, wenn die Bedingungen des Systems von der Zeit unab- 
hangig waren. 
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IV. 

Ueber die Form der logarithmischen Integrale einer 
linearen nicht homogenen Differentialgleichung. 

Von 

C. KOEHLER 
in Heidelberg. 

(Fortsetzung roi1 Jahrg, XXXIII, S. 731 B g g . )  

I n  der oben citirten Arbeii; wird zuerst die Form der logarithmischen 
Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen mit algebraischen ' 
Coefficienten im Allgcmeincn bestimmt, dünn für  das Integral einer solchen 
Differentialgleichung mter Ordnung , wenn dasselbe - als ganze rationale 
Function der darin auftretenden Logarithmen aufgefasst - von der hochsi- 
moglichen, also von der mte" Dimension i s t ,  eine Form angegeben, auf 
welche dasselbe immer gebracht werden kann, und schliesslich gezeigt, dass 
jede Function , welche diese Form besitzt , einer algebraischen linearen nicht 
homogenen Differentialgleichung nate' Ordnung auch wirklich genügt. 

Der  Fall,  dass das Integral einer solchen Differentialgleichung eine 
lineare Function der darin enthaltenen Logarithmen i s t ,  ist  von Herrn 
K o  II i g s  b e r g e r  (Journ. f. Mat,h. Bd. 99, S. 10 flgg.) eingehend untersucht 
worden. Es sol1 deshalb hier i n  9 1 mit Hilfe der im Eingang der oben- 
genannten Arbeit* bewiesenen SLtze die Form , welche das Integral oiner 
algebraischen linearen Differentialgleichung m t B r  Ordnung immer besitzen 
muss, wenn es eine ganzo rationale Function zweiten Grades der darin auf- 
tretenden Logarithmen i s t ,  festgestellt und d a m  gezeigt werden, dass eine 
Function von dieser Form auch immer einer solühen DiIferentialgleichung 
genligt. I n  5 2 werden d a m  noch zwei specielle Falle untersucht, in wel- 
chen das Integral einer algebraischen liuearen L)iffereutialgleichung von 
htiherer als zweiter Dimension in den darin enthaltenen Logarithmen ist. 

1. 
Es soi gegeben die Function 

in weicher dio Grossen 

* Uieselbe sol1 im Folgenden bei Citaten kurz mit I. bezeichnet werden. 
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algebraische Functionen von z bedeuten (wobei nicht ausgeschlossen sein 
soll, dass dieselben zum Theil oder alle constant sind), wahrend die Grossen 
82, &, algebraisch von einander unabhangige Logarithmen bezeichnen sollen, 
deren Ableitungen algebraische Fanctionen von x sind. Es  soll untersucht 
werden, wann ein Ausdruck von dicscr Form einer linearen nicht homo- 
genen Differentialgleichung mtar Ordnung 

genügt , in welcher die Grossen P l ,  . . . , P,,, , p algebraische Functionen von 
z sind. 

Nach Satz 1 (a. S. 232) erhalt man aus Gleichung 1) durch einmalige 
Differentiation nach den sammtlichen Logarithmen 81 die n 1ogari.thmiochen 

der reducirten Differentialgleichung 

Wenn diese Integralo nicht unabhsngig voneinandcr sind, also eine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten von der Form 

~ , ~ 1 + c s Y i ! + - . . + ~ n y , = O  
moglich sein 6011, so müssen sich, da dio Logarithmen a,, a,, . . ., 8, als 
algebraisch voneinander unabhlngig vorausgesetzt sind, nothwendig die 
Q als constante Grossen aus den Gleichungen 

C I ( P ~ ~  + c e ( ~ z i  + . * . + ~ n ~ n i = O ,  

3) 
C14pi2 +c,cP,, + . - . + c n ( P n z = o ,  . . . . . . . . . . . . . . ,  
~ ~ ~ i n + ~ ~ 9 2 n + " ' +  cn(pnn=O 

bestimmen lassen. Eine solche Bestimmung der ci ist nur moglich, 
w e n n  d i e  D e t e r m i n a n t e  

D = Z +  c ~ ~ ~ ~ s 2 . - -  Vnn 
i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e t ,  u n d  w e n n  a u s s e r d e m ,  f a l l s  a l l e  
i h r e  U n t e r d e t e r m i n a n t e n  v o n  h o h e r e r  a l s  rter O r d n u n g  
e b e n f a l l s  i d e n t i s c h  N u l l  s i n d ,  w a h r e n d  i h r e  U n t e r d e t e r -  

a) m i n a n t e n  r t e *  O r d n u n g  n i c h t  s l i m m t l i c h  i d e n t i s c h  v e r -  
s c h w i i d e n ,  d i e  v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n e n  U n t e r d e t e r m i n ~ n -  
t e n  d i e s e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  a u s  r Z e i l e n  o d e r  C o l o n n e n  
v o n  D g e b i l d e t  w e r d e n  k o n n e n ,  s i c h  n u r  d u r c h  c o n s t a n t e  
F a c t o r e n  v o n e i n a n d e r  u n t e r s c h e i d e n .  

Nun 15sst sich aber xeigen, dass der Ausdruck 1) fur y, wenn die in 
ihm vorkommenden Grossen die in  a) verlangten Eigenschaften besitzen, 
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stets iibergeführt werden kann in einen andern Ausdruck von derselben 
Form, dessen Coefficienten der logarithmischen Glieder zweiter Dimension 
die Bedingung a )  sicher nicht mehr erftillen, so dass demnach die nach der 
Transformation durch Differentiation nach den Logarithmen gebildeten loga- 
rithmischen Integrale der reducirten Differentialgleichung B) jedenfalls linear 
unabhangig voneinander sein werden. 

Sei also die Bedingung a) füq y erfüllt und 

P2i@ai+  ( p l 2 @ 0 2 + ' . .  + VAT @or + cP~a@aa=Or 
welche, wenn A = 1, 2, . . . , a und a = r + 1, r + 2, . . . , fi gesetzt wird, in 
jedem Falle 9 2 ,  durch cpll, 9 1 2 ,  . . ., (plr auszudrücken erlaubt. Da aber 
die Unterdeterminanten sui, soweit Sie nicht Nu11 sind,  sich der Voraus- 
setzung nach voneinander nnr um constante Factoren unterscheiden, und 
@,,=Dr, also sicher von Null verschieden is t ,  so sind die durch die 
Gleichungen 

@a r 
--= bai ( ~ = r + l ,  r 4 - 2 ,  . .  , f i )  

@a u 

definirten Grossen constant, und die letzte Gleichung geht nach deren Ein- 
ftihrung liber in 

4) c ~ ~ o = b o i ( ~ 1 i  + b 2 ~ 1 2 + . . . +  barmlr 
( A - =  1, 2, ..., a; ~ = r + l ,  r f 2 ,  ..., n ) ,  

D r = Z +  Tll V2,. . . Trr 

eine Unterdeterminante r ie*  Ordnung von D, welche nicht identisch ver- 
schwindet, dann muss die Determinante 

es ist also jede der Grossen <PAU eine lineare homogene Function von vil ,  
< P I ? ,  . - . , qlr mit constanten Coefficient,en. 

Wir  führen jetzt in  Gleichung 1) durch die Gleichungen 

5) 8 , = 7 v  - h+1, i6 r+1- . - . -  bnV8, ( v = 1 7 2 ,  . m m ,  r) 

die neuen Variablen 11,. v 2 ,  . . . , qr ein und setzen zur Abkürzung die in y 
enthaltene quadratische Form von a,, a,, . . ., 8, 

~ t ; * ~  = 

(Pli P l r  (Plu 

- m .  <P2r cP2a . . . . . . 
Pr1 W r  <Pra 
P l i  m . .  cP2r (Plu 

identisch Null sein, welche Werthe aus der Reihe der Zahlen 1, 2, . . . , lz 

euch I,  und cr besitzen mogen, d a ,  sobald einer der beiden Werthe sr - ~ ist, 
zwei Zeilen oder Colonnen dieser Determinante miteinander tibereinstimmen, 
wahrend, falls sowohl A wie such <r grosser als r is t ,  D ~ T I  eine Unter- 
determinante ( r  + l)ter Ordnung von D ist , also der Voraiissetzung gemass 
identisch verschwindet. Ordnet man nun diese Determinante nach den Ele- 
menten der letzten Horizontalreihe und bezcichnet die dem Element pi, 

entsprechende Unterdeterminante mit Dai, so erhalt man somit die Gleichung 
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dann wird, wenn wir den Ausdruck, in welchen 2  nach vollzogener Sub- 
stitution übergeht, mit i? bezeichnen, Z die Grossen a,, a,, .. ., ar nicht 

a  z 
mehr enthalten. M m  kann nun aber zeigen, dass - ftir a = r + 1, r + 2, a o, 
. . ., t z  idcntisch verschwindet, dass also 2 auch die Grossen 6,+1, 6,+2, 

. . ., 8, nicht mehr enthalt und folglich als quadratische Form der Variab- 
leu qi, q z ,  ..., qr mit algebraiscgen Coefficienten sich darstellt. 

Es ist ngmlich 
a z  a z  az as -- a z  a s ,  -F+- 2+...+a-.- 

a s ,  8, as, a 8, a, as, 
oder nach den Gleichungen 5) 

a ;  - a 2  a z  a z -- a a a  a--ba, --...- 
O i?, bar  - 1  

i'f , 8 3, 
nnd man erhiilt, wenn man Gleichung 4) mit 2 8 2  multiplicirt, b = 1, 2, ... , n 
setzt, die so entstehenden üleichungen addirt und berücksichtigt, dass 

ist ,  a z  a  a  a  8 
- = b . t - + b ~ 2 - + . . . + b a . - ,  a  s a  3% a 9.2 a 8, 

es wird folglich a  z -- - O  
a  60 ( a = r + l ,  r + 2 ,  ..., n), 

s geht somit durch die Substitution 5) über in 

und y solbst erhalt jetzt, wenn man noch zur Abkürzung die algebraische 
Function 

~ a - b a l W ~ - ~ a ~ W ~ - . ~ ~ -  burWr=Qa 
setzt, die Form 

Diese Form unterscheidet sich, da die Grossen q,, qz , . . . , qr a15 lineare 
homogene, mit constanten Coefficienten versehene Functionen der ursprting- 
lichen Logerithmen a,, a,, . . . , 6, selbst wieder Logarithmen sind , welche 
algebraische Functionen von 1: a13 Ableitungen besitzen, von der Form l), 
in welcher y gegeben war, nur dadurçh, dass in  ihr die Bedingung u)  fIir 
die Coefficienten pl,, pi2 , . . . , <pr der logarithmischen Glieder zweiter 
Dimension sicher nicht mehr erfiillt k t ,  indem ja die Determinante Dr als 
von Nul1 verschieden vorausgesetzt wiirde. 
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Ftihren wir jetzt in  y durch die Gleichungen 

die neuen Variablen zk+ 1,  . . . , z, ein , welche selbst wieder Logarithmen sind, 
dio algebraische Functionen von a als Ableitungen besitzen, so wird 

n n n a 

7 Y=? 7 mir 4 BP +F vI 4 1  + 2 riv + i, 
= l  f i -1  = 1 o = k + l  . . 

in welchem Ausdruck die Coefficienten der n u r  l i n e a r  auftretenden Loga- 
rithmen t k + l ,  . . . , ra sicher linear unabhangig voneinander sind. Auch 
konnen diese Logarithmen weder untereinander, noch mit al,  a,, . .., 8, 
algebraisch verbunden sein ; denn eine algebraische Gleichnng zwischen die- 
sen Grossen müsste mindestens einen der Logarithmen rq  wirklich enthalten, 
eich also auf die Form bringen lassen 

t i=f (a ,  al, - . . ,  a m ,  Z X - + I ,  ri-1, z i+ l ,  z,); 

sie würde unter Zuhilfenahme der Gleichuugen 6) gesbt ten,  ti durch die 
tibrigen Grossen 6 und 5 algebraisch auszudrücken, und somit der über 
diese Grossen gemachten Vorauvsetzung widersprechen. 

Es ist y jetzt so umgeformt, dass auch die Bedingung p) nicht mehr 
erftillt is t ,  und wir k6nnen das Resultat der bisherigen Untersuchungen in 
folgcndcn Satz zusammenfassen: 

W e n n  d i e  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  l j  g e g e b e n e  F u n c t i o n  y e i n e r  
o d e r  b e i d e n  B e d i n g u n g e n  a )  u n d  p) g e n ü g t ,  s o  l a s s t  e i ü h  d i e -  
s e l b e  s t e t s  a u f  e i n e  F o r m  b r i n g e n ,  i n  w e l c h e r  w e d e r  d i e  C o -  
e f f i c i e n t e u  d e r  l o g a r i t h m i s c h e n  G l i e d e r  x w e i t e r  D i m e n s i o n  d i e  
B e d i n g u n g  a), n o c h  d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  lzur linear a u f t r e t e n -  
d e n  L o g a r i t h m e n  d i e  B e d i n g u n g  P )  e r f ü l l e n .  

E s  s o l 1  d i e s e  F o r m  a l s  die einfuchste Form e i n e r  s o l c h e n  
F u n c t i o n  b e z e i c h n e t  w e r d e n .  

Wir nehmen nun a n ,  die Function y ,  welche der Differentialgleichung 
A) gentigen 5011, sei in  Gleichung 1 )  schon auf ihre einfachste Form ge- 
bracht, und bilden alle ersten und alle zweiten Ableitungen von y nach den 
Logarithmen a,,  i),, . . . , 9,, sowie die ersten Ableitungen von y nach 

5;,  t , . . ., Cs, dann erhalten wir nach Satz 1 (3. S. 232) die n logarith- 

mischen Integrale 2) und die - + + s algebraiachen Integrale 
2 

8) '?'iii <Pisi % n i  X i ,  X n i  . . S I  Xs 

der reducirten Differentialgleichung B). Von den Integralen 2) kann keines 
identisch verschwinden, a e i l  die Logarithrnen a,, a,, . . . , 6, siimmtlich in 
den Gliedern zweiter Dimension von y wirklich vorkommen sollen, und diese 
Integrale sind nach den angestellten Betrachtungen linear unabhangig von- 
einander, weil y die einfachsie Form besitzt; es kann ferner aus demselben 
Grunde keine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten zwi- 
schen den Integralen x I ,  x y ,  . . ., X. bestelien, und es sind auch die Inte- 
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grale 2) linear unabhzngig von den Integralen 8) ,  da eine Gleichung von 
der Form n n R 

cly, + . . . + c n ~ n + ~ ~ c l r i  =.l p z 1  m r p + z g p X p = O ,  p = l  

in welcher die c und die g constante Grossen bedeuten, die Gleichungen 3) 
nothwendig nach sieh ziehen miisste, die nicht moglich sind, wcil nach Vor- 
aussetzung y der Bedingung a) nicht genügt. Dagegen konnen die Inte- 
grale 8) linear voneinander abhtingig sein, und es is t ,  wenn s = O oder 
s = 1 ist, moglich, dass sie sich alle durch ein einziges derselben linear 
und homogen ausdrücken lassen. Die reducirte Differentialgleichung B) 
besitzt demnach mindestens n+l voneinander unabhiingige Integrale, es 
muas also n i w - 1  - 

. sein, und wir haben den Satz bowiesen: 
VI. W e n n  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  A) e i n  I n t e g r a l  v o n  d e r  

F o r m  1) b e s i t z t ,  s o  k a n n  d a s s e l b e  - a u f  s e i n e  e i n f a c h s t e  P o r m  
g e b r a c h t  - i n  d e n  l o g a r i t h m i s c h e n  G l i e d e r n  z w e i t e r  D i m e n -  
s i o n  h o c h s t e n s  m- l v c r s c ' n i e d e n e  a l g e b r a i s c h  v o n e i n a n d e r  u n -  
a b h i i n g i g e  L o g a r i t h m e n  e n t h a l t e n .  

D a  die Differentialgleichung B) die Integrale 8 ) ,  also jedenfalls alge- 
braische Integrale besitzen m u s  (vergl. auch a. Satz I I I ,  S. 233) ,  so wollen 
wir annehmeu, sie besitae im Ganzen p solche cp,, cp,, . .., c p p ,  die linear 
unabhangig voneinander sind; dann müssen sich die Integrale 8) alu lineare 
homogene Functionen derselben darstellen lassen, also die Gleichungen gelten: 

in  welchen die und 1:' constante Grossen bedeuten. y erhalt demnach 
die Form 

I n  dieser Gleichung dürfen die Constanten k?; und le) gewisse Bedingungeii 
nicht erfüllen, welche die Bediugungen ac)  und p )  zu ersetzen geeignet sind. 

Da y aiif die einfachste Form gebracht, also die Bedingung <Y) nicht 
erfüllt  i s t ,  so diirfen die Gleichungen 3) 

" 

nicht besteheu. Setzt man i n  dieselben die Werthe von plp aus den Gleich- 
ungen 9), so geben sio über in 
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welche Gleichungen, da die Functionen cp,, rp,, . . ., c p p  linear unabhangig 
voneinander sind, nnr bestehen konnen, wenn die' Gleichungen 

fur jeden Werth von p und v miteinander vertraglich sind; dies ist aber 
nur dann und immer dann der Fal l ,  

w e n n  d i e  a u s  j e  n d e r  n p  R e i h e n  

g e b i l d e t e n  D e t e r m i n a n t e n  s ~ m m t l i c h  v e r s c h w i n d e n .  

Die Bedingung or) kann somit durch die Bedingung y) ersetzt werden. 
Da y in Gleichung D) die einfachste Form besitzen 9011, so ist auch 

die Bedingung P )  sicher nicht erftillt, es inuss also in  dieser Gleichung 
jedenfalls 

s < p  
sein. Ausserdem würden, wenn die Bedingung 8) erfüllt wtire, also eine 
Gleichung von der Form 

bestiinde , aus ihr iinter Berücksichtigung der Gleichungen 10) wegen der 
linearen Unabhhgigkei t  der Punctionen rp,, cp,, . . ., cpp die p Gleichungen 

welche nur dann und immer dann miteinander vertraglich sind, 

w e n n  d i e  a u s  j e  s d e r  p R e i h e n  

6 )  Z,(V), z p ,  . . . , 1:") (v = 1, a,  ..., p )  
g e b i l d e t e n  D e t e r m i n a n t e n  s a m m t l i c h  v e r s c h w i n d e n .  

Diese Bedingung ersetzt somit vollstiindig die Bedingung P ) ,  und man 
kann jetzt sagen : 

D a s  I n t e g r a l  y b e s i t z t  i n  G l e i c h u n g  D) d i e  e i n f a c h s t e  F o r m ,  

w e n n  d i e  d a r i n  e n t h a l t e n e n  C o n s t a n t e n  ky; u n d  l r )  d e r  B e -  

d i n g u n g  y) u n d  d e r  B e d i n g u n g  6) n i c h t  g e n i i g e n .  
Da die Differentialgleichung B) ausser den vl logarithmischen Integralen 

2) noch die p von diesen und voneinander unabhangigen algebraischen In-  
tegrale y,, y,, . . ., qp besitzt, so musa 

");'>z+P 
sein, es kann also, da A mindestens gleich Eins i s t ,  p hochstens gleich 
m - 1 sein, und wir haben mithin folgenden Satz, der den Satz VI ale 
npeciellen Fa11 enthtilt, bewiesen: 
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VU. W e n n  e i n e  l i n e a r e  n i c h t  h o m o g e n e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h -  
u n g  mte' O r d n u n g  e i n  I n t e g r a l  b e s i t z t ,  w e l c h e s  e i n e  g a n z e  
r a t i o n a l e  P u n c t i o n  z w e i t e n  G r a d e s  v o n  a l g e b r a i s c h  v o n e i n a n -  
d e r  u n a b h i i n g i g e n  L o g a r i t h m e n  i s t ,  d e r e n  A b l e i t u n g e n  und  
d e r e n  C o e f f i c i e n t e n  a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n e n  v o n  x  s i n d ,  s o  
I a s s t  s i c h  d a s s e l b e  s t e t s  a u f  d i e  F o r m  D) b r i n g e n ,  - e i n e  P o r m ,  

i n  w e l c h e r  d i e  C o n s t a n t e n  u n d  le' d e r  B e d i n g u n g  y) und 

d e r  B c d i n g u n g  8 )  n i c h t  g o n i i g e n ,  i n  w e l c h c r  f e r n e r  d i e  A n z a h l  
d e r  l i n e a r  v o n e i n a n d e r  u n a b h i i n g i g e n  a l g e b r a i s c h e n  F u n c t i o -  
n e n  <pl, q,, . .. ,  rp, h o c h s t e n s  g l o i c h  m-1, d i e  A n x a h l  d e r  L o g e -  
r i t h m e n  a,, a,, ..., 4, h o c h s t e n s  g l e i c h  m - p l  d i e  A n z a h l  der  
n u r  l i n e a r  a u f t r e t e n d e n  L o g a r i t h m e n  t ,  5,, . . . ,  5, h o c h s t a n s  
g l e i c h  p i s t .  

E s  gilt  aber auch umgekehrt der Satz: 
VIII. J e d e r  A u s d r u c k  v o n  d e r  F o r m n ) ,  i n  w e l c h e r n  cp,, ..., cp,, 

VI,  ..., qnl W a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n e n  v o n  x s i n d ,  al, ..., 8,, 

5;, ..., t L o g a r i t h m e n  b e d e u t e n ,  d e r e n  A b l e i t u n g e n  a l g c b r a -  
i s c h e  F u n c t i o n e n  v o n x  s i n d ,  g e n ü g t  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  l i n e -  
a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  ( n + ~ ) ~ % '  O r d n u n g ,  d i e  e i n d e u t i g  
b e s t i m m t  u n d  n i c h t  h o m o g e n  i s t ,  w e n n  d i e  L o g a r i t h m e n  a,, 
a,, ..., 8, a l g e b r a i s c h  u n a b h g n g i g ,  d i e  F u n c t i o n e n  <pl,  q,, ..., va 

(4 l i n e a r  u n a b h i i n g i g  v o n e i n a n d e r  s i n d  u n d  d i e  C o n s t a n t e n  kns 
d e r  B e d i n g u n g  y)  n i c h t  g e n t i g e n .  

Um diesen Satz zu beweisen, ordnen wir den Ausdruck D) neüh den 
darin enthaltenen algebraischen Functionen pl, q2 ,  . . . , p p ,  9,, qzI . . . , qn, 
riï und fiihren durch die Gleichungen 

die von x nicht explicite abbangenden E'unctionen w, , tu,, . . . , wp ein, 
dann wird 

y = c ~ ~ ~ ~  + . . . + c p p ~ p + V 1 6 1  + . m . +  @ n @ n + W .  

Bildct man aus dieser Gleichung alle Ableitungen von y nach x bis 
zur (n+p)'"", so stellen sich dieselben dar als lineare Functionen von 

uI, .. ., w p i  8i, .. ., 9, und den Ableitungen der Functionen wv nach den 
Logarithmen al, ..., e n ,  tl, ..., t, mit algebraischen Coefficienten. J e d e  
Ableitung von w, nach irgendwelchen dieser Logarithmen ist aber selbst 
wieder eine lineare Fuuction von a,, a,, . . . , 8, mit constanten Coefficien- 
t e n ,  es muss folglich auch jede Ablsitung v0.n y nach x sich als lineare 
Function von w, ,  . . . , wP , al,. -.., an mit algebraischen Coefficienten dar- 
stellen lassen, und man erhalt somit für y und dessen n + p  erste Ab- 
leitungen nach x die Gleichungen: 
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in welchen cp:) die ite Ableitung von 9, nach x bedeutet, die Grossen e l p  

und oi algebraische Functionen von x sind. 
Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit P n + p ,  P r r + p - ~ r  

.. ., Po, addirt sie und bestimmt dann die n+p + 1 Grossen pi gemass 
den rn + p homogenen linearen Gleichungen mit algebraischen Coefficienten 

Po Cp:"+P' + P 1 c p ~ + ~ - ' )  +... + P,+pcpi =O,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

P0<p("+P) + P,cp ("+r - ' )  +...+ Pn+,cp ,=O,  
P 

Popn+p, i  + P, e n + ~ - i , i  +...+ pn+p.ilil =O, 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  - 1  

p n @ n + p , n +  P l ~ n + p - l , n  + " ' + P n + p ~ n = O ,  

welche immer auflosbar sind, weil die Anzahl der Unbekannten um eine 
Einheit grasser ist  81s diejenige der Gleichungen, so erhëlt man ,  wenn man 
ausserdem 

P,O,+p + Pl O n + p - l + - . . +  P n + p O =  9,  
setzt, für y &e lineare Differentialgleichung 

in welcher P o ,  I l , ,  ..., P n + p ,  ql algebraische Functioiien von x sind. 
Diese Differentialgleichung ist eindeutig bestimmt und nicht homogen, 

wenn in D) die Logarithmen a l ,  6,, .... 8, algebraisch unabhangig, die 
algebraischen Functionen 9, , cp, ,..., g p p  linear uriabhangig voneinander 

sind und ausserdem die Constanten kyp die Uedingung y)  nicht erfüllen; 

denn die p algebraisclien Integrale cp,, cp,, . . . ,  r p P  und die a logarith- 

a?4 6Y mischen Integrale - 1  - 1 ..., -- a Y der zugehorigen reducirten Diffe- a s ,  a s ,  a 
rentialgleichung sind dann nach den oben angestellten Betrachtungen sammt- 
lich linear unabhëngig voneinander, sie bilden ein Fundamentalsystem von 
Integralen dieser Differentialgleichung, und es sind somit durch sie die 
Coefficienten derselben eindeutig beutimmt. Setzt man dann in die Uiffe- 
rentialgleichung A') den Ausdriick D) ein, so muss die algebraische Function g ,  

gleich werden dom Werthe, welchen die linke Seite der Differentialgleich- 
nng nach dieser Substitution annimmt; q, ist also ebenfalls eindeutig be- 
stimmt. Dabei kann pl niemals gleich Nul1 werden; denn ~ o n s t  müsste y 
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46 Ueber die Form der logarithmischen Integrale etc. 

selbst der reducirten Differentialgleichung geniigen, sich also liuear und 
homogen durch des Fundamentalsystem 

' P l i  ' P z ,  . . a l  Tpr  
ay a~ , 2, ..., - 

a4, as, a a,, 
von Tntegralen dieser Differentialgleichung damtellen lassen, wau offenbar 
unmoglich i s t ;  die Differentialgleichung A') kann somit nicht homogen sein. 
Q. e. d. 

Beilaufig sei bemerkt,  dass sich durch Specialisirung aus V I 1  und VI11 
der weitere Stttz ergiebt: 

E i n e  q u a d r a t i s c h e  F o r m  v o n  b e l i e b i g  v i e l e n  a l g e b r a i s c h  
v o n e i n a n d e r  u n a b h a n g i g e n  L o g a r i t h m e r i ,  d e r e n  A b l e i t u n g e n  
u n d  d e r e n  C o e f f i c i e n t e n  a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n e n  v o n  x s i n d ,  
w i r d  n u r  d a n n  u n d  i m m e r  d a n n  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  l i n e a r e n  
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g m t a r O r d n u n g  g e n ü g e n ,  w e n n  n u r p  d i e s e r  
C o e f f i c i e n t e n ,  wo p < m - 1  - - i s t ,  l i n e a r  u n a b h a n g i g  v o n e i n a n d e r  
s i n d  u n d  s i e  s e l b s t  ü b e r g e f ü h r t  w e r ù e n  k a n n ' i n  c i n e  q u a d r a -  
t i s c h e  P o r m  v o n  h o c h s t e n s  m - p  L o g a r i t h m e n ,  d e r e n  A b l e i t u n -  
g e n  u n d  d e r e n  C o e f f i c i e n t e n  e b e n f a l l s  a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n e n  
v o n  x s i n d .  

Es  sollen jetzt noch einige Betrachtungen angestellt werden für den 
Fal l ,  dass das Integral y der Differentialgleichung A) - auf seine ein- 
fachste Form gebracht - in  den Gliedern zweiter Dimension die grosst- 
mogliche Anzahl von Logarithmen enthzlt. 

Nach Satz VI1 ist stets n. 5 m - p i  der grosste Werth,  den n. an- 
nehmen kann, tritt  demnach ein, wenn $ = 1 is t ,  und derselbe ist 

f i=vn-2 .  

Da s ( _ p  immer sein muss, so kann i n  diesem Falle s nur gleich Null 
oder gleich Eins sein, und Gleichung D) lautet,  wenn wir der Kllrze halber 

(1) pi -p ,  k l u = k l W ,  z p = z  

In dieser Gleichung darf 2 auch gleich Null sein, die Constanten kLg dlirfen 
aber die Bedingung y) nicht erfüllen, die Determinante 

A =  2+ k,,k2, .. . k,-i,,-l 
muss also von Null verschieden sein, weil y in E) auf die einfachste Form 
gcbracht sein soll. Die reducirte Differentialgleichung R)  besitzt in diesem 
Palle die m - 1 logarithmischen Integrale 
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und das eventuell sich auch auf eine Constante reducirende algebraische 
Integral 

Y m = < P i  

welches mit y,, y*, ..., y , - i  zusammen ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen derselben bildet; sic besitzt also ein Fundamentalsystem, das aus - 

rn-1 transcendenten und aus nur einem algebraischen Integral besteht, 
und dicscs letztere muss deshalb, wie Herr K G n i g s  b e r  g e r  (Allgern. Unter- 
suchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen, S.  127) gezeigt hat, 
nothwendig .die Wurzel einer binomischen, in  den Coefficienten dur Uiffe- 
rentialgleichung rationalen Gleichung sein. Es  gilt daher der Satz: 

IX. W e ~ n  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  A) d u r c h  e i n  I n t e g r a l ,  
w e l c h e s  i n  s e i n e r  e i n f a c h s t e n  P o r m  d u r c h  G l e i c h u n g  E) g e g e b e n  
i s t , . b e f r i e d i g t  w i r d ,  s o  m u s s  d i e  d a r i n  a u f t r e t e n d e  a l g e b r a -  
i s c h o P u n c t i o n  <pl  f a l l s  s i e  s i c h  n i c h t  a u f  e i n e  C o n s t a n t e  r e d u -  
c i r t ,  d i e  W u r z e l  e i n e r  b i n o m i s c h e n ,  i n  d e n  C o e f f i c i e n t e n  d e r  
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  r a t i o n a l e n  G l e i c h u n g  s e i n .  

S i n d  i n s b e s o n d e r e  s i i m m t l i c h e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  D i f f e r e n -  
t i a l g l e i c h u n g  A) r a t i o n a l ,  s o  i s t  cp d i e  W u r z e l  a u s  e i n e r  r a t i o -  
n a l e n  P u n c t i o n  v o n  2. 

Wir wollen nun unter der Annahme, dass der Differentialgleichung A) 
da8 Integral E) von einfachstor Form genügt, aus der Differentialgleichung 
B), der dann die F'unction cp geniigen muss, durch die Substitution 

die lineare homogene Differentialgleichung (m- 1 ) t O '  Ordnung bilden: 

in welcher die Coefficienten QI,  Q,, ..., Dm-, durch folgende Gleichungen 
mit den ursprünglichen Coefficienten P, , P, , . . . .  Pm ~usamrnenhan~en:  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
I 

( - 1 ) .  ( - 1  d ( m - 1 - 2 ) ( - 1  d r - '  
13) 0, = - -- + cP - Pl - 

r !  d xr ( r - l ) !  dxr-' 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Diese Differentialgleichung wird befriedigt durch die m- 1 Integrale 

.... ( A =  1, 2,  m - l ) ,  
C 
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48 Ueber die Form der logarithmischen Tntegrale etc. 

welche, da  die Logarithmen a,, a,, .. ., 4,-1 nach Voraussetzung alge- 
braische Ableitungen besitzen , s h m t l i c h  algebraisch sind und bekanntlich 
ein Bundamentalsystem bilden. Die durch die Substitution 12) aus der 
Differentialgleichung B) abgeleitete Differentialgleichung F) besitzt somit 
nur algebraische Integrale, wenn der Differentialgleichung A) ein Integral 
genügt, das in seiner einfachsten Form durch Gleichung E) gegeben ist. 

Aus dieser Thatsache I&st sich, wenn die Coefficienten der Differen- 
tialgleichung A) sammtlich rationale Functionen von s sind, eine weitere 
Folgerung ziehen. Es muss dann nach Satz I X ,  wenn Pm nicht gleich 
Nul1 ist,  die Bunction rp die Wurzel aus einer rationalen Punction von z 

1 dicp 
sein. 1st dies aber der Pall,  so ist das Product - - 'filr jeden Werth 

p d x Z  
von i eine rationale Function von x ,  und es sind folglich nach den Gleich- 
ungen 13) dann ctuch die sammtlichen Coefficienten der Differentialgleich- 
ung F )  rationale Punctionen von x. Da nun diese Differentialgleichung mit 
in der ganzen Ebene eindeutigen Coefficienten nach der oben angestellten 
Betrachtung nur  algebraische Integrale besitzt, so muss sie zur F u c h s - 
schen Classe der linearen homogenen Differentialgleichungen gehoren, und 
ihre Coefficienten müssen, wenn F, (x) eine ganze rationale Function von z 
bezeichnet, welche hochstens vom sten Grade kt ,  die Form haben 

(vergl. die Abhandlung des Herrn F u c  h i  : Journ. f.-Xath., Bd. 66, S. 158). 
Man hat somit folgendes nothwendige, aber selbstverstandlich nicht 

hinreichende Kriterium dafür, dass eine lineare nicht homogene Differential- 
gleichung m'Br Ordnung mit rationalen Coefficienten durch ein Integral von 
der einfachsten Form E) befriedigt wird: 

E s  muss die zugehorige reducirte Differentialgleichung die Wnrzel aus 
einer rationalen Function von x als particulares Integral besitzen. Wenn 
eine solche Function dicsor Differentialgleichung gcnügt, so kann man die- 
selbe nach der von Herrn P u c  h s  (Journ. f. Math., Bd. 81 , S. 101) an- 
gegebcnen Methode immer bestimmen, sie dann für cp i n  die Substitution 
12) einsetzen und durch diese Substitution eine lineare Differentialgleichung 
(m - ])te* Ordnung herleiten. Diese Differentialgleichung muss dann zur 
F n c h e'schen Classe der linearen hoinogenen Differentialgleichungcn gehoren, 
und es miissen die Wurzeln der zu jedem ihrer singuliiren Punkte gehorigen 
determinirenden Fundamentalgleichungcn voneinandcr vorschiedeno rationale 
Zahlen sein. 

1st eine dieser Bedingungen nicht erfüllt, so genügt der vorgelegten 
Differentialgleichung jedenfalls kein Integral,  welches die Form E) a1s ein- 
fachste Form besitzt. 

Wenn in der Differentialgleichung A) die Coefficienten rational sind 
und ausserdem Pm = O  ist, so gestaltet sich dieses Kriteriurn etwas ei n 
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Von C. ROEHLER. 49 

facher. Unter der Annahme, dass ihr durch ein Integral von der einfach- 
sten Form E) genügt wird, muss namlich dann rp gleich einer Constanten 
sein, weil Pm = 0 ist und die Differentialgleichung B) die m- 1 voneinan- 
der unabhgngigen logarithrnischen Integrale 11) besitzt; die Substitution 12) 

geht dann liber in Y = s d x ,  die Coefficienten P l ,  P,, . . ., Pm-, müssen S 
somit nach den Gleichungen 13) und 15) die Form haben 

und das obige Kriterium lautet in  diesem Falle: 
Wenn einer linearen nicht homogenen DifBrentialgleichung mt" Ord- 

nnng mit rationalen Coefficienten, in welcher das mit y multiplicirte Glied 
fehlt, durch ein Integral von der einfachsten Form E) genügt werden 9011, 
so ist es nothwendig, dass die zugehorige reducirte Differentialgleichung 
zur F u c h s'scheu Classe der linearen homogenen Differentialgleichungen 
gehort, und dass die Wurzeln der zu jedem ihrer singuliiren Punkte geho- 
rigen determinirenden Fundamentalgleichungen voneinander verschiedene 
rationale Zahlen sind. 

Es sollen in  diesem Abschnitte zwei besondere Pormen logarithmischer 
Integrale einer linearen nicht homogenen Differeutialgleichung mit algebra- 
ischen Coefficienten betrachtet werden, welche - als ganze rationale Func- 
tionen der darin enthaltenen Logarithmen aufgefasst - auch von hoherem 
als dem zweiten Grade 8ein konnen. 

Zunachst sei gegeben ein Ausdruck von der Form 

in welchem qi ,  q s ,  . . ., vt, algebraische Functionen von s - eventuell 
auch Constanten - sind, a,, 6,, .. . , 9, algebraisch voneinander unab- 
hhgige  Logarithmen bedeuten, deren Ableitungen algehraische Functionen 
von x sind, und r eine g e g e  b e n e  positive ganze, von der Einheit verschie- 
dene Zahl ist. Untersucht sol1 nun werden, untor welchen Umstanden dieser 
Ausdruck der Differentialgleichung A) genügen kann. 

Wenn y diese Differentialgleichung befriedigt, so sInd nach Satz 1 (TU. 
S. 232) die Ahieitungen 

a y  -z 14JL ai-', 
a 8, 
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50 Ueber die Poim der logarithmischen Integrale etc. 

welche siimmtlich Logarithmen enthalten, und ausserdem die Ablei- 
tungen 

18) 
ar2/ -- ,ai - r !  .VI (LEI, 2, ..., M ) ,  

welche algebraische Functionen von x sind, Integrale der reducirten Diffe- 
rentialgleichung B) ,  wir kennen also (r - l ) n  logarithmische und n alge- 
braische Integrale dicser Differcntialgleichung, und es ist  direct ersichtlich, 
dass eine homogene lineare Relation mit constanten Coefficienten zwischen 
den ersteren und den letzteren oder für die ersteren unter sich nicht be- 
stehen kann; denn ails der Gleichung 

wtîrde, da  die Logarithmcn a , ,  a , ,  .. . , 8, algebraisch voneinander unab- 
htingig sind, successive folgen 

Dagegen konncn die algebraischen Integrale 18) durch lineare homogene 
Relationen mit constanten Coefficienten verbiinden sein. Nehmen wir an, 
die Diferentialgleichung 8 )  besitze im Ganzen p voneinander unabliangige 
algebraische Integrale cp,, q z ,  . . . , < P r ,  so miissen sich die r. Integrale 18) 
linear und homogen durch dieselben darstellen lassen, also die Gleichungen 
gelten : 

(2) 
&l=kf '<p,+kA rp,+...+ky)p, ( A = I ,  2, ..., n), 

in  welchen die Grossen k r )  Constante bedenten, und Gleichung 16) geht 
fiber in 

Die Differentialgleichung B) besitzt dann jedenfalls (r - 1) n + p  voneinander 
unabliiingige Integrale, es muss also 

sein. D a  .n mindcstens gleich Eins k t ,  darf soinit p hochstens gleich 
m - r +  1 sein, und wir erhalten, wenn wir die grosste in a enthaltene 
ganze Zahl mit [a] bezeichnen, den Satz: 

X. W e n n  d i e  D i f f e r e n t i a l g l o i c h u n g  A) e i n  I n t c g r a l  v o n  d e r  
F o r m  G) b e s i t z t ,  s o  k a n n  i n  d e m s e l b e n  d i e  A n z a h l  d e r  l i n e a r  
v o n e i n a n d e r  u n a b h i i n g i g e n  a l g e b r e i s c h e n  F u n c t i o n e n  pl ,  y,, 
..., y,, h o c h s t e n s  g l e i c h  m - r + l ,  d i e j e n i g e  d e r  a l g e b r a i s c h  
v o n e i n a n d e r  u n a b h ë n g i g e n  L o g a r i t h m e n  al, ..., 8, h o c h s t e n s  

g l e i o h  [XI  ~ e i n .  
r - 1  
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Von C. KOEHLER. 51 

Es lLsst sich aber auch folgende Umkehrnng dieses Satzes beweisen: 
XI. J e d e  B u n c t i o n  v a n  d e r  F o r m  G) ,  i n  w e l c h e r  q,, v,, .... gi, 

.... a l g e b r a i s c h e  P u n c t i o n e n  v o n  x s i n d ,  n n d  a,, a,, 8, L o g a -  
r i t h r n e n  b e d e u t e n ,  d e r e n  A b l e i t u n g e n  a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n e n  
v o n  x s i n d ,  g e n i i g t  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g  [ ( r - l ) ~ z + p ] ' ~ ~  O r d n u n g ,  d i e  e i n d e u t j g  b e s t i m m t  u n d  
n i c h t  h o m o g e n  i s t ,  w e n n  d i e  L o g a r i t h r n e n  a,, a , ,  ..., 4, a l g e -  
b r a i s c h  u n a b h i i n g i g ,  d i e  F u n c t i o n e n  9 , ,  cp,, ..., <pl, l i ~ e a r  u n -  
a b h a n g i g  v o n e i n a ' n d e r  s i n d .  

Wir setzen, um diesen Beweis zu führea,  
11 

dann geht Gleichung G) iîber in 

und es werden, da die Functionen w, die Variable x nicht explicite ent- 
halten, s8;mmtliche Ableitungen von y nach x lineare Functionen von w , ,  

.... w , ,  .... w p  und von den Ableitungen dieser Grossen nach a,, a,, 4, 
mit algebraischen Coefficienten. Jede dieser Ableitungen selbst ist  aber eine 
lineare Fiinction von Potenzen der Logarithmen el, a , ,  ..., a,, deren Ex- 
ponenten C r - 1  - und deren Coefficienten constant sind. Man erhBlt dem- 
nach, wenn man zur Abkürzung 

( r - l ) f i + p  = S  

eetzt, filr y und dessen s erste Ableitungen nach x die Gleichungen: 
n 

in welcben die i tm Ableitung von 9, nach x bedeatet, die Grossen eFi 
und Li algebraische Functionen von x sind. 

.... Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit P a ,  Pa- 1 ,  Po ,  
addirt aie und setzt in dem Additionsresultat die Coefficienten von w , ,  

4 * 
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______r___ - .~X"-~I-̂ X_^_IX -^_I-_^_--_^I_IXI---- 

8r-l $4 
w2,  . . ., w p ,  A , 1 , . . ., 81 (jr = 1, 2, . . . , n) gleich Null,  so erhiilt 
man ziir Restimmung der s+ 1 Grossen Pi s lincare homogene Gleichungen 
mit algebraischen Coefficienten, und für y ergiebt sich, wenn man noch 

P o ; . + < w , ~ i + - . . + r ~ * ~ , o , = p ,  

setzt , die Differentialgleichung 

Ihre Coefficienten sind algebraische Functionen von X ,  und sic sind ein- 
deiitig bestimmt, wenn in G) die Logarithrnen 8,; @,, .. . , 3., algebraisch 
unabhangig und die algebraischen Functionen y, ,  rp2, .. . , rpp linear un- 
abhangig voueinauder sind, da sich dann aus der Form von y nach Satz 1 
(x. S. 232) (r - l ) n  logarithmische Integrale der zugehorigen reducirten 
Differentialgleichung ergeben , welche untereinander und von y, ,  cp2, . . . , mp 
linear unabhiingig sind. Fcrner kann die algebraische Function q, nicht 
gleich Nu11 sein, weil sich sonst y durch diese s Integrale linear und homo- 
gen darstellen lassen müsste, was offenbar unmoglich iut. Die gefundene 
Differentialgleichung ist also eindeutig bestimmt und nicht homogen, und 
Satz XI ist bewiesen. 

Die Anzahl der Logarithmcn, welche die Function y in Gleichung G )  
bei gegebenem Grade r enthalten dar f ,  wenn sie einer algebraischen linearen 
Diffcrentialglcichung mter O r d n m g  genügen soll, wird nach Satz X um so 
grosser sein konnen, je kleiner p ist. Der grosste Werth,  den diese An- 
zahl n übeïhaupt besitzen kann, ist demnach, da nach Satz III (8. S. 233) 
p mindestens gleich Eins sein muss, 

und y erhalt, wenn p = 1 ist,  die Form 

Nach Satz I I a )  (a. S. 234) kann der Grad r dieser Function hochstens 
gleich m sein. 1st aber r = na, so folgt aus Gleichung 19) n. = 1, das In- 
tegral H) kann also in  diesem Falle nur einen eineigen, mit einer algo- 
braischen Function oder mit einer Constanten multiplicirten Logarithmus 
enthalten, was sich übrigens auch aus dem lctzten Satzo von a. (S. 242) 
direct ergiebt. 

1st r = m - 1 und m = 3 ,  so ist die Maxirnalzahl der moglichen Lo- 
garithmen n = 2; sobald aber m > 3 i s t ,  muss n = 1 sein. Bus Satz X 
und XI folgt somit: 

E i n  A u s d r u c k  v o n  d e r  F o r m  H),  i n  w e l c h e m  r = m - 1  i s t ,  
w i r d  i m m e r  d a n n  u n d  n u r  d a n n  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  l i n e a r e n  
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  mtsr  O r d n u n g  g e n t i g e n ,  w e n n  e r ,  f a l l s  
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m > 3 ,  n u r  e i n e n  e i n z i g e n ,  f a l l s  a b e r  m = 3 ,  h o c h s t e n s  z w e i  a l -  
g e b r a i s c h  v o n e i n a n d e r  u n a b h a n g i g e  L o g a r i t h m e n  e n t h a l t .  

Für  rn = 3 folgt dies auch aus Satz VI. 
Fragon wir allgemein, zwischen welchen Grenzen r liogon muss, wenn 

die Maximalzahl n der Logarithmen in dem lntegral H) gleich Eins sein 
soll, so folgt aus der Gleiçhung 

1 = - [Y:;] 
für r die Ungleichung 

mi' < r a ~ ,  
d. h.: 

E i n  A u s d r u c k  v o n  d e r  F o r m  fi), i n  w e l c h e m  r >-+li a b e r  2 
<n i s t ,  w i r d  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h -  - - 
u n g  mler O r d n u n g  i m m e r  d a n n  u n d  n u r  d a n n  g e n ü g e n ,  w e n n  e r  
n u r  e i n e n  e i n z i g e n  L o g a r i t h m u s  e n t h a l t .  

Wir betrachten jetzt noch das mit einer algebraischen Function oder 
mit einer Constanten multiplicirte Product der n algebraisch voneinander 
unabhiingigen Logarithmen a,, aP, .. . , Sn 

JI y='pa,.i?, ... 9, 

und suchen die Bedingungen daflir, dass es einer linearen nicht homogensn 
Differentialgleichung mter Ordniing mit algebraischen Coefficienten gentigt. 

Wenn diese Function die Differentialgleichung A) befriedigt, so wird 
nach Satz 1 der Differentialgleichung B) durch jede Ableitung von der Form 

a r y  
ait,, aaA1 ... asAr 

genligt, i n  welcher r die Werthe von 1 bis ra annehmen darf und bei jedem 
Werthe von r für A,, A,, . . . , A, alle Combinationen rten Grades der Zahlen 
1, 2 ,  . . ., n zu setzen sind. ' Die Anzahl dieser Integrale der Diîïerential- 
gleichung B) ist demnach 

und dieselben sind offenbar alle von Nul1 und voneinander verschieden. 
Auch kann eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten 
zwischen ihnen nicht stattfinden; denn dieselbo würde, da jedes ihrcr Glie- 
der eine andere Combination der Logarithmen 6, , Oz, . . . , 8'" enthielte, sich 
also nicht gegen ein anderes Glied wegheben konnte, gegen Vorsussetzung 
einen algebraischen Zusammenhang zwischen fi , ,  a,, . . . , 8, ergeben. Es 

muss somit jedenfalls 

also 
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sein. 
Nun làsst sich aber durch ganz dasselbe Verfahren, welches in den 

bisher betrachteten Fallen angewandt wurde und deshalb nicht nochmals 
wiederholt werden soll, zeigen, dass jeder Ausdruck von der Form J) einer 
eindeutig bestimmten linesren nicht homogencn Differentialgleichung (2" - l)"r 
Ordnung mit algebraischen Coefficienten genügt. Wir  haben daher den Batz: 

XII. E i n e  F u n c t i o n  v o n  d e r  F o r m  J), i n  w e l c h e r  cp e i n e  
a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n  o d e r  e i n e  C o n s t a n t e  i s t ,  u n d  a,, a,, ..., 8, 

a l g e b r a i s c h  v o n e i n a n d e r  u n a b h a n g i g e  L o g a r i t h m e n  b e d e u t e n ,  
d e r e n  A b l e i t u n g e n  a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n e n  v o n  x s i n d ,  g e n ü g t  
i m m e r  d a n n  u n d  n u r  d a n n  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g  mter O r d n u n g ,  w e n n  f t i r  d i e  A n z a h l  d e r  d a r i n  a u f -  
t r e t e n d e n  L o g a r i t h m e n  d i e  U n g l e i c h u n g  20) e r f t i l l t  ist. 

H e i d e l b e r g ,  11. Septeniber 1888. 
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Kleinere Mittheilungen. 

1. Ueber die Bestimmung eines unendlichen Prodnctes. 

I n  der algebraischen Analysis findet man das unendliche Product: 

für n = 2 entwickelt. Hier sol1 unter Anwendung von periodischen Reihen 
das Product bestimmt werden, wenn II eine beliebige gerade Zahl bedeutet. 

Zunachst handelt es sich um den Werth des Integrals: 

wobei n als gerade Zahl vorausgesetzt werden m6ge. Der Nenner lbsst sich 
in die folgenden rein quadratischen Factoren zerlegen: 

und es erscheint mit Rticksicht darauf das Integral durch nachstehende 
Summe von Integralen ausgedrtickt: 

Die einzelnen Summanden k6nnen nach der bekannten Formel: 

XZ 72 
cosrz. l og7dx=- (e -"-1 )  S p +zP  r 

O 
2g - 1 --ni 

entwickelt werden , wenn p = - kée  " gesetzt wird , und es ist  daher: 

oder, wenn man zur Abkürzung setzt: 
2g - 1 

1) a g = k s i n -  ~a 7 
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weshalb man für  das ursprüngliche Integral erhiilt: " 

Nebstdem folgt noch aus der vorletzt,en Gleichung: 
n - 
2 2 e- '4 sin (r a,) = O. 
1 

Nun ist aus der Theorie liber periodische Reihen bekennt, dass ftir 

alle x, welche xwischen O und 272 liegen, die Gleichung besteht: 

4) + ~ + A l ~ ~ x + A 2 ~ o ~ 2 x + A 3 c o ~ 3 x + ~ ~ ~  
= f ( z ) + f ( 2 7 2 - 4  + f ( 2 x + x )  + f ( 4 n - x ) + f i 4 7 d + x )  + . - - y  

wobei die Coefficienten durch das nachstehende Integral ausgedrückt er- 
scheinen : 

5) 

Setzt man fIir die Function: 
xn 

f (x) = log - 1 
kn + xn 

so folgt aus Gleichung 3) in Verbindung mit Gleichung 5) fur  den Coeffi- 
cienten Ar : " 

daher ist das allgemeine Glied der Reihe 4) durch den Ausdruck bestirnrnt: 
n - 

ferner ist noch: 1 

k + A , = - - .  
n; 

sin - 
n 

Dies beachtend, geht die linke Seite der Gleichung 4 )  tibor in:  
n 

r = m  r=m 
g=- 

cosrx e - r q  cosrx cos(r8,) . -L-nz x 2 2  2 r 
sin- r = l  r = l  g=1 

n 
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Fiir die erüte Summe hat man bekanntlich: 

wahrend letxtere die Form hat: 

y z p r  ms:z cowr - fl 
r= 1 

und mittels der Formel: 

surnmirt werden kann, naclidem zuvor das Product der zwei Cosinusse durch 
eine Summe ersetzt worden. Dies beriicksichtigend, ergiebt sich für die 
letztere Reihe der Werth:  

Mit Rticksicht auf diese Gleichung hat man: 

und man gelangt nach Vereinigung der Logarithmen zu dem nachstehenden 
Ergebnisse : 

- 1 
- log - n 

- k c a c n  
1 

2" ( I - cosx)". e 

woraus sich der Werth des vorgelegten Productes also ergiebt: 

Die Werthe von a* und Pg sind durch die Gleichungen 1) und 2) bestimmt, 
wiihrend x der Relation 0 < x < 2z  genügen muas. Ersetzt man in  der 
letzten Formel 1: dorch n - x ,  so folgt ftir - m < x <, + ic : 
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n 

- k c s c n  
2" (1 + cosx)" e 

Der specielle Fa11 la = 2 giebt die a m  der algebraischen Analysis be- 
kannten Resultate. 

Einfacher gestaltet sich die letzte Gleichung für x = 0 und k =yz, 
durcli welche Substitution man erhalt,  wenn das unendliche Product mit Q 
bezeichnet wird : 

oder es ist ,  nachdem zur Abkürzung das Trinom eaQ + e-"g + 2 cos&= $@) 
gesetzt worden: 

Ftir das erste Product folgt,  wenn man a,uf die Bedeutung von org zurtick- 
geht  , der einfache Werth: 

" 

Um die Anzahl der Substitutionen im letzten Producte auf die Halfte zu 
reduciren, sollen die Falle *1. = 4 m  und li = 4 m  + 2 unterschieden werden. 
So ist ffir den ersten Fall:  

n n n - - - 
2 4 2 

n ~ h ;  = nvm. n qcg). 
1 1 ;+ 1 

Der zweite Factor lasst sich folgendermassen umgestalten, wenn die 
Substitutionen in umgekehrter Ordnung ausgeflihrt werden: 
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uod 

daher hat man fur  das nachstehende Product: 

Dies beachtend, gelangt man ftir n =  4m zu dem einfachen Resultate: 
n - 

1 
11) (I+$)(~+$)(I+$) ...=y II (eus + e r u g  + z cos 8,). 

2' ' 
Nach einer ahnlichen Behandlung des zweiten Balles folgt fiir rn = 47n + 2 : 

or, und fig sind durch die Ausdrlicke gegeben: 

R o m e r s t a d t ,  im Juni  1888. Prof. REINHARD MILDNEB. 

II. Hyperarithmetische u n d  hyperharmoni~che  Mittel nebet 
geometrischen Anwendungen. 

(Hierzu Taf. 1 Fig. 12 -14.) 

1. Das arithmetische Mittal zwischen den Grassen-r,  und r, wird be 
kanntlich durch die Formel .= acrl+r2) 
definirt; diese bildet einen sehr speciellen Pal1 der dlgemeineren Gleichnng 

1) ~ = x T ~  +  AT^, 
worin ic und 1 constante numerische Coefficienten bedeuten mogen, und es 
ware vielleicht nicht unpassend, r als das hyperarithmetische Mittel von 
r, und rz zu bezeichnen. Für solche Mittel gilt nun folgende sehr einfache 
geometrische Bemerkung. 

EE giebt unendlich vie1 Curven, deren Gleichung zwischen den Polar- 
coordinatan r und 4 unter der Form 
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enthalten ist , wobei jedoch die Parameter a ,  b, c , . . . in den Functionen 
f (9.) ,  <p (a), t / ~  (a), . . . n i c h  t vorkommen dtirfen; man ersetze hier r, a, 
b, C ,  ... einmal durch rl, a,, b,, cl, . . . nachher durch r,, a,, b, ,  c,, ... 
und nehme schliesslich r = xr, + Ar,; man erhalt dann eine Gleichung, die 
wieder von der Form 2) ist und daher geometrisch bedeutet (Big. 12): 

Sind O Pl und OP, die, in  zwei Curven der genannten Art dem- 
selben Polarwinkel entsprechenden Vectoren, und wird auf OPIPp 
der Vector O P  gleich dem hyperarithmetischen Mittel zwischen OPl 
und OP, genommen, so ist der Ort von P eine Curve derselben Art, 
und jeder ihrer Parameter das hyperarithmetische Mittel aus den 
gleichnamigen Parametern der ursprilnglichen Ccrven. 

Die Kegelsohnitte liefern hierxu drei Beispiele. 
a) Haben zwei beliebige Kreise (Fig. 13) einen Punkt  O gemein und 

wird derselbe zum Coordinatenanfang gewahlt, so ist  die Polargleichung 
eines solchen Kreises 

r = a c o s 4 $ b s i ~ 8 ,  
mithin gilt hier der obige Satz. 

h) Ftir zwei beliebige gleichseitige Byperbeln, welche den Punkt O 
gemein haben, ist 

a b 
r=-+-9 

cos8 si918 
was der Voraussetzung entspricht. 

c) Schneiden sich zwei Parabeln, deren Axen parallel liegen, im 

II. Die vorigen Erorterungen bleiben fast wortlich dieselben, sobeld 
man eine Plache voraussetzt, deren Gleichung in den Polarcoordinaten r, 
6, o unter der Form 

3) r = a f ( 8 ,  ~ ) + b ~ ( 8 ~ , m ) + . - .  
enthalten ist , wobei a ,  b, . . . nicht in  f, < p l  . . . vorkommen. Der allgemeine 
Satz, zu welchem man gelangt, unterscheidet sich von dem vorigen nur 
dadurch, dass statt  ,Curveu zu sagen ist ,,Flacheu. 

III. Von bedeutend grosscrer Tragweite ist  die Verallgemeinerung dcs 
Doppelschnittsverh%ltnisses. Liegen namlich die Punkte O, P,, Pl P, 60, 

dass für  ain gegebenes 6 die Gleichung besteht 

O e, O i' 
- > = d  odor r, <r, - y) 
f' P, - P P2 ., ( r  - r,) = ' 

go folgt 

4) Y =  
f l + d l r , r , .  

r, + 9.2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 61 
--. ------- --- 

wobei r das Doppelschnittsmittel zwischen r, und r, heissen k6nnte; schreibt 
man statt  Nr. 4) 

1 1 1  6 1  
- - - -.- 1 1 1 

+y.- oder kurz - = p - + ( 1 - p ) - 3  
r 1 + 6  r, 1 + d  r, r '-1 r 2  

so ersieht man, dass die allgemeinere, zwei beliebige Coefficienten y und 
v enthaltende Gleichuno 

für y + v = 1 des Uoppelsühnittsmittel und für p ,= v = Y das harmonische 
Mittel als besondere Falle umfasst. Das nach Nr. 5) hestiminte r m6ge des 
hyperharmonische Mittel zwischen r, und r2 genannt werden. 

I n  volliger Analogie zu 1 und II lësst sich dies auf Curven anwenden, 
deren Polargleichung lautet : 

und ebenso auf Fliichen mit der Polargleichung 

vorausgesetzt, dass die Parameter a ,  b, c,  ... in  den Functionen f, p, y, .. . 
nicht vorkommen. Man erhalt ohne Weiteres den Satz: 

Sind OP, und O Pz die, in zwei Curven oder Flëchen der ge- 
nannten Art zu gleichen Polarwinkeln gehorenden Vectoren, und 
wird auf O Pl Pz der Vector O P  gleich dem hyperharmonischen Mittel 
zwischen OP, und O Pz genommen, so ist der Ort  von P eine Curve, 
bezw. Plache derselben Ar t ,  und jeder ihrer Parameter das hyper- 
harmonische Mittel eus den gleichnamigen Parametern der u r s p r h g -  
lichen Curven bezw. Flachen. 

Einige Reispiele hierzu Sind folgende. 
a) In rechtwinkligen Coordinaten ist die Gleichung der Geraden 

x + ! ! = l  
a b A' 

mithiu in Polarcoordinaten 

der allgemeine Satz gilt also, wenn von einem festen Punkte O aus Trans- 
versalen durch zwci feste Gerade gelegt werden. Fig. 13 zeigt den Fa11 

Ftîr p + v = 1 fallt D auf C; für  p = u = kommt man auf einen alt- 
iind allbekannten Satz zurilck. 

Ersetet man die festen Geraden durch Ebenen, 80 heschreibt P gleich- 
falls eine Ebene. 
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b) Von einem Kegelschnitte sei O ein Brennpunkt, g der Abstand des 
letzteren von der Directrix, h der Halhparameter, u der  Winkel zwischen 
der Polaraxe und der Hkuptaxe des Kegelschnittes; die Polargleichung 

r =  
h 

h 
~ + - c o s ( ~ - u )  

9 
Iasst sich dann fiir g sec a = m und g csc cu = TZ in der Form 

darstellen, welche der gemachten Voraussetaung entspricht. Der allgemeine 
Satz gilt demnach fiir zwei be!iehige Kegelschnitte, die einen Rrennpiinkt 
gemein haben. Eine ins Einzelne gehende Untersuchung würde hier sechs 
Palle imterscheiden und ftir jeden derselben die Natiir des Orts von P be- 
stimmen miissen. 

Bei dem stereometrischen Corrclate t r i t t  an die Stelle jedes Kegel- 
schnitts eine Rotationsflache, welche durch Drehung eines Kegelschnitts um 
dessen Hauptaxc entstauden ist. 

C)  Wird ein beliebiger Punkt O irgend eines Kegelschnitts zum Pol, 
und die zugehorige Normale OX zur s -Axe  genommen, so lautet die Gleich- 
ung der Cnrve in rechtwinkligen Coordinaten: 

8 x Z +  B $ + + X Y - x = O  
und in Polarcoordinaten 

Daraus folgt unmittelbar, dass der Hauptsatz für zwei beliebige, einander 
beriihrende Kegelschnitte gilt. 

Bemerkenswerth ist hier der specielle Pall,  wenn der eine Kegelschnitt 
willkllrlich, und ftir den andern der zu O gehorige Krümmungskreis ge- 

l 
wahlt wird, dessen Durchmesser = ist;  für  v = - p, mithin 

B 
1 , - - . T L  
P '-2 - '-1 

ergiebt sich d a m ,  dass P eine Gerade durchlauft, welche der gemeinschaft. 
lichen Sehne beider Curven parallel liegt. 

1st der Pol O ein Punkt  einer Flache zweiten Grades, OX wiederum 
die zugehorige Normale, so hat  man 

Ax2 + B y Z + C z 2 +  D y z + R ~ x + F x y - $ = O ,  

1 sin2 4 cosB CO sinZ @ sin2 O 
- = A c o s O + B  + C  
9- cos 9 cos 9. 

sin2 9. COS O sin m 

+ D  c o s 8  + Esin8  s i n w  + F s h 8  c o s w ;  

der Hauptsatz gilt demnach ftir zwei beliebige , einander bertihrende Flachen 
zweiten Grades. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kieinare Mittheiliingen. 03 

Gegentiber der grossen Siisbeute, welche durch Anwendung der Doppel- 
schnittsverhaltnisse gewonnen worden is t ,  darf man wohl erwarten, dass 
die mitgetheilte Verallgemeinerung des Doppelschnittsverh~ltni~ses noch zu 
vielen interessanten Resultaten führen wird. Endlich liegt es auch nahe, 
bei mehr als zwei Curven oder Flachen mittlere Vectoren nach den all- 
gemeineren Pormeln 1 

v = H x , r n  und -=zE v  

zu construiren und damit Analoga zu den vorigen Hauptsatzen aufzustellen. 
Ein sehr einfaches Beispiel hierzu ist folgendes. Wird ein ails w Strahlen 

bestehender ebener Btischel, dessen Mittelpunkt C is t ,  von einer beliebigen, 
durch den fcsten Punkt O gelegteu Transversale in den Punktcn P , ,  P, ,  ..., Pn 
peschnitten und - 

1 1 1  1 1 ---(-+-+...++) O P  n. OP, OP, 
0 Pn 

geaomrnen, so ist der Ort von P eine Gerade, welche durch C geht. Um 
dieselbe rasch zu construiren, errichte man in C senkrecht zu O C  die will- 
ktirliche Strecke CD und lege durch D parallel zu OC eine Gerade, welche 
die Strahlen des ursprünglichen Rüschels in El, Xz, . . . , En schneidct; 
wird nun D E  gleich dem arithmetischen Mittel zwischen DE,, DE,, . . . , DE, 
auf der Geraden DE', E, . . . abgeschnitten, so fallen die Strahlen C E  und 
CP zusamrnen. O. SCHL~MILCH. 

IiI. Nener Beweis einer  Kirchhoff'echen Formel. 
(Aus e i n e ~  an A. G u t z m e r  gerichteten Briefe.) 

. . . Die K i r c h h o f f  'sche Formol * in Betreff der Reihe 

für welche Sie ktirzlich einen Beweis veroffentlicht haben**, welcher sich 
auf die H e i n e  'sche Reihe stützt , kann auch auf folgende Weise hergeleitet 
werden. 

Nehmen Sie in  der obigen h i h e  die absoluten Betrage der Argumente 
z, y, z kleiner als Eins, so erhalten Sie offenbar: 

R(x, y, B) = ZXPI/~B'B (a, ,!?=O1 1, 2,  ...). 

Ich theile nun die Glieder dieser absolut convergenten Reihe i n  zwei 
Gruppen. I n  die erste sollen alle diejenigen Glieder aufgenommen werden, 

Sitzungsberichte der Konigl. Preuss. Akademie d. Wissenschaften zu Berlin, 
1885, S. 1007-1013. 

Jornal de Sciencizs mathematicas e astronomicas publicado pelo Dr. 
F. Gomes T e i x e i r a ,  vol. VLII, p. 81-88. 
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bei welchen a > - f l  ist ; die zweite sol1 diejenigen umfassen, bei denen 
a < fl ist. I n  der ersten Gruppe kann man also a = p + v, ,6 = p und in  
der zweiten ar = p ,  p =  p + v + 1 setzen, wo p und v irgendwelche nicht 
negative Zahlen bezeichnen. Hiernach folgt aus obiger Formel: 

und hieraus ergiebt sich schliesslich die K i r c  h h of  f'sche Furmel : 

welche wir herleiten wollten. 

P r  a g ,  am 15. Mai 1888. M. LERCH , 
Uocent am Bahm. Poljtschnikum cu Prag. 

IV. Erklarnng. 

Bezugnehrnend auf die Note von S. 161, Bd. II der Darstellenden Geo- 
metrie von Herrn Professor W i e n e r  und auf die in  dieser Zeitschrift er- 
schienene Recension von Herrn Prof~esor  R O d e n  b e r g erlaube ich mir, 
Folgendes zu erklaren : 

Die Anmerkung zu rneiner Abhandlung über Imaginarprojection (S. 29 
des XXX. Bandes der Vierteljabrsschrift der neturf. Gesellschaft in Zürich) 
erregte den Schein, als beanspruche ich gegeniiber von Herrn Professor 
W i e n e r  die Prioritit .  Sofort nachdem ich die Note Bd. II S. 161 von 
Herrn Prof. W i e n e r  gelesen, erklarte ich ihm, dass mir dieser Ansprucb 
fern liege. Es sei j a  klar, dass das im 1. und II. Bande der Darstellen- 
den Geometrie tiber Imaginarprojection Entwickelte sus langen Studien 
hervorgegangen Sei. Meine Abhandlung dagegen wurde erst im Winter 
1883/84 geschrieben. Im  folgenden Winter t rug ich dieselbe der naturfor- 
schenden Gesellschaft in Zürich vor. Der Druck verzogerte sich, weil ich 
einige Abhandlungen zusammenstellte, welche dwch denselben Gedanken 
verknüpft sind. So konnte ich noch die literarische Notiz hinzufügen, 
welche sich auf den unterdessen (1884) erschienenen 1. Band der Darstel- 
lenden Geometrie von Horrn Professor W i e n e r  bezieht. 

Z ti r i c h ,  15. November 1888. Dr. CHRISTIAN BEYEL. 
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Ueber die Indioatricen der Kegelschnitte. 

Von 

Dr. AUG. IIAAS, 
Prufesvur am Eherharù Lnùwiga-Gymnaeium in Stuttgart. 

Jeder Kegelschnitt bringt s&mmt,liche Punkte seiner Ebene i n  ein ge- 
wisses Abh~ngigkeitsverhkiltniss zur Curve, wodurch jedem Punkte durch 
seine Lage gegcn erstere ein bestimmtes Gewicht verliehen wird, das aus 
der Natur des Kegelschnittes bestimmbar sein muss; und wenn auch zuzu- 
geben ist,  dass bei dessen Herleitung verschiedece Wege müglich sind, so 
verdient doch sicher derjenige den Vorzug, welcher den Punkt  am innigsten 
mit der Curve verknüpft. Dadurch bietet sich dann ferner die Moglichkeit, 
Punkte, welche Hauptmerkmale gemein hahen, unter sich zu verbjnden und 
damit ;eine Igraphische Darstellung des Einflusses zu schaffen, den sowohl 
der reelle, als auch der imaginare Kegelschnitt auf die ganze Ebcne aus- 
tibt. Dabei werden manche Eigenschaften dieser Curven , die seither des 
Zusammenhangs entbehrten, i n  innige Verbindung gevetzt und die Stellung 
von Constructionsaufgaben erf ihr t  eine fruchtbare Erweiterung des Arbeits- 
feldes. 

I n  der Ebene eines Kegelschnittes ist jeder Punkt  d a  Centrum eines 
involutorischen Strahlenbüschels, der von den durch den Punkt  gehenden 
conjugirten Geraden gebildet wird und den Punkt  in der ongsten Weise 
mit dem Kegelschnitt verkettet. J e  nach der Lage des Centrums enthalt 
das Btischel zwei reelle oder zwei imaginare Doppelutrahlen; jedenfalls hrtt 
es aber ein Paar rechtwinkliger conjugirter Geraden, welche zu den Axen- 
richtungen eines neuen Kegelschnittes gewahlt werden ktinnen, dessen System 
conjiigirter Durchmesser sich mit dem obigen Strahlenbüschel deckt. Dieser 
beliebig klein gedachte Kegelschnitt - er  heisse von jetzt ab die I n d i -  
c a t r i x  des Punktes - kann als bestimmt angesehen werden durch die 
Angabe des Winkels einer seiner Hauptaxen gegen eine solche des Haupt- 
kegelschnittes und des numerischen Werthes des Verhaltnisses seiner Haupt- 
axen. Zu jedem Punkte gehort demnach eine solche Indicatrix, welche ent- 
weder die Form eines Kreises h a t ,  wie im Kreismittelpunkt und in den 
Rrennpunkten, oder von Ellipsen in denjenigen Piinkten, von welchen eus 
nach dem gewohnlichen Sprachgehrauch nur imaginare Tangenten gezogen 

Zeitaetirift  f .  hlatliernatik ii. Yhyaik  XXXIV, 2. 5 
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werden konnen, oder von Hyperbeln fur  die Ubrigen Nichtcurvenpunkte, 
wahrend in den Curvenpunkten die Indicatrix zu einem kleinen Stück der 
Tangente zusammenschrumpft. Siimmtliche Punkte der Ebene lassen sich 
nun nach zwei Gesichtspunkten ordnen: einmal konnen diejenigen Punkte 
verbunden werden, für  welche die eine Axe der Indicatrix die nkimliche 
Neigung gegen eine Hauptaxe des Kegelschnitts besitzt, woraus ein System 
von Curven hervorgeht , welche 1 s O g O n e n heissen sollen ; ferner jene 
Punkte,  deren Indicatricen das gleiche Axenvcrhiiltniss haben; dies giebt ein 
zweites System: die N i v  e a u l i n i e n .  Zu jeder Niveaulinie gehort demnach 
eine gewisse Zahl, niimlich der vorhin definirte Quotient, und zu jeder 
Isogone eine andere, namlich die Anzahl Grade der Neigung der gewahlten 
Indicatricenaxe; in jedem Punkte kreuzt sich eine Isogone mit einer Niveau- 
h i e ,  und durch die hierdurch gegebenen zwei Zahlen ist der Punkt in Be- 

zug auf den Kegelschnitt und gegenüber den iîbrigen Punkten der Ebene 
vollstandig und eindeutig charakterisirt. 

I n  einem rechtwinkligen Coordinatensystem X O Y  wird ein involuto- 
risches Btischel , dessen rechtwinkliges Paar  in die Coordinatenaxen ftillt, 
durch die Gleichung y = + m x  gegeben. Einem reellen m entspricht eine 

I' " - 1 mit dem Aaenverhtiltniase 8 = rn ; hyperbolische Indicatrix - - - - 
2 p2 ci 

debei vermag rn alle Werthe i o n  O bis oo anzunehrnen; ist aber wa rein 

irnsginiir. so gehort zu ihm aine elliptische lndicatrir $ + $= 1 mit 

B -- - i p ,  wobei p ebenfalls sich von O bis m zu andern vermag. Bildet 
OL 

die Axe LY der Indicatrix mit der Axe + X den Winkel rp, so giebt die 
Transformation der Coordinaten als neue Gleichung des Büschels x (+  m + A) 
+ y(  + m A - 1) = O ,  wobei tgrp = A gesetzt worden ist. Wird endlich letz- 
B r e r  parallel verschoben, bis sein Centrum im Punkte (xo y,) angelangt id, 
so geht seine Gleichung liber in  

x (+m+L)+y(+mA-1) -{x , (+m+A)+y , ' ,+  ml-1 )1  =O.  
Die Uebereinstimmung mit der gewohnlichen Form u x  + v y  - 1 = 0 wird 
also erreicht ftir + m+A - + m l - 1  u =  und v = - 

xo (km+A)+y , (+mA-1)  x n ( f m + ~ )  + y , ( + m ~ - T '  
Auf einer Isogone liegen jetxt die Ponkte x, y, fiir welche A constant 

bleibt und m sich kindert, wahrend eine Niveaulinie solche Punkte x,, y. 
verbindet, fiir welche m constant bleibt und A sich Lndert. 

Ftir einen K r e i s  vom Radius r lautet die Gleichung i n  Liniencoordi- 
1 

naten ue + ve - - = 0, der unser Büschel genügt, wenn + 
1 

( + m + ~ ) ? + ( t m A - l ) ' - ~  1 ~ ~ ( t ~ + ~ ) + ~ ~ ( + m ~ - 1 ) / " = ,  

woraus 
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was nur moglich ist,  wenn die in  den beiden grossen Klammern stehenden 
Ausdrücke einzeln = O sind. Wird zuerst Ab - A y8 + x y  (A2 - 1) = O ge- 
nommen, so liefert dies ein Paar  rechtwinkliger Geraden mit den Neigungen 
cp , resp. 90 + cp gegen die + X- Axe, von denen aber wegen der anfanplich 
angenommenen Drehung um den Winkel q nur die erstere weiter zn be- 
riicksichtigen ist. Die Gerade y = Ax bildet demnach , wie von vornherein 
klar war, die Isogone fiir alle Punkte,  fur welche die Indicatricenaxe cr die 
Neigung <p hat. - Den Ausdruck der zweiten Klammer = 0 gesetzt und 
die Reduction auf die Hituptaxen X'OY' durchgeftihrt, lehrt ,  dass die Axe 
X' mit X den Winkel cp macht; dabei nimmt die Gleichung die Form an:  
mesTe + y'Y = r2 (1 + m4), was, je nachdem rnZ positiv oder negativ ist ,  eine 
Ellipse oder Hyperbel darstellt, deren zwei Scheitel die auf der Geraden 
y = Lx liegenden Punkte vom Gewicht (q ,  m),  resp. (180 + 9, m) aind. 
Wird endlich aus den beiden obigen = O  gesetzten Ausdriicken A eliminirt, 

so folgt ze + ye = r e ( 1 + m 2 ) ;  d .  h. die Niveaulinien aind concentrische Rreise. 
ma 

1 
For den Radius R eines solchen ergiebt sich R = r J I  + i woraus er- 

sichtlich ist,  dass dem Kreismittelpunkt der Werth m = i zukommt; stei- 
genden Werthen von m, also 2i, 3i u. S. f., entsprechen immer grossere 
Kreise, bis schliesslich mit m = m i  die Peripherie des gegeben& erreicht 
wird; jenseits des letzteren folgen dann fur die reellen m von w bis O 
immer weitere, bis rn= O einen unendlich grossen ergiebt. Zu einem ge- 

7-=! 
gebeneii vn l h t  sich Re - re + - einfach construiren und umgekehrt kann 

mP 
r 

zu einem beliebig gewtihlten Punkta leicht m = und damit die 
i R Z - + z  

Indicatrix gcfunden werden. - Umgokehrt entspringt diesen Betrachtungen 
eine Reihe von vie1 allgemeineren Kreisconstructionsproblemen, als die Plani- 
metrie sie seither aufgestellt bat. So ist z. B. die Aufgabe, einen Kreis 
durch drei gegebene punkte zu legen, nur ein specieller Fa11 von der neuen, 
einen solchen zu finden, ftir welchen drei gegebene Punkte ,vorgeschriebene 
Werthe von m erhalten sollen. Doch sei dieser Gedanke, um den Gang 
der Untersuchung nicht zu unterbrechen, hier nur angedeutet, ebenso der 
Hinweis, dass die collineare Beziehung von Kreis und Indicatrix die Quelle 
schoner Satze und Constructionen ist. 

Wird das namliche Verfahren auf den i m a g i n l i r e n  K r e i s  vom Ra- 
dius r = i Q angewendet, so ergiebt sich, dass auch hier die vom Centrum 
ausgehenden Strahlen die Isogonen darstellen, und da  nur  elliptische Indi- 
catricen moglich sind, so ist  m ebenfalls imaginar = i p  zu nehmen, so 

5 * 
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B 2 - ~ ~ ( l - ~ ~ ) ,  dass dann - = p wird. Pür die Niveaulinien folgt dann zP + y - ---- 
a pz 

d. h. dieselben aind reelle Kreise für  p < 1; der Radius A'= p //:> 
ist  = O fur  p = 1 und wachst mit abnehmendem p. Verfolgt man demnach 
die Porm der Indicatrix auf einem Radius, vom Mittelpunkte aiisgehend, sa 

ist  dieselbe anfanglich kreisrund, hierauf bekommt sie die Gestalt einer 
Ellipse, die um so langer gezogen erscheint, je weiter man sich vom Mittel- 
punkte entfernt, bis sie schliesslich im Unendlichen zu einem Stück des 
Radius zusammenschrumpft. Durch dieses Verhalten des imaginiiren Krcises 
unterscheidet er sich ganz charakteristisch vom reellen. 

Liegen in einer Ebcne z w e i r e  el1 c K r  e i s  e k und k' mit den Mittel- 
punkten M und M' und den Gleichungen x2 + y2 - r2 = O und ( X  - a)'+ y2 
- r'8 = 0, so liefern diese für jeden Punkt P zwei Indicatricen , deren Axen- 
verhiiltnisse mit rn und wa' bezeichnet sein sollen. Der Winkel M P M ' =  O 
ihrer Hauptaxen, die in die Richtungen M P  und W P' fallen, bleibt fur 
alle Punkte des Kreisbogens MPM' derselbe und die verschiedenen Wertbi! 
von O führen demnach auf den durch M und .M' gehenden Kreisbüschel. - 
Andererseits kann nach dem Ort derjenigen Punkte gefragt werden, für 

Tn 
welche 7 einen constanten Werth c besitzt. Die Rechnung ergiebt hierfür 

m 
P 

die Gleichung : x2 + y2 - r2 - C2r,J - ((5 - a)' + y B  - rr2 f = 0, d, h. einen Kreis 

des durch k und k' bestimmten Büschels. Ftir c = O  erhtilt man den Kreis 
k selbst, für  c c =  1 folgt der sogenannte Aehnlichkeitskreis von k und k', 

deseen Bedeutung nun auch für  den Fa11 klar is t ,  wo der eine Kreis den 
andern umschliesst; die Construction seiner Schnittpunkte auf der Centralen 

r 
bleibt hierbei die gleiche, wie wenn k ausserhalb k' liegt. - Für  c =, 

v 
erhalt man die Schnittlinie von k und k' und fiir c =  m den Kreis k'. 
Imaginare Werthe von c ergeben d m n  die von k resp. k' eingeschlossenen 
Kreise, die mit abnehmendem c immer kleiner werden, bis schliesslich 

-- - 

- r2 - ,-'z + - r f 2 ) L  
Cs 7 - - 

2 r'2 
auf die Grenzpunkte des Bii- 

schels ftihrt. - Jeder Punkt P der Ebene ist deninach durch die beiden 
Bicircularcoordinaten @ und c bestimmt. 

Ganz ~ h n l i c h  gestalten sich die Verhaltnisse, wenn d e r  e i n e  der 
b e i d e n  K r e i s e  i m a g i n a r  angenommen wird. P ü r  k _ x 2 + y 2 - r 2 = 0  
und k ,  = ((52- a)' + 9% f pi2 = 0 folgt wieder als Ort der Punkte,  für welche 
rn r2 

= c ist , k + -7 k'= 0 ,  d. h. ein Kreis des durch k und k' bestimrnten 
?n cee  ' 

r2 a2 $. r2 + 
ie Schnittlinie x = - --; Blischels, und zwar liefert cZ = - - d'  

P'" 2 a 
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diese theilt a in die beiden Abschnitte M A  und AM' ,  t;o dass MA2- AM'% 
=re+  pS2. Man wird also A einfach dadurch gewinnen, dass man in M' 

das Loth Z'B= J r 2 +  Ga macht; das Mittelloth auf M B  ergiebt dann auf 
M M '  den Punkt A. - Ptir die von k eingeschlossene Flache wird c reell, 
auf k = w und ausserhalb imaginar, so dass es sich von einem Grenzpunkt 
zum andern durch m hindurchbewegt, zwischen den Grenxen 

Sind b e i d e  K r e i s e  k u n d  k' i m a g i n i i r  und haben dicselben die 
Gleichungen k G x2 + y2 + q2 = 0 und k ' g  (x - + y" g'" 0,  wobei 

rn 
g > g' sein 8011, so folgt wieder als Ort der Punkte von gleichem -i = c 

m 
e2 der Kreis k - - -  kt= O. Der Werth c = $ ergiebt die reelle Schnittlinie 

c2 ,'2 e 
,2 - +e - ,.z 

x,, = 3 so dass (a - x0)2 - zne = ea - .p'"ird; d. h. man erhrilt 
2 a 

den Punkt A der Schnittlinie auf MM',  wenn man das Loth M B  in M 

= fez - p'hmacht und auf B M' das Mittelloth errichtet. Die Entfernung 
-- 

der Grenzpunkte von A ist  dann = /xO2 + Q' = { ( a  - x,)" +te und dort . .. . . 

wird cz = 
a" $+ Q ' ~  + ~'mfe'~)~ - 4 e .  

Ptir alle snderen Kreise 
2 O' 

des Bilschels k k' wird c reell. Mit  c = 1 erhiilt man den Aohnlichkeitskreis 
gerade so, wie bei reellen k und k'. - Bei d r e i  K r e  i s  e n  schneiden sich 
die drei Aehnlichkeitskreise in  zwei Punkten und der bekannte Satz von 
N o n g e  führt ohne Weiteres darauf, dass die drei Kreise über den Diago- 
nelen eincs Vierseits sich in zwei Punkten schneiden müsscn. 

Die P a r  a b  e l  y" 2 p x  lautet in Liniencoordinaten: 221 +pu2 = 0. 
Setzt man in letztere Gleichung die früheren Werthe von u und v ein, so 
ergiebt sich: 

2(tm+A)l"o(*m+A)+y,(tmA-l)t + ~ ( t m L - l ) ~ = O ,  
woraus folgt: 

was in  die beiden Gleichungen zerfallt: 

(x - g) d. h. die Isogone fiir einen Die erste derselben liefert y = -- 
1- A2 

bestimmten Werth von A ist  ein Strahl,  der vom Brennpunkt ausgehend 
mit der + Y-Axe einen Neigungswinkel bildet, der gleich dem doppelten 
Neigungswinkel 9 der Axe CY der Indicatrix ist; letztere halbirt demnach 
in jedem Punkte den Winkel zwischen Brennstrahl und Durchmesser. - 
Die Elimination A aus den beiden obigen Gleichungen giebt daun: 
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(2x+m2p) (2m%+p)  - ( 1 - m 2 ) 2 y e = 0  

als Gleichung der Niveaulinien. Letztere sind also Regelschnitte mit der 
gleichen X- Axe, wobei irnmer ein Brennpunkt mit jenem der Parabel zusarn- 
menfLllt. Fiîr m  = i erhalt man den letzteren; grtisseren Werthen von m, 
also 2i, 3i u. 0. f. folgen Ellipsen, die imrner grosser werden und fur 
rn = mi in die Parabel Ubergehen. Fur reelle Werthe von na treten danu 
Hyperbeln auf ,  von denen ein Ast dem Werthe na, der andere dem reci- 

1 
proken - angehBrt; fur m  = 1 vereinigen sich beide Zweige in  der Direc- 

na 
trix der Parahel. Die Construction der Niveaulinien macht sich sehr ein- 

m2p fach aus den Scheitelpunkten z, = - x, = - -- 
2 

und dem gemein- 
P 

2 m2 
schaftlichen Brennpunkt x - - . a ' 

xa y" 
Bei der E l l i p s e  - + - - 1 folgt durch Einsetaung von den Wer- 

a2 b2 - 
then fiir u, und v in a 2 d +  b2$- 1 = O  

a2(*m$A)'+ b2(&m1- l )a  - ~ ~ , ( ~ r n + A ) + y , ( ~ r n 1 - 1 ) ~ ~ = O  
oder 
(x2(be+m2) + yz( l+maAa)  - 2 ~ o y o ~ ( 1 - m "  - a8(A"mme) - b2(1+m2Aa)/ + 2 m { A x , Z - ~ y :  - X ~ ~ ~ ( ~ - L ~ )  - A(ae-b2)] =O. - 
Nimmt man wieder zueret die zweite Klammor =O,  so liefert die Gleichung 

s ~ - y ~ + 5 y  a - .  -,y- ( :> (a" bb") = O bei der Reduction auf die Haupt- 

axen fur  die Neigungen der lekgtereu die Winkel 9 - 45O resp. 9 +45O 

und als Normalgleichung x,2 - y,a = 
2 1  (a2 - b2) 

l +  A2 ; sie stellt also eine gleich- 

seitige Hyperbel dar, welche durch die be'iden Brennpunkte der Ellipse geht. 
Die Isogonen sind demnach von dem linken resp. rechten Brennpunkte aus- 

gehende Bogen von gleichseitigen Hyperbeln, so dass eino solche Hyparbel 
die Isogonen filr cp, 90' + tp, 180° + und 270° + 9 liefert, woraus sofort 
der Satz folgt: Die vier Punkte, in  denen eine Ellipse von oinem Rechteck 
bertihrt wird,  liegen mit den beiden Brennpunkten auf einer gleichseitigen 
Hyperbel. - Die erste Klammer = 0 genommen und mtiglichst reducirt, 
fuhrt aiif einen Kegelschnitt, dessen Axen die Neigungen cp resp. 90°+rp 
besitzen, und in Bezug auf diese folgt danu die Gleichung: 

was in Innern der Ellipse auf eine Hyperbel, irn aussern Theil auf eine 
Ellipse filhrt, wahrend m = 0 und m = m P a r e  paralleler Tangenten er. 
geben. Fiir einen bestirnmten Werth von 1  gehen alle zn imaginaren ni 

geharigen Hyperbeln durch die Ecken eines Rechtecks , welches der Ellipse 
umbeschrieben ist und desscn Seitcn den Asen der Hyperbeln parallel laufen, 
Die einem bestimmteri 1  und reellen na angehorige Ellipse wird von der zu A 
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gehorigen Isogone in den vier Ecken eines der Ellipse umbeschriebenen 
Parallelogramms getroffen und die Brennstrahlen aus der Ecke eines solchen 
Parallelograrnms bilden mit den Seiten gleiche Winkel. 

Die Elimination von 1 aus den beiden vorhin = 0 gesetzten Klammer- 
ausdrücken ftilirt auf: 

(m2x2+ y8 - d a 2  - b 2 ) ( x 2 -  a2+ m2y2 - m2b2) - ( 1 -  m"2x2yZ = O, 

was lemniscatenartige Curven als Niveaulinien ergiebt. F u r  m = i  erhlilt 
man die Brennpunkte, dann folgen fur kleinere m Ovale um jeden Brenn- 

b  
punkt, ferner für  m = - eine schleifenftirmige die Brennpunkte umfassende 

a 
Curve mit dem Mittelpunkt als Doppelpunkt; für  noch kleinere Werthe nahert 
sich die Niveaulinie immer mehr der ursprlinglichen Ellipse, die mit rn = O  

erreicht wird. m = 1 liefert den bekannten Kreis r = Ja2+ b2, der  nach 
aussen zu von den Curven hoherer reeller m umschlossen wird, welche die 
Form aufrechter Kettenglieder besitzen. - 

29 y8 
' Die i m a g i n a r e  E l l i p s e  - - - + - + l = 0 ,  worin a > b ,  hat  auf der 

a2 b2 
Axe Y zwei reelle Brennpunkte in  der Entfernung + /m. Ihre Gleich- 

i p + A  
ung in Liniencoordinaten b2v2 = O  liefert fiir u= 

i p l - 1  x, , (zP+A)+yo(ir1-1)  
und v =  -, . die beiden neuen : " ( 2 p + A ) + y , ( i p A - l )  
Z ~ ( - ~ ~ + A ~ ) + ~ ~ ( - ~ ~ ~ ~ + ~ ) + ~ X ~ ( -  p 2 A - A )  ~ a " - ~ ~ - t A ~ ) +  b 2 ( - p 2 ~ 2 +  1)  = O  
und 

- y 2 + < Y 4 - p = ~ .  

Letztere ergiebt wieder als Isogonen gleichseitige Hyperbeln mit den Axen- 
neigungen 45 + rp resp. l35O + rp und den Normalgleichungen E2 - ra 

- - ""('-"); sie gehen d s o  sHmmtlich durch die zwei reellen Brennpunkte 
a" 1 

und eine jede derselben wird durch die Brennpunkte in vier StUcke xerlegt, 
welche die Isogonen für rp , 90 + rp, 180 + rp und 270+ <p sind. - Die 
Elimination von 1 ergiebt als Resultat ftir die Niveaulinien: 

(p"z - y% + a"z - b"2 - ( p 2 x 2  Y B  + -2 ) (  x" -y2+a"-b?(l+pe) 
- xXyy"(l + pe)z=  0 .  

E'ür p  = 1 erhalt man die reellen Brennpunkte, dann folgen fiir kleinere 
0 

Wert,he von p wieder Ovale um die ersteren; p = - ergiebt die Schleife 
<Y 

durch den Mittelpunkt und noch kleinere p liefern dann kettengliedformige 
Curven mit der Einschnürung auf der +X-Axe.  Darnach ist also die In- 
dicatrix in den reellen Brennpunkten ein kleiner Kreis; geht man jetzt auf 
einer Isogone, also auf einem eolchen Hyperbelbogen weiter, so wird die 
Indicatrix zu einer Ellipse, die untcr Beibehaltung ihrer Axenrichtungen 
immer schmtiler wird und im Unendlichen zu einem Stiick der durch den 
Mittelpunkt gehenden Asymptote wird. 
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Analog gestalten sich endlich die Verhaltnisse ftir die H y p e r b e l  
x2 y2 ---- 
a q a  

1 = 0 resp. aZu" b2 v2 - 1 = 0. Unser Verfahren liefert hier 

x 2 - y z + x y ( A - f ) - a z - b z = ~  
und 
xZ(L2+rn2)  +ye(l+na2A2)-2xy1,(1-m2)-1a2(A2+m2)- b2(l+m2J.2)~=0, 

Die erste Gleichung giebt eine um 45O- (p resp. 45O+p geneigte gleich- 

seitige Hyperbel x12- y,2 = 
2 1 (a2 + 6 2 )  

1+ A" 
9 welche durch die Brennpunkte geht. 

Auch hier sind also die lsogonén vom linken resp. rechten Brennpunkte 
ausgehende Hyperbelbogen, wobei eine solche gleichseitige Hyperbel die 

Isogonen für  q, 90 + y ,  180 + (p und 270 + (p liefert. Auch hier folgt 
der Satz: Wird einer Hyperhel ein Rechteck umbeschrieben, so liegen die 
vier BerUhrungspunkte mit den zwei reellen Brennpunkten auf einer gleich- 
seitigen Hyperbel. Ferner: F ü r  ein System confocaler Ellipsen und Hyper- 
beln liegen die Berührungspunkte paralleler Tangenten auf einer gleich- 
seitigen Hyperbel durch die Brennpunkte. 

Die zweite Gleichung führt auf einen um cpO geneigten Kegelschuitt 
mit der Normalgleichung: 

A2+m2) - b2(1+rn2A2) 2 - a  ( 
"2"ii2 +y11 - - 7  1 + A2 

was für  imaginire na, a190 für das Innere der Curve, Hyperbeln und für 
das Aeussere Ellipsen ergiebt. F ü r  einen angenommenen Werth von b gehen 
alle zu imaginaren na gehorigen Hyperbeln durch die Ncken eines Eechtecks, 
welches der gegebenen Curve umbeschrieben ist und dessen Seiten den Axen 
der Hyperbelschaar parallei sind. Die zu einem bestimmten Werthe von A und 

einem bestimmten reellen Werthe von m gehorige Ellipse wird von der I ent- 
sprechenden Isogone in den vier Ecken eines Parallelogramms getroffen, wel- 
ches der Hyperbel umbeschrieben i s t ,  und die Rrennstrahlen aus den Ecken 
eines solchen Parallelogramms bilden mit den Seiten desselben gleiche Winkel. 

Die Elimination von A nus den vorigen Grundgleichungen liefert end- 
lich noch fiir die Niveaulinien: 

( m 2 x 2 + y B - m 2 a 2 + b Y ) ( x P - a 2 + m ~ 2 + m 2 b 2 ) -  ( 1 - m ~ 2 z 2 y ~ 0 .  

Dies sind Curven IV. Ordnung, die für m = i in  die beiden Brenupunkte 
zusammenschrumpfen; m = 2i, 3 i  u. S. f. entsprochen dann Ovale um die 
ebengenannten, die dann immer wachsend für m = oo i n  die Hyperbel über- 
gehen. Reelle Werthe von rn ergeben d a m  elliptische Curven; für m = 1 

-- b 
folgt der Kreis r = / a 2  - b" fur rn = - erhalt man den Mittelpunkt. 

a 
Dabei darf nicht unbeachtet bleiben, dass die Gleichung der Niveau- 

1 
linien den Tausch zwischen wz und - gestattet, wodurch die seitherige 

rn 
Nummerirung dieser Linien sich auch in die reciproke verwandeln l a d .  

S t u t t g a r t ,  irn October 1888. 
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VI. 

Ueber die Flachen zweiten Grades, welche ein gegebenes 
Tetraeder zum gemeinsamen Polartetraeder haben. 

Von 

1.. MEISTER, 
h e r a u s g e g e b e n  von 

Dr. A. RAFCIIE 
in Essen. 

( S c h l n s s . )  

§ 8. 
23. Eine beliebige Gerade ist im Allgemeinen nicht Axe einer Flichc 

unseres Systems. Da die Anzahl der Flachen und fdglich auch die der 
Axen von dreifacher Uneudlichkeit i s t ,  so bilden letztere einen Strahlen- 
cornplex. Uin den Grad dieses Complexes zu bestimmen, haben wir zii 
untersuchen, wieviele Axen in einer Ebene a durch einen Punkt P gehen.' 

Eine Gerade wird als Axe einer Flgche bezeichnet, wenn ihre reciprolie 
Polare bezüglich dieser Plfiche diejenige unendlich ferne Gerade ist,  durch 
welche alle zu ihr senkrechten Ebenen hindurchgehen. (Re y e ,  II. Ahth., 
S. 43.) Die reciproken Polaren derjenigen Axen, welche in der Ebene a 
durch den Punkt  P gehen, werden also in der unendlich fernen Ebene den 
unendlich fcrnen Punkt  Pm der in  P auf u errichteten Senkrechten enthalten. 
Es sei nun Z eine beliebige Gerade durch P in u. Construiren wir ihre 
reciproken Polaren bezüglich der FlBchen des Systerns, sa umhiillen nach 
dem vorigen Paragraphen diejenigeu , welche in die unendlich ferne Ebenc 
fallen, einen Kegelschnitt HL, der auch die vier Schnittlinien der unenti- 
lich fernen f b e n e  mit den Tetraederebenen zu Tangenten hat. Da diese 
Linien fest sind, so wird, wenn 1 in  u den Strahlbtischel u m  P beschreibt,, 
E: eine Kegelschnittschaar durchlaufen. Weil an jeden Kegelschnitt K i  
von Pm aus zwei Tangenten gehen, sa entspricht jeder Geraden 1 ein Paar  

* In der vorlicgenden Arbeit sind die wesentlichen Verhderungen und 
grossereu Zusatze des Herausgebers durch ein vorgesetztea Sternchen kenntlich 
gemacht. 
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reciproker Polaren durch Pm, dem Strahlbüschel der Geraden 1 um P dem- 
nach eine Strahleninvolution um Y,. ( R e  y e l  1. Abth., S. 203.) Ebenso 
ist nachweisbar, dass dem Strahlbtischel i n  der unendlich fernen Ebene um 
P, eine Strahleninvolution in ci um Y entspricht. Wir  untersuchen, wie 
oft ein Strahl der Involution um P zu einem Strahl des entsprechenden 
Paares der Involution um Pm senkreoht ist. 

Uenken wir uns die letzlere Involution aus P projicirt durch eine 
Ebeneninvolution, diese um 90' um ihre Axe gedreht und mit der Ebene a 

geschnitten, so erhalten wir um P eine neue Strahleninvolution, welche mit 
der ersteren nach dem C h a s  1 e s  'schen Correspondenzprincip vier entspre- 
chende Elemeiite gemein ha t ,  und das sind die durch P in a gehenden 
Axen. Wir  gewinnen also den Satz: 

D i e  A x e n  a l l e r  PlLichen u n s e r e s  S g s t e m s  b i l d e n  e i n e n  Com- 
p l e x  v i e r t e n  G r a d e s .  

24. Zu unserem Axencomplex gehtiren alle Strahlen durch die vier 
Tetraederecken als Axen von Kegelflachen des Systems, sowie alle Geraden 
in den vier Tetraederebenen und die zu den letzteren senkrechten Linien 
a h  Axen der Kegelschnitte des Systems. Ferner mtissen zu dem Complex 
geztlhlt werden die zu den Tetraederkanten normalen Geraden als Axen der 
Ebenen- und Punktepaare des Gebüsches, ebenso alle Geraden i n  der un- 
endlich fernen Ebene a1s Axen der im System befindlichen Paraboloide. 
Denn jede unendlich ferne Gerade ist als Axe zweier verschiedener Para- 
boloide aufzufassen. Da namlich die reciproken Polaren dieser Geraden be- 
züglich des Gebüsches, welche in der unendlich fernen Ebene liegen, einen 
Kegelschnitt umhüllen, so befinden sich zwei unter ihnen, welche zu der 
Geraden senkrecht sind. 

Jede der vier Tetraederhahen, z. B. die durch die Ecke A gehende, ist 
gcmeinsamer Durchmesser der PlLichen ciner Schaar des Gebüsches (8 2 
Nr. 6), und da  ausserdem die Polarebeue des Punktes A beztiglich jeder 
Flache der Schaar, d. i. die Gegencbene BCD, zur H6he senkrecht steht, 
so ist  die H6he fiir jede Plache der Schaar zngleich eine Axe. Denken wir 
uns ferner alle Pllchen dieser Schaar mit der Ebene BCD geschnitten, so 
ist  flir die Schnittcurven das Dreieck BCD ein gemeinsames Bolardreieck; 
zudem habeu alle diese Kegelschnitte die Spur der H6he in der Ebene B CD 
zum Mittelpunkt; folglich rniissen sie sich in einem einzigen ~e;elschnitt Ce  
vereinigen. Derselbe gehort,  als Flache zweiter Classe betrachtet, ebenfalls 
der vorliegenden Schaar an. Die drei anderen Kegelschnitte derselben arten 
in die Ecke A als doppelten Punkt  aus. Die Torse der Schaar besteht also 
aus eincm Kegel, der die Ecke A zur Spitze hat und i n  desson Schnitt- 
curve C2 mit der Ebene B C D  sich alle in  Rede stehenden Flachen berühren. 
Die Schaar ist demnach zugleich ein Fl%chenbüschol. 

Da3 gemeinschaftliche Loth zweier Gegenkanten des Tetraeders ist eben- 
Falls gemeinsamer Durchmesser einer Schaar des Systems, welche auf jeder 
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der beiden Kanten ein Punktepaar besitzt. Die gemeinschaftliche Torse 
besteht aus einem windschiefen Vierseit (den Verbindungslinien der beiden 
Punktopaare), durch welches sammtliche Fiachen der Schaar hindurchgchen ; 
letztere ist mithin auch ein Büschel des Systems. - Sei nuu M ein Punkt  
des gemeinsamen Durohmessers, also Nittelpunkt einer Flache der Schaar, 
so erhalt man die zu dem Durchmesser conjugirte Diametralebene, indem 
man durch M zu den von dem Durchmesser getroffenen beiden Gegenkanten 
des Tetraeders die Parallelen zieht und durch letztere die Ebene legt. 
(Sc h r O e t e r ,  Theorie der Oberflachen zweiter Ordnung , S. 540.) Da der 
Durchmesser aber als gemeinsames Loth auf den Gegenkanten senkreeht 
steht, wird er auch zur conjugirten Diametralebene normal sein, er ist also 
eine Axe der betreffenden Flache und folglich eine gemeinschaftliche Axe 
der Fliichenschaar. Also : 

D i e  v i e r  H 6 h e n  d e e  P o l a r t e t r a e d e r s  u n d  d i e  g e m e i n s a m e n  
L o t h e  d e r  d r e i  G e g e n k a n t e n p a a r e  d e s s e l b e n  s i n d  g e m e i n s a m e  
A x e n  v o n  s i e b e n  B i i s o h e l s c h e a r e n  d e s  S y s t e m s .  

Ferner sind auch die drei H6hen eines jeden Dreiecks in  den vier Te- 
traederebenen gemeinsame Axen von solchen Flachenschaaren des Systerns, 
welche in Kegelschnittschaaren degenerirt sind. Ebenso ist jede Tetraeder- 
kante gemeinsame Axe von einfach unendlich vielen Ebenenpaaren (oder 
auch Punktepaaren) des Systems. 

Weiterhin lassen sich noch zw6lf Geraden ermitteln , welche gemein- 
same Axen von Kegelblischeln sind. Eine zur Kante AB im Punkte A 
normale Ebene z. B. schneide die Tetraederebene C A D  in der Geraden Z; da 
1 in CAD liegt und duroh A geht ,  so geht die Polarebene von 1 bezliglich 
aller Kegel des Netzes, welche ihre Spitze i n  A haben, diirch A B ;  jede 
Ebene durch A B  und der Strahl Z bestimmen als Polarebene und P o l s t ~ h l  
einen concentrischen Kegelbiisehel , insbevondere auch die dureh A B  gehende 
und zu dem Strahl 1 normale Ebene. Da in diesem Falle aber Polarebene 
und Polarstnhl  zueinander senkrccht sind, so muss 2 für alle Kegel des 
Blischels gemeinsame Axe sein. [Dieses Resultat is t  dual ru dem Ergeb- 
nisse, dass die H6hen der Tetreederdreiecke gemeinsame Axun von Kegel- 
schnittbüscbelschaaren des Systems sind.] Eine zur Axe 1 normale Ebene 
schneidet den Kegelbüschel i n  einem concentrischen Kegelschnittbüschel, 
welcher die Spuren der drei in A zusammenstossenden Tetraederkanten zum 
gemeinsamen Polardreieck hat. D a  die Ebene offenbar zur Kante A B  pa- 
rallel ist, so ist eine Ecke des gemeinsamen Polardreiecks unendlich fern. 
Es ist ferner aus Theil 1 (Jahrg. XXXI) ersichtlich, dass die Kegelschnitte 
des ebenen Schnittes sich doppelt beruhren; mithin berühren sich auch dio 
Kegel des Buscheh doppelt. I n  unserem System giebt es also zw6lf Kegel- 
bhchekchaaren. 

Dey Axencomplex vierten Grades enthtilt also 37 Geraden von beson- 
derer Art. 
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25. Die drei Axen einer Flhche bilden ein Polardreikant derselben, 
dessen unendlich ferner Schnilt ein Polardreieck des unendlich fernen Kugel- 
kreises i s t ,  oder die unendlich fernen Punkte der Axen bilden dasjenige 
Polardreieck, welches der unendlich ferne Kegelschnitt der Flache und der 
unendlich ferne Kugelkreis gemeinsam haben. 

Ein Fl%chenbüschel wird durch die unendlich ferne Ebene in einem 
Kcgelschnittbüschel getroffen. Dio Polardreiecke , welchc die Kegelschnittc 
dieses Büschels mit dem unendlich fernen Kugelkreise gemeinsam haben, 
bilden die Punktetripel der H e s s  e'schen Curve desjenigen Netzes , welche0 
der Büschel mit dem unendlich fernen Kugelkreise constituirt. Reye ,  
1. Abth., S. 212.) Demnach liegen die unendlich fernen Punkte der Axen 
eines Flachenbüschels auf einer Curve dritter Ordnung ES, welche aueh 
durch die Mittelpunkte der drei Paraboloide des Büschels geht. Die Mittel- 
punkte aller Flachen des Büschels aber liegen auf einer Raumcurve dritter 
Ordnung C3, welche ebenfalls durch die genannten drei unendlich fernen 
Punkte geht. Die Curve CS steht au der Curve K3 in der Bezichung, dass 
jedem Punkte der ersteren drei Punkte der letzteren entsprechen, dagegen 
jedem Punkte der letzteren ein Punkt  der ersteren. Denn jedem Punkte 
von C3 als dem Mittelpunkte einer Flache des Büschels sind die drei un- 
endlich fernen Pünkte der Axen dieser Fkchen zugeordnet; ein Punkt von 
K z  aber bestimrnt ein Punktetripel, dieses einen Büschel des Netzes in der 
unendlich fernen Ebene; letzterer kat  mit dem Büschel, welcher der un- 
endlich ferne Schnitt unseres Fl%chenbüschels is t ,  einen Kegelschnitt ge- 
meinsam, wodurch die zugeliorige Flache und deren Mittelpunkt auf C 3  be- 
stirnmt ist. Um nun da,s Erzeugniss der Verbindungslinien entsprechender 
Punkte von C3 und K3 angeben zu konnen, fragen wir nach der Anzahl 
der geraden Erzeiigenden , welche eine beliebige Gerade p treffen. Eine 
durch die Linie p gelegte Ebene schneidet K 3  in  drei Punkten, welchen 
drei Punkte von C3 entsprechen, also auch drei andere Ebenen durch p. 
Die Curve C3 wird ebenfalls in drei Punkten geschnitten, diesen entsprechen 
aber neun Punkte von ES, also neun andere Ebenen dureh p. I n  den beiden 
Ebenenbüscheln um p hahen wir mithin 3 + 9 = 12 vereinigte Elernede; 
d a m  gshtiren die drei Ebenen, welchc nach den unendlich fernen Punktcn 
von CS gehen, da letztere sich selbst entsprechen. Es  giebt daher neun 
Erzeugende , welche p treffen. Also : 

n i e  A x e n  e i n e s  R ü s c h e l s  v o n  F l a c h e n  z w e i t e r  O r d n u n g  
l i e g e n  a u f  e i n e r  R e g e l f l a c h e  n e u n t e n  G r a d e s .  

Der Schnitt der Regelfhhe mit der unendlich fernen Ebene besteht, 
aus der Curve K3 und den drei Axenpaaren der drei Paraboloide des Bii- 
sçhels, welche ganz in die unendlich ferne Ebene fallen. Die Mittelpunkts- 
curve C3 des Büschels liegt auf der Regelflache und zwar dreifach, da in 
jedem ihrer Punkte sich drei Axen schneiden. 
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Degeneriren sammtliche Fliichen des Büschels in  concentrische Kegel, 
so zerfillt diese Regelflache i n  sechs Strahlbüschel, welche in  den Hal- 
birungsebenen der drei Ebenenpaare des Büschels aus den je  zur Doppel- 
linie senkrechten Geraden bestehen, und einen Eegel dritter Ordnung, wel- 
cher erzeugt wird diirch die Projection der unendlich fernen Curve R3 RUS 

der gemeinsamen Spitze. 
Diesem Axenkegel gehoren die drei in  der gemeinsamen Spitze zusam- 

menstossenden Tetraederkanten an als die Doppellinien der drei Ebenenpaare 
des Kegelbtischels. Ferner liegen auf demselben die durch jene Spitze 
gehenden gemeinsamen Axen dreier Kegelbiischelschaaren, weil jede dieser 
Blischelschaaren mit dem Kegelbüschel einen Kegel gemein hat. 

Die Axenkegel zweier Kegelbtischel unseres Systems mit gcmeinsamer 
Spitze gehen mithin durch dieselben sechs Kanten; sie haben ausserdem 
noch drei Kanten gemeinsam, und diese sind die drei Axcn des bciden 
Btischeln gemeinsamen Kegels. 

26. Eine Flaühenschaar schneidet die unendlich ferne Ebene in einem 
System erster Stufe von Kegelschnitten, welches folgende Eigenschaften hat. 
Durch einen Punkt gehen drei Kegelschnitte, weil durch diesen Punkt drei 
Flachen der Schaar gehen; eine Gerade wird von zwei Kegelschnitten be- 
rülirt, weil sie von zwei FlSchen der Schaar berührt wird. Zwei Punkte 
sind bezuglich dreier Kegelschnitte conjugirt; denn die Polarebenen des 
einen Punktes i n  Bezug auf die Flachen der Schaar umhüllen eine Torse 
dritter Classe, so dass also drei von ihnen durch den andern Punkt gehen. 
Ferner: zwei Geraden sind bezüglich zweier Kegelschnitte conjugirt; da 
namlich die reciproken Polaren der einen Geraden beziiglich der Fltiche der 
Schaar eine Regelschaar erzeugen, so treffen zwei von ihnen die zweite 
Gerade; mithin ist die zweite Gerade zu der ersteren conjugirt bezüglich 
der Flachen, für welche die erste Gerade und die beiden Geraden der Schaar 
polarreciprok sind. - Wenn mir wieder ftir jeden Kegelschnitt des Systems 
und den unendlich fcrnen Kugelkreis das gemeinsame Pol~rdrcicck constru- 
iren, so bilden die Ecken dieser Polardreiecke die Curve, in  welcher die 
unendlich fernen Punkte der Axen der Flachenschaar liegen. Um die Ord- 
nung der Curve zu erhalten, untersuchen wir, wie oft eine Ecke eines der 
Polardreiecke auf eine beliebige Gerade 1 fallt. Dieses wird so oft ge- 
schehen, als die beideu Polaren eines Punktes von Z bezüglich eines der 
unendlich fernen Kegelschnitte und des Kugelkreises zusammenfallen. Die 
Polare p eines Punkten P von Z geht aber durch den Pol Q der Geradcn 1 
bezüglich des Kugelkreises. Und da  Q zu P conjugirt is t  bezüglich dreier 
Kegelschnitte des Systems, so gehen durch 0 auch die Polaren p' von P 
bezüglich dieser drei Kegelschnitte. Jeder Polare p eines Punktes P von 2 
entsprechen also drei Polaren p' desselben Punktes durch den Punkt Q. 
Geben wir pl so ist P bestimmt und dadurch die droi Polaren p'. Geben 
wir aber eine Polare p', so entsprechen derselben zwei Polaren p, da zu 1 
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beztiglich zweier Kegelschnitte des Systems conjugirt is t ,  und folglich zwei 
Pole P von p' auf 1 liegen. Wir  haben also zwei Strahlbtischel um Q ,  die 
so aufeinander bezogen sind, dass jedem Strahl des ersten drei des Bweiten, 
dagegen jedem Strahl des zweiten zwei des ersten entsprechen. Die Anzahl 
der  vereinigten entsprechenden Elemente ist  daher fünf. Die durch die 
Ecken der Polardreiecke erzeugte Curve ist demnach eine Curve flinfter 
Ordnung R5, welche auch den Mittelpiinkt des in  der Schaar befindlichen 
Paroboloids enthiilt. Durch letzteren geht auch die Mittelpunktslinie m der 
FlKchenschaar. Da jeder Punkt von K5 die Ecke eines bestimmten Polar- 
dreiecks ist ,  so bestimmt er auch einen von den unendlich fernen Kegcl- 
schnitten, und folglich eine Flache der Schaar eindeutig. Wtihrend also 
jedem Punkte von m als dem Mittelpunkte einer Flache drei Punkte von K5 
entsprechen, entspricht jedem Punkte von K5 ein Punkt  von m. Wie oft 
wi rd  nun eine beliebige Gerade von einer Verbindungslinie entsprechender 
Punkte getroffen? Um dies zn entscheiden, legen wir durch die Gerade 
eine Ebene, welche K 5  in fünf, dagegen m in einem Punkte schneidet. 
Ersteren entsprechen ftinf Punkte au€ rn, letzterem drei Punkte auf E5, so 
dass  der Ebene einmal ftinf und das andere Mal drei Ebenen entsprechen. 
Die Anzahl der vereinigten entsprechenden Ebenen um die gegebene Gerade 
ist mithin acht. Aber dazu gehtirt auch die Ebene nach dem unendlich 
fernen Punkte von m ,  da  dieser sich selbst entspricht Daraus folgt: 

D i e  A x e n  e i n e r  S c h a a r  v o n  P l i i c h e n  z w e i t e n  G r a d e s  e r z e u -  
g e n  e i n e  R e g e l f l a c h e  s i e b e n t e n  G r a d e s .  

Die Mittelpunktslinie m der Schaar liegt dreifach auf der Plache. Jede 
Ebeno durch dieselbe enthiilt also vicr Axen der Schaar. Der unendlich 
ferne Schnitt der Flache besteht aus der Curve E5 und den beiden unend- 
l ich fernen Axen des Paraboloidv der Schaar. 

Wird die Pliichenschaar gebildet von den Kegelschnitten einer Schaar 
in einer Tetrnederebene , so zerfgllt die Regelfiache i n  vier Strahlblischel 
u n d  eine Curve dritter Classe. Drei von den Strahlenbfischeln enthalten 
d i e  Axen der drei Punktepaare der Schaar; das vierte, dessen Strahlen in 
d e n  Punkten der Mittelpunktsgeraden auf der betreffenden Tetraederebene 
senkrecht stehen, besteht aus den dritten Axen (von der Lange Null) der 
Kegelschnitte. Die übrigen Axen der Kegelschnitte in der Tetraederebene 
umhtillen eine Curve dritter Classe. Wir  konnen leicht nachweisen, dass 
v o n  jeder Ecke des gemeinsamen Polardreiecks der Schaar nur drei Tan- 
genten an die Curve gehen. Jede der beiden durch eine Ecke gehenden 
Dreiecksseiten enthalt ein Punktepaar der Schaar, flir welches sie eine Axe 
ist .  Ferner die Hohe des Dreiecks durch diese Ecke ist gemeinsame Axe 
einer Kegelschnittschaar; letztere ha t  mit der ersteren S c h a ~ r  denjenigen 
Kegelschnitt gemeinsam , welcher den Schnitt der Mittelpunktsgeraden der 
gegebenen Schaar mit der H6he zum Mittelpunkt hat. Jede andere Gerade 
aber  durch die Ecke ist nach Theil 1 eine Axe eines eigenklichen Kegelschnittes. 
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27. Wahrend die in  Nr. 3 und 4 gefundenen Satze liber die Axen für 

jeden Flkhenbtischel und jede Flachenschaar tiberhaupt gelten, ist  dies 
nicht der Fa11 mit denjenigen Satzen, welche wir im Folgenden über die 
Axen eines Flachennetzes und eines Flachengewebes aufstellen werden; viel- 
mehr haben diese niir fiir die in unserem Gebüsch enthaltenen Systeme 
zweiter Stufe Giltigkeit. 

1st eine Axe einer ~ & h e  unseres Systems gegeben, so ist die Flache 
dadurch bestimmt und folglich auch ihr Mittelpunkt auf dieser Axe. Denken 
wir uns nun alle Axen durch einen Punkt  P, welche nach dem Vorher- 
gehenden (Nr. 23) einen Kegel vierter Ordnung bilden, und auf jeder den 
zugehorigen Mittelpunkt, so werden die Mittelpunkte eine auf dern Kegel 
liegende Baumcurve erzeugen. Unter den durch P gehenden Axen befinden 
sich auch diejenigen drei, welche derjenigen Flache angeberen, die den 
Punkt P zum Mittelpunkt hat. Die Raumcurve ha t  also in 1' einen drei- 
fachen Punkt. Legen wir durch P irgend eine Ebenc, so sehneidet diese 
vier Kanten des Kegels aus und ge'nt folglich durch die vier darauf liegen- 
den Mittelpunkte. Jede Ebene durch P trifft die Eaumcurve also ausser in 
dem dreifachen Punkte P noch in vier weiteren Punkten. Der Ort der 
Mittelpunkte ist mithin eine Raumcurve siebenter Ordnung R7. Uieselbe 
geht auch durch die vieï Tetraederecken; denn die Verbindungslinien dieser 
Ecken mit P sind die Axen von vier Kegeln, welche die Ecken zu Mittel- 
punkten haben. Zu jedem Punkte P gehtirt eine solche Raumcurve R7. 

Die in einer Ebene a liegenden Axen, welche eine Curve C, vierter 
Classe umhüllen, gehoren zu Pl!ichen desjenigen Flachengewebes, das die 
Ebene zur Mittelpunktsebene hat. Der Ort  der zugehorigen Mittelpunkte 
iut eine Curve vierter Ordnung C4. Denn eine beliebige Gerade in a ist 
Mittelpunktsgerade einer Schaar, welche zu dem Gewebe gehort, und von 
den Axen dieser Schaar liegen vier i n  der Ebene a. (Vergl. Nr. 26.) Die 
Gerade schnoidet also die Curve der Mittelpunkte in vier Punkten. Die 
Curve C4 geht durch die drei Gegeneckenpaare des vollsthdigen Fierseits, 
in welchen (Y von den vier Tetraederebenen getroffen wird;  denn diese 
Punkte Sind zu betrachten als die Mittelpunkte der sechs Punktepaare des 
Gewebes. Von jedem dieser Punktepaare f i l l t  eine zu der hetreffenden 
Tetraederkante senkreehte Axe in a. 

28. Die Axen aller Flachen eines Gewebes i n  unserem Gebüsch werden 
eine Congruenz bilden. Um die Anzahl der durch einen Punkt  P gehenden 
Axen zu finden, denken wir uns die zum Punkte P gehtirige Raumcurve R7. 
Da diese die Mittelpunktsebene des Gewebes in sieben Punkten schneidet, 
BO gehen durch P sieben Axen. Perner eine beliebige Ebene rr trifft die 
Mittelpunktsebene in einer Geraden, der Mittelpunktsebene einer Schaar; 
die Anzahl der in n liegonden Axen betragt mithin vier. Also: 

D i e  A x e n  d e r  F l a c h e u  e i n e s  G e w e b e s  i n  u n s e r e m  S y s t e m  
b i l d e n  e i n e  C o n g r u e n z  voui  B ü n d e l r a n g  7 u n d  v o m  F e l d r a n g  4. 
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(Vergl. das analoge Resultat des Herrn K r  ii g e  r , Inauguraldissertation 
1885.) 

Die sieben Axen aus einer Tetraederecke sind leicht nachweisbar. Es 
sind die drei in  der Ecke znsammenstossenden Tetraederkanten die Axen 
von drei Ponktepaaren des Gewebes. Ferner ist  jede durch die Bcke gehende 
H6he der drei Dreiecke in  den Tetraederebenen, welche sich in  der Ecke 
schneiden, die Axe eines Kegelschnittes, welchen da8 Gewebe mit derjenigen 
kegelschnittbüschelschaar gemeinsam hat ,  deren Kegelschnitte die betreffende 
Rohe zur gemeinsamen Axe haben. Endlich besitzt des Gewebe eine Floche 
gemeinsam mit derjenigen Fliichenbiischelschaar des Systems, welche die 
dnrch die Ecke gehende Tctracdcrhohe zur gemeinsamen Axe hat. 

29. ac Unter der Voraussetzung, dass die Gegenkantenpaare des gegebe- 
nen Tetraeders aus zueinandcr senkrechten Geraden bevtehen (,rechtkentiges 
Tetraeder'), lassen sich fur einen gewissen ferneren Punkt die durch ihn 
gehendcn sieben Axen leicht finden. Legen wir niimlich durch jede Te- 
traederkante die Ebene senkrecht zur Gegenkante, so schneiden sich diese 
sechs Ebenen in einem Punkte Q ,  durch welchen auch die vier Tetraeder- 
hohen und die drei gemeinsamen Lothe der Gegenkantenpaare des Tetraeders 
gehen (Ba l  t z e r ,  Elemente der Mathematik, II, S. 207). Diese sieben 
Geraden sind aber die gemeinsamen Axen von sieben BIischelschmren, von 
denen jede mit unserem Gewebe eine Flache gemeinsam hat. 

Die Congruenz der Axen voin Biindelrmg 7 und Beldrang 4 besitzt 
folgende Singularitaten: 

vier Parallelstrahlenbüschel; die Strahlen derselben stehen bcxiehlich 
senkrecht auf den vier Tetraederebenen in den Piinkten der Mittel- 
punktsgeraden der dem Gewebe angchtirendcn Kegelschnittschaaren; 
sechs Strahlbüschel, senkrecht zu den Tetraederkanten; es sind die 
Axen der sechs Punktepeare des Gewebes; 
die vier Tetraederebenen; jede derselben enthalt eine Curve dritter 
Classe, gebildet von den Axen der in  der Ebene liegendcn Kegel- 
schnittschaar; 
die Mittelpunktsebene des Gewebes; sie enthzlt einc Curve viertcr 
Classe (vergl. Nr. 27) ; 
die unendlich ferne Ebene; in ihr liegen die Axen der dem Gewebe 
angehorenden Paraboloidenschaar , deren unendlich ferne Mitte!punkts 
gerade m heissen mtige. Die Gerade m ist aber nach Nr. 21 ge- 
meinsame Axe zweier Paraboloide der Schaar. 

Ferner gehen von jedem Punkte von rn noch zwei Axen aus, weil er 
der Uittelpunkt eines Paraboloides der Schaar ist. Die unendlich fernen 
Axen umhüllen mithin eine Curve vierter Classe mit  der Doppeltangente m. 
Dieses letxte Resultat werden wir an einer andern Stelle bestatigt finden. 

30. * Die Axen eines FlIchennetzes unseres Systems bilden ebenfalls eine 
Congruenz, deren Bündel- und Peldrang Bhnlich wie vorhin gefunden wird. 
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Die Mittelpunkte der Flachen liegen auf einer Flache dritter Ordnung 
(S t u r ui , Flkichen dritter Ordnung , Nr. l8), welche die vier Tetraederecken 
zu Knotenpunkten ha t  und auch die sechs Tetraederkanten enthalt. Die zu 
einem beliebigen Punkte 1' gehorige Raumcurve R7 schneidet die Mittel- 
punktsflache in  21 Punkten, von dcncn aber je zwei in die vier Tetraeder- 
ebenen fallen. Ausserdem ist noch Polgendes zu beachten. Unter den 
Axen, welche durch den Punkt  P gehcn (auf dem Kegel vierter Ordnung), 
befinden sich auch die von 1) auf die sechs Tetraederkanten gefallten Lothe. 
Das Loth von P beispielsweise auf die Kantc A B  ist die Axe eincs ein- 
zigen Ebenenpaares im Gebüsche, von welchem eine andere Axe AB ist. 
Die zu dcm Punkte P gehorige Raumcurve R7 trifft also A B  i n  dem Fuss- 
punkte dieses Lothes. D a  das Ebenenpaar nicht zu unserem Netze gehort, 
so finden wir, dass von den 21 Schnittpunkten nur 21 - 14, mithin sieben 
zu Axen des Netzes führen. 

Eine beliebige Ebene ferner schneidet die Mittelpunkt~fliche in einer 
Curve dritter Ordnung, welche durch die drei Paar Gegenecken des aus dem 
Tetraeder ausgeschnittenen Vierseits geht. Sie trifft die i n  der Ebene be- 
findliche Cuwe C4 i n  zw6lf Punkten, von welchen sechs in jene Gegen- 
ecken fallen. Es bleiben also noch sechs Punkte übrig, welche zu Axen 
in der Ebene führen. Demnach gilt der Satz: 

D i e  A x e n  e i n e s  P l Z c h e n n e t z e s  i n  u n s e r m  S y s t e m  b i l d e n  
e i n e  C o n g r u e n z  v o m  B r i n d e l r a n g  7 u n d  v o m  F c l d r a n g  6. 

1st das Tetraeder ein rechtkantiges, so schneiden sich die gemeinsamen 
Axcn der siebcn Büschelschaaren des Gebüsches in einem Punkte Q. Da 
unser Ketz mit jedem der sieben Btischel eine Flache gemeinsam ha t ,  so 
erkennen wir, dass sicbcn Axen des Netzes durch den Punkt Q gehen. 

Hinsichtlich der sechs Axen des Netzes, welche in jeder Tetraederebene 
liegen, verweisen wir auf den Schluss von Nr. 3. 

Die Congruenz hat  folgende Singularitiiten : 
Singulare Punkte sind die vier Tetraederecken als Spitzen der Axen- 

kegel dritter Ordnung der vier Kegelbüschel des Netzes. Wir  wollen hier 
ausdriicklich hervorheben, dass zu dem Kegel dritter Ordnung aus jeder 
Tet,raederecke noch ein einzelner singularer Strahl,  die betreffende Tetraeder- 
hohe, hinzutritt; sie geh6rt dem Kegel nicht an. Eine singuliire Ebene ist 
die unendlich fernc Ebene; sie enthalt die Axen der Paraholoide des Netzes. 
Ferner gehoren noch hierher die zwtilf Parallelstrahlenbiischel, senkrecht zu 
den sechs Tetraederkanten, in den Halbirungsebenen der sechs Ebenenpaare 
des Netzes. 

Nebenbei sei noch erwahnt, dass, da durch einen Grundpunkt des 
Flachennetzes ehenfalls sieben Axen gehen, die zugehorigen Flachen diesen 
Punkt zum gemeinsamen Scheitel haben. Folglich ist jeder Punkt  des 
Raumes Scheitel von sieben Flachen des Gebüsches. 

Znitnchrift f. Mathematik a Physik X X X l V ,  2. 6 
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82 Ueber die Flachen zweiten Grades etc. 

9 9. 
31. A l l e  P a r s b o l o i d e  u n s e r e s  S y s t e m s  a l s  F l a c h e n ,  welche 

d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  E b e n e  b e r t i h r e n ,  b i l d e n  e i n  F l a c h e n g e w e b e .  
Die gemeinsamen Tangentialebenen desselben sind die unendlich ferne 

Ebene und ihre sieben associirten Ebenen. Nach der früher angegobenen 
Construction der associirten Elemente ergeben sich als diese sieben Ebenen 
die vier Ebenen, welche die Mittcn von j e  drei in einer Ecke zusammen- 
stossenden Tetraederkanten verbinden, und die drei Ebenen , welche die 
Mitten je  zweier Gegenkantenpaare enthalten und .zum jedesmaligen dritten 
Gegenkantenpaar parallel sind. 

Ueber die Vertheilung der Uerührungspunkte der Fliichen in der un- 
endlich fernen Ebene haben wir bereits i n  § 6 Nr. 19 Aufschluss erhalten. 

32. B e k a n n t l i c h  g e h e n  d i e  D i r e c t o r e b e n e n  a l l e r  P a r a b o -  
l o i d e ,  w e l c h e  s e c h s  E b e n e n  b e r i i h r e n ,  d. h. e i n  G e w e b e  b i l d e n ,  
d u r c h  e i n e n P u n k t .  (Vergl. S a l m o n - F i e d l e r ,  GeometriedesRaumes, 
1. Theil, S. 284 ,  3. Aufl.) Bei ~ n s e r e m  speciellen Gewebe von Paraboloiden 
lasst sich dieser Punkt  leicht nachweisen. Denn die Directorebene eines 
Paraboloids muss jede einem Polartetraeder der Flache umgeschriebene Kugel 
rechtwinklig schneiden (S a 1 m O n - F i e d 1 e r , 1. Theil, S. 254) oder durch 
den Mittelpunkt derselben gchcn. Hieraus folgt , d a  s s d i e  D i roc  t or- 
e b e n e n  a l l e r  P a r a b o l o i d e  u n s e r e s  S y s t e m s  d u r c h  d e n  M i t t e l -  
p u n k t  d e r  d e m  g e m e i n s a m e n  P o l a r t e t r a e d e r  u m g e s c h r i e b e n e n  
K u g e l  g e h e n .  . 

33. Wir  wollen jetzt die Classe derjenigen Flache untersuchen, welche 
von den Scheitelbertihrungsebezen sammtlicher Paraboloide eingehlillt wird. 
Der unendlich ferne Punkt eines Paraboloids ist der Pol des unendlich fernen 
Schnittes seiner Scheitelberührungsebene bezüglich des unendlich fernen 
Kugelkreises. Wir  fragen uns nun ,  wieviel Scheitelberührungsebenen von 
Peraboloiden durch eine Gerade p gehen. Der unendlich ferne Punkt Pm 
von p muss zu den unendlich fernen Mittelpunkten dieser Flachen conjugirt 
sein bezüglich des unendlich fernen Kugelkreises oder die Polare von Pm 
beziiglich des letzteren muss jene Mittelpunkte enthalten. Die fraglichen 
Paraboloide liegen demnach in einer und derselben Schaar. Die durch p an 
die Fltichen jener Schaar gelegten Tangentialebenen bilden eine Ebeneninvo. 
lution, deren Paare auf die unendlich ferne Punktreihe der Mittelpunkte 
projectiv bezogen sind. Der unendlich ferne Schnitt der Ebeneninvolution 
ist mithin eine dnrch Pm gehende Strahleninvolution, und es entsteht nun 
die Frage ,  wie oft ein Strahl dicser Involution die Polare seines entspre- 
chenden Punktes bezüglich des unendlich fernen Kugelkreises wird, od~r 
wie oft ein Strahl der Involution mit dem auf der Polare von P, liegenden 
conjugirten Punkte seines entsprechenden Punktes incident wird. Da die 
Punktreihe der Mittelpunkte aber mit der Punktreihe ihrer conjugirten 
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Punkte bezüglich des Kugelkreises, und folglich die letztere mit der Strahlen- 
involution projectiv is t ,  und weil eine Strahleninvolution und eine mit ihr 
projective Punktreihe drei incidente entsprechende Elemente haben, so ge- 
schieht dies dreimal. EB gehen also durch die Geradep die Scheiteltangen- 
tialebenen dreier Paraboloide, und zwar von solchen, die sich in  einer und 
derselben Schaar befinden. Oder : 

D i e  S c h e i t e l b e r t i h r u n g s e b e n e n  a l l e r  P a r a b o l o i d e  u n s e r e s  
S y s t e m s  ( sowie  j e d e s  a l l g e m e i n e n  G e w e b e s  v o n  P a r a b o l o i d e n )  
u m h ü l l e n  e i n e  P l s c h e  d r i t t e r  C l a s s e .  

Bus dern Vorhergehenden folgt,  d a s s  d i e  S c h e i t e l b e r i i h r u n g s -  
e b e n e n  e i n e r  S c h a a r  v o n  P a r a b o l o i d e n  d u r c h  e i n e n  u n d  d e n -  
s e l b e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t  g e h e n ,  namlich durch d e n P o l  ihrer 
Mittelpunktsgeraden be~üglich des unendlich fernen Kugelkreises, u n d  d a s  s 
s ie  e i n e n  C y l i n d e r  d r i t t e r  C l a s s e  u m h ü l l e n .  - Durch denselben 
Puukt gehen auch die Directorebenen jener Paraboloide, da jede Director- 
ehene zu der entsprechenden Scheitelberührungsebene parallel ist. Zngleich 
gehen sie aber durch den Mittelpunkt der dem Polartetraeder umgeschrie- 
bcnen Kugel , sio bilden mithin einen Ebenenbüschel. (Vcrgl. Sa l m  o n  - 
B i e d l e r ,  1. Theil, S. 284.) 

34. + Wir untersuchen den Ort der Pole der Directorebenen einer Para- 
boloidenschaar, deren Mittelpunktsgerade mm heissen mtige. Da die Direc- 
toreliene eines Paraboloides zur endlichen Axe normal ist (S a l m  o n  - Pi' i e d l  e r  , 
1. Theil ,!S. 283), so liegt ihr Pol $ bezüglich der Plache auf dieser Axe; 
umgekehrt hat jede Ebene durch ihren Pol in  der Directorebene. 

Construiren wir nun zu einer belicbigen Ebene n bcztiglich der Flti- 
chen der Schaar die Pole, so bilden diese eine gerade Punktreihe p. Jedem 
Punkte auf p als Pol zu n entspricht eine einzige Flache der Schaar, rnit- 
hin ist auch die zur Fliiche gehorige Directorebene und damit deren Schnitt- 
punkt auf p festgelegt und umgekehrt. W i r  haben demnach auf p zwei ent- 
sprechende conjective Punktreihen, die Punktreihe der Pole von n; und die 
Punktreihe, welche entsteht durch den Schnitt von p mit dem Ebenen- 
btischel der Directorebenen; beide besitzen zwei entsprechende vereinigte 
Elemente, d. h. zweimal fallt der Pol von x hinsichtlich einer Flache der 
Schear in die zugehorige Directorebene. Construiren wir zu jeder der beiden 
Directorebenen den Pol hinsichtlich der entsprechenden Flache, so liegt dieser 
in m. Mithin trifft ni den Ort der Pole in  zwei Punkten; d e r s e l b e  i s  t 
a l s o  e i n  K e g e l s c h n i t t .  

Degenerirt die Schaar der Paraboloide in eine Parabelschaar, so gehen 
die Directorebenen über in  die Ebenen, welche in  den Directricen der Pa-  
rabeln auf der gemeinsamen Ebene des Systems senkrecht stehen, die Pole 
der Directorebenen in die Brennpunkte der Parabeln. Da der Ort dieser 
Brennpunkte bekanntlich ein Kreis is t ,  so finden wir hierin eine Bestatigiing 
unseres Resultates. 

6 
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Der vorhin gefundene Kegelschnitt und die Nittelpunktsgerade m, der 
Flachenschaar sind projectiv aufeinander bezogen; denn jeder Punkt der 
Mittelpunktsgcraden bestimmt eine Flacho der Schaar, diese die zugchorige 
Directorebene, letztere den Pol auf dem Kegelschnitte; umgekehrt ist jeder 
Punkt des Kegelschnittes der Pol ciner Directorebene, wodurch eine Fitache 
der Schaar und folglich deren unendlich ferncr Mittelpunkt auf m, bestimmt 
ist. Das Erzeugniss beider projcctiver Gebilde , d. i. die F 1 ii c h e d e r  end-  
l i c h e n  A x e  d e r  P a r a b o l o i d s c h a a r ,  i s t  e i n e  R e g e l f l a c h e  d r i t t e n  
G r a d e S. (Vergl. das iihnliühe Eesultat in meiner Dissertation, 5 20 S. 48.) 
Da aber die Axen einer jeden Flachenschaar eine Regelfiache siebenten Grades 
erzeugen, so zerfillt in diesern Falle offenbar dieselbe in  eine Regelfkhe 
vom dritten Grade und in eine zweite vom vierten Grade. Letztere muss, 
weil die beiden anderen Axen eines jeden Paraboloids iri die unendlich ferne 
Ebene fallen, in eine Curve vierter Classe in jener Ebene degeneriren 
(9 8 Nr. 7). 

In  jeder Ebene durch die Mittelpunktsgerade rn, liegen dcmnacli zwei 
Axen der Schaar. 

35. * Wir fanden, dass die Congruenz der Axen eines Gewebes in 
unserem Syatem vom Bündelrang 7 und Peldrang 4 kt. Folglich bilden 
auch die Axen des Gewebes der Paraboloide eirie solche Congruenz. Von 
derselben sondert sich aber a b  das doppelte Strahlenfeld der unendlich fernen 
Ebene, welche die unendlieli fernen Axen der Paraboloide enthalt. Dass 
jede Gerade in der genannten Ebene zweimal Axe einer Flacha des Gewebes 
i s t ,  haben wir früher nachgewiesen (vergl. 3 8 Nr. 24). D i e  end l ichen  
A x e n  b i l d e n  d e m n a c h  e i n e  S t r a h l e n c o n g r i i e n z  v o m  13ündo l -  
r a n g  7 u n d  F e l d r a n g  2. Dass in jeder Ebene zwei liegen, ist leicht 
zu erkennen; denn jede' Ebene trifft die unendlich ferne Ebene in einer 
Geraden, welche die Mittelpunktslinie einer Schaar von Paraboloiden ist. 
Von den Axen dieser Fliichen fallen aber zmei i n  die Ebene. 

Die Congruenz hat elf singuliire Ebenen und zwar eine mit einer Curve 
sechster Classe und zehn mit je einer Curve dritter Classe. (Vergl. E leye ,  
C r e l l e ' s  Journal Bd. 86 S. 92.) 

Dass die unendlich ferne Ebene eine Curve sechster Classe enihalten 
muss, liisst sich leicht zeigen. Von jedcm Punkte der genannten Ebene 
gehen sieben Axen nus, und da nur eine von ihnen im Endlichen liegt, 80 
müssen die anderen in jener Ebene eine Curve secbster Classe umhüllen. 
Dieselbe besteht aus den Axen der sechs Punktepaare, welche gebildet 
werden von den unendlich fernen Punkten der sechs T~t~racderkanten und 
deren Nittelpunkten; die Curve zerfiillt mithin in die sechs Strahlbtischel 
um die unendlich fernen Punkte der Kanten. 

Ferner die vier Tetraederebenen enthalten die Axen der I'arabeln des 
Gewebes; diese Axen erzeugen, wie bckannt, eine Curve dritter Classe. 
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Unter der Voraussetzung , dass das Polartetraeder ein rechtkantiges ist, 
ist auch jede Ebene dureh eine Tetraederkanto senkrecht zur Gegenkente 
eine singuliire Ebene; denn. sie enthalt die i n  ihr liegende Kante als Axe 
eines Punktepaares des Gewebes; da sie weiterhin diejenigen Tetraederdrei- 
ecke, deren Ebenen sich in der Gegenkante schneiden, je i n  einer Dreiecks- 
hobe trifft, und letztere Linien die Axen zweier Parabeln des Gewebes sind, 
so liegen in ihr noch zwei fernere Axen. Ausserdem sind die beiden Tetra- 
ederhohen, welche der in  Kede stehenden Ebene angehoren, die Axen zweier 
Paraboloide. In  jeder Büschelschaar des Systems nfimlich, welche eine 
Tetraederhohe zur gemeinsamen Axe ha t ,  befindet sich ein Paraboloid. 
Durch jede der beiden Tetraederecken in der fraglichen Ebeno gehen mit- 
Lin drei Axen. (Jede andere Gersde durch die betreffende Ecke ist niemals 
Axe einer eigentlichen Blsche zweiter Classe des Systems.) Somit ha t  sich 
ergeben, dass die sechs abenen durch die Tetraederkanten singulare Ebenen 
sind , wcil jede mehr, als zwei Axen enthslt ,  und wir fanden beststigt , dass 
die in ihnen gelegenen Curven der Axen von der dritten Classe sind. 

Bei einem beliebigen Tetraeder dtirften die letztcn sechv singulfiren 
Ebenen wohl keine ausgezeichnete Lage zum Tetraeder haben. 

36. Wir gehen dazu über, den Ort  der Scheitel der Paraboloide des 
Gewebes zu bestimmen, indem wir fragen, wieviel Scheitel auf eine belie- 
bige Gerade g fallen. 

I n  jedern Scheitel auf g treffen sich die Scheitelberührungsebene und 
die Axe der zugehorigen Flache. Die von einem Punkte P auf g ausgehen- 
den Scheitelbcriihrungsebenen umhtillen einen Kegel dritter Classe (nach 
Nr. 3); wir suchen den Ort  der Axen derjenigen Flachen, welche diese 
Ebenen zu Scheitelberührungsebencn hahen. Letztore treffen die unendlich 
ferne Ebene in einer Curve dritter Classe; der Ort der Pole der Tangenten 
der Curve beziiglich des unendlich fernen Kugelkreises ist  eine Curve dritter 
Ordnung, deren Punkte offenbar die Spuren der Axen der zugehorigen 
Plichen in der unendlich fernen Ebene sind. Die Axen der Flachen bedecken 
demnach eine geradlinige Flache dritter Ordnung F9. 

Eine BestYtigung des Resultats finden wir, wenn wir den Punkt  P in 
die unendlich ferne Ebenc fallen lassen; dann geht der Kegcl dritter Classe 
liber in einen Cylinder dritter Classe, dcssen Tangentialebenen die Scheitel- 
bertihrungsebenen einer Schaar von Paraboloiden sind (vergl. Nr. 33). Die 
Axen dieser Schaar aber erzeugen eine Regelflache dritten Grades. 

Die Flache F 3  wird nun von der Geraden g in drei Punkten getroffen; 
mithin schneiden drei Axen von Flachen, deren Scheitelberührungsebenen 
den Punkt P enthalten, die Gerade g. 

Ferner gehcn von dem Punkte P auf g sieben Axen von Paraboloiden 
aus; die zugehorigen Scheitelberührungsebenen schneiden mithin g in siel~en 
Punktcn. Jedem Punkte von g entsprechen also dos einc Mal drei,  das 
andere ?&al sieben Punkte. Die Anzahl der vereinigten Elemente ist daher 
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8 6 Ueber die Flachen zweiten Grades etc. 

zehn. Hierbei ist noch Folgendes zu beachten. Durch den unendlich fernen 
Punkt Pm auf g gehen ebenfalls sieben Axen, von dcnen jedoch sechs in 
der unendlich fernen Ebene liegen. Fallt aber die Axe einer Flache in die 
unendlich ferne Ebece, so thut es auch der Scheitel, er gebt fiber in den 
unendlich fernen Berührungspunkt der Plache, die Scheitelebene also in die 
unendlich ferne Ebene. Der Punkt  Pm entspricht sich mithin sechsmal 
selbst. Die sechs in die unendlich ferne Ebene fallenden Axen durch Pm 
sind Axen der sechs Punktepaare des Gewebes, wir erkennen mithin, dass 
der Punkt  Pm nie zu dem Scheitel einer Flache führt. Wir gewinnen damit 
das Resultat : 

D i e  S c h e i t e l  d e r  P a r a b o l o i d e  d e s  S y s t e m s  g e h o r e n  e i n e r  
F l i i c h e  v i e r t e r  O r d n u n g  an. 

Jedo Tetracderobene schneidet die Flache in einer Curve viertcr Ord- 
nung ,  welche die Scheitel der i n  der Tetraederebene gelegenen Parabeln des 
Systems enthslt. (Vergl. Theil 1, Jahrg.  XXXI,) 

37. ++ In  unserem Paraboloidgewebe giebt es, wie in  jedem Gewebe des 
Systems , drei FlLchenschaaren durch ein windschiefes Vierseit. Ein jedes 
derselben besteht aus den vier Geraden, welche die Mitten und die unend- 
lich fernen Punkte zweier Gegenkanten des Tetraeders miteinander verbinderi. 
Da auf der Verbindungslinie der Mitten zweier Gegenkanten der Schwer- 
punkt des Tetraeders liegt (B a l t  z e r ,  Eleuieute etc., II, S. 202), so eut- 
halten- die Flachen aller drei Büschelschaaren den Schwerpunkt, gehen 
mithin auch durch die zu ihrn associirten sieben Punkte. 

9 10. 
38. Ein Hyperboloid ist ein gleichscitiges, wenn jede Normalcbene zu 

einer seiner Erzeugenden eine gleichseitige Hyperbel ausschneidet, oder wenn 
j o  drei derselben Regelschaar angehorende Erzeugende zueinander senkrccht 
sind. (Vergl. H. V o g t ,  C r e l l e ' s  Journal Bd. 86 S. 301.) D a  diese De- 
finition aber nur  für  das geradlinige Hyperboloid gilt ,  so wollen wir sie 
anders aussprechen. 

Zu jeder Geraden eines Hyperboloids is t  eine Kante seines Asymptoten- 
kegels parallel, jede senkrechte Ebene zu einer Erzeugenden ist mithin nor- 
mal zu einer Kante des Avymptotenkegels und umgekehrt. Also konnen 
wir sagen: Ein Hyperboloid ist ein gleichseitiges, wenn jede h'ormalebene 
zu einer Kante des Asymptotenkegels aus ihrn eine gleichseitige Hyperbel 
ausschneidet, oder wenn der Asymptotenkegel ein gleichseitiger ist. Da die 

unendlich fernen Punkte dreier zueinander rechtwinkliger Geraden die Eck- 
punkte eines Polardreiecks des unendlich fernen Kugelkreises sind, so folgt 
hieraus: EnthZlt der Asymptotenkegel eines Hyperboloids drei zueinande~ 
rechtwinklige Geraden, so ist  der unendlich ferne Kegelschnitt des Asym- 
ptotenkegels und des Hyperboloids dem unendlich fernen Kugelkreise h~ 
monisch umgeschrieben und enthalt folglich die Ecken von unendlich vielen 
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Polardreiecken desselben. ( R e y e ,  1. Abth., S .  194.) - Unser Fliichen- 
gebüsch schneidet i n  die unendlich ferne Ebene ein Kegelschnittgebtisch ein; 
wir fragen nach den Kegelschnitten des Gebtisches , welche dem unendlich 
fernen Kugelkreise harmonisch umgeschrieben sind. Alle Kegelschnitte, 
welche einem gegebenen Kegelschnitte harmonisch umgeschrieben sind , bilden 
ein lineares System vierter Stufe (Re  y e ,  1. Abth., S. 196) ,  awei lineare 
Systeme dritter und vierter Stufe haben aber ein lineares System zweiter 
Stufe gemeinsam. Folglich bilden alle Curven unseres Kegelschnittgebilsches, 
welche dem Kiigelkreise harmonisch umgeschrieben sind, ein Netz. Jedes Netz 
des Gebiisches rührt  aber her von einem Netze unseres Pl5chengebtisches. 

A l l e  g l e i c h s e i t i g e n  ~ y ~ e r b o l o i d e  i n  u n s e r e m  S y s t e m  s i n d  
d e m n a c h  F l a c h e u  e i n e s  N e t z e s .  

39. Die sechs Ebenenpaare dieses Wetzes sinù rechtminklig, denn jedes 
reclitwinklige Ebenenpaar hat die Eigenschaft eines gleichseitigen Hyper- 
boloids: sein uneudlich ferner Schnitt i s t  dem Kugelkreise harmonisch um- 
geschrieben. 

Die sechs rechtwinkligen Ebenenpaare, welche aus den Halbirungsebenen 
der Flachenwinkel des Polartetraeders beskhen (da sie die rechtwinkligen 
Paare der Ebeneninvolutionen um die sechs Tetraederkanten bilden), werden 
sich rtlso in den acht Grundpunkten des Wetzes gleichseitiger Hyperboloide 
schneiden. Da jeder dieser Grundpuukte auf den Halbirungsebenen von 
sechs Plachenwinkeln des Tetraeders liegt,  so is t  e r  von den vier Tetraeder- 
ebenen gleichweit entfernt. Daraus folgt : 

A l l e  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b o l o i d e ,  w e l c h e  e i n  g e g e b e n e s  
T e t r a e d e r  zurn g e m e i n s a ~ m e n P o l a r t e t r a e d e r  h a b e n ,  g e h e n  d u r c h  
d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  a c h t  K u g e l n ,  w e l c h e  d i e  E b e n e n  d e s  T e -  
t r a e d e r s  b e r t î h r e n .  

40. I n  dem vorliegenden Netze giebt es vier Btischel von gleichseitigen 
Kegeln ( 5  4 Nr. 2) und drei Btîschelschaaren, deren Grundcurven wind- 
schiefe Vierseite sind. I n  jeder Büschelschaar giebt es ein gleichseitiges 
hyperbolisches Paraboloid. Ferner finden wir (nach R e  y e , II. Abth., S. 235 
und S c h r o e t e r ,  Oberfl. 2. O., S. 695): 

I n  j e d e m  N e t z e  u n s e r e s  S y s t e m s  i s t  e i n  B i î s c h e l  g l e i c h -  
s e i t i g e r  H y p e r b o l o i d e  v o r h a n d e n ,  u n d  i n  j e d e m  B t i s c h e l  g i e b t  
es e i n ,  i n  j e d e r  S c h a a r  d r e i  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b o l o i d e .  

41. E s  existirt noch eine andere Art von Hyperboloiden, welche ebenso 
wie das gleichseitige Hyperboloid eine gewisse Analogie mit der gleichsei- 
tigen Hyperbel xeigen. Jedes Hyperboloid dieser Gattung hat die Eigen- 
schaft, dass sein unendlich ferner Kegelschnitt dem unendlich fernen Kugel- 
kreise harmonisch eingeschrieben ist,  oder sein Asymptotenkegel hat, je drei 
zu einander normale Tangentialcbenen. 

Nun ist für eine allgemeine Flache zweiter Ordnung der Ort aller 
Punkte, von welchen drei rechtwinklige Tangentialebenen ausgehen, eine 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



88 Ueber die Fliichen zweiten Grades etc. 
-.__X_X__XXXX~III Y_--.,-V-- 

Kugel, die Directorkugel der Fkche ,  welche mit letzterer concentrisch ist, 
und deren Radius zurn Quadrat die Summe der Halbaxenquadrate der Flkhe 
hat (S c h r o e t e r ,  Oberfl. 2. O., S. 534). E s  ergiebt sich leicht, dass für 
eine Flache der genannten besondern Art die Directorkugel auf den Mittel- 
punkt zusammenschrumpft. Eine gleichseitige Hyperbel aber hat die ana- 
loge Eigenschaft, dass ihr Directorkrcis sich auf den Mittelpunkt reducirt. 

I n  unserem System giebt es doppelt unendlich viele solcher Fltichen, 
und der Ort ihrer Xittelpunkte ist nicht schwer nachzuweisen. Denn die 
Directorkugel jeder Flache schneidet die dem gemeinsamen Polartetraeder 
umgeschriebene Kugel orthogonal (S a 1 m o n  - F i e d 1 e r , Geom. des Ranmes, 
1. Theil, S. 254). Eine Kugel vom Radius Null,  welche eine andere ortho- 
gonal schneidet, hat aber ihren Mittelpunkt auf der letzteren. F o l g l i c h  
i s t  d e r  g e s u c h t e  O r t  d i e  d e m  P o l a r t e t r a e d e r  u m g e s c h r i e b e n e  
K u g e l .  Analog hierzu liegen die Xittelpunkte aller gleichseitigen Hyper- 
beln mit demselhen Polardreieck auf dem Kreise um dieses Dreieck. 

5 11. 
42. Eine Flache aweiten Grades nennen wir eine Rotationsflache, wenn 

sie den unendlich fernen Kugelkreis doppelt berührt. Sie erfüllt damit 
eine aweifache Bedingung; es gi'ebt demnach in unserem System eirifach 
unendlich viele Rotationsfiachen, in jedem Netz und in jedem Gewebe eine 
endliche Anzahl. Polglich wird unser System auch eine endliche Anzahl 
von Rotationskegeln und Rotationsparaboloiden enthalten. 

Wenn ein Rotationskegel, d. h. ein gerader Kreiskegel von zwei Ebenen 
herIihrt wird , so steht die Ebene der beiden Rerührungskanten senkrecht 
auf der Ebene, welche die Axe des Kegels mit der Schnittlinie der beiden 
Tangentialebenen verbindet. Nehmen wir also a n ,  in unserem System be- 
finde sich ein Rotationskegel, dessen Scheitel in  der Ecke A des Polar- 
tetraeders liege, und legen wir durch eine dcr in  A zusammenstossenden 
Tetraederkanten, etwa durch A B ,  die beiden Tangentialebenen a n  denselben, 
so liegen deren Berührungskanten in der Ebene ACD. Mithin muss die 
Axe des Rotationskegels in  der aus AB auf A C D  gafiillten Normalebene 
liegen, aber aus denselben Gründen auch in den aus AC und A D  bezieh- 
lich auf A D  B und ABC senkrecht gefallten Ebenen. Dass nun diese drei 
Ebenen sich wirklich in einer Geraden schneiden, folgt aus dem Satze, dsss 
die drei dnrch die Kanten eines Dreikants rechtwinklig zu den gegenüber- 
liegenden Flacheu des Dreikants gelegten Ebenen i n  einem Strahl,  dern 
Hohenstrahl des Dreikants, sich schneiden (S c h r  o e  t e r ,  Oberfl. 2. O., S. 80). 
Es existirt folglich ein und nur ein Rotationskegel im System, der die Ecke 
A m m  Scheitel hat. 

U n s e r  S y s t e m  e n t h t i l t  d e m n a c h  v i e r  R o t a t i o n s k e g e l ,  von 
d e n e n  j e d e r  e i n e  E c k e  d e s  P o l a r t e t r a e d e r s  z u m  M i t t e l p u n k t  
h a t .  D e s g l e i c h e n  e n t h a l t  e s  v i e r  R o t a t i o n s k e g e l s c h n i t t e ,  n a m -  
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l ich d i e  v i e r  K r e i s e  i n  d e n  T e t r a e d e r e b e n e n .  (Vergl. 1. Theil, 8 5 
Nr. 1,) 

43. Untersuclien wir jetzt die Rotationsparaboloide. Der Schnitt un- 
geres Sjstems mit der unendlich fernen Ebene enthalt unendlich viele Ge- 
radenpaare , welche von den Paraboloiden desselben herrühren ; so oft ein 
solches Geradenpaar den unendlich fernen Kugelkreis doppelt berührt,  liegt 
es auf einem Rotationsparaboloid. Dreht sich nun die eine Gerade eines 
dieser Geradenpaare um einen Punkt  , so umhüllt die andere einen Kegel- 
schnitt (Rey e , 1. Abth., S. 202); umhüllt die erste einen Kegelschnitt , etwa 
den unendlich fernen Kugelkreis, so beschreibt die zweite eine Curve vierter 
Classe. Letztere hat  mit dem unendlich fernen Kugelkreise acht Tangenten 
gemein, und diese bilden zu je zweien vier Geradenpaare, welche den 
Kugelkrois doppelt berühren; denn betrachten wir eine der acht gemein- 
samen Tangenten, so muss, weil diese Gerade sowohl die Curve vierter 
Classe, a h  auch den Kugelkreis berührt , die zugehorige Gerade ebenfalls 
beide Curven berühren. Da dieses Resultat offenbar für jedes Gebüsch 
Giltigkeit ha t ,  30 folgt: 

I n  j e d e m  F l b c h e n g e b ü s c h  g i e b t  e s  v i e r  R o t a t i o n s p a r a -  
boloide.  

44. Die Mittelpunkte aller Rotationsflachen liegen auf einer Raumcurve, 
die durch die Ecken des Polartetrseders als Mittelpunkte der Botationskegel 
geht. Da die unendlich ferne Ebene vier Punkte derselben enthalt, niim- 
lich die Mittelpunkte der vier Rotationspa&boloide, so ist  die Raumcurve 
von der vierten Ordnuug. Das lasst sich auch anderweitig beweisen. Fragen 
wir uns, wieviel Kegelschnitte eines Netzes einen gegebenen Kegelschnitt 
doppelt berühren. Das Netz constituirt mit dem Kegelschnitte - er m6g-e 
Re heissen - ein Kegelschnitt,gebüsch; ein Kegelschnitt des Netzes, wel- 
cher E 2  doppelt berührt, liegt mit demselben in einem m m  Gebtisch ge- 
horenden Rüschel sich doppelt berührender Kegelschnitte. Die Verbindungs- 
linie der beiden gemeinsamen Berührungspunkte ist demnach eine doppelte 
Gerade des Gebüschas. Nun enthalt das Gebüsch vier doppelte Geraden 
(Re y e l  1. Abth., S. 202) ,  II2 constituirt mit jeder derselben einen Büschel 
sich doppelt berühronder Kegelschnitte, und mit jedem dieser vier Büschel 
hat das gegebene Netz einen Kegelschnitt gemeinsam. Demnach giebt es 
in einem Netze vier Kegelsctinitte, welche einen gegebenen doppelt berühren. 
Jedes Flachennetz schneidet die unendlich ferne Ebene in einem Kegelschnitt- 
netze, in welchem also vier Curven den unendlich fernen Kugelkreis doppelt 
berühren. Daraus folgt : 

I n  j e d e m  P l a c h e n n e t z e  g i e b t  e s  v i e r  R o t a t i o n s f l Z c h e n .  
Da die Mittelpunkte der Flachen eines Netzes in  unserem Gebüsche auf 

einer Flàche BS dritter Ordnung liegen, für welche die Tetraederecken 
Knotenpunkte sind, so lasst sich aus der Anzahl ihrer Scbnittpunkte mit 
der Raumcurve, welche die Mittelpunkte der Rotationsflachen enthalt, die 
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Ordnung der letzteren erkennen. Nun schneidet aber diese Raumcurve die 
Flliche F3 ausser in  den Mittelpunkten der vier Rotationsflachen des Netzes 
auch noch in den vier Tetraederecken je zweimal, hat  also mit ihr zwolf 
Punkta gemein und d i e  C u r v e  d e r  M i t t e l p u n k t e  d e r  R o t a t i o n s -  
f l a c h e n  d e s  G e b i i s c h e s  i s t  d a h e r  e i n e  R a u m c u r v e  v i c r t e r  Ord-  
n u n g .  

Weil dieselhe die Mittelpunktsebene eines Flachengewebes in vier Punk- 
ten schneidet, so geht daraus hervor, d a s s  a u c h  j e d e s  G e w e b e  u n s e r e s  
S y s t e m s  v i e r  R o t a t i o n s f l a c h e n  e n t h a l t .  

g 12. 
45. Der Inhait eines Ellipsoids mit den Halbaxen a ,  b, c ist  bekannt- 

lich  abc.^. Bei einem imaginaren Ellipsoid und bei einem Hyperboloid 
kann von einem Inhalt eigentlich nicht die Rede sein, aber wir wollen auch 
bei diesen Flachen das Product ihrer Halbaxen multiplicirt mit n ihren In- 
halt nennen. Bei einem geradlinigen Hyperboloid ist das Product der Halb- 
axen imaginar, ebenso bei einer irnaginaren Flache, dagegen ist es reell bei 
einem zweimanteligen Hyperboloid und bei einem reellen Ellipsoid. Das 
Product der Halbaxenquadrate ist ferner bei den beiden ersten Blachen 
negativ, bei den letzteren positiv. Bezeichnen wir iiun mit H l ,  H,, H3, H4 
die vier H6hen des gemeinsamen Polartetraeders und mit Pl, P,, P,, P, 
die aus dem Mittelpunkte einer Flache unseres Systems auf die vier Tetra- 
ederebenen gefallten Lothe, ferner mit v das Volumen des Tetraeders, so 
ist das Product der drei Halbaxenquadrate der Flache: 

a2 b2 C2 = 
- (6 v ) ~  

* P l  .P,.P,.P,. q.n2.n,.n4 
(Pergl. S c h r o e  t e r ,  Oberfl. 2. Ordn., S. 539.) Wir  sehen, da der Factor 
- (6 v ) ~  

constant ist ,  dass das Inhaltsquadrat einer Flache unscres 
H~ . H ~ .  H ~ : H ;  
Systems proportional ist dem Producte der vier Lothe, welche man ails 
ihrem Mittelpunkte auf die Ebenen des gemeinsamen Polartetraeders fallt. 
Demnach werden die Mittelpunkte aller Flachen unseres Systems mit glei- 
chem Inhaltsquadrat eine solche Lage haben, dass das Product der aus ihnen 
geal l ten Lothe constant ist , also die Beziehung bestcht: P, . P z .  P, .  P4 = c. 
Denken wir uns nun ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem im 
Raume durch einen Punkt  als Anfangspunkt, den wir der Einfachheit halber 
im Innern des Polartetraeders annehmen, und stellen die Gleichungen der 
vier Ebenen des Polartetraederv in  der Normalform auf ,  so werden dereo 
linke Seiten durch Einsetzen der Coordinaten eines Punktes bis auf das Vor- 
zeichen gleich den Lothen aus diesem Punkte auf die Tetraederebenen. Be- 
zeichnen also x ,  y, 8 die Coordinaten des Mittelpunktes einer zu unserem 
System gehorigen Fliiche, Pl, P,, P3, P, die aus demselben auf die Tetra- 
ederebenen gefalltcn Lothe, so Sind Pl = O, P2 = 0, P3 = 0, P4 = O die 
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Gleichungen der vier Ebenen. Die Bedingungsgleichung fiir die Nittelpunkte 
aller Flichen mit gleichern Quadrat des Inhaltes 11,. Pz. P3.  P4 = e etellt 
mithin den Ort dieser Mittelpunkte dar. Wie wir sehen, ist derselbe eine 
Flache vierter Ordnung. Denken wir uns die Gleichung durch s homogen 
gemacht, so erkennen wir, dass jede der Tetraederebenen PL = O ,  P2 = 0, 
P3 = 0, P4 >,= O die Flache dort schneidet, wo sie auch 6 = O trifft. Also: 

D i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  P l a c h e n  u n s e r e s  S y s t e m s  m i t  g l e i -  
chem I n h a l t s q u a d r a t  l i e g e n  a n f  e i n e r  F l t i c h e  M 4  v i e r t e r  O r d -  
nung ,  w e l c h e  s i c h  d e n  v i e r  T e t r a e d e r e b e n e n  a s y m p t o t i s c h  a n -  
s c h m i e g t ,  u n d  z w a r  s o ,  d a s s  j e d e  G e r a d e  i n  e i n e r  T e t r a e d e r -  
ebene  d i e  F l t i c h e  i m  U n e n d l i c h e n  i n  v i e r  z u s a m m e n g e f a l l e n e n  
P n n k t e n  s c h n e i d e t .  

46. Das Product der ans einem Punkte M auf die Tetraederebenen ge- 
fjllten Lothe ist positiv, wenn entweder alle vier Lothe negativ, oder zwei 
derselben negativ und zwei positiv sind. Das Ersteie ist der Fal l ,  wenn 
M innerhalb des Polartetraeders liegt,  also Mittelpunkt eines imaginaren 
Ellipsoids ist ( 5  6 Nr. 2), das Zweite, wenn 111 zu dem Mittelpunkte der 
einmantligen Hyperboloide gehort. Dagegen wird das Product der Lothe 
negativ sein, wenn entweder eines derselben positiv und die drei anderen 
negativ, oder wenn eines negativ und die drei auderen positiv sind, wie es 
der Fa11 ist,  wenn M sich unter den Mittelpunkten der zweimantligen Hyper- 
boloide oder der reellen Ellipsoide befindet. Demnach wird die Fliiche M4 
die Mittelpunkte geradliniger und imaginarer Plachen enthalten, wenn c 
positiv ist, dagegen die Mittelpunkte der reellen nicht geradlinigen l'lichen, 
wenn c negativ ist. Aiif der Flache M 4  liegen also stets die Mittelpunkte 
verschiedenartiger Fliichen , welche nicht gleichen Inhalt , aber gleiches In- 
haltsquadrat haben; indcssen da  die Mithelpunkte verschiedcnartiger Flachen 
in verschiedenen Riiumen des Polartetraeders liegen, muss X4 in  verschiedene 
Theile zcrfallen , welche htichstcns im Unendlichen zusammenhiingen, so dass 
jeder Theil die Mittelpunkte von Plachen gleichen Inhalts enthiilt. 

47. Die Mittelponktsflache F3 eines Flachennetzes unseres Systems 
schneidet die Flache M4 in einer Raumcurve zwolfter Ordnung. Demnach 
giebt es in einem solchen Netze einfach unendlich viele inhaltsgleiche Fia- 
chen, deren Mittelpunkte auf einer Raumcurve zwolfter Ordnung liegen. 
Eine beliebige Ebene trifft M 4  in  einer Raumcurve vierter Ordnung. I n  
einem Flachengewebe unseres Systems sind mitbin einfach unendlich viele 
inhaltsgleiche Fliichen vorhanden, deren Mittelpunkte eine ebene Curve vierter 
Ordnung bilden. I n  e i n e m  F l ~ c h e n b ü s c h e l  a b e r  g i e b t  e s  j e  zwti l f  
und i n  e i n e r  F l a c h e n s c h a a r  j e  v i e r  F l a c h e n  v o n  g e g e b e n e m  
1 n h a l  t , da die Mittelpunktscurve eines Büschels eine Raurncurve dritter 
Ordnung, die einer Schaar eine Gerade ist. 
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VII. 

Das Gesetz zwischen Ausdehnung und Stromstarke 
für einen von galvanischen Wechselstromen durch- 

flossenen Leiter. 

Von 

Dr. C A I ~ L  CI~AKZ.  

Hierzu Taf. III Fig. 1-7. 

F ü r  die hlessung der Spannung bei Wechselstr6men verwendet man jetzt 
vielfach die ErwXrmung durch den Strom. Zuerst ha t  C a r d e w  in einern 
Messapparat davon Gebrauch gemacht, bei dem die Ausdehnung des von dern 
galvanischen Strome durchflossenen Drahtes gemessen wird ( C a r d e  w , Prac- 
tical electricity). Ein vcrbessertcr Apparat wurde von A y r t O n und P er  r y  
besprochen , welche die C a r  d e w 'sche Zahnraderübersetzung in eine reibungs- 
lose Spiralfederübertragung umwandeln und dadurch den ganzen Apparat 
kürzer und leicht tragbar gestalten (,LumiBre 61ectriqueu, IOa annbe, tome 
XXVII, Nr. 2: Voltmètres transportables pour l a  mesure des différences 
de potentiel alternatives). 

Die Verwendung dieser Apparate legt es nahe, auf die hierbei in Be- 
tracht kommenden Gesetze zwischen Temperatur oder Ausdehnung des Drahta 
einerseits und der Strombtarke, dern Durchmesser, dern Ausstrahlungsver- 
m6gen etc. andererseits etwas naher einzugehen. 

Bei Anwendung constanter Strb'me wird meist - auf Grund gewiseer 
Naherungsbetrachtungen - die Erwiirmung des Drahts proportional dern 
Quadrat der Stromstarke und umgekehrt proportional dern Ausstrahlungs- 
vermogen und dern Cubus des Drahtdurchmessers genommen. E s  fragt sich, 
in welcher Weise sich dieses Gesetz bei Anwendung von Wechselstromen 
modificirt, wie die Temperatur und Lange des Drahts mit der Zeit, mit 
dern Durchmesser, der StromstBrke , dem Ausstrahlungs - und Wirmeleitungs- 
vermogen u. S. W. unter Voraussetzung von Wechselstromen sich andert. Aus 
Anlass einer solchen Berechnung habe ich es unternommen, allgemeiuer 
überhaupt den Gang der Temperatur- und Laiigenhderungen eines Drahts 
zu untersuchen, welcher von einem conatanten oder Wechselstrom durch- 
flossen is t ;  ferner bei Wechselstromen ein Maass fur  die Grosse der auf- 
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tretenden Temperaturschwankungen sowie die Gesetze aufzustellen, welchen '. 
diese Schwankungen folgen. Der vorliegende Aufsatz beschaftigt sich mit 
der erwahnten Aufgabe. Die Resultate sind am Schlusse zusammengefasst; 
auch ist eine numerische Berechnung angefügt. 

8 1- 
Die Temperatnr, innerhalb desselben Qnerschnitts variabel angenommen. 

Es sei ein homogener Draht von iîberall gleichem kreisformigem Qiier- 
schnitt vorausgesetzt; der Durchmesser sei 2 R ,  die Lange L ,  die Dichte E ,  

die specifische Warme c l  das innere W%rmeleitungsvermogen p, das iiusoere 
Warrneleitungsverm6gen oder der Ausstrahlungscoefficient q , der specifische 
elektrisühe Widerstand w, und u die Semperatur an beliebiger Stelle des 
Drahts im variablen Abstand r von der Axe zur Zeit t. Die Temperatur u 
werde von der der Umgebung an geaahlt, die Zeit t von dern Augenblick 
an gerechnet, wo der Strom durch den Draht geschickt wird. Die Strorn- 
starke J ist bei constanten Strornen unabhangig von der Zeit, J =  a;  bei 
Wechselstromen wird dieselbe, was ihre Abhangigkeit von der Zeit allein 
betrifft, meist proportional den Ordinaten einer Sinusoide angenommen, 
J =  b.sin,(ut). 

Aufstellung der Differentialgleichnngen. 
Innerhalb des Drahts wird in  einem beliebigen Querschnitt die Tem- 

peratur u von Punkt  zu Punkt  und ebenso mit der Zeit eine andere sein, 
aber, da der Draht homogen vorausgesetzt is t ,  zur selben Zeit wenigstens 
constant auf der Peripherie eines jeden zum Querschnittskreis concentrischen 
Kreises. Wir gehen darauf aus , das Gesetz aufzustellen , dernzufolge die 
Temperatur u erstens von der Entfernung r von der Axe und zweitens von 
der Zeit t abhangt. Zu diesem Zwecke denken wir uns im Drahtcylinder 
eine unendlich dünne coaxiale Rohre (Fig. 1) ; die Radien dieser Rohre seien 
r und r + dr,  die Temperatur auf der inneren Flache der Rohre zc, auf der 
ausseren u + du.  

Welche Wiirmemenge wird in einem Zeitelement d t  infolge der W a r m e -  
s t r o m u n g  und d e s  g a l v a n i s c h e n  S t r o m s  in dieses Massenclement ein- 
treten? 

Den bekannten Annahmen über die Warmeleitung zufolge fliesst durch 
die i nn  e r e Rohrenwand , welche dan Flacheninhalt 2 r n .L besitzt , in  der 

au 
Zeit d l  die Menge Calorien : p. 2rn L . d t . - i wobei p den Coeffiüienten der a r 
innercn Wërmeleitung vorstellt. Diese WBrmernenge geht nach der Axe zu, 
tritt also aus dem rohrenformigen Korperelement ans (da die Temperatur 
der inneren und ausseren Rohrenwand beziiglich u und u+ d u  sein soll), 

au 
oder umgekehrt tritt  in die R6hre ein die Menge: - q . 2 r x L . d t  - - .  

ii t 
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Durch die a u  s s e r e Rohrenwandung , vom Flacheninhalt 2 (r + dr)  B .  L, 

fliesst in der Zeit dt  die Warmemenge q.S(r+dr)z .L .d t .  (2) . Und 
r + d r  

zwar geht diese, weil ebenfalls der Axe zufliessend, in die R6hre hinein. 
I m  Ganzen tritt  also zunachst d u r c  h W a r m e  f l u s s  i n  der Zeit dt fol- 
gende Warmemenge i n  die Rohre ein: 

Ausserdem entsteht durch den g a l  v a  n i s c h e  n S t r O m in dem Korper- 
element wkhrend der unendlich kleinen Zeit dt eine gewisse Warmemenge: 

I m  g a n z e n  Draht wird wihrend der Zeit d t  diirch den galvanischen 
Strom die Menge Calorien: 

w,. L 
Y .  J B .  ---. 

R2 7c 
d t 

hervorgerufen ; denn diese ist gemass dem JO u 1 e'schen Gesetz proportionel 
dem Quadrat der Stromstarke JI der Zeit dt und dem Drahtwiderstand 
( L  Llnge ,  R 2 z  Querschnitt, w, specifischer Widerstand); y ist der Propor- 
tionalitatsfactor, die Warmemenge, welche der Strom von der Intensitiit 1 
in einem Leiter vom Widerstand 1 in der Zeiteinheit erzeugt. Das Volumen 
unserer unendlich dünnen Rohre ist { ( r  + - r" ).n . l oder mit Weg- 
lassung der unendlich kleinen Grosse zweiter Ordnung: 2 r d r  mL. Auf - 

dieses Volumelement kommt also von der durch den galvanischen Strom im 
ganzen Draht erzeugten Wiirmemenge der Theil: 

Zusammen wird &O, wkhrend des Zoitclements d t ,  der RGhre die Warme- 
menge zugeftihrt : 

y.J2.wo.r.dr ) r + d r  ( )  B4&? 

au a u  
oder. da  (a; )r+ d ,  (G)r+ d r  - + 1:; $ + . .., die folgende Wrrme- 
menge : 

1) + 2 ? c . d t . L  
R* ?ce 

Dafür ist  noch ein zweiter Ausdruck aufzustellen. Die Temperatur u ist 
eine Function des Orts und der Zeit. War  dieselbe für  ein bestimmtes r 
zu bestimmter Zeit u(r ,  t ) ,  so ist sie an derselben Stelle, zur Zeit t  + d t ,  

ôu(r  t )  S2u(r,  t )  
u ( r , t+dt j ,  also da u ( r , t + d t ) = u ( r , t ) + d t . ; + i d t 2 . - -  at 3 tz + ..., 
so ist die Temperaturhderung u(r ,  t  + dt)  - u(r ,  t )  an démselben Ort gleich 
au 
- d t .  Wenn nun E die Dichte und c die Wirmecapacittit des Leiters ist, a t a u  
so sind, um das Volumelement 2 r z L . d r  um -.dt Temperaturgrade zu 

erhohen , a t  
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2) 
a u  

~ . c . 2 r n ; L . d r . -  . d t  
Calorien nothwendig. 

a t 
Setzt man beide Ausdrücke 1) und 2) einander gleich, so folgt: 

E.C au  a2u 1 au. ~ . J Y W ,  -.-=- +-.-+--. 
q , a t  a #  r a r  R4&'p 

Hierin ist bei Anwendung von constanten Stromen J =  a ,  bei Wechsel- 
E . C  Y J2wo - m, 

stromen J = b .sin ut. Setxt man also zur Abkiirxung - = k und --- - 
4 R4 2 q bezw. = fi .sineut,  so ist  

f t i r  c o n s t a n t e n  S t r o m :  

ftir W e c h s e l s t r o m :  

4) 
au aZu. 1 au k.-=- + ---+fi.sin2crt. 
a t  ar4 r al- 

Diese partielle Differentialgleichung xweiter Ordnung dient d a m ,  dio Tem- 
peratur u als Function der Zeit und des Orts,  zc = f ( t ,  Y),  zu bestimrnen. 

Dazu kommen zwei N e b e n b e d i n g u n g e n ,  wovon die eine sich auf 
den Anfangszustand, die andere auf die Verhiiltnisse an der Grenxfliiche des 
Drahts bezieht. 

a) A n f a n g s b e d i n g u n g .  

In dem Augenblick, wo der elektrische Strom durch den Draht zu 
fliassen beginnt und von welchem a n  die Zeit t gerechnct werdcn soll, habe 
der Leiter noch die Temperatur seiner Umgebung; oder, da wir von der 
Temperatur der Umgebung an diejenige des Korpera xiihlen, so ist  an be- 
liebiger Stelle des Leiters 

5) für  t = O :  u=O. 
b) G r e n z  b e d i n g u n g ;  die Oberflache des Drahts strahlt WBrme aus. 

Fassen wir speciell ein r6hrenfïirmiges Volumelement ins Auge, dessen 
aussere Mantelfltiçhe die Grenzfliiche des Drahts selbst ist  (Fig. 2). Die 
Radien dieser unendlich dünnen Rohre sind R und R- d r .  Zufolge Be- 
trachtungen , die den früheren ganz analog sind, erhalt man fiir die Wtirme- 
menge, welche durch die innere Rohrenwand, vom Flacheninhalt 2 (R - dr)  n . L, 
wahrend d t  in das Volumelement hereinfliesst, den Ausdruck : 

a u  
- q . 2 ( R - d r ) n . L . d t . - .  a r 

Durch die Bussere Rohrenwand tr i t t  durch Strahlung wahrend d t  eine Wlirmc- 
menge aus dem Element aus, welche man proportional dem Temperatur- 
untervchied zc - 0 des Korpers an der betreffenden Stelle und der Umgebung, 
ferner der Oberflache 2 R m .  L, der Zeit d t  und einer Constanten q ,  dern 

AusstrahlungscoefGcienten oder ausseren Warmeleitungsvermogen annimmt, 
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also die Menge + 2 R n  L . d  t . y .  zc, oder die entgegengesetzte Nenge tritt in 
das Element ein. 

Drittens wird durch den galvanischen Strom in dem Volumelement die 
Warmemenge hervorgerufen 

y . J 2 . w , . 2 R n L . d r . d t  + R4 rr" 
I m  Ganzen ist somit die ErhGhung der Wiirmemenge, welche das Grenz- 
element des Korperti durch die WBrmestr6mung und durch deu galvanischen 
Strom in dern Zeitelernent dt erfiihrt, vorgestellt durch den Ausdruck: 

Und diese ist andererseits gleich dem Product aus Uasse 8.2 R n  L  . dr und 
au 

Warmecapacitit c des Elements in die Temperatureunahme ci t-- ,  also a t 

Setzt man beide Ausdrücke einander gleich und geht zur Grenze über, llsvt 
also d r  und d t  sich der Nul1 nahern, so bleibt als die gesuchte Grenz- 
bedingung 

für r =  R :  

6) 
a TA - 
a r  

u. 

Integratiun der Uifferentialgleichung (für c~i is t~ai i te  StrGuie). 
Diese war 

au P U  au 
r . k . -  = r . - + - + m . r ,  

a t  are a r  
mit den Nebenbedinguugen : 

a zc ?i 
a) für t = O i s t  u=O; b) fiir r = R  ist -=---M. a Y 4 

Rimmt man versiichsweise a n ,  das vollsttindige Integral von u ,  als Punc. 
tion von r und t ,  lasse sich in der Porm einer nach steigenden Potenzen 
von r  fortlaufenden Reihe darstellen: 

wo die Coefficienten A, ,  A , ,  A,,  ... nur von t abhangen, so findet man, 
dass die stimmtlichen Coefficjenten A, ,  A,,  A,,  ... siçh recurrent beçtim- 
men; nur a. bleibt a19 willktîrliclie Function von t  unbestimmt; wir bezeich- 
nen sie mit g> ( t )  und erhalten 

k .  cp'(t) -m k 2 .  ," ( t )  k3 rpT"(t) + . , . zc = ÇG ( t )  + r2-  + r4 ------- +TL.--- 
4 4.4" 4 . 4 . 6 "  

Wie es sein muss, ist also zc eine gerade Function von r ,  f ( - r )  = f (+r) .  

Angenommen, der Radius R des cylindrischen Drahts sei ein so kleiner 
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Bruchtheil der Langeneinheit, dass Ii4, R" . . .. vernachlassigt werden kon- 
nen, so gilt Letzteres auch ftir T, de  r < - R. Ann5herungsweise ist  d a m  

Die willkiirliche Punction rp bestimmen wir aus der Bedingung, dass an 
der Oberflache des Drahts Warme ausgestrahlt wird, also dass fiir r = R 
au - au ~E<P ' -M  . ---- ' zc oder, da - = 2 r .  -- 

4 
ist ,  aus der Bedingung: 

ar a r 

Letzteres ist eine gewtihnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
cp und t ,  von der sogenannten E uler 'schen Form 

2 rl m wo zur Abktirzung A =  B = - gesetzt wurde. Deren 
k 

Integral 
B 

- -+C.e-At,  
' P - ~  

wo C eine sogleich zu bestimmende Integrationsconstante is t ,  zeigt, dass cp 

B 
sich mit wachsender Zeit immer mehr dem Grenzwerthe - niihert. 

A 
Vorwenden wir den gefundenen Werth von <p und den zugehorigen 

von rp' in 7 ) ,  so wird 
B r 2 m  ',/,=---- (Jme-At. 
A 4  

Hier ist Alles bestimmt ausser der willkürlichen Constanten C.  Diese ergiebt 
sich aus der obenerwlhnten Voraussetzung , dass im Anfang, in dem Augen- 
blick, wo der galvanische Strom durch den Leiter zu fiiessen beginnt, letz- 
terer in allen Theilen die Temperatur der Umgebung besitze, also aus der 
Bedingung , dass u = O i s t ,  wenn t = O. Es  wird so 

also 

oder 

Durch diese Gleichung ist die T e m p e r a t u r  u f t i r  j e d e  b e l i e b i g e  
Zeit t i n  b e l i e b i g e r  E n t f e r n u n g  r von der Axe des cylindrischen 
Drahts gegeben. 

Zeitiohrift  f.XathemaUk o. Physik XXXIV, 2. 
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Wenn der Temperaturzustand ein s t a  t i O n a  r e r geworden ist , a180 die 
Temperatur an einer bestimmten Stelle des Drahts sich nicht mehr mit der 
Zeit andert - was i n  Wirklichkeit nach wenigen Minuten, theoretisch ftir 

t =a eintritt -, so ist die Temperatur zc an beliebiger Stelle r :  

1 a) 

Speciell a n  d e r  O b  e r f l  a c  h e des Drahts , fur  r = R , is t  dieselbe 

also nur  abhangig von der Stromstarke J, dem specifischen Widerstand zoo, 
dem Durchmesser 2 R und dem Xusseren WiirmeleitungsvermGgen 7, dagegen 
nnabhangig von Dichte E, Warmecapacitit c und innerem Warmeleitungs- 
vermtigen q. Diese specielle Formel I b ) ,  welche auch durch pliysikalische 
Ueberlegungen leicht abgeleitet werden kann, wird in der Praxis bis jetzt 
meist benützt (vergl. auch W i e d e m a n n ,  Elektricitatslehre, Bd. I I ;  Z ech, 
Elektrotechnisches Pormelbuch, Anhang). 

I n  der Axe des cylindrischen Drahts (fiir r = 0) ist die Temperatur: 

und die I l i f f e r e n z  D d e r  T e m p e r e t u r e n  i m  I n n e r n  u n d  a n  der 
O b e r f l a c h e  des Drahts ergiebt sich zu: 

Für Wechselstr61ne: 
Bei Anwendung von Wechselstrtimen ist die Intensitat J eine Function 

der Zeit t ,  und wie erwahnt, wird dafiir allgemein eine einfache Sinus- 
function angenommen: 

b ist also bei dem periodischen Gange von J die hochste Stromordinate, 
wahrend a dureh die Anzahl der Wechsel i n  der Secunde bestimmt ist. 

Die partielle Differentialgleichung 4) war i n  diesem Falle 

L c y.b?w, . 
wo k = - und n = 1st. Die Nebenbedingungen sind dieselben wie 

4 R'.nd.p 
oben. Wendet man auch in diesem Falle die Methode der Reihenentwicke. 
lung an , so werden die Coefficienten A,, A,, A, etc. die folgenden : 

A , = O ,  A,=O,  A,=O, ..., 
k .pP ( t )  - n.sin2at k. p"(t) - n.a.sin2at 

A, = 
4 

i A,=k-  
4.4" 

9 

k <p"'(t)  - 2n.a2.cos20rt A - p .  L- - 
6 -  4.42.6' etc., 
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und nnter den gleichen Voraussetzungen liber die Grosse von r, wie oben, 
erhtilt man so: 

8) 
k.  rp'(t\ - n . s i n 2 a t  

zc = cp ( t )  + r2. 
4 

Die E u  1 e r'sche Differentialgleichung zur Bcstimmung der willkürlichen 
Function ( t )  lautet in unserem Falle von Wechselstr6rnen : 

2 17 Wenn man zur Abkiirzung --- --- = A  setxt, so wird das In-  

tegral dieser Differentialgleichung ftir cp, mitac,  als willkürlicher Constante, 
2 n 

cos 2 n t  + - s i n 2 n t  
A 

A a + 4 a e  

Diesen 90 erhaltenen Ausdruck fur  rp und rp' hat  man in 8) einzuführen 
und d a m  dio Constante Cl sus der Anfangsbedingung zu berechnen; es 
wird so 

Die Bediugung , dass für t = O u = O  sein soli, giebt nach wenigen Re- 
ductionen 2 n n B  

Cl = - 
~ A Z  ( A ~ + ~ I Y ~ '  

und damit wird in unserem Palle eines Wechselstroms die schliessliche 
Gleichung, welche die T e m p e r a t u r  zl xu j e d e r  Z e i t  t i n  j e d e r  E n t -  
f e r n u n g  r v o n  d e r  A X O  erkennen liisst: 

u = -  - -  
A + r e k n s  4 u - r B k a A  

C O . S ~ ( Y ~  r ~ - -  
~ a ( ~ 2 f 4 ~ r ) -  

s i n 2 a t -  - 

4 A (a2 +4a2) 

11) 
r2 k - s i n 2 L Y t - -  - e - A f  

2 ( 4  - r% A) 
4 2AY(A2+4a)  a 1 

E C  . 
wobei A =  - " , k = - 1 s t .  S p e c i e l l d i e T e m p e r s t u r a n d e r  

n n ~ ( 1  +g) q 

Oberf lache  des Leiters ist (für r = R ) :  
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Ebenso erh8;lt man aus I I )  die hnentemperatur  (für r=O).  D e r  
U n t e r s c h i e d  D d e r  I n n e n t e m p e r a t u r  g e g e n ü b e r  d e r  Ober- 
f 1 a c h e n  t e  m p e r a t u  r ist natürlich ebenfalls eine Function dcr Zeit t ; wenn 
die Temperaturverhaltnisse stationZr geworden sind ( e - A t  = O;, rio ist dieser 
Unterschied : 

y . b 2 . ~ ,  a2 a si.n2 a t 
I I b )  D =  - - s in .20 t .  

m<nn2.q ( c o s 2 u t . A ( a ' + 4 0 2 )  

Wenn die Cleichung D = 0 reelle Wurzeln h a t ,  80 wird periodisch 
dieser Unterschied negativ, also die T e m p e r a t u r  a n  d e r  O b e r f l a c h e  
g r o s s e r  a l s  d i e j e n i g e  i m  I n n e r n  d e s  D r a h t s .  P ü r  das unten durch- 
gerechnete numerische Beispiel findet dies in der That  statt  (S. 5 3). 

Der Ausdruck IIa) fiir die Temperatur an der Oberflache, den wir mit 
abktirzender Bezeichnung der constanten Coefficienten kurz in der Fora 
schreiben konnen: 

u = d - e . c o s 2 u t  - f . s i n 2 a t - g . s i n 2 a t  - h . e - A t ,  

zeigt, dass die T e m p e r a t u r  a n f a n g s  e i n e n  u n r e i n  p e r i o d i s c h e n  
V e r l a i i f  b e s i t z t  u n d  s i c h  m i t  w a e h s e n d e r  Z e i t  i m r n e r  mehr 
e i n e m  Z u s t a n d e  m i t  r e i n  p e r i o d i s c h e n  S c h w a n k u n g e n  niihert.  

Wenn der stationLre Zustand eingetretcn ist - theoretisch für t =ml 

e- A' = 0 -, besitzt die Temperatur einen mittleren Werth IA = d ,  und um 
diesen mittleren Werth wird - abwechselnd kleiner und grosser werdend - 
die Temperatur schwanken. I n  Fig. 3 ist  dementsprechend der Gang der Tem- 
peratur zl als Function der Zeit t graphisch dargestellt, ohne dass übrigens 
die Zeichnung einen Maassstab für die Grosse der Schwankungen geben soll. 

Die Schwankungen S sind dargestellt durch 

S = e . c o s 2 0 t  + f . s i n 2 u t + g . s i ~ 1 1 ~ u t .  

Die Discussion dieser Function liefert den in Fig. 4 graphisch dargestellten 
Verlauf von S. So oft at um n gewachsen k t ,  erhalt S wieder denselben 

n; 
Worth;  die D a u e r  d e r  S c h w a n k u n g e n  ist also - 9  somit die Half te  

a 

v o n  d e n j e n i g e n  d e r  I n t e n s i t a t  J =  b.sin.at d e s  W e c h s e l s t r o m s ;  
denn diese letztere Intensitat ist .  auch dem Zeichen nach. wieder dieuelbe, 

2 n; 
so oft t um - zunimmt. Das Maximum von S nach der einen oder an- 

P 

wird. dern Seite wird erreicht , so oft t g 2  P t = - 
2 e - g  

Der m i t t l e r e  W e r t h  Ml d e n  d i e  T e m p e r a t u r ,  a b g e s e h e n  von 
d i e s e n  S c h w a n k u n g e n ,  b e s i t z t ,  w i r d ,  wenn man die Werthe vonA 
und k einsetzt: 

y .  b2. wg 1 M =  p.- 

q . k R4. m V A 2  
oder 

II c) 
8 n2. B'. n2 
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Man sieht also - was die eingangs aufgestellte Frage anlangt -, dass 
bei Anwendung von Wechselstromen die Abhangigkeit dieses mittleren Tern- 
peraturwerthes von der Stromintensitiit die analoge ist,  wie bei constanten 
Stromen, dass aber die T e m p e r a t u r  m i t  d e m  D r a h t d u r c h m e s s e r  
nach e i n e m  a n d e r n  G e s e t z  s i c h  a n d e r t .  

Was endlich die A u s d e h n u n g  A deu  D r a h t s  betrifft, so kann die- 
selbe, falls der Unterschied der Temperatur des Drahts in der Axe und an 
der Oberflache vernachlassigt werden darf und falls die Temperatur u keine 
hohe ist, proportional der Temperatur u zu beliebiger Zeit gesetzt werden. 
Denn in jedem kleinsten Augenblick findet eine ganz bestimmte Beziehung 
zwischen Temperatur und Lange des Drahts s tat t ,  und man misst j e  eben 
die Temperatur, auch die mit der Zeit variable, durch die Ausdehnung von 
Korpern, wie z. B. von Qiiecksilber, Weingeist oder von Metnllstreifen. 

In dem spateren Beispiele wird sich der Temperaturunterschied D innen 
und aussen zu 0,0007 bis 0,000S0 C. ergoben, darf a190 vernachl&ssigt 
werden. 

Falls jedoch dieser Temperaturunterschied ein merklicher is t ,  kann dio 
Ausdehnung nicht ohne Weiteres der Temperatur proportional genommen, 
sondcrn mtivste dann theoretisch daraus borechnet werden, dass jcder zum 
Drahtcylinder coaxiale, aus dem Korper ausgeschnittena Cylinder sich anders 
auszudebnen strebt,  weil jeder eine andere Ternperatur besitzt; indem man 
so den Draht als ails unendlich vielen ineinander geschobenen Rohren be- 
stehend ansieht, welche miteinander fest verbunden sind, müsste sich die 
Ausdehnung des Drahts als ein gewisser Mittelwerth ergeben. Ein Versuch, 
diese Betrachtung in analytische Berechnung utuzusetzen, führte auf so com- 
plicirte Ausdrücke, dass die Praxis keinenfalls daraus Nutzen ziehen konnte. 

$ 2. 
Die Temperatur innerhalb desselben Qnerschnitts a l s  constant 

vorausgesetzt. 

Die Losung der in Rede stehenden Aufgabe vereinfaoht sich erheblich 
in denjenigen Fallen, wo vorausgesetzt werden darf, dass zu einer und der- 
selben Zeit alle Punkte des gleichen Querschnitk auch die gleiche Temperatur 
besitzen. Dies ist in. praxi nahezu der Fa11 bei sehr dünnen Drahten, und 
wir konnten auch leicht aus den vorhergehenden Formeln 1) und II) die 
hierher gehorigen durch passende Annahme tiber die Grosse von R ableiten. 
Es ist jedoch von Interesse, die Ertreffenden Gesetze selbstandig abzuleiten. 

Zu ciner bestimmten Zeit t sei die Temperatur des Drahts u. Die 
Oberfl~che des Drahts strahlt Wiirme aus. In dem Zeitelement d t  trit t  
durch S t r a h l u n g  aus dem Draht eine Warmemenge a m ,  welche propor- 
tional der Oberfliiche 2 B n . L , der Temperaturdifferenz u - O von Draht 
und Umgebung, der Zeit d t  und dem ais constaiit angenommenen Aus- 
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strahlungsverm8gen 7 is t ,  also r l . 2 r n L . u . d t ;  oder auch, es geht die 
entgegengesetzte Wsrmemenge - 27 R n L  u d t  in den K6rper herein. Fer- 
ner werden i n  der Zeit d t  durch g a l v a n i s c h e  Erwarmung im Draht 
L . y . J 2 . w g  

RZn; 
d  t Calorien erzeugt. , 

Zusammen wird somit die Wiirmemenge des Drahts in dem Zeitelement 
dt  um die Grosse L . ~ . J B . ~ , . ~ ~  

- 2 . q 7 . K . w . L . u . d t  
R 2 n  

vermehrt. Dies ist andererseits gleich dem Product aus Warmecapacitit c 
au 

und Masse E .  R2 .a. L des Drahts in  die Temperaturerhohung d t  - - r also 
au 

a t 
= c . ~ . R ' n . L . d t - -  - a t 

Das Gleichsetzen beider Ausdrlicke ergiebt ftir constante Strorne, wo 
die Intensitiit J =  a ist,  folgende Differentialgleichung zur Bostimmung der 
Temperatur ec i n  beliebiger Zeit t :  

Durch Integration dieser Gleichung und Bestimmung der willkürlichen In- 
tegrationsconstahte aus der Anfangsbedingung (ut,o = O) erhiilt man 

f t i r  c o n s t a n t e  

ILI) 

wo B = -  2 v  ist. 
E.C.R 

III a) 

Diese Temperatur nshert sich a~~rnptotisch'dern Werthe 

(die bekannte Formel, die wir auch oben durch Specialisirung erhielten für 
die Temperatur a n  der O b e r f l a c h e  eines Drahts, der im ganzen Quer. 
schnitt n i  c h t dieselbe Temperatur haben sollte). 

Bei Anwendung von Wechselstromen ist die Differentialgleichung 

deren vollstandiges Integral ist ,  nachdem die willkiirliche Integrationsean 
stante wiederum daraua bestimmt is t ,  dass der Leiter anfangs die Tempe 
ratur  O der Umgebung haben soll, die folgende Gleichung zwischen u und t :  

f t î r  W e c h s e l s t r o m e :  
y .  be.w, 1 1 01 IV) u Er--. 

R4. n2.  c . E ( W - cos2cut- 
2 ( A + 4 u 2 )  

- s i n 2 a t .  
A(Az+4u2)  
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Die graphische Darstellung dieser Function zc von t zeigt einen alin- 
lichen Verlauf wie oùen in Fig. 3. Wenn der Temperaturzustand s t a -  
t i o n a r  geworden i s t ,  schwankt die Temperatur - und dementsprechend 
die Ausdehnung - des Drahts um den f e s  t e n  W e r t h :  

y .  b2. w0 1 .- y . b 2 . w , . ~ . ~  
oder -- 

R4. n2. c . a 2A2 8. R2. z2 

und die S ch w a n  k u n g e  n S sind dabei angegeben durch: 

Diese Function d .cos2 a t + e.sini2 a t der Temperat~urschwankungen ergiebt 
als Curve aufgezeichnet (Fig. 5) eine Maximal - oder Minimalordinate, so oft 

geworden is t ;  für diejenigen Verhiiltnisse, welche in der Praxis meistens in 
Betracht kommen, tritt  dies sehr nahe daun ein,  wenn 2 a t  ein Vielfaches von 
z 
- geworden k t .  Daraus folgt,  dass die g r o s s t e  u n d  k l e i n s t e  O r d i -  
2 
n a t e  d e r  S c h w a n k u n g e n  dargestellt i s t  durch den Ausdruck: 

211 Hier zeigt der Werth von A = -- dass A2 um so mehr gegen 4a2 vernach- 
R c e 

lassigt werden kann,  je grosser R, je dicker also der Dritht k t .  I n  dem 
unten durchgerechneten numerischen Beispiele, bei einem Draht von 1 mm 
Durchmesser, kommt Aa gegen 4 a 2  nicht mehr in Retracht, und d a n n  folgt 

y. b2. w, 
die Grosse - - der Temperaturschwankungen einem ahnlichen Ge- 

8 .q .R3 .n2 .a  
setz, wie die Temperatur des Drahts bei constanten Stromen, unter Vor- 
aussetzung gleicher Temperatur innerhalb desselben Querschnitts. 

Der in  IVa) angegebene feste Mittelwerth der Temperatur, um den die 
y . b 2 . w 0 . c . ~  

Schwankungen erfolgen, , weist, was die Abhangigkeit vom 
8 .  +. Ra. 2 

Radius R betrifft, ein anderes Gesetz auf, als die Temperatur bei ennstan- 
y .  J" w,, 

ten Stromen, für welche wir den Ausdruck fanden. r l . 2 ~ 3 . n ; 2  
Wenn also durch einen 1)raht vom Radius R ,  der Dichte E ,  der Wtirme- 

capacittit c und 'dem Ausstrahlungsverm6gen q  einmal ein Wechselstrom von 
der maximalen Stromordinate b und andererseits ein constanter Strom von 
der Intensitat J fliesst, so ist die E r w i i r m u n g  ( u n d  A u s d e h n u n g )  b e i m  
W e c h s e l s t r o m  g r o s s e r  a l s  b e i  c o n s t a n t e m  S t r o m  i m  V e r h i i l t n i s s  
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104 Das Gesetz zwischen Ausdehnung und Stromstiirke etc 

Die A u  s d e  h n  u n g  des n rah ts  ist hei mittleren Temperaturen proportinel 
der Temperatur i n  jedem Augenblick, also hat man ,  um die Ausdehnung 
zu erhalten, nur die Formeln IV) bis IVc) mit dem Ausdehnungscoefficien. 
ten zu multipliciren, um die betreffenden Grossen für die Ausdehnung des 
Drehts und die Grosse der Ausdehnungsschwankungen etc. zu erhalten; bei 
hoheren Temperaturen zl folgt die Ausdehnung A aus A = a l u  + a2u2, wo 
die Zahlenwerthe von a, und a2 schon oben angegeben sind. 

0 3. 
Nnmerische Berechnnng ftir Wechselstr6me. 

Es  ist  von Interesse, auf ein praktieches Beispiel die Formeln auzu. 
wenden, also die Erwarmung u und Ausdehnung A boi constantem und 
bei Wechselstrom zu vergleichen, ferner dns Gesetz, nach welchem sich u 
und A mit der Zeit t Sndern, durch Zahlen auszudrIicken und endlich die 
Grosse der bei Wechselstromen auftretenden Schwankungen von Temperatur 
und Lange des Drahts kennen zu lernen, um entscheiden zu konnen, ob 
die periodischen Ausdehnungsiinderungen unter Umstanden wahrgenomrnen 
werden und ob sie für  die Praxis in Betracht kommen konnten. 

81s Reispiel wurde ein K u p f e r d r a h t  v o n  1 m m  D u r c h m e s s e r  
u n d  657 c m  L a n g e  g e w a h l t ,  d u r c h  w e l c h e n  d e r  S t r o m  einer 
S i e m e n s ' s c h e n  W e c h s e l s t r o m m a s c h i n e  (730 T o u r e n  p r o  Minute 
u n d  8 S p u l e n )  m i t  d e r  m i t t l e r e n  S t r o m i n t e n s i t a t  6,4 Amp. 
f l i e s s t .  Welches ist die Temperatur u an der Oberflzche und dic Aus- 
dehnung A des Drahts zu beliebiger Zeit t ;  welches ist das Verhaltniss von 

Temperatur und Ausdehnung zu derjenigen bei constantem Strom, und 
welches ist  die G r  6 s s e  d e r  S c h  w a n  k u n g e n  von Temperatur und Lange 
des Kupferdrahts? 

Die Einheiten seien cm., gr., sec., Amp., Volt., Cels. Die Tempe. 
ratur u an der Oberflache war folgende Function zur Zeit t :  

R2k - sill'2nt. - - a 2 ( 4 -  RZkA) 
4 2A2 (A2 + 4 2)  

E . C  
wo k=-i  A= 2 rl ; und wenn der cylindrische Leiter so dtinn 

P k p R  1+- ( 2 4 )  
is t ,  dass die Temperatur im ganzen Querschnitt als constant augesehen 
werden kanu : 

1 cf 
u =  cos2at 

2 (A," 4 4') 
silzaoi t al (AlZ + 4 U F )  

- , -A,t  
2A,"A,' + 4 a') 

wo A~ = --- 2q  ist. 
A.c .  s 
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1. Die Constante y im Joule 'schen Gesetz oder die Warmemenge, 
welche im Draht vom Widcrstand 1 O h m ,  bei Intensitiit 1 Ampére, in 
1 Secunde durch den galvanischen Strom entwickelt wird, ist 0,24014. 
( K o h l r a u s  c h, Praktische Physik.) 

2. Specifisches Gewicht des Kupfers 8,9, specifische Warme c = 0,0952, 
specfischer elektrischer Widerstand (für Centimeter u. O O )  w, i 0,0160. 

3. Das innere W&rmeleitungsverm6gen p, oder die durch die Flachen- 
einheit bei dem Abstande Eins in  der Zeiteinheit fliessende Warmemenge, 
ist für sec., cm., Cels. : q = (nach W i e d e  m ann) .  

9 6 1 1  . - .  

4. Das aussere WLrmeleitungsverm6gen oder der Ausstrahlungscoeffi- 
cient q des Kupfers scheint nicht in absoluter, sondern nur i n  relativer 
Weise bestimmt zu sein (N o u s s  O n ,  Physik, Bd. II). E s  wurde daher nach 
dem Vorschlag von Herrn Professor Dr. U i e t  r i c h folgender indirecte Weg 
eingeschlagen. 

Nach der oben abgeleiteten und auch sonst bekannten Formel für die 
Temperatur u bei eincm c o n s t a n t e n  Strom von der Intensitiit J ist 

y .  J2.wo y .  Ja.wo 
u =  , woraus = 

2. R ~ .  z ~ .  rl 2. K ~ . Z ~ . U .  

Beobachtet man elso J und .u oder beobachtet man wenigstens die Aus- 
dehnung A bei constantem Strom und berechnet dazu die Temperatur u, 
so sind s h m t l i c h e  Grossen auf der rechten Seite und damit der Ausstrah- 
lungscoefficient rj gegeben. Diesbezügliche, im elektrotechnischen Labora- 
torinm des Polytechnikums in Stuttgart ausgeführte Versuche ergaben fur 
einen Strom von 10, 23, 35 Ampére Stromstiirke eine Ausdehnung des 
Drahts von bezw. 2 ,57 ;  13,23;  30,02 mm. Bus dieser Ausdehnung A wurde 
die Temperatur u berechnet mittels 

A=aa,u+ a,u2, 

wo a, = l e 4 .  0,14686, a, = 10- 0,s. Es fand sich in den drei Fallen 
bezw. folgende Temperatur u des Drahts (von der der Umgebung als Nul1 
an gcrechnet): 23,95, 123,34,  279,8U0 Cels., und endlich hieraus der Aus- 
strahlungscoefficient q ,  bezw. 

7 = 0,0006504, 0,0006681, 0,0006821. 

5. Die Constanten b und c. 
Die Abhhgigkeit der Stromstiirke J des Wechselstroms von der Zeit t 

wird in der Form vorausgesetzt: J =  b.sin(crt). Hier ist  also O die maxi- 
male Stromordihate, welche sich aus der m i t  t l e r  e n constanten Strorninten- 
sitBt von 6,4 Amp. leicht berechnen lassen wird. Denn es iut (Pig. 7): 

a 

lz 
also b = 6,4.  - = 10 Amp. 

2 
t = O 
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1 06 Dau Cesetz zwischen Ausdehnung und Stromstarke etc. 
- -..- ___L_____X___L---_Y____ 

Pcrner wird die Stromstarke J = b .sin (a t )  Null,  wenn CY t = n oder t - 5 
cl 

geworden ist. Da die Tourenzahl 730  in der Minute, die Spulenzahl 8 ge- 

730 .8  
geben is t ,  so geschieht dieses Nullwerden in der Secunde --- 

60 -mal oder 

es is t  

Jetzt  sind sammtliche in der Rechnung vorkommende Grossen bestimmt: 

O = 10, y = 0 ,24014 ,  E = -&& 
9 .8  1 ' c = 0,0952, w,  = 0,016.  

q = 0 , 0 0 0 6 5 ,  q=119 ,699 .300- l ,  12=0,05,  L = 6 5 7 ,  ir=305,8, 
woraus 

Die Temperatur u des Drahts bei Anwendung von Wechselstrtimen, 
ausgedrückt als Function der Zeit t oder 

- , - A t  
2 A2 (A" 4 4') 

wird daher, mit Zahlencoefficienten, im vorliegenden Falle (für t = w): 

V) u=39,7-cos(2.305,8.t).0,94.10-6-sin(2.305,8.t).0,01957 

und damit die Ausdehnung A des Drahts zu irgend einer Zeit t :  
Va) d = 0,448 - cos (2.305,8 .t) .O,106. - sin(2.303,8 .t)  .0,0002209. 

- - 

Der mittlere Werth der Ausdehnung, um welchen periodisch die Schwan- 
kungen erfolgen, ist  somit 0 ,448 cm. Die Schwankungen S der Ausdehnung A 

sjnd dabei dargestellt durch 

S = 0 , 1 0 6 . 1 0 - 6 . ~ ~ ~ ( 6 1 1 . t )  +0,0002209.&n(611. t) .  

Die Schwankung erreicht ihren numerisch grossten Werth,  wenn 

ar .R .c .& n; 
tg(611.t) = - oder sehr nahe, wenn 611. t = - ist. 

"l 2 
Daraus folgt, dass sehr nahe der Coefficient 0,0002209 zugleich den 

Xaximalwerth der Schwankungen angiebt. Das Glied mit rAt oder da3 
1 

cliea 0 ~ 8 . ~ ~ .  für die Ausdehnung, macht schon nach 22 sec. nicht mehr 

401 mm aus. Also: Dia A u s d e h n u n g  d e s  D r a h t s ,  w e l c h e r  fIir d a s  
B e i s p i e l  a n g e n o m m e n  w n r d e ,  n k h e r t  s i c h  d e m  W e r t h e  4.48 mm 
u n t e r  k l e i n e n  r e g e l m a s s i g e n  S c h w a n k u n g e n ,  d e r e n  M a x i m a l -  
w e r t h  g e g e n ü b e r  d e m  M i t t e l w e r t h  4,48 d e r  A u s d e h n u n g  niir 
0,0022 m m b e t r a g  t. Die zugehorige Maximalschwankung der Teniperatur 
is t  0 , 0 1 9 V e l s .  Es ist also nicht anzunehmen, dass diese Schwankungen 
für  die Praxis irgendwie in Betracht kommen. 
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Gegenüber der Verwendung von constantem Strome J ist die Tempe- 
ratur, und dementsprechend nahe auch die Ausdehnung, bei Wechselstrom 

2 
mit maximaler Stromst5rke O,  also mittlerer Stromstirke - - b ,  - grosser im 

7c 
Verhaltniss : 

be.wo.c.e  2 .R3 .nZ .q  
8 . ~ ~ . n ; ~ . ~ ~  y . J 2 . ~ o  

fells beidemal deraelbe Draht verwendet wird. 

Wenn also das eine Mal ein constanter Strom von der Tntensitlt 6,4 
Amp., das andere Mal ein Wechselstrom von maximaler Stromintensitat 
10 Amp. oder von mittlerer 1nt.cnsitat 6,4 Amp. einen Kupferdraht von 
1 mm Durchmesser und 657 cm Lange erwarmt, so ist bei Anwendung des 
Wechselstroms die Erwarmung und Ausdehnung des Urahts der Rechnung 
gemass h6her nahezu im Verhaltniss 4. Diese Zahl 4 scheint eine etwas 
zu hohe xu sein (der Grund würde dann in der ungenauen Bestimmung 
von 11 liegen). Denn die Werthe der Energie, welche in  dem Strom 
einerseits durch einen Wechselstrom von maximaler Stromstarke b ,  an- 
dcrerseits durch einen constauten Strom von der Stromstarke a in der 

X - 
'R 

gleichen Zeit entwickelt wird, verhalten sich wie . d t  zu aZ - 
n 

b" 
O 

oder wie , zu a! H a t  man also das eine Mal einen Wechselstrom von 
2 2 

maximaler Stromstirke 10 Amp. oder von mittlerer Stromstarke 10. - 
7c 

= 6,4 Amp., andererseits einen constanten Strom von der Stromstarke 
6,4 Amp.,  so verhalten sich die Energiewerthe wie na: 8. Versuche konnten 
darüber nicht angestellt werden. 

Es fragt sich endlieh, oh die D i f f e r e n z  d e r  T e m p e r a t u r e n  i m  
I n n e r n  d e s  D r a h t s  u n d  a n  d e r  O b e r f l a c h e  vernachlassigt werden 

y. Ja ,w ,  
kann. Dieser Temperaturunterschied D = bei c o n s t a n t e n  Str6- 

4 R2. z2. q 
men wird für J = 6,4 Amp. : 

D = 0,00047 O Cels. 

Bei Anwendung von W e  c h s e 1 s t r 6 m e n  ist die Temperaturdifferenz D 
eine periodische Function der Zeit t ,  und zwar jm Falle unseres Beispiels 
die folgende: c o s 2 u t  silz2at sin2nt 

D = 0,00234 (&- - - 
%M6,4 + 7) . 

Tragt man diese Differenz D als Function der Zeit t graphisch auf, die t 
als Abscissen, D als Ordinaten, so erhalt man eine Curve von periodischem 
Verlauf. Dem gr6ssten Theile nach verlauft die Curve im ersten Quadran- 
ten, auf der Seite der positiven D; auf eine kurze Strecke greift jedoch die 
Curve auf die Seite der negativen D regelmassig tiber. Man hat somit das 
interessante Resultat, dass zwar im Allgemeinen die Temperatur im Innern 
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108 Das Gesetz zwischen Ansdehnung und Stromstarke etc. 
- 

des Drahts eine hohere ist  als an der Oberflache, dass aber a u f  kurze 
Z e i t ,  i n  r e g e l m a s s i g e r  W i e d e r k e h r ,  d e r  D r a h t  a n  d e r  Ober-  
f l r i che  e i n e  h t i h e r e  T e m p c r a t u r  b e s i t z t  a l s  i m  I n n e r n .  

Das Maximum des Ueberschusses der Innentemperatur gegentiber der 
0berflj;chentemperatur (also der positiven D) ist  nahezu C!,002' Cels., das 
Naximum der negativen D ungefahr 0,0007° Cels. 

O 4. 
Znsammenstellnng der  Resnltate. 

Es bedeute : 
R den Radius des cylindrischen Drahts, 
L dessen Lange, 
c die specifische Wiirme, 
E die Dichte, 
w, den specifischen eloktrischen Widerstand, 
q das innere Warmeleitungsverm6gen und 
7 das iussere WarmeleitungsvermGgen (oder den Ausstrahlungscoefficien- 

ten) für  das Material, aus welchem der Leiter besteht,  
y die Constante im Jou le ' schen  Gesetz (0,24014), die Warmemenge, 

welche im Draht vom Widerstand 1 Ohm in 1 Secunde durch den gal- 
vanischen Strorn bei Stromintensitat 1 A m p h  entwickelt wird; ferner 

J die Etromstërke des durch den Draht fliessenden galvanischen Stroms 
[bei Wechselstrtimen ist J =  b .s in  ( u t ) ] ,  t Zeit ; dabei 

b die maxima10 Stromstarkc dos Wechselstroms, welche nach der einen oder 
andern Seite auftritt, so oft u t  ein ungerades oder abgektirzt un- 

16 
gerades Vielfaches von - geworden is t ,  also 2 

<Y = z X Tourenzahl pro Secunde X Spulenzahl , 
u die Temperaturdifferenz des Drahts gegenüber der Umgebung, 
d die Ausdehnung des Drahts. 

1. W e n n  d i e  T e m p e r a t u r  u i n n e r h a l b  d e s s e l b e n  Quer -  
s c h n i t t s  n i c h t  a l s  c o n s t a n t  a n g e n o m m e n  w i r d ,  so ist die Tempe. 
ratur zc zu beliebiger Zeit t in beliebiger Entfernnng r von der Axe an- 

gegeben durch folgenden Ausdruck 

f ü r  W e c h s e l s t r o m e :  

e . c  
wo k= - und A =  

9 
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Von Dr. C. CRANZ. 109 
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Wenn der s t a t i  o n a r  e Z u s t a n d  eingetreten is t ,  ist die Temperatur 
an der O b e r f l a c h e  des Drahts: 

Der Unterschied D der Innentemperatur gegen die Oberflachentempe- 
ratur, der ebenfalls periodisch sich andert und auch negatjv werden kann 
( 5  3), k t :  

Die Temperatur an bestimmter Stelle des Drahts zeigt - was ihre 
Abhangigkeit von der Zeit betrifft - anfangs einen unrein perioditichen 
Ferlauf, der sich mit wachsender Zeit immer mehr einem Zustande mit rein 
periodischen Schwankungen nahert. 

Der mittlere - feste Werth , den die Oberflachenteinperatur schliesslich 
besitet (in Wirklichkeit nach 4-5 Min., theoretisch für t = w) ,  und um 
welchen die Schwankungen nach beiden Seiten erfolgen, ist: 

y . b ? w w c . ~  
8.57.R<n2 

Die Periode der Schwankungen der Temperatur (und Ausdehnung) iat 
die Ralfte von derjenigen der Intensitat des Wechselstroms. 

F u r  c o n s t a n t e n  S t r o m  

von der Intensitat J ist die Temperatur u des Drahts zu beliebiger Zeit t 
und in beliebiger Entfernung r von der Axe des Drahts dargestellt durch: 

Wenn der Temperaturzustand ein stationarer geworden is t ,  so ist die 
Ternperatur zc, in beliebiger Entfernung r von der Axe: 

und speciell a n  der Oberflache des Drahts: 

y .  J 2 .  w, 
= 2.r,. R S . ~ '  

Die Differenz D der Temperaturen in der Axe und a n  der Oberfiache ist : 

y .  J2.wo De-. 
4 R2. a2. y 

2. Wenn die T e m p e r a t u r  i m  g a n z e n  Q u e r s c h n i t t  g l e i c h  vor- 
a u s g e s e t z t  wird, so  dass die Temperatur u nur von der Zeit t abhtingt, 
80 ist 
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110 Das Gesetz zw. Ausdehnung u. Stromsttirke etc. Von Dr. C. CRANZ. -- 
b e i  o o n s t a n t e m  S t r o m  J :  

y .P. zoo 
u =  ( l - e - B t j ,  

2 .q .R3.nr  

wo B = -  " ist ,  und wenn der station&re lus tand  eingetreten ist: 
E . c . H  

..P..(, 
u =  2 . r l . ~ Y . n 4  

B e i  W e c h s c l s t r o m e n  
2 b  

mit maximaler Stromstarke b oder mittlerer Stromstarke - ist die Tem- 
n: 

peratur zc des Drahts zu irgend einer Zeit: 

y.b?ww, 1 1 LY 
u =  

n 4 . n 2 . ~ . r  
cos (2 n t )  . 

2 (A," 4 4') - s i n ( 2 a t ) -  Al (A," 4 U T  

Wenn einigo Zeit verflosscn is t ,  schwankt die Tcmperatur um den feiten 
Mittelwerth 

und die periodischen Schwankungen der Temperatur um diesen Mittelwerth 
(deren Periode auch jetzt die Halfte von derjenigen der Stromstarke des 
Wechselstroms ist) haben einen Maximalwerth, der sehr naho angegeben 
ist durch : 

Gegenüber der Verwendung von constanten Stromen ist bei Wechsel- 
stromen die Erwiirmung (und Ausdehnung) grtisser in dem Verhaltniss: 

wo b die Maximal - Stromstarke des Wechselstroms, J die Starke des can- 
stanten Stroms darstellt. 

Wenn z. B. ein Wechselstrom mit 6,4 Amp. mittlerer Stromstarke, bei 
730 Touren pro Minute und 8 Spulen, einen Kupferdraht von 1 mm Durch- 
messer und 657 cm Liinge erwarmt, so betragt der Maximalwerth dcr Tem- 
peraturschwankungen 0,019' Cels. und derjenige der Schwankungen in der 
Ausdehnung des Kupferdrahta 0,00022 cm,  falls der stationare Zustand ein. 
getreten ist. 

Technische Hochschule S t u t t g a r t ,  Juli 1888. 
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Kleinere Mittheilungeii. 

V. Zur mechanischen Warmetheorie. 

Mit p ,  v, T bezeichnen wir der Reihe nach Druck, specifisches Volumen 
und absolute Temperatur einer Substanz, und nehmen a n ,  es existire zwi- 
schen diesen drei Grossen eine Relation 

1) m, a, Tl  = 0, 
die wir ,charakteristische Gleichungu der Substanz nennen wollen. 

Es sei fcrner E die innere Energie der Einheit der Masse der Substanz. 
Bekanntlich ist dieses E ein bestimmte Punction des Zustandes der Substanz, 
also eine Function von je zwei der Grossen p, v, T; und zwar wollen wir 
zunachst annehmen, es sei 

2) E = cp (v, T). 
Der Zweck der vorliegenden Notiz besteht nun darin, eine interessanta. 

Relation zwischen den Punctionen P und rp herzuleiten. Diese Relation 
lasst sich aus einem Satze von W. T h o m s o n  entwickeln, nkimlich aus dem 
Satze, der durch die auf eine isentropische Zustands~ndernng der Substanz 
bezügliche Gleichung 

3) 
dT l'.v.or -- - 

ausgediiickt wird. a p  C, 

In der Gleichung 3) bezeichnet a den thermischen Ausdehnungscoeffi- 
cienten der Substanz unter constantem Drucke, C, ihre Whnecapaci t l i t  
unter derselben Dedingung. 

Denken wir uns, die Substanz (von der wir die Einheit der Masse 
voraussetzen) habe eine unendlich kleine Zustandsiinderung erlitten , infolge 
deren p, v, T sich um dp ,  du ,  d T  lindern. Zwischen dp, du ,  d T  besteht 
dann die Gleichung 

4) 
a~ a~ a~ 
- - a p  + - . d u + - . & = O .  
ap a v ar 

Wir nehmen jetzt an ,  diese Zustandsanderung sei eine isentropische , und 
wollen diese Bedingung analytisch ausdrücken. 

Rei einer unendlich kleinen Zustandsanderung nimmt die Substanz die 

auf. Für eine isentropische Veranderung haben wir 
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dQ = 0 
und daber 

Indem wir d v  aus 4) und 5) eliminiren, bekommen wir iïùr eine isentro- 
pische Veranderung folgende Gleichung: 

Bus 3) und 6) 

ferner ist  

c, = 

und 

haben wir 

Indem wir diese Werthe von Cp und v . a  in 7 )  substituiren, erhalten wir 
schliesslich die gesuchte Relation zwischen F und <p in der Form 

Es sol1 zunachst cp als gegeben betrachtet werden, und wollen wir F 
durch Integration der linearen partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung 8) bestimmen. Rei dieser Integration musa v als constant betrachtet 

werden, weil die Gleichung 8) den Differentialquotienten - nicht eotbalt. a v 
Das System simultaner Differentialgleichungen, welches der partiellen 

Gleichung 8) entspricht, ist folgendes: 
d p  d T  d F  

aql T O 
P + a v  

Zwei erste Quotienten dieses Systems geben die gewohnliche Differential- 
gleichung erster Ordnung 

9) 
a P T d p - p d T = - . d T ,  a v 

a P wo - eine gegebene Bunction der Veranderlichen T und des constanten a v 
Parameters v ist. 

Die Gleichung 9) ha t  1 : This integrirenden Factor, und ihre L6sung ist 
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wo s eine willkürliche Function bezeichnen 8011; mithin ist  das allgemeine 
I n t e p i  der Gleichung 8) 

no n eine willktirliche Function bedeutet. Wir  gelmgen also zu dem Satze: 
1 s t  d i e  E n e r g i e  e i n e r  S u b s t a n z  (E) a l s  F u n c t i o n  v o n  v u n d  

T g e g e b e n ,  s o  m u s s  d i e  c h a r a k t e r i s t i s c h e  G l e i c h u n g  d e r  S u b -  
s tanx  d i e  G e s t a l t  

10) 
a €  d~ 

P - T J ~ . ~  = ~ . r ( v )  
haben .  

Ein besonders interessanter specieller Fa11 entspricht der Annahme, dass 

D a m  haben wir als charakteristische Gleichung der Substanx 

B e i s p i e l e .  1. Für vollkommene Gase ist 

E = x ( T ) ;  
nach 11) muss also die charakteristische Gleichung solcher Gase die Gestalt 
haben 

12) p = T.z(v) .  - 
In der That bildet die Gleichung von B o  y l e  - G a y - L  u s s  a c  den spe- 

C 
ciellen Fa11 der Formel 12), wenn ntimlich r ( v )  = - ist. 

v 
II. In  meiner in  russischer Sprache publicirten Arbeit ,,Stuclien über 

die kinetische Theorie der Constitution der R6rperu bctrachte ich ein w i r  k - 
l i c h e s  Gas als ein System kleiner homogener Kugeln (Moleküle) vom 
Durchmesser Q und der Masse rn, die in  WLrmebewegung begriffen sind 
und sich gegenseitig mit den Kraften anziehen, welche in die Verbin- 
dungslinien der Centra von je zwei Kugeln fallen und im nmgekehrten 

Verhihisse au der nkn Poteox der Entfernung stehen (es ist also die 
\ 

rnz 
Grosse der Anziehung zwischen zwei Molekeln durch h .  - gegeben 

r " 
ein solches System erhalte ich die Formel 

Hier bezeichnet Ge das mittlere Quadrat der Moleculargeschwindigkeit, 
v das Volumen des Gases (der Einheit der Masse); fiir a bekomme ich den 
Ausdrnck 2 n h - - 

a =  .- 
(n-l)(n-4) en-41 

falls n > 4 ist , und 
r. 

falls n = 4 ist. 
Z e i h h r i f t  f. Methsmatik n. Physik XXXIV, 1. 
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h'ehmen wir nun a n ,  es bezeichne Ga eine Function der Temperatur 
allein, h und q dagegcn reine Constanten, so gelangen wir auf Grund von 
11) und 13) zu dem Resultat, dass die charakteristische Gleichung wirk- 
licher Gage folgende Gestalt haben muss: 

Die Gleichung 14) enthiilt die bekannte v a n  d e r  W a a l  s'sche Formel 
als einen speciellen Pall,  wenn namlich s (v) = c: (a - b )  ist. 

Wir  haben bis jetzt vorausgesetzt, es sei die Punction p gegeben; 
wenn dagegen F gegeben is t ,  so haben wir aus der Gleichung 8): 

Ilier bezeichnet w eine willklirliche Function ; aus dem Ausdrucke , der unter 
dcm Intcgrelzeichen stcht, muss p mit Hilfe von 1 )  eliminirt werdcn, T 
wird bei der Integration als constant betrachtet. 

Sehen wir jetzt E als Function von p und T a n ,  etwa 

f = f ( p ,  Tl, 
so erhalten wir die Relation zwischen F und f in der Form 

Bus 16), falls f gegeben ist,  ergiebt sich: 

Hier ist n eine willktirliche Function; bei der auf T beztiglichen Integra. 
tion wird c als constant betrachtet. Wir  haben also den Satz: 

1 s t  E d u r c h  p u n d  T a u s g e d r t i c k t ,  s o  m u s s  d i e  c h a r a k t e .  
r i s t i s c h e  G l e i c h u n g  d e r  S u b s t s n z  f o l g e n d e  ~ e s t a l i  h a b e n :  

Falls F gegeben ist,  hahen wir aus 16): 

Hier muss vor der Integration v mit Hilfe der Gleichung 1) eliminirt wer. 
den; T wird bei der Integration als constant angesehen. 

Betrachten wir endlich p und v d s  unabhhgige Veranderliche und 
setzen demgemiiss 
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E =  @(P, v ) ,  
BO erhalten wir 

Die Integration der Gleichung 19) in Bezug au€ F reducirt sich au€ die 
Integration des Systems simultaner Gleichungen 

Die Integration von 19) bezüglich O kommt zurück au€ die Integration des 

wobei T aus den Coefficienten von dv,  d p ,  d O  mit Hilfe der charakteristi- 
schen Gleichung eliminirt werden muss. 

Es ist zu bernerken, dass die Gleichungen 16) und 19) sich entweder 
au5 dem T h o m  son'schen Satze oder aus den Gleichungen 8) und 1) ab- 
leiten lassen. Wollen wir z. B. die Gleichung 16) aus 8) ableiten, BO 

denken wir uns die Variable p i n  dem Ausdrucke 

~ = f h  T )  
durch die Variablen v und T mit Hilfe der Gleichung 1) ersetzt; infolge 
davon muss f ( p ,  T) sich in  cp(q T) verwandeln. Wir  haben also 

nun 

also 

folgt aber aus 1) 

ist 

Sobstituiren wir diesen Ausdruck fiir 3 in 8) ,  so bekommen wir 16). 
G v 

Die Gleichungen 8 ) ,  16) und 19) lassen sich auch gerade aus dem 
zweiten Hauptsatze der mechanischen Wkrmetheorie ableiten. Wollen wir 
z. B. die Gleichung 8)  auf diesem Wege ableiten, so wahlen wir v und T 
als unabliangige Verbderliche. Dann erhalten wir für  die von der Sub- 
stanz bei einer unendlich kleinen Zustandsanderung aufgenommene Warme- 
menge den Ausdruck a < ~  ~ S Q  = ( p + ~ ) . d ~ + ~ - d ~ .  

Da nun nach dem zweiten Hauptsatze 
8 Q  - 
T 

ein vollstandiges Differential sein muss, so haben wir 
8 * 
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MA- 

oder 

20) 

Aus 1) folgt weiter 

und 20) verwandelt 

W a r s c  h a u .  B. W. STANKEWITSCH, 
Docent a. ù. kaieerl. Univeraitdt. 

VI. Ermittelnng der  Tragweite  der Nennerprobe, bei  Kenntnitis der 
subjectiven Genasigkeit des  Rechnenden. 

1. Von der Astronomie ist es bekannt, dass man den Resultaten, die 
von einem bestimmten Beobachter geliefert werden, nicht unbedingte Sicher- 
heit zuspricht, sondern sich dieselben mit einem Pehler behaftet denkt and 
dementsprechend weiter verwerthet. Die Grosse dieses Fehlers ist je nach 
der Individualitiit des Beobachters verschieden - sein wahrscheinlicher Be- 
t rag wird durch Versuchsreihen ermittalt. 

Auch fiir das reine Zifferrechnen darf die Einführung eines analogen 
Begriffs , eines ,Fehlerfactorsu oder der , Wahrscheinlichkeit des Palsch- 
rechnens für Zifferrechnungen von gegebenem Umfang 17" geeignet erschei- 
nen, da schlicsslich auch der vollendetste Rcchncr irn Verlaufe einer unend- 
lich ausgedehnten Zifferrechnung nicht fehlerlos arbeiten wird. 

Angenommen, ein Rechencxempel F sei vorgegeben , dessen Durchfiih- 
rung  im Ganzen a Ziffern anzuschreiben nothigt; dann kann man füglich 
- mit ungefjhrer Anniiherung - diese Zahl a als Maass ansehen für die 
Summe der in  der Berechnung von F niedergelegten Denkarbeit. Für  eine 
und dieselbe Person wird dann die ,Wahrscheinlichkeit, sioh zu verrechnenu 
abhiingig sein von jener ' ~ u r n r n e ,  dem ,Umfang U der Rechnungu, der 
durch B gemessen wird; sie bildet also eine Function (w) von B.  

F ü r  eine bestimmte Person kann man zu jedem a das zugehtirige u 
beliebig genau errnitteln durch Herstellung von gentigend langen Versuchs. 
reihen. 

Hat man beispielsweise ermittelt , dass Jemand sich ftir a = 90 ein- 
mal auf drei Palle verrechnet, so ist für  ihn ,das zum Umfang e = 90 
gehorige w u  = 4. 
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II. Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe: 
,Ein Rechenexempel F sei gestellt und durch Zifferrechnungen vom 

Umfang U [mit a Ziffern] durchgeftihrt worden, nebst der controlirenden 
Keunerprobe; es sol1 die Wahrscheinliehkeit W bestimmt werden dafür, 
dass das ermittelte Resnltat wirklich gcnau k t ,  n a c h d e m  die Nenner- 
probe* stimmt, d. h. n a c h  d e m  das Parallelrechnen mit den Quersummen 
der in F vorgegebcnen Zahlen seinerseits für  den Modul 9 einen kleinstcn 
Rest Y ergab, der gleich ist dem Reste R (mod. 9) des für  F ermittelten 
Resultats. Hierbei sei die Wahrscheinlichkoit für den Rechnendon: inner- 
halb einea Complexes von Zifferrechnungen 77 [mit a Ziffern] einen Fehler 
zu begehen , ermittelt als w '> O. 

Zahlenbeispiel f ü r  die Ntiglichkeit einer Tauschung über die Riehtigkeit 
eines Resultats,  bei Anwendung der Keunerprobe. 

F: Problem: P7 
- - u 

213 = 2 8 - 2 5  = 256y32, s=90. 

256.32 = 768 
512 

8192 = 2lS, 
81!X2 = 64 

161 
1458 

81 
32764 

67108864 = ZZ6 
x2 

134817728 = ZP7. 
1+3+4+2+1+7+7+2+8=35~8=R. 

Neunerprobe: ZZ7  = zz4. 8, Z6 1, 
(2"4=1, 1 . 8 = 8 = r ;  

U- Controle : R - r = 0. 

- - 
F: Problem: 

- -- 
O' 

213 = 28-25 256.32, ==W. 

256.38 = 768 
512 

8192 = 213, 
81982 = 64 

161 . . . Pehler 
1458 

8  1 
32764 

8 1598864 = 2e6 
x 2 

163197728 = 2m. 
1+6+3+1+9+7+7+2+8=44~8=R. 

( F a l s c h e s  R e s u l t a t . )  

Neunerprobe : r = 8 ;  

U'- Controle : R - r = 0. 

(.Die Unrichtigkeit in 77' findet sich in  der zweiten Zeile der Qua- 
drirung von 8192, indem dieselbe um eine Stelle nach links verschoben 
wurde.) 

Die Uebereinstirnmung R = Y kann im zweiten Falle den Rechner ver- 
anlassen, das Resultat seiner falsch durchgefuhrten Rochnung als richtig 
anzunehmen. 

* Mat t hiess  en- H e i s ,  Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der 
Anthmetik und Algebra, 5 28. Die dort gegebene Bemerkung: ,,die Keunerprobe 
sci auch für Division hochst praktisch', ist ungenau, wie das Beispiel 60 : 15 = 4 
zeigt. Vielmehr darf die Neunerprobe bei Division nur mit besonderen Vorsichh- 
maasregeln angewendet werden. 
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Die auf Ursachen rückwarts schliessende Wahrscheinlichkeit~rechnun~ 
wird uns in den Stand sehen,  die Wahrscheinlichkeit einer; solchen Vor 
kommnisses, d. h. einer Tauschung durch die Neunerprobe, bei gegebenem 
Fehlerfactor w des Reçlinenden zu bestimmen. 

Nach L a p l  a c  e ,  Thhorie analytique des probabilitks ; introduction, 
VIme principe, hat man den Satx: 

,,Zwei Ursachen A ,  B eines Ereignisses E m6gen a priori die Wahr- 
schei~lichkeiten resp. a ,  b haben für ihr Bestehen. 

E s  seien ferner a, @ die Wahrscheinlichkciten, mit welchcn aie d a  
Ereigniss E herbeiführen, wenn sie bestehen. 

1s t  daun das Ereigniss E constatirt, so verhalten sich die Wahrschein- 
lichkeiten für das Gewirkthaben der Ursachen A oder B wie die Producte 
a a :  bj3.Y 

Die constatirte Uebereinstimmung R = r (sie ist das Ereigniss E obigen 
Satzes) kann folgende beiden Ursachen haben:* 

A. der Rechner hat  richtig gerechnet; 
B. der Rechner hat falsch gerechnet. 

Die Hypothese A ha t  die Wah~cheinl ichkei t  a priori 1 - w ;  die Hypo. 
these R hat die Wahrscheinlichkeit a priori W. 1- w und w sind die 
Werthe a und b des citirten Satzes. 

Wenn A besteht, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Neunerprobe 
stimmt , R - r = O eintritt, = 1 (a). 

Wenn II besteht, so ist  die Wahrscheinlichkeit, dass die Neunerprobe 
R - r = O liofort, = 4 ( p ) .  

Denn eine falsche Rechnung kann den absoluten Werth von R - r  liefern 

R - r = O  oder 1 oder 2 . . .  oder 8 
mit vollkommen gleicher Berechtigung der neun Ziffern. 

Dafiir aber, dass unter den neun gleichberechtigten Zahlen O, 1, 2, . . . , 8 
der Zufall (der falschen Rechnung) gerade die Zahl O als Werth von R-r  
ergebe , ist die Wahrscheinlichkeit $-. 

Es sei nun W die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Rechner richt,ig 
gerechnet hat  [Hypothese A], so dass ihn die Neunerprobe nicht tauschte, 
W' die Wahrscheinlichkeit der Hypothese B, d. h. dafür, daos trotz der Ueber- 
einstimmung R - r ein Fehler sich eingeschlichen iind das Resultat werthlos 
gemacht hat ,  oder dass die Neunerprobe getauscht ha t ,  dann sind die Zahle~ 
a, b, ci,  ,9 des obigen Satzes resp. = 1- w, w, 1, 4, und man hat das Resultat: 

, Wenn die Neunerprobe stimmt, so ist 
Wahrscheinlichkeit für Richtigkeit des Resultats 

Wahrscheinlichkeit für ~ i c h t r i c h t i g k e i t  des Resultats 
W ( 1 - w ) . l  =-- 
W' - 

, wobei selbstverstindlich W+ W'= 1. 
w - 9  

-- - 

* Die Neunerprobc selbst, sowie die Controle R - T  don'ken wir uns fshlerfrei, 
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Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, durch das Eintreffen der Neuner- 
probe nicht getauscht worden zu sein, 

die Wahrscheinlichkeit, trotz Eintreffens der Neunerprobe gettiuscht worden 
zu sein (W') , 

Die Function W verschwindet für w = 1; sie wird = 1 (Gewissheit) 
für w = O. Diese rechnerisch gewonnenen Eigenschaften entsprechen den 
Forderungen der Logik. 

Der Werth des Bruches W, der ein Maass giebt fiîr das Vertrauen 
auf ein der Neunerprobe genügendes Resultat eines bestimmten Rechners, 
fsllt, wenn Letzterer innerhalb U nur üherhaupt ofter richtig rechnet als 
falsch, d. h. für w < f , so nahe a n  die Einheit, dass der Werth der Neuner- 
probe ins beste Licht gesetzt wird. 

Verrechnet sich Jemand durchschnittlich einmal auf drei Aufgaben wie 
obiges U, w = 4, so ist die Wahrscheinlichkeit für die Richbigkeit eines 
Resultats , das der Neunerprobe genügt , = #. 

Ftîr die Elferprobe ist die Sicherheit noch grosseri es ergiebt sich 
I l - l l w .  

W= für w = # ware beispielsweise W= 4:. Doch bietet gegen 
11-1ow ' 

diesen Vortheil die umstBndlichere Handhabung der Parallolrechnung ein 
Gegengewicht. 

M ü n c h e n ,  September 1888. Dr. FRITZ HOFMANN. 

VII. Ueber das 

mit 

- und sinige andere  
JI- kZ sinZ cp 

O 
demeelben zusammenhBngende Integrale. 

Der Werth des obigen Integrals, der gewohnlich mittels Reihenent- 
wickalung abgeleitet wird [vergl. S c h 16 m i l  c h , Compendium der hoheren 
Analysis , II, 2. Aufl. 1874 ,  S. 313 flgg,] , ergiebt sich dnrch Benutzung 
eines cornplexen Integrationsweges und unter Anwendung elementarer For- 
meln aus der Theorie der elliptischen Functionen folgendermassen. 
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__..^v_y-yYIYIII- - - 

_L- 

Man setze '9 

= u ,  

O 
eo wird 

I - 
K 

O 

Weiterhin betrachte man das Integral 

Sbg (sn u) du 

in  dem cornplexen Gebiet u. WLihlt man einen geschlossenen Integration~we~, 
der keine singularen Punkte umschliesst, so ist der Werth des Integrals 
=O. Ein Integretionsweg, der diese Porderung erfiillt, kt  der Umfang 
eines Rechtecks, dessen Ecken den folgenden Werthen von u entsprechen: 

1. U = E ,  2. u = K 1  3. u = K + i K P ,  4. u=~+iK'~ 
wobei E eine kleine positive Grosse ist. [Dadurch, dass die Seite 3 des 
Rechtecks riicht mit der imaginiren Axe zusammenPillt, sondern in dem 
Abstand s derselben parallel lauft, sind die Punkte ec = O und ec = iK', in 
denen Zog(snu) unendlich wird, zunachst a~s~esch lossen . ]  Das ganze Inte 
gral zerfallt in  vier tiber je eine der  Rechteckseiten zu erstreckende Inte. 
grale. Es  ist daher 

E + iK' 

E + iK' 
In  dem zweiten dieser Integrale setze man 

u= K + i v ,  
so wird dasselbe, da 

ist, 

ma ( iv)  1 
sn(K+év) =- = - 

dn(év) ch, (v) 

Mit dem Index 1 a n  den Bunctionszeichen sn, cn,  dn ist hier bezeich- 
net ,  dam an Stcllo des Moduls k der complementlire Modul k, en nehmen id. 

Im dritten Integral von 1) ist 

u = v + i K '  
zu setzen, BO geht dasselbe wegen 

1 
sn(v+iK' )=  - 

k snv 
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Tm vierten Integral endlich setze man 

. . 
so wird 

i  sn, ( u  - i f )  
snu= sn i ( v - i~ )  = ., 

c l î , (v - i é )  
und somit wird das vierte Integral 

K' 
i s n , ( v - i ~ ~  ) d v  = - i ~ ~ l o g i + l / l ~ n g ( ~ ~ ,  cla, (v (v- iù  - i F )  

cn, (v - i E) ) dv. 
O 

Die Gleichung 1) geht demnach, wenn man iiberall die Integrations- 
varisble mit u bezeichnet, in folgende über: 

K K' 
en, (u - i  E )  

2) 2/;og(snr)du+(~-~)logk-<~'logi+~~og(SnI~u-id d ~ ) d u = ~ .  

O E 

Zerlegt man nun 

in die Summe zweier 
Kr sind, und setzt i n  

xo wird 

und man 

3 

anderen, deren Grenzen O und f E', resp. $E' und 
dem zuletzt genannten 

= E'- '4 

k 
dra,zc= d m i ( K f - u )  =-3 

dn, v 
K' 

ma,(u- i~)  fig (u - i .) dn, u  
8 

) d u  

A K' 
cn, (u - i E) sn, ( v  + i E) dn, v  

sn, (u - i E) da, u 
O 

2) wird daher 
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. . . 

Jetxt gehe man zur Grenze für E = O  über, so wird 

Daher ist 
" 

K 

zim p (snu) du 
* = O ,  

E 

endlich, und die Gleichung Sa) ergiebt 

4) 2 f log(snu) du  + E l o g k  -iK'logi= 0. 
O 

Die scheinbare Vieldeutigkeit von Zogi fàllt sogleich for t ,  wenn man 
beachtet, dass im Resultat der Logarithmus dieselbe Redeutung hat, wie 
in  dem ursprtinglichen Integral. Hier aber war unter log derjenige Werth 4 

des Logarithmus zu verstehen, der fiir die Logarithmen positivor Zahlen 
Reelles giebt. Daher ist 

also 

in: 
zoga = - > - 

2 

II. 
Eine andere Ableitung der eben bewiesenen Formel ergiebt sich sus 

der Productenentwickelung der elliptischen Functionen. Hier ist  zuntichst 
vorauszuschicken, dass in dem zu untersuchenden Integral die Integration 
von cp = O  (also auch von u = O) a n  gestattet ist ,  da man weiss, dass 

I - 
2 

endlich ist. 
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Nach der Definition des bestimmten Integrah ist - 

( 3 ( ) .  ( '"n"=)] Eoy s n -  +log s n -  + +log sn- 

n 

Nun ist [vergl. J a c O b i , Fundamenta, § 361 : 
a I - Z E ~ C ~ S ( Z ) + ¶ ~ ~  

Sm (g) = s i n  (z) fl { k  h = l  1 - Z y 2 h - 1  ~ ( ? ) + -  
n 

etc. etc. 
Durch Multiplication folgt hieraus : 

2) 
4 - l ) K  

m ( E ) s R ( F ) - . - S n ( (  Ta ) 
2 'k n-1 = (  ~i~(k)~in(g) m - m s i T a ( w ) - ~ ,  

Ta Ta 
!a) P =  

ist. Durch Anwendung der bekannten Zerlegung 
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__W_Y_YX___Jrr___l-__________X__X_I__________X__X_I 

1 1 
Nun ist üm - log n = O und Iim - log (g) = O. 

n=m 12 n=m * 
Ferner wird qn = O  fIir ra = oo, daher 

1 
= 1 ,  l im- ) =o. 
zE' . 

Somit folgt aus 4), da kg y = - - Ir 
Nt,  

was genau mit dem frllheren Eesultat tibereinstimmt. 

III. 
Von den dem oben behandelten analogen Integralen ergiebt sich am 

leichtesten das Integral K 

/log (anzr) da. 

Denn durch die Substitution v = E-u und Anwendung der Formel 

k, d w ( K - v )  = - 
folgt sofort an v 

1) = K Z O ~ (  (6). 
O 

Wendet man die Substitution v = K- u auch auf das in den beiden 
ersten Abschnitten behandelte Integral a n ,  so folgt 

Il E 

Jbg (sa u) ci  a =JOg ('z) ch v v, 

O O 
also x - 

2) Jzog(cn, du = E ,  (J"<) -p., 
O 

ein Resultat, das sich auch direct mittels der in  1 und II dargelegtan Me- 
thoden ergiebt. 

Weitere Formeln ergeben sich durch Anwendung der Gleichungen fiir 

Verdoppolung und Halbirung des Arguments der elliplischen P~inctionen. 
Aus der Formel für sn(2u) folgt: 

O O O 

wahrend die Formel für d ~ ( 2 z c )  das Resultat ergiebt: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheiliingen. 125 

Beachtet man, dass 
c d  u = dn2 u sn"E - zc) 

ist, so nimmt die vorstehende Gleichung die Porm an: 
R 

Aus der Formel fiir cn(2u) is t  eine analoge Polgerung nicht abzuleiten, 
da c m  fur E< u < 2 K negativ ist. Dagegen erkennt man leicht, dass 

kt. Weiter ergeben sich aus den vorstehenden Formeln und den ftir die 
Halbirung des Arguments giltigen 

die folgenden Integrale : 
E R 

O O 

Uebrigens kann man den Formeln 6) und 7)  durch Anwendung der 
Substitution zc= K - v  die Porm geben: 
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__YI___---___WWWW________VYW_YMY___y 

Zum Schluss m6gen noch die folgenden beiden Gleichungen Platz finden: 

Die Formel 9) ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung 3) dieses Ab- 
schnitts in  Verbindung mit der Formel 

0 (2u) O (u) - = (-1 (1 - k2m4u), @(O) O (O) 

wahrend 1 0 )  aus 9) und dem zu Grunde gelegten Integral folgt; übrigens 
sind beide Formeln auch leicht nach der Methode des zwciten Abschnitts 
abzuleiten. 

H a l l e  a. S., December 1888. 

VIL Ueber den Tangentenkegel einer F lache  zweiter Ordnung. 

F u r  den Satz liber die Lage der Axen des von einem Punkte an eine 
Flache zweiter Ordnung gelegten Bcrtihrungskegels erlaubo ich mir eine 
Ableitung mitzutheilen, die ausser dern Begriff der confocalen Plachen nur 

die Pormeln für die Transformation der Flachm zweiter Ordnung auf ihre 
Hauptaxen benutzt. 

1st die auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatcnsystom X, Y, 2 
bezogene Mittelpunktsgleichung einer Plache zweiter Ordnung 

1)  a l , X 8 +  a , , Y 2 + a 3 9 Z Z + 2 a l p X Y +  2 a l s X Z + 2 a 2 , Y Z = f ,  
wiihrend die auf die Hauptaxcn bezogene Gleichung 

2 )  L , P +  +,ris + L s P = f  
ist  , sa sind die Coefficienten L I ,  La, LS die Wurzeln einer Gleichung dritten 
Grades, die sich, falls keine der Grossen a l z ,  a,,, a,, verschwindet, auf die 
Borm brineen 11sst 

" 1 1 1 1 +~ -- = o. " a - a ) a -  a l p z ( L - 0 )  a l y a 1 , a 3  
Dabei ist  

a13 a23 , b = a,, ' 1 2  a2s , c = a,, - -- . 3a) a = a , , - -  
aas al s a1 2 

Ferner sind die Richtungscosinus cr i ,  pi, yi derjenigen Hauptaxe, welche 
der Wurzel Li von 3) entspricht, durch die Glcichungen bestimmt: 

4) aZ3 (Li - U) ai = a;, ( ~ i  - b)  t - - alz (Li A c) Y i  - 
Diese bekannten Resultate wende ich auf den Tangentenkegel an, der 

vom Punkte z l ,  y,, a, an die Flache 
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_-_^_^_I_^X-.^-^-_C_Y-- - . ,  - .  -----------II-- 

x2 ye zZ - + - + - = 1  
A B C  

gelegt ist. Die Gleichung des Kegels is t ,  auf die Axen z, Y, t bezogen, 

oder, wenn man vom System a ,  y, a zu einem parallelen Axensystem X, 
Y, X tihergeht, dessen Anfangspunkt der Scheitel z,, y, ,  zl des Regcls ist: 

Die hier auftretende Constante g ist 
x 2  y P  Z r  g='+'+'-1 
A B C '  

Die Vergleichung von 6) mit 1) ergiebt, dass hier 

wird. Demnach wird die Gleichung 3) für unsern Fa11 

B2 C 2  A2 C2 AZ B2 A2 Ba Cz + + +T4=o 
y"." ( L  -5) x,<t,s (L -  5) x (L - ) x1 s1 

oder 

Andererseits sind die Parameter A , ,  A,, A, der drei durch den Punkt x l ,  
yl, a, gelegten, zu 5) confocalen Flzchen durch die Gleichung bestimmt 

eine Gloichung, die nach Subtraction der die Constante g definirenden 
Gleichung 7) die Form annimmt: 

Die Vergleichung von 8) und 9 a )  zeigt, dass die Gleichung fllr A dieselbe 
9 ist wie die für - -. Die drei Wurzeln von 8) hangen 
L 

Parametern Al, A,, A, der obengenannten, zu 5) confocalen 
die Gleichungen zusammen 

Die Gleichung 6) des Berührungskegels wird also, auf die 

daher mit den 

Blëchen durch 

Kegelaxen be- 

zogen: 
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. - ̂  ___Y__WN________YMYM____U^___Y__WN________YMYM____U^_Y____ 

oder 

11) 

Die Gleichungen 4) ergeben ferner die Richtungscosinus a i ,  pi, yi der der 
Wurzel Li entsprechenden Kegelaxe gegen die Axen X, Y, 2, also auch 
gegen die parallelen Axen x ,  y, 8. E S  wird 

ai- ---- +.xAj-E-x)= 2191 g Yd ,4 2 ' A C  Ai B ~ i a B ( - i y ; )  
oder 

d. h. 

Diese Gleichnngen lehren , dass die Hauptaxen des Berührungskegels zusam- 
menfallen mit den Normalen der drei durch den Scheitel des Kegels gehen- 
den, zur gegebenen Flache confocalen Flachen. Aus 11) sieht man, dass 
die Coefficienten der auf seine Hauptaxen bezogenen Kegelgleichung die 
reciproken Parameter jener drei Flachen sind. Endlich folgt a m  11) un- 
mittelbar, dass die von demselben Punkte s,, y,, a, an eine Schaar confo- 
caler Flschen zweiter Ordnung gelegten Berührungskegel coaxial und con. 
focal sind. 

Die vorstehenden Beweise, die sich mit Leichtigkeit auf die Falle über- 
tragen lassen, in  denen eine oder zwei der Grossen a, , y,,  8, verschwinden, 
oder auch auf den Fal l ,  dasb: an Stelle der Flache 5) eines der Paraboloids 
tritt  , scheinen mir einfacher zu sein als die S a l m  O n'schen Beweise [vergl. 
S s l  mo n -  F i e  d 1 e r , Analytische Geometrie des Raumes, Bd. 1, 1. Aufl., 
S. 254flgg.l und als die sehr elegante Darstellung des Herrn H. A. Schwarz 
[Bestimmung der scheinbaren Grosse eines Ellipsoids etc., Gottinger h'achr. 
1883, S. 391. 

H a l l e  a. S., den 6. December 1888. WANOERIN. 
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VIII. 

Ueber die Flachen dritter Ordnung ( 3 3 )  md vierter 

Ordnung mit Doppelkegelschnitt (p4), insbeSOndere 

über deren Geraden. 

Von 

Prof. K~JFPEK 
in Prag. 

Aufstellnng von fünf quadratischen Transformationen, durch welche 
eine F4 i n  sich eelbst verwandel t  wird.  

F3 sei eine Flache dritter Ordnung ohne Doppelpunkt, a2  ein auf ihr 
befindlicher Kegelschnitt, 2 die Ebene des a" q die Gerade, welche Z 

ausser a%och aus F 3  schneidet. Durch q gehen fünf Ebenen, die F3 
ausserhalb q berühren. 1st ri einer der fünf Berührungspunkte, so schneiden 
sich in G zwei Gerade Z ,  A der F3,  welche beide q treffen. 

Eine beliebig durch G gczogene Gerade schneidct aus F 3  ein Punkte- 
paar r ,  Q; der Punkt G', welcher von G durch dieses Paar  harmonisch ge-  
trennt ist ,  hat zum Ort X,?, die quadratische Polarflgche von G in Bezug 
auf F S .  ZO2 enthiilt Z ,  A und hat ferner mit P 3  eine Raumcurve vierter 
Ordnung t4 gemein, welche der Ort der Berührungspunkte der aus G an F 3  
mtiglichen Tangenten ist. 

Diese t4 ist Basis eines Büschels (177, in welchem die Blache 2;' vor- 
kommt. 

Wenn man jede dieser mit der Polarebene von G in  Bezug auf die- 
sellie schneidet, so ist  der Ort  der erhaltenen Schnittlinien zweiten Grades 
eine cubische Flache, welche die vorliegende F 3  langs t4 bertihren und die 
Geraden 1, I enthalten wird. Daher wird sie mit F 3  identisch sein. Die 
ebengedachten Polarebenen miissen durch eine festc Gerade gehen, die Con- 
jugirte von G in Bezug auf den Büschel (q~4 ,  und es wird diese Gerade 
der F3 angehoren, folgliuh identisch mit q sein, da sie in  der Ebene Z A  
liegen muss. I n  dem Büscbel kommt mithin auch eine Blache vor, 
welche durch a-eht; diese sei HZ. Die Ebene 2 ist  nun Polarebene von 
G in Bezug auf Hz. 

Diese Construction von P3 zeigt sogleich, dass ein beliebiges Paar r, p 

dnrch H z  hermonisch getrennt is t ,  so dess, wenn die Flkichen 22"" H2 vor- 
iiegen, siimmtliche Paare der F3 leicht zu construiren sind. E s  ist aber 
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130 Ueber die FlXchen dritter Ordnung ( F 3 )  etc. 

zweckmiissig, eine andere Flache zu benutzen, namlich die Polarfigur Q 2  von 
Zo2 in  Bezug auf H2. Weil 2: die Gcradcn 1,  A enthslt ,  wird Q2 die 
Ebene Z in  den conjugirten Polaren von 1, A schneiden. Diese beiden 
Geraden der Q2 sollen beziehlich mit l ' ,  A' bezeichnet werden, p, aei ihr 
Schnittpunkt. 

1. Wir  betrachten zuerst die QuadriCàchen 3'" welche d e n  Kegel- 
s c h n i t t  aa  e n  t h a l  t c  n ,  u n d  F3 tiberdies in  zwei anderen Kegelscbnitten 
x2, y2 durchdringen. Wird eine solche Pz vorausgesetzt, und nennt man 
x ,  y die beiden Punkte, welche x2, y2 gemein haben, X ,  Y die Ebenen von 
x" yya, so gehen durch x3, y2 oo' Flachen q 2 ,  von denen jede eine Curve 8 
aus F 3  schneiden wird. Dabei fallen diese a2 in die durch q moglichen 
Ebenen. Nun befindet sich unter den q2 auch das Ebenenpaar X, P. 
Wenn sodann die Gerade x y  die F 3  in z durchsttkst, so müssen in ,e zwei 
Gerade von F 3  zusammentreffen, die in den Ebenen X, Y sind und auf q 
stehen. Mithin folgt, dass ,e einer der fünf mit G bezeichneten Punkte sein 

muss. I n  der Ebene X liegt ausser x 5 i n e  durch fi gehende Gerade von P3, 
a190 entweder 1, oder A ,  etwa 1, so dass Y durch 1 gehen wird. 

Wenn umgekchrt G ausgewahlt ist und durch 1 eine bcliebigc Ebene X 
gelegt wird, welche x2 aus F 3  schneiden moge, so hat man in a2, x2 die 
Basis eines Rüschcls (F2), durch dessen FlLchen au3 F3 alle y' geschnitten 
werden, deren Ebenen die Gerade A enthalten. Folglich existiren fünf 
Syateme solüher F2, wie wir sie betrachten wollten, den fünf Punkten G 
entsprechend; jede P e  berührt F 3  in  zwei Punkten x, y ,  deren Verbin- 
dungslinie einen der G enthalt. Zur Untersuchung eines dieser Sy~teme 
bedienen wir uns einer Abbildung der P3,  die man oft mit Nutzen anwen- 
den kann. 

2. Terknüpfung einer bekannten Transformation der  Ponkte r, q 
des Baumes mit dessen Ebenen R. 

1st eine Quadriflache H 2  gegeben, und wird ausserhalb H 2  ein Punkt G 

als €est angenommen, so hat man in den Punkten r ,  Q ,  dic auf den Strahlen 
r von G liegen, und welche in Bezug auf H Z  conjugirt sind, eine quadra. 
tische Transformation (r,  Q) des Raumes. 

Nun lassen wir den Paaren r q  die Ebenen R des Raumes in folgender 
Weise entsprechen: Unter 2' die Polarebene von G in Bezug auf H2, unter 
as den Schnitt von 2, H 2  verstanden, miissen sich die beiden Kegel, welche 
as aus den Punkten r, e eines beliebigen Paares projiciren, auf H z  in einer 
ebenen Curve r2 durchdringen; d i e  E b e n o  d e r  r2 s e i  R ,  s i e  e n t s p r i c h t  
d e m  P a a r e  rp .  Wenn man andererseits H 2  mit irgend einer R in rB 
schneidet und mit r, q die Spitzen der Quadrikegel bezeichnet, welche durcb 
a2, P m t i g l i c h  sind, sa fallen diese bekanntlich au€ den Strahl von G, wel- 
cher zur Schnittlinie R E  conjugirt ist  in  Bezug auf H z ,  und es ist auch i 

von q durch H q a r m o n i s c h  getrennt. 
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-II_M-l-,.--__X~ 

W e s e n t l i c h  a b e r  i s t ,  d a s s  d e r  P o l  d v o n  R i n  B e z u g  a u f  E2 
im S t r a h l e  Gr l i e g t  u n d  v o n  G d u r c h  rq h a r m o n i s ü h  g e t r e n n t  i s t .  

Denn projicirt man r, g aus der Geraden R 2  durch zwei Ebenen, so 
haben diese Q ,  r zu Polen bezüglich Hz und sind offenbar durch die Ebenen 
R ,  X harmonisch getrennt. Demnach sind die Pole dieser vier Ebenen 
harrnonische Punkte : 7, p, G, G'. 

Ferner ist hervorzuhebcn, dass, wcnn r irgend eine Geradc g des Raumcs 
beechreibt - also p einen Kegelschnitt der Ebene G 9 durchlauft -, Ii eisen 
Quadrikegel umhüllen wird, dessen Spitze in 2 licgt. Dcnn da R stets 
die conjugirte Polare von G r  bezüglich II2 enthiilt, so geht sie durch den 
Pol der Ebcnc 69; schneidet letzterc HVn b2, a2 in den Punkten 1, 2. so 
braiicht man nur r aus 1, 2 auf b2 zu projiciren, um zwei Punkte der 
Gewdeu zu finden, welche R mit der Ebene gernein hat. Es leuchtet 
aber sofort ein, dass die so construirte Cerade einen Kegelechnitt umhiillt. 

5. Durch die Transformation ( r e )  werden fulgende Gebilde in sich selbst 
verwandelt : 

a) G e w i s s e  Q i i a d r i f l a c h e n  Pz. Wenn P%on den Strahlen durch G 

in Paaren r Q  getroffen wird, so ist  der Ort des Punktes ci', welcher von G 

durch r e  harmoniseh getrennt wird, eine Ebene; folglich enthalten nach 2. 
die zugehorigen R einen festen Punkt  p ,  den Pol  jener Ebene. W e n n  
d a h e r  P 2 e x i s t i r t ,  s o  g e h ü r t  s i e  z u  e i n e m  b e s t i m m t e n  P u n k t e  p. 

Crngekehrt: Z u  j e d e m  P u n k t e  p d e s  R a u m e s  g e l i o r t  e i n e  Pz. 
Beweis. Durch p seien irgend zwei Ebenen R,, R, gelegt, die aus 

H7 die Linien r,2, rp2 schneiden. Alsdann sind aa, r12 und as, r 2 V i e  Basen 
rweier Büschel von Quadrifliichen, die auf jeder durch p gezogenen Geraden p 
die n a m  l i  e h e Involution j ausschneidcn ; denn in dcn Involutionen, welche 
jene Büschel liefern , sind zwei gemeinschaftliche Paare: erstens die Schnitt- 
punktc von p mit Hz, zweitens p selbst und der Uurchstosspunkt von p 
in Z. Nun sind die Doppelpunkte der j zwei Kegelspitzen r ;  denn wird 
(2.) T auf p variabel gedacht, so umhüllt R einen Quadrikegel, und es 
ereignet sich zweimal, dass ein R durch p geht. Die diesen Lagen von R ent- 
sprechenden Kegelspitzen sind offenbar die Doppelpunkte der j. E s  erübrigt 
zu zeigen, dass sic für  allc p auf eincr bestimmten QuadriRacho liegcn: 
r, sei ein solcher Doppelpunkt, dem die Ebene RI entspreche. Es  giebt 
eine einzige Quadrifliche, welche r ,  enthalt,  u n d  d e n  K e g e l ,  d e r  a u s  p 
die  C u r v e  a 2  p r o j i c i r t ,  l f i n g s  a 2  b e r ü h r t ;  s i e  s e i  Pz. Sucht man 
auf p die Involution conjugirter Pole fiir Pz7  so liegt von dieser ein Paar  
vor in p und dem Schnittpunkte pz, ein zweites besteht aus den Pnnkten, 
in welchen p den Kegel durchdringt, der rl mit a2 verbindet. - Man 
erkennt dies sogleich, wenn man den Sühnitt von Pa mit der Ebene rI p 
betrachtet. - Somit erhellt, dass j selbst die gesuchte Involution i s t ,  d e s s  
&1s0 rl e i n  P u n k t  v o n  P z  i s t .  

9 * 
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Liegt p in  HZ, so wird Pz der Kcgel mit der Basis a2, der Spitzep; 
liegt p in 2, so zerfdl t  Pa in Z und die Polarebene P von p in Bezug 
m f  Hz.  

6) D i e  K e g e l s c h n i t t e  g2. Es  versteht; sich von selbst, dass die 

Ebene eines in  sich transformirbaren gZ durch G gehen miiss. Bestimmt 
man dann die Punkte G', so erfüllen sie die Polare von ci bezüglich g2, und 
die den Paaren t e  zugewiesenen R werden einen Uüschel bilden, deseen 
Axe g jener Pole in  Bezug auf H2 conjugirt ist. W i r  s a g e n ,  z u  g ge- 
h or t gZ. Wird g beliebig angenommen, so existirt auch g2; denn zu irgend 
xwei Punkten pl, p ,  der g gehoren Pl" P22, welche ausser ae noch einen 
Kegelschnitt gemein haben; dieser ist g2. 

Zwei in  derselben - durch G gelegten - Ebene befindliche ge haben 
zwei Punkte auf a2 gemein und tiberdies ein Paar  r g ;  die y ,  zu welchen 
sie gehoren, treffcn sich auf 2, und umgekehrt. Vor Allem ist zu be- 

achten, d a s s  g2 z e r f a l l t ,  w e n n  H z  v o n  g b e r l i h r t  w i r d ;  geschieht 
dies in p ,  so besteht g%us zwei Kanten des Kegels P" niirnlich aila den- 
jenigen, welche P2 mit der Polarebene des in 2 befindlichen Punktes von rj 
gemein hat. Wird hingegen H z  von g in  zwei getrennten Punkten pl, p, 
getroffen, s o  k a n n  g q e s h a l b  n i c h t  z e r f a l l e n ,  weil die Kegel Pl2, E: 

nicht zwei gemeinsame Kanten haben konnen. 
c) D i e  b i q u a d r a t i s c h e n  R a u m c u r v e n  r4. Hier muss natürlicho 

die Spitze eines der durch Y' moglichen Quadrikegel sein, etwa von G'. 

Alsdann liegen die Punkte G' in der Ebene E, welche die drei anderen 
Kegelspit~en enthalt, mithin auf der Schnittlinie von P, 0" Demzufolge 
umhtillen die R einen Quadrikegel, die Polarfigur jener Schnittlinie bs  
züglich Hz.  Das Inverse ist  offenbar. 

d) D i e  i n  s i c h  t r a n s f o r m i r b a r e n  c u b i s c h e n  P l i i c h e n  F3. 
Zunachst leuchtet ein, dass eine solche F 3  durch G gehen muss, da jede 
durch 6 dcnkbare Gerade r die F3 in  einem Punktepaare r e  durchstGsst. 
Betrachtet man eine r,, welche H z  in 7, - auf a2 - tangirt,  so wird r, 
zu jedem auf r, moglichen Paare gehoren. Somit muss F 3  durch a2 gehen, 
und es fallt in Z eine Gerade q der Flache. Nun is t  jeder Punkt auf q 
mit einem Nachbarpunkte von G gepaart, folglich wird die Ebene ~q Tan- 
gentialebene von F 3  in G sein und mit F3 zwei in  Z zusammenstossende 
Gerade 1, I gemein haben. 

Bestimmt man jetzt die Ponkte G', so erhiilt man als Ort für sie die 
Polarfiache 252 von G für die F S ,  und es werden die den Paaren r p  auf 
F3 zugewicscnen R Tangentialebenen der QuadriCache Q2 sein, welche als 
Polarfigur von Zo2 in Bezug auf Waals  Grundfache auftritt. Sind wieder 
l', A' die conjugirten Polaren von 1 ,  A ,  also in  Z gelegen, so nimmt Q2 
diese Geraden auf und berührt Z in ihrem Schnittpunkte q,,. Iiieraus sieht 
man, dass eine F3, wie wir sie ~oraussetzten,  zu einer bestimmten, die 
Ebene 2 bertihrenden Quadriflache Q2 derart gehort,  dass den Tangential 
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ebenen von Q2 die Paare der F 3  in eindoutig umkohrbarer Weise entspre- 
chen. Die Inversion gestaltet sich sehr einfach: 

Geht man von Q2 aus, so ergiebt sich zuniiclist ZO2, ihre Polarfigur ala 
Ort der Punkte 6'. Das auf au' befindliche Paar rp is t  dadurch bestimmt, 
dass es sowohl durch 6, G', als durch H z  harmonisch getrennt wird, d. h. 
dass r p  die Doppelpunkte der auf den Geraden r durch die Flachen ZOa, 
H2 bestimmten Involutionen sind. Dass auf jeder r ein P t a r  auftritt, folgt, 
wenn man durch die conjugirtc Polare r' von r bezüglich .Da die von Z 
verschiedene Tangentialcbene R von Q2 beachtet. Will man die in Eede 
stehenden Doppelpunkte construiren, so kann man folgendermassen vorgehen: 
IP, 2: durchdringen sich in einer Raumcurve t 4 ,  welche Basis eines Bü- 
schels von Quadriflachen ist. Zieht man von G a n  sammtliche Flachen dieses 
Büschels Tangenten, so erhalt man in den Berührungspuiikten die frag- 
lichen Doppelpunkte; aber SC r e s u l t i r t  e i n e  c u b i s c h e  F l a c h e ,  d e r  
auch d e r  K e g e l  u m b e s c h r i e b e n  i s t ,  w e l c h e r  t 4  a u s  (i p r o j i c i r t .  

4. Uebergang zur  F' - ih re  16 Geraden. 

Mit Hilfe der zwischen F3,  Q 2  etablirten Abhangigkeit, die naeh 1. 
ytets rnoglich k t ,  lassen sich die F2, welche a2, uebstdem noch zwei Kegel- 
schnitte x2, yB mit F S  gemein haben und das System cr constituiren, klar 
erkennen: Bedeutet g eine Gerade von Q2, Z .  B. auf 1' stehend, so gehort 
n i  ihr ein Kegelschnitt ge aiif F3, dessen Rbene die Gerade I enthalt, weil 
die Polarebene des Punktes g - 1 '  den g2 aufnehmen muss. ga ist also einer 
der x2. Durch eine Gerade der andern Schaar von Q2 würdo man einen y2 
erhalten, und zum Schnittpunkt f beider Geraden wird eine F 2  gehoren,, die 
a2, x" y2 enthalt, d. h.: das System G besteht au8 d e n  z u  a l l e n  P u n k t e n  
von Q 2  g e h o r i g e n  Q u a d r i f l a c h e n ,  d i e s e  b e r t i h r e n  F q n  j e  e i n e m  
P u n k t e p a a r  r q .  

Durch ein beliebig im Raume gewahltes Paar  r,po gehen einfach un- 
endlich viele Fa,  nëmlich sic gehoren zu den Punktcn f ,  welche die durch 
rop, mitbestimmte R, mit Q h e m e i n  ha t ,  und w e r d e n  v o n  e i n e r  T4 
e i n g e h ü l l t ,  w e l c h e  d i e  D o p p e l c u r v e  a2, d i e  D o p p e l p u n k t e  roi Q~ 
b e s i t z t  u n d  d e r  F3 l a n g s  e i n e r  R a u m c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  u4 
u m b e s c h r i e  b e n  i ü t  (vergl. 9 . ,  *O anstatt P4 n u i  F 3  zu setxen ist). 

Jetzt sol1 eine beliebige F4 mit der Doppelcurve a2 betrachtet werden, 
p, sei irgend ein Punkt  der Flzche. Dem Kegcl, welcher a2 aus p, pro- 
jicirt, beschreibe ich langs a2  die Quadriflache G2 ein und nenne ( r ~ )  die 
T r a n s f o r m a t i o n ,  d e r e n  C e n t r u m  Q,, d e r e n  O r d n u n g s f l a c h e  G 2  
ist .  Durch diese wird F4 in eine F 3  übergeführt, welche a 5 i n f a c h  ent- 
halt, somit eine Gerade q aus der Ebene Z schneidet, in  der a v i e g t .  Eine 
der fiinf Tangentialebenen von F3,  die durch q moglich sind, berühre F 3  
in s; dann ist s nach 1. das Centrum einer Transformation (r p), welche F 3  
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in sich verwandelt. I n  dieser geliore r, zum angenommenen Punkte Q,. 
Nach dem eben Gesagten giebt es durch a" vol  go ml Qiiadriflachen Fe, 
welche F 3  in ihren gepaarten Punkten berühren. Diese F Z  werden durch 
die erste Transformation ( r ~ )  in Ebenen verwandelt, welche den Punkt a, 
eufnehmen, in  den ro sich transformirt, und so finden wir ool Bitangential- 
ebenen der F4, zugleich mit deren Enveloppe, der transformirten obcn an- 
gegebenen F4 mit den Doppelpunkten ro, eo. 

Vor Allem muss man die Kegelschnitte x2, y q n  Betracht ziehen, welche 
von den F h u s  P 3  geschnitten werden: Sind T,  t) die in s sich treffendec 
Geraden der 3'" so besteht ein beliebiges Paar aus einem xe, dessen Ebene 
durch r ,  einem y2, dessen Ebene durch I) geht. Hierbei ist  aber jedeui s4 

ein bestimmter y%ugewiesen, da es nur e i n e  F e  giebt,  die a2, x2 und 
den Punkt  p, enthalt. 

Durch die, Transformation wird x2, y2 aieder in ein Kegelschnittpaar 
- ya, vZ - verwandelt, a c i l  Pl auf welchcr x2, y2 sind, in eine Ebenc 
übergeht und die Transformation centrisch ist. Denkt man die a' durch 
a2, z2 mogliche Quadriflachen X2, so enthalten diese sammtliche y2; unter- 
wirft man diese X2 der Transformation ( r ~ ) ,  so gehen sie in Quadriflachen 
X2 über, weil a2 auf allen X 2  liegt. Da ferner die resultirenden X2 e i m  
Büschel mit der Basis (a" zze) bilden, sie daher noch einen variabelen Kegel. 
schnitt mit F4 gemein haben, der kein anderer als tj2 sein kann, so foigt 
für F4: 

,,Nimmt man aus einer willkürlichen Bitangentialebene einen ~ e & -  
schnitt r2 und benutzt ihn mit a h l s  Rasis eines Rüschels (Xe), so schnei- 
den dessen Fliichen noch einen variablen Kegelschnitt 9' aus F4, dessen 
Ebene einen festen Punkt  G ,  der Ebcne des r%nthZlt.u Zicht man von G, 
an die X 2  Tangenten, so ergiebt sich als Ort für  ihre Berühruugspunkte 
eine Quadriflschc 8,". Jede durch G ,  gehende üerade r wird von zwe: 
Pltichen X2 berührt - in den Punkten,  wo r die Ho2 trifft -, von den 
übrigen aber in  Punktepaaren geschnitten, die durüh jene Berührungepmkie 
harmonisch getrennt sind. H,2 geht durch a2 und berührt langs ae den 
Kegel,  dessen Spitze a,, ist. Also werden die X2, d e m z u f o l g e  a u c h  F i  
durch die Transformation, von welcher G ,  das Centrurn, HuZ die Ordnuugs- 
f i c h e  i s t ,  in  sich seibst verwandelt. 

Bestimmt man endlich für jeden auftretenden v2 die Polare des Punk-  
tes ciol so erfüllen dieselben ein Hyperboloid E2 (vergl. y.), dessen Polar- 
figur in Bezug auf Ho2 eine Quadriflache QO2 liefert, deren Berührungsebenen 
R den Paaren der F4 in der unter 2. augegebenen Weise entsprechen. Vor- 
stehendes Iasst sich so zusammenfassen : 

E i n e  P4 m i t  d e r  D o p p e l e i i r v e  a q a n n  d u r c h  f ü n f  Trans-  
f o r m a t i o n e n  d e r  h i e r  d e f i n i r t e n  A r t  i n  s i c h  ü b e r g e f ü h r t  wer- 
d e n ,  u n d  e s  e n t s p r e c h e n  d i e  P a a r e ,  w e l c h e  b e i  e i n e r  diessr 
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T r a n s f o r m a t i o n e n  a u f  F4 e r s c h e i n e n ,  d e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  
e i n e r  g e w i s s e n  Q u a d r i f l a c h e . *  

Ware umgekehrt die Transformation gegcben durch ihr  Centrum ci, 

ihre Ordnungsflache B2, wodurch a2  sich bestimmt, so gehort auch zu jeder 
beliebigen Quadriflache Q h i n e  F 1  mit der Doppellinie a2. 

Beweis. Q 2  denke man erzeugt durch die variable Gerade el welche 

zwei festgehaltene Gerade a,, 0, in pl, p, ,  die Ebene 2 - des a2  - in  p 
trifft. Zu gl, g P ,  e m6gen die Kegelschnitte gI2, gZ2, e-ehhoren; dann be- 
schreibt ee die F4: Denn die Flachen Pl2, P2' beschreiben zwei Büschel, 
deren Basen in a" g l G n d  a', gZ2 vorliegen. Sieht man die beiden Flachen 
als homologe a n ,  welche denselben e2 enthalten, wie z. B. Pl2, Px2, so sind 
die Büschel projectivisch anfeinander bezogen. NRmlich die Pl%ntçprechen 
projectivisch den Punkten pl ,  weil diese die Pole der festen Ebene 2 in  
Bezug auf die Ple sind (3a).  Ebenso verhiilt es sich mit den Pz2 und p,, 
und da die pz den p, projectivisch zugeordnet sind, so gilt Gleiches für  die 
Ple, Pze, folçlich beschreiht, e2 eine F4. Erwsgt m a n ,  dnss die zu p gc- 
h6rige P%benfalls e2 enthalten muss, dass aber diese P e  die Polare P des p 
in Bezug auf H z  als Bestandtheil ha t ,  eo folgt, dass die Ebene Pl die sich 
um G dreht,  Bitangentialebene von B4 ist ,  indem sie ausser e h o c h  einen 
Kegelachnitt aus F4 schneiden wird. Da ferner der Ort fur  p die Curve 
q 2  k t ,  welche Q2, 2 gemein haben, so umhüllt P den Quadrikegel (i2, wel- 
cher die Polarfigur von q2 bezüglich H z  ist. 

Die in sich transformirbaren Kegelschnitte der F4 liegen hiernach paar- 
weise in den Bitangentialebenen P; wenn elQeze ein solches Paar i n  P ist, 
so gehoren sie zu zwei sich in p treffenden Geraden el, e, der Q " die beiden 
Berübrungspilnkte r, p von p und F4 entsprechen der Ebene e l e p r  R. 

Kun giebt es acht Gerade el ,  . . ., e, auf Q" welche 8:' berüliren, von 
deuen vier (die mit ungeradem Index) der einen, die vier anderen e,, e,, 
e,, e, der zweiten Schaar augehoren. Die zugeborigen e2 zerfallen in Ge- 
radenpaare (3 b) , und zwar liefern jene vier Geraden die Paare a a, b @, c y, 
d d ,  diese a , a l ,  b, p , ,  el y , ,  dl SI, in zwei Gruppen 1, II so vertheilt, dass 
irgend ein Paar von 1 von jedem aus I I  in zwei Punkten r ,  Q geschnitten 
wird, wahrend eine Gerade, aus 1 entnommen, von den nicht mit ihr ge- 
paarten in 1 nicht geschnitten wird, wohl abcr von vier Geraden der 
Gruppe II.** 

D i e s e  16 G e r a d e n  s i n d  d i e  e i n z i g e n  d e r  F4. 
BeweW.. p,a sei eine Gerade von F4, wobei a auf a" po ebenfalls 

auf H 2  liege. Durchlauft r die Gerade p,a, so bleibt auch Q auf einer 

* Dase diese füuf Tranaformationen die einzigen ihrer Art sind, wurdc von 
mir bewiesen (Abh. d. k. bohm. Gea. d. Wiss. VIL Folge 2. Bd.). 

** Dicse Ableitung der F4 au8 einer Q2, sowie die Construction ihrer 16 Ge- 
raden, welche sofort das von Clebach  angegebene Arrangement zeigt, habe ich 
zuerst mitgetheilt (a. a. O. VI. F. Bd. 5). 
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durch p, gehenden Geraden p o u ,  die auch ganz in F4 liegt. 1st E der Pol 
der Ebene a p , e  in  Bezug auf He, so bertihrt e p ,  die H v n  p,, und es 

entsprechen den durch €po gehenden Ebenen R jene Paare r Q .  Aber alle 
Paare der F4 rühren von Taqentialebenen der Q 2  her, mithin muss r p ,  
eine Gerade von Q e  sein, W. z. b. W. Man kann demnach schliessen: 

J e d e  G e r a d e  a d e r  F 4  w i r d  v o n  f ü n f  a n d e r e n  u n t e r  sich 
w i n d s c h i e f e n  d e r  s e c h z e h n  g e s c h n i t t e n .  

Welche Modification dieser A u s s ~ r u c h  erleidet, wenn die Flacben H z ,  

Q nicht unabhingig voneinander sind, sol1 spater erortert werden ; zunachst 
bildet er die Grundlage der Untersuchung liber: 

5. Ilas gcgenseitige Vcrhalten der 16 Geraden. 

Unter einem Geradenpaar sind zwei sich schneidende der eechzehn au 

verstehen. 1st eine der 16 Geraden mit mehreren gepaart,  so sol1 sie die 
T r a n s v e r s a l e  derselben heissen. W i n d s c h i e f e  nennen wir n. Gerade, 
wenn unter ihnen kein Paar  ist. D a  jede beliebige a Transversrile von 
fünf Windschiefen ist,  so liegen n i e  d r e i  G e r a d e  i n  e i n e r  E b e n e ,  und . . 
e s  e x i s t i r e n  y= 40 v e r s c h i e d e n e  P a a r o .  

a) Z w e i  W i n d s c h i e f e  a ,  b h a h e n  z w e i  T r a n s v e r s a l e n  cl,  a,. 
Das durch a2, a ,  b mogliche Hyperboloid hat mit F4 noch einen Ort xwaiter 
Ordnung gemein; durch einen Punkt  x desselben, welcher auf keiner der 
drei Linien a2, a ,  b liegt, geht eine Gerade, welche die drei schneidet 
und, da sie fünf Punkte von F4 enthiilt, unter den seehzehn sein muas. 

Jener Ort besteht daher aus zwei Transversalen von a b ;  sie seien cl, dl. 
b) D r e i  W i n d s c h i e f e  a ,  b ,  c b e s i t z e n  e i n e  e i n z i g o  T r a n s -  

v e r s a l e  d l .  Denn das IIyperboloid (abc)  hat  mit dem eben benutzten 
ausser a ,  b noeh zwei Gerade gemein, wovon die eine der c auch dem 
Kegelschnitte a2  begegnet, die andere somit fünf Punkte von F4 aufnimmt; 
diese letztere werde mit dl bezeichnet, und die beiden Geraden, welche 
ausser a b c  noch auf dl stehen , sollen 6 ,  6, heissen. 

c) D i e  G e r a d e n v i e r  B. Vier Windschiefe a ,  b, c ,  d konnen nach 
b) hochstens eine Transversale besitzen. Bus diesem Griinde konnen sie 
auch nicht hyperboloidisch liegen, da bei dieser Annahme die in b) ge- 
brauchte Schlussweise für sie vier Transversalcn ergabe. Sollen aber abcd 
eine Transversale haben, so muss d, diese sein; alsdann muss d entweder 
mit S oder 6, zusammenfallen. 

Konnte demnach eine zu a ,  b, c windsehiefe Gerade d gefunden ner' 
den, verschieden von 8 ,  S,, so würden a ,  b, c ,  d keine Transversale - 
auf F 4  - haben. Eine solche d ist nun offenbar die Transversale, welche 
6, 6, ausser dl noch besitzen. Denn würde sie z. B. a treffen, so hatten 
6, 6,) a drei Transversalen. Nennen wir diese d ,  so haben a ,  b, cl d die 
Eigenschaft, dass die Transversalcn von je dreien aus dieser Gruppe mit 
der vierten windschief sind; wir nennen ( a b c d )  eine G e r a d e n v i e r  ?, 
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bezeichnen die vier anftretenden Transversalen mit a,, b ,  , cl,  dl,  je nach- 
dem sie beziehlich windschief zu a,  b ,  c ,  d i n d .  Da diese letzteren jetzt 
als Transversalen von a,, b,, c,, dl erscheinen, so ist auch (a, b, c ,d , )  eine 

Vier el, und es liegt eine D o p p e l v i e r  vor: B % , - ( ~ ~ ~ ~ , ) ~  

Die z w d f  von den 23 verschiedenen Geraden lassen sich niinmehr leicht 
überblicken. Da die Transversalen von zwei beliebigen der 23 in a, vor- 
kommen, so giebt es unter den tibrigen acht keine Gerade, welche mehr 
als eine der B schneidet. Abcr a wird von fünf Geraden getroffen, von 
denen bl, c,, d, drei sind; bleiben zwei, u ,  a,,  und diese müssen unter 
den acht sein. Ebenso werden b, c beziehlich von P, 8,; y, y, und d ,  wie 
schon angenommen, von 8 ,  8, geschnitten. Die hier aufgeziihlten acht sind 
sBmrntlich verschieden, da keine derselben awei der schneiden kann, 
irgend eine aber stets einer D begegnet. Gegen die 53, verhalten sie sich 
ebenso ; also muss a, ebenso a, eine der 8, treffen, und zwar eine, die zu a 
windschief liegt, d. h. a , .  E s  sind somit a, a, die Transversalen von a u , ,  
J ,  pi die von b b, etc. 

Hier zeigt sich, dass tiberhaupt keine zii allen T3 - oder 23, Wind- 
schiefe existirt. Weil ferner a,, b, , cl ,  8 ,  8, von den in T3 befindlichen die 
d schneiden, so muss jede, von diesen fünf verschiedene Gerade entweder a, 
oder 6, oder c treffen , mit anderen Worten : eine Gerade, die mit a b c  wind- 
schief liegt, muss unter den fiinf Genannten sein; folglich sind diese 6, 8, 
und d.  Da endlich weder O ,  noch 6, mit a b c  eine Vier liefern, so folgt: 
D u r c h  d r e i  W i n d s c h i e f e  a ,  b, c i s t  e i n e  V i e r  ( a b c d )  e i n d e u t i g  

bes t imm t.  Auch hat man sofort die Doppelvier a und die Siitze: 
(albl: 3 

Sind gegeben vier Windschiefe, so bilden sie entweder eine Vier 
(a bcd), oder nicht - a b c 8 ,  a b c  6,. I m  ersten Palle existirt keine zu 
allen vieren windschiefe, im zweiten nur eine - 8, oder S. E i n e  G r u p p  e 
von s e c h s  W i n d s c h i e f e n  i s t  n n m o g l i c h ,  e i n e  s o l c h e  v o n  f ü n f  
h a t  s t e t s  e i n e  e i n z i g e  T r a n s v e r s a l e .  

Anordnung der acht: a u , ,  j3j3, etc. ci wird geschnitten von a ,  a,, 
somit noch von drei Geraden, welche, da or weder eine Gerade in !l? ausser a ,  
noch in 8, ausser a, Ireffen kann,  unter den sechs P B i ,  y u , ,  88, ~0 ' -  
kornmen miissen. D a  nun die Transversalen von j3 P l ,  y yi , S 8, in 23 , 8, 
enthalten sind, so muss a entweder /l oder pl, y oder y,, 8 oder 8, treffen. 
Da uns die Bezoichnung der Getroffencn noch freisteht, so seien Pl,  y,, 6, 
diese. Keine von ihnen kann von a, getroffen werden, weil die Transver- 
salen von a ,  or, in  a ,  a ,  vorliegen, und da al mit der Transversale a von 
fll, y , ,  JI windschief liegt, so bilden a , ,  pl, y,, 6, eine Vier 23;. 

ol, welche weder j3,, noch y,, noch 8, trifft, muss hiernach sowohl BI 
als y, als ù treifen, und man hat in ( a p y d )  eine Vier '$3'. iB'Bf1 ist sine 
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Doppelvier (,s [ FI); denn S ist windschief gegen o, fi, y, musi alsa 

nach dem eben Gesagten or,, pl und y, schneiden u. S. W. 

d) D i e  f ü n f  S y s t e m e  S v o n  G e r a d e n p a a r e n .  aci sei irgend 
eines der 40 moglichen Paare. Es giebt - a i m e r  or - vier Gerade, die a, 
und ebenso vier, welche a! treffen; die tibrigbleibenden sechs sind also wind- 
sçhief zu a u n d  cu. b sei eine dieser sechs; nach Abzug der beiden Trans- 
versalm von b, a ,  der beiden von b ,  a! bleibt noch eine Gerade übrig, 
welche b schneidet, aber weder a ,  noch or trifft, mithin zu jenen sechs 
gebtirt; sie sei 8. Auf diese Weise gewahrt man, dass durch ein Paar ou 

drei andere b @, c y ,  dB bestimmt sind, so dass von diesen vier Paaren jedes 
gegen die anderen windschief liegt. Vier solche Paere bilden deshalb eine 
n n z e r t r e n n b a r e  G r u p p e  1. 

1st  dl die Transversale von a b c ,  so muss ci, entweder d oder 6 treffen, 
da die zu d u n d  S windschiefen sechs, mit dd zusammengenommen, die 
üruppe 1 ausrnachen miissen. Indom wir 6 als die von dl geschnittene 
Gerade aunehmen, liefern nach 3. (a  bcd)  eine Vier 23. Ich behaupte, 
( u  p y  d )  içt ebenfalls eine Geradonvier 23': (a, b, cl dl) sei die Vier Dl ,  welche 
% zur Doppelvier 238, erganzt, dann gehoren C I ,  f i ,  y, B zu den acht Ge 
raden [vergl. c)] , welche nicht in %%, vorkonimen; denn keine der Geraden 
ai, ,3, y, S befindet sich in BI ,  weil jede zu drei in  23 enthaltenen wind- 
schief liegt. Ziehen wir die Transversale über o r ,  p l  y, so ist diese noth. 
wendig weder in  BI noch i n  B,. Nach der unter c) gegelienen Aufz&hlung 
der acht Geraden au, ,  PP , ,  y y , !  SB, trifft eine in  23 oder %, befindliche 
Gerade nur zwei dieser Genannten - a trifft aorI, b trifft pPl etc. Die 
eben gezogeue Transversale kann offenbar keine der a!,, Pl, y, sein, da 
a, a, , ebenso /?, pl, y, y, je zwei Windsehiefe sind; die Transversale muss 
auch von 8 verschieden sein, weil d gegen a ,  p,  y windschief liegt, folg- 
lich kann sie nur 8, sein. D a  hicrnech S windschief zu c u ,  P ,  y ist und 
auch ibre Transversale nicht trifft, so bildet (uPyS)  nach c) eine Geraden- 
vier 3 ,  und diese wird durch (a, P , y ,  CS,) - %; zur Doppelvier erglnzt. 
Es ist klar, dass die Paare a l  ci,, bl pl, ci yl, di 8 ,  eine neue Gruppe II 
liefern. welche man als durch 1 schon gegeben anselien kann ,  und die in- 
sofern als Erganzung von 1 anzusehen ist,  als 1 und II sammtliche 16 
Geraden umfassen. Bwei solche Gruppeu bilden ein System S von Paaren. 
Insofern eine bestimmte a der 16 Geraden mit fünf anderen - b , ,  cl ,  dl, 
o r ,  u ,  - gepaart erscheint, giebt sie Anlass zu f ü n f  d i f f e r e n t e n  Grup-  
p e u  u n d  z u  e b e n s o  v i e l e n  S y s t e m e n  SI i n  w e l c h e n  s o d . a n n  alle 
40 P a a r e  u n t e r g e b r a c h t  s i n d .  

6. Die Kunimeryschen Hegel aS. 

Lehrsatz. D i e  a c h t  i n  e i n e m  S v o r k o m m e n d e n  P a a r e  aa,  

b p ,  ..., a , ~ , ,  b,P,, ... s i n d  i n  a c h t  E b e n e n  A ,  B, ..., A , ,  BI, ... 
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e n t h a l t e n ,  w e l c h e  d u r c h  d e n s e l b e n  P u n k t  a g e h e n  u n d  e i n e n  
Q u a d r i k e g c l  c i q e r t i h r e n .  

Der Beweis beruht auf folgendem Satze: 
Hat man zwei Rüschcl (Y2), (Z2) von Quadrifliichcn, von welchen jener die 

Kegelscbnitte a" b2, dieser a', cZ zur Basis hat ,  so enthalten die Ebenen Y, 2, 
lauf welchen sich irgend zwei Fliichen Y2, Z2 durchdriugen, einen festen Punkt G: 

Eine solche Ebene Y,Z, schneide die Ebene B des b2 in b,, die Ebene 
C dea ca in  c,, und es sei ci der Punkt  blcl; er liegt auf der Schnittlinie 
BC. Sind Y" Z2 zwei willkürliche der Flachen, so gehen Zle und ZZ 
durch a2 a uf PZ, durch c2 a u s s e r h a l b  P Z ;  folglich schneiden sich die 
Ebenen Y, Zl , Y, Z in einer unveranderlichen Geraden der Ebene C des c2, 
d. h. in cl; also hat  Y I Z  mit B eine variabele, aber durch ci gehende Ge- 
rade mi t  B gemein, etwa h. Die Flrichen YIa und Y Q e h e n  beide durch aZ 
auf 2" durch b2 ausserhalb Z 2 ;  folglich miissen die Ebenen Y,Z,  Y Z  sich 
auf der Ebene B schneiden, also in b, und Y Z  geht durch ci, W. z. b. W. 

Jedes Paar der Gruppe 1 wird von jedem der II geschnitten, daher liegen 
zwei Paare aus verschiedenen üruppen stets auf einer durch a-ehenden 
Quadriflache. Setzt man demnach b p ~  b" ccy 1 c2, so schneiden sich dem 
Satze zufolge die sechs Ebenen B, C, A, ,  B,, Cl, Dl in einem Punkte ri. 

Wenn man alsdann den Paaren a a!, d S die Rolle von b @, c y übertragt, 
so ergiebt sich die oben aufgestellte Behauptung. 

Kach 4) werden die Paare bfi 7 b2, c y  s c2 durch zwei Windschiefe 
der Quadrifiache Q e  geliefert, z. B. duroh e,, e5. Schneidet eine variable 
Geradc e von Q V i e s e  e,, e5 in  y, 8, und heissen Y a ,  Z2 die zu diesen 
Phnkten gehorigen Fliichen, so sind diese in den Büscheln (a2, b2), (a" c2) 

und durchdringen sich in  e2 auf F I 4 ,  d. h ,  F4 wird durch diese projectivisch 
aufeinander bezogenen Büschel erzeugt (siehe 4., wo e,, e, diirch gl ,  g2 
vertreten werden). Dabei geht die Ebene E des e2 stets durch ci,  und 
schneidet F4 in einem sweiten Kcgelschnitt el2, welcher zu der Geraden el 
von Q 2  gehort, die mit e auf der Ebene Z - in E - zusammentrifft. 
E ist Polarebcnc von E in Bezug auf H" und weil q2 der Ort von E ist, 
umhüllt E einen Quadrikegel ci" endlich berührt E doppelt die P4, namlich 
iu den Punkten r p ,  die der Ebene ee, B zugewiesen sind und sowohl 
in e2 als elx liegen müssen. D i e  f ü n f  m i t  e i n e r  b e s t i m m t e n  G e r a d e n  
a G e p a a r t e n  l i e g e n  i n  f ü n f  d u r c h  a g e h e n d e n  E b e n e n ,  u n d  i n  
j e d e r  v o n  d i e s e n  E b e n e n  l i c g t  d i e  S p i t x e  ci e i n c s  d c r  F4 d o p p e l t  
u m b e s c h r i e b e n e n  Q u a d r i k e g e l a  <ie. 

Der Ort von E ist y2, die Schnittlinie von 2, Qe, in E ist  die Ebene 
ee, Tangentialebene von Qe, also enthiilt ee, den Pol s von 2 in  Bezug auf Q2, 
und das ihr zugewiesene Paar  r p  liegt zugleich auf der zu B gehorigen Z 2  
und P 4 ,  m i t h i n  a u f  e i n e r  R a u m c i i r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  <i4. 

7. Lier in der vorigen Nummer angezogene Satz über die Büschel 
(Y", (22) führt unmittelbar zu der C'onsequeiiz, dass diese Büschel a u f  
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j e d e m  S t r a h l e  d e s  f i x c n  P u n k t e s  ri i d e n t i s c h e  I n v o l u t i o n e n  j aus- 
s c h n e i d e n .  D i e  D o p p e l p u n k t e  d i e s e r  I n v o l u t i o n e n  h a b e n  zum 
O r t  e i n e  Q u a d r i f l a c h e  HZ. 

Beweis. YI2 sei dem einen Büschel entnommen und werde von irgend 
einer durch G gelegten Ebcne Y in y2 .geschnitten. Rs leuchtct sofort ein, 
dasv die Fliiche des Büschels, der a2  y2 zur Basis h a t ,  einerlei welches y 
genomrnen wird, die narnliche j ausschneidcn, da eine solche j bestirnmt ist 
durch ein Paar, wovon der eine Punkt  ci i s t ,  der andere in  der Ebene des 
a v i e g t ,  und durch oin zweitos auf YI2. Wird nun Y variabel gedacht, 
so liegen nach 3a) die Spitzen der Kegel, welche zugleich a2 und y2 ent- 
halten, auf einer Quadriflache, diese heisse Hz .  Jeder Strahl von G durch- 
dringt H2 in zwei Punkten, die, wie man sieht, die Doppelpunkte der auf 
diesern Strahle erscheinenden j sein werden. Nachdem dies erkannt, l k s t  
sich zeigen, d a s s  d i e  T a n g e n t i a l e h e n e n  d e r  f ü n f  K e g e l  (i2 d i e  ein- 
z i g e n  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  F4 a i n d .  

Gesetzt, B sei eine Bitangentialebene , sie enthalte die beiden Kegel- 
schnitto b2, e2 der P4. Man wahle a2, b2 als Basis eines Büschels (Y2), 
lege durch a2, e2 irgend eine Quadrifliiche Z e ,  so wird diese aus F4 den 
Kegelschnitt c2 schueiden. In a2, c2 gewirint man die Basis eines zweiten 
Hüschels (Z2) ,  und mittels dieser Rilschel lasst sich F4 projectivisch er- 
zeugen. Nach 6) werden die Ebenen, auf welchen sich homologe Flacheu 
durchdringen, einen festen Punkt  (ii enthalten, durch dcn BI sowie die 

Ebene C des c h e h t .  Zieht man von si an alle Y2, Z4 Tangenten, sû 

t r i t t  gerniiss unserer vorausgeschickten Bernerkung als Ort  ihrer Rcrührungs- 
puukte eine gewisse Hia auf. Bestimmt man ferner von ~i in Bezug auf 
die Regelschnitte e2, in  welchen P4 von je zwei homologen Y2, Z 2  geschnit,ten 
wird,  die Polaren, so erzeugen diese eine Regelflkche 2" denn die Polar- 
ebenen von ui in Bezug auf die Y%nd Z4 drehen sich um zwei feste 
Gerade und sind einander pro.jectivisch zugeordnet. Dabei umhüllt die 
Etiene E' des variabelen e%inen Quadrikegel <ii2; man tiberzeugt sich davou, 
wenn man eine beliebige Ebene R auffasst, welche a2 in a, x,; V i n  y, y,; 
c2 in 8 ,  zl schneiden mage, und beachtet, dass i n  R zwei Büschel mit den 
Grundpunkten (xx,  yy,) und ( x x , a z l )  zu denken sind, deren Erzeugniss 
eine C4 mit den Doppelpunkten z ,  x1 sein wird, wo dann bekanntlich die 
Geraden, welche die consfruirten Punktepaare der C4 tragen, einen Kegel- 
schnitt zur Enveloppe haben. Betrachtet man die Polare von ci; in Bezug 
auf einen ea, so trifft dieselbo ea stets dann in zwei getrenntcn Punkten, 
wenn e2 nicht zerfiillt, und zwar sind dies auch Punkte der ZT?. Venn es 
sich ereignet, dasv diese beiden Punkte üoincidiren, so muss ee zerfallen. 
Aber auf L v i e g e n  acht Polaren - i n  jeder Geradenschaar vier -, welche 
HP tangiren. Folglich sind unter den e2 acht Geradenpaare, die in zwei 
Gruppen von je vier Paaren genau so angeordnet sind, wie in  einem der 
ftiuf oben mit S bezeichneten Systeme. Ihre acht Ebenen müssen sowohl 
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den Kegel ui" a h  auch cinen der fiinf unter 6. mit ~"ezcichneten Kegel 
berühren, woraus d i e  I d e n t i t a t  v o n  riiZ m i t  d i e s e m  e i n e n  ci2 e r h e l l t .  

8. a) Z u s a m m c n h a n g  d e r  K e g e l  G ~ . ,  Auf gcometrischem Wege 
fanden wir diese Eigenschaft einer Curve C4 mit znei Doppelpunkten: 
,C4 bcsitzt vier unterschiedene Paare von Doppeltangenten , welche vier 
Schnittpunkte G, G', G", G"' haben; von einem derselben, etwa G ,  geheu an 
C4 ausser dem Doppeltangentenpaar vier einfache Tangenten, deren Be- 
riîhrungspunkte .c paarweise auf Geraden liegen, die dnrch jc einen der 
Punkte ci', G", G"' gehen." * 

Indem wir künftig nur unsere Construction der P4 mittels der Q2 zu 
Grunde legen, und die Polarfigur von Q2 in  Bezug aaf H 8  wie bei P3 mit 
2; bezcichnen, erkcnnen wir, dass .auseer den durch G gehenden Bitangen- 
ten, als einfache Tangenten, die Verbindungslinien von G mit jedem Punkte z 

der Baurncurve, in welcher H z ,  .Zo2 sich durchdringen, erscheinen, und dass 
es sonst keine giebt. Diese Raumcurve heisse t<  Man lege jetzt durch 
zwei Kegelspitxen, z. B. durch G ,  <il ,  Ebentin, so schneiden diese gewisse C4 
aus F4 und t4 in je vier Punkten t,, ..., z,, so dass die G ,  z einfache 
Tangenten der C4 sind. Also gehen durch G, die Verbindungslinien zweier 
Paare der vier z ,  etwa z, z,, r ,  z,. Dreht sich demnach die schneidende 
Ebene um u ~ , ,  so erkennt man G, als die Spitze eines durch t 4  gehenden 
Qnadrikegels. Gleiches gilt von den nicht betrachteten Spitzen G ~ ,  G,, O,, 

d. h.: d a s  Q u a d r u p e l  c o n j u g i r t e r  P o l e  f ü r  H z ,  Z02 o d e r ,  w a s  d a s -  
s e l b e  i s t ,  f ü r  H z ,  Q 2  b e s t e h t  a u s  cil, (i2, G ~ ,  <i4. 

b) D i e  R a u m  c u r v e n  ( i 4  (vergl. 6.). Die zu G gehorende ci4 ergab sich 
als Durchdringung von F4 mit einer durch a2 gehenden Flache Z 2 ,  nam- 
lich derjenigen Qiiadrifliiche, welche xum Pol s von 2 in Bezug auf 0' 
gehort; sie ist (nach 3 a )  dem Kegel a(a2) langs ahmbeschrieben.  D i e s e r  
P u n k t  s n u n  i s t  s e i n c r  L a g e  n a c h  u n a b h a n g i g  v o n  d e r  W a h l  
d e r  G, e r  i s t  d u r c h  F4 a l l e i n  s c h o n  b e s t i m m t .  Dies nebst Anderem 
folgt aus einer Construction der Tangentialebenen in irgend einem Paar r, p 
der F4, die wir jetzt herleiten wollen. 

r, p seien erhalten durch die Ebene R cel, die von den Geraden e, el 
der Q2 bestimmt wird, Dic zum Schnittpunkte p von e ,  el gehorige P2 
schneidet aus F4 die Curven e2, ele, auf welchen r und Q liegt, und beriihrt 
deshalb P4 in r ,  Q; daher handelt es sich um die Ermittelung der Tangen- 
tialebenen von P z .  Trifft e die H z  in  p,, pO1, so sind dies, wie am Schlusse 
von 3a) bemerkt wurde, die Spitzen zweier zugleich durch a2 und e2 gehen- 
den Quadrikegel, folglich fallt der Pol der Ebene E - i n  welcher e2 ist - 
beztiglich P%uf e l  etwa nach p l  und ebenso liegt der Pol p ,  der die elz  
enthaltenden El auf e , ;  mithin sind rp pl ,  p p  pl die gesuchten Tangential- 
ebenen. Waa die Lage von 9 ,  p ,  gegen p betrifft, so ist leicht darzuthun, 

* a . a . U . V l , F . 5 . U d .  
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dass p von p durch po ,  p: harmonisch getrennt wird und dass demgerniss 

p p ,  einerlei ist mit der Polare von p in Bezug auf die von der Ebene R 
aus II"cschnittenc Linie Y <  Namlich jcne harmonischc Trcnnung sagt 

aus,  dass p p  zu der Involution j als Paar  gehcrt,  die vom Düschel (P4) 
mit der Rasis (a2, e Z )  aiif e bestimmt wird. Ein Paar  von j bcstcht ails 

den Punkten E ,  E', wo e den Ebenen 2, E begegnet, ein zweites liegt auf Pe. 
Dieses letztere trennt aber gleichzcitig harmonisch p ,  E und p ,  E' ,  woraus 
bekanntlich hervorgelit, dass pp selbst ein Paar von j sein muss. Man darf 

nicht ausser Acht lassen, dass (3. a) p der Pol von 2 bezüglich P z  ist - 
p ist der von E. 

Unsere Construction zeigt deutlich den biplanaren Charakter eincs der 
auf a2 beliebig gewiihlten Doppelpunkte x der F 4 :  dag Paar r e ,  von wel. 
ûhem z der eine Punkt  k t ,  befindet sich auf dem Strahl Ge, und dis 
Ebene R,  von welcher es herrührt, muss 2 in der 211 G X  hezüglich H 2  
conjugirten Geraden schueiden (2.) und Q2 berühren. Die Conjugirte xu oz  
jst aber die Tangente x t  von a" und durch sie gehen zwei Tangentialebenen 
R, , R, an Q 2. Berührt z. B. R, die Q in p, , und schneidet sie H 2  in Y,', 

so w i i r ~  die Polare von pl in Bexug auf rI8 mit z durch einc Ebcnc zu ver- 
binden, wodurch offenbar die Ri selbst hervorgeht. Wenn man x in eineo 
der vier Punkte U,, U,, U, ,  U4 verlegt, wo die S a n g d e  des a2 zugleich 
Q 2  tangirt,  so resultirt n u r  e i n e  R ,  und zwar die Tangentialebene des 
obigen Kegels z(a2), d. h. d i e  P u n k t e  U a i n d  U n i p l a n a r p u n k t e  v o r  
F 4  u n d  i h r e  B e r ü h r u n g s e b e n e n  h a b e n  e i n e n  P u n k t  (2) gemein 
Auch erkennt man,  dass fi von der Ebene Z' durch R,, R, harmonisch ge. 
trennt liegt. 1st hiernach 8 von 8 oder 0 nnabhangig, so kann man von 
den fünf Raumcurven <i4 amsagen, d a s s  d u r c h  j e d e  u n d  a2 e i n e  Q u a .  
d r i f l a c h e  P s i c h  b e s t i m m t ,  w e l c h e  d c m  K e g e l  z ( a 7  llangs a" 

e i n b e s c h r  i e b e n  i s t. Berücksichtigt man, dass die Tangentialebene von F 4  
in einem U auch den Kegel z(y2) berührt und aus diesem Grunde eine R 
is t ,  welcher zwei Punkte der u4 entsprechen müssen, wovon U selbst eiuer 
is t ,  so sieht man, dass die u4 die vier Uniplanarpunkte 77 enthalten. 

J e  z w e i  d e r  R a u m c u r v e n  a 4  l i e g e n  a u f  e i n e r  Quadri.  
f l a c h e  92. 

Reweis. Durch u4 geht 2" durch <il4 gcht ;5," welchc beiden Plachen 
a2 aufnehmen und sich langs a2 berühren; deshalb sind (i4, u,4 die Grund- 
curven zweier Büschel (pz)! ((pl)2, mittels welcher sich F4 projectivisch or- 

zeugen lasst. Da nun der Kegel u2 im ersten Büschel auftritt, und dieser 
F4 I k g s  <i4 berührt,  so niuss die ihm hornologe E'lache des zweiten Bii. 

schels die <i4 selbst aus F 4  schneiden, und diese sei qO2. 
Aus dieseru Satze folgt,  dass ci4, G~~ ausser Ul, . . . , U4 noch vier Punkte 

U', , . . . , U', einer gewissen Ebene X gemein hsben ; wir werden zeigen, dass 
X mit 2 coincidirt oder dass die Punkte U' den U unendlich nahe sind: 
k Z  sei einer der ml Kegelschnitte, welche durch die U moglich sind;  k'" 
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bestimmt mit G' eine Flache q2, mit <il4 eine yi12. Variirt dabei k2, 80 

resultiren zwei projectivisch aiifeinander bezogene Rüschel (v2) K (q:). Das 

Erzeugniss dieser Büschel besteht zunachst aus Z, dann aus einer Ebene X 
durch die U r  - indem xwci sich entsprechende FlBchen ausser k9ffenbcbr 
einen durch die U' gehenden kI2 gernein haben mtissen -, endlich ails der 
gemeinçamen Flache vO2.  Nun muss X der 2 aus dem Grunde unendlich 
nabe liegen, weil bei der Annahme ka r a2 statt  @ e  die Z2, statt  vI2 die 
2: hervorgeht, wclche nach Obigem den Kegel z (a2) l h g s  a2 berühren, 
d. h. in zwei unendlich nahe liegenden Kegelschnitten durchdringen, von 
denen a2 der eine ist,  wiihrend der andere in X Wllt. Wir schliesseri hier- 
aus, das je zwei G~ sich in den U berühren und dass zwei homologe q2, 
ry12 sich lücgs k2 berühren müssen. 

9. D i e  C u r v e n  k4 g e h o r e n  e i n e r  cri' S c h a a r  v o n  C u r v e n  s4 

a n ,  l a n g s  w e l c h e n  F4 v o n  Q u a d r i f l a c h e n  P 2  b e r ü h r t  w i r d .  Wie 
gesagt, l h s t  sich F4 durch zwei Büschel von projectivisch erzeugen, 
wovon der eine die Basis a4, der andere (il4 hat. Wenn daher beliebig 
durch u4 gelegt wird, so schneidet sie aus F4 noch s4, so dass auch durch 
s4, G: eine (pl2 geht. Daher sind auch ci4, s4 die Grundcurven zweier zur 
Erzeugung der F 4  dienlichen Büschel ((p"), (Fa). Weil aber im ersten 
Rüschel eine Flache vorkommt, welche die s4 enthalt, so muss dieser im 
zweiten eine Fa entsprechen, die F4 langs s4 berührt. 

D i e  6 g e h o r t  f e r n e r  z u  e i n e r  cris S c h a a r  v o n  R a u m c u r v e n  
v i e r t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  a u s  G d u r c h  Q u a d r i k e g e l  p r o j i c i r t  
w e r d e n ,  u n d  l a n g s  w e l c h e n  P4 v o n  F l a c h e n  v i e r t e r  O r d n u n g  R24 
b e r i î h r t  w i r d ,  d i e  n e b s t  d e r  D o p p e l c u r v e  a2 z w e i  D o p p e l p u n k t e  
haben.  

Bew& R, sei eine beliebige Ebene des Raumes, sie habe mit Qa, He 
die Kegelschnitte qOa, ro2, wovon letzterer sich aus den Punkten r,, Po in  

a2 projicirt. Die Flachen P" welche den Punkten p der Linie q08 gemass 

3. a) zugewiesen sind, gehen alle durch r,, Q,, berCren  doppelt die F4 
und  w e r d e n  v o n  PP4 e i n g e h ü l l t ,  w e l c h e  Y,, Q, z u  D o p p e l p u n k t e n ,  
a' z u r  D o p  p e l c u r v e  h a t  : Jedem Punkte p von y,' entspricht 1'5 welche 
durch die Kegelschnitte e" ee," von F4 geht, die den in p sich treffenden 
Geraden e, el von 'ge entsprechen. Aber irgend zwei der in  Betracht kom- 
menden Fltichen P" Pla schneiden fiich in  dem der Geraden ppl zugeord- 
neten Kegelechnitte. Bertihrt pp, den q,,2 in  p, so ist der zugeordnete 

, Kegelschnitt pz die Schnittcurve zweier unendlich nahen, in  PZ vereinigten 
Flachen, und der Ort von p2 ist die Enveloppe von Pz; er ist lcicht pro- 
jectivisch abzuleiten. Zu dem Ende nehme man zwei ferte Tangenten 1 und 
II von y' und schneide sie in  pl ,  p, durch eine variabele Tangente pp. 
Wenn die den Geraden 1, II zugehorigen Kegelschnitte pl2, pz2 heissen, so 
wird P,' dem Btischel (ae, P,, dem Büschel mit der Rlsis (ae,p,P) sn-  
gehtiren, und sie werden sich in  dem pz durchdringen, der zur Geraden 
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gchort. Da nun (P,2) f i  (Pl2), so beschreibt pe eine FP4, wie aie im Satze 
definirt wurde. Jede Pz bertihrt FZ4 langs pz, welche der Tangente von qO4 
im Funkte p entspricht. Diese Tangente pp licgt aber in der Ebene ec , ,  
welche das Paar rp liefert, mithin fallen r ,  Q auf p" und F4 wird in r, p 

von P" also auch von F,4 bertihrt. Durchlauft endlich p die q,P, 60 

dreht sich die Ebene ee, um einen festen Punkt  8 ,  den Pol von R, i n  
Uezug auf Q 2 ,  folglich ist der Ort des Paares r e  die Rmmcurve vierter 
Ordnung, in welcher P4 von der zu 8 gehorigen 32 ausser aZ noch ge- 
schnitten wird. Weil die Paare r Q  auf durch ci gehenden Strahlen liegen, 
befindet sieh diese Raumcurve au€ einem Quadrikegel mit der Spitze G. 

Wird 2 an die Stelle von R, gesetzt, so entsteht auf diese Weise ri4; 

F? zerfsllt in  den Kurnmer 'schen Kegel ri8 und die doppeltgerechnete 2. 

Fi4 mit i Doppelpnnkten Di ansserhalb der Doppellinie ae, 
die binare Gerade. 

10. Zum Verstandniss des Folgenden wird es wesentlich beitragen, 
wenn wir auf unserc Construction eincr F4 mittels der Quadrifiiiche Q%tmas 
naher eingehen (vergl. 4.). Die gebrauchten Bezeichnungen halten wir fest, 
nur ist unter einer Ebene R stets eine Tangentialebene von g2  zu versteheu, 
die entsprechenden r ,  Q sind also auf B4. Auf einem beliebigen Strahle r 
von G liegen zwei Paare r g ,  welche man a180 findet: Durch die in C fal- 
lende Conjugirte zu r bezüglich P g e h e n  zwei Ebenen R I ,  R,, welche 
diese Paare liefern. Wenn diese Conjugirte Tangente von Q 2  - oder q2 - 
k t ,  so decken sich die entsprechenden Paare und r wird Bitangente der P4. 

Bertihrt eiue R die HZ in z ,  so sind in r auf ciz zwei gepaarte Punkte 
vereinigt, und riz ist einfacbe Tangente der F4. Hicr fkllt z auf die Polar- 
flache 2'; von Q Z  bezüglich HF, und ha t  zum Ort t4 ,  die Curve vierter 
Ordnung, nach welcher sich H" EZ," durchsetzen; denn dic Tangcntialcbene 
von H z  in irgend einem Punkte z dieser t4 ist eine R ,  daher muss z auf 
B4 sein; aber F? H z  konnen ausscr a2, ta keinen gemeinschaftlichsn 
Punkt haben. i;, 

Nehmen wir a n ,  auf Q 2  gLbe es eine Gerade e ,  welche H2 berührt 
- in p, -, so muss p, der t4 angehoren; denn die Tangentialebene von 
H2 in p, enthalt daun e und ist somit eine R. Wird andererveits voraus 
gesetzt, po sei einer der acht Punkte, welche Q%it t4 gemcin bat, sa 

wird die Tangentialebene von II2 in p, die Plache Q 2  beriihren, z. B. in r ,  
alsdann ist xp, eine Gerade von Q 2  und tangirt H 2  i n  p,. 

Wir  bezeichnen mit r4 die Schnittlinie von TIZ, Q" mit p, einen der 
acht Punkte, die r4 und t4 gemeinsam sind, mit ei die in p, die Flaclie H4 
bertihrende Cerade der Q2. D a  durch ei eine R geht, welche in p, die Q1, 
eine, welche im selben Punkte H 2  berlihrt, so muss e; Tangente von r' 
in p0 sein. Nun wird ei bckanntlich noch von vier Tangenten der ,.' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. KÜPPER. 145 

getroffen, die offenbar unter den sieben übrigen e vorkommen mtissen; 
also : 

, D i e  a c h t  G e r a d e n  e w e r d e n  a u s  Q 2  d u r c h  d i e  T a n g e n t e n -  
f l t icbe d e r  r 4  g e s c h n i t t e n ,  v i e r  d i e s e r  e g e h o r e n  z u r  e i n e n ,  d i s  
v i e r  a n d e r e n  z u r  z w e i t e n  G e r a d e n s c h a a r  d e r  

Die im Satze genannte TangentenflBche, die wir künftig benutxen wer- 
den, um uns die e zu verschaffen, ist  achter Ordnung; sie kann ausser der 
doppelt gerechneten r h u r  noch Gerade der Q 2  enthalten, somit muss sie 
deren genau acht aufnehmen. 

a) Wenn Z12, Q 2  sich ausserbalb a2 in Dl berühren, wobei D, Doppel- 
punkt der r4 wird, so erhalt auch c4 den Doppelpunkt D l .  

Beweis. Zur Construction des Schnittes C4 von F4 mit irgend einer 
durch G gelegten Ebene b' verfahre man also: f sei der Pol von F in 
Bezug auf H z ;  die durch f gehenden EL> liefern die in P auf C4 befind- 
lichen Paare r p .  h" sei die Schnittlinie von 2, H z ,  und habe anf a e  die 
Punkte a, r ,  alsdann kann man die fraglichen r p  durch Renutzung der 
Traçen der durch f gehenden R finden. Diese umhüllen eineu Kegelschnitt 
p,', und man crlangt ein Paar, indcm man aus x und r die Punkte proji- 
cirt, welche irgend eine Tangente des qI2 mit IL' gemein hat - als Schnitt- 
punkte der Projicirenden. Auf einer Geraden durch x ,  welche h2 in  y 
schneidet, treten nur zwei Punkte r  auf ,  entsprechend den von y an q12 
moglichen Tangenten, wobei die Paarlinge g auf 1.y Sallen. Daraus fol& 
dass x ,  r Doppel~unkte der C4 sind. Wenn nun Hz ,  0 %  sich in Dl be- 
riihren, so dass für  jede durch G D ,  gehende F der Pol f in die gernein- 
schaftliche Tangentialebene von H z ,  Q V B l l t ,  so berühren sich auch V ,  y,' 
in Dl. Bestimmt man sodann die auf xDl - oder T D ,  - vorkommenden 
r der C4, so zeigt sich, dass diese beiden Punkte ifi Dl coincidiren, weil 
die beiden von Dl an qI2 mtiglichen Tangenten zu einer einzigen vereinigt 
sind. Folglich haben zDl und rDl je zwei in Dl zusammenfallende Punkte 
mit P4 gemein, und es bekommen alle Schnitte dieser Fliiche mit den dorch 
GD, denkbaren Ebenen in Dl einen Doppelpunkt. 

In D, treffen sich zwei Gerade el, e, der Q 2  und beriihren He,  sie 
liefern zwei Geradenpaare a u ,  al a, der F4.  Um sie zu construiren, ziehe 
man von den Punkten s l ,  E ~ ,  in welchen q2 von el,  e, getroffen wird, an 
ae die Tangenten' F,  a ,  t1 a. E~ al , zz e l ,  verhinde deren Bertihrungspunkte 
mit D, und nenne die Geraden D l a ,  D 1 a  etc. kurz a ,  u etc. Das Paar 
a a  muss mit a, al ein Punktepaar r  e gemein haben, welches nsmlich der 
Ebene ele,=. R zukommt. D a h e r  i s t  a w i n d s c h i e f  z u  e i n e r  d e r  G e -  
r a d e n  a,, a,; d i e s e  s e i  a,, so dass a ,  al sich schneiden. 

Wir beweisen jetzt den Satz: ,Befindet sieh auf einer Geraden (a) der 
P4 ein Doppelpunkt (Dl) ausserhalb Q" so enthhlt F4 eine der a benach- 
barte, gegen a windschiefe Gerade (b)." 

Zeitachrift f. Msthematik u. Phyaik X X X I V ,  3. 1 O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Niimlich die Ebenen 7.I des Büschels durch a schneiden F4 in cubischen 
Curven, welche sammtlich Dl und den zweiten, auf a und aQefindlichen 
Doppelpunkt enthalten und a nebstdem in einem variablen Punkte a, 
ae gleichzeitig in r treffen. Dabei entsprechen die Piinkte a ,  r jenen 
Ebenen projectivisch; also beschreibt a r  ein Hyperboloid A2, das in jedem 
Punkte a dieselbe Tengentialebene hat  wie F4, mit anderen Wortcn, desscn 
der a benachbarte Gerade b ganz in IT4 liegt. 

Nach Nr. 4 miiss b von irgend einer e der Flache Q2 abgeleitet wcrden 
konnen, die deshalb die benachbarte von el sein muss, weil b mit alleu 
ihrcn Punkten unendlich nahe der a i d ,  somit auch H z  in  einem U ,  be- 
nachbarten Punkte trifft. e,  sei die Nachbargerade von el,  ihr Durchstoss- 
punkt E, in 2 liegt unendlich nahe bei q ,  daher berühren die von ihm an 
a 2  gezogenen Tangenten in zwei beziehlicb a ,  a benachbarten Punkten b ,  /? 
und wir erlangen zugleich mit b eine benachharte Gerade zu a, namlich B.  
Auf dieselbe Weise liefert die zu e, benachbarte e, zwei zii a , ,  û., benach- 
barte Gerade b,, P, der F4.  D i e  v i e r  G e r a d e n  a ,  a ,  a , ,  u, heissen 
b i n a r e ,  weil ihnen beziehlich die Geraden b, P ,  b,, Pl von F4 benachhart 
sind. Sie sind Kanten eines Quadrikegels, dessen Spitze D, ist ,  und wel- 
cher den Ort für die Tangenten in D l  der durch diesen Punkt  gcführten 
ebenen Schnitte der F4 darstellt; w i r  n e n n e n  i h n  d e n  O s c u l a t i o n s -  
k e g e l  f t i r  D , .  Am einfachsten gclangt man zu diesem Kegel durch eine 
Transformation der f i 4  von der Ar t ,  wie sie unter 2. definirt wurde, wenn 
man D, zum Centrum, eine Quadrifiache GS zur Ordnungsfliche der Trans- 
formation macht, die durch a2 geht und langs a e  dem Kegel Dl(a2) ein- 
beschrieben ist. Alsdann geht ,  wie man ohne Weiteres sieht, P4 in eine 
Qiiadriflache F-ber, von welcher ein k-n der Ebene Z sein wird, iind 

eine sich von selbst aufdrangende Ueberlegung zeigt, dass die Verbindungs- 
linie von Dl mit irgend einem Punkte der k2 noch einen dem D, unendlich 
nahen Punkt  der F4 aufnimmt, dass also in  Dl (k2) der Osculationskegel 
vorliegt. E s  ist  klar, dass die vier binsren Geraden auf ihm liegen, sowie 
dass er mit dem Kegel D,(a2) überdies keine Kante gemein heben kann, 
weil sonst jede seiner Kanten eine Gerade von F4 ware. 

D i e  T r a n s v e r s a l e n  v o n  a ,  b. Das oben benutzte Hyperboloid A$ 
ha t  noch mit F4 die beiden Transversalen dieser benachbarten a ,  b gemein. 
Wir  dürfen sie mit cl, d, wie früher ( 6 a )  bezeichnen, w e n n  erwiesen 
i s t ,  dass keine derselben durch Dl geht. Dies aber irgiebt sich sofort, 
wenn man beachtet, dass die Gerade von Be, welche a in Dl trifft, in der 
Ebene l iegt ,  die langs a den Osculationskegel berührt,  mithin nicht zur F1 
gehoren kann. Hieraus ziehen wir die Folgerung: D i e  v i e r  binaren 
G e r a d e n  z u s a m m e n  m i t  i h r e n  N a c h b a r n  o r d n e n  s i c h  i n  eine 
Il O p p e l v i e r  an. Eine Gerade, welche a in Dl trifft, muss windschief 
zu b sein (wie ehen hervorgehoben). Wenn aber eine solche Gerade (etws 

a,, siehe zu Anfang dieser Nummer) gegen a windschief is t .  so mus8 sie 
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b treffen, denn sie schneidet nothwendig die mit a gepaarte a, folglich die 
benachbarte f l  nicht, dcmnach die mit gcpaarte b. Bicrnsch schneidet a 
erstens ci, zweitens cul - weil a ,  a, windschief sind -, drittens b, - als 
benachbarte von a,. Und b kann als Nachbar von a keine der drei Ge- 
nannten treffen, b liegt ferner wind-schief gegen deren Transversale; folglich 

l 
ist (b b,  ci ci,) eine Geradenvier 23. Schreibt man unter jede i n  55 befindliche 

Gerade ihre benachbarte, so entsteht die Doppclvior (a:&;:); denn da 

z. B. a windschief zu b ,  b , ,  a, ist ,  so muss ~y die Nachbarn a ,  a,, f l ,  
schneiden, liegt aber gegen die f l  windschief. Die in  der gefuridenen Doppel- 
vier nicht enthaltenen Geraden kann m m  mittels der Tangentenflache von < 
erhalten: diese ist wegen des Doppelpunktes Dl der r4 von sechster Ordnung 
und schneidet Q 2  in der doppelt gezahlten R4 und in vier Geraden, die 
paarweise verschiedenen Schaaren angehoren und unserer Schreibweise con- 
form e,, e , ;  e,, e, heissen werden. Diese e liefern vier Geradenpaare cy, 
d B ,  cl y , ,  d l  B,, die nun wieder eine Doppelvier bilden müssen, wie aus der 
Auseinandersetzung (5 c) deutlich hervorgeht , und zwar ist  diese Anordnung : 

(a; 1::) - 
Der Sats, dass eine durch D, gehcndo Geradc als binare aufzufassen 

ist, Iasst sich umkehren: E x i s t i r t  a u f  F4 e i n e  G e r a d e  a ,  l a n g s  w e l ,  
cher  F 4  v o n  e i n e m  B y p e r b o l o i d  b e r t i h r t  w i r d ,  s a  k o m m t  a u f  a 
e in  D o p p e l p u n k t  D a u s s e r h a l b  a2  v o r .  

In einem willkürlich auf a gewiihlten Punkte f wird F4 von eiuer 
durch a gehenden Ebene F berührt und in einer C3 geschnitten, die den 
Punkt f ,  ferner einen Punkt  von a', endlich einen Punkt  D mit a gemein 
hat. Im letztercn giebt es cine Tangentialebene FI der F4, die auch durch 
a geht, nicht aber die Tangente der CS im Punkte D enthalt,  weil FI von F 
verschieden iut. D ist nun Doppelpunkt der F" weil es in D die Tangen- 
tialebene FI und eine Tangente der F4 ausserhalb F; giebt. 

Existirt aber durch a e i n e  E b e n  e P, welche E4 \lgngs a beruhrt,  so 
l i egen  a u f  a z w e i  Doppclpunkte D;  denn oine von li' verschiedene dnrch 
a gehende Ebene 17, schneidet aus F 4  eine C3, die mit  a ausserhalb a$ 
noch zwei Punkte il gemein hat. Da die Tangenten von C3 in diesen D 
niclit in der Tangentialebene F liegen und doch Tangenten der sind, so 
mtissen die D Doppelpunkte sein. 

b) B e r t i h r e n  sich He,  Q 2  in D l ,  D, a u s s e r h a l b  a2, sa werden 
d iese  P u n k t e  D o p p e l p u n k t e  d e r  F,4. Hier sind zwei Falle zu unter- 
scheiden. 

fistens: # besteht sus zwei Linicn zweiten Grades, weshalb dann in 
Q 4  keine Tangente von r4 sein kann. Daher ergeben sich wie unter a) 
vier in D, zusammenstossende binare Gerade a ,  a, a,, a, und vier zu D, 
gehorige c, y ,  cl, y , ,  die zusammen mit den acht benachbarten b ,  8 ,  . . . , 

10, 
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cl, 6, . . . die 16 umfassen. Wir  erhalten fur jeden Doppelpunkt ein Doppe]. 
quadrupel in  solcher Beziehung, dass irgend zwei benachbarte des einen, 
etwa a ,  b, zu Transversalen zwei benachbarte des andern haben müssen - 
cl, dl. Obcn bezeichneten wir mit cl,  dl die beiden Transversalen von a, b ;  
es ist daher noch nachzuweisen, dass diese im vorliegenden Falle benachbart 
sind: Weil cl sowohl a als b trifft, so sind a ,  b Gerade des Hyperboloids, 
welches sich der P4 langs C, anschmiegt; alsdann aber muss sowohl a ah b 
die benachbarte Gerade von c, treffen, d. h. diese letatere ist Transversale 
von a ,  b, also mit d, identisch. 

Die uns vorliegende F: ist  gleich der in Nr. 9 behandelten die En 
, veloppe von cd Flacheu PB, die alle die Doppeleurvc enthalten: eine Ebene FI 

durch DIDB gelegt, schneidet F: in einer.C4 mit vier Doppelpunkten, d. h. 

in zwei durch Dl,  D, gehcnden Kegelschnittcn b2, e2, welche sich noch auf 
ae  begegnen. Durch Q" e2 lege man eine beliebige Plache ZO2, welche aus 
FZ4 die Linie cZ sçhneiden mage; C2 geht durch D l ,  D, und hat mit u' 
zwei Punkte gemein. I n  (aZ, b2), (a2, c" liegen jetzt die Grundcurven zweier 
Btischel ( Y 2 ) ,  (Z2)  TOT, mit Hilfe deren G4 projectivisch ereeugt werden 

kann. VETenn sich die homologen Flachen YI2, Zle dieser Btîschel in y2 auf 
FZ4 durchsetzen, so kann man sich zur Erzeugung dieser Flache auch der 
Biiscbel (a" y2), (ae, ce) bedienen; denn YIZ geht durch b" und es giebt 
im zweiten Büschel eine Flache 3,2, welche ebenfalls bZ enthalt - a" b2,  2 
liegen auf einer Quadriflache, weil je zwei dieser Kegelschnitte je saei 

Punkte gemein haben. In  der neuen projectivischen Beziehung sind j,', 
YI2 homolog; aber im Büschel (a2, c2) kommt .Tl2 vor, welche y2 ausschnei. 
det, und dieser muss eine durch (a2, y2) gehende Quadriflache entsprechen, 
welche FZ4 liings y2 berührt, mithin eine Pz. 

Zweitens: r4  besteht aus der Geraden D, D, und einer durch D,, D, 
gehenden rS. Da jede durch Dl D2 gelegte Ebene BZ und Q 2  berührt, BO 

ist  Dl D, ein Theil der Raumcurve ta ,  und e~ wird F,4 lëngs D, D, von 
einer durch G gehenden Ebene berührt. 

Die Tangentenfliche der 1-9 ist vierter Ordnung und hat  mit Q2 die 
doppdt  gexiihlte ?, nebstdem zwei Gerade e2, e, gemein. Letztere ergeben 
zwei Paar  unare Gerade. Durch Dl geht eine von D, D, verschiedene e, 
der Q2, sie liefert zwei biniire Gerade des Dl, und ebenso verhëlt es sich 
bei D,. Wendet man endlicli auf D, D, ,  die eine e repriisentirt, weil sie 
11' i n  jedem ihrer Punkte berührt,  unsere Construction (4.) a n ,  so ist zu 
beachten, dass DID, die Ebene B auf ae, etwa in E, trifft, dass demnach 
die beiden an a%us so zu ziehenden Tangenten zusaiumenfallen, ihre Be 
rührungspunkte in  $ vereinigt sind. Mithin fallen die zwei binaren Ge- 
raden, welche durch DIDe geliefert werden, mit ihr selbst zusammen, so 

dass die Geraden der FB4 vorliegen: in zwei Peer binbren (=co), der q u a -  
t e r n a r  e n  D, D, (= 4 )  und vier unaren Geraden. 
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c) Berühren sich Hal Q a  in drei Punkten D l ,  D,, Ds, und besteht # 
ans den Geraden D3Dl, D S D z ,  nebst einem Kegelschnitt 9 durch Dl, D,, 
BO goht durch D l ,  D2 noch je eine Gerade e der Q2, durch welche man 
zwei Paar binare Gerade bekommt. Dnrch D, gehen nur noch die quater- 
nken D,D,, DS D,, und son& hat  E",4 keine Gerade. 

d) Berühren sich H z ,  Q 2  in  vier Punkten, so kommen auf FZ4 die Ge- 
raden D3D,,  D3D,, D,D,, D,D, als quaterniire vor. Weil eine quater- 
nare Gerade S) stets den Flachen H z ,  O z  gemeinsam ist,  so liegt der Pol G' 

einer durch 13) gehenden Ebene R in Bezug au€ E Z 2  stets auf D, welche 
 omit ein Thcil der t4 ist. Hieraus folgt, dass eine Gerade, die von 6 nach 
irgend einem Punkte der i3) gezogen wird, hier die F4 beriihren muss, und 
dava t4 im Falle c) aus zwei Geraden und einem Kegelschnitt, bei d) sus 
vier Geraden besteht. 

e) D i e  R e g e l f l l i c h e  FA. Berühren sich Hz,  Qz 1 h g s  S) ,  welche 
die in B befindlichen Curven a2, q V m  namlichen Punkte D durchdringt, 
so nehme man E beliebig auf q2 an. Die Gerade e der Q2, welche durch E 

geht u n d  S) s c h n e i d e t , z. B. in  po , berührt in  diesem Punkte H z ,  liefert 
also zwei Gerade pou, p,a der F4, wo a ,  (Y die Berührungspunkte der von E 

an a' moglichen Tangenten sind: in jedem Punkte von D begognen sich 
daher zwei Gerade von F4, deren Ebene einen Quadrikegel einhiillt, die 
Polarfigur von q v n  Bezug auf Hz. Legt man ferner durch 23 irgend eine 
Ebene F, welche oz in b und a schneide, zieht in a die Tangente des a2, 
welche zwei Punkte E,, E, von q2 enthalt, so ergeben die zu E,, E, gehori- 
gen e zwei Paare von Geraden, von welchen je eine Gerade durch a geht, 
beide aber in  F sein werdsn. 

Die Plache dr i t t e r  Ordnung F 3  u n d  i h r e  27 Qeraden. 

11. Von nun an setzen wir voraus, dass Q2 d i e  E b e n e  2 i m  P u n k t e  
q b e r ü h r t ,  dass somit q2 aus zwei Geraden e ,  el der Q 2  besteht; a i e  
s i n d  e i n e r l e i  m i t  d e n  i m  E i n g a n g e  Z', k ' g e n a n n t e n  C o n j u g i r t e n  
zu I ,  A b e z l i g l i c h  H? Bedeutet wieder R eine variable Tangentialebene 
der Qe, r g  das itir xugewiesene Paar auf einem Strahle r von G ,  a' den 
Pol von R bezüglich He, so is t  r von p harmonisch getrennt cinmal durch 
a ,  G', sodann durch Hz, und es ist  auf jedem r das Paar rg bestimmt, 
sobald ri' bekannt ist. Der Ort von IS' ist aber die Polerfigur .Xo2 von Q" 
in Bezug auf H z ,  die hier durch G ,  den Pol von Z gehen wird. 

Nimmt man die Baumcurve t4, in  welcher HB,  2; sich durchsetzen, 
a18 Basis einefi Biischels (q~" an ,  so bemerkt man, dam die Punkte r, p 

auf r die Doppelpunkte der auf r von den cp2 bestimmten Involution sind, 
da HZ und C,2 in diesem Biischel vorkommon. Also ist der Ort  von rp 
einerlei mit dem Orte für  .die Berührungspunkte der von o an die rpe d g -  
lichen Tangenten, d. h. mit dem Erzeugniss FS des Biisühels ( q ~ ~ )  und dem 
projectivischen Büschel der Polarebene von G in Bezug auf die einzelnen (pz. 
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Die Axe q des Polarenbtischels wird dann eine Gerade von F3 sein, nam. 
lich die Schnittlinie von 2 - Polarebene von G bezüglich H2 - rnit der 

Tangentialebene von ZO2 im Punkte G, somit die Polarebene q von q in 
Bezug auf a2. F e  enthalt ferner a" als Schnitt von Z, BZ - u n d  d i e  
b e i d e n  G e r a d e n  1 ,  1 d e r  ZO2, d i e  d u r c h  G g e h e n  u n d  i n  d e r  eben 
e r w a h n t e n  T a n g e n t i a l e b e u e  l i e g e n .  

Die auf F S  denkbaren Geraden ordnen sich naturgemass in zwei Kate  
gorien, solche SI, welche auf a2, und solche 23, die auf q stehen. Jener 
giebt es 16, die nach Nr. 4 beutiinrnt werdeu mittelu vier e der Q 2 ,  welche 
e treffen, und vier anderen e ,  welche e, treffen. Wav die müglicherweise 
vorhandenen $ angeht, so kann in einer durch q gelegten Ebeue è' nur 
dann eine solche vorkommen, wenn der Kegelschnitt, den F mit der eut. 

sprechenden rpe  gemein ha t ,  zerfiillt. Und damit dies geschehe, muss ent- 
weder Berühruug zwischeri P und rp2 stattfiuden, oder mus8 eine Kegel. 
fl8che sein. Sol1 Ersteree eintreten, so miiss der Pol von P bezüglich 9Z 
auf dieser q P s e l b s t  liegen, d. b. ip2 rnuss die durch cr gehende 2': sein, 
und so ergeben sich die beiden Geraden 1 ,  A ;  was die zweite Mtiglichkeit 
betrifft, so existiren im Büschel rp2 - oder durch t4 - vier Kegel, deren 
Spitzon wir gleich anfangs mit G,, ... , ci, bezeichnet haben. Mithin geht 
durch jeden dieser Punkte ein Geradenpaar (resp. Z I A l ,  121, etc.), und ausser 
den fünf Paaren 11, Z I A , ,  ... giebt es keine Gerade der F 3 ,  welche q trifft; 
d a h e r  e n t h i i l t  P 3  i m  G a n z e n  27 G e r a d e .  

12. A r r a n g e m e n t  d e r  27. Wir  haben in Nr. 5 gezeigt, wieman 
a b e d  

acht Gerade der Abtheilung !II in  eine Doppelvier: % B I =  ( ) a1 4 C l  d, 
bringen kann. Durch beliebige Wahl von drei Windschiefen a ,  b,  c ist a, 
demnachst BI b e s t i m m t ; und da man drei Windschiefe aus % B, nur eut. 

weder in a, oder in  TI, finden kann,  so 1 h t  sich mit diesen ncht Geradeo 
keine zweite Doppelvier bilden. Die übrigen acht ordnen sich hierauf von 

selbst i n  %'!Y$' =(' ' Y ') a n  (vergl. 5c). Sodann haben n i r  die 40 
5- al Bl 

moglichen Geradenpaare in fünf Systeme ,S eingereiht, wovon jedev durcb 
ein einziges Paar  vollkommen bestimmt k t .  Durch aœ ist ziinachst die 

Gruppe 1, bestehend aus a a, b B ,  cy, d 8 ,  gegeben; die fehlenden Geraden 
constituiren in  eindeutiger Weise die Gruppe 11: a, ci,, b, PL, c, y, ,  d,d, 
Da das Paar  au auf jedem der Gruppe II stebt,  so lassen sich durch a'. 
au und die Paare von II vier Quadriflachen F2 legen, welche einem der 
unter 1. betrachteten Systeme angehoren. Dabei müssen die Ebenen A,, 
B I ,  ... der Paare a,~,, b,&, ... durch eirie der zehn Gemden 'D gehen, 
z. B. durch I l ,  wahrend die Ebenen A ,  B, ... der Gruppe 1 alsdann noth- 
wendig tiich in 1, ochneiden. Jede der zehn Gruppen ha t  demnach eine 
Gerade der Abtheilung B zur Transversale, und es leuchtet ein, dass mar. 
durch jene Gruppen sarnmtliche 23 erhiilt. Jede Gerade 1 wird w m i t  g p -  
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troffen von q ,  b und vier Paaren au8 %. Aber 1 kann auch von keiner 
ferneren Geraden geschnitten werden; denn ware eine solche unter den 23, 
so fiele q nebst drei Geraden in eine Ebene; ware sie eine Gerade m der a, 
BO müsste in der Ebene l m  noch eine p von % vorkommen. Durch m,  p 

ware sodann eine der zehn Gruppen bestimmt; diese jedoch wurden a l l e  
benutzt, um die B herzuleiten. 

Fassen wir endlich eine a der Abtheilung Sr auf. Sie ist mit flinf 
Windschiefen der X gepaart; also wird a noch von ftinf Windschiefen ge- 
schnitten, welche offenbar unter den 'Ij sind, weil a ,  q sich nicht treffen. 
D a m i t  i s t  d a r g e t h a n ,  d a s s  j e d e  d e r  27  v o n  f ü n f  u n d  n u r  f i i n f  
P a a r e n  g e s c h n i t t e n  wi rd .9  

Unter q sei jetzt eine willkürliche der 27 verstanden, die übrigen 26 
sintl in zwei Abtheilucgen M', 23' zu dcnken, von welchen B' die fünf auf q 
stebenden Paare x ,  ... no umfasst. Es  entsteht die Frage,  ob den 16 Gera- 
den 8' die Eigens~haft~en zuzusprechen sind, welche den auf a2 stehenden X 
zukommen, und es wird diese Frage bejaht werden müssen, wenn erwiesen 
ist, dass jede der 16 von fünf Windschiefen unter ihnen geschnitten wird; 
denn hierauf allein beruht Alles, was wir über das gegenseitige Verhalten 
der TU in Nr. 5 vorgebracht haben. Um den erforderlichen Nachwei~ zu 
erbringen, construiren wir die 3' mit Hilfe der als g e g e b e n  a n g e s e h e -  
nen B', was nach dem soeben IIervorgehobenen zulassig ,ist. 

Sind n, .. . z4 irgend vier Paare der B', und bezeichnet Z ' A '  das fehlende, 
so entnehme man jenen vier Windschiefe. D a  diese die Transversale q haben, 
so liefern sie eine zweite, welche zu den 8' geh6ren muss. Wendet man 
dasselbe Verfahren so oft a n ,  als es die Paare rr, . . . z, gestatten, namlich 
2'= 16 mal, so erlangt man die X' sLmmtlich, weil dieselbe Gerade nicht 
zweimal erscheinen kann, da  sie bei dieser Annahme i n  der Ebene eines 
der vier Paare n k g e ,  was unmoglich ist. Nun wird die Gerade 1' ausser 
von q L '  noch von vier Geradenpaaren geschnitten, die ersichtlich un'ter dern 
X sein müssen; A' trifft dann die vier fehlenden Paare. Hierauv fol& 
dass jede der construirten Geraden N' fünf Windschiefen B' begegnet, und 
da sie q nicht trifft, ebenso wenig eine der fünf anderen B', im Ganzen 
aber doch von zehn Geraden getroffen wird, so müssen unter diesen zehn 
füilf Windschicfe iZl' scin. Bcdenkt man ferncr, dass q ,  welche aus den 27  
beliebig herausgegriffen wurde, gegen jede W' und nur gegen Aine solche 
windschief k t ,  so kann man sagen: . J e  z w e i  W i n d s c h i e f e  d e r  27 
h8ben f ü n f  T r a n s v e r s a l e n  u n t e r  i h n e m Y  Da jede der 27 mit zehn 
anderen gepaart is t ,  so giebt es 17.ro = 135 verschiedene Paare. Wenn 
-- - - 

2 

* F ü r  die  F o l g e  i s t  a n z u m o r k e n :  Durch eino beliebige Gerade (q) ist 
eine Ebene unmoglich, die zwei Punkte a enthalt; denn in einer solchen lagen vier 
Gerade und q. Und schncidet einc von q vcrschiedene Gerade irgend eine der 
zehn arif q stehenden, eo kann aie die mit ihr e p a a r t e  nicht  treffen, da ~ o n s t  in 
der Ebene dieses Paares vier Gerade waren. 
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mp ein solches is t ,  sa liegt in  seiner Ebene noch eine Gerade, etwa n, 
Nun giebt es noch acht Gerade, welche m treffen, dagegen p nicht, acht 
andere, welche p l  nicht aber rn treffen; die fehlenden 27- 16 - 3  =8 
Geraden x sind deshalb windschief sowohl zu m l  als auch zu p. Da auf n 
ausser dem Paare m y vier Paare stehen, deren Gerade weder m, noch p 

treffen, so umfassen diese die acht x ,  d. h.: 
J e d e s  P a a r  mp b e s t i m m t  e i n e  e i n z i g e  G r u p p e  von  fünf 

P a a r e n ,  u n t e r  w c l c h e n  e s  s e l b s t  v o r k o m x n t ;  d i e  E b e n e n  dieser 
P a a r e  s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e r  b e s t i m m t e n  d e r  27 G e r a d e n  - 
i n  n. S o m i t  v e r t h e i l e n  s i c h  a l l e  135 P a a r e  a u f  ?=27 v e r -  
s c h i e d e n e  G r u p p e n ,  w e l c h e  e i n e r l e i  m i t  d e n j e n i g e n  s i n d ,  d i e  
a u f  j e  e i n e r  d e r  2 i  s t e h e n .  

13. D i e  G e r a d e n s e c h s  G. a ,  b, c seien drei Windschiefe; einer 
derselben, c, ertheilen wir die Rolle der q ,  so dass a ,  b zur Abtheilung 9l' 
gehoren. Zu a b  ergaben sich eben fünf Transversalen, von welchen ge. 
mlss 5 a )  zwei in 2l' sich befinden, folglich sind die drei anderen in 8' 
und treffen c ;  d. h.: D r e i  W i n d s c h i e f e  h a b e n  d r e i  T r a n s v e r s a l e n .  
Wieviele schneiden keine der angenommenen a ,  b, c? Ausser den nach. 
gewiesenen drei Transversalen hat jede der Combinationen a b  , a c ,  bc deren 

noch zwei, ferner wird a ausschliesslich von 10 - 3 - 4 = 3 anderen Ge 
raden geschnitten, und Gleichcs gilt flir b ,  c. Also bleiben 27- 3 - 3 . 2  
- 3.3 - 3 = 6, von welchen jede zu a ,  b und c windschief ist. 

Vier Windschiefe besitzen zwoi Transversalen, daher kOnnen fünf sol ch^, 

h O c h  s t e n s  zwei Transversalen haben. Weisen wir der e ,  welche linter 
flinf Windschiefen irgend eine sei, die Rolle von q xu, so kOnnen die vier 
anderen unter den 'U' befindlichen entweder eine Vier (abcd)  bilden, oder 
nicht (abc&).  Wenn Ersteres otattfindet, so liegt von den beiden Trana- 
versalen (nach 5c) keine in der Abtheilung 91', und b e i d e  müssen auf e 
stehen. Alsdann giebt es in 'II' keine eu a ,  b, c und d windschiefe, alsa 

existirt ü b e r  h a  u p t k e i  n e ,  die zn a ,  b, C, d und e windschief ware. Rird 
umgekehrt angenommen, dass a b c d e  zwei Transversalen besitzen, so konnen 
a b c d  keine in 'II' fallende Transversale haben, folglich bilden sie danu eine 
Vier, und es muss j e d e  d e r  22 f e h l e n d e n  G e r a d e n  w e n i g s t e n s  eine 
d i e s e r  f i i n f  s c h n e i d c u .  

Wenn zweitens abccl keine Vier darstellt, a b c  aber durch d zur Vier 
erganzt wird, so muss von den beiden Transversalen eine dl untcr den I' 
vorkommen, wiihrend die zweite auf e steht. Hier haben somit abc8€ 
diese letztere zur e i n z i g e n  Transversale. Xun wird d, von a ,  b, cl 6 und 
einer SI iinter den '21' getroffen, und es sind d l  6 ,  al die einzigen gegen 
a, b und c Windaühiefen in 8' (vergl. 5c). Mithin sind dies auch die eic. 
zigen zu a b c  windschiefen; d aber schneidet 8, dagegen schneiden sich S, 6, 
nicht. D. h.: E s  e x i s t i r t  n u r  d i e  e i n e  G e r a d e  6 ,  w e l c h e  k e i n e r  
d e r  f ü n f  W i n d s c h i e f e n  a ,  b ,  c ,  8, s b e g e g n e t .  Hiermit ist bp- 
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wiesen, dass mehr als sechs Windschiefe iiberhaupt nicht anzutreffen sind, 
und dass, wenn a ,  b, cl d l  e l  f sechs Windschiefe sind, je fünf derselbcn 
e i n e  e i n z i g e  T r a n s v e r s a l e  h a b e n .  E s  geht auch deutlich aus unserer 
Betracbtung hervor, dass fünf Windschiefe wenigstens eine Trammersale zu- 
lassen; wenn aber noch eine vorhnnden i s t ,  so giebt es keine sechste zu 
ihnen windschiefe, im andern Palle kommt e i n e  u n d  n u r  e i n e  Gerade 
vor, welche mit den fünfen sechs Windschiefe licfert, e i n e  G e r a d e n -  
s e c h s  6. 

Die Construction einer Sechs a bcdef ist  im Gesagten entbalten. Denkt 
man der f die Rolle der q ertheilt, so dass a ,  b ,  cl d ,  e fünf Windschiefe 
der Abtheilung %' werden, so haben diese nach Nr. 5 unter den S1' eine 
einzige Transversale, welche zu f windschief liegt; sie k6nnen (unter den 8)  
keine zweite besitzen, weil sonst f nicht, wie vorausgesetzt, gegen alle 
flinf windschief 1Lge. Fünf Windschiefe der Abtheilung X' sind nur die 
finf Geraden, welche auf irgend einer der SI' stehen: Eine Gerade f ge- 
hort somit zu 16 versohiedenen G. E s  ist zweckmKssig, die Geraden einer 
6 mit a, ... a6 zu bezeichnen, ihre Gesammtheit mit (a). J e  fünf a haben 
eine einzige Transversale b, windschief gegen die fehlende sechste a ;  der b 
ertheile man den Index dieser a und schreibe sie unter diese a. Dsnn werden 
je zwei b die Transversalen der nicht iiber ihnen stehenden a sein, dem- 
nach windschief, und wir erlangen eine Sechs ( b )  , die mit (a)  die D o p p e l -  

s e c h s  (:) bildet. Aus der Construction von ) erhellt, dass ai die 

Transversale der fünf b is t ,  denen der Index i nicht zukommt, dass mithin 

(i) durch ein und dasselbe Verfshren erlangt wird, man m.g von den o 

oder b ausgehen. 
Wie schon 

Transversalen in 
( b ) ;  dagegen ha 
nur vier in ( b ) .  

in  (:) b e f i n d  

bemerkt, hat  jede Combination von vier a ihre beiden 
( b ) ,  auch jede Combination von drei a hat die ihrigen in 
eine beliebige Ambe aus a von ihren funf Transversalen 

Also entspricht der Ambe aiak e i n e  b e s t i m x n t e ,  n i o h t  

i c h e  Gerade c i k ,  und es werden die 15 auf diese Weiee 

hervorgehenden e voneinender verschie'den sein, weil sonst eine c mindestens 
drei a trafe, also in (b) vorklime. Durch c i k  sind demgemass sammtliche 

15 ausserhalb (:) liegenda Geride der F 3  dargestellt. 

Zur Bestjmmung von c i k  kommt man sofort, wenn man bedenkt, dass 
die Geradenpaare ai bk, ak hi von der Schnittlinie ihrer boiden Ebenen in 
vier Punkten getroffen werden, dass diese Schnittlinie eine der 27 sein muss 
und weder in (a)  noch (b)  vorkommen kann,  da a nur Windschiefe zu a i ,  
( b )  nur Windschiefe zu bi enthalt. Rleibt i dasselbe, wiihrend k die von i 
verschiedenen Werthe annimmt, so erhalt man in den cik die ftinf ( w i n d -  
s c h i e f e n) Transversalen von ai bi . Daher liegt eine c mit ai - oder bi - 
in derselben Ebene, wenn ihr der Index i zukommt. Hat c diesen Index 
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nach dem Vorigen dlirfen die c keinen der Indices 1, 2,  3 aufweisen; sie 
sind ideshalb Cd6, Cd6, cS6. 

6) Soll eine (:) zwei gegebene Windschiefe enthalten (nicht als homo- 

loge, was erledigt wurde), so seien es z. B. b, b,, dann sind in ihr von den 
fünf Transvcrsaien über b, h, irgendwelche vier als al a,a, a,. Nimmt man 
diese an,  so ist  auch nach @) die Doppelsechs bestimmt, es ist  klar, dass 
b5 bC darin vorkommen. 

s) LBge eine Gerade a, der aufzustellenden vor, so muss und kann ( 8 
man als homologe b, irgend eine der 16 zu a, windschiefen Geraden setzen. 

t) Die beste Classifiüation sarnmtlicher G gewinnt man,  wenh bei 

Ziigrundclcgung einer bes t immte~  (i) man die Frage beantwortet: welche 

6 sind von (a) v e r s c  h i e d e n ?  Vier a kann eine solche 6 nicht enthal- 
ten, und es giebt eine einaige G, welche drei vorgegebene Gerade aus (a) 
besitzt [y)]. Konnen in (5 zwei a (und nicht mehr) auftreten? I n  diesem 
Falle mtissten aus dem in y) angegebenen Grunde die fehlenden vier Geraden 
den c entnommen sein. Daraus, dess vier windschiefe c zu je zwei einen 
Index gemein haben mussen, folgt sofort, dass bei a l l e n  vieren ein und 
derselbe Index auftreten muss. Hat  man bcispiclsweise cl,, cl3, cI4, c l S i  
so ist dadurch 4 bestimmt. Nun sind a,, b, sowohl windschief gegen 
diese c ,  als gegen einander, sie erganzen deshalb die c zur G. Wir schliessen 
hieraus : 

Erstens: Hat (5 mit (a) weniger als drei Gerade gemein, so kann (5 

htichst,ens e i n  e a enthalten, und enthalt sodann stets die homologe b. Wie 
diese 6 zu schreiben i s t ,  wenn ai ,  bi in  ihr vorausgesetzt werden, bedarf 
nach dem Vorangehenden keiner Erlauterung. 

Zweitens: Eine G kann hochstens vier e enthalten, und wenn sie so 

viele enthalt, sind in  ihr zwei homologe von . (3 
Drittens: Soll in  6 kein a eintreten, so müssen mehr als zwei b darin 

sein, da mehr als vier c zur (5 nicht brauchbar sind. Wenn aber drei O 
in 'E sind , so erganzt (5 eine derjenigen Geradensechs, die drei a enthalten, 
zur Doppelsechs. Sind mehr als drei b in  BI so folgt 6 = (b ) .  

15. F B  mit i Doppelpnnkten Di ansserhalb a'. 

a) Wenn H" Q2 sich in Dl berühren, und zufolge 10. Dl Doppelpunkt 
von FIS wird, so fallen in DI zwei der Kegelspitaen a ,  z. B. a,, O,, und 
G,, G, finden sich in der gemeinsamen Tangentialebene von H z ,  Q B  ftir den 
Punkt D,. Jetzt vereinigen sich die (windschiefen) Geradenpaare /,A, und 
44, und wir fassen 1,2,, A S A ,  als henachbarte Windschiefe auf. Ersicht- 
lich finden die SBtze aus Nr. 10a)  a u c h  hier Anwendung. Zu den vier 
binaren Geraden a,  or, a,, al der Kategorie 'ZI treten also noch zwei hinzu: 
1 , ,  A,, die glcich ihren bwachbarten Z,, A, zu B gehoren, d. i. auf q stahen. 
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Wenn,  wie oben, das Paar a a  von e,, a, a, von e, herrührt,  wo e,, e, be- 
ziehlich in E, , E~ die Geraden c ,  el treffen, so gehen die unendlich nahen 
Ebenen a a ,  bfl durch 1 - die Conjugirte der e i n  Bezug auf HP -! 
wahrend die Ebenen a l  or,, bl f l ,  durch A gehen. Die u n b e n  Geraden lie- 

\ 

aus den drei Paaren: Li. stehen aus der Doppelvier 8Bl - ddly 3 

(durch G ) ,  1,1, (durch 6,), 1,A, (durch G,) , ondlich aus q ,  die von den auf- 
gezahlten Paaren getroffen wird, ebenso wie von 13A3, l,A,, 1 A .  

Betrachten wir eine binare Gerade a ;  sie ist mit hl,  a, a, gepaart, 
und es müssen die drei Ebenen a b , ,  a u ,  a a, je eine Gerade von B ent- 
halten. Nun kann eine dieser Ebenen nicht durch l3 oder A, gchcn, wenn 
der Osculationskegel von F: in DI n i c h t  z e r f i i l l t .  Die Ebene au  geht 
nach der Construction dieses Paares durch 1, mithin müsson die Ebenen 
a u , ,  a b ,  je eine der Geraden l , ,  A,, lZl  1, aufnehmen, z. B. 1, , 1,. Zu 
jedem der genannten Paare giebt es ein benachbartes ( b b  zu a a ,  b j ,  zu 
a a,, bal  zu ab,) , und deren Ebenen müssen I ,  A , ,  A, resp. enthalten (12.): 
. D i e  s e c h s  E b e n e n ,  w e l c h e  j e  z w e i  d e r  b i n a r e n  G e r a d e n  v e r -  
b i n d e n ,  g e h e n  d u r c h  j e  e i n e  1 o d e r  1 d e r  s e c h s  u n i i r e n  Geradeii 
d e r  A b t h e i l u n g  23, u n d  d u r c h  e i n e  d i e s e r  1 g e h t  n o c h  c i n e  u n -  
e n d l i c b  n a h e  E b e n e ,  i n  d e r  z w e i  b i n a r e  G e r a d e  a u s  % s i n d , "  
Die auf einer 1 stehenden Paare sind sonaüh y l ,  dann zwei benachbarte 
Paare binarer Geraden, und die b e i d e n  f e h l e n d e n  P a a r e  k o n n e n  nur 
in der Doppelvier 8 B, anzutreffen sein, natürlich sa ,  dass e i n e Gerade in 
%, die benachbarte in 23, ist. Aber 23 hat  zwei Transversalen, welche beide 

in  B sein müssen, nicht aber unare dieser Abtheilung sein konnen, weil, 
wie oben erkannt wurde, eine solche 1 nur zwei Geraden aus %, zwei an. 
deren aus BI begegnet. Hieraus folgt, dass die beiden Transversalen tiber 
die nur l , ,  1, oder A,, A, sein konnen. Nehmen wir Ersteres a n ,  so sind 
uothwendig A,, 1, die Transversalen tiber die 8,. So ha t  man die Doppel- 

seühs : ( c1SS1As14 1 (Folgerung nach 148). 
ddl~Y1~443 

b) Berühren sich H e ,  go" in Dl ,  D, ausserhalb aal so werden diese zu 
Doppelpunkten der F,B. Zwei Palle sind zu unterscheiden. 

Erstens: rd b e s t e h t  a i l s  z w e i  d u r c h  D , ,  D, g e h e n d e n  r2. Nach 
l o b )  ist die resultirende F:Ip die Enveloppe von m1 Quadrifliichen Pe.  Die 
Construction der '21 liefert vier in D,, vier in  D, zusammenstossende binirc 
Gerade. Die Gerade Dl D,  liegt ganz auf F23 und muss , da  sie He in Dl, 
Dz durchst6sst1 daher keinen Punkt  mit a2 gemein hxt, auf q stehen. In 
dem Biischel (<pz) mit der Grundcurve t4 kommen die Kegel (G,),  (6,) vor, 
und an die Stelle der beiden anderen Kegel treten zwei Ebenen 2,, 2# 
durch. D, , De . Weil namlich rb in  der angegebenen Weise zerfsllt, so sind 
QS, HZ zwei Quadrikegeln einbeschrieben lëngs Curven tIa, t,", die zusm 
men P ausmachen (10.) ; El, & sollen aber die Ebenen von tle, tZe be- 
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zeichnen. Mithin ist das Paar  El $ eine und schneidet aus FP9 die dop- 
peltgezahlto Gerade Dl D,; die in  der zu Grunde liegenden projectivischen 
Beziehung dieser besonderen <p%ntsprechende Ebene ist (11.) qD,D,,  und 
es schneidet diese aus Fz3 zwei in D I D ,  vereinigte binare G e ~ a d e  - e i n e  
q u a t e r n i i r e  Z3 -, welcher l,, A3, L4 unendlich nahe sind. Die Kegel (G,), 
(ci,) liefern zwei unare Paare 1, A,, 1, 1 2 ,  auf q stehend ; endlich besteht noch 
das unare Paar II. 

Zweitens: r4 b e s t e h t  a u s  d e r  G e r a d e n  D,D, o d e r  l , ,  u n d  e i n e r  
Dl ,  D2 e n t h a l t e n d e n  R a u m c i i r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  r3. Nicht wie 
i h  vorigen Falle wird q von l3 getroffen, sondern , da 1, den Flachen Hz, Q 2  

gemeinsam ist,  so muss sie 2 in  einem Punkte E, durohstossen, der sowohl 
auf a', als auf den in e ,  e, zerfallenden qz fillt ;  liege auf e,. Durch Dl 
gehen zwei Gerade der Q2,  nkimlich 1, und el,  deren benachbarte e:, heisst, 
so dass die Durihstosspunkte F , ,  E ,  einander unendlich nahe auf e liegen. 
Analog hat man in D, die e5 mit dem Durchstosvpuukte E~ auf e ,  sowie 
ihre benachberte e, anfzufassen. 

e, und e3 liefern die unendlich windschiefen Paare a u ,  b p ;  e5, e, er- 
gaben c 7, d 6  , wobei, wie friiher, a ,  b ; c ,  d unendlich nahe liegen, daher 
auch u ,  B ;  y, 6. Die Polarebenen der Punkte von e beztiglich 8-ehen 
durch eine bevtimmte Gerade der Flache 2," gemass der in Nr. 11 ein- 
gangs betonten Uebereinkunft, durch 1. Diese 1 mussen also die Ebenen 
der construirten vier Yaare enthalten. 

Die Tangentenflache der r3 schneidet aus os zwei Gerade, welche des- 
halb zur namlichen Schaar wie Z 2 _ e ,  gehoren, weil E 3  Secante der 1.3 ist, 
und welche demzufolge mit e,, e, zu bezeichnen sind. Ihre Durchstosspunkte 
E , ,  E, in Z befinden sich daher in el. Bus e6,  es leiten sich zwei Paare 
mp, n u  unBrer Geradcn a b ,  deren Ebenen A enthalten werden. Die Polar- 
ebene von E, in Bezug auf BVst die Tangentialebene dieser Plache in s,, 
enthalt mithin 1, und geht ebenfalls durch A. Von den vier Punkten a, . . . c l ,  
ails welchen sich r4 durch Quadrikegel projicirt, sind nur mehr zwei vor- 
handen, und zwar D l ,  D, : denn die Spitzen der durch 1.3 moglichen Quadri- 
kegel kornmen allein auf r2 vor; sol1 also ein solcher Kegel tiberdies die 
Gerade D,D, enthalten, so muss offenbar seine Spitze einer der D selbst 
sein. Bus diesen Punkten und nur aus diesen projicirt sich auch t4 durch 
Kegel zweiten Grades : denn l3 G D, D, ist ein Bestandtheil dieser t4, welche 
der in Nr. 11 wiederholten Definition aufolge der Ort  fIlr die Bertihrungs- 
punkte derjenigen Tangentialebenen von B2 is t ,  welche Q a  gleichfalls be- 
riîhren, d. h. Ebenen R sind. Z3 ist  gemeinsame Gerade von Hz,  Q2. Jede 
durch l3 gelegte Ebene P beriihrt abcr sowohl Hz, 81s Q 2  auf lg, die erstere 
etwa in x ;  P schneidet somit HZ in einer durch 1: gehenden Geraden f. 
Durch diese f lksst sich a n  Q 8  sine von F verschiedene Tangentialebene 
legen, die sodann H V n  y auf f bertihren wird. WLhrend sich P um die 
Axe ls dreht, beschreibt x die Gerade Zs, y hingegen einen zweiten Theil t3  
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nare auf, und da sie Ha in D l ,  D, - bez. Ds , D4 - durchstossen, so 

begegnen sie dem a2 nicht,  sondern q. Durch die crste Grnppe quaternarer 
Geraden lasst sich kein Kegel legen, wohl aber zwei Ebenenpaare El Ez, 
$Z,, von denen jenes als Schnittlinie D, D, ,  dieses die Schnittlinie D,D, 
habe. Die Polarebene von G in Bezug auf 2, Z2 schneidct die doppelt ge- 
rechnete Gerade D I D ,  aus F43, sie geht durch q und beriihrt die Flache 
llngs BI D,. E b ~ n s o  verhalt sich die Ebene, welche durch q und DyDs 
bestimmt ist. Ausserdem wird F: Iangs jeder quaternaren Geraden der 
ereten Gruppe von der Ebene berührt,  welche aus dieser Geraden den 
Punkt G projicirt. Die ungren q ,  1, A sind hier allein als solche vorhanden, 
binare giebt es  nicht. 

e) A u f t r e t c n  e i n e s  R i p l a n a r p u n k t e s .  Wir gchcn auf I;',S mit 
den Doppelpiinkten D l ,  D,, wie sie unter b)  zuerst gefunden wurde, zurück. 
t4 bestand sus t ,B,  tZ2, denen die Punkte D l ,  D2 gemeinsam sind; jetzt 
nehmen wir a n ,  dass diese Punkte auf der Geraden 1, einander unendlich 
nahe liegen oder dass t12, t,2 in  D l  die 4 zur gemeinoamen Tangente haben. 
In D, hat man die vier binaren Geraden a ,  a, a,, al durch die el, e2 wie 
im Falle a) erhalten. Mit diesen erscheinen nun bei der neuen Annahme 
die vier binaren des D, vereinigt, so dass sie als quaternare Gerade zu 
gelten haben. Ueberdies fill t  einer der Kegel (ci,), (ci,) fort, z. B. (G,) mit 
seinem unBren Paar &A,. Es  bestehen mithin nur noch fünf unare Gerade 
q ,  1, A ,  l,, A,, vier quaternare a ,  r u ,  a,, ru,, endlich 1 , .  

Bus der Cntersuchung a) erhellt, dass von den drei Ebenen aa ,  alal, 

ab, die erste durch 1 geht; die zweite muss irgend eiiie andere der aiif q 

stehenden Geraden euthalten, etwa I l ,  die ribrigbleibende dritte Ebene kann 
nach der in Nr. 12 gemachten Bemerkung weder durch < i l ,  noch ci, gehen, 
weil bei dieser Voraussetzung a in der Ebene 1 A  oder ZIA, lage und somit 
q trafe, was nicht angeht. Da aber in ,  der in Rede stehenden Ebene eine 
derjenigen Geraden, welche auf q stehen, vorkommen muss, so kann I3 
a l le in  diese sein, mit anderen Worten: Verbindet man l3 mit einer der 
vier in Dl zusammenstossenden quaternaren Geraden durch eine Ebene, so 
fillt in diese stets noch eine der vier. Demnach giebt es durch l3 zwei 
Ebenen, dio je drei Gcrado der FZS aufnehmen, und es x e r f  a l 1  t der zu D, 
gehorige Osculationskegel. Auch erhellt aus dieser Betrachtung, dass 1, die 
Rolle von 1 2 ,  A, tibernommen und somit als sechs Gerade zu zahlen hat. 

Man kann die Anzahl distincter Geraden der flZs weiter reduciren, 
indem man den einen Theil t,' der t4 durch zwei Gerade e l ,  ez ersetzt, 
welche sich in D, schneiden. Es  k u f t  dies darauf hinaus, OZ durch e ,  e, 
und zwei Gerade el, e, der l T 2  zu legen, von welehen die eine (el) i n  E, 

auf e, die andere in E, auf el steht. Alsdann fiillt der Kegel (G,) aus ,  mit 
ihm die unaren Geraden 1, , A, ; es bleiben solcher tibrig : q, 1, A. Die 
Polarebene von E,  in Bezug auf H2 geht durch 1 und berührt F,s langs e,; 
Analoges gilt fur die Ebene ,i e, , Polarebene von E, . Das Paar  quatemarer 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



160 Ueber die Fllichen dritter Ordnung (F3) etc. Von Prof. KÜPPER. 
,-.,- ----,--WVIW --.MM-C-C-YCI.------ 

Geraden, welches wir vorher mittels el herlcitcn konntcn, vereinigt sich hier 
mit. el selbst, und so verhalt es sich auch mit e,: F,S h a t  n u r  noch 
d r e i G c r a d e  l,, e , ,  e,, w o v o n  j e d e  f ü r  a c h t  z i ihl t .  Der Osculations- 
kegel des D, hat  die Ebene e , e 2  zum Bestandtheil und kann keinen zweiten 
haben: denn sonst würde dieser von 1 - oder A - in einem Punkte ge. 
troffen, der mit DI verbunden eine in der Ebene l e ,  - oder l e ,  - be- 
findliche Gerade der FZ3 ergiibe, was unrn6glich ist. 

Die zuletxt besproehenen Specialf'iille werden umfasst von diesem all. 
gemeinen Ausspruch: W e n n  d i e  G r u n d c u r v e  t 4  d e s  z u r  Erzeugung  
d e s  f i 3  (11.) d i e n e n d e n  B ü s c h e l s  (9,) e i n e  S p i t z e  D b e s i t z t ,  so 
w i r d  d i e s e  z u m  B i p l a n a r p u n k t e  d e r  P3 .  Der Reweis beruht auf 
einer Constriiction der Curve dritter Ordniing Cl3 mit Rückkehrpunkt, von 
deren Richtigkeit man sich leicht überzeugen wird. Namlich : hat man einen 
Büschel ( f ' )  von Kegelschnitten, die einander alle im tielben Punktc D oscu- 

l iren, und zieht an die f%us einem festen, sonst beliebigen Punkte p 

Tangenten, sa liegen die Berührungspunkle auf einer Cl3, die in D eine 
Spitze und als Rückkehrtangente die allen f 2  in D gemeinschaftliche Tan- 
gente 9. besitzt. 

Die ~"ertihren in D eine bestirnmte Ebene A ,  weshalb D Doppel. 
punkt von F3 wird. D ist Spitze eines durch t4 gebenden Quadrikegels Dy 
und es berührt dieser A Iangs 9.; in D liegt die Spitze G, des zweibn, 
durch i4 moglichen Kegels (ci,); dieser berührt d Iangs der Geraden b,D, 

welche zu 4 conjugirt ist bezüglich jeder rp2. Der Schnitt von F S ,  A ,  ist 
eine Cs, für welche 4 Riickkehrtangente in D ist. Wenn man nun durch 
9 einen von CS verschicdcnen ebenen Schnitt Cl3 nachweisen kann, der 
gleichfalls 6 zur Rückkehrtangente hat ,  so muss der Eegel,  auf welchem 
die in D die P 3  osculirendcn Geraden sind, zerfallen (andernfalls gabe es 
durch irgend eine Oscclirende n u r  e i n e  C 2  dieser Art ,  niimlich in der 
Sangentialebene des gedachten Kegels). Bekanntlich komrnt dem Puokte 6, 
in Bezug auf alle q q i e s e l b e  Polarebene a, zu, sie geht als Polarebene 
îür U 2  durch 3 und fallt nicht mit d zusamuieri. 4 wird von (pz) in 
einem Rüschcl (f" geschnitten, dessen Curven sich in D osculiren und 8 
tangiren. Verbindet man den Punkt  ri (11.) mit ci, und nennt p den Durch- 
stosspunkt von C G ,  in X I ,  sa wird die Polarebene des cr in Beeug auf eine 
(p2 zur Trace in die zu uri ,  conjugirtt! Polare haben. Diese Trace ist 
daher einerlei mit der Polare des p in Bezug auf den von qa aus ga. 
schnittenen f Z  und trifft f-n zwei Punkten der Schnittlinie Cl3 von ,ZIF9. 
Hier liegt offenbar die angeführte Construction vor, zufolge welcher C: dia 
Rückkehrtangentea bekommt; f o l g l i c h  z e r f i i l l t  d e r  O s c u l a t i o n s k e g e l  
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IX. 

Ueber die Brechung des Lichtes durch Prismen. 

Von 

A. GLEICHEN, 
Mathematiker am Friedrich Wilhelms-Gymnaeinm in Berlin. 

Hierzu Taf. IV Fig. 1-7. 

iIerr v o n  H e l m  h 01 t z hat in seiner physiologischen Optik gezeigt, 
dass ein Strahlenbündel, welches im Minimum der Ablenkung durch ein 
Prisma geht, nach der Brechung homocentrisch bleibt. Dieses Resultat ist 
unter der Voraussetzung gewonnen, dass die Dicke des Prismas vernach- 
lsssigt werden darf. Bai der immer mehr xnnehmenden Wichtigkeit spec- 
troskopischer Untersuchungen dürfte die Prage von Interesse sein, inwie- 
neit der Satz von H e l m h o l t z  sich modificirt, wonn men die oben an- 
gedeutete Beschrfinkung fallen lasst. I n  den nachfolgenden Untersuchungen 
werden wir diese Frage beantworten, indem wir die eigenthümlichen Be- 
ziehungen aufdecken, welche bestehen zwischen dem Palle der Minimum- 
ablenkung und den Bedingungen der Homocentricitlit bei der Brechung des 
Lichtes durch Prismen. 

1. Form einee unendlich dünnen gebrochenen Strahlenbtindele. 

Wenn von einem leuchtenden Punkte ein unendlich diinner Strahlen- 
kegel ausgeht, so werden die Strahlen desselben im Allgemeinen nach der 
Brechung an einer Flache nicht wieder in einen Punkt  vereinigt. Das ge- 
brochene unendlich dtinne Strahlenbündel zeigt vielmehr nsch den Unter- 
siichungen von H a m i l t o n ,  K u m m e r  und H e l m h o l t z  eine eigenthiim- 
liche Form. An zwei Stellen wird das gebrochene Strahlenbtindel durch 
eine Ebene, welche senkrccht xur Richtung des Btindels steht,  in zwei 
unendlich kleinen geraden Linien geschnitten, wahrend an allen tîbrigen 
Stellen die Schnittcurve eine elliptische Form hat. Jene beiden unendlich 
kleinen Geraden, durch welche alle Strahlen des Bündels hindurchgehen, 
het man die beiden Brennlinien genannt, und die beiden Punkte, in denen 
aie die Axe schneiden, die beiden Brennpiinkte. Diese beiden P u n k t ~  eind 

Zeitsclirift f .  Mattirrnntik 11. Physik XXXIV, 3. 11 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



162 Ueher die Brechung des Lichtes durch Prismen. 
-.---- - 

dadurch ausgczeichnet, dass sich in ihnen zwei der Strahlen wirklich schnei. 
den, d. h'. dass ihre Entfernung voneinander von der zweiten Ordnung un- 
endlich klein ist. 

Uin sich eine klare Vorstellung von diesen Verhaltnissen zu machen, 
denke man sich eine Ellipse (Pig. l ) ,  in  deren Mittelpunkt M ein Loth zur 
Ebene der Ellipse errichtet ist. Dieses Loth bezeichnen wir als die Axe 
des Strahlenbtindels. Die Strahlen, welche von den Punkteu A und B, d. h. 
den Endpunkten der einen Ellipsenaxe ausgehen, schneiden sich in einem 
Punkte P, der Axe des Bündels; ebenso schneiden sich die von den beiden 
Punkten B und C, den Endpunkten der anderen Ellipsenaxe, aiisgehenden 
Strahlen in dem Punkte P, der Axe des Strahlenkegels. Die Punkte P, 
und P, sind die obenerwahnten Rrennpunkte und die ihnen entsprechenden 
Querschnitte des Btindels die schon erwiihnten geradlinigen Brennlinien, 
Dieselben sind parallel den Axen des elliptischen Querschnittes , und zwar 
s o ,  dass die Brennlinie, in der sich die von A und B herkommenden 
Strahlen schneiden, der Axe CD parallel gerichtet ist. Analog ist die an- 
dere Brennlinie in P, dem Durchmesser AB parallel. Die Wirkung eines 
solchen gebrochenen Strahlenkegeli; auf das Auge wird nun eine wesentlich 
andere sein, wie diejenige eines Strahlenkegels, der direct von einem leucb. 
tenden Punkte ausgeht. 

Man stelle sich jetzt einen leuchtenden Punkt vor, von dem sus dis 
Strahlen in  die Pupille des Auges gelaugen. Die Oeffnung der Pupille ist 
gleichaam die Basis dcs hier in Betracht kommenden Strahlenkegels. Per- 
m6ge der Einrichtung unseres Sehapparates wird i n  dem Beobachter die 

Vorstellung erregt,  als befinde sich der leuchtende Punkt  i n  der Spitze des 
Lichtkegels, welcher in das Auge dringt. Gelangt jedoch das Licht von dem 
leuchtenden Punkte S (Fig. 2) nicht direct in die Pupille, sondern wird 
dasselbe zuvor durch das System B gebrochen, so wird der Effect ein an- 
derer sein. Das Licht gelangt in diesem Falle so i n  das Auge, als kirne 
es von der Brennlinie P l ,  und der Reobachter wird die Vorstellung erhal- 
ten,  a1s befinde sich der leuchtende Punkt  an dieser Stelle; ,da jedoch an- 

statt  des Punktes jetzt eine unendlich kleine Linie erscheint, so wird die 
Scharfe des Bildes dadurch beeintrachtigt werden. Gleichzeitig muss man 
bernerken, dass auch die zweite Brennlinie in  Pz nioht g a n z  ohne Wirkung 
auf das Auge sein wird, da die sammtlichen Strahlen des Kegels auch durch 
diese Linie gehen. Die Undeutlichkeit des Bildes in Pl wird dadurch jeden- 
falls noch vermehrt werden. Nach den Erfahrungen, die man bis jetzt 
hieriiber gemacht ha t ,  sieht ein Auge den leuchtenden Punkt in dem ibm 
zuniichstliegendcn Brcnnpunkte, und zwar ist das Bild um so schtirfer, je 
geringer die Entfernung der beiden Brennpunkte ist. 

I n  dem Palle, dass durch die Brechung ein sogenanntes virtuelles Bild 
erzeugt wird, divergiren die einzelnen Strahlen des Lichtkegels nach der 
Brechung beetindig. Nichtsdestoweniger isf der Eiudruck ftir ein in ihrem 
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Gange befindliches Auge ein ansloger, indem die Verlangerung sLmmtlicher 
Strahlen ini entgegengesetzten Sinne der Lichtbewegung in derselben Weise 
eine erste und zweite Brennlinie bilden. H e l  rn h O 1 t z ' Verdienst ist es, 
zuerst darauf hingewiesen zu haben, dsss man nur dann ein absolut scharfes 
Bild des leuchtenden Punktes sieht, wenn der erste und zweite Brennpunkt 
zusarnrnenfallen. I n  diesem Palle gehen eammtliche Strahlen nach der Rrech- 
ung wieder durcli einen Punkt und man bezeichnet ein solches Strahlen- 
bIiudel als homocentrisch. 

Ersichtlich spielt bei Untersuchungen über die Redingungen, unter 
denen Licht nach der Brecliung homocentrisch bleibt, die Kntfernung der 
beiden Brennpunkte voneinander eine grosse Rolle. Wir wollen diese Eut- 
fernung die ,,homocentrische Differenz" nennen und iui Folgenden immer 
mit  dem Ruchstaben d bezeichnen. 

II. Brechnng an einer  ebenen Plache. 

Die oben dargestellte Form eines unendlich dünnen Strahlenkegels setzt 
lins jetzt in den Stand, die Lage der Brennpunkte eines Strahlenkegels 
anzugeben, der an der ebenen Trennungsflkhe eines Mediums gebrochen wird. 

Von dem Punkte S (Fig. 3) falle cin Strahlenkegel auf die brechende 
Flache E ,  sein Einfallsloth sei dargestellt durch die Linie ON. Die Strahlen 
des Bündels, welche in der Einfallsebene 8011; verlaufen, schneiden sich 
nach der Brechung offenbar in einem Punkte,  eben weil die gebrochenen 
Strahlen in derselben Ebene verlaufen. Dadurch ist aber die Richtung der 
Axc AB der elliptischen Rasis des Strahlcnkcgcls fcstgclegt, sowie die Lage 
des einen Brennpunktes in P l ,  der sich im Schnittpunkte der beiden Ge- 
raden AA' und BB' befinden muss. Errichte ich jetzt in 0, der Mitte 
von AB in der Ebene E,  ein Loth CD, so stellt dies die andere Axe der 
Ellipse A B C D  dar. Die von C und D ausgehenden Strahlen legen den 
sndern Brennpunkt P2 des Strahlenbtîndels fest. Wollte man noch die Rich- 
tung der Brennlinien angeben, so hatte man den Strahlenkegel senkrecht 
zu durchschneiden. Die beiden Axen des dadurch entstehenden elliptischen 
Schnittes o r p y  S geben dann die Richtungen der Brennlinien in P, und P2 
an, und zwar ist die Brennlinie i n  Pl zu y 6  und diejenige in  P, zu ru j3 
parallel. 

Nach den soeben angestellten Betrachtungen haben wir also, um die 
Rrennpunkte des gebrochenen Strahlenkegels zu bestimmen, nur zwei Strahlen- 
paare zu betrachten , namlich diejenigen, welche in  der Einfallsebene sich 
befinden, also SA und SB, und ferner die Strahlen S C  und SD, welche 
syrnrnet.risch zu beiden Seiten der Einfallsebene verlaufen, so dass  di^ 
Verbindungslinie ihrer Pusspunkte senkrecht zu dieser Ebene steht. Es  
braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass der gebrochene Strahlenkegel, 
welcher in Fig. 3 dargestellt ist ,  mit seinen beiden Brennpunkten virtuel1 k t .  

1 1  
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Die angevtellten Betrachtungen lassen sich sofort auf den Fa11 aus- 
dehnen, dass das Strahlenbündel beliebig viele Brechungen an ebenen Fla 
chen erfihrt , sobald wir voraussetzen , dass die Einfallsebene unverindert 
dieselbe bleibt. Dieser Fa11 tritt  z. B. ein bei der Brechung des Lichtea 
durch Prismen, deren brechende Kanten alle parallel sind, vorausgesetzt, 
dass das Strahlenbündel in einer zur Richtnng der brechenden Kantc senk. 
rechten Ebene verliiuft. Da dieser Fa11 bei der Brechung durch Prismen 
allein praktisch von Interesse is t ,  so beschranken wir uns irn Folgenden 
au€ die Untersuchung der hierbei auftretenden Erscheinmgen. 

m i r  stellen uns jetzt dio Aufgabe, die Entfernungen O P ,  und OP, 
(Pig. 3) der Brennpuukte von der brechenden Flache zu berechnen, fallr 
uns die Streckc OS odcr die Entfcrnung dos leuchtcnden Punktes von der 
Trennungsflsche bekannt ist. Die Brennlinie in P, entsteht an der Etells, 
wo sich zwei unendlich nahe in der Einfallsebene verlaufende Strahler 
schneiden; man bezeichnet sie als primire Brennlinien und den Punkt Pl 

nls primaren Breilnpunkt. 
Die beiden von S ausgehenden Strahlen S B  und S A ,  welche hier zu. 

nachst in Betracht kommen, rn6gen mit dem Einfallsloth (Fig. 4) die Winkel 
a und a+ d N bilden. Wie man leicht sieht, ist alsdann auch der Winkel 
ASB = d a  und man hat aus dem Dreieck SAB nach dem Sinussatze, wenr 
man noch A S  = a und AR = d s  setzt: 

oder 
. 1) 

F ü r  das gcbrochcne Strahlenpaar, welches sich in Pl schneitlet, wird 
analog sein, wenn man den Brechungswinkel B'BNr= N B  1" = P setzt und 
die Entfernung Al', des primaren Brennpunktes von der Trennungaebenc 
durch b bezeichnet, 

2) bd/3=dscosP.  
Durch Division der Gleichungen 1) und 2) entsteht: 

1st nun das Brechungsgesetz, also a ,  als Function von gegeben. so ia t  
a cf 

auch - bekannt, und durch Gleichung 3) lesst sich die Entfernung b der 
d B  

prim%reh Brennpunktes von der Trennungsebene für  jeden Werth van 
oder w angeben. 

Um ferner die Entfernung des zweiten oder secundsren Brennpiinktel 
von der brechenden Flache zu finden, müssen wir beachten, dass die Strahlea 
CG und DG (Fig. 5), deren Schnittpunkt nach der Brechung eben der 
secundare Rrennpunkt ist ,  mit dem Einfallslot,h dieselben Winkel bilden. 
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lhr Schnittpunkt P, nach der Brechung rnuss also auf dem Lothe liegen, 
welches man von G ails auf die Ebene E fallen kann. In dem Dreieck 
P2GC ist nun der Winkel CP,G = P und Winkel P,SC= ?c-a .  Wenn 
wir ferner die Strecke CP, mit b,  bezcichnen, so wird, da CS = a ist : 

Hierdurch ist dio Entfernung b, des secundaren Brennpunktes von der Trcn- 
nmgsd~che bekannt, sobald a, die Entfernung des leuchtenden Puiiktes, 
uud Wilikel /3 oder a, welche ja durch das Ilreühungsgesetz aneinander 
gebunàen siud, gegebene Werthe haben. 

Mit Hilfe der Pormeln 3) und 4) sind wir nun auch in den Stand 
gesctat, die Redingungen anmgaben, unter denen das gebrochene Strahlen- 
büudel homocentrisch wird. 

Aus 3) folgt: 

5) COSB d a  b=a-.-, 
cosu d B  

>LUS 4) 

Uurch Siibtraction dieser beiden Gleichungen entsteht: 

1st d = O, so falleu die beiden nrennpunktc zusammen, und der Strahlen- 
kegcl i s t  hoxnocent,risch. Dic Redingung hierfiir ist: 

oder 

8) 

Wir wollen unsere Formeln jetzt nur anwenden suf den li'all, dass das 
Yedium einfach brechend ist,  dasv also das üesetz von S n  e l l i u s  Giltig- 
keit hat. 

Sei in Fig. 3 S ein leuchtender Punkt im dichtcren Medium, also etwa 
in Glas oder in Wasser, so wird der Strahlcnkegel, welcher eiu in dicses 
Medium hineinblickendes , in A' B' befindliches Auge trifft , im Allgemeinen 
uicht homocentrisch sein - der leuchtende Punkt wird iu dem dem Auge 
zuniichst liegenden llrennpunkte Pl erscheinen. 1st n der Brechungsexpo- 
nent der Substanz, BO ist ,  da das Licht in das dünnere Medium übertritt, 
das BrechungsgeseLz in d e r  Form 

1 

sin a = - sin /3 
n 

anzuwenden. 
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Nau hat demiiach : 
d a  l e o s f i  

- 9 
d B -  n cosol 

und die Formel 7) wird: 

ws a D a  in unserem Falle /3 > <y is t ,  so ist -- < 1 und A bestandig positiv, 
W S  a 

also hat man bl > b. 
Der primare Brennpunkt liegt also dem Auge naher wie der secundire. 

I n  dem ersteren wird uns also das Bild des Punktes S erscheinen. Die 
Bedingung dafür, dass der Strahlenkegel homocentrisch ist,  wird: 

ws g2 1 
-= 1 ,  s i n a = - s i n p .  
cos u2 n 

Dieser Gleichung wird nur genügt, wenn man hat: 1 

Q =!=O. 
,Al50 nur in dern Falle, dass die Strahlen senkrecht aur bre- 

chenden Flache austreten oder, was dasselbe heisst, wenn das Auge 
senkrecht in des Medium hineinschaut, sind die Strahlen homo 
centrisch.' 

Tritt  der Lichtkegel aus dem dünneren Medium in ein dichteres, 60 

bleibt die Bedingung für die Homocentricitat iinveriindert. Man erhdt in 
diesem Falle zunachst, da man das Brechungsgesetz in  der Form sinu 
= n sin B anzuwenden hat : 

I n  diesem Falle ist aber a > ,LI und demnach b > b , .  Das Bild von S nürde 
also einem im dichteren Medium befindlichen Auge im secundtiren Bren~ 
punkte erscheinen. Es ist dies deshalb bemerkenswerth, weil man in den 

Lehrbüchero diese Verhtiltnisse so dargestellt findet, als erscheine das Biid 
im primaren Brennpunkte. 

ILI. Brechnng an einer beliebig grossen Anzahl ebener BegrenzungsflZlchen, 

Wir wollen jetzt den Gang eines Strahlenbündels betrachten, der durch 
eine beliebige Anzahl breehender Medien mit ebenen Begrenznngsflachen 
hindurchgeht. Wir betrachten zunachst die in der Einfallsebene verlaufen- 
den Strahlen, deren Durchschnittspunkt nach der Brechung uns dufschluss 
giebt über die Lage des primaren Brennpunktee. 

In Fig. 6 sei LI der leuchtende Punkt. Der Gang der beiden unend- 
lich nahen Strahlen sei SI A,A, .. . A, und SIE,  B, . . . B,. Nach der letz- 
ten Breohung bei A,B, werden die Strahlen, wenn man aie hinreichend 
verlaugert , sich ' i n  einein Punkta Sm+I schneiden, in welchem ein Auge, 
das sich in C befindet, den leuchtenden Punkt  SI erblickt. Denken wir 
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uns jetzt die einzelnen geradlinigen Stücke des Strahlenpaares, welche zwi- 
schcn den einzelnen Ebenen liegen, im entgegengeseteten Sinne der Licht 
bewegung verliingert, so entstehen dadurch rn neue Strahlenkegel, deren 
Spitzen wir mit S,, S,, . . . , Sm bezeichnen. Der  Lichtstrahl S A ,  A, .. . A, 
bilde an der kten Flache den Einfallswinkel cuk und den Brechungswinkel B k .  
Die L h g e  des zugehorigen e infdenden  Strahlenkegels S k  Ah sei gleich ak 
und die Lange des zugehorigen gebrochenen Strahlenkegels Sk+l Ak sei b k ,  
dam hat man, weun man für die kte brechende Ebene die Gleichung 3) 
anwendet : 

ak a o i t  - cos  a,, 

bk dfik COS B k  

cosffk d p k  
Setzt man noch Ak = - - 1 so hat man: 

COS d c q  

Bezeichnet man ferner die Strecke A k f l  Akl  welche der Strahl zwischen 
der kten und k + l t e n  Ebene zurücklegt, mit d k ,  so hat man offenbar: 

2 j a k + l - b k = d k .  

Wendet man jetzt Gleichungen 1 )  und 2) auf die Brechungen an den 
simmtlichen Ebenen a n ,  so entsteht das folgende System: 

a1 = A 1  hl, a, - b, = d l ,  
a2 = A2 b 2 ,  a ,  - b ,  = d , ,  

und 

Bus dem letzten Gleichungsspstem erhalt man durch Elimination der Grossen a:  

AB b2 - hl = dl ,  
A, b, - b, = d,, 
A , h , - b ,  =a,, 

A,, b, - b,-i = dm-1. 

Nultiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit A,, die zweita mit A, A,, 

die dritte mit LIA, A, u. S. W., und setzen wir: 

A , A p A g  ... Ak = A l i l ,  

BO nird durch Addition aller Gloichungen: 
k=I 

Es war unsere Absicht, einen Zusammenhang zu finden zwischen a, 
und b,  oder zwischen der Entfernung des leuchtenden Punktes S, von der 
ersten Ebene und der Entfernung des Bildes S,+t von der letzten brechen- 
den Flache. Setzen wir also: 
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so wird, da  man in der letzten Formel b,A, durch a, ersetzen kann: 

. 3) 
oder 

4) 
k = l  

cosa d/3 cosct d/3 

k = m - 1  

Ganx analoge Betrachtungen, wie fur  den primiiren Urennpunkt, gelteo 
ak d a k  auch fiir den secundaren. Nur ist die oben aufgestellte Glcichung - - 

COS Cfk -- bk d ; i h  
- zu ersetzen durch die folgende: 

p k  
a k  - sin Bk 
bk sinctk1 

wo ak und bk jetzt die Entfernungen der beiden Spitxen des einfallendcn 
und gebrochenen Strahlenkegels an der kten Trennungsflache bedeuten, wenn 
wir dasjenige Strahlenpaar betrachten, welches symmelrisch zur Axe des 
gesammten Strahlenbtindels immer in  Ebenen verlauft , die zur Einfallsebeue 
senkrecht sind. Wir gelangen durch ganz Lhnliche Betrachtung eu einer 
Gleichung von der Form 3), nur dass in dem jetzigen Falle 

zu sotzen ist. 

sin /3k 
jlk = - 

sin ak 

Nennen wir nuu, wie oben, x die Entfernung des leuchtenden Punktes 
von der ersten brechenden Ebene und y, die Entfernung des secuudiren 
Brennpunktes von der letzten brechenden Ebene, so ha t  man: 

k = l  

y,(*) - z =  Ek (3) dk. 
sin ci k = m - l  S2nff k~ 

Bewegt sich der leuchtende Punkt  SI iu Richtung AIS,, so verandert 
siüh auch die Lage der Brennpunkte, wiihrend die Grossen a, /3, d unver 
iindert bleiben. D a  nun die Ausdrücke 4) und 5) linear sind in Bezug auf 
x ,  y und y l ,  so wird mari die Coefficienten dieser Grosseri bestimmen konnen, 
sobald man fiir zwei Werthe des x die zugehorigen Werthe der Grosaen Y 
und y, kennt. 

Wir  wollen die Formeln 4) und 5) jetzt auf den Fa11 anwenden, dass 
die Strahlen iiach dern Gesetz von S n e l l i u s  gebrochen werden. Also bat 
man das System von Gleichungen: 

s i n a , = ~ t ~ ~ Ê n ~ ~ ~  d h - 1  COSLU, 

sin a, = m2 s in&,  d a, n, cos pl ' 

und es ist: 

si% a, = n., sin /3, , d f i ,  - 1 cos n, 
- - - -  

d a,,, n,, COS p',,, I 
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Ferner ist infolge des Gesetzes von S n e l l i u s :  

Setxen 

8) 

wir jetzt der Kürze halber : 
k=1  

ws a2 cos a2 

so werden die Formeln 6) und 7): 

Dio Grosse y, -y = d hatten wir die homocentrische Differenx genannt. 
Von dieser Grosse hangt die Scharfe des Bildes ab ,  welches wir durch ein 
System von Prismen betrachten. Es wird im Folgenden namentlich unsere 
Aufgabe sein, die Bedingungen aiifzusuchen, unter denen diese Grosse ein 
Minimum ist oder gar verschwindet. 

Bus dcn Formeln 8) folgt nun leicht: 

IV. Bedingung fur die Minimnmablenknng dnrch beliebig viele 
Prismen. . 

Wir wollen jetzt die Bedingungen aufstellen, unter denen ein Strahl 
ein Sgstem von Prismen mit parallelen Kanten oo durchlauft, dass seine 
Ablenkung von der ursprünglicben Richtung ein Minimum ist. Wir  werden 
dadurch auf einen eigenthürnlichen Zusammenhang hingewiesen, den dieser 
Fa11 mit der Frage nach den Bedingungen fiir die Homocentricitaf dos 
Lichtes darbietet. Um den Untersuchungen die volle Allgemeinlieit zu lassen, 
setzen wir zunachst voraus, dass der Lichtstrahl a n  jeder der m Begren- 
zungsflachen nach einem willkürlichen Gesetz gebrochen werde. Nur machen 
wir, wie immer in dieser Abhandlung, die eine Einschrankung , dass der 
Lichtstrahl in einer zu den brechenden Kanten scnkrcchten Ebene verlauft. 

m 
Die Anzahl der brechenden Flachen sei m,  die Anzahl der Prismen also -. 

Y 
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Die Winkel, welche die brechenden Plachen miteinander bilden, seien der 
Eeihe naüh a,, G,, . .., a,-]; die Winkel, welcho der'  Strahl der Reihe 
nach mit der Normale beim Eintritt  und Austritt der einzelnen I'rismen 
bildet, scion der Roihe nach il ,  i,, . . ., in; dicjenigen Winkel dagegen, 
welche der Strahl innerhalb der Prismen mit den Normalen bildet, be- 
aeichnen wir durch r , ,  r,, ..., r,. 

Die Gesammtablenkung SL, welche der Strahl erfiihrt, ist gleich der 
Summe der Ablenkungen der einzelnen gebrochenen Theile. Nun ist die 
Ablenbung w, , welche der Strahl bei A, (Fig. 7) erfahrt,  ml = 2, - r,; der 
Theil A, A, erfihrt bei A, die Ablenkung w, = i2 - rs u. o .  W. Allgemein 
hat  man 

m k = i k - r k .  

Die Gesammtablenkung betiagt demnach: 

Nun bestehen aber zunachst die Gleichungen: 

Aus diesen letzten Gleichungen folgt durch Addition 

4 Bezeichnet man die constante Grosse 

6 1 - G q + G g - 6 4 + . ' - -  C m  - 1 

mit  S, so  wird 

3) sl = i, + i, - S. 

Die Bedingung fur  das Minimum is t  nun 

d S = O  
oder 

4) d i , +  d i , = O .  
Wir haben in unserem Falle i?m Variable, namlich i l ,  iy, ..., i, und 

r, , r , ,  . . . , 7,. Ausser den m - 1 Bedingungsgleichungon unter 2) besteht 
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noch für jede Fllchc das B r e c h ~ n ~ s g e s e t z ,  welches wir in der folgenden 
Form schreiben wollen: An der k'an Flache sei dm Geeetz der Brechung: 

dik + qk drk = 0 ,  
wo die Grosse q eine Punction von i k  und rk bedeutet. Setzt man fur k 
der Reihe nach die Werthe 1, 2,  . . . , m, so erhl l t  man noch m Beding- 
ungsgleichungen zwischen den hier in  Betracht kommenden Variabeln: 

d i ,  + y l  d r ,  = O ,  
di, +y2  d r ,  = O ,  

5 )  

di,,, + p, d r ,  = 0. 
Die Gleichung 4) wird, noch eine Bedingungsgleichung zwischen den 

Variabeln liefern, so dass man alsdann 2m Gleichungen mit 2m Unbekann- 
ten besitzt, aus denen man die Grossen i  und r berechnen kann. 

Um nun die Bedingung für d m  Minimum zu findeu, wollen wir une 
einer von L a g  r a n g  e angegebenen Methode bedienen. 

Wir multipliciren die Gleichungen 2 ) ,  nachdern wir aie differentiirt 
haben, der Reihe nach mit unbestimmten Coefficienten A,, A,, ..., A , - I  
und addiren sie zu Gleichung 4). Darauf multipliciren wir die m Gleich- 
ungen unter 5) mit Coefficienten y,, p z ,  . . . , p, und addiren dicso Gleich- 
ungen ebenfalls zu 4). Dann wird: 

d i ,  + d i ,  
+ A 1  ( d r , +  dr , )  +A, ( d r , + d r , )  + . m . +  1,-1 ( d r , - i + d r , )  
+A, (d i ,+d i , )  +A,(di,+di,) +.-.+ A,,,-i ( d i m - l +  dim-1) 

+ p i ( d i l + 4 1 d r l ) + p 2 ( d i 2 + q z d ~ z ) + m m * + p m ( d i m + ~ m d r m ) = 0 .  

Setzt man in dieser Gleichung die Coefficienten von d  il, d $ ,  . . . , di,,, und 
d r , ,  dr,,  .. ., d r ,  einzeln gleich 0, so erhiilt man 2m lineare Gleichungen, 
aus denen man die 2m-1  Grossen A , ,  A , ,  ..., 1,-1 und pl ,  p, ,  ..., p, 

leicht eliminiren kann. Die resultirende Gleichung, welche nur noch die 
GrBssen q enthalt, findet man in der Form: 

ist. 
Fiihrt man jetzt wieder die früher angewendeten Bezeichnungen ein, 

so hat man zu setzen: 
i l = a l ,  i 3=aS l  i 6 = a o ,  ..., 
7 - , = B l r  r 3 = B s 1  r 5 = P s 1  ..., 
i e=&,  i 4 = p a l  i s = & ,  ..., 
r2=rra1 r p = n 4 .  r i i c u r ; l  ... 

Die Bedingung ftîr dau Uinimum wird daun:  
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9) 
oder 

da, d o p  d a 3  da, = 1  
da1 d P 2  dl33 d P m  

ljk ) = 1 oder (do;),i= 1. 
d p k  m l  

Nach dem Breühungsgeïetz von S n  e l l i u s  ist  nun 

also wird die Bedingung ftir die Minimumablenkung in dicsem Falle: 

Zu bemerken ist,  dass für den Fall der Minimuma1)lenkung sammt- 

liche Winkel,  welche der Strahl an den breclieiiden Flachen mit der Nor. 
malen bildet, bestimmt sind durch die Winkel G ,  welche die Seiten der 

Prir~men miteinander bilden. Für den Fa11 eines Prismas hat man: 

1 
%=-, p 1 + a , = u .  

a1 

Wie man sich leiüht überzeugt , folgt aus diesen Gleichung*~~ : 

In diesern Falle geht der Strahl symmetrischer durch das P r i m a .  
Betrachtet man aber ein System von Prisruen, so ist der Durchgang 

des Strahles im Falle der Minimumablenkung nicht mehr symmetrisch. 
Dieses Letztere kann nur in ganz speciellen Fallen eintreten, wenn die 
brechenden Winkel bestimmte spater zu berechnende Werthe haben. 

V. Die Grosse der homocentrischen Differenz fur den Fa11 der 
Minimnmablenkung. 

CVir nehmen jetzt an, dass die Prismen sich alle in  demselben Mediiirn 
befinden, also etwa in Luft. Alsdann Lsstehen zwischen den Brechungs- 
exponenten die Reziehungen : 

%m,= 1, 
Die Redingung 

1) 

Die honiocentrische 

m3n4=1> n51âü= 1, ..., 5%-,TLm=l. 

10) in IV fur die Minimumablenkung wird 

Differenz hatten wir in der Form erhalten: 
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Bach der gemachten Voraussetzung kann man für schreiben : 

Infolge der Gleichung 1') ist niin diescr Ausdruck gleich der positiven Ein- 
heit und man hat 

A =  1. 

Es a a r  feroer Al = (k) - Wegen der oben aufgestellten Beziehungen 
m! 

zwischen den Brechiirigsex~ionenten ist offenbar auch 

Man hat also: 
2) 

Die Grosse A a i r d  in diesem Falle also unabhangig von der Grosse x. 
Die Grossen B und B, sind, wie man aiis den Pormeln 8) in III ersieht, 

abhhgig von den Wegon des Lichtbündels in  den einzelnen Prismen und 
verschwinden, wenn man dieae der Nul1 gleich setzt. 

In Gleichung 2) ist also der folgende Satz enthalten: 

,&ht ein Strahlenbündol im Minimum der Ablenkung durch ein 
System von Prismen, so ist  die homocentrische Differenz constant, 
d. h. unabhangig von der Entfernung des leuchtenden Punktes von 
der ersten Trennungsflache. Die homocentrische Differenz wird N d ,  
sobald man den Weg des Strahlenhtindels durch d m  Prismensystem 
als serschwindend klein annimmt. Y 

Aus dem Gange unserer Betrachtungen geht herror, dass es keine an- 
dcre Richtung als die Miiiimalablenkung gicbt, in welcher dio homocen- 
trische Differenz für jede Entfernung des leuchtenden Punktes dieselbe ist- 
Durch diese Eigenthümlichkeit ist die Richtung der Ninimumablenkung vor 
allen übrigen ausgezeichnet. 

Wir wollen jetzt noch den Fa11 betrachten, dass der Strahl symmetrisch 
durch das Prisma geht. Es soi also 

a. = & = a .  -,3 =...- 
3 -  4 - p .  

p -<Y, = p 3 =  ... 
1- 2 = q. 

Offenbar muss auch sein: 
1 

n r - = n  - - m m .  
l n, 3 - " ' -  

Die Aiiedrücke 8) in III werden nun: 

cosp B= - (d ,+d ,+ - - .+dm- , )  + d , + d , + . . . + d m - 2 9  
n cos p 
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Bezeichne ich nun mit D deu W e g ,  den der Strahl in  dem brechenden 
Medium, mit Dl den Weg,  welchen e r  i n  der Luft zuriicklegt, so ist 

Die Formeln 9) in III für die Entfernungen des primaren und secundireu 
Rrennpunktes lauten fiir diesen Fa11 sehr einfach: 

cosp2 y - z = -  D + D , ,  y 1 - z = - + D 1  D 
n. cos q2 n. 

Die Bedingung fur die Minimumablenkung ist fiir diesen Fa11 ebenfalls 
erftîllt, wie man aus der Bedingung 1) ersieht. 

Die constante homocentrische Differenz ist: 

Die Winkel p und q sind natürlich abhangig von den Grossen a ,  d. h. von 
den Winkeln, welche die PriemenfiLchen miteinander bilden. Aus den hier 
bestehenden Gleicbungen: 

P 1 + " ~ = ' J 1 ,  B g f  ",9=' je i  m . . ,  @ m - i + " m = ~ m - i  

folgt , dass allc brechenden Winkel der Prismen einander gleich sein müssen, 
sowie auf der andern Seite diejenigen, welche die einander zugewandten 
Prismenfllichen miteinander bilden; bezeichnen wir die ersteren durch G, die 
anderen durch G,, so ist: 

G ,=;, ,:-. 
2 

Aus sinp = n. sinq folgt : 
. G sin 5 = fi str. - . 

2  2 
Die homocentrische Differeni kann nie der Ku11 streng gleich werüen, denn 
die Bedingung 

cosp2 1--- - 0  
cos q" 

dass 
Der 

des 

wiirde in Verbindung mit der Gle ichuq  sinp = n s i n p  zur Folge haben, 
auch p = p = O sein mlissten. Dann hatte man aber auch G = a, = O .  
brechende Winkel der Prismen müsste also gleich Nul1 sein. 
DrIickt men in 1 ) p und p durch G aus,  so erhtilt man:  

Rezeichne ich noch die senkrechten Entfernungen der einzelnen Theile 
Strahlenbiindels von den Spitzen der Prismen der Reihe nach mit 

e l ,  e , ,  e,, ..., emPi, so hat man: 

d , = 2 e , f g 0 / 2 ,  d , = 2 ~ t g G / ~  U .  S. W. 

Setzt man noch e, + e, + . . + e,-i = E ,  so erhalt man durch Addition: 

D = ~ E ~ ~ G / ~ .  
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Alvo ist: 

Han kann also den folgenden Satz aussprechen: 
,Will men eine beliebige Anzahl von Prismen von demselben 

Brechungsexponenten und mit demselben brechenden Winkel G so 
aufstellen, dass ein Strahlenblindel im Minimum der Ablenkung 
symmetrisch hindurchgeht, so hat  man dieselben so aufz~istellen, 
dass die einander zugewandten Seitenflachen einen Winkel G ,  mit- 
einandcr bilden, welcher dureh die Gleichung 

sin. = n sin ci/g 
bestimmt ist. Die homocent,rische Differenz ist dann unabhbgig  von 
der Entfernung der einzelnon Prismen voneinander und ihrer Grosse 

wo E' die Summe der senkrechten Entfernungen der eineelnen Theile 
des Strahlenbündels in den Prismen von den Kanten der zugehorigen 
Prismen bedeutet.' 

Nan kann d also entweder dadurch zuni Versehwinden bringcn, dass 
man die Winkel G sehr kleili macht ,  oder dadurch, dass man dae Strahlen- 
blinde1 den brechenden Kanten sehr nahe das System durchlaufen lEsst, wo- 
durch die Grosse E zum Verschwinden gebracbt wird. 

Wir wollen jetzt noch den Fa11 eines einzigen Prismas betrachten. 
Die Formeln 8) in III geben, da  die Gleichung a,n, = 1 besteht: 

,o,sff, ,s,,), COS ri A - (  , B=L-- '  d 
COS 6, COS p, r, cos /?," 

Die Gleichungen 9) in III, durch welche die Lage des primaren und secun- 
diiren Brennpiinktes festgelegt wird, worden in diesem Falle: 

iind 

Für den Fa11 der Miiiimumahlenkung hat  man 

e l  = pz und B, = u,, 
iind der WerLh von d 

lasst sich unter Berticksichtigung des Brechungsgesetzes und der Beziehung 
& + n, = G in der Form : 
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schreibcn. Setzt man die senkrechte Entfernung des Strahles im Prisma 
von der brechenden Kante gleich c ,  so wird 

Diese Gleichung stimmt in der Form vollstsndig mit der überein, welche 
für  den symmetrischen Durchgang durch eine beliebige Anzahl von Pris- 
men gilt. 

Die Einstellung in den Spectrnlapparaten ist in der Regel eine der- 
artige, dass das Licht im Minimum der Ablenkung parallel das Prismeri- 
systern durchl8;iift. Die Formel 10) in III zeigt, dass A fiir paralleles Ilicht 
irn Allgemeinen unendlich gross wird. Infolge dessen muss das Bild de-. 
leuchtenden Punktes nothwendig undeutlich erscheinen. - Wesentlich anders 
ist jedoch der Pal1 der Ninimumablenkung. Hier bleibt d constant, weon 

der Bildpiinkt und nach den Formoln 8) in III auch die bciden Brennpunkrc 
ins Unendliche rücken. Diese endliche Grosse A ist nun als verschwiiidend 
klein anzusehen gegen die unendlich grossen Ent,fcruungen der Brcnnpunkte, 
so dass in dem letzteren Falle das Strahlenbtindel nach der Rrechiing durcl: 
die Prismon als streng homocentrisch z11 betrachtcn ist. 
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Ueber die Osculationskreise bei Kegelschnitten. 

Von 

Dr. A. WEILER 
in ZUrioh. 

Hierzu Taf. V Fig. 12 -24. 

Zweite Mittheilnng. 

5. Der feste Kegelschnitt kB, welcher zunachst keine Parabel sein soll, 
werde nun als Curve zweiter Classe aufgefasst; eine bestimmte seiner Tan- 
genten werde mit t ,  ihr Berührungspunkt mit P und der zugehorige Oscu- 
lationskreis mit pz bezeichnet. 

Irgend eine Tangente a von k2 schneide t i n  A"; die in A" auf a er- 
richtete Senkrechte sei a* (Fig. 12),  sie mag die Normale m des Punktes P 
in A* schneiden. Lasst man a den Kegchhni t t  k2 einhüllen, so wird a* 
eine Curve dritter Classe cY beschreiben. - Um zu beweisen, dass der 
Strahl a* bei seiner Bewegung dreimal durch irgend einen Punkt Q der 
Ebene hindurchgeht, wie eben behauptet worden ist,  drehe man um Q einen 
Strahl y,, auf welchen man je im Schnittpunkt mit t eine Senkrechte y 
errichtct. Alsdann wird y eine Parabel nmhüllen mit Q ale Brennpunkt 
und t als Scheiteltangente. Diese Parabel hat mit k2 vier Tangenten ge- 
mein: t und w ,  v, W .  Darauf sind zc, v, w die einzigen Tangenten von k2, 
deren zrigeordnete Strahlen u*, v*, w* durch den Punkt  0 hindurchgehen 

Gelangt a nach t und damit A" nach P, so wird a* mit TZ zusammen- 
fallen. In zwei Lagen wird ferner die Tangente a auf t senkrccht stehen 
und somit a* mit t zusammenfallen. E s  folgt hieraus, dass die Curve c3  
die Normde n berührt und daas aie t zur Doppeltangente hat. 

Die  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e  es b e r t i h r t  d i e  N o r m a l e  n i n  d e r  
K 

Mitte z w i s c h e n  P u n d  d e m  K r ü m m u n g s c e n t r u m  K. - Der 
2 

Bertihrungspunkt der Curve 8 mit  ihrer Tangente TZ ist namlich aufzufassen 
als Grenzlage Q* des bereits erwiihnten Punktes A*, wenn die variable 
Tangente a von k q n  die t unendlich benachbarte Lage q übergeht. Die- 
selbe Grenzlage beziiglich p, p*, & *  t r i t t  aber auch ein, wenn man eine 
variable Tangente r des Osculationskreises p8 i n  die mit t unendlich benach- 

Zeitaïhrift i. Mathernatik u. Phyaik XXXIV, 3. l d  
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barte Lage übergehen lasst (denn es haben pz und k' die Tangente t uni1 

deren consecutive Tangente miteinander gemein - vergl. Nr. 2 ,  erste Xit- 
theilung). - Es sei nun (Fig. 13) r eine willkürliche Tangente von pz, 
R ihr Reriihriingspunkt, r* die im Schnittpunkte H" von ï mit t auf r 
errichtete Senkrechte, welche n in R* schneidet. Die Dreiecke ERfR" 
und PR"R sind gleichwinklig, weil ihre Seiten paarweise aufcinandcr senk. 
recht stehen. Das letztere Dreieck ist gleichxhenklig, also ist auch KRrR" 
ein gleichschenkliges Dreieck und es ist ER* = R'R" . Diese Gleichheit 
besteht für alle Tangenten r von pY Riickt nun r in  die mit t unendlich 

K 
benachbarte Lage, so rücken R" nach P und somit R* in die Mitte - 
zwischen P und K. 

2 

6. Es sei nun auch O (Fig. 12) eine feste Tangente von k2, welche von 
der veranderlichen Tangente a im Punkte A geschnitten werde. Fallt man 
aus A" auf PA die Senkrechte a,, so wird letztere Gerade eine Parabel oE 
umhIfllen. 1st n k d i c h  A', die Richtung von a,, so sind die von A1'auf t 
und von A' auf der unendlich entfernten Geraden g, heschriebenen Reiher 
projectiv, weshalb a, in der That eine Parabel (mit t als Tangente) be- 
schreibt. Nahert sich hierbei a der Tangente t ,  so rückt PA nach t ,  a, ver- 
einigt sich mit a* und es haben der Schnittpunkt A"' von al mit n ,  sowie 

K 
A* dieselbe Grenzlage in  n ,  niimlich den Punkt  - -  - D i e  P a r a b e l  O' 

E 2 
b e r ü h r t  s t e t s  d i e  N o r m a l e  n. i n  - -  

2 
Es Iasst sich nun pz aus t ,  P und den drei weiteren Tangenten O, a ,  b 

von ke in folgender Weiso construircn (Fig. 14). Man schneide a,  b mit o 
in A ,  B und mit t in A", B". Fiillt man aus A", B" auf P A ,  PB die 
Senkrechten a, ,  b , ,  welche m in A"', Bu' schneiden mogen, so sind t ,  a, 

K 
a,, b, vier Tangenten einer Parabel (O", welche n. in -- berührt. In an- 

2 
K 

derer Ausdrucksweise Sind A", B', P auf t und A'", B"', - auf n. en:. 
sprechende Punkte ahnlicher Reihen. 

2 

7. Nach vorangehender Nummer liefert jede Tangente O von k2 e i n ~  
K 

Hilfsparabel oz, welche t ,  ferner n im Punkta 3 berührt. Diese Hilfs 
2 

parabeln bilden somit eine specielle Schaar von Kegelschnitten, indem zwei 
der Grundtangenten in r, vereinigt sind. F ü r  zwei Lagen von o nird dem- 
nach die Rilfsparabel in  zwei Rüschel zerfallen, einmal wenn O nach t  fa:lt 
die Scheitel der Büschel sind P und der unendlich ferne Punkt von la (es 
i s t  diesfalls oe ziir Construction von pz nicht zu verwenden); ferner nird 

li 
fiir eine andere ausgezeichnete Lage von O das eine Rüschel den Punkt - 2 
zum Scheitel haben. Dieser Fa11 tritt  ein, wenn die projectiven, von A' 
au€  t und von A' anf g,,  beschriebenen Reihen perspectiv sind. Diese L a g  
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von 0 ist in Pig. 15 zur Arischauung gebracht. Man legt an k-ie mit t 
parallele Tangente s (vom Berührung~punkte T) ,  welche n in  S schneidet; 
sus S wird O als zweite Tangente an k2 gelegt. (Man wird sich iiberzeugen, 
dass, unter Beibehaltung der eingefuhrten Bezeichnung , die Punkte Sm und 
S" in dein g: und t gemeinsamcn Punkte vereinigt Sind.) 1st jetzt a irgend 

K 
eine Tangente von k2, so schneidet a, die Normale n. stets in ; . Geht 

2 
dabei a in O über, in  melcher Lage sie mit b bezeichnet werden soll, so 
zeigt es sich, dass die Senkrechte aus dem Schnittpunkte B" von O mit t, 

K 
auf die Polare PB dieses Schnittpunktes beziiglich k" ebenfalls n in - 
schneidet. 

2 

I n  Pig. 15 gehen aus S zwci Tangenten s, O an ka mit den Ber$rungs- 
punkten T, B. Ferner schneidet n ,  durch S gehend, kZ in P und R. Auf 
ke ist somit B, T; Y, R eine harmonische Gruppe. Projicirt man diese 
Punkte aus dem P unendlich benachbarten Punkte von k" so entstehen die 
harmonischen Strahlen PB, PZ'; t ,  TL, wobei das letztere Paar ein Recht- 
winkelpaar ist. 8180 bilden PB und der Durchmesser P T  mit la und mit t 
gleiche Winkel. Wenn man endlich in  der Figur  auf s die Strecke ST, ent- 
gegengesetzt gleich ST abtrligt, ao muss PT,  durch B gehen. 

8. Irn Vorangehenden hat  man in Bezug auf die festen Elemente P, t ,  n 
zu jeder Tangente O ~ i n e  Parabel u2 in folgender Weïse construirt. Jede 
Tangeiite a von ke schneidet O in  A ,  t in A"; aus A" fallt man auf P A  
die Senkrechte a,, welche oa borührt. Es  soll nun direct bewiesen werden, 
dass alle diese Parabeln oz auf n einen festen Beruhrnngspunkt haben. 

Wie bereite bekannt, iut o2 das Erzeugniss der projectiven Reihen A" 
auf t und A' auf g, (Fig. 12). Fiillt a nach der mit t parallelen Tangente 
s von k" so rückt Sv in  den Schnittpunkt von t mit g,. Der entsprechende 
PunkE 9' ist die Richtung der auf PS senkrechten Geraden, z. B. der i n  P 
auf PS errichteten Senkrechten O,. Letztere Gerade ist ein Durchmesser 
der Parabel oP und PS ist ihre Directrix. - Gelangt ferner a in die Lage u, 
welche Tangente sich mit O auf n schneidet, so rückt AL beziiglich UO, 
in den Schnittpunkt der Trager t ,  g, jener projectiven Reihen. Der ent- 
sprechende Punkt U" ist der Beriihrungspnnkt der Parabel os mit der 
Trkgertangente t. 

Diese zwei Berührungspunkte U", Sa als Richtung von O , ,  von o%it 
ihren festen Tangenten t ,  g,, veriindern ihre Lage, wenn O als Tangente 
von ke sich bewegt Andererseits soll nun der Ber(ihrungspunkt von oZ mit 
n construirt werden und zwar nach einer sehr bekannten speciellen Form 
des B r i  a n  c h O n'schen Satzes. Man verbindet den Schnittpunkt P der Tan- 
genten t ,  TZ mit dem Berührungspunkte Sm der Tangente g, und erhiilt 
den Strahl p l .  Ebenso ist O,, durch U" parallel mit n gezogen, die Ver- 
bindungslinie des Berührungspunktes der Tangente t mit dem Schnittpunkte 

1 2 +  
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der Tnngenten n ,  g,. Durch den Schnittpunkt von O ,  mit O ,  zieht man n, 

parallel mit t und schneidet damit vz im zugehorigen Berlihrungspunkte & 
Biilt man nun in Fig. 12 P, t ,  lz, s fest, wiihrend O den Kegelschuiit 

kZ einhullt, so werden O ,  und O ,  zwei perspective Büschel beschreiben. Vor 
Allem niimlich entsprechen sich die Strahlen ol , O ,  umkehrbar eindeutig. 
Rückt daun o nach t ,  so fallen O ,  und O ,  mit n zusammen, also sind die 
Büschel perspectiv. Wird endlich o zu der aus dem Schnittpunkte von s 

mit lz an k2 gezogenen zweiten Tangente, so ffillt o, mit t zusamrnen, 
whfirend or unendlich fern liegt. Es  folgt hieraus, dass der Schnittpunht 
von O ,  mit O ,  eich auf dem mit t parallelen Strahle O ,  fortbewegt und dass 
die Parabeln o2 die Normale .n in demselben Punkte N berühren.' 

9. Der soeben direct nachgewiesene gerneinsame Berührungspunkt !i 
K 

der Parabeln oz mit der Normalen muss iiach Nr. 6 der mit , bezeicb- 
L 

nete Punkt  sein. In  Nr.  2 ,  erste Mittheilung, sind dagegen Parabeln a. 
gegeben worden , welche vz in L berühren. Diese zwei Resultate miigen .on 
der IIand von Fjg. 16 zu einander in Beziehung gebracht werden. Hierbei 
haben P, t ,  a, R , s die in fruheren Nummern erwiihnte , theilweise specielle 
Bedeutung. 

O ist das in Nr. 2 erwahnte beaondere Centrum auf ke, für welche 
die dort erwiihnte Hilfsparabel zu dem Büwhel vom Scheitel L wird (Fig.8). 
Es wird alvo in Fig. 16 die aus B", auf PB gefiillte Senkrechte die FCI. 
male rn in L schneiden. Ferner hat o die specielle Bedeutung von NI.: 

FL 

(Big. 15), und die aus B", auf PB gefillte Senkrechte schneidet in - 
K 2 

Also muss, weil PL das Vierfache von P betriigt , auch PB", das Vier 
2 

fache von PB", betragen. - Zum directen Beweise dessen ziehe nochBT, 
welche t in M trifft, und durch B die mit t parallele Secante B C  von P,  
Auf k2 wird nun P, T; B, C eine harmonische Gruppe sein, welche man 
aus dem B unendlich benachbarten Punkte von k2 als Centrum auf d.t 

Tangentc t projicirt. Es entstcht wiedcr eine harmonische Gruppe, nobz. 
die Projection von C unendlich fern liegt und somit die Projection B",von 
B in die Mitte der Strecke P X  fillt. - Auf k2 hat  man weiter die bar- 
monische Gruppe P, R; B, T, also ist auch P, O; C, T eine solche (letzteri 
is t  das Bild der eriiteren in  der involutorischen centrischen Collineation Ton 

der Axe P T  mit dem Pol dieser Axe, beztiglich k" als Centrurn). Projiciii 
man auch diese Gruppe P, O;  Cl T aus B auf die Tangente t ,  80 findet 
man ,  dass die Projection M von T in die Mitte der Strecke PB", fal!i 
- Schliesslich ist nun PB'; = Bu1 M und P M  =. NB", , somit i n  der 
Tha t  PB'', das Vierfache von PBv1.  

* In ganz analoger Weise Iasst sich zeigen, dasa die in Nr. 2.eingefuhrte~ 
Hilfsparabcln n. in demselben Punkte berühren. 
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Der Kegelschnitt ka sei eine Parabel. 

10. Errichtct man in dem Schnittpunkte A" der laufenden Parabeltan- 
gente a mit der festen Tangente t auf a die Senkrechte a*, so umhüllt die- 
çelbe eine Parabel c2 (anstatt eine Curve dritter Classc 3, vergl. Nr. 5; 
man findet namlich, dass durch a* ails den Geraden t und g, projective 
Rcihen lierausgeschnitten werden). Diese Parabel berührt t im Fusspulikte 
der auf t senkrechten Tangente von kZ, ferner nach Nr. 5 die Normale n 

K 
in dem Punkte -. 

2 
Es aei nun (Fig. 17) die Parabel ke gegeben durch t mit P und n, 

sowie durch die zwei weiteren Tangenten a ,  b.  Man construire a*, b" (als 
Senkrechte auf a ,  b in den Punkten A", B"), welche TI in  A"', B'" schnei- 

4 den; alsdann sind t ,  n ,  a*, b* vier Tangenten einer Parabel (c2) ,  wclche n 
x K 

in - bertihrt; auch Sind A", B", P auf t und A ,  Br", 2 auf n. ent- 
2 

sprechende Punkte ahnlicher Reihen. 
K 

Aber auch die in Nr. 6 (Fig. 14) gegebene Construction von , gilt un- 
2 

ver$ndcrt, wonn k2 zu einer Parabel wird; auch hicr wcrden die Hilfspara- 
beln oe, die eine specielle Schaar bilden, vorhanden sein. F ü r  die Tangente O 

von k' giebt es nun eine, nur ftir k2 als Parabel mogliche ausgezeichnete 
Lage. Es ist dies o als unendlich ferne Gerade der Ebene, nennen wir 
sie O,; sie varanlasst eine Hilfsparabel om, welche eben mit c2 identisch ist. 
(Nach Nr. 8, mit Fig. 12, stehen dio Durchrneser v o i  k%nd von c2 = 0% 

aufeinander senkrecht.) 

11. In  Nr. 7 mit Fig. 15 kt die ausgexeichnete Lage der Tangente O 

von ke angageben worden, für welche die Reihon A" auf t und A' auf g, 
K 

perspectiv werden, womit oZ zerf'illt, indem die Strahlen a, gich in - auf n 
2 

schneiden. Wird k%u einer Parabel,  so rlickt s unendlich fern, o wird 
zu der auf t senkrechten Parabeltangente o =. b (Fig. 18). (Die in  Fig. 15 
verzeichnete willkllrliche Tangente a von k2 ist in  Fig. 18 nnterdrIickt wor- 

K 
den.) Die Senkrechte aus B" auf PB schneidet fi i n  ,. Nun bedenke 

2 
man, dass die Tangenten t ,  o = b rechtwinklig sind, sich a190 auf der 
Directrix d der Parabel k%chneiden. Dit! Polare PB des Punktes Br' geht 
durch den Brennpunkt F, dasselbe gilt ftir die aus B" (auf d) auf dessen Po- 
lare PB gefàllte Senkrechte. Errichtet man also in P auf dem Radius vector 

K 
des Punktes P eine Senkrechte, so schneidet ~ i e  n in - -  Weiter folgt 

2 K 
durch Anwendung auf den Punkt  B, dass, wenn man dio Linie B --- mit 

M 2  
der Normalen m des Punktes B schneidet, der Schnittpunkt , dis Mitte 

Y 

des klirnmungsradius BM des Punktes B k t .  - I n  Fig. 18 ist die Linie 
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B"C ein Durchmesser der Parabel ke (sie verbindet den Pol B" mit der 
Mitte der in die Polare fallenden Sehne PB); es folgt, dass die in B" auf 
B"C errichtete Senkrechte d die Directrix von k2 ist. Sie enthalt nament- 

K 
lich die orthogonal-symmetrischen Punkte von - in  Bezug auf t und von 

2 " in Bezug auf b [in s r .  14d) werden sich theilweise Verallgemeinerungen 
2 - 
dieser Bexiehungen ergeben]. 

A n h a n g .  

I m  Punkte P des Kegelschnittes k2, in welchem die Tangente t bekannt 
is t ,  lssst sich der Krtimmungskreis p2 construiren, wenn man neben P, f 
noch drei gleichartige Elemente, Punkte oder Tangenten, kennt. Bisher 
wurden diese Elemente als getrennt liegende behandelt. E s  sollen nun die 

Constructionen von pz bezüglich von K ,  L oder besprochen werdcn, 

wenn von jenen drei weiteren Elementen zwei oder alle drei unendlich nahe 
rücken. 

12. Von kB seien P mit t und,  a und drei Punkte bekannt, von denen 
zwei unendlich benachbart sind. 

a) Die Anwendung der Construction in Nr. 1 a) ist in diesem Falle so 
einfach, dass eine Auseinandersetzung iiberfltissig erscheint. 

b )  Die benachbarten Punkte bezeichne man mit 0, A ,  den einzeln ge- 

gebenen Punkt  mit B, und wende die in Nr. 3 (Fig. 7) gegebene Conetriic. 
tion an [die Ausführung ist i n  Nr. 14a) mit Big. 21 enthalten]. 

c) Die ehengenannte Construction ist auch dann anwendbar, wcnn man 
die benachbarten Punkte mit A ,  B bezeichnet, den einzeln gegebenen Punkt 
aber mit 0. Die Verbindungslinie von A mit B sei g ,  vergl. die schema- 
tisirte Fig. 19. Man schneide t mit 08 in A'', Talle aus A" auf PA die 
Senkrechte a. Nun denke man sich diese Construction für B wiederholt, 
es wurde ein dem Strahle a unendlich benachbarter Strahl b entstehen ilni 

darauf wtiren t , m l  a ,  b vier Tangenten eicer Parabel,  welche lz in L be- 
riihrt. Von dicsen Tangenten sind jedoch a ,  b unendlich benachbart und 
man hat  vorerst deren Schnittpunkt X zu ermitteln, worauf man von der 
Hilfsparabel die Tangenten t ,  n, a und den Berührungspunkt X der  le!^ 
teren kennt. Verbindet man nun O mit den Punkten A ,  C, . . . von g und 
construirt man in der angegebenen Weise die Strahlen a, c l  . . ., so un. 

hiillen diese eine gewisse Hilfsparabol, welche wieder durch vier ihrer TFln 
genten, etwa a ,  t ,  c, d,  bestimmt ist. X ist alsdann der Berührungspuckt 
der Tangente a mit dieser Hilfsparabel. 

13. Von ke seien t mit P und a, sowie drei weitere Tangenten bekannt, 
wovon zwei unendlich benachbart sind. 

a) Am cinfachsten wird die Construction in Nr. 6 mit Fig. 14 an 

gewandt, indem man die benachbarten Tangenten (deren Schnittpunkt b ~ .  
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kannt sein muss) als O und a, die einzeln gegebene als b zahlt [vergl. die 
Anwendung in Nr. 1 4 b )  mit Fig. 231. , 

b )  Sind aber O die eineeln gegcbcnc Tangente, a und b dio benach- 
barten Tangenten, so wende man ebenfalls die Construction aus Nr.  6 an, 
sowic die in ?Sr. 12c) besprochene Hilfsconstruction. 

c) 1st k%ine Parabel, so gentigen t mit P und .n und die benachbar- 
ten Tangenten a ,  h zur Bestimmung von k2, sowie zur Construction vonp2. 
111 Nr. 10 (Fig. 17) ersetze man a ,  b durch die Tangente a und deren Be- 
riihrungspunkt A (mit der Parabel k2). Es entsteht Fig. 2 0 ,  worin auch 
a*, b* zusammenfallen. Die Grenzlage A* ihrild Schnittpunktes ist der Be- 
rührungspunkt von a* mit der Hilfsparabel c2 :\= o z .  Um ab& diese Grenz- 
lage zu finden, beachte man, dass in E'ig. 17  die Punkte A", Br', die 
Schnittpunkte von a und 6 und von a* und b* auf einem Halbkreise liegen, 
und zwar sind die letztgenannten P ~ i n k t e  die Endpunkte eines Durchrnessers. 
In  Fig. 20 ist somit A* der Endpunkt des in  A beginncnden Durchmessers 
desjenigen Kreises, welcher durch A geht und t in  A" bertihrt. Tragt  
man daher A"A, auf a gleich AA" ab ,  zieht aus A, auf t eine Senk- 
reçhte. so wird diese a* in A* schneiden. Endlich construirt man den 

K 
Bsrührungspunkt derjenigen Parabel (c2 = 0%) mit n, welche t ,  n zu 

2 
Tangenten hat, und a* in A* berührt. ( In der Figur sind 1, 2 ,  3 und l', 2', .. 
, ff 3.=g entsprechende P ~ i n k t c  iihnlicher Reihen.) - Ware speciell a auf t 

seukrecht, so würde nach Nr. 10 die Senkrechte aus A" auf P.4 die Nor- 
K 

male la in - schneiden. a 

14. E s  soll endlich k2 durch P mit t un'd .n, ferner durch drei unend- 
lich benachbarte Elemente bestimmt sein. Neben P, t ,  n werden somit ein 
Punkt A ,  seine Tangente a und der zugehorige Oaculationskreis a2 (vom 
Cenirum M) bekanut sein. ES soll pz construirt werden. 

a) Bei der in  Fig. 21 vollstandig ausgoführten Construction wird nach 
Nr. 1 a) der vierte Sclinittpunkt A,, = B von k2 mit a2  bestimmt. Zu diesem 
Zwecke werden P, t (eigentlich I'und dessen unendlich benachbarter Punkt  
von t j  aus A auf den Kreis a\projicirt", es entstehen t", t'. Den Schnitt- 
punkt von t '  mit t  verbindet man mit A ;  diese Linie a. (in Kr. 1 so ge- 
uannt) wird a2 zum zweiten Melc in A, = B schneiden. - Hierauf wende 
man die in  Nr. 3 ,  Fig. 7, bezüglich Nr. 12 b )  gegebene Construction an. 
Den Punkt O von k%Shlt man bei A ,  projicirt A nach A ,  B nach B" 
auf die Tangente t und fallt A"A'" auf PA,  sowie B"BU' auf PB senk- 
recht. Schliesslich gehoren A", B", P auf t und A'", B"', L auf la ahn- 
lichen Reihen an. Im Uebrigen wird die Verbindungslinie der Mitten von 
a"A"' und B r ' B " '  die Normale n. in  K selhst schneiden. 
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K 
b )  Fig. 22. Genau ebenso einfach wird dic Construction ftir -- 

2 ' wenn 
man erst die vierte, a2 und kS gemeinsame Tangente a, = b construirt. Es 
geschieht dies nach der Fussnote zu Nr. 1 mit Fig. 3 ,  wobei di0 dort mit 
a ,  b be~eic~hneten Tangenten von k2 hier in  t vereinigt sind, mit P als 
Schnittpunkt; die dort mit a', t' bezeichneten Tangenten vereinigen sich 
hier in t', mit P' als Schnittpunkt u. B. f. Schliesslich verfahre man nach 
Nr. 13a) .  

1st nun fiber k2 eine P a r  a b e l ,  so wird sie durch A ,  a ,  a 5 n d  die 
Tangente t bestimmt sein. F ü r  die Construction von P und pz ergeben sich 
namentlich die folgenden Moglichkeiten: 

c) Man wende die Construction Kr. 13c) zweimal, direct und in der 
Umkehrung, a n  (Fig. 23). Es  schneide t die Tangente a in T", daselbst 
errichte man auf t die Senkrechte t*, welche die Normale m des Punktes A 

M 
in  T"' schneidet; auf dieser Normalen m sei - die Mitte zwischen A und 2 M 
dem Mittelpunkt M von a2. Eine erste Hilfsparabel, welche wa in - 1  2 
ferner t* und a berührt, hat  nach Früherem an t* den Berührungspunkt P*. 
Die aus P* auf a gezogene Scnkrcchte trifft t in Pl, darauf wird P,Tv *. 

Li 
T" P gemacht. Bus t ,  P, a ,  A wird nach Nr. 1 3 c )  der Punkt - direct 
construirt. 

a 
d) Fig. 24. Es seien A, a ,  - 1  t bekannt. Der eingefvhrten Bereieb. 

2 - 
nung gemass werde a von t in  T" geschnitten. Der Kreis vom Centrum 2, 
welcher dureh A geht und t in X" berührt, gcht durch den Brennpunkt F 
der Parabel. Ebenso (Nr. 11) liegt F auf dem Kreise vom Centrum 1 über 

M 
A - als Durchmesser. Es  ist damit E' als Schnittpunkt zweier durch A 2 
gehenden Kreise eindoutig bestimmt. (Man wird bernerken, dass der erstera 
Kreis den Durchmesser T1'T"' besitzt, dessen Trager mit t* iibereinstimmt.) 
Ein dritter Kreis-, vom Ccntrum 3 ,  welcher durch F geht und a in TV 
berührt,  wird t zum zweiten hial in P schneiden. (Sein Durchmesser T''A'" 

K 
fiillt in a*.) I n  P lege man nun die Normale a und ziehe noch F -  mnk- 
recht zu FP. 

2 

In  Fig. 24 sind TV'FT" und A"'FT" rechte Winkel. Es  liegen A"' 
und T"', ebenso 2 und 3, je  auf einw Senkrechten au FT" (was fur die 
Construction von A"' und P leicht benutzt werden konnte). Weiter sind 
die Winkel P F T "  und A F T "  gleich dem ,,aiisserenu, von a mit t ein- 
geschlossenen Winkel; es liegen die Leitstrahlen F A  und FP orthogonal- - 

Bf 
symmetrisch in Bezug suf El"'. D i e  d a r a u f  S e n k r e c h t e n  F- und 

B 2 
F- l i e g e n  a l s o  e b e n f a l l s  o r t h o g o n a l - s y m m e t r i s c h  zu PT': 2 
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Kleinere Mittheilungcn. 

IX. Ueber einen Beweis des Fnndamentalsatzes der Algebra. 

Die folgeride Mittheilung bezweckt, eine im 28. Bande dieser Zeitschrift 
auf S. 213 - 21 5 enthaltene Arbeit über den Fundamentalsatz der Algebra, 
deren Fehlerhaftigkeit noch nicht bemerkt worden zu sein scheint, i n  einen 
einwurfsfreien Reweis umzuwandeln. 

' Zu jedem Werthe der Variablen 

a = g  (wsw+i.sinw) 
geh6rt ein eindeutig bestimmter Werth der Function 

f ( z ) = A , +  A , a + A , a 2 + . . . +  A,sml 

deren Coefficienten in der Form 

Ak = ak (COS a ~ ,  + i sivz ak) 
gegeben seien.* Dieser Werth von f ( a )  wird auf die bekannte Art durch 
einen Punkt iu einer Ebene dargestellt. Eiuer stetigen Aenderung de8 Ar- 
guments a  éntspricht dann immer eine stetige Verschiebung des Punktes 

f ( z ) .  Flihrt man nun zwei Werthe von q ,  q' und (, vermittelst der Un- 
gleichungen 

a , ~ m > a , n - i ~ m - i + a m - ~ ~ m - 2 + . - . + ~ 1 p ' + a o ,  
a, > a, p"+ az @'la + . . + a, p'lm 

ein, dann gilt der Satz: 
Hat  0 den Werth Q' und wachst w dabei von einem beliebigen 

27c 
Anfangswerthe w, an um - I so beschreibt der Punkt f ( a )  einen 

m 
Bogen um den Nullpunkt der Ebene herum; hat dagegen p den 
Werth g"l so kann f (s)  nicht um den Nullpunkt sich herumbewegen. 

Der Beweis wird a. a. O. unter Benutzung geometrischer Hilfsvorstel- 
lungen erbracht, welche sich in folgender Weise umgehen lassen. Wenn E 

den absoluten Werth g' hat ,  betrachtet man f (8)  als Summe von A,sm 
und Am-, 8"-' + . . + Al a  + A, ; der letzte Summand hat dann geringe- 
ren absoluten Werth als der erste, woraus man leicht schlievsen kann ,  dass 

der Abstand des Punktes f ( s )  vom Punkte Am#"' kleiner ist als derjenige 
2 n  

des Punktes Am am vom Nullpunkte. Wenn w von a>, an um - wachst, 
m 

ao beschreibt der Punkt  Amsm einen vollstandigen Kreiâ um den Nullpunkt, 
und der Punkt f ( a )  muss sich deshalb gleichzeitig um den Nullpunkt herum- 

* Die Bezeichnung der genannten Abhimdlung ist beibehalten. 
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bewegen. - Aehnlich zcigt man,  dass fiir Q = @" der Punkt  f ( g )  sich rom 
Punkte -4, nie um die Strecke a, entfernen kann. 

Ein Umstand ist nun besonders zu bcachten. Wenn Q irgendwie fixirt 
2 7r 

is t  und o von einem beliebigen A n f a n g ~ w e ~ t h e  an um - wachst, so be- 
m 

rechtigt nichts zu der Annahme, dass das vom Punkte f ( z )  beschriebene 
Curvenstück immer eine Schleife sei. Aber der Verfasser macht dicse An- 
nahme wie etwas ganz Selbstverstandliches und schliesst daraus: Weil dic 

2 n. 
Curve, welche zu beliebigem g und von w, bis wo + - geheudem w ge- 

m 
hart, immer eine Schleife ist und darum fiir p = p' den Nullpunkt vollstiin- 
dig umschliesst, wahrend sie ihn für p = @'' nicht mehr umschliessen kaun, 
so  xnuss sie bei ihrer stetigen Aenderung, welche der Abnahme des Q von 
p' bis p" entspricht, über den Nullpunkt hinweggehen. Damit hait der Ver- 
fasser die Existenz einer Wurzel von f i s )  = 0 fiir bewiesen; und er sagG 
weiter etwa 

tervalle O -. 
Folgendes: Wenn man diese Betrachtnng für jedes der nL In- 
2n; Bn; 4n; , -...-, ..., Z(m-1)n  . - . . 2 n  durchgeführt denkt, 
m m  m m 

dann erkennt man die Existenz von genau m Wurzeln von f ( ~ ) .  [ I h t h ü m -  
lich glaubt er, dass zu diesem Schlusae der Satz, dass eine Gleichung m""" 

Grades htichstens na Wurzelri habeu konne, niçht uothig sei; er überkiehl 

dabei, dass jede der ,,SchleifenU bei ihrer Bewegung wohl aucli mehrmals 
über den Nullpunkt hinweçgehen kcinnte.] 

Dass dieser ,,ReweisL' des Fundarnentalsatzes felilerliaft sein miiss. is t  

sofort zu sehen. Das Endergebniss liisst sich niimlich auch so auùsprechen: 
Wcrden die Wurzeln von f(z) = O durch Punkte oiner xwciten Ebene d u -  
gestellt, dann lasst sich diese Ebene durch m vom Nullpunkt ausgehende, 
miteinander gleiche Winkel bildende Strahlen so zerlegen, dass jeder Theil 
eine und nur eine Wurzel von f ( s )  enthalt. Doppelwurzeln, mehrere reelle 
Wurzelri desselben Vorzeichens u. A. widersprechen aber diesem Ergebnisae. 
- Der Fehler der ganzen Beweisführung liegt in der Annahme, dass das 
besprochene Curvenstück ixnmer eine Schleife sei. 

Die Uutersuchung lasst sich aber sofort in einen einwurfsfreien Bcweis 
des Fundamentalsataes der Algebra umwandelu, wenn man die Curve be- 
trachtet,  welche der Punlrt f ( z )  bei fixirtcm Q und von O bis Zn; gehendem 
w beschreibt. Diese g e  S C  h l  o s s  e n e Curve wird für p - den Nullpunkt 
der Ebene umschliessen müsaen (in m Windungeu) und für = Q" kann sie 
den Nullpiiukt nicht mehr umschliessen. Nimmt also g von Q' bis ab, 
so geht die Curve über den Nullpunkt hinweg (mindestens eiurnal, im All- 
gemeinen sogar rnindestens m-mal).  Mit, dem Ir'achweis der Existenx einer 
Wurzel von f(z) = O aber ist der Fundamental~at~z der Alpebra schon voll- . . 

kommen bewiesen. 
Die hiermit berichtigte Abhandlung enthalt iibrigens eine recht inter- 

essank Restimmung zweier Grenzen, zwivchen denen die Wurzeln von 
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f ( z )  = O ihren absoluten Werthen nach liegen. Derartiga Einschliessnngen 
sind schon verschiedene bekannt; die meisten Werke über Algebra enthalten 
einzelne und G a u s s  gab z. B. bei Gclegenheit seinor Beweise des Funda- 
mentalsatzes der Algebra mehrere an. Dahin gehort der Satz: 

Die Wureeln von f ( ~ )  = -4, zm + z " ' - ~  + - - + Al z +-AO = O 
liegen ihren absoluten Werthen nach unter der einzigen positiven reellen 
Wwzei von a, pm - J2 (u,-i p m - l  +. . . + a ,  + a,) = O ,  weun ak den 
absoluten Werth von Ak angiebt. 

Der Beweis, welchen G a  u s  s hierfür gab (Gauss' Werke, III, S. 76 -77; 
B a l  t x e r , Elementarmathematik , 1) , ist ziemlich umstandlich; weit einfacher 
ist seinern Beweise und seiner Forni nach der folgende Satz: 

Die absoluten Werthe der Wuraeln von 

f ( 8 ) = A , a m +  A ,  I z m - l + . . . + A , z +  A , = ( )  

liegen unter oder doch nicht über der einzigen reellen positiven Wurzcl von 

a , g m - ( a m - ,  g m - l + - - - + a i ~ + a o )  = O  
und über oder genauer nicht unter der positiven Wurzel von 

a ,pm+arn- ipm-i+m.-+a ,p-a ,=O.  

Dieser Satz ist eine einfache Folge der anfangs über und Q" au- 
gestellten einfachen Betraçhtungen. Der Beweis beruht nur auf den Siitzen 
über den absoluten Werth einer Summe complexer Grossen oder unter Ver- 
wendung der geometrischen Darstellung einer Summe auf dem Satze: Ein 
geschlossenes Polygon l&t sich aus gegebenen Seiten nicht xusammensetzen, 
wenu eine derselben grosser ist als die Surunie aller übrigen. - Beachtens- 
wcrth ist ferner noch, dass unter alleiniger Renutzung der absoluten Werthe 
der Coefficienten von f ( z )  sich ein kleineres Intervall Wr die absoluten 
Werthe der Wurzeln von f ( ~ )  = O  überhaupt nicht angeben lLsst, wie leicht 
zu sehen ist. 

Zum Sehluss muss noch erwiihnt werden, dass der Grundgecianke der 
besprochenen Arbeit durchaus nicht neu ist. Schon in Bd. 31 von C r  e l l e ' s  
Journal $ab Herr U l l h e r r  zwei Beweise für den Fundarnentalsatz der A1- 
gebra, in denen gezeigt wird, dass für w = f ( a )  = A. + A, z + . - . + A ,  firn 

diejenige Curvenschaar in der w-Ebene, welche der Gesammtheit aller Kreise 
um den Nullpunkt der Z-Ebonu entspricht, die w-Ebene vollstLndig be- 
deckt, dass also auch zu w = 0 mindestens ein Werth von s gehoren muss. 
Diese Arbeit und eine ahnliche, aber sicher unabhtingig davon entstaudene 
von Herrn A. S c  h m i t  z in Neuburg a. D. (Zeitschrift für dau bayer. Gym- 
nasialwesen X X I ,  47-49) sind nahe mit der hier berichtigten Arbeit ver- 
wandt. Weiteï ist noch der Bcweis von H. K i n  k c l i  n *  (Math. Annalen 1) 
zu ncnnen und zu bemerken, dass in  Herrn R a u s e n b e r g e r ' s  Werk über 
periodisçhe Functionen sich der U 11 h e r  r'sche Beweis im Wesentlichen 

Der von Iierrn N e t t  O im Jahrh. iib. d. Fortschr. d. Math. erwahnte ~chwache 
P u n k t  dieses Beweises lasst sich leicht umgehen. 
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wiedergegeben (vielleicht auch selbstgndig aufgestellt) findet; fiigt~rnan dain 
noch hinzu, dass auch die Conformittit der Abbildung leicht zu dem Beweis 
fiihrt, dass für w = A. + A, r + . . + A, 8" (und auch noch bei weit all- 
gerneineren Functionen) die ganze w-Ebene lückenlos vom Bilde der z-Ebene 
bedeckt wird, dann sind damit wohl alle auf dem Princip der Abbildung 
beruhenden Beweise des Fundamentalsatires der Algebra erwahnt worden. 

M a r b u r g  a. L. Stud. math. F. v. DALWIGK. 

X. Eine projectivische Eigenschaït des Pascal-Brianchon'schen 
Sechsecka. 

Bekanntlich is t  es sehr leicht, ein Sechseck AB C D E F  zii construireri, 
das in einen Kegclschnitt und gleichzeitig um einen andern Kegelschnitt 
beschrieben ist;  dasselbe entsteht niimlich, wenn durch einen Punkt G drei 
Strahlen gezogen wcrden, welche dcn crsten Kegelschnitt i n  den Punkten 
A und D l  B und E, C und F treffen; die Polare von G in Bezug auf 
diesen Kegclschnitt ist dann dio Pasca l ' scho  Geradc g, wclche die Durch- 
schnitte der Gegenseiten A B  und D E ,  BC und EF, C D  und FA ver- 
bindet. 

Diese Figur werde nun mittels eines Projectionscentrums O auf eine 
Ebene projicirt, welche die Gerade g in sich enthalti die Projection 
A 'B 'C 'D 'F 'F '  ist dann wieder ein Sehnen- und Tangentensechseck mit 
derselben P a s o  al'schen Geraden g und eineui andern B r i  a n c  h O n'schen 
Punkte G', welcher auf der Geraden GO liegt. Wird nun jede Ecke des 
einen Sechsecks mit der Gegenecke des andern Sechsecks verbunden, so 
schneiden sich die sechs Geraden A D ' ,  BE', CF', DA', EB', PC' in 
einem Punkte P, durch welchen auch GG' geht. Wird endlich die Projec- 
tionsebene um g gedreht, so durchlauft P die Gerade GO. 

Herr  Geh. Reg.-Rath Prof. S c h  r o e t  e r  in Breslau, welchem ich das 
Vorstehende gelegcntlich mitgctheilt hatte, macht hierzu brieflich die fol- 
genden , zugleich den Beweis enthaltenden Bemerkiingen : 

,,Der von Ihnen mitgetheilte Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes 
vom Viereck, den Sie im 27. Jahrgang Ihrer Zeitschrift auf S. 380 ver- 
offentlicht haben, und der mich zu der Notiz im 28. Jahrg. S. 178 ver- 
anlasste. Die Polare des Punktes G in Beziehung auf den Kegelschnitt 
A B C D  EF ist die Pasca l ' sche  Gerade g gleichzeitig für die vier Sechu- 
ecke A B C D E F ,  A C B D F E ,  A R F D X C ,  AECDBF; sie enthiilt daher 
die sechs Schnittpunkte 

(AB,  D E ) ,  ( A C ,  D E ) ,  W C ,  E F ) ,  
( A E ,  B D ) ,  ( A l i :  C D ) ,  (BF,  C E ) ,  

welche drci Punktepaare einer zum Kegelsohnitt gehorenden Punktinvolution 
sind. Wendet man nun Ihren frtiheren Satz aiif das Viereck A B D E  an, 
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wovon die Durchschnitte (AB, DE) und ( A  E ,  B D) auf g liegen , so folgt, 
dass AD', DA', BE', E'B' in  einem Punkte P zusammentreffen; ebenso 
ergiebt sich aus dem Vierecke A C D F ,  dass AD', DA', CF', F C '  durch 
einen Puukt gehen, welcher mit dem vorigen identisch ist. Weil endlich 
die drei Ebenen [ADA'D'] ,  [BEB'E'], [CFC'F ']  sich in der durch O 
gehenden Geraden GG' schneidcn, so geht letztere auch durch den Punkt P." 

SCHLOMILCH. 

XI. Ueber die Anflosbarkeit eines Systeme linearer Bleichnngen. 

In dem neuesten Hefte des Jahrbuchs für  die Fortschritte der Mathe- 
matik, Jahrg. 1886, findet sich auf S. 105 folgendes Referat tiber meinen im 
Jahrg. 1886 dieser Zeitschrift veroffentlichten Aufsatz ,Zur Theorie der Eli- 
minationu : ,,Herr S c h  m i d t erhebt gegen die gebrauchliche Sehlussfolgerung, 
aus der Losbarkeit eines Systems linearcr Glcichungen in dem speciellen 
Falle auf diejenige im allgerueinen Falle zu schliessen, wie es z. B. von 
S e r r e  t bei der B é x o u t  ' d e n  Eliminationstheorie gethan wird , eirien ganz 
interessanten Einwurf. E r  beeeitigt denselben aber nur in  dem behandelten 
Falle, wahrend leicht und ganz innerhalb des Gebiets der Systeme linearer 
Gleichiingen gezeigt werden konnte, dass jener logisch mogliche Einwand 
sich nie verwirklichen kann." 

Diese letzte Behauptung muss auf einem Irrthum bernhen, denn es l#sst 
sich gerade im Gegentheil leicht nachweisen, dass bei einem System linearer 
Gleichungen der fragliche Fa11 eintreten kann. Ein System linearer Gleich- 
ungen kann im allgemeinen Falle, d. h. wenn die Coefficienten von einer 
oder mehreren unbestimmten Grfissen abhiingen, nicht lfisbar sein, dagegen 
in einem speciellen Falle, d. h. sobald man fur  die unbestimmten Grossen 
gewisse Werthe einsetzt, losbar werden. Man kann also von der Losbar- 
keit des Systems in einem speciellen Falle n i c h t  ohne Weiteres aiif die 
Losbarkeit im allgemeinen Falle schliessen. Ich will dies an einem ein- 
fachen Reispiel mchweisen. 

Es seien y,, y,, y3 drei lineare Formen von x,, x,, X, mit folgenden 
Coefficienten: l + 4 u ,  - 5 + 5 u ,  3-1321, 

1 + 5 ~ ,  -5-621, 3-424, 
- 13, - 4 ,  30. 

Bildet man in der zugchorigen Detorminante dritter Ordnung das System 
der Adjuncten, so findet man:  

- 138 - 1962c, - 69 - 98%, - 69 - 9824, 
138 - % u ,  69 - 49u, 69 - 4924, 

- 1 2 ~ - 9 8 u Z ,  -621-49ue, - 6u-49u2 .  

Die Determinante dritter Ordnung ist also gleich 

- 1 3 ( - 1 2 u - 9 8 ~ "  - 4 4 - 6 u - 4 9 u 2 )  + 3 0 ( - 6 u - 4 9 . ~ ' ) = 0 -  
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Bezeichnet man in dern System der Adjuncten drei in einer Vertikal- 
reihe stehende Elemente bez. mit cr, , a,, or,, so ist 

~ I Y , + % Y ~ +  @3~3=0. 
I m  allgemeinen Falle, d. h. so lange u unbestimmt k t ,  k t  also y, van 

y, und y2 abhgngig, wiihrend y, und y, voneinander unabhiingig sind. Setzt 
man dagegen u = O, so wird u3 = 0 und die letzte Gleichung verwandelt 
sich in folgende: 

Y1 - Y, = 0. 
Dagegon ist jetzt y, von y, und y, ganz unabhangig. In  dom speciellen 
Palle ist  demnach das Gleichungssystem 

YI=(), ?&=O, y s = l  
losbar, in dem sllgemeinen Palle aber nicht. 

H e p p e n  h e i m  a. d. Bergstr., im Pebr. 1889. Dr. CARL SCHMIDT. 

XE. Ein Satz ans der Zahlenlehre. 

1st p eine Primzahl > 3, P = 1 . 2 . 3 .  . . . . ( p  - 1) , so ist 

P P P  P R =  -+-+-+...+ -- 
1 2 3  1 0 (mod pz). 

P - 1  
[NB. F ü r  jedes ungerade p ist bekanntlich R E  O (modp).] 

P 
B e  w e is.  Bezeichnen wir den Rest der Division - : p ,  wo a  einc der 

II 

Zahlen 1 , 2,  . . . , p - 1 bedeutet, durch ra, so ist zunfichst klai., dass die 
Reste r alle verschieden sein müssen; denn w k e  z. B. 

7 a = r b i  
so wtirde 

p -  P -- - (modp) oder P(a  - 0) = 0 ,  
a b  

also, da nach dem W i 1s O n'schen Satze P E  - 1 k t ,  

a-b=O,  d. h. a=b .  
Ferner ist  

P P P - + -- = ---- 
a  p - a  a ( ~ - a )  'P, 

mithin, da a und p - a in p nicht aufgehen konnen, und va uiid rp 
beide < p  sind, 

~a + 7 p - a = ~ I  

also 
7 0 = - r p - a ,  rp-a--ror 
r , . ~ ~ - ~ - - r , ~ ~ - r ~ ~ .  

Schreiben wir nun 

so erhalten wir, wenn wir mit P multipliciren und durch p dividiren, 
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a=l 
Xach Olriigem ist 

a =+ 
a z l  also 

Da nun die -1 Reste r alle verschieden und alle < p  sind, so ist 
o = p - 1  

)' r," dm Burnme der Quadrate der Zahlen 1, 2, 3, . . ., p - 1, d. h. 

mithin, da P:  -1 (modp) is t ,  

B - - = 0 (mod p) und R 5 O (modp2), q. e. d. 
P 

B e i s p i e l e .  

1) p = 5 ,  P = 2 4 ,  R=50=2.5'; 
2) p = 7 ,  P = 7 2 0 ,  R = 1 7 6 4 = 3 6 i 7 2 .  

Für p = 9 hahen wir 
P= 40320, R = 109584 = 12176.9, 

wo 12176 den Factoy 0 nicht enthBlt. 

R iga .  Staatsrath Auous~  RIEKE. 

XïïI. Bemerkung zn Dr. W. Braun's Mittheilnng: ,,Ueber die Coeffi- 
cienten der Kngelfnnctionen einer Vertlnderlichen I L  (S. 3 14 des vorigen 

Bandes). 

Ich mochte darauf hinweisen, dass sich im sechsten, von den Kugel- 
functionen hnndelnden Capitel meiner ,Reitrkige zur Theorie der Functionen. 
Halle 1580" a u f  S. 61 für die Kugelfunctionen Oter Ordnung die Gleichung 

n-u 

findet, :n der ersichtlich der aus Facultiiteii zusammengesetzte Ausdruck 
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ist. Bus dieser Gleichung ergiebt sich hiernach unmittelbar, dass für posi- 
tive ganze n die Coefficienten der Kugelfunction P n ( x )  mittels des Factors 
2" ganzzahlig werden. 

B e r l i n ,  20. October 1888. LEOPOLD SCHENDEL. 

XIV. Notiz zn dem Artikel: ,,Zur Lehre von  den nnter  nnbestimmter 
Form ersoheinenden Ansdrticken."* 

Wie ich bei Benutzung des genannten Artikels sehc, modificirt sich die 
dortige Gleichung 7) in dem Palle, dass Q(")(x)  flir x = a unendlich wird; 
setzt man in diesem Falle nbmlich: 

wobei a stets zwischen 1 und m, einschliesslich der Grenxen liegt, so geht 
unter Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen die genannte Gleichung in 
folgende über : 

(an+l)v', = z e n ,  
wofiir der Beweis zuntichut für ra = 1 und daun allgemein leicht zu finden kt. 

* Dieee Zeitschrift, Jahrg. XXXII (1887), S. 378. 

K o n i g s b e r g ,  im Decemher 1888. LOUIS SAALSCH~TZ. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



XI. 

Ueber Riemann's punktirt unstetige Function. 

Von 

Dr. J. FRISCHAUF. 

Als erstes Beispiel einer punktirt unstetigen und dabei integrirbarcn 
Function gilt die von R i e  m a n n * behandelte 

wo (2) den Ijeberschuss von x über die nachste ganze Zahl bedeutet mit 
dem Zusatz, dass (x) = 0 ist,  wenn x in der Mitte zweier Zahlen liegt. 

I m  Folgenden moge die allgemeinere Form 

p positiv vorausgesetzt, untersucht werden."" 
Um die Untersuchung nicht zu unterbrcchen, mGge eino Bernerknng 

hinsichtlich der Summe 

~oraus~eschi'ckt werden. Grenzwerthe e r h d t  nian nach D i r i c h l e t  *** durcb 
Beshimmung des Integrals 

a + nb 
d x  (a + n b1l-r - a'-p 

-- 

1 - P  
a 

a + n h  
a+.nb. J=sfi= x log- 

a '  
a 

zerlegt man namlich dieses Integral in Tlieile, deren Unterschied der Gren- 
zen die Grosse b betragt,  so erhalt man für den Theil von a + r b  bis 
a t T 1 . b  

* Ucber die Darstcllbarkeit einer Function durch eine trigonometrische 
Reihe. 5 6. 

** Für p = 1 cnthslt 5 13 einige Satze. 
m* Vorlesungen über Zahlentheorie, Supplement II. D i  r i  c h l e  t behandelt 

nur den Fall p > 1. 

Zeitnchrift f. Mathematik u. Phgsik XXXIV, 1. 13 
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a1s obere und untere Grenze, und drtmit 

also für TI = cri als Grenzwerthe von S 

Bür p < 1, p = 1 wird daher S unendlich resp. wie 

Liegt die Ztthl x zwischen den ganzen Zahlen a 

x - a  < 4: ( x ) = x - a ,  
2-a==&: (5) = 0 ,  
x - a  > 4: (2) = x -  (a+l); 
es gentigt daher, in  (nx)  die Zahl x von 0 bis 1 

und a f l ,  so i d  fur 

vorauszusetzen. Das 
Symbol (nx) bleibt fur jede Zahl f i  eine stetige E'unction von X ,  so lange 
nicht fi von der Form ( 2 r + l ) q  und zugleich x in kleinsten Zahlen aus- 

P gedrtickt in der Form x = - vorausgesetzt wird. Denn fur  einen solchen 
2 ¶  

Werth von x folgt,  fur lime = 0, 
- - 

( q x )  = O ,  (q.x-E)=+$, (p.%+&) =-4, 
und ebenso fiir jede beliebige ganze Zahl r 

- - 

( 2 C j 3 . y ~ )  = O ,  ( P T + ~ . ~ . x - E ) = + + ,  ( ~ T f l . ~ . i + E )  = - ;. 
1st x  irrational, so kann ( n a )  nie Nul1 werden. 
Betrachtet man die für  f(x) angesetzte Reihe als eine unendliche, so 

erhalt man folgende SLitze: 
1. F'iir jeden rationalen Werth von x  ist  die Reihe convergent. 

II. Piir die a n  x = 2 anliegenden irrationalen Werthe von z bildet die 
2 Y 

Reihe Sprtinge, welche fiir p > 1 endlich, fü r  p 1 unendlich 
gross sind. 

Zu 1. 1st x = - in den kleinsten Zahlen ausgedrückt, so sind saninit- 
4 

liche Zahlen up, wo u eine ganze Zahl bedeutet, mit den Zahlen 1, 3, 3, ..., q 
nach dem Modulus q congruent, es ist daher 

(ux) = (u'x), 21 - 21' (mod. 4) ; 
(U x) = - (u'x) , u f - U' (mod. q). 

Die sammtlichen ( r l x )  der Reihe f(x) lassen sich daher in Gruppen von 4 
Gliedern eintheilen. FUr g iingerade sind die von Nul1 verschiadenen Clieder 
einer jeden Gruppe mit den Zahlen 
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- 

für q gerade mit den Zahlen 

ohne Rüüksicht auf Ordnung identisch. 
1st 5 der Index einer Gruppe, so sind die Zahlen r. einer Gruppe 

g a + a ,  p s + b ,  ..., p a + q - a ,  p z + g - b ,  

n o  die Zahlen a ,  b ,  . . . , g- a ,  q - b mit den Zahlen 1, 2 ,  . . ., q - 1 ohne 
Rücksicht auf Ordnung identisch sind. Sind dio Wcrtho von (BX) fiir 
n = p z  + a ,  q s + b, . . . positiv LY, p ,  . . . , 6 0  sind die Werthe von (nx) 
fur n = q z + g - a ,  qe.+g-b,  ... gleich den Zahlen -<y,  - B ,  ... Die 
Glieder von f ( z )  der Gruppe z lassen sich daher nusammenfassen in 
A,-B, ,  wo a 

A, = f l  + ..., 
(45+ al'' + ( g s + b ) p  

Setzt man in B, statt  g - a ,  p - b, . . . q + a ,  q + b, . . . , so werden sammt- 
lich Brtiche kleiner, es ist  daher 

B z  > &+1.  

Die Reihe f ( x )  lBsst sich daher umformen iii eine fallende Reihe mi t  regel- 
missigem Zeichenwechsel, aie ist  daher convergent. Dass diese Umformung 
gestattet k t ,  erhellt daraus , dass, im Falle ftir das Schlussglied die Zahl r. 
nicht als cin Vielfaches von g aufgefasst wird, die restirenden Glieder ftir 
hinreichend groese Werthe von ra verschwindend klein werden. 

P a Zu IL 1st z = - I Z r  + 1 die grosste in - enthaltene ungerade Zahl, 
2 4 !7 

sa wird fiir lim E = O 

welche Aiisdrücke fiir uncndlich grosse Werthe von B ,  also auch von r fiir 
p > 1 endlich Sind, ftir p < 1 aber unendlich werden wie 

(1 + 2 r ) I - p  

r. 
4(1 - -~ )4 '  

odcr, wegen 1 + 2r 2 - - 
Q 

LY, O ( _ L Y < ~ ,  wie 
- 
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Bus  der Formol für die Anzahl aller mit 2 p  relativen Primzahlen 
p < 29 folgt, dass die Gesammtsumme der Spriinge fiir alle Zahlen q, 
welche dieselben Primzahlen enthalten, constant kt. 

Das Integral der Function f ( x )  wird durch Integration der einzelnen 
Glieder erhalten. 

1. 1st a s * ,  so ist 
a a 

ist =Lx) dz -+fis) dx 

O 
$ 

f 

=/A + F i . d z  

O 
n 

t 

die Unstetigkeit von x für x = 3 hat auf das Integral keinen Einfluss. 
3. Allgemein erhalt man fiir jede reelle Zahl a 

a 

O 
wobei aber im Integral (a) = + + zu setzen ist,  wenn a in der Mitte zweier 
ganzer Zahlen liegt. Das Integral 

a 

ist daher eine stetige Function von a. 
4. Znr Bestimmung von a 

t 1 O 
setze man a = - + r, r < - - Damit wird 

m m 
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Wegen 

wird 

112 

wo wieder im Integrale (ma) = + f zu setzen ist, wenn ma in der Mitte 
zweier ganzer Zahlen liegt. 

Damit erhilt  man folgenden Satz: 1st 

sb ist 
a 

P Ur r a = - -  Dabei ist im Integrale ( ru)  = & 4 f" 
2 

Das Integral bleibt für  p > 0 endlich, wenn la unendlich gross voraus- 
gesetzt wird. 

Bus der oben mitgetheilten Form des Sprunges, sowie aua dem Um- 
P stande, dass ftir lim. E = O f(x - E )  - f (3;) und f ( X  + c) - f ( x )  für x = - 
2 rl 

entgegengesetzte Werthe annehmen, erklart sich die Endlichkeit des Inte- 
grals ftir p 5 1." Die unendlich grossen Elemente des Integrals heben sich 
in der Summe in iihnlieher Weise, wie dies im Integrale, durch welches 
eine Kugelfunctionenreihe gegeben is t ,  geschieht. 

Schlicsslich m6ge noch die Entwickelung von (nx) in  eine trigonome- 
trische Reihe folgen. 

Setzt man 
(nx) = A,sinnx+ A, s i n 2 n x + . . . ,  

so ist 
1 

~ . ~ 2 / i n x ) s i n r n x d x .  t 

O 
1 .  

Zerlegt man dieses Integral i n  Theile, deren Grenzenunterschied - ist, 
'?a 

BO wird 

* In diesem Sinne musa die Bemerkung Riemann ' s  in 5 13 seiner Abhand- 
lung, betreffend die Integrirbarkeit der Function f(x) für p=1,  berichtigt werden. 
Aehnliches gilt auch von dem nachsten Beispiele dieses Paragraphen. 
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- - - - - 

also 
a="-, 

T I C  2 sinrn 
A . = - - -  rm 2 C O S - ( S + ; ) = - -  n r 76 r n: 

szo 2 sin - 
21a 

1st r k e i ~  Vielfaches von %, so ist 
A, = o. 

1st r = 2 a n  ( a  eine ganze Zahl), so muss die obige Covinussumme direct 
gerechuet werden; da jedes Glied dieser Summe cosan; kt, so folgt 

(- l)"+' 
A2rrn = 

a n; 

Setzb man 
(72%) = B o +  BI C O S ~ Z  + B2 C O S ~ Z X  + - - - 9  

BO erhalt man ahnlich wie bei der Sinusreihe 

2 ' =n - i  r z 2 n 
B,= 2 & n ; ( s + i ) - , ~ n ,  (1 - cosr n) 

a = U  

- - 2 ( 1  - cos r n) 1 

szn - 
2 n  

also , da  ftir r = 2 an die Sinussumme Nul1 wird , 
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XII. 

Dis elliptïschen Integrale dritter Gattung, die sich auf 
solche erster Gattung zuriickführen lassen. 

Von 

LOUIS SAALSCH~TZ, 

5 1. L e g e n d r e  giebt in seinem grossen Werke Traité des fonctions ellip- 
tiques drei Werthreihen für n a n ,  in denen das elliptische Integral dritter 
Gattung 17,,(rp, n) sich auf die erste Gattung zurückführen laast.' Es lasst 
sich jedoch bei Befolgung der von ihm selbst angewandten Methode nach- 
stehender allgemeinerer Satz beweisen: 

Wenn = - ke s i d  am a gesetzt wird und : 

m K + m ' i K '  
a =  

r 
ist, wobei m und m' positive oder negative ganze Zahlen, r eine beliebige 
positive ganze Zahl bedeuten, so reducirt sich das Integral 17,((p,  m) [oder 
17(w, a) ,  wenn rp = a m u  ist] auf ein Integral erster Gattung F ( y )  und 
einen logarithmischen Summanden. 

Den Beweis knüpfen wir a n  die a. a. O. hergeleitete allgemein giltige 
Formel an, welche sich au€ dio Vertauschimg von Argument und Parameter 
bezieht und in J a C O  b i'scher Bezeichnungsart also lautet: 

1) ZZ(u,a)= IT(a, u) + u  E u r n a - a  Eamzc. 

Die L o g e n d  r e'schen Grossen rp, n. und 8 hangen mit ec und a durch 
die Gleichungen : 

2) cp = a m u ,  
3) n = - k e s i n % m a = - k 2 s i m 2 8 ,  0 = a m a  

zusammen. 
Sei nun Y eine ganze positive Zahl. Dann setzen wir in dem Additions- 

theorem der zweiten Gattung , namlich: 

Eam(ra)  = E a m  (r=l a)  + E u m a  - 7c2 sin a m a  sinam ( r 7  a)  sinam (ru), 

der Reihe nach r = 2, 3, 4, . . . , Y und addiren siimmtliche Gleichungen, so 
gelangen wir, indem 

* Chap. XXIII, 55 110, 113, 117. 
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k2 . 4) Pa-szlzama(sinamasilzam(2a) +sinarn(Za)si lzam(3a)+.. .  

+ sin am (r-1 a) sin am (r a) )  

gesetzt wird, zu der Gleichung: 

5) 
1 

Eama = -Eawa(ra) + 'V. 
r 

Setzen wir ebenso in dem Additionstheorem der dritten Gattung, niimlich 
( in  J a  c o b  i'scher Bezeichnung) : 

- 
1 -kZsilzamusinamasinam(r-1 a) silzam(ra-u) 

- a log 1 + kZ sin am u sin am a sifi am ( c l  a) sin am ( r  a - u)  

nacheinander r = 2, 3, 4 ,  . . . , r  und addiren siirnmtliche Gleichungen, so 

entsteht, wenn: 

ist ,  die Formel: 
1 

'il n ( a ,  zc) = - n ( r a ,  u) 4- W. 
r 

I n  6) lassen sich alle Grossen algebraisch durch trigonometrische Func- 
tionen von 6 = anaa und cp = amu ausdrücken; führen wir dies bezüglich 
u aus ,  so wird, wenn grosserer Kürze wegen s,(a), c,ja), &(a) stalt 

sin am a ,  cosam a ,  dam a etc. geschrieben wird: 

Bedeuten ferner m und m' beliebige positive oder negative ganze Zahlen, 
so folgen aus der Theorie der elliptischen Functionen die Forrneln: 

y) Eam(mK+im'K') = rnE+im'(E'- E ' )  + C, 

10) ZI(mH+imrE', u) = (mK+im'K')Eamu- mEu 
+ i m'(Ef- 8') u + D. 

Die Grossen G und D i n  diesen Formeln hangen von der Natur der Zahlen 
m und m' ab; ist m gerade, m' ungerade, so ist: 

11)  C= [wtamddamd]j=o, 

12) 2 '  

in  allen anderen Fiillen sind beide null. 
Hat  nun a die besondere Bedeutung, daus: 

13) ra = m K +  im'h" 
i s t ,  so konnen wir in  1) ftîr Eama und L'(a, u) die Werthe aus 5) bez. 
7) einsetzen und dann Eam(ra) und I7(ra, u )  durch die Gleichungen 9) 
und 10) ausdrticken. Dann hebt sich alles Andere fort und wir erhalkn 
das einfache Resultrtt: 
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In dieser Formel konnen wir, da es sich um unbestimmte Integrale handelt, 
n 

den constanten Summanden - fortlassen; ist nun noch entweder m ungerade, 
r 

oder m und m' gleichzeitig gerade, so ist auch C =  O und es ist dam,  
wenn wir: 

sin <p = x 

setzen und die Bezeichnungen W, für  die in  8) unter dem Logarithmus 
stehende Grosse, welche also eine algebraische Function von x i s t ,  sowie: 

welche beide Grossen für  x constant sind, einführan: 

In dem einen Falle jedoch, dass sn gerade und na' ungerade ist, kann 
die Formel.15) nicht ohne Weiteres angewandt werden; nimmt man jedoch 
d a  lctzte Glied in P und gleichzeitig das einzige, was darin cbenfdls un- 

0 
II 

endlich wird, mit - zusammen, so kann man diese Summe in der Art 
r 

darstellen : 

[ p sin am a sin am (m 4 + i m'K'+ 6 )  sin am (m H + i m'Br+ 6 - a) 
1 -l 

Dies ist: 
sin am 8 cosamd d a m a  

-+  sinamo I 
1 cosama dama - - - 
r Simama 

also eine endliche Grosse. Somit bleibt also auch in diesem Faile die 
Gleichung 14) verwendbar. - Die Falle a = K,  a = E + éK', a = i ~ '  oder 
ra = - k4, n = - 1, n = cn sind jedoch wirkliche Ausnehmef&lle. 

Was nun L e g e n d r e ' s  Angaben betrifft, so sagt er in  seinem dritten 
Falle, es sol10 F(8) ein rationder aliquoter Thoil von FI oder K sein, 
d. h. also, es solle 

17) 
tlb 

a=-E 
r 

sein. - In seinem zweiten Falle setxt er :  

n = - I+ k'2sineû' 
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P und verlangt, dass ~ ( 0 ' )  ein rationaler aliquoter Theil von K', etwa -r 
r 

sein soll. Setzen wi r  nun 8'=am(at,  k'), so ist: 

P a' = - E'. 
r ' 

is t  nun auch gleichzeitig: 
n = - k %  in%m a ,  

so ist: 
k sin am a = A am (a', k') ; 

daraus folgt aber: 
a = ia'+ K + i K ' ,  

somit : 

18) 

I n  seinem ersten Falle endlich setzt L e g e n d r e :  

IZ = c0t2 O" 
und verlangt, dass ~ ( o ' ' ,  k') ein wtionaler aliquoter Theil von k' riei, a h ,  
wenn r= am(a", k') gesetzt wird, dass etwe 

sein solle. Zwisohen a und a'' gilt nun die Beziehung: 

cotZ am (a", k') = - k2 sin2 am a ; 
es ist aber allgernein: 

i 
t g a m ( K + i u ) = -  . - 

k'sznam(u, k') ' 
also folgt durch Vertauschung von k mit k': 

a"= K'+ ia 
und daraus:. 

19') 
( r - q ) i K '  

a =  
9- 

Wie man sieht,  subsumiren sich die drei Bedingungen 17), 18) und 

19) unter die eine 13), und wir ziehen nun noch den umgekehrten Schluss: 
Nur dann, wenn a die Form 13) ha t ,  lasst sich IZ,(y, n) auf F(cp)  redu- 
ciren. 

Die Durchflîhrnng selbst ist  mittels der L e g  e n d  re'schen Formeln, 
abgesehen von genz einfachen Fallen (r = 2) , ausserst mühsam und mir 
unternehmen sie auf  v6llig anderem Wege. 

5 2. Wir  benutzen zu dem Zwecke eine von A b e l  in  seiner Abhand- 
lung : Sur les transcendentes elliptiques * angewandte Methode. Seien Po 
und Q, ganze rationale Functionen von s, welche keinen gemeinvamen Factor 
miteinander haben mogen, und,  wie frilher : 

R = (1 - x2)(1- k2x2), 
sodann: 

* Chap. II, pag. 106 des II. Bandes der Nouvelle édition (1881) seincr Werke. 
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Dann ist: d R  d  8 Po 
P p -+2 P o - 9  -)n 

d L  O O d x  -- - ( O d x  O d r  -. 
d x  (PZ - goP RI JR 

Wir- führen nun dic Functionen M und N ein, wclcho bcide rational 
und ganz in x sind: 

21) M = P ~ &  

also : aJ M - M d x  
23) - - - und fTz=~=bg p0 + oa f zm  

N J R  PO-Q~ JE 
Durch Ilifferentiation ,von 22) bringt A b e l  M noch auf eine andere 

Form , n k l i c h  : d P O  d N  2 N - - P  - 
24) x=- d x  O d x  

Q o  
Bus dicser Gleichung folgt: Besitzt N irgend einen Factor z- c zur otwa 
ptm Potenz erhoben, so steckt er auch i n  M zur p - l t e n  Potenz erhoben; 
hat ferner Po mit R einen Factor gcmoinsam, so ist er, wie 22) zeigt, aiich 
in N (und zwar nur i n  erster Potenz) enthalten, aber auch in Ml wie aus 

M 
21) oder 24) zu ersehen. I n  dem Quotienten - hat der Nenner also nur 

N 
ungleiche Fectoren, deren keiner i n  R enthalten ist. - Weiter beweist 

M 
Abel ,  dass - hochstens vorn ersten Grade sein kann. Sei namlich P vorn N 
mten , Q vom d e n  Grade, so ist  zu unterscheiden, ob: 

> m - n + 2  < 
ist; ist m > n + 3 ,  -- so ist N vom 2mten und nach 21) M hochstem vom 

M 
m + n + 3'en, also - hochstens vorn n + 3 - mten, d. i. hochstens vorn null- 

N 
ten Grade; wenn m ( n + 1 ist ,  so ist  N vorn 2n + 4"", M  hochstens 

M 
vorn m + n +  3ten - ' N 

vorn na - w - lten, d. i. w i o d ~ r  hhochstens vorn nullten 

Grade; ist endlich m = .rc + 2,  so ist N vorn 2 w  + 4ten ode,r einem geringe- 
ren, etwa dem Grade; dann ist nach 24) M hochstens vom p + m- 1 

M - ri = p + ltBn, also - hochetens vorn ersten Grade. 
N 

Jetzt kommen wir zur Anwendung dieser Pormeln und verlangen, dass 
ilf 

der Nenner von - s u s  dem e i n e n  linearen Factor (1 +gx)  bestehen soll; 
N - 

nm dies zu erreichen, muss man suchen, Po und Q,, so zu bestimmen, dass 
N die Form H ( l + g ~ ) ~ ,  oder H ( l + g ~ ) ~  multiplicirt mit einem in R ent- 
haltenen Factor, der dann auch dem P zuertheilt werden muss, erhhlt. 

Gelingt dies, 80 nimmt dem Gesagten zufolge die Gestalt an: 
N 
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M - a+bx+cx2 -- ~ 

M a  
N l / > x  

- odor = - -+b ,+c ,x  
N l + g x  

wobei r als gegeben zu denken, Hl g, a ,  h, C,  al, h l ,  cl zu bestimmende 
H .  

Constanten sind. Denken wir uns den letzteren Werth von - in 23) ein- 
N 

gesetzt und d a m  integrirt ,  so erhalten wir die Gleichung: 

Das lctzto Intcgral ist  algebraisch und liefert eincn logarithmischen Aus- 
druck, der sich mit dem anf der rechten Seite stehenden zu einem ~hnlich 
gebildcten zusemmenziehen lasst. Wir  erhalten l omit eine Gleichung von 
folgender Form : 

E g e n  jetzt Tl 0, V, W vorübergehend ganze g e r a d e  Functionen 
von x  bedeuten und sei: 

P l = T + x . U ,  D l =  V + x . W ;  
setze ich dann in 25): - x  stat t  x und ziehe die entstehende Gleichung 
von 25) selbst a b ,  so erhalte ich: 

Die Grosse unter dem Logarithmus ha t ,  wenn X und Y wieder gauee ge. 
rade Punctionen von x sind, deren Bedeutung a n  sich klar k t ,  die Form: 

es kann aber geschehen, dass sich X durch x2 oder durch R theilen Iasst; 
heben wir d a m  den Bruch irn erstcn Falle durch E ,  im zwoitcn durch JH, 
so wird der Coefficient von f i  eine gerade und das rationale Glied eine 
qngerade Function von x. Bezeichnen wir also den Bruch mit: 

p+ Q J R  
P- Q J R  

und ~ e t z e n :  
-g2=y1, 

so entsteht. aus 26) eine Gleichung der Form: 

wobei wir wissen, dass von den bciden Punctionen P  und Q die e i n e  ge- 
rade, die a n  d e r e  ungerade i s t ,  dass deshalb [21) ziifolge] M cine gerade 
Function und daher der Form nach: 
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ist. Uebrigens bemerke ich sogleich, dass dieselbe Form der Function unter 
dem Logarithmus auch noch in anderer Art hervorgebracht werden kann.' 

Ich nehme nun a n ,  dass P mit R k e i n  e n  gemeinsamen Factor habe, 
verstehe unter r eine gegebene positive Zahl und setze: 

28) N =  PZ- Q 2 R =  H ( l + n . ~ ' ) ~ .  
D u s  1 +gz und 1 -gx in N gleich oft vorkommen müssen, folgt ails der 
Ableitung der Gleichungen 26) oder 27) aus 25). 1st niimlich, nm es 
etwas allgemeiner zu sagen : 

P l 2 - Q l s R = N l ,  P,"- Q,2R=N2 
und : 

so ist: P + Q J R = ( ~ , I Q ~  JR)(p2+0, JE) ,  
29) N =  P L  Q 2 R  = N l . N 2 .  

5 3. Ich nehme jetzt zuerst r als nngerade Zahl (= 2 p  + 1) an und 
setze: 

30) 
P = X ( ~ ~ + ~ ~ X ~ + < Y ~ ~ + - - - + I Y ~ Z ~ ~ ) ,  
Q =  1 + & ~ ~ +  Pgx4 + S . . +  I g p - i ~ ~ P - ~ .  

Die Annahme von P als ungerader Function ist willkürlich und bedingt einen 
bestimrnten Charakter von n ;  die Form des Ausdrucks von Q ergiebt sich 
dann von selbst. Setzen wir namlich z. A.: 

zz= t, 
BO geht die Gleichnng 28) Uber in: 

31) t(ar+u1t+ . . . + n p t ~ ) 2 - ( l + B l t + . . .  + ~ P - ~ t P - 1 ) 2 R = H ( 1 + ~ t ) 2 p + 1 ,  
wir haben also bei der Vergleichung der Potenzen von t 2 p  + 2 Gleich- 
ungcn für die unbekannten Grossen n, H, a ,  u,, ..., orp, pl , . . . , & - l ,  

deren Anzahl ebenfalls 2 p  + 2 kt .  
Bei der AuflGsung dieser Gleichungen, die nun den wesentlichsten 

Thail der ganzen Betrachtung bildet, verfahre ich in  folgender Art. Ich 
dividire 31) durch Q ? t  und führe die Bezeichnungen ein: 

k2=rl ,  ~ + a ~ t + - . - + < ~ ~ t f ' = T ,  T: Q = Z ,  
H(1 + .nt)21'+' 

t .Q8 
= W. 

Dadurch wird die genannte Gleichung: 

1 
Setze ich jetzt t =- - 1  so geht W fort und es wird, wenn ich der 

n 
1 Ktirze wegen den Index O a n  Stelle der Marke t = - - einführe: 
n 

34) zoz = - n2+(1+A)n+l - - ( n + L ) [ n + l )  - 
n IZ 

* S. #pater 5 6 ü1. 6.2 und das Folgende. 
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Differentiire ich nun die Gleichung 33) 2 p  -mal nach t und setze dann jedes- 
1 

mal t = - - I so verschwinden noch immer die von W abhiingigen Grossen 
9a 

und ich kann nacheinander die Grossen: 

rational durch 9a ausdrücken. Denke ich mir vorlaufig dies geschchen. 
Differentiire ich dann die Gleichung: 

QZ= T 

ebenfalls 2 p  - mal,  so haben die letzten p Gleichungen auf der rechten Seite 
Nullen, weil der p + lto Differentialquotient von T schon Nul1 ist, und 

bilden ein lineares System Gleichungen für Q und seine ersten p - 1  Dif- 
1 

ferentialquotienten. Eliminirt man diese Grossen und setzt t = - 'I so 
'78 

erhiilt man die verlangte Gleichung für  n mit rationalen Coefficienten. Nach 
deren Auflosung kann man dann linear Q und seine Differentialquotienten 

1 
für t = - - und ails ihnen nacheinander die Grossen & -  1 , &z , . . . , A ,  Bi 

?a 

finden und schliesslich aus den ersten p + 1 Gleichuagen nacheinander die 
Grthsen a p r  ap-1 , . .., apI  a l ,  u. 

Schreiten wir nunmchr zur Ausfiihrung. Die diirch Differe~tiat~ion 
nach t aus 33) folgenden Gleichungeu sind: 

2 2zZ"+ 22'" - + W" etc., 
P 

l 
und wenn man t = - - einsetzt: 

?a 

Fiiliren wir nun die Function q s h ( n )  mittels der Gleichung: 

35) ~ ; h - l  q h )  = 2 1 'h (a) 

ein und multipliciren die voranstehenden Gleichungen beztiglich mit 1, 2:) 
... , Z2h-2, so erhalten wir mit Rücksicht auf 34): 
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Diese Gleichungen zeigen zunachst, dass die .si (n) rationalo ganm Functio 
nen von e sind , sowie dass v2 (n) vom zweiten , q4 (N) vom vierten, Ip2h (12) 
vorn 2 h t e n  Grade is t ,  dass also der lndex den Grad bezüglich va angiebt. 
Ferner sind die ersten drei: 

( q2 (n) = - (n2- A ) ,  ' q4(n)=(3n1+4(l+i)n3+ ~ 1 n ~ - 1 ~ ,  

") I ~ 6 ( m ) = - ~ ( 1 5 n ~ 3 6 ( 1 + ~ j ~ 5 + 3 ( 8 + 2 9 ~ + 8 1 2 ) ~ + 6 0 a ( l + L ) l z s  +45k2m2- 3 k 3 ) .  
Die Coefficienten der hochsten Potenz sind also : - 1, & . l .  3, - $. 1 .3 .5 ,  
und der nullten Potenz: +1, - 2.1, + &. 1.3;  jetzt kann man mittels des 
Sehlusses von N auf n + 1 und,  wenn man in die Gleichung: 

- - 

+y(y+d) ... (Y + m - l d )  = ( X + Y ) ( X + Y + ~ )  ... ( x + y + n - l d )  
für z und fur y den Werth - 4, fiir d den Werth - 1  und für n den 
Werth h einsetzt, die Richtigkeit der beiden angedeuteten Gesetze für V 2 h  (n) 
lieweiuen, wenn sie bis V z h - 2  (n) gelten; wir konnen demgemsss schreiben: 

Aus der Gleichung Q  Z = T folgt durch 2 p  -malige Differentiation und 
1 

wenn dann t = - - gesetzt wird, folgendes System: 
n oOzO= ïo, 

3gl ( . . . . . . . . .  Qo zfO + O p o  zo = Ti, 
, 

... 0, Zo@ - 11 + ( p  -1), Qp0 Zo(p-2) + + ( p  - l ) p -  Q o ( p - ' )  Z,, = TOIP-l) ,  

Q,z,(P) + ( p ) l  2 ; p - l )  + ... + ( P ) ~ -  i Q J p - l )  Zr  O -  - T O (p l .  7 

Qo Zc(P i - 1 )  + ( p  + l ) i  Q',, ZU@) + ... + ( p  + l ) p  -1 Qg(p- ' )  Z"O = O, 
40) 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - 1  

'0 ( 2 ~ - 1 )  + ... + ( 2 P ) p - 1  Q , , ( P - ~ ) Z ~ ( P + ~ ) =  O. QozO(2P) + ( 2 ~ 1 1  Q  Ao 
Durch Elimination von .f?,, Q',, ... , Q , ( p  - 1 )  aus den Gleichungen 40) folgt: 

... Zg(P+I) ( ~ + 1 ) ~  z p  (p+l)p-l z"0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

... 
= O ,  

Z p '  ( 2 ~ ) ~  z O ( 2 p - ' )  ( 2 ~ ) ~ - 1  Z ,p+I )  

oder, wenn man sammtliche Elernente der ersten Horizontalreihe mit 2zO9, 
diejenigen der Zweiten mit 2 Z05 11. S. W . ,  die der letzten mit 2 ZO2"+' mul- 
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nicht etwa der Coefficient der hochsten d e r  der nuliten Potenz von 
verschwindet. Dass Beides nicht der Fa11 kt,  l m t  sich folgenderniassen 
darthun. Zunachst darf man, wie leicht zu ersehen, in der Determinante 

41)' alle Functionen y durch die betrefknde in 38) i n  multipliciria 

Klammer ersetzen; dann wird der Coefficient von w ~ P + ?  die Determinante: 

1.1.3 ... (2p-t-1) (p+l), 1 . 3  . . . (  2p-1) . . .  ( P + ~ ) ~ - I  1.3 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1.1'.3 ...( 4 p - 1 )  (2p),1.3 ...( 4p-3) ... (2p )p - i l . 3 . . . (~+ l )  

also muss dio Anzahl der ungeraden Glieder selbst eine ungerade Zahl* sein. 
Multiplicirt man nun sammtliche Elemente dieser Determinante mit 

beliebigen ungeraden Zahlen, so muss das Resultat wieder eine u n  gerade 
Zahl sein; dies ist aber in  42) geschehen, also kann deren Werth niernala 
Nul1 sein, und aus demselben Grunde auch nicht das von r. freie Glied. 
Der Grad der Gleichung 41) bleibt also stets der vorhin angegebene. 

1st 41) aufgelost, so folgen aus 40) fiir ein bestimmtes n die Verhilt- 
nisse Po : QO@'-'), Q'o : PJP-'), ..., I),f?-2): QO@-l) und hieraus linear p , ,  
p z ,  .... &,-i. Multiplicirt man dann 39) mit 2, , so folgen direct nach. 
einander die Grossen <yP,  C+ - 1, .... I Y ~ ,  ai, CL. Dann folgt noch direct sus 
31) H- - 1, aus 21) (worin P, Q statt  Po, Q, zu lesen ist) M und sonach 
die Gleichung 27) mis 23). Welches Zeicben vorher dem Zo und somit der 
Function T und der Function P ertheilt wurde, ist gleichgiltig; denn gelit 
P i n  - P iiber, so vcrwsndelt sich: 

gleichzeitig aber auch, wie 21) zeigt, M in - M; die der Gleichung 23) 
entsprechende : 

* Dicse Zahl scheint Eins zu sein 
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43) j' $$ = l q  P + Q J R  
r - Q  J E  

hieibt also ungeandert. 

5 4. I n  5 1 ist gezeigt worden, dass eine Gleichuug von d m  Foi-m 
1G) existirt, so oft [S. 13)] : 

m K + m ' i K 1  
a =  - 

r 
kt. Für ein bestimmtes ungersdes r zerfallen diese Werthe bezüglich der 
Wahl von m und rn' i n  vier Classen, narnlich derart,  dass: 

am(ra)  = m l  I I  s imam(ra)=O,  I I I .  cosam(ra) = O ,  

I V .  d o m ( r a )  = O  
ist. Tm erstcn Falle sind solche Werthe von ( r  a) ,  fiir welche sin2mnn alle 
iiliei.liaiipt rnoglichen voneinander versclliedenen Werthe ediKlt, hlgende, 
wenn r =- 2 p  + 1 gesetzt wird: 

l 
r u =  ( 2 h + I ) i K 1 +  2qK oder r a = ( 2 p + 1 ) i K ' + 2 g , K 1  

44) h = O ,  1 ,  2 ,  ..., ( p - l ) ,  q - - p ,  - ( p - l ) ,  . . . ,  -1, O,  +l ,  ..., p ,  
q i = 1 , 2  , . . . ,  p. 

9-1 
Die Anzahl derselben ist also p ( 2 p  + 1) + p = p ( 2 p  + 2) oder -- 

2 
; die 

Wertlie für r u  in der zweiten Classe erhalt man diirch Vermehrung der 
geuannten um iK', i n  der dritten um R+iK ' ,  in der vierten um K. 

Ich gehe nun darau, zu Leweisen, d a s s  d i e  G l e i c h u n g  41) d i e -  
j e n i g e n  W e r t h e  f ü r  in l i e f e r t ,  ftir w e l c h e ,  w e n n  r ~ = - k ~ s i n ' a m a  
g e a e t z t  w i r d ,  sinam(ra) = m i s t .  Nachher werde ich zeigen, wie die 
auderen Fille ohne Auf'l6siiug eincr nenen Gleichuug sich lruf diesen zurtick- 
fiiliren lassen. 

Xu genaiintem Zwecke untersuchen wir, welche Porm W in Gleichuug 
16) und somit 

in Gleiclinng 27) in de; genannten vier Classen haben rnnss. IVl ist die 
Grosse, die in den Gleichungen 6) oder 8) unter dem Logaïjthrnus steht; 
wir t,heilen das Procluct in die beiden: h = 2 bis r - 1 iind k = r ;  das erste 
sei W,, der letztere Ausdruck W3. Setzen wir in W, [Gl. 8)J sin <p =; x 
und bezeichnen mit ai, und b,, von x unabhhgige Grüssen, so liünnen wir 
scbreiben : ,=ri- 1 - u,, k2x2 - fih kZz JR 

h-2  1 -ah k2x2 f bh k2x Ji' 
unte r  d e r  V o r a u s s e t z u n g ,  d a s s  k e i n e r  d i e ç e r  B r l i c h e  s i c h  
- -- 

durch i l - x 2  o d e r  p'l-k%* h e b e u  l a s s e ,  nimmt das Proiliict die 
Form an: 
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wobei U und V gerade Functionen von x bedeuten, so zwar, dms U sicli 
weder durch (1 -x2), noch durch (1 - k2z2)  theilen laest. Würde der eben 
ausgeschlossene Fa11 bei einein oder mehreren Brüchen eintreten, sa k6nnte 
hierdurch die Form von W2 wesentlich modificirt werden; wir müssen dalier 
die Berechtigiing unserer Voraussetzung heweisen. E s  ist also nachxiisehen, 
ob der Zahler (und auch der Neniier) irgend eines Bruches ftir x = + 1 

1 
oder fiir x = + verschwinden kann. Wir  nehmcn daxu die andere Form 

k 
von W, [aus G1.6)], bezeichnen irgend einen Zahler mit <p (u) und setzeu, 
dem x = + 1 entsprechend, u = + K, dann ist: 

- cosam (ha)  
q ( K ) = p ( - K )  = l + k e s i a a m ( a ) s i n a m ( h - l a ) -  - 

d a m ( h G 1  
aber: 
- silzam(ha) cosama Aama - siaama cosam(ha) dam(ha)  

siaum(h - 1 a) = -- 
1 - k9sin2 am ( h a )  s i n % ~ ~  a 

Setzt man diesen Ausdruck ein, sa erh81t man nach leichten Reductionen: 
- 

d a m ( h - l a )  
m(K) - 9 ( - K )  = d a m ( h a )  

Da h h6chutens = r - 1 ist,  so ist dieser Ausdruck stets xweifellou sowalil 
1 

von O wie von oo verschieden. Ehenso ergiebt sich, wenn wir x = + L 7  
k 

also u = + (E + iK') setzen: - 
cosawa ( h  - 1 a )  

c p ( K + i K ' ) = 9 ( - K - i K ' ) =  
d a m l h a )  . * 

also auch weder O noch oc. 

Wir  kommen nun zu W, und betrachten zuerst den unbequenisteri 
Fall: sinam (r a )  = m; wir wenden uns wieQer an die Form in 6) : 

Naeh dem in 44) angegebenen Schema ha t  r a  dio Form: ra= 2 q l i  
+ ( 2  h +  1)iK'. m i r  fügen nun noch die sehr kleine Grosse 15 hinzu inid 

führen die Abkürzung a. ein, so dass wir haben: 

Dann k t :  
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Somit wird der Zahler von W.: 

- - 1 -  

'-') sinam(u-8) sin am a, - - ( r 
Entwickeln wir und behalten nur die erste Potenz von rF bei, so 

ist dies : 
cosama,dama, cosamudamu 

sin am a, + sin am u 
a .  

Der Nenner von Ws entsteht hieraus, wenn - u  an Stelle von u gevetzt 
wird, und daher wird, wenn wir durch S heben und dann 6 = 0 ,  also 
a, : a setzen : 

w s a m a d u m a  cosamudamu 

w - - -  
sin ana a + sin am u 

- 

S-cosamaduma costrmudamzc -- 
sin. am a sin am u 

Oder, wenn wir den ersten constanten Summanden als c bezeicbnen und 
wieder x für sinnmu einführen: - 

Multiplicireti wir diesen Ausdriick mit W,, so erhalten wir: 

1st zweitens sinam(ra) = 0, so zeigt 8), dass W, = 1 wird; die Form 
von W, fallt also mit der von W, [Gl. 45)] zusammen, d. h. es ist 

1st drittens cosam(ra) = 0, so ist sinam(ra) = + 1, d a m  (ru)  = + 1, 
also nimmt W,, wie 8) zcigt, wenn f eine Constante bedeutet, die Form an: 

l -k2xz+fx JE 
w 3 =  i- pz. - f i  J H .  

Die Multiplication mit W, ergicbt : 

49) W, = 
( 1 - k 2 x e ) ( U +  f x Z V ( l - x 2 ) ) + x ( f U +  V ( I  -k2x2) )  JR 

- ---p. 
( ~ - k ~ ~ ~ ) ( u + f ~ ~ v ( i  - z ( f u + ~ ( i - ~ c x 2 ) ) ~ ~  

1st endlich viertens d a m  (va) = O, so ist kS sifiZama = 1 und daher 
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Kehren wir nunmehr zu den Wurzeln der Gleichung 41)  xurück. Wir 
wissen von ihnen, dass sie der Gleichung 27) oder, wenn sie als - kZ sin2ama 
angesehen werden, der Gleichung 15) entsprcchen. E s  muss somit eine 
ganee positive Zahl Q geben , derart,  dass für  am ( Q  a) einer der besprocheneu 
vier Fiille eintritt. Halten wir nun die dern P und Q in  30) gegebene 
Porm mit den vier Ausdrücken 47) bis 50) zusammen, so sehen wir, dass 
sie mit 47), aber mit keinem der andcren Ausdrücke coincidirt.. Wir 
schliessen daraus , dass sinam (Q a) = m ist. Suchen wir nun die Gleichung 
für ein solchos sinenma auf, indem wir den Nenner der elliptischen Func- 

- 1 
tionen von am(Qa)  gleich Nul1 setzen, so ist diese vom -- 

2 
ten Grade 

(für sidama) und hat in kB rationale Coefficienten, wie dies auch bei 
r e - 1  

Gleichung 41) der Fa11 ist. Da aber für  sBrnrntlichc - 
2 

Wurzeln der 

Cleichung 41) sinamqa etc. unendlich sein muss, so muss p mindestens 
gleich r, also 41) mit d e r j e n  i g e n Gleichung identisch sein, welche durch 
Nullsetzung des Nenners der Functionen sinam(r a) , cosam ( r a )  , dana(ra) 
entsteht. Es  ist  also bewiesen: 

r"1 
1. dass die Gleichung 41)  vermittelst n diejenigen ,-- Werthe von 

2 
sh%m a liefert, fur welche sinam ( r  a)  unendlich ist ; 

2. dass durch die in  30) gegebenen Ausdrücke für  P und y,  dereu 
Coefficienten aus lz herzuleiten wir gelernt haben, eine Gleichung 
27) hergestellt werden kann,  welche ein Iutegral dritter Gattuiig 
mit dem Parameter n. auf eines der ersten Gattung zurtickftihrt. 

5 5. Wir wollen nun die anderen drei Fiille erledigen, und es sol1 
zunfichst fi so bestimmt werden, dass: 

n=-kzsin2ama,  sinam(ra)=O 

is t ,  wobei r denselben Werth wie im vorigen Paragraphen hahen 0011. Wir 
stellen uns die Aufgabe, das Integral 

dx  auf ein anderes : J*=J~+-- - -  d~ - 

n'y2) fJH(3 
znrtickzuführen, auf welches wir die bisherigen Pormeln anwenden k6iinen. 

Da sircana(ra)= 0 und r  sine ungerade Zahl is t ,  so ist:  
1 

s i n a m ( r a + r i K ' ) = s i n a m ( r a + i K ' )  =:---= m. 
k szn am (r a )  

Wollte man etwa den Ausdruck 47) durch Multiplication von Ziihler uiid 
Nenncr mit V R  den Ausdrücken 49) und 50) schcinbar iihnlich machen, so wirc 
doch der cliarakteristische Unterschied, dass in 47) das rationale Glied sich durch 
(1 - xe) (1 - 7c42e) tbeilen liesse, aher in 49) nur diirch (1 - in 50) niir dorcli 
(1 - x?). 
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so erfüllt n' die vorgeschriebene Bedingung und es wird: 

Wir mtissen also sehen, ob die Substitution: 

die Form des Integrals J' hervorbringt. Und in der That, wird: 

52) R (y) = (1 - ye) (1 - k"2) 
gesetzt wird, ehenso wie wir: 

53) ( P ( y )  = y ( a + f f , y 2  + m . - +  ffpy2P), 
Q ( Y ) = ~ + B ~ Y ~ + - - - + B ~ Y ~ ~  

setzen wollen. Nun ist nach 27): 

fiihren wir aber wieder x ein, so ist: 

- Y 
P(Y) + Q (Y) JR(II) 

- ,,+, { ( 1 + y i x 2 + . - - +  y p ~ 2 p )  + ~ ( d + ~ ~ x ~ + . ~ - + ~ ~ - i î . ~ ~ - ~ ) / R ~ ,  

worin y, S etc. Constanten sind, die in  sehr einfacher Art  aus den bekannten 

a ,  cr ,  , , pi etc. sich ergeben. Setzen wir nun:  

so entsteht wieder eine Gleichung der Form: 

Die Ausdrüçke P und Q in 54) bestiitigen und praci~iren die vorher 
anter 48) gefundene Form von W, und wir konnten nun für eine selbst- 
titandige Behandlung des Integrals J die obige Form für P und Q zu Grunde 
legen. 

Sol1 ferner cos ana(r a) = 0 sein, so ist : 

s i n a m ( r a + r E + r i K ' )  =ao,  
also 
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folglich : 

dann : 

folglich is t  die Substitution angezeigt: 

Mit ihrer Hilfe wird: 

Setzen wir nuu in P(yj uud &(y) den Werth f i r  y aus 56) ein, so wird: 

Y - { ( 1 - k ' ~ ~ ( l + y , ~ ~ + - . - + ~ , , ~ " ~ )  
QI/) + &(Y) JW) =-- -- 

( 1  - 2 ) ~  V H  & X ( ~ + . . . + B ~ -  , X ~ P - ~ )  /BI ,  
worin wieder die y und die 8 in  einfacher rationaler Art mit  den LY uud  fi 
zusamrnenblngen. Es ware also zu setzen: 

57) 
P =  (1- k2x2)(1+ y 1 x 2 +  m .  -+ y p x 2 ~ ) ,  

Q = ~ ( d + d ~ ~ ' + . . - + 6 ~ - ~ ~ ~ p - ~ ) .  

Sol1 endlich d am( ra )  = 0 sein, so erhalt nian in gleicher Iieliand- 
lungsweise: 

und hiermit : 

55) 

Die Ausdrücke 57) und 58) bestiitigen und pracisiren wiederuin die Gleich. 
ungen 49) und [IO)." 

5 6. Sei nunmehr r eino gerade Zahl = 2 p  und auerst wieder 
sin 
cos) am(ral = m. 
A .  

D a m  ist den Schlrisscn gemass, die auf dis Glcichungen 47) bis 50) f u h r  
t en ,  die Form dieselbe wie früher, und 2wa.r: 

59) 
P = ~ ( a + c u , d + ~ ~ ~ +  + . a +  C + - ~ X ~ P - ~ ) ,  

& = P + f l , ~ ~ + f l ~ ~ ~ + - - - $ f l p - ~ ~ ~ ~ - ~ ) ;  

60) N =  H(I+ ~ X " ~ P .  
- -- 

f In den obigen drei Fallcn überfiihren wir also das lntegral TI(% a) in Dee. 
l7 (U -+ ;Kr,  a + iK ' ) ,  I1(u + K+ iK', a + K + iK') , Il(u+ K, a + K ) ,  
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Die Grossen Q haben auch jetzt genau dieselbe Dedeutung wie frtiher, 
d. h. dic crstcn derselben sind durch die Gleichung 37) gegeben und die 
spiteren folgen aus ihnen mittels der Gleichung 36). An Stelle der Gleich- 
ung 41) tritt aber jctzt folgende: 

ra 
Sie ist vom 2 p .  pton odor Grade und is t ,  wenn n = - k2 sin2ama 

2 
gesetzt wird, idcntisch mit der Gleichung, der siaZama geniigen muss, 
wenn die elliptischen Functionen von am (r a) unendlich werden sollen. Das 
Alles folgt mittels Schlüsse, die mit den frtîheren ganz analog sind. 
Die Gleichung 61) lasst sich aber leichter auflosen. Denn führt man statt  
1 wieder ke ein,  so lasst sie sich in zwei Factoren xerlegen, die sich nur 
durch das Zeichen von k voneinander unterscheiden und deren jeder also 
nur vom Grade p2 ist. Die Berechnung der Constanten or und erfolgt 
dann wieder so wie frtiher. 

Doch ist hier noch ein m u e r  Bmstand zu besprechen; man kann nam- 
lich dem P und Q auch folgende Porm geben: 

Dass bei fest angenommenem p die Anzahl der Gleichungen mit der 
Anzahl der zu bestimmenden Constanten gleich ist,  folgt sofort, wenn man: 

64) Pl" QI" = IVl, 
d. i. diirch (1 - 2)  (1 - kx) gehoben: 

6 3) (1-2) ( l - k z ) ( a o + - - - + a p - ~ x p - l ) s  
- ( l + ~ ) ( l + k ~ ) ( l + ~ ~ ~ + b , - ~ x ~ - ~ ) ~ = H ~ ( l + n ~ ~ ) p  

aufstellt; und dass sich im Quotient,en M: N der Factor (1 - x) (1- kx) 
forthebt, ist in 5 2 bewiesen; es bleibt a1so zu beweisen, dass die jetzige 
Annahme mit der frliheren in den Gleichungen 59) und 60) im Kin- 
klang steht. 

Denken wir uns mittels 63) ra gefunden und daraus die Gleichung 
entwickelt : 

d x  d x  l', + QI ?'z 

so k6nnen wir diese i n  zweifacher Art  umformen. Einmal setze ich darin 
- X  statt x und ziehe die entstehende Gleichung von ihr selbst a b ;  dann 
komrnt unter den Logarithmus ein Ausdruck von der Form: 
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und weun wir diesen Bruch mit - 1 multipliciren, durch f a  hebeu und 
die Constante Zog(- 1) auf die Integrationsconstante werfen, so erhalten wir: 

Zweitens mnltipliciren wir die Gleichung 66) mit 2 ;  dann wird der 

Ausdruck unter dem Logarithmus: 

und es ist: 

Da die Gleichungen 67) und 69) in ihren anderen Theilen tibereinstimmen, 
so müssen auch die unter den Logarithmen stehenden Brüche gleich sein, 
und da die Coefficienten von JR dem Grade nach (er ist der 2p-2'O) 
übereinstimmen, so müssen sie überhaiipt bis auf einen constanten Factor 
übereinstimmen, und um denselhen Factor konnen sich auch nur die an- 
deren rationalen Summanden voneinander unterscheiden. Dadurch erhalten 
wir eine Reihe von Gleichungen, von denen ein Theil aussagt, dass die 
Coefficienten der geraden Poteneen in dem rationalen Summanden in 68) 
und der ungeraden Potenzen im Coefficienten von J / R  einzeln = O  sein 
müssen. Diese Gleichiingen sind, wovon man sich leicht tiberzeugen wird, 
iiquivalent mit folgendem System: 

Setzen wir riun das in  67) oder 68) von freie Glied gleich P, den 
Coefficienten von JR gleich Q ,  so zeigt 6 7 ) ,  dass wir die durch 59) ge- 
gebene Form von P und 0 für  r = 2 p  wieder erlangt haben; 68) zeigt aber, 
dass wir auch dieselbe Gleichung für .n wieder erhalten. Denn die Bedeu- 
tung von P und Q ist  nach 68) und 62): 

71) 
P r  i 2 + Q l 2 R  , Q=----- 2 P I  Q ,  - . 

( 1 - x ) { l - k x )  ( 1 - x ) [ l - k ~ )  
Nun muss nach 28): 

P B - Q e R = N =  H(1+nx2)'P 

gesetzt und hieraus durch Elirnination aller anderen Constanten die Gleieh- 
mg fllr la hergestelit werden, welche dann znr Gleichung 61)  wird; d. h. 
n ; ~ c h  71) ist: 
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oder, wenn mit bezeichnet wird: 

P,"Q12R=n,((1-x)(l-kx)(l+.nxz)p 
= Nl [nach 63)] ; 

dies ist aber die Gleichung 64). Diese führt in den von mir berechnekn 
Beispielen in der That auf eine richtige Gleichiing für  n und zwar vorn 
Grade p2, wie zu erwarten ist;  die anderen p2 Wurzeln für .n erhalt man 
dann, wenn man in 62)  etc. stntt des Factors 1- T G z  den Factor l +  71% 
nimmt. Doch gelang es mir noch nicht,  eine so allgemein giltige Mefhode 
zu ihrer Auflosung wie diejenige, welche zu den Gleichungen 41) oder 61) 
fiihrt, aufzufinden. 

Sind die Grossen a : B ,  al:@, ..., up-i: @, & : p ,  p e : p i  ..., Pp-i:j3 
durch die andere Uethode gefunden, so kann man mittels der Gleichiing 70) 
und der ails der Vergleichung der anderen Potenzen in 67) und 68) ent- 
stehenden zunachst a, = i und sodann nacheinander und l i n e a r  a,,  b,;  
a,, b, etc. finden (wobei nur  ein Theil der bezeichneten Gleichungen be- 
nutzt wird). Die Gleichiingen 62)  kann man nun noch etwas bestimmter 
folgenderrnassen schreiben: 

P=(1-x)(1-kx).i(l+clx+czx2+~~-+cp-~xP-1), 

Q= 1-c,s+c,x" . . . + ~ , - ~ f l - ' .  

Was noch die anderen Fiille betrifft, so bedarf derjenige, in dem 
sinam(2p a )  = O sein soll, keiner besonderen Behandlung; denn dies findet 
statt , wenn entweder sin am ( p  a ) ,  oder cos am (p  a ) ,  oder dam (p a)  ver- 
schwindet, oder euch wenn diese drei Functionen unendlich gross sind. 

Der Fa11 w s a m  ( 2 p  a) = 0 lasst sich durch die Substitutionen: 
1 

1î'=-(1+a)=-k'Zsin2am(iE-K'-ia,7c'), 1-x2=- 1 - y" 
erledigcn; dies führt m f  dic Form: 

P = ( 1 - k 2 ~ 2 ) ( 1 + y 1 a 2 + . . . + y r - ~ x 2 ~ - 2 ) l  
Q =  ~ ( a + a , ~ ~ + . . . + a ~ - , ~ ~ p - 2 ) .  

Sol1 endlich d a m ( 2 p a )  = O sein, so muss man direct mit den Formen: 

P= ( 1 - x 2 ) ( 1 + Y l x 2 + " - + y P - , x 2 ~ - 2 ) ,  

Q =  ~ ( s + s , ~ ~ + . . . + s ~ - , x ~ ~ - ~ ) ,  
in die Rechnung eingehen. 

Auch k h n t e  man ,  wenn r eine gerade Zahl ist ,  das Additionstheorem 
der Parameter in der Form: 

benutzen. 
n(u, &a)  = +il(u,  a) - etc. 

Ob bei zusammengesetzten ungeraden Zahlen auch noch eine Form von 
P und Q analog 62) existirt, muss spiiteren Untersuchungen überlassen bleiben. 

Konigsberg,  den 24. October 1888. 
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LVII Siitze über das orthogonale Viereck. 

Von 

Dr. C. EEYEL 
in Ztirich. 

IIierzu TaF. VI. 

A. Metrische Beziehnngen. 

1. 

Wir gehen von einem Dreieck ABC resp. a b c  aus (Fig. 1). J sei 
der Sühnittpunkt der Hohen des Dreiecks. Ihre Fusspuukte in a b c  seien 
resp. A,,  B , ,  Cl. Dann beweisen wir folgenden b e k a n n t ~ n  

Srct.8 I. B i l d e n  w i r  b e i  d e n  d r e i  H o h e n  e i n e s  D r e i e c k s  j e  das 
P r o d u c t  a u s  d e n  A b s c h n i t t e n ,  i n  w e l c h e  d e r  H G h e n .  
s c h n i t t p u n k t  d i e  H o b e n  t h e i l t ,  s o  i s t  d i e s e s  Product 
c o n s t a n t .  

Zum Beweise construiren wir zwei Kreise KaZ,  KbZ, welche die resp. 
Seiten a, b zu Durchmessern haben. Von diesen Kreisen geht KaZ d u r d  
B B , ,  CC,; Eb2 durch B A , ,  CC,. Beide Kreise schneiden sich also in CC,. 
Suchen wir in Bezug aiif dieselben die Potenz des Punktes J ,  so ist JA.JA, 
= J C .  JC, = J B .  JB, . Wir wollen die im S a h e  vorkommende constante 
Grosse die Potenz von J in Bezug auf ABC nennen. Dievelbe ist negativ, 
gleich Nul1 oder positiv, je nachdem das Dreieck ABC spitzwinklig, recht- 
winklig oder stnmpfwinklig ist. 

2. 
Die Ecken eines Dreiecks bilden mit seinem Hohenschnittpunkt ein 

specielles Viereck. Von seinen Ecken liegt stets eine - J - im Innern 
des Dreiecks der anderen. Sie werde i n n e r e  E c k e  d e s  V i e r e c k s  ge- 

uannt. I m  Gegensatx zu ihr sollen die drei anderen Ecken - ABC - 
i i u s s e r e  E c k e n  d e s  V i e r e c k s  heissen. Die Geraden AB,  BC, CA und  

CJ, AJ, BJ sind gegeniiberliegende Seiten des Vierecks. Wir  unterschei. 
den aie als Bussere und innere Seiten und bezeichnen sie mit c, a ,  b nn l  
cl ,  a,, b, . Die Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten c c , ,  aul ,  b b, 
sind die Diagonalpunkte Cl, A,,  B, des Vierecks. I n  ihnen treffen sich 
die gegenüberliegenden Seiten unter rechtem Winkel. Wir  nennen daher 
das Viereck A B C J  ein o r t h o g o n a l e s .  
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Nach den gegebenen Erklarungen bilden je drei Ecken des orthogonalen 
Vierecks A BCJ ein Dreieck, fiir welches die vierte Ecke der Hohenschnitt- 
piirikt ist. Dieser hat eine Potenz in Bezug auf jenes Dreieck. Wir  unter- 
suclien die Abhangigkeit dieser Potenzen von dem Viereck ABCJ. 

Zunachat stellen wir die Werthe fur die Potenzen der vier Dreiecke 
ABC, ABJ,  B CJ und ACJ auf. 

Iin Dreieck ABC ist J der Hohenschnittpunkt. Seine Potenz ist negativ 
und sei mit -pi2 bezeiçhnet. D u n  ergiebt sich nach Satz 1 für diese 
Potenz : 

1) J A . J A l = J B . J B l = J C . J C , = - p i e .  . 
Dix Dreieck A R  J hat, C m m  Hohenschnittpunkt. Seine Potcnz sci pcz. 

Sie wird ausgedrückt durch: 

2) CA. CR, = CC,. CJ=  C B .  CAi =pC2. 

Das Dieieck BCJ hat A zum Hohenschniltpunkt. Seine Poteno pu2 
hat den Werth: 

3) A B .  ACl = A A l . A J =  AC.AB1=paB.  
Das Dreieck ACJ hat B zum Hohenschnittpunkt. Seine Potenz pb2 ist: 

4) HA.BC, = B B , . B J =  BC.  BA, =Pb% 
Addiren wir 1) zu 3) ,  so folgt: 

JA.  JA, + A A , . A J = - P ~ ~ + P , ~ = J A ( J A , + A , A )  
oder : 

5)  pa2 -piS = A Je .  
In analoger Weise erhalteii wir drirch Addition von 1) und 4) und 1) und 2): 

P b L p i 2  = B J4, pc' -p."- I -  C J2 - 
Addiren wir 3) und 4), so folgt: 

AR.AC,+BA.BC,  =p,"pb"AB(AC,+C,ll) 
oder : 

6) puZ Spa" A Bz. 
I n  analoger Weise folgt aus 3) und 2) und aus 2) und 4): 

pa2 +pC2 = ACe und pbe + pC2 = B C2. 
Wir schliessen daher : 
satz1I. D a s  Q u a d r a t  a u s  d e r  E n t f e r n u n g  z w e i e r  E c k e n  e i n e s  

o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  i s t  g l e i c h  d e r  a l g e b r a i s c h e n  
S u m m e  d e r  P o t e n z e n  d i e s e r  E c k e n .  

Subtrahiren wir die Gleichungen 5) und 6) in der Wcisc voncinandur, 
dass je eine Potenz wegfdl t ,  so folgt: 

7 )  p,"ppb"AJe-BJe=ACe-BC2 
und 

8) p,' +pi4 = AB2 - JB2 = ACS - JC2.  
Allgemein lasst sich dies so ausdrticken: 

8at.e III. B e i  e i n e m  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k  i s t  d i e  D i f f e r e n z  d e r  
P o t e n z e n  von z w e i  E c k e n  g l e i c h  d e r  D i f f e r e a z  d e r  
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Q u a d r a t e  v o n  d e n j e n i g e n  S e i t e n ,  w e l c h e  d u r c h  diese 
z w e i  E c k e n  u n d  c i n e  d r i t t e  E c k e  g e h c n .  

Dividiren wir 3) durch l) ,  so folgt: 

oder 

'3) 

JA.  JA,  - -pi2 
A A , . A J -  pa2 

Dividiren wir mit  4) in 3), so erhalten wir: 

A B . A C ,  -- pa2 
- -. 

B A - B C ,  pb" 
oder 

10) 

Wir sprechen dies dahin sus: 
Salz IV .  D i e  Y o t e n z e n  v o n  z w e i  E c k e n  d e s  o r t h o g o n a l e n  Vier -  

e c k s  v e r h a l t e n  s i c h  i h r e m  a b s o l u t e n  W e r t h e  n a c h  ~ i e  

d i e  A b s t a n d e  d i e s e r  E c k e n  v o n  d e m  i n  i h r e r  Seite 
l i e g e n d e n  D i a g o n a l p u n k t e .  

Vergleichen wir die Inhalte der Dreiecke BAC und B J C ,  so fulgt: 

A R A C  b c  BA ,  
A B J C =  b,c,= T '  

Dies in Y) eingesetzt, ergiebt: 

1 1) 
Analog finderi wir: 

ph2- ac - pC2 - ab  - und - - 
P a 1 q  pi" a, b, 

Dividiren wir diese Cleichungen paarweise durcheinander, so folgt: 

12) 
paZ al b , paa - a, c , --- 
pb2 - a b, pc2 - a c, 

Wir fassen 11) und 12) zusammen in den: 
Satz v. D a s  R e c h t e c k  a u s  z w e i  S e i t e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n v i e r -  

e c k s  v e r h a l t  s i c h  zu d e m  R e c h t e c k  a u s  d e n  g e g e n ü b e r -  
l i e g e n d e n  S e i t e n ,  w i e  d e r  a b s o l u t e  W e r t h  d e r  P o t e n r  
d e s  P u n k t e s ,  i n  d e m  s i c h  d i e  z w e i  e r s t e n  S e i t e n  schnei .  
d e n ,  zum a b s o l u t e n  W e r t h e  d e r  P o t e n z  d e s  S c h n i t t  
p i i n k t e s  d e r  z w e i  a n d e r e n  S e i t e n .  

hlultipliciren wir 11) mit 12), so ergiebt sicb: 

Dividircn wir 11) durch 12), so ist: 
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I n  Worten ausgedrückt , heisst dies : 
sat5 V I .  B e i  e i n e m  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k  v e r h i i l t  s i c h  d a s  P r o -  

d u c t  a u s  d e m  a b s o l u t e n  W e r t h e  d e r  W u r z e l n  v o n  z w e i  
P o t e n z e n  z u  d e m  d e r  z w e i  a n d e r e n ,  w i e  d i e  S e i t e ,  a u f  
d e r  d i e  E c k e n  d e r  z w e i  e r s t e n  P o t e n z e n *  l i e g e n ,  z u r  
g e g e n ü b e r l i e g e r i d e n  S e i t e .  

Addiren wir die Gleichungen 5) und 6),  so folgt: 

15) A J 2 + B C 2 = p a e + p ~ 2 + p c 2 - p ; g = B J 2 + ~ C e = C J z + A B 2  
oder : 
S a t ~  711. D i e  ~ u m m é  d e r  Q u a d r a t e  v o n  z w e i  g e g e n ü b e r l i e g e n -  

d e n  S e i t e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  i s t  g l e i c h  d e r  
S u m m e  d e r  P o t e n z e n  d e r  v i e r  E c k e n .  

3. 
Die Entwickelungen von 2 fiihren uns zu einer riiumlichen l)arstellung 

der Potenzen eines orthogonalen Vierecks.** 
Wir gehen von drei Kugeln aus,  welche resp. AB, B C ,  CA zu Durch- 

messern haben. Jede dieser Kugeln schneidet die andere in einem Kreise. 
Die Ebenen dieser Kreise stehen zu der Ebene des Vierecks senkrecht und 
gehen durch seine inneren Seiten. Folglich haben diese Ebenen die Gerade 
gemeinsam, welche im Punkte J zur Ebene des Vierecks senkrecht steht. 
Daher schneiden sich die drei Kugeln i n  zwei Punkten 00' der erwiihnten 
Senkrechten. Durch OO* gehen die Kreise, in  welchen sich je zwei der 
drei Kiigeln schneiden. A A , ,  BU, ,  CC, sind Durchmeeser dieser Kreise. 
Also werden A A,, B  B I ,  CCl von O und O* aus unter rechtem Winkel 
gesehen. Mithin ist der Abstand der Punkte 00* von J gleich dem abso- 
luten Werthe der Wurzel aus der Potenz von J, d. h gleich pi. 

Verbinden wir jetzt O oder O* mit den ausseren Yunkten des Vierecks, 
so bilden dieso Verbindungslinien bei O oder O* eine rechtwinklige korper- 
liche Ecke. Ptir die Langen ihrer Kanten zwischen O und ABC gelten 
daher dio Beziehungen, welche wir in Sntz II ausgesprochen haben. Mit- 
hin stellen diese Kantenlangen p,pbp, vor. Wir  sagen daher: 

C o n s t r u i r e n  w i r  e i n e  r e c h t w i n k l i g e  E c k e ,  d e r e n  
K a n t e n  d u r c h  d i e  a u s s e r e n  E c k e n  A B C  e i n e s  o r t h o -  
g o n a l e n  V i e r e c k s  A B C J  g e h e n ,  s o  s t e l l e n  d i e  L i i u g e n  
d e r  K a n t e n  z w i s c h e n  d e m  S c h e i t e l  O d e r  E c k e  u n d  
A B C  d i e  W u r z e l n  a u s  d e n  P o t e n z e n  v o n  ABC vor.  
D e r  A b s t a n d  d o s  P u n k t e s  O v o n  d e r  E b e n e  d e s  V i o r -  
e c k s  g i e b t  d e n  a b s o l u t e n  W e r t h  d e r  W u r z e l  a u s  d e r  
P o t e n z  d e r  i n n e r e n  E c k e  a n .  

* Wir bezeichnen hier - wie im  Folgenden - stets der Kürze halber die Ecke? 
inBezug auf welche die Potenz einen bestinimtenWerth hat, ais die Ecke dieserPotenn. 

** Vergl. meine L4xo~ioiiietxie und Perspective (I\letzler 1887), S. 3. 
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Mit Hilfe der raumlichen Darstellung von 3 drücken wir die Winkel 
von ABCJ aus (Fig. 1 ). Wir heginnen mit dem Winkel a ,  den zwei 
Sussere Seiten B A  und C A  miteinander einschliessen. Zu seiner Bestim- 
mung benutzen wir die korperliche Ecke mit dem Scheitel A und den 
Kanten AB,  A C  und AO. Der Winkel an der Kante A 0  k t  ein rechter. 
Ilaraus folgt nach dern Cosinussatze: 

1) 
A 0  A 0  pa2.  

c o s c i = c o s R A O . c o s C A O = -  = - 
A B A C  c . b  

1st a ,  der Winkel, den zwei innere Seiten J R  und J C  miteinander bilden, 
so ist cosa = - cos a,, da a + a, = 180" Berücksichtigen wir, dass nach 

Wenden wir uns zu dem Winkel 6 ,  den eine linssere Seite AB mit 
einer inneren einschliesst , so ist : 

3) A A ,  - ~a'. rosa= - - 
B A  a,c 

Aus diesen Beziehiingen schliessen wir : 
Satz lx. D e r  C o s i n u s  e i n e s  W i n k e l s  i m  o r t h o g o n a l e n  Viereck 

i s t  g l e i c h  d e r  P o t e n z  d e s  S c h e i t e l s ,  d i v i d i r t  d i i rch  d a s  

P r o d u c t  d o r  z w e i  S e i t e n ,  w e l c h e  . d i e  S c h e n k e l  d e s  
W i n k e l s  b i l d e n .  

Wir  gehen zu den Silius der Winkel iiber. 
Rechnen wir den Inhalt des Dreiecks A B C  aus ,  so ist: 

PU' Berücksiclitigen mir, dass A  A, = - , so folgt : 
(1.1 

Setzen wir ftir a den Werth,  der sich ails 14) von 3 ergiebt, so folgt: 

Niin ist sinar=silzn, .  Ersetzen wir nach 11) von 3 hc  diirch h i c , ,  so ist:  

P b .  I ) e .  5 
SZfi a = -- - ~ -  ' pa.b,.C1 

BA ph4 Pür  den Winkel 6 finden wir sifi 8  = 2. F ü r  BA, konnen wir - setlen. 
C a 

a rechnen wir aus 14) von 3 aus. Dann fol@: 
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Bus 4),  5) und 6) ergiebt sich: 
Satz X. B e i  e i n e m  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k  e r h a l t e n  w i r  d e n  

S i n u s  e i n e s  W i n k e l s ,  w e n n  w i r  d i e  a b s o l u t e n  W u r z e l -  
w e r t h e  d e r j e n i g e n  d r e i  P o t e n z e n  m i t e i n a n d e r  m u l t i -  
p l i c i r e n ,  d e r e n  E c k e n  a u f  d e n  S c h e n k e l n  d e s  W i n k e l s  
l i e g e n ,  11nd d i e s e s  P r o d u c t  d u r c h  e i n  z w e i t e s  d i v i d i -  
r e n ,  w e l c h e s  a u s  d e n s c h e n k e l n  d e s  W i n k e l s  u n d  d e m  a b -  
s o l u t e n  W u r z e l w c r t h o  d e r  v i c r t e n  P o t e n z  g e l - i i l d e t  iut.  

Dividiren wir 4) durch l) ,  so folgt: 
Pb. Pc tg01 = -. 

P a .  Pi 
Durch Division von sinp durch cosp und von sina dnrch cos13 crgiebt sich: 

8) 
und 

9) 
P h  - Pi  tga = ---. 

Pa- P c  

Aus diesen Gleichungen lesen wir: 
S a b  X I  D a s  P r o d u c t  a u s  d e n  a b s o l u t e n  W u r x e l w e r t h e n  v o n  

z w e i  P o t e n z e n ,  d i v i d i r t  d u r c h  d a a j e n i g e  d e r  z w e i  a n -  
d e r e n  P o t e n z e n ,  i s t  d e m  a b s o l u t e n  W e r t h e  n a c h  d e r  
T a n g e n t e  d e s  W i n k e l s  g l e i c h ,  d e s s e n  S c h e n k e l  d u r c h  
d i e  E c k e n  d e r  z w e i  e r s t e n  P o t e n z e n  g a h e n .  

Dividiren wir 7) durch 8), so folgt: 

-- $ a _  @ Oder p a s . t g u = p a P . t g ~ .  
L7P pu" 

Es gilt daher allgemein: 
Sutz XII. B e i  e i n e m  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k  i s t  d a s  P r o d u c t  a u s  

d e r  T a n g e n t e  e i n e s  W i n k e l s  i n  d i e  P o t e n z  s e i n e s  
S c h e i t e l s  c o n s t a n t .  

5. 
Wir benutzen die Entwickelungen von 4, urn einige weitere SBtze für 

dm orthogonale Viereck auîzustellen. Zunachst berechnen wir den Inhalt 
der vier Dreiecke, aus denen das orthogonale Viereck besleht. Sei Jabc der 
Inhalt des Llreieeks A B C ,  so k t :  

Bezeichnen wir mit Joie den Inhalt von AJC, so ist:  

In analoger Weise erhalten a i r  die Inhalte von A J B  und BJC. Wir 
~chliesscn daher: 
8at.z XIII. D e r  I n h a l t  e i n e s  D r e i e c k s  i s t  g l e i c h  d e m  P r o d u c t  

a u s  d e n  a b s o l u t e n  W u r z e l w e r t h e n  d e r  P o t e n z e n  
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s e i n e r  E c k e n ,  d i v i d i r t  d u r c h  d e n  h a l b e n  abso lu ten  
W u r z e l w e r t h  d e r  P o t e n z  d e s  I I o h e n s c h n i t t p u n k t e s .  

Aus diescn Inhalten lasst sich eine Abhiingigkcit zwischen dcn Poten. 
zen des orthogonalen Vierecks ableiten. Wir  konnen niimlich Jaac durch 
Summation der Inhalte von U J C ,  B JA und C J A  finden. Setzen wir den 
sa bestimmten Inhalt dem in 1) berechneten gleicb, so folgt: 

3) 
d. h.: 
Sato XIV. B e i  e i n e m  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k  i s t  d i e  S u m m e  a u s  

d e n  r e c i p r o k e n  W e r t h e n  d e r  P o t e n a e n  v o n  d e n  d r e i  
i i u s s e r e n  E c k e n  g l e i c h  d e m  r e c i p r o k e n  absol i i ten 
W e r t h e  d e r  P o t e n z  d e r  i n n e r e n  Xcke.* 

Wir wenden uns jetzt zu dem Dreieck A,Bl Cl der Diagonalpiinkte. 
Die Entferniing von zwei Diagonalpunkten A,, B, erhalten wir, indem 

wir für das Krcisviereck A,  JB, C den Pt,olem%ischcn Satz anwenden. Nach 
demselben ist:  

A , B 1 . J C = C B , . J A , + B , J . B , C .  
Llaraus fol& : 

c .  pc2 A, B, = -- = c cosy. 
al,  

Wir finden somit die Entfernung von zwei Diagonalpunkten des ortho 
goualen Vierecks riach folgendem : 
S a t ~  X r .  M u l t i p l i c i r e n  w i r  e i a e  a u s s e r e  S e i t e  d e s  o r t h o g o n a -  

l e n  V i e r e c k s  m i t  d e m  C o s i n u s  d e s  g e g e r i ü b e r l i e g e n -  
d e n  W i n k e l s ,  s o  g i e b t  d a s  P r o d u c t  d i e  E n t f e r n u n g  
d e r j e n i g e n  D i a g o n a l p u n k t e  d e s  V i e r e c k s  a n ,  welche 
a u f  d e n  z w e i  a n d e r e n  i i u s s o r e n  S e i t c n  l i e g e n .  

B. Die Potenzkreise des or thogonalen Vierecks. 

ô. 
Wir beschreiben nun aus den Ecken des orthogonalen Vierecks ABCJ 

mit den resp. R,adieu pu, pb, p , ,  pi Kreise. Wir  nennen dieselben P o t  enz- 
k r e  i s  eq* der Ecken AR CJ und untersucben die gegenseitige Lage .der 
Kreise (Fig. 2 u. 3). 

' H o f f m a n n  , Xeit~chrift f rnathefl. u. naturwissonschaftl. Unterricht. Jaiir- 
gang XIX S. 98, Aufg. 753. 

** Vergl. Townsend ,  Chapters of the modern geornetry of the point, line 
and circle. 1863. Vol. 1 pag. 221. T O w nscnd  ncwt  einen solchen Kreis , , t h e  
polar eircle of the triangle". Derselbe Ausdruük findet sich in einer Abhandliing 
von W a l k e r ,  Demonstration of some ltnown gcomctrical theorcms. Quarterly 
journal of pure and applied mathematics, Vol. 8 ,  Jahrg. 1567. (Diese Notiz ver 
danke ich bestens Herrn Prof. L i e  b er.) Der Ausdruek Potenekreis scheint mir 
durch den Gedaukengang gcgeben zu sein, den rneine Ablinndliing verf'olgt, 
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X?. 

Den Potenzkreis Pi2 des Punktes J erhalten wir, indem wir liber A A ,  
einen Kreis HaZ zeichnen; in  J errichten wir eine Senkrechte zu d A, ,  welche 

in O treffe (F'ig. 2). Dann ist J O  der Radius des Kreises Pz. A 0 
ist- nach Satz II der Radius von Pa? Benutzen wir zur Construction von 
Pi" die Iireise tlber BB,,  C C , ,  so gelangen wir zugleich zu den Potenz- 
kreisen Pb2, PCZ,  Wir schliessen daher : 
S a t ~  X P I .  D i e  P o t e n z k r e i s e  e i n e r  i n n e r e n  u n d  l u s s e r e n  E c k e  

d e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  s c h n e i d e n  s i c h  a u f  e i n e r  
G e r a d e n ,  w e l c h e  i n  d e r  i n n e r e n  E c k e  z u r  V e r b i n -  
d u n g s l i n i e  b e i d e r  E c k e n  s e n k r e c h t  s t e h t .  

Wir wenden uns xu zwei iiusseren Ecken A B  des Vierecks. Zwischen 
ihnen liegt der Diagonalpunkt Cl. Um die Potenzkreise von A und B zii 
bestimmen , bemerken wir, dass nach Definition : A C, . A B  .= paZ und 
B Cl. BA = pb2. Wir construiren diese Relation, indem wir tîber A B  einen 
Kreis beschreiben und denselben mit der Geraden C, C schneiden. Verbinden 
wir eincn dieser Schnittpunkte mit A und B, so stellon die Langen der 
Verbindungslinien resp. p, und p b ,  d. h. die Radien der Potenzkreise Pa9, 
Pb2 vor. Führen wir eine analoge Schlussweise ftir die Potenzkreise der 
Ecken B C  und C A  durch, so gelangen wir zu folgendem: 
Satz X v I I .  D i e  K r e i s e  t i b e r  z w e i  a u s s e r e n  S e i t e n  d e s  o r t h o g o -  

n a l e n  V i e r e c k s  A B C J  s c h n e i d e n  a u s  i h r e n  g e g e n -  
ü b e r l i e g e n d e n  i n n e r e n  S e i t e n  j e  z w e i  P u n k t e  v o m  
P o t e n z k r e i s e  d e r  E c k e ,  w e l c h e  d e n  z w c i  l u s s e r e n  
S e i t e n  g e m e i n s a m  i s t  (Fig. 3). 

Nach diosem Satze schneiden dio drei Kreise liber don lusveren Seiten 
des Vierecks aus deri gegentiberliegenden inneren Seiten sechs Punkte, 
welche dreirnal zu vieren auf den Pohnzkreisen der lusseren Ecken liegen. 
Wir nennen diese sechs Punkte die P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e .  J e  
xwei von ihnen auf einer inneren Seite sin' zur gegentiberliegenden ausse- 
ren Seite orthogonal symrnetrisch. Von einem solchen Paare liegt dor eine 
Punkt im Innern, der andere ausserhalb des Dreiecks ABC. Darnacb 
unterscheiden wir diese Punkte als i n n e r e  und l u s s e r e  P o t e n z k r e i s -  
s c h n i t t p u n k  t e. Die auf a, liegenden bezeichnen wir mit Li, L,. Die 
Potenzkreisschnittpunkte i n  b, seien Mi und Ma.  Die Yotenzkreisschnitt- 
punkte in c, endlich seien mit Xi und Na bezeichnet. Li,  Ni,  Ni sind die 
drei inneren, La, dl,,  Na die drei ?iusseren Potenzkreisschnittpunkte. 

7, 
Wir leiten einige B e z i e h u n g e n  f t l r  d i e  P o t e n z k r e i s s c h n i t t -  

pun k t e  ab ,  indem wir in  anderer Weise als i n  3 die Potenzen auf den 
Raum tlbertragen. 

Wir errichten in  den Ecken des orthogonalen Vierecks zu seiner Ebene 
Senkrechte. Auf den Senkrechten in A B C  tragen wir nach beiden Seiten 

Zeitachiih f. Methamotik a Phyeik XXXIV, 4. 15 
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der Ebene die resp. Langen pal ph, p, ab. Pa, P b ,  Pc seien die End. 
piinkte, wclche auf einer Seite der Ebene liegen. Pa*, Pb*, Pc* seien die 
Endpunkte auf der andern Seite. Auf der Senkrechten in J tragen wir 
nach einer Seite die Lange pl ab. O sei der Endpunkt. 

Jetzt projiciren wir aus O die Punkte Pa, Pb,  Pc und Pa*, Pb*, Pc* 
auf die Ebone des Vierecks. D a m  k6nnen wir beweisen, d&s diese Pro- 
jectionen die Potenzkreisschnittpunkte sind. Wir  ftihren diesen Beweis für 
dio Potenzkreisschnittpunkte, welche in  der Ebene BOA, liegen -d um 

A, O von A, entfernt Sind (Fig. 4). I n  der erwahnten Ebene liegt die Ge- 
rade O Pa*, welche Al A im Pnnkte Li schneide. Nun i s t  A O =pa = A PaC. 
Daraus folgt : L A Pu* O = L A O Pa*. Ferner is t  L A In* 0 = L Pa* O J. Folg- 
lich halbirt O f a f  den Winkel A O J. Bernerken wir, dass A OA, = 90°, so 

muss A O L i  = 90° - A OPa* = 90° - Pa* O J =  O L i  A sein. Mithin ist 
A,O= A,Li .  Also ist in der Tbet  der Schnittpunkt von OPa* mit AA, 
ein Potenzkreissehnittpunkt. 

Verbinden wir O mit P a ,  so is t  diese Gerade die zweite Halbirungs- 
h i e  des Winkels A O J  und schneidet die Ebene des Vierecks in La, d. h. 
im zweiten der Potenzkreisschnittpunkte auf a,. Aus dieser Darstellung 
ziehen wir einige Schllisse über die gogenseitige Lage von Li, La. A liegt 
i n  der Mitte von Pa und Pa*. Also bildet A mit P a p a *  eine harmonische 
Gruppe, deren vierter Punkt  unendlich fern licgt. Projiciren wir diese 
Gruppe aus O auf die Ebene des Vierecks, so erhalten wir die harmonische 
Gruppe A JL, L i .  Anders ausgedrückt heisst dies : Die Geraden OL,, OLi 
sind Doppelstrahlen einer Involution, fiir welche O A  und O J ein Paar ist. 
Dieses bildet mit den Doppelstrahlen gleiche Winkel. Also ist jedes Ge- 
radenpaar, welches mit den Doppelstrahlen gleiche Winkel bildet, ein Paar 
de r  Involution. Wir  heben dasjenige hervor, dessen Strahlen in O resp. 
zu OA und OJ senkrecht stehen. Der erste Strahl dieses Paares schneidet 
die Ebene des Vierecks i n  A,. Der zweite ist  zu der Ebene des Vierecks 
parallel. Mithin is t  A, Mittelpunkt der Involution, welche LaLi zu Dop. 
pelpunkten und A J  zu einem Paare hat. Wir  sagen daher: 

Sata XVIII .  D i e  z w e i  P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e  auf  e i n e r  in- 
n e r e n  S e i t e  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  s i n d  Dop- 
p e l p u n k t o  e i n e r  I n v o l u t i o n ,  f t i r  w e l c h e  d i e  Ecken 
e i n  P a a r  u n d  d e r  D i a g o n i b l p u n k t  d e r  S e i t e  Mit tel-  
p u n k t  ist.  

8. 
Die rliumliche Darstellung von 7 ftihrt uns zu weiteren Eigenschaften 

der I'otenzkreisschnittpunlite. Die Geraden Li Mi und L a M a  siud die 
Schnittlinien der Ebenen Pa* Pb*0 und Pa PbO mit der Ebene des Vierecks. 
Diese drei Ebenen schneiden sieh in einem Punkte Sa von c. Folglich 
schneiden sich Li Mi und La JIu in Sa. Dic Geraden Li Ma und L,Xi ssid 
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die Schnittlinien der Ebenen P,*PbO und PcPb"O mit der Ebene des Vier- 
ecks. Auch diese drei Ebenen schneiden sich in  einem Punkte Si von c. 
Mithin treffen sich die Geraden Li Na und La Mi in  Si (Fig. 3). 

In  analoger Weise sçhliessen wir, dass sich Mi Ni und Ma Na in einem 
Piinkte Qa von a schneiden. Die Geraden MiNa und MaNi treffen sich in 
einem Punkte Pi von a. Endlich schneiden sich die Geraden LiNi und 
LaNa in einem Punkte Ra von b und LiATa, N i L a  i n  eineni Piinkte Ri. 
Ferner lesen wir aus der riumlichen Darstellung, dass Pa* Pb* P,* sine Ebene 
bestimmen, deren Schnittlinie g mit der Ebene des Vierecks die drei Punkte 
a,, Ra, Sa enthilt. Eine weitere Ebene wird durch die Punkte Pa*, Pb*, 1; 
bestimmt. Sie schneidet die Ebene des Vierecks in einer Geraden s, welche 
die Punkte Sa, Qi, Ri enthalt. Die Ebane Pb*P,* Pa trifft die Ebene des 
Vicrecks in einer Geraden q,  auf dcr Q,, Ri, Si liegen. Dic Ebene 
P,*P,*Pb schneidet aus der Ebene des Vierecks eine Gerade r, welche die 
Punkte Ra, Q i ,  Si enthalt. 

Wir fassen das Bewiesene dahin zusammen: 
Satz XIX. V i e r  P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e ,  w e l c h e  a u f  z w e i  i n -  

n e r e n  S e i t e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  l i e g e n ,  
b i l d e n  e i n  n e u e s  V i e r e c k ,  f t i r  w e l c h e s  d i e  d e n  i n -  
n e r e n  S c i t e n  a n l i e g e n d e  g u s s e r e  S e i t o  c i n e  D i a g o -  
n a l e  i s t .  

Wir orhalten nach dicsem Satzc die sechs Potenzkrcisschnittpunktc in 
drei Vierecke geordnet und sagen von ihnen: 
Sntz XX. D i e  s c c h s  P o t e n z k r c i s s c h n i t t p u n k t e  b i l d e n  d r e i  V i e r -  

e c k e ,  w e l c h e  d i e  i n n e r e  E c k e  d e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r -  
e c k s  z u m  g e m e i n s a m e n  D i a g o n a l p u n k t e  h a b e n .  D i e  
t i b r i g e n  s e c h s  D i a g o n a l p u n k t e  l i e g e n  v i e r m a l  z u  
d r e i e n  a u f  d e n  S e i t e n  e i n e s  V i e r s e i t s ,  f ü r  w e l c h e s  
d i e  a u s s e r e n  S e i t e n  d e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  d i e  
D i a g o n a l e n  u n d  d i e  i i u s s e r e n  E c k e n  d i e  D i a g o n a l -  
p u n k t e  s i n d .  

Zur gegenseitigen Lage der Punktepaare Qi Q,  , Ri R a ,  Si Sa bernerken 
wir noch, dass diese Paare durch die tinsseren Ecken des orthogonalen 
Vierecks harmonisch getrennt werden. Folglich liegt von diesen Paaren 
stets der eine Punkt zwivchen den resp. Ecken des Vierecks, der anciere ausser- 
halb. Wir deuten diese Unterscheidung diirch die Indices i und a an. Das 
Vierseit g qrs nennen wir P o  t e  n z v i e r s e i t * des orthogonalen Vierecks 
A R C J .  

9- 
Die Potenzkreisschnittpunkte und die sechs Ecken des Potenzvierseits 

lassen sich von cincm gemeinsamen Ciesichtspunkte ails bctrxchten. 

* Iu Pig. 3 sind die Seiten dieses Vieraeits doppelt geeogen. 
15" 
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Wir  zeigten oben, dass die Geraden OP, und OP,* aus der Ebene 
des Vierecks A B C J  die Punkte Li ,  La schneiden. Nun ist P a p a *  parallol 
zu O J. Ferner is t  A Pa = A Par =pa und O J = p i .  Mithin theilen die 
Punkte Li, L. die Strecke AJ im Verhaltnitis f p, :p i .  Daraus folgt, 
dass L i ,  La der innere und aussere Aehnlichkeitspunkt der Potenzkreise 
von A und J sind. 

Unter 8 haben wir gesehen, dass O, ,  Qi die Schnittpunkte der Ebenen 
Pa Pc*O und PaPcO mit a waren. Folglich treffen die Geraden PbP,' und 
Pb P, die Linie a resp. in Qi Q, . Woil aber B Pb parallel zu Pc PC ist 
und weil BPb =pb, CPc = p c =  CPc*, so miissen die Punkte Q,, Qi die 
Strecke BC irn Verhaltniss + p b : p c  theilon. Also Sind I), , Qi der Zussere 
und innere Aehnlichkeitspunkt der Potenzkreise von B und C. 

Eine Shnliche Schlussweise gilt für die Hbrigen Potenzkreisschnittpunkte 
und die tibrigen Ecken des Potenzvierseits. Wir  konnen daher aus den in 
8 bewiesenen Satzen folgende neue ableiten: 

Satz XXI. D i e  A e h n l i c h k o i t s p u n k t e  z w i s c h e n  d e n  Potenzkre i .  
s e n  e i n e r  i n n e r e n  u n d  a u s s e r e n  E c k e  d e s  or thogo.  
n a l e n  V i e r e c k s  l i e g e n  a u f  d e n  P o t e n z k r c i s e n  d e r  
z w e i  a n d e r e n  E c k e n .  

Batz XXII.  D i e  g l e i c h n a m i g e n  (d. h. ausseren oder Inneren) Aehn- 
l i c h k e i t s p u n k t e  z w i s c h e n  d e m  P o t , e n z k r e i s  d e r  in- 
n e r e n  E c k e  u n d  d e n  P o t e n z k r e i s e n  v o n  z w e i  susse- 
r e n  E c k e n  l i e g e n  m i t  d e m  a u s s e r e n  Aehnlich.  
k e i t s p u n k t e  d e r  l e t z t e r e n  P o t e n z k r e i s e  i n  einer 
G e r a d e n .  

D e r  S u s s e r e  A e h n l i c h k e i t s p u n k t  z w i s c h e n  dem 
P o t e n z k r e i s  d e r  i n n e r e n  E c k e  u n d  d c m  o i n e r  g u s s e -  
r e n E c k e  u n d  d e r  i n n e r e  A e h n l i c h k e i t s p u n k t  zwischen 
d e m  P o t e n z k r e i s  e i n e r  z w e i t e n  a u s s e r e n  u n d  d a m  
d e r  i n n e r e n  E c k e  l i e g t  m i t  d e m  i n n e r e n  Aehnlich- 
k e i t s p u n k t  d e r  P o t e n z k r e i s e  d e r  e r w a h n t e n  z w e i  
i i u s s e r e n  E c k e n  i n  e i n e r  G e r a d e n .  

D i e  a u s s e r e n  A e h n l i c h k e i t s p u n k t e  d e r  Potenz. 
k r e i s e  d e r  d r e i  a u s s e r e n  E c k e n  l i e g e n  i n  e i n e r  G e -  
r a d e n .  D e r  i i u s s e r e  A e h n l i c h k e i t s p u n k t  der  Po. 
t e n z k r e i s e  v o n  z w e i  i i u s s e r e n  E c k e n  l i e g t  m i t  den 
z w e i  i n n e r e n  A e h n l i c h k e i t s p u n k t e n  d i e s e r  Potenz. 
k r e i s e  u n d  d e s  P o t e n z k r e i s e s  d e r  d r i t t e n  Kuussren 
E c k e  i n  e i n e r  G e r a d e n .  

Nach diesem Satze gehen durch jeden der zw6lf Aehnlichkeitspunkte 
vier Gerade, welche je zwei weitere Aehnlichkeitspunkte enthalten. 
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10. 
Wir construiren jetzt eine Kugel KaZ, welche A zum Mittelpunkte und 

p ,  ziim Radius hat. Sie schneidet die Ebcne des Vierecks im Potenzkreise 
P2 von A. Sie geht durch O und wird in diesem Punkte von der Ebene 
OBC berührt, weil diese Ebene zu OA senkrecht steht. X sei ein belie- 
biger Punkt von BC. Seine Potenz in  Bezug auf die Kugel Ka2 ist gleich 
dem Quadrate der Tangenten an Ka2. Eine dieser Tangenten ist die Linie 
XO, welche den Langen X I j i  und X L ,  gleich ist. Zwei weitere Tangen- 
ten berühren den Kreis Pa? Auch ihre L h g e n  Sind gleich X L i ,  XL,. 
Folglich liegen die Rerührungspu=kte der letzteren Tangenten mit den 
Punkten Li, La auf einern Ereise aus X. Derselbe schneidet Pa2 recht- 
winklig. Gehen wir von den Ecken BI C aus und ftihren wir den analogcn 
Gedankengang durch, so gelangen mir zu folgendem: 
Sata X X I I I .  J e d e r  K r e i s ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  a u f  e i n e r  E u s s e -  

r e n  S e i t e  d e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  l i e g t  u n d  d e r  
d u r c h  d i e  P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e  a u f  d e r  g e g e n -  
t i b e r l i e g e n d e n  i n n e r e n  S e i t e  g e h t ,  s c h n e i d e t  d e n  
P o t e n z k r e i s  d e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  t i u s s e r n  E c k e  
r e c h t w i n k l i g .  

Sei e eine beliebige Gerade i n  der Ebene des Vierecks (Fig. 2). 
e schneide aus den aussercn Seitcn a ,  b, c des Vierecks die Punkte Ma, 
ab, Mc. Dann sind die Langen Mao, MbO, M,O gleich den Radien der 
Kreise aus Ba, Ma, Z,, welche die resp. Potenzkreise Pa2, PbS, Y2 recht- 
winklig schneiden. Diese Orthogonalkreise sind mithin denjenigen Kreisen 
aus M,, Ma, Mc gleich, welche durch O gehen. Legen wir also die letz- 
teren Kreise um e um, so erhalten wir die erwghnten Orthogonalkreise. 
Folglich haben dieselben den Punkt  gemeinsarn, welcher die Unilegung von O 
ist. Dieser befindet sich in  einer Geraden f ,  welche durch die Orthogonal- 
projection des Punktes O, d. h. diirch J geht und zu e senkrecht steht. 
f entbilt somit auch den zweiten Punkt ,  welcher den drei Orthogonalkreisen 
gemeinsam ist. 

Wir bernerken noch, dass der umgelegte Punkt  O von e nm eine Lange 
entfernt ist ,  welche diirch die Hgpotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
gemesseu wird, das pi zu einer und den Abstand des Punktes J von e zur 
andern Kathete hat. Daraus folgt aber, dass der Rreis aus dem Schnitt- 
punkte M, von e und f; welcher zu PiZ senkrecht steht,  auu f die zwei 
gemeinvamen Punkte der in Rede stehenden Orthogonalkreise schneidet. 
Wir sagen daher: 0 

Satz X X I V .  C o n s t r u i r e n  w i r  a u s  d r e i  P u n k t e n  e i n e r  G e r a d e n  e l  
w e l c h e  a u f  d e n  t i u s s e r e n  S e i t e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  
V i e r e c k s  l i e g e n ,  zu d e n  r e s p .  P o t e n z k r e i s e n  d e r  
g e g e n ü b e r l i e g c n d e n  t i u s s e r e n  E c k e n  d i e  O r t h o g o -  
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n a l k r e i s e ,  s o  s c h n e i d e n  d i e s e  s i c h  i n  z w e i  Punkten ,  
w e l c h e  a u f  e i n e r  G e r a d e n  f d u r c h  d i e  i n n e r e  E c k e  
d e s  V i e r e c k s  l i e g c n .  D u r c h  d i e s e l b e n  P u n k t e  g e h t  
a u c h  d e r  K r e i s  a u s  d e m  S c h n i t t p u n k t e  v o n  e u u d  f ,  
w e l c h e r  z u  d e m  P o t e n z k r e i s  d e r  i n n e r e n E c k c  ortbo- 
g o n a l  s t e h t .  

11. 
Durch die Potenzkreisschnittpunkte k6nnen wir ausser den Potenzkreiseu 

und den Kreisen über den iiusaeren Seiten des orthogonalen Vierecks noch 
weitere Kreise legen. Einer von ihnen - Hi2 - geht durch die inneren 
Potenzkreisschnittpunkte Li, Mi, Ni. Ihm steht ein Kreis gegen- 
über, der die ausseren Potenzkreisschnittpunkte enthtllt. Ferner wird durch 
je zwei innere Poten~kreiuschnitt~unkte und einen Xusscren, der mit jeoen 
nicht auf derselben Seite des orthogonalen Vierecks liegt,  ein Kreis be- 
stimmt. Je ein zweiter geht durch die drei andcren Potenzkreisschnitt- 
punkte. Darnach erhalten wir folgende Kreise: 

Ein Kreis LiS geht duroh die Punkte &Ma Na; ein zweiter La2 geht 
durch La Mi Ni. 

Ein  Kr& Mi2 geht durch die Punkte L a M i N a ;  ein zweiter Mu2 geht 
durch Li Ma Ni. 

Ein Kreis Nie geht durch die Punkte La Ha N i ;  ein zweiter Nae geht 
durch Li Mi Na. 

Wir wollen diese vier Paare von Kreisen d u a l e  P o t e n z s c h n i t t .  
k r e i s e  nennen. 

Wir  untersuchen zuntlchst die Kreise Ili2 und Ti,'. Der erste Kreis 

hat mit dem Potenzkreise Pu2 die Punkte Nd, Ni gemeinsam, der zweite 
die Punkte Ma, Na.  Oben zeigten wir, dass sich MiNi mit MaNa in dern 
Punkte Qa von a ychneiden. Also haben ni2, f lue  mit Pa2 in Bexug auf 
Q ,  dieselbe Potenz. Sie ist  nach 10 gleich dem Quadrate von Q,Li. Also 
muss der Kreis aus Qu, welcher die Lange Q ,  Li zum Radius hat, die 
Kreise ni" ,a"echtwinklig schneiden. Dieser Kreis geht aber durch 

Li und La. Folglich beriihrt Li Qu in  Li den Kreis II:. La Qu berührt 
in La den Kreis naZ (Fig. 3). 

Nun bemerken wir, dass Qi die Strecke BC im Verhaltniss von 
- p b : p ,  theilt. In  dem Dreieck B L i C  ist aber BLi = p b  und LiC=p,.  
Daraus folgt nach einem bekannten Satze, dass LiQi den Winkel BLiC 
halbirt. Oben (8) bewiesef wir, daes die Punkte O,, Qi von R und C 
harmonisch getrennt werden. Mithin bilden die Geraden Li Qu, LiQi mit 
den Geraden Li B, Li C eine harmonische Gruppe. Von diesen Geraden 
steht Li B zu L i C  senkrëcht. ,41so siild Li Qi und Li Q, die zwei Hal- 
birungslinien des Winkels CLiB .  Sie stehen daher aufeinander senkrechtn 
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Verknüpfen wir dieve Bemerkung mit dem geführtcn Nachweis, dass 
!inLi, Q a L a  die resp. Kreiee 11i2, TIa2 berühren, so folgt, dass Qi Li , QnLn 
Durchmesser dicser Krcise sind. 

Um diesen Schlüssen eine allgemeine Form zu geben, müssen wir die 
gcgenscitige Lage der Punkte LiLa und ,Oi Q, in Worten ausdrticken. Diese 
Punktepaare liegen auf den gegenüberliegenden Seiten a , ,  a des orthogonalen 
Vierecks ABCJ.  Wir  wollen dafier LiL, und Q i Q ,  gegeiiüberliegende 
Punkte nennen. Dann achliessen wir: 
Sats X X P .  V e r b i n d e n  w i r  e i n e  S u s s e r e  E c k e  d e s  P o t e n z v i e r s e i t s  

e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  m i t  d e m  g e g c n t i b o r -  
l i e g e n d e n  i n n e r e n  ( i u s s e r e n )  P o t e n z k r e i s s c h n i t t -  
p u n k t e ,  s o  b e r t i h r t  d i c s c  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e n  
K r e i s ,  w e l c h e r  d u r c h  d i e  i n n e r e n  ( i i u s s e r e n )  P o t e n z -  
k r e i s ~ i c h n i t t p u n k t e  g e h t .  V e r b i n d e n  w i r  d i e  i n n e r e n  
E c k e n  d e s  P o t e n z v i e r s e i t s  m i t  d e n  g e g e n i i b e r l i e g e n -  
d e n  i n n e r e n  ( i i u s s e r e n )  P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u u k t e n ,  
s o  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  d r e i  V e r b i n d u n g s l i n i e n  i m  M i t -  
t e l p u n k t e  d e s  K r e i s e s ,  d e r  d u r c h  d i e  d r e i  i n n e r e n  
( a u s s o r e n )  P o t o n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e  g e h t .  

Um die zuletzt bewiesene Ueziebnng knrz auszusprechen, bezeichnen 
wir eine Ecke des Potenzvierseits, welche in  a l icgt,  dem Potenzkrcise der 
Ecke A gegenüberliegend. Dann folgt : 
S a t ~  XXVI .  D i e  d r e i  K r e i s e ,  w e l c h e  d i e  i n n e r e n  E c k e n  d e s  P o -  

t e n z v i e r s e i t s  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  zu M i t -  
t e l p u n k t e n  h a b e n  u n d  a u f  d e n  P o t e n z k r e i s e n  d e r  
g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  E c k e n  s e n k r e c h t  s t e h c n ,  b e -  
r ü h r e n  d i e  K r e i s e  d u r c h  d i e  i n n e r e n  u n d  i i u s s e r e n  
P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n l i t o  i n  d i e s e n .  

12. 

Wir wenden uns zu dem Potenzschnittkreispaare Li2 und LaS. Diese 
Kreise haben mit Pa2 die resp. Punktepaare Mani, und MiX gemeinsam. 
Die Verbi~dungslinien dieser Punktepaare schneiden sich in Qu. Folglich 
haben die Kieise L:, La%nd da"enselben Orthogonalkreis aus Q,. Sein 
Radius ist 0. Li = QUI;,  . Also beriihrt Q, Li den Kreis LiZ in Li .  Q a L n  

berührt L,"n La. Weil aber Qa Li Q; = 90° = Qa L, Qi , so ist Li Qi ein 
Durchmesscr von Li" und L,Q, ist  ein Durchmosser von Ln2. 

Die Kreise Li", La2 haben mit dem Potenzkreise von R die Punkte 
LiNn und LnNi gemeinsam. Die Verbindungslinien dieser Punktepaare 
schneiden sich in  R i .  Polglich haben die drei Kreise L?, Ln2 und Pbe 

denselben Or th~~onalkre iv  aus R i ,  der durch Mi und Mu geht. Mithin 

berührt die Gerarle Ri Mi i n  Mi den Kreis Ln2. R i M a  beiührt in Ma den 
Kreis L,2. 
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Nun konnen wir analog wie oben (11) beweisen, dass Xi Ri auf M i R ,  
senkrecht steht und desgleichen MURi auf Mu Ra. Daraus ergiebt sicb, 
dass MiR,  ein Durchmesser von LaB und N a R a  ein solcher von Lie ist. 
Folglich berbhrt der Kreis aus Ra,  welcher zu Pa2 senkrecht steht, in 
Mi resp. Ma die Kreise Lae, LiP. 

Schliesslich untersuchen wir die Beziehungen der Kreise Li", L 2  zum 
Potenzkreise Pc2 der Ecke C. 

Pc8 ha t  mit diesen Kreisen die Punkte &Ma resp. L,Mi gemeinsam. 
Die Verbindungslinien dieser Punktepaare schneiden sich i n  Si. AUY Si llisst 
sich daher zu den drei Kreisen sin Orthogonalkreis legen. E r  hat S,,"i,, 
Si Nu zu Radien. Also berührt SiNi i n  Ni den Kreis La2. Si Na berührt 
in  Na den Kreis Li%. Weil aber Si Ni Sa = 90° = Si N a S u ,  so ist NiSu ,in 

Durchmesser von La2. NaSu ist ein Durchmesser von Li2. Der Kreis aus 

Sa,  wclcher zu PCB senkrecht s teht ,  berührt folglich den Kreis L,"n Ni und 

Lie in  N a .  
Wir  fassen diesen Gedankengang in folgenden: 

Sat.8 X X V I I  D e r  P o t e n z s c h n i t t k r e i s ,  w e l c h e r  d u r c h  e i n e n  in- 
n e r e n  ( i u s s e r e n )  u n d  z w e i  a u s s e r e  ( i n n e r e )  Potenz- 
k r e i s s c h n i t t p u n k t e  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  Vierecks 
g e h t ,  w i r d  i m  i n n e r e n  ( i i u s s e r e n )  P o t e n z k r e i s -  
s ç h n i t t p u n k t e  v o n  d e r  G e r a d e n  b e r i i h r t ,  welche 
d u r c h  d i e  g e g e n t i b e r l i e g e n d e  t i u s s e r e  E c k e  des  
P o t e n z v i e r s e i t s  g e h t .  I n  j e d e m  d e r  z w e i  aussaren 
( i n n e r e n )  P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e  w i r d  d e r  Kreis 
v o n  d e r  G e r a d e n  b e r u h r t ,  w e l c h e  d e n  P o t e n z k r e i s -  
s c h n i t t p u n k t  m i t  d e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  inneren 
E c k e  d e s  P o t e n z v i e r s e i t s  v e r b i n d e t .  

Die Mittelpunkte der i n  Rede stehenden Potenzschnittkreise ergeben 
sich nach folgendem : 

Satn XXVIIX. V e r b i n d e n  w i r  e i n e n  i n n e r e n  ( a u s s e r e n )  Potenz-  
k r e i s s c h n i t t p u n k t  m i t  d e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  
i n n e r e n  E c k e  d e s  P o t e n z v i e r s e i t s  u n d  verbinden 
w i r  z w e i  t i u s s e r e  ( i n n e r e )  P o t e n z k r e i s s c h n i t t -  
p u n k t e ,  w e l c h e  m i t  j e n e m  i n n e r e n  (ausseren) 
n i c h t  a u f  d e r s e l b e n  S e i t e  d e s  o r t h o g o n a l e n  Vier- 
e c k s  l i e g e n ,  m i t  d e n  g e g e n t î b e r l i e g e n d e n  Busse- 
r e n  E c k e n  d e s  P o t e n z v i e r s e i t s ,  s o  s c h n e i d e n  sich 
d i e  d r e i  V e r b i n d u n g s l i n i e n  i m  M i t t e l p u n k t e  des  
K r e i s e s  d i i r c h  d i e  e r w f i h n t e n  d r e i  P o t e n z k r e i a -  
s c h n i t t p u n k t e .  

Die Beziehung der Potenzschnittkreise zu den sechs Kreisen aus den 
Ecken des Potenzvierseits lBsst sich dahin aussprechen: 
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Satz X X I X .  Z e i c h n e n  m i r  a o s  d r e i  E o k e n  - e i n e r  i n n e r e n  u n d  
z w e i  a u s s e r e n  - d e s  P o t e n z v i e r s e i t s ,  w e l c h e  a u f  
d r e i  v e r s c h i e d e n e n  S e i t e n  e i n e s  o r t h o g o n a l o n  V i e r -  
e c k s  l i e g e n ,  d i e  O r t h o g o n a l k r e i s e  z u  d e n  r e s p .  
P o t e n z k r e i s e n  d e r  g e g e n i i b e r l i e g c n d e n  E c k e n  d e s  
V i e r e c k s ,  s o  b e r t i h r e n  d i e s e  O r t h o g o n a l k r e i s e  i n  
d e n  r e s p .  P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e n  d i e j e n i g e n  
z w e i  P o t e n z s c h n i t t k r e i s e ,  w e l c h e  d i e  d e n  e r w a h n -  
t e n  E c k e n  d e s  P o t e n x v i e r s e i t s  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  
i n n e r e n  r e s p .  ë u s s e r e n  P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e  
e n t h a l t e n .  

13. 
Durch jeden Potenxkreisschnittpunkt gehen vier Potenzschnittkreise. Wir  

untersuchen ihre Abhangigkeit voneinander, indem wir eine Gruppe solcher 
Kreise betrachten und auf dieselbe die in 11 und 12 bewicsenen Satzo anwonden. 

Der Punkt Li ist  den vier Kreisen ni2, Li2, Ma2, Na2 gemeinsam. 
Nach Satz XXV beriihrt die Gerade QaLi  in  Li den Kreiv ni2. Die- 

selbe Gerade berührt nach Satz XXVII in Li den Kreis L t .  Also berühren 
sich ni2 und Li2 in  L i .  Ferner wird nach Satz XXVII Ma2 und Na2 in 
Li von der Geraden Li Qi beriihrt. Also berühren sich auch disse Kreise 
in Li. Wir schliessen daher: 
Satz X X X .  D u r c h  j e d e n  i n n e r e n  ( a u s s e r e n )  P o t e n z k r e i s s c h n i t t -  

p u n k t  g e h e n  v i e r  P o t e n z s c h n i t t k r e i s e .  E i n  P a a r  
v o n  i h n e n  e n t h a l t  n o c h  j e  e i n e n  z w e i t o n  i n n e r e n  
( a n s s e r e n )  P o t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t .  D i e s e s  P a a r  
b e r ü h r t  s i c h  i m  g e m e i n s a m e n  P o t e n z k r e i s s c h n i t t -  
p u n k t e  u n d  e b e n s o  d a s  a n d e r e  P a a r .  D i e  B e r t i h r u n g s -  
s e h n e  f ü r  d a s  e r s t e  P a a r  g e h t  d n r c h  d i e  i n n e r e  E c k e  
d e s  P o t e n z v i e r s e i t s ,  w e l c h e  d e m  g e m e i n s a m e n  P o -  
t e n z k r e i s s c h n i t t p n n k t e  g e g e n t i b e r l i e g t .  D u r c h  d i e  
L u s s e r e  E c k e  g e h t  d i e  B e r ü h r u n g s s e h n e  d e s  z w e i t e n  
P a a r e s .  B e i d e  B e r i i h r u n g s s e h n e n  s t e h e n  z u e i n a n -  
d e r  s e n k r e c h t .  

Wir bernerken noch, dass durch zwei Potenzkreisschnitfpnnkte, welche 
auf einer inneren Seite des orthogonalen Vierecks liegen, zwei Gruppen von 
je vier Potenzschnittkreisen gehen, die zueinander dnal sind. 

Schliesslich leiten wir einige B e x i e h u n g e n  f ü r  d i e  M i t t e l p u n k t e  
der P o t e n z s c h n i t t k r e i s e  ab. 

Die beiden Dreiecke ILr Mi Ni und La MaNa, denen die resp. Kreise 
Ilia und na2 umschrieben sind, befinden sich in  perspectivischer Lage mit J 
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als E'erspectivcentrum. Jedes dieser Dreiecke ist nach Satz XSV aum 

Drcieck Qi Ri Si perspectivisch. Die rcsp. Perspectivcentra sind die Mittel. 
punkte ni ,  der Kreise ni" nae. Diese Mittelpunkte liegen folglich 
mit dem Punkte J auf einer Geraden. 

I n  analoger Weise I h t  sich zeigen, dass die Mittelpunkte der Krels- 
paarc LZLaZ, Mie M,Qnd Ni2NaZ auf Geraden durch J liegen. Wir sagen 
daher : 
Satz X X X I .  D i e  M i t t e l p u n k t e  v o n  z w e i  d u a l e n  P o t e n z s c h n i t t -  

k r e i s e n  e i n e s  o r t h o g o n e l e n  V i e r e c k s  l i e g e n  a u f  

e i n e r  G e r a d e n  d u r c h  d i e  i n n e r e  E c k e  d e s  Vierecks.  
Wir  gruppiren jetzt die Potenzschnittkreise in der Art ,  dass je zwei 

durch dieselben zwei Potenzkreisschnittpunkte gehen. Wir beginnen mit den 
Kreisen na2, Li2. Sie haben die Punkte M a ,  Na gemein. Ma Ri und 
NaSi schneiden sich im Mittelpunkte IIa von na2. &ila und AT.& 
tieffen sich im Mittelpunkte Li von LtZ. Niin liegen die Punkte Ma,  ATa 
au€ dern Potenzkreise von A. Also ist AM, = AN, .  Weiter ist L A  Mac 
- - 90°= L AN,B. Oben (1 1) haben wir bewiesen, dass MaBi ,  Ma R, 

den Winkel AMa C balbiren. K R i ,  Na R, sind die Halbirungsliuien des 
Winkels AN, B. Polglich schneiden sieh von diesen Halbirungslinien di0 

inneren und die ausseren, je in  einem Punkte der Geraden, welche A mit 
dem Schnittpunkte der Linicn Na C und Na B verbindet. Die Schnittpunkto 
der inneren und aussereii Halbirungslinien sind aber die Mittelpunkte IT,, Li. 

Polgliob liegen diese auf einer Geraden durch A. Sie steht zur Linie NaNa 
senkrecht, weil die Kreise na2, Li2 sich i n  den Punkten Ma, Na schneiden. 

Ein analoger Gedankengang zeigt uns, dass die Nittelpunkto der Kreise 
M." auf einer Geraden durch A liegen, welche zur Verbindungslinie 
der den Kreisen Maa, NF gcmeinsamen Punkte ilfa, Ni senkrecht steht. 
Ferner lasst sich beweisen, dass die Mittelpunkte der Kreise ni2, La2 und 
Mi2, Na2 aut' Geraden durch A liegen, welche resp. zu MiNi und X,N, 
normal sind. Wir haben somit vier Gerade dureh A gefunden, auf denen 
die Mittelpunkte der Potenzschnittkreise zu Paaren liegen. 81s  allgemeine~ 
Gesetz drücken wir dies so ans: 
Saiz XX-XII. Z w e i  P o t e n z s c h n i t t k r e i s e ,  w e l c h e  s i c h  i n  z w e i P o -  

t e n z k r e i s s c h n i t t p u n k t e n  s c h n e i d e n ,  h a b e n  ihro 
M i t t e l p u n k t e  a u f  e i n e r  G e r a d e n  d u r c h  e i n e  i i u s s e r e  

E c k e  d e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s .  D i e s e  aussere 
E c k e  l i e g t  a u €  d e r j e n i g e n  i n n e r e n  S e i t e  d e s  ortho- 
g o n a l e n  V i e r e c k s ,  w e l c h e  d i e  e r w a h n t e n  Potenz-  
k r e i ~ s c h n i t t ~ p u n k t e  n i c h t  e n t h i i l t .  

Salz XX-Y11I. D u r c h  v i e r  Potenzkreisschnittpunkte, w e l c h e  auf 
d e m s e l b e n  P o t e n z k r e i s e  d e s  o r t h o g o n a l e n  Vier- 
e c k s  l i e g e n ,  g e h e n  a u e s e r  z w e i  i n n e r e n  S e i t e n  d e s  
V i e r e c k s  n o c h  v i e r  G e r a d e .  F a l l e n  w i r  a u f  d i e  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. C. BEYEL. 

l e t z t e r e n  a u s  dern M i t t e l p u n k t e  d e s  P o t e n z k r e i s e s  
d i e  S e n k r e c h t e n ,  s o  l i e g e n  a u f  j e d e r  d e r s e l b e n  
z w e i  M i t t e l p u n k t e  v o n  P o t e n z s c h n i t t k r e i s e n .  

Nach diesem Satze erhalten mir ewalf Gerade, welche sich achtmal zu 
dreien in den Mittelpunkten der Potenzschnittkreise treffen. 

Eine andcre Ausdrucksweise ftir die in 13 und 14 bewiesenen Satze 
ergiebt sich, wenn wir an Stelle der Potenzkreisschnittpunkte und der Ecken 
des Potenzvierseits die mit ihnen identischen Aehnlichkeitspunkte zwischen 
den Potenzkreisen des orthogonalen Vierecks setzen. Unter den Satzen, 
welche sich mit Hilt'e dieser Ausdrucksweisâ aus den aufgestellten ableiten 
lassen, heben wir folgenden hervor: 
SabXXXI? ' .  D i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  d i e  a u f  z w e i  g e g e n ü b e r l i e -  

g e n d e n  S e i t o n  d e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  l i e g e n -  
d e n  A e h n l i c h k e i t s p u n k t e  d e r  P o t e n z k r e i s e  v e r -  
b i n d e n ,  s c h n e i d e n  s i c h  a c h t m a l  z u  d r e i e n  i n  a c h t  
P u n k t e n .  D u r c h  j e d e  E c k e  d e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r -  
e c k s  g e h e n  v i e r  G e r a d e ,  w e l c h e  j e  z w e i  d i e s e r  
a c h t  P u n k t e  e n t h a l t e n .  

Nach diesem und dem XXXIII. Satze bilden die Mittelpunkte der Po- 
tenzschnittkreise Vierecke, welche zu dern orthogonalen Viereck perspectivisch 
liegen. Unterscheiden wir nach dem Index a und i die Potenzsçhnittkreise 
als aussere und innerc, so ergiebt eine Zusammenstcllung dieser perspecti- 
vischen Vierecke den 
S a t z X X X V .  D i e  b I i t t e l p u n k t e  v o n  v i e r  i n n e r e n  ( a u s s e r e n )  P o -  

t e n z s c h n i t t k r e i s e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  
s i n d  i n  v i e r e r l e i  W e i s e  z u  d i e s e m  p e r s p e c t i v i s c h -  
D i e  X i t t e l p u n k t e  d e r  v i e r  a u s s e r e n  ( i n n e r e n )  P o -  
t e n z s c h n i t t k r e i s e  s i n d  d i e  P e r s p e c t i v c e n t r a .  

15. 
Wir wenden uns wieder zu dem orthogonalen Viereck A B C J  und 

stellen Eigenschaften auf, welche sich auf Polaritatsverh~ltnisse beziehen. 
Schneiden ~ i c h  zwei Kreise unter rechtem Winkel, so ist bekanntliçh 

die Verliindungslinie der Schnittpunkte Polare vom Mittelpiinkte des einen 
Kreises in Bezug auf den andern. Wenden wir dies auf die Potenzkreise 
der ausseren Ecken von A R  C J  an,  so folgt nnter nerücksichtignng von 
Satz XVII :  
Satz X X X V L  Z w e i  a u s s e r e  u n d  e i n e  i n n e r e  E c k e  d e s  o r t h o g o -  

n a l e n  V i e r e c k s  b i l d e n  e i n  T r i p e 1  h a r m o n i s c h e r  
P o l e  i n  B e z n g  a u f  d e n  P o t e n z k r e i s  d e r  d r i t t e n  
a u s s e r e n  E c k e .  

Eine analoge Relation lasst sich für das Dreieck der ausseren Ecken 
von A BCJ beweisen. Wir  betrachten auf jcder inneren Seite des Vierecks 
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die innere Ecke als Mittelpunkt einer Involution, für welche die aussere 
Ecke und der Diagonalpunkt ein Paar sind. Nach Satz 1 haben diese In- 
volutionen die ntimliche Potenz. Sie ist  negativ. Folglich definiren die 
Involutionen imaginsre Punktcpaare, welche vom Mittelpunkte gleichweit 
abstehen. Diese Punkte liegen daher auf einem imaginiiren Kreise Ki" aus J, 
der i. pi zum Radius hat. Die Polare einer Lusseren Ecke des Vierecks in 
Bezug auf Ki9 ist die Verbindungslinie der zwei anderen Susseren Ecken. 
Wir  scliliesuen daher : 
Satz X X X F I x  D i e  a u s s e r e n  E c k e n  d e s  V i e r e c k s  A B C J  bilden 

e i n  T r i p e 1  h a r m o n i s c h e r  P o l e  i n  B e z u g  a u f  einen 
i m a g i n a r e n  K r e i s  a u s  d e r  i n n e r e n  E c k e ,  d e r  die 
W u r z e l  a u s  i h r e r  P o t e n z  z u m  H a d i u s  h a t .  

Beschreiben wir tiber einer ausseren und inneren Ecke des orthogonalen 
Vierecks einen Kreis, sa liegen auf ihm zwei Diagonalpunkte des Vierecks. 
Sie bilden mit den erwahnten Ecken ein neues Viereck, für welches die 
zwei anderen Ecken des orthogonalen Vierecks Diagonalpunkte sind. Folg- 
lich sind diese in  Bezug auf den in Rede stehenden Kreis zueinander con- 
jugirt. 

Jetzt construiren wir den Kreis tiber zwei Lusseren Ecken des ortho- 
g o n a l e ~  Vierecks. E r  schneidet die gegenüberliegende innere Seite in zwei 
Potcnzkreisschnittpunkten. Nach Satz XVII sind dieçc die Doppelpunkte 
einer Involution, fur  welche die Ecken des Vierecks ein Paar und der 
Diaçonalpunkt der Seite der Mittelpunkt ist. Daraus folgt, dass die Ecken 
in Bezug auf den erwahnten Kreis zueinander conjugirt sind. Wir sagen 
dahcr : 
S a t ~ X X X P I I I . B e s c h r e i b e n  w i r  i i b e r  z w e i  E c k e n  d e s  o r t h o g o -  

n a l e n  V i e r e c k s  e i n e n  K r e i s ,  s o  s i n d  d i e  zwei 
a n d e r e n  E c k e n  i n  B e z u g  a u f  d e n s e l b e n  con- 
j u g i r t .  

Der Kreis, welcher eine innere und aussere Ecke des orthogonalen 
Vierecks zu Endpunkten eines Durchniesserlj bat,  wird von der gegenüber- 
liegenden aiisseren Seite in zwei imaginaren Punkten geschnitten. Diese 
werden dureh eine Involution definirt, für welche die zwei ausseren Ecken 
ein Paar  sind. Der auf der ausseren Seite liegende Diagonalpunkt des 
Vierecks ist  Mittelpunkt der Involution. Diese definirt aber auch die zwei 
irnaginaren Punkte, in denen Ki2 die Eussere Seite des Vierecks schneidet. 
E s  folgt daraus : 
Satz XXXIX.  D i e  d r e i  R r e i s e  ü b e r  d e n  i n n e r e n  S e i t e n  d e s  or tho-  

g o n a l e ~  V i e r e c k s  s c h n e i d e n  d i e  g e g e n ü b e r l i e g e n -  
d e n  a u s s e r e n  S e i t e n  i n  P u n k t e n  d e s  i m a g i n a r e n  
K r e i s e s  Ki2, d e r  d i e  i n n e r e  E c k e  d e s v i e r e c k s  zuni 
M i t t e l p u n k t e  u n d  d i e  W u r z e l  a u a  i h r e r  Potenz 
z u m  R a d i n s  h a t .  
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Nach Satz XXXIX crhalten wir auf den ausseren Seiten des orthogo- 
nalen Vierecks sechs imaginare Punkte. Wir  suchen ihre tibrigen Verbin- 
dungslinien. 

Wir beginnen mit den in a liegenden Punkten. Sie werden durch eine 
Involution J; definirt, fü r  welche B C ein Paar  iind A, der Kttelpunkt  ist. 
Diese Paare werden von dem i n  a, licgenden Potenzkreisschnitt,punkte 
Li unter rechtem Winkel gesehen. Daraus folgt, dass die Involution Ja 
von Li aus durch eine kechtwinkelinvolution projicirt wird. Letzterer 
gehort das Strahlenpaar a n ,  welches Li mit QaQi verbindet. Daraus folgt 
wieder, dass 9, Qi ein Paar  der Involution J ,  ist. Es  wird (nach 8) von 
dem Paare BC harmonisch getrennt. 

In analogeï Weise liisst sich zeigen, dass die Schnittpunkte von b mit 
E: durch eine Involution definirt werden, fur welche die Ecken Ra ,  Ri des 
Yotenzvierseits ein Paar  sind, da8 zu C und A harmonisch liegt. 

mir haben somit die Involutionen J,, Jb von C au8 durcli je zwei 
Paare CB, Qi Q, und C A ,  Ri R, dargestellt, welche dasselbe Doppelver- 
hëltniss bilden. Es  miissen eich daher BA, Qi Ri, Q, R, in einern Punkte 
S. schneideu. E r  ist  der reelle Punkt  von einer der zwei Geraden, welche 
die vier imaginiiren Punkte auf a und b verbindet. Der reelle Punkt  der 
zweiten Geraden ist der Schnittpunkt Si der Linien BA, Ri Q, und Ra Qi . 
Die imaginëren Geraden selbst werden durch die erwiihnten Verbindungs- 
linien und den Strahl durch C definirt. E s  ergiebt sich somit: 
Satz XL. D e r  i m a g i u ë r e  K r e i s  a u s  d e r  i n n e r e n  E c k e  d e s  o r t h o -  

g o n a l e n  V i e r e c k s ,  w e l c h e r  d i e  W u r z e l  a u s  i h r e r  P o t e n z  
z u m  R a d i u s  h a t ,  s c h n e i d e t  d i e  a u s s e r e n  S e i t e n  i n  
s e c h s  i m a g i n a r e n  P u n k t e n .  D i e s e l b e n  l i e g e n  p a a r -  
w e i s e  a u f  s e c h s  i m a g i n i i r e n  G e r a d e n ,  d e r e n  r e e l l e  
P u n k t e  d i e  E c k e n  d e s  P o t e n z v i e r s e i t s  s i n d .  J e d e  
d i e s e r  G e r a d e n  w i r d  d u r c h  e i n e  I n v o l u t i o n  d e f i n i r t ,  
f ü r  w e l c h e  d i e  d u r c h  d e n  r e e l l e n P u n k t  g e h e n d e n s e i t e n  
d e s  P o t e n z v i e r s e i t s  e i n  P a a r  s i n d .  D a s  z w e i t e  b e -  
s t e h t  a u s  e i n e r  a u s s e r e n  S e i t e  d e s  V i e r e c k s  u n d  d e r  
G e r a d e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  ë u s s e r e  
E c k e  g e h t .  

Nach diesem Satze erscheinen die vier Seiten des Potenzvierseits als 
reelle Pascallinien des imaginëren Sechsecks, in welchem der Kreis K? die 
Xusseren Seiten des orthogonalen Vierecks schneidet. 
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XV. Ueber die Gleichnng x' + yp = 4'. 

Sol1 die Gleichung xp + yp = zp, in welcher p eine Primzahl > 3 be- 
deutet, in  ~os i t iven  ganzen Zahlen ge16st werden, so dürfen wir zunaclid 
x ,  y, z a18 relative Primaahleu bctrachten; dcnn hstten zwei von ihueii 
einen gemeinschaftlichen Theiler, so müsste auch die dritte densellien haben, 

und wir konnten ihn durch Divipion fortschaffen. 
Es ist (S. Anm. 1)  

q=e! 

l;"y'=(x+ y p  + 2 (-ip.; ( p -  fq- ~ ) ~ - ~ ( z + y ) p - ~ q . z ~ . p  
u = 1  

und 
= p-' 

x'-yP= (2-y)P + - (p-q-  l)q-, ( x - y ) ~ - ~ q  .xq.yq, 9: 
q = I  

mithin 
q'r! 

-- xp+yP-(B+y)P-l + 2 ( - I ) P . ; ( ~ - * - I ) ~ _ ,  (~+y)P-~q- l . x~ .yq .  
X+Y q=1 

P z 1  y-J 
Das letate Gliad rechts ist (- 1) p . x  .y  ' , wahrend alle übrigen deu 

Factor ( x +  y ) V a b e n ;  folglich künnen, da x+ y und x y  relative Prirri 

zahlen sind, xp + " und z + y  nur dann einen gemeinschaftlichen Tbciler, 
X+Y 

und zwar allein den Theiler p, haben, wenn x + y 2 0 (modp) k t ,  und es 

muss in  diesem Falle 
XP + Y P  = O (moa pz)  

sein. Ebenso ist 
X P - Y P = O  ( m o d p 2 ) ,  

wenn x- y E 0 (modp) jst. 
Aus ZP +y' QP erhalten wir 

4= '2 
( x  + y)' - aJJ 1 

= 2 (- i ) V 1  a-  ( p  - q - l ) q - l  @+y)p-Zq-~ .xq-1.p-l. 
P ( X + Y ) X Y  q = i  4 

Da xp x, Y P  y, ZP z, also x + y  - Q (modp) is t ,  und uach Obigein 
( X  + y ) ~  -ZP den Factor wenigstens in der zweiten Potenz enthalt, so 

muss entweder $+y, (1. Ii. R ,  oder X ,  oder y, oder endlich 
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1 ( ) 9 - - - ( p - - l ) q 1 ( x + y ) - 2 - ' .  - .  0 (modp)  

g=l q 

sein. Letzteres ist der Fal l ,  wenn 

=$Y ( m o d p )  
angenommen wird (S. Aum. 2), indem dann 

" 9 - 1  . E ( X +  ~)~q-', 

also 
q= 

S = ( ~ + y ) p - ~ .  
1 z2 ( - 1 1 9 - 1 . -  ( p -q -1 ) , -1 -0  (modpj  

g = l  ' 
4 

ist (S. Anm. 1 ) .  
X " + Y "  1st weder x, noch y, noch .e ei 0 ((modp), so haben (x+y) und -- 

BP - x p  "+Y 
a -x  und - v . -y  und '2 keinen gemeinsehaftlichen Theiler; 

8 - 2  2-Y 
mithin müssen x + y, - X ,  8 - y  ptO Potenzen sein. 

Von den Zahlen x ,  y, s sind zwei ungerade, wahrend die dritte gerado 
ist. Nohmen wir a = 2a, a n ,  so wird x +  y  = 2P. aP = 2 A. Setzen wir 
nun $-y = 2  B, wo B ungerade und prim gegen A is t ,  so erhalten wir 

~ P = ~ ~ . z ~ P = x P + ~ ~ = ( A + B ) P + ( A - B ) ~  
= 2[Ap+ ( P ) ~ A P - ~ . R ~  + ( ~ ) ~ . a p - ~ . B ~  -+.--+ ( ~ ) ~ - l A B p - l ] ,  

aiso, wenn wir durch 2 8  = 2pap dividiren, 

(?)'= A P - ~ + ( ~ ) , . A P - ~ . B ~ + ( ~ ~ A ~ - ~ . B ~ + . . - +  ( p ) p - l B P 1  

= Ap-l +p .B2<p(A ,  B). 

Ware hier B2. p ( A ,  3) l O (modp)  , 90 hatten wir ri)'- A,-, E 0  (modp2).  
Nun i d  

folglich nach Obigem (";y- (f )L O (niodp2) ; 
es müsste mithin 

(!!)'8~-l = A P - 1  ( 2 ~ - 1 - 1 ) = 0  (modpa), 
d. h. 2-'- 1 0  (modpz )  
sein, was nicht moglich ist. 

Setzen wir jetzt 
. P pz1 

@ = L A  + B . J P . J ~ < A , B ) ~ ] ~ [ A * ~ - B J P .  J ~ ( A . B ) ~ I  

30 wird 
= ( J e  + # T . i ) ~ . ( i ë -  J f . i ) ~ ,  

P- 1 a - 1  r>:! 
B~/P.J<~(A,B)= ~ i [ ( p ) , . s  - . f+...+(- q 7 . f  ] 

oder 
p z !  p - 8 p- l  p -  I -  

wzm= J : [ ( p ) , . e  - ( p ) , . c ~ . f + . - - + ( - l ~ ~ . f i - l .  
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Da i n  dieser Gleichung keine h6here Wurzel, als die Quadratwurzel par. 

kommen darf ,  so muss f den Factor p ecthalten ; aber dann wird B <p ( A ,  B)  
= O  (modp), im Widerspruch mit dem Obigen. 

Zu ganz fihnlichen Resultaten gelangen wir, wenn wir Z - x =  L P . ~  

oder a - y  = a p  . c p  annehmen. 

Es sei nun eine der Zahlen x, y, 2 ,  z. B. X ,  O (modp), d a m  hahen 

xPf keine gemeinschaftlichen Theiler; mitbin uiuss x + y  und - 
$+Y 

sein. Ebenso wird 
BP - xp 
e-1; 

RP -y" 
wiihrend a - y r 0 (mod p) k t ,  also a - y u n d  - don Factor pl aber 

B-?/ 
nur  dieuen, gemein haben, so dass 

wird. Setzen wir nun 

s + y = a p ,  6- l ; -  bP, a - y = p ~ - l .  cP, 
so ist  

y - a l  fi-b, 
also, d a  a r y is t ,  auch 

a b (modp) , mithin aP - bP E 0 (mod pz) ,  
und wir finden jetzt 

2~ = ap-  b p + p p  1. cP, d. h. x = O  (modp2), 
2 y  =a!'+ bP-pp-1. cP, 

28 = a p +  b P + p p - l .  cP. 

Bus xP+yP=zP und x + y = a ~  fol@ 
( z ~ - l  - 1) + y  ( y ~ - 1  - 1) = BP - ap = O (modpa) , 

also auch 
y"-'- 1 O (modp2), 

und ebenso finden wir 
ep-1-  1 O (modp". 

Nach dem Obinen ist 

~2 & 
also, da das letzte Glied rechts \ y  yp-' G 1 (modp) k t ,  auch 

x - 1 (modp). 
P 0 
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Denken wir uns V in die quadratischen Factoren 

@-oli2+m,fly, ( ~ - y ) ~ + m , z y ,  ..-, ( ~ - y ) ~ + m , - , . 8 y  - 

J 

zerlegt, wo m l ,  mg etc. Irrationalzahlen s ind,  so finden wir, wenri wir die 
Surrime m, + m, + a . .  + m,, - 1  durch ' f i m ) ,  die Sumnie der Producte dieser 

- 
2 

Zahlen zu zweien durch " { m )  etc. bczeichnen, 

d .  h. m, , m, etc. sind die Wurzelri der Gleichung 

PL 2 

Hieraus sehen wir, dass m V e r i  Factor p, also m den Factor haben - .  

miiss, aber keine h6here Potenz von p als Factor habcn k a n n ,  und gwar 

gilt das fur alle Werthe von m. 
Sctzen wir nun . "  

so hahen die Factoren rechts keinen gemeinschaftlichen Tbeilei.; rriithiu rnuss 
jcdcr fü r  sich einc pto Potenx sein, und wir dtirfen 

seteen. Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir 

- 
Wie sich leiclit nachweisen ILsst, ist 

Zaitichriît f. Mathemalik u. Physik XXXIV, 4. 
16 
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wo L eine Summe von Producten aus Potenzen von k, ,  k,, ..., k,-1 be- - 
deutet; folglich wird L 

k,+k2+ ...+ k,-,)" 
p-1 -.- + ay = p p - '  -- 

2 P P 
2 

Da nun k, .k,. . . . . kp-, = - eine ganze Zahl sein soll, so dürfen k , ,  k, etc. 
PC p-1  . 

keine Wurzel enthalten, dereri Exponent > 
'? 

ist ,  und ebenoo wenig 

darf in  ihnen eiue negative Potenz von p vorkominen. Setzen wir  deiri- 

nach, damit p in  E, + k, + . -. + ke)P aufgeht, ( 2 

D a  die linke Seite dieser Gleichung rational i d ,  so muss auch die rechte 
p t l  p - 3 - 

es sein, was nur  moglich ist,  wenn wir U'.pp-' - L =pp - '  M setsen; 
aber dann wird 

P ~ . ( * + I ) ' + . J  = p ~ - 0  ( m o d p ) ,  
2 P 

wiihrend doch 'y den Factor p nicht enthalt. 
Wir schliessen hieraus, dass, wenn p eine Primzahl > 3 k t ,  die 

Gleichung zP = XP + yP sich nicht in positiven ganzen Zahlen losen Iisst. 
Fur p = 3 werden wir unten den Beweis gesondert ftihron. 

Das hier Dargelegte wollen wir an einem Beispicl erlautern. 
Z 

Fur p = 5 haben wir k1 k4 = - r 1 (mod 5); also k6nnen k, und k2 
P c 

keine hohere Wurzel als die Quadratwurzel enthalten. Ferner ist 

Zii demselben Resultat gelangen wir auf folgende Weise. 

ist ,  so finden wir Jurch Subtractiou 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Eloincre hiittheilungen. 243 

* 
e y  = k15-  kg5 = (k l  - ka)  [\kl - k p ) l  + 5 ( k l  - k2)' kl  kà + 5 k l Y k ; j ,  

d. h. k ,  - k, muss eine ganze Zahl, etwa, = d und r s y ,  also auch y' 
r - + 1  (mod 5 )  sein. Perner ist 

Z 
(k l+k4)2= ( k , - k g ) 4 + 4 k l k p = d l + 4 - r = 0  ( m o d 5 )  = 5 l ,  

3 c 
also 

k , + k , = l f 5  
und 
-- 2 ( s - y ) ' + ~ y = 5 ( 5 1 5 - 5 1 3 k l k 2 + ~ . k , 2 k , 2 )  50 ( m o d 5 ) ,  

5 
z JS+a z ( 5 - a  5 z2 - ai 

Y k,=- wie oben. NB. k ,  = --- Y k,&=- 
4 

9 4 k ,  ke 

E - 1  ( m o d 5 ) ,  k , k , r 1  (mod5). 

x=+y3=sS.  

Soll 2 + y3 = r3 sein, so haben wir nach dem Prliheren eine der Zahlen 
x ,  y, r ,  Z. B. x, O (mod 9 )  anzunehmen. Dann wird y8 G 1 (mod y), also 

y + 1 (mod 9 )  und ebenso r + 1 (snod 9) ,  so dass wir, da e  r y  (mod3)  
ist, e = 9 4  + 1, y  = 9 y ,  + 1 setzen konnen. Wir haben jetet 

$3 = - - - ( ~ - Y ) ( ~ ~ + J V + Y ~ )  

Y y J 3  e+-+-i  B + ? -  Y (si 
Da die Factoren 

2 2 
und - 

2 2 
J3 

keinen gemeinschaft- 
JS 

lichen Theiler haben, so miiss jeder fur  sich ein Cubus seiu; wir haben 
mithin 

Y y J 3  -. Y Y J ~  - s + s - g i = J 3 k 1 3 9  ~ + ~ - ~ i = J 3 k ~ S ,  

wo k, und k ,  nattirlich eiuen irnaginliren Bestandtheil enthalten. Durch 
Addition dieser beiden Gleichuugen finden wir 

2 ~ 7 + ~ = p ' 3 ( k ~ ~ + k , 9 )  
oder 

912e1+yl)  + 3 = p'3[(k1+kA3- 3(kl+kz)k ,k , l  
oder 

( 4  + k J 3  3(2zl+y,! + 1 = - - i 3 ( k , + k , ) k l k 2 .  
JY 
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* 
Damit wir auf der reühten Seite dieser Gleiohung, ebenso wie auf der 
linken, eine rationale und dabei ganze Zahl erhalten, miissen wir 

k , + k , = 1 / 3  
annehmen, wodurch 

3 ( 2 e , + y L ) +  1 = 3 1 ( 1 L k k , k , ) - O ( ~ o d ~ )  

wird, was nattirlich unmoglich ist. 
E J 3 + m i  1 J 3 - m i  3 1" wmY 

NB. k,-k,=mi, k,= 2 
k , =  1 k , k , = - -  - 

4 '  
k ,  k, Fs 1 (rnod 3). 

A n m e r k u n g  1. 

Es ist 
X ~ + ~ ~ = ( X + ~ ) = - ~ ~ Y ,  
2 + y 3 =  ( X + ~ ) ~ - ~ ( X + Y ) ~ Y ,  

also 
x4+y4== ( X ~ + ~ ~ ) ( X + Y ) -  ( x 2 + y 2 ) x y  

= - ~ ( X + Y ) ~ X Y  + 2 x 2 y 4 ;  
ferner 

.5+y5= ( X ~ + ~ ~ ) ( X + Y )  - ( x S + ~ s ) x ~  
= ( x + y ) 5 - 5 ( x + y ) 3 z y  + 5 ( x + y ) x 2 y 2 ;  

xG+yG= ( X ~ + ~ ~ ) ( Z + Y )  - ( x 4 + y 4 ) z y  
= ( z + y ) 6  - 6 ( x +  y j 4 x y  + ~ ( Z + Y ) ~ ~ ~ Y ~  - 2 2 ~ ~ 1  

x ~ + y ~ = ( x " y y " ) ( x + ~ )  - ( x 5 + Y 5 ) x Y  
= (x+y )7  - 7 ( x + y ) 5 x g  + 1 4 ( ~ + y ) ~ x ~ y ~  -7 ( X + Y ) ~ Y ~  et,c, 

Setzen wir n u n ,  je nachdem p ungerade oder gcrade is t ,  
1 2 

xP+yP= ( x + y ) ~ + f i p ) ( x + ~ ) P - ~ x ~ + f i p , ( x + ~ ) P - ~ ~ ~ ~ ~ + . . .  
P-' 

2 P-' P - 1  

oder 
. . . + f i p ) ( x + y ) x  y  

und entwickeln die Potenzon von % + y I  so erhalten wir fiir die Coefficienten 
fipl folgende Gleichungen, und zwar in beiden FaIlen: 
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ergiebt,. Alle diese dusdrüçke haben eine 5hnliche Form,  und die A n n a h n e  
liegt nahe, dass 

9 
f i p )  = ( - l P . ~ ( P - ~ - l ) y - ,  

~ e i n  wird. 
4 

Nach Ohigem ist  
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Wir sehen hieraus, dass unsere Formel, wenn aie ftir p und p + 1 richtig 
ist , auch fEr p + 2, d. h. allgemein gelten muss , indem sie sich js fiir 
p = 6, p + 1 = 7 beatatigt. 

Bus der Gleichung 

~ P + ~ + ~ p ~ f ~ = ( Z ~ + ~ P ) ( x + ~ ) ~ - 2 x y ( x ~ + y P ) - ~ ~ ~ ~ ( z ~ - ~ + ? / ~ - ~ )  

finden wir, .wenn p ungerade is t ,  

-p+i  - P p + 2  
2 2 2 2 

(NB. Ware p gerade, BO hatten wir nur statt  f ,  f etc. f, f etc. zu sehen.) 
Durch Summirung dieser Gleichungen erhalten wir 

Z f ( p + 2 ) = - ~ f ( ~ ) - Z f ( p - 2 ) - 3 .  
Nnn is t  

Z f ( 3 )  = - 3 ,  

also 

ferner 
Sf(7)  = O ;  

Zf('J) - - 3 ,  
~ f ( l l ) = O ,  
Zf (13) = 0 etc., 

d. h.:  L f ( p )  wird = - 3 ,  weiin p den Theiler 3 ha t ,  sonst = O .  Fur 

gerade p haben wir 
L f ( 4 )  = - 2 ,  
z f ( 6 )  = + 1 ,  
L f ( 8 )  = - 2 ,  
z ' f ( l0 )  = - 2 ,  
B f ( l 2 )  = + 1 etc. 

I n  diesem Felle wird Z f ( p )  = + 1 ,  wenn p den Theiler 3 hat , sonst = - 2. 
Aus dem Obigen folgt, dass fiir ein ungerades p 

P 
ist. (NB. 1st p gerade, so hahen wir - - als oberen Grenzwerth von q zU 

setzen ) 
Y 
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nedeutet p eine Primzahl > 3, so muss immer 

a190 auch 

sein. 

A n m e r k u n g  2. 

Ueber die Congruena (s + xy (modp).  

Sol1 die Congriienz (z + y)' 7 z y  (modp) , in welcher p eine Primzahl 
Ledeutet, in positiven ganzen Zahlen gelest werden, so dtirfen wir z und y 
< 11 annehnien. 

Für p = 2 giebt es keine Lesung, wiihrend ftir p = 3 z = y  = 1, oder 
x = y  = 2 sein muss. 1st p > 3 ,  so kann offenbar x weder = y ,  noch 
= p - y sein. 

Rcnnen wir zwei Werthe von x und y, z. B. x, und y , ,  die der Con- 
gruenz 

(x + y)2 G x y oder x2 + x y  +y% O (modp) 

genügen, so erhalten wir p - 2  weitere Losungen, indem wir x, und y, mit 
den Zahlen 2 ,  3, p- 1 multipliciren und von den Producten die etwa in 
ihnen enthaltenen Vielfachen von p abziehen. 1st z. B. a eine der geiiannten 

Zahlen , und ist a x ,  = v ,  ay, w (modp), so finden wir durch Multiplica- 
tion der Congruenz xI2+ x, y, + y18 5 O (modp) mit a2 

( a ~ , ) ~ + n z , . o . y ,  + ( a y , ) 2 r u ~ v w + + 2 r 0  (modp). 

Da z, und y, < p sind, so geben bekanntlich die Producte von z, , 
~awie aiich die von y,, mit den Zahlen 1,  2 ,  3, .. ., p- 1, durch p divi- 
dirt, die Reste 1 ,  2, 3, ..., p-1,  natiirlich in anderer Ordnung; es muss 
daher eino Zahl b < p geben, deren Product mit y, x, (modp) ist. 

Nultipliciren wir nun die Congruenz 

1) x," +, Y, + yi2 -. O (modp) 
mit b2 und setzen 

~ x ~ ~ z , ,  wo a , < p  i s t ,  
so wird 

2 zle + 5, 2, + z,% - O (mod p) ; 
d. h. es giebt zwei Zahlen < p ,  y, nnd fi,, von denen jede mit X, zusam- 
men unserer Congruenz genügt. Dass y, und Z, verschieden sein mtisseu, 
ergicbt sich aus den Congruenzen by, el und b x, = s,, woraus zI2 s y, Z, 

folgt. 
Durch Subtraction r o n  1) und 2) erhalten wir 
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zl +y, + z, = 0 (mod I J )  , 
d. h. entweder 

21 +y, +s, = P, Oder 2, +Y, +.el = 2 ~ .  
Da demnach 

l 

"1 ' - (Y, +z1) 
i s t ,  so wird 

(YI +fil)2 - (YI+zJY, + yi2 = + Y121 + fil2 = O  (modp). 
Sind x2 und y2, beide < p ,  verschieden von x, und y,, und ist xZ2 + x,y, 

+ y,2 O (modp), so muss, wie leicht zu erkennen, wenn as G - ( X , + Y ~ )  
angenommen wird , 

xz + x,sZ + z 2 k  O und yZZ + y, a, + a l  = O (modp) 

sein, und fi2 ist verschieden von a,. 
So fortfahrend, erhalten wir weitere Gruppen von je drei Zahlen < p,  

deren Summe entweder =p l  oder = 2 p  ist ,  und von denen je zwei uiiserer 
P - 1  . 

Congruenz genügen. Die Anxahl dieser Gruppen muss offenbar -- sein, 

woraus wir schliessen, dass für Primxahlen von der Form 6.n - 1 die Con- 
gruenz xa + x y + y2  = 0 (modp) nicht bestehen kann. 

Da x + y nicht O (modp) is t  , so folgt aus (x +y)' xy (modp): 

P - 1  p - 1  

x 2  . y 2  = ( x + y : P - ' ~ l  (modp),  

d. h. x und y sind gleichzeitig quadratische Reste, oder Nichtreste von p. 
Derngemass kfinnen wir sagen, dass die quadratischen Reste einer Primzahl p 
= 6 n  + 1 sich immer, und zwar nur  auf e i n e  Weise, in n Gruppen von 
je  drei Resten vertheilen lassen, so d a s ~  die Summe der Reste in jeder 
Gruppe entweder = p ,  oder = 2p is t ;  und dasselbe gilt  von den Nichtresteu. 

B e i e p i e l e .  
p = 7. 

Reste: 1 + 2 + 4 = 7 ;  Nichtreste: 3 + 5 + 6 = 2 . 7 .  

p =  13. 
Reste: l + 3 + 9  = 13, 4 + 1 0 + 1 2 = 2 . 1 3 ;  
Nichtreete: 2+5+6=13; 7+8+11=2.13. 

p =  19. 
Reste: 1+7+11= 19, 4 + 6 + 9 =  19, 5 + 1 6 + 1 7 = 2 . 1 9 ;  
Nichtreste: 2 + 3 + 1 4 = 1 9 ,  8 + 1 2 + 1 8 = 2 . 1 9 ,  10+13+15=2.19.  

NB. Wenn x = 1 (mod 3) ist  , so enthalt x (x  + 1)  + 1 = 1 + x + xe den 

Factor 3,  sonst nur Primzahlen von der Forni 6 n  + 1 als Factoren, oder 

1+ x + x 2  ist selbst eine solche Primzahl. So is t  z. B. 

4 .5+1=3.7,  5.6+1=31, 6 .7+1=43,  9 . 1 0 + 1 = 7 . 1 3 e t c .  

R i g a .  Staatsrath AUGUST RIEKE 
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XVI. Bemerknngen ü b e r  Pol und Polare eines Kegelschnittea. 

1. 
Wir gehen von zwei projectivischen Reihen auf tl t, aus, welche in der- 

selben Eluene E liegen. Eirie beliebige Gerade g schneide tl in XI iirid t ,  
in Y,. Die entsprecheiiden Punkte zu X , ,  Y, seien resp. X,,  Y,. h sei 

dit: Verbindungslinie der Pnnkte X2,  Y,. 
Geben wir jetzt g alle moglichen Lagen in der Ebcne E l  so gehort zu 

jeder Lage von g  eine solche von A. Eine beliebige Gerade p scbneide ein 
zusammcngehoriges Gciadeiipaar g h  in den rcsp. Punkten G, B. Wir  con- 
s t ruire~ zu G den vierten harmonischen G* in Bezug auf XI Y, und zu B den 
vierten harmonisühen H* in Bezug auf X,  Y,. p* sei die Verbindungslinie 
dieser vierten harmonischen. Dann konnen wir beweisen, d a s s  a l l e  G e -  
r a d e n  p* d u r c h  e i n e n  P u n k t  P g e h e n .  

Um diesen Nachweis zu führen, betrachten wir t , ,  t, als dio Orthogo- 
nalprojectionen von zwei windschiefen Geraden l,, 1, im Raume. Die pro- 
jectivischen Reihen auf t ,  und t, fassen wir als Ort,hogonalprojeetionen von 
zwei projectivischen Reihen in l , ,  1, auf. Indem wir die entsprechenden 
Punkte der letzteren Heihen verbinden, erhalten wir eine Eegelschaar eiues 
Hyperboloids H z  Die Linien g und h sind Orthogonalprojectionen von 
Geraden, welche in Bezug auf Hz xueinander conjugirt sind. Legen wir 
durch p zu E eine Normalebene Pl so schneidet diese ails den zuletzt er- 
walinten conjugirten Geraden Punktepaare, deren resp. Verbindungslinien 
die Gerade p zur Orthogonalprojection haben. Die conjugirten aber zu 
diesen Verbindungslinien in  Bezug auf H h i n d  Gerade, deren Orthogonal- 
projectionen in den resp. Linien p* liegen. Nun gehen diese conjugirten 
Geraden alle durch den Pol Pu der Ebene P i n  Bezug auf Hz. Also schnei- 
den sich die Linien p* in  der Orthogonalprojection P von Pu. Damit ist  
unsere Behauptung bewiesen. Wir  geben derselben nocb eine andere Aus- 
drucksweise. 

Legen wir an das Hyperboloid Hz den Cylinder, welcher zur Ebene E 
senkrecht steht, so berührt derselbe das Hyperboloid in einem Kegelschnitt 
Kue. Die Ebene U dieses Kegelschnittes enthëlt Pu. Sei zt der Schnitt 
von U mit der Ebene Pl so ist P, der Pol von u in Bezng auf KuP. Be- 
merken wir jetzt, dass die Orthogonalprojection von E u V n  dem Kegel- 
schnitte K V i e g t ,  welchen die projectivischen Reihen auf t ,  und t2 erzeugen, 
und dass P und p die Orthogonalprojectionen von P, und ec sind, so folgt, 
dass P der Pol von p in  Bezug auf K P  ist. Wir  haben daher den 

Satz I. C o n s t r u i r e n  w i r  i n  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e n  R e i h e n  
X,Y,Z,  ..., X 2 Y 2 Z Z  ... z u  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  v o n  X, Y, u n d  Y , X ,  
mit  e i n e r  b e l i e b i g e n  G e r a d e n  p d i e  v i e r t e n  h a r m o n i s c h e n  i n  
Bezug a u f  XIY, u n d  Y , X , ,  s o  l i e g e n  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  
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d i e s e r  v i e r t e n  h a r m o n i s c h e n  a u f  G e r a d e n  d i i r c h  e ine i i  Punkt .  
D i e s e r  i s t  P o l  v o n  p i n  B e z u g  a u f  d e n  K e g e l s c h n i t t ,  welchen 
d i e  p r o j e c t i v i s c h e n  R e i h e n  e r z e u g e n .  

2. 
Der niimliche Kegelschnitt E2, welcher durch die Reihen auf t,t, her- 

vorgebracht wird, kann auch durch projectivische Reihen erzeugt werden, - 
welche t ,  und die Gerade X , X ,  zu Triigern haben. Sei E der Schnittpunkt 

-- 
von t ,  t,, und F derjenige der Geraden X, X,, Y, Y,, so sind El X ,  und 
F, Y, entsprechende Paare der zuletzt erwahnten Reihen. Wenden wir den 
Satz 1 a n ,  und sei J der Schnittpunkt von XE' mit p, so folgt, dass der 
vierte harmonische J* zu J in Bezug auf E und F mit H* in einer Ge- 
radeu durch IJ liegt. Oben haben wir gezeigt, dass H* und G* in einer 
Geraden p* diirch P liegen. E s  muss somit diese Gerade mit derjenigen 
durch J* und H* zusammenfallen, d. h .  J * ,  H* und G* liegen io derselberi 
Geraden. Combiniren wir dieses Resultat mit Satz 1,  so folgt: 

Satz II. C o n s t r u i r e n  w i r  i n  d e n  V i e r s e i t e n ,  w e l c h e  eineru 
K e g e l s c h n i t t  u m s c h r i e b a n  s i n d ,  j e  z u  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  der 
d r e i  D i a g o n a l e n  m i t  e i n e r  b e l i e b j g e n  G e r a d e n  p d i e  vierten 
h a r m o n i s c h e n  i n  B e z u g  a u f  d i e  E c k e n  d e s  V i c r s c i t s ,  so  liegen 
d i e s e  v i e r t e n  h a r m o n i s c h e n  i n  e i n e r  G e r a d e n  u n d  d i e s e  Ge- 
r a d c n  g o h e n  d u r c h  d e n  P o l  d e r  L i n i e  p i n  B e z u g  a u f  d e n  K e g e l -  
s c h n i t t .  

3. 
Wir machen von Satz 1 und II einige Anwendungen. Zunachst ge- 

statten uns diese Satze, zu einer Geraden in Bezug auf einen durch füof 
Tangenton gegebenen Kegelschnitt den Pol zu finden, ohne - wie dies 
gebrauchlich ist - weitere Tangenten oder Punkte des Kegelschnittes zu 
zeichnen. Wir  bilden aus den fünf Tangenten zwei Vierseite und con- 

struiren auf je zwei Diagonalen eines solchen Vierseits die vierteii barma- 

nischen zu den Schnittpunkten mit der Polaren in Bezug auf die resp. 
Ecken des Vierseits. Die Construction ist hesonders bequem, wenn p un- 

endlich ferne i s t ,  und beweist folgenden: 
Satz III. S e i e n  A,B,C,  ..., A,B,C, ... z w e i  p ro jec t iv i sche  

R o i h e n ,  w e l c h e  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  R2 c r z e u g e n ,  s o  gehen  die 
V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  M i t t e n  v o n  A, B, ,  B,A,;  A,C,, Cl A, ,  ... 
d u r c h  d e n  M i t t , e l p u n k t  d e s  K e g e l s c h n i t t e s .  

Bemerken wir, dass in  projectivischen Reihen dem Schnittpunkte der 
Trager die Berührungspunkte entsprechen, 80 lasst sich nach Satz III der 
Mittelpunkt auch in dem Palle leicht construiren, in welchem der Kegel- 
schnitt durch vier Tangenten und einen Berührungspunkt oder durch drei 
Tangenten und zwei Berührungspunkte gegeben ist. 
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Für das Fiinfseit der Tangenten ergiebt sich folgender: 
Satz IV.  C o n s t r u i r e n  w i r  b e i  e i n e m  F ü n f s e i t  a u f  d e n  15 

G e r a d e n ,  w e l c h e  j e  z w e i  E c k e n  - u n d  n u r  z w e i  - d e s  F i i n f -  
s e i t s  v e r b i n d e n ,  z w i s c h e n  d i e s e n  d i e  M i t t e l p u n k t e ,  s o  l i e g e n  
d i e s e l b e n  f ü n f m a l  z u  d r e i c n  a u f  f ü n f  G e r a d e n . *  D i e e e  g e h e n  
d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  d e s  K e g e l s c h n i t t e s ,  w e l c h e r  d e m  F ü n f -  
soi t  e i n g e s c h r i e b e n  ist: 

4. 
Geben wir von einem Kegelschnitte den Mittelpunkt M und drei Tan- 

genten t , ,  t,, a ,  B O  stelleu wir uns nun die Aufgahe, weitere Tangenten 
des Kegelschnittes zu zeichnen. Wir  losen dieselbe, indem wir auf t ,  und 

t ,  projectivische Reihen construiren. Die Schnittpunkte A,, A, von t , ,  t, 
mit 0 sind ein Paar diesor Reihen. Sol1 zu einem Punkte BI auf t ,  der 
entsprechende B, gefunden werden, so verbinden wir B, mit A, und zeichnen 
die Mitte Ml dieser Linie. Dann muss nach deni Satze III auf der Ge- 
raden M,M die Mitte M2 von A,B, liegen. M, befindet sich aber 
auch auf der Parallelen ta* su I,, welche den Abstand zwischen A, und 
t, halbirt. Somit ist N2 als 
Schnittpunkt von t,* mit Ml M 
hestimmt. Ziehen wir A, M, , 
so schneidet diese Gerade aus 
t, den Punkt B, (Fig. 1). 

Lassen wir jetzt BI die 
Gerade t, durchlaufen, so be- 
wegt sich Ml auf einer Pa-  
rallelen t,* zu t,, welche den 
Abstand zwischen A, und t ,  
halbirt. Die Linie Ml M2 
dreht sich nm Ml und M2 
durchlauft t,*. Darnach Iasst 
sich die Construction der Tan- 
genten des Kegelschnittes auch s~ aussprechen: W i r  ziehen durch M eine 
beliebige Gerade, welche t,* in al und t,* in JI2 schneide. Die I inien 
A,M, und A1M2 treffen resp. t, und t, in Punkten einer Tangente. 

Die Beriihrungspunkte der Tangtinten t , ,  t2 erhalten wir als die ent- 
sprechenden zum Schnittpunkte dieser Geraden. Wir verbinden somit M 
mit dem Schnittpunkte von t,t,* (t,tlk) und schneiden diese Gerade mit il* 
(2:). Die Projection dieses Schnittpunktes aus A, (A,) auf t ,  (tp) ist der 
gesuchte Berührungspunkt P, (O,). 

Es sind die Mittelpunkblinien der fünf Kegelschnittschaaren, welche zu 
Grundlinien die fünf Vierseite Fahep, in die sich das Fiinfseit zerlegen las& 
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5. 
Betrachten wir die Geraden t ,  a oder t2 a als Triiger der projectivischen 

Reihen, welche den Kcgclsclinitt mit dcm Mittelpunkto M eizeugen, so k6nnen 
wir diese Heihen auf dieselbe Weise construiren, wie unter 4 die Reihen auf 
1, und t , .  m i r  stellen daher folgenden Satz auf: 

Satz 7. E i n e m  K e g e l s c h n i t t e  v o n  g e g e b e n e r n  M i t t e l p u n k t e  
M s c i  e i n  D r e i e c k  A B C  r e s p .  a b c  u m s c h r i e b e n .  A*B*C* resp. 
a*b*c* s e i  d a s  D r e i e c k  d e r  S e i t e n m i t t e n  v o n  ABC. E i n e  bel iebige 
G e r a d e  d u r c h  M s c h n e i d e  aYb*c* i n  d e n  P u n k t e n  A l ,  B I ,  C,. 
D a n n  t r e f f e n  d i e  L i n i e n  AA,, BB,, CCl d i e  r e s p .  Gera'den abc 
i n  P u n k t e n  e i n e r  T a n g e n t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s .  MA* schneidet  
a *  i n  e i n e m  P u n k t e ,  d e s s e n  P r o j e c t i o n  a u s  A a u f  a u n s  den 
U e r ü h r u n g s p u n k t  d i e s e r  T a n g e n t e  g i e b t .  

Transformiren wir die Figur dieses Ratzes in  einer centrischen Col- 
lineation erster Ordnung, so gelangen wir zu der Construction der Tau- 
genten eines Kegelschnittes, der durch die Polare p eines gegebenen Punktes 
1' und drei Tangenten a ,  b, c bestimmt ist. Dabei miissen wir zu den 
Scliiiittpunkten der Tangenten mit p die resp. viert,en ha,rmonischen in Resq 
anf die Ecken des Tangentendreiecks zeichnen: Diese vierten harmonisclien 
liegen auf einem Dreieck, welches zu dem Tangentendreieck pcrspcctiviseh 
ist. Nennen wir es d a s  z u m  T a n g e n t e n d r e i e c k  i n  B e z u g  auf  p 
h a r r n o n i s c h  g e l e g e n e  D r e i e c k ,  so ergiebl, sich aus S a t z V  folgender: 

F ~ Y .  2. SatzVI. V o n  einem 
K e g e l s c h n i t t e  se i  
d e r  P o l  zu einer 
G e r a d e n  p und  ein 
T a n g e n t e n d r e i e c k  
A B C r e s p .  abcgege-  
b e n  (Fig.2). A* BxC1 
r e s p .  a*b*cJ:liege z u  
ABC i n  B e z u g  aut 

;J h a r m o n i s c h .  
S c h n e i d e n  wir  d i e  
S e i t e n  v o n  a*Oic* 

m i t  e i n e r  Geraden 
d u r c h  P u n d  ~ r o j i c i r e n  m i r  d i e s e  S c h n i t t p u n k t e  a u s  d e n  gleich- 
n a m i g e n  E c k e n  v o n  A B C  a u f  d i e  r e s p .  S e i t e n  a b c ,  s o  e rha l ten  
w i r  d r e i  P u n k t e  e i n e r  T a n g e n t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s .  Pro j ic i -  

r e n  w i r  d i e  E c k e a  d e s  D r e i e c k s  A*B*C* a u s  P a u f  s e i n e  gleicb-  
n a m i g e n  S e i t e n  u n d  p r o j i c i r e n  w i r  d i e s e  P r o j e c t i o n e n  a u s  den 
g l e i c h n a m i g e n  E c k e n  v o n  ABC a u f  d i e  r e s p .  S e i t e n  a b c ,  s a  

e r h a l t e n  w i r  i h r e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  m i t  d a m  K e g e l s c h n i t t e .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungcn. 253 
___Y_I^,- --_MM____M---n-~-- .-S.- --,--- . 

Machen wir von Satz V eine duale Uebersetzung, so lehrt uns dieselbe 
P u n k t e  eines Kegelscbnittes finden, von dem wir den Mittelpunkt M und 
drei Punkte A ,  B, C kennen. Dabei müssen wir M mit A B C  verbinden 
und zu diesen Verbindungslinien je die vierten harmonischcn in Bexug auf 
zwei Seiten des ljreiecks ABC zeichnen. Auf diese Weise gelangen wir 
eu einem Dreieck .4*B*C*, welches zu ABC mit M als Centrum perspec- 
tivisch liegt. Wir nennen es das zu A B C  in Bezug auf N harmonisch ge- 
lcgene Dreieck. Dann erhalten wir Punkte des Kegelschnittes nach folgendem: 

Sut2 Va .  E i n  K e g e l s c h n i t t  v o n  g e g e b e n e m  M i t t e l p u n k t e  
M s e i  e i n e m  D r e i e c k  ABC r e s p .  a b c  u m s c h r i e b e n .  A*B*C* 
resp. a*b*c* l i e g e  z u  ABC i n  B e z u g  a u f  M h a r m o n i s c h .  P r o j i -  
c i ren  w i r  d i e  E c k e n  v o n  A*B*C* i n  b e l i e b i g e r  R i c h t u n g  a u f  d i e  
g l e i c h n a m i g e n  S e i t e n  v o n  a b c ,  s o  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  Q e r a d e n ,  
welche d u r c h  d i e s e  P r o j e c t i o n e n  u n d  d i e  r e s p .  E c k e n  A ,  B ,  C 
g e h c n ,  i n  e i n c m  P u n k t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s .  Z i e h e n  w i r  d u r c h  
die  E c k e n  v o n  A*B*C* z u  d e n  r e s p .  S e i t e n  a*b*c* d i e  P a r a l -  
l e l e n ,  8 0  t r e f f e n  d i e s e  r e s p .  a b c  i n  P u n k t e n ,  d u r c h  w e l c h e  d i e  
resp. T a n g e n t e n  i n  A B C  g e h e n .  

Kehren wir die i n  Satz V ausgesprochenen Beziehungen zwiticlien den 
Berührungspunkten der Tangenten und dem Pole um, so k6nnen wir auu 
den Berührungspunkten den Pol finden, wenn die Polare gegeben ist. 

6. 
Wir wenden uns nochmals zu Satz 1 nnd nehmen an ,  dass p eine 

Tangente des Kegelschnittes sei, welcher durch die Reihen auf t ,  und t, 
ereeugt wird. Dann berührt die Gerade p in  ihrem Pole den Kegelschnitt. 
p* schneidet folglich p in  diesem Berührungspunkte. 

Wir bemerken nun ,  dass i n  Bezug auf ein Vierseit zu jeder Lage von p 

eine bestimmte Lage von p* gehort. W i r  w o l l e n  z w e i  s o l c h e  L a g e n  
in Bezug a u f  d a s  V i e r s e i t  h a r m o n i s c h  n e n n e n .  Mit Benutxuug 
dieser Ausdrucksweise sagen wir : 

Sut.# VIII. C o n s t r u i r e n  w i r  z u  e i n e r  T a n g e n t e  e i n e s  K e g e l -  
s c h n i t t e s  d i e  h a r m o n i s c h  l i e g e i i d e n  G e r a d e n  i n  R e z u g  a u f  d i e  
dem K e g e l s c h n i t t  u m s c h r i e b e n e n  V i e r s e i t e ,  s o  g e h e n  d i e s e  
Geraden  d u r c h  d e n  B e r i i h r u n g s p u n k t  d e r  T a n g e n t e .  

Die Beziehung von pp* i n  Bezug auf ein Vierseit ist eine vertausch- 
bare. Folglich murio der Kegelschnitt, welcher dem Vierseit eingeschrieben 
iat und p' berührt, im Schnittpunkte von p* mit p den Bertihrungspunkt 
haben. Wir k6nnen dies so aussprechen: 

Sata IX. D i e  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  e i n e r  S c h a a r ,  w e l c h e  z w e i  
in B e z u g  a u f  d a s  V i e r s e i t  d e r  G r u n d t a n g e n t e n  h a r m o n i s c h  
l i e g e n d e  G e r a d e  b e r ü h r e n ,  h a b e n  d e n  S c h n i t t p u n k t  d i e s e r  G e -  
raden gemei i i .  Dr. ( ~ K I S T I A N  I ~ E Y E L .  
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XVII. Ueber die parallelperspectivische Auffassung der  Zeichnnnga- 
ebene bei  der  Ornnd- u n d  Anfriasprojection. 

Herr  R e u  s c h l  a hat  i n  seiner intereasanten Schrift ,Die Deck-Ele- 
menteu* u. A. die Begriffe , D e c k e b e n e u  und , s y m p t o t i s c h e  GeradeY, 
d. i. Ebene, bexw. Gerade, deren beide Spuren i n  der Zeichnungsebene àich 
decken, in  die descriptive Geometrie eingeflihrt. Durch jede Gerade, ge- 
geben durch ihre Spuren H und 8' (Fig. l), geht eine Deckebene; ihre 
Spiiren fallen i n  die Linie H V' zusarnmen. Diirch jeden Punkt (a, a') geht 
eine symptotische Gerade; ihre Spuren fallen i n  einen Punkt A* zusaminen, 
der auf dem Grundloth au' so liegt, dass (wenn g den Schnittpunkt von 
Grundloth und Grundschnitt bedeutet) a'A* = g a ,  a150 auch UA* =ga' kt.  
Der Punkt  A* wird als der zum Punkte (a, a') gehorige ,Centralpunktu 
hezeichnet. Die Centralpunkte aller Punkte einer Geraden liegen aof der 
S1mr der Deckebene der Qcraden. 

Fig. 1. 

Die einfachen und eleganten Constructionen, welche Herr Reuschle 
mit E l f e  dieser zwei Dechelemente entwickelt, lassen sich niin auch noch 
auf andere, und zwar sehr anschauliche Weise, namlich vom Gesichtspunkts 
der sogenanuten M i l i t g r p e r s p e c t i v e  und C a v a l i e r p e r s p e c t i v e  aus 
erklaren. 

Man kaon die Militarperspective bekanntlich definiren als schiefe Pa- 
rallelprojection auf eine horizontale Bildebene mit einer unter 45' gegen 
dieselbe geneigten Richtung der parallelen Sehstrahlen. 1st also das Object 
durch G r  u n d  r i s s  iind H o  h e n  der einzelnen Punkte gegeben, so bilden 

* C. R e u s c h l e ,  Die Dock- Elemente. Stuttgart, Metzler. 1882 
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sich der Grundriss als congruente Figur, die Hohen in wahrer Grosse ab, 
und man erhilt die militiirperspectivische Abbildung des Objects einfaçh 
dadurch, dass man von den einzelnen Punkten der Grundrissfigur sus die 
zugehorigen Hohen parallel mit der Richtung der Horizontalprojection des 
Sehvtrahls in die Ebene der Grundrissfigiir u m l e  g t. 

Denkt man sich demgemass ein descriptives Grundsystem, bestehend 
sus Horizontalebene und Verticdebene in rechtwinkliger Verbindung, und 
l e g t  die Verticalebene durch Drehung um den Grundschnitt in die Horizon- 
talebene u m ,  so kann die so entatandene ,,Zeichnungsebeneu mit den in ihr 
liegenden Punkten und Linien aufgefasst werden a13 die militarperspectivisclie 
Abbildung des ursprtinglichen rechtwinkligen Grundsystems mit den in seiuen 
Ebenen liegenden Punkten und Linien, und zwar für eine Richtung der 
Sehstrahleu, deren Horizontalprojection senkrecht zum Grundschnitt ist. 

Stellen also z. B. in der Zeichnungsebene (Fig. 1) H und 7' die Spuren 
einer geraden Linie vor, so ist UV' die umgelegte Hohe des Punktes V', 
und es kann also die directe Verbindungslinie H V' aufgefasst werden als 
die Militarperspective der riiumlichen Geraden H V'. Sind ferner a ,  a' die 
Projectionen eines Punktes A der Geraden, und schneidet das Grundloth 
au' die Linie H V' in  A*, den Grundschnitt i n  g, so stellt A* die Militsrper- 
spective des Punktes A d a r i  ad*  ist die umgelegte Hohe,  folglich ist 
aAC=ga' .  

Ebenso gut kann man sich auch das Object durch seinen A u  f r i s s und 
die Or  d i n a t  e n  dcr einzelnen Punkte gcgcbcn denkcn und dasselbe dadurch 
abbilden, dass man von den einzelnen Aufrisspunkten aus die zugehorigen 
Ordinaten parallel zur Verticalprojection des Sehstrahls in  die Ebene des 
Aufrisses umlegt. Man erhiilt dann ein Bild, das als , c a v a l i e r p e r s p e c -  
t i v i s c h zu bezeichnen ist. 

Demgemass kann die Zeichnungsebene eines descriptiven Grundsystems, 
wenn man sich dieselbe dadurch hergestellt denkt, dass man die Horizon- 
talebene in die als fest betrachtete Verticalebene umlegt, anch aufgefasst 
werden als die cavalierperspectivische Abbildung des riiumlichen Grund- 
systems für eine Richtung des Sohstrahls, senkrecht zum Grundschnitt. 

Unter diesem letzteren Gesichtspunkte betrachtet, stellt in  Fig. 1 h'H 
die umgelegk Ordinate des Punktes H, folglich V'H die Cavalierperepective 
der raumlichen Geraden V'H vor. A* reprasentirt die Cavalierperspective 
des Punktes A ,  a'A* die umgelegte Ordinate; es ist also a 9 A * = g a .  

Die von Herrn R e  u s  c h  l e  eingefiihrte Darstellung eines Punktes durch 
eine seiner Projectionen a, bezw. a', und seinen Centralpunkt A* kann 
liiernach identificirt werden mit seiner axonometrischen Darstellung nach 
dem System der Militarperspective, bezw. Cavalierperspective. 

Es mag noch an einem Beispiel gezeigt werden, wie die dargelegte 
Aiiffassungsweise bei Constructionen der descriptiven Ggornetrie mi t  Vori heil 
verwertliel werden kanii. 
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256 Kleinere Nittheilmgen. 

Gegebeii seien drei Ebenen durch ihre Spuren; gesucht: die Projection 
ihres Schnittpunktes. (Fig. 2.) 

Die drei gegebenen Horizontalspuren m6gen sich in  den drei Punkten 
1, 2 ,  3 schneiden, die entsprechenden drei Verticalspuren bezw. in l', 2', 3'. 
Dann sind 1, 1' - 2, 2' - 3 , 3' die Spuren der drei Schnittlinien der 
Ebenen. Daher stellen die directen Verbindungslinien 1 l', 22', 33' deren 
Militiirperspectiven (oder Cavalierperspectiven) vor. Dieselben müssen sieb 
in  einem Punkte C* schneiden , welcher die Militiirperspective des gesuchten 
Schnittpunktes C reprasentirt. Um dessen Projectionen c und c' zu ermit. 
te ln,  bestimmt man von einer der drei Geraden, z. B. von 1 l', die Bori- 
zontalprojection und erhalt auf dieser den Punkt  c als Schnitt mit dem 
Grundloth durch C*. CC* ist dann die urngelegte H6he. Tragt man diese 
vorn Grundschnitt aus auf dem Grundloth ab,  so ergiebk sich die Vertical- 
projection c'. 

Hem R e  u s c h l  e beniitzt die Liniencombination der Fig. 2 ,  um an ihr 
die Theorie der ebenen Collineation zu entwickeln. Auf Grund der be. 
sprochenen perspectivischen Anschauung macht sich dies sehr einfach, insofern 
die Figur sich darstellt als die parallelperspectivische Abbildung eines Drei- 
kants C, das von zwei Ebenen (den zwei Projectionsebenen) nach zwei 
Dreiecken 12 3 und 1' 2' 3' geschnitten wird, demzufolge je  zwei entsprechende 
Dreiecksseiten in  der Schnittlinie der Dreiecksebenen (dem Grundschnitt) zu- 
sammentreffen müssen. 

Biir unsere perspectivische Auffassung dürfte der Vorzug der unmittel- 
baren Anschaulichkeit sprechen. Sie ist  von mir in meinen Vorlesungen 
stets verwendet worden und erweist sich namentlich für p h  O t ogram- 
m e t  r i S C  h e Constructionen sehr zweckmassig, worüher eine spatere bIit- 
theilung berichten mag. Dagegen diirfte die Auffassung der fraglicben 
Punkte und Linien als Spuren von symptotischen Geraden und Deckebeneu 
in s y s t e m a t i s c h e r  Beziehung den Vorzug verdienen, schon mit Riickeicht 
auf dio sehr intereesante dnalistische Parallele, i n  welche die Deckebene 
einer Geraden und die symptotische Gerade eines Punktes zu dem Deck- 
punkte einer Geraden, bezw. der Deckgeraden einer Ebene von Hem 
R e  ii s c h 1 e gesetat werden. Für die zwei letxteren Deckelemente , welche 

sich übrigens in  coristructiver Beziehung weniger fruchtbar erweisen als die 
ersteren, bietet sich keine analoge perspectivische Deutung - wenigstens 
keine von gleicher Evidenz - dar. 

B e r l  i n ,  Uecernbei 18Xd. 
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XIV. 

~ e o m e k i e  der Kreise einer Kugel. 

Von 

Dr. F. SCHUMACHER 
in Metz. 

Die S t e i  ner 'sche Aufgabe : ,Einen Kreis zu ~ u c h e n ,  welcher drei ge- 
gebene Kreise, oder eine Kugel, welche vier gegebene Kugeln unter gegebe- 
nen Wiukeln schneidetu wurde in neuester Zeit von Herrn Prof. R e y e  in 
seinern Buche: ,,Synthetische Geometrie der Kugeln und linearen Kugel- 
systeme (Leipzig 1879) in umfassender Weise gelost. Die zahlreichen 
hierbei zur Anwendung kommenden Siitze iiber Kreissysteme hat  Herr  Pro- 
fessor T h o m a e  in dieser Zeitschrift I3d. 29 S. 284 durch stereogra- 
phische Projection auf die Ebene übcrtragen und dadurch eine L6sung 
des erweiterten Apollonischen Problems für  die Ebene gegeben. In  der 
vorliegenden Arbeit sollen diese Eigenschaften der Kreissysteme einer Kugel 
nochmals untersucht werden. Es  findet sich naturgemass eine Anzahl der 
hier abgeleiteten Satze schon in der obengenannteri Druckschrift des Herrn 
Prof. R e  y e ;  wiihrend aber Herr  R e  y e dieselben mit Hilfe reciproker Radien 
und orthogonaler Kugeln ableitet, gelangen wir hier zu denselben auf einem 
andern , bisher noch nicht betretenen Wege , n8mlich mittels der Polarcn- 
theorie. Wir weisen jedem Kreise einer Kugel den Pol seiner Ebene in 
Bezug auf dicse Kugel zu und zeigen, dass danu gewissen Kreissystemen 
und Kreisschaaren der Kugel gewisse Hyperboloide und doppelt berührende 
Kegelschnitte im Raume entsprechen. Die Einfùhrung dieser Gebilde in die 
Thearie der Kugelkreise gestattet Retracbtungen, welche sich nur mit Punk- 
ten, nicht mehr mit Kreisen beschaftigen, und die gefundenen, allgemeinen 
Satze ergeben durch einfache Uebertragung die Beziehungen dor Kugelkreise. 

Wir werden im Folgenden haufiger die Ausdrücke ,,Kreisbündelu und 
,Kreisbüschelu gebrauchen, f ü r  welche wir die jeiden Definitionen festlegeii 
wollen: 

1. Alle Kugelkreise, deren Ebenen durch einen Punkt gehen, bilden 
ein Kreisbündcl; ihro Pole in Bezug auf die Kugel liegen in einer Ehene, 
und das Kreisbündel ist daher durch drei seiner Kreise bestimmt. 

2. Alle Kugelkreise, deren Èbenen durch eine Gerade gehen, bilden 
ein Kreisbüschel; ihre Pole in  Bezug auf die Kugel liegen in einer Geraden, 
und das Kreisbtischel ist daher durch zwei seiner Kreise bestimmt. 

Zeitschrift f. Mathematik II. Phyeik XXXIV, 5. 17 
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Ilieran anschliessend ftihren wir noch folgende Bezeichnungen ein. Wir 
bezeichnen die Kugel mit Ka, einen Kreis auf ihr mit k  oder k,, seine 
Ebene mit x oder xr und deren Pol mit E bezw. K r ;  einen Kegelschnitt 
niit C2, scine Ebene mit y. ,Einc Gerade hcisse g, ihre Polare g' u. S. W. 

Abkürzend werden wir gelegentlich einen Reriihrungskegel der Kugel, dessen 
Mittelpunkt K ist,  den ,Regcl K U  nennen. 

L Dae rechtwinkl ige Schneiden. 

Auf der Kugel K' ist der Kreis k ,  gegeben; geuueht alle Kreise k ,  
welche k, rechtwinklig schneiden. Die Tangenten t und t, in  einem gemein- 
samen Punkte B der Kreise k  und k ,  stehen aufeinarider normal und siiid 

infolge dessen polar zueinander. Da nun alle Tangenten t, von k ,  in der 

Ebene x ,  liegen, so gehen alle Tangenteu t der Kreise k durch den Pol KI 
von x, , d. h. die k  bilden ein Bündel. Das ist der Satz: 

,,Alle Kugelkreise k ,  welche einen Kreis k, normal schrieiden, bilden 
ein Ründel, desseii Xittelpunkt der Pol von v., ist;  ihre Pole liegen in xi. '  

Wir  legen durch zwei polare Geraden g' und g je eine beliebige Kreis- 
ebeno x und x,, und ziehen an die Kreise k  und 7c, im einen Schnittpnnkte 
B die Tangenten t und t,. Die Polare von t ,  ist eine Tangente von 1" 
im Punkte B und schneidet g', weil g und t, in einer Ebene liegen, sie 
fallt also mit t zusammen, und da t und t ,  als polare Geraden normal sind, 
sa schneiden sich k und k, rechtwinklig im Punkte B. Die Ebenen x urd 
x, waren beliebig durch g' und g gelegt, also gilt allgemein: 

,Sind die Axen zweier Kreisbtischel polare Geraden , so schneidet 
jeder Kreis des einen Btischels jeden Kreis des andern normal.' 

Sind nun auf K q i e  beiden Kreise kl und k ,  gegeben, so liegen die 

Pole aller Kreise, welche diese beiden rechtwinklig schneiden, nach obigem 
Satze auf der Schnittlinie G; die Kreise selbst bilden also ein BUsciiel, 
dessen Axe KI K, zu x x  polar ist. Mit Hilfe des letzten Satzes konnen 
wir daher sagen: 

, Alle Kreise , welchc zwei Kreise k ,  und 7c, normal schneiden , bilden 
das Büschel KI&; sie werden von allen Kreisen des BIischels (k,l;? 

normal geschnitten. " 
Drei Kreise, deren Ebenen nicht durch eine Gerade gehen, sondern 

sich in  einem Punkte schneiden, werden nur von einem Kreise k rechtwinklig 
geschnitten; sein Pol ist  (S. 258) der Schnittpunkt K der drei Kreiseben~n. 
Jede durch K gehende Gerade g hat eine in  x liegende Polare g', und nach 
Obigem wird daher jeder Kreis des Büschels g von k rechtwinklig gesehnir. 
ten;  da g eine 'ueliebgie durch K gehende Gerede war, so gilt das Gesagte 
von jedem Kreise des Bündels K. So haben wir: 
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, Alle Kreise eines Bündels werden von einem einzigen, reellen oder 
imaginiiren Kreise normal geschnitt,en; dersclbe heisst der Orthogonalkreis 
des Bündels, und seine Ebene hat  den Mittelpunkt des Bündels zum Polu,  

und ferner noch: 
,Drei nicht in einem Büschel liegende Kreise werden nur vom Or- 

thngonalkreise des durch sie gehendeu Bündels normal g e s ~ h n i t t e n . ~  
Der Orthogonalkreis eines Bündels ist nur d a m  reell, wenn der Mittel- 

piinkt des Bündels ausserhalb der Kugel liegt; der Orthogonalkreis reducirt 
eich auf einen Punkt ,  wenn der Mittelpunkt des Bündels ein Punkt der K e  
ist. Liogt endlich der Mittelpunkt des Bündels irinerhalb ~ ~ , ' s o  ist der 
Ort,hogonalkreis imaginzr; in diesem Falle gehtirt m m  Riindel auch der 
Kreis, welcher die kleinsten durch K gehenden Sehnen der Kugel zu Durch- 
messern hat und von jedem Kreise des Bündels in  diametral gegenüber- 
liegenden Punkten geschnitten wird. 

II. Die Beriihrnng. 

Zwei Kreise k ,  und k m6gen im Punkte B sich und die gemeinschaft- 
liche Tangente t ,  berühren; da t ,  in x und x, liegt, so fallt ihre Polare t',, 
d. h. die in B auf t ,  normale Tangente mit B K l  zusammen und geht stets 
durch K I ,  wenn t, aiif k, rollt. Also: 

,Die Pole aller Kugelkreise k ,  welche eiuen Kreis k, berühren, liegen 
aiif demjenigen Berührungskegel der K e ,  welcher den Pol KI zum Mittel- 
punkt hat.' 

Die Pole aller Kreise k ,  welche zwei gegebene k, und & bertihren, 
liegen daher auf der Curve vierter Ordnung C4, in welcher sich die beiden 
Kegel KI und fi< schneiden. Eine beliebig durch K, K, = g' gelegte Ebene s 
trifft die C4 in vier Punkten Cf, D', Cr', D", welche durch scchs Sehnen der 
Curve verbunden werden konnen (Fig. 1). Vier dieser Sehnen sind Strahlen 
der Kegel K,  und K ,  und berühren daher die Ka in je einem der Punkte 

A,, B,, A,,  B,, in denen die beiden Kreise k,  und k, von E geschnitten 
werden; die beiden anderen Sehnen C'D' und C"D" mtigen sich in  G' 
schneiden. Der Pol der Geraden C'Dr (C"D") in Rezug auf den in E lie- 
genden Kreis k. der K2 ist der Schnittpunkt P' (P") der beiden Polaren 
A, Az und BI B, (A,B, und BI A,) von C' und D' (D" und C"). Infolge 
dessen bat die Gerade P'P" zum Pole bezüglich k, den Punkt G', durch 
welchen daher auch die Diagonalen A I B 1  und A2B, des ka eingeschriebenen 
Vierecks A, A , R ,  R, gelien. Bus Ietzterem folgt weiter, dass G' bezüglich 
k. die Gerade k ,  k ,  zur Polare ha t ,  also fallen E' P" und KI K2 ziisamrnen, - 
und G' licgt nuf der Polare g = x, x2 von g'. Jede mit g' in einer Ebene 
liegende, aber nicht diirch KI oder K ,  gehende Sehne C D  der C4 schneidet 
demnach aiich g. Da ferner P' und P" bezüglich k, conjugirt sind, so liegt 
1'' auf der Polare C"DV von P" und iimgekehrt P" auf der Polare C'D'  
von P'. Wir werden nun gleich nachweisen, dass P' und P" von der Lage 

I l *  
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der Ebene E unabhbgig  sind, jede g' schneidende, aber nicht durch K, 
und K2 gehende Sehne der C4 liegt,  wie hieraus folgt, in einer der beideu - - 
unveranderlichen Ebenen P'g = y'' und P'g = y'; die C4 zerfkillt slso in zwei 
Kegelschnitte Crle  und C''14 der Ebenen y' und y". Die beiden reellen oder 
imaginarcn Schnittpunkte der Kreise k, iind k, licgen auf den beiden Kegeln 
K, und K, ,  also auch auf den Schnittcurven Crl2 und C",,, und zwar be- 
rühren diese, ebenso wie die Kegel, in  jenen beiden Punkten die Kugel h''. 

Fig. I .  

I 

Die Unabh2ngigkeit der Punkte P' und P" von E ergiebt sich sui 

Folgendeni. Wie schon bewiesen, liegen P' und P" auf g'= KI K2 und 
sind,  wie leicht ersichtlich; durch KI und K2 harmonisch getrennt und 
i n  Rczug auf k,, also auch auf Ba conjupirt; weieen wir nun je zwei P u n b k  
von g' einander zu, welche durch KI und K,, bezw. durch die K 2  har- 
m onisch getrennt sind, so erhalten wir zwei involutorische Piinktreihen, 
von denen die erstere zwei reelle ( K , ,  &), die letztere zwei reelle (Ml N)ader 
irriaginare Ordnungselemente besitzt, und da diese sich nicht trennen, 80 
haben die Punktreihen stets ein reelles Punktepaar J)',  P" gemein, aber 
auch nur eins, d. h. F' und P" Xndern ihre Lage mit E nicht. 

D e r  Pol der Ebene y' liegt auf g' und f?illt mit dem Pole P' von C'D 
bezliglich k. zusammen; ebenso folgt,  dam P" der Pol der Ebene y" kt 
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Die beiden Punkte IJ' und P" haben für k, und k, noch eine beeon- 
dere Bedeutung. Legen wir namlich durch k, einen Kegel mit dem Cen- 
trum P', so wird derselbe von jeder durch g' gelegten Ebene in zwei Ge- 
raden gcschnitten, wclcho durch xwci Punkte A, und B, von k, gehcn; der 
Kreis k ,  liegt also vollstindig auf diesem Kegel. Dasselbe gilt von P". 
Jeder dcr beidcn Punkte P' und P" ist daher das Centrnrn einer durch k, 
und k, gehenden Kegelflache, und sie heissen daher Kegelcentren von k, 
iind k,. Also haben wir die beiden SLtze: 

,Zwei sich nicht berührende Kreise k,, k, einer Kugel k6nnen dnrch 
zwei Kegel verbunden werden; die beiden Kegelcentra liegen au€ der Polare 
der Schnittlinie n,xy und sind sodohl durch die K e ,  als Such durch x ,  

und x2 harmonisch getrennt", 
und ferner: 

,,Zwei Berührungskegel einer Kugel K 5 c h n e i d e n  sich im Allgemei- 
nen in zwei Kegelschnitten, welche die N 2  in den Schnittpunkten der 
beiden Bertihrungskreise berühren; ihre Ebenen haben die Kegelcentrs 
der Rerührungskreise zu Polen und sind daher sowohl durch die Ebenen 
dieser Kreise, al3 auch durch die PZ harmonioch getrennt.' 

Die Kegelschnitte Crlz und C",z Sind nur dann nicht beide vorhanden, 
nenn k ,  und k, sich in  einem Punkte berühren; dann werden die beiden 
Kegel 14 und K, in der Geraden IV. von derselben Tangentialebene - der 

berührt und haben daher nur einen Kegelschnitt und die Gerade d; K, 
gemein. 

Die Pole aller k, iind k, berührenden Kreise lagen auf C',, und C",,. 
Denken wir uns eine dieser Cnrven durch zwei projective Strahlenbüschel 
rizeugt, Y O  entsprechen letzteren als Polaren zwei projective, concentrische 
Strahlenbüschel, welche i n  verschiedenen Ebenen liegen und daher ein 
b:benenbüschel zweiter Ordnung erzeugen. Dasselbe umhiillt eine Kegel- 
fldche, und der Mittelpunkt der letzteren k t  der Pol einer der Ebenen y' 
iind i ' v o n  C',, und Cr',,, also P' oder P". Daher: 

,,Alle Kreise k ,  welche k ,  und k, berühren, liegen in zwei Kreiu- 
biindeln, deren Centra die Kegelcentra von k, und k, sind. -Die Kreis- 
ebeuen iimhlillen zwei dnrch k, und k, gebende Kegelfliichen, ihre Pole 
liegen auf zwei Kegelschnitten, welche die KZ in den beiden Schnitt- 
punkten von k, und k, berlihren." 

Wir suchen nun xu drei Kreisen k,, k2, k, einen berührenden k ;  sein 
Pol liegt, weil er k, und k2 bertihrt, auf einem Kegelschnitte C12 und,  weil 
er k p  und ks berührt, auch auf einem Kegelschnitte CZ3. Wir  erhalten dem- 
nach die Pole aller Berührungskreise k, wenn wir jede der Curven C',, und 
Cu,, mit C',, und mit Cr',, zum Durchschnitte bringen; dies ergiebt acht --- 

Punkte, welche zu zweien auf den vier Geraden y',, y'2s, ~ ' ~ ~ y " ~ ~ ,  Y''iz A3 
und y",, y",, liegen. Die Ebencn y gehen alle durch den Punkt x ,  x, x , ,  

also auch die soeben genannten vier Geraden. Die jenen acht Punkten eut- 
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sprecbenden Kreise k berühren ?il und k S ,  also liegen die acht Punkte aucb theile 
auf cis, theils auf C''13 und damit auf y'is bezw. y",,. Da nun die Schnitt - - 
linie y;3 y",, = x ,  x,  den Punkt  x , x 2  x,  enthalt, so geht durch jede der ge 
nannten vier Geraden eine der baiden Ebenen y',3 und i',,, aber auch nu 
eine, weil sie sonst zusammenfallen miissten, was unmoglich ist. Die sechs 

- 

Ebenen y schneiden sich a190 su dreien in vier Geraden des Punktes x , x , x , ,  

und daraus folgt für ihre Pole, die Kegelcentra: 
.Drei Kreise einer Kugel haben im Allgtrmeinen sechs Kegelcentra; 

dieselben liegen mit den Polen der drei Kreise in einer Ebene und r w r  
zu dreien in  vier Geradcn , welche Kegelaxen heisscn. 

Da auf jeder Polaren der vier Kegelaxen die Pole zweier Berülirungs. 
kreise k liegen, 80 gehen durch jede Kegelase die Ebenen von zwei Krcisen k. 
Das ist der weitere Satz: 

.Die Kreise einer Kugel, welche drei gegebene bcrühren, liegen ri1 

zweien in den vier Kreisbtischeln, deren Axen die Kegelaxen Sind.'' 

Wir  wollen noch einen Augenblick bei den Schnittcurven der Be- 
rührungskegel einer K e  verweilen. Eine beliebige Ebene y sühneidet einen 
solchen Kegel in einer Curve zweiter Ordnung und seinen Berührungskreis 
in zwei reellen oder imaginaren Punkten, in  welchen jene Curve die l2 
bertihrt; also jeder auf einem Berührungskegel der K Z  liegende KegelschnitY 
berührt die K B  doppelt. 

Wir  k6nnen auch das Umgekehrte beweisen. Sei C e  ein die liB dop. 
pelt berührender Kegelschnitt, A und B die Berührungspunkte. Lisst sich 
durch diese C b i n  Bertihrungskegel legen, so muss dessen Berlihrungskreis 
diirch A und B gehen und daber seine Spitze au€ der Polaren g' der Be. 
rührungssehne A B  = g liegen. Ein Berührungskegel der Il2, welcher eineii 

beliebigen Punkt  X der C 2  zum Centrum h a t ,  schneidet g' in zwei Punkten 
KI und K,, und diese sind Mittelpunkte zweier Bertihrungskegel der LY, 

welche beide durch die C 2  gehen; ihre in der Ebene y liegenden Schnitt. 
curven h a b m  ngrnlich mit C2 die Piinkte X,  A und R, sowie die Tangeu- 
ten i n  den beiden letzteren gemein. Dieselbe Construction für einen anderu 
Punkt  Y der Ca fiihrt zu denselben Punkten KI und K2, da die beiden 
Strahlen K, Y und K, Y auch auf dem Bertihrungskegel Y liegen. Alsa, 

,,Jeder auf einem Berührungskegel der KViegende  Kegelschnitt C: 
berührt die K2  doppelt, und umgekehrt lassen sich dnrch jede die H. 
doppelt berlihrende C8 im Allgemcinen und htichstens zwei Berubriinga. 
kegel der K B  legen; ihre Mittelpunkte liegen auf der Polaren der Beruhr 
ungsschne. 

Sei K e h  Berührungskegel der KZ, E eine beliebige Gerade der Ebene 
x seines Bertihrungskreises k und L der Pol  von 1 tiezüglich k .  Daun bat  
die Gerade Z bezüglich der K 2  dieselbe Gerade HL=Z' zur Polare wie die 

Ebene beztlglich des Kegels 8, und ebenso ha t  jeder Punkt L von x 
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diejenige Ebene bezüglich der K 5 u r  Polare, welche in  Bezug auf den 
Kegel E Polarebene der Geraden X L  ist. 

Wir legen von den Punkten K einer Geradcn g' Bertihrungskegcl an 
die K h n d  schneiden aie durch eine beliebige, die Polare g von g' enthal- 
tende Ebene y ;  dann erhalten wir in  y eine Schaar von Kegelschnitten Ce,  
welche die K 2  in denselben beiden Punkten von g berühren. Da g in jeder 
der Ebenen x l iegt,  so ist nach dem eben Getlagten g' in Bczug auf jcdcn 
der Kegel K Polare der Ebene IG, also der Punkt G = gT beztiglich jeder 
Ce Pol von g. Und da ferner ein beliebiger Punkt  M von g in allen 
Ebenen x liegt, so ist seine Polarebene p beziiglich jedes Kegels K Polar- 
ebene der Geraden HM, d. h. jeder Punkt M von g hat beztiglich aller Ca 
dieselbe durch G gohendo Polare m. Daraus ergiebt sich: 

,Alle Bertihrungskegel der E" dderen Nittelpunkte auf einer Geraden 
g' liegen, werden von einer belicbig durch g gelegten Ebene y in einer 
Schaar von Curven zweiter Ordnung geschnitten. Dicse b e r ~ h r e n  die Ka 
in denselben beiden reellen odcr imaginaren Punkten von g und haben 
jedes Poldreieck gemein, dessen eine Seite in  g lie&.' 

1 

Wir sind jetzt irn Stande, einen die K q o p p e l t  bertihrenden Kegel- 
schnitt eu zeichnen, welcher durch einen gegebenen Punkt  X geht ,  und dessen 
Berührungspunkte auf einer gegebenen Geraden g liegen. Die Construction 
ist eiiifaeb, sobald g die K 2  in reelleu Punkten schneidet; denn von der 
gcsuchtcn Curvo sind dnnn der Punkt X, die beiden Berührungspunkte und 
die Tangenten in den letzteren bekannt. Sind die Berührungspunkte da- 
gegen imaginsr, so wenden wir den letztcn Satz an. Zu den in diesem 
Satxe genannten Curven C2 gehort aiich der in  der Ebene y liegende, reelle 
oder imaginare Kreis k der I Z B  (Fig. 2). Beztiglich desselben sei GMM 
dasjenige Poldreieck, dessen eine Seite G M  durch X geht ,  wshrend eine 
zweite MM' auf g liegt; der vierte, von X durch G und M harmonisch 
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getrennte Punkt  Y liegt dann auf der gesuchten C2, und die beiden Ge- 
raden M ' X  und M'Y sind Tangenten derselben. 1st ferner GNN' ein 
zweites Poldreieck von k und 2 der vierte, von X durch GN'  und N har- 
monisch getrennte Theilpunkt, so liegt auch Z auf der C2, und diese ist 
nun bestimmt. Es bleibt nur naühzumeisen, dass diese C 2  mit k alle Pol- 
dreiecke gemein hat,  deren eine Ecke G ist. Aus der Construction geht 
hervor, dass bezilglich C2 X Y  Polare von M t ,  G Pol von g und 6 Pal 
von N'G is t ;  daher sind G M N '  und GNN'  Poldreiecke auch der C'. In 
g liegen zwei involutorische Punktreiheu , wenn wir Punkte ,  die hezüglich k ,  
und ferner Punkte, die beztiglich der C2 conjugirt sind, einander als ent- 
sprechende zuweisen. Diese beiden involutorischen Punktreihen sind aber 
identisch, da sie zwei Elementenpaare M, M' und N, N' geniein haher, 
und daher hat jeder Punkt  von g in Bezug auf k und auf die C2 dieselhc 
durch G gehende Polaro, d. h. k und dic CQaben al10 Poldrciecke gemeiii, 
deren eine Ecke G ist. 8190: 

,Ein die Kugel Ka doppelt berührender Kegelschnitt ist durch eineii 
Punkt  und die Berührungssehne eindeutig bestimmt." 

Durch drei beliebigc Punkto ist ein die K e  doppclt berührender Kegel- 
schnitt im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Narnlich die Mittelpunkte 
aller durch einen Punkt  X gehenden Berührungskegel der K2 liegen auf 
demjenigen Berührungskegel, welcher X zum Centrum hat. Hieraus folgt 
sofort, dass durch drei Punkte X, Y, Z die aoht Berührungskegel der K' 
gehen, in  deren Mittelpunkten sich die drei Beriihrungskegel X, Y und Z 
treffen. Diese Mittelpunkte konnen wir nach Früherem als die Pole der- 
jenigen acht Kreise auffausen, welche die drei bezw. in  den Ebenen [, 7 ,  [ 
liegenden Kreise X, y, s der K 2  berühren; sie liegen daher zu zweien auf 
denjenigen durch einen festen Punkt gehenden Geraden g', deren Poltlren 
die vier in  der Ebene X Y Z  liegenden Kegelaxen g der Kreise x ,  y, a sinà. 
Zwei solche Kegel, deren Mittelpunkte KI und K2 auf einer Geraden g' 
liegen, schneiden sich, wie wir gesehen haben, in  zwei Kegelschnitten, 
deren Ebenen durch die Polare g von g' gehen; der eine von ihnen liegt 
also in der Ebene X Y Z  und geht durch diese drei Punkte. Die acht durch 
X,  Y und X gehendcn Reriihrungskcgel der E-chneiden sich also in der 
Ebene X Y %  zu zweien in vier Kegelschnitten CZ. 

Die Berührungasehne g cincr solchen Cs ist  nicht nur Kcgelaxe f ü r  
die drei Kreise x, y, 4 ,  sondern beliebiger drei Kreise x', y', fi', deren Pole 
X', Y', Z' auf der C2 liegen. Denn wir konnen durch diese drei letzteren 
Punkte wieder acht Herlihrungskegel der KZ legen; dieselben schneiden d;e 
Ebene X  Y Z  in  vier Kegeluchnitten, von denen einer mit C e  zusarnnien- 
fallen muss, und dessen Berührungssehne daher mit g identisch iet, d. h. g kt 
auch Kegelaxe für  die drei Kreise x', y', s'. So haben wir den Doppelsatz: 

,,Durch drei Punkte einer Ebene gehen im Allgemeinen und hoch- 
s t em vier die E2 doppelt berührende Kegelschnitte; in  ihnen schneiden 
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sich zu zweien die acht Berührungskegel der K" welche durch jene drei 
Punkte gehen. 

,Die Berührungssehne eines die Ke doppelt beriihrenden Kegelschnitts 
ist eine Kegelaxe für je drei Kreise, deren Pole aiif diesem Kegelschnitte 
liegen. 

Da vier Berührungskegel der X 2  im Allgemeinen keinen Punkt gemein 
haben, sa lasst sich durch vier beliebige Punkte einer E h n e  keine die Ila 
doppelt berührende Ca legen. Wir nehmen also a n ,  ein solcher Kegel- 
schnitt C' sei durch eincn Punkt  X ,  und die Berührungssehne g gegeben. 
Die beiden durch C' hindurchgehenden Berührungskegel der K2 sind leicht 
bestimmt, denn ihre Mittelpunkte sind die Schnittpunkte der Geraden 
mit den beiden in der Fbene liegenden und durch X ,  gehenden Tan- 
genten der Hz. Die beiden Kegelfliichen schneiden sich noch in einer zweiten 
Curve C"; sie l k t  sich ohne Zuhilfenahme der beidcn Kegel construiren. 
Nach dem 2. Satze auf S. 261 kt ihre Ebene y" conjugirt zu y' beziiglich der 
En und geht durch g hindurch; der Sühnittpunkt X2 dieser Ebene y" mit 
einer der beiden durch XI gehenden und in der Ebene XT liegenden Tan- 
genten der K 2  ist  ein Punkt  der Cf', und diese ist nach dem 1. Satze S. 264 
bestimmt, da von i h r  ein Puilkt X2 und die Berührungssehne g bekannt 
sind. Also: 

,Zu einem die E2 doppelt berührenden Kegelschnitte geh6rt stets 
ein zweiter ebensolcher, welcher auf denselben beiden Beriihrungskegeln 
der K Z  liegt wie der ersts. Die Ebenen beider Kegelschnitte sind be- 
züglich der K2 conjugirt, und jeder ist durch den andern ohne Kilfe 
der Berührungskegel vollat~ndig bestimmt.'' 

III. Dae Schneiden nnter beliebigem Winkel .  

Die Ebeuen aller Eugelkreise k ,  welche einen Kreis k, in einem Punkta 
B unter dem Winkel q, schneiden, gehen durch die beiden Tangenten der 
.Kg, welche mit der in  B a n  k ,  gezogenen Tangente t, den Winkel cp, 

bilden; ihre Pole liegen daher auf den beiden Tangenten t' und t" des 
Punktes R ,  wclche mit t ,  den Winkel 90°- pl bilden. Lassen wir R dcn 
Kreis k, bexhraiben, also die beiden Tangenten t' und t" um die Gerade 
K I M  (M ist das Centrum von k,) rotiren, so beschreiben ~iie die bdiden 
Regelschaaren eines einschaligen Rotat i~nshy~erboloids,  dessen Geraden die 
12' in Punkten von k j  berühren. »as ist der Satz: 

,Die Pole aller Kugelkreise k, welche einen Kreis 16, unter dem 
Winkel v, schneiden, liegen auf einem einschaligen Rotationshyperboloid, 
welches die K2 im Kreise k, berührt, und dessen Geraden mit den sie 
schneidenden Tangenten von k, den Winkel 90"- cpl bilden." 

Diese Flache werden wir gewtihnlich nur  .ein die K 2  im Kreise k ,  
bertihrendes einschaliges Hypcrboloidu nennen. Niimlich eine Fl'iche zweiter 
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Ordnung F q e s i t z t  bekanntlich zwei Schaaren iinter sich paralleler Kreis- 
ebenen, und jede Kugel, welche durch einen Kreis der einen Schaar geht, 
schneidet aus der PZ noch einen Kreis der andern Sühaer heraus. Eine 
Kugel kann daher eine PZ nur dann in einern Kreise bertihren, wenn beide 
Kreisschaaren xusammenfallen, und daun ist die F2 eine Rotationsflbche. 
1st also H e  ein die Kugel K 2  in einem Kreise k, bertihrendes einschaliges 
Hyperboloid, so muss H z  ein Rotationshyperboloid sein; und bildet irgeud 
einer seiuer Strahlen mit der ihn schneidenden Tangente von k ,  den Winkel cp, 

so thun dies alle seine Strahlen, wie sich sus Gründen der Symmetrie oline 
Weiteres ergiebt. Wir konnen daher sagen: 

,Wenn ein einschaliges Hyperboloid ein Kugel i n  einem Kreise k ,  
berührt,  so ist es ein einschaliges Rotationshyperboloid, dessen Strahlen 
mit den sie schneidenden Tangenten des Berührungskreises k ,  den gleichen 
Winkel bilden.u 

Da ein einschaliges Hyperboloid doppelt unendlich viele Punkte ent 
hQt ,  so bilden die den letxteren entsprechenden Kreise ein Systmn zweiter 
Stufe; eine beliebige Gerada hat mit dem Hyperboloid im Allgemeinen nur 
zwei Punkte gemcin, und da den Punkten einer Geraden Kreise eines Bii- 

schels entsprechen, so enthalt ein beliebiges Kreisbüschel im Allgemeinen 
zwei Kreise des Systems, und dieses heisst quadratisch: 

,,Die Kreise einer Kugel, welche einen Kreis L, unter demselben 
Winkel schneiden , bilden ein quadratisches Krcissystem zwoiter Stufe.' * 

Ein  einschaliges Hyperboloid , welches die K 2  i n  einem Kreise k berührt, 
wird von einer beliebigen Ebene in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten, 
welche die X V n  den beiden Schnittpunkten des Krejses k und der Curven- 
ebene berührt. Seien nun die beiden einschaligen Hyperboloide Hl und H, 
construirt, deren Punkten Kreise entsprechen, welche zwei Kreise k ,  und k,  
unter den Winkeln q1 bexw. p2 schneiden. E in  beliebiger Strahl des einen 
Hyperboloids trifft daa andere i n  zwei Punkten P' und P". Durch P'und 

-- 

die Gerade g = x ,  x2 legen wir eine Ebene ; dieselbe schneidet die Hyper- 
boloide in zwei Rqgelschnitten, welche den Punkt  P' gemein haben, die H e  
doppelt berühren und zwar g aur Berührungssehne habeu, also nach dem 
1. Satxe S. 264 zusarnmenfallcn. Dasselbe gilt für  die Ebene Tg, also 
ergiebt sich: 

,Beriihren zwei einschalige Hyperboloide die K Z  in je einem Kreise, 
so schneiden sie sich in zwei Kegelschnitten, welche die K 2  in den Schuitt- 

>punkten der beiden Berührnngskreise berühren.u 
Sei H2 ein die Ka im Kreise k berührendes Hyperboloid, so enthilt 

jede Berührungsebene n eines Punktes P von 76 zwei Strahlen von He, id 
also auch Berührungsebene von Ez, d. h. n und 1) sind Polarebene und Pol 

* Vergl. R e y e ,  S~nthetische Geornetrie der Xugeln und lineeren Kugel- 
systeme, Nr. 164. 
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für K P  und H" daasselbe gilt  demnach fiir die Ebene x des Bertihrnngs- 
kreises und das Centrum K des Berührungslregels. Ebensu besitzt bezüglich 
K a  und Ha jede Sehne von k dieselbe Polare, namlich die durch K gehende 
Schnittlinie der Berühruugsebenen ihrer Endpunkte. lnfolge dussen hat 
jedcr Punkt P der Ebene x alu Schnittpunkt zweier Schncn dieselbe durch 
&' gebeude Pobrebene und schliesslich jede Gerade von x als Verbindungs- 
h i e  zweier Punkte P die glniehe durch K gehe~ide Polare. 8180: 

,Berührt ein einschaliges Byperboloid eine Kiigel in einem Kreisa k, 
BO besitat j d e r  Punkl  und jede Gerade der Ebene x dieselbe Polarebene 
und Polare in Beziig auf Kngel und H y p e r b ~ l o i d . ~  

Denken wjr uns alle einschaligen Hyperboloide, welche die K2 in den 
Kreisen eines beliebjgen 73üschels beruhren, durch eine Ehene y geschüitten, 
welche die Axe g des Biischels enthalt, so liegt in y eine Schaar von Kegel- 
schnitten C? Alle diese C v e r ü h r e n  die K % n  denselben beiden Punkten 

von g, und mit Hilfe des letzten Satzes lasst sjch ebenso wie S. 263 oben 
der folgende nachweisen: 

, Alle einschaligen Hyperboloide , welche die Rugel in  den Krejsen 
eines Büschels g berühren, aerclen von einer beliebigen Ebene diesev 
Btischels in einer Scliaar von Curven zweiter Ordnung geschnitten. Diese 
Curven berühren die K~ in dsnselben beiden reellen oder irnaginiren 
Punkten und haben jedes Poldreieck gemein, dessen eine Seite i n  der 
Rerührungssehne g liegLu 

Wir wollen jetzt durch einen gegehenen, die K2 doppelt berührenden 
Kegelscbnitt C2 ein die K 2  in einem Kreise berührendes einscbalipes Hyper- 
boloid legen. Die Ebene des Berilhrungskreises muss, wie wir saben, durch 
die RerUhrungssehne g der C2 gehen; wir legen also dnrch g eine beliebige 
Ebeno,  welche die K 2  im Krcise k, scbneiden mGge. Die Berlihrungsebene 
eines Punktes A von k ,  schneidet die C'Vin zwei Punkten S und T; die 
Gerade A S  bitde mit der in A an k ,  gezogenen Tangente t ,  den Winkel 
q,, und con~truiren wir aIte Tangenten der K g ,  welche mit den sie echnei- 
denden Tangenten von k, den Winkel p, biIden, so liegen dieselben auf 
einem Hyperboloid BI. Dasselbe schneidet dis Ebene y i n  einer Curve 
zweiter Ordriung, welche nach dem letzten Satze und dem 1. Satze S. 264 
mit C%usammenf%llt. Dies Byperboloid B, genügt a180 der Forderung; 
es entbdt nicht n u r  die Gerade A S ,  sondern auch AT,  denn die dnrch A 
gebende Gerade seiaer zweiteu Regelschaar liegt ebeiifalls in der Tangeo- 
tialebene von .A und geht durch einen von 8 verschiedenen Ponkt  der Ca, 
also durch T. Fur die Ebene x, haben mir ein einzigcs der Llyperboloide 
Ha erhalten; da  aber x, boliebig durch g gelegt ist, so folgt (vergl. den 
3. Satz S. 262): 

.Durch einen die Rugel K2 von a u s ~ e n  doppelt berilhrenden Kegel- 
schnitt C2 laseen sich stets zwei Kegel und unendlich viele einschalige 
Hyperboloide legen, welche die K 2  i n  Kreisen berühren; die Berühruegs- 
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268 Geometrie der Kreise einer Kugel. 

kreise bilden das Ilüschel, tlessen Axe die Rerührungssehne der C Z  ist. 
Z u  jedem Berührungskreise gehort indessen nur  ein solches Hyperboloid." 

W i r  gehen nun zur Anwendung der letzten Satze über. Die Pole aller 
Icreise k ,  welche k ,  und k ,  unter den Winkeln q, und cp2 schneiden, liegen 
auf den beiden Kegelscbnitten CI2, in denen sicb die Hyperboloide H, uud 
ET, durchdringen. Den Punkten einer solchen Curve Cl, entspricbt eine 
Schaer 2 von Kreisen, welche demjenigen Bündel angehoren, dessen Cen- 
trum P Pol der Ebene y,, von Cl, ist;  die Ebenen der Kreisxhaar 2 um- 
htillen eine Kegelfliiche zweitrr Grdnung. (Beweis s. S. 261 Mitte.) Jede belie- 
bige Ebene des Raumes hat mit der Cl, hochstens zwei Punkte gemein, und 
dalier enthalt ein beliebiges Kreisbündel der K a  htichstens zwei Kreise der 
Schaar E. Durch die Cl, konnen wir uiiendlich vielo Berührungshyper- 
boloide der K 2  legen; die Ebenen ihïer Berührungskreise gehen durch die 
Berühriingsschne der Cl,, und jeder dieser Rerührnngskreise wird von allen 
Kreisen der Schaar Z unter gleichen Winkeln geschnitten. Ausserdem gehen 
durch die Clp zwei Berüiirungskegel der K" a,lso werden die Kreise der Schaar 
Z' noch von zwei Kreisen berührt. Zusammengefasst giebt dies den Sats: 

,,Alle Kreise k, welche nvei Krcise 76, und 7c, unter den Winkeln cp, 

beew. cp, schneiden, liegen in zwei Bündeln; in jedem derselben bilden 
sie eine Schsor 2, deren Ebenen eiric Kcgelfltiche umhüllen, und welche 
mit einem beliebigen Kreisbündel der P i m  Allgemeinen und liochsten~ 
zwei Krcise gemein hat. Die Kreisc jeder Schaar 8 werdcn von jedem 
Kreise des Büschels (Tc, ,  k,) unter gleicheii Winkeln gcschnitten und von 
zwei Kreisen dieses Biischels beriihrt. ' * 

Werden mehrere Kreise dieses Rüschels ( k ,  k,) von einern und daher von 
alleu Kreisen k der Schaar Z' unter de~nselben Winkel cp gesclinitten, so 

liegen ihre Pole auf jedem Hyperholoid B" welches die Ir'2 in eineni sol- 
cben Kreise ïc berührt ,  und dessen Strahlen mit den sie schneidenden Tan- 
genten von k den Winkel 90" - rp bilden. Ausserdem liegen ihre Pole 
auf g', sie sind also die Schnittpurikte von g' mit 11,. Nun kann g'nicht 
ganz auf B V i e g e n ,  denn dann wiirden alle Kreise, dercn Pole auf g' liegeii, 
von k unter demselben Winkel g> geschnitten, und das trifft fur die beiden 

, zuerst angenommenen Krcisc k ,  und k ,  jedenfalls nicht z i i ;  demnach entlililt 
g' im Allgemeinen und hochstem zwei Punkte von E2. Das giebt den Satz: 

,,Die Kreise jeder der beiden im letztcn Satzc gcnannten Schaaren 
Z werden im Allgemeinen und hochstens von zwei Kreisen des Büschels 
( k , k , )  unter demselben gegebenen Winkel ge~chnitt~en. Die Ebenen dieser 
beiden Kreise sind durch die Mittelpunktc der beiden Schaaren C har- 
rnoniech getrerint. 

Der Beweis des Nachsatzes wird sich weiter unten (S. S. 269 u.)  in 
gecigneterem Zusnmmenhange ergebcn. 

* Vergl. R e  y e ,  a. a. O. Nr. 165 
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Um alle Kreise zu finden, welche drci gegebene k,, k, und k, unter 
den bezw. Winkelu 9,, q, und 9, schneiden, construiren wir die drei 
Hyperboloide H l ,  Hz und H3,  welche die Ka in k,, k,, bezw. k, bertihren, 
und deren Strahlen mit den Tangenten dieser Kreise die Winkel 9 , ,  cp, 

bezw. T, bilden. Durch dieselbe Betrachtung wie S. 261 zeigt sich, dass 
diese drei Hyperboloide sich i n  acht Punkten treffen, welche zu zweien auf - 
vier durch den Punkt x,x,x, gehenden Geraden liegen. Also: 

,,Die acht Kugelkrcise, welche drei gegebcne k,, k,, k, unter dcn 
Winkeln pl, q,, bezw. 9, schneiden, liegen zu zweien i n  vier Kreis- 
büscheln; die Axcn dieser Büschel liegen in der Ebene, welche die Pole 
der drei gegebenen Kreisebenen verbindet.' 

Ein besonderer Fa11 ist der, dass die drei Winkel y,, va, ys  gleich 
sind, etwa gleich rp. Seien zunachst die beiden Schaarcn von Kreisen k' 
und k" construirt, welche k, und k, unter dem Winkel rp schneiden; wir 
wissen, ihre Polc liegen auf zae i  Kegelschnitten C' und Cf', ihre Ebenen 
x', x" gehen also jede durch den Pol P' bezw. P" der Ebene y' von C' 
beew. y" von Cf'. Da ein beliebiger dieser Kreiue k  von k, und k, unter 
deaselben Winkel cp geschnitten wird,  so liegen die Pole K, und K, auf dem 
Hyperboloid Hz, welches die K e  in  k berührt ,  und dessen Geraden mit den 
sie schneidenden Tangenten von k den Winkel 90°- rp bilden; ausserdem 
liegen sie auf der Geraden g', welche auch den Punkt  P' enthalt. Dieser 
Punkt P' liegt in x', hat also nach dem 1. Satze S. 267 bezaglich des 
IIyperboloids II2 dieselbe Polarebene wie in Bezug auf die K" nzmlich y', 

also sind P' und y' und daher auch die beiden Punkte P' und Q'= y'g' 
diircb K, und K,  harmonisch getrennt. Sie sind ferner durch die K g  har- 
monisch getrennt, also müssen sie, wie S. 261 nachgewiesen, mit den beiden 
Kegclcentreii von k,  und k,  zusammenfallcn. Ebcnso miissen auch P" und - 
QI1= y'g' mit den beiden Kegelcentren identisch sein, d. h. P' und P" sind 
die Kegelcentra von k ,  und kz .  Das ist der Satz: 

,,Zwei einschalige Hyperboloide, welche eine Kugel K z  in Kreisen 
k ,  und k, berühren, und deren Geraden mit den sie schneidenden Tan- 
penten von k, und k, denselben Winkel rp hilden, schneiden sich in Cur- 
ven zweiter Ordnung, welche die X 2  in  den beiden Puukten (k,k,) be- 
rühren, und deren Ebenen dio Kcgclcentra von k, und k, zu Polen haben." 

Dieser Satz lautet auf unsere Kreistheorie übertragen: 
,Alle Kreise, welche zwei Kugelkreise k, und k ,  unter gleichen 

Winkcln scbneidcn, bildcn die beiden Krcisbiindel, deren Mittelpunkte 
die Kegelcentra von k, und k ,  sind." 

Ein specieller Fa11 dieses Satzes ist  der S. 261 u. genannte. 

Da die Kcgelceutra der Kreise k ,  und k ,  nach dem Satze S. 261 o. 
durch die beiden Kreisebenen x, und w ,  harmonisch getrennt sind, so ist 
jetzt auch der S. 268  erwiihnte Nachsatz bewiesen. 
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270 Geometrie der Kreise einer Kugel. 

Die sechs Kegelcentra, welche drei Kreise paarweise bestirnmen, liegen 
au dreien in den vier Kegelaxen, also folgt aus dern letzten Satze sofort: 

,,Alle Kreise, welche drei Kugelkreise unter gleichen Winkeln schnei- 
den, bilden die vier Kreisbüsehel, dcren Axen die Kegelaxen jener drci 
Kreise ~ i n d . ~  

In diesen beiden letzten SLtzcn war von der Grosse des Winkels cp nichts 
vorausgesetzt; sobald derselbe aber ejne vorgegebeiie Grosse bat,  gelten die 
Satze S. 268 und S. 269 o. E s  ist daher im Allgemeinen unmoglich, einen 
Kreis zu eonstruiren, welcher vier gegebene unter dem bestimmlen Winkel 
cp trifft ; wohl aber ist es mtiglich, Kreise au finden, welche vier gegebene 
gleichwinklig schneiden. Vier Kugelkreire be~t~ immen namlich zu je zweien 
zwolf Kegelcentra, und da die sechs Kegelcentra dreier Kreise zu dreien 
auf vier Geraden liegen, so liegen jene zw6lf Kegelcentra au dreien auf 
4 . 4 =  16 Kegelaxen. Weil jedes Kegelcentrum zu zwei Kreistripeln der 
vier Kreise gehort, fio gehen durch jedes Kegclcentrum vier Kegelaxen. 
Dieselben lassen sich zu je oweien durch sechs Ebenen verbinden; in zwei 
dieser Ebcnen liegen die vier Kegelaxen von je drei Kreisen, die vier an- 
deren wollen wir Kegelebenen nennen. In jeder solcher Kegelebene liegen 
auf den beiden sie bestimmenden Kegelaxen zusarnmen fünf Kegelcentren, 
von denen zwei Paar  noch dureh je eine Kegelaxe verbunden nerden konnen, 
so dass i n  einer Kegelebene vier Kegelaxen liegen, die sieh in sechs Kegel- 
centren schneiden. Durch jedes der zwolf Kegelcentren legten wir vier 
Kegelebenen; da aber jede der letzteren seehs Kegelcentren enthalt, so giebt 

18.4 
es im Ganzen nur - 

6 
= 8 Kegelebenen. Dia sechs Regelcentren einer 

Kegelebeiie werden durch die sechs Combinationen aller vier Kreise zu je  
zweien erzeugt, es folgt daher aus dem letzten Satze, dass die vier gegebe- 
nen Kreise von dem in der Kcgelebene liegenden unter gleichen Winkeln 
geschnitten werden. Also : 

,,Es giebt im Allgemeinen acht Kreise, welche vier Kugelkrcise 
gleichwinklig schneiden; sie liegen in den acht Kegelebenen der letzteren.' 

Wir  wollen noch dem S. 265 aufgestellten Yatze eine allgerneinere 
Form geben. I n  jeder von zwei beziiglich IiZ conjugirten Ebenen y' und 
y" sei eine die K a  i n  Punkten von $=g doppelt berührende Curve 
zweiter Ordnung C' und C" angenommen. Durch wieviele, die K g  in 
Kreisen berührende Hyperboloide konnen wir beide Curven verbinden? 
Durch einen beliebigen Punkt M von C" gehen ocn jedem der gesnchten 
Hyperboloide zwei Geraden; dieselben sind Tangenten der K 2 .  Da nun 
dureh M hochstens vier die C' treffcnde Tangenten der I l z  gehen - es sind 
die Verbindungslinien des Punktes M mit den vier Schnittpunkten der Curve 
C' und des Berührungskegcls M -, so gehcn durch M und die C' hoch- 
stens zwei Berührungshyperboloide LT, und II2; sie enthalten nach den S6tzen 
S. 264 o. und 267 u. auch die C". Sei k ,  der Berührungskreis des Hyp,erboloids 
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If,, und mogen die Geraden von Hl mit den Tangenten von k, den Winkel 
cp bilden, so entsprechen den Kegelschnitten C' und C" zwei Kreisschaaren, 
welche kl nnter dem Winkel rp schneiden. Nach dem Satze S. 268 u. 

*k6nnen wir noch einen zweiten Kreis k ,  construiren, welcher ebenfalls von 
beiden Rreisschaaren iinter dem Winkel cp geschnitten wird. Daher geht 
nach dem 2. Satze S. 269 durch jene beiden C' und C" auch dasjenige Hyper- 
boloid, welches die K2 in k, beriihrt, und dessen Geraden mit den sie 
schneidenden Tangenten von k, den Winkel rp bilden. Dasselbe muss aber 
mit fi2 idontisch sein, da wir eben nachgewiesen haben, dass durch C' und 
C" nur die beiden Hyperboloide IT, und lI, gehen. Also: 

,,Zwei die K 2  doppelt berührende Kegelschnitte, welche in  conjugir- 
ten Ebenen liegen und die Schnittlinie beider Ebenen zur Berührungs- 
seline haben, lassen sich im Allgemeinen und liochstens durch zwei die 
Li' in Kreisen berührende einschalige Hyperboloide verbinden. Die Ge- 
raden dieser beiden Hyperboloide bilden mit den sie schneidenden Tan- 
genten der Rerührungskreise alle denselben WinkeLu 

Betrachtet man den Kegel als Grenzfall des einschaligen Hyperboloids, 
so sieht man, a i e  dieser Satz den S. 265 gegebencn als speciellen Fa11 
enthalt. Zwischen den Kegelschnitten, welche die li2 in zwei Punkten einer 
Geraden berühren und in zwei durch diese Geraden gehenden, beztig- 
lich Khonjug i r ten  Ebenen liegen, findet also auf Grund der Satze S. 265 
und 271 folgende Wechselbeziehung statt:  Ein beliebiger solcher Kegel- 
schnitt der einen Ebene lasst sich mit jedem derartigeu Kegelscbnitt der 
andern durch zwei die K 2  in  Kreisen berührende einschalige Hyperboloide 
verbinden, aber mir mit einem derselben, devsen Construction S. 265 an- 
gegeben is t ,  durch zwei Berührungskegel der K2. 
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xv. 
Ueber das System der Tangentialpunkte einer 

unicursalen Plancurve vierter Ordnung. 

Von 

Profcssor WILHELM BINDER 
in Wiener- Nenstadt. 

Hierzu Taf. VIII. 
- 

1. Jedes Punktelement einer ebenen Curve vierter Ordnung, für welche 
das Symbol C,' angeschrieben wird, ist bekanntlich von einem Paare Tan- 
gentialpunkte begleitet, dessen Elemente die Schnitte der betreffenden Cur- 
ventangente mit der Curve sind. Diese Tangentialpunktenpaare Sind a priori 
mit der Plancurve C,4 angegeben, weshalb wir sie alu das ,absolute Punk- 
tenpaarsystemu der Curve bezeichnen konnten. 

2. Das vorbezeicbnete System spielt eine ausgezeichnete Rolle, weil es 
in seiner die einzelnen Curvenelemente begleitenden Beziehung uns Auf- 
schlnss giebt iiber die zwei- und dreifachen Elementencoincidenzen, welche 
bekanutlich a h  Singularitaten auf einer ebenen Curve vierter Ordnung statt- 
finden. Wir  geben folgenden Satx: 

, D i e  G e s a m m t h e i t  d e r  T a n g e n t i a l p u n k t e n p a a r e  e i n e r  P lan-  
c u r v e  CG4 b i l d e t  e i n  s y m m e t r i s c h e s  S y s t e m  v i e r t e n  G r a d e s n u  

3. F ü r  die Betrachtung dieses Systems denken wir uns die Plancurve 
C: nach den Gesetzen der Doppelverh~ltnissgleiehheit [oder nach einer 
S t e i n  e r'schen (quadratischen) Verwandtschaft (Inversion)] auf einem Kegel- 
schnitt (Gruudkegelschnitt) transformirt (abgebildet) , so dass auf bekannte 
Weise dem Dreieck der drei Doppclpunktc der Curve ein Hauptdreieck O, 0,0, 
homolog ist und dem geometrischen Punktenort der Plancurve der ,Grund- 
kegelschnittu k entspricht. 

4. Von den Fundamentalaufgaben, welche auf dern Grundkegelschnitte 
in Betracht gexogen werden konnen, ist  für unvere Zwecke diejenige Haupt- 
sache, welche zeigt, wie die beiden Schnittpunkte erhalten werden, die ein 
Kegelschnitt, der den Grundkegelschnitt in einem beliebig angenommeneu 
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Punkte X einfach bertihrt und dem Hauptdreieck 0,0, Os umschrieben ist, 
mit diesem gemeinsam hat. Denn es ist  offenbar, dass ein solcher Kegel- 
schnitt nichts Andercs vorstellt, als das Hild jcner Tangente, welche die 
Plancurve C t  i n  dem entsprechenden Bildpunkte X berührt und in den 
Bildern jenes Schnittpunktenpaares trifft. 

Zur L6sung dieser Aufgabe benützen wir die folgende Construction.' 
1st X der auf dem Grundkegelschnitt beliebig gewahlte Punkt (Fig. l), 

so projiciren wir die Hauptpunkte 01, O,, O3 BUS X auf den Griindkegel- 
schnitt nach X i ,  Xp, X3. Das derart erhaltene Punktentripel bildet ein 
Dreieck, welches mit dern Hai~ptdreieck O, 0, O, im Centrum X perspectivisch 
ist. Die Perspectivitatsaxe x schneidet den Grundkegelschnitt in den Bildern 
X', X" der gesuchten Tangentialpunkte, welche auf der Plancurve C,' das 
Bild x des auf dern Grundkegelschnitt gewghlten Punktes X begleiten. Die 
Construction dor x-Geraden zeigt nachstehendcs Schema: 

I I  I I  ( 1 4 x 3 1 ,  IO,O,I)=4z, (I%X3I, IO203O=&. 

Das Punktentripel &1&2&3 liegt auf der bezeichneten x-Geraden. 

5. Verbindet man die beiden Punktenelemcnte eines XIX"-Paares  durch 
eine z-Gerade, so erhalt man ein System von Strahlen; deren Enveloppe 
ist die D i r e c t i o n  s c u r v e  des symmetrischen Systcms. Da dieses System 
(2) vom vierten Grade k t ,  so istx* die Directionscurve v i e r t e r  C l a s s e  
mit dem vorlaufigen Symbol D4.  

6. Um liber das Wesen der Directionsciirve klar zu werden, mlissen 
wir  die x - Geraden , deren Gesammtheit wir als ,,Secantenclystem bezeichnen 
koiinen , weil jede x - Gerade ftir den Grundkegelschnitt als eine Secante gilt, 
nalier in Betracht ziehen. (Fig. 2.j 

Die 2-Geraden konnen in Rezug auf den Grundkegelschnitt eigentliche 
und uneigentliche Secanten sein, je nachdem das betreffende X'XB'-Puiik- 
tenpaar reell oder imaginar auftritt. Geschieden werden beide Secanten- 
hdften durch jene Elemente, ftir welche in  den Punktenpaaren X ' X "  eine 
Coincidenz eintritt, so dass also die x-Gerade zur Tangente des Grund- 
kegelschnitts wird. Es  ist einleuchtend, daas dieser Fa11 dann eintritt, 
wenn auf der Plancurve CG4 eine Doppeltangente stattfindet. Den Berühr- 
uiigspunkten ciner Doppeltangcnte der Plancurve entsprechen aber bekannt- 
lich die Endpunkte einer Sehne p des Grundkegelschnitts, in welchen End- 
punkten dieser letztere von einem Kegelschnitt doppelt berührt wird, der 
dem Hauptdreieck 0, 0,0, umschrieben ist und das Bild der betreffenden 
Doppeltangente ist. Hieraus folgt der Sa t i :  J e  d e  m E n  d p u  n k t e e i n e  r 
p-Sehne  e n t s p r i c h t  i m  S e c a n t e n s y s t e m  d i e  T a n g e n t e  i m  a n d e r n  
E n d p u n k t e  d i e s e r  S e h n e  d e s  G r u n d k e g e l s c h n i t t s  i n v o l u t o r i s c h .  

* E. Wegr ,  Elemente d.  project. Geometrie, II. Heft S. 130. 
** E. We y r ,  Curvenlehrc, S. 14. 
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Es ist bekannt, dass es in  einer Plancurve CG4 vier Doppeltangenten 
giebt, welchen a m  Grundkegelschnitt vier p - Sehnen entsprechen , die man 
linear construiren kanu.* 

7. Beachtet man,  dass ein Verzweignngsstrahl eines Doppelpiinktw der 
Plancurve C64 eine Curventangente vorstellt, bei welcher die beiden Tan- 
gentialpunkte sich in dicsem Doppelpunkte vereinigen; berücksichtigt man 
weiter, dass da, Bild des betreffenden Doppelpunktes in  die beiden Kacli- 
barpunkte A ,  A' der eiitsprechenden Seite des Hauptdreiecks 0,0,0, ncr- 
fRlit, so sieht man ohne Schwierigkeit ein, dass jedem der beiden Verzwei- 
gungsponkte eines Hauptpunktes (d. s. die Berührungspunkte VI V' der ans 
diesem Hauptpunkte an den Grundkegelschnitt gezogenen Tangenten) die gegen 
überliegende Seite des Dreiecks O, 0, O, identisch als ein Element des $-Se-  
cantensystems entspricht, woraiis der Satz folgt,: D i e  S e i t  e n  d e s  Haiip t -  
d r e i e c k s  0,0,0, s i n d  D o p p e l t a n g e n t e n  d e r  D i r e c t i o n s c u r v e  D,. 

8. Man kann sehr einfach die Berührungspunkte BI B' dieser als Doppel- 
tangenten fungirenden Seiten des Hauptdreiecks O, O2 0, ermitteln. Die Modi- 
fication der Construction in (4) drückt sich folgend aus: Projicirt man nam- 
lich einen Verzweigungspunkt V eines Hauptpunktes aus den beiden andereu 

. Hauptpunkten abermals in den Grundkegelschnitt, so schncidet die Verliin. 
dungslinie der zwei sich ergebenden Projectionspunkte die dem hezüglichen 
Hauptpunkte gegenüberliegcilde Dreiecksseite in  einem Bcrührpunkto der- 
selben mit der Directionscurve. Analog ist die Construction fur den zweiten 
Berührpunkt. 

9. Weil eine Doppelpunktstangente in dem Doppelpunkte einen der 
Nachbarpunkte des letzteren mit einem der Taugeiitialpunkte der ersteren 
vereinigt , der jedoch, wie bekannt, au€ dem andern Curvenzweige siel: 
Lefindet, so resultirt der Satz: D i e  D i r e c t i o n s c u r v e D ,  d u r c h s e t z t  dei:  
G r u n d k e g e l s c h n i t t  i n  d e n  s e c h s  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e n  A d e r  
S e i t e n  d e s  H a u p t d r e i e c k s  0,0,0, u n d  d e s  G r u n d k e g e l s c h n i t t s .  

In  jedem dieser sechs Durchschnittspunkte A ,  A', welche in Paareo 
die Bilder der Nachba.rpunkte der Currendoppelpunkte sind, zieht eine Tan- 
gent.e der Directionscurve, welche als Strahl des homologen Hauptpunktes 
iin Dreieckc O, O,(), den Grundkegelschnitt m m  andern Malo in d e m  Bilde 
d e s  T a n g e  n t i a l p u  n k  t e s der betreffenden Doppelpunkt,stangente trifft. 
Denn man halte sich die constructive Beziehung in (4) vor Augen: Wir 

suchen die x-Secante eines der beiden Nachbarpunkte A ,  A'; eine kurze 
Ueberlegung zeigt, dass die Secante die Verbindungslinie des andern Nachbar. 
punktes mit dern jener Dreiecksseite, welche das Paar  88' aus dem Grund- 
kegelschnitt schneidet, gegenüberliegenden Hauptpunkte sein muss. 

* Ueber biquadratische Involutionen etc. von E. Wey r. Sitxuogsber. d. ksis. 
Akad. d .  Wissensch. in Wien, 81. Bd. S. 1015. 
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10. Eine Inflexionstangente der Plancurve CG4 reprasentirt eine Coinci- 
denz von drei Punktenelementen. Am Grundkegelschnitt ist  bekanutlich das 
Bild einer solchen Wendetangente jener Kegelschnitt, der den ersteren oscu- 
lirend in dem Bilde des Inflexionspunktes berührt und dem Hauptdreieck 
nuischrieben ist,  wofür es sechs Losungen giebt.* Darnach ist anzunehmen. 
dass, weil hier ein Zusammenfall eines der beiden Tangentialpunkte mit 
dem Rerührpuukte auf der Curve statthat,  die L)irectionscurve den Grund- 
kegelschnitt (Fig. 4) aueh in diesem Bilde T des nicht coincidirenden andern 
Tangentialpuuktes der Iuflexionstangente durchsetzen muss und dass wieder 
die Tangente i in  diesem Punkte,  als ein Element des x-Secantensystems, den 
Grundkegelschnitt in einem zweiten Punkte J sehueidet, der bildlich den Re- 
riihrpunkt der Inflexionstangente mit dern andcrn Tangentialpunkte vereinigt. 
Dieser letztere Schnittpunkt J ist somit das Bild eines Inflexionspunktes der 
Planciirve C;. Das Ergebniss dieser Untersuchung folgert den Satz: D i e  
D i r e c t i o n s c u r v e  d u r c h s e t z t  d e n  G r u n d k e g e l s c h n i t t  i n  w e i t e r e n  
sechs P u n k t e n ,  w e l c h e  d i e  B i l d e r  d e r  T a n g e n t i a l p u n k t e  v o n  
den s e c h s  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  s i n d .  D i e  T a n g e n t e n  i n  d i e s e n  
S c h n i t t p u n k t e n ,  a l s  E l e m e n t e  d e s  z S e c a n t e n s y s t e m s ,  t r e f f e n  
den G r u n d k e g e l s c h n i t t  i n  d e n  R i l d e r n  d e r  B e r i i h r u n g s p u n k t e  
der s e c h s  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  a u f  d e r  P l a n c u r v e  v i e r t e r  O r d -  
nung. 

I l .  Die vorliegende Directionscurve D, besitzt nach (7 )  drei Doppel- 
tangenten, weshalb die Ordnung derselben nach der bekannten S t e i n e r  - 
schen Formel (Gesammelte Werke II, S .  495) als die Maximalzahl 4(4- 1) 
- 2 . 3 = 6  resultirt und somit allgemein das definitive Symbol dieser Curve 
angeschrieben wird : Dd6. 

Das gleiche Resnltat in Bezug der Ordnung der Directionscurve findet 
sich aber auch, wenn wir die Ergebnisse in  (9) und (10) berucksichtigen, 
wonach diese Curve den Grundkegelschnitt in zusammen hochstens zwdf  
Punkteu durchsekat: '2 = 6.** 

2 
12. Die Anzahl der Doppelpunkte nnserer Directionscurve ist nach den 

gepdogenen synthetischen Untersuchungen = 3. Da die Maximalzahl von 
Doppelpiinkten in eiuer Plancurve sechster Ordnung (S a l  rn O n - P i e  d l e r  , 

Hohere ebene Curven, Art. 42) (' - 1'(6-2) = 10 ist,  so ergiebt sioh das a 
Geschlecht: 10 - 3 = 7, d. h. die Directionscurve D4'j ist keine Unicursal- 
curve (Ca y 1 e y). 

13. , E i n e  D e g c n e r a t i o n  d e r  C l a s s e n z a h l  d e r  D i r e c t i o n s  
curve  um j e  e i n e  E i n h e i t  f i n d e t  f ü r  j e d e  B e r ü h r u n g  e i n e r  d e r  
Se i ten  d e s  H a u p t d r e i e c k s  0,0,0, m i t  d e n i  G r u n d k e g e l s c h n i t t  
s t a t t . "  

"lüc k e r ,  Algebr. Curven, S. 208. 
** Uurége ,  Curven dritter Ordnung, Art. 138. 
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Das vorstehende Gesetz zeigt, dass insbesondere für  eine ebene Curve 
vierter Ordnung mit z w e i  S p i t z  e n  vom Symbol Cd4 die Directionscurve ein 
K e g e l s c h n i t t  is t ;  weiter ist zu ersehen, dass fiir eine Plancurve C> 
mit d r e i  S p i t z e n  das Syst,em der Tangentialpunkte suf ihr e i n e  a l l -  
g e m e i n e  q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n *  i s t ,  welche sich auf dem Grund- 
kegelschnitte selbstverst%ndlich central abbildct, wo ihr Ccntrum offenbar 
das Bild des gemeinsamen Schnittpunktes der drei Spitzentangenteu der 
Plancorve Cs4 kt .  KY ist  klar, dass diese Involution auf der Plancurve 
durch ein Kegelschnittbüschel erzeugt wird,  dessen vier Basispunkte die 
clrei Rilckkehrpuukte der Curve und der gemeinsame Schnittpuukt der drei 
Spitzentangenten sind. Jedes Individuum dieses Rüschels hat mit, der Plan- 
curve vierter Ordnung bekanntlich 2 . 4  = 8 Punkte,  von denen jedoch sechs 
durch dia drei Rückkehrpunkte absorbirt wcrden, gemein; eomif trifft es 
die Plancurve C34 noch i n  einem Elementenpaare der allgemeinen quadra- 
tischen Involution und bildet sich auf dem Grundkegelschnitt als ein Strahlen- 
element der centralen Involution a b ,  wo es als Element des x-Secanten- 
systems (6) das Bild jenes Punktenpaares der allgemeinen Involution aus- 
schneidet. Eine einfache geometrische Ueberlegung zeigt, dass diese letztere 
Involution auf dem Grundkegelschnitte i m m e r e 11 i p t i s c h  sein muss , also 
k e i n ~  rccllen Doppclelement,o aufwcisen kann. Wir kommen spster auf den 
ersteren Fa11 nochmals zurück. 

14. Wenn man eine Directionscurve D,6 des absoluten symmetrischeii 
Systems der Tangentialpunkte von einer ebenen Curve C,4 voraussetzt, 60 

kann man immerhin die p o l a r r e c i p r  O k e  C u r v e  Dt construiren. Dieselbe 
stellt sich (Fig. 3 u. 5) als geometrischer Ort der Pole der einzelnen x-Secanten 
(6) heraus. Dual den Eigenschaften der Curve D,= stehen jene der Curve 
Ilg4 gegentiber und insbesondcre werden dic Pole 6 der Seiten des Hanpt,- 
dreiecks 0, 0,0, als Doppelpunkte der letzteren Curve auftreten müssen. 
Der Construction der Berührungspunkte B, B' einer Doppeltangente der Curve 
D,6 nach (8) wird jene der Doppelpunktstangenten b, b' der Curve DG polar 
gegentiberstehen: Wir  brauchen nur den Pol ü der Verbindungslinie der beiden 
bezeichneten Projectionspunkte eines Verzweigi~ngspunktes V zu ermitteln, 30 
zieht durch den diesem Veraweigungspunkte zugeordneten Doppelpunkt der 
Curve DG4 desscn eine Tangente b etc. 

15. Bus den gesammten bisher angestellten Untersuchungen erhalt der 
nachstehenùe Satz als Ergebniss derselben seine Sanction (Fig. 2-5): 

D i e  D i r e c t i o n s c u r v e  D,fi a l s  D i e  D i r e c t i o n s c u r v e  Dti4 A I S  
E n v e l o p p e  d e s  a b s o l u t e n  s y m -  O r t  d e s  a b s o l u t e n  s y m m c t r i -  
r n e t r i s c  h e n  P u n k t e n s y s t e m s  s c h e n  T a n g e n t e n s y s t e m s  vier-  
v i e r t e n  G r a d e s  e i n e r  P l a n -  t e n  G r a d e s  e i n e r  P l a n c n r v e  
c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g ,  w e l -  v i e r t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e s  Sy- 

E. W e y r ,  Ueber biquadratieche Involutionen etc., S. 1020. 
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ches S y s t e m  a u f  e i n e m  G r u n d -  
k e g e l s c h n i t t e  a b g e b i l d e t  e r -  
s c h e i n t ,  i s t  h o c h s t e n s  v i e r t e r  
Classe u n d  s e c h s t e r  O r d n u n g ;  

aie h a t  m i t  d e m  G r u n d k e g e l -  
schni t te  a c h t  g e m e i n s c h a f t l i c h e  
T a n g e n t e n ,  w e l c h e  d i e s e n  i n  
D o p p e l e l e m c n t e n  e r s t e r  A r t  
b e r ü h r e n  u n d  d i e  B i l d e r  d e r  
R e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  v i e r  
D o p p e l t a n g e n t e n  d e r  P l a n -  
curve s i n d ;  

s ie  h a t  m i t  d e m  G r u n d k e g e l -  
s c h n i t t e  s e c h s  g e m e i n s c h a f t -  
l iche P u n k t e ,  w e l c h e  d i e  V e r -  
z w e i g u n g s e l e m e n t e  d e r  D o p -  
p e l p u n k t e  z w e i t e r  A r t  s i n d ;  
diese l e t z t e r e n  s e l b s t  e r g e b e n  
sich a l s  S c h n i t t p u n k t e  j e n c r  
Sehnen ,  d i e  i n  d e n  V e r z w e i -  
g u n g s p u n k t e n  d i e  D i r e c t i o n s -  
curve t a n g i r e n ,  d e n  G r u n d -  
k e g e l s c h n i t t  z u m  a n d e r n  M a l e  
s c h n e i d e n ,  u n d  s i e  s i n d  d i e  
Bilder  d e r  s e c h s  I n f l e x i o n s -  
punkte  d e r  P l a n c u r v e ,  w a h -  
rend  d i e  V e r z w e i g u u g s p u n k t e  
die T a n g e n t i a l p u n k t e  d e r  e n t -  
s p r e c h e n d e n  I n f l e x i o n s t a n g e n -  
t en  auf d e m  G r u n k e g e l s c h n i t t e  
abbilden; '  

s ie  h a t  w e i t n r  n o c h  d i e  s e c h s  
P u n k t e  d e r  d r e i  N a c h b a r p u n k -  
t e n p a a r e ,  w e l c h e  a l s  B i l d e r  d e r  
D o p p e l p u n k t e  d e r  Y l a n c u r v e  
das H a u p t d r e i e c k  0,0,0, a u f  
d e m  G r u n d k e g e l s c h n i t t e  h e r -  
a u s s c h n e i d e t ,  m i t  d i e s e m  g e -  
m e i n s c h a f t l i c h  u n d  w i r d  i n  

s t e m  a u f  e i n e m  G r u n d k e g e l -  
s c h n i t t e  a b g e b i l d e t  e r s c h e i n t ,  
i s t  h o c h u t e n s  v i e r t e r  O r d n u n g  
u n d  s e c h s t , e r  C l a s s e ;  

s i e  h a t  m i t  d e m  G r u n d k e g e l -  
s c h n i t t e  a c h t  g e m e i n s c h a f t l i c h e  
P u n k t e ,  w e l c h e  d i e  D o p p e l e l e -  
m e n t e  e r s t e r  A r t  s i n d  u n d  d i e  
B e r i i h r u n g s p u n k t e  d e r  v i e r  
D o p p e l t a n g e n t e n  d e r  P l a n -  
c u r v e  a b b i l d e n ;  

s i e  h a t  m i t  d e m  G r u n d k e g e l -  
s c h n i t t e  s e c h s  g e m e i n s c h a f t -  
l i c h e  T a n g e n t e n ,  w e l c h e  i h n  i n  
d e n  V e r z w e i g u n g s e l e m e n t e n  
d e r  D o p p e l p u n k t e  z w e i t e r  A r t  
b e r t i h r e n ;  d i e s e  l e t z t e r e r i  
s e l b s t  e r g e b e n  s i c h  a l s B c r ü h r -  
u n g s p u n k t e  j e n e r  T a n g e n t e n ,  
d i e  v o n  d e m  B e r i i h r u n g s p u n k t e  
e i n e r  V e r z w e i g u n g s t a n g e n t a  
a u f  d e r  D i r e c t i o n s c u r v e  z u m  
a n d e r n  M a l e  a n  d e n  G r u n d -  
k e g e l s c h n i t t  z i e h e n ,  u n d  s i e  
s i n d  d i e  B i l d e r  d e r  s e c h s  I n -  
f l e x i o n s p u n k t e  a u f  d e r  P l a n -  
c u r v e ,  w g h r e n d  d i e  B e r ü h r -  
i i n g s p u n k t e  d e r v e r z w e i g u n g s -  
t a n g e n t e n  d i e  T a n g e n t i a l -  
p u n k t e  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  
I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  a u f  d e m  
G r u n d k e g e l s c h n i t t e  a b b i l d e n ;  

s i e  h a t  w e i t e r  n o c h  d i e  s e c h s  
T a n g e n t e n  d e r  d r e i  N a c h b a r -  
p u n k t e n p a a r e ,  w e l c h e  a l s  B i l -  
d e r  d e r  D o p p e l p u n k t e  d e r  P l a n -  
c u r v e  d a s  H a u p t d r e i e c k  O,0,0, 
a u f  d e m  G r u n d k e g e l s c h n i t t e  
h e r a u s s c h n e i d e t ,  m i t  d i e s e m  
g e m e i n s c h a f t l i c h  u n d  w i r d  v o n  

* Vergl. hierüber E. W ey r  '8 Curvenlehre, S. 13. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



278 Ueber Jaa System der Tangentiàlpunkte etc. 

d i e s e n  P u n k t e n  v o n  G e r a d e n  d i e s e n  T a n g e n t e n  i n  P u n k t e n  
b e r i i h r t ,  d i e  a l s  S e h n e n  d e s  b c r t î h r t ,  v o n  w e l c h e n  zum an-  
G r u n d k e g e l s c h n i t t s  z u m  a n -  d e r n  M a l e  a n  d e n  G r u n d k e g e l -  
d c r n  M a l e  d a s  B i l d  d e s  e i n e r  s c h n i t t  e i n e  T a n g e n t e  zieht ,  
D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e  a n g e -  d i e  a u f  i h m  d a s  B i l d  d e s  e iner  
h o r i g e n  T a n g e n t i a l p u n k t e s  a n -  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e  a n g e -  
g e b e n .  h o r i g e n  T a n g e n t i a l p u n k t e s  a n -  

g i e b t .  

II. 
Linearconstruct ion d e r  M e x i o n s e l e m e n t e  einer Unicursal-Plancurve 

vier ter  Ordnung m i t  s w e i  Rückkehrpunkten.  

16. Es  ist bekannt, dass eine ebene Curve vorbezeichneter Art vierter 
Classe is t  und das Symbol C44 erhslt. Man weiss aber auch, dass die Ab- 
bildung einer solchen Curve auf einem Grundkegelschnitt geschieht, der die 
Eigenschaft hat , dass zwei Seiten des Hauptdreiecks 0,0, O3 ihn berühren. 
Schneidet die dritte Seite des Hauptdreiecks den G~undkegelschnitt nicht, so 

is t  der entsprechende Doppelpunkt der Plancurve C,4 ein ,,Einsiedleru (isolirter 
Punkt) und diese Curve besitzt dann nur e i n  P a a r  r e e l l e  In f lex ionen .  

I n  (13) haben wir nachgewiesen, dass das System der Tangentialpunkte 
auf dern Grundkegclschnitt als e i n  s y m m e t r i s c h e s  E l e m e n t e n s y s t e m  
z w e i  t e  n G r a d e s  abgebildet wird und demnach dessen Directionscurve als 
ein Kegelschnitt erscheint , den wir den D i r e c t  i o n s  k e g e l  s c h n i  t t nennen. 

17. Die Construction in (6) Iasst uns immer füiif beliebige Bestimrnungs. 
btücke des Directionskegelochnitts finden, mit deren Hilfe dieser als voll- 
kommen bestimmt erscheint, und nach einer bekannten Conetruction* laseen 
sich dann d i e  b e i d e n  e i n z i g  r e e l l e n  S c h n i t t p u n k t e  Tl T', welche 
zwischen dern Grund- und dern Directionskegelschnitt stattfinden, linear 
ermitteln. Die Punkte T, T' sind aber nach dern Haupteatze (15) links die 
Rilder der Tangentinlpunkte von den beiden Inflexionstangenten der Plan. 
curve Cd4, deren Berührungspunkte man nach diesem Satze bekommt, wenn 
man in dcu Punkten Tl Tt dit: Tangenten an den Diroctionskegelschnitt 
construirt, welche als Elemente des z -  Secantensystems (6) die Bilder dieser 
Berührungs - (Inflexions-) Punkte auf dern Grundkegelschnitt in J J' hcraus- 
schneiden. 

18. VerrnGge der Beziehung i n  (y), dass die Seiten des Hauptdreiecks 
0,0,0, die allgemeine Directionscurve als Doppeltangenten berühren, erhalten 
wir die betreffenden Seiten o,v3 (Fig. 6), die wir als jene den Grundkegel- 
schnitt in  'V;, V2, tangirenden der Voraussetzung gemass annehmen, wie 
leicht eingesehen wird, als einfache Tangenten des Directionskegelschnitts. 

H. S c h r 6 t  e r ,  Theoric der Eegelschnitte etc., S. 375. 
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Die Berührungspunkte BI, B, des Hauptseitenpaares o , o ,  ergiebt die Con- 
struction in (8). 

19. Bekanntlich befinden sich coaxial auf der Dreiecksscite O$, welche 
die Hauptpunkte O,, enthhlt, zwei Involutionen, deren eine durch die 
Punkte O,,  0, als Asymptotcnelemento und deren andcrc durch den Grund- 
kegelschnitt hervorgerufen werden. Bestimmen wir die gemeinsamen Asy mp- 
totenelernente 12, l', dieser beiden Involutionen.' Die Verbindungslinie 1 O ,  c21 
i,t, wie man sich ohne Schwierigkeit tiberzeugen wird, eine gemeinschaft- 
liche Polare und der Punkt  f ,  ein gemeinschaftlicher Pol der beiden Kegel- 
schnitte:\Grund- und Directionskegelschnitt. Durch den Pol c', ziehen die 
beiden Verbindungslinien 1 PIE Vz3 1, 1 BI B, 1. 

20. Gelegentlich der Construction des Beriihrungspnnktenpaares B,B, 
in (18) mussten die Verzweigungspunkte T', , der Hauptpunkte O,, 0, 
aus dern dritten Hauptpunkte O, nach V',,, Vz3 auf den Grundkegelschnitt 
p j i c i r t  werden. Zieht man in diesen Projectionspunkten die Tangenten 
an den Grundkegelschnitt, so schneidet aich die Tangente in l",, mit der 
Geraden 10, Vz31 in einem Punkte M und ebenso erhalt man einen zweiten 
Punkt N aus dem Schnitte der Tangente in Vf2, mit der Geraden 10, V,,I. 

Die Verbindungslinie 1 MN1 gkht durch den Pol f, und ist e i n e g e - 
ni e ins  cha  f t l i c  h e S e c  a n  t e der beiden betrachteten Kegelschnitte. Bus 
diesem Grunde sind die Schnittpunkte Tl Tt, welche die Gerade 1 M NI auf dem 
Grundkegelschnitt hervorbringt, das i n  (17) bezeichnete Bildpunktenpaar der 
Tangentialpunkte von den zwei reellen Inflexionutangenten der Plancurve Cd4. 

21. Die Construction der Tangenten in den gefundenen Punkten T, T' 
an den Directionskegelschnitt kann suf bekannte Weise** linear durchgeführt 
werden. H6chst einfach aber erhalten wir die zweiten Schnittpunkte J, J' 

dieser Tangenten mit dem Grundkegelschnitte folgendermassen: 
Die Verzweigungstangenten 1 0, V', 1, 1 0, V', 1 treffen die gegenüber- 

liegenden Dreiecksseiten olos in  dem Punktepaare AIL,. Sucht man den 

80 gehb'rt derselbe der gerneinschaftlichen Polaren 1 O,{,/ als Punktelement 
an. N u n  t r e f f e n  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  lT0( u n d  IT'O d e n  G r u n d -  
k e g e l s c h n i t t  i n  d e n  B i l d e r n  J', J d c r  b e i d e n  I n f l e x i o n s p u n k t e  
der R e u m c u r v e  Ct. Die Verbindungslinien 1 T J I ,  1 T 'J ' I  sind die Tangenten 
des Directionskegelschnitts in den Punkten ï', T' und treffen sich gemeinsam 
auf der Polaren (O,[, 1 a h  Elemente des x -  Secantensystems. Gleichzeitig ist zu 
bernerken dass die Verbindungslinie I J J ' J  ebenfalls durch den Pol f, geht. 

22. Wir haben in dem bisher betnchtcten Fallo eine Curve Cd4 vor- 
ausgesetzt, in welcher die beiden Rückkehrpunkte als solche angenommen 
wurden, dass die Plancurve ,,Spitzenu' bildet. E s  ist aber auch der Fa11 

* T h .  Reye,  Geometne der Lage 1, S. 141. 
** Schro te r ,  Theorie der Kegelschnitte, S. 100. 
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bemerkbar, wo einer der RUckkehrpunkte einen B e r  ü h  r u n  g s k n  O t e n vor- 
stellt und die Curve einen ,,Schnabelu formirt.* Um die Beziehungen dies- 
falls vorzustellen, muss das Hauptdreieck des Grundkegelschnitts eine ent- 
sprechende Transformation erfahren. 

Denken wir uns (Fig. 7) etwa die beiden Seiten O,, O, des Haupt- 
dreiecks 0,0, O9 im Zusammenfall, so muas offenbar die dritte Seite O, i ~ !  
dem Coincidenzhauptpunkte O,, hindorchgehen, wiihrend die Hauptseite O,, 

die beiden Hauptpunkte 0,,0, enthiilt. Der Hauptpunkt O, bildet dann 
als homologer Punkt  des Hauptpunktes O,, in der Plancurve vierter Ordnung 
im allgemeinen Falle einen Berührungsknoten, welcher, sofern derselbe 
Bückkehrpunkt ist ,  in  der Plancurve einen Schnabel formt. Dieser Pal1 
tritt  ein, sobald der Grundkegelschnitt die Gerade o13 bertihrt. 1st gleich- 
zeitig eine Tangention der Geraden O ,  am Grundkegelschnitt vorhanden, so 
wird die Plancurve eine solche vom Symbol Cd4 mit cincm Schnabel in O, 
und einer Spitze in  O,,. 

23. Die Prage nach den Inflexionen der Plancurve C44 kann nur wieder 
durch die diesbetreffende Directionscurve des auf dem Grundkegelschnitt 
abgebildeten Tangentialpunktensystems erledigt werden. Behufs dessen habeii 
wir zunhchst die Modification zu studirèn, welche die Construction in (4) 
erfahrt. 

Ein beliebiger Punkt  X des Grundkegelschnitts wird aus den beiden 
Hauptpunkten O,,, O, nach X , 3 ,  X, projicirt. Da in XIJ ein Punktenpaar 
in  Coincidenz is t ,  so ist die Verbindungslinie seiner Elemente offenbar Tan-  
g e n t e  a n  d e n  G r u n d k e g e l s c h n i t t ,  welche die Hauptseite O, in 5, trifft. 
Ebenso vcreinigt die Verbindungslinie 1 X13X, 1 zwoi zusammenfallende Ge- 
raden 1 XI X, l, 1 X, X ,  l ,  welche die Coincidenzhauptseite O,, in dem Coinci- 
denzpunkte 4, trifft. Die Verbindungslinie 1 tis kz 1 = z ist nun ein Element 
des Secantensystems (6) und trifft den Grundkegelschnitt in  dem Punkten- 
paare X'X". 

Wir mussen uns somit einen Kegelschnitt vorstellen, welcher den Grund- 
kegelschnitt im Punkte X einfach berührt und in den Punkten X', X" durch- 
schneidet , der tiberdies die Hauptpunkte O,, , 0, enthblt , und weil O,, eine Co- 
incidenz bildet, so wird dieser Kegelschnitt in diesem Punkte von der Haupt- 
seite O, berührt. D a s  B i l d  d i e s e s  K e g e l s c h n i t t o s  i s t  e i n e  Tangente 
d e r  P l a n  c u r  v e  (72, deren Berührungspunkt das Bild des Punktes X und 

deren Tangentialpunkte die Bilder der gefundenen Punkte X', X" sind. 
24. Auch in dem vorgelegten Falle bilden die Paare X', X", wie in 

(16), ein symmetrisches Elementensystem xweiten Grades, welchen tlls Um- 
hüllte der x-Geraden ein D i r e c t i o n s k e g e l s c h n i t t  zugehort. Dieser 
Kegelschnitt hat die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass er den Grundkegel- 
schnitt i n  seinem dreifachen Verzweigungspunkte V,,, der Hauptlinie 

* S a l m o n - F i e d l e r ,  H6here Plancurven, S. 55. 
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os c u l i  r t .  Hierans muss gefolgert werden , dass die betreffende Plancurve 
C,4 nur e i n e  e i n z i g e  I n f l e x i o n  aufweist. 

25. Fiir die Fixirung des Directionskegelschnittes durch fünf Elemente 
ist nach dem Vorhergegangenen genügendes Mateiial vorhanden. Erstlich 
kennen wir den Osculationspunkt und dessen Tangente, die Hauptlinie 
O,,;  ausserdem wissen wir nach (18), dass die Hauptlinie O, eine Tangente 
des Kegelschnitts ist , deren Berührungspunkt M gefunden wird, wenn man 
den Verzaeigungspunkt VJ2 des Ilauptpunktes O, aus dem Hauptpunkte O , ,  
nach W auf den Grundkegelschnitt projicirt, dessen Tangente dann die 
Hauptlinie O, in M trifft etc. 

Der Punkt T, welcher dem Grund- ~ o w i e  dem Directionskegelschnitt 
gemeinschaftlich i s t ,  kann also jedenfalls* linear construirt werden. Am 
einfachsten wird jedoch derselbe nachfolgend erhalten: 

.Die v o r h i n  g e d a c h t e  T a n g e n t e  lWMI u n d  d i e  V e r b i n d u n g s -  
l inie  jO,Vl,I h a b e n  e i n e n  P u n k t  O g e m e i n s a m ;  d i e  G e r a d e  (Vl,,O1 
t r i f f t  d e n  G r u n d k e g e l s c h n i t t  i n  T." 

26. Nach den bisherigen Erlauterungen und mit Bezug insbesoudere 
des Hauptsatzes in (15) ist der Punkt  T das Rild des Tangentialpunktcs der 
einzigen Inflexionstangente auf der Plancurve C44. E s  handelt sich also 
nur noch um die Fixirung des Bildcs J von jenem Punkte,  in welchem die 
Wendetangente die Plancurve beriihrt. Hierzu verwenden wir einfachst die 
von S c  h r  6 t e r  ** angegebene Construction: 

Die Verbindungslinie 1 TM1 schneidet O,, in  G; die Linie 1 VlT3 0 1 trifft 
O, in einem Punkte F; nun suche man den Schnitt: 

( IFGI ,  l ~ , 2 s M l )  = H m  
Die Gerade IHTJ erzeugt zum andern Nale auf dem Grundkegelschnitt 

dcn verlengten J-Punkt .  Dass die Gerade ein Element des z-üecanten- 
systems sein muss, ist unschwer einzusehen. 

27. Die vorstehenden Constructionen der beiden zuletzt behandelten 
Aufgaben sind vollstiindig l i n  e a r  durchgeführt , ohne dass also die betref- 
fende Directionscurve eingezeichnet werden muss. 

Unseres Wissens is t  eine Linearconstruction von Inflexionselementen 
einer ebenen Curve vierter Ordnung bisher nicht publicirt worden. 

* S t a u d i g l ,  Neuere Geometric, S. 213. 
* Theorie der Kegelschnitte, S. 101. 
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XVI. 

Ueber die Osculationskreise bei Kegelschnitten. 

Von 

Dr. A. WEILEB 
ln Ztinoh. 

Hierzu Taf. IX. 

Dri t te  Mittheilnng. 

15. 1st der beliebige Kegelschnitt Ji2 durch den Punkt  P seiiier Tan 
gente t iind I ie drsi weiteren Punkte A ,  B, O gegeben, so lassen sich 
seine A x e n  in folgender Weise finden. Man construire nach Nr. 2 mit 
Fig. 7 den Osculationskreis pz bei P iind schneide denselben mit den Ge 
radcn P A ,  PB in A', B'. Indem man den Schnittpiinkt von A B  mit A'B' 
mit P verbindet, entsteht eine gewisse Gerade s,. Nach Nr. 1 a) sind die 
Halbirungslinien g, h der von den beiden Geraden t und s, gebildeten Winltel 
mit den Axen von k2 parallel (und es schneiden sich pz und s, in den 
Punkten P und P,). Die nicht i n  P fallenden Schnittpunkte von g und il 

mit p" G' und H f ,  sind die Mitten der zwei durch P und Po begrenzten Bogen 
von pz. Ihnen entsprechen beziiglich der zwischen p2 und k-estehenden 
PerspectivitLt vom Ccntrum P und der Axe s, die (zweiten) Schnittpunkte 
G, H von g, h mit k2. Hierauf sind die Axen z, y die Mittelsenkrechten 
der Strecken PG,  PH; der x und y gemeinsame Punkt  ist  der Mittelpunkt 
M von k2. 

Um die in  die Axe r (oder y) fallenden S c h e i  t e l  des Kegelschnittev 
k 2  zu erhalten, schneide man x mit t in T und fslle aus P auf x die Senk- 
rechte (g, bezüglich 72.) vom Fusspunkte P'. Uann sind M der Mittelpunkt 
und P' mit T ein Paar  derjenigen Punktinvolution i n  x ,  dercn Doppel- 
punkte X , ,  X,  die gesuchten Scheitel sind. 

16. Ein specielier Fa11 der allgemeinen in Nr. 6 mit Fig. 14 gegebeuen 
Construction ist die von S t e i n e r  (Werke II, S. 341; C r e l l e ' s  Journal 
XXX, S. 27 1,  1845) erwiihnte. 

Dcr Kegelschnitt k2 werde als E l l i p s e  voraiisgesetzt und es seien 
dessen vier Tangenten t ,  a, 6, O ,  welche eiu Rechteck bilden sollen, be- 
kannt. Der Beruhrungspunkt der Tangente t sei Pl ra die Normale dieees 
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Punktes (Fig. 25). Die Schnittpunkte der parallelen Tangenten a ,  b mit t 
seien A", B", ebenso mogen a ,  b die mit t parallele Tangente O in A,  B 
schneiden. Die Senkrechten a,, b, aus A", B" auf P A ,  PB gefiillt, wer- 
den n in Cien zwei Punkten A'", B"' treffen. Darauf sind i n  gewohnter 

K 
Bezeichnung A", B", P in t und A"', B"', - in ra tihnliche Reihen; der 

2 
K 

Punkt - ist die Mitte zwischen P und dem Centrum K des Osculations- 
2 

kreises pa. 
Bezeichnet man die Lsngen der Strccken PA", PR", AB"= BB" 

a2 B" 
durch die Buchstaben u ,  f i ,  y, so findet man PA"'= - 7 PB"'= - r  

'7 aB 
Y Y 

PI= -. - Fallt man - aus A" auf PB die Senkrechte, so wird sie n 
J Y  

ff B in einem Punkte N schneiden, welcher von P um die Lange P N  = - 
Y 

entfernt ist. Derselbe Punkt N entsteht auch als Schnittpnnkt von n k i t  
der aus B" auf PA gefallten Senkrechten. - Die so construirten Punkte - 

und N der Normalen n liegen orthogocal-symrnetrisch zu der Tangente f. 
2 

Der dem Rechteck ABA"B" umschriebene Kreis vom Centrum M ist 
der Ort derjenigen Punkte, aus welchen a n  die Ellipse rechtwinklige Tan- 
gentenpaare gelegt werden kihnen. Um N beschreibe man den durüh P 
gehenden Kreis; derselbe wird den Kegelschnitt k2 in P berlihren und einen 

Radius von der Lange - haben. E s  zeigt sich, dass für diese Kreise M 
Y 

und N das Quadrat der Centrallinie gleich ist der Sunime der Quadrate der 
Radien, dass sich somit die beiden Kreise rechtwinklig schneiden. 

Der Kreis N hat auf lz die Strecke PD zum Durchmesser. Dabei 
steht Bf'D auf der Verbindungslinie von P mit der Mitte A, von AA" 
senkrecht. Aus der für die Kreise M und N nachgewiesenen Eigenschaft 
folgt, dass die Punkte P und D in Beziig auf den Kreis W conjugirt sind. 

1s t  der Kegelschnitt k2 eine H y p e r b e l ,  welche umschriebene Recht- 
ecko besitzt, so hat  man in Fig. 25 den Punkt  P i n  t ausserhalb der Sirecke 
A"B" vorauszusetzen u. S. f. - Es kann ferner das hier befolgte Beweis- 
verfatiren in der Weise a b g e h d e r t  werden, dass O als die eine auf t senk- 
rechte und etwa a als die mit t parallele Tangente gewablt wird. Die zu- 

K 
gehorige Parabel oz (Nr. 6),  welche lz in - berlihrt, hat  A P  zu ihrer 

2 
Directrix und tangirt t bei B". Errichtet man deshalb in  P auf A P  die 
Senkrechte, welche man mit b in  BI schneidet, so ist  die Verbind~ingslinie 

K .  
B - m ~ t  t parallel. Fallt man aus B" auf A P  die Senkrechte, so schneidet ' 2 
sie n. in N. Der Beweis, dass der um N mit NP als Radius beschriebene 
Kreis den dem Rechteck t o a b  urnschriebenen Kreis rechtwinklig schneidet, 
geschieht hierauf wie bei Fig. 25. 
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17. Die Osculationskreise in den Endpunkten zweier conjugirten Durch- 
messer der E l l i p s e  lassen sich leicht construiren, ohne dtass weitere Ele- 
mente benutxt werden müasen. 

Die gegebenen Durchmesser seien P C  und A B ,  M der Mittelpunkt 
(Fig. 26). Tangente und Normale i n  P sind mit t ,  TZ bezeichnet. Bei der 
angestrcbten Construction darf man die Ellipse ka durch eine andere k,e 
ersetzen, welche folgendermassen entsteht. I n  der Normale lz liegt ihre 
eine Axe P C , ,  der Scheitel Cl ist die Orthogonalprojection des Punkteri C 
auf die ~ o r m a f e  m. Die zweite Axe A, B, und der Durchmesser A B  liegeu 
auf demselben Trager und haben dieselbe Lange. Unter diesen Voraus- 
setzuugen haben kIe und ke in dem gemeinsamen Punkte P denselben iiscu- 
lationskreis, beide Ellipsen osculiren in P, sie sind nlmlich affine Gebilde, 
wobei die Affinitatsaxe die gemeinsame Tangente t ist und die Affinitats- 
strahlen mit der Axe parallel laiifen.' - Um nun B zu finden, fille man 

aus dern Schnittpunkte BI* der Tangenten in den Scheitcln P und BI auf 
P S I  die Senkrechte, so schneidet dieee n in K (Nr. 4 mit Fig. 11; wenn 
man lz mit den Senkrechten aus A,*= A* auf P A  und au8 BI* = B* auf 
P B  schneidet, so wird A' in der Mitte dieser beiden Schnittpuukte liegen). 
Um für  die eben hergeleitete Construction des Punktes if eine bequemere 
Ausdrucksweise zu erhaltan, beschreibe man den Kreis vom Ddrchmesser 
A,*B," mit dem Centrum P, sein Radius ist gleich der Hiilfte des Durch- 
messers AB.  Bezüglich dieses Hilfskrcises hat 6, als Pol die Linio B:K 
zur Polaren. Daraus folgt, dass K der Pol der Geraden d B ist: Be- 
s c h r e i b t  m a n  u m  P m i t  d e m  h a l b e n  c o n j u g i r t e n  D u r o h m e s s e r  
a l s  R a d i u s  e i n e n  K r e i s ,  B O  i s t  d e r  P o l  d e s  T r a g e r s  j e n e s  con- 
j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r s  i n  U e z u g  a u f  d i e s e n  K r e i s  d e r  K r ü m -  
mu  n g s m i  t t  e l  p u n k  t K. (Um beispielsweise in  Fig. 26 die Axenrich- 
tungen der Ellipse k2 einzutragen, schneide man riach Nr. 15 den Oscula- 
tionskreis pa mit P C  in 1 ,  lcge daselbst die Tangcntc an pa, welche von 

CCl in 2 geschnitten wird; die Axenrichtungen halbiren die von den Ge. 
raden t und P 2  gebildeten Winkel und der Schnittpunkt 3 von P2 mit p" 
ist  der vierte p2 und ka gemeinsame Punkt.) 

Die in  P osculirenden Kegelschnitte k2, kIZ konnen als Parallelprojec- 
tionen desselben raumlichen Kcgelschnittes k , h n g e s e h e n  werden. Dabei 
sei beispielsweise kre eine Ellipse, welche t in P herührt und k," zu ihrer 
Orthogonalprojection auf die Zeichnungsebene P hat. Uarrtuf Iiisst sich leicht 
eine Projectionsrichtung pr angeben, bezüglich deren k q a s  Bild von k,2 ist. 
Die Richtung pr is t  so gelegen, dass ihr  kürzetiter Abütand von der Spur t 

* Die Ellipsen ke und kig sind noch auf eine zweite Art centrisch-affin fur 
dieselbe Richtung der Affinitatsstrahlen. Die zweite Axe geht durch P und den 
einzelnen Schnittpunkt von k2 mit à:, aie halbirt die Strccken A B l ,  BA,, MN, 
und CC,. 
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in die Ebene P fdllt, dass also die Fluchtliiiien mit t parallel und die beiden 
Projectionen ke und kI2 flachengleich sind.' 

18. Ueber die Anwendung der AffinitBt auf osculirende Kegelsühnitte 
moge noch der folgenden Beispiele erwiihnt werden. 

a) Eine P a r a  b e l  k" ist  durch die zwei Punkte P, B mit ihren Tan- 
genten t ,  b bestimmt (Fig. 27). Sol1 ihr Oscolationskreis p v n  dem Punkte P 
coustruirt werden, so darf man k2 durch eine andere Parabel 76,' ersetzen. 
Hierbei miissen 7ce und 7c12 centrisch-affine Gebildc sein, wobei t die Affini- 
utsaxe ist und die Affinitiitstrahlen zu dieser Axe parallel sind. Man wiihle 
die b  cntsprechcnde Tangente b,  in senkrechter Lape zu t ,  B, wird alsdann 
auf b ,  und auf dem Affinit5tsstrahle s des Punktes B liegen. F ü r  diese 
durcli P, t ;  B I ,  bl bestimrnte Parabel fiudet man nach Nr. 11 mit Fig. 18 

K 
den Punkt -1, wcnn man die Normale fi mit dern aus B", = Br' auf P R ,  2 
gefillten Perpendikel schneidet. Die letzteren Hilfslinien schneiden sich iu 

K 
dem Brennpunkte BI der Parabel kI2 und es stimmt der Punkt  4 mit dem 

K '2 
gesuchten Punkte 7 übereiii. - Beschreibt man um den Punkt  P mit P B "  

2 K 
als Radius einen Kreis, so ist  ersichtlich - der Pol des Affinitatsstrables s 

2 
des Punktes R )  beziiglich dieses Ereises. - Bei dem Punkte P osculireii 

iinendlich viele Parabeln k2, kI2, kZZ, . . . ; je zwei derselben sind in bekannter 
Weise centrisch-affin. Auf jeder mit t parallelen Linie s haben diese Pa- 
rabeln samrntlich gleicfilange Sehnen. Die Parabeln (welche eine Kegel- 
sclinittschaar bilden) sind die schiefen Parallelprojectionen einer raumlichen 
Parabel kT2 auf die Zeichnungsfliiche P, wobei jedoch die auftretenden Flucht- 
liiiien mit t perallel sein miissen. Dabei ist kr2 irgend eine raumliche Pa- 
rahel, welche t in P berührt und eine beliebige der Parabeln k2, kL2, k,", . . . 
7n ihrer Orthogonalprojection hat. (Um k,"u finden, hatte man somit 
durch eine der Parabein der Schaar einen aufrechten parabolischen Cylinder 
zii legen und denselben mit einer durch t gelegten Ebene zu schneiden.) 

b) Die Parabel k2 sei fernerhin durch die Elemente P, t ,  a ,  b be- 
stimmt (Fig. 28). Dann lasst sich leicht eine affine Parabel kIe finden, f u r  
welche P der S c h e i  t e l  is t ;  sie besitzt die Elemente P, t , a , ,  b,  . Um 
a , ,  b,  zu finden, zieht man durch den Sçhnitt D von a mit b den Affini- 
titsstrahl s ,  darauf A"A, parallel mit lz bis nach A, in s, so wirü b,  mit 
PA,, parallcl sein; ebcnso konnte man zu Br' den Punkt  Bo in s finden, 
wobei PB, parallel mit a, ware. Errichtet man in A", B" bezüglich auf a , ,  b, 

die Senkrechten, so schneiden sie rs in  dem Brennpunkte FI von kI2, also 
K K 

in dcm Ica und kI2 ,,gemeinsamenu Punkte 2 = ;-- Die einfache Construc- 
2 2 

* Vergl. P a r a l l e l p r o j e c t i o n e n  und A x o n o m e t r i e  (Leipzig 1889, bei 
B. G. Teubner), insbesondere Nr. 3 6 ,  S. 98 und Nr. 38, S. 100, ferner nachfolgend 
Nr. Ba). 
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K 
tion von , (bezüglich k%der P, t ,  a ,  b )  besteht somit darin, dass man 

2 
K K 

B"- senkrecht zu PA,, oder A"T senkrecht auf PBo zieht. - Hier i a t  
2 2 

die Bestimmung des Osculationskreises in einem Punkte P einer Parabel 
auf die Beslirnmung des Brennpunktes einer gewissen affinen Parabel, welche 
P zum Scheitel hat ,  zurückgeführt. (Von den mit k2 affinen Paralieln der 
obeuerwahnten Schaar ist hier diejenige benutzt worden, welche bei P am 
rundesten ist.) 

C) Wendet man dieses soeben fiir die Parabe! und auch bei den Figurea 
26 und 30 befolgte Verfahren auf einen Kegelschnitt a n ,  von welchern 
ein umschriebene~ Parallelograrnm und der Berührungspunkt einer Seite 
bekannt sind, so findet sieh folgendes Iiesultat: S i n d  A,  B, C, D die 
a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n  E c k e n  e i n e s  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  ke  um. 

s c h r i e b e n e n  P a r a l l e l o g r a m m s ,  P d e r  B e r t i h r u n g s p u n k t  der 
S e i t e  A B  m i t  ke, in d i e  N o r m a l e  d i e s e s  P u n k t e s ,  s o  b i l d e n  A,  
B u n d  d e r  S c h n i t t p u n k t  Q v o n  n m i t  C D  e i n  D r e i e e k ,  dessen 

K 
K o h e n s c h n i t t  d e r  i n  g e w o h n t e r  W e i s e  m i t  - b e z e i c h n e t e  Punkt  

2 
(beziiglich des Osculationskreises pz des Punktes P )  i s t. 

19. Sind P, A,  B, O die vier (reellen) Grundpunkte eines Kegel. 
s e h n i t t b ü s c h  e 1s , so wird jeder einzelne dieser Kegelschnitte durch die 
Angabe der Tangente t oder der Normalen in i n  P bestimmt. Nach Nr. 2 
mit Fig. 7 findet man auf jeder Normalen n einen Punkt L und durch 
Halbiren der Strccke PL dcn Mittelpnnkt h' dcs Oseulationskreises p2 ini 

Punkte P für  den durch P, t ,  n ,  A ,  B, O bestimmten Kegelschnitt. Bei 
der Drehung von 1 und n um P beschreiben L und K zwei iihnliche Curvcn 
1 und k, welche von der dritten Ordnung sind. Ihre Asymptoten stehen 
auf PA, P B ,  P O  senkrecht, denn die in PA mit O B ,  PB mit 01, PO 
mit A B  zerfallenden Kegelschnitte des Büschels haben in P unendlich grosse 
Krlimmungsradien. Hierbei wird vorausgesetzt, dass keiner der Grundpunkte 
A ,  B, O mit P unendlich benachbart sei. 

Die Curve 1 (ebenso k) hat P zum isolirten Doppelpunkte. Auf jeder 
durch P gezogenen Linie n liegt ntimlich nur ein Punkt  L und für zwei 
Lagen von in fiillt L in P. Diese ausgezeiehneten Linien in,, TL, verbinden 
1' mit den unendlich fernen imaginaren Kreispunkten der Ebene des Büschels. 
Sie sind als solche Linien aufzufassen, welche mit den zugehorigen Tan- 
genten t , ,  t, zusammenfallen , niimlich als imaginiire Linien , welche auf sieh 
selbst senkrecht stehen. Denkt man für t ,  = n, oder flir t, = n, die i n  
Fig. 7 dargestellte Construction ausgeführt, so werden sich A" mit A"', 
B" mit B'" nnd somit auch P mit L decken. Es  folgt, dass die Tangenten 
der Curven 1 und k in  dem isolirten Doppelpunkte P die imaginaren Linien 
sind, welche auf ~irrh selbst senkrecht stehen. 
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Eine Folgeriing des Satxes, dass k und 1 von der dritten Ordnung sind, 
k t ,  dass je sechs reelle oder imaginiire Regelschnitte eines Rüschels in  dem- 
selben Grundpunkte gleiche Krümmungsradien haben. 

20. Eine K e g e l s c h n i t t s c h a a r  habe die vier Linien t ,  a ,  b ,  O zu 
Grundtangenten. Jeden Punkt  P der Tangente t kann man a h  den Be 
riitirurigspunkt eines der Kegelschnitte ansehen und für diesen Kegelachnitt 

in P nach Nr. 6 mit Fig. 1 4  den Punkt  fi' beztiglich I construircn. LPsst 
8 ' K 

man P die Tangente t durchlaufen, so werden die Ponkte - und K zwei 
2 

orthogonal centrisch- affine Curven beschreiben. Letztere Curven sollen nach- 
folçend in dcm allgemcinsten Fa!le und in einigcn speciellen FSllen angegcben 
nerden; es treten dabei einige Specialfille frtiherer Constructionen auf. -- 

Ji 
Die von - und von K beschriebenen Curven bleiben dieselbcn, wenu man 

2 
die Figur 1 ,  a ,  b, O durch eine damit centrisch-affine t ,  a , ,  b,, O ,  ersetzt, 
wobei t die Axe ist und die Affinitiitsstrahlen mit t parallel sind. 

u) Wird t von u ,  b, O im Endlichen geschnitten, so ist der geome- 
k 

trische Ort der Punkte eine Ciirve dritter Ordnung welche t in deu 
2~ 2 

Schnittpunkten t ' a ,  t 'b ,  t ' O  schneidet. Die Schaar enthalt drei Kegel- 
schnitte, welche in zwei Hüschel zerfdlen, und fur jeden von ihnen wird 
der I<rümmungsradius in P, niimlich in einem der eben genannten drei 
Punkte, zu Null. Auf jeder Normalen lz au t liegt ;ni Endlichen nur 

K 
ein Punkt - -  der alleu Normalen gemeinsamo unendlich ferne Punkt  ist 2 k 
ein Doppelpiinkt der Ciirve y. Letztere geht mit nur einem Ast in das 

L 
Gneudliche, sie ist eine Curve dritter Orduung mit unendlich ferner Spitze 
und  mit der unendlich fernen Geraden als Spitzentangente. I n  Rezug auf t 
als Abscissenaxe eines rechtwinkligen Coordinatensyst,ems besitzt, die Curve 
k 

die Gleichurgsfora y = a + b x + e x Z  + dx3 (sie ist eine Parabel dritter 
'2 
Orduung). - Sechs Kegelschnitte der Schaar haben in ihren Beriihrungs- 
piinkten mit t gleiche Krümmungsradien und ein Iangs t rollender oder 
gleilender Kreis ist je dreimal der Osculationskreis eioes der Kegelschnitte. 

b) Wenn t mit einer der übrigen Grundtangenten parallel ist ,  so be- 
zeichne man diese mit O ,  die verbleibenden mit a ,  b. Es sei zuniichst O 

im Endlichen gelegen. Gegenüber dem allgcmeinen Falle a) rückt einer 
k 

der Schnittpunkte der Curve , mit der Grundtangente t unendlich fern, 
k 

2 
weshalb hier die Curve i n  die unendlich ferne Gerade und eine Parabel 

2 k 
zerfallt. Letztere, welche nun einfach als die Curve - bezeichnet wird, 

2 
geht durch die Schnittpunkte t ' a ,  t ' b  und hat eine zu t senkrechte Axen- 
richtung. Um ihren Scheitel zu finden, wahle man,  wie in  Fig. 29, P in  
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der Mitte der Punkte t ' a  oder A" und t ' b  oder B", bestimme sornit fiir n 
K 

als die Mittelsenkrechte der Strecke A"BW den zugehkigen Punkt ,i die 
2 

Nitte der Streckc A"'B"' oder die Mitte des auf in zwischen a, und b, ge- 
B K  

legenen Abschnittes. Macht man P T =  -8 ,  so ist S der Scheitel der 
2 2 

Parabel k ,  des Ortes der Krümmungsmittelpunkte. Diese Parabel k ,  durch 
A", B" und S gehend, besitzt la a h  Axe und es schneiden sich ihre Tan- 
genten von den Berührungspunkten AT, B" in L aiif l z ,  wobei P S = S L .  
- Die Osculationskreise der Kegelschnitte der Schaar, in  den Berührungs- 
punkten mit t ,  haben ihre Centra auf der i n  Fig. 29 verzeichneten Pa- 
rabel k. A l l e  d i e s e  O s c u l a t i o n s k r e i s e  b e r ü h r e n  s o m i t  t u n d  den 
d e m  D r e i e c k  A"B"I; u m s c h r i e b e n e n  K r e i s ,  d e s s e n  C e n t r u m  i m  
B r e n n p u n k t  F d e r  P a r a b e l  k l i e g t .  

Bildcn die Tangcnten t ,  a ,  b, O ein Parallelogramm, so sind dessen 
Diagonalen für jeden Kegelschnitt zwei conjugirte Durchmesser. Geht das 
Parallelogramm in einen Rhombus über, so haben die Axen der Kegel- 
schnitte dieselben Trager. I n  diesem letzteren Specialfalle ktinnte die am 

Schlusse von Nr. 3 behandelte S t e iner ' sche  Construction (C r a n z ,  S. 21) 
benutzt werden. 

Die Grundtangente O kann unendlich fern liegen; die Schaar also aus 
den Parabeln mit den drei gemeinsamen Tangenten t ,  a ,  b bestehen. Als- 
d a m  wird man die in Fig. 29 enthaltenen Hilfslinien a , ,  b ,  durch die in 
A", B" auf a ,  b errichteten Senkrechten ersehen (Nr. IO) .  

c) Von den Grundtangenten a ,  b, O ktinnen zwei unendlich benachbart 
und mit t parallel sein; man beneichne sie mit O, a (Fig. 30). Die Kegel- 
schnitte der Schaar berühren t und b, ferner a bei A. Will man für den 

k- 
t in  dem beliebigen Punkte P berührenden Kegelschnitt den Punkt - con- 

2 
struiren, so hat  man den Bertihrungspunkt von n mit derjenigen Parabel 
zu bestimmen, welche dio Linien t ,  n, R " B '  berührt und P A  zu ihrer 

B K 
Directrix hat  (nach Nr. 6). Macht man darauf P T  = - K ,  so ist P das 

'2 2 
Centrum des einzelnen Osculationskreises; die Centra der iibrigen Oscula- 

tionskreise erfüllen die Linie KB" u. S. f. - I n  bequemerer Wcise wird 
K 

man,  um zu finden, den Kegelschnitt P, t ,  A ,  a ,  b durch einen affinen 2 
ersetzen, welcher P zum Scheitel hat. F ü r  den letzteren ha t  man, wie in 
Vig. 30 angegeben is t ,  aus R" (eigentlich R",) aiif PB, cine Senkrechte zu 
fallen und damit fi= d, zu schneiden. 

Liegen die vereinigten Linien O,  a unendlich fern, so handclt es sich 
um eine Scbaar von Parabeln von gleicher Axenriçhtung, welche t und b 
bertihren. Die Centra ihrer Osculationskreise i n  den Berührungspunkten 
mit t bilden eine durch den Punkt  t '  b = R" gehende Gerade. Der Ueber- 
gang zu diesem speciellen Falle lasst sich bei Pig. 30 leicht tibersehen. 
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d) Es kann der Fa11 eintreten, dass die drei Grundtangenten a ,  b, O der 
Schaar aufeinanderfolgende, mit t parallele Tangenten sind. Die Kegelschnitte 
dieser Schaar heriihren t und osculiren in  einem Punkte A, in welchem ihre 
gerneinsame Tangente mit t parallel ist. Da fur  jeden der Kegelschnitte A 
und P die Endpunkte. eines Durchmessers sind, so ist jedesmal der Oscii- 

K 
lationskreis bei P gleich demjenigen bei A ;  die Oerter der Punkte - und 

2 
K sind mit t parallele gerade Linien. 

Liegen der Punkt  A und die vereinigte Linie a = b = O unendlich 
fern, so besteht die Kegelschnittschrurr aus congruenten Parabeln in  paral- 
leler Lage. 

Die Curve k, welche erst von der dritten Ordnnng war, reducirt sich 

in den Fallen b ) ,  c) ,  d) bezüglich auf die Parabel (von der Gleichung) 
y - a+ bz + cl;" die Gerade y = a + b x ,  endlich auf die mit t parallele 
Gerade y = a. Hierbei tritt  von Fa11 zu Fa11 die unendlich ferne Gerade 
als Restcurve auf. 

Zeltscliriït f .  Matliematik n. Physik XXXIV, 5 .  
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LVII Siitze über das orthogonale Viereck. 
Von 

Dr. C. BEYEL 
in ZMah. 

Hierzn Taf. VI. 

C. Correspondenzen, welche dnrch  das orthogonale Viereck 
vermittelt  werden. 

17. 
W u  untersuchen nun orthogonale Vierecke A B C J  einer Ebene und 

setzen voraus, dass diese Vierecke die ausseren Ecken A ,  B gemeinsm 
haben und dass die Potenz der inneren Ecke J die narnliche ist. Wir 
führen diese Untersuchung mit Hilfe der riiumlichen Darstellung, welche 
wir unter 3 entwickelten. Sind A und B Ecken der Vierecke, so wer- 
den von A und B aus die Punkte O@ unter rechtem Winkel gesehen. 
Also ist der Ort  von OO* eine Kugel Be, welche A B  zu einem Durch- 
rnesser hat. Sollen die inneren Ecken des Vierecks die namliche Potenz -p> 
haben, so miisstm die Punkte 0 O* um + pj von der Ebene B des Vierecks 
entfernt sein. Polglich liegen sie i n  zwei Ebenen E l  E*,  welche urn 
+ pi von B abstehen. Diese Ebenen schneiden K e  in zwei Kre i~en  K:, K:!, - 
welche die bei unserer Untersuchung in Betracht komrnenden Punkte O, OI 
enthalten. Projiciren wir diese in orthogonaler Richtung auf B ,  so gelangen 
wir zu einem Kreise Ki2, welcher die inneren Eckcn der gosuchten Vierecke 
enthglt. 

Ans diever Ableitung von K t  folgt, dass Kd8 zu dem Kreise K,$ con- 
centrisch is t ,  welcher A B  zu einem Durchmesser hat. Die Sehne von X,%, 
welche urn pi vom Mittelpunkte absteht, ist  gleich dam Durchmesser von K t .  

Mit Hilfe von Ki2 bestimmen wir den Ort der dritten Ecke C. Wir 
ziehen durch A eine beliebige Gerade b. Bus B flillen wir auf b die Nor- 
male b,.  Sie schneidaf Ki8 in  zwei Pnnkten. Durch diese ziehen wir die 
Senkrechten cl zur Linie A B .  Sie treffen b in zwei der gesuchten Punkte C. 
Dabei werden jeder Lege von b zwci Lagen von cl zugeordnet. Gehen wir 
von einer Lage von cl aus,  so k h n e n  wir zeigen, dass ihr zwei Lagen 
von b entsprechen. cl schneidet niimlich K: in zwei Punkten. Diese ver- 
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binden wir mit B. Dann fiillen wir a m  A auf die Verbindungslinien die 
Çenkrechten b. Sio schneiden c, in zwei Punkten C. E s  stehen dnher sowohl 
die Linien b zu c,, als auch die Linien c, zu b in einer zweideutigen Be- 
ziehung. Folglich schneiden sich die entsprechenden Geraden c,, b in einer 
Curve vierter Ordnung C4. Dieselbe hat A und die Richtung von cl zu 
Doppelpunkten. Dieselbe Curve erhalten wir, indem wir von den Geraden a 
d u c h  B ausgehen und ihnen vermittelst der Construction der Punkte C die 
Linien c, zweideutig zuordnen. Daraus folgt, dass auch B ein Doppel- 
p n k t  von C4 ist. Wir  schliessen daher: 
Sots XLI. D i e  i n n e r e n  E c k e n  a l l e r  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k e ,  

w e l c h e  z w e i  a u s s e r e  E c k e n  u n d  d i e  P o t e n z  d e r  i n -  
n e r e n  E c k e n  g e m e i n s a m  h a b e n ,  l i e g e n  a u f  e i n e m  
K r e i s e .  D e r t l e l b e  i s t  c o n c e n t r i s o h  z u  d e m  K r e i s e ,  
w e l c h e r  d i e  g e m e i n s a m e n  b u s s e r e n  E c k e n  z u  E n d -  
p u n k t e n  e i n e s  D u r c h m e s s e r s  h a t .  D e r  or t  d e r  d r i t -  
t e n  i i u s s e r e n  E c k e  i s t  e i n e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u i i g  
m i t  d r e i  D o p p e l p u n k t e n .  Z w e i  v o n  i h n e n  s i n d  d i e  
g e m e i n s a m e n  t i u s s e r e n  E c k e n .  D e r  d r i t t e  i s t  d i e  
N o r m a l r i c h t u n g  zu i h r e r  V e r b i n d u n g s l i n i e .  

Wir untersuchen jetzt die orthogonnlen Vierecke, welche zwei Ecken 
A ,  B gemeinsam haben, und setzen voraus, dass die dritte Ecke einen Ort 
diirchlltufe. Wir fragen nach dem Orte der vierten Xcke. 

Wir nehmen zuerst a n ,  dass der Ort  der dritten Ecke eine Curve der 
nten Ordnung Cn sei, welche mit der Geraden A B  in einer Ebene B liege. 
Dann construiren wir aus CR den Ort  der vierten Ecke in gleicher Weise, 
wie wir in 17 die Curve C4 aus Kiz ableiteten. Bei dieser Construction 
werden jeder Gcraden durch A oder B n Senkrechte cl zur Linie A B  zu- 
geordnet. Entsprechende Gerade schneiden sich im gesuchten Orte. Der- 
selbe ist folglich von der Ordnung 2n. A ,  B ,  sowie die Normalrichtung 
zu A& sind fi-fnche Punkte des Ortes. Wir  schliessen daher: 
Satg XLII .  A l l e  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k e  e i n e r  E b e n e ,  w e l c h e  

z w e i  E c k e n  g e m e i n s a m  h a b e n  u n d  d e r e n  d r i t t e  E c k e  
e i n e  C u r v e  rite* O r d n u n g  d u r c h l a u f t ,  h a b e n  i h r e  
v i e r t e n E c k e n  a u f  e i n e r  C u r v e  v o n  d e r  O r d n u n g  293. 
D i e  f e s t e n  E c k e n  u n d  d i e  N o r m a l r i c h t u n g  x u  i h r e r  
V e r b i n d u n g s l i n i e  S i n d  n - f a c h e  P u n k t e  d e r  C u r v e .  

Wir konnen für C2" noch eine andere lnterpretation geben. Beschrei- 
ben wir (iber A B  als Durchmesser einen Kreis K2, so sind nach Satz XXXVIAI 
die dritten und vierten Ecken der orthogonalen Vierecke i n  Bezug auf K ,  
zueinander conjugirt. Ch ist &O der Ort von conjugirten Punkten von Cn. 
Setzen wir 41 = 1, so folgt: 

19, 
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8at.5 XLIII. c u n d  g s e i e n  z w e i  s i c h  s c h n e i d e n d e  G e r e d e .  L ie -  
g e n  a u f  d e r  e i n e n  v o n  i h n e n  - e t w a  a u f  c - zwei 
E c k e n  v o n  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k e n ,  d e r e n  d r i t t e  
E c k e  d i e  a n d e r e  G e r a d e  g d u r c h l a u f t ,  so  bewegt  
s i c h  d i e  v i e r t e  E c k e  a u f  e i n e r  H y p e r b e l  H e .  Sie 
g e h t  d u r c h  d i e  f e s t e n  E c k e n .  D i e  N o r m a l e  zn c 
g i e b t  e i n e  A s y m p t o t e n r i c h t u n g  d e r  H y p e r b e l  an. 

Wir  ftigen diesem Satze noch einige Remerkungen ilber die Construc- 
tion von D V e i .  (Taf. V I  Fig. 5.) Die Asymptote e von H z ,  welche zu 
c senkrccht stcht, geht durch den Schnittpunbt S von c und g. Die zwcite 
Asymptotenrichtung von LIQteht zu g senkrecht. D2 enthalt die Schnitt- 
punkte von g mit KC2. Erzeugen wir H 2  durch projectivische Büschel aus 
A und B ,  so correspondiren in denselben dem Strahle A B  die Tangenten 
in A und B an Hz.  Wir erhalten daher diese Tangenten in folgender 
Weise: Wir  ziehcn die Normalen in A und B zu c und beetimmen ihre 
Schnittpunkte A*, B* mit g. Dann steht die Tangente i n  A zu A*B und 
die Tangente in B zu B*A senkrecht. 

Construiren wir HZ a19 Ort  der conjugirten zu den Punkten von g, so 
ben ihen  wir da3 Büschel ihrer Polaren in Bezug auf KGZ und ordnen dies 
den Geraden c, zu. Dabei schliessen wir, dass H B  durch den Scheitel des 
ersteren Rüschels, d. h .  durch den Pol G von g geht. Weiter ergiebt ~ich 
aus dieser Zuordnung, dass SG i n  G die Hyperbel H 2  berührt. 

19. 
W i r  setzen jetzt voraus, dass die dritte Ecke der orthogonalen Vier- 

ecke mit den gemeinsamen Ecken A ,  B eine Raumcurve oder eine ebone 
Curve fiter Ordnung C" durchlaufe, deren Ebene die Verbindungslinie c der 
Ecken A ,  B nicht enthalte. Wir  fragen nach dem Orte C* der vierten 
Ecke. 

' Zur Reantwortung dieser Frage beschreiben wir iîber A B  als Durch- 
messer eine Eugel K2. Dann projiciren wir aus A und B die Curve CR. 
Hierdurch erhalten wir zwei Kegel Kan, Kbn der den Ordnung. Kan durch 
dringt K 2  i n  einer Curve von der Ordnung 2m. Sie ist der Ort von Diago- 
nalpunkten B, der Vierecke. Projiciren wir diese Punkte aus B, 80 erhalten 
wir Linien b,, auf denen die vierten Ecken der Vierecke liegoni Die Ge- 
sammtheit der Linien b, erfüllt einen Kegel Eb: von der Ordnung 2a. 

Den analogen Gedankengang ftihren wir durch, indem wir von dern 
Kegel Kbn ausgehen. Dieser Kegel durchdringt K 2  in  einer Curve von der 
2 den Ordnung , welche die Diagonalpunkte A, enthLlt. Dietielben werden 
von A aus durch einen Kegel 2 n t e r  Ordnung K c  projicirt. Seine Erzeu- 
genden enthalten ebenfalls die vierten Ecken der orthogonalen Vierecke. 

Durch jeden Punkt C von C n  geht eine. Gerade h nach A und eine 
Gerade a nach B. Auf b liegt ein Punkt A, ,  auf a ein Punkt B,. B, B, 
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A,A sind Erzeugende b , ,  a, der Kegel KE:, K:: und schneiden sich iu 
einem Punkte von C*. Somit sind die Erzeugenden der letzteren Kegel 
durch die Punkte von C n  einander eindeutig zugeordnet. Wir  konnen be- 
weisen, dass diese zugeordncten Erzeugenden sieh in einer Curve 3nte' 
Ordnung schneiden. Dies wird der Fa11 sein, wenn die Projection von 
C* aus irgend einem Punkte X des Raumev auf eine beliebige Ebene l4 von 
der 3 n t ~ n  Ordnung ist. Wir  machen also diese Projection. 

A', B' seien die Projectionen der Punkte 8, B aus X auf E. Durch 
A' ziehen wir in E eine beliebige Gerade a', . Die Ebene Xa', schneidet K q  
in 2n Erzeugenden a l ,  deuen 211 Gerade hl entsprechen. Ihre Projectionen 
treffen a', in n Punkten der Projection von C*. Ziehen wir durch B' in  E 
eine beliebige Gerade b', , so schneidet die Ebene Xb', aus K;," 212 Erzeugende 
b , ,  denen 2ra Gerade a, entsprechen. Ihre Projectionen treffen Zi'l in 212 
Punkten der Projection von C". Letztere wird somit durch zwei Strahlen- 
büschel aus A' und R' hcrvorgebracht, bei denen jedem Strahle des einen 
Büschels 212 Strahlen des andern entsprechen. Im Allgemeinen ist das 
Erzcugniss von zwei solchen Btischeln einc Curve von der Ordnung 4.n. 
Die Scheitel der Biischel sind an- füche  Punkte. I n  unserem speciellen 
Falle aber schneidet die Ebene X A B  au8 Cn n Punkte, denen n Geraden- 
paiaie b, ,  a, dieser Ebene zugeordnet sind. Polglich liegen in der Pro- 
jection c' von AB die Projectionen von .n Geradenpaaren b', , a', . Daher 
ist. c' eine TL- fache Gerade der Projection von C*. Mithin reducirt sich ihre 
-0rdnung urn m und A', B' sind n - fache Punkte der Projection. Damit ist  
der angektindete Beweis geleistet und wir schliessen: 
Sut$ X L I E  H a l t e n  w i r  z w e i  E c k e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r -  

e c k s  f e s t ,  w t i h r e n d  d i e  d r i t t e  E o k e  e i n e  R a u r n c u r v e  
% t B r  O r d n u n g  o d e r  e i n e  e b e n e  C u r v e  nt"' O r d n u n g  
d u r c h l t i u f t ,  d e r e n  E b e n e  d i e  z w e i  f e s t c n  P u n k t e  
n i c h t  e n t h i i l t ,  s o  b e w e g t  s i c h  d i e  v i e r t e  E c k e  a u f  
e i n e r  R a u m c u r v e  Cs" v o n  d e r  O r d n u n g  312. D i e s e  
h a t  d i e  f e s t e n  E c k e n  z n  n - f a c h e n  P u n k t e n .  

Wir knüpfen an diesen Satz einige Bemerkungen über C3n.  
a) Wir erhalten die Tangcntcn in den wfaehen  Punkten A ,  B von 

Cs", indem wir in  der besprochenen Correspondenz der Erzeugenden a,, bL 
die entsp~echenden Geraden zur Linie A B  suchen. Zu diesem Zwecke üon- 
struiren wir in A die Tangentialebene a n  Ka, welche Cn in  den Punkten 
Tl, .. ., Tn schneide. Verbinden wir diese mit A, so schneiden die 
Verbindungslinien in A aus K2 n Punkte 6,. Also fallen in  A B  n Ge- 
rade b, zusarnmen. Ihre entsprechenden a ,  bertihren folglich in A die 
Curve C3". Wir gelangen somit zu diesen Tangenten, indern wir die 
Linien Tl  B, . . . , T, B ziehen, ihre zweiten Schnittpunkte mit K%eichnen 
und diese mit A verbinden. I n  analoger Weise ergeben sich die Tangen- 
ten in B. 
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t) Liegt ein Punkt  von Cn au€ K t ,  so muss er auch auf C3" liegen. 

c) Nach Satz XXXVIII l k s t  sich die Construction von C S n  auch so 
ausdrücken: W i r  zeichnen zu einem Punkte C von Cn die Polarebene in 
I3ezug auf K2. Eine Gerade durch C, welche A B  trifft und zu dieser Linie 
senkrecht steht,  schneidet aus der Polarebene einen Punkt von C S n .  

20. 
W i r  machen von Satz XLIII eine specielle Anwenciung. Wir halten 

zwei Ecken eines orthogonalen Vierecks fest und lassen die dritte Ecke eine 
Gerade g durchlaufeii, welche Fur Verbindungslinie c der festen Eckcn wind. 

schief ist. Dann bewegt sich nach Satz XLIII die vierte Ecke auf einer 
Curve Cs der dritten Ordnung. Sio geht durch die festen Eckcn A ,  R und 
durch die Schnittpunkte von g mit K e .  Schneiden die Ebenen, welche in 
A und B zu c senkrecht stehen, aus g die Punkte Ta, f i ,  so ist die Tan- 
gente in A die Hohe des rechtwinkligen Dreiecks T,A B. Die Tangente 
in B an CS ist Hohe des rechtwinkligen Dreiecks T6BA (nach 19a). 

Wir k6nnen nun beweisen, dass C S  durch die zwei imaginaren Kreis- 
punkte J I ,  J2 geht, in  denen die Normalstellung n, zur Geraden c die 
Kugel K' schneidet. Wir  bemerken namlich, dass C3 die Durclidringungs- 
curve von zwei Kegeln zweiten Grades Ka:, KbB2 is t ,  welche A ,  B zu 

Spitzen haben. Schnitte dieser Kegel sind dio resp. Kreise, die von den 
Ebenen Bg, Ag aus der Kugel K2 geschnitten werden. Projiciren wir den, 
ersteren Kreis aus A ,  so erhalten wir den Kegel Ka," Schneiden wir den- 
selben mit der Ebene T b ,  welche in B die Kugel K 2  bertihrt, so ist dieser 
Schnitt die stereographische Projection des zuletzt erwahnten Kugelkreises 
aus A ,  also auch ein Kreis. I n  analoger Weise schliessen wir, dass die 
Ebene Ta, welche K2 in A berlihrt, aus Kea, einen Kreis schneidet. Folg- 
lich ist die Stellung der Ebenen Ta, Tb,  d. h. n, fiir die Regel Fa,, Kea, 
eine Stellung von Kreisschnittebenen. Daher haben diese Ebenen die ima- 
gingren Kreispunkte von n, gemeinsam. Dieselben liegen somit auch auf 
C 3  und wir schliessen: 

h'rctz XLP. H a l t e n  w i r  z w e i  E c k e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  Vier- 
e c k s  f e s t ,  w a h r e n d  d i e  d r i t t e  E c k e  s i c h  a u f  einer 
G e r a d e n  b e w e g t ,  w e l c h e  zn d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  c 
d e r  f e s t e n  E c k e n  w i n d s c h i e f  i s t ,  s o  d u r c h l a u f t  die 
v i e r t e  E c k e  e i n e  R a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g .  Sie 
e n t h ë l t  d i e  i m a g i n a r e n  K r e i s p n n k t e  d e r  h'ormal- 
s t e l l u n g  v o n  c. 

Geben wir jetzt g alle moglichen Lagen, so entspricht jeder deraelben 
eine C3. Alle diese Curven gehen durch AB JI Je .  J e  zwei weitere Punkte 
bestiuimen eine solche Curve. Sie ~chneidet  K 2  aueser in AB J,J, noch in 
zwei Punkten. Durch diese geht eine Gerade g.  Fassen wir g als Ort von 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. C. BEYEL. 295 

vierten Ecken der orthogonalen Viereche durch AB auf, so miissen die 
dritten Ecken auf der angenommenen Cs liegen. Daher folgt: 
Satz XLVI. H a l t e n  w i r  z w e i  E c k e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k v  

f e s t ,  w a h r e n d  d i e  d r i t t e  E c k e  s i c h  a u f  e i n e r  C u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g  b e w e g t ,  w e l c h e  j e n e  z w e i  f e s t e n  
E c k e n  u n d  d i e  i m a g i n e r e n  K r e i s p u n k t e  d e r  N o r m a l -  
s t e l l u n g  i h r e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  e n t h a l t ,  s o  d u r c h -  
l a u f t  d i e  v i e r t e  E c k e  e i n e  G e r a d e .  D i e s e  g e h t  d u r c h  
d i e  z w e i  P u n k t e ,  i n  d e n e n  d i e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  
n o c h  d i e  K u g e l  s c h n e i d e t ,  w e l c h e  d i e  f e s t e n  E c k e n  
z u  E n d p u n k t e n  e i n e s  D u r c h m e s s e r s  h a t .  

Dcr Satz XLIV erleidet eine Modification, wenn g und 1.1, sich schnei- 
den, d. h. wenn g und c sich rechtwinklig kreuzen. Dann zerfsllt die Curve 
CS in die Gerade c und einen Kreis C2. Seine Ebene hat  die Stellung n,. 
C2 geht durch den Punkt  Cl, in dem c diese Ebene trifft; denn dieser Punkt 
ist conjugirt zu dem unendlich fernen Punkte von g. Ferner enthiilt C2 
die Schnittpunkte von g mit der Rugel K2. Folglich ist die Gerade d durch 
C,, welche zu g senkrecht steht,  ein Durchmesser von C2. E r  schneidet C h i n  
zweites Mal in dcm Punkte,  welcher zum Schnittpunkto von d und g in Bczug 
auf die Kunel X 2  conjugirt ist. Bus dem Gesagten ergiebt sich folgender: 

c u n d  g s e i e n  z w e i  s i c h  r e c h t w i n k l i g  k r e u z e n d e  
G e r a d e .  D u r c h l a u f t  e i n e  E c k e  e i n e s  o r t h o g o n a -  
l e n  V i e r e c k s  d i e  e i n e  d i e s e r  G e r a d e n  - e t w a g  -, 
w i i h r e n d  z w e i  a n d e r e  E c k e n A ,  B a u f  c l i e g e n  u n d  
f e s t  b l e i b e n ,  s o  b e w e g t  s i c h  d i e  v i e r t e  E c k e  a u f  
e i n e m  K r e i s e .  S e i n e  E b e n e  g e h t  d u r c h  g u n d  s t e h t  
zu c s e n k r e c h t .  E i n  D u r c h m e s s e r  d d e s  K r e i s e s  
i s t  d i e  g e m e i n s a m e  N o r m a l e  z u  g u n d  c. E i n  P u n k t  
d e s  K r e i s e s  l i e g t  i m  S c h n i t t e  v o n  c u n d  g. E i n  
z w e i t e r  P u n k t  a u f  d i s t  z u  d e m  S c h ~ ~ i t t e  v o n  d u n d  
g i n  B e z u g  a u f  d i e  K u g e l  i i b e r  AB c o n j u g i r t .  

Kehren wir diesen Sata um,  so erhalten wir eine Modification von 
Satz XLV. 

21. 
Zum Schlusse dieser Gedankenreihe fragen wir nach der Blache, welche 

die vierte Ecke eines orthogonalen Vierecks mit zwei festen Ecken durch- 
Iauft, wenn die dritte Ecke sich auf einer Flache F n  von der nten Ordnung 
bewegt. Wir erhalten die Ordnungszahl der F l k h e ,  indem wir die Zahl 
ihrer Punkte ermitteln, welche auf einer beliebigen Gereden g liegen. Zu 
diesem Zwecke lassen wir die dritten Ecken der Vierecke g durchlaufen. 
Dann bewegen sich die vierten Ecken auf einer Curve dritter Ordnung C3. 
Diese hat mit F n  3n  Punkte gemeinsem. Ihnen entsprechen 3 n  Punkte 
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von g, welche auf der zu untersuchenden Blache liegen. Also ist diese von 
der Ordnung 3 n und wir schliessen: 
Sale X L P I I .  B e w e g t  s i c h  e i n e  E c k e  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  Vier-  

e c k s  a u f  e i n e r  F l a c h e  nt" O r d n u n g ,  wtihrend 
z w e i  E c k e n  f e s t  b l e i b e n ,  s o  d u r c h l ë u f t  d i e  vier te  
E c k e  e i n e  B l a c h e  v o n  d e r  O r d n u n g  3% 

Setzen wir n = 1, so folgt : 
Satz XLIX.  B e w e g t  s i c h  e i n e  E c k e  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  Vier-  

e c k s  a n f  e i n e r  E b e n e  E ,  w a h r e n d  z w e i  E c k e n ,  die 
n i c h t  i n  E l i e g e n ,  f e s t  b l e i b e n ,  s o  d u r c h l a u f t  die 
v i e r t e  E c k e  e i n e  F l a c h e  d r i t t e r  O r d n u n g  FS. 

Indem wir die Ueberlegungen von 18 - 20 ftir n = 1 ~pecialisiren, 
k6nnen wir einige E i g e n s c h a f t e n  d e r  n a c h  S a t z  X L I X  abge le i te .  
t e n  PS aufstellen. 

a) Auf P 3  liegt der Kreis KeB, den die Ebene E aus der Kugel K2 
schneidet. 

b) Drehen wir um c eine Ebene, so schneidet jede ihrer Lagen aus E 
eine Gerade g ,  welche c tnfft. I h r  correspondirt (Satz XLIII) eine Hyper- 
bel Hz,  deren Asymptotenrichtungen zu c und g senkrecht stehen. Alle 
diese Byperbeln liegen auf P3. Von ihren Asymptotenrichtungen erftillen 
diejenigen, welche zu c senkrecht stehen, die Cerade TL,. Also liegt e, 
auf F3. Die Richtungen der anderen Asymptoten erhalten wir, indem wir 
aus einem beliebigen Punkte P von c auf die Geraden g Senkrechte fallen. 
Ihre  Fusspunkte liegen auf einem Kreise. Derselbe wird durch die Ebene 
E aus einer Kugel geschnitten, welche P und den Schnittpunkt S von E 
und c zu Endpunkten eines Dnrchmessers hat. Also erftillen die Senk- 
rechten einen Kegel zweiten Grides Ka" dessen Schnitt Km mit der unend- 
lich fernen Ebençi der Blache F3  angehort. 

c) Die Tangenten im Punkte A an die Kegelschnitte H z  wcrden in fol- 
gender Weise gefunden: Wir construiren in  A die Tangentialebene an KB. 
Sie schneidet aus E eine Gerade a*. Die Ebene Ba* trifft K 2  in einem 
Kreise. Der  Kegel, welcher A zur Spitze und diesen Kreis zur Leitcurve 
hat ,  stellt uns den Ort der gesuchten Tangenten vor. In analoger Weise 
zeigen wir, dass auch die Tangenten in B a n  P3 einen Kegel zweiten 
Grades umhiiller . 

d) Die Ebenen N von der Stellung n, schneiden E in Geraden, welche 
c rechtwinklig kreuzen. Diesen Geraden entsprechen (Satz XLVII) Kreise. 
Folglich schneidet jede Ebene N sus B 3  einen Kreis K," Alle diese Kreise 
treffen c. Also liegt c auf F3. 

Jeder Kreis Kma hat mit K," zwei Punkta gemeinsam. Indem wir die 
Mitte zwischen diesen Punkten mit demjenigen Punkte von Km2 verbinaen, 
der in c liegt, erhalten wir einen Durchmesser d von Km2. E r  schneidet K: 
ein zweites Mal in der vierten Ecke des orthogonalen Vierecks, fur welches 
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A ,  B und die erwahnte Mitte drei Ecken sind. Nun ist der Ort dieser Mitten 
eine Gerade g, ,  welche die Orthogonalprojection der Linie c auf die Ebene E 
ist. g, schneidet c. Mithin correspondirt der Linie g, eine Hyperbd Hf2. 
Sie enthalt die zweiten Endpunkte der Durchmesser d. W i r  k 6 n n  e n  u n s  
d s h e r  d i e  F l i i c h e  PS d u r c h  e i n e n  b e w e g l i c h e n  K r e i s  KnB e r z e n g t  
denken ,  w e l c h e r  l a n g s  c u n d  ET g l e i t e t .  S e i n e  E b e n e  s t e h t  z u  
c s e n k r e c h t  u n d  s c h n e i d e t  a u s  c u n d  HP d i e  E n d p u n k t e  e i n e s  
D u r c h m e s s e r s  (Taf. V I  Pig. 5). 

e) Zeichnen wir zu den Linien g in den Ebenen durch c die Pole G 
in Bezug auf die Kreise K,"Satz XLII I ) ,  so liegen diese Pole auf den 
resp. Hyperbeln Ha. Ferner befinden sich diese Pole auf der Polarebene 
N, des Punktes S in Bezug auf K B .  Diese Polarebene steht zu c senkrecht. 
Also schneidet sie Fa  in einem Kreise Kg2. DerselLie ist der Ort der er- 
wahnten Pole. Nun berührt in jedem Punkte G eine Gerade SC eine 
Hyperbel 8" Folglich berühren die Tangenten aus S au  F 9  diese Flache 
im Kreise Kte. 

f )  In der Ebene E muss ausser Kea noch eine Gerade e der F3 liegen. 
Sie ist die Verbindungslinie der zwei Pnnkte, in  denen die Geraden c und 
n, die Ebene E treffen. Folglich schneidet die Ebene, welche in  S zu c 
senkrocht steht, aus E die Gerade e (Taf. V I  Fig. 5).' 

g) Die Ebene e c  steht zur Ebene cg, senkrecht. I n  letzterer liegen 
die Durchmcsser d der Kreise Km2 und sind zu c normal. Also muss die 
Ebene ec diese Kreise beriihren. Sie ist  daher eine Tangentidebene von 
F3 llngs der Geraden c. 

Aus diesen Eigenschaften von F 3  k6nnen wir uns ein Bild der Pliiehe 
machen. Indem wir von der einen oder andern Eigenschaft ausgehen, erhal- 
ten wir verschiedene Erzeugungsweisen der Fliiche. Durch collineare Trans- 
formation gelangen wir zu ihren allgemeinen Pormen. Wir  unterlassen es, 
hier darauf weiter einzutreten. 

Ueberblicken wir nochmals die Entwickelungen von 18-21, so finden 
wir als das Gemeinsame, davs bei den orthogonalen Vierecken mit zwei 
festen Ecken die dritte und vierte Ecke in einer involutorischen Correspon- 
denz stehen, deren Grundztige in  den Satzen XLII-  XLIX niedergelegt sind. 

22. 
Wir wenden uns zu den orthogonalen Vierecken ABCJ,  welche zwei 

aiissere Seiten - e t w a - a ,  b - gemeinsam haben und für  welche die Po- 
tenz der inneren Ecke die namliche ist. Wir  fragen nach dem Orte der 
inneren Ecke und nach der Enveloppe der dritten ausseren Seite. 

Wir beantworten diese Frage mit Hilfe der rhmlichen Darstellung von 3. 
Zunkhst suchen wir den Ort aller Punkte O, O+ fiir die Vierecke, welche 

* In Fig. 5 (Taf. VI) ist die Ebene ec  als Grundrisa und die Ebene cg, als 
Aufrisnebene gedacht. 
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a und b zu fiusseren Seiten haben. Zu diesem Zwecke legen wir durch a 

eine beliebige Ebene E,. Zu ihr construiren wir durch b die Normalebene Ea. 
Beide Ebenen schneiden sich in  einer Geraden p,, welche dem gesuchten 
Orte angehtirt. Jetzt drehen wir E, um a und zeichnen zu jeder Lage von 
E, die Normalebene Eb. Hierdurch erhalten mir zwei projectivische Ebenen- 
biischel, welche a ,  b zu Scheitelkanten haben und einen orthogonalen Hegel 
KO2 erzeugen. E r  ist Ort der Punkte O, O*. 

Sollen die inneren Ecken der orthogonalen Vierecke dieselbe Potenz 
-pi2 haben, so verlangt diese Bedingung, dass die Punkte O, O* in xwei 
Ebenen E ,  E *  liegen, welche um & pi von der Ebene B der Vierecke 
abstehen. Diese Ebenen schneiden KO2 in  zwei Curven. lhre  Orthugonal- 
projectionen auf B sind die inneren Ecken der orthogonalen Vierecke. 
Aus dieser Darstellung folgt, dass die inneren Ecken auf einer Hyperbel 
H , V i e g e n ,  welche a ,  2, zu Asymptoten hat. 

Jetzt construiren wir die dritten ausseren Seiten c der Vierecke. Sei 
B ein Punkt von a ,  so fjllen wir aus B die Normale b, zu o. Sie schnei- 
det Hi$ i n  zwei Punkten, welche innere Ecken von zweien der gesuchten 
Vierecke sind. Durch diese Ecken fillen wir die Senkrechten a, z u  a. Sie 
treffen b in zwei Punkten A. Ihre Verbindungslinien mit B sind die Ge- 
raden c dureh B. I n  analoger Weise construiren wir durch jeden Piinkt A 
von b zwei Linien c. Sollen endlich die Geraden c gefunden werden, welche 
eine gegebene Richtung haben, so ziehen wir zu ihr durch C die Normale 
cl, welche H i V n  zwei inneren Punkten trifft. Aus ihnen f'illen wir die 
Senkrechten auf a. Sie schneiden b in  zwei Punkten, durch welche die 
Geraden c der vorgeschriebencn Richtung gehen. 

Bus diesen drei Constructionen der c ergiebt sieh, dass durch diese 
Geraden die Punktreihen auf a ,  b und der unendlich fernen Geraden ein- 
ander zweideutig zugeordnet sind. Die c erscheinen als Verbindungslinien 
entsprechender Punkte dieser Reihen. Also ist die Enveloppe der c von 
der vierten Classe und hat a ,  b, sowie die unendlich ferne Gerade zu Dop- 
peltangenten. Wir  schliessen daher: 

Satz L. D e r  O r t  d e r  i n n e r e n  E c k e n  v o n  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k c n ,  
w e l c h e  z w e i  a u s s e r e  S e i t e n  a ,  b u n d  d i e  P o t e n z  d e r  in-  
n e r e n  E c k e  g e m e i n  h a b c n ,  i s t  e i n e  H y p e r b e l ,  dcren 
A s y m p t o t e n  a ,  ZI s i n d .  D i e  E n v e l o p p e  d e r  d r i t t e n  iiusse- 
r e n  S e i t e n  i s t  v o n  d e r  v i e r t e n  C l a s s e  u n d  h a t  a, b ,  sowie 
d i e  n n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  z u  D o p p e l t a n g e n t e n .  

23. 
Wir betrachten jetzt die orthogonalen Vierecke einer Ebene, denen 

zwei Seiten g , ,  g, gemeinsam sind, und setzen voraus, dass die Ecke C 
der Vierecke, welche nicht auf jenen Seiten liegt, eine Curve nter Ordnung 
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Cn durehlaiife. Wir fragen nach der Curve, welche die Verbindungslinie c 
der anderen Ecken umhtillt. 

Construisen wir die Geraden c aus g , ,  g,, Cn und der unendlich 
fernen Geraden g, in gleicher Weise wie in  22) aus a, b, H,\d dg,, so 
erhalten wir auf g , ,  g2, g, Punktreihen, welche durch die Linien c in 
n.de~tige Correspondenz gesetzt werden. Aloo liegen die c auf einer Curve 
Zn'Or  Classe, welche gl , g,, g, zu n- fachen Tangenten hat. Wir  schliessen 

deber : 

fatZLl: B e w e g t  s i c h  e i n e  E c k e  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  
a u f  e i n e r  C u r v e  n t n *  O r d n u n n l  w t i h r e n d  e i n e  z w e i t e  
E c k e  u n d  z w e i  d u r c h  s i e  g e h e n d e  S e i t e n  f e s t  b l e i b e n ,  
s o  u r n h l i l l t  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  ü b r i g e n  z w e i  
E c k e n  e i n e  C u r v e  d e r  2nt"' C l a s s e .  S i e  h a t  d i e  f e s t e n  
S e i t e n  u n d  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  zu n - f a c l i e n  
T a n g e n t e n .  

V i r  bemerken noch, dass die zwei festen Seiten ftir die orthogonalcn 
Vierecke sowohl aussere, als innere Seiten werden konnen. Es  hangt dies 
von der Lage des Punktes C ab. Errichten wir im Schniitpunkte der Ge- 
raden glg, zu ihnen die resp. Normalen p l ,  il,, so konnen wir diese Ab- 
hingigkeit in folgender Weise aussprechen: Liegt C in dem Raume, welchen 
der spitze Winkel g, g, einschliesst, so sind g,, g, zwei iiussere Seiten, C ist  
cine innere Ecke des Vierecks. Liegt C i n  dem Winkelraume des spitzen 
Winkels pIAp,, so sind g,, g, zwei innere Seiten dos Viorecks. Ftir jede 
andere Lage von C is t  eine der Seiten g,,  g2 eine aussere und die andere 
eine innere. 

Auf jeder Seite c liegt ein Diagonalpunkt L', der betrachteten Vierecke. 
Wir ermitteln die Ordnungszahl des Ortes dieser Diagonalpunkte. Sie ist  
gleich der Zahl seiner Punkte, welche auf einer beliebigen Geraden g liegen. 
1st X cin Punkt von g ,  so gehen durch ihn nn C2, Zn Tangenten. Auf 
sie fallen wir aus dem Schnittpunkte G von g lgp  die Normalen cl. Sie 
treffen g in  2 n  Punkten Y. Vorbindcn wir einen Punkt  Y mit G, so 
k6nnen wir n Tangenten a n  C2, legen, welche zu YG senkrecht stehen. 
Sie schneiden aus g n Punkte X. Durch diese Constructionen werden jedem 
Punkte X von g Z n  Punkte Y zugeordnet und jedem Punkte Y n Punkte X. 
SO oft  ein Punkt X mit seiliem entsprechenden Punkte Y zusammenfillt, 
haben wir einen Punkt des gesuchten Ortes. Nach der angedeuteten Zu- 
ordnung der Punkte X, Y wird dies 3%-mal  geschehen. Also liegen die 
1; auf einer Curve Um die Punkte von Cl3" zu erhalten, welche sich 
auf einer Geraden durch G befinden, construiren wir die zu dieser Geraden 
senkrechten Tangenten a n  C2,. Ihre Zahl ist n. Folglich enthiilt ç n Punkte 
von C:". Mithin ist G cin Zn-facher Punkt von Wir schliessen 
daher : 
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24. 

Sei in Satz LI und LI1 w = 1, so folgt: 
Sata LIII. D u r c h l i i u f t  e i n e  E c k e  e i n c s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  

e i n e  G e r a d e  g ,  w a h r e n d  e i n e  z w e i t e  E c k e  u n d  z w e i  
d u r c h  s i e  g e h e n d e  S e i t e n  f e s t  b l e i b e n ,  a o  u m h t i l l e n  
d i e  V e r b i n d n n g s l i n i e n  d e r  t i b r i g e n  z w e i  E c k e n  e i n e  
P a r a b e l  Pa, w e l c h e  d i e  z w e i  f e s t e n  S e i t e n  b e r l t h r t .  
D i e  D i a g o n a l p u n k t e  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e n  b e w e g e n  
s i c h  a u f  e i n e r  c i r c u l a r e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  CS, 
w e l c h e  d i e  f e s t e  E c k e  d e r  V i e r e c k e  z u m  D o p p e l -  
p u n k t e  h a t .  

Seicn wieder g,,  g, die gemeinsamen Seiten der Vierecke. G sei 
Schnittpunkt von g,, gp. G1, G, seien die Punkte,  in denen g die resp. Ge- 
raden g,, g, trifft. Dann errichten wir in G,, G, d;e resp. Normalen fi,, 

12, auf g , ,  g,. Diese sind Tangenten von PZ. Desgleichen die Linien g,, g,. 
Folglich ist g die Directrix von Pz. 

Lassen wir jetzt die Gerade g die Ebene der Vierecke durchlaufen, 6 0  

geh6rt zu jeder Lage von g eine Parabel Pz, welche g,, gs bertihrt. Die 
Gesarnmtheit dieser Parabeln bildet also eine Schaarschaar. Sie enthtilt 
ebensoviele Parabeln, als Gerade g in der Ebene liegen. Es entspricht jeder 
dieser Parabeln auch eine Gcrade g. Wir schliessen daher: 
S a t ~  LIP.  H a l t e n  w i r  z w e i  S e i t e n  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  

f e s t ,  w i i h r e n d  d i e  d r i t t e  S e i t e  e i n e  P a r a b e l  u m h t l l l t ,  
w e l c h e  d i e  z w e i  f e s t e n  S e i t e n  b e r l i h r t ,  B O  b e w e g t  
s i c h  d i e  v i e r t e  E c k e  d e s  V i e r e c k s  a u f  d e r  D i r e c t r i x  
d e r  P a r a b e l .  

25. 
Wir erweitern nun Satz LIV. Wir  untersuchen die orthogonalen Vier- 

ecke, welche zwei Seiten gemeinsam haben, und setzen voraus, dass eine 
dritte Seite eine Curve rite' Classe C, umhtillt. Wir fragen nach dem Orte 
der vierten Eckc. 

g,, y, seien die gemeinsamen Seiten der Vierecke. G, sei ein Punkt 
von g,. Durch ilin gehen w Sangenten c an Cm. Sie treffen g, in lz Punk- 
ten G,. F!'allen ~ v i r  sus  ihnen die Senkrechten auf g,, so schneiden diese 
die Gerade la, dnrch G,, welche zu g, normal steht, in n. Punkten C des 
gesuchten Orks. Wir  erhalten diese Punkte C auch, indem wir aus dem 
Schnittpu~kte G von g,, g, auf die n Tangenten c die Senkrechten fallen 
und eie mit ml zum Schnitte bringen. Zu einer dritten Constroction der 
Punkte C gelangen wir, indem wir von einem Punkte G, von g, ausgehen 
und aus ihm die Normale a, zu g, und die la Tangenten an Cm ziehen. 
Ans tlen Sohnittpunkten der letateren mit g, fiillen wir die Senkrechten auf g,. 
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Sie treffen fig in n Punkten G. Bei jeder dieser Constructionen ist der Ort 

der Punkte C ein Erzeugniss von Büscheln, deren Strahlen einander 
n-deut ig zugeordnet sind. Die Scheitel der Btischel sind die Normalrich- 
tungen zu g,g, und der Punkt  G. Folglich ist der  Ort der Punkte C von 
der 2mten Ordnung und hat diese Scheitel zu a-fachen Punkten. Wir 
schliessen daher: 
Satg LV. U m h ü l l t  e i n e  S e i t e  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  V i e r e c k s  eine 

C u r v e  rite* C l a s s e ,  w t i h r e n d  z w e i  S e i t e n  f e s t  bleiben, 
s o  b e w e g t  s i c h  d i e  v i e r t e  E c k e  a u f  e i n e r  C u r v e  von 
d e r  O r d n u n g  212, f ü r  w e l c h e  d i e  N o r m a l r i c h t u n g e n  
z u  d e n  f e s t e n  S e i t e n  u n d  d e r  S c h n i t t p u n k t  d e r  letz. 
t e r e n  n - f a c h e  P u n k t e  s i n d .  

Sei a =  1, so folgt: 
SatzLVI, D r e h t  s i c h  e i n e  S e i t e  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  Vierecks 

u m  e i n e n  P u n k t  P ,  w a h r e n d  z w e i  S c i t e n  f e s t  bleiben,  
s o  d u r c h 1 s ; u f t  d i e  v i e r t e  E c k e  e i n e  H y p e r b e l  Hz.  Sie 
g e h t  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  f e s t e n  S e i t e n  und 
d i e  A s y m p t o t e n  s t e h e n  z u  d e n  f e s t e n  S e i t e n  senk- 
r e c h t .  

Lassen wir P die Ebene der Vierecke durchlaufen, so erhalten wir ru 

jeder Lage von Y eine Hyperbel durch G, deren Asymptoten zu g, resp. g, 
senkrecht stehen. Diese Hyperbeln bilden eine Schaarschaar. Jeder von 
ihnen ist ein Punkt P zugeordnet. Wir  sagen daher: 
Sut8 LVII. D u r c l i l ë u f t  e i n e  E c k e  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  Vierecks 

e i n e  H y p e r b e l ,  w ë h r e n d  z w e i  S e i t e n  f e s t  bleiben, 
z u  d e n  A s y m p t o t e n  d e r  H y p e r b e l  s e n k r e c h t  stehen 
u n d  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  d e r  H y p e r b e l  schneiden, 
s o  d r e h t  s i c h  d i e  V e r b i n d n n g s l i n i e  d e r  ü b r i g e n  z w e i  
E c k e n  u m  e i n e n  P u n k t .  

Dieser Satz ist eine Xodification von Satz LI. 
Ueberblicken wir die Entwickelungen von 23-25, so finden wir, dass 

durch dieselben zwei Reciprocitaten vermittelt werden. Bei beiden gehen 
wir von orthogonalen Vierecken aus ,  welche zwei gemeinsame Seiten haben. 
Bei der ersten Reciprocitat ordnen wir eine Ecke einer Seite zu. Der Ge- 
raden entspricht eine Parabel,  der Curve nter Ordnung einc solche von der 
Classe 2%. Bei der zweiten Reciprocitat gehen wir von der Seite eines 
Viereoks nue und ordnen ihr eine Kcke zu. Dem Punkte entspricht eine 
Hyperbel, der Curve von der &en Classe eine solche von der 2 nt00 Ordnung. 
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XVIIL Ueber die  Doppelpnnkte der Koppelcnrve. 

Bei der Bewegung eines Kurbelgetriebes beschreibt jeder Punkt  der 
mit der Koppel verbundenen Ebene in Bezug auf den Steg eine Curve 
sechster Ordnung, die von B u  r m c  s t e r  * als K o p p c l  c u r v e  bczcichnet 
worden ist. Dieselbe geht dreimal durch die imaginaren Kreispunkte und 
besitzt Uberdics im Allgemeinen - d. h. vom speciellen Falle des durcb- 
schlagenden Kurbelgetriebes abgesehen - drei endliche Doppelpunkte. Im 
Folgenden sol1 die Frage nach der Realitat derselben behandelt werden. 

1. In nebenstehender Fi-  
gur stellt das Viereck AB 0'0 
ein Kiirbelgetriebe der mit dem 
Stege oder dem festen Gliede A 
0  0' und der Koppel oder dem 
beweglichen Gliede AB; mit 
A B  ist der Punkt C starr  
verbunden. Wir setxen mit 
R o b e r t s  0 O '  

OO'=y, O A = r ,  O ' B = s ,  - A B = c ,  B C = a ,  . 4C=h,  L A C B = C .  

Befindet sich dann i n  der Figur  der S y s t e m ~ u n k t  C in  einem Doppelpunkte 
seiner Bahncurve , so ist bekanntlich 

L OCO'= L A C B ,  also auch L A C 0  = L RCO'. 
Nun ist fur OC= g , O'C = Q' 

oder 

* Bnrmes t e r ,  Lehrbnch der Kinematik, Bd. 1 S. 296 flgg. Vergl. anch 
Roberts,  On Three - bar motion in Plane Space, Proceedinga of the London Ma- 
thematical Society, vol. VII p. 14, und Cayley,  On Three -bar Motion, ibid. p. 136. 
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E s  ist ferner 
Y B =  pB+Q'z-2Qp'cosc ,  

also 
2 e $= (;)'+I - 2 5 ~ 0 s ~  

Q Q 
Setzen wir daher 

so geht Gleichung 1) iiber in 

b y e . u + b ( a 4 - s 2 ) u  (u4+1-22ccosC)-aY2.  ? ~ ~ - a ( b ~ - ~ ~ ) ( d + 1  -aucosQ)=O 
oder 

b(a2-s"u3- { a y e + a ( b 2 - r 2 ) + 2 b ( a L s s " )  cosCIu2 
+ { b y e + b ( a " s s " j + a ( b Z - r 2 ) ~ s C ] u - a ( b e - r " = o O .  

Hierbei ist 
a" b2 - ce 

cos c = --- . 
Zab ' 

wir erhalten also zur Restimmung von ec die Gleichung dritten Grades 

Setzen wir noch zur Abkürzung 
cz-y2+ys+s2=7n2, 

so ergiebt sich die Discriminante dieser Gleichung in der Form 

3) d = 27a4b4(ae-s2)2(b"@)2 
+ 4a2(ae - s4 )  (2a4 b2+ b4 -rZa2-m"b"+r%e)3 
+ 4b"V - r2 ) (a4-2a2b2-m%2-  szb2 + s%2)3 
- 18 aeb2(a2 -s~(bZ-r2)(a4+2a2be-m2a2-s2bZ+szce)(~a2be+b4-rSa2-m2b2+roc 
- ( a 4 + ~ a 2 b z - m 2 a z - s e b e + s % 2 ) 2 ( 2 a e b 2 +  b d - r 3 a e - w a z b ~ r 2 c 2 ) P ,  

Von den drei Doppelpunkten der Koppelcurve is t  also der eine immer 
reeli; die beiden anderen sind reell und verschieden, oder vereinigt, oder 

< imctginar, je  nachdem A-  0 ist. > 
2. Retrachten wir a und b als verhderlich, so bestimmt die Gleichung 

d = 0  den O r t  a l l e r  d e r j e n i g e n  S y s t e n i p u n k t e  C ,  w e l c h e  i n  dsm 
g e g e h e n e n  K u r b e l g e t r i e b e  ABO'O K o p p e l c u r v e n  m i t  zwei  z n -  

s a m m e n f a l l e n d e n  D o p p e l p u n k t e n  b e s c h r e i b e n .  Wir bezeichnen 
diesen Ort als die U e b e r g a n g v  c u r v e  der bewegten Ebene. Sie theilt 
die Ebene in zwei Gebiete, so dass den Systempunkten des einen Gebietes 
Koppelcurven mit drei reellen Doppelpunkten, denen des andern solche mit 
nur einem reellen Doppelpunkte entsprechen. 

Die Entwickelung nach Potenzen von a2 und b2 liefert d in der Form 
= v(" + ~ ( 5 )  + . . . + 

hierbei bezeichnet dk, eine homogene Function kten Grades von a h n d  be, 
insbevoudere ist 
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Sind X ,  y die rechtwinkligen Coordinaten von C in  Bezug auf A als 
Anfangspunkt und AB als a - A x e ,  so ist 

b 2 = x 2 + y B ,  a 2 =  (x-~)~+y', 

und dann geht d6) in  eine Funotion zehnten Grades von x und y tiber. Die 
U e b e r g a n g s c u r v e  i s t  d a h e r  v o n  d e r  z e h n t e n  O r d n u n g ,  und zwar, 
wie aus der Porm ihrer Gleichung sofort folgt, m i t  v i e r f a c  h e n  P u n k -  
ten i n  d e n  i m a g i n t i r e n  K r e i s p u n k t e n .  

Für b" 0 liefert die Gleichung d = 0 zweimal den Werth a" c2, 
d. h. d i e  U e b e r g a n g s c u r v e  h a t  d i e  E n d p u n k t e  A u n d  B d e r  
Koppel zu D o p p e l p u n k t e n .  

Entwickeln wir d nach Potenzen von x und y in der Form 
= W 1 ' O )  + w ( 9 )  + . . . + W ( 2 ) ,  

so ergiebt sich 
w ( ~ )  = 4 r2 c6 (9 + s" mm")" y z  xe - (rZ -ys) y2 1. 

D e r  P u n k t  A i s t  a l s o  e i n  K n o t e n p u n k t  f t i r  r > y  u n d  e i n  
i s o l i r t e r  P u n k t  f ü r  r < y .  F ü r  r = y  wird m2=c2+sa ,  also W ( ~ I = O ,  
und dann geht w ( ~ )  tiber i n  

wt3) = 32 1" c5 (9 - s2) x3. 
In diesem Faile ist also A e i n  d r e i f a c h e r  P u n k t  m i t  d e r  e i n x i g e n  
T a n g e n t e  % = O .  

Dr. R. XÜLLER, 
Prof. a. d. techn. Hoohiohule in Brannachweig. 

XIX. Die Krümmnngsradien der Polbahnen. 

In seiner Mittheilung: ,,Bemerkungen xu der Grtibler'schen Bestimmung 
der Krümmungsmittelpunkte der Polbahnen eines ehenen SystemsU (diese 
Zeitschrift, Bd. XXXIII ,  2. Heft S. 117) machte Herr  Dr. B n k a  i n  dan- 
kenswerther Weise darauf aufmerksam, dass die von mir gegebene Con- 
struction der Krümmungsmittelpunkte der Polbahnen (diese Zeitschrift, 
Bd. XXIX S. 212 u. 382) nur giltig ist für  solche Punkte des bewegten 
ebenen Systerns, welche augenblicklich Bahnen mit stationarer Krümmung 
durchlaufen. Obgleich nun die Allgemeinheit dieser Construction hierdurch 
insofern nicht beeintriichtigt wird, als im Allgemeinen in jedem irgendwie 
bewegten starren ebenen System unendlich viele solcher Punkto existiren, 
so besitzen doch die a n  citirter Stelle gegebenen Entwickelungen der Aus- 
drltcke fur die Krllmmungsredien der Polbahnen nicht die ihnen dort i r r -  
thtimlich beigelegte Allgemeinheit und dies veranlasst mich, dieselben hier 
nochmals aufznnehmen. 

Zeitsohrift f. Msthematik o. Physik XXXIV, 5. 
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Die Bewegung des starren ebenen Systems werde ganz allgemein da- 
durch erzeugt, d a s ~  die im bewegten System liegenden Hüllcarven y, und 
y z  langs der  im ruhenden System befindliühen HHllbahnen c, und c, gleiten 
(S. Figur). Befindet sich das bewegte System momentan in der Lage 1, 

so bestimmt die unendlich benachbarte Lage II die gemeinschaftlichen Tan- 
genten der Htillcnrven und - bahnen, folglich auch die gemeinsamen Nor- 
malen in den Bertihrnngspunkten B, und B, der Curvenpaare. Diese Nor- 
malen, die sogenannten Beriihrungsnormalen, schneiden sich, wie bekannt, 
im Momentancentrum oder Pol P der unendlich kleinen Bemegung des 
Systems aus der Lage 1 in  die Lage II. Die der Lage II folgende unend- 
lich benachbarte Lage III des Systems bestimmt die unendlich benachbarten 
BerIihrungsnormalen der Curvenpaare, somit einerseits die Erümmungsmittel- 
punkte Cl, C,, Tl und r, der Hüllbahnen und -curien,  welche den mo- 
mentanen Bertihrnngspunkten BI und B, zugehoren, andererseits den nnend- 
lich benachbarten Pol P', bez. die Polbahntangente PT, welche bekanntlich 
ans den genannten Kriimmungsmittelpnnkten mittels der B o b  i l  l i  e r'schen 
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Construction gefunden werden kann. Es  ordnen sich sonach den vier 
Punkten Cl, C2, r, , r2 drei unendlich benachbarte Lagen des bewegten 
Systems und damit die Polbahnnormale P D  zu. Denken wir uns noch eine 
zu III unendlich benaühbarte Lage I V  des Systemv hinzu, so ordnen sich 
den drei Lagen I I ,  III und I V  die den Punkten Cl, C2, Tl,  r2 unendlich 
benachbarten Krümmungsmittelpunkte C', , C', , T', , r', (letztere beiden 
Punkte sind nicht in die Pigur  aufgenommen worden, um dieselbe nicht zu 
undeutlich zu machen) zu,  welche auf den Berührungsnormalen B'l P' bez. 
B;Pr liegen. Durch diese vier Punkte wird, wie vorher, die Tangente 
P'T' und Normale P'D' im Punkte P' der festen Polbahn p bestirnmt; 
die beiden Normalen in den Punkten P und P' der letzteren Curve schnei- 
den sich im gesuchten Krümmungsmittelpunkt Cp derselben. E s  wird sonach 
der Krümmungsmittelpunkt der ruhenden Polbahn durch vicr unendlich be- 
nachbarte Lagen des bewegten Systems bestimmt und ordnen sich diese 
letztcren den Kriîmmungsmittclpunkten K , ,  K,, K I ,  K, der Evoluten der 
Htillbahnen und -curven zu, welche den Punkten B, und Bq entsprechen. 
Um die Richtigkeit dieser Behauptuug zu erkennen, haben wir nur zu be- 
achten, dass dem Krtimmungsmittelpunkte Cl die drei Lagen 1, II, III, 
dem KrUmmuugsmittelpunkte C', die drei Lagen II, III, IV des bewegten 
Systems sich zuordnen; da  nun die Normalen B,C, und B'lC'l der Curve 
c, zugleich Tangenten der Evolute e, sind, so werden durch jene vier Lagen 
die Normalen i n  den Punkten Cl und C', der Evolute el fixirt, die sich in 
dem Krtimmungsmittelpunkte KI der Evolute el schneiden und folglich letz- 
teren bestimmen. Analoges gilt ftir die übrigcn Curven c,, y, und y,, 
bez. fur deren Evoluten e,, rl und E ~ .  Zugleich geht aus dieser Betrach- 
tung hervor, dass bei einer Bewegung des Systems ans der Lage 1 in die 
Lage IV die beiden Punkte K, und K2 ihre Lage i n  der ruhenden Ebene 
nicht lindern, weshallj wir die Richtungen sammtlicher ihre Lage Bridernden 
Geraden auf die Verbindungslinie KI K2 beziehen. 

Bezeichnet e p  = Cp P den Rrümmungsradius , ds  = P P' d m  Curven- 
element nnd dlz= L P C P P f  (S. Figur) den Contingenzwinkel der festen 
Polbahn p, so ist 

1) 
1 d m  -=-. 

Setzen wir zur Abkürzung e p  d 5  

L C I P D = ( p l ,  L C,PD=<p,,  L P D K , = r a  
und bezeichnen mit ml bee. lz, die Winkel zwischen den Berührungsnor- 
malen P B ,  bez. SB2 und der Geraden I / , I i2  im gleichen Sinne wie ra ge- 
niessen, BO bestehen ftir die letzten beiden Winkel als Aussenwinkel von 
Dreiecken die Relationen 

n,=(p,+lz ,  n,=<p,+m; 
aus denselben folgt unter Benutzung von 1) 

2)  - da, 1 d < p , - d n ,  1 a!??!- ---. --_ ---. 
d s  d s  e, ' d s  d s  Qp 

20 * 
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Diese beiden Beziehnngen benutzen wir in  folgender Weise zur Ermittelung 
von p p .  

Der Durchmesser W des Wendekreises der Bewegung des Systems aus 

der Lage 1 in die Lage III ergiebt sich bekanntlich aus der Gleichung 

in welcher zur Abktirzung P T l  = p l ,  PC, = r ,  gesetzt wurcle. Bei der 
Bewegung des Systems aus der Lage II in I V  kndern sich alle vier in 
dieser Gleichung auftretenden Grossen und zwar um Werthe, zwischen denen 
die folgende Gleichung besteht: 

d e ,  d r ,  4) d($)=-(ft-+)sinrldvl-(;;p-7)wspll 

Dio hierin ttuftretenden Elemente lassen sich aber durch gegebene Grossen 
und das Elexnent d s  der ruhenden Polbahn p ausdrlicken. Es iut z. B. 
(S. Figur) 

r, + d r ,  = P'C', = P'P', + P', Cl + Cl c ' ~  
= d s . s i n q ~ , + r , + k , . d n , ,  

worin k, = Kl Cl den Krümmungsradius und dm, = L Cl KI C', = L 3, Cl B', 
den Contingenzwinkel der Evolute el im Punkte Cl bedeutet; folglich er- 
giebt sich 

d r ,  = d s . s i n c p , + k , . d n , .  
Ganz anelog finden wir 

d e ,  = d s . s i n ~ ,  + x ,  . d u l ;  

hierin bezeichnet x, = K, Tl den Krtimmungsradius und dul  den Contingenz- 
winkel der Evolute el i m  Punkte T l .  Bekanntlich besteht aber zwischen 
du, ,  dm, und dem Drehwinkel d q  des bewegten Systems die Beziehung 

d v 1 = = d ? a 1 + d 9 ,  
auf Grund deren wir erhalten 

d p l = d s . s i n < p l + ~ ( d . n , f  dyi) .  
Die Werthe fIir d p l  und d r , ,  sowie denjenigen ftir d q l  aus 2) in 4) 

eingesetzt, ergeben nach einigen Reductionen 

Nun ist,  wie aus der Figur unmittelbar hervorgeht, 

PP; = ds.mscp,,  
andererseits aber  

PP', = r , .d la , ,  
folglich 

dm, - <pl 
d s  r l '  

ferner bekanntlich 
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d o  - I - - -  
a s  W' 

womit obige Gleichung iibergeht in  

d 1 S L n .  q sinql cos pl ,i(,)=(;-;>+-(;-$)(;+<) 
x ,  cos ml (cos m, + 1) + kl ws2 % . -- - 

el2 r,  W rlY 
Durch entsprechendo Benutzung der Gleichung 3) erhalten wir schliesslich 

Vertanschen wir hierin den Index 1 mit 2 ,  so ergiebt sich ein zweiter 
Ausdruck fiir den links stehenden Differentialquotienten; die Gleichsetzung 
beider Ausdriicke liefert die zur Berechnung von g p  dienende Gleichung, 
welcher wir die folgende Gestalt geben: 

2 .  
sin q,  - (k + S m  q2 

Der Erümmungsradius en = flCn der beweglichen Polbahn z findet sich 
durch die gleiche Entwickelung für die umgekehrtc Bewegung. Wir haben 
folglich auf der rechten Seite der Gleichung 1) einfach die Grossen e und 9.1 

bez. x und k miteinander zu vertauschen, um die entsprechende Gleichung 
fur Q, zu erhalten. Hierbei is t  aber noch Eines zu beachten. Ptihren wir 
nLmlich diese Vertauschung in der Ausgangsgleichung 3) durch, so geht 
dieselbe tiber in die Gleichung 

Diese Gleichung ist unmoglich, falls <pl denselben Winkel wie frliher be- 
zeichnet und unter r,, q, und W absolute Werthe verstanden werden, weil 
ja hier r, > pi ist. Um die Gleichung richtig zu machen, müssen wir noch 
W mit - W vertauschen, was j a  auch mit dem U m ~ t a n d e  in Einklang 
steht, dass die Wendekreise der umgekehrten und der ursprtinglichen Be- 
wegung zur Polbahntangente symmetrisch liegen. Diese Ueberlegung zeigt, 
dass wir in Gleichung 1) W ebenfalls mit - Wvertauschen müssen, sobald 
wir dieselbe fur die unigekehrte Bewegung aufstellen und dabei unter 9, 
und cp, dieselben Winkol verstehen wie bei der ursprünglichen Bewegung. 
Mittels der angeftihrten Vertauschungen finden wir aus 1) ohue Weiteres 
die Gleichung 
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Suhtrahiren wir 1) von II), so heben sich auf der rechten Scite die 
mit W multiplicirten Glieder ganz fort, und es bleibt 

Unter Benutzung der Relation 3) und der folgenden 

ergiebt sich daraus, wie erforderlich , die Beziehung 

Der Einfluss, welchen die Lage der Punkte K,, K,, K, und K2 auf 
die Form der Ausdrücke 1) und II) ha t ,  wird aus der Entwickelung der 
Gleichung 1) unmittelber ersichtlich. Liegt z. R. K ,  auf der entgcgengesetz- 
ten Seite der Bertihrungsnormalen B, Cl, so ist i n  dem Ausdrucke für 
r,  + d r ,  das Glied Cl C', negativ; in dcr Gleichung 1) würde sonach das 
Glied mit dem Factor k, das entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. U'ir 
konnen folglich die Abweichungen in der Lage der  Punkte Y,, K,, K, nnd 
K, von der i n  der Figur angenommenen in den Gleichungen Ij und II) 
dadurch berücksichtigen, dass wir die Krümmungsradien der Evoluten mit 
dem negativen Vorzeichen einführen. 

Sind einzelne der Hüllcurven und - Bahnen Kreise oder Punkte, ao hat 
man einfach in den Gleichungen 1) und II) die entsprecbenden Krtimmungs- 
radien der Evoluten gleich Nul1 zu setzen; sind sie Gerade, so veruchwin- 
den in jenen Gloichungen ausserdem die Glieder 1 : p ,  bcz. 1: r.* 

Die Gleichungen 1) und I I )  lassen iihnliche Umformungen zu, wie sie 
zum Zwecke der geometrischen Construction der Krtimmungsrnittelpunkte 
beider Polbahnen in der friiheren Arbeit nngegeben wurden; jedoch sollen 
dieselben hier nicht weiter bertihrt werden, weil ich in einer bald folgenden 
Mittheilung die erwahnte Construction unter Benutzung der Punkte statia- 
narer Krümmung niiher auszuftihren beabsichtige. 

* Berr Dr. B u k a  scheint nicht zu unterscheiden zwischen sp  e ci ellen B e -  
w e g u n g e n  und s p e c i e l l e n  E r z e u g u n g s w e i s e n  von Bewegungen, sonatwürde 
er wohl schwcrlich die nicht zutreffende Anmerkung ** auf S. 117 aufgenornmen 
haben, zu welcher kein Wort meiner Arbeit ihm Anlass bietet. 

R i g a ,  November 1858. Prof. M. G R ~ B L E K .  
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XX. Der Simson'sche Srttz vom Dreieck nnd dessen Erweiternng. 

1. ,,Fallt man sus  jedem Punkte des einem Dreieck umbeschriebenen 
Kreises Perpendikel auf die drei Seiten, so liegen deren Fusspunkte 
auf einer Geraden. * 

Wendet man auf die so entstehenden Geraden den Transversalensatz 
des M e n  c l e o  s a n ,  so ergeben sich einige besondere Satzc. Errichtet man 
allgernein in den Schnittpunkten einer beliebigen Transversalen durch das 
Dreieck auf den Seiten des Dreiecks Senkrechte, so werdcn sich dieselben 
in drei Punkten schneiden, die die Ecken eines dem ursprünglichen Dreieck 
ahdichen Dreiecks sind, das gewissen Bedingungen unterworfen ist,  die 
hier nicht naher untersucht werden sollen. Fallen nun die drei Punkte in 
einen mgammen (oder wird das Dreieck gleich Null), so haben wir es mit 
der Umkehrung des obigen Satzes zu thun,  d. h. der Punkt  is t  ein Punkt  
der Peripherie des dem Dreieck umschriebenen Kreises. I n  diesem Falle 
giebt uns die Anwendung des Satzes des M e n e l e o s  folgende bemerkens- 
werthen Resultate. 

Es sei A B C  das gegebene Dreieck, P der Punkt  auf der Peripherie, 
A,,  R,, C, die Fusspunkte der Senkrechten resp. auf BC, C A ,  AB. 

II P A . P A ,  = P B .  PD,=  P C .  PO,= K. 
Für die drei Fglle, dass P in  A ,  B oder C liegt, ist K = O:  

1) P in  A,  P A = O ,  P B , = O ,  PC,=O;  
III P in B ,  P A , = O ,  P B = O ,  P C , = O ;  

III) P in  C, PA,=O,  PB,  = O ,  P C = O .  

2) ( B A , - C A , ) a + ( C B , - A B , ) b + ( A C , +  /:C,)c=O 
oder 

(BA," CA,') + (C Bi2 - A BI" + ((A C,2 - B ClZ) = O 
oder 

oder 

(BA,  - CA,) ( B A ,  + CA1) + C BI" B ClZ = 0 ,  
d. h. 

c2 - b2 
(BA, - CA,) a + be - c2 = O d e r  RA, - CA, = 

- 
also, da BA, + CA, = a ist , 

a2 + 2 - b2 aZ+ b2-19 .  
BA, = 3 CA,= 

-- - 2 a 2 a 

Dieser Satz wird R. S imson  zugeschrieben von S e r v o i s  Gerg. Ann. 4 S. 260- 
Vergl. Gerg. A m .  14 S. 28 u. 280; P o n c e l e t ,  Propr. proj. 468. B a l t z e  r ,  Ele- 
mente II, S. 26. 
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Die beiden Satze heissen in Worten: 
1. ,,FZllt man von einem Punkte der Peripherie des einem Dreieck um- 

beschriebeuen Kreises Senkrechte auf die drei Seiten, so sind die Producte 
der Abetande des Punktes von den drei Ecken in die Senkrechten auf die 
Gegenseiten gleichY, und umgekehrt: 

1. a) "Errichtet man in den Durchschnittspunkten einer Transversalen 
auf den Seiten des Dreiecks Senkrechte und sind die Producte aus den 
Abstanden der Schnittpunkte je zweier von den Ecken und den Senkrechteu 
gloich, so schneiden sich die drei Senkrechten in e i n e m  Punkte, der auf 
der Peripherie des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises l i eg tu  

2. .Die Summo der Quadrate dreier nicht aneinanderstossenden Ab- 
schnitte ist fiir eine S i  m s O n 'sche Transversale gleich der Summe der Qua. 
drate der drei anderen Abschnitteu, und umgekehrt: 

2. a) .Ist die Summe der Quadrate dreier nicht aneinanderliegender 
Abschnitte gleich der Summe der Quadrate der drei anderen Abschnitte, so 
liegen die drei Theilpunkte auf einer Geraden. Diese Gerade ist eine 
S i m s  on'sche Gerade, d. h. die in den Durchschnittspunkten auf den Eeiten 
errichteten Senkrechten schneiden sich in  e i n  e m Punkte, der auf der Peri. 
pherie des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises liegt." 

II. Der S i  m s O n'sche Satz ist nur ein Specialfall eines allgemeineren : 
.Zieht man von einem Punkte des einem Dreieck umbeschriebe- 

nen Kreises unter beliebigem, aber gleichem Winkel Strahlen nacli 
den drei Seiten, so liegen die Durchschnittspunkte auf einer Geraden.' 

Da man, wenn der Winkel kein rechter is t ,  unter demselben Winkel 
zwei Strahlen nach jeder Geraden ziehen kann,  so muss pracisirt werdeu, 
dass d i e  drei Durchschnittspunkte auf einer Geraden liegen, die vom Fusb- 
punkte der Senkreohten nach derselben Richtung liegen. In diesem all- 
gemeinen Palle ergeben sich also zwei Gerade, die für den Specialfall des 
rechten Winkels in die S i m  s O n'sche Gerade zusammenfallen. 

Nach S t e i n e r *  ist die S i m  s O n 'eche Gerade die Einhüllende einer 
Cuive dritten Grades und vierter Ordnung. G ,  ist ideelle Doppeltaugente 
der Curve, die drei Rtickkehrpunkte bat. Die drei Riickkehrtangenten 
sühneiden sich in  einem Punkte. Die Curve berührt die Seiten und Eibhen 
des Dreiecks.** 

Ganz analog sind die Enveloppen der beideu für  die allgemeine Vor- 
aussetzung resultironden Geraden dreieckige Hypocykloiden, da jc xwei 
zweien Gegenpunkten im umschriebenen Kreise entbprechende Gerade senk- 
recht aufeinander stehen, also ein sogenanntes Paar  bilden. Wir erhalten 

* Crel le 's  Journal, Bd. 53 S. 231. 
*+ Vergl. Sc  h O t t e n  , Ueber einige bemerkenswerthe Gattungen der Hppo- 

cykloiden. 1naug.- Diss. Marburg 1883. 
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also jetzt zwei dreieckige Hypocykloiden, deren Lage und Grosse von der 
Grosse des beliehig gewahlten Winkels abhiingig sind. Es  ergeben sich hier 
iihnliche Beziehungen wie zwischen der Fusspunktscurve und den beiden 
Scheitelpunktscurven.* 

Die Durchschnittspunkte zweier ein ,,PaarY bildenden Geraden liegen 
nicht, wie beiin Specialfall des rechten Winkels, auf dem F e u e r b a c h -  
schen Kreise. 

H e r s f e l d .  Ur. H. SCHOTTEN. 

XXI. Znm Problem der Brachistochrone. 

In der Variationsrechnung wird gezeigt, dass die Curve, welche ein 
fallender Punkt verfolgen muss, um von einem gegebenen Punkte zu einem 
andern gegebenen Punkte i n  mtiglichst kurzer Zeit zu gelangen - die so- 
genannte Brachistochrone -, eine Cykloide i s t ,  indem die Berticksichtigung 
der angegebenen Forderung auf die Differentialgleichung dieser Curve führt. 
Da aber sarnmtliche Lehrbücher der genannten Theorie, soweit sie wenig- 
stens dem Schreiber dieser Zeilen bekannt sind, mit einer einzigen, weiter 
uriten naher berührten , sich auf einen Specialfall beziehenden Ausnahrne sich 
sodann aiif die Remerkung beschrlnken, ,,die beiden in dem Int,egral jener 
Differentialgleichung noch enthaltenen willkürlichen Constanten würden durch 
die Bedingung bestimmt, dass die Curve durch die beiden gegebenen Punkte 
gehen m ü ~ s e u l  ohne tiber die Ausführung dieaer Bestirnmung oder auch nur 
deren MGglichkeit Etwas auszusagen , so dtirfte der B e  w e i s nicht tiber- 
flüssigsein, d a s s  d u r c h  z w e i  b e l i e b i g e  P u n k t e ,  w e l c h e  n i c h t  a n f  
v e r s c h i e d e n e n  S e i t e n  e i n e r  g e g e b e n e n  g e r a d e n  L i n i e  l i e g e n ,  
s te t s  e i n  C y k l o i d e n b o g e n  g e l e g t  w e r d e n  k a n n ,  d e s s e n  e r z e u -  
gender  K r e i s  a u f  j e n e r  G e r a d e n  r o l l t .  

Liegen beide Punkte auf der gegebenen Geraden selbst, so bedarf es 
keiner Erorterung, dass durch sie ein Cykloidenbogen gelegt werden kann, 
dessen Anfangs- und Endpunkt eben jene Punkte sind. Es werde daher 
angenommen, dass mindestens einer der beiden Punkte nicht suf der Ge- 
raden liege. 

Legt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde, dessen 
X-Axe die gegebene Gerade und dessen Anfangspiinkt auf dieser beliebig 
k t ,  und nennt man die Coordinaten der zwei gogebenen Punkte $,y, und 
X, y,, so darf offenbar unbeschadet der Allgemeinheit angenommen werden 

4 > x, und y, ) y, > 0. 
Die Gleichungen einer jeden Cykloide, deren erzeiigender Kreis den 

Radius Y hat und von dem Punkte x = ,$ aus i n  der positiven Richtung der 

Vergl. S c h o t t e n ,  Ueber Fusspunktscurven. Progr. Hersfeld, Ostern 1887. 
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x -Axe auf dieser rollt, Sind alsdann bekanntlich , wenn der in z = 5 mit 
dem Werthe Null beginnende Wtilzungswinkel mit cp bezeichnet wird, 

1 )  
X-g=r(cp-s inv) ,  

y = r ( l -  coscp). 
Unser Beweis wird nun,  wie sich durch eine nachtrzglich anzugebende 

Stetigkeitsbetrachtung zeigen wird, allgemein erbracht sein, wenn er für 
die beiden folgenden besonderen Lagen des gegebenen Punktepsares ge. 
führt ist : 

a) der eine Punkt  liegt beliebig auf der Geraden, der andere beliebig 
ausserhalb derselben [(zl, 0) und (x, , y,)] ; 

6) beide Punkte liegen in gleicher Entfernung von der Geraden, be- 
liebig weit von dieser und voneinrtnder [(x,, y,) und (x,, y,)]. 

Diese Fiille mogen daher zunachst erortert werden. 
Bezeichnet man bei allen durch (x,, y,) gehenden Cykloiden den z u  

diesem Puokte gehorigen Werth des Wiilzungswinkels mit < p z ,  den Iiadius 
des erzeugenden Kreises mit r, so besteht zwischen diesen beiden von Cyk- 
loide zu Cykloide stetig sich anderuden Grossen die Gleichung 

2) r ( 1  -cosrp,) =y,. 
Bei jeder dieser Cykloiden gehort zu der Abscisse x, eine gewisse Ordinate, 
die wir mit TL, bezeichnen wollen und die, wenn <pl den jedesmal zu s, 
gehorigen Werth des Walzungswinkels bezeichnet, gegeben wird durch 

3) ul =r(l-wscp,). 
Dabei besteht zwischen <pl und v, noch die Glcichung 

4) r (~ , -9 , - s incp ,+s i l zcp , )=z , - s , ,  
aus welcher r durch Gleiühung 2) eliminirt werden kann. 

a) In  dern ersten der zu behande!nden Falle muss u, verschwinden 
dadurch, dass y,  = O  ist. E s  ist  daher zu untersuchen, ob 9, aus 2) und 
4) derngemass bestimmt werden kann, d. h. ob die Gleichung 

m , - s i n ' ~ ~ - x , - ~ ,  -- 
1 - cos rp, Ys 

ftir einen zwischen 0 und 2n; liegenden Werth von cp2 erfIillt wird. Da 

x'-xl als gegebene Grosse jeden beliebigen positiven Werth haben kann, 
Ys 

ist also zu zeigen, dass die linke Seite von 5) zlle Werthe von O bis m 

durchlauft, wahrend <pz von 0 bis 2 n  geht. Dies ist  aber der Fall; denn 
für cp, = O is t  der Ausdruck Null,  wovou man sich durch Einsetzen der 
Reihen ftir s in 9, und cos cp, tiberzeugt, und für rp, = 2 n; wird der Druch 
unendlich. D a  cr aber eine stctigc Function von y, zwischen diesen Grenzen 
ist,  so nimmt er anch ttlle Werthe zwischen O und a;, an. 

Hiermit is t  zunachst gezeigt, dass durch einen beliebigen Punkt auf 
der gegebenen Geraden und einen beliebigen Punkt ,  der nicht auf ihr liegt, 
stets ein Cykloidenbogeo zu legen ist. Fur diesen Specialfall hat übrigens 
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auch S t u r m  (Cours d'analyse, t. II, 6"' é d i t ,  Paris 1880, p. 321) eino 
Construction des Radius des die Cykloide erzeugenden Kreises angegeben. 

6) Damit u, = y2 werde und durch (x,, y,) und ( x , ,  y,) d e r  s e l  b e 
Cykloidenbogen hindurchgehe , muss zwischen rp, und 9, die Relation be- 
siehen 

6) P I + ( P ~ = ~ ~ .  

Eliminirt man mit Hilfe deraelben aus 4) und den heiden identisch gewor- 
denen Gleichungen 2) und 3) einen dcr beiden Winkel, z. B. y,, BO ist  elso 
nur xu zeigen, dass die Gleichung 

durch einen zwischen O und n liegenden Werth von 9, zu befriedigen ist, 
- zwischen O und n;; denn cp, muss ja  < cp, sein, und die Summe heider 
ist Zn. Da aber die reühte Seite in  7) wieder jeden beliebigen positiven 
Werth haben ka,nn, so ist  zu zeigen, dass die Function von q, auf der 
Linken alle Werthe von O bis cc diirchlauft, wahrend q ~ ,  von 0 bis n geht. 
In der S h a t  ist für <pl = O der Ausdruck unendlich nnd für <pl = n  Null, 
und wegen der Stetigkeit nimmt er dann auch alle Zwischenwerthe an. 

Damit ist auch der Beweis erbracht, dass durch zwei gleichweit von 
der gegebenen Geraden entfernte Punkte stets ein Cykloidenbogen gelegt 
werden kann. Auch dieser letztere Beweis kann iibrigens durch eine der 
augeführten , von S t u  r m herriihrenden ahnliche Construction ersetzt werden. 
Sind namlich zwei gleichweit von der gegebenen Geraden entfernte Puukte 

A d e  x , y und B (ode. xn , y,) gegeben , so ist oder C  der 

Mittelpunkt der Grundlinie der durch A und B zu legenden Cykloide. Con- 
struirt man nun irgend eine Cykloide, filr die C ebenfalls Mittelpunkt der 
GriindIinie ist ,  so m6gen CA und CB diese Cykloide in  den Punkten A' 
und B' schneiden, und man findet leicht, dass alsdann die Proportionen 
bestehen 

C A - C B  r 
~ - c B ' = Ï ,  r 

wenn r und r' die Radien der die beiden Cykloiden erzeugenden Kreise sind. 
Hierdurch findet man also den Radius p. der gesuchten durch A und B zu 
legenden Cykloide auf dem Wege der Constructioa. 

Es . i s t  jetzt noch nachxutragen, dass durch die Erledigung der beiden 
Specialfille a) und b) thatsachlich aucb der allgemeine Beweis erbracht ist, 
dass durch zwei Punkte (z2y,) und (x, y,), wo O <y, - 5 y,, ein Cykloiden- 
bogen zu legen ist. Der nach b) vorhandene, durch (x, y,) und (x2yd) 
gehende Cykloidenbogen schneidet auf der x -  Axe einen Punkt zo aus, wo 
X, < 2,. Nach a) geht nun durch (x2 y,) und j e d e n  Punkt  zwischen x, 
und x, ebenfalls ein Cykloidenbogen. Jeder derselben schneidet daher die 
auf der x - A x e  in x, senkrecht stehende Gerade, und die auf dieser ab- 
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geschnittenen Stticke werden durch den Ausdruck fiir zc, in Gleichung 3) 
gegeben. Da aber u, unter Beriicksichtigung von Gleichung 2) und 4) eine 
sletige Function von cp, ist und fur  zwei bestimrnte Wcrthe von cp, bezw. 
die Werthe O und y2 annimmt, wie unter a) und b )  gezeigt k t ,  so 

kann cs auf dor Senkrechten zwischen (%,O) und (s, y,) auch nicht einen 
I'unkt geben, welcher nicht von einem jener cykloidenbogen geschnitten 
würde. 

Hiermit aber ist unser Beweis vervollsttindigt. 

G i e s s e n .  Dr. L. HEFFTER. 

XXLI. Ueber Reihentheoreme. 

so ist leicht einzusehen, dass die Reihe 

sowie ihre s h m t l i c h e n  Differentialquotienten convergent bleiben. Unter 
diescr Voraussetzung gilt  folgende allgemeina Ueziehung: 

Diese Gleichung schliesst, wie wir zeigen wollen, als speciellen Fa11 die 
B ü r m  a n  n'sche Reihenentwickeluug in sich. 

Sie ergiebt sich mit Hilfe der Functionentbeorie sofort; wir ziehen es 
jedoch vor, sie unter der obigen Voraussetzung auf eine eigenthtimliche 
Weise zu begriinden. 

Es sei allgemein 

addirt man diese Gleichungen, so folgt, wenn 

1 1 A-1 - = mi,2 - 1  A! A! 

Es  ist aber auch 
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80 folgt durch Addition der beiden letzten Gleichungen 

d 

So fortfahrend erhalt man,  wenn 
'%. T -4- 1 

i)! - mw,i  = ~ . + I , z  
(A-w- 

gesetzt wird, so dass 
( a - 1 ) ( ~ - 2 ) , . ,  ( A - , , )  

%,A = - 
Y !  A! 

und 

Nach der Voraussetzuug wird 

cri d A f l  
A - .  
A! du2  ' 

genau so ergiebt sich: 

und damit ist  unsere Formel bewiesen. 
Um sie fü; einen speciellen Fa11 i n  Anwending zu bringbn, verlangen 

wir die Entwickelung von 

Sei 
dS.-l p= f (a l ,  ~ ' ( E I :  < ~ ' ( s ) = B , ,  45- : p'(E)=flR=Vn(E), 

so wird 
(L, w 

(x) = y (-1) - - iy "+1(2). 
U A! 

Kann unbevchadet der Convergenz 6 so gewtihlt werden, dsss 

00 folgt 

die bekannte B ~ i r m a n n ' s c h e  Reihe. I m  Allgemeinen muas der Werth von E 
BO bestimmt werden, dws 
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dann werden die Reihen sicher convergent und es gilt die üleichung 

Die Entwickelung einer Punction nach steigenden Potenzen einer andein 
Function wird bewirkt wio folgt: 

wenn <Y ein solcher Werth von z ist:  fu r  den 

'P (a) = o. 
E s  erscheint manchmal aber wlinschenswerth, von der Auflosung der 

Gleichnng 
c p ( 4  = O  

frei zu sein. Dies kann auf folgende Art  geschehen. 
Sei 

v ( v ) = ~ ,  f ( ~ ) = B o t  9 ( 7 ) = 8 n ,  

wo 7 eine vor der Hand noch unbestimmte Zahl bezeichnen meg. Daun 
ist offenbar m 

& = z z ( . - l )  ... ( z -n+ l )Ansx-m 
n  

oder anders geschrieben 
m 

x !  
A. ccX-". 

Ilaraus ergiebt sich leicht: 
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Nun ergiebt sich aus 1 )  
u) 

B n +  1 ( n+ l+x ) !  (n+l) U A ~ + ~ = ~ Y ~ - - ~ - -  - 
a .  , a ! % !  A,.+x+lUx+i. 

Subtititnirt man diese Gleichung i n  die vorhergehende, so ergiebt sich 

Setzen wir nnn 
1 1  a+(%)=-- -  

x !  X + l l 9  

Y O  ergiebt sich auf dieselbe Art: 

+2 m p ( x + l ) ( n + 2 + x ) ! / 1 . + 2 + .  .'+'. 
1 n 1 

Nun ist 

also, wenn man die beiden letzten Gleichungen addirt: 

Setzt man 

1 1 az ( n )  = - - --- 
XI n+l19 

Wird non q sti gewahlt, dass diese Reihe convergirt, 80 ist 

Eine weitere Betrachtung dieser Beihe, sowie die Bestimmung des 
Restgliedes behdte ich mir ftîr eine splitere Publication vor. 

Prag. Dr. W. L&KA. 
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XXIiI. Zur Meunerprobe. 

Die Bemerkung auf S. 117 des laufenden Jnhrgangs dieser Zeitschnft 
bexüglich beschrankter Anwendbarkeit der Neunerprolie bei der Divis ion 
beruht wohl auf einem Irrthum. Die Probe besteht j a  darin, dass man die 
reduoirten Quersummen des Quotienten und des Uivisors ermittelt, beide 
Zahlen multiplicirt und die reducirte Quersumme des Productes mit der 
reduüirten Quersumme des Dividenden vergleicht. Z. B. 

15-6, 414, 6 . 4 ~ 6 :  60. 

Auch bei Divisionen, welche nicht aufgehen, erweist sich die Neuner- 
probe als hochut praktisch. Z. B. 

1889 : 75 = 25 (Rest 14) 
389 

14 
7 5 ~ 3 ,  2 5 r 7 ,  1 4 ~ 5 ,  

3.?+5-8= 1889. 
M ü l h e i m  a. d. R. A. XMMERICH. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



XVIII. 

Zur Invariantentheorie. 

Von 

Dr. VELTMANN 
in Poppeladorf-Bonn. 

In Bd. XXII dieser Zeitschrift habe ich einen Beweis zu geben ver- 
sucht fiir einen von A r  o n  h O 1 d aufgesteiiten , aber in  ganz verfehlter Weise 
hergeleiteten Satz Ilber die Bedingungen, unter welchen zwei ganze homo- 
gene Functionen ineinander durch lineare Substitution transformirt werden 
konnen. Es ist nun mir gegenüher die Ansicht geaussert worden, dass 
nicht blos der A r o n  hold 'sche Beweis (auf die Fehler desselben hatte auch 
Clebs c h aufmerksam gemacht) , sondern der Satz selbst unrichtig sei , wo- 
nach dann der von mir geführte Beweis ebenfalls fehlerhaft sein wtirde. Rei 
naherer Prüfung finde ich nun in der That ,  dass durch denselben nur die 
Nothwendigkeit, nicht die Zulanglichkeit der betreffenden Transformations- 
bedingungen dargethan ist. Der  Satz ist jedoch richtig und der von mir 
eingeschlagene Weg geeignet, zu einem einwurfsfreien Beweise desselben zu 
ftihren. Die von mir gegebene Herleitung bedarf blos noch einer J lerdings 
sehr wesentlichen Erganzung und im Einzelnen strengerer Regründung. I n  
letzterer Beziehung sind namentlich verschiedene besondere Falle auszu- 
schliessen, -welche in  der frtiheren Abhandlung nicht berticksichtigt oder 
wenigstens nicht ausdrücklich ausgeschlossen waren. I m  Folgenden sol1 der 
vollstandige Beweis mit jedesmaliger Angahe der auszuschliessenden Singu- 
larititen gegeben werden. 

P 
Mit F R  (a, z ) ,  Pi ( b ,  z), . .. wird eine ganze homogene Function pter 

Ordnung von zl .. . x, bezeichnet. Die Glieder werden so geordnet, dass 
diejenigen mit nachstehenden Rencnnungen den Anfang machen: 

q - ' . x l ,  x y .  93, z ; - ~ . x ~ ,  .. ., xy-l.x,; 

1) 
X : P - ~ . X ~ ,  x!-l. x2, X $ ' - ~ . Z ~ ,  ..., x$'-l.zn; 

. m . . . . . . . . . . . . . . .  - - 1  

X ~ - ~ . X ~ ,  X ~ - ~ . Z ~ ,  X R - ~ . X ~ ,  ..., x;-~.x,. 

Die übrigen m6gen dann etwa in Gruppen nach den Potenzen von x,, jede 
Gmppe nach den Potenzen von x , , - ~  u. S. W. geordnet sein. In  dieser 

Zeitselirift f. Mathernatik ri. Phyaik XXXIV, 6. 2 1 
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Reihenfolge wird der die (reellen oder imaginaren) Coefficienten bezeich- 
nende Buchstabe ( a ,  b u. S. W.) mit den Indices 1, 2,  ..., m versehen, wu 

... . also m = [B (n + 1) (12 + p  - l)] (1.2. .... p) ist. Durch lineare Sub- 
stitution wird eine Punction c : ( a ,  2) in  eine Function F;f,(b, x), eine Co- 

efficientenreihe a, ... a, in eine Coefficientenreihe b, ... b,  transformirt. 
Zwei Coefficientenreihen, welche ineinander transformirbar sind, heissen 
collinear. Alle Coefficientenreihen, welche aus einer bestimmten durch 
lineare Substitution entstehen konnen, bilden ein collineares Gebiet. 

Bus der Rcihe a, ... a,  m6ge durch die Substitution 

[wo also das Zcichen (=) ,ersetzt durchu bedeutet] die Reihe b, ... b,  ent- 
stehen. Die b, ... b, seien in  den a, ... a, und den nij dargestellt durch 
die Gleichungen 

31) ! 1 b1 = a l  al+...+u; a,, 

32) 
2 2 ' 

b, = a; a,!+. .. + a; a,, 

. . . . . . .  " . . . . . . ,  
rn m 

3,) 6, = a l  a,+..-+a; a,, 
i 

wo die orj Punctionen der lyij v ~ m * ~ t e n  Grade sind. ,Q E s l i s t  hier voraus- 
gesetzt, daas die Ansahl vn der Glieder der Function grosser als fila, dass 
also p > 2 und,  wenn p = 3, la > 2 ist. Die Benennungen 1) sind d a m  

stimmtlich voneinander verschieden. 

Die Gleichungen13,):bis 3,) bleiben b c s t ~ h c n , ~  wenn man samrntliche 
aij mit irgend einer pten Wurzel aus 1 multiplicirt. Lest man also diese 
Gleichungen oder einen Theil derselben in Bezug auf n,j  auf, so erhalt 
man mindestens p verschiedene Losungen. 

LI. 

In den Gleichungen 3,) bis 3,) sind, besondere Palle ausgenornrnen, 
... bei constanten a, ... a,  und b, b,, die Grossen aij und somit auch die 

... bn,+i b, nicht stetig veranderlich. 

B e w  eis .  Angenommen, die Substitution 2) lasse sich unendlich wenig 
so variiren, dass aus den früheren a, ... a, durch die Gleichungen 3,) bis 
3,.) wieder die früheren b, ... bn ,  hervorgehen. Die variirte Substitution sei 

4, X i  (=) Y ~ I  2 1  f '.' +yin&.  
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Es m6ge eine Substitution 
k = n  

5) xj (=) 2 Bj k %A 
k = 1  

80 bestimmt werden, dass 4) durch Composition von 2) mit 5) entsteht. 
Die resultirende Substitution wird erhalten, indem man aus 5) den Aus- 
druck fur xj in 2) einsetzt; sie ist  also 

6) 

oder 

Sol1 dies mit 4) libereinstimmen, so muss 

sein,  woraus sich ergiebt , wenn die Determinante der Substitution 2) mit A, 
ihre Unterdeterminanten mit Aij  bezeichnet werden: 

Da die y von den a nur unendlich wenig verschieden sind, so kann 
die Substitution 

'1 z1 ("1 B i 1  X i + . . . + B i n X n ,  
10) . . . . . . . . .  - - 1  

$7, (=)prix, + . m . +  p n n z n  

dargevtellt werden durch 

2, (=) (1+ 4 1  w, + 
i(=) 6 2 1 8 ~ 1 +  . . . . . . . . .  
Z n  (=) 5n i 8 $1 + 

wo die 6 endliche Grossen sind , 6 unendlich klein ist. 

Da die mit der Substitution a zusammengesetzte Substitution B den 
Coefficienten b, ... bn,  dieselben Werthe giebt, wie die Substitution a allein, 
so müaseo, wenn man auf die Reihe b, ... b, die Substitution 10) = 11) 
anwendet, die b, ... b , ,  ungeandert bleiben. Die Aenderung, welche die 

Punction <(b, z) durch die Substitution 11) erfghrt, ist  nun 
21f 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



324' Zur Invariantentheorie. 
_IUIY-CYL^̂  I ^ I ^ - - - ~ ~ ^ ^ -  ^ ^ ^ - C U - - C - _ ~ - - - - ~  

m.. 

I n  dieser Summe müssen also die Glieder mit den Benennungen 1) = 0 sein. 
Zur Bestimmung der t erhtilt man somit eine Anzahl = n m  Gleichungen, 
welche in den & homogen vom ersten Grade sind und in welchen die [ mit 

linearen Functionen der Coefficientcn b der Function ~ : ( b ,  x) multiplicirt 
sind. Die Determinante (vom %ntBU Grade) dieser Gleichungen, welche mit 

X bezeichnet werden moge, ist  nicht identisch = 0; denn wmn man z. B. 

F: (b ,  z) die besondere Punction 

sein lasst, so ist  die Variation derselben = 

~ z ~ - ' ( k , ,  2, + - . . + 1 1 ~  2,) 8 

+pxL- ' (k2 ,  z , + . . . + & , ~ n ) d  
. . . . . . . . . . . . .  

+ P X ~ - ~ ( ~ ; , I Z ,  + n e . +  k,,z, ,)d.  
I n  diesem Ausdruck kommen nur die Benennnngen 1) vor und mit Weg- 
lassung des gemeinsamen Factors p sind die Gleichungen zur Bestimmung 
der & diese: ,,Jedes 5 = 0." Die Deteiminante dieser nn. Gleichungen 
ist = 1. 

Wenn demnach in dem Ausdruck 12) die Glieder mit den Beneunuugen 
1) = O  gesetzt werden, so ist  das Verschwinden der Determinants der 
Gleichungen , welche man hierdurch zur Bestimmung der 5 erhalt, a19 Sin- 
giilarittit 7.11 betrachten und kann daher ausgeschlossen werden. Im All- 
gemeinen ist diese Determinante nicht = O  und ergeben sich deshalb für  
stimmtliche 5 die Weïthe Null. Die Substitution kann also nicht so variirk 
werden, dass aus denselben a,. .. a, dieselben b, ... b, ,  hervorgehen. 

Hierbei mogo bemerkt werden, dass es collinearo Gebiete giebt, in 
welchen die Determinante X durchweg = O  ist. Wenn namlich eine Func- 
tion die Eigenschaft hat, durch eine stetig variable Substitution, deren De- 
terminante nicht gleich Null is t ,  in  sich selbst transformirt werden zu 
konnen, so hat  jede zu derselben collineare Yunction die nimliche Eigen- 
schaft. Wenn also die a, ... a,, b, ... b,  i n  den Gleichungen 3) einem 
solühen Gebiete angehoren, so konnen die rrij variirt werden, wiihrendnicht 
blos die b, ... bnn , sondern siimmtliche b ungeandert bleiben. In solchem 
Falle gilt also obige Ausschlievsung fü r  das ganze betreffende collineare 
Gebiet. 
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326 Zur Invariantentheorie. -- 
Werth von <y,, in  die übrigen, dann aus 3,) den Werth von n12 in die fol- 
genden u. S. W. eetzt (ob dies ausführbar is t  oder nicht, ist hier gleichgiltig), 
so kann der Fa11 nicht eintreten, dass irgend einmal sarnmtliche <y heraus- 
fallen, also Bedingungsgleichungen zwischen den a, ... a, erhaltcn nerden. 
Denn dann würden, wenn dieselben erftillt waren, für die a sich stetig 
variable L6siingen orgeben. Die a, .. . a, wtirden also nicht so angenommen 
werden konnen, dass man nichtvariable LGsungen erhalt, mas mit III im 
Widerspruche steht. Ebenso ist es nicht moglich, dass ausscr s%rnmtlichen 
a auch sZmmtliche a herausfallen; denn in diesem Falle würde man fur be- 
liebigc a variable Losungen erhalten, cbenfalls im Widcrspruche mit Friîherern. 

Nur in besonderen Ftillen, bei bestimmten Beziehungen zviischen den 
a, . . . a, kann es also eintreten, dass die Gleichungen 3,) bis 3,) keine oder 
variable Losungen haben. Urn diese Beziehungen zu erhalten, wiirde man 
durch rationale Elimination, etwa nach dem Verfahren der Kettenbruchent- 
wickelung unter Anwendung des Satzes von L a b a t i e ,  das System von 
Gleichungen auf eine oder mehrere Gruppen reduciren von der Beschaffen- 
heit,  dass in jeder Gruppe die erste Gleichung sammtliche Unbekannte, die 
zweite eine weniger u. S. W. enthtilt. Hierbei würde man durch Ausschliessung 
bestimmter Beziehungen zwischen den a erreichen konnen, dass diese Eli- 
mination sich i n  einer bestimmten Weise allgemein ausführen liesse. Ob 
dicse Ausschliessungen f ü r  obigen Zweck alle nothwendig sind oder nicht, 
is t  gleichgiltig; es handelt sich hier nur  um den Nachweis, dass eine end- 
liche Anzahl von Beziehungen existirt, deren Ausschliessung für diesen 
Zweck genligt. 

v. 
I n  den Gleichungen 3,) bis 3,,) mGgen b, . . . h, ,  wieder die früheron 

numerischen Werthe haben und die a so gewahlt sein, dass die unter IV 
nachgewiesenen Bedingungen bestimmter LGsungen stattfinden. L8st man also 
die Gleichungen nach den lv i j  auf ,  so ergeben sich bestimmte Werthsysteme 
dieser Grossen. Setzt man jedes derselben in die Gleichung Sn,+ , )  ein, so 
ergeben sich aus dieser ebenso viele Werthe von bnnSi, wobei es dahin. 
gestellt bleibt, ob diese Werthe alle verschieden sind oder nicht. Diese 

2 Werthe rnogen O:,,+, , brin +, , . . . genannt werden. Wenn also die Gleichung 

3nn+i )  nach Einsetzung der a;j wieder rational gemacht, d. h. nenn die 
rtij au8 den Gleichungen 3,,+,) und 3,) bis 3,,) eliminirt werden, so wird 
die resultirende Gleichung ftir b,.+i die Werthe b:n+il bf,,+l u. B. n. 

liefern. Falla, wo diese Gleichung infolge besonderer WerthverhSltnisse der 
Grossen al . . . a, i n  Bezug auf b., +, mehrfache Wurzeln hat ,  konnen ans- 
geschlossen werden. Sollten aber solche mehrfache Wurzeln allgemein 
existiren, so kann durch einen rationalen Factor dividirt werden derart, 

2 dass jede der GrOssen b ~ , + , ,  bnW U. B. W. nur einmal als Wurzel derin 

vorkommt. In dieser Form mGge die Gleichung sein 
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no die cp Functionen von a, . . . a, sind. Die Coefficienten dieser Functionen 
bcstimmen sich aus den angenommenen numerischen Werthen der b, . . . b,, .  
Die Gleichung liefert [unter Ausschliessung besonderer Werthe der a ,  für  
welche (a) =O] eine Anzahl =h verschiedene Werthe von bnn+1. 

Aiif gleiche Weise erhiilt man durch Elirnination der nij aus den 
Gleichungen 3,)  bis 3,,) und 3nn+2) eine Gleichung 

13,) 
2 k 

m'(a) O + v ? ; ( a ) . h . . + , + - . . +  m;(a).hnn+,=O, 

aus welchcr sich eine Anzahl = k verschicdene Werthe von brin+, be- 
stimmen. 

U. S. W. Die letzte der so erhaltenen Gleichungen sei 

Die Anzahl der aus den Gleichungen 3,) bis Sn,) erhaltenen Werth- 
systeme der <uij m6ge mit q bezeichnet werden. Zu jedem derselben liefert 
die Gleichung 3,,+i)  und somit auch 13,) e i n e n  Werth von b , ,+ l ,  die 
Gleichung 13,) e i n e n  Werth von bnn+z u. S. W., die Gleichungen 13,) bis 
13,-,,) also e i n  Werthsystem der b n n t i  bis b,". Man erhalt somit 
Werthsysterne der letzteren Grossen, deren Anzahl hochstens = q ist. Jedes 
dieser Wert8hsysteme und kein anderes Systern von Werthen der à,,+i bis 
21, etellt mit h l . .  . b , ,  zusarnrnen eine zu a, ... a, collineare Reihe dar. 
Transformirt man a190 die Reihe a,. . .a ,  durch eine beliebige Substitution 

deren Determinante nicht = O  ist und die anch irgendwelche andere oben 
ausgeschlossene Singularitaten nicht zur Folge ha t ,  in eine Reihe a', . . . a', 
und setzt diese in den Gleichungen 3,) bis 3 4 ,  sowie 13,) bis 13,-,,) 
an die Stelle von a, .. . a , ,  so erhalt man ebenfalls alle diejenigen Werth- 
systeme b.,+j bis b ,  und nur diese, welche mit 6, . . . b,, eine zu a', . . . a', 
collineare Reihe bilden. Da aber eine zu a'l . . . a', collineare Reihe es auch 
zu a, . . . a, ist und umgskehrt, so mtissen genau dieselben Werthsysteme 
b n n t 1  bis b ,  erhalten werden, wie frtiher zu a,. . . a,.  Die Gleichung 13,) 
wird daher dievelben voneinander verschiedenen Werthe von brin+, in  der 

Anzahl = h ,  13,) dieselben Wert,he von b,,+z in der Anzahl = k  liefern 
11. 8. W. 

In der Gleichung 13) miissen somit die Quotienten 

T; rp; 
14,) 7 9  -, 

'Ph 

in der Gleichung 13,) die Quotienten 
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u. S. W., in der Gleichung 13,-,,) die Quotienten 

T t  ' P t  

fü r  beide Reihen a, ... a, und dl .  .. a', dieselben Werthe haben. Die 
hieraus hervorgehenden Gleichungen zwischen den a, . . . a, und den a', . . . a',,, 
mGgen in folgender Weise angedeutet werden: 

cP: ( a )  &a') - 1 ..- 
T F  (a) ' ~ ; ( a ' )  

wo die Ausdrücke auf den rechten Seiten i n  derselben Weise die a', ... a', 
enthalten, wie diejenigen auf den linken Seiten die a, . . . a,. 

VL 
Das unter V erhaltene Resultat, dass fiir zwei collineare Beihen a, . . . a, 

und a',.. . a', die Gleichungen 15) stattfinden, laest sich i n  folgender Weise 
umkehren. 

Eine Reihe a', . . . dm m6ge so beschaffen sein, dass sie, statt a, . . , a m  
i n  die Gleichungen 3, )  bis 3.,) eingesetzt, ftir die r y i j  bestimmte nicht 
variable Werthsysteme liefert. Ferner mogen die a', . . . a ' ,  die Eigenschaft 
haben, dsss sie, statt  der a, . . . a, in die Quotienten 14) eingesetzt, diesen 
dieselben Werthe geben, wie die Reihe a, . . . a,. Dann sind a', . . . a', und 
a, . . . a, collinear. 

B e w  eis .  Setzt man die a', ... a', in  die Gleichungen 3,) bis 3,) ein 
und eliminirt zur Bestimmung der 6 , , + i . .  . O, in  der früheren Weise, so 
erhalt man Gleichungen, welche aus den Gleichungen 131) bis 13,-,.) 
dadurch entstehen, dass in denselben die a,.. . a, durch a', . . . a', ersetzt 
werden. Nach der fiîr die a', ... a', in Bezug auf die Quotienten 14) ge- 

machten Voraussetzung bestimmen sioh also die b, ,+ ,  . . . b ,  aus Gleich- 
ungen, welche mit den früheren 13)  identisch sind. Die Grossen b n n t i  
bis b ,  erhalten daher einzeln dieselben Werthe, wie früher. 
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]&bar sind und dann nur stetig variable Losmgen liefern, ist obiges ver. 
fahren, die Transformationsbedingungen herzuleitcn , nicht anwendbar. E ; ~  
solcher Fa11 ist z. B. derjenige der gleichzeitigen Transformation zweier 
bilinearen Formen, welchen Herr We i e r  s t r a  s s (Berliner Monatsberichte 
1868) und Herr K r o n e c k e r  behandelt haben. Zwischen den Weier-  
t r a s  s'schcn und den A r  on  h O 1 d 'schen Transformationsbedingungen besteht 

Uberdies der Unterschied, dass erstere sammtliche besondere E"al1e umfaesen, 
L m t  man diejenigen, welche sich auf die besonderen Falle beziehen, fort, 
so sind die übrigbleibenden von derselben Reschaffenheit, wie die A r o n -  
hold'schen. In  den mit [PQ] und [P'Q'] bezeichnett.n I)eterminanten 
mtissen namlich die Coefficienten der pVp"-l gleiche Verhaltnisse haben, 
woreus sich n Gleichungen zwischen abvoluten Invarianten ergeben. 
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XIX. 

Bestimmung der Potentialfunction eines homogenen 
Ellipsoids. 

Von 

Dr. JAHNKE. 

Nachdem schon die Herren W e i n g a r t e n *  und S c h e i b n e r *  dieTheorie 
des F O u r i  e r'schen Doppelintegralv angemandt hatten, um die L a p l a c e  - 
Pois  s on'sche Differentialgleichung resp. für die Maszen - und FIZchenpoten- 
tialfunctionen herzulciten , hnt R O e h * mit Eenutzung derselbcn Theorie und 
unter Voreussetzung jener Differentialgleichung ftir die Potentialfunction 
eines Korpcrs folgcnden Ausdruck aufgestellt: 

a o  M(x)  die Schwere der zur x-Axe normalen und durch den angezogenen 
Punkt gelegten Ebene bezeichnet und die x-Linie durch die Winkel ?C, und 
9. bestimmt is t ,  wenn 

dd=~i12& d? dd. 

Dabei ist zu benchten, dass die Normalen stimmtlich nach einer Seite zu 
ziehen sind, womit zusammenhhgt ,  dass in Vi die Grenzen der Integration 
0 und n: sind, wiihrend in Va der Kegel, welchen die Normalen der vom 
angezogenen Punkt  an den Korper gelegten Tangentialebenen bilden, die 
Werthe von ? und 3 angiebt, innerhalb deren die M endlich sind. 

Im Folgenden sol1 R O c h's Ausdruck zur Berechnung der Potential- 
function einev homogenen Ellipsoids angewendet werden. Dabei werde die 
Dichtigkeit der Einheit gleich gewLhlt. Die zu eincm Qi~erschnitt des El- 
lipsoids 

gehorige Normale 1 habe die Richtungscosiiius A,, A,, As. Neben dem im 
Raurne fcsten Coordinatensystem (&,, ij,, 5,) werde ein zweites (x,, x2, x3) 
eingeführt, das mit jenem dnrch die Beziehungen verbunden ist: 

Si =Aix1 4- p i ~ ~ - k + i ~ ~  (i= 1, 2, 34 
* Crelle's Journ. Bd. 49, 54, 63, 
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so dass die Richtung der ~ , - A x e  mit derjenigen von Z iibereinstimmt. 
2) geht durch diese Substitution über in 

gesetzt ist. Die weiteren Entwickelungen vercinfachen sich wesentlich, wenn 
die neun Richtungscosinus noch einer Bedingung unterworfen werden, was 
gestattet is t ,  da  wohl die x, -Axe durch A,, A,, I 3  bestimmt, dagegen die 
Lage der x2- (oder x3-) Axe i n  der x2z3 -Ebene noch willkürlich geblieben 
ist,  indem sich bekanntlich die neun Richtiingscosinus als Functionen dreier 
unabhangigen Winkel ausdrücken lassen. Die Bedingung laute: 

b,, 0. 
Au3 der so transformirten Gleichung des Ellipsoids wird diejenige des 

ellipsoidischen Schnittes erhalten, wenn a n  Stelle von z, die Normale Z aub- 
stituirt wird, wobei nach einem Satze der analytischen Geometrie 

unter (a,, os, as) den angezogenen Punkt  verstanden. Mithin ergiebt sich 
als Gleichung des ellipsoidischen Querschnittes: 

b , , x , 2 + b 3 3 ~ 3 2 + 2 1 b 1 2 x , + 2 Z b 1 3 ~ 3 + b b i 1 2 - 1  = O  
oder 

a,,%<+ b3,x:= l+ P 
Demnach ist: 

oder mit, Benutzung der bckannten Relation: 

wo d die Determinante der quadratischen Form rp bezeichnet, 

4) 
und dabei is t :  

Betrnchtet man parallel zu dem ellipsoidischen Schnitte von den beiden 
moglichen Tangentidebenen a n  das Ellipsoid die demselben am nachsten 
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gelegene, so ist die zugehorige Normale der Radius vector der Fusspurik- 
tenfliiche des Ellipsoids und hat  die Lange: 

Da nun stets l2 < - n2, so lasst sich dem Ausdruck f ü r  M die einfache 
Gestalt geben : 

n sinzx M = - ,  
n Jd 

falls 
Z = n c o s x  

eingeführt wird. Hiernach wird 

6) 

WO 

und 

Die Grenzen sind O und n; oder durch die Ungleichung 

la2. - z2 
bedingt, je nachdem (a,, a,, us) ein innercr o d ~ r  ausserer Punkt dea 
Ellipsoids kt .  

Im  ersteren Falle lllsst siah das Uoppelintegral leicht auf ein einhches 
zurückführen. Betrachten wir zunachst 

die Form 

ecbracht und niin mit J a c o b i *  u 
3 

A'. 
A .  - 2 

t -  
di n, i= 1 

gesetzt, dnnn geht S*) über in  
z n - 
2 2 4 J j 3  

7 4 d p d r 4  
O O 

* J a c o b i ,  De transformatioue et determinatione iutegralium duplicium corn. 
tertia, Gefi. Werke Bd. 3. 
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und dieses Doppelintegral verwandolt sich einer J a e O b i'schen Formel zu- 
folge in  

m 

6) .J$'. 
O 

wo 
D =  d . + + ~ s ~ E d ,  + d s z d i d k + d d , d , 4  

1 

(; g .) 
gesetzt ist. Infolge des zwischen den c und d bestehenden Zusammen- 
hanges wird 

7, D = ds3 + d s 2 Z c h h +  A s 2  d r h h +  d b ,  
h h 

wenn A' die Determinante der quadratischen Form m h n d  d ' n h  deren zu ch* 

gehorige Unterdeterminante bezeichnet, und bei Rücksicht auf die Bcdeu- 
tung der Grossen c: 

wo d h h  aualoge Bedeutung wie d ' h h  besitxt, nauilich 

dhh = a,,akk - aik2 ( h s i z k ) .  
Die tibrigen in 5) enthaltenen Doppelintegrale lassen sich durch par- 

tielle Differentiation von 5*) reduciren. Der Coefficient von ciha ist: 

gesetzt iit , und der Coefficient von 2 o h  o i (h  2 i) ktj : 

j ' / ' l h  Q!? =-xj/+3as, '"o. 
0 TL3 

O O O 

gesetzt ist. Hiernach nimmt die I'otentialfunetion des Ellipsoids in Bezug 
auf einen inneren Punkt  die Gestalt a n :  
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gesetzt k t ; *  und dieser Ausdruck gilt  für  eine beliebige Richtung der Co- 
ordinatenaxen, wenn nur der Mittelpunkt a1s Anfangspunkt gewahlt wird.** 

Der Fa11 eines Lusseren Punktes lasst sich durch einen einfachen Ge- 
danken auf den eben behandelten xurückführen. E s  ist  namlich 

(la" 12). 

Da also die Potentialfunction - wenn den hier auftretenden Wurzel- 
p8ssen das positive Zeichen beigelegt wird - positiv sein muss, so ist  
Pa, wie man auch sagen 

oder von 

kann, gleich dem positiven Theil von 

Dieses Integral ist aber nur  so lange positiv, als G(s) positiv bleibt. Wird 
daher die positive Wurzel von 

g U h u i D h i  / r ,  i 

G ( s )  = l -  
CS +di) (S + 4) (9 + 4) = 

mit G bezeichnet, so wird 

9 1 

Dasselbe Verfahren liisst sich noch in anderen Fallen, wie beim Kreis- 
ringe und anderen Rotationvkorpern mit Erfolg einschlegen, wie ich bei 
einer nachsten Gelegenheit zu zeigen gedenke. 

S c h l n s s  b e m e r k u n g .  Die Formel 5) - welche u. a. die Potential- 
function des homogenen Ellipsoids fiir den Fa11 eines inneren Punktes als 
ganze rationale Function zweiten Grades der Coordinaten des angezogenen 
Punktes darstellt, wobei die Coefficienten Doppelintegrale sind - kann auch 
benutzt werden, urn Eigenschaftcn der Anziehungskrafte inhomogener Ellip- 
soide zu erkennen. 

* Die Differentiation unter dem Integralzeichen ist zulassig, denn einmal 
stellt der Ausrlruck iinter demaelben innerhalb der Integrationsgrenzen eine stetige 
Function von s dar, da er unstetig nur für die Wurzelri von D=0 werden kihnte, 
welche aber negativ sind; andererseits ist er für einen bestimmten Werth von s 
auch stetig in Bezng auf den Parameter c h h  resp. chr, wie man sich leicht iiber- 
zeugt. 

** Vergl. M e r t e n s ,  Bestimmung dea Potentials eines homogenen Ellipsoids, 
Crelle's J. Bd. 70. 
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336 Restimmung der Potentialfunction eines homogenen Ellipsoids. 

Namlich bei der Herleitung von 5) ist allerdings die Dichtigkeit gleich 
Eins angenommen worden; die Entwickelung bleibt jedoch genau dieselbe, 
wenn ein Ellipsoid mit beliebiger Massenvertheilung gewiihit wird; nur ist 
dann kM an Stelle von M zu setzen, wo k den mittleren Werth der auf 
einern Querschnitte herrschenden Dichtigkeit bezeichnet. 

Nehmen wir nun etwa 

1 
wo die analytische Function f nur  von dem Verhaltniss - abhangt, so stellt 

P a .  
sich die Potcntialfunction des auf seine Haiiptaxen bezogenen Ellipaoids dar 
in der Form: 

oder, wenn die J a c O b i'sche Substitution wieder angewendet wird : 

gesetzt ist. Dabei bleiben die Integrationsgren~en diesellien wie oben, 

Pür p = 2 behalt der Ausdruek von V den gleichen Werth bei allen 
Ellipsoiden, die in den Grossen cc, (v  = 1, 2, 3) iibereinstimmen. 

Denken wir uns also ein Ellipsoid aus unendlich dünuen ellipsoidisctien 
Schalen hestehend und diese von Ellipsoiden begrenzt, welche dem gegebe- 
nen ahnlich sind und zu ihm ahnlich liegen, und denken wir uns ferner 
die Dichtigkeit so vertheilt, dass ihr mittlerer Werth in den dieselbe Schale 
berührenden Querschnitten rnP2 proportional, d. h. dem Quadrate des zu- 
gehorigen Radius vectors der Fusspunktenfkache umgekehrt proportional ist, 
so besteht der Satz: Ein solches Ellipsoid tibt auf einen inneren oder %US- 
seren Punkt  dieselbe Anaiehung ails wie ein Bhnliches und Bhnliah liegendes 
Ellipsoid, dessen Dichtigkeit demselben Gesetz unterworfen ist,  auf den 
correspondirenden Punkt  (im IV o r  y 'schen Sinne). F ü r  den Fa11 einer 
Kugel, wo n. = r ,  lautet der Satz einfacher so: Eine Kugel,  in welcher d ie  

Dichtigkeit derart vertheilt is t ,  dass ihr Mittelwerth in  allen Querschnitten, 
welche Tangentialebenen an dieselbe (zur gegebenen Kugel concentrische) 
Kugelschale bilden, der gleiche is t ,  übt  dieselbe Anziehung aus wie eine 
concentrische Kugcl mit der gleichen &~asscnvert,l~eilnng auf den correspon- 
direnden Punkt. Wird p= -1 gewahlt, so verhalten sich die auf zwei 
correspondirende innero oder aussere Punkte bezogenen Potentialfunctionen 
der beiden oben genannten ahnlichen und ahnlich liegenden Ellipsoide, wie 
die Massen der mit derselben constanten Dichtigkeit crfüllt gedachten 
Korper. 
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Filr 
7c = fi-p ( p = O ,  1, ...) 

lgsst sich die auf einen beliebigen Punkt  bezogene Potentialfunction noch 
a19 einfaches elliptisches Integral,  und fur  

k = f i - 2 P  (P' 1, .-.), 
somie für 

k = n 2 ~ + i  ( p =  1, ...) 

in endlicher Form darstellen, mie man leicht iinter Benntzung der auf das 
Doppelintegral bezüglichen J a c  O b i 'schen * Formeln erkeunt. 

Zeltaahnft f.  Ystllemntlk ri. Physik XXXIV. 1). 
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XX. 

Ueber Kreisfusspunktcurven. 

Von 

Dr. OTTO RICHTER 
in Leipzig. 

Hierzn Taf. X. 

Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittelpunkte M, und in ihm ein Durch- 
messer A,A, .  Fallt man von irgend einem auf dem Radius MA, (bea. 
dessen Verltingerung iiber A ,  hinaus) gelegenen Punkte N  1,othe aiif alle 
Tangenten des Kreises, so bilden die Fusspiinkte eine Curve vierter Ord- 
nung ( ,Pasca l l sche  Schneckeu), welche ich im Folgenden Kreisfusspunkt- 
curve der ersten, zweiten, dritten Art nenne, je  nachdem J I N < ,  =, >MA, 
ist. Die Kreisfusspunktcurve zweiter Art is t  also die Cardioide (mit  Spi tze 
in N). Jenen Kreis nenne ich Sen e r z e u g e n d e n  Kreis der Curve; der 
Radius deiselben sei mi t  r ,  die Entfernung dos Poles oder Doppelpunktes N 
vom Mittelpunkte M m i t  e bezeiehnet: r = MA, = MA,, e = XhT, Bei 
den Curven errrter Art* ist N isolirter Doppelpunkt; diese Curven s i ~ d  
ganz convex oder mit einer hohlen Einbiegiing (und also dann mit swci 

r r 
reellen Wendepunkten) versehen, je nachdem e < oder > - ist;  fiir e =- 

2 2 
ergiebt sich eine Curve mit Flachpunkt (Hyperosculationspunkt mit unend- 
lich grossem Krümmungsradius). - Bekanntlich is t  jcde solche Curve in 
zweierlei Hinsicht Rollcurve (Epicykloide und IIypoeykloide); auch kann sie 
dadurch erzeugt werden, dasv man von N aus alle Strahlen A'U nach der 
Peripherie des fiber N X  als Durehmesser errichteten Kreises zieht und von 

U au;; suf NU eine constante Strecke (r = X A ,  = MA2 = UP, , Fig. 2) abtrigt. 
Rs werde aber hier gleich noch eine (ebenfalls nieht neue) Erzeugiingsweise, 
des Polgenden wegen, erwahnt (Fig. 1 a). Sind Cl, C, die Mitten von N A , ,  
NA,, O die Mitte von NM, und wird der Kreis um O gezeichnet, welcher 
durch Cl ,  C, geht; ist ferner P, ein beliebiger Punkt  der Curve, schneidet 
NP, den vorhin genannten Kreis, welcher NM xum Durchmesser bat, in U; 
wird in dem Kreise, aovon  ein Durchmesser C, C, is t ,  der Radius OJIINP, 
-- 

* Die Figurcn aind fiir Curven e r s t e r  Art cntworfen, m i t  Ausnahme der 
Fig. Bc. 
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gezogen, in J die Tangente gelegt und diese mit NP, zum Schnitte ( G )  
gebracht; ist endlich M H  das Loth von il4 auf jene Tangente, so folgt aus 
der Unveranderlichkeit der Lange UP, (= MA, = t A, Az = C, C, = 2 FJ 
= X G  $ NH = NG $- UG) sofort NG = G P, , mithin JPl = J N  (so dass 
also der Kreis um J durch Pl auch durch N gehen muss, wobei für den 

O J  r . 
Kreis 0, auf welchem J liegt,  dss  Verhiiltniss - = - 1st). Also hat man 

ATO e 
den Satz:  

a) Alle Kreise, deren Mittelpunkte ( .T)  auf einem gegebenen Kreise 
(Durchmesuer Cl C,) liegen und welche durch einen gegebenen Purikt ( N )  
gelien, hullen eine 1~i.eisfusspunktcurve ein, deren Doppelpunkt IV, und 
welche von der ersten, zweiten, dritten Art is t ,  je nachdem N in ,  auf dem 
Kreise oder ausserhalb desselben gelegen ist. 

Diese Kreise kann man als d O p p  e 1 t b e r  l ih  r e n d  e bezeichnen , inso- 
fern man den Durchgang durch den Doppelpunkt als Derührung auffassen 
darf. 1st P der vierte harmoniache Punkt zu N, Cl, C2 (N, P einander 
zugeordnct) , und schneidet P J die durch A, und N parallcl Cl J gezogenen 
Geradcn (odcr, was dassclbc ist,  dio Parallelcn zu C,J durch N, A,) in FI, 
F,, so gehoren diese beiden Punkte bez. den durch X,  A, und N, A, gehen- 
den Kreisen a n ,  deren Mittelpunkte Cl, C2 sind; überdies liegen sie auf 
dern ICreise J selbst, und die Radien der Kreise J ,  C, oder J ,  Cs verhalten 
sich ebenso zu eiuarider. wie die Entfernungen itirer Mittelpunkte von P, 

JPl O J  e d. h. der Quotient - ist  constant, und zwar = -= -. Hicraus folgt: 
.P J P O  r 

b) Alle Kreise, deren Mittelpunkte auf einem gegebenen Kreise liegen 
und für welche das Verhiiltniss des Radius m m  Abstande des Mittelpunktes 
von einem gegebenen Punkte constant, und zwar ebenso gross wie das Ver- 
liiiltuii;~ des Itadius des gegebenen Kreises zum Abstande seines Mittelpunktes 
vom gegebenen Punkte ist ,  hüllen eine Kreisfusspunktcnrve erster, zweiter, 

dritter Art ein, je nachdern jenes Verhaltniss 5 1 ist. > 
bian beweist ferner (Fig. 1 b),  dass, wenn J' pin Punkt des Kreises 

NM ist, F', , F',  die Schnittpnnkte von NJ' mit den Kreisen C,, C,; 
P t , ,  Pt2 die Schnitte des Kreises um J' durch E",,  F', mit der Parallelen 
zu C1Ff, und C23'z  durch P, dann Il', und Pn2 Punkte der Kreisfusspunkt- 
curve sind. und zwar der Kreis J' dieselbe i n  ihnen b e r l i  h r  t. Dabei ist 

J'P' ,  r 
auch das Verhiiltniss 7 constant, und zwar =-. Also: 

NJ e 
c) Alle Kreise, deren Mittelpunkte auf einem gegebenen Kreise liegen 

und filr welche das Verhaltniss des Radius zum Abstande des Mittelpunktes 
von einem auf dem gegebenen Kreise liegenden gegebenen Punkte constant 
ist, hüllen eine Kreisfusspunktcurve erster, zweiter, dritter Art ein, je nach- 

> .  dem dieses Vsrhaltniss - 1 1st. < 
22% 
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Die Normale der Curve in einem P ~ i n k t e  Pl geht durch die Mitte von 
NQ,, wenn QI denjenigen Punkt des orzeugendcn Kreises bedeutet, dessen 
Tangente den Punkt P, liefert ( N P ,  II MQ, I Pl QI). QI mag der erze 11 - 
g e n d e  P u n k t  von Pl heissen. 

Die Punkte P und N sind B r e n n p u n k  t e der Rreisfusspunktlinie, 
und zwar N bekanntlich ein D o p p e l b r e n n p u n k t .  . 

Mit Bezug auf jeden Kreis, dcssen Mittelpunkt A' is t ,  ist der Cime 
ein K e g e l s c h n i t t  k r e i s v e r w a n d t  (Fig.2). DieKegelschnitte sind bez. 
Ellipsen, Parabeln, Hypcrbeln bei den Curven crster, zweiter, dritter Arf. 
Unter ihnen ist jedesmal einer besonders ausgezeichnet, narnlich derjenige, 
wovon der eine Hrennpunkt mit N zusamrnenf~llt und die zugehorige Leit- 
linie das Mittelloth von A,A, (in M)  ist. Der Grundkreis dieser Kreis- 
verwandtschaft hat offenbar N H  als Radius. Bezeichnet. man den andern 
Brennpunkt des ausgezeichnetcn Kegelschnittes mit N ,  seinen Mittelpunkt 
mit h l ,  so entsprechen den Punkten N .  M vermoge der Kreisverwandtschaft 
zwei Punkte Pl 0, welche derart liegen, dass 0, IV', A,,  A, harmonischo 
Punkte sind (Q, N einander zngeordnet), und P die Nitte von NQ ist, 
wobei dieser Punkt  P mit dem auf S. 338 und 339 genannten identisch 
is t ,  und die Beziehung P A , .  PA, = P-' besteht. Den Hauptscheiteln A,, A ,  
des i n  Rede stehenden Kegelschnittes entsprechen die Punkte A,,  A,, den 
Nebenscheiteln R I ,  B, aber zwei Piinkte RI ,  B, der Curve, welche (ausser- 
halb der Axe A,A, gelegene) H y p e r o s c u l a t i o n s p u n k t e  sein miissen. 

Durch Uebertragung einfacher Kegelschnittssiitze vermittelst der Kreis- 
verwandtschaft ergiebt sich Folgendes: 

1. E s  giebt eine Schaar von Kreisen, von welchen jeder die Kreis. 
fusspunktcurvo i n  zwei Piinkten P, , P, berührt;  dies sind dic Krcise J '  
(Pig. 1 b), welche im Satze c) S.  339 erwahnt sind [sie entsprechen 
d e n  Berührungskreisen des Kegelschnittes , deren Mittelpunkte auf der 
Nebenaxe desselben liegen.* Die Kreise J (Fig. l a ) ,  Satz a) und b )  
S. 338 und 339, entsprechen den Tangenten des Kegelschnittes]; 

2. solche zwei Punkte P l ,  P2 liegen mit P in gerader Linie (hierzu 
und zu Folgendem vergl. Fig. 3) ,** 

* Des Spateren wegen sei bemerkt, dass ein solcher Berührkreis eines 
K e g e l s c h n i t t e a  einc Hauptschcitcitangentc in demjcnigen Punkte schneidet, 
welcher mit dem zugehorigen Urennpunkte und dem Kreiscentrum i n  gerader Linie 
liegt, was zuerd Que t e l  e t  hemerkt hat (Nouv. M6m. de 1'Acad. de Bruxelle~, 
t. V, pag. 23). Uebrigens liegen die Berührpunkte oelbst auf der Parallelen zur 
Hauptaxe durch denjenigen Punkt, in welchem die m m  genannten Rrennpunkte 
gehorige Leitlinie des Kegelschnittes von der eben erwkhnten geraden Linie ge- 
schnitten wird. 

** Bus diesem Satze f'olgt, dass die Tangenten von P an die Çurve diesellie 
gerade in den Hyperosculationspunkten berühren.' 
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3. werden auch amgeschnitten von einem Kreise, welcher die Axe 
A, Ai in N beriihrt, und 

4. von einem durch A , ,  A, gehenden Krcise. 

Durch einfache Betrachtungen folgt hieraus weiter, dass, wie schon 
erwiihnt, 

5. die Mittelpunkte B (in Pig. 1 b J' genannt) jener Berührkreise 
auf dem über N H  als lhrühmesser errichteten Kreise liegen, dass 

6. die Verbindungslinie der beiden erzeugenden Punkte von Pl, t',, 
nzmlich Q,, Q,, stets durch den Punkt  N lkiuft, weiter 

7. deren Lcitstrahlen von N ans,  N Q , ,  N Q ,  unter cnt,gegengesetxt 
gleichen Winkeln gegen die Axe A,A, der Curve geneigt sind, und 

8. der diirch N gehende Durchmesser AVlAB eines Herührkreises 
derart beschaffeii ist ,  dass A,A', II A, A', MB ist , tiberdies A', A', 1; Q, 0, 
und NL 1 Q, Qp, wenn L der Sühnitt von Q,Q, mit Pl P, ist ,  und also 
PL=PA? Insbesondere ha t  man aber den S e c a n t e n s a t z  P P l . P P ,  
= consi. = PA, . fJA, = I'N' (auf diesen Satz hat  wohl zuerst C h  a s  1 e s  
aufmerksam gemacht)." Hiernach und wegen 5 hat man den Satz: 

B e r ü h r e n  s i c h  z w e i  K r e i s e  R,, R2 i n  Ar, s o  h ü l l e n  a l l e  
Kre i se ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  a u f  RI l i e g e n ,  u n d  w e l c h e  9, r e c h t -  
winkl ig s c h n e i d e n ,  e i n e  K r e i s f u s s p u n k t c u r v e  e i n ;  d i e s e l b e  i s t  
von der  e r s t e n  o d e r  d r i t t e n  A r t ,  j e  n a c h d e m  Q2 a u s s e r h a l b  
oder i n n e r h a l b  Q1 l i e g t ;  N i s t  i h r  D o p p e l p u n k t .  

Der durch Zusammenfassung von 1, 5, 8 entstehende Satz ist  aber 
niir ein specieller Fa11 eines a l 1  g e m c i  n o r e n ,  für alle Fusspunktcnrven 
giltigen Satzes, welchen ich bereits vor langer Zeit gefunden habe, ohne 
in der Literatur eine Spur davon zu entdecken, ausgenomrnen eine neuer- 
dings erschienene Arbeit von H. G. L. S c  h O t t e n , " wo sich eine Andeutung, 
sowie der (freilich analytische) Beweis für den speciellen Fa11 der C a r -  
dioide findet. E s  ware aber seltsam, wenn jener an und für  sich 
sehr einfache Satz so lange sollte verborgen geblieben sein. Jedenfalls 
dürfte der hier gegebene Beweis, vielleicht auch die Favsung des Satzes 
neu sein. Um den Satz bequem aussprechen zu konnen, schicke ich einige 
Bemerkungen vorans. 

Es sei eino bcliebige Curvc 6 gcgeben. Die Fusspunktcurve derselben 
mit Bezug auf einen beliebigen, aber fest gewahltên Pol C bezeichne ich 
mit iJni diejenigo Curve aber, welche entstcht, wenn man von C aus nicht - 

2 

unter rechtem, sondcrn eincm b e l i e b i g e n  c o n s t a n t e n  W i n k e l  q~ 

Dnher ist die Entfernung der Hyperosculationspunkte (B,, BI,  Fig. 2) von 
P gleich Y N. 

** Wissenschaftl. Beilage m m  Progr. d .  Konigl. Gymnas. etc. eu H e r  s fe ld  
1887: ,,Deber Fusspunktcurven", von Dr. H. G. L. Schot ten .  
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Strahlen nach den Tangenten von '3 zieht, mit 'f$,~,." Dabei kann man 
voraussetzen, dass unter allen Umstanden die Bedingung 0 5 - 5 A n: erfüllt 

sei, wcil offenbltr gn+yl mit Sv identisch ist. 

Sind weiter O,, 6' zwei einander tihnliche und ahnlich gelegene Cur- 
ven, C ihr l u s s e r e r  Aehnlichkeitspunkt, und wird die kleinere Curve Q' 
aus ihrer Lage um C soweit gedreht, bis der c o s  d e s  W i n  k e l s  z weier  

P ' e n t s p r e c h e n d e r  S t r a h l e n  p', p, der Curven Q', Bo g l e i c h  - i s t ,  
Po 

und wird in dieser Lage Q' mit & bezeichnet, so soll gesagt werden, dass 
sich die Curven Go und 6 i n  g e d r e h t - a h n l i c h e r  L a g e  befinden; ge- 
nauer, wenn der Winkel zweier entsprechender Strahlen ( 2 .  B. von p gegen 
p,) <p genannt, und entsprechend & durch Gy ersetzt wird:** dass sich 
die Curve in  gedreht-ahnlicher Lage gegen 6, mit Bezug auf cp als 
Drehungswinkel und C als Aehnlichkeitspunkt befindet. Betrachtet man 
alle Curven (entsprechend den verschiedenen Werthen von a ) ,  so so!l 
dieses Curvensystern ein S y s t e m  v o n  C u r v e n  i n  g e d r e h t - t i h n l i c h e r  
L a g e  heissen. Dabei liegen entsprechende I'unkte der Curven G y ,  wel~he 
einem Punkte Po von Q, entsprechen, jedesmal auf einem Kreise durch C, 

und zwar dem Kreise, wovon ein Durchmesser P0C ist. Dem Winkel cp 
n 3 n  

muss man dabei die Spielraume von 0 bis - und von - bis 2% geben. 
2 2 

Falls Q, sich nicht ins Unendliche erstreckt, ist  Bd oder 6 3 ,  identiech mit 
- - 
2 1 

dem Punkte C ;  ausserdem ist ( S ; 2 n - ' P  = CS-v. Es  mag festgesetzt rrerden, 
n 

dasv p nur von O bis , variiren soll, dagegcn für einen WinkeI rp' zwi- 2 
schen 4% und 2 7 ~ ,  welcher = 271 - cp i s t ,  Cv, =. Q2n-rp durch ersetzt 
werden 8011. 

Der in Rede stehende allgemeine Satz lautet dann so: 

D i e  F u s s p u n k t c u r v e  5fl i r g e n d  e i n e r  g e g e b e n e n  Grund- 
2 

c u r v e  0, m i t  B e z u g  a u f  e i n e n  g e g e b e n e n  P o l  N i s t  sugleich 

85 - m i t  B e z u g  a u f  Qq a l s  G r u n d c u r v e ,  w e l c h e  s i c h  gegen  O, 
2 'P 

i n  B e z u g  a u f  N a l s  A e h n l i c h k e i t s p u n k t  u n d  gj a l s  Drehwinke l  
i n  g e d r e h t - a h n l i c h e r  L a g e  b e f i n d e t .  D i e  F u s s p u n k t c u r v e  wird 
d a b e i  v o n  d e r  S c h a a r  d e r  C u r v e n  e i n g e h t i l l t ,  wiihrend an- 
d e r e r s e i t s  j e d e  S c E a a r  e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  d e r  (einander 
khnlichen) C u r v e n  e i n e n  P u n k t  d e r  F u s s p u n k t c u r v e  a l s  ge- 
m e i n s a m e n  P u n k t  h a t ,  s o  d a s v  a u c h  u m g e k e h r t  j e d e m  Punkte 

* Die Zweideutigkeit, welche entsteht (da man von N aus zwei Strahlen 
unter dem Winkel q~ gegen eine Gerado eiehen kann), wird durch Fest,aetzung 
eineii bestimmten Drehungssinnes des Winkels, von der Taugent,e m m  Strahle 
gerechnet, beseitigt. Die andere Curve ist dann als S,-,,, zu bezeichnen. 

** Wieder mit Festsetzurig eiueu bestimmten Dreliungssiunes. 
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der F u s s p u n k t c u r v e  s e i n  S t r a h l b t i s c h e l  a l s  S c h a a r  e n t s p r e -  
chender  T a n g e n t e n  d e r  e i n h ü l l e n d e n  C n r v e n  Oq z u g e o r d n e t  i s t .  

So wird z. B. die L e m n i  s c a t  e von allen den gleichseitigeri Hyperboln 
eingehüllt, deren Mittelpunkte mit dem Lemniscatenrnittelpunkt zusammen- 
fallen, und deren Scheitel auf den Kreisen liegen, die über den beiden 
Halbaxen der Lemniscate als Durchrnesscrn errichtet sind; und entsprcchcnde 
Tangenten dieser Hyperbeln schneiden sich jedesmal in  einem Punkte der 
Lemniscatc. 

Einen analytischen Beweis für diesen Satz zu geben, scheint wenig 
angemessen, da die analytieche Behandlung solcher Aufgaben die inneren 
Beziehungen der betrachteten geometrischen Gebilde eher zu verdunkeln als 
aufzubellen pflegt. Mir scheiut der folgende Beweis am ainfacfisten xu sein. 

Be w eis.* Man denke sich drei Kreise, die sich in e i n  e m  Punkte N 
schneiden. Ihre anderen Schnittpunkte seien A,  B ,  C. Ein Dreieck S,SbSCi 
dessen Ecken Su, Sb, Sc bez. auf den drei durch BC, CA, AR gehenden 
Kreisen laufen, wahrend die Seiten S'*Sc, S,S,, Sa& sich bez. um A ,  B, C 
drelien, wird bestzndig sich selber Lhnlich bleiben. Die Seiten des grossten 
dieser Dreiecke sind parallel den Centralen der drei Kreise; das kleinste 
fillt mit N selbst zusammen (Maximaldreieck - Nulldreieck). Indem man 
alle diese einander ahnlichen Dreiecke ins Auge fasst und eine beliebige 
Figur @ in den Lagen der verschiedenen Dreiecke betrachtet (so dass @, 
zum grijssten Dreiecke Sa0SbQS,O dieselbe Lage hat wie a'+' zum beliebigen 
Dreieck Sav Sbq Sc'+', welches um rp gegen das Maximaldreieck S2Sb0S,0 ge- 
drcht ist, und also die Figuren @'+' SavSbp Sc'+' und @oS.oSboSco einander 
ahnlich sind) , so kann man auch von einer B e w e g u n g  der Figur @ bei 
der Drehung des Dreiecke S,SbS, reden. 1st z. B. @ ein P u n k t  q, so 
bewegt sich '$ auf dem Kreise, wovon ein Durchmesser N q 0  ist,  s O d a s s  
das S y s t e m  d e r  F i g u r e n  8 s t e t s  e i n  S y s t e m  i n  g e d r e h t - a h n -  
l icher  L a g e  m i t  B e z u g  a u f  1%' als D r e h p u n k t  darstellt, und zwar 
eioe Figur @w gegen a, sich mit Bezug auf pi als Drehwinkel in  gedreht- 
alinlicher Lagc bcfindet. 1st 6 oine gerade Linie ilt, so wird sich, wenn 
wieder die Lage von % im grossten Dreieck mit 8, bezeichnet wird, 8 um 
einen festen Punkt D drehen, welcher als Pusspunkt des Lothes von N auf 

gefunden wird, indem man vom grossten Dreieck S a O S b O  S2 ausgeht; 
oder, weun man von einem beliebigen Dreieek S u q S b y  S,q ausgeht, indem 

z 
man von N aus nach 8, die Gerade unter dem Winkel - - <p zieht*+ 

2 
(Fig. 4). Aue diesen Betrachtungen, die eigentlich selbstverstandlich sind, 

* Vergl. hierzu etwa J. P e t e r s e n ,  Methoden und Theorien zur Auflosung 
geometrischer Constructionsaufgaben, deutsch von F i s c h e r  -B enz on ,  S. 79 flgg. 

** Die Zweideutigkeit ist wieder durch Festsetzung eines bestimmten Dreh- 
ungssinnes zu beseitigen. Der Winkel rp von S.qSby gegen S a 0 S b o  Z. B., von letz- 
terer Geraden nach der ersteren hin gerechnet, mus6 denselben Drehungssinn 
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344 Ueber Kreisfusspunktcurven. 
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ergiebt sich bereits der zu beweisende Satz, wenn man jetzt nach der Be- 
wegung der Tangenten einer Curve Q fragt,  die sich mit dern Dreieck 
SaSbSc bewegt.. Jede einzelne Tangente dreht sich urn einen festen Punkt, 
und die verschiedenen Lagen einer bestimmten Tangente (entsprechend den 
verschiedenen Lagen des Dreiecks S,SbS,, d. i. den verschiedenen Drei- 
ecken S,qSb'?'Sc9) sind entsprechende Tangenten der verschiedenen Lagen 
von 6 oder der verschiedenen Curven Ew, wobei, wie bemerkt wurde, GW 
sich in gedreht-khnlicher Lage gegen 0, befindet. Ausgehend von irgend 
einer Lage E T ,  findet man nach dem vorhin Gesagten die Drehpunkte D der 

n 
Tangenten von Q ,  indern man von N die Geraden unter dem Winkel -- - q 

2 
gegen die Tangenten von zieht; d. h. mit früherer Beaeichniingsweise, 
die Drehpunkte D bilden die 3, von ET, insbesondere (y = O )  auch 

2-[P 
die Sn von 6,. - 

2 

Hiermit ist  der Satz bewiesen. Jede Bq berührt die Drehpunktscurve 
(oder Fusspunktcurve von &,) in ebensovielen Punkten, als sich Tangenten 
von einem gegebenen Punkte an die gegebene Curve (3 ziehen lassen. EJ  
ist selbstversttindlich, dass diese Berührpunkte von vornherein in gewisser 
Anzahl paarwcise conjugirt imaginiir sein oder os im Verlaufc der geschil- 
derten Bewegung werden konnen. So werden z. B. bei einer Kreisfusspunkt- 
curve der ersten Art  die Beriihrpunkto des Berührkreiscs (J '  Fig. l b ,  
B Fig. 3) von zwei bestimmten Stellen a n  (B,, B, Fig. 2) ,  wo sie zusam- 

menfallen (so dass diese beiden Kreise H y p e r os  c u 1 a t i O n s k r e i s e sind, 
S. S. 340), conjugirt imaginar. 

Aber selbst der Satz S. 342 ist wiederum nur eineni weit urnfassen- 
deren Satze untergeordnet. E s  liegt ihm (vergl. seinen Beweis) die EeLrach- 
tung eineï Curve 6 zu Grunde, welche sieh von einer gegebenen Curve 6, 
aus derart verzndert, dass sio 1. der letztercn best.&ndig ahnlich bleibt und 
dass II. jeder ihrer Punkte P denjenigen Kreis beschreibt, dessen Dorch- 
messer N P o  k t ,  wenn unter Po der dem Punkte P von LS entsprechende 
Punkt  von 6, verstanden wird. Der Satz sapt alsdann aus, d a s s  d i e  
G e b i l d e ,  w e l c h e  d i e  s i i r n m t l i c h e r i  S c h a a r e n  e n t ~ p r e c h e n d e r  
T a n g e n t e n  d e r  C u r v e n  6 h e r v o r b r i n g e n  (niimlich die Schnittpunkte 
der Tangenten), d i e s e l b e  C u r v e  e r z e u g e n ,  w i e  d i e  C u r v e n s c h a a r  
Q s e l  b s  t. Dies ist  die Porm des Satzes S. 343, in  welcher er sich ver. 
allgemeinern liisst. Da eine nzhere . Erorterung dieses u m f as s e n  der en 
Satzes, welcher der bequernen Anftihrung wegen der S a t z  ( Y i )  genannt 
werden moge, nicht hierher gehort,  so moge e r  blos durch einige Beispiele 
erlLutcrt werden, welche sich auf die Kegelschnitte und Kreisfusspunkt- 

haben, wie der Winkel rg von gegen Zo, derselbe von Ro uach hin ge- 

rechnet. Dann ist bei demselben Drehungesiune der oben genanute Winkel - q  2 
v o n  Wrg g e g e n  ND zu rechnen. 
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curven beziehen. Vorher sei noch bemerkt, dass dio in Bede stehende Ver- 
allgemeinerung irn Wesentlichen auf eine Verallgerneinerung des Begriffes 
der ,gedreht -ahdichen Lage" hinauskorumt (S. 342) ,  iudem man festsetat, 
dass die Function , welche das Verhaltniss zweier entsprechender Strecken 
der betrachteten alinlichen Figuren angiebt, nicht der cos ihres Wiukels zu 
sein braucht, sondern eine beliehigo Function sein kann. Xu jedcm defi- 
nirten System in ,,gedreht-ahnlicher Lageu geh6rt dann eine bestimmte 
Winkelfunction , und umgekehrt wird bei derselben Ausgangsfigur O, und 
demselben Aehnlichkeitscentruni C jeder eindeutigen Winkelfunction ein ganz 
bestimmtes System 6 in gedreht - ahnlicher Lage entsprechen. I n  diesem 
Sinne kann man z. B. sagen, dass auch die Kreise J (Fig. 1 a)  sich in ge- 
dreht-ahdicher Lage befinden, und zwar [auf Grund der Satze a )  und b) 
S. 3391 sowohl mit Bezug anf N als mit Rezug au f  P als Aehnlichkeits- 
centrum. - Es m6gen nun drei Specialfalle des Satzes (a) folgen, welche 
a!so dern Satze S. 3 4 2  n e  b e n g e o r  d n e  t sind. 

1. Setzt m m  a n  Stelle der obigen Bedingnng II die folgende: dass 
jeder Punkt P diejenige Gerade beschreiht, welche in Pu auf NP, senkrecht 
steht,  so lautet der hieraus sich ergebcnde Specialfall des Satzes ('II), weil 
alsdann eine Gerade 9t diejenige Parabel umhiillt, welche C zum Brenn- 
punkte und 8, zur Scheiteltangente ha t ,  folgeildermassen: 

V e r a n d e r t  s i c h  e i n e  C u r v e  Q v o n  e i n e r  g e g e b e n e n  C u r v e  O, 
aus d e r a r t ,  d a s s  s i e  b e s t a n d i g  Q, t i h n l i c h  b l e i h t ,  u n d  j e d e r  
P u n k t  P d i e j e n i g e  G e r a d c  b c s c h r c i b t ,  w e l c h e  i n  Po ( d e m  e n t -  
s p r e c h e n d e n  P u n k t e  v o n  Q,) a u f  CP, s e n k r e c h t  s t e h t  ( u n t e r  C 
das g e g e b e n e  A e h n l i c h k e i t s c e n t r u m  v e r s t a n d e n ) ,  s o  w i r d  d i e  
E i n h ü l l u n g s c u r v e  v o n  6 z u g l e i c h  e i n g e h i i l l t  w e r d e n  v o n  a l l e u  
P a r a b e l n ,  w e l c h e  C z u m  U r e n n p u n k t e  u n d  d i e  T a n g e n t e  v o n  Qo 
z u  S c h e i t e l t a n g e n t e n  h a b e n .  J e d e  S c h a a r  e n t s p r e c h e n d e r  T a n -  
g e n t e n  d e r  C u r v e n  6 h t i l l t  e i n e  d e r  P a r a b e l n  e in .  

Insbesondere, wenn Qo ein Kreis k t  (wobei die 6 einen Kegclschnitt 
einhüllen, vergl. die Anmerkung S. 340) : 

J e d e r  K e g e l s c h n i t t  w i r d  e i n g e h ü l l t  v o n  d e n  P a r a b e l n ,  
welche e i n e n  d e r  b e i d e n  B r e n n p u n k t e  z u m  g e m e i n s a m e n  B r e n n -  
p u n k t e ,  u n d  d i e  T a n g e n t e n  d e s j e n i g e n  K r e i u e s ,  w e l c h e r  d e n  
K e g e l s c h n i t t  i n  d e n  H a u p t s c h e i t e l n  b e r t i h r t ,  z u  S c h e i t e l t a n -  
genten haben .*  Oder, was genau dasselbe ist: A l l e  P a r a b e l n ,  w e l c h e  

Dieser Satz ist cbcnso, wic die folgenden, auch leicht direct nachzuweisen. 
Der Berührpunkt eine; solchen Parabel mi t  dem Kegelschnitte liegt auf demjeni- 
gen Strahle, der vorn andern Brennpunkte des letzteren aus zur Parabelaxe parallel 
gezogen ist, wenn man die Parabelaxe in der Richtung vom Parabelbrennpunkte 
zum Scheitel rechnet. Durch Anwendung der Kreisverwandtschaft ergiebt sich 
aus dem obigen Satze ein icteressanter Satz über Kreisfusspunktcurven. - Uebrigens 
behden sich auch die Berührkreise eines Kegelschnittes, die ihre Mittelpunkte 
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d e n  D o p p e l p u n k t  e i n e r  K r e i s f u s s p u n k t c u r v e  z u m  B r e n n p u n k t e  
u n d  d i e  P u n k t e  d i e s e r  C u r v e  z u  S c h e j t e l n  h a b e n ,  l i l l l len eine 
E l l i p s e  o d e r  H y p e r b e l  e i n ,  j e  n a c h d e m  d i e  K r e i s f u s s p u n k t c u r v e  
v o n  d e r  e r s t e n  o d e r  d r i t t e n  A r t  i s t .  

2. Die Rcdingung II (S. 344) mage durch diese ersetzt werden: dass 
jeder Punkt P den diirch gehenden zu C I J U  symmetrisch gelegenen Kreis 
besrhreibt, für welchen das Verhaltniss C P o  : CPo = A einen gegebenen 
Werth hat (wo P', seinen andern Schnitt mit C E ,  bezeichnet), so wird eine 
Gerade 8 einen Kegelschnitt beschreiben. X'immt man gleichzeitig für 6, 
einen Kreis, welchem d a s s e l b e  Veihliltniss A zukommt (so dass, wenn die 

-- - 
Endcn seines durch C geheuden Durchmessers !O, sind, ~ 7 ~ :  C & = L  
k t ) ,  so wird dersellie (oder die Kreisschaar Q )  eine Kreisfusspunktcurve' 
einhtillen. Daher hat man aiif Grund des Satzes (a) (vergl. Fig. la): 

J e d e  K r e i s f u s s p u n k t c u r v e  w i r d  v o n  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  
e i n g e h ü l l t ,  w e l c h e  P zu e i n e m  B r e n n p u n k t  u n d  d i e  Par t i e  en t -  
s p r e c h e n d e r  (paralleler) S a n g e n t e n e *  d e r  K r e i s e  Cl, C, z u  H a u p t .  
s c h e i t e 1 t a n g e n t e  n (oder die Tailgenten des Kreises C, C, zu Nebenasen) 
h a b e n .  D i e s e  K e g e l s c h n i t t e  s i n d  H y p c r b e l n  o d e r  E l l i p s e n ,  je 
n a c h d e m  d i e  C u r v e  v o n  d e r  e r s t e n  o d e r  d r i t t e n  A r t  i s t .  Jeder  
d i e s  e r (in gedreht - ahdicher Lage befindlichen) K e  g e 1 s c h n i t te  w i r d 
v o n  e i n e m  S y s t e m  e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  d e r  K r e i s e  J (mit 

P als Aehnlichkeitscentrum) e i n g e h ü 11 t. Man tibersieht sehr leicht, dass 
diese Kegelschnitte a l l e  d u r c h  d e n  D o p p e l p u n k t  N l a u f e n ,  und der 
andere Rerührpunkt jedesmal auf der Parallelen durch N zur Hauptaxe des 
Kegelschnittes liegt. Man kann also auch sagen: 

D r e h t  s i c h  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  e i n e u i  gegebenen 
a h n l i c h  i s t ,  u m  d e n  e i n e c  B r e n n p u n k t ,  w a h r e n d  s e i n e  Peri .  
p h e r i e  b e s t t i n d i g  d u r c h  e i n e n  g e g e b e n e n  P u n k t  g e h t ,  so h t i l l t  
e r  c i n e  K r e i s f u s e p u n k t c u r v e  c r s t e r  o d e r  d r i t t e r  A r t  e in ,  je 
n a c h d e m  e r  e i n e  H y p e r b e l  o d e r  E l l i p s e  i s t .  D e r  B r e n n p u n k t  
i s t  z u g l e i c l i  D o p p e l p u n k t  d e r  E i n g e h ü l l t e n .  Die numerische Ex- 

r 
centricitiit der Kegelschnitte ist offenbar gleich - ( S .  S. 338). 

e 
S. Berücksichtigt man,  dass die Kreise J sich auch mit Rezug auf N 

als Aehiilichkeitscentrum in gedreht ahillicher Lage Lefinden [vergl. Satz a), 
S. 3391, so erhiilt man genau wie bei 2: 

J e d e  K r e i s f u s s p u n k t c u r v e  w i r d  v o n  d e n  K e g e l s o h n i t t e n  ein- 
g e h ü l l t ,  w e l c h e  N z u m  B r e n n p u n k t e  u n d  d i e  P a a r e  en t spre -  

anf der Nebenaxe haben, in gedreht-ahdicher Lage, namlich mit Bezug auf jeden 
der imaginaren Brennpunkte. 

+ Vergl. den Satz b)  S. 339, wobei also P (Fig. la) das Aehnlichkeitscentrurn 
der in gedreht -ahdicher Lage befindlichen Kreise J ist. 

** Entsprechend mit Bezug auf P als Aehnlichkeitspunkt. 
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chender  T a n g e n t e n  d e r  K r e i s e  Cl, C,' z n  H a u p t s c h e i t e l t a n -  
genten (oder die Tangenten des Kreises NM zu Nebenaxen) h a b e n .  
Jeder  d i e s e r  (in gedreht -ahdicher  Lage befindlichen) K e g e l s c h n i t t e  
wird v o n  e i n e m  S y s t e m  e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  d e r  K r e i s e  
d e i n g e h t i l l t ,  u n d  s e i n e  B e r ü h r p u n k t e  l i e g e n  a u f  d e r  P a r a l -  
lelen zu s e i n e r  H a u p t a x e  d u r c h  P. Oder, was dasselbe ist: 

D r e h t  s i c h  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  e i n e m  g e g e b e n e n  
ahnl ich i s t ,  u m  d e n  e i n e n  B r e n n p u n k t  N, w a h r e n d  s e i n e  N e b e n -  
axe b c s t a n d i g  e i n e n  d u r c h  N h i n d u r c h g e h e n l i e n  g e g e b e n e n  
Kreis b e r ü h r t ,  s o  w i r d  e r  e i n e  K r e i s f u s s p u n k t c u r v e  (mit N als 
Doppelpunkt) e i n h i i l l e n ,  w e l c h e  v o n  d e r  e r s t e n  o d e r  d r i t t e n  A r t  
i s t ,  j e  n a c h d e m  e r  e i n e  E l l i p s e  o d e r  R y p e r b e l  i s t .  Die nume- 

e 
rische Excentricitat ist  gleich -. 

r 
Die Satze 2 und 3 konnen folgendermassen zusammengefasst werden: 
J e d e  K r e i s f u s s p u n k t c u r v e  w i r d  v o n  z w e i  S y s t e m e n  d o p p e l t  

b e r ü h r e n d e r  K e g e l s c h n i t t e  i n  g e d r e h t  - a h n l i c h e r  L a g e  e i n -  
gehül l t ;  d a s  e i n e  b e s t e h t  s t e t s  a i l s  H y p e r b e l n ,  d a s  a n d e r e  a u s  
E l l ipsen .  D a s  e i n e  S y s t e m  h a t  P, d a s  a n d e r e  N a l s  A e h n l i c h -  
k e i t s c e n t r u m  u n d  g e r n e i n s a m e n  B r e n n p u n k t ,  u n d  z w n r  b e s t e h t  
das e r s t e  a u s  H y p e r b e l n  o d e r  E l l i p s e n ,  d a s  z w e i t e  u m g e k e h r t  
aus E l l i p s e n  o d e r  H y p e r b e l n ,  j e  n a c h d e m  d i e  C u r v e  v o n  d e r  
e r s t e n  o d e r  d r i t t e n  A r t  i s t .  D i e  n u m e r i s c h e  E x c e n t r i c i t h t  d e s  
einen S y s t e m s  i s t  dau R e c i p r o k e  v o n  d e r  d e s  a n d e r n .  Die Mittel- 
punkte des ersten Systems liegen auf einer Kreisfusspunktcurve dritter oder 
erster Ar t ,  die des zweiten auf einer solchen zweiteï Art. Unter den Hyper- 
beln befinden sich stets zwei zerfallende, narnlich die, deren Nittelpunkte bei 
der Curve erster Art  P, bei der dritten Art N sind; die ersteren bestehen 
sus der Axe P N  und einer der von P an die Curve gehenden Tangenten, die 
letzteren , welche ziisammenfallen, aus den beiden Doppelpunktstangenten. 

Es m6gen nun die Retrachtungen S. 340 fortgosetzt werden. 1st (Fig. 3) 
der erzeugende Kreis M ,  der Doppelpuukt N und auf dem Kreise N M  der 
Mittelpunkt B eiues Berührkreises gegeben, so findet man die Berührpunkte 
Pl, P, desselban nacb den Satzen 5.340 u. 341. Ein ganz anderes Verfahren 
ergiebt sich aber auf Grund des Satzes S. 342 (vergl. namentlich den 
Beweis desselbcn): man ziehe (Fig. 3) durch .4', oder A', die Parallele zur 
Axe und zeichue den Hilfskreis, welcher mit dem Bertihrkreise B concentrisch 
ist und jene Parallele berührt - dio Tangenten von N aus an dicsen Hilfs- 
kreis werden die Punkte P l ,  P2 aussehneiden." 

* Entsprechend natürlich jetzt mitBezug aiifNals Aehnlichkeitspunkt; S. Fig.1b. 
** Xlle diese Hilfskreise hüllen eine Curve ein, welche sowohl zur Axe .ATX, 

als nuch z u  einer daraiif senkrcchten Axe symrnetrisch ist. Irn Falle der Cardioide 
ist es eine zweispitzige Cykloide, wie man sofort einsieht. 
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Bus den bereits angeführten SXtzen folgt weiter, dass der Winkel von 
Q QI cg gegen die Axe (Fig. 3) gleich dem Wiiikel N Ql M = N Q, J! , ferner, 
dass, wenn R, den Fusspiinkt des Lothes von N auf MQ, -bedeutet, dann 
Pl Q,  R , N L  ein Kreisfünfeck ist. Trifft also das Loth von Q,  auf die Axe 
die letztere in SI, so ist deninach Pl Q,S, R I N L  ein Kreissechseck, folglich 

77 z 
L S I P I L = L S , Q I I ) = T - L Q I Q S , = ~ - L N Q I M = L P I Q I N ,  2 anderer- 

seitv L P,S ,N=L  P,QIT\T; mithin L S,  Pl P =  L P,SIP, d. h. PI>,S, ist ein 
gleichschenkliges Dreieck, also 

PP, = PS, = P N  + m . e o s  L P,NA, 
= P N + r . c o s L P I N A , .  

Wird der andere Punkt ,  i n  welchem N P ,  die Curve trifft, mit P', 
bezeichnet, so hat man ebenso 

PP' ,=  P M + r . c o s L  P ' , N A ,  
= Pnil -r.cos L Pl N A , ;  

nennt man also die Leitstrahlen PP,, PP', zweier Curvenpunkte P l ,  P',, 
welche mit dem Doppelpunkte N in gerader Linie liegen, w nnd w', so ist 

- 
W +  wr=eonst.= 2.1'11.1, 

wahrend sich P,P', um N dreht. Weil aber auch die Lange P1P1 ,  con- 
stant = 2r is t ,  so entspringt hicraus der folgende merkwürdigc Satz 
(S. Pig. 5 a )  : 

D e r  M i t t e l p u n k t  u n d  d e r  e i n e  N e b e n s c h e i t e l  e i n e r  El l ipse 
s e i e n  m i t  '8 u n d  b e z e i c h n e t ,  d i e  P u n k t e ,  a u f  w e l c h e  91 und 
f a l l e n ,  w e n n  m a n  d i e  E l l i p s e  a u f  e i n e E b e n e  l e g t ,  m i t  N u n d l ' .  
D r e h t  m a n  d a n n  i n  d e r  E b e n e  d i e  E l l i p s e  B O ,  d a s s  bes tandig  
i h r e  H a u p t a x e  d u r c h  1Y u n d  i h r e  P e r i p h e r i e  d u r c h  P g e h t ,  B O  

b e s c h r e i b e n  i h r e  B r e n n p i i n k t e  e?ne  K r e i s f u s s p u n k t c u r v e ,  deren 
D o p p e l p u n k t  N i s t .  

Von der Ausgangslage der Ellipsc aus lisst sich dicse Fiisspunktcurve 
sehr leicht punktweise zeichnen. 1st niimlich iii dieser Lage (Pig. 5a) 
P' irgend ein Pcripheriepunkt, etwa in dcr Nachbarschaft von P, so 

braucht man nur um P' als Mittelpunkt, den Kreis zu schlagen, dessen 
Radius gleich P R  i s t ;  schneidet derselbe die Hauptaxe der Ellipse in 
LT', und bedeutet H den Hauptscheitel, welcher mit P den Ellipsen- 
quadranten einschliesst, in  welchem P' nicht liegt,  so trage man an 
P N  in N den Winkel PNH'= P'N'H ah und mache H ' N = H W f ;  
dann wird H' die Lage von H sein, die derjenigen Lage der Ellipse 
entspricht, i n  melcher P' nach P gekommen kt .  D a  jedoch jener Hilfs- 
kreis um P' die IIauptaxe in z w e i  Punkten N', A"' schneidet, so ent- 
sprechen dem Punkte P' auch z w e i Lagen von H', und a180 z wei Lagen 
der Ellipse überhaupt. D. h , :  von der Anfanpslage aus lasst sich die Ellipse 
auf z w e i  Arten in der S. 347 geforderten Weise bewegen, und ~ l s o  konnen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. O. RICHTER. 349 

die Brennpunkte auch z w e i  K r  e i  s f u s  s p u n  k t c u r v e n  beschreiben, welche 
N als gemeinsamen Doppelpunkt und auch P gemeinsam haben, d. h. mit 
einem Worte c o n f o  c a l  sind. Man beweist leicht direct, dass die beiden 
Hichtungen, in welchen sich jeder Drennpunkt von der Anfangslage sus ver- 
schiehcn k s s t ,  anfeinandcr senkrecht stehen. Auch in den beiden anderen 
Punkten, in welchen sich die beiden Kreisfusspunktcurven durchsetzen, 
rnüsseii sie sich daher rechtwinklig schneiden; dies fol$ aus dem Sccant,en- 
satze S. 340, ebenso wie, dass die vier Schnittpunkte paarweise mit P in 
gerader Linie liegen. Die beiden ersten Schnittpunkte entvprechen den 
beiden iusseren, die beiden anderen den inneren gemeinsamen Tangenten 
der erzeugenden Kreise (M', M" Fig. 5a) .  Dass sich die beiden Curven 
tiberall r e c h t w  i n  k l i g  schneiden, folgt nach einem bekannten Satze schon 
daraus, dass sie confocal sind. Stets ist tibrigens die eine der beiden Cur- 
ven von der ersten, die andere von der drittcn Ar t ;  stets sind ihro bcidcn 
erzeugenden Kreise gleich g r o ~  und liegen symmetrisch zu P, weshalb auch, 

r 
wenn man für die zwei Curven das Verhaltniss - (S. S. 338) mit p'. p" 

e 
bezeichnet, 1 ist. - Bus der Erzeugungsweirie der Kreisfusspunkt- 
curven durch Abtrapen einer constanten Strecke mittels des Kreises uber 
N M  als Durchmesser (S. 338) folgt sofort weiter, dass j e  d e r  P u n k  t d e s  
Axenkreuzes  d e r  E l l i p s e  (nicht blos die Brennpunkte!) zwei Kreis- 
fusspunktcurven beschreibt; denn die Strecke S',AS',, wenn zwei Punkte der 
Kreisfusspunktcurve , welche mit AT in  gerader Linie liegen , so bezeichnet 
werden (Fig. 5 a ) ,  ist gleich dern Durchmesser des erzeugenden Kreises und 
wird durch das Loth nus dem Mittelpunkte dcsselben halbirt, 80 d a s s  d e r  
Mi t te lp i ink t  d e r  E l l i p s e  z w e i  K r e i s e  b e s c h r e i b t ,  je zwei gleich 
weit vom Mittelpunkte der Ellipse abstehende Punkte (Punktepaar) einer 
Ellipsenaxe aber jedesmal dasselbe Curvenpaar, und zwar zwei Punkte der 
Nebenaxe jedesmal ein Paar  sich doppelt bertihrender Curven, dagegen ein 
Punktepaar der H a u p t ~ x e  ein Paar von Curven, welche die Brenn- 
punkte gemein haben. Mit Festhaltung der Punkte N, P (Fig. 5 a )  
werden sich alle moglichen Ellipsen mit verschiedenen Hauptaxen 2 a ,  aber 
mit  derselben Nebenaxe S b  = 2. NP in  der S. 348 angegebenen Weise be- 
wegen lassen. Dann werden die Brennpunkte jeder Ellipse ein confocales 
Curvenpaar beschreiben, und alIe diese Curvenpaare sind wiederum mitein- 
ander confocal: es entsteht also ein D o p p e l o r t h o g o n a l s y s t e m  von Kreis- 
fusspunktcurvcn* (Pig. 5b) .  Jedem Curvenpaaro cntspricht urngekebrt eine 
Ellipse mit bestimmter Halbaxe a ,  die ,,erzeugendeu Ellipse. Unter diesen 
Curvenpaaren sind drei hervorzuheben: die beiden extremen, sowie ein mitt- 
lerer. Die beiden extremen sind : 1. a = b (erzeugende Ellipse ein Kreis) : 
die Curve erster Art dieses Paares ist der Punkt  N selbst, die Curve dritter 

' Denkt man sich in dieser Figur don Punkt N in8 Unendliche gerückt, BO 

entshht ein Uoppelsystem confocaler Parabeln. 
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Art der Kreis durch N um P, doppelt geztihlt.". a = cn (Ellipse be. 
stehend aus zmei Parallelen): die Curve erster Art ist  die Verlangerung 
von P N  über P hinaus, die dritter Art aber P N  sammt VerXngeriing dieser 
Strecke iiber N hinaus. 3. a = + b ;  die Urennpunkte dieser Ellipse beschrei- 

r 
ben zwei Curven, ftir welche das Verhdtniss - (S. 338) bez. 2 und + ist; 

e 
d. h. die Curve erster Art dieses Paares ist  eine solche mit Flachpunkt 
(S. S.  338), welche gerade in der Mitte st.eht zwischen den Curven erster Art 
mit Einbiegung und den ganz convexen Curvcn erster Art. 

Jeder andere Punkt  einer so sich bewegenden Ellipse durchlauft aber 
eine Curve vierter Ordnung anderer Ar t ,  und diese Curvcn sind augen- 
scheinlich dieselben, welche sich ergeben, wenn man von einem Punkte h' 

eines Kreises Leitstrahlen zieht und von deren Endpuilkten nicht auf den 
Stralilen selbst, sondern unter einem constanten Winkel gegen sie geneigt 
eine constante Strecke abtriigt. 

Es liegt sehr nahe, zu fragen, was dabei eine derart bewegte Ellipse 
e i n h ü l l t ?  Nan kommt zu folgendem Satze: 

G e g e b e n  s e i  e i n  K r e i s  (Mittelpunkt K ) ,  u n d  e i n e  E l l i p s e ,  f i i r  
w e l c h e  d i e  S u m m e  o d e r  D i f f e r e n z  d e r  L I a l b a x e n  g l e i c h  dem 
D u r c h m o s s e r  d e s  K r e i s e s  i s t .  B s w e g t  s i c h  d a n n  d i e  E l l ipse  
s o l  d a s s  i h r e  b e i d e n  A x e n  b e s t i i n d i g  d u r c h  z w e i  G e g e n p u n k t e  
d e s  K r e i s e s  E, Ml u n d  M2, g e h e n ,  s o  w i r d  i h r e  P e r i p h e r i e  
d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  N a u f  MlM2 l a u f e n  u n d  e i n e  Kreis-  
f u s s p u n k t c u r v e  d r i t t e r  o d e r  e r s t e r  A r t  e i n h ü l l e n ,  welche Pi 
z u m  D o p p e l p u n k t e  h a t .  D i e  B e r I i h r p u n k t e  j e  z w e i e r  p a r a l l e l -  
a x i g e r  E l l i p s e n  d i e s e s  e i n h ü l l e n d e n  S y s t e m s  w e r d e n  v o n  einer 
g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  d u r c h  d i e  B r e n n p u n k t e  d e r  e ingehi i l l -  
t e n  C u r v e  a u s g e s c h n i t t e n ,  d e r e n  A s y m p t o t e n  d e n  Axen  der 
b e i d e n  E l l i p s c n  p e r a l l e l  s i n d ,  u n d  d i e  d u r c h  d e r e n  N i t t e l -  
p u n k t e  h i n d u r c h g e h t .  Setzt man die Strecke N E = 2 m ,  und sind a, 

1 1  1 
b die Halbaxen der Ellipse, so is t  - = - + - - Vergl. Fig. 5 c. 

vn 6 - a  
Eine fibergrosse Monge von Folgerungen l h t  sich mis dicsen Betrach- 

tungen noch ziehen; jedoch kann hier nicht weiter darauf eicgegangen werden.** 
Vielmehr sollen noch aus der Kreisverwandtschaft (S. 339) einige Eigen- 

schaften der Kreisfusspunktcurve abgeleitet werden, die sich wesentlich auf 
die Krümmung beziehen. 

* Dieser Kreis hat auf Grund früherer Siitze die Eigenschaft, durch die ausaer- 
halb der Axe gelegenen Hyperoaculationspunkte aller Curven e r~ te r  Art des Systems 
zu gehen; s. Anm. * S. 341. 

** N a c h t r a g l i c h e  A n m e r k u n g .  Es ist mir gelungen, den letztcn Satz 
auf die a l l g e m e i n e n  b i c i r c u l a r e n  C u r v e n  v i e r t e r  O r d n u n g  eu übertragen, 
und dabei bin ich eu hochst überraschenden Ergebnisscn gclangt. Die betreffende 
Abhandlung wird nachstens erscheinen. October 1889. 
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ES sei (Fig. 6) Pl ein beliebiger Punkt der Curve, QI sein erzeugender 
Punkt; ein beliebiger, sie in Pl bertihrender Kreis ,Q schneide sie noch in 
E und F, deren erzeugznde Punkte G, H seien; endlich sei J der Schnitt 
von G E  mit HF. Die so festgestellte Pigur  dcnke man sich mit Hilfe 
der ohen angegebenen ausgezeichneten Kreisverwandtschaft transformirt. 
Dann verwandelt sich Pl in eincn Punkt  TTl des Kegelschnittcs, R in  einen 
den letzteren in Ti ,  berührenden Kreis R', E ,  F in  die beiden anderen 
Schnittpunkte E ,  O von 9' mit dem Kegelsühnitte; die Geraden G E ,  LIE; 
aeil sie auf NE bez. NF senkrecht stehen, in die Kreise tiber NE bez. 
NO als Durchmessern, und ihr Schnittpunkt J in den zweiten Schnittpunkt 1 
dieser beiden Kreise, deren Mittelpunkte Er, 0' genannt werden mogen. Da 
N der eine Brennpunkt des Kegelschnittes ist ,  so wird demnach ~'ali E O  
sein. Bekanntlich ist aber die Kegelschnittsnorrnale in Til unter demsell-ien 
Winkel gegen die Axe geneigt, wie irgend eine Senkrechte auf E 0 oder 
(da E ' O ' E O )  wie irgend ein Loth auf E'O', z. R.  NI; dcnn diese Gerado 
steht in der That senkrecht auf E'O' als gemeinschaftliche Sehne der beiden 
Kreise, deren Mittelpunkte E', O' sind. Wandort also der Mittelpunkt des 
Kreises R', wahrend dieser den Kegelschnitt immer in  TTl berührt,  auf der 
Normalen dieses Punktes, so 18uSt I auf der Geraden N I ,  deren Richtung 
gegen die Axe unveriindert bleibt. Dieses Ergebniss, wieder rückwarts aiif 
die Kreisfusspunktcurve übertragen, bedeutet: dass der Punkt J auf einer 
festen, von N aiisgebenden Geraden niJ wandert, wenn der die Curve in  Pl 
bertihrende Rreiv seine Grosse andert. E s  ist aber G H  die Polare von J 
in Bszug auf den Kreis M; nnd da,  wie eben bewiesen wurdc, bei jeder 
Ferinderung von 9 der Pol J eine Gerade durchlauft, so mus3 sich dabei 
GH um e i n e n  P u n k t  0, d r e h e n ,  welcher der Pol von NJ sein wird. 
Da der Pol jeder durch O, gehenden Geraden also auf N J  liegt, so gilt 
dies auch von dem Pole des Lothes von 0, auf die Axe; dieser liegt aber 
auf der Axe selbst, fa11t also mit A' zusammen. Der Busspunkt X jenes 
Lothes ist also der zu N gehorige vierte harmonische Punkt von N, A , ,  Ag ,  
d. h. (S. S. 340) er ist mit Q identisch. 

In dern besonderen F a l k ,  dass der Kreis j? die Curve m m  zweiten 
Uale berührt, also E und F zu P, zusammenfdlen, vereinigen sich G, H 
und J zu dem erzeugenden Punkte von Pz, namlich Q,; a190 geht die Ge- 
rade A'J durch Q , ,  ist  also unter einem Winkel gegen die Axe geneigt, 
nelcher dcm von hrQl gcgen die Axe entgegengcsetzt gleic,h ist (S. S. 340); 
und da 0, der Pol dieser Geraden is t ,  so folgt hieraus, dass die Tangente 
iu O,, d. i. P,Q,, durch O, gcht,  und cbenso das Spiegelbild von 4 Ql in 
Resug auf die Axe. 

Alles zusammengefasst giebt den Satz (Pig. 6) : 
E s  s e i  Pl e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t  d e r  K r e i s f u s s p u n k t e u r v e  u n d  

ft ein v e r t i n d e r l i c h e r  K r e i s ,  d e r  a b e r  b e s t t i n d i g  d i e  C u r v e  i n  Pl 
berührt  u n d  o u s s e r i e m  i n  d e n  ( v e r a n d e r l i c h e n )  P u n k t e n  E,  F 
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s c h n e i d e t .  A l s d a n n  w i r d  s i c h  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  erzeu- 
g e n d e n  P u n k t e  v o n  El F u m  e i n e n  P u n k t  0, d r e h e n ,  welcher 
d e r  S c h n i t t , p i i n k t  d e s  i n  3 (S. S. 339) a u f  d e r  A x o  e r r i c h t e t c n  
L o t h e s  m i t  dern S p i e g e l b i l d û  d e r  G e r a d e n  /',QI ( u n t e r  0,  den 
e r z c u g e n d o n  P u n k t  v o n  PI v e r s t a n d e n )  m i t  B e z u g  a u f  d ie  Axe 
u n d  z u g l e i c h  d e r  P o l  v o n  N Q ,  (dem Spiegelbilde von NQ,) m i t  Bezug 
a u f  d e n  e r z e u g e n d e n  K r e i s  111 i s t .  

Hierans ergiebt sich noch, d a s s  d e r  a u f  d i c s c l b e  Weise  dern 
C u r v e n p u n k t e  P, z u g e h o r i g e  D r e h p u n k t  0, d a s  S p i e g e l b i l d  von 
O, i n  R e z u g  a u f  d i e  A x e  is t .  

Aus diesem Satze leitet man sofort die folgcnde C o n s t r u c t i o n  d e s  
z u  Pl g e h o r i g e n  K r t i m m u n g s m i t t e l p u n k t e s  K, der Curve ab 
(Kg. 6) : 

M a n  s u c h e  d e n  e r z e u g e n d e n  P u n k t  QI v o n  Pl,  ze ichne  d a s  
S p i e g e l b i l d  v o n  PlQ, m i t  B e z u g  s u f  d i e  A x e  u n d  b r i n g e  es x u m  
S c h n i t t e  m i t  d e m  a u f  d e r  A x e  i n  Q e r r i c h t e t e n  L o t h e ;  diesen 
S c h n i t t p u n k t  O1 v e r b i n d e  m a n  m i t  g1 u n d  z e i c h n e  den  zum 
z w e i t e n  S c h n i t t ~ u n k t e  v o n  0,Q, m i t  dern c r z e u g e n d e n  Kreise 
Q', g e h S r i g e n  C u r v e n p u n k t  P ' ~ ;  d e r s e l b e  i s t  e i n  P u n k t  des ge- 
s u c h t e n  K r t i m m u n g s k r e i s e s ,  s o  d a s s  d a s  J l i t t e l l o t h  von P,Pfl 
d i e  N o r m a l e  i m  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  K, t r i f f t .  

Dieve Construction ist zwar etwas weitlaufig, aber es folgt aus ibr eine 
sehr einfache andere. 

Da die Winkel O, P2 ni und O, Q  N rechte sind, BO geht der Kreis tiber 
O, N a h  Durühmesser durch Q und P z ;  bedeutet L, den andcrn Schnitt von 
P, L P mit diesem Kreise , so ist also Ll P. P, P = N P .  Q P = ='; da aber 
auch Pl P. P2 P =  PPN' iist (S. 340), 80 ist Ll P = P P ,  . Auf Grund des soeben 
nachgewiesenen Verfahrens, den Krümmiingsmittelpunkt Jil zu finden, l a d  
sich nun leicht weiter zeigen, dass der zu Pl gehorige vierte harinonische 
Punkt  C von .LI, L, Pl dcrart l iegt,  dass das Loth in C auf PP, die 
Normale des Punktes Pl in dern zweiten Schnitte des Krtimmungskreises 
mit der letxteren trifft. Da L auf dern um P mit dern Ealbmesser PN 
beschriebenen Kreise liegt (welcher, wie oben gezeigt wurde, die Schaar 
der doppelt berührenden Kreise rechtwinklig durclisetit), so hat man fol- 
gende zicrliche C o n s t r u c t i o n  d e s  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e s ,  der 
zu Pl gehort: 

M a n  z i e h e  PP, u n d  s u c h e  d e n  S c h n i t t  L d i e s e s  L e i t s t r a h l e s  
m i t  d e m  K r e i s e  ü b e r  Q N a l s  D u r c h m e s s e r ;  a u c h  v e r l ë n g e r e  man 
P,P t i b e r  P h i n a u s  u m  s i c h  s e l b s t ,  w o d u r c h  m a n  e i n e n  Punkt 
L, e r h a l t ;  d a n n  c o n s t r u i r e  m a n  d e n  v i e r t e n  h a r m o n i s c h e n  Punkt 
C z u  L1, L, P l ,  w e l c h e r  Pl z u g e o r d n e t  i s t ;  s o  w i r d  das M i t -  
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t e l l o t h  v o n  CP, d i e  N o r m a l e  i m  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  
sehueiden.* 

Bei der C a r d i o i d e  fallen N, A,, P, Q in  die Spitze zusammen. Da 
LI Pl . A  Pl 

nach der vorliegenden Construction C P  - i s t ,  so erhiilt man 
- L,P,+ LP, 

ftir die Cardioide, wenn man den Leitstrahl NP, mit w bezeichnet, 4 CP, = 9 W .  

Dies ist ein bekannter Satz, welcher aussagt, dass, wenn das Loth in N 
 RU^ NP1 die Normale in  D trifft, der Krümmungshalbmesser p = $Pl D ist. 

Uebrigens ist nach früheren Satzen klar, dass für die Krifmmungskreise 
zweier durch Kreisberührung zugeordneter Punkte Pl,  P2 stets P der Sussere 
Aebnlichkeitspunkt ist ,  dass also z. B. die beiden zugehorigen Krtîmmnngs- 
mittelpunkte KI,  K p  auf einer Geraden durch P liegen und die Strecken 
PR, und PR, sich verhalten wie die Krtimmungsradien Pl K, , P, K,; dass 
z. B. auch der Krümmungskreis desjenigen Curvenpunktes, der mit einem 
Wendepunkte W, in  gcrader Linie liegt , d u r  c h  P s e l  b s t  g e h  t ,  der 
Krümmuugsmittelpunkt selbst aber auf dem Lothe von P auf die Wende- 
tangente liegt. F ü r  einen Wendepunkt W, selbst muss nach der letzten 

Construction P W - - sein. Denn der oierte harmonische Punkt C liegt '-- 3 
dann in Enendlichen, also W, in der Mitte zwischen L und L , ;  hemnach - - 
i s t P L , = 2 P W ,  (=2W1L)= P L - . P W , = P N - P W , ,  d. h. PW,=+PN. 
Die Wendepunkte werden also durch einen Kreis um P mit dem Radius 
$PT ausgeschnitten. Den erzeugenden Punkt Zl eines Wendepunktes TV, 
findet man nach einem Weyr'schen Satze,** indem man eine Strecke olp 

gleich r in y halbirt, den Halbkreis iiber ny zeichnet und um ,9 einen Kreis 
mit dcm Radius 88 gleich e schkgt ,  welcher jenen in S trifft; zicht man als- 
dann im erzeugenden Kreise M der Kreisfusspunktcurve den Radius MZ, 
sol dass L Zl MA, (Pig. 2 ,  3 )  = L 6 y ist , so wird 2, der gesuchte Punkt 
sein, welcher den Wendepunkt Wl liefert. Denn im Punkte Z, muss der 
erzeugende Kreis JI von einer Parabel osculirt werden konnen, welche N 
rilm Rrennpunkte hat.  

Man wird bemerkt haben, dass fiir die vorliegenden Entwickelungen 
namentlich solche Sztze benutzt worden sind, hinsichtlich welcher die Kreis- 
fusspunktcurven als speeielle Falle der sogenannten Cartesischen 0 % d e  (apla- 
netischen Linien) aufzufassen sind. Diese Curven haben bekanntlich drei 

* Ueber cin für allc Rollcurven, also auch fiir die Kreisfusspunktcumn gil- 
tiges Verfahren fi. I I e n n i g ,  Crel l  e's Journ. Bd. 65, S. 53 flgg. Auch vergl. die 
schono Construction, welche Wegr für alle Fusspunktcurven ttngegeben hat  (Sitz- 
ungsber. d. mathem.-naturwiss. Classe d. kaiserl. Akad. in Wien, LIX. Bd., Abth. 
Jnhrg. 1869, S. 169 flgg.). Für die Kreisfusspunktcurven findet sich noch ein an- 
deres Verfahren bei W. D a h l ,  ,,Beitrag zur Theoiie der Epizykeln" (Dissert.), 
Jena 1868. 

* Weyr,  1. c. 
Zsitschrift f. Mathematik a. Phyaik XXXIV, 6. 23 
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im Endlichen gelegene Axenbrennpunkte* und werden von drei Systeirien 
doppclt beruhrendcr Kreise cingehüllt, die nach unserer Sprechweise sirh 
in gedreht - khnlicher Lage befinden , "* und zwar jedes System mit Bezug 
auf zwei von den Brennpunkten als Aehnlichkeitscentren. Hieraus folgt 
sofort [zufolge des Satzes (BI), S. 3441 eine V e r a l l g e m e i n e r u n g  der  
S a t z e  2, 3 ,  S. 346, 347 f u r  d i e  C a r t e s i s c h e n  O v a l e  (indem man in 

2, S. 346 nicht einen Kreis für 0, wahlt, welchem dasselbe A zukommt, 
sondern einen ganz beliebigen Kreis): 

D r e h t  s i c h  e i n  E e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  e i n e m  g e g e b e n e n  
i i h n l i c h  i s t ,  u m  d e n  e i n e n  B r e n n p u n k t ,  w a h r e n d  l i e s t i i n d i g  seine 
N e b e n a x e  e i n e n  g e g e b e n e n  K r e i s  b e r ü h r t ,  s o  h ü l l t  e r  eine 
C a r t e s i s c h e  C u r v e  e i n ,  f ü r  w e l c h e  d e r  g e n a n n t e  B r e n n p u n k t  
a u c h  B r c n n p u n k t  i s t .  J e d e  d e r a r t j g e  C u r v e  w i r d  v o n  sechs 
s o l c h e n  S y s t e m e n  d o p p e l t  b e r ü h r e n d e r  K e g e l s c h n i t t e  in  ge-  
d r e h t  a h n l i c h e r  L a g e  e i n g e h ü l l t ,  i i i d e m  j e d e r  B r e n n p u n k t  
A e h n l i c h k e i t s c e n t r u m  f ü r  z w e i  S y s t e m e  i s t .  S e l b s t v e r s t i u d -  
l i c h  s i n d  d i e  n u m e r i s c h e n  E x c e n t r i c i t k t e n  d i e s e r  s e c h s  Kegel-  
s c h n i t t s s y s t e m e  n i c h t  a l l e  u n a b h i i r i g i g ,  v i e l m e h r  s i n d  n u r  zwei 
u n a b h k n g i g e  d a r u n t e r .  B e z e i c h i i e t  m a n  i ~ b m l i c l i  d i e  nume- 
r i s c h e n  E x c e n t r i c i t a t e n  i r g e n d  z w e i e r  S y s t e m e  m i t  E, 71, B O  sind 

l l & T l  
d i e  d e r  v i e r  t i b r i g e n  g e g e b e n  d u r c h  - 3  - I  - r  - 1  s o  d a s s  s te t s  

€ 9 1 1 "  
d r e i  S y s t e m e  a u s  E l l i p s e n  u n d  d i e  a n d e r e n  d r e i  a u s  Hyperbe lu  
b e s t e h e n .  N e n n t  m a n  i n  l e i c h t  v e r s t l i n d l i c h e r  W e i s e  d ie  drei 
B r e n n p u n k t e  d e r  C u r v e  d e n  a u s s e r e n ,  m i t t l e r e n ,  inneren 
B r e n n p u n k t ,  s o  e n t s p r e c h e n  d e m  a u s s e r e n  B r e n n p u n k t e  zwei 
S y s t e m e  H y p e r b e l n ,  d e m  i i i n e r e n  z w e i  S y s t e m e  E l l i p s e n ,  dem 
m i t t l e r e n  e i n  S y s t e m  I I y p e r b e l n  u n d  e i n  S y s t e i n  E l l i p s e n .  - 
D i e  B e r t i h r p u n k t e  a l l e r  K e g c l s c h n i t t e  e i n e s  S y s t e m s  liegen 
a l l e m a l  i n  g e r a d e r  L i n i e  m i t  e i n e m  B r e n n p u n k t e  d e r  Curve, 
u n d  d i e s e  G e r a d e n  s i n d  p a r a l l e l  d e n  A x e n  d e r  Kegelschni t te .*** 

* Fûr jeden von ihnen bcsteht ein Eecantensatz. 
** ]ch bemcrke, dass deswegen jedc solche Curve (entsprcchend dem Satze 

S. 341) folgendermassen definirt werdeu kaon: Eine Cartesische Linie wird ein- 
gehüllt von allcn Kreison, dcren Mittelpunkte auf cinern gcgebeneri Kreise liegen 
und welche einen andern gegebenen ~ r e k  rechtwinklig schneiden. Und: eine sol& 
Curve wird eingehüllt von allen Kreisen, dereu Mittelpunkte auf einem gegebmen 
Kreise liegen und welche eineri audern gegebenen Kreis uiiter einem Durchniesser 
schneiden. - In der ersteren Weise wird jede Curve aiif zweie r le i  verschiedene 
Arten erzeugt. 

*** Es ist hier nur von solchen Cartesischen Curven die Bede, welche drei 
reelle ~xeubrennpunkte haben. Sind zwei davon imaginar, so bedarf der Satz 
einer Abanderung. 

L e i p z i g ,  October 1888. 
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XXI. 

Darstellung der  hyperelliptischen Integrale zweiter und 
dritter Gattung und erster Ordnung durch Integrale 

erster Gattung. 

Von 

Dr. G. SCHKRDEWAHN 
in Bresleu. 

E i n l e i t n n g .  

In vorliegender Arbeit sol1 die in meiiier Dissertmation: ,Ueber d m  
Umkehrproblern der hyperelliptischen Integrale dritter GattungU ftir Inte- 
grale dritter Gattung bereits i m  Resultat gegebene allgemeine Darstellung 
durch Integrale erster Gattung zugleich mit der entsprechenden Darstellung 
der Integrale zweiter Gattung behandelt werden. Die Methode ist weseut- 
lich eine Verallgerneinernng des von J a c o b i  in  der Theorie der elliptischen 
Integrale eingeschlagenen Verfahrens' und von Herrn O. S t a u  d e  fur einen 
speciellen Fa11 bereits angewandt.** Der in letaterer Arbeit in Cj Ci aus- 
gesprochene Hinweis auf die (an die Theorie der Thetacharakteristiken sich an- 
schliessende) Gruppirung der Integrale in  Bezug auf die sechv Verzweigungs- 
punkte des hyperelliptischen Gebilcles erhalt hiermit seine pracisirte Fassung. 
Auf Grund der von Herrn S t a u d e*** eiugeführten Ein - und Drei- Indices- 
bezeichnung gelingt die Aufstellung einer Thetaformel, welche die Darstel- 
lung der Integrale für gleiche untere Grenzen liefert; der Uebergang zu 
ungleichen Greuzen geschieht durch eine Verbindung des Resultats mit ebcn- 
derselben Thetaformel. Endlich zeigt sich, dass die Darstellung der Inte- 
grale zweiten Grades anch aus derjenigen der Integrale dritten Grades duich 
Differentiation nach dem Unstetigkeitspunlcte unter nachherigem Gleichsetzen 
desselben mit einem Virzweigungapunkte hervorgeht. 

* J a c o b i ,  Ges. Werke, herausgegeben v. W e i e r s t r a s s ,  Bd. 1 S. 536 flgg., 
533 flgg. 

** S t a u d e ,  Ueber hyperellipt. Integrale zweiter und dritter Gattung. Acta 
math. Bd. 8 S. 81 figg. 

*** S t a n d e ,  Ueber die algcbraischen Charakteristiken der hyperellipt. Thetu- 
functionen. Math. Auu. Bd. XXV. 

23 * 
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356 Darstellung der hyperellipt. Integrdc 2. u. 3. Gatt. u. 1. Ordn. etc. 
-1- 

C a p i t e l  1. 

Gestalt und Umformung der  Integrale .  

Das hyperelliptische Gebilde, welches mir zu Grunde legen, ist bestimmt 
durch die Gleichung 

-1) r(k)=2(g)=a0-a.a,-g.az-&.a,-&.a,-3.a5-h. 

Die ai sind Verzweigungspurikte, und eine variable Stelle der zugehorigen 
doppelbl%ttrigen R i e m a n n ' s c h e n  Plache is t  bestimmt durch t, und s als 8, S. 
Als Porm der Integrale erster Gattung wahlen wir: 

Die Unstetigkeitsstelle des Integrals dritter Gattung isf w sa, wo s, = Jr(w). 
Zu w gehiiren zwei Parameterintegrale 

Die Unstetigkeitsstelle des Integrals zweiter Gatturig sei der Verzweigongs- 
punkt alo .  . 

Die darzustellenden Integrale zweiter und dritter Gattung sind: 

Die von den Constanten befreiten lntegrale werden wir dabei unter der 

zusammenfassen konnen,. was eine gemeinsame Umformung beider Integrale 
erlaubt. 
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Zuerst zeigt dio Identittit: 

dms jedes Differential '- ' '-". 9 durch sdche von der Form 
6-a ' 2 s  

1-aii .8-aix d~ -.- darstellbar ist ,  wofern nur aii=\= UA,,  dass mithin die 
6 - a  2 s  

Formen E und n die nothige Allgemeinheit besitzen. Ferner giebt 

identisch : 

Folglieh ist naeh Multiplication mit 2 und Addition 
2 si 

Da ferner 8 - al = 8-a i -  R i  - 9 z  = (6- 81) (al-89) - (8-82) ( a ~ - 0 i ) ,  iSt 
91- 9s 91 - h 

dà a h  - ar - 81 du, +- a l -  R2 da,- (a, - an) 4 + (iz - a d  - - - 
,2 SI 2 s ~  81-92 B z - 4 1  

Ausserdem Kilt für  ungleiche A,, , A,, A, die Identitiit: 

al,- 31 -alo- 8 2  an,- 81 .a.$- 8 ,  a).?- 81 - a l p - -  82 4") 1= +- +- 
ail- a).o. a~,,- a~~ a ~ -  anl .ai,- al ,  a~ , -  a i 2 .  a%,- a~~ . 

Dieselbe gestaltet den Nenner für a = aie in 

um. Damit erhalten die beiden Differentiale die Formen: 
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. . . - - - - 

__M___WY__W~_Y_Y________M---- 

Die einaige Bedingung, welcher diese in ( u , ~ , )  symmetrieche krs te l -  
lung unterliegt, ist  die Uiigleichheit der drei Indices A,, A , ,  A,. Diesellie 
ist  ftir Differentiale zweiter Gattung von selbst erfüllt, schliesst aber fur die 
untere Grenze des zum Integral drittcr Gattung gehorigen Parameteriiite- 
grals v die Werthe aAl, al, vorlaufig aus; jedoch gelingt es, sich auch 
von dieser Reschrbkung frei zu machen (vergl. Cap. III, Ende). 

C a p i t e l  II. 

Darstel lnng des IntegraIs zweiter Gat tung mit gleichen unteren 
Grenzen. 

* Ueber den Zusammenhang der 6 mit den 8 vergl. Stai id  e, Parameter- 
darstellung etc. Math. Ann. Bd. XXIV. 
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Eine zweite partielle Differentiation nach ni (i= 1,2) giebt ftir v, /v, = 0/0: 

A") 

+ (UA,- an,) (alo- al4)  (aio- a l6)  

Mit resp. a y ) d u i  und - o(')dui rnultiplicirt und addirt geben die 
10 

vier Formeln von A") 

Nach der Pnrameterdarstellung* ist für gleiche untere Grenzen 

Damit nimrnt die rechte Seite von 1) genau die Form von d E ( ~ , 1 a  ab- 
gesehen von einem constanten Factor (aA2-all) a n ,  so dass 

S t a u d e  a. a. O. S. 269. 
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C a p i t e l  III. 

Darstellung des Integrals dritter Gattung mit gleichen nnteren ffrenzen. 

Ausgang der Darstellung ist Formel 8') in Cap. II. Dezu ist  GA,, (v )  z 0 
zu berückuichtigen , so dass 

( h )  
(a l  - a~,i;an,,- a i . , ! (a~~-an~)  I G ~ ,  ~2.~iu) (v) f i ~ ~ ( ~ . + u j  - 0:2)ui (u)  ~ 2 . ~  GI.~(Y.CV)/  = + O - .  - -- - -. 

 GA,(^) L~ ~ ~ ( 4  o l ~ , i ~ .  + V )  

Subtrahirt man beide For~neln und berücksichtigt, dass für beliebiges u und 
GA (v )  =; 0 die Gleichung 

AL) 
- - 22 (ala- a&).  GA,,(^ a , t , (4  9 0 I. 8 2 -  1. ( v )  - CiAl As A p )  

besteht : N 

= hl- aly )  a;,, (u) d3 1. ( v )  

+ (al,- a l8)  (alO- a%4) ho- { .il (4 c;, (.) - (u) 6, (fJ) 1 3 

und eine ebensolchc ALa,  die aus Ah durüh Vertaiischung der A,, A, im 
Zahler hervorgeht , so wird: - 

= (alo- U A 3 )  (alo- al,) (a lo -  al,) 

2) 
X 

G l S  l1 A~ ( v )  &(u) ~ L ~ ( V )  - -  - A ~ ~ Z ~ ( V )  - q cil (MI GI@ GI  LK! 2. 1. ( V I  - .  
ana 1, Ab (0) N 

Die Parameterdarstellung giebt aber : 

A 1 (u)  = + p'aAo- W .  ah- W. ah-  o. al - . al4- UA,,. al,- al,, 8 4 6  

G ~ & A , ( V ) = +  JaL,-w.a~-w.u~-o.aA-aAo.a~-a2.0.a~,-al, 
und 
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Die Eintragung dieser Werthe 3) in die Formel 2) giebt nach Multiplica- 
tion mit duA und Addition: 

a 
d(lk7"i0(.-4 - t logQ',(~+")) + ~ u U r G  ~ l o y q & J v )  = dl7<wr,U, 

mithin ist unter Berücksichtigung der Integra~ionsconstanten: 

Hierin sol1 die Reschriinkung A ,  = ( = A ,  oder A, beseitigt werden. Dazu dient 
die Periodenrelation : 

ay2 

x, (iXg(w+w x i  ) =  C . e e l w l + ~ w ~ ~  , ., x, (u) 4: =Jw 3 

ax1 

wo x,  irgend einer der 16lndices,  x , x ,  x, der aus x , x ,  x, componirte Index 
ist. Die Composition geschieht, nachdem drei ungleiche Indices n A y  be- 
liebig ausgezeichnet sind, nach dem Gesetz: 

2i1+v2 = v 1 v 2 =  V 1 V 2 % A p = v 1 1 J 2 2 1 v .  

Die E , ,  E, haben den Werth O oder - 1 und hangen lediglich von den 

X I ,  X$ ab. 
1 s t  nun v'=v-v:, v=v1+v2,  so wird: 

Diese Dariltellung PWt der Form nach unter die Formel Zi), da ftir 4, =A, 
loi, A, = A, .  Es gilt also 17) auch für solche untere Grenzen des Parameter- 
integrals v, die einem der beiden bevorzugten Verxweigungspunkte des Inte- 
grals 11 gleich sind, d. h. Il) gilt allgemein für gleiche untere Grenzen 

X X 

der II und ut. 

C a p i t e l  IV. 
Allgemeine Darstellnng der  Integrale  mit  beliebigen nnteren Grenzen. 

a i  81 81 a, xl xl 

Es kt allgemein J =  ,J- J ,  folglich geben Cap. II und III: 

8 1 8 2  G;", (U) 61: (ux1 %s) E ( ~ J ~  u =z (alo- *il f - 
1 a) XI X. I "1, (uxlX%) 

i i h )  

h 1 

-7 7 (alu- aii G J , ~ ~  1, { ~ a  - u:i*J . 
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Die Formel A),  Cap. II,  giebt ftir M = v, v = u, w = - d i X 2  = u , 

Entsprechend giebt die Formel A'), Cap. II, für u - v = uXl X z ,  u = 
I J = ~ - u X i % :  

6 (u) ,p (uX1 +) G ( h )  -- - -- - 
l " x , ÿ  (u-UXiX2)  

A'%, .,) -. 
c i n , ( ~ )  qO (uni X n )  6% (21 - uni " 2 )  

O 1 2  

Daher is t ,  da  zc - ZC"~ X n  = ut1: = U, nunrnehr allgemein 

Das Theorem der Darstellung lautet somit in expliciter Form: 

Theorem. 

S i n d  dlsl u n d  ~,s, z w e i  v a r i a b l e  S t e l l e n  d e s  durch 
s e = r ( & )  =a,-~.a,-~.a2-~.a,-~.a,-~.aS-~ d e f i n i r t e n  hy-  
p e r e l l i p t i s c h e n  G e b i l d e s  u n d  

I n  t e g r a l  e e r s  t e r  G a  t t u n g  (mit Veraweigui~gspunliten a1s unteren 

Grenzen), s o  w i r d  d i e  D a r s t e l l u n g  d e r  I n t e g r a l e  zweifer  
u n d  d r i t t e r  G a t t u n g :  
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-_____I-------- 

. . 

- - Sm 

a l  -m. ah-a) 

ax, a& 

i n  d e n e n  al u n d  w, +s, j e  d i e  U n s t e t i g k e i t s s t e l l e n  s i n d ,  
d u r c h  f o l g c n d e  F o r m e l n  g e g e b e n :  

plpsp!, s i n d  d a b e i  d i e  i n  d e r  R e i h e  012345 zu loxlx, g e -  

h n r i g e n  i i b r i g e n  Z i f f e r n ;  f e r n e r  g e h t  ,':' f u r  A = p  
1 1 CL1 

in  x ü b e r .  

Es eriibrigt noch zu zeigen, dass die Darstellung der Integrale zweiten 
Grades direct durch Differentiation nach <u und Gleichsetzung von w mit ano 

ails der Darstellung der Integrale dritten Grades herleitbar ist. Zu dem 
Eude rnultiplicirt man in) mit s, und erhiilt: 

Die Differentiation giebt : 

o = ano gieht: 

(g) m = u A  =? ( % x I n ( ~ )  -7 uh (ano- ai) = E. 
61" x ,  % (u.1 

Mit Riicksicht hierauf nehmen die Darstellungen der Integrale 3 und I I  

gesetzt wird. folpende Gestalt; an : 
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Die Gruppirung der Integrale zu den Verzweigungspunktgruppen ist 
aus  der Gestalt der Darstellungen beim hlossen Hinblick ersichtlich; die 
Ar t  der Unstetigkeitspunkte und der unteren Grenzen bestimmen jeweilig 
den ersten Theil der Darstellung bezüglich des Index der 2-Punction, 
wahrend die Nullpunkte der quadratischen Zahlerfunction der Integrale in 
Verbindung mit den Unstetigkeitsstellen dasselbe bezllglich des zweiten 
Theiles leisten. E s  sei auch darauf hingewiesen, dass stets l,l,A, drei 

ungleiche Indices sorstelleo, mithin z ~ ~ ~ ~ ,  = 6 E , ) , z ( ~ )  tals zweite Differentid 

quotienten einer geraden Punction einen festen, bestimmten Werth besitzen, 
der sich, wie die entsprechende Constante der J a c o  bi'schen Darstellung, 
durch Integrale zwischen Verzweigungspunkt und Periodicitatsmoduln leicht 
darstellen l m t .  

B r e s l a u ,  Januar 1889. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



XXII. 

Ueber eine Anwendung der Symbolik bei einer Aufgabe 
aus der Theorie der Eegelschnitte. 

Von 

Dr. CAEL SCHMIDT 
sus Girssen. 

1. Restimmung der Schnittpunktc der Geraden u, = U , X ,  + u,x2 + zc,x3 
= 0 mit dem Kegelschnitt f(x,  x) = 2aikz ixk=  O. 

1st s,, x2, x, ein Punkt der Geraden u ,  und v eine beliebige Gerade 
durch denselben, BO ist 

? & = O ,  v ,=O,  
daher kann man setzen 

1 )  x ,=U2v3-U3v2 ,  zZ=ZCgv1-u1v3, x g = U I v g - u Z v l .  

Setzt man diese Werthe in f ( x ,  x) ein,  BO erhalt man bei gegebenen u , ,  
u,, 21, eine qundratische Form von v,, ri,, v , ,  die gleich Nul1 gesetzt das 
Punktepasr darstellt, in welchem die Qcrade u den Kegelschnitt f = O 
schneidet. 

Man kann nun diese reducible Form i n  derselben Weise in ihre linearen 
Faetoren zerlegen , wie es C 1 e b s c h in  seinen Vorlesungen über Geornetrie 
mit der Form 8aikxixk gethan hat. Dort ist n5mlich Folgendes gexeigt: 
1st La,kx,  xk reducibel, und bezeichnet man mit a, x, + rtzx2 + a3x3 den 
einen Factor, so verhlilt sich ul : LY, : a, wie 

- - 
a11 : a12 4- P'- : a13 - v- %2 

2) = a,, - g3 : a2 2 : a23 + 
= a 3 1 + J ~ z : a 3 P - / - ~ :  aS3. 

Fiir den andern linearen Factor hat man den Qnadratwurzeln tiberall die 
entgegengesetxten Werthe beizulegen. 

Um dies auf unsern Fal l  anzuvïenden, muss man die Coefficienten 
unserer qnadratischen Form und ihrer adjungirten Form herechnen, und zu 
diesem Zwecke bedient man sich mit Vortheil der Nethode der Symbolik. 

Wir setzen symbolisch 

31 f (s, x) = (a, z ,  + a, x, + a, x3Y = (bl xl + b2 x2 + b3 ~ ~ 1 ~ -  
Dann wird, wie man sich leicht durch Ansrechnen tiberzeugt, die adjungirte 
Form symbolisch durch 
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366 Ucber oine Anwendung der Symbolik etc. 

4) 'P (II., U )  = t (a, 8,211" 
dargestellt, wobei ( a ,  b, u )  die Determinante 

a1 a, a, 

u1 u2 

bedeutet. Mocht man nun in 3) die Substitutionen l ) ,  so erhglt man 

5 )  

= [(a,zc,-a3uj)v, + (a,ul-alu,)tl ,+ (a ,u , -a ,~ , )v , ]~ .  
Dlther ist der Coefficient von v,"leich: 

(a, u3 - a, u,)~ = a22us2 + as2 u: - 2 a2 a3 u2 usU3 

oder, wenn man dio Symbole durch ihre Werthe ersetat, gleich 

a , , ~ , ~ +  a 3 3 u 2 e - 2 a , , u , ~ .  
Analoge Ansdrlicke findet man für  die Coefficienten von vz2 iiud vSZ. 
Der Coefficient von 2v2v ,  ist gleich 

l a ,  a, a, 

die Adjunüten der Elernente der ersten bezw. zweiteu Zeile mit 

Daher ist die adjiingirte Form mit den Variablen y, ,  g2, yJ gleicb 

: (a, rs, YT. 
Nun ist nach einem bekannten Determiunntensatz 
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Die adjungirte Form ist also, wie  es bei reducibeln Formen nothwendig ist, 
ein vollstiindiges Quadrat und stellt, gleich Nul1 gesetzt, die Gerade u dar. 

Bezeichnet man nun mit &,, t,, Ss die Coordinaten des einen gesuchten 
Scbnittpuuktes, so ist 

t L  : tà : k3 = aZ2 u3' - 2 a2, u2 us + as, u: 
: as, u3 u2 + a3 us u, - a,, usZ - a,, u, u2 + us J-) 

Die Coordiuaten des andern Schnittpunktes erhalt man,  indem man in diesen 
Formeln der Quadratwurzel tiberall den entgegengesetzten Werth beilegt. 
Davaus ergiebt sich : 

Die Schnittpuukte der Geiadeil u mit dem Kegelschnitt f = O  sind 
r e a l ,  wenn cp (zc, u) negativ k t ,  
i m a g i n a r ,  wenn rp(u, U) positiv ist;  
s i e  f a l l e n  z u s a m m e n ,  d. h. u ist Tangente, wenn <p(u,u)=O ist. 

blan ksun die Coefficienten der reducibeln Form 5) iind somit auch 
die iationalen Bestaudtheile von E l ,  g,, j, in einer andern Form dmstellen. 

Bezeichuet man nimlich 

so ist bekanntlich 

~ ( u ,  u) P (u, v )  1 = 1 u, u, u3 1 1 m l  (u) r 2 b )  m3 (u) 
rp (u, v )  <p (v, a)  9, v, u, 91 ( v )  92 (4 9,bJ) 

m i t  Benutzung der Gleichungen 1). Nun ist 

W O  A = laik 1 die Determinante von f ist. 
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Man kann für  das Verhaltniss 5,  : k,: t3 noch drei neue Formeln finden, 
indem man die Elemente der ersten Zcile mit a , ~ ,  die der zweiten Zeile 
mit a;, und die der dritten Zeile mit ais multiplicirt (i s 1, 2,  3) ,  und 
dann colonnenweise addirt. Da 

2. Die Aufgabe , die Tangenten zu bestimmen , welche von dem Punkte 
x a n  den Kegelschnitt f = O  gehen, ist  der vorigen polar-reciprok. 

Bekanntlich ist die Gleichung des Tangentenpaares 

11) f (x ,  x)  f k y )  - f (x ,  = 0 
oder 
12) m(%u.)=o, 

wenn man setzt 

13) u ~ = x 2 1 / ~ - x 3 1 / 3 2  z c 2 = x 3 c , ? / 1 - x 1 Y 3 ~  % = x l Y 2 - z 2 Y l '  

Die adjungirte Form von rp(u, u) ist  d. f (x,  x) .  
Auf dieselbe Weise, wie bei der ersten Aufgabe unter 6 ) ,  ergiebt sich 

als adjiingirte Form von 11) mit den Variablen a , ,  a,, a,: 

14) d. f(x, x ) . ( x l v l  + x , ~ ~ , + x , ~ ~ ) ~ .  
Sie ist ein vollstindiges Qnadrat und stellt ,  gleich Nul1 gesetzt, den Punkt 
z doppelt der. 
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Bezeichnet man nun mit a,, lu2, a, die Coordinaten der einen Taiigeiite, 
so verMt sich a, : cr, : a, mie - 

al,f - fi2 :u , , f - f I f2+x ,  J - d f : a 1 3 f - f , f , - x i  J=r 
15) : a , , f - f , f , - x 3 f - f : a , , f - f ;  

- 
:a23f- f2fs +xi J-df 

:al3f-f l f3+x2 ~ ~ f : ~ , , f - f ~ & - x , J - ~ d ~ : a , ~ f - f , 2 .  
Dasselbe Res~il ta t ,  euf andere Weise abgeleitct, findet sich in  den 

Vorlesungen über Geometrie von C 1 e b s c h. 
Daraus ergiebt sich : 

Der Punkt  z liegt ausserhalb des Kegelschnitts, wenn d f (x, x) 
I negativ ist ,  innerhalb des Kegelschnitts , wenn d f (x, X) positiv ist, 

und auf dem Kege1schnit.t , wenn df (x, x )  , also f (x, x) = O k t .  
Man kann die Coordinaten lu,,  u2, cr, der Tangente auch in ahnlicher 

Fa rm,  wie unter 7) und 10) darstellen, wenn man statt  

3. Die Aufgabe , die Tangenten zu bestimmen , welche den Kegelschnitt 
f = O  in den Schnittpunkten mit der Geradcn u,=O berühren, kann nun 
sowohl auf die erste, als aiich auf die zweite Aufgabe zurückgeführt werden. 

Der Pol der Geraden u ha t  die Coordinaten q,(u),  (u), cp,(zc). Von 
diesem gehen die beiden Tangenten aus,  also hat man in der L6sung der 
Aufgabe 2 statt  xi tiberall cgi (u) einzusetzen. 

Xun wird 
f i ( ~ ) = a i ~ g > l ( u )  i- a i z < p p ( u ) + a i 3 ~ ~ ( ~ . ) = d u i ,  

also 
f ( x , ~ ) = L ~ ~ f i ( ~ ) = X v i ( ~ )  ~ u ~ = ~ ~ ( u , z L ) .  

Daher geht die Gleichung 11) des Tangentenpaares über in  folgende: 

(cp:~, u) f(y, y) - = O. 
Die sdjungirte Form der linken Seite 14) ist 

d f (x ,  z )  (cg, v1 4- v2v2 4- <p,~,)~ = d'cg (cplVl 4- cppvg + <pS%)'. 
Nimmt man alu Gleichung des Tangentenpaares 

'6) ' P ( % ~ ) ~ ( Y , Y )  -d%8=01 
so wird die adjungirte Porm der linken Seite 

17) cg (<Pi D l +  'Pz vz + <p,v312 = 0. 
Demnach verhalten sich die Coordinaten a i r  %,  u, der einen Tangente, wie 

- -a,,rp-du,u3+ cp,JG: a 2 , c p - d u 2 u J - c p l J ~  

: a9$ <P - 
Zeitnohrift f .  Hathematik n. l'hysik XXXIV. 6. 24 
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Unter 8) haben wir die Coordinaten & ,  t2 ,  t3 des einen Schnittpunktcs 
der Ceraden u mit dem Kegelschnitt f = 0 bestimmt. Daraus ergeben sich 
aber aùch sofort die Coordinaten a l ,  a,, a3 der Tangente; denn es ist 

Genau dieselben Formeln findet man aus 18), wenn man dort die Ele- 

mente der' drei Zeilen bezw. mit <ri, , q z ,  nig (i = 1, 2,3) multiplicirt und 
dann colonnenweise addirt. Man ha t  dabei zu beachten, dass z. B. 

4. Der Aufgabe 3 polarreciprok i s t  folgende: 
Die Berlihrungspunkte der beiden Tangenten zii bestimmen, welche 

von dem Punkte x an den Kegelschnitt f = 0 gehen. 
Die Polare des Punktes x hat die Coordinaten f, (x) , f, (z) , f, (x) , und 

diese schneidet den Kegelschnitt i u  den gesnchten Berilhrungspunkten. Wir 
haben daher in  der Gleichung des Punktepaares 

1 , (P b, 4 P iv, VI - pl (u, 4') = 0 

Polglich heisst die Gleichnng des Punktepaares 

Daher ergiebt sich flir die Coordinaten des einen Berührungspunktes 
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5 1 : 5 2 : & = ~ l l f - d ~ l B  : a12 f - d x 1  xg + f y  (zf 
: a 1 3 f  - d x i x y - f 2  Jzf 

22) 
= a,, f - Ax,  2, - f3 i-f : uZ2f  - dx; 

: f f y s f - d ~ ~ ~ ~ + f ,  J-f 
= C Y , ~ ~ - A X ~ X ~ + ~ ~  J - f : ~ Z y f - d ~ , ~ , - f ,  JXf 

: a 3 s f -  AC:. 

Unter 16) haben wir die Coordinaten a,, a , ,  as der Tangente bestimmt, 
welche von dem Punkte x an den Kegelscbnitt geht. Daraus k h n e n  wir 
wieder die Coordinaten El , &,, &3 des Berührungspunktes finden, denn es ist  

Elemente der ersten, zweiten und dritten Zeile bezw. mit ai l ,  ais ,  ai3 
(i = l , 2 ,  3) multiplicirt und dann colonnenweise addirt. Man hat dabei zu 
beachten. dass z. B. 

41 ' 2 1  $1  f '22 x2 + ' ~ 3 ~ 3  
a,, f, - u,, f2 = 

a,, a,, X I  + f %& 
i s t  

Es ist klar, dass diese rechnerische Erledigunp des Problems, von den 
Thetarelationen a m ,  nur  solche Endresultate liefern konnte, welche aus 
den Formeln der allgemeinen Theorie* durch geeignete Specialisirung her- 
leitbar sind. Rechnerische Gründe empfehlen zudem die Beschreibung auf 
Integrale mit entgegengesetzten Unstetigkeitsstellen, ohne dass dadurch der 
Allgemeinheit Eintrag gethan würde, da die Herstellung weiterer Formeln 
sich blos als Anwendung der Additionstheorerne der Thetafunctionen dar- 
stellt, Lhnlich der Nethode, welche im Anfang des Cap. I V  befolgt ist. 
- -- 

Vergl. F. Kle in ,  Ueber hyperelliptiscile Sigmafunctionen. Math. Annalcn 
Bd. S X V I  und XXXLi. 

Heppenhei ni a. d. Bergstr., im Februar 1889. 
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XXIV. Ueber die Doppelpnnkte der  Koppelcnrve.* 

(Hierzo Taf. XI.) 

Dio Untersuchung des Formenwandels der Koppclcurvcn, welche in 
einem beliebig gegebenen Kurbelgetriebe von den sammtlichen Systempunkten 
beschriebeii werden, führt auf eine gewisse Curve zehnter Ordnung, dio wir 
als die U e b e r  g a n  g s  e u  r v e  der bewegten Ebene bezeichnet haben. Die- 
selbe ist der Ort derjenigen Systempunkte, xelche Koppelcurven mit zwei 
zusammenfallenden Doppelpunkten erzeugen. Sie geht viermal durch die 
imaginiiren Kreispnukte und hat die Endpunkte der Koppel im Allgemeinen 
zu Doppelpunkten. - Tm Folgenden sol1 die Uebergangscurve weiter dis- 
cutirt werden. 

1. In Pig. 1 wird,  wie frtiher, durch das Viereck OO'BA cin Kurbel- 
getriebe mit dem Stege O 0' dargestellt. Setzen wir wieder 0 0'= y, A B  = c ,  
OA = r ,  O'B = s , cs - ya + r" sse = m2 und bezeichnen die Abstande eines 
beliebigen Punktes der bewegten Ebene von A und B beziehungsweise mi t  
b und a ,  so ergiebt siçh alu Gleichnng der Uebergangscurve 

1) 27 a4 b4 (aP - sY2 (bz - r2)2 
+ 4a2(a"s2) (2a2 b2 + b4 - r2a2 - m 2 b 2 + r 2 ~ 2 ) 3  
+ 4 h 2 ( b e - r 2 ) ( a 4 f  2azbe-m2aZ-sebZ+s%e")8 
- 18 a2 b2 (a2 - s2) (b2 - r2) (a4 + 2 a q z  - m2 a" s2 b2 + sQ2) (2 a2 ba + b4 

-$aZ-m2b"rre?) 
- ( a 4 + 2 a 2 b 2 - m 2 a 2 - m s b 2 + ~ 2 c 2 ) 2 ( 2 a 2 b Z +  b4 - r2a2-m2bz+rnc2)2=0.  

F ü r  A als Coordinatenanfangspunkt , A B als x - Axe wird 

a 2 = ( x - c ) 2 + y 2 ,  b B = x 2 + y 4 ,  

und dann lautet in  Gleichung 1) das Glied zehnten Grades 

4 ( ~ ~ - ~ ~ ) ~ ( x ~ + y ~ ) ~ ~ ( c ~ -  y2)y2-  y 2 2 ) .  
D i e  b e i d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e ,  w e l c h e  d i e  Ueber- 

g e n g s c u r v e  a u s s e r  d e n  K r e i s p u n k t e n  n o c h  b e s i t z t ,  s i n d  dem- 
n a c h  r e e l l  o d e r  i m a g i n s r ,  j e  n a c h d e m  d i e  K o p p o l  c grosser  
o d e r  k l e i n e r  i s t  a l s  d e r  S t e g  y. Wahlen wir im speciellen Falle 
des g l e i c h a r m i g e n  K u r b e l g e t r i e b e s  ( r = s )  die Koppelmitte ïif zum 
Coordinatenanfangspunkte , M D zur z - Axe, so ist  

* Fortaetzung zu dem Aufsatze S. 303 dieser Zeitschrift. 
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die Gleichung der A s y m p t O t e n der Uebergangscurve. 
1st c = y ,  so zerfiillt die Uebergangscurve in die unendlich ferne Ge- 

rade und in eine tricirculare Curve neunter Ordnung, und ist zugleich r =  s, 
so crgiebt sich (von der doppelt ziihlcnden unendlich fernen Geradcn ab- 
gesehen) eine bicirculare Curve achter Ordnung mit einem vierfaehen Punkte 
im nnendlich fernen Punkte der y-  Axe." 

2. Gleichung 1) ist in Bezug auf a und b vom zwolften Grade, und 
zwar fanden wir als Glicd zwolften Grades 

(aZ-b2)2~-r4a8+2r2(mz-~~2)a6b2+(4r2c2+4s2~2-Sr2s2-m4)a4b4 
+ 2 s 2 ( m 2 - 2 ~ 2 ) a 2 b 6 - ~ 4 b s ~ .  

Ferner slellt die Gleichung 
ae 
- - p- -k 

AS2 1 
einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt SL die Strecke A B  im Verhiiltniss - = - 

H.Q k 
thcilt. 1st nun k eine Wurzel der Gleichung 

2) - r 4 k 4 + 2 r P ( m 8 - 2 ~ 2 ) k 3 + ( 4 ~ 2 ~ 2 + 4 ~ 2 ~ B - 2 r 2 s 2 - m 2 ) k 2  
+ 2 s 2 ( m 2 - 2 c 2 ) k - s 4 = 0 ,  

so berührt der betrachtete Kreis die Uebergangscurve in den imaginaren 
Kreispunkten, d. h. W ist der Schnit,tpunkt zweier Tangenten der Ueber- 
gangscurve in diesen Punkten. 1st insbesondere k reell, so ist fi ein 
D o  p p el b r e n n p u n  k t der Uebergangscurve. Die Wurzeln der Gleichung 
2) sind nun irii Allgemeinen sammtlich verschieden, fo l g l i  c h  h a  t d i e 
U e b e r g a n g s c u r v e  i n  j e d e m  d e r  i m a g i n a r e n  K r e i s p u n k t e  i m  
Al lgemeinen  v i e r  v e r s c h i e d e n e  T a n g e n t e n .  

Für den speciellen Fa11 des g l e i c h a r m i g e n  K u r b e l q e t r i e b e s  er- 
geben sich hieraus leieht die folgenden Beziehungen: Von den vier Doppel- 
brennpunkten der Uebergangscurve liegen entweder zwei auf der Koppel 
und zwei auf der Normalhalbirenden derselben - und zwar syrnmetrisch 
in Bezug auf die Koppelrnitte -, oder alle vier auf der Norrnalhalbirenden, 
je nachdem c + y 2r ist. 1st c + y = ar, also das gleicharmige Kurbel- 
getriebe ein durchschlagendes, so fallen zwei der Doppelbrennpunkte in der 
Koppelmitte zusammen; die beiden anderen liegen auf der Norrnalhalbiren- 
den der Koppel. 

3. Für  b = r liefert Gleichung 1 )  zweimal a" mm" - r2 - e2 = s2- y9 .  

Die Kreise um A und B mit den Radien r bez. s berühren also die Ueber- 
gangscurve. 

4. Beim g l e i c h a r m i g e n  K u r b e l g e t r i e b e  ist die Uebergangscurve 
symmetrisch in Bezug auf die Normalhalbirende M Y  der Koppel. Um in 

* Dann zerfallen die Eoppelcurven in Kreise und Curvcp vierter Orduuug. 
rergl. B urm es t er , Kinematik, S. 300 - 306. 
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diesem Falle die Curvenpunkte auf M Y  zu bestimmen, setzen wir in Glcich- 
ung 1) a = b, r = s und erhalten nach einfacher Umformung 

{ (m2-2r2)a4-r2c"3.  (4u4- ( m ~ 2 2 r 2 ) a 2 + r 4 c 2 f  0. 
Die Uebergangscurve besitzt daher auf M P z w e  i S p i t z  e n  S und T mit 
der Tangente M Y  (Fig. 1). Fiir dieselben ist 

Die Punkte S und T beschreiben Koppelcurven mit drei zusanimenfal- 
lenden Doppelpunkten (Fig. 4). 

5. Wir untersuchen zum Schluss die Gestaltiing der Koppelcurven Für 
ein bestimmt gegebenes Kurbelgetriehe; es sei z. B. c = 2 y ,  r = s = y. - 
Nehmen wir die Koppelmitte M als Coordinatenanfangspunkt, M B  alu 
%-Axe und setzen wir noch x " y G  A"yP, so ergiebt sich als Gleichung 
der Uebergangscurve (Curve w in  Pig. 1) 

Die Curve o ha t  - wegen r =s = y - die Koppelendpuukte A und 6 
zu dreifachen Punkten mit einer dreifach zahlenden Tangente 1 B B. Für 

Y die Spitxen S und T auf M Y  folgt y = + -7 also L A SB = 120'. Die 
f i  

beiden Asymptaten gehen durch M und bilden mit A B  Winkel von 30°. 
I n  Fig. 2 ist für dasselbe Kurhelgetriebe die Polcurve p construirt 

worden. Die Polcurve ist bekanntlich für jedes Kurbelgetriebe eine bicir- 
culare Curve achter Ordnung mit vierfachen Punkten in A und B. Für 
7 = s fallen die beiden Tangenten in jedem der imaginaren Kreispunkte mit 
der unendlich fernen Geraden zusammen, so dass die Polcurve überdies noch 
zwei unendlich ferne Punkte besitzt. In1 gegenwartig betrachteten Beispiel 
sind dieselben reell; als Gleichung der Asymptoten ergiebt sich 

7 y +  J i 5 x = 0 .  
Von den vier Tangenten der Polcurve i n  -4 und P sind je zwei imaginlir; 
die beiden reellen bilden mit A B  Winkel von 60". Auf M Y  liegen zwei 
imaginare Doppelpunkte; für die reellen Punkte G und H ist  a =  2y. 

Die Curven w und p theilen den Quadranten X M  P der bewegten 
Ebene in fünf Flachenstücke: FMS, B F S G ,  U B G Y ,  BPUV mit dem 
Beriihrungspunkte P von o und p (vergl. Fig. 3 in  filnffacher Vergrosse- 
rung) ,  PBX. Da nun jeder Punkt von p eine Koppelcurve mit Rückkehr- 
punkt beschreibt, und da der Rückkehrpunkt die Uebergangsform xwischen 
dem Knotenpunkte und deui isolirten Punkte bildet, so konnen wir den 
Formenwandel der Koppelcurve fur alle Systempunkte im Qusdranten JJ!Y 
in der folgenden Tabelle darstellen: 
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des 
Systempunktes. 

1. E'lachenstiick F M S  . 
2. Rogen F S  . . . . .  

3. Flachenstück B F S  G 

. . . . .  Bogen B G 

Bogen B U  . . . . .  
i l 

. . . . .  
Flichenstück B P UV 
Bogen BB 

Fli~henstück PBX ' - 1  

Doppelpunkte 
der 

erzeugten Koppelcurve. 

3 Knotenpunkte . . . . . . . . . .  
1 Knotenpunkt, 1 Selbstberührungs- 

punkt . . . . . . . . . . . .  
t Knotenpunkt, 2 conjugirt imaginare 

. . . . . . . .  Doppelpunkte 
1 Rückkehrpunkt, 2 conjugirt imagi- 

iiare Doppelpunkte . . . . . .  
1 isolirter Punkt, 2 conjugirt imagi- 

. . . . .  niire Doppelpunkte. 
1 isolirter Punkt, 1 Selbstberührungs- 

punkt . . . . . . . . . . . .  
1 isolirter Punkt, 2 Knotenpunkte . 
1 isolirter Punkt, 1 Knotenpunkt , 

1 Rückkehrpunkt . . . . . . .  
: isolirte Punkte, 1 Knotenpunkt . . 

Punkt 1, Fig. 5 .  

- 
Puiilct 6, Fig. 11. 

In der vom 
punkt mit einem 
isolirten Punkt. 

Punkte P erzeugten Koppelcurve (Fig. 10) ist ein Knoten- 
Rückkehrpunkte vereinigt, überdies besitzt dieselbe einen 
F ü r  die Fiille 6 bis 8 konnten die Unterscheidungsmerk- 

male der betreffenden Koppelcurven bei dem zu Grunde gelegten Maasestabe 
nicht deutlich veranschaulicht werden. 

B r a u n s c h w e i g ,  27. Jun i  1889. B. MÜLLER. 

XXV. Eine Erweiternng des DoppelverhiiltnisebegrXes. 

1. 
Anf einer Geraden Q seien vier Punkto A ,  BI C, D gegeben, für 

welche (ABCD) = A. Wir k6nnen dieses Doppelverhiiltniss - wie sich 
durch tihnliche Dreiecke zeigen laest - i n  folgender 

A, 
FFeiçe conetruiren. Wir  errichten in  A und D zu Q P. .. Pig. i'. 
die resp, Norrnalen a ,  d. Auf A bestimmen wir zwei 

% A-1 
A A l = p .  Punkte Al ,  A, derart,  dass -- Dann 
AA,  A . . 

ziehen wir A, B. Diese Gerade treffe d in D*. Wir  
projiciren D* aus A, auf Q und erhalten C. 

.. Diese ~onstrnct i& wollcn wir verallgemeinern. lj..... 
A ,  B, C, D, E seien fiînf Punkte auf Q, von A>-. 

denen wir vier - A ,  B, Dl E - kennen. BUS ihnen werde der fünfte 
- C - durch folgeude Construction abgeleitet (Fig. 1). Wir errichten in 
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A,  Dl E die Senkrechten a ,  d l  e zu p. Auf a bestimmen wir, wie oben, 
die Punkte A,, A,. Dann zichen wir A, B. Diese Gerade schneide D in B*, 
A , D Y  treffe Q und e resp. in SI und X*. Wir  ziehen die Gerade AIEx. 
Ih r  Schnittpunkt mit Q sci C. 

Bus dieser Construction folgt: 

1) (AS, B U )  = d 
und 

2) (AS, C E )  = d. 

Wir  eliminiren S I ,  inciem wir für  1.) und 2) setzen: 

3 )  S , A ( A B -  d A D )  = ( A - 1 ) A B . A D  
und 

4, S , A ( A C -  d A E )  = (A-1)AC.AE.  
Mithin ist: 

Eine einfache Rechnung zeigt, dass 
A B . D E =  B E . A D  - A E . R D .  

Setzen wir dies i n  5) ein,  so folgt: 

Die Abhangigkeit, welche wir in 6) unter den Punkten A ,  BI C, B,  E 
aufgestellt haben, wollen wir mit dem Symbol ( A B  C D X )  bezeichnen. Wir 
haben somit für dasselhe die definireude Gleichung: 

1) ( A B  CDE) = d = - ( A B  CD) + ( A B  CE). 

Wir  wenden uns zu einer Grnppe von sechs Punkten A B C D E F .  Fünf 

Fi$ 2 von ihnen, A B D E F ,  seien gegeben. Wir 
_ construiren (Pig. 2) zuerst einen Punkt S!, 

ftir den 
( A B S , D )  = d. 

bestimmen wir C in der Weise, dass 

.- 8) (AS, C E P )  = d 

ist. Aus 7) und 8) eliminiren wir 8,. Zu 
diesem Zwecke setzen wir für 7) und 8): 

9) A S , ( B D - d A D ) = d . B A . . 4 D  
und 

10) A & ( A C . E F + d . A E . A F )  = d . A E . A F . A C .  
Also ist:  

Drücken wir diese Abhangigkeit der sechs Punkte A ,  BI C, D, 2, F mit 
dem Symbol ( A B C D E F )  ans, so ergieht sich die definirende Gleichung: 

II) ( A B C D E F ) - d = ( A I Z C R ) - ( A B C f i ) + ( A B C F ) .  
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Damit ist der Weg gezeigt, um eine Abhangigkeit zwischen n Punkten 
A ,  B, C, . . . , N festzustellen. W i r  definiren dieselbe durch das Symbol: 

I I I )  ( A B C D  ... N ) = d = +  [ ( A R C n ) - ( A B C E ) + - . .  - + ( A B C N ) ] .  
Bei dieser Gleichung gilt das obere Zeichen, wenn n gerade ist und 

du untere , wenn n ungerade ist. Sol1 jetzt zu den n - 1 Punkten A ,  B, 
D, .. ., N der Punkt C gesucht werden, so verfahren wir, wie folgt: Wir  
construiren in  AD ... N die Normalen a ,  d ,  ..., in zu p. Auf a bestimmen 

A A  A - 1  
wir BIA, nach der Bedingung 2 3  - - 

B A ,  d 
J e  nachdem nun n gerade 

oder ungerade ist,  ziehen wir A,B oder A2B. Mit dieser Linie schneiden 
wir d. Den Schnittpunkt D* verbinden wir mit A, oder A, .  Wir zeichnen 
den Punkt, in welchem diese Verbindungslinie e trifft, ziehen nach A, oder 
A, und fahren in dieser Weise for t ,  bis schliesslich eine Gerade durch A, 
oder A, aus p den gesuchten Punkt  C  schneidet. 

Wir ftihren einige Benennungen ein, welche die Stellung der Punkte 
in der allgemeinen Gruppe charakterisiren. A sei der H a  u p t p u n k t , 
B der A n f a n g s p u n k t  und C der E n d p n n k t  der Gruppe. 

Zum Schlusse wollen wir der entwickelten Abhangigkeit der lz Punkte 
A,  B, ..., N noch eine andere Form geben. Losen wir die Doppelverhiilt- 
iiisse von III) auf, so ergiebt sich: 

AC B D  B E  R N  
( A B C  ... F) = f [RC(dD-BE. . .  + zs)]. 

Wir führen nun den Begriff des Exponenten der Punkte C, Dl ..., N in 
Bezug auf die fcsten Punktc A ,  B ein. Seien diese Exponentcn mit p,, 

AC A D  
p d ,  . . . , pR bezeichnet, so ist  p, = -, = -- 

A N  
BG 

B D ~  -.-, p - -  Be- 
" - B N  

nutzen wir diese Schreibweise, so geht III) iiber in: 

2. 
Wir projiciren jetzt die Figur, welche die Construction des Punktes C aus 

ABD . . . N darstellte , sus einem beliebigen Centrurn auf eine beliebige 
Ebene. Hierdurch erhalten wir eine neue Figur, welche zu der urspriing- 
lichen perspectivisch liegt. Doppelverh5ltnissgleichheiten der einen Figur 
übertragen sich auf die andere. Daher ergiebt sich fiir die neue Figur (3) 
Folgendes: Die Geraden a, d ,  e ,  ..., n,  welche die Projectionen von a, 
d ,  ..., n der ursprünglichen Figur sind, müssen durch einen Punkt  T 
gehen. E r  ist die Projection des unendlich fernen Punktes Tm, welcher 
die zu Q senkrechte Richtung angiebt. Verbinden wir T noch mit den 
Punkten, welche die Projectionen von B und C  sind, und seien b ,  c diese 
Verbindungslinien, so haben wir in der neuen Figur ein Biischel von 11 
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Geraden a ,  b  , c, .. . , in durch T. Dieses ist  perspeütivisch zu der Reihe 
der Punkte,  welche A ,  B ,  C, . . . , N entsprechen. Folglich ist das Doppel- 

verhaltniss von j e  vier Strahlen dieses 

, , 
Btischels gleich dcm resp. Doppclverhilt- 
niss der Punkte,  durch welche diese 
Strahlen gehen. Die  Doppelverhtiltnisse 
der Punkte sind aber den resp. Doppel- 
verhaltnissen ihrer Originale gleich. Die 
Abhangigkeit der letzteren Doppelver- 
hiltnisse von A haben wir in Gleichuug 
III) aufgestellt. Uebertragen wir diese 

Abhangigkeit auf die Strahlen a ,  b, c, . . . , in,  welche durch T gehen, und 
bezeichnen wir dieselbe mit dem Syrnliol ( a b c  . . . n) ,  so gilt fur dassclbc: 

( a b c d  ... n ) = d =  + [ ( a b s d ) - ( a b c e )  + - S .  $- ( a b c n ) ]  

v) = + [ s i l i n c ( i n b d  - sinbe +... ej]. 
- s inbc  s inad  s i n a e  szn a n 

Wir nennen a den H a u p t s t r a h l ,  b den A n f a n g s s t r a h l  und cden 
E n d s t r a h l  der Gruppe von la Strahlen durch T. 

3. 
Wir wenden uns nochmals zum Punkte 2 ,  von dem untcr 2 die Rede 

war. E r  muss mit den Punkten A ,  A , ,  Apr  welche die Bilder der gleich- 
namigen Punkte von der ursprünglichen Figur sind, des namliche Doppel- 

verhaltniss hilden, wie T, mit den letzteren Punkten. Nun war A =  A 4  
A& 

= (A, A,AT,). Folglich ist i n  der neuen Pigur  (A, A,AT)  = A. 
Mit Hilfe dieser Remerkung k6nnec wir eine allgemeinere Construction 

des Punktes C aus A B  .. . N, d ableiten, als die unter 1 entwickelte, und 
ferner eine Construction des Strahles c aus den Strahlen a b d  ... n und A. 

Bei der ersten Construction ziehen wir durch A eine beliebige Gerade 
und bestimmen auf ihr eine Punktegruppe nach der Bedingung (A,  8, AT)= d. 
Dann zeichnen wir ein Polygon, dessen Seiten abwechselnd dilrch A, und 
A, gehen und dessen Ecken auf den Geraden liegen, welche T mit D E  ... N 
verbinden. Wir  beginnen diesen Polygonzug mit eincr Geraden dureh A, 
oder A,, je  nachdem n. gerade oder ungerade ist. Auf der Schlusslinie des 
Polygons licgt C (Fig. 3). 

Bei der zweiten Construction sind in -1  Strahlen a b  ... la durch einen 
Punkt  ï' gegeben. Wir  construiren auf a  die Punktcgruppc (A, A, A T )  = A. 
Hierauf ziehen wir durch A eine beliebige Gerade p ,  welche b in B schneide. 
B verbinden wir mit A, oder A,, je nachdem in gerade oder ungerade ist. 
Diese Verbindungslinie treffe d in D*. W i r  ziehen D*A, oder D'Al und 
fabren so fort. Wir erhaltea ein Polygon BD*E*.  . . N*, dessen letzte 
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Ecke C in p liegt. Durch C geht c. Ein Ueberblick über beide Construc- 
tionen zeigt, dass diese zwei verschiedenc Dcutungen derselben Figur sind. 

4. 

Wir stellen nun für die Punktegruppe (ABC .. . N) = A einige spe- 
LeIl? Lagen zusainmen, bci dcncn die allgemeinen Constructionen sich ver- 
elnfachen. 

1. 1st A= + 4, so ist A -  1 = - 4. Führen wir unter dieser Be- 
dingung die Construction von C nach der in  1 entwickelten Methode durch, 
so khnen wir eincn der Punkte A, ,  A2 beliebig wiihlen. Die Strecke 
rmischen ihm und dem andern Punkte muss durch A halbirt werden. 
Zeiehnen wir C nach der in 3 abgeleiteten Construction, so ist T der vierte 
harmonische zu A in  Bezug auf A,dz.  Dementsprechend wollen wir in 
diescm Falle C d e n  n ' e n  h a r m o n i s c h e n  zu B i n  B e z u g  a u f  A D  ... N 
nennen. Die Gruppe ( A B C  ... N) = a  sei eine h a r m o n i s c h e  G r u p p e .  
Für sie geht N über in : 

1 1 1  + -=----... 1 + -. 
- z p c  .Pd Pe  - 

P m  
2. 1st A = - 1, so ist d- 1 = -2. A, liegt in  der Mitte von A 

und dem willkürlich gewiihlten Punkte A,. T ist der vierte harmonische 
zu A, in Bczug auf A n , .  Der Punkt  C ist mit den librigen durch die 
Relation verbunden : 

- 1  1 1 1 
A - =  ---...+ - 9  

bei der das obere Zcichen für ein gerades, das untere für ein ungerades 
n gilt. 

3. Wir nehmen a n ,  dass der Punkt A  unendlich fern liege. Dann 
geht III) tiber in: 

1 
( A B C  ... N ) =  A = +  -[ BD-BE ... + B N ]  

rm BC 
d e r  : + d B C = B D - B E .  .. + B N .  - 

Machcn wir B m m  Nullpunkt und sei RC, BD . . . glcich C, d,  .. . , 
so ist: + A c = d - e  ... +n. - 

Die Construction von C führen wir in  diesem Falle am einfachsten so 
durch, dass wir die Richtungcn der unendlich fernen Punkte A , ,  8, be- 
stimmen. Zu diesem Zwecke ziehen wir durch einen Punkt von p - etwa 
durch B - zmei Gerade, deren Neigungen gegen p der Bedingung ge- 

4-1 -- niigen : - - Dann sind Al ,  Az die unendlich fernen Punkte 
tg% 

dieser Geraden. 
Sol1 C der .nt" harmonische zu B sein, d. h. sol1 construirt werdea: 

C 
f , = d - e . . . + 12 ,  so ist rpl F rp, und im Uebrigen wil1liürlich. - 4 
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1st d = - 1, d. h. sol1 construirt werden: T c = d  - e . . . + n ,  so halbirt 
die Richtungslinie von A, den sonst willkürlichen Winkel cp,. 

4. Rückt der Anfangspunkt A der Gruppe ins Unendliche, so wird der 
Endpunkt Cm durch die Gleichung bestirnmt: 

1 
(ABC, ... kj= A =  2 AC, (1 --- ... + -- 

m A D  A E  - A N  

Dieselbe erhiilt eine einfachere Form , wenn wir A C, A D ,  . . . gleich c: dl ... 
setzen. D a m  ist: 

d l 1  1 + -=---...+ --  - c d e - n  
Fiir A= $ ist Cm gegeben diirch: 

1 1 1  1 +- =---...+-. 
- 2 c  d e - n 

F ü r  d = - 1 ergiebt sich Um aus : 
- 1  1. 1  1 + - ...+ -. 

c d e -  n 

Wir machen von den aufgeutellten Erklarungen eine A n  w e n d u n g  auf  
d i e  C u r v e n t h e o r i e .  

In  einer Ebene B seien n - 1 Gerade u FIT . . . v und ein Punkt P ge- 
geben. P sei Scbeitel eines Strablenbiischels in  B. Jeder Strahl e schneidet 
ails den Geraden a p  d . . . v n - 1 Punkte ABD . . . Ar. Wir suchen den den 
Pnnkt C, welcher der Bedingung gcnligt: (AB C D  . . . N) = A und fragen 
nach dem Orte der Punkte C. Zur Deantwortnng dieser Prage gehen wir 
von der Ebcnc B in den Rsum über. Wir  errichtcn in  P eine Normale p 
xu 13. I n  cr 6 .. . v denken wir uns die Normalebenen A D  . . . N zu B con- 
struirt. I n  der Ebene A ziehen wir durch den Schnittpunkt S von u und ! 
zwei Gerade N,, a*, deren Neigungen cp,, cp, gegen u durch das Verhaltnisu 

tg'' - A-' bestimmt seien. 1st non n eine gerade Zahl,  so eriialten nir 
tg<p, 
den Ort der Punkte C in folgender Weise: Wir  lcgen zuerst eine Ebene 
durch a, und f i .  Wir zeichnen ihre Schnittlinie d* mit der Ehene D. Dann 
ziehen wir die Transversalen zu a,, d* und p. Sie erfüllen eine Kcgel- 
schaar R" Die Ebene E schneidet R 2  in einem Kegelschnitte, welcher 
durch den unendlich fernen Punkt  von p geht. Wir  construiren j e t z t  die 
Transversalen zu diesem Kegelschnitte, zu p und a,. Sie gehoren einer 
Regelflache dritten Grades BY an. JI ist eine doppelte Gerade von B3. Die 
Ebene P schneidet aus R 3  eine Curve dritter Ordnung, welche den unend- 
lich fernen Punkt  von p zum Doppelpunkte hat. Die Sransversalen zu dieser 
Curve dritter Ordnung, zu p und n,, liegen auf einer Regelflache vierter 
Ordnung R4, welche p zur dreifachen Geraden hat. R 4  schneiden wir mit G 
und fahren in dieser Weise fort. Schliesslich gelangen wir zu einer Regcl- 
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&he Rn-2, fur welche p eine m-3-fache Gerade ist. Die Ebene B trifft 
p - 2  im Orte der Punkte C. Also ist dieser Ort eine Curve von der 
ri - 2ten Ordnung, welche in  P einen rn - 3 - fachen Punkt  hat. 

Z u  einer Curve derselben Ordnung gelaugen wir, wenn va eine ungerade 
Zahl ist. In diesem Falle gehen wir von der Ebene aus, welche durch a, 

und geht, bestimmen ihre Schnittlinie 6* mit D ,  zeichnen die Regel- 
schaar R 2  zu a l ,  h*, p und fahren so fort,  bis wir zu einer Regelflaclie 

kommen, welche R im Orte der Punkte C schneidet. 

Mit der vorstehenden Entwickelung ist der W e g  gezeigt, um mit dem 
Lineal aus la - 1 Geraden und einem Punkte P eine Ciirve der n- 2t"" 
Ordnilng zu finden, für  welche der gegebene Piinkt ein n-3-facher  ist. 
Wir beginnen mit drei Geraden, d. h. mit n = 4. W i r  erhdten als Ort 
der C eine Curve zweiter Ordnung C,i" welche durch P und die Ecken des 
Dreiecks a p d  geht. Fiigen wir eine neue Gerade E hinzu, so liegen die C 
auf einer Curve dritter Ordnung C:. Sie enthalt den Schnittpunkt S von 

und die Schnittpunkte von E mit Cda. 
Indem wir in dieser Weise fortfahren, ordnen wir jeder weiteren der 

n-1 Gereden a B . .  . v eine neue Curve EU, welche die vorhergehende in 
Punkten dieser Geraden schneidet. Wir leiten nun ein Gesetz a b ,  welches 
zwei solche sufeinanderfolgende Curven Co, CF verbindet. g,, qY seien 
zwei Gerade durch P. Ihre resp. Schnittpunkte mit a ,  Co, ic, Cp seien 
resp. A, A y ,  X ,  Y,, P,P, und X ,  Y,. Dann ist nach Construction - 
(A,X,,P5Xp)= (Ay POPg YP). Daraus folgt, dass pz, e g ,  a ,  &Y,, rr. 

und X,, YP Tangenten desselben Kegelschnittes sind. rJennen wir X o ,  Xp -- 
entsprechende Punkte und X,, Y,, X,, YI, entsprechende Sehnen der Curven 
Co, Cp, so lasst sich der gefundene Zusammenhang zwischen CoCp 60 aus- 
drücken: E i n  e n t s p r e c h e n d e s  S e h n e n p a a r  u m h i i l l t  m i t  a ,  7s u n d  
den G e r a d e n ,  w e l c h e  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  E n d p u n k t e  d e r  S e h n e n  
verbinden,  e i n e n  K e g e l u c h i i i t t .  

Dieser Satz gestattet eine einfache Linealconstruction der Curve C;, 
iius Co. Halten wir namlich X o X p  fest, wBhrend Po die Curve Co durch- 
Ibuft, so ergiebt sich C,, als Ort  entsprechender Strahlen von zwei Biischeln, 
welche P und X p  zu Scheiteln haben. Die Correspondenz der Strahlen 
dieser Biîschel wird dadurch festgosetzt, dass jeder Strahl py mit a ,  n, es 
und X,Y, einen Kegelschnitt bestimmt. An ihn geht aus X ,  eine zweite . - 

Tangento , welche py entspricht. - 
Tritt a n  Stelle der Sehne X, Y, eine Tangente in X ,  a n  Co, sa wird 

-- 

ans der entsprechonden Sehne X p  Y, die Tangente in  XI, a n  C . Der 
Kegelschnitt, welcher u ,  z, g,, Q, und diese Tangenten beriihrt, muss 
jetzt q, im Schnittpunkte von Q Z Q ~ ,  d. h. in P berlihren. Es  folgt also: 
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D i e  T a n g e n t e n  i n  z w e i  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e n  v o n  Co, Cp 
a n  d i e s e  C u r v e n  u m h t i l l e n  m i t  a, n e i n c n  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  in 
P v o n  d e r  V e r b i n d n n g s l i n i e  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  be- 
r i i h r t  w i r d .  

Damit ist  ein Mittel gegeben, um aus den Tangenten von Co diejenigen 
von CD mit dem Lineal zu zeichnen. 

Z ü r i c h ,  Mtirn 1889. Dr. C ~ R .  BEYEL. 

XXVI. Znr Theorie der mehrwerthigen Functionen. 

1. I n  einigen wichtigen, in den Sitaungsberichten der Berliner Akademie 
erschienenen Arbeiten* betrachkte Herr  L. F u c h s die Theorie der DifTe- 
rentialgleichungen von ganz neuen Standpunkten aus , und setzte manche 
merkwürdigen, bisher unbeachtet gebliebenen Eigenschaften derselben in3 
Licht. Dabei bemerkte er," dass ein mehrwerthiges Integral einer Differen- 
tialgleichung von zmeierlei Art  sein kann; entweder nlimlich die Werthe 
des Inlegrales, welche irgend eincm Werthe der unabhëngigen Verander- 
lichen entsprechen, vertheilen sich tiber die complexe Ebene in discreten 
Punkten, oder sie bedecken eine oder mehrere Fllichen. I n  diesem letztcn 
Falle kann nach ihm das Integral als eine analytische Function der unab- 
blingigen Verlinderlichen keineswegs aufgefasst werden. Diese letzte Be- 
hauptung wurde schon von C a s  O r a t i'** angefochten. Dass aber auch die 
Fuchs 'oche  iîusdrucksweise nicht ganz correct i s t ,  erhellt aus dem Can- 
tor 'schen Satze,t  nach welchem die Werthe, welche eine Function für einen 
und denselben Werth der Variabeln annimmt, eine abzlihlbare Menge bilden, 
und folglich keine Elache bedecken konnen. Nichtsdestoweniger kann die 
oben angeführte Eintheilung als Leitfaden zu einer Classification der mehr- 
werthigen Functionen dienen; und dadurch kann man leicht, mit Benutzung 
einfacher functionentheoretischer Satze, znr Begründung einiger von den 
Puchs 'schen Theoremen gelangen. Indem ich die Ausfiihrung dieses letz- 

* Ueber Differentialgleichungen, deren Integrale feate Verzweigungspunkte 
besitzen (Sitzungsber. 1884, S. 699); - Ueber den Charakter der Integrale u. B. W. 

(Sitzungsber. 1885, S. 5); - Ueber die Werthe u. S. W. (Sitzungsber. 18S, S. 279). 
Siehe auch: P o i n c a r é ,  Sur un théorème de M. Fuchs (Compt. rend. XCIX, S. 75 
und Acta math. VII, S. 1). 

** Sitzungsber. 1885, S. 11-12. 
*** Les fonctions d'une seule variable etc., Les lieux fondamentaux etc. (Acta 

math. VIII.) 
-t Beweis von V o l t e r r a  in den Rendiconti dell' Acc. dei Lincei 1888: Sulle 

funzioni analitiche polidrome, - und von P o i n c a r é  in den Rendiconti del Circ 
mat. di Palerrno 1888: Sur une propriGt6 des fonctions analytiquee. Siehe auch 
meiue Notizen in den letztgenannten Rendiconti 1888, S. 135 und 150. 
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ten Gedankens auf eine spatere Gelegenheit verschiebe, beschranke ich mich 
gegenwartig auf wenige Worte über die Eintheilung der mehrwerthigen Func- 
tionen in zwei Familien und au€ einige damit zusammenhangende Retrach- 
tnngen. 

2. 1st y = f (a )  eine monogene Function und 1, die Punktmenge, welche 
die Werthe von y fur  einen bestimmten, aber willkürlichen Werth von a 
in der y-Ebene darstellt, so konnen sich zwei Palle ereignen. Entweder 

a) ist die Punktmenge I, in keinem Bereiche iiberall dicht,* oder 
b)  die Punktmenge I, oder ein Theil derselben is t  in einem oder 

,- 
mehreren Bereichen liberall dicht. 

Es leuchtet ein, dass, welches auch a sei (von speciellen Werthen etwa 
abgesehen), die Reschaffenheit von I, sich nicht Indert ;  man kann dernnach 
die Functionen in zwei ,,Familienu eintheilen, je nachdem Iz für willkür- 
licho Werthe von e von der Beschaffenheit a) oder b )  ist. 

Die erste Barnilie umfasst insbesondere die einwerthigen und die endlich- 
vielwerthigen Functionen und ihre Umkehrungen, die zweite die drei- oder 
mehrfach-periodischen Functionen und ihre Umkehrungen. 

Man kann im Allgemeinen folgenden Satz aufstellen : 
Die Function y =  f ( z )  und ihre Umkehrung a=cp(y) gehoren einer 

und derselbeu Familie an. 
Zum Reweise dieses Satzes hat man nur zu zeigen , dass, wenn y = f(e) 

von der zweiten Familie k t ,  desselbe von z = IJJ (y) folgt. Eetzen wir also 
voraiis, y =  f (a)  geh6re der zweiten Pamilie an. Dann kann man aus dem 
Inbegriffe der Werthe von y für z= Z, eine derartige überall dichte Theil- 
menge H(Yi )  ausscheiden, dass die Differenz irgend zweier Elemente der- 
seltien eine vorgegebene Grosse absolut nicht tibertrifft. Die Function 
r= y(y) nimmt für  y = Yi (i = 1, 2 ,  . . .) unter Anderem den Werth a= 2, 
an. Geht man nun in der y-Ebene von Yi(i>l)  nach Y, langs einer sehr 
kurzen Linie, welche durch keinen singularen Punkt der Function a = q ( y )  hin- 
durchgeht, und nimmt man Zl als Anfangswerth dieser Function an ,  so 
nird der Endwerth Z,('l derselben von 2, sehr wenig abweicheu. Indem 
man fur alle Werthe 2, 3 ,  .. . von i derart verfëhrt, erhalt man eine 
Werthemenge Z , ,  Z,(2) ,  Z,(3)1 . . . , welche, wie man leicht zeigt , tiherall 
dicht ist und deren sammtliche Elemente dem Werthe y = Y, entsprechen. 
Damit ist bewiesen, dass B = rp (y) der zweiten Familie angehort. 

3. Es sei insbesondere 
1) Y = f (4 

das Integral einer algebraischen Differentialglcichung der ersten Ordnung 
mi t  iaolirten singularen Punkten 

* Siehe G. C a n t o r  in den Math. Ann. XV, S. 2 und Acta math. II, S. 351. 
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und setzen wir voraus, 1) sei eine unendlich vielwerthige Function von der 
zweiten Familie. 1st J, eine iiberall dichte Theilmenge von I , ,  und sind 
y, y zwei einander hinliinglich nahe gelegene Elemente von J , ,  y ,=y  

dy  - - d y  +dB SB, % = y +  - dz die Werthe, in  welche y bezw. übergehen, 
d e  

wenn man von a aus nach a, = a +  6 2  Iangs einer sehr kurzen - Linie geht, 

dy a Y so weichen die va Werthe von - von den .n Werthen von - sehr wenig 
d a  d z - 

a b ;  und wenn man fiir 3, 9 zwei einander entsprechende Werthe an- 
d z  d~ - 

nimmt, so sind die hieraus entstehenden Werthe von y,, y, sehr wenig von 
einander verschieden. E s  ergiebt sich daraus, dass, wenn a den Werth B, 
annimmt, J, in einc andcre tiberall dichte Menge oder wohl in mehrere 
derartige Mengen übergeht. 

Es mtige jctzt r ]  cin Element von Iz bedeuten, welches J, nicht an- 
gehort. Ziehen wir in der a-Ebene durch a eine geschlossene Linie Cl 
welche durch keinen singul8ren Punkt  der Function 1) hindurchgeht und 
den Werth y derselben in 7 überführt, und wenden die obige Schlussweise 
nach und nach auf den Ueberschritt von jedem Punkte der Linie C zu einem 
naheliegenden Punkte derselben a n ,  so schliessen wir, dass 17 ein Element 
einer überall dichten Menge sein muss, welche nattirlich eine Theilmenge 
von 1, is t ,  d. h.: 

Die Menge der Werthe der Function l) ,  welche einem und demselben 
Werthe von a entsprechen, ist entweder selbst überall dicht, oder sie be- 
steht lediglich aus ilberell dichten Theilmengen. 

M a n t u a ,  den 20. August 1889. G. VIYANTI. 
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Historisdi - li tcrarische Ab theilunp. 

Die ersten Bestimmungen der Rotationsdauer der Sonne 
durch Beobachtung der Sonnenfiecke. 

E i n e  h i s t o r i s c h e  S k i z z e  
von 

E. GELCICH. 

Hierzu Taf. II Fig. 1-16, 
- 

Der eigentlichen Besprechung unseres Themas lassen wir zunachst 
einige ganz kurze Worte iiber die altesten Wahrnehmungen der Sonnen- 
flecke überhaupt vorangehen. 

Obwohl man tiber die Existenz der Sonnenflecke erst mit der Erfindung 
des Fernrohres Gewissheit erlangte, so unterliagt es keinem Zweifel, dass 
grijssere Flccke schon friîher auffielcn. So glaubte man z. B. im J a h r e  807 
einen Merkurdurchgang vor sich zu haben, wahrend es sich offenbar um 
einen grossen Fleck handelte. Ein anonymer Schriftsteller der damaligen 
Zeit berichtet über diese Erscbeinung wie f ~ l g t : ' )  et stena Mercurii XVI  
Kal. April. &a est ilz SoTe, quasi paruula macula nigra, pauio su-perius 
medU, celztro ejusdem sideris, quae a nobk octo dies comyecta est. Sed 
puando primum intraud et euixit, nubibus impedientibus , minime nofare 
potuimus. Da nun ein Merkurdurchgang nicht so lange dauern kann,  BO 

kann unser Anonymus nnr  einen Pleck gesehen haben. L i t  t r o  w fIihrt 
in seinen Wundern des Himmels den bertihmten Arzt aus Cordova, A v e r -  
roes an,  der die ersten Flecke sah, immer jedoch in der gleichen Ueber- 
zengung , es handle sich um einen Merkurdurchgang. Auch K e p l e r  hielt 
einen Fleck ftir einen Merkurdurchgangs) und tiberzeugte sich erst des 
Gegcntheiles , als ihm die Rechnung nachwies , der genannte Planet habe 
sich an dem betreffenden Tage nicht in Conjunction mit der Sonne be- 
funden. Dafür beanspruchte e r ,  wenn auch nur  theilweise, die Ehre der 

1) J O  an. Re u b e r , Collec. Scriptorum rernm germanicarim. S. 27. 
2) Er beobachtete den Fleck am Sonnenlicht, welches er in einer Camere 

oùscura auffing. 
Bist-lit Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. TI Phys. XXXIV, 1 .  1 
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2 Historisch- literarische Abtheilung. 

Entdeckung der Sonnenflecke, wie dies aus der Einleitung zu seinen Ephe- 
meriden von 1616 hervorgeht ,') wo er schrieb: Felix sum eo ipso, p o d  
primus hoc seculo macularum obseruator; erilpio ergo silio tuo palmam hum 
eodem iure, quo Marius Galileo satellitii Jouialis primum visi laudem eripuit, 
Nam si ego lzesciui, me solis videre maculas, lzesciuit et ille principio, se 
Jouiales satellites aspicere, cum tamer, adspiceret u. S. m. Spater giebt er 
zu , dass der eigentliche Entdecker ein gewisser J O  h a n n  l? a b r i  c i u  s ,  Sohn 
des Seelsorgers D a v i  d F a b  r i c i u  s zu Ostell in Ostfriesland war. 

Durch die Entdeckung des Pernrohrcs gewann man Mittel, die Fleck~ 
naher zu untersuchen, und wir haben nun gleich eine Reilie von Beobach- 
tern,  die unabhangig von einander arbeiteten. Der frtiher genannte Fabri-  
c i u  s brachte gelegentlich einer Reise nach Holland ein Pernrohr nach seiner 
Heimath, welches e r  mit seinem Vater zusammen gegen dau Tagesgestirn 
richtete. Nicht nur, dass er die Sonnenflecke beobachtete, sondern er merkte 
sich auch die Zeit a n ,  an welcher sie bestimmte Lagen einnahmen, und 
als er sie wieder in gleicher Stellung bemerkte, n o  t i r t e  e r  d i e  Rota- 
t i o n  s d a u e r  d e r  S O n n  e i n .  Seine 1611 in Wittenberg erschienene Schrift: 
,Joan Fabricii Phrysi de maculis in sole obseruatis e t  apparente earum 
cum sole conuersione narratio. Vitsberg. 161 1 " ist unter alleu, welche von 
diosem Gegenstande handcln, die crstc. 

Pater C h r i s t  o p  li S c  h e i n e r  , Professor der Mathematik zu Ingolstadt, 
beobachtete die Sonnenflecke durch ein Fernrohr im M%rz des Jahres 1611. 
Fa b r i c i u s  und sein Vater pflegten, da sie die Blendglaser nicht kannten, 
die Sonne von der ausseroten Grenze des Fernrohres nach und nach in die 
Mitte zu ftihren. S c  h e i n e r  gebrauchte dagegen die Vorsicht, nur dam 
seine Untersuchungen zu pflegen, wenn der Himmel leicht verschleiert war, 
Spater verwendete er ein blaues Ocular, bis e r  schliesslich auch auf den Ge 
danken verfiel, sich der dunklen Kammer zu bedienen. E r  leitete die Sonne in 
ilieselbe durch ein hoIliindisches Fernrohr; durch diese Vorrichtung konnte 
er das Phihomen mehreren Leuten zeigen und es so bekannter machen. In 
damaliger Zcit war die Physik des A r i s t o t e l e s  massgcbcnd, man hielt 
die Sonne ftir das reinste Peuer und es darf daher nicht wundern, wenn 
sich der Ordensprovinzial T h e  O d O r B u s  ii u s dagegen straubte , die Ent- 
deckung der Sonnenflecke plijtzlich bekannt zu machen. E r  ernpfahl zum 
Mindesten, behutsam und vorsichtig zu Werke zu gehen , so dam S c heiner 
das Resultat seiner Beobachtungen dem gelehrten Patricier zu Angsburg, 
M a r k  u s  Ve 1 s e  r , nur brieflich mittheilte. T e  1 s e r  zogerte nicht, diese 
Errungenschaften bekannt zu machen, ohne sich jedoch der Mitwirkung 
S c  h e i  n e  r' s zu bedienen. Die bezügliche Druckschrifk trug den Titel: 
,Tres epistolne de maculis solaribus scriptae ad Marcum Velscrum, cum 

1) H a n s c h ,  Vita Kepleri in epistotis ad Keplerum scriptis. Leipzig 1118. 

S. XXI. 
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obseruationem iconismis. Bug. Vindel. 1612." Den dritten Brief unter- 
eeichnete S c  h e i n e r  mit den Worten: ,, Apelles latelzs post tabulana." Nicht 
lange darauf erschien eine Fortsetzung dieser Beobachtungen, betitelt : ,,De 
maculis solaribus et stellis circa Jouem errantibus accuratio descriptio ad 
Jlarc. Velserum perscripta. Bug. Vindel. 1612.U Der dritte,  vom 25. Jul i  
1612 datirte Brief tragt die Unterschrift: Apelles latelzs post tabulam, vel 
si mauis, Cllysses sub Ajncis clypeo. Kurz darauf erhielt S c h  e i n  e r einen 
Ruf nach Rom, dem er alsbald folgte; in  der ewigen Stadt setzte er seine 
Studien mit grossem Eifer fort und als er tiber 2000 Beobachtungen ver- 
fugte, schrieb er das Werk: ,Rosa Ursina s. sol ex admirando facul. e t  
inacular. suarum phaenomena variis nec non super polos proprios mobilis 
achristoph Scheinero, Germ. Svevo e Soc. Je. Bracciani. 1630U, welches 
von den Zeitgenossen mit grossem Beifall aufgenommen wurde. 

Auch G a l i l  e i  erhob Anspruch auf die Entdeckung der Sonnenflecke, 
indem er behauptete, selbe eher gesehen zu baben, als ihm S c  h e i n e r ' s  
Beobachtungen bekannt wurden. Vel  s e r  sendete n a d i c h  die Briefe S c h  e i  - 
ner's an G a l i l e i  am 6. Januar  1612, und da  meinte G a l i l e i ,  S c h e i n e r  
habe von seinen Beobachtungen Kenntniss gehabt.') Dagegen vertheidigte 
sich S c h e i n e r  i n  der Rosa Ursina, wobei er mehrere Zeugen anführte.2) 

Im Jahre 1788 erst veroffentlichte Z a c h  einige Nachrichten, aus wel- 
chen hervorging , dass T h O m a s  H a r  r i O t in  England Manuscripte hinter- 
lie38 mit Aufzeichnungen uber Beobachtungen von Blecken, die der be- 
rübmte Englander vtlm 8. December 1610 bis zum 18. Januar 1613  fast 
ununterbrochen ausfiihrte. I n  den geschriebenen Vormerkungen erzlihlt 
Har r io t ,  dass e r  zu diesen Beobachtungen durch die Erzahlung J o s e p h  
B C o  s t a's veranlasst wurde , wolchcr berichtete , dass man in Parie Flecke 
an der Sonne bemerkt. 

In der Folge wurden die Beobachter immer zahlreicher, unter den 
iilteren derselben zeichnete sich besonders H e v e l  aus. 

Die Sonnenflecke haben wesentlich zur Aufstellung der verschiedenen 
Hypothesen iiber die physischc Constitution der Sonne beigetragen, wir 
haben uns aber mit diesem Theil ihrer Bedeutung nicht zu beschaftigen. 
Wie schon frtiher bemerkt , haben schon die ersten Beobachter Fa b r  i c i u  s 
und Sc h e i n e r  gleich den Einfall gehabt, diese Blecke zur Bestimmung 
der Rotationszeit der Sonne auszunützen. Wir  wollen nun sehen, welche 
verschiedene Methoden dazn in Vorschlag @men, und hoffen damit ein sehr 
interessantes Capitel aus der Geschichte der Mathematik, wenn auch nicht 
vollstindig, so doch moglichst ausführlich zu erledigen. 

1) I~toria et dimostrazioni intorno alle macchie solari del sign. Galileo Galilei 
in b m a  1614. 

2) Bo de, Astronomisches Jahrbuch für 1788, S. 154 ist ein Brief von Z a c h  
dd. London ?6. November 1788 enthalten, welcher die naheren Auskünfte enthilt. 

1' 
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II. 
Die altesten Beobachter, F a b  r i  c i u s  und S c h  e i n e r ,  hatten urspriing- 

lich keine andercn Anhaltspunkte für die Bestimmung der Rotationsdauer, 
als die Bestimmung der Zeit, welche ein Fleck verwendete, um von einem 
Sonnenrand zum anderen zu gelangen. Oder, vorausgesetzt, dasv der Fleck 
unverandert seine Lage behielt, konnten sie eventuell auch die Zeit ab. 
warten, bis er zweimal nacheinander wieder dieselbe Stellung einnahm. 
In dieser Weise ermittelten sie die Rotationsdauer mit ungefahr 26 Tagen. 

Die Vervollkommnung des Fernrohres und die Einführung des Faden- 
kreuzes machten erst genauere Beobachtungsmethoden moglich und diesen 
folgten auch auf dern Fusse graphische und rechnerische ~es t immun~smi t~e l ,  
die wir nun eben in der chronologiçchcn Folgc ihres Bekanntwcrdens be- 
handeln wollen. 

Soweit mir eruiren konnten, war C h r i s t i a n  A u g u s t  H a u s e n  (ordent- 
licher Professor der Nathematik) der erste Gelehrte, der eine Methode zur 
Bestimmung der Botationadauer der Sonne aus Beobnchtungen von Sonnen- 
flecken gab und erschopfend behandelte. Seine 1726 en Leipzig erschienene 
Drnckschrift umfasst 48 Seiten und eine Figurentafel mit 20 Holzschnitteu. 
Der Tite1 derselben lautet: 

Theoria motus solis circa proprium axem, quam disputatione pro 
loco in amplissima facultate philosophica obtinendo. Ad d. XIV Aug. 
1726 proposuit. Praeses Christ. Augustus Hausen Mathes. prof. Ordinar. 
Respondente Christophoro Btirkmann Noriinbergensi SS. Th. Cultore. 
Lipsiae. Literis Joh. Ceorg. Schniebesii.') 

Auf den ersten Blick Iadet die Brochure durchaus nicht zum Studium 
dieses Gegenstandes ein, denn die an und filr sich geniig einfache Aufgabe 
ist sehr umstandlich, wir mochten sagen zu umstiindlich behandelt. Es 
wird uns auch Mühe kosten, ihren Inhalt kurz genug miederzugeben. 

Zunachst erkliirt der Verfasser einige Grundprincipien der stereograpbi. 
schen Polarprojection, und zwar wie man die lJrojection eines gegen die 
Projectionsebene geneigten kleineren Kreises 7 und den Neigungswinkel dieser 
beiden Ebenen3) durch Construction oder durch die Elemente des Euklid 

1) Es hat uns grosee Mühe gekoetet, diese Quelle aufzutreiben. Bus den 
Wiener Bibliotheken war die Druckschrift durchaus nicht zu haben und wir ver- 
danken die Bekanntschaft mit derselben dem gcwohnlichen liebeuswürdigen Eub 
gegenkommen des Herrn Dr. L a u  b m a n n , Konigl. Biblio theksdirector in hlünchen, 
der eich die Mühe gab, dicselbe ausfindig zu machcn und uns zur Verfügung zi; 
stellen. Die Druckschrift ist mit  27 anderen heterogenen Abhandlungen zusdm- 
mengebunden und das ganze Werk triigt die Bibliothekszahl Dissert. 2071 (Band III! 
der Konigl. Hof- und Staatsbibliothek in München. 

2) A. a. O. Prop. 1, III. 
3) Prop. II. 
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bestimmen kann. Sodann 16st er graphisch und geometrisch folgende Auf- 
p b e 1 ) :  M (Fig. 1)  ist  ein Punkt  der Kngel A R C D ,  AC die Projections- 
ebene, D das Auge. m sei die Projection des Punktes M auf die Ebene 
des grossten Kreises A R C D ,  welcher mit der Ebene des Papiers znsam- 
menf5llt.' Es ist die Projection von m auf A C  zu bestimmen. 

Nun geht er über zur Untersuchung einiger Bewegungsverhaltnisse und 
ihrer Reproduction auf dem Proje~tionsbilde.~) 

1 s t  P das Auge (Fig. Z ) ,  ee' der Durchschnitt der Projectionsebene mit 
der Papierflache, D J ein kleinerer Kreis der Sphhre, K dessen Projection. 
Denkcn wir uns den Kreis D J in die Papierebene aufgedreht und ein 
Punkt n: desselben beschreibe in einer gewissen Zeit den Weg np, so repro- 
dncirt sich diese Bewegung in der Projection durch den Bogen p b  und 
H a u s e n  stellt nun die Relation auf: 

Geschw. x :  Geschw. p = T 2 . D F :  T o . d K .  

Da es nicht leicht k t ,  sogleich zu entdecken, wie man auf diesen 
Schluss gelangt, m6ge hier die Beweisftihrung des Autors Platz finden. 

In Pig. 3 sind die Punkte 11, 8, 8, G ,  s ,  P der Fig. 2 besonders ge- 
zeichnet. Man ftihre h s  1 T S .  Es bestehen nun die Proportionen: 

woraus : 

Nun nimmt H a u s e n  a n ,  dass h nnd G 60 nahe aneinander fallen, 
dass man Ph = Po setxen kann,  woraus er erhtilt : 

Die Methode stützt sich, wie man sieht, auf approximative Voraus- 
setsungen, die lieutzutage nicht mehr zulksig waren. 

Kehren wir nun zu Fig. 2 zuriick, so ist  vermoge der Kreiseigenschaften: 

der daraus entstehende Werth von .ZS in obige Proportion eingeftihrt, er- 
giebt nach Bestimmung von 6s: 

T G . u P . E n  
6s = 

T Z . Z S . D F . ~ ~ .  

Aber auch im Kreise K (Fig. 2) hat man die Analogie: 

1) Prop. VI. 
2) Prop. IV ,  V. Unsere Leeer merken, dass w u  bei der Beschreibung der 

Drockschrift nicht die Reihenfolge de8 Autors einhalten, da uns die oben gcwahlte 
pasbender scheint. 
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daher 

Aus der Natur der Projection folgt die Proportion: 

PZ' :Po=  7 c Z : p ~  

und somit PZ. p G = Pu. n.X und demnach : 

woraus 

Hat  man nun drei Lagen eines Sonnenileckes beobachtet, so werden 
dieselben nach Proposition VI  (Fig. 1) auf die Ebene der Ekliptik polar- 
stereographisch projicirt. Dadurch erhalt man den Kreis K (Fig. 2) und 
nach Proposition 1, II, 111 dessen Neigungswinkel gegen die Ekliptik, mit 
anderen Worten: man erhalt die Neigung der Sonnenaxe. 

Bus der Projection des Parallelkreises gewinnt man unmittelbar die 
Bewegungsgrtissen p b (Fig. 2), woraus sich TC ,3 berechnen lasst. Schliess. 
lich sind noch einige Satire angeftihrt, welche lehren, wie die Bewegung 
der Erde in  der Zwischenzeit der Beobachtung berticksichtigt werden soll. 

Bevor wir nun zur Besprechung der Methoden von C a s s i n i  und 
D e  l ' I s l e  tiliergehen, erinnern wir daran, dass infolgc der Rewegung 
der Erde um die Sonne wir den Nordpol des Tagesgestirnes bald sehen und 
bald nicht, und dass dieser Pol im Laufo eines Jahres um den Pol der 
Ekliptik einen scheinbaren Kreis bewegen muss. Zweimal irn Jahre sehen 
wir den Pol gerade am Rande der Sonnenscheibe und zweimal im Jahre 
projicirt e r  sich uns auf jenen Durchmesser der Scheibe, der senkrecht auf 
der Ekliptik steht. Denkt man sich auf der Sonnenscheibe einzelne Punkte 
markirt,  so werden diese je nach der Lage, in welcher wir den Pol sehen, 
jnfolge der Sonnendrehung bald gerade Linien, bald Ellipsen beschreiben, 
die gegen den Nord-  und gegen den Südpol der Sonne offen sein konnen. 

Nach dieser einleitenden Bemerkung gehen wir nun zur C a s  s i  ni'schen 
Abhandlung übcr. 

C a s  s i n i  ') giebt zunachst eine Methode a n ,  um die Lage der Sonnenaxe 
gegen die Ekliptik zu bestimmen, wic sic sich uns von der Erde aus gesehen 
projicirt. E s  stelle der grosse Ereis in Pig. 4 die Sonnenscheibe Tor, 

A C B  ihren Durchschnitt mit der Ekliptik. Zur Zeit der Sonnenwende 
wird, wenn D E  1 A B  steht,  D den Pol der Ekliptik vorstellen. Macht 
man D F  = DG = 23'28', und führt man H C F l  ETC, L C M l  GC, so 
werden HJ und LM die Projectionen des Sonnencentrums auf die Sonnen- 

1) Elements d'Astronomie. Paris 1740. S. 81flgg. 
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scheibe wshrend der Axendrehung der Sonne zur Zeit der Nachtgleichen 
vorstellen. 

Um die Lage dieser Projection für eine beliebige Zeit zu finden, ver- 
Linde man P mit G und vom Nittelpunkte P der P G  beschreibe man mit 
dein Halbmesser C F =  P G  den Kreis F S G  0, der die auf der Sonnenscheibe 
abgelegte sclieinbare Bahn des Sonnenpols um den Pol der Ekliptik in  der 
Zeit eiues Jahres voretellt. Tragt man auf diesen Kreis die Lange der 
Sonne, z. B. nach R auf ,  zieht R r  parallel mit SP und verbindet man 
T a i t  C, sa iat T die Lage des Pols, wie e r  sich uns darstellt, und T V  die 
Projection der Sonnenaxe. - Den einfachen Reweis dieses Verfahrens, der 
hier schliesslich übergangen werden kann, ftihrt C a s s i n  i synthetisch und 
nernlich umstBndlich aus und nun geht er zur Reobachtung und Auftragiing 
der Flecke iiber. 

Mit  einem Quadranten beobachtet man die Meridianhohe beider Sonnen- 
rknder und des Fleckes, sowie die Durchgangszeiten am Mittagsrohr der 
Hinder und des Fleckes. Die bezüglichen Zeiten- und Hohendifferenzen 
geben ein Mittel, um die Lage des Fleckes auf ein rechtwinkliges Coordi- 
natensystem F G O  N (Fig. 5)  aufzutragen, dessen Abscissenaxe mit der Lage 
des SonnenBquators HJ für den betreffcnden Tag  parallel ist ( A B  = Eklip- 
tik, D = Pol der Ekliptik). 1st z. B. N O  in soviel Zeitsecunden abgetheilt, 
a19 die Durchgangadifferenzen der Rander betragen und NF in soviel Bogen- 
minuten, als der beobachtete Sonnendurchmesser erreicht, so lasst sich in 
leichter Weise die Lage des Fleckes X durch die Coordinaten N W= Durch- 
gangszeit des Randes weniger Durchgangszeit des Fleckes, und NR = H6he 
des Fleckes weniger Hohe des Unterrandes auftragen. - E a t  man ein 
Fcrnrohr mit vier Faden, die sich im Mittelpunkte des Gesichtsfeldcs unter 
Winkel von 4j0 schneiden, so beobachte man die Sonne zu einer beliebigen 
Tageszeit, indem man das Fernrohr so stellt, dass sich der Sonnenrand 
langs des einen Padens, z. B. P H  (Fig. 6) bewegt. Beobachtet man die 
Zeit vom Durchgang des Fleckes durch den Faden AD,  welcher den Stun- 
denkreis vorstellt,, und durch einen beliebigen schiefen Faden MN, so ist 
wegen L M O A =  45O und A 0 1  OF, B X =  XO. Man kann somit i n  
Pig. 2 jetzt iihnlich wie friiher vorgehen. Als Maass der Ordinate nimmt 
man dann die Durchgangszeit vom Stundenkreis (AD)  bis zu einem schiefen 
Faden und als Abscisse die Durchgangszeit der beiden Rander durch den 
Stnndenkreis. Selbstverstandlich miissen jetzt die Abstande F G  und G O  
der Fig. 2 in so vie1 Zeitsecunden eingetheilt werden, als zwischen dem 
Durchgange der beiden Sonnenrander durch den n h l i c h e n  Stundenkreis 
vergingen. Wir ribergehen schliesslich eine dritte Methode, die fur den 
Fa11 berechnet ist ,  dass das Fernrohr nur zwei aufeinander senkrechte 
Faden hstte, da sie auf ahnlicbe L6sungen fiihrt. 

Nun handelt es sich darum , die Lage der Sonnenaxe, beziehungsweise 
ihren Ncigungswinkol gegen die Ekliptik zu bestimmen. Bekanntlich be- 
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schreibcn die Sonnenflecko zweimal im Jahre vollkommen gcrade Linien, 
in  allen librigen Zeiten, je nach der Lange der Sonne, mehr oder minder 
offene Ellipsen, die bald gegen den einen, bald gegen den anderen Pol 
gekrtimmt sind. Verfolgt man also die Lage der Flecke zur Zeit, als sie 
gerade Linien beschreiben, und tragt man erstere nach der früher angegebenen 
Art von Tag  zu Tag auf die Sonnenscheibe auf, so wird jener Diameter, 
der auf diesen Bahnen senkrecht steht, die wahre Lage der Sonnenaxe er- 
geben. Die Endpunkte dieses Diameters geben die Lage der Sonncnpole 
an und der Abstand derselben vom Pol der Ekliptik das Complement der 
verlangten Neigung. - Sind die Bahncn Ellipsen, so handelt es sich darum, 
jenen Punkt  der Sonne zu finden, der von allen Punkten dieser Ellipsen 
gleich weit abuteht, wozu mehrere Constructionen ftihren konnen. - Von 
den verschiedenen Fallen , welche C a s  s i n  i anftibrt , wahlen wir den all- 
gemeinen, dass die Ellipsenaxe eine beliebig geneigte Stellung annimmt. 

E s  sei L b l  (Fig. 7) eine solche Ellipse. Man führt den Halbmesser 
T C t  senkrecht auf die grosse Axe LZ und beschreibt iiber LI als Balb- 
messer den Kreis LYZZ. Vom Punkte b ftihrt man die bYlI LI und tragt 
von T aus die Bogen T V =  TK w L Y. Die K V schneidet den Halbmesser 
Tt in O ;  tîber diesen Punkt  zieht man die EF parallel mit der Ekliptik 
AB und erhalt so den Durchmesver E F  desjenigen Kreises, den der Pol 
der Sonne in einem Jahre um den Pol der Ekliptik beschreibt. Zieht man 
noch durch O  die Rh11 C B ,  so erhalt man in h die wahre Lage des Poles. 
Ware die Convexitat der Ellipse gegen Korden gewendet gewesen, so lige 
der Pol  in  H. 

Den Beweis davon fuhrt C a s s i n i  wie folgt: E s  ist zufolge bekannter 
SLitze der Geometrie : 

Oh" O H a =  E O . O F  P K 2 = O V a =  O T . O t = E O . O F ;  
daher O K Z =  O V a =  0HZ= Oh2 
und 

OK=sia .arc  TE und O E I U  LY.  

Der Sinus von L G  ist UY und letztere Grosse giebt uns die halbe 
kleine Axe der Ellipse, welche die Erhohung des Auges über die durch 
dieselbe bestimmte Ebene vorstellt. 80 giebt also auch Oh und beziebungs- 
weise O H  dieselbe Grosse .an,  welche offenbar dem Abstande des Pols von 
der Sonnenscheibe entspricht. 

Sol1 also endlich die Rotationszeit der Sonne bestimmt werden, so be- 
stimmt man sich die Lage des Pols (z. B. i n  O [Fig. 41) und notirt die 
Zeit auf ,  wann der Fleck den Uurchmesser T. OC (Declinationskreis) passirt. 
Wird der Fleck wieder sichtbar, so notirt man abermals die Durchgangszeik 
durch den Declinationskreis, der unterdessen eine vertinderte Lage angenom- 
men hat. Die Differenz dieser beiden Zeiten giebt vorlaufig die scheinbare 
Umdrehungszeit der Sonne an. Es folgt nun eine Erkliirung, warum diese 
Umdrehungszeit nur eine scheinbare ist und wie man durch Proportionen 
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daraus die wahre Umdrehungszeit berechnen kann,  was unsere eigentlichc 
Aufgabe nicht mehr tangirt. 

Fiir den Fall,  dass ein Fleck nicht, durch ltingere Zeit sichtbar bleiben 
sollte, rath C a s  s i n i ,  durch drei oder vier Tage die Ortsveranderung des 
Fleckes zu beobaühten. Man erhalt BO mehrere Punkte der Ellipse, tiber 
deren grosse Axe ein Kreis beschrieben wird. Projicirt man die Ellipsen- 
b6gen auf den Kreis, so hat  man nur noch die Proportion aufzul6sen: der 
einem Tag entsprechende Kreisbogen verhalt sich zu 360° sowie 1 Tag 
zur Dauer der Sonnenrotation. 

De l ' I s l e 1 )  erklart in der Einleitung zu seiner ,,Theorie du mou- 
vement des taches du Soleilu, dass er letztere schon im Jahre 1713 
ausgearbeitet batte, ohne die Dissertation zu sehen, welche C a s s i n i  schon 
1675 der Akademie vorlegte. - Im Ganzen und Grossen bemerkt man nur 
geringe Unterschiede in  den beiden Abhandlungen, niir ist  D e  l ' I s l e  wo- 
moglich umstandlicher , als C a s s i n i .  Wir  k6nnen kaum wagen, hier den 
Aiiseinandersetzungen von D e  l ' I s l e  zu folgen , da sie lins vie1 211 weit 
führen wlirden und wir uns doch lieber mit den rechnerischen Methoden 
ausführlicher beschaftigen wollen. Deshalb erwahnen wir also nur kurz, 
dass De l ' I s l e  gleich als zweite Aufgabe erortert,  wie man die Bahn eines 
Fleckos im Voraus entwerfen kann und wie man bei dieser Operation auf 
die Ortsveranderung der Erde Rlicksicht nehmen soll, wenn es sich nam- 
lich um die scheinbare Bahn handelt. Uann kommen die zwei Aufgaben: 
1. Bus zwei Beohachtungen eines Fleckes die Lage der Sonnenaxe zu be- 
stirnrneu; 2. aus drei Beobachtungen die Lage der Pole und die Neigung 
des Sonnenaquators gegen die Ekliptik zu ermitteln. Zurn Schlusse zeigt 
De l ' I s l e  auch ein rechnerisches Verfahren, um die letzte Aufgabe auf- 
zulosen. E r  bedient sich dabci dcr sphtirischen und der ebenen Trigono- 
metrie, indem er siuh zu letzterem Zwecke der Projectionen der spharischen 
llreiecke auf die Sonnenscheibe bedient. 

Die spharische Rechnung geht wie folgt vor sich: Es  seien A ,  B, D 
(Fig. 8) drei Lagen eines Sonnenfleckes, E G  die Ekliptik, H ihr Pol. 
Durch die Flecke führe man drei Breitenkreise und durch A ,  B einen gross- 
ten Kreisbogen A B ,  durch B,  D einen grosuten. Kreisbogen BD.  Man 
erhalt zwei spbarische Dreiecke, die, da die Lage der Flecke bekannt ist, 
vollkommen bestimmt sind. I n  den Halbirungspunkten J, K der Seiten AB,  
BD denke man zwei darauf senkrechte grfisste Kroisbtigen gelegt, die sich 
im Punkte L schneiden. L ist offenbar der Pol des Kreises, der durch. 
A ,  B, D bestimmt ist, somit der Pol der Sonne, weil eben die Rotation 
des Fleckes um den Sonnenpol geschieht. Der Breitenkreis H L M  schneidet 
dann die Ekliptik in  einem Punkte M, gegen welchen die Sonnenaxe ge- 

1) Mémoires pour servir à l'histoire & au progres de  l'Astronomie etc. St.. Pe- 
tersbourg 1738. S. 143flgg. 
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neigt i s t ,  und der Bogen HL misst dic Neigung der Sonnen- gegen die 
Ekliptikaxe. 

Legt man nunmehr auch durch B und E und durch B und L grosste 
Kreisbogen, so entsteht zunachst das spharische Dreieck J H B ,  dessen 
Seiten JB, BK und der Winkel JBK bekannt sind (aus den Dreiecken 
A B H ,  B H D ) .  Berechnet man also auch L R J K ,  R K J  und die Seite 
EJ, so hat man,  weil B J L = B X L = 9 0 ° ,  auch die L L J E ,  J E L .  So 
kann man jetzt aus A JKL J L  berechnen. 

Das rechtwinklige Dreieck L J B  ist jetzt vollstiindig bestimmt und 
man hat : 

L LBJ-BBJ=HBL. 

Jetzt  ist  auch BHL bestimmt,, denn man kennt die Seiten BH, HL 
und den von ihnen eingescklossenen Winkel,  somit auch die Neigung HL 
der Sonnen-axe gegen die Ekliptik, sowie den Winkel FHM, dss ist die 
heliocentriscbe Langendifferenz zwischen dem Fleck B und dem Punkte M .  

Die Rechniing durch ebene Trigonometrie wird sofort begreiflich , wenn 
man die obige sphiirische Figur auf eine stereographische ekliptische Polar- 
projection der Sonne (Fig. 9) übertragt. Auf letzterer werden die helio- 
centrischen LBngen in ihrer nattirlichen Grosse wiedergegeben, dio Breite 
des Fleckes A wird bei gleichem Durchmesser der beiden Kreise durch das 
Stück ON wiedergegeben u. S. f. Uebertragt man A ,  B ,  D nach den Ge- 
setzen der stereographischen Polarprojection nach a ,  b, d ,  halbirt man ab 
und b d ,  so giebt der Durchscbnitt der i l l a b  und k l  bd die Lage des 
Pols in 1. Das Stück h l  entspricht dann der gewiinschten Neigung, die 
geocentrischen Langen der Neigungsrichtung sind in m und TL. 

L a l a n d  e theilt in der ersten Auflagc seiner Astronomie1) die nach- 
folgende Methode von B o s c o v i c h  mi t ,  die, wie L a l a n d e  glaubte, 1764 
noch nicht bekannt gewesen sein sollte. B O s c O v i c h selbst erzahlt 2, jedoch, 
dam diese und noch eine andere gra%phische Methode von ihm bereits 1737 
in Rom gedruckt wurden, aber in  nur sehr wenigen Exemplaren und ohne 
Angabe des Autors. Der Tite1 dieser kleinen Brochure war: ,De maculis 
solaribus '. 

Die Rechnung wird durch ebene Trigonometrie wie folgt geführt: 
I n  Fig. 10 sei P der Pol der Ekliptik, A G N E  die Ekliptik; B, D, F 

sind die beobachteten Lageli eines Fleckes, A ,  G ,  E die Fusspunkte ihrer 
Rreitenkreise. Fallt man von B, Dl F Senkrechte auf die Sonnenradieu CA, 
C G ,  C E ,  so sind die Abstinde B A ,  DG,  FE die Sinuse, H C ,  CJ,  C E  
die Cosinuse der heliographiechen Breiten des Fleckes. Verbindct man B 
mit D, D mit J, so treffen sich diese Verbindungslinien in einem Punkte nl, 
welcher, wie leicht einzusehen, sowohl in der Ebene des Perallelkreiscs B 0, 

1) Astronomie Lalande. Bd. II, S. 1216, Art. 2550. 
2) Rogerii Josrphi Boscovich opera pertinentia ad opticam, et astronomiam. 

Bassani 1786. Bd.V, S. 75,  7 6 .  
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als auch in der Ebene der Ekliptik liegt. Desgleichen erhxlt man durch 
Terbindung von D mit F und von J mit E einen Punkt  L von gleicher 
Beschaffenheit und M L  ist die Schnittlinie der genannten beiden Ebenen. 
Da sammtliche Parallelkreise die Ekliptik unter einem gleichen Winkel 
schneiden, so giebt,  wenn CNIi M L  gezogen wird, N  den Knoten des 
Sonneniiquators. Falit man von D und J die D Q M L  und J Q 1 M L ,  
so ist L D Q S ,  wie einleuchtend, nichts Anderes als die Schiefe der Eklip- 
tik. Urn sie zu berechnen, hat man: 

im A H C  J gegeben H C ,  CJ (heliogr. Breite von B, D)  und 
L H C J  (heliogr. Lgngenuntorschied von B,  D ) ,  daher zu berechnen 
HJ, L C J Z i  

im A C J E  gegeben C J ,  C E ,  L J C K  zu berechnen J K ,  L C J K .  

L C J H + C J K = H J E  
und 

L J W =  180-DJK. 
Wegen A fi1 BH w M B J hat  man ferner 

D J : B H =  J M : M H  
ilnd 

D J - B I I : D J = J M -  MLC:JM, 
ebenso 

F K -  U J :  DJ= K L : J L ;  

hat man so J M ,  JL nnd L L J M  berechnet, so is t  auch das Dreieck 
L 1117 bestimmt. 

Im  A L  J Q ,  rechtwinklig bei Q ,  kennt man nnnmehr die Hypotenuse 
JL  und L JL Q ,  somit auch J Q und im A D JQ,  endlich rechtwinklig bei 
D sind DJ und J Q  gegeben, woraus D Q J  berechnet werden kann. 

Die Lange des Knotens ergiebt sich aus: 

L J L " k I = L J V N ,  L J V N - C J K = G C N .  

Es sei zur Bestimmung der Rotationsdauer NX der.8equator, P X  ein 
Declinationskreis; NP  lasst sich leicht bestimmen und aus N F  und PE 
folgt der Werth von F N  und L ENF. Im A F N X  ist jetzt F N  und 
L F N X =  F N E -  ENX bekannt, daraus lasst sich F X  und NX bestimmen. 
Reducirt man die Lage eines zweiten Fleckes noch auf den Aequator und 
bildet die Differenz der heliocentrischen auf den Knoten N bezogenen 
Rectascensionen dieser Flecke, so giebt eine einfache Proportion die ge- 
wünschte Rotationsdauer. 

Spater und zwar erst 1777 l) hat B o s c o v i c h  eine Methode durch 
sphiirische Rechnung angegeben , die im Polgenden besteht 2, : C ,  C', C" sind 
die drei Lagen des beobachteten Fleckcs, P' der Sonnenpol, P der Pol 
der Ekliptik. Gegeben sind die Langen und Breiten der drei Flecke. 
P'E, P'E' oind grosste Kreisbogen, die auf CC', C'C" senkrecht stehen. 

1) opera. Bd. V, S. 76.1 
2) A. a. O. Bd. V, S. 116 76. 
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I n  den Dreiecken CP C', C'PC", CP Cf' sind durch die heliographischen 
Breiten die Seiten, durch die Langen die Winkel am Pole gegeben, man 
kann somit die grihsten Kreisbogen CC', C'C", CC" und die Winkel 
P C'Cl JI-' C'C", Y C"C' berechnen. D a d u r ~ h  erhalt man CCrC"= L CC'li' 
+ P'C'C" und C ' E  = f CC', C'Er= 4 C'C". So kann man irn A C'EE',  
EE' und die Winkel C ' E E ' ,  C'E'E berechnen. Letztere zwei Sind die 
Complernente der Winkel P'EE' und P'E'E. l m  A EP'E' kennt man jetzt 
EE' und die Winkel bei E und E', woraus sich P'E' ergiebt. Im recht- 
winkligen Drciecke P'E'C" sind gegeben die Seiten P'E' und E'C" = C'E', 
womit P 'C"  und L P'C"E1 bestimmt erscheint. Nun bekommt man: PCf'C'  
- P ' C " Z ' =  I-'C"P', woraus und aus den Seiten YC", P'C" L C'"Pi" 
und PP' zu berechnen kommt. Nun ist PP'  die Neigung der Sonnenaxe 
und L C"PP' der Lbgenunterschied BUD, der zur Lange des Knotens führt. 

Die Revolutionsdauer ergiebt sich ans Winkel CP'C", aelch' letzterer 
durch Auflosung des Dreieckes CP 'C"  resultirt. Die Proportion: 

LCP 'C" :360= t : z  

führt endlich zur Kenntniçs des verlangten E1ement.e~. B o s c  o v i c  h giebt 
die vollstandigen zum Ziele führenden Formeln erst bei Anwendung auf 
Zahlenbeispiele. 

Ungefahr ein halbes Jahrhundert nach dem Erscheinen des Werkes 
von D e 1 '1  s l  e lieferten kurz nacheinander E u l  e r und K a  s t n e r  spharisch- 
trigonometrische Rechnungsmethoden. E u  1 e r  ') leitet seine Abhandlung 
damit ein, dass er sich mit dern complicirten Figurenwerko seincr Vorganger 
nicht zufrieden erkliirt. E r  zieht die sphirische Rechnung vor ,  die er wie 
folgt in Anwendung bringt. 

1st nach irgend einer Methode die Lage eines Sonnenfleckes aiif der 
sichtbaren Sonnenscheibe sühon aufgetragen worden, so muss zunachst diese 
Lage auf die Ekliptik reducirt werden und um dies zii thun, rnuss der 
Neigungswinkel des vertikslen Sonnenhslbrnessers gegen letztere bestimmt 
werden. 

E s  sei Z das Zenith des Beobachters (Fig. 12), P der Pol, VR ein 
Theil des Aequators, V S E  die Ekliptik, S die Sonne. 

Setzen wir der Kürze halber: ZP = Complement der Breite 90 -pl 
ZPS = Stundenwinkel = t , V S  = Lange der Sonne = 1 ,  S V  E = Neigung 
der Ekliptik = e , PS = Poldistanz = q , L B S P  = u. 

D a  E u l e r  nur p ,  1 ,  t und e als bekannt voraussetÿt, so berechnet 
er zuervt aus A RSV RS und gewinnt so PSI d a m  aus 1 und e 
L BSV== L ESP; aus q ,  p,  t bestimmt er L ZSP und schliesslich: 

ZSE = ESP - Z 9 P .  

1) Novi comtnentarii A cndemiae ~cientiarum imperialis i'etropolitanae. TourXII 
pro Anno 1766 et  1767, S. 273. De Rotatioue Solis cirw axem ex motu macu- 
larum apparente determinanda. Autore J O  h. A l b e r t  O Euler .  
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Die Rechnung würde natürlich kiirzer ausfallen, wenn man sich erlauben 
kijnnte, die Declination der Sonne als bekannt vorauszuçetzen. Diesen Fa11 
hat E u l e r  aber unberiihrt gelassen und dafiir die andere Vereinfachung 
eingeftihrt, dass man die H6he der Sonne misst , wodurch Z S  bekannt wird. 

Um den Winkel zu bestimmen, welchen die durch den Mittelpunkt 
der Sonne und den Fleck IV gedachte Linie mit der Ekliptik bildet, be- 
trachte man die Fig. 13, in welcher C D G H  die Sonnenscheibe, T den 
Erdmittelpunkt vorstellt. T O  giebt dann die Ebene der Ekliptik an, 
L DTO ist der scheinbare Sonnendurchmesser r,  L OTM nennen wir a. 
Man hat : 
aus A DOT: 

aus A O M T :  O M :  O T = s i n a : N M T ,  

daher 
O T .  sina 

sin NMT= - - s a ~ a = ~  
OM SZA 7 

und endlich C O M = N M T - a ,  

L a  ist aus den Messungen r - M DT bekannt. 
Hat man die Neigung der Axe und des Fleckes gegen die Ekliptik 

bestimmt, so braucht man nur noch die Lage des Fieckes auf die Ekliptik 
zn bexiehen und man kann denn sogleich zur Bestimmung der Lage des 
Sonnenpols schreiten. 

Zu  ersterem Zwecke sei in  Fig. 14 M der Pleck, C die Verbindungelinie 
des Sonnen- und des Erdmittelpunktes, also wenn E J  die Ekliptik und E 
den Mittelpunkt der Langentheilung vorstellt, E C =  die heliocentrische 
Lange der Erde = 180 + 1. Aus der vorigen Aufgabe ist die Entfernung 
des Fleckes von C ,  also CM = na bekannt und der Winkel E C M  = n wird 
gemeesen. I m  A EMC sind somit drei Elemente bekannt, weshalb sich 
E~l l  und L ME'C berechnen lassen. Will man den Fleck durch seine helio- 
centrische Lange E N  und durch die Breite N t 1  bestirnmen, so hat man 
die Formeln aufzultisen : 

sin MN = sin rn sin n , 
tg C N =  : g  m.cos n 

und 
L E O N =  180 + 1 - CN. 

Es mien nun M, M', A''' (Fig. 15) drei verschiedeno Lagen eines be- 
obachteten Fleckes, O der Pol der Ekliptik, p ,  v die Zeitintervalle der 
Beobachtungen von M, M' rll". Nan setzte: 

die heliocentrischen Ekliptik - Coord. von M Lange u , Compl. der Breite b, 

l >  7 > 5 7  1, 3, fil' 1, 7J Y, 3, 1- g! 
1, 9 1  9 r ,> I I  M" C , I  1, 99  A. 
P sei der Pol der Sonne, 12h - y dessen Linge ,  O P = 2. 

In den spharischen Dreiecken P O M ,  P O  M', POM" ist L P O  M = a +Y, 
L P O M ' = ~ + ~ ,  L P O M r ' = c + y  uud:  
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14 Historisch - literarische Abtheilung. 

w s P M  =cos f c o s ~ + s i m f s i n ~ c o s ( a + ~ ) ,  
ros PM' =cosg cos Z +  s i . n g s i n Z ~ o s  ( b + ~ ) ,  
cos PN"= cos h cos % + s i n  h s in  Zcos  ( c 4 - 9 ) .  

Der Pol P muvs von M, M', M" %yuidiotant sein, woraus aus obigen 
Gleichungen die 

oder 

Aus diescn 

Bedingung folgt: 

silz f cos (a+y )  - s i n g  cos @+y) 
cotg Z = - -- 

cos g - cos f 

si* f cos (a  + y )  - silz h cos (c+ y) 
cotg z = 

cos h - cos f 

Gleichiingcn und aus diesen Bedingungen l%sst sich y und 
Z und dann irgend eine der Seiten z. B. Z,V bestimmen. Kennt man 1'111, 
so ergiebt sich L IMYM' aus: 

cüs f cos g + cos ( b  -a)  siw f sin. g - w s  P M Z  
COS M P M ' =  

sin  PM 
iind cndlich aus: 

MPM':  EL =360. R ,  
woraus 

die Kotationsdauer der Sonne. I n  analoger Weise wird R aus den Beob- 
achtungen von M' und M" ermittelt. 

Die Methode E u l  e r ' s  hat jedenfalls den Vorzug grosser Uebersicht 
in Verbindung mit cntsprecheiider Klarhcit, doch ist die Rerecliniing , die 
dam erforderlich ist,  immerhin lang genug. 

(Schlnss f o lgb  l 
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Geonomie (mathematische Geographie), gestiitzt anf  Beobachtung und 
elementare Berechnnng. F ü r  Lehrer, Studirende und zum Sclbst- 
unterrieht, bearbeitet von Dr. TH. EPSTEIN, Lehrc?r an der Real- 
schule ,Philanthropinu in Prankîurt a. M. Ni t  166 Holzschnitten 
im Text und 18 Pigurentafeln. Wien, Druck und Verlag von 
C. Gerold's Sohn. 1888. XVI, 576 S. 

Die Nothmendigkeit, ein neues Kunstwort für jene Disciplin einzu- 
fiihren, welche bisher als durch die Bezeichnung ,,mathematiseheu oder 
auch ,aatronomische GeographieU ausreiçhend definirt gegolten hat,  wollen 
air dahingestellt sein lassen. Mag man darüber denken, wie man will, 
so wird man dem Verfasser doch jedenfdls zugestehen müssen, dass er 
das Wesen seiner Geonomie in  sehr ansprechender Weise darzustellen und 
ein Lehrbuch zu schreiben verstariden hat,  welches den Stoff, soweit er 
bis vor etwa einem Decennium vorlag, vortrefflich und iibersichtlich dar- 
stellt. Wir sagen absichtlich, d a s ~  das Werk den allerneuesten Standpunkt 
der Wissenschaft nicht vertritt ;  der Studirende wird, wenn e r  diese Geo- 
nomie durchgearbeitet h a t ,  noch nach weiteren literarischen Hilfsmitteln 
~ich umzusehen haben, allein e r  wird sich, das verdient anerkannt zu 
werden, auch so weit gefordert sehen, um verhiiltniusmiissig leicht die ihm 
noch ülirig bleibenden Schritte thun zu konnen. 

Die Methode, nach welcher der Verf. vorgeht, ist im Wesentlichen 
keine neue, sondern die gute alte genetisehe, welche die himmlischen Er- 
scheinungen feststellt. und stets da die erforderliehen Beobachtungs- und 
Berechnungsmittel der Besprechung unterzieht, wo diese sich von selbst 
und ungcsucht behufs schlirferer Analyse der einzelnen Bewegungserschei- 
nungen darbieten. Von der sphiirischen Trigonometrie ist ein ziemlich aus- 
gedehnter Gebrauch gemacht, doch ist nur Weniges als bekannt voraus- 
gesetzt, schaierigere Formeln, wie z. B. die Napie r ' schen  und G a u s s -  
schen, werden besonders hergeleitet. E s  wird sodann die Bestimmung der 
Gestalt und Grosso der Erdkugel vorgenommen; die Zweifol an der ab- 
soluten Kugelform stammen nicht, wie es hier heisst, aus den Zeiten 
P icard ' s ,  obwohl sie, das ist richtig, erst gegen Ende des XVII. Pahr- 
hunderts sich etwas mehr in den Vordergrund zu drangen begannen. Die 
Vorgeschichte des spater zsischen den englischen und franzosischen Mathe- 
matikern geführten Straits über die Erdgestalt bietet den vom Berichf- 
erstatter angestellten Untersuchungen zufolge einiges Interesse und sollte 
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wohl auch einmal einer gesonderten Behandlung theilhaftig werden. Auf 
die alteren Gradmessungen nun geht unser Verf. mit solcher GrIindlichkeit 
ein, dass er sogar gewisse OriginalaCtenstückc und die Abbildungon der 
wichtigeren Messinstrumente von damals wiedergiebt; diese Ausführlichkeit 
findet ihre Berechtigung wohl weniger in  einer gcschichtlichen, als viclmehr 
in der richtigen padagogischen Erwagung,  dass ein Neuling den doch 
immerhin lange nicbt so verwickelten ~ é c h a n i s m u s  dieser adronomisch- 
geodatischen Arbeiten schneller verstehen lernt als denjenigen, welchen man 
heutzutage zur Anwendung zu bringen gezwungen ist. Einem Schaltcapitel, 
in  welchem gewisse Lehrsstze der Coordinatengeometrie entwickelt und zu- 
sammengestellt sind, folgt ein Ueberblick über die neueren Gradmessungs- 
arbeiten ; einige mathematisch - geographische Aufgaben , wic die Bcrcchnung 
des ,,mittlerenu Erdhalbmessers (ungefshr zu & 35'' lat. geborig), die 
Distanzenbestimmung auf der kugelfirmigen Erde  u. S .  W. schlicssen sich 
an. Niichstdem geht der Verf. zur Messung der Pendelschwere tiber und 
zeigt, wie auch durch diese die Abplattung der ellipsoidischen Erde er- 
mittelt werden kann. 

Von der Erde schreitet der Verf. weiter zu den Himmelskh-pern; dabei 
t ragt  er dem so entscheidenden und von dcn Lehrern oft so wenig beriick- 
sichtigten Augenscheine dadurch Rechuung, dass e r  die Sonne als das sich 
Rewegende behandelt. Manches hat hier eino sehr durchgearbcitet.e, gegen- 
tiber den Schilderungen in anderen Büchern durch Klarheit hervorstechende 
Uarstellung erfahren, so hauptsachlich die Lehre von der Prkession und 
von der Zeitgleichung. Natürlich findet nachher der Uebergang von der 
geocentrischen zur heliocentrischen Weltanschauung stat t ,  wobei die Eigen- 
a r t  der elliptischen Bahnbewegung so vollstandig dargelegt wurde, als es 
ohne die vom Verf. ausgeschlossene Infinifesimalrechnupg zu geschehen ver- 
mochte. Erfreulich is t ,  dass in der Reihe Derer, welche sich die Erklarung 
der Planetenbewegung zur Aufgabe gestellt haben, auch der Name des 
E u d o x u  s und unter den vorcoppernicanischen Systemen auch dasjeuige 
der homocentrischen Spharen nicht fehlt. Rei der Erorterung der Planeten- 
durchgange ist mit Recht - iihnlich, wie es früher schon der Referent im 
Anschlusse an J. J. v. L i t  t r O w vorgeschlagcn - nicht nur der eigent- 
lichen Parallaxenbestimmung, sondern aucb der directen Abstandsmessung 
gedacht, von deren Wesen der Anfangex- weit leichter als von jener erstern 
einen klaren Begriff erhalt. Wir  sind nicht in der Lage, die Inhalts- 
übersicht so ausführlich zu gestalten, wie es vjelleicht in einer wesent- 
lich didaktischen Zwecken gewidmeten Zeitscbrift angezeigt ware; wir er- 
wahnen vielmehr nur noch kurz, dass auch die Finsternissberechnung ziem- 
lioh dlseitig abgehandelt, und dass nicht mindcr auf dio neueren Mcthoden, 
das specifische Gewicht des Erdkorpers aufzufinden, eingegangen wurde. 
Freilich hat v. J O  11 y's geistreiches Abwageverfahren in der allerletzten 
Zeit so mannigfaltige und einschneidende Verbesserungen erfahren, dass es 
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in seiner ursprünglichen Gestalt eigentlich nicht mehr v~rge t ragen  werden 
sollte. Nicht versagen k6nnen wir uns dic Retoniing des Umstandea, dass 
uns eine so vollkominene buchhandlerische und buchdruckerische Ausstattung 
noch nicht leicht bei einem Lehrbuche vorgekommen ist. 

Was aber wollten wir oben mit dem Ausspruche andeuten, dass das 
Epstein'sche Werk von den Fortschritten der letzten zehn Jahre  un- 
berührt geblieben sei? Zu dern Ende verweisen wir auf S. 226 ,  wo es 
heisst: ,Man neigt in Gelehrteukreisen vorzugsweise zu dem Abplattungs- 
werthe & hin, da dieser nicht mir aus vielen guten Pendelbeobachtungen 
resultirt, sondern weil sich ihm auch die Resultate der Gradmessungen, 
je miter sich diese ausdehnen, desto mehr zu nahern schcinen.' Hier- 
nach scheint es doch der Verf. für  ausgemacht zu halten, dass es einen 

a - b  
wirklich genauen Werth fü r  --- giebt,  dass die bisherige Nichtüberein- 

a 
stirnmung in den Fehlern und Unvollkornrnenheiten der Operationen ihren 
Crund hatte, und dass mit  der Zeit eine asyinptotische Annzherung a n  
diesen wahren Werth zu erkennen sein werde. Gerade dau iot aber micht 
der Fall. Jenes Referenzellipsoid oder Niveausphiiroid , dessen Abplat,tung 
auf die eine oder andere Weise ermittelt wird,  ist  nicht das, was wir ,Erd-  
gestaltu nennen, und die Abweichungen der letzteren von jener Hilfsflacho 
müssen in langsamer, mühevoller Arbeit durch eine Vereinigung von 
astronomisch - trigonometrischen Messungen, Nivellirungen und Schwere- 
versuchen von Ort  zu Ort  aufgesucht werden. Diese Erkenntniss ist in 
langsamer Steigerung durch die Leistungen eines P h. E i s c h  e r ,  S t O k e s  , 
Bruns, H e l m  e r t  n. A. uns vermittelt worden, und es hatte auch an 
diesem Orte wenigstens angestrebt werden miissen, dem Leser die grossartige 
Perspective aufzuschliessen, die sich fiir die ,Geonomicu der Zukunft eroffnet. 

München .  Dr. S. G Ü N T ~ R .  

Dis Elemente der  Geometrie, für  den SChnlunterricht bearbeitet von H. 
SEEGER, Director des Realgymnasiums zu Gtistrow. Mit 6 Figuren- 
tafeln. 3. Auflage. Wismar, Hinstorff'sche Hofbuchhandluog. 1887. 
211 S. Preis Mk. 2,40. 

Das Buch verrath im Ganzen ein gesundes Streben nach Deutlichkeit 
und wissenschaftlichcr Strengo. Der Stoff ist sowohl im lchrenden Thcile, 
als auch bezüglich der Aufgabensamrnlung als reichhaltig und wohlgeordnet 
zu be~eichnen. 

Dieses im Allgemeinen anerkennende Urtheil schliesst n i  c h t" aus, 
das Referent sich mit manchen Einzelheiten durchaus nicht befreunden kann. 

* Referent findet sich veranlasst, diese selbstverstindliche Sache zu betonen; 
der Verfasser einer kürzlich in dieser Zeitschrift erschienenen ,,Rerichtigung " ist 
uamlich anderer Meinung. 
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Die Parallelentheorie enthalt S .  15 den Satz, dass zwei gerade Linieu, 
die von einer dritten Geraden durchschnitten werden, sich auf derjenigen 
Seite der schneidenden Linie, auf welcher die inneren Winkel zusammen 
weniger als zviei Rechte betragen, schneiden (oder convergiren). Der Be- 
weis lasst sich nach Herrn S. ohne Zuziehung unendlicher Fliichenrkume 
nicht ftihren. Aber m i t  solchen musa e s  ja  wohl gehen, da wir irn An- 
hange dem B e r t r  a n  d'schen Beweise begegnen. Uebrigens sollte hier ein 
p a d  a g O g i s c h e s Bedenken noch gewichtiger gegen d i e s  e Art  des Vortrages 
in  die Waagschale fallen. Auch die Abweichungen vom Herkommen, welche 
sich in der Faesung der Deckungssatze finden, kann man nicht als be- 
sonders gelungen anerkennen. 

Endlich dürfen einige Dinge nicht verschwiegen werden, welche mit 
der Wissenschaft wenig, mit der Schule aber umsomehr zu thun haben. 
Zunachst sollte ein Schulbuch nicht Andeutungen in unvollstiindigen Satzen 
machen, wie dies schon S. 6 Nr. 15, 8. 10 Nr. 31 und oft geschieht. Es 
kann Hcrrn S. als praktischcm Schulmmn gewiss nicht unbekannt sein, dass 
unvollstandige SLtze von den Lehrern auch dann beseufzt zu werden pflegen, 
wenn die Schüler n i c  h t durch ihr Lehrbuch dazu angeleitet werden. Dann 
gehtiren Worter ,  wie .offenbar", ,,Beweis leichtu, ,,bekanntlichu, ,,folgt un- 
mittelbaru, ,unmittelbar einleuchtendu, ,folgt sofortu nicht in ein Lehrbuch. 
Die fraglichen Worter erinnern in  wissenschaftlichen und Schulbüchern an 

die in  Versnoth zueammengeschmiedeten Versfüllsel mancher Poeten. Re- 
fercnt begegnete ihnen auf S. 41,  43, 45, 46, 47, 49, 54, 57, 68, 59, 66, 
78, 81, 84, 88, 89, 90, 91, 94, 95, 99 u, S. W. - Zu den Sprachreinigern 
geh6rt Herr S. auch nicht. Wir  finden z .B .  S i t u a t i o n s p u n k t ,  homo-  
l o g e  Punkte,  c e n t r i s c h e s  S y s t e m ,  S y m m e t r a l e ,  t i q u i d i s t a n t ,  
e x c e n t r i s c h e r  Winkel, S e h n e n p o l y g o n ,  M u l t i p l u m ,  a l i q u o t e r  
T h e i l ,  F u n d a m e n t a l p r o p o r t i o n ,  A e h n l i c h k e i t s m o d u l i i s ,  hoherer 
C a l c u l .  So hnben wir S. 35 den merkwtirdigen Satz: ,Wenn der 
S i  t u a t i o n s w i n k e l  z w e i e r  g l e i c h a r t i g  c o n s t r u i r t e n  c o n g r u e n t e n  
S y s t e m e  180' b e t r i i g t ,  s o  w i r d  j e d e  S t r e c k e ,  w e l c h e  zwei 
h o m o l o g e  P u n k t e  v e r b i n d e t ,  d u r c h  d e n  S i t u a t i o n s p u n k t  ha l -  
b i r t .  - Die armen Jungen! - Znm GlIick versichert ihnen Herr S., dass 
die Sache nicht schwierig sein konne, da der Beweis durch das Wort 
.L e i c h t u  ersctzt ist. 

Druck und Papier ist tadellos. K. SCHWERINO. 

W i e  nnterscheidet s ich d ie  Methode der  Mathematik von der der Philo- 
sophie? Von MAXIMILIAN HABERLAND, Realschullehrer. Neustrelitz, 
18 84. 

Die 24 Seiten starke Abhandlung ist vorwiegend philosophischcn Inhalts. 
Zunachst wird der Begriff ,,MethodeU nach E a n t ,  T r e n d e l e n b u r g  
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und H e r b a r t  naher dargelegt und alsdann an Beispielen mathematisches und 
philosophisches Vorgchen gezeigt. So gelangen wir S. 14 zu dem Schliisse: 

,,Daruach beruht also die Methode der Mathemalik auf der Anwendung 
von Beweis, Definition und Axiom. 

Da nun die Vernunft i n  der Philosophie, den principiellen Unterschied 
von der Mathematik vergessend *, doch versucht , in diesen drei Stücken die 
Yathematik nachzuahmen, so weist K a n t  bei jedem einzelnen nach, dass 
keines dieser Stücke in dem Sinne, darin sie der Mathematiker nimmt, 
von der Philosophie geleistet werdcn kaun.' 

Xach einem geschichtlichen Rückblicke auf C a r  t e s i  u s  und L e i  b n i  t z 
wendct sich der Verf. S. 22 wiederum K a n t  zu  mit der Frage,  ,ob 
Kant 's  Lehre von den Eigenthümlichkeiten der mathematischen Methode 
der philosophischen gegenüber mit seiner Ansicht von der Subjectivitat unserer 
sinnlichen Anschauungsformen steht und fallt." 

Referent will dem Schriftchen, gegenüber nur insofern eine eigene 
Aeusserung machen, als e r  sich zii der Beohachtung berechtigt glaubt, 
dass die Zahl der kantgliiubigen Mathematiker nicht zunimmt. Ich ver- 
weise dabei auf die bekanntcn Acusserungen von G a u s s ,  wclchc neuerdings 
von K r o n e c k e r  in der in seinem Journal abgedruckten schoneu Abhand- 
lung ,Deber den Zahlbegriffu, Bd. 101, S. 339 erwahnt sind. 

K. SCHWERIKU. 

Auflbsnngen und Beweise der  Aufgaben und  Lehrslltze ans  der ana-  
lytischen Geometria des Pnnktes ,  der  geraden Linie, des Kreisea 
und der Kegelschnitte. Bearbeitet von FR. GRAEFE , Prof. Leipzig, 
Verlag von B. G. Teubner. 1886. 

Beferent hat sich tiber die ,,Aufgaben und Lehrs%tzeY des Berrn 
Graefe bereits empfehlend gehsuer t ;  vergl. diese Zeitschrift Jahrg. 1886, 
S. 226. Die jetzt vorlit-gendgn ,,Auflosungen und BeweiseU sind in dem- 
selben Geiste bearbeitet; an einigen Stellen leistet der Herr Verf. sogar 
mehr, als die Anktindigung vcrheisst und erfreut den Lcser durch inter- 
essante rnathematische Entersuchungen, die selbstandige Bedeutung bean- 
spruchen dürfen. Beferent erwahnt hier die Untersuchungen iiber die 
Pascal'schen Sechsecke S. 52 flgg. und die Bearbeitung der Aufgabe des 
Malfatti. K. SCEWERING. 

Die Elementargeometrie des Punktes ,  der  Geraden und  d e r  Ebene. 
Systematisch und kritisch bearbeitet von Dr. OTTO RAUBENBERGER. 
Leipzig, Druck und Vorlag von B. G. Tcubncr. 1887. 236 S. 

Rei dem Worte ,,ElementargeometrieY pflegt der Leser an ein Schul- 
buch zu denken. Das vorliegende Buch ist kein Schulbuch, sondem setnt 

Vernunft? D. R. 
2*  
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einen mathematisch gebildeten Leser voraus. Es  hat ferner nicht den 
Zweck , eine vollst!iildige Zusammcnstellung des weitschichtigen Materials 
zu geben, welches auf dem Gebiete der niederen Mathematik durch Einzel- 
forschung im Loiife von mehr als zwei Jahrtausenden sich gehauft hat. 
Die Absicht des Verf. geht vielmehr auf eine Darstellung der Grund- 
beaiehungen und Grnudeigenschaften derjenigen Gebilde, welche durch die 
Zusammenstellung einer endlichen Zahl von Punkten, Geraden und Ebenen 
entstehen. Dabei betrachtet der Verf. die Anschauung als die nicht zu be- 
seitigende Grnndlage der Geometrie und schliosst daher alle Forschiingen, 
welche mit derselben nicht im Einklang stehen , trotz ihres wissenschaft- 
lichen Reizes von seiner Darstellung aus. Dabei wird aber dern viel- 
besprochenen Pnrallelenaxiorn eine besondere Aufmerksamkeit zugewandt 
und die Stellung der einzelnen Satze zu demselben vollkommen klar gelegt. 

In  dem ersten Theile des Buches, welcher die Ueberschrift ,Grund- 
lagenu tragt , Iiisst der Verf. die g e r  a d e L i n  i e als unveranderlich durch 
Ilrehung urn zwei ihrer Punkte entstehen und leitet die Haupteigenschaften 
derselben aus dieser Er~eugungsweise ab. Bezüglich der Ebene wird die- 
selbe zwar zunachst durch Urehung einer Geraden, welche eine aiidere 
fortwahrend sehneidet, um einen festen Punkt  auf der Geraden erzeugt. 
Allein es gelingt nicht, die Eigenschaften der Ebene aus dieser Erzeugiings- 
weise abzuleiten. Vielmehr bedarf es hier neuer Axiome, welche der An- 
schauung entstammen. Dabei nimmt der Verf. gegenliber den Versuchen 
z. B. von B o l y  a i  und L o b r t t s c h e  w s k i  eine abweisende Stellung ein. 
Und zwar ist nicht die Kunstlichkeit dieser Erzeugungsweisen der Grund 
dieser Ablehnung, sondern die Unzulinglichkeit derselben. Auch durch 
diese Versuche entgeht man nicht den Axiomen. 

Nunmehr gelangen wir S. 16 zum eigentlichen Gegenstande, der in 
herkhrnl icher  Weise in Planimetrie und Stereometrio zerfallt. Der Verf. 
halt an dieser Eintheilung darum fest, weil die Planimetrie einen solchen 
Umfang gemonnen hat ,  dass sie durch: rSumliche Betrachtungen füglich 
nicht zerrissen werden darf. 

Seinem Grundsatze getreu, die Aufmerksamkeit denjenigen Gebilden 
vorwiegend zuzuwenden, w e l c h e  e i n e n  g a n z  a l l g e m e i n e n  C h a r a k t e r  
t r a g e n ,  beginnt der Verf. mit der begrenzten Geraden, der Strecke. 
Flir dieselbe werden die Begriffe der A d  d i t  i o n  und S u b  t r a c t i o n  fcst- 
gesetzt, und zwar spricht der Verf. das Axiom aus: M a n  e r h a l t  die-  
s e l b e  G e s a m m t s t r e c k e ,  i n  w e l c h e r  R e i h e n f o l g e  a u c h  m a n  die 
E i n z e l s t r e c k e n  ( s u r n m a t o r i s c h )  z u s a m m e n s e t z t .  Da nun die 
ganze Arithmetik sich nur auf zwei Begriffen aufbaut,  nimlich dem der 
Addition und dern der positiven ganzen Zahl; da alle anderen Rcchnungs- 
arten sich auf diese beiden Begriffe zurtickflihren lassen, so  h a b e n  wir 
d i e  M o g l i c h k e i t  g e w o n n e n ,  d i e  G e s e t z e  d e r  A r i t h m e t i k  a u f  
d i e  G e o m e t r i e  a n z u w e n d e n .  Sofort wird von diesem wichtigen Er- 
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gebnisse Gebrauch gemacht. Wir  theilen eine Strecke in  m Theile, jeden 
wieder in n Theile u. S. W.; wir tragen eine Strecke auf der anderen ab, 
BO oft es geht, den Rest auf der kleineren Strecke u. B. W . ,  und sehen uns 
BO ausgertîstet mit den Begriffen des D e c i  m a 1 b r ii c h  e s und des K e t t e n  - 
bruches,  sowie dem des I r r a t i o n a l e n .  E r s t  j e t z t  kommt der Aus- 
driick a -  b an di0 Reihe. M i t  n i c h t  g e r i n g o r  G e n u g t h u u n g  b e t o n t  
Re f .  di e s e  A n  o r  d n u n  g ,  welche er langst durch geschichtliche Gründe und 
didaktischc h'othwendigkeit als die allein berechtigte erkannt und verfoch- 
ten hat. M u l t i p l i c a t i o n  u n d  g e b r o c h e n e  Z a h l  m t i s s e n  d e r  n e g a -  
tiven Z a h 1 v o r a n g e h  en.  Mit interessanten und scharfainnigen Bemerkun- 
gen über C u r  v e  n m e s  s u n g und der geistreichen Erweiterung, welche C a y  1 e y 
und F. K l e i n  dem Begriffe des Messens gegeben haben, schliesst der die 
Çtrecke behandelnde Abschnitt. Das z w e i t e allgemeine Gebilde, welches 
sich uns nunmehr darbietet, ist  der W i n k  el.  Wiihrend wir bei der Strecke 
keine n a t l l r l i b h e  M a a s s e i n h e i t  vorfanden, ist  dies beim Winkel dcr 
Fall. E r  ist nicht als R i  c h t u n g s u  n t e r s c h  i e d zu erklsren und ebenso- 
wenig als ein aus der Gesammtebene herausgeschnittener F 1 a c  h e n  t h e il .  
Indem wir nun d r e i  G e r  a d  e betrachten, haben wir das D r  e i s e i t  vor 
uns. L O g i s c h Sind bezüglich des Durchschneidens derselban v i e r Falle 
zu unterscheiden, von denen das Parallelenaxiorn nur d r e i bestehen Iasst. 
Dann folgen die beiden ersten G 1 e i c h  h e i t s s a  t z e (Gleichheit von a, @, y und 
a ,  b ,  y),  wolche natürlich vollstandig begründet werden. Dio Bezeichnung 
dieser Satze als G l e i c h h e i t s s i i t z e  statt  C o n g r u e n z s l t z e  ist ebenso 
b e r e c h t i g t , wie aller Wahrscheinlichkeit nach dern eingeburgerten Miss- 
brauch gegentiber - h O f f n u n g s 1 O S. Nunmehr gelangen wir zur Paral- 
lelentheorie, wo wir zunachst dem Satze des P t  O 1 e m a u  s begegnen und 
durch denselben von der E x i  s t e n z paralleler Linien Iiberzeugt werden. 
Indem wir weiter n u r  voraussetzen, dass zwei Gerade sich nur  i n  einem 
Punkte schneidcn konncn, beweisen wir ,  dass zwei Dreieckswinkel zu- 
sammen stets weniger betragen, als einen Gestreckten und daqs die Winkel- 
summe eines Dreiecks ebenfalls dies Maass nicht Uberschreiten kann. W i r  
haben nun die Nittel,  eine Reihe von Stitzen tiber das Dreieck, sowie 
zwei weitere Gleichheitssatze (Gleichheit aus a ,  b ,  c und a ,  a, P ) ,  endlich 
den ftînften (a, b ,  a; a > O )  Gleichheitssatz xu beweisen und zu erkennen, 
wie zwei Dreiecka, welche nur in einigen Stticken tibereinstimmen, sich 
beztîglich anderer ungleicher Stücke verhalten. 

Nun hat der Leser ein wohlumgrenztes Feld einfachster Satze vor 
sich, welche vom Parallelenaxiom unabhangig sind. E r  darf sich jetzt 
diesern wichtigen Marksteine zuwenden. (S. 48, 5 15.) 

Das Axiom selbst t r i t t  in der  Form auf, welche ihm von dem Alt- 
meister E u  k l i  d e s  ertheilt is t ,  und nun nimmt der VerL nach wenigen ein- 
fachen Folgerungen aus demselben zur nichteuklidischen Geometrie Stellung. 
Zuntichst wird der B e r t r a n  d'sche Beweis des Axioms a1s unzulksig dar- 
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gethan und dann werden einige Stitze aus derjenigen Geometrie mitgetheilt, 
welche nach B 01 y a i  und L o b a  t s c h e w s  k y  das Axiom verwirft. Ref. 
wtîrde die Grenzen einer Anzeige bei Weitem überschreiten, wollte er auch 
nur in gedrangter Ueheruicht die geistvollen Ausfiihrungen des Verf. 
wiedergeben. Eine solche Ktîrzung würde zudem, bei einem so feinen 
und vielumstrit,t.cnen Gegenstande der mathematischen Forschung, vielleicht 
den Verf. verlaumden. Trotzdem kann Ref. nicht umhin, einen einzigen 
Satz des Buches wortlich herzusehen. E r  lautet: 

,,Es ist demnach die Moglichkeit, dass die nichteuklidische Geometrie 
noch einmal als unzuliissig erkannt wird,  nicht unbedingt ausgeschlossen." 

Nach einer kurzen, aber klaren Erorterung bezüglich der u n e  n d l i c  h 
f e r n e n  P u n k t e  gelangen wir S. 59 8 17 zum V i e r s e i t  uud Vierech-. 

Durch cinfache Abzahlung wird festgestellt, dass hier ein Umstand 
vorliegt, der beim Dreiseit nicht vorhanden ist und unsere Aufmerksamkeit 
besonders fesseln muss; der Umstand nimlich , dam Strecken l e  d ig l i  ch 
d u r c h  a n d e r e  S t r e c k e n  b e s t i m m t  s i n d .  Insbesondere für das Vier- 
seit treten acht Strecken auf ,  von denen nur ftînf willkürlich sind. Wir 
haben also drei Beziehungen (Gleichungcn) unter denselben zu erwarten. 
Um diese Gleichungen abzuleiten , sind wir genothigt, besondere Figuren, 
das P a r a l l e l o g r a m m  und P a r a l l e l t r a p e z  zu betrachten. Diese Be- 
trachtungen sind nichts Anderes, als die Theorie der A e h n l i c  h k e i t. 8 0  
gewinnen wir den Lehrsatz des M e n e l a o  s und durch ihn z w e i  der ge- 
auchten Gleichungen. Aus der Aehnlichkeitslehre ergiebt sich als Folgerung 
der Lehrsatz des P y t h a g o  r a s ,  bai dem das Wor t  ,Quadratu also zunachst 
in rein arithmetischem Sinne crschcint. Mit Hilfe dieses Lehrsatzcs erhalten 
wir nun die d r  i t t e  Gleichung, deren nahe Beziehung zum Cosinussatze 
der Trigometrie nicht unerwlihnt bleibt. Analog sind die Untersuchungen 
für  das Viereck durchgeführt ; Z w e i s e i t i gk  e i t der Geiaden, der Satz 
des C e v a ,  der D e t e r m i n a n t e n a u s d r u c k  für die sechs Entfernungen 
je  zweier von vier Punkten und die naturgemasse Einflihrung des vielleicht 
e i n f a c h s t e n  h o m o g e n e n  C o o r d i n a t e n s y s t e m s  sind hier vorgefiihrt. 

I n  der e b e n e n  T r i g o n o m e t r i e ,  deren Behandlung S. 91 beginnt, 
werden Sinus und Cosinus zunachst als Projectionen definirt, und daun be- 
züglich ihrer Werte und Vnrzeichen durch die vier Quadranten verfolgt. 
Dann wird das Additionstheorem dieser Functionen ziinachst fur spitre 
Winkel abgeleitet und als allgemein giltig kurz, aber streng nachgewiesen. 
Ref. zicht eine andere Ableitung vor, wenigstens fur den Unterricht. An 
das Additionstheorem schliesst sich die Zusammenfassung durch die Moivre- 
sche Formel und die Entwickelung in Potenzreihen. Dieselben werden jedoch, 
wie auch die Einftihrung der Zahl n ,  nur nach Art  einer kurzen Zu- 
sammenfassung vorgeführt. 

Den Zugang zu der nun folgenden hochinteressanten Darstelluiig der 
G e o m e t r i e  d e r  L a g e  bietet natürlich das D o p p e l v e r h t i l t n i s s .  Eine 
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lichtvolle arithmetische Grundlage sichert uns das Verstlindniss der I n  v O - 
lut ion und der h a r m o n i s c h e n  T h e i l u n g .  So ausgerüstet treten wir 
an die zwei F'undamentalgebilde der Geometrie der Lage heran, jene 
wiinderbaren und doch so oinfachcn zchn bez. neun Geradcn und zehn bcz. 
neun Punkte, von denen je  drei Punkte in einer Geraden liegen und je 
drci Gerade sich in  cinem Punkte schneiden. I n  trefflicher Weise wird 
die sich naturgemtiss ergebende Frage behandelt, ob denn diese eigenartigen 
Gebilde die einfachsten ihrer Art  sind. Die Antwort ergiebt sich durch 
combinatorische und rein geometrische Betrachtung. 

Bus den folgenden Abschnitten , welche die C o l l i n  e a t i  O n und Reci- 
procitat betreffen, wollen wir nur kurz die wohlbegriîndete Betonung der 
S t e t i g k e i t s a n  n a h  m e l  sowie den Umstand hervorheben , dass der Verf. 
bezüglich der m e t  r i s c h o n Rcletionen cinc vollige DualitBt in Abrede stcllt, 
aber einen b e s c h r a n k t e n  D u a l i s m u s  anerkennt. Das ist auch gana 
in der Ordnung; nur meint Ref., dass sich die Schranken doch noch weiter 
hinausrlicken lassen, als der Verf. zuzugeben geneigt scheint. 

S. 151 beginnt der letzte Theil unserer Schrift , die S t e  r e O m e t  r ie.  
Wie in der Planimetrie, so werden such hier die Grundlagen sorgfaltig 
und ausfiihrlich dargelegt. Insbesondere findet das E b e n e  n b I i n d e l  und 
die Einführung des P a r  a l  1 e l  e n ~ x  i o m s seinc gebührendc Berlicksichtigung, 
Die Eigenart der Darstellung kann hier noch weniger, als a n  frtiherer 
Stelle durch unsere Besprechung hinreichend deutlich werden. Hochst an- 
ziehend ist die Behandlung der d r e i s e i t i g e n  E c k e .  Bus dem einzigen 
Satze a +  b )  c werden alle diti Winkel und Seiten betreffenden Ungleich- 
ungen durch Iletrachtung der Polareeke und Nebeneeke abgeleitet. ,,Der 
gewohnliche Beweis für  den Satz a + b + c (41I  nimmt das Parallelen- 
axiom zu Hilfe und entbehrt der nothigcn S t r ~ n g e . ~  Natiirlich folgeil 
diesen Ungleichungen alsbald die metrischen Relationen an der dreiseitigen 
Ecke, d. h. in sehr veriiünftiger Hsschrankung auf wenige Formeln, die 
s p h a  r i s c h e T r i  g O n O m e  t r  i e. Diese bietet nun den Uebergang zu einem 
anziehenden Gebiete, welches in den gewohnlichen Lehrbllchern sehr karg- 
lich bedacht zu werden pflegt, dom 1 n h a l  t d e r  E ck  e n. Und dennoch ist 
dieser Theil der niederen Raumlehre nicht blos wissenschaftlich wichtig, 
sondern fllhrt auch zu bemerkenswerthen Schulaufgaben. Ref. erlaubt sich, 
hier an die regelrnasssigen Korper und die Theilung des Raumes im Mittel- 
punkte der umschriebenen Kugel zu erinnern. 

Der Ausdriiek für den I n h a l t  d e r  P y r a m i d e  durch die Kanten 
tritt uns mehrfach entgegen. Zunachst erscheint er bei Aufstellung der 
M8glichkeitsbedingung ftir ein Tetracder (S. 191), dann aber auch bei 
directer Inangriffnahme der betreffenden Aufgabe. Der Inhalt der Pyramide 
wird durch unendlich nahe Parallelebenen bestimmt. 

Ans dem reichen Cihrigen Inhalte heben wir insbesondere die anziehende 
Darlegung einiger Grundbegriffe aus der anulysis situs und die vortreff- 
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liche damit in  nahen Zusammenhang gebrachte Behandlung des E iil er - 
s c h e n  S a t z e s  e f f - k = 2  hervor. 

Den Schluss bildet die C o l l i n e a t i o n  r % u m l i c h e r  S y s t e m e .  
Indem Ref. das trcffliche Buch zur Seite legt,  fasst er sein Urtheil 

dahin zusammen , dass diese E 1 e m e n t a r g e o m  e t  r i e  nach Inhalt und Dar- 
stellung einen liervorragenden Pl& unter den Schriften ahnlicher Art be- 
anspruchen darf. Wer wissenschaftliche Grtindlichkeit, gepaart mit genauer 
Kenntniss der neuesten Arbeiten und eine anmuthige Darstellung der Grund- 
lehren der Geometrie sucht, der wird bei diesem Ruche sich befriedigt 
finden. 3iZiige die treff liche Schrift i n  keiner Bibliothek einer htiheren Lehr- 
anstalt fehlen. 

C o e s f e l d ,  im Mtirz 1888. K. SCHWERINO. 

Beispiele und Anfgaben znr Algebra. (Für hohere Lehranstalten.) Von 
Dr. G. ~AATITEBUHLAUER. Zw6lfte vielfach vermchrte Auflage b8- 
arbeitet von Dr. Fa. GRAEFE, Professor. Darmstadt, Bergstrasser. 

Auf 132 Seiten finden wir den gewohnlichen Stoff in  ziemlicher Fülle 
und,  wie es scheint, in  ent,spreehender Anordnung. Durch die Neu- 
bearbeitung ist laut Vorrede nicht unerheblich die wissenschaftliche Seite 
des Buches gehoben worden. So sind z. B. durch die Neubearbeitung 
wesentliche Aufgaben aus dem Gebiete der r e c i p r o  k e n G l e i c  hun  gen  
und anderer Gleichungen htiheren Grades, welche auf quadratische zurück- 
ftihrbar sind, hinzugekommen. Insbesondere findet die Rerticksichtigiing 
des Imaginaren durchaus den Beifall des Referenten. 

Eine besondere Seite des Buches iat ein gewisser Schulhumor (nicht 
zu verwechseln mit Galgenhumor !), der bei manchen Anfgaben herrortritt. 
Wir  meinen damit nicht Aufgaben, in denen Jahreszahlen geschichtlicher 
Ereignisse als Unbekannte auftreten, sondern etws Aufgabc 623, wo sieben 
Madchen einem Knaben Ntisse fortnehmen, oder 661, wo zwei Rauber zwei 
Heisende berauben. Nicht ganz neu dürfte es manchem Lehrer sein, dass 
laut Aufgabe 946 Bakcbos den Silen einmal neben einem vollen Weinfasse 
schlafend gefunden hat ;  er benutzte die Gelegenheit und trank u. 6. n. 

Weiss doch z. B. H e i s  auch diesen sch6nen Reitrag zur griechischen Gtitter- 
lehre fast mit denselben Worten zu berichten. Prachtig ist auch ein sechs 
Strophen langes Gedichtahen (928), von dem wir wenigstens eine auf- 
nehmen wollen : 

Die Zahl der Rehe kenn' ich nicht, 
Die fielen durch den Schuss; 
Doch lag's an Füchs' und Hasen diclit, 
Die man addiren musa. 

C o e s f e l d .  K. SCHWEBING. 
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Anleitung znr Anflbsung eingekleideter algebraischer Anfgaben von 
Dr. E. BARDEY. Erster Theil: Aufgaben mit einer Unbekannten. 
Leipzig, Druck und Verleg von B. G. Teubner. 1887. 

Wie die Vorrede erz&lt, ist die Veranlassung der Herausgabe dieses 
Büchleins eine eigenthümliche gewesen. Wir  k6nnen dem Verf. nicht 
ganz beistimmen, wenn e r  Aufltisungen und dergl. in den Handen der 
Schüler fast mit einem gewissen Angstgefühle zu erblicken scheint, Die 
Tliatigkcit dos Durchschnittuschülers ist einmal wesentlich n a c  h a h m  e n  d e r 
Art, besonders anf unterer Stufe. E i g e n e s  kann erst dann erwartet 
werden, wenn die Nachahmung die Kriifte des Lernenden gestlhlt  und ge- 
wissermassen ausgelost hat. Auch d m  Kind Jernt zuerst nachsprechen und 
dann erst sprechen. Und zu diesem Zwecke ist die vorliegende kleine 
Sammlung recht geeignet. Die Fassiing der Satze ist  einfach und klar; 
der Schüler wird den Ansatz leicht mi t  denselben Worten wiederholen 
konnen, ohno blind auswendig zu lernen. Schtin sind die Methodcu , welche 
ohne Gleichungen Aufga%n losen. 

Coesfeld.  K. SCHWEBIKG. 

Lehrbnch der Algebra. Theoretisch-praktische Anleitung zum Studium 
der Arithmetik und Algebra. Zum Gebrauche a n  hoheren Lehr- 
anstalten, insbesondere a n  Gymnasien, bearbeitet von Prof. Dr. 
J. VAN HENOEL, Oberlehrer am K h i g l .  Gymnasium zu Emmerich. 
Freiburg im Breisgau, H e  r d er 'sche Verlagsbuchhandlung. 1887. 8. 
489 Seiten. Preis brochirt M. 5, geb. M. 5,50. 

,In dcn vorhandcnen, zu Hilfsmittcln beim algcbraischen Unterrichte 
bestimmten Büchern zeigt sich allerdings zuweilen ein gewisser Anlauf, 
auvverdem dass ein mehr oder weniger grosaer Uebungsstoff aur praktischen, 
bezw. mechanischen Verarbeitung vorgelegt wird, auch der theoretischen 
Seite der Algebra Rechnung zu tragen ; allein die Scheu, zuviel zu ver- 
rsthen, scheint doch i n  ihnen gross su sein, und das Dargebotene is t  nicht 
selten unbestimmt, verworren oder geradezu falsch, und manche Begriffs- 
bestimmung zu eng gefasst." 

In diesen Worten der Vorrede tritt  die Absicht des Verfassers klar zu 
Tage, und Beferent giebt ihm gern das weitere Zeugniss, dass Herr v a n  
Henge l  redlich bemüht gewesen is t ,  in der von ihm gekennzeichneten 
Richtung Wandel zu schaffen. Sehen wir zu, wie weit seine Absicht er- 
reicht worden ist. 

Das Buch zerfallt i n  zwei Theile. Der erste, 
die Ueberschrift: A l l g e m e i n e  A r i t h m e t i k ;  der 
Algebra.  

Die A l l g e m e i n e  A r i t h m e t i k  umfasst die 
n u  n g E a r t e  n. Dieser Rechnungsarten * giebt es 

168 Seiten s ta rk ,  führt 
zweite die Ueberschrift: 

Lehre von den R e c h -  
nach unserm Verfassar 
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s i e  b e n ,  da eine Zahl in s i e  b e n  facher Weise von gegebenen Zahlen ab- 
hangig sein kann. Schade, dass der Verfasser hier nicht an die alten 
s i e  b e n  Farben des Regenbogens gedacht hat ,  wahrend die neuere Physik 
im Spectrum uncndlich viele Farbcn vorhandcn weiss. Die ,,siebenteU 
Rechnungsart ist natürlich das L O g a r i t h m i r e  n und die Zuordnung 
derselben zu den Grundf'ormen der Arithinetik ist ein altehrwürdiger Irr- 
thum der Lehrbticher. Es wird glaubhaft versichert, dass manche Verfasser 
dieser Bücher sehr wohl wissen, dass der Logarithmus riicht eine a l g e -  
b r a i s  c h e ,  sondern eine t r a n s c e n d e  n t e  Function ist. - Ziemlich müssig 
dürfte die Unterscheidung S. 10 zwischen l o s  e n ,  m i  t t  e l f e s t  e n  und 
f e s  t e n  Zahlverbindungen sein. Deiin den Vortheil, mit Hilfe dieser Pcst- 
setzungen den Sinn der straf lich nachkssigen Schreibart 35.4:2 : 7 sofort 
errathen zu konnen, schlagen wir gar nicht hoch an. Eher dürfteu die 
Erklarungen der A d d i t i o n  und M u l t i p l i c a t i o n  S. 14, bezw. S. 32 
Beachtung verdienen. Sie lauten: ,Addition ist das Ableiten einer Zahl 
(Summe) ails xwei oder mehr gegebenen Zahleff (Surnuianden) durch Zu- 
sammenkommenlassen der Einheiten derselben." ,,Multiplication ist das Ab- 
leiten einer Zahl (Product) aus zwei oder mehr Zahlen (Factoren), wenn 
sie von diesen so abhangig is t ,  dass das Resultat Null ist ,  wenn einer der 
Factoren Null ist ,  und dass, wenn an die Stelle irgend eines aer Factoren 
alle seine Summanden einzeln eintreten, die Summe dieser Einzelresultate gleich 
dem zu suchenden Ilesultate kt.' Offenbar geht namentlich aus der letz- 
teren Erklarung hervor , dass die wesentlichen M u l  t i p l i  c a t  i O n s g e  a e tze 
als Hauptmerkrnale hervorgehoben und zu einer Definition verwerthet werden 
sollen. Allein es dtirft8e diese Absicht doch in anderer Weise einfacher ver- 
wirklicht worden sein und die obige Erkliirung sich z. B. zum Auswendig- 
lernen ftir Schliler wenig eignen. - Was sagcn wohl die Herren Schul- 
miinner zu der Ansicht S. 33 des Verfassers, dass auch zwei oder mehr 
Factoren eines Productes b e n  a n  n t  e Zahlen sein konnen? Werden sie ~ ich  
durch die obige Definition in  Verhindung mit dem Beiapiel a kg >( O m 
= a b  kgmtr zu dieser Meinung heriiberziehen lassen? Wohl schwerlich! 
Auch darf der Verfasser nicht auf allgemeine Zustimmung rechnen, wenn 
er S. 76 aus a = b und a"= bd schliessen will, dass c =  d sei. Denn ob- 
wohl e 0  = e Z n i =  1 ,  so ist doch nicht 0 = 2n i .  Befremdlich ist auch die 
Erklarung einer i m a g i n a r e n  Zahl. Sie steht ebendort Nr. 25 und lautet: 
,, Eine Zahlverbindung, deren Resultat weder der Zahlenreihe der positiven, 
noch der negativen einzelnen Zahlen angehtirt, wird imaginare Zahl genannt." 
NatIirlich is t  es bei dieser Aufstellung spottleicht, den Fundamentalsatz der 
Algebra zu beweisen, und ohne gerade den Vorwurf argwohnischer Sinnes- 
a r t  auf sich zu laden, darf man a n  die obige Definition erinnert werden, 
wenn man S. 175 mit Erstaunen liest: ,,Eine Gleichung mit einer unbckann- 
ten x heisst eine Gleichung vom ~ t m  Grade, wenn aie in r, Gleichungen 
von der Form x + a = O zorfallen kann,  wobei a irgend aine bekannte, 
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positive oder negative Zahl bezeichnet." Auch die Beweise fur die Irratio- 
nalitat der Wurzeln S. 127 und 142 sind nicht streng. Denn wenn m 
und v keinen gemeinsamen Theiler haben, so fol@ durchaus nicht ohne 
einen bekannten Beweis, dass dann m2:v keine ganze Zahl sein kann. 

Wir sind jetzt mit unseren Ausstellungen fertig und k6nnen nicht um- 
hin, übrigens an dem Buche Manches anzuerkennen. Zu den wohlgelungenen 
Abschnitten desselben geh6rt z. B. die schone Darstellung der Pythago- 
ieiechen Zahlen, gehoren die Anweisuagen zur Ertheilung eines rationalen 
h'enners , die Vorschriften zur praktischen Wurzelausziehung. Vortreff lich 
und nicht unbedeutend iiber den herkommlichen Gemeinbesitz der  Lehr- 
bücher hinaus bereichert erscheint die Auflosung der Gleichungen zweiten 
Grades mit ~ w e i  Unbekannten. Dusselbe gilt mehr oder wcniger bezuglich 
der Kettenbrüche nebst Anwendungen auf Zeitrechnung, beziiglich der Dar- 
stelliing des binomisohen Lehrsatzes und der logarithmischen Reihe (Coeffi- 
cientenvergleicbung). Leider fehlen ausreichende Convergenzbetrachtungen 
hier, wie früher bezüglich der geometrischen Xeihe. Auch die Darstellung 
der Cornbinationslehre ist wohlgelungen. 

Druck und Papier sind vortrefflich. 
Fassen wir unser Urtheil zusamrnen, so konnen wir nicht umhin, das 

Buch vom praktischen Gesichtspunkte aus zu empfehlen; bezüglich mancher 
mehr der Theorie angehorenden Dinge wird eine Umarbeitung erforder- 
lich sein. 

C o e s f e l d ,  1888. K. S C H ~ E R I N G .  

Constructive ffeometrie der  Kegelschnitte anf  Grnnd der Focaleigen- 
schaften. Einheitliçh entwickelt von ADALBERT BREUER, k. k. Keal- 
lehrer in Trautenau, Bohmen. Ein Lehrbuch für hohere Unter- 
richtsanstalten und fiir den Selbstunterricht. Mit 80 in den Text 
gedruckten Originalfiguren. Preis 1 fi. 6. W. Prag 1887, Selbst- 
verlag. 

Die vorliegende Darstellung der Kegelschnittslehre geht von der De- 
finitjion durch Brennpunkt und Leitlinie aus. Es  werden die verschiedenen 
Constructionsaufgaben (Punkte, Tangenten u. S. W.) in sehr klarer Sprache 
gelost. Auch die Rctrachtung des Kcgelschnitts s ls  Tangentengebilde ist 
geschickt angeschlossen. Nach diesen Vorbereitungen untersucht der Ver- 
fasser die Eigenschaften der Ellipse. und Hyperbel bezilglich ihrer b e id  e n  
Brennpunkte. Auch der Osciilationskreis der Kegelschnitte und dia nahe- 
liegenden Beziehungen m m  Tactionsproblem finden gebührenden Platz. 

Die Wendung: ,Der gesuchte Punkt existirt daher nicht in  Wirklich- 
keit; er kann aleo hochstem in der Einbjldung bestehen und wird deshalb 
imaginl i r  geuanntu ist wohl ein wenig kindlich. 
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Uebrigens sei das Buch mit seinen schonen Figuren und seinem klaren 
Vortrage bestens empfohlen. 

C o e s f e l d ,  1888. K. SCHWERINU. 

Die Elemente der Kegelschnitte in synthetischer Behandlnng. Zum Ge- 
brauche in der Gymnasialprima bearbeitct von Dr. W. ERLER, Pro- 
fessor am K h i g l .  P%dagogium Ziillichau. Mit 1 lithogr. Biguren- 
tafel. Dritte verbesserte Auf l ~ g e .  Leipzig, Druck und Verlag von 
B. G. Teubner. 1887. 

In den Kreisen der Mathematiklehrer ist  eine Stromung eingetreten, 
welche der Rearbeitiing der Kegelschnittslehre in der Prima zustrebt. Mm 
führt zur Empfehlung dieses Strebens a n ,  dass dasselbe den Schiiler keines- 
wegs mchr belastcn werde, als die Durchnahme so mancher Dreiecksauf- 
gaben , dass die Kegelschnittslehre dagegen sehr geeignet sei , den massig 
begabten Primaner anzureqen , dass die Physik in  manchen Theilen geradezu 
gehieterisch zur naheren Eetrachtung gewisser Kegelschnittsaufgaben und 
Eigenschaften hindriinge; endlich fiihrt man aus ,  dass die massgebenden 
Vorschriften der obersten Schulleitung einer massigen und geschickten Ein- 
beziehung dieser Dinge in den Primalehrstoff nicht widersprachen. FIir die 
Vertretcr dieser Anscbauungcn war es cine h6chst erfreulicho und darum 
h6chst beifillig aufgenommene Erscheinung , dass ein so erfahrener Padagoge 
und bekannter kritischer Schriftsteller wie Herr W. E r l e r  zunlichst in der 
H o f f  m a n  n'schen Zeitschrift und spater in der vorliegenden Schrift mit 
einem Versuche hervortrat, der das in den obigen Zeilen gekennzeichnete 
Problcm zu 16sen scheint. Indem der Verfasser auf die Behandlung der 
harmonischen Eigenschaften verzichtet und darum auch entsprechend jeden 
der drei Kegelschnitte zunschst und hauptsachlich in  getrennter Behand- 
lungsweise vorführt, gelingt es ihm, einen reichen und zweckmassig ge- 
wLhlten Stoff auf ganze 45 Seiten zusammenzudrangen. Sehen wir uns 
genauer die E l l i p s e  an. Zur D e f i n i t i o n  und F o r m b e s t i m m u n g  
werden die Brennpunktseigenschaften benutzt ; es wird sofort, und zvar 
sehr elega,nt, die Gl  e i c h u  n g abgeleitet ; es folgen dann die Beziehungen 
zum T a  c t i  o n  s p r O b l  e m und daraus im nattirlichen Zusammenhange die 
T a n g e n t e  ri der Ellipse. Dann erscheint die Curve i n  ihrer Entstehung 
durch Leitlinie und Brennpunkt , die c O n j u g i r t e n D i g m e t e r und ver- 
wandte Eigenschaften, die Beziehungen zu dem über der grossen Axe als 
Durchmesser beschriebenen Kreise , endlich die A u  s m e s  s u  n g der Ellipse. 
Es  folgen 37 Aufgaben, welche zweckmsssig gewahlt und geordnet sind. 
Nur bei einer geringen Anzahl ist  eine Anleitung zur L6sung oder eine 
Verweisung auf den theoretischen Theil beigeffigt. Uebrigens dtirfte nur 
eine, niimlich die dritte,  einer wesentlichen Aenderung bedtirfen. 

Die kleine Schrift sei hiermit bestens empfohlen. 
C o e s f e l d .  K. SCHWERI~G. 
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Gammlung von Lehrslltzen und Anfgaben ana der Stereometrie. Irn An- 
schluss an nachgelassene Papiere des Oberlehrers Dr. KBETSCHMER 
bearbcitot von Dr. H. T ~ I I E M E ,  ord. Lchrer am Realgymnasium zu 
Posen. Leipzig, Druck und Verlag von B. G. Teubner. 1885. 

,Die stereometribchen Aufgaben erscheinen noch meist als Rechnungs- 
aufgaben, wie die Durchmusterung der Abiturientenaufgaben in den Sehiil. 
programmen* zu erkennen giebt. Dieser Zustand ist weder sachlich berech- 
tigt, noch entspricht er den Absichten der Unter r i~h tsbeh t rde .~  Der Verf. 
will nun diesem Uebelstande durch sein Buch abhelfen und zwar unter aus- 
driicklich~r Betonung der grossen Bedeutung klarer riiurnlicher Anschau- 
ungen. E r  hat dabei nachgelassene Papiere seines verstorbenen Lehrers benutzt. 

Das Btichlein enthBlt 92 Seiten und gliedert seiuen Lehrstoff in  14 Para- 
graphen. Zunachst werden wir uns mit einfacheren Lagenbeziehungen der 
Elemente zu beschaftigen haben, die ja auch in den Lehrbtichern den Zu- 
gang zur eigentlichen Korperlehre bilden. E s  folgen dann im 5 5 Lehrsatze 
oud Aufgaben über drei - und mehrseitige Ecken. Hier begegnen uns durch- 
au8 analoge Aufgaben, wie sie in  der Planimetrie langst Gemeingut der 
Aufgabensammlungen genorden sind. Man findet diese Aufgaben in Elemen- 
tarbüchern haufig der sphariechen Trigonometrie zugewiesen; mit Unrecht, 
denn ihren wesentlich anschaulichen Charaktei büssen sie unter der Herr- 
schaft der Formel dabei gewthnlich ein. Dieser Paragraph enthalt bei 
Herrn T h i e m e  132 Aufgaben. Wir  gestatten uns, xine einzige namhaft 
zu machen: ,Unter welcher Bedingung lasst sich in  eine vierseitige Ecke 
ein Rotationskegel beschreiben?" Ueber das Tetraeder finden wir 172 Auf- 
gaben gestellt, bei denen mit Recht mehrere Rechnungsaufgaben aufgenom- 
men worden sind. Wir heben hervor die interessanto Aufgahe, aus den 
Kanten des Tetraeders die Verbindungslinien der Ecken mit den Schwer- 
punkten der Gegenflgchen planimetrisüh zu construiren und zu berechnen; 
ferner sei die Aufgabe erwahnt , welche nach den Daseinsbedingungen einer 
Kugel fragt, die alle 6 Kanten berlihrt, und endlich sei die Berlicksichtigung 
anerkannt, welche das Tetraeder mit eenkrechten Gegenkanten findet. Diese 
172 Aufgaben bilden eine hervorragend schone Sammlung und nach der 
Meinung des Referenten den brauchbarsten und werthvollsten Theil des 
Buches. Von annahernd gleicher Bedeutung scheinen die Aufgaben des 
$ 9  zu  sein, welche dem Wesen nach die Grundzüge der analytischen Geo- 
metrie unter Zugrundelegung Cartesischer Coordinaten enthalten. Freilich 
hat uns die Behandlung hier weniger angesprochen, als beim Tetraeder; 
aber sachlich erscheint es uns als ein ungemein gliicklicher Griff, diesem 
praktiseh so wichtigen Zweige der Geometrie Früchte fiir den elementaren 

* Der Rücksühlu~s von Abiturieutenaufgaben auf den Betrieb des Unter- 
richts ist  übrigens vielfach ungerechtfertigt. Die Prüfungsordnung fordert aua- 
drucklich: , ,Einftrche Aufgaben" .  D. Ref. 
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Unterricht abzugewinnen. ,Gegeben eine Ebene durch ihre Schnittpiinkte 
mit den Coordinatenaxen und ein Punkt durch seine Coordinaten. Man be- 
stimme den Abstand des Punktes von der Ebene durch Zeichnung und 
R e c h ~ u n g . ~  Diese Aufgabe wiegt inhaltlich ein ganzes Dutzend jener 
Dingelchen auf, welche sich in so manchen Sammlungen breit machen, 
Und ist diese Aufgabe einem mittelbegabten Primaner zu schwerl Jeder 
Lehrer, der nach geeigneter Unterstützung der Anscliauiing dieselbe seinen 
Schülern vortriigt, wird das Gegentheil bezeugen konnen. - Rrwiihnen 
wir noch aus unserm Btichlein Aufgaben tiher Anfangsgründe der beschrei- 
benden Geometrie, über stereographische Projection und endlich iiber da8 
Bertihrungsproblem der Kugel. 

Sei es dern Referenten gestattet, schliesslich zu bemerken, dass er die 
Hervorhebung von Hauptaufgaben, sowie Andeutung der Losung an vielen 
Stellen ungern vermisst hat. Auch Piguren fehlen leider ganzlich. 

M8ge man sich endlich entschlicssen, das Postulat, ,,durch drei Punkte 
eine Ebene zu legenu, ganzlich fallen zu lassen! Der Zeichner kann es ja 
doch in Wirklichkeit nicht ausfllhreii, noch vie1 weniger in  der neucn Ebene 
zeichnen. Und auch wissenschaftlich gilt  eine Aufgabe nur dann ftir glatt 
gelost, wenn der wesentliche Theil der Construction in e i n e r  Ebene aus- 
frihrbar ist. Ein classisches Beispiel dieser Losungen und zugleich eine 
wunderschhe Veranschaulichung der eben ausgesprochenen befremdlich 
klingenden Meinung des Referenten fanden wir kürzlich irn Journal für 
Mathematik von K r  o n  e c  k e r  -Wei e r  s t r a s  s ,  Bd. 99. E s  handelt sich um 
die Losung der Aufgabe, den achten Schnittpunkt dreier Flichen zweiter 
Ordnung zu finden, und jeder der ausgezeichneten Geometer, welche sich 
an der L6sung betheiligen, C a s p a r y ,  S t u r m ,  S c h r o e t e r ,  Z e u t h e n ,  
erkennt stillschweigend oder ausdrticklich a n ,  dass die Zeichnung in e i n e r  
Ebene anzustreben ist. Und wie leicht ist es ,  genau so irn elementaren 
Unterrichte zu verfahren! Man unterscheidet einfaoh .Analysisu und ,Con- 
struction'', lasst in der ersteren Zeichnung in v e r  s c h i e  d e n e n  Ebenen, 
i n  letzterer aber nur in  e i n e r  Ebene m.* 

D a s  Buch verrlient beste Empfehlung. 

C o e s f e l d .  
- - -  

l<. S C ~ W E R I S ~ .  

Vorlesnngen iiber die Theorie des Potentials und der  Kngelfunctionen, 
gehalten a n  der Universitat Konigsberg von Dr. FRANZ NEUMANN, 
Professor der Physik und Mineralogie. Herausgegeben von Dr. CARL 
NEUMANN, Professor der Xathematik an der Universitat Leipzig. 
Leipzig, 1887. B. G. Teubner. XVI, 364 S. mit Figuren im Text. 

Seit wir Bd. XXXII dioser Zeitschrift, histor.-litcr. Abth. S. 16 -17, 
liber das Erscheinen der deutschen Bearbeitung des I3etti7schen Lehrbuchs 

* Ref. wird auf die hier kurz erwghnte Anaicht baldigst ausführlich zurückkommeo. 
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der Potentialtheorie berichtcton, ist von den damals namhaft gemachten 
Schrifkn ahnlichen Inhaltes eine , namlich die D i  r i c h l  e t'schen Vorlesungen, 
in neuer Auflage erschienen, oiisere Bemerkung bestiitigend , dass gerade 
iieses Buch sich am angenehmsten lese. Eine schwere Wettbewerbung ent- 
steht ihm in dem Werke, dessen Erscheinen wir heute unseren Lesern an- 
zeigen. Auch gegenwiirtig haben wir Vorlesungen eines hochberühmten 
Lehrers vor uns, auch heute ist  der Druck auf Grundlage vortrefflicher 
Kachschriften erfolgt, dagegen ist in einer Beziehung eine sehr wesentliche 
Verschiedenheit hervorzuheben. Wiihrend Herr G r  u b e das D i r i c h 1 e t  'sche 
Heft unverhdert liess, hat Hcrr C. N e u  m a n n  mit ziemlicher Freiheit go- 
schaltet. E r  hat nicht blos ein von ihm selbst 1852153 nachgeschriebenes 
Heft mit einem weit umfangreicheren, welches Herr O. E. Me y e r  1856/57 
anlegte, und mit Abhandlungen des Herrn F. R e u  m a n  n aus den Jahren 
1838, 1847, 1878 zusammengeschmolzen, er hat auch nicht unbedeutende 
eigene Zuthaten da und dort eingefügt, so dass man fast das Wort ,,heraus. 
gegebenY des Titelblattes durch das Wort ,bearbeitetu ersetzt wissen mochte. 
Tir bctoncn diesen Cmstand, weil er die Verantwortlichkeit des Herrn 
C. N e u m a n n  für das Gebotene in das richtige Licht setzt, eine Verant- 
nortlichkeit, welche der Verfasser des Werkes über das logarithmische und 
Newton'sche Potential in keiner Weise zu scheuen hat.  Haben wir doch 
bereits oben den Eindruck angedeutet, welchen wir von dem uns vorliegen- 
den Bande erhalten haben. Die neuen Vorlesungen sind mindestens ebenso 
angenehm zu studieren, wie die D i  r i c  h l e  t'schen Vorlesungen ; sie ent- 
halten Vicles, was in  s~mmtlichen sonstigen Werken über Potentialthcorio 
aich nicht vorfindet; eie weichen in ihrem Gange nicht unwesentlich von 
anderen Werken ab. Andererseits vermissen wir allerdings auch Einiges. 
Veshalb z. B. auf S. 55 der Con~ergenzbeweis fur die nach Kiigelfunctionen 
zlveier Winkel fortschreitende Reihe einfach vorausgesetzt ist;  weshalb auf 
S. 218 ftir den N e w  ton'schen Satz von der Unwirksamkeit einer ellipsoi- 
dischen Schaale au f  einen inneren Punkt ,  der recht eigentlich der Potential- 
theorie angehort , aiif D u h a m e l ' s  Mechanik verwiesen ist ; weshalb auf 
S. 5 dem Beweise der Gleichung 

nicht die so nahe liegende Bemerkung beigefügt ist ,  es seien V., E ,  R, m, 
p ,  f von der Wahl des Coordinatensystems durchaus unabhangig; jede Ge- 
rade p k6nne somit als x - Axe gedacht und die Gleichung X ws (R, x) 

av 
= - fm - unler Ersehung von x durch p einfach abgeschrieben werden, a x 
worauf der partielle Differentialquotient in einen totalen iibergeht, sofern p 
als einzige unabhangige Veranderiiche gedacht ist ,  warum , sagen wir, ahn- 
liche Lticken vorhanden sind, wissen wir nicht. Wir  haben aber diese 
wenigen Beispiele auch nur hcrvorgehobcn, um gleichsam ah Prüfstein der 
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Aufmerksamkeit zu dienen, mit welcher wir den Band durchgelesen haben. 
Weit zahlreicher sind die Stellen, auf welche wir aufmerksam machen 
miissten, wenn wir besonders Hiibsches nennen wollten. Da wLre der, 
wenn auch nicht ganz strenge, doch um so elegantere Beweis des Satzes 
d'V= - 4 n p  zu erwahnen (S. 16) ftir den Fa11 einer im Inneren des K6r- 
pers stetigen Dichtigkeit q. Da ware das ganze II. Capitel zu rtihrnen, eine 
von Herrn C. N e u m a n n  a n  dieser Stelle - also früher, als es sonst in 

Potcntialvorlesungen zu geschehen pflcgt - eingcschaltete Lehre von den 
Kugelfunctionen P,, aus welcher wir wieder einen 8atz hervorheben, der 
von Herrn C. N e u m a n n  herrührt,  und welcher ausspricht, dass jede der 
Differentialgleichung 

d 2 F  
( n - j ) ( n + j + l ) ~ - ( 2 j + 2 ) p . - + ( l - p 2 ) 7 = ~  

P d~ 
gentigende Function F sich von der j t e n  Ableitung von P, nur durch einen con- 
stanten Factor unterscheidet (S. 37). Da ist das VII. Capitel der Methode 
des Herrn F. N e u m a n n  zur Entwicklung einer Punction nsch Kugelfunctio- 
nen auf Grund gegebener Beobachtungen gewidmet und innerhalb dieses 
Capitels (S. 150-152) gezeigt, dass diese Methode geeignet ist ,  auch als 
bequemerer Ersatz für die Methode der kleinsten Quadrate su dienen. De 
ist das Problem des stationaren Temperaturzustandes einer von zwei Paral- 
lelebenen bcgrcnzten unendlichen homogcncn Platte (S. 25tiflgg.), da iet 
spater das P o i s  s o n  'sche Problem von der Elektricit%tsvertheilung auf zwei 
Kugeln (S. 277flgg.) mit Hilfe von Spiegelung behandelt u. S. W. Unsere 
Leser werden aus diesen gleichsam auf's Gerathewohl herausgegriffenen 
Erwiihnungen die ganze Reichhaltigkeit des Werkes erkennen, welches bald 
in keiner Büchcrsammlung eines Mathematikcrs oder Physikers fehlen dürfte. 

Lehrbnch der politischen Ari thmetik fur hohere Handelsschulen (Handels- 
akademien) und zum Selbstunterricht, bearbeitet von P. S. HOLZINGER, 
Professor an der offentlichen Handelsakademie in Linz. Brtlunschweig 
1888; bei Friedrich Vieweg $ Sohn. I X ,  156 S. 

Der Verfasser hat der Vorrede nach sein Lehrbuch den Lehrplanen der 
osterreichischen hoheren Handelsschulen (Handelsakademien) angepasst. Da 
er selbst Lehrer an einer derartigen Anstalt is t ,  so wird er gewiss diese 
Lehrplëne genau kennen , jcdenfalls vie1 gcnauer, als Refcrcnt mit dcnselben 
bekannt is t ,  der deshalb auch sich jeden Urtheils über das vorliegende Werk 
nach der Hichtung h in ,  ob es diese selbstgestellten Zwecke erfülle, ent- 
halten muss. Ein zweiter angegebener Zweck ist der zurn Selbstunterrichte. 
Der  Selbstunterricht aber ist  iiberall der gleiche, und insofern dürfen wir 
H e r m  H o  1 z i n g e r's kleines Lehrhuch besprechen. 

Der  Inhalt des Buches ist  in sechs Abschnitte gegliedert, welche die 

Ueberschriften fiihren: 1. Die Zinseszins- und Zeitrentenrechnung; II. - 4 ~ -  
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lehenscours und Construction von Amortisationspliinen; III. Construction 
von Lotterie - Anlehens - Planen ; IV. Wahrscheinlichkeits - und Leibrenten- 
rechnung; V. Capitalversicherung; VI. Verbindungsrenten. 

Offenbar stehen die drei ersten Abschnitte in engerem Zusammenhange, 
und ebenso die beifolgenden, so dass statt  sechs auch nur  zwei Theile unter- 
sehieden werden konnten: 1. Die Lehre von den Capitalanlagen; II. die 
Lelire von dem Versichernngswesen, soweit es von der Lebensdauer des 
Menschen beeinflusst ist. 

In beiden grossen Abtheilungen sind zweierlei Lehren als Hilfsmittel 
benutzt und deshalb vorher kurz erortert : Zinseszins - und Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. Beruht doch jedes Lotterieanlehen auf diesen beiden Grund- 
lagen. Wir ktinnen es daher nicht billigen, dass erst vom IV. Abschnitte 
an der Leser mit dcm Begriffe der Wahrscheinlichkeit bekannt gemacht 
nird. Unserer Ansicht nach sollte vielmehr die Wa h r s c h e  i n l  i c h  k e i  t 
a prior i  gleieh im 1. Abschnitte behandelt sein. Der III. Abschnitt hlitte 
auf die mathematische Gewinnhoffnung gegründet werden sollen. I m  IV. Ab- 
schnitte &ire alsdann die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  a p o s t e r i o r i  zur Sprache 
gekommen. Bei dieser Anordniingsweise ware ohne Erhohung der Schwierig- 
keit eine grossere Strenge der Darstellung erzielt worden, wlihrend gegen- 
wiirtig mancho Frage ,  welche bcim Studium auftaucht, z. B. oh es einen 
wesentlichen Unterschied bilde, wenn man es mit einem in Serien getheil- 
ten Lotterieanlehen und ein anderes Mal mit einern nur  nach Nummern ge- 
ordneten zu thun habe, gar  nicht erledigt werden kann. 

Wir betonen diesen Mangel, der unserer Meinung nach der allgemei- 
nen Anordnung zum Vorwurfe zu machen is t ,  um so starker, alti -wir den 
einzelnen AbsChnitten selbst fast ausschliesslich Lob zu ertheilen haben. 
Mag auch vielleicht Herr H o l z i n g e r  in sejner Vorliebe fur den c o n f  o r  - 
men Zinsfuss im Gegensatz zum r e 1 a t i v e n vie1 zu wcit gehen , mag seing 
Behauptung (S. 5), die letztere Rechnungsweise sei nicht richtig, jeden Be- 
weises ermangeln, so ist praktisch diese ganze Frage von untergeordnetem 
Werthe, und es ist  unter allen Umstanden anzuerkennen, dass Herr  H o l -  
z i  ng e r seine Leser wenigstens mit den Leiden Auffassungsweisen der 
Zinseszinsrechnung bei Bruchjahren bekannt macht. Als besonders gelungen 
wünschen wir aber, abgesehen von der, wie schon erwahnt, mangelhaften 
Wahrscheinlichkeitsgrundlage, den III. Abschnitt zu bexeiçhnen. Auf acht 
Seiten ist hier ein wichtiger und keineswegs rechnerisch ganz einfacher 
Gegenstand vortrefflich behandelt. Auch in den drei Ietzten Abschnitten 
ist die Darstellung der eigentlichen Rechnungsführung eine sehr libersicht- 
liche, so dass wir nicht zweifeln, es werde a n  ihrer Hand ein an mathe- 
matisches Denken gewtihnter Leser sich leicht zum B e c h e r  einer Ver- 
sicherungsanstalt hilden. Maneho Fragen,  wie z. B. die: auf welche Weise 
die Sterblichkeitslisten ttnzufertigen sind, wie die Nettopramie der Gesell- 

&t.-lit.Abthlg. d. Zeitiohr. f. Math. n. Phyi. XIXIV, 1. 8 
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schaften zur Bruttopramie wird, wie die Dividendenverbheilung stattfinde 
u. S. W . ,  wird er allerdings nicht beantwortet finden. 

CANTOR. 

Ctrnndriss der  Theorie  der  Zinsrechnnng von Dr.  BEINRICH BLEICHER. 
Berlin 1888, bei Julius Springer. 75 S. 

Dass ein Capital 1 zu p Procent jahrlich verzinslich bei Berechnung 

von Zinseszinsen in t Jahren zu 1 $. - anwiichst, sofern t eine ganze ( 1 3 '  
positive Zahl ist, ist bekannt genug. Eine gewisse Schwierigkeit erscheint, menn 

1 
t keine ganze positive Zahl ist. Sind dabei Zinstermine nach je - Jahre 

1G 

.nt 
vorgeschrieben, so werden t Jahre auf - Jahre  zurückgeführt und der 

n 

P r e l a t i v e  Procentsatz - ftir je eine Zinsperiode gewahlt. So erscheint der 
1>1 

p : n  
Endwerth (1 + 100) - Ebenderselbe Werlh erscheint aber in der Form 

1 + - mit ganzem oder gebrochenem t ,  sofern der C O  nf  o r m  e Pro- ( a 
centsatz n eingefiihrt wird, und zur Auffindung von n flihrt eben die 
Gleichung 

Wird n = cm, d. h. wird a u g e n  b l i c k l i c  h e  Verzinsqng angenommen, so 
verwandelt sich das eben Gefundene in 

DBB Ergebniss des Capitals 1 nach t Jahren mit p - procentigem Jahreszins- 
fuss , der aber auf augenblickliche Verzinsung zuriickgeführt und dadurch 
von jeder willkiirlichen Zinsterminbestimmung befreit ist, ist  demnach bei 
ganz beliebigem t E 

elU0. 
I n  diesem Satze , welchen Herr B 1 e i c h  e r allerdings ganz anders herleitet, 
liegt der Grundgedanke der ungemein lesenswerthen kleinen Schrift, welche 
wir der Aufmerksamkeit uuserer Fachgenossen, welche mit Versicherungs- 
wesen theils praktisch, theils theoretisch in  Universitatsvorlesungen sich zn 
beschaftigen haben, recht sehr empfehlen. CANTOR. 
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Praktieche Anleitnng zur algebraischen Entwicklnng und Loenng der  
lfleichnngen der hoheren Grade ,  nebst Uebungsheispielen von 
A. HEIJLICH. Allc Rechte vorbehalten. - Wegen Erwcrbung von 
Rechten wolle man sich gefalligst an den Verfasser wenden. Breslau 
1888, G. P. Aderholz' Buchhandlung. IV, 88 S. Aufgeschnittene 
oder Leschmutzte Exemplare werden nicht zurlickgenommen. 

Das Vorwort beginnt mit der unleugbaren Wahrheit, dass mit der 
bufgabe, die Gleichungen htiherer Grade zu losen, die tiefsten Denker aller 
gebildeh Nationen sich beschaftigt haben. Also solche werdrn genannt: 
1. der verewigte E u l c r ;  2. Herr Prof. R i t t e r  v o n  d e r  B u r g ;  3. Horr 
Prof. L ii b s e n. Aus Citaten des Zweitgenannten kennt Herr R e  d 1 i c h 
auch: a) R u  f f i n  i l  b) Ab el .  Man wird aus dieser Literaturkenntniss die 
Ziiversicht schopfen dtirfen , dass Herr R e d 1 i c h seiner Aufgabe mit un- 
gestortester Unbefangenheit gegentibersteht. Gelost hat  e r  sie allerdings 
nicht;  aber er ist  zur Ueberzeugung gekomrnen, der sichere Weg zur end- 
lichen Losung gehe aus von der Zerlegung des constanten ,Gliedes der 
Gleichung in Factorcn. Der Skrupel,  es ktinne auch Gleichungen geben, 
deren Wurzel keine ganzen, oder doch rationale Zahlen sind, scheint den 
nlucklichen Verfasser nie in  seiner Hofnung ,  zum Ziele zu gelangen, ge- 
tort zu haben. Wohl ihm! CANTOR. 

Analytische Geometrie der Kegelschnitte mit besonderer Berücksichtigung 
der neueren Methoden nach GEORGE SALMON, frei bearbeitet von 
Dr. WILHELM FIEDLEB, Profcssor am eidgenossischen Polytechnikum 
zu Zurich. V. umgearbeitete Auflage. Erster Theil. Leipzig, 1887. 
XVI, 1 - 432. Zweiter Theil. Leipzig, 1888. XX, 433 -809. 
B. G .  Teubner. 

Wenn das Erscheinen der flinften Auflage eines umfangreichen Werkes 
die Stelle der gunstigsten Besprechung zn vertrctcn vermag, so gestattet 
endererseits das Anwachsen des Umfanges um volle 1 0 0  Seiten seit der 
vierten Auflage (von 1878) und das Eintreten eines jüngeren Mitarbeiters 
wenigstens eine kurze Anzeige des in  der That urngearbeiteten Werkes. 
Vergleicht man nur  die Capiteliiberschriften i n  den um 10 Jahre aus- 
einanderliegenden Auf lagen , so erkennt man sofort wesentliche Umstellungen. 
Gingen frtiher z. B. die Haupteigenschaften der Curven zweiten Grades dem 
Kr& voraus, und folgte dann auf vier dem Kreis gewidmete Kapitel die 
Betrachtung der centralen Kegelschnitte und dieser die der Parabel,  so is6 
jetzt der Kreis a n  die Spitze gestellt. Ers t  nach ihm erscheint die all- 
gemeine Gleichung zweiten Grades. 1st schon in dieser allerdings bedeutend- 
sten Verthdermg der Anordnung der Zwang zn zahlreichen Aenderungen 
im Einzelnen gegeben , so waren andere wichtige Aenderungen gefordert, 
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wenn das Werk auf der H6he der Zeit bleiben sollte. Ein frühzeitiges 
genaues Eingehen auf imaginiire Gebilde der Ebene konnte nicht wohl langer 
entbehrt werden. Die Bearbeitung dieser Theile des Werkes hat Dr. 

E r n s t  W i l h e l m  F i e d l e r  vorzugsweise tibernommen, und wie der Vater 
keinen angenehmeren Mitarbeiter sich suchen konnte als den Sohn, wie 
der Sohn keinen wohlwollenderen Einführer in  die schriflstellerische Lauf- 
bahn finden konnte als den Vater,  so ha t  auch der Leser das Recht und 
die PEicht, dem Vereine Fiedler Vater und Sohn sich dafür dankbar zu 

erweisen, dass Einer in dem Andoren, oder besser gcsagt, Beidc in dcm 
Gegenstande ihrer Arbeit so ganz aufgingen, dass ein Unterschied in der 
Gestaltung dieses oder jenes Par'dgraphen nirgends wahrnehmbar id. Eine 
wesentliche Verbesserung der neuen Auflage war man auch berechtigt von 
der Erflillung der Zusage zu erwarten, es werde dem zweiten Theile ein 
das Ganze umfassendes alphalietisches Sachregister beigegeben werden. 
Diese IIoffnung hat sich leider als hinfallig erwiesen. Zwar sind die letzten 
neun Druckseiten mit der Ueberschrift ,,Alphabetisches Sachregisteru ver- 
sehm,  aber diese untibersichtliche, fortlaufend gedruckte, unvollstandige 
Arbeit wirklich zu benutzen, urn Etwas aufzufinden, dürfte selbst den Ver- 
fassern kaum rnoglich sein, und doch sol1 ein Sachregister auch dem dienen, 
der sich liber einen ihrn ganz unbekannten Gegenstand belehren will. Sun 
suche Einer einmal ,Neunpunktekreisu, wenn er nicht wciss, dass damit 
,Kreis von F e u e r b a c h U  gemeint ist! Oder es suche Einer " K i r k m a n -  
sche Geradeu oder , ,Jneobi 'sche CurveU u. dergl. m. Ein Sachverzeichniss 
zu diesem Werke herzustellen ist eine Riesenarbeit, das wissen wir sehr 
g u t ;  aber diese Riesenarbeit musste bewiiltigt oder ganz unterlassen werden. 

CANTOR. 

Qoniometrie und Cfrnndztige der  Trigonometrie innerhalb der Ebene als 
goniometrische Erganzung der doppelmassigen Geometrie der Ele- 
mentargebilde innerhalb der Euklidischen Geometrie des Maasses. 
Ptir obere C h s e n  hoherer Lehranstalten bearbeitet von Dr. ALEX. 
WERNICKE a m  Herzogl. Neuen Gymnasium und an der Herzogl. Tech- 
nischon Hochschule zu Braunschweig. Braunscbweig 1888, C. A. 
Schwetschke dt Sohn (E. Appelhans). VIII ,  175 S .  

Der Verfasser behandelt auf 122 Seiten die Goniometrie, auf 50 Seiten 
die ebene Trigonometrie, ein deutliches Zeichen, dass er in jener den wich 
tigsten Theil seiner Aufgabe findet, diese gewissermassen nur als Anwen- 
dung der goniometrischen Formeln, und weil es nun einmal so hcrgebracht 
ist ,  folgen lasst. Dementsprechend finden wir in jener ersten Abtheilung 
die weitaus meisten Betrachtungen, welche dem Verfasser eigenthümlich 
sind und welche dem Büchlein riber den Kreis der Schule hinaus Interesse 
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zu erweckeu v e r d g e n .  Ob dabei wirklich ein Schulbuch zu Stande karn, 
ob Gymnasiasten aus demselben Goniometrie und Trigonometrie zu lernen 
verm6gen, das ist eine Frage erfahrungsmSssiger Prüfung, die wir nicht zu 
entscheiden wagen , aber gern bejahend entschieden sehen mochten. D i e  
Sehule,  welche in ihren oberen Classen dem mathematischen Unterricht die 
Wernicke'sche Schrift zu Grunde legen kann, hat  gewiss aus dem mathe- 
matischen Unterricht der unteren Classen diejenige Geistesbildung erwach- 
sen sehen, die er zu erzeugen fahig ist. 

Herr W e r n i c  k e  beginnt mit der Betonung der Aufgabe, Winkel und 
Strecken in gegenseitige Abhangigkeit zu bringen, und der Xothwendigkeit, 
zu diesem Ende zunachst den Winkel der Messung zu unterwerfen. Winkel 
und Kreisbogen, sowie Winkel und Kreissector sind Grossen, die in unmit- 
telbarer VerhLltnissrnassigkeit zueinander stehen. Es  kann ein Sectoren- 
maass, es kann ein Bogenmaass des Winkels gebildet werden, und wenn 
es moglich wllre, durch Zeichnung den Sector in ein Quadrat, den Bogen 
in eine Strecke genau umzuwandeln, so ware damit zugleich die Moglich- 
keit gegeben, den Winkel ebcnso wie jcne Gebilde in  beliebiger Weise zu 
theilen, also auch zu messen, und einzelne Theile wieder zu einem Ganzen 
zu vereinigen vermtige des Satzes, dass der Summe zweier Winkel auch 
die Surnme der ihnen einzeln entsprechenden Sectoren oder Btigen entspricht- 
Dieses einfachste Additionstheorem versagt, wenn Winkel und Sehne zu- 
einander in Beziehung treten. Dadurch erwachst die Nothwendigkeit, das 
in diesem Falle giltige Additionstheorem aufzusuchen, und der Satz des 
P t  01 e m a e u s vom Sehnenviereck ftihi-t zu demselben. Dabei treten ausser 
dem Halbmesser des Kreises, zu dessen Centriwinkel der gerade zu unter- 
suchende Winkel gemacht wird, zwei Strecken besonders hervor: die vom 
Winkel bespannte Sehne und die Rohe vom Mittelpunkte bis zur Sehne. 
Ihr Verhiiltniss zum Halbmesser heisst Sehnen - und Htihenquotient. E s  is t  
ersichtlich, wie nunmehr Sinus und Cosinus sich von selbst darbieten. 

Wir rkchten kIlrzer iiber die sptiteren Entwickelungen hinweggehen, 
die, wenn auch weiter Eigenthtimlichkeiten des Verfassers sich vorfinden, 
docli nicht in gleichem Grade wie jene Anfange von allen uns bekannten 
Goniometrien abweichen. Wir  heben deshalb nur noch einen einzigen Gegen- 
stand hervor. Das Additionstheorem ist nur untcr dcr Annahme, dass IY, 

fl und IY + f l  Spitzwinkel sind, bewiesen. Herr W e r n i c k e  benutzt nun da8 
Additionstheorem selbst als Definition der goniometrischen Functionen grosserer 
Winkel. 

Dass Ref. sich besonders angenehm dadurch bertihrt fand, dass zahl- 
reiche geschichtliche Bemerkungen eingestreut sind, breucht nicht eret ge- 

sagt zu werden. CANTOR. 
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galender - Karten fur die Jahre 1800-1999, entworfen von Prof. D ~ .  
FELIX XÜLLER. Berlin, 1888. Verlag von Rudolf Hertzberg 

Herr M ü I l  e r  hat 1885 Kalender - Tabellen herausgegeben , welche im 
XXX. Bande dieser Zeitschrift, hist.-lit. Abth. S. 136 Anzeige fanden. Die 
Kaleuder - Karten, welche er jenen Tabellen folgen Iasst, gehoren gewiçs 
Z U  den einfachsten denkbaren Hilfsmitteln, um ftir die in  der Deberschrift 
angegebene Zeit von zwei Jahrhunderten sofort den zu irgend einem 
Datum gehorenden Wochentag und ehenso den Ostertermin des betreffendea 
Jahres zu erkennen. Man bedarf d a m  nur  eines Nachschlagens in einem 
von 14 kleinen Kartchen doppelten Eingangs, die zusammen ein Miniatur- 
heftchen bilden, das in jeder Seitentasche leicht Platz findet. 

CANTOR. 
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Die ersten Bestimmungen der Rotationsdauer der Sonne 
durch Beobachtung der Sonnenfiecke. 

E i n e  h i s t o r i s c h e  S k i z z e  
von 

E. GELCICH. 

( S c h l u a s . )  

Hierzu Taf. III Fig. 8 -18. 

In der Folge ist bei allen vorgeschlagenen Methoden immer die spha- 
rische Rechnung iiberwiegend, so aueh bei K a s t n e r ,  der sich mit der 
Losung dieser Aufgabel) nur  wenige Jahre  nach E u l e r  beschaftigte. Kach- 
dem er gezeigt ha t ,  wie die Lage des Fleckes in Bezug auf die heliogra- 
phischen Coordinaten bestimmt wird, geht er zur Ermittelung des Neigungs- 
winkels des Declinationskreises mit dem Breitenkreise tiber. 

1st E (Fig. 8) der Pol der Ekliptik, P der Pol des Aequators, C der 
Sonnenmittelpunkt, somit PCD ein Declinations-, ECQP ein Breitenkreis, 
so ist L D  C F  zu bestimmcn. 

1st die Breite und die Declination des Gestirnes, sowie die Schiefe der 
Ekliptik bekannt, so ist zuniichst das A E C P  bestirnmt. Kennt men aber 
nur die Lange und Breite ( V Q  = 4, E C =  &), und die Schiefe Q V F =  x, 

so bestimmt man L D C F  wie fol& Man setze 

Q P y = f ,  Q F = h ,  L D C F = y .  
Aus A V Q F  rechtwinklig in  Q hat  man: 

1) wsf = W S A S ~ ~ X ,  
21 t g h  = t g k  sinA, 
3) C F = 9 0 ° - E C + Q F , s o m i t c o ~ C F = - s i ? a ( h - ~ .  

Bus A CFD folgt: 
4) a t g y  = -silz(h-l)  tg f .  

Aus 1) und 2) folgt aber 

1) Novi comment. socict. regiac scient. Gcttingensis. Tomus 1, 1770. S. 110. 
Ad niotum solis circa axem suum computandum formulae analiticae. Abrah. Gotth. 
Kistoer. 

Hiut.-lit. Abthlg. d .  Zsitschr. f. Metb.  e Phys. XXXI?, 2. 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



42 Historisch- literarische Abtheilung. 

und 
ws2 f 
-- + tg" = tg%. 
cosa n 

Das A VQ F liefert ferner 
6 )  sec h cos x = sin f. 

Aus dieser und Gleichung 1 )  folgt: - 
f- sec h cotg x 

cos l 

Entwickelt man si%@-5) und setzt in die entstehende Gleichung die Werthe 
ails 7 ) ,  6) und 4) ein,  so wird 

sin 5 cotg x 
cotg y = - fg A cos 5 + 

cos A 

Diese Formel ist von M a y e r  auf S. 129 seiner kosmographischen Samm- 
lungen abgeleitet worden. In dem speciellen Falle, wo es sich um die 
Sonne handelt, ist  5' = 90°, daher 

cotg x 
cotgy = -- 

cos A 

Warum K a s t n e r  diesen Umweg gewahlt ha t ,  anstatt die Formel ein- 
facher und direct abzuleiten, jst geradezu unbegreiflich. 

Nun stelle C den Mittelpunkt der Sonne vor (Fig. 9), CB gebe die 
Bichtung des Frtihlingsmittelpunktes an ,  c t  sei ein Bogen der Ekliptik, 
m die Lage eines Pleckes. B C c  ist die heliocentrische Lange der Erde, 
m t  die heliocentrische Breite des Fleckes , B  Ct dessen heliocentrische Lange. 
Die geocentrische Lange der Sonne soi A ,  die heliocentrische Lange der 
Erde - d ;  man setze ferner m t  = 9 ,  ct = 5, so ist  aus A cmt 

s i m p = s i n O c o s p ,  t g i = s i n p t g @ ,  
wobei O = mc. 

Es  folgt die Bestirnrnung der Rotationselemente. Der Kreis in E'ig. 10 
stelle die Ekliptik, C P  die Axe der Sonne vor. M sei ein Fleck. Von M 
fiille man MT senkrecht auf die Ekliptik, so ist i M C T =  cp die heliocen- 
trische Breite, VCT = r die heliocentrische Lgnge des Fleckes. Fillt man 
S T I V & ,  so ist: 

S ï ' = C T s i n r = w s < p s i n r ,  C S = c o s c p c o s ~ ;  
CP = C N  ist = 1 gesetzt. 

Tom Nordpol der Sonne denke man sich ferner die PB senkrecht auf 
die Ekliptik geführt, welche mit letzterer den Winkel BOP = u bildet. 
Den Winkel V C B  nenne man p. 

Die N h T I  C P  giebt den Halbmevser des vom Fleck M beschriebenen 
Parallelkreises, den Winkel P C M  werden wir y nennen. 

Die au bestimmenden Grossen sind a ,  8,  y, und zwischen dicsen stellt 
K B s t n e r  folgende Reziehung auf : 

cos a cos cp COS ( p  4- A) + sin a sin rp = cos y, 
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wo A die heliocentrische L h g e  des Fleckes bedeutet. Da es sich um die 
Bestimmunp von drei Unbekannten handelt, muss der Fleck dreimal be- 
obachtet werden; man erhalt dadiirch drei Werthe von rp, A und somit drei 
Gleichungen, deren AuflGsung ol, j3 und y ergiebt. - Sind cp, f, F die 
drei ermittelten Breiten , A, 1 ,  L die Liingen des Flockes , so geht K a s  t n e r 
wie folgt vor. Zunachst bestimmt er 

cotg9cos(,3+A)-cosfcos(/3+z) cospcos(~+A)-cosFeos( ,3+L) 
tyu = - -- 

sin f - sin <p sin E" - sin <p 

und daraus successive, indem er 
wscp(silzF-sinf)=a, cosf(s inF-sincp)=b,  cosF(s2nF-s incp)=c  

die Bcstirnmung von a und y ergiebt sich dann von sclbst. 
Urn endlich die Rotationsdauer der Sonne zu ermitteln, schlagt e r  fol- 

gendes Verfahren ein. 
In Pig. 11 stellen M und V zwei beobachtete Lagen des Bleckes vor, 

von welchen aus die M T  und VW senkrecht auf die Ekliptik gefallt wer- 
den. T C W  giebt den Unterschied der beobachteten heliocentrischen 
Lingen; M ï ' = V W = s i n < p ,  T C = W C = c o s t g ,  MN= VN=siny .  Das 
Dreieck TCW ist  bestimmt, somit T W bekannt, und daher 

M V Z = ( V W - M T ) ' + T W e .  

MN, der Radius des vom Fleck beschriebenen Parallelkreises, i s t  bekannt 
und soeben f m d  man die Chorde M V  des Bogens NP, weshaib auch Winkel 
V X M  berechnet werden kann. War  die Zeit, welche von der Beobachtung 
des Fleckes in  112 bis V verstrich, t ,  so js t  die Rotationsdauer der Sonne: 

Zum Schlussc giobt K a s t n e r  die algebraische Berechnungsart der Ro- 

tationsdauer an. Sind die geocentrinchen Coordinaten von M ( y ,  von V 

[:, Bo ist: 
T W a = c o s a < p +  cos"- 2 cosp cosFcos(L-A), 
M V Z =  ( s i n F -  sinrp)" T WWZ, 

aus welch' beiden folgt; 

NP= J2 J i - s i n ~ s i n c p  -COSFCOS~COS(L-A). 
Setzt man der Ktirze halber den zweiten Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 

und die Rotationsdauer : 
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S i l v  it b e 11 e ') leitet einige trigonometritxhe Grundgleichungen ab, aus 
welchen sich dann alle Probleme losen lassen, Seine Xethode ist nicht sehr 
tibersichtlich und die Ableitung der beztiglichen Gleichungen auch nicht 
kiirzer als bei den anderen Methoden. Sie besteht im Folgenden. 

C (Pig. 12) stelle den Mittelpunkt der Sonne vor, E,,, E ,  El sind die 
beobaehteten Lagen eines Fleckes zu den Zeiten, als sich die Sonne in T,, 
T, Tl befand; e,, e,  e,  sind die Projectionen der Fleckcn auf die Ekliptik. 
E s  ist voraiisgesetzt, dass die Erdbahn kreisformig gestaltet ist. D N  ist 
die Schnittlinie der Ekliptik mit der Ebene des von dem Flecke beschrie- 
benen Parallelkreises. 

Nun ffihre man folgende Constructionen aus. T 0 N I  CTo; nT, ist 
eine von der Ekliptik auf die TOC gefallte Senkrechte und n ist der Punkt, 
in welchem diese Senkrechte die Ebene des ebengenannten Parallelkreises 
trifft. Dicse Ebene ist also durch die Punkte m ,  N, Il gegeben. 

Man fille ferner von e  die eB 1 UT,,, T F 1  K E .  Dann ist l'FI1 TOC. 
Endlich ziehe man die CG 1 Te und lege die tibrigen in der Figur deut- 
lich sichtbaren Verbindungslinien an. Der ktirzeren Fassung wegen führen 
wir die vom Verfasser angewendete Bezeichnungsweise an. UTo nehme man 
als Einheit a n ,  dann ist:  

Gegeben sind die Langen und Breiten des Fleckes in allen drei Lagen. Man 
hat zuntichst die Beziehungen : 

( T , D ) = l + X ,  (eE)=Z.L,  ( e F ) = Z . F ,  ( T F ) = Z . f ,  

e B = ( F B ) - ( e F ) = B - Z . F ,  ( C B ) = b - Z . f ,  

also 

worans folgt : 

(Ce )  = /(g - 2 ) ~  + G2 
=Ji- 2 9 . ~ + 3 ? ,  

In  dieser Gleichung sind alle Grossen gegeben; r ist der Halbmesser der 
Sonne. Man setze noch (eB) = a,  (CB) = @; eE= y. 

: 
1) Mémoires de mathém. et de physique, pr6sent6 à l'Académie Royale dea 

Sciences, Bd. V. Paris 1768. S. 631. Probl. par M. de St. Jdçques de Silvabelle. 
Trois observations d'une tache du Soleil étant donn6es, determiner le parallèle do 
Soleil que décrit la tache, et le temps de sa révolution. 
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Aus A D T, N w D B K erhalt man : 
n 'n 

( B K ) =  J B D ) =  F x i f l + ~ )  1 + x  
und 

n 
( e K ) = ( B K ) -  ( B e ) =  - - ( p + x ) - a .  

1 + x  
Bus A NTon N Ke E erhlilt man ferner: ' 

und endlich 

Dieser kt der aus der Lange und Breite von E  abgoleitete Werth von n. 
Bestimmt man rr aus den Beobachtungen von Eo und E, und nennt die 
beztiglichen Werthe von a ,  8 ,  y mit a,, Bo, y, und a,, p l ,  yl, so kann 
man drei Gleichungen fiir n; aufstellen, aus welchen sich n;, la und x be- 
stirnrnen Itisst. 

Bus diesen Grossen l a d  sich jedes einschl&gige Problem losen. Will 
man z. B den Halbmesser des Parallelkreises ( C E )  und dessen Neigungs- 
winkel gegen die Ekliptik (Neigung der Sonnenaxe) L CHc bestimmen, so 
hat man zunkhst  aus A D T , , N N  ClTD den Werth von CE.  Flillt man 
vnm Mittelpunkt des Parallolkreises die C H I  DN, so ist ttuch das recht- 
winklige Dreieck C c H  bestimmt. Denn es is t ,  wenn T 0 P l  DN als Ein- 
heit genommen wird , L z T'P = L CHc und n: = tg HT'P bekannt. So kann 
a180 aus C E  und c H C ,  Cc  berechnet werden. Im A CcE kennt man jetzt 
die Hypothenuse C E =  r und Cc,  daher auch C E  der Radius des Parallel- 
kreises. 

Es ist nun niiherungsweise: 

ee'= J ( ~ ' B - ~ B ) ~ + ( c B - c B ' ) ~ .  , 

Im gleichschenlrligen Dreieck EcE' kennt man alle drei Seiten und es ltisst 
sich daraus L EcE' und dann mit der bekannten Proportion die Rotations- 
dauer bestimmen. 

Wahrend also diese Methode den Vortheil hat,  dass sie i n  einem Zuge 
aoch auf die Bewegung der Erde Riicksicht nirnmt, lhsst sie andererseits 
die wahre Gestalt der Erdbahn nnberticksichtigt und ftihrt bei der Berech- 
nnng der Rotationsdauer weitere NLherungswerthe ein, welche vorausoetzen, 
d a m  man auf mathematische Genauigkeit verzichtet. 

Die Methode von S i l v a b e l l e  5011, wie L a l a n d e  angiebt, durch 
HBdin in Upsala 1776 verbessert worden sein?) 

1) Uns i ~ t  e0 durchaus nicht gelungen, eine Druck- oder Uenkschrift von 
B B d i n  ausfindig zu machen. 
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Die fernere nachfolgende sphlrische Rechnung rtihrt von P é z e n a s  her?) 
E s  sei A Z B  (Fig. 13) die auf die Ekliptik projicirte Sonne und O der 

Erdmittelpunkt, so stellt Z  den der Erde am nachsten liegenden Punkt der 
Sonne vor, den P B z e n a s  das Zenith nennt. Zieht man den Strahl OD 
tangent an den Sonnenkorper, so ist DOC der scheinbare Halbmesser und, 
weil D  O C  = 90 - D  CO = 90 - D  Z = A D ,  A D  in  Gradmaass der Werth 
dieser Winkelgrosse. Legt man durch D  den Kreis DG I I  A B ,  so ist D G  
die Projection der Sonnenscheibe, D F =  F G  die Projectionen der B6gen 
D Z ,  Z G .  T stelle nun einen Sonnenfleck vor, dessen Winkelabstand von 
Z  = Z  O T  gemessen wurde , so handelt es sich zunachst um die Bestim- 
mung von ZT. Man erhalt &us der Betrachtung der Figur folgende Glcich- 
ungen : 

sina : sinfi = C T :  C O  = CD : CO, 
sin a :  sin (180 - p) = sin D  O C = sin arc DA 

und 
T C Z = C T K - C O T ,  

wodurch Bogen TZ gegeben ist. Die Ableitung ware einfacher, wenn man 
CO = setzen wurde, was P é z e n a s  nicht voraussetzen will. Der Winkel 
des grossten Kreisbogens DZ mit dem Kreisbogen T Z ,  worauf der be- 
obachtete Fleck liegt, lasst sich einfach messen. 

Die nachste zu losende Aufgsbe ist die Bestimmiing der Lange und 
der Breite des Fleckes. Betrachtet man zu diesem Zwecke die Pig. 14, in 
welcher V den der Erde naher gelegenen Aequinoctialpunkt vorstellt; die 
Erde befindo sich in  2, P sei der Pol des Aequators, PCZ ein Meridian; 
im Dreieck V Z P  ist  V P =  90' und man kennt Z P  und VZ: man kann 
somit L VZP berechnen. Aus diescm Winkel und aus TZP (Complement 
von T Z D ,  Fig. 13) findet man 'y'Z T. Vom Pole II der Ekliptik fiihre man 
den Breitenkreis TITO; im rechtwinkligen Dreieck ZTO kennt man TL 
und L T Z O ,  woraus sich die Breite TO berechnen l a d .  Im Dreieck !l'Zn 
kennt man endlich TZ, T I l  und ZII=90°  und daraus lasst sich L T I l Z ,  
d. i. der Ltingenunterschied des Fleckes T und der Erde Z ,  bestimmen. 

Um die Rotationsdauer der Sonne zu erhalten, bestimmt man in der 
vorhergehenden Weiso die Ekliptikcoordinaten des Fleckos fiir drci Lagen 
T ,  TT', T" und berechnet die Seiten des spharischen Dreiecks TT'T". Zu 
letzterem Zwccke herficksichtige man ,  dass , wenn der Fleck naeh T' kommt, 
die Erde auch ihre Lage nach 2' verandert hat. Bestimmt man für die 
zweite Lage Zr ,  wie früher, ZIT' und L Z'IZT', so ergiebt yich der Worth 
des Winkels TIIT'. Im Dreieck TIlT'  sind dann zwei Seiten und 
der eingeschlossene Winkel, und somit auch T T '  gegeben. - Anstatt die 
Rechnung weiter sphiirisch zu fiihren , nimmt jetzt PB z e n a  s die Chorden 

1) Mémoires de mathem. et  de physique, prCsentés à l'acad. Roy. des Sciences. 
Tome VI. 1774. S. 318 flgg. Nouvelle Théorie des Taches du Soleil. Par le 
P. P é z e n a s ,  Ilistoriographe du Roi, à Marseille. 
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TT', T'T"  und T"T"', und beschreibt mit denselben das geradlinige 
Dreieck TT'T", liber dcssen Eckpunkte er den Kreis C (Fig. 15) fiihrt. 

Daraus erhalt man unmittelbar die Rotationsdauer x :  

Diese Methode hat  den Vortheil für sich, dass man die Rotationsdauer 
unmittelbar bestimmen kann , ohne die Neigung des Sonnenaquators erst zu 
kennen. P é z e n a s  unterlasst aber  nicht zu zeigen, wie man auch letzteren 
bestimmen kann. 

Im gleichschenkligen Dreieck TP T" (Fig. 16) zwischen dem Rotations- 
pal und den Lagen T, 1'" des Fleckes kennt man die Seiten und daher 
auch die Winkel. Auch das Dreieck T I I T "  ist vollstandig bestimmt und 
man bekomtut: 

LIITP=T"TP- T ~ T ' ~ ,  L L T " P = ~ T " T -  PT''T'. 

In den Dreiecken PT17, PT"II kennt man jetzt zwei Seiten und den ein- 
geschlo~senen Winkel, woraus der Werth von PiI, d. i. die Neigung des 
Aequators , erhellt. 

Beim Studium dieser Partie der Geschichte der Mathematik bildet nach 
dem Ueborgange von den graphischen zu den rechnerischen Methoden erst 
Cagu o l i l )  wieder eine angenehme Abwechslung , da sich in  dessen Methode 
znm ersten Male die Lehren der Differentittlrechnung angewendet finden, 
allerdings aber noch nicht, nm mit Hilfe derselben den bequemeren ana- 
lytischen Weg einzuschlagen. Seine Rechnung ist durchaus sphlirisch, er 
bedient sich der N e  p er'schen Analogien; die Mothode is t  in  Vergleich zu 
den friiheren kurz genug. 

1st E (Fig. 1 7 )  dcr Pol der Ekliptik, P der heliographische Pol, T, B, C 
drei successive Lagen eines Fleckes, so hat  man im Dreieck PET, unter 
Berkkeichtigung der ZeichenZnderung fur  den FaIl,  dass sich T von E 
entfernt : 

- s i n & a E T :  -tg; a P E T = s i n ( E T + i a E T ) :  c o t g ( P T E - + a  P T E )  
oder 
s in i (EB-ET)  : t g :  B E T = s i n . t ( E B  +ET) :  c o t g & ( P T E +  P B E ) .  

In dieser Proportion ist das vierte Glied unbekannt. 81s Differentialen 
(Aenderungen) der Seitc ET wird also die Aenderung ET- E R  angesehen, 
als Differentiale der Winkel BET und PTE die Aenderungen BET und 
PBE. Stellt man weitere zwei Gleichungen ftir A PCE auf, indem man 
die Aenderungen aus A PBE und P T E  ableitet, so wird man die halben 
Snmmen der drei bei T, B, C gebildeten parallaktivchen Winkel erhalten. 
Ans A P C E  is t  d a m :  

1) Mém. présent. à l'Acad., Bd. X. Oder auch i n  der Trigonometrie von 

Cagnoli ,  S. 448. 
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tg) û P E C : t g # a P C E = t g ( P h ' C +  f ô P E C )  : t g ( P C E f  4 3 P C E )  

oder, wenn durch die Aenderung obiger Elemente das Dreieck PCE in 
jenes PB E tibergeht: 

tgf C E B  : t g i - ( P B E -  P C E )  = t g  ( P E C f  $ C E E )  : t g 4  ( P B E +  PCE). 

Bestimmt man daraus L P E C ,  so ha t  man damit die Lage deii Pols gegeben 
Im A P E C  kennt man dann CE,  P E C  und P C E ,  woraus sich PE und 
PU berechnen lasst. Ermittelt  man in Lhnlicher Art  PB und aus A B E C  
B C ,  so kann aus A BPC nunmehr L B P C  berechnet werden und daraua 
die Rotationsdauer der Sonne. 

Wahrend wir bisher sahen, dasi die verschiedenen Gelehrten, welche 
sich mit der Losung dieser Aufgabe beschëftigten, den speciellen Fa11 ftir 

sich behandelten, ging d u  S b  j o u r  von einem neuen Standpunkte aus.') 
E r  fasst,e die Aufgabe in einer allgemeineren Bedeutung au€ und loste sie 
als speciellen Fa11 der Finaternisse auf; dann machte er einen Unterschied 
fiir den Fal l ,  dass die Rotationselemente direct zu bestimmen sind, und fur 
den Fal l ,  dass ihre gentiherten Wert,he als bekannt vorauegesetzt werden. 
E s  sei gleich hier bcmerkt, dass letzteres Verfahren auch d e  l a  Lande 
in der III. Auflage seiner Astronomie behandelt. Letzterer setzt die Rota- 
tionselemente als bekannt voraus und rechnet damit die heliographischen 
Coordinaten des Pleckes aus drei gemechten Beobachtungen. 1st die An- 
nahme richtig, so muas jedesmal das gleiche Besultat herauskomnien; ist 
dies nicht der Pal l ,  so kenn die Annahme durch Ausgleichungen corrigirt 
werden. 

Wenden wir uns nun zur Abhandlung von d u  S e j  o u r .  

E s  sei (Fig. 18) C der Erd- ,  S der Sonnenmittelpunkt, SX die Rota- 
tionsaxe. Die Ebene SB I S O ,  in welcher die Flecke erscheinen und ver- 
schwinden, nennt S B j  Our den Horizont der Flecke. Der Winkel BSX 
sei 8 .  Den Punkt  Z nennen wir das Zenith der Sonne; T,  Z' seien zwei 
Lagen eines Fleckes, K der Mittelpunkt des von demselhen beschriebenen 
Parallelkreises. Die Breite des Fleckes 2' (= Z'E)  sei 1 ,  der Winkel ihres 
Declinetionskreises mit dem Mcridian, d. i. mit jener Ebene, die durch SC, 
SX und SB bestimmt i s t ,  sei h. u sei der Sonnenhalbmesser und der 
Radius der Sonne = 1. Fall t  man von der Lage eines Fleckes T die 
T M  senkrecht auf den Halbmesser des bezüglichen Parallelkreises , so jst 
L T K M = h ,  TK=wsl und 

T M =  cos1 sink, KIN= wslcosh. 

E s  ist ferner, wenn M m ' l  B S  is t ,  (Mm'= M m  + E B  und nach Auflosung 
der Dreiecke KSB und K M m :  

1) Traité analytique des mouvemens apparens des corps célestes; par P. 
D i o n i s  d u  Sé jour .  Paris, Veuve Valade. 1786. Bd. 1, S. 569 flgg. 
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Mm'= silacTsin1 + w s d  cos1 w s h  
1 

und wegen S C  = 7 : 
szn a 

1- (sinSsin1 + coscîcosl cosh) sina CN = p- - -. - - - .  
sin G 

Um die scheinbare Distanz des Pleckcs vom Sonnenmittelpi~nkt, wie 
sie von der Erde aus beobachtet wird, zu erhalten, muss noch TN bekannt 
sein. TN ist aber die Hypothenuse des rechtwinkligen Dreiecks T N N ,  in 
welchem TM bereits bestimmt wurde. N M ergiebt sich aus BS-  Km, 

T N  
wo BS= w s d  sinZ, ZWI = sind w s l  cosh ist. Setzt man t a 9 d  = - c N' 
so ergiebt sich: 

sin G /cos2 1 sin% + (cos d sin 1 - sin 6 cos 1 w s  h ) 2  
f g d = -  

1 - sh~(silzd sin1 + cos8 cos1 cosh) 
Dies kt die Grundgleichung, von welcher d u  S é j o u r  zur L6sung des 
Problems ausgeht. 

Die Beobachtungen ergeben unmittelbar den Winkel des durch den 
Fleck gedachten Sonnenradius mit dem Horizontalfaden des Fernrohres JL: 

Declin. d. Fleckes - Declin. @ 
tg32 = 

cos Declin. @ (AR Fleckes - A RO) 
und 

cos Lange @ X sin. Neig. Ekliptik 
g-, = arcsin - 

w s  Declin. 9 1 

woraus A = SL - (p - 90, d. i. der Winkel am Sonnenmittelpunkt , gebildet 
von dem durch den Fleck gedachten Halbmesser und von der Axe der j&hr- 
lichen Bewegung. Endlich die scheinbare Entfernung des Fleckes vorn Son- 
nenmittelpunkt : 

Declin. d. Fleckes - Declin. @ 
A =  

sin fi 

Denkt man sich ferner ein sphiirisches rechtwinkliges Dreieck, gobildet 
durch einen grossten Kreisbogen vom Fleck zum Pol der jahrlichen Be- 
negung, dann durch cincn vom Fleck zum Horizont den Fleckes senkrech- 
ten grossten Kreis und von dem sich von selbst ergebenden Bogen des 
genannten Horizontes, so ~ i n d  die Katheten desselben A und B ;  nennt man 
die Hypotenuse a, den Winkel am Pol b, so ist: 

wobei 
A 

cos B = - oder B = Mm'. 
(r 

Nennt man den Winkel am Sonnenmittelpunkt, welchen der Meridian des 
Fleckes mit der Geraden bildet, die den Mittelpunkt der Sonne mit der 
Projection des Fleckes bildet, 0, so ist:  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



50 Historisch - literarische Abtheilung. 
d I _ Y M ^ - - _ _ Y I _ _ X X _ _ _ - - - ~ - ~ - - . , -  

aus diesen und den früher aufgestellten Beziehungen findet d u  SBjour: 

cos 1 sin h 
tg 0 = 

cos d sin1 - sin d cos 1 G h  
und Y, d. i. der Winhel BSP: 

Y = A - O .  
Endlich 

1) ws Neigungswinkel d. Sonnenaquat. = cos6 cosy, 
tang 6 

2) tang (geocentr. Llnge @ - Lange d.  Knotens) = y - - a  

szn Y 
Um die Beobachtungen wegen dor Bewegung der Rrde zu reduciren, 

benenue man mit a ,  b, a,, b,  die früher abgeleiteten Grossen für zwei auf- 
einander folgende Reobachtungen, mit m die Winkelbewegung der Erde in 
der Zwischenzeit, so ist  

a , = a ,  b,=b-na,  
tg A, = tg a, cos b, , sin B, = sina, sim b ,  , 

d, = G COPB, ,  

woraus die aiif den ersten Beobachtungsort reducirten Betrage A ,  B, A der 
zweiten Beobachtung erhalten werden. 

Führt  man jetzt folgende Bczeichnungen ein: 
n Drehungswinkel des Fleckes von der 1. zur II. Beobachtung, 

"1 n n n ,, , 1. , I I I .  n 

"2 n n n n n 1. n IV- n 

h l  h,,  h,, .. . die Stundenwinkel des Fleckes, 1 ,  t , ,  t , ,  . . die beobachteten 
Zwischenzeiten in E n u t e n  zwischen den einzelnen Beobachtungen, p die 
Aenderung von h in einer gegebenen Zeit, so ist: 

Schliesslich stellt d u  S b j O u r  allerlei Beziehungen zwischen den ver- 
schiedenen hier angeführten Grossen, von welchen wir nur folgende hervor- 
heben : 

3) 
t a ~ g  d 

(1 -  sinri s inB)  sin@ - cos1 silzh = 0 ,  
sin G 

a) s inB-  sinB, - cos8 cos1 (cosh- cos(h+n))=O, 
5) [sin(h+n) - e sinh] sin 8 - c sinh cos@ = 0 ,  

6, Lsin(h+nr)- gsinh] sin@ - fsinhcosO=0, 

7) m cosh + q cos(h+n) + cos(h+nf) = O ,  
wobei 

tg d, ( 1  - sin u s inB1)  sin ( A -  A,) 
C L  

t g d ( 1 -  sin6 silzB) 
I 

sin B, - sin B, sin B - sin B, 
m =  3 q =  

sin  B, - sin B sin B, - sinB 
tgd (1-sin6 s inB,)  cosiA-8,)  e =  L- - -  

tg A (- sin cr sifi R) 
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f und g sind ahnlich wie c und e l  nur beziehen sie sich auf die Werthe 

d,ll 4 1  1 BI, * 

Endlich : 
= tg d (1 - sin 6 sil~ B) (sin BI - sin B,,) 
+tgd,(l-Si?&ci sinB,)(sinB,,-sinB) ~ s ( A , - d )  
+ @dl,  ( 1  - sin (I sin B,,) (sin B - sifi B,) c~s (A , ,  - A )  , 

B = tg A, ( 1  - sin 6 sir. B,) (sin B,, - sin B )  sin (A,  - A) 
+ tg dl, (1 - sin ci sinB,,) (sin B - sin BI)  sin (A,, - A) 

und 

So ist das Problem in seiner grossten Allgemeinheit gelost. Kennt 
man jetzt O für eine Beobachtung, so lassen sich daraus die Werthe O,, 

é$,, . . . für die anderen Beobachtungen ermitteln aus: 

9 )  O - @ , + A , - A = O ,  @ - @ , , + A , , - A = o  U. S. W. 

und Y aus: 

10) Y = A - 0 ,  Y = A L - O ,  u. S. W. 

h ergiebt sich aus 5), 6), 7) und eben aus denselben Gleichungen auch die 
Stundenwinkel des Fleckes zur Zeit der verschiedenen Beobachtungen. Die 
Breite des Fleckes berechnet man sodann aus 3) und den Neigungswinkel 
der Rotationsaxe des Fleckes mit dem Horizont des letzteren ails 4), wobei 
flir 3) und 4) mehrere Gleichungen, je nach der Anzall der Beobachtungen, 
aufgcstellt werdcn; endlich ergiebt sich die Neigiing des Aequators und die 
Lange des Enotens aus 1) und 2). , 

Vom mathcmatischen Standpunkt ist die L6sung von d u  S 6 jo  u r  sehr 
schtin, vom praktischen jedoch vie1 zu nmsthdl ich,  da alle die frtîheren, 
bisher entwickelten Methoden leichter und rascher zum Ziele fiihren. 

1s t  eines oder das andere der Rotationselemente schon bekannt, so ver- 
einfacht. sich entsprechend die Rechnung. D u S é j o u r  behandelt folgende 
specielle Flille : 

1. die Rotationsdauer der Sonne ist bekannt; 
2. alle Rotationselemente sind naherungsweise bekannt und es handelt 

sich um deren Berichtigung. 
In ersterem Falle sind n ,  n, bekannt, in letzterem kann man vorlaufig 

6 und Y aus der Neigung des Aequat,ors und der Lange des Knotens be- 
stimmen. Ebenso kann O und 0' berechnet werden aus 

Stellt man dann zwei Gleichungen 13) aus drei gcmachten Beobach- 
tungen ~buf und eliminirt cosl, so erhlilt man h und endlich Z. Dann ktinnen 
alle anderen Elemente neu berechnet werden. 

Einfacher gestaltet sich diese Rectification durch die Differentialrech- 
nung. Die Differentiation der verschiedenen Gleichungen ergiebt namlich 
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Ausdrticke filr d d ,  d l ,  dB, dia, 611. Stellt man boliebig viele Beobach- 
tungen a n ,  so lassen sich mehr Gleichungen aufstellen, als Unbekannte 
( a d ,  d l  etc.) vorhanden sind, und dcren Wcrthe durch die Theorie der 
kleinsten Quadrate auf das Genaueste ermitteln. 

Damit hatten wir die alteren Methoden erledigt und sind somit am 
Ziele unserer Abhandlung angelangt. Obwohl die Analysis und die Diffe- 
rentialrechnung bei der Losung des Problems theilweise in  Anspruch ge- 
nommen wurden, so behandelten die verschiedenen Gelehrten das Problem 
doch immer als eine alleinstehende Aufgabe der Mathematik und selbst d u  
S é  j o u  r ,  der erklarte eine allgemeine Losung geben zu wollen, entfernte 
sich doch nicht wesentlich vom alten System. Erst durch L a g r a n g e  erfuhr 
diese hochst interossante Frage eine epochcmachende Wendung, als er die 
Bewegungsgleichungen ftir ein rotirendes System ganz allgemein, ohne 
Riicksicht auf specielle Zwecke entwickelte.') Es  liegt die Betrachtung des 
L a g r a n g e l d e n  Verfahrens nicht mehr in dem Bereich jener Grenzen, 
die wir lins vorgesteckt hatten, da wir eben nur das Alte zu sammeln 
beabsichtigten. Wir  unterlassen aus diesem Grunde, das Verfahren von 
L a  g r  a n g e  aufzunehmen, welches, obwohl einfach genug , uns doch zu sehr 
in  die Lange führen wurde, und begntigen uns, die von B 6 h m  angezeigte 
kürzere Nethode noch aufzunehmen, nur  damit der Gegensatz zwischen Einst 
und Jetzt nm so grcller i n  die Augen fallc und damit unsere Leser im 
Stande seien, die Schwerfalligkeit früherer Jahrhunderte besser zu beurtheilen. 

Im Jahre 1852 legte B 6 h m  der Wiener Akademie der Wiusenschaftens) 
eine umfangreiche Abhandlung vor, welche die Resultate einiger Beobach- 
tungen von Sonuenfiecken enthielt. Zur Bestimmung der Rotationselemente 
bcdiente sich B 6 h m  folgender Methode. 

Bezeichnet man mit a ,  d die wahre Rectascension und Declination der 
Sonne zur Zeit Tl sowio durch or und 6 dieselbcn Grossen ffir den Sonncn- 
fleck, nimmt man ferner die Ebene des Erdaquators als eine Coordineten- 
ebene, wovon die Linie der Nachtgleichen die X - A x e  vorstellt, die Erdexe 
ferner als die Z - A x e ,  so Sind die Coordinaten, durch welche die Lage des 
Mittelpunktes der Sonne gegen jenen der Erde ausgedrückt wird: 

X = R c o s d c o s a ,  Y = R c o s d s i n a ,  Z = R s i n d ,  

und die Coordinaten des Sonnenfleckes i n  Bezug auf den Erdmittelpunkt: 

x = v c o s ~ c o s o r ,  y=vcosbsinor ,  s = v s i n b ,  

oder in  Bezug auf den Sonnenmittelpunkt: 

&=geosdcosA' ,  v = g c o s d s i n A ' ,  f = g s i n d ,  

1) Mécanique analytique, par J. L. L a g r a n g e .  111. &dition. Paris 1863. 

Bd. II Sect. IX. 
2 )  Denkschriften der mathen-  naturwjssenschaftl. Classe der kaiserl. Akad. d, 

Wissenschaften. III. 8 d .  Separathzug. ,Beobachtungen von Sonnenflecken und 
Bestimmuug der Rotationselemeute der Sonne, von Dr. J. G. B 6 h n u  Wien 1854 
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wobei v die Entfernung des Sonnenfleckes vom Mittelpunkte der Erde, 
p den Halbmesser der Sonne, d und A' die helioccntrische Declination und 
Rectascension der Sonne bedeuten. Es  existiren, wie leicht einzusehen, die 
Beziehungen g = x - X ,  v = y - Y ,  l - 5 - 2 .  

Die Grossen d l  a ,  R und Q sind als bekannt vorausgeselzt (Astron. 
,Jahrbticher), die Grosse v findet man aus den Gleichungen: 

-- - 

v =  J~(d-d)2+(a-oi)2cos2d),  v = ~ - J ~ ~ - ~ ~ ~ ~ s i m ~ d .  

Bezeichnet man mit A ,  B, Il drei Constanten, so ist  die Gleichung des- 
jenigen Parallelkreises der Sonne, in welchem der Fleck liegt: 

% = A l + B v + D .  
Wahrend die Grosse D fur jeden Fleck andere Werthe erhalt,  sind A 

und B constant u n d  b e s t i m m e n  d i e  L a g e  d e s  A e q u a t o r s .  Denn 
bezeichnet man mit n die Neigung des Sonnenaquators gegen den Erd. 
aquator und mit k die gerade Aufsteigung desselben, so ist  

A 
tga= JA+B~,  t g k = - - .  

B 
Die Neigung n' des SonnenLquators gegen die Ekliptik, sowie die Lange k' 
de3 aufsteigenden Knotens findet man,  wenn e die Schiefe der Ekliptik be- 
deutet, aus den Gleichungen : 

sin n'si12 k' = sin n sin k , 
sinn'wskn= cosesinn wsk  - sine cosn, 

cosn'= sirccsinn wsk  + cose cosm. 

Bezeichnet man die heliographische Breite des Pleckes mit < p h ,  so ist ferner 
D 

sin cph = - cos m. 
t 

Drlickt man nun durch U den Winkel aus, welchen zwei Meridiane der 
Sonne miteinander bilden, wovon der eine durch den aufsteigenden Knoten 
des Sonnenaquators, der andere durch den Sonnenfleck geht ,  so ist 

COS U ws <ph = ws d COS (A'- k). 

Bezeichnet endlich t dio Rotationszeit der Sonne, T wio frtîher dio Epoche 
der Beobachtung und endlich z die Zeit, zu welcher der Fleck den auf- 
steigenden Knoten des Sonnenaquators passirte, so iiit fur jede Beobachtung: 

Natiirlich bestimmt B 6 h m  viele Gleichungen z = T- m U  und findet 
dam auu den daraus entstehenden Bedingungsgleichungen den wahrschein- 
lichsten Werth von m und bezw. von t nach der Theorie der kleinsten Quadrate. 
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Recensionen. 

Dr. Paul Clordan's Vorlesungen tiber Invariantentheorie , herausgcgeben 
von Dr. GEORG KERBCHENSTEINEK. Leipzig, Teubner. 1. Band: 
D e t e r m i n a n t e n ,  1885. II. Band: B i n i r e  F o r m e n ,  1887. 

Unter den Methoden, welche d a m  dienen, die rationalen Invarianten 
einer gegebenen Form zu finden, hat  sich als die fruchtbarste die von 
A r  o n  h O l d  eingeführte , aber erst durch die Untcrsuchungcn von Clebs ch 
und G o  r d  a n  eiiigebiirgerte symbolische Rechnung erwiesen. G ord an 
bediente sich ihrer mit durchschlagendem Erfolg beim tBeweise des Satzes 
der Invariantentheorie, dass jede biniire Form ein endlicbes System von 
Invarianten besitxt, durch welche alle anderen der gleichen Form sich 
rational und ganz ausdriicken lassen. Auf der Basis der Symbolik be- 
ruht das bekannte Werk von C l e b s c h ,  sowie der Abschnitt über alge- 
braische (auch terntire) Formen in dern Buche Uber .Geometrie von Lin de - 
m a n n  , nach Vorlesungen von C 1 e b s c h  , wahrend andererseits die geschatz- 
ten Lehrbiicher von S a l m  O n (Hohere Algebra, bearb. von F i e d l e r )  und 
F a  à d i  B r u n o  (Theorie der binaren Pormen, bearb. von W a l t e r )  die 
partiellen Differentialgleiühungen und canonischen Formen für die Erzeugung 
der Invarianten vorziehen. 

Das vorliegende Lehrbuch hat  (in seinem zweiten Bande) nach Inhalt 
und Behandlungsweise vie1 Aehnlichkoit mit der ,Theorie der binsren For- 
menU von C 1 e b s c h  , wie sich dies aus dem langjiihrigen Zusammenarbeiten 
der beiden Forscher erklart. Auch die Vorlesungen von G o r d a n  wollen ein 
Lehrbuch sein, dm den vollen Einblick in die heutige Formentheorie ge- 
wahrt. Auch für sie is t ,  wie fur  C l e b s c h ,  das souveriine und mit vir- 
tuoser Technik gehandhabte Hilfsmittel die symbolische Rechnung, das BO 

ausgiebig zur Verwendung gelangt, dass der Leser die wirkliche Gestalt 
nur einiger wenigen Formen i n  einer Anmerkung erfkhrt. Aber Gordan 
hat seine Methode seit dem Erscheinen des C 1 e b a c h'schen Buches dureh 
die unablassige Arbeit an dem erwahnten Hauptproblem zu noch grosserer 
Leistungsfiihigkeit gesteigert, und dieser Vorzug ist auch auf das Buch über- 
gegangen. 

Man mues es dem Herausgeber danken, dass e r  diese Darstellung von 
berufener Hand zu vertiffentlichen unternommen und durch zweckmiissige 
Anordnung des grossen Materials, tibersichtliche~Darste1lung und passend 
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eingeschaltete Beispiele das Seinige dazu beigetragen hat ,  die weittragenden 
Jlethoden der deutschen Porschung zu verbreiten und so dern in wenigen 
Jahrzehnten machtig entwickelten Wissenszweige der neueren Algebra junge 
Krafte zn gewinnen. 

Der e r s t e  B a n d  beginnt mit einer fl8ssig geschriebenen Theorie der 
Determinanten, die von den iiblichcn Darstellungen nsch J a c  O b i 's Vorgang 
nicht wesentlich abweicht. Von Anwendungen - die sich alle auf das 
Gebiet der Algebra beschrgnken - erwiihnen wir die in  den Lehrbiichern 
rernachliissigten linearen Gleichungen mit einem Ueberschuss von Unbekann- 
ten. lhre Auflosung fiihrt zum Beweise eines vielfacher Verwendung fihigen 
Satzes über correspondirende MatricesY, der, beilaufig gesagt , von Man- 
chen C 1 e b s c h  , von Anderen sogar G r  a s s m a n n zugeschrieben wird , in 
Wirklichkeit aber von dern Referenten zuerst ausgesprochen worden isf. 

Es folgt ein Capitel liber die Resultante, das auf dern Algorithmus des 
grüssten gemeinsarnen Theilers beruht und die Zerlegbarkeit einer ganzen 
Function in ihre Linearfactoren nicht voraussetzt. Die Auffassung der Re- 
sultante als Functionaldeterminante leitet Satze ein liber die Resultante von 
Prodilcten von Punctionen, linearen Combinationen derselben u. S. W., welche 
als Vorbereitung für einen Bewecis des Fucdamentalsatzes der Algebra dienen, 
den G or d a n  an Stcllc des zweiten G a  u s s 'schen Beweises setzt. Der Schluss 
des Bandes bringt die Ausdrucksformen fur Resultante und Discriminante in 
den Wurzeln der Crformen. 

Den Kernpunkt des z w e i t e  n B a n d e s  bildet der Satz von der End- 
lichkeit des Formensystems, der jedoch wegen der schwierigen Beweis- 
führung hinter die Untersuchung der Formen der vier ersten Ordnungen 
gestellt wurde, für welche dieser Beweis vorbereitend einzeln erledigt wird. 

In den $5 1-5 werden die Hilfsmittel der symbolischen Rechnnng 
dargelegt. Abgesehen von den bekannten Identitatssiitzen und dern Polaren- 
process sind es die folgenden : 

Der Faltungsprocess. E r  besteht i n  der Bildung eines symbolischen 
Products mit einem Klammerfactor mehr, als sie ein gegebenes besitzt. Aus 
a,". bZm bildet man durch Faltung a,"-1 bZm-' ( ab ) .  

Der 52- Process , anzuwenden auf ;Functionen f (s, x2, y, y,) mit zwei 
(oder mehr) Reihen von Variabeln. E r  besteht in der Bildung von: 

Alle diese Operationen besitaen 1nvarianteneigenschaEt. Dem Faltungs- 
process allein kommt keine reale Redeutung zu,  wohl aber wiederum dern 
auf ihn zurückführbaren ,,Ueberschiebungsprocessu. Die Aufgabe ($5 3, 4) 
der Ueberschiebung von Producten führt zu dem grundlegenden Satze, dasa 
jedes Glied einer Ueberschiebung durch eine Summe von Ueberschiebungen 
darstellbar ist. Hierdurch wird die Bildung des Forrnensystems a u i  die 
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Aufgabe zurtîckgeflihrt, alle moglichen Ueberschiebungen einer Form Hber 
sich selbst und die entstandenen Formen herzustellen. 

5 5 bespricht einen von A r  o n  h 01 d angegebenen Algorithmus, mit 
dessen Hilfe gewisse Eigenschaften der Combinanten ermittelt werden. Das 
Buch ftihrt ftir diesen Process die wenig glückliche Bezeichnung ,,Deltairenu 
ein, die zudem kaum zur Yerwendung gelangt. Ref. mochte bei diesem 
Anlass auch gegen das der deutschen Zunge nicht gelaufige Wort ,Derange- 
ment" im 1. Bande - statt des sonst gebrauchlichen ,Inversionu oder ,Um- 
kehrung" - Verwahrung einlegen. 

Der Paragraph (6) über Combinanten, deren Ea~~te igenschaf ten  einer 
Abhandluiig von Go r d e n  ohno Beweis entnommen werden , konnte ohne 
vie1 Mehraufwand a n  Raum, den iibrigens der Gegenstand wohl beanspruchen 
durfte, mit den nothigen Beweisen versehen werden, wenn er hinter 5 9 
gestellt worden ware. - Es  folgt ein Abschnitt über Pormen f(x, x , ,  y,y,) 
mit zwei Reihen von Verlinderlichen, welche nach aufsteigenden Potenzen 
von X, y, - y, x, in  der Weise entwickelt werden, dass die Coefficienten der 
Entwickelung Polarformen der ,ElementarU-Covarianten der Form f (x ,  x , ,  y, y,) 
sind, aus der sie durch Faltung gebildet werden. E s  verdiente hervorgeho- 
ben zu werden, dass dieselben in realer Weise aus der Form f durch den 
2 - P r o c e s s  entstehen. In  dem Werke von C l e b s c h  steht jener Satz 
liber die Entwickelung von f ,  der von ihm und G o r  d a n  gleichzeitig 
gefunden wurde, a n  der Spitze der Theorie; hier schliesst er sich der Dar- 
stellung eines Gliedes der Polarform durch nur Polarformen auf natürliche 
Weise an. Mit Hilfe desselben werden (8 8) die asyzygetischen Covarianten 
dritten Grades der Form fiinfter Ordnung berechnet. Auch die Darstellung 
der Covarianten in den Wurzeln der Originalform und das Reciprocitkits- 
gesetz von H e r m i t e  erscheinen als Anwendungen. 

Wlihrend der Satz, dass jedem symbolischen Product Invarianteneigen- 
schaft zukommt, schon in der Einleitung bcwiesen wurde (auch an dieser 
Stelle, 8 5, ist der Uebergang von der symbolischen zur wirklichen Form 
nicht ausftihrlich genug), kntîpft die Umkehrung desselben wiederum an 
jene Reihenentwickelung an und erfordert, unter Aufhebung der Beschrlin- 
kung auf binare Formen, die Verallgemeinerung zunachst des fi-Processes, 
die i n  $j 9 zum Beweise des Theorems ftihrt, durch daa C l e b s c h  erst die 
Symbolik zu dem gemacht ha t ,  was sie heute i d :  dass jede Invariante durch 
ein Aggregat von symbolischen Producten darstellbar ist. Den Schluss des 
ersten Theiles bildet ein Paragraph (10) tiber diejenigen partiellen Differen- 
tialgleichungen , welchen die invarianten Bildungen gentîgen. 

Der Herausgeber hat die lange Folge methodischer Erorterungen dieses 
ersten Theiles des zweitcn Bandes - hier und da von Ungenauigkeiten der 
Rechnung und des Ausdrucks abgesehen - klar und ansprechend dargestellt, 
indem e r  durch instructive Anwendungen des Interesse rege zu erhalten 
bestrebt war. Wer sich durch ihn hindurchgefunden hat ,  dem wird das 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. --- 57 

folgende Capitel tiber Formen der vier ersten Ordnungen (2. Theil) mtîhe- 
losen Genuss gewahren. Anregend ist auch ein Excurs tiber sirnultane qua- 
dratische Formen, die in gegenseitiger Abhangigkeit stehen, und ein (nur 
zo kurz gehaltener) Abschnitt tîber die mit den regularen Korpern der Ste- 
reometrie zusammenhiingenden Binarformen und lrrationalitkiten, mit dem die 
Cntersuchung solcher Pormen verbunden i s t ,  fiir welche die vierte Ueber- 
schiebung tiber sich verschwindet. 

Der fundamentalen Untersuchung des vollstbdigen Formensystems sind 
die beiden ersten Paragraphen (20, 21) des dritten Theiles gewidmet. Der 
Geiankengang de8 (trotz aller auf die Anordnung verwa,ndten Sorgfalt) lang- 
wierigen Beweises stimmt im Wesentlichen mit dem von G o  r d a n  in seiner 
Prograrnmschrift verfolgten überein, nur dass die in frllheren Capiteln des 
Buches getroffenen Vorbereitungen ihn knapper zu fassen erlauben. Aller- 
dings gewahrt der endlich erbrachte Beweis dann auch mehr, als blos die 
dntwort auf die fast triviale Frage nach der Endlichkeit des Formensystems. 
An der Hand der Ueberschiebungen, die derBeweisgang zu bilden verlangt, 
erbiilt man noch bis zu den Formen achter und neunter Ordnung hin tîber- 
sehbare Tabellen aller in das vollstiindige System vorlëufig aufzunehmenden 
Formen, aus welchen dann durch sptitere Untersuchung, für die G o r d a n  
ebenfalls die Wege angiebt, die tiberfliissigen (durch die anderen darstell- 
baren) Formen auszuscheiden sind. Dies geschieht in den 55 22 und 24 
an dem Beispiel der Formen fünfter und sechvter Ordnung. 

Die Schlussparagraphen des zweiten Bandes bringen die typische Darstel- 
lung der Formen fünfter und sechster Ordnung und die Aufl6sung der ent- 
sprechenden Gleichungen in einfacben , durch das Versehwinden gewisser In- 
varianten charakterisirten FaIlen, die $5 31-33 die Systeme der simultanen 
Formen (2,  3) und (3, 3). Mit der Theorie der Formen sechster Ordnung steht 
in enger Verbindung die der Elernentarcombinanten von zwei Formen vierter 
Ordnung, deren irrationale Beaiehungen im Anschluss an die Arbeiten von 
Anderen im 8 28 (etwas abgebrochen und unverrnittelt) erortert werden. 
Ein kurzer Abschnitt (5  34) Uber Schwester- (associirte) Formen schliesst 
diesen Band ab. 

Vorwiegend sind es eigene oder in Gemeinschaft mit C l e b s c h  an- 
gestellte Untersuchungen von G o r  d a n ,  welche den Inhalt ausmachen. Aber 
auch von diesen sind wichtige nicht aufgenommen worden, fremde Arbeiten 
finden hochstens beilaufige Iierticksichtigung, wtihrend doch z. B. einige neue 
von jiingeren Mathematikern herrührende von der Kraft dor symbolischen 
Methode ein beredtes Zeugniss hiitten ablegen konnen. 

Dagegen sind manche Stellen des Buches weitschweifig geworden durch 
vollst%ndige Ausflihrung solcher Rechnungen, die nnr  mit den bekanntan 
Identitaten arbeiten. Durch Unterdrtickung derselben wkre in  einer apateren 
Auflage Raum zu schaflen für  vielseitigere Gestitltung des Stoffes und reich- 
lichere Literaturangaben, die man nur an wenigen Stellen des Buches findet. 

Uis1.-lit. Abthlg. d. Zeitiohr. f. Xnth. u. Yhys. XXXIV, 2. J 
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Indessen wird Jeder das Werk mit dem Eindruck aus der Rand legen, 
dass es die Autoren nicht leicht mit der Verfolgung ihres Zieles genommen 
haben. Man fühlt den Beweisen und Siitzen das Selbsterlebte, deu Ursprung 
sus  dem lebendigen Reispiel a n ,  ein Zug von Frische und Vortiefung durch- 
weht das Werk, der die erfolgreiche Mitarbeiterschaft an einem noch jungen 
Wissenszweige ausspricht. 

T t i b i n g e n ,  im April 1888. A. BRILL. 

F. J. BROCKMANN, Sammlnng von Aufgaben ans  allen Gebieten der Ele. 
mentarmathematik, nebst Losungen oder Losungsandeutungen. Pader- 
born, Verlag von F. Schoningh. Preis 1 Mk. 

Die Sammlung enthalt 400 der landliiufigsten Aufgaben, je 100 aus 
der Arithmetik, Planimetrie, Trigonometrie und Stereometrie. 

Den ersten Theil bilden Reispiele aus der Lehre von den Reihen und 
den Logarithmen, sowie Gleichungen mit einer und mehreren Unbekarinten, 
die fast durchweg die Anwendung eines ,Kunstgriffesu gestatten. Statt der 
tiblichen Substitutionen wird mit Vorliebe die correspondirende Addition 

ma 5 u b  - ma, + ub, a 
angewandt - , wenn - = 5 ist). Die Losungssn- 

p a  + 9 b  p a ,  + 9 4  b b,  
deutungen sind knapp und instructiv. I n  ganz einzelnen FBllen k h n t e  man 
etwas mehr wünschen. So z. B. w&re bei Aufgabe 27 oder der mit ihr 
identischen Aufgabe 33, namentlich wegen der angegebenen Werthe für s 

und y, ein Hinweis auf den symmetrischen Beu der Gleichung am Platze. 
Der  zweite, planimetriscbe Theil beginnt mit schon geordneten Dreiecksauf- 
gaben, deren Losungan auf den Beziehungen der um-,  ein - und anbeschrie 
benen Kreise zu den Winkelhalbirern, E h e n  etc. beruhen. Die darauf fol- 
gende Abtheilung ,Vermischte Aufgebcnu mtisste reichhaltigor soin. Pas- 
sendes Material giebt jedes Lehrbuch. (Methoden und Theorien von P e t e r -  
s e n . )  So fehlen Beispiele über Maxima und Minima und Bertihrungen 
sowohl hier, wie auch in dem stereometrischen Theile, der sonst ebenso wie 
die trigonometrische Abtheilung zu passenden Uebungen hinreichenden und 
gu t  ausgewahlten Stoff bietet. Namentlich gilt dies in Bezug auf die go- 

niometrischen Aufgaben. 
Das Btichlein kann angehenden Abiturientcn zur Uebung im Aufgaben- 

losen und,  wie es die Intention des Verfassers is t ,  als Prtifstein des mathe- 
matischen Wissens dienen. Uebrigens ist kein Mange1 an guten Sammlungen, 

C o e s f e l d .  W. KRIMPHOFF. 

Dr. E. SUCHBLAND, Die gemeinschaftliche Ursache der  elektrischen Meteore 
und des  Hagels. Halle a. S. 1886. Verlag von II. W. Schmidt. 

Der  erste Theil der vorliegenden Schrift ist von historisch-kritischem 
Inhal t ,  indem er 24 Erklarungsversuche der Luft- und Gewitterelektricitiit 
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enthklt, welche der Verfasser in vier Gruppen eintheilt und hierauf einer 
Kritik nnterzieht. 

In dem zweiten Theile findet die Vorbereitung für die neue Erklkrung 
statt. Dabei werden die Fragen discutirt: Wirken heterogene Gase, wenn 
eich ihre Atome oder Molekiile sehr nkhern, elektromotorisch aufeinander? 
und: Welcher Art ist die Polaritst der Gase? Sodann schliesst sich Einiges 
tîber die Constitution der Wolken an. Am Schluss sind drei Volta'sche 
Analogien angeftihrt : a) der Vo 1 t a'sche Ball, gebildet aus Flittergold, 
Stmniol, Seidenpapier und vordlinnter Schwefelshure; b )  die Volta'sche 
Birne, welche aus einem Volta'schen Ball besteht, dessen Inneres durch 
einen isolirten Kupferdraht untersuoht werden kann; c) das Volta'sche 
Conglomerat, welches aus Vo 1 t a'schen Elementen zusammengesetzt ist, 
indem leere Zlindhtitchen mit Schrotkürnern zusammengeklopft und mit 
Kugeln au8 angefeuchtetem Seidenpapier gemischt wurden. 

Der dritte Abschnitt enthtilt die neue Erklarnng der elektrischen Meteore 
und des Hagels, welcher die folgenden drei Definitionen zu Grunde gelegt werden: 

1. die Gewitterwolken sind Volta 'sche Conglomerate kleinster absoluter 
Gaselemente mit zwischengelagerter Fllissigkeit ; 

2. die Hagelwolken Sind Gewitterwolken mit ungewohnlich hoher elek- 
trischer Spannung; 

3. die Luftelektricitkt ist eine Influenzwirkung von elektrischen Polen, 
welche sich in der ruhigen Atmosphare, als einem Vol ta'schen Con- 
glomeret kleinster absoluter Geselemente mit zwischengelagertem 
Wassergas und wenig Fllissigkeit, stets vorfinden. 

Auf Grund dieser Definitionen ist der Nachweis der Elektricitlt in 
Regenwolken, sowie die Entstehung des Hagels in vtillig ungezwungener 
Weise erklart. 

Der vierte Abschnitt beschëftigt sich mit der Anwendung der neuen 
Theorie zur Erklarung von Erscheinungen , welche mit den bisherigen Theo- 
rien nicht in Einklang gebracht werden konnten. Dass die grossen Regen- 
tropfen nach heftigen Blitzen vor Schluss des Gewitters von einer ,,enormen 
Explosion von Knallgasu herriihren sollen, ist sehr gesucht und h6chst un- 
wahrscheinlich; auf diesen angeblichen Explosionen beruhen nach meiner 
Ansicht , deren Auseinandersetzung hier zu weit . fiihren wlirde , gewiss nicht 
die heftigen Donnerschlage. Auch damit bin ich nicht einverstanden, dass 
die Wilrme der ersten grossen Regentropfen das Resultat der chemischen 
Vereinigung des Knallgases bei der Explosion wkre. Vie1 einfacher und 
natürlicher scheint mir die Wiirme der ersten grossen Eegentropfen von der 
warmen Luft herzurlihren, durch welche die Tropfen gefallen sind. 

Tm letzten Theil libt der Verfasser selbst Kritik an seiner neuen Theorie; 
dabei fIihlt er selbst, dass die Hauptschwiiche seiner Theorie darin iiege, 
dase die von ihm angenommene Erregung von Elektricitët nur  durch Be- 
rührung von Gasen experimentell noch nicht geprtift werden konnte. Um 

6 * 
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sich aber darüber hinwegzusetzen, beruft e r  sich auf das inductive Beweis- 
verfahren der Spectralanalyse, vergisst aber dabei vollstLndig, dass die 
Theorie tiber die Sonnenatmosphare durch das Experiment bestitigt werden 
konnte. So lange demnach der Beweis nicht erbracht is t ,  dass durch Be- 
rtihrung von Gasen Elektricitat erzeugt wird, so lange hat  diese neue Theorie 
nur  eine geringe Wahrscheinlichkeit. B. NEBEL. 

B. SCHWALBE, Ueber EishBhlen und Eialiicher, nebst einigen Bemerkungen 

her 

Pen 

tiber Ventarolen und niedrige Bodentemperaturen. Berlin 1886. 
R Gartner's Verlagsbuchhandlung (H. Heyfelder). Preis 1 Yk. 40 Pf. 

Nach einer kurzen historischen Einleitung theilt der Verfasser die hier- 
gehorigen Phanornene der gemtissigten Klimate in folgende drei Grup- 
ein : 
1. Eishohlen, wozu a) die eigentlichen Eishohlen und b) die eisflihren- 

den Dollinen zu zahlen s ind;  
2. die Eislocher, welche a) die Eisleiten und 6) das Eisgeroll umfassen; 
3. die abnormen niedrigen Bodentemperaturen, bei welchen jedoch ab- 

norme Eisbildungen ausgeschlossen sind. 
Nach einer niiheren Charakteristik dieser Gruppen werden die bis jetzt 

bekannten Phgnomene systematisch geordnet und aufgeziihlt, woran sich 
eine specielle Beschreibung derselben sowohl in physikalischer, als auch in 
geologischer Hinsicht anschliesst. Bei einzelnen Hohlen werden noch ein- 
gehende Temperatur- und Peuchtigkeitsbeobachtungen mitgetheilt. 

Obwohl die Rerichte Iiber Eishohlen oft von h6chst mangelhafter h'atur 
sind und Iangere Beobachtungen ganz fehlen, so Sind doch schon eine Reihe 
von Theorien und Erkliirungen aufgcstcllt worden, von denon die wesent 
lichsten hier angeflihrt und besprochen werden. Diesen gegentiber wird von 
dem Verfasser eine Sickertheorie aufgestellt, die aber durch zahlreichere 
Beobachtungen noch zu prüfen k t .  R. NEBEL. 

C, CRANZ, Theoretische Stndien znr Ballietik der  gezogenen G-ewehre. 
Eine Methode zur Bestimmung der vortheilhaftesten Combination von 
Caliber, Drallwinkel, Geschosslange, Ceschossgewicht etc. Hannover 
1887. Eelwing'sühe Verlagsbuchhacdlung (Th. Mierzinsky). Preis 
1 Mk. 60 Pf. 

Der  Verfasser, welcher sich schon früher durch Arbeiten auf dem Ge- 
biete der Bellistik ausgezeichnet hat ,  lost in  der vorliegenden Schrift ein 
Problem, welches von den Praktikern für sehr schwierig, wenn nicht ger 
fiir unmliglich gehalten wurde. E s  sol1 namlich durch eine mathematische 
Formel die vortheilhafteste Combination von Caliber, Geschossgenicht, Ge- 
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schossl%nge , Drallwinkel der ZBge , Laiif lLnge etc. eines gezogenen Infsn- 
teriegewehres für  jeden einzelnen Fall,  also allgemein bestimmt werden. 

Um sowohl dem Mathematiker, als auch dem Militartechniker das Lesen 
dieser Arbeit zu erleichtern, ist jeder Ausdruck, ehe er ru r  Verwendung 
kommt, noch einmal definirt worden , auch bei den einzelnen Schlussfor- 
meln wurde die Redeutung der darin enthaltenen Buchstabengrossen jedes. 
mal beigedruckt, so dass auch derjenige die Formeln mit Nutzen verwen- 
den kann, welcher den mathematischen Ableitungen derselben nicht zu folgen 
vermag. Bus dem letzteren Grunde sind am Schlusse einige Beispiele voll- 
stiindig durchgerechnet, so dass es nunmehr ein Leichtes is t ,  lhnliche Auf- 
gaben mittels der angegebenen Formeln zu losen. 

'In dem Anhang befinden sich einige Literaturangaben, sowie Bemer- 
kungen dartiber, welche Voraussetzangen noch rerbesserungsfLhig sind; dass 
hierzu aber nicht allgemeine, unbestimmte Erwagungen zum Ziele fiihren, 
sondern eiiizig und allein gecignete Bcobachtungsdaten, kann nicht genug 
hervorgehoben werden. 

Ein grosses Verdienst des Verfassers ist es,  den Anfang zur L6sung 
des obengenannten Problems gemacht zu haben, wodurch dem Techniker 
gezeigt wird, wie er seine Bcobachtungen rechnorisch verwenden kann. 

Eine Tafel mit elf Zeichnungen tragt wesentlich zurn leichteren Erfassen 
dieser Schrift bei. 

- 

H. THUREIN, Elementare Darstellnng der Planetenbahnen durch Con- 
struction u n d  Rechnung. Berlin 1886. R. Gartner's Verlagsbuch- 
handlung (H. Heyfelder). Preis 1 Mk. 

Der Verfasser ist  nicht gerade der Ansicht, dass die Berechnung der 
Planetenbahnen als Anwendung der Trigonometrie in hoheren Schulen vor- 
genommen werden 9011, weil dies doch schwieriger is t ,  als die einfacheren 
Aufgaben der spharischen Astronomie. Indessen giebt es immer einige 
Sebüler, welche ein so grosses Interesse ftir die Astronomie a n  den Tag 
legen , dass sie das Regonnene fortsetzen , woftir sich das vorliegende BUchel- 
chen besonders eignet. Die knappe, pracise Ausdrucksweise wird durch 
einige vollsttindig durchgerechnete Beispiele unterstlitzt, so dass es nicht 
mehr schwer sein dürfte, mit  Hilfe der am Sohluss beigeftîgten nothwen- 
digen Tabellen iihnliche Aufgaben zu losen. Fleissigen , talentvollen SchIilem 
mnss gewiss die vorliegende Darstellung Freude machen. B. N ~ ~ ~ ~ .  

J. FINOER, Elemente d e r  reinen Mechanik, als Vorstudinm ftir die a n a  
lytische und mgewandte Mechanik und fur die mathematische Physik. 
Wien 1884 -1886. Verlag von Alfred Bolder. Preis 20 Mk. 
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Die erste des i n  sechs Lieferungen erschienenen Werkes wurde nach 
ihrem Erscheinen im Jahre 1884 in dieser Zeitschrift besprochen. Jetzt, 
nach Vollendung desselben, muss hervorgehoben werden , dass der Verfasser 
dem i n  der Vorrede gestellten Programm vollst5ndig gerecht geworden ist. 
Dass das Werk stets eine verschiedene Beurtheilung finden wird, ist be- 
gründet durch die auseinandergehenden Ansichten, wonach der Aufbau der 
Mechanik stattzufinden hat. Dass der Verfasser die physikalische Richtung 
verfolgt, ist  gewiss von groasem Nutzen fiir den betreffendcn Leserkreis 
Hauptstichlich ist das Werk ftir junge Techniker geschrieben, die nach Voll- 
endung ihrer Studienzeit nur selten Gelegenheit finden, sich eingehender 
mit Mechanik zu beschbftigen. Um sich moglichst nach den Bediirfnissen 
technischer Hochschulen zu richten, wurde Einiges aus der graphischen 
Statik darin aufgenommen. Mit Rticksicht auf die Vorkenntnisse erstrecken 
sich die mathematischen Anforderungen nur  auf einfache Differentialquotien- 
ten und Integrale. Reicht aber der Bildungsgang des Einzelnen nicht so 

weit, so ist fur denselben ein mathematischer Anheng da, welcher ihn bald 
dahin bringt,  dass ihm der Inhalt des Werkes keine zu grossen Schwierig- 
keiten mehr bietet. 

Beetîglich der Reichhaltigkeit muss auf das Buch selbst verwiesen 
werden, woftîr aber Eusserlich schon die stattliche Seitenzahl 792 spricht. 
- Der schone, exacte Druck, sowie die guten Holzechnitte werden wesent- 
lich d a m  beitragen, dass die etudirende Jugend mit Lust und Liebe sich 
a n  das Studium dieses Werkes macht. B. NEBEL. 

L. HENNEBERG und 0. SMREKER, Lehrbnch der technischen Mechanik, 
1. Theil: Statik der starren Systeme, von L. HENNEBERGI. Darmstndt 
1886. Verlag von A. Bergstrlisser. Preis 9 Mk. 

Von den vier Theilen, welche das ganze Werk umfassen wird: Statik 
der starren Systeme, Grundzuge der Dynamik, Theorie der Elauticitat und 
Festigkeit, Hydraulik, liegt der erste Theil jetzt vor. Derselbe zerflillt 
wieder in zwei Abschnitte: Die Zusammensetzung von Krtiften, die Zer- 
legung der Krafte und das einfache Fachwerk. 

Das Werk ist wesentlich für technische Hochschulen bestimmt, we~halb 
Alles, was nur rein wissenschaftliches zteresse bietet, vermieden wurde. 
Kurz und prllcis ist die Ausdrucksweise, den mit gesperrtem Druck hervor- 
gehobenen Slitzen folgen unmittelbar die Beweise ohne jeglichen Umschweif. 
Mit Freuden bemerkt man allenthalben die Anwendung der graphischen 
Stat ik ,  wodurch sicherlich sehr zur Verbreitung dieser relativ noch jungen 
Wissenschaft, welche so tîberaus fruchtbar i s t ,  heigetragen wird. Zahl- 
miche, klare Piguren erhohen noch den Werth dieses Buches, so dass air 
aucb den tibrigen Theilen gerD entgegensehen. B. NEBEL. 
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Nisso~ KA'CZENELSOUN, Ueber den Einflnss der  Temperatur anf die Elasti- 
citat der Metalle. (Inaugural - Dissertation.) Berlin 1887. Druck 
von G. Schade (Otto Francke). 

Der Apparat, mit welchem die Versuche auvgefiihrt wurden, ist im 
Wesentlichen dem von K o h l r a u s c h  und L o o m i s  i n  P o g g e n d o r f f ' s  
Annalen der Physik und Chemie beschriebenen Zhnlich, nur in einem grosse- 
ren Maassstab ausgeführt. Neu ist die Einklemrnung der Drahte in  ein 
konisch geschliffenes Stahlstück , wodurüh der Draht unverletzt bleibt. Tor- 
sionscoefficient und Elasticit~tecoefficient werden mit verbesserten Hilfsmit- 
teln bestimmt , und dabei wird zugleich nachgewiesen , woran es liegt , daes 
die Resultate der frtiheren Beobachter nicht den Anspruch von Geneuigkeit 
machen konnen, wie die vorliegenden. 

Nachdem eine Reihe von Metallen untersucht worden sind, kommt der 
Verfasser zu folgenden Resultaten : 

1. Sowohl der Torsionscoefficient , wie auch der Elasticitlitscoefficient 
nehmen mit der Temperatur ab. 

2. Diese Abnahme is t  bei denjenigen Korpern eine verhkltnissmkssig 
grossere, die einen grosseren Ausdohnungscoefficienten oder auch eine nie- 
drigere Schmelztemperatur haben. 

3. Dio Aendernng des Torsionscoefficienten ist bei allen K6rporn eine 
grksere als die der ElasticitMscoefficienten. Daraus folgt, dass der 
Poisson'sche Coefficient y mit der Temperatur grtisser wird. 

Die Arbeit wurde im pbysikalischen Institut der Universittit Berlin 
unter Leitung des Herrn Geh. Rath v. H e l  m h O 1 t z  ausgeftihrt. 

W. H. BEHBE, Lehrbnoh der  Physik für h6here Blirgerschulen und tech- 
nische Lehranstalten. Weimar 1887. Verlag von B. F. Voigt. Preis 
4 Mk. 50 Pf. 

Besser ware wohl das vorliegende Werkchen ,,Leitfadenu statt  ,,Lehr- 
bochU genannt worden, denn von einem Lehrbuch der Physik ilit man ge- 
wohnt, doch etwas mehr zu verlangen. 

Bus Mange1 an Zeit, sagt der Verfasser in  der Vorrede, müsse man 
in der Schule die mathematische Seite des physikalischen Unterrichts zurtick- 
drLngen, xumal sie die Fatisungskraft der Schüler orheblich Hbersteige. 
Hiermit bin ich durchaus nicht einverstanden. Die Physik darf nech den 
Errungenschaften der Neuzeit nicht mehr stiefmütterlich behandelt werden; 
fehlt es an Zeit, so muss der Lehrer auf eine wcitcre Physikstunde drlingen. 
Einfache, passend gewahlte Beispiele erleichtern das Verstiindniss des Schti- 
lers; ich erinnere z. B. nur  an die Aufgaben aus der Bewegungslehre, wobei 
die abstracten mathematischen Kenntnisse praktisch geübt sind und zugleich 
gezeigt wird, dnss die Physik durch die schtinen Experimente keinen Unter- 
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haltungsuntenicht mehr bieten soll, sondern dmn sie praktisch verwendhar 
ist. - Dass die Akustik als Unterrichtsgegenstand der htiheren Bürger- 
schulen ausgeschlossen is t ,  ist doch sehr merkwtirdig. Sobald nicht mehr 
klassische Philologen allein die Entscheidung liber derlei Dinge treffen, 
werden diese Misssttinde gehoben. 

Wenn ich mich hun auch ganz i n  den Verfasser hineindenkon aiIl, 
der ein Lehrbuch für  htihere Bürgerschulen und technische Lehranstalten 
geschrieben ha t ,  so glaube ich, dsss er Ntithiges vergessen, dagcgcn Dinge 
aufgenommen h a t ,  welche ein solcher Schüler im spateren Leben doch we- 
niger ntithig hat. Zur Begrtindung mtige nur  Einiges genügen. Z. B. sucht 
man vergebens nach dem Telephon, Mikrophon, der Glühlampe - Dinge, 
welche tagtaglich vorkommen; selbst die Elektrometallurgie hatte kurz erwiihnt 
werden dtirfen. Auch die ftir technische Lehranstalten geschriebene Akustik 
ist  etwas kurz weggekommen, z. B. wird nach der diatonischen Tonleiter 
ein Beispiel fur das Clavier angegeben, so dass der Schtiler glauben muss, 
das Clavier sei nach der diatonischen Tonleiter aufgebauts Die chromatische 
Tonleiter und die gleichschwebende Temperatur hiittcn erwtihnt werden 
miissen, damit der Schiller erfahrt, was die schwarzen Tasten bei dem 
Cltbvier zu bedeuten haben. Besser ware es gewesen, den Unterschied zwi- 
schen offenen und gedeckten Pfeifen u. dergl. auseinanderzusetzen, statt die 
Schtiler in tibertriebener Ausdrucksweise in  ,Robert den TeufelU und Wag- 
ner's ,Tannhkweru zu versetzen. Schtiler i n  diesem Alter sollen noch gar 
nicht in  derartige Theaterstticke. Auf diese Weise ware der Platz vortheil- 
hafter verwendet worden, und hatte er dann noch nicht gereicht, BO hatte 
man gewiss ohne Schaden z. B. die Capitel tiber die Farben dtinner Blatt- 
chen, sowie das aber  N e  w t  O n 's Farbenringe streichen konnen. Physik- 
biicher fur  die in der Vorrede erwahnten Zwecke existiren schon in einer 
bessern Bearbeitung. B. KEBEL. 

M. WILDERYANN, Naturlehre im Anechlnse a n  das Lesebnch van J. Bn- 
mtîller und  J. Schnster. 108 Abbildungen. Freiburg i. Br. 1887. 
Herder'sche Verlagsbuchhandlung. 

I n  anziehender Weiso ist die Physik in  dem kleinen Rtichelchen yor- 

getragen und durch zahlreiche Holzschnitte g u t  erlautert. Recht anschaulich 
sind die Vorgange in der Nrttur beschrieben und dabei die Ncueriingen, 
namentlich im Gebiet der Elektricit%t, hinreichend berucksichtigt. Am 
Schluss ist  ein Verzeichniss von Instrumenten angegeben, die beim Unter- 
richt nothig sind. Unter diesen ist wieder eine Auswahl getroffen, welche 
absolut vorhanden sein mtissen, welche entbehrt oder welche mit wenig 
Hilfsmitteln selhst angefertigt werden k h n e n .  Die heigeftigten Preise ge- 
statten, dis verMgbaren Nittel in  der richtigen Art zu verwenden. An der 
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Band des Lehrers wird dieses Buch die Einftihrung der Physik in die 
Volksschule wesentlich firdern. B. NEBEL. 

E. KOHLRAU~CH,  Phyeik des Turnens. 88 Figuren. Hof,  1887. Verleg 
von Rud. Lion. 

Mit der energischen Ausbildung des Turnens in  der Neuzeit ist es 
nothwendig geworden, sich ein Urtheil daruber zu machen, worin die 
Echwierigkeit in der einen oder andern Uebung liegt. Bei diesen Betrach- 
tungen wird man direct aiif die zur Geltung kommenden physikalischen Ge- 
setze geführt. Das Auge eines geübten Turners darf sich durch Kiinststticke 
nicht ttiuschen lassen gegentiber den einfachen Kraftproben. Um derartige 
Ueberlegungen zu erleichtern, hat  es der Verfasser unternommen, eine 
Physik des Turnens herauszugeben, in welühec zunaçhst die physikalischen 
Gesetze erlautert werden, woran sich ihre Anwendung auf das Turnen an- 
schliesst. Nicht Jeder wird die Ansichten des Verfassers überall theilen, 
jedoch sol1 dadurch das grosse Verdienst desselben, einen Anfang gemacht 
zu haben, keineswegs geschmalert werden. Namentlich dem Turner von 
Fach muss das Studiuni dieser Physik warm ans Herz gelegt werden, um 
sich seinen Narnen nicht durch unbillige Anforderungen an seine Schüler 
zu schadigen. B. NEBEL. 

M. PLANK, Daa Princip der Erhaltung der Energie. Preisgekront von der 
philosophiochen Facultat Gottingen. Leipzig 1887. Verlag von B. G. 
Teubner. 

In  dem Vorwort dieses Buches ist  zunachst die Veranlassung hierzu, 
namlich die daselbst angeftihrte Preisaufgabe der philosophischen Facultlit 
Gottingen, auseinandergesetzt. Anschliessend folgen die wesentlichen Be- 
merkungen, welche die Einsendung der Arbeit a n  die Facultat begleitet 
haben. Von drei eingelaufenen Arbeiten erhielt diejenige des Verfassere den 
zweiten Preis, weil sich die Pacultiit mit dem dritten Theile nicht in  dem 
~Iinschenswerthen Maasse einverstanden erkltiren konnte , wie mit den beiden 
ersten Theilen, wiihrend die beiden anderen Arbeiten eines Preises nicht 
gewiirdigt werden konnten. Auf die eingehende Begrtindung von Seiten der 
Facultat , welche hier abgedruckt wurde , hat  der Verfasser dern Ansinnen 
derselben, den dritten Theil umzuarbeiten unter BerIicksichtigung der von 
ihr gegebenen Winke,  nicht entsprochen, weil e r  von seinem Standpunkte 
aus, nelchen er nun des Naheren begrtindet, den Wtinschen der Facultët 
nicht vollkommen Rechnung zu tragen vermag, und somit die Wahrschein- 
lichkeit gering ist,  dass die darauf verwendete Zeit und Mtihe dem Erfolg 
iiquivalent ware. Daher worde die Arbeit nur mit geringen Aenderungen 
dem Druck tibergeben. 
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Eine eingehende Besprechung dieser Arbeit, welche in jeder Bez iehq  
interessant und lehrreich ist,  wlirde hier den gegebenen Rahmen Uberschrei- 
ten; es muss daher Jeder, der sich dafür interessirt, auf das Buch selbst 
verwiesen werden, wobei er dann sein Urtheil mit den in dem Vorworl 
gegebenen vergleichen kann. B. NEBEL. 

O. VON KONKOLY, Prakt ische Anleitnng znr Himmelsphotographie, nebst 
eiiier kurzgefassten Anleitung zur modernen photographischen Ope- 
ration und der Spectralphotographie im Cabinet. 218 Textabbil- 
dungen. Halle a. S., 1887. Verlag von Wilhelm Knapp  Preis 12 Mk. 

Die im Vorwort des Werkes angegebene Absicht, einem Anfanger in 
astrophysikalischen oder astrophotographischen Arbeiten Zeit und Muhe zu 
ersparen, kann nicht unterschatzt werden. Dann aber ergeht sich der Ver- 
fasser in Spiegelfechtereien, warmt Dinge wieder auf, die schon seit Jahr- 
hunderten Eigenthtimlichkeiten der Gelehrtenwelt sind, was einen Onbethei- 
l i g h n  nur langweilen muss. Dabei gelangt e r  plotzlich in die musikalische 
Welt und es macht den Eindruck, als ob er, der Besitzer hoher Orden und 
Mitglied der verschiedensten Gesellschaften is t ,  ein verkanntes Genie sei. 
Derartiges geh6rt nicht in ein Vorwort. - Dur erste Thcil, welcher sich 
mit der Photographie fur sich und den dazu nothigen Utensilien beschaftigt, 
stützt sich ganz auf Prof. Dr. J. M. E d e r  's Handbuch der Photographie. 
Der zweite Theil, betitelt: ,,lm CabinetY, enthiilt die für Himmelsphoto- 
graphie nothigen Apparate kritisch zusammengestellt, wahrend der dritte 
Theil, therschrieben : ,Am Fernrohr ', sich auf die photographischen Anfnah- 
men selbst beaieht und dabei die Vortheile der erforderlichen Instrumente 
hervorhebt. Das Buch leistet sicherlich jedem Anfanger grosse Dienste; 
denn dieser kann sich hier orientiren, ehe er unbedachter Weise grosse 
Summon verausgabt. Leider wirkt aber des sonst so verdienstliche Werk 
durch seine Breite sehr ermüdend auf den Leser. Nicht ist es die An- 
führung und Erlauterung der vielfach mehr oder weniger guten Ausführungen 
von Instrumenten fur ein und denselben Zweck, sondern die Weitschweifig- 
keit im Ausdruck, der, selbst in den Extremen, wie "fabelhaft kurzu, 
,,recht sehlampetu etc. gebraucht, bald erschopfend wirkt. ,,Dam der Ver- 
fasser schon einige Male Augenzeuge von misslungenen Experimenten w u u ,  
ist ftir jeden Praktiker doch hBchst interessant! Gewiss k t  es auch wichtig, 
zu erfahren, mit w e  s s e n  Brillen der junge Candidnks ast~onorniae", der a13 

,,Gastu in  des Verfasscrs Hause weilt, seine Accomodetionsfrihigkeit gepruft 
hat l  u. dergl. m. Dass der Herr Verleger darauf eingegangen ist,  dass Pro- 
fessor Y o u n g ' s  Spectrograph .zum abschreükenden Beispielu noch in einer 
grossen Figur zur Darstellung gelangt,  ist, zum mindesten sehr liebenswtirdig 
von ihm. - Ware die Ausdrucksweise pracis und knapp gehalten, was bei 
einem derartigen Riich erforderlich ist,  so ware es dern Verfasser gelungen, 
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wie er selbst in dem Vorwort sagt ,  ,ein bescheidenes Werkchenu und ich 
füge noch binzn: ein hochst verdienstvolles geschrieben zu haben. 

B. NEBEL. 

S I L V ~ U S  P. THOMPSON, Elementare Vorleenngen über Elektrioitlit und 
Magnetiemne. Autorisirte deutsche Uebersetzung auf Grund der 
neuesten (28.) Auflage des Originals von Dr. A. HIMSTEDT. Tiibingen 
1887. Verlag der H. Laupp'schen Buchhandlung. Preis 6 Mk. 

Ein Werk, welches in  England in kurzer Zeit i n  28000 Exemplaren 
abgesetzt worden ist , bedarf wohl keiner weiteren Besprechung , zumal es 
von einem Vanne herrtihrt, der sich auch in Deutschland des besten Rufes 
erfreut. Dass sich dieses Werk bald auch in Deutschland einbtirgern wird, 
ist unzweifelhaft, weil sich immer mehr und mehr der Laie fur die Er- 
rungenschaften der Neuzeit interessirt. Fiir solche iat das Buch wie ge- 
schttffen, zugleich ha t  es noch den grossen Vortheil, dass es ,  entgegen den 
bisherigen elementaren Werken, sich streng an die F a r a d  a y  - M a x  w ell 'sche 
Kraftlinientheorie hait unà dabei genz anf der Hohe der Wissenschaft ist. 
Des Buch kann in jeder Beziehung nur empfohlen werden. B. NEBEL, 

F. KOHLBAUS~H, Leitfaden der prakt ischen Phyeik. Mit einem Anhange: 
Das absoluto Maass-System. 6. vermehrte Auflage. Leipzig 1887. 
Verlag von B. G. Teubner. Preis 5 Mk. 60 Pf. 

Ueber die Gilte und Vortreflichkeit dieses Buches ist schon des Oef- 
tern in dieser Zeitschrift Erwahnung geschehen. Dem Fortschritt der Wis- 
senschaft entsprechend , ist auch jetzt wieder, . namentlich im elektrischen 
Theil, oine Vermehrung nothwendig gewesen. Zugleich sind aber auch 
Inthlimer, wie z. b. bei der Urnrechnung des Leitungsverm6gens auf Ohm, 
was in den beiden letzten Auflagen mitgeftihrt wurde, jetzt ausgemerzt 
worden. B. NEBEL. 

W. VON BEETZ, Leitfaden der  Physik. 9. Auflage von J. HENRICI. Leipzig 
1888. Th. Grieben's Verlag (L. Fernau). Preis 3 Mk. 60 Pf. 

Der Reetx 'sche Leitfaden ha t  sich bei der studirenden Jugend s h t s  
einer besonderen Beliebtheit zu erfreuen gehabt, weil er bei der gedriingten 
Fora allein gestattet, sich in  dem einen oder andern Zweige der Physik 
rasch wieder eu orientifen. Daher wird er insbesondere gern von solchen 
benlitzt, welche vor einem Examen stehen. Leider i ~ t  der Verfmser der 
Wissenschaft zu früh durch den Tod geraubt worden, weshalb die Bemrbei- 
tung einer neuen Auflage in andere Hlinde iiberging. Trotz Vermehrung 
und veranderter Gliederung ist aber doch der Charakter des Buches gewahrt 
geblieben. B. NEBEL. 
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TH. WITTBTEIN, 'rnndztige der mathematisch - physikalischen Theorie der 
Xnaik. Hannover 1888. Hahn'sche Buchhandlung. Preis 2 Mk. 50 Pf. 

Musiker, welche nicht gerade in der Lage sind, die Akustik in physi- 
kalischen Büchern zu studiren, sollen durch die vorliegende Schrift in die 
mathemetisch -physikalische Theorie der Musik eingeführt werden, womit 
ihnen der Beweis geliefert wird von dem alten Erfahrungssatze, dass da8 
Einfachste immer das Schonste k t .  Ein niiheres Eingehen auf die verschie- 
denen Tonleitern, sowie die E n t ~ t e h u n g  der Ober- reup. U n t e r t h  bildet 
den Inhalt. Summationst6ne werden gar  nicht erwahnt und bezüglicb der 
Differenztone Folgendes bemerkt: ,In weitere Details gehen wir nicht ein 
und bemerken nur, dass auch auf diesem Boden in ~ n s e r e n  Lehrbüchern 
vie1 Unklarheit herrscht. So ha t  man neuerlich angefangen, die Unterttine 
auch Differenztone zu nenncn, weil angeblich ,,ihre Schwingungszahlen glcich 
sind den Differenzen zwischen den Schwingungszahlen der primaren T h e u .  
Das ist sehr unrichtig!' Beruht dies nicht auf einem Missverst&ndniss des 
Verfassers? Mir ist kein derartiges Lehrbuch bekannt; auch ist das tiber- 
trieben im Vorwort, dass ,in unseren physikalischen Lehrbüchern dio mathe- 
matischen ' Grundlagen der physikalischen Theorie der Musik auffallender- 
weise in so hohem Grade vernachlassigt und theilweise verdeckt vorgetragen 
wird". Hiergegen muss ich entschieden Verwahrung einlegen; ich kenne 
eine ganze Reihe von Lehrblichern, welche die verschiedenen Tonleitern ganz 
htibsch mathematisch behandeln. B. NEBEL. 

W. BUDDE, Physikalische Anfgaben f ü r  die oberen Classen hoherer Lehr- 
anstalten. Aus den bei Entlassungsprüfungen gestellten Aufgaben 
ausgewahlt und mit Hinzufügung der Losungen zu einem Uebungs- 
buche vereinigt. Braunschweig 1888. Verlag von Friedrich Vieweg 
& Sohn. Preis 2 Mk. 50 Pf. 

Wie aus dem Vorstehenden ersichtlich is t ,  sind dies meistens Examens- 
aufgaben, ebenso die im Anhang gestellten Pragen,  so dass die betreffenden 
Schüler dadurch genau orientirt werden , wie weit sich .die an sie gestellten 
Anforderimgen erstrecken. Durch Mittheilung der Losungen kann man sich 
von der Richtigkeit einer Bearbeitung leicht tiberzeugen. Das Buch kann, 
wie solche Bhnlichen Inhalts,  nur empfohlen werden; denn an durchgerech- 
neten Beispielen hat  man den besten Prilfstein, ob die Schiiler den Unter- 
richt mit Erfolg besuchen. B. NEBEL. 

J. D. EVERETT, Physikalische Einhei ten und Constanten. Nach der 3. eng- 
lischen Ausgabe untcr Zustimmung des Verfassers den deutschen Ver- 
haltnissen angepasst durch P. CHAPPIUS und D. KREICHOAUER. Leipzig 
1888. Verlag von Johann Ambrosius Barth. Preis 3 Mk. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



70 Historisch - literarische Abtheilung. 
--------PA* -.--- 

es aber doch moglich Sei, Schallstiirken mit anderen Hilfsmitteln, als dem 
Ohre, zu vergleichen. Es wird der Vorschlag gemacht, die Schallstarken 
mittels eines Phonographen oder etwas Aehnlichen auf ein Spiegelgalvano- 
meter elektrisch zu tibertragen, wodurch die Schallstarken durch Stromstiir- 
ken ausgedrtickt waren. Das ,Wie?'  wird den Herren Pachmannern anheim- 
gestellt; der Verfasser begnugt sich, dicse darauf aufmerksem gemacht zn 
haben. Sodann wunscht der Verf., dass sich des Ohr, wie an die Ton- 
hoheu, auch an die Beurtheilung der Tonstlirken gewohnen mlisse, und 
glaubt dieses durch eine Art Hammerclaviatur zu erreichen, bei welcher die 
Hamrnergewichte arithmetisch anwachsen. - Obwohl gleich zu Anfang der 
,,bisherigen, mitunter scharfsinnigen Untersuchungenu kurze Erwiibnung 
geschieht, 0 0  fehlt doch jede nahere Literaturangabe, weshalb es schwierig 
ist ,  dem Verf. nachzuweisen, dass er wichtige Arheiten auf diesem Gebiet 
übersehen hat. Beim Durchlesen hatte wenigstens der Recensent das Ge- 
flihl, dass Manches hiitte geiindert werden müssen, wenn die ihm bekannten 
Arbeiten berlicksichtigt worden w8;ren. B. NEBEL. 

PETER MÜNCH, Lehrbnch der Physik. Mit einem Anhange: Die Grund- 
lehren der Chemie und der mathematischen Geographie. 8. Aufl. 
Freiburg i. B., 1886. Herderlsche Verlagshandlung. Preis 4 Mk. 

Ein Zeiohen ftir die Gediegenheit dieses Buches ist  die rasche Aufein- 
anderfolge von acht Auflagen. Ftir Schulen, welche etwas eingehender die 
Physik bchandeln konnen, sind die zahlreichen kleingedruckten Zusatze, in 
welchen sehr oft Zahlenbeispiele und geschichtliche Notizen enthalten sind. 
Durch Erweiterungeu ist auch dem Fortschritt der Wissenschaft Rechnung 
getragen worden. 

Die Chemie ist etwas sehr knapp behandelt; für  Gymnasien mag dies 
auch vtillig ausreichend sein, dagegen beanspriichen die Realgymnasien doch 
etwas mehr. Sollte sich das Buch in den nachsten Jahren durch Fortschritte 
auf dern Gebief der Physik abermals erweitern, so dürfte es am bésten sein, 
die Chemie loszutrennen und in der gleichen bewahrteu Weise, wie die 
Physik, zusammenzustellen. 

Durch seine Reichhaltigkeit und die hübsche Eintheilung und Behand- 
lungsweise des vorliegenden Stoffes wird sich das Buch tiberall von selbst 
empfehlen. B, NEBEL. 

Die Methoden d e r  praktischen Arithmetik , in  historischer Entwickelung 
vom Ausgange des hlittelalters bis auf die Gegenwart nach den Ori- 
ginalquellen bearbeitet von FRIEDRICH UNGER , Oberlehrer an der 
Realschnle zu Leipzig - Rendnitz. Leipzig, B. G. Teubner. 1888. 
XII,  240 S. 
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Wir dlirfen, ohne einem der Verfasser von Schriften ilber den Rechen- 
nnterricht zu nahe zu treten, Herrn U n g e r ' s  Monographie a18 eine Allen 
ebenbtirtige Leistung bezeichnen. ,,Der Rechenunterricht vom Ausgange 
des Mittelalters bis auf die Gegenwart, wie er sich vorzugsweise in Deutsch- 
land gestaltet hatu,  das ist  der auf 15 Druckbogen in sehr gedrungener 
Weise behandelte Gegenetand, und der Tite1 so gefasst, wie wir ihn eben 
auszusprechen uns erlaubten, wiirde viellcicht besser als der thatstichlich 
gewkihlte die Aufgabe enthtillt haben, welche Herr U n g e r  sich stellte. 

Es wer in  mehr als einer Beziehung keine leichte Anfgabe. Ftir die 
iilteren Zeiten war eie nicht leicht, weil der Stoff aus schwer auffindbaren, 
theilweise nur einmal vorhandenen Inounabeln gesammelt werden musste, 
weil Vorkenntnisse über die Zeiten des Mittelalters bei den Lesern voraus- 
gesetzt werden mussten und doch nicht i n  zu grossem Umfange voraus- 
gesetzt werden wollten, weil der Verfasser demnach genau mit sich zu Rathe 
zu gehen hatte, wo er ausführlich sein solle, .wo ein kurzes ,Es ist bekannt, 
dassu gcniige. Und der Behandlung der neuen Zeit standen fast noch 
grossere Schwierigkeiten entgegen. IIunderte und Hunderte von Büchern 
iiber den Rechenunterricht heben die Presse verlassen. Welche von ihnen 
miissen in einer geschichtlichen Uebersicht genannt werden, welche nicht? 
Eine kitzlige Frage, so lange die Druckerschwiirze kaum Zeit fand, genUgend 
zu trocknenl Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, dms die Mitwelt 
nicht leicht ein abschliessendes Urtheil liber im Flusse befindliche Streit- 
fragm geben kann,  in welchen Jeder bis zu einem gewissen Grade selbst 
Partei ist, und doch verlangt man von dem Historiker ein Loben oder 
Tadoln, ein Ptir oder Wider, begntigt man sich nur ungern mit einer des 
Urtheil der Zukunft vorbehaltenden Erklarung der Unentschiedenheit. End- 
lich lag eine grosse Schwierigkeit in folgendem Umstande: die Nathema- 
tiker, welche der Geschichte ihrer Wissenschaft Interesse entgegenbringen, 
stehen meistentheils der Volksschule so fern, dass sie selbst die Fragen der 
Pbdagogik nicht zu kennen pflegen, um welche gestritten wurde und wird; 
wie konnen sie in  solcher Unwissenheit eine Geschichte jener Kiimpfe geben? 

Uan sicht aus diesen von uns betonten Schwierigkciten der Aufgabe, 
dass gerade ein Schriftsteller wie Herr Ij n g  e r zur Bewbltigung derselben 
erforderlich war, ejn SchriFtsteller, der auf der einen Seite ein Lehrersemi- 
nar besucht ha t ,  der der eigentlichen Piidagogik ein eingehendes Studium 
gewidmet hat ,  und der auf der andern Seite mit genügendem geschicht- 
lichen Sinne begalit, mit goniigenden Vorkenntnissen versehen ist, um noch 
so alterthiimlich sich darbietenden Formen Geschmack und Ver~tandniss ab- 
gewinnen zu konnen. 

Wenn wir nach allem diesen unser anerkennendes Urtheil Uber .Die 
Siethoden der praktischen ArithmetikY wiederholen, so glauben wir nicht 
zu dessen naherer Bcgrüudung, aber zur Empfehlung bei unseren Lesern 
noch auf einige Einzelheiten eingehen zu sollen. 
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Jeder Leser mathematischer Geschichtswerke weiss, dass mit dem 

XIII.  Jahrhundert ( L e  o n  a r  d O v O n P i s a )  die Positionsarithmetik euro- 
paisches Eigenthum wurde. Aber man muss darum nicht glauhen, dass 
das Wort  Eigenthum sich weiter erstrecke, als über den immer noch recht 
geringen Bruchtheil des Volkes, der tiberhaupt rechnen konnte. Für In- 
schriften , ftir 6ffentliche Rechnungsführung und dergleichen blieben noch 
lange Zeit die romischen Zahlzeichen in Gebrauch, welche im Enchiridion 
von 1530 sogar ,die gemein tüdtsch zaalu heissen. Zur Erganxung dieser 
Bemerkungen (S. 1 2  und 14flgg.) konnen wir nach privaten Mittheilungen 
von Herrn K a r  1 C h r i s t ,  dem besten Kenner altheidelberger Topographie, 
bestëtigcn, dass auch in hiesiger Gegend keine iiltere Jahreseahl als 1478 
i n  indischen Ziffern gefunden worden is t ,  n b l i c h  1 8 (= 1478) in 
Ziegelhausen a n  einem Kreuz mit Darstellung eines wegen Sonntagsfrevel 
vom Nussbaum gefallenen Mannes. Die Zahl 1487 fand der gleiche For- 
scher zweimal, einmal am Stift Neuberg und einmal am Eloster Lobenfeld. 

Das Nebeneinanderlaufen lateinisch geschriebener Rechenbticher neben 
solchen in den Landessprachen bis tief i n  das XVII. Jahrhundert erkl8rt 
Herr U n  g e r (S. 57) aus dem Bestehen der Lateinschule, die grundsatzlich die 
Anwendung neuerer Sprachen verponte, und doch den Rechenunterricht 
nicht l h g c r  susschliessen konnte. 

Der Divisionsmethoden gab es mancherlei, und doch wurde (S. 81 und 
174) meistens nur die leidige Division tiberwarts wirklich gcübt, bis erst 
im XVIII.  Jahrhundert das Unterwiirtsdividiren allgemein wurde. 

Die Entstehung der Neunerprobe sucht Herr U n g e r  (S. 83) daraus zu 
erkltiren, dass bei Indern und Arabern die Gewohnheit, alle Zwischenrech- 
nungen auf dem Sandbrette wegxuwischen, eine Probe, und zwar eine leicht 
anzustellende , zur Nothwendigkeit machte. So geistvoll diese Bemerkung 
is t ,  dtirfte sie leider doch hinfallig werden, wenn die Griechen des II. nach- 
christlichen Jahrhunderts auch schon die Neunerprobe besassen (Zeitschr. 
Math. Phys. XXX, hist.-lit. Abth. S. 123), wtihrend nach den von E u t  o -  
k i o  s aufbewahrten Multiplicationen zu urtheilen, die Zwischenrechnungen 
stehen blieben. 

H6chst merkwtirdig ist (S. 105 und 122) das Vorkomrnen der chine- 
sischen Erweiterungsregel in deutschen Rechenbüchern des XVI. und XVII. 
Jahrhunderts. Es  ist uns personlich nicht xweifelhaft, dass sie dort von 
Byzanz her Eingang fand, wo die gleiche Aufgabe urn 1400 hat nach- 
wiesen werden konnen. (Vergl. unsere Vorles. Gesch. Math. 1, 586 Note 3.) 

Pur den ganzen letzten Abschnitt (S. 173-233) sind wir personlich 
dem Verfasser ausserordentlich dankbar, da  wir über den Rechenunterricht 
a n  dor heutigen deutschen Volksschule vorher so gut wie Kichts wussten. 

. Allerdings sind wir beztiglich der, wie wir oben schon erortert haben, 
noch im Flusse befindlichen Streitfragen nicht Uberall gleicher Meinung mit 
Herrn U n g e r .  So stehen wir b~ispielsweise beziiglich des 6aterreichischen 
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Subtrahirens und Dividirens durchaus auf entgegengesetztem Standpunkte. 
Wir theilen noch heute die Ansicht der badischen Circularverfügung vom 
16. August 1883 und bedauern sehr, dass 1888 eine derselben entgegen- 
gesetzte Stromung sich geltend zu machen scheint. Piir die Moglichkeit der 
Festhaltung der ostcrreichischen Xethode in Volks - und Mittelschule spricht 
uns die nicht zu leugnende Thatsache, dass dieselbe in  Oesterreich nicht 
aufhort geübt zu werden. F ü r  die Ktitzlichkeit betonen wir einen Grund, 
der von Herrn U n g e  r in seiner Zusammenstellung der vermeintlichen Vor- 
ziige übergangen ist: die meisten Rechenfehler sind Schreibfehler, nicht 
Denkfehler. J e  weniger also geschrieben wird, um so seltener ist die Ge- 
legenheit zu einem Fehler vorhanden. CANTOR. 

Die Physik Plato's, cine Studie auf Grund seiner Werke. Zweiter Theil: 
Schall, Himmelskunde , Licht , Warme. Programm der k6nigL Kreis- 
Realschule Niinchen, veroffentlicht am Schlusse des Schuljahres 

, 1887-88, verfasst von Dr. BENEDIKT ROTHLAUF, k. Reallehrer. 
München 1888. 90 S. 

Im XXXII. Bande dieeer Zeitschrift, hist.- lit. Abth. S. 220 - 221, ist  
der 1. Theil dieser Abhandlung besprochen. Unsere Leser sehen, dass der 
II. Theil nur ein Jahr  spater die Presse verliess, also zu der frtihesten 
moglichen Zeit fiir eine Programmabhandlung. Herr  R O t h  1 a u  f hat  dm 
ihm zu Gebote stehende Zwischenjahr zu benutzen verstanden, nm die, wie 
wir aus dem 1. Theile wissen, schon vollendete Arbeit einer neuen Durch- 
sicht zu nnterziehen und aie mit lhnlichen Schriften anderer Gelehrten zu 
vergleichen. Wir freuen uns,  dass dadurch ein von uns gegebener Rath 
befolgt worden is t  , sehr zum Vortheile des diesjbhrigen Programms , wie 
Herr R o t h l a u f  wahrscheinlich selbst empfindet. Wenn die Schriften von 
Martin und H e l l e r ,  von M l d l e r  und R o s e n b e r g e r  ihn vielleicht kaum 
auf vorher Unbeachtetes aufmerksam machten, so dilrften sie doch gerade 
an jenen Stellen, wo sie seinen Widerspruch hervorriefen, zur Klamng 
wesentlich beigetragen haben. 

Den Inhalt unseres Programms giebt die Ueberschrift deutlich zu er- 
kennen. Es  handelt in der dort angegebenen Reihenfolge von Schall und 
Himmelskunde, von Licbt und Wlrme. Es  ist keine zufallige Reihenfolge 
und ebenso wenig eine zufsllige Einachaltung unsererseits , dass wir zweimal 
des Bindewortes .undu uns bedienten. Der Schall steht bei P l a t o  zur 
Himmelskunde, die Lehre vom Lichte zu der von der WBrme in engstem 
Zusammenbange, ein Zusammenhang, den freilich nicht die Erfahrung, son- 
dern vorgebildete Meinung erzeugt hat,  dessen Zutreffen in einem Faile wir 
nicht zu loben haben, ohne im andern Falle das Nichtzutreffen zu tadeln. 

So finden Schall und Himmelskunde bei P l a t o  sich in  der harmo- 
nischen Reihe zusammen, welche die Bildung der T h e ,  wie die Entfer- 

Hlat.-lit. Abtlilg. à Zeitichr. f. Nnth. u. l 'hm XXXIV, 2. 6 
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nungen der Himmelskugeln beeinflusst. SO ist Licht nur eine besondere 
Gattung von Feuer, und von Feuer und Warme heisst es: ,beides sind 
Bewegungenu. 

Wir  heben aus der R o t h l a u f ' s c h e n  Darstellung nur wenige Einzel- 
heiten hervor. Die schon angedeutete Rezjehung der harmonischen Rcihe 
zur Natur is t  besonders ausführlich erortert. Die Frage,  wie das berüch- 
tigte E ~ A A o ~ É v ~  y$ zu übcrsctzen sci, wird in  Anschluss an die Erklarungs- 
versuche von A r i s  t O t e l e s  bis H e l 1  e r  besprochen. Sehr hübsch ist die 
Platonische Lehre vom Sehen behandelt, bei welchcm ein Strahl vom Sub- 
ject (dem Auge) und ein Strahl vom unmittelbar oder mittelbar leuchtenden 
Object sich treffen müssen , damit eine Gesichtswahrnehmung entutehe. Je 
nachdem die vom Gesehenen ausgehenden Strahlen kleiner oder grtisser als 
die vom Auge ausgehenden Strahlen sind, nehmen wir verschiedene Farben 
wahr. 

- - - - - - - 
CANTOR. 

Der Astronom, Mathematiker  und Geograph Eudoxos von Knidos. 1. Theil: 
1~ebensl;eschreibung des Eudoxos, Ueberblick über seine astronomische 
Lehre und geometrische Betrachtung der Hippopede, von HANS K Ü N ~ s -  

BERG, konigl. Rcallehrer. Programm zum Jahresbericht der vier- 
cursigen konigl. Realschule Dinkelsbühl pro 1888. 59 S. 1 Pigu- 
rentafol. 

E u d  o x  o s  v o n  K n i d  os ,  einer der genialsten Mathematiker und Astro- 
nomen deu voreuklidischen Griechenthums, hat  die Aufmerksanikeit so ziem- 
lich aller Schriftsteller auf sich gezogen, die in  unserem Jahrhundert mit 
geschichtlich wissenschaftlichen Untersuchungen sich beschaftigten. Die 
Ergobnisse dieser recht, zerstreuten Porschungen zu sichten und zu vcreini- 
g e n ,  beziehungsweise zu erginzen , das ist die Aufgabe, welche Herr Künss-  
b e r g  in einigen Programmen zu losen gedcnkt, deren erstes uns heute 
vorliegt. Dasjenige Capitel, dem gegenfiber wir ein anf eigenem Wissen 
beruhendev Urtheil zu fsllen im Staude sind, das den Mathemstiker Eudoxos 
xu schildern haben wird, ist einer spateren Veroffentlichung vorbehalten, 
ebenso das Capitel von dem Physiker Eudoxos. I n  dem letxteren wird daher 
z. B. noch zu rechtfertigen sain, was S. 18 tiber die Tonhohe der Saiten 
gesagt ist und was wir ftir's Erste als ein Missverstiindniss betrachten, in- 
dem wir der Stelle bei T h e o n  einen gane andern Sinn beilegen, in Ueber- 
einstimmung mit R o  t h l a u f ,  Die Phyvik Plato's II (München 1888), S. 5. 
Das diesjahrige Programm ist ,  wie ous der Ueberschrift zu crsehen, ledig- 
lich dem Astronomen Eudoxos gewidmet, und zwar konnte man zwei Haupt 
abschnitte nntersclieiden, in deren erstem von dern achtjlihrigen Cyklus, in 
deren zweitem von der Hippopede die Rede kt,  dort in engem Anschluss 
a n  B 6 c k h  und T a n n e r y ,  hier an S c h i a p a r e l l i .  Wir fürchten, Herr 
Kü n s s  b e r g  mochte S. 34 sich ftir manche Leser nicht deutlich genug aus- 
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gesprochen haben, da  seine Darstellung leicht die Meinung entstehen lasscn 
kann, es habe um 377 v. Chr. i n  Griechenland ein im vierten Jahre wieder- 
kehrendes Schaltjahr von 3 6 6  Tagen zwischen gewohnlichen bürgerlichcn 
Jahren von 365 Tagen gegeben, wkhrend doch nur  von einer wissenschaft- 
lichen Aiisgleichnng zwischen Mond- und Sonnenjahren die Rede war. Die 
Hippopede behendelt der Verfasser anslytisch- geometrisch und discutirt ihre 
Gleichungen in moderner Weise. Herr K ü  n s s b e r g  hat auch ein Ylaneto- 
labium Eudoxi angefertigt, welches er S. 40 beschreibt und welches ganz 
geeignet erscheint, die homocentrischen Spharen xu versinnliühen. 

CANTOR. 

Om Scholierne til Enklida Elementer af J. L. HEIBERG. Avec un résume 
en français. Vidensk. Selsk. Skr.,  6. Raekke, historisk og philoso- 
phisk Afd. II, 3. Kjebenhavn. Rianco Lunos, kgl. Hof - Bogtrykkeri 
(F. Dreyer). 1888. 76 pag. 

Als wir Bd. XXSIII, hist.-lit. Abth. S. 190, von dern Abdrucke zahl- 
reicher griechischer Scholien im V. Bande der von Herrn H e i b e r g  besorg- 
kn Ausgabe der Euklidischen Elernente sprachen, mussten wir eingestehen, 
dass wir noch nicht die Zeit gefunden, uns mit deren Inhalt bekannt zu 
machen. Der Herausgeber war natürlich in  einer andern Lage. Bei der 
Drnckgebung war er genothigt, das ganze Material wiederholt kennen zu 
lernen, zu priifen und zu sichten. nass  er diese Kenntniss zum Allgemein- 
gut zu machcn sich bcstrebte, indem er der Kopenhagener Akademie eine 
umfangreiche Abhandlung über die Scholien vorlegte, dafür haben Alle ihren 
Dank auszusprechen, welche . . . die in danischer Sprache verf~ssten Bliitter 
lesen konnen! Herr H e i b e r g ,  dessen nationalen Stolz, in die Denkwiir- 
digkeiten seiner vaterlSndischen gelehrten Gesellschaft in vaterlkndischer 
Sprache schreiben zu wollen, mir weit besser verstehen als die Abhandlung 
selbst, hat tibrigens an einem menschlichen Riihren es nicht fehlen lassen. 
Er hat der Abhandlung einen Auszug auf 9 Seiten in franzosischer Sprache 
folgen lassen, und diesem Auszuge entnehmen wir, dass den Scholien ein 
dreifaches Interesse innewohnt. Die rneisten Scholien kennzeichnen ftir uns 
die Art und Weise, in welcher man ziir Zeit, als sie entstanden, den 
erlauterten Schriftsteller zu lesen pflegte; sie baben also Wichtigkeit zur 
Kenntniss dieçer, im vorliegcnden Fnlle recht spaten Zeiten. Eino andere, 
kleinere Gruppe dient unmittelbar oder mittelbar zur Reinigung und Wieder- 
herstellung des Euklidischen Wortlautes. Sieben Scholien endlich haben 
eine geschichtliche Bedeutung fiir altgriechische geometrische Porschung. Sie 
finden sich in dem V. Bande der Euklid -Ausgabe S. 225, 226, 272, 280, 
414, 450, 654  und Sind dort hexeichnct ds Scholie 11 und 13 zum II., 
2 zum IV., 1 zum V., 1 und 62 zum X., 1 zum XIII. Buche. Nicht alle 
sind dem Geschichtskundigen neu. Auf einige haben schon H. K n o  ohe 
und m a c h  s m  u t h  hingewiesen. Wi:. erwahiien als neu die 2. Scholie zum 
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IV. Buche, welche so etwa zu iibersetzen ist: ,,Der Urnfang des Kreises ist 
nicht das Dreifache des Durchxuessers, wie Viele glanben, sondern grosseri 
ebenso wenig ist der Kreis drei Viertel des umschricbenen (gleichseitigcn) 
Dreiecks.' Der eine hier abgewiesene Naherungswerth rz = 3, ist allbekannt, 

der andere dagegen , n = 4 . 3 .  J3 = p' 15,1875 = 3,897 . . . ist uns noch nir- 
gend begegnet , so weit unsere Erinnerung reicht. Yielleicht sollte statb 

,Dreiecksu (.cgcy&ov) Z E T ~ ( Y ~ ~ V O V  gelesen werden. Alsdann waren beide 
Angaben in Uebereinstimmung. Diese Scholie rührt  tibrigens von sehr $pater 
Band her. Wesentlich alter ist die zum XIII. Bucbe, welche besagt, die Py- 
thagoraer hiitten den Wiirfel, das Tetraeder und das Dodekaeder gekannt; 
T h e 2 t e  t habe alsdann Octaeder und Ikosaerier hinzugefügt. Auch diese 
Bohauptung ist uns niemals begegnet. CANTOR. 

Bonaventnra Cavalieri nel lo  studio di Bologna per ANTONIO FAVARO. 
Bologna 1888. GO pag. 

C a v a l e r i  o&r C a v a l i e r i ?  Diese Frage wurde in der Zeitscbr. 
math.-naturw. Unterricht XVIII ,  557  (1887) aufgeworfen. Herr Favaro 
beantwortet aie (S. 59 Note 3 der uns vorliegenden Abhandlung) dahin, 
dass verschiedene Schreibarten des Namens actenmassig gesichert sind, die 
italienischcn Formen : Cavalieri, Cavallieri , Cavaglicri , sowie die lateinischen 
Pormen : Cavalerius, de Cavalleriis. fir selbst pflegte seine zahlreichen 
Briefe Cavalieri zu zeichnen. C t t v a l i e r i  also, wenn wir seiner Unter- 
schrift uns bedienen wollen, hat den ersten Versuch, zur Professur der 
Mathematik in  Bologna zu gelangen, unter dem 14. Mai 1619 gewagt. 
Diese durch Herrn F a  v a r  O aufgefundene Eingabe ist von geschichtlicher 
Bedeutung, weil sie eine Sage vernichtet. , C a v a l i e r i  sol1 namlich als 
23jiihriger Jtingling in Pise zuerst einen Euklid in die Hahd bekommen 
haben, den e r  in  wenigen Tagen durchlas, und von da an habe er erst 
Mathematik studirt. Hat aber C a v a  1 i e r i ,  wie aus dor gcnannten Eingabe 
hervorgeht, schon im Mai 1619 C a s  t e l l i  in  Pisa als Lehrer der Mathe- 
matik vertreten, so muss e r  doch mindestens seit 1617 etwa mit dieser 
Wissenschaft sich beschaftigt haben, also spatestens 1594 geboren sein. 
Entweder ist also das gemeiniglich auf 1598 angesetzte Geburtsjahr un- 
richtig, oder jene zuerst von U r b a n o  D a v i s o ,  einem Sehüler Cava l ie r i ' s ,  
erzahlte Geschichte ist  frtihe Legendenbildung. Wir  glauben beinahe ersterer 
Annahme zuneigen zu müssen, weil auch G a l i l e i  von C a v a l i e r i ' s  frtihen 
eigenen Studien tiber E u k l i d  und Andere in  einem Briefe von 1629 er- 
ziihlt, das Datum derselben als ,vor etwa 15 Jahrenu, mithin auf 1614 
ungefahr bestimmend. C a v a l i e r i ' s  Versuch von 1619 scheiterte und musste 
scheitern, da die Univcrsitatslcitung von Bologna grundsatzlich keinen Lehrer 
anstellte, mochte er noch so gut  empfohlen sein, der nicht schriftstellerische 
Leistiingen ailfzuweisen hatte , wozu C a v a l i e r i  1 6  1 9  noch nicht im Stande 
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Recensionen. 

war. Um wieviel mehr hielt man an dem hergebrachten Grundsatze fest, 
wo es um die seit 1617 frei gewordene Professur M a g i n i ' s  sich handelte, 
fiir welche man sich schon vergeblich bemüht hatte, G a l i l e i  oder K e p l e r  
zn gewinnen. h l a g i n i ' s  Professur blieb für's Erste unbesetzt, wofür eine 
Entschuldigung darin gefunden werden mag, dass noch eine zweite Pro- 
fessur der Mathematik vorhanden war, welcher C a  t a l  d i , der Erfinder der 
Kettenbrüche, vorstand. Auch dieser starb aber 1626,  und nun waren 
beide mathematische Lehrsttihle Bolognas verwaist. Sie blieben es drei 
Jahre hindurch , bis endlich 1629 C a v a l  i e r i , auf's Dringendste durch 
Galilei,  durch M a r s i l i ,  durch C a s t e l l i  empfohlen, die eine Professur 
auf drei Jahre erhielt. Die Anstellung wurde wiederholt erneuert theils 
mit Erhohung des Gehaltes , theils mit Vorlhgerung der Giltigkeitsdauer. 
Aber neben dem Lehrerfolg, neben dem wachsenden Schriftstellerruhrn gingen 
fur C a v a l i e r i  auch Kriinklichkeit und Klostercltreitigkeiten einher, die ihm 
den Aufenthalt in Bologna verleiden konnten. Es  ist fast unbegreiflich, 
d m  er trotzdem blieb und der Versuchung, nach Pisa liberzusiedeln, wider- 
stand. Der Universitat Bologna gehorte er bis zu seinem am 27. November 
1647 erfolgten Tode an. So der Hauptinhalt der reichhaltigen Abhandlung, 
über die wir berichten wollten. CANTOR. 

Joachim Jungins. Festrede zur Feier seines dreihundertsten Geburtstages 
am 22. Octobcr 1887 im Auftragc der Hamburger Oberschulbehijrde 
gehalten von Dr. EMIL WOHLWILL. Mit einigen Beitragen zu Jungius' 
Biographie und zur Kenntniss seines handschriftlichen Nachlasses. 
Hamburg und Leipzig 1888. Verlag von Leopold Voss. 85 S. 

Wir haben im XXXIII. Bande dieser Zeitschrift, hi&-literar. Abtheil. 
S. 11 1-1 12, tiber eine Abhandlung des gleichen Verfassers berichtet, in 
welcher die Beziehungen des J u n  g i u s  zu den Lehren, welche man damals 
fur die des A r i s t o t e l e s  hielt, wie andererseits zu denen der alten Ato- 
mistiker behandelt sind. Auch die heute uns vorliegende Festrede hat das 
Beutreben, anvchaulich zu machen, wie im 16. und 17. Jahrhundert die 
Naturwissenschaften entstanden, wie die Entscheidung des Kampfes zwischen 
vorurtheilsloser Beobachtung und befangenen Grübeleien herbeigeftihrt wurde, 
wie trotz der Fechtersttickchen der Dialektik sine Naturforschung neuer Art 
sich Bahn brach. Was  B a c  o n  in England, wss G a l i l  e i  in Italien, was 
Descar tee  in Frankreich zu Bannertriigern einer neuen Zeit machte, des 
beseelte in Deutschland JO  a c h i  in J u n g  i u s , den Rector des Hamburger 
Gpnasiums. Aber weun seine Hamburger Mitbtirger diesen Tite1 des 
J n n g i  u s mit gerechtem Stolzc botonen, so erkennt gorade Herr Wo h l -  
will zuerst, dass die Kraft, wdche der heimischen Schule zu Gute kam, 
der Allgemeinheit verloren ging,  und dass darin m m  Theil wenigstens be- 
griiudet ist ,  dass die Erfolge des J u n g i u s  hintm denen seiner drei Geistes- 
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verwandten zuriickblieben. Auf die eigentliche Festrede lasst die Druek- 
ausgabe noch einen Anhaiig von anniihernd gleichem Umfange folgen, wel- 
cher der Darlegung einiger neuer Untersuchungen zur Lebenvgeschichte des 
J u n g i  u s  und zur Kenntniss seines Nachlasses gewidmet ist. Wir heben 
aus dem sehr lesenswertheu Stoffe nur zwei Dinge hervor. J u n g i u s  gab 
im December 1628 die Stellung als Professor der Mathematik in Rostock 
auf. K e p l e r  wurde 1629 durch W a l l e n s t e i n  dorthin berufen. Er war 
daher zurn Nachfolger von J u  n g i  u s ausersehen. Zweitens zerstort Herr 

W o h l w i l l  mit der scharfen Kritik, welche seine Freunde an ihm gewohnt 
eind, den Mythus, der sich allm&lig gebildet hat  und der lcider auch in 
die Allg. Deutsche Biographie Bd. XIV S. 725 Eingang gefunden hat, ah 
ob die Londoner Konigl. Gesellschaft und gar  durch N e w  t o n  veranlasst 
das von Hamburger Seite abgelehnte Anerbieten 
wissenschaftlichen Nachlass des J u  n gi u s zum 
handelte sich keineswegs um den Nachlass als 
e i  n e Schrift, wenn es auch nicht feststeht, von 

gestellt hatte, den ganzen 
Druck zu befordern. Es 
solchen, sondern nur um 

welcher die Rede war. 

CANTOR. 

Bibliographie 
vom 16. December 1888 bis 15. Februar 1889. 

Periodische Schriften, 
Abhandlungen der rnathem..physikal. Classe der konigl. bayer. Akademie 

der Wissenschaften. 16. Bd., Abth. III. München, Franz. 
6 Mk. 50 Pf. (compl. 21 Mk. 50 Pf.) 

Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften zu Wien. Mathem.- 
naturwissenschaftl. Classe, Abth. II a. 97. Bd., 5-7. Heft. Wien, 
Tempsky. 9 hlk. 40 Pf. 

Abhandlungen der bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften. Jlathem.- 
naturwb.enschaft1. Classe, 1887-88. VIL Folge, 2. Bd. Prag , Tempsky 
(Leipzig, Preitag). 25 Jlk. 

Mathematische Annalen, begr. v. C. NEUMANN U. F. CLEBYCH, fortges. v. F. 
KLEIN, W. DYCK U. A. MAYER. 33. u. 34.Rd. Leipzig, Teubner. 40 Mk. 

Annalen der Physik und Chemie. Sachregister zu Bd. 1-160 u. S. W., 

bearb. v. PB. STBOBEL. Leipzig, Barth. 18 Mk, 
Annalen der Physik und Chemie, begr. v. POGGENDORFF, fortges. v. G. WIEOE- 

MANN. Neue Folge, 36 - 38, Jahrg. 1889. Ebencias. conipl. 36 Mk. 
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Zeitschrift für praktische Physik und physikalischen Unterricht, herausgeg. 
V. M. KRIEG. 2. Jahrg. 1889. Magdeburg, Faber. compl. 6 Mk. 

Vertiffentlichungen des konigl. preuss. geodiitischen Instituts. Telegraphische 
Lëngenbestirnrnungen irn Jahre 1887. Berlin, Stankiewic~. 15 Mk. 

Zeitschrift flir Vermessungswesen , herausgeg. v. W. JORDAN n. C. STEPPES. 
18. Bd. (1889), 1. Heft. Stuttgart,  Wittwer. compl. 9 Mk. 

Zeitschrift ffir Instrurnentenkunde, redig. v. A. WEBTPHAL. 9. Jahrg. 1889. 
Berlin, Springer. 18 Mk. 

Beobachtungsergebnisse der ktinigl. Sternwartc zu Berlin. 1.-4. Heft. 
Berlin, Dümmler. compl. 13 Mk. 

Observations de Pulkowa, publ. par 0. STRUVE. Vol. XIV. Leipzig, Voss. 
26 Mk. 40 Pf. 

Reine Mathematik. 

SCHLESINGER, L., Beitrag zur Theorie der linearen homogenen Differential- 
gleichungen dritter Ordnung u. s. W. (1naug.- Dissert.) Berlin, Mayer 
& Müller. 1 Mk. 80 Pf. 

BROCKMANN, J . ,  Materialien zu Dreiecksconstructionen mit circa 400 Auf- 
gaben. Leipzig, Teubner. 1 Mk. 20 Pf. 

HUEBNER, L., Ebene und rkumliche Geometrie des Maasses in  Verbindung 
mit den Kreis- und Hyperbelfunctionen dargestellt. Ebendas. 8 Nk. 

GUNTER, H. und F. R ç n ~ o ,  Die Elemente der analytischen Geometrie der 
Ebene. Ebendas. 2 Mk. 40 Pf. 

DISTELI , M. , Die Steiner'schcn Schliessungsproblerne nach darstellend geo- 
metrischer Methode. Ebendas. 4 Mk. 

FIEDLER, W., Die darstellende Geometrie in  Verbindung mit der Geometrie 
der Lage. 3. erweit. Aufl. 3. Thl. Ebendas. 16 Xk. 

KEBSCHENBTEINER, G., Die Wendepunktsgleichung sechsten Grades und die 
zugehorigen rationalen Curven 4. Ordn. Ntirnberg, Bellhorn. 1 Mk. 

LEUCH, R., Ueber einige ebene Curven hoherer Ordnung. (1naug.-Dissert) 
Bern (Leipzig, Fock). 2 Mk. 

END,  W.,  Algebraische Untersuchungen iiber Fliichen mit einer gemein- 
samen Curve. (Inmg.- Dissett.) Ttibingen , Pues. 80 Pf. 

JOBANNES , J., Die rationalen Raumcurven sechster Ordnung , erzeugt durch 
geometrische Transformation aus einem Kegelschnitte. (1naug.-Dissert.) 
Ebendas. 1 Mk. 

LASKA, W., Sammlung von Pormeln der reinen und angcwandten Mathe- 
matik. 1. Lief. Braunschweig, Vieweg. 7 Mk. 

Angewandte Mathematik. 

DAURER, S., Uebungsbuch zum Studium der elernentaren Mechanik. Wien, 
Helder. 2 Mk. 40 Pf. 

Porsso~,  S., Lehrbuch der analytischen Mechanik , libers. v. A. PFANNGTIEL. 
2.- 4. Lief. Dortmuud , Meyer. à 2 Mk. 75 Pf. 
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RAUSENBERQER , O., Lehrbuch der analytischen Mechanik. 2. Bd. (Schluss.) 
Leipzig, Teubner. 8 Mk.  

BAUSCHINGER , J . ,  Ueber die Biegung von Meridianfernrohren. (Aus den 
Annalen der Münchener Sternwarte.) München , Franz. 1 Mk. 50 Pf. 

FENNEL, L., Ueber die Bewegunp eines festen Korpers in einer tropfbaren 
Flüssigkeit. (1naug.-Dissert.) Marburg (Kassel, Freyschmidt.) 2 Mk. 

STRUVE, H., Beobachtungen der Saturntrabanten. 1. Abth. Leipzig, Vose. 
10 Mk. 60 Pf. 

PLAS~MANN , J., Die veranderlichen Sterne; Beobachtungsergebnisse und Rr- 
klarungsversuche. K6ln , Bachem. 1 Mk. 80 Pf. 

SEELIOER, H., Fortgesetzte Untersuchungcn über das mehrfache Sternsystem 
5 Cancri. (Bayer. Akad.) Miinchen, Pranz. 2 Mk. 80 Pf. 

NATANSON, L., Ueber die kinetische Theorie der Joule'scben Erscheinung. 
(1naug.- Dissert.) Dorpat , Karow. . 1 Mk. 

Physik und Meteorologie. 
EXNER, P.,  Vorlesungen aber  Elektricitiit, geh. an der Wiener Universitat. 

Wien , Deuticke. 14 llk. 
EAYSER, H. und C. RUNGE, Ueber die Spectren der Elemente. (Berl. Akad.) 

Berlin, G. Reimer. 6 Mir. 
GÜNTHER , S., Die Meteorologie , mit besonderer Rücksicht auf geograph. 

Pragen dargestellt. Mllnchen, Ackermann. 5 Mk. 40 Pf. 
KIESSLING, J . ,  Untersiichungen über die Dammerungserscheinungen nach 

dem Krakatau -Busbruch. Hamburg, Voss. 36 Mk. 
BREDICHIN, S., Sur  i'origine des étoiles filantes. (Bull. de la SOC. des natur. 

de Xoscou. Leipzig, Voss. 2 Mk. 40 Pf. 
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Lucas Paciuolo. 

E i n e  b i o g r a p h i s e h e  Sk izze  
von 

Dr. H. STAIGM~LLER,  
Professor a m  kCinig1. Rsalgymnaaium zn Stuttgart. 

Wenn allenthalben im Abendlande in Kunst und Wissenschaft um die 
Wende des 15. Jahrhunderts ~ i o h  neue lebensvolle Stromungen fühlbar 
machen, so bedeutet dieser Zeitpunkt insbesondere fur  die Mathematik der 
heutigen V6lker Europas den Anfang eines selbstiindigen Weiterbaues dieser 
Wissenschaft in schroffem Gegensatze zur Reproduction langer Jahrhunderts. 

Ein Werk, dessen Entstehung nun zeitlich mit dem Beginn jener 
,Renaissanceu der Mathematik zusammenfallt und welches wcnigstens ver- 
sucht, die Gesammtheit des iiberkommenen mathematischen Stoffes zusam- 
menzufassen, verdient schoi  aus dieseni Grunde unsere volle Beachtung, 
Wenn dasselbe aber dazu noch den Ausgangspunkt derjenigen Schule bildet, 
welche zunachst die Fiihrung iibernimmt, namlich der italienischen, so ist 
diese Beachtung um so gerechtfertigter, selbst wenn der Verfasser noch 
nicht zu den productiven Geistern jener Wissenschaft gehort,  sondern nur 
Compilator war. Dies waren die Griînde, welche mich bestimmten, mich 
eingehender mit den Werken L u c a s Pa c i u  O 1 O 's , speciell mit dessen 
,Summau zu beschaftigen. 

Noch fur  einen andern Zweig menschlichen Wissens , welcher heute, 
zu vollstindiger Selbsandigkeit ausgebildet, nicht mehr als Theil der Mathe- 
matik betrachtet und gelehrt wird, ist jenes Werk vou hoher Bedeutung. 
Es enthilt nkimlich die erste Darstellung der doppelten Buchführung. In  
dieser Beziehung ist es vor Ailem das Verdienst des Herrn Dr. J e e  g e r ,  
Privatdocenten der National6konomie am Stuttgarter Polytechnikum, durch 
eingehende Behandlung der hierher gehorigen Theile aus P a c i u o 1 O 's 
,Summau letzteren eigontlich erst wieder in dieser seiner Bcdeutung entdeckt 
und gewiirdigt zu haben. Auch ich verslanke die Moglichkeit dieser Arbeit 
Herrn Dr. J a e g e r , welcher mir das in  seinem Besitze befindliche seltene Werk, 
sowie seine reiche einschliigige Literatur mit grosster Liberalitat zur Verfrigung 
atellte, woftir ich ihm auch hier meinen Dank aueeprechen mochte. 

Hiil.-lit. Abthlg. d. Zeitsohr. i. nlatli. u. Phye. XXXIV, Y. 5 
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Es  ist leicht begreiflich, dass, indem ich mich mit den Werken 
P a  ci  u O 10's eingehender beschtiftigte , auch ihr Verfasser selbst fur mich 
an Tnteresse gewann. Hierhei fand ich nun einerseits, dass in den beknnn- 
testen Werken, welche sich mit Geschichte der Mathematik beschaftigen, 
liber ihn nur Ungentigendes, ja theilweise Falsches gegeben wird, anderer- 
seits, dass aber selbst hei diesen ungenügenden Notizen bis zu eiiiem ge- 
wissen Grade von P a c i u o l o  das Wort gilt:  

,,Von der Parteien Gunst und Hase verwirrt, 
Schwankt sein Charakterhild in der Geschicht~.~' 

Dies waren die Grunde, welche mich zu vorliegender hiographiscben 
Skizze veranlassten. 

Die Ergebnisse meiner mathematischen Studien in P a c  i u  O 1 O ' Y  Wer- 
ken selbst gedenke ich an anderer Stelle zu verliffentlichen. 

Eine Vergleichung sammtlicher biographischen Notizen ilber Paciuolo 
ergiebt, dass sie alle aus drei leider ganz ungentigenden Quellen ge- 
schopft sind. 

Diese drei originalen Quellen Sind : 
1. die Werke P a c i u o l o ' s  selbst; 
2. die Biographie P i e r o  d e l l a  F r a n c e s c a ' s  von G. Vasar i ; l )  
3. die Professorenverzeichnisse einiger italienischen Hochschulen und  

andere in Archiven erhaltene Documente. 
Diese Documente, welche zum grossten Theil bisher nicht vertiffentlicht 

waren, hat B o n  c om p a g n i  im XII. Bande seines ,,Rullettino di Rihlio- 
grafia e di Storia delle Scienze matematiche e fisicheY zusamrnengestellt. 
E s  sind: 

1. Eine Eingahe P a c i u o l o ' s  vom 29. December 1508 an den Dogcn 
von Vsnedig mit der Bitte um Schutz gcgcn Nachdruck flir einige Werke, 
welche Ersterer zu veroffentlichen beabsichtigte. Diese Eingabe ist in einem 
Bande des ,Archivio generale di  Veneziau enthalten, der den Titel: ,Nota- 
torio del Collegio da1 1507 al 151 l u  t ragt i2)  

2. Bruchstlicke aus den ,,Annali decemviraliu von Perugiu. Diese An- 
nalen enthalten mit einigen Lückrn die Acten des Peruginer Magistrats vorn 
Jahre 1208 bis 1817, und werdeli im Archivio decemvirale in Perugia auf- 
bemahrt ; 3, 

3. Bruchstlicke aus zwei Manuscripten des ,,Archivio di statoU in Flo- 
renz, welche dio Titel tragcn: "Ricordi per 10 studio Pisano da1 1481 al 1495", 
und ,,Deliberazioni circa 10 stndio Fiorentino e Pisano da1 1492 al 1503u;4) 

1) In G i o r g i o  Vasari ' s  Werk: ,,Le vite de' più eccellenti Pittori, Scultori 
e Architetti." Von diesem Werke erschien in den Jahren 1816-57 in Florenr 
eine vorzügliche Neuausgabe. 

2) Vergl. S. 430 - 431. 
3) Vergl. S. 432-437. 
4) Vergl. S. 438 und 864-867. 
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4. Rruchstücke a u s  einem Manuscripte de r  ,Bibliotheca della Provincia 
d i  Firenzeu, hezeichnet m i t  ,,Serie Bigazzi No. 109'. Dasselbe enthal t  Ver- 

handlungen über  Berufungen an die Plarent iner  - Pisaner  Hochechule ; ') 
5. neun Documente (ineist Bestellungen von Sachwaltern betreffend) 

ans dern ,, Archivio generale do' Contra t t iu  von Florenz ; ') 
6. aus demselben Archiv das  vom 21. Nov. 1511 dat i r te  Tes tament  

P a c i ~ o l o ' s . ~ )  
Die alteste Biographie P a c i  u o l o ' s  , niimlich diejenige, welche B a l d  i4) 

in seinem W e r k e  ,,Vite d e  matematiciu 7 g ieb t ,  stellt sich irn grossen 
Ganzen nu r  als eine Compilation einzelner Stellen aus  d e n  Schriften P a -  
ciuolo's d a r ;  d a  diese I3iographie jedoch auch ein paar  Einzelheiten selbst- 
stbndig herichtet ,  kann  eie noch in  gcwisscm Sinne xu jenen originalen 
Qiiellen gerechnet werden. Von jenem Werke B a l d i ' s  befinden sich ein 
Autograph und xwei Abschriften in  der  reichen Handsühriftensammlung des 

Fürsten B a  1 d a s  s a r e  B o n c o  m p a g n  i in Rom. Nach diesen Manuscripten 
hat B o n c o m  p a g n i  im XII.  Bande seines oben citirten Bullettinos drei  de r  
Ringraphicn, darunter auch diejenige P a c i  il 01 o's  verfiffentlicht.6) 

Von weiteren Werken ,  welche auf P a  c i u O 1 O Rlicksicht nehmen , habe 
ich als Literaturnachweis folgende a n z ~ f ü h r e n : ~ )  

An t on i i  M a r i a e  G r a  t i a n i  de ecriptia invita Minerva. Florenz 1745. 
Bd. 1 S. 41, 46. 

A g o s t i n i ,  Notizie Tstorico -Crit icha Veuezia 1752154. Vorrede S. 48, 49 
und Bd. II S. 306. 

F o s c a r i n i ,  Della letteratura Veneziana. Padova 1752. Bd. 1 S. 82 Note 230. 
T i r  a b o s c h i ,  Storia della Letteratura italiana. Roma 1783. Brl. LI 'ïhl. 1 

S.  357 und Bd. VI1 Thl. 1 S. 454. 
M a r i o  t t i ,  Lettere Pittoriche Perugine. Perugia 1788. S. 127. 
Andres ,  Dell' Origine etc. d'ogni Letteratura. Roma 1790. Bd. 1V S. 64. 
F a b r o n i o  , Historiae Academiae Pisanae. Pisis 1791. Bd. 1 S. 327, 392. 
R e n a z z i ,  Storio dell' Universiti degli atudj di Rome. Roma 1803/6. Bd. 1 

S. 227, Bd. I I  S. 50. 
C o r n i a n i ,  1 eecoli della Letteraturaitaliana. Brescia 1805. Bd. LI1 S. 270flgg. 

Art. XXVII. 
B in i ,  Meaorie storicho della Perugina università degli studj. Perugia 1816. 

S. 253, 698. 

1) Vergl. S. 867- 869. 
2) Vergl. S. 869 - 871. 
3) Vergl. S.  871-872. 
4) B e r n a r d i n o  B a l d i ,  geboren in Urbino am 5.  oder 6 .  Juni 1653, gestor- 

ben ebendaselbst am 10. Oct. 1617. 
5) Obigea Werk ist bis heiite noch nicht vollstiindig edirt. Zwar erschien 

ein Auszug aus demselben outer dem Titel: ,,Cronica de matematici overo epitume 
dell' istoria delle vite loto. Opera di monsignor Bernardino Baldi dn Urbino, sbate  
d i  Guastalla iu Urbino 1707. Per Ange10 A n  t. Mont ice l l i . "  

6) Vergl. S. 4?1-427. 
7) Dabei gebe ich zugleich die betreffenden Seitenzahlen an, 80 dass ich in 

apatercn Belegstellen nur noch die Autornamen su  citiren ntithig habe. 
7 * 
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V e r m i g l i  O l i ,  Biografia degli Scrittori Perugini. Periigia 1828!9. Bd 1 5.213, 
Mon t f e r r i e r ,  Dictionnaire dee sciences müthérnittiques. Paris 1845. Ar- 

tikel ,, Paccioli". 
Nouvelle Biographie générale publiee par M. M. F i r m i n  Dido t  frères. 

Paris 1855. Art. ,,Paccioli ". 
G h e r a r d i ,  Einige Naterialien zur Geschichte der mathematischen Facultat 

der alten Universitat Bologna. Deutsch von C u r t z e .  Berlin 1871. S.Yl1i.43. 
J a c g  c r ,  Beitrage zur Geschichte der Doppelbuchhaltuug. Stuttgart 1871. 

S. 180, Note hierzu S. 269. 
.l a e  g e r ,  Lucas Paccioli nnd Simon Stevin etc. Stiittgart 1876. 
J a e g e r ,  Drei Skizzen sur Buchhaltung. Stuttgart  1879. 
Ron  c o m p a  g u i ,  Intorno alle vite inedite di tre matematici scritte da  Ber- 

nardino Baldi. Mit einem Anhange enthalten in Boncompagni's Bullettino, 
Hd. XLI S. 352-419 und S. 863 - 864. 

B r  a n  d a g l i  a ,  Luca Paciolo considerato come Ragioniere Novara 1881. 
B r a n d a g l i a ,  ein Aufsats in ,,Il Ragioniere" vom 15. Oct. 1882. 

Weiterhin sind hier folgende Werke iiber Geschichte der Nathematik 

anzuführen : 
M o n t u c l  a ,  Histoire des rna+hatiques. Paris 1758. Bd. 1 S. 367, 411, 

455, 457, 476. 
K a s t n e r ,  Geschichte der Mathematik. Gottingen 17961 1800. Bd. 1 S. 65flgg. 
C o s a l i ,  Origine etc. dell' algebra. Parma l797!9. Bd. 1 S. 2:1Zflgg., BJ.11 

S. 96 flgg. u. S. 222 flgg. 
B os  s u t ,  Essai sur l'histoire génbrale des mathématiques. Paris 1810. 
C h a s l e s ,  Aperçu historique sur l'origine et  le  développement des méthodee 

en géométrie. Paris 1875. 
L i b r i ,  Histoire des sciences mathématiques en Italie. Paris 1840. Rd. III 

S. 133 flgg. 
H a n k e l ,  Zur Geschichte der Mathematik. l~eipzig 1874. S. 348, 360. 

Nur  in Ausztigen waren mir  zuganglich: 

Lettera dell' abate Gaetano Marini ctc. nella quale s'illustra il Ruolo de' 
Profes~ori  dell' Archiginnasio ltomano per l'anno 1514. ILoma 1717. 

P u n g i l e o n i ,  Comentario sopra la  vita e le opere di fra Luca Pacciolo, 
enthalten in: Giornale ~ i c a d i c o  di scienze le t tere  ed arti. Bd. LX11 
S. 214-233, fortgesetzt als Memorie della vita di Fr. Luca Paccioli, im 
LXIV. Bd. obiger Zeitschrift, S. 186 - 203. 

Zwei weitere Werke konnte ich,  obgleich ich dieselben in Italien 
lanyere Zeit  buchhandlerisch suchen liess, nicht erhalten. Dieselben sind:  

B a r c i u l l i ,  Memorie intorno a, fra Luca Paciolo e Pietro della Francesca. 
Homa 1852. 

V e r r a t i ,  De' matematici italiani anteriori d l '  invenzione della ~tampa. 
Modena 1860. 

Ebenso konnte ich den obenerwahnten Auszug aus dem Werke Ra ld i ' s  
nicht erhalten,  was jedoch nichts zn sagen hat ,  d a  j a  das Original selbst 
veroffentlicht vorliegt und ~ u d e r n  die dor t  enthaltene Biographie P a  ciu 01 0's  

in einigen der  obenerwtihnten Werke wortlich abgedruckt ist. 

L u  c a s  P a c i u o l o ,  von welchem weder das Geburts- noch das Todes- 
jahr  genau zu ermitteln i s t ,  wurde etwa u m  das J a h r  1443 in Borgo San 
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Iiepolcro irn obern Tiberthale geboren. pieser Flecken, der bald Stadt wurde, 

gehorte seit der Mitte des 15. Jahrhunderts zu Florenz. Heute ziihlt das 
Stlidtchen, das Bischofssita is t ,  etwa 4000 Einwohnerl) und bildet den 
Ilauptort des gleichnamigen Kreises der Provinz Arezzo. 

,Luc a P a  c i u O 1 O " scheint einer der angeseheneren Familien seines 

Heimathsortes zu en t~ ta rnmen.~)  Seinen Familiennamen schreibt er in  den 
meist lateinisch gehaltenen Widmungen etc. fast ausschliesslich ,P a c i  01 u s Y ;  
kommt derselbe aber ini italieliischen Texte vor, was allerdings selten ge- 
schieht , so schreibt er , P a  c i  u O l O ", 5,  welche Schreibweise ich deshalb als 
die den wirklichen Verhiiltnissen entsprechende a d ~ p t i r e . ~ )  Den ersten 
Unterricht in Mathematik erhielt P a c  i u o 1 O schon frtihe ,?) vielleicht von 

dem damals in San Sepolcro bltihenden Maler und Mathematiker P i e r o  
de l l a  F r  a n c e s  c a.8) Doch kann dieser Unterricht nicht entscheidend ftir 
die Ausbildung P a  c i u O 1 0's m m  Mathematiker gewesen sein ; denn abgesehen 
davon, dass dersclbo nicht sichor verbiirgtg) ist ,  war P i e r o ,  wie spater 

noch naher ausgeflihrt wird, in erster Linie Perspectiviker und Geometer, 
Paciuolo aber in seinen frühesten Werken Arithmetiker und Algebraiker; 
vielmehr erhielt P a  c i u  O 1 O erst mit seiner Uebersiedelung nach Venedig 

Gslegenheit xu ausgiebigem Betriebe mathemetischer Studien. 

Wahrscheinlich im Jahre 1464 namlich kam P e c i u o l  O nach Venedig 

in dm iiaus des in der Giudeccal0) von Venedig wohnenden Kaufherrn 

1) Die ganze Gemeinde etwa 9000 Einwohner. 
2) Vergl. Divina 1, B1. 23,  2. 

3) Von Angehorigen der Familie des L u c a s  P a c i u o l o  sind sein Vater, 
sowie mehrern Brüder und Neffen theils in Pac iuo lo ' s  Werken, theils in deasen 
Testament etc, namentlich aufgeführt. Der Vater unseres L u c a s  hiess B a r t  o- 
lomaus. 

4) In den noch erhaltenen lateinischen Documenten, in welchen unser P a -  
ciuolo erwbhnt wird, geschieht dies sehr oft nur in der Form: Frater, spater 
Yagister L u c a s  d e  B o r g o ;  tritt aber der Familienname auf, so geschieht dies 
ebenfdls meist in der Form , P a c i o l u s u .  

5 )  Eine Ausnahme bildet die Schreibweise ,,Luca de pacioliY in der italie- 
nischen Eingabe an den Dogen von Veriedig. Auf der andcrn Seite tritt in dem 
lateinischen Testament P a c i u  olo 'a zweimal die Schreibweise Pacciuolus und nur 
einmal Pacciolus auf. 

6) Auch Bald i  schreibt: Fu de la famiglia de' Paciuoli. 
7 )  Yergl. ,,DivinaCC, Einleitungsbrief an P e t r u s  S ode rini.  
8) Vergl. Vasar i ,  Piero della Francesca. 
9) P ac iuo lo  nennt P i e r o  nie direct seinen Lehrer. 

10) Mehrere klcine südlich von Vencdig liegende Inseln, welche zu einer ein- 
zigen verbonden sind. Die ,, GiudeccaCC, vom eigentlichen Venedig durch den Canal 
della Giiidecca getrennt, tragt viele T,andhauscr. Ihren Namen hot sie von den 
hier in grosserer Zahl wohnenden Juden. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



80 Historisch - l i temrische Abtheilnng. 
________ - - - - - _ W _ W _ _ P - -  -.-~- --- 

A n t o n i o  d e  R o p i a n s i  als Lehrer  de r  drei  Sohne desselbeii. Hier konute 

e r  mi t  seiuen Zoglitigen die Vorlesungen des Mathematikers B r a g a d i n o  

besucheu.') E r s t  von diesern Zeitpunkto a n  dat i r t  P a c i  il o l o  in der mit- 

gethei-lten Stelle seine mathematischen S tud ien ,  niid wenn e r  deshalb spaterhin 

1) Vergl. , ,Sumn~a" 1, BI. 67. Dieoe Stelle enthiilt das Wichtiçste, was 
P a c i u o l o  a n  liiographischen Notizen von sich selbst in seinen Werkeu uns über. 
liefert ha t ,  deshalb lasse ich dieselbe in getreuem Abdruck (zugleich als Sprach- 
l'robe) mi t  Uebersetzung foigen. 

Per loperare d e  larte magiore: ditta 
da1 vulgo la rego7a de la cosa ouer Al-  
ghebra. E amucabula scruaremo noi i n  
guesto le qui du. luto ubreuiature: ouer 
caratteri: si conmo ancora neli altri 
noslri qualro vo2umi de simili discipline 
per noi conzpilati hauemo vsati: cive in 
puello che ali  gioueni de Perosciu in- 
titulai ne1 1476. Ne1 quale non con tata 
copiosita se tratto. E anche in quel10 
clae a zara «el 1481 de cas% piu sutili 
e forti contpmiënzo. E anche i n  quel10 
che ne1 1470 derizàmo ali  nostri releuati 
discipuLi ser Harto. e Francesco e Paulo 
frulelli deropiàsi dula zudeca degni mer- 
catonti i n  vinegiu: figlioli gin de ser 
Antonio. Sotto la cui ombra paterrm e 
fraterna i n  lor propria casa me releuai. 
E a simili sciëtie sotto la disciylina de 
ser Domeneco bragadino li in venetia de 
la excelsa signoria lectore de ogni scien- 
tia pubblico deputato. Qunl fo imni ediate 
suecessore a i  perspicacissimo e Reuerendo 
doctore: e d i  San Marco canonico maestro 
Paulo da ln pergola suo preceptore. E 
ora a lui:  ul presente el Magnifieo et 
eximio doctore miser Antonio cornaro: 
nostro c6discipulo: solto lu doctriwu del 
ditto bragadino. E questo guando era- 
uamo al secolu. M a  da poi che lhabito 
indegnamente del seraphyco san E'ran- 
cesco erc voto piglitimo: per diuersi pacsi 
ce convenuto undare peregrinando. E al 
presente qui i n  Peroscia per pubblico 
ernolwrnenlo: a satisfution cummuna: a 
simili faculta ci retrouiamo. E sempre 
per ordine de li'mustri Reuerendi pre- 
lati: maxime de reuerendissimo P. nostro 
generule presente maestro Ei-ancesco san- 
sone da Brescia: correndo glianni del 
nostro signore Jesu Christo 1467. lunno 

Für  das Rechnen in der ,,Arte m a  
giore", gewohnlich ,,regola della cosa" 
odcr ,,Algelira und Aluiucabala"genannt, 
werden wir uns in Folgendcm neben. 
stehender Abkiirzungen oder Zeiclien lie- 
dienen, wie wir dieselben anch in den 
vier anderen von uns in gleicher Wissen 
schaft verfasstcn Urerken gebraucht 
halien. Dies ist in demjmigen, dds  ich 
im  Jahre 1476 drn Jünglingen von Pe- 
rugia widmete, und das nicht so reicli 
halt ig ist ;  und auch in deinjenigen, dan 
wir in Zara im Jahre 1461 über subtilere 
und schwierigere Aufgabeu susammen. 
stellten; und auch in deuijenigen, welciies 
wir im Jahre 1470 an unsere erhabenen 
Scliüler, die Urüder Herren Barto10,Franz 
und Paul de  Ropiansi aus der Giudecca 
richteten, würdige Kaufleute in Venedig, 
Sohne des weiland Herrn Antonio. Unter 
dem vaterlichen uud lirüderlichen Schutze 
derselben bildete ich mich in ihreiu eige- 
ncn Hauso auch in den glcichen Wiescu- 
schalten aus unter der Anleitung des 
Herrn Domenico Bragadino, welcher dort 
in Veuedig von der hohen Iiegierung als 
Lehrer in jeglicher Wissenschaft ofTelit. 
lich angestellt war. Demelbe w a r  der 
unmittelbare Nachfolger des scharfsin 
uigeii und ehrwürdigen Doctors und Ca. 
nonicus an San Marco, Herrn Paul da 
la  Pergola, seines Lehrers; und j e t z t  
folgte auf' ihn in der Gegenwart der 
ruhmreiche und ausgezeichnete Doctor 
Herr Antonio Cornaro, unoer Mitschiiler 
unter genanntem Bragadino. Und dia 
so laiige wir iiii weltlichen Staude wann  
Aber seit wir als Unwürdiger das Kleid 
des seraphischen heiligen Franziscusnach 
eiiiem Gelübde anlepten, kani es un8 e n ,  
durch verscliiedene Liinder zii vandera 
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im Jahre 1508 schreibtll) dass er schon 44 Jahre  Mathematik treibe, 
komme ich ungezwungen auf obige Zeit.bestimmung für seine Uebersiede- 
lung nach Venedig. Bus den Kenntnissen, welche P a c i u  o l o  in den Trac- 
taten XI und XII der neunten Distinction seiner ,Surnmau" entfaltet, geht 
siclier hervor, dass derselbe in der Zeit seines Aufenthalts im Hause R o -  
piansi's sich auch eingehend mit kaufinannischen Fragen beschaftigte; ja 

vielleicht v a r  P a c i  u O 1 O in dieser Zeit nebenbei selbst direct kaufmannisch 

thatig. Im Jahre 1470 verfasste P a c i  u o l o  sein erstes mathematischcs 
(arithmetisches) Werk., das e r  eben jenen Drüdern B a r  t o l o ,  F r a n z  und 
P a u l  de R o p i a n s i    id me te.^) In  eben diesem Jahre  kam derselbe auch 
aiif eiiiige Zeit nach Rom in das Haus des als Architekt, Philolog, Philo- 

soph und Mathematiker gleich auegezeichneten L e  O n U a t i  s t a A 1 b e r  t i?) 
Zwar giebt P a  c i u O 10 für diesen Aufenthalt nur die allgemeine Zeitbestim- 
m u n g :  ,unter dem Pontificat P a u l  II."5) an. Da aber A l b e r t i  in den 
Jabren 1464-1470 in Florenz thritig war16) so bleibeii für jenen Aufent- 

halt P a c i u o l o 7 s  in Rom n u  die Jahre 1470 und 1471 tibrig. 

Noch vor 1477 trat P a c i u o l o  eiuem Gelübde gemass in den Fran- 
ziscauerorden ein,  welchem Orden auch zwei seiner Brüder angehorten R, 

Wohl durch Verwendung seiner Ordensoliern 3, wurde P a c i u  O 1 O irn October 
1477 zunkhst auf ein Jahr  als Professor der Mathematik (,ad docendum 
arsmelricamu) nach Perugia mit 30 Gulden Gehalt b e r ~ f e n , ~ )  welche Stel- 

quarto del pontijicato del sanctissimo in Und jetzt befinden wir uns hier in Pe- 
Clwisto. P. innoce&o octauo. rugid für dic glciche Wisscuschaft zu 

allgenieiner Zufriedenheit auf offentliche 
Kosten angestellt. Und immer auf Be- 
i'ehl unserer ehrwürdigen I'riilaten, haupt- 
sachlich des sehr chrwürdigen Patcrs, 
unseres gegenwartigen Generals IIerrn 
Franz Sansoue von Brescid. Im  Jahre 
unseres Herrn Jesu Christi 1487, im vier- 
tcn Jahre des Pontificats Sr. Heiligkeit 
Innocenz YLII. 

1) In  der obenerwahnten Eingabe Paciuolo 'a  an den Dogen von Venedig. 
2) Vergl. den 2. Theil des vorliegenden Aufsatzes. 
3) Vcrgl. die oben mitgetheilte biographische Stelle. 
4) Vergl. Divina 1, BI. 29, 2. 

5) Dies ware der Zeitraum vom 30. VIII. 1464 biti 26. VU. 1471. 
6) Die von demselben in Florenz erbaute Cappella Kucelai in  S. Pancr~zio 

tragt die Jahreszahl 1467, und die Façade von Sta. Maria Novella die Jahreszahl 1470. 
7)  Die Grenzen, innerhalb welcher P a c i u o l o  die Monchskutte anlegte, sind 

bestimrnt einerseits durch die oben mitgetheilte biographisclie Stelle, andererseits 
durcli die Annali decemvirali , in welchen P a  ciu 01 O bei seiner LIerufUng a m  14. X.  
1477 schon ale Frater L u c a s  de B u r g o  itufgeführt ist. 

8) Vergl. Divina 1, BI. 23, 2. 

9 )  Annali decemvirali 14. X. 1477. 
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lung er auch im November antrat. Schon unter dem 11. Januar 1478 wird 
P a c i  u o l o  auf seine Bitte eine Aufbesserung von 20 Giilden bewilligt mit 

der Motivirung:') ,et m m  jam legisset dictam artem (arsmetricam seu geo- 
metricam) per duos menses et optimum de se ex$erielztiam ostelztisset e t  mani. 
festo appareat @sum mm tam exili stipendia vivm-e nonposseu. Auch sonst 
sind in jenen Annalen ehrenvolle Zeugnisse des jungen Mathematikers eut- 
halten. So beschliesst das betreffende Collegium unter dem 4. VI. 1478, 
P a c  i u o  1 O auf weitere zwei Jahre anzustellen und zugleich dessen Gehalt 
auf 60 Gulden zu erhohen mit der Motivirung: ,considerantes et necesi- 
tatem habere similem magistrum doctum et ezpertum ad doeeadum dictarn 
doctriaam et habentes respectum suis virtutibus et bonitati ac moribus". Gleich 
im ersten Jahre seines Anfenthalts in Perugia verfasste P ac iuo l  O ein 
mathematisches Werk,  das er den Jtinglingen von Perugia widmete. Ton 
diesem Werke befindet sich ein Manuscript in  der V a t i ~ a n a , ~ )  welches die 
Widmung tragt : ,Suis carisimis discipulis egregiis clarisque Juvelzibus peru- 
simis etc. frater Lucas de bzcrgo etc.u Wie aus dieser Widmung hervorgeht, 
ist dieses Werk unzweifelhaft identisch mit dem ersten der in obiger bio- 
graphischen Stelle erwtihnten. ~ a c ' h  jenem Codex der Vaticana begann 
P a c i u o l o  die Niederschrift des Textes am 12. XII. 1477 und beendete 
dieselbe am 29. IV.  1478. Das Werk zeigt, soviel ich aus der von Bon- 
c O m p a g n  i mitgetheilten Inhaltsiibersicht ersehen kann, ziemlich vie1 Aehn- 
lichkeit mit dem spater zu besprechenden Hauptwerke P a c i  u 01 o's, nur 
dass ,,ne1 quale m l z  corn tanta eopiosita se t r a t t ~ ~ . ~ )  Da in jenen Annalen 
die letzte Anweisung einer Ausbezahlung von Gehalt an P a c i  u O 10 vom 
7. VI. 1480 datirt ,  so ist  sicher anzunohmen, dass mit diesem Termine 
P a  c i  u o l  O jene Stelle verliess und sich so seine erstmalige Anstellung in 
Perugia vom Kovember 1477 bis Jun i  1480 er~ t reck te .~)  

Der Grund, warum P a c i u  01 O seine Stellung aufgab und bis 1. T. 
1486 überhaupt jede Lehrthitigkeit ausgesetüt zu haben scheint, dürfte wohl 
der sein, dass P a c i u o  1 O ,  sei es aus eigenem Antriebe, sei es auf Befehl 
seinsr Oberen, sich ftir einige Zeit aueschliesdich dem Studiurn der Philo- 
sophie und Theologie widmen wollte. Denn wiihrend bis zum Jahr 1480 
in den Annali decemvirali P a c i u  O 10 stets nur als ,frater Lucasu auf- 
geführt wird, ftihrt er in  jenen Annalen vom Jahre 1486 an den Titel 
,,Magisteru; ebenso nennt er sich i n  der Dedication seines Werkes vom 
Jahre 1478 nur ,frater LucasY, wahrend er in seinen spiiteren Dedicationen 
seinem Namen immer den Titel Professor oder Magister der heiligen Theologie 

1) Annali decemvirali 11. 1. 1478. 
2) Vergl. Boncompagni ,  Bullettino XIi, S. 428-429. 
3) Vergl. die mitgetheilte biographische Stclle. 
4) Wenn Pa  c i u o l o  in ,,Sunima" 1, B1 98, t schreibt , seine erstmalige An- 

stellung in Perugia halie ùich von 147.1 an auf drei Jahre erstreckt, so ist hierfür 
unbediugt 1477 zu lesen. 
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beiset~t.') Nelien seinen Studien, dieselben vielleicht eben damit verbin- 
dend, unternahm P a  c i  u o 1 O in  diesem Zeitraum anf Refehl seiner Ordens- 
oberen ziemlich ausgedehnte Reisen. So finden x i r  ihn im Jahre  1481 in  

Zara, woselbst e r  ein mat,hematisclies Werk v e r f a ~ s t e ; ~ )  auch in E'lorenz 
hielt er sich i n  dieeer Zeit mehrfach au f .9  

Unter dem 14. XII. 1487 wird P a c i u o l o  wieder auf seinen alten 
Lehrstuhl ,ad docelzduna abicum" nach Perugia berufen. Am 1. v. 1487 
begaun er dor t  seine Vurlesungen, welche er im April 1488 schon wieder 
s~hloss.~) 

Von Yerugia k a m  P a  c i u o 1 O n'ch Rom,  von seinen Oberen beanftragt 
mit Dicnst,lcistung bei P i e t r O V a l  1 e t  a r  i , Bischof von Carpentrasso. Dor t  
verfertigte e r  eine Sammlung von Modellen der fünf regularen und vieler 
davon abgeleiteten Korpers) und il terreichte im April  148g6) im Palaete 
des Cardinals G i u l i a n  O d e  11 a R o v e  r e (Monsignore de S a n  Pie t ro  in  vin- 
çulai7) dem Herzog G u i d o  b a l  d o  von Urbino eine ColJection solcher Mo- 
delh8) Ziigleich wissen wir aus  einer Stelles) der  ,,SummaLL, dass P a -  

c iuo lo  wahrend dieses Aufenthalts i u  Born offentlich mathematische Vor- 
lesungen (wohl a n  der  Sapienzaj hielt. 

An einer andern StelleLo) der  ,,Surnmau theilt P a c i u o l o  m i t ,  dass e r  
frliher auch am Gymnasium in  Neapel al8 Lehrer der Mathematik thlitig 
war. Schon R a l d i  und  nach ihm R e n a z z i  etc. lassen diese Lehrthiitig- 
keit unmittelbar auf  diejenige in Rom folgen, obgleich auo jener Stelle der  
,Suminau n u r  hervorgeht,  dass P a c i u o l o  tiberhaupt vor 1494 in Neapel 
Mathematik vortrug. 

Zunachst mochtc ich in  Beeug auf diese Lehrthtitigkcit P a c i u o l o ' s  i n  
Seapel feststellen, dass dieselbe sich über  einen Zeitraum von drei Jahren 
erstreckte.I1) F ü r  die Annahme n u n ,  dass diese Professur e twa in  die Jah re  

1) Vergl. z. B. die in der ,,Summa" enthaltenen Widmungen. 
2) Vergl. die oben mitgetheilte biographische Stelle. 
3) Vergl. ,,Summar' 1, BI. 93, 1 und 98, 2. 

4) Verçl. Annali decemvirali 1487- 88 und ,,Summat' 1, BI. 9 8 , ~ .  
5j Spiter (,,Divinau 1, BI. 28, 2) erwahnt P a c i u o l o  drei von ihm selbst ver- 

fertigte Collectionen von Modellen reguliirer und davon abgeleiteter K6rper von 
,je 60 Stück, welche sich in E'lorenz, Mailand und Venedig befinden. 

6) E e n a z z i  verlegt dieses Vorkommniss wohl durch falsche Auffassung der 
Stelle Summa I I ,  BI. 68,  z in dits J ah r  1484; B r a n d a g l i a  folgt demselben und 
Iasst weiterhin (ohne Beweis) P a c i u  O 10 irn gleichen Jahre in  den Franziskaner- 
orden treten. 

7) Spater Papst Ju l  i u  s II ; ihn nennt P a c i u  01 O :  ,,nustro protectore". 
8) Vcrgi. ,,Summa" II, B1. 68, 2. 

9) Vergl. ,,Summatt II, BI. 74, 2. 

10) Vergl. ,,Summar', Dedicationnbrief an den Herzog von Urbino. 
11) Was B o n c  O rnp a g n i  als unerwietien ansieht. Vergl. Bull. XIt, S. 394 Anm. 1. 

- P a  c i u o l  O theilt aber in seinem Tractat über Architektur ausdrücklich mit, 
daos er w5hrend dreier Jahre in Neapel Euklid erklarte. Vergl. Divina 1, B1.24, 2. 
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1490-1493 fiel, spricht der Umstand, dass P a c i u o l o  in jener biogra- 
phischen Stelle vom Jahre 1487') eineri Aufenthalt in  Neapel nicht crwiihnt, 
wohl aber in dem seiner ,SummaU im Jahre 1494 vorangestellten Briefe 
an G u i  d o b a l  d o. Dagegen scheinen jener Annahme einige Notizen 7 zu 
widersprechen , nach welchen P a c i u O 1 O sich in den Jahren 1491 und 1493 
mehri'ach und scheinbar llngere Zeit in  Borgo etc. aufhielt. Ebenso k6nnte 
aus einer allerdings ganz ungenau gefassten Stelle des Tractats über Archi- 
tektur hervorgehen , dass vielleicht jener Aufenthalt P a  c i u  O 10's in Neapel 
schon in die Jahre 1472 -1475 zu legen und so die erste 6ffent- 
liche Lehrthitigkeit des Letzteren4) Lilden würde. Eiue definitive Entschci- 
dung der Frage ,  wann P a c i u o l o  an der Universitat in Neapel nirkte, 
k6nnten nur an Ort und Stelle unternoinmene archivalische Nachforschiingen 
crgeben. 

Schon wahrend der Zeit seiner zweiten Professur in Perugia5) hatte 
l'a c i u  O 1 O begonnen , die Gesammtheit seines matheinatischen Wisscns in 
einem grossen Werke niederzulegen. Dieses Werk war nun in der Zwi- 
scbenzeit fertig geworden, und urn dasselbe dcni ,Druck zu üborgebcn, 
siedelte er 1494 nach Venedig über. Dort hatte er in dem venezianiscben 
l'atrizier M a r c  O S a n  u t O ,  dem neubestinimttri P r i to r  B e r g  o m os uud dem 
Landdekan 1 s i  d O r B a  g n u O 1 i machtige Forderer des Druckes i G )  zugleich 
wird auch der gesetzliche Schutz gegen Nachdruclc, dw ihrn in dern damala 
noch machtigen Staatswesen in Aiiasicht s tand,  mit ein Grund zur Wahl 
gerade dieses Ortes für den Druck seines Werkes gewesen sein. Die erste 
Seite dieses Werkes tragt den Titel: ,Summa de Aritlimetica Geornetria, 
Proportioni et Proportionalita." Der Name des Verfassers felilt, wie meist 
bei Iiicunabeln auf der Titelscite, auch benenut sich im ganeon Werke 

1) Vcrgl. S. 86 des vorliegenden Aufsatzes. 
2) Nach Ordensacten veraffentlicht von Pungileone etc. 
3) Nach jener Stelle (Divina 1, BL. 30, 1) befand sich namlich Paciuolo in 

Neapel zur Zeit, als: ,,Lorenzo der Priichtige anfing, sich an Baukunst zu er -  
gotzen, nud dern Künstler Giu l iano  d a  IvI a j  an O seine Entwürfe mittheilteu. 
1)c'cli giebt I 'aciuolo nicht an,  in welcher Eigenschaft er eich damals in Neapel 
befand; ja aus jener Stelle konnte die Vermothung entfitehcu, dass dersellie zu -  
nachst ais Karifinaun nach Neapel kam. 

1 s t  dieser Aufenthalt identiscri mi t  dem in obigen Stellen erwihnten, eo 
konnen fur denselben nur die Jahre 1 4 7 2 / 7 5  in Hetracht korumeu. 

4) Vielleicht kam in dcr That P a  ciu o 10 zuerat als Kaufmann nach h'eapel 
und erklkrte zunachst nur privatim dern in jenen obigen beiden Stelieu errvkhnten 
Condottiere C a m i l l o  V i t e l l i  den Euklid, um erst nach einiger Zeit einen off'ent- 
lichen Lehrstuhl zu erhaltcn. Wahrschcinlich ware P a c i u o l o  dann in denJahrea 
1476116 in den Franziskanerorden eingetreten. 

5) Vergl. ,,Summa<< 1, BI. 67, 2 und 98, 2 

6) Vergl. Schlusspassus der ,,Sumnia". 
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Paciuolo nie mit seinem Familiennamen.') Die zwcite Seito tragt die 
Widmung des ganeen Werkes mit der Ueberschrift: ,,Magnifico Patritio 
Veneto Rergomi pretori designato. D .  Marco Sànuto viro in omni disciplina- 
rum genere peretissimo Prater Lucas de Bnrgo Sancti Sepulcri ordinis mi- 
norum et inter Sa. Theo. professores minimus." Ferner befinden sich auf 
dieser Scite zwci nicht von P a c i u 01 O herrtihrendc Epigramme , cin latci- 
iiisches und ein italienis:hes, welch' letztcres, was Ungelenkigkeit der Sprache 
aiibelangt, mit dern oclilecliten Italienisch , dao P a c i  u O 1 O sclireibt, wetteifert. 
Auf der dritten Seite beginnt ein Brief P a  c i  II O 1 0 ' s  a n  den Füraten G u i  d O - 
baldo,  Herzog von Urbino2) in italieriischer Sprache, an welchen sich auf 
der ftinften Seite eine Uebersetznng desselben ins Lateinische anscliliesst. 
I n  diesem Briefe erkliirt P a c i u o l o  zi1nkic;ist den Zwerk, welchen e r  bei 
der Herausgabc des Wcrkcs im Auge habe, mit dcn Worten: ,Ich habo 
liauptsachlich zum Gebrauche iind zur Freude Derjenigen, welche die Tugend 
lieben, dieses Werk ntbch meinem geringen Verstande verfasst. I n  dem 
selben habe ich viele verschiedene und sehr nützliche Theile der Arithrnetik, 
Geornetrie, Verhtiltniss- urid Proportionslehre mil Allem, was zu ihrer An- 
vcndung nothig is t ,  m i t  festcn Regeln nnd voreUglichen Anleitungen, sowie 
mit der Begrihdung jeder Operation, sowohl nach den alten, als auch nach 
den neueren, zusammengetragen. Deshalb tragt das Buch nieht mit Unrecht 
Lien Titel: Dàs Ganze der Arithmetik, Geometrie, Verhaltniss - und Propor- 
tionhlehre. Meine Hauptabsicht bei diesem Werke war, wie m m  aus soiner 
Anordnung leicbt ersieht, genaii das Verfahren (praxim) in jenen Wissens- 
zweigen anzugeben. Den Ilauptinhalt dieses Briefes bildet jedoch der 
iracliweis, wio Matheniatik als Wissenschaft von Maass und Zahl zu alleu 
ubrigen Wissenschaften notliig ~ e i . ~ )  Auf diesen Urief folgen zwei Inhalts- 
übersichten, worauf die eigentliche Abhandlung und damit auch die Num- 
merirung der einzelnen B15tter4) ihren Anfang nimmt. Das Werk selbst 
sei-fdlt in zwei Theile. Iler. erste behandelt die Arithmetik und Algebra, 
der eweite die Geometrie. Der erste Tiieil, welcher eine specielle Widmung 
an den Herzog G u i  d o b a l d o  t i i g t ,  umfasst 224 Blatter, der zweite 76 
Blatter, welclio besondcrs nummerirt sind.5) Das ganze Wcrk ,  das im Ver- 
lag von P a g a i i  i n o  d e  P a g a n i n i  erschien, schliesst mit den Worten: ,,Im 

1) IIierclurch wiirde K a e  t n c r veranlasst, in dein Verfasser der ,,Suinniau 
eirieri Bruder des Verfassers der ,,Divinau zu sehen, wahrend doch Pac iuo lo  eich 
i n  ~einer ,,Divinau mehrfaçh auf seine , ,Surnma" bezieht. Vergl. z. B. Divins 1, 

11, 1, 2 ;  21,  2 und 3.2, 2, 

2) Der letzte Spross des Hauses h I o n t e f e l t r e ,  gest. 1503. 
3) nec a brutis nbest qwincunque perpelam (fehlcrhaft) ntmeravevit: Isid. 

Etym. 
4) Da nur die einzelnen BlLtt-er Nummern tragen, citire ich stets noch die 

betreffende Seite. 
5) Ich citire die Algebra ais ,,Summa lu ,  die Geometrie alti ,,Suniuia II". 
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Jahre des Heils 1494, am 10. November, unter der glücklichen Regierung 
des Dogen und gestrengen Herrn von Venedig A u  g u  s t i n O B a r b a  di c O ,  

gab  der Rruder des Minoritenordens L u c a s  aus Hurgo San Sepolcro, ge- 
ringer Professor der heiligen Theologie, mit seinem schwachen Verstande, aua 
Mitleid mit den Unwissenden dieses Lehrbnch der gesammten Arithmetik, Geo- 
metrie, Verhaltniss- und Proportionslehre heraus; und indem er den Druckern 
Tag  und Nacht beistand, hat er das Vorgelcgte mit eigcner Hand corrigirt." 
Von diesem Werke existirt noch eine zweite Ausgabe vom Jahre 1523, 
welche eiucn cinfachen Wiederabdriick der ervten Ausgabe darstellt. Dieser 
Neudruck wurde von dem in der Zwischenzeit nach Toscolano am Gardasee 
übergesi~delt~on Herausgeber des erstcn Druckes veransta1tet.l) 

Mit dern Jahre 1496 kam P a c i u  o l o  nach Mailand." Dort versam- 
melte der Herzog L u d w  i g  i l  M o r o  S f o r z a ,  nachdem er 1494 seirien 
minderjahrigen Neffen aus dem Wege geraumt hatte, einen grossen Kreis 
von Gelehrteri, Ktinstlern und tüchtigen Trupperiführern an seinem Hofe. 
Unter diesen berief e r  auch auf den von ihm neugegründeten Lehrstuhl der 
Mathematik unsern Magister L u  cas. I n  Mailand erwarb sich P a c i u o l o  
haiiptsiichlich durch seine Euklid -Vorlesungen 3, einen grossen Xuhorerkreis, 
welcher ihn auch bewog,4) sich an eine Uebersetzung E u k l i d ' s  nach der 
lateinischen Ausgabe von C a m p a n u s  zu machen. Zugleich mit ihm an 
M o r  0's Bof befand sich das Universalgenie eines L e  o n a r d o  d a  Vi  n ci. 
Die Bckanntschaft, welche auf solche Weise P a c i u o l o  mit L e o n a r  do 
machte, war bestimmend auf den Vorwurf und die ganze Anlage des von 
P a  c i  u 1 O in der Zeit seiues Maillnder Aufenthalts v e r f a d e n  Werkes , dem 
er den Tite1 ,,Divina ProportioneU gab. Zu dem bhnuscripte5) desselben, 
das er dem Herzog dedicirte , lieferte L e O n a r  d 0's Meisterhand die Zeich- 
nungen 6,  Doch nur kurx dauerte U o r o ' s  Herrschaft. Schon im Jalire 
1499 vertrieben die Frsnaosen denselben, und hierbei ging jenes I\.lauuscript 
verlorenI7) d. h .  es fiel wahrscheinlich in die' Hiinde der Feinde, von wel- 

1) Beide Ausgaben Sind heute sehr selten; so besitzt weder die Stuttgarter, 
noch die Tübinger Bibliothek eine derselben. Mir selbst stand durch dan schon 
erwahnte Entgegenkommen des Herrn Privatdocenten Dr. J a e g e r  die zweite Aus- 
gabe eu Gebote. 

'2) Vergl. ,,Divina'' 1, BI. 28, 2 und den Widmungsbrief der Divina an Ludwig 
Sforza. 

3) In der Einleitung zur ,,Divinau BI. 3, t sagt P a c i u o l o  i n  Bezug auf die- 
selben: ,, Ifite~ponendo sempre a sua (d. h. E ukl i  d'a) theoriea alzcorn la prutica 
nostra.'' 

4) Vergl. don Dedicationsbrief der Uivina an S O d er ini .  
5 )  Dasselbe sol1 sich heute in der offentlichen BiLliothek zu Genf befinden. 
6) Nach ,,De viribzls puantitatis", B1. 237, scheint P a c i u o l o  die Originale 

für sich behalten zu haben. 
7) Vergl. den Dedicationsbrief der ,,Divinai' an Soder in i .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Lucas Paciuolo. 93 

chen es P i e t r  O S o d e r  i n i  l) sich erwarb. Im gleichen Jahre 1499 siedelte 
auch P a c i u o l o  .per diversi succeçsiY,  wie er sich ausdrückt, mit L e o -  
nardo zusammen nach Florenz über. 

Hicrher war damals die Hochschule des unterworfenen Pisa verlcgt, 
und eben im ersten Jahrzehnt des 16. Jahrhunderts tobte frisch entfacht der 
alte blutige Kampf zwischen Florenz und Pisa. Auch sonst war das Ge- 
meinwesen von Florenz i n  grosser Verwirrung. Das Drama eines S a v  o n  a. 
rola hatte eben (1498) ausgespielt, und wghrend die vertriebenen Mediceer 
Alles aufboten, um wieder zuriickkehren zu konnen, fristete imter dem 
1ebenslSnglichen Gonfaliere P i e  t r O S O d e  r i  n i  die Republik ihr schwer- 
bedrangtes Dasein. Dass die Unruhe solcher Zeiten auch die Lehranstalten 
von Florenz beeinflusste, ist klar ;  und wenn nun eben im Jahre 1500 
Paciuolo die Professur fiir Mathematik a n  der Pisaner und Plorentiner 
Hochschule tibertragen wurde, so müssen wir uns auf Unregelm5ssigkeiten 
in seiner Lehrthatigkeit gefasst machen. So hat nach S O t i i z )  P a c  i uo 1 O 

im Jahre 1500 auch an der Universitat von Perugia gelesen:) In  den Pro- 
fessorenverzeichnissen der Pisaner Hochschule führt F a  b r O n i  unter den 
,physicae magistri" als ersten mit dem Tite1 .Mathematica4) F. Lucas a 
Borgo~auf ,  und zwar für die Jahre 1500, 1501, 1502 ,  1504 und 1503. 
Für das Jahr 1503  nennt er iiberhaupt keine Namen, sondern setzt die 
Bemerkung bei : ,,Non legerzcnt vacante assignameintum Pontificis. Doch 
iat nach F a  b r O n i 's eigenem Urt5hei14) P a c i u o 1 O mehr . zu den Professoren 
der Plorentiner als denen der Pisaner IIochschule zu rechnen. Auch aus 
den von Bo n c O m p a g n i  beigcbrachten Actenauszügen geht hervor, dass 
Pac iuo lo  in der That in  jener eigenthümlichen Doppelstellung von 1500 
bis 1506 in Florenz Mathematik las.5) In diesen Zeitraum fallt auch die 
Professur P a c i u  010's a n  der Universitat zu Bologna." Auf dem Papier, 
wie man heutzutage sagen wiirde, verblieb für  das Schuljahr 1501/2 P a  - 
cinolo in seiner Florentiner Stcllung; doch dtirfte die Zahl der Studiren- 
den so gering gewesen sein, d a ~ s  er, ohne formlich aus dem schon sehr 

1) P ie t ro  Yoder in i  war nach Savonaro la ' a  Tod im Jahre 1498 m m  
lebenslanglichen Gonfaliere der Republik Florenz gewahlt worden, dankte jedoeh 
schon 1512 wieder ab. 

2) Vergl. Vermigl iol i .  
3) Ein ahnlicher Fall, wie der spater naher besprochene mit Bologna. Bei 

B o  nco m p ag  n i liegt mit Bezug auf diese Peruginor Profcssur ein Druckfehler vor. 
In der Anmerkung 4 zu S. 407 seines Bullettino XiI  ist wohl das Datum 3. XI. 1600 
aufgeführt, aber der betreffende Auszug S. 4.77 tragt des Datum des 3. XI. 1510. 

4) Vergl. F a b r o n i  etc., Bd. 1 S. 95. 
5) Ein wciterer Bcwcis, daas P a c i u o  10 sich in dieeer Zeit in Florenz auf- 

hielt, liegt darin, dass derselbe im Jahre 1606 dem Kioster zum heiligen Kreuz 
in Florenz incorporirt wurde. Vcrgl. den von B o n c o m p a g n i  S. 411 mitgetheil- 
ten Auszug aus Ordensacten. 

6) Vergl. hierzu G h e r  ar d i. 
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gclockerten Verbande') der Stiidienanstalten in Florenz auszuscheiden, in 

d e r  Lage war, einem Rufe aiif den Lehis tuhl  ,ad nzathemnticnm" in Bologna 
E'olge zn leisten. Diesen Lehrstiihl ha t te  P a r i  II o l  o jedoch ehen nur für 
das  Studienjahr 150112 inne. Viellcicht waren d ie  Plorentiner Rebarden 
aus  dcm oder jenem Grunde nioht mehr  gcne ig t ,  eino solcho Zwitterpro- 
f e s s u  ihrerseits fernerhin zu  dulden,  oder P a  c i  II o l O fühlte , iiicht der Mann 
zu se in ,  den ersten mathomatischen Lchrstulil einer Hochech~ile einzu- 
nehmen,  deren zwciten der  i hn  weit  überragende S e  i p i O P e r r  O inne hatte. 
J edenh l l s  kehr te  P a c i u o l  O i m  J a h r e  1503 in seineri Florentiner Wirkiings- 
kreis z u r ü ~ k , ~ )  a u  den ihn  das freiindschaftljche Verhdtniss  fessrlte, in 
welcheui er zii  P i e  t r  O S n  c i  e r  i n i  ~ i a n d . ~ )  W%lirenrl dieses seiries Aiifent- 
halts in Florenz wurde Pa  c i  n o 1 O aneli diirch die Generalcomitim seines 

Ordens zum ~ r o v i n z j a l  de r  Romania e r w ~ h l t . ~ )  
Von Florenz j) siedelte P a  c i n  01 O zunl dr i t ten  Male nach Venedig über. 

Hier  las er offentlich über das füufte Bucli E II k l  i d ' s  nud leitete diese l'or- 
lesiing am 11. Aagus t  1508 feierlich m i t  einem Vort rag  in der Bartolo- 
miiiislrirche e h R )  Doch l a g  de r  Grund dieser Uebersiedelung nicht darin, 
dass P ac i u O 1 O in Venedig einen neuen Wirkiingskreis sainer Lehrtkitig- 
ke i t  suehte und erhjelt ,  sondern e r  wollte vielmehr in derselben Officin, 
ails welclier seine ,,SumrnaiL hervorging,  zwei i n  de r  Zwischenzeit verfasste 
Werke  dem Drucke übergeùen. 

Uas  erste dieser Werke  i s t  die sçhon erwkhnte Uebersetauiig. E ukl id ' s ;  
dieselbe ist  hente vielleicht die seltenste aller  Euklid- Aiisgaben. Da ich 
sie nicht zu Hiinden bekommen konn te ,  so  beschranke ich mich darauf, in 
Folgendem n u r  ihren aiisführlicheri Titel, sowie dia Sclilnssworte nach 

R i c c a r d i ' s  ,,Biblioteca matemntica i tal iana" zu geberi : ,Euclidis mega- 

1) So verblieben hauptsachlich infolge von finsnziellen Schwierigkeiten, mit  
welchen die lLepublik zu kampf'en hatte, im Jahre 1503 nusser P a c i u o l o  nur die 
Professoren der schoneii FVissenschaften in Florenz zuriick. V ~ r g l .  Prcaziner ,  
Storia del pubblico studio etc d i  Firenze. Pirenze 1810. S. 192. 

2) So ist in einem Manurcripte des Archivio d i  Stato von Florena &ne Fom 
30. VIII. 150-2 datirte Verrechuung mthal'ten, nach welcher P a c i u o l o  für Mudelle 
stereometrischer Korper, die er der Signoria iiberreichte, 1,. 64, 9 erhielt. Vergl. 
L i o n c o m p a g n i .  

3) Vergl. Dedicationsl~rief der ,, Divina '< an S o d e r i ni .  
4) Vergl. P u n g i l e o n i .  
5) Die Annahme T h a u s i n g ' s  in seiner Biographie Alhrecht Dürer's, es sei 

P a c i u  o l o  der Lehrer gewesen, zo welchem sieh D ü r e r  Ende 1506 nach Bologna 
begab, um Unterricht in d e r  Perspective zu nehinen, ist d:lher unrichtjg. 

6) Vergl. P a c i  u o  Io's Euklid- Ausgabc, 131. 31, 1: ,, Cu?n ego Lucas Paciolus 
etc., quintum B u d i d i s  probteri solemziter caepi praefntione hac prius habita" 
Hierbci kaun es P a c i u o l o  sicli nicht vcrzagsn, die grosse Zahl berühniter Per- 
sonlichkeiten, welche jenern Vortrage anwohuLeii, iiarnentlich aufiiizihlen und mit 
den Worten zii schliessen: ,,Aliiq+he plurimi quoyuna nomina sigillatim r e f e ~ r e  ad 
qumgetitos e t  anzl,lius operosun  n,imis fm,el ,+7ovem tantum homi,wuiu decerpi:' 
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rensis') philosophi acutissimi rnathematicorumque omnium sine controuersia 
priiicipis operaa Campano interprete fidissimo tralata &ne cum antea librariorum 
detestanda culpa rnendis fedissirnis adeo deformia essent: vt vix Euclidem 
ipsiim agiosceremus. Lucas paciolns theologus insignis: altiçsima, Mathe- 
maticarum disciplinarum wientia rarissimus iudicio castigatissimo detersit: 
emendauit.' 

,Figuras centum et vndetriginta que in al@ codicibus inverse et de- 
formate erant: ad redam symmetrinm concinnuit: et rnultas necessarias 
oddidct. Eundem poque plurimis locis intellectu difficilem commentariolis 
sane loculentio et eruditiss. aperuit: enarrauit: illustrauit. Adhec st elimatior 
eriret Scipio oegius mediol. vir vtraque lingua: arte medica: sublimioribusque 
stwlijs clarissimus diligentiam: et censuranz suam prestilit. 

Anno redcmptionis nostre . XD VITI. klcn . X I .  Junii.' 
Wieviel Fleiss P a c i  u O 10 auF diese Euklid- Ansgabe verwandte und 

welche nedeutung er ihr beimisst, geht auch aus obenerwahntem Bittgesuch 
an den Dogen hervor. In demselben stellt er seine Ausgabe derjenigen 
gegenüber, welche , , E r h a r d u s  R a t o l d  A u g u s t e n s i v U  ebenfalls nach 
Campanus im Jahre 1382 veranstaltete. P a c i u o l o  nennt das von R a -  
told gedruckte Werk: ,vielfach uririchtigu. 

Das zweite jener Werke ist die diirch einige Anhiinge vermehrte, schon 
oben erwahnte "Divina proportioneu. Dieselbe tragt auf der ersten Seite 
als vollstiindigen Tit,cl (italienisch): .Des gottliche V~rh&iltniss.~) Ein Werk, 
das alleu scharfsinnigen und wisshegierigen Geistern nothig is t ,  und woraus 
Jeder, der sich mit Philosophie, Perspective, Malerei, Bildhauerei, Baukunst, 
Musik oder anderen mathematischen Disciplinen heschaftigt, eine angenehme, 
scharfsinnige und bewunderungswllrdige Wissenschaft sich erwerben und sich 
mit verschiedenen Fragen geheimsten Wissens ergotzen wird.' Aiif der 
zweiten Seite stehen einige Epigramme, und weiterhin folgen auf Seite 3 
und 4 zwei Briefc. Der erete trMgt die Ueberschrift: ,~xcellcntissimo Rei- 
publicae Florentinae principi perpetuo D. Petro Soderino frater Lucas Pa- 
tiolus Rurgensis Minorifanus et sacrae Theologiae p r o f e s ~ o r . ~  I n  dernselben 
widmet P a c i  u 01 O das ganze Werk dem lebensliiuglichen Gonfaliere der 
Republik Florenz P e t r  u s S O d e r i  n us.  Weiterhin spricht P a  ci  11 o l o  von 
sich, seinen mathematischen Studien, sciner Eulilid - Ausgabe und seinem 
vorliegenden Werke,  sowie von der Mitarbeiterschaft L e  o n a  r d o  d a  V i n  ci 's 
an demselben. Der Brief ist datirt: Venedig, den 9. VI. 1509. Irn zweiten 
Briefe loht ein Freund P a c i u o l o ' s ,  D a n i e l  C a j e t a n ,  das Werk und 
dessen Verfasser. Das nachste Blatt tragt ein Verzeichniss der zur ,Divinau 
im engeren Sinne gehorigen Figurentafeln. Hierauf beginnt diese Abhand- 
lung selbst und zwar allem Anscheine nach genau nach dem obenerwhhnten 

1) Eine schon im Alterthum auftretende Verwechslung. 
2) Heute bekannt unter dem Nümen: ,,Der goldene Fühnitt." 
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Mailander Manuscripte. Dementsprechend tragt das folgende eingehende 
Inhaltsverzeichniss dieses ersken Theils, dessen Titel zugleich Haupttitel des 
ganzen Sammelwerkes wurde, die Ueberschrift: ,Uebersichtstafel des vor- 
liegenden Werkes eines sehr nlitxlichen Compendiums iiher die Divina pro- 
portione, ausgewahlt aus den mathematischen Disciplinen und zusammen- 
gestellt von dem ehrwürdigen Pater und Professor der heiligen Theologie 
Magister Lucas Paciuolo etc., und dem ausgezeichnetsten und machtigsten 
FUrsten Ludwig Moro Sforza etc. gewidmet. " Auf dieses Verzeichniss folgt 
ein Brief P a c i u o l o ' s  an L u d w i g  S f o r z a ,  welcher das Datum des 9.11. 
1498 tragt und in welchem haupts%chlich die damals am Mailinder Hofe 
verkehrenden bertihmten Personlichkeiten aufgeziihlt werden. Erst mit diesem 
Briefe beginnt die Kummerirung der einzelnen Blatter. I n  der nun be- 
ginnenden Abhandlung selbst wird nebeu einer ausftihrlichen Besprechung 
der Eigenschaften einer stetig getheilten Zahl oder Strecke hauptsachlich 
die Construction etc. reguliirer und davon abgeleiteter Ktirper gelehrt. Aiif 

Blatt 23 endigt diese eigentliche ,,Divina proportioneu mit den Worten: 
.Finis adi  14. decembre in Milano ne1 nos t ro  alrno colzvelzto MCCCCXCPII.' 
Hieran schliesst sich unmittelbar eine Abhandlung P a c  i uo 10's über Archi- 
tektur,') welche keinen besonderen Titel t ragt ,  ~ o n d e r n  sogleich mit einem 
Briefe P a c i u o l o ' s  an einige seiner Schliler beginnt,  worin er diesen mit- 
theilt, dass er vorerst ihren Bitten um ein Werk über Architektur" im 
Folgenden nur zum Theil entsprechen konne, sich aber die vollstandige 
Erfüllung dieser Bitte auf sptiter vorbehalte. Dieser einleitende Brief tragt 
das Datiim des 1. V. 1509, die ganze Abhandlung am Schlusse (aiif B1.33) 
das Datum des 1. VI. 1509. Dieselbe is t ,  abgesehen von einer grossen 
Zahl eingestreuter zeitgeschichtlicher Notizcn, fast vollsttindig dem Vitruv 
entnommen. Nun folgt , getrennt durch eiu leeres Blatt , ein Werk mit dem 
Titcl: ,Libelius in trev part,iales tractatus divisus quinque corporum r e p  
larium et dependentium active perscrutationis D. Petro Soderino prineipi 
perpetuo populi florentini a M. Luca Paciolo Burgense Minoritano particu- 
lariter dicatus feliciter incipit etc.' I n  diesem Libellus behandelt Paciuolo 
hauptsachlich vermittelst Anwendung von Algebra die regularen und viele 
davon abgeleitote Korper; derselbe umfasst 27 besonders nummerirte Bliitter3) 
und triigt ebenfalls das Schlussdatum des 1. VI. 1509. Hierauf folgen die 
dem gesammten Werke zugchorigen Figurentafoln, und zwar zunachat eine 
Tafel mit der Umrisszeichnung eines menschlichen Kopfes;) sodann 23 
Tafeln, welche die Construction der einzelnen grossen lateinischen Buch- 

1) Der sogenante ,,Tractat über Architektur", wie P a c i u o l  O diesen Abschnitt 
im Iuhaltsverzeichniss benennt. 

2) ,, Alcuna norma e modo a poter consequire el vostro disiato effecto de l'arcki- 
tedura!' 

3) Ich citire deshalb entweder ,,Divina 1" oder ,,Divina II". 
4) Lum Tractat über Architektur gehorig. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Lucas Paciuolo. 97 

stabeii mit k u r ~ e m  Texte vorftihren ; durch dieselben will P a c i  u O 1 O zeigen, 

wie man jene Buchstahen nur  mi t  Zirkel und Lineal herstellen kann. Drei 
weitere Tafeln e r l k t e r n  einzelne im  Tractat  über  Architektur behandelte 

orchitektonische Glieder. Die nun  folgenden 59') Tafeln gehoren zur eigent- 

lichen ,Divinau; dieselben rühren von L e n n a r d  O d a  V i n c i ' s  Hand her 
und zeigen in theilweise geradezu vorziiglichen perspectivischen Darstellungen 
die regularen und vielc davon aligeleitete Korper, sowie eiriige Prisrnen, 
Ppamiden etc.2) Das Schlussblatt bietet eine Zeichnnng, welche die Ein-  
leitung der Vorhaltnisse und Proportionen in  Form eines Baumes wieder- 
gieht; diese Tafel ist  auch schon in  der ,,Summau enthalten.Y) 

P a c i u  010 ,  der n u n  jedenfalls clas CO. J a h r  überschritten hatte - 
schreiht e r  doch in dem Widmungsbriefe der .Divinau an  S o d e r i n i  voii 

sich selbst: ,,inclinante jam aetate meicu4) -, scheint sich wieder seiner 
slten Heimststte Pcrugia mgewand t  zu haben, wenigstens wurde e r  nach 

den "Annali decemviraliuj) im November 1510 auf ein J a h r  .ad docentum 
abb iczmhach  Perugia berufcn. Sclinri vorher, im  Fcbruar desselben Jahres,  
war e r  mit ehrenvollen und  weitgehenden Vorrechten zum Commissarius seines 
tilosteril in Borgo San Sepolcro ernannt  worden?) und scheint auch der Haupt- 
sache nach wenigstens von 1511 bis 1313 sich dor t  aufgehalten zu I ~ a b e n . ~ )  

Im Jabre  1514 wurde P a c i u o l o  unter Paps t  L e o  X. als Professor 
der Mathematik a n  die Sapienza in  Rom h e r ~ f e n , ~ )  welche Hochschule ge- 

l) Nach dem Inhaltsverzeichnisse sollten es GI sein. 
2) Man wird nicht fehl gchen, wenn man in dicsen Tafeln die Abbildungen 

der 60 obeu (vergl. S. 89 Note 5) erwahnten Modelle sieht. 
3) Das Exemplar der ,, Divina", da6 ich benutzte, erhielt ich rtuf dcr Stutt- 

gnrter Staatsbibliothek. 
4) Ebenso schreibt er  in seincm Werke , ,De viribus quantitatis": ,,1Ma ol.mni 

flproximandosi de lnia vita l'ultimi giorni.<' 
5) Da B o n c o m p a g n  i (Uullettino XII, S. 437) in Bezug auf diese Restellung 

oieht ,  wie bei den anderen Zahliiiigsanweisungen, ails den ,,Annali deccmvirali" 
ver6ffentlicht, so k t  es mir nicht über alleu Zweifel erhaben, ob P a c i u o l o  auch 
in der That sein Amt antra t .  Jedenfxlls hatte er aber dasselbe nicht langer als 
ein Jahr inne. 

6) AUE Orderisacten mitgetheilt von P u n g i l e o n e  etc. Doch geht aus einem 
von B onc  O m p  a g u i  (Bull. XlI, S. 471) mitgetheilten Schriftstück hervor, dass 
schon im Jahre 1500 P a c i u o l o  in Bezug auf das Franziskanerkloster in Borgo 
,oewisse aufsichtsrechtliehe Functionen inne hatte;  in jenem Schriftstiick unter- 
schreibt er sich auch als Commissarius. In einer früheren, ebenfalls von B o n -  
compagni  (S. 469) mitgetheilten Urkunde vom Jahre 1497 wird P a c i u o l o  
,GuardianY jenes Klosters genannt. 

7) Hierfür spricht das aus Borgo vom 21. XI. 1511 datirte Teatament P a -  
ciuolo's, ~ o w i e  auch der von B o n c o m p e g n i  (Bull. XII, S. 414) mitgetheilte 
Rechtsfall vorn Marz 1512, i n  welchen P a c i u o l o  verwickelt war. 

8) Irn Ruolo des Archigymnasiums zu Rom vom Jahre 1614 steht: ,,In Ma- 
thematien", ,, Flor. 120.  mag gis ter Lucas de Bwgo Ord. Minor." Vergl. G a e t a n o  
m d  i ienazzi .  

Hi.t.-lit. A b t h l ~ .  d. Zeitschr. f. Mntli. e Phyu. XXXIV, 3. 8 
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rade unter dem Pontificat jenes hochgebildeten und konstsinnigen Nediceers 
in ihrer hochsten BlUthe stand. Durch diese Berufungl) gehorte Peciu olo 
einem Lehrkorper an,  der in  gewissem Sinne als erster der ganzen damaligen 
Christenheit angesehen werden darf. Doch nicht lange sollte er seinen neuen 
Katheder inne haben. Bald nach 1514 finden wir andere Vertreter der 
Mathematik a n  der Sapienza, und da auch weitere Notizen etc. über Pa- 
c i u o l o ,  welche ja  bisher nicht allzu sparlich flossen, mit dem Jahre 1514 
aufhoren, so darf angenommen werden , dass P e c i u o l o  nicht lange nach 
1514 starb. 

Auf einen Punkt  in P a c i u o l o ' s  Lebensgeschichte muss ich noch zu 
sprechen kommen. Vielfach" wird in der einschlkigigen L i t e r a t ~ r  auf eine 
grosse Orientreise P a  c i  u O 1 0's hingewiesen , welche gerade für seine mathe- 
matischon Studien von hoher Bedeutung gewesen sein soll. Daboi wird die 
Frage,  ob P a c i u o l  O auch arabisch verstsnd, meist als eine offene behan- 
delt.3) Dass diese letztere Frage e'ntschieden zu verneinen is t ,  geht schon 
aus den beiden Stellen der ,Summau4) hervor: in denen P a c i u o l o  die 
Worte E l  cataym, sowie Algebra und Almucabula übersetzt; in letzterer 
Stelle sagt er, jene beiden Worte seien entweder arabisch oder chaldaisch. 
I n  Beziehung auf P a c i u o l o ' s  Orientreise aber komme ich zu dem Ergeb- 
nisse , dass hier eine eigenthümliche Verwechselung P a  c i u  010's mit Leo- 
n a r  d O P i  s a n  O vorliegt , indem die mittelbaren Beziehungen , in welchen 
P a c i u O 1 O eben durch L e  o n  a r  d O P i  s a n  O zu arabischen Quellen stand, 
sich in der Tradition allmalig in unmittelbare Beziehungen verwandelten. 

Hierfür spricht zungchst, dass R e l d  i von einer solchen Reise nichts 
weiss , sondern eben auf L e  o n  a r d O Pis  a n  O als Vermittler hinweist. Auch 
indirect l k s t  sich aus dern Inhalt der Werke P a c i u o l o ' s  der Beweis eines 
unmittelbaren Verkehrs ihres Verfassers mit orientalischen Gelehrten nicht 
erbringen, denn wo immer seine Kenntnissc auf arabischen Ursprung hin- 
weieen , kann stets die Moglichkeit einer Vermittelung durch L e  on a r d O 

P i s a n o  gezeigt werden. Hatte aber in  der That eine Orientreise flir 
P a c i  u O 10 die fundamentale Bedeutung gehabt , welche jene Tradition ihr 
zuschreibt, so hLtte derselbe in der oben mitgetheilten biographischen Stelle 
diese Reise doch ausdrücklich erwtihnen müssen und nicht blos mit den 

Worten: ,per diversi paesi ce convelzzcto andare perigrinandou abfertigen 
konnen; zudem geht aus jener Stelle hervor, dass es sich hiei-bei um Reisen 
im Auftrage seiner Ordensoberen handelte. Wenn ich nun auch sonst in 
den Werken P a c  i u  O 10's nirgends eine Andeutung einer Oriontrcise finden 
konnte, so darf wohl als eine der sichersten Thatsachen aus dessen Leben 

1) Bald i ,  L i b r i  etc. wiiisen von dieser zweiten tiffentlichen Lehrthiitigkeit 
Paciuolo 's  in Rom nichta. 

2) Vergl. F a b r o n i ,  M o n t f e r r i e r ,  M o n t u c l a ,  Bosaut ,  Brandaglia etc. 
3) Vergl. auch J a e g e r  , Lucas Paciuoli, S .  XLII. 
4) Vergl. ,,SummaU 1, B1. 98,2 und 144, I .  
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die gelten, dass er sich seine mathematischen Kenntnisse nicht auf dem- 
selben Wege wie L e o n a r  d o  P i s a n o  erwarb. Hierbei ist noch in Betracht 
zu ziehen, dass zu jener Zeit, in  welcher P a c i u  o l o  den Orient besucht 
haben soll, die mathematischen Wissenschaften dort nicht in so hoher Blüthc 
standen wie damals, als der grosse Pisaner seine Schatze sammelte; im 
Gegcntheil, gerade um die Wende des 15. Jahrhunderts lag ja  im Orient 
die Mathematik in  tiefem Verfalle. 

Von den Werken P a c i u  010's habe ich bisher nur diejenigen drei, 
welche im Druck erschienen sind und dadurch in der oder jener Wcise auf 
Paci u 01 olv Lebensgang bestimmend einwirkten , schon oben ausführlich 
besprochen. In  Rezug auf weitere von ihm verfavste Werke erwahnte 
P a c i u o l o  zunachst in  jener biographischen Stelle vier Schriften haupt- 
sichlich arithmetischen Inhalts, von welchen e r  jedoch nur drei speciell 
aufzihlt. Diese Schriften erschienen jedenfalls nicht im Drucke; vielmehr 
vermuthe ich, dass P a c i u o l o  ihren Inhalt zum grossten Theile in seine 
,Summau aufnahm , welche Ansicht manche Eigenthtimlichkeit jencs Werkcs 
erklëren wiirde.') Dass aber für P a c i u o  1 O ein Werk auch als Manuscript 
m i t  seinen Widmungen u. S. W. etwas Unveriinderliches war und devhalb 
ganz gut so, wie es in  jener Stelle geschieht, citirt werden konnte, erhellt 
au8 dem 1509 ganz unverandert erfolgten Abdruck des Manuscripts der 
,Divinau vom Jahre 1497, wobei j a ,  was die Widmung u. S. W. anbetrifft, 
sehr vie1 Grund vorhanden gewesen ware, Manches zu iindern. Von jenen 
vier Werken hat  sich, wio es scheint, bis heute nur das den Jtînglingen 
von Perugia gewidmete erhalten; wenigstens ist nur  von diesem ein Manu- 
script bekannt, auf welches ich schon oben zu sprecheri kam?) Was noch 
zwei weitere Werkes) P a c i u o l o ' s  anbetrifft, so hat sich von dem einen 
ein Manuscript, von dem andern wenigstens der Titel erhalten. Jenes 
Yanuscript befindet sich in der Universit%tsbibliothek in Bologna und tragt 
den Titel: ,De viribus quantitatisu; P a c i u o l o  erwahnt dasselbe auch unter 
eben diesem Tite14) in  seiner Eingabe an den Dogen. Die Ausziige ,5) welche 
Bon c O m p a g n i  von diesem Werke veroffentlicht , sind leider so dürftig, 
dass es mir vorliiufig ünmoglich is t ,  Bestimmteres tiber dasselbe mitzu- 
theilem6) Das zweite jener Werke, der ,,Tractat tiber das SchachspielY, ist 

1) So glaube ich z. B., daas der grossere Theil der ersten Distinction den 
Inhalt eines dieser Werke wiedergiebt etc. 

2) Vergl. S. 88 dieses Aufsatzes. 
3) Vergl. hierxu auch dau von mir im  2. Theil dieses Aufsahea erwiihnte 

Compendium P a  ciu O 1 O '8 über Perspective. 
4) ,,Item un opera detta de viribns quantitatis zoe dele forze quendam mika- 

colose de numerj et quantita continua et vnlgare." 
5) Vergl. B o n c o m p a g n i ,  Bullett. XII, S. 404 und 430-431. 
6) Dasselbe dürfte aich vielleicht dem Inhalt nach mehr der ,,Somma", der 

Art der Behandlung nach aber mehr der ,,Divinau nahern. 
8' 
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eben unter diesem Tite1 zweimal von P a c i u  o l o  selbst erwzhnt; l )  weiter 
hat sich, wie es scheint, von demselben keine Spnr erhalten. , 

P a  c i u  01 O schrieb seine sammtlichen Werke italienisch, um, wie er 
imrner wieder angiebt, dieselben allgemein , hauptsfichlicli auch Kiinsthn 
und Kaufleuten zuganglich zu machen. Das Italienisch aber, das er schreibt, 
ist a m  mehreren vulglren Idiomen zusammcngcsct,zt und in geradezu bar- 
barischer Weise mit corrumpirtem Latein vermengt ,2) iind verhalt sich so 
zum klassischen Italienisch, von dem jene Zcit schcin in ciner Rcihe von 
Aiitoren glanzende Muster besass, wie das sogenannte M6nchslatein zum 
klassischcn. Wohl im Gefiihl dieses Mangels entschuldigt P a c i  u o l  O einmal 
den Gebrauch der Muttersprache damit,  dass er sagt ,  man suche in seinen 
Werken Scharfsinn, nicht Beredsamkeiti3) ein andermal" giebt er zu, dass 
seine Schreibweise oft unftrmlich sei; dies sei aber durch Wortwahl, welche 
Alles verstsndlich machen soll, geboten. B a l d i s )  meint mit Bczug auf 
die abscheuliche Sprache der Werke P a  c i u O 1 O 's , von denselben gelte, vas 

einst Ve r g  i l  sagte, als er die Werke des E n n i u s  las, niimlich, er sammle 
,,aurum de stercoreu." Ebenso theilt B a l  d i  mit ,  Co rn m a n  d i  n o  habe mit 
liücksicht auf die schlechte ~ o r m  und den giiten Inhalt des Werkes (wohl 
der ,,Summau) sich entschlossen, dasselbe in Allem verbessert herauszu- 
geben, sei aber durch den Tod verhindert worden, die angefangene Arbeit 
zii vollenden. Des Lateinischen war P a  c i  u O 1 O ziemlich machtig , nogegen 
ich, schon mit Bücksicht au£ seine liuklid-Uebersetzung bezweifle, daas er 
griechisch ~ e r s t a n d , ~ )  wenn er gleich in seiner ,DivinaY vielfach die grie- 
chischen Bezeichnungen8) für die einzelnen stereometrischen Korper ver- 
wendct. 

Wenn ich nun kurz auf die Leistungen P a c  i u o l o ' s  als Mathematiker 
eingehen will, so kann ich die Thatsache, dass derselbe in erster h i e  

1) Das erste Mal im Dedicationsbrief des Werkes ,,De viribus quantitatis" 
mit den Worten: ,,Insieme col iocondo et alegro tractato de ludis  in genere c z m  
illicitorurn veprobatione spetialmente d i  quel10 de schachi in tutti modi  dd to  schifa 
noia." Aus dieeer Stelle geht mgleich hervor, d a s ~  jener Tractat, dem hlarcheeeo 
und der Marchesa von Mantua gewidmet war. Das zweite Mal in jenem Bitt- 
gesuch an den Dogen mit den Worten: , ,Item de ludo scaelzoru,nz eum Illiatorrcm 
reprobatio? dicto schipha*l,iora anchor vulgur." 

2) Den Grund dieser Erscheinunç sucht B a l d i  darin, dass damals die Mutter- 
sprache ,, im Schlamrnti versteckt ~ a r ' ~ ,  und zudem P a  ci uo 10 dem Monchstande 
angehorte. 

3) Vergl. Einleitungsbrief der ,, Divina an S O d c r in i. 
4) Vergl. ,,Summarf 1, BI. 114. 
5) In dern ,,EpitorneiL aus B a l d i ' s  Wcrk ist zum Ausdruck desuelben Ge- 

daukens das Uild des ,,Goldes in der Asche" gebraucht. 
6) Vergl. Vita Vergili, Cap. 71. Doch dürfte hier stereus vielleicht eher 

Schlacken als Koth ,  wie B a l d i  will, bedeuteu. 
7) Vergl. auch ,,Divinau 1, i31. 30, 2. 

8) Meistcns sogar mit griechischen Lettern. 
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Coinpilator war, nicht ausdrücklich genug betonen; dcnn nur aus einer fa1- 
schen Auffassung der Stellung P a  c i  u 01 0's als Mathematiker entspringen 
die meisten der spater noch zu behandelnden Anklagen gegen ihn. Dass 
aber P a c i u o l o  vor Allem in seinem Hauptwerke, der ,,Summau, auch in 
der That nur jenen Ruhm sucht, geht schon klar aus ciem gleich auf dem 
ersten Blatte stehenden Epigremm hervor, das mit den Worten beginnt: 

,,&me fuerant mediis carie comsumpto latebris 
Restituit Lucas lector amice tiln'."') 

Weiterhin schreibt e r  in der einleitenden Uebersicht xu jenern von ihm 
selbst spiiter als , ,grandopera m s t r a  compilatau citirten Werke : =) . . . und 
dies Alles, sammt dern E'olgenden , wird nach den alten und neueren Mathe- 
matikcrn scin, hauptsiichlich nach dem scharfsinnigen Philosophen, dem 
Megarenser Euklid , und dern ernsten Boetius , sowie nach unseren neueren: 
Leonardo Fisano, Giordano, Biagio da Parma,  Giovan Secrobiisco und Pro- 
docimo Podoano, aus welchen ich zum grbssten Theil vorliegendes Werk 
entnehme. 3, In der That  sind eii auch der eigenen Zuthaten P a  c i  u 01 0's 
nur wenige, und von diesen wenigen sind z. B. die Versuche einer Ver- 
allgemeinerung zur Lehre von den Wurzeln4) und einer Behandlung von 
Wahrscheinlichkeitsrechnungen5) geradezu methematisch verfehlt. Aehnliches 
gilt auch von der Berechnung einiger Exponentialgleichungen vermittelst 
eincr Niiherungsmethodc." Dagegen rührcn diejenigen Abschnitte der ,Di- 
vinau, in welchen P a c i u o l o  geometrische Probleme algebraisch behandelt, 
wenigstens so wic sie vorliegen, von ihm sclbst hcr; vor Allem ist ihm aber 
hier die Ableitung neuer K6rper aus bekannten vermittelst des ,,BeschneidensY 
(abscindere) und ,Ueberh6hensY (elevare) eigenthtimli~h.~) Ebenso ist es falsch, 
wenn H a n  k e l  demselben noch die Kenntniss der rein negativen Grlissen 
abspricht8) und erst bei C a r d a n  ein ,,minus purumU zu finden glaubt. 
Zum Bclege diescr mciner Bchauptung m6ge hier sus einer Reihe von Stellen 
nur folgende angeführt werden: ,,Hat man z. B. + 16 von + 4 zu subtra- 
hiren, so sage ich: subtrahire einfach 4 von 16, bleibt 12, und dieses 12 
ist ein reines -. N s o  wirst du sagen: sol1 + 16 von + 4  subtrahirt 
werden, so bleibt - 12, d. h. 4 - 16 = - 12. Und dass dies wirklich no 

1) ,,Was i m  Staube vermodert, vergessen im Pinstern ruhte, 
Stellte dir, Leser und Freund, Lucas nun wiederum her.IL 

2) Vergl. ,,Divinam 1, BI. 1, 2. 

3) ,,. .. E pes te  eose tutte cm l e  seqzlenti serano secondu l i  antichi e alzcora 
mvderni mathematici, mazirne del perspicacissimo philosopho Xegarren  k l i d e  e 
del sevcrim Boetio e d i  nostri rnoderni Lecmardo Pisano, Giordano, Biagio de 
Parmu, Givvaa SacroOusco, a Prodoeirno Padoano da i puuli i n  magiwparta cavo 
il ptxente volume." 

4) Vergl. ,,Summar' 1, BI. 142. 
6) Vergl. ,,SummaM 1, B1. 197. 
6) Vergl. ,,Summafr 1, BI. 187. 
7) Vergl. hierzu ejnen Aufsatz Kas tner ' s  in den Gottinger gel. A m .  1791, S. 905. 
8) Vergl. H a n k e l ,  Zur Geschichte der Mathematik,  S. 371. 
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i s t ,  daftir liegt der Beweis im Princip der Subtraction, das folgendes ist: 
bei der richtigen Subtraction muse als Rest eine Grosse bleiben, die, ver- 
bunden mit der Grosse, welche man subtrahirt ,  wieder die Grosse ergiebt, 
von-welcher man s ~ b t r a h i r t . ~  ') So stellt P a c i u o l o  in diesem Theile der Ent- 
wickelung der Mathematik eine bedeutsame Stufe dar, doch liegt mir nichts fer- 
ner, a ! ~  in ihm den Entdecker eines Gebietes der Mathematik zu sehen, dessen 
allmalige Eroberung eine That der Geschichte und nicht des Einzelnen war. 
Wichtige selhst5ndige Verdienste hat fernerhin der Praktiker P aciu a I o  um 
die Ausbildung des rein formalen Theils der Algebra.'j Ueberhaupt ist es 
ein hervorragender Charakterzug an ihm, dass er stets die praktischen Re- 
dürfnisse, vor Allem die des Kaufmanns im Auge b a t ,  und immer wieder 
komrnt er auf diesen Zweck seiner Werke zu sprechen. 

Diesen Rücksichten verdanken auch die Tractate XI  und XII der neunten 
Distinction der ,,Summau ihre Entstehung. 

1)  ,,Comma se havesse a cavare p iu  16 de p iu  4, dico che cavi4 senylicen~enle 
de 16 resta 12, e quedo 12 dico che sira p r o  $8. Doncu dirai che a cavarepiu 16 
de piu 4 resta 7n 12, cioe 4 6 16 che gionti fanno GL 12. 33 che questo sia el vero 
se prova con la rasione de tal acto de sotrare quale c questa: chc a voler ben 80- 
trarc bisogna chc remanga ta1 puantita de ditto sotrantento chc gionta alla puantita 
cl~e lhomo cava refacia la puantita de Za p a l  si cavo." Vcrgl. Sumrna 1, B1. 114, z. 

2) So z. B. verwendet P a c i u o l o  in seiner ,,Divinau (noch nicht aber in der 
,,SummaS') für dic Unbekanntc und ihr Quadrat statt  der alten Abkürzungen von 

cosa und census die Zeichrn <?? und , welche Zeicben sllerdinga nicbt 
\ 

gerade glücklich gewahlt sind, aber doch den Weg andeuten, der weitergehende 
Vereinfachungen durch Einführung neucr Symbole ermoglicht. 
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A short account of t h e  
BALL, fellow and 

historg of mathematics by WALTER W. ROUGE 
assistant tutor of Trinity College, Cambridge; 

and of the inner temple, barrister a t  law. London 1888, Macmillan 
and Co. XXIII, 464 pag. 

Der Verfasser giebt i n  der Vorrede ausdrücklich zu, dass e r  nicht nach 
e r s k n ,  sondern nur nach zweiten Quellen, d. h. nach anderen Geschichts- 
werken sein volksthümlich geschriebenes Werk zusammengestellt habe. E r  
gewiihrt uns auch insoweit einen Einblick in seine Arbeituweise, als e r  die- 
jenigen Schriften hervorhebt, auf die er sich hauptstichlich verliess. Wir  
fiuden hier die Namen: A l l m a n ,  B r e t s c h n e i d e r ,  C a n t o r ,  D e l a m b r e )  
Gow, H a n k e l ,  H o e f e r ,  L i b r i ,  M a r i e ,  N e s s e l m a n n ,  P o g g e n d o r f f ,  
Wolf. Ungern vermissen wir darunter unsern Altmeister C h a s  1 e s ,  noch 
weniger befriedigt uns das Vorkoinmen von H o e f e r ,  dem kritiklosesten 
Sehriftsteller unseres Faches, raus welchem denn auch eine gute Menge von 
Irrthümern in Herrn B a l l ' s  Buch Eingang fanden. Eine weitere LIlcke 
müsscn wir mit Bedauern darin erkennen, dass Herrn B a l l  unsere Zeit- 
schrift offenbar nicht zur Verfügung stand, da er von historischen Zeit- 
schriften nur das Bulletino Boncornpagni , das Bulletin Darboux und die 
Bibliotheca mathematica Enestrom kennt. Endlich ist der Name C u r t z e 
uirgend genannt, und damit ist von selbst gesagt, dass die Darstellung des 
XIV. Jahrhunderts einc mehr als mangelhafte ist. 

Herr B a l l  wunscht in  der Vorrede, dass man ihn auf die Irrthümer 
aufmerksam mache, die sich eingeschlichen haben mtigen. Wir  wollen diesem 
Wunsche, wenn auch keineswegs vollst%ndig, zu entsprechen suchen. 

S. 32: A n a x a g o r a s  lebte, nachdem er  aus dem Gefangniss befreit 
war, nicht mit P e r i k l e s  zusammen und s twb nicht in  Athen. 

S. 33: A n t  i p h o  war nicht der einzige unter den Alten, der die Kreis- 
quadratur als FlLche des regelm%ssigen Sehnenvielecks von unendlich vielen 
Seiten suchte, sondern es gab auch einen R r y  s on. 

S. 39: Wie kann P l a t o  die Delier a n  den todten H i p p o k r a t e s  ver- 
wiesnn haben? Gerade so wenig, wie an den noch nicht geborenen E u k l i d .  
Die Stelle ist eben frei nach H o  ef  er .  

S. 48: E u k l i d  ist sicher nicht in Tyrus geboren. Hatte Herr B a l l  
die in der Pussnote gonannten H e i  b erg'schen Studien gelesen, so hatte e r  
dort auf S. 4 den Ursprung jenes Irrthums kennen gelernt. 
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S. 59 sind Worte des H i e r  O und des A r c  h i m e d lateinisch angefiihrt. 
Entweder mussten sie griechisch oder ins Englische übersetzt auftreten, 
wenn der Leser nicht zur Noinung gelangen sollte, man habe in Syrakus 
Latein gesprochen. 

S. 70: Von G u t  e n a c  k e r ' s  deutscher Archimed -4Jebersetzung weiss 
nur H o  e f  e r .  Andere kennen blos eine Uebersetzung der Kreismessung 
durch ihn. 

S. 76 erfahrt man,  E r  a t  O s t h e  n e s  habe den Beinamen ,,Pentathlusu 
geführt,  weil er in  allen Kampfen des athletisclien Sports geübt war! 

S. 108: B o e t h i u s ,  C a s s i o d o r u s ,  I s i d o r u s  sind die cinzigen latci- 
nischen Schriftsteller tiber Mathematik, von welchen Herr B a l l  Etwas weiss. 
Uann hBttc er eben die Agrimensoren lesen sollen, bevor er über Romische 
Mathematik schrieb ! 

S. 110: Die heronische Dreiecksformel rühre vielleicht vom jüngeren 
H e  r O um 900 her. ,,.Tt certaidy possesses the characterktics o f  the work of 

this t i ~ . ~  Wenn irgend Etwas n i c  h t  - byzantinisches Geprage besitzt, eo 
is t  es jene Formel und ihr heronischer Reweis! Ailsscrdem hiess der 938 
schreibende Feldmesser von Byzanz nicht Llero. 

S. 143 : Bus Â r  y a - B  h a t  t a's Quadrat- und Cubikwurzelausziehung 
geht gerade unzweifelhaft seine Kenntniss der Stellungsarithmetik hervor. 

S. 147 weiss Herr  B a l l ,  dass eiue historische Grundlage für die Ent- 
stehung der Zahlzeichen aus Strichen in der Anzahl des betreffenden Zahl 
wortes nicht vorhanden k t .  Warum giebt er dann ein Probebild, das seine 
Unkenntniss der Gestalt alter Zahlzeichen dem Leaer verrath? 

Wir  gehen summarischer tîber die folgenden Abschnitte hinweg und 
empfehlen Herrn B a l l  nur, sich tiber folgende Schriftsteller, die ihm fremd 
zu sein scheinen , Kenntnisse zu verschaffen : B r  a d w  a r d i n ,  Oresm e, 

B l a s i u s  v o n  P a r m a ,  P r o d o c i m o  B e l d o m a n d i ,  L e o n ü r d o  d a  Vinci ,  
A l b r e c h t  D ü r e r ,  J o d o c u s  B ü r g i .  Es sind das Manner, wie wir ihm 
verrathen wollen , deren Leistungen ganz hervorragende Bedeutung besitzen. 
Dancben mag er ruhig vcrgessen, dass man früher einmal den Algorithmus 
demonstratus des XIII. Jahrhunderts (wahrscheinlich von J o r d a n  us N e -  
m o r a r i i l s )  dcm R c g i o m o n t a n  zuschrieb, mag er T a r t a g l i a ' s  Erzali- 
lung von der Loung der eubischen Gleichung doch auch mit den gegue- 
rischen Berichten vergleichen, mag er bei Beurtheilung L e i  b n i  t xens etwas 
weniger englische Voreingenommenheit an den Tag legen. Es dürfte auch 
nicht schaden, wenn er die Schriften von N a p i e r  und von H a r r i o t  an- 
sahe. Bei Letzterem wtirde er sich tiberzeugen, dnss derselbe nicht die 
Gleichungen auf Nul1 brachte. 13ei Ersterem würde er das Zeitwort ,fluereY 
in  einer Bedeutung finden, die auf die spateren Arbeiten N e w  ton ' s  wesent 
lich einwirken musste, so wenig N a p i e r  der Erste war, der von fliessen- 
den Grossen sprach. Viclleicht kBme dann Hcrr B a l l  xur glcichen Ueber- 
zeugung mit uns, dass im XVII. Jahrhundert  die Infinitesimalrechnung 
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allmalig entstand, nicht erst von N e w t o n  oder von L e i b n i z  erfunden 
nurde, dass also die unsterblichen Verdienste dieser beiden grossen Neben- 
buhler auf anderem Gebiete zu finden sind. CANTOR. 

Die hanpts'dahlichsten Theorien der  Qeometrie i n  i h r e r  frtiheren und 
hentigen Entwickelnng. Historische Xonographie von Dr. GINO 
LOHIA, Professor der hoheren Geometrie an der Universitat zu Genua. 
Unter Benutzung zahlreicher ZusStze und Verbesserungen seiten des 
Verfassers ins Deutsche übertragen von FRITZ S C H ~ T T E .  Mit einem 
Vorwort von Professor R. STURM. Leipzig 1888, B. G. Tcubner. 
IV, 133 S. 

Wir haben Bd. XXXIII S. 194-195 die italienische Ausgabe dieser 
Schrift anerkcnnend besprochen. Wir freuen uns, i n  unserem Urtheil mit 
h e i n  Geometer wie Herrn S t u r m  übereinziistimmen, welcher in seinem 
Vorwortc zur dcukchen Bearbeitung mit dem Lobe des Geleisteten gleich 
uns  nicht spart. Die mustergiltige Anordnung des tiberreichen Stoffes hat  
aich in der Uebersetzung , welche vermoge der von Herrn L o r i a  selbst her- 
rührenden Zusatze als vermehrte und verbesserte Ausgabe gelten muss, 
noch deutlicher bewiihrt, nachdem aus den Stellen, welche auf die Getitalt 
der Curren und der Oberflachen, sowie auf die abziihlende Geometrie sich 
beziehen , ein neues Capitel abgeeondert wurde. Herr L o r  i a hat librigens 
berade die Entwickelnng der abz&hlenden Geometrie auch zum Gegenstande 
geschichtlicher Studien gemacht, welche in  n e r r n  G u s  t. E n e s  t r om 's Bi- 
bliothcca rnathematica 1888, S. 39--48 und 67-80 zum Abdruck kamen. 
Die von Ilerrn S c h  ü t t e herrührende Ueb6rsetzung ist treu und zugleich 
in gefBlligcr Sprache abgefasst. CANTOR. 

Johannes Kepler und der  tellurisch-kosmische Magnetismns. Von Dr. SIEG- 
Muan G ~ N T H E R ,  Professor der Erdkunde an der konigl. technischen 
Hochschule zu München. Mit 19 Abbildungen im Texte. 71 S. 
[Gcographisphe Abhandlungen, herausgegeben v. Prof. Dr. ALBRECET 
PENCK in Wien. Band III, Heft 2.1 Wien und Olmtitz, Eduard 
Holzel. 1888. 

Als K e p l e r  sein unsterbliches Werk über den Planeten Mars gedruckt 
vor sich sah, sprach er die Grundgedanken der magnetischen Anziehungs- 
lehre, welche e r  sich gebildet hatte, in einem lateinisçhen Distichon aus, 
welches deutsch etwa mit den Worten sich wiedergeben lasst: 

,,Dunkle Pfade machst sichtbar dem Scbiffer des Meers D u ,  Magnetatein; 
Frcilich, es wandelt ja auch, wie Du's befiehlst, der Planet." 
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Wenn bei irgend einem Naturforscher Entwickelungsstufen der Gedanken 
unterschieden werden mlissen, so findet Solches bei K e p l e r  statf. Ur- 
spriinglich ein , man m6chte sagen , scholastisch angelegter Geist, war K. 
nur zu geneigt, der Natur ihre Bahnen vorzuschreiben, aus der Theorie 
heraus die Reobachtung zu bemangeln und,  wie er wshntc, zu berichtigen. 
Erst  sehr allmiilig lernte er, der Beobachtung ihr Recht zuzuerkennen und 
die Flügel der Phantasio mit der Schcere der Thatsachen zu stutzen. Das 
lasst sich auf alleu Wissensgebieten verfolgen, denen K.'s reicher Geist sich 
zuwandte. Herr G ti n t h e r hat in  einer sehr gelungenen Studie das Einzel- 
gebiet des irdischen und des Weltmagnetisrnus auf den Nachweis dieser 
Geistesentwickelung K.'s hin durchforscht. In  einem 1. Abschnitte führt er 
den Leser bis auf die Stufe der Lehre vom Magnetismus, welche die Zeit 
vor K. erreicht hatte. Ein II. Abschnitt setzt den K.'schen Erdmagnetismus 
auseinander. Der III. Abschnitt endlich ist K.'s Theorie der magnetischen 
Planetenaxen und der allgemeinen Anziehung gewidmet. Trotz der grossen 
Schwierigkeit des behandelten Gegenstandes hat es Herr G ü n  t h e r seinem 
Leser verhaltnissmiissig leicht gemacht, sich zurecht zu finden, indem er 
auf S. 23, 28, 43, 68 Satze durch den Druck hervortreten liess, die man 
fast nur zu vereinigen braucht, um die Lehren K.'s in ihrer letzten Aus- 
bildung vor sich zu sehen. 

Noch vor dem Erscheinen des G i l  b e r  t'schen Werkes ,,De hlagneteu 
(London 1600) hat  K. ein Inclinatorium angegeben und zugleich die Grunil- 
bestimmung hinzugeftigt, dass dessen Kr& in die Rbene des magnetischen 
Meridians fallen mlisse. Gleichfalls vor G i 1 b e r t ha t  K. ein zu numerischer 
Bestimrnung des Ablcnkungswinkels geeignetes Deülinatorium angegeben. 

Bis 1600 etwa glaubte K. dureh theoretische Ueberlegungen die Lage 
des magnetischen Nordpols ausfindig machen zu konnen; dss Studium des 
G i  1 b e r t 'schen Werkes überzeugte ihn von der Unm6glichkeit dieses Unter- 
fitngens. Von da an wies er auf die Wiehtigkeit der Inclinationtibeobach- 
tungen für die Auffindung jenes Poles hin. Die allgemeine Schwere, der 
Fa11 der Korper, Ebbe und Fluth, die Bewegungen der Gestirne wurden 
ftir K. mehr und mehr znsammenhangende Erfahrungsthatsachen, welche 
zu ihrer Erklarung nur  des tellurisch-planetarischen Magnetismus bedurften. 

Dass K die Gesetze der Gra~i ta t~ ion  sich entgehen liesu, hat in dem 
von ihm be~angenen  Irr thum seinen Grund, als verhielten sich die An- 
ziehungcn im umgckehrt einfachcn Verhzltnisse der Entfernungen. K. m g  
also - wie Herr Gtin t h e r  sehr richtig in neuere Ausdrbcke übersetzt - 
das logarithmische Potential in  Rechnung. CAXTOB. 
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Erste Halfte: 1. J a n u a r  bis 30. Juni. 

A. 
Abel'sche Transeendenten. 

1. Sur l'inversion des intégrales abéliennes. P. A p p e l l .  Joiirn. mathém. Sér. 4, 
1, 245. 

?. Sur les fonctions hyperabéliennes. m m. P i c a r d .  Journ. mathém. Sér. 4 , I ,  87. 
Vergl. Ultraelliptische Transccndenten. 

Analytische Geometrie der Ebene. 
3. Remarques sur la géométrie analytique des cercles du plan e t  sur Bon appli- 

cation à la théorie des courbes bicirculaires du quatrième ordre. G. L o r i a .  
Quart. Journ. math. XXLI, 44. 

x e - y a - y 2 - a x - z 2 -  
4. Interprétation geométrique du système d'équations -- - - - -Ty . 

X Y z 
hl' Cay .  Mathesis VIII, 271. 

6. Eigenschaften gewisser Punkttripel auf der Cissoide. K. Z a  h r  a d  n i  k. Grun. 
Archiv 2. R. VI, 392. 

6. Die Lissajous'schen Curven. H. E k a ma. Grun. Archiv 2. R. VI,. 39. 
7. Sur une trisectrice remarquable. G. d e  L o n g c  hampti .  Matheais VIII, 5. - 

M. d ' 0 c a g n e  ibid. 70.  
1 

8. Trouver l a  podaire de la courbe y = -. H. B r o c a r d .  Mathesis VLII, 167. 
1 +a2 

Y. Développantes du point. E. C é s a r o .  Mathesis VIII, 36. 
10 Deux courbes sont constriiitc de manière à ce que lea cordes communes dirigées 

vers un meme point connu servent de bases B des triangles de sommet 
et d'aire constants. f i tant  donnée une courbe chercher l'autre. D e -  
r o u s s e a u ,  D é p r e z ,  G o b .  Mathesis VIII, 122. 

11. Lieu d'un sommet d'un triangle rectangle, le sommet de l'angle droit e'tant 
fixe, et  les conditions d e  déplacement du troisième sommet 6tant données. 
Mino l i t i ,  G. R u s s o ,  V e r n i o r y ,  B o e d t ,  G o b ,  L a u r e n s .  Matheais 
7111, 258. 

Vergl. Geometrie (hohere). Kegelschnitte. 

Analytische Geometrie des Eaumes. 
12. Ueber eine Proportion ails der elementaren Oeometrie M. C a n t o r .  Zcitachr. 

Math. P h  s. XXXIII, 119. 
Vergl. ~ber&Lchen.  Oberfiichen zweiter Ordnung. 

Astronomie. 
13. Ueber den nlittleren Abstand eines 'laneten von der Sonne. O. B e r m a n n .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXILI, 361. 
14. Uie intermediare Bahn des Planeten (17) Thetis naeh Herrn Gyldén's Theorie. 

V. W e l l m a n n .  Grun. Archiv 2. R. VI, 363. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 102, 103, 106, 108. 

Binomialcoefficienten. 
15. Eine Eigenschaft der Binomialcoefficienten. O. S c  h l  6 m i l  c h. Zeitschr. Math. 

Phys. XXXIiI, 190. - G .  V i v  a n t i  ibid. 368. 
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C. 
Combinatorik. 

1.2 ...% 
16. Snr les fractions simples de 

( z + l ) ( z + 2 )  ...( z+n)' 
V e r n i  o r  y. Mathesia 

VIlI. 13 
17. Deux form'ules eombinaioires. S t u y v a e r t .  Mathesis VIII, 124. 

Vergl. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Complanation. 
18. Démonstration géométrique e t  généralisation du théorkme de Viviani. E. Was- 

t e e l s .  Mathesis VITI, 186. 

Determinanten. 
19. Exposition nouvelle de l a  théorie des formea linéaires et des dEterminanîa. 

Ch. M é r a y .  Journ. mathém. S6r.3, X, 181 
20. Verschiedene Dartrstellungen der Resultante zweier binaren Formen. L. Schen- 

de l .  Zeihchr. Math. Phys. XXXIII, 1, 65.  
21. Determinanten bei wiederholter Halbirung des ganzen Winkels. J. Hermes 

Grun. Archiv 2. R VI, 276. 
22. Ueber gewisseDeterminanten. K .  W e  i h r a u c h .  Zeitschr.Math.Php.XXXIII,126. 

Differentialgleichangen. 
23. Zusammenhang zwischen particularen und allgemeinen Integralen gewisser 

Differentialgleichungen. B o  c ho  W. Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 101. 
24. Ueber die P'orm der logarithniischen Integrale einer linearen nicht homogenen 

Differentialgleichung. C. Ko e h  1 e r .  Zeitschr. Math PIiys. XXXIII, 231. 
25. Sur un problème concernant les Bquations différentielles lin6aires. G. H. Bal- 

p h e n .  Journ. mathém. Sér .4 ,  1, 11. 
26. Sur les courbes dBfinies par lea équations différentielles. H. Po inca rB .  Journ. 

mathém. SBr. 4, 1, 167; II, 151. 
27. On the  relations of certain symbols. J. C o c k l e .  Quart. Journ. math XXII, 

270. [Vergl. Bd. XXVI, Nr. 284.1 

- 28. Ueber die Diiferentialgleichung d x  - - d y  ,,2 -, - Wold .  H e y m a n n .  Zeitschr. - J - 
Math. Phys. XXXLII, 61. 

29. Ueber die Differentialgleichnng der Functionen des parabolischen Cylinders. 
E. H a n  t z s c  he l .  Zeitschr. Math. Phvs XXXIII, 22. 

30. Integrer 1'6quation z y y"+ z f e  - Y y'= O .  " H .  B r o  c a r  d. Mathesis VIII, 130. 
31. Recherches sur les intdgrales algebriques de l'équation de Kummer. E. Goursat .  

Journ. mathom. Sér. 4, LII, 265. 
32. The theory of the sin ular solutioris of integrable difïereutial equatious of the 

first order. W. 5. W o r b m a n .  Quart. Journ. math. XXII, 175, 308. 
33. Intégration d'un système d'équations aux différentielles totales. Sauvage. 

Journ. mathém. Sér. 3, S, 387. 
Vergl. Kettenbrüche 154. Rectification 229. 

Differentialqnotient. 
34. Bemerknng zu der Formel fiir das Ilifferential einer Function mehrerer Varia- 

beln. R. H o p p e .  Grun. Archiv 2. R. VI, 351. 
35. Application de  la dérivation d'Arbogast. Formule générale pour le change- 

ment de l a  variable indépendante. D a v i d .  Journ. mathém. SBr. 4, III, 55. 

Elasticitat. 
36. Mémoire sur un nouveau cas intégrable du problème de l'élastique et l'uue de 

ses applications. M. L 6 v y .  Journ. mathém. Sér. 3 ,  X, 5. 
31. Sur 1'6quilibre et  la déformation des pièces circulaires. H. LéautB. Joum. 

math6m. S&r. 3, X, 367. 
38. Einfluss der Versenkung von Maassstiben in eine Flüssigkeit auf die schein- 

bare Lange derselben. W. M a r e k .  Zeitschr. Math. Phys. XXXUI, 255. 
39. A new solution of the equations of an  isotropie elastic solid and ita a 

tion to the  theory of beems. U. G h r e s .  Quart. Journ. rnr tb .  Kx!,liE 
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EloktRcitat. 
40. Actions  électrodynamique^ renfermant des fonctions arbitraires: hy othèses qui 

déterminent ces fonctions. P. L e  C o r d i e r .  Journ. mathéni. gér. 4, 1, 357. 
41. Théorie des actions électrodynarniqucs les plus générales qui puiseent êtrc 

observées. P. L e  C o r d i e  r. Journ. mathém. Sér. 3, X, 43. 
42. Ueber die galvanische Induction in einem korperlichen Leiter. K. O. R i c h  t e r .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 209, 279. 
13. Sur une formule générale relative à l'électrisation par  influence de  Mr. 1L 

Clausius. J. G. L e g  e b e k  o. Journ. mathém. SEr. 3, X, 109. 
44. Zur Einführung in die Sheorie der dielektrisciien Polarisation. O. T u m l i r z .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 251. 

Eiiipse. 
45. Ueber einige Eatze Steiner's. S t o l l .  Zeitschr. Math. Phys.  XXXIII, 78. 
46. Triangle inscrit à une ellipse sous l a  condition que les deux côtés partant d'un 

point douné coupent le grand axe à égale distance d'un point donné. 
Mosna t .  Mathcsis VIII, 47. - J e i S b e k ,  F a l i s s e ,  F a r i s a n o  ibid. 48. 

17. Maximum e t  minimum  de^ jambes d'un angle droit tmgen te s  à une ellipse. 
W. M a n t e l .  Matliesis VlII, 276. - J .  N e u b e r g  ibid. 276. 

46. Sur le rapport des deux aires dans lesquelles une ellipse donnée est 
y2r une parabole dgalenient donnée E w u i e r i c h  Mutheais $;?Fg 

Ellipsoid. 
49. Détermination en grandeiir et  en direction des axes d'une section diametrale 

de l'ellipsoide. P h .  G i l b e r t .  Mathesis VIII, 247. 

Eiiiptische Transeendenten. 
50. Zur Theorie der elliptischen Functionen. H. Weber .  Acta math. XI ,  333. 

rVere1. Bd. XXXI. Nr. 377 1 
61. Das eilipt&he Integral k t e r  ~ a t t u n g  mit complexeru Modul. L. S a a l  s c h ü  tz. 

Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 311. 
52. Zur Theoric der Schlieesungs~roblcme. E. Oe k in  g h a u s .  Grun. Archiv 2. R. - - 

VI, 186. 
S. Sur la multiplication complexe des fonctions elliptiques. S y 1 O W. .Tourn. 

mathém. Sér. 4, III, 109. 
54. Complex multiplication of elliptie functions. A. G. G r e e n h i l l .  Quart. Journ. 

mat8h. XXII, 119, 174. 

Formen. 
55. Zur Lelire der quadratischen Formen. J. Vklyi.  Grun. Archiv 2. li. VI, 445. 
56. Parameterdarstellung von orthogonalen Subsitutionen, welche identisch um- 

kehrbar sind, auf geometrischem Wege. F r .  Ho  f m a n n .  Zeiteehr. Math. 
Phys. XXXIII, 381. 

Vergl. Determinanten. Substitutionen. 

Functionen. 
57. Méthode des infinimeots petits. P. M a n s i o n .  Mathesis VIII, 149. 
58. Eine Verallaemeinerune der dekadischen Schreibweise nebst functionentheore- 

t i s c h e ~ ~ n w e u d u ~ ~ .  Ern S t r a u s s .  Acta math. XI, 13. 
59. Sur la possibilité d'une représentation analytique des fonctions dites arbitraires 

d'une variable réelle. K. W e i e r s t r a s s  (L. L a u  g el) .  Journ. matl16m. 
Sér. 4, II, 105, 116. 

60. Sur les fonctions holomorphes. H e r m i t e .  Journ. mathém. Sér. 4, 1, 9. 
61. Llémonstration d'un théorème général sur les fonctions uniformes liées par une 

relation algébrique. Emy P i c a r d .  Acta math. X1, 1. 
62. Zur Theorie der mehrwerthiaen. mehrfach lineiir verknüoften Functionen. K. 

H e u n .  Acta math. xY, 97. 
63. On Weierstrass's doubly periodie functions. A. R. F o r s y t h .  Quart. Joum.  

math. XXII, 1. 
64. Sur les fonctions quadriiplemcnt périodiques de deuxième e t  de  troisième esphce. 

M. Krause .  Journ. mathém. Sér. 4, III, 87. 
65. Application de l a  théorie des fonctions fuchsiennes B l'6tude des courbes algé- 

briques. G. H u m b e r t .  Journ. mathém. S6r. 4, II, 239. 
66. Sur les intégrale8 de diff6rentielles totales alg6briques de première espèce. 

Gm. P i c a r d .  Journ. rnath8m. Sér. 4, 1, 281; 11, 329. 
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67. Sur les fonctions itératives. J. F a r k a s .  Journ. mathem. Sér. 3, X, 101. 
68. On Abel's Theorem. A. C. D i x o n .  Quart. Journ. math. XXII, 100. 
69. The law of symmetry and other theorems in symmctric functions. P. A .  Mac 

M a  hou.  Quart. Journ. math. XXII, 74. 
70. Sur une formule de Mr. Tisserand et  sur les fonctions hypergéométriques de 

deux variables. P. A n n e l l .  Journ. mathém. Sér. 3. X. 407. ~ ~ ~~. - 

71: Ueber die ~ourier-l?essel7:c& Transcendente. E. IIadt z i c h e  1. Zeitschr. 
Math. Phys. XXXIII, 185. [Vergl. Bd. XXXII, Nr. 80.1 

72. PropriBtés du pol nome f (x)  du degr6 n qui vBrifie l'identité n f(x) = (x - u) f ' (x)  
+ b f"lz). %. J a  m e t. Mathesis VLI1, 228. 

Vergl. Abel'sche ~ ransc&den te i .  ' Binomialcoefficicnt~n. Determinant~n. 
Differentialgleichungen. Diffcrentialquoticnt. Elliptische Sranscendenten. 
Formen. G ammafunctionen. Geometrie (hohere) 85,  86. Integration 
(onbestimmte). Kettenbriiche. Kugelfunctionen. Logarithrnen. Maxima 
und Minima. Mittelgrossen. Rectification. Reihen. Richtungsgrbssen. 
Substitutionen. Cltraelliptische Transcendenten. Zahlentheorie. 

Gammafnnctionen. 
74. Zur Function r(x). W. L hs  ka. Grun. Archiv 2. R. VI, 448. 
75. Ueber Gammafunctionen mit negativen Argumenten. L. S a, a 1 s c h ü t z. Zeitschr. 

Math. Phys. XXXIII, 362. [Vergl. Bd. XXXIII, Nr. 57.1 

Qeometrie (descriptive). 
76. Die Axonometrie als Orthogonalprojection. A. W e i l e r .  Zeitschr. Math. Phys. 

XXxLII, 257. 
77. Sur l a  droite d e  profil. B a r b a r i n .  Mathesis ViiI, 265. 

Qeometrie (hohere). 
78. Sur les théor8mes fondamentaux de la gdomdtrie projective. C. Le  Pa ige ,  

F r .  D e r u g  ts .  Mathesis VI11, Supplément. 
79. Zur synthetischen Erzeugung der Crcmona'schen Transformation 4. Ordnung. 

L) O e h l e  m a n n .  Zeitschr. Math. Phya. XXXIII, 243. 
80. Applications de  l a  quasi-inversion linéaire aux courbes osculatrices. Cl. Ser-  

va i s .  Nathesis VIII, 28. [Vergl. Bd. XXXIII, Kr. 60.1 
81. Sur la théorie des transformations Cl .  S e r v a i s .  Mathesis VIII, 105. 
82. Sur les transformations quadratiques involutives. J. N e  u b e r g .  Rlatlieeis 

VIII. 1 7 7 .  > 

83. Ueber eine Art involutorischer Verwandtschaft des zweiten &ades. Ki lb inger .  
Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 14. 

84. The mechanical tracing of curves. C. M. J e  s s  op. Quart. Journ. math. XXII, 151, 
86. A~vi ica t ion  pkornétriaue d'un thkorème de Jacobi. Q. H u m b e r t .  Journ 

math&. Sir. 4, 3, 347. 
86. Sur le théorème d'Abel et quelques unes de ses applicatious géométriques. G. 

H u m b e r t .  Journ. mathem. Eér. 4, III, 327.  
87. ThEorème sur les transversales. L a u r e n s .  Mathesis VEI,  17. - J. Neuberg  

ibid. 69. [Vergl. Bd. XXXIII, Nr. 198.1 
88. Sur deux triangle0 homologiques. L a u r e n s .  Mathesis VUI, 204. - Beyens 

ibid. 206. - S e r v a i s  ibid. 206. - J e i  h b e k  ibid. 207. 
89. Sur quatre points formant un groupe orthocentrique. D r o z ,  F r a n ç o i s ,  Em- 

m e r i c h ,  D é p r e z ,  B r o c a r d ,  C o n v e r t .  Mathesis VIII, 209. 
90. Emploi de l a  méthode de Roberval pour trouver les tangentes de trois courbes 

se rapportant toutes les trois à une courbe donnée. Meur i ce .  Nathesis 
VrrT 11 7 . -A- , A-.. 

91. Lieux des points des tangentes et  des normales d'une cuurl~e quelconque ayant 
d'un point donné la même distance que le point de l a  courbe, dont elles 

artent. M i n e u r ,  M. d ' o c a g n e .  Mathesis VIII, 70. [Vergl. Bd. XXXLII, 
&r. 64.1 

92. On a system of cubic curves. A. S. H a r t .  Quart. Journ. math. XXII, 199. 
93. Ueber die Curven 4. Ordnung mit  3 Inflcxionsknotcn. P. B. S choute.  Gmn. 

Archiv 2. B. VI, 113. [Vergl. Bd. XXXU, Nr. 91.1 
94. Ueber eine Auf abe  aus der ro'ectiven Geometrie des Raumea. C. H O S  6 fdd .  

Zeitschr. b a t h .  Phga. &III, 111. 
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95. Construction der Eaumcurven 3. Ordnung aus imaginaren Punkten. C. H O R S .  
f e ld .  Zeitschr. Math. Phvs. XXXIII. 114. , . 

96. On sclf-con'ugate polygons and polyhedra. A. R. J O  h n s o n .  Quart. Journ. 
math. &LI, 158. 

97. Symmetric products in relation to curves and surfaces. A.  R. J o h n s o n .  Quart. 
Journ. math. XXII, 325. 

98. Construction einer Plücker'schen Complexflkche aus ihren vier singularen Strah- 
len. JO h. K 1 e i  b er .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIIl, 349. 

Vergl. Differentialgleichungen 26. Functionen 65, 70, 73. Geschichte der 
Mathematik 120. Kegelschnitte. Kinematik. Mehrdimensionale Geometrie. 
Planimetrie 214. Rectification. 

Cteschichte der Mathematik. 
99. De l'étude sin l'histoire des mathematiques en Riiesie. V. B o h  y nin.  Biblioth. 

math. 1888. 103. 
100. Sur le coursd'histoire des mathématiques de l'Université de Gand. P. h l a u -  

sion.  Biblioth. math.  1888, 33. 
101. ktudes sur Diophante. P. T a n n e r y :  Biblioth. math. 1888, 3. [Vergl. Bd. 

XXXIII, Nr. 79.1 
102. Sur l'optique de Claude Ptolémée. H. N a r d u c c i .  Biblioth. math. 1888, 97. 
101. Eistorische Miscellen. A. W i t t a  t e in .  Zeitschr. Math. Phys. XXXI11, hi&- 

lit Ahth. 96. 
104. Ahmed und sein Buch über die Proportionen. M. C a n t o r .  Biblioth. math .  

1888, 7. 
105. Juauf ben Ibrahim und Ahmed ben Jusuf. M. S t c i n s c h n e i d e r .  Biblioth. 

math. 1888, 49, 111. 
106. Ueber das Wort  Almanach. M. S t e i n a c h n e i d e r .  Biblioth. math. 1888, 13. 
107. Kleine Anekdota zur hyzantinischeu Mathematik. J .  L. H e i b e r g .  Zcitschr. 

Mdth. Phvs. XXXlll. hist.-lit. Abth. 161. 
108. Ueber die ve;schiedenen Namen des sogenannten geometrischen Quadrates. 

H. W e i s s e n b  o r n .  Biblioth. math. 1888, 37. 
109. Hat Leonardo da Vinci das Beharrungsgesetz gekannt? E. W o h l w i l l .  Bibl. - - - 

math. 1888, 19. 
110, Entwurf einer Geschichte der Gesetze des Stonses. E. G e l c i  ch .  Zeitschr. 

Math. Phys XXXlII, hi&-lit. Abth. 41, 81. 
111. Das alteste deutsche Rcehenbuch von 1445. F. U n g e r .  Zeitschr. Math. Phys. 

XXXIII, hist.-lit. Abth. 126. 
112. Zur Geschichte der annahernden Berechniing uadratischer Irrationalititen. 

K. H u n r a t h .  Zeitschr. Math. Phys. X X X I ~ I ,  hiut.- lit. Abth. 1. 
113. Sur troiu petits traités mathématiques attribués au  savant suedois Peder 

Mans~on. G. E n e s  t rom.  Riblioth. math. 1868, 17. 
114, Sur la règle de  médiation. P. M a n s i o n .  Biblioth. math. 1888, 36. 
115. Leber eine merkwürdige Beziehung zwischen Pappus und Kepler. S. Gün t h e  r. 

Biblioth. math. 1888, 81. 
116. Sur une traduction néerlandaise de  l a  méthode de perspective de Girard DBs- 

argues e t  sur les leçons de ténèbres. C. L e  P a i g e .  Biblioth. math. 
1888, 10. 

117. Ueber einen De la Hire zugeschriebenen Lehrsatz. M. C u r t z e .  Biblioth. - 
matjh. 1888, 65. 

118. Sur un point de l'histoire du  problème des isopérimètres. G. E n e a  t r6rn .  
Biblioth. math.  1888, 38. 

119. La tentative de  Degen de  généraliser le théorème d'addition d'Euler. C. A. 
B j e r k n e s .  Biblioth. math. 1888, 1. 

120. Notizie storiche sulln geometria numerativa. G. L a r i a .  Biblioth. math. 1888, - 
39, 67. 

121. Gedachtnissrede auf Leopold Prowe, t 26. IX. 1887. hi. C u r t z e .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXXnI, hist.-lit. Abth. 89. 

122. Car1 Gustav Axe1 Harnack. i- 3. IV. 1888. M. N o e  t h e r .  Zeitschr. Math. Phvs. . - 
XXHLII, k t - l i t .  ~b t ' h . '  121. 

Vergl. Gleichnngen 129. 
Qleichnngen. 

123. Démonstration di1 théorème fondamental de Galois dans l a  théorie d e  la réso- 
lution algébrique des Bquations. J. T. S 6 d e r  b e r  g. Acta math. XI, 297. 

124. Sur une identit6. J. N e u b e r g ,  M o s n a t .  Matheais VLII, 116. 

Hiut.-Ut. Abtlilg. r i .  Zeitlichr. f. Math. n. Phyi. XXXIV, 9. 9 
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125. Sur le moment auquel sc rencontrent deux points matériels, l'un tombant libre- 
ment, l 'autre étant lance de haut en bas. E m m e r i c h ,  O .  EUSSO.  Ma- 
thesis VUI, 209. 

126. Résolution d'une é uation biquadratique. Bey en  s ,  D 6 p r  e z ,  H e y  ne. Mathesis 
VIU, 25. - J m r n e r i c h ,  I i o c h e t t i ,  B r o c a r d  ibid. 

127. Sur les Bquations du cinquieme degré.  P. G o r d a n .  Journ. mathém. Sér. 4, 
1, 455. 

128. Sur 1'6rluation du 6. degré dont les racines sont les produits deux à deux des 
3 racines d'une équation du 3. degrt!. 1,. v a n  d e n  B r  O eck.  Mathesis 
VITI in5 . -- 1 --IV' 

129. Sur un système de 4 équations du premier degr6 réaoln par Leonard de Pise. 
E. P ' a u q u e m b e r g u c .  Mathcsis VIII, 135. 

130. Eliniiriation de 3 inconnues entre autant d'équations. M osna t , '  P i san i ,  
D é ~ r e z .  Mathesis VJIT. 147. 

131. ~ é s o l u t i h  d'un système de '  4 équations quadratiques. Il é p r e z ,  Bey ens. 
Nathesis VIIL, 78. 

132. Ein Satz iiber den Grad der Resultante zweier Glcichungen. 6.  Vivant i .  
Zeitachr. Math. l'hvs. XXXIII. 184. - G. L o r i a  ibid. 357 

Vergl. ~ifferentialgle&huugeu 28: Punctionen 69. 

. . 

133. Mémoire sur l a  propagation du mouvement dans un fluide indefini. H. Hugo-  
n i o  t. Journ. mathém. Sér. 4, III, 477. 

134. On a problem in  fluid motion. R. A .  I I e r m  an .  Quart. Journ. math. XXII,  370. 
135. On the  motion of two s ~ h e r e s  in fluid and allicd problems. IL A.  Herman. 

Quart. Journ. rnat ,h . '~~11,  204. 
136. Motion of compound bodies through liquid. H. J. S h a r p e .  Quart. Jouni. 

math. XXII, 262. 
Hyperbel. 

137. Sur l'hyperbole inverse de la droite d'Euler. J e i a b e k .  Mathesis VIII, 81. 
- J. N e u b e r g  ibid. 82. - F u h r m a n n  ibid. 115. 

Vergl. Rectification 228. 
Hyperboloid. 

138. Hyperboloïde engendré par des perpeudiculairee siir les faces d'un thtrahdre. 
V a n  D o r s t e n ,  M e u r i c e .  Mathesis VIII, 50. - J. K e u b e r g  ibid. 51, 

139. IIyperboloïde & une nappe touché par deux plans. Ed.  Lucas .  Matliesis 
VI11, 233. 

Intemation fnnbestimmte). - 
140. Sur l'intégration algébrique des différentielles. J. P t  a s  zy c k  i. Acta math. 

XI, 395. 

Kegelschnitte. 
141. Ueber drei- nnd vierpunktige Berührung von Regelschnitten. Chr .  Beyel .  

Zcitsehr. Math. Phys. XXXIII, 120. 
142. Ueber die Xorrnalen der Kegelschnitte. E. Oc  k i n g h a u  s. Grun. Archiv 2. R. 

VI. 112. 
- 7  - - - -  

143. Sur les normales aux coniques. G. d e  L o n  g c h a m p s .  Mathesis VIII, 110. 
144. Construction der den Brennpunkt~n eines Kegelschnitts entvprechenden Punkte 

im collinearen Systeme. L. K lug .  Grun. Archiv 2. IL. VI, 88. 
145. Coniques ayant pour fo ers les points de Brocard d'un système de trianglee 

a u  même point de lemoine.  D E p r e z ,  S c  h o u  t e. Mathesis V U ,  203. 
146. Construire une conique, connai~sant 3 tangentes quelconques e t  la tangente 

en l'un des sommets. M a n  t el .  Matliesis VIII, 202. - J. Neuberg  ibid. 
203. - D e p r e z  ibid. 274. 

147. Une coiiique passe par  4 points donnes; troiiver le lieu du centre d u  cercle 
osculateur au premier de ces 4 points. B r o c a r d ,  P i s a n i ,  Verniorg, 
D é p r e z .  Mathesis VIII, 121. 
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118 Une conique passe par 3 points donnés e t  touçhe une droite donnée en un 

point variable; lieu du centre du cercle osculateur à ce point. P i s a n i .  
Mathesis VIII, 143. 

1.19 Enveloppe de l'axe radicale de deux circonférences variables à rapport des 
rayons constants e t  passant par 4 points donnés. B r o c a r d ,  P i n a n i .  
Mathesis VI11, 259. - B r u y r  ibid. 260. 

150. $:tant donnée une tangente P à une conique C, on mêne par les points ou T 
rencontre une conique variable L", homofocale à C', deux nouvelles tau- 
sentes à C. Trouver le lieu du noint de rencontre de ces droites. D é -  
p rez .  Mathesis VlII, 231. 

151, Ueber rechtwiuklige uud gleichseitige Dreiecke, welche einein Kegelschnitt 
einbeachrieben sind. B. S p o r ~ r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIlI, 374. 

ii2. Ein Sntz über das dem Keeelschnitt umschriebene Siebeneck. B. S c  h r  o e t e  r. 
Zeitschr. Math. Phvs. %XXLII. 374. 

Vergl. Ellipse. ~ y ~ ë r b e l .  ~ r e k .  Parabel. 

K e t t e n b ~ c h e .  
153. Ueber die Entwickelung complexer Grossen in  Kettenbrüche. A. H u  r w i  t z. 

Acta math. XI, 187. 
154. Sur la reduction en fractions continues d'une fraction qui satisfjit à une équa- 

tion différentielle linéaire du  premier ordre dont les coeSficients sont 
rationnels. E. L a g u e  r r e .  Journ. mathém. Sér. 4, 1, 135 

Kinematik. 
155, Ziir Reatimmung der Kriimniiingfimittelpunkte der Poliuahnen eines ebenen 

Systems. P. B u  ka .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 117. - L. B u r m e s  t e r  
ibid. 190. [Vergl. Ud. XXX, Nr. 297.1 

156. Kinematische Fliichenerzeugung verniittelst cglindrischer Rollung. L. B o r -  
rnest e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 337. 

157. Ueber gleichzeitige Bewegiingeo eines ebenen Systeuis. F e r  d. W i t t  e n  b a uer.  
Zeitschr. Math. Phyp. XXXIII, 193. 

158. Herleituug der Mittelpunktscoordinateri und des Halbmessers eines Kreises aus 
seiner Cleichunir in trimetrischen Punktcoordinaten. S t o l l .  Zeitschr. 
Math. Phgs. X X X ~ I ,  2.15. 

1'19. Exercices sur les cercles tangents. D é  r e z  Mathesis VIN, 91. 
160. Conséquence du théorème de Stewart. g i m & r  t .  Mathesis VIII, 17. - T h i r y  

ibid. 93. 
151. Circonférence passant par 2 points fixes divisant en parties harmoniques le 

diamètre d'un cercle donne. B o e d t .  Mathesis Yil1, 99. - M a n d a r t  
ibid. 100. - DBprez  ibid. 101. 

162. Circonférence décrite par le milieu d'une droite tirée dans un triangle à hase 
fixe dont le sommet décrit kgalement une circonférence. T h i r y ,  M e u -  
r i c e ,  M i n e u r ,  D é p r e z ,  M a n d a r t ,  G h u y s ,  L a n i b o t t e ,  E m m e r i c h .  
Mat,hesis VlII, 127. 

163. Théorème par rapport  aux triangles inscrite dans un cercle ayant tous deux 
côtés parallèles. G o b ,  Meu  r i  c e. Mathesis VIiI, 119. 

164 Cinq droites concourrant en un point de l a  circonférence des neùf points d'un 
triangle. D é p r e z ;  M o l e n b r o e k  jr., J, Begens .  Mathesis VLiI, 146. 

165. Sur les puissances des 3 sommets d'un triangle par rapport à 3 circonférences. 
V e r n i o r y ,  D é p r e z ,  Cho i s i s .  Mathesis VIII, 173. 

166. Lieu du centre d'un cercle passant par un point quelconque de l'axe radicale 
de deux cercles e t  les points de tangence des tangentes tirées de ce point 
aux deux cercles. B r o c a r d ,  D é p r e z ,  F a l i s s e .  Mathesis VLII, 45. 

167. Deux circonférences variables passant l'une par  A et B, l'autre pa r  A e t  C, 
et se coupant sous un angle donné, on cherche le lieu du second point 
d'intersection des deux circonférences. J e r  5, b e k , Far i s a n o , M e u  r i  ce ,  
Ve rn io ry .  Mathesis VUI, 73. 

168. Sur deux cercles à rayons variables mais égaux e t  passant l'un par les points 
A e t  B, l'autre par A e t  C. G o b ,  M e u r i c e ,  P i s a n i ,  B o e d t ,  M o s n a t .  
Mathesis VnI, 95. 

169. Point de  contact de  deux circonférences tangentes entre elles et  pausant l'une 
par 2 points donnés, l'autre par 2 antr& points donndç égal&eot. Ver-  
n i o r y ,  Go  b. Mathesis V U ,  264. - J. N e u  b e r g  ibid. 256. 
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Kngelfnnctionen. 
170. Ueber die Coefficienten 'der Kugelfunctionen eincr Veriinderlichen. W. Braun. 

Zeitschr. Math. Phytl. XXXIII, 314. 

Ir. 
Logarithmen. 

171. Essai d'uue noi~velle théorie é16mentaire des logarithmes. J a m e t .  Matliesis 
VUI, 40, 89, 168. 

m. 
Magnetismns. 

172. Actions mécaniques produites par  les aimants et par le magnétisme terrefitre. 
P. L e  C o r d i e r .  Journ.mathérn. S6r.3,  X, 113, 281. 

Maxima und Ninima. 
173. Sur le maximum du produit  de  plusieurs facteurs positifs dont la somme est 

constante. G o u r s a t .  Mathesis VIII, 10. - D s r b o u x  ibid. 11. - Haton 
d e  la G o u p i l l i è  r e  ibid. 12. - D e s b o v e s  ibid. 69. [Vergl. Bd. XXXIII, 
Nr. 167.1 

174. Si l a  somme x + y  es t  maximupi dans le cm de x = y, ce même cas rendra 
1 1  

minimum - + -. E.  G e l i n .  Mathesis VEI, 246. I " Y 
175. Ueber den grossten (kleinsten) Fliicheninhalt doppelt centrischer Drei- u n d  

Vierecke. O. S c h l  o m i l c h .  Zeitschr. Math. Phys. XXXiiI, 191. 
Vergl. Ellipse 97. Oberflachen 195, 196. Tetraeder 245. 

Mechanik. 
176. Sur le principe de l a  moindre action. J O  uk ov  s k y .  Journ.mathkm. Ser.3, X, 97. 
177. Sur une application des équations d e  Lagrange. A. d e  S a i n t  Germain.  

Journ. rnathdm. S6r. 4, 1, 129. 
178. Ueber da8 Jacobi'sche Theorem von der  Ersetzbarkeit einer Lagrange'schen 

Rotation durch zwei Poinsot'sche Rotationen. W. 11 es  S. Zeitschr. Math. 
Phys. XXXU1, 292. 

179. Sur la caractéristique d'un système mkcanique en mouvement. H. L é a u t é .  
Journ. mathém. S6r. 4, 111, 465. 

180. Ueber die Integrale des Vielkorper -Problems. H. B r u n s .  Acta math. XI, 25. 
181. Ueber die Bewegung eines schweren Punktes nuf einer RotationsWiche. O. 

S t a u d e .  Acta math.  XI, 303. 
182. Sur le mouvement d'un corps pesant de révolution fixe par un point de son 

axe. G ,  D a r b o u x .  Journ. mathem. Sér. 4, 1, 4!3. 
183. Mornentaner Bewegungszustand eines in der Praxis vie1 angewandten Mecha- 

nismus. Au  g ,  l l a m i s c h .  Grun. Archiv 2. l t .  VI,  442. 
184. On the  diviaion of suaee with minimum uotential area. W. Thomson. 

Acta math.  XI, 1 f i .  
185. Ueber die Bewegung von Ketten in Cnrven. F. A u g u s t .  Zeitschr. Nath. 

Phys XXXL[r, 321. 
186. Beitrag zur Lehre von der Bewegung eines fevten Kürpers in einer incom- 

preasibeln Flüssigkeit. P r .  K o t t e r .  Grun. Archiv S. R. VI,  157. 
Vergl. Astronomie. Elasticitat. Elelitricitat. Geschichte der Matheinatik 109, 

110. Hydrodynauiik. Kinematik. Magnetismus. Optik. Potential. Trig- 
heitsmoment. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
187. Principien der rn - dimensionalen Curventheorie. R. H o  p p  e. Grun. Archiv 

2. R. VI, 168. 
168. Erweiteriing zweier Siitxe auf n. Dimensionen. R. Hwppe.  Grun. Archiv 

2. B. VI, 69. 
Mittelgr6ssen. 

189. Ueber einige Ungleichungen. H. S i m o n .  Zeitschr. Math. Phys. XXXlII, 56. 
190. hlittelwerthe, die Krürnmiing ebener Corven und krurnmer Flhzhen betreffend. 

Em.  C z u b e r .  Grun. Arcbiv 2. Id. VI, 294. 
191. Zur Theorie des arithmetisch -geometrischen Mittels. T h .  L O h n s  t ein.  Ztschr. 

Math. Phvs. XXXiII. 129. 318. 
192 Ueber das ha;moniach geom&isehe Mittel. T h  L O h n s  t e i  n. Zeitschr. Math 

Phys. XXXiIl ,  516. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



0. 
Oberflilchen. 

193. Bemerkung über diejenigen Flachen, bei denen die Differenz der Hauptkrüm- 
mungsradien coustant ist. R. v. L i l i e n t h a l .  Acta math. XI, 391 

194. On Rudio's inverse centrosurface. A.  Ca  y l ey .  Quart. Journ. math. XXII, 156. 
195. Sur un mode de transformation de  surfaces minima. E. G o u r s a t .  Acta math. 

XI, 133, 257. 
196. Ueber Minimalfiachen. J. V i  v a n  t i. Zeitschr. Math. Phys. XXXUI, 137. 
197. Ueber Rotationaflachen mit loxodromischer Verwandtschaft. F. A u g u s t .  

Zeihchr. Math. Phys. XXXLII, 154. 
198. Extension of Cayley's diflereritial e uation for orthogonal surfaces. A. R. 

J o h n s  on. Quart. Journ. math. &LI, 81. 
Vergl. Complanation. Kinematik 156. Optik 200, 205. 

OberfliIchen xweiter Ordnnng. 
199. Construction der Flachen zweiter Orduung aue 9 Punkten, von denen 8 ima- 

ginar sind. C. H o s s f e l d .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 187. 
Vergl. Ellipsoid. Hyperboloid. 

Optik. 
200. Mémoire d'optique géométrique comprenant la théorie du point reprksentatif 

d'un élément de surfaces réglée. A.  M a n n h e i m .  Journ. mathém. 
Sér. 4, II, 4. 

201. Untersuchungen über die Constitution unendlich diinner astigraatischer Strah- 
lenbündel nach ihrer Brechung in einer krummen Oberfiiche. L. M a t -  
t h i e s s e n  Zeitschr. Hath.  Phys. XXXLII, 167. 

202. Geometrische Entersuchung über die Drehung der Polarisationsebene im mag- 
netischen Belde. M. S t e r n b e r g .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 191. 

203. Recherches sur l'action de l a  matière pondérable sur l'éther. E .  J a b l o n s k i .  
Journ. mathém. Sér. 3, X, 147, 329. 

204. Sur une loi de  Fresnel. E. J a b l o n s k i .  Journ. mathém. Sér. 4, II, 441. 
205. On a physical property of a certain generator of the wave -surftoce of a biaxis 

crystal. W. W a l  t o  n. Quart. Journ. math. XXII, 268. 

P. 
Parabel. 

206. Théorèmes sur l a  parabole. C. B e r g m a n  B. Mathesis VIII, 63. [Vergl. Bd. 
XXXIII, Kr. 191.1 

207. Sur le8 normales à l a  parabole. M. d l O c a g n e .  Mathesis VnI ,  94. 
208. Propriété den paraboles qui ont une même corde normale. G. d e  L o n g -  

c h a m p s .  Mathesis ViII ,  164. - B r o c a r d ,  Cl. S e r v a i s ,  V e r n i o r y ,  
D e p r e z  ibid. 234. 

209. Sur 3 rayons vecteurs faisant entre eux des angles égaux menés par le foyer 
d'une parabole. Mosn  a t .  Mathesis VIII. 97. 

210. Problèmes se rapportant à un quadrilathre plan et  deux séries de paraboles. 
J. N e u b  e rg .  Mathesis VUI, 162, 226. 

211. Paraboles touchant deux droites rectangulaires. Je ;  a b  e k .  Mathesis VIXI, 
18. - D é p r e z  ibid. 19. 

212. Paraboles passant par un point donne e t  ayant pour tangente au sommet une 
droite donn6c. M o s n a t ,  V e r u i o r y ,  I l é p r e z ,  B o e d t .  Mathesis VUI, 
71. - P o i l v a c h e  ibid. 73. 

215. Sur les deux paraboles passant par deux points d'une circonfërence e t  tan- 
gentes à la même circonfkrence dans un troisième point donné. B r o c a r d .  
Mathesis VHI, 170. - U o u b a l s  ibid. 171. 

Planimetrie. 
De l a  mésure de  l a  simplicite dans les constructions mathématiques. E. L e -  

m o i n e .  Mathesis VIII, 217, 241. 
Sur les points complémentaires. M. d ' o c a g n e .  Mathesin VIII, 62. [Vergl. 

Bd. XXXIII, Nr. 199.1 
PropriBtés du triangle. M. d ' o c a g n e .  Mathesis VIII ,  131. [Vergl. Bd. 

XXXIII, Nr. 203.1 
Point d'un triangle donné auquel est circonscrit un autre triangle. J e  i ii b e k. 

Mathesis VIII, 139. - Vern io ry  ibid. 140. 
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?18. Der Brocard'sche Winkel des Dreiecke. W. F u h r w a n n .  Grun. Archiv 2. R. 
VI, 1, 218. 

219. Neuer Punkt  und Gerade in der Dreiecksebene. J. H e r m e s .  Grun. Brchiy 
2. B. VI, 437. 

220 Sur les aires de  quelques triangles. B a r b a r i n .  Mathesis VlII, 15. 
221. Propriété d'un quadrilatère à l a  fois inscriptible et circonscriptible. D éprez. 

Mathesis VLII. 237. 
Potential. 

222. Ueber dao Geeetz der Qeriinderlichkeit der Schwere fiir das Jacobi'sche üleich- 
gewichtscllipsoid. Th .  S c h m i d .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIII, 188. - L. 
M a t t h i e s a e n  ibid. 306. 

523. Sur quelques conséquences de la formule de Gauss et sur l a  théorie du po- 
tentiel. Ph. G i l b e r t .  Journ. rnathém. Sér. 3,  X, 429. 

224. Die Widerstandsgleichung einer Potential-NiveauU%clie. R. I;l b r i c h t .  Ztschr. 
Math. Phys. XXXIII, 372. 

225. Potential einer clliptischen Walze. U l r .  B i g l e r .  Grun. Archiv 2. R. VI, 2%. 
[Vergl. Bd. XXXI, Nr. 642.1 

Vergl. R8eihen 230. 

m. 
Rectification. 

226. De l a  longueur d'une ligne. C oed  s e e l s .  Mabhesis QiiT, Supplément. 
227. Sur l'article de Mr. Goedseels: ,,De la longueur d'une ligne." P. Mansion. 

Mathesis VLII, 262. 
228. Zur Rectification der Hyperbel. E. O e ki u g h a u a  Grun. Archiv 2 R, VI, 223. 
229. Sur l a  r6solution de l'iquatian d z 2  + d y 2 +  d z ? -  ds' et de quelyiies Byuitions 

analogues. G. D a r  b O ux. Journ. rnathém. Sér. 4, III, 305. 

Reihen. 
230. Développements en series trigonométriques de certaines fonctions périodirloes 

vérifiant 1'6quation d E 1 = O .  P:  A p p e l l .  Journ. mathém. Sér. 4, 111, 5. 
231. Zur Theorie der harmoniachen Reihe. II. S i m o n .  Grun. Archiv 2. B. VI, 

105, 220. 
232. Sur le coefficient du  terme général dans certains développements. A. H. 

A n g l i n .  Journ. mathém. Sér. 4, II, 139. 
233. Ueber die Entwickelung von e- 1 : ( l - x )  in eine Potenecnreihe nebst einigcn 

Anwendungen derselben. L. S a a l s  c h ü  t z .  Brun. Archiv 2. IL. VI, 3 ~ 5 .  
azz 

294. 2--- si on comprend pa r  al le plus grand diviseur impair de n. W. 
ms - 7 

M a n  t e l .  Mathesis VIlI, 208. 
Vergl. Functioncn 58, 70, 73. 

EichtnngsgrLhaen. 
235. On multiple algebra. A. C a y l e y .  Quart. Journ. math. XXII, 270. 

236. Théorème sur le quadrilatère sphérique. B e  y e n s ,  D é p  r e z ,  D eni O ulin. 
Mathcais QlII, 52. 

Stereometrie. 
237. Polyèdres à faces triangulaires et  à faces quadrangulaires. Droz .  Mathesis 

VIII, 166. 
238. Sommet commun de deux cônes 8emblables construits sur deux cercles dans 

l'espace. E m m e r i c h ,  H e y e n s ,  Ghuys .  Mathesis VIII, 103. 
Vergl. Tetraeder. 

Snbatitntionen. 
239. Les fonctions fuchsiennes e t  l'arithmétique. H. P o i n c a r é .  Journ. mathém. 

Sér 4, 111, 405. 
240. Sur les groupes transitifs dont le degré est le carré d'un nomlire premier. 

L. S y10 W. Acta math .  XI ,  201. 
241. Recherches sur la transformation par des substitutions réelles d'une wmme 

de 2 ou de 3 carrés en elle même. L i p s c h i t z  (J. Molk ) .  Journ mathém. 
Sér. 4, II, 373. 
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212. Recherches sur les groupes d'ordre fini contenu dans le groupe Cremona. L. 
A u t o n n e .  Journ. mathém Sér. 4 ,  1, 4 3 1 ;  II, 49. 

213. Recherches sur les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe des substitu- 
tions linéaires de contact. L. A u t o n n e .  Journ. mathém. Sér. 4 ,  III, 6 3 .  

Tetraeder. 
244. Ueber mehrfaoh perspective Tetraeder. L. K l u g .  Grun. Archiv 2 .  R VI, 93. 
245. Ueber 'i'riederschnitte und Ninimaltetraeder. B e r m a n n .  Grun. Archiv 2. R. 

VI, 76 ,  219. 
246. Deux tbtraèdres ayant meme centre de gravité. E m m e r i c h .  Mathesis VIII, 

24. - J .  N e u b e r g  ibid. 

Tiagheitsmomect. 
247. Moments d'inertie du triangle et  du  tétraèdre E. Cesa ro .  MathesisVIII, 188. 
248. Moment d'incrtie du triangle. P. M a n s i o n .  Mathesis VIII, 227. 
249. Moment d'inertie d'un quadrilathre pa r  rapport au  point de rencontre des 

droites qui joignent les milieux des côtés oppos6s. V. J a m e t .  Mathesis 
VIII, 232. 

Trigonametrie. 
230. Calcul des lignes trigonométriques des arcs du premier quadrant dc 3 en 3 

degrés. E. G e l i n .  Nathesis VIII, Supplément. 
251. Questions diverses de trigonométrie. E. G e  l i  n. Mathesis VIII, Supplément. 

2 1i: 
252.  Sur les cosinus des ~ i x  premiers multiples de -. En1 m e r i c h ,  J. R e y  e n s ,  

13 
S t u y v a e r t .  MathesisVIII, 22. - L a m b a t t e ,  B o n n e t ,  D é p r e z  ibid. 
23. - C h o i s i s  iùid. 23. 

233. hquation la. plus simple admettant pour racines Les tangentes e t  les cotan- 
gentes de 3O, 210, 33O, 390. O e l i n .  Mathesis VlII, 172. 

A B C 
a 2 . ç o t g +  b2 . co tg -  + $ . c o t g -  

2 
?54. Dans tout triangle on a 

2 
A B 

- R + r .  B e y e n s ,  
C -R_r  

a 2 t g z + b P t g  2 + c g t g -  2 

F a l i s s e ,  R o c h e t t i .  Mathesis VIII, 54. - R u s s o ,  E m m e r i c h ,  M e u -  
r i c e ,  D é p r e z  ibid. 55. 

265. Équations eiitrc dcs fonctions trigonombtriques des angles d'un triangle plan. 
F r a n ç o i s ,  M o l e n b r o e k ,  D e n y s ,  D é p r e z .  Matheais VIII, 211. 

256. &quations entre des fonctions trigonometriques de 4 angles dont l a  somme 
est ( 2 n + l ) n .  E. Ge l in .  Mathesis VII1, 277. 

257. Sur quelques espèces particulières de triangles. J. N e u b  e r  g.  Mathesis 
VIJI, 245. 

258, hoaluation de l a  puissance n d'un côté d'un triangle au moyen dea deux autres 
côtés et  de  deux angles. E m m e r i c h ,  L a i s a n t .  Mathesis VIII, 102. 

259. Connaissent un angle A d'un tnangle  et  ensue l'angle cntre les droite6 joig- 
nant A aux points de trisection du côte oppose, calculer les deux autres 
angles du triangle. C a m p b e l l ,  E m m e r i c h .  Mathesis VIII, 63. 

260. Ueber einige W i n k o l  und Langenrelationen am Dreieck. K. L a h r a d n i  k. 
Grun. Archiv 2 .  IL VI, 415.  

261. Sur les angles sous lesquels on voit les diagonales d'un cube d'un point quelc- 
onque de l a  sphère inscrite au cube. G e r o n d a l ,  M e u r i c e ,  E m m e r i c h ,  
Bey  ens .  Mathesis VIII, 77. 

Vergl. Analytische Geomctrie des Raumes. de ter min an te^ 21.  

Uitraeiiiptiache Transcendenten. 
262. Beitrage zur Transformation der hyperelliptischen Integrale. Wold .  H e y -  

m a n n .  Zeitachr. Math. Phys. XXXIII, 31,  313. 
Vergl. Abel'sche Transcendenten. 
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Wahracheinlichkeitsrechnnng. 
263. Ueber zwei Sztze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. F r .  Ho frn ann .  Ztsrhr. 

Math. Phys. XXXIII, 375. 
264. Probabilitd q u e  l a  somme x + y soit premier avcc n, pendant que x < n, Y ( n .  

L a i s a n t .  Matheeis VIII, 252. - J. N e u b e r g  ibid. 254. 

5. 
Zahlentheorie. 

266. Untersuchungen über die Normen complexer Zahlen. K. S c h w e r i n  g. Acta 
math. XI, 265. 

266. Eine Eigenschaft der Primzalil 107. K. Sch w e r i n g .  Acta math. XI ,  119. 
267. Propositions arithmétiques tirbes de la thborie de l a  fonction exponentielle. 

L i p s c h i t z .  Joiirn. mathém. Sér. 4, U, 2 19. 
268. Conséquences d u  théorème de Wilson. J. X e  u b e r g. Mathesis VII, 226. 
269. Sur un thborème de Mr. Oltramare. C e s a r o .  Mathesis VIII, 129. [Vergl, 

Bd. XXXITI, Nr. 268.j 
270. Sur les nombres parfaits. J. J. S y 1 v e s t e r .  Mathesis VIII, 57. - Cl. Ser-  

v a i s  ibid. 92, 135. - C e s a r o  ibid. 112. [Vergl. Bd. XXXIII, Nr. 263.1 
271. Sur le chiffre final de la samme des puissances p de 10 nombres consécutifs. 

B r o c a r d ,  G e l i n ,  M o l e n b r o e k ,  E m r n e r i c h ,  Mosna t .  Mathesis 
VIII, 103. 

272. Ueber magische Quadrate. Fel .  C lauss .  Grun. Archiv 2. R. VI, 424. 
273. Des solutions entières de x y  + a x + b y = c .  B e y e n s ,  B r u y r ,  Emrnerich,  

L a i s a n t .  Mathesis VIII, 213. 
274. Sur une somme d e  6 carrés. B r a s s e u r ,  ~ e ~ r e z ,  E m m e r i c h ,  Molen- 

br  o e  k. Mathesis VIII, 145. 
276. La diffdrence de deux cubes consécutifs n'est jamais un bicarré. Faur luem- 

b e r g  lie. Mathesis VIII, 21. 
276. 2n5 = (2p  + 1)'+ (2 q + l ) e  est impossible sauf pour le cas n = 5 ,  2 p  + 1 et 

2 q  + 1 Btant des nombres premiers. F a  u q i l  e m b e r g  u e. Mathesis VIII, 75. 
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Lucae Paciuolo. 

E i n e  b i o g r a p h i s c h e  S k i z z e  
von 

Dr. H. STAIGM~LLER, 
Protesaor a m  kbnigl. Rsalgyinnasinm zn Stuttgart. 

(9 c h l u ~ s . )  

Im Tractat X I  giebt P a c i u  o l o  die erste Darstellung cier doppelten 
Ruchführung. I n  Betreff dieses Tractats verweise ich auf die treue Wieder- 
gabe und die vielfachen Berücksichtigungen, welche derselbe in  verschie- 
dencn von mir oben angeführten Abhandlungon des Herrn Privatdocenten 
Dr. J a  e g e r  erfuhr. Ich für  meinen Theil mochte hier nur die Vermuthung 
ausaprechen , dass P a  c i u O 1 O wahrscheinlich in der Zeit , welche e r  in dem 
Hause des Kaufherrn A n t o n i o  d e  R o p i a n s i  zubrachte, sich die Kennt- 
nisse der damals in  Venedig tiblichen Art  der doppelten BuchfUhrung an- 
eignete, um nun als Erster ihre Lehre in  eine strenge Dulegung zusammen- 
zufassen und dem Drucke zu tibergeben. 

Der Tractat XII tragt den Tite1 ,,Tariffau. Wio heute noch den Lehr- 
biichern über Arithmetik meist als Anhang Tabellen zur Vergleichung der 
in den einzelnen Ltindern gebrLuchlichcn Maasseinheiten beigegeben sind, 
nelche Tabellen vor noch nicht allzulnnger Zeit auch bei uns sich durch 
nichts weniger als Einfachheit auszeichncten, so schlicsst auch Pa c i u  01 O 

den arithmetischen Theil seines Werkes mit  Tabellen ahnlichen Inhalts, in  
denen vor Allem auch die Wechsel- und Geldgebfiuche der für den italie- 
nischen Kaufmann in jener Zeit in Betracht kommenden Lander tarifmassig 
zusammengestellt sind. Dieser Tarif zeigt, den damaligen politischen Qer- 
haltnissen Italiens entsprechend , eine Mannigfaltigkeit , für  welche wir heute 
nur noch ein rnitleidiges Lacheln haben. Ausser solchen Vergleichungen 
sind dem Tarife, der hauptsiichlich für  den Gebrauch in Venedig und Flo- 
renz bestimmt war, einige Winke iiber Waarenkenntniss beigegeben. Dass 
solche Zusammenstellungen nie das Werk eines Einzelnen sind,') sondern 
ans dem Verkehr selbst herauswachsen, ist  klar und so werden sicherlich 
solche Tarife lange vor Erfindung der Buchdruckerkunst in den Comptoiren 

1) B r a n d a g l i a  scheint d e r  Ansicht zu sein, dass P a c i u o l o  wenigstenn 
einen grossen Theil der Notizen seines Tarife auf seinen Rei~en,  speciell der Orient- 
reise gesammelt habe, welcher Ausicht ich in keiner Weiee heipflichten kann. 

Hiit.-lit. Ahthlg. d. Zeitschr. f. M a l h .  u. Phys. XXXIV, 4. 10 
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verwendet worden sein, und nichts is t  natürlicher, als dass dieselben spater- 
hin ohne Autornamen gedruckt wurden. Ein solcher Tarif erschien 1481 
unter dem Titel: ,,Questo e el libro che tracta di mercatantie et usanze di 
paesiU ohne Autornamen, eine andere Ausgabe tragt nicht einmal ein Druck. 
jahr. Dieser Tarif wird einem G i o r g i o  d i  L o r e n z o  C h i a r i n i  zuge- 
schrieben, da diesen Namen ein Manuscript der Magliabecchiana zeigt. 
P a  c i n o l o ' s  Tarif stimmt mit  jenem wortlich überein;') deshalb wurde P a -  
c i u  01 O von der einen Seite des Plagiats beschuldigt, von der andern die 
Hypothese aufgestellt, dass auch jener Tarif von ihm verfasst sei.=) Gegen die~e 
letztere Annahme sprechen zwei Gründe. Erstens finde ich nirgends in Pa-  
c i  u O 10's Werken eine diesbezügliche Andeutung ; im Gegentheil sagt der- 
selbe, e r  füge diese Notizen bei, ,obgleich sie durch viele Andere zu ver- 
schiedenen Zeiten gesammelt wurdenu13) und zweitens befand er sich 1481 
auf Reisen, speciell i n  Zara. Doch kann nach obiger Darstellung Pac iuo lo  
ebenso wenig der Vorwurf gemacht werden , mit diesem Tarif ein, Plagiat 
verübt zu haben, als man heute einen solchen Vorwurf unter analogen Ver- 
haltnissen erheben würdeS4) Und zudem enthalt auch schon das den Jüng- 
lingen von Perugia im Jahre 1478 gewidmeto Werk einen Tarif, der mit obigem 
wohl identisch sein dürfte , und den P a c i u O 1 O vielleicht ebenfalls seinem 
Aufenthalt im Hauee des Kaufherrn A n  t O n i O d e  R O p i a n  s i verdankte. 

Doch nicht nur  auf den Inhalt der Werke P a c i u o l o ' s  werden wir 
unser Urtheil über denselben als Mathematiker gründen, sondern auch auf 
die Art und Weise der Behandlung dieses Inhalts,  und hier macht sich 
unseren heutigen Forderungen gegeniiber bei P a  c i u  O 1 O in  hohem Grade 
ein Mangel a n  Strenge bemerklich. H a t  P a c i u  o l o  z. B. irgend eine For- 
schrift zur Losung einer bestimxnten Ar t  von Aufgaben gegeben, so ftihlt 
er nur  in den allerseltensten Pallen das Bedürfniss, ausser der Probe einen 
directen Beweis ftir die Richtigkeit seiner Vorschriften zu geben. Paciuolo 
erweist sich in  dieser, ich mochte sagen dogmatischen Behandlung der 
Nathematik als echtes Kind des Zeitabschnitts, an dessen Ende er steht, 

1) Wie schon L i b r i  1840 bemerkte. Vergl. dessen Histoire des sciencee 
math6matiquesl Bd. III S. 143 Anm. 2. 

2) Vergl. z. B. die Bemerkungen zu dienem Tarife in Ricardi 'e  Biblioteca 
matematica italiana. 

3) ,,Benche per molti altri se nabino rewite per diversi tenlpi." Vergl. ,,Sum- 
mario de la quarta parte principale1' der ,,Summail. 

4) Aehnliche Tarife dürften überhaupt die meisten grosscren der damaligen 
arithmetischen Werke enthalten haben. Vergl. z. 13. T a g l i e n  t e's ,,Libre d'abaco". 
Derselbe Verfaascr gab 1525 ebenfalls eine Lchre der doppelten Huchführung heraus. 

Bei Alledem i u t  auçh im Auge zu behalten, dass bei der damaligen relativeu 
Seltenheit und dern hohen Preise der Drucke P a c i u o l o  sich bemühen muaste, 
mit seinem Werke mtigliühst viele andere dem Kaufer zu ersetzen. So schreibt er 
eben in Bezug auf diesen Tarif auch, er netze ihn bei, damit der Kaufmann Allee, 
was er brauche, steta zu Handen habe. Vergl. Summario der ,,SuuimalL. 
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und darf, weder was Scharfe und Strenge des mathematischen Denkens, 
noch was Freiheit in  der Behandlung der einzelnen Aufgabcn anbetrifft, 
die Schuhriemen seines Meisters , des grossen Pisaners losen. Auch mehr 
iusserlich betrachtet, kann die A r t ,  wie P a c i  u 01 O seine Wissenschsft vor- 
tragt, keine ntreng systematische genannt werden,') wenn auch tiberall das 
Streben nach einem solchen Vortrag angenehm berührt. 

Dass aber in einer Zeit, in ,welcher es beinahe fur  eine grossere That 

galt, Etwas auf die Alten zurückgeführt, als selbst entdeckt zu haben, 
Paciuolo trotz aller dieser Mangel durch seine ,Summau hohen Ruhm 
erwarb," ist nicht zu verwundern, und P a c i u o l o  ist der Letzte, welcher 
uns darüber im Unkleren lasst. Vollstandig berechtigt ist  er, wenn er i n  
seinem Briefe an P e  t r u s  S O d e r i  n i  sich selbst das Zeugniss ausstellt: - 

,Ego vero qui a teneris mguiculis pcrtinacissimo studio im his (SC. disci- 
plinis puas Grueci Mathematicas appellalzt) aliquem profictum3) assecutus 
multorwn iudicio videreru, und in mehr als einer Beziehung ist es zutref- 
fend, wenn ihn D a n i e l  C a j e t a n  in dem oben eraahnten Briefe ,,akerum 
nostrae aetatis Nicomachumu n e n ~ t . ~ )  Eigenthtimlich berührt es uns aber, 
venu P a c i n  O 1 O immer wieder seinen Ruhm durch namentliches Aufzahlen 
von hochgestellten Freunden, Bekannten und Zuhorern zu illustriren sucht,5) 
und goradezu zu vcrurtheilen ist es ,  dass er jenen Brief D a n i e l  C a j e -  
tan's seinem Werke vorauss,chickt. C a j e t a n  überschreitet namlich in  
Vielcm woit dic Grenzen freundwilliger Reccnsion, und wenn auch nicht 
geleugnet werden sol1 , dass P a c i u  01 O sich seiner ,, Divina " gegentiber in 
ganz anderem Sinne a18 Autor ftihlen durfte, als seiner , ,Summaa gegen- 
iiber, so ist doch in jenem Briefe die Stellung P a c i u o l o ' s  als Mathematiker 
in folgenden Worten vollstilndig verkannt : 6, ,,ut puod nullus in id gelzus pro- 

1) So wendet z. B. P a c i u o l o  in seiner ,,Summal' dio Losung quadratischer 
Gleichungen praktisch schon lange an, ehe er aie lehrt. Vielleicht hangt dieser 
Msngel auch mit der von mir auf S. 99 aufgestcliten Hypotheee zusammen. 

2) So schreibt P a c i u o l o  in aeinem Werke ,,De viribus quarititatisLL von seiner 
,,SummaU: ,,et gia per tutto 1'21.1~iverso div~lgata'~. 

3) Sol1 profectum (= Erfolg) heissen. 
4) Wie N i c o m a c h u s  der Eretc iat, der, wenn ich sa sagen darf, eine 

,,SummaU der Arithmetik zusammenstellte, welche auf uns kam, so iat P a c i u o l o  
der Erste, der ein solches MTerk dem Drucke übergab Allerdings ist Paciuolo 's  
,,S~mrna'~ nicht das erste überhaupt gedruckte arithmetische Werk; von italie- 
nischen Drucken sind z. R. alter der ohne Autornamen 1478 in Treviao gedruckte 
Abaca, eowie dau von 1484-1367 in elffacher Auflage erschienene arithmetische 
Werk Pict8ro Borgi 's.  Diese Werke scheinen jedoch sich nur mit dem prak- 
tiëchen Rcchnen bescliaftigt zu haben und keineswegn den Tite1 ,, SummaL' zu ver- 
dieneii; zudem ist P a  ciiiolo's Werk iiber Arithmetik und Geornetrie, das er den 
Jinglingen von Perugia a~iclmete, so alt oder alter als jene Werke. 

6) Vergl. hierzu z. B Anm. 6 zii S. 94 dieses Aiifuatzes. 
6) In iitnlicher Weise überschiitzt auch B i n i  die Stellung P a c i u o l o  'a als 

Jlathematiker. 
IO* 
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fessiome ad hanc usque diem aut cowaprehelzdere potuit aut sciwit hic solus sui 
altissimi intellectus indagine conquirit atque vestigat". Ausser einer hier 
durchleuchtenden gewissen Eitelkeit wird gegen P a c i  u O 1 O auch der Vorwurf 
des Neides gegen jilngere Talente erhoben.') Diese Qorwtirfe gegen den Cha- 
rakter P a c i u o l o ' s ,  die wohl a1s borechtigt anerkannt werden dürftcn, wagen 
leicht gegen andere, auf welche ich nun eingehen muss, und deren Grund- 
losigkeit ich nachzuwoisen versuchen wcrdo. 

Vielfach ') wird gegen P a  c i  u O 1 O der Vorwurf des Plagiats, begangen 
an L e o n a r d o  P i s a n o ,  erhoben; so schreibt F a b r o n i :  ,,gusque (à. e. 
L e  O n a r d  O 's) scripta etc. . . . expilaverit Lucas  ", und in der That kann 
leicht gezeigt werden, dass vielleicht drei Viertel der ganzen ,SummaY 
L e  o n  a r  d 0's Werken entnommen sind. Eine Qergleichung der ersten 
Distinction der ,,Summau mit L e  o n  a r  d 0's ,Liber quadratorumu zeigt 
z. B., dass P a c i u o l o  den ganzen zweiten Theil jener Distinction dorther 
entlehnte, ohne jedoch im Entferntesten die lichtvolle und strenge Darstel- 
lung seines Vorbildes zu erreichen. Aber zu Anfang (Tract. IV  Art. 4) wie 
am Schlusse (Art. 9) dieses Auszuges aus L e O n a r d  0's ,Liber quadratorum Y 

erwahnt P a  c i u O 1 O ganz ausdrücklich seine Quelle, irn zweiten Falle sogar 
mit der Bemerkung, dass dort die von ihm nur angeftihiten Regeln bewie- 
sen seien. Diese Quellenangabcn sind so genau, dass L i b r i ,  der Lco- 
n a r d  0's ,Liber quadratorumu für verloren hielt, im Stande war, dessen 
Inhalt richtig zu reconstr~iren.~)  I n  seiner Geometrie vollends beginnt Pa-  
c i  u o l  O gleich das erste Capitel mit der Erklarung, dass er hauptsachlich 
L e o n a r d o  P i s a n o  folgen werde und deshalb sei, wo er keinen Butor 
angebe, stets L e  O n a r d o  derselbei4) die übrigen Autoren dagegen werde 
er nennen. Unter solchen Umstlinden und dazu noch bei einem Werke, das 
sich ausdrücklich für  eine Arbeit compilatorischen Charakters ausgiebt, von 
einem Plagiat; zu sprechen ist in  keiner Weise gerechtfertigt, und in der 
- 

1) Vergl. V e r m i g l i  oli's Biographie Bigazzini Girolamo'a 1. (1480-1564). 
Jene Biographie bemht auf einem Manuscnpt eines gewissen So t i i  vom Jahre 1540. 
Dieses Manuscript wurde 1831 von M a r i o  t t  O A n t i n  o r i  herausgegeben. Alierdings 
k6nnte der Grund, warum P ac iu  o 1 O dem über schwierige zahlentheoretieche 
Fragen Auskunft verlangenden Schüler antwortete, er wolle zuviel wissen, auch 
ein snderer als Neid gewesen sein! Ich rntichte hier eine Notiz, die ich in eben 
jener Biographie fand, beisetzen, da dieselbe fiir die Geschxhte der Mathematik 
in Deutschland von einigem Interesse ist. Dort las ich nDmlich: warc Girolamo, 
ein Schüler Pa  c i  uol O 's, nicht durch gewime hausliche Verhaltnisse verhiudert 
gewesen, ,,so wiirde er ,  iim sich in Mathematik be~ser  zu nnterrichten, nach 
Krakau, Ulm, Tübingen, Wien, Paris und Nürnberg sich begeben haben, wosellist 
diese Wissenscbaft mit grosstem Eifer betrieben wurde". 

2) Vergl. auch Foscar in i .  
3) Vergl. L i b r i ,  Bd. II S. 40. 
4) Vergl. ,SummaY II, B1. 1 , i :  ,,E perche +toi seguitiama per la magiosparte 

Leanurdo Pisano io intendo dechiarire che quando si porra alncna proposta smia 
autore, puella sia di detto Leonardo." 
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That ist auch dieser Vorwurf nie mit der Scharfe und Gehassigkeit gegen 
Pac iuo lo  erhoben worden wie der, zu dem ich nun übergehe. 

Vas a r i schreiht in  seiner Biographie des Malers P i  e r  O d e  11 a F r  a n  - 
cesca: ,,Unglücklich in  Wahrheit sind Diejenigen, welche, indem sie sich 
bemühen, in  den Wissenschaften Anderen zii nützen und sich selbst Ruhm 
zu erwerben, durch Krankheit oder Tod verhindert werden, die begonnenen 
Werke zu vollenden. J a  nicht selten geschieht es, wenn die Werke fast 
vollendei oder zu einem gewissen Abschluss gediehen sind, dass der Eigen- 
dünkcl Dcrjenigcn, welcho ihre Eselshaut mit dem glanzendon Felle des 
Lowen zu bedecken suchen, sich dieselben anmasst. .. . P i e r o  galt ftir 
einen vorzüglichen Mcistcr i n  den Schwierigkeiten dcr regukren Ktirper, 
sowie in der Arithmetik und Geometrie, wurde aber im Alter durch Blind- 
heit und Tod verhindert, die Prüchte seiner Arbeiten, seine vielen Werke 
herauszugeben, welche noch in seiner Vaterstadt Borgo aufbewahrt werden. 
Uerjenige aber, welcher mit allen Kraften sich hLtte bemühen sollen, ihm 
Ruhm zu erwerben, weil er Alles, was e r  wusste, von ihm hatte, suchte 
als gottloser und tückischer Mensch den Namen P i  e r  0's , seines Lehi-ers, 
zu vernichten und sich selbst widerrechtlich die Ehre anzueignen, welche 
Jenem allein zukam, indem er unter seinem Namen als F r a  L u c a  d a 1  
Borgo die Friichte der Mühen jenes guten Greises vertiffentlichte. . . . 
Piero war, wie gesagt, sehr eifrig im Studium der Kunst, beschaftigte 
~ i c h  vie1 mit Perspective, und besaas sehr gute  Kenntnisse in  Euklid, so 
dass er die richtigsten Umrisse der regelmassigen K6rper besser als irgend 
sonst ein Geometer verstand. J a  die meisten Aufklarungen über diese 
Gegenstande haben wir von ihm , denn Meister L u c a  d a 1  B o r g o ,  der 
über die regelmiissigen geometrischen Kbrper schrieb, war sein Schüler; 
und als P i  e r  O ,  nachdem er  viele Bticher geschrieben hatte, gestorben war, 
masste sie sich Meister L u c  a s  a n  und liess dieselben, als sie ihm nach 
seines Meisters Tod zu Hgnden kamen, als die seinigen dmcken.' 

Auf diese Anklage, welche bis heute oft wiederholt und oft zu wider- 
legen versucht wurde , ist  zunachst zu erwidern, dass P a c i u o 1 O gerade den 
Pier O d e l  l a  F r  a n  c e s c a in ganz hervorragender Weise mehrfach als Autor 
citirt. Aus der groseen Zahl dieser Stellen, in  welchen P i e r o  meist das 
Epitheton ,,monarcha della picturaU führt , verweise ich speciell nur  auf drei. 
In den beiden ersten') theilt P a c i n  o l o  mit ,  dass P i e r o ' s  Werk tiber Per- 
spective sich in  der Bibliothek des Herzogs von Urbino befinde; in  der 
dritten dass jenes Werk von einem tüchtigen Sprachkenner ins Lateinische 
übcrtragen worden sei. Die Gesammtheit dieser Stellcn zeugt doch unwidcr- 
leglich daftir, dass P a c i u o l o  keineswegs ,,den Namen seines Lehrers zu 
vemichten suchte '. Wenn so diose Anklage , welche V a s  a r i  gegen P a c i u O 1 O 

vorbringt, im h6chsten Grade ungerechtfertigt ist ,  so bleiht noch zu unter- 
- 

1) ,,Summa", Einleitungsbrief an Guidobaldo, und ,,Divinau 1, Bl. 33, 1. 

2 )  ,,Summa" 1, BI. GS, 2 .  
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suchen, wie weit sich überhaupt der Eiufluss P i e r o ' s  auf P a c i u o l o  gr- 
streckt. Hierbei ist vor Allem festzustellen, dass der Kreis dessen, was 
P a c i u o  10 in seinen uns erhaltenen Werken von den Ergebnissen selbst- 
standiger Forschung Pi e r  0's sich angeeignet haben k6nnte , nicht sehr gross 
ist, da j a  jene Werke selbst nicht allzuviel enthalten, was nicht aus alteren 
Schriftstellern nachzuweisen wiire. Von diesem Gesichtspunkte aus, zugleich 
mit Berücksichtigung der Ton V a s  a r  i dem Pi e r  O hauptsachlich zugeschrie- 
benen Verdieuste, komme ich zu dem Schlusse, dass jener Einfluss sich vor- 
zugsweise auf Perspective, sowie Behandlung und perspectivische Darstellung 
der regularen K6rper beschrankte. Nun ist aber in  den uns erhaltenen 
Werken P a c i  u 010's nirgends ein Lehrgang der Perspective oder der- 
gleichen enthalten, und gerade bei der perspectivischen Darstellung der 
regularen K6rper zeigt ein Vergleich der in der ,,SummaU enfndtencn Zeich- 
nungen mit  denen der ,,Divina" den grossen Einfluss L e o n a r d o  da 
V i n c i ' s .  Der Tractat ilber Architektur, welcher wohl auoh in Betracht 
kommen konnte, ist dagegen zum grossten Theile, manchmal sogar in 
langeren wortlichen Citaten, dem Vitruvius entlehnt. Doch fast in jedem 
Capitel weist P a c i u o l o  mehrfach auf diese seine Quelle hin. Nur die bei- 
gegebene Tafel, welche einen menschlichen Kopf im Profil mit übergezeich- 
netem Netzo giebt , is t  allem Anscheine nach P i e  r 0's Werk entnommen ,') 
ebenso rühren 'vielleicht auch die übrigen ziemlich bedeutungslosen Tafeln 
liber architektonische Glieder etc. von Letzterem her, wenigstens machen 
dieselben mir nicht den Eindruck, als hatte sie L e o n a r d o ' s  Hand ge- 
zeichnet. Wenn fernerhin2) P a c i u  01 O i n  seinem ,,LibellusL1 sich ausser 
Stand erkliirt, eine perspectivische Zeichnung mehrerer von ihm behandelter 
Vielflachner zu geben , da ihm L e o n  a r  d 0's Meisterhsnd fehle , so ist doch 
klar, dass diesem Werke kein Manuscript P i e  r 0's zu Grunde lag. In einem 

- 

solchen waren die Zeichnungen die Hauptsache gewesen, wahrend in jenem 
,, Libellus " gerade auf die algebraische Berechnung der einzelnen Strecken etc. 
das Hauptgewicht gelegt wird. Ausserdem ist es doch wahrlich undenkbar, 
dass ein Mann von der socialcn Stellung cinas P a  c i  u O 1 O an einem Werke, 
das in der Bibliothek seines Gonners sich befand, und dessen Bekanntschaft 
i n  weiten Kreisen selbst eine lateinische Uebersetzung documentirt, ein 
Plagiat verübt habe. W a r  P a c  i u  O 1 O Schüler P i e r o ' s ,  so ist selbstver- 
stiindlich, dass e r  seine ersten Kenntnisse über reguliire KGrper dicsem 
Lehrer verdankte. Doch ist ein Einfluss P i e r o ' s  auf P a c i u o l o  nicht 
allein im Verhaltniss von Lehrer zu Schüler denkbar; nach B a l d i  war 
jenes Verhaltniss vielmehr das eines Freundes m m  Freunde. B a l d i  erzkhlt3) 
weiter, dass im Besitz der Fürsten von Urbino sich ein nach dem Leben 

1) Vergl. Bossi ,  Del cenacolo di Leonardo da Vinci. 
2) Vergl. ,,Divinau II, Dl. 22, 1. 

3) Vergl. die von B oncomp a g n i  mitgetheilte Biographie Paciuolo's aua 
B a l  di's ,,Vite de rnatematiciLg. 
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gemeltes Bildniss ') P a  c i u  O 10's von der Rand  P i e  r 0's befinde. Auf dem- 
selben sei P a  c i u o l o  mit seinem Buche ,,vor der Summa" dargestellt, und 
von oben hangen einige scheinbar aus Krystall geschliffene regiilare Korper 
herab, aus denen, was die Contouren, sowie was Licht und Schatten an- 
betreffe, man ersehen k6nne , welchcr Kiinstler P i e r o  gewcscn sei. Liegt in  
diesem Bilde nicht ein Beleg dafür vor, dass jene Manner in  ihrem freundschaft- 
lichen Verkchr auch Frctgon aus der Mathematik erorterten? Dort das arith- 
metische Werk,  hier die stereometrischen Modelle! Hierbei ist es nicht 
susgeschlossen, dass P a  c i u O 1 O von P i e r O Anregungen erhielt , sich ein- 
gehender mit den regularen und den damit verwandten Korpern zu beschaf- 
tigen, aus welcher Beschaftigung dann zunach~t  jene von mir schon 
mehrfach erwahnte Modellsammlung hervorging. P a  ci  u o l o ' s  vorzugsweise 
algebraische Methode der Behandlung jener Eorper aber, sowie das Fehlen 
von Angahen tiber ihre perspectivische Darstellung in seinen Werken spricht 
mir jedoch deut,lich dafür, dass diesen Werken kein Nanuscript eines ,,Eü.nstler- 
Uat,h~rnatikers'~ zu Grunde liegt ; im Gegentheil , gerade in Behandlnng 
regularer und damit zusamrnenbangender Korper ist ja P a c i u o  1 O selbst 
nicht ohne eigenes Verdienst. Hiermit glaube ich auch den Vorwurf, dass 
Paciuolo seine Eselshaut mit dem Lowenfelle zu bedecken suchte, als voll- 
stindig aus der Luft gegriffen nachgewiesen zu haben. Aber ich gehe noch 
einen Schritt weiter und behaupte: in seinen letzten Lehensjahren tmg sich 
Paciuo 10 mit dem Plaue, von den theilweise unvollendeteu Werken P i e  r 0 ' s  

über Perspective einen Auszug zu veranstalten und denselben dem Drucke zu 
tibergehen, um so seinem inzwischen verstorbenen Freunde ein bleihendes Denk- 
mal zu errichten. P a c i u  o l o  schreiht namlich einigen seiner Schüler in dem 
einleitenden Briefe zu seinem Tractat iiber Architektur, dass er für sie ein aus- 
f'dhrliches Werk übcr Architektur zusammenstellcn und mit dcmselben zugleich 
ihnen auch eine vollst%ndige Lehre der Perspective geben werde, und zwar 
Leteteres nach den Schriften P i e r o  d e l l a  F r a n c e s c a ' s ,  von welchen e r  
sich schon einen Auszug gemacht habe.e) ,,Bemühte sich a190 P a c i u o l o  
nicht, seinem Lehrer Ruhm zu erwerbén?" 

Wenn so sammtliche Anklagen , welche V a s a r i  gegen P a c  i uo  1 O 

schleudert, sachlich i n  keiner Weise begrtindet sind, so konnen sie nur per- 
sadichen Motiven entsprungen sein. I m  Jahre 1550 schrieb V a s a r i  , 
welcher mit der Familie des P i e r o  d e l l a  F r  a n  c e s  c a  befreundet war, 
zur Hochzeitsfeier eines Angehorigen dieser Familie jene Biographie des 
Künstlers. Wahrscheinlich hatte V a s a r i  von jenem ,, Auszuge ", den P a  - 
ciuolo aus den Werken P i e r o ' s  sich gemacht hatte, geh6rt und dessen 

1) I E ~  vielleicht des Bildniss eincs Monches mit Zirkel und Buch in einer Ini- 
tiale auf Blatt 1 der ,,SummatL eine grobe Wiedergabe desselben? 

2) Vergl. ,,Divina<< 1, B1. 23, 1: ,, e anco con quella prometto dame péena notitia 
de perspectiva mediunte li documenti del nostro conterraneo e contempwale di ta1 
faculta ali tempi nostri monarcha Maestro Petro de franceschi dela qua2 gia feci 
d;gnissimo empendio." 
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Zweck missverstanden, oder diesen Auszug mit anderen Werken P a c i u o  10's 
verwechselt und wollte nun das, wie er glaubte, wahre Verhtltniss klar- 
stellen; zugleich war es ihm natürlich Pflicht , die Verdienste P i  e r  o'a als 
Mathematiker, die wohl vergessen waren, nachdrücklich zu betonen. Wenn 
V a s a r i  aber zur Ausführung dieser Absichten die von mir mitgetheilte 
Form wiihlte, so kann ich für mich die Ansicht nicht unterdrticken, dass 
der Grund für  die Leichtfertigkeit und Gehissigkeit des Angriffs in der 
Stellung gcsucht werden dtirfte, welche um jene Zeit die Angehorigen der 
Familien beider berühmten Manner in Borgo meinander einnahmen. Eierbei 
ist noch in Betracht zu ziehen, dass sich V a s a r i  auch sonst als Geschichts- 
schreiber in  hohem Grade unzuverltssig erweist. 

Zum Abschlusse dieser biographiochen Skizze m6chte ich nur noch mit 
ein paar Worten auf die Stellung zu sprechen kommen, welche P a c i u o l o  
in  der Geschichte der Mathematik einnimmt. 

Der ,,Liber Abbaci " (1202) L e  o n  a r d O P i s  a n  0's bezeichnet den viel- 
versprechenden Anfang einer neuen Periode in der Geschichte der Mathe- 
matik der heutigen Vtilker Europas; doch der Fortgang entsprach nicht dem 
Anfange. I n  den folgenden Jahrhunderten bewegten andere Fragen die 
Volker des Abendlandes, und noch nie war die Mathematik das Lieblings- 
kind der damals alle Wissenschaften beherrschenden Kirche gewesen. So 
karn es ,  dass drei Jahrhunderte nach L e o n a r d o  P i s a n o  die Kenntniss 
des Inhalts seines ,,Liber AbLaci'' die htichste Stufe mathematischen mis- 
sens bezeichnete. Diese Stufe nahm auch P a c i u o l o  ein. Doch jetzt war 
das Erbe L e O n a r d 0's Allgemeingut aller Derjenigen geworden , welche auf 
den Tite1 eines Mathematikers Anspruch machen wollteu, und Viele 7er- 
dankten ihre Kenntnisse Pa  c i u O Io's ,, Summa ".') Vergeblich sucht man 
in diesem Werke nach hervorrageud Neuem, doch umfasst es getreu das 
überkommene Alte12) und auf diesem Fundamente standen jene Mariner, 
welche das ,, impossibile ", das P a c i u O 1 O seinen cubischen Gleichungen bei- 
schreibt, i n  ein ,,possibileu verwandelten und damit eine neue Periode in 
der Geschichte der Mathematik begrtindeten , wahrend P a  c i u  o lo  den Ab- 
schluss derjenigen Periode darstellt, in wclcher die heutigen Volker Europas 
das, was sie von alteren Culturvolkern ererbt hatten, auch erwarben, urn 
es zu besitzen. 

1) Vergl. hierzu die vielfache Erwahnung jenes Werkes bei C ardano, T a r -  
t a g l i a  etc. 

2) Wie auch noch einige andere, zeitlich nicht allzusehr davon getrennte 
Werke, so vor Allem G h a l i g a i ' s  ,,SummacL vom Jahre 1621. 

S e r i c h t i g n n g e a .  
Im eruten Theile diesei Aufsatzes int a n  lesen: S. 88 Z. 4 r. o. ostendissd st. ostenlissef, S. 91 2 .4  

v.  O. pwitidsimo ut. peretissimo, S .  92 Z.  6 v. n. Pacioolo it. Paciulo, S. 95 2. 5 v. o. rarisnma at. ruris 
sinma, S .  YI  2. 7 r. n. docenduni nt. docentum, S .  98 Z .  17 Y .  o. Almueuaula nt. Almueahuh, S. 99 Z. 11 
v. o. erwàhnt st. eraahnta, 9. 91 Anm. 1 BI at. A II, S. 97 Aiun. S benütute st. ùenntzte. 
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Ueber eine Algorismus-Schrift des XII. Jahrhunderts 
und über die Verbreitung der indisch - arabischen 
Rechenkunst und Zahlzeichen M christL Abendlande. 

Von 

Dr. ALFRED NAGL 
in Wien. 

Hierzu Taf. VII. 

Der Cornputus-Tractat vom Jahre 1143, dessen Handschrift im Sam- 

melbande 275 der Wiener Hofbibliothek die Blattseiten fol. 2 7 ~ - 3 4 ~  ein- 

nimmtl) und dessen erste Seite (fol. 2 P )  von S i c k e l  i n  photographiecher 

1) Das Jahr 1143 ist das Abfassungsjahr dieser Schrift, worüber zu vergl. 
Si cke 1, Lunarbuchstaben, in den Sitzungsberichten der Wiener kaiserl. Akademie, 
Bd. 38 (1862) S. 170, Kote 5. Indess herrscht darüber kein Widerspruch, dass die 
Handschrift noch dem 12. Jahrhundert angehort. Sie ist mit den oben bezogenen 
Blittern 27-34 abgeschlossen und ganz von einer und derselben Hand geschrie- 
ben. Die von S i c k e l  a. a. O. bezogene Stelle findot sich auf fol. 29r und lautet 
daselbst : ,, Anni domini mutantur 8 .  kl .ian A n n i  ab origine mwndi 15 .  kl . apl. 
Ciclus 19.in 14.Zu1nae apl. Concurrentes in kl. warcii. Epacte i n  kl. septebs. I n -  
didimes 8 .  kl.odobs." Die von S i  c k e l  berilfene Berechnung des Abfassuugsjahres 
folgt erst weiter unten nach einer kunen Bestimmung der Quatember und lautet: 
Anni domini puot sint, per ordinem indictionum, gui in pr~sen t i  szvnt 75, inuenian- 
tw. ordines nampue indictionum 75 per 15 multiplieandi sunt, quia in u m q w q u e  
ordins 15 eontinentur amni, sc-ilicet 3 2us t~u  .15 (1. yuindecies) igitur 75 1125 sunt. 
Quibus 19 addantur, quod 3 anni trunsierant de il10 ordine, nato domino. et erunt 
1137. addenda est et indictio pr,esentis anni ,  quod tot prfteriti s m t  de ultimo 
imyerfecto ordine, seilicet 6. Sunt itaque anni domini in pr,fsmti  1143. Die 
angeführte Epochenbestimmung w u t a t i o  unni . . .) kommt in dieser Handschrift 
mit demselben Wortlaut noch einmal vor auf fol. 347, wo sie mit einer hier eben- 
falls folgenden kurzen Beatimmung der ia'wnia yuuttuor temporum und der An- 
fiihriing der zwtilf Himmelszeichen die Handschrift abschliesst. Aber noch ein 
drittea Mal findet sich diese Formel auf fol. 30" mit etwae iabweichender und 
theilweise fehlerhafter Textirung: A n n i  ab incarnatirne domini mutantur 8.ki.aan. 
Anni ab origine mundi  15. ki. api. C i c l u s  l u n a r i s  in  k l .  i a n .  Ciclus l9i-r 
luau a@. Concurrentes in ki. mur. Epacte i n  kl. septeb. Indictiones 8. octob. 
Die ermterwahnte Wiederholung erklirt siçh daraus, dass auf fol. 33m überhaupt 
ein zweiter neuer Tractat beginnt, der den Gegenstand des vorigen wiederum ab- 
haodelt. Die zweiterwiihnte Wiederholung der Epochen aber erklsre ich aus dem 
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Nachbildung veroffentlicht worden ,l) ha t  auf der Vorderseite des ersten 
Blattes dieser Handschrift (fol. 2'i'V) eine in kurzen Satzen zusammengestellte 
arithmetische Lehrschrift aus der Classe des sogenannten Algorismus, deren 
Besprechung wir heute zu unserer Aufgabe machen." Ihrer Entstehungs- 
zeit nach ist diese Algorismus-Handschrift wohl die alteste bis jetzt bekannte 
und sie t,heilt mit der ihr zeitlich zunachst stehenden im Codex aus dem 
Eloster Salem am B ~ d e n s e e , ~ )  jetzt zu Heidelberg, ails der Zeit um 1200 
die wichtige Bedeutung, dass sie einen ~chl;ss auf die frtiheste Verbreitung 
dieser Wisscnschaft im Abendlande gestattet,  w8hrend die glcich zu erwsh- 
nenden beiden an Alkharismi unmittelbar anschliessenden Schriften doch 
nur  flir die erste Bekanntschft einzelner Mariner mit diesem Gegenstande 
zeugen. 

Die Algorismus- Schrift ist im Wiener Codex von derselben Hand go- 
schrieben, wie der darauf folgende Computus -Tractat,  und enthalt insbeson- 
dere auch genau dieselben Ziffernformen, a i e  sie i n  dem letzteren zu durch- 
giingiger, in  so früher Zeit sehr bemerkenswerther Anwendung kommen. 
Weungleich aber diese Algorismus- Schrift ihren Gegenstazid sehr rudimentir 
und unvollkommen abhandelt und gegenstiindlich in  keiner Beziehung an 
den sehr werthvollen Tractat aus dem Kloster Salem hinanreicht, so ver- 
dient sie , eben um der Zeit ihrer Niederschrift willen, nichtsdestoweniger 
eine genau PrIifung und Classificirung des Inhalts. Dies um so mehr, a18 
namentlich ihre hervorgohobcne Verbindung mit einem Computus-Tractat 
zugleich einen Fingerzeig in  der sehr wichtigen Frage giebt, in welchen 
Richtungen damals der Algorismus schon praktische Anwendung gefun- 
den hatte. 

1. E s  war lange die aflgemeine Annahme, dass die abendlandischen 
Volber die Kenntniss der indisch-arabischen Ziffern und der mit ihnen 
getibten Rechenmethode dem Liber Abaci des L e  o n a r d  O P i s a n o  (Pi bo- 
n a c  ci) von l20Z4) verdanken. Es ist dies ein umfangreiches, noch latei- 
nisch geschriebenea Werk , welches mit seinem genauen Eingehen auf alle 
Einzelheiten der Anwendung im praktischen und namentlich im Handels- 
leben einen bedeutenden Eindruck macht. Aber die Forschungen der 

Zusammenhange der Erscheinungen, wozu weiterhin die eingestreuten, auch in dem 
Cornputus-Theile auftretenden Sprüche und Verse (2. B. fol. 33v0) zu rechnen, dahin, 
dass die ganze Handschrift die Nachschrift &es oder mehrerer Schulvortrage sein 
diirfte. Auf diese Weise allein wird die salope Zueammenstellung des Ganzen 
begreiflich. 

1) Munumenta graph. med. uevi fuse. 7111. no. XVI.  
2) Vergl. die mitfolgende Nachbildung sammt Textwiedergabe (Taf. ViI). 
3)  ed. M. C a n t o r  in Zeitschr. f. Math u. Phys. X, S. 2 flgg. Diescr anonyme 

Tractat beginnt mit den Worten: ,,Incipit i ibei  algorizmi." 
4) ,,Incipit Uiber abaci compositus a l e o n a r d o  f i l i o  Bonac i j  Pisano in 

a n n o  M°CCUIlo lL ,  herausgegeben von B a l d a s s a r r e  (p r inc ipe)  Boncompagni 
in den Scritti di Leonardo Pisano, VOL 1. Roma 1857. 
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neuesten Zeit haben gelehrt, dass der Anfang unserer Kenntnisse in dieser 
wichtigen Disciplin der indischen Urquello weit naher liegt. 

In  einer für  die Geschichte dieses Gegenstandes hochst verdienstlichen 
Abhandlung bemerkt Wo e p c k e ,') dass die Araber mit ihrer Arithmetik, 
die sie ausdrtlcklich und in zahlreichen Stellen als indischen Ursprungs be- 
zeiclinen, vielleicht schon gegen Ende des VIII. Jahrhunderts bekannt ge- 
worden seien. Eigentlich vertraut mit derselben wurden sie aber jedenfalls 
erst durch die sodann lange Zeit  in grossem Ansehen verbliebene Schrift 
des Abu Djafar Mohamed Ben Mussa A l k  h a r i s  m i  (d. i. aus Kharism 
[Chiva] stammend , echrieb unter Khalif Almamun, 813 - 833). E s  ist ein 
bernerkcnswerther Umstand , dass die erste Uebertragung der indischen 
Arithmetik nach dem Abendlande unmittelbar an A l k  h a r i s m i  selbst an- 
knllpft. man vermochte neuester Zeit nachzuweisen, dass die Bezeichnungen 
,, Algoarismus ", ,, Algorismus ", ,, Algorithmus ", unter welchen diese Rechen- 
methode bei den Volkern Europas bis in8 XVI. Jahrhundcrt hinein geiibt 
wird, in unmittelbarem Zusammenhange mit der Person des berühmten 
arabischen Gelehrten stehen, wenn sie daselbst auch sehr bald zu einer 
gegenst%ndlichen und nnverstandenen Bezeichnung der Wissenschaft selber 
geworden ~ a r e n . ~ )  J a  mehr noch, der Tractat des A l k h a r i s m i  über die 
indische Arithmetik, dessen Urtext leider noch nicht wieder aufgefunden 
worden, ist uns wenigstens in  einer lateinischen Uebersetzung, wenngleich 
augenscheinlich mit manchen Zusatzen, erhalten und mit derselben wurde 
ausserdem in neuerer Zeit auch eine etwas eingehendere Bearbeitung jenes 
Tractatcs von J o h a n n o s  H i s p a l c n s i s  entdwkt,  sodann Boides zusammon 
herausgegeben; vom Fürsten B o n  c O m p  a g n i9) Dieser Johannea von Se- 

l) Propagation des chiffres indiens, im Journal asiatique XVl ( V l W  serie 
tome 1. 1863), pag. 446 sq. 

2) So schon bei F i b o n a c c i  1. ü.: Sed hoc totum etiam et a l g o r i s m u m  alque 
arcus p i c t o g o r e  quasi errorem ecnnputavi respectu m O d i  i m d  O r üm. Noch ent- 
schiedener der angeführte arithmetische Tractat aus dem Kloster Salem: Quoniam 
de scientia hzlius artis, qwle algoriamus imcribitw cet.. . Der Tractat Omnia  
qua0 a pr imaeva ,  aus der ersten Halfte des XIII. Jahrhunderts fùhrt das Wort 
schon zurück auf einen ,,philosophus lzornine Algus", und diese und ahnliche Ab- 
leitungen, wobei auch da6 Wort oier3p6g gewohnlich mit im Spiele war, bliebcn 
von nun an allgemein geglaubt, trotzdem dass die astronomischen Schriften A1- 
kharismi's in Europa stets gelesen wurden (vergl. .Tuach. Hel le r ,  De elementis 
et artibus coelestibus, Nüruberg 1549, cap. 19: Illud est, quod dixit AleTwan'smus). 
Auf die richtige Ableitung des Wortes Algorismus hat erst J O  se f R e i  nau d wieder 
hgewiesen in M6m. de l ' i~st .  XVIII, II, 1849 (lectures du 28.3. 1845 et 20. 2.1846), 
pag. 303. Vergl. A. F a v a r o  im Bullett. Boncompagni XII, pag. 115 sq. Und Rei -  
naud's Vermuthung wurde dann bestatigt durch die Auffindung des von Boncom- 
p agni veroffentlichten Tractates (8. u.). 

3) Trattati d'britmetica pubb. da B a l d a s  s a r r e  B o n c o m p  a g n i ,  Roma 1857. 
1. Algor i tmi ,  De numero Indorum. Ii. J o h a n n i s  H i s p a l e n s i s ,  Liber Algo- 
rismi De practica Aritmetice. (,,Incipit prologus in libro alghoarisuii de practica 
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villa, auch J O  h a n n  0 s d e  L u  n a ,  ein in Spanien lebender jüdischer Ge- 
lehrter, hatte sich im Auftrage des Erzbischofs R a i m u n d  von Toledo 

(zwischen 1130-1 150) an der Uebersetzung arabischer Werke betheiligt,') 
und so erscheint hiernach die Mitte des XII. Jahrhunderts als der spiiteste 

Zeitpuukt, in welchem die indische Arithmetik nach arabischen Quellen den 
abendlandischen Volkern zuganglich geworden sein muss. Wenn jeno Ueber- 

setzung der Schrift A l k h a r i s m i ' s ,  wie C a n t o r  rneint,%) von A t e l h a r t  
v o n B a t h (um 1120) horrtihren wiirde , so ware hiormit auch die früheste 
Zeitgrenze für diese wichtige culturhistorische Thatsache annahernd bestimmt. 

Allein die Anhaltspunkte für C a n t o r ' s  Annahme sind ziemlich vage.9 Sa 
bleibt es sowohl für die Zeitbestimmung, als für den Weg, den die indische 
Arithmetik in  Europa gemacht hat ,  eino nothwendige Aufgabe, die gltesten 
Erscheinungen dieses Gegenstandes genau zu priifen. 

II. Der auf Tafel VI1  enthaltene arithmetische Text giebt sich als eine 
Art  Einleitung zu dem unmittelbar folgenden Computus - Tractat , wie denn 
in der Folge die Algorismus - Tractate sehr hiiufig , ja regelmassig in dieser 

handschriftlichen Zusammenstellung auftreten. Die Erscheinung erkitart sich 
aus der Natur der Sache. Schon B e d  a Ven. hat es fiir nothwendig ge- 
halten, die für den Computus4) nothigen arithmetischeu Vorkeuntnisse durch 
eine seinem Computus - Tractat eingeschobene Abhandlung zuganglich zn 

arismetice, qui editus est a magistro Johanue Hyspalensi."), erliterer in einer Hand- 
schrift der Universitat Cambridge (1. i. 6. 5 ) ,  letzterer im Pariser Codex, Ancien 
fonds n. 7359, beide HandschriRen aus dern XIV. Jahrh. 

1) Vergl. Nouvelle Biographie universelle XXVI, 565. 
2) Vorl. über Geschichte der Mathematik 1, S. 611 figg. 
3) Indess gewonne die Annahme an Wahrscheinlichkeit, wenn es nchtig ist, 

dass Ate l  h a r  t sich mit der Uebersetzung der Schriften Alkh  arismi's beschüf- 
tigt hat. Nach B o n c o m p a g n i  im Bullett. XIII S. 83 tragt namlich eine Hand- 
schrift (Paris, Bibl. Mazarin no. 1258) der astronomischen Tabellen Alkharismi's 
den Titel: Incipit liber Ezich Jafarie Elkanrezmi per Adelhardum Bathoniensem 
ex arabico in latinum sup. 

4) Der Ausdruck computus wird das ganze Mittelalter hindurch im ençern 
Sinne ala technische Bezeichnung für die Rerechnung des Kalendeni und der Bir- 
clieuxeiten gebraucht. Zu den bei S i c k e l ,  Lunarbuchstaben, S. 153 Nr. 1 bezogs- 
nen Stellen aila den Capitularien Karl 's d. Gr. und des Durandus  aus dem 
XllI. Jahrhundert ware diesfalls zu verweisen auf die einleitenden Definitionen der 
Cornputus-Tractate, 2. B. J o h a n n e s  a S a c r o  Bosco,  Computus vom Jahre 1232: 
(Cap. De aetate luuae: ,,Sed ab incaraatione Uomini  elupsi sunt 1232 anni."), pr. 
praef.: Computus est seientia consideram tempora ex solis et lunae motibus cet. 
und weiterhin Cap. De part. temp. m. d.: Cum igitwr in i s tmum temporis partiwn 
et differentiarum computatione huius scientiae consistat completio, a cornputando 
nomen computus aceepit. Aron guod cornputare doceat, sed quolziam numeris certis 
et subtililer coniunetis doceatw. (Ed. 11. De s p h a e r a  et  Comput i ,  Vitebergm 
a. MDXT,IX.) Vergl. noch insbesondere eine Stelle im Speculum doctrinale des 
V i n c e n t i u s  B e l l o v a c e n a i s  (+ nui 1262), wichtig, weil sie beide Disciplinen 
nebeneinander definirt (ed. Ko b e r g e r ,  Nürnberg 1486, lib. XVII cap. IX): Com- 
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machen. Die arithmetische Methode ist bei ihm noch die Fingerre~hnung.~)  
Das Verhaltniss der Rechenmethode zu dem i n  der mittelalterlichen Kirchen- 
geschichte so bedeutsam gewordenen Computus ecclesiasticus bietet über- 
haupt einen Prüfstein für ihre praktische Bedeutung. Die von G e r b e r t  
und seiner Schule geübte, tibrigens nunmehr als alter nachgewiesene Xe- 
thodee) mit den neun Zahlzeichen auf dern Abacus erweist sich in ihrer 
beschrinkten praktischen Anwendung und ihrem ganzen Charakter nach als 
eine reine Schulgelehrsamkeit, namentlich auch durch den Umstand, dass 
die zahlreich erhaltenen Tractate dieser Classe nicht die geringste Verbin- 
diing mit dem Computns ecclesiasticue verrathen, wogegen gerade die hier 
besprochene Handschrift darauf hindeutet, dass die indische Arithnietik diese 
Verbindung alsbald nach ihrem Eintritte i n  die Kenntniss der abendlan- 
dischen Nationen eingegangen ist. 

Es sind, wie gesagt, nur  sehr kurze, dtirftige Lehrsiitze über die 
Rechenkunst, die wir in  der Wiener Handschrift vorfinden, und aus diesem 
Texte müssen wir noch den Absatz: Seculzdzlm nomina plandarum bis zu 
den Worten: ab eo nomen dici conformato sammt der vorhergehenden und 
der seitwarts stehenden Buchstabenreihe, als in die eigentliche Zeitberech- 
nung gehorig, ausscheiden. Ueberhaupt werden wir die Wahrnehmung 
machen, dass wir es mit einer sehr unvollkommen zusammengesttickelten 
Lehrschrift zn thun haben; a m  Schlusse nach dem Absatze tiber die Divi- 
sion finden sich einige Verse lyrischen Inhalts und dann folgt ein wieder- 
holter Absatz tiber die Multiplication, den sich der Schreiber irgendwo auf- 
gesammelt und als bessere Erklarung seines Gègenstandes oder auch zür 
Raumausfüllung nachtrsglich angcfügt haben mag. Endlich muss auch noch 
der Cornputus-Tractat selbst mit einem Satze zur Vervollstandigung des 
arithmetischen Textes bcitragen (S. u.). 

Wir finden in diesem Texte die vollstindigen Capitel D e  a d  d i t  i o n e ,  
D e  d i m i n u t i o n e ,  D e  m e d i a t i o n e ,  D e  d i v i s i o n e .  Den Anfang macht 

potus dicitur a cornputando i. e. numerando, unde quaelibet computatio potest dici 
empotus large sumpto vocabulo: proprio vero eonzpositus (1. cornputus) dicitur 
scientza temporum distinctiffus secwndum motum solis et imq, tum ad cognitionem 
eorum que in Kalefidario sunt festorzcm immobilium. Dicitur ergo eompotzcs nwn 
quia cornpotare tempus doceat, sed quia difficiliora quaedam in eo crnnpotalzda 
resarcantur. Quoniarn autem ad inteiligentiam compoti omniumpue maimum nume- 
rorum mecessaria est scientia a 1 g O r i s î n i ,  scilicet propter minucias temporis vel 
euzuslibet alterius rei numerabiiis ad summum fucilius redigendas, sic pauca de 
algorimi figuris breviter annotanda sunt. Uebrigens kann auch E i n  h a r d  u s  in 
Vita Karoli M. 25: Discebat artern computandi et intentione sagaei sideruni cursum 
eusio.sissime rimabatzll; - nach dem Zusammenhange nur im oben dargesteliten 
Sinne verstanden wcrden. 

1) Vergl. B e d a  Ven., opp. ed. J. P. Migne in Patrol. lat. tom. XC. (Paris 
la501 pag. 294 S.: De tempwum ratione. Cap. 1: De eomputo vei loquela digitorum. 

2 )  Vergl. meine Abhaudlung: Gerbert und die Bechenkunst des zehnten Jahr- 
hnnderts. In den Wiener Sitzungsber., Bd. 96 (1888) S. 862 flg. 
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der Schluss eines Capitels uber die multipZicatia. Es  scheint nicht einmal, 
dass von der Handschrift ein vorhergehendes Blatt verloren gegangen ware, 
welches den Anfang dieses Capitels und eine Erklarung der zehn indischen 
Zahlzeichen nebst der mit ihnen vorzunehmenden Zahlendarstellung (nume- 
ratio) enthalten hatte. Diese letztere ist  tibrigens die den arabischen Trac- 
taten entsprechende und mit unserer modernen genau Iibereinstimmend. 

Unscr Toxt llisst zwcimal, wenngleich an ganz unmcthodischen Stellen 
und ohne allen Zusammenhang mit der Darstellung, scheinbar nur zur Ans- 
fllllung leerer Platze , die Zahlzeichen reihenweise auftreten, nach damaliger 
Uebung in aufsteigender Folge von rechts nach links: 9, 8, 7, 6 ,  5 ,  4, 
3,  2, 1, 0, wie denn iiberhaupt die ganze Richtung der Numeration dieser 
Methode mit der linkslaufigen Schrift der Araber und Inder im Zusammen- 
hange steht. Ueber einzelne dieser .Zahlzeichen ware Polgendes hervorzn- 
heben. 

O. Unser Text bietet für  dieses Zahlzeichen schon den von den Ara- 
born ins Abendland übcrgegangencn Ausdruck ciffre (ciffra), der auch hier 
zunachst nur auf die Nul1 beschriinkt blieb, bis e r  erst in  spaterer Zeit 
eine Vorallgcmeinerung auf die Bezeichnung der arabisch-indischen Zahl- 
zeichen überhaupt erfahren hat.') 

3. Die Handschrift hat filr dieses Zeichen, neben der nur vereinzelt 
sngewandten Form 3 (vergl. die in  den Mon. graph. m. ae. 1. c. veroffent- 
lichte Seite) durchwegs die Form i-. Ich vermag die graphische Abstam- 
mung .dieses Zeichens nicht aufzuklaren; es findet sich nur im XII. Jahr- 
hundert,  so namentlich i n  den Regensburger Annalen des Münchener lat. 
Codex no. 14733.') 

4. Unsere Handschrift hat hierfür ausschliesslich die Form J?, über 
wolchcs im Schriftwesen des Mittclalters charakteristisch hervortrctende 
Zeichen ich hier Folgendes bemerken will. Die arabische Numeration so- 

wohl von der ostarabischen, als von der westarabischen, a18 Gobar bezeich- 

neten Schichte kennt nur die Form Yi, welche mit dem entsprechenden Zahl- 
zeichen der G e r b e r t 7 s c h e n ,  auch im Mittelalter schon dem B o e t i u s  zu- 
geschriebenen Reihe augenscheinlich genetisch zuuammenhangt. An diesem 
Zahlzeichen scheidet sich der geschichtliche Gang der praktischen Arith- 
metik in  Europa, wovon unten noch die Rede sein soll, in anschaulicher 
Weise. Die Florentiner Handschrift des Liber Abeci F i b O n acci7s hat 
noch die Form 45 aber auch schon 4 ,  wie denn überhaupt unsere moderne 
Form nichts Anderes ist, als die arabische mit Hinweglassung des Hakens. 

1) Vergl. die Nachweise hierüber bei Woepc  ke  a. a. O. 
2) Facsimilos in Mon. Germ. SS. XVII, 678 und bei W. A r n d t ,  Schrifttafcln, 

2. Aufl., Taf. 2 3 b .  Der Codex ist nach Arndt zwischen 1174 und 1197, spatestens 
1201 geschrieben. 

3) Auch die Formen dieser Handschrift für die Zwei 2 ,  und für die Drei 5, 
stehen den arabischen noch sehr nahe. 
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Jener liegenden Form 8 haben sich die Italiener niemals, oder vielleicht 
nur spaterhin infolge vereinzelter Rückwirkung von h'orden her bedient. I n  
Frankreich, England und Deutschland bildet aber ihre Anwendung, im 
steten Zusammenhange mit dern Algorismus, die weitaus iiberwiegende 
Regel bis ins XV. Jahrhundert,  wo wir dann mit den von Italien her ein- 
geftihrten verbesserten Xethoden und Anwendungen der neuen Rechenkunst 
die stehende Form 4 wieder haufiger auftreten sehen. Die in  der cursiven 
Schreibweise vorkommenden verschiedenen Neigungen zwiscben der stehen- 
den und der vollkommen liegenden Form verrathen ganz deutlich den Zu- 
sammenhang der Entstchung des Zeichens a. Sein fast ausschliesslicher 
Gebrauch in Mitteleuropa hat aber gerade im XV. Jahrhundert,  wo die 
stehende Form von Italien her unteratützt wird, eine besondere Verstarkung 
erfahren durch den Zusammenhang, dass eben in diesem Jahrhundert der 
Gebrauch der Ziffern und der indischen Rechenmethode sich sehr verallge- 
meinert hat und dass die Jahreszahl damals in der Hunderterstelle das 
Zeichen der Vier hatte. E s  wurde in der Form h aus alter Gewohnheit in  
der Schreibung der Jahreszahl und daher auch sonst beibehalten, obwohl es 
gegen Ende des Jahrhunderts entschieden veraltete, und so erklart sich 
wohl gegenubor dern damals noch sehr haufigen Gebraucbe desselben die 
sehr auffallende Erscheinung, dass es mit Eintritt des Jahres 1500 mit einer 
gewissen Plotzlichkeit verschwindet , was namentlich in den laufenden Rech- 
nungen der damaligen Zeitwende sehr bemerklich hervortritt.') 

Sonst ware hinsichtlich der Numeration auch noch die Terminologie 
unseres Textes zu beachten. Derselbe hat für den Begriff der dekadischen 
Stelle schon den Ausdruck differmtia, dern wir in  diesem Sinne dann regel- 
maseig in allen Algorismus -Tractaten begegnen. Er findet sich bekanntlich 
als eine wichtige technische Bezeichnung'auch in den arithmetischen Trac- 
taten der G e r b e r t ' s c h e n  Schulc und ihrer Vorgsnger, aber in wesentlich 
anderem Sinne. Auch dies ist  ein sehr bemerkenswerther Punkt ,  i n  wel- 
chem sich beide Richtiingen scharf voneinander scheiden. Andere Bezeich- 

1) Sehr vereinzelte, vielleicht immer nur als antiquariache Erinnerung oder 
Spielerei aufzufassende Anwendungen im 16. Jahrhundert sind: auf dem Keutschach- 
Thaler von 1504, vergl. Ze l le r  in Mittheil. d. Bes. f. Salxburgsche Landeskunde, 
XXVI; auf einzelnen Rnitpfennigen (Jetons), wie N eum a u n ,  Knpfermiinzen, 
Nr. 33886 (von 1504), Nr. 34703 (von 1514), in A. S m a l l e r ,  Biblia Psuperum von 
1579 (Bezeichnung des Holzschnittes mit 1540), besonders aher in dern Euchiridion 
Christianismi. Argentorati apud Joannem Sçhottum MDXLI, wo durchweg, auch 
in der Paginirung, noch die liegende IForm der Vier angewandt ist. Irn Jahre 
1199 hat dieselbe noch allerwatts Anwendung mit dern augenscheinlichen Charakter 
der Allgerneinheit; A l  b r e c h  t D ü r e r  benützt sie bei seinen Datiriingen vor dern 
Jahre 1500 noch ofter, seitdern aber nierrials rriehr. In den Stiftrrreçhnungen von 
Klosterneuburg habe ich sie im Jahre 1499 noch ausschliesslich, in den vorhan- 
denen Rechnungen des 16. Jahrhundeits gar nicht mehr gefunden. 
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nungen in unserem Texte ftir die Stelle Sind species und statio.') Sie scheinen 
keine allgemeine Aufnahme gefunden zu haben. 

Hinsichtlich der M u  1 t i p l  i c a ti O n lasst gleich das zu Anfang des 
Textes erhaltene StIick ganz deutlich die Identitat der Methode mit der- 
jenigen der arabischen %) und der abendlandischen Algorismus-Tractata 
erkennen. Die untere Zahl (Multiplicand) wird mit der niedrigsten (Einer-) 
Stelle unter die hochste Stelle der oberen Zahl (Multiplicator) gestellt, nnn 
xuerst mit dieser hochstcn Stelle multiplicirt und das Product oberhalb des 
Multiplicators , mit den Einern bei jener hochsten Stelle beginnend , angesetzt 
(super praesentialitatem conlatam locetur). Ein in der Multiplication sich 
ergebender Zehner wird nicht sofort i n  die nachste Stelle eingerechnet, 
sondcrn i n  derselben angestellt (si vero seczclzdae [quis creverit speciei] ad 
secundam transferatur). Nicht zum Ausdrucke kommt in unserem Texte 
das wichtige Moment in der Fortsetznng dieser Rechnungsart, n%mlich, 
dass nach vollzogener Multiplication mit jener hochsten Stelle der Multipli- 
cand um eine Stelle nach reühts xu verschieben und sohin mit der vorletz- 
ten oberen Stelle zu multipliciren ist u. S. W. Die Producte werden succes- 
sive alle s te l l enmhig  ilbereinander geschrieben und am Schlusse addirt, so 
dass das Gesammtproduct zu oberst der ganzen Rechnungsaufstellung er- 
scheint. Zur Veranschaulichung lesse ich hier die in dem Tractate Algo- 
ritmi, De numero Indorum ( B o  n c  O m p a g n i ,  pag. 10 S.) bcschricbene 
Rechenoperation 2326 X 21 4 folgen: 

m. 497764 Als Multiplicator fungirt hier dio Zehl 2326 ( b ) ,  als 

1. Multiplicand 214 (a). Der letztere unterliegt den succes- 
k. 1 2 6 4  siven Verschicbungen d ,  g, i (Algoritmi, De n. 1. p. 11: 
f. 428 
f: 1 mutabis numerum ilaferiorem una  differentia versus dezte- 
e. 6  5 2 ram), wobei nur  zu bemerken ist , dass bei der wirklichen 

4 2 2 8 3 2 6  Operation die Verschiebung nicht i n  der Form der Unter- b. 
a 2 1 4  einanderstellung , sondern unter W e  g 16 s c h  e n der friiheren 
d. 214  Stellung stattfindet, wodurch die beiden Factoren immer nn- 
4. 
8- 2  14 mittelbar untereinander bleiben. Von dem Loschen der 

Xiffern macht namentlich J O  h a u n e s  H i s p  a l  e n s i  s umfassenden Gebrauch; 
er stellt die Einer des ersten Productes sofort an die Stelle des weggelosch- 
ten Multiplicators (in unserem Beispiele die 8 der Reihe c a n  Stelle der 
darunter befindlichen 2 i n  Reihe b) und rechnet alle Zehner sofort ein. Dei 
ihm ist also mit Vollendung der Multiplication der multiplicirende Factor 
verschwunden. E s  ist  namentlich die erstere F o r m ,  die des Alkharismi, 
welche das ganze Mittelalter hindurch von den Algorismikern geiibt wird. 

Eine nicht unwichtige Beigabe unseres Textes sind die beiden Multi- 
plicationstabellen, wovon die erstere das sogenannte kleine Einmaleins, die 

1) Vergl. daa gleichbedeutende mansio bei Algoritmi, De num. Ind. ed. Bon- 
compagni, pag. 10. 

2) Verg!. Wo e p c k e in der angefiihrten Abhandlung. 
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zweite die weiteren Multiplicationen bis 19 X 90 = 1710 enthalt, offenbar 
auf das specielle Bedürfniss der Computisten berechnet. Die mannigfaahen 
Fehler und ein in  der zweiten Tabelle ganz verstindnisslos eingezogener 
Strich sind in unserer Textwiedergabe beseitigt. Eine Vergleichung mit 
dem Original wird die Abweichungen leicht ersichtlich machen. E s  bedarf 
wohl kaum der Erwiihnung, dass immer eine Zahl der letzten Reihe links 
und eine der zu oberst in den stufenformig absteigcnden Vierccken befind- 
lichen Zahlen als Factoren zu denken sind, und dasa das entsprechende 
Product sich dort findet, wo die Vcrliingcrungon der von beiden Zahlen 
ausgehenden Columnen zusammentreffen. 

Wir haben keine Veranlassung, hier von den ohnehin hochst einfachen 
Operationen der A d d i t i  O n und S il b t r  a c  t i  O n , sowie von den weiteren 
zwei das ganze Mittelalter hindurch als eigene Rechnungsspecies festgehal- 
tenen der D u p l a  t i o n  und der N e  d i a  t i o n  zu sprechen. Dagegen wollen 
wir auf die Stelle unserev Textes niiher eingehen , welche von der D i v i s i o n 
handelt und auch mit dicser letzteren der Classe der Algorismus - Tractate 
sich vollkommen einreiht. Das unterscheidende Merkmal liegt zuvorderst 
wieder in  der Anstellung. Der  Divisor wird unter den Dividenden und 
zwar mit seiner h O c h  s t e n Stelle unter die hochste des Dividenden gestellt. 
Iat der Divisor in  der hierdurch abgeschnittenen Stellenreihe des Dividenden 
nicht wenigstens einmal enthalten, so wird e r  sogleich (durch Wegloschen) 
uni eine Stelle nach rechts gerlicktl) und sodann der Quotient2) gesucht. 
Die Stellung der gefundenen Quotientenxiffer is t  dann über oder unter den 
beiden Zahlenreihen und zwar i m m e r  i n  d e r  n i e d r i g s t e n  S t e l l e  d e s  
Divis o r s  nach seincr jcweiligcn Stellung. Diese rein graphische Bestim- 
mung der Quotientenstellung, welche in allen früheren Methoden nur durch 
eine ziemlich vermickelte Regel zu finden war, ist eine sehr wichtige Er -  
rungenschaft in der Fortbildung der praktischen Arithmetik. Von der sohin 
nothwendigen Subtrection des Productes aus Quotient und Divisor von dern 
Dividenden spricht unser Text nicht mehr. Sie geschieht, beginnend mit 
der h o c h s t e n  Stelle des Divisors und unter stetem Wegloschen der ver- 
schwindenden Ziffern des Dividenden. Vielleicht ist cs dicnlich, die Sache 
hier durch ein Beispiel, dasjenige von Algoritmi, De num. Ind. pag. 14 S. 
r u  versinnlichen. E s  itit 464G8: 324 und wickelt sich in folgenden graphi- 
schen Stadien a b  (Alkharismi stellt die Quotienten unterhalb): 

46468 14068 136 Gesammtyuotient 143, 
324 

- 1 
324 324 324 Divisionsrest. 136. 

14 143 143 

1 )  secundetur, der Terminologie der Abacistenschule entnommen und spater- 
hin, noch im XVI. Jahrhundert, gebraucht. 

2) denomimtio. Auch dieser Ausdruck ist der Abacistenschule und mittelbar 
dem antiken Sprachgebrauch (Boëtius) cntnommen. 

Hi&-lit. Abthlg. d. Zsitschr. f. Math. o. Phye. XXXIV, 4. 11 
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Unser Text kommt dann auch noch auf die Probe der Division durch 
Multiplication des Gesammtquoticntcn mit dcm Divisor und in dem weiter 
folgenden Nachtrage über die Multiplication auch auf die N e  u n e r p r O b e 
zu sprechen. 

So zeigt also auch die Priifung des eigentlich arithmetischen Inhalts 
der besprochenen Blattseite des Wiener Codex, was schon die bunte Zu- 
samrnenstellung ihrer Texte andeutet, dass wir es mit einer Schrift von 
gegenstindlich sehr untergeordneter Qualitat eu thun haben, der wir mit 

der Bezeichnung Algorismus-Tractat sicher auch zu hohe Ehre anthun 
würden. Ih re  Bedeutung liegt nur in  der Zeit ihres Erscheinens und in 
d ~ m  hieraus hervorgehenden Schlussc, dass der Algorismus in der zweiten 
IIalfte des XII. Jahrhunderts in  Mitteleuropa schon eine gewisse Verbreitung 
und praktische Anwcndung crlangt hatte. Denn eben die unvollstBndige 
und handschriftlich fehlerhafte Abhandlung des Gegenstandes, die Nach- 
tragung eines zweiten Absa t~es  liber die Multiplication lassen erkennen, dass 
der ganze arithmetische Text unserer Handschrift nicht ails erster guter 
Quelle stammt, sondern in  der Weiterverbreitung schon Verunstaltungen 
und Versttimmelungen erfahren hatte. Der Hergang bis zu seiner Nieder- 
schrift war wohl der, dass man,  fiir den nachfolgenden Cornputus - Tractat 
das Bediirfniss einer voransgehenden kurzen Anleitung zum Rechnen fiuhlend, 
jene kurzen Batze des Algorismus aus irgend einer zur Iiand befindlichen 
Quelle cntnahm. Bezüglich der Division fügt der Schreiber sogar irn Com- 
putus -Tractat noch eine Stelle ein, allerdings wieder ohne allcn Zusammen- 
hang mit dem vorausgehenden Texte und dem Anscheine nach wieder nur 
zur Ausfiillung eines leeren Platzes. Sie lautet (fol. 23'): 7JZtima divisoris 
sub ullima dividendi ponilur, si minor aut aequalis fuerit; si mawr, sccun- 
detur. quotiens ultima divisoris in ultima aut uitinzis dividendi fuerit, de- 
mminatione super prima divisionis posita, totielzs sequeras auferetur de reliquo. 

III. Die friiheste Verbreitung der indisch-arabischen Arithmetik und 
Zahlzeichen in der Praxis des Abendlandes erhtilt also durch unsere Hand- 
schrift einen wichtigen Beleg. 

Wir  stehen hiermit in  der Mitte des XII. Jahrhunderts und fragen 
daher, wie es zu erklaren, dass die Annahme und Weiterverbreitung dieser 
Zahlzeichen in Europa bisher gemeinhin erst i n  das Xi'. Jahrhundert ver- 
legt werden konnte31) 

E s  ist bei der Untersuchung dieser Prage von vornherein eine Wahr- 
nehmung im Auge zu behalten, die sich freilich nur in einer zueammen- 
hangenden genetischen Geschichte der praktischen Arithmetik ausreichend 
- -- 

1) Vergl. neucstens die Nachweise bei F r i e d r .  U n g  c r ,  Die Methodik der 
praktischen Arithmetik in historischer Entwickelung vom Ausgange des Mittelalters 
bis auf die Gegenaart. Leipzig 1888. 5 5: Einführung und Ausbreitung der indi- 

schen Zahlen im Abendlande. 
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begrllnden Iasst, niimlich, d a s s  d i e  E n t s t e h u n g  a l l e r  S y s t e m e  v o n  
Z a h l z e i c h e n  m i t  d e m  p r a k t i s c h e n  R e c h n e n  i m  Z u s a m m e n h a n g e  

s t e h t .  Indess hat  eiues jener Systeme, welches filr uns bis zur Gegenwart 
stets von so grosser Bedeutung geblieben, narnlich das r 6 rn i s c h e ,  im ope- 
rativen Rechnen niemals in  d e m Sinne Verwendung gefunden , dass die 
operirenden Zahlen in der Rechnung selbst mit diesen Zeichen geschrieben 
worden waren. Ih r  schriftiicher Gebrauch beschrankte sich vielmehr auf 
Schrifttexte aller A r t ,  wo eie, wie Zahlzeichen überhaupt, die Bestimmung 
hatten und haben, der Unübersichtlichkeit vol1 auegeschriebener Zahlworter 
durch Notirung abzuhelfen. Eine thatsachliche Anwendung der romischen 
Zahlzeichen im schriftlichen Rechnen, die wir unten kennen lernen werden, 
gehtirt dem Mittelalter a n  und war durch ganz eigenthiimliche Umstande 
veranlasst. 

Zu dieser Rolle der romischen Zahlzeichen bildet einen geraden Gegen- 

satz der Gebrauch jeuer Zahlzeichen , deren sich d i e  m i t  t e l a  1 t e r l i  c h e n 
A b a c i s t e n  und die S c h u l e  G e r b e r t ' s  bedienten. Dieses System der 
Zahlennotirung war namlich ausschliesslich nur im operativen Rechnen an- 
wendbar und in Schrifttexten ans dem Grunde, weil die Numeration mit 
jenen Zahlzeichen an den Abacus gebunden war, nicht zu gebrauchne.i) 
Bus diesem Grunde hat man auch, obwohl die G e r b e r t ' s c h e n  ,,novem 
earucferesu mit den Gobar-Ziffern zweifellos die gleiche graphische Abstam- 
mung haben, das System der Numeration in beiden für  unsere Frage wohl 
zii scheiden. Denn erst der Umstand, dass die indisch - arabische Arithmetik 
die ganzliche Loslosung vom Abacus vollzogen ha t ,  vermochte zu bewirken, 
daes ihre Zahlendarstellung genau so, wie sie in  der Rechnungsoperation 
selbst stattfand, auf die gelegentliche Anwendung in Schrifttexten im A11- 

1) Eine ganz vereinzelte, sehr merkwürdige Ausnahme fiudet sich in einer 
Handschrift der Bibl. Alessandrina zii Rom, welche Z a n g e m e i s t e r  in  die Zeit 
um das Jahr 1200 verlegt 6,stabilito l'amno 1200 egli crede ehs i l  nostro codice non 
possa essere anteriore O posteriore di pi2 di  20 alzni"), w o ~ b e r  zu vergl. E m. N a r -  
ducci, Intorno ad un manoecritto della bibliotheca Alessandrina contenente gli 
apici di Boezio senz'abaco e con valore di posizione, in den Atti della r. accad. 
dei Lincei, Scienze fis. Ser. III. vol. 1, 1877, pag. 503 a .  M i t  photogr. Nachbildung. 
Es sind darin in  der That zweistellige Zahlen wie 22, 1 7  u. 8. W. mit den von der 
Gerbert'schen Schule her bekannten novem earacteres, jedoch nach der Numeration 
des Algorismus, d. h. o h n e  die Abacus-Linien dargestellt; a b e r  d e r  G e  b r a u c h  
der Nul1 f e h l t  und die vorkominenden Zehn und Zwanzig nind einfach mit den 
romischen Zeichen X und XX gegeben. Fiir die Gieschichte der praktischen Arith- 
metik hat daa biaher ganz vereinzelte Vorkommniss keine andere Bedeutung, a h  
dass es das Ineinandergreifen der Uebungen der Gerbert'schen Schule und des 
Algorismus ansühaiilich macht, welches für jene Zeitperiode allerdings schon ganz 
wohl anzunehmen ist und sich noch an einigen anderen Erscheinungen wahrnehm- 
h r  macht. Vcrgl. z. B. aus dem XIII. Jahrhundert: Le troubadour Pierre de Cor- 
biac BnumBrant son ,,tr6sorW: ,,L'abat e l'algorisme a~resri." (Re n o ii a r  d , Glon- 
saire de la langiie romane Y.  Abac.) 

11' 
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gemeinen übertragen werden konnte. Wir  würden nun aus dieser Beobach- 
tung zu dem Schlusse gelangen, dass die Anwendung der indisch-arabi- 
schen Zahlueichen sich gleichueitig und in dem Maasse verbreitet haben 
musse, als die arithmetische Methode d ~ r  Araber im Abendlande Kenntniss 
und Aufnahme fmd.  Wenn gleichwohl die Thatsachen d e n  stark wider- 
sprechen, so konnen ftir diese auffallende Erscheinung zwei bestimmte 
Gründe namhaft gemacht werden, deren Untersuchung wir uns irn Folgen- 
den zuwenden wollen. 

Der Eingang des indisch-arabischen Rechensystems in Europa hat er- 
wiesenermassen durch Vermittelung der Araber, aber in zwei Hauptstrben,  
deren Veranlassung und Charakter sich streng unterscheiden , stattgefun- 
den. Hiervon geht die eine Richtung über Frankreich und England naeh 
Deutschland und ist im engeren Sinne a n  die Bezeichnung A 1 g O r i s m u s 
gebunden, wahrend die andere den Italienern ihre Entstehung verdankt, 
von ihnen aus sich ebenfalls nach dem Norden verbreitet und dort mit der 
ersteren zusammentreffend die Grundlage zu dem modernen Stande der 
Rechenkunst gelegt hat. Die erstere Richtung ist nun dadurch charakte- 
risirt ,  dass sie mit dem Namen des ersten Lehrmeisters der Araber auch 
dessen System vollig unveriindert aufnimmt, zunachst, wie erwahnt, geradezu 
durch eine Uebersetzung seiner Schrift ins Lsteinische, und diese Disciplin 
ohne jede wesentliche Veranderung oder Fortbildung in den Schulen fort- 
lehrt. Muss man bei der schriftlichen Ueberlieferung der in Mitteleuropa 
noch zahlreich erhaltenen Algorismus-Tractate von vornherein an die Monche 
als Schreiber denken, so fehlt uns auch sonst jede Wahrnehmung fiir die 
Annahme, dass diese Wissenschaft, abgesehen von dem schon berührten, der 
Schule aber unmittelbar nahestehenden Kalenderwesen, i m  p r  a k t ischen 
L e b e  n Aufnahme und Verwendung gefunden hatte. Wir  haben es wieder 
mit einer Richtung zu thun, die lange Zeit susschliesslich Schulwissenschaft 
geblieben ist. Das ganze Mittelalter hindurch tritt  uns hierin besonders 
e i n  Tractat i n  auffallend vielen Abschriften und sodann um die Wende des 
XV. Jahrhunderts in  einer ganzen Reihe von Druckausgaben entgegen, so 
dass wir auf ein besondcrs grossos Ansehen desselbcn schliessen miisscn. 
E r  ist natürlich lateinisch und lehrt den alten Algorismus vollig unverhndert. 
E r  beginnt mit den Worten: Ornnia, puae a prirnaeva rerum origine; sein 
Verfasser ist nicht bekannt.') Dieser Tractat erscheint in der iiherwiegen- 

1) Abgedrackt in neuerer Zeit bei Hiblliw el l ,  Rara Mathematica, London 
1839, nech einer mittelalterlichen Handschrift, in welcher J o h  aunes do Sacro 
Bosco (Johann aus Holywood, dem heutigen IIalifax in Yorkshire, gest. 1244 oder 
1256 nach seiner überlieferten, aber undoutlich abgefassten Grabschrift) ala Ver- 
fasser bezeichnet ist. Mich macht an seiner allgemein angenommenen Autorschaîl 
zweifeln der Umstand, dass in fast alien Handachriften, nameiitlich schon in denen 
des XIII. Jahrhunderts, der Tractat a n o n y  rn dem ausdrücklioh bezeichneten Com- 
putua-Tractate des Johannes de Sacro Bosco vorausgeht. Dazu geh6rt z. ki auch 
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den Zahl aller Handschriften dem Cornputus des Johannes a Sacro Bosco 
vorangehend und wir schliessen hieraus wieder, dass mit seinem Inhalt und 
seiner Uebung sich haiiptsiichlich nur Diejenigen beschaftigt haben, die dem 
Studium der Zeitberechnungen und der jahrlichen Aufstellung des Kalenders 
ablagen. Einen ganz vereinzelten Fall, i n  welchem die Anwendung der 
indisch- arabischen Ziffern dieses enge Gebiet iiberschreitet und auf die Dar- 
stellung der Zahlen in einem der eigentlich arithrnetischen Wissenschaft 
fremden Gebiete übergeht, bieten die Annales Ratisponnenses in dem schon 
erwahnten Münchener Codex Nr. 14733 des XII. Jahrhunderts. Aber auch 
dieser Fa11 ist nur durch die naheliegende Berührung des Verfassers mit 
der Zahlenwissenschaft eu erkliiren und lasst durchaus keinen Schluss darauf 
zn,  dass diese letztere damals schon Eingang in das praktische Leben secn- 
larer Kreise, namentlich a190 des Handelsstandes, gefunden hitte. Diese 
Reschriinkung der arithmetischen Kenntniss auf die Schule war natürlich 
der Ausbreitung des Ziffernsystems von vornherein nicht günstig. Sie bildet 
den e i n  e n  Erklarungsgrund für die Erscheinung , dass dio praktische all- 
gemeine Bpti tzung des neuen Numerationssystems mit der Verbreitung der 
Wissenschaft nicht gleichen Schritt gehalten hat. 

Einem ganz andern Zusammenhange verdankte nun Italien die Ein- 
führung dieser Kenntniss. Der Aufschwung, den das Handels- und ins- 
besondere das hier massgebende Bankwesen in Ober- und Mittelitalien ira 
XII. Jahrhundert nahm, machte selbstverstandlich die entschiedene Unzu- 
linglicbkeit aller bisherigen Rechenmethoden sehr empfindlich und es scheint 
daher nicht auffallend, dass man sich dort allmalig mit der durch die Araber 
verbreiteten ncuen Methodc zu vcrsuchcn begann. Die Vorrede des L e o -  

Cod. Vienn. no. 688 XIII. scc., in welchcm der Tractat im Eingange ausnahmsweiae 
die Leaart: Umnia, quae a primaeva r n u n d i  origine hat (fol. Ir-4'). Auf fol.4' 
dieser Handschrift h e i s ~ t  es dann: Rxplicit algorisrnus. Incipit n o u a  compilatio 
computi rnagistri Johalznis de  Sacro Bosco. Die Uruckausgalien, die alteste Strass- 
burg 1488, dann z. B. mien 1617 (Hier. Vietor) etc. (der Catalogo di M. S. Boncom- 
paçni comp. Nnr. Narducci, pag. XVI not. 1 zahlt nicht weuiger als neun altere 
Driickausgaben auf) nennen alle Johannes de Sacro Rosco (auch Rusco oder irrig 
Busto) al6 Verfasser. Auch ist unter dem Algorismus Johannis de szcro busto bei 
Prosdocimo de Reldomandi und bei Luca Pacioli (S. n.) ohne Zweifel kein anderer 
al8 dieser Tractat gemeint. E r  galt also im XV. und XVI. Jahrhundert allgemein 
als eine Schrift des Johann von Holywood. Handschriften desselben finden sich 
nngewühnlich zahlreich namentlich in der Münchener Bibliothek und es darf wohl 
hieraiia mit Grund auf seine besondere Verbreitnng in den Kiostern Süddeutsch- 
lands geschlovsen werden. Ueberhaupt kann von diesem Algorisrnos-Tractata dan 
Gleiche gesagt werden, mas Philipp Nelanchthdn in der Wittenberger Ausgabe 
von 1549 der Tractate De Sphaera und De Computo des Johannes a Sacro Bosco 
von dem Ersteren ~ e h r  richtig bemerkt: Cum autem hic l ibellus tot saemlis, i n  
omnibus scholis, i n  tantn vametate iudiçiorum Genios habuerit probitios, necesse es+, 
mm rebus optimis refertum esse. Videmus enim, paueis8ima scripta aetwtatem 
ferre, pracselztirn i m  scholis, ubi morosissi~ne iwdicari sold. 
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n a r d o  F i b o n a c c i  zu seinem Liber Abaci von 1202 sagt ganz dcutlich, 
dass er der Erste war, welcher diese Methode literarisch nach Italien ein- 
fiihrte, nachdem er mit derselben durch den Aufenthalt seines Vaters in 
Bugea an der nordafrikanischen Küste (das heutige Bougie in der Provinz 
Constantine) in  Berührung gekommen war, überhaupt alle in  den Uferlin- 
dern des Mittelmeeres gebrauchlichen Methoden auf seinen weiten Reisen, 
sowie auch die wissenschaftlich überlieferten Lehren eifrig studirt hatte. Er 
verwirft Alles, mit einziger Ausnahme der indischen Methode. ,Sed hoc 
totum etiam et algorismurn atque arcus pictagore quasi errorem computaui 
respectu modi i n d o r ~ r n . ~  Dass dem praktischen Italiener der schwerfXllige 
Abacus und die unfruchtbare Methode Gerbert's nicht zusagten, begreift sich 
leicht ; aber auffallend bleibt , dass er den Algorismus i n  einen Gegensatz 
zu dem Modus Indorum stellt, da  sie doch beide identisch waren. Die 
Sache erklart sich durch den in der Geschichte des Gegenstandes sehr wich- 
tigen Umstand, dass die Aufnahme der indischen Methode hei den Italienern 
von allem Anbeginn im engsten Zusammenhange mit den Anforderungen 
und der Anwendung im praktischen Leben geschah. Fibonacci nahm tiber- 
haupt die indische Methode gar  nicht in  ihrer reinen Gestalt auf, trotzdem 
er dies versichert, sondern e r  combinirte sie, ,,ex proprio sensu puoddam 
addensu, wie e r  selbst hervorhebt, mit der i n  Italien damals noch gang- 
baren antiken Fingerrechnung zu einem eigenthümlichen Ganzen, in welchem 
seine Methode sich eher als eine durch schriftliche Aufzeichnung der Zahlen- 
reaultate unterstützte covqutatio digi tah darstellte.') Darum erscheint die 
Methode Fibonacci's gegenüber dem Algorismus, der reinen indisch - arabi- 
schen Lehre, nichts weniger denn als ein Fortschritt ,  und der ,Erroru liegt 
hier vie1 eher auf Seiten des Autors. Aber die eigentliche Bedeutung seines 
umfangreichen Werkes liegt auch ganz und gar  nicht i n  diesem ersten Theile, 
sondcrn vielmehr in der angewandten Arithmetik, die bei Fibonacci wobl 
zum ersten Male ein wohlsystemisirtes Eingehen auf alle Gebiete des Ver- 
kehrslebens findet. Ers t  die Beachtung d i e  s e r Seite seines Werkes wird 
es erklaren, warum dasselbe im Laufe der nachsten Jahrhunderte bei den 
Italienern so grosses Ansehen erwerben und noch zu Ende des XV. Jahr- 
hunderts, zeuge einer Bemerkung L u c  a P a c  i o l i ' s ,  behaupten konnte. 

Es ist daher irrig, xu glauben, dass dem Werke F i b o n a c c i ' s  ein 
Verdienst a n  der Einftihrung der indischen Arithmetik i n  Europa zukomme. 

1) Ja, wir erfdhren durch Fibonacci unmittelbar, wie die reine Fingerrechuung 
in ihrer wirklichen Anwendung eigentlich ausgesehen hat (cap. Ii pars VI, ed. 
Bouc. pag. 17). E r  stellt zwar auch die schon von deu Arabern her bekannte und 
spater in Italien noch irn XVI. Jarhundert vielgeübte Scbachhrett-l\lultiplicatian 
dar, aber erst nachtriiglich bei der Addition (cap. III. pag. 19 a.) und mit den deut- 
lichen Anzeichen, dass es sich für ihn hierbei um eine minder praktische Lehre 
handelt. (Est enim alius modus rnultiplicandi ualde luudabilis, maxime ivb multi- 
plicandis magnis numeris . . . Constituatur quadrilaterum in  forma scaeherii . . .) 
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Wohl aber ist  dasselbe für  deren Verbreitung im Abendlande von beson- 
derexn Einflusse geworden, denn erst ihre Einführung in das praktische 
Leben vermochte zu bewirken, dass man mit der neiien Mcthode i n  wciteren 
Kreisen bekannt wurde und itire Vorzüge allseitig verwerthen lernte. Wir  
kfinnen hier auf die Einzelheiten dieser Entwickelung, die übrigens für das 
ganze XIII. und S I V .  Jahrhundert in  auffallend geringer Zahl Iiberliefert 
~ ind ,  nicht eiugehen. Es genügt aber für  unsern Zweck, die Gestalt des 
Endpunktes ins Auge zu fassen. 

Neben den zahlreichen Versuchen zweckmassigerer Rechnungsformen, 
die in Italien besonders i m  15. Jahrhundert hervortretcn, ist  besonders eine 
Schrift von geschichtlichem Interesse, namlich der Algorismi tractatus des 
P r  osd O c i m  O d e '  B e l d  O m a n  d i  ,') eines angesehenen Professors der mathe- 
matischen Wissenschaften zu Padua (geb. daselbst zwischen 1370  - 1380, 
gest. 1428):) 1st schon die Besch~ftigung einer solchen Personlichkeit mit 
diesem Gegenstande bemerkenswerth, so giebt die Vorrede des Büchleins 
wiclitige Aufsehlüsse über den damaligen Stand der Entwickelung; wir wollen 
sie daher im Wortlante hierher setzen: 

Inveni in quam plurimis libris a l g o r i s m i  nuncupatis mores circa n u -  
meros operandi s a t k  varios a t p e  diversos, p d  licet boni ezisterent atque veri 
eratlt, tamen fastidiosi, t u m  propter ipsarum regularum multi tudinem, t u m  
propter eururn d e l  e a ti O n e s ,  t u m  etiam propter i p sarum uperationum pro- 
bationes; u t r u m  si bonae fuerint vel ne.  E r a n t  etium ist i  modi interim 
fastidiosi , quod si  in aliquo culculo asfroloico error contigisset , caicula- 
torem operationem s u a m  a capite incipere oportebat, dato q u u m  error SUUS 

adhuc satas propinpuus existeret et hoc propter figuras in sua  operatione 
delefas. lizdigebat e t iam calculator semper a l i  q u o  1 a p  i d e  ~ e l  sibi con formi, 
s e m p e r  q u o  s c r i b e r e  a t p u e  f a c i l i t e r  d e l e r e  p o s s e t  f i g u r a s ,  cum 
yuibus operabatur in calculo suo. Bt qua haec omniu satis jaslidiosa atque 
laboriosa mihi visa s u n t ,  disposu,i l ibe7hm edere, in quo omniu  ista abiceren- 
tur: qui etiam a l g o r i s r n u s  sivc liber de numeris denorninari poterit. Scias 
tamen quod in hoc libello ponere n o n  intcndo nisi ea ,  qune ad calculum ne- 
cessaria s u n t ,  alia yuue in aliis libris pradice, arismetice tanguntur,  ad cal- 
czclum non. necessaria propter brevitutem dimittendo. 

Es haben also damals schon praktische Rechenbücher in Italien be- 
standen. Die zahlreichen uns erhaltenen des XV. und XVI. Jahrhunderts, 
s o w i ~  anch die grosse S u m m a  d e  a r i t h m e t i c a  des L u c a  P a c i o l i ,  
Venedig 1494 ,  gehen alle auf das System der angewandten Arithmetik ein. 
EY ist sehr bemerkenswerth, dass dem gegenüber der Gelelirte von Padua 
sich blos au€ die Verbesserung der Methoden beschranken wollte. Die An- 

1) Gedruckt zusammen mit der Schrift des J o h a n n e s  de L i v e r i i s ,  De 
minuciis, zu Padua 1483 und ofter. 

2) Vergl. über ibn A n t o n i o  F e v a r o  im Bullett. Boncompagni XLI, p. I S. 

3) d. i. die Astronomie, das specielle praktische Arbeitsfeld des Verfassers. 
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führung seiner nachfolgenden Beispiele für die sechs Species: a) Addition, 
6) Subtraction , c) Dimidiation, d) Duplation, e) Multiplication, f )  Division, 
kann in Kurzem klar machen, worin das Wesen seiner Arithmetik besteht 
und dass sie bis auf die Division mit unseren heutigen Methoden vollig 
identisch kt. 

(Das Divisionsexempel f ist 97531 : 2468. Die nntersten Ziffern 246 zu- 

sammen mit der Einerstelle 8 der nachst oberen Reihe zeigen die eigen- 
thümliche Verschiebung des Divisors mit Umgehung des Wegl6schens; die 
zuoberst verbleibenden Ziffern 1 2 7 9  stellen den Divisionsrest dar; die Quo- 
tienten 39 erscheinen rechts von der zu ziehcnden Linio neben dom Divi- 
denden. Diese Methode ist eigentlich mit der alten arabischen noch immer 
identisch.) Welche Wichtigkeit der kleinen Schrift des Prosdocimo bei- 
gemessen worden, erhellt daraus, wenn Lii c a P a c i  o l i  in seiner Summa 
de arithmetica, dem umfassendsten Werke, welches jemals über praktiscbe 
Arithmetik geschrieben worden, als seine Quellen für die abstracte Rechnung 
nennt: die Schriften del perspicacissimo philosopho megarense E u c l i d e ,  del 
S e v e r i n o  Boetio e de nostri modcrni L e o n a r d o  P i s a n o ,  Giordano, 
Biagio da Sarrna,l) G i o v a n  S n c r o b o s c o  e P r o s d o c i m o  P a d o a n o  (ed. 
1 4 9 4 ,  carta 47). 

Deutlich ist hieraus erkennbar, wie in  Italien da3 Moment der prak- 
tischen Brauchbarkeit bei diesem Gegenstande massgebend geblieben ist. 
Das Ziffernloschen , dessen Anwendung den doppelten Uebelstand einer un- 
reinlichen ,,SehmierereiU und des Verschwindens der operirenden Zahlen mit 
der, hierdiirch erschwerten Ueberwachung der Operation hatte , war schon 
von M a x i m u s  P l a n  u d e s  7 im XIV. Jahrhundert beklagt worden. 

Es  war um so weniger zu verwundern, dass Frankreich und Deutsch- 
land diesen Bestrebungen der Italiener nicht fremd blieben, als durch die 
so ausgedehnten Handelsbezichungen der lctztcren auch die übrigen von 
ihnen ausgebildeten Handelswissenschaften, namentlich die Ruchhaltung, 

1) Jordanus Nemorarius und Biasio da Parmil. 
2) M a t i j o v  M o ~ n ' ~ o v  .roc I7i.avov'Sq qqrporpo~in xnz'"lv80v5 < Asynplvq BrYdlq 

ed. C. J. G e r h a r d t ,  €Iallc a. S. 1865. Deutsche Ueberaetzung von Dr. Hermann 
Wiischke,  ibid. 1878. 
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eben im XV. Jahrhundert in  die genannten Lander übertragen wurden. 
Sehr sprechend und i n  bewusster Weise drückt sich der Gegensatz der in 
Deutschland tiblich gebliebenen Methode des Algorismus xu der neuen ita- 
lienischen Methode aus um die Wende des XV. Jahrhunderts in  den Titeln 
zweier in Deutschland erschienenen Druckschriften. Hiervon lautet der eine: 

Arithmeticq opuscu7a duo T h  e o  d eri ci t z w iuel de nurnerorum praxi 
(puae algorithmi dicuntur), unum de integ~i-s.~er figurarum (more 
alenaanorum) delctwncm. Alferum cet . . . Quentell i t er at O disse- 
mimri proeuravit. A. 1507. s. Z. ; 

der andere lautet: 
Algrnisrnus nouus de integris compendwse sine figurarum (more Italo- 

rum) deletiolze compilatus. Artena numera.di omnemque viam cal- 
culandi enucleatim cet. ohne Druckort und Jahreszahl, jedoch in 
der Entstehungszeit bestimmt durch wiederholte Hinweisungen des 
Textes auf die Jahreszahl 1491 (z. B. in  der quinta specz'es: Volo 
dividere annos &i currentes videlicit 2491 per 24). 

Diese Gegenüberstellung der Methoden per figurarum deletionem 
more Aiema.norum und sine figzcrarum deletione more I talorum 
gi~bt  Zengniss, dass man sich dcr Herkunft dcr vervollkommneten Methode 
dauernd bewusst blieb. Schon zu Anfang des XV. Jahrhunderts treffen wir 
iîbrigens (in dem angeftihrten Wiener Codex Nr. 3029) auf einen i n  d e u t -  
s c h e r  S p  r a c  h e geschriebenen arithmetischen Tractat , welcher nicht allein 
durch diese deutsche für  die Verbreitung seines Inhalts im praktischen 
Leben spreehende Abfassung, sondern auch dadurch sehr merkwürdig ist, 
dass er ganz auf dern Boden der italienischen Praxis steht und die meisten 
der hei den spiiteren Italienern um die Wende des XV. Jahrhunderts vor- 
kammenden neueren Methoden o h n e  die Ziffernloschung schon enthalt. 
Ebenso zeigt den Einfluss der italienischen Rechenkunst die seit dern ersten 
Viertel des XV. Jahrhunderts blühende und zu hohem Ansehen gekommene 
W i e n e r  S c h u l e ,  welche vornehmlich durch die Kamen J o h a n n  v o n  
G m u n d e n  und C e o r g  v o n  P e u r b a c h  ihren Glanz auf dern Gebiete der 
Xathematik repr8sentirt.l) 

Die Erfindung der Buchdruckerkunst, entsprungen einern plotzlich em- 
porwachsenden Bedürfnisse nach Bethatigung auf alleu Gebieten des geistigen 
und ~ P S  wirthschaftlichen Lebens, hat  auf dern der Rechenkunst alsbald eine 

1) Die bexüglichen  chr rift en des M a g i s t e r  J o a n n e s  d e  G m u n d e n ,  Algo- 
nthmus de minucüs physicis (d. i. den Sexagesimalbrüchen) und dcs M. G e o r g i u s  
Peurb ach ius ,  Algorithmus in integris, sind enthalten in dern von G e o r g  S a n n -  
s tet te  r ,  genannt C o l l i m i  t iu  s,  bei dern Rachdrucker Singriener su Wien 1515 
herausgegebenen Sammelwerke: Contenta in hoc libro: Arithmetica communis (des 
Joannes de Muris nach RoAtiiis) cet. Den ,,Algoriamusu des Peurbach hat aber der 
Wiener Buchdrucker Winterburger schon 1500 zum ersten Male in zwei nachein- 
ander folgenden Auflagen erscheinen lassen, worüber zu vcrgl. Mayer  , Wiener 
Buchdruckergeschichtt! II, S. 394. 
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wahre Fluth von Druckschriften zur Folge gehabt?) E s  sind dies kurde, 
gemeinverstadnlich gehaltene Lehrenweisungen in der Volkssprache, welche 
die theoretische Rechenkunst und die gewohnlichsten Anwendungen der Pro- 
portion abhandeln. I n  don Ltindcrn ausser Italien gcht der Ziffernrechnung 
gewohnlich die Darstellung des Rechnens auf den Linien mit den Rait- 

pfonnigcn (jetons, cownters) voran, welch' letzteres in Mitteleuropa noch im 
XVI. und XVII. Jahrhundert die weitaus überwiegende Anwendung irn Ver- 
kehrsleben hatte und der Verbreitung der arabisch - indischen Arithmetik 
nicht wenig im Wege ~ t a n d . ~ )  Mit diesen Lehrbüchlein und der hiermit 
zusammenhiingenden mündlichen Lehre, welche allerdings noch immer nicht 
in den gewfihnlichen Schulen, sondern von eigenen ,,Rechenmeisternu in 
besonderen Schulen, wovon die des A d a m  R ie  s e  zu Annaberg in Sachsen 
die bekannteste, ertheilt wurde, war nun der  Verbreitung der Rechenkunst 
und der Ziffern die weiteste Bahn geoffnet. 

1) Die alteste i t a l i e n  i s che  uud wohl überhaupt erste Uruckschrift über 
diesen Gcgenstand ist das anonyme Trevisaner Rechcnbüchlcin von 1478, defisen 
Charakter der Tite1 deutlich hervorhebt: Incomincin m a  practica molto bona d 
utile: a c-iaschadmo chi v d e  uxare larte dela mercadalztia. chiamata vulgarrnente 
l a r t e  d e  1 abbucho . . . A Triviso: A di  10 Decembre 1478. Vergl. hierüber 
Boncompagni in den Atti de' Niiovi Lincei XVI (1862-1863). Die nachsten sind: 
P i  e t  r o  Bor go,  Qui cowenzu la nobei opera de arithrnetica ne la quul se tructu 
tute cosse amercantia pertinente facta e compilata per Pietro borgi da Veraiesia. 
Venedig 1462 (Hain 3659), 1481, 1488; und F r  a Lu ca P a  ci O l i ,  genannt di  Borgo 
San Sepolcro: Summa de Arithmdica, Ceometria, I'ropo~tioni et Proportionalità. 
Venedig 1494 (vergl. E. Narducci: Intorno a due edizioni della Summa di Arith- 
metica di Fra Luca Pacioli. Roma 1463, und Boncompagni in den Atti de' Lincei 
XVI p. 61 B., 105 B., 129, 134). - Von d e u t s c h e n  Drucken dieser Art dürften die 
altesten wohl sein und bleiben die beiden von H e i n r i c h  P e t z e n s t e i n e r  in 
Bamberg gedruckten Rechenbüchlein, niimlich dasjenige des Ulr ich Wagner, 
Rechenmeisters zu Nümberg, von 1482, und daejenige von 1483 (Hain 13713, von 
Petzensteiner selbst verfasst?), über welche jetzt besondere eu vergl. Friedr. Unger 
a .  a. O. S. 36 flgg. lhnen folgt das bekannte Werkchen des J o h a n n  Widmann 
au8 Eger, Behende und hübsche Rechnung auff allen kauffmanschaft, Leipzig 1489 
(Kacheloffen). - Diese Daten gewinnen ihre wahre Bedeutung erst im Zusammen- 
hange mit dem massenhaften Erscheinen italienischcr, besondere aber deutscher 
Rechenbüchlein zu Anfang des XVI. Jahrh. und der Thatsache, dass die Anfange 
der Buchdruckerkunst sich überhaupt keinem popular-praktischen Gegenstande 
mit gleichem Eifer zugewandt zeigen, als eben der prnktischen Arithmetik. 

2) Der Gegensatz zwischcn beiden Rechenmethoden wird gemcinhin bezcichnet 
mit R e c h n e n  a u f  d e n  L i n i e n  u n d  m i t  d e r  F e d e r ,  ,,compter aux getz (jets) 
comme à la plume6'; auch die Bezeichnung Algorithmus lilzcalis findct sich. Vergl. 
meine Abhandlung .Die Rechenpfennige und die operative Arithmetik.' Wien 
1888 (Numismatische Zcitschrift XIX, 1887). 

(Sohlass f o l g t )  
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Acta nationis Germanicae nniversitatis Bononiensis ex archetypis tabn- 
lar i i  Malvezziani. Iussu instituti Germanici Savignyani ediderunt 
EENESTUS FRIEDLAENDLR et CAROLUS MALAGOLA. CUUI V tabulis. 
Berlin, G. Reimer. 1887. XXXIX und 503 S. gr. 4'. 

Man schrieb das J a h r  1876. Der damalige Assistent, jetzige Director 
am Staatsarchiv zu Bologna, Herr  Dr. C a r l o  M a l a g o l a ,  hatte i n  dem 
dortigen Familienarchiv der Grafen hl a 1 v e z z i d e '  Me d i c i einen wichtigen 
Fund gemacht. Dicses Archiv enthalt namlich die Acten der Deutschen 
Nation an der Universitiit Bologna , d. h. die vollstiindigen Namenseinzeich- 
nungen aller dort studirenden deutschcn Studentcn, die Statuten der Nation, 
ihre Privilegien u. S. W. Unter den darin verzeichneten Namen befinden 
sich auch die von N i c o l a u s  und von dessen Bruder A n d r e a s  C o p p e r -  
n i  C U  S. Herr  M a l a g o  1 a war damals so freundlich, ausserhalb Italiens 
zuerst dem Unterzeichneten von seinem Funde Kenntniss zu geben, und ich 
beeilte mich, denselben sofort dem Coppernicus-Verein für Wissenschaft 
und Kunst zu Thorn mitzutheilen, zugleich betonend, dass ich eine voll- 
standige Veroffentlichung der Acten, die vom Anfange des XIII. bis an das 
Ende des XVIII. Jahrhunderts reichen, für sehr wünschenswerth hielte. Der  
Cappernicus-Verein ging mit grossem Eifcr auf mein Project ein. Der  
Protector desselben, der Oberprasident von Westpreussen Herr  Dr. v. A c  h e n -  
bach ,  begeisterte sich cbcnfalls für das Werk,  und so wurden bald, immer 
unter Vermittelung des Herrn v. A c h e n b a c  h ,  zwischen dern Vereine und 
dem ktinigl. Cultusministerium Verhandlungen über die Rerausgabe gepflogen. 
Herr M a l a  g o  l a  erstattete ein sechs Bogen starkes Gutachten über die Ver- 
offentlichung, Herr  F e r d i n a n d  G r e g o r o v i u s ,  der auf meine Bitte i n  
Bologna selbst die Schriftstücke eingesehen hatte, sprach sich in jeder Be- 
ziehung zustimmend aus,  und auf Yerlangen des Herrn hlinisters t ra t  der 
Coppernicus -Verein mit der J. G. Cotta'schen Verlagsbuchhandlung in Stutt- 
gart i n  Verhandlungen über die Hohe der Subvention, welche diese fü r  
einen etwaigen Druck in ihrem Yerlage verlangen würde. Freiherr v. Cotta 
normirte diese eigenhandig auf 1200 Mark. So war Alles zur Herausgabe 
vorbereitet - da  legte mit einem Male die konigl. Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin ihre Hand auf des Werk. Neidlos gab  der Coppernicus- 
Verein der um so vie1 mehr legitimirten Gesellschaft die Herausgabe anheim, 
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die endlich im IIerbste 1887 - nach 11 Jahren - ftir die sie sehnlichst 
erwartende wissenschaftliche Welt erfolgte. 

Nun hatte man denken dtirfen, dass entweder Herr Dr. C a r l o  N a l a -  
g o l a ,  oder die konigl. Akademie xu Berlin, mit deren Vertreter, Herrn 
Archivrath Dr. B r i e  d l ê n d  e r , der verstorbene Vorsitzende des Coppernicus- 
Vereins , Prof. Dr. L. P r  O w e l  fast bis zu seinem letzten Lebenstage wegen 
der Herailsgabe im Rriefwechsel stand, sich beeilt hatten, dern Vereine, 
dern das unbestreitbare Verdienst gebührt,  zuerst die Aufmerksamkeit der 
konigl. Staatsregierung in Bctreff dieser Fundgrube für dio Literiirgeschichto 
Deutschlands rege gemacht und deren Veroffentlichung angebahnt zu haben, 
wenigstens ein Druckexemplar des Werkes zuganglich zu machen; doch 
nichts dergleichen ist geschehen. Wenn nicht der Unterzeichnete sich 
auf seine Kosten i n  den letzten Wochen ein Exemplar des nicht gerade bil- 
ligen Buches - dern Verleger entstanden für dasselbe, da es vollig auf 
Staatskosten gedruckt is t ,  gar  keine Aufwendungen - hatte kommen lassen, 
so würde auch noch heute weder der Coppernicus-Verein, noch sonst Jemand 
in Thorn irgend Etwas von der Ausgabe kennen. 

I n  dern Buche werden alle Verdienste, welche sich Mitglieder der 
Akademie, sowie Minister u. S. W. um das Zustandekommen desselben ge- 
macht haben, gebührend hervorgehoben: weshalb sind aber die Namen des 
Hcrrn Oberprasidenten v. A c h  e n  b a c h und dessen Nachfolgers im Amte, 
des Herrn v E r n s t h aus e n ,  verschwiegen, die sich beide mit der grossesten 
Hingabe bemüht haben, die Herauegabe herbeixuführen? Weshalb wird 
nicht durauf hingewiesen, dass der Coppernicus-Verein zu Thorn in hervor- 
ragender Weise und als Erster die Herausgabe nicht nur beabàichtigt, son- 
dern fast schon den Verlagscontract mit dern Freiherrn v. Cotta zum Ab- 
schluss gebracht hatte? Sind nur  Mitglieder der Akademie und active 
Staatsminister geeignet, Gffentlichen Dank für ihre Thstigkeit bei siner so 
wichtigen Publication zu erhulten?* 

Und nun weiter. H e m  Prof. Dr. J a c o b  C a r o  in Breslau sprach 
seinerxeit dem Untcrxeichneten gegeniiber seine Ueberzeugung dahin aus, 
dass er den Coppernicus-Verein nicht für  geeignet halte, die fragliche Ver- 
Gffentlichung auszuführen, da  diesem die nothigcn literarischcn Hilfsmittol 

* Daas Se. Excellenz der Hem Minister der geistlichen etc. Angelegenheiten 
über die Verdienste des Vereines urn die Herausgabe anders urtheilt als die künigl. 
Akademie, geht ans dern folgenden Schreiben hervor, welches an den Verein ge- 
langte: 

Jrn Auftrage des Herrn Ministem der geistlichen, Unterrichta- und Me- 
dicinalangelegenheiten benachrichtige ich den Vorstand ergebenst, dam die 
wegen Herausgabe der Acta Nationis Germanorum gepflogenen weiteren Ver- 
handlungen, an welchen auch der Herr Justizminister sich betheiligt hat, zu 
dem Resultat geführt haben, dass jene Herausgabe durch die Akademie der 
Wisscnschaften mit den ihr au8 der Savigny-Stiftung zn Gcbote steheriden 
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nicht so zu Gebote standen n i e  der Akademie: nun sehe man aber die Aus- 
gabe an, sa wie sie bis jetzt vorlicgt - ich spreche nicht von dem in 
Aussicht gestellten Supplement -, dann sieht Jeder, dass man fiir diese 
weder Akademiker, noch Archivdirector zu sein braucht. Die Grundsktze 
zur Publication solcher Acten sind Gemeingut aller Geschichtsforscher und 
zn der sicherlich nothwendigen scrupul6sesten Genauigkeit, mit der die 
Ausgabe gemacht is t ,  braucht man nur einen guten Handschriftenleser, der 
doch aber nicht gerade Akademiker zu sein braucht. Ich wenigstens habe 
von dieser Ausgabe auf Staatskosten, die mindestens sechs Jahre zur Vor- 
bereitung gebraucht hat  - August 1881 bis Herbst 1887 -, mehr erwartet, 
ah sie geleistet hat. Nur  das vorztigliche Register hat  meine ganze Be- 
wunderung erregt. Hier und n u r  h i e r  a l l e i n  erkennt man den mit Allem 
~ertrauten Archivbeamten, und doch sind auch hier mehrfach Verweisungen 
auf Namen vorhanden, welche im ganzen Register nicht vorkommen. 

Wie ftir die Geschichte jcdes deutschen Gaues, so ist  speciell ftir die 
Literaturgeschichte von Ost - und Westpreussen ein ganz erklecklicher Ge- 
winn aus dieson Acten zu cntnehmcn, vie1 grosser, als man auu den Publi- 
cationen M a l a g o  l a ' s  über die Acten der Deutschen Nation, welche in 
Uebersetzung auch in den Schriften des Coppernicus-Vereins erschienen sind, 
annehmen durfte. 

Da der Coppernicus-Verein als solcher sein Recht zu wahren nicht ge- 
wi!lt zu sein scheint, so halte ich , als friiherer langjahriger Schriftführer 
des Vereins, welcher die ganze Correspondenz in dieser Angelegenheit ge- 
führt hat,  es für meine Pflicht, die Namen Derer nicht untergehen zu lassen, 
welche an erster Stelle an diesem in Wahrheit nationalen Werke gearbeitet 
haben, und bemerke nur noch, dass ich Alles, was ich oben gesagt habe, 
actenmassig belegen kann. 

Mitteln und mit Hilfe einer von Sr. Majestat dem Kaiser Allerhochst bewillig- 
ten Beihilfe bewirkt werden wird. 

Ein Vertrag zwischen der Akademie einerseits und dem Grafen Malvezzi 
- 

29. Juli de' Mcdici und Dr. Malagola, zu Bologna andcrersoits unter dem - 
3. August 

v. J. sichert sowohl die Benutzung des in dern Besitze des Grafen ~alvezzi-de' 
Medici befindlichen Materials, als die Mitwirknng des Dr. Malagola bei dem 
Unternehmen. 

Dan  z i g ,  den 21. Februar 1882. 

Der Oberprasident dar Provinz Westprenssen: 
v o n  E r n s t h a u s e n .  

An den Vorstand 
des 

Coppernicus -Tereins für Wissenschaft und Kunst 
Zn 

Thorn." 

T h o r n ,  6. Marz 1889. M. CURTZE , Professor, 
correspondirendes Mitglied der Akademie der Wisiensehnfteu 

ru Padun. 
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Zivot i djela R. J. Boàkovic'a (Leben und Werke von R. J. Boscovich) von 
Dr.  P. EACKI. Separatabdruck aus dem 37., 88. und 90. Bande der 
Berichte der südslavischen Akademie der Wissenschaften in Agram. 
1888. 428 S. Bo. 

Das uns vorliegende Werk zer&llt in  drei Abschnitte. Dcr erstc Thcil 
enthalt eine von Dr. R a c k i  in slavischer Sprache verfasste Biographie des 
berfihmten Jesuiten, der zweitc (von Prof. J O  s e f  G e l  c i  c h  zusammengestellt) 
eine Sammlung von 91 bisher ungedruckt gewesenen Briefen diplornatischen 
Inhalts, der dritte eine lihnliche Collection, die zumeist ein mathematisches 
und wissenschaftliches Interesse bietet und fast ausschliesslich durch S c  h i a - 
p a r  e l  1 i zusammengetragen wurde. Sammtliche Briefe sind zum Gltick in 
ihrer Originalfassung, d. i. italieniseh und franztisisch, wiedergegeben. An 
dieser Stelle k6nnen wir uns natlirlich nur  mit dem letzten Theile des Wer- 
kes boschaftigen. 

Von den 114 Briefen wissenschaftlichen Inhalts , welche 182 Seiten 
des ganzen Buches einnehmen, ist zunBchst ein guter Theil der Astronomie 
gewidmet. In  zwei Briefen finden wir Angaben über die Berechnung der 
Cometenbahnen, und zwar lediglich eine Verbesserung der durch B O S C O -  
v i c h  1 7 4 9  veroffentlichten Methode: De determinanda orbita planetae ope 
catoptrica ex datis v i ,  celeritate e t  directione m?tus in dato puncto. In 
oinem andcrn Briefe (1 7. April 1783) beklagt e r  sich, dass P i n g r E  seino 
altere Methode geringschiitzte, ohne von der bewussten Verbesserung Kennt- 
niss zu nehmen, die schliesslich doch die Seele der ganzen Rechnung bildet. 
B o s c o v i c h  beruft sich dibrauf, dass sich M E c h a i n  und S a r o n  zur Be- 
rechnung der Cometenbahnen stets seiner verbesserten Rechnungsweise be- 
dienten und dass ihre Resultate doch vorziiglich waren. Die Wiedergabe 
des mathematischen Inhalts dieser Briefe erscheint ganz liberflüssig, da die 
verbesserto Methode im 3. und 5. Bande des 1 7 8 5  erschienenen Werkes: 
R. J. Boscovich opera pertinentia ad  opticam et  astronomiam enthalten ist. 

I n  einem guten Theile seiner Correspondenz erscheint uns der Jesuit 
als wissenschaftlicher Vermittler zwischen den Astronomen von Paris und 
jenen des Instituts Brera zu Mailand, welch' letzterem er die in Pans  aus- 
geführten Cometenbeobachtungen und die daraus durch ihn selbst berech- 
neten Bahnelemente mittheilte oder die Berechnungen Anderer berichtigte, 
weitere Daten znr Verbesserung der ersten Bahnbestimmung verlan& 
u. S. W. Die Cometen, worauf hier Bezug genommen wird, sind folgende: 
1779, 1780 1, 1 7 8 0  I I ,  1781 1, 1 7 8 1  II, 1788 I l  1 7 5 5  II. 

Einige von den hier besprochenen Documenten liefern mehrere Details 
zur Geschichte der Entdeckung des Uranus,  der bekanntlich am 13. Xare 
1781  durch H e r s c h e l  gesehen und als Comet angezeigt wurde. Am 
19. April 1781 schrieb B o s c o v i c h ,  von JlCessier und L a l a n d e  Beobach- 
tungen d e s  n e  u e n  C o m  e t e n erhalten zu haben, die sich jedoch fiir eine 
Bahnberechnung wegen der geringen Breitenanderung schlecht eignen. Er 
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findet auf Grund dieser Datén zwei sehr abweichende Bahnen und macht 
darauf aufmerksam, dass das neue Object keine Spur von einem Schweife 
zeige. Am 10. Jun i  kann e r  noch nicht entscheiden, ob es sich um einen 
neuen Planeten oder um einen Cometen handelt; doch neigt er zur ersteren 
Annahme und sagt,  dass Ende Juli darüber Gewissheit erlangt werde. Am 
6. October giebt er ausftihrliche Daten Uber den Planeten; da er sich aber 
ausserhalb seines Domicils befindet, wo er nur die Sinustafeln bei sich bat, 
so kann e r  einer Mittheilung M e s s i e r  's nicht unbedingt zustimmen, laut 
welcher sich die Bahn sehr der Kreisform niihern sollte. Am 19. Novemher 
1781 hielt man am Observatorium Brera den neuen Stern noch für  einen 
Cometen und B o s  c o v i  c h machte die dortigen Kreise darauf aufmerksarn, 
dass man zu jener Zeit schon allgemein anerkannte, einen neuen Planeten 
vor sich zu haben. Laut  Brief vom 18. Februar 1782 fand der gelehrte Jesuit 
die mittlere Entfernung des Uranus von der Sonne 18,9 ( L a l a n d e  18,913) 
und die Umlaufszeit 88,15 Jahre. 

Im Uebrigen finden wir von astronomischen Pragen Vieles über ein 
Wasserfernrohr, von dem sich B os c O v i c h besondere Erfolge versprach, 
einige nnbedeutende Winke iiber die Bestimmung der Refraction, und An- 
sichten über die Atmosphare des Mondes, deren Vorhandensein ihm nnwahr- 
scheinlich klingt und die er durch Sternbedeckungen nachzuweisen auffordert. 

Ein grosses Interesse bieten jene Briefe, die sich auf die Enthebung 
Roscovich's von der Stelle eines Directors der Sternwarte der Brera be- 
ziehen, da sie einiges Licht auf den Zustand der praktischen Astronomie 
in Italien am Ende des vergangenen Jahrhunderts werfen. Es  gentige kurz 
anzufiihren, dass die Jesuiten für die Anschaffung und Installirung der 
Instrumente oft aus eigenen Mitteln sorgen mussten, wollten aie in  der Lage 
sein, ihre Institute auf der H6he der Zeit zu erhalten. Merkwtirdig ist  das 
Urtheil, das B o s  c O v i c h über L a  g r  a n g e  , einen seiner hartnackigsten 
Gegner, den er zwar fur theoretische Studien als besonders geeignet an- 
erkennt, dem er aber jede Eigenschaft zum praktischen Astronomen abspricht. 
Noch in seinen letzten Jahren beklagto sich R. dartibcr, dass L a  G r a n g e  
ihm soviele Schwierigkeiten in den Weg legte, und u. A . ,  dass er sich stets 
weigerte, einen Meridiankreis für den Unterricht in  der Astronomie aufzu- 
stellen. E r  wirft ihm vor, das Aeqnatorial dem Meridiankreis vorgezogen 
zu haben, die Aufstellung eines Quadranten für  die Bestimmung der Aber- 
ration verhindert zu haben u. dergl. 

Von mathematischen Fragen enthalten die Briefe nur  Kurzes und 
Weniges, so einige Remerkungen Iiber die Rectification der Kegelschnitte 
und tiber einige Punkte aus der Differential- und Integralrechnung. Erstere 
sind durch die Herausgabe eines Werkes von einem P. F o r t u n a t  O ver- 
anlasst, welches diesbezügliche Fehler enthielt, letztere sind Antworten auf 
bestimmt gevtellte Fragen und drehen sich um elementare Erklirungen liber 
den Begriff und die Bedeutung der Int~egrationsconstante. 
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Seite 95-100 des Werkes enthalt ein Verxeichniss der simmtlichen 
von R O s c O v i c h  herausgegebenen Werke , sowie der in verschiedenen Zeit- 
schriften zerstreuten Monographien, doch ist entweder dieses Verzeichniss 
nicht vollstsndig oder miisscn noch uncdirtc Manuscripto von B. vorhanden 
sein. So spricht er z. B. in  Briefe vom 19. August 1 7 8 4  (S. 371) von einer 
Brochure tiber sein Wasserfernrohr, die wir im Verzeichniss nicht vorfinden. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass auch der Naturforscher manches ihn 
Interessirende finden wird, so z. B. ziemlich lange Auseinandersetaungen 
aber  die Hebung und Senkung der Küsten, tîber die Faltungen der Erd- 
rinde und iiber die damit zusammenhiingenden Veranderungen in den Azi- 
muthen der Instrumentenpfciler der Sternwartcn. 

Der Druck und die Ausstattung des Werkes lasst nichts zu wünschen 
übrig. E. GELCICH. 

Die Quadratnr des Zirkels in  berufenen und unberufenen Kopfen. Eine 
culturgeschichtliche Studie von Dr. HERMANN SCHUBERT, Professor 
an der Gelehrtenschule des Johanneums i n  Hamburg. [Heft 67 der 
Sammlung gemeinverstindlicher wissenschaftlicher VortrBge , heraus- 
gegeben von Run. VIRCHOW und FR. V. HOLTZENDORFF.] Hamburg 
1889. Verlagsanstalt und Druckerei A.- G. (vormals J. F. Richter). 
40 S. 

Der hiibsch geschriebene Aufsatz ist der Sammlung entsprechend, als 
deren Theil e r  im Drucke erschien, durchaus volksthümlich gehalten. Man 
braucht nieht Mathematiker zu fiein, um ihn zu verstehen; man darf Mathe- 
matiker sein, und wird noch immer das Eine oder das Andere daraus lernen. 
Wir  heben namentlich S. 36 hervor, wo a n  Beispielcn klar gcmacht ist, 
welche praktische Bedeutung fiir die Kreisausmessung es besitzt, ob die 
Zahl in auf 15 oder gar auf 100 Decimalstellen genau bekannt ist. Der 
Verfasser hat  diesen Auseinandersetzungen eine den Volkern und der Zeit- 
folge nach geordnete Uebersicht der Werthe vorausgeschickt, welche fiir n 
in Anwendung kamcn, ha t  eino Andcutung des Bewcises der Transccndenz 
von n folgen lassen. Eines dagegen vermissen wir: die Angabe, seit nann 
der Buchstabe TZ für die Mathematiker das Verhsltniss des Kreisumfanges 
zum Durchmesser darstellt? E u l e r  wird wohl nach wie vor das Verdienst 
zugeschrieben werden miissen, rr und ebenso auch e = 2,718281828.. . in 
die Mathematik eingeführt zu haben, wenn auch die Annahme, n sei erst- 
malig in  der Introductio i n  analysin infinitorum gebraucht, durch Herrn 
G. E n e s  t r 6 m  (Bibliotheca mathematica 1889, pag. 28) als irrig nach- 
gewiesen ist. Andere als E u l e r  haben schon 1742 des Buchstaben n: sich 
bedient; E u l e r  selbst ha t  abwechselnd mit  n auch p gebraucht. Aber seit 
der Introductio bürgerte TC sich allgemein und ausschliesslich ein. . 

CANTOR. 
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Principien der  mathematiachen Optik von Clebsch, herausgegeben von 
Dr. Rusa. Augsburg 1887. 53 S. 

Es war C a u c h y ,  welcher zuerst die Bewegung des Lichts i n  Mitteln, 
die nach verschiedenen Richtungen verschieden sich verhalten, aus den gegen- 
seitigen Anziehungcn der Massentheilchen (der Hcrausgeber schreibt noch 
,Xolekülu, als ob das Wort  ursprünglich franzosisch ware) abzuleiten suchte. 
Er gelangte dabei zu Differentialgleichungen, welche die Rewegung des 
Lichts in Krystallen und die Wellenflache ergeben, so lange man es mit 
homogenem Lichte zu thun hat. Die Abhandlungen von Ca u c h y sind weit 
zerstreut, es wird daher Jedermann, der sich fiir diese Theorie interessirt, 
dern Herausgelier dankbar sein, dass e r  eine Zusammenstellung , vollends 
au3 einer so competenten Feder wie die von C l e b s c  h l  dem Publicum giebt. 

Der Tite1 isl freilich zuviel vefsprechend, da das Verfahren von C a u c h y  
weder zur Erkllbrung der Dispersion, noch der Absorption ftihrt. Unter 
Principien der mathematischen Optik wird man heutzutage noch manches 
Andcro, als das hier Besprochonc verstehen. Aber dass ein ervter Versuch 
abgeschlossen dargestellt k t ,  ist  insbesondere für  den Studirenden von 
grossem Werthe. P. ZECH. 

Nene Theorie der Reibung v o n  Petroff. Uebersetzt von WURZEL. Ce- 
kronte Preisschrift. Hamburg und Leipzig 1887. 187 S. 

Die Frege der mechanischen Wirkung der Reibung ist von den Tech- 
nikem - aus Nangel a n  Besserem - in der Art gelost, dass man die 
EiiLze von C O u l o i n  b (Unabhangigkeit von Geschwindigkeit und Grosse der 
Reibungsflache, Abhangigkeit nur  von dem Drucke) als ftir alle Falle richtig 
annahm und darnach die Rechnung weiter führte. Der Verfasser sucht, da 
diesc Sstzo durchaus nicht immer sich bestatigon, don einzclnen Ursachen 
des unter dem allgemeinen Namen der ,,Reibungu Zusammengefassten nach- 
zuspüren. An der Hand der neuesten Arbeiten wird zuerst die Reibung 
in Flüssigkeiten betrachtet, insbesondere das Gesetz von H a  g e n-P O i s  e u i  11 e 
abgeleitet und seine Uebereinstimmung mit; Versuchsergebriissen nachgewiesen. 
Dabei ergeben sich eine Anzahl F o l g e r u ~ g e n ,  nach denen die Reibnng von 
der Zahigheit des Schmiermittels abhangig, der relativen Geschwindigkeit der 
bewegten Thcile direct, der Pressung (Druck auf Flacheneinheit) indirect 
proportional ist. Auch auf die Temperatur wird noch Rticksicht genommen. 

Es zeigt sich dabei, dass die bisherigen Versuche noch nicht genügend 
Jfaterial geben, um definitive Resultate zu erhalten. Der Verfasser giebt 
da9 Charakteristische solcher zu machenden Versuche, ohne auf deren Ein- 
zelheiten einzugchen. P. ZECH. 

Hi8t:iit. Abthlg. d Zeitschr. f. Math. n. Phys. XXXIV. 4. 
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Die Lehre von der  Energie ,  historisch-kritisch entwickelt von Ur. HELM. 
Leipzig. 104 S. 

,,Die ganze Bedeutung eines Katurgesetzes liegt 'allein in dem Erfolg, 
in  der Xacht ,  mit der es uns gestattet,  die Welt erkennend zu beherrschen 
oder i n  der einfachsten Weise zu beschreiben. Die letzten Begründungen 
bleiben immer schwankende, weil sie aus dem exacten Gebiet hinausführen.' 
Mit diesen Worten charakterisirt dor Verfasscr seincn Standpunkt, ein Stand- 
punkt , der in der neueren Zeit vielfach, besonders bei K i r c h h o f f  und 
M a c h  vertreten ist. 

I n  Theil 1 werden die Quellen der Energie-Ideen aufgesucht, in der 
Nechanik, der Physik, der Philosophie und der Technik. Es wird gezeigt, 
wie auf allen diesen Gebieten mehr oder weniger unbewusst von dem Ge- 
setze der Energie seit langer Zeit Gebrau* gemacht wird. Besonders be- 
merkenswerth schoint dem Referenten die Derstellung des instinctiven Vor- 
dringens des Gesetzes in  der Technik. 

I n  Theil II wird die Begründung des Energiegesetzes behandelt. Es 
wird die Leistung R o b e r t  X a y e r ' s  in einer Weise anerkannt, wie das 
leider selteri der Fa11 k t ;  es werden die Arbeiten von J o u l e  besprochen, 
die ,,unser Wissen von der Energie erweitert, aber nicht begründet habenu, 
die auf Schlüssen beruhen, wie sie M a y e r  gemacht und die experimentell 
xu bestitigen sein Idcal wwnr. Dann werden die Verdienste Helmholtz' 
hervorgehoben , der, von der Idee M a  y e r 's ex nihilo nihil f i t  ausgehend, 
sie in  der Form: ,Ein Perpetuum mobile ist  unm6glichu benützt, womit er 
zum Gesetz von der ,,Erhaltung der KraftU gelangt. Wahrend es sich hierbei 
um Gewinri und Verlust an Energie von aussen oder nach aussen handelt, 
t r i t t  die Vorstellung der Eigenenergie eines Korpers als einer Function des 
augenblicklichen Zustandes vorzugsweise bei C 1 a u  s i u s und W. T h o m  s O n 
auf. S. 41 wird dann das Ergebniss der Untcrsuchung aufgcstcllt. 

I n  einem Theil III is t  von der ,,Energetiku die Rede, wie R a n k i n e  
eine neue Wissenschaft genannt h a t ,  deren Aufgabe is t ,  das Energiegesetz 
zu einer Weltanschauung auszubilden , welche die Mechanik als Naturwissen- 
schaft i n  sich sehliesst, aber über ihre Grenzen hinausgeht. Im Energie- 
gesetz entwickelt sich damit eine Weltformel, wie sie 1, a p  1 a c  c vorschwebte. 
AIS Beispiel für die Tragweite der Energie-Ideen werden zum Schlusse 
Begriffe aus der Volkswirthschaftslehre verwendet. 

Das kurze, prficis und stramm gehaltene Werk wird Jedem, der sich 
mit dem Studium der Energie abgiebt, für Gewinnung klarer Gedanken und 
richtige Auffassung der früheren grundlegenden Arbeiten von unschatzbarem 
Werthe sein. P. ZECH. 
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GRASBOF, Theoretische Maschinenlehre. 3. Band, 1. bis 3. Lieferung. Harn- 
burg und Leipzig, Leopold Voss. 1886, 1887. 

Der 3. Band des rühmlichst bekannten G r  a s  h o f'schen Werkes sol1 i n  
f'unf Licfcrungcn, von denen bis jctzt drei erschiencn sind, die K r a f t -  
maschin e n  in ihrem ganzen Umfange behandeln. 

Die erste Lieferung beginnt mit einer Uebersicht der Formen des zu 
technischen Arbeitszwecken verwendbaren natürlich vorhandenen Arbeitsver- 
mogens. Hicran schliesst sich die Respreühung der b e 1 e b t e  n X O t O r e n : 
JTensch (Tragen von Lasten, Arbeiten an Xaschinen bei Angriff mit Hiinden und 
Füssen), Thier (Gopel, Sretwerk). Bei den W a  s s e r m O t O r e n  wird nach 
allgemeinen Erorterungen tiber die üblichen Arten dieser Kraftmaschinen die 
Fassung des Aufschlagwassers besprochen und sodann in eingehender Be- 
handlung der W a s s e r r i i d e r  im engeren Sinne, der T u r b i n e n  und der 
W a s s e r s i i u l e n m a s c h i n e n  eingetreten. Hierauf folgen die W i n d r i i d e r  
und von den W li r m e m O t O r e n nach allgemeinen Bemerkungen iiber die- 
selben die D a m p f k e s s e l .  

Die vorliegendon Licfcrungen, welche des lebhaften Interesses der be- 
treffenden Kreise sicher sind , lassen den bekannten Charakter der G r  a s -  
hof'schcn Arbeiten erkennen: wissenschaftlich gcbildeten Tcchnikern und 
Studirenden als theoretische Grundlage zu rationeller Praxis zu dienen und 
durch eine streng wissenschaftliche Behandlungsweise zugleich auch solche 
Iieser zu befriedigen, welche an den technischen Anwendungen der von ihnen 
gepffegten Mathematik und Xaturwissenschaften Interesse nehmen. 

Ueber die Berechnung uncl die  bildliche Darstellung von Tragheite- und  
Centrifngalmomenten ebener Massenfiguren. Von RORERT LASD 
in Dresden. Separatabdruck aus dem ,Civilingenieuru. Verlag von 
A. Felix i n  Leipzig. 1888. 

Die Brochure lrnüpft an eine Abhandlung von Herrn M o h r :  ,,Ueber 
die Bestimmung und graphische Darstellung von Triigheitsmomenten ebener 
Figurenu an ,  velcher eine neue Darstellung von Fliichenmomenten zweiter 
Ordnung gegehen hat 

1st eine ebene Flache F und zwei durch einen Punkt  P gehende Axen 
PA und P B  gegeben und sind a und b die Abstande eines Flachenelements 
dF von dicscn Axen, so wird das zugehorigc Ccntrifugalmoment S a .  6. d F  
der Plache P in Bezug auf die zwei Axen auf ein statisches Moment zu- 
rückgeführt durch Zuhilfenshme eines Kreises, welcher eine genisse Abbil- 
dung der Massenfigur auf den Kreis moglich macht. 1st namlich e der 
Abstand des Fl5chenelements dP vom Pol P und legt man durch P eincn 
beliebigen Kreis vom Radius r, wclchcr A P  in A,, B P i n  B, und die Vcr- 
bindungslinie von d F  mit P in Zl trifft, so zeigt sich leicht, dass das 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



156 Historisch - literarische Abtheilnng. 

Centrifugalmoment a .  b . d F  aufgefasst werden kann als das stalische Noment 
8" .F 

eines Massenelements d m  = ,- in Z , ,  bezogen auf die Sehne A,B , .  
2 r 

Der Schwerpunkt aller dieser Pnnktmassen d m  wird der Triigh~itsschwer- 
punkt genannt. Fallen die beiden Axen PA und PB in eine zusammen, 
oo geht das Centrifugalmomcnt in das TrBgheitsmoment der Flsche um diese 
Axe über. 

' Dieser Darstellungsweise nun fügt Herr  L a n d  vereinfachende liech- 
nungsrnethoden hinzu; er untersucht die Reziehungen zwischen den verschie- 
denen Lageu der Pole und zugehorigen Tr%gheitsschwerpunkte, giebt eine 
Construction des Triigheit~schwerpiinktes, und bei dieser Gelegenheit er- 
schliessen sich ihm eine Reihe von interessanten Polgerungen, die zum Theil 
auch zur projectivischen Goometric Bczug haben; schlicsslich wird noch der 
Zusammenhang zwischen Kreis mit Tragheitsschwerpunkt einerseits und 
Centralellipse andererseits erwiihnt. 

Man muss zugeben, dass diese so durchgeführte Darstellung der TrBg- 
heitsmomente der bekannten Darstellung durch Centralellipsen an Einfach- 
heit und Anschaulichkeit zum Nindesten nieht naehsteht. Die Brochure 
kann den Technikern und Mathernatikern empfohlen werden.' 

Hervorzuheben ist die klare, leicht fassliche Form der Entwickclung 
und die anschaulich gezeichneten Figuren. 

S t u t t g a r t ,  Ju l i  1888. 

Weber die Bewegnng eines festen Kreises in einer  tropf baren Flitssigkeit. 
Von Dr. LUDWIG FENNEL. Programm der  stidtischen liedschule in 
Cassel 1888 (Programm Nr. 378). 

I n  einer kurzen historischen Einleitung werden die Umwandlungen be- 
sprochen , welche dio Theorie der hydrodynamisehen Gleichungen seit E u  le r 
und L a g r a n g e  durch C l e b s c h ,  T h o m s o n  und T a i t ,  besonders aber 
durch K i  r c h  h O f f erfahren hat. Der Verfasser ~ t e l l t  sich sodann als Ziel, 
alle die Palle zn ermitteln und zu behandeln, i n  denen sich die Bewegung 
eines festen Korpers vom Charakter des dreiaxigen Ellip~oids durch die 
Umkehrung eliiptischer Integrale, d. h. durch elliptische Punctionen und 
elliptische Transcendenten darstellen IZsst. Die Aufgabe 15uft darauf hinaus, 
dio Fiillo ausxusuchen, in  denen gewisse hyperelliptischc Intcgrale zu ellip- 
tischen werden, unter der erwiihnten Voraussetzung über die Gestalt und 
Massenvertheilung des festcn Korpers. Von den neun Fiillen, um die es 
sich handelt , werden drei vollstlndig , die Iibrigen hinsichtlich ihrer Resul- 
tate besprochen. 

Dis  gründliche und klare Arbeit ist durchaus geeignet, über die neueren 
Bestrebungen im Gehiete der Hydrodynamik zu orientiren, und stellt einen 
bemerkenswerthen Beitrag zu derselben dar. CRANZ. 
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Lehrbuch der analytischen Mechanik. Von Dr. OTTO RAUBENBERQER. 
1. Band : Mechanik der matcricllen Punkte. Leipzig, Teubner. 1888. 

Von der analytischen Mechanik, mit welcher der Verfasser nach einer 
Reihe von VerGffentlichungen anderer Art nunmehr vor dm mathematische 
Publicum t r i t t ,  ist zunachst der erste Theil erschienen. Eine eingehendere 
Beurtheilung, besonders Besprechung von Einzelheiten wollen wir anf die 
Zeit verschieben, wenn das Werk als Ganzes vorliegt, und uns vorlaufig 
darauf beschranken, den günstigen Eindruck xu constatiren, den der erste 
Theil auf den Leser hervorzubringen im Stande ist. Der  Verfasser be- 
absichtigt, eine zusammenhangende , systematische und übersichtliche Dar- 
stelliing des Gesammtgebiets der analytischen Mechanik vorzutragen; er will 
weder ein Elementarbuch, noch ein Nachschlagebuch, noch eine historische 
Entwickelung, sondcrn eine systematisch geordnete, nur das Wesentlichste 
ins Auge fassende Darstellung der neueren analytischen Mechanik geben. 
Den Kreis der Studirenden, welche sich a n  der Hand seines Lehrbuchs in  
die theoretische Mechanik einführen zu lassen beabsichtigen, scheint der 
Verfasser mehr unter denen der Universittiten, als denen der technischen 
Lehranstalten zu suchen, wie die ganze Darstellung zeigt. Der Anfanger 
wird es dem Verfasser Dank wissen, dass die meisten mathematischen Hilfs- 
resultate , welche verwendet werden, ausfIihrlich entwickelt sind , wie z. B. 
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Reihenentwickelungen, 
bestimmte Integrale u. A., und dass die Probleme nicht sogleich in volister 
Allgemeinheit vorgeführt, sondern durch Beispiele eingeleitet werden. Die 
Beispiele Sind aus der Physik, Geophysik , Rellistik , besonders aber aus der 
Astronomie gewahlt. Ob unter diesen die astromechanischen Untersuchungen 
nicht einen im Verhiiltniss zum Ganzen etwas zu grossen Raum einnehmen, 
dürfte zum Mindesten eine discutable Frage sein. 

Behandelt sind im vorliegcnden ersten Theil die freie und unfreie Be- 
wegung materieller Punkte,  die Principien der Mechanik , auf deren Behand- 
lung besonders aufmerksam gemacht werden 0011, und die Differentialgleich- 
ungen der Bewegung i n  allgemeiner Behandlung; ferner ist eine Einleitung 
in die Potentialtheorie ebenfalls diesem ersten Theil einverleibt. Ftir den 
zweiten Theil, Nechenik der starren Systeme, stellt der Verfasscr in Aus- 
sicht, sich in der Theorie der Elasticitit und der Hydromechanik nur auf 
die wesentlichen Punkte beschranken zu wollen. Wir mocbten den E u n s c h  
aussprechen, dass die nelieren Methoden in beiden Theorien nicht allzukurz 
behandelt werden. 

S t u t t g a r t ,  Jul i  1888. CRANZ. 
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Ab theilung. 

Ueber eine Algorismus-Schrift des XII. Jahrhunderts 
und über die Verbreitung der indisch - arabischen 

Rechenkunst und Zahlzeichen im christl. Abendlande. 

Von 

Dr. ALFRED NAGL 
in Wien. 

IV. Nach den eigentlichen Lehranweisungen wendet sich beztiglich der 
Verhreitiingsmittnl der praktischan Arithmotik dio Aufmerksamkeit zunKchst 
auf die Handels- und Wirthschaftsrechnungen, i n  Deutschland vornehmlich 
auf die reichlich erhaltenen sttidtischcn und Klosterrechnungen. Aber ge- 
rade hier tritt  der Umstand ganz deutlich hervor, dass der Anwendung der 
Ziffern bis in das XVI. Jahrhundert hinein ein specieller Hinderungsgrund 
in1 Wege gestanden ist. E s  is t  Lifter hervorgehoben, aber niemals nach 
seiuen Ursachen untersucht worden , dass sowohl i n  Italien, als in Deutsch- 
land und Frankreich die Rechnungen dnrchwegs mit romischen Zahlzeichen 
geführt werden, bis erst gegen Ende des XV. Jahrhunderts darin die ara- 
bischen Ziffcrn vareinzelt zum Vorschein kommon, um dann nach und nach' 
erst im XVI. Jahrhundert die Oberhand zu gewinnen. Mit der oben dar- 
gestellten Verbreitung der theoretischen Hecheilkunst s t e t t  dies in  einem 
auffallenden Widerspruche, der auch durch die Erwagung , dass der Algo- 
rismus zunachst lange Zeit Schulwissenschaft bleibt, nicht abgeschwacht 
wird. Denn die Rechnungen sowohl im Handels - als im Privatleben zeigen 
schon im XIV. Jahrhundert allerwarts deutlich den massgebenden Einfluss 
Italiens und es ist  eine selbstverst&ndliche Sache, dass die Handels- und 
Industriekreise Mitteleuropas, welche schon im XIII. Jahrhundert eine leb- 
haftt! Verbindung mit den ober- und mittelitalieniscben Handelsstadten unter- 
hielten, eine Verbindung, die namentlich auch auf dem Gebiete des Bank- 
wesens von Brosser Bedeutung geworden is t ,  mit den buchhalterischen For- 
men Italiens auch die Kenntniss der dort gangbaren Rechenkunst erwarben.') 

1)  Umfassende Nachweise über diese Erscheiuungen sind hier unausführbar. 
Ich verweise nur beispielsweisc auf die Notiz bei D c Wail ly ,  EMm. de Pal. 1, 

Hiat.-lit. Abthlg. d. Zsitschr. f. Mntli. u. Pliya. XXXIV. 5. 1 s 
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Der  Grund is t  nun  bemerkenswerther Weise ein j u r i s t i s c  h e r  und 

ich will hier den tifter erwahnten,  abe r  bisher noch nicht vertiffentlichten 
Art ikel  101 des S t a t u t o  d e l l '  A r t e  d i  C a m b i o  zu F l o r e n z  dd. 19. April 
1299,') durch welchen die Sache ihre  unn i t t e lba re  Aufklarung erhalt ,  zu- 
nachst seinem vollen Wort laute  nach anfiihren. 

CI. Q u o d  m u l l u s  d e  a r t e  s c r i b a t  i n  s u o  l i b r o  p e r  abbacuna. 

I tem statutum et ordinatum est, quod nullus de hac arte audeat vcE 
permittat vel per se vcl pcr aliurn scriOcrc cc1 scribi facere per SC vrl aliuna 
in suo libro vel quaterno" vel i n  aliqua parte in. quo vel yuibus srribat dala 
et accepta alipuod, q u o d  p e r  m o d u m  v e l  E i t e r a m  a b b n c k i  i n t e l l i g a t u r  
s e d  a p e r t e  e t  e z t e n s e  s c r i b a t  p e r  l i t e r a m .  Facimti contra terzeantur 
consules tollere fiornine pene fpoenae) solidos viginli per quallbet vice et per 
qualibets cripta, et nihilominus tencantur consulcs, si ad corunz manus pcrvcncrit, 
alipuod scriptum esse contra praedicta vel uliiuid praedidorum per se et 
eorum offitium teneanfur eondemplznre modo praedicto. et praedicta lorunz 
habea~at a medio mense aprilis sub anlzo donaini mi2lesimo ducento duccnto 
(sic) aonagesimo mono ind. duodecimae in untea, sive de libris incipiendis 
scribi a medw mense aprilis in antea et pro rationibus quae scribentur a 
vnedio mense aprilis in antea?) 

Die juristische Auslegiing diescr Stelle ist nicht, ganz leicht. Man be- 
achte,  dass die Italiener das W o r t  abbaco unmittelbar aus dem antiken 
Spractischatze bis zum heutigen Tage  beibehalten , den Gegenstand seiner 
Bedeutung selbst aber,  das Rechenbrett ,  i n  ihre  mittelalterlichen Culturein- 

richtungen nicht übernommen haben.') Der  italienische Ausdruck bedeutet 

714, davs in Frankrcich die remischen Zahlzeichen bis 1549 in Gcbrauch waren. 
Bezüglich Italiens und Deutschlands vergl. das oben im 'I'ext üesagte. G e e r i n g ,  
Handel und Industrie der Stadt B a ~ e l ,  Rase1 1886, berichtet S. 211: ,It,alien 
nimmt die arabischen Ziffern be re i t~  im XLI. Jahrhundert au (?), unsere Kaufleute 
im  XV. iind XVI. Der Haiidelsstand war der specifische Vertreter der neuen 
Schrift (Zahlzeichen). Sie dringt in den Archiven der Handelszünfte vie1 friilier, 
schon im XV. Jahrhundert durch, wshrend sich da.s lateinische System irn gemeinen 
Leben, liei den Handwerkszüuften wie in der stadtisçhen Verwaltung, bis tief ins 
XVI. Jahrhundert h%lt.& Der Verfasuer merkt hierzii an: ,,Arabische Ziffern fielen 
mir zuerst auf in der Frohnvestenrechnung von 1579/80, Angaria IL'' (Vergl auch 
oLen S. 138 Note 1.) 

1) Dieses für die Rechtsgeschiühte hochnt wichtige Docunient entbehrt leider 
noch der Veroffentlichung. 

2) Italiariismus von quaderno, dern gangbaren Ausdruck für's Handelshuch. 
3) Man sagt, dass diese Bestimrnuna auch in die fipateren renovationes dieser 

Statuten augenommen worden, was allerdings 6chr wahrscheiulich ist. Ich habe 
solcher Renovationen nach dem Katalog des Archivio di  s h t o  (reformagioni) zu 
Florenz folgende notirt: 15. MMrz 1300 - 11. Septembrr 1313, 14. Mars 1314 - 
6. April 1316, 7.  Mirz 1316 - 13. Mai 1320, 11. Juni 1347 - 6. Februar 1584 (1354?), 
ohne sie jedoch einsehen zii konnen. 

4) Das Umgekehrte war in  E'raril<reich und in ganz Mitteleurop der FaU, 
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gegenwartig, wie schon i n  obiger Stelle, die Rechenkunst, im engeren 
Sinrie das schriftliche Stellenrechnen , also die arabisch- indische Methode. 
Modus abaci ist mithin jede Einrichtung der Handelsbticher, welche irgend 
Etnas aus dem Princip dieser Methode mitnimmt, insbesondere also das 
stellcnm&sige Untereinanderschreiben der Postenbetrsge am Rande dos 
Blattes, und Qass man sodann unter Litterae abaci nichts Anderes als die 
Figurae Indorum, die indisch-arabischen Ziffern zu verstehen habe, ergiebt 
sich von selbst. Wir  werden unten den Grund kennen lernen, warum das 
Gesetz hier den Modus abaci gesondert von den Litterae aufführt und 
Beides verbietet.l) Aber auch die Anordnung des aperte et edense scribere 
per litteram, worunter natürlich in geradem Gegensatze zu den indischeu 
Zahlzeichen das Buchstabenalphabet gemeint i s t ,  erscheint nicht ohne Wei- 
Bres klar. Nan  würde zunachst an ein wortliches Ausschreiben der Zahlen 
denken. Allein dass die Stelle neben diesem auch mit dem Gebrauche der 
romischen Zahlzeichen vereinbar gswesen, beruht auf der Untersuchung der 
damaligen Praxis und auf der Erwagung, dass die romischen Zahlzeichen, 
urspriînglich nur .notue im engeren Sinne, nach und nach den Charakter 
von B u c h  s t a b e n , die Zeichen für Tausend und Hundert sogar denjenigen 
von Wortabkürzungen angenommen haben. Das exteme scribere bedeutet 
darnach nur soviel, dass die Zahlen ohne Unterbrechung der Zeile im un- 
mittelharen Anschlusse a n  den Text zü schreiben seien, irn Gegensatze zu 
dem bekannten Auswerfen der Zahlen, und wohl auch mag dabei schon 
an das ebenfalls sogleich 211 besprechende gmphische Zusammenziehen der 
romischen Zeichen gedacht sein, mit einem Worte die ganze Erscheinung 
dcr damals üblichen Zahlendarstcllung in den Handelsbllchern. 

Wir sind namlich in der gfinstigen Lage,  diese Uebung an gleich- 
zeitigen, durehaus massgebenden Quellen beurtheilen zu konnen. Von der 
Compagnia Peruzzi, sowie von den Alberti del Giudice zu Florenz, zweien 
der  hervorragendsten Bankhauser jener Zeit,') dcren Mitglieder hochst wahr- 

wo das Wort giinzlich aua der Volkssprache verschwindet, die S a c h e  aber, das 
Rechenbrett, noch im XVI. und XVII. Jahrhundert die regelmksige Einrichtung 
der praktischen Arithmetik bildet. Vergl. über diesen auffallenden Gegensatz meine 
augeführte Abhandlung: Die R e c h e n p f e n n i g e ,  bes. S. 39 flg. 

1) Die Schule Gerber t ' s  und der Vorgerbert'sche Tractat wenden das Wort 
clliaeus technisch auf ihr Rechenbrett und ihre Methode an. Gleichwohl ist an 
diesen Zusammenhang hier nicht zu denken. I n  Italien waren die Arcus Pytha- 
gorac nienials heimisch. am wcnigsten zu Ende des XIII. Jahrhunderta, wo sic 
kaum mehr anderwarts geübt wurden. 

2) Vecgl. S. L. P e r u z z i ,  Storia del Commercio e dei banchien di Firenze, 
iLid. 1868. Doch sind darin die Stellen aus den florentinisclien Iiandelsbüchern 
alle mit art~bischen Ziffern wiedergegeben und die Betrage ,,in abbaco" unterein- 
andergestellt, was allerdings mehr der Bequemlichkeit des modernen Leeers als der 
historiechcn Treue entspricht. Die einwarts gezogcne Einstcllung der Seitensum- 
men ist jedoch richtig zurn Ausdruck gcbracht (S. 275 flg.). Meine Ausflihrungen 
im Textc beruhen auf eigener Einsicht der Randschriften. 

13*  
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scheinlich a n  der Gesetzgebung auch unmittelbar theilgenommen haben, sind 
noch wichtige Handlungsblicher erhalten, so insbesondere cin Libro secreto 
des G i o t t o  d ' A r n o l d 0  d e '  P e r u z z i ,  ein Buch seines Bruders A r n o l d o  
d e  ' P e r u z z i l  beide mit Kalen november 1308 beginnend , ein Libro secreto 
sesto der Compagnia Peruzzi von 1339 und ein Libro del asse sesto der 
G i o t t o  d e '  P e r u z z i  e Compagni von 1338 an.') I n  diesen Büchern ist 
keine Spur der Anwendung der Ziffern zu finden, das romische Zahlzeichen 
f i h r t  noch die Alleinherrschaft; aber die wichtigsten Betriige, namlich die 
Tausende der Lire, sind zumeist in Worten ausgeschrieben, z. B.: s puin- 
ditirnilia: C X V f V  4 V I  i n  f i~r in i .~ )  Ganz in Worten ausgeschriebene 
Uetrage habe ich jedoch nirgeuds gefunden. Aber jene erwihnte Zusam- 
menziehung der Zahlzeichen ist liberall bemerkbar. Das Zeichen flir tausend, 
cil, hebt sich zwar noch immer gesondert ab ,  aber d, c, 1. x und v, die ge- 
wohnlichen Minuskeln, werden nun nach Thunlichkcit , wie in fortlaufcnden 
Texten, graphisch verbunden. Uesonders charakteristisch ist hier und im 
ganzen Mittelalter die regelmassige Verlangerung des letzten 1 in den Ein- 
heiten , wie vq = VI1 , was keinen andern Zweck hat  , als die nachtragliche 
Hinzufügung einer weiteren Einheit zu verhindern. Die einzelnen Posten 
und ihre Abschltisse sind durchaus in laufender Schrift gehalten, so da38 
von einem Rechnen in den Btichern selbst keine &de sein kann, sondern 
zur arithmetischen Ucbcrprfifung alle Zahlen besondcrs herausgeschrieben 
werden mussten. Nur i n  dem Buche des Arnoldo und in dem Buche der 
Compagnia von 1335 tr i t t  schon das Auswerfen der Zahlen a n  den Rand 
auf ,  wobei aber die abacusgernasse Untereinanderstellung noch immer ver- 
mieden is t  und die Gesarnmtsummen wieder innerhalb mit textartig fortlaufen- 
der Scriptur erscheinen. 

In einem Libro biancho des P a l i a n o  d'e F a l c h o  P a l i a n i  von Flo- 
mit 12. October 1382 beginnend, finde ich zum erst,en Male die 

arabischen Ziffern an einzelnen Stellen auftretend. Mit ihnen ist die Fo- 
liirung hergestellt und der Buchführcr bemerkt gleich im Eingange: .chia- 
masi libro biancho ed è dé charta 140'. Diese 150 Bliitter sind vollstandig 
erhalten und weisen a n  einzelnen Stellen (fol. 12) sogar Geldbetrage in ara- 
bischen Zahlen auf. E s  ist  wohl eine Einwirkung des neuen Systems der 
venetianischen Buchhaltung, das freilich in etwas ganz Anderern bestand, als 
i n  dem schon von der antiken Zeit her bekannten Sondern der Expensi- 
und Acceptilationes nach gegentiberstehenden Paginae. P a 1 i a n O sagt nim- 
lich weiter im Eingange seines Buches: scriuerollo alla vmeziafia cioe nt2 

una carta dure e dirrimpetto luvere. 
Noch staiker zeigt sich der venetianische Einfluss i n  der Zahlendarstellung 

i n  den Biichern des F r a n c e s c o  d i  M a r c o  D a t i n i  von Prato bei Elorenz 

1) Bibliothcca Riccardiana. Vergl. P e r u z z i  a. a. O. p. 228. 
2) Die Wiihrung kt  die Lira a fioriuo d'oro xu 20 Soldi zu 12 Denari. 
3) Archivio di stato dasell~st. Vergl. P e r u z z i  pag. 224. 
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&us dem Ende des XIV. und dem Anfang des XV. Jahrhunderts, i n  wel- 
chen die durchweg romischen Betragezahlen einerseits sorgfiltig zusammen- 
gesogen, andererseits zum ersten Male in abbaco gestellt erscheinen. Sie 
werden nBmlich ausgeworfen und derart untereinander gestellt, dass die 
Kategorien, namlich die Tausender (q) , die Hunderter (6-) , die Fünfziger 
(4) und die Zehner mit den Einern (y, v, wq) je eine gesonderte, gra-  
phisch verbundene Gruppe bilden und mit den gleichen Gruppen unterein- 
andergestellt erscheinen, so dass ein Zusammenz5hlen im Buche selbst un- 
mittelbar ermoglicht ist. Aber die absichtliche Umgehung der arabischen 
Ziffern zeigt sich i n  diesen Biichern sehr auffallig. Durchweg werden die 
Summen der einxelnen Seiten und die Saldi seitwiirts m i t  a r a  b i s c h e n  
Zif f e r n angedeutet oder Uberrechnet , ja  in einem Buche ') finden sich sogar 
zwei Geldrubriken, deren iiussere die Betriige i n  der gebriiuclilichen Weise 
mit rtimischen Zeichen, die innere aber dieselben Betriige jeweils danebeu 
mit arabischen Ziffern enthslt, um so einerseits der gesetzlichcn Vorschrift 
und andererseits dem Bedürfnisse nach besserer Uebersicht der Contobewegung 
zu ontsprechen. 

Jene merkwtirdige Zahlendarstellung durch gruppenweises Unterein- 
anderstellen der romischen Zahlzeichen, welche zweifellos iinter dern modo 
den' abbacho der Plorentiner Sprachweise gemeint ~ a r , ~ )  findet sich nun in 
der That in  den venetianischen Handelsliüchern am scharfsten ausgepriigt. 
Die Scritture Grimani von 140S9) z. B. halten diese Einrichtung auf das 
Genaueste fest, es erscheinen darin sogar die Zehner, Fünfer und Einer 
abacusmassig gesondert. Auch wenden sie für  die kleinste Münzsorte, 
den P i c c i ~ l o , ~ )  schon durchweg die arabischen Ziffern an und die absicht- 
liche Umgehung der letxteren für  die übrigen Geldbetrage tritt  auch hier 
wieder darin hervor, dass in den Conti selbst hier und da  die Saldirungen 
und Seitensummirnngen seitwiirts in arabisch-indischer Rechnung und mit 
Ziffern nachgerechnet erscheinen. 

Von einem ausdrücklichen gesctzlichen Verbote der Anwendung der 
Abacus- Darstellung und der arabischen Ziffern, wie sie in  Florenz bestand, 

1) Libro hiancho segnato B von 1404, f. (Nr. 720 der Sammlung zu Prato) 
foglio c - y y q  (d. i. 123). Der Anfang lautet: Qwsto  libro e da francescho de 
niarcho da Prato merchatante e cz'ttadino fiorentilzo ne1 quale scriveremo d e  b i t  o r  i 
e c r e d i t o r i  d i c h o n t r o  l u n o  a l a l t r o ,  chornimiando guesto adi primo d i  7w- 
sembre 1404 (arabisch) al 2 (arabisch) e chiamasi libro biancho sengniato B. 

2) Vergl. üuch die ,,Libri signati per Abacum a principio usque ad h e m c t  
der Statuta Mantuana, eine Stelle, zu deren Erklarung die Beruerkung von Du 
C a n  g e (v. Abacus) : Hinc . . . intelligo codices notis numericis per singulm paginas 
sigimtas nicht ausrcicht. Doch vermag ich nicht zu unteracheiden, ob es sich um 
eine Paginiruug iu arabischen Ziffern, oder mit rBrnischen in abbaco getitel!ten 
Zahlzeichen, wie sie sich bei F r  a n  cesc O D a t i  ni findet, gehandelt habe. 

3) Arühivio notarile d i  Venezia. 
4) Die Stückeliing ist Lira zu 20 Soldi, xu 12 Grossi, zu 32 Piccioli i n  Gold. 
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is t  mir zwar für Venedig nichts hekannt, aber dass der Rechtssatz dort eben- 
falls bestand, unterliegt schon nach jener absichtliclien Umgehung der Zif- 
fern keinem Zweifel, wenngleich das Rediirfniss vorifinfig znr abacusm%ssigen, 
d. h. zur stellenwerthigen Darstellung gedrangt ha t ,  wobei das romische 
Zahlzeichen zu jener ganz absonderlichen Function gelangt ist. P a c  i o l i  , 
i n  dem bekannten Tractate iiber die Buchhaltung in doppelten Posten in 
seiner grossen Summa de arithmetica von 1494,') sagt darüber nichts weiter, 
a ls  dass die Jahreszahl am Kopfe alP antica, ail' abaco amtieo, per alfabeto 

zu schreiben sei. Aber noch D o m  e n i  c O M a n z o n i  spricht von der forma 
delle figure antiche che si soglion fare nei libri doppi ,  und stellt sie mit der 
besprochenen Zusammenziehung und Verliingerung der letzten 1 dar. Er 
betont insbesondere die Nothwendigkeit, sie g u t  zusammen vereinigen (bin- 
den) zu lernen und dass dies aus dern Grnnde der Sicherheit gegen nach- 

triigliche Aenderungen geschehe.') Auch das Buchhaltungswerk des Genueser 

1) Distinctio IX. Tractatus XI. particularis de computis et scripturis (ed. 
Prof. Vincenzo Gitti, Torino 1878), Cap. XV: Ma. came È ditto, prima di sopra ne1 
Quaderno porrai il millesimo (die dahreszühl) d l '  abaco antico, ciuè p w  alfabeto, 
cosi MCCCCLXXXXIII. (1493.) Die graphischeVerbindungist natiirlich im Drucke 
verwischt. Vergl. die Uebersetzung bei Dr. E. L. J a g e r ,  Lucas Paccioli und Simon 
Stevin, Stuttgart 1876. 

2) Von Domeni  C O  Manzoni  au5 Udcno sind zwei Werke über die vene- 
tianische Buchhaltung vorhanden, der Quaderno doppio col suo Giornale . . . se- 
cundo i l  costume d i  Venetia d i  Dominico Manzoni Opitergiense, Venedig 1554, und 
der Libro mercantile ordinato col suo Giornale et Alfabeto per tmer  conti doppi al 
modo di Venetia di Domenico Xanzor,i da  Uderzo, Venedig 1564 und 1573 (alle drei 
Drucke des Da Trino). Die im Texte angeführten Worte sind dem 15. Cnpitel des 
letzteren Werkcs entnommen. UrnsttLndlicher spricht der Verfasser von dem Ge- 
genstande aber schon i n  dem Werke von 1554 (vergl. die Uebersetzung vou Ur. 
E. L. J E g e r ,  Geschichte der Doppelhuchhaltung, Stuttgart IEi'il), zunachst im 
1. Buche, Cap. 14 (Jager S. 57), danu im LI. Buche, Cap. 2 (Jiger S. 68). Er schreibt 
in der letztercn Stellc das sogenannte Auswerfen der Geldbetrage vor und zwar 
aus Sicherheitugründeu mit den ,,alten Figurencc, besonderv bei deu Lire, Suldi und 
Grossi, wogegen bei den Piccioli nicht soviel daran lage: lequal figure antique 
solamente si fanno, perche le n o n  s i p o s s m  cosi facilmente diffraudare, corne quelle 
dell' abaco moderno, lequal c m  f a d i t à  d i  u n a  sene ( d .  i. un se.pw) potria fare 
un' altra,  corne e puella del nulla,  dallaquul seme potria far un 6 una 9 e molte 
altre si potriano mutare. (Die Uebersetzung bei Jager S. 69 von abaco rnoderno 
mit ,,rnoderner Ilechentafel" ist nach dem oben irn Texte Ausgeführton eu verbessern.) 
Diese Rücksicht auf die Unveranderlichkeit der romischen im Gegensatz zu den 
modernen Zahlzeichen sei hauptsachlich bei wichtigeren Geschaften mit Rücksicht 
auf die gerichtliche Beweisführung zu beachten, perche quando essi libri con tel 
figure antique con diligenza tenuti ,  in qualque giudizio l i  accadcsse prodwti, 
q u e l l i ,  eome d i  p i c  a u t t o r i t a  s a r i a n o  c r e d u t i .  Daher erkltLrt eu der Ver- 
fasser schon vorher Bd. 1 Cap. 14 (Jager S. 57) als wichtig für die Buchführer, die 
alteren Zahlzeichen gut b i l d e n  und gut in eineui einzigen Zuge verbinden zu 
ktinnen, b e n  f o r m a r l e  e t  belz t i g a r l e  Z 'una c o n  l ' a l t r a ,  a c c i o  s iano  i n -  
c a t e n a t e  i n s i e m e  ... c o n  p r e s t e z z a  s e n z a  l e v a r  Ea p e n n a  d e  l a  car ta .  
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Monches D o n  A n g e 1 0  P i e t r a  von 1586l) kommt auf den Gegenstand zu 
sprechen (cap. XIV, Jager  S. 122). E r  nennt die rijmischen die ,,kaiser- 
lichenu Zahlen und sagt,  dass sie hauptsachlich für Bankhalter und Han- 
delsleutr wegen des Schutzes gegen Falschungen wichtig seien. 

Wir  sehen uns nach Alledem zu dcm Ausspruchc veranlasst, dass der 
Gebranch der romischen Zahlzeichen in der üblichen graphiscben Verbin- 
dung geradezu Gegenstand eines Gcwohnheitsrechtes geworden war, in der 
Richtunp, dass die Glaubwiirdigkeit der Haodelsbücher vor Gericht durch 
den Gebrauch der arabischen Ziffern wesentlich beeintrachtigt wurde. 

Dies is t  also der Grund, warum der allgemeine Gebrauch der arabi- 
schen Ziffern in  Handelsblichern bis zu Ende des XV. Jahrhunderts ganz 
vereinaelt bleibt und erst im XVI. Jahrhundert mit dem ZiirIicktreten der 
alten Anschauung allmalig durchdringt. Bemerkenswertherweise ist, die ganze 
Erscheinung auch auf Deutschland übergegangen. I m  XV. Jahrhundert 
sehen wir daselbst überall die Buchführung ganz nach italienischer Art 
geübt. Die Zahlen sind durchweg in r thischen Zeichen und gewohnlich 
mit der bescbiiebenen Verbindung dargestellt, insbesondere fehlt nirgends 
die Verlangerung des letzten 1. Auch die abacusmissige Darstellung in 
romischen Zeichen und die seitliche Ueberrechnung in arabischen Ziffern 
werdeu ange t r~f fen .~)  Aber am bezeichnendsten für  die Annahme der ita- 
lienischen Rechtsanscbauung ist eine Erscheinung zu Prankfurt a. M., von 
nelcher K r  i e g k ') berichtet. ,Die arabischen Zahlzeichen , damals schlecht- 
neg die Ziffern genannt, wurden in don Rechcnbüchcrn des Prankfurtor 
Rathes am Anfang des Jahres 1494 zum ersten Male gebraucht, jedoch 
voreinzelt und mitten zwischen den romischen. Ein wenige Wochen nach- 
her gefasster Rathsbeschluss aber verbot den Beamten, welche jene Bücher 
führten, sich der ersteren zu bedienen. Hierauf erscheinen die arabischen 
Ziffern zuerst wieder im Rechenbuch von 1546, wiewohl noch immer mit 
rh i schen  untermischt, und es dauerte noch eine Zeit l ang ,  bis sie ganz 
an die Stelle der letzteren traten.' Anmerkung 71  hierzu: Jm Rechenbuch 
von 14934) kommt auf den Karlstag 1494 die erste arabische Zi5er vor; 
am Tage Invocavit dieses Jahres aber cnthalt das Biirgermoistorhuch folgen- 
den Beschluss: ,Item sollen die rechenmeister sich hiefür mit zyffern zu 
rechen r n a s ~ e n . ~  5) 

1) Indirizzo degli Bccmomi osia ordinatisszma imtruttiolae da   egol la ta mente 
fwmure qualumqu.e scrittwa in wn libro doppio occ. Mantova per Francesca Osana. 
1686. Uebersetzt auszugsweise von E. L. J a g e r ,  Doppelbuchhaltung, S. 105flgg. 

2) So in den Eaitungeu des Büigerspitales und des Oberkamrneramtes der 
Stadt Wien. Arnbische Ziffern erscheinen darin, aber nur im Context und in seit- 
Lichen Anmerkungen, mit dem Jahre 1470. 

3) Deutsches Biirge$hum im Mittelalter, N. F. S. 83. 
4) d. h. welches mit dem Jahre 1493 beginnt. 
5) Bemerkenawerth ist der von Fned. Un g e r  a. a. O. S. 15 aus K 6 b  el's 

hirbuch von 1515 geführt,e Nachweis, dasa die um 1600 in Deutschland noch 
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Sehen wir also hier die Ziffern gerade von jenem Felde, welches ihnen 
ausser der operativen Arithmetik naturgemass bestimmt ist,  durch eine con- 
crete Rechtsanschauung Jahrhunderte lang verdriingt, so kann die Langsam- 
keit ihrer Verbreitung trotz der 6rtlich sich kundgebenden Vorliebe für die. 
selben nicht Wunder nehmen. Dass der Handclsstand schon frühzeitig auf 
den Algorismus aufmerksam geworden, ist naheliegend, und die Aufnabme 
der italienischen Arithmetik im Laufe des XLV. Jahrhunderts, wo auch die 
italienische Buchhaltung nach Deutschland vordringt, ist  durch die arith- 

metischen Tractate in  deutscher Sprache aus dern Anfange des XV. Jahr- 
hundertsl) bezeugt. Schon im XIII. Jahrhundert erscheinen arabische Zif- 
fern vereinzelt auf Siegeln, die sich daun immer haufiger dieser Darstellung 

allgemein und überwiegend gebrauchten rh i schen  Zahlzeichen damals geradezo 
a h  ,,deutache Zahlen" im Gegensatze zu den ,,Ziffernc< bezeichnet wurdcn. Es er- 
inncrt dies dern Sinnc nach an die Bezeichnung nwmerus naturalis im ersten 
Boetius-Anhange. Die von Ktlbel daaelbst gehandhabte Verwendung der r6mi- 
schen Zeichen für die Numcration und Operation in gemcinen Brüchen crachte ich 
inde~s als einen singularen Vernuch des Butors, die Rechnung in gemeinen Brüchen 
mit dern Rechenbrett zu verhinden. - Zn dern bei Un g e r  S. 16 vorkompienden 
Citate aus dem Orbis sensualiuni pictus des J O  h. Amos Com enius: ,,Die Bauern 
zkhlen mit Kreuzen und halhen Kreusencr, ware noch zu verweisen auf desselben 
Verfassers Janua linguamm von1631, cap.72, De Arithmetica (Opera didaçt. Amsterd. 
1657, 1, 289): Rurieolae per decwses, duodenas, q u i n d m  et sexagenus supputant. 
Bei den Bauern des Dauphin6 sollen die remischen Zeichen uoch jetst im Gebrauchc 
sein nach E d e l e s t a n d  du Menil ,  Et. d'archéol., p. 141 ( W a t t e n b a c h ,  Lat.Pal.). 
Doch diirfte auf solche Auakunftsmittel des Bauernstandes für die Geschichte der 
~raktischen Arithmetik kein besonderes Gewicht zn legen sein. 

1) Das Erscheinen der Lchrànweisungen in der Volkssprsche ist selbstvcr- 
standlich für die Geschichte der Verbreitung des Gegenstandes sehr wichtig. Ich 
will daher hier die altesten, von denen ich Wisscnschafi erlangen konnte, anfiihren. 
I t a l i e n i n c h :  Libro d'Abacho, cod. man. der Magliabecchiana Cl. XI no. 74, ge- 
schrieben nm 1320 (vergl. Boncompagni, Trattato d'arithm. stamp. ne1 1478 in den 
Atti der Lincei 1563, XVI pag. 803). P a o l o  D a g o m a r i ,  Le Pegoluzze di Maestro 
Paolo dell' Abbaco, gedr. bei L i  b r i ,  Hist. de math. 3 ,  296 und besser in Miscel- 
lanea Pratese no. 1. Prato, 1860. F r a n z  6 s i sch :  Ein anonymer Algorismus 
im cod. man. der Biblioth. de Ste Genevihe in Paris R. 1. 17, geschrieben unter 
Philipp dern Kühnen, also zwischen 1270 und 1285, beginnend mit den Worten: 
Chi commenche algorisme. (Vergl. Ch. H e n r y ,  Sur les deux plus anciens trait& 
français dlAlgorisme et de Géomctrie im Bullett. Boncompagni XV pag. 49.) 
Deutsch:  Der schon emahnte Tractat im Wiener Codex no. 3029 aus dern XV. Jahr- 
hundcrt, bcginncnd: ,,Addini haiszt zusamgcbenY; zwei Algorismus-Tractate in 
den Münchener Handschriften des XV. Jahrhunderts no. 4162 und no. 7088, letzterer 
beginnend: ,,Wilt di1 maisterlich nach rechtcr Kiinst des weisen hochgelehrko 
meisters . . . Algi  lernen rechnen . . .". N i e d e r d e u t s c h :  Ein Algorismustractat 
im Codex su Rasel F. VLI, 12, geschrieben im Jahre 1445 (nach fol. 20Sv scriptus 
per manus bernurdi de Veda qui tempm's fuit visitanus Gildensis, anno dvmini 
1445) auf fol. 169r-177r: Allgorismus is eelz aerst. - Inzwischen hat sich Fried. 
U n g e r  der dankenswerthen Mühe unterzogen, den letzteren Tractat herauszu- 
geben: ,,Da8 alteste (7) deutsche Rechenbuch", in der Zeitschr. f. Math. u. Php. 
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der Jahrcszahl bedienen, seit Ende des XIII. Jahrhunderts auf Grabateinen.') 
Das XV. Jahrhundcrt bringt eine besondere Vorliebe für  sic in  den mittel- 
und süddeutschen Stadten, namentlich in Nürnberg, wo sie schon allerwarts 
auf Gcbëuden, Bildwerken u. dergl. anzntreffen sind, wohl ob ihrer in die 
damalige Stylweise gut  harmonirenden Gestaltungen. Die gewiihnliche Ver- 
wendung deroelben iri den Kalendarien des XV. Jahrhuriderts ist  aber ein 
untrügliches Zeichen für  ihre damals schon sehr allgemeine Kenntniss und 
Ansbreitung. 

Die Verbreitung der indisch-arabischen Arithmetik im Abendlande war 
also von sich entgegenwii kenden Momenten bestimmt , dem lebhaften Be- 
durfnisse der Handelswelt und dcm Wissensdrango der Gelehrten einerseits 
und den oben dargestellten besonderen Hinderungsgrhden andererseits. Es  
wird aber, um nicht neiie Missverstandnisse horvorzurufen oder alte zu ver- 
starken, zu betonen sein, dass jene Einderungsgründe m m  Theil mehr der 
Hervorbringung von Schriftmonumenten, die uns für  die damalige Uebung 
der Rechenkunst Zeugniss ablegen würden, im Wege standen, als dieser 
letzteren selbst. Wenn gegen Ende des XIV. Jahrhunderts in Italien sich 
die Ziffern  trot^ der gesetzlichen Verbote und entgegenstehender Rechts- 
anschauungen in die Handelsbücher eindringen, Abschlüsse in romischen 
Zeichen darin mit den arabischen überprüft werden, so ist dies ein schla- 
gender Beweis, dass damals die indisch-arabische Arithmetik bei den ita- 
lienischen Handeldeuten schon die dlgemein iibliche, ja gewohnliche Rech- 
nungsform war. Diese Erwagung wird ausserordentlich verstarkt durch den 
Umstand, dass bei den Ttalicnern des Rechenbrett erwiesenermasscn nicht 
mehr in Anwendung geweden und dass die damals noch geübte Fingerrech- 
nung für die Bediirfnisse jenes grossartig entwickelten, mit fast ~arnmt-  
lichen Einrichtungen des heutigen Bankverkehrs schon arbeitenden Handels 
bei Weitem nicht mehr ausgereicht haben konnte. Das Auftreten eines 
Tractates über die Ziffernarithmetik in der italienischen Volkssprache iim 
1320, dem ein solcher in  franzosischer Sprache schon um 1280 vor&geht, 
wird daher zu einem bedeutsamen Umstande, der dazu drangt, diesen Zu- 

1858, hist.-lit. Abth. S. 125. Er verweist hierbei auf eine schon fol. 180' vorkom- 
mende Datirung, welche mir entgangen ist: Deo gratias affinitzls et compldusper 
nie bernardum studentem temporis twnc hildensem. Anno àomini MoccccoxlvO. Z i i  

Unger's Note 3, S. 143, bemerke ich, dass die moderne Bedeutung des deutschen 
Wortes ,,Z if f e r  n" nach dem oben im Texte erwahnten Frankfurter Rathsbeschluss 
von 1494 achon für jene Zeit als allgemcin gangbare zu betrachten i a t  

1) Die Fille des frühesten Vorkommens der indisch-arabischen Zahlzeichen 
in Deutschland sind sehr sorgfaltig gesammelt und besprochen von Mauch im 
Anzeiger für Kunde deutscher Vorzeit 1860, Sp. 130: ,,Mittelalterliche Siegel mit 
JahrzahlenCc; Sp. 46, 81, 116, 151, 189, 219, 268: ,,Ueber dcn Gebrauch arabischer 
Ziffern und die Veranderungen derselben." Vergl. ebenda 1863, Dobner ,  .,Zur 
Geschichte der arabischen Ziffern", und 1876, Sp. 33, F. K., ,,Grabdein mit der 
Jahreszahl 1385 in arabischen Ziffern". 
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stand such der Zeit nach bedeutend zurückzurücken. Denn eben jene Flo- 
rentiner Anordnung von 1299, welche die Abacuseinrichtungen, d. h. die 
Ziffernarithmetik für die buchhalterischen Schriften u n t  e r s a g  t , kann füg- 
lich nur  damit erkliirt werden, dass die neue Rechenform eben auch damals 
schon allgemein in Anwendung gewesen ist. 

Was Deutschland betrifft, so zeigt sich allerdings die Praxis mit dem 
XV. Jahrhundert,  wo dieselbe uns wahrnehmbar hervortritt, und in den fol- 
genden Jahrhunderten so stark von den italienischen Formen abhëngig, dass 
wenigstens kein Beweis dafür erübrigt ,  es sei der im XII. Jahrhundert 
daselbst erscheinende Algorismus in dau Verkehrsleben eirigedrungen. Aber 
bemerkenswerth bleibt immerhin die Thatsache, dass der Algorismus wenig- 
stens in  theoret i tder  Uebung fortlebt und noch irn XV. Jahrhundert bei 
einem italienischen Gelehrten ersten Ranges, P r  o s  d o  c i m  o d e '  B e l  do- 
m a u  d i ,  i n  der theoretischen Verbesserung der Methoden hohe Beachtung 
finden konnte. Wenngleich der Algorismus, gleich der G e r  b e r  t 'schen 
Arithmetik , die gar keine Spur praktischer Anwendung hinterlassen hat, 
vornehmlich als Schiilgelehrsamkeit auftritt, so ist doch nicht zu verkenncn, 
dass seine praktische Anwendung innerhalb eines beschrankten Kreises von 
allem Anfang eine weit umfassenderc gewcsen sein muss, als sic der G e r -  
b e r  t'scheu T'aeorie jemals 211 Theil geworden. 

Wenn wir auf dem doch sehr praktischen Gebiete des Kalenderwesens 
die Anwendnng der Ziffern in  Deutschland mit Reginn des XV. Jahrhunderts 
als eine ganz regelmiissige Einrichtung hervortreten sehen, so wird es an- 
gesichts dieser bedeutsamen Erscheiniing voraichtig sein, das Ergebniss einst- 
weilen dahin zu bestimmen, dass die Anwendung des Algorismus in weiten 
Kreisen seit dem XII. Jahrhundert zwar nicht wahrschcinlich kt ,  immerhin 
aber bis zu einem gewissen Grade nicht als unmoglich gedacht werden kann. 

N a c h t r a g .  

S. 130 Z. 2 v. o. lies: fol. 271 statt 27'; S. 138 Z. 25 Y. o. lies: fol. 2V statt 25'; 
S. 134 Z. 9 v. LI. lies: Abaci; S. 135 Z. 8 v. u. lies: Enchiridion; S. 141 Z .  1 v. u.. 
lies: praesertim. 
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Recensionen. 

Theorie der Transformationsgruppen. L Unter Mitwirkung von Dr. FRIED- 
RICK ENGEL bearlieitet von SOPHUS LIE. Leipzig, Tedmer. 1S8d 
X u. 632 S. 

Das vorliegende Werk bietet eine xusammenfassende Darstellung einer 
ausgedehnten Theorie, welche Herr L i e  seit eincr langen Reihe von Jahren in 
einer grossen Anzahl einxelner Abhandlungen entwickelt hat ,  die theils in 
den Mathcmatischen Annalen, theilv in dem in Christiania erscheinende~ 
Archiv für Mathematik und Naturwissenschaft veroffentlicht sind. Die Un- 
zugiinglichkeit der meisten dieser Publicationen, die abgerissene Form man- 
cher von ihnen, endlich auch die Schwierigkeiten, welche sich dem ersten 
Eindringen entgegenstellten, sind die Ursache gewesen, dass der Inlialt 
dieser Schriften ungeachtet seines hohen Wertbes dem wissenschaftlichen 
Publicum bis lieute fast ganz unbekannt geblieben ist. Denselben Ursachen 
haben wir es  aber auch zu danken, dass der Autor fernab von dem athem- 
losen Wettlaufen unserer Tage das seltene Glück genose, seine Gedanken 
in Ruhe zur Reife bringen, harmonisch gestalten und selbsthdig aiisdenkcn 
zu konnen. 

So stehen wir denn keinem L e  h r  b u c h e gegenüber, welchcs bercits 
mehr oder weniger bekannte, dem Zusammenwirken verschiedener Antoreri 
entsprungene Sheorien verarbeiten will, um sie in  weitere Kreise zu tragen, 
sondern der Schopfung eines einzelnen Mannes, einem O r i  g i n a l  w e r k e l  das 
uns von der ersten Seite bis zur letzten fast nur Xeues sagt. Bei der ungeheuren 
Fülle des Stoffes, welche bereits dieser erste Band darbietct, ist  es nicht 
wohl mtiglich, in einer wenige Seiten umfassenden Besprechung einen auch 
nur einigermassen vollstSndigen Ueberblick Ilber den Inhalt des Werkes zu 
geben; wir werden uns daher auf den Versuch beschranken, eine ~allgemeine 
Vorstellung von dern Wesen und der Bedeutung der wichtigsten Gedanken- 
wendungen zn erweeken. 

Es ist bekannt, welche Bedeutung der Begriff der G r u p p e  seit den 
Entdeckungen G a l  O i s ' fur die Algebra gewonnen hat ; die Theorie der 
Auflosung der algebraischen Gleichungen beruht ja  vornehmlich auf der 
Betrachtung gewisser Gruppen von Substitntionen oder Vertauschungen der 
Wurzeln. Ein in  gewissem Sinne iihnliches Problem wie das der Auflosung 
algebraischer Gleichungen ist nun, wie Herr L i e  bemerkt hat, das Problem der 
Integration von Differentialgleichnngen. Er  fsnd , ,,da s s d i e  m e  i s  t e n  g e  - 
w o h n l i c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n ,  d e r e n  I n t e g r a t i o n  d u r c h  
d i e  i i l t e r e n  I n t e g r a t i o n s m e t h o d e n  g e l e i s t e t  w i r d ,  b e i  g e w i s s e n  
l e i c h t  a n g e b b a r e n  S c h a a r e n  v o n  T r a n s f o r m a t i o n e n  i n v a r i a n t  
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h l e i b e n ,  u n d  d a s s  j c n e  I n t c g r a t i o n s m c t h o d e n  i n  d e r  V e r w e r -  
t h u n g  d i e s e r  E i g e n s c h a f t  d e r  b e t r e f f e n d e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h -  
u n  g c n  b e s  t e h  e n u .  Hierin Ing der Keim zu einer ncuen Integrations- 
theorie , welche bekannte Methoden unter gemeinsame Gesichtspunkte stellte 
und durch deren zielbewuvste Verfolgung auch in noch unbekannte Gebiete 
manchen Einblick zu eroffnen versprach. Mit der Entwickelung dieser neuen 
Theorie aber musste nothwendig ein eindringendes Studium der erwahuten 
Schaaren von Transformationen Hand in Hand gehen. Das sind nun die - 

T r a n s f o r m a t i o n s g r u p p e n ,  oder doch gewisse unter ihnen, mit welchen 
wir es hier zu thun haben.* 

E i n e  T r a n s f o r m a t i o n s g r u p p e  h e i s s t  j e d e  e n d l i c h e  o d e r  u n -  
o n d l i e h o  S c h a a r  v o n  T r a n s f o r m a t i o n e n  m i t  d e r  R i g e n s c h a f t ,  

- 

d a s s  z w e i  T r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  S c h a a r  h i n t e r e i n a n d e r  a u s -  
g e f ü h r t  w i e d e r  e i n e  T r a n s f o r m a t i o n  d e r  S c h a a r  e r g e b e n .  

Denken wir uns die Punkte x (x, ... z,) einer n-fach ausgedehnten 
Maniiichfaltigkeit einer endlichen oder wenigstens discreten Anzahl von 
Transformationen 

x'C = f# (2, . . . xn) ( i = l  ... n) 

unterworfen. Dann kann es eintreten, dass der Inbegriff dieser Trans- 
formationen die Gruppeneigenschaft besitzt, wie z. B. ftir n = 1 die Traus- 
forniationen x'= x + 1 ,  x'= x + 2 ,  x'= x + 3  u. S. f. Eine solche Trans- 
formationsgruppe heisst d i  s c O n t  i n u i r 1 i c h. Im Gegensatz dazu stehen 
die Gruppen, bei wclchcn man von einer Transformation continuirlich 
zu anderen, , benachbarten Transformationen der Gruppe übergehen 
kaun,  bei welchen also die einzelne Transformation noch von willkürlichen 
P a r a m e t e r n  oder gar  von willkürlichen F n n c t i o n e n  abhiingt. Auch 
solclie Gruppen haben sich schon seit langer Zeit vielfach der Betrachtung 
aufgedrhgt .  Ich erinnere, um nur  einige der bekanntesten Beispiele zu 
erwshnen, an die Gruppe aller Drehungen eines starren Korperu um einen 
fcstcn Punkt ,  dcrcn allgomeine Transformation von drei willktirlichcn Para- 

* Um wenigstens eine Vorstellung von dem Zusamrnenhnng des ~nte~ràtions- 
problems mit dern Gmppenbegriff zu geben, mi Folgendes bemerkt. Wie das 
Problem, eine vorgelegte Differentialgleichung zu integriren, gegenwartig aufgefasst 
wird, handelt es sich darum, dicselbe womoglich durch Einführung neuer Ver- 
anderlicher in eine DiEerentialgleichung übereuführen, dereu Integrale bereita 
bekannt sind oder doch als bekannt ange~ehen werden. Die Transformation, durch 
welche diea geschieht, kann nun eritweder eine beskimmte sein: dann erfurdert da8 
Tntegrationsgeschiift nnr sogenannte aiisfiihrbare Operationen; oder zweitens, es 
giebt eine gauze continuirliche Schaar von Transformationeu, welche die verlangîe 
Ueberfïihrung leisten. Tm letzteren Falle wird offenbar jede der beiden Uifferential- 
gleichungen noch durch eine continuirliche Schaar von Transforniationen in sich 
aelbst übergeführt, und zwar bildet der Inbegriff dieser Transforniationen eine 
G r u p p e .  Die Natur der Operationen, welche zur Verwandlung der einau Diffe- 
rentialgleichung in die andere erforderlich sind, hangt  clann von den Eigenachat'ten 
dieser Gruppe von Transformationen ab. 
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metern nbhangt, und an die Gruppe aller conformen Abbildungeu einer 
Ebene auf sich selbst, in  deren analytischem Ausdruck willkürliche Func- 
tionen auftreten. Es  ergiebt sich hiernach eine erste Scheidung der nicht 
aus discreten Transformationen bestehenden Gruppen in e n  d l i  c h e  und 
, un e n d  1 i c h e G r  u p p e n ', je nachdem die einzelne Transformation der 
Griippe nur von einer endlichen Zahl willkürlicher P a r  a m  e t e r  oder von will- 
ktirlichen Elementen hGherer Ar t ,  von willkürlichen F u n  c t i O n e  n abhangt. 
Gegenstand des vorliegenden Werkes sind nur die endlichen Gruppen, und 
unter ihnen wieder vorzugsweise eine besondere Classe, die ,,c O n t i n u  i r -  
lie he n G r  u p p  e nu.  Es sind dies solche Transformationsgruppen, deren Trans- 
formationen eine e i n  z i g e  continuirlich zusammenhhgende Mannichfaltigkeit 
bilden, bei welehen es also nicht moglich is t ,  die in  der Gruppe enthaltenen 
Transformationen i n  mehrere discrete Schaaren zu ordnen. Eine continuir- 
liche endliche Gruppe bilden hiernach z. R. fiir in = 1 die Transformationen 
s l = x +  a, sofcrn a eincn vollig willktirlichen Parameter bcdoiitet; fiigen 
wir aber zu denselben noch die einzige Transformation x'=- x ,  so ent- 
steht eine Gruppe , deren Transformationen in zwei getrennte continuirliche 
Schaaren zerfallen. 

Eiue endliche continuirliche Gruppe wird dargestellt durch ein Systern 
von Gleichungen : 

1) x'i =f i  (x, . .. x,,, a, ... a,) (i = 1 ... m) .  

Die Grossen a, . . . a, sollen hier die wjllkürlichen Parameter sein. Die 
Functionen ' fi, welche in der Regel als a n  a l  y t i s c h  e Functionen ihrer 
Argumente vorausgesetzt werden, xnüssen die folgende Eigenscliaft besitzen: 
Führt man nach der Transformation 1) eine zweite Transformation der 
Schaar aus: 

2) x", = fi (xrl . . . xtn , bl . . . b r )  ; 

substituirt man also in 2) die Werthe l), so sol1 der auf diese Art  erhal- 
tene Ausdruck der xtVi durch die xi wiederum der Schaaï angehoren, d .  h. 
auf die Form gebracht werden konnen: 

3) 2.; = fi (xl . . ' 2" , Cl . . . c,.). 

Hier ist also fi dieselbe Function wiu in 1) und 2) ; die Constanten C, . . . C, 
aber sind gewisse Functionen der Parameter a, ... a,, b, ... 71,: 

4) ck = p k  (a, . . . a7, b, .. . 6,) ( k =  1 ... r ) .  

Die Gloichungon 1) werden im Allgemeinen nicht gernde cro' verschie- 
dene Transformationen darstellen, d a  es denkbar is t ,  dass in  ihnen die Para- 
meter u, ... ai nur  in gewissen Verbindungen auftreten. Von grGyserem 
Interesse ist indessen nur der Fal l ,  wo die r Parameter alle nwesentlich" 
siud, d. h. wo die allgemeine Transformation der Gruppe nicht auch schon 
durch weniger als r Parameter ausgcdrückt werden kann. In  iliesem Falle, 
der im Polgenden allein in  Eetraclit gezogen wird, heisst die Gruppe 
, r - g l i e d r i g u .  
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Das Operiren mit den ausgeschriebenen Gleichungen 1) ist sehr uin- 
stëndlich und dürfte fur  sich allein zur Zeit wohl kaum eine geeignete 
Methode sein, um eine allgemeine Transformationstheorie zu entwiekeln. 

Die wesentliche iind entscheidende Wendung, durch welche das Lie'sche 
Werk zu seinen Resultaten gelangt,  liegt in  der 13emerkung, dass man die 
wichtigaten Eigenscbaften der continuirlichcn Trsnsformationsgruppen liereits 
sus  der Betrachtung eiues vie1 einfacher gebauten Ausdruckes herleiten kann, 
welcher die tiogenannten infinitesimalen Transïormationen der Gruppen dar- 
stellt. Mit Benutzung einer nicht vollig exacten, aber kurzen und sofort 
verstandlichen Ausdrucksweise bexeichnen wir als eine ,,u n e n d  1 i c  h k l e i  neU 
oder , , i n f i n i t e s i m a l e  T r a n s f o r m a t i o n u  eine solche, welche jeden Punkt 
(z, . . . z,,) allgemeiner Lage des f i -  fach ausgedehnten Raumes ein unendlich 
kleines Stück fortschiebt.* Sie wird definirt durch ein Gleichuiigssy~tcin 
von der Porm: 

5)  x ' ~ = z ~ + & ( x ,  ... 5,) ~ t ,  (i = 1 . . . TL), 

worin S t  eine im Verschwinden begriffene Grosse bedeutet. 
Freilich enthalt nicht jede continuirliche Transformationsgruppe 1) riolche 

inhi tesimale Transformationen. Rin von Herrn E n  g e 1 construirtes Bei- 
spiel, welches auf der Benutzung einer Function mit natiirlicher Grenze 
beruht,  xeigt irn Qegentheil, dass es auch continuirliche Gruppen gie'üt, 
welche keine Tranuformation von der Forrn 5) enthalten, ja in welchen die 
identische Transformation (x'i =xi) nur a n  der Grenae oder gar nicht vor- 
kommt. E s  wird aber nachgewiesen, dass sich derartige Gruppen durch 
Einfiihrung neuer Parameter und analytische Fortsetzung aus den Gleieh- 
ungen solcher Grnppen ableiten lassen, die in  der genannten Hiusicht kein 
unregelm%suiges Verhalten darbieten. ,Wir wollen uns hier auf die Betraçh- 
tung  der letzteren Griippen beschriinken, da die Gruppen der anderen Art 
in  dein L i  e'schen Werke nur eine untergeordnete Stellung einnehrnen. Die 
r - gliedrigen Gruppen , von welchen weiterhin die Rcde is t ,  cnthalten cd-' 
infinitesimale Transformationen; sie lasseil sich, wie eine leichte Betracli- 
tung zeigt, auch dadurch kennzeichnen , dass ihre Transformationen paar- 
weise als .entgegengesetzteu oder ,,inverseu zusammengehoren. 

Der analytisehe Ausdruck der infinitesimalen Transformation 5) ist noch 
einer wesentlichen Vereinfachung fship. Berechnet man n?imliçh den ,,Z u - 
w a c  h s u  oder das . I n  c r e m e n t einer iinbestimmt gelasseneu Punction f 
bei der Transformation 5), d.  11. den Betrag , urn welchen f (x ,  . . . x,,) waeli~t, 
wenn man statt  der Verhderlichen xi die 5) xu entnetirrieudeii Nachbar- 
werthe xIi einsetzt, so ergiebt sich: 
-- -- 

* Um etwaigen Miusverstiindniseen vorzubeugen, sei ein- für allenial beriierbt, 
dass dieaer uud andere spzter einaiif'iihrendc Begriffe ixi dem Lie'schen Werke 
selList in gpniigenllcr Strerige entwiçkelt werderi. Iu eirieru Uericlite, der aiif cirien 
he*chr%iikten Raum angi'wies?n ist, Schlirti? des Ausdrurlrs aiif ICost~ii des Oedm- 
keninhülts erreidien zu wollen, sülieiiit deiii Ltefreiiten niclit a u  Platze. 
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Der hier auftretende, durch das Symbol X ( f )  Oder X f  bezcichnete Differen- 
tialausdruck : a f  

6) x f = E & -  axi 
1 

kann nun dau Gleichungssystem 5) vollstündig vertreten: aus  6) sind j a  die 
Funetionen ki der Gleichungen 5) als die Coefficienten der Differentialquo- 
tienten von f nach den Veranderlichen xi sofort xu eutnehmen; es is t  

t i = X ( x i ) -  . 

Die Eigenschaften einer Gruppe nun durch diese , , S y m b o l e u  X f  ihrer 
infinitesimalen Transformationen ii,iim Aiisdruck zu bringcn, ist  der durchaus 
eigenartige und Iierrn L i e  eigenthümliche Grundgedanke des Uuches. 
Welche ausserordcntliche Fruchtbarkcit, ihm innewohnt, werden die sogleich 
anzufiihrenden T h e ~ r e m e ,  die Pundamentals%tze der Lie'schen Theorie, 
liereits geriugsam zeigen. 

Betrachten wir mit dem Lie'schen Werke zuerst die eingliedrigen 

Gruppen , also Transformationsgruppen 

~ ' i  = f ,  (x l  . . . xn , a )  (i= 1 ... n) 
mit nur einem Parameter a ,  und zwar unter der Voraussetz?ing, dass sich 
die Transformationen xri = fi (x, a) paarweise als inverse xusainmenorduen 
lassen (Y. oben). 

Von diesen Gruppen wird gezeigt, dass man statt  des Parameters a 
einen neuen Parameter t derart einführen kann, d a ~ s  ihre Gleichungen fiir 

1 = 0 die Form xni = x i  und für t = d t  die Form 

x'i = x i +  (i (2 ,  . . . x,) 6 t  
anuehmen. Durch diese ihre infinitesimale Transformation ist die ein- 
gliedrige Gruppe vollig bestimmt und kann in Form einer convergenten 

Reihe 
7 )  

t2  
ii - x i + X ( x i ) . t +  X(X(xij), + p . -  

1 .L 
geschrieben werden, in welcher das Operationszeichen X ( f )  riie oben erkliirte 
Cedeutung besit,zt. Die Darstelluug 7) der eingliedrigen Gruppe ist dadurch 
ausgczeichnet, dass man,  um zwci Transformationen der Grnppe zusammen- 
zusetzen (hintereinander auszuführen) , nur ihre Parameter zu addiren braucht : 
der erhaltene neue Werth des Parameters ist unmittelbar der Parameter der 
zusamrnengesetzten Transformation." 

* Die Analogie des Bildungsgesetzes dieser Reihe mit dem Bildungsgesetz 
der Exponentialfunction springt in die Augen. Wirklich l h s t  sich derAusdruck 7) 
zu einem Grenzübergang in Ueziehung setzen, ganz ahnlich dern bekannten, wel- 
cher zur Dildung der Exponentialfunction fiihrt. Man sieht, dass die angef'ührte 
Eigenschaf't des Parameters t aus derselben Quelle fliesst, wie die Eigenscbsft der 
Exponentiaifiinction, welche sicli durch die Functioualyleicliung f ( t , ) .  f ( t p )  = f ' ( t l +  t 2 )  

ausdrückt. 
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Die eingliedrige Gruppe 7) enthalt die identische Transformation (für 

t = O), und ihre Transformationen ordnen sich paarweise als i n v e r s e  zu- 
sammen (ntimlich die Transformationen mit den Parametern t und -t) .  Je  
zwei Transformationen der Gruppe sind v e r t  a u  s c h  b a r  , d. h. es ist einerlei, 
ob man erst die Transformation mit dem Parameter t, und dann die mit 
dem Parameter t ,  ausführt, Oder ob man die umgekehrto Reihenfolge inne- 
hait. - Es wird die Ausdrucksweise gebraucht : , d i e  e i n g l i e  d r  ige 
G r u p p e  7) s e i  v o n  d o r  i n f i n i t e s i m a l e n  T r a n s f o r m a t i o n  X ( f )  
e r z e u g t U .  

Betrachten wir nun eine r-gliedrige continuirliche Gruppe, welche 
ebenfalls so beschaffen ist, dass ihre Transformationen sich paarweise ah 
inverse xusemmenordnen lassen. Eine solche Gruppe enthalt die identische 
Transformation und ihr benachbart infinitesimale Transformationen. Jede 
solche infinitesimale Transformation ,, erzeugt ' eine eingliedrige Gruppe , und 
alle Transformationen dieser eingliedrigen Gruppen sind in der P-gliedrigen 
Gruppe enthalten. Dies ist ein erster Fundamentalsatz der Theorie. 

Sind fcrncr Xl f und X,  f irgend zwei infinitesimale Transformationen 
einer r - gliedrigen Gruppe , so ist auch cl. Xl f + c, . X, f wieder eine infini- 
tesimale Transformation derselben Gruppe, sofern c, und c, tibrigens be- 
liebige Constante sind. 

A l l e  i n f i n i t e u i m a l e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  e i n e r  r - g l i e d r i g e n  
c o n t i n u i r l i c h e n  G r u p p e  l a s s e n  s i c h  a d d i t i v  m i t  c o n s t a n t e n  
C o e f f i c i e n t e n  a u s  r l i n e a r  u n a b h a n g i g e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  

X , f  ... X , f  z u s a m m e n s e t z e n ,  so dâss also 2i Q X ~  f der analytiscbe 
1 

Ausdruck der a l  1 g e  m c i n c  n infinitesimalen Transformation der Gruppe wird. 
Jede dieser infinitesimalen Transformationen erzeugt eine eingliedrige 

Gruppe, deren sammtliche Transformationen in der r-gliedrigcn Gruppe 
enthalten sind. Lasst man die Verhaltnisse der Constanten c, . . . c, alle 
moglichen Werthe annehmen, so erhalt man eine Sûhaar von mT-' solchen 
eingliedrigen Gruppen. Die endlichen Transformationen derselben erfiillen 
die ganze Mannichfaltigkeit der endlichen Transforrnationen der vorgelegten 
r - gliedrigen Gruppe , welche demnach in jene mr-' eingliedrigen Gruppeii 
zerlegt erscheint. E s  w i r d  g e s a g t ,  d i e  r - g l i e d r i g e  G r u p p e  s e i  von 
d e n  i n  i h r  e n t h a l t e n e n  i n f i n i t e s i m a l e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  e r -  
z e u g  t. 

Wegen des Folgenden ist eu nlitzlich, schon hier zu bemcrken, dass 
ebenso, wie die V e r h  a l  t n i s s e der Constanten cl . . . C, die einzelne iufini- 
tesimale Transformation der Gruppe bestimmen, so die a b  so  l u  t e u  Wer the 
derselben Constanten bei gegebenen Xi f einer eindeutig bestimmten end- 
lichen Transformation der Gruppe xugeordnet sind. Man erhiilt dieselbe, 
wenn man den Ausdruck 

9) X f = c i x , f + . . - + c r x , f  
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in die Cleichung 7) einsetzt und dann t = 1 nimmt. Offenbar entstehen 
d e  Transformationen der von X f  erzeugten eingliedrigen Gruppe, wenn 
man für c, . . . c, der Reihe nach alle zueinander proportionalen Werthsysteme 
setzt. Da umgekehrt jeder endliühen Transformation der r-gliedrigen Gruppe 
eine discrete Anzahl von Werthsystemen c, . . . c+ zugeordnet sind, so k6nnen 
wir mit Hilfe dieser Constanten die Transformationen der vorgelegfen Gruppe 
in einer besonders bemerkenswerthen Weise auf die Punkte eines r-fach 
ausgedehnten Raumes beziehen, indem wir niimlich die c, ... c, als Carte- 
sische Coordinaten deuten. Wir  werden auf diese Abbildung spater zurück- 
rukornmen haben. 

Es seien wieder X ,  f und X ,  f zwei infinitesimale Tmnsformationen 
einer r-gliedrigen Gruppe. Dann giebt es noch eine zweite Operation, 
durch welche man aus diesen infinitesimalen Transformationen eine neue 
infinitesirnale Transformation herleiten kann, welche wiederum der Gruppe 
augehort, namlich diese: 

10) XI ( X , ( f ) )  - X , ( X , ( f ) ) .  

In diesem Differentialausdruck heben sich niimlich die Differentialquotienten 
zweiter Ordnung weg und es bleibt ein Ausdruck, dcr wicder in der Form 

" af ~f =E Si- geschrieben nerden kann und eins neue infinitesimale 
axi 

L 

Transformation der Gruppe ~ors te l l t .  D e  die Operation 10) schr htiufig 
gebraucht wird, so wird für sie ein eigenes Zeichen eingefuhrt und für 10) 
kurz geschrieben (XI X,).  

Es sei hier die Remerkung eingeschaltet, dam durch den Gebrauch 
dieses Zeichens eine sehr wichtige Relatiou zwischen drei ganz beliebigen 
infinitesimalen Transformationen X f ,  Yf, Zf einen einfachen Ausdruck 
erhalt, die sogenannte J a c o h i ' s c h e  I d e n t i t a t :  

11) ( X i Y Z ) )  + ( Y P X ) )  + ( Z ( X Y ) )  =o. 
Man vorificirt dioselbe sofort, indem man links die drei Glieder wirklich 
ausrechnet. Diese Relation bildet eines der vornehmsten Hilfsmittel der L i e -  
schen Theorie. 

Nach dem Obigen sind alle AusdrIicke (Xi X k ) ,  die man sus  den r  un- 
abhangigen Transformationen einer Gruppe bilden kann, wieder Transfor- 
mationen der Gruppe. D a  aber die Gruppe eben nur  r  unabhtingige infini- 
tesimale Transformationen enthalt, so folgt, dass alle diese Ausdriicke sich 
linear mit constanten Coefficientcn aus X,  f . . . X ,  f zusammensetzen lassen 

r . r - 1  
müssen. Es bestehen also - 

2 
Relationen der Form 

n 

12) (Xi &) c i k s  x8f ( i , k = l  ... r),  
1 

worin die c i k s  blose Constanten siud. 
A i ~ t - l i t .  Abthlg. d. Zaitsohr. F. Math. II. Phyu. XXXIV, 5 .  
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Diese Relationen 12) baben eine fundamentale Bedeutung, denn sie 
erweisen sich als charakteristisch dafür, dass r vorgelegte infinitesimale 
Transformationen eine Gruppe erzeugen. 

S t e h e n  i r g e n d  r i n f i n i t e s i r n a l e  T r a n s f o r m a t i o n e n  X , f  ... X,f 
(zwischen welchen keine Relation 

e , X , f + - - . + e , X , f = O  

mit constanten Coefficienten besteht) i n  d e r  d u r c  h d i e  F o r m e l n  12) 
g e g e b e n e n  B e z i e h u n g ,  s o  e r z e u g e n  d i e s e l b e n  e i n e  (r-gliedrige) 
G r u p p e .  

Hiermit ist  es also wirklich gelungen, eine jede eudliche continuirliche 
Gruppe, deren Transformationen sich paarweise als inverse zusammenordnen, 
durch ihre infinitesimalen Transformationen vollstandig zu kennzeichnen. Man 
kann abschatzen, welchen Vortheil diese Art  Gruppen zu definiren bringen 
muss, wenn man das System der Ausdrücke XI f.. . Xrf,  welche siimmtlich 
nur  eine Reihe von Veranderlichen (xl . . . z,) enthalten , , mit den Gleichungen 
1) zusammenh&ilt, in welche zwei Reihen von Veranderlichen und ausserdem 
noch die Parameter a, ... a, eintreten. Allerdings ist zu bernerken, dass 
das Systern XI f... X,f mit den zugehorigen Relationen 12) kein vollig 
bestimmtes ist ,  insofern man namlich die infinitesimalen Transformationen 
XI f .. . X, f selbstverstiindlich durch r andere linear unabhangige Transfor- 
mationen ersetzen kann, die aus jenen mit constanten Coefficienten linear 
abgeleitet sind. 

Die ssmmtlichen analytischen Darstellungen einer Gruppe sind abhangig 
von der Wahl des benutzten Coordinatensystems (x, .. . x,), die Formel 1) 
ausserdem von der Wahl  der Parameter a, ... a,. Führt  man statt der 
Veranderlichen z, . . . x,  durch eine geeignete Substitution 

13) xi= ~ i ( ~ 1  --.yn) ( i =  1 ... tt) 
neue Vergnderliche y, . . . y, ein , so kann dadurch die Griippeneigensehaft 
der vorgelegten Transformationen natürlich nicht zerstort werden; aber der 
analytische Ausdruck derselben wechselt. Dennoch byhalten die eingeftihrten 
Operationssymbole ihre allgemeine Form bei: Geht die Function f(z, . . . x.) 
durch die Substitution 13) über in  F ( y ,  . . . y,), so geht gleichzeitig das 
Symbol X ( f )  über in ein entsprechendes Symbol Y ( F ) ,  u n d  e s  geh t 
f e r n e r  ( X i X k )  ü b e r  i n  (YiYk), wenn X i f  und YiE' dieselbe infinitesi- 
male Transformation bedeuten. Ferner geht auch die von der infinitesimalen 
Transformation X f  erzeugte eingliedrige Gnippe iiber in  die von Y F  er- 
zeugte Gruppe u. s. W. 

Die betrachteten Operationen und Eigenschaften der Gruppen sind also 
in gewissem Sinne unabh3ngig von dcr Wahl des Coordinatensystems. Da 
man die Einführung neuer Veranderlicher auch als eine Transformation 
des Raumes deuten kann, indem man die Grossen yl ... y, wieder als 
Cartesische Coordinaten ansieht, so konnen wir die genannte Eigenscbaft 
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auch so ausdrucken: E s  sind die betrachteten Operationen ihrer allgemeinen 
Form nach i n v a r i a n t  g e g e n ü b e r  b e l i e b i g e n  P u n k t t r a n s f o r m a -  
tionen. 

Gruppen, welche durch eine Punkttransformation ineinander übergeführt 
werden konnen, heissen ,ti h n  l i c  hu. 

Da der analytische Ausdruck einer Gruppe in den Ausdruck der mit 
ihr ahnlichen Gruppen durch Einführung neuer Coordinaten tibergeht, da 
ferner die Wahl des Coordinatensystems bei grossen Classen von Untersuch- 
ungen vollig gleichgiltig ist und der Willkür liberlassen bleibt, so liegt es 
nahe, diejenigen Eigenschaften der Gruppen zusammenzufassen , welche allen 
ihnlichen Gruppen gemeinsam zukommen, und diese gemeinsam zu behan- 
deln; oder mit anderen Worten, sich auf einen Standpunkt zu stellen, von 
aelchem aus tihnliche Gruppen nicht als wesentlich verschieden betrachtet 
werden. Dies ist  der Standpunkt des vorliegenden Werkes. E s  werden, 
wenigstens in der Hauptsache , nur solche Eigenschaften der Gruppen be- 
trachtet, welche durch eine beliebige Punkttransformation nicht zerstort 
werden. Darin licgt,  dass vorzugsweise solche allgemeine Eigenschaften der 
Transformationsgruppen zur Untersuchung gelangen, welche sich bereits 
durch Betrachtung eines endlichen Gebietes des Baumes (a, . . . x,) in  der 
Cmgebung einer gewissen Stelle erkennen lassen; denn über die Art  und 
Weise, wie der ganze Raum transformirt wird, liisst sich Nichts aussagen, 
was allen iihnlichen Gruppen gemeinsam zukame. Eigenschaften der genann- 
ten Art aber finden ihren naturgemassen Ausdruck durch das Rechnen mit 
den Symbolen X f .  

Ein wichtiges Problem , welches für alle miteinander ahdichen Gruppen 
durch den Gebrauch der Symbole Xf in einfacher Weise erledigt wird, ist  
das der Bestimmung aller continnirlichen U n  t e r  g r il p p e n  einer gegebenen 
Gruppe G ;  also das Problem, alle continuirlichen Schaaren von Transforma- 
t,ionen der Gruppe G zu finden, welchen bereits für sich allein die Gruppen- 
eigenschaft zukommt. Nach dem bereits Gesagten ist klar, dass sich die 
contiuuirlichen Untergruppen einer r - gliedrigen Gruppe in einfacher Weise 
durch ihre infinitesimalen Transformationen kennzeichnen lassen: Diese in- 
finiLesimalen Transformationen Yf milssen erstens die Form 2 c i X i  f haben, 
da sie der r-gliedrigen Gruppe angehoren, und zweitens miissen sie schon 
für sich die in der Formel 12) ausgesprochene Eigenschaft besitzen. 

Um also etwa alle na-gliedrigen Untergruppen der vorgelcgten r-glicd- 
rigcn Gruppe X, f.. . Xr f zu finden, wird man auf alle moglichen Arten 
m linear unabhangige Ausdrücke 

zu bestimmen haben, welche bereits untereinauder Relationen der Form 
14 
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erfüllen. Das is t  aber augenscheinlich ein r e i  n a l g  e b r a  i s ch e s  P r  O - 
b l e m ,  dessen Losung ganz allein von der Beschaffenheit der in der Formel 
12) auftretenden Constanten c i k .  abhangt. 

Diescs wichtige Resultat ergiebt sich also ohne Weiteres durch Ein- 
fiihrung der Symbole X f  der infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 
Ebenso werden wir erwarten dürfen, dass auch Untergruppen von aus- 
gezeichneten Eigenschaften sich a n  der Beschaffenheit ihrer infinitesimalen 
Transformationen Yf leicht erkennen lassen. Die allgemeinste Art solcher 
Untergruppen wird dargestellt durch die ,,in v a, r i  a n  t e n u  Untergruppen. 
Für die infinitesimalen Transformationen Yf einer solchen Untergruppe der 
Y-glicdrigen Gruppe G bestehen Relationen von der besonderen Forrn 

ihre endlichen Transformationen haben dic Eigenschaft, dass sie untercin- 
ander vertauscht werden, wenn man auf die Punkte des Raumes eine Trans- 
formation der Gruppe G auuführt. (Führt man allgemein auf die Punkte 
des Raumes eine Transformation S einer gegebenen Gruppe G aus, so geht 
jede Transformation T v o n  G wieder in eine Transformation von G über, deren 
symbolischer Ausdruck i n  bekannter Schreibart ist  S-1 TS. Gehort T einer 
i n v a r i a n t e n  Untergruppe a n ,  so ist auch S-' YS imrner wieder eiue 
Transformation der namlichen Untergruppe.) 

Das Problem, alle. Untergruppen einer gegebenen Gruppe G zu fiuden, 
wird übrigens nicht allein für alle mitoinander ahnlichen Gruppen gemein- 
Sam erledigt, sondern für  eine noch vie1 umfassendere Classe von Gruppen. 
Die Aufgabe der Algebra, oder genauer der Invariantentheorie, auf welchs 
dasselbe hinflihrt, ist  namlich offenbar unabhangig von der Form der infini- 
tesimalen Transformationen Xi f, ja  sogar von dem Begriffe der infinitesi- 
malen Transformaticn iiberhaupt, und nicht minder unabhangig von Wahl 
und Anzahl der Veranderlichen x, . .. x.: ihre LGsuug h h g t  ausschliesslich 
ab von den Zahlenwèrthen der Constanten c i&,  in den Relationen 12). Hat 
man also für eine Gruppe Gr auf Grund der Gleichungen 12) alle Unter- 
gruppen bestimmt, so sind damit von solbst die Untergruppen jeder andern 
r-gliedrigen Gruppe gefunden, in welcher sich r infinitesimale Transforma- 
tionen X'l f . .  . X', f BO wiihlen lassen, dass zwischen ihnen die nsmlicben 
Relationen 12) bestehen, und zwar unabhangig davon, ob die Ausdrücke 
X'k f in den Veranderlichen xl . . . x, oder in  irgendwelchen anderen Yer- 
anderlichen x', . . . x', geschrieben sind. 

Diese Bemerkung flihrt zur Bildung des wichtigen Begriffes des 180- 
m o r p h i s m u s .  
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Man wird darauf hingeleitet, wiederum diejenigen Eigenschaften der 
Gruppen zusammenzufassen und gesondert zu betrachten, welche nicht blos 
allen tihnlichen Gruppen gemeinsam zukommen , sondern überhaupt allen 
denjenigen Gruppen, fur welche bei geeigneter Auswahl der infinitesimalen 
Transformationen die Constanten ciks der Formel 12) die namlichen Werthe 
erhalten. Zwei r - gliedrige Gruppen dieser Art heissen ,,gl e i c  h z u s a m  - 
m e n g e s e t z t U  oder , h o l o e d r i s c h  i s o m o r p h u ;  der Inbegriff aller ihnen 
gemeinsam zukommenden Eigenschaften ist die Lehre von ihrer , ,Zusam-  
m e n s e t z u n g U .  

Der Begriff des Isomorphismus t r i t t  auch in der Substitutionentheorie 
auf, ebenso wie verschiedene andere der eingeführten Begriffe; er wird aber 
dort bekanntlich anders definirt. Zwei Gruppen von ja r  Substitutionen 
werden in der Substitutionentheorie dann als (holoedrisch) isomorph be- 
zeichnet, wenn es moglich ist,  die Substitutionen der einen dencn der an- 
dern so zuzuordnen, dass auch alle Substitutionen, welche aus der Zusam- 
mensetxung entsprechender Paare von Substitutionen entstehen, einander in 
derselben Zuordnung entsprechen. Setzt man in der vorstehenden Definition 
an Stelle des Wortes ,,Substitutionu das Wort ,,TransformationY, so erhalt 
man eine zweite Definition des Isomorphismus von Transformationsgruppen, 
welche sich mit der oben gegebenen f o r m a 1  nicht deckt. E s  wird aber 
mit Hilfe der sogleich zu erwiihnenden Theorie der Parametergruppe gezeigt, 
dass beide Definitionen m a t e  r i e  11 ilbereinstimmen. 

In dor Thcorie der Zusammensetzung der continuirlichen Trmsform* 
tionsgruppen wirft sich das Hauptinteresse auf die Relationen 12) und ins- 
besondere auf die Wcrthe der in ihnen auftretendcn Constanten c i k , .  Diese 
letzteren erweisen sich nun als nicht voneinander unabhangig; vielmehr be- 
stehen zwischen ihnen die folgenden Relationen: 

( i , k , j , s = l  ... r ) .  

Weitere allgemein giltige Identititen zwischen den Constantan rikn be- 
stehen nicht; es wird vielmehr gezeigt, d a s s  n m g e k e h r t  zn j e d e m  
System v o n  C o n s t a n t e n  ek.,  w e l c h e s  d i e  R e l a t i o n e n  15) e r f ü l l t ,  
G r u p p e n  g e h o r e n ,  d e r c n  Z u s a m m e n s e t z u n g  d u r c h  d i e s e  C o n -  
s t a n t e n  b e s t i m m t  i s t .  

Zu bemerken is t ,  dass bei einer vorgelegten Gruppe die Constanten 
c i k a  nattirlich nicht v B l l i g  bestimmt sind, da man ja  statt  der ursprüng- 
lichen r unabhangigen infinitesimalen Transformationen irgend r unabhiingige 
lincare Combinationen derselben als neue unabhangige Transformationen ein- 
ftihren kann und dann natiirlich ein neues System von Constanten cik, 
erhalt. Zwei solche Systemo von Constanten c ik , ,  die auseinander durch 
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l i n e  a r  e T r a n s f o r m a t i o n  hervorgehen, sind als nicht ,wesentlichu ver- 
schieden zu betrachten, sondern nur als verschiedene Formen eines und des- 
selben Systems. 

Die Aufgabe, die Gleichungen 15) in allgemeinster Weise zu befriedi- 
gen, ist  natürlich eine rein algebraische. Fassen wir diese Bemerkung mit 
einer früher gemachten zusammen, so ergiebt sich das wichtige Theorem: 

D i e  B e s t i m m u n g  a l l e r  w e s e n t l i c h  v e r s c h i e d e n e n  Z u s a m -  
m e n s e t z u n g e n  v o n  r - g l i e d r i g e n  G r u p p e n ,  f e r n e r  d i e  A u f f i n -  
d u n g  a l l e r  c o n t i n u i r l i c h e n  U n t e r g r u p p e n  e i n e r  g e g e b e n e r i  
G r u p p e  S i n d  r e i n  a l g e b r a i s c h e  P r o b l e m e .  

E s  sind Aufgaben aus der Algebra der linearen Transformationen oder, 
was auf dasselbe hinauslauft, aus dem Gebiete der projectiven Geometrie. 

Neben den holoedrischen Isomorphismus tritt  auch in der Theorie der 
Transformationsgruppen noch ein zweiter wichtiger Begriff, der durch daç 
Wort  ,,meroedrischer IsomorphismusU bezeichnet wird. Die Definition des- 
selben ist 5hnlich der oben gegebenen. 

Eine r - gliedrige Gruppe und eine r, (< r )  - gliedrige Gruppe heissen 
memedrisch - isomorph , wenn sich r unabhiingigen Transformationen Xf der 
ersteren r (natürlich nicht unabhangige) Transformationen Yf der zweiten 
Gruppe derart zuordnen lassen, dass wieder die niimlichen Relationen be- 
~ t e h e n  : (Xi Yik )  = 2 c i k s  XI f, (Yi Yk) = 2 c i k r  Ys f. Zwei i n  diesem Sinne me- 
roedrisch isomorphe Gruppen sind es auch i n  dem Sinne, welcher der Defini- 
tion des meroedrischen Isomorphismus i n  der Substitutionentheorie entspricht. 

Unter den Gruppen, welche zu einer gegebenen Gruppe isomorph sind, 
finden sich drei besonders ausgezeichnete. Betraühten wir zuervt die so- 
genannte Parametergruppe. Dieselbe wird durch die Gleichungen 4) definirtt 
welche die Abhangigkeit der Constanten a ,  b, c der Gleichungen l), 2), 3) 
voneinander ausdrticken. Sehen wir in  4) die Constanten a, .. . a, und 
c, ... c, als Punktcoordinaten eines r-fach ausgedehnten Raumes an und 
betrachten b, . . . b, als Parameter, so bestimmen dieso Gleichungen wieder 
eine Gruppe. Diese Gruppe heisst die P a r  a m  e t e r g r u p p e der gegebenen. 

Die Parametergruppe hat  u. A. folgende ausgezeichnete Eigenschaften. 
Zunachst ist  sie selbst ihre eigene Parametergruppe. Ferner ist sie ,,eh- 
fach transitivu, d. h. man kann jeden Punkt  allgemeiner Lage des r-façh 
ausgedehnten Raumes nur  durch eine d i s c r e t  e Anzahl von Transformatio- 
nen der Gruppe i n  jeden andern überftihren. - Hiitten wir statt  des Systems 
der Parameter a in den Gleichungen 1) irgendwelche r unabhangige Fnnc- 
tionen der a als Parameter genommen, so wiirden wir eine andere Para- 
metergruppe erhalten haben. Man sieht aber sogleich, d a s ~  diese von der 
ersten nicht wesentlich verschieden, sondern mit ihr Bh n l i c h  ist, da sie 
eben aus jener durch Einftihrung neuer Coordinaten hervorgeht. Die Para- 
metergruppe ist ferner mit der gegebenen Gruppe gleichzusammengesetzt: 
sie .id es selbstverstiindlich nach der zweiten , der Substitutionentheorie ent- 
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nommenen Definition des Isomorphismus , es wird aber auch gezeigt , dass 
hie es nach der ersten Definition ist. Hieraus ergiebt sich leicht der oben 
angeführte Fundamentalsatz von der Identitat beider Definitionen. ~ w e i  
Gruppen in r Veranderlichen, die gleichzusammengesetzt und beide einfach 
transitiv sind, sind niimlich tihnlich. Daraus aber folgt insbesondere die 
Aehnlichkeit der Parametergruppen gleichzusammengesetzter Gruppen , und 
hierin liegt obiger Satz. Man kann das letztgenannte Ergebniss auch so 
ausdrücken: S i n d  z w e i  r - g l i e d r i g e  G r u p p e n  g l e i c h  z u s a m m e n -  
g e s e t z t ,  s o  k a n n  m a n  s t a t t  d e r  P a r a m e t e r  d e r  e i n e n  i m m e r  r 
u n a b h a n g i g e  F u n c t i o n e n  d e r s e l b e n  a l s  n e u e  P a r a m e t e r  d e r a r t  
e i n f ü h r e n ,  d a s s  n u n  b e i d e  G r u p p e n  d i e s e l b e  P a r a m e t e r g r u p p e  
e rha l ten .  Es werden dann also die Transformationen der einen dargestellt 
durch ein Gleichungssystem x'i = f ;  (z, a), die der andern durch ein Gleich- 
ungssystem y'i = f ', (y, u) ,  und zu heiden gehoren die nbmlichen Gleich- 
ungen 4). 

Eine zweite wichtige Gruppe, welche mit einer gegebenen G isomorph 
ist, ist ihre , a d j  u n g i r t e  G r u p p e u .  Wir knupfen an die oben gemach- 
ken, auf Formel 9) bezüglichen Bemerkungen an und deuten die Constanten 
c, .. . c, alu Cartesische Coordinaten eines Raumes von r Dimensionen. Ftihren 
wir nun eine Transformation S der Gruppe G ans, so werden die Trana- 
formationen T von G untereinandor vertauscht, wie beroits bemerlrt worden 
ist. Es werden also durch eine gewisse Transformation des r-fach aus- 
gedehnten Raumes deil Coordinaten cl . . . c, des Punktes, welcher der Trans- 
formation T entspricht , die Coordinaten c', . . . 6 ,  eines gewissen Punktes 
zugeordnet, welcher der Transformation S-'TS entspricht. Der Inbegriff 
aller dieser Transformationen des Raumes von r Dimensionen bildet wieder 
eina Gruppe, die .adjungirteU der Gruppe G. Auch sie ist  mit der Gruppe 
G isomorph; der Isomorphismus ist aber nicht nothwendig holoedrisch, wie 
ohen bei der Parametergruppe; es tritt  vielmehr unter gewissen Urnstanden 
meroedrischer Isomorphismus ein, ja  es kann sich die ganze adjungirte 
Gruppe auf die identische Transformation reduciren (namlich d a m ,  wenn 
die Transformationen von G vertauschbar sind, d. h. wenn 8-' TS = T 
oder S T = T S ) .  Die adjungirte Gruppe ist eine p r o j e c t i v e  G r u p p e ,  
d. h. ihre Transformationen sind linear; und zwar ist aie von der besonùern 
Art, welche Herr L i e  als .lineare homogene Gruppen" bezeiohnet: die 
Grossen cf sind ganze und homogene Functionen der Grosseil c; es bleibt 
daher bei don Transformationen der Gruppe der Anfangspunkt der Coordi- 
naten stehen, und die Punkte der ,,unendlich fernen" ( r -  1)-fach aus- 
gedehnten ebenen Mannichfaltigkeit werden nur  untereinander vertanscht. 

Der Nutzen, den die Betrachtung der adjungirten Gruppe bringt,  liegt 
darin, dass a n  ihr alle Verhaltnisse, welche die Zusammensetzung der 
Gruppe G betreffen, auf's Klarste zu sehen sind. Die Transformationen der 
eingliedrigen Untergruppen von G werden iu der benutzten Abbildung durch 
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die Punkte gerader Linien (di = Ci. t )  dargestellt , welche den Anfangspunkt 
enthalten, und iiberhaupt die Transformationen einer v-gliedrigen Unter- 
gruppe durch gewisse v - fach ausgedehnte ebene Mannichfaltigkeiten , welche 
durch den Anfangspunkt gehen. Diese Mannichfaltigkeiten nun werden durch 
die Transformationen der adjungirten Gruppe genau so untereinander ver- 
tauscht, wie die von ihnen dargestellten U n t e r p p p e n  der Gruppe G. 
Invariante Untergruppen zum Beispiel bilden sich als solche lineare Man- 
nichfaltigkeiten a b ,  welche von der adjungirten Gruppe in sich selbst über- 
geführt werden. Mann erkennt hier noch deutlicher als oben das Problem 
der Zusammensetzung als eine Aufgabe der projectiven Geometrie. Gle ich-  
z u s a m m e n g e s e t z t e  G r u p p e n  h a b e n  d i e s e l b e  a d j u n g i r t e  Gruppe.  

Eine dritte mit der Gruppe G isomorphe und gleichfalls projective 
Gruppe entsteht, wenn man die Constanten cl .. . c, nicht als Cartesische 
Coordinaten i n  einem Raume von r Dimensionen, sondern als homogene 
Coordinaten in  einem Raume Ton r - 1 Dimensionen auffasst. Jetzt erscheint 
a190 nicht die einzelne endliche Transformation der Gruppe als Raumelement, 
sondern eine ganze eingliedrige Gruppe oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
die einzelne infinitesimale Transformation. An dieser Gruppe Iasst sich die 
Theorie der Zusammensetzung ebenso gu t  oder vielmehr noch hesser stu- 
diren, wie a n  der adjungirten; sie ist leider nicht mit einem besondern 
Namen belegt worden. 

Aus einer r-gliedrigen Gruppe kann man, wie oben hervorgehoben, 
durch Einführung neuer Veranderlicher unbegrenzt viele neue Gruppen her- 
leiten, die zu der ersten ahnlichen Gruppen. Alle diese Gruppen werden 
von einem gewissen Standpunkte aus als nicht wesentlich verschieden be- 
trachtet; sie gehoren demselben , , T y p u s U  von Gruppen im a-fach ausgedehn- 
ten Raume an. 

W i e v i e l e  u n d  w e l c h e  v e r s c h i e d e n e  T y p e n  v o n  r - g l i e d r i g e n  
G r u p p e n  g i e b t  e s  i m  m - f a c h  a u s g e d e h n t e n  R a u m e ?  K a n n  man 
d i e s e l b e n  i n  e i n f a c h e r  W e i s e  c h a r à k t e r i s i r e n ?  

Diese Frage hat Herr L i e  vor nunmehr 15 Jahren zum ersten Male 
gestellt. Wir  nehmen keinen Anstand, das hierin liegende Problem als 
eines der Grundprobleme nicht allein der Theorie der Transformationsgrup- 
pen, sondern der mathematischen Wissenschaft iiberhaupt zu bezeichnen. 
Leider müssen wir e s  uns versagen, an dieser Stelle auch nur eii;en Begriff 
von den tiefen Untersuchungen zu geben, durch welche Herr L i e  diese 
Aufgabe ihrer LGsung naher zu bringen strebt; wir wollen statt dessen, um 
die Bedeutung des Gegenstandes sichtbar zu machen, den Entwickelungen des 
noch nicht erschienenen Abschnittes vorgreifend, nur das m e r k d r d i g e  Ergeb- 
niss aufnehmen, zu wclchem er  im einfachsten Falle n = 1 gelangt ist. 

I n  d e r  e i n f a c h  a u s g e d e h n t e n  M a n n i c h f a l t i g k e i t  g i e b t  e s  
n u r  d r e i  T y p e n  v o n  e n d l i c h e n  c o n t i n u i r l i c h e n  T r a n s f o r m a t i o n s -  
g r u p p e n .  Z u  d i e s e n  T y p e n  g e h o r e n  d i e  Z a h l e n  r = 1 ,  2 , 3 .  S i e  
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lassen s i c h  d u r c h  g e e i g n e t e  W a h l  d e r  V e r a n d e r l i c h e n  ü b e r -  
f u h r e n  i n  d i e  d r e i  b e k a n n t e n  p r o j c c t i v e n  G r u p p e n :  

Pür  die niedrigsten Fiille a > i  liegt die Sache freilich schon vie1 
weniger einfach: es lassen sich nicht mehr alle vorhandenen Typen in pro- 
jective Gruppen liberftihren, auch ist die Zahl r a n  keine obere Grenze 
gcbunden, und die Typen selbst Kingen zum Theil noch von willkürlichen 
Parametan, j a  sogar von willkürlichen Functionen ab. Wir  wollen hier 
nur noch ein allgemeines Resultat aufnehmen, welches i n  dem vorliegenden 
ersten Baude ausgesprochen wird : 

D i e  B e s t i m m u n g  a l l e r  T y p e n  v o n  r - g l i e d r i g e n  G r u p p e n  i m  
R a u m e  v o n  a D i m e n s i o n e n  e r f o r d e r t  a u s s e r  s o g e n a n n t e n  a u s -  
f ü h r b a r e n  O p e r a t i o n e n *  h o c h s t e n s  n o c h  d i e  I n t e g r a t i o n  v o n  
g e w o h n l i c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n .  

Die Ausdrücke X f ,  die Symbole der infinitesimalen Transformationen, 
treten mit der Lie'schen Theorie nicht zum ersten Male in  der Wissenschaft 
auf. I n  der Theorie der partiellen Differentialgleichungen spielen sie schon 
seit làngerer Zeit eine wichtige Rolle; allein dort wurden sie bisher immer 
in einem andern Sinno gebraucht. Wlihrend in der Theorie der Transfor- 
mationsgruppen der endliche A n s  d r u c  k X f  den Gegenstand der Betrach- 
tunq bildet, kam es in  jenen alteren Untersuehungen immer nur  auf die 
G l e i c h u n g  X f = O  an. I n  der von J a c o b i  und C l e b s c h  begründeten 
Theorio der vollst8ndigcn Systeme, welche auch in dom L i  e'schen Werke 
vorgetragen wird, zeigt man bekanntlich, dass die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass p voneinander unabhangige Gleichungen 

16) X , f = O  , ..., X q f = 0  
in n Ver?inderlichen a - p unabhhgige gemeinsame Losungen haben, die 
ist: E s  muss jede durch Anwendung der Klammeroperation ( X i X k )  aus den 
Gleichungen XI f = O ,  . . . , Xq f = O hergeleitete neue Gleichung Xi ( X k  f )  
- Xk (Xi f )  = O eine Folge der ersteren sein, d. h. es muas für jedes i und k 
eine Relation der Form bestehen: 

17 ( ~ i ~ ~ ) = ~ ~ i r i ( ~ ~ . . . ~ ~ ) X ~ f  ( i l k l ~ = l . . . q ) .  

Die Analogie der Gleichungen 12) mit diesen Gleichungen 17) fsllt in die 
Augen. E s  besteht aber ein wesentlicher Unterschied: in den Gleichungen 
12) oind die Coefficicnten c i k ,  reine Constanten, in  den Gleichungen 17) 
aber die entsprechenden Coefficienten v i k s  Fnnctionen der Veranderlichen 
2, . .. 2,. Gleichwohl ist es vortheilhaft, die linke Seite jeder der Gleich- 
ungen 16) oder vielmehr den allgemeinen Ausdruck 

18) x , ( . ) x , f + . . - + x q ( ~ ) X p f i  

* ,,Ausführbarr' im Sinne der Functionentheorie, nicht in dem der Algebra, 
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worin 1, . . . 1, irgendwelche Functionen von xl . . . X n  bezeichnen, als infini- 
tesimale Transformationen zu deuten. Auf diese Weise ergiebt sich niimlich 
eine neue Auffassung der gemeinsamen Losungen des vollstiindigen Systems. 

Sind Wq+ 1 . . . Wn (n - p) unabh~ngige  Losungen, so bestimmt jedes 
Cleichungssystem 

Wq+l =aq+l ,  ..., Wn=an 
eine y-fach ausgedehnte, sogenannte c h a r a k t e r i s t i s c h e  M a n n i c h f a l -  
t i g k e i t  d e s  v o l l s t i i n d i g e n  S y s t e m s .  Jene neue Auffassung liegt nun 
in der B e n i e r k h g ,  dass jede infinitesimale Transformation 18) alle çharak- 
terivtischen Mannichfaltigkeiten in sich selbst überführt. 

Der Inbegriff aller dieser mn-9 charakteristischen Mannichfaltigkeiten 
bildet eine Z e r l e g u  n g "  des Raumes (x, . . . x,,) ; umgekehrt lasst sich jede 
solche Zerlegung i n  mn-g Mannichfaltigkeiten qter Dimension durch ein 
vollstindiges System definiren. 

Solche Zcrlegungon und die zugehorigen vollstiindigen Systeme spielen 
in  der Theorie der Transformationsgruppen eine wichtige Rolle: gehort ja 
doch zu jeder Tranaformationsgruppe, welche nicht transitiv ist ,  ein voll- 
standiges System, das man durch Nullsetzen ihrer infinitesimalen Transfor- 
mationen erhàlt. Die Losungen dieses vollstandigen Systems geben, gleich 
Constanten geaetzt, die Mannichfaltigkeiten, liiugs deren ein Punkt all- 
gemeiner Lage durch die Transformationen der Gruppe hingeführt wird. 
Jcde cinzelne L6sung wird durch die Transformationen der Gruppe in sich 
selbst tibergeführt; sie heisst daher eine , , I n v a r i a n t  e u  der Gruppe. Es 
liegt auf der Hand,  dass man alle Invarianten einer continuirlichen Gruppe 
durch Elimination der Parameter finden kann, sobald die Gleichungen der 
Gruppe in der Form 1) vorliegen. 

Neben die Frage nach den Invarianten einer Gruppe stellt sich die 
nach i n v a r i a n t e n  G l e i c h u n g e n  u n d  G l e i c h u n g s s y s t e m e n .  

Unter einem ,,invarianten Glcichungssystcm" wird ein solches System 
von (untereinander vertraglichen) Gleichungen g>i ( x ,  .. . zn) = O verstanden, 
dessen Bestehen fur ein Veranderlichensystem x, ... x, und das Bestehen 
der Gleichungen <pi (xn1 . . . x',) = 0 nach sich zieht , in welcben z', . . . z'. 
Veriinderliche bedeuten , die aus x, . . . z, durch eine Transformation der 
Gruppe hervorgegangen sind. Die invarianten Gleichungssysteme sind augen- 
scheinlich die analytische Darvtellungsform für die ,,bei der Gruppe invarian- 
tenu Punktmannichfaltigkoiten, d. h. Mannichfaltigkeiten, dcren PunkB durch 
die Transformationen der Gruppe nur  untereinander vertauscht werden oder 
welche ,,die Gruppe gestattenu. Von ihncn wird gezeigt, dass sie in zwci 
Classen zerfallen: in  der ersten Classe stehen solche Mannichfaltigkeiten, deren 
Punkte allgemeiner Lage durch die Transformationen der Gruppe nach soviel 
unabhiingigen Richtungen fortgeführt werden, als unter den Gleichungen XI f 
= 0, . . . , X ,  f = 0 unabhangige vorhanden sind - sie werden dargestellt durcb 
beliebige Relationen zwischen den gemeinsamen Losmgen des vollstandigen 
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Systems, den Invarianten der Gruppe; in der zweiten Classe stehen die- 
jenigen Nannichfaltigkeiteri, deren Punkten allgemeiner Lage eine kleinere 

I 
Zahl von unabhiingigen Fortschreitungsrichtungen zugehort - sie werden 
durch Nullsetzen gewisser Matrices gefunden, welche man aus den Coefficien- 
ten tik der infinitesimalen Transformationen Xk f der Gruppe bilden kann. 
Transitive Gruppen haben keine Invarianten; bei ihnen konnen natürlich nur 
invariante Mannichfaltigkeiten der zweiten Art  auftreten. 

Aber auch für  die Theorie der transitiven Gruppen gewinnen die voll- 
standigen Systeme eine hohe Bedeutung: die transitiven Grnppen zerfallen 
naturgemass in zwei Classen, je nachdem eine Zerlegung des Raumes vor- 
handcn i s t ,  dercn einzelne Mannichfaltigkeiten dureh die Transformationen 
der Gruppe untereinander vertauscht werden, oder nicht. Zu den Gruppeii 
der ersten , bei Weitcm umfassendercn Classe, den , i m p r  i m i  t i v  e n G r  u p  - 
p en ", gehort jedes Mal (mindestens) ein vollstiindiges System, welches eine 
Zerlegung von der eben definirten Beschaffenheit bestimmt; von ihm, wie 
von der Zerlegung selbst wird gesagt, es ,,gestattet die Gruppeu. Durch 
Rechnen mit den Symbolen der infinitesimalen Transformationen ergiebt sich 
wieder ein sehr einfaches Kennzeichen dafür, dass ein vollstandiges System 
eine vorgelegte Gruppe gestattet. 

Damit die charakteristischen Mannichfaltigkeiten des vollstandigen Systems 
XI f = O, . . . , X4 f = O durch eine inhi tesimale Transformation Y f  uuter- 
einandcr vertauscht werdcn, ist  nothwendig und hinreichcnd das Bestchen 

Unter den Hilfsmitteln , durch welche Herr L i e  aus bekannten Gruppen 
neue herleitet , dürfen wir hier dasjenige nicht unbesprochen lassen, welches 
vielleicht das bedeutsamste von allen ist , d i e  E r  w c i t e r u n g. 

Betrachtet man unter n Veranderlichen x, ... x, irgend n-q als un- 
abhiingig, die tibrigen als (unbestimmt gelassene) Functionen derselben, so 
werden diese gewisse Differentialquotienten pl, p, , . . . besitzen. Unterwirft 
man nun das ganze System einer Transformation, so werden sich vermoge 
derselben auch die entsprechenden Differentialquotienten P', , P', , . . . der 
transformirten Functionen ausdrticken durch p, , p2, . . . und die ursprüng- 
lichen Veriinderlichcn x, . . . x,. Fügt man diese Transformationsformeln, in 
welchen p l ,  p z ,  . . . als unabhangige Grossen zu behandeln sind, den ur- 
sprünglichen Transformationsformeln hinzu, so erhtilt man eine neue , ,, e r - 
w e i t e r  t e Transformation, geschrieben in den Veranderlichen x, . . . x,, 
Pi, P e v  - - -  

E s  b e s t e h t  n u n  d e r  f u n d a m e n t a l e  S a t z ,  d a s s  d i e  d e r a r t i g  
e r w e i t e r t e n T r a n s f o r m a t i o n e n  e i n e r  G r u p p e  w i e d e r  e i n e  G r u p p e  
b i l d e n ,  u n d  z w a r  e i n e  s o l c h e ,  w e l c h e  m i t  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  
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g l e i c h  z a s a m m e n g e s e t z t  i s t .  Von so entstandenen Gruppen wird 
gesagt, sie seien durch ,,Er w e i t e r u n g u  aus der ursprünglichen Gruppe 
hervorgegangen. 

Die Reihe der erweiterten Gruppen, welche zu einer gegebenen Gruppe 
gehoren , ist  unbegrenzt , wie die Reihe der hoheren Differentialquotienten, 
welche bei ibrem Rildiingsprocess zur Verwendung gelangen; auch kann 
man ihre Entstehungsart noch mannichfach abandern. Wir  gehen hierauf 
nicht nBher ein, auch nicht auf die einfache Beziehung, welche die infini- 
tesimalen Transformationen der erweiterten Gruppen zu denen der ursprüng- 
lichen zeigen, und wenden uns sogleich zu dem wichtigen Begrifo, dessen 
Bildung durch den Begriff der erweiterten Gruppe vermittelt wird, zu dem 
Begriffe der D i f f e r e n t i a l i n v a r i a n t e .  

Die ,,DifferentialinvariantenU einer Gruppe sind nichts Anderes, als die 
Invarianten der intransitiven unter den zugehorigen erweiterten Gruppen. 

Diffcrentialaiisdrücke, deren Form durch dio Transformationen einer 
gewissen Gruppe nicht zerstort wird, haben sich der Betrachtung schon zu 
wiederholten Slalen aufgedrangt. Wir  erinnern nur  an den m s  den Unter- 
suchungen von Herrn S c h  w a r z  wohlbekannten, scbon bei L a g r a  n g e  auf- 
tretenden Differentialausdruck dritter Ordnung 

y'?/l" _ 
Y'" 

Y 

welcher die Invarianteneigenschaft hat  bei allen Transformationen der drei- 

Man hatte aber bisher kein allgemein anwendbakes Mittel, um alle von 
einander unabhangigen Ailsdrücke dieser Art  zu bestimmen; auch war es, 
wie Herr L i e  hervorhebt, den Mathematikern entgangen, dasa zu einer 
j c d c n endlichen continuirlichen Gruppe Differeiitialinvarianten in unbegrenz- 
t e r  Zahl gehüren. 

D i e  L i e ' s c h e  T h e o r i e  l i e f e r t  e i n  M i t t e l ,  a l l e  d i e s e  D i f f e -  
r e n t i a l i n v a r i a n t e n  s y s t e m a t i s c h  z u  b e s t i m m e n :  s i e  e r s c h e i n e n  
a l s  d i e  g e m e i n s a m e n  L o s u n g e n  g e w i s s e r  v o l l s t i i n d i g e r  S y s t e m e ,  
derjenigen vollstandigen Systeme, welche man (unter Fortlassung der tiber- 
flüssigen Gleichungen) durch Nullsetzen der infinitesimalen Transformationen 
der intransitiven erweiterten Gruppen erhalt. 

Daraus ergeben sich dann aber, nach dem oben über invariante Gleich- 
ungen Gesagten, ohno Weitcrcs auch a l l e  S y s t e m e  v o n  D i f  f e r  on t i a l -  
g l e i c h u n g e n ,  w e l c h e  e i n e  g e g e b e n e  G r u p p e  g e s t a t t e n  (d. h. welche 
durch die Sransformationen der Gruppe in sich selbst tibergeführt werden). 

Xan sieht, diese Untersuchongen lassen die Methoden weit hinter sieh 
zurück, durch welche in  neuerer Zeit ein hochverdienter englischer Mathe- 
matiker einzelne Differentialinvarianten einzelner specieller Gruppen zu be- 
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stimmen begonnen ha t ,  Methoden, welche weder überall anwendbar sind, 
noch auch im Falle ihrer Anwendbarkeit eine Bürgschaft für die Vollstan- 
digkeit ihrer Ergebnisse in  sich tragen. 

Die vorstehenden Auscinandersetzungen wcrden genügcn , wenn auch 
nicht eine Uebersicht über den reichen Inhalt des Werkes, so doch wenig- 
stens eino allgemeine Vorstellung von der Ar t  der in ihm behandelten Auf- 
gaben und deren eigenthlimlicher Auffassungsweise zu geben. Viele wichtige 
Begriffe freilich haben wir unerortert lasven miissen, weil ihre EinfUhrung 
zu viele Vorbereitungen erfordert hatte, und der Inhalt mehrerer grosser 
Capitel wurde nicht einmal erwiihnt. Mfige das Gesagte dazu dienen, auçh 
in weiteren Kreisen den Wunsch nach einer naheren Bekanntschaft mit dem 
so wichtigen Inhalt des Werkes zu erwecken. Wir glauben nicht zuviel eu 
sagen mit der Behauptung, dass es wenige Gebiete der mathematischen 
Wissenschaft geben wird, die nicht durch Aneignung der Grundgedanken 
der neiien Disciplin eine wesentliche Forderung erfabren konnten. Vor 
Allem aber werden den niichstverwandten Gebieten der Differentialgleich, 
ungen und der Geometrie eine Fülle neuer Ansichten und Aufgaben zu- 
geführt. Sind doch, wie wir oben gesehen haben, die überaus wichtigen 
Prnbleme der Theorie dcr Zusammensetzung im Grunde Aufgaben der p r o -  
j ec t iv  e n  G e  O m e t  r i e ;  und dieser merkwlirdige, von vornberein nicht 
einrnal zu vcrmuthende Zusamrnenhang der allgemeinen Transformations- 
theorie mit Problemen von scheinbar so specieller Natur ist keineswegs der 
einzige dieser Art. Wollte die projective Geomatrie sich der neu zugeftihr- 
ten Aufgaben bemachtigen und statt  der immerwahrenden Untersuchung com- 
plicirter specieller Gebilde einmal den Gruppenbegriff mit seiner Einfachheit 
und seiner weittragenden Hedeutung mehr in den Vordergrund stellen, so 
wiirden wir einen neuen Aufschwung dieser allgernach etwas ins Stocken ge- 
rathenen Forschungen erwarten dürfen. 

Die Stellung des analytischen Gegenbildes der projectiven Geometrie, 
der ,,Algebra der linearen Transformationenu oder der im engcren Sinne 
sogenannten Invariantentheorie zur allgemeinen Theorie der Transformations- 
gruppen 1Bsst sich etwa 80 kennzeichnen: I n  der Lie'schen Theorie stehen 
nach unseren obigen Ausführungen auch bei speciellen Gruppen in der Haupt- 
sache nur solche Eigenschaften im Vordergrunde des Interesses, dereo Dar- 
stellungsform von der Wahl des Coordinatensystems nicht abhangt und 
aelche daher bereits innerhalb eines begrenzten Raumstückes m m  vollen 
Ausdrucke gelangen. I n  der Algebra der linearen Transformationen aber 
nerden solche Eigenschaften algebraischer Gebilde , der algebraischen Pormen 
bohandelt , welche durch beliebige lineare Transformationen, die Transfor- 
mationen der ,,allgemeinen projectiven GruppeU nicht zerstort werden. Anch 
hier bleibt die Wahl der Coordinaten i n  gewiosem Grade der Willklir über- 
lassen; sie ist aber nicht mehr vi3l l ig  willkürlich. E s  wird vielmehr von 
vornherein eine Schaar von Coordinatensystemen ausgezeichnet, die ,,pro- 
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jectivenU Coordinaten, welche durch die Transformationen der Gruppe unter- 
einander vertauscht werden und die Eigenschaft besitzcn, dsss die einfach- 
sten bei der Gruppe invarianten Schaaren von Mannichfaltigkeiten sich mit 
ihrer Hilfe durch moglichst einfache , nbmlich lineare Gleichungen darskllen 
lassen. Da die Transformationen der Gruppe, in diesen Coordinaten ge- 
schrieben, Ausnahmselemente nicht besitzen, so kann sofort der ganze Raum 
in Betracht gezogen werden. 

Damit aber ergiebt sich eine Pülle von Aufgaben algebraischer Nntur, 
die man in so einfacher Form .nicht hatte stcllen konnen, wenn man die 
Wahl des Coordinatensystems ganz unbestimmt gelassen hatte. 

Der Inhalt der a 1 g e b r a i s c h  e n Disciplin der Invariantentheorie der 
linearen Transformationen wird also keineswegs erschopft, wenn man die 
mehr dem Gebiete der allgemeinen Theorie der a n a l  y t i S C  h e n  F u n c t i o  - 
n e  n angehorigen Methoden der Theorie der Transformationsgruppen auf 
den besondern Pal1 der allgemeinen projectiven Gruppe anwendet. Die ge- 
gewohnliche Theorie der Invariantcn algebraischer Formen behandclt ein 
vergleichsweise specielles Problem, aber daftir auch ein besonders wichtiges 
Problem, und diescs durch Methoden, welche seiner Eigenart unvergleich- 
lich vie1 besser angepasst sind, als es überall brauchbare Hilfsmittel über- 
haupt sein konnen. Es wird eine dankbare Aufgabe künftiger Forschung 
sein, auch fiir andere Gnlppen von projectiven oder überhaiipt algebra- 
ischen Transformationen ahnliche algebraische Theorien zu schaffen; es giebt 
solche Methoden. 

Der vorliegende erste Abscbnitt der , Theorie der Transformations- 
gruppenU bildet für sich ein abgeschlossenes Ganzes und konnte von uns 
als solches gewürdigt werden. Historisch aber war der Aufbau einer 80 

ansgedehnten Theorie doch nur  in organischer Verbindung mit der Losung 
zahlreicher specieller Aufgaben moglich, a n  welchen sich die neuen Ideen 
entwickeln konnten. Dieser Specielles und Allgemeines abwechselnd durch. 
laufende Entwickelungsprocess muss sich, nach einem auch das Geistesleben 
bcherrschenden Grundgesctz der organischen Wissenschaften , in abgekiirzter 
und den Umstanden angepasster Form im Individuum wiederholen, wenn 
dasselbe thatig in den weiteren Fortschritt eingreifen will. Insofern iut die 
Anordnung des Lie'schen Werkes nicht padagogisch und der Verbreitung 
der darin niedergelegten Methoden nicht günstig, als eine der geschicht- 
lichen Entwickelung nicht entsprechende Trennung zwischen den allgemei- 
nen und den speciellen Theorien vorgenommen ist,  von welchen die ersteren 
in  dem vorliegenden Abschnitte behandelt werden, die letzteren aber auf 
die beiden noch zu erwartenden Abschnitte verschoben sind, Man muss aber 
bedenken, dass eine pldagogisch zweckmZssige Darstellungsform nur selten 
auch die systematisch richtige sein kann, am seltensten bei einer noch so 

neuen L)isciplin; und es ware in der That jener Vortheil zur Zeit wohl 
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nicht zu erreichen gewesen, ohne dass auf hohere Vorzüge, die das Werk 
thatslchlich besitzt, Verzicht geleistet worden wiire. 

Auch haben die Verfasser Alles gethan, um den genannten Mangel, 
nenn es einer i s t ,  abzuschwiichen. Alles für das Verstindniss der leitenden 
Grundgedanken Wesentliche ist durch cursiven Druck hervorgehoben. Die 
einzelnen Siitze sind wieder untereinander nach ihrer Bedeutung abgestuft. 
Ihre Formulirung ist eo gehalten, dass man sich a n  jeder Stelle mit Leich- 
tigkeit liber den weiteren Verlauf der Entwickelung orientiren kann. Wieder- 
holte Rückblicke rufen dem Leser das Bild des Weges, welchen e r  gegangen 
kt, immer wieder ins Gediichtniss zurück. Die Redeweise ist durehaus un- 
gezwungen; besonders einfach und natürlich sind auch die Kunstausdrücke. 
Sprachwidrige Wortbildungen und unnütze Fremdworter, mit welchen unsere 
Literatm auf dem Nachbargebiete der Invariantentheorie neuerdings leider 
formlich tiberschwemmt worden ist, wird man hier vergeblich suchen.* Mochte 
Herr R n g e l ,  dem gewiss ein grosser Theil dieser Vorzüge, wie aiich des 
Zustandekommen des Werkes selbst zu verdanken ist,  das bewiesene redac- 
tionelle Geschick und çcine Reherrschung des Gegenstandcs d a m  verwendcn, 
uns einmal mit einer eigentlich padagogischen, vielleicht auf die ausserste 
Strenge verzichtenden Darstellung der Grundgcdanken der L i  e'schcn Theorie 
zu beschenken. 

Und mGchB es Herrn L i e  vergonnt sein, bei uns Dau zu finden, iim 

dessentwillen er seine Heimath verliess. Mochte es ihm gelingen, einen Kreis 
von Schülern um sich zu sammeln, die ihm auf den neu betretenen aus- 
sichtsreichen Pfaden folgen und in froher Mitarbeit mit ihrn die Wissen- 
schaft weiterbilden zu einer immer hoberen und schoneren Gestaltung. 

M a r b u r g ,  im October 1888. E .  STUDY. 

Lehrbnch der analytischen Mechanik von S. D. POISSON. Deutsch heraus- 
gegeben und mit einern ~ n h a n ' ~  versetien von Dr. AIJGuST PFANN- 
STIEL. 1. Lieferung. Verlag von Hermann Meyer, Dortmund 1888. 

Wenn auf die deutsche Uebersetzung des P o  i s  s on'schen Werkes durch 
M. A. S t e r n  hin noch eine weitcrc Uebcrsctzung desselben Werkes der 
Oeffentlichkeit iibergeben wird, so kann dies wenigstens irn Interesse der 
Verbreitung des vortrefflichen, a n  Klarheit unübertroffenen Original3 in 
deutscher Sprache nur  freudig begrüsst werden. 

Eiue eingehendere Beurtheiluug der vorliegenden Uebersetzung rnuss 
auf die Zeit verschoben werden, wann s~mmtliche-11-12 Lieferungen und 
besonders der von dern Uebersetzer versprochene Anhang vorliegen, welch' 
letzterer einzelno seit dcm Erscheinen des Originals veraltcte Methoden und 
Beobachtungen besprechen soll. 

* abgesehen von einer Ausnahme auf S. 7. 
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Was bis jetzt erschienen ist,  scheint auf eine im Ganzen ziemlich an- 
sprechende Uebersetzung des ganzen Werkes hinzudeuten; der deutsche Text 
liest sich im Ganzen fliessend und nicht allzuoft storen Gallicismen. 

Auf einige Einzelheiten und Aeusserlichkeiten sol1 schon jetzt, nach 
Ausgabe der ersten Lieforung, aufmerksam gemacht werdcn , da diese Be- 
merkungen vielleicht auf die folgenden Lieferungen Einfluss haben konnten. 

Mit mehreren Verdeutschungen specifisch mathematiwher A u s d ~ c k e  
ktinnen wir uns durchaus nicht einverstanden erklliren. Um nur Eines eu 

nennen, so wird développée mit ,, ALwickelungscurveu übersetzt. Die fran- 
zosischcn Ausdriicke développante und développée entsprechen - ganz wie 
die im Deutschen allgemein üblichen Fremdwijrter ,Evolventeu und ,Evo- 
luteu - trefflich der Vorstellung, dass ein Faden das erste Na1 auf der 
Grundcurve, das andere Mal auf der Curve ihrer Krfimmungsmittelpunkte 
liegt und abgewickelt wird. Aber der Ausdruck ,AbwickelungscurveU für 
Evolute liegt unbestirnmt in der Mitte, oder vielmehr nicht einmal in der 
Mitte, sondern er 1Xsst ohne nBhere Andeutung eher auf Evolvente als Evo- 
lutc schliessen und ist dahor unbedingt zu verworfcn, wenn er auch viel- 
leicht sonst noch einmal in der Literatur der Mathematik sich finden sollte, 
was uns unbekannt ist. I n  Nr. 72 des Originals findet sich der Satz: ,Zn 
constmcctwlû de la tangente e.n un point quelconque de cette courbe est aussi 
très-simple; sa développée est une  autre cydo'ide; e t ,  de plus, par une série 
de développements successifs une  courbe quelconque approche de plus en plus 
de se confondre avec la qclo'ide, et s'y confondrait rigoureusement à l'infinisu 
Der Versuch mit cinem Mathcmatiker von Fach, welchem nicht das fran- 
zosische Original, sondern nur  von der in  Rede stehenden Uebersetzung die 
Worte vorgelegt wurden: ,,Ferrier ist die Abwickelungscurve der Cykloide 
eine andere Cykloide und tiberdies nLhert sich jede beliebige Curve durch 
eine Reihe von aufeinander folgenden Abwickelungen mehr und mehr der 
Cykloideu zeigte in  der That ,  dass der Ausdruck ,,AbwickelungscurveU 
durchaus nicht unzweideutig auf die Evolute gegenüber der Evolvente, son- 
dern ehcr auf die letztere hindeutet. Gerade in den exacten Wissenschaften 
sollte doch bei der Neueinführung von Bezeichnungen mehr Vorsicht und 
Zuriickhaltung beobachtet werden. 

Ferner ist zu tadeln, dass die wenigen Figuren nicht in den Text auf- 
genommen, sondern am Schluss in  eine Tafel vereinigt sind, welche nicht 
einmal derartig geheftet is t ,  dass beim Hcrausschlagen des Figurcnblattes 
sammtliche Figuren vor den Leser zu liegen kommen. Glücklicherneise 
bürgert sich immer mehr die Sitte ein, die Figuren dem Text einzuver- 
leiben. Wenn dies bei Werken wie P e s  c h k  a ,  Darstellende Geometrie, 
oder W e i e r s t r a s s '  Ausgabe der gesammelten Werke Steiner's u. a. nicht 
geschehen is t ,  so hat  es seine guten Gründe, aber im vorliegenden Falle, 
wo es sich nur  um wenige, nicht sehr umfangreiche Zeichnungen hnndelt, 
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k t  es .ein Mangel. So weit braucht sich die Treue gegenüber dern Original 
kaum zn erstrecken. 

Diese Dinge Sind Nebensachen, aber bei der Beurtheilung einer Ueber- 
setzung treten sie naturgemass mehr in den Vordergrund, als bei eincrn 
selbstandigen Werke, und aind geeignet, dern Werth des Ganzen erheblich 
Eintrag zu thun. 

S t u t t g a r t ,  Jul i  1888. C R A N Z .  

B. WEINSTEIN, Handbnch d e r  physikalischen Maassbestimmnngen. 2. Bd. 
Berlin 1888. Verlag von Julius Springer. Preis 14 Mk. 

Bei der Reichhaltigkeit des vorliegenden Stoffes sah sich der Verfasser 
veranlasst, des vorliegcnda Material auf xwei E n d e  zu vertheilen, so dass 
eutgegen dern ursprünglichen Plane noch ein weiterer, dritter Band in Aus- 
sicht steht. Der Inhalt des vorliegenden Bandes thcilt sich in zwoi Ab- 
schnitte, wovon der erste die Theorie der Einheiten und Dimensionen zu- 
sammen mit einer Auseinandersetzung tiber die gebriiuchlichen praktischen 
Einheiten fur  Lange und Masse behandelt, wahrend der zweite die Langen- 
rnessungen, Wagungen, Volumen- und Dichtigkeitsbestimmungen umfasst. Deru 
3. Bande sind die übrigen physikalischen Maassbestimmungen vorbehalten. 

Es ist sehr anzuerkennen, dass der Verfasser seinem Werke dadurch 
den wissenschaftlichen Charakter gcwahrt hat ,  dass e r  dia Entwickelungcn 
bis zum Endresultat streng wissenschaftlich durchgeführt hat und erst dann 
die nothigen Einschrankungen eintreten liess. Geschieht Derartiges wahrend 
der Ableitung der betreffenden Formeln, so ist  dern Praktiker durch das 
ihrn entsprechende Niiherungsverfahren vielleicht momentan ein kleiner Dienst 
geleistet, doch muss auch er zugeben, dass dadurch jede Uebersicht und 
jedc kritische Betrachtung des Endresultats wegfallt. Gerade das Letztere 
ist aber für den praktischen Physiker von grosser Bedeutung; denn er ver- 
~chafft sich bei der Discussion der einzelnen i n  der Schlussforrnel vorkom- 
mendcn Grossen ein sicheres Urtheil tiber den Einfluss von jeder derselben. 
Ein solcher ICntwickelungsgang gewahrt erst den richtigen Einblick in  die 
einzelnen Methoden. Zur Erleichterung der tlieoretischen Entwickelung für 
die praktische Verwendung hat der Verfasser ofters Reispiele eingestreut 
und noch Rechenschemata und Tabellen angegeben, vermoge deren die 
numerische Auswerthiing der Formeln besonders bequem ausgeführt werden 
kann. - Gleich dern ersten Bande wird auch der vorliegende zweite dern 
praktisch arbeitenden Physiker ein Handbuch im wahrsten Sinne des 
Wortes sein. 

-~ - B. NEBEL. 

Beispiele und Anfgaben znr  Berechnnng der statisch bestimmten TrLger 
flir Briicken und Dacher. Von Dr. JAKOB J. WEYRAUCH, Piofessor 
an der technischen Hochschule zu Stuttgart. Leipzig, Teobner. 188P. 

Rist.-lit. Abthlg. à Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXXIV, 5. 15 
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Die vorliegcnde Sammlung von Bcispielen und Aufgaben schliesst sich 
enge an die im Vorjahre erschienene Theorie statisch bestimmter Trager 
desselben Verfassers an. Es  werden in derselben die Anwcndung der dort 
eiitwickelten Rechnungsverfahren gezeigt, eine grosse Anzahl von Zahlen- 
beispielen durchgerechnet und einzelne weniger wichtige Theile der Theorie 
weiter ausgeführt. Sammtliche Losungen sind analytisch, nicht graphisch 
vorgenommen, da die Sammlung im Anschluss an die Uebungen zu den 
Vortragen tiher ,Analytische Theorie der Tngenieiirconstructionenu entstanden 
ist und der Verfasser tiberdies den analytischen Methoden den Vorzug vor 
dcn graphischen einraumt , eine Auffassung , welcher auch vom Standpunktc 
des Praktikers aus in  der Hauptsache beigepflichtet werden muss. 

Ausser den gewohnlichen Anordnungen der statisch bestimmten Balken- 
fachwerke und Bogenfachwerke werden auch die continuirlichen Gelenktrager, 
die continuirlichen Bogentrager, die Triiger mit schief verschiebbarem Auf- 
lager ucd mit imaginaren Gelenken behandelt. Den Schluss bildet die Be- 
iechnung der statisch unbestimmten Fachwerke mehrfachen Systems auf 
Grund der ifi prmi meist tiblichen Mcthode dcr Zcrlegung in mehrcre statisch 
hestimmte Einzelsysteme. 

Die Ermittelung der Stabkrafte erfolgt theilv nach den genauen For- 
meln, theils werden fur den praktischen Gebrauch Naherungsformeln in 
Anwendung gebracht ; grosse Aufmerksamkeit ist der Ermittelung der un- 
günstigsten Laststellungen und der Rerechniing mit Lastaquivalenten an 
Stelle der wirklichen Radlasten zugewendet. 

Die Sammlung ist sehr rcichhaltig (130 Zahlenbcispicle) , tibcrsichtlich 
geordnet, und ist Jedem, der sich die Theorie des Verfassers vol1 zu eigen 
machen wiU, angelegentlich zu empfehlen. 

Zum Schlusse moge noch kurz auf folgende zwei Piinkte eingegangen 
werden. 

I n  Aufgabe 7 heisst es bezüglich des Elinflus~ies von Zwischentragern 
auf die Grenzwerthe der Momente M und Verticalkriifte V :  ,,Für diejenigen 
Schnitte,  welche mit Knotcnpunktcn zusammenfallcn, kann bci Berechnung 
der M und V ganz so verfahren werden, als ob gar  keine Zwischeiitrager 
vorhanden waren." Dies ist  nur ftir die M allgemein zutreffend; für die V 
dagegen erreichen die Crenzwerthe an den Knotenpunkten in vielen Fallen 
grossere Werthe, wenn Zwischentrager vorhanden sind, als wenn die Lasten 
direct aiif den Haiipttrager wirken. Die Darstellung der Grenzwerthe von 7 
zeigt bei Zwiechentragern in  Wirklichkeit eine Treppenlinie a n  Stelle des 
in Fig. 27 eingezeichnoten krummlinigen Polygans. 

Das in Beispiel 13 (Fig. 32) berechnete Fachwerk doppelten Systenis 
wird auch für den Grenzfall, dass die zwei mittleren Stabe der obercn Gur- 
tung horizontal sind, ftir statisch bestimmt erklart,  trotzdem sich einzelne 
Stabkriifte hierhei unendlich gross ergeben. Dass dau System jedoch that- 
sachlich statisch nnbestimmt is t ,  folgt direct aus den Gleic,hnngen XII), 
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XIII) und XIV), wenn man die Belastung P gleich Nul1 setzt, weil dann 
die Stabkrafte 04, Of> etc. jeden beliebigen Werth annehmen konnen. Mit 
anderen Worten: Das Fachwerk kann im unbelasteten Zustande Spannungen 
beeitzen, welche sich statisch nicht bestimmen lassen. Auch der zur Be- 
gründung beigezogene Bogen mit dem Pfeile f = O ist statisch nnbestimmt, 
da er ebenfalls im unbelasteten Zustande Spannungen besitzen kann; über- 
dies ergiebt sich bei beliebiger Verticalbelastung der Horizontalschub ebenso 
gat gleich + m wie gleich - m, ist also thatsachlich statisch nicht be- 
asimmbar. FR. ENOESSEK. 

Natnrwissenschaftliche Anwendnngen der Differentialrechnnng. Lehr- 
buch und Aufgabensammlung, verfasst von Dr. ARWED FUHRMANN, 
ordcntl. Professor a n  der Kouigl. Technischen Hochschule zu Dresden. 
Mit 28 Holzschnitten. 148 S. Berlin 1888, Ernst & Korn (Wil- 
helm Ernst). 

Als wir (Bd. XXXI, 227 und XXXIII,  22) das S t e g e m a n n - K i e -  
ert'sche Lehrbuch empfahlen , fanden wir es nothwendig , den Unterschied 

su betonen, der zwischen den Bedürfnissen des Technikers und des Studi- 
renden der Mathematik als solcher obmaltet. Das Schriftchen , welchem wir 
lieute einige empfehlende Zeilen zu widmen beabsichtigen, zeigt uns, dass 
selbst unter den Technikern die Bedürfnisse gar sehr verschieden sind. Der  
Geodat, der Bau - und Maschineningenieur brauchen weit mehr hohere Ma- 
thematik als der Srehitekt,  der Chemiker, welche die gleiche technische 
Hocbschule mit jerien beauchen. Koch grosser als in  dem, was diese ge- 
Irirauchen, ist  der Unterschied in dem, wozu sie es gebrauchen. Dennoch 
ist es gewiss richtig, was Iierr F u  h r m a n n  in seiner Vorrede sagt ,  dass 
die rechte Lust  an einem Lehrgegenstande erst daun eintritt, wenn man 
ihn anxuwenden beginnt. Ebenso wahr ist es aber auch, daes man einem 
Schüler, welcher Aufgabeli xur Anwendung der Differentialreühnung von 
ihren ersten Anfingen an auf bestimmte Wissenszweige ausserhalb der reinen 
Mathematik zu losen wünschte, von den vorhandenen Sammlungen keine 
zu empfehien irn Stando war. Herr F u  h r m a n n  beabsichtigt diesem Mangel 
abzuhelfen. Drei Bande, jeder zu zwei Theilen, sollen 1. Aufgaben aus 
den Naturwissenschaften, 2. solchc für Architckten und Bauingenieiire, 
3. fur Fabrik- und Maschineningenieure bieten und des ersten Bandes erster 
Theil liegt heute vollendet vor. Wir müssten das ganze drei Druckseiten 
fullende Inhaltsverzeiohniss abschreiben , wenn wir die Reichhaltigkeit der 
Sammlung unseren Lesern erweisen wollten. Wollten wir uns etwa mit  
der Nennung der fünf Capitelübcrschriftcn (1. Diffcrcnzen und Diffcrentiale. 
Einfache und mehrfache Differentiation. II. Linien und Fliichen. III. Viel- 
deutige Symbole. IV. Maxima und Xinimti. V. Heihen) begnügen, so 
sind das die gleichen Rahmen, welchen man in allen Aufgabensarnmlungen 
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begegnet. Die Ausfdllung ist aber eine ganz andere. Die Curven z. B. 
sind die empirischen Veriiinnlichungen von Naturerscheinungen ?der doch 
solchen nachgehildet. So die Curve der Fehlerwahrscheinlichkeit, der Sterb- 
lichkeit, so die Spiralen der Konchylien u. S. W. Ueberall sind Verweisungen 
auf Werke beigegeben, welche die betreffendcn Dinge ausftihrlich behan- 
delnd dem Verfasser als Quelle dienten, und deren Studium dem Schüler zur 
anregenden Selbstarbeit empfohlen wird. Dieselbe zu betbatigen dienen 
dann mannichfache Aufgaben ohne beigegebene Discussion. Wir sind über- 
zeugt, dass die neue Sammlung, wenn sie mit g le iche~  Geschicklichkeit fort- 
gesetzt wird, viele Wtlnscbe eu befriedigen sich eignet. CANTOR. 

Maxima u n d  Minima symmetrischer Pnnctionen und Betrachtnngen tiber 
die  Determination. Von Oberlehrer Dr. THEODOR HABLER. Abhanil- 
lung zum Jahresbericht der Fürsten- und Landesschule zu Grimma 
über das Schuljahr 1887-1888. 53 S. 4'. 

Der Verfasser beweist zunachst den Lehrsatz, dass, sofern n Variable 
der Bedingung rp (x, , z,, . . . , x,) = 0 genügen , worin p, eine symmetrisdie 
Function is t ,  welche in der Umgebung der Stelle, a n  welcher alle VariaLi!e 
einander gleich werden, nur  wachst oder nur abnimmt , jcde symmctrische 
Function F(x,  , x,, . . . , x,) ein Maximum oder ein Minimum wird, wenn 
alle Variabeln einander gleich sind. E r  geht dann weiter zu Beispieleii 
über, bei welchen der Versuch, ohne jenen allgemeinen Lehrsatz zur Be- 
stimmuiig grosster oder kleinster Werthe zu gelangen, mit Schwierigkeiteu 
und mindostens mit sehr umstZndlichen Rechnungen verbunden ist. Der 
sogenannte Diorismos der griechischen Geometer, in latinisirter Form Deter- 
mination genannt, f'ührt naturgemiiss zu Maxima- und Ninima-Aufgaben. 
Müssen doch gewisse Grossen mindestens, beziehungsweise hochstens, B O  

und so gross sein, damit eine Zeichnung moglich sei. Eine Erorterung der 
geometrischen Determination steht somit i n  enger Beziehiing au den im 
ersten Abschnitte besprochenen Gegenstiinden. Der Verfasser hat sich dieser 
Erortcrung unterzogen, und zwar haupt5tichlich in  dcr Richtung, dass er 
schiilgerechte Determinationen untersucht, d. h. solche, die im Schulunter- 
richt zweckm%esige Vrrwerthung finden. Fast drei Viertel des ganzen Pro- 
gramms sind diesen hikhst interessanten Einzeluntersuchungen gewidmet. 
Wir  begnügen uns nur  mit wenigen Worten der Empfehlung darauf hinzu- 
weisen, dass Determinationen bei Gleichungen beztiglich des Aiiftretens posi- 
tiver oder wenigstens reeller Wurzeln, Determinationen bei geometrischen 
Constructionsaufgaben und solche bei trigonometrischan Aufgaben zur Rede 
kommen. Da bei Gelegenheit der positiven und negativen Strecken auch 
einige wenige geschichtliche Bemerkungen beigeftigt sind, so erganzen wir 
dieselben dahin, dasa schon K a s t n e r  die Strecke AB von der Strecke BA 
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recht gut  zu unterscheiden wusste, mithin hier als einer der Urheber jener 
Lelire betrachtet und genannt werden sollte. CANTOR. 

J. Lieblein's Sammlnng von Anfgaben ana der  algebraischen Analysis 
zurn Selbstunterricht. II. verbesserte und vermehrte Auflage, heraus- 
gegcben von Dr. W. L i s ~ a .  Prag 1889, bei G. Neugebauer. 180 S. 

Die erste Auflage von L i e  b 1 e i n ' s  Aufgaben ist 1867 erschienen und 
Bd. XII1 der Zeitschr. Math. Phys., Literaturzeitung S. 3 angektindigt. Der 
heutige Rerichterstatter tiher die zweite Auflage ist mit der ersten nicht 
bekannt, mithin auch nicht i n  der Lage, eine Vergleichung anzustellen, 
wieviel etwa geandert worden ist. Nach Herrn L a s  k a's Vorrede scheinen 
die Aenderungen theils in der Aufnahme neuer Beispiele und in der Hinzu- 
fiigung von Quellenangaben, theils in  der Weglassung solcher Beispiele, 
welche Wiederholungen enthielten, zu bestehen. Die Auflosungen sind in 
den meisten Fiillen nur  angedeutet, so dass der Selbstthatigkeit des Lesers 
ein weiter Spielraum bleibt; ob im Palle des im Titel vorgcsehcnen Selbst- 
unterrichts nicht ein fast zu meiter, muss die Erfahrung des einzelnen Be- 
nutzcrs entschciden. Erfahrung muss auch darüber entscheiden, ob - was 
bei einem derartigen Buche nicht ohne Wichtigkeit ist  - die Richtigkeit 
des Druckes nur ausnahmsweise im Stiche Iasst. Dass uns bei ganz zufiil- 
ligem Aufschlagen sofort zwei Irrthümer in die Augen fielen (S. 22 in Auf- 
gabe 12 lies y3 statt  x3 und S. 23 in  Aufgabe 15 Anl. lies z2 statt  z3), hat 
uns, wie wir gestehen miissen, etwas erschreckt; aber es kann ja  eiu be- 
sonders ungllicklicher Zufall gewesen sein, der uns gerade diese Seiten auf- 
schlagen liess, und zu genauen weiteren Vergleichungen fehlt es uns an 
Zeit. Der Inhalt der Aufgaben ist dem Titel entsprechend der algebraischen 
Analysis, in dem Sinne, wie S c h l o m i l c h ,  S t e r n  u. A. das Wort  ge- 
brauchen, entnommen. Einiges aus der Lehre von den Gleichungen, Einiges 
tiber Producte, Ilber Kettenbrtiche (auch über aufsteigende Kettenbrüche) 
ist aufgenommen; das Hauptgewicht fiillt aber auf die Lehre von den un- 
endlichen Reihen und den Bedingungen ihrer Convergenz, sei es ,  dass schon 
gegcbene Reihen auf ihrcn Giltigkeitsbereich untersucht werden, sei es, dass 
deren Entwickelung selbst einen Theil der Aufgabe bildet. Die Reichhal- 
tigkeit ist  eine so grosse, dass insbesondere Lehrer, welche nach geeigneten 
Beispielen sich umschauen, gewiss fiir alle Balle passende Auswahl treffen 
konnen. CANTOR. 

Ueber die gegenseitige mechanische Verwandlnng gleicher Dreiecke und 
Parallelogranime mittels unmittelbarer Constructionen. Von Dr. PAUL 
SCEONEMANX. Bus dem Jehresbericht tiber das Archigymnasium zu 
Soest von Ostern 1888. 27 S. 
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Der Verfasser bezeichnst mit dem Ausdruck ,,mechanische Verwand- 
lungu das Verfahren, inhaltsgleiche Piguren in üongruente Stticke zu zer- 
schneiden, die je  nach ihrer Anordnung bald zu dieser, Lald zu jener neuen 
Gestalt sich zusammensetzen. Dem Gedanken nach ist das Gleiche schon 
in jenem alten Kinderspielzeug verwirklicht, dem dic Ramer den Namen 
L O c u l u  s A r c  h i m  e d i u s  beilegten. Zu theoretisch-geometrisclien Zwecken 
glanbte Herr  S c  h 6 n e  m a n n dio mechanische Vorwandlung zuerst verwcr- 
thet zu haben,  bis er nachtraglich erfahren musste, dass er bereits Vorgiiuger 
besa,ss, welche er in  der Einleitung nennt. Niich dem A u g u  s t'schen Lehr- 
buche von 1852 hatten auch H e n r i  c i & T r e u  t 1 e i n ,  Lehrbuch der Elementar- 
geornetrie 1. Theil (Leipzig 1881) angeführt werdeii konnen, welches Referent 
gerade unter Betonung dieser Untersuchungen iin XXVII. Eande dieser Zeit- 
schrift, hist.-lit. Abth. S. 139-140 besprochen hat. Die Selbstiindigkeit 
der ganz scharfsinnigen Verwandlungen in der Soester Prograrnmabhandlung 
bleibt dabei natürlich durchaus bestehen. CAXTO~L.  

Die Form, Anziehnng und  materielle Beschaffenheit der E r d e  (Fortsetz- 
ung und Schluss). Von THEODOR SCEMID. Jahresbericht der k. k. 
Staatsoberrealschiile zu Linz ftir das 37. Studienjahr 1887/88. Linz 
1888, Verlag der k. k.  Staatsoberrealschule. 42 S. 

Der Anfang dieser Abhandlung, als Prograrnm fur 1886187 gedruükt, ist 
im XXXIII. Bande dieser Zeitschrift, hist.-lit. Abth. S. 27 angezeigt. Dort ist 
hervorgehoben, dass von den vier Entwickelungsstufen, welche Herr S ch m id 
i n  der Lehre von der  Gestalt der Erde a18 geschichtlich vorhanden be- 
zeichnet, nur die erste betrachtet wurde. In  dem Programm für 1887/88 
folgt niin die Darstellung der drei spateren Stufen, und zwar der II. auf 
S. 5 - 23, der III. auf S. 23 - 29, der IV. auf S. 50-42. Die Beband- 
Iung ist wiederum ganz und gar modern, iind nur wenige Anmerkungeu 
lassen erkennen , welche von den Ergebnissen bereits C 1 a i r  a u  t oder L a  - 
p l a c e  oder S t o k e s  u. S. W. gefunden haben. Warum überhaupt S t o k e s  
als Vertreter der IV. Stufc gewahlt wurdo und nicht G a u s s  odcr der Er- 
finder des Nameas Geo'id, L i s t i n g ,  dürfte nicht leicht einem Leser voll- 
stBndig klar werden. Den heutigen Stand der betreEenden erdphysikalischen 
Fragen lernt man übrigens aus den beiden Programmen ziemlich gut kenuen. 
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Hist'orisch - literarische Ab theilung. 

Ueber Gleichungen vierten Grades im zebnten Buch 
der Elemente Euclid's. 

Von 

Cand. mag. S. A. CHRISTENSEN 
in Kapenhagen. 

Cap, L Knrze Uebersicht des  zehnten Bnches der  Elemente Euclid'a 
i n  algebraische Sprache tibergeftihrt. 

1. Wie bekannt, behandelt das zehnte Buch der Elemente die irratio- 
d e n  Grossen, aber E u c  1 i d  nennt in  diesem Buche Grossen nie anders 
als geometrisch, alao durch Linien und Areale dargestellt, und wir werden 
daher, um seine Satze und Beweise direct auf die Bshlenlehre überführen 
zu konnen, alle Linien durch eine Linieneinheit, m - die rationale Linie 1 
- ausdrücken, so dass alle Areale durch die Fliicheneinheit m2 susgedrlickt 
werden. Alle seine Grfissen knnn man dann darauf zurückführen, die hin- 
zukommenden Factoren werden dann - rationale oder irrationale - Zahlen, 
welche wir durch kleine griechische Buchstaben ausdrücken werden. Die 
vorkominenden Ausdrücke haben dann für uns denselben W e r t h ,  ob sie 
sich mit dem Factor m oder mit na2 vorfinden, wshrend bei Euclid theoretisch 
ein Unterschied is t ;  daher werden wir, iim seiner Darstellung moglichst 
nahe eu koruuien, diesen Unterschied beibehalten, indem wir von Grossen 
zweiten Grades (weil m in der zweiten Potenz sich findet), welche dann 
dasselbe wie Euclid's Areale bedeuten, reden. Um die Zahlenlehre zu erhalten, 
brauchen wir nur die Einheiten na und mZ ai~ssiilassen, aber indem wir sie 
in den Berechnungen mitnehrnen, erreichen wir, dass man aus unsern Formeln 
die Ausdrücke des Euclid in seiner Form direct ersehen kann. Wenn wir 
deshalh tiberall den Ausdruck ,,Grosseu beibehalten und nicht durch ,,Zahlu 
ersetzeu, ist dies der Griiud. Wo wir also von ,,Zahleuu sprechen, Sind 
dadurch ganze oder Bruchzahlen zu verstehen. 

S.  Das X. Buch giebt eine vollstandige Behandlung der irrationalen 
Grossen, welche durch Quadratwurzeln oder durch die vierte Wurzel ansgedrtîckt 
werdeu konnen, indem niirnlich die einfachen Quadratwurzeln ihm nicht 

Hiut lit. AbtNg. d. Zeitschr. E Math. a Phys. XXXIV, 6. 16 
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irrational erschcinen. Man hnt daher die von ihm behandelten Grossen 
Irrationalitaten erster Art genannt. 

Dieses Buch ist dasjenige, von welchem man am zuversichtlichsten 
behaupten kann,  dass es ihm selbst gehort.* Der Inhalt war neu und zu 
seiner Zeit noch wenig entwickelt. 

Die Bezeichnungen selbst sind schwerfiillig, und n u r ,  was von der Re- 
handlung der Gleichungen zweiten Grades, wovon man genaue Kenntniss hat 
haben mussen, herstammt , war bekannt. Narnentlich stellt die Sache uns 
sich so, dass auch numerische Gleichungen bekannt gewesen sein müssen, 
sonst wtirde man schwerlich zur Discussion von deren Wurzeln kommen, 
dem niichsten W e g ,  auf welchem man zu Ausdrücken der Form a 
gelangt, welche auch im X. Buch stets als Wurzeln von Gleiçhungen 
zweiten Grades zurtickkehren. Hatte man nicht die niimeriscben Lbsungen 
aneugeben gehaht, würde i n  der geometrischen Losung die eine Linie eine 
ebenso gute L8snng als die andere geben, wenn sich das Ganze auf eine 
Darstellung durch Linien beschrankt hatte, und die Untersuchungen, welche 
sich im X. Buch findcn, wtirdcn dann keinen Anlass habcn. Ich kann 
deshalb mit Herrn Professor Z e u t h e n  einig sein, welcher in seinem 
Buche ,,Die Lehre von den Kegelschnitten im Alterthum" bestimmt darauf 
halt,  dass die geometrische Darstellung von Gleichungen zweiten Grades, 
verbunden mit dem algebraischen zweiten Buch, die Regelri fiir die uume- 
rische L6siing- giebt. Des Fehlen eincr Zeichensprache machte die geome- 
trische Darstellung nothwendig, wenn es allgemeine theoretische Resultate 
galt,** und so ist auch die geomctrische Darstellung im X. Buche auf- 
zufassen. 

3. In  den vier das Buch einleitenden DefinitionenY** sind die Grossen 
getheilt in  

1. Grossen, commensurabel mit der Einheit. Deren Form ist m u .  

2. Grossen, incornmensurabel mit dcr Einheit , wovon wicder . zwci 
Formen vorkommen k8nnen: 

a) Grosaen, deren Quadrat mit dem der Einheit commensurabel. 
Deren Form is t  m fi. 

b) Grossen, deren Quadrat nicht mit dem der Einheit comrnensumbel. 

Grbssen des ervten Classe (1) werdcn r a t  i O n a l  c O m m e n  s u r  a b el 
i n  d e r  e r s t e n  P o t e n z ,  die der zweiten Classe (Za)  r a t i o n a l ,  n u r  i n  
d e r  z w e i t o n  P o t e n z  c o m m o n s u r a b e l ,  und die der letztcn Clasae ( 2 b )  
i r r a t i o n a l  genannt. 

* T a  une r y ,  Revue philosophique XI ,  1881, in  der Abhandlung L'éducation 
platonicienne, und derselbe Verfasscr, Mémoires de la sociét6 des sciences phys. et 
natur. de Bordeaux, 2. Ser. T. IV, 1882. 

** Vergl. Nesse lmann ,  Die Algehra der Griechen. 
*** Heiberg 's  Ausgabe III, S. 2. 
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Nattirlich konneri zwei rationale, nur in der zweiten Potenz commen- 
surable Grossen oder zwei irrationale sehr wohl unter sich sowohl in der 
ersten als auch in der zweiten Potenz commensurabel sein. 

Dicser Unterschicd von unscrcm Begriffe der RationalitKt h b g t  von der 
geometrisc'nen Darstellung ah ,  indem das Quadrat einer durch eine einfache 
Quadratwurzel dargestellten Grosse rational i s t ,  weshalb es  dann nahe liegt, 
die Grosse selbst rational zu uennen; aber zum Unterschiede von der all- 
gemeinen rationalen Grosse wird dann , ,nur  i n  der zweiten Potenz com- 
mensurabel'' hinzugefiigt. 

4. Der erste Abschnitt des 13uches lehrt uns zu untersuchen, wie weit 
eine Grosse rational in der ersteu oder nur in der zweiten Potenz com- 
mensurabel oder nicht ratioual ist. Diese Satze gehen bis zum Satz 21. 

Der zweitc Abschnitt (Satz 21 - 36) behandelt die einfachste Classe 
der irrationnlen Grossen, namlich die Me d i a l  e , welche durch eine einzelne 
vierte Wurzel ausgedriickt kt. Sie wird durch rationale, nur in der zweiten 
Potenz commensurable Grossen gebildet, indem man die Grosse sueht, 
deren Quadrat dem Prodncte zweier solchen gleich ist: ze = m . m fp, 

4 - 
x=,nfa.j3. 

Der dritte und vierte Abschnitt geben die Behandlung der  zusammen- 
ge~etzten irrationalen Grossen, indem der dritte die durch Addition, und der 
vierte die dui-ch Subtraction gebildeten behandelt. Die Satze gehen von 
36 - 72 und von 73 - 1 Li. Wir wollen sie xusammen betrachten, da der 
Unterschied irn Ganzen nur der is t ,  dass man,  wenn a n  der einen Stelle 
addiren zu lesen is t ,  in  dem andern Abschnitt subtrahiren lesen muss. 

Der Rest des Buches sind einzelne SLtze. 
5. A b  v c h u i t  t 1. Den Anfang macht der bekannte Satz, worauf das 

Alterthuni die Exhaustionsmethode gehaut hat,  wonach er in allgerncinerer 
Form die Siitze aus dem VII. Buch über das grosste gemeinsame Maass 
zweier Grossen wiederholt. Nachdem er gelchrt ha t ,  wie dies gefundcn 
vird, kommen die wichtigen Satze: 5, welcher aussagt, dass commensu- 
rable Grossen sich wie Zahlen verhalten, und die umgekehrten und entgegen- 
gesetzten i n  6 ,  7, 8 ,  nebst 9 mit dem interessanten Coroliarium* liber 
nothwendige und genügende Bediugungen für die Commensurabilit%t, und 
ferner 11 - der Satz des T h e  a t e t - , dass , falls die beiden ersten Glieder 
einer Proportion commensurabel sind, die beiden letzten es auch sein 
werden. 

* Satz 9 spricht von den Quadraten von Grossen, welche sich entweder ale 
quadratische Zahlen - wenn die Grossen in der ersten Potenz commensurabel 
sind - oder nicht als quadratische Zahlen verhalten - wenn die Grossen nicht 
in der ersten Potenz cornmens~irabel sind - und umgekehrt Das Coroiiar gieLf 
dann an, dass Grossen, in der ersten Potenz commenwrabel, immer in der rweiten 
Potena commensurabel sind, dass aber in der zwciten Potenz commensurable 
Groascn ni c h  t n O t h  w e n d i  g in der ersten Potenz commensurabel sind. 

16 * 
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Diese Satze geben uns durch die Anwendung von Proportionen die 
Verbindung zwischen den Linien, woran Euclid sich in diesem Buche halt, 
und den Zahlen, dem eigentlichen Gegenstande der Behandlung, so dass 
wir hieraus irn Allgemeinen sehen konnen, ob die Grosse eine in der 
ersten oder nur  in der zweiten Potenz commensurable rationale ist. 

Einfache Satze hierfiber finden wir in 12--16. 
Satz 14 ist von grosserem Interesse, indem er  Grossen aufstellt, welche 

gewissen Bedingungen von wesentlicher Bedeutung fiir das im Nachfolgenden 
Behandelte gentigen. 

Er sagt namlich: ,Wenn vier Grossen proportional sind, und die erste 
ein Quadrat auf einer mit ihr commensurabeln Grosse mehr als die andere 
potenzirt, wird die dritte ein Quadrat auf einer mit ihr commensurabeln Grosse 
mehr als die vierte potenziren, und wenn die erste ein Quadrat aiif einer 
nicht mit ihr commensurabeln Grosse mehr als die andere potenzirt, wird 
die dritte wieder ein Quadrat auf einer mit ihr  incornmensurabeln Grosse 
mehr als die vierte potenziren." 

Das Quadrat einer Grosse ist dasjenige, welches sie potenzirt. Wenn 
hier von dem Quadrat gesprocben wird, welches eine Grosse a mehr alu 
eine andere Gt;osse b potenzirt, bedeutet es ,  dass die Differenz zwischen 
den Quadraten der Grossen a2-b5 inern  Quadrate ee gleich gesetzt aird. 

Wenn hier gegeben ist a : b = c : d und a2  - b' = e2 und c2 - LE2 = fs, 
wird a :  e = c: f nach den Satzen V I ,  22, V, 17, V, 7 corr. und V, 23; dann 
wird, wenn a mit e commensurabel oder incornmensurabel ist, nach dem Satze 
des T h e a t e t  auch c commensurabel oder incornmensurahel mit f sein. 

6. In  den Siitzen 17 und 18 erhalten wir eine Discussion der Gleichung 
b" 

zweiten Grades a z  - zP = - , inùern dort die Frage über rationale oder 
4 

irrationale Wurzeln untersucht wird , welches deutlich die Richtigkeit der 
früher erwabnten Anschauung zeigt, dass Euclid mit der L6sung von 
Gleichungen zweiten Grades i n  Zahlen vertrsut war, und dass Uasjenige, 
welches Euclid hierüber in  den geometrischen Biichern gegeben hat ,  eine 
theoretische Darstellung ist. 

Satz 17 sagt: 
,Sind zwei ungleiche Grossen gegeben, und wird das Viertel des Qua- 

drats auf der kleineren a n  der grosseren angelegt, so dass der Rest ein 
Quadrat wird, und wird dieses dadurch in zwei commensurable Theile ge- 
theilt, wird die grossere von den gegebenen Grossen ein Quadrat einer mit 
ihr  in  der ersten Potenz commensurabeln Grosse mehr als die kleinere 
potenziren. Umgekehrt werden, wenn der grossere ein Quadrat auf ciner 
mit ihr in  der ersten Potenz commensurabeln Grosse mehr als der kleinere 
potenzirt , die Theile commensurabel sein. " 

b2 
Die gegebenen Grossen sind a und b (a > b ) .  Sol1 d a m  - an a an- 

oz 
gelegt werden, so dass der Rest ein Quadrat wird, ist  (a - z) z = -; 4 
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a -  or - Ja" b2 wenn ferner --- - - -- dann wird - 1 und umgekehrt, wenn 
x ,5' a da" bb' 

= -  a - x  ru * 
CL I wird -- - -  

a  2 - P  
Nach II, 5 wird ( a - x ) x +  

und 
4 (a  - x ) z  + 4  (' - x ) a z 4  (:)i 

oder 
b2 + ( a  - 2 ~ ) ~  = a2,  also (a  - 2 ~ ) ~ =  ae - b2. 

a - x  ci 
Nun ist - also a - . + P l  

x 8 '  a - 2 x  a - P  

JaT - P a  Umgekehrt , wenn - - wird man haben - = zi 
a v ' a - 2 2  p 

a  v 
--p - a 2" a-m u + p  

und - = -- , woraus - = -- 
2 x  y - p  x  v - p  Z v -  P 

an, 
der 

Dieses ist  die Behandlung Euclid's, nur fühit er keine Zahlengrossen 
aber aus seiner ganzen Kenntniss der Proportionen weiss man, dass 

Grund nicht ist ,  weil e r  nicht damit mauovriren kenne, sondern weil 
es nicht nothwendig is t ;  denn i n  den vorhergehenden Siitzen hat  e r  die 
Verbindung zwischen der Lehre von Proportionen und der ilber Commen- 
surabilittit gczeigt. 

Satz 18 hat  denselben Inhalt wie Satz 17, nur ist hier tiberall corn- 
mensurabel durch incommensurabel ersetzt. 

7. Zum Schlusse werden in diesem Abschnitte noch rationale Grossen 
zweiten Grades eingeführt. Eatz 19: ,Das Product zweier rationalen in  
der ersten Potenz commensuraheln Grossen ist rational." Wenn a und b 
rational in der ersten Potenz cornmensurabel sind. wird a.b auch rational 

a b  7~ 
sein, denn - = - 1  aber bei diesen Grossen zweiten Grades kann nach 

a2 a  
der geometrischen Bodeutung koine Rede von rational in der zweiten Potenz 
cammensurabel sein. 

Satz 20:  ,, Wenn eine rationale Grosse zweiten Grades in zwei Factoren 
getheilt wird, von denen der eine rational is t ,  wird der andere auch ratioual 
und mit diesem in der ersten Potenz commenvurabel sein.u Getzt man A 

A b A or b u 
=a. b, wird, wenn a  rational i s t ,  - = 1 aber - = - 3  also - = - -  

a' a  a" a B 

* Wir d i e n  hier zugleich, dam Euclid beide Wnrzeln betrachtet, doch 
nicht in dem Sinne wie wir, da er die Gleichung als zwei Gleichungen mit 

b2 zwei Unbekannten, x + y = a und z y = - betrachtet, wo also jede der Unbe- 
4 - 

kannten ihren Werth hat. 
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8. Diese Satze führen unmittelbar zum 

z w e i  t e n A b  s c h n i t t Übcr, wo er die einfachsh irrationale Grosse - 
die Mediale - durch das Product von zwei rationalen in der zweiten Potenz 
commensurabeln Grossen gel~ildet,  einführt im Satze 21, welcher aussagt: 
,, Das Product zweier rationaleri, nur  in der zweiten Potenz commensurabeln 
Grossen ist irrational, und die Grosse, dossen Quadrat dem Producte gleiçh 
k t ,  ist irrational und wird eine Mediale g e ~ a n n t . ' ~  

Die Form einer %lediale erhalt man so: Zwei rationale nur in der 
zweiten Potenz commensurable Grossen haben die Form mu f i  und n a y  p's; 
ihr Product ist  dann wa2<ry m, so wird die Mediale m /vF oder 
einfacher m f&. Das Product selbst, m2 a  y /&Y, ist irrational und wird 
ein Medialproduct genannt. 

Satz 22 enthalt die Theilung eines Nedialproducts ebenso wie Satz 20 
die eines rationalen Products. 

In derselben Bedeutung, in  welcher wir davon reden konnten, dass ratio- 
nale Grossen in der ersten oder nur in der zweiten Potenz commensurabel naren, 
kann man die Medialen lhnlich eintheilen. Zwei in  der ersten Potenz com- 
mensurable Medialen habcn die Form m a  yp und m y f i ,  wahrend zwei 
nur  in der zweiten Potenz commensurable Medialen die F o r a  nza vp (oder 
m f i  i / j )  und m f i  i / j  haben. 

Wahrend das Product zweier rationalen in  der ersten Potenz commen- 
surabeln Grossen rational ist  und das zweier rationalen nur  in der zweiten 
Potenz commensurabeln media1 is t ,  wird das Product von zwei in der ersten 
Poteriz commensurabeln Medialen irrational (P= m a vp. m y vp = m2 u  y J@) 
und von zwei nur in  der zweiten Potenz commensurabeln Medialen entweder 

- 4  - 
media1 oder rational (P = m j/B . m /,6 = mZ /<YB, welches rational 
wird , wenn ci . p .  y eine Quadratzahl ist). In Satz 27 und 28 finden wir 
die Form 'für solche Medialen. 

9. Wir sind nun bis zum Satz 26 angelangt, welcher zeigt, dass die 
Differenz zwischen zwei medialen Producte nicht r a t i o n d  sein kann. 

Die beiden medialen Yroducte konnen als cp und c q  geschrieben werden, 
wenn c und p nebst c und q n n  rationel in der zweiten Potenz commen- 
surabel sind. Die Differenz ist dann c (p - q) ; wenn diese rational sein 
soll,  muss p - g rational in  der ersten Potenz mit c commcnsurnbel sein, 
wahrend p und p selbst nur  i n  der zweiten Potenz mit c commensurabel sind. 

Die Aufgabe hier is t  zu beweisen, dass die Differenz zwischen zwei 
Quadratwurzeln in  unserem Sinne irrational ist. Setzen wir p = c f i  und 
y = c JF, so soi1 gezeigt werden, dass c - c /p nicht c y gleich sein 
kann. Ohne vom Geiste des Beweises Euclid's abzuweichen, kann man es 
i n  der folgenden Form aufstellen. 
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or r S + 8 + 2 y J F  
wo f +  rational und 2  y /@ irrational ist. Also ----- - -- 

7 ° C  Y Ï + T 1  
aber das letzte Verhiltniss kann nicht durch Zahlen ausgedrückt werden, 
deshalb kann das erste es auch nicht,  welches gegen das Gegebene streitet, 
also kann man nicht Ji - ) / $ = y  haben. 

10. Nachdem er ,  wie gesagt, in Satz 27 und 28 die Form für  zwei 
nur in der zweiten Potenz commensurable Medialen gefunden ha t ,  wird 
die Frage,  im Folgenden die Formen für Quadratzahleri zu finden, deren 
Surnme quadratisch oder nicht quadratisch is t ,  welches in  den Lemmen 
1 . 2  nach dem Satze 28 geschieht. E r  benutzt den Satz 6 des TI. Ruches, 

welcher aussagt ab + a f b  (", 'la= (-T) ; es gilt daun a und b so aii 

a + b  . 
wlhlen, dass a b  eine Quadratzahl und --- eine ganze Zahl ist. a 

E r  e rhd t  drann die Bedingung, dass a und b iihnliche FlSchenzahlen 
sein (sich wie Quadratzahlen verhalten) sollen und ferner, dass a  und b 
gleichzeitig gleiche oder ungleiche Zahlen sein sollen. 

Driickt man o und b diirch millktirliche Zahlen aus, erhalt man 

1. g l e i c h e :  a=2am2,  b = 2 a n 2 ,  

wonach die gesuchten Zahlen (x, y und f i )  x = 2 ci m lz , y = a (m2 - n2), 

z =  ct (rn"n2) sind. 

II. u n g l e i c h e :  a = ~ ( Z m + l ) ~ ,  b = a ( 2 n +  l)', 
wonach z = o r ( 2 m + 1 ) ( 2 n + l ) ,  y = 2 o r ( m - . n ) ( m + n + l ) ,  n = 2 a ( m 4  

+ n 2 +  m+.n) + a. 
Diese letzte Reihe von Werthen iut in der ersten mit inbegriffen, wenn 

man für m - n .n und für  m + .n + 1 m setzt. 

Obgleich diese Formeln so zn einer vereinigt werden konnen, is t  es 
natürlich, dass sie von einnudcr getrcnnt sind. Wir  haben namlich von 
P y t h a g o r a s  und von P 1 a t O n zwei solche überliefert , von Py thagoras die 

Zahlen 2.n + 1, (2n + l)" ' und + ' l ,  eine Reihe von Werthen, 
2  2 

welche er leicht durch ein einzelnes Gnomon erhielt, und von Platon 2n, 
ne - 1 und ne + 1,  welches er auch durch ein Gnomon, aber ein doppeltes, 
erreichen konnte. 

Reide Reihen sind i n  der des Euclid mit inbegriffen, namlich die des 
Pythagoras in der letzten für cr = A ,  n = 1 (d. h. m = 0)  und die des P 1 a t o n  
in der crsten für  ai = 1 und m = 1. Durch Benutzung der Zahlen x, y 
und a in  anderer Folge erhalt er zwei Quadratzahlen, deren Differenz eine 
Qaadratz-ah1 ist. 

Wenn er demniichst im Lemma 2 die Aufgabe aiifstellt, zwei Quadrat- 
zahlen zu finden, deren Differenz keine Quadratzahl is t ,  i s t  es nur seine Ab- 
sicht eine Formel für solche xu zeigen, wolche er im Folgenden benutzen kann. 
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11. Wir kommen nun zu einer Reihe von Sgtzen, welche dio Losung 
von Gleichungen vierten Grades vorbereiten, welchen Zweck er in diesem 
Buche erreichen will. 

Satz 29: ,,Zwei rationale, nur  in der zweiten Potenz commensurable 
Grossen so zu finden, dass die Differenz zwischen deren Quadraten dem 
Quadrate auf einer mit der grosseren in der ersten Potenz commensurabeln 
Grosse gleich ist." 

I n  diesem und den folgenden Satzen derselben Art will  Euclid einen 
Ausdruck fur die eine Grosse durch die andere finden, so dass die auf- 
gestellte Redingung befriedigt wird. 

E r  sucht Grossen von der Form x = m und y = m JF,  so dass 
%e - 2- - ,ue. Nehmen wir a n ,  dass die eine Grosse a ist  und dass 

x4 
aa t~ 
-3- 
.Y ,2 - p r  3 wo a' und /12 Quadratzahlen sind, deren Differenz keine 

Quadratzahl i s t ,  wcrden a und 1: nur  in  der zweiten Potenz commensurabel 
a2 . - a2 sein und - - - ,  so dass also a und x die Bedingung erfiillen; man 

aa - 2 /12 -- 

.z - p z  
kann alsdann x so durch a ausdrtlcken: x = a J - = a J l - ( : ) '  

a L> 

oder kIirzer x = a J1- a" wo 1 - arB nicht Quadratzahl ist. 
Man kann natürlich auch ohne Unterschied den Ausdruck, wie N e s  s e l -  

m a n n  (Die Algebra der Griechen) ihn hat ,  durch Linien b und c statt 
durch Zahlen or und /3 erhalten, aber Euclid selbst benutzt Zahlen (vom 
obengenannten Lemma 2 hergenommen). 

Wird in der aufgestellten bedingten Gleichung CL4 durch p ersetat, 

erhslt  man den Satz 90, welcher die Form s = a /z - giebt. 

Fragen wir nun ,  wie Euclid zu seiner Losung k a m ,  brauchen wir nur 
die Darstellung umzukehren. Er muss dann damit aufangen, die Gleichung 

aP '2 2 aB 2 - - - -  

a z  - p 2  
aufzustollen, wovon - = -- 

z2 (9- pi sollen hier a und x nur 

in  der zweiten Potenz commensurabel sein, darf a"Pa nicht quadratisch 
sein. Er fhgt daher seine Darstellung damit a n ,  zwei solche Quadrat- 
zahlen zu wiihlen, und fahrt dann wie oben fort. 

I n  den Satzen 31 a und 3 1 b  findet er Medialen mit rationalem Pro- 
ducte denselben Bedingungen unterworfen, namlich in  3 1 a  die ' Formen 

a J I  - a 2  
y = a /= i/= und z = und in 31 b die Formen 

Vl-ar2 

Ferner wird dasselbe in  3 2 a  b für Medialen mit medialem Producte 
- -. 

wiederholt, welches i n  3 2 e  zu z 5 a t / p  und y = a i / P  /1- u%nù in - 
(oder e i / p  /=) fiihrt. 3 2 b z u x = a j / p  und y = a i / $  -- 
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12. I n  den folgenden drei Satzen kommen wir niin zu den Gleichungen 

+ Y'= ', wo A und B gewissen Bedingungen unterworfen sind: 
ZU= B 

a p J L  
1. Im Satze 33 sind A =  a%nd B = 2 '  

Zur Hiilfe bei der Losung dieser Gleichungen hat Euclid die bekannten 
Satze über die Linien im rechtwinkligen Dreieck in einem Lemma vor dem 
Batze 33 aufgestellt. 

Wir  k6nrien dann den Gleichungen die geometrische Form geben; Zu 
finden die Katheten in einem rechtwinkligen Dreieck, wo man die Hypo- 
thenuse und das Areal kennt. 

Nennen wir die Hypothenuçe c l  die Hohe h und die StIicke der 

Hgpotbenuse CY und p ,  haben wir x2+y2  = "; hieraus erhzlt man r i ,  wo- 
z y = c h =  B 

nach CY und /3 gespcht wetden, indem C Y ~  = h2 und u + f i  = c ,  welches a 

und /l nach den Gleicliungen zweiten Grades im Satze 21 des VI. Buches 
giebt. 

Wir  konnen nun leicht sehen, von welcher Beschaffenheit x und y iver- 
den müssen, da in  den Satzen 17 und 18 die I)iscussion von Gleichungen 
zweiten Grades gegeben wurde. 

Euclid erhalt dann, dass, damit z und y in der zweiten Potenz incom- 
mensurabel werden, a und (3 auch incornmensurabel sein mtissen; aber da- 
dureh erhalt man wieder durch Satz 28 die Bedingdngen, welchen die ge 
gebenen Grossen A,  B genügen müssen, so dass man zu den oben- 
genannten Formen gelangt. Uiese fuhren zu den folgenden Formen tijr 

x und y. 

1- 
i. I n  satz  33 zu : x  = a  J / ~  

und 

4 - J 1 y i  
2. in  34 zu: x = a  J l - l r .  

und 
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13. Wir sind durch diesen Abschnitt zu einer Anzahl Formen für 
irrationale GrOssen gclnngt, welche im Folgenden einer naheren Untcrsuch- 
ung unterworfen werden, was im 3. und 4. Abschnitt geschieht, die für 
uns ziisammcnfallen, indem der Unterschied nur  darin besteht, dass man 
im 4. Abschnitt subtrahirt ,  wo man im 3. Abschuitt addirt. Wir betrach- 
ten sie daher gleichzeitig. 

Durch die Untersuchung selbst serfallt der Abschnitt in eine Reibe von 
Unterabtheilungen - Hexaden. 

14. Die erste Hexade (Satze 36 - 42, 73- 79) definirt die 6 Haupt- 
arten der z~isammengesetzten irrationalen Grossen, niimlich : 

1. d i e  B i n o m i a l e  - ( A p o t o m e  durch Subtraction) von der Form 
m 1 f a  ( P ) ,  aus zwei rationalen, nur  in der zweiten Potenz com- 
mensurab le~  Grossen gebildet ; 

2. e r s t e  B i m e d i a l e  ( e r s t e  M e d i a l a p o t o m e )  von ds rForm m .  $! 
X ( f i 3  f fi) aus zwei nur in  der zweiten Potenz commensurabeln 
Xedialen mit rationalem Protlucte gebildet ; ist das Product aber 
medial, erhalt man 

3. z w e i t e  B i m e d i a l e  ( z w e i t e  M e d i a l a p o t o r n e )  von der Form 

m g;. VF * t a ;  
4. d i e  g;ossfe  i r r a t i o n a l e  ( d i e  k l e i n s t e  i r r a t i o n a l e )  von der 

l +  Ji Form a (JT + //*), gebildet ans zwei in der 

zweiten Potenz incommensurabeln ürtjssen, deren Quadratensiimme 
rational is t ,  aber deren Product irrational ist. Es sind Grossen der 
im Satse 33 dargestellten Form; die beiden letzteu Arten sind auf 
dieselbe m7eise nach 34 und 35 gebildet, namlich 

5. die , , r a t i o n a l e s  u n d  m e d i a l e s  p o t e n z i r e n d e u  (die , m i t  r a -  - 
4 -- /i+J. 

t i o n a l e m  m e d i a l e a  g e b e n d e t L )  ron  der Farni o J L - ~ ( J  - 
2 

Der Name erklart sich daraus, dass das Quadrat auf 

der Grosse eine Summe (Differenz) von einem medialen und einem 
rationalen Quadrat ist ; 

6. d i e  z w e i  m e d i a l e  p o t e n z i r e n d e ( d i e  m i t  m e d i a l e m  m e d i a l e s  

g e b e n d e )  von der Form a (/kkJo + (1~6). 
2 - 

15. In der zweiten Hexade (Satz 4 2 - 4 8 ,  79 -83) wird gezeigt, dass 
keine dieser irrationalen Grossen auf mehr als eine Weise als aus zwei Gliedern 
bestehend betrachtet werden kann, dass also m (fi + Jp)  = na (i; + jh) 
unmoglich ist. Hiermit steht die sechste Hexade in Verbindung (Satze 66 
bis 71, 103- 108), wo gezeigt wird, dass eine mit einer dieser Arten 
commensurable Grosse selbst derselben Art  ist. 
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16. Die Glieder der Binomialen und Apotomen k6nnen nun gewissen 
Bedingungen unterworfen sein, wodurch sechs verschiedene Binomiale und 
Apotomen zum Vorschein kommen. 

Diese Bedingungen rühren von der Discussion der Gleichungen zweiten 
Grades her, indem die Binomialen und Apotomen als Wurzeln von Gleich- 
ungen zweiten Grades ersüheinen, wahrend die Wurzeln der genannten 
Gleichungen vierten Grades als Quadratwurzeln aus diesen hervorkommen. 

Betrachten wir eine Binomiale (Apotome) von der Form a+ Ja" bb", 
entstcht die Frage über die Bcschaffenhcit von a und b. 

Gemeinsam für die drei ersten Binomialen (Apotome) ist es ,  dass b 
mit a commensurabel is t ,  wahrend in den drei letzten b mit a incommen- 
snrabel ist. Ferner ist  im ersten und vierten Binomial a mit der rationalen 
Einheit cornmensurabel, in der zweiten und fünften ist {a: ef b2, aber nicht 
a mit der Einhcit commensurabel, und in der dritten und sechster ist 
keines der Glieder mit der Einheit commensurabel. 

Man hat folgende Formen : 

erstes Binomial (Apotome) m (a + yu'! - ,P) , 

drittes ~ J Y  ( a f  /aZ-84) ,  
-. 

viertes ,, n m(u+J."P), 

fünftes ,, 

sechstes ,7 1 4  (V'i k F ' q )  
oder m JY (a zk J a z  - P ) -  

Diese Formen findet Euclid in der dritten Liesade (Satze 48 -54, 
86-91). 

17. I n  der vierten Hexade (Satze 5 4  - 60, 91 - 97) wird die Aus- 
ziehiing von Quadratwurzeln der Binomialeu [Apotomen) gelehrt. Nattirlich 
driickt Euclid nicht die Sgtze so sus ,  aber man ist dazu berechtigt, es Aus- 
ziehung von Quadratwurzeln zu nennen, weil die Satze, in  unsere algebra- 
ische Sprache übertragen, wjrklich eine solche geben, und aus dern ganzen 
Zueammenhang mit Gleichungen vierten Grades ergiebt es sich, dass sie 
eine solche auch für Euclid gegeben haben. 

Sie geben a n ,  von welcher Beschaffenheit die Seite i n  einem Quadrat 
ist, welches einem Rechteck, aus einer Binomiale (Apotome) und einer 
rationalen Grosse gcbildet, gleich ist. 

I m  Satze 04 wird z gesucht, wenn s" mmy . m ( n  + 
Bei der Losung denkt Euclid sich x i n  zwei Theile getheilt. y und a, 

so dass s = y + z; dann ist y" zZ + 2y2 = m Z u  y + m" y-, 
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D a  nun y und z rational, aber incommensurabel sein müssen, ktinnen 
wir die Summe der Quadrate rational und das Product irrational ansetzen, 
da  die Summe grosser a19 das doppelte Product sein muss. 

Um d i e  Gleichungen 
y"+4"=m2ay, y # = 4 m 2 y  f a 2 - p 2  

zu losen, geht e r ,  wie es beim Satze 33 gezeigt is t ,  vor; hieraus erhalt man 

r = y + r = r n I / y ~ + r n J ; - ~ J .  

Bei der L6sung ergiebt sich unmittelbar, dass das Resultat eine 
Binomiale wird; denn setzt man y2 = m2 y zc und s2 = me y ( a  - U )  , wird 

u (a - u) = (2- Ja" welches ergiebt, dass u und a! - zc rational und 
cornmensurabel sind (nach Satz 17); deshalb mussen y und z rational, aber 
incommensurabcl sein. 

Auf dieselbe Weise wird die Rechnung für die übrigen Binomialen und 
Apotomen durchgeführt, wo die Resultate bei den Recbnungen s k h  ergeben. 
Wir  werden nur  diese Resultate anftîhren. 

Die Quadratwurzel der ersten , zweiten , dritten, vierten, fünften und 
sechsten Binomiale i s t  beziehungsweise eine Binomiale, die erste und zweite 
Bimediale, die gr6sste irrationale, die rationales und mediales potenzirende und 
die zwei mediale potenzirende, und für  die Apotomen die entsprechenden. 

Die Resultate werden in folgenden Gleichungen dargestellt; 

Der niichste Abschnitt (5. Hexade , Satze 60 - 66, 97 - 103) enthalt 
die Umkehrung dieser Resiiltate und lehrt,  dass ein Quadrat auf einer de r  
sechs zusammengesetzten irrationalen Grossen eine der sechs Binomialen wird- 

Auf die Beweisführung selbst bei diesen umgekehrten Satzen einzu- 
gehen ist unnothig. Nur sol1 hier noch von diesen lzwei Abschnitten 
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bernerkt werden , dass der rationale Factor me y (me a) ausgelassen werden 
ktinnte; man erhielte dann die Ausziehung von Quadratwurzeln von Zahlen. 
Ich habe ihn aber beihehalten, darnit man die Ansdriicksweise dcs Euclid 
aus den Formeln, wie sie aiifgestellt sind, herauslesen konne. 

19. I m  lctzten (dem siebenten) Abschnitt wird eine Gesammttibersicht 
über die Bildung dieser verschiedenen irrationalen Grossen gegeben. 

Satz 71. ,,Wenn ein rationaleu und ein mediales Product zweiten 
Grades addirt werden, wird die Grosse, deren Quadiat der Sumrne gleich ist, 
eine der vier irrationalen Grossen sein, Binomiale, erste Bimediala, die 
grosste irrationale oder die rationales und mediales potenxirendeu, welches sich 
aus der vierten Hexade folgern lasst. 

Dieses setzt Satz 72 so fort: ,Werden zwei incommensurable mediale 
Producte zweiten Grades addirt,  wird die Grosse, deren Qiiadrat der 
Sumrne gleich is t ,  entweder die zweite Uimediale oder die zwei mediale 
potenzirende s e h u  

I n  den Satzen 108, 109 und 110 wird dasselbe von den durch Sub- 
traction gebildeten gesagt. 

20. Um die Untersuchunjen der zmeiten und sechsten Hexade von 
der Rerechtigung dieser irrationalen Grossen nebeneinander abzuschliessen, 
fehlt nur noch zu zeigen, dass die durch Addition. gebildeten nicht mit 
den durch Snbtraction gehildeten ziisammenfallen konnen; dieses geschieht 
im Satze 111. 

21. Der Rest des Buchcs, welchen H o i  b e r g  zwar den iibrigen Satzen 
hat folgen lassen, aber dessen Echtheit er bezweifelt (Vol. V S. LXXXV), 
enthalt einzelne Satxe, welche xeigeu sollen, dass das Product von xwei 
zusammengesetzten irrationalen Grossen rational sein kann, ntimlich das 
Product von einer Binomiale und einer Apotome, welches von proportio- 
nalen, commensurabeln Gliedern gebildet ist. 

Hierniit endigt das Biich, nachdem niinmehr die Eehandlung dieser 
irrationalen BrGssen, wclcho Euclid sich vorgesetzt ha t ,  abgeschlossen ist, 
aber es unterliegt keinem Zweifel, dass er noch mit Grossen der nachsten 
Art,  von mehrcren und ueuen Glicdcrn gcbildct, batte fortsctzen konnen, 
welches wahrscheinlich der Gegenstand der algebraischen Arbeiten cles A p O 1 - 
Ion i u s war (S. W o e p c  ke:  llestitution de travaux perdus d'Apollonius, 
Nbmoires prés. A l'Acad. XIV, 1836,  Paris). 

Cap. II. Die Verbindnng zwischen den enclidischen Irretionalitii ten 
und  der  Theorie  der  Qleichungen. 

22. Zur Zeit des Euclid und noch früher heschsftigten sich die biathe- 
matiker mit der Losung von Gleichungen , doch wohl einfacherer , haupt- 
sichlich Gleichungen xweiten Grades; aber die schon erwahnten Gleichungen 
von hoheren Graden, welche Euclid hier im X. Buche betrachtet, führen 
zu mehr zusammengesetzten irrationalen Ausdriicken, so dass es wtînsclieus- 
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werth war,  eine Gesammttibersicht Iiber die Formen, welche entstehen 
konnten, und zugleich eine Untersuchung von dcren Eigenschaflen zu er- 
halten, und diese hat  Euclid i n  diesem Buche bezweckt. E r  ist in der 
Theorie der Gleichungen gut  zu Hause, wovon wir uns leicht tiberzeugen 
konnen. So hat  er im II. und VI. Buche Gleichungen zweiten Grades und 
in den Daten ausserdem die Gleichungen xy = A ,  x" my2+ B ,  wie auch 
hier im X. Ruche zy = A, x2 + ye = B. 

23. Stellen wir die Gleichung zweiten Grades in der Form x (a - z) = b 

dar ,  erhalten die Wurzeln die Form + j/T - 2 - 
b ,  deren Beschaffen- 

heit in den Satzen 17, 18 untcrsucht wird. Werden sie irrational, crhalten 
wir die B i n o m i a l e  und die A p o t o m e ,  welche also aus zwei rationalen 
nur in der zweiten Potenz commensur;tbeln Grossen gebildet werden. Wir 
konnen zugleich hinzufügen , dass die M e d i a l  e deren geometrisches Mittel 
ist. Die Eintheilung der Binomialen und der Apoto~nen in sechs Arten 
stammt von den Gleichungen zweiten Grades und gerade von der Frage über die 
Beschaffenheit von u und b her, und ist nicht, wie N e s s  e 1 m a n  n meint, ganz 
willkürlich, nur  diirch den Zusammenhang mit den andern Arten von irratio- 
nalen Grossen g e r e ~ h t f e r t i ~ t .  

Betrachten wir nlrnlich die Grtisse a + - b, so haben die Qin-  2 - -  

drate ihrer zwei Glieder die Differenz h. Es is t  daher natürlich, dass 
Euclid zuerst Grossen untersucht, deren Quadïatdifferenz gewissen Be- 
dingungen unterworfen sind, und deren Formen findet, denn die Bedingungen 
sind die Beschaffenheit von a und b ,  und wir erhalten dann die verschie- 

denen Formen der Wurzeln + /: - b .  Nehmen wir die Bedingung 
"" -YB 

2 - 
-- - P a  an uud fragen wir nach den Pormen von x und y ,  wenn sie 

xP 
nur in der zweiten Potenz commensurable rationale Grossen sein sollcn 
(Satz 29) ,  führt dieses auf 

1. x = m or ,  y = m f a2  - P s ,  wenn die grosste rational in der ersten 
Potenz mit der Einheit cornmensurabel sein soll, 

mu 
2. x = n, y = m ,  wenn die kleinste es sein soll,* 

J. -P 
3. z = m or J y ,  y = m /y JLY" PP'! wenn krines von den Grossen es 

sein soli."* 
Perner erhalten wir im Satze 30 dieselbe Frage über zwei nur in der 

zweiten Potenz commensurable rationale Grossen, deren Quadratdifferenz dem 

* Dass dieser Fa11 veranlasst werden kann, liegt darin, dass die Gleichung 
zweiten Grades auch unter der  Form x (a + x) z b oder x (x - a) = b auftritt, 

welche die pusitiven Wurzeln !? m t  (die nepativen kennt Euclid nicht), 
2 

wo das grossere Glied niir in der  zweiten Potenz m i t  der Einheit cammensiiialiel i d .  
** Dieser FaII tritt eiu, wenn a die Form m va hat. 
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b) A medial, B rational, die Pormen A = f a ,  B = 6, 
c) A ,  B medial, incornmensurabel, A = V I ; ,  B = Yb. 
nieraus entstehen nun durch Bildung von x + y unter den verschie- 

denen Bedingungen, welchen A und B unterworfen sind, die sechs Artcn 
von Irrationalitfiten , niimlich: 

1. a)  1. t f i  mit dem Namen Binomiale, Apotome; 

b) 2 .  J m  JG + Jr, j/G, die erste Bimediale, Medialapotorne; 

die zweite Uirnedide, Medialapotorne; 

Ir. a) 4. 
2 i die grosste (kleinste) 

irrationale; 

mediales potenzirende, die mit rationalem mediales gebende; 
-- -- 

6. I/J& f JU --6 + Ji_a - J c 4 b  
2 

- 
2 

7 die zwei mediales po- 

tenzirende, die mit medialem mediales gebende. 

23. Kachdem wir somit die Bildung der verschiedenen Formen der 
irrationalen Grossen gesehen haben, werden wir nur noch zeigen, wie 
Xuclid durch ein einfaches Raisonnement zii den Resultaten der Ansaiehung 
von Quadratwurzeln kommt. 

Aus den Gleichungen z" y" A und x y  = B werden durch x y 
die sechs Arten von irra tionalen Grossen gebildet , aber x t y oder richtiger 
(x-& y)2 - da9 von x y potenzirte Areal - konnen wir auch auf anderem 
Wege finden, indem (x-ky)" A + 2 B, d. h. x + y potenzirt ein gleiches 
Areal mit einer Binomiale oder Apotome. Suclit man nun die Seite des 
Quadrates, dessen Areal eine Binomiale oder Apotome ist,  erhalt man x t  y, 
wovon erwiesen is t ,  dass es die oben gef~indenen Grossen sind; welche vou 
ihnen es is t ,  beruht auf den Bedingungen, denen A und B unterworf~n 
sind. Auch die Namen für x + y  deuten a n ,  dass Euclid eine solche 
Betrachtung zn Grunde gelcgt hat. IIb heisst die rationales und mediales 
potenzirende, deun A + 2 B ist media1 + rational, und A-  2B ist die mit 
rationalem ( 2 H )  mediales ( A )  gebende n.  S. m.; für I Ia  ist der Kanie 
weniger deutlich. Für  I a ) ,  b), c) sind die Narneu ganz naheliegend. 

26. Es bleibt nur  noch übrig zu zeigen, wie Euclid die Gleichungen 
x2 +y" A und x y  = 13 l6st. Wir haben schon Anlass gehabt, seine 
Methode zu erwahnen, werden sie aber jetzt in  algebraischer Form auf- 
stellen. 

m i r  anderu die bekannten Glieder A und B so,  dass die Gleichungen 
die Form za +y" a b  nnd x y  = a d  erhalten. 
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Da 2' + y2 einem Rechteck a b  gleich sein soll, legt man z2 an a an 
und erhiilt die I3reite u;  y2 an a angelegt muss die Breite b - u erhalten, 
dl h. 2% au und ye = a ( b  - u) ; dann wird u (6 - u) = da, die gewohn- 
lichste Porm einer Gleichung zweiten Grades, wo u eine Binomiale und 
b - u  cinc Apotome wird, deren Orden durch b und d bestimmt wird; 
z: und y kommen dann durch die Ausziehung einer Quadratwurzel heraus, 
gerade in der Form, worin Euclid sie Satz 54-60, 91-97 hat. 

27. Wir  haben so einen Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
Arten von Irrationalitiiten und den Gleichungen, welche Euclid behandelt, 
nach~ewiesen und gesehen, dass die in diesem Ruche von ihm behandelten 
irrationalen Grossen nicht willkürlich, sondern durch den Gebrauch bestimmf 
sind, welchcn e r  für  sie hat ,  indem Sie Alles geben, was ihm zu einer 
genauen Untersuchung über die Losungen der Gleichungen, welche er in  
diesem Buche zu behandeln sich vorgesetzt ha t ,  nothwendig und gentigend 
ist. 1st man danu erst mit der Behandlung der irrationalen Grossen so 
weit a18 Euclid, liegt es nahe, mit einer speciellen Behandlung von anderen 
irrationalen Grossen fortzufahren, deren Existeiiz ihm nicht unbekannt ist 
(Satz 115), wie A p o l l o n  i u s  es in einer verschollenen Arbeit gethan ha t  
( W o e p c k e ) .  

28. Wir  haben gesehen, welche bewunderiingswürdige Arbeit Euclid 
hier in  diesem Ruche aiisgeführt hat ,  ausschliesslich auf die Frage nach 
der Commensurabilitiit gestützt, und indem e r  nur  die geraden Linien 
vor sich hat ,  wo die eine ehcnso g u t  als jede andere scheint, wiihrend 
wir unsere Formeln besitzen, allerdings aber nicht seine exacten geome- 
trischen Raisonnements, welche durch die Leiclitigkeit, womit er die Arbeit 
ausführt, uns die Ueberlegenheit der geometrischen Darstellung liber die 
algebraische zeigt, wahrend diese uns doch die Eigenschaften auf den ersten 
Blick durch die Formeln zeigt. 

Durch diese rneisterhafte Darstellung steht das zehnte Buch des Euclid 
als eines der bcsten Reispiele d a ,  wie weit es dio griechischen Mathema- 
tiker ohne unsre Zeichensprache bringen konnten. 

F e b r u a r  1889. 
i 

Hiat-lit.  Abthlg. d.  Zsitschr. f. Math. e Phye. XXXIV, 6. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 

Ueber Clebsch' Principien der mttthematischen Optik. 
Replik zii S. 15% 

I m  Laufe dcr Bcsprechung dcr von mir heraiisgcgcbenen nachgelassenen 
Schrift des Professors Dr. A. C l e b s  c h : Principien der mathematischen 
Optik", rtigt Professor Z e c h  die Schreibweise ,Molekülu, welche aber von 
C l e  b S C  h und nicht von mir herrührt. Dieselbe war bis vor Kurzem meines 
Wissens auch allgemein üblich. Im Jahre 1871 gab Profesaor O. E. Me y e r  
,Die kinetische Sheorie der GaseU in Buchform heraus und schreibt darin 
,,Molekelu und im Plural ,Molekelnu. Um diese Zeit fing auch letztere 
Schreibwcisc a n  in  andcren Schriften zu erscheincn: H e n r i c i  lasst in der 
9. Auflage des Leitfadens der Physik von v. B e e t z  (1888) beim Plural 
das Schluss - n  unriühtiger Weise weg;  es is t  das letztere auch etwas hart 
für die Aussprache und man wird ohne tibertriebenen Purismus bald lieber 
das deutsche ,Massentheilchenu daftir brauchen. 

Dass obige ,Principienu die Dispersion und Absorption nicht enthalten, 
ist auch in meinem Vorworte, am Schliisse desselbeu, arigedeutet. Diesen 
Titel habe allerdings ich selber gewahlt , da das von C 1 e b s c h gesehriebene 
Original gar  keinen Titel hat. Ich glaubte jener Liicke auch mit dem 
Titel ,PrincipienU gerecht zu werden, indcm ich ausdrücklich nicht ,die 
Principienu sagte, sondern den bestimmten Artikel wegliess. 

Dr. A. Kusz. 

Car1 Friedrich 
sitiones 

Gauss' Untersuchnngen tiber hbhere Aritbmetik (Disqui- 
arithmeticae. Theorematis arithmetici demonstratio nova 

Summatio quarumdam serierum singularium. Theorematis funda- 
mentalis in doctrina de residuis quadraticis demonstrationes et am- 
pliationes novae. Theoria residuorum biquadraticorum commentatio 
prima et secunda. Etc.) Deutsch herausgegeben von H. illeses. 
Berlin 1889. Verlng von Julius Springer. XII I ,  695 S. 

Im XXXII. Bande dieser Zeitschrift, hist.-lit. Abth. S. 117, haben wir 
tiber die Uebersetzung von L e g e n d r e ' s  Zahlentheorie, welche Herr H. 
M a s e r  angefertigt hatte, berichtet. Aus der gleichen unermüdlichen Feder 
stammt das Uebersetzungswerk, dessen Erschcinen wir heute ankiindigen. 
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Wir haben zwar i n  dem eben angerufenen Berichte die Ansicht ausgcsprochen, 
die D i  r i c h 1 e t  'schen Vorlesungen über Zahlentheorie boten gewissermassen 
einen Ersatz für die ungleicti schwerer geschriehenen Disquisitiones arith- 
meticae von G a u  s s , und von dieser Meiniing gehen wir auch heute nicht 
ab. Allein in dem dabei benutzten Worte ,gewissermassenu liegt zugleich 
die Einschriinkung, welche uns gh ta t to t ,  ohne in Widerspruch zu uns selbst 
zu treten, die neue Uebersetzung freudig zu begrüssen. Preilich im Sinne 
des berühmten Verfasscrs der Arithmctischen Untersuchungen war es nicht, 
dass man dieses Werk übersetzte. Vor mehr als 35 Jahren verweigerte 
Ga u s s geradezu die Erlaubniss zur VerXentlichung einer damals schon 
druckfertig abgeschlossenen Uebersetzung. E r  wolle selbst, schrieb er, eine 
neue Ausgabe veraustalten, mit Einschluss des noch ausstehenden achten 
Abschnittes, wisse indessen noch nicht, wann er die Zeit d a m  finden werde. 
Es war das die gleiche Antwort, welche er imrner ertheilte, so oft Bitten 
an ihn herantratcn, seine verborgenen Schstzo doch endlich der mathoma- 
tischen Welt zu Gesicht zu bringen, damit sie unter seinen Augen noch 
durch fremde Arbeit sich mehren konnten. E r  wisse nicht, wann er die 
Zeit dazu finden wcrde, hiess es d a m  jedesmal, so zwar, dass da und dort 
Zweifel entstanden, ob die Diuge auch wirklich vorhanden seien, von denen 
er oft andeutungsweise redete. Der Nachlass von Gaii  s s  hat gezeigt, dass 
die Zweifel unberechtigt waren, was die von ihm erreichten Endgrenzen 
betrifft , vollberechtigt aber ,  sofern man hoffte , Vielcs in druckreifern Zu- 
stande vorzufinden. Rerr  M a s e r  hat  mit Recht ausser den Arithmetischen 
Untersuchungen anch die zahlentbeoretischen Abhandlungen und den zahlen- 
theoretischen Theil des Nachlasses übersetzt. Ein Ganzes ist  es leider nicht, 
was der Uebersetzer liieten konnte , bieten durfte. G a u  s s'sche Bruchstücke 
zu einem Canzen umzubilden , wiire nur einem G a u s s  moglich und gestattet. 
Aber Herr  M a s e r  hat doch in deutscher Sprache zugangig gemacht, was 
in dieser Sprache heute mehr Freunde findet, als im lateinischen Urtexte. 
Das ist leider eine Thatsache, mit welclher zu rechnen ist. 1st sie Grund 
oder schon Folge des von Nsnchern beliebten Ansturms gegen die frtihere 
Gymnasialbildung? Wir  wissen es nicht, konnen aber unter beiden Vor- 
aussetzungen mit unserem Bedauern nicht zurückhalten. CANTOR. 

Allgemeine Lehrsiitze i n  Beziehnng anf die im verkehrten Verhiiltnisse 
des Qnadrats  der Entfernung wirkenden Anziehnngs- und Ab- 
stossungskriifte. Von CARI. FRIEDRICH GAUSS (1840). Leipzig 1889, 
Verlag von Wilhelm Engelmann. 60 S. 

Wir waren wiederholt in der Lage ,  Uebersetzungen von klassischen 
mathematiachen Werken anzuzeigen, welche i n  der Springer'schen Verlags- 
handlung erschienen. Einmal handelte es sich auch urn eine Abhandlung, 
nm die G a  u s s 'schcn Untersuchungen über die hypergeometrische Reihe 

17' 
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Heute liegt uns ein Heft eines ahnlichen buchhandlerischen Unternehrnens 
vor. Die Verlagshandlung von Wilhelm Engelmann in Leipzig hat mit der 
Herausgabe von Abhandlungen begonnen , welche, unter der Leitung von 
Prof. O s  t w a l d  in  Leipzig gesammelt , den Gesammttitel n O ~ t w a l d ' ~  Klae- 
siker der exacten Wissenschaftenu führen sollen. Enter  der genannten 
Obcrloitung sind noch besonders geeignete KrBfte zur Ueberwachung der 
Herausgabe der Schriften aus einzelnen Wissenschaften gewonnen, so Prof. 
W a n g  e r  i n ftir Mathematik, und den Beginn seiner Thütigkeit begrüssen 
wir insbesondere in 10 Seiten Anmerkungen, welche dem Abdrucke der 
G a u s  s'schen Abhaudlung beigegeben sind. Erliuterungen sind ea nichtl 
wenn auch die enggebundene Schreibweise von G a n s s  solche sehr wohl 
ertragen konnte; aber Herr  W a n g  e r i n  dachte vermuthlich , und gewiss 
mit Recht, dass jeder Leser der Abhandlung mit den Siitzen iiber das Po- 
tential anderwarts, sei es aus Büchern, sei es sus Vorlesungen, bekannt 
sein werde, und dass diese Kenntniss des Inhalis über die Schwierigkeit 
der Porm hinaushelfen werde. Dagegen ha t  Herr W a n g e r i n ,  und darin 
handelte er mit nicht geringorem Rechte, Gcschichtliches über die einzelnen 
Satze ziemlich vollstandig mitgetheilt. E r  bat auch der Kritik erwshnt, 
welche einzolne Sstze gcfundcn haben, und hat  durch Angabe der Quellen 
den Leser in  den Stand gesetzt, sich selbst von dem Gewichte der Bemhge- 
lungen und von den infolge derselben entstandenen neuen Nethoden in Kennt- 
niss zu setzen. CANTOR. 

Ueber die Construction der  Halbschattengrenzen der  F l h h e n  zweiten 
Grades unter Voraussetzung von Kugelbeleuchtung. Von KARL 
S c n o n ~ ~ .  Scparatabdruck aus dem XI. Jahresberichte der k. k. 
Oberrealschule i m  Bezirke Sechshaus bei Wien 1885. Selbstverlag 
des Verfassers. 

Der  geometrische Inhalt der Aufgabe ist eine Untersiichung der Deve- 
loppabeln, welche einer Kugel und einer allgemeinen Fliiche zweiten Grades 
umschrieben werden kann, und der Curven, langs welcher diese Deve- 
loppable die Flachen berührt. Wird die Kugel a18 leuchtend gedacht, so 
ist die erwahnte Curve anf der andern, beleuchteten, Flache die Halb- 
schattengrenze. 

Als Einleifung wird eine Zusamrnenstellung der Eigenschaften einer 
Developpabeln, welche zwei allgemeinen Fl<ichen zweiten Grades umschrieben 
sind, vorausgeschickt. 

Das Pundament fur die constructive L6sung der eigentlichen Aufgabe 
ist die Bestimmung der Ha1bschat;tcngrcnze cincr Kugel und eincs Kegels 
bei Bestrahlung durch eine Kugel.* Namentlich die letztere Aufgabe, für 

-- - 

Vergl. hierxn Meirc el:  ,,Ueber die Bestrtthlung einer Kugel durch eine KugelLL, 
diese Xeitschr. Bd. XXVII S. 65. 
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welche drei elegante Losungen angegeben werden, erweist sich ftir das 
Weitere, z. B. bei den Rotationsfkchen als von besonderer Wiohtigkeit. 
Zur genauen Bestimmung des Verlaufs der Curven werden auch die Tan- 
genten in den einzelnen Punkten, inbesondere die Asymptoten ermittelt. 
Schliesslich gelangen Besonderheiten, welche in symmetrischen Lagen beider 
Fliichen zu einander ihren Grund haben, zur Darlegung. 

H a n n o r e r .  C. RODENBERG. 

Ueber eine bemerkenswerthe Banmcnrve fiinfier Ordnung. Programm 
der K. bayr. Studienanstalt Neuburg a. D. für  das Schuljahr 1886/87. 
Von Dr. ALFONS SCHMITT, K. Studiedehrer. 

Alle Geraden, welche auf ihren Polaren bezüglich eincr Flache zweiten 
Grades senkrecht stehen, bilden einen speciellen Tetraedralcomplex, den 
,Rey e'schen Axencomplexu. Dcrselbo wird auch erzeugt durch die Lothe, 
welche man von allen Punkten des Baumes auf die ihnen zugeordneten 
Polarebenen fallen kann. Die fragliche Curve ist nun der Ort der  Fuss- 
punkte aller Complexstrahlen, welche durch einen und denselben Punkt  P 
de6 Eaumes gehen. Schon R e y e  giebt ohne Beweis in  rieiner ,,Geometrie 
der LagetL als Ordnungszahl dieser Curve 5 an. Der Verfasser führt diesen 
Beweis zunachst analytisch, spater sp the t i sch  und bestimmt auch die 
übrigen Charaktere, zeigt insbesondere, dass die Curve rational sei. 

27 Fliichen bieten sich dar ,  auf welchen die Curve liegt ; 9 von ihnen 
sind dritter, die übrigen 18 vierter Ordnung. Fiir erstere ist P conischer 
Doppelpunkt, ftir letztere dreifacher Punkt. Auf dreien der Flachen dn t te r  
Ordnung tr i t t  noch stets ein weiterer conischor Knoten auf ,  der insbesondere 
biplanar wird, wenn P einer Spmmetrieebene der Blache zweiter Ordnung 
angehort. Beschreibt P einen Durchmeoser ùieser Elache, so erfüllen die 
zugehtirigen Raumcurven eine Flache fünfter Ordnung, und diese zerfallt 
in eino Flache dritter Ordnung und i n  eine doppelt zahlende Symmetrie- 
ebene der Ba, wenn der gewahlte Durchmesser i n  dieser Ebene angenom- 
men wird. 

Als Anhang werden einige neue Ableitungen der Charaktere von Uni- 
cursalcurven mitgetheilt, welche jedoch mit dem Thema der Schrift in 
keinem Zusammenhange stehen. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERQ. 

Ueber den Bündel derjenigen cnbischen Ranmcnrven, welche ein ge- 
gebenes Tetraeder  i n  derselben Ar t  znm gemeinschaftlichen 
Schmiegnngstetraeder haben." Inauguraldissertation von ERNBT 
HEINRICHS %US Wermelskirchen. 

* Vergl. die Arbeiten von A. V o s e ,  Mathem. Annalen, Bd. 13 S. 236; 
Schroter  iLid. Bd. 25 S. 293; S t u r m  ibid. Bd. 26 S. 487. 
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Tetraeders zu Knotcn hat  und dahcr durch die Tetrsedcrkanto geht; und 
dual etcu. 

Unterscheidet man die hierdurch gesetzte BeciprocitLt in  der Bezeich- 
nung der Raume diirch Z und Z', so hat  man vollstandiger: Jedem Punkt 
von Z' entspricht die genannte F3 in Z', jeder Geraden von B eine Curve 
dritter Ordnung in X' und jeder Ebene von 2 ein Punkt  von 2'. 

Die Schnittpunkte einer beliebigen Ebene mit einer Bündelcurve werden 
associirte Punkto genannt. Nimmt man insbesondere die Ebene durch die 
Mitten von a ,  c, TC, BO ergeben sich aus der Lage der associirten Punkte 
Kritcrien fur  das Verhaltcn der Curve zur unendlich femen Ebene. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERG. 

W. KRIMPHOFF , Vorsehnle der  Geometrie. Essen, bei Badeker, 1888. 
(Beilage zum Programm des Kgl. Gymnasiums zu Coesfeld 1887/88.) 

Dcr Plan des Wcrkchens ist wohl durchdacht; die Ausftihrung is t ,  von 
einzelnen Punkten abgesehen, als gelungen zu bezeichnen, so dass wir das 
kleine, 19 Seiten ~ t a r k e  Buch für den ersten Unterricht nur empfchlen 
konnen. 

Die Anordnung des Stoffes weicbt in  rnanchen Punkten von der sonst 
gebrauchlichen a b ,  indem der Verfasser die einzelnen Satze so aneinander 
reitit, wie er sie unmittelbar darauf m m  weiteren Ausbau braucht; der 
Schüler erkennt auf dieee Weise stets den Nutzen und die Nothwendigkeit 
der einzelnen ~orhergehenden Lehren. Dabei kommt eu natlirlich, dass 
sonst Zusammengehtiriges nicht unmittelbar aufeinander folgt,  so die vier 
Congruenzsatze (Kriterien genannt), die in der Anordnung 3, 1, 2, 4 folgen 
und durch ZwischensBtze (Aufgaben) von einander getrennt sind. Es ist 
dies kein Pehler,  der Schüler wird sich leicht unter Anleitung des Lehrers 
die einzelnen Satze passend zusammenstellen konnen. Die Theorie der 
Parallelen, zu deren Definition die Gleichheit der mit einer Transversalen 
gebildeten Winkel benütxt werden, sind am Schlusse behandelt. 

Der Verfasser hat sich stets bemiiht, die Satze in einer klaren und 
für den Schüler leieht fasslichen Weise darzustellen. Die Schreibart is t  
der Altersstufe des Schülers angemessen; nur an einzelnen Stellen ist der 
Verfasser zu weit gegangen: man vergl. $ V I ,  erste, zweite, dritte Grund- 
aufgabe, wo es fast zur Monotonie wird; dabei ist die Anfügung des 
letzten Satzes , ,und ABC ist das verlangte Dreiecku nicht einmal nach- 
ahmungswürdig. 

Am wenigsten ist 5 III gelungen. 
,Die Grosse der Drehung, welche die eine von zwei Geraden um 

ihren gemeinsamen Punkt  machen muss, um mit der anderen zusammen- 
zufallen, nennt man einen Winkel.' W i r  meinen: die Grosse der Drehung 
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bestimmt oder ist ein Maass fu r  die Grosse des Winkels, ist aber nicht 
selbst der Winkel. 

I n  demselben Paragraphen hcisst e s :  ,Die Grlisse eines Winkels kann 
man nZmlich nicht anders bestimmen, als durch die Grosse dieser Bogen." 
Kürzer und richtiger ist: ,Die Grosse oines Winkels misst man durch die 
Grosse des Bogens." 

Der flache und rechte Winkel, ebenso der Complement- und Supple- 
mentwinkel wird durch die Cradzahl definirt; vielleicht ware es besser, 
diese Winkel unabhangig von der Gradzahl zu definiren. 

Seite 12 heisst es: ,Ein Dreieck, in welchem zwei Seiten gleich sind, 
ist ein gleichschenkliges. Die gleiohen Seiten heissen Scheitelseiten,' Warum 
weicht der Verfasser von der gebrauchlichen Rezeichnung ,,Schenkelu a b ?  

MAX XÜLLER. 
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287. ~rop; ié t& d'un cylindroidc. ~ n & ~ r n c .  N. ann. math. Scr. 3, VII, 295. 
288. Note de géométrie. ü e n t y .  N. a m .  math .  Ser. 3, VLI, 350. 

Vergl. Cubatur. 
Astronomie. 

289. Th6orie uo~ivelle de l'équatorial coudé et des équatoriaux en gén6ral. M. L O e w y 
& P. Pii iseiix.  Cornph. rend. C V I ,  704, 793, 891, 970, 1199, 1320, 1483. 

290. Sur un  ooint de la théorie de la lune. F. T i s s e r a n d .  Cornut. rend. CVI. 788. 
291. ~ e m a r ~ ; e  sur un point de l a  théorie des inigalités çt?culair&. F. T i s s e r a n d .  

Compt rcnd. CVLI, 485. 
292. finergie potentielle de  l a  gravitation d'une plankte. 0. C a l l a n d r e a u .  Compt. 

Tend. C k 11, 565. 
- 

293. On thc annual prccession calculatcd on the  hypothesis of the carth's solidity. 
H H e n n e s s y .  Phil. Mag. Ser.5,  XXII, 328. 

294. Formule pour le calcul des longitudes par les chronom6tres. C a s p a r i .  Compt. 
rcnd. CVLI, 78. 

295. Sur les satellites de Mars. E. Dubo i s .  Compt. rend. CVII, 437. - H. P o i  n- 
c a r 6  ibid. 890. 

296. Sur l'adoption d'une heure légale en France. Bo u q u e t d e  1 a G r  y e. Compt. 
rend. CVII, 429. 

Vergl. Cartographie. Geschichte der Mathematik 407, 411. 
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Bestimmte Integrale. 
297. Ueber eine Integraldarstellung der hypcrgeometrischcn Rcihe. P. Scha f -  

h e i t l i n .  Mathem. Annal. XXXI, 166. [Vergl. Bd. XXXILI, Nr. 303.1 
298. Sur l a  formule de Fourier e t  ses analogues. A. P e l l e t .  Compt. rend. C T I ,  - 

1062. 
299. Mechanical integration of the product of two functious. W. S u t h e r l a n d .  

Phil. Mag. Ser. 5, XX, 175. - N a n s o n  ibid. XXI, 141. 
b 

300. Sur l'intégrale Jf(z).~(z).dz. T. J. S t i e l t j e s .  N. ann. math. Ser.3, VLI, 161 . 
0 

301. Ueber eine Transformationsformel für Doppelintegrale. W. S c h e i b n e r .  Crelle 
CHI, 77. 

Vergl. Gammafunctionen. 

C. 
Capillaritdt. 

302. On the error involved in a method of calculating surface- tensions from the 
dimensions of flat drops and bubbles. A. M. W o r t h i n g t  on .  Phil. Mag. 
Ser. 5, XX, 51. 

Cartographie. 
303. A map of the  world on Flamsteed's projection. W. B a i l  y. Phil. Mag, Ser. 5, 

XxI ,  415. 
Combinatorik. 

304. Sur des polynomes contenant des produits de deux variables combinées de 
toutes les manières ~ossibles.  M. d 'O  c a r n  e.  N. ann. math. Ser. 3. VII. 419. 

305. Sur un théorème d e  ML Weill. ~o r O n t z t f f .  N. ann. math. Ser. 3, VII, 97. 

Cubatar. 
306. Sur les volumes engendrés pa r  un contour fermé. G. K o n i g s .  Compt. rend. 

CVI, 927, 1512; CVII, 474. 

Determinanten. 
307. Sur une forme du déterminant de Vandermonde. W e i l l .  N. ann.mat2i. Ser.3, 

VU, 427. 
308. Sur les racines doubles d'une équation dont le polynome possède l a  forme 

d'un déterminant. M a r  c h  and .  N. ann. math. Ser. 3, VLI, 431. 
309. An extension of a theorem of Prof. Svlvester's relatine tomatr ices  A. Buch. 

h e im.  Phil. Mag. Ser. 5, XXLI: 173. 
u 

310. Sur les racines des matrices zéroïdales. G. B r  u n e l .  Compt. rend. CVI, 467. 
Fergl.  Differentialgleiohungen 330. Mittelwerth. 

DBerentialgleichungen. 
311. Bemerkung zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. L. W. T hom6. 

Crelle CUI, 346. [Vergl. Bd. XXXLII, hr. 32.1 
312. Ueber algebraische Beziehungen zwischen den Fundamentalintegralen und 

deren Ableitung für eine irreductible lineare homogene llifferentialgleich- 
ung zweiter Ordnung. L. Eo n i g  s b e r g e  r. Mathem. Annal. XXXI, 75. 

313. Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen 1iuearerL)ilferentialgleich- 
ungen. L. K o n i g s b e r g e r .  Mathem. Annal. XXXIII, 220. 

314. Ueber die für eine homogene lineare Differentialgleicliung dritter Ordnung 
zwischen den Fundamentalintegralen und deren Ableitungen stattfinden- 
den algebraischen Reziehungen. 1,. K O n i g  s b e r g e r .  Crelle ClII, 274. 

315. Geber eine specielle Classe Linearer Differentialgleichungen. H a m b u r g e r .  
Crelle ClII, 238. 

316. Ueber Euler's homomnen linearen Multinlicator zur Inteeration der reeularen 
lineiren ~i t ferënt ia lg le ichun~en z<eiter Ordnung. "K. H e u n .  Mathem. 
Annal. XXXI, 363. 

317. Intégration par séries des Bqnations différentielles linéaires. G. P e a n o .  
Matliem. Annal. XXYII. 450. 

318. Sur l a  nature arithrnetique' des coefficients des séries intégrales des 6quations 
différentielles linéaires. S. P i n c  h e r  le .  Crelle CIII, 81. 
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319. Sur les équations différentielles linéaires à coefficients algébriques. P. P a i n -  
l evé .  Compt. rend. CVI, 535. 

Sur les systbmes d'bquations linéaires qui sont identiques à leur adjoint. 
E. G o u r s a t .  Compt. rend. CVl, 187. 

Ueber eine Eigenschaft gewisfier linearer irreductibler Differentialgleichungen. 
E. R a t n e  r. Mathem. Annal. XXXII. 566. - A. H u r w  i t z  ibid. 583. 

Réductibilité des équations différentielles 'linéaires. E. F a b  ry .  Compt. rend. 
Cv1. 732. 

Sur une '&&se d'équations difforentielles réductibles aux équations linéaires. 
A p p e l l .  Compt rend. CVlI, 776. 

Ueber die Erniedrigiing der Ordnung algebraischer nifferentialgleichungpn mit 
Hilfe bekannter Iritetrrale. L. K 6 n i  a s  b e r  a e r .  Mathem. Annal. XXXI, 302. 

Sur l'intégration de  l'équation différ&tielledea coniques homofocales: E. 
P o m e y .  N. ann. math. Ser. 3, VU, 194. 

Classification und Iutegration von gewohnlicheu L)iEerentialgleichungen zwi- 
schen xy, die eine Gruppe von Transformationen geatütten. S. L ie .  
Nathem. Annal. XXXII, 213. - 

Sur les groupes de transformations relatifs à certaines équations différen- 
tielles. E. Pi c a r  ci. Comat. rend. CVI. 118. 

328. Sur les équations d i~érent ie l l& -di, p e m i e r  ordre. P. P a i n 1  evé. Compt. 
rend. CVLl, 221, 320, 7-24. 

329. Sur certaines éqiiations différentielles du premier ordre. R. L i  O U V  il 1 e. 
Compt. r e n h  CVI, 1648. 

330. Sur l'équation d'Euler. S. J. S t i e l t j e s .  Compt. rend. CVII, 617. 
331. Sur l a  transformation de Lanlaco ct les éouations lindaires aux dorivées nar- 

tielles. E. P i c a r d .  c6mpt. rend. C V ~ ,  594. 
332. Sur une proposition générale concernant les  équation^ linéaires aux dérivées 

partielles du second ordre. E. P i c a r d .  Compt. rend. CVII, 989. 
333. On the iutegration of partial dilferential equations of the third and higher 

orders. R. Moon.  Phil. Mag. Ser. 5, X X I ,  63. 
334. Sur une classe d'équations linéaires aux dérivées partielles. E. P i c a r d .  

Compt. rend. CVLI, 476. 
335. Sur des svstèmes d'douations aux dérivéea nartielles. au i  sont déooiirvus d'in- 

d -  

tégrales, contrdrement à toute prév&ion. ch. k é r  ay .  kompt. rend. 
CVI, 648. - D a r b o u x  ibid. 651. 

Verpl. Invariantcntheorie 447. Kegelschnitte 452. Reihcn 644. Substitn- 
Gonen 560. 

- 

Differentialqnotient. 
336. Ueber die Nichtdifferentiirbarkeit gewisser F'unctionen. M. L e r  ch. Crelle 

cm, 126. 

Elasticittit. 
337. Notions sur l a  théorie de l'élasticité. S a r r a u .  N. ann. math. Ser. 3, VIi, 503. 
338. Sur iine pro riPté générale des corps solides 6lsstiques. M. L e v y .  Compt. 

rend. ~61, '414, 433. - E. Ce8 a r o  ibid. 520. 
339.  quil libre d'élasticité d'un solide sana pesanteur, homogihe e t  isotrope, dont 

les parties profondes sont maintenucs fixes, pendant que sa surface 
éprouve des pressions ou des déplacementa connus, s'annulant hors d'une 
région restreinte où ils sont arbitraires. J. Bous  a i n e  aq.  Compt. rend. 
CVI, 1043, 1119. 

340. B a r ~ a u d  wires of varying elasticity. C. C h r e e .  Phii. Mag. Ser. 5, XXI, 81; 
xxn, 259. 

341. Sur les déformations élastiques dans les pièces à fibres moyennes. B. d e  
F o n t v i  o l a n t .  Compt. rend. CYII, 383. 

Elekhicitat. 
343. Ueber die scheinbare Wechselwirkune von Rineen. wclche in einer incom- 

pressibeln h'lüssigkeit In Ruhe ;ch befindËn. ' E d .  E i e c k e .  Mathem. 
Annal. XXXII, 203. 

343. On the molecular thcory of galvanic polarizations. J. L a r m o r .  Phil. Mag. 
Ber. 5,  XX, 422. 

344. On the formulae of the electromaguet and the equations of t he  dynamo. 
Si lv .  P. T h o m p s o n .  Phil. Mag. Ser.5,  XXll, 288. 
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345. Propagation du courant sur une ligne télégraphiqiie. Vas  c h y.  Cornpt. rend. 
CVU, 1145. 

346. The winding of voltmeters. W. E. A y r t o n  & J. P e r r y .  Phil. Mag. Eer. 5, 
V V I  .fin 
AAL, 1UU. 

347. Distribution de l'électricité induitse par  dea charges fixes sur une surface fermée 
convexe. G. R o b i n .  Compt. rend. CVI, 413. [Vergl. Bd. XXXIlI, Nr. 342.1 

348. On the distribution of electric currents in networks of conductors treated hy 
the method of Maxwell. J. A. F l e m i n g .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XX, 221. 

349. On the seat of the electromotive forces in a voltaic cell. H o p k i n s  on. Phil. 
Mag. Ser. 6, XX, 336 - A y r t o n  & P e r r y  ibid. XXI, 51. - O. Lodge  
ibid. XXI, 263. - W. O s t w a l d  ibid. XXLi, 70. 

350. On the induction of electric currents in an  infinite plane current sheet, which 
is rotating in a field of magnetic fbrce. A. B. H a s s e  t. Phil. Mag. Ser. 5 ,  
XXH. 140. 

351. On thi-seifinduction and resistance of straight conductors. R a y l e i g h .  Phil. 
Mag. Ser. 6 ,  XXI, 381. 

352. On the  self-induction of wires. 0 .  H e a v i s i d e .  Phil. Map. Ser. 5 ,  XXII. - 
118, 273, 332, 419. 

3.53. On some cxperiments relrtting to  Hall's phenomcnon. B o l t z m a n n .  Phil. 
Mag. Ser. 5, XXII, 226. 

Vergl. Wiirmelehre 585. 
Elimination. 

364. Sur l a  théorie de l'élimination. H. 1, a u r e n t .  N. ann. math. Ser. 3 ,  V11, 
60, 116. 

Ellipse. 
355. Quelques propriétés de  l'ellipse; déviation; écart normal. $1. d '  0 cagne.  

K. ann. math. Ser. 3, VII, 268. [Vcrgl. Bd. XXXLI, Nr. 61.1 
356. Propriétés de la courbe lieu des sonmets des angles de grandeur constante 

circonscrits à une ellipse. Ch .  R r i s  se .  N. a m .  math. Ser. 3 ,  VLI, 231. 
357. Sur un quadrilatère circonscrit à une ellipse donnée. F. F a r j o n .  N. ann. 

math. Ser. 3, VU, 346. 
Ellipsaid. 

358. Sur les normales menées d'uu point à un ellipsoïde. Y or et-Blanc. N. ann. 
math. Scr. 3, VU, 335. 

Elliptische Transcendenten. 
369. Ueber die Transformation der elliptischen Functioneu bei ziisammengeeetztcm 

Transformationsgrade L. K i e p  e r t .  Mathem. Annal. XXSLI, 1. 
360. Elementarcr Beweis fiir dic Darstellbarkeit der clliptischen Function~n a h  

Quotienten beutandig convergeater Potenzreihen. A d .  K n  eser .  Mathem. 
Annal. XXXU, 309. 

361. Sur l a  rdduction de l a  diff6rentielle elliptiquc B l a  forme normale. T. J. 
S t i e l t j e s .  Coinpt. rend. CVLI, 651. 

362. Bemerkung über elliptische Integrale. W. H e y m a n n .  Crelle CHI, 87. 
Vergl. Substitutionen 562. 

W. 
Formen. 

363. Ueber binare Formen mit  vorgeschriebener Discriminante. D. H i l b e r t .  
Mathem. Annal. XXXI, 482. 

364. Ueber die Darstellung definiter Formen als Summe von Formenquadraten. 
D. H i1  b e r  t. Yathem. Annal. XXXII, 312. 

365. Ueber einen Satz dcr Formentheoric. E. S t r o h .  Msthcm. Annal. XXXI, 441. 
366. Ueber die asyzygetischen Covarianten drilten Grades einer binaren Forrn. 

E. S t r o h .  Mathem. Annal. XXXI, 444. 
367. Die Concomitanten der ternaren ciibischen Formen, inshcsondcre der Form 

x ~ ~ ~ ' - ~ x , ~ ~ ~ x , ~ x , , + ~ , x , ~ ,  F r .  U i n g e l d e y .  Math.Auria1. XXXI, 157. 
368. Die irreducibeln Sgzyganten zweier simultanen eubischen Formen. v. Gall .  

Mathem. Annal. XXXI, 424. 
369 Die Steiner'sche Covariante der binaren Yorm sechster Orduung. G. Mai-  

s a n o .  3i:~tht.m. Annal. XXXI, 493. 
370. Die Discriminante der Form siebenten Grades f= a7, P. G o r d a n .  Mathem. 

Annal. XXXI, 666. 
871. Dari vollstandige Formens stem der binaren Form siebenter Ordnung. v. G al] .  

Mathem. Annal. X X ~ ,  318. 
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Fnnctionen. 
"2 2 

372. Bemerkungen iiber d e  =& + c2= û. P. DI, R o i a  - R e Y m o n d .  Crelle 
" - " J 

CIII, 204. 
873. Sur une généralisation du principe de  Dirichlet. R i e m a n n .  Compt. rend. 

CVI, 123. 
374. Zur Thcorie dcr Dedekind'schen Ideale. L. B a u r .  Mathcm. Annal. XXXil, 151. 
375. Sur les fonctions discontinues logarithmiques. B o u g  a ï  eff .  Cornpt. rend. 

CVT. iilfii'. - .  -7 --  - -  
876. Propriét6s des polynômes A, qui suivent la loi A, = xP. A, - 2  - (Zn - 1) A r , - ~ .  

H a l p  h e u .  N. ann. math. Ser. 3, VII,  204. 
377. Sur le plus grand diviseur commnn de deux polynomtjs entiers. E. P o m e y .  

N. ann. math. Ser. 3, VII, 66, 407. 
378. Sur l a  relation qui existe entre p fonctions entières de p -1 variables. R. 

P e r r i n .  Compt. rend. CVI, 1789. 
379. Sur les criteria des divers genres de solutions multiples communes à, deux 

6quations. R. P e r r i n .  Compt. rend. CVIT, 22. 
380. Sur les criteria des divers genres de  solutions multiples communes à trois 

équations à deux variables. R. P e r r i n .  Compt. rend CVII, 219. 
381. Ueber die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen zweiter und dritter 

Art in trigonometrische Beihen. K r  a u s e  & Mo h r m a n n .  Mathem. 
Annal. XXXII, 331. [Vergl. Bd. XXYIII, Nr. 403. 

382. Ueber hyperelliptische Sigmafuoctionen. F. K le in .  athem. Annal. XXXIT, 
351. [Vergl. Ud. PXXlI, Nr. 428.1 

L 
383. Beitriige zur Theorie der hyperelliptischen Sigmafunctionen. H. R u r k  h a r d  t. 

Mathem. Annal. XXXII, 381. 
Vergl. ALbildung. Abel'ache Functionen. Bestimmte Integrale. Deternii- 

nanten. Differentialgleichungcn. Differentialquotieut. Elliptische Trana- 
scendenten. B'ormen. Gammafunctionen. Geometrie (hohere) 393 ,  394. 
Integration (unbestimmte). Invariantentheorie. Kettenbriiche. Operations- 
calcul. Reihen. Substitutionen. Shetafhnctionen. Ultraelliptische Trans- 
scendenten. Unendlich. 

Gammafnnctionen. 
384. Zur Theorie der Gammafunctionen. A. P r  i n g s h c i m .  Math. Annal. XXXT, 455. 
385. Sur une généralisation des fonctions eulérienues. S. P inc  h e r l  e. Compt. 

rend. CVI, 265. 
Qeodhie. 

386. Sur l'évaluation des erreurs inhérentes au système des coordonnees rectangu- 
laires. H a t t  Comat. rcnd. CVI. 921. 

387. Sur l a  théorie de- la fighre de l a  Terre. M a u r .  Lévy .  Compt. rend. CVI, 
1270, 1314, 1375. 

388. Sur la, figure de la Terre. H. P o i n c a r 6 .  Compt. rend. CVlI, 67. 
389. On the  physical structure of t he  earth 8. H e n n e s s y .  l'hil. Mag. Ser. 5, 

xm. 233. 
aeometrie (abz5lhlendei. 

390. BeitrLge zur Analysis Situs. W. D y c k .  Mathem. Annal. XXXII, 457. 
391. Die Abziihlung als Fehlerquelle in der modernen Geometrie. C. K ü p p e r .  

Mathem. Annal. XXXII, 282. 

Oeometrie (hohere). 
392. Sur les prouriétés influitéoimales de l'esuace cercl6. E. C o s s e r a t .  Cornut. 

rend-. CQ 514. 
393. Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige Transformationen 

i n  sich zulassen. A .  H u r w i  t z .  Mathem. Annal. XXXII, 290. 
394. Ueber algebraische Correspondenzen. A. B r i l l .  Mathem. Annal. XXXI, 374. 

[Vorgl. Bd. XXXIll, Nr. 443.1 
395. Sur  les propriétés graphiques des figures centriques. V. R e y e s  y P r o s p e r .  

Mathem. Annal. XXXLI, 157. 
396. Ueber die uueitrentlichen üeraden und Ebenen. M. P a s c h .  Mathem. Amai.  - 

xXXI1, 169. 
397. Sur l'emploi du complexe liuéaire de droites dans 1'6tude des systèmes linéaires 

de cercles. E. C o s s e r a t .  Compt. rend. CVI, 1467. 
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Ueber die Combinanten biniirer Formensysteme, welche ehenen rationalen 
Curven zugcordnct sind. W.  Oroes.  Mathcm. Annal. XXXII, 136. 

Sur l a  détermination d'une courbe algébrique par des points donnés. H. G. 
Z e u t  h e n. Mathem. Annal. XXXI, 235. 

Recherche des points doubles dans les courbes unicursales. X. An to rna r i .  
N. ailu. math.  Ser. 3, V11, 356. 

Sur  les courbes de genre un. O. S c h l e s i n p e r .  Comvt. rend. CFII, 224. - 
Ueber die auf einer Curve mter Ordnung C r  vom Gefichlecht p von den ccg 

Geraden G der Ebene ausgeschnittene fineare Schaar &). L. K ü p p e r .  
Mathem. Annal. XXXI, 291. 

Ceber die regelrri%ssigen Configurationen ns. A. Sc h o  n f  1 i e S. Math. Annal. ---- 
XXXl,  43. 

Dcber die Transformation der Gleichung /der ebenen Curve dritter Ordnung 
mi t  Uoppelpunkt auf die Normalform. F r .  U i n g e l  d e  y. Mathem. 
Annal. XXXI, 177. 

Uebcr die Jacobi'schen Covariauten der Systeme von Berührungskegelschnitten 
einer Curve vierter Ordnung. G. F r o b e n i u s .  Crelle CiII ,  139. 

Zur algebraischen Erzeiigung uammtlicher, aiich der zerfallenden ebcnen ratio- 
nalen Curven vierter [Jrdnung. Fr .  M e y e r .  Mathem. Annal. XXXI, 96, 
[Vergl. Hd. XXXIII, Nr. 448.1 

Vergl. Kinematik. Singularititen. 
Geschichte der Mathematik. 

Inscription cunéiforme donnant les détails d'une éclipse de Lune. J. Op  p e r t, 
Corn t rend, CVLI, 467. 

Sur l ' u n i k t i o n  d u  calendrier. T o n d i n  i. Compti rend. CVI, 813. 
Galilée et  le microscope composé,, Gov i .  Compt. rend.CVIi, 551. 
Sur le bâtonnage, ancienne maniere de mesurer les tapisseries des Gobelins. 

G e r s p a c h .  Compt reud. CV1, 1266. 
Hjpothèse de Lagrange sur l'origine des comètes e t  des aérolithes. H. Faye.  

Compt. rend. CVI, 1703. 
Une lettre ayant rapport à l a  mort  de Lagrange. L. L a l a n n e .  Compt. rend. 

CVI. 998. 
Notes, chiefly historical, on some fundamental propositions in optics. R a y -  

l e i g h .  Phil. Mag. Ser. 5, XXI, 466. 
Sur  un oint de l'histoire du pendule. D e f f o r g e s .  Compt. rcnd. CVI, lfi57. 

- 8. W o l f  ibid. 1660. 
Sur les travaux du général Meusnier. J a n s s e n .  Compt. rend CVII, 365. 
On calculating machines. J. E d ma n d s  O n. Phil. Mag. Ser. 5, XX, 15. 
Zur Eriunerung an  Axe1 Harnack. A. Voss.  Mathem. Annal. XXXLI, 161. 

Cfleichnngen. 
Sur  le critère de Galois concernant la résolubilité des Bquations algébriques 

par radicaux. J. D o l b n i a .  N. ann. math. Ser. 3, VII, 467. 
Ueber die Anwendung iterirter Functionen zur Darstellung der Wiirzelo al- 

gebraischer und transcendenter Gleichungen. C. 1 s e n  k r a h e .  Mathem. 
Annal. XXXI, 309. 

Démonstration d'une formule de Waring. F. Gom.  T e i x e i r a .  N. ann. math. 
Ser. 3, VU, 382. 

Sur les racines de l'équation f(x) = O ,  f (x)  étant un polynôme de degré r. 
vBrifiant l'identith n f ( x )  = (x-a) .ff(x) + b. f"(x). Ch. Brinse.  N. ann. 
math. Ser. 3, VU, 314. 

ThBorémes sur les équations algEbriques e t  les fonctions quadratiques de 
Campbell. A u g .  P o u 1  a in .  Compt. rend. CVI,  470, 1479. 

Sur les Bquations algébriques à racines toutes r6elles. M. d l O c a g n e .  Compt. 
rend. CVI, 731. 

Sur une source d'équations algkbriques ayant toutes leurs racines réelles. 
G. P o u r e t .  Compt. rend. CVI, 1135, 1220. 

Sur l e  théorème de Rolle. Anonynie. N. ann. math. Ser. 3, QII, 302. [Vergl. 
Bd. XXXIII, Nr. 103 1 

Généralisation di1 théorème de Rolle. F. L u c a s .  Compt. rend. CVT, 121. 
DBtermiuation électrique des racines réelles et imaginaires de l a  dé r ide  d'un 

polynôme quelconque. 3'. L u c a s .  Compt. rend. CVI, 195. 
Résoliition électrique des équations algébriques. F. L u c a s .  Compt. rend. 

CVI, 268. 
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429. Détermination électrique des lignes isodynamiques d'un polyo6ine quelconque. 
F. L u c a s .  Compt. rend. CVI, 687. 

430. Résolution immodiate des équations au  ,moyen de  l'electricitd. F. L u c a e .  
Compt. rend. CVI, 646. 

431. Résolution deù éqiiations par l'Qlectricit6. F. L u  cas .  Compt. rend. CVI, 1072. 
432. On a machine for solving equations. C. V. Boys .  Phil. Mag. Ser. 5, XXI, 241. 
433. On a mechanical metliod of solving quadratic and cubic eqiiations, whether 

the  roots be real or impossible. H. C u n g n  g h a m c .  Phil. Mag. Ser. 5, - - 
XXI, 260. 

Vergl. Determinanten 308. Elimination. Functionen 379, 380. Kegelschnitte 
453. Oberfiiichen zweiter Ordnung 520. 

H. 
Hydrodynamik. 

434. Turbines. J. L. W o o d b r i d g e .  Phil. Mag. Ser. 5, XXLI, 313. 
436. Complément à la throrie des déversoirs en mince paroi qui s'étmdent à toute 

l a  largeur du l i t  d'un cours d'eau: iuflueucc, sur le débit ,  des vitesses 

[Vergl. Bd. XXXIII, Nr. 491, 492, 484.1 
d d'arrivée des filets fluides. J. B o u s s i n e s q .  Compt. rend. C 11, 513, 538. 

436. On stationary waves in  flowing water. W. T h o m s o n .  Phil. Mag. Ser. 6, 
XXLI, 353, 445, 611. 

437. Sur les mouvements giratoires des fluides. L. L e  c o r  nu .  Compt. rend. CVI, 1654. 

Hyperbel. 
438. On a new hyperbolagraph. H. C u n g  n g h a m  e. Phi1 Mag. ger. 3, XXU, 138. 
439. Hyperbole engendrée au  mojen de deux paraboles. M. R O U X .  N. ann. math. 

Ser. 3, VII, 384. 
Hyperboloid. 

440. Étudier le complexe des cordes d'un hyperboloïdc à unc nappe qui sont vues 
du centre sous un angle droit. E. M a r  c h a u d .  N. aun. math. Ser. 3, V11, 8. 

441. Théorème sur l'hyperboloïde. G e n t y .  N. ann. math. Ser. 3, VLI, 436. 

Intsgration (nnbestimmte). 
442. Sur 11int6gration par partie. P h .  G i l b e r t .  N. ann. math. Ber. 3, VII, 365. 
443. Sur quelques intégrales remarquables. E. P o  me y. N. ann. math. Ser 3. VLI, 191. 
444. Sur les intégrales pseudo -elliptiques. H a l p h e n .  Compt. rend. CVI,  1263. 

Interpolation: 
445. Formulcs d'interpolation. C a r v a l l o .  Compt. rend. CVI, 346. 

Invariantentheorie. 
446. Calcul de  sous- invariants. E. Ces  a ro .  N. ann. math. Ser. 3, VlI, 464. 
447. Sur les invariants des équations différentielles. E. G o u r s a t .  Compt. rend. 

VUI, 898. 
Vergl. Formen. 

Xegelschnitte. 
448. Synthetische Untersuchungen über die Schmiegungsebenen beliebiger Raum- 

curven und die Reiblitatsverhiiltnisse spccicller KegelschnittRysteme. Ad. 
K n e s e r .  Mathern. Annal. XXXI, 507. 

449. Applications des propri6tés projectives des coniques. Wei l l .  N. ann. math. 
Ser. Y, VII, 429. 

450. Sur l a  courbure des coniques. E. Ce  a a ro .  N. ann. math. Ser. 3, VU, 152. 
451. Sur les courbures dans les conioucs. CI. S e r v a i s .  N. ann. math. Ser. 3, 

VD, 369. 
452. The differential equation of a couic. Th. Mui r .  Phil. Mag. Ser. 5, XXI, 143. 
453. La  solution géom6trique de l'équation du quatrième degré. F r .  H o f m a n n .  

N. a m .  math. Ser. 3, VU, 120. 
454. Sur un théorème de  Chasles. H. F a u r e .  N. ann. math. Ser. 3, VI], 31. 
455. Coniques polaires d'un point et d'une droite. .E.  F o n t a n e a u .  N. ann. math. 

Ser. 3, VII, 292. 

Hial.-Ut. ALtlilg. ù. Zeit8chr.f. Math. II. Phys. XXXIV, 6. 18 
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456. Sur les qnadrilatères circonscrits à deux coniques. Alex.  Renon .  N. ann. 
math. Ser. 3, VII, 104. 

467. Propriétés de troia coniques. H. F e r v a l .  N. ann. math. Ser. 3, VIL, 236. 
458. Sur deux sériea de coniques. P. P a g e t .  N. ann. math. Ser. 3, VLI, 305. 

Vergl. DiEerentialgieieliungen 325. Ellipse. Byperbel. Kreis. Oberflachen 
508. Parabel. Kettenbriiche. 

459. Sur la convergence d'une fraction continue algébrique. H a l p h e n .  Compt. 
rend. CVI, 1326. 

460. Représentation de  nombres irrationnels au moyen des fractious continues. 
H. G y  l d é n .  Compt. rend. CVI, 1584, 1777. 

Kinematik. 
461. Sur certains conoïdes et  e n  particulier tiur le conoïde de Plücker. A. Mann-  

h e i m .  Compt. rend. CVI, 820. 
gre i s .  

462. Sur uue propriété du cercle des neuf points. F. F a r j  on. N. ann. math. Ser. 3, 
VII, 289. 

463. Sur les cercles inscrits à un triangle. E Ces  a r o .  N. ann. math. Ser. 3, V11, 99. 
464. Noiiveau théorème relatif aux circonféreiices tangentes. J o f f r o y .  N. ann. 

math. Ser. 3, VII, 461. 

m. 
Magnetismns. 

4C-5. Sur l'aimentation des corps diamagnétiquea. P. D u h e m .  Compt. rend. CVI, 
736. [L-ergl. Ild XXXIII, Nr .  525.1 

4% Siir l'application du ph6nomène de l'aimentation transversale à l'étude du 
coefficient d'aimentation du fer. P. J a n e t .  Compt. rend. CV1, 200. 

Maxima nnd Minima 
467. Sur lea minima de sommes de termes positifs dont le produit est constant. 

Ch  B i o c h e .  PI.ann.math.Ser.3,  VII. 287. 
468. Der Modiil des Maximum Maximoruiil einer Function q(re<~i) in Bczug auf cp 

und die Anwendung seiner Eigenschaften auf die Reihe von Lagrange. 
N e k r  a s s  O ff .  Mathem. Annal. XXXI, 337. 

469. Ueber eine speeielle geometrische Aufgabe des Minimums. Ed.  Neov ius .  
Mathem Annal. XXXI, 359. 

470. Sur les si~rfaces minima et le théorème de  Joachimsthal. A. C a y l e y .  Compt. 
rend. CVI, 995. 

471. Sur une surface minima réelle. B. N i e w e n g l o w  ski .  N. ann. math Ser. 3, 
vu, 391. Mechanik. 

472. Auwendung der Abel'sehen Funetioneu auf ein Problem der St,atik biegsarner, 
unausdehnbarer Flacheu. F. K 6  t t e r .  Crelle CIII, 44. 

473. Théorème de Minding. A. A s t o r .  K. ann. math.  Ser. 3, VU, 38. 
474. Sur l'extension à certains points de l'une des propr ié th  nlé~aniques du centre 

de  gravité. A. d e  S a i n t - G e r m a i n .  Compt. rend. CVlI, 946. 
475. Ueber einc neue lnterprctation der Pundamentalgleichungen der Mechanik. 

J. K 6 n i g .  Mathern. Annal. XXXI, 1. 
476. G6néralisation d'un théorème de Gauss. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. CYU, 637. 
477. Groupement e t  construction géométrique des accélérations dans un solide 

tournant autour d'un oint fixe. P h .  G i l b e r t .  CornPt. rend. CVn, 726, 
830, 946, 1028. [verg[ Hd XXXIII, Nr. 632, 533.1 

478. Sur  l'équilibre d'une masse hétérogène en rotation. H. P o i n c a r 6 .  Compt. 
rend. CVI, 1571. 

479. Sur une solutiou blémentaire du  problème du gyroscope de Foucault. E. 
G u y o n .  Compt. rend. CVI, 1143. 

480. Mouvement dans un milieu, dont la résistance est proportionelle au carré de 
la vitesse, d'un point matériel at t iré par un centre fixe en raison de la 
distance. H. R e a a l .  Compt. rend. CVI, 1329. 

481. Geometrical representation of moments and products of inertia in a plane 
aeetion; and also of the relations between stresses and strains in two 
dimensions. A. L o d  ge .  Phil. Mag. Ser. 5, XXLI, 453. 

482. Sur  l a  mesure de l'intensité absolue de l a  pesanteur. G. Uef t ' o rges .  Compt. 
rend. CVI, 126. 
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483. Sur un théorème relatif à l'attraction. E. P i c a r d .  Compt. rend. CVH, 984. 
- J. B e r t r a n d  ibid. 985. 

484. The reaction upon the driving-point of a system executing forced harmonic 
oscillations of various periods with applicatione to electricity. B a y l e i g h .  
Phil. Mag. Ser. 5, XXI, 369. 

486. Sur l a  vérification expérimentale des formules de Lamé e t  l a  valeur du coeffi- 
cient do Poisson. E. H A m a g a t .  Corn t rend. CVI, 479. 

486. Sur la thEorie du ressort Belleville. H. Fiesa?.' Compt. r end  CVII, 113. 
487. Sur l a  détermination exacte des positions réciproqnes de  la bielle et de l a  

manivelle et sur une 4pure de distribution tenant compte de l'obliquité 
des bielles. F. D u  b O s t .  Compt. rend. CVII, 904. 

488. Siir les calculs de résistance des systèmes réticulaires à lignes ou conditions 
surabondantes. F r  a e n  e l  1 B B a  c h  y. Compt. rend. CVII, 729. 

489. Représeutation des attitudes de  l a  locomotion humaine a u  moyen des figures 
en relief. M a r c  y. Compt. rend. CVI, 1634. 

490. Modifications de  la photo-chronographie pour l'analyse des mouvements exé- 
cutés sur place par un auimal. M a r e y .  Compt. rend. CVII, 607. 

491. Décomposition des phases d'un mouvement au  moyen d'images photogra- 
phiques. M a r e y .  Compt. rend. CVII, 677. 

492. fitude de la locomotion humaine dans les cas pathalogiques. QuBnu  & D e -  
meny .  Compt. rend. CVl, 1559. 

493. De la claudication par  douleur. M a r e y .  Compt. rend. CVII, 641. 
494. Valeurs relatives des deux composantes de la force déploy6c dans le coup d'aile 

de l'oiseau, déduites de l a  direction e t  de  l'insertion des fibres du muscle 
grand pectoral. M a r e y .  Compt. rend. CVII, 549. 

405. Sur le mode de  locomotion des Chenilles. G. C a r l e t .  Compt. rend. CVII, 131. 
496. Sur la locomotion terrestre des Reptiles e t  des Batraciens tétrapodes, comparée 

à celle des Mammifères qiiadrnpèdes. G. C n r  1 et .  Compt. rend. CVIl, 562. 
497. Ue la marche d'un insecte rendu tétrapode par la suppression d'une paire de  

pattes. G. C a r l e t .  Compt. rend. CVII, 565. 
498. Des mouvements de l a  natation de l'anguille. M a r e y .  Compt. rend. CVlI, 643. 

Vergl. Astronomie. Capillaritit. Elasticitat. Elektricitiit. Hydrod namik. 
Magnetismus. Mnlekularphgsik. Optik. Variationerechnung 573. k i i rme-  
lehre. 

Mehrdimensionale Geometxie. 
499. Die Zusa.mmensetzung der stetigen endlichen Transformationsgruppeu. W. 

K i l l i  ng .  hlathem. Auual. XXXI, 232. [Vergl. Bd. XXXII. Nr. 554.1 

Hittelwerthe. 
600. Sur une gbnéralisation de la formule des accroissements finis. T. J. S t i e l t j e e .  

N. ann. math. Ser. 3, VLI, 26. 

Molecnlarphysik. 
501. Snr les loi8 de  l'équilibre chimique. H. L e  C h a t e l i e r .  Coinpt. rend. CVI, 

355, 698, fi87, 1008. -P. D u h e m  ibid. 485, 846. - J. M o u t i e r  ibid. 687. 

0. 
Oberflllchen. 

502. Ueber Fundamentalgrijssen in der Fliichentheorie. J. K n o b l a n c h .  Crelle 
CIII, 25. 

503. Sur les uiirfaces de révolution. G. P i r o n d i n i .  N. ann. math.  Ser.3, VII, 48fi. 
504. Détermination sous forme explicite de toute surface régl6e rapportée à ses 

lignes asymptotiques, e t  en particulier de tolites les surfaces régl6es à 
lignes asymptotiques algébriques G .  K o e n i g  a. Compt. rend. CVI, 51. 

505. Siir les surfaces réglées applicables sur une surface de révolution. A. P e l l e t .  
Compt. rend. CVI,  654. - Ch. B i n c h e  ibid. 829. 

506. Ueber eine besondere Art von Strahlensystemen R. v. ~ i l i e n t h a l .  Msthem. 
Annal. XXXI, 85. 

507. Sur l a  ~ec t ion  d'une surface par un plan bitangcnt. J u h e l - R B n o y .  N. a m .  
math.  Ser. 3, VLI, 282. 

508. Sur l a  surface engendrée a r  une conique doublement sécante à nne conique 
fixe. D e  m a r t  r e  s. 8ompt. rend. CVI, 340. 

509. Ueber eine Eigenschaft der Fliichen, bei denen der eine Hauptkrümmungs- 
radius eine Fiinction des anderen ist. .J ,  W e i n g a r t e n .  Crelle CIII, 184. 
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510. Sur lcs courbes de  Mr. Hcrtrand, eonsid6rées comme lignes geodésiques de 
burfaces cerclées. ü. U e m a r t r  en. Compt. rend. CVI, 1065. 

511. Sur les surfaces qui ont pour lignes de  courbure d'un système des hélices 
tracées sur des cylindres quelconques A. P e t o t .  Compt. rend. CVI, 1517. 

513. Ueber die Bedingung für die Isometrie der Krümrnimçscurven. J. K n o b l a u c h .  
Creiie CI[]. 4 0 ~  

~ 8 -  

613. Sur les lignes de courbure et lee lignes asymptotiques des surfaces. L e -  
l i e u v r e .  Compt. rend. CVI, 183. 

514. Sur les lignes de courbure des cyclides. G. H u m b e r t .  Compt. rend. 
n n T  
b V 1 ,  ZÿI. 

515. Sur l a  thdorie des cyclides. Mlle. B o r t n i k e r .  Compt. rend. CVI, 864. 
516. Sur  les pales principaux d'inversion de l a  oyclido de Dupin. G. F o u r c t .  

N. ünn. niath. Ser. 3, VLI, 113. 
617. Construction géométrique de la surface du troisième ordre. Réflexions sur la 

génération des surfaces algëbriques à l'aide de deux faisceaux projectifs. 
D e  J o n q u i è r e s .  Compt. rend. CVI, 526, 907; CVII, 209. 

518. Construction géométrique d'une surface, à points doubles, du quatrième ordre. 
I) e J o n  q u i è r e s .  Compt. rend. CVlJ, 430. 

619. Sur  les surfaces de singiilarit6s des systèmes de coiirbes construits avec un 
ëlérnerit donné. E. C o s  s e r a t .  Compt. rend. CV11, 653. 

Vergl. Cartographie. Geodasie. Geschichte der Mathematik 415. Maxima 
und Minima 470, 471. Mechanik 472. 

OberiUchen zweiter Ordnnng. 
520. Sur l'existence de  trois racines réelles de l'équation qui ddtermine les axes 

principaux d'un cone. P r .  H o f m a n n .  N. ann. math. Ser. 3, VLI, 90. 
621. Sur une question de  géom6trie liée à l a  théorie des normales B une quadrique. 

A. d e l  Be .  N. ann. math. Ser. 3, VU, 359. 
522. Propriété des surfaces centriques d u  second ordre. E r n .  Malo .  N. ann. 

-math .  Ser. 3, VU, 317. 
523. Surfaces du second degr6 engeudrees au  moyen d'une ellipse e t  d'une hyper- 

bole situées respectivement dans deux plans rectangulaires. E. J a g g i .  
N. ann. math. Ser. 3. Vli. 341. 

524. Lieu composé de deux ~iu;faces dii second ordre. E. M a r c h a n d .  N. ann.math. 
Ser. Y, V a ,  14. 

Vergl. Ellipsoid. Hyperboloid. Paraboloid. 

ûperationscalenl. 
525. Sur uelques familles d'op6rateurs diffdrentiels. R. P e r r i n .  Compt. rend. b r .  1131. 

Optik. 
526. The  luminiferoua aether. D e  Vols  o n  Wood.  Phil. Mag.  Ser. 5 ,  XX, 389. 
527. Sur  l a  mesure des indices de  réfractions des cristaux h deux axes par i'obser- 

vation des an les limites de réflexion totale sur deux faces quelconques. 
Ch.  S o r e  t. 8ompt.  rend. CVII, 176, 479. 

528. On the accuracy of focus necessary for sensibly perfect definition. R a y l e i g h .  
Phil. Mag. Ser. 5, XX, 354. 

529. On a theorem relating t o  curved diffraction-gratings. W. Ba i ly .  PhLMag. 
Ser. 6, XXII, 47. 

Vergl. üeschichte der Mathematik 413. 

Y. 
Parabel. 

530. Propriétés d'une parabole. E. Ba  r i s i e n .  N. ann. math. Ser. 3, VII, 244. - 
Anonyme ibjd. 248. 

531. Propriété de la droite menée du foyer d'une parabole au  point d'intersection 
de deux taugentcs. M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. Ser. 3 ,  VII, 412. - 
I g n .  B e y e n s  ibid. 443. - J. B e r n a r d  ibid. 444. 

538. Sur  deux séries de paraboles dans un plan. Ch. B r i s  s e. N. ann. math. Ser. 3, 
VJI, 305. 

Paraboloid. 
533. Sur les cinq normales mendes d'un point à l a  surface d'un parat,ololde ellip. 

tique. L. R o u s s e l .  N. a m .  math.  Ser. 3, VII, 344. 
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Planimetrie. 
534. De l a  mesure de l a  simplicité dans les constructions géométriques. k m .  

L e m o i n e .  Compt. rend. CVIT, 169. 
535. Formules servant à faire connaitre les côtés d'un trapèze rectangle. M o r e t -  

B l a n c .  N. ann. math. Ser. 3, VU, 332. 

B. 
Eectification. 

536 Sur les arcs des courbes planes. G.  H u m b e r t .  N. ann. math. Ser. 3, VII, 6. 
[Vergl. Rd. XXXITI, Nr. 630.1 

637. Ueber rectificirbüre Curven. L. K ü n i g s L  e r  ge r .  Mathem. Annal. XXXLI, 589. 

Reihen. 
538. Ein Satz über Potenzreiheii. A ng.  G u  t z m  er .  Mathem. Annal. XXXII, 596. 
539. Sur un théorème général de convergence. d.  L. W. V. J e n s e n .  Compt.rend. 

CVI, 719, 833, 1520. - E. C e s a r o  ibid. 1142, 1791. 
540. Sur l a  convergence des series. K. C e s a r o .  N. ann. math. Sm. 3. VII, 49, 401. 
511. Sur un thdorèine général de convergence. J. L. W. V. J e n s e n .  N. ann. math. 

Ser. 3, V11, 196. 
542. Sur le8 caractères de convergence e t  de divergence des séries à termes positifs. 

P. d u  B o i a - i i e y m o n d .  Conipt. rend. ÇVII, 941. 
543. Sur le rayon de convergence des &ries ordonnées suivant les puissances d'une 

variable. B a d a m a r  d. Compt. rend. C V l ,  259. 
544. Sur la limite de convergence des séries représentant les intégrales des équu- 

tions diff'ércntielles. E. P i c a r d .  Compt. rend CVI, 1466. 
545. Ueber Cauehy'b: zweiten Beweis für die Convergenz der Founer'schen Reihen 

und eine daniit verwandte iiltere Methode von Poisson. A. H a r n a c k .  
Mathem. Annal. XXXLI, 175. 

546. Sur l a  differentiation d'une série ordonn6e suivant les puissances croissantes 
d'une variable. Ch. B i e h l  e r .  N. ann. math. Ser 3, VU, 200. 

547. Développement de l'accroissement d'un polynome entier suivant les puissances 
des accroissements des v~riables.  M a r c h a n d .  N. a m .  math. Ser. 3, 
Vu,  456. 

548. Sur le développement d'une fonction analytique en serie de polynames. S. 
P i n c h e r l  e. Compt. rend. CVIT, 986. 

549. Sur le développement en séries des fonctions implicites. W o r  O n t a of. N. 
ann. math.  Ber. 3, VII, 362. 

650. Sur les transformations de la série de Lambert. E. Ceaa ro .  N. ann. math. 
Ser 3. VII. 374. -, . - 7  

561. Ueber die Integraldarstellung der allgemeineren hy ergeometrischen Reihe. P. 
S c h a f h e i t l i n .  Crelle CLII, 89. [Vergl. Bd. %XXUI, N r  316.1 

552. Ueber die Discriminante der i m  Endlicheu abbrechenden hy~eraeometrischeu .- - 
Reihe. D. H i l b e r t .  Crelle CIII. 337. 

Vergl. Bestimmte Integrale 297. ~ i f f e r e n t i a l ~ l e i c h u n ~ e n  317, 318. Functionen 
381. Maxima und Minima 468. Zuhlentheorie 612. 

S .  
Singnl&t(Lten. 

553. Détermination du nombre maximum des pointa doubles, proprement dits, qu'il 
est permis d'attribuer arbitrairement à une surface algébrique, de degré 
m, dont la détermination est complétée par d'autres points sim les donnés. 
D e  J o n  q u i é r e s .  Corn t rend. CVI, 19. [Vergl. ~ d .  X X X I ~ ,  Nr. 682.1 

554. Sur un trait  caractéristique se' dissemblance entre les sorfaces e t  les courbes 
algébriques, d'où dépendent les limites respectives des nombres de points 
multiples d'ordre r qu'il est ermia de leur attribuer arbitrairement, 
D e  J o n q u i é r e s .  Compt. renb: CVI. 166. 

555. Sur quelques notions, principes e t  formules, qui interviennent dans plusieurs 
questions concernant les courbes et  les surfaces algébriques. D e  J O  n-  
q u i h r e s  Compt rend. CVI, 234. 

656. Sur l'intersection de deux courbes alg6briqnea en un point singulier. G.  B. 
G s c c i a .  Compt. rend. CVII, 656, 903, 
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ser. 3, Vil ,  252. 
Substitntiouen. 
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CVI, 262. 

561. Sur les substitutions orthogonales et, les divisions régulières de l'espace. E. 
G o u r s a t .  Compt. rend CVI, 1786. 

562. Ueber ausgezeichncte Untergruppen in der Gruppe der elliptischen Modul- 
fiinctionrn. R o b .  F r i  cke.  Mathem. Annal. XXXi , 227. [Vergl. Bd. 
XXXiII, NT. 663 1 

T. 
Thetahnctionen. 

663. Partielle Differentialgleichungen der liyperelli t i ~ c h e n  Thetafunctioncn und der 
Perioden derselben. E d. Wi l r  he ins .  Kathem. Annal. XXBI, 1.31. 

564. Ueber die Potenzreihen der hyperelliptischen Thetafiinctionen. Ed .  Wi l the i s s .  
Mathem. Annal. XXXI, 410. 
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Curven. O. S c h l e s i n g e r .  Mathem. Annal. XXXI, 183. 
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569. Sur deux systèmea de courbes orthogonales. V. J a m e t .  Compt. rend. ÇVI, 830. 

Vergl. Gleichungen 427. Variationsrecl~nung 574. 

U. 
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Unendlich. 
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Crelle CIII, 1. 
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575. Sur la théorie analytique de l a  chaleur. B. Poincarc? .  Compt. rend. CVII, 
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47, 253, 338. - J. B e r t r a n d  ibid. 49. 
588. Probabilité du  t ir  à la cible. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. CVI, 233, 387, 521, 

687; CII, 205. - M e n a b r e a  ibid. CVI, 391. - Ch. M. S c h o l s  ibid. 687. 
- ü. J u n g  ibid. 1001. 

589. Sur l'introduction des probabilités moyennes dans l'inter rétation des résultats 
dc  l a  Shtistique. J. Bertrand. Compt. rend. C V ~ ,  1311. 

590. Les ceutenaires en France. g m .  L e v a s s e u r .  Compt. rend. CVII, 71. 
591. Sur les lois de mortalité de Gompertz e t  de Makeham. J. B e r t r a n d .  Compt. 

rend. CVI, 1042. - A. Q u i q u s t  ibid. 1465. -Van  D o r s t e n  ibid. CVI, 386. 
692. The law of error and the  elimination of chance. F. Y. E d g e w o r t h .  Phil. 

Mag. Scr. 5, XXI, 308. 
593. Ou the  determination of the modulus of errors. F. Y. E d g e w o r t h .  Phil. 

Mag. -Ser. 5, XXI, 600. 
594. Problems in probabilities. F. Y. E d  e w o r t h  Phil. Mag. Ser. 5, XXI, 371. 
595. Sur  un problème du calcul des proba\ilités. Voyer .  Compt. rend.CYI, 256. 
596. Sur  l'indétermination d'un problème résolu pa r  Poisson. J. B e r t r a n d .  Compt. 

rend. CVI, 636. 
597. Sur la determination de la précision d'un système de mesures. J. B e r t r a n d .  

Compt. rend. CVI, 440. 
598. Sur l a  précision d'un système de  mesures. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. CYI, 

1196. 
599. Sur  l a  combinaison des mesures d'une même grandeur. J. B e r t r a n d .  Compt. - 

rend. CVI, 701. 
600. Sur l'évaluation a posteriori d e  l a  confiance méritée a r  l a  moyenne d'une 

série de mesures. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. c d ,  887. 
601. Sur l a  rigueur d'une démonstration de  Gauss. J. B o r t r a n d .  Compt. rend. 

CVI, 563. 
602. Sur  l'application de  la méthode des moindres carrés. E. C a r v a l l o .  Compt. 

rend. CVT, 9.24. 
603. Sur  l a  méthode des moindres carrés. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. CVI, 1115. 
604. Sur  l a  loi  de probabilité des erreurs d'observation. J. B e r t r a n d .  Compt. 

rend. CVI, 153. - F. T i s s e r a n d  ibid. 231. 
605. Su r  certains ointe de la théorie des erreurs accidentelles. F a y e .  Compt. 

rend. CV& 783. 
606. Sur la valeur probable des erreurs les plus petites dans une série d'obaerva- 

tions. J. B e r t r a n d .  Cornrit. rend. CVI, 786. 
607. Note relative à l'expression de 1 erreur probable d'un s y s t h e  d'observations. 

E. G u  y ou. Compt. rend. CVI, 1282. 
608. Sur l'erreur à craindre dans 1'6valuation des trois angles d'un traingle. J. 

B e r t r a n d .  Compt. rend. CVI, 967. 
609. Sur les conséquences de  l'égalit6 acceptée entre l a  valeur vraie d'un polynome 

et s a  valeur moyenne. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. CVI, 1259. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



120 Historisch-literarische Abtheilung. Abhandlungsregister.  

Zahlentheorie. 
610. Ueber die Darstellung der Zahlen eines Uatturigsbereiches für einen beliebigen 

Primdivisor. K. H e n a e l .  Crelle CIII, 230. [Vergl. Bd. XXXIII, Nr. 712.1 
611. Preuve élémentaire du tb6orème de Dirichlet sur les progressions arithmé- 

tiques dans le cas où la raison est 8 ou 12. S y IV  e s t  e r. Compt. rend. 
CVT. 1278. I2R5 - .  - 7 - - - - 1  - 

612. Sur les fondaments du calcul asymptotique. E. C e a a r o .  Compt. rend. CVI, 
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Text des Codex viennensis no. 275 auf fol. 27'. 

Infer[i]orum differentiarum prima sub superioris disposicionis ultima ponitur. et ma- 
queque superiorum cum omnibus \ inferioribus oonferatur. in qua  collectione ei quis prim5 
creuerit s eciei, super presentialitatem conlatam locetur. si uero 1 secundp, a d  secundam trans- 
feratur. b e r b i  gratia:  Sécund? speciei di%po&io ~ i c  fiat. Ponatiir prima multiplicendi ( sub 
extrema multiplicantis. Propontttur erg0 nobis in prima specie.lO.24.per 306 multiplicationisl 
hoc modo. ist? sunt differenti?: 9 8 7 6 0 4 3 2 1 0. 
(Die nun folgendeu, ~ o w i e  die seitlich stehenden Buchstabenreihen wwden hier weggelassen.) 

Secundum n m i n a  plmetarum indita sunt nomina diebue: Omnie enim dies a prima hora 
diei ( i n  qua aliquis principatur, nomen sortitur. Sol ergo medius planetarum, cum fous e t  origo 
tocius calolris ait, philosophi medium posuerunt. Naturalis autem dies ciim XXlIII horaa habet, 
prima hora ( diei pruicipatur, toti diei nomen instituit. Incipiens erg0 a sol,e cui libet sequeuti 
et prq icedenti horam deputa u q u e  a d  XXIIIl et quicunque primus ait planeta,  a b  e o  nomen 

- - 
dieil Conformato. 

DE AUUlTIONE. ( Si antem addere uoluimus. nnusquisque 1 sub suo genere ratio[ne? o d m  
primo] pooatur, erigatur. Bi autem excreuerit in aliqua differentiarum delnarius, a d  aiipenorem 
erigatur. Sed si nihil remanserit in aligua, 1 ciffre ponatur. DE DIMINVTIONE. In diminutiow 
quoque 1 n n u s q u i ~ u e  ponendua est in prima statione e t  m i w r  d e  maiori aafejrendus est. sed 
si superior mmor fuerit, uel etiam nihil habuerit, imitas auferenda de  sequentibus. Si 1 de 
secunda. in frima dmarium, idem in cunctis sigoi6cabis. est autem notandum, i n  addicione e t  
diminutione inicium a primis debere suai .  DE MEDIATIONE. Cum uero mediare iubemur, 
sulmentes inicium a prima differcutia. si numerus inpar fuerit, mediando parem / pro unitate 
sub pro[xima?] eadem differentia .. . DE DlCiLSIONE. Ultima diuidentis / sub ultima diuidendi 
ponitur, si minor uel equttlis fuerit. s i  uero majior, secundetur. ultima diuidentis quotiens i n  
ultima uel ulltimis diuidendi fuerit denominatione su er primam / diuisoris posita, tociens 
sequens aulferatur de reliquo. P E ~ B A T ~ O  D I U I ~ S I O ~ S .  Si diuisionem probare 1 uoluerie, 
denominatiosem 1 per diuisorem multiplica. 

Florem . Pepent  . Genitrix . Karum . Lux . Celestis . Zeli . Genuit . Beatum . Totis . Dedit. 
Florem . Pratis . 1 Animam .Viris . Lumina .Capitibus . @id. Es t .  Bonum .Totis. Dedit.Scientiam. 
Panes. Fratribus . Creator. Curlrentibus . Ynnuloe . Onine. Bonum . Tribuit . Karitas. 

Si quis prime speciei aliquid eiuadem multiplicauerit, differentiam maimis de minori 
demere et  denomina,tionem facem, differeatias eorum inter se ducere et  eidem addere oportet. 
Prima multiplicantis sub ultilma multiplicandi ponitur, e t  unaqueque s u p e r i o ~ m  cum omnibus 
inferioribus confertur. e t  si quid !rime speciei ercrescet, 1 super presentialihtem collatam 
ponitur. Sed si denariua excreacet, a supkriorem differentiam tramferatir .  Si  mul!tiplicafionem 
probare uolumus, ipsam nouenario diuidemus e t  residuum pre nota semabimus. I tem multipli- 
cantem separantes multiplicatumque nouerario diuidemus. et superfluos inter ae ductus et now-  
raria 1 diuiaione diuidemus residuum sine errore similem notq iiiueniemus. 9 8 7 6 6 4 3 2 1. 
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